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Introduction

L'interprétation abstraite [Cousot et Cousot 77] est une technique d'analyse
statique qui permet d'étudier le comportement dynamique d'un programme au
seul vu de son code source. Cette technique est généralement utilisée pour
l'optimisation du code objet d'un programme (e.g., élimination du code inutile),
la transformation d'un programme (e.g., évaluation partielle), ou encore
I'établissement de certaines preuves de programme (e.g., preuve d'arrét). Si une
sémantique est considérée comme un calcul sur un domaine, alors une
interprétation abstraite est la donnée de deux sémantiques et d'une relation
[Cousot et Cousot 92c, Marriott 93]. L'une des deux sémantiques est dite
concrete (ou standard) tandis que l'autre est dite abstraite (ou non standard). La
relation (dite d'approximation) est définie entre le domaine concret et le domaine
abstrait. Une interprétation abstraite est consistante si et seulement si le résultat
du calcul concret a partir d'une donnée concréte 4 est approchée par le résultat du
calcul abstrait a partir d'une donnée abstraite qui approche 4.

Partant de la donnée d'une sémantique concrete, la conception d'une
interprétation abstraite consiste a établir successivement :

e le domaine abstrait
e la relation d'approximation entre le domaine concret et le domaine abstrait
e le calcul abstrait

Il est possible d'étre plus précis, en particulier pour I'élaboration du calcul
abstrait. Une bonne démarche est la suivante : d'abord, induire le calcul abstrait
en imitant le calcul concret de fagon opérationnelle, et ensuite, forcer (ou
accélérer) la terminaison du calcul abstrait a 1'aide d'opérateurs de widening,
i.e., d'opérateurs qui effectuent des généralisations [Cousot et Cousot 76,77].
On peut considérer dans ce cas qu'une interprétation abstraite se compose de
deux phases :

e une phase d'abstraction du domaine
e une phase d'abstraction du calcul
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La phase d'abstraction du domaine revient a définir le domaine abstrait, définir la
relation d'approximation et induire le calcul abstrait a partir du calcul concret. La
phase d'abstraction du calcul revient a forcer la terminaison du calcul abstrait.
On sépare ainsi en quelque sorte 1'aspect déclaratif (la maniére dont on définit le
domaine abstrait) de I'aspect calculatoire (la maniere dont on obtient un calcul
fini). Cette démarche correspond, pour l'essentiel, & l'approche de
I'interprétation abstraite basée sur la combinaison d'une connexion de Galois et
d'opérateurs de widening et narrowing [Cousot et Cousot 92b].

Cahier des charges

L'intérét de l'interprétation abstraite a été clairement démontré pour des
paradigmes aussi variés que la programmation impérative, fonctionnelle et
logique. Pour notre part, nous situons notre recherche dans le cadre de la
programmation logique avec contraintes. En effet, nous proposons un modele
d'interprétation abstraite qui puisse €tre appliqué a la classe des CLP-langages
[Jaffar et Lassez 86]. Cette classe de langages présente 1'avantage de fournir un
cadre homogene qui soit adapté a la définition de différentes sémantiques
(concrétes et abstraites). Avant toute chose, il est nécessaire de formuler le cahier
des charges du modele d'interprétation abstraite que nous souhaitons définir. Ce
modele doit étre :

¢ générique,
i.e., utilisable pour I'ensemble des CLP-langages.

e souple,

i.e., permettre de définir aussi bien des analyses de flux de données
(inférence de mode, inférence de type, ...) que des analyses opérationnelles
(étude de la terminaison, du déterminisme, ...).

e simple,
i.e., permettre de concevoir facilement une analyse et de prouver la
consistance de celle-ci.

e précis,
i.e., permettre de concevoir des analyses dont le résultat soit précis.

Solutions retenues

A partir du cahier des charges, nous devons effectuer certains choix importants.
Le premier concerne I'approche utilisée pour calculer la sémantique abstraite.
Trois approches sont principalement proposées dans le domaine de
l'interprétation abstraite :
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e I'approche opérationnelle
i.e., une approche consistant a imiter le déroulement du calcul concret par le
calcul abstrait.

e I'approche de point fixe
i.e., une approche consistant a définir la sémantique abstraite en terme de
point fixe.

e J'approche dénotationnelle
i.e., une approche oul la sémantique abstraite est définie par des équations
sémantiques.

Dans notre cahier des charges, nous avons indiqué notre souhait de pouvoir
établir des analyses opérationnelles a partir de notre modele. Or, plus la
sémantique abstraite est proche de la sémantique concréte, plus l'information
opérationnelle disponible est grande. De plus, CLP se préte tout a fait
naturellement a l'abstraction du calcul concret. En effet, pour obtenir une
interprétation abstraite, il suffit de définir un CLP-langage abstrait apte & simuler
un CLP-langage concret, et d'introduire une relation d'approximation entre les
domaines des deux langages. Ceci constitue 1'idée maitresse de l'approche
opérationnelle de [Codognet et File 92]. Les prérequis de généricité, souplesse et
simplicité sont alors satisfaits. Reste le probleme de la précision du résultat des

analyses ... mais nous y reviendrons plus loin.
=> nous considérons une approche opérationnelle.

Ensuite, il est indispensable de se positionner par rapport a l'interprétation.
Suivant [Marriott et Sondergaard 89b], les interprétations abstraites définies
pour la programmation logique se rangent essentiellement dans deux classes
distinctes : les interprétations top-down et les interprétations bottom-up. Une
interprétation top-down tient compte d'un programme et d'un but (ou état initial)
et caractérise par chainage arriére I'ensemble des appels possibles tandis qu'une
interprétation bottom-up tient compte d'un programme et de faits (ou états
finaux) et caractérise par chainage avant I'ensemble des solutions possibles. La
plupart des travaux consacrés a l'interprétation abstraite en programmation
logique correspondent a une interprétation top-down [Mellish 87 , Kanamori et
Kawamura 90 , Bruynooghe 91 , Marriott et Sondergaard 90 , Le Charlier et al.
91] mais dans le cadre des interprétations bottom-up, on trouve notamment les
travaux de [Marriott et Sondergaard 88,92]. Pour tenir compte des conditions
"réelles" de l'exécution d'un programme, il est nécessaire d'utiliser une
interprétation top-down.

=> nous considérons une interprétation top-down.
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Il est a noter qu'un interpréteur Prolog (concret) top-down a parfois un
comportement infini (1a ou un interpréteur bottom-up a un comportement fini),
aussi est-il nécessaire d'introduire un "principe bottom-up" lors de 1'élaboration
d'un interpréteur abstrait top-down, c'est a dire une technique qui prend en
compte ce qui a déja été calculé. Il peut s'agir de la tabulation [Tamaki et Sato
86] ou d'un calcul de point fixe.

=> nous considérons l'utilisation de la tabulation.

Pour revenir au probléme de la précision du modele, il est important de noter la
maniere dont est congue I'approximation. Les différents travaux en interprétation
abstraite se rangent par rapport a :

e J'approximation par combinaison
ou
e J'approximation par abstraction,

mais aucun (a notre connaissance) ne se range explicitement par rapport a :
e I'approximation par extension.

Le modele d'approximation par combinaison consiste a définir la sémantique
abstraite a partir d'un programme concret et d'un but abstrait. A chaque étape
élémentaire, il est donc nécessaire de combiner information abstraite et
information concrete. Ce modele est le plus répandu [Mellish 87 , Bruynooghe
91 , Marriott et Sondergaard 90 , Kanamori et Kawamura 90 , Le Charlier et al.
91]. Le modele d'approximation par abstraction consiste a définir la sémantique
abstraite a partir d'un programme abstrait et d'un but abstrait. [Hermenegildo et
al. 92] utilisent le terme de compilation abstraite. Du fait de l'abstraction
immédiate (avant le début de 1'exécution) et dans le cas ol cette abstraction est
syntaxique, les analyses fondées sur ce modele peuvent se révéler moins
précises (pour un domaine abstrait équivalent). Ce modéle est utilisé par
[Codognet et File 92 , Warren 92 , Codish et Daemon 93], et nous rappelons
que c'est celui sur lequel nous nous basons. Toutefois, nous nous plagons dans
un cadre particulier, a savoir, le domaine abstrait doit étre une extension du
domaine concret. C'est pourquoi nous appelons ce modéle le modéele
d'approximation par extension. L'avantage est qu'aucune abstraction n'est faite
a priori, et qu'en conséquence, les analyses peuvent se révéler trés précises.

= nous considérons une approximation par extension.

Pour assurer la terminaison de l'analyse, il est nécessaire d'introduire des
opérateurs de widening.

= nous considérons l'utilisation d'opérateurs de widening.



Introduction 5

Signalons que le choix d'un modele d'approximation par extension va dans le
sens d'une approche de l'interprétation abstraite basée sur une phase
d'abstraction (ou plutdt extension) du domaine suivie d'une phase d'abstraction
du calcul.

Un modele générique d'interprétation abstraite

Etant donné un CLP-langage concret, la phase d'extension du domaine consiste
a définir un nouveau CLP-langage (abstrait) via I'adjonction de nouvelles
contraintes au domaine concret. La relation d'approximation se résume alors a
I'implication logique définie sur le domaine concret et étendue au domaine
abstrait. De cette maniére, nous arrivons a prouver en particulier la monotonie de
la résolution SLD pour tout CLP-langage. Par exemple, avec CLP(IR) et
CLP(IR+IB) il est possible de construire une analyse de l'assignation unique
("definiteness analysis” ou analyse des variables qui sont contraintes pendant la
résolution a une assignation unique) en adaptant les résultats de [Marriott et
Sondergaard 89a] et [Cortesi et al. 91]. Pour le CLP-langage abstrait obtenu, le
probléme de l'arrét de la résolution reste entier. La tabulation est un moyen
d'éviter certaines phases de calcul redondantes. L'intégration de cette technique a
la résolution OLD donne la résolution OLDT et a été formalisée par [Tamaki et
Sato 86] pour Prolog. Nous la généralisons pour tout CLP-langage. Dans
certains cas (i.e, pour certains CLP-langages), la tabulation n'est pas suffisante
pour assurer la terminaison du calcul. Il est alors nécessaire d'abstraire le
résolution OLDT : la résolution OLDT abstraite est appelée résolution AOLDT.
Celle-ci est composée de deux étapes. La premiére étape appelée étape de
widening a pour objectif de fournir une approximation finie de la résolution
OLDT et la seconde étape appelée étape de narrowing celui de corriger
(améliorer) sensiblement cette approximation. Nous montrons que la résolution
AOLDT est finie et qu'elle est complete vis a vis de la résolution OLD par
rapport aux appels et solutions atomiques apparaissant lors de la résolution.

Un systeme d'inférence de types

Pour illustrer le modele d'interprétation abstraite générique proposé ci-dessus
nous proposons un systéme d'inférence de types pour Prolog. Prolog est un
CLP-langage que I'on désigne alors par CLP(F7). Nous commengons par
étendre le domaine de CLP(#7) en y intégrant des contraintes ensemblistes. Le
langage obtenu par cette intégration est noté CLP( 7+ 5C)*. Les contraintes de
ce nouveau langage portent a la fois sur les termes (ou arbres finis) et sur les
ensembles. L'intérét de cette combinaison est que les contraintes sur les termes

T 7T est mis pour “finite trees” et SC est mis pour “set constraints”
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permettent de coder les dépendances entre les variables et que les contraintes
ensemblistes permettent de coder les structures récursives et non déterministes
[Heintze 92]. Les contraintes de CLP( FT+S$C) sont de la forme ¢ = (§7,5.5) ou
ST représente un systeme d'équations sur les termes et SS représente un
systeme d'équations ensemblistes. Nous montrons que lorsque de telles
contraintes sont placées sous forme résolue, la satisfiabilité et I'implication sont
deux propriétés décidables. Ces décisions sont essentielles a l'utilisation de
CLP(F7+5C) comme base de calcul abstrait. De fait, en utilisant la tabulation et
en introduisant des opérateurs de widening adaptés, nous obtenons un
algorithme d'inférence de types non trivial. [Heintze et Jaffar 92] concilient
également contraintes ensemblistes et information sur la dépendance entre
variables mais leur approche est dénotationnelle.

Plan de la thése
Partie ]

La premiere partie est consacrée a l'utilisation de la logique en programmation.
Le chapitre 1 traite exclusivement du langage Prolog et le chapitre 2 des CLP-
langages, i.e., des langages de programmation logique avec contraintes. Il s'agit
en quelque sorte d'une approche "historique".

Partie Il

La seconde partie concerne l'interprétation abstraite. Dans le chapitre 3 sont
présentés essentiellement les aspects théoriques de l'interprétation abstraite et
dans le chapitre 4 les différents modeles d'interprétation abstraite proposé€s pour
la programmation logique.

Partie Il

La troisieme partie présente notre modele d'interprétation abstraite générique.
Celui-ci consiste en une phase d'extension du domaine, décrite au chapitre 5,
suivie d'une phase d'abstraction du calcul, décrite au chapitre 6.

Partie IV

La quatriéme partie est une illustration de la puissance du mode¢le proposé. Le
chapitre 7 présente les contraintes ensemblistes et leur adéquation au typage. Le
chapitre 8 décrit un systeme d'inférence de types basée sur l'utilisation de
contraintes ensemblistes.
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Avertissement au lecteur

Les deux premiéres parties présentent les définitions et résultats essentiels en
programmation logique (avec contraintes) et en interprétation abstraite. Dans
cette présentation, nous fixons de nombreuses notations. Malgré cela, le lecteur
qui est coutumier des domaines évoqués peut survoler ces deux parties quitte a
utiliser, en cas de besoin, l'index et le rappel des notations placés en fin de
document. La troisi¢me partie correspond a un travail de recherche personnel
portant sur la conception d'un modéle générique d'interprétation abstraite
appliqué a la programmation logique avec contraintes. Pour terminer avec la
quatrieme partie, le chapitre 7 représente une sorte d'état de I'art portant sur les
contraintes ensemblistes et le typage en programmation logique et le chapitre 8
correspond a un travail de recherche personnel portant sur la conception d'un
systeme d'inférence de types.






Partie 1

La Logique en Programmation

L'histoire des relations entre la logique et le calcul est issue d'une longue
recherche sur la démonstration automatique de théoremes commencées dans les
années 30 avec les travaux de Herbrand. Au début des années 70, a partir des
travaux de [Robinson 65] sur la résolution, [Kowalski 74] montra qu'un
ensemble de formules logiques pouvait avoir une interprétation procédurale et
[Colmerauer et al. 73] créerent le langage Prolog. Cette épopée est retracée
notamment par [Cohen 88], [Kowalski 88] et [Robinson 93]. Puis, au milieu
des années 80, [Colmerauer 82] proposa une extension de Prolog, appelée
Prolog II, et [Jaffar et Lassez 86] introduisirent un modéle générique de
programmation logique avec contraintes, appelé CLP, dont Prolog et Prolog Il
étaient des instances. La section 1 est consacrée a la programmation logique
(Prolog) et la section 2 est consacrée a la programmation logique avec
contraintes (CLP). Dans cette thése, nous ne débattons ni des langages
concurrents [Saraswat et Rinhard 91], ni des langages basés sur une logique
d'ordre supérieure a 1 [Miller et Nadathur 86].






Chapitre 1

Programmation Logique

1. Introduction

Cette partie est consacrée au rappel des concepts et définitions élémentaires de la
programmation logique (Prolog). Pour la rédiger, nous nous sommes inspirés
essentiellement des travaux de [Lloyd 85] et de [Apt 90]. Des résultats
classiques sont énoncés sans démonstration, le lecteur peut les retrouver dans
[Huet 76], [Lloyd 85], [Delahaye 86], [Lassez et al. 87] et [Apt 90].

Les aspects syntaxiques et sémantiques de la programmation logique sont
successivement étudiés. La syntaxe rend compte de la mani¢re dont sont
construits les programmes logiques tandis que la sémantique rend compte de la
signification qui leur est donnée. La classe des programmes logiques a laquelle
nous nous intéressons est la classe des programmes définis. Un programme
défini est une conjonction de formules appelées clauses définies de la forme 4 «
b1 ... A by. Le sens naturel (logique) de chaque clause définie est 'implication
logique. A« 6 A ... A by est naturellement interprétée comme : si la condition
biA ... A by est vrai alors la conséquence /4 est vrai. Cette interprétation est dite
logique (ou déclarative). Il est possible d'associer a chaque programme
I'ensemble de ses conséquences logiques (les clauses inconditionnelles sont des
conséquences logiques triviales). Cet ensemble représente la sémantique logique
d'un programme.

Il existe un moyen de calculer cette sémantique mais ce calcul s'avére en pratique
souvent infini. Aussi, au lieu de calculer I'ensemble des conséquences logiques
d'un programme, va-t-on simplement chercher a démontrer qu'une formule
atomique est une conséquence logique d'un programme. Une clause 4 < b6jA ...
A by est alors interprétée de fagon procédurale : prouver 4 revient & prouver 5y,

11
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puis ..., puis prouver b,. Pour chercher a prouver qu'une formule est
conséquence logique d'un programme, on utilise la négation de cette formule
comme but. On cherche alors & prouver ce but. Si la clause vide est obtenue, on
déduit une contradiction du but, et par conséquent on déduit que la formule
initiale est une conséquence logique du programme. Dans un cadre particulier
(celui de I'espace de Herbrand), on parle de succes plutdt que de conséquence
logique.

Le mécanisme général de cette interprétation procédurale est appelé résolution
SLD. A tout programme, on peut associer l'ensemble des succes déduits par la
résolution SLD. Cet ensemble représente la sémantique de I'ensemble des succes
SLD d'un programme. Il est & noter que la sémantique logique exprime ce qu'un
programme doit théoriquement pouvoir déduire tandis que la sémantique de
I'ensemble des succeés SLD exprime ce qu'un programme permet de déduire
effectivement via la résolution SLD. Sous certaines conditions, ces deux
sémantiques sont équivalentes.

2. Syntaxe

Un programme logique est un ensemble de formules particulieres tirées d'un
langage du premier ordre. Un langage du premier ordre est un ensemble de
formules construites a partir d'un alphabet du premier ordre. Un alphabet du
premier ordre est constitué de sept catégories de symboles : les symboles de
variable, les symboles de fonction, les symboles de prédicats, les constantes
propositionnelles, les connecteurs, les quantificateurs et les symboles de
ponctuation.

* ¥ représente un ensemble infini dénombrable de symboles de
variable.

* Freprésente un ensemble fini de symboles de fonction.
* Preprésente un ensemble fini de symboles de prédicat.
* Les constantes propositionnelles sont : vrai et faux.

* Les cinq connecteurs sont la conjonction (A), la disjonction (v),
I'implication (=), I'équivalence (<) et la négation (—).

* Les deux quantificateurs sont le quantificateur existentiel (3) et le
quantificateur universel (V).

"o

* Les symboles de ponctuation utilisées sont "(", “)" et ",".



Programmation et logique 13

Chaque alphabet du premier ordre est entierement déterminé par la donnée de F
et P car les autres catégories de symboles sont invariantes. Un langage du
premier ordre est I'ensemble de toutes les formules bien formées construites a
partir des symboles de I'alphabet. Term(V, ) désigne I'ensemble des termes
(libres) et Atom(V, F,P) désigne l'ensemble des atomes (libres), ensembles
définis a I'annexe A.

Form(Atom(V,F,P)) représente l'ensemble des formules bien formées
construites a partir de l'ensemble Atom(V,F,P) des formules atomiques
(atomes). Une formule bien formée est définie inductivement comme suit :

Définition 1.1
oV ae Atom(V,F,P): ae€ Form(Atom(V, F,P)).
eV fe Form(Atom(V,F,P)): ~f € Form(Atom(V,F,P)).
YV (fg) € Form(Atom(V,F,P))?: f— ge Form(Atom(V, F,P))
oV fe Form(Atom(V,F.P)),V X e V:VX fe Form(Atom(V,F,P)).

ot 1t

Il est a noter que les symboles 3", ‘A", 'V' et '«&>' sont souvent utilisés comme
raccourcis d'écriture :

* 3X freprésente = (VX —f)

o fvgreprésente ~f = 4

* fAgreprésente - (f = —g)

o fe> greprésente (f = g) A (g — f)

Soit f une formule, Var(f) désigne I'ensemble des variables apparaissant dans f.
Si une variable X de f est précédée d'un quantificateur, alors X est liée, sinon X
est libre?. Varpound(f) et Varfree(f) désignent respectivement l'ensemble des
variables liées et 'ensemble des variables libres de f. On a : Var(f) = Varpound(f)
U Varfree(f). On peut aussi distinguer les variables liées existentiellement et
universellement. On note alors : Varpound(f) = Vars(f) U Vary(f).

La cloture existentielle (resp. universelle) d'une formule consiste & quantifier
existentiellement (resp. universellement) chaque variable libre de cette formule.
Notons auparavant gu- jwr une formule f et un ensemble de variables V =
{X1,-.»Xn}, VX ... VX f peut se coder par VV fet 3X; ... X, fpar 3V f.

¥ on supposera, sans perte de généralité, qu'un symbole de variable ne peut étre 2 la fois libre et

lié dans une formule. ni méme 2 la fois 1ié existentiellement et universellement.
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Une clause est une formule particuliérement importante en théorie du premier
ordre car toute formule peut s'écrire sous la forme d'un ensemble (une
conjonction) de clauses. Un littéral est un atome ou la négation d'un atome. Un
littéral positif est un atome. Un littéral négatif est la négation d'un atome.

Définition 1.2
Une clause est une formule de la forme VV (L; v Ly v ... v L) ol chaque L;
est un littéral et V I'ensemble des variables apparaissant dans la formule.

La clause vide est une clause sans littéraux. Nous ne nous intéressons qu'a une
sous-catégorie de l'ensemble des clauses : les clauses de Horn, i.e., les clauses
comportant au plus un littéral positif. Cette restriction aux clauses de Horn
entraine une perte de la puissance d'expression (aspect déclaratif) mais pas de la
puissance de calcul (aspect calculatoire).

Définition 1.3
Une clause définie est une clause ne comportant qu'un seul littéral positif,
c'est a dire une clause (de Horn) de la forme Av —6; v ... v b, oU A, b,
... by sont des atomes.
Une clause définie se note généralement : A « b1,...,6p.

f est appelé la téte de la clause et 61,...,bp est appelé le corps de la clause. Si le
corps de la clause est vide, alors la clause est appelée un fait.

Définition 1.4
Un programme défini est un ensemble (une conjonction) de clauses définies.

On considére par la suite que les clauses d'un programme défini sont
numérotées.

Définition 1.5
Un but défini est une clause ne comportant aucun littéral positif, c'est a dire
une clause (de Horn) de la forme —6; v ... v —b, 00 by, ... by sont des .
atomes.
Un but défini se note généralement : « b1,...,6y.

Pour la suite, on ne considere que des clauses, programmes et buts définis.

3. Sémantique

Nous commengons par définir la sémantique d'un langage du premier ordre (la
programmation logique étant basé sur cette théorie). La sémantique d'un langage
du premier ordre associe une interprétation mathématique a chaque symbole de
l'alphabet du premier ordre.
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L'interprétation des symboles de fonction et des symboles de prédicat est donnée
par une 2-algébre (homogene) 4 avec X = (S, F,P) et S = {term}. Etant donnée
une Z-algebre 4 (voir l'annexe A) de domaine D = A(term), toute formule close
(sans variables libres) de I'ensemble Form(Atom(¥V, F,P)) obtient une valeur de
vérité suivant les régles suivantes :

* sila formule est atomique, sa valeur de vérité est donnée par 4

* silaformule a la forme —f ou f — 4, sa valeur de vérité est donnée
par la table 1.6

* sila formule a la forme VX {, sa valeur de vérité est vraie ssi pour
tout élément d de D, la valeur de vérité de la formule obtenue a partir
de fen remplagant X par d est vraie.

! 4 —f f—=4
faux faux vrai vrai
faux vrai vrai vrai
vrai faux faux faux
vrai vrai faux vrai

Table 1.6

On pose pour la suite une Z-algebre 4 (généralement appelée interprétation dans
la littérature concernant la programmation logique) de domaine D.

Définition 1.7 :
Val désigne I'ensemble des applications de ¥ vers D. Tout élément 6 de Va/
est appelée une A4-assignation de variables.

Soit f une formule (de I'ensemble Form(Atom(V, F,P))) et O une A-assignation
de variable, 6(f) désigne la formule f ou chaque variable libre X de f a été
remplacée par 6(X). Si 6(f) est évaluée a vrai par rapport a 4, alors 6 est dit 4-
solution de f. A est un modele de f ssi toute A-assignation de variables 6 est une
A-solution de f. Si f posséde un modele, f est dit satisfiable ou consistant. Si f
ne posséde aucun modele, f est dit insatisfiable ou inconsistant. Un ensemble de
formules S = {f,...,fn} est interprétée dans ce qui suit comme la formule f
A...A fn. Une formule f est une conséquence logique d'un ensemble de
formules S ssi tout modele de S est aussi un modele de £ ssi S U {—f]} est
insatisfiable.

La sémantique logique d'un programme P, notée P, est définie comme étant
I'ensemble des conséquences logiques (atomiques et closes) de P.
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Définition 1.8
Soit P un programme,
P ={ae Atom(F,P) : a est une conséquence logique de P}.

En appliquant la propriété précédente a la programmation logique, on remarque
que si P est un programme (défini) et que a est un atome, alors prouver que a est
une conséquence logique de P revient a prouver que P U {—a} est insatisfiable
sachant que —a représente un but (défini). I faut donc montrer qu'il n'existe
aucun modele de P U {—a}. Cependant, il s'avere qu'il suffit de considérer une
catégorie d'interprétations (algeébres) beaucoup plus petite pour montrer
I'insatisfiabilité d'un ensemble de clauses : la catégorie des interprétations de
Herbrand.

Soit P un programme, Up et Bp désignent respectivement l'univers et la base de
Herbrand de P, c'est a dire 'ensemble des termes et des atomes clos construits a
partir des symboles de fonction et de prédicat (pour Bp) apparaissant dans P.
Une interprétation de Herbrand est un sous-ensemble de Bp dont les éléments
sont interprétés a vrai (par défaut les autres éléments sont interprétés a faux).

Propriété 1.9
Soit S un ensemble de clauses. Si S a un modele alors S a un modéle de
Herbrand et S est insatisfiable ssi S n'a pas de modele de Herbrand.

Toute intersection d'un ensemble de modéles de Herbrand pour un programme P
est encore un modele de Herbrand. On sait donc qu'il existe un plus petit modele
de Herbrand (par intersection de tous les modéles de Herbrand). Ce plus petit
modele est noté : Mp.

La sémantique logique d'un programme P est égale a son plus petit modele de
Herbrand. Ce résultat est du a [van Emden et Kowalski 76]. De plus, il existe un
moyen de calculer cette sémantique.

Définition 1.10
Soit P un programme, l'application Tp € g (Bp) — g (Bp) est définie par :
Tp(I) = {6(A) € Bptel que
® e b1, ..., bpestune clause de P
o 0 est une assignation de variables définie de 9 vers Up
* {8(61),....0(bn)} = I}

Propriété 1.11
Tp est un opérateur continu.

Le plus petit point fixe de l'opérateur Tp, noté lfp Tp, est calculé en au plus ©®
étapes et est égal a Mp. On résume l'ensemble de ces €équivalences par le
théoréme suivant : :
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Théoréme 1.12 [van Emden et Kowalski 76]
Si P est un programme défini alors :
P_=Mp = 1fp Tp = Tp®(D).

Ce théoréme indique donc qu'il est possible de calculer la sémantique logique
d'un programme. Malheureusement, ce calcul est la plupart du temps infini. Par
conséquent, en pratique, il n'est pas possible d'utiliser directement ce théoréme.

Au lieu de calculer l'ensemble des conséquences logiques d'un programme, on
va simplement se limiter a prouver qu'un atome a est ou n'est pas conséquence
logique d'un programme. Pour ce faire, on consideére la négation de a (qui est un
but) et en utilisant une reégle d'inférence appelée reégle de résolution, on tente de
déduire la clause vide (ce qui représente une contradiction). Dans ce cas, a est
une conséquence logique du programme.

En fait, on ne s'intéresse pas uniquement au but lui-méme, mais a toutes les
instances de ce but. La résolution est utilisée pour chercher l'ensemble des
instances du but qui sont conséquences logiques du programme. La substitution
et I'unification en sont les éléments fondamentaux.

4. Algebre Term(V,F)

Dans cette partie, nous introduisons les opérations classiques définies sur
l'algebre Term(V, F), en particulier les opérations nécessaires a la description de
la régle de résolution. Ces opérations se généralisent sans problémes pour
Atom(V, F,P).

4.1. Substitution

Définition 1.13
Une substitution est une application définie de ¥ sur Term(V, ).

Deux ensembles de variables sont donnés par rapport a toute substitution G, le
domaine noté Dom(o) et le codomaine noté Ran(o) :

eDom(0)={X e V: X #c(X)}.

e Ran(c) = U {Var(6(X)) : X € Dom(o)}.

Une substitution ¢ est entierement définie par la donnée de Dom(c) et des
images de Dom(c). Toutes les substitutions que nous allons manipuler ont un
ensemble Dom(o) fini, aussi utilisera-t-on généralement la notation suivante : ¢
= {Xj=06(X}), ..., Xp=06(Xp)} ot Dom(c) = {X]1,...,.Xn}-
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Définition 1.14
Soient une substitution ¢ et un ensemble de variables V, la projection (ou la
restriction) de © sur V est la substitution 6}V telle que
o Dom(c{V)=Dom(c) "V
oV X e Dom(olV), 6lV(X) =c(X).

Par exemple, si 6 = {W=b, X=s(a), Y=Z} et V={Y} alors 6|V = {Y/Z}.

Définition 1.15
Soient un terme ¢ et une substitution G, 6(t) désigne l'instance de ¢ par ©,
c'est-a-dire le terme obtenu en remplagant en parallele chaque variable X de
Var(t) par 6(X).

L'application d'une substitution sur un terme induit un pré-ordre sur I'ensemble
des termes. Soient t et s deux termes, ¢ < s (¢ est moins général que s) ssi il
existe une substitution ¢ telle que t = 6(s), et ¢t = s (¢ est aussi général que s) ssi
t < sets<t Par exemple, si t = f(a,g(b,W)) et s = {(X,g(Y,Z)) alors ¢ < s car
t = 6(s) avec © = {X=a, Y=b, Z=W}.

Définition 1.16
Ren désigne I'ensemble des bijections de ¥ sur V. Tout élément p de Ren est
appelée une substitution de renommage (ou permutation).

Notons que deux termes t et s sont aussi généraux l'un que l'autre ssi il existe
une substitution de renommage p telle que p(t) = s. Dans ce cas, ¢ et s sont
appelées des variantes. Par exemple, f(X,Y) et f(Y,X) sont des variantes mais
f(X,X) et f(Y,X) ne sont pas des variantes.

La composition o de substitutions est définie de maniére classique. Soient G et ¢'
deux substitutions, pour toute variable X, 6o0'(X) = 6(6'(X)). On sait que
l'application I est une substitution et que o est une loi de composition interne.
Un sous-ensemble de substitutions est souvent considéré pour ses bonnes
propriétés : les substitutions idempotentes.

Définition 1.17
YV 0 € Subs, o est dite idempotente ssi GoG =0.

Pour finir, le pré-ordre introduit sur les termes est étendu aux substitutions.
Soient ¢ et ¢' deux substitutions, 6 £ ¢' (¢ est moins générale que ') ssi il
existe une substitution P telle que 6 = BoG', et 6 = 6’ (G est aussi générale que
') ssi 0 £ 0'et 6'< 6. Par exemple, si 6 = {W=b, X=s(a), Y=Z} et 6' =
{X=s(X"), Y=Z} alors 6 £ 0" car 6 = BoG" avec f = {W=b, X'=a}.
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4.2. Unification

L'unification de deux termes ¢ et s consiste a calculer un terme r appelé plus
grand unifié. Un terme r est un unifié de deux termes ¢ et s ssi il existe une
substitution ¢ appelée unificateur telle que r = 6(¢) = 6(s). L'unification de deux
termes n'est pas toujours possible, par exemple f(a) et f(b) ne sont pas
unifiables. Un plus grand unifié est unique au nom des variables prés. En
pratique, calculer t nécessite de calculer ¢. La substitution G calculée est alors un
plus grand unificateur de ¢ et s. Si on se restreint a I'ensemble des substitutions
idempotentes, elle est unique au nom des variables prés.

Les notions d'unifié et de minorant ne sont pas équivalentes. Cependant lorsque
les termes ¢ et s ne possedent aucune variable en commun, elles coincident. Ceci
est le cas qui nous intéresse car lors de la résolution, chaque fois qu'une clause
est considérée, une variante de cette clause est générée. Dans ce contexte, le
calcul d'un plus grand unifié est donc égal au calcul d'un plus grand minorant. A
ce propos, [Eder 85] parle d'unification faible.

Définition 1.18
V (t,5) € Term(V, F)2. Une substitution G est appelée un unificateur de ¢ et s
ssi 6(t) = 6(s). Un unificateur © de ¢t et s est appelé un plus grand unificateur
de t et s ssi pour chaque unificateur B de t et s, B est moins général que ©.

Deux termes ¢ et s sont dits unifiables ssi il existe un unificateur de ¢ et s. Par
exemple, si t = hZf(X),g(Y),Z) et s = h(Y,g(f(a),Z) alors t et s sont unifiables.
B = {X=a, Y=f(a), Z=a} est un unificateur de t et s et 6 = {X=a, Y=f(a)} est un
plus grand unificateur de ¢ et s.

Le théoréme suivant, di a [Robinson 65], indique en outre qu'il est possible de
calculer un plus grand unificateur.

Théoréme 1.19 [Robinson 65]
Il existe un algorithme (appel€ algorithme d'unification) qui pour deux termes
t et s retourne (en un temps fini) '
e un plus grand unificateur de ¢ et s si ¢ et s sont unifiables
¢ un échec sinon.

Nous présentons maintenant un algorithme d'unification. Cet algorithme est basé
sur l'algorithme d'unification original de Herbrand et fut tout d'abord présenté
par [Martelli et Montanari 82). Le principe de l'algorithme est de résoudre un
systéeme composé d'un ensemble fini d'équations de termes. Unifier ¢ et s
équivaut a réduire le systéme d'équations Equ = {¢t = s}. Réduire le systéme
d'équations Equ consiste a appliquer tant que cela est possible l'une des
transformations suivantes sur l'une quelconque des équations de Equ :
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f(t1,....tn) =1f(s1,...,50) = remplacer cette équation par t| = 51, ..., tn = Sp
f(ty,....tn) = g(s1,...,5p) = arrét avec échec

X =1t(X ¢ Var(t)) = remplacer X par ¢ dans toute autre équation
X =t (X e Var(t)) = arrét avec échec

t=X = remplacer cette équation par X = ¢

X=X => supprimer cette équation

Algorithme 1.20 d'unification

Cet algorithme d'unification se termine toujours. Un échec indique que les deux
termes ne sont pas unifiables et un succes indique qu'ils le sont. Le systéme
réduit d'équations représente le plus grand unificateur de ¢ et s. Celui-ci est
idempotent. Ce résultat va au dela du "simple" probleme d'unification puisque il
souligne que tout systeme d'équations posséde une forme normale qui est celle
d'une substitution idempotente. Dorénavant, nous ne considérerons plus que de
telles substitutions. L'algorithme d'unification s'étend sans problémes aux
substitutions.

4.3. Anti-unification

L'anti-unification de deux termes ¢ et s consiste a calculer un plus petit majorant
r (parfois appelé anti-unifié) et noté lub(t,s). L'anti-unification de deux termes
est toujours possible. Un plus petit majorant est unique au nom des variables
prés. 1l est a noter que cela ne serait plus le cas si on considérait 'ensemble des
termes rationnels au lieu de I'ensemble des termes finis. '

Propriété 1.21
L'ensemble (au nom des variables prés) des majorants d'un terme est fini.

Théoreme 1.22
Il existe un algorithme (appelé algorithme d'anti-unification) qui pour deux
termes ¢ et s retourne (en un temps fini) un plus petit majorant de ¢ et s.

Nous présentons maintenant 1'algorithme d'anti-unification. Cet algorithme a été
introduit pour la premiere fois par Plotkin et Reynolds en 1970. Nous donnons
ici la version de [Huet 76] que 1'on peut retrouver dans [Lassez et al. 87].

Une bijection 8 de Term(V, F)2 vers Y est donnée. Anti-unifier ¢ et s revient a
appliquer y sur le couple (¢,s) ol y est une application de Term(¥V, F)2 vers
Term(V, F) définie comme suit ;
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W(t,.f) = f(\lf(tl,5l),-~-,\!f(tn’5n)) Si t= f(t] ’""tn) ets= f(S] "“951’))
Y(t,s) = 0(t,s) sinon

Algorithme 1.23 d'anti-unification

Par exemple, si ¢t = h(f(X),g(Y),Z) et s = h(Y,g(f(a),Z) alors h(U,V,W) est un
majorant (anti-unifi€) de ¢ et s et h(U,g(V),Z) est un plus petit majorant (anti-
unifié) de t et s. L'algorithme d'anti-unification s'étend sans problémes aux
substitutions.

5. Résolution SLD
5.1. Description

La résolution SLD est fondée sur le principe de résolution de [Robinson 65]
dont une stratégie d'utilisation particuliére est la SL résolution, ce qui pour les
clauses Définies donne la SLD résolution. La SL résolution désigne une
résolution Linéaire (a chaque étape de dérivation, on utilise le résultat de 1'étape
précédente) avec une fonction de Sélection qui indique l'atome a dériver a
chaque étape. Nous commengons par définir les notions de résolvant et d'étape
de dérivation SLD.

Définition 1.24
Soient P un programme et G: ¢ aj,...,a, un but. Etant sélectionnés un
atome a; de G et une clause C; de P, considérons une variante 4 « 61,...,bn
de Cj dont les variables sont nouvelles. Si a; et 4 sont unifiables alors le but
H: « o(ay,...,a;-1,61,....6m,4i+1,...,an) est appelé le (i,j)-résolvant de
(P,G) sachant que © représente un plus grand unificateur de a; et de 4.

Le (i,j)-résolvant de (P,G) est unique au nom des variables pres. Une étape de
dérivation SLD consiste a calculer un résolvant. Un arbre SLD est un objet qui
est défini a partir d'un couple (P,G) constitué d'un programme P et d'un but G
et qui mémorise une séquence d'étapes de dérivation SLD. Chaque noeud de cet
arbre est étiqueté par un but (et un entier i dont nous ne tenons pas compte ici) et
chaque arc de cet arbre est étiqueté par une substitution et un entier j. Un noeud
étiqueté par la clause vide est appelé un noeud vide.

Un arbre SLD est dépendant d'une fonction de sélection, c'est & dire une
fonction qui pour chaque noeud de I'arbre sélectionne un atome de 1'étiquette de
ce noeud. Etant donnée une fonction de sélection fs, un arbre SLD T est obtenu
a partir d'un couple (P,G) comme suit :

* laracine de T est étiquetée par G
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* si vestun noeud (non vide) de T étiqueté par H : « ay,...,a, et si gj
est I'atome sélectionné par fs, alors pour toute clause C; de P, on
considére une variante 4 « 6y, ..., by de C; (dont les variables sont
nouvelles). Si g; et A sont unifiables alors on ajoute un noeud fils w a
vtel que w est étiqueté par le (i,j)-résolvant de (P,H) et on ajoute un
arc reliant v a w étiqueté par (G,j) ou © est un plus grand unificateur
de a; et de A. Les différents noeuds sont ordonnés suivant l'ordre des
clauses utilisées pour les obtenir.

Une interprétation SLD désigne la construction d'un arbre SLD, et de ce fait est
spécifié par une méthode de résolution (méthode d'interprétation), c'est a dire
par :

* une fonction de sélection fs qui détermine le choix de l'arbre SLD a
construire.

* une stratégie de parcours sp qui détermine l'ordre dans lequel sont
considérés les noeuds de I'arbre SLD.

Un interpréteur SLD est un programme qui effectue des interprétations SLD et
qui est caractérisé par une méthode de résolution. En Prolog, on considére un
petit nombre de méthodes de résolution. La fonction de sélection considérée est
la fonction qui associe a chaque étiquette du noeud d'un l'arbre I'atome le plus a
gauche. On parle alors de résolution OLD (i.e., résolution linéaire ordonnée).
Par ailleurs, la stratégie de parcours considérée est généralement soit une
stratégie de parcours en profondeur d'abord, soit une stratégie de parcours en
largeur d'abord.

A partir de maintenant, nous utilisons la notation SLDgp (resp. OLDgp) pour
annoter tout objet en rapport avec une interprétation SLD (resp. OLD) utilisant
une stratégie de parcours sp. On note sp = df ("depth-first") la stratégie de
parcours en profondeur d'abord et sp = bf ("breadth-first") la stratégie de
parcours en largeur d'abord.

Définition 1.25

Soit un couple (P,G) constitué d'un programme défini P et d'un but défini G
et soit T un arbre SLD construit par une interprétation SLD de (P,G). Tout
chemin de T est appelé un chemin (de dérivation) SLD. Tout chemin SLD
partant de la racine de T et se terminant par un noeud vide est appelé une
réfutation SLD. Soit m un chemin SLD et soit G1,...,6, les substitutions
étiquetant les arcs successifs de m. La substitution étiquetant m est la
composition G = Gpo ... 0o61. Lorsque m est une réfutation SLD, ¢ est
appelée une substitution réponse.
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5.2. Sémantique opérationnelle SLD

La sémantique opérationnelle d'un programme P est une description de
I'ensemble des exécutions possibles de P. Il est a noter qu'a cause des branches
infinies apparaissant dans certains arbres SLD, il n'est pas toujours possible
d'accéder (en un temps fini) & chaque noeud d'un arbre. Cela dépend de la
stratégie de parcours utilisée. Ceci nous ameéne a considérer la définition
suivante :

Définition 1.26
Un arbre SLD partiel est obtenu a partir d'un arbre SLD T en supprimant un
nombre arbitraire de sous-arbres de T (tout en conservant la racine de T).

A partir de maintenant, l'interprétation SLDgp d'un couple (P,G) constitué d'un
programme P et d'un but G désigne la construction d'un arbre SLD partiel ol
n'apparaissent que les ® premiers noeuds visités par la stratégie de parcours sp.
La sémantique opérationnelle SLDgp, d'un programme P est alors caractérisée par
I'ensemble des arbres SLD partiels construits a partir de P par une interprétation
SLDgsp. De cette sémantique opérationnelle sont issues d'autres sémantiques
opérationnelles qui peuvent étre qualifiées de partielles car obtenues apres
sélection de certaines propriétés du comportement opérationnel. La sémantique
de I'ensemble des succes SLD est I'une d'entre elles. Notons que par défaut, la
stratégie de parcours bf est sous-entendue a partir de maintenant.

Définition 1.27
Soit un programme P, l'ensemble des succés SLDSp de P, noté
SS(SLDgp) P, est I'ensemble des atomes a appartenant a Bp tel qu'il existe
une réfutation SLD dans l'arbre SLD partiel construit a partir de (P,— a) par
un interpréteur SLDgp.

Le résultat suivant établit que la sémantique logique et la sémantique de
I'ensemble des succes SLD sont équivalentes puisque la sémantique déclarative a
déja été montrée égale a son plus petit modele de Herbrand (Mp). Il est di a [Apt
et van Emden 82].

Théoreme 1.28 [Apt et van Emden 82]
Soit un programme P, SS(SLD) P. = Mp.

Le théoréme reste valable si on restreint I'ensemble des arbres SLD a ceux qui
sont construits a partir d'une fonction de sélection particuliere. En particulier,
SS(OLD) P. = Mp.

Le théoréme suivant montre que la sémantique de I'ensemble des succés OLDys
est un sur-ensemble de la sémantique de l'ensemble des succés OLDgs. Cela
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signifie que les interpréteurs OLDf ne trouvent pas assez de succes a cause de la
stratégie de parcours en profondeur d'abord.

Théoréme 1.29
Soit un programme P, SS(OLDg4¢) P~ € SS(OLDys) P. = Mp.

6. Exemple

On donne un exemple pour lequel un interpréteur OLDys se trouve "piégé" par
une branche infinie.

Soit le programme P suivant :

reach(X,Y) ¢« reach(X,Z), edge(Z,Y).
reach(X,X).

edge(a,b).

edge(a,c).

edge(b,a).

edge(b,d).

Soit le but G suivant :

« reach(a,X).

1: reach(a,X)

2: reach(a,Z), edge(Z,X)

3: reach(a,Z'), edge(Z',Z), edge(Z,X) %\3
b

Figure 1.30

L'interprétation OLDys de (P,G) fournit 'arbre OLD partiel de la figure 1.30
tandis que l'interprétation OLDys de (P,G) fournit I'arbre OLD de la figure 1.31.
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1: reach(a,X)
X/a
2: reach(a,Z), edge(Z,X) o
Z/a
3: reach(a,Z"), edge(Z',Z), edge(Z,X) 4: edge(a,X)

Figure 1.31

Cet exemple montre bien qu'un interpréteur OLDys peut ne pas donner toutes les
réponses souhaitées. Un interpréteur OLDpr semble donc préférable.
Malheureusement, celui-ci construit un arbre infini alors que le nombre des
solutions est borné. Une réponse a ce probleme de la non-terminaison de la
résolution est en partie donnée par une technique de tabulation (voir chapitre 6).






Chapitre 2

Programmation Logique
avec Contraintes

1. Introduction

Cette partie est consacrée a la programmation logique avec contraintes, et plus
précisément au modéle générique de programmation logique avec contraintes
introduit par [Jaffar et Lassez 86] sous le terme de CLP. La rédaction de cette
partie est inspirée essentiellement des travaux de [Jaffar et Lassez 86], [Jaffar et
Lassez 87] et [Maher 92]. Une introduction générale a la programmation-logique
avec contraintes est donnée par [Van Hentenryck 89], [Cohen 90] et [Fruhwirth
et al. 92].

CLP, modele générique de programmation logique avec contraintes, a été
proposé par [Jaffar et Lassez 86] de maniére a intégrer un mécanisme de calcul
basé sur la manipulation de contraintes a l'intérieur du cadre habituel de la
programmation logique. La généricité de CLP signifie qu'il est possible de
définir différentes instances de CLP (i.e., différents CLP-langages) en associant
au domaine de calcul du modéle une algebre (ou une théorie) particuliére. Tout
CLP-langage est ainsi caractérisé par une sémantique algébrique. CLP conserve
en outre les bonnes propriétés sémantiques de la programmation logique, a
savoir 1'équivalence des sémantiques opérationnelles, de point fixe et de la
théorie des modeles.

Les contraintes manipulées par un CLP-langage représentent toute la puissance
du langage. Savoir décider de la satisfiabilité d'un ensemble de contraintes est
déterminant en programmation logique avec contraintes car la sémantique
opérationnelle est basée sur un test de satisfiabilité. Un CLP-langage est donc
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avant tout construit sur la base d'un univers de contraintes (muni d'une
interprétation) et d'un solveur de contraintes (algorithme permettant de décider
de la satisfiabilité d'un ensembles de contraintes). De nombreuses techniques,
dites de consistance, ont été congues pour optimiser cette décision [Van
Hentenryck 89]. Par exemple, Prolog est un CLP-langage particulier ol le test
de satisfiabilité se limite a I'unification de termes. Les CLP-langages qui ont été
proposées, les plus connus étant Prolog III [Colmerauer 90], CLP(IR) [Jaffar et
Michaylov 87], CHIP [Dincbas et al. 88] et CAL [Aiba et al. 88] , intégrent des
domaines tels que les entiers, les rationnels, les réels, les booléens et les
domaines finis. Il est & noter que tous ces langages n'ont pas été formulés
explicitement a l'origine dans le cadre de CLP.

Le paradigme de la résolution par contraintes permet une représentation concise
et naturelle de problemes complexes [Jaffar et Lassez 87] car 1) les contraintes
- sont directement gérées par rapport au domaine du calcul plutdt que codées sous
forme de termes Prolog et 2) les contraintes ont la capacité de représenter de
maniere encore plus symbolique l'information. L'introduction des contraintes
améliore donc la puissance de modélisation des programmes logiques sans
dégrader leur propriétés sémantiques. Les CLP-langages ouvrent la voie vers
des systemes de programmation déclaratif et efficace.

[Hofeld et Smolka 88] ont généralisé le modele de programmation logique avec
contraintes de [Jaffar et Lassez 86] en permettant la prise en compte simultanée
de plusieurs interprétations du domaine. Ce nouveau modéle a été congu pour
répondre aux exigences du monde de la représentation des connaissances. Bien
qu'il soit séduisant, nous n'envisagerons pas ce modele par la suite.

Un CLP-langage CL est défini par un triplet (£,£,4) ou X, L et A désignent
respectivement une signature, un langage de contraintes (appelé le domaine de
CL) et une X-algebre (appelée l'interprétation de CL). Le comportement
opérationnel de tout programme é€crit dans un CLP-langage est décrit par le
mécanisme de la résolution SLD ou la gestion de contraintes remplace la gestion
de substitutions pour Prolog.

2. Syntaxe

On considére un ensemble P infini dénombrable de symboles de prédicat et un
ensemble ¥ infini dénombrable de symboles de variable. Les ensembles P et v
sont considérés partagés par l'ensemble des CLP-langages. Par ailleurs, Ren
désigne I'ensemble des substitutions de renommage (applications bijectives)
définies de V vers V.
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Syntaxiquement, un CLP-langage CL est défini a partir d'un couple (Z,£). £ =
(S, ,C) est une signature composée d'un ensemble de sortes S, un ensemble 7
de symboles de fonction et un ensemble C de symboles de contraintes. Les
symboles de contraintes sont des symboles de prédicat particuliers. Pour un
CLP-langage donné, on supposera toujours que le symbole de contrainte =
appartient a C (en fait, on suppose qu'il existe un symbole de contrainte =gy
dans C par sorte s de S), de méme que deux constantes L et T. Les contraintes
atomiques sont les éléments de Atom(S,V, F,C). L désigne un sous-ensemble
de l'ensemble des formules du premier ordre construites a partir de
Atom(S,V, F,C). L est un langage de contraintes et est appelé le domaine de CL.
Si X est un symbole de variable et s une sorte, alors on considere que X est une
contrainte atomique et que X appartient 2 L. On suppose par ailleurs que :

e £ contient les constantes LetT.

e L est clos par renommage,
ie,sice Letpe Renalorsp(c)e L

e £ est clos par conjonction,
le,sic1€ Letepe Lalorscyiae L

e L est clos par quantification existentielle,
ie.,sice LetXe ValorsIX ce L.

Dans le papier de [Jaffar et Lassez 86], le langage de contraintes £ est défini
comme étant la cl6ture par conjonction de l'ensemble Atom(S,v, F,C). La
différence essentielle de notre hypothese est I'exigence d'un langage clos par
quantification existentielle d'une part et la possibilité d'intégrer n'importe quelle
formule du langage du premier ordre d'autre part. On retrouve cette distinction
chez [Maher 87,92] et [Saraswat et Rinard 90].

Les éléments de £ sont des contraintes et sont notées par c,d,... On conserve les
notations du chapitre 1 en ce qui concerne la classification des variables qui
apparaissent dans une contrainte ¢ : Var(c), Varfree(c), Varpound(c), Var3(f) et
Vary(c) représentent respectivement l'ensemble des variables, des variables
libres, des variables liées, des variables liées existentiellement et des variables
liées universellement, de c.

Pour 1'écriture des clauses du CLP-langage CL, on ne considére que des atomes
(plats) homogénes, c'est a dire des atomes linéaires (sans double occurrence
d'une méme variable) et sans symbole de fonction. On note A 'ensemble des
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atomes homogenes construits a partir de ¥ et PT. Les éléments de # sont des
atomes homogenes et sont notés par a,6,4,... Par la suite, chaque fois qu'une
séquence (un n-uplet) d'atomes homogenes (un élément de #M) est manipulée,
on suppose qu'aucune variable n'apparait deux fois dans cette séquence. Les
éléments de #n sont des séquences d'atomes et sont notés as = (ajy,...,4p), ...
Les éléments de LxHn sont des séquences d'atomes contraints et sont notés cas
= (c,at,...,ap), ... © est un symbole spécial séparant dans les notations
contraintes et atomes.

Définition 2.1
Une CL-clause définie est une régle de la forme :
he—d0by,. by
tel que (4,A,61,...,bpm) € LxHN.

Définition 2.2
Un CL-programme défini est un ensemble de CL-clauses définies.

Un CL-but défini est une CL-clause définie sans téte de regle.
Définition 2.3
Un CL-but défini est une regle de la forme :

«—c0ay,...,an
tel que (c,ay,...,ap) € LxHN.

Un CL-but défini est dit vide lorsque n = 0. Pour la suite, clauses, programmes
et buts sont sous-entendus définis.

Le fait de ne considérer que des atomes homogenes constitue une différence avec
la présentation de [Jaffar et Lassez 86] ol une telle restriction n'est pas faite.
Cependant, il est clair que ces deux écritures sont opérationellement équivalentes
puisque toute clause :

p(to) « 40 q1(1),....qm(tm),
se réécriten :

p(Xo) & 4 0 q1(X1),...,qm( Xnm),

¥ 9= {p(X],...Xp) tel que
aype 2X1€ Y, ... Xpe Vv
b)Xi#ijourlSi#:an}
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sachant que to, T1,...,Tm représentent des n-uplets de termes, Xo, X1,...,Xnm
représentent des n-uplets de variables (toutes distinctes) et que 4" est la
conjonction de 4 et de toutes les équations X = ¢ issues du remplacement d'un
terme ¢ par une variable X [File et Sottero 91].

Pour finir, nous introduisons quelques notations.

Notation 2.4
CL-Clause désigne I'ensemble des CL-clauses.
CL-Prog désigne l'ensemble des CL-programmes.
CL-Goal désigne l'ensemble des CL-buts.

3. Sémantique

On suppose que la syntaxe d'un CLP-langage CL est donnée, i.e., on suppose
un couple (Z,£) établi comme ci-dessus. Sémantiquement, CL est définie par
une X-algebre A qui est appelée l'interprétation de CL. On suppose que :

e 4 est "solution-compact”

¢ le symbole = est interprété comme I'égalité syntaxique

e le symbole L est interprété a faux

e le symbole T est interprété a vrai

On donne ainsi aux programmes logiques avec contraintes une sémantique
algébrique, les contraintes étant interprétées par 4. La propriété de "solution-
compactness" permet d'établir de bonnes relations entre les diverses sémantiques
des programmes logiques avec contraintes.

Définition 2.5
Une Z-algebre de domaine D est solution-compact ssi

e tout élément de D est I'unique solution de la conjonction d'un ensemble
S (éventuellement infini) de contraintes,
ie,Vde D X=d=A{c:ce S}

e le complément ¢' = —c¢ d'une contrainte ¢ s'exprime sous la forme d'une
disjonction d'un ensemble S (éventuellement infini) de contraintes,
ie,c e vi{c:ce S}.

Par rapport aux hypothéses effectuées concernant la syntaxe des contraintes, il
est nécessaire que l'interprétation des contraintes de la forme X corresponde a
I'idée intuitive suivante : X € A(s).

Etant donnée une X-algebre 4 de domaine D, toute contrainte close (sans
variables libres) de I'ensemble L obtient une valeur de vérité en suivant les
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regles indiquées a la section 3 du chapitre 1 (il suffit simplement en plus de
prendre en compte la signature des différents symboles). On pose pour la suite
une 2-algebre 4 de domaine D.

Définition 2.6
Val désigne l'ensemble des applications définies de 9 dans D. Tout élément
0 de Valest une A-assignation de variables.

Soit ¢ une contrainte (un élément de L) et © une 4-assignation de variables, 6(c)
désigne la contrainte ¢ ol chaque variable libre X de ¢ a été remplacée par 6(X).
Si 8(c) est évaluée a vraie par rapport a 4, alors 6 est dit A-solution de ¢ et ¢ est
dit A-satisfiable ou A-consistant. Si ¢ n'admet aucune A-solution alors ¢ est dit
insatisfiable, sinon ¢ est dit satisfiable. Nous définissons maintenant les notions
de A-base et de A-modele d'un CL-programme P.

Définition 2.7
Soit P un CL-programme, la A-base de P, not€ B(p z), est I'ensemble B(p q)
= {0(a)|8 € Valetae H}.

Tout sous-ensemble de B(p 1) est appelée une A-interprétation.

Définition 2.8
Soit P un CL-programme, un A-modele de P est une A-interprétation I telle
que pour toute régle C: A 40 6y,...,by de P et pour toute A-assignation 0
de variables qui est 4-solution de 4,on a:
{6(61),....0(bm)} c I=>6(h) € I

11 existe un plus petit A-modele de P, noté M(p, ). De plus il est possible de
calculer ce modele a l'aide de 'opérateur conséquence immédiate T(p, g).

Définition 2.9
Soit P un CL-programme, l'application T(p 2) € 0 (B(p,2)) = £ (B(p,a)) est
définie par : T(p 4)(I) = {6(A) € B(p,a)tel que
ehedby,...,bnestune regle de P
e 0 est une A-assignation de variables
e O est A-solution de d et {0(67),...,.0(bm)} = I}

Propriété 2.10 [Jaffar et Lassez 86]
T(p, ) est un opérateur continu.

Le plus petit point fixe de I'opérateur T(p q), noté lfp T(p a), est calculé en au
plus o étapes et est égal 2 M(p,3). On résume l'ensemble de ces équivalences par
le théoreme suivant :
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Théoreme 2.11 [Jaffar et Lassez 86]
Soit P est un CL-programme :

Mp,a) = lfp T(p,2) = T(p,2)2(D).

Il existe de nombreux autres résultats, mais nous ne les citerons pas ici. En
particulier, il est possible de donner & un CL-programme une sémantique logique
équivalente a la sémantique algébrique. Il suffit de considérer une théorie 7 du
premier ordre construite a partir de Atom(S, ¥, F,C) et qui corresponde a 4.
L'ensemble des conséquences logiques de P en considérant la théorie 7T est alors
équivalent au plus petit A-modele de P.

4. Pré-ordre sur un CLP-langage

Soit un CLP-langage CL = (Z,£,4). Dans cette partie est présentée la relation de
pré-ordre — définie sur L et son extension sur les différents objets syntaxiques
du langage. On commence par introduire I'opération de projection.

4.1. Projection

La projection (ou restriction) d'une contrainte ¢ par rapport a un ensemble de
variables V désigne la contrainte issue de ¢ telle que toutes les variables libres de
¢ autres que V sont quantifiées existentiellement. On utilise une notation
opérationnelle pour l'application, notée |, de projection.

Définition 2.12
L'application | est définie de Lx (1)) vers L par :
Vce L,VVe pV), V=3V col V' = Varfee(c) - V

Par exemple, pour Prolog?, on sait qu'une contrainte mise sous forme normale
est une substitution idempotente. Si ¢ = {X=s(Y),Z=b} alors 6/ {X} =3Y 3Z
(X=s(Y)AZ=b), aussi 6| {X} =Y X=s(Y) A IZ Z=b et finalement (si b fait
partie du domaine de l'interprétation) 6| {X} = 3Y X=s(Y). Or, d'apreés la
définition 1.14, le résultat de o) {X} devrait étre X=s(Y). Cette différence
s'explique par le fait que pour Prolog, on considere les variables implicitement
quantifiées.

Pour la suite, nous utilisons les raccourcis de notation suivants :

¥ Prolog est un CLP-langage qui manipule des équations sur les arbres (ou termes) finis. Pour
cette raison, on appele aussi Prolog par CLP( F7) ol #FTest mis pour "finite trees”.
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Yce L,V ae H, cla=clVarfee(a)
Vce L,V ase H, clas = c|Varfee(as)

ainsi que les projections implicites suivantes (par défaut) :

Vece L,V ae H, (c,a)représente (cla,a)
Vece L,V ase Hn, (c,as) représente (clas,as)

4.2. Relation de pré-ordre + sur CL

L'implication — définie sur L a partir de 4 constitue assez naturellement une
relation de pré-ordre. Une contrainte ¢ est plus petite qu'une contrainte ¢’ ssi ¢'
est une approximation de ¢ (i.e., ¢' est moins contraignante, moins précise) :

Définition 2.13
V (¢c,c') € L2, ¢ ¢ ssitoute A-assignation est A-solution de ¢ — ¢'7

On peut caractériser la relation — comme suit :

Définition 2.14
Yce L, [c]={0¢€ VallB est A-solution de ¢}

Propriété 2.15
YV (e,c'ye L2, c—c"ssifc]c[c']

On notera en particulier que L (rien n'est possible) et T (tout est possible) sont
telsque [L]=@ et [T] = Val.

Le préordre + engendre naturellement une relation d'équivalence. Par abus de
notation, on notera souvent ¢ = L (resp. ¢ # 1) pour indiquer que ¢ est
équivalent (resp. n'est pas équivalent) a L.

4.3. Propriétés de

Certaines équivalences sont triviales. Par exemple, pour toute contrainte ¢, on a :
cnl quiest équivalent a L, cAT qui est équivalent a ¢ et cac qui est équivalent a
¢. La relation de pré-ordre — est stable (sur L) par renommage, projection et
conjonction. Les preuves sont immédiates.

* nous avons évité d'utiliser le terme "modele” ici pour qu'il n'y ait pas de confusion avec la
notion de A-modele définie plus haut.
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Propriétés 2.16
V(ce)e L2,V pe Ren, p(c)p(c) sicH¢
Ve)e L2 VVCV, eV Vsick¢
V(ee)e L2,V d)e L2, ecnd—cAd sicHcetd—d

Voici trois propriétés liant — et | : 1) la projection est une opération qui retourne
une contrainte plus grande (moins contraignante), 2) la consistance d'une
contrainte est indépendante de | et 3) | est un morphisme (pour A) lorsque les
deux contraintes liées par la conjonction ne partagent aucune variable libre avec
V-V.

Propriétés 2.17
Y (c,d)ye L2,V Ve p(1),
1) c—=¢lV
2) cest satisfiable ssi ¢V est satisfiable
3) (end)LV =¢c|V AdLV si (Varfree(c) - V) N (Varfree(d) - V) = O

4.4. Extension de

On étend inductivement la relation + sur différents domaines (ensembles) en
considérant le passage 1) aux parties d'un ensemble, 2) au produit cartésien et 3)
a I'espace des fonctions. On note 4 la relation + définie sur un ensemble A.
Initialement,  est définie uniquement sur £ (et 4 comme indiqué plus loin).

Définition 2.18

Si+est définie sur A et B alors :

1)+ est définie sur gp(A) par:VSe p(A), VS e 0(A),
Sp@)S'ssiVae §S,da e S'tel queakp a'

2) - est définie sur AxB par: V (a,b) € AxB, V (a',b") € AxB,
(a,b)ap (a,b')ssiat—p a'etb—pg b’

3) —est définie sur A>Bpar:Vfe A—B,Vge A—B,
fa-B gssiV(aa')e A2,atp a' = f(a)p g(a')

De maniére a ne pas alourdir les notations, dans la suite nous ne précisons plus
en général le domaine sur lequel est défini la relation  (le contexte suffit
généralement a déterminer la relation). Par ailleurs, de maniére a exploiter la
définition 2.18, nous définissons (de maniére relativement artificielle) la relation
 sur l'encernble A comme étant 'identité 18. Ceci nous permet, entre autre,
d'obtentir . définition suivante :

Vase 30, V (¢,c) € L2, (c,as)+ (c',as)ssict ¢

Ainsi, en considérant une clause C : ¢~ 4 O £ comme étant la séquence
d'atomes contraints (4,4,65) et un but G : ¢ ¢ 0 as comme étant la séquence
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d'atomes contraints (c,as), la relation - est directement définie sur CL-Clause et
CL-Goal. Puis par extension, + est définie sur CL-Prog en considérant un
programme en tant que n-uplet (Cyp,...,C,) de clauses suivant la numérotation
établie. Cela signifie donc que pour tout couple (P,P') de CL-Prog2, P+ P’ ssi
P et P’ poss¢dent le méme nombre de clauses et pour toute clause C;jde P : C;+
C'j. Cette définition peut évidemment se généraliser en tenant compte du fait
qu'un programme est un ensemble plutét qu'un n-uplet (nous y renongons par
soucis de simplicité, ceci ne contrariant en rien la généralité des résultats a
venir).

4.5. préordre i sur CL

A partir de la relation + définie ci-dessus, on introduit une relation de préordre
+r en considérant — modulo le renommage des variables.

Définition 2.19
Soit la relation + définie sur un ensemble D, la relation +; est définie sur D
comme suit V (d,d') e D2,d d'ssid p € Renld+ p(d).

Comme la relation  est stable par renommage, il est facile de constater que : V
(d,d) e D2,dt— d'ssidp € Ren :p(d)d'. On sait aussi que la relation
est stable par renommage mais a la différence de -,  n'est pas nécessairement
stable (sur L) par projection et conjonction. Par exemple, X=a Y=a et Y=b
Y=b mais X=a A Y=b n'est pas moins contraignant que Y=a A Y=b.

Tandis que, pour un programme donné, le nom des variables est indépendant
d'une clause a l'autre, la relation +; définie sur CL-Prog tient compte du
renommage de maniére globale. Pour éviter ce probléme, nous considérons
dorénavant qu'aucune variable n'est partagée par deux clauses distinctes d'un
méme programme.

5. Résolution SLD
5.1. Description

Au chapitre 1 la résolution SLD a été définie par rapport a Prolog. On la définit
maintenant de maniére analogue par rapport a tout CLP-langage CL. La
différence essentielle est 1'élargissement du test d'unification a un test de
satisfiabilité a chaque étape de dérivation SLD. Nous commengons par définir
les notions de résolvant et d'étape de dérivation SLD.
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Définition 2.20
Soient P un CL-programme et G: « ¢ ¢ ai,...,anp un C L-but. Etant
sélectionnés un atome ag; de G et une clause Cj de P, considérons une variante
h« d 0 bsde Cj (telle que a; = £ et telle que les autres variables de cette
variante soient nouvelles). Si ¢cAd est satisfiable alors le CL-but H : « ¢cAd ¢
aj,...,ai-1,b5,8i+1,..., ap est appelé le (i,j)-résolvant de (P,G).

Par rapport a la présentation de [Jaffar et Lassez 86], nous nous arrangeons pour
choisir une variante de la clause sélectionnée telle que a; = 4. Ceci permet de
considérer implicitement le passage de parametres (le lien entre g; et A) plutot
qu'explicitement dans la nouvelle contrainte. Ceci n'est possible que par la
présence d'atomes (plats) homogenes.

Une étape de dérivation SLD consiste a calculer un résolvant. Un arbre SLD est
un objet qui est défini a partir d'un couple (P,G) constitué d'un CL-programme
P et d'un C£-but G et qui mémorise une séquence d'étapes de dérivation SLD.
Chaque noeud de cet arbre est étiqueté par un CL-but (et un entier i dont nous ne
tenons pas compte ici) et chaque arc de cet arbre est étiqueté par une contrainte et
un entier j. Un noeud étiqueté par la clause vide est appelé un noeud vide.

Un arbre SLD est dépendant d'une fonction de sélection, c'est a dire une
fonction qui pour chaque noeud de I'arbre sélectionne un atome de 1'étiquette de
ce noeud. Etant donnée une fonction de sélection fs, un arbre SLD T est obtenu
a partir d'un couple (P,G) comme suit :

* laracine de T est étiquetée par G

* sivestunnoeud (non vide) de T étiqueté par H: ¢« ¢ 0 ay,...,ap et
s1 aj est l'atome sélectionné par fs, alors pour toute clause Cj de P,
on considere une variante < 4 O bs de C; (telle que a; = £ et les
autres variables de cette variante soient nouvelles)). Si cad est
satisfiable alors on ajoute un noeud fils w & v tel que w est étiqueté
par le (i,j)-résolvant de (P,H) et on ajoute un arc reliant v a w étiqueté
par (d.j). Les différents noeuds sont ordonnés suivant l'ordre des
clauses utilisées pour les obtenir.

Toutes les autres notions définies par rapport a Prolog : interprétation SLD,
stratégie de parcours, résolution OLD, ... restent valables par rapport a CLP.
Une seule différence notable concerne I'étiquetage d'un chemin SLD. Dans le
cas de Prolog, on considérait la composition des substitutions étiquetant chaque
arc du chemin SLD. Dans le cas de CLP, on considére la conjonction des
contraintes étiquetant chaque arc du chemin.
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5.2. Sémantique opérationnelle SLD

L'interprétation SLDgp d'un couple (P,G) constitué d'un programme P et d'un
but G désigne la construction d'un arbre SLD partiel ol n'apparaissent que les ®
premiers noeuds visités par la stratégie de parcours sp. La sémantique
opérationnelle SLDgp d'un programme P est alors caractérisée par 'ensemble
des arbres SLD partiels construits a partir de P par une interprétation SLDyp.
Notons que par défaut, la stratégie de parcours bf ("breadth-first") est sous-
entendue. On retrouve ici les résultats énoncés par rapport a la programmation
logique.

Notons que l'on peut faire correspondre a tout élément a = 0(p(X1,...,Xy)) de
B(p,a) un couple (¢,p(X1,...,Xp)) ou ¢ est égal a X] = 8(X ) A ... A Xy =
6(Xp). Par la suite, on confond —a avec le but « ¢ ¢ p(Xy,...,Xp). La
sémantique de I'ensemble des succeés SLD est alors définie comme suit :

Définition 2.21
Soit P un C L-programme, l'ensemble des succeés SLDgp de P, noté
SS(SLDSp)fP;, est I'ensemble des atomes a appartenant a B(p g) tel qu'il
existe une réfutation SLD dans I'arbre SLD partiel construit a partir de (P,—a)
par un interpréteur SLDgp,.

L'ensemble SS(SLD)P. est égal a I'ensemble [SS(P,A4)] défini par [Jaffar et
Lassez 86]. Ces derniers ont établi 1'équivalence de la sémantique algébrique et
de la sémantique de I'ensemble des succes SLD.

Théoréme 2.22
Soit P un CL-programme, SS(SLD) P_ = Mp, 1).

Le théoré¢me reste valable si on restreint I'ensemble des arbres SLD a ceux qui
sont construits a partir d'une fonction de sélection particuliere. En particulier,
SS(OLD)’P. = M(p, a).

Les interpréteurs OLDygs ne trouvent pas assez de succes a cause de la stratégie de
parcours en profondeur d'abord.

Théoréme 2.23
Soit P un CL-programme, SS(OLDgf) P~ € SS(OLDy) P. = M(p, ).

Nous ne nous sommes préoccupés ici que de la sémantique des succes clos d'un
programme. La sémantique des succes libres d'un programme est examinée en
particulier par [Gabbrielli et Levi 92].
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5.3. Arbres SLD comme systemes de transitions

Tout arbre SLD T peut étre caractérisé par un systeme de transitions (N i,r) ou :
o A/, I'ensemble des états du systeme, désigne l'ensemble des noeuds de
I'arbre.

e i € A, I'état initial du systeme, désigne la racine de I'arbre.
o r C AXA; la relation de transition du systéme, désigne 1'ensemble des arcs
de l'arbre.

L'application level indique le niveau (la profondeur) d'un arbre et d'un noeud
donné dans cet arbre.

Définition 2.24
Soit T = (A {,r) un arbre SLD, on définit I'application level comme suit :

elevel(i) =1etV (v,w) € A2, level(w) =level(v) +1 ssi (v,w) € r
e level(T) = max {level(v): v € A}.

Pour conserver toute I'information inhérente aux arbres SLD, nous avons besoin
de trois applications supplémentaires : label associe a chaque noeud d'un arbre
I'étiquette de ce noeud, cstr et num associent respectivement a chaque arc d'un
arbre la contrainte et le couple d'entiers étiquetant cet arc. L'application cstr est
étendue assez naturellement de r & r+. Elle associe alors a chaque chemin (suite
d'arcs) une contrainte qui est la conjonction de toutes les contraintes étiquetant
les arcs du chemin. Nous définissons pour finir une application size qui associe
a chaque noeud d'un arbre la taille (le nombre d'atomes) constituant I'étiquette
de ce noeud. :

Dans les chapitres suivants, on considérera la résolution OLDys par défaut, c'est
pourquoi nous donnons les définitions suivantes.

Notation 2.25
CL-Tree désigne 'ensemble des arbres OLD construits a partir de tout couple
(P,G) composé d'un CL-programme P et d'un CL-but G.

La relation d'ordre + est définie sur CL-Tree. Etant donnés deux arbres T et T',
T+ T signifie que le squelette de T se retrouve dans T' sous une forme moins
générale.

Définition 2.26
VT=(Xire CLTreeetVT =(N,i',r') € CL-Tree,
T T’ ssi il existe une application map € N — N telle que :
e map(i) =1
e si map(v) = v’ alors
o label(v)  label(2")
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oV (v,w)e r,3 (v,w") € r'telque
num(z,w) = num(v',w")
map(w) = w'.

Notation 2.27
Res désigne l'application qui pour tout couple (P,G) composé d'un CL-
programme P et d'un CL-but G associe l'arbre OLD construit a partir de
(P.G).

La sémantique opérationnelle (OLDys par défaut) d'un CLP-langage CL est ainsi
illustrée par :

CL-ProgxCL-Goal —Res— CL-Tree

6. Exemples

Quelques CLP-langages sont maintenant présentés : il s'agit de CLP(F7) =
Prolog, de CLP(IB) et de CLP(IR).

6.1. CLP(77)

CLP( ¥7) est un CLP-langage (X,£,4) tel que

X =(S,%C)ou
- S = {term}
- ¥ désigne un ensemble fini de symboles de fonction
-C={=41,T}

e L désigne I'ensemble Atom(V, F,C) clos par
- conjonction
- quantification existentielle

e 7 est tel que
- l'interprétation de S est donnée par A(term) = Term( F)
- I'interprétation des symboles de ¥ est libre.

L est clairement clos par renommage. Notons qu'il est également possible de
choisir l'univers de Herbrand étendu Term(¥,F), au lieu de l'univers de
Herbrand classique Term(¥). Cet univers correspond alors a I'ensemble Tp(v)
de [Falaschi et al. 89].

On peut reformuler ici, de fagon différente, certains résultats du chapitre 1,
section 4. Cette différence provient essentiellement de ce que des systemes
d'équations sont manipulés a la place de termes et de substitutions. Par la suite
(en particulier au chapitre 8), nous manipulons plutdt des systemes d'équations
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mais pour les illustrations nous continuons, par simplicité, a raisonner en termes
de termes et de substitutions.

Un systeme d'équations S est un ensemble d'éléments de Atom(V, F,C). Dans
tout systeme d'équations S, n'apparaissent que des variables libres ou liées
existentiellement. On utilisera donc les ensembles Var($), Vargree(S) et Varz($).
Un systéme $ est implicitement interprété par : 3V $ ol V représente Varg(JS) et
S représente une conjonction d'équations. De ce fait, 'ensemble vide représente
T. On considere également comme un systéme, la contrainte L. Tout systéme S
posseéde une forme résolue qui est notée res(S) et qui désigne le systeme
d'équations obtenue par application de l'algorithme d'unification ou de forme
résolue [Martelli et Montanari 82 , Lassez et al. 87]. En cas d'echec, on note
res(S) = 1 et en cas de succes res(S) correspond a une substitution idempotente.
On tient compte des variables quantifiées existentiellement pour la forme résolue.
Si § est un systeme sous forme résolue (ou plus simplement résolu) alors on
note respectivement par Dom(S) et par Ran($) l'ensemble des variables qui
apparaissent en partie gauche et en partie droite d'une équation de S. On peut
alors supposer que le systeme résolu § vérifie les propriétés suivantes :

® Dom(S) = Varfree($)
e Ran($) = Varz(S)

La premiére propriété s'obtient par projection. On élimine les équations triviales
de la forme X=¢ o0l X € Varz(). La seconde propriété s'obtient en introduisant
éventuellement de nouvelles variables quantifiées existentiellement. On remplace
dans S toute variable X de Varfee(S) qui apparait dans Ran($) par une nouvelle
variable X' quantifiée existentiellement et on ajoute I'équation X=X'".

La conjonction § A §' de deux systemes S et §' désigne le systéme §" = S U §'
tel que Varg(S§") = Varg($) U Vars(S') en supposant Varg(S) N Varg(S') = @.
La quantification existentielle d'un systéme § par un ensemble de variables V ¢
Varfree(S) désigne le systéme §' = § tel que Varz($') = Varg(S§) v V.
L'ensemble des systemes d'équations est donc clos par conjonction et
quantification existentielle.

La relation d'ordre - définie entre les systémes résolus correspond a la relation
< définie entre les substitutions idempotentes. On sait que le plus petit majorant
(au nom des variables prés) de deux systemes résolus S et §' existe. Il est noté
lub(5,S") et correspond a I'anti-unifié de deux substitutions idempotentes. On
sait aussi que le plus grand minorant de deux systemes résolus S et §' existe. Il
est noté glb($,S") et correspond a l'unifié de deux substitutions idempotentes
(telles que Varz($) N Varg(§) = 9).
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On note sol($) l'ensemble des solutions de S, c'est a dire I'ensemble des
assignations de variables 0 qui satisfont les équations de S. En utilisant cette
notation, on sait que pour tout couple (5, S") de systémes, on a :

sol(lub(§,5") 2 sol($) U sol(S'")
sol(gIb(8,5) = sol(S) Nsol(S')
6.2. CLP(B)

CLP(IB) est un CLP-langage (Z,L£,4) tel que
oY =(S,%,C)ou

- S = {bool)
-F=0
_C={=L1,T)

e L désigne l'ensemble des formules du premier ordre construites a partir de
I'ensemble Atom(V, F,C).
e 7 est tel que l'interprétation de S est donnée par A(bool) = IB.

L est clairement clos par renommage et conjonction. L est également clos par
quantification existentielle car la formule 3 X A(X) est équivalente a la formule
A(faux) v A(vrai).

1: 0p(X,Y,2)

2: 0 q(X,Y), r(X,Y,Z)

A

3: =X 0 r(X,Y,Z) 4: X 0q(Y.X), 1(X,Y,Z)
Y Y
7=XvY
—XAZ=Y D 5: XY 0 I'(X,Y,Z) 6: XAY 0 q(X,Y), r(X,Y,Z))
X
Z=XvY \
X/\ﬂY/\z D

Figure 2.28
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Soit le programme P suivant :

p(X.,Y,Z) :- 0 q(X,Y), r(X,Y,Z).
qX,Y) :- =X 0.

qX,Y) :- X ¢ q(Y,X).

r(X,Y,Z2) :- Z=XvY 0.

Soit le but G suivant :
- 0 pX,Y,2).

On notera que la contrainte T est sous-entendue par défaut. Ce programme écrit
en CLP(IB) code une fonction booléenne a trois arguments. Cet exemple est
reconsidéré dans les chapitres suivants. Notons que X et =X représentent
respectivement la contrainte X=vrai et la contrainte X=faux.

L'interprétation OLD de (P,G) fournit l'arbre OLD de la figure 2.28. Deux
solutions sont obtenues : la premiére est = XAZ=Y et la seconde est XA-YAZ.
La résolution se poursuit indéfiniment sans jamais donner de nouvelles
solutions.

6.3. CLP(IR)

CLP(IR) est un CLP-langage (X,£,4) tel que

eX =(S,%,C)ol
- S = {real},
- F={+-%7)
-C=1{=4,T} U {£<,2,>}

e £ désigne l'ensemble Atom(V, F,C) clos par :
- conjonction
- quantification existentielle

e 4 esttel que
- I'interprétation de S est donnée par A(real) = IR
- les symboles de 7 et C sont interprétés de facon naturelle sur IR.

CLP(IR) est présenté dans les articles de [Jaffar et Lassez 87] et de [Jaffar et
Michaylov 87]. Nous prenons maintenant un exemple de programmation en
CLP(IR) tiré de [Jaffar et Lassez 87]. Cet exemple illustre bien la puissance des
langages de contraintes car il met en évidence la possibilité de produire des
réponses symboliques.

Soit P le programme suivant :

mortgage(P,T.LR,B) :-
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T=1, B+R=P*(1+1/1200) ¢ .

mortgage(P,T,I,R,B) :-
T>1, P'=P*(1+1/1200), T'=T-1 ¢ mortgage(P', T I, R,B)

Ce programme écrit en CLP(IR) permet de gérer les modalités d'un prét. P
représente la valeur courante du prét restant a rembourser, T représente la durée
de remboursement du prét (en mois), I représente le taux d'intérét mensuel (en
%), R représente le remboursement mensuel et B représente 1'ajustement final.

Si on propose comme but :
:- mortgage(123456,120,12,R,0)

alors la réponse fournie par le programme est R=1771.23. Ce type de réponse
aurait trés bien pu étre fournie par un programme écrit dans un langage de
programmation impératif (ou procédural). Par contre, le but suivant :

:- mortgage(P,120,12,R,B)

démontre la puissance d'expression intrinséque a CLP(IR) puisque la réponse
obtenue est une équation liant P, R et B : B=0.302995*P-69.700522*R.



Partie II

Interprétation Abstraite

L'interprétation abstraite [Cousot et Cousot 77] est une technique d'analyse
statique qui permet d'étudier le comportement dynamique d'un programme au
seul vu de son code source. Une interprétation abstraite est la donnée de deux
sémantiques et d'une relation ([Cousot et Cousot 92b], [Marriott 93]). L'une des
deux sémantiques est dite concrete (ou standard) tandis que l'autre est dite
abstraite (ou non standard). La relation (dite d'approximation) est définie entre le
domaine concret et le domaine abstrait. Une interprétation abstraite est
consistante ssi Je résultat du calcul concret a partir d'une donnée concrete dest
approchée par le résultat du calcul abstrait a partir d'une donnée abstraite qui
approche 4. Dans le chapitre 3, nous rappelons les aspects théoriques de
I'interprétation abstraite. Dans le chapitre 4, nous présentons les différentes
applications de l'interprétation abstraite en programmation logique.
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Chapitre 3

Aspects Théoriques

1. Introduction

D'un point de vue pratique, l'interprétation abstraite est une technique qui permet
I'analyse statique du comportement dynamique des programmes. Cette technique
était déid utilisée avant sa formalisation. Par exemple, P. Naur lors de la
concep::- 3 du compilateur GIER ALGOL III en 1963 utilise un processus de
vérification de types appelé pseudo-évaluation qu'il décrit en ces termes:

"A process which combines the operators and operands of the source text
in a manner in which an actual evaluation would do it, but which
operates on descriptions of the operands, not on their values.".

L'interprétation abstraite est donc une méthode d'approximation finie qui
permet, entre autres, d'inférer certaines propriétés sur un programme donné.
Ces propriétés se regroupent en différentes classes ou familles en fonction de
l'objectif de I'analyse :

e optimiser le code compilé d'un programme,
e.g., ramasse-miettes plus efficace, élimination du code inutile, ...

e transformer un programme,
e.g., évaluation partielle, parallélization,...

e établir certaines preuves de programmes,
e.g., preuve d'arrét, preuve de correction,...

Si la formalisation de l'interprétation abstraite était initialement prévue pour la
classe des langages impératifs (ou procéduraux), son adaptation aux autres
classes de programmation n'a pas posé de trop gros problémes puisque cette
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formalisation est exprimée a l'origine en termes de systémes de transitions
modélisant une sémantique opérationnelle. La sémantique concréte désigne
généralement une sémantique opérationnelle et la sémantique abstraite est
généralement obtenue a partir de celle-ci par observation de certains points
d'intéréts. Lorsqu'il est prouvé qu'une sémantique abstraite approche une
sémantique concrete via une relation d'approximation, on sait alors que toute
information apportée (déduite) par la sémantique abstraite est correcte.

Dans cette partie sont présentées les différentes contributions a I'étude théorique
de l'interprétation abstraite, essentiellement issues du travail de [Cousot et
Cousot 76,77,79,81,922,92b,92¢] et [Marriott 93]. Le lecteur pourra toutefois
se reporter volontiers aux notes et tutoriaux de [Bruynooghe et de Schreye 88],
[Marriott et Sondergaard 89a], [Debray 92,93] et [Hermenegildo 92] ainsi
qu'aux ouvrages suivants : [Abstract Interpretation 87] et [Journal of LP 92]. La
rédaction de cette partie est tantdt assez proche de la source dont nous nous
inspirons, tantdt assez personnelle.

[Cousot 92¢] et [Marriott 93] montrent les variantes possibles qu'offrent le cadre
de I'interprétation abstraite. La sémantique abstraite peut étre liée a la sémantique
concrete par

1) une relation d'approximation [Mycroft et Jones 86]

2) une fonction d'abstraction [Nielson 82]

3) une fonction de concrétisation {Marriott et Sondergaard 92]
4) une connexion de Galois [Cousot et Cousot 77]

En fait, une fonction d'abstraction (resp. une fonction de concrétisation) est une
relation d'approximation particuliere, et une connexion de Galois est la
combinaison d'une fonction d'abstraction et d'une fonction de concrétisation. Le
lien de base est donc la relation d'approximation.

2 Approximation d'une sémantique

2.1 Relation d'approximation &

Considérons pour la suite une sémantique concréte caractérisée par une
application F2 (le calcul concret) définie d'un ensemble D4 (le domaine concret)
vers lui-méme :

Ds —Fs— Da

ainsi qu'une sémantique abstraite caractérisée par une application F¥ (le calcul
abstrait) définie d'un ensemble D¥ (le domaine abstrait) vers lui-méme :
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Dv —Fv— Dv

Tout objet 1ié annoté par le symbole 4 fait partie de 'univers concret et tout objet
annoté par le symbole v fait partie de l'univers abstrait. Une relation
d'approximation & définie entre le domaine concret D2 et le domaine abstrait DY
est le lien le plus faible pouvant étre établi entre la sémantique concrete et la
sémantique abstraite. £(da,dv) (on utilise ici une notation fonctionnelle) indique
alors que dV est une approximation de d4. On dira aussi que ds est approchee par
dv et que dv approche da.

Définition 3.1
€ € g (DaxDv) est une relation d'approximation.

Il est a noter que la relation d'approximation & peut étre définie de maniére
équivalente par deux applications. La premiére, notée assq et appelée association
abstraite, associe a toute donnée concréte d2 I'ensemble des données abstraites
approchant da. La seconde, notée assy et appelée association concrete, associe a
toute donnée abstraite d¥ l'ensemble des données concretes approchées par dv.
Ces deux applications correspondent respectivement aux 'abstraction functor' et
‘concretisation functor' de [Marriott 93].

Définition 3.2
L'application assq, est définie de D vers g (DV) par :
V ds € Da, assg(ds) = {dv € DVIE(da,dv)).

Définition 3.3
L'application assy est définie de DV vers g2(Da) par :
V dv e Dr, ass(dv) = {da € Dal§(da,dv)}.

Le rapport entre &, assq et assy est clairement établi par la propriété suivante.

Propriété 3.4
V dseDs, V dv e DV, £(ds,dV) & ds € assy(dV) < dV € assg(ds)

Suivant [Nielson 82] et [Marriot et Sondergaard §9a], on étend inductivement la
relation § sur différents domaines (ensembles) en considérant le passage

1) aux parties,
2) au produit cartésien,
3) a I'espace des fonctions.

On note Eaqqav la relation § définie entre un ensemble As et un ensemble Av.
Toutefois, de maniere a ne pas alourdir les notations, nous ne précisons pas le
domaine sur lequel est définie la relation & (le contexte suffit généralement a
déterminer la relation).
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Définition 3.5
Si € est définie sur AaxAv et BaxBV alors :

o £ est définie sur (A5 )x (AV) par :
E(Sa,Sv) ssi V as € Sa, 3 av € SV tel que E(as,av)

o £ est définie sur (AaxBa)x(AVxBY) par :
&((a2,b2),(av,bv)) ssi E(as,av) et §(ba,bY)

o § est définie sur (As—Ba)x(AV—BV) par :
E(fafv) ssi V (as,av) € AsxAv, E(as,av) = E(fa(as)fv(av))

On dit qu'une sémantique abstraite approche une sémantique concréte via une
relation d'approximation & ssi & est stable par rapport au calcul de chaque
sémantique, i.e., ssi &(Fa,Fv) (ssi d'aprés la définition : V da e D4, V dv € Dv,
E(da,dv) = E(Fa(ds),Fv(dV))). On dit que F¥ approche F» via . Ceci est illustré
par la figure 3.6.

Fa
Da » Da
g S
.DV » DV
Fv
Figure 3.6

Prenons quelques exemples, le premier est incontournable, il s'agit de la
"fameuse" régle des signes, illustrée ici par l'addition. Le second traite de
I'abstraction de I'intersection sur des parties réelles a l'aide d'intervalles.

Exemple 1
@ - 0 + T
= = - T T
0 - 0 + T
- T + + T
T ik T T T
Table 3.7

Considérons comme sémantique concrete l'addition + sur IR et comme
sémantique abstraite la regle des signes @ sur l'ensemble {-,0,+,T} définie
par la table 3.7.
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Il est & noter que 1'élément T correspond & I'absence totale d'information sur
une donnée et est indispensable a la définition du calcul abstrait ©, puisque
sans cela il serait impossible de déterminer le résultat de + @ -.

La relation d'approximation § est donnée ici par la fonction d'association
concrete assy :

assy(-) = ]~0,0[

assy(0) = {0}

assy(+) = ]0,+09[

assy(T) = J—o0, 400

@ approche + via . Cela signifie que si un couple de réels (x,y) est
approchée par un couple de signes (sg,sg') alors le résultat de x + y est
approchée par le résultat de sg @ sg'. Par exemple, (5,3) est approchée par
(+,4) et 5 + 3 = 8 est approchée par + @ + = +. Il est a noter que plusieurs
abstractions sont possibles pour une méme donnée puisque (5,3) est
également approchée par (+,T) ; dans ce cas précis le résultat abstrait + @ T =
T est plus approximatif. Q

Exemple 2

Considérons comme sémantique concréte l'intersection M sur o (IR) et
comme sémantique abstraite l'intersection O sur l'ensemble noté Int des
intervalles suivant :

Int={l} U {[lu]l:1le RuU {-=},ue R U {+o} et]1<u}
L'intersection N sur Intest définie par :

clpnl=1

olnNnlI=l1

o [Lu] A [Ihu'] = L si max(l,l') > min(u,u’)

o [Lu]l n [I',u'] = [max(1,1'),min(u,u’)] si max(l,l') £ min(u,u")

La relation d'approximation & est définie par :

VXe pR), Vie Int,EX,]) ssi
esoitX=0
e soit X # @, I=[l,u] et ] £ min(X) £ max(X) < u.

O approche M via &. Par exemple, ({0,-2,6},{0,8}) est approchée par ([-
2,61,[0,8]) et {0,-2,6} n {0,8} = {0} est approchée par [-2,6] 1 [0,8] =
[0,6]. Q
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Définition 3.8
Une interprétation abstraite est un triplet (Fa,Fv.£) tel que &(Fs,Fv) sachant
que F» désigne une sémantique concréte, FV désigne une sémantique abstraite
et & désigne une relation d'approximation.

La présentation d'une interprétation abstraite ne s'arréte pas la car la relation
d'approximation & peut étre caractérisée de diverses maniéres. Cela permet
généralement de guider la preuve de la correction de I'approximation considérée.
Nous étudions ces propriétés en suivant essentiellement I'approche de {Cousot et
Cousot 92c].

2.2 Fonction d'abstraction o

Une propriété naturelle est l'existence pour toute donnée concréte ds d'une
donnée abstraite approchant da. Cette propriété permet de simuler tout calcul
concret par un calcul abstrait.

Propriété 3.9
(1) Vdse Ds,3dve Dv: g(dadv)

Exemples 1 et 2 (poursuivis)
Cette propriété est vérifiée par les deux exemples considérés ci-dessus. En
effet, pour 'exemple 1, quelque soit le réel x, on a §(x,T), et pour l'exemple
2, quelque soit I'ensemble X, on a &(X,[—o0,+00]). O

I1 est également assez naturel de considérer une relation <¥ de préordre sur D¥
qui soit cohérente avec la relation d'approximation &, i.e., telle que si dv est une
approximation de ds, alors toute contrainte d'V > dvV est également une
approximation de da.

Propriété 3.10
D¥ est munie d'un pré-ordre <V cohérent avec &, i.e., une relation telle que :
(2) Vdse Da, V (dv,d'v) € Dv2, E(da,dv) A dV <V d'V = E(da,d"V)

En fait, la relation d'approximation induit de fagon naturelle une telle relation de
préordre. Il suffit de comparer les images des éléments de DV par assy.

Propriété 3.11
£ induit sur DY une relation <V de préordre cohérente avec & et définie par :
V (dv,dv') € Dv2, dv <V d¥' ssi assy(dV) ¢ assy(d¥")

Exemple 1 (poursuivi)

On sait qu'en plus des cas réflexifs triviaux, on a:



Aspects Théoriques 53

¢ assy(—) < assy(T)
. assy(O) c assy(T)
® assy(+) < assy(T)

€ induit donc la relation <Vd'ordre partiel suivante sur {-,0,+,T} (les cas
réflexifs sont omis) :

e -<VT
o 0svT
o+<vT O

Exemple 2 (poursuivi)
On sait que

o assy(L) ¢ assy(I), Vie Int
o assy([l,u]) € assy([I',u']), V [lu]l € Int,V [I''u'] € Int:I'S1<us<y

€ induit donc la relation <V d'ordre partiel suivante sur Int:

el <V] Ve Int
o [Lulsv '], Vlule Int, V[I'u'l€ Intavecl'<1<u<u QO

Enfin, lorsque DV est munie d'une relation <V de préordre cohérente avec § il est
intéressant de constater pour toute donnée concrete dsl'existence d'une plus
petite donnée abstraite d¥ (modulo la relation d'équivalence engendrée par <V)
approchant d (lorsqu'il en existe une).

Propriété 3.12
(3) Vdae Da,
assq(da) 2 @ = I dV e assg(da): V dV' e assg(ds) : dv <V dv
Exemple 1 (poursuivi)

Cette propriété est vérifiée car :

Vxe IR,
o si X € ]-0,0[, assg(x) = {—,T}et—-<vT
esix=0,ass¢(0)={0,T}et0OLvT
e six € J0,+00[, assg(x) = {+,T}et+<VT O

Exemple 2 (poursuivi)

Cette propriété est vérifiée car :
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V X e p(IR),
esiX =0, 1€ assg(X) et VIe assg(X), L<VI

e si X # @, [min(X),max(X)] € assq(X) et V 1€ assg(X),
[min(X),max(X)] <¥1 Q

On peut alors caractériser une relation d'approximation & vérifiant les propriétés
(1), (2) et (3) par une fonction (totale) d'abstraction o.

Propriété 3.13
Si & vérifie les propriétés (1), (2) et (3), alors il existe une application o
définie de D2 sur DV et appelée fonction d'abstraction, telle que :
(4) Vdae Da, a(ds) =dv: dV e assg(ds) et V dV'e assy(da), dv <vdv'.
On dit que & est caractérisée par a..

Il existe un rapport d'équivalence entre et o (une relation <V de préordre
cohérente avec § étant sous-entendue par o).

Propriété 3.14
Si € est caractérisée par une fonction d'abstraction o alors :
(5) Vdae Da, V dve Dv, E(da,dv) ssi a(da) <¥ dv.

Exemple 1 (poursuivi)
o est définie par :

VxelR,
® (X)) =—ssiXx € J-o0,0[
e o(x)=0ssix=0
e a(X)=+ssix € JO,+oo[ O

Exemple 2 (poursuivi)
o est définie par :

VX e p(R),
ea(X)=1lssiX=0
e 0(X) = [min(X),max(X)]ssi Xz @ 0O

Lorsque & est caractérisée par une fonction d'abstraction a, il est possible de se
limiter a une approximation partielle en ne s'occupant que des éléments mis en
relation par o. Cela revient a définir une nouvelle relation (d'approximation).
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Définition 3.15
Si € est caractérisée par une fonction d'abstraction o, alors la restriction de &
sur @, notée &g, est définie par :
V dse DA,V dve DV, §(da,dv) ssi dv = a(da)

2.3 Fonction de concrétisation ‘y

Les propriétés duales de celles que nous venons d'étudier sont maintenant a
prendre en compte. A savoir, tout d'abord l'existence pour toute donnée
abstraite dv d'une donnée concreéte approchant dv.

Propriété 3.16
(1 Vdve Dv,3ds e Dal E(da,dv)

Exemples 1 et 2 (poursuivi)
Pour l'exemple 1, cette propriété est vérifiée car quelque soit le signe s, on a

assy(s) # . Pour l'exemple 2, il en est de méme puisque quelque soit
lintervalle I, on a §(@,1). O

Ensuite, on peut considérer une relation <4 de préordre sur D2 qui soit cohérente
avec la relation d'approximation, i.e., telle que si d2 est approchée par dv, alors
toute contrainte d's < da est également approchée par dv.

Propriété 3.17
Da est munie d'un préordre <a cohérent avec &, i.e., une relation telle que :
(2') VY dv e Dv,V (ds,da") € Da2, E(da,dv) A da' <a da = E(da',dv) -

€ induit de fagon naturelle une telle relation de préordre. 1l suffit de comparer les
images des éléments de D2 par assq.

Propriété 3.18
€ induit sur DA une relation <a de préordre cohérente avec et définie par :
V (da,da") € Da2, da <a da' ssi assg(ds) C assq(ds')

Exemple 1 (poursuivi)
La relation d'ordre (usuelle) < sur les réels n'est pas cohérente avec & puisque
E(-3,~) et -3 < 5 n'entraine pas &(5,-). Par contre, § induit sur Da la relation
<4 de préordre suivante :

vV (x,y) € IR2,
osixe J-o0[ety € ]-o0,0f alors x <ay
esix € JO,+oo[ ety € ]0,+oo[ alors x <2y
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Cette relation met en relief trois classes d'équivalences (modulo la relation
d'équivalence engendrée par <) : ]-0,0[, {0} et ]J0,+oo[. O

Exemple 2 (poursuivi)
La relation d'ordre C sur les ensembles de réels est cohérente avec &. Il est a
noter que C ne correspond pas a la relation de préordre induite par €. O

Pour finir, lorsque D4 est munie d'une relation <4 de préordre cohérente avec &,
on peut énoncer la propriété rapportant pour toute donnée abstraite dv l'existence
d'une plus grande donnée concrete d4 (modulo la relation d'équivalence
engendrée par <a) approchée par dv (lorsqu'il en existe une).

Propriété 3.19
(3) Vdve Dv,
assy(d¥) 2 @ = 3 dr e assy(d¥): V do'e assy(dV):ds' <ads
Exemple 1 (poursuivi)
La propri€té n'est pas vérifiée car assy(T) = ]-oo,+oo[ et il n'existe pas de
plus petit élément dans ass(T) (pour <s). O

Exemple 2 (poursuivi)

Cette propriété est vérifiée car :

Y1le Int
esil=1, assy(I) = {@D}
esil=[lu].

o {x11€x<u} € assy(l)
oV Xe ass(D), X c{xll<sx<u} Q

On peut caractériser une relation d'approximation § vérifiant les propriétés ci-
dessus par une fonction (totale) de concrétisation ¥.

Définition 3.20
Si & vérifie les propriétés (1'), (2') et (3"), alors il existe une application y €
DV — D, appelée fonction de concrétisation, telle que :
(4) Vdve Dv,Y(dV) =dalds e assy(dY) et V da'e ass((dv), da' <a ds
On dit que & est caractérisée par .

Il existe un rapport d'équivalence entre & et ¥ (une relation de préordre <a
cohérente avec & étant sous-entendue par Y).

Propriété 3.21
Si & est caractérisée par une fonction de concrétisation vy alors :
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(5) Vdse D2,V dve Dv, E(da,dv) ssi ds <ay(dv).
Exemple 2 (poursuivi)
vy est définie par :

* Y1) = {0}
ey([lu)={xI1<x<u} O

Lorsque & est caractérisée par une fonction de concrétisation ¥, il est possible de
se limiter & une approximation partielle en ne se préoccupant que des éléments
mis en relation par y. Cela revient a définir une nouvelle relation
(d'approximation).

Définition 3.22
Si § est caractérisée par une fonction de concrétisation ¥, alors la restriction de
€ sur vy, notée &y, est définie par :
V dse D3,V dve DV, §y(ds,dv) ssi ds = y(dv)

2.4 Connexion de Galois (a,Y)

Finalement, en combinant fonction d'abstraction et fonction de concrétisation,
on obtient une connexion de Galois.

Propriété 3.23
Si & est caractérisée a la fois par une fonction d'abstraction o et par une
fonction de concrétisation 7y alors (o,y) forme une connexion de Galois
puisque :
(6) Vdse Da,Vdve Dv, E(da,dv) ssi ods) <V dV ssi da <a y(dv).
On dit que & est caractérisée par (,).

A l'annexe A, il est indiqué que les connexions de Galois présentent quelques
bonnes propriétés. Nous utilisons celles-ci afin de préciser les conditions
suffisantes a I'obtention d'une interprétation abstraite. En utilisant la propriété
(6), on établit quelques équivalences.

Propriété 3.24
Si € est caractérisée par une connexion de Galois (at,y) alors les équivalences
suivantes sont vérifiées :
o Fa <8 YoFvoa ssi ctoF2 <V FYoat
o oLoF20y £V FV ssi Faoy <a yoFv

Celles-ci coincident lorsque Fa et F¥ sont deux applications monotones.
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Propriété 3.25
Si § est caractérisée par une connexion de Galois (,Y) et si Fa et F¥ sont
deux applications monotones alors :
F2 <8 yoFVoo ssi 0loFaoy <V FV.

Preuve
Fa <8 oFvoa = 0oF2 <V FYoat = 0loF20Y £V FYooloy = aoF20y <V FV car
oy <V I et F¥ est monotone. »
0oF0y <V F¥ = Faoy <8 YoFY = Faoyoot <4 YoFYo0 = F5 <a yoFvoa car 18
<a oo et F24 est monotone. O

La monotonie du calcul concret ou du calcul abstrait permet de reformuler
l'approximation de la sémantique concréte par la sémantique abstraite.

Propriété 3.26 (figure 3.27)
Si € est caractérisée par une connexion de Galois (at,Y) et si F¥ est une
application monotone alors : §(F4,Fv) ssi Fa <a yoFvoc.

Fa
Da —» Da
<A
Y
o
DV » DV
Fv

Figure 3.27

Preuve
a) =
V ds € Ds, on sait que £(ds,0(ds)) et que E(da,o(da)) = E(Fa(da),Fyoa(da))
puisque E(Fa,Fv). E(Fa(ds),Froo(ds)) = Fa(ds) <ayoFvoou(ds).
b) <
V dse Da, V dv e DVIE(da,dY), on sait que E(da,dv) ssi a(da) <vdv.
o(da) £vdv = FYoo(ds) <V Fv(dV) puisque FV¥ est monotone. On sait que F»
<a yoFvoa ssi 0toFs <¥ Fvool. De ce fait otoFa(ds) <VFVooi(da) et par
transitivité ooFa(da) <¥ Fv(dV), ce qui est équivalent a E(Fa(da),Fv(dv)). O
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Propriété 3.28 (figure 3.29)
Si & est caractérisée par une connexion de Galois (,y) et si Fa est une
application monotone alors : E(F4,Fv) ssi cloFaoy <v Fv.

Fa
Da » DA
Y
o
<A
DV » DV
Fv

Figure 3.29

La preuve est similaire a la précédente. Finalement, il est possible d'affaiblir les
propriétés précédentes en considérant des approximations partielles .

Propriété 3.30
Si & est caractérisée par une connexion de Galois (a.y) alors
E(Fa,Fv) ssi Fa <a yoFvoor.
Ei(F4,F¥) ssi 0oFs0y <V Fv.

Preuve A
V ds € Da, E(Fa(ds),Froa(da)) < Fa(da) <ayoFvoou(ds).
V dv e Dv, E(Faoy(dv),Fv(dv)) & aoFaoy(ds) <VFv(dv). Q

3 Approximation d'une sémantique de point fixe
3.1 Relation d'approximation &

Lorsque des sémantiques de point fixe sont considérées, 1] est possible de
préciser les conditions d'une approximation. Nous commengons par donner la
description d'une sémantique de point fixe, suivant [Cousot et Cousot 92c] (de
nombreuses variantes existent, notamment avec des hypothéses plus faibles).

Définition 3.31
Une sémantique de point fixe est une sémantique qui est :

* basée sur le calcul de point fixe (i.e., basée sur le calcul d'une
séquence itérative et stationnaire) d'une fonction (totale) f: D — D
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qui utilise un opérateur (fonction totale) de passage a la limite U :
(D) - D.

- la séquence itérative de f est définie par: Vd e D,
f0d)=d
fM(d) = f(fA-1(d)) V A € Ordsuc
fAMd) = ﬁ(k)xfB(d) V A € Ordlim

- cette séquence converge : V d € D,
Jhe OrdIVA e Ord: A'>A = fA(d) = fMd) = Ifpg f

+ définie par I'application F : D — D telle que :
Vde D, F(d)=1fpg f

Maintenant que la description d'une sémantique de point fixe est effectuée, nous
considérons données pour la suite :

e une sémantique concrete de point fixe :
Ds —Fs— Da
¢ une sémantique .abstraite de point fixe :
Dv —Fv— Dv
e une relatio’n d'approximation & définie entre Da et D¥.

Dans ce cas particulier oul sémantiques concretes et sémantiques abstraites sont
des sémantiques de point fixe, nous reformulons 'approximation de Fs par F¥
via &. En effét, pour prouver que §(FaFv), il "suffit" de prouver que &(f2,fV) et
E(La,uv).

Propriété 3.32
Si E(fa,fv) et E(wa,Uv) alors,
V ds €Ds, V d¥ e DV : £(da,dv) = E(Ifpa, fa,1fpgy ¥)

Preuve
On prouve par récurrence sur les ordinaux que V A € Ord, §(far(da),fvA(dv
)). Si A = 0, alors &(fa0(da),fv0(dv)) puisque £(da,d¥). Si A est un ordinal
successeur alors on suppose que V f < A, E(faB(ds),f¥B(d¥)). Comme &(fs,f¥
), on sait que E(far-1(da),fvA-1(dv)) implique E(fa(far-1(da)),f¥(f7A-1(dv))). et
donc on en déduit que E(far(d),f¥A(dv)). Si A est un ordinal limite alors on
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suppose que YV B < A, §(faP(da),fvB(dv)). Comme &(La,LV), on en déduit que
E(far(da),fvA(dv)).

En posant A € Ord | faA(ds) = Ifpg, fa et fYA(dY) = Ifpgv ¥, on conclut que
E(1fpda f2)fpgy f9). O

Corollaire 3.33
Si E(fa,fV) et (s, L) alors E(Fa,Fv).

Le corollaire est immédiat puisque Fa(da) = Ifpg, fa et Fv(dV) = lfpgy V.

3.2 Opérateurs de Widening et Narrowing

Les opérateurs de widening et de narrowing ont été introduit par [Cousot et
Cousot 76, 77], et ont trois utilisations reconnues : la premiére en tant
gu'opérateurs d'extrapolation, la seconde en tant qu'opérateurs assurant !'arrét
d'un calcul, la troisi¢me en tant qu'opérateurs garantissant un arrét rapide.

Dans ce qui précéde, nous avons toujours supposé une sémantique concrete et
une sémantique abstraite données et étudié a partir de 1a les relations possibles
entre ces deux sémantiques. Considérons maintenant une situation ou la
sémantique concrete (de point fixe) est donnée et ou seul le domaine abstrait est
donné. Dans ce sens, il est possible d'induire une sémantique abstraite (de point
fixe) a partir d'une relation d'approximation  établie entre le domaine concret et
le domaine abstrait et a partir d'opérateurs de widening et de narrowing
appliqués a 'extrapolation (voir la proposition 4.5 de [Cousot et Cousot 92c]).

Lorsque le calcul d'une sémantique abstraite subit une explosion exponentielle,
ou pire encore ne s'arréte pas, nous ne sommes en réalité guere avancés. Pour
imposer l'arrét ou l'accélération du calcul tout en préservant la correction de
l'abstraction on peut alors introduire des opérateurs de widening et de narrowing
appliqués a la terminaison (ou accélération). L'opérateur de widening est utilisé
pour calculer une approximation finie (via un calcul de point fixe) d'une
sémantique concrete et 'opérateur de narrowing est utilisée pour calculer une
approximation finie (via un calcul de point fixe) plus fine que la précédente (voir
les propositions 6.20 et 6.21 de [Cousot et Cousot 92c]).

Nous donnerons la description des opérateurs de widening et de narrowing au

paragraphe suivant, et ceci par rapport a un contexte bien particulier.

4 Conception d'une interprétation abstraite

Partant de la donnée d'une sémantique concréte, la conception d'une
interprétation abstraite consiste a établir successivement :
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¢ le domaine abstrait
¢ la relation d'approximation entre le domaine concret et le domaine abstrait
e le calcul abstrait

Il est possible d'étre plus précis, en particulier pour 1'élaboration du calcul
abstrait. Une bonne démarche a suivre est la suivante : d'abord, induire le calcul
abstrait a partir du calcul concret et ensuite, forcer (ou accélérer) la terminaison
du calcul abstrait. Induire le calcul abstrait & partir du calcul concret signifie ici :
définir le calcul abstrait sur la base du comportement opérationnel du calcul
concret. Il y a au moins deux bonnes raisons pour envisager une telle simulation
opérationnelle :

o ]a simplicité
o la précision

En effet, si le calcul abstrait imite de fagon opérationnelle le calcul concret, d'une
part, il est simple a comprendre et a définir, et d'autre part, il conserve une
grande part de l'information opérationnelle du calcul concret. Forcer la
terminaison du calcul est rendue possible grace a l'introduction d'opérateurs de
widening. Avec la démarche précédente, on peut considérer qu'une
interprétation abstraite se compose de deux phases :

e une phase d'abstraction du domaine
¢ une phase d'abstraction du calcul

La phase d'abstraction du domaine correspond a définir le domaine abstrait,
définir la relation d'approximation et induire le calcul abstrait a partir du calcul
concret. La phase d'abstraction du calcul correspond a forcer ou accélérer la
terminaison du calcul. On sépare ainsi en quelque sorte I'aspect déclaratif (la
maniere dont on définit le domaine abstrait) de 'aspect calculatoire (la maniére
dont on obtient un calcul fini). Cette démarche correspond, pour l'essentiel, a
'approche de l'interprétation abstraite basée sur la combinaison d'une connexion
de Galois et d'opérateurs de widening et narrowing [Cousot et Cousot 92b].
L'induction du calcul abstrait est guidée par une connexion de Galois (ou plus
simplement une relation d'approximation) et la terminaison ou l'accélération du
calcul abstrait est guidée par des opérateurs de widening (et narrowing).

[Cousot et Cousot 92b] ont montré que cette approche est plus générale qu'une
simple approche basée sur une connexion de Galois car cela sous-entend le
choix d'un domaine abstrait fini (ou satisfaisant la condition de chaine
ascendante) afin d'assurer la terminaison du calcul. En effet, une interprétation
abstraite basée sur un domaine infini peut donner des résultats équivalents (a
l'aide d'opérateurs de widening et de narrowing) a ceux d'une interprétation
abstraite basée sur un domaine fini (ou satisfaisant la condition de chaine
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ascendante). Par contre, le contraire n'est pas vrai, et plus précisément, il existe
des situations ou :

e Pour tout programme, il existe un treillis fini qui peut étre utilisé par rapport
a ce programme pour concevoir une interprétation abstraite permettant
d'obtenir des résultats équivalents a ceux obtenus par une interprétation
abstraite basée sur un domaine infini et des opérateurs de widening et de
narrowing.

¢ Un treillis fini ne convient pas a I'ensemble des programmes.

¢ Pour I'ensemble des programmes, un nombre infini de valeurs abstraites est
nécessaire.

e Pour tout programme, il n'est pas possible de déduire de maniére statique
(par simple inspection du texte du programme) l'ensemble des valeurs
abstraites nécessaires.

Cette approche est également plus générale qu'une simple approche basée sur les
opérateurs de widening et de narrowing car cela sous-entend que le domaine
abstrait et le domaine concret sont identiques.

En résumé, 'approche de l'interprétation abstraite basée sur la combinaison
d'une connexion de Galois (relation d'approximation) et d'opérateurs de
widening et narfowing est le résultat de deux phases complémentaires : la
premiere permet de caractériser le comportement d'une famille de calculs
concrets par un calcul abstrait (ceci, grace a l'abstraction du domaine), la
seconde permet d'assurer la terminaison ou 'accélération du calcul abstrait (ceci,
grace a l'abstraction du calcul).

A propos de l'induction du calcul abstrait, une hypothése réaliste consiste a
supposer gue la relation d'approximation & considérée est caractérisée par une
connexion de Galois. On obtient alors le théoréme (d'induction) suivant qui est
une adaptation des propositions 23 de [Cousot et Cousot 92a] et 6.9 de [Cousot
et Cousot 92c] :

Théoréme 3.34 ’
Soient (D4,<8) et (DV,<V) deux cpos, F4 : D4 — D2 une sémantique concrete
de point fixe telle que f2 et Ua sont monotones et & € 0 (DaxDV) une relation
d'approximation caractérisée par une connexion de Galois (@.,y). Soient fV et
WV deux fonctions définies par :
v = alofaoy
UV = Qlo\soy*
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Si fV est extensif alors la séquence itérative abstraite de fV (utilisant LY comme
opérateur de passage a la limite) converge. La sémantique abstraite Fv : DV —
Dv définie par :

V dve Dv, Fv(dv) = Ifpgy f¥
est une sémantique de point fixe telle que E(Fa,Fv).

Preuve
Comme fV est extensif, on sait que la séquence itérative abstraite de fV est
croissante. Or, comme (DV,<V) est un cpo, la séquence itérative abstraite de f¥
converge.
Posons dv € DV et d2 € Da tel que d2 = y(dv).
On prouve par récurrence sur les ordinaux que V A € Ord, far(da) <a y(f¥
A(dv)). Si A = 0, alors fa0(da) <a y(fv0(dv)) puisque da = y(dv). Si A est un
ordinal successeur alors on suppose que V B < A, faB(da) <a y(fvB(dv)). y(f¥
(f¥2-1(d¥))) = yooofaoy(fvA-1(dv)) et faoy(fvA-1(dV)) <a yoolofaoy(fvA-1(dv))
puisque I8 <4 yoa. Comme far-1(da) <a y(fvA-1(d¥)) et que fa est monotone,
on en déduit que faM(ds) <a faoy(fvA-1(dV)), puis par transitivité que far(ds) <a
Y(f¥A(dV)). Si A est un ordinal limite alors on suppose que V B < A, fa(ds) <
Y(f¥B(d)). On procéde comme ci-dessus en prenant en compte la monotonie
de LY (nous ne détaillons pas).
On en déduit que E(Ifpq, f2,1fpge f¥). O

A propos de la terminaison (ou de l'accélération) du calcul abstrait, nous
donnons maintenant la description des opérateurs de widening et de narrowing :

Définition 3.35
Soit (D,<) un ensemble partiellement ordonné. Un opérateur de widening
défini sur D est un opérateur V défini de DxD sur D tel que :

1 V(@dd)e D2,d<dVd
2 V@dd)ye D2,d<dVd

3 Pour toute chaine dg, ..., d;, ... d'éléments de D, la chaine xg = dy,
..., Xj = Xj.1Vdj, ... n'est pas strictement croissante.

Définition 3.36 '
Soit (D,<) un ensemble partiellement ordonné. Un opérateur de narrowing
défini sur D est un opérateur A défini de DxD sur D tel que :

1 V(dd)e D2, Vee D,e<dete<d = e <dAd

2 V(dd)e D2,dAd' <£d

3 Pour toute chaine dg, ..., d;, ... d'‘éléments de D, la chaine xg = dy,
.., Xj = Xj.1 Adj, ... n'est pas strictement décroissante.
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On obtient alors les deux théorémes suivants qui sont des adaptations des
propositions 31 et 30 de [Cousot et Cousot 92a] :

Théoreme 3.37

Soient (D,<) un ensemble partiellement ordonné, F : D — D une sémantique
de point fixe telle que f est monotone et V un opérateur de widening défini
sur D. Si la condition suivante est vérifiée :

V (dd)e D2,V Ae Ordlim (VB<A:Bd)<d)= fAd) <d
alors la séquence itérative abstraite avec widening de la fonction g admet un
plus petit point fixe aprés un nombre fini d'itérations sachant que gest définie
par:

V de D, g(d) = dVf(d)
De plus,ona:

Vde D, Ifpgf<ifpgg

Preuve
La séquence itérative de g est croissante car par définition de V (condition 2) :
d £ dVf(d) et par définition de g : dVf(d)= g(d). De plus, elle admet aprés un
nombre fini d'itérations un plus petit point fixe lfpg g car par définition de V
(condition 3) : il existe un entier n tel que gn+1(d) = gn(d).
On prouve par récurrence sur les ordinaux que V A € Ord, fA(d) < Ifpg g. Si
A =0, alors f0(d) < g0(d) puisque < est réflexive et g0(d) < Ifpq g puisque la
séquence itérative de g est croissante. Aussi fO(d) < Ifpg g. Si A est un ordinal
successeur alors on suppose que V B < A, fB(d) < lfpg g. fA-1(d) < Ifpg g
implique f(fA-1(d)) < f(Ifpg g) puisque f est monotone. Par définition de V
(condition 1) : f(Ifpg g) < 1fpg g V f(lfpg g), or Ifpg g = Ifpg g V f(Ifpg g). On
en déduit par transitivité que fA(d) < Ifpq g. Si A est un ordinal limite alors on
suppose que V B < A, fB(d) < Ifpg g. Par hypothése, on sait que fA(d) < lfpg
g.
On a donc prouvé en particulier que Ifpg f < lfpg g. O

Théoreme 3.38

Soient (D,<) un ensemble partiellement ordonné, F : D — D une sémantique
de point fixe telle que f est monotone et A un opérateur de narrowing défini
sur D. La séquence itérative abstraite avec widening de la fonction h admet un
plus petit point fixe aprés un nombre fini d'itérations sachant que hest définie
par:

h(d) = dAf(d)
De plus,ona:

VY de D, lifpg f<Hpe h<lfpggavece=1lfpq g
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Preuve

La séquence itérative de h est décroissante car par définition de A (condition
2) : dAf(d) < d et par définition de h : h(d) = dAf(d). De plus, elle admet
apreés un nombre fini d'itérations un plus petit point fixe Ifpe h car par
définition de V (condition 3) : il existe un entier n tel que hn+l(e) = hn(e).

On prouve par récurrence sur les entiers que Vn e IN, lIfpg f < hn(e). Sin =
0, alors comme 1Ifpg f < e et hO(e) = e, on a Ifpg f < hO(e). Si Vi < n+1, lfpy f
< hi(e) est vrai, montrons que Ifpg f < hn+l(e). Ifpg f < hn(e) implique f(1fpq f)
< f(hn(e)) puisque f est monotone. Par définition de V, hn+l(e) = hn(e) V
f(hn(e)). Or comme f(lfpq f) = Ifp4 £, on a lfpg f < hn(e) et Ifpq f < f(hn(e)). On
en déduit par définition de V (condition 1) que Ifpg f < hn(e) V f(hn(e)) et
donc que Ifpg f < hn+l(e). O ‘

Exemple
La sémantique statique d'un programme Pascal dont les déclarations sont
limitées a une seule variable I désigne I'ensemble des valeurs qui peuvent étre
affectées a cette variable.

Pour le programme suivant :

program pji;
var I : integer;
begin
I:=1;
while I <= 100 do I:=I+2;
end.

la sémantique statique est donnée par le plus petit point fixe de la fonction
monotone fa définie de g (IR) vers  (IR) par:

VXep(R),HM(X)= {1} U {x+21xe Xetx <100}

On obtient f20(@) = @, fa(@) = {1}, fa({1}) = {1,3}, ..., fa({1,3...99,101})
= {1,3...99,101}. On a donc lfpg 4 qui désigne 'ensemble des entiers
positifs impairs compris entre 1 et 101.

Pour le programme suivant :

program p3;
var I : integer;

begin
I:=1;
while I >= 1 do I:=I+2;
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end.

la sémantique statique est donnée par le plus petit point fixe de la fonction
monotone fa définie de go(IR) vers g (IR) par:
VXep(R),MX)={1} U {x+21x € X}

On obtient f20(@) = @, fa(@) = {1}, fa({1}) = {1,3}, ..., 5({1,3...99,101})
= {1,3..99,101,103}, ... On a donc lfpg f2 qui désigne l'ensemble des
entiers positifs impairs supérieurs ou égal a 1.

On considére maintenant le domaine abstrait Int, la relation d'approximation
€ et la connexion de Galois (a,y) définis pour l'exemple 2 du paragraphe
2.1.1. On peut utiliser le théoréme d'induction pour définir les sémantiques
abstraites qui correspondent aux sémantiques statiques concrétes vues ci-
dessus. On pose donc : fV = dlofaoy.

Pour le programme pj, on obtient f¥0(1) = L, f¥(1) = [1,1], f¥([1,1]) =
[1,31, ..., £9({1,,101]) = [1,101]. On a Ifp; f¥ qui désigne l'intervalle
[1,101]. On a bien o(@) <V L et olfpg fa) <V Ifpy fV.

Pour le programme pj, on obtient f¥0(1) = 1, fv(1) = [1,1], fv([1,1]) =
[1,3], ..., f¥([1,101}) = [1,103], ... On a lfp; fV qui désigne l'intervalle
[1,400]. On a bien o(@) <V L et alfpg 3) <V Ifp, f¥..

Si pour le programme p; le calcul de la sémantique abstraite termine, ce n'est
pas le cas pour le programme p3. Il est donc nécessaire d'introduire les
opérateurs de widening V et de narrowing A proposés par [Cousot et Cousot
76] :

el VI=1

o1V.i=1

o [Lul V[I'u] =[1",u"] avec
|"=—00sil>1,1"=1sinon

u" =+co siu' >u, u”" = usinon

el Al=1

eJAl=1

o [LLu] A[lu']=[1",u"] avec
I"=1sil=-oc0, 1" =1sinon
u" =u'stu=+o0, u" = u sinon

L'opérateur de widening permet d'élargir a I'infini les bornes instables.
L'opérateur de narrowing permet de rétrécir les bornes infinies. On considére
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maintenant les sémantiques abstraites calculées ci-dessus avec widening et
narrowing.

Pour le programme pj, on construit la séquence itérative suivante avec
widening : g"0(L) = 1, gv(1) = 1V[1,1] = [1,1], g¥([1,1]) = [1,1]V[1,3] =
[1,+00], g¥([1,+°]) = [1,4+90]V[1,101] = [1,+o0]. On a donc Ifp; g¥ =
[1,4+0<]. Puis, on construit la séquence itérative suivante avec narrowing : hv
0([1,+00]) = [1,+0°], hv([1,+o0]) = [1,+o=]A[1,101] = [1,101], hv([1,101])
=[1,101]JA[1,101] = [1,101]. On a donc Ifpt hv = [1,101].

Pour le programme pj, on construit la séquence itérative suivante avec
widening : g¥0(1) = 1, g¥(1) = LV[1,1] = [1,1], g¥([1,1]) = [1,1]V[1,3] =
[1,+00], g9([1,+°0]) = [1,40]V[1,101] = [1,+°]. On a donc Ifp; g¥ =
[1,4+00]. Puis, on construit la séquence itérative suivante avec narrowing : hv
0([1,400]) = [1,40°], h¥([1,400]) = [1,4o2]A[],+o°] = [1,+°°]. On a donc
Ifpt hv = [1,400].

Dans les deux cas, le méme résultat est obtenu par le calcul avec et sans les
opérateurs. Ce n'est évidemment pas toujours le cas. O
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Application a la
Programmation Logique

De nombreuses travaux ont été consacrés a l'application de l'interprétation
abstraite en programmation logique. Il n'est pas question ici de traiter 'ensemble
de ces travaux, mais plutdt d'en présenter quelques aspects importants. 11 est
ainsi possible de distinguer les travaux portant sur la description de modeles
d'interprétation abstraite (section 1), de domaines abstraits (section 2) ou
d'aspects pratiques (section 3).

1 Modeles d'interprétation abstraite

Trois approches sont principalement proposées dans la littérature [Le Charlier et
Van Hentenryck 92b} :

e l'approche opérationnelle
e I'approche (par calcul) de point fixe
e J'approche dénotationnelle

L'approche opérationnelle (section 1.1) consiste a imiter le déroulement du
calcul concret avec des données et opérations abstraites. L'imitation peut étre
plus ou moins proche : les sémantiques abstraites de [Mellish 87] et
[Bruynooghe 90] sont plus éloignés de la sémantique opérationnelle initiale que
celles de [Kanamori et Kawamura 90] ou [Codognet et Filé 90].

L'approche (par calcul) de point fixe (section 1.2) a été introduite d'un point de
vue théorique par [Cousot et Cousot 77] et étudiée d'un point de vue (plus)
algorithmique par [Le Charlier et al. 91, Le Charlier et Van Hentenryck 92a]. Le
principe de cette approche réside dans une séparation claire et précise des aspects
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déclaratifs (quelle est la sémantique abstraite ?) et algorithmiques (comment
calculer la sémantique abstraite 7). La sémantique abstraite est définie en terme
de point fixe puis calculée de maniére indépendante.

L'approche dénotationelle (section 3) est une approche oul la sémantique abstraite
est définie par des équations sémantiques. [Nielson 82] et [Marriot et
Sondergaard 90] proposent l'utilisation d'un méta-langage dans lequel tout
programme peut étre codé et ensuite interprété. L'intérét de cette approche est
que la théorie de l'interprétation abstraite peut étre généralisée dans le cadre de ce
méta-langage. [Heintze 92] propose une analyse ensembliste qui peut étre
considérée d'une certaine maniére comme une approche dénotationnelle.

1.1 Approche opérationnelle

L'approche opérationnelle est, semble-t-il, la plus naturelle et a été utilisée trés
tot en programmation logique. Nous présentons brievement dans cette section
les travaux de [Mellish 87], [Bruynooghe 90} et [Kanamori et Kawamura 90].

Un des premiers articles congus sur l'interprétation abstraite en programmation
logique (Prolog) est celui de [Mellish 87]. Il s'agit, en fait, dans le cadre formel
de l'interprétation abstraite d'une reconsidération de travaux antérieurs (en
particulier [Mellish 85]), portant notamment sur :

e le mode d'instantiation des variables au cours de l'exécution
e le partage de structures entre variables instanciées

Pour commencer, C. Mellish introduit une sémantique de traces correspondant a
la sémantique opérationnelle d'un interpréteur OLD utilisant une stratégie "en
profondeur d'abord". En effet, une trace est 4-uplet (IN,OUT,NUM,
SUBTRACES) qui correspond au parcours d'une branche b d'un arbre OLD
[Mallet 92], et oui :

IN désigne un appel atomique (l'étiquette du premier noeud de la branche b)

OUT désigne une solution atomique (si la branche b est finie alors OUT
désigne l'application de la substitution étiquetant la branche b sur 'appel
atomique IN, sinon OUT désigne le symbole spécial ®)

NUM désigne le numéro de la clause utilisée pour passer au noeud suivant
par rapport a la branche b

SUBTRACES désigne la séquence des traces pour tous les sous-buts
introduits par la clause sélectionnée
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A tout couple constitué d'un programme et d'un but, on peut associer I'ensemble
des traces possibles. On définit ainsi une sémantique de traces. Une sémantique
d'entrées/sorties est par ailleurs considérée. Elle décrit respectivement les
ensembles input et output des appels atomiques et des solutions atomiques
apparaissant lors de la résolution. La sémantique d'entrées/sorties ainsi définie
est compléte vis a vis de la sémantique de traces.

Ensuite, [Mellish 87] propose une version abstraite (et générique) de la
sémantique d'entrées/sorties. L'algébre concrete, i.e., le domaine concret
(ensemble de termes) et les opérations élémentaires portant sur cet ensemble, est
remplacée par une algebre abstraite. La complétude d'une sémantique abstraite
d'entrées/sorties est établie localement, i.e., par rapport aux opérations
élémentaires. De plus, si le domaine abstrait est fini, il est possible de calculer en
un temps fini (par point fixe) la sémantique d'entrées/sorties abstraite.

Pour finir, deux applications sont données en exemple : la premiére porte sur
I'inférence de modes et la seconde sur le partage de structures. Intégrées a la
compilation, elles permettent de réaliser différentes optimisations. Ces deux
exemples sont issus de [Mellish 85], leur validité est ainsi démontrée par rapport
au cadre formel de l'interprétation abstraite.

[Bruynooghe et al. 87] et [Bruynooghe 90} décrivent un modele d'interprétation
abstraite appliquée a la programmation logique (Prolog pur + quelques prédicats
prédéfinis), et pour lequel des applications non triviales sont données
[Bruynooghe et Janssens 88]. Ce modele est construit autour de la notion
d'arbre ET/OU abstrait. Un arbre ET/OU abstrait possede la méme ‘quantité
d'information opérationnelle qu'un arbre SLD. Seulement, son exploitation est
plus simple du fait de sa structure. En effet, il est facile de décorer cet arbre avec
des substitutions correspondant aux appels et solutions atomiques apparaissant
lors de la résolution. Aprés avoir fixé une algeébre abstraite, i.e., un domaine
abstrait et des opérations élémentaires associées, un arbre ET/OU abstrait peut
étre construit a partir de tout couple composé d'un programme concret et d'un
but abstrait. Le rapport entre 'univers concret et I'univers abstrait est basé sur
une insertion de Galois (tout du moins pour [Bruynooghe et al. 87]). La
sémantique d'un arbre ET/OU abstrait est alors établie par la donnée d'une
application définie sur l'ensemble des arbres de preuve (arbres ET). Soit P un
programme concret et soit G un but abstrait, la concrétisation d'un arbre ET/OU
abstrait construit pour (P,G) doit représenter I'ensemble des arbres de preuve
pouvant apparaitre lors de I'exécution de tout couple (P,G') ot G' est un but
concret appartenant a la concrétisation de G. Tout comme pour [Mellish 87], la
complétude de la sémantique des arbres ET/OU abstraits est établie localement.
Le probléeme de la terminaison de la construction d'un arbre ET/OU abstrait
dépend de la structure du domaine abstrait considéré. Si celui-ci vérifie la
condition de chaine ascendante, alors l'arrét est assuré.
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[Bruynooghe et Janssens 88] présentent une inférence de modes et une inférence
de types. Nous donnons ici quelques précisions sur l'inférence de types. La
définition d'un type T est donnée par l'équation : T = ex ol ex est une
expression consistant en une disjonction (non vide) de variants, chaque variant
étant une construction de type de la forme f(T},...,T,) avec n 2 0. Par exemple,

T=1f(T)) 1 g(T2,T1)

Ti=k
Ty =1(T3)
T3 =g(T,Ty)

est un typage dit normalisé, i.e., vérifiant strictement la syntaxe fixée.
£ g
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Figure 4.1
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A tout type T, on peut associer un graphe de type g(T) dans lequel apparaissent
des noeuds de type et des noeuds de foncteurs. La traduction est assez naturelle,
avec en particulier I'impossibilité de rencontrer sur le méme chemin deux noeuds
de type avec la méme étiquette (des cycles sont ainsi créés). Deux restrictions
sont faites sur la construction des graphes de type. La premiére stipule que les
variants d'un type doivent étre de foncteurs différents. De ce fait, la largeur d'un
graphe de type est nécessairement fini. La seconde stipule que sur tout chemin
acyclique débutant a la racine, le méme foncteur ne doit pas figurer deux fois. De
ce fait, la profondeur d'un graphe est nécessairement fini. Lorsque l'une de ces
restrictions est violée, une simplification est effectuée. 11 s'agit en fait d'un
opérateur de widening puisque toute chaine strictement croissante de graphes de
type est finie. Un graphe de type représente 1'ensemble des termes qui peuvent
étre pliés sur le graphe. En tenant compte des restrictions indiquées ci-dessus, il
apparait qu'il n'existe au plus qu'une fagon de plier un terme sur un graphe de

type.

L'impact de 'implémentation dans un compilateur des analyses proposées
(inférence de modes, de types, ...) est décrit par [Marrien et al. 89].

De leur c6té, [Kanamori et Kawamura 90] propose un modele d'interprétation
abstraite appliquée a la programmation logique (Prolog) basée sur la résolution
OLDT. La résolution OLDT est une extension de la résolution OLD proposée par
[Tamaki et Sato 86]. Elle incorpore une technique de tabulation qui permet
d'éviter certains calculs redondants. Pour tout couple composé d'un programme
et d'un but, la résolution OLDT construit une structure OLDT (essentiellement
un arbre et deux tables). En fixant un domaine abstrait fini et en redéfinissant
I'opération d'unification correspondant a ce nouveau domaine, la terminaison de
la résolution OLDT est toujours assurée. Nous ne détaillons pas outre mesure ce
modeéle car au chapitre 6, nous donnons une description compléte de la
résolution OLDT.

Pour ce modéle, de nombreuses applications ont été définies. La premiere est
une analyse du flux de données [Kanamori et Kawamura 87]. En utilisant une
méthode d'abstraction sur la profondeur des termes, une approximation de la
forme des appels et solutions atomiques apparaissant lors de la résolution est
obtenue. Par ailleurs, en utilisant une définition préalable de types (sous forme
de clauses), une inférence de type est élaborée. Cette analyse est étendue au cas
polymorphe par [Horiuchi et Kanamori 87]. Pour finir, une inférence de modes
prenant en compte le partage (sharing) est présentée. Les autres applications
concernent l'analyse de la terminaison [Kanamori et al. 87a] et de la
fonctionnalité [Kanamori et al. 87a] de programmes logiques.
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1.2 Approche de point fixe

[Le Charlier et Van Hentenryck 92b], suivant [Cousot et Cousot 77] défendent
I'idée d'une approche de l'interprétation abstraite par calcul de point fixe. Ils
proposent un algorithme de point fixe universel [Le charlier et Van Hentenryck
92a] qui peut étre instancié par rapport a un langage de programmation donné.
L'algorithme obtenu ainsi est lui-méme générique car il est paramétré par un
domaine abstrait. Différentes sémantiques sont définies en fonction du choix du
domaine et des opérations élémentaires liées a ce domaine. Toutefois,
l'algorithme général (de calcul de la sémantique) reste le méme et peut donc étre

utilisé pour diverses applications.

Un algorithme générique d'interprétation abstraite est proposée pour Prolog dans
l'article de [Le Charlier et al. 91]. Concevoir une analyse consiste a instancier cet
algorithme, i.e, a définir un ensemble de substitutions abstraites prenant en
compte l'information importante pour l'analyse et a définir un ensemble
d'opérations abstraites élémentaires qui soient consistantes par rapport a leurs
versions concretes. Les programmes Prolog considérés sont normalisés (les
atomes sont homogénes) afin de simplifier la manipulation des substitutions.
Une sémantique abstraite de point fixe est élaborée principalement a partir de
trois fonctions et une transformation. Elle est définie en termes de n-uplets de la
forme (Bin,p.Bout) OU p est un symbole de prédicat, et Bin et Pour représentent
des substitutions abstraites. De maniére informelle, un n-uplet (Bin,p.Bout)
souligne le fait suivant : si ¢ est une substitution (concrete) satisfaisant
I'information exprimée par iy alors toute solution ¢' obtenue par l'interprétation
de (P,o(p(X1i....,Xp))) ol P est un programme donné, satisfait l'information
exprimée par Pour. L'algorithme permettant de calculer cette sémantique est
construit de manieére indépendante. Ainsi, les aspects sémantiques et
algorithmiques sont-ils clairement séparés.

1.3 Approche dénotationnelle

[Marriott et Sondergaard 90b] présentent un modéle d'interprétation abstraite
appliqué a la programmation logique avec contraintes. Ce travail est d'une
certaine maniére la suite logique de [Marriott et Sondergaard 89] et [Marriott et
Sondergaard 90a] car les aspects top-down et dénotationnel sont introduits dans
ces deux articles. L'idée d'analyser le comportement dynamique de CLP-
programmes est d'autant plus intéressante que les problemes de satisfaction de
contraintes s'averent étre couteux pour certains CLP-langages.

[Marriott et Sondergaard 90b], suivant I'approche de [Nielson 88], montrent
I'intérét a définir la sémantique d'un langage de programmation a partir d'un
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méta-langage, de sorte que cette définition soit générique, i.e., valable pour
n'importe quel langage de programmation. IIs proposent donc un méta-langage
adapté a la définition de sémantiques de langages basés sur la logique et le
formalisme dénotationnel. Ce méta-langage permet d'élaborer des lambda
expressions typées. La sémantique d'une expression du méta-langage varie en
fonction de l'interprétation donnée aux éléments de base du méta-langage. On
peut ainsi obtenir différentes sémantiques a partir des mémes expressions. Le
role de l'interprétation abstraite est d'établir un lien entre une interprétation
standard et une interprétation non standard. Ce lien est établi par une fonction de
concrétisation.

[Marriott et Sondergaard 90b] formalisent la sémantique opérationnelle d'un
CLP langage par rapport au méta-langage introduit. Quelques distinctions sont
toutefois précisées. Par exemple, I'échec fini et la non terminaison d'un
programme ne peuvent étre différenciés dans la sémantique proposée. Ceci
permet en contrepartie l'utilisation d'une stratégie de parcours "en largeur
d'abord". Par ailleurs, la dénotation d'un programme est une application définie
a partir de I'ensemble des atomes plutdt que I'ensemble des séquences d'atomes.
Deux analyses sont proposées comme exemples : une analyse de la franchise
("freeness analysis") et une analyse de l'assignation unique ("groundness
analysis"). La seconde sera présentée au chapitre suivant.

2 Discussion

Nous allons maintenant analyser plus précisément certains aspects de la
définition d'une interprétation abstraite (appliquée a la programmation logique
avec contraintes), et clairement énoncer les choix que nous allons effectuer pour
la définition du modele que nous souhaitons élaborer.

Avant toute chose, il est nécessaire de formuler le cahier des charges du modele
d'interprétation abstraite que nous souhaitons définir. Ce modele doit étre :

¢ générique,
i.e., utilisable pour I'ensemble des CLP-langages.

e souple,

i.e., permettre de définir aussi bien des analyses de flux de données
(inférence de mode, inférence de type, ...) que des analyses opérationnelles
(étude de la terminaison, du déterminisme, ...).

e simple,
i.e., permettre de concevoir facilement une analyse et de prouver la
consistance de celle-ci.
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e précis,
i.e., permettre de concevoir des analyses dont le résultat soit précis.

Dans notre cahier des charges, nous avons indiqué notre souhait de pouvoir
établir des analyses opérationnelles a partir de notre modele. Or, plus la
sémantique abstraite est proche de la sémantique concréte, plus I'information
opérationnelle disponible est grande. De plus, CLP se préte tout a fait
naturellement & l'abstraction du calcul concret. En effet, pour obtenir une
interprétation abstraite, il suffit de définir un CLP-langage abstrait apte a simuler
un CLP-langage concret, et d'introduire une relation d'approximation entre les
domaines des deux langages. Ceci constitue l'idée maitresse de 1'approche
opérationnelle de [Codognet et Filé 92]. Les prérequis de généricité, souplesse et
simplicité sont alors satisfaits. Reste le probléme de la précision du résultat des
analyses ... mais nous y reviendrons plus loin.

= nous considérons une approche opérationnelle.

Ensuite, 1] est indispensable de se positionner par rapport a l'interprétation.
Suivant [Marriott et Sondergaard 89b], les interprétations abstraites définies
pour la programmation logique se rangent essentiellement dans deux classes
distinctes : les interprétations top-down et les interprétations bottom-up. Une
interprétation top-down tient compte d'un programme et d'un but (ou état initial)
et caractérise par chainage arriére I'ensemble des appels possibles tandis qu'une
interprétation bottom-up tient compte d'un programme et de faits (ou états
finaux) et caractérise par chainage avant I'ensemble des solutions possibles. La
plupart des travaux consacrés a l'interprétation abstraite en programmation
logique correspondent & une interprétation top-down [Mellish 87 , Kanamori et
Kawamura 90 , Bruynooghe 91 , Marriott et Sondergaard 90, Le Charlier et al.
91] mais dans le cadre des interprétations bottom-up, on trouve notamment les
travaux de [Marriott et Sondergaard 88,92]. Pour tenir compte des conditions
"réelles" de l'exécution d'un programme, il est nécessaire d'utiliser une
interprétation top-down.

= nous considérons une interprétation top-down.

Il est a noter qu'un interpréteur Prolog (concret) top-down a parfois un
comportement infini (12 ol un interpréteur bottom-up a un comportement fini),
aussi est-il nécessaire d'introduire un "principe bottom-up" lors de I'élaboration
d'un interpréteur abstrait top-down, c'est a dire une technique qui prend en

compte ce qui a déja été calculé. Il peut s'agir de la tabulation [Tamaki et Sato
86] ou d'un calcul de point fixe.

= nous considérons l'utilisation de la tabulation.
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Pour revenir au probleéme de la précision du modele, il est important de noter la
maniere dont est congue l'approximation. Les différents travaux en interprétation
abstraite se rangent par rapport a :

e J'approximation par combinaison
ou
¢ 'approximation par abstraction,

mais aucun (2 notre connaissance) ne se range explicitement par rapport a :
¢ 'approximation par extension.

Le mode¢le d'approximation par combinaison consiste a définir la sémantique
abstraite a partir d'un programme concret et d'un but abstrait. A chaque étape
élémentaire, il est donc nécessaire de combiner information abstraite et
information concrete. Ce modele est le plus répandu [Mellish 87 , Bruynooghe
91, Marriott et Sondergaard 90 , Kanamori et Kawamura 90 , Le Charlier et al.
91]. Le modele d'approximation par abstraction consiste a définir la sémantique
abstraite a partir d'un programme abstrait et d'un but abstrait. [Hermenegildo et
al. 92] utilisent le terme de compilation abstraite. Du fait de l'abstraction
immédiate (avant le début de 1'exécution) et dans le cas ou cette abstraction est
syntaxique, les analyses fondées sur ce modéle peuvent se révéler moins
précises (pour un domaine abstrait équivalent). Ce modele est utilisé par
[Codognet et File 92 , Warren 92 , Codish et Daemon 93], et nous rappelons
que c'est celui sur lequel nous nous basons. Toutefois, nous nous plagons dans
un cadre particulier, a savoir, le domaine abstrait doit étre une extension du
domaine concret. C'est pourquoi nous appelons ce modele le modele
d'approximation par extension. L'avantage est qu'aucune abstraction n'est faite
a priori, et qu'en conséquence, les analyses peuvent se révéler trés précises.

=> nous considérons une approximation par extension.

Pour assurer la terminaison de l'analyse, il est nécessaire d'introduire des
opérateurs de widening.

= nous considérons l'utilisation d'opérateurs de widening.

Signalons que le choix d'un modeéle d'approximation par extension va dans le
sens d'une approche de l'interprétation abstraite basée sur une phase
d'abstraction (ou plutdt extension) du domaine suivie d'une phase d'abstraction
du calcul.






Partie III

Un modele générique
d'interprétation abstraite

Dans cette partie, nous présentons un modele d'interprétation abstraite générique
appliqué a la programmation logique avec contraintes. Ce modele est constituée
d'une phase d'extension du domaine suivie d'une phase d'abstraction du calcul.
La phase d'extension du domaine (chapitre 5) consiste a enrichir le domaine
concret avec de nouvelles contraintes. La phase d'abstraction du calcul consiste a
utiliser la tabulation et a introduire des opérateurs de widening (et narrowing)
pour assurer la terminaison du calcul abstrait.
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Chapitre 5

Extension du Domaine

Dans ce chapitre, nous présentons la premiere phase (phase d'extension du
domaine) du modele d'interprétation abstraite que nous développons dans cette
these. Cette phase consiste a définir une sémantique abstraite qui soit une
approximation de la sémantique opérationnelle? d'un CLP-langage C L4 (dit
concret). Il n'est toutefois pas revendiqué que cette sémantique abstraite soit
calculable.

En fait, nous présentons dans ce chapitre trois modeles d'approximation de la
sémantique concréte, c'est a dire trois manieres de définir la sémantique
abstraite. Ceux-ci sont appelés respectivement modeles d'approximation par
abstraction, par combinaison et par extension. Dans les trois modeles (section
2), on introduit un CLP-langage abstrait CLV et une relation d'approximation §
définie entre CLA et CLV (section 1). Pour le premier modéle, i.e. le modeéle
d'approximation par abstraction, la sémantique abstraite est tout simplement la
sémantique opérationnelle de CLV. Ce modele a été introduit par [Codognet et
File 92]. Pour le second modele, i.e. le modele d'approximation par
combinaison, la sémantique abstraite est une sémantique opérationnelle mixte,
c'est a dire une sémantique définie a la fois a partir de CL4 et de CLV. Enfin, le
troisieme modele, i.e. le modele d'approximation par extension, est un cas
particulier du premier, a savoir : CLV est une extension de C.LA et la relation
d'approximation est (une restriction de) la relation d'ordre —V définie sur le
domaine de CLV. Ce dernier modéle a notre préférence car il est a la fois simple,
naturel et efficace. Lorsque ce modéle est choisi, la phase d'abstraction du
domaine correspond donc a une phase d'extension du domaine.

* Nous rappelons que la résolution OLDps est considérée par défaut
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Nous illustrons (section 3) les trois modeles d'approximation présentés ci-
dessus avec l'analyse de l'assignation unique. Cette analyse consiste a
déterminer quelles sont les variables qui sont contraintes a une assignation
unique pendant la résolution. Une telle analyse est envisagée par rapport a
CLP(F7), puis par rapport a CLP(IR).

1. Relation d'approximation &

On suppose fixés un CLP-langage (dit) concret CLs = (X4, £4,44) et un CLP-
langage (dit) abstrait CLV = (2V,LV,AV). Toute objet lié a CLA est annoté par le
symbole 4 et tout objet lié a CLV est annoté par le symbole v. On introduit une
relation d'approximation § entre les domaines respectifs £a et LY de CLset CLY
et on étudie les extensions (section 1.1) et les propriétés (section 1.2) possibles
de E.

Un lien est établi entre £ et LV par le biais d'une relation d'approximation &,
puis est étendu entre les divers objets syntaxiques de C.La et C LV (clause,
programme,...). Cette technique a été€ proposée par [Codognet et Filé 92] dans
un contexte légérement différent. En effet, les auteurs définissent un cadre
générique de systémes de calcul qui prend en compte les CLP-langages. Le fait
de nous "limiter" a I'étude des CLP-langages nous permet de préciser certains
points. Il est a noter que nous utilisons une notation fonctionnelle pour .

Dans le contexte de notre étude, une relation d'approximation & doit vérifier
certaines conditions. Celles-ci seront justifiées plus loin. On dit alors que la
relation  est valide.

Définition 5.1
Une relation € € g (LsxLV) est une relation d'approximation valide ssi
o £ est close par renommage, conjonction et quantification existentielle.
o E(ca, 1Y) = ea =14

11 est possible d'effectuer un paralléle avec le travail de [Mesnard 93). Celui-ci
propose une classe d'applications, appelées approximations, entre CLP-
langages. Une telle application se définit par la donnée d'une transformation
syntaxique et d'un morphisme de structures (algebres) compatible avec la
transformation syntaxique. Les conditions qu'il impose aux approximations sont
locales aux contraintes primitives du langage tandis que celles que nous
imposons sont globales aux langage.
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1.1. Extension de &

La relation § est étendue de fagon inductive comme cela est indiquée par la
définition 3.5. De la méme maniére qu'au chapitre 2 pour la relation , nous
définissons (de fagon artificielle) la relation & sur #x# comme étant I'identité I3.
Ceci nous permet d'obtenir la définition suivante de & entre LaxFn et LVxHD :

V ase€ HM, Y (cd,cV) € LoxLY, E((cb,as),(cY,as)) ssi E(ca,cv)

En considérant toute clause et tout but comme une séquence d'atomes contraints
(voir chapitre 2, section 2), il en résulte une extension directe de la définition de
£ entre les clauses, les buts et les programmes de C.£4 et C LY. On définit
également & entre CLA-Tree et CLV-Tree.

Définition 5.2
V TA=(ANa,is,r8) € CLA-Tree, V TV = (AF,iV,79) € CLV-Tree,
E(Ta,Tv) ssi il existe une application map € A2 — AV telle que :
e map(i2) = iV
e si map(»2) = vV alors
o £(label(v2),label(27))
oV (vs,wa) € 8, 3 (vV,wV) € rVtel que:
num( v, w4) = num{ 2V, wv)
map(wA) = wV.

A partir de la relation § définie ci-dessus, on introduit une relation &; en
considérant § modulo le renommage des variables. Cette relation nous intéresse
car elle permet de nous abstraire du nom des variables.

Définition 5.3
Soit la relation & définie sur un ensemble D, la relation &; est définie sur D
comme suit : V (d,d") € D2, E(d,d") ssi I p € Ren 1 E(d,p(d")).

Comme toute relation & est stable par renommage, on sait que : V (d,d) € D2,
Ex(d,d') ssidp e Ren:E(p(d),d).

1.2. Propriétés de &

Nous discutons maintenant de la caractérisation de £ comme cela a été indiqué au
chapitre 3 (suivant l'approche de [Cousot et Cousot 92c] et de [Marriott 93]).
Tout d'abord, nous redéfinissons la relation d'approximation § de maniére
équivalente par I'application assq et I'application assy.

Définition 5.4
L'application assg € L& — (LY) est définie par :
YV cae L2 assg(cd) = {cV e LVIE(er,cV)}.
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Définition 5.5
L'application assy € LY — (L) est définie par :
V Ve LY, assy(cV) = {cr € LolE(er,cV)).

Si la simulation est définie dans le sens de l'abstraction (du concret vers
I'abstrait), alors plusieurs propriétés sont a envisager. On considere la relation
d'ordre +V définie sur LV (voir chapitre 2, section 4.2).

Propriété 5.6
(1) Vese £a,F Ve LVIE(er,cY)
(2) Vere L8,V (cV,dV) € LV2,E(cd, V) A VY ¥ = E(ca,dY)
(3) Vere L4, assg(ca) # @D = d Ve assg(cd) |V dVe assy(cd), VY &Y

La propriété (1) assure la possibilité d'abstraire n'importe quelle contrainte
concréte. La propriété (2) assure la cohérence de & avec la relation d'ordre .
La propriété (3) assure l'existence d'une plus petite contrainte abstraite
approchant une contrainte concrete (lorsqu'il en existe une).

On peut caractériser une relation d'approximation & vérifiant les propriétés ci-
dessus par une fonction (application) d'abstraction o.

Propriété 5.7
Si § est une relation d'approximation vérifiant les propriétés (1), (2) et (3), et
si o est 1'application définie de La vers LV par :
(4) Vere Lo,0(ca)=cV] Ve assglca)et ¥V dVe assg(cd), ¢V v 49,
alors :
Vese Lo,V Ve LV, E(c,cY) ssi aed) Y ¢V,

Si la simulation est définie dans le sens de la concrétisation (de l'abstrait vers le
concret), alors les propriétés duales de celles que nous venons d'introduire sont
a envisager. 'On considere la relation d'ordre 2 définie sur La.

Propriété 5.8
(1Y Veve LY, 3 epe LAIE(er, )
(2) V Ve LY,V (cd,d8) € L2, E(cd,cV) A dbtb b = E(db,cY)
(3) Veve LV, assy(cV) 2B = 3 v € ass(cV) |V dse assy(cY), dors ca

La propriété (1') assure la possibilité de concrétiser n'importe quelle contrainte
abstraite. La propriété (2') assure la cohérence de & avec la relation d'ordre .
La propriété (3') assure l'existence d'une plus grande contrainte concréte
approchée par une contrainte abstraite (lorsqu'il en existe une).

On peut caractériser une relation d'approximation & vérifiant les propriétés ci-
dessus par une fonction (application) de concrétisation Y.
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Propriété 5.9
Si & est une relation d'approximation vérifiant les propriétés (1'), (2') et (3'),
et si yest I'application définie de LV vers LA par :
(4) VeVe LV, Y(c") = cal s € assy(cV) et V dbe assy(cV), dats ca,
alors :
Vere LA,V Ve LY, E(ca,cY) ssi a2 Y(cY).

Finalement, lorsque toutes ces propriétés sont vérifiées, on obtient une
connexion de Galois.

Propriété 5.10
Si § est une relation d'approximation vérifiant les propriétés (1), (1), (2),
(2, (3) et (3"), si o est définie par (4) et si y est définie par (4') alors (oY)
est une connexion de Galois définie entre (L2,3) et (LV V).

2. Modeles d'approximation

On suppose fixés un CLP-langage concret CLs = (Z4,£4,44), un CLP-langage
abstrait CLY = (XV,LV,A") et une relation d'approximation & € § (L5xLV)
valide. Nous présentons dans cette partie plusieurs modeles d'approximation de
la sémantique opérationnelle de CL£4 : approximation par abstraction (section
2.1), par combinaison (section 2.2) et par extension (section 2.3). Nous
discutons (section 2.4) ensuite de l'intérét et de l'efficacité de ces différents
modeles.

2.1. Approximation par abstraction

Nous cherchons a établir (via ) 1'approximation de la sémantique opérationnelle
de CLa par la sémantique opérationnelle de CLV. Cette approximation est dite par
abstraction car pour toute analyse le programme concret est substitué (abstrait)
par un programme abstrait et le but concret est substitué (abstrait) par un but
abstrait. Ce modele est celui proposé par [Codognet et Filé 92] et un peu plus
informellement par [Warren 92]. L'approximation par abstraction est illustrée
par la figure 5.11.

En reprenant la définition 3.5 (a une technique de renommage pres), on note
E(Resa,Resv) et on dit que ResY approche Resa via & ssi
YV (P2,Gs) € CLA-ProgxCLs-Goal, V (PY,GY) € CLY-ProgyCL¥-Goal,
E((P5,G3),(PV,GY)) = &;(Resa(Pa,Ga),Resv(PY,GY)).
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Resa

CLA-ProgxCLA-Goal & CLA-Tree
& g
CLV-ProgxCLV-Goal - CLV-Tree
Resv

Figure 5.11

On établit d'abord la correction du processus élémentaire de 1'approximation.

Propriété 5.12

V (P2,Ga) € CLA-ProgxCLA-Goal, V (PY,GY) € CLV-ProgxCLv¥-Goal. Si
Er((Ps,Ga), (PY,GV)) et si il est possible de calculer le (i,j)-résolvant, noté Ha,
de (P,G») alors il est possible de calculer le (i,j)-résolvant, noté Hv, de (Pv
,GV). De plus & (Ha,HV).

Preuve

Soient G2 : « ¢3,a8q,...,a2, et GV : & ¢¥,a"q,...,a"%,

&:((P2,G2),(PV,GV)) = E(P4,PY) et £(G3,GV)

Er(Ps,P¥) = E(C»,CY)) pour tout j = 3 p1 € Ren tel que §(C4j,p1(CYj))
E/(Ga,GY) = T py € Ren tel que E(Ga,pa(GY)).

On sait (par hypothése) qu'une variante Cs: A2 « 43,652 de Caj est
considérée telle que As = a4, donc 3 py' € Ren tel que Ca = py'(Cy).

gr(CAj,CVj) et Ca = pl'(CAj) = §r(CA,CVj) car pi'op] € Ren et
E(Ca,p1'0p1(C¥j)) (€ est stable par rapport au renommage).

On sait que :
ﬁA = aAi
asi = pa(asi)

s = p'1op1(A7') ol AV est la téte de clause de CV;
On en déduit : pp(a¥;) = p1'op1(AY') et donc a¥; = pa-lop)'opi(A7').

11 existe donc une variante CV: AV «— 4V, 65V de Cv; telle que A¥ = av;, et ainsi
dpr e Ren!CV=py'(CY).
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Er(Ca,Cv)) et C¥j = p2'(CV) = &(Ca,CV) car palopi'op) € Ren et
&(Ca,p2'op1'op1(CY)).

Posons p3 = p'opi'op. A partir de ps et p3 il est possible de construire une
substitution de renommage p telle que :

V X e Var(GY), p(X) = p2(X).

V X € Var(Cv), p(X) = p3(X).
On utilise essentiellement a) V X € Var(a%;), p2(X) = p3(X) (en effet, AV =
avi, pa(a¥;) = asj, p3(AY) = As et A2 = a4y), b) Var(G¥) N Var(CV) = Var(aY;),
¢) Var(Ga) N Var(Cs) = Var(as;).

Aussi, on déduit de l'existence de p que :
E(e2,p2(e")) = E(ea,p(cV)
E(d2,p3(4%)) = E(d2,p(4V))

puis par stabilité de & par rapport a la conjonction que :
E(cands,p(cvAdY))

On sait que cand? est satisfiable (par hypothése), aussi on en déduit que p(c?
Ad¥) est satisfiable car £ est valide.

Le (1,j)-résolvant de (P2,G2) est le CLA-but suivant :
Ha: « cand3,asq,...,a5.1,652,8841,...,a%,

Le (1,j)-résolvant de (Pv,GV) est le CLV-but suivant :
HV: « c"AdV,av1,...,a%.1,65%,a%41,...,a%

E:(Ha,HY) car p € Ren et E(Ha,p(HY)) O

Cette preuve met en relief la nécessité de la validité de &. De cette propriété, il
découle que Res¥ approche Ress via £. Il faut remarquer une certaine analogie de
cette déduction avec la propriété 3.32.

Propriété 5.13
Res¥ approche Resa via &.

Preuve

La preuve s'effectue par récurrence sur la profondeur des arbres construits
par CLV et C LA, Initialement, la propriété est vraie, puis a chaque étape de
dérivation, il suffit de constater que de nouvelles variables sont générées et
d'utiliser la propriété précédente (avec i=1 puisque la résolution OLD est
considérée par défaut) Q
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2.2. Approximation par combinaison

Pour ce modele d'approximation, une fonction de combinaison, notée cmb, est
introduite. Cette fonction possede comme arguments un couple composé d'une
contrainte abstraite ¢v et d'une contrainte concréte ¢4 et retourne comme résultat
une contrainte abstraite prenant en compte toute I'information de ¢ et cv.

Définition 5.14
Une fonction de combinaison est une application ¢cmb définie de LVxLA vers
LV telle que : V (cA,cV) € LAxLY,
E(ct,c%) = V ca' € La:E(cAnct',emb(cV,cb")).

Pour la suite, on considere fixée une fonction de combinaison ¢mb. A partir de
celle-ci, il est possible d'établir les notions de résolvant et d'étape de dérivation
SLD mixtes.

Définition 5.15
Soit P2 un CLA-programme et soit GV : « ¢¥,ay,...,ap un CLV-but. Etant
sélectionnés un atome aj de GV et une clause C4j de P3, considérons une
variante A < d5,6s de C4j (telle que a; = A et telle que les autres variables de
cette variante soient nouvelles). Si emb(cV,d2) est satisfiable alors le CLV-but
HY : « cmb(cv,db),ay,...,ai.1,65,8i41,..., ap est appelé le (i,j)-résolvant
mixte de (P3,GV).

Une étape de dérivation SLD mixte consiste a calculer un résolvant mixte. Pour
le reste, les choses (arbre SLD mixte, interprétation SLD mixte, stratégie de
parcours, résolution OLD mixte, ...) sont définies de maniere usuelle. Il reste
simplement a noter que Resmix désigne I'application qui pour tout couple (P2,G¥
) composé d'un CLa-programme P4 et d'un CLV-but GV associe I'arbre OLD
mixte construit a partir de (P2,Gv). Cette application est appelée la sémantique
opérationnelle mixte de (CLA,CLY,cmb).

Nous cherchons a établir (via §) 'approximation de la sémantique opérationnelle
de CL2 par la sémantique opérationnelle mixte de (CLA,CLY,cmb). Cette
approximation est dite par combinaison. Pour toute analyse le but concret est
substitué (abstrait) par un but abstrait tandis que le programme concret est
conservé tel quel. La différence essentielle de cette méthode par rapport a la
précédente tient donc au fait que l'abstraction (du programme) est retardée
(puisque prise en compte par la fonction ¢mb). Elle est 2 comparer, entre autre, a
la méthode de [Marriott et Sondergaard 90b] car méme si le contexte est
relativement différent, les fonctions ¢ et r que les auteurs utilisent jouent un rdle
similaire a la fonction cmb.

En reprenant la définition 3.5 (a2 une technique de renommage pres), on note
E(Ress,Resmix) et on dit que Resmix approche Resa via  ssi
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Y (P2,Ga) € CLA-ProgxCLs-Goal, V GY e CLV-Goal,
&:(Ga,G7) = & (Resa(Pa,Ga),Resmix(Pa,GV))

La propriété suivante établit la correction du processus élémentaire de
I'approximation.

Propriété 5.16
V (P3,G8) € CLA-Prog«CLA-Goal, V GY € CLV-Goal. Si §(Ga,GY) et si il
est possible de calculer le (i,j)-résolvant, noté Ha, de (P2,Ga) alors 1l est
possible de calculer le (i,j)-résolvant mixte, noté Hv, de (P2,GV). De plus
E:(Ha,Hv)

Preuve
Soient G2 : « ¢8,a8q,...,a5, et GV : & ¢V,a"y,...,a%,
E:(Gs,GY) = I py € Ren tel que &(p2(Gs),GY).

On sait (par hypothése) qu'une variante Ca': A8’ <~ d5',6s8" de Caj est
considérée telle que A2' = a4}, donc I p; € Ren tel que Ca' = po(Cy).

On sait que :

As' = gy

p2(adj) = avj

hs' = p1(fis) ol A4 est la téte de clause de Co;
On en déduit : paop1(A2) = av;.

Il existe donc une variante Ca" : A2" « 42", 555" de Csj telle que A2" = av;.
Ca' et Ca" sont deux variantes d'un méme clause, aussi il existe une
substitution p3 € Ren tel que p3(Ca) = Ca".

A partir de pp et p3 il est possible de construire une substitution de
renommage p telle que :

V X € Var(Gs), p(X) = p2(X).

V X e Var(Cs), p(X) = p3(X).

On utilise essentiellement a) V X € Var(as;), p2(X) = p3(X) (en effet, Aa'
adj, pa(asy) = av;, p3(A2’) = As" et As" = aV;), b) Var(Gs) N Var(Ca')
Var(a3;), ¢) Var(G¥) N Var(Ca") = Var(as;).

On sait que E(p2(ca),c¥) = E(Pa(ctnds”,cmb(c%,da")). Or p3(da’) = da",
aussi §(pa(ca)Ap3(da'),emb(cv,ds")).
On obtient donc E(p(cAnda’), cmb(cv¥,dr")).

On sait que candd' est satisfiable (par hypothese), aussi on en déduit que
cmb(c¥,da") est satisfiable car € est valide et [cAndd'] = [p(candd')].
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Le (i,j)-résolvant de (P2,G2) est le CLA-but suivant :
Ha . & candd' asy,...,a8_1,b58' ,a8i41,...,a%,

Le (i,j)-résolvant de (P2,GV) est le CLV-but suivant :
HY: & cmb(cv,d8"),a%1,...,a%-1,65",a%i41,...,a"

E(HaHV) car p € Ren et E(Ha,p(HY)) O

A partir de la propriété précédente, il découle que Resmix approche Resa via &,
La preuve est similaire a celle de la section précédente.

Propriété 5.17
Resmix approche Resa via .

2.3. Approximation par extension

Nous supposons pour ce dernier modele d'approximation que CLV est un CLP-
langage particulier, a savoir une extension de CLs. Une extension de CLA est
définie comme suit :

Définition 5.18
CLY = (XV,LV,4V) est une extension de CLA = (Z4,£5,33) ssi :
o 28=(5,95,C8), £V = (S, F,CY), FaC Fret (o C¥
o LAC LV
¢ Aset AY donnent la méme interprétation des sortes de S et des symboles
de Faetde Ca.

Nous supposons également que la relation d'approximation § est une relation
particuliere, a savoir la restriction sur £2xLV de la relation d'ordre =¥ définie sur
CLv. Cette relation est encore, par abus de notation, notée —v.

Propriété 5.19
+¥ est une relation d'approximation valide.

Il est immédiat que H¥ est close par renommage, conjonction et quantification
existentielle et —V est valide. Nous pouvons donc établir (via HV)
I'approximation de la sémantique opérationnelle de C.L4par la sémantique
opérationnelle de CLV. Cette approximation est dite par extension. Il s'agit d'un
cas particulier d'approximation par abstraction.

Propriété 5.20
ResY approche Resa via v,
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Il est possible a partir de ce modele d'approximation de prouver la monotonie de
la sémantique opérationnelle de tout CLP-langage. En effet, il est clair que pour
tout CLP-langage CL : Res approche Res via .

Propriété 5.21
V (P,G) € CL-ProgxCL-Goal, V (P',G") € CL-ProgxCL-Goal,
(P,G) = (P',G') = Res(P,G) + Res(P',G")

2.4. Quel modéle choisir ?

Etant donné un CLP-langage concret CLs = (34, £4,45) avec 24 = (S, #5,C), on
cherche a concevoir une sémantique abstraite qui soit une approximation de la
sémantique opérationnelle de C£A. Par rapport aux trois modeles que nous
venons de présenter, cela revient donc a définir principalement un CLP-langage
abstrait CLV = (ZV,.LV,4V) et une relation d'approximation § € (£LAxLY).

Notre idée est qu'il est tout a fait naturel de considérer que les signatures
concretes Xaet abstraites LV soient définies a partir d'un méme ensemble de
sortes S. En effet, ce que nous cherchons a calculer ce sont des propriétés
abstraites qui caractérisent les données concretes. Ces propriétés abstraites sont
alors construites a partir d'un ensemble 7V de symboles de fonctionet d'un
ensemble CV de symboles de contraintes. Un domaine de contraintes LV et une
interprétation AY sont ensuite définis. Il apparait naturel, 2 nouveau, que 44 et
Av donnent la méme interprétation de S. CLY = (ZV,LV,4V) avec XV = (S, FV,CV)
désigne un CLP-langage abstrait.

Notons XAV = (§, Fav,Cav) avec Fav= Fa U FV et CAV= Ca U CV. Soient L4V la
cloture par renommage, conjonction et quantification existentielle de L2 U LV et
Aav |'algebre qui donne la méme interprétation de S que A4 (et donc A4V), la
méme interprétation des symboles de 72 et C4 que A2 et la méme interprétation
des symboles de 7V et CV que AV. C LAY = (247, L4V F4aV) désigne une extension
de CLaetde CLY. On note CLAY = CLA+CLY lorsque CLAV est obtenu comme
indiqué ci-dessus.

Notons + la restriction sur Lix.L> de la relation d'ordre 4V définie sur LAV ou
Ly et Ly représentent indifféremment les langages L4, LV et LaV. Ceci permet de
ne pas alourdir les notations (et le contexte suffit généralement a déterminer la
relation). Il est clair que quelque soit la maniere dont elle est définie, la relation —
est valide. Ceci permet de définir les approximations suivantes :

1 ResV approche Ress viat (définie sur £LAxLV).
=> il s’agit d'une approximation par abstraction.



92 Chapitre 5

2 Resmix approche Resa via - (définie sur £LaxLV)1.
= il s'agit d'une approximation par combinaison.

3 Resav approche Resa via - (définie sur Lax £aY).
= il s'agit d'une approximation par extension.

De toutes ces approximations, 1'approximation par extension est la plus précise
car elle permet de déduire toutes les propriétés abstraites déduites par les autres
approximations. En effet, la relation - (définie sur Lax£AV) permet une vision
beaucoup plus fine de 'approximation puisqu'il est possible de conjuguer
contrainte concréte et contrainte abstraite. Clairement, toute interprétation
effectuée par ResV peut étre effectuée par Resav. Comme, par ailleurs, Resa?
traite a chaque étape une information de la forme ¢¥Acs, que Resmix traite a
chaque étape une information de la forme cmb(cV,c) et que cVAcs — cmb(¥,c5),
on en déduit que toute interprétation effectuée par Resav est plus précise, dans le
méme contexte, qu'une interprétation effectuée par Resmix,

Le cas que nous venons d'étudier n'est pas tout a fait général puisque nous
avons effectué deux hypotheses, a savoir,

o 24 et TV sont définies a partir d'un méme ensemble de sortes S.
o 4s et AV donnent la méme interprétation de S

De plus, 1l ne semble pas possible de coder directement des propriétés abstraites
non monotones (car alors il n'est plus possible d'utiliser — comme relation
d'approximation). Toutefois, pour les propriétés monotones, le modele
d'approximation par extension a notre préférence car il est naturel (les propriétés
abstraites sont définies directement a partir des données concretes), simple (la
relation d'approximation est I'implication logique) et précis. Avec ce modele, la
phase d'abstraction du domaine devient une phase d'extension du domaine.
Evidemment, le probléme de la terminaison reste posé. Cependant, ce probléme
concerne la phase suivante (phase d'abstraction du calcul) du modele
d'interprétation abstraite que nous proposons. Le fait de retarder 'abstraction
jusqu'au moment du calcul est un gage de précision.

3. Analyse de l'assignation unique

On suppose fixé un CLP-langage concret CL4 = (Z4,£5,44) ou X8 = (S, F5,Cs),
on décide de construire une analyse de l'assignation unique pour C.LaA. Cette
analyse (appelée "definiteness analysis" par [Marriott et Sondergaard 90])

¥ pour toute fonction de combinaison cmé définie de L¥xL sur LV
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consiste & déterminer quelles sont les variables qui sont contraintes pendant la
résolution a une assignation unique.

3.1. Principe de l'analyse

Nous désirons élaborer cette analyse par rapport aux trois modéles
d'approximation vus ci-dessus. Commencgons par poser :

F=@etCv={=LT}u{grounds|s e S}

L'ensemble CV contient, mis a part les symboles de l'ensemble {=,1,T}, un
symbole de contrainte ground; par sorte s de S. Ceci permet de construire des
contraintes abstraites de la forme groundg(X). On considére LV comme étant
I'ensemble des formules du premier ordre qu'il est possible de construire 2 partir
de Atom(V, ¥7,CV) et on considére la TV-algebre 4V qui donne la méme
interprétation de S que A2 et qui donne une interprétation des éléments de CV au
moyen de 1'équivalence logique suivante : VX € ¥,

groundg(X) ssi v {ca € £a|X est contraint a une assignation unique par ¢4}

CLY = (ZV,LV,3V) avec 2V = (S, F,CV) désigne un CLP-langage abstrait. C.LAY
= (2av,L4v,44%) désigne le CLP-langage CLA+CLY. La relation d'ordre +—
(définie sur LaxLV) est une relation qui est caractérisée par une fonction
d'abstraction o définie par :

YV ese Lo, 0(ct)=A{cv € LV aAb ¢}

o est une fonction d'abstraction car :
(HYV cde L3, 8T
(2) + est transitive
(B)V Ve LY, calcV = ocd) ¢V

11 est possible de définir une connexion de Galois (a',y') entre (g0 (L8),C) et
(LY ).

V Sse gp(L8), o'(S2) = v{o(es) |l er € Ss)

Vve LV, Y(cY)={cre Lo |cdt V)

(a',y) est une connexion de Galois car :

(1) o' est monotone.
Si Sa ¢ Sa'" alors o'(Sa) = o'(S4") car il existe une contrainte abstraite ¢V
€ LV telle que '(S2") = a'(S2) v ¢v.

(2) Y est monotone.
Evident.

(3) V Sae (L), 82 < ¥(0'(S2)).
Si es € Saalors ¢a— o(cd) = o'(S»). De ce fait, c2 € yY(a'(S2)).
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@)V Ve LY, a'(y (V) V.
V cae ¥(cv), o) ¢¥. On en déduit o'(Y(cV)) F cv.

On peut également définir une fonction de combinaison, notée cmb, par :
Ve Lo,V Ve LY, emb(ca,cv) =o' ({ca} U Y(cV))

c¢mb est une fonction de combinaison car :
Y dse y(cv),
eAAdA - O eAAdB) = o ca) A o(dB) = ou(cd) v o dB) - emb(ca, cv).

Tous les éléments sont maintenant réunis pour définir les trois modéles
d'approximations présentés a la section précédente.

3.2. Analyse de l'assignation unique pour CLP(77)

L'analyse de l'assignation unique s'appelle analyse de la cloture quand on
considere Prolog. De nombreux travaux ont été consacrés a cette analyse, et plus
généralement a l'inférence de modes. Citons entre autre [Mellish 86, Debray et
Warren 88, Bruynooghe et Janssens 88, Corsini 89, Cortesi et Filé 91].

Nous illustrons les trois approximations présentées au paragraphe 3.1 par
rapport a CLP(#7) = Prolog. Cela signifie que C£4 = CLP(F7). Pour obtenir
une relation d'approximation pertinente, i} est important de choisir l'univers de
Herbrand étendu Zerm( %,7) comme interprétation de la sorte term.

Soit le CLs-programme P suivant :
q(X.,Y) :- Y=£(X.,2), 1(Z).
r(X) :- X=a.

Soit le CLV-programme P’ suivant :
q(X,Y) :- ground(Y) < ground(X) A ground(Z), r(Z).
r(X) :- ground(X).

Soit le CLv-but G’ suivant :
:- ground(X), q(X,Y).

P' est obtenu a partir de P en utilisant la fonction d'abstraction o.
L'interprétation de (P',G') par ResY fournit comme solution ground(X) A
ground(Y). L'interprétation mixte de (P,G") par Resmix fournit également
comme solution ground(X) A ground(Y). Enfin, l'interprétation de (P,G') par
Resav fournit comme solution ground(X) A Y=f(X,a). En se ramenant a une
information purement abstraite (par la fonction ¢mb par exemple), on obtient
ground(X) A ground(Y). Le résultat des différentes approximations est donc
pour cet exemple essentiellement le méme.
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Soit le CLa-programme P suivant :
q(X) : - X=1f(Y,a).
r(X) :- X=f(b,Y).

Soit le CLV-programme P’ suivant :
qg(X) :- T.
r(X):-T.

Soit le CLv-but G' suivant :
=T, q(X), i(X).

P' est obtenu a partir de P en utilisant . Il faut noter que a(X=f(Y,a)) =
ground(Y) ¢ ground(X) mais comme Y est implicitement quantifié
existentiellement, cela revient a a(X=f(Y,a)) = T. L'interprétation de (P',G’) par
ResV fournit comme solution T. L'interprétation mixte de (P,G') par Resmix
fournit €également comme solution T. Enfin, l'interprétation de (P,G') par Resav
fournit comme solution X=f(b,a). En se ramenant a une information purement
abstraite (par la fonction ¢mb par exemple), on obtient ground(X). Cet exemple
illustre donc la plus grande efficacité de I'approximation par extension.

Notons que le modele d'approximation par abstraction se code en utilisant
CLP(IB) [Codognet et Filé 92]. CLP(IB) est construit sur I'ensemble Prop des
classes d'équivalences de formules propositionnelles. En tant que domaine
abstrait, Prop a éié introduit par [Marriot et Sondergaard 89] et reconsidéré par
[Cortesi et al. 91].

3.3. Anélyse de l'assignation unique pour CLP(IR)

Nous illustrons cette fois-ci les trois approximations présentées au paragraphe
3.1 dans le contexte de CLP(IR). Cela signifie simplement que C£s = CLP(IR).
Il est nécessaire d'ajouter un élément particulier au domaine des réels IR pour
obtenir, comme dans le cas de CLP(¥7), une relation d'approximation
pertinente. Sans cela, toute variable libre X serait approchée par ground(X).

Soit le CLs-programme P suivant :

mortgage(P,T,LR,B) :- T=1,
B+R=P*(1+1/1200).

mortgage(P,T,ILR,B) :- T>1,
P'=P*(1+1/1200), T'=T-1, mortgage(P', T ILR,B)

Soit le CL¥-programme P’ suivant :
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mortgage(P,T,LR,B) :- T,
(BARAP = I) A (BARAI - P) A
(BAPAI = R) A (IARAP — B)

mortgage(P,T,ILR,B) :-
(AP > PYAAAP 2> P)A(PAP' = ])
T'&T, mortgage(P',T',I,R,B).

Soit le CLY-but G' suivant :
:- PAIAR, mortgage(P,T,LLR,B).

P' est obtenu a partir de P en utilisant o.. Pour simplifier (I'écriture), nous avons
codé P' et G' en CLP(IB). [Codognet et Filé 92] ont en effet montré, comme
pour Prolog, que ce codage était possible pour les équations linéaires.
L'interprétation de (P',G") par ResV fournit comme solution : PAIARATAB.
L'interprétation mixte de (P,G") par Resmix fournit également la méme solution.
Grace a une technique de tabulation, il est possible d'assurer la terminaison de la
résolution. Si on se limite a une information purement abstraite, 'interprétation
de (P,G') par ResaV ne fournit pas de précision supplémentaire sur cet exemple.



Chapitre 6

Abstraction du Calcul

Dans ce chapitre, nous présentons la seconde phase (phase d'abstraction du
calcul) du modele d'interprétation abstraite que nous développons dans cette
these. Cette phase consiste & assurer la terminaison du calcul de la sémantique
(abstraite).

La tabulation est un moyen d'éviter certaines phases de calcul redondantes. Dans
un premier temps, nous introduisons Ja notion de sous-réfutation et démontrons
la consistance du principe de tabulation par rapport a tout CLP-langage (section
1). Puis, nous présentons la résolution OLDT (section 2) qui est une extension
de la résolution OLD incorporant une technique de tabulation. A l'origine,
[Tamaki et Sato 86] ont formalisé cette technique pour Prolog. Nous la
généralisons pour tout CLP-langage, et nous montrons que la résolution OLDT
est complete vis a vis de la résolution OLD par rapport a la sémantique du flux
de données (section 3). Dans certains cas (i.e, pour certains CLP-langages), la
tabulation n'est pas un moyen suffisant pour assurer la terminaison du calcul. 1l
est alors nécessaire d'abstraire le résolution OLDT : la résolution OLDT abstraite
est appelée résolution AOLDT (section 4). Celle-ci est composée de deux
étapes : une premiére €tape appelée étape de widening qui a pour objectif de
fournir une approximation finie de la résolution OLDT et une seconde étape
appelée étape de narrowing qui a pour objectif de corriger sensiblement cette
approximation.

1 Introduction a la tabulation

Dans cette section, nous introduisons quelques notions essentielles a la
technique de tabulation qui est présentée au paragraphe 2. Cette technique est
basée sur la notion de sous-réfutation, c'est a dire sur une conception locale
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(atomique) de la résolution. Il est nécessaire de montrer la consistance du
principe de cette technique par rapport a tout CLP-langage.

La notion de sous-réfutation est spécifique a la résolution OLD (voir chapitre 1)
et nécessaire a la compréhension de la tabulation. Voici la définition proposée
par [Tamaki et Sato 86).

Définition 6.1

Considérons dans un arbre OLD, un chemin m d'un noeud « a l'un de ses
descendants, un noeud w, tel que pour chaque noeud v (différent de w) de ce
chemin, on ait size(v) > size(w). Soit n; = size(u), ny = size(w) et k = n; -
n,, le chemin m peut étre considéré comme une réfutation des k premiers
atomes du noeud u si on ne tient pas compte des n, derniers atomes. C'est
pourquoi le chemin m est appelé une k-sous-réfutation du noeud u. Celle-ci
est appelée sous-réfutation atomique lorsque k = 1.

Les définitions suivantes d'appel et de solution atomiques sont fondamentales
pour la suite.

Définition 6.2
Soient T un arbre OLD et v un noeud de T tel que label(v) = (¢,a1,...,an).
L'appel atomique de v, noté appel;(v), désigne l'atome contraint (¢,a1). Si m
est une sous-réfutation atomique de v alors la solution atomique de v associée
a m désigne la contrainte cstr(m). L'ensemble des solutions atomiques de v
est notée solutionsi(v), i.e., solutions{(v) = {cstr(m) tel que m est une sous-
réfutation atomique de v} .

Dans la définition 6.2, il convient de rappeler que les quantifications sont
implicites. Ainsi, (c,a}) est mis pour (claj,ay) et cstr(m) pour cstr(m)laj. La
notion de sous-réfutation est liée a celle d'extraction. Soit T un arbre OLD,
extraire un arbre T' & partir d'un noeud v de T consiste a ne considérer que la
partie de T visible depuis appel;(»). Il est facile de généraliser en prenant en
compte les p premiers atomes de I'étiquette de v.

Soient T un arbre OLD et v un noeud (non vide) de T, I'extraction d'un arbre
T', noté extract(T,appel;(v)), est obtenu par extraction a partir de T en ne
considérant que le premier atome de l'étiquette de ». On construit T' par
induction (algorithme 6.3).

Soient T un arbre OLD et v un noeud de T. Un probléme important est de
déterminer si l'ensemble des solutions atomiques de v, i.e. solutions;(v),
dépend exclusivement de I'appel atomique de v, i.e. appel;(7) ? En d'autres
termes, est-ce que la résolution du premier atome de I'étiquette d'un noeud est
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indépendante du reste de 1'étiquette de ce noeud ? La réponse est positive. Ceci

assure la consistance du principe de tabulation.

¢ Initialement

Laracine i de T" est tel que :
label(7') = (c,a;) ou label(v) = (¢,ay,...ap).
i' est associé a ¢

e Inductivement

Soit un noeud (non vide) ' de T' associé & un noeud v de T,
Pour tout arc (v,w) de T, il existe un arc (', ") de T tel que :
cstr(v,w) = cstr(¢', w')
num(z,w) = num(v', w')
label(w') = (c,ay,...a,.q) OO
label(w) = (¢,a;,...4,)
d = size(v) -size(v')
w' est associé a w.
Fin pour

Algorithme 6.3 : extraction d'un arbre OLD

Propriété 6.4

Soient P un CL-programme et G un CL-but. Soit T un arbre OLD construit a
partir de (P,G) et soit v un noeud de T. L'arbre T' construit a partir de
(P,appeli(v)) est identique (a un renommage prés) a l'arbre T" =
extract(T,appel;(v)).

Preuve

On procede par induction sur la profondeur des arbres T' et T".

Initialement, la racine i de T' et la racine " de T" sont tels que label(i") =
label(i").

Imaginons maintenant que T' et T" soient identiques (a un renommage p
prés) jusqu'a une profondeur n. Soient un couple (¢',7") de noeuds
respectifs de T' et T" tels que :

level(7) = level(¢") = n et p(label(7') = label(2").

Posons label(v') = (¢',a1’,...,ay’) et label(2") = (¢",a1",...,am"). On sait
que 7" est issu d'un noeud v de T tel que label(v) = (¢,a1,...,ay) et m < n.

Soit C une clause de P. Considérons une variante (d',A',56 s") de C par rapport
a 7' et une variante (d,A,6s) de C par rapport a ». Il est clair qu'on peut
étendre p de telle sorte que p(d',A',65s") = (d,h,b5)
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D'une part, c'Ad" # Lssi p(c'Ad’) # Lssi p(c)ap(d) # L ssic'And# L
Nous utilisons essentiellement 1a propriété 2.17

D'autre part, soit V = Vargee(v) - Vargee(7'"), On sait que :
c=c"V
d=d\V

Aussi, ¢"'Ad # Lssi ("A)JV#Lssic"\VAdV#Lssiend 21
Nous utilisons essentiellement la propriété 2.17

On en déduit donc que c'Ad’ # L ssicand # L.

Ainsi, a tout noeud fils ' de 7' correspond un noeud fils w de v (et
réciproquement) tel que : cstr(v,w) = cstr(¢',w") et num(7z,w) = num(v',w").
On en déduit (par définition de l'extraction d'un arbre) que pour tout noeud
fils w' de »' correspond un noeud fils =" de v" tel que : cstr(v",w") =
cstr(?,w') et num(?",w") = num(v,w").

On sait que :
label(w') = (c'Ad,b5s',a2",....,am")
label(w) = (end,bs,az,...,ap)
label(w") = (c¢"Ad,bs,a2,...,a1)

On montre facilement que p(label(#) = label(w").

En généralisant ce raisonnement, on conclut que T' et T" sont identiques (a
un renommage pres). O

Le corollaire suivant découle directement de cette propriété.

Corollaire 6.5
Soit T un arbre OLD et soient v et ' deux noeuds de T,
si appel;(v) = appel{(¢') alors solutions;(z) = solutions{(7')

2 Résolution OLDT

[Tamaki et Sato 86] ont proposé une extension de la résolution OLD : la
résolution OLDT, c'est a dire la résolution OLD avec une technique de
tabulation. L'intérét de cette extension est d'éviter les calculs redondants. Via la
mémorisation du résulitat de certains calculs dans une table, il est possible de
réutiliser ceux-ci par simple consultation. Pour le méme résultat, [Vieille 89]
utilise le terme de SLD-AL résolution ol AL signifie "Admissibility test and
Lemma resolution". A chaque étape de résolution, un test est effectué pour
savoir si le but courant est nouveau (admissibility test). Si ce n'est pas le cas, les



Abstraction du Calcul 101

solutions trouvées pour les occurences précédentes (de ce but) sont utilisées
(lemma resolution). ‘

La résolution OLDT est définie dans [Tamaki et Sato 86] par rapport a Prolog.
Nous étendons cette technique de tabulation par rapport a tout CLP-langage CL.
Ceci ne pose pas de probleme puisque nous avons montré la correction du
principe de tabulation par rapport a tout CLP-langage (propriété 6.4). Une
interprétation OLDT d'un couple (P,G) constitué d'un CL-programme P et d'un
CL-but G consiste a construire une structure OLDT. Une structure OLDT Str =
(F,AT,PT) est composée d'une forét (de dérivation) OLDT F et de deux tables,
la table des noeuds actifs (notée AT) et la table des noeuds passifs (notée PT).
En fait, lorsque aucune abstraction n'est considérée (ce qui est le cas dans cette
partie), la forét se compose d'un seul arbre. Afin d'introduire une certaine
souplesse dans l'utilisation des tables, seuls certains symboles de prédicat
(choisis par l'utilisateur) sont concernés par la tabulation. Ces symboles de
prédicat sont appelés t-symboles de prédicat (t est mis pour tabulation). Un
atome est appelé un t-atome ssi le symbole de prédicat de cet atome est un t-
symbole. Un noeud v est appelé un t-noeud ssi appel;(v) est un t-atome. Un t-
noeud v est soit un noeud actif, soit un noeud passif. Si v est un noeud actif
alors une entrée de AT correspond a v. Cette entrée est caractérisée par l'appel
atomique de v et par une liste de solutions notée list(v). Si v est un noeud passif
alors une entrée de PT correspond & v. Cette entrée est caractérisée par 1'appel
atomique de v et par un pointeur noté pos(v), indiquant une certaine position
dans la liste de solutions list(7') associée a un noeud actif ' de AT tel que
appel (v)  appel;(¢/). Clairement tout noeud passif v est liée a un noeud actif
v'. On dit que v pointe sur 7' .

La classification d'un t-noeud comme noeud actif ou comme noeud passif
s'opere de la manieére suivante. Soit Str = (F,AT,PT) une structure OLDT et soit
v un t-noeud dont la classification doit étre effectuée, deux possibilités se
présentent (algorithme 6.6).

Si il existe un noeud actif ¢' tel que appel;(7) +r appelj(¢') alors

-- vest enregistré comme noeud passif

créer une entrée pour v dans PT tel que pos(v) désigne le début de list(7')
Sinon

-- vest enregistré comme noeud actif

créer une entrée pour v dans AT tel que list() est initialisée a la liste vide
Fin si

Algorithme 6.6 : A) Classification d'un t-noeud

Il faut noter que plusieurs noeuds actifs ¢' peuvent satisfaire la condition
appel;(v) + appel;(¢). Il est alors nécessaire de sélectionner I'un d'entre eux.
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Un interpréteur OLDT effectue des interprétations OLDT, et tout comme les
interpréteurs OLD, est caractérisé par une stratégie de parcours sp. La résolution
OLDT;p désigne le calcul effectué par un interpréteur OLDT utilisant une
stratégie de parcours sp. Ce calcul consiste a construire une structure OLDT Str
a partir d'un CL-programme P et d'un CL-but G. La structure Str est construite
par étapes successives en considérant la stratégie de parcours sp. Initialement,
une structure Strg = (F,AT,PT() est considérée (algorithme 6.7).

F( est composée de l'arbre T réduit au noeud racine 1 tel que label(i) = G.
AT contient une entrée pour i tel que list(7) est initialisée a la liste vide.
PT, est vide.

Algorithme 6.7 : B) Structure OLDT initiale

De fagon inductive, la structure Str;,; s'obtient a partir de la structure Str; par
extension. L'extension d'une structure OLDT consiste a effectuer soit une
extension OLD, soit une extension par consultation. L'extension appliquée (et la
maniere dont elle est appliquée) dépend de la stratégie de parcours sp. S1 aucune
extension n'est possible, alors le calcul est terminé. Soit Str; = (F;,AT;,PT;) une
structure OLDT, soit v tel que label(v) = (¢,ay,...,an) et n 2 1 le noeud
sélectionné par la stratégie de parcours sp (algorithme 6.8).

Si v n'est pas un noeud passif alors
-- extension OLD
1.1 Pour toute clause Cj de P
on considére une variante (4,4,6s) de G ..
Si cad est satisfiable alors
on ajoute un noeud fils w a v tel que
label(w) = (cAd, bs,a3,...,ay)
on ajoute un arc reliant v a w tel que
cstr(v,w) = d et num(v,w) = j.
Fin si
Fin pour
On effectue la classification de chaque nouveau t-noeud w.
1.3 Pour toute sous-réfutation atomique m telle que m débute par un noeud
actif « et finit par un nouveau t-noeud w
on pose appelj(x) = (c,a)et d = cstr(m)d a.
Si il n'existe pas d'élément &' dans list(x) tel que cad cad'
on ajoute 4 a la fin de list(x).
Fin si
Fin pour
Sinon v est un noeud passif (qui pointe sur un noeud actif 2')
-- extension par consultation
2.1 Si pos(v) désigne une (sous-)liste de solutions non vide,
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on considére le premier élément 4 de cette sous-liste,
on avance le pointeur pos(z) d'une position.
Fin si
2.2 Soient p € Ren tel que appel(7) — p(appel1(v'))
Si enp(d) est satisfiable alors
on ajoute a F; un noeud w et un arc (v,w) tel que
label(w) = (eap(d),a3,...,an)
cstr(v,w) = p(d).
Fin si
2.3 On fait de méme qu'en 1.3.
Fin si

Algorithme 6.8 : C) Extension élémentaire d'une structure OLDT

La numérotation des arcs issus d'un noeud passif n'est pas importante (et donc
pas gérée). On considere comme résultat d'une interprétation OLDT la structure
OLDT obtenue aprés  extensions. Par soucis de simplicité on considérera
(souvent) plus simplement qu'une forét OLDT résulte de la résolution OLDT (les
tables étant sous-entendues). Pour chaque arbre d'une forét OLDT, les chemins
et réfutations OLDT sont définis de maniere analogue aux chemins et réfutations
OLD.

[Tamaki et Sato 86] proposent une stratégie de parcours mdf "multi-étape et en
profondeur d'abord"”. On note alors résolution OLDT 4 la résolution OLDT
utilisant cette stratégie. Cette stratégie a I'avantage d'étre complete si on introduit
la td-abstraction non décrite ici. Pour notre part, nous introduisons la résolution
OLDT ypf, c'est-a-dire la résolution OLDT utilisant une stratégie de parcours
mbf "multi-étape et en largeur d'abord". Chaque étape 1 de la résolution
OLDT,,, consiste a considérer successivement (de gauche adroite) tous les
noeuds dont une extension est possible :

e soit une extension OLD pour un noeud actif
® soit une extension par consultation pour un noeud passif.

Pour un noeud passif, il est possible d'effectuer plusieurs extensions
successives. On ne s'autorise qu'a utiliser les solutions trouvées avant l'étape i
afin d'éviter un comportement consultatif infini (principe "multi-étape” de la
stratégie).

Lorsque cela ne sera pas précisé, on considérera la stratégie de parcours mbf par
défaut. Rest désigne le calcul de la résolution OLDT. Cela signifie que si P est
un CL-programme et si G est un CL-but alors Rest(P,G) désigne la forét OLDT
calculée par la résolution OLDT de (P,G). Trois types de noeuds peuvent
apparaitre dans une forét OLDT : les noeuds actifs qui sont représentés par un
rectangle, les noeuds passifs qui sont représentés par un oval et les noeuds vides
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qui sont représentés par un petit carré. Les noeuds actifs et les noeuds passifs
sont numérotés dans l'ordre de leur création. Deux types d'arcs peuvent
également apparaitre : les arcs actifs qui sont attachés aux noeuds actifs et sont
représentés par un trait plein et les arcs passifs qui sont attachés aux noeuds
passifs et sont représentés par un trait en pointillé. Nous illustrons maintenant la
résolution OLDT avec quelques exemples.

Exemple 1

Nous reprenons l'exemple du chapitre 1, section 6. Nous rappelons ci-
dessous le programme et le but considérés.

Soit le programme P suivant :

reach(X,Y) « reach(X,Z), edge(Z,Y).
reach(X,X).

edge(a,b).

edge(a,c).

edge(b,a).

edge(b,d).

AT 1: reach(a,X)
1: [{x/a},{x/b},{x/c},{x/d}]

N

@ reach(a,Z), edge(Z, X)

/7 N
/ l | \
/72 | Z/b | Zc \Z/d
/ | | AN
/ N\
3:edge(a,X)| [4:edge(d.X)| |5: edge(c,X)| [6: edge(d.X)
X X/c Xa X/
O O OO

Figure 6.9
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Soit le but G suivant :
« reach(a,X).

Si reach est un t-symbole de prédicat alors la résolution OLDT de (P,G)
construit la forét OLDT (réduite & un seul arbre) de la figure 6.9.
Commentons la résolution OLDT de (P,G). Rappelons que dans le cas de
Prolog, par simplicité, nous ne cherchons pas & homogénéiser les atomes.
Tout d'abord un premier noeud actif (de numéro 1) est créé, son étiquette est
reach(a,X) et une entrée est créée dans AT tel que list(1) = @. En utilisant la
regle récursive, un second noeud est créé, mais ce noeud est passif car
reach(a,Z) est instance de reach(a,X). Une entrée est créé dans PT tel que
pos(2) pointe sur le début de list(1). Le noeud numéro 2 pointe donc sur le
noeud numéro 1. En utilisant 1'un des faits, une premiere solution {X/a} est
trouvée et placée dans list(1). Cette solution peut étre consultée par le noeud
numéro 2 pour dériver un nouveau noeud dont l'étiquette est edge(a,X).
Deux nouvelles solutions sont alors trouvées en résolvant ce noeud. Celles-ci
peuvent alors étre consultées par le numéro 2 ... A un certain moment, aucun
noeud actif ne peut plus étre résolu et pos(2) pointe sur une sous-liste de
solutions vide. La résolution s'arréte donc. O

Exemple 2

Nous reprenons l'exemple du chapitre 2, section 6.2. Nous rappelons ci-
dessous le programme et le but considérés.

Soit le programme P suivant :

p(X.,Y,Z) :- 0 q(X,Y), r(X,Y,Z).
q(X,Y) - =X Q.

qX,Y) :- X 0 q(Y.X).

rX,Y,2) .- Z=XvY ¢.

Soit le but G suivant :
- 0 p(X,Y,Z2).

Si q est un t-symbole de prédicat alors la résolution OLDT de (P,G) construit
la forét OLDT (réduite a un seul arbre) de la figure 6.10. Le noeud passif 4
pointe sur le noeud actif 2. Ceci permet d'éviter la construction d'une branche
infinie. O
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Ly

*

AT
0 pX,Y,Z
2[X] [1 X, )I

Pr _—T
4 [2:0qX)Y), r(XYZ)]

[3:oX 0 r(X.Y.Z) | (@x9 g(Y)'(), (X.Y.Z))
Z=XVY "Y:
—XAZ=Y 0 O [ 5XA=Y 01(X,Y,2Z) |
Z=X VY
Xr=YAZ OO

Figure 6.10

Méme si elle termirie pour les deux exemples précédents, la résolution OLDT,
tout comme la résolution OLD, ne termine pas toujours. A cela deux raisons :

1 le nombre de noeuds actifs de la forét construite peut étre infini.

2 le nombre d'éléments d'une liste de solutions peut €tre infini.

Bien entendu, cela dépend du CLP-langage considéré. Pour CLP(IB), par
exemple, on est certain que la résolution OLDT s'arrete puisque le nombre
d'appels atomiques distincts (par rapport a un méme ensemble de variables
libres) est fini. En Prolog, par contre, les deux possibilités d'échec sont

présentes. '

Nous illustrons ces deux posibilités d'échec avec deux exemples simples.

Exemple 3
Soit le programme P suivant :

1t3(s(s(0))).
1t3(X) « 1t3(s(X)).
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Soit le but G suivant :

« 1t(s(0)).

1: 1t3(s(0)) AT

2: [True]

2: 1t3(s(s(0)))

/.

O 3: 1t3(s(s(s(0))))

Figure 6.11

Si 1t3 (1t3 est mis pour "less than 3") est un t-symbole de prédicat alors la
résolution OLDT de (P,G) construit la forét OLDT (réduite a un seul arbre)
décrite par la figure 6.11. La résolution ne s'arréte pas car le nombre de
noeuds actifs générés est infini. Q

Exemple 4

1:add(X.Y.2) AT
1: [{X/0.2/Y }{X/s(0),Z/s(Y)}...]

y X/s(X') :

Y Z/s(Z) T
PT

0 2:

(2:add(X,Y.Z))

x/0! xs0)!
Z'/Y: Z‘/s(Y):

O g

Figure 6.12

e "
Wi S
%, ¥

4 i
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Soit le programme P suivant :

add(0,Y,Y).
add(s(X),Y,s(Z))« add(X,Y,Z).

Soit le but G suivant :
« add(X,Y,2).

Si add est un t-symbole de prédicat alors la résolution OLDT de (P,G)
construit ]a forét OLDT décrite par la figure 6.12. La résolution ne s'arréte
pas car le nombre de solutions est infini. O

3 Complétude de la résolution OLDT

Nous allons établir la complétude de la résolution OLDT vis a vis de la
résolution OLD par rapport a une sémantique particuliere : la sémantique du flux
de données.

Définition 6.13
Soit T un arbre OLD, le flux de données associé a T est défini par :
flux(T) = {(appel;(v),solutions; (7)) tel que v est un noeud de T}.

Soit F une forét OLDT, le flux de données associé a F est défini par :
flux(F) = N flux(T).

La sémantique du flux de données OLD est l'application qui a tout CL-
programme P et tout CL-but G associe le flux de données flux(T) o T =
Res(P,G). On définit de manieére analogue la sémantique du flux de données
OLDT. Pour établir la complétude de la résolution OLDT vis a vis de la
résolution OLD par rapport a la sémantique du flux de données, il nous est
nécessaire de présenter l'algorithme d'extraction d'une forét OLDT. Cet
algorithme est un peu plus compliqué que l'algorithme 6.3 d'extraction d'un
arbre OLD mais le principe reste le méme.

Soient F une forét OLDT et v un noeud (non vide) de F, I'extraction d'une forét
F', notée extract(F,appel;()), a partir du noeud v de F est obtenue en ne
considérant que le premier atome de 1'étiquette de ». On construit F' par
induction (algorithme 6.14).

Cet algorithme est fini car le nombre de noeuds actifs pouvant €tre intégré dans
F' diminue strictement a chaque étape. On ne considére pas les tables dans
l'algorithme car elles peuvent étre reconstituées a partir de la forét extraite.
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¢ Initialement

Laracine i de I'arbre principal de F' est tel que
label(i") = (¢,a;) ot label(v) = (¢,aq,...ay).
i' est associé a ¢

¢ Inductivement

Soit un noeud (non vide) ¢’ de F' associé & un noeud vde F
Si v est un noeud actif alors
7 est un noeud actif
Pour tout arc actif (v,2w) de F
il existe un arc actif (¢/,w") de F' tel que
cstr(v,w) = cstr(?',w') et num(v,w) = num(v',w")
label(#/') = (¢,ay,...a,_q) ot label(w) = (c,ay,...ay)
et d = size(v) - size(v')
w' est associé a w.
Fin pour
Sinon v est un noeud passif (pointant sur un noeud u)
7' est un noeud passif
Si u a déja été associé a un noeud «' de F' alors
7' pointe sur u'
Sinon on créé un nouvel arbre dont la racine u' est tel que
label(u') = (c,a;) ou label(u) = (c,ay,...ap).
u' est associé a u
Finsi
Pour tout arc passif (v,w) de F
il existe un arc passif (¢/,w') de F' tel que
cstr(v,w) = cstr(v',w") et num({v,w) = num(¢',w")
label(2/) = (c,ay,...a,_g) ou label(w) = (¢c,ay,...a,)
et d = size(v) - size(?v')
w' est associé a w
Fin pour
Finsi

Algorithme 6.14 : extraction d'une forét OLDT

Pour tout ce qui suit, on considére un CL-programme P, un CL-but G et on
pose T = Res(P,G) et F = Rest(P,G).

Lemme 6.15
Si vet ¢ sont deux noeud respectifs de T et F tel que appel;(v) t appel;(¢')
alors pour toute sous-réfutation atomique m de v, il existe une sous-réfutation
atomique m' de ¢' tel que cstr(m) ; cstr(m’').
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La preuve qui suit est par récurrence. Elle est a rapprocher des preuves du méme
genre de [Tamaki et Sato 86] et [Kanamori et Kawamura 87,90].

preuve
La preuve s'effectue par récurrence sur le couple (m,?') en utilisant la relation
d'ordre strict et bien fondé suivante (Iml désigne la longueur (en nombre
d'arcs) du chemin m) :

(m,v) < (m',?') ssi Iml < Im'l ou Iml = Im'l et v est passif et 7' est actif.

La propriété 6.4 nous indique qu'il est possible de raisonner non pas avec T
mais avec extract(T,appelj(v)) et par extension, qu'il est possible de
raisonner non pas avec F mais avec extract(F,appel(?')). Pour simplifier, et
comme cela revient au méme, on suppose directement que label(v) =
appel)(v) et label(?') = appel;(¢').

Initialement : Iml =1 et ¢/ est actif.
m est constitué d'un seul arc (v,w). Comme appelj(v) F appel1(2'), en
utilisant la propriété de monotonie de la résolution (propriété 5.23), on sait
qu'il est possible de dériver un fils ' au noeud 7' tel que num(v,w) =
num(7',w"). Clairement, cstr(m)  cstr(m') puisque cstr(m) et cstr(m’)
désignent la méme contrainte au nom des variables prés.

Itérativement : on suppose que la propriété est vraie pour tout couple
strictement inférieur a (m,?') et on montre qu'elle est vraie pour (m,?").

e Si v' est un noeud passif

11 existe un noeud actif »" tel que »' pointe sur z". On sait que, par
transitivité, on a appelj(v) t appel(¢') + appel (¢"). De plus, (m,?2") <
(m,v). Par récurrence, on en déduit qu'il existe une sous-réfutation
atomique m" de 7" tel que cstr(m) F cstr(m"). Soient p e Ren et p' €
Ren tels que appel; (v) — p(appel (7)) et appel (') + p'(appel;(7")). On
en déduit, cstr(m) = p(p'(cstr(m"))). Posons appel(v) = (¢,a), appel(v')
=(c',a"), d =cstr(m) et 4" = cstr(m").

cHp(c) et 4+ p(p'(d") implique cAd— p(c'Ap'(d")).

Comme 7' pointe sur " et qu'une stratégie "multi-étape et en largeur
d'abord" est considérée, a2 un moment donné la solution atomique 4" est
consultée par #'. Il en résulte une contrainte ¢'Ap'(4"). Comme cAd +
plc'Ap'(d™)) et que cAd # L, on en déduit que p(c'Ap'(d™)) # L. Il existe
donc une sous-réfutation atomique m' de ¢' telle que cstr(m') = p'(d4"). De
plus, cstr(m) F cstr(m') puisque cstr(m) = p'(cstr(m')).

o Si 7' est un noeud actif
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On construit m' en associant chaque noeud de m' avec certains noeuds de
m. Si un noeud v; de m est associé avec un noeud 7'; de m' alors cela
signifie que label(z;) - label(7;) et (si i > 1) cstr(y,v;) F cstr(v',2') .
On pose v; = vet ¢'; = ¢' et on associe v; avec 7/';.

Si a un certain moment un noeud z; (non vide) est associé avec un noeud
actif ¢/} alors soit #;, ; le successeur de v; par m. En utilisant la propriété
de monotonie de la résolution (propriété 5.23), on sait qu'il existe un
successeur 7', de v} tel que num(v;,7;,1) = num(?';,7";,1). Clairement
;41 peut étre associé a v/;,; (simple question de renommage).

Si 2 un certain moment un noeud v; (non vide) est associé avec un noeud
passif ¢;. Dans m, on trouve une sous-réfutation atomique p = (7;,7;,1)
de ;. Comme (p,7';) < (m,?"), par hypothése de récurrence on sait qu'il
existe une sous-réfutation atomique p' = (¢',,v'i4+1) de v'; tel que
cstr(v;,v41) by estr(v',v'i41). Clairement v;,; peut étre associé a v';
(simple question de renommage).

Ainsi, par induction on arrive a construire une sous-réfutation atomique m'
de 7' telle que cstr(m)  cstr(m'). Q

La propriété suivante établit la complétude des solutions atomiques.

Propriété 6.16
V (app,sols) € flux(T), V (app',sols') € flux(F),
app t app' implique sols b sols'.

Preuve
Soient v un noeud de T et ¢' un noeud de F. Si appel;(v) t— appel (') alors
on sait (lemme 6.15) qu'a toute sous-réfutation atomique m de 7, correspond
une sous-réfutation atomique m' de 7' tel que cstr(m) k- cstr(m'). On en
dédun directement que solutions(v)  solutions;(¢') Q

La propriété suivante établit la complétude des appels atomiques.

Propriété 6.17
V (app,sols) € flux(T), 3 (app',sols’) € flux(F) tel que app b app'.

Preuve
On commence par associer certains noeuds de T avec I'ensemble des noeuds
de l'arbre principal (celui qui contient le premier noeud) de F. Si un noeud »
de T est associé avec un noeud 7' de F alors cela signifie que label(v)
label(?').
Initialement, la racine ¢ de T est associée a la racine i' de F (on sait que
label(i) + label(7')).



112 Chapitre 6

Récursivement, si un noeud v de T est associé a un noeud ' actif de T' alors
par monotonie de la résolution, on sait qu'il est possible d'associer a chaque
noeud fils z de v un noeud fils #' de »'. Si un noeud v de T est associé a un
noeud 7' passif de T' (pointant sur un noeud actif ¢") alors par utilisation du
lemme 6.12, on sait qu'il est possible d'associer a chaque noeud w de T tel
que (7,w) constitue une sous-réfutation atomique de v un noeud fils ' de v'.
Cependant, qu'en est-il des noeuds éventuels (autres que v et w) apparaissant
sur le chemin de chaque sous-réfutation (v,w) de v. En fait, en posant T' =
extract(T,appel;(v)) et F' = extract(F,appel(¢")), il suffit de recommencer le
raisonnement que nous venons d'exposer. On sait de plus qu'au moins le fils
de v sur le chemin (v,w) pourra étre associé a un noeud de F' puisque 7" est
un noeud actif. Ainsi, finalement, chaque noeud de T peut étre associé avec
un noeud issu (directement ou indirectement par extraction) de F.

On en déduit qu'a tout noeud v de T, il est possible d'associer un noeud 7' de
F tel que appelj(v) —r appelj(7') Q

Les propriétés 6.16 et 6.17 établissent la complétude de la résolution OLDT vis a
vis de la résolution OLD par rapport a la sémantique du flux de données.

4 Résolution AOLDT

Dans certains cas (c'est a dire pour certains CLP-langages), il est nécessaire
d'abstraire la résolution OLDT pour obtenir un comportement fini de celle-ci. La
résolution OLDT abstraite est alors appelée résolution AOLDT. [Kanamori et
Kawamura 87,90] semblent étre les premiers a avoir combiné interprétation
abstraite et résolution OLDT. [Gallagher et al. 88], [Lecoutre et al. 91}, [Warren
92], [Codognet et File 92], [Boulanger et Bruynooghe 93], [Van Hentenryck et
al. 93a] ont poursuivi dans cette voie. Nous tenterons plus loin une analyse de
ces différents travaux et une comparaison avec le modele que nous développons
maintenant.

La résolution AOLDT que nous proposons est composée de deux étapes : une
premiére étape appelée étape de widening et une seconde étape appelée €tape de
narrowing.

4.1 Etape de widening

L'étape de widening de la résolution AOLDT a pour objectif de fournir une
approximation finie de la résolution OLDT. Nous commengons par donner la
définition d'un opérateur de widening, puis nous présentons l'algorithme de
I'étape de widening de la résolution AOLDT.
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4.1.1 Opérateurs de widening

La définition d'un opérateur de widening est adaptée ici a notre contexte. Pour
tout ensemble V de variables, on définit £y comme suit :

Ly ={ce L:Varfe(c)=V}

Lyy correspond donc a l'ensemble des contraintes dont les variables libres
appartiennent a un ensemble V de variables. Pendant la résolution, nous aurons
typiquement a gérer des suites de contraintes dont les variables libres
appartiennent au méme ensemble V (par exemple, les contraintes d'une liste de
solutions associée a un noeud actif).

Définition 6.18
Pour tout ensemble V de variables, un opérateur V défini de go(Lv)xLsy sur
g (Lyv) est un opérateur de widening ssi :
(1) VSe p(Lv),Vee Liy,SHEFSVcet{c]—SV¢
(2) pour toute chaine ¢ ... ¢ ... la chaine croissante définie par
SO= CO Si = Si-] V Ci
est stationnaire (i.e,3nge IN: Vn>ng: S,,=5,,V ¢p).

La description d'un opérateur de widening V. (opérateur li€ a un critére c) est
alors donnée moyennant l'introduction de deux applications :

e I'application c-pro qui est définie de go(Lyy)xLyy sur IB

e 'application c-gen qui est définie de g (Lyv)xL sur Lyy

c-pro est une fonction booléenne qui teste si une propriété liée aux arguments de
la fonction est vérifiée et c-gen est une fonction de généralisation qui réalise une
abstraction. Intuitivement le calcul de S V ¢ correspond a l'une des opérations
suivantes :

o stagnation
o généralisation

o insertion

Voici la descriptionde V. : V S e p(Lyv),V ce Lyy,

Sidce Stelque c—¢' alorsSV c=S (stagnation)

Sinon
Si c-pro(S,¢) est vrai alors S V. ¢ = c-gen(S,¢) (généralisation)
Sinon S V. ¢=S U {¢} (insertion)
Finsi

Finsi

Définition 6.19 : Opérateur de widening V.
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Définir un opérateur de widening V_ revient donc simplement a définir deux
fonctions c-pro et c-gen et a8 montrer que les conditions (1), et (2) sont vérifiées.
En fait, la condition (1) est automatiquement vérifiée dans le cas d'une
stagnation ou d'une insertion. D'apres la description de V. donnée ci-dessus :

osiSV.c=SalorsSHSV_ cet3ce Stelquect ¢ (stagnation)
°siSV.e=S U {clalorsSHSV_ cetcr¢ (insertion)

Nous donnons maintenant une description générale de trois opérateurs de
widening notés respectivement Vdepth, Vprox et Viard- La description de ces
opérateurs est générale au sens ou elle peut étre adaptée a différents CLP-
langages. En particulier, nous 'adaptons dans cette thése a CLP(#7), CLP(S5C)
et CLP(FT+5C). Tous les opérateurs sont paramétrés par un entier k mais il est
bien sur possible de généraliser a un nombre arbitraire de parametres.

Opérateur Vgepth

Nous considérons pour l'opérateur Vdepth, une fonction depth définie de Ly
vers IN et une fonction d'abstraction unaire abs1 définie de L,y vers Lyv. Les
fonctions depth-pro et depth-gen sont définies comme suit :

e depth-pro(S,¢) sst depth(c) = k.
e depth-gen(S,c) =S U abs1(c¢).

Vdepth est bien défini ssi les conditions (1) et (2) sont vérifiées. Vgepin gére
I'abstraction sur la "profondeur” des contraintes. Cela signifie que lors du calcul
de S Viepth ¢, si ¢ atteint une certaine "profondeur” (i.e., si ¢ est tel que depth(c)
2 k) alors une généralisation est effectuée. Il est a noter que les fonctions depth-
pro et depth-gen ne tiennent pas réellement compte de l'argument S. Ceci
constitue une réelle faiblesse de l'opérateur. En fait, Vgepth est un pseudo
opérateur de widening puisque le domaine de calcul est fini et fixé dés le départ
(et donc indépendant du contexte).

Opérateur Vprox

Nous considérons pour l'opérateur Vproy, une fonction prox définie de LyvxLyy
vers IN et une fonction d'abstraction binaire abs2 définie de LyxLyv vers Lyy.
Les fonctions prox-pro et prox-gen sont alors définis comme suit :

e prox-pro(S,c¢) ssi il existe un élément ¢' de S tel que prox(c,c’) 2 k.
e prox-gen(S,c) = S U {abs2(¢,c")} ol ¢' désigne une contrainte de S
telle que prox(e,c') 2 k.

Vprox est bien défini ssi les conditions (1) et (2) sont vérifiées. Vpox €st un
opérateur de widening gérant 1'abstraction sur la "proximité” des contraintes.
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Cela signifie que lors du calcul de S Vprox ¢, si S posséde un élément ¢' proche
de ¢ (i.e., tel que prox(c,c') 2 k) alors une généralisation est effectuée. Par
rapport  Vgepth, Vprox tient compte du contexte (c'est a dire de S).

Nous considérons pour l'opérateur V44, la fonction, notée card, de cardinalité
classique (donc définie en particulier de P(Lyv) vers IN) et une fonction
d'abstraction binaire abs2 définie de LyxLyv vers Lyy. Les fonctions card-pro
et card-gen sont alors définis comme suit :

e card-pro(S,¢) ssi card(S) +1 2 k.
e card-gen(S,c) =S U {abs2(c,c")} - {c'} ou ¢ désigne un élément de S

Vcard est bien défini ssi les conditions (1) et (2) sont vérifiées. Vi arg €st un
opérateur de widening gérant l'abstraction sur la cardinalité de l'ensemble S.
Cela signifie que lors du calcul de S Viurq ¢, si S poseéde déja k éléments alors
un élément ¢' de S est sélectionné et remplacé par abs2(c,c').

Schéma de preuve

Pour prouver qu'un opérateur V. est bien défini, nous utiliserons toujours le
méme schéma de preuve. Il est basé sur trois affirmations :

(a) le nombre d'insertions possibles est fini,
i.e., il n'est pas possible de trouver une chaine infinie cg ... ¢; ... d'éléments
de L;v et une suite infinie d'indices croissants idg, ..., idj, ... telle que toute
étape id; du calcul de la chaine croissante définie par Sg = ¢; ... S; = S;.) V¢
¢; ... soit une étape d'insertion (C'PTO(Sidj-pCidj) étant donc évalué a faux).

(b) la généralisation est correcte,
ie,VSe p(Lyy),Vece Ly, SHc-gen(S,c)et {c} +c-gen(S,c).

(c) le nombre de généralisations successives est fini,
i.e., il n'est pas possible de trouver une chaine infinie ¢g ... ¢; ... d'éléments
de Lyy et un entier j positif tel que toute étape k > j du calcul de la chaine
croissante définie par Sg=¢p ... S; = S;.1 V¢ ¢; ... soit une étape de
généralisation (c-pro(Sy_j,cx) étant donc évaluée a vrai).

Le (b) signifie que la condition (1) est vérifiée. Pour cela, il suffit de montrer
que la fonction d'abstraction utilisée est extensive :

pour Vdepth : V c € L, ¢ absl(c)
pour Vprox €t Veard 1 V (¢1,¢2) € LxL, evey - abs2(cy,c2)
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Le (a) et le (c) signifient que la condition (2) est vérifiée. En effet, imaginons
qu'elle ne le soit pas, cela signifie qu'il existe une chaine croissante S = ¢ ...
S; = S;.1 Ve ¢ ... non stationnaire. Quelque soit l'entier j, on sait qu'il existe un
entier k > j tel que Sk.1 V¢ ek = Sk-1 U { ¢k} car la chaine est non stationnaire et
(¢). Or, cela est en contradiction avec (a).

Nous proposons ci-dessous une description compléte de Vdepth, Vprox €t Vcard
par rapport a CLP(¥7). On suppose fixés pour ce qui suit un entier k et un
ensemble fini de variables V.

Opérateur Vgepth pour CLP(F7)

On commence par définir les fonctions depth et absl par rapport a CLP( 7).
Ces définitions sont classiques.

Soit ¢ un terme,

depth(t)=1site Youte %y
depth(t) = 1 + max {depth(¢;) : 1 <1< n} si t =1f(¢,...,tn).

Soit Sun systeme résolu,
depth($) = max {depth(84X)) : X e v}

Soit t un terme, absl(t) désigne le terme t dont tout sous-terme a une
profondeur égale a k est remplacé par une nouvelle variable. Soit Sun systéme
résolu, abs1(S) représente le systéme résolu obtenu a partir de § en remplagant
pour toute variable X de Vargree(5), le terme S(X) par abs1(XX)). Les nouvelles
variables sont quantifiées existentiellement.

Il est a noter que l'opération abs1 a été proposée par [Tamaki et Sato 84] sous le
nom de "term-depth abstraction". Par exemple, si k = 3 et si

S={ X=p(f(X"),g(f(X")) , Y=b }
alorsona:

depth(s) = 4
abs1(8) = { X=p(f(U),g(V),a), Y=b }

Pour montrer que Vdepth est un opérateur de widening (bien défini), nous
introduisons trois lemmes qui vont nous permettre de vérifier les affirmations
(a), (b) et (c) du schéma de preuve.
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Lemme 6.20
L'ensemble des systémes résolus S tels que Varfree(S) € V et depth($) <k,
est fini.

Preuve
On sait que 'ensemble des termes (au nom des variables prés) de profondeur
inférieure ou égale a k est fini. A chaque variable X de V, on ne peut donc
associer qu'un nombre fini de termes ¢ tel que depth(¢) < k. Comme V est un
ensemble fini, on en déduit la propriété 6.20 Q

Lemme 6.21
Pour tout systéme résolu S, S< abs1($)

Preuve

On sait que S et abs1(S) correspondent a des substitutions idempotentes.
Clairement il existe une substitution ¢ telle que S= c(abs1($)). O

Lemme 6.22
L'ensemble {absl($): S est un systeme résolu tel que Varfree(S) € V} est
fini.

Preuve

Par définition, abs1(5) est un systéme résolu. Par construction, on sait que
pour tout systeme résolu S, depth(abs1(5)) <k et Varfree(abs1(S)) € V car
les variables introduites lors d'éventuelles transformations sont quantifiées
existentiellement. On en déduit que 'ensemble {abs1(S) : S est un systéme
résolu tel que Varfree(S) < V} est inclus dans l'ensemble {§ : S est un
systeme résolu tel que depth(S$) <k et Varfree(S) € V}. Le lemme 6.22 est
donc une conséquence du lemme 6.20. O

Propriété 6.23
Vdepth st un opérateur de widening.

Preuve

Les lemmes 6.20, 6.21 et 6.22 permettent de vérifier les affirmations (a), (b)
et (c) du schéma de preuve. Il suffit de se rappeler pour prouver (a) et (c)
qu'il est impossible d'introduire deux fois le méme élément puisque sinon
I'étape de stagnation est considérée (voir la définition 6.19) O

Opérateur Vprox pour CLP(F7)
On commence par définir les fonctions prox et abs2 par rapport a CLP(F7).

Soient Set § deux systéemes résolus,
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prox(s,S) = depth(lub(s,5'))
abs2(5,5) = lub(s,s)

Pour montrer que Vprox est un opérateur de widening (bien défini), nous
introduisons, comme précédemment, trois lemmes qui vont nous permettre de
vérifier les affirmations (a), (b) et (c) du schéma de preuve.

Lemme 6.24
Il n'existe pas d'ensemble infini E de systemes résolustel que :
e si Sappartient a E alors Varge(S)  V
e si Set S sont deux systemes distincts de E alors prox(S,5) <k

Preuve

Imaginons un tel ensemble E et considérons E' 'ensemble E privé de tous les
systemes S tels que depth(S) < k. Par la propriété 6.20, on sait que E' est
encore un ensemble infini. Soit maintenant l'ensemble F = {abs1($) : Se
E'}. Comme E' est infini et que F est fini (proposition 6.22), il existe
nécessairement deux systemes Set § de E' tels que abs1($) = abs1(S). On
sait alors que lub(s,S) < abs1($) et que depth(lub(s,5)) = depth(abs1())
car on montre facilement que : 5; < 5 = depth($1) 2 depth($). Comme
prox(§,5) = depth(lub(s,5)) et depth(abs1(S)) = k, on en déduit prox(s,S)
2k, ce qui est une contradiction. O

Lemme 6.25
Pour tout couple (§,5) de systémes résolus,
St abs2(5,$) et S+ abs2(S,S)

Preuve
Immédiat puisque abs2(S5,S) = lub(S,5) Q

Lemme 6.26
Pour tout systeme résolu Stel que Varfree(S) € V, I'ensemble des majorants
S de Stels que Vargee(S) < V, est fini. '

Preuve
On sait que 1'ensemble des majorants (au nom des variables prés) pour un
terme donné est fini. A chaque variable X de V, on ne peut donc associer
qu'un nombre fini de termes t tel que ¢ soit un majorant de $(X). Comme V
est un ensemble fini, on déduit le résultat de la propriété 6.26 Q

Propriété 6.27
Vprox st un opérateur de widening.
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Preuve

Les lemmes 6.24, 6.25 et 6.26 permettent de vérifier les affirmations (a), (b)
et (c) du schéma de preuve. QO

Opérateur Viarq pour CLP(F7)

Pour l'opérateur V,r4, on considére la fonction de cardinalité classique, notée
card, et la fonction d'abstraction abs2 défini a la section précédente.

Propriété 6.28
Vprox €st un opérateur de widening.

Preuve

Les lemmes 6.25 et 6.26 vérifient les affirmations (b) et (c) du schéma de
preuve. L'affirmation (a) est trivialement vérifiée par la fonction card car il est
possible de faire au plus k insertions. O

Méme si ils ne sont pas tres efficaces dans le cadre restreint de CLP( #7), les
opérateurs que nous venons de définir vont nous permettent d'illustrer la
résolution AOLDT. Dans ce contexte, cela consiste essentiellement en une
inférence des appels et solutions atomiques.

4.1.2 Description de l'étape de widening

Deux noeuds v et v' sont dits compatibles ssi appel;(v) = (¢,a), apphi(v') =
(c',a'yet 3 p e Rentel que a=p(a’). Autrement dit, deux noeuds v et ' sont
compatibles ssi 'atome le plus a gauche de (I'étiquette de) v et I'atome le plus a
gauche de (I'étiquette de) o' partage le méme symbole de prédicat. Pour obtenir
la terminaison de la résolution OLDT, nous associons a chaque ensemble de
noeuds actifs compatibles et a chaque liste de solutions (considérée comme un
ensemble) un opérateur de widening V.. Cet opérateur peut étre spécifique a
chaque ensemble. De plus, comme tout ensemble S généré via un opérateur de
widening V. est liée a un t-symbole de prédicat, il est possible de paramétrer V.
de fagon spécifique a chaque t-symbole de prédicat. Par exemple, si add et mul
sont deux t-symboles de prédicat, alors il est possible de paramétrer 1'opérateur
Vdepth avec kagq = 2 et k) = 3. Notons pour finir que 'opérateur V,rq ne peut
étre associé qu'a une liste de solutions en raison de sa définition spécifique (un
élément de la liste est remplacé).
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Si il existe un noeud actif v' tel que appel;(v) t appel;(¢') alors
-- vest enregistré comme noeud passif
créer une entrée pour v dans PT tel que pos(v) désigne le début de list(¢/')
Sinon Si c-pro(S,appel;(v)) alors
-- vest enregistré comme noeud passif apres abstraction
créer un nouvel arbre dont la racine 7' est telle que :
label(¢/) = c-gen(S,appel;(v))
créer une entrée pour v dans AT telle que :
list(#'") est initialisée a la liste vide.
créer une entrée pour v dans PT tel que
pos(?) pointe sur le début de list(?').
Sinon-- v est enregistré comme noeud actif
créer une entrée pour v dans AT tel que list() est initialisée a la liste vide
Fin si

Algorithme 6.29 : A) Classification d'un t-noeud

Les algorithmes proposés précédemment sont modifiés en conséquence. Soit
Str = (F,AT,PT) une structure OLDT, soit v un t-noeud dont la classification
doit étre effectuée. On pose S = {p(c’) : appelj(v) = (c,a), appel (1) =(c',a"), a
= p(a') et u est un noeud actif de F}. S désigne la liste des (contraintes issues
des) noeuds actifs compatibles de v. Trois possibilités se présentent (algorithme
6.29).

L'algorithme présentant la structure OLDT initiale Strg = (F,AT,PT) reste le
méme (algorithme 6.7).

L'algorithme d'extension élémentaire d'une structure OLDT est modifié. Le
point 1.3 de I'algorithme 6.8 est modifié (algorithme 6.30).

1.3 Pour toute sous-réfutation atomique m telle que m débute par un noeud
actif u et finit par un nouveau t-noeud w
on pose app(u) = (¢c,a) et d = estr(m) a.
Si il n'existe pas d'élément &' dans list(u) tel que cAd b+ cnd'
Si c-pro(list(u),cAd) alors
ajouter c-gen(list(u),cAd) a la fin de list(x)
Sinon
ajouter 4 a la fin de list(u)
Finsi
Fin si
Fin pour

Algorithme 6.30 : C) Extension élémentaire d'une structure OLDT

En résumé, les modifications apportées a la résolution sont les suivantes : pour
I'algorithme A, une nouvelle possibilité de classification a été introduite
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(classification avec abstraction) et pour I'algorithme C, I'ajout d'un élément dans
une liste de solutions (le point 1.3) a été remanié. Ce nouveau calcul est appelé
étape de widening de la résolution AOLDT. Tout comme la résolution OLDT,
I'étape de widening de la résolution AOLDT calcule une forét OLDT et est
caractérisée par une stratégie de parcours. Chaque fois que cela n'est pas
précisé, la stratégie de parcours "multi-étape et en largeur d'abord" est sous-
entendue.

Forét, arbre ou graphe OLDT ?

Soit F une forét OLDT, considérons les arcs imaginaires (v,7') entre chaque
noeud passif v de F et chaque noeud actif 7' de F tel que v pointe sur 7'. Ces
arcs sont dits pointants. Un arc pointant (z,7') est dit remontant ssi le noeud 7'
est plus ancien que le noeud v (d'apres 'ordre de création des noeuds), est dit
descendant sinon. On sait (d'aprés l'algorithme) qu'un arc pointant descendant
est toujours placé entre un noeud passif v d'un arbre de F et la racine 7' (noeud
actif) d'un arbre de F telle que size(?') = 1. Si on ajoute a la forét F I'ensemble
des arcs pointant descendant, on obtient un seul arbre (car tous les arbres sont
reliés et aucune boucle ne peut apparaitre). Cet arbre est dit OLDT. Si on ajoute
maintenant a I'arbre OLDT l'ensemble des arcs pointants remontant (ce qui
revient a ajouter 'ensemble des arcs pointants a la forét OLDT) on obtient un
graphe (car certaines boucles peuvent apparaitre). Ce graphe est dit OLDT. Par
la suite, nous utiliserons indistinctement la forét, 'arbre ou le graphe OLDT
pour notre étude. Nous illustrons notre propos avec un exemple considéré
précédemment.

Exemple 1
Soit le programme P suivant :

1t3(s(s(0))).
1t3(X) « 1t3(s(X)).

Soit Je but G suivant :
« 1t3(s(0)).

Considérons Prolog. Si 1t3 est un t-symbole de prédicat et si I'opérateur
Vprox €st associé a I'ensemble des noeuds actifs et est paramétré par ky3 = 3,
alors la forét OLDT obtenue par I'étape de widening de la résolution AOLDT
de (P,G) est décrite par la figure 6.31. Pendant la résolution, lorsque la
classification du noeud 3 se présente, prox-pro(S,lt3(s(s(s(0))))) retourne
vrai car t = 1t3(s(s(X)) est I'anti-unifié de 1t3(s(s(0)) et 1t3(s(s(s(0))) et
depth(t) 2 3, aussi un nouvel arbre de racine prox-gen(S,lt3(s(s(s(0))))) =
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1t3(s(s(X)) est créé. Notons que les noeuds passifs 3 et 5 pointent sur le
noeud actif 4 et qu'ils ne peuvent pas exploiter I'unique solution de list(4).

1: 1t3(s(0)) 4:13(s(s(X)))
X0 AT
1
: 2: [True]
. 5:1t3 X
2136600 O GIBECEX) ) 4 [X/0]
4
3 —
O (3:13Gs(ss0)))) s |

Figure 6.31

L'arbre OLDT est décrit par la figure 6.32 (I'arc (3,4) est un arc pointant
descendant). Nous représentons les arcs pointants par une fleche en pointillé.

1:1t3(s(0)) / 4:1t3(s(s(X)))
// X/0 AT
, 1:
2:1t3(s(s(0))) : 0 6:113(5(5(5(X))))) i %')r(r/lcl)e]
| A
| PT
| 3 —
O (3:13(s(s(s(0)))) 5t —

Figure 6.32

Le graphe OLDT est décrit par la figure 6.33 (l'arc (5,4) est un arc pointant
remontant).
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1: 1t3(s(0)) « 4:1t3(s(s(X)))
/X0 4 AT
1.
1 ' 2: [True]
2: 13(s(s(0 5:1t3(s(s(s(X)))) SLoe
((s(0))) : O ) - 0]
| rr 4
| 3t —
O (3: 13(s(s(s0)))) 5|
Figure 6.33
Exemple 2
Soit le programme P suivant :
app(nil,L,L).
app(cons(X,L),La,cons(X,L3))« app(Ly,La,L3).
Soit le but G suivant :
< app(Lj,L2,L3).
I app(Lj.Ly.L3)
L,=nil Lj=cons(X,L')
L3=L, Li=cons(X,L'3)
O (2:app(L'1.L2.L'3))
PT (
AT 2:I \
" {L;=nilLy=L,}™®

Figure 6.34

Si app est un t-symbole de prédicat et si l'opérateur V44 est associé a la liste
des solutions et est paramétré par kapp = 2 alors la forét OLDT obtenue par
I'étape de widening de la résolution AOLDT de (P,G) est décrite par la figure
6.37. Dans un premier temps, on obtient la forét OLDT décrite par la figure
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6.34. Dans un second temps, la solution sy = {Li=nil, L3=L,} est utilisée
afin de générer une nouvelle solution sy = {Lj=cons(X,nil), Lz=cons(X,L2)}
a partir du noeud 2 (voir figure 6.21).

L:app(Ly,Ly,L3)

L =nil L=cons(X,L'y)
O (2:appL'1.LyL'))
L';=nil|
Ly=ly,
AT O PT

1:
{Ly=nil,L3=L,} - |
{L=cons(X,nil),L3=cons(X,L,)}

Figure 6.35

l1:app(L;,L,,L3)

L=nil Ly=cons(X,L'})
153=L, Liy=cons(X,L'3)
O (2:app(L'1,Ly,L'3))

v o
‘ L'y=nil , L'1=cons(X',nil):
L 3=L2/ 7 L'3=cons(X',L,) |

AT a O PT

1:
{ L 1 =nil ,L 3=L2 }
X {L;=cons(X,nil),Ly=cons(X,L,)} < I

{L;=cons(X,L"),L3=cons(X,L"5)}

Figure 6.36

Dans un troisieme temps, la solution sy est utilisée afin de générer une
nouvelle solution s3 = {Li=cons(X,cons(X',nil)), L3=cons(X,cons(X',L7)}
a partir du noeud 2. Toutefois, s3 n'est pas intégrée dans list(1). En effet,
comme card(list(1))+1 = 3 > Kkapp, On effectue une anti-unification entre s; et
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s3 et le résultat s3 = {Li=cons(X,L"1), L3=cons(X,L",)} est utilisé pour
remplacer s (voir figure 6.21). Sur la figure, nous avons marqué d'une croix
la solution sy pour indiquer que celle-ci était éliminée. Il est a noter que le
choix était possible entre s; et sp pour l'anti-unification. Ce choix est
arbitraire, et peut étre guidé par quelques heuristiques (par exemple, le choix

peut s'effectuer sur une notion de ressemblance).

Finalement, la solution s3 est utilisée fin de générer une nouvelle solution s4
= {Lj=cons(X,cons(X",L"1)), L3=cons(X,cons(X,L"2)} a partir du noeud
2. Cette derniére solution est instance de s3, aussi la résolution se termine

(voir figure 6.37).

1:app(L;,.L;.L3)

L=nil L;=cons(X,L'})
Ly=L, Li=cons(X,L'3)

O (2:app(L'1.Ly.L'3))
LI, / \ l= t n
L ) IO
==, L'3=cons(X',nil)| \\ 3 2
O O O

AT PT
{ L 1 =nil,L 3=L2 }
X {L=cons(X,nil),L3=cons(X,L,)}
{Ly=cons(X,L" 1),L3=cons(X,Ii2)}

2:

Figure 6.37

Nous obtenons dans la liste des solutions du noeud 1 une caractérisation des
solutions pour le but app(L1,L2,L3). Si le parametre kapp avait une valeur plus
importante (permettant ainsi la prise en compte de plus de solutions), la précision
du résultat serait meileure. Toutefois, il n'est pas possible d'inferrer la structure
récursive des solutions avec cette méthode. Il est donc nécessaire pour améliorer
I'analyse d'intégrer des propriétés (contraintes) abstraites permettant de coder

une telle information. C'est ce que nous ferons au chapitre 8.

Exemple 3
Soit le programme P suivant :

ack(0,Y,s(Y)).«

N plt
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ack(s(X),0,Z) « ack(X,s(0),2)
ack(s(X),s(Y),Z) « ack(s(X),Y,Z"), ack(X,Z'.Z)

Soit le but G suivant :
« ack(X,Y,7)

Si ack est un t-symbole de prédicat et si l'opérateur Varg est associé a la liste
des solutions et est paramétré par kK cx = 1 alors la forét OLDT obtenue par
I'étape de widening de la résolution AOLDT de (P,G) est décrite par la figure

6.38.

Cet exemple illustre la possibilité d'obtenir des graphes plus complexes. Peu
d'informations est obtenue sur la forme des solutions. Q

l:ack(X,Y,Z)
\‘\\ X=s(X")
| | X=s(X) '\
: Y=0
D Gaots02)  \GakeX)Y D, akX12) )
| | \ I
X=0 | | \ I
| 1Z=5(2) \ | I=s(I)
Z=s(s(0) | | A
| N
0O O (4:ack(X's(1).2) )
|
PT AT |
). i | Z=s(Z)
3 X [X=0,Z=s(V)] |
. (Z=5(2))) 0
>

Figure 6.38

Ancétre réel

Nous présentons maintenant la notion d'ancétre réel. Soit T un arbre OLDT et
soient v et 7' deux noeuds de T, v est un ancétre de ' ssi v est plus ancien que
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v' (d'apres l'ordre de création) et si il existe un chemin entre v et ¢'. Soit m le
chemin allant de la racine i/ de T jusqu'a ¢’ et soit » un noeud de m. Si il existe
sur le chemin m et a partir de v un arc pointant descendant (",w") alors v est un
ancétre réel de v ssi size(v) < size(v"), sinon v est un ancétre réel de 7' ssi
size(v) < size(?'). En fait, v est un ancétre réel de ' ssi a partir de appel;(v) il
est possible d'atteindre appel;(7'). Prenons un exemple simple (figure 6.38), les
noeuds 1 et 3 sont des ancétres du noeud 4 mais le noeud 3 n'est pas un ancétre
réel du noeud 4 car size(3) > size(4).

Nous modifions l'algorithme de I'étape de widening en tenant compte de cette
notion d'ancétre réel. En fait, ce qui change par rapport a I'algorithme original
est simplement le fait de ne considérér pour un noeud v donné que la liste des
ancétres réels de v. On reprend l'algorithme 6.29, mais on pose S = {p(c') tel
que appelj(v) = (¢c.a). appelj(v) = (c',a'), a = p(a’) et u est un noeud actif de la
liste des ancétres réeis de v}. Ce changement est justifié a la section 4.2 ot il est
montré que tout graphe OLDT obtenu par I'étape de widening (modifiée comme
ci-dessus) de la résolution AOLDT est adéquat a une analyse par calcul de point
fixe. Dorénavant, nous considérons (sauf si le contraire est explicitement
indiqué) I'étape de widening de la résolution AOLDT avec la version modifiée de
l'algorithme (ci-dessus) de classification d'un t-noeud.

Théoréme 6.39
L'étape de widening de la résolution AOLDT est finie.

Preuve

Comme le nombre de symboles de prédicat pouvant apparaitre dans un
programme est fini, on peut se ramener pour simplifier au cas ol ce nombre
est égal a 1.

Aux détails pres, la considération d'un nouveau noeud v lors de la résolution
est équivalente a I'opération suivante : S V. app(v) ot S = {p(c') | appel;(v)
= (c,a), appelj(u) = (c',a'), a = p(a’) et u est un noeud actif de la liste des
ancétres réels de v}. De méme, aux détails pres, la considération d'un nouvel
élément 4 pour une liste de solutions list(x) est équivalente a I'opération
suivante : list(x) V. 4. Ceci nous permet de conclure, d'aprés la définition de
V., que:

o chaque ensemble d'ancétres réels d'un noeud est finie
o chaque liste de solutions associé€e a un noeud actif est finie.

En outre, chaque noeud posséde un nombre fini de noeuds fils. En effet, le
nombre d'étapes de dérivation liées a un noeud actif est fini (car le nombre de
clauses d'un programme est fini) et le nombre de solutions pouvant étre
consultées par un noeud passif est fini (car chaque liste de solutions est finie).
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D'une part, un nombre infini de noeuds actifs nécessite d'aprés le lemme de
Koenig (tout arbre infini a branchement fini admet une branche infinie) une
branche infinie. Supposons une telle branche infinie notée A. Soit label(i) =
(c,ay,...,ap). On sait qu'il existe un atome a; tel que les i-1 premiers atomes
de label(7) sont réfutés sur br et tel que a; n'est pas réfuté sur A. Il existe donc
un noeud 71 sur A tel que level(#;) est fini et tel que label(vy) = (c1,4i,...,2n).
Ce noeud est actif sinon il existerait une réfutation de a; sur A. v posséde sur
A un noeud fils w tel que label(w1) = (¢1',61,....6m»8j+1,-...4n). On sait
qu'il existe un atome §; tel que les j-1 premiers atomes de label(w;) sont
réfutés sur br et tel que 6 n'est pas réfuté sur A. Il existe donc un noeud v;
sur br tel que level(#;) est fini et tel que label(z7) = (¢2,6j,...,6m,8i+1,....4n).
Ce noeud est actif sinon il existerait une réfutation de #; sur A. Clairement v,
est un ancétre réel de 7». Si on continue le raisonnement précédent, on arrive
a la conclusion qu'il existe un noeud v, tel que la liste des ancétres réels de
Yy est infinie. Ceci est en contradiction avec a). Le nombre de noeuds actifs
est donc fini.

D'autre part, un nombre infini de noeuds passifs nécessite également d'apres
le lemme de Koenig une branche infinie. Comme le nombre de noeuds actifs
est fini, sur cette branche apparait nécessairement une suite infinie S de
noeuds passifs. Pour tout noeud passif v et tout noeud fils = de v, on sait
que size(w) < size(v). Or, le nombre d'atomes de l'étiquette du premier
noeud de la suite S est nécessairement fini. Ceci est une contradiction. Le
nombre de noeuds passifs est donc fini.

Le nombre de noeuds actifs et de noeuds passifs est fini et chaque liste de
solutions associée a un noeud actif est finie. Aussi, I'étape de widening de la
résolution AOLDT est finie. O

Théoréme 6.40
L'étape de widening de la résolution AOLDT est compléte vis a vis de la
résolution OLD par rapport a la sémantique du flux de données.

Preuve
La preuve établie pour la résolution OLDT reste valable. O

4.2 Analyse d'un graphe OLDT

Avant d'introduire 1'étape de narrowing de la résolution AOLDT, il est
nécessaire de fournir quelques éléments d'analyse.
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Définition 6.41
Soit T un arbre OLDT et soit G le graphe OLDT associé, une boucle sur G est
un chemin m = (7,7') sur T tel que ¢ pointe sur v et tel que v est plua ancien
(d'apres l'ordre de création) que o' .

Si A = (v,7') est une boucle alors le noeud v est appelé le noeud origine de la
boucle et le noeud ¢ est appelé le noeud terminal de la boucle.

Notation 6.42
Soit G un graphe OLDT, loops(G) désigne l'ensembi« des boucles de G, et
pour tout noeud v de G, loops(v) désigne I'ensembie des boucles de G dont
l'origine est le noeud v.

Par exemple, le graphe OLDT de la figure 6.33 posséde une seule boucle A =
(4,5). Le graphe OLDT de la figure 6.38 posséde trois boucles distinctes A} =
(1,2), Ay = (1,3) et A3 = (1,4), et loops(1) = {A1,A2,A3}.

Une relation de préordre < et une relation d'équivalence = sont définies par
rapport a tout graphe OLDT. Soit G un graphe OLDT et soient Aj et A deux
boucles de G,

A1 < A7 ssi il existe un chemin menant de l'origine de A; & I'origine de A3

A=ArssiA; <AretAr <A

S1 G est un graphe OLDT alors loops(G)/= désigne I'ensemble des boucles de G
modulo =. Deux boucles appartiennent a la méme classe si elles sont étroitement
liées (il est possible de passer de l'une a I'autre par dépliage).

Un graphe OLDT posséde une structure adéquate a une analyse par calcul de
point fixe. En effet, chaque noeud passif pointe sur un ancétre réel. Aussi,
lorsqu'un attribut (une information) est associé a un noeud v, pour vérifier
I'invariance locale (i.e., I'invariance ne tenant pas compte des noeuds ancétres
de v) de cet attribut, il suffit de considérer I'ensemble loops(7) des boucles dont
I'origine est le noeud v et de montrer que l'attribut est préservé par rapport au
dépliage de chacune de ces boucles. Le calcul s'effectue donc simplement et
naturellement.

Soit (A,<) un ensemble d'attributs A muni d'une relation d'ordre partielle <.
Etant donné un attribut 4 et un noeud v, on cherche a calculer un attribut &' qui
soit plus petit ou égal a & et qui soit invariant (localement) par rapport au dépliage
des boucles de I'ensemble loops(7). Ce calcul s'effectue par point fixe a l'aide
d'un opérateur d'invariance noté p. Cet opérateur posséde comme arguments un
attribut & et un noeud v et retourne comme résultat un attribut &'. Quelque soit
l'attribut a et le noeud v, un opérateur d'invariance p doit vérifier :

Co p(a,v)<a
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C1 3k e IN tel que Ifp ps,») = pk(4,v) = pk+1(4,v)

Si loops(v) = @ alors le résultat de 'opération p(4,v) est l'identité &, sinon il
s'agit de calculer l'invariance de l'attribut & par rapport a chaque boucle de
I'ensemble loops(w) et de considérer un minorant global via un opérateur de
minoration .

p(a,7) = & ssi loops(v) = @
p(&,7v) = pp(a,by) @ ... ® pp(&,by) ssi loops(v) = {A1,....An}.

L'opérateur de minoration @ est un opérateur défini de AxA sur A et tel que :
C; Vaec A, Vael a®i<ieti®i <y

Le calcul de I'invariance d'un attribut par rapport a une boucle est donné par
'opérateur pp. L'opération pp(4,A) consiste a propager (descendre) l'attribut &
de l'origine de la boucle jusqu'au noeud terminal de la boucle via un opérateur
down tout en effectuant un calcul d'invariance pour chaque noeud de la boucle,
puis de remonter le résultat & vers l'origine de la boucle via un opérateur up et
de considérer un minorant a a et a'.

si A=(v1,vp) alors pp(4,A) =& @ &' tel que :
a7 j = down(d,v1,v2) et &0 =P p(ay;,7)
ép.i = dowrl(ép-l .0:Vp-1,7p) et ép‘o =lfp P(ap 5, vp)
ﬁ' = up(ép.o,vp,v])

Les opérations down(4,v,7") et up(4,v,v") permettent de propager vers un noeud
7' un attribut & associé & un noeud v en considérant une éventuelle
transformation (mise a jour) de 4. La propagation peut se faire vers le bas
(down) ou vers le haut (up). Notons que la condition C; implique la condition

Co.

Pour résumer, la spécification d'un opérateur d'invariance p consiste a :
e décrire un ensemble d'attributs A muni d'une relation d'ordre partielle <
e décrire un opérateur de minoration @
e décrire les opérateurs down et up
e vérifier les conditions Cy, Cp

Deux types d'analyse peuvent étre considérés :

e une analyse top-down
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- initialement, un attribut 4 est associé a la racine 7 de l'arbre OLDT

- inductivement, si un attribut 4 est associé a un noeud » de l'arbre OLDT,
on calcule &' = Ifp p(3,) et on propage &' vers les noeuds fils de v.

¢ une analyse bottom-up
- initialement, un attribut 4 est associé a chaque feuille de I'arbre OLDT

- inductivement, si un attribut &; est associé a chaque noeud fils w; d'un
noeud v de l'arbre OLDT, on propage chacun de ces attributs vers le
noeud 7, on considére un minorant 4 & l'ensemble de ces attributs et on
calcule Ifp p(s,v).

D'un point de vue pratique, il est possible de simplifier toute analyse en ne
tenant compte que des noeuds origines des classes de boucle. En effet, si v est
'origine d'une classe de boucles et si & est un attribut associé a v, alors lors du
calcul de Ifp ps,»), il est possible de garder la trace du calcul.

4.3 Etape de narrowing

L'étape de narrowing de la résolution AOLDT consiste a améliorer le résultat de
I'étape de widening. Cette étape consiste donc a transformer légérement une
forét OLDT obtenue aprés une étape de widening. Deux phases de
transformation sont a prendre en compte : une phase de simplification pendant
laguelle les parties redondantes du graphe OLDT sont supprimées et une phase
d'instanciation pendant laquelle certaines parties du graphe OLDT sont
instanciées en reconsidérant l'information perdue via les généralisations

4.3.1 Phase de simplification

Cette phase consiste a couper certains arcs passifs, et donc a éliminer certains
sous-arbres, de l'arbre OLDT obtenu par I'étape de widening. Ceci ne pose
aucun probléme de complétude car tout noeud actif appartenant a un sous-arbre
supprimé ne peut étre pointé de I'extérieur de ce sous-arbre puisque tout noeud
passif pointe nécessairement sur un noeud ancétre. On peut rapprocher cette
technique avec celle de [Vielle 89] qui consiste a éliminer les parties redondantes
d'un arbre SLD.

Définition 6.43
Soit T un arbre OLDT et v un noeud passif de T, un arc passif (v,w;)
connecté a v est dit inutile ssi il existe un autre arc passif (v, wj) connecté a v
et tel que cstr(z, wj) F cstr(v, wj).
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Soit T un arbre OLDT. L'algorithme de simplification de T est extrémement
simple, puisqu'il s'agit d'éliminer un a un les arcs inutiles. simplifier(T) désigne
l'arbre OLDT obtenu aprés la transformation suivante :

Tant qu'il existe un arc passif inutile dans T
éliminer de T I'un de ces arcs inutiles
Fin tant que

Algorithme 6.44 de simplification

Pour I'arbre OLDT de la figure 6.32, la phase de simplification n'est d'aucune
incidence puisqu'il n'existe aucun arc passif dans cet arbre. Par contre, I'arbre
OLDT de la figure 6.37 présente deux arcs passifs. L'un est inutile car :

{L 1=cons(X',nil) , L'3=cons(X",nil)}
{L 1=cons(X"'.L"1), L'3= cons(X',L"3)}.

Aussi, est-il possible de le supprimer. La figure 6.45 décrit la forét OLDT
obtenue apres cette phase de simplification.

lapp(L 1,L2,L3)

L;=nil Ll—cons(X LY
Ly=L, 3=cons(X, L 3)

(2:app(L'1.Ly.L'3))
L1=ml// \\L'1=cons(X',L"1)
L3=L, / \ L'3=cons(X'L",)
/ N\
O a

AT PT
{ L1=nil,L 3=L2 }
X {Lj=cons(X,nil),L3=cons(X,L,)}

{Ly=cons(X,L"{),Ly=cons(X,L"5)}
-

2:

Figure 6.45

4.3.2 Phase d'instanciation

La phase d'instanciation consiste a prendre en compte l'information perdue due
aux généralisations (si la forét OLDT considérée n'est constituée que d'un seul
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arbre alors la phase d'instanciation n'apporte rien). L'information retrouvée par
rapport a un noeud v est représentée par un attribut (une contrainte) ¢ qui est
associé a v. Toutefois, un calcul d'invariance doit étre réalis€ a partir de c et de
v, calcul dont le résultat est un attribut ¢' qui peut étre appliqué & v sans
probléme de consistance dans le graphe. Nous donnons ci-dessous une
spécification partielle d'un opérateur d'invariance p défini par rapport a
n'importe quel CLP-langage CL = (Z,£,4).

) (A,s) désigne (L,—)
e down est défini par :

down(d,v,v)=d
si (v,7') est un arc actif ou passif
down(d,v,v") = cnd
si (v,7') est un arc pointant descendant et label(v) = (¢,a1,...,4y)

e up est défini par :

up(d,v,v') = p(cead) tel que

app(v) = (¢,a), app(v') = (c',a")
p(a)=a', p(a)=aetp(X)=Xsi X ¢ Var(a) U Var(a') .

L'opérateur down propage l'information courante, une contrainte 4, en tenant
compte des contraintes étiquettant les arcs actifs et passifs et en ne prétant pas
attention aux généralisations via les arcs pointants descendants. L'opérateur up
consiste a remonter l'information invariante calculée tout en renommant certaines
variables de maniere a pouvoir comparer cette information avec !'information
originale.

Cette spécification de p est partielle car nous ne donnons pas la description de
I'opérateur @ (et donc ne pouvons pas montrer les conditions Cj, Cp).
Supposons toutefois qu'elle soit donnée (et que les conditions Cp, et Cy soient
vérifiées) par rapport a un CLP-langage fixé.

Soient T un arbre OLDT et i la racine de T. L'algorithme d'instanciation de T est
le suivant : instancier(T) désigne l'arbre OLDT obtenu aprés I'appel de inst(T,1)
sachant que inst(d,v) est défini comme suit : '
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soit e = fp p(4,v)
remplacer label(v) = (¢,ay,...,ap) par label(v) = (cre,ay,...,an)
Pour tout arc (v, w) actif ou passif de T faire

Si caencstr(v,w) est satisfiable alors inst(e, w)

Sinon couper l'arc (v,w)

Fin si
Fin pour
Si v est un noeud passif (pointant sur un noeud actif ') alors

Si (v,7") est un arc pointant descendant alors inst(cae, ')
fin si

Algorithme 6.46 d'instanciation

Une contrainte 4 est associée a v. On calcule une contrainte ¢ — 4 qui soit
invariante par rapport au dépliage des boucles dont v est I'origine. On peut alors
sans probleme prendre en compte la contrainte e au niveau de l'étiquette de v.
Ensuite, on propage cette information vers chaque noeud fils w de . Au cas ou
le nouveau test de satisfiabilité échoue, 1'arc (v,w) est coupé (et donc le sous-
arbre rattaché par cet arc est éliminé). L'algorithme d'instanciation est un
algorithme top-down.

Pour CLP( ¥7), on définit I'opérateur @ par :
V (e,c') € L2, c@c désigne glb(c,c').

La condition Cy est vérifi€e car pour CLP( ¥7), — est un ordre bien fondé pour
L. La condition C; est immédiate.

Tentons d'instancier l'arbre OLDT de la figure 6.32. L'appel initial est :
inst(T,1). Comme Ifp p(T,1) = T, on passe alors (sans modifier l'arbre) a
inst(T,2) puis inst(T,3). Le noeud 3 est un arc passif (pointant sur le noeud actif
4) et l'arc (3,4) est un arc pointant descendant. L'appel suivant est donc :
inst({X=s(0)},4). On sait que loops(4) = {(4,5)}.

1 p({X=s(0)}.4) = pp({X=s(0)},(4,5))

pp({X=s(0)},(4,5)) = {X=s(0)} @ {X=s(s(0))} = {X=s(X")} car
{X=s(0)} = down({X=s(0)}.4,5)
{X=5(0)} = lfp p({X=5(0)},5)
{X=s(s(0))} = up({X=s(0)},5,4)

2 p({X=s(X"}.4) = pp({X=s(X"},(4,5))

P'({X=5(X)},(4,5)) = {X=s(X")} & {X=s(s(X"))} = {X=s(X)} car
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{X=s(X")} = down({X=s(X")}.4.,5)

{X=s(X")} = lfp p({X=s(X)},5)
{X=s(s(X")} = up({X=s(X")},5,4)

Ainsi, Ifp p((x=s(0)} 4) = {X=8(X")}

On transforme I'étiquette 1t3(s(s(X))) du noeud 4 en 1t3(s(s(s(X")))). Ensuite,
comme X=0 A X=s(X') est insatisfiable, on coupe I'arc étiqueté par la contrainte
X=0. Finalement, un dernier appel inst({X=s(X")},5) est généré. Comme
loops(5) = @, Ifp p({X=s(X)},5) = {X=s(X")}. On transforme donc I'étiquette
1t3(s(s(s(X)))) du noeud 5 en It3(s(s(s(s(X"))))). La forét OLDT obtenue aprées
la phase d'instanciation est décrite par la figure 6.47.

1:1t3(s(0)) o« 4:1t3(s(s(s(X")))
Y * AT
// I k
O] : GIBG(s(s(s(X ) i &r/l(l)?]
| A
| PT
; 3
O (313Gs(s(s0))) 5:

Figure 6.47

4.3.3 Description de I'étape de narrowing

L'étape de narrowing est une séquence de phases de simplification et de phases
d'instanciation. Soit T un arbre OLDT, I'étape de narrowing

fini := faux
Tant que fini = faux faire
T' := simplifier(T)
T" := instancier(T")
Si T" =T alors fini := vrai
SinonT:=T"
Fin si
Fin tant que

Algorithme 6.48 : étape de narrowing
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Théoréme 6.49
L'étape de narrowing de la résolution AOLDT est finie.

Preuve

L'algorithme de simplification est fini car le nombre d'arcs passifs dans un
arbre OLDT est fini. L'algorithme d'instanciation est fini car par définition le
calcul d'un plus petit point fixe est fini et le nombre de noeuds dans un arbre
OLDT est fini. Le nombre de phases de simplification consécutives est fini
car le nombre d'arcs passifs dans un arbre OLDT est fini. Finalement, comme
l'algorithme d'instanciation est idempotent, i.e., instancier(instancier(T)) =
instancier(T), on en déduit que 1'étape de narrowing de la résolution AOLDT
est finie. Q

Théoréme 6.50
L'étape de narrowing de la résolution AOLDT est compléte vis a vis de la
résolution OLD par rappport a la sémantique du flux de données.

Preuve
Pour 'étape de simplification, il est clair que les transformations préservent la
complétude. Pour 1'étape d'instanciation, on montre par récurrence que le
graphe reste consistant. O

S5 Discussion

[Kanamori et Kawamura 87,90] ont été les premiers, a notre connaissance, 2
utiliser la résolution OLDT pour concevoir un interpréteur abstrait. En
considérant un domaine abstrait fini, la terminaison du calcul est assurée.
[Gallagher et al. 88] reprennent la méme idée et I'étendent a FCP ("Flat
Concurrent Prolog"). [Fil¢ et Sottero 91 , Codognet et File 92] ont également
cette démarche mais dans un cadre englobant la programmation logique avec
contraintes. Par ailleurs, la résolution OLDT est bien adaptée aux techniques de
transformations de programmes. [Gallagher et al. 88], [Warren 92], [Boulanger
et Bruynooghe 92] et [Parrain 94] utilisent pour cela l'information qui est
diponible dans les tables. A noter que [Boulanger et Bruynooghe 92]
introduisent une notion étendue de la résolution OLDT au sens ou les entrées des
tables ne sont pas des atomes mais des conjonctions d'atomes. Une étude
approfondie de 1'implémentation de la résolution OLDT a été réalisée par [Van
Hentenryck et al. 93]. Les auteurs montrent d'abord qu'un cadre sémantique
adapté a la résolution OLDT peut €tre obtenu a partir d'une sémantique générique
de point fixe [Le Charlier et Van Hentenryck 93]. Il est montré ensuite que,
d'une part, éliminer les éléments redondants (ou plus spécifiques) des listes de
solution lors de la résolution a une incidence significative sur l'efficacité et que,
d'autre part, une interprétation abstraite basée sur la résolution OLDT permet
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d'obtenir des résultats plus précis qu'une interprétation abstraite travaillant avec
une granularité plus faible [Van Hentenryck et al. 93b]. En pratique, toutefois,
cette différence est moins flagrante.






Partie IV

Une Inférence de Types

Pour illustrer la puissance du modele d'interprétation: absiraite générique proposé
a la partie III, nous proposons une inférence de types basée sur I'utilisation de
contraintes ensemblistes. Au chapitre 7, nous étudions les relations entre les
types et les contraintes ensemblistes. Au chapitre 8, nous proposons d'intégrer a
CLP(F7) une forme limitée des contraintes ensemblistes de maniere a pouvoir
générer les types sous cette forme avec la résolution AOLDT.
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Chapitre 7

Types et Contraintes
Ensemblistes

Dans ce chapitre, nous étudions les relations entre les types et les contraintes
ensemblistes. Dans la premiére section, nous introduisons d'abord les
contraintes ensemblistes en signalant les opérations ensemblistes qui sont utiles a
I'analyse de programmes (section 1.1), puis nous présentons les différentes
classes de contraintes ensemblistes qui ont été étudiées (section 1.2). Deux
catégories de types sont abordées dans la seconde section : les types syntaxiques
(section 2.2) et les types sémantiques (section 2.3). Les premiers représentent
une restriction sur les appels et les seconds représentent une restriction sur les
solutions d'un programme logique. Nous nous intéresserons particulicrement
aux systemes de types sémantiques en présentant (par I'exemple) les différentes
approches, a savoir, 'approche opérationnelle, l'approche de point fixe et
I'approche dénotationnelle. Pour finir (section 3), nous envisagerons les
possibilités d'une adéquation entre contraintes ensemblistes et approche
opérationnelle.

1 Contraintes ensemblistes
1.1 Définition

Les contraintes ensemblistes permettent de décrire trés naturellement des
relations entre des ensembles de termes construits a partir d'une algebre libre.
Les contraintes ensemblistes sont utilisées particulicrement dans le domaine de
I'analyse de programmes (et, en particulier, pour l'inférence de types), que ce
soit pour les langages fonctionnels ([Reynolds 69], [Jones et Muchnick 79],
[Mishra et Reddy 85], [Aiken et Murphy 91], [Heintze 92]), les langages
logiques ([Mishra 84], [Zobel 87], [Bruynooghe et al. 87], [Heinze 92]) ou les
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langages impératifs ([Heintze 92]). Il est important de remarquer, toutefois, que
I'ensemble de ces travaux n'utilise pas toujours explicitement le formalisme des
contraintes ensemblistes. C'est ainsi, par exemple, que [Mishra 84] utilise des
"regular tree" ou "leaf linear equations" et que [Bruynooghe et al. 87] utilisent
des "type graphs". Le seul (mais véritable) intéret d'utiliser le formalisme des
contraintes ensemblistes est son caractére clarificateur et unificateur..

Soit ¥sc un ensemble de symboles de variable et soit ¥ un ensemble (fini) de
symboles de fonction. Les éléments de ¥sc sont appelés variables ensemblistes,
et sont notés X, 9, Z, ...

Définition 7.1
Une expression ensembliste désigne 1'une des expressions suivantes :
X 1 f(ext,....exp) | f1(ex) I Lsc I Tsc lex uex'lex Mmex'| ex
ouXe Vsc,ae Fo,fe Fn, 1 <i<netly etTg désignent des symboles
spéciaux et ex, ex', ex; désignent des expressions ensemblistes.

Une expression ensembliste est donc soit une variable ensembliste, un terme (y
compris une constante), la projection d'une expression ensembliste, la plus
petite expression, la plus grande expression, l'union de deux expressions
ensemblistes, l'intersection de deux expressions ensemblistes, le
complémentaire d'une expression ensembliste. Notons que si f € 7, et que ex
est une expression ensembliste, alors il y a n projections possibles applicables a
ex par rapport a f, a Savoir : fh(ex),.... £ (ex).

Définition 7.2
Une contrainte ensembliste désigne l'une des expressions suivantes :
e ex C ex'
eex ¢ ex'
ou ex et ex' désignent des expressions ensemblistes.

Une contrainte ensembliste de la premiere forme est appelée contrainte positive et
une contrainte ensembliste de la seconde forme est appelée contrainte négative
([Gilleron et al. 93], [Aiken et al. 93]). Toutefois, & moins que cela ne soit
explicitement signalé, nous ne traiterons dans la suite que des contraintes
ensemblistes positives.

Définition 7.3
Un systéme de contraintes ensemblistes désigne un ensemble de contraintes
ensemblistes.

Maintenant que tous les objets syntaxiques (expressions, contraintes et systémes
de contraintes ensemblistes) sont définis, il est nécessaire d'étudier leur
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interprétation. Dans un premier temps, nous considérons les objets comme étant
clos (i.e., sans symboles de variable). Posons la signature X = (S,§,C) ou

S = {term_set}
G=Fu{flife Retl<i<nju {0,1,u,N, )

C={c,¢, 1,7}

La 2-algebre 4 considérée dans le domaine des contraintes ensemblistes est
définie comme suit :

e I'interprétation de S est donnée par A(term_set) = g (Term(F))

e l'interprétation de G est donnée par :
A(a) = {a}
A(f(ex1i,...,eXn)) = {f(ty,....tn) I t; € A(exy),...,tn € A(exp)}
A(f(ex) = {4 1 f(ty,...,ty) € A(ex)}

A(Lge) = D et A(Tse) = Term( F)
Alex U ex') = A(ex) U A(ex')
A(ex NMex') = 4(ex) N A(ex")
A(ex) = Term(F) - Alex)

e I'interprétation de C est donnée par :
A(ex ¢ ex') ssi A(ex) < A(ex")

Aex g ex') ssi A(ex) ¢ A(ex")
A(L) = false et A(T) = true

Expressions et contraintes ensemblistes closes sont donc interprétées sans
ambiguité par rapport 2 4. Les systémes de contraintes ensemblistes sont, quant
a eux, interprétés comme une conjonction de contraintes ensemblistes. I est a
souligner qu'une forme courante de contraintes ensemblistes est :

'

e X =¢X

Cette équation ensembliste correspond naturellement a la conjonction de deux
contraintes positives, c'est a dire : ex = ex' ssi ex C ex' A ex' C ex. 1] s'agit
donc avant tout d'un raccourci d'écriture.

Dans un second temps, nous prenons en compte les variables ensemblistes.
Désignons par Val I'ensemble des applications définies de Vens sur D =
A(term_set) = 0 (Term(F)). Tout élément 6 de Va/l est appelé une assignation
de variables. Soit § un systéme de contraintes ensemblistes et soit 6 une
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assignation de variables, si chaque contrainte ex c ex' de § est telle que B(ex) ¢
O(ex")T est évaluée a vrai (par rapport a 2), alors on dit que 6 est une solution de
S et que S est satisfiable. Il arrive que dans le domaine des contraintes
ensemblistes, une assignation de variables soit appelée une interprétation et
qu'une solution soit appelée un modéle (assignation de variables et Z-algebre
sont alors confondues). Nous avons préféré garder les notations et la démarche
que nous avons utilisées jusqu'ici afin de conserver une certaine homogénéité
dans notre propos.

Il est intéressant de pouvoir comparer deux solutions et deux systeémes
d'équations ensemblistes par rapport a un ensemble de variables.

Définition 7.4
Y (8,6)e Val2,VVe (V)
eBcvO ssiVXeV,0(X) co(X)
eB=y0'ssiVxeV,o0XxX)=0'(X)

Si on note par 6y la restriction du domaine de définition d'une assignation 0 par
rapport a un ensemble de variables V, alors 6 =y 0" ssi By = 6'}y.

Définition 7.5
Soient § et S' deux systémes de contraintes ensemblistes et soit V un
ensemble de variables ensemblistes, § v S’ ssi
e pour toute solution 0 de S, il existe une solution 6'de §'1 6 =y ©'
e pour toute solution 8" de ', il existe une solution 6 de S10 =y 6’

Suivant les classes de contraintes ensemblistes considérées, les propriétés
relatives aux solutions et aux systémes varient. Les propriétés étudiées sont en
général l'existence d'une solution (la satisfiabilité d'un systeme), l'existence
d'une plus petite solution, l'existence d'une plus grande solution, I'équivalence
de deux systémes...

Par exemple, le systeme
S1 = { Xx=aLf(X) , 9=b}
est un systeme admettant une seule solution 0 (par rapport a {X,7}) :

6(x) = {a,f(a),f2(a),...}
6(7) = {b}

T 9(ex) désigne l'expression ex oli toute variable X a été remplacée par 8(X)
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Le systeme
$2 = { X2aUf(f(X)) }
admet une infinité de solutions (par rapport & {9}) :

01(X) = {a,f(a),f2(a),...}
07(X) = {a,f2(a),f3(a),...}
03(X) = {a,f2(a),f4(a),f5(a),....}

et une plus petite solution 0 telle que 8(X) désigne I'ensemble des termes de la
forme fn(a) ol n est un entier pair. 1 admet également une plus grande solution
0' telle que 0'(X) = Term(¥).

Le systeme
S3={ Xn9yc0 , acxuy }
admet deux solutions (par rapport a {X,}) qui sont incomparables :

81(X)={a},01(MN=0
82(X) = @, 62(7) = {a}

Pour finir cette partie, notons que la liste des opérations ensemblistes introduites
ci-dessus (union, intersection, projection, complémentaire) n'est pas exhaustive.
Il est possible, bien sur, de considérer d'autres opérations. Par exemple,
[Heintze 92] utilise un opérateur de complémentation limitée qui ne peut
s'appliquer qu'a une expression ensembliste close. [Heintze 92] utilise
également des opérateurs quantifiés. Pour simplifier, ces opérateurs permettent
d'établir certaines conditions de la forme X € ex et X 1 ex, conditions exprimant
intuitivement une relation d'appartenance et une relation de différence. Un autre
opérateur considéré par [Heintze et Jaffar 92a] est l'opérateur d'union
ensembliste, noté W, qui ignore les dépendances entre les arguments.
L'interprétation (définition) de cet opérateur est basée sur celle de I'opérateur,
notée *, de cloture distributive ("tuple distributivity") introduit par [Mishra 84].
Intuitivement, la cloture distributive, notée ex*, d'une expression ensembliste
(close) ex désigne l'ensemble de tous les termes, obtenus en échangeant
simplement les arguments des termes qui appartiennent a A(ex) et qui sont
identiques aux arguments prés. Reprenons les définitions adoptées par [Heintze
et Jaffar 90] et [Heintze et Jaffar 92a] pour *et Wb :

e Alx”) = {clee o) U U H(HHACX))* () (ACX)))

e A(ex b ex') = A((ex U ex)*)
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Par exemple,

( f(a,b) L f(c,d) )* = {f(a,b),f(a,d).f(c,b),f(c,d)}
f(a,b) & f(b,a) = {f(a,a),f(a,b),f(b,a),f(b,b)}

Une derni¢re opération ensembliste intéressante est proposée par [Bachmair et
al. 92a]. Il s'agit d'une opération de diagonalisation, notée Af, et interprétée
comrme suit pour tout symbole de fonction f d'arité strictement supérieure a 1 :

o A(Af(ex)) = {t | f(t,...,t) € A(ex)}

Cette opération est généralisée dans [Bachmair et al. 92b] sous la forme Af_;.
L'opération Af établit une contrainte d'égalité sur I'ensemble des arguments d'un
terme de la forme f(ty,...,tn) alors que I'opération A, établit une simple
contrainte d'égalité entre les arguments t; et tj.

Tous ces opérateurs spécifiques ont été introduits car ils représentent des outils
pour l'analyse de programmes. C'est le cas des opérateurs de complémentation
limitée et des opérateurs quantifiés par rapport au travail de [Heintze 92].
L'opérateur & (ou l'opérateur *) est utilisé pour effectuer des approximations
([Mishra 84], [Bruynooghe et al. 87], [Yardeni et Shapiro 91] et [Yardeni 92]).
L'opérateur de diagonalisation devrait permettre 1'élaboration d'analyses plus
efficaces car cet opérateur établit une dépendance forte entre les arguments (ce
qui n'est pas le cas avec les opérations classiques). Pour le moment, nous
n'avons eu connaissance d'aucune utilisation de cet opérateur (si ce n'est par une
illustration donnée par [Bachmair et al. 92b]).

1.2 Classes de contraintes ensemblistes

Dans cette partie, nous discutons des différentes classes de contraintes
ensemblistes par le biais des algorithmes (essentiellement des algorithmes de
transformation) et résultats théoriques (essentiellement des résultats de
satisfiabilité) qui ont été congus, en particulier, pour chacune de ces classes. Il
est a remarquer que les résultats de satisfiabilité sont généralement constructifs,
i.e., ils mettent en évidence une solution (la plus petite, dans la plupart des cas)
sous une forme explicite. De maniere générale, une forme explicite est décrit par
un systéme d'équations ensemblistes, une grammaire (réguli¢re) de termes ou
encore un automate d'arbres. Cette forme correspond donc, dans la plupart des
cas, a un langage régulier, forme qui :

- s'obtient apres plusieurs phases de simplification pendant lesquelles
certaines opérations (intersection, projection, complémentation, ...) sont
éliminées.
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- permet de résoudre facilement certains problémes par utilisation directe des
algorithmes connus sur les grammaires de termes ou les automates d'arbres.

Par la suite, nous utiliserons beaucoup les systemes d'équations ensemblistes.
Aussi, donnons-nous la définition suivante :

Définition 7.6
Un systéme d'équations ensemblistes S est un ensemble fini {X; =
€x1,...,.Xn = €Xp} ol X1,...,X désignent des variables ensemblistes toutes
distinctes et X; # ex; pour 1 < i < n. L'ensemble de ces variables désigne le
domaine de $, noté Dom(S).

Notons la propriété suivante [Heinze 92] : Tout systeme d'équations n'utilisant
que des opérateurs ensemblistes monotones posséde une plus petite solution.
Une forme explicite relativement utilisée est la forme minimale définie comme
suit :

Définition 7.7
Un systéme d'équations ensemblistes S est résolu (ou sous forme résolue) ssi
toute équation X = ex de § est telle que ex désigne une conjonction
d'éléments qui sont soit des constantes, soit des termes de la forme

f(01,.9n).

Un systeme résolu § posséde un seul modele (par rapport a Dom(S)). Nous
abordons maintenant les différentes classes de (systemes de) contraintes
ensemblistes telles qu'elles ont été étudiées.

La premiere classe est celle des systemes d'équations ensemblistes ol les seules
opérations autorisées sont l'union et la projection. Un systeme de contraintes de
cette classe est toujours satisfiable. [Reynolds 69] et [Jones et Muchnick 79]
proposent un algorithme de transformation sous forme résolue. [Reynolds 69]
s'attache, en particulier, & décrire un algorithme d'inférence de types pour LISP
(pur). Les fonctions de projection considérées (fonctions "analytiques pour
[Reynolds 69]) sont les fonctions car et cdr qui représentent, de fait, les
opérations de projection cons) €t consy),.

La seconde classe abordée dans la littérature est celle des systémes d'équations
ensemblistes ol les seules opérations autorisées sont, cette fois-ci, I'union et
l'intersection. Un systéme de contraintes de cette classe est toujours satisfiable.
[Heintze 90] propose un algorithme de transformation sous forme résolue.
[Uribe 92a,92b] reprend les algorithmes de [Heintze 90] en les modifiant car
I'interprétation qu'il a choisie n'est pas classique (elle permet l'expression d'une
certaine dépendance entre les variables).
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[Heintze et Jaffar 91] ont investi la classe des systéemes de contraintes
ensemblistes définies ("definite"), contraintes de la forme ex D ex' sans
complément et sans opérateur ensembliste dans ex. Un systeéme de contraintes de
cette classe posseéde une plus petite solution, lorsqu'il est satisfiable. La plus
petite solution (si elle existe) est fournie sous la forme d'une grammaire de
termes par un algorithme dont la preuve de correction est assez complexe.

Pour la classe des contraintes ensemblistes n'incluant aucun opérateur de
projection, [Aiken et Wimmers 92] propose un algorithme qui, pour tout
systeme de contraintes, retourne celui-ci (lorsqu'il est satisfiable) sous une
forme résolue (différente de celle définie plus haut). Le probleme de la
satisfiabilité d'un tel systetme est prouvé €tre EXPTIME-dur et dans
NEXPTIME. [Gilleron et al. 92] présentent un algorithme analogue a celui de
[Aiken et Wimmers 92] en introduisant une nouvelle classe d'automates : les
automates d'ensembles d'arbres (appelés a l'origine automates d'arbres avec
variables libres). Les systemes sous forme résolue de [Aiken et Wimmers 92]
sont a comparer aux automates d'ensembles arbres de [Gilleron et al. 92].
L'équivalence n'est pas prouvée.

[Bachmair et al. 92] étendent les résultats de [Aiken et Wimmers 92] et [Gilleron
et al. 92] en permettant l'utilisation des opérations de diagonalisation et de
projection. Toutefois, 1'opération de projection ne peut apparaitre dans une
expression qu'avec une polarité négative (il s'agit d'une restriction d'occurrence
de l'opération de projection liée a la structure de l'expression ensembliste).
[Bachmair et al. 93] montrent que les contraintes ensemblistes (sans projections)
correspondent a la classe monadique (la classe des formules du premier ordre
sans symboles de fonction, avec des symboles de prédicat unaires et avec une
quantifications arbitraire) et que les contraintes ensemblistes avec
diagonalisations (généralisées) et projections de polarité négative correspondent
a la classe monadique avec égalités (ol des équations entre variables sont
autorisées dans les formules). Les résultats de décidabilité et de complexité de la
classe monadique peuvent ainsi s'appliquer : le probléme de la satisfiabilité des
contraintes ensemblistes est, de cette maniere, montrée NEXPTIME-complet.

Pour finir, pour la classe des contraintes ensemblistes positives et négatives
n'incluant aucun opérateur de projection, le probléme de la satisfiabilité d'un
systéme de contraintes est décidable. [Gilleron et al. 93] et [Aiken et al. 93] ont
prouvé ce résultat.
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2 Types
2.1 Introduction

Les langages de programmation non typés, tels que Prolog, ont comme principal
avantage d'assouplir la tiche du programmeur en ne lui imposant aucune
contrainte de typage, mais ont, par conséquent, comme principal inconvénient
d'affaiblir la sécurité et l'efficacité des programmes. Il est donc intéressant de
chercher a intégrer dans ces langages une nouon de typage qui ne soit
pénalisante ni pour le programmeur ni pour les programmes. Ceci ne peut
s'effectuer que de maniére automatique ou semi-automatique, c'est a dire sans
I'intervention ou avec une intervention limitée du programmeur. Dans ce dernier
cas, le programme peut s'avérer étre plus lisible ou plus intelligible. Il en résulte
que le typage est considéré en programmation logique sous deux formes
d'applications principales :

e la vérification de types ("type checking")
e 'inférence de types ("type inference")

La vérification de type consiste a vérifier la bonne construction des régles d'un
programme par rapport a2 un ensemble de types déclarés au préalable. Son
application essentielle est donc la détection, au moment de la compilation,
d'erreurs de t:page dans un programme. L'inférence de type consiste a générer
un ensemble de¢ valeurs possibles pour chaque argument ou chaque variable
apparaissant dans un programme. Son application essentielle est alors
'optimisation du code généré par le compilateur. On appellera systéme de types,
tout systeme permettant d'effectuer de la vérification et/ou de l'inférence de
types. On notera au passage qu'inférence et vérification peuvent étre associées
dans un méme systeéme.

La notion de polymorphisme est un autre aspect important de I'étude des types.
Les deux sortes de polymorphisme universel [Cardelli et Wegner 85] se révelent
étre particulierement intéressantes a gérer en programmation logique, & savoir :

¢ le polymorphisme paramétrique (ou généricité)
¢ le polymorphisme inclusif (ou héritage)

Le polymorphisme paramétrique désigne la possibilité de définir des types
génériques, i.e., des types paramétrés. Le polymorphisme inclusif désigne la
possibilité de définir des sous-types (héritant). Une définition de type est donc
générique ssi I'ensemble des termes qu'il représente n'est pas déterminé de
fagon unique par sa définition. Par exemple,
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type List = nil | cons(All,List)*

désigne l'ensemble des listes dont les éléments sont quelconques (All désigne
tous les éléments du domaine considéré). Cette définition n'est pas générique.
Par contre,

type List(a) = nil | cons(ot,List(o))

désigne I'ensemble des listes dont les éléments sont du type o sachant que o est
une variable de type (un parametre). Cette définition est générique. Une
définition de type additive est la donnée de tous les sous-types pour un type
donné. Par exemple,

type Parent = Mere | Pére

présente les sous-types de Parent, a savoir, Mére et Pére. Les sous-types Mére
et Pere hérite de Parent, i.e., peuvent utiliser les fonctionnalités de Parent.

D'autre part, quand on s'intéresse de plus pres aux systemes de types, on
découvre principalement deux modeles d'interprétation pour les types :

¢ un modele descriptif pour les appels
¢ un modele descriptif pour les solutions.

Le premier modéle d'interprétation est lié aux systémes de vérification de types.
Suivant ce modele, le type d'un prédicat doit décrire (ou approcher) I'ensemble
des atomes pour lesquels le prédicat peut étre appelé. Tout atome qui n'est pas
pris en compte par le type du prédicat ne peut donc pas étre appelé. Aussi, un
programme P est bien typé ssi aucun conflit de type ne peut survenir pendant
I'exécution de P. Et le fait qu'un programme P soit bien typé est indépendant du
comportement opérationnel de P, a savoir, par exemple si un succes ou un échec
est obtenu. En d'autres termes, cela revient a considérer les déclarations de types
comme des restrictions sur les objets typés. Ce modele d'interprétation est
utilisé, entre autres, par [Milner 78], [Mycroft et O'Keefe 84] et [Friihwirth 90].
Un slogan a été proposé par [Mycroft et O'Keefe 84] pour le qualifier : "Well-
typed programs do not go wrong".

Le second modele d'interprétation est li¢ aussi bien aux systémes de vérification
de types qu'aux systémes d'inférence de types. Suivant ce modele, le type d'un
prédicat doit décrire (ou approcher) I'ensemble des succes pour lesquels le

t Les définitions de types sont précédées du mot-clef "type” et utilisent le symbole | pour
exprimer une disjonction.
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prédicat peut réussir. Tout atome qui n'est pas pris en compte par le type du
prédicat ne peut donc pas étre réfuté. Aussi, pour les systémes de vérification de
types, un programme est bien typé ssi les déclarations de type associées au
programme correspondent & une approximation de l'ensemble des succes du
programme. Ce modeéle d'interprétation est utilis€ suivant une approche
opérationnelle par [Horiuchi et Kanamori 87], [Bruynooghe et Janssens 88] et
[Xu et Warren 88}, suivant une approche de point fixe par [Yardeni et Shapiro
91}, [Yardeni 92] et [Friihwirth et al. 92] et suivant une approche
dénotationnelle par [Mishra 84], [Zobel 87] et [Heintze 92]. Un slogan a été
également proposé par [Mishra 84] pour qualifier ce modele d'interprétation :
"Ill-typed programs cannot succeed"”.

Dans ce qui suit, nous présentons un certain nombre de systemes de types
proposés pour la programmation logique :

e les systémes de types syntaxiques
e les systemes de types sémantiques

Les premiers sont basés sur le premier modele d'interprétation et les seconds
sont basés sur le second modele d'interprétation.

Dans tous les systémes de types, des restrictions sont imposées a la définition
des types. Ceci s'explique par le fait que le probleme de la vérification de types
et de l'inférence de types est indécidable dans le cas général. Une classe de types
a été identifiée comme satisfaisante : la classe des types réguliers, i.e., les types
qui peuvent étre définis par une grammaire de termes (ou un automate d'arbres).
En effet, de nombreuses opérations sont envisageables (comparaison,
intersection, ...) pour cette classe [Dart et Zobel 92]. Une classe plus petite que
la précédente et tres utilisée est celle des types réguliers clos par * (la cloture
distributive). Les contraintes ensemblistes sont une autre maniére de coder les
types. Elles offrent un formalisme relativement clair et puissant.

Nous présentons maintenant un certain nombre de travaux relatifs aux systémes
de types en nous attardant davantage sur les systémes de types sémantiques. Un
certain nombre des derniers papiers du domaine est rassemblé dans l'ouvrage
[Types in LP 92].

2.2 Systemes de types syntaxiques

Les systéemes de types syntaxiques sont par nature des systemes de vérification
de types. La vérification de types est essentiellement utilisée pour détecter de
fagon précoce les erreurs de typage dans un programme. Cela sous-entend, en
général, que l'utilisateur effectue au préalable certaines déclarations, afin de
fournir au systeme d'une part la définition des types élémentaires et d'autre part
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la spécification du typage de chaque prédicat. Ces spécifications permettent alors
de tester le fait qu'un programme soit bien typé.

Commengons par illustrer de maniere informelle le type d'erreur qu'il est
possible de rencontrer dans un programme logique. Une erreur courante est la
transposition de deux arguments lors de la définition d'un prédicat. Par exemple,
si nb_list est un prédicat destiné a caractériser les listes L a N éléments, alors il
est évident que la définition suivante est mauvaise du fait de l'inversion des
parametres dans le fait.

nb_list(nil,0).
nb_list(s(N),cons(Y,L)) :- nb_list(N,L).

Ce type d'erreur peut trés bien €tre rattrapé par une analyse a la compilation si on
dispose (par exemple) de la déclaration suivante concernant le typage des
arguments du prédicat nb_list.

pred nb_list(Int, List(Int))*

Cette spécification de type pour le predicat nb_list indique que le premier
argument est un entier et que le second argument est une liste d'entiers. Les
types Int et List doivent bien entendus étre définis par ailleurs et correspondre a
la représentation symbolique utilisée par nb_list :

type Int = 0 | s(Int)
type List(o) = nil | cons(o,List(at))

Une autre erreur relevée par [Mycroft et O'Keefe 84] est l'omission de cas lors
de la définition d'un prédicat. Par exemple, si le fait était omis dans l'exemple
précédent, alors il serait possible de détecter a 1a compilation cet oubli en utilisant
la définition de type de nb_list. Cette technique nécessite toutefois la prise en
compte explicite des cas qui échouent. Par exemple, si sup_1 est un prédicat
destiné a caractériser les entiers supérieurs ou égaux a 1 et que la spécification de
sup_1 est donnée par :

pred sup_1(Int)
alors sup_1 doit étre défini comme suit :

sup_1(0) :- fail.
sup_1(s(0)).

T Les spécifications de types sont précédées du mot-clef “pred".
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sup_1(s(N)) :- sup_1(N).

Ceci donne une certaine mesure de 'intérét (et des problémes) relatif(s) au
typage. Nous étudions maintenant quelques contributions apportées a 1'étude des
systemes de types syntaxiques. [Bruynooghe 81] est le premier & suggérer
I'addition d'information de types et de modes dans un programme Prolog.
Utilisant l'information de mode, il propose un algorithme pour vérifier la
consistance du typage d'un programme. Toutefois, le cas du polymorphisme
n'est pas abordé.

La premiére étude concernant le polymorphisme (paramétrique) a été formulée,
semble-t-il, par [Milner 78]. Celui-ci introduit une "discipline" de type qu'il
intégre a un langage applicatif simple. Il est alors possible d'inférer (et par
conséquent de vérifier) le typage de toute expression de ce langage a partir
d'opérateurs polymorphes primitifs. Une distinction est faite toutefois entre
variables de type génériques et non génériques suivant le lien ou elles sont
attachées dans l'expression. [Mycroft et O'Keefe 84] adapte, en levant certaines
restrictions, le travail de [Milner 78] a Prolog. Des déclarations (définitions de
types et spécifications du typage de chaque prédicat) sont ajoutées au
programme. En un pas de calcul (essentiellement, l'unification), la vérification
est effectuée pour tout programme (et tout but). Ce résultat reste valable pour
n'importe quelle stratégie de résolution. Mais, comme pour [Milner 78], le
polymorphisme inclusif n'est pas envisagé.

Pour sa part, [Friihwirth 90] propose un algorithme de vérification de type basé
sur la méta-interprétation. Ce travail correspond, dans une large mesure, a une
extension de celui de [Mycroft et O'Keefe 84]. Le systeme de [Frithwirth 90]
supporte le polymorphisme inclusif et les spécifications sont codées directement
en Prolog. De ce fait "Prolog is the typed language is the type language is the
system implementation language".

2.3 Systemes de types sémantiques

L'information calculée par un systéme de types sémantiques permet certaines
optimisations telles que la génération de code spécialisée (e.g., sélection d'une
meilleure implémentation des structures de données), I'utilisation de modules
d'unification (ou de satisfaction de contraintes) spécifiques, la suppression de
portions de code inaccessibles et de points de choix. [Marien et al. 89]
présentent l'impact d'un tel systéme sur la génération de code.

Alors qu'au niveau des systémes de types syntaxiques, le calcul peut s'effectuer
en un pas (un peu a la maniere d'un raisonnement par récurrence), au niveau des
systemes de types sémantiques une certaine approximation (abstraction) du
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calcul d'inférence est nécessaire. De ce fait, on retrouve les trois approches
mentionnées au chapitre 4 :

e une approche opérationnelle
¢ une approche de point fixe
e une approche dénotationnelle

Typiquement, les trois approches proceédent de la maniére suivante par rapport a
I'inférence de types. L'approche opérationnelle consiste & définir une sémantique
opérationnelle abstraite, puis a calculer cette sémantique, en utilisant, si
nécessaire, une opération de widening et une technique de tabulation ou une
méthode équivalente. L'approche de point fixe consiste & définir un opérateur de
conséquence immédiate abstrait, puis a considérer un point fixe de cet opérateur.
L'approche dénotationnelle consiste a générer un syst€¢me de contraintes
ensemblistes a partir d'un programme, puis a considérer un modele de ce
systeéme.

2.3.1 Approche opérationnelle

L'approche opérationnelle consiste a adopter une technique d'interprétation
abstraite classique (abstraction du domaine + abstraction du calcul). Lorsque le
domaine considéré est infini (et ne satisfait pas la condition de chaine
ascendante), une opération de narrowing est introduite et une technique de
tabulation (ou une méthode équivalente) utilisée. [Kanamori et Kawamura 87],
[Bruynooghe et al. 87] et [Xu et Warren 88] utilisent cette approche.

[Kanamori et Kawamura 87] proposent plusieurs analyses pour illustrer leur
modele d'interprétation abstraite basé sur la résolution OLDT (voir [Kanamori et
Kawamura 90]) : une inférence des schémas d'appel et de solution (par
abstraction sur la profondeur des termes), une inférence de types et une
inférence de modes. L'inférence des schémas d'appel et de solution peut étre
considérée, dans une certaine mesure, comme une inférence de types puisqu'elle
permet de caractériser le "type" des appels et des solutions pour une exécution
donnée. Toutefois, cette inférence ne permet pas de coder les structures
récursives et se préte donc mal (et méme pas du tout) au codage des types
récursifs. L'inférence de types, proprement dite, de [Kanamori et Kawamura
87] se base sur des définitions préalables de types (mais pas sur des
spécifications de types pour chaque prédicat) codées en prolog. L'ensemble de
ces définitions forme un treillis fini (via I'adjonction d'un plus petit élément et
d'un plus grand élément) et est considéré comme domaine abstrait. Il est alors
possible d'utiliser ce domaine par rapport a la résolution OLDT et d'obtenir un
calcul fini. Ce systeme d'inférence de types monomorphique est étendu en un
systéme d'inférence de types polymorphique par [Horiuchi et Kanamori 87].
Notons cependant que les définitions de types (génériques) doivent étre
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nécessairement disjointes, i.e., deux types ne peuvent partager des éléments que
si ils sont instances d'une méme définition.

Pour démontrer l'effectivité du modele d'interprétation abstraite proposé par
[Bruynooghe et al. 87] et [Bruynooghe 90], [Bruynooghe et Janssens 88] ont
développé deux instances de ce modele générique : une inférence de types et une
inférence de modes. Nous avons déja débattu, au chapitre 2, de I'inférence de
types mais nous cherchons maintenant a mettre en évidence le lien direct du
typage utilisé avec les contraintes ensemblistes. Il est visible, en effet, que les
définitions de types utilisées par [Bruynooghe et Janssens 88] correspondent a
des systemes d'équations ensemblistes. De plus, ces systémes sont sous forme
résolue et n'admettent, de ce fait, qu'une seule solution. Notons que les
définitions de types proposées par [Bruynooghe et Janssens 88] sont un peu
plus générales que celles de [Bruynooghe et al. 87] puisqu'elles supportent le
polymorphisme. Notons cependant que les variables de types (parameétres) ne
peuvent étre associées qu'au but, et instanciées (éventuellement) pendant la
résolution. Par ailleurs, les types considérés par [Bruynooghe et Janssens 88]
désignent des ensembles de termes clos et non clos (a la différence des
approches classiques). Cette possibilité d'intégrer des termes non clos est
clairement illustrée par le passage des graphes de type rigides ('rigid type
graphs") aux graphes de type intégrés ("integrated type graphs") dans le papier
de [Janssens et Bruynooghe 92]. Comme nous l'avons déja précisé au chapitre
4, une opération de widening est utilisée pendant 1'analyse d'un programme
pour limiter la largeur et la profondeur des graphes de type. La restriction sur la
largeur ("principal label restriction") correspond a l'application de la cloture
distributive * et la restriction sur la profondeur ("depth restriction") permet de
créer des structures récursives. Signalons aussi que pour affiner I'analyse, des
informations (essentiellement des informations sur le partage) annexes au typage
proprement dit, sont utilisées. En résumé, le travail de [Bruynooghe et al. 87],
[Bruynooghe et Janssens 88] et [Janssens et Bruynooghe 92] est assez
caractéristique des analyses qui sont congues pour obtenir le maximum
d'information sur le flux de données d'un programme, ceci afin de pouvoir
optimiser le code généré lors de la compilation. Cette approche est aussi plus
souple que celle de [Kanamori et Kawamura 87] puisqu'aucune définition de
types n'est requise.

Le systéeme d'inférence de types proposé par [Xu et Warren 88] cherche a
conjuguer l'efficacité des systémes utilisant des déclarations avec la souplesse
des systémes n'utilisant aucune déclaration. Une base de types (représentant une
partition de l'univers de Herbrand) est, pour cela, définie. Elle permet, de
maniére additive, la construction d'autres types. L'inférence de types proposée
consiste a utiliser la sémantique opérationnelle de Prolog a partir du domaine des
types. Pour obtenir une interprétation finie, une abstraction des termes sur la
profondeur de répétition (la "repetition depth” est une abstraction voisine de la
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"depth abstraction") ainsi qu'une technique de tabulation sont introduites. Pour
améliorer l'efficacit€ de l'analyse, des définitions de types (avec certaines
limitations, e.g., une constante ne peut étre partagée par deux définition) et des
spécifications de type peuvent étre intégrées au programme. Dans ce cas, le
systeme agit a la fois comme systeme de vérification de types et comme systéme
d'inférence de types. Ce systeme supporte le polymorphisme d'inclusion (voir la
construction de type) mais ne supporte qu'un polymorphisme paramétrique
limité (car les types primitifs ne sont pas paramétrés).

2.3.2 Approche de point fixe

L'approche de point fixe consiste essentiellement a définir un opérateur de
conséquence immédiate abstrait, puis a considérer le plus petit point fixe comme
un type. [Yardeni et Shapiro 91], [Yardeni et al. 92] et [Friithwirth et al. 91]
utilisent cette approche.

[Yardeni et Shapiro 91] utilisent une adaptation de la définition de 'opérateur
conséquence immédiate T,. L'opérateur, noté T, qu'ils utilisent est en effet
défini comme suit :

V 1e p@Bp), T, (1) =(T,(I)*

L'abstraction introduite consiste donc a ignorer toutes les dépendances inter-
arguments puisque l'opérateur de cléture distributive est appliqué sur 7,. Un
programme est bien typé par un type S ssi

¢ T:(S)=S
* T(S) 20

Le type S doit étre un point fixe de 'opérateur 7, et aucune clause C de P ne
doit étre inutile par rapport a S. Pourquoi un point fixe ? En fait, choisir un pré-
point fixe (un type S tel que 7;(S) 2 S) ne serait pas consistant et choisir un
post-point fixe (un type S tel que (7;(S) < S) serait une approximation peu
intéressante alors qu'il existe nécessairement un point fixe plus petit que ce post-
point fixe (7, est prouvé continue). Pourquoi pas le plus petit point fixe ? Cela
reviendrait a calculer ce point fixe (et cela n'est pas possible en général). On se
contente donc d'un point fixe car 'approximation est consistante et il n'est pas
possible de vérifier si il s'agit du plus petit point fixe. Tout point fixe de
l'opérateur T, s'avere étre un langage régulier, aussi est-il possible de limiter
les définitions de types aux ensembles réguliers de termes clos. En résumé,
méme si le travail de [Yardeni et Shapiro 91] ne supporte pas le polymorphisme,
il est clair qu'il constitue une base théorique solide.
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[Yardeni et al. 92] est essentiellement une extension de [Yardeni et Shapiro 91]
et [Fruhwirth 90]. Dans ce papier, les auteurs considerent un langage de types
qui supporte le polymorphisme (paramétrique et inclusif) non seulement pour les
définitions de types mais également pour les définitions de prédicats. Ce gain de
généricité permet un style de programmation relativement puissant. Voici un
exemple de définition possible :

type list(o) = nil | cons(o,list(o))
pred append(a)(list(a),list(o),list(o))

append(o)(nil,L,L).
append(a)(cons(X,L1),L2,cons(X,L3)) :- append(c)(L1,L.2,L3).

La définition de type est classique, la spécification de type pour le prédicat
append l'est moins. En effet, celui-ci est paramétré par une variable de type o. 11
est alors possible d'utiliser append en instanciant la variable de type, par
exemple,

:- append(int)(nil,cons(0,nil),L)
et
:- append(list(int))(nil,cons(cons(s(0),nil),nil),L)

sont deux buts bien typés. La syntaxe d'un programme logique typé est établie
dans un langage du second ordre, mais sa sémantique reste du premicr ordre. Le
principe de l'algorithme de vérification de types est celui présenté par | Yardeni et
al. 92].

Le iravail de [Frihwirth et al. 91] constitue a la fois une approche
dénotationnelle et une approche de point fixe. En effet, les auteurs utilisent la
classe des programmes logiques a prédicats unaires (tous les symboles de
prédicat sont unaires) pour coder I'approximation d'un programme logique. Un
programme de cette classe peut étre observé sous I'angle dénotationnel (il est
€quivalent a un systéme de contraintes ensemblistes) ou sous l'angle de point
fixe (en considérant l'opérateur de conséquence immédiate). Pour un programme
P donné, [Frithwirth et al. 91] proposent une premiére série de transformations
qui se termine par un programme dont la sémantique de point fixe est exactement
celle obtenue en considérant Tp (voir [Heintze et Jaffar 90] plus loin).
L'approximation effectuée consiste donc a ignorer toutes les dépendances inter-
variables. La complexité de la vérification de types et de I'inférence de types par
rapport a ce systeme est montrée exponentielle. [Frithwirth et al. 91] proposent
également une seconde série de transformations qui se termine par un
programme dont la sémantique de point fixe est exactement celle obtenue en
considérant T; (voir [Yardeni et Shapiro 91] plus haut). L'approximation
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effectuée consiste donc & ignorer toutes les dépendances inter-arguments. Cette
approximation est donc plus forte que la précédente. Aucune indication de
complexité n'est donnée pour ce second cas.

2.3.2 Approche dénotationnelle

L'approche dénotationnelle consiste a associer une formule caractérisant un
certain nombre de contraintes ensemblistes a partir de tout programme. Cette
approche peut €tre qualifiée de dénotationnelle car la formule obtenue pour le
programme est obtenue par composition des sous-formules obtenues pour
chaque clause du programme. Une solution particuliére de la formule (la plus
petite solution, en général) détermine un certain nombre de types. [Mishra 84],
[Zobel 87] et [Heintze et Jaffar 90] suivent cette approche.

{Mishra 84] développe un systeme d'inférence de types (non générique) pour
Prolog. Les types sont codés sous formes de "regular trees” et correspondent a
des variables ensemblistes. Par exemple, un type T peut étre défini par le
"regular tree" :

T=7"'0+succ(Z)
ou la variable ensembliste 7 suivante :
T=0uUs(D

Dans le premier cas, + est interprété comme l'union et ! comme l'opérateur de
plus petit point fixe. Z ! 0 + succ(Z) se lit donc comme : le plus petit ensemble Z
incluant 0 et s(Z). Dans le second cas, 'équation posséde une seule solution qui
est 7 = T. [Mishra 84] utilise clairement le formalisme des contraintes
ensemblistes, car il code, par simplicité, les "regular trees" par des "leaf linear
equations”, et celles-ci sont en fait des contraintes ensemblistes. C'est [Mishra
84] qui introduit l'opération, notée *, de cl6ture distributive ("tuple
distributivity") définie plus haut. Cette opération lui permet d'approcher tout
type T par T*. Le systeme d'inférence de types proposé permet d'engendrer des
contraintes ensemblistes (y compris des contraintes ensemblistes positives)
directement a partir du programme. Comme il existe des algorithmes bien
connus sur les automates d'arbres (pour décider, par exemple, du vide et de
I'égalité), il est possible de calculer, si elle existe, la plus grande solution pour
I'ensemble des contraintes ensemblistes générées. Cette solution est une
approximation de I'ensemble des succes.

[Zobel 87] propose, sur les mémes bases que [Mishra 84], un systéme
d'inférence de types supportant le polymorphisme. Les types syntaxiques que
[Zobel 87] définit correspondent pour nous aux types sémantiques (sic).
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L'inférence de types de [Zobel 87] s'accompagne d'une vérification de types,
pour le programme a la compilation (comme pour [Mishra 84]), et pour le but a
I'exécution. Le coeur de I'algorithme utilisé par [Zobel 87] se compose des deux
étapes suivantes :

1) la dérivation de régles de typage en un seul pas de calcul
2) l'unification des regles obtenues.

Si l'unification échoue, alors c'est que le programme est mal typé. Notons qu'il
est possible d'insérer des déclarations de types pour améliorer le résultat du
systéme.

N. Heinze et J. Jaffar ont beaucoup travaillé sur I'inférence de types en utilisant
I'approche dénotationnelle. [Heintze et Jaffar 90] proposent une approximation
qui consiste a ignorer toutes les dépendances inter-variables. Le résultat de cette
approximation est non seulement récursif mais peut de plus, étre représenté
sous la forme d'un systeme d'équations ensemblistes explicite. Il correspond a
la plus petite solution ensembliste, notée Mp, d'un programme P ainsi qu'au
plus petit point fixe de I'opérateur conséquence immédiate approchée, notée 7p.
Pour définir 7p, il est nécessaire d'introduire la notion de substitution
ensembliste. Une substitution ensembliste o est simplement une application
définie de I'ensemble des variables (ensemblistes) vers l'ensemble des termes
clos. Si O est un ensemble de substitutions closes alors A4(©) est 1a substitution
ensembliste qui a toute variable (ensembliste) X associe I'ensemble {6(X) | 6 €
©}. L'opérateur 7p est défini comme suit :

V Ie o(Bp), 7p(I)={alae a(h)on
® A b1, ..., bpestune clause de P
e o= A({06 |6 est une substitution close et {0(41),...,0(6p)} < 1))}

[Heintze et Jaffar 90] montrent que Mp = Ifp Tp = Tp®(D) et proposent un
algorithme qui a tout programme logique P associe aprés un certain nombre
d'étapes de réduction un systeme d'equations explicite dont le plus petit (et
unique) modele correspond a Ifp 7p. 1l s'avere que Ifp 7p = ifp Tp pour une
certaine classe de programmes logiques, celle des programmes P tel que pour
chaque régle R de P, a) la téte de R soit linéaire et b) le corps de R puisse étre
partitionné en groupes d'atomes ne partageant aucune variable et ne faisant
référence qu'a une seule variable de téte. Cette classe englobe la classe des
programmes logiques unaires.

[Heintze 92] propose (suivant [Heintze 91]) une méthode d'analyse de
programmes basée sur les contraintes ensemblistes. Cette méthode est appliquée
non seulement a la programmation logique mais aussi a la programmation
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impérative (et également de maniére un peu plus informelle a la programmation
fonctionnelle). Le principe de I'analyse est trés simple puisque l'ignorance des
dépendances inter-variables est la seule approximation considérée. La
sémantique abstraite est, en conséquence, définie (de fagon trés générale), mais
le moyen de la calculer reste a étre précisé. Le calcul s'effectue en deux temps :
le premier temps est consacré a l'obtention d'un systéme de contraintes
ensemblistes dont la plus petite solution désigne la sémantique abstraite ; le
second temps est consacré a la résolution (simplification) du systeme afin
d'obtenir une forme explicite de la plus petite solution. [Heintze 92] introduit
une formulation de la sémantique collectionneuse ("collecting semantics") sous
forme de contraintes de contexte ("environment constraints"). Ces contraintes
ont l'avantage de représenter les dépendances locales entre les différents points
de programme, points situés entre deux instructions, tout en permettant
différentes interprétations (assignations). Les variables apparaissant dans les
contraintes de contexte sont appelées des variables de contexte. Un contexte
désigne 1'état des variables a un moment donné (i.e., une application qui a
chaque variable associe une valeur unique) et une assignation permet d'associer
un ensemble de contextes (comme valeur) a une variable de contexte. De fagon
analogue, un contexte ensembliste désigne les différents états possible des
variables 2 un moment donné (i.e., une application qui a chaque variable associe
un ensemble de valeurs) et une assignation ensembliste permet d'associer un
contexte ensembliste (comme valeur) a une variable de contexte. La plus petite
solution d'un syst¢éme de contraintes de contexte (généré par rapport a un
programme P) correspond a la sémantique collectionneuse de P, et la plus petite
solution ensembliste correspond a la sémantique abstraite de P. Un systeme de
contraintes de contexte est calculé automatiquement pour tout prograrhme
impératif ainsi que pour tout programme logique. De plus, pour la
programmation logique, ce systéme est lié a la sémantique considérée :
sémantique bottom-up, sémantique top-down standard (méthode de résolution
de Prolog) ou non-standard (méthode de résolution quelconque). Pour finir, les
contraintes de contexte sont traduites en contraintes ensemblistes et [Heintze 92]
montre que la plus petite solution ensembliste d'un systéme de contraintes de
contexte est égale a la plus petite solution du systeme de contraintes ensemblistes
obtenues aprés traduction des contraintes de contexte. Le second temps du
calcul, est consacré a la mise sous forme explicite de la plus petite solution du
systéme. L'algorithme qui est congu pour cet objectif est une extension des
travaux de [Heintze et Jaffar 90,91] car il prend en compte des expressions
ensemblistes quantifiées plus générales.

La description précédente aboutit donc a la décidabilité du calcul de la
sémantique abstraite. Notons que les objectifs de [Heintze 91] étaient de définir
une sémantique abstraite qui soit :
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¢ déclarative
e pertinente
¢ décidable

Cela signifie que 1) la définition de 1'approximation doit étre intuitive et
indépendante de considérations algorithmiques, 2) la sémantique abstraite doit
€tre utile a l'analyse de programmes et 3) des algorithmes pour calculer la
sémantique abstraite doivent exister. Tous ces objectifs semblent atteints. Reste
le probleme épineux de la complexité. [Friihwirth et al. 91] ont montré que, pour
cette approximation, le probléme de la vérification et de l'inférence de types était
exponentielle. [Heintze 92a,92b] propose donc de tester une implémentation de
leur systéme afin de juger la complexité réelle (pratique) de ses algorithmes. I
considere néanmoins quelques restrictions par rapport a son modele original.
Voici un exemple (figure 7.8) de dérivation de contraintes ensemblistes a partir
d'un programme logique lorsque l'on considére la sémantique bottom-up.

p(X) :- g(X),r(X).
q(a).

q(f(Y)) :- q(Y).
1(f(2)).

Ret, := p(X) A X = q-1(Retg) N r1(Retr)

Retq := q(a) U q(f(9)) A 7= q-1(Retq)
Ret; :=r(f(zZ) A Z=1

Figure 7.8

Pour tout prédicat p, une variable Retp est introduite (par commodité) et
représente (une approximation de) I'ensemble des succes associé a p. La plus
petite solution du systéme obtenu (par conjonction de chaque contrainte dérivée)
donne (par rapport a {Retp, Retg, Ret;}) :

Retp = {p(f(a)), p(f2(a)),...}
Retq = {q(a), q(f(a)),...}
Ret; = {r(f(t)) pour tout terme clos t}

Dans ce cas précis, cette solution correspond exactement a I'ensemble des succes
du programme. Un autre exemple (figure 7.9) illustre la possibilité de considérer
une sémantique top-down.
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- Ip(W)2,

p(X) :- 3q(X) 4 1(X)>.
q(a)6.

r(Y)7.

Callp :=p(Wh) A W1 =]

Retp := p(X5)A X5 = p-1(Callp) N g-1(Retg) N r-1(Rety)
Callg := q(X3) A X3 = p-I(Callp)

Retq :=q(a)

Call; := r(x4) A X4 = p-1(Callp) N g-1(Retg)

Ret; :=1(9Y7) A 97 = r-1(Call;)

Figure 7.9

Des points de programme (représentés par des entiers) sont introduits pour
indiquer de fagon précise les différentes étapes du calcul. Par exemple, le point 1
correspond 2 une étape de l'exécution juste avant l'appel de p(W), le point 2
correspond a une étape de I'exécution juste aprés l'appel de p(W). Par ailleurs,
une variable ensembliste est associée a chaque variable et chaque point de
programme pour représenter I'évolution du calcul. De plus, pour tout prédicat p,
une variable Call est introduite et représente (une approximation de) I'ensemble
des appels associé a p. L'algorithme de mise sous forme explicite est reconsidéré
du point de vue de l'implémentation. Les résultats obtenus soulignent que les
contraintes sont plus faciles a résoudre lorsque l'on considére une sémantique
bottom-up, et que des techniques et stratégies diverses bien employées
permettent d'obtenir des temps de calcul raisonnables.

3 Discussion

Ayant effectué un tour d'horizon sur les types et les contraintes ensemblistes, il
nous est possible de tirer maintenant quelques enseignements et conclusions.

Premi¢rement, [Frithwirth et al. 91] et [Heintze et Jaffar 92a] nous apprennent
que l'approche de point fixe est équivalente a 'approche dénotationnelle (pour la
sémantique bottom-up). En effet, 1a formulation des types est équivalente via les
contraintes ensemblistes (méthode de [Heintze et Jaffar 90]) et via 'opérateur
T,, cette formulation étant basée sur l'ignorance des dépendances inter-
variables. De méme, la formulation des types est équivalente via les contraintes
ensemblistes ol & remplace U et via l'opérateur 7;, cette formulation étant
basée sur l'ignorance des dépendances inter-arguments. Toutefois, I'équivalence
de tient pas pour une classe de programmes dégénérés. Par ailleurs, [Heintze 92]
affirme que pour l'approximation considérée (l'ignorance des dépendances inter-
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variables) l'approche opérationnelle est moins efficace que l'approche
dénotationnelle. Par contre, 1'approche opérationnelle (basée sur d'autres
approximations) peut s'avérer plus efficace que 1'approche dénotationnelle. En
résumé, suivant [Heintze 92], I'approche dénotationnelle est plus précise que
I'approche opérationnelle pour certains programmes grice a son aptitude a
raisonner sur les structures de termes et l'approche opérationnelle est plus
précise que l'approche dénotationnelle pour certains programmes grace a son
aptitude a raisonner sur les dépendances inter-variables.

Deuxiemement, les contraintes ensemblistes sont un bon moyen de représenter
les types. D'une part, le formalisme des contraintes ensemblistes permet de
définir différentes classes de types (tout dépend des opérations ensemblistes
utilisées). D'autre part, le polymorphisme est supporté naturellement. Par
exemple, pour le polymorphisme paramétrique,

List(o) = nil | cons(o,List{(o))

est une définition de type générique dont le parametre est la variable de type a.
Cette définition est équivalente a 1'équation ensembliste suivante :

L =nil Ucons(X, L)

Si Int est un type défini par ailleurs, alors List(Int) est une instance de List(c).
Pour obtenir la méme instance sous forme ensembliste, il suffit de former un
systéme comportant la précédente équation et une équation donnant la définition
de X. Pour le polymorphisme inclusif, c'est encore plus immédiat. Les deux
exemples suivants illustrent la double possibilité de définir des sous-types :

Xcy
est la premiere (par inclusion), et
X=90UZ
est la seconde (par union).

Pour conclure, désirant développer un systéeme d'inférence de types s'adaptant a
notre modele d'interprétation abstraite (voir chapitre 5 et 6), il nous faut essayer
de tirer le meilleur profit des enseignements ci-dessus. Notre modele est basé sur
une approche opérationnelle et les contraintes ensemblistes sont un bon
formalisme pour le typage. Y a-t-il possibilité de conjuguer cette double
constatations ? La réponse est positive, d'autant plus que les contraintes
ensemblistes s'integrent parfaitement et naturellement dans le cadre de la
programmation logique avec contraintes.
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Pour développer un systeme d'inférence de type pour CLP(¥7) basée sur les
contraintes ensemblistes, il suffit dans un premier temps d'étendre le domaine,
i.e., introduire les contraintes ensemblistes, puis dans un second temps
d'abstraire le calcul, i.e., introduire une opération de widening. Le domaine
concret est I'ensemble 77 (I'ensemble des arbres finis), le domaine abstrait est
I'ensemble SC (I'ensemble des contraintes ensemblistes). En donnant dans
CLP(F7+5C) une interprétation naturelle au domaine de contrainte SC,
I'implication (logique) devient une relation d'approximation naturelle.
Information concrete et information abstraite sont associées, ce qui permet de
raisonner a la fois sur les structures de termes et les dépendances inter-variables.
([Heintze et Jaffar 92] ont sensiblement la méme approche). Néanmoins, la
définition de l'opération de widening reste essentielle quant a l'efficacité et la
précision des résultats. Nous proposons ce modéle d'inférence de types au
chapitre suivant.



Chapitre 8

Inférence de Types
avec CLP(F7+50)

Nous proposons dans ce chapitre une inférence de types pour CLP(¥7). Dans
ce but, nous commencons par étendre le domaine de CLP( ¥7) en y intégrant des
contraintes ensemblistes. Le langage obtenu par cette intégration est noté
CLP(F71+5C). Les contraintes de ce nouveau langage portent a la fois sur les
termes (ou arbres finis) et sur les ensembles. L'intéret de cette combinaison est
que les contraintes sur les termes permettent de coder les dépendances entre les
variables et que les contraintes ensemblistes permettent de coder les structures
récursives et non déterministes. La classe des systemes de contraintes
ensemblistes manipulées par CLP( F7+S5C) est celle des systemes d'équations
utilisant I'union et l'intersection. Cette classe permet de coder les langages
réguliers. Lorsque les systémes d'équations ensemblistes sont sous forme
résolue, 1l est possible d'appliquer la projection et le complémentaire.

Les contraintes de CLP(#7+S5C) sont de la forme ¢ = (57,55) ou ST représente
un systeme d'équations sur les termes et SS représente un systéme d'équations
ensemblistes. Nous montrons que lorsque de telles contraintes sont placées sous
forme résolue, la satisfiabilité et I'implication sont deux propriétés décidables.
Ces décisions sont essentielles a l'utilisation de CLP(#7+5C) comme base de
calcul abstrait. De fait, en utilisant la tabulation et en introduisant des opérateurs
de widening adaptés, nous obtenons un algorithme d'inférence de types qui
représente une instance du modele générique d'interprétation abstraite proposé
dans la partie III. La phase d'extension du domaine (voir chapitre 5) correspond
a la conception du langage CLP(F7+5C)) et la phase d'abstraction du calcul
(voir chapitre 6) correspond a I'introduction de la tabulation et d'opérateurs de
widening.

165
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Dans un premier temps (section 1), nous discutons des difficultés de gérer
I'inférence de types avec CLP( F7) ou CLP(SC). Puis, nous étudions (section 2)
les systemes d'équations ensemblistes, en nous attardant sur la forme résolue
des systemes et sur la définition d'opérateurs de widening. Ensuite (section 3),
nous introduisons le langage CLP( #7+5C) et montrons que les problémes de
satisfiabilité et d'implication de contraintes résolues sont décidables pour ce
langage. Nous illustrons alors le syst¢éme d'inférence de types obtenu avec
quelques exemples représentatifs. Nous terminons (section 4) avec une
discussion.

1 CLP(¥7) et CLP(S0)
1.1 CLP(¥D)

CLP(#7) est un CLP-langage (Z,L£,4) tel que

oY =(S,%,C)ou
-S = {term}
- ¥ désigne un ensemble fini de symboles de fonction
-C={=,41,T}

o L désigne l'ensemble Atom(V, F,C) clos par
- conjonction
- quantification existentielle

e 4 esttel que
- I'interprétation de S est donnée par A(term) = Term( F)
- l'interprétation des symboles de ¥ est libre.

Aprés avoir rappelé la définition de CLP(#7), nous proposons un petit
programme pour illustrer la nécessité d'intégrer de nouvelles contraintes au sein
de CLP(F7) afin d'obtenir des analyses de types précises.

Soit le programme P :

int(X) « X=0 9.

int(X) « X=s(X") ¢ int(X").

int_list(L) < L=nil ¢ .

int_list(L) «= L=cons(X,L") ¢ int(X), int_list(L").
Soitle but G :

« Qint_list(L).

Des trois opérateurs de widening introduits au chapitre 6, aucun ne peut dériver
la structure récursive du type de la variable libre L. Ce ne sont pas les opérateurs
qui sont mal définis mais c'est le domaine de contraintes qui est mal adapté. Il
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est donc nécessaire d'étendre ce domaine afin de pouvoir coder la structure
récursive et non déterministe des termes. Les contraintes ensemblistes s'y
prétent tres bien.

1.2 CLP(s50)

CLP(S0) est un CLP-langage (Z,£,4) tel que

e 2 =(5,G,C)on
o S = {term_set} _
cG=FU{f}ife Fretl1<i<n}u {Llg,Tse,uN, |}

ou ¥ est un ensemble fini de symboles de fonction

 C={=LT}ulc.c)

e £ désigne I'ensemble Atom(V, ¥,C) clos par
° conjonction
o quantification existentielle

e 2 désigne la 2Z-algebre donnée au chapitre 7, section 1.1.

Il est possible de définir la relation d'approximation suivante entre CLP( F7) et
CLP(SC) : soient ¢4 une contrainte définie sur CLP(#7) et ¢V une contrainte
définie sur CLP(S5C), &(¢a,cv) ssi pour toute solution 84 de ¢4, pour toute
solution 6V de ¢V et pour toute variable X, on a 84(X) < 6v(X). On peut ainsi,
par exemple, approcher le programme de la section précédente par le programme
suivant :

int(X) « X209 .

int(X) « Xos(X") 0 int(X").

int_list(L) &« Lonil ¢ .

int_list(L) «~ Locons(X,L") ¢ int(X), int_list(L").

Quoiqu'il en soit, pour toute analyse dans CLP(SC), il est nécessaire de pouvoir
décider du vide™ (la satisfiabilité d'une contrainte) et de l'implication ou de
I'équivalence de deux contraintes. Dans le premier cas, de nombreux résultats
ont été obtenus (voir le chapitre 7, section 1.2) mais dans le second cas, le
probleme est ouvert. Or, pouvoir décider de I'implication ou de I'équivalence de
deux contraintes ensemblistes est le fondement de la tabulation. Il n'est donc pas
possible d'utiliser toute la puissance des contraintes ensemblistes dans CLP(SC)
si on désire jouir de la tabulation. Par ailleurs, il n'est pas possible de coder les
dépendances entre variables avec les contraintes ensemblistes.

T 11 n'est pas réellement indispensable de pouvoir décider du vide si CLP(SC) désigne une
sémantique abstraite car dans ce cas le calcul reste correct.
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1.3 5775 5C

L'étude de CLP( #7) nous amene a considérer des contraintes ensemblistes pour
pouvoir coder la structure récursive et non déterministe des termes. L'étude de
CLP(SC) nous ameéne a considérer une classe limitée de contraintes
ensemblistes. Par ailleurs, au chapitre 6, nous avons discuté du bien-fondé
d'une approche basée sur une extension du domaine concret. C'est pourquoi,
dans le but de concevoir un systéme de types sémantiques pour CLP( #7), nous
décidons d'intégrer les contraintes ensemblistes au domaine de CLP(¥7). Le
langage obtenu, appelé CLP( F7+5C), manipule essentiellement des systémes

d'équations :
® sur les termes
e sur les ensembles

Pour CLP(F7+50C), on va alors utiliser des contraintes de 1a forme ($7,5.5) ou
ST et $S représentent respectivement un systéme d'équations sur les termes et
un systeme d'équations ensemblistes.

2 Systémes d'équations ensemblistes
2.1 Définition

Dans cette partie, la Z-algebre A définie pour CLP(SC) est considérée. Nous
présentons la classe de contraintes ensemblistes que nous allons utiliser pour
définir CLP(F7+5C). Celle-ci est limitée a l'utilisation de l'union et de
l'intersection comme opérations ensemblistes. Les définitions de ce chapitre sont
donc différentes de celles du chapitre précédent. On peut comparer par exemple
la définition 7.1 avec la définition 8.1.

Définition 8.1
Une expression ensembliste désigne I'une des expressions suivantes :
alf(Xy,....Xn) L I Tsc lex wex' fex Mmex'
olae Fo,fe Fp, Xie VYV avec 1 <1 < n, et ex, ex' désignent des
expressions ensemblistes.

Définition 8.2
Un systeme d'équations ensemblistes S est un ensemble fini d'équations
ensemblistes (i.e, un ensemble d'éléments de la forme X = ex ol ex désigne
une expression ensembliste) tel qu'il n'existe pas deux équations dans S de
méme partie gauche.
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Dans tout systeme d'équations §, n'apparaissent que des variables libres ou liées
existentiellement. On utilisera donc les ensembles Var($5), Varfree(S) €t Vars(s).
Un systéme § est implicitement interprété par : 3V § odt V représente Var3(S) et
S représente une conjonction d'équations ensemblistes. De ce fait, I'ensemble
vide représente T.

Remarque 8.3 (importante)
Pour tout syst¢éme S, on considére que toute variable X de Ran($)
n'apparaissant pas dans Dom(S$) est interprétée par Tc.

La remarque précédente signifie que toute équation X = Tsc d'un systeme peut
étre sous-entendue. Pour un systéme donné, S(X) désigne par analogie avec les
substitutions l'expression ex si X = ex est une équation de S et l'expression T
dans le cas contraire (voir la remarque précédente). Dom(S) et Ran(s)
représentent respectivement l'ensemble des variables qui apparaissent en partie
gauche et en partie droite d'une équation de S.

Propriété 8.4
Toute systeme S posséde une unique solution, notée sol(S).

Preuve

La preuve est une conséquence de celle donnée par [Uribe 92b] concernant
les systemes de contraintes sans cycles. Intuitivement, un cycle dans un
systeme signifie qu'une variable peut étre définie en fonction d'elle-méme et
en dehors de la portée d'un symbole de fonction. Par exemple, X = f(X) ne
crée aucun cycle mais X=9Ua A 9=XUDb en crée un. Les systemes que nous
utilisons sont, par définition, sans cycles. Par ailleurs, les variables
apparaissant uniquement en partie droite d'un systéme (variables appelées
parameétres par [Uribe 92b]) ont une assignation fixée. Le résultat de [Uribe
92b] (théoréme 2.18) établit qu'il existe une seule solution a un systéme sans
cycles, une fois qu'une assignation a été fixée aux parametres du systeme. O

Deux systemes S et §' sont équivalents ssi ils admettent la méme solution. Pour
un systeme S donné, on note sol(S5)(ex) l'interprétation de I'expression ex par
rapport a sol(5).

2.2 Forme résolue

Nous cherchons a calculer une forme résolue pour tout systeme S. Pour cela,
nous utilisons en particulier les résultats de [Heintze et Jaffar 90] et [Uribe
92a,92b].

Définition 8.5
Un systeme S est élémentaire ssi Varfree(S) = {X}. On note alors § par Sx.
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Définition 8.6
Une expression ensembliste ex est résolue ssi soit ex désigne L. soit ex
désigne une expression de la forme s1 U ... U sy, telle que chaque sous-
expression s; de ex est une constante ou un terme de la forme f(Xj,...,Xy).

Définition 8.7
Un systeme élémentaire Sx est (sous forme) résolu ssi Sx est un ensemble
fini d'équations de la forme 9 = ex ol ex désigne une expression résolue. De
plus, si ex est de la forme s7 U ... U sy, alors il n'existe pas de couple (i,j)
d'entiers distincts compris entre 1 et m tel que sol(5)(sj) < sol(S)(s;).

Définition 8.8
Un systéme S est (sous forme) résolu ssi S = Sy U ... U Sz désigne une

union de systemes élémentaires résolus tel que Vargree(S) = {X,...,2 }.

Soit § un systéme, on note res(S) le systéme obtenu apres l'algorithme de mise
sous forme résolue suivant. La forme résolue est obtenue apres cing séries de
transformations. Les trois premiéres étapes sont essentiellement des adaptations
de [Heintze et Jaffar 90].

Algorithme de résolution
Etape 1 : mise sous forme normale disjonctive

(a) : placer chaque expression ensembliste apparaissant en partie droite d'une
équation de S sous forme normale disjonctive.

Etape 2 : éliminer les N

On considere pour les transformations suivantes I'ensemble des expressions
ensemblistes apparaissant en partie droite d'une équation de $. On renomme
initialement chaque variable X par Vx}.

(b) : appliquer (tant que possible) les transformations suivantes :
e remplacer s N Lg. par Lge, s N Tgc par s
e remplacer f(Vs;,....Vs, ) N g(VT1},....VT,) par Ly
e remplacer f(Vs,,...,Vs ) N f(V1,....VT,) par f{(Vs, Ut} VS,UTy)-
Si Vs,uT; n'apparait pas déja dans le systeme, alors il s'agit d'une

nouvelle variable et dans ce cas on ajoute au systéme 1'équation suivante :
Vs.uT; = S(Vs;) N S(VT;) et on place l'expression ensembliste
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apparaissant en partie droite de la nouvelle équation sous forme normale
disjonctive.

Aprés I'application de cet algorithme, on peut renommer chaque variable V x;
par X. Par contre, les variables Vg telles que card(S) 2 2 n'on pas besoin d'étre
renommées. Celles-ci sont quantifiées existentiellement. L'étape 2 reprend
I'essentiel de l'algorithme "simplify" de [Heintze et Jaffar 90]. Notons
simplement que des 5 transformations proposées par [Heintze et Jaffar 90],
seules 3 ont été conservées (les transformations 3, 4 et 5) car dans nos
systémes, une "un-nested" occurence d'une variable, i.e., I'occurence d'une
variable dans une expression hors de la portée d'un symbole de fonction, n'est
pas permise.

Etape 3 : simplifier les Ty et 1o
(¢) : supprimer toutes les équations X = §(X) telles que T apparait dans S(X).
(d) : pour toute variable X de Dom(J) telle que sol($)(X) =D :

e remplacer X = S(X) par X = L

e supprimer tout terme de § ol apparait X*

L'étape 3 permet d'obtenir un systeme tel que toute occurence de T a disparu et
tel que toute occurence de L est nécessairement liée & une équation du type X =
Lgc. Pour déterminer les variables de § qui sont telles que sol($)(X) = @, il est
possible d'utiliser I'algorithme de [Heintze et Jaffar 90]. Intuitivement,
l'algorithme marque successivement toutes les variables X telles que sol(S)(X) #
Q. Initialement, seules sont marquées les variables X de S n'appartenant pas a
Dom(S) car elles sont interprétées par X = T¢.. Voici l'algorithme :

On applique (tant que cela est possible) un changement d'état (de non marqué
a marqué) pour une variable X de Dom($) ssi il existe une constante ou un
terme f(X1,...,Xp) dans 5(X) tel que X1,...,X} soient marquées. '

Etape 4 : créer les systemes élémentaires
(e) : coder Ssouslaforme =Sy ..U Szou:

° VarfTCC(S) = {xa’Z }

* pour étre rigoureux, toute suppression d'un terme correspond en fait au remplacement de ce
terme par Lg¢ suivi d'éventuelles simplifications de la forme Lgc U s = s.
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o pour toute variable libre 'de S, S représente le systeme élémentaire :
Sy={W=ex e 5: We Desc*(5,9)}

Desc(S$,X) représente 'ensemble des variables % qui apparaissent dans S(X).
Desc*(S,X) représente la cloture réflexive et transitive de Desc(S,X). On peut
supposer, sans perte de généralité, que si X et 9 sont deux variables libres
distinctes de S alors :

Varg(xX) nVarg() =0

La phase (e) consiste a ne faire dépendre toute variable libre X de S que de
variables existentielles propres a X. Il est ainsi plus facile de manipuler le
systéme S car tous les systemes élémentaires sont indépendants.

Etape 5 : réduire les systemes élémentaires

Pour chaque systeme élémentaire Sx de S, on considére les transformations
suivantes par rapport a l'ensemble des expressions ensemblistes apparaissant en
partie droite d'une équation de Sx. On renomme initialement chaque variable &
de Sx par V{yy}.

(f) : appliquer (tant que possible) les transformations suivantes sur Sy :
e remplacer sy U s par s7 si sol($)(s1) < sol(5)(s2)

¢ remplacer Vg par VT partout dans Sx et ne garder qu'une seule équation
ayant en partie droite VT ssi

oS # {X}

¢ s0l(Sx)(Vs) = sol(Sx)(VT)

e remplacer f(Vs,,...,Vs,) U f(V1,...,VT,) par f(Vs,uT}s-- VS,uTy) S
n=0 ou si il existe un entier i compris entre 1 et n tel que pour tout entier j
distinct de i et compris entre 1 et n, on ait : VSj = VTj-

Si Vs,uT; n'apparait pas déja dans le systeme, alors il s'agit d'une
nouvelle variable et dans ce cas on ajoute au syst¢éme 1'équation suivante :
VS,‘UTi = S(VSI') v S(VT1)~

Apres l'application de cet algorithme, on renomme la variable V{x) par X. La
variable V x} est encore présente dans Sy car les différentes transformations ne
peuvent l'effacer. La premiére transformation de la phase (f) est essentielle car
elle permet d'éviter de considérer une infinité de systemes équivalents. Les
autres transformations permettent simplement de simplifier le systeme. II est
possible de décider si sol(S5)(sj) = sol(5)(s;) ou si sol(S)(si) < sol(§)(s;) car
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chaque terme s du systéme § correspond a une grammaire de termes (ou un
automate d'arbres). Nous discutons de cet aspect a la section 2.4.

Exemple

Considérons un exemple de mise sous forme résolue. Soit le systeme §
suivant :

S={ T=g(7) , X=f(,Z)va, Y=g(T)aLb,
z=1(21,21)Nf(Z2,23) , Z1=a, Zy=auc, Z3=a }

tel que Varz($) = {21,27,2Z3}

La premiére étape ne change rien & § car $ est déja sous forme normale.
Apres la seconde étape, on obtient :

S={ T=g(T) , X=£(9,2)va , Y=g(T)vaub,
Z=1(24,25) , Z4=a, Z5=a }

tel que Varg($) = { 24,25}
Aprés la troisieme étape, on obtient :

5 = { T='LSC ’ x=f(9/,z)ua ’ yzan ’
Z=1(Z24,25) , Z4=a, Z5=a }

tel que Varz($) = { 24,25}

A la quatrieme étape, on code S sous la forme d'une union de systeémes
élémentaires.

S=87U Sx LU Sy U Sz avec

o So={ V=L }
o Sx = { X=f(W),Wr)ua, Wi=aub , Wo=f(W3,W4), Wi=a, Wy=a }
o Soy={ O=aLb}

o Sz ={ 2=f(W5,We) , Ws=a, We=a }

Il n'est plus nécessaire de préciser les variables existentielles car elles sont
implicites maintenant. On les notera généralement par la lettre W indicée. La
cinquiéme étape permet de réduire S, on obtient alors :

res($) = STV Sx U Sy U Sz avec
o Se={ V=1 }
o Sy = { X=f(W),Wr)ua, Wi=aub , Wo=f(W3,W3), Wi=a }
o Sy ={ O=auLb}
© Sz={ Z=f(W4,Ws4), Wa=a} Q
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Notons qu'il est possible de représenter visuellement chaque systeme
élémentaire par un graphe de types ("type graph" [Janssens et Bruynooghe 92]).
Nous utiliserons cette forme chaque fois que cela pourra soutenir 'intuition.

Propriété 8.9
res(S) est équivalent a S.

Preuve

Toutes les transformations sont correctes. Pour les phases (a) et (b), c'est
immédiat. Pour la phase (c), cela résulte de la remarque 8.3. Pour la phase
(d), c'est immédiat. Pour la phase (e), il est clair que pour toute variable libre
X de S, on a sol(§)(X) = sol(Sx)(X) car toute équation Y=ex de S qui
n'apparait pas dans Desc*(X) ne concerne pas l'interprétation de X. Pour la
phase (f), la correction des deux premieres transformations est immédiate.
Quant a la troisiéme, il s'agit d'une simple application de la propriété suivante
sur le produit cartésien : AxB U AxC = Ax(BUC) Q

Propriété 8.10
Le calcul de res(S) est fini.

Preuve
Immédiat pour toutes les phases sauf les phases (b) et (f). Pour la phase (b)
({Heintze et Jaffar 90]), il suffit de constater que le nombre de nouvelles
variables pouvant étre générées est borné par le nombre de parties de
I'ensemble Var($). Pour la phase (f), remarquons d'abord que la deuxi¢me
transformation peut étre remplacée de fagon équivalente par :

e remplacer Vg et V1 par Vst partout dans Sy et ne garder qu'une seule
équation ayant en partie droite Vgt ssi sol(Sx)(Vs) = sol(Sx)(VT).

La seule différence est la gestion du nom des variables (en particulier, on ne
garde pas la trace de V{x} mais le probléme de la terminaison est le méme).
On peut supposer également que pour toute variable 9 du systeme Sy telle -
que Sx(9) = T, I'équation =T apparait explicitement dans Sy.

Soit Sy un systéme élémentaire, on note Syst(Sx) I'ensemble des systemes T
tels que chaque variable de Test de la forme Vg ol S désigne un ensemble de
variables de Sx. Pour tout systeme 7 de Syst(Sx), on définit les ensembles
suivants :

nb_var(7) = card(Var(7))
var_max(7) = {Vse€ Var(7): - (3 Vtr e Var(7): S c T)}

On définit aussi la relation d'ordre suivante sur Syst(Sx) :
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T< T ssi
var_max(7) ¢ var_max(7) ou
var_max(7) = var_max(7) et nb_var(7) o nb_var(7T)

ainsi que la relation d'équivalence suivante :
T= T ssi var_max(7T) = var_max(7') et nb_var(7) = nb_var(7')

On montre facilement que Syst(Sx) vérifie la condition de chaine ascendante.
A la phase (f), on manipule des systeémes de l'ensemble Syst(Sx). On montre
que chaque transformation de la phase (f) consiste soit a passer d'un systéme
Taun systeme 7T tel que T < T soit & passer d'un systéme 7 a un systeme
T tel que 7= T'. Le nombre de transformations successives préservant
I'équivalence d'un systeme est fini car initialement le nombre de sous-
expressions est fini. On en déduit que la phase (f) termine. Q

I1 est a remarquer qu'une forme résolue n'est pas une forme normale. Par
exemple :

Sx = { X=f(W), Wo)Uf(W3,Wy) , Wi=aub , Wr=c , W3=b , Ws=cud }
Tx = { X=f(W1, W)Uf(W3, Wa) , Wi=a , Wr=c, W3=b , Wi=cud }
Ux = { X=H(W), Wo)Uf(W3, W) , Wi=aLb , Wh=c , W3=b, Wy=d }

sont trois systemes élémentaires résolus équivalents. Le probléme de trouver une
forme normale (une forme unique) est ouvert. )

2.3 Projection et complémentaire

Les opérations de projection et de complémentation ne sont pas admises dans les
expressions ensemblistes que nous manipulons. Toutefois, nous pouvons étre
amené a les utiliser pour transformer un systéme résolu.

Un systeme résolu § posséde une bonne propriété pour la projection, & savoir,
que tout terme f(X},...,Xp) est tel que sol(S)(X;) # @. Ainsi, il n'y a aucune
restriction pour appliquer cette opération ensembliste. Pour illustrer le probléme,
imaginons le systeme non résolu suivant :

S= { x’:f(y’z) ’ 9/=J"SC , &=C }

et la projection suivante : f;, (X). Une application incontrdlée de la projection
fournit comme résultat {c} alors qu'une application correcte fournit I'ensemble
vide.
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Nous définissons maintenant cet opérateur, d'abord par rapport a un terme, puis
par rapport a une expression ensembliste et enfin par rapport a une variable. On
considere un symbole de fonction f et un entier i compris entre 1 et l'arité de f.
Soit s = f(X1,...,Xn) un terme ensembliste, f}\(s) désigne la variable
ensembliste X;. Soit ex une expression ensembliste résolue, f;!(ex) retourne une
expression ensembliste résolue :

siex = 1y alors

f(}])(ex) =lg
sinon --ex =81 U ... U Sy

fil(ex) = U {S(f\(s) : sj est de la forme f(X1,...,Xn)}
fin si

Soit X une variable ensembliste d'un systeme résolu §, f;\(X) désigne
£)(8(X)), i.e., une expression résolue.

Par exemple, pour § = { X=f(X,9)U0, Y=aub },

o £:(X) = f(X, )0

(
o £:1(X) = aUb

Nous définissons l'opération de complémentation par rapport a un systéme
élémentaire résolu Sx. Pour définir 'opération de complémentation par rapport a
un systéme S, il est-nécessaire d'utiliser un codage pour se ramener au cas d'un
systeme élémentaire (voir la preuve de la propriété 8.35). Le complémentaire de
Sx estnoté S x. A chaque variable ' de Var(Sx) correspond une variable & de
Var(Sx):

S={¥=€X :9=ex e S}

Le probleme de la complémentation d'un systéme se ramene donc au probléme
de la complémentation d'une expression ensembliste résolue ex :

si ex = Ty alors

eX = 1o
sinon si ex = L alors
a = TSC

sinon --ex =81V ... U Sy
eX=51N..N Sy
fin si

Si une sous-expression s désigne un terme de la forme f(X1,...,Xp) alors §
désigne une expression de la forme sj U ... U sp oll chaque terme s; (1<j<p)
correspond soit & un terme f(Tgc,..., Xj,...,Tsc) pour tout i compris entre 1 et n,
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soit a un terme g(Tsc,...,Tsc) pour tout symbole de fonction g # f appartenant a
¥

Par exemple, si 7 = {a,b,f,g} et si Sy = { X=f(W),Wr)va, W=b } alors
res( Sx) = { )_(=f(W1,Tsc)Uf(Tsc, Wl)Ug(Tsc)Ub , W]-_-f(Tsc’Tsc)Ug(Tsc)Ua }
Par exemple, si F= {0,s} et si Sx = {X=s(X)0} alors

res( 3)() = { )?:-Lsc }

2.4 Grammaires de termes

Les systémes de contraintes ensemblistes sont liés aux grammaires de termes et
aux automates d'arbres. Aussi, nombre de résultats établis par rapport aux
grammaires ou aux automates s'appliquent aux contraintes ensemblistes. Nous
rappelons dans cette partie quelques résultats sur les grammaires de termes (et
automates d'arbres). Pour une approche plus générale, consultez le livre de
[Gécseg et Steinby 84]. Une bonne introduction, dont nous nous sommes
inspirés, est donnée par ailleurs par [Heintze 92] (pages 166-172) et [Uribe 92b]
(pages 25-30).

Etants donnés un ensemble ¥ de symboles de fonction et un ensemble A’ de non
terminaux, une grammaire de termes (réguliére) est définie par un ensemble fini
de productions de la forme nt = t ou nt désigne un non-terminal et t désigne un
é1ément de Term( %, A). Etant donné une grammaire de termes G, on écrit t] =G
t2 ssi nt = s est une production de G et t; peut étre obtenu en remplagant une
occurence de nt dans ty par s. La cloture reflexive et transitive de =g est notée
=*G. Le langage de termes, noté G(nt), correspondant a un non terminal nt de
G désigne l'ensemble suivant :

G(nt) = {t: nt =*G t et t ne contient aucun non terminal }

Les langages de termes générés par une grammaire de termes sont dits réguliers.
La classe des langages réguliers, notée Reg, est exactement celle des langages
(ou foréts) reconnu(e)s par les automates d'arbres ascendant (déterministe ou
non déterministe) ou descendant (déterministe). Il y a de nombreux résultats
énoncés et de nombreux algorithmes proposés concernant les grammaires de
termes ou les automates d'arbres [Gécseg et Steinby 84].

Reg, est clos par union, intersection et différence (et donc par complémentaire)

Si G et G' sont deux grammaires de termes et nt et nt' deux non terminaux
respectifs de G et G', alors les questions suivantes sont décidables :
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o le probleme de la finitude : est-ce que G(nt) est un langage fini ?

o le probleéme de I'appartenance : est-ce qu'un terme t appartient a G(nt) ?
o ]e probléme du vide : est-ce que G(nt) représente I'ensemble vide ?

o le probléme de I'équivalence : est-ce que G(nt) = G'(nt’) ?

o le probléme de l'inclusion : est-ce que G(nt) c G'(nt') ?

En fait, la décidabilité du probléme de l'inclusion implique la décidabilité des
problemes de I'appartenance, du vide et de I'équivalence.

Toute grammaire de termes peut €tre réécrite sous forme normale, c'est a dire
sous une forme telle que chaque production soit de la forme nt = f(nt;,...,nty)
ou f est un symbole de fonction n-aire et nty, ..., nt; des non terminaux. En fait,
a toute grammaire de termes sous forme normale, on peut faire correspondre un
systeme d'équations ensemblistes résolu en associant non terminaux et variables
ensemblistes.

Soit un systeme résolu S, si @ une variable ensembliste X on associe un non
terminal X alors a chaque équation de la forme X = s; U ... U sy, on fait
correspondre m regles de productions de la forme X = sy, ..., X = sy, 2
chaque équation de la forme X = Ly on fait correspondre un non terminal X
sans regles de productions associées, et a chaque équation de la forme X = T
on fait correspondre une régle de production de la forme X = f(X,...,X) pour
chaque symbole de fonction. Soit G la grammaire de termes obtenue, on peut
montrer par induction que pour toute variable ensembliste X, on a sol($)(X) =
G(X). De maniére réciproque, on montre qu'a toute grammaire G correspond un
systéme d'équations ensemblistes S tel que pour tout non terminal X, on ait
G(X) = sol(S)(X). Il suffit de se ramener a la forme normale de G. Ainsi, tout
systeme d'équations ensemblistes définit un langage (ou une famille de
langages) régulier et tout langage régulier peut €tre reconnu par un systéme
d'équations ensemblistes. On peut donc utiliser, par rapport aux systémes
d'équations ensemblistes, tous les résultats énoncés ci-dessus.

2.5 Borne inférieure et borne supérieure

Par la suite, on considérera la relation d'ordre notée < et définie ainsi (deux
systemes résolus S et §' étant donnés) :

S S ssisol(S)(X)Csol(S)(X),VXe V

Notons qu'il est possible de décider si § < S’ puisque les systemes d'équations
sont des ensembles finis et que sol($)(X) et sol(S)(X) représentent des langages
réguliers.
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Le plus grand minorant, noté glb(S1,52), de deux systemes résolus $; et S2
désigne le systéme résolu S tel que pour toute variable X, on a :

$01(S5)(X) = sol(51)(X) N sol(S52)(X)

Comme sol(S51)(X) et sol(S2)(X) sont des langages réguliers, il est possible de
calculer le langage régulier qui correspond a l'intersection de s0l($)(X) et
sol($2)(X), puis de coder ce langage sous la forme d'un systeme élémentaire
résolu Sx. Pratiquement, on peut calculer § (avant mise sous forme résolue)
comme suit :

° S ={X=351(X)N S52(X): X € Varfree(S51) U Varfree($52)} U
{X=ex € 51 :Xe Varg(51)} U {X=ex € $7: X € Varz($5)}

o Varz($) = Varg(S)) v Varg($)

Le plus petit majorant, noté lub(5y,57), de deux systémes résolus §; et S2
désigne le systeme résolu § tel que pour toute variable X, on a:

s0l(S)(X) = s0l(S51)(X) U sol(52)(X)

Comme s0l(S57)(X) et sol(52)(X) sont des langages réguliers, il est possible de
calculer le langage régulier qui correspond a I'union de sol($7)(X) et sol(S52)(X),
puis de coder ce.langage sous la forme d'un systeme élémentaire résolu Sx.
Pratiquement, on peut calculer § (avant mise sous forme résolue) comme suit :

o §={X =510 U S520X): X € Varfree(S1) U Varfree(52) } U
{X=ex € S§):Xe Vara($5))} v {X=ex € S7: X e Vara(52)}

o Varg($) = Varg(S§1) u Varg($r)

Exemple
S1={ X=a, O=g(9, W), Wr=aub }
S2={X=a, 9=b, Z=f(W)), W)=a}

glb(81,52) = { X=a, 9=Ls, Z=f(W), Wi=a }
lub(81,52) = { X=a, 9=g(9,Wi)ub, Wi=aLb } O

La quantification existentielle d'un systéme .S par un ensemble de variables V ¢

Varfree(S) désigne le systeme §' = § tel que Varg(§') = Varg($) u V.

2.6 Opérateurs de widening

Il est a noter que pour un systeme § d'équations ensemblistes donné, le nombre
de majorants (pour la relation C) n'est pas nécessairement borné, et que de plus,
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I'ensemble des majorants de S ne vérifie pas nécessairement la condition de
chaine ascendante. Par exemple,

{x=0} c {X=0us(0)} < ... c {X=0us(0)u...usn(0)} < ...

Nous définissons trois opérateurs Vgepth, Vprox €t Vcard par rapport aux
systemes d'équations ensemblistes. Ces opérateurs sont définis par rapport a la
relation C et non par rapport a la relation — comme au chapitre 6. Ce choix se
justifie a la section 3.4.

Nous donnons tout d'abord une caractérisation d'un systéme en termes de
chemins et nous introduisons ensuite une opération de widening (au sens large)
appelée €toile. Les opérateurs de widening Vdepth, Vprox €t Vcard sont définis a
la suite.

2.6.1 Chemins d'un systéeme

Soit Sx un systeme élémentaire résolu, chemins+(Sy) désigne l'ensemble des
chemins complétement spécifiés de Sx. Il correspond a I'ensemble CCSg(Sx,X)
qui est calculé comme indiqué ci-dessous. Si S représente un ensemble de
variables et Y'une variable quelconque :

° CCSs(5.7) = {(9. 7)) si Ve S,

o CCSs(5,9) = {(2,Tsc)} 81 85(9) =T
o CCSs(S8,Y) = . W {CCSs(S,7,8)) si S(MN =81V ..U sy

<ign

o CCSs(S,7,a) = (9,a)
° CCSs(S8,9 (1., %) = | & {(%f)m:me CSs(5.97))

1<n

Un chemin complétement spécifi€, généralement noté ms, est une suite non vide
de lettres. Chaque lettre représente un couple (X,A) ou X est une variable et A est
une variable ou un symbole de fonction indicé (sauf si le symbole est d'arité
nulle). Intuitivement, le premier élément du couple spécifie quelle est I'équation
(variable) utilisée pour prendre en compte le second élément. La premiere regle
évite de tomber dans une récursion incontrolée (l'ensemble S mémorise
I'ensemble des variables déja rencontrées sur le chemin). Les autres régles
permettent de continuer la construction de I'ensemble des chemins spécifiés en
tenant compte des symboles de fonction rencontrés.

Soit ms un chemin complétement spécifié, I'image de ms désigne un chemin
(non complétement spécifié) m tel que si ms = ps.(X,A) alors m = p.A ol p
désigne l'image de ps. Soient S un systéme résolu et X une variable,
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chemins(Sy) désigne 1'ensemble des chemins de Sy, c'est a dire 'ensemble des
images de chemins+(Sx). '

Par exemple, soit

Sx ={ X=f(W, W)uf(W3,Ws) , Wi=g(W1)ub, Wi=b , Wy=a },

chemins+(Sx) = chemins(Sx) =
{ (X.fa)).(W,b) { fb,
X LaN-(Whgan (W, wh) f(1).2(1). W1
(X,f(2)).(W2,TSC) f(2)-Tsc
(X,£(1)).(W3,b)
(X £2))-(Wa,a) , f2)-a,
} }

f/\f
2 VN
ﬁ Tc b a
7\

£

Figure 8.11

Le graphe de type associé a Sx (figure 8.11) donne une illustration visuelle sur
la maniere dont sont construits les chemins. Remarquons que l'image de
(X.f(1)).(W1,b) et de (X,f(1)).(W3,b) est le chemin f(1).b. Il existe une surjection
de chemins+(Sy) sur chemins(Sx).

Définition 8.12
Soient m et m' deux chemins, on dit que m admet une récursivité potentielle
par rapport a m' ssi il existe mj, my (# €) et m3 tel que m = mj.mz.m3 et m'
= mj].mas.

Par exemple, m = s(1).0 admet une récursivité potentielle par rapport am'=0. Il
suffit de choisir mj = €, mp = s(1) et m3 = 0. De méme, m = f(1).g(2).f(1).b
admet une récursivité potentielle par rapport a m' = f(1).b. Il suffit de choisir m;
=g, mp = f(1).g(2) et m3 = f(1).b ou encore m} = f(1), my = gz).f(1)et m3 =b.
Implicitement, m3 # € car il n'est pas possible de trouver deux chemins m et m'
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tels que m = mj.my et m' = mj avec my # €. En effet, la derniére lettre de m;
désigne soit une constante, soit Tgc soit une variable. Dans tous les cas, il n'est
pas possible de trouver dans tout systéme un chemin obtenu a partir de mj par
concaténation d'une lettre.

L'idée derriére la définition 8.12 est de définir une opération de widening (au
sens large) appelée étoile qui tienne compte des récursivités potentielles dans un
systeme résolu. L'opération consiste alors a remplacer dans le systtme m et m'
par mj.mp*.m3.

2.6.2 Opération étoile

La fonction étoile permet de généraliser un systéme en "passant a I'étoile"” les
récursivités potentielles détectées pour ce systeme. Pour tout systeme résolu §,
étoile(S) désigne le systtme S oi tout systéme élémentaire Sy de S a été
remplacé par étoile(Sx). Pour tout systéme élémentaire Sy, étoile(Sx) désigne le
systeme élémentaire (mis sous forme résolue) obtenu a partir de Sx apres les
deux étapes suivantes.

Algorithme de 'passage a 1'étoile"
Etape 1 : calcul des ensembles de variables a fusionner

On considere initialement I'ensemble Fus = {{Y}: Y€ Var(Sx)}. Fus désigne
les ensembles de variables a fusionner. Fus est modifié en considérant les
récursivités potentielles. :

Pour tout couple (m,m') d'éléments distincts de chemins(Sy) faire
Si m admet une récursivité potentielle par rapport a m' alors
-- soient m = mj.mp.m3 et m' = mj.m3 sa description
-- soient i,j les positions respectives dans m des 1¢res lettres de mp et m3
-- soit k la position respective dans m' de la 1¢re lettre de m3.
E=0
Pour tout élément ms de chemins+(Sx) tel que m est I'image de ms faire
-- soient (7,A) et (9,A') la ieme et la jeme Jettres de ms
ajouter Yet % dans E
Fin pour
Pour tout élément ms' de chemins+(Sx) tel que m' est I'image de ms' faire
-- soient (9,A) la kéme Jettre de ms'
ajouter ¥'dans E
Fin pour
on fusionne tous les ensembles S de Fustelsque SNE# @
Fin si
Fin pour
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Il est a noter que Fus constitue une partition de Var(Sy).
Etape 2 : modification de Sx

Pour tout ensemble S de Fus faire
--s0it S = {W},..., W)
on choisit une variable W de S (W désigne X si X appartient a S)
on remplace NW=Sx(W) dans Sx par W=Sx(W)) U ... U Sx(Wn)
on supprime de Sy toutes les équations W=Sx(W;) si Wje Setsi W= W
on remplace dans Sy toute occurence d'une variable de S par W
Fin pour
résoudre Sy

L'étape 1 du calcul consiste a coder les récursivités potentielles sous forme de
fusions d'ensembles de variables. L'idée étant qu'en liant les variables de ces
différents ensembles, un "passage a I'étoile"” est effectué. A I'étape 2, la variable
X est gérée de maniere différente des autres variables car elle ne peut étre
renommée.

Propriété 8.13
Pour tout systeme résolu §, S < étoile(S)

Preuve
La preuve se raméne a prouver que pour tout systéme élémentaire Sy de S,

sol(Sx)(X) < sol(étoile(Sx))(X)

Pour toute variable W, de Var(Sx), on sait que W appartient a un ensemble
S de Fus apres I'étape 1. Si W désigne la variable de S qui a été choisie pour
la transformation de Sy, on sait que I'ensemble sol(Sx)(‘W)) considérée avant
la transformation est inclus dans I'ensemble sol(Sx)(W) considérée aprés la
transformation. Comme la variable W} est remplacée par la variable %
partout dans Sx et que les opérateurs sont monotones, il s'agit d'une
généralisation du systeme. O

Exemple 1

Pour illustrer I'opération étoile, prenons un premier exemple. Soit le systéme
élémentaire suivant :

Sx = { X=cons(Wj,Ws)unil , Wij=a , Wr=nil }
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cons nil cons nil
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a nil a

Sx étoile( 5)()

Figure 8.14

La figure 8.14 représente Sx et étoile(Sx) sous la forme de graphes de types.
Voici comment est obtenu ce résultat. On a :

chemins+(Sx) = { (X,nil) , (X,cons(1)).(W},a) , (X,cons(2)).(Wp,nil) }
chemins(Sx) = { nil , cons(y).a, cons(2).nil }

Etape 1: on s'apercoit que cons(2).nil admet une récursivité potentielle par
rapport a nil. Aussi obtient-t-on :

Fus={ {X, W2}, {W} }
Etape 2 :

o on remplace X = Sx(X) par X = Sx(X) U Sx(%>), on obtient :
{ X=cons(W;,Wy)unilunil , W)=a , Wo=nil }

o on supprime Ws=Sx(W>), on obtient :
{ X=cons(W,W>y)unilunil , Wi=a }

o on remplace partout W> par X, on obtient :
{ X=cons(Wj,X)unilunil , W=a }

o on résout, on obtient :
éroile(Sx) = { X = cons(W),X)unil , Wi=a } O

Exemple 2
Soit le systeme élémentaire suivant :

Sx = { X=f(WHUE(Wr)ug(Wh) , Wh=0 , Wr=g(W)) }
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R ﬁ/\

Sx étoile( Sy

Figure 8.15

La figure 8.15 représente Sy et étoile(Sx) sous la forme de graphes de types.
Voici comment est obtenu ce résultat. On a :

chemins+(Sx) =
{ GE1).(W1,0) , OGEy)(Wa,g1))-(Wh,0) , (X,g1))(W1,0) }

chemins(Sy) =
{ £1).0, f(1).2(1).0, g1).0 }

Etape 1 : on s'apercoit que f(1).g(1).0 admet une récursivité potentielle par
rapport a f(1).0. Aussi obtient-t-on d'abord :

Fus={ {Xx}, {W), W3} }

puis on s'apergoit également que f(1).g(1).0 admet une récursivité potentielle
par rapport a g(1).0. Aussi obtient-t-on finalement :

Fus = { {X,W1,W>} }

Etape 2 :

o on remplace X = Sx(X) par X = Sx(X) U Sx(W)) U Sx(W>), on obtient :

{ X=f(W)Uf(W)ug(WHU0Ug(Wr) , W1=0 , Wr=g(W)) }

o on supprime W=5x(W]) et Wa=Sx(W),), on obtient :
{ X=f(Wy)uf(Wr)og(Wi)oug(W) }

o on remplace partout W} et W, par X, on obtient :
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{ X=f(X)Uf(X)Ug)U0Ug(X) }

s on résout, on obtient :
étoile(Sx) = { X=f(X)ug(xX)0} QO

Il est a noter que dans certains cas, il est préférable d'effectuer un renommage
préalable des variables du systéme afin d'éviter le partage de structures. Ceci
permet d'obtenir une généralisation moins forte (et plus naturelle). Par exemple,
si ’

Sx = { X=f(Wh, W) uf(Wh,Wy) , W1=0 , Wr=s(W)) }
alors

étoile(Sx) = { X=f(Wq, 1) , Wi=s(W)0 }
Par contre, aprés renommage, on obtient :

Sx = { X=f(W), WUf(W3,Ws) , W1=0 , Wr=0 , W3=s(Ws) , Wys=0, Ws=0 }
et donc

étoile(Sx) = { X=f(W), W)) , Wi=s(W1)U0 , WHr=0 }

On considere fixés pour les sections suivantes un entier k (21) et un ensemble
fini de variables V.

2.6.3 Opérateur Vdepth

On commence par définir les fonctions depth et absl. La profondeur, notée
depth(m), d'un chemin m (resp. d'un chemin complétement spécifié) désigne le
nombre de lettres qui composent le chemin. La profondeur d'un systéme § est
défini en fonction de la profondeur des systemes élémentaires de S qui eux-
mémes sont définis en fonction de la profondeur de leur chemins associés :

depth(S) = max {depth(Sx) : X € Varfree(S)}
depth(Sx) = max {depth(m) : m € chemins(Sx)}

En reprenant I'exemple précédent (figure 8.15), on obtient depth(Sx) = 3. La
profondeur d'un systéme élémentaire Sx correspond a la plus longue branche du
graphe de type associé a Sx (on ne considere donc pas les cycles).

Soit § un systeme résolu, l'opération abs1(S) consiste & couper a une
profondeur k donnée toutes les branches du graphe de type associé a chaque
systéme élémentaire de S. abs1($) désigne donc le systeme résolu obtenu apres
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avoir considéré pour chaque systéme élémentaire Sy de S et chaque élément ms
de chemins+(Sx} la transformation suivante :

Si depth(ms) > k, alors
-- soit (9f(;)).(W,1) les kieme et (k+1)igme Jettres de ms
remplacer par une nouvelle variable (existentielle) toute occurence de W dans
Sx(9) située comme i¢me argument d'un terme de foncteur f.

Fin si

Pour montrer que Vdep[h est un opérateur de widening (bien défini), nous
introduisons trois lemmes qui vont nous permettre de vérifier les affirmations
(a), (b) et (c) du schéma de preuve (voir la section 4.1.1 du chapitre 6).

Lemme 8.16
L'ensemble des systémes résolus S tels que Varfree(S) < V et depth(S) < k,
est fini.

Preuve

Comme V est fini, il suffit de prouver la propriété pour un systéme
élémentaire Sx. Supposons que la propriété soit vraie pour tout systeme
élémentaire Sx tel que depth(Sx) < k et montrons qu'elle reste vraie pour un
systeme €lémentaire Sy tel que depth(Sx) = k+1. Si depth(Sx) = k+1 alors
on sait qu'il existe une équation dans Sy de la forme X = sj U ... U sp. Si
on supprime X=Sx(X) de S, alors a chaque variable % de Sx(X) on peut faire
correspondre un systeme €lémentaire Sy tel que depth(Sy) < k. De plus,
comme § est résolu, on sait que l'ensemble des équations de ces systémes
élémentaires désigne I'ensemble des équations de § privé de X=Sx(X). En
utilisant 'hypothese de récurrence, on déduit qu'a tout terme sj de Sx(X) on
ne peut associer qu'un nombre fini de systémes résolus. Il reste alors a
déterminer que le nombre de termes s; pouvant apparaitre dans Sx(X) est
borné. Si ce n'était pas le cas, comme le nombre de symboles de fonctions est
fini et que le nombre de systémes résolus pouvant &tre associé a chaque terme
sj est fini, cela signifirait que deux termes s; et s; sont identiques (représentent
le méme ensemble). Or d'aprés la définition d'un systéme sous forme
résolue, cela est impossible. O

Lemme 8.17
Pour tout systéme résolu S, S < abs1($).

Preuve
La transformation précédente consiste a remplacer une (occurence de) variable

du systéme par une nouvelle variable dont l'interprétation implicite est Tg.
Comme dans un systéme résolu ne se trouvent que des opérateurs
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monotones, chaque transformation généralise le systéme (par rapport a la
relation ). O

Lemme 8.18
L'ensemble {abs1($) : S est un systéme résolu tel que Vargee(S) < V] est
fini.

Preuve

Par définition, abs1(S) est un systéme résolu. Par construction, on sait que
pour tout systeme résolu S, depth(abs1(S)) < k et Varfree(absl($5)) < V
puisque les variables introduites lors d'éventuelles transformations sont
quantifiées existentiellement. On en déduit que l'ensemble {abs1(S) : S est un
systeme résolu tel que Varfree(S) € V} est inclus dans 'ensemble {$ : S est
un systeme résolu tel que depth(S) <k et Vargee(S) € V). Le lemme 8.18 est
donc une conséquence du lemme 8.16. O

Propriété 8.19
Vdepth €st un opérateur de widening

Preuve

Les lemmes 8.16, 8.17 et 8.18 permettent de vérifier les affirmations (a), (b)
et (c) du schéma de preuve (section 4.1.1 du chapitre 6). Q

2.6.4 Opérateur Vppox

On commence par définir les fonctions prox et abs2.
Soient Set §' deux systémes résolus,

e prox(S,5") ssi 3 X € V,3d m e chemins(Sx), 3 m' € chemins(S'x) : mg = m'k
e abs2($,S") = abs1(étoile(lub($,S5"))))

On note my le chemin m restreint aux k premieres lettres. Il est a noter que abs2
n'est pas uniquement défini en fonction de la fonction €étoile. En effet, cette
fonction ne permet pas d'assurer le fait que le nombre de généralisations
successives soit fini. Il est, par exemple, possible d'obtenir la chaine ascendante
suivante :

{X=0} c {X=001(g(f(0))} < ... ¢ {X=0u...ufr(g(f(0)))} < ..

La fonction étoile est sans effet sur chaque élément de cette suite. On peut ainsi
dire, par analogie avec les langages, que la fonction étoile est réguliere et non
pas algebrique.
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Pour montrer que Vprox est un opérateur de widening (bien défini), nous
introduisons deux lemmes qui vont nous permettre de vérifier les affirmations
(a) et (b) du schéma de preuve (voir la section 4.1.1 du chapitre 6).

Lemme 8.20
Il n'existe pas d'ensemble infini E de systémes résolus tel que :
e si S appartient 2 E alors Vargee(S) € V
e si §et S sont deux systeémes distincts de E alors prox(s,S$') < k

Preuve
Résulte directement du lemme 8.16. O

Lemme 8.21
Pour tout couple (§,S") de systémes résolus,
S < abs2(5,5) et S abs2(S,5Y.

Preuve
On a § < lub(s,S") c étoile(lub($,S")) < absl(étoile(lub(s,S'))). Q

Propriété 8.22
Vprox €st un opérateur de widening.

Preuve

Les lemmes 8.20, 8.21 et 8.18 vérifient les affirmations (a), (b) et (c) du
schéma de preuve (section 4.1.1 du chapitre 6). O

2.6.5 Opérateur V ,rg

En considérant la fonction de cardinalité et la fonction abs2 définie ci-dessus, on
obtient un nouvel opérateur de widening.

Propriété 8.23
Vard est un opérateur de widening.

Preuve

Les propriétés 8.21 et 8.15 vérifient les affirmations (b) et (¢) du schéma de
preuve (section 4.1.1 du chapitre 6). L'affirmation (a) est trivialement vérifiée
par la fonction card. Q

3 CLP(F7+50)

Maintenant que nous avons introduit les systemes d'équations ensemblistes,
nous les intégrons au domaine de CLP(¥7). Les contraintes du langage
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CLP( 7+ 5C) obtenu par cette extension sont alors de la forme (57,55) ol ST
et SS représentent respectivement un systeme d'équations sur les termes et un
systeme d'équations ensemblistes.

3.1 Définition
CLP(#7+5C) est un CLP-langage (Z,£,4) tel que

oY =(S,7,C)on
oS = {term}
o Fest un ensemble fini de symboles de fonction.
°oC={=,1,T}u{er: L estunlangage régulier}

e L désigne I'ensemble Atom( V), F,C) clos par :
° conjonction
o quantification existentielle

e 72 est une Z-algebre telle que
o l'interprétation de S est donnée par A(term) = Term( F)
o l'interprétation des symboles de 7 est libre
o I'interprétation de chaque symbole € est définie comme suit :
Y te Term(F), A(ep(t))ssite L

Voici un exemple de contrainte ¢ (un élément de L) :
X=f(Y) A Z=a ne,(](Y)) A €1,(Z)
les langages réguliers L1 et L, étant définis respectivement par

L, :={fn(a): n20}
L, :=aub

Définition 8.24
Soit ¢ une contrainte (un élément de L), sol(c) représente 1'ensemble des
solutions de ¢, i.e., I'ensemble des assignations de variables qui satisfont c.

Pour l'exemple précédent, sol(c) désigne l'ensemble des assignations de
variables 0 tel que 6(X) = fn+1(a), 6(Y) = fn(a) et 6(Z) = a.

Pour simplifier, nous considérons dans la suite, uniquement des contraintes de
la forme € (X) ou X représente une variable. Il s'agit donc d'une restriction au
niveau de I'ensemble L. Par exemple, la contrainte précédente peut s'écrire (ici
de fagon équivalente) par :

X=f(Y) A Z=a n €1,(Y) A € L,(Z)
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car f;)(L1) = L;. Nous préférons, par commodité, changer I'écriture de telles
contraintes en introduisant un ensemble de variables ensemblistes V5. mis en
bijection avec l'ensemble 9. On considére qu'a chaque variable X de V
correspond une variable ensembliste X de V. Tout langage régulier peut étre
codé sous la forme d'un systeéme d'équations ensemblistes.

Notation 8.25
Pour toute variable X, on décide de coder de maniére équivalente
I'information € (X) par Xe X A § ou S est un systéme d'équations
ensemblistes tel que Varg($) = {X} et sol(5)(X) = L. De maniére plus
générale, on codera e |(X) A ... A€ (X) par Xe X A S ol S est un
systeme tel que Varg($) = {X} etsol(§)(X)=Lin... N L,.

A T'absence d'information de la forme e 1 (X), on fait correspondre Xe X A
X=Tgc. Par simplicité, on peut sous-entendre toute information de la forme
Xe X et toute information de la forme X=Tg.. Pour l'exemple précédent, on
obtient d'abord :

X=f(Y)AZ=a AXEXAX=Tsc AYEY A Y=f(Y)va AZe Z A Z=ab
puis :
X=f(Y) A Z=a A Y=f(¥)a A Z=aLb

Finalement, I'information peut étre codée sous forme de deux ensembles, un
ensemble, noté ST, d'équations sur les termes et un ensemble, noté S,
d'équations-ensemblistes.

({ X=f(Y),Z=a}, { 9=f(Y)yva, Z=bc })

Par la suite, une contrainte ¢ sera représentée sous la forme d'un couple
(87,55). Dans toute contrainte ¢, n'apparaissent que des variables libres ou liées
existentiellement. On utilisera donc les ensembles Var(c), Vargree(c) et Varg(c).
Une contrainte ¢ = (§7,55) est implicitement interprétée par : 3V (ST A Trive
A S55) ou V représente Varg(c), S7 et S.S représentent respectivement un
systeme d'équations sur les termes et un systéme d'équations ensemblistes, et
Trive désigne la formule d'appartenance triviale suivante :

Trive =( A Xe X)
Xev

De ce fait, (9,0) représente T. Au niveau de toute contrainte ¢ = (5§7,5.5), on
peut ignorer les variables "locales" de 1'ensemble Varg($S). Par ailleurs, on peut
supposer que Varg(S7) = @ car toute variable X de Var3(S7) peut étre
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considérée comme appartenant a Var3(c) puisque, en évitant les conflits de
noms, cela revient a introduire la contrainte triviale suivante X € X A X = Tge.

Pour effectuer le lien entre I'ensemble sol($7) et 'ensemble sol(S5S), nous
introduisons l'application ®.

Définition 8.26
Soit $5 un systéeme d'équations ensemblistes, ®(so0l(5S5)) désigne I'ensemble
des assignations de variables 0 telles que pour toute variable X :

8(X) € sol(55)(X).

Propriété 8.27
Soit ¢ = (§7,5.5) une contrainte, sol(¢) = sol(57) N P(s0l(S5S))

Preuve
Résulte de la définition de I'application @. O

Il est a noter que les deux composantes d'une contrainte ¢ sont de méme
importance. La premiere, un systéme d'équations sur les termes, permet de
coder les dépendances entre variables et la seconde, un systéme d'équations
ensemblistes, permet de représenter la structure des termes de maniére récursive
et non déterministe. L'information déterministe peut €tre codée par les deux
composantes. Par exemple, pour la contrainte suivante :

c=({ X=f(X" X"}, { X=f(W),Wr)wa, Wi=aubuc , Wh=buc, Z=c })

ST établit une dépendance via la variable X' et §S établit la structure non
déterministe de X. Il ne serait pas possible de coder la méme information avec un
seul ensemble S7 ou un seul ensemble $S. Notons que le systeme précédent
peut étre transformé en un systéme équivalent par un transfert d'informations
entre les ensembles S7et SS :

c=({ X=f(X"X),Z=c }, { X=f(W1,W1)), Wi=buc, Z=c })
Pour finir, nous introduisons la notation suivante.

Notation 8.28
Soit ¢ = (57,5.5) une contrainte telle que S7 et $S sont résolus,
Left(c) = (Var(c) - Ran(57))
Right(c) = (Var(c) - Dom(57))

Nous représentons respectivement les variables de Left(c) et de Right(c) par
{X,...,2} et {X',...Z2'}.
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3.2 Forme résolue

Nous cherchons a calculer une forme résolue pour toute contrainte ¢. L'objectif
recherché est d'obtenir une forme qui nous permette aisément de décider du vide
(si une contrainte donnée est satisfiable ou non) et de l'implication (si une
contrainte donnée est plus petite, i.e., moins générale, qu'une autre). Cette
décision est nécessaire, dans le premier cas, a I'utilisation de la résolution OLD
et, dans le second cas, a 'utilisation de la tabulation. On souhaite également
pouvoir effectuer un calcul de borne inférieure (traiter la conjonction) et un calcul
de borne supérieure. Ce calcul est nécessaire, dans le premier cas, a I'utilisation
de la résolution OLD et, dans le second cas, a la définition d'opérateurs de
widening. La forme résolue d'une contrainte ¢ est définie comme suit .

Définition 8.29
Une contrainte ¢ est (sous forme) résolue ssi
e si ¢ est insatisfiable alors ¢ = 1
e si ¢ est satisfiable alors ¢ = (§7,55) et
o ST et SS sont résolus
o §7 est normalisé, i.e., ST = lub(sol(c))
o $S est normalisé, i.e, V'Y € Ran(S57), $5() = Tec.

Une forme résolue met en évidence l'insatisfiabilité d'une contrainte. Par
ailleurs, le fait que $7 soit normalisé implique que toute l'information
déterministe et toutes les dépendances entre variables sont codées par S7. On
considere ici implicitement une assignation de variables appartenant a sol(c) sous
la forme (équivalente) d'un systeme d'équations sur les termes. D'autre part, le
fait que SS soit normalisé implique que toute l'information de typage initiale
concernant les variables de Ran(S7) a ét€ reportée sur les variables de Left(c).
La normalisation de $7 et de S.S permet de concevoir une procédure de décision
pour décider de I'implication de contraintes (voir la propriété 8.34).

Soit ¢ une contrainte, on note res(c) la contrainte obtenue apres l'algorithme de
mise sous forme résolue proposée ci-dessous. Il est a noter que cet algorithme
possede quelques idendités avec l'algorithme de transformation de formules
équationnelles avec contraintes d'appartenance de [Comon et Delor 90] et
l'algorithme d'unification de [Uribe 92b]. Mais [Comon et Delor 90] et [Uribe
92b] s'intéressent essentiellement au probléme de la satisfiabilité. La forme
résolue de ¢ est obtenue apres six étapes. Le lecteur peut suivre les différentes
étapes sur l'exemple qui est donné apres la description de l'algorithme de
résolution.
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Algorithme de résolution

Etape 1 : initialisation

(a) : résoudre ST

Remarque : ¢ est insatisfiable si S7=1 .
(b) : résoudre SS

On peut considérer qu'aprés cette étape, aucune variable libre de ¢ n'apparait
dans Ran($7). Pour cela, il suffit d'introduire éventuellement de nouvelles
variables quantifiées existentiellement.

Etape 2 : translation de SS vers la droite.

Cette étape consiste a coder toutes les contraintes de S par rapport aux variables
de Right(c). Cela signifie qu'aprés cette étape, toute variable X de ¢ qui
appartient a Dom(S57), ou de maniere équivalente qui n'appartient pas a
Right(c), est telle qu'aucune contrainte n'est imposée par S.S sur cette variable.
Cette translation de SS vers la droite est effectuée via l'information codée par
ST. Il y a alors un report des contraintes structurelles et de non
linéarité de S7 vers S5S. Les contraintes structurelles désignent la structure
déterministe des termes et les contraintes de non-linéarité désignent les
dépendances entre les variables.

Pour cette étape, au lieu de considérer une contrainte ¢ sous la forme d'un couple
(S7,55) sachant que la formule d'appartenance triviale 7rive est sous-entendue,
on considérera plutdt ¢ sous la forme d'une conjonction ST A fe ol fe désigne
une formule d'appartenance non triviale. Le systeéme $S est alors sous-entendu
(car sa gestion ne pose aucun probléme particulier).

(¢) : remplacer Trive par fe.
TfiVe = ( N X (S X)

Xe?
et

fe =( A STX)e Xx),
XeV

(d) : remplacer (tant que possible) toute contrainte f(ty,...,ty) € X de fe par:

¢ A 1€ Xj1 Ao A€ Xjp) sSISS(X) =810 ... Us
Sj=f()G.I,...,Xj_n)( 1E Al n€ Xjn) ) =51 m

1<j<m
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® T ssi S5(X)=Tg
o L ssi SS(X)=Lg

(e) : mettre fe sous forme normale disjonctive et appliquer (tant que possible)
sur fe les transformations suivantes :

e remplacer X' € X'; par L ssi SS(X';}) = Lgc
e remplacer L A ex par Letl v ex parex
e remplacer T Aex parexet T vexpar T

e remplacer X' € X'j A X' € X'j par X' € X'k et coder dans 55 le
systeme €lémentaire SSx, : SOI(SS5)(X'k) = sol(SS5)X'}) M sol(SS)(X5).

Remarque : ¢ est insatisfiable si fe = L.

En pratique, au lieu de considérer I'ensemble ¥ (voir la phase (c)), on ne tient
compte que des variables de c. De maniére classique, pour la premiere
transformation de la phase (d), on interpréte une disjonction vide par la
contrainte L et une conjonction vide par la contrainte T (cas éventuel si
f(ty,....,tn) désigne une constante). La phase (d) permet de coder toutes les
contraintes d'appartenance par rapport aux variables de Right(c). Apres cette
phase, notre convention de codage (voir la notation 8.25) n'est plus valable
puisque nous n'avons plus nécessairement dans fe des contraintes atomiques de
la forme X' € X'. De plus, dans fe, plusieurs contraintes atomiques peuvent
porter sur une méme variable X'. Par souci de simplicité, et sans perte de
généralité, nous écrivons chaque occurrence d'une contrainte atomique portant
sur une variable X' (disons la i¢me) par X' € X; et on considére codée dans S§
un systeme €lémentaire SSy;. La phase (e) permet d'obtenir une bonne forme
pour fe. On considere sans perte de généralité que :

Soitfe =1,

SOt fe = (f1 V ... V fm) ol
o fj est de la forme (X' € XjA ... A Z' € 2Z') avec 1<jSm
> Dom(fj) = Right(c).

Nous notons Dom(f;) I'ensemble des variables qui apparaissent en partie gauche
d'une contrainte atomique de fj. Pour obtenir Dom(fj) = Right(c), il peut étre
nécessaire d'introduire de nouvelles contraintes atomiques triviales, i.e., des
contraintes atomiques de la forme Y' € 9 et telles que $5(9") = Tec.
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Etape 3 : report des contraintes de non-linéarité de S5 vers ST

Cette étape consiste a reporter sur ST les contraintes de non-linéarité codées par
SS8. Celles-ci apparaissent sous la forme de dépendances inter-arguments et ne
peuvent étre prises en compte que pour des ensembles dont le cardinal est égal a
1.

(f) : fusionner (tant que possible) deux variables X' et Y' de Riglit(c) ssi pour
tout j compris entre 1 et m:

$O1(SS)(Xj) = sol(S5)(Y'j) et card(sol(55)(X})) = card(sol(SS)(Y'j) = 1

Fusionner signifie ici renommer X' par Y' (ou l'inverse) dans $7 et éliminer
toute information concernant X' dans $S. Tester si le cardinal d'une expression
ensembliste est égal a l'unité est clairement décidable (voir par exemple
l'algorithme de [Heintze 92] page 171-172).

Etape 4 : translation de $S vers la gauche

Cette étape permet d'effectuer une translation de SS vers la gauche. Cela signifie
que toute variable X de ¢ qui appartient a Ran($57), ou de maniéere équivalente
qui n'appartient pas a Left(c), est telle qu'aucune contrainte n'est imposée par
S.S sur cette variable.

(g) : remplacer fe =(f1 vV ... V fm) par ge = (41 V ... V gm) OU
o gi=(X € XjA..AZ€ Zj)avec 1SjSm
o Dom(gj) = Left(c)

° pour tout entier j compris entre 1 et m et toute variable Y de Dom(gj;),
S5y désigne le systeme élémentaire résolu tel que :

sOl(SS)(Y5) = sol(SS)(STY))

ou ST(9) représente le terme S7(Y) ou toute variable W a été remplacée
par la variable ensembliste W.

(h) : remplacer ge = (41 Vv ... V gm) par Trive et coder dans S$ pour toute
variable Y de Left(c) le systeme élémentaire résolu S5y tel que :

sOl(SS)(Y) = sol(S5) (Y1) LU ... U sol(855)(Om)

La phase (g) consiste a reporter toutes les contraintes d'appartenance par rapport
aux variables de Left(c). La phase (h) consiste a obtenir de nouveau la formule
d'appartenance triviale 7rive par fusion des éléments de g<. On peut ainsi



Inférence de Types avec CLP( F7+ 5C) 197
considérer a nouveau ¢ sous la forme d'un couple (57,55) en sous-entendant la
formule d'appartenance. :

Etape 5 : report des contraintes structurelles de S5 vers $7

Cette étape consiste a reporter sur S7 toute l'information structurelle, i.e.,
l'information déterministe sur la structure des termes, codée par SS.

(i) : pour toute variable X de (Var(c) - Ran(57)) :
o ajouter 1'équation X = det({X}) dans ST
o résoudre S7.
Si S = {Xj,...,Xn} est un ensemble de variables ensemblistes alors :
o det(S) = f(det({X}.1,...Xm.1})s....det({ X1 p,---.Xm.p}) si (avec n < m)
SSXD VU LU SS(Xy) = f(X].],...,Xl.p) U .Y f(Xm,l,...,Xm,p)
e det(S) = X' sinon et X' désigne une nouvelle variable.
Les nouvelles variables introduites dans §7 appartiennent a Varz(c).
Etape 6 (facultative) : simplifier
(j) : pour toute variable existentielle X de Left(c) :
o éliminer X=S57(X) de ST
o éliminer SSx de SS.
Exemple

Nous illustrons maintenant les différentes phases de la mise sous forme
résolue d'une contrainte c.

Contrainte initiale : Soit ¢ = (§7,55) ol :

ST={ X=f(X"X"), Y=g(Z,) }

S§=8Sx LU SSy U SSzet
SSx = { X=f(W), Wr))uf(W), W)UE( W2, Wa) , Wi=a, W) =b }
SSo = { F=g(W3,Wa)ug(Ws,We) , Wi=a, Wq =d, Ws=b, We =c }
S8z ={ Z=aub }

Varz(c) = {X'}
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(a) : Aucun changement.
(b) : Introduction d'une nouvelle variable. Seuls changent $7 et Varg(c) :

ST={ X=f(X'X"), Y=g(Y',c) , Z=Y" }
Varg(e) = {X,Y'}

(c) : Passage de Trive a fe.ona fe =
(IXX)e X AgY¥)e YA YeZAXeEX AYEY)
(d) : Développement de fe. On obtient fe =

(X'e WnArXeWNvXeWaXe W) vX e WWranX e X))
AY'e MaAl)vIY'e WsAaTH) AYeZAXeX AYe€eY)

(e) : Simplification de fe. On obtient fe = (f; v f2) avec
cfi=(X'e X1 A YeDN)

o for=(X'€ X2 A Y € 99
e 55 = SSX] U 55_X2 (W) .559"1 () 559‘2

55)(] { X‘] a }
S8y ={91=b }
SSx, =1 X’z-b }
$Syy={52=b |

(f) : Aucun changement (cela n'eut pas été le cas si 9'j=a remplagait ©";=b)
(g) : Passage de fe & gc. On obtient g = (g1 v g2) avec

cq1=(XeX1 AYe DN ALe Zy)
cp=(XeXyAYe N ALe 2
0 $5= 885x, U SSxy U 5SSy U SSeyy U 852, U 85z,
S$Sx, = { Xi=f(W, W), Wi=a }
SSyy = { 71=g(Wo,W3), Wr=b, Wi=c },
$Sz,={21=b}
SSx, = { Xo=f(Ws,Wy) , Ws=2a}
SSo, = { D2=g(Ws,We) , Ws=b , We=c }
55Z2 ={ Zy=b }

(h) : Passage de ge a Trive. On obtient ¢ = (§7,55) avec

ST={ X=f(X"X"), Y=g(Y'c), Z=Y"}
SS=8Sx WSSy U SS2
5Sx = { X=FW, W)UK W2,W2) , Wi=a, Wa=b)
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SSy={ O=g(W3,W4), Wi=b, Wy=c } ,
$Sz=1{2=b}
Varz(c) = {X',Y'}

(i) : Calcul de I'information déterministe de SS

det({X}) retourne f(X1,X2), det({Y}) retourne g(b,c) et det({Z}) retourne
b. En ajoutant X=f(X1,X2), Y=g(b,c) et Z=b a S7, on obtient :

ST={ X=f(X'X"), Y=g(b,c) , Z=b }
(§) : Aucun changement. Q

Propriété 8.30
res(c) est équivalent a c.

Preuve

Nous montrons ici que toutes les phases de transformations sont correctes,
1.e., préservent l'équivalence.

(a) : Immédiat.
(b) : Immédiat.

(c) : Initialement, au début de I'étape 2, nous avons une contrainte ¢ de la
forme :

STA( A X€eEX)
XevV

Cette contrainte est équivalente a :

STA( A STX)e X)
XeV

puisque X=5T(X).

(d) : D'une part, si $5(9) = Tsc alors f(tj,...,ty) € Y est équivalent a T car
pour toute asignation de variables 6 : 8(f(t;,...,ty)) € Term(¥). D'autre part,
si SS(Y) = L alors f(ty,...,ty) € 9 est équivalent a 1 car il n'existe aucune
assignation de variables 6 telle que 6(f(t,...,ty)) € @. La correction de la
premiére transformation est immédiate.
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(e) : Si $5(X;) = L alors X € X; est équivalent a L car il n'existe aucune
assignation de variables 0 telle que 6(X) € @. Les autres transformations de
(e) sont immédiates.

Caractérisation de f¢ : Pour prouver la correction de la phase (h), nous
donnons aprés 1'étape (€) une caractérisation de fe .

La contrainte

STA( A STX)e X)
XeV

est équivalente a

STAC A fX)
XeV

fx représente la formule obtenue a partir de ST{X) € X en appliquant les
transformations de I'étape 2. On peut considérer sans perte de généralité que :

soit fx =1,
SOiIfX = ((fx)] V..V (fx)k) ou:
° (fx)k, estde la forme (X' € X'k, A ... AZ' € Z'k)avec 1 Skyx<Kk

> Dom((fx)k,) = Var(§7(X)).

On peut noter ensuite qu'en appliquant les transformations de la phase (e) sur :

A fx

XevV

on obtient la formule fe . Cela revient a dire que si fe = (f1 v ... v f) alors
pour tout entier j compris entre 1 et m, fj est équivalent a une conjonction,
notée conj(f;), de la forme :

A (XK
XeV

(f) : Immédiat.
(g) : Cette phase consiste a
remplacer fe =(fi V ... V fm) par ge = (41 V ... V gm)-
Pour prouver la correction de cette transformation, il suffit de montrer que :

5'1’/\fj est équivalent a ST A gj
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puisque

ST A festéquivalenta (STA f1) V ... V (STA fm)
ST A gestéquivalent a (STA g1V ... V (ST A gm)

On prouve que 5"{ A fj est équivalent & ST A gj en remarquant simplement
que (par construction de gj) :

pour toute assignation de variables 8 et pour toute variable Y de Left(c),
onab(Y) e sol($5)(9]) ssi pour toute variable Y' de ST(Y) : 6(Y'") €
sol(85)(95) .

(h) : Cette phase consiste a
remplacer ge = (f1 v ... V fm) par Trive .

Pour prouver la correction de cette transformation, il faut montrer que :
ST A ge estéquivalenta ST A Trive

Nous commengons d'abord par montrer que toute solution 8 de ST A ge est
une solution de ST A Trive . Si 6 est solution de ST A ge alors il existe un
entier j tel que 8 est solution de ST A gj. Aussi, pour toute variable Y de
Left(c), on a 6(Y) € s0l(S5)(9;). Comme sol(SS)(P) = sol(SSH(Y1) U ... U
sol(S8)(Ym), bn en déduit que B(Y) € sol(S5S5)() et que 6 est solution de ST
A Trive .

Considérons maintenant une solution 8 de ST A Trive et montrons que 0 est
une solution de ST A ge . 11 faut donc montrer qu'il existe un entier p tel que
0 est solution de ST A gp.

Si 6 est solution de ST A Trive alors pour toute variable Y de Left(c), on
sait que 6(Y) € sol(55)(9). Comme sol(SS)(D) = sol(SSH(T) v ... U
sol(S8)(Ym), on en déduit qu'il existe un entier j tel que 8(Y) € sol(S5)(97)).
En outre, ST A fj est équivalent 2 ST A gj, aussi, pour toute variable Y' de
ST(Y), on a B(Y") € sol(55)(7)). Ensuite, on sait que fj est est équivalent a
une conjonction, notée conj(f;), de la forme :

A (kg
Xev

Il en résulte que 6 est solution de ( fy)ky ou ( fy)ky est la contrainte associée a
Y dans conj(f). 6 est solution de (fy)ky car:

o pour toute variable Y' de ST(Y),
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8(Y") € sol(55)('5)
sol(55)(7j) < sol(55)(9’ky) par construction

> Dom((fy)k,) = Var(ST(Y))

En considérant le raisonnement précédent pour toute variable de Left(c), on
peut construire une conjonction de la forme :

(kg A oo A (f2)k,

On sait que si 0 est solution de ST A Trive alors 6 est solution de (fx)k, A
..« A (f2)k,- Il reste a considérer les variables Y' de Ran(S57). On sait que fy:
désigne simplement la contrainte atomique Y' € 9" car le terme S7(Y')
désigne Y. Est-il possible que 6 ne soit pas solution de :

Xk A o A (DK A Sy ?

Si c'est le cas, cela signifie que 8 n'est pas solution de fy'. Mais pour tout fj,
fy' apparait nécessairement dans conj(fj). On en déduit alors que 6(Y") ¢
sol(S5)(Yj), puis par construction que 8(Y') € sol($5)(9"). Ceci constitue
une contradiction car dans ce cas 0 n'est pas solution de ST A Trive .

Nous déduisons de ceci qu'il existe un entier p tel que f, correspond a la
conjonction (fx)k, A .. A (fz2)k, A fx' A ... A fz et tel que 6 est solution de

o

(i) : Immédiat puisque pour toute variable X et toute solution 8 de ¢, on a
0(X) < det({X}). La preuve se fait par récurrence.

(J) : Sous réserve que ¢ soit satisfiable, on sait que toute information
concernant une variable X de Varg(¢) est triviale et peut de ce fait étre
éliminée. O

Propriété 8.31
L'insatisfiabilité d'une contrainte est décidable.

Preuve
Pour le montrer, nous utilisons l'algorithme de mise sous forme résolue.
Tout d'abord, il est important de noter que la possibilité d'obtenir la
contrainte L apparait a deux niveaux différents : au niveau de $7 et au niveau
de fe (car X € Xj A 55(Xj) = Lsc donne nécessairement L). Une contrainte ¢
est insatisfiable ssi ST = L aprés la phase (a) ou fe = L aprés la phase (e).
D'une part, puisque ¢ = ST A fe, il est évident que si ST=1lousi fe =1
alors ¢ est insatisfiable. D'autre part, supposons que ST # Let fe # L. Le
fait que fe # L implique que fe soit de la forme (f1 Vv ... v fi) et que chaque
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fjsoitde laforme (X' € X'j A ... AZ € Z). Aprés la phase (e), on sait que
pour toute variable Y' de Dom(f;), on a $5(9"j) # Lsc. 1l existe donc au
moins une assignation de variables 0 telle que 0(Y') € sol(SS yj) pour toute
variable de Left(c). Cette assignation s'étend alors sans problémes aux
variables de Dom($7) en considérant les équations de $7. On en déduit donc
que la contrainte ¢ est satisfiable. O

Propriété 8.32
res(c) désigne une contrainte résolue.

Preuve

Si ¢ est insatisfiable alors on considere que res(c) = L car I'insatisfiabilité de ¢
est décidable (voir la propriété précédente).

Si ¢ est satisfiable alors res(c) = (57,5.5). ST est sous forme résolue apres la
phase (i) et §S est sous forme résolue aprés la phase (h). $7 est normalisé car
toutes les contraintes structurelles (étape 5) et de non-linéarité (étape 3) de SS
ont été reportées sur $7. S5 est normalisé car $S a subi une translation vers
la gauche (étape 4). Q

Propriété 8.33
Le calcul de res(¢) est fini.

Preuve

Immédiat pour toutes les phases sauf la phase (i). Comme Varfe(S55) est un
ensemble fini, 1] suffit de prouver que le calcul de det(S) termine. Si celui-ci
ne termine pas, cela revient a dire qu'il existe un ensemble S’ tel que le calcul
de det(S') se répéte de manicre récursive car le nombre de variables dans S.S
est fini. Pour toute variable ensembliste X de S', cela implique que
sol($S5)(X) = @ car tout terme ¢t appartenant a sol(SS)(X) posséde
nécessairement une branche infinie. Comme le syst¢éme $S est sous forme
résolue, on devrait donc avoir X=1.. On déduit de cette contradiction que le
calcul de det(S) est fini. O

La relation — désigne la relation d'ordre définie sur L par 4. La propriété
suivante établit qu'il est décidable de tester si deux contraintes résolues ¢ et ¢'
sont telles que ¢ F ¢'. Nous excluons le cas trivial ol au moins l'une des deux
contraintes est insatisfiable.

Propriété 8.34
Soient ¢ = (ST, 55) et ¢ = (§7,55") deux contraintes résolues,
e ¢ ssi ST ST et (ST.glb(55',89)) = L.
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Preuve _

En fait, comme l'opération de complémentation n'est définie que pour les
systemes élémentaires, il est nécessaire de coder ¢ et ¢' sous une forme
équivalente. On pose V = Vargee(c) U Vargee(c') et on note V = {X,....,Z}.
On considére une nouvelle variable notée P et un symbole de fonction
particulier noté p. On ajoute alors a $7 et $7' I'équation P=p(X,....Z) et a 55
et $S' I'équation P=p(X,...,Z). On obtient deux nouvelles contraintes notées
det 4 et on impose Varfree(d) = Vargee(d') = {P}. Il est facile de constater
quecc'ssid-d.

On considere ce codage implicite et on suppose donc, pour simplifier, que
Vargee(c) et Vargee(c') désignent une seule variable commune.

Prouvons d'abord que : ST< ST et (ST,glb(355,55) =1 = ¢+ ¢

o ST ST
< sol(S7) < sol(S7) (1)

* (ST.glb(S5',58)=1

& s0l(ST) N D(sol(glb( 55,5 5))) = B

& sol(ST) N D(s0l( 55') N sol(SS) =3

& sol(ST) N B(s0l( 55) N B(s0l(S55) =D (2)

Soit 8 une solution de ¢ : 6 € sol(c) ssi 0 € sol(ST) N D(s0l(S5S5))

6 € sol(ST) N D(s0l(SS)) = 0 € sol(ST) car (1)
8 € sol(ST) N D(sol(S5S5)) = 0 ¢ P(s0l(55")) car (2) = 6 € P(sol(S5S"))

Finalement, 6 € sol(57) et 8 € P(s0l(5S5")) = 6 € sol(¢"). On a donc
démontré que : ST< ST et (ST.gIb(S5'.585) =L = ck .

Prouvons ensuite que : c—¢' = ST< ST et (§7,gIb(55',55) =1

e c—¢

= sol(¢) ¢ sol(c")

= lub(sol(¢)) < lub(sol(c¢")

= ST < ST car ST = lub(sol(c)) et ST = lub(sol(c"))

e c—¢

= sol(¢) ¢ sol(c')

= s0l(S7) N D(so0l(5S)) € sol(ST) N P(sol(5S"))
= sol(S57) N P(s0l(55)) € P(sol(SS'))

= 501(57) N D(s0l(55)) N P(s0l( S5)) = B

= (5T,glb(55',58) =1 0
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3.3 Borne inférieure et borne supérieure

On montre ci-dessous que par rapport a l'ensemble Atom(V,¥,C) des
contraintes atomiques, le calcul d'une borne inférieure (d'un plus grand
minorant) correspond a la conjonction, mais que le calcul d'une borne inférieure
ne correspond pas a la disjonction.

Propriété 8.35
Soient c = (ST, 55) et ¢' = (57,55') deux contraintes résolues, le plus grand
minorant de ¢ et ¢', noté glb(c,c'), désigne la contrainte ¢" = (§7",55") ou :
o ST" = gIb(ST.57T)
0 55" =gIb(55,55")

Preuve

sol(glb(c,c'))
sol(gIb(ST,57T)) N d(sol(glb(55,55)))
(sol(5T) N sol(ST)) N (P(s0l(55)) N D(s01(55")))
sol(8S7) N P(sol(55)) N sol(ST) N P(so0l(S5S'))
=sol{c) nsol(c) O

1l

La preuve précédente met en évidence que le plus grand minorant de deux
contraintes c et ¢' est bien équivalent a la conjonction ¢ A ¢'.

Propriété 8.36
Soient c = (ST, 5S) et ¢' = (S7,55") deux contraintes résolues, le plus petit
majorant de c et ¢, noté lub(c,c'), désigne la contrainte ¢" = (§7",55") o1 :
o ST" =lub(ST,5T7)
0o $S5" =1ub(S5S5,55")

Preuve
sol(lub(e,c"))
= sol(lub(57,57")) N ®(sol(1ub(55,55')))
= (sol(ST) U sol(ST)) N (P(sol(SS5)) L P(sol(S5S')))
= (sol(ST) N P(s01(55))) U (sol(ST) N P(sol(55')))

U (s0l(S7) N D(s0l(55"))) W (sol(ST) N D(s0l(55)))

c (sol(ST) N D(sol(55))) U (sol(ST) N D(sol(5S5")))
=sol{c)usol(c) O

La preuve précédente met en évidence que le plus grand minorant de deux
contraintes ¢ et ¢' n'est pas nécessairement équivalent a la disjonction ¢ v ¢'. Par
exemple, pour

c=({ X=f(X'X"} , { X=f(W, W), Wi=aub })
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¢ =({ X=fX,X") }, { X=f(W,W3), Wi=a, Wr=aub })
ona

lub(e,c) = ( { X=f(X"X")}, { X=f(W), W), Wi=aub })
Par rapport a X, on obtient quatre solutions distinctes pour lub(¢,c') :

61 (X) = f(a,a)
6>(X) = f(a,b)
83(X) = f(b,a)
64(X) = f(b,b)

et seulement trois pour ¢ v ¢' :

01(X) = f(a,a)
8>(X) = f(a,b)
04(X) = f(b,b)

La quantification existentielle d'une contrainte ¢ par un ensemble de variables V
C Varfee(c) désigne la contrainte ¢' = ¢ telle que Varz(c¢') = Varg(c) U V.
L'ensemble des contraintes est donc clos par conjonction et quantification
existentielle.

3.4 Opérateurs de widening

Il est clair que, pour CLP(F7+50C), lors de la résolution, il sera nécessaire
d'introduire des opérateurs de widening. Nous introduisons les opérateurs

Vdepth Vprox et Veard.

On considere fixés pour les sections suivantes un entier k et un ensemble fini de
variables V.

3.4.1 Opérateur Vgepth

On définit les fonctions depth et abs] a partir de celles qui ont ét€ définies pour
CLP(F7) et CLP(S50).

Soit ¢ = (Sft,.5sc) une contrainte résolue :

depth(c)
abs1(c¢)

(depth(S57),depth(55))
(abs1(57),abs1(55))
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Lemme 8.37
L'ensemble des contraintes résolues c tels que Vargee(c) < V et depth(c) £
(k.,k), est fini.

Preuve -
découle directement des lemmes 6.20 et 8.16. O

Lemme 8.38
Pour toute contrainte résolue ¢, ¢ € absl(c).

Preuve
découle directement des lemmes 6.21 et 8.17. Q

Lemme 8.39
L'ensemble {abs1(c) : ¢ est une contrainte résolue et Varfree(c) < V} est fini.

Preuve
découle directement des lemmes 6.22 et 8.18. QO

Propriété 8.40
Vdepth est un opérateur de widening

Preuve

Les lemmes 8.37, 8.38 et 8.39 vérifient les affirmations (a), (b) et (¢) du
schéma de preuve (section 4.1.1 du chapitre 6). 0

3.4.2 Opérateur Vpox

Comme pour Vgeph, on définit les fonctions prox et abs2 a partir de celles qui
ont été définies pour CLP( 77) et CLP(SC).

Soient deux contraintes résolues ¢ = (ST, 58) et ¢' = (8§7,55"),

prox(c,c') = (prox(S7,S7T),prox(5S,55"))
abs2(c,c') = (abs2(ST,57),abs2(55,55'))

Lemme 8.41
Il n'existe pas d'ensemble infini E de contraintes tel que :
e si ¢ appartient a E alors Varfree(c) ¢ V
e si ¢ et ¢' sont deux contraintes distinctes de E alors prox(c,c') < (k,k)

Preuve
découle directement des lemmes 6.24 et 8.20. O



208 Chapitre 8

Lemme 8.42
Pour tout couple (c,c") de contraintes résolues,
crabs2(c,c") et ¢' —abs2(c,c¢").

Preuve
découle directement des lemmes 6.25 et 8.21. O

Propriété 8.43
Vprox est un opérateur de widening.

Preuve

Les lemmes 8.41, 8.42 vérifient les affirmations (a) et (b) du schéma de
preuve. Pour ['affirmation (c), on utilise les lemmes 6.26 et 8.16 Q

3.4.3 Opérateur Viarg

En considérant la fonction de cardinalité et la fonction abs2 définie ci-dessus, on
obtient un nouvel opérateur de widening.

Propriété 8.44
"~ Vecard est un opérateur de widening.

Preuve
Le lemme 8.42 vérifie 'affirmation (b). L'affirmation (a) est trivialement
vérifiée par la fonction card. Pour I'affirmation (c), on utilise les lemmes 6.26
et 8.16. O

3.5 Exemples d'inférence de types

Nous présentons dans cette section quelques exemples d'inférence de types qui
utilisent les différents résultats obtenus précédemment. Pour les illustrations qui
accompagnent ces exemples, nous nous permettons quelques abus de notations -
afin de ne pas surcharger les figures. En particulier, nous ne manipulons pas
toujours les contraintes sous forme résolue et nous projetons au niveau de
chaque noeud v les contraintes par rapport aux variables qui apparaissent dans
I'étiquette de v. Les exemples proposés restent assez simples et ne mettent en
oeuvre que l'opérateur V,rq et, par conséquent, I'opération étoile. L'utilisation
des opérateurs Vgepth €t Vprox n'est pas foncierement différente ou plus difficile.
Seulement, les exemples a considérer sont généralement plus complexes (voir
I'annexe B).



Inférence de Types avec CLP( F7+50) 209

3.5.1 Les listes d'entiers

Soit le programme P suivant :

int(X) « X=09.

int(X) « X=s(Y) ¢ int(Y).

int_list(L) <= L=nil ¢ .

int_list(L) « L=cons(X,L") ¢ int(X), int_list(L").

Soit le but G suivant :

« int_list(L)

1: ¢ int_list(L)

L=nil * L=cons(X,L"
|
O : 2: 0 int(X), int_list(L")
|
| X=0 X=s(X")
|
|
(3: 0int_listL))
. / \
L=nl , N\ L'=cons(0, £)unil
7/ N
/ AN
/ AN
O O
AT
1: ><({L=nil},®)
(D,{ L=cons(0, L)unil})

2 ({X=0},9)

Figure 8.45
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On considere que int et int_list sont des t-symboles de prédicat, que 'opérateur
Vcard est associ€ a toute liste de solutions et que V¢arg est paramétré par Kip = 1
et Kint_jist = 1. La résolution AOLDT de (P,G) est décrite successivement par les
figures 8.45, 8.46, 8.47 et 8.48. Nous commentons cette résolution. Au niveau
de la gestion de la table active, une premiére solution :

¢1 = ({L=nil},0)

est générée pour le noeud actif 1 et une premiere solution ({X=0},0) est générée
pour le noeud actif 2. Ensuite, a partir du noeud passif 3 et en utilisant la
solution de list(1), on obtient une nouvelle solution

¢ = ({L=cons(0,nil)},d).

Comme la liste des solutions est limitée a un seul élément, on remplace ¢ dans
list(1) par

abs2(c1,c2) = (B,{ L=cons(0, L)uUnil}).

Cette nouvelle solution est utilisée afin de générer a partir du noeud passif 3, une
nouvelle réfutation. Cependant, la solution associée a cette réfutation est moins
générale que la précédente, aussi n'est-elle pas pris en compte par list(1).
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LOint list(l)| @ e e e e e

L=nil L=cons(X,L"

2: ¢ int(X), int_list(L")

G: 0 int(X"), int_list(LD

T_

/ N

x=0,” N (X=5(X)0
/ N
/ N
— — — (5 0inisL)) (60 int_list(L‘)) —
AT
1: X ({L=nil},®)
(D,{ L=cons(0, L)unil })

2: X ({X=0},0)
(B, {X=s(X)0})

Figure 8.46
De maniére similaire, a partir du noeud passif 4 et en utilisant la solution :
¢ = ({X=0},9)
de list(2), on obtient une nouvelle solution
2 = ({X=s(0)},9).

Comme la liste des solutions est limitée a un seul élément, on remplace ¢ dans
list(2) par

abs2(cy,c2) = (@, { X=s(X)L0}.
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Cette nouvelle solution est utilisée afin de générer a partir du noeud passif 4, une
nouvelle réfutation mais la solution associée a cette réfutation est moins générale
que la précédente, aussi n'est-elle pas pris en compte par list(2).

Ensuite, a partir du noeud passif 5 et en utilisant la solution
¢1 = (@,{ L=cons(0,L)unil})
de list(1), on obtient une nouvelle solution :

¢2 = ({L=cons(s(0),L")},{ L'=cons(0, L )unil}).

(5: 0intlist(L)) C6: 0 int_list(L'))
[

L=cons(X", £)Unil
X"=s(X"0

L=cons(X',L)unil
X =s(X )0

D—————

AT

1: x ({L=nil},®)
X (D,{ L=cons(0, L)Unil})
(@.{ L=cons(X, L)Unil, X=s( )0 })

2. X ({X=0}.9)
(D, {X=s(0N})

Figure 8.47
On remplace alors ¢ dans list(2) par
abs2(cy,¢2) = (@,{ L=cons(X,L)unil , X=s(X)UO0 }).

Ce résultat est obtenu car lors du calcul de abs2(¢j,c2), on considére étoile(S,)
ol :
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Sc=1{ L=cons(Wh, LYunilucons(Wh, L), wh=0,
L'=cons(Wj,L)unil , Wr=s(W)) }
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1: O int_list(L)

.-
L=nil * L=cons(X,L")
|
m| : 2: 0 int(X), int_list(L")
|
| X=0
|
|
(3: 0intlisL)) (4: 0 inu(x), int_list(L)
I |
| L=cons(X ', L)unil | ‘ '
| X =s(X Y0 | X'=s(X)0
| |
m|

(6:0int_tlistL) ) — — — —

AT

1. (@,{ L=cons( X, L)Unil, X=s(X)U0})

2: (B,{X=s(0N0})

I L=cons(X", L)unil
| X"=s(X")0

Figure 8.48

Trois récursivités potentielles sont alors détectées :

m = cons(2).nil et m'=nil
m=cons(}).0 et m'=cons(1).5(1).0
m=cons(1).0 et m'=cons(2).cons(1).0

aussi, obtient-on la fusion de £' et £ et la fusion de W et M5,

+

les partages de structure car le résultat serait le méme.

notons que, par simplicité, nous n'avons pas effectué de renommages de variables afin déviter
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La derniére solution ajoutée a list(1) est utilisée afin de générer a partir des
noecuds passifs 3, 5 et 6 de nouvelles réfutations. Cependant, dans les trois cas,
les solutions associées sont moins générales, aussi ne sont-elles pas prises en
compte par list(1). L'étape de widening de la résolution AOLDT est alors
terminée.

L'étape de narrowing consiste a supprimer les arcs inutiles du graphe OLDT
obtenu. Le résultat final est décrit par la figure 8.48.

Le résultat de cette inférence de types indique deux appels atomiques et deux
solutions atomiques associées :

int_list(L) (@,{ L=cons(X, L)unil , X=s(X)U0})
int(X) (@.,{ X=s(X)0})
3.5.2 Les entiers égaux

Voici un petit exemple qui met en évidence l'intérét des deux composantes d'une
contrainte.

Soit le programme P suivant :

int_equal(X,Y) « X=0,Y=00.
int_equal(X,Y) « X=s(X"), Y=s(Y") ¢ int_equal(X,Y").

Soit le but G suivant :
« int_equal(X,Y)

On considére que int_equal est un t-symbole de prédicat, que 1'opérateur V arg
est associé a toute liste de solutions et que V¢arg est paramétré par Kint_equal = 1.
Le résultat de la résolution AOLDT de (P,G) sans étape de narrowing est décrit
par la figure 8.49.
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1: 0 int_equal(X,Y)

=0 \\ X=S(X"
Y=0
O
/ \
X=0 / \\X =Y\'Y
Y'=0// \\ X'=s(X"0
/ \
O m|
AT

1: X ({X=0,Y=0},0)
({X=W,Y=W},{ X=s(X)0})

Figure 8.49
Au niveau de la gestion de la table active, une premiere solution :
c; = ({X=0,Y=0}.9)

est générée pour le noeud actif 1. Ensuite, a partir du noeud passif-2 et en
utilisant la solution de list(1), on obtient une nouvelle solution

2 = ({X=s(0),Y=s(0)}.9).

Comme la liste des solutions est limitée a un seul élément, on remplace ¢] dans
list(1) par

abs2(cy,c2) = ({X=W,Y=W},{X=s(X)U0}).

Cette nouvelle solution est utilisée afin de générer a partir du noeud passif 2, une
nouvelle réfutation. Cependant, la solution associée a cette réfutation est moins
générale que la précédente, aussi n'est-elle pas pris en compte par list(1).

Le résultat obtenu met en évidence la complémentarité des deux composantes
d'une contrainte. Ce résultat ne pourrait étre obtenu avec une solution purement
ensembliste.
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3.5.3 La fonction d'Ackermann

Soit le programme P suivant :
ack(X,Y,Z).« X=0, Z=s(Y) ¢ .
ack(X,Y,Z) « X=s(X"), Y=0, Y'=s(0) ¢ ack(X',Y',Z)
ack(X,Y,Z) « X=s5(X"), Y=s(Y") ¢ ack(X,Y'Z"), ack(X',Z',Z)

Soit le but G suivant :
« X=s(X)U0, Y=s(9)0 0 ack(X,Y,Z)

On considere que ack est un t-symbole de prédicat, que l'opérateur V arq est
associé a toute liste de solutions et que Vi urg est paramétré par kocx = 1. Le
résultat de la résolution AOLDT de (P,G) est décrit par la figure 8.50.

1: X=s(X0)W0, Y=s(N00

ack(X,Y,Z)
X=0 4 X=S(X) N \ X=s(X))
Z=s(Y) | \ =s(Y))
Y‘-s(O)
i
o Cz X '=s(X )0 0 (3 X '=s(X )0, ¥'=s(Y)U0 ¢
ack(X‘ s(0),2) ack(s(X"), YD), ack(X',1,Z)
| Z=s(Z") \ : I=s(1")
| Z=s(Z)\0 \ | I=s(I)\J0
| \ |
O C4; X '=s(X Y0, I=s(I)0 O
ack(X',s(I1,7)
AT |
| Z=s(Z))
1: ({Z=s(Z")},{ Z=s(Z)0}) | Z=s(Z) 0
|
O

Figure 8.50

A partir d'un but ol il est précisé le type des deux premiers arguments (le type
des entiers naturels), on arrive a inférer le type du troisiéme argument, a savoir
le type des entiers naturels strictement positifs. Nous reconsidérerons cet
exemple dans la conclusion par rapport a 1'étude de le terminaison et du
déterminisme.
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3.5.4 Remarques

Un opérateur de widening est un opérateur qui effectue des généralisations. Il
arrive que ces généralisations soient trop importantes. Ceci n'est pas le cas pour
les exemples considérés précédemments. Par contre, pour 'exemple suivant :

Soit le programme P :
p(X).« X=0 0.
p(X) « X=s(0) 0.

SoitlebutG:
« 0 p(X)

le résultat obtenu est (@,{X=s(X)0}) si la liste des solutions associée a p(X)
est limitée a un seul élément et si 'opération étoile est utilisée. Cette
généralisation est excessive ici. Cependant, il est a remarquer que si la liste des
solutions associée a p(X) accepte au moins deux éléments, aucune généralisation
n'est effectuée. Le probleme des généralisations excessives se rameéne donc en
partie au probléeme du paramétrage des opérateurs de widening.

Il est important de noter par ailleurs que les opérateurs de widening que nous
avons définis n'utilisent pas l'opération de cloture distributive. Pour I'exemple
suivant :

Soit le programme P :
p(X).«~ X=f(a,b) 0 .
p(X) « X=f(b,a) ¢ .

Soitle but G:
« 0 pX)

le résultat obtenu est (@, { X=f(W1, Wr)uf(Wo, W), Wi=a , W-=b}) si la liste
des solutions associée a p(X) est limitée a un seul élément. Aucune perte
d'information n'a lieu.

4 Discussion

Nous avons proposé un systeme d'inférence de types pour CLP(77) basée sur
une approche opérationnelle. Pour obtenir des analyses de programmes précises,
nous avons congu un nouveau CLP-langage noté CLP(F7+5C) conciliant
contraintes sur les termes et contraintes ensemblistes. I est intéressant de
comparer l'utilisation des contraintes ensemblistes effectuée dans notre modele
avec celle qui est effectuée dans les autres modeles.



218 Chapitre 8

Nombre de travaux ([Mishra 84], [Bruynooghe et al. 87], [Yardeni et Shapiro
91] et [Yardeni 92]) utilisent 1'opération de cloture distributive pour limiter la
complexité des contraintes ensemblistes. Pour notre part, nous n'avons pas
considéré cette restriction. Il en résulte que la difficulté de mettre en place
certains algorithmes est nettement accrue (voir par exemple l'algorithme de
résolution de la section 3.2). Par contre, par rapport a [Heintze 92], les
contraintes ensemblistes que nous manipulons sont moins générales. Nous
n'autorisons pas, par exemple, 'occurence d'opérateurs de projection dans les
expressions ensemblistes (mais nous nous permettons l'utilisation de ces
opérateurs pour transformer une expression sous forme résolue). Nous donnons
une assignation implicite aux variables qui apparaissent uniquement en partie
droite d'un systéme d'équations ensemblistes. Ces différentes restrictions
s'expliquent par le fait que nous devons gérer a la fois les contraintes sur les
termes et les contraintes ensemblistes. Il n'est pas possible de comparer
directement en termes de solutions ensemblistes les résultats obtenus par notre
méthode et celle de [Heintze 92]. En effet, nous utilisons une approche
opérationnelle tandis que [Heintze 92] utilise une approche dénotationnelle. A
grossierement parler, notre méthode est ascendante (nous contruisons une
solution ensembliste a partir de rien) tandis que celle de [Heintze 92] est
descendante (il construit une solution ensembliste a partir de tout).

Les résultats de [Heintze 92] sont parfaits si on ne considére comme
approximation que l'ignorance des dépendances entre les variables. Mais, en
pratique, ces dépendances sont importantes. C'est pourquoi, [Heintze et Jaffar
92b, Heintze 92] proposent un compromis entre I'approche dénotationnelle
(analyse basée uniquement sur les contraintes ensemblistes) et I'approche de
point fixe permettant la prise en compte de dépendances entre les variables.
Nous pouvons donc relier ce travail avec le notre puisque dans les deux cas, il
s'agit de concilier contraintes ensemblistes et information sur la dépendance
entre les variables. L'idée principal de [Heintze et Jaffar 92b] est de construire
des équations sémantiques a partir d'un programme puis de déplier ces équations
de maniére a obtenir l'ensemble des solutions du programme. Une
approximation est nécessaire toutefois pour asurer la terminaison du processus
de dépliage. Nous estimons que notre méthode est conceptuellement plus simple
que celle de [Heintze et Jaffar 92b] car a la différence de [Heintze et Jaffar 92b]
qui introduisent différentes notions telles que les groupes, clusters, ... nous
conservons le méme cadre formel. Quant a la précision des résultats respectifs, il
est difficile d'apporter une réponse du fait de la différence des approches et de la
diversité des opérateurs de widening que nous pouvons introduire.

Drautres travaux concilient directement contraintes ensemblistes et dépendances
entre variables. [Uribe 92a, 92b] proposent une interprétation ensembliste
permettant la prise en compte de dépendances entre différents arguments (fréres)
d'un méme terme. Les systemes d'équations ensemblistes interprétés de cette
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fagon correspondent alors aux automates d'arbres avec tests d'égalités de
[Bogaert 90] et [Bogaert et Tison 92].

L'algorithme de mise sous forme résolue que nous présentons est a comparer
avec l'algorithme de transformation de formules équationnelles avec contraintes
d'appartenance de [Comon et Delor 90] et l'algorithme d'unification de [Uribe
92b]. La différence essentielle est que notre algorithme permet a la fois de
décider de la satisfiabilité et de I'implication alors que [Comon et Delor 90] et
[Uribe 92b] s'intéressent exclusivement a la satisfiabilité.






Conclusion

Dans cette thése, nous avons proposé un modele générique d'interprétation
abstraite appliqué a la programmation logique avec contraintes. Nous avons
illustré ce modele avec un systeme d'inférence de types pour CLP( 7). En
conclusion, nous tenons tout d'abord a reprendre les points essentiels de notre
démarche en mettant en avant les similarités et les différences des divers travaux
qui ont influencé celle-ci. Nous discutons ensuite de 1'aptitude de notre modele a
permettre la conception d'analyses opérationnelles portant sur la terminaison, le
déterminisme, ... Nous terminons en indiquant une connection possible avec
I'évaluation partielle.

Travaux de référence

La base de ce travail est issue des articles de [Cousot et Cousot 77] sur
l'interprétation abstraite et de [Jaffar et Lassez 86] sur la programmation logique
avec contraintes. En ce qui concerne la définition de l'interprétation abstraite,
nous avons choisi une caractérisation trés faible (en terme de relation
d'approximation) suivant en cela [Cousot et Cousot 92c] et [Marriott 93].

Le premier choix important que nous avons effectué lors de la conception de
notre modele est celui d'une approche opérationnelle. De ce point de vue, les
travaux de [Tamaki et Sato 86], [Codognet et File 92] et [Kanamori et
Kawamura 90] représentent différentes influences. En premier lieu, nous
empruntons a [Tamaki et Sato 86] la technique de tabulation. En second lieu,
nous utilisons le méme principe opérationnel (résolution SLD + tabulation) que
[Codognet et File 92] et [Kanamori et Kawamura 90]. Toutefois, par rapport a
[Kanamori et Kawamura 90}, notre modele s'applique a la classe des langages
de programmation logique avec contraintes et non simplement a Prolog. Et par
rapport a [Codognet et Filé 92], nous avons choisi une notion plus faible de
I'approximation (une relation d'approximation versus une fonction de
concrétisation). Mais la distinction la plus importante se situe au niveau du
modele d'approximation. [Kanamori et Kawamura 90] utilisent un modéle
d'approximation par combinaison, [Codognet et File 92] utilisent un modele
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d'approximation par abstraction, et pour notre part, nous utilisons un modele
d'approximation par extension. Cela signifie que nous choisissons, dans un
premier temps, d'étendre le domaine concret en y insérant des données abstraites
puis d'introduire, dans un second temps, des opérateurs de widening pour
assurer la terminaison du calcul abstrait. Ceci correspond a la volonté de retarder
le plus longtemps possible I'abstraction des données, ce qui constitue un gage de
précision des résultats. Dans ces conditions, une interprétation abstraite est
définie par une phase d'extension du domaine suivie par une phase d'abstraction
du calcul. 11 s'agit alors, pour l'essentiel, d'une approche de l'interprétation
abstraite basée sur la combinaison d'une connexion de Galois et d'opérateurs de
widening et narrowing [Cousot et Cousot 92a).

Le systeme d'inférence de types que nous avons présenté pour illustrer notre
modele tient a la fois de [Janssens et Bruynooghe 92] et de [Heintze 92].
Comme [Janssens et Bruynooghe 92], nous procédons de fagon opérationnelle.
Cependant, les contraintes ensemblistes que nous manipulons sont plus
générales que les graphes de types de [Janssens et Bruynooghe 92] car nous
n'appliquons pas systématiquement l'opération de cl6ture distributive. En outre,
notre formalisme est plus simple puisque nous nous basons sur la sémantique
opérationnelle d'un CLP-langage pour définir la sémantique abstraite. De son
coté, [Heintze 92] procede de facon dénotationnelle pour définir I'analyse
ensembliste d'un programme. Toutefois, aucune information sur la dépendance
entre variables n'est permise par cette analyse. Aussi, notre systéme d'inférence
de types est plutdt a comparer avec celui de [Heintze et Jaffar 92b].

Analyses opérationnelles

Dans le cahier des charges, nous exprimions le désir de pouvoir concevoir a la
fois des analyses de flux de données et des analyses opérationnelles. Avec notre
modele, les analyses opérationnelles peuvent étre définies a partir des graphes
OLDT obtenus par les analyses de flux de données [Lecoutre et al. 92a,92b].
Ceci constitue une différence avec [Kanamori et al. 87a,87b] ou analyses de flux
de données et analyses opérationnelles sont gérées simultanément.

L'analyse de flux de données est exprimée dans [Lecoutre et al. 92a,92b] en
termes de chemins au dépliage limité (ou lul pour "limited unfolding loop").
Cette notion de lul correspond en fait a une restriction des contraintes
ensemblistes que nous considérons dans cette thése. De fagon trés générale, il
est possible de concevoir des analyses de comportement opérationnel (top-down
ou bottom-up) a partir d'un graphe OLDT en suivant le principe décrit a la
section 4.2 du chapitre 6. Les analyses top-down définissent des procédures de
vérification (c'est a dire des procédures qui permettent de vérifier que telle ou
telle propriété est vérifiée) et les analyses bottom-up définissent des procédures
d'extraction (c'est & dire des procédures qui permettent d'extraire des conditions
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suffisantes pour que telle ou telle propriété soit vérifiée). On sait qu'une analyse
de flux de données est définie a partir d'un CLP-langage concret et d'un CLP-
langage abstrait. On dit alors qu'une contrainte ¢ est une concrétisation d'une
contrainte ¢ ssi ¢k ¢ et si cest une contrainte concrete, i.e., une contrainte qui
appartient au domaine du CLP-langage concret. Les analyses opérationnelles se
rapportent aux concrétisations des contraintes qui apparaissent dans un graphe
OLDT.

Considérons comme exemple l'analyse top-down de la terminaison. Pour
prouver la terminaison d'un programme, il suffit de montrer que toute boucle du
graphe OLDT correspondant a ce programme ne peut étre déplié qu'un nombre
fini de fois. Pour cela, on met en évidence certaines décroissances via certaines
applications appelées "level mappings". Prenons I'exemple du graphe OLDT
décrit a la figure 8.50. On définit comme level mapping (associé a X)
l'application qui a toute concrétisation de X=s(X)0 associe l'entier n qui est
représenté de fagon symbolique par cette concrétisation. On prouve facilement
qu'il y a une décroissance stricte de la valeur du level mapping associé a X par
rapport au dépliage de la boucle (1,2) et par rapport au dépliage de la boucle
(1,4). Comme par ailleurs, la valeur du level mapping associé a X reste
identique par rapport au dépliage de la boucle (1,3), on en déduit que la boucle
(1,2) et la boucle (1,4) ne peuvent étre dépliées qu'un nombre fini de fois. On
peut alors éliminer virtuellement ces boucles du graphe OLDT avant de
poursuivre l'analyse. On montre de la méme fagon que la valeur du level
mapping associé a Y décroit strictement par rapport au dépliage de la boucle
(1,3) et on en déduit que la boucle (1,3) ne peut étre déplié qu'un nombre fini de
fois. La terminaison du programme est par conséquent prouvé pour toute
concrétisation du but. Le raisonnement précédent peut étre effectué de maniere
automatique. Il peut sans doute aussi étre généralisé en considérant des relations
inter-arguments comme celles proposées par [Plumer 90] et [Verschaetse et De
Schreye 91].

Considérons également comme exemple l'analyse top-down du déterminisme.
Un programme est déterministe ssi il n'existe pas deux facons différentes
d'obtenir un succes. Prenons de nouveau I'exemple du graphe OLDT décrit a la
figure 8.50. Pour toute concrétisation du but, on montre facilement qu'il y a
exclusion mutuelle entre les trois arcs attachés au noeud 1 du graphe. Comme le
déterminisme est une propriété monotone et que tous les noeuds passifs du
graphe sont plus spécifiques que le noeud 1, on prouve ainsi que le programme
est déterministe pour toute concrétisation du but.

Beaucoup de travail reste a faire concernant les différentes analyses
opérationnelles. L'idée est d'étendre les résultats de [Lecoutre et al. 92a,92b] par
rapport a l'inférence de type présentée dans cette these, d'intégrer les relations
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inter-arguments pour l'étude de la terminaison et de définir des analyses bottom-
up.

Interprétation abstraite et évaluation partielle

Nous proposons avec [Parrain 94] un syst¢éme qui allie transformations de
programmes (évaluation partielle proprement dite) et analyse statique. Le
systeéme consiste en trois étapes : 'élimination des prédicats prédéfinis avant
I'analyse statique ; l'analyse statique ; l'incorporation des informations
provenant de l'analyseur dans le programme Prolog complet original et les
transformations de ce programme. Les informations fournies par l'interprétation
abstraite sont utilisées pour guider les transformations a appliquer sur le
programme pour l'optimiser. Leur incorporation au programme permet ainsi de
manipuler des régles typées pendant la phase d'évaluation partielle.

En résumé...

Nous pensons que le modéle que nous avons introduit satisfait le cahier des
charges. En particulier, ce modéle nous semble :

e simple
o conceptuellement, il ne présente aucune difficulté.

o pratiquement, l'intégration au modele des algorithmes restant a définir
pour une application donnée est clairement précisée : algorithmes pour
tester la satisfiabilité d'une contrainte, pour tester 1'équivalence de deux
contraintes ; algorithmes implémentant des opérateurs de widening et de
narrowing.

e précis : ce modele est basé sur un modele d'approximation par extension.

Reste le probléme de l'efficacité. Pour le moment, nous avons implémenté une
version limitée du systéme d'inférence de types du chapitre 8 (voir 'annexe B).
La complexité de toute analyse est en fait fonction des opérateurs de widening
introduits et de la maniére de paramétrer ceux-ci. La précision du résultat de
I'analyse est alors a mettre en balance avec I'efficacité (en temps et en espace) de
l'analyse.
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Annexe A

Préliminaires

Dans cette annexe, nous rappelons quelques notions, définitions et propriétés
essentielles concernant les algebres (section 1), les ensembles ordonnés (section
2) et les connexions de Galois (section 3). Nous en profitons également pour
fixer quelques notations.

1 Algebres

La notion d'algébre est utilisée en programmation logique. Pour cette courte
présentation, nous nous sommes inspirés essentiellement de [Bernot et Bidoit
91] et du chapitre introductif de [Kirchner 85].

Soit Fun ensemble dénombrable de symboles de fonction. A chaque symbole f
de %, on peut associer un entier appel€ arité de f. On partitionne alors Fen une
réunion de sous-ensembles % ou f est I'ensemble des symboles de fonction
d'arité i. Par convention, les symboles de fonction d'arité O sont appelés
constantes et notés a,b,c... Ceux d'arité non nulle sont désignés par les lettres
f,g,h...

Soit S un ensemble de noms appelés sortes, S = {sy,...,sp}. La signature sur S
d'un symbole de fonction d'arité n est une séquence de n+1 éléments de S. On
note généralement un symbole de fonction f muni d'une signature (sy,...,5,,S)
par f : syx..xsp — s ou encore fg,, . xs,—s- Intuitivement, les sortes a gauche de
la fleche sont les types des arguments de la fonction et I'unique sorte a droite de
la fleche est le type du résultat retourné par la fonction.

Définition A.1

Une signature X = (S, %) est définie par un ensemble S de sortes et par un
ensemble Fde symboles de fonction munis d'une signature sur S.
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Une signature est une donnée purement syntaxique. La sémantique associée a
une signature X = (S, %) est définie via la notion de X-algebre (hétérogene) et
consiste a interpréter chaque sorte et chaque symbole de fonction.

Définition A.2
Soit = (S, %) une signature, une X-algébre A est définie par :
e l'interprétation de chaque sorte s de S par un ensemble (non vide) noté
A(s).
e l'interprétation de chaque symbole de fonction f : syx..xs, = s de %,
par une application notée A(f) et définie de A(s}) x ... x A(sp) vers A(s).

L'union de l'interprétation de chaque sorte constitue le domaine de la Z-algebre.
On considere maintenant l'algeébre des termes clos et 'algébre des termes libres.

Définition A.3
L'algebre des termes clos est la Z-algeébre A telle que :
e les sortes sont interprétées de maniere inductive par :
Ya:—>se %,
ae A(s)
Vf:six.xsp > s€ Fn, V(t,....tn) € A(s)x...x4A(Sp),
f(t1,....,t4h) € A(s)
e l'interprétation de chaque symbole de fonction f : syx...xs, = s de 7, est
donnée par l'application A(f) qui a tout n-uplet (¢1,...,t;) de
A(s1)x...xA(sp) associe le terme f(¢y,...,t,).

Soit 7 un ensemble infini dénombrable de symboles de variables. L'arité-d'un
symbole de variable est nulle. Les symboles de variable sont notés par X,Y,Z...
La signature sur S d'un symbole de variable de Vest un élément de S. On note
généralement un symbole de variable X muni d'une signature s par X : — s ou
encore Xg.

Définition A.4
L'algebre des termes libres est la Z-algébre Atelle que :
e les sortes sont interprétées de maniére inductive par :
VX:—>se ¥,
X e A(s)
YVa:—>se %,
ae DAS)
Vf:s1x..x8p > s € T, V (t],....tn) € A(s1)x...xA(sp),
f(ty,....tn) € A(S)
e l'interprétation de chaque symbole de fonction f : syx...xsp, = s de F, est
donnée par l'application A(f) qui a tout n-uplet (t1,...,t;) de
A(sy)x...xA(sp) associe le terme f(¢tq,...,4).
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L'algebre des termes libres est notée Zerm(S, %, ) et I'algébre des termes clos est
notée Term(S, 7). Les éléments (termes) de Term(S,V,F) et Term(S, F) sont notés
t,s,...0n confond souvent par la suite les algébres Term(S, 7) et Tern(S, v, F)
avec le domaine sur lequel elles sont définies.

Une Z-algebre homogene (ou mono-sortée) est une X-algebre hétérogene (ou
multi-sortée) basée sur un ensemble de sortes S ne contenant qu'un seul
élément. La signature des symboles est de ce fait triviale. Dans ce cas, on note
les algebres de termes clos et libres par Term( ) et Ternd V, ).

Soit 2 un ensemble dénombrable de symboles de prédicat. Les symboles de
prédicat sont en fait des symboles de fonction particuliers. On partitionne Pen
une réunion de sous-ensembles B ol P, est I'ensemble des symboles de fonction
d'arité i. Par convention, les symboles de prédicat sont désignés par les lettres
p.q.r... La signature sur S d'un symbole de prédicat d'arité n est une séquence
de n éléments de S. On note généralement un symbole de prédicat p muni d'une
signature (S,...,Sp) Par p : $1x...xSp OU €NCOTE Ps;x...xs,- INtuitivement, la
signature d'un symbole de prédicat indique le type des arguments du prédicat et
le résultat retourné par le prédicat est implicitement du type booléen IB =
{faux,vrai}.

On étend la définition d'une signature, puis celle d'une algebre, en considérant
un ensemble dénombrable de symboles de prédicat.

Définition A.S
Une signature X = (S, %,P) est définie par un ensemble de sortes S, un
ensemble dénombrable #de symboles de fonction munis d'une signature sur
S et par un ensemble dénombrable P de symboles de prédicat munis d'une
signature sur S.

Définition A.6
Soit = (S, £P) une signature, une X-algeébre 4 est définie comme suit :
e les sortes sont interprétées de maniere inductive par :
Va:—>se %,
a€ As)
V f:six.xsp = S€ Fn, V (t1,...,tn) € A(S1)x...x4(Sp),
f(ty,....tn) € A(S)
e l'interprétation de chaque symbole de fonction f : syx...xsp, — s de ¥, est
donnée par une application A(f) qui a tout n-uplet (¢1,...,¢,) de
A(s1)x...xA(sp) associe f(t],...,4).
o l'interprétation de chaque symbole de prédicat p : syx...xs, de P, par une
application A(p) définie de A(s1)x...xA(sy) vers IB.

Pour finir, on définit les deux ensembles suivants :
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o Atom(S, F,P) = {p(#,....tn) | p € Py et (t1,....tn) € Term(S, P}
® Atom(S,V, F,P) = {p(t1,....,tn) | p € Py €t (#1,...,tn) € Term(S,V, P}

Tout élément de Atom(S, F,P) est appelé un atome clos et tout élément de
Atom(S,V, J,P) est appelé un atome libre. Les éléments (atomes) de Atom(S, F,P)
et Atom(S,V, F,P) sont notés a,b,hA,... Lorsque I'ensemble S est réduit a un seul
élément, on note ces ensembles par : Atord F,P) et Atom( 'V, F,P).

2 Ensembles ordonnés

Nous présentons maintenant quelques concepts élémentaires empruntés a la
théorie des ensembles. On pourra, par exemple, se reporter a l'état de 1'art de
[Gloess 90].

Soit D un ensemble, g (D) représente l'ensemble des parties de D. Une
séquence, notée (dj,...,dy) de n éléments de D est appelé un n-uplet. Dn
représente I'ensemble des n-uplets d'éléments de D.

Une relation (binaire) r définie sur D est un sous-ensemble de D2 (également
notée DxD). d r d' signifie que d est en relation avec d' par r. Une fonction
définie de D vers D est une relation définie sur D telle que tout élément d de D est
en relation avec au plus un élément d' de D. Une fonction est dite partielle
lorsque certains éléments de D ne sont pas en relation avec d'autres éléments de
D, est dite totale sinon. Une fonction totale est usuellement appelée une
application.

Soit D un ensemble et soit r une relation définie sur D. A partir de r, on définit
de fagon classique les relations suivantes :

» 10désigne larelation {(d,d):d € D}.
+ 1M désigne larelation ™ lor = ror™! avec ror' = {(d,d") tel que

JdeDldd)eret(dd’)er}.
* r* désigne lacloture transitive de r, i.e., r* = U i,

i20
e 1 désigne la cloture réflexive et transitive der, i.e., r* = 1:{) rl.
Un préordre est une relation qui est réflexive et transitive. Une relation d'ordre
est un préordre qui est antisymétrique. Une relation d'ordre définie sur un
ensemble D est dite totale lorsque deux éléments quelconques de D sont
comparables, est dite partielle sinon. Une relation d'équivalence est une relation
qui est réflexive, symétrique et transitive. Tout préordre < défini sur un
ensemble D engendre une relation d'équivalence = défini sur D comme suit : d =
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d'ssid £ d et d <d. La classe d'équivalence d'un élément d de D désigne
I'ensemble des éléments de D équivalents a d.

Définition A.7
Un ensemble partiellement ordonné (D,<) est un ensemble D muni d'une
relation d'ordre partielle <.

Soit (D,<) un ensemble partiellement ordonné et soit S un sous-ensemble de D.
S est une chaine de D ssi pour tout couple d'éléments (d,d") de S,onad <d'ou
d' < d. D vérifie la condition de chaine ascendante (resp. descendante) ssi toute
chaine croissante (resp. décroissante) de D est finie. On dit également que D est
une relation d'ordre bien fondée sur D lorsque D vérifie la condition de chaine
descendante. Un élément d de D est un majorant (resp. minorant) de S ssi pour
tout élément d' de S, on a : d' < d (resp. d £ d'). Un élément d de D est le plus
petit majorant (ou la borne supérieure) de S ssi d est un majorant de S et pour
tout majorant d' de S, on a : d £ d. Un élément d de D est le plus grand
minorant (ou la borne inférieure) de S ssi d est un minorant de S et pour tout
minorant d' de S,ona:d' <d.

Définition A.8
Un cpo est un ensemble partiellement ordonné (D,<) qui est complet, i.e., tel
que toute chaine S de D admet un plus petit majorant.

Un cpo (complete partial ordering) est un ensemble partiellement ordonné
complet. L'opérateur qui pour tout sous-ensemble S de D associe (lorsqu'il
existe) le plus petit majorant de S est appelé I'opérateur de borne supétieure et
est généralement notée v. L'opérateur qui pour tout sous-ensemble S de D
associe (lorsqu'il existe) le plus grand minorant de S est appelé l'opérateur de
borne inférieure et est généralement notée A. Un élément de D, généralement
noté 1, est appelé le plus petit élément de D ssi pour tout élément d de D, on a:
1 <d. Un élément de D, généralement noté T, est appelé le plus grand élément
de D ssi pour tout élément d de D, on a: d < T. Tout cpo possede un plus petit
élément.

Définition A.9
Un treillis est un ensemble partiellement ordonné (D,<) tel que tout couple
d'éléments (d,d") de D admet un plus petit majorant et un plus grand
minorant.

Un treillis (D,<) est complet ssi toute partie (éventuellement vide et
éventuellement infinie) S de D admet un plus petit majorant et un plus grand
minorant. Tout treillis complet est un cpo.
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Soient D2 et DV deux ensembles, une application f définie de D2 vers DV est
étendue en une application f* définie de go(D2) vers (DV) par : V S € go(D3),
f*(S) = {f(d) 1 d € S}. Soient (D4,<4) et (DV,<V) deux ensembles partiellement
ordonnés. Si f et g sont deux applications définies de (Da,<a) sur (DV,<V), on
note f <V g ssi pour tout d de D2, on a : f(d) <V g(d). Une application f définie de
(D3,£8) sur (DV,<V) est monotone ssi :V d,d' € D3, d <ad' = f(d) <¥ f(d").
Une application f définie de (Da,<4) sur (DV,<V) est continue ssi pour toute
chaine S (non vide) de Da telle que S possede une borne supérieure notée vS,
I'ensemble f*(S) possede une borne supérieure notée vi*(S) et f(vS) = vi*(S).
Une application monotone est un morphisme d'ordre et une application continue
est un morphisme de I'opérateur de borne supérieure. La continuité implique la
monotonie.

Soit (D,<) un ensemble partiellement ordonné. On note I I'application (identité)
qui pour tout élément d de D associe d, i.e., d = 18(d). Un point fixe pour une
application f définie de (D,<) sur (D,<) est un élément d de D tel que d = f(d).
Lorsqu'il existe, le plus petit point fixe pour f est un élément d de D tel que pour
tout point fixe d' de f,ona:d <d'.

Propriété A.10
Si (D,<) est un cpo et si f est une application monotone définie de (D,<) sur

(D.<), alors f possede un plus petit point fixe, noté Ifp f.

Ce plus petit point fixe de f peut étre calculé par itération a partir du plus petit
élément, noté L, de D. On note respectivement Ord, Ordsuc et Ordlim ]a classe
des ordinaux, la classe des ordinaux successeurs et la classe des ordinaux
limites. Le calcul de point fixe s'effectue comme suit (sachant que v désigne
'opérateur de borne supérieure) :

fn+1(1) = f(fn(L), V n+1 € Ordsuc
fA(L)= ﬁvlfﬁ(.L), V A e Ordlim

On note ® le premier ordinal limite. Lorsque f est continue, on sait que :

Ifp f = fo(l).
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3 Connexions de Galois

Les connexions de Galois sont trés utilisées dans le cadre de l'interprétation
abstraite. Nous présentons ici quelques unes des propriétés rappelées par
[Melton et al. 86] et [Cousot et Cousot 92a].

Définition A.11
Soient (D3,<3) et (DV,<V) deux ensembles partiellement pré-ordonnés, une
connexion de Galois est la donnée de deux applications :
o:Ds— Dv
Y:Dv— Da
telles que :
V ds e Da, V dve DV, a(da) <V dV ssi da <ay(dv)

En fait, les connexions de Galois sont généralement étudiées par rapport a des
ensembles partiellement ordonnés. Les propriétés suivantes s'inscrivent dans ce
sens.

Propriété A.12
Si (o,y) est une connexion de Galois définie entre deux ensembles
partiellement ordonnés (D3,<4) et (DV,<V) alors
V ds e D,V dve DV, a(da) <V dV ssi da <4 y(dv)
est équivalent a :
o est monotone
¥ est monotone
I <2 Yoo (Yool est extensif)
oY <V I8 (oY est réductif)

Propriété A.13
Si (o,y) est une connexion de Galois définie entre deux ensembles
partiellement ordonnés (D3,<a) et (DV,<¥) alors
CloYolOL = O
YoOoy =7

Propriété A.14
Si (o,y) est une connexion de Galois définie entre deux ensembles
partiellement ordonnés (D»,<4) et (DV,<V) alors
V dae Ds, o(ds) = AV {dV | da <a y(dV)}
V dve DV, y(dv)=wva {dala(ds ) <V dv}
oll AV et va représentent respectivement 1'opérateur de borne inférieure sur
(Dv,<V) et I'opérateur de borne supérieure sur (D3,<a).
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Une insertion de Galois est une connexion de Galois particuliére. On retrouve
trés souvent cette caractérisation dans la littérature concernant l'interprétation
abstraite.

Définition A.15
Si (0o.,y) est une connexion de Galois alors (0t,Y) est appelée une insertion de
Galois ssi 0t est surjective.

Propriété A.16
Si (oY) est une connexion de Galois définie entre deux ensembles
partiellement ordonnés (Da,<2) et (D¥,<V) alors o est surjective ssi ooy = Id.
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Implémentation

Nous avons implémenté une version limitée, appelée la_oldt, du systeme
d'inférence de types que nous proposons au chapitre 8. Les contraintes
ensemblistes sont codées sous la forme de chemins au dépliage limité ou lul pour
"limited unfolding loop" [Lecoutre et al. 92a,92b] Intuitivement, un chemin au
dépliage limité définit une structure récursive finie. Par exemple, le but

- add(X,Y.Z) with X:s(1)
correspond a
- X=s(X)wex ¢ add(X,Y,Z).

ou ex correspond a l'union des termes de la forme f(T,...,T) pour tout symbole
de fonction f différent de s. La contrainte X=s(X)uex est donc moins
contraignante que la contrainte X=s(X)0.

Nous donnons ci-dessous un exemple de programme €crit pour la_oldt :
paths={s(1)}.

add(0,X,X).
add(s(X),Y,s(Z)) :- add(X,Y,Z).

mul(0,X,0).
mul(s(X),Y,Z) :- mul(X,Y.I), add(Y,1,Z).

exp(s(N),0,0).

exp(0,s(X),s(0)).
exp(s(N),s(X),Z) :- exp(N,s(X).,I), mul(1,s(X),Z).

249
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La premiere ligne est une directive qui indique quels sont les luls a prendre en
compte pour l'analyse. La figure B.1 présente le graphe OLDT obtenu par la
résolution AOLDT a partir du programme précédent et du but indiqué sur la
figure. Pour avoir de plus amples informations sur les noeuds ou les
substitutions, il suffit de cliquer sur les rectangles correspondants. La figure B.2
propose la table des solutions. Il n'y a en fait qu'une seule entrée puisqu'un seul
noeud actif. Des variables anonymes (de la forme _n) sont utilisées. Elles
permettent d'indiquer ici le type du second et du troisiéme argument. La figure
B.3 représente un autre graphe OLDT obtenu & partir d'un but différent. Si on
lance la procédure de vérification pour la terminaison et la procédure de
vérification pour le déterminisme sur cet exemple, on obtient une réponse
positive. Il est a noter que des graphes beaucoup plus complexes peuvent €tre
obtenus en faisant varier divers parametres.



Implémentation

Goal:

add(X,v.2) with y:s(1),

1 |add(X1,Y1,21)

I/addcxs Y1,22)

W

bl

Figure B.1
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*
=1 Solutions

[ —
a
Entry 1 -> active node 1 B
- leftmost atom : add(¥1,v¥1,Z1)
- solution 1 ¢ ¥1/_2 + Z1/_1 with _2 @ s{1), _1 : s(1)
4 1 entry in this table
| m— |
L, .J

Figure B.2
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Goal: exp(X.Y,2) with Xis(1), Yis(1),

1 lexp(x1,¥1,21)

%h

exp(N4,s(x§),11j

M

5 |mul(_4,s(X5),Z1)

Egn’tm

@ ul(X9,5(X5), 12))

N

14 jadd(s(X5),_18,21)

i

15 |add(X5,_18,26)

PRy

16] Q7 add(xzz,__1é,z@

-

19

Figure B.3



Notations

IB : ensemble des booléens, IB={faux,vrai}
IN : ensemble des entiers naturels
IR : ensemble des réels

card E : cardinal de 'ensemble E~ max E : plus grand élément de 'ensemble E
§ (E) : ensemble des parties de E

1 et T: plus petit et plus grand élément d'un ensemble E

glb(x,y) : plus grand minorant (borne inférieure) des éléments x ety

lub(x,y) : plus petit majorant (borne supérieure) des éléments x et y

I : application identité
Ifp f: plus petit point fixe de I'application f
o : premier ordinal limite

v : ensemble de symboles de variables ; X,Y,... élements de 7

YV, : ensemble de symboles de variables ensemblistes ; X.9,... élements de Vy
: ensemble de symboles de fonctions ; f,g....a,b,... élements de F

: ensemble de symboles de prédicats ; p,q,... élements de P

: ensemble de symboles de contraintes

: ensemble de sortes ; s, $1,52,... éléments de S

: signature, £ = (S,9) ou X = (S, 4,P)

: langage de contraintes (ensemble de formules) ; ¢,d,... éléments de L

4 Z-algebre

CL : CLP-langage, CL = (Z,L,4)

—relation d'ordre définie sur £ par 4, pour un CLP-langage donné CL = (Z,£,4)
+-; relation — modulo le nom des variables

RM 0o R\

Term(S,V, ¥) : algébre des termes libres ; si card S = 1 alors Term( 1, %)
Term(S,¥) : algébre des termes clos (sans variables) ; si card S = 1 alors Term( )
t,s,... éléments de Term(V,¥) et Term(S,V,F)

Atom(S,V,F,P) : ensemble des atomes libres ; si card S = 1 alors Atom(V,F,P)
Atom(S, F,P) : ensemble des atomes clos ; si card S = 1 alors Atom( F,P)
a,b,h,... éléments de Atom(S,F,P) et Atom(S,V,F,P)
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254 Notations

9 : ensemble des atomes homogenes (i.e., construits  partir de Vet P)
0 : séparateur entre éléments de L et éléments de 3
{ : opérateur de projection définie sur Lx g (V)

c,B,... substitutions
Val : ensemble des assignations de variables ; 0,6',... éléments de Val
RKen : ensemble des substitutions de renommage ; p,p',... éléments de Ren

fs : fonction de sélection sp : stratégie de parcours
bf ("breadth-first"), df ("depth-first"),... stratégies de parcours

Var(o) : ensemble des variables de l'objet o
Varpound(0) et Vargee(0) : ensemble des variables liées et libres de 1'objet o
Var3(o) et Vary(o) : ensemble des variables liées par 3 et par V de l'objet o

A et v: symboles utilisés pour faire référence a un objet concret et abstrait

€ : relation d'approximation
o : fonction d'abstraction v : fonction de concrétisation
(a,y) : connection de Galois

V : opérateur de widening A : opérateur de narrowing

T : arbre OLD ou arbre OLDT F et G : forét et graphe OLDT
AT et PT : tables des noeuds actifs et des noeuds passifs
Str: structure OLDT ; Str= (AT,PT,F)

i : racine ou entrée d'un arbre, d'une forét ou d'un graphe OLDT
v,w,... noeuds d'un arbre, d'une forét ou d'un graphe OLDT
pos(v) : position du pointeur associé a un noeud passif v

list(v) : liste des solutions associées a un noeud actif v

ex : expression ensembliste

1 et Ty : plus petit et plus grand élément ensembliste
f;) : opérateur ensembliste de projection

* . opérateur de cloture distributive

S : systéme d'équations (sur les arbres finis ou les ensembles)
res(S) : forme résolue d'un systeme d'équations

s0l(5) : solution du systéme S

ST : systemes d'équations sur les termes

SS : systemes d'équations ensemblistes

Sx ou SSx : systéme élémentaire associé a la variable ensembliste X
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abs1 (application) 114
abs2 (application) 115
algebre
termes clos 242
termes libres 242
anti-unification
algorithme 21
anti-unifié 20
appel atomique 98
arc
actif 104
passif 104
passif inutile 131
pointant 121
pointant descendant 121
pointant remontant 121
assq (application) 49
assy (application) 49
atome
clos 244
homogene 29
libre 244
automate d'arbres 177
but défini 14
c-gen (application) 113
card-gen 115
depth-gen 114
prox-gen 114
c-pro (application) 113
card-pro 115
depth-pro 114
prox-pro 114
clause définie 14
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cloture distributive 145
CLP-langage CL28

CL~Clause 31

CL-Goal 31

CL-Prog 31

CL-Tree 39
CLP-langages

CLP(¥7) 40

CLP(IB) 42

CLP(IR) 43

CLP(S0) 167

CLP(FT+50) 190
connecteurs 12
connexion de Galois 57, 247
contrainte ensembliste 142

négative 142

positive 142
cstr (application) 39
ensemble partiellement ordonné

cpo 245

treillis 245
étape de narrowing 131
étape de widening 112
étoile (fonction) 182
expression ensembliste 142, 168
extraction

d'un arbre OLD 98

d'une forét OLDT 108
fonction d'abstraction 54
fonction de concrétisation 56
forme résolue 41, 170, 193
formule bien formée 13
grammaire de termes 177
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Herbrand
base 16
univers 16
msatisfiable 32
interprétation abstraite
approche
connexion de Galois 62
hybride 62
widening/narrowing 63
approximation
par abstraction 85
par combinaison 88
par extension 90
deéfinition 52
modele
de point fixe 74
dénotationnel 74
opérationnel 70
label (application) 39
langage de contraintes 29
langages réguliers 177
level (application) 39
littéral .
négatif 14
positif 14
loops (application) 129
narrowing 61
noeud
actif 101, 103
ancétre 126
ancétre réel 127
compatible 119
passif 101, 103
vide 103
num (application) 39
opérateur de narrowing 64
opérateur de widening 64, 113
opérateur Vcard 115
opérateur Vgepth 114
operateur Vprox 114
polymorphisme
inclusif 149
paramétrique 149

Index

programme défini 14
projection
d'une contrainte 33
d'une substitution 18
quantificateurs 12
récursivité potentielle 181
relation d'approximation 49
Res (application) 40
résolution AOLDT 112
résolution OLD 22
résolution OLDT 100
arbre OLDT 121
forét OLDT 121
graphe OLDT 121
structure OLDT 101
résolution SLD
(i,j)-résolvant 21
arbre SLD 21
fonction de sélection 21
interprétation SLD 22
méthode de résolution 22
stratégie de parcours 22
Rest (application) 103
Z-algebre 242, 243
hétérogene 243
homogéne 243
2-algebre 4
A-assignation de variables 32
A-solution 32
satisfiable 32
sémantique
abstraite 48
concréte 48
de point fixe 59
du flux de données 108
logique 15
opérationnelle 23
signature 241, 243
size (application) 39
solution atomique 98
solution-compact 31
sorte 241
sous-réfutation 98
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stratégie de parcours
en largeur d'abord 22
en profondeur d'abord 22
mbf 103
mdf 103
substitution
codomaine 17
composition 18
de renommage 18
domaine 17
idempotente 18
systeme d'équations ensemblistes
168
systéme élémentaire 169
systemes d'équations
codomaine 41
domaine 41
sur les ensembles 168
sur les termes 40
table
des noeuds actifs 101
des noeuds passifs 101
tabulation 97
t-atome 101
t-noeud 101
t-symbole de prédicat 101
terme
clos 243
instance 18
libre 243
variantes 18
types
inférence 149
approche de point fixe 156
approche dénotationnelle 158
approche opérationnelle 154
sémantiques 151, 153
syntaxiques 151
vérification 149
unification
algorithme 20
unifié 19
variable

libre 13
liée 13
widening 61
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