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Introduction 

Le but de cette thèse est de rendre effectifs certains théorèmes et d'implanter 
efficacement certains algorithmes en algèbre différentielle, en vue d'une applica
tion à l'automatique non linéaire. Nous présentons trois résultats originaux. Le 
premier est un algorithme qui décrit les modèles d'un système d'équations et 
d'inéquations polynomiales en algèbre différentielle ordinaire comme en algèbre 
différentielle partielle. L'algorithme décide du vide et donc de 1 'appartenance 
au radical d'un idéal différentiel de type fini. Notre deuxième résultat est une 
méthode qui calcule un ensemble caractéristique d'un idéal différentiel premier 
donné par une famille génératrice. Nous donnons enfin de nouvelles preuves des 
algorithmes d'élimination de SEIDENBERG. Les algorithmes que nous décrivons 
sont effectifs: ils n'utilisent que l'addition, la multiplication, les dérivations et le 
test d'égalité à zéro dans le corps de base des polynômes. 

En octobre 1990, mon directeur de thèse m'a proposé- dans le cadre d'un doctorat 
en informatique- d'implanter efficacement certains algorithmes d'algèbre différentielle 
en vue d'une application à l'automatique non linéaire. L'algorithme d'élimination de 
SEIDENBERG en algèbre différentielle ordinaire, par lequel cette étude a commencé, 
illustre parfaitement les difficultés auxquelles nous nous sommes heurtés. L'explosion 
combinatoire est la première puisque des entrées très simples parviennent à saturer la 
mémoire d'une station de travail: cet algorithme n'est praticable que jusqu 'à un certain 
point. La seconde est la nature même des résultats produits. A la différence des algo
rithmes de bases de GROBNER par exemple, les informations fournies par l'algorithme 
de SEIDENBERG ne sont pas standard, leur interprétation n'est pas aisée. 

Réaliser le travail demandé exigeait d'optimiser ces algorithmes, conçus sans souci 
d'efficacité par des algébristes du milieu du siècle, puis d'en donner des implantations 
spécialisées, capables d'en interpréter les résultats, au moins en partie. Nos outils: d'une 
part des ouvrages d'algèbre différentielle pour la compréhension des algorithmes et les 
preuves de correction des optimisations que nous leur apportions; d'autre part des 
travaux sur les systèmes de réécriture pour les problèmes de canonicité et les preuves 
d'arrêt. Citons les livres de RITT [Ri] et de KOLCHE\ [Ko]. Le premier est moins 
complet, mais plus accessible aux néophytes que le second. Nous avons consulté avec 
profit des articles intermédiaires [Ro] : leur contenu figure bien dans [Ko], mais sous 
une forme généralisée, plus abrupte. Les textes de JOUANNAUD, DERSHOWITZ [JD] et 
COMON [Co] nous ont beaucoup éclairé en matière de réécriture. 
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Introduisons maintenant plus techniquement notre sujet. 

Généralisant un théorème de 1956, dû à SEIDENBERG [Sel], un mathématicien amé
ricain, ROSENFELD, donne en 1959 une condition suffisante [Ro] [Ko], pour qu'un 
système d'équations polynomiales différentielles admette un modèle (une solution) dif
férentielle s'il admet un modèle purement algébrique. Ce théorème est le fil conducteur 
de cette thèse. 

Pour l'illustrer, considérons le système différentiel suivant, en deux indéterminées u 
et v, où les deux dérivations bx et by sont notées en indice: 

{ 

Ux = 0 
:E Uy- V= 0 

Vx = 1 

Le système :E ne vérifie pas la condition de ROSEJUELD puisqu'il admet un modèle 
algébrique mais pas de modèles différentiels. En effet, si on dérive la première équation 
par rapport à x, la deuxième par rapport à y et si on soustrait les polynômes obtenus, 

llxy - (Ury - Vx) = Vx 

on obtient une relation qui contredit la troisième équation du système: :E n'admet pas 
de modèles différentiels. Par contre, si on oublie que les équations sont différentielles et 
si on les interprète comme des équations purement algébriques, en quatre indéterminées 
Un uy, v et Vx, le système admet un modèle algébrique trivial. 

Fondé sur le lemme de ROSENFELD, notre premier résultat est un algorithme qui 
décrit les modèles d'un système d'équations polynomiales différentielles en n'employant 
que l'addition, la multiplication, les dériYations et le test d'égalité à zéro dans le corps 
de base des équations. Partant d'un système E, l'algorithme construit une famille (f!i) 
de systèmes ayant mêmes modèles que E, dont les éléments vérifient la condition de 
ROSENFELD. Un calcul de bases de GROBNER algébrique classique permet alors, et de 
détecter les contradictions algébriques cachées, et de décrire les modèles de chaque ni. 

Cet algorithme, que nous nommons RosENFELD-GROBNER, a trois applications. 
Il décide du vide et donc, d'après un théorème célèbre de HILBERT, de l'appartenance 

au radical d'un idéal différentiel de type fini. 
Lorsque l'idéal différentiel [E] engendré parE est premier, la première base de GROB

NER non contradictoire produite par notre algorithme permet d'extraire un ensemble 
caractéristique (au sens de RITT) de /. Nous améliorons ainsi un résultat de OLLI
VIER [011). 

Enfin, l'algorithme ROSENFELD-GROBNER rend effectives de nombreuses propriétés 
structurelles des systèmes dynamiques en automatique non linéaire (observabilité, rang 
de sortie, etc ... ). Sous l'impulsion de FLIESS [F] notamment, de nombreux chercheurs 
ont montré comment ces propriétés pouvaient être lues dans les ensembles caractéris
tiques des idéaux différentiels premiers engendrés par les équations des systèmes. Nous 
améliorons un peu ces techniques puisque nous montrons que ces informations peuvent 
êtres lues directement dans la base de GROBNER de J.rquelle l'ensemble caractéristique 
est extrait. 

L'originalité de notre travail, c'est de répondre aux questions ci-dessus par un algo-
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rithme qui produit un résultat fini, en un nombre fini d'étapes de calcul et qui n'emploie 
que l'addition, la multiplication, les dérivations et le test d'égalité à zéro dans le corps 
de base des équations. Pour mieux situer notre apport, décrivons en quelques mots les 
principales méthodes existantes. 

RITT a donné [Ri] une méthode pour décomposer le radical d'un idéal différen
tiel en une intersection d'idéaux différentiels premiers Pi, en fournissant un ensemble 
caractéristique pour chacun des Pi. Cet algorithme, qui en "fait plus" que le nôtre, 
présente 1 'inconvénient de n'être que partiellement effectif puisqu'il procède à des fac
torisations suivant des tours d'extensions algébriques du corps des coefficients. A notre 
connaissance, il n'a jamais été implanté. 

OLLIVIER [011) et CARRÀ-FERRO [Ca) ont indépendemment tenté de généraliser 
à l'algèbre différentielle les bases de GROBNER inventées par BUCHBERGER [Bu) pour 
l'étude des idéaux de polynômes en algèbre commutative. Ces bases de GROBNER dif
férentielles sont d'agréables représentants des idéaux différentiels qu'elles engendrent, 
trop agréables peut-être, car l'appartenance à un idéal différentiel quelconque est un 
problème indécidable [GMO), l'appartenance à un idéal de type fini est un problème 
ouvert, et les bases de GROB!\ER différentielles ainsi définies sont en général infinies. 
Plus récemment, MANSFIELD [Ml) a donné une définition de bases de GROBNER diffé
rentielles, moins proche de celles de BrCHBERGER et moins satisfaisante que celles de 
OLLIVIER et CARRÀ-FERRO. L'algorithme proposé par MANSFIELD calcule une base 
finie en un nombre fini d'étapes de calculs mais impose des restrictions sur la famille 
génératrice de l'idéal considéré. 

Plus généraux sont les algorithmes d'élimination de SEIDENBERG [Sel). Ils décident 
si un système d'équations différentielles admet des modèles différentiels en n'utilisant, 
comme ROSENFELD-GROBJ\"ER, que les opérations du corps de base des équations. Ils 
présentent deux inconvénients: d'une part, ils permettent difficilement de trouver les 
relations qui lient entr'elles les grandeurs décrites par un système dynamique et d'autre 
part, leur comportement est explosif parce qu'ils calculent des projections' ensemblistes 
successives de la variété algébrique différentielle associée au système. DIOP [Dil) [Di2) 
a étudié l'algorithme d'élimination en algèbre différentielle ordinaire et en a donné une 
application à l'automatique. 

Dans cette thèse, nous donnons aussi de nouvelles preuves des algorithmes d'élimi
nation de SEIDENBERG. En algèbre différentielle partielle, nous reformulons la preuve 
grâce au lemme de RosEJUELD, ce qui intègre l'algorithme dans le giron des théo
rèmes classiques: le théorème original de SEIDEJ\"BERG, très technique, était marginal. 
En algèbre différentielle ordinaire, suite aux travaux de DIOP, nous fournissons une 
preuve très simple du mécanisme d'élimination, fondée sur un lemme de RITT qui est 
une version faible du lemme de RosE!\FELD. 

Nous ne sommes encore parvenus à déterminer, ni la complexité de l'algorithme 
ROSENFELD-GRÜBNER, ni celle des versions que nous donnons des algorithmes d'éli
mination. En algèbre différentielle ordinaire, GRIGOR 'EV [G) a donné une optimisation 
de l'algorithme d'élimination qui fait appel à une méthode de LAZARD [Ll], qui est 
d'une complexité presqu'optimale [L3); l'algorithme de GRIGOR'EV, qui a une com
plexité triplement exponentielle (en temps), fournit la meilleure borne connue pour le 
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problème de la décision du vide en algèbre différentielle ordinaire. Nous pensons qu'il 
doit être possible de l'améliorer. 

Nous avons implanté en langage C plusieurs versions expérimentales de l'algorithme 
RosENFELD-GROBNER et plusieurs versions de l'algorithme d'élimination de SEIDEN
BERG en algèbre différentielle ordinaire. Nous employons la librairie de grands nombres 
PARI et le logiciel de calcul de bases de GROBNER GB de FAUGERE [FGLM]. Pour 
générer le code C, nous avons employé un petit langage, nommé CL, dont nous avons 
réalisé un compilateur, et qui s'apparente en fait à un préprocesseur de C, agréable 
d'emploi. Le but original de cette thèse était l'implantation efficace de l'algorithme 
d'élimination dont DIOP [Dil] [Di2] avait établi l'utilité peu auparavant. CL était un 
outil dans cette tâche. Il apparaît aujourd'hui que de tels projets d'implantation étaient 
prématurés. 

Les deux premiers chapitres de cette thèse sont des chapitres d'introduction. Le 
premier présente quelques notions fondamentales élémentaires, ainsi qu'une sorte de 
division euclidienne de polynômes, étendue à l'algèbre différentielle et quelques résultats 
apparentés. Nous avons voulu que le chapitre soit d'un abord simple. 

Le deuxième chapitre présente deux versions du Nullstellensatz de HILBERT, l'une 
dans le cas différentiel, l'autre dans le cas algébrique. Nous y donnons également le 
lemme de RosENFELD qui les relie. 

Le troisième chapitre est consacré aux algorithmes d'élimination de SEIDENBERG. 
Notre algorithme utilise les bases de GROBNER algébriques. Nous les présentons 

dans le quatrième chapitre et nous établissons un parallèle succinct entre ces dernières, 
les bases de GROBNER différentielles de CARRÀ-FERRO [Ca], OLLIVIER [011], celles 
de MANSFIELD [Ml), et "les ensembles caractéristiques d'idéaux différentiels premiers. 

Le cinquième chapitre décrit notre algorithme et ses applications: décision du vide, 
test d'appartenance au radical d'un idéal différentiel de type fini, à un idéal différen
tiel premier de type fini et calcul d'un ensemble caractéristique d'un idéal différentiel 
premier donné par une famille génératrice finie. 

Le dernier chapitre est consacré aux implantations et aux applications. Nous donnons 
des traces d'exéqitions de nos programmes en annexe. 



Chapitre 1 

Notions d'algèbre différentielle 

Le chapitre I introduit une sorte de division euclidienne, employée dans la plupart 
des algorithmes en algèbre différentielle, ainsi que quelques résultats connexes. 
Auparavant, nous présentons un certain nombre de notions fondamentales. 

Sauf mention du contraire. les corps et les anneaux que nous considérerons seront 
toujours de caractéristique nulle. 

On appelle dérivation sur un anneau A, toute fonction 6 de A dans A, qui à un 
élément u de A, associe un élément ü = bu, et qui satisfait les axiomes deux suivants, 
quels que soient les deux ~léments u et v de A : 

- 6 ( u + v) = ü + l'' 
- 6(uv) = üv + uù. 

Si A comporte plusieurs dérivations, celles-ci sont supposées commuter entre elles. 
Un anneau (respectivement corps, algibn) différentiel est un anneau (respectivement 

corps, algèbre) muni de dérivations. Un anneau (respectivement corps, algèbre) diffé
rentiel ne comportant qu'une seule dérivation est dit ordinairt. Dans le cas contraire, 
il est dit partiel et nous indiquerons par m le nombre de ses dérivations: 61 , •.• , 6m. 

Soient u et' v deux éléments d'un corps différentiel 1\; considérant que b(v(ujv)) = 
ü = v6( ujv) + i'( ujv ), on obtient: 6( ujv) = ( ùv- uù )/v2

• De 60 = 6(0 + 0) = 260 et 
de 61 = 6(1 · 1) = 261, on déduit que la dérivée des entiers et de leurs fractions vaut 
nécessairement zéro. On appelle constante d'un anneau différentiel A, tout élément de 
A dont la dérivée est nulle. L'ensemble des constantes d'un anneau différentiel A forme 
un sous-anneau de A. 

Notons e le monoïde commutatif libre engendré par les dérivations 61 , ••• , 6m. Les 
éléments de e sont appelés opàatEurs dE dérimtion et correspondent chacun à un 
certain produit de puissances de dérivations (} = 6f 1 

• • • 6:;,...m (où les ai sont des entiers 
positifs ou nuls). Si u est un élément d'un anneau différentiel A, l'expression Ou désigne 
l'élément de A obtenu en dérivant u par 61 un nombre o 1 de fois etc ... par hm un nombre 
Dm de fois. Soient (} = 6f 1 

• • • 6~1m et <P = 6f1 
• • • tJ!m deux opérateurs de dérivation, O<P 

désigne l'opérateur 6~ 1 +fl1 
• • • f,~m+i3m. La somme des exposants oi d'un opérateur (} 

est appelée ordn de l'opérateur. Le seul élément du monoïde qui soit d'ordre nul est 
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l'opérateur identité (l'élément neutre de 8). Un opérateur est dit propre s'il est d'ordre 
strictement positif. 

Soient ]{ un corps et E un sous-ensemble d'un anneau A, qui contient 1\. L'ex
pression 1\[E] {respectivement K(E)) désigne le plus petit anneau {respectivement 
corps) contenant ]{ et E. Soient 1\ un corps différentiel et E un sous-ensemble d'un 
anneau différentiel A, qui contient 1\. L'expression 1\ { E} {respectivement 1\ (E)) dé
signe le plus petit anneau différentiel (respectivement corps différentiel) contenant ]{ 
et E. Notons eE le plus petit sous-ensemble de A qui contienne E et qui soit stable 
par dérivation. L'anneau ]{ { E} coïncide avec J\(eE]; le corps /\ (E) coïncide avec 
1\(eE). 

1.1 Polynômes différentiels 

Soient]{ un corps différentiel et X un alphabet.]{ {X} désigne l'anneau différentiel 
des polynômes différentiels à coefficients dans H, construit sur l'alphabet X. Les indé
terminées qui figurent dans l'écriture des polynômes de H {X} sont donc des dérivées 
des éléments de X. 

Terminologie Tout polynôme différentiel de /\ {X} est aussi un polynôme (que nous 
qualifierons d'algébrique par opposition à différentiel) de K[eX], c'est-à-dire un poly
nôme non différentiel dont les indéterminées sont des éléments de ex. Pour éviter toute 
confusion, nous conviendrons dans le texte qui suit de réserver le terme inditerminée 
pour désigner les éléments de ex. Nous emploierons le terme lettre pour désigner les 
éléments de X. 

Soit x; une lettre. 1\ous notons x;,e ou même Xi,(a 1 .... ,om) l'indéterminée Ox;. En 

algèbre différentielle ordinaire, .Î'; et Ï; et .rl1
) désignent les dérivées première, deuxième, 

et tèmf de xi. Supposons par exemple le nombre m de dérivations égal à 1, on a: 

Supposons m = 2, on a : 

1.1.1 Relations d'ordre admissibles 

Il est utile de pouvoir considérer un polynôme différentiel p d'un anneau 1\ {X} 
comme un polynôme en une indéterminée u (nous supposons que p n'appartient pas 
à K), à coefficients dans l'anneau K[eX \ {u}]. On privilégie ainsi une indéterminée 
en se donnant une relation d'ordre totale R sur ex et on simplifie théorèmes et 
algorithmes en imposant que R soit compatible avec l'action du monoïde 8 sur 1\ {X}. 
La relation R induit naturellement un préordre sur l'anneau de polynômes: 
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Définition 1 Soit X un alphabet. Une relation d'ordre sur ex est dite admissible si 
elle est compatible avec la structure de monoïde de E>, c'est-à-dire si elle vérifie pour 
tous les éléments u et v de ex' et pour toute dérivation b: 

- u <bu, 

- u < v :::} bu < bv. 

Définition 2 Soit p un polynôme de 1\ {X}, n'appartenant pas à 1\. Supposons E>X 
ordonnÉ suivant une relation d'ordre totale admissible. On appelle indéterminée princi
pale de p la plus grande indéterminée u apparaissant at1ec un coefficient non nul dans 
l'écriture de p. 

Définition 3 Soient p et q deux polynômes de 1\ {X}. ni p, ni q n'appartenant à 1\. 
Nous dirons que p est inférieur à q si l'inditerminée principale de p est inférieure à 
celle de q. Si pet q ont mime indéterminét principale u, nous dirons que pest inférieur 
à q si le degré en u de p est inférieur au degré en u de q. 

Deux polynômes p fi q ayant même indéterminée principale et même degré en cette 
indÉterminée seront dits de même rang, ce que nous noterons: p ~ q 

Les relations d'ordre admissibles ont de bonnes propriétés: d'une part, aucun po
lynôme ne contient de dérivées de son indéterminée principale, d'autre part, si u est 
l'indéterminée principale d'un polynôme p. alors Bu est l'indéterminée principale de 
Op (pour tout opérateur de dérivation 0). La troisième bonne propriété des relations 
d'ordre admissibles est la plus importante, puisqu'elle sous-tend les preuves de nom
breux algorithmes et théorèmes: les ordres admissibles sont artiniens (lemme 3). 

Définition 4 Une relation d'ordre définie sur un ensemble E est dite artinienne, s1 
toute suite stricttment décroissante d 'élémtnts de E est finit. 

Nous donnons tout de·suite le lemme suivant, bien qu'il ne nous serve pas avant la 
section 1.3.2. La preuve est classique. 

1 

Lemme 1 Une rdation d 'ordrt définit sur un ensemb!t E est artinienne si et seule
mt nt si tout sous-ensemble de E admet un élément minimal pour cette relation. 

Le lemme auxiliaire ci-dessous va nous permettre d'établir que les relations d'ordre 
admissibles sont artiniennes, ainsi que quelques autres théorèmes importants. Nous 
l'emploierons également au sujet des bases de GROBl'ŒR, au chapitre IV. 

Lemme 2 Soit m un entier positif. Dans Nm, toute suitt (Un), de terme courant Ui = 
((oi) 1 , ••. , (oi)m) qui vérifie la 7'elation (1) suivante est artinienne. 

(1) 
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Preuve Par récurrence sur m. Le cas initial ( m = 1) est immédiat. Le cas général: de 
toute suite infinie d'entiers naturels, on peut extraire une sous-suite infinie croissante. 
Il est donc possible d'extraire de (Un) une sous-suite ( Vn) infinie, croissante pour la 
mime composante: 

'Vi < j, ( oi)m :::; ( Oj )m, 

vérifiant donc la relation ( 1) pour les m - 1 autres composantes : 

D 

Lemme 3 Soit X un alphabet fini. Tout ordre admissible sur ex est artinien. 

Preuve Voir [Ko], lemme 15, page 49. Supposons l'existence d'une suite infinie stricte
ment décroissante (Un) dans ex' et montrons la contradiction. Comme le cardinal de x 
est fini, on peut extraire de (un) une sous-suite (vn) infinie et uniquement composée des 
dérivées d'une même lettre x de X (théorème de RAMSEY). Notons Vi = 8~o,)J · · · 8~;)m x 
le ième terme de (vn)· Les axiomes des ordres admissibles impliquent que si l'indice j 
est inférieur à i, alors Vi ne peut pas être une dérivée de Vj. En d'autres termes, la suite 
vérifie la relation : 

j<i:::? 3h, 1:::;h:::;m, (oi)h<(oj)h. 

D'après le lemme 2, ( Vn) est finie. Cette contradiction prouve le lemme. 0 

Lemme 4 Soit X un alphabd fini. Lt priordre induit dans 1\ {X} par unt relation 
d'ordre admissible sur ex tsf adinien. 

Preuve C'est une conséquence immédiate du lemme 3. 0 

Les axiomes de la définition 1 ne déterminent pas complètement les relations d'ordre 
admissibles. Voici trois exemples en algèbre différentielle ordinaire pour m = 1 et 
X={x,y}: 

1. L'indéterminée u est supérieure à v si u est une dérivée de x et v une dérivée de y 
ou si u et v sont deux dérivées d'une même lettre et si l'ordre de u est supérieur 
à celui de v: 

···>x>x>x>···>y>iJ>y 

2. L'indéterminée u est supérieure à v si l'ordre de u est supérieur à celui de v ou 
s'il existe un certain entier t tel que u = x(t) et v = y(t): 

···>x>y>x>iJ>x>y 

3. Nous laissons au lecteur le soin de formuler la définition précise de la relation 
d'ordre admissible qui suit: 

... > x(S) > y > x(4) > iJ > x(3) > y > x > x > x 
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La relation illustrée par le premier exemple ci-dessus est utilisée par l'algorithme 
d'élimination en algèbre différentielle ordinaire; on appelle ordre d'élimination entre 
deux indéterminées x et y, un ordre admissible tel que, quels que soient les opérateurs 
de dérivation () et <P, on ait: Ox > <Py. Les autres ordres sont dits alternés. En algèbre 
différentielle partielle, pour obtenir un ordre admissible, il faut également ordonner 
entre elles les dérivées d'une même lettre de X. Considérons par exemple le polynôme 
suivant: 

p = X(I,O) + X(O,l)· 

Voici trois façons de lui choisir une indéterminée principale: 

- En adoptant l'ordre lexicographique sur les composantes des opérateurs de déri
vations. x(I,o) est alors indéterminée principale de p. 

En ordonnant les opérateurs suivant la valeur de la fonction de Cantor, qm a 
tout couple d'entie1- (n 1.o2), associe: ((o1 + o2) · (o1 + o2 + 1))/2 + o2 + 1. 
L'indéterminée X(l,o) e:st alors indéterminée principale de p. La fonction est donnée 
pour rn= 2; elle s'étend sans difficultés à rn > 2. 

Nous appellerons par la suite ordn de Cantor, cette relation. 

C>2 

10 

6 9 13 

3 .5 8 12 

0 1 2 4 1 11 

0 2 3 4 C>J 

- En associant aux composantes des opérateurs de dérivations, des coefficients Ci, 

linéaire~nent indépendants sur Q. et ordonner les .r(n 1 , ... ,nm) suivant la valeur de 
la somme des ci · ol. 

Nous appellerons par la suite ordrt dt Seidtnbery, la relation fournie par c1 = 1r 

et c2 = 1 (voir [Sel), §11, page 49). X(o,I) est alors indéterminée principale de p. 

2 12 15 

5 7 9 11 

0 1 2 3 4 6 

0 3 4 C>J 
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Voici un exemple assez étrange d'ordre admissible alterné en algèbre différentielle 
partielle: 

· · · > X(o,2) > X(I,I) > x(2,o) > Y(2,o) > Y(I,I) > Y(o,2) > X(o,I) > X(I,o) > 
Y(I,o) > Y(o,I) > X(o,o) > Y(o,o)· 

1.1.2 Initiaux - séparants 

Soient u l'indéterminée principale d'un polynôme p de]{ {X}, n'appartenant pas à 
]{, et d le degré de p en u. L'initial de p, noté 1 p, est le coefficient de ud dans p. Le 
séparant de p, noté Sp, est le polynôme ôpjôu. 

Lemme 5 Soient p un polynôme de J\{X}, n'appartenant pas à l\, d'indéterminée 
principale u et 0 un opérateur de dérivation propre Le polynôme Op est de degré 1 en 
son indéterminée principalE Ou. Son initial est aussi le séparant de p: 

p = lp · ud + R domn Op = Sp · Ou+ Re. 

Preuve Par récurrence sur O. Le cas général: supposons 0 = 8~ et supposons (hy
pothèse de récurrence) que le polynôme ~p = Sp · <lm + Rrt> ait ~u pour indéterminée 
principale. Nous avons alors: 

Op= (bSp) · </m + Sp ·Ou+ bR ,p. 

Vu les propriétés des ordres admissibles, l'indéterminée principale de Op est Ou. 
Montrons le cas initiaL où 0 est d'ordre 1. Soit p le polynôme suivant: 

Quelle que soit la dérivation 8, on a: 

bp = (d ·Ad· ud-I ·bu+···+ A1 ·bu)+ (bAd)· ud +···+(bAI)· u + (bA 0 ) 

8p = SP ·bu+ R. 

Vu les propriétés des ordres admissibles, l'indéterminée principale de 8p est bu, son 
initial est Sp· D 

1.2 Idéaux différentiels 

Le seul but de cette section est de fournir des notations pour la section 1.3. Les 
idéaux de polynômes sont étudiés de façon plus approfondie au chapitre suivant. 

Rappelons qu'on appelle idéal d'un anneau A, tout sous-groupe additif de l'anneau, 
stable par multiplication par un élément quelconque de A. L'ensemble des idéaux de 
A est fermé par intersection. Soit E un sous-ensemble de ]{{X}. On note (E) l'idéal 
engendré par E, qui est égal à l'intersection des idéaux contenant E. 
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Soient I un idéal, a et b deux éléments de/\ {X}. Nous notons a= b (mod /)pour 
signifier que la différence a - b est dans I. 

Un idéal différentiel d'un anneau différentiel A est un idéal de A, clos par dérivation. 
L'ensemble des idéaux différentiels de A est fermé par intersection. Soit E un sous
ensemble de /{{X}. On note [E) l'idéal différentiel engendré par E, qui est égal au 
plus petit idéal différentiel contenant E (l'intersection de tous les idéaux différentiels 
contenant E). 

Lemme 6 Soit E un sous-ensemble de /\{X}. On a: [E] = (E>E). 

Voir [Ri] 1, §7. Ce lemme indique bien une des difficultés algorithmiques rencontrées. 
Décider de l'appartenance à un idéal différentiel engendré par un unique polynôme p, 
c'est décider de l'appartenance à un idéal engendré par une famille infinie de poly
nômes: p et ses dérivées. En algèbre différentielle ordinaire par exemple, considérons 
deux polynômes pet q de/{ {X}. Dire que q appartient à [p], c'est dire qu'il existe des 
polynômes Ai et un entier t, dépendant de q, tels que: 

q = Ao · p + A1 · p + · · · + A1 • p(t). 

Les tests d'appartenance sont donc nettement plus complexes en algèbre différen
tielle qu'en algèbre commutative. On notera à cet égard que l'appartenance à un idéal 
différentiel quelconque est un problème indécidable et que l'appartenance à un idéal 
différentiel de type fini est un problème ouvert (voir [GMO] ). 

1.2.1 Idéaux résiduels 

Définition 5 Soit 1 un id{ a/dE un sous-tnstmblt de]{ {X}. On appElle rés~duel de 
1 parE, l'tnstmbh : 

1: E = {p E 1\ {X} j ::la E E, a· p E 1}. 

Lemme 7 Le risidud d'un id{a/ di.ffirwtid par unt famille multiplicativemtnf stable, 
est un idéal di.fférentitl. 

Preuve Soient 1 un idéal différentiel, E une famille multiplicativement stable de 
1\ {X} et p et q deux éléments de 1 : E. Il existe donc deux éléments a et b de E tels 
que a · p et b · q appartiennent à 1. Comme 1 est un idéal, (a · b · (p + q)) appartient 
à 1, et comme E est multiplicativement stable, (p + q) appartient à 1 : E. De même, 
quel que soit 1 'élément r de 1\ {X}, le polynôme (a· p · r) appartient à 1 et 1 : E est un 
idéal. Etablissons pour conclure que 1 : E est stable par dérivation: a· b( a· p) est égal 
à a 2 • bp +a· (ba)· p. Le deuxième terme de la somme est dans l'idéal, donc le .premier 
y est aussi. Comme a 2 appartient à E, on conclut que 1 : E est un idéal différentiel. 0 

Dans la pratique, nous aurons souvent besoin de considérer des idéaux engendrés par 
une famille finie de polynômes A = A1 , .•• , Ar résidués par les initiaux ou les séparants 
des éléments de A. l'\ ous noterons alors HA le produit des initiaux et des séparants des 
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At et H'f l'ensemble de tous les produits de puissances des initiaux et des séparants 
des At (c'est-à-dire la plus petite partie de]{ {X} qui soit multiplicativement stable, 
et qui contienne 1 et HA)· Le résiduel de l'idéal différentiel engendré par A, par les 
initiaux et les séparants des At sera noté: 

[A]:H'f. 

1.3 Réduction 

Nous définissons la notion de polynôme réduit par rapport à un autre, nous dé
crivons ensuite un algorithme de réduction (un équivalent différentiel de la division 
euclidienne); enfin nous étudions les ensembles de polynômes auto-réduits et avec eux, 
la notion d'ensemble caractéristique. 

Définition 6 Soient p et q df.u.r polynômes de ]\'{X}. p n'appartenant pas à/\·. Le 
polynôme q est dit partiellement réduit par rapport à p si aucune dérivée pmpre de 
l 'indéterminée princi.pah dt p n'apparaît dans l Ë critun de q. 

Le polynôme q est dit réduit par rapport à p s'il est partiellEment réduit par rapport 
à p et s'il est de degré infiriwr à cdui df p. en l ïndéterminù principalE de p. 

Par extension, nous dirons d 'un polynôme p de J\ {X}, qu'il est réduit pm· rapport 
à un sous-ensemblE Ede 1\ {X}, s'il est réduit par rapport à chaque élément de E . 

Remarque Il ne faut pas confondre les relations "est réduit par rapport à" et "est 
inférieur à" : soient p, q deux polynômes de ]\' {X}. Clairement ~ si p est inférieur à 
q alors p est réduit par rapport à q, mais la réciproque n'est pas vraie: la relation 
"est réduit par rapport à" n'est ni transitive (par exemple, pour tout ordre admissible, 
(x+ z) est réduit par rapport à y et y est réduit par rapport à z, mais (.r +.:)n 'est 
pas réduit par rapport à z) ni artinienne (x est réduit par rapport à Y~ qui est réduit 
par rapport à x etc ... ). Des conséquences de la non transitivité de cette relation sont 
abordées dans la section 4.3. 

1.3.1 Réduction par un polynôn1e 

Soient pet q deux polynômes de]\' {X}, p n'appartenant pas à]\· . Nous donnons 
les spécifications d 'une classe d'algorithmes qui calculent par soustractions successives 
un polynôme r, réduit par rapport à p, vérifiant: 

( 1) (mod [p]) 

où a et (3 sont des entiers positifs ou nuls . 

Description Appelons u l'indéterminée principale de pet d Je degré de pen u. D'après 
les axiomes des ordres admissibles , il existe un polynôme Tp , réduit par rapport à p tel 
que l 'on ait: 
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Qui plus est, pour tout opérateur de dérivation propre 0, le lemme 5 (page 14) nous 
indique qu'il existe un polynôme Te,p, réduit par rapport à Op tel que l'on ait: 

Op = Sp · Ou. + To,p· 

Réduire par p, c'est utiliser les deux égalités ci-dessus comme des règles de réécri
ture: 

(RI) 

(R2) 

d -T U. ---+ __ P 

lp 

-To 
Ou---+ --·P. 

Sp 

En pratique, les algorithmes procèdent à des multiplications par l'initial et le sépa
rant de p, afin d'éviter des manipulations de fractions et constitue ainsi une sorte de 
pseudo-division euclidienne. étendue à ralgèbre différentielle. 

Soit q le polynôme à réduire par p. Appelons w la plus grande dérivée de u., non 
nécessairement propre, qui apparaisse dans l'écrit ure de q. Si west égale à tt, on applique 
la règle (Rl ). Le rester est de degré en u inférieur à celui de pet vérifie un cas particulier 
de (1): 

( 2) 1 ~~· . q = A . p + 1·. 

Si west une dérivée propre de u (w =Ou), on applique la règle (R2). Le rester est 
de degré en w inférieur à celui de Op. mais comme ce dernier est égal à 1, le polynôme 
1' ne contient pas w, et vérifie: 

(3) s; · q = A· Op+ r. 

En répétant cette opération un nombre fini (au plus égal à l'ordre de 0) de fois, 
l'algorithme produit un polynôme r, partiellement réduit par rapport à p, que nous 
appellerons reste partiel de la division de q par p. Celui-ci satisfait la relation: 

(4) sg. q = r (mod [p]). 

Pour que r soit réduit par rapport à p, il suffit d'appliquer (Rl) une fois de plus. 

Remarque Sur la façon de déterminer w, son degré d et le coefficient de wd dans q. 
Supposons que u soit la dérivée d'une certaine lettre x de l'alphabet X. En algèbre 

différentielle ordinaire, si quels que soient les opérateurs 0, cjJ et l'indéterminée y de X 
(y=/:. x), on a: Ox > ~y (par exemple si X est ordonné suivant un ordre d'élimination), 
alors west nécessairement égale à l'indéterminée principale v de q. La détermination de 
w de d et du coefficient de wd est immédiate dans ce cas, mais sans ces hypothèses, w 
peut se distinguer de v à n'importe quelle étape de la réduction. C'est ce que montrent 
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les exemples suivants. 
En algèbre différentielle ordinaire par exemple, pour l'ordre · · · > ii > x > y > 

x > y, calculons (:i: +x) rem yx (normalement égal à 0). Initialement, v = w = x. 
L'algorithme commence par diviser (:i: +x) par la dérivée première de yx, égale à 
(yi: + xy) et produit un premier reste: (-x y + y x). Dès après la première étape, 
w = x n'est plus 1 'indéterminée principale v = y du dividende. En algèbre différentielle 
partielle, pour m = 2, on a: (x(o,2)+xp,o)+x(o,l)) rem X(o,1) = X(I,o)· Si on adopte l'ordre 
de Cantor sur e{x }, dès la première soustraction, X(l,Q), qui n'est pas une dérivée de 
u = X(l,Ob devient 1 'indéterminée principale du dividende. 

Pour s'assurer que v soit toujours égale à w, on peut en algèbre différentielle or
dinaire, réordonner q avant calcul, suivant un ordre d'élimination ad hoc. En algèbre 
différentielle partielle, il n'existe pas d'ordre admissible qui, quel que soit q, assure que 
w soit toujours indéterminée principale. On peut alors réordonner q suivant un ordre 
non admissible, qui privilégie les dérivées de u. 

L'algorithme ci-dessous suppose que v et w coïncident en permanence. 

fonction rem 
paramètres p E ]{ {X}, p tt 1\ 

q E 1\ {X} 
résultat r = q rem p 
{ u et v désignent les indéterminées principales respectives de p et de r } 
début 

fin 

r:= q 
tant que v > u faire 

soit () tel que v = ()u 

r := pseudo-reste euclidien de r par ()p 

fin tant que 
r := pseudo-reste euclidien de r par p 

fonction pseudo-reste euclidien 
paramètres p E /\"{XL ptt l\. 

qEJ\{X} 
résultat r = pseudo-reste euclidien de q par p 
{ p et q ont meme indéterminée principale: u } 
début 

fin 

r:= q 
tant que degu r > degu p faire 

d:= degu r- degu p 

r := lp · r - Ir · ud · p 
fin tant que 

A propos de l'algorithme 

- En algèbre différentielle ordinaire, le reste partiel de la division de q par p est 
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égal au reste de la division de q par la dérivée première de p: q rem p. Rappelons 
que dans tous les cas, ce reste vérifie un cas particulier de ( 1) : 

sg ·q = r (mod [p]) 
avec r partiellement réduit par rapport à p. 

- Si les polynômes p et q ont même indéterminée principale u, le reste vérifie une 
version simplifiée de la relation ( 1) : 

1; · q = r (mod [p]) 
avec r réduit par rapport à p. 

- Que le reste de la division de q par p soit nul n'implique pas que q appartienne 
à l'idéal différentiel [p] engendré par p. Par exemple, x rem yx vaut zéro, bien 
que x n'appartienne pas à [yx]. Par contre, q appartient alors à [p]: H';, où H'; 
désigne l'ensemble de tous les produits de puissances de l'initial et du séparant 
de p. 

q rem p = 0 => q E [p] : H';. 

- Soit r = q rem p. En général, r n'est pas équivalent à q, modulo [p] : H';. On 
démontre facilement par contre l'équivalence: 

q E [p): H'; {::} rE [p): H't· 

- Le reste de la division euclidienne classique (polynômes algébriques à coefficients 
dans un corps) est unique. Ici, tel n'est pas le cas: il y a en général une infinité de 
polynômes qui vérifient (1). En particulier, il se peut fort bien que certains soient 
nuls et d'autres non. En appliquant par exemple l'algorithme ci-dessus, on a: 

(xx+ x) rem x2 =O. 

En effet, l'algorithme commence par diviser (xx+ x) par la dérivée première de 
x 2 (à un facteur constant près: x x), sans chercher à déterminer si le séparant de 
x 2 est un facteur de (xx+ x): 

x· (xx+ x)- x. (xx)= x 2 . 

Il calcule ensuite le reste de la division de x2 par lui-même, et produit bien 
évidemment zéro: 

x2- x2 =O. 

Un algorithme de pseudo-division qui chercherait a éviter des multiplications 
inutiles calculerait par contre un reste non nul: 

(xx+ x) nm x2 = .r. 
Par la séquence: 

(.rx +x)- (xx)= x, 



20 CHAPITRE 1. NOTIONS D'ALGEBRE DIFFERENTIELLE 

1.3.2 Ensembles auto-réduits 

Les ensembles auto-réduits (voir [Ko], 1, §9) correspondent aux chaînes, introduites 
par RITT (voir [Ri], I, §4). La principale différence entre ces deux notions est qu'une 
chaîne est finie par définition, alors qu'on démontre que tout ensemble auto-réduit 
est fini (théorème 1). Les théorèmes démontrés dan·s cette section seront utilisés pour 
prouver l'arrêt des algorithmes utilisés dans les prochains chapitres. Ils permettent 
également de prouver certains théorèmes fondamentaux, comme le théorème de la base 
finie de RITT-RAUDENBUSH (voir [Ri], 1, §12). 

Définition 7 Un sous-ensemblE E de 1\ {X} est dd auto-réduit si aucun élément de 
E n'appartient à K et si chaque élément de E est réduit par rapport aux autres. 

A propos des ensembles auto-réduits 

- Les polynômes d'un ensemble auto-réduit ont des indéterminées principales dif
férentes. 

- Un ensemble peut fort bien être auto-réduit pour un certain ordre, mais pas pour 
un autre. L'ensemble suivant est auto-réduit pour l'ordre de Cantor. 

E = { T(4,0) + .r(2,2)• T(1,o) · .r(3,2)} 

les indéterminées principales sont .r(4 .o) et ;r(3.2), mais par pour l'ordre de Seiden
berg, pour lequPl l'indéterminée principale du second polynôme, :r( 3 ,2), est une 
dérivée de celle du premier. :1'(2.2)· 

- Pour m = 2, les propriétés des ordres admissibles impliquent que les indétermi
nées principales des éléments d'un ensemble auto-réduit engendrent un "escalier". 
Considérons par exemple, 

E = {:r(o.4) + .r(2,2)• .r(1.0) · .1'(3.2)• .r(4.1)• .r~s.o)}. 

Pour l'ordre de Cantor. les indéterminées principales des polynômes sont 

{.r(o.4)· I(3.2)· :1'(4.1)• .r(s,o)} 

qui engendrent 1' ''escalier" suivant : 

C>2 

~~ 3 

2 ·+ ·-t 
0 ·-

~ C>J 
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Théorème 1 Soit X un alphabet fini. Tout sous-ensemble auto-réduit de ]{ {X} est 
fini. 

Preuve Supposons l'existence d'un ensemble auto-réduit infini A, et montrons la 
contradiction. L'ensemble B des indéterminées-principales des éléments de A est infini 
(voir remarque ci-dessus). Comme X est fini, B contient au moins un sous-ensemble 
infini C d'indéterminées qui soient toutes dérivées d'une même lettre x de X. D'après 
la définition de la réduction, toute paire u = 8f1 

• • • E,~mx et v= 8~1 
• • • E,~mx d'éléments 

de C, vérifie : 

3h, 1 S h S m. ah < f3h· 

D'après le lemme 2 (page 11), C est fini. 0 

- Pour m = 2 et pour une seule indéterminée, on peut borner le cardinal d'un 
ensemble auto-réduit dès qu'on en connaît un élément, comme le montrent les 
diagrammes en escalier. La borne est égale à l'ordre de l'indéterminée principale 
de l'élément. Ce résultat n'est pas valable pour m = 3. L'ensemble suivant est 
auto-réduit, pour toute valeur de h: 

{x(l,l.l)• X(h,O,O)• X(h-1,1.0)• · • ·, X(O,h,O)}· 

Par la suite nous noterons les ensembles auto-réduits sous la forme d'une séquence 
A= A 1 , A2 , •.. , Ar, ordonnée par ordre croissant: A1 < A 2 < · · · <Ar. 

Définition 8 Soie1it A = A 1 , ••• , Ar et B = B1, •••• Bs deux sous-ensembles auto
réduits de]\' {X}. Nous dirons que A est inférieur à B si A fi B rtmplisswt l'une des 
deux conditions suivantes: 

2. Aj ~ Bj tf r >s. 1 S j S min(r. s ). 

Si 1' est égal à s et si pour fouit valtur de i, comprise entre 1 et s. if polynôme Ai 
a même rang que Bi, nous dirons que lts t nsunb!Es A fi B ont même rang. 

Il s'agit d'une sorte de préordre lexicographique pour lequel les ensembles les plus 
volumineux sont les plus petits. 

Théorème 2 Soit E un sous-tnsembh dt 1\ {X}. Nous supposons qu'aucun élément 
non nul de E n'appartient à 1\. Un sous-enStmblt auto-réduit A de E est un ensemble 
caractéristique de E s 'il1•Érijit l 'unt des dtux conditions Équivalwtes suivantes: 

1. A est un sous-ensemble auto-réduit minimal dt E. 

2. E ne comporte aucun élément non nul réduit par rapport à A. 
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Preuve 1) => 2) Supposons l'existence d'un polynôme p dans E, réduit par rapport 
à A et montrons qu'il existe un sous-ensemble auto-réduit de E, inférieur à A. Si p 
est supérieur à tous les éléments de A, la séquence A1 , ••• , Ar, p forme un ensemble 
auto-réduit (voir la remarque qui suit la définition 6 (page 16)) et inférieur à A par 
la condition 2) de la définition 8. Dans le cas contraire, soient A1 , ••• , As les éléments 
de A inférieurs à p. La séquence Ab ... , As,P constitue un ensemble auto-réduit de E, 
inférieur à A par la condition 1) de la définition 8. 

2) => 1) Supposons la séquence A inférieure à la séquence B et montrons qu'il existe 
dans A un polynôme réduit par rapport à B. Si A est inférieure à B par la condition 1) 
de la définition 8 pour un certain indice i, alors le polynôme Ai est réduit par rapport 
à B. Si A est inférieure à B par la condition 2) de la définition 8, alors le polynôme 
As+I est réduit par rapport à B, où s désigne le cardinal de B. 0 

Corollaire Soit A un enstmbh caractÉristiquE d "un sous-tnsemble E de 1\ {X} et 
p un polynôme df 1\ {X}, ri duit par rapport à A. Tout ensemble caractéristique de 
EU {p} est inféritur à A. 

Les preuves d'arrêt des algorithmes étudiés dans les prochains chapitres utilisent le 
corollaire ci-dessus conjointement au fait que les initiaux et les séparants des éléments 
d'un ensemble caractéristique A sont réduits par rapport à A. De même, soit Ae = 

lt · ud + Re l'un des éléments de A, les polynômes Re et ( d · Ae - u · Se) sont réduits 
par rapport à A. Comme ces polynômes sont inférieurs à Ac. si on substitue l'un d'eux 
à Ae dans A, on obtient un ensf'mble auto-réduit inférieur à A. 

Théorème 3 Tout tnsembh dt polynômes admet un tnsonbh caractéristiquE. En 
d'autres termes, toutt suiif stricftmud dÉcroissante d'enstmbles auto-réduits est fi
me. 

Preuve Voir [Ko], L §10, page 81. Soient E inclus dans ]{{X} et F l'ensemble des 
sous-ensembles auto-réduits de E. Considérons la suite (Fn) = F 1 ::> F 2 ::> · · · de sous
ensembles de F, définie comme suit: F1 est l'ensemble de tous les éléments A1 , ••• , Ar de 
F, pour lesquels A.1 est minimal (l'existence d'un élément minimal est due aux lemmes 1 
et 4). Fi est l'ensemble de tous les éléments A 1 , ••• , A;, ... , Ar (r ~ i) de F;- 1 , pour 
lesquels A; est minimal. D'après le théorème 1, il existe un indice h tel que, pour tout i 
supérieur à h, F; est vide. Tout élément de Fh est un ensemble caractéristique de E. 0 

Vn ensemble E peut admettre plusieurs ensembles caractéristiques qui sont bien 
sûr, tous de même rang. SiE est fini (et si on connaît ses éléments), le preuve ci-dessus 
nous donne même un algorithme de calcul d'un ensemble caractéristique de E. 

Réduction par un ensemble auto-réduit 

Soient q un polynôme et A = A 1 •... , Ar un sous-ensemble auto-réduit de ]{ {X}. 
Nous souhaitons étendre l'algorithme de la section 1.3.1 (page 16), pour calculer un 
polynôme r = q um A, réduit par rapport à A (c'est-à-dire par rapport à chaque A;), 
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vérifiant: 

H~ · q = r (mod [A]), 

où H~ désigne un certain produit de puissances dinitiaux et de séparants des Ai. 

RITT décrit ([Ri], 1, §6, page 6) un algorithme efficace en algèbre différentielle ordi
naire, lorsque ex est ordonné suivant un ordre d'élimination: le rester peut se calculer 
en réduisant successivement q par Ar, puis par Ar-b etc ... jusqu 'à AI· 

r = ((q nm Ar)··· rem AI). 

Avec de telles conditions en effet, on a: 

( i < j et q réduit par rapport à A j) => ( q nm Ai) réduit par rapport à A j, 

mais cette propriété n'est pas vraie pour un ordre admissible quelconque, comme le 
montrent les exemples suivants: 

Exemple 1 en algèbre différentielle ordinaire, pour l'ordre · · · > x > y > :r > y, les 
polynômes AI = :r +y et A2 = y forment un ensemble auto-réduit. Le polynôme .T est 
réduit par rapport à A2 , mais (.T nm AI) = -y ne l'est plus. 

Exemple 2 en algèbre différentielle partielle, pour l'ordre de Cantor, les polynômes 
AI = X(4.I) + X(I,4) et A2 = X(3,3) forment un ensemble auto-réduit. Le polynôme :r(6 ,I) 

est réduit par rapport à A2 , mais (:r(6 ,I) nm AI) = -:r(3 .4) ne l'est plus. 

KOLCHL\ fournit un algorithme ([Ko], L §9, page 7i) plus général que celui de 
RITT, mais aussi beaucoup plus lent et pénible à mettre en œuvre. Soit à réduire q 
par A= A1 •••• , Ar, la méthode de KOLCHI~ consiste à réduire d'abord partiellement 
q par A, puis à conclure la réduction par une suite de calculs de restes algébriques 1 

: 

premièrement calculer q' = q rem-partiel A. Ce polynôme, partiellement réduit par 
rapport à A (c'est -à-dire par rapport à chaque Ai) vérifie: 

(mod [A]) 

où SA est le produit des séparants des Ai, et o un entier naturel. 

deuxièmement calculer r = ((q' rem Ar)··· nm AI). 

L'algorithme de réduction partielle de q par A consiste à répéter le procédé suivant: 

1. déterminer la plus grande indéterminée, que nous noterons v, qui apparaisse 
dans l'écriture de q, et qui soit également une dérivée propre de l'indéterminée 
principale d'un Ai. 

1. il semble que ce calcul en deux étapes engendre moins de réductions élémentaires qu'un calcul 
qui mélangerait réductions partielles et réductions algébriques. 



24 CHAPITRE 1. NOTIONS D'ALGEBRE DIFFERENTIELLE 

2. déterminer le plus grand indice f tel que v soit la dérivée () de l'indéterminée 
principale de A.e. 

3. réduire q par OA.e. 

On remarquera que lors de l'étape 3, q n'est pas réduit par A.e, mais par OA.e. On 
prouve aisément l'arrêt de la phase de réduction partielle grâce au lemme 3 (page 12), 
puisqu'après chaque réduction, l'indéterminée v décroît. 

Il est possible d'optimiser légèrement l'algorithme de KOLCHIN en partageant l'en
semble auto-réduit A : 

A= A), ... ,A;, ... ,Aj, ... ,An .____. 
B1 B, 

deux polynômes A; et Aj (i < j) de A appartiennent à un même ensemble B.e si il existe 
un opérateur() tel que OA; soit supérieur à Aj. Il est clair que les A; contenus dans un 
ensemble Bt ont des indices consécutifs dans A. On peut démontrer assez facilement 
que réduire par A, c'est réduire (à la façon de KOLCHIN) successivement par Bs, puis 
par Bs-1• etc ... jusqu'à B1 : 

r = ((q 1'em Bs) · · · rem BJ). 

Cette méthode devient efficace lorsque certains ensembles B.e sont réduits à un seul 
polynôme, où réduire par B(, c'est tout simplement appliquer l'algorithme de la sec
tion 1.3.1 (page 16). De cette façon, en algèbre différentielle ordinaire et pour un ordre 
d'élimination, on obtient l'algorithme de RITT. 



Chapitre 2 

Modèles d'un système d'équations 
et d'inéquations 

Ce chapitre établit deux versions "faibles" (une dans le cas différentiel, une dans 
le cas algébrique) du théorème des zéros de HILBERT: "Décider si un système 
d'équations et d'inéquations polynomiales différentielles admet des modèles, c'est 
décider si l'inéquation appartient au radical de l'idéal engendré par les équations". 
n se trouve que pour certains systèmes d'équations et d'inéquations, l'existence de 
modèles algébriques implique l'existence de modèles différentiels. Nous donnons 
une condition suffisante, due à RosE!HELD, pour qu'un système d'équations et 
d'inéquations ait cette propriété. 

2.1 Décomposition d'un idéal radiciel 

Le théorème des zéros de HILBERT se décompose en deux théorèmes. Le premier 
affirme que le radical d'un idéal (différentiel) est un idéal (différentiel) ; le second que 
tout idéal (différentiel) radiciel est une intersection d'idéaux (différentiels) premiers. 

Dans cette section, nous donnons des démonstrations de ces deux théorèmes. 

Définition 9 Un idéal 1 (algébrique ou différentiel) de 1\ {X} est dit premier s'il est 
inclus str·ictement dans 1\ {X} et s ïl vérifie pour tous polynômes p et q de 1\ {X}: 

p · q E 1 => (p E 1 ou q E J). 

Remarque un ensemble de générateurs peut fort bien engendrer un idéal différentiel 
qui soit premier mais un idéal algébrique qui ne le soit pas: Jlidéal [x2

, x] est premier (il 
est égal à [x]), alors que (x 2 , x) ne l'est pas. La réciproque est vraie également: l'idéal 
(x2 +x) est premier (puisque i-2 +.Test algébriquement irréductible sur Ql) mais [.T 2 +x] 
ne l'est pas. En effet, la dérivée de .T 2 +x est égale à .T · (2.T + 1 ), mais- et nous aurons 
là une belle occasion d'appliquer l'algorithme d'élimination en algèbre différentielle 
ordinaire (voir la section 3.1.8 (page 49))- ni .T, ni 2.T + 1 n'appartiennent à [x 2 +x]. 
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L'intersection de deux idéaux premiers forme un idéal rad ici el: 

Définition 10 Un idéal 1 (algébrique ou différentiel) de 1\ {X} est dit radiciel s'il 
vérifie, pour tout polynôme p de ]\" {X} : 

(::lnEN, pnEJ) =>pEl. 

Les idéaux radiciels sont clos par intersection. Soit E un sous-ensemble de ]{ {X}. 
On note { E} le plus petit idéal différentiel radiciel contenant E. 

Lemme 8 Soit E un sous-ensemble de 1\ {X}. Le plus petit idéal différentiel radiciel 
contenant E est égal au radical du plus petit idéal différentiel contenant E. En d'autres 

termes, {E} = JfEï. 
Preuve Comme { E} contient J[Eï, il suffit de montrer que JfEï est un idéal diffé
rentiel: 

Soient p et q deux éléments de 1\ {X} tels que p0 appartienne à [ E). Il est clair que 

(p·q)a appartient à [E), donc que JfEï est stable par produit par un élément quelconque 
de ]{ {X}. Soient p et q deux éléments de 1\ {X} tels que p0 et q13 appartiennent à [ E). 
(p+qt+/3-I est une somme de produits de puissances pi ·qi où i 2: n ou j 2: /3. Chaque 

terme appartient à [E) et, d'après ce qui précède, leur somme également. JfEï est donc 
un idéal. 

Soient p un élément de 1\ {X}, tel que p0 appartienne à [E) et b une dérivation. 
Montrons qu'il existe alors un entier ;3 tel que (bp) 13 appartienne à [E). 

p0 E [E] donc (en dérivant par b): 
po-l · bp E [E) et 
(n _ 1). po-2. (bp)2 + po-1. 62p E [E). 

En multipliant le dernier polynôme par bp, on obtient 

Le deuxième terme de la somme contient en facteur un élément de [E) (égal à pa-l. bp). 
Le premier terme est donc lui-aussi dans l'idéal: 

pa-2. (6p)3 E [E). 

En réitérant ce procédé n fois, on obtient: 

(bp)2a-I E [E]. 

JfEï est donc un idéal différentiel. 0 
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A propos du lemme 

- Le lemme n'est pas vrai en caractéristique non nulle or~ que le radical d'un idéal 
soit un idéal est une conséquence du théorème des zéros. Les algorithmes donnés 
dans cette thèse ne pourront donc pas se généraliser en caractéristique différente 
de zéro. SEIDENBERG a considérablement étudié ce problème (voir [Sel], [Se2] 
et une remarque de KOLCHIN [Ko], II, page 86). Il n'est pas vrai non plus dans 
un anneau différentiel A quelconque: il faut que A soit un anneau de RITT, 

c'est-à-dire qu'il contienne Q. 

Les deux lemmes qui suivent sont destinés à démontrer le théorème 4. 

Lemme 9 Soient p et q deu:r polynômes de 1\ {X}. Quds que soient les opérateurs de 
dérivation 0 fi 4> on a Op· </>q E {p · q}. 

Preuve Voir [Ri] I~ §10. Supposons inductivement que 0 = fH/' et que le polynôme 
(V'P · c/>q) appartienne à lïdéal. 

'1/.•p · c/>q E {p · q} donc (en dérivant par li): 
Op· </Yq + 'lj•p · 8q)(J E{p·q}. 

En multipliant le dernier polynôme par </Yq. on obtient 

et donc aussi (après·multiplication par Op): 

Le deuxième terme de la somme contient en facteur un élément de {p· q} (égal à '1/.•p· c/>q ). 
Le premier terme est donc lui-aussi dans l'idéal. Comme ce dernier est radiciel~ on peut 
supprimer l'exposant: 

Op · c/>q E {p · q}. 

0 

Lemme 10 Soient E un sous-ensemble, pet q deu:r polynômes de 1\ {X}. Notons par 
{ E + p} le plus petit idéal différentiel radiciel contenant E et p. On a: 

{E + p} n {E + q} = {E + p · q}. 

Preuve Voir [Ri] I, §11. Le deuxième terme de l'égalité est manifestement inclus dans 
le premier. Supposons l'existence d"un polynôme r dans les idéaux { E + p} et { E + q}; 
montrons qu'il appartient à {E + p· q}. D"après le lemme 8, r admet les deux écritures: 

r 0 = Ao · Oop + A1 · 01p + · · · +As · Osp + C 
r 8 = Bo · cf>oq + B1 · <P1 q + · · · + Bt · cf>tq + D 

(CE [E]) 
(DE [E]) 
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où s et t sont deux entiers, les A; et les Bj sont des polynômes de/{ {X}, les 0; et les 
</Yj sont des opérateurs de dérivation. Nous avons donc: 

s t 

ro+i3 = LL A· Bj · (O;p) · (</Jjq)+ F (FE [E]). 
i=O j=O 

D'après le lemme9, chaque produit (O;p)(<jJ1q) appartient à {p·q}. Ainsi ro+(3 appartient 
à { E + p · q} de même que r puisque 1 ïdéal est radiciel. 0 

Théorème 4 Tout idéal différentiel rad ici el est une intersection d'idéaux différentiels 
premzers. 

Preuve Voir [Se2], page 178. Soit 1 un idéal différentiel radiciel de 1\ {X}. La preuve 
consiste à montrer que, quel que soit l'élément q de 1\ {X}, n'appartenant pas à 1, il 
existe un idéal différentiel premier P qui contienne 1 mais pas q. 

Appelons S l'ensemble des idéaux différentiels radiciels qui contiennent 1 mais pas 
q. L'ensembleS est non vide puisqu'il contient au moins J. D'après le lemme de ZORN, 

il contient un élément maximal P. Supposons que P ne soit pas premier. Il existe alors 
deux éléments u et v dans 1\ {X}, tels que ni u. ni v n'appartienne à P, mais dont le 
produit soit dans P. 

Les deux idéaux différentiels radiciels { P + u} et { P +v} contiennent P strictement. 
Comme P est maximal dans S, chacun de ces deux idéaux contient q. 

Nous avons supposé que P contenait u · 7'. D'après le lemme 10. {P + u} n {P +v} 
est égal à P, donc P contient q. Cette contradiction prouve que P est premier. 0 

2.2 Extensions différentielles 

Soient A et B deux anneaux. On appelle morphisme d"anneaux, toute application 
41 : A --+ B qui vérifie, pour tous éléments a et b de A: 

41(a + b) = 41(a) + 41(b), et 41(a · b) = 41(a) · 41(b). 

Supposons que A et B soient des anneaux différentiels, munis d'un même 1 ensemble 
de dérivations. 41 est un morphisme d'anneaux différentiels si 41 vérifie de plus, pour 
toute dérivation 8: 

41(8a) = 8(41a). 

Lemme 11 Soient A et B deux anneaux différentiels. Le noyau ker 41 d'un morphisme 
d'anneaux différentiels cp : A --+ B est un idéal différentiel. Si de plus, B est intègre, 
ker cp est un idéal différentiel premier. 

1. il s'agit bien sûr d'un abus de langage. Nous supposons plus précisément qu'il existe une bijection 
entre l'ensemble des dérivations de A et celui de B. Nous notons d'un meme symbole les dérivations 
de A et celles qui leur sont associées dans B. 
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Preuve Il découle immédiatement de la définition des morphismes d'anneaux que 
ker cp est un idéal. Soient a dans ker cp et h une dérivation quelconque. Nous avons 
cp( ha) = 6( cpa) = 80. Nous avons montré au début du chapitre 1 que 80 = 0; ker cp est 
donc un idéal différentiel. Enfin, supposons qu'un produit a · b soit dans ker cp_ Nous 
avons alors cp( a · b) = ( cpa) · ( cpb) = O. Si B est intègre, cp( a) ou cp( b) est nul, a ou b 
appartient à ker cp et ker cp est premier. D 

Soient 1\ un corps différentiel de caractéristique nulle, X un alphabet et P un idéal 
différentiel de 1\ {X}. L'ensemble quotient 1\ {X}/ P est muni canoniquement d'une 
structure d'anneau différentiel (voir [Ri], Il, §6). Si Pest premier, l'anneau obtenu est 
intègre et son corps des fractions L peut être muni d'une structure de corps différentiel. 
L constitue alors une extension de corps différentielle de /\. 

2.3 Modèles différentiels et modèles algébriques 

2.3.1 Modèles différentiels 

Soient L un sur-corps différentiel de A" et X un alphabet. Toute application 

cp: X - L 

se prolonge de manière unique en un morphisme d'anneaux différentiels de H {X} 
dans L, qui injecte J\ dans L. Par abus de langage, nous nommons également cp le 
morphisme: 

cp : 1\ {X} - L 
p ~----+ p( o;). 

Définition 11 On appfllt modèle différentiel d'un systÈme d'équations et d 'inéqua
tions de H {X} (nous notons les inéquations sous la forme d'un unique polynôme, égal 
à leur pmduit): 

! 
Pt 7 0 

Pr = Ü 

q =1- 0 

toute application cp de X dans un sur-corps différentiel L de 1\ qui annule les équations, 
mais pas l'inéquation : 

cp: X - L 

Le théorème suivant est un I\' ullstellensatz différentiel, une verswn différentielle 
(faible) du théorème des zéros de HILBERT. 
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Théorème 5 Un système d'équations et d'inéquations de/\ {X} 

L 1 P1 - 0 

Pr - 0 
q # 0 

admet un modèle différentiel si et seulement si l'inéquation n'appartient pas au radical 
de 1 'idéal différentiel [p1, ... , Pr] engendré par les équations. 

Preuve Supposons que :E admette un modèle~. Le noyau de~ contient les Pi· D'après 
les lemmes 8 et 11, ker~ contient le radical de 1 'idéal différentiel engendré par les Pi. 
Comme q n'appartient pas au noyau du modèle, q n'appartient pas à cet idéal. 

Supposons que q n'appartienne pas au radical de l'idéal différentiel engendré par les 
Pi· D'après le théorème 4, il existe un idéal différentiel premier P qui contient les Pi, 
mais pas q. On obtient un modèle de :E en prenant pour sur-corps différentiel L de 
]{,le corps des fractions de J\{X}/P et pour <I>, l'application qui aux Xi, associe leur 
image par le morphisme canonique de 1\ {X} dans L. 0 

2.3.2 Modèles algébriques 

Soient L un sur-corps de 1\ et X un alphabet. Toute application 

<I> : ex -t L 
O.ri t-t oi,i1 

se prolonge de manière unique en un morphisme d'anneaux de J\'[8X] dans L qui 
injecte /\ dans L : 

<I> : J\[8X] -t L 
p t-t p( Oi,9 ). 

Définition 12 On appelle modèle algébrique d'un système d'équations fi d 'iniquations 
de]\' {X} 

1 
P1 7 0 

:E 
Pr = 0 
q # 0 

toute application <I> de ex dans un sur-corps L dt 1\ qui annulE les équations, mats 
pas l'inéquation : 

<I>: ex -t L 
();ri 1-t Ü:i,i1· 

Le théorème suivant est la version non différentielle du théorème 5. Il s'agit du Null
stellensatz algébrique classique, dont la preuve est contenue dans celle du théorème 5. 



31 

Théorème 6 Un système d'équations et d'inéquations de/{ {X} 

! 
Pt 7 0 

Pr = 0 
q =1- 0 

admet un modèle algébrique si et seulement si l'inéquation n 'appadient pas au radical 
de l'idéal (p1 , .•. , Pr) engendré par les équations. 

2.4 Relations entre les modèles 

D'après les théorèmes 5 et 6, un système d'équations n'admet pas de modèles si une 
combinaison linéaire des équations est égale à l'unité. Tout algorithme de recherche 
de modèles d'un système ~ va donc chercher à enrichir :E par de nouvelles équations, 
appartenant au radical de 1 'idéal engendré par les équations précédemment calculées. 
L'algorithme de réduction est un outil efficace pour ce genre de travail. En algèbre 
différentielle partielle du moins, il n'est pas le seul. Considérons le système d'équations 
de A' {X}, en algèbre différentielle partielle (rn = 2): 

0 
0 
o. 

Supposons 8X ordonné par un ordre d'élimination (fh > 6y. pour tous opérateurs 0 et 
<P ). L'ensemble A = A 1 , A2, A3 est alors auto-réduiL mais :E n'admet pas de modèles. 
En effet, le polynôme Ll12 = b2 A2 - 61A1 = Y(o,I)· appartient au radical de l'idéal 
différentiel engendré par les A;. On peut le rajouter aux équations sans changer les 
modèles différentiels de :E, ainsi que ~12 nm A = 1. 

Le procédé illustré par l'exemple ci-dessus, calcule ce que nous appellerons un Ll
polynôme à partir des équations. l\ous dirons qu'un système est cohérent si aucun 
Ll-polynôme ainsi calculé "n'apporte quelque chose" aux équations. Ces notions sont 
précisées dans la section suivante. 

2.4.1 Ensembles auto-réduits et cohérents 

Soit A= A1, ••• , Ar un sous-ensemble auto-réduit de 1\ {X}. Nous notons respecti
vement u; et S; les indéterminées principales et les séparants des A;. Les expressions 
HA et Hf désignent respectivement le produit de tous les initiaux et séparants des A; 
et l'ensemble de tous les produits de puissances de ces initiaux et séparants. 

Pour chaque couple (i,j), notons u;1 = 8;u; = BjUj la plus petite indéterminée qui 
soit à la fois une dérivée de u; et de Uj, quand elle existe (c'est-à-dire quand u; et 
Uj sont des dérivées d'une même lettre :r de X). Par exemple pour rn = 2, prenons 
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u; = x(1,3) et Uj = x(4,I)• on obtient 0; = 6?, Oj = h~ et u;j = x(4,3): 

"'2 
0 

3 u· u· 1 !J 

2 lo) 
u J 

3 4 Ci 1 

Comme A est auto-réduit, 0; et Oj sont des opérateurs propres. En vertu du lemme 5 
(page 14), le polynôme ~ij = (Sj · O;A;- S; · OjAj) est d'indéterminée principale 
strictement inférieure à Uij· Nous appellerons !J.-polynÔmf dE A tout polynôme ~ij 
ainsi calculé à partir des A;. 

Définition 13 Soif A = A1 ~ .•• , Ar un sous-tnsfmblf aufo-dduif df 1\ {X}. Nous 
dirons que A est cohérent si pour tout ~-polynÔmf ~ij dt A, il uisff un entier a tel 
que HA.· ~ij soit une combinaison lin(ain dfs Ar et dt lfurs dérivéfs d'indéterminées 
principales strictEment infàituns à Uij. En d 'autns fames, si 

HA.·~;jE(OAl) (où Ou(<U;j, l~f~r) 

dit encore autnment si 

A propos des ensembles auto-réduits et cohérents 

- Un polynôme ~ij s'obtient en dérivant des polynômes At "jusqu 'à u;/. Dans un 
système cohérent, ~ij s'obtient également (à un produit d'initiaux et de séparants 
d'éléments de A près) en cessant les dérivations avant d'atteindre Uij· 

- En algèbre différentielle ordinaire, tout ensemble auto-réduit est cohérent, puisque 
deux indétèrminées principales différentes sont nécessairement les dérivées de 
lettres de X différentes. 

- Quand le reste de la division de chaque ~ij par A est nul, on est certain que A est 
cohérent. Appelons R;j le polynôme ~ij rfm A. Comme le processus de réduc
tion n'emploie que des dérivées des Ac, d'indéterminées principales strictement 
inférieures à U;j, on a en effet: 

- Décider de la non cohérence d'un système n'est par contre a priori pas trivial, 
puisqu'il s'agit de montrer que, quel que soit l'entier a, H'}. · ~ij fi (OAc) (Ouc < 
Uij ). Il est toutefois manifeste que le système donné en exemple dans l'introduc
tion de la section 2.4 n'est pas cohérent. 
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Le lemme suivant est dû à RoSENFELD ([Ro], lemme, page 397). 

Lemme 12 Soit A un sous-ensemble auto-réduit de /{ {X}. Si A est cohérent, alors 
tout polynôme q de [A] : HA', pa1·tiellement réduit par rapport à A, appartient également 
à (A): H'f. 

Preuve Supposons A cohérent et considérons un polynôme q appartenant à [A]: Hf', 
partiellement réduit vis-à-vis de A. Le polynôme vérifie pour un certain entier o: 

(1) H~ . q = L L Ci,O . ()Ai. 
8 

La preuve est une récurrence sur la plus grande indéterminée v apparaissant dans 
(1), qui soit une dérivée propre d'un Ui. Le lemme 3 (page 12) nous autorise à procéder 
à une telle récurrence. 

Cas initial: Aucune dérivée propre, d'aucun Ui n'apparaît dans (1 ). le terme de 
droite de l'expression ne contient a fortiori, aucune dérivée propre d'aucun Ai, et 
He;, · q appartient à lïdéal (A). Cas général: supposons l'existence de v. Le polynôme 
He;,· q appartient à ridéal (BAc) (Ou,~ v). La preuve consiste à montrer que pour un 
certain /3, le polynôme Hi · q appartient à l"idéal (()At) (Out < v), que nous noterons 
Av par la suite. Le cas général se subdivise en deux sous-cas. 

Premier cas v= c/Yui est la dérivée d'un unique u;. La preuve est celle du lemme 13. 
D'après le lemme 5, on a 

<PAi = si . v + ~ 
En appliquant sur les termes de l'expression (1) la substitution: 

<f>Ai-Ri 

puis en multipliant les deux termes de l'égalité par une puissance appropriée de Si, 
pour effacer les fractions. on obtient une expression: 

H~. q = D. <PA;+ L L EJ,B. ()AJ 
J B 

dans laquelle, ni les Ej,e, ni bien sûr H~ · q ne contiennent v. Le coefficient D est 
donc nécessairement nul. Comme chaque ()A j (différent de c/YA;) est inférieur à c/YAi, le 
polynôme H! · q appartient à Av. 

Deuxième cas v = cPi 1 ui 1 = · · · = cPih u;h est la dérivée de h indéterminées Ui. En 
appliquant une substitution similaire à celle du cas précédent et en exprimant v en 
fonction de cPi 1 A;1 (y compris les indéterminées principales des tPi1 Ai1 , (2 ~ f ~ ih)· 
Nous obtenons comme précédemment une expression: 

h 

H! · q = D · cPi 1 A;1 + L Fe· (S; 1 • <P;1 A;1 - S; 1 • <Pi 1 Ai1 ) 

f.=2 
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dans laquelle ni les Ej,e, ni les Ft, ni H~ · q ne contiennent v. Le coefficient D est 
nécessairement nul. Chaque OAj (différent de 4>; 1 A) est inférieure à 4>i

1
A;

1
• Reste à 

établir que chaque (S; 1 • 4>;1 Ai1 - 5;1 • 4>; 1 Ai1 ) appartient à Av. 
Supposons donc v = 4>u; = V'Uj. Comme A est auto-réduit, et que v est la dérivée 

de deux Ut, il existe un opérateur (non nécessairement propre) u, tel que uu;j = v, ce 
qu'illustre le schéma suivant: 

U; --=8
..!..-.. Uij 

Uj---

2 7 C>] 

Montrons par récurrence sur u que TO' = (Sj · 4>u;- S; · V'Uj) appartient à A, : H'f'. Cas 
initial: u est l'opérateur identité (en d'autres termes, v= u;j) et on a TO' = b.;j. Par 
hypothèse, A est cohérent, ce qui signifie que TO' appartient à (BAt): H'f' (Out< u;j), 
c"est-à-dire à Av : H'f. Cas général: use décompose en u =bu' et pareillement, 4> = b4>' 
et '1/• = b'l/". Nous notons v' l'indéterminée a'u;j. ce qu'illustre le schéma suivant: 

C>2 
tfJ'= 0,0'' ~ 

( 
• v'-v 

:/ 
U; 0 u 1j/ '1/, = 0)0' tJ 

le) 
u· J 

2 5. 7 Ci 1 

Soit TO'' = (Sj · 4>' A-S;· V'' Aj ). L'hypothèse de récurrence est que H~ · TO'' appartient 
à l'idéal (OAt) (Out < v'). D'après une propriété des ordres admissibles (à savoir: 
u < v =? bu < bv ), la dérivée du polynôme ci-dessus b(H~ · TO',) = b(H~) · TO'' + H~ · bTO', 
appartient à l'idéal (BAt) (Out< bv' =v}, c'est-à-dire·à Av· Le premier terme dë la 
somme est dans Av, donc le deuxième y est aussi. Les polynômes f/!' A2 et ?j/ Aj sont 
dans Av· Comme TO' est égal à bTO''- (bSj) · 4>'A;- (bSi) · '1/-•'Aj, on conclut que H~ · TO' 
est dans Av. 0 
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A propos du lemme 12 

- Le lemme est une généralisation du lemme 13 (page 38) (utilisé pour prouver 
la correction de l'algorithme d'élimination en algèbre différentielle ordinaire), 
qui ne s'applique qu'à des ensembles A formés d'un unique polynôme, et donc 
nécessairement auto-réduits et cohérents. 

- SEIDENBERG en connaissait une version plus faible, plus difficile à lire (voir [Sel], 
III, th. 6), utilisée pour prouver la correction d'un algorithme d'élimination en 
algèbre différentielle partielle. Ces travaux de SEIDENBERG sont cités par Ro
SENFELD dans [Ro). 

- Le lemme que nous avons donné ne contient qu'une implication : si A est cohérent, 
alors les idéaux [A] et (A) vérifient une certaine propriété. ROSENFELD donne 
également l'implication inverse, plus proche de la définition implicitement adoptée 
par SEIDENBERG. KOLCHIN, qui a généralisé le lemme de ROSENFELD (voir [Ko), 
III, lemme 5, page 137), procède au même changement que nous. 1'\ous n'avons 
pas besoin d'une version aussi élaborée que celle de 1\:0LCHI~. 

2.4.2 Systè1nes réguliers 

Soit A un ensemble auto-réduit. RITT qualifie de rigulifrs les zéros de A qui n'annule 
pas HA (voir [Ri], Il, §5). C'est cette dénomination qui nous a suggeré la définition 
suivante: 

Définition 14 Nou8 dirons d'un sysfimt d'équations fi d'inéquations I: de/{ {X}, 
qu'il est régulier s'il tsf dt la formE suivanfc: 

At 0 

} sous-EnsEmble auto-rÉduit et cohérEnt de 1\ {X} 
'\' At 0 ~ -

HA =f 0 le produit dEs inifiau.r fi siparanf8 des A; 
q =f 0 q E 1\ {X} tst partitllunud riduif vis-à-vis dts A; 

Théorème 7 Un système d'équations Et d'inéquations réguliEr ~ dt 1\ {X} admEt un 
modèlE différentiel si et seuhment s'il admet un modile algébrique. 

Preuve Tout modèle différentiel fournit un modèle algébrique. Supposons que~ n'ad
mette pas de modèle différentiel et montrons qu'il n'admet pas de modèle algébrique. 
D'après le théorème 5 (page 29), une puissance a du polynôme (HA · q) appartient à 
l'idéal différentiel engendré par les équations : 

Le polynôme (HA· q) 0 est partiellement réduit vis-à-vis des Ai. D'après le lemme 12, 
il existe un entier ;3 tel que: 
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Une puissance de (HA · q) appartient à l'idéal algébrique engendré par les Ai. D'après 
le théorème 6, le système~ n'admet pas de modèle algébrique. D 



Chapitre 3 

Les algorithmes d'élimination de 
Seidenberg 

Les algorithmes d'élimination permettent de décider si un système d'équations 
et d'inéquations polynomiales différentielles admet ou non un modèle différen
tiel. SEIDENBERG en déduit d'ailleurs une preuve constructive du Nullstellensatz 
(notre théorème 5 ). Dans ce chapitre, nous séparons l'étude de l'algorithme en 
algèbre différentielle ordinaire, de celle de l'algorithme en algèbre différentielle 
partielle. Dans les deux cas, nous donnons une version simplifiée de la phase de 
génération des "systèmes terminaux". Nous donnons une preuve originale de la 
correction du mécanisme d'élimination de l'algorithme en algèbre différentielle 
ordinaire. Grâce au lemme dl:' RosE;-.; FELD, nous étendons un peu le domaine 
d'application de l'algorithml:' aux dérivées partielles (SEIDEl'\BERG ne considérait 
que des ordres admissibles bornés). 

Soit I; un système d'équations et d'inéquations de 1\ {X}. Eliminer une lettre x 
de X c'est trouver une condition nécessaire et suffisante vérifiée par les indéterminées 
de l'alphabet X\ {x}, que nous noterons Y dans la suite de ce chapitre, pour que .E 
admette un modèle différentiel. 

Plus concrètement, éliminer une lettre x de X c'est produire une famille finie (Aj) 
de systèmes d'équations et d'inéquations de 1\ {Y} qui vérifie: L: admet un modèle 
différentiel 4> 1 : X --+ L1 si et seulement si l'un au moins des Ai admet un modèle 
différentiel 4> 2 : Y --+ L2• Les modèles 4> 1 et <P 2 sont différents, ne serait-ce que parce 
que X et Y sont différents. En pratique L1 est un sur-corps différentiel de L 2• 

Soit E un système quelconque de 1\ {X}. Il n'est en général pas possible d'éliminer x, 
c'est-à-dire de construire (Aj) en une réécriture. Nous appelons système terminal tout 
système de K {X} duquel x peut être éliminée en une réécriture. Les algorithmes de 
SEIDENBERG (voir [Sel]) fonctionnent en deux temps. Ils commencent par transformer 
E en une famille finie (ni) de systèmes terminaux ayant mêmes modèles différentiels 
que E : plus précisément, I; admet un modèle différentiel 4> 1 si et seulement si 4> 1 est 
modèle différentiel de J'un au moins des ni. Les algorithmes éliminent ensuite x des 
systèmes de cette famille. 
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3.1 L'algorithme en algèbre différentielle ordinaire 

En algèbre différentielle ordinaire, 1\ {X} n'est muni que d'une seule dérivation: b. 
Nous supposons 0X ordonné suivant un ordre d'élimination qui privilégie x, l'indéter
minée à éliminer (l'alphabet Y est ordonné de façon quelconque): 

... >x> :r >x> ey 

Par l'expression polynôme en x, nous entendons un polynôme de]{ {X} dans l'écriture 
duquel x apparaît avec un coefficient non nul, par l'ordre de p, noté ord p, nous enten
dons l'ordre de pen la lettre x. Si p appartient à/{ {Y}, nous dirons qu'il est d'ordre 
-1. L'ordre de p désigne sans ambiguïté l'indéterminée principale du polynôme. Soit 
p d'ordre m ~ O. Le degré de p, noté degp, est le plus grand entier d tel que x(m)d 

apparaisse dans l'écriture de p. 

3.1.1 Préliminaires 

Ces préliminaires ont pour but d'introduire deux propositions, qui seront appliquées 
en section 3.1.6 pour prouver la correction du mécanisme d'élimination de l'algorithme. 
Elles sont fondées sur les deux lemmes suivants, dus à RITT (voir [Ri], II, §12). Le 
lemme 13 constitue une version faible du lemme de ROSENFELD. Ces préliminaires 
peuvent être passés en première lecture. 

Lemme 13 S01:ent p un polynôme df J{ {X}, d 'ordn m ~ 0, et q un polynôme par
tie/If ment réduit par rapport à p, appartf nant à l'idéal di.ffàwtiel [p] engendré par p. 
Il existe alors un entier o tel que S~ · q soit dit'isibif par p. En d'autres termes 

(q E [p] et ordq:::; ordp) :::} :Jo EN, s; · q E (p). 

Preuve Dire que q appartient à [p]. c'est dire qu'il existe un entier s et des polynômes 
Ai tels que 

( 1) q = Ao · p + A1 · p(l) +···+At· p(s). 

Nous supposons q non nul. Soit x(m+t) la dérivée de x d'ordre maximal qui apparaisse 
dans le terme de droite de l'égalité (1). Si test nul alors q est égal à (A0 · p) et le 
lemme est prouvé. Supposons donc t strictement positif. La preuve consiste à établir 
qu'il existe un entier o tel que s; · q admette une écriture qui ne fasse appel qu'à des 
dérivées de x d'ordre inférieur à m + t. D'après le lemme 5 (page 14), 

( ord R1 < m + t ) . 

Appliquons dans ( 1) la substitution 
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Le polynôme q, qui est d'ordre strictement inférieur à m + t, reste inchangé. Eliminons 
les fractions en multipliant ( 1) par une puissance appropriée du séparant de p. L'égalité 
devient: 

s;. q = Bo. p +BI. p(l) + ... + Bt. p(t). 

Les coefficients Bi sont tous d'ordre strictement inférieur à m + t, ainsi bien sûr que 
les polynômes pUl, pour j < u. Comme x(m+tl n'apparaît pas dans l'écriture des;· q, 
le coefficient B1 est nécessairement nul. D 

Exemple Soient p =xx, sa dérivée hp= xx+ x2 et q = x3 . On a: 

q E (p] par ±3 = x · hp- !i · p 

Ici, x(m+t) est égal à x. Appliquons la substitution 

bp- ;r2 

X-+ 

Notons que bp reste inchangé par la substitution. Multiplions par SP = x: 

·3 . ' hp- ±2 
.r =x· op- · p, 

x 

x. ±3 = ±2 
• p +(x· x- p) · bp. 

Le terme Bu =(x· x- p) est effectivement nul. 

Lemme 14 Soit p un polynôme premier de/\' {X}, d'ordre m 2 O. Tout polynôme q 
d'ordre inférieur ou égal à rn, appartenant à l'idéal différent id [p] f11gendrf par p est 
divisible par p. 

Preuve Soit q un polynôme satisfaisant les hypothèses du lemme. D'après le lemme 
précédent, il existe un entier o tel que: 

s; · q = Ao ·p. 

Aucun polynôme ne divise son séparant. Comme pest premier, p divise q. D 

Proposition 1 Soit J' tlll polynôme de /{ {X} d'ordre m ~ O. Tout polynôme appar
tenant au radical de l'ut(a/ diffinntiel engendré par p e.st d 'm·drf supàieur ou égal à 
celui de p. En d'autres termes, p est partiellement réduit vis-à-vis de tout polynôme de 
cet idéal. 

Preuve p contient un facteur premier p0 • de même ordre que lui. L'idéal j1P] est 

inclus dans J[Po). D'après les lemmes 8 (page 26) et 14, tout polynôme de J[PoJ est 
d'ordre supérieur ou égal à celui de p0 • D 

Proposition 2 Soit p un polynôme. de 1\ {X} d'ordre m 2 O. Soit q un polynôme de 
même ordn que pEl tel que if produit lp·q appartiEnne au radical df l'idéal diffÉrentiel 
engendré par p. Le polynôme lp · qdegp est alors divisible par p. En d'autres termes: 

(Jp · q E M ti ordq = ordp) ::} lp. qdegp E (p). 



40 CHAPITRE 3. LES ALGORITHMES DE SEIDENBERG 

Preuve Soit q un polynôme vérifiant : 

Décomposons p en facteurs premiers : 

Parmi ces facteurs, certains, d'indices 0 à s, ont même ordre que p. Les autres, d'indices 
s + 1 à t sont d'ordre inférieur. Appliquons le lemme 14: 

L'initial de p est d'ordre strictement inférieur à celui des p; (0 :::; i :::; s ), il n'est donc 
pas divisible par eux. Comme les p; sont premiers, nous avons: 

qE(p,) (O:::;i:::;s), 

qao+··+cx, E (pgo . pfl ... p~' ). 

On conclut la démonstration en remarquant que le degré de p est supérieur ou égal à 
la somme des exposants a d'indices 0 à s et que 1 'initial de p contient les polynômes 

Pcx-+1 à pcx1 en facteurs· s+I t · 

Jp. qdegp E (p). 

0 

Il serait possible de faire de la proposition 1 une conséquence de la proposition 2 
mais, comme elles correspondent à deux cas distincts de l'algorithme d'élimination, 
nous préférons séparer les preuves, afin de mieux mettre en évidence les points délicats 
de l'algorithme. . 

Corollaire Soient p et q deu:r polynômes de 1\ {X}, ayant même ordn m ~ 0. Si 
lp · q appartient au radical de l'idial différentiel engendré par p, alors le polynôme 
qdegp rem p est nul. 

lp · q E J[Pï => qdegp rem p =O. 

Preuve Le reste r = qdegp rem p vérifie, en accord avec spécifications de l'algorithme 
de la section 1.3.1 

1; · qdegp := r (mod (p)). 

Comme qdegp est de degré supérieur ou égal à celui de p, l'exposant a est supérieur ou 

égal à 1. Supposons que lp · q appartienne à J[Pï. D'après la proposition 2, r appartient 
à l'idéal (p ). Le reste r est de degré inférieur à celui de p, donc r est nul. 0 
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3.1.2 Définition des systèmes terminaux 

Les systèmes terminaux sont des systèmes dans lesquels les équations en x forment 
un ensemble auto-réduit. Parce que nous sommes en algèbre différentielle ordinaire, cet 
ensemble est constitué d'un unique polynôme At. L'initial de At doit figurer parmi les 
inéquations, et les autres inéquations doivent être partiellement réduites par rapport a 
A1 • Les systèmes terminaux sont donc de deux types. Le cas général : 

{ 

A1 = 0 une seule équation en x 
/1 =F 0 
ri = 0 les autres équations, appartenant à /\{Y} 
qi # 0 inéquations partiellement réduites par rapport à. A1 

et sa version dégénérée, qui ne compte pas d'équations en x: 

3.1.3 Génération des systèmes terminaux 

La méthode que nous donnons ici est plus simple que celle de SEIDEI"BERG: elle en
gendre moins de scindages et évite le recours à un sous-algorithme (dit de p1'éparationt ). 
Avant nous, DIOP avait déjà donné une description des réécritures de l"algorithme d'éli
mination sans le sous-algorithme de préparation (voir [Dil]). La preuve d'arrêt que nous 
exposons est différente de celle de DIOP. 

Soit ~ un système quelconque de /\ {X}. Nous notons At l'une au choix de ses 
plus petites équations en x. Cette équation constitue un ensemble caractéristique des 

·équations en x de ~. :\ous donnons l'algorithme sous la forme d'un jeu de règles 
numérotées, qui portent en commentaire les conditions sous lesquelles elles s'appliquent. 
A tout système non terminal ~' s'applique 1 'une des règles ci-dessous. 

règle 11 Elle s'applique si ~ compte des équations en x autres que At (appelons-les 
Pi). Parce que nous sommes en algèbre différentielle ordinaire, il est possible de réduire 
ces équations par At. L'algorithme substitue donc (Pi re.m AI) à Pi sous la contrainte 
H 1 # 0 où H1 désigne le produit de l'initial / 1 et du séparant S1 de p1 • 

1. sans rapport avec les préparations décrites dans [Ko], IV, §13, page 183. 
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{ 
A1 = 0 
p; = 0 

règle 12 Elle s'applique si la seule équation en x de :E est A1 et si certaines inéquations 
q; ne sont pas partiellement réduites par rapport à A1 • Dans ce cas, l'algorithme les 
réduit partiellement, sous la contrainte S1 =f 0, où S1 désigne le séparant de A 1 . 

A1 = 0, 
q1 rem-partiEl A1 =J 0 
SI =J 0 

règle 13 Elle s'applique si la seule équation en x de :E est A 1 , si toutes les inéquations 
q; sont partiellement réduites par rapport à A 1 mais si l'initial de A1 ne figure pas 
parmi les inéquations. Dans ce cas, l'algorithme procède à un scindage sur 11 . 

{ A1 = 0 

(terminal) 

3.1.4 Elimination dans les systèmes terminaux 

Soit n un système terminal. Nous notons q le produit de ses inéquations en .T, qJ ses 
autres inéquations et r; ses équations appartenant à J\ {Y}. 
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Définition 15 On appelle coefficients dans 1\ {Y} d'un polynôme p de ]{ {X} les po
lynômes coeffj(p) appartenant à 1\ {Y}, dont l'annulation est nécessaire et suffisante 
pour spécialiser p en zéro. 

Exemple Supposons que A, B, Cet D appartiennent à 1\ {Y}. Ces polynômes sont 
alors les coefficients dans ]({Y} du polynôme p = (A· :r + B) ·x+ C · x3 + D 

règle 21 Le système terminal n ne compte pas d'équations en x (il s'agit du cas dé
généré). Notons f le nombre de coefficients dans 1\ {Y} de l'inéquation q. L'algorithme 
réécrit n en f systèmes (un par coefficient). 

- Ah 
hE [l,C) 

règle 22 Le système terminal n compte une équation en :r, i.e. Ah d'ordre strictement 
supérieur à celui de l'inéquation q. Soit m le nombre de coefficients dans 1\ {Y} de 11 et 
n le nombre de coefficients dans 1\ {Y} de q. L'algorithme réécrit n en mx n systèmes. 

A1 = 0 

Jl =/: 0 
q=fO 
ri= 0 
qj =/: 0 

règle 23 n compte une équation en :r, i.e. A1 , de même ordre que l'inéquation q. Soit 
m le nombre de coefficients dans 1\ {Y} de h et n le nombre de coefficients dans 1\ {Y} 
du polynôme (qdegA] rem AI). L'algorithme réécrit n en m x n systèmes. 

n 

A1 = 0 
Jl =/: 0 
q=fO 
ri= 0 
qj =/: 0 

3.1.5 Preuve d'arrêt 

- Ah.l { 
hE [l,m) 

tE [1 ,n) 

coeffh (JI) =/: 0 
coefl( ( qdegA 1 rem A1) =/: 0 
ri= 0 
qj =/: 0 

Dans les règles de la section 3.1.3, chaque fois que l'on pose l'initial ou le séparant 
d'un polynôme p égal à zéro, on peut transformer p en un polynôme plus petit, sans 
changer les modèles différentiels du système: soient m l'ordre de p et d son degré. Les 
systèmes 

{
p=O 
lp = 0 

et L:' 
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ont mêmes modèles, de même que les systèmes 

{ 
p= 0 
Sp = 0 

et ~' { 
d · p- Sp · x(m) = 0 
Sp =O. 

Avec de telles modifications, lors de chaque réécriture ~ ~ :Ei de la section 3.1.3, 
l'algorithme réécrit au moins une équation en x de~ en un nombre fini, éventuellement 
nul d'équations en x plus petites 2 • 

Bien que les polynômes de 1\ {X} soient ordonnés suivant un préordre artinien, 
l'arrêt de l'algorithme n'est pas immédiat, parce que les réécritures ne traitent qu'une 
lettre à la fois. Certaines réécritures ~ ~ :E', peuvent faire augmenter le nombre 
d'équations en x, et il se peut que la plus petite équation en x de ~' soit supérieure à 
celle de ~, par exemple, après un scindage sur l'initial de cette plus petite équation: 

{ 
Pl = a · x + b = 0 
P2 = c · :Ï'3 + · · · = 0 

donne 
{

a=O 
b=O 
P2 = c · :Ï'3 + · · · = O. 

La plus petite équation en x de ~ est p1 • Celle de :E' est p2 {p2 > pi). Pour prouver 
l'arrêt, nous allons utiliser le lemme de KONIG (voir [Kën], Satz 6.6). 

Le lemme de Konig 

Un graphe orienté est un couple (S, B), où S est l'ensemble des sommets et B C S x S 
l'ensemble des arcs. Soit a un arc de B, nous appellerons respectivement origine et 
extrémité de a la première et la deuxième composante de a. Soient s et t deux sommets 
de 5, s'il existe un arc ayant pour s pour origine et t pour extrémité, on dira quet est 
un successeur de s. Un chemin est une suite d'arcs a1 ,a2 , ••• telle que l'extrémité de 
chaque arc coïncide avec.l'origine de l'arc qui le suit. On dira enfin qu'un sommet b est 
acassiblc depuis un sommet a s'il existe un chemin fini a, a 2 , ••• , an-l, b. 

Un arbre est un graphe orienté ( S, B, r) où r est un sommet distingué appelé racine 
de l'arbre, vérifiant les axiomes suivants: 

- Aucun arc n'arrive en r. 

- Il arrive exa,ctement un arc sur chaque sommet différent de r. 

- Chaque sommet est accessible depuis la racine. 

On appelle feuille tout sommet sans successeurs. Un arbre (S, B, r) est dit infini si 
B est infini. Il est dit localement fini si chaque sommet de S n'admet qu'un nombre 
fini de successeurs. Le théorème suivant est dû à KÜNIG. 

Lemme 15 Tout arbre infini et localement fini comporte un chemin infini. 

Preuve Soit sun sommet deS et notons T(s) le sous-arbre de (S,B,r) de racine s. 
Soient t 11 •.• , tn les successeurs s. Si T(s) est infini, l'un des arbres T(ti) l'est aussi. Il 
existe donc une suite infinie (sn) de sommets avec s0 = r et telle que Si+I soit successeur 
de Si. Cette suite définit un chemin infini dans (S, B, r). 0 

2. A une exception près, la réécriture I: ...... I:2 de la règle 12. Cette exception est sans importance 
puisque le système I: 2 ainsi produit relève de la règle 13. 
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Application à l'algorithme 

Supposons que la phase de génération de systèmes terminaux ne s'arrête pas, et 
cherchons la contradiction. En enchaînant les réécritures, l'algorithme produit une suite 
infinie (~n) de systèmes d'équations et d'inéquations. A cette suite, nous pouvons 
associer un arbre ayant des équations en x pour sommets. Initialement, l'arbre contient 
une racine conventionnelle ret autant de feuilles que ~0 admet d'équations en x. Par 
exemple: 

La réécriture de ~0 en ~t substitue à au moins une équation en x de ~0 , un nombre 
fini éventuellement nul d'équations en x plus petites. Si cette réécriture supprime une 
équation (mettons Pt) nous convenons de rajouter à l'arbre, un arc ayant Pt pour origine 
et un sommet conventionnel Dpour extrémité: 

Pt- D 
/ 

r-P2 

~]J3 

Dans le cas contraire (mettons que l'algorithme réécrive p3 en p; et en p~ ), nous rajou
tons à l'arbre deux arcs, ayant p3 pour origine et p; et p~ pour extrémité: 

Clairement, à l'étape i, l'ensemble des équations en x de Ei est donné par le feuillage 
de l'arbre (exceptées bien sûr, les feuilles conventionnelles Q. Par conséquent, notre 
construction ne modifie que les feuilles et produit bien un arbre localement fini. Si la 
suite (En) est infinie, l'arbre l'est aussi. Comme tout sommet est strictement supérieur 
à ses successeurs, d'après le lemme de KÜNIG, il est possible d'extraire de l'arbre une 
suite de polynômes infinie et strictement décroissante. Le lemme 4 (page 12) nous 
assure que cela est impossible. Cette contradiction prouve l'arrêt de l'algorithme. 
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3.1.6 Preuves de correction 

Preuve de correction des scindages 

La preuve de la correction des scindages de la section 3.1.3 est quasiment triviale. 
Soient :E un système et p un polynôme quelconque de 1\ {X}. Considérons les systèmes 
:E1, obtenu en rajoutant 1 'équation p = 0 à I:: et :E 2, obtenu en rajoutant à :E Pinéquation 
p=fO 

:El : I:: + p = 0, et :E2 : I:: + p :f o. 
Il est clair que tout modèle (algébrique ou différentiel) de :E est, soit un modèle 

de :E1 , soit un modèle de I::2 • Inversement, tout modèle (algébrique ou différentiel) de 
:E1 {resp. de I:: 2) est modèle de :E. Montrons enfin que les deux systèmes suivants ont 
mêmes modèles différentiels. 

I::l 
= 0 

0 
=f 0 

- 0 
= P2 rem Pl = 0 
:f o. 

Preuve D'après les spécifications de l'algorithme de réduction page 16, nous avons: 

H~ · P2 = r2 (mod [p1]). 

En d'autres termes, r 2 appartient à ridéal différentiel [p1,p2] et p2 appartient au radical 
de 1 'idéal différentiel [p1 , r 2]. 

Soit <P un modèle différentiel de ~ 1 • D'après le théorème .5, <P annule r 2 et constitue 
donc un modèle différentiel de ~2 • Réciproquement, soit <P : 1\ {X} ~ L un modèle 
différentiel de I:: 2. Comme <Pest un morphisme d'anneaux, <P(H1 • P2) est égal à <P(H1) · 
<P(p2 ). Le modèle n'annule pas H 1 . Comme L est intègre, <P annule p2 et constitue un 
modèle différentiel de ~ 1 • 0 

Preuves du mécanisme d'élimination 

Nous devons montrer qu'un système terminal !1 admet un modèle différentiel w si 
et seulement si l'un des systèmes A j obtenus après élimination de la lettre x, admet 
un modèle différentiel <P. Notons y, les éléments de Y; on a X = {y1, .•. , Yn, x}. Soit 
w un modèle différentiel de n 

\JI: X-+ L 

L'implication de gauche à droite se montre sans difficultés. Pour les trois règles de la 
section 3.1.4, la restriction <P de \JI à l'alphabet Y constitue manifestement un modèle 
différentiel de l'un au moins des systèmes obtenus après élimination de x 

<P: y -+ L 



47 

C'est l'implication de droite à gauche qui pose problème. Nous la prouvons séparément 
pour les trois règles de la section 3.1.4. Soit 4>, donné ci-dessus, un modèle différentiel 
d'un Aj. Trouver \Il connaissant 4>, c'est trouver un modèle différentiel à 4>0, où 4>0 
désigne le système de L{ x}' obtenu en spécialisant 0 au point Yt = Ot' ... , Yn = On. 

Preuve de la règle 21. Le système 4>0 ne comporte qu'une inéquation 

4>0 { 4>q =f o. 

4>q est non identiquement nulle puisque l'un au moins des coefficients dans ]{{Y} de q 
n'appartient pas au noyau de 4>. En d'autres termes, 4>q n'appartient pas à l'idéal (0). 
D'après le théorème 5, ci>!1 admet un modèle différentiel. 0 

Remarque en algèbre différentielle, à la différence de l'algèbre commutative, il existe 
des corps de caractéristique nulle dans lesquels certaines inéquations n'admettent pas 
de solutions. L'inéquation suivante par exemple, n'a aucune solution dans Q: 

x =f o. 

RITT a montré ([Ri) §22 page 32) que toute inéquation admettait une solution dans un 
corps différentiel L si L contenait au moins un élément non constant (de dérivée non 
nulle). 

Preuve de la règle 22. At est d'ordre supérieur à q. Le système ci>!1 comporte une 
équation et deux inéquations 

Comme ci>lt est non identiquement nul, At et ci>A 1 ont même indéterminée principale 
et sont de même degré en cette indéterminée. Le polynôme 4>lt · ci>q est donc d'ordre 
strictement inférieur à ci>At. D'après la proposition 1 (page 39), ci>lt · 4>q ne peut pas 
appartenir au radical de l'idéal différentiel engendré par ci>At. D'après le théorème 5, 
4>0 admet un modèle différentiel. 0 

Preuve de la règle 23. At a même ordre que q. Le système 4>!1 comporte une équation 
et deux inéquations 

Comme ci>lt est non identiquement nul, At et 4>At ont même indéterminée principale 
et sont de même degré en cette indéterminée. ci>lt · ci>q peut être d'ordre strictement 
inférieur à celui de ci>At. Dans ce cas, l'argumentation donnée pour la règle 22 nous 
assure de l'existence d'un modèle différentiel. Supposons maintenant que 4> 11 • 4>q ait 
même ordre que 4> At. L'un des coefficients de ( qdegA 1 rem At) n'appartient pas au 
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noyau de cp, donc (p( qdegA1 rem A1 ) est non nul et, parce que l'initial de A1 n'appartient 
pas non plus au noyau de cp, les polynômes (p(qdegA1 rem A1 ) et ((pq)deg(~A 1 ) rem ((pAI) 
sont égaux ce qu'illustre le diagramme suivant : 

(p(qdegA1 ), cpA1 

jnm 

D'après le corollaire de la proposition 2 (page 39), (pJ1 · (pq ne peut pas appartenir au 
radical de l'idéal différentiel engendré par (pA 1 • D'après le théorème 5, cpn admet un 
modèle différentiel. D 

3.1. 7 Optimisations 

règle 11 si l'équation A 1 a même ordre que q, vu les spécifications de l'algorithme de 
réduction, le scindage sur le séparant de A 1 est inutile. 

règle 11 il est possible de rajouter à ~ 2 l'inéquation 11 =/:- O. Cela assure que les 
modèles différentiels étudiés dans les trois branches sont distincts ... du moins 
jusqu 'à la prochaine élimination (la projection de deux ensembles disjoints n'est 
pas nécessairement disjointe). 

règle 13 Le scindage sur 11 est inutile si A1 comporte un monôme d'ordre strictement 
supérieur à celui des inéquations. ayant un coefficient dans 1\ {Y} qui ne puisse 
pas se spécialiser en zéro: un coefficient appartenant à A", ou figurant parmi les 
inéquations. Voir la preuve de la correction de la règle 22. Par exemple 

{ 
YI · ï: + x + Yz · x + 1 = 0 
Y3 · :r =f 0 

admet un modèle différentiel si et seulement si y3 =f 0 (le scindage sur y1 est 
inutile). En effet, l'équation ne peut pas se spécialiser en un polynôme d'ordre 
inférieur à 1 et l'inéquation ne peut pas se spécialiser en un polynôme d'ordre 
supérieur à zéro. 

règle 13 Cas particulier de la remarque précédente: le scindage sur l'initial de A1 est 
inutile si le système ne comporte pas d'inéquations en :r et si l'équation n'a pas 
de monôme de degré zéro en :r. 

règles 21 et 22 Il n'est bien sûr, ni nécessaire, ni souhaitable de multiplier entre elles 
les inéquations en :r pour calculer les coefficients de q. 
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règle 23 La preuve de la règle 23 montre qu'on ne peut pas se contenter d'un test 
de division exacte entre / 1 · qdeg A1 et A1 dans /{ {X}, comme pourrait le laisser 
croire la proposition 2. Par exemple le système 

{ 
:r2 +y# 0 
y·:r-1=0 

n'a pas de solution pour y = -1, bien que (x2 +y) ne soit pas divisible par 
(y· x- 1). C'est dans L{x} qu'il faut procéder au test. Pour les mêmes raisons, 
une factorisation dans 1\ {X} n'évite pas d'élever q à la puissance du degré de 
A1 , ainsi que le montre le système 

{ 
x 2 + 2x +y - 0 
x+ 1 # 0 

qui n'admet pas de solutions pour y = 1. 

3.1.8 Exe1nple d'application 

En application d'une remarque de la section 2.1 (page 25), montrons que m x, 
ni 2x + 1 n'appartiennent à [.i- 2 + x]. Il suffit de montrer que les deux polynômes 
n'appartiennent pas au radical de cet idéal, c'est-à-dire que les systèmes 

~1 { 
.T2 +x = 0 
x # 0 { 

:ï:2 + :r = 0 
2!i + 1 # 0 

admettent des modèles différentiels. I'\ous appliquons l'algorithme d'élimination à la 
lettre. 

Comme l'initial de l"équation est constant dans ~1 , tout scindage est inutile. Le sys
tème est terminal, il comporte une équation, de même ordre que l'inéquation. D"après 
la règle 23, :E 1 admet des solutions si et seulement si l'un au moins des coefficients 
dans Q du polynôme (i:) 2 rem (i: 2 +x) = -x est non identiquement nul, ce qui est 
manifestement le cas. D 

Le système E 2 n'est pas terminal. Appliquons la règle 12 et transformons-le en deux 
systèmes 

:E3 { 
x 0 
x - 0 
2!i + 1 =f 0 

le séparant de i: 2 + :r 
i 2 + :r après simplification 

{ 
i:2 + :r - 0 
:r =f 0 
0 =f 0 

le séparant de i 2 + :r 
c'est-à-dire (2!i + 1) rem (i:2 + :r) 

~4 n'a visiblement pas de solutions. E3 relève de la règle 11. Les scindages sur l'initial 
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et sur le séparant de la plus petite équation sont inutiles. Nous obtenons le système 1::5 . 

- 0 c'est-à-dire (x rem x) 
- 0 
=f 0 

Appliquons le règle 12 sur l::s. Nous obtenons 1::6 {le scindage sur le séparant est inutile) 

c'est-à-dire (2.T + 1) rem x 

Le système terminal :E6 relève de la règle 22. Il admet des solutions si et seulement 
si l'un au moins des coefficients dans Q de l'inéquation est différent de 0, ce qui est 
manifestement le cas. D 

3.2 L'algorithme en algèbre différentielle partielle 

Nous supposons 8X ordonné suivant un ordre d'élimination qui privilégie x, l'indé
terminée à éliminer (1 'alphabet Y est ordonné de façon quelconque) : 

8{x} >GY 

Par l'expression polynôme en x, nous entendons un polynôme de 1\ {X} dans l'écriture 
duquel x apparaît avec un coefficient non nul. 

3.2.1 Définition des systèmes terminaux 

Les systèmes terminaux sont des systèmes dans lesquels les équations en x forment 
un ensemble auto-réduit A= A1 , ... , A1• Les initiaux et les séparants des éléments de 
A doivent figurer parmi les inéquations. Celles-ci doivent être partiellement réduites 
par rapport à A et tous les ~-polynômes qu'il est possible de calculer à partir éléments 
de A doivent, après réduction par A, appartenir à /{{Y} et figurer parmi les équations 
du système. Les systèmes terminaux sont de deux types. Le cas général: 

équations en x 
équations dans 1\ {Y} 
les initiaux et séparants des Ae 
partiellement réduits par rapport aux Ae 

et sa version dégénérée, qui ne compte pas d'équations en x: 

équations dans J\ {Y} 
partiellement réduits par rapport aux At 
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3.2.2 Génération des systèmes terminaux 

Soit :E un système quelconque de/\" {X}. Il est possible d'extraire un ensemble carac
téristique B = B1 1 ••• , Bs de l'ensemble des équations de :E, toutes lettres confondues. 
Nous notons A = A1 , ... , A1 le sous-ensemble de B des équations en x de B. L'en
semble A n'est pas nécessairement un ensemble caractéristique des équations en x de 
:E. Il existe deux façons de calculer de nouvelles équations r à partir des anciennes: 

- soit en réduisant par B l'une des équations en x de :E, n'appartenant pas à A: 

r = p; rem A 

- soit en réduisant par B un b.-polynôme calculé à partir des éléments de A: 

r = b.;j rem B (i,j E [1, t]). 

Nous désignons par R 1 'ensemble de toutes les nouvelles équations qu'il est ainsi 
possible de calculer (B étant fixé). lnformellemenL l'algorithme consiste à enrichir :E 
tant que R contient au moins une équation en .r. Lorsque R est inclus dans /\"{Y}, 
l'algorithme procède à un scindage sur les initiaux et les séparants des éléments de 
A. L'un des systèmes ainsi obtenus est terminal: on applique à nouveau le traitement 
ci-dessus sur les autres. Nous donnons l'algorithme sous la forme d'un jeu de règles 
numérotées, qui portent en commentaire les conditions sous lesquelles elles s'appliquent. 

règle 11 si R contient au moins une équation en :r, l'algorithme enrichit :E avec R. 

règle 12 si R ne contient aucune équation en :r (R C ]\"{Y}) L'algorithme enrichit 
:E avec R et procède à un scindage sur les initiaux ft et les séparants St des éléments 
de A et engendre 2t + 1 systèmes. Dans le système ci-dessous, nous désignons par 
p; les équations en .r de :E qui ne sont pas dans A, et par r1 les équations de :E 
qui appartiennent à /\"{Y}, y compris les éléments de B appartenant à 1\ {Y}, et les 
nouvelles équations qui sont dans R: 
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{ 

A1 = 0, ... , At = 0 
Pi= 0 
ri= 0 
Qh # 0 

A1 = 0, ... , At = 0 
Jl = 0 

'El 

etc ... 

p; = 0 
rj = 0 
Qh =1- 0 

A1 = 0, ... , At = 0 
St = 0 

'Ezt Pi = 0 
Tj = 0 
Qh # 0 

A1 = 0, ... , At= 0 
Pi= 0 

'E2t+l Tj = 0 
HA# 0 
Qh # 0 

Pour rendre terminal 'E 2t+l, l'algorithme supprime les équations Pi et réduit partielle
ment par A les inéquations q_i: 

A1 = 0, 
Pi= 0 
rj = 0 

HA# 0 
qh # 0 

- n 
{ 

A1 = 0, ... , At= 0 

rj = 0 
HA# 0 
iih = Qh nm-partiel A # 0 

Remarque comme il a été dit précédemment, il est possible de modifier légèrement 
la règle 12, afin de disjoindre les modèles des 'E;: soit f E [1, 2t] un indice, il suffit de 
rajouter à 'Et, comme inéquations, les initiaux et les séparants dont l'annulation a déjà 
été considérée, dans les systèmes 'E1 à 'Et-I· On peut également supprimer le monôme 
de tête de l'équation At = 0, dans le système 'Et (où l'on pose ft = 0), et réécrire 
At= 0 en (degut At'· At- Ut· St) = 0 dans 'Eu (où l'on pose S, = 0). 

3.2.3 Preuves 

Preuve d'arrêt 

Les systèmes dont les équations comportent un élément non nul de 1\, n'admettent 
bien sûr pas de modèles. Nous supposons donc qu'aucun élément deR, autre que zéro, 
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n'est dans 1\. Les polynômes produits par réduction par A, de même que les initiaux 
et les séparants des éléments de l'ensemble caractéristique sont réduits par rapport 
à A. D'après le corollaire du théorème 2 (page 21 ), les deux règles font décroître A 
strictement. D'après le théorème 3 (page 22), il n'existe pas de suite infinie strictement 
décroissante d'ensembles auto-réduits. L'algorithme s'arrête donc après un nombre fini 
de réécritures. 

A propos de la réduction par B 

- En réduisant les nouvelles équations r par un ensemble caractéristique de l'en
semble de toutes les équations de ~' nous sommes assurés que les seules équations 
qui ne font pas décroître B sont celles qui appartiennent à 1\ et qui produisent 
donc des systèmes sans modèles. De cette façon, nous sommes certains que les 
réécritures terminent. 

Par contre, si nous réduisions les nouvelles équations par un ensemble caractéris
tique A de l'ensemble des équations en x de ~- nous produirions des équations 
qui ne font pas décroître A, parce qu'elles appartiennent à 1\ {Y}, sans pour 
autant générer de systèmes sans solutions. De plus. après scindage sur les ini
tiaux et séparants de A, l'ensemble caractéristique pourrait grandir: nous avons 
donné un exemple d'une telle situation en algèbre différentielle ordinaire, dans la 
section 3.1.5 (page 43). 

- Il n'est pas non plus possible de transposer en algèbre différentielle partielle la 
méthode que nous avons employée en algèbre différentielle ordinaire: l'algorithme 
s'arrêtait parce que les nouvelles relations calculées ne s'ajoutaient pas au sys
tème, mais étaient substituées à au moins une ancienne équation. plus grande 
qu'elles. Ici, ce n'est plus le cas à cause des ~-polynômes. qui ne sont pas infé
rieurs aux At, mais réduit par rapport à A (voir note page 16) et qui s'ajoutent 
aux équations du système. Il est assez facile d'ailleurs, de conduire dans une 
boucle sans fin un algorithme inspiré de celui de la section 3.1. Considérons le 
système suivant: 

I:o { 
Al = X(l,O) = 0 
A2 = X(O,l) +y. x = o. 

I: est auto-réduit, mais on peut calculer un ~-polynôme entre A1 et A2, le ré
duire par A, et le rajouter au système: 

{ 

Ao = Y(l ,o) · :r = 0 
El Al = X(l,O) = 0 

A2 = X(O,l) +y. x= o. 

Pour réduire A1 et A2 par A0 , procédons à un scindage sur 10 . l\'ous obtenons 
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deux systèmes : 

{ 

Jo = Y(l,O) = 0 
AI = X(l,O) = 0 
A2 = X(o,I) +y· x= 0 

et 1:3 { 
Ao = Y{l,o) ·x= 0 
lo = Y(I,o) =/; O. 

Comme nous ne considérons que les équations en x, le système :E2 se comporte 
comme :E et l'algorithme boucle. 

Preuves de correction 

Nous nous contenterons de prouver que la réécriture de 1:21+1 en S1 préserve les 
modèles différentiels de :E2t+t· Notons ri le reste par A du polynôme Pi· n·après les 
spécifications de l'algorithme de réduction, nous avons pour toute équation Pi et toute 
inéquation qj de :E2t+l : 

H~ ·Pi= ri (mod [A]) 

(mod [A]) 

où SA désigne le produit des séparants des éléments At de A, où HA désigne le produit 
des initiaux et des séparants des A1 et où o et f3 sont certains entiers, dépendant de Pi 
et de qh. 

Tout morphisme d'anneaux différentiels qui annule A annule (S~ · qh- qh) (lemme 11 
(page 28)) et donc tout morphisme d'anneaux différentiels qui n'annule pas l'un des 
deux termes de la différence, n'annule pas l'autre non plus. Rappelons qu'un modèle 
différentiel est un morphisme d'anneaux différentiels à image dans un domaine intègre. 
Les modèles différentiels de 2:2t+ 1 n'annulent ni qj, ni SA (qui apparaît en facteur 
dans HA). Ils sont donc des modèles différentiels de n. Réciproquement, les modèles 
différentiels de S1 n'annulent pas qi· Ils annulent (HA· pi) (puisqu'ils annulent A et ri), 
mais pas HA. Ils annulent donc Pi et sont des modèles différentiels de 2:2t+l· 

3.2.4 Elimination dans les systèmes terminaux - Preuves 

Soit S1 un système terminal. Nous notons q le produit des inéquations en x et res
pectivement ri et qj les équations et les inéquations du système, qui appartiennent à 
K{Y}. 

Le cas dégénéré 

Le système S1 est dégénéré s'il ne comporte par d'équations en x. Soit f le nombre de 
coefficients dans]{ {Y} (définition 15 (page 42)) de rinéquation q. L'algorithme réécrit 
n en f systèmes (un par coefficient). 

- Ah 
hE[U') 
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Preuve Montrons que 0 admet un modèle différentiel \}1 si et seulement si l'un des Ah 

admet un modèle différentiel ci>. L'implication de gauche à droite est claire; montrons 
sa réciproque. Soit ci> un modèle différentiel d'un Ah· 

ci>: y -+L 

Trouver \}1 connaissant ci>, c'est résoudre le système <I>O, obtenu en spécialisant f! au 
point Yt = Ot, ... , Yn = On. Le système <I>f! se résume à une seule inéquation non 
identiquement nulle: <l>q =J O. Comme <l>q n'appartient pas à l'idéal zéro, d'après le 
théorème 5, <I>O admet un modèle différentiel. 0 

Le cas général 

Le système f! contient un ensemble auto-réduit A = A1 •.•• , At d'équations en x. 
Cet ensemble n'est pas cohérent, mais les ~-polynômes réduits par A, calculés à partir 
des éléments At de A figurent parmi les équations ri. 

A1 = 0, ... , At = 0 
ri= 0 
HA =J 0 
q=fO 
qj =f o. 

Grâce au théorème 7 (page 35 ). nous allons montrer que l'élimination de la lettre 
x peut s'effectuer par une succession d'éliminations algébriques des indéterminées ap
partenant à 0{ x}' présentes dans n. 

Soit m le nombre de coefficients dans 1\ {Y} du produit HA des initiaux lA et des 
séparants SA des éléments de A, et soit n le nombre de coefficients dans ]{{Y} de 
l'inéquation q. Considérons les m x n systèmes suivants: 

Ah,t 
hE [l,m] 

i E [1, n] 

Nous allons montrer que si un système Ah,l admet un modèle différentiel ci>, et si le 
système <I>O, obtenu en spécialisant n au point Yt = Ot, ... , Yn = On admet un modèle 
algébrique, alors f! admet un modèle différentiel. Soit ci> un modèle différentiel de Ah,t: 

ci>: y -+ L 

Le système spécialisé est de la forme suivante: 

... ' 



56 CHAPITRE 3. LES ALGORITHMES DE SEIDENBERG 

Comme 4>IA est différent de zéro, l'ensemble 4>A = 4>A1 , ••• , 4>At est auto-réduit et 
équivalent 3 à A. 

Montrons que 4>A est cohérent. Comme 4>IA et 4>SA sont différents de zéro, les images 
par 4> des Â-polynômes calculés entre éléments de A sont égales aux Â-polynômes 
calculés entre éléments de 4> A, de même que les res~es respectifs de ces polynômes par 
A et par 4> A, ce qu'illustre le diagramme suivant : 

A,Aj ~ 4>A,4>AJ 

j j 
Âij 4>Âij 

j j 
Âij rem A 4>Âij rem 4>A 

Comme les Â-polynômes réduits par A figurent parmi les équations de Ah.t, le système 
(>fl est cohérent. D'après le théorème ï, (>fl admet un modèle différentiel s'il admet 
un modèle algébrique. 0 

A propos de cette preuve 

- La preuve que nous donnons est un tout petit peu plus générale que celle de 
SEIDENBERG, qui !le traitait que des ordres d'élimination bornés. Surtout, notre 
preuve est plus "lisible" que celle de SEIDENBERG, probablement parce qu'en 
1954, l'auteur ne disposait pas encore de la notion de système cohérent introduite 
par ROSENFELD en 1959, et du lemme qui l'accompagne. Les théorèmes employés 
par SEIDENBERG sont les théorèmes 6 et ï, page 51 et 52, dans [Sel]. 

3. pour tout C, les polynomes At et <I>At ont meme indéterminée principale et meme degré en cette 
indéterminée. 



Chapitre 4 

Bases de Grobner - Ensembles 
caractéristiques 

Ce chapitre a deux raisons d'être: d'une part, présenter les bases de GRÔB~ER 
que notre algorithme emploie au chapitre suivant et faire d'autre part, un tour 
d'horizon des tentatives effectuées pour représenter les idéaux différentiels. 

Les bases de GROBNER, introduites par BUCHBERGER en 1970 (voir [Bu]) pour 
l'étude des idéaux de polynômes en algèbre commutative, constituent de très bons 
représentants des idéaux auxquels elles sont associées. En effet, tout idéal d'une algèbre 
de type fini admet une base de GROBJ';ER finie, canonique une fois fixé l'ordre admissible 
et que l'on sait calculer. Qui plus est. les bases de GROB:'\ER constituent des bases, 
c'est-à-dire des familles génératrices. des idéaux qu'elles représentent. Elles fournissent 
également des algorithmes d'appartenance aux idéaux, d'égalité et d'inclusion entre 
idéaux. 

En algèbre différentielle, les choses sont moins simples et on peut distinguer deux 
types de tentatives effectuées pour représenter les idéaux différentiels. 

La première est la définition de baSEs de GROBNER différtntielles, malheureusement 
infinies lorsqu 'elles sont trop proches de leur homologue en algèbre commutative- il 
s'agit des méthodes de CARRÀ-FERRO (voir [Ca]) et de OLLIVIER (voir [Oll], IV, 
page 75) - ou bien finies, mais nettement moins satisfaisantes dans le cas .de MANS

FIELD (voir [Ml]). 

La seconde consiste à représenter l'idéal différentiel I par un de ses ensembles ca
ractéristiques or, ce type de repésentant n'est satisfaisant que lorsque I est premier. 
OLLIVIER a donné un algorithme qui les calcule sous certaines conditions (voir [Oll], 
IV, page 89); nous étendons ce résultat dans le prochain chapitre. 

La première section décrit ce que sont les bases de GROBNER en algèbre commu
tative. La deuxième relate très brièvement les tentatives effectuées par OLLIVIER et 
MANSFIELD pour les adapter à l'algèbre différentielle. La dernière section est consacrée 
aux ensembles caractéristiques d'idéaux différentiels. 
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4.1 Bases de Grobner algébriques 

Alors que l'étude des ensembles caractéristiques conduit à se représenter les poly
nômes construits sur un alphabet comme des polynômes d'une indéterminée distinguée, 
à coefficients dans l'anneau construit sur le reste de l'alphabet, le formalisme des bases 
de GROBNER induit naturellement une représentation de ces polynômes en une combi
naison linéaire de monômes, à coefficients dans un corps. Ainsi, de nombreuses notions 
introduites au chapitre 1 vont admettre un "équivalent" un peu "déformé" dans cette 
section. Citons en particulier un algorithme de réduction différent et des relations 
d'ordre admissibles, non plus sur les indéterminées, mais sur les monômes. La preuve 
que ces relations sont artiniennes est très semblable à celle du lemme 3 (page 12); 
l'arrêt des algorithmes de cette section en est pareillement la conséquence. Ces simili
tudes ne doivent pas masquer de profondes différences, comme nous le verrons dans la 
section 4.3. 

4.1.1 Préliminaires 

Soit X = {x1, ... , Xn} un alphabet. Un monôme est un élément du monoïde com
mutatif libre M contenant X. Un monôme peut donc être représenté par un élément 
de Nn. Nous notons multiplicativement la loi interne du monoïde. Son élément neutre 
est noté f. Soient u et w deux monômes de M. Nous dirons que u est un facteur de w 
s'il existe un monôme v tel que w soit égal au produit uv. 

Définition 16 Soit M l'ensemble des monômes construits sur un alphabet X. On 
appelle monoïdéal tout sous-ensemble de M, stable par multiplication par des monômes 
arbitraires. 

Qualifions d'auto-réduit tout sous-ensemble de M, dont aucun monôme n'est facteur 
d'un autre. Nous avons alors: 

Lemme 16 (lemme de Dickson) Tout monoïdéal construit sur un alphabet fini X 
admet une famille génératr1à auto-réduiff finiE et unique. 

Preuve Montrons d'abord l'unicité. Soient A et B deux familles génératrices auto
réduites d'un monoïdéal M. Comme A engendre Met que M contient B, tout élément 
bi de B admet un élément aJ de A en facteur: bi = ajWj. Pour des raisons similaires, 
aj admet en facteur un élément b, de B: aj = b,w,; et par conséquent, bi est égal à 
btWjWf. Comme B est auto-réduite, WjWt est égal au monôme vide et bi = aj = bf.. Les 
familles génératrices A et B sont donc égales. 

La finitude: montrons que tout ensemble auto-réduit de monômes M construit sur 
un alphabet fini X= {x 1, ••• ,xn} est fini. Soient m1 = :r~ 1 ···:r~n et m2 = xf1 ···:r~" 
deux éléments de M. Comme M est auto-réduit, m 2 ne peut être facteur de m 1 . Les 
deux monômes vérifient donc : 
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D'après le lemme 2 (page 11), M est fini 1• 0 

Définition 17 Soif M 1 'ensemble des monômes construits sur l'alphabet X. Une re
lation d'ordre sur M est dite admissible si elle est compatible avec la structure de 
monoïde de M, c'est-à-dire si elle vérifie pour tous monômes u, v et w de M : 

- u $ v ::::} uw $ vw, 

- f $ ll. 

ROBBIANO a donné [Rob] une caractérisation des ordres définis ci-dessus. Parmi 
ces derniers, nous aurons besoin de 1 'ordre lexicographique: nous dirons que M est 
ordonné suivant l'ordre lexicographique x 1 < · · · < Xn si, quels que soient les monômes 
m1 = xf 1 

• • • x~n et m2 = X~1 
• • • x~n on a: 

Lemme 17 Soit M l'ensemblE des monômes construits sur un alphabet fini. Toute 
relation d'ordre admissible dans M est artinienne. 

Preuve Soit (mn) une suite strictement décroissante dans .. -\..1. Montrons que (mn) 
est finie. I\otons mi = x~cz,)J • • • .r~cz,)n le terme courant de la suite. Les axiomes des 
ordres admissibles impliquent que si l'indice j est inférieur à i, alors mj ne peut pas 
être facteur de mi. En d'autres termes, la suite vérifie la relation: 

D'après le lemme 2 (page 11). A1 est fini. D 

Soit 1\ un corps de caractéristique nulle et X un alphabet. Tout polynôme de 1\'[X] 
est une combinaison linéaire de monômes. Supposons M ordonné suivant un ordre ad
missible total. Nous appelons monôme de tête d'un polynôme p de J\[XL n'appartenant 
pas à 1\, le plus grand monôme apparaissant dans l'écriture de p. avec un coefficient 
non nul; nous le notons: fm(p). Le monôme de tête d"un élément de 1\', autre que zéro, 
est e. Zéro n'a pas de monôme de tête. Par extension, si E est un sous-ensemble de 
1\[X], nous notons fm(E) l'ensemble des monômes de tête de ses éléments. 

Lemme 18 Soit 1 un idéal de 1\[X]. Si l'ensemble M des monômes construits sur X 
est 01·donné suivant un ordre admissibh, alors (m(l) est un monoi."déal. 

Nous en laissons la preuve au lecteur. Les relations admissibles sur M induisent un 
préordre artinien dans J\[X]: 

Définition 18 Soient p et q deu:r polynômes de 1\[X]. Nous dirons que q est inférieur 
à p si le monôme de tête de q est infirieur à celui de p. 

1. Nous attirons l'attention du lecteur sur le fait que dans ce chapitre, nous appliquons le lemme 2 
sur des suites de monomes. Dans le chapitre 1. nous !"appliquions sur des suites d'opérateurs de 
dérivation. 
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Définition 19 Soient p et q deux éléments de l\[X]. Nous dirons que q est réduit par 
rapport à p si le monôme de tête de p n'est facteur d'aucun monôme apparaissant dans 
l'écriture de q. 

Soient p un polynôme et E un sous-ensemble de l\[X]. Par extensionl nous dirons 
que p est réduit par rapport à E s'il est réduit par rapport à chaque élément de E. 

Remarque il ne faut pas confondre les relations "est réduit par rapport à" et "est 
inférieur à": soient p et q deux polynômes de /\[X]. Clairement, si pest inférieur à q 
alors pest réduit par rapport à q, mais la réciproque n'est pas vraie: la relation "est 
réduit par rapport à" n'est pas transitive. 

Algorithme de réduction Soient p et q deux polynômes de 1\[X]. Il est toujours 
possible de calculer un polynôme r = q rem p vérifiant: 

r = q (mod (p)) 
r réduit par rapport à p. 

Nous notons w le plus grand monôme apparaissant dans l'écriture de q avec un coeffi
cient k E ]{et dont u = fm(p) soit un facteur: w =uv. Réduire q par p c'est réécrire 
q en (q- k ·v· p) tant 2 qu'un tel monôme w existe. w décroît strictement à chaque 
itération. D'après le lemme 17 l'algorithme s'arrête. 

On étend sans difficultés cet algorithme à un ensemble fini de polynômes: soient q 
un polynôme et E un sous-ensemble de K[X]. Il est toujours possible de calculer un 
polynôme r = q rem E vérifiant : 

r = q (mod (E)) 
r réduit par rapport à E. 

4.1.2 Bases de Grobner 

Théorème 8 Soient 1 un idéal de 1\[X]. Un sous-ensemble B de 1 est une base de 
GROBNER de 1 s'il vérifie l'une des deux conditions équivalentes suivantes : 

1. fm(B) engendre fm(!\ {0} ). 

2. Pour tout polynôme q de l\[X], il existe un unique polynôme r, réduit par rapport 
à B et équivalent à q modulo 1. 

Preuve 1) =? 2) L'existence d'un algorithme de réduction implique l'existence de 
r. Montrons l'unicité: soient ri et r 2 deux polynômes réduits par rappport à B et 
équivalents à q modulo J. La différence (ri- r 2 ) est dans 1 et est réduite par rapport 
à B: si fm(B) engendre ôn(J \ {0} ), alors (ri- r 2 ) est nul. 

2. nous supposons p unitaire. 
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2) => 1) D'après la condition 2), tout polynôme p de 1 est réduit à zéro par B. 
D'après les spécifications de l'algorithme de réduction, il existe un élément dans la base 
dont le monôme de tête divise le monôme de tête de p. D 

L'idéal (0) admet l'ensemble vide pour (unique) base de GROBNER. Nous suppose
rons dans ce qui suit que les idéaux sont différents de (0). 

Définition 20 Soit B une base de GROBNER d'un idéal 1 de /\[X]. Nous dirons que B 
est complètement réduite si chaque élément de B est unitaire fi est réduit par rapport 
aux autres. 

Il est donc clair que la basP de GROBNER complètement réduite associée à l'idéal 
unité est le singleton : { 1}. 

Théorème 9 Soit X un alphabet fini. Tout idéal 1 de /\[X] admff une base de GROB

NER complètement réduite unique 3 et finit:. 

Preuve Montrons l'unicité. Tout idéal 1 admet au moms une base de GROBNER 

complètement réduite. Soient B1 et B2 deux bases de GROBJ\"ER complètement réduites 
de/. Les ensembles fm(BI) et fm(B2 ) sont auto-réduits et engendrent tous deux fm(/). 
D~après le lemme 16 ces deux ensembles sont égaux. Montrons que deux polynômes 
PI E BI et p2 E B 2 ayant mêmes monômes de tête u~ sont égaux. Le polynôme q = 
(PI - p2 ) est dans 1. Comme les bases sont complètement réduites et comme tous les 
monômes non vides rn apparaissant dans l'écriture de q sont, soit des monômes de Ph 
soit des monômes d~ p2 et sont distincts de u~ le polynôme q est réduit par rapport à 
chacune des bases. D'après le théorème 8, q est nul. 

La finitude est une conséquence immédiate du lemme 16. 0 

Synthèse Une base dt GROB::'\ER B d'un idéal 1 constitue une base de 1 tf fournit un 
algorithme d 'appartwana à 1. Les bases de GROBJ\"ER de de ur idéau.r 1 d J permettent 
donc de tester l'égalité et l'inclusion des id{aur. Lorsqu 'tilt est complttement réduite, 
B est un 1·eprésentant canonique dt 1, une fois fixé l'ordn admissible 

BUCHBERGER a donné en 196.5 (voir [Bu]) un algorithme qui la calcule. 

4.1.3 Théorèmes utiles 

A partir de cette section, les bases de GROBNER que nous considérerons seront 
toujours complètement réduites. 

Dans le prochain chapitre, nous aurons besoin des théorèmes suivants. Le premier 
est dû à TRINKS (voir [Tri]). J'ignore à qui nous sommes redevables du secon·d. 

Théorème 10 Soient 1 un idéal de 1\[x1 , ... , xn] fi B sa base dt GROB\"ER pour 
l'ordrt lexicographique XI < ... < Xn. Qud que soit l'entier i inférit. ur ou égal à n' B n 

3. l'ordre admissible étant fixé. 
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K[xh ... , x;] est la base de GROBNER complètement réduite poud 'ordre lexicographique 
Xt < ... < Xj de l'idéal 1 n K[xt, ... 'xi]. En d'autres termes, 

Preuve Tout sous-ensemble d'une base de GROBNER complètement réduite est com
plètement réduit. Supposons B calculée pour Pordre lexicographique .Tt < · · · < Xn. Si 
le monôme de tête d'un polynôme p de B appartient à K[xt, ... , x;], alors p lui-même 
appartient à K[x 1, ••• , x;]. Ainsi, tout polynôme q de K[xt, ... , x;] qui appartient aussi 
à (B), est réduit à zéro par B n K[xt, ... , x;], donc B n K[xt, ... , x;] engendre l'idéal 
(B) n K[x1 , ... , x;]. o 

Théorème 11 Soient A = At, ... , A 1 et H = Ht, ... , Hs deux sous-ensembles de 
K[xt, ... , xn]· Soit G un ensemble de s polynômes construits à partir de H et de s 
nouvelles indéterminées Zt : 

G; = H; . Z; - 1. 

Appelons B la base de GROB.\"ER de l'idéal 1 = (AU G) engendré par A et G dans 
K[xt. ... , .Tn, Zt, ... , zs] pour un ordre lexicographique du type x;< Zj (où 1 ~ i ~ n et 
1~j~s). 

L'intersection de B et de l'anneau K[xt, ... , Xn] est une base de GROBNER de l'idéal 
(A) : H 00

• En d'autres termes: 

(B n K[xt, ... , xn]) =(A): Rex'. 

Preuve L'inclusion de droite à gauche ( :::>) est simple: soit p un élément de (A) : Rex'. 
Comme 1 contient A, il existe un certain h = Hf1 

• • • H~' tel que (h·p) soit dans 1. Soit 
f = zf 1 

• • • z~'· Le polynôme (€ · h · p) appartient à 1. Comme chaque produit (z; · H;) 
est équivalent à 1 modulo 1, le polynôme p est dans 1. 

Prouvons l'inclusion inverse (C) par la technique de RITT (celle du lemme 13 
(page 38)). Soit p appartenant à 1 et à K[.rt, ... , xn]· Le polynôme p admet une écri
ture: 

t s 

( 1) p = L C;. A;+ L Dj. Gj. 
i=t j=t 

Soit zu l'indéterminée z d'indice maximal qui apparaisse dans le terme de droite de 
l'égalité ( 1 ). Si u est nul, alors p est dans (A) et le théorème est prouvé. La preuve 
consiste à établir qu'il existe un entier o tel que (H1~ • p) admette une écriture du type 
(1) dans laquelle n'apparaissent que des indéterminées z d'indice strictement inférieur 
à u. 

Appliquons dans (1) la substitution 

Hu 

Le polynôme p, qui appartient à K[xt, ... ,xn], reste inchangé. Gu n'est pas non plus 
modifié par la substitution. Eliminons les fractions en multipliant ( 1) par une puissance 
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appropriée de Hu. L'égalité devient: 

t 

H~ · p =LE;· Ai+ L Fj · Gj + 1\ ·Gu. 
i=l j<u 

L'indéterminée Zu n'apparaît plus que dans l'écriture de Gu. Le coefficient 1\ est né
cessairement nul. 0 

4.2 Bases de Grobner différentielles 

Les idéaux différentiels de 1\ {X} sont des idéaux de J\[0X], mais, comme E>X est 
un alphabet infini, il est clair que tous les idéaux non triviaux de 1\ {X} admettent des 
bases de GROBNER algébriques infinies. 

CARRÀ-FERRO (voir [Ca]) et OLLIVIER (voir [011], IV, page 75) ont tenté indé
pendemment de définir une notion de base de GROB~ER différentielle en .. étendant le 
mécanisme de réduction défini dans ce chapitre, un peu comme l'algorithme de la sec
tion 1.3.1 (page 16) étend la division euclidienne classique. Ces tentatives ont abouti 
à un demi-succès: s'il est possible de définir de telles bases, celles-ci sont généralement 
infinies, même pour certains idéaux "très simples'' tels que [.r 2

] en algèbre différentielle 
ordinaire. 

Bien que RITT montre (voir [Ri], 1, §15) qu'il existe des idéaux différentiels qui 
n'admettent pas de famille génératrice finie, on peut difficilement invoquer cette raison 
puisqu'algorithmiquement, les idéaux manipulés sont presque toujours donnés par une 
famille génératrice finie. En fait, trouver un algorithme qui décide de l'appartenance à 
un idéal différentiel de type fini est un problème ouvert (voir [GMO]). 

Notons qu'il existe en algèbre différentielle un théorÈmE de la bast finie (voir [Ri], 
1, §10) dû à RITT et RAUDENBL'SH, mais c'est un fauJ"-ami du célèbre théorème de la 
base de HILBERT, en algèbre commutative: 

Définition 21 Soit 1 un idéal différentiel dt 1\ {X}. Un sous-ensembh B dt 1 est une 
base de 1 (au sens de RITT et RAUDENBUSH) si 1 est inclus dans le radical de l'idéal 
différentiel [B] engendré par B. 

Théorème 12 {théorème de la base finie) Soit X un alphabet fini. Tout idéal 
différentiel 1 de 1\ {X} admet une base finit (au sens dt la définition 21). 

Une conséquence importante de ce théorème est que tout idéal différentiel radiciel 
est une intersection finie d'idéaux différentiels premiers (pour les preuves, voir [Ri] 1, 
§12 et [Se2]). 

Pour remédier aux problèmes de finitude rencontrés par OLLIVIER et CARRÀ
FERRO, MANSFIELD a donné (voir [Ml]) une autre définition des bases de GROBNER 
différentielles. Sa méthode emploie ralgorithme de réduction du chapitre 1 mats, Sl 
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l'auteur obtient effectivement un algorithme qui s'arrête dans tous les cas, le résultat 
obtenu n'est pas aussi satisfaisant que celui de ses prédecesseurs. 

Nous présentons un très bref aperçu des travaux de OLLIVIER pms de ceux de 
MANSFIELD. 

4.2.1 Méthode de Ollivier 

Soit X un alphabet. Si l'ensemble M des monômes construits sur l'alphabet ex est 
totalement ordonné, on peut définir la dérivée(} d'un monôme m, comme le monôme 
de tête du polynôme Om. Les dérivées de t sont égales à L De cette façon, il est possible 
de définir une notion d'idéal différentiel de monômes: 

Définition 22 Soit M l'ensemble des monômes construits sur l'alphabet ex et soit 
M ordonné suivant une relation d'ordre totale. On appelle monoïdéal différentiel tout 
monoïdéal de M, stable par dé7·ivafion. 

On remarquera que cette notion n'est pas intrinsèque, mais dépend de la relation 
qui ordonne les monômes. La définition ci-dessous étend la définition 17. Nous laissons 
le lecteur en déduire un algorithme de réduction: 

Définition 23 Soit M l'ensemble des monômes construits sur l'alphabet ex. Une 
rrlation d 'ordn sur M est dite admissible si el if vérifie pour tous monômes u, v et w 
dt M, et pour toute dérivation 8 : 

- u ~ v ~ uw ~ vw, 

- f. ~ u, 

- u <bu. 

Théorème 13 Soit 1 un idéal différentiel de 1\ {X}. Un sous-ensemble B de 1 est une 
base de GROBNER différentielle de 1 s'il vérifie l'une des deux conditions équivalentes 
suivantes: 

1. fm(B) engendre fm(!\ {0}) en tant que monoïdéal différentiel. 

2. Pour tout polynôme q de 1\ {X}, il existe un unique polynôme r, réduit par rapport 
à B et équivalent à q modulo 1. 

Voir la preuve dans [011), théorème 1, page 80. OLLIVIER donne un algorithme 
(voir [011]) qui calcule la base de GRÜBNER différentielle complètement réduite d'un 
idéal différentiel, si celle-ci est finie. 
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4.2.2 Méthode de Mansfield 

MANSFIELD a repris et étendu l'algorithme inventé par CARRÀ-FERRO mais définit 
les bases de GROBNER différentielles de la manière suivante (voir [Ml), II, page 32): 

Définition 24 Soit 1 un idéal différentiel de K[X]. Une base de GROBNER B de 1 
est une famille génératrice de 1 qui réduit à zéro (par l'algorithme de la section 1. 3.1 
(page 16)) tous les éléments de 1. 

L'emploi de cet algorithme de réduction a l'avantage de ne pas engendrer de bases 
infinies mais présente deux inconvénients : 

- La base B calculée par l'algorithme de MANSFIELD est incorrecte s'il existe un 
produit d'initiaux et de séparants des éléments de B (c'est-à-dire un élément 
de H8) qui appartienne à 1, ce qui ne peut pas être testé algorithmiquement 
(voir [Ml), II, pages 18 et 49). 

- Qu'un polynôme p de 1\ {X} soit réduit à zéro par la base B n'implique pas que 
p appartienne à 1. 

Par exemple, le singleton { .T 2 + x} constitue la base de GROBNER différentielle 
de l'idéal différentiel 1 = [.T 2 + x] (voir [Ml), theorem one, page 43). La base 
réduit 2x + 1 à zéro, bien que ce polynôme n'appartienne pas à l'idéal 1 (pour 
une preuve de ce dernier point voir la section 3.1.8 (page 49) ). 

4.3 Ensembles caractéristiques d'idéaux 

Un ensemble caractéristique A d'un idéal différentiel 1 réduit 4 à zéro tous les élé
ments de 1. 

Preuve Soient p un polynôme de 1 et r = p rtm A. Supposons r non nul et montrons 
la contradiction. D'après les spécifications de l'algorithme de réduction, on ar = He;.· p 
(mod 1). Commep est dans l'idéal, r y est aussi et est réduit par rapport à A. D'après 
le theorème 2 (page 21 ), cela ne se peut pas. Cette contradiction prouve que le reste 
est nul. D 

Si l'idéal différentiel est premier, l'ensemble caractéristique A en fournit même un 
algorithme d'appartenance: 

Lemme 19 Soit nt A un enstmbh caractiristique d'un idial différtnfitl premitr 1 de 
K{X} et p un polynôme quelconque de K{X}. On a: 

p E 1 <=> p rem A = O. 

4. dans cette section, l'algorithme de réduction utilisé est celui du chapitre 1. 
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Preuve Voir [Ri], II, §5. Nous avons déjà démontré l'implication de gauche à droite. 
Montrons l'implication inverse et supposons p rem A nul. Les initiaux et séparants 
des éléments de A sont réduits par rapport à A. D'après le théorème 2 (page 21), ils 
n'appartiennent pas à 1. Comme le produit (HJ. · p) appartient à 1 et que cet idéal est 
premier, p appartient à 1. D 

En théorie, le lemme ci-dessus peut également être utilisé pour décider de l'appar
tenance à un idéal différentiel radiciel. RITT donne un algorithme qui décompose un 
idéal différentiel radiciel 1 de 1\ {X} en une intersection d'idéaux différentiels premiers 
(voir théorème 12) en calculant un ensemble caractéristique pour chacun de ces idéaux. 
Du lemme 19 on déduit alors facilement un test d'appartenance à /. L'algorithme de 
RITT est malheureusement peu praticable puisqu'il utilise des factorisations de po
lynômes suivant des tours d'extensions de corps de 1\. Qui plus est, les propriétés 
des ensembles caractéristiques ne permettent pas de déterminer la plus petite famille 
d'idéaux différentiels premiers dont 1 est l'intersection 5• C'est ce que confirme le para
graphe en fin de section. 

Même si l'on ne s'intéresse qu'à des idéaux différentiels premiers, les ensembles carac
téristiques n'ont pas toutes les bonnes propriétés des bases de GROBNER algébriques. 

OLLIVIER a donné une méthode (voir [Oll] IV, page 89) qui les calcule à partir 
d'une famille génératrice de l'idéal, à condition de savoir à l'avance que 1 est premier, 
d'être capable de tester l'appartenance à 1 (ce point pouvant être résolu grâce aux 
algorithmes de Nullstellensatz décrits dans cette thèse), et de calculer des inverses 
dans des extensions algébriques du corps de base J\. L'algorithme que nous donnons 
dans le prochain chapitre est plus général. 

Les principales différe'nces entre bases de GROBNER algébriques et ensembles carac
téristiques sont les suivantes: 

Les ensembles caractéristiques ne sont pas des bases 

Un exemple suffit à le montrer: l'idéal différentiel 1 = [y· x+ z, y, x] est premier 
puisque ses générateurs forment un ensemble orthonomique (HA = 1) auto-réduit pour 
un certain ordre admissible (voir [Ri], VIII, §10), ou encore parce que les règles suivantes 
forment une base de GROB~ER différentielle et que les monômes de tête sont de simples 
lettres (voir [011]) : 

{ 

:: --+ -y. x 

y --+ 0 
x --+ o. 

Lorsque les indéterminées sont ordonnées suivant un ordre d'élimination: Oz < </>y <. '1/Jx 
pour tous opérateurs de dérivation 0, </>et '1/.•, l'idéal 1 admet A= { .Z, y, y· x+ z} pour 
ensemble caractéristique, or .T n'appartient pas à [A]. 

5. celle qui correspond aux composantes irréductibles de la variété algébrique différentielle associée 
à 1 
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lls fournissent un test d'égalité mais pas d'inclusion entre idéaux 

Lemme 20 Deux idéaux différentiels premiers 1 et J de /\ {X}, d'ensembles caracté
ristiques respectifs A et B sont égaux si et seulement si tous les éléments de A sont 
réduits à zéro par B et si tous les éléments de B sont réduits à zéro par A. 

Preuve si tous les éléments de A réduits à zéro par B, comme J est premier, A est 
dans J (lemme 19). Comme B est un ensemble caractéristique de J, l'ensemble auto
réduit A est supérieur ou équivalent à B. Par une argumentation similaire, on montre 
que B est dans 1 et donc que A et B sont équivalents. Les deux idéaux admettent alors 
indifféremment A ou B pour ensemble caractéristique. Comme I et J sont premiers, 
d'après le lemme 19, ces deux idéaux sont égaux. 0 

Par contre et de façon un peu surprenante, si tous les éléments de A sont réduits à 
zéro par B, on ne peut pas conclure que I est inclus dans J. Considérons à nouveau 
l'idéal différentiel premier I = [y· :r + z, y, x] donné en exemple dans le paragraphe ci
dessus. Pour l'ordre d'élimination:();; < ~y< V'X (pour tous opérateurs de dérivations 
(), ~ et tl• ), 1 admet A = { z, y, y · x + z} pour ensemble caractéristique. L'idéal 
différentiel J = [ z, y) est lui-aussi premier et admet B = {;;, y} pour ensemble 
caractéristique or, bien que tous les éléments de A soient réduits à zéro par B, le 
polynôme x n'appartient pas à J. 

Cette bizarrerie est due au fait que les ensembles caractéristiques ne sont pas des 
familles génératrices des idéaux et que la relation de réduction n'est pas transitive. 
KoLCHIN indique (voir [Ko), IV, §9, problem 3) que ce problème de l'inclusion de deux 
idéaux différentiels premiers dont on ne connaît que les ensembles caractéristiques est 
loin d'être résolu. 

On dispose tout de même d'un critère d'inclusion, dont nous laissons la preuve au 
lecteur: 

Lemme 21 Soient 1 et J deux idéaux di.ffirentiels premiers de ]\'{X}, d'ensembles 
caractéristiques respectifs A fi B. Si fous ifs éléments df A sont réduits à ziro par B 
et si HA n'est pas réduit à zéro par B, alors 1 tst inclus dans J. 



Chapitre 5 

Représentation des modèles 
différentiels d'un système 

Dans ce chapitre, nous exposons le principal résultat de cette thèse: un algo
rithme original qui calcule une représentation des modèles différentiels d'un sys
tème d'équations et d'inéquations polynomiales différentielles. Nous en déduisons 
un algorithme qui calcule un ensemble caractéristique d'un idéal différentiel pre
mier donné par une famille génératrice finie. 

L'algorithme est une application du lemme de RüSEl'\FELD. A partir d'un système 
d'équations et d'inéquations polynomiales différentielles ~ de ]{ {X}, il construit une 
famille finie (ni) de systèmes réguliers ayant mêmes modèles différentiels que ~. Plus 
précisément: ~ admet un modèle différentiel <I> si et seulement si <I> est modèle diffé
rentiel de l'un au moins des ni. 

Les systèmes réguliers admettent un tel modèle si et seulement si ils admettent un 
modèle algébrique (théorème 7). I\ous représentons les modèles de chaque ni par une 
base de GROBNER algébrique. Ce calcul détecte les systèmes réguliers sans modèles: 
l'algorithme décide donc du vide. 

La représentation que nous calculons est assez lourde: une famille de bases de GROB

NER mais, l'algorithme fonctionne en algèbre différentielle partielle aussi bien qu'or
dinaire, pour des idéaux différentiels non nécessairement premiers, engendrés par des 
équations non nécessairement explicites. Il n'emploie enfin que l'addition, la multipli
cation et le test d'égalité à zéro dans le corps de base ]{. 

Supposons que :E ne comporte pas d'inéquations. Les bases de GROB~ER calculées 
à partir de :E permettent de tester après coup l'appartenance au radical de l'idéal 
différentiel [:E], même si ce test n'est pas élémentaire pour un idéal radiciel quelconque. 
Dans le cas d'un idéal que l'on sait premier, ce test se limite à un simple calcul de 
réduction par une seule base, aisément identifiable. Cette propriété a d'intéressantes 
applications en automatique, comme nous le verrons au chapitre suivant. 

I\ous désignons l'algorithme décrit dans les deux sections suivantes sous le nom: 
RosENFELD-GROBNER. 
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5.1 Génération des systèmes réguliers 

Soit E un système quelconque de 1\ {X}. L'ensemble des équations de E est fini, il est 
donc possible d'en extraire un ensemble caractéristique A. Nous notons A= A11 ••• , At 
l'ensemble caractéristique de E, étant bien entendu que cet ensemble évolue avec E. Si 
le système admet plusieurs ensembles caractéristiques, A désigne l'un d'entre eux au 
choix. 

... , At= 0 ensemble caractéristique des équations 
les autres équations 
les inéquations 

Il existe deux façons de calculer de nouvelles équations r à partir des anciennes: 

- soit en réduisant par A l'un des polynômes p; : 

r = p rem A, 

- soit en réduisant par A un ~-polynôme calculé à partir des éléments de A : 

r = ~;1 rem A (i,j E [1, t]). 

Nous notons R l'ensemble de toutes les nouvelles équations qu'il est ainsi possible de 
calculer (A étant fixé). 

Informellement, l'algorithme consiste à enrichir Etant que c'est possible. Lorsque le 
système ne peut plus être complété, 1 'algorithme procède à un scindage sur les initiaux 
et les séparants des éléments de A. L'un des systèmes ainsi obtenus est régulier au sens 
de la définition 14 (page 35); on applique à nouveau le traitement ci-dessus sur les 
autres. 

Nous donnons l'algorithme sous la forme d'un jeu de règles numérotées, qui portent 
en commentaire les conditions sous lesquelles elles s'appliquent. 

règle 1 si R contient au moins un polynôme non identiquement nul, l'algorithme 
enrichit I: avec R. 

règle 2 si toutes les nouvelles équations sont nulles (si R = {0} ), l'algorithme procède 
à un scindage sur les initiaux et les séparants des éléments de A, notés He ( 1 ::; € ::; 2t) 
et engendre 2t + 1 systèmes. Les systèmes générés admettent des modèles différentiels 
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disjoints: 

At= 0 

... , At= 0 

Et 

etc ... 

. .. ,At =0 
H2t-1 =J 0, ... , Ht =J 0 

... , A1 = 0 

Pour rendre E2t+l régulier, l'algorithme supprime les équations Pi et réduit partielle
ment par A les inéquations qj. Le système n obtenu est régulier au sens de la défini
tion 14 (page 35) : 

. . . ~ 

-

A propos de ces règles 

n { 

At = 0, ... , At = 0 
HA =J 0 
i}j = qJ rEm-partit! A =J O. 

- On peut optimiser la règle 2 en supprimant le monôme de tête de l'équation 
Ae = 0, dans le système Et (celui où l'on pose le = 0), et réécrire Ae = 0 en 
(degu

1 
At· Ae- Ut· St) = 0 dans Eu (où l'on pose St = 0). 

- Le choix de l'ensemble caractéristique A du système courant E peut influer sur 
le comportement de l'algorithme. Considérons par exemple le système suivant: 

{
I=0 
y· x= O. 

Nous supposons que l'indéterminée principale de la deuxième équation est égale 
à x. Le système admet deux ensembles caractéristiques: ;r et (y · ;r ). Si nous 
choisissons le premier, nous obtenons, après réduction en 0 de (y· ;r ), un système 
régulier: 

n {x= o. 
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Si nous choisissons le second, la règle 2 nous conduit à un scindage sur y, après 
réduction en 0 de x : 

~1 {
x=O 
y=O 

~ 1 et ~2 sont réguliers. 

5.1.1 Preuve d'arrêt 

Les systèmes dont les équations comportent un élément non nul de 1\, n'admettent 
bien sûr pasde modèles. Nous supposons donc qu'aucun élément deR, autre que zéro 
n'est dans 1\. 

Les polynômes produits par réduction par A, de même que les initiaux et les sépa
rants des éléments de l'ensemble caractéristique sont réduits par rapport à A. D'après 
le corollaire du théorème 2 (page 21 ), les deux règles font décroître A strictement. 
D'après le théorème 3 (page 22), il n'existe pas de suite infinie strictement décroissante 
d'ensembles auto-réduits: l'algorithme s'arrête après un nombre fini de réécritures. 

5.1.2 Preuves de correction 

La règle .i ,~nrichit ~ avec des équations qui appartiennent à l'idéal différentiel en
gendré par les équations de ~. D'après le théorème 5, cette réécriture ne modifie pas 
les modèles différentiels de I:. 

Après application· de la règle 2, il est clair que I: admet un modèle (algébrique ou 
différentiel) 4>, si et seulement si 4> est modèle de l'un des I:;. Montrons que la réécriture 
de 1:2t+1 en n préserve les modèles différentiels de ~21 + 1 • Cette réécriture s'applique 
quand R = {0}. D'après les spécifications de l'algorithme de réduction, nous avons 
donc pour toute équation p; et toute inéquation qj de ~21+ 1 : 

H~·p; E [A], 

S~ · qj = i/j (mod [A]L 

où SA désigne le produit des séparants des éléments At de A, où HA désigne le produit 
des initiaux et des séparants des At et où o et j3 sont certains entiers, dépendant de p; 
et de Çj· 

Tout morphisme d'anneaux différentiels qui annule A annule (S! · qh- ifh) (lemme 11 
(page 28)) et donc tout morphisme d'anneaux différentiels qui n'annule pas l'un des 
deux termes de la différence, n'annule pas l'autre non plus. Rappelons qu'un. modèle 
différentiel est un morphisme d'anneaux différentiels à image dans un domaine intègre. 
Les modèles différentiels de ~2t+ 1 n'annulent ni qj. ni SA (qui apparaît en facteur 
dans HA). Ils sont donc des modèles différentiels de n. Réciproquement, les modèles 
différentiels den n'annulent pas qj. Ils annulent (HJ,. · p;) (puisqu'ils annulent A), mais 
pas HA. Ils annulent donc p; et sont des modèles différentiels de ~21+ 1 . 
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5.1.3 Système principal associé à :E 

Parmi les systèmes réguliers produits par l'algorithme ROSENFELD-GROBNER à 
partir d'une famille génératrice d'un idéal différentiel, il en existe un, "plus général" 
que les autres. Il s'agit du système dans lequel seules les relations de l'idéal [:E) sont 
supposées satisfaites: 

Définition 25 Soient :E un système d'équations polynomiales différentielles non contra
dictoire et (Oi) la famille de systèmes réguliers produite par l'algorithme RosENFELD

GRÔBNER pour un quelconque ordrt admissible sur ex. On appellE système principal 
associé à :E l'unique système nl vérifiant 

- nl admet des modèles différentiEls. 

- les équations du systèmE 0t appartiennEnt au radical de /'idéal différentiel [:E). 

- lES équations du systèmE nf réduisent Ù zéro (par l'algorithme dt la section 1.3.1) 
les éléments d'unE famille génératriCE dt l'idéal différentiel [~]. 

Montrons que l'algorithme RoSE]';fELD-GRÔBNER produit un unique système vé
rifiant les deux premières conditions données dans la définition. Soit 1 le radical de 
l'idéal différentiel engendré par le système de départ. 

Cas initial: les équations du système appartiennent bien à 1. 
Cas général: soit ~ u'n système dont les équations sont dans J. La règle 1 enrichit 

:E avec des équations qui sont dans [~], donc dans J. On conclut la démonstration en 
montrant que, parmi les systèmes ~i non contradictoires engendrés par la règle 2, celui 
dont l'indice est maximal est le seul dont les équations soient dans l'idéal: notons Hi 
(1 :::; i:::; 2t) les initiaux et les séparants des éléments de A. Si aucun Hi n'appartient 
à 1, alors les systèmes :E1 à L: 21 contiennent une équation qui n'est pas dans 1 et le 
système principal est n, obtenu à partir de L: 21+1 . Dans le cas contraire, soit e minimal 
tel que Ht soit dans 1. Les systèmes EH1 à L: 21+1 sont sans modèle différentiel puisqu'ils 
contiennent l'inéquation Ht =f 0, les systèmes E1 à Et-l contiennent une équation qui 
n'est pas dans l'idéal: :Ee est le système non contradictoire dont l'indice est maximal. 
Toutes ses équations sont dans 1. 

Au vu des réécritures, on s'assure aisément que le système principal réduit à zéro 
une famille génératrice de l'idéal différentiel [L:]. A noter également: si l'optimisation 
de la règle 2 proposée en fin de section 5.1 est implantée, cette famille n'est pas néces
sairement E. 

Il est possible d'implanter les réécritures de la règle 2 de l'algorithme ROSEXFELD

GRÔBNER de telle sorte que le système principal soit le premier des systèmes non 
contradictoires produits: il suffit de parcourir l'arbre des scindages suivant une méthode 
droite-racine-gauche. 
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5.2 Calcul des bases de Grobner 

Soit n un système régulier. n admet un modèle différentiel si et seulement s'il admet 
un modèle algébrique. Parce que nous cherchons nos modèles dans des corps, dont tout 
élément non nul est inversible, les modèles algébriques den sont en bijection rationnelle 
avec ceux du système n' obtenu en transformant chaque inéquation en équation, grâce 
à de nouvelles indéterminées Zj : 

A1 = O, . .. ,At = 0 
H1 =/- 0 

donne 

A1 = 0, ... , At = 0 
Hl . Zl = 1 

H2t. Z2t = 1 
qj'Zj=1 

Notons Xi les indéterminées qui apparaissent dans l'écriture des équations et des 
inéquations de n et q le produit des inéquations qj . 

On peut décider de l'existence de modèles algébriques pour n en calculant une base 
de GROBNER pour n'importe quel ordre admissible (définition li (page 59)) sur les 
monômes de l'anneau A'[.r ,, .:: j]· 

Si par contre, on calcule la base B pour un ordre d'élimination où les monômes 
indépendants des Zj sont plus petits que ceux qui en dépendent 1 alors l'ensemble B n 
]\'[.ri] des polynômes de B dans l'écriture desquels les indéterminées Zj n'apparaissent 
pas forme une base de GROB:\ER de l'idéal (A): (HA· q)cx· (théorème 11 (page 62)). 
cet idéal ne décrit pas exactement les modèles de 0 mais leur adhérence de ZARISI-.:1, 

c'est-à-dire le plus petit ensemble algébrique 2 contenant les modèles du système. 

Définition 26 Soit n U71 systimf réguliEr dt 1\ {X} . Soient A l'EnsemblE de SES équa
tions , HA et q SES inéquations. Nous appelons base de GROBl\ER associée à n toute 
base de GROB~ER de l'idial(A): (HA ·q)'=< de A'{X} . 

Nous appellerons bast dt GROB:"iER principale associù à ~ la base de GROB;";ER 

assoc1ee au système principal calculé à partir de L par l'algorithme RosENFELD

GROBNER. 

A propos des calculs de bases de Grobner 

Soit n un système régulier et A l'ensemble de ses équations. Les séparants des 
éléments Ar de A contiennent en facteur les racines multiples des Ae. Le calcul 
de la base de (A) : H'f' va ainsi "simplifier" les At et les rendre square-free. 

Nous avons observé sur des exemples que les bases de GROBNER non contradic
toires calculées à partir d'une famille d'équations p1 , .•. , Pn sont les mêmes que 
celles obtenues après avoir élevé les générateurs Pi à diverses puissances . Ainsi , 
il semble que les bases calculées soient "plus canoniques" que ce chapitre ne le 
laisse penser. 

1. c'est-à-dire un ordre lexicographique du type : x; < Zj. 

2. qui puisse ne se décrire que par des équations polynomiales. 
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5.3 Ce que l'algorithme fait 

Dans cette section, nous décrivons un certain nombre d'utilisations possibles de 
l'algorithme ROSENFELD-GROBNER. 

5.3.1 Décision du vide 

Le calcul des bases de GROBNER détecte les systèmes réguliers sans modèles. Ainsi: 

Proposition 3 Soit :E un système d'équations et d'inéquations polynomiales différen
tielles de /{ {X}. Le système :E est sans modèles différentiels si et seulement si les 
bases de GROBNER calculées par l'algorithme ROSENFELD-GROBNER pour un quel
conque ordre admissible sur ex sont toutes égales au singleton { 1}. 

5.3.2 Test d'appartenance au radical d'un idéal différentiel 

La proposition suivante montre comment réutiliser les bases de GROBNER calculées 
pour décider après-coup de l'appartenance au radical de l'idéal différentiel engendré 
par les équations de départ. 

Proposition 4 Soit :E un sous-fnsembh fini de 1\ {X}. Soit ( !1i) (i E 1) la famille de 
systèmes r{gulifrs produitt par l'algorithme RosEl'\FELD-GROBNER à partir dt :E pour 
un quelconque ordre adm1:ssible sur ex. Soient A; et B; respectivemwt l'ensemble des 
équations dt !1; et la bast de G ROBl'ŒR associÉe à !1;. 

Un polynômt p de 1\ {X} appartient au radical de l'idéal différtnfiel [:E) engendré par 
:E si et seulEment si, pour tout i (i E 1 ), une puissance du polynôme (p rem-partiel A;) 
appartient à lïdial (B; ). En d'autru.; fermes: 

p E ~ {:=} ViE 1. 3o EN, (p rem-partiel A;t E (Bi). 

Preuve D'après le théorème 5, p appartient au radical de l'idéal ['E] si et seulement si le 
système obtenu en rajoutant l'inéquation p =1 0 à :E n'admet aucun modèle différentiel 
c'est-à-dire, si et seulement si pour tout i ( 1 ~ i ~ s ), le système n: obtenu en rajoutant 
l'inéquation p # 0 à !1; n'admet aucun modèle différentiel. 

Les n: ne sont pas nécessairementréguliers, puisque p n'est pas nécessairement par
tiellement réduit par rapport aux A; mais, comme HA, figure parmi les inéquations des 
n:, on ne change pas les modèles différentiels de ces systèmes en réduisant partiellement 
p par A;. 

Les systèmes réguliers ainsi obtenus sont sans modèles si et seulement si les bases 
de GROBNER calculées en rajoutant l'équation p · ;; = 1 aux bases B; sont égales au 
singleton { 1}. D 

5.3.3 Test d'appartenance à un idéal différentiel premier 

L'algorithme du paragraphe ci-dessus se spécialise très agréablement lorsque l'idéal 
différentiel engendré par les équations du système de départ est premier (proposition .5 ). 
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Nous commençons par établir un lemme qui ressemble au lemme 19 (page 65) mais 
qui est en réalité un peu plus fort: A n'est pas nécessairement un ensemble carac
téristique de l'idéal mais l'ensemble des équations du système principal associé à un 
système :E. 

Lemme 22 Soit :E un sous-ensemble fini de ]{{X} tel que l'idéal différentiel [:E] soit 
premier. Soit n le système principal (définition 25 (page 72)) associé à :E produit par 
l'algorithme ROSENFELD-GROBNER pour un quelconque ordre admissible sur 0X. 

On a alors: 
[:E] =[A]: (HA· q) 00

• 

Preuve Comme A réduit à zéro une famille génératrice de l'idéal [~],on a l'inclusion 
( C) de gauche à droite. 

Pour montrer l'inclusion inverse ( :>), montrons que (HA · q) n'appartient pas à [E]. 
Si ce produit était dans l'idéal alors une de ses puissances serait dans [A] (nous 

avons démontré [E] C [A] : (HA· q) 00 ci-dessus) et n serait sans modèles différentiels 
or, un calcul de base de GROB.:'\ER a établi le contraire. 

Concluons la démonstration du lemme: soit p un polynôme tel que ((HA · q) 0 
• p) 

soit dans [A]. D'après la définition des systèmes principaux, A est dans [E], donc le 
produit ((HA· q) 0 

• p) y est aussi. Comme[~] est premier et comme (HA· q) ne lui 
appartient pas, c'est p qui est dans l'idéal. 0 

Proposition 5 SoiEnt E un sous-ensonblE fini de 1\ {X} tEl que l'idéal différentiel [E] 
soit premier, 0 le. système principal associÉ à ~ produit par l'algorithme ROSENFELD

GROBNER pour un quelconqw: ordre admissiblt sur ex et B la base de GROB.:'\ER qui 
lui est assocdc 

n { ~A=: o 
q :i= o. 

Un polynôme p de ]{ {X} appartient à 1 'idéal différentiel [E] si et seulement si le poly
nôme (p rem-partiel A) appartient à l'idéal (B). En d'autres tErmes: 

p E [E] <=> (p rem-partiel A) E (B). 

Preuve L'implication de gauche à droite est simple (elle n'exige ni que [E] soit premier, 
ni que n soit le système principal). 

Soit p un polynôme de [:E]. Comme A réduit à zéro une famille génératrice de l'idéal, 
p appartient à [A]: (HA· q) 00

• Le polynôme régal à (p rem-partiel A) appartient aussi 
à [A] : (HA · q) 00 et est partiellement réduit par rapport à A. D'après le lemme 12 
(page 33) de ROSENFELD, il est dans l'idéal (A) : (HA · q}IX, c'est-à-dire dans (B) 
(théorème 11 (page 62)). 

L'implication de droite à gauche. L'idéal (B), égal à (A): (HA· q)cx.,, est inclus dans 
[A]: (HA· q)=. D'après le lemme précédent, B est incluse dans [E]. 0 
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5.3.4 Calcul d'un ensemble caractéristique 

Nous montrons comment calculer un ensemble caractéristique à partir d'une famille 
génératrice finie L: d'un idéal différentiel premier [L:]. Il s'agit bien d'un ensemble ca
ractéristique de RITT (théorème 2 (page 21)) et non de Wu [Wu] ; voir à ce propos [H]. 
Il s'agit du premier algorithme "général" qui calcule ces ensembles caractéristiques en 
algèbre différentielle (voir [Di3J). 

Définition 27 Soit p un polynôme de K {X} d'indéterminée principale u et de degré 
den cette indéterminée. Nous appelons terme principal de p le terme Rt(p) = ud. 

Tous les ensembles caractéristiques d'un ensemble E ont même ensemble de termes 
prmCipaux. 

Définition 28 Soit 1 un idéal de K {X}. Nous dirons que ud est un terme principal 
non dégénéré de 1, ce que nous notons ud E ft*(!), si ud est le terme principal d'un 
polynôme p de 1 dont l'initial n'appartient pas à 1. 

En algèbre différentielle ordinaire, pour l'ordre d'élimination O:r < </>y (pour tous 
opérateurs de dérivation() et</>), considérons l'idéal: 1 =[x, i/ + 1]. Les termes y 2 et 
y ne font pas partie des termes principaux non dégénérés de 1, bien que les polynômes 
xy 2 et xy par exemple appartiennent à l'idéal. 

Définition 29 Soit 1 un idéal de 1\ {X}. Nous dirons que ud est un terme principal 
minimal de 1, ce que nous notons ud E ftm(I), si ud un terme principal non dégénéré 
de 1 vérifiant: si uf est un terme principal non dégénéré de 1 alors e est supérieur ou 
égal à d; si ve est un fame principal non dégénéré de 1 alors u n'est pas une dérivie 
propre de v. En d'autres termes: 

ud E ftm (!) s1 e2::d et 
\:f() E 8. u =f Ov ou () = 1. 

Les termes principaux minimaux de l'idéal 1 donné en exemple ci-dessus sont :r 
et y3

• 

Voici les grandes lignes de la preuve de l'algorithme. 
Nous établissons pour commencer que, dans le cas d'un idéal différentiel premier [E], 

l'ensemble des termes principaux minimaux de ridéal est égal à rensemble des termes 
principaux des éléments des ensembles caractéristiques de [L:] (lemme 24) et fait partie 
de l'ensemble des termes principaux de la base de GROBJ\ER principale calculée par 
l'algorithme ROSENFELD-GROBNER à partir deL: (proposition 6). 

Il est facile d'extraire de B un ensemble de polynômes ayant mêmes termes princi
paux que tout ensemble caractéristique de l'idéal. Pour terminer, nous montrons qu'on 
peut construire un ensemble auto-réduit à partir de cet ensemble, sans en changer les 
termes principaux. 

Le lemme auxiliaire suivant sera utilisé à plusieurs reprises: 
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Lemme 23 Soit J un idéal différentiel premier de/\ {X}. Soit q un polynôme de 1, 
d'indéterminée principalE u, dont l'initial n'appartient pas à J. Si P = {p1 , ••• ,ps} est 
une famille d'éléments de J, dont ni lts initia uT, ni lts séparants, n'appartiennent à J 
et dont aucune dérivée n'ait u pour indéterminée principale alors, le terme principal 
de q rem P est égal au terme principal de q. 

Preuve Le reste r = q rem P est égal à r = Hp · q - T où : 

s 

(1) T = LLCi,e · Opi. 
i=l li 

Au vu de l'algorithme de réduction, les termes principaux de T et de Hp sont 
inférieurs 3 ou égaux au terme principal de q. Comme aucune dérivée, d'aucun Pi n'ad
met u pour indéterminée principale les polynômes (Hp· q) et q ont même indéterminée 
principale. Pour la même raison, dans la partie droite de l'égalité (1 ), le terme principal 
de q ne peut figurer que dans l'écriture des coefficients Ci,li· Ainsi, ou bien T est de 
terme principal inférieur à celui de q et le lemme est prouvé, ou bien T a même terme 
principal que q et l'initial de T appartient à [P], donc à J. 

Supposons égaux les termes principaux de q et de T eL pour conclure la démonstra
tion, montrons que la différence (JT-IHJ,·q) est non nulle. Il suffit d'établir que l'initial 
de (Hp· q) n'appartient pas à J: ni les initiaux et séparants des Pi, ni ]9 n'appartien
nent à l'idéal. Comme celui-ci est premier, l'initial du produit (Hp· q) ne lui appartient 
pas. D 

Lemme 24 Soient J un idial diffirentitl premitr de/\ {X} etC un ensemble caractÉ
ristique de J. L'ensemblE dEs termEs principaux de C est Égal à l'ensemblE des termes 
principauT minimau:r de J. En d'autrEs termEs: 

ft ( C' ) = ftrn ( J ) . 

Preuve L'inclusion ( ::>) de droite à gauche. Soit ud un terme principal minimal de J 
et p un polynôme de l"idéal de la forme: 

p = lp · ud + Rp (avœ lp tf: J). 

Considérons r = p rem C. On ar= H(. · p (mod J). D'après le lemme 19 (page 65L 
comme p appartient à l'idéal, le reste r est nul or, si nous supposons que ud n'est le 
terme principal d'aucun élément de C, d'après le lemme 23, p et r ont même terme 
principal. Cette contradiction prouve l'inclusion. 

L'inclusion ( C) de gauche à droite. Soit ud le terme principal d'un polynôme p de 
C. L'initial de p n'appartient pas à l'idéal donc ft(p) E ft*(J). Nous avons démon
tré ftm( J) C ft( C). Comme tout ensemble caractéristique est auto-réduit, u n'est la 
dérivée d'aucun élément de fr(J) et d est minimal. D 

Appelons Xi les indéterminées qui apparaissent dans l'écriture des équations et des 
inéquations du système principal et Zj les indéterminées artificielles, introduites pour 

3. nous devons être plus précis que d'habitude: Hf, désigne ici le produit de puissances des initiaux 
et des séparants des p; qui ont effectivement servi aux réductions. 
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convertir les inéquations en équations lors des calculs de bases de GROBNER. Jusqu 'à 
présent, nous supposions que le calcul de la base de GROBNER principale B s'effectuait 
suivant un ordre d'élimination où les monômes indépendants des Zj sont plus petits 
que ceux qui en dépendent 4 • Pour la proposition suivante, nous faisons une hypothèse 
supplémentaire sur cet ordre lexicographique: nous supposons que les indéterminées 
Xi sont ordonnées entres elles en respectant l'ordre admissible sur ex pour lequel le 
système principal a été calculé. 

Proposition 6 Soit }: un sous-ensemblE fini de 1\ {X} tel que 1 'idéal différentiel [1:] 
soit premier et n le système principal associÉ à 1: produit par l'algorithme RosENFELD

GROBNER pour un ordre admissible Rl sur ex. 
Si la base de GROBNER B associée à Q est calculù pour un ordre lexicographique 

R 2 qui respecte R 1 alors l'ensemble des termes principaux m1:nimaux de l'idéal [~] est 
inclus dans l'ensemble des te1·mes principaux dts iliments de B: 

ftm([~]) C ft(B). 

Preuve Soient ud un terme principal minimal de [~] et p un polynôme de [1:) dont 
l'initial n'appartient pas à l'idéal. 

Nous pouvons supposer que p appartient à l'idéal (B): d'après le lemme 22 (page 75 ), 
les initiaux et les séparants des équations A du système principal Q n'appartiennent 
pas à[~] donc, d'après le lemme 23, le reste partiel de p par A a même terme principal 
que p. 

Vu les spécifications de R 2 • le monôme de tête de p s'écrit hn(p) = n?P · ud et nous 
pouvons supposer que rr1p est sous forme normale modulo la base B. 

D'après la définition des bases de GROBNER (théorème 8 (page 60)), B contient 
un élément b dont le monôme de tête fm(b) = m 6 • u' divise fm(p). Comme mp est 
sous forme normale, le degré t est strictement positif. L'initial de b n'appartient pas 
à (B). D'après le lemme 12 (page 33) de ROSEl'iFELD, il n'appartient pas non plus à 
[~). D'après la définition des termes principaux (la minimalité de d). le degré e est égal 
à d. D 

D'après le lemme 24 et la proposition 6, si on extrait de B la plus longue suite de 
polynômes b1, ••• , b8 dont les indéterminées principales uh ... , U 5 forment un ensemble 
auto-réduit d'indéterminées, on obtient un ensemble de polynômes qui n'est pas néces
sairement auto-réduit au sens de RITT (définition 7 (page 20) L màis dont les termes 
principaux sont ceux d'un ensemble caractéristique de l'idéal différentiel premier [1:). 

Il ne nous manque que le lemme suivant pour conclure la construction. 

Lemme 25 Soit 1: un sous-ensemble fini de 1\ {X} tel que l'idéal diffirentitl [1:) :soit 
premier, n le système principal associÉ à ~ produit par l'algorithmE ROSE:\FELD

GROBNER pour un ordrt admissiblt Rl sur ex et B la base dt: GROBNER associù à 
Q, calculée pour un ordn le:ricographique R 2 qui respt:cte R 1 • 

4. c'est-à-dire un ordre lexicographique quelconque du type x; < :;j. 
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Les initiaux et les séparants des éléments b de B dont le terme principal est un terme 
principal minimal de l'idéal [~] n'appartiennent pas à l'idéal [~]. En d'autres termes: 

ft(b) E ftm([~]) => (h tl.[~) d Sb tl.[~)). 

Preuve D'après le lemme 12 de ROSENFELD, il suffit de montrer que ces polynômes 
n'appartiennent pas à l'idéal (B) engendré par la base de GROBNER. 

Le cas des initiaux est immédiat. 
Les séparants: soit b = lb · ud + Rb un élément de B dont le terme principal ud est 

un terme principal minimal de l'idéal [~). Si d est égal à 1, le séparant Sb de b est égal 
à lb sinon on a Sb = d · h · ud-t + n. L'initial du séparant n'appartient pas à l'idéal, 
si sb appartenait à l'idéal, le terme ud ne serait pas un terme principal minimal de [~] 
(la minimalité de d). 0 

Du lemme ci-dessus et du lemme 23 il ressort que si on réduit entre eux, par l'al
gorithme de RITT (section 1.3.1 ), les éléments de B dont le terme principal est un 
terme principal minimal de l'idéal différentiel [~), on obtient un ensemble auto-réduit 
au sens de RITT (définition 7 (page 20)) dont l'ensemble des termes principaux est égal 
à l'ensemble des termes principaux minimaux de l'idéal: un ensemble caractéristique 
de l'idéal. 



Chapitre 6 

Implantations - Applications 
Comparaisons 

6.1 Les algorithmes 

6.1.1 Algorithme Rosenfeld-Grobner 

Nous en donnons deux versions. 
Les programmes principaux sont rosenfddl et rosenfdd2. Ils correspondent à deux 

stratégies différentes de calcul de systèmes réguliers à partir d'un système d'équations 
et d'inéquations passé en paramètre. Seuls sont produits les systèmes réguliers qui 
admettent des modèles différentiels. 

Les deux programmes font appel aux trois fonctions auxiliaires qui suivent. Les 
lettres grecques servent d'identificateurs aux systèmes d'équations et dïnéquations, les 
majuscules aux simples ensembles d'équations ou d'inéquations. 

La fonction trivialemEniSansModiles (A) retourne vrai si un élément non nul de 1\ 
figure parmi les équations, ou si 0 figure parmi les inéquations de A. Elle retourne fau:r 
sm on. 

La fonction scindagEsSurHA (A) retourne une listE dE sysftmEs :F, obtenus par 
scindages sur les initiaux et les séparants des éléments d'un ensemble caractéristique 
A des équations de A. L'ensemble des autres équations de 1\ est appeléE; l'ensemble 
des inéquations est J. La partition (A, E) de l'ensemble des équations est fournie par 
la procédure appelante. 

En gérant :F comme une liste plutôt que comme un ensemble, on assure que l'arbre 
des scindages est parcouru suivant une méthode droitt-racine-gauche: les systèmes 
les plus généraux (ceux dans lesquels un maximum de Hi sont supposés non nuls) 
se trouvent en tête de liste. Les éléments de :F admettent des modèles différentiels 
disjoints. 

fonction 
locales 
début 

scindagesSur HA (A, E, 1) retourne :F 
n,L 



fin 

:F := 0 
L := 0 
pour tout H E HA faire 

fLéquations := A U E U {H} 
fUnéquations := I U L 
:F := cons {S1, :F) 
L :=Lu {H} 

fin 
retourner :F 
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La procédure produireSiNonContradictoire (A) produit en sortie le système A s'il 
admet des modèles différentiels. Appelons x; les indéterminées effectivement présentes 
dans les équations et les inéquations de A, et Zj les nouvelles indéterminées introduites 
pour convertir les inéquations en équations. V algorithme calcule une base de GRÔBNER 

pour un quelconque ordre admissible sur les monômes de A'[x;, .:J]· 

procédure 
locales 
début 

produireSiN on Contradictoire (A) 
B,F 

fin 

F := A_équations 
pour tout H E Ajnéquations faire 

créér une nouvelle indéterminée zi 

F := Fu {H. Zj- 1} 
fin 
B := Grobner (F) 
si B -::/; { 1} alors produire ( n) fin 

rosenfddl (A, R) procède aux scindages le plus rapidement possible. R désigne un 
ordre admissible sur 8X. Soit A un ensemble caractéristique des équations de A. Le 
programme substitue aux autres équations leur reste par A sous la contrainte HA =J O. 
Cette stratégie semble plus efficace que celle de rosenfeld2. 

Note Nous ne prouverons pas que rosenfeldl produit un système principal. Et pour 
cause: comme cet algorithme substitue leur reste aux polynômes qu'il réduit et que la 
réduction n'est pas transitive, il se peut que le "système principal" ne réduise pas à 
zéro la famille génératrice 1:. Il est toutefois facile de modifier l'algorithmepour qu'il 
engendre ce système. 

programme rosenfeld1 (A, R) 
locales A, R, n, :F 
début 

si non trivialementSansModèles (A) alors 
A := un ensemble caractéristique de A_équations 
R := (A_équations \ A U Â-polynomes (A)) T'fm A 
si R = 0 ou R = {0} alors 

n_équations := A 



82 

fin 
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fUnéquations := (AJnéquations rem-partiel A) U HA 
produireSiN on Contradictoire ( n) 

sinon 
f!_équations := A u R 
f!Jnéquations := AJnéquations U HA 
rosenfeld 1 ( n) 

fin 
:F := scindagesSur HA (A, R, AJnéquations) 
appliquer rosenfeldl sur tous les systèmes de :F 

fin 

rosenfeld2 (A, R) retarde le plus longtemps possible les scindages sur HA. Ce faisant, 
il augmente {inconsidérément?) la masse des équations à traiter après les scindages. R 
désigne un ordre admissible sur ex. 

Cet algorithme correspond exactement aux réécritures données en début de chapitre. 
Si le système de départ ~ est un système d'équation alors, le premier système régulier· 

non contradictoire produit est le système principal associé à ~. 

programme 
locales 
début 

rosenfeld2 (A. R) 
A,R,Sî,:F 

fin 

répéter 
A := un ensemble caractéristique de A_équations 
R := (A_équations \AU ~-polynomes (A)) rem A 
A_équations := A_équations U R 

jusqu'à trivialementSans!-.1odèles (A) ou R = 0 ouR= {0} 
si non trivialementSans~odèles (A) alors 

f!_équations := A 
f!Jnéquations := (AJnéquations rem-partiel A) U HA 
produireSiN on Contradictoire ( n) 
:F := scindagesSurHA (A, A_équations \A, AJnéquations) 
appliquer rosenfeld2 sur tous les systèmes de :F 

fin 

Dans la pratique, un certain nombre d'optimisations heuristiques peuvent être ap
portées aux algorithmes ci-dessus. Voici celles que nous avons implantées: 

- Un ensemble d'équations peut admettre plusieurs ensembles caractéristiques. On 
diminue le nombre de scindages en choisissant de préférence ceux dont un maxi
mum d'équations admettent des initiaux dans/\, ou dont l'initial et le séparant 
figurent parmi les inéquations (parce qu'elles ont fait partie de précédents en
sembles caractéristiques, dans le cas de rosenfeldl). 

- Dans le cas de rosenfddl, il n'est pas toujours utile de procéder à un scindage sur 
tous les polynômes de HA. On peut se restreindre aux initiaux et aux séparants 
des éléments de A qui ont effectivement servi aux réductions. 



83 

- Le nombre de scindages diminue d'une manière impressionante lorsqu'on simpli
fie les équations par des factorisations élémentaires: la seule équation ;r10 = 0 
par exemple engendre de nombreux scindages, dus aux extractions répétées de 
séparants. Elle se simplifie agréablement en x = O. 

De telles équations apparaissent très fréquemment après quelques calculs. 

- Une autre manière de "couper'' rapidement des "branches mortes" dans l'arbre 
de systèmes engendrés par l'algorithme consiste à tenter des divisions par les 
inéquations: p · q = 0, q =f 0 peut par exemple se simplifier en p = 0, q =f O. 

Lorsqu'il arrive que l'algorithme enchaîne un certain nombre de réductions al
gébriques, on ralentit ainsi (de façon maladroite) la croissance des coefficients 
des restes successifs, connue au moins depuis l'algorithme des sous-résultants 
(voir [Col]). 

Cette optimisation anticipe en partie le calcul de bases de GROBNER effectué 
dans produireSiNonContradictoire. 

6.1.2 Calcul d 'ense1nble caractéristique 

Le programme ensembleCaractéristique (L R 1 ) produit un ensemble caractéristique 
de l'idéal différentiel [E] si celui-ci est premier, pour l'ordre admissible R 1 • 

programme ensembleCaractéristique (~, R 1 ) 

~ca~s B,C,F,ü,R2 

début 

- Calcul du systinu principal n associi à ~-
n := le premier système régulier produit par rosenfeld2 { ~' R 1 ) 

- Appelons xi ifs indftirminies effœtirement présentes dans les équations et les 
iniquations di n. Les instructions SUÎl?antes calculent la bast de GROBI"ER prin
cipale associée à n. 

F := f!_équations 
pour tout H E Üjnéquations faire 

créér une nouvelle indéterminée Zj 

F := F u { H . Zj - 1} 
fin 
R 2 := un ordre lexicographique qui respecte R 1 : 

('~i,j Xi <n
2 

Zj, tf '<fi,j Xi <n 1 Xj :::} Xi <n 2 Xj) 

B := Grobner (F, R 2 ) n J\[xi] 

- Calcul de l'ensemble caractéristique C de [~] pour 1 'ordre R 1 • 

c := 0 
pour tout b E B (par ordre croissant) faire 

soit u l'indéterminée principale de b 
soient v1 , ••• , V3 les indéterminées principales des éléments de C 
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fin 

fin 
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si u # v, et si u n'est la dérivée propre d'aucun vi alors 
C := C U { b rem C} 

fin 

prad uire ( C) 

6.2 Les logiciels 

Les logiciels que nous avons développés ont été écrits en langage C, bien que d'une 
façon détournée, comme nous le verrons. Ils sont implantés sur stations SUN-4 et RS-
6000. Pourquoi le langage C? Le but premier de ma thèse était l'implantation efficace 
de l'algorithme d'élimination de SEIDENBERG en algèbre différentielle ordinaire, dont 
DIOP avait peu auparavant établi 1 'utilité en automatique; or FAUGERE a montré que 
l'implantation directe en langage C d'un logiciel de bases de GROBNER donnait un outil 
cent fois plus rapide que son homologue rédigé sous AXIOM. Plus tard, la complexité 
rédhibitoire des algorithmes d'élimination nous est apparue clairement, nous avons mis 
en veilleuse nos projets d'implantation sophistiquée et nous nous sommes tournés vers 
des domaines d'investigation plus théoriques. 

Aujourd'hui, les programmes rosenl et rosen2 qui sont l'implantation des deux ver
sions de l'algorithme ROSENFELD-GROB.:'\ER décrites dans la section précédente, sont 
obtenus par compilation des unités données dans le tableau donné page suivante. Un 
exécutable occupe sur le disque dur un volume d"à-peu près un million d"octets: les 
deux-tiers sont consommés par PARI. 

Pour obtenir par exemple, un exécutable à partir de ros en 1, il suffit de procéder à 
l'édition des liens des "fichiers objets" correspondant aux unités de compilation situées 
sous rosenl: rosenl.o, sppolsys.o, ... , clker.o. 

Ces unités sont hiérarchisées. Les couches les plus basses sont des couches de base. 
Les couches supérieures sont dédiées à l'algèbre différentielle. 

clker est le gestionnaire de la mémoire, chargé des "ramasse-miettes" (en Anglais 
garbage collector). Décrivons-en rapidement le fonctionnement. 

La mémoire est partagée en plusieurs zones. Chacune est dédiée à un type d'objet 
particulier. Actuellement, le système en gère quatre: une zone pour les doublets 
(ou paires pointées), une pour les grands nombres, une pour les symboles et une 
pour certains pointeurs particuliers, dont les pointeurs de fonctions. 

Les doublets sont gérés en liste libre: clhr dispose d'une liste des doublets dis
ponibles et alloue des emplacements à la demande des fonctions des couches su
périeures. Lors des saturations (lorsque la liste est vide), le système déclenche un 
ramasse-miettes de type Mark & Sweep (voir [Kn]) et construit une nouvelle liste 
libre. clker provoque l'erreur saturation de la ::onE des doublEts si la masse des 
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doublets récupérés est inférieure à quinze pour cents de la masse totale. L'appel 
au ramasse-miettes est invi.sible pour les autres couches. 

GB rosenl rosen2 calcul 

sppolsys 

lppolsys sei den pseiden 

ppolsysl ppolsys2 

alphabet 

usuel operateurs box 

PARI clsys system 

cl ker 

Les trois autres zones sont gerees de façon homogène, ce qui rend le nombre 
de zones aisément extensible. clker ne sait rien (en théorie) de leur contenu, ni 
de la manière dont leur valeur est manipulée par les couches supérieures. Elles 
sont nettoyées lorsqu'elles sont saturées; leur contenu est alors tassé. Les objets 
inutiles sont détectés de la manière suivante: 

Un élément d'une de ces zones contient toujours au moins deux informations: la 
longueur de la zone, et un pointeur vers un doublet appelé ancre de l'élément 
dans la zone des doublets. Lors de sa création, chaque élément reçoit une ancre 
en direction de laquelle il dispose d'un pointeur et dont les deux champs (car et 
cdr pour ne pas les nommer) pointent en retour vers 1 'élément. Les fonctions des 
couches supérieures manipulent toujours l'élément via son ancre. On détecte ainsi 
très facilement les éléments qui ne sont plus utilisés: ce sont ceux dont l'ancre 
fait partie de la liste libre des doublets, c'est-à-dire ceux dont l'ancre comporte 
un pointeur cdr qui pointe ailleurs que sur eux. 

Cette technique astucieuse permet un ramasse-miettes asynchrone avec le Mark 
& Sweep des doublets. Elle m'a été suggerée par la lecture d'une documentation 
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LE-LISP (voir [De]). La documentation ne dit pas à quoi l'ancre sert, mais je ne 
vois pas quel autre usage elle pourrait avoir. 

clsys, system contiennent le code des primitives de bas niveau: routines élémentaires 
d'entrée-sortie, arithmétiques ... sans lesquelles un exécutable ne pourrait pas 
fonctionner. 

C'est clsys qui gère les entiers: les entiers de valeur absolue inférieure à 32768 sont 
codés comme des entiers machine (une autre technique de LE_LISP ). Les grands 
entiers sont sous-traités à la bibliothèque PARI. Un entier de valeur absolue 
supérieure à 32768 consomme au minimum seize octets dans la zone des entiers 
(un pointeur vers l'ancre, douze octets pour la gestion interne de PARI). 

La taille des différentes zones est habituellement fournie en paramètre au com
pilateur C; elle varie d'une exécution à l'autre. Pour traiter les exemples de ce 
chapitre, nous avons compilé les programmes rosenl et rosen2 avec un peu plus 
d'un million cinq cent mille (1500000) paires pointées et de deux cent cinquante 
mille (250000) octets pour les entiers. Les autres zones sont négligeables .. 

usuel contient de nombreuses fonctions usuelles: opérations classiques sur les listes, 
routines standard d'entrée-sortie nad, print etc ... 

operateurs contient le code d'une fonction très classique qui reçoit en entrée une 
table d'opérateurs et qui lit sur l'entrée standard un flot de caractères. Le flot est 
analysé et transformé en arbre n-aire en fonction de la table. Toutes les entrées 
évoluées (lecture de polynômes, de systèmes d'équations et d'inéquations, etc ... ) 
sont programmées très simplement grâce à cette fonction. 

boz contient le code d'un paragrapheur de sorties rudimentaire. Le paragrapheur in
tercepte les sorties à l'insu des routines qui les produisent, ce qui le rend d'un 
emploi agréable. 

alphabet implante la gestion des ordres admissibles sur 0X. Un ordre admissible est 
donné sous la forme d'une liste de couples (groupf · fonction), précédée par le 
nombre des dérivations. l\'ous notons la liste à la LISP: 

(nombre de dérivations (gl · !1) (g2 · h) ··· (gn · fn)). 

Un groupe est soit une lettre (ordre d'élimination), soit une liste de lettres (ordre 
alterné entre les membres du groupe). La fonction définit un ordre admissible 
sur les opérateurs de dérivations. Elle est paramétrée par deux opérateurs de 
dérivations et retourne vrai si le premier est inférieur au second : 

une indéterminée O:r sera dite inférieure à une indéterminée </Jy suivant l'alphabet 
A si le groupe dont x fait partie apparaît dans A après le groupe dont y fait 
partie, ou si les deux groupes sont identiques et f( 0, </>) vaut vrai, où f est la 
fonction associée au groupe. 

Des primitives d'entrée-sortie permettent à l'utilisateur de manipuler agréable
ment les alphabets. 
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ppolsysl, ppolsys2 implantent les polynômes différentiels à coefficients dans Z. 

Les polynômes qui appartiennent à Z sont représentés par de simples entiers~ les 
autres sous forme récursive. Un polynôme p de Z{X}, d'indéterminée principale 
Ox est représenté sous forme creuse par une liste: 

((x 0) (degrén · coeffn) · · · (degré1 • coefh)). 

Les couples (degréi · coe.f.Ji) sont rangés par degré décroissant avec i. Les cof..f/i 
sont des polynômes différentiels non nuls, d'indéterminée principale inférieure à 
Ox. Cette représentation permet d'accéder rapidement à l'indéterminée principale 
d'un polynôme, à son degré et à son initial. 

L'implantation est répartie sur deux unités parce que~ lorsqu 'elles sont réunies, 
elles saturent la mémoire des optimiseurs du compilateur C. 

lppolsys implante les opérations sur les listes de polynômes différentiels: extraction 
de tous les ensembles caractéristiques d~une liste, réduction par un ensemble 
auto-réduit suivant la méthode décrite en fin de premier chapitre, calcul des ~
polynômes d'un ensemble auto-réduit. 

Les fonctions qui y sont implantées fournissent des informations complémentaires 
aux fonctions appelantes des couches supérieures: lors d'une réduction, quels sont 
exactement les polynômes qui ont servi aux réductions, etc ... 

sppolsys implante les systèmes d'équations et d'inéquations. Un système d'équations 
et d'inéquations, c'est plus qu'une liste d'équations et une liste d'inéquations. 
C'est (aujourd'hui) un quadruplet de listes: 

(équations, inéquations, équations surts, informations} 

Les équations SU1'es sont celles dont l'initial et le séparant figurent parmi les in
équations (éventuellement sous formes réduites, et donc difficilement reconnais
sables). II s'agit d'une information utile puisqu'elle permet de choisir un "bon" 
ensemble caractéristique de la liste des équations, parmi ceux fournis par lppolsys. 
Le champ informations contient de nombreuses informations, qui y sont rangées 
par les diverses routines de l'application: où sommes-nous dans l'arbre des scin
dages? d'où vient tel polynôme? fait-il partie de l'ensemble caractéristique des 
, . ? equatiOns . etc ... 

sppolsys contient également des routines élaborées d'entrée-sortie qui exploitent 
tout ou partie du champ information. 

Disposer de ces informations permet d'analyser le comportement des réécritures. 
En effet, quoi de plus illisible qu'un volumineux arbre de systèmes d'équations 
et d'inéquations livré sous forme brute. 1'\ous donnerons un exemple de trace en 
annexe A.3 (page 110). 

rosenl, rosen2 contiennent chacune un programme principal (fonction main en C) et 
correspondent aux deux versions de RoSE:\FELD-GROBI"ER décrites au chapitre 
précédent. 
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Les calculs de bases de GROBNER se font sous le logiciel GB. En attendant 
de disposer d'une librairie GB que nous pourrions relier à nos exécutables, nous 
utilisons un petit programme LEX 1 qui convertit les sorties de nos algorithmes en 
scripts GB, qui sont ensuite évalués par le logiciel de FAUGERE. Nous donnerons 
un exemple de tels scripts en annexe A.1 (page 99). 

calcul est une calculatrice symbolique qui utilise pleinement les ressources de l'unité 
operateurs. Nous donnons un exemple d'utilisation de la calculatrice en annexe A.2 
(page 107). 

seiden, pseiden contiennent chacune un programme principal et correspondent à 
deux versions de l'algorithme d'élimination de SEIDENBERG en algèbre différen
tielle ordinaire: seiden implante les réécritures que nous avons décrites au chapitre 
III tandis que pseiden implante les réécritures données dans l'article [Sel] de 1956. 

se id en et pseiden sont des réalisations anciennes qui n'utilisent pas pleinement 
le découpage actuel des unités de compilation. C'est la raison pour laquelle elles 
n'accèdent pas aux unités lppolsys et sppolsys. 

Les unités décrites précédemment n'ont pas été rédigées directement en C. mais par 
l'intermédiaire d'un petit langage nommé CL. CL ressemble à première vue à un mini
LISP (même parenthésage, primitives cons, car, csr, map, lambda-expressions etc ... ) 
mais correspond davantage à un préprocesseur du langage C. 

Le système de portée des fonctions et des variables et le découpage d'une application 
en unités compilées séparément est exactement le même en CL qu'en C: une variable 
ou une fonction CL locale à une unité de compilation est traduite en une variable ou 
une fonction sf a fic du langage C. etc ... 

Le développement en CL d'une application complète, comme celles décrites dans la 
section ci-dessus, est bien moins pénible qu'en C. Les exécuta bles ainsi obtenus sont 
bien sûr moins rapides que leurs homologues écrits directement dans ce langage mais, 
comme le découpage des unités de compilation est exactement celui du langage C, il est 
tout-à-fait possible au programmeur de réécrire finement certaines unités stratégiques 
(dans notre cas alphabet, ppolsysl et ppolsys:2) après que toute l'application a atteint une 
maturité suffisante et que les interfaces entre unités ont acquis une certaine stabilité. 

Sur ce point, qu'en est-il de nos implantations? Les algorithmes que nous avons 
décrits et dont nous donnerons des applications ultérieurement sont encore expérimen
taux, les interfaces entre unités ne sont pas encore nettement dessinées: ce serait donc 
une perte de temps que d'optimiser aujourd'hui les modules alphabff, ppolsysl ou ppol
sys2. Certains choix sont d'ailleurs particulièrement inefficaces en temps d'exécution: 
la comparaison de deux indéterminées, qui est une opération très couramment utilisée 
lors des opérations sur les polynômes, se fait en parcourant la structure alphabet. Nous 
conservons cette méthode à l'heure actuelle parce qu'elle est très souple: elle permet de 
faire évoluer l'ordre admissible au cours des calculs. A ce propos, j'ajoute que si nous 
le pouvions, nous rendrions la structure encore plus malléable: nous ne spécifierions 

1. LEX est un utilitaire UNIX standard d'analyse lexicale. 
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que la partie de l'ordre admissible utile pour déduire des informations de structure sur 
un système dynamique par exemple, et nous laisserions les algorithmes choisir le reste 
au mieux, afin d'éviter les explosions combinatoires. 

CL est une idée intéressante, probablement prématurée mais le comportement ex
plosif des algorithmes ne nous est réellement apparue que sur le tard. Il s'agit d'un 
logiciel encore expérimental, non évalué vis-à-vis de l'existant mais agréable d'emploi. 
Son principal défaut? Le développement d'algorithmes en dehors des logiciels de calcul 
formel classiques rend 1 'usage de librairies standard (de factorisation de polynômes par 
exemple) difficile. 

6.3 Une application à l'automatique non linéaire 

Nous ne nous intéresserons ici qu'au problème de 1 'observabiliti, sachant que d'autres 
applications de nos méthodes à l'automatique non linéaire existent (calcul du rang de 
sortie, inversion entrée-sortie, etc ... ). Nous illustrons le problème sur un exemple. 

Considérons un mobile en déplacement rectiligne uniforme sur un plan muni d'un 
repère cartésien (l'exemple est tiré de [FG]). Un radar situé sur l'origine du repère 
mesure la distance r du mobile à l'origine (ou plutôt son carré) : 

Vx = .\" 
':'y = y 

E Vx = 0 
f'y = 0 
R = X 2 + Y2

• 

La question que nous nous posons au sujet de ce système se formule intuitivement 
ainsi: connaissant la distana r. pouvons nous déduirE lts deux composantEs (vx, vy) dE 
la vitEsst du mobile? 

La réponse est noiL et s'obtient aisément par de simples considérations géométriques, 
mais l'exemple est tout de même intéressant. 

Les équations du système engendrent un idéal différentiel premier de l'anneau de 
polynômes différentiel ordinaire 1\ {R, X, Y, Vx, l'y}, puisqu'il existe un ordre admis
sible sur 0{R,X, Y, Vx, Vy} pour lequel E soit orthonomique et auto-réduit (voir [Ro], 
page 399). Notons r, x, y, Vx et Vy l'image des lettres R, X, Y, Vx, Vy dans le corps des 
fractions L de l'anneau 1\ { R, X, Y, Vx, Vy} /[E] par le morphisme canoniqu<=>. En d'autres 
termes, posons : 

L = J\(1·,x,y,vx,Vy)· 

Si on admet que les grandeurs physiques décrites par le système sont bien repré
sentées par les "quantités formelles" ci-dessus alors, d'après les théories de FLIESS 

(voir [F]), le problème de l'observabilité de Vx (respectivement vy) relativement à r se 
reformule en : 

La grandeur Vx est localement observable relativement à r si Vx tsf algébrique (mais 
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non différentielle} sur le corps /{ ( r). La grandeur V x est globalement observable rela
tivement à r si Vx appartient au corps]{ (r). 

En pratique, on ne dispose pas du corps 1\ (r) mais d'un système de générateurs et de 
--relations qui le définissent. Ainsi, décider si Vx est localement observable relativement à 

r, c'est décider si l'idéal différentiel premier [:E] contient une relation du type suivant: 

d 

(T) p = L ci. v;, avec (P E [:E] n /\ {R}[Vx] et ]p =cd~ [E]). 
i=l 

Décider si Vx est globalement observable relativement à r, c'est décider si l'idéal [:E] 
contient une relation du type (T), de degré en Vx égal à 1. 

Si nous reprenons les notations introduites dans la section 5.3.4, il s'agit de trouver 
(s'il existe) le terme principal minimal de [E], dont rindéterminée principale est Vx 
pour tout ordre du type: 

.. . ... . 
( 0) autns indéterminées · · · > Vx > Vx > l~ > · · · > R > R > R 

Le problème est résolu par la donnée d'un ensemble caractéristique de l'idéal pour 
l'ordre ( 0), ainsi que le montrent [DF], [013], [FG] et le lemme 24 (page ï7). 

Il l'est également par le calcul de la base de GROBl'ŒR principale B associée à~ pour 
le même ordre. D'après la proposition 6 (page 78) en effet, V x est localement observable 
relativement à r si et seulement si la base de GROBNER principale B calculée par 
l'algorithme RosENFELD-GRÜBl'ŒR, pour un ordre admissible du type ( 0) comporte 
un polynôme de type ('1). La grandeur Vx est globalement observable relativement à r 
si et seulement si B comporte un polynôme de type (T) de degré 1 en Vx. 

Voici la base B, calculée par rosenfeldl et GB pour l'ordre admissible: 

· · · > }" > Y > · · · > .\" > X > · • · > \;~ > Vy > · · · > \lx > Vx > · · · > R > R 

R(3) 

B 

Vx 
2\/ 2 + 2l-~2 - R 

y •• • .. • 

2X 2R- 4XVxR + 4V)R- 2RR + R 2 

2YV 2
- y R- 2XV v +v R x • . y x y 

2YVy + 2XVx - R 
YX R- YVxR- X\:~R + 2Vy\lxR 
2YXVx- Y R- 2X 2Vy + 2\lyR 
y2 + X2- R 

On constate que V x n'est pas observable relativement à r. 

Mesures Une trace des calculs est donnée en annexe A.l (page 99). Les calculs ont 
été effectués sur une station de travail RS6000. Les temps de calculs sont fournis par 
/bin/time. Le premier est le temps réel, c'est-à-dire celui passé par l'utilisateur entre 
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le moment où la commande est entrée et celui où les résultats s'affichent à l'écran. Le 
second est le temps CPU effectivement consommé par le programme 2 • 

nombre de systèmes réguliers contradictoires total 
rosenfeldl 11 34 95 
bases de GROBNER non contradictoires contradictoires 
GB 11 0 
temps de calcul temps réel (sec.) temps CPU (sec.) 
rosenfeldl 1.7 1.5 
GB 3.3 0.7 

Remarque Nous avons fourni aux programmes un ordre admissible sur toutes les in
déterminées or n'importe quel ordre de type ( 0) nous satisfaisait. Pour autant, tous ces 
ordres ne produisent pas des comportements équivalents. Par exemple, l'ordre suivant 

... > Vy > Vy > ... > .\" > x > ... > }> > y > ... > Vx > v~ > ... > R > R 

provoque une explosion combinatoire. 
De tels phénomènes montrent qu'il serait très agréable de disposer de logiciels ca

pables de faire évoluer l'ordre admissible au cours des calculs. Cela ralentirait bien sûr 
considérablement les manipulations de polynômes mais rendrait les logiciels plus faciles 
à utiliser pour le commun des mortels: la question Vx est-elle observable relativement 
à r? est nettement plus intuitive que la base calculfe pour tel ou tel ordre contient-elle 
un polynôme de tel ou tel type? 

6.4 Calcul des conditions de compatibilité 

Considérons le système suivant aux dérivées partielles, dû à JANET, traité dans [P], 
[Ml] et [l\12]: 

'\' { Uzz - YUxx = Ü 
"-J Uyy = Ü. 

L d ' . . ' . . d . 1' 83u es envatwns sont notees smvant une notatwn e Jets: Uyyz se It 
828 

· 
y z 

Nous souhaitons déterminer les conditions nécessaires (non suffisantes) que doivent 
vérifier les deux équations (appelons-les v et w) pour que L: admette des modèles 
différentiels. Pour traiter ce problème avec notre logicieL il suffit de réécrire L: en: 

V= Uzz- YUxx 

W = Uyy 

Yx = 0 
YY = 1 
Yz = 0 

2. pour les initiés, il s'agit de la somme des temps user et system. 
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et de calculer une représentation des modèles différentiels pour 1 'ordre suivant (qui 
illustre au passage la souplesse de notre gestion des ordres admissibles) : 

- • • • Ou > u > · · · > Ov > Ow > v > w > · · · > ()y > y 

- Ou > </Ju si () > </J pour l'ordre lexicographique donné par b:r > by > hz (idem pour 
la lettre y) 

- Ov > </Jv si l'ordre de() est supérieur à l'ordre de </J (idem pour la lettre w) 

- Ov > </Jv si les deux opérateurs ont même ordre et si () > </J pour l'ordre lexico-
graphique donné par br > by > hz (idem pour la lettre w) 

L'algorithme ROSENFELD-GRÜB~ER ne produit qu'un seul système régulier, qui 
est nécessairement principal : 

n 

Yz = 0 
Yy- 1 = 0 
Yx = 0 
YW:r:ry + Vyyy - Wyzz + 3w:r;r = 0 
Y

3
Wxxx:rx:r + Y

2
Vxx:rxyy - 3y

2
W:r:r:r:rzz - 2yvxxyyzz + 3yW:r:rzzzz + Vyyzzzz 

-Wzzzzzz - 2yv:r:r:rxy + 2vx;ry:z + 2vxxx:r = 0 
2 4 3 +23 + 2 2 +22 Uzzzz - Y Wxxx:r - Y Vxxyy Y W:rxzz Y Vyyzz - Y Wzzzz Y V:r:ry 

-2YVxx- 2Vzz = 0 
2yuyzz - 2Uzz + y 3

Wx:r + y
2

Vyy - y
2

Wzz - 2yvy + 2v = 0 
Uyy- W = 0 

YU:r:r- Uzz +V = 0 
ytfO 

Nous ne donnons pas la base de GRÜB~ER, qui est un peu volumineuse (15 polynômes). 
On constate que les deux équations doivent satisfaire une condition de compatibilité 
d'ordre 3 et une autre, d'ordre 6. 

Mesures Les calculs ont été effectués sur une station de travail RS6000. Les temps 
de calculs sont fournis par /bin/time. Le premier est le temps rétl, c'est-à-dire celui 
passé par l'utilisateur entre le moment où la commande est entrée et celui où les résul
tats s'affichent à l'écran. Le second est le temps CPU effectivement consommé par le 
programme. 

nombre de systèmes réguliers contradictoires total 
rosenfeldl 1 4 10 

bases de GROBNER non contradictoires contradictoires 
GB 1 0 

temps de calcul temps réel (sec.) temps CPU (sec.) 
rosenfeldl 5.2 4.1 
GB 2.3 0.8 

Remarque Dans [M2] (page 26L MANSFIELD indique que son algorithme résout le 
problème en une minute environ, en utilisant MAPLE V. 
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6.5 Décision du vide 

L'algorithme ROSENFELD-GROBNER décide si un polynôme appartient au radical 
d'un idéal différentiel de type fini (proposition 3 (page 74)) en n'utilisant que l'addi
tion, la multiplication et le test d'égalité à zéro dans le corps de base des équations. 
Dans ce domaine, les seuls concurrents que nous lui connaissions sont les algorithmes 
d'élimination de SEIDENBERG et leurs optimisations (voir [G]). 

Nous n'avons pas la preuve que l'algorithme de RosENFELD-GROBNER est plus 
efficace que ceux de SEIDENBERG, bien que nous pensions que ce soit le cas. L'exemple 
suivant illustre cependant assez bien notre principal argument sur ce sujet. 

Le système aux dérivées partielles suivant, que nous empruntons à [P], décrit les 
équations d'EULER d'un fluide incompressible en deux dimensions: 

{ 

vf + v1vi + v2 v~ + P1 
~ vi+ v1vi + v2 v~ + P2 

1': +v~. 
La pression est représentée par la lettre p. Les lettres v 1 et v2 désignent les deux 

composantes de la vitesse du fluide. Les trois dérivations (une par rapport au temps 
et une pour chaque dimension) sont notées suivant une notation de jets: v~ 21 se lit 
fJ2fJ2btv 1. 

L'application de l'algorithme ROSENFELD-GROBl\'ER sur le système~ pour l'ordre 
admissible alterné R suivant: quelles que soient les lettres :ret y de l'alphabet {p, t' 1 , v 2 }, 

on a O:r > <Py si 

1. l'ordre de l'opérateur() est supérieur à celui de 9 ou si, 

2. les deux opérateurs ont même ordre et () est supérieur à <P pour l'ordre lexicogra
phique donné par 61 > 61 > 62 ou enfin si, 

3. les deux opérateurs sont identiques et :rest supérieur à y pour l'ordre p > v 1 > v 2
, 

engendre presqu'instantanément un unique système régulier : 

Les idéaux différentiels [n] et [~] sont égaux. Comme n est orthonomique (HA = 1 ), 
l'idéal différentiel engendré par les équations d'ElLER est premier et les équations 
de n constituent un ensemble caractéristique de cet idéal pour l'ordre R (voir [RoL 
remarque 3, page 399 ou [Ko], IV, §9, lemme 2, page 167) .. 

Comme chacune des lettres de l'alphabet admet au moins une dérivée parmi les 
indéterminées principales des éléments d'un ensemble caractéristique de l'idéal pour 
un ordre admissible qui vérifie: ():r > <jyy si ord () > ord <P, le degré de transcendance 
différentiel du système est nul (voir [Ko], II, §12, theorem 6, page llt)); en d'autres 
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termes, tout élément du corps des fractions de Q{p, v1
, v2

} /[E] vérifie au moins une 
relation polynomiale différentielle à coefficients dans Q (voir sur ce sujet [Ko], Il, §10, 
page 108 ou [011], I, page 18, pour une entrée en matière moins abrupte). 

Par conséquent, l'idéal [:E] contient des polynômes qui ne lient que v1 et certaines de 
ses dérivées (même chose pour v2 et p) et nous avons en effet obtenu à la calculatrice 
symbolique (nous donnons une trace des calculs en annexe A.2 (page 107)) une relation 
d'ordre 5 en v 1, conséquence des relations initiales, en nous inspirant de la méthode 
suggerée par POMMARET: 

Par des calculs similaires, il est facile d'obtenir une relation en v2 par contre, nous 
ne sommes pas parvenus à calculer la relation qui ne lie que la pression et certaines de 
ses dérivées: les polynômes que nous avons calculés saturent la mémoire d'une station 
de travail. 

En théorie, l'algorithme RosEKFELD-GROBNER résout le problème: il suffit de cal
culer la base de GROBNER principale associée à~ pour un ordre d'élimination du type: 
Op < 0{ v\ v2}. Toutefois, s'il est si difficile de calculer une relation en p à la calcula
trice, il est clair qu'un système de réécriture brutal qui tente de donner une description 
de l'idéal [:E] n K {p} ne peut qu'échouer. 

Les algorithmes d'élimination de SEIDENBERG sont restreints à des ordres d'élimi
nation sur tout l'alphabet, quelle que soit l'optimisation qu'on leur apporte: ils sont 
donc incapables de décider de l'appartenance au radical d'idéaux différentiels aussi 
complexes que celui-ci. 

L'algorithme ROSENFELD-GROBNER vérifie par contre très facilement que la rela
tion P( v 1 ) ci-dessus est conséquence des équations de départ: il suffit d'ajouter aux 
équations d'EULER l'inéquation P(v1

) =f O. L'algorithme détecte la contradiction en 
un peu moins de deux secondes, pour l'ordre n (source d'information: /bin/time). 

Cet exemple n'est pas un cas isolé. Il ne nous est quasiment jamais arrivé de traiter 
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un exemple pour lequel l'ordre le plus efficace soit un ordre d~élimination. On doit 
pouvoir rapprocher ce comportement du phénomène constaté dans les calculs de bases 
de GROBNER (voir [FGLM]) où les calculs de bases suivant le degré total sont bien 
plus rapides que suivant un ordre lexicographique. Similairement (malheureusement), 
les descriptions des modèles différentiels obtenues suivant un ordre alterné sont moins 
riches en informations que celles obtenues suivant un ordre d'élimination. 

6.6 Contradictions algébriques cachées 

Dans l'exemple suivant, nous avons "trafiqué'' un système d'équations au dérivées 
partielles afin de masquer le fait que v = 0 est une conséquence des équations de ~. 
Les lettres sont u et v, les dérivations sont bx, by et bz. 

u~u; = 2uyux- 1 
Uxy =V 

~ l'x= Uxl'z 

Vy = UyVz 
3_ 

Uz - UxUy. 

L'algorithme rosenfeldl produit deux systèmes réguliers pour l'ordre d'élimination 

- Ou > ~v pour tous opérateurs de dérivation 0 et ~· 

- Ou > ~u si 0 > ~ pour l'ordre lexicographique donné par bx > by > bz 

VzVyz - VzzVy = 0 
(v;t,yVyy + ( -Vzz + vvz)v~)t'x- v~vyy + (v;vzz- t'v;)vz = 0 
u~- 1 = 0 
V2 Uy- Vy = 0 
(v;vyVyy + (-Vzz + VV2 )v~)Ux -l';Vyy + (vzl'zz- vv;)v; = 0 
Vz =J. 0 
VzVyVyy- v;vyz + vv~ =f 0 
Vy =f 0 
v;vx - v;vy =f 0 
Uz =J. 0 
v;vyVyy + ( -Vzz + VV 2 )v~ =/: 0 

v=O 

u;- 1 = 0 
Uyy = 0 
UyUx- 1 = 0 
Uz =J. 0 
Uy =f 0 

GE détecte une contradiction algébrique cachée dans 0 1 : le système principal est le 
second système. Voici la base de GR OB~ ER qui lui est associée: 

B{
v 
Uz- 1 
Uyy 

UxUy- 1. 
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Mesures Les calculs ont été effectués sur une station de travail RS6000. Les temps 
de calculs sont fournis par /bin/time. Le premier est le temps réel, c'est-à-dire celui 
passé par l'utilisateur entre le moment où la commande est entrée et celui où les résul
tats s'affichent à l'écran. Le second est le temps CPU effectivement consommé par le 
programme. 

nombre de systèmes réguliers contradictoires total 
rosenfeldl 2 26 55 

bases de GROBNER non contradictoires contradictoires 
GB 1 1 

temps de calcul temps réel (sec.) temps CPU (sec.) 
rosenfeldl 13.3 5.2 
GB 3.4 0.2 



Conclusion 

En introduction, nous avons présenté l'algorithme ROSENFELD-GROBNER comme 
le principal résultat de cette thèse et nous en avons donné trois applications: décider 
si un système d'équations polynomiales différentielles admet des modèles, calculer un 
ensemble caractéristique d'un idéal différentiel premier de type fini et rendre effectives 
certaines propriétés structurelles des systèmes dynamiques en automatique non linéaire. 
Chacun de ces trois domaines appelle des études complémentaires spécifiques que nous 
allons exposer en conclusion. 

Les algorithmes qui décident si un système d'équations est contradictoire fournissent 
des réponses de type oui ou non. Il est donc essentiel de comparer les performances 
en temps de calcul et en volume de mémoire consommé de RosE.KFELD-GROBNER 
avec celles de ses concurrents, notamment avec celles des algorithmes d'élimination 
de SEIDENBERG. Le premier argument en notre faveur est le suivant: les algorithmes 
d'élimination sont restreints aux seuls ordres d'élimination sur l"alphabet des indé
terminées et l'expérience montre que pour la plupart des systèmes. il existe un ordre 
qui n'est pas un ordre d'élimination. pour lequel les calculs sont élémentaires. Sur ce 
sujet, l'exemple des équations d'Et:LER est particulièrement frappant. Le second ar
gument est que les bases de GROB:\ER calculées par RosE:\FELD-GROB:\ER peuvent 
être réutilisées pour décider après-coup de l'appartenance au radical d'un idéal diffé
rentiel de type fini. Toutefois, GRIGOR'EV a donné en 1987 une version de l'algorithme 
d'élimination de SEIDE:\BERG en algèbre différentielle ordinaire avec une complexité 
en temps triplement exponentielle pour le pire des cas. Cette borne est la meilleure 
connue; nous souhaitons l'améliorer, soit en établissant que RosEl'\FELD-GROBNER 
est meilleur, soit en concevant un nouvel algorithme inspiré conjointement des idées de 
GRIGOR'EV et de celles de ROSENFELD. 

Dans le domaine du calcul d'ensembles caractéristiques d'idéaux de polynômes dif
férentiels, nous disposons de résultats complémentaires, non exposés dans cette thèse, 
qui nous ont été communiqués par M~L LAZARD et OLLIVIER. 

Le théorème dont M. LAZARD nous a fait part semble permettre l'extraction d'un 
ensemble caractéristique d'un idéal différentiel premier donné par une base, .au sens 
de RITT et RAUDENBlJSH. Ce résultat est d'autant plus satisfaisant que tout idéal 
différentiel premier admet une base finie. l'ne autre conséquence de ce théorème est de 
simplifier le test d'appartenance au radical d'un idéal différentiel quelconque à partir 
des bases de GROBNER calculées par notre algorithme. D'après M. OLLIVIER, il est 
également possible de décomposer le radical de tout idéal différentiel de type fini en 
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une intersection d'idéaux différentiels radiciels définis chacun par un ensemble carac
téristique; cette décomposition fournit ensuite une méthode simple pour tester l'ap
partenance au radical de l'idéal différentiel considéré. Nous souhaitons évidemment 
développer ces résultats dans un avenir très proche. 

Les problèmes d'automatique non linéaire auquels nous nous intéressons consistent le 
plus souvent en la recherche de relations qui lient entr'elles certaines grandeurs décrites 
par un système dynamique non linéaire. La méthode couramment utilisée pour répondre 
à ce type de question consiste à calculer d'abord un ensemble caractéristique ou une 
base de GRÜBNER, puis à lire la relation voulue dans l'ensemble de polynômes calculé. 
Cette méthode provoque visiblement une grande quantité de calculs inutiles. Nous 
pensons qu'il doit être possible de traiter des systèmes plus importants que ceux que 
nous avons donnés en exemple dans cette thèse en implantant des versions spécialisées 
de RosENFELD-GRÜBNER. 
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Annexe A 

Exemples de sessions 

A.l Une application à l'automatique non linéaire 

Nous donnons ici la trace des calculs effectués sur les équations d'un mobile en 
mouvement rectiligne uniforme étudiées en section 6.3 (page 89). Le programme rosen
ftldl commence par demander le numéro de fonction de sortie: nous demandons ici au 
logiciel de n'imprimer que les systèmes réguliers (code 2). Le programme demande en
suite le nombre de dérivations (une) et l'alphabet. On spécifie l'ordre admissible voulu 
en jouant sur le parenthésage de l'alphabet. Le logiciel lit ensuite les équations et les 
inéquations du système initial. 

(1 :tous 2 :terminaux 3 :tous mais sans commentaires) 
numero de fonction : 2 
nombre de derivations : 1 
alphabet : (Y X Vy Vx R) 
Y. ordre: ... >Y'> Y> >X'> X> ... > Vy' > Vy > ... > Vx' > 
Vx > ... > R' > R 
(Entrez les equations (= 0) et les inequations (# 0)) 

(terminez par <exit;>) 
Vx = X'; 
Vy =Y'; 
Vx' = 0; 
Vy' = 0; 
R = x-2 + y-2; 
exit; 

Voici les systèmes réguliers produits par l'algorithme. Chaque système est précédé 
par sa position dans l'arbre des scindages, notée suivant une méthode classique. Les 
impressions se terminent par la liste des indéterminées apparaissant dans l'ensemble 
des systèmes imprimés et par quelques informations statistiques. 

Y. 1/1 1/2 1/2 1/3 2/2 1/3 1/4 
R"'=O; 
Vx' = 0; 
(2.vy-2 + 2.vx-2- R'') = o; 

i1!l~':>,~~ 
·~· ' " ' 
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(2.R''.X-2- 4.R'.Vx.X + 4.R.Vx-2- 2.R.R'' + R'-2) = 0; 
(2.Vy.Y + 2.Vx.X- R') = 0; 
Vx # 0; 
(vy-2 + vx-2) # O; 
y # 0; 

(R''.X- R'.Vx) # 0; 
R" # 0; 
Vy # 0; 

Y. 1/1 1/2 1/2 1/3 2/2 3/3 1/1 1/3 1/5 
R"'=O; 
Vx = 0; 
(2.vy-2- R'') = o; 
(2.R''.X-2- 2.R.R'' + R'-2) = 0; 

(2.Vy.Y- R') = 0; 
R' # 0; 
(vy-2 + vx-2) # O; 
(R' ' . X - R' . V x) # 0; 
y # 0; 

x # 0; 

R" # 0; 
Vy # 0; 

Y. 1/1 1/2 1/2 2/3 1/2 1/3 1/2 1/3 
(2.R.R'' - R'-2) = 0; 

Vx' = 0; 
(4.R.vy-2 + 4.R.vx-2 - R'-2) = o; 
(R'.X- 2.R.Vx) = 0; 
(R' .Y - 2.R.Vy) = 0; 
R # 0; 
Vx # 0; 
y # 0; 

(vy-2 + vx-2) # 0; 

Vy # 0; 

R' # 0; 

Y. 1/1 1/2 1/2 2/3 2/2 1/4 1/1 1/3 
(2.R.R'' - R'-2) = 0; 
Vx = 0; 
(4.R.vy-2 - R'-2) = 0; 

x = 0; 
(2.Vy.Y- R') = 0; 
y # 0; 

(Vy-2 + vx-2) # O; 
R' # 0; 

Vy # 0; 
R # 0; 



Y. 1/1 1/2 1/2 3/3 1/2 1/2 3/3 1/1 1/2 
R" = 0; 
Vx' = 0; 
(VyA2 + VxA2) = 0; 

(4.R'.Vx.X- 4.R.VxA2- R'A2) = 0; 
(4.R'.Vy.Y + 4.R.VxA2- R'A2) = 0; 
Vx 1 0; 
y • 0; 

R' 1 0; 
Vy 1 0; 

Y. 1/1 1/2 1/2 3/3 1/2 2/2 2/2 1/1 2/2 1/1 1/2 
R = 0; 
Vx' = 0; 
(VyA2 + vx-2) = O; 
(X' - Vx) = 0; 
(Vy.Y + Vx.X) = 0; 
y # 0; 
Vy # 0; 

Y. 1/1 1/2 2/2 1/2 1/2 1/3 
R"'=O; 
(2.vx-2- R'') = O; 
Vy = 0; 
(2.Vx.X - R') = 0; 
(2.R''.YA2- 2.R.R'' + R'-2) = 0; 

Vx # 0; 
y # 0; 

R" # 0; 

Y. 1/1 1/2 2/2 2/2 1/1 1/1 
R' = 0; 

Vx = 0; 
Vy = 0; 
X' = 0; 
(YA2 + XA2 - R) = 0; 

y # 0; 

Y. 1/1 2/2 1/2 1/2 1/3 1/2 
(2.R.R'' - R'A2) = 0; 
(4.R.vx-2 - R'-2) = O; 
Vy = 0; 
(2.Vx.X- R') = 0; 

y = 0; 
Vx 1 0; 
x # 0; 
R # 0; 
R' # 0; 
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Y. 1/1 2/2 1/2 2/2 1/1 1/1 
R' = 0; 

Vx = 0; 
Vy = 0; 

Cx-2 - R) = 0; 
y = 0; 
x • 0; 

Y. 1/1 2/2 2/2 1/1 1/1 1/1 
R = 0; 
Vx = 0; 

Vy = 0; 
x = 0; 
y= 0; 

ANNEXE A. 

[Y, X' , X, V y, V x' , V x, R' ' ' , R' ' , R' , R] 
Y. 34 insatisfiable[s] 
Y. 38 non autoreduit[s] 
Y. 0 autoreduit[s] 
Y. 12 autoreduit[s] et coherent[s] 
Y. 11 termina[llux] 

EXEMPLES DE SESSIONS 

Un programme LEX reprend ensuite les systèmes ci-dessus et les transforme en 
un script GB. L'indéterminée .r(r) est notée .r.r. En algèbre différentielle partielle, le 
codage des opérateurs de dérivation est malheureusement moins élégant. Voici le script 
GB produit par le programme LEX: 

corps := INT; 
)displayPF off 
)type off 
vl := [z1,z2,z3,z4,z5,z6,z7,z8,z9,z10,z11,z12,z13,z14,z15,z16,z17,z18, 
z19,z20,z21,z22,z23,z24,z25,z26,z27,z28,z29,z30,z31,z32,z33,z34,z35, 
z36,z37,z38,z39,Y, X.1, X, Vy, Vx.1, Vx, R.3, R.2, R.1, R]; 
poly := DMP (vl,corps); 

p1:poly := R.3; 
p2:poly := Vx.1; 
p3:poly := (2*VY**2 + 2•Vx••2- R.2); 
p4:poly := (2•R.2*X**2- 4•R.1•Vx•X + 4*R*Vx••2- 2•R•R.2 + R.1**2); 
p5:poly := (2•Vy•Y + 2•Vx•X- R.1); 
p6:poly := Vx•z1 + 1; 
p7:poly := (Vy••2 + Vx••2)•z2 + 1; 
p8:poly := Y•z3 + 1; 
p9:poly := (R.2•X- R.1•Vx)•z4 + 1; 
p10:poly := R.2•z5 + 1; 
p11:poly := Vy•z6 + 1; 
liste1:List (poly) := [p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7,p8,p9,p10,p11]; 



basel := sugar (listel); 
pl:poly .- R.3; 
p2:poly := Vx; 
p3:poly := (2*VY**2- R.2); 
p4:poly := (2•R.2•X••2- 2•R•R.2 + R.1••2); 
p5:poly := (2•Vy•Y- R.l); 
p6:poly := R.1•z7 + 1; 
p7:poly := (Vy••2 + Vx••2)•z8 + 1; 
p8:poly := (R.2•X - R.l•Vx)•z9 + 1; 
p9:poly := Y•zlO + 1; 
plO:poly := X•zll + 1; 
pll:poly := R.2•z12 + 1; 
p12:poly := Vy•z13 + 1; 
liste2:List (poly) := [pl,p2,p3,p4,p5,p6,p7,p8,p9,pl0,pll,pl2]; 
base2 := sugar (liste2); 
pl:poly := (2•R•R.2- R.1••2); 
p2:poly := Vx.l; 
p3:poly := (4•R•Vy••2 + 4•R•Vx••2- R.1••2); 
p4:poly := (R.l•X- 2•R•Vx); 
p5:poly := (R.l•Y- 2•R•Vy); 
p6:poly := R•z14 + 1; 
p7:poly := Vx•z15 + 1; 
p8:poly := Y•z16 + 1; 
p9:poly := (Vy••2 + Vx••2)•z17 + 1; 
plO:poly := Vy•z18 + 1; 
pll:poly := R.l•z19 + 1; 
liste3:List (polyY := [p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7,p8,p9,p10,pll]; 
base3 := sugar (liste3); 
pl:poly := (2•R•R.2- R.1••2); 
p2:poly := Vx; 
p3:poly := (4*R*VY**2- R.1**2); 
p4:poly := X; 
p5:poly := (2•Vy*Y- R.l); 
p6:poly .- Y.•z20 + 1; 
p7:poly := (Vy••2 + Vx••2)•z21 + 1; 
p8:poly := R.l•z22 + 1; 
p9:poly := Vy•z23 + 1; 
plO:poly := R•z24 + 1; 
liste4:List (poly) := [pl,p2,p3,p4,p5,p6,p7,p8,p9,pl0]; 
base4 := sugar (liste4); 
pl:poly := R.2; 
p2:poly := Vx.l; 
p3:poly := (Vy••2 + Vx••2); 
p4:poly := (4*R.l•Vx•X- 4•R•Vx••2- R.1••2); 
p5:poly := (4•R.l•Vy*Y + 4•R•Vx••2- R.1**2); 
p6:poly := Vx•z25 + 1; 
p7:poly := Y•z26 + 1; 
p8:poly .- R.l•z27 + 1; 
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p9:poly := Vy•z28 + 1; 
listeS:List (poly) := [p1,p2,p3,p4,pS,pS,p7,p8,p9]; 
baseS := sugar (listeS); 
p1:poly := R; 
p2:poly := Vx.1; 
p3:poly .- (Vy••2 + Vx••2); 
p4:poly := (X.1- Vx); 
pS:poly := (Vy•Y + Vx•X); 
pS:poly := Y•z29 + 1; 
p7:poly := Vy•z30 + 1; 
listeS:List (poly) := [p1,p2,p3,p4,pS,pS,p7]; 
baseS := sugar (listeS); 
p1:poly := R.3; 
p2:poly := (2•Vx••2- R.2); 
p3:poly := Vy; 
p4:poly := (2•Vx•X- R.1); 
pS:poly := (2*R.2*Y**2- 2*R*R.2 + R.1**2); 
pS:poly := Vx•z31 + 1; 
p7:poly := Y•z32 + 1; 
pS:poly := R.2•z33 + 1; 
liste7:List (poly) := [pl,p2,p3,p4,p5,pS,p7,p8]; 
base7 := sugar (liste7); 
p1:poly := R.l; 
p2:poly := Vx; 
p3:poly := Vy; 
p4:poly := X.l; 
p5:poly := (Y••2 + X**2- R); 
p6:poly := Y•z34 + 1; 
listeS:List (poly) := [p1,p2,p3,p4,p5,p6]; 
baseS := sugar (listeS); 
p1:poly := (2*R*R.2- R.1**2); 
p2:poly := (4•R•Vx••2- R.1••2); 
p3:poly := Vy; 
p4:poly := (2*Vx•X- R.1); 
pS:poly := Y; 
pS:poly := Vx•z35 + 1; 
p7:poly := X•z3S + 1; 
pS:poly := R*z37 + 1; 
p9:poly := R.1•z3S + 1; 
liste9:List (poly) := [pl,p2,p3,p4,p5,pS,p7,pS,p9]; 
base9 := sugar (liste9); 
p1:poly := R.1; 
p2:poly := Vx; 
p3:poly := Vy; 
p4:poly := (X**2- R); 
pS:poly := Y; 
p6:poly := X•z39 + 1; 
listelO:List (poly) := [pl,p2,p3,p4,p5,p6]; 



base10 := sugar (liste10); 
pl:poly := R; 
p2:poly := Vx; 
p3:poly := Vy; 
p4:poly .- X; 
pS:poly := Y; 
liste11:List (poly) := [p1,p2,p3,p4,p5]; 
base11 := sugar (liste11); 

)axiom on gb.out 
base (basel); 
base (base2) ; 
base (base3); 
base (base4) ; 
base (baseS) ; 
base (baseS); 
base (base7) ; 
base (baseS); 
base (base9) ; 
base (base10); 
base (base11); 
)quit 
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Le logiciel GB produit un fichier gb.out sous une forme peu lisible. Un deuxième 
programme LEX réécrit les bases de GROB:\ER sous la forme plus agréable que voici: 

[r2 + r2 - R, 
2.Y.X.Vx- Y.R' - 2.X-2.Vy + 2.Vy.R, 
Y.X.R'' - Y.Vx.R' - X.Vy.R' + 2.Vy.Vx.R, 
2.Y.Vy + 2.X.Vx- R', 
2.Y.vx-2- Y.R'' - 2.X.Vy.Vx + Vy.R', 
2.X-2.R'' - 4.X.Vx.R' + 4.Vx-2.R- 2.R''.R + R'-2, 
2.vy-2 + 2.vx-2- R'', 
Vx', 
R'' '] 

[Y-2 + x-2 - R, 
2. Y. V y. - R' , 

Y.R"- Vy.R', 
Y.R' + 2.X-2.Vy - 2.Vy.R, 
2.X-2.R'' - 2.R''.R + R'-2, 
2.vy-2-R'', 
Vx, 
R' ''] 

[r2 + r2 - R, 
2.Y.Vy + 2.X.Vx- R', 
Y.Vx - X.Vy, 
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Y. R' ' - V y . R' , 
Y.R' - 2.Vy.R, 
X.R'' - Vx.R', 
X.R' - 2.Vx.R, 
2.Vy~2 + 2.Vx~2- R'', 
Vx', 
2. R' ' . R - R' ~2] 

[Y~2 - R, 
2. Y. Vy - R', 
Y. R' ' - V y. R' , 
Y.R' - 2.Vy.R, 
x. 
2. vy~2 - R". 
Vx, 
2.R'' .R- R'-2] 

[y-2 + x-2 - R, 

ANNEXE A. 

2.Y.X.Vx- Y.R' - 2.X-2.Vy + 2.Vy.R, 
2.Y.Vy + 2.X.Vx- R', 
2.Y.Vx-2- 2.X.Vy.Vx + Vy.R', 
Y.Vx.R' + X.Vy.R' - 2.Vy.Vx.R, 
Y.R'~2 + 4.X-2.Vy.R' - 4.X.Vy.Vx.R- 2.Vy.R' .R, 
4.X.Vx.R' - 4.Vx~2.R- R'-2, 
vy~2 + vx-2, 
Vx', 
R' '] 

[Y~2 + x-2, 
Y.Vy + X.Vx, 
Y.Vx - X.Vy, 
X' - Vx, 
Vy~2 + vx-2, 
Vx', 
R] 

[Y~2 + x-2 - R, 
2 .X. Vx - R', 
X.R'' - Vx.R', 
Vy, 
2.vx-2 - R'', 
R' ''] 

[y-2 + x-2 - R, 
X', 
Vy, 
Vx, 
R'] 

EXEMPLES DE SESSIONS 



[Y • 
x-2 - R, 
2.X. Vx - R', 
X.R'' - Vx.R', 
X.R' - 2.Vx.R, 
Vy, 
2. vx-2 - R", 
2.R'' .R - R' -2] 

[Y • 
x-2 - R, 
Vy, 
Vx, 
R'] 

[Y • 
x. 
Vy, 
Vx, 
R] 

A.2 Equations d'Euler 
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La trace de session que nous donnons ci-dessous montre comment nous avons obtenu 
à la calculatrice symbolique, l'équation différentielle en v 1 de la section 6.5 (page 93), 
conséquence des équations d'ECLER d'un fluide incompressible en deux dimensions. 

La calculatrice symbolique (calcul. cl) est un interpréteur de commandes construit 
au-dessus des unités de compilation décrites en début de chapitre VI, afin de permettre 
une utilisation interactive des fonctions compilées. Lorsqu 'on souhaite utiliser une fonc
tion en mode interprété, on ajoute à la table d'opérateurs de la calculatrice un nouveau 
mot-clef défini par : 

- un symbole (par exemple red, del ta, { ... }, etc ... ) 

- un mode (préfixe, infixe, postfixe) avec en plus un mode d'associativité pour les 
opérateurs infixes: par exemple, l'opérateur binaire - est implicitement paren
thésé à gauche (a-b-c se lit (a-b)- c), 

- une priorité, 

- un pointeur sur la fonction à appeler pour évaluer l'opérateur. 

C'est l'unité de compilation operateurs. cl qui est chargée de la lecture des expressions 
avec opérateurs. Elle construit un arbre qui est ensuite évalué par la calculatrice. Voici 
une description des opérateurs utilisés dans la trace qui suit : 

alf opérateur préfixe paramétré par une liste. Construit l'alphabet. On peut changer 
l'alphabet en cours de calcul. 
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jets opérateur préfixe paramétré par une liste. Définit une notation de jets qui permet 
de noter agréablement les indéterminées. 

{ ... } opérateur postfixe paramétré par une expression qui s'évalue en un polynôme. 
Les deux accolades encadrent une suite de dérivations. 

delta opérateur infixe. Calcule le ~-polynôme engendré par ses deux opérandes. 

red opérateur infixe. Appelle l'algorithme de réduction. 

rmf opérateur infixe. Son deuxième opérande est une liste de polynômes par lesquels 
la fonction appelée tente de diviser le premier opérande. 

Nous donnons à la fois les commandes entrées et les réponses du logiciel. Les deux 
premières commandes font que l'ordre admissible utilisé lors des calculs sera un ordre 
d'élimination : 

Op > <PP2 > 1/'l'l 

pour toutes valeurs des opérateurs de dérivations (), cP et '1/J. Pour les lettres p (de même 
que pour v2

), on aura ()p > cPP si ()est supérieur à cP pour l'ordre lexicographique (donné 
par la commande j et s) : 

81 > 82 > 8t 

Pour la lettre v1 , on aura ()v 1 > cPv 1 si l'ordre de () est supérieur à celui de cP ou si les 
deux opérateurs ont même ordre et si () est supérieur à cP pour l'ordre lexicographique 
sur les dérivations donné ci-dessus. 

Les trois polynômes p1 , p2 et p3 sont les trois équations d 'Et:LER. On voit que la 
réduction par p3 substitue -vi à vr Le polynôme p4 , qui n'est pas utile pour le calcul, 
montre comment éliminer la pression des deux premières équations. p4 comporte un 
terme embêtant en vft qu'on peut supprimer par dérivation par 82 , puis par réduction 
par p3 . Le polynôme ainsi obtenu se nomme p5 et a la forme 

où A, B et C appartiennent à Q{ v1
}. En dérivant p4 par 82 une fois de plus qu'il n'avait 

fallu pour obtenir p5 , on obtient p6 qui a la "même forme" que p5 • Une simple réduction 
algébrique donne Pï, d'indéterminée principale v2 et de degré 1 en cette indéterminée. 
En dérivant Pï par 82 puis en réduisant par p3 • on obtient un nouveau polynôme du 
premier degré en v2

• Une simple réduction algébrique donne la relation cherchée. Le 
polynôme obtenu est d'ordre 5 en v1

• Ce polynôme est divisible par vi (l'initial de p7 

et de p8 ). Comme l'idéal engendré par les équations d'ErLER est premier et que cet 
initial ne lui appartient pas, p9 est bien une conséquence des équations initiales. 

nombre de derivations : 3 

alf [p,v2,v1:ord]; 
ordre : ... > p' > p (lex) > ... > v2' > v2 (lex)> ... > vl' > vl (ord) 

t 



jets [1,2,t]; 
t 

pl = vl{t} + vl • vl{l} + v2 • v1{2} + p{l}; 
(p{l} + v1{2}.v2 + vl.vl{l} + vl{t}) 

p2 = v2{t} + vl • v2{1} + v2 • v2{2} + p{2}; 
(p{2} + vl.v2{1} + v2.v2{2} + v2{t}) 

p3 = vl{l} + v2{2}; 
(v2{2} + vl{l}) 

p4 = (pl delta p2) red p3; 
(- vl.v2{11}- v2{1t} + (v1{11} + v1{22}).v2 + vl.v1{12} + v1{2t}) 

p5 = (pl delta p2){2} red p3; 
(- v1{2}.v2{11} + (v1{112} + v1{222}).v2 + vl.v1{111} + vl{llt} + 

vl.v1{122} + v1{22t}- v1{1}.v1{11} + v1{2}.v1{12}- v1{1}.v1{22}) 

p6 = (pl delta p2){22} red p3; 
(- v1{22}.v2{11} + (v1{1122} + v1{2222}).v2 + vl.v1{1112} + v1{112t} + 

vl.v1{1222} + v1{222t} + 2.v1{2}.v1{111}- 2.v1{1}.v1{112} + 

2.v1{2}.v1{122} - 2.v1{1}.v1{222}- v1{12}.v1{11}) 

p7 = p6 red p5; 
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((- v1{2}.v1{1122}- v1{2}.v1{2222} + v1{22}.v1{112} + v1{22}.v1{222}).v2-
vl.v1{2}.v1{1112} ~ v1{2}.v1{112t}- vl.v1{2}.v1{1222}- v1{2}.v1{222t} + 

(v1.v1{22}- 2.v1{2}-2).v1{111} + 2.v1{2}.v1{1}.v1{112} + v1{22}.v1{11t} + 

(vl.v1{22}- 2.v1{2}-2).v1{122} + 2.v1{2}.v1{1}.v1{222} + v1{22}.v1{22t} + 

(v1{2}.v1{12}- v1{1}.v1{22}).v1{11} + v1{2}.v1{22}.v1{12}- v1{1}.v1{22}-2) 

p8 = p7{2} red p3; 
((- v1{2}.v1{11222}- v1{2}.v1{22222} + v1{222}.v1{112} + v1{222}-2).v2-
v1.v1{2}.v1{11122}- v1{2}.v1{1122t} - v1.v1{2}.v1{12222}
v1{2}.v1{2222t} - 3.v1{2}-2.v1{1112} + 3.v1{2}.v1{1}.v1{1122} -
3.v1{2}-2.v1{1222} + 3.v1{2}.v1{1}.v1{2222} + (vl.v1{222}-
3.v1{2}.v1{22}).v1{111} + 3.v1{2}.v1{12}.v1{112} + v1{222}.v1{11t} + 

(vl.v1{222} + v1{2}.v1{11}- 2.v1{2}.v1{22}).v1{122} + (v1{22t}
v1{1}.v1{11} + 3.v1{2}.v1{12}- v1{1}.v1{22}).v1{222}) 

p9 = (p8 red p7) rmf [v1{2}]; 
-- quotient : v1{2} 

((vl.v1{2}.v1{1122} + vl.v1{2}.v1{2222}- vl.v1{22}.v1{112}
vl.v1{22}.v1{222}).v1{11122} + (- v1.v1{2}.v1{1112}- v1{2}.v1{112t}
v1.v1{2}.v1{1222}- v1{2}.v1{222t} + (v1.v1{22}- 2.v1{2}-2).v1{111} + 

2.v1{2}.v1{1}.v1{112} + v1{22}.v1{11t} + (vl.v1{22}- 2.v1{2}-2).v1{122} + 

2.v1{2}.v1{1}.v1{222} + v1{22}.v1{22t} + (v1{2}.v1{12} -
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v1{1}.v1{22}).v1{11} + v1{2}.v1{22}.v1{12}- v1{1}.v1{22}-2).v1{11222} + 
(v1{2}.v1{1122} + v1{2}.v1{2222} - v1{22}.v1{112} -
v1{22}.v1{222}).v1{1122t} + (v1.v1{2}.v1{1122} + v1.v1{2}.v1{2222}
v1.v1{22}.v1{112}- v1.v1{22}.v1{222}).v1{12222} + (- v1.v1{2}.v1{1112}
v1{2}.v1{112t}- v1.v1{2}.v1{1222}- v1{2}.v1{222t} + (v1.v1{22}-
2.v1{2}-2).v1{111} + 2.v1{2}.v1{1}.v1{112} + v1{22}.v1{11t} + (v1.v1{22}-
2.v1{2}-2).v1{122} + 2.v1{2}.v1{1}.v1{222} + v1{22}.v1{22t} + 
(v1{2}.v1{12}- v1{1}.v1{22}).v1{11} + v1{2}.v1{22}.v1{12}
v1{1}.v1{22}-2).v1{22222} + (v1{2}.v1{1122} + v1{2}.v1{2222}
v1{22}.v1{112}- v1{22}.v1{222}).v1{2222t} + (3.v1{2}-2.v1{1122} + 

3.v1{2}-2.v1{2222} + (v1.v1{222}- 3.v1{2}.v1{22}).v1{112} + v1.v1{222}-2-
3.v1{2}.v1{22}.v1{222}).v1{1112}- 3.v1{2}.v1{1}.v1{1122}-2 + 

(3.v1{2}-2.v1{1222} - 6.v1{2}.v1{1}.v1{2222} + (- v1.v1{222} + 

3.v1{2}.v1{22}).v1{111} + (- 3.v1{2}.v1{12} + 3.v1{1}.v1{22}).v1{112}
v1{222}.v1{11t} + (- v1.v1{222}- v1{2}.v1{11} + 2.v1{2}.v1{22}).v1{122} + 
(- v1{22t} + v1{1}.v1{11} - 3.v1{2}.v1{12} + 

4.v1{1}.v1{22}).v1{222}).v1{1122} + (v1{222}.v1{112} + v1{222}-2).v1{112t} + 
(3.v1{2}-2.v1{2222} + (v1.v1{222}- 3.v1{2}.v1{22}).v1{112} + v1.v1{222}-2-
3.v1{2}.v1{22}.v1{222}).v1{1222}- 3.v1{2}.v1{1}.v1{2222}-2 + 
((- v1.v1{222} + 3.v1{2}.v1{22}).v1{111} + (- 3.v1{2}.v1{12} + 
3.v1{1}.v1{22}).v1{112}- v1{222}.v1{11t} + (- v1.v1{222}- v1{2}.v1{11} + 

2.v1{2}.v1{22}).v1{122} + (- v1{22t} + v1{1}.v1{11} -3.v1{2}.v1{12} + 
4.v1{1}.v1{22}).v1{222}).v1{2222} + (v1{222}.v1{112} + v1{222}-2).v1{222t} + 

((2.v1{2}.v1{222}- 3.v1{22}-2).v1{112} + 2.v1{2}.v1{222}-2-
3.v1{22}-2.v1{222}) .v1{111} + (- 2.v1{1}.v1{222} + 

3.v1{22}.v1{12}).v1{112}-2 + ((2.v1{2}.v1{222} + 
v1{22}.v1{11}- 2.v1{22}-2).v1{122}- 4.v1{1}.v1{222}-2 + (- v1{12}.v1{11} + 

S.v1{22}.v1{12}).v1{222}).v1{112} + (2.v1{2}.v1{222}-2 + (v1{22}.v1{11}-
2.v1{22}-2).v1{222}).v1{122}- 2.v1{1}.v1{222}-3 + (- v1{12}.v1{11} + 

2.v1{22}.v1{12}).v1{222}-2) 

lt p9; 
v1{11122} 

A.3 Génération de commentaires 

La trace que nous donnons ici montre les commentaires que le programme roswfeld1 
génère lorsqu'on lui demande d'imprimer tous les systèmes. Il s'agit d'un exemple en 
algèbre différentielle partielle. L'anneau de polynômes est Z{ u, v}. Les dérivations sont 
notées suivant une notation de jets. L'ordre admissible est un ordre d'élimination: 
Ou > c/>v pour tous opérateurs de dérivation 0 et 4>; l'indéterminée Ou sera supérieure 
à c/>v si 0 est supérieur à 4> pour l'ordre lexicographique donné par la notation de jets: 
b:r > 8y > 8z. 

(1 :tous 2 :terminaux 3 :tous mais sans commentaires) 
numero de fonction : 1 



nombre de derivations : 3 
alphabet : (u v) 
~ordre: ... > u' > u (lex)> ... >v' >v (lex) 
notation de jets (nil sinon) (x y z) 
(Entrez les equations (= 0) et les inequations (# 0)) 
(terminez par <exit;>) 
u{xy} = v; 
u{x} * u{y} = 1; 
v{x} = u{x} * v{z}; 
v{y} = u{y} * v{z}; 
u{z} = 1; 
exit; 
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Chacun des systèmes engendrés par Palgorithme est précédé par son emplacement 
dans l'arbre des scindages, par l'ensemble caractéristique qui a été extrait de ses équa
tions (les équations de l'ensemble caractéristique choisi sont notées alternativement 
A1 , A2 , ••• et Bh B 2 , ••• ) et par une description du scindage auquel il correspond. 

Les commentaires générés pour ce système-ci sont assez intéressants;· parce que 
Parbre des scindages est de petite taille. Ce type de commentaires est malheureuse
ment trop peu élaboré pour permettre l'étude d'un système plus important. 

Y, 1/1 (NON_AUTOREDUIT) 
Al = (u{z} - 1) 

A2 = (v{z}.u{y} - v{y}) 
A3 = (v{z}.u{x} - v{x}) 
Y. ---------- SYSTEME ---------
(u{z} - 1) = 0; 
(v{z}.u{y} - v{y}) = 0; 
(v{z}.u{x}- v{x}) = 0; 

(u{y}.u{x} - 1) = 0; 

(u{xy} - v) = 0; 

Y, 1/1 1/3 (NON_AUTDREDUIT) 
ini A3 != 0 
ini A2 != 0 
REDUCTION (v{y}.v{x}- v{z}~2) = (u{y}.u{x} - 1) REDUIT PAR A3, A2 
REDUCTION (v{z}.v{xy} - v{yz}.v{x} - v.v{z}~2) = (u{xy} - v) REDUIT PAR A3 
Bl = (v{y}.v{x} - v{z}~2) 

B2 = (u{z} - 1) 

B3 = (v{z}.u{y} - v{y}) 
~ ---------- SYSTEME ---------
(u{z} - 1) = 0; 
(v{z}.u{y}- v{y}) = 0; 
(v{z}.u{x} - v{x}) = 0; 
(v{y}.v{x} - v{z}~2) = 0; 

(v{z}.v{xy} - v{yz}.v{x} - v.v{z}~2) = 0; 

v{z} # 0; 
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Y. 1/1 1/3 1/2 (AUTOREDUIT) 
ini Bl != 0 
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REDUCTION (v{z}.v{y}.u{x} - v{z}~2) = (v{z}.u{x} - v{x}) REDUIT PAR Bl 
REDUCTION (- v{z}-3.v{yy} + v{z}~2.v{y}.v{yz} - v.v{z}~2.v{y}~2) = 
(v{z}.v{xy} - v{yz}.v{x} - v.v{z}-2) REDUIT PAR Bl 
QUOTIENT (v{z}.v{yy} - v{y}.v{yz} + v.v{y}-2) = (v{z}~3.v{yy}
v{z}-2.v{y}.v{yz} + v.v{z}~2.v{y}~2) DIVISE PAR v{z} 
QUOTIENT (v{y}.u{x} - v{z}) = (v{z}.v{y}.u{x} - v{z}~2) DIVISE PAR v{z} 
Al = (v{z}.v{yy} - v{y}.v{yz} + v.v{y}~2) 
A2 = (v{y}.v{x} - v{z}~2) 

A3 = (u{z} - 1) 

A4 = (v{z}.u{y} - v{y}) 
AS = (v{y}.u{x} - v{z}) 
Y. ---------- SYSTEME ---------
(v{y}.v{x} - v{z}-2) = 0; 
(u{z} - 1) = 0; 
(v{z}.u{y} - v{y}) = 0; 
(v{y}.u{x} - v{z}) = 0; 
(v{z}.v{yy}- v{y}.v{yz} + v.v{y}~2) = 0; 
v{z} # 0; 
v{y} # 0; 

Y. 1/1 1/3 1/2 1/3 (NON_AUTOREDUIT) 
ini AS != 0 
ini Al != 0 
SYZYGIE ENTRE Al et A2 REDUITE PAR AS, A4, A2, Al RESULTAT : 
(2.v.v{z}~S.v{y}~5.v{yz} + (- 2.v.v{z}~4.v{zz} + 2.v~2.v{z}~S).v{y}~6) 
SYZYGIE ENTRE A4 et AS REDUITE PAR AS, A4, A2, Al RESULTAT 
(- 2.v{z}~2.v{y}~4.v{yz} + 2.v{z}.v{zz}.v{y}~S) 
SYZYGIE ENTRE A3 et AS REDUITE PAR AS, A4, A2, Al RESULTAT 
(- v{z}.v{yz} + v{zz}.v{y}) 
SYZYGIE ENTRE A3 et A4 REDUITE PAR AS, A4, A2, Al RESULTAT 
(v{z}.v{yz}- v{zz}.v{y}) 
QUOTIENT (v{z}.v{y}-4.v{yz} - v{zz}.v{y}-s) = (v{z}~2.v{y}~4.v{yz} -
v{z}.v{zz}.v{y}~S) DIVISE PAR v{z} 
QUOTIENT (v{z}.v{yz} - v{zz}.v{y}) = (v{z}.v{y}~4.v{yz} - v{zz}.v{y}~S) 

DIVISE PAR v{y} 
QUOTIENT (v.v{z}.v{y}~S.v{yz} + (- v.v{zz} + v~2.v{z}).v{y}~6) = 
(v.v{z}~S.v{y}~S.v{yz} + (- v.v{z}~4.v{zz} + v~2.v{z}~S).v{y}~6) DIVISE 
PAR v{z} 
QUOTIENT (v.v{z}.v{yz} + (- v.v{zz} + v~2.v{z}).v{y}) = 
(v.v{z}.v{y}-s.v{yz} + (- v.v{zz} + v~2.v{z}).v{y}-6) DIVISE PAR v{y} 
Bl = (v{z}.v{yz} - v{zz}.v{y}) 
B2 = (v{y}.v{x} - v{z}-2) 
B3 = (u{z} - 1) 



B4 = (v{z}.u{y} - v{y}) 
BS = (v{y}.u{x} - v{z}) 
Y. ---------- SYSTEME ---------
(v{z}.v{yy} - v{y}.v{yz} + v.v{y}-2) = 0; 
(v{y}.v{x} - v{z}-2) = 0; 
(u{z} - 1) = 0; 

(v{z}.u{y} - v{y}) = 0; 
(v{y}.u{x} - v{z}) = 0; 
(v.v{z}.v{yz} + (- v.v{zz} + v-2.v{z}).v{y}) = 0; 
(v{z}.v{yz} - v{zz}.v{y}) = 0; 

v{y} # 0; 
v{z} # 0; 

Y. 1/1 1/3 1/2 1/3 1/2 (NON_AUTOREDUIT) 
ini Bl != 0 
REDUCTION (v{z}-2.v{yy} + (- v{zz} + v.v{z}).v{y}-2) = (v{z}.v{yy}
v{y}.v{yz} + v.v{y}-2) REDUIT PAR Bl 
REDUCTION v-2.v{z}-2.v{y} = (v.v{z}.v{yz} + (- v.v{zz} + 
v-2.v{z}).v{y}) REDUIT PAR Bl 
QUOTIENT v.v{y} = v.v{z}.v{y} DIVISE PAR v{z} 
QUOTIENT v = v.v{y} DIVISE PAR v{y} 
Al = v 
A2 = (u{z} - 1) 

Y. ---------- SYSTEME ---------
(v{z}.v{yz} - v{zz}.v{y}) = 0; 
(v{y}.v{x} - v{z}-2) = 0; 

(u{z} - 1) = 0; 
(v{z}.u{y} - v{y}) = 0; 

(v{y}.u{x}- v{z}) = 0; 

(v{z}-2.v{yy} + (- v{zz} + v.v{z}).v{y}~2) = 0; 

v = 0; 
v{y} # 0; 
v{z} # 0; 

Y, 1/1 1/3 1/2 1/3 1/2 1/1 (AUTOREDUIT_COHERENT) 
REDUCTION 0 = (v{z}.v{yz} - v{zz}.v{y}) REDUIT PAR Al 
REDUCTION 0 = (v{y}.v{x} - v{z}~2) REDUIT PAR Al 
REDUCTION 0 = (v{z}.u{y}- v{y}) REDUIT PAR Al 
REDUCTION 0 = (v{y}.u{x}- v{z}) REDUIT PAR Al 
REDUCTION 0 = (v{z}-2.v{yy} + (- v{zz} + v.v{z}).v{y}~2) REDUIT PAR Al 
Bl = v 
B2 = (u{z} - 1) 
Y. ---------- SYSTEME ---------
v = 0; 
(u{z} - 1) = 0; 

v{z} # 0; 
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v{y} # 0; 

Y, 1/1 1/3 1/2 1/3 1/2 1/1 1/1 (SANS_SOLUTIONS) 
Y, ---------- SYSTEME ----------
v = 0; 
(u{z} - 1) = 0; 
0 # 0; 

Y, 1/1 1/3 1/2 1/3 2/2 (SANS_SOLUTIONS) 
ini Bl = 0 
QUOTIENT 1 = v{z} DIVISE PAR v{z} 
QUOTIENT v{zz} = v{zz}.v{y} DIVISE PAR v{y} 

Y, ---------- SYSTEME ----------
(v.v{z}.v{yz} + (- v.v{zz} + v-2.v{z}).v{y}) = 0; 
(v{z}.v{yy} - v{y}.v{yz} + v.v{y}-2) = 0; 
(v{z}.v{yz}- v{zz}.v{y}) = 0; 
(v{y}.v{x} - v{z}-2) = 0; 
(u{z} - 1) = 0; 
(v{z}.u{y} - v{y}) = 0; 
(v{y}.u{x} - v{z}) = 0; 

v{zz} = 0; 

1 = 0; 
v{z} # 0; 
v{y} # 0; 

Y, 1/1 1/3 1/2 2/3 (SANS_SOLUTIONS) 
ini AS != 0 
ini Al = 0 
QUOTIENT 1 = v{z} DIVISE PAR v{z} 
QUOTIENT (v{yz} - v.v{y}) = (v{y}.v{yz} - v.v{y}-2) DIVISE PAR v{y} 

Y, ---------- SYSTEME ----------
(v{z}.v{yy} - v{y}.v{yz} + v.v{y}-2) = 0; 
(u{z} - 1) = 0; 

(v{y}.u{x} - v{z}) = 0; 
(v{z}.u{y} - v{y}) = 0; 

(v{y}.v{x} - v{z}-2) = 0; 

(v{yz} - v.v{y}) = 0; 

1 = 0; 
v{z} # 0; 
v{y} # 0; 

Y, 1/1 1/3 1/2 3/3 (SANS_SOLUTIONS) 
ini AS = 0 
QUOTIENT 1 = v{y} DIVISE PAR v{y} 



QUOTIENT 1 = v{z} DIVISE PAR v{z} 

Y, ---------- SYSTEME ---------
(u{z} - 1) = 0; 

(v{z}.v{yy} - v{y}.v{yz} + v.v{y}-2) = 0; 
(v{y}.v{x} - v{z}-2) = 0; 

(v{z}.u{y} - v{y}) = 0; 

1 = 0; 
v{y} t 0; 
v{z} t 0; 

Y, 1/1 1/3 2/2 (SANS_SOLUTIONS) 
ini B1 = 0 
QUOTIENT 1 = v{z} DIVISE PAR v{z} 
Y, ---------- SYSTEME ---------
(v{z}.v{xy} - v{yz}.v{x} - v.v{z}-2) = 0; 
(v{z}.u{x} - v{x}) = 0; 
(v{y}.v{x} - v{z}-2) = 0; 

(u{z} - 1) = 0; 
(v{z}.u{y} - v{y}) = 0; 
v{y} = 0; 

1 = 0; 
v{z} t 0; 

Y. 1/1 2/3 (SANS_SOLUTIONS) 
ini A3 != 0 

ini A2 = 0 
QUOTIENT 1 = v{z} DIVISE PAR v{z} 
Y, ---------- SYSTEME ---------
(u{xy} - v) = 0; 
(u{y}.u{x} - 1) = 0; 

(u{z} - 1) = 0; 

(v{z}.u{x} ~ v{x}) = 0; 
v{y} = 0; 

1 = 0; 
v{z} # 0; 

Y, 1/1 3/3 (NON_AUTOREDUIT) 
ini A3 = 0 
B1 = v{z} 
B2 = v{x} 
B3 = (u{z} - 1) 
B4 = (u{y}.u{x} - 1) 
Y. ---------- SYSTEME ---------
(u{xy} - v) = 0; 
(u{y}.u{x} - 1) = 0; 
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(u{z} - 1) = 0; 
(v{z}.u{y} - v{y}) = 0; 
v{x} = 0; 
v{z} = 0; 

Y. 1/1 3/3 1/2 (AUTOREDUIT) 
ini B4 != 0 
REDUCTION (- u{yy} - v.u{y}-2) = (u{xy} - v) REDUIT PAR B4 
REDUCTION - v{y} = (v{z}.u{y} - v{y}) REDUIT PAR B1 
A1 = v{z} 
A2 = v{y} 
A3 = v{x} 
A4 = (u{z} - 1) 

AS = (u{yy} + v.u{y}-2) 
A6 = (u{y}.u{x} - 1) 
Y. ---------- SYSTEME ---------
v{z} = 0; 

v{x} = 0; 
(u{z} - 1) = 0; 
(u{y}.u{x} - 1) = 0; 
(u{yy} + v.u{y}-2) = 0; 
v{y} = 0; 
u{y} 1 0; 

Y. 1/1 3/3 1/2 1/1 (NON_AUTOREDUIT) 
SYZYGIE ENTRE A2 et A3 REDUITE PAR A6, 
SYZYGIE ENTRE Al et A3 REDUITE PAR A6, 
SYZYGIE ENTRE Al et A2 REDUITE PAR A6, 
SYZYGIE ENTRE AS et A6 REDUITE PAR A6, 
2.v-2.u{y}-4 
SYZYGIE ENTRE A4 et A6 REDUITE PAR A6, 
SYZYGIE ENTRE A4 et AS REDUITE PAR A6, 
QUOTIENT v= v.u{y} DIVISE PAR u{y} 
B1 = v 
B2 = (u{z} - 1) 

B3 = (u{y}.u{x} - 1) 
Y. ---------- SYSTEME ---------
v{z} = 0; 
v{y} = 0; 
v{x} = 0; 
(u{z} - 1) = 0; 

(u{yy} + v.u{y}-2) = 0; 

(u{y}.u{x} - 1) = 0; 

v = 0; 

u{y} 1 0; 

AS, A4, A3, A2, A1 RESULTAT 
AS, A4, A3, A2, A1 RESULTAT 
AS, A4, A3, A2, Al RESULTAT 
AS, A4, A3, A2, Al RESULTAT 

AS, A4, A3, A2, Al RESULTAT 
AS, A4, A3, A2, A1 RESULTAT 

0 
0 
0 

0 
0 



Y. 1/1 3/3 1/2 1/1 1/1 (AUTOREDUIT_COHERENT) 
REDUCTION 0 = v{z} REDUIT PAR Bl 
REDUCTION 0 = v{y} REDUIT PAR Bl 
REDUCTION 0 = v{x} REDUIT PAR Bl 
REDUCTION u{yy} = (u{yy} + v.u{y}-2) REDUIT PAR Bl 
Al = v 
A2 = (u{z} - 1) 

A3 = u{yy} 
A4 = (u{y}.u{x} - 1) 

Y. ---------- SYSTEME ---------
v = 0; 
(u{z} - 1) = 0; 
(u{y}.u{x} - 1) = 0; 

u{yy} = 0; 
u{y} # 0; 

Y. 1/1 3/3 1/2 1/1 1/1 1/1 (TERMINAL) 
Y. ---------- SYSTEME ----------
v = 0; 
(u{z} - 1) = 0; 

u{yy} = 0; 
(u{y}.u{x} - 1) = 0; 

u{y} # 0; 

Y. 1/1 3/3 2/2 (SANS_SOLUTIONS) 
ini B4 = 0 

Y, ---------- SYSTEME ---------
(v{z}.u{y} - v{y}) = 0; 
(u{xy} - v) = 0; 
v{z} = 0; 
v{x} = 0; 
(u{z} - 1) = 0; 

u{y} = 0; 
1 = 0; 

[u{xy}, u{x}, u{yy}, u{y}, u{z}, v{xy}, v{x}, v{yy}, v{yz}, v{y}, 
v{zz} , v{z}, v] 
Y. 7 insatisfiable[s] 
Y. 6 non autoreduit[sJ 
Y. 2 autoreduit[s] 
Y. 2 autoreduit[s] et coherent[s] 
Y. 1 termina[llux] 
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