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INTRODUCTION GENERALE

Les travaux menés a I'Ecole Centrale de Lille issus d'une coliaboration entre I'équipe du
Professeur Rombaut du LEEP et I'équipe du Professeur Dauphin-Tanguy du LAIL, ont abouti
a des résultats concernant la modélisation par bond-graphs de I'association convertisseur de
puissance-machine électrique [Dauphin-Tanguy et al, 1989]. Les mode¢les d'état obtenus a
partir de cette modélisation conduisent & des équations continues en l'état & commandes
booléennes. L’obtention de ces modéles intégrant directement I’état des commutateurs nous a
conduit a nous intéresser au probléme de I’élaboration de lois de commande pour les systémes

continus a commandes binaires.

Une étude bibliographique a fait apparaitre que peu de travaux existaient dans ce domaine.
D’une part, la commande par Modulation de Largeur d'Impulsion (MLI ou PWM) permet de
piloter les systémes a commutation, mais elle ne considére pas la commande d'un point de vue
global. D’autre part, quelques approches ont été menées [Sira-Ramirez, 1988, 1989],
[Sabanovic, 1993] en considérant la structure variable de la commande par une application de
la technique des modes glissants. Cependant les travaux effectués présentent 1’inconvénient de
pas traiter de maniére générale le cas multivariable et de ne pas fournir des conditions
d’existence de surfaces de glissement directement exploitables.

Dans le premier chapitre, nous rappelons tout d'abord la méthode de modélisation des éléments
de commutation utilisée. Les techniques de commande existantes des systémes a commutation
sont ensuite évoquées. Nous exposons dans un premier temps les méthodes classiques de
commande des commutateurs en électronique de puissance. La méthode générale de
commande par modes glissants est ensuite présentée afin d’introduire une méthode
d'application de cette technique au cas des systemes a commandes booléennes. Nous
proposons alors une étude de I’existence de régimes de glissement pour certaines logiques de
commutation.

Au cours du deuxiéme chapitre, aprés avoir introduit la notion de domaine de convergence,
nous élaborons un algorithme nouveau de commande en boucle ouverte pour les systémes
linéaires booléens en la commande fondé sur un principe de calcul de coordonnées
barycentriques de la consigne a atteindre. Ensuite, nous définissons un algorithme en boucle
fermée qui nous permet de faire de la poursuite de trajectoires.

Le chapitre III est consacré a l'étude des systémes non-linéaires booléens en la commande.

Nous traitons d'abord le cas des systémes bilinéaires en élaborant un algorithme analogue a
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celui du linéaire. Nous élaborons, dans la deuxiéme partie du chapitre, un algorithme fondé sur
une technique de linéarisation par morceaux du systéme non-linéaire et une application de
l'algorithme en boucle fermée du chapitre II sur les systémes linéarisés.

Dans la troisiéme partie du chapitre, le cas des systémes non-linéaires affines en la commande
est envisagé et nous proposons un algorithme faisant intervenir une commande continue
équivalente calculée a partir d'une linéarisation par retour d'état et une binarisation de cette

commande.

Dans le quatriéme chapitre, ces algorithmes sont appliqués a la commande de moteurs
électriques. Aprés une bréve évocation du probléme de la modélisation, diverses techniques de
commande en vitesse de la machine synchrone (MLI, Modes Glissants) sont utilisées en
simulation, ainsi que les algorithmes du chapitre III (linéarisation par retour d'état,
linéarisations par morceaux), afin d'effectuer une comparaison entre ces différentes lois de
commande.

Nous appliquons ensuite nos méthodes en simulation a la commande en vitesse d'une machine
asynchrone, et les résultats sont comparés a ceux obtenus avec une commande classique par
MLL

Une implantation des lois de commande que nous avons élaborées est menée actuellement au
LEEP, en collaboration avec I'équipe du Professeur Rombaut sur la commande en vitesse et la
commande en couple d'un moteur asynchrone associé a un onduleur de tension.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Dans ce premier chapitre nous allons présenter dans un premier temps les raisons qui
nous ont amené a étudier les systémes continus a structure booléenne en entrée. Pour cela,
nous allons montrer, en prenant l'exemple des convertisseurs en électronique, que l'outil bond-
graph permet une analyse des systémes comportant des éléments de commutation utilisés pour
la commande, en donnant une équation d'état continue a entrées booléennes.

Nous allons ensuite évoquer les méthodes existantes pouvant se rapprocher de notre probléme,
car faisant intervenir des commutations dans la commande. Nous rappellerons d'abord
quelques techniques de commande de ces systemes en valeur moyenne (MLI, hystérésis)
utilisées en électronique de puissance. Nous exposerons ensuite les principes généraux de la
commande par modes glissants des systémes a structure variable et nous proposerons une
méthode permettant d'appliquer cette technique a la commande des systémes a entrées

booléennes.

L1 SYSTEMES A COMMUTATION

1.1.1 Modélisation par bond-graphs

I1.1.1.1 Préliminaires

La modélisation des systémes dis-continus, c'est a dire présentant des discontinuités
dans leur évolution dans le temps, (vannes ou valves en hydraulique, butées ou chocs en
mécanique, convertisseurs en €électronique de puissance...) n'est pas simple et a fait l'objet de
nombreuses discussions et travaux.

Des séminaires de réflexion sur l'intérét de l'approche bond-graph pour résoudre ce probléme
sont organisés (Journées AFCET/SEE, Janvier 1994-Sessions spécialisées aux congrés SCS de
San Diego, Janvier 1993, IEEE/SMC-Le Touquet-Octobre 1994, SCS-Las Vegas-Janvier
1995...). Les différents travaux trouvés dans la littérature font apparaitre deux classes de
résultats : les méthodes conduisant a une représentation multi-modéles [Asher et al, 1989,
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1991] , [Michel et al, 1993], [Stromberg et al, 1993] et les méthodes conduisant & un modéle
unique valable quel que soit 1'état des commutateurs [Lorenz, 1993].

Les travaux effectués a 'Ecole Centrale de Lille, en collaboration entre I'équipe du Professeur
Rombaut du LEEP et l'équipe du Professeur Dauphin-Tanguy du LAIL, concernent les
convertisseurs de l'électronique de puissance et appartiennent a la deuxiéme classe de
méthodes. Pour plus de précisions concernant les convertisseurs de puissance le lecteur pourra
se référer aux articles et ouvrages suivants [Middlebrock et al, 1977], [McMurray, 1988],
[Rashid, 1988], [Mohan et al, 1989], [Seguier et al, 1989], [Biihler et al, 1991].

Le modéle bond-graph [Paynter, 1961] est un intermédiaire entre le systéme physique
et les modéles mathématiques habituellement utilisés par les automaticiens (matrices de
transfert en linéaire, équations d'état en linéaire et non-linéaire). Cet outil permet de
représenter et de coupler des éléments pouvant appartenir a différents domaines de la physique
(mécanique, hydraulique, électronique,...) et permet une déduction immédiate [Rosenberg et
al, 1983] des équations mathématiques du systeme.

Le bond-graph est un modeéle de connaissance permettant de fournir les réponses d'un systéme
a des entrées connues, directement si on dispose d'un outil de simulation intégrant le
formalisme bond-graph du type ARCHER/MATLAB [Azmani et al, 1992], ENPORT
[Rosenberg, 1990], CAMPG/ACSL [Granda, 1985, 1993], TUTSIM [Univ. of Twente, 1985-
1992], DESIS [Delgado, 1990], CAMAS [Univ. of Twente, 1991] ou en simulant les
équations d'état déterminées a partir du bond-graph en utilisant un outil de simulation
"classique" du type MATLAB [Mathworks, 1984-1993], SIMNON [Elmqvist, 1990], ACSL
[Mitchell Associates, 1986-1993], NEPTUNIX [Nahkié, 1986].

L.1.1.2 Modélisation bond-graph d'un élément de commutation

L1.1.2.1 Causalité variable

En électronique de puissance, il existe deux démarches classiques reposant sur la méme
hypothése de composant idéal (sans perte en fonctionnement) pour modéliser les éléments de
commutation.

La premiére, "a topologie variable" conduit & un modele différent pour chaque état du systéme
(2" modéles, si r composants). La seconde consiste a représenter I'élément de commutation
comme une résistance nulle si le composant est passant et infinie s'il est bloqué.



Chapitre 1 : Systémes a commutation

Ces deux techniques présentent chacune un inconvénient majeur : la premiere n'est pas
utilisable pour la commande, la deuxiéme introduit de trés petites constantes de temps rendant

la simulation difficile.

La méthode développée a I'Ecole Centrale de Lille, consiste a représenter le composant
discontinu sous forme de I'association de deux éléments bond-graph. Le premier est un élément
indiquant la perte de puissance dans le composant de commutation lorsqu'il est en
fonctionnement, le second représente la logique de commutation et est caractérisé par un
booléen m [Dauphin-Tanguy et al, 1989, 1993], [Castelain et al, 1990], [Ducreux et al, 1992,
1993].

Considérons un élément de commutation dont la caractéristique est donnée par la fig.1.1 :

*i /
<+——
v
]
1Ron
1Roff
— —£>
v

Fig.1.1 : Caractéristique d'un élément de commutation non-idéal.

Ron et Roff sont les resistances internes de I'élément de commutation dont les valeurs sont
respectivement faibles et grandes.

L'interrupteur ainsi considéré agit alors comme une resistance ou une conductance et impose
au reste du circuit une faible tension ou une faible intensité. Pour chaque cas de

fonctionnement, nous pouvons donner une représentation bond-graph (fig.1.2a, 1.2b) :
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1/Ron R:Ron

>\/Se

AN
N

Fig.1.2a : Interrupteur passant.

iA R:Roff

1/Roff T

Fig.1.2b : Interrupteur bloqué.

Cette démarche présente l'inconvénient de donner 2" bond-graphs si nous disposons de r

éléments de commutation dans le circuit.

L1.1.2.2 Causalité unique
En général, la conductance interne de l'interrupteur lorsque celui-ci est bloqué (1/Roff)

est trés petite, ce qui n'est pas le cas de la resistance (Ron) lorsqu'il est passant. La
caractéristique de la fig.1.1 devient alors (fig.1.3) :

1/Ron

>,

Fig.1.3 : Caractéristique d'un élément de commutation (état bloqué supposé idéal).

Une méthode pour modéliser ce composant a l'aide du bond-graph a été proposée dans
[Dauphin-Tanguy et al, 1989], (fig.1.4) :
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R:Ron

]
Se 7 1 }* 7
Fig.1.4 : Modéle bond-graph d'un interrupteur (causalité unique).

m est un booléen qui vaut O si I'élément de commutation est bloqué et 1 dans le cas contraire.

Ce modéle nous permet de déduire I'équation :

2

i:I’::n(e,—ez) a.1)

ou ej—e;, est la tension aux bornes du composant. La conductance lorsque l'interrupteur est

passant vaut Ron et 0 lorsqu'il est bloqué ce qui correspond bien a la caractéristique fig.1.3.
on

Ce modele est valable quel que soit le type de composant (diode, thyristor, transistor de
commutation). La différence intervient dans la logique de commutation, comme indiqué
fig. 1.5, donc sur les transitions du booléen m :

R:Ron
-~
COMMANDE T
EXTERNE <
_ LOGIQUE DE
MTf;_/m < COMMUTATION

; COMMANDE
0 INTERNE
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T
m=0 1 m=0
Siu >0
Stu >0 _
non et T=1 non
—W oui ‘ oui
m=1 m=1
Sii >0
Sii >0 non ot T=1 non
l ou oui
Diode : Commande interne Transistor de commutation :

commande interne + commande externe
Fig.1.5 : Différentes logiques de commutation en électronique.

Cette démarche peut étre étendue a d'autres domaines de la physique : une valve ou une vanne
en hydraulique auront la méme représentation bond-graph que ci-dessus. Pour une butée
mécanique ou un relais de pression en mécanique, on associera le méme élément conservatif de
puissance qui introduira la logique de commutation (MTF) et un élément de stockage d'énergie
potentielle (C).

Le choix d'une affectation unique de la causalité [Dauphin-Tanguy et al, 1993], valable
quels que soient les états des commutateurs conduit a un bond-graph unique, et donc a un
modéle d'état unique, valable quelle que soit la configuration du systéme. Ce modéle s'exprime

sous la forme suivante :

x=f(x,Em,...m) (1.2)

ou x=(¢",g")" est le vecteur d'état issu du modéle bond-graph composé des variables d'état
flux magnétiques dans les bobines et charges dans les condensateurs. £ est le vecteur entrée et
m,, i=1,...,r, sont les booléens associés aux composants de commutation.

L1.1.3 Exemple d'application

Considérons le systéme physique composé d'une association d'un convertisseur de
puissance associé a une machine électrique (fig. 1.6) :
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Fig.1.6 : Association convertisseur-machine électrique.

E et —E sont deux sources de tensions continues en opposition et E,, £,, E; sont trois sources

de tensions alternatives. K, i=1,...,6 sont des éléments de commutation composés d'un

transistor et d'une diode montés en anti-paralléle. Le bond-graph associé a ce systéme est

représenté figl.7 :

Tik—11— DI

T4 +—11-—D4

ul

_‘F}—ﬁ Se: Ea

il

Se: E
\0/
T2 x~—11-— D2 T3k—11— D3
— 0 — C — 0l— C 0——C
T5 H_iL_,; D5 Té6 k;—ll——,{ D6

Se: -E
02_£ u3_‘£
1 +—— Se:E2 l —— Se:Es
v2 i2 v3
_l[
I:L

Fig 1.7 : Modéle bond-graph associé€ a la fig.1.6.
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Les transistors et diodes ont été représentés par Di et Ti, i=1,..,6, mais ils sont en fait
modélisés en accord avec le formalisme défini précédemment (fig.1.8a,b) :

R: R, R:R,

= _K

MTF : 1/ my, MTF : 1/my,

Fig.1.8a : Représentation d'une diode. ~ Fig.1.8b : Représentation d'un transistor.

Les booléens m, et mp,, représentent I'état (passant, bloqué) des transistors Ti et des diodes Di.

Nous avons supposé que tous les éléments de commutation avaient la méme resistance interne
R,..

Trois condensateurs C ont été ajoutés au circuit pour permettre une mesure des tensions
simples aux bornes du moteur.

Le bloc multi-port I : L est défini si on suppose le moteur équilibré (i,+i,+i;=0), par les
équations suivantes :

'fi]\l 1|(2 I AR PARNE I -1V

A :—3—L- -1 2 -1j4, | et |¢2 =3 -1 2 —llv2 | (1.3)
LI;;J L_l -1 2 l¢3J L¢3J L—l -1 2 l‘ﬁJ
avec v=u—E, i=1,2,3.

Les €quations d'état peuvent étre déduites du bond-graph :
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el
¢3 :—l_(_ql -4, +2q3) —-E;
3C
2 2 2 2
. m +m4] ¢| my —m,
N [ RC T R

2 _ 2 2 .
lavecm; =mp, +my,,i=1,...,6.

L1.2 Commande booléenne
Les booléens m, peuvent €tre des grandeurs de commande, comme dans le cas des
associations machines électriques-convertisseurs d'Electronique de Puissance [Ducreux et al,
1992, 1993].
On obtient alors des modéles d'état de la forme :
x=f(x,u,E) (1.5)

ou u, vecteur de commande est a composantes booléennes.

Ce résultat obtenu au laboratoire est a l'origine de nos travaux et justifie l'intérét que nous
avons porté a cette classe particuliere de modéles.

L'étude bibliographique que nous avons alors effectuée nous a montré que les travaux existant
pouvant se rapprocher du probléme étaient peu nombreux et pouvaient étre séparés en deux

catégories :

2 Les méthodes utilisées pour la commande de machines électriques qui consistent

a commander le convertisseur par valeur moyenne d’une commande continue.

< Les méthodes déterminant directement une commande booléenne.

-11-
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Les méthodes appartenant a la premiére catégorie, la plus habituellement utilisée étant la
commande par Modulation de Largeur d'Impulsion (MLI) [Skoog et al, 1970], [Capel et al,
1973], [Chauprade et al, 1980], [Leonhard, 1985], [Bose, 1986], [Kiel et al, 1987], [De Carl,
1990], [Cocquerelle, 1993] sont fondées sur le principe d'une commande rapprochée des
éléments de commutation en valeur moyenne de l'entrée. Le systéme est alors assimilé & un

systéme a entrées continues ce qui est représenté par la fig.1.9 :

E v MACHINE y
ALIMENTATION CONVERTISSEUR x=f(x,V)
y=h(x)
COMMANDE V. Calcul Commande
RAPPROCHEE : al’aide du modéele
V=V=V,, continu

Fig.1.9 : Principe classique de commande des systémes a commutation.

ou E est la tension d’alimentation (généralement continue) du convertisseur, V ’entrée du
systéme et V. la commande continue calculée de valeurs moyennes respectives Vet V...

Nous allons présenter dans la partie I1.2 de ce chapitre les méthodes utilisées usuellement en

électronique de puissance pour effectuer la commande rapprochée sous leur forme générale.

Les méthodes appartenant a la deuxiéme catégorie sont fondées sur un modeéle a entrées

booléennes comme présenté dans le cas de I’association machine-convertisseur (fig.1.10) :

; (booléens) =

s (boOlCens) | 5\ VERTISSEUR E&g% )
Calcul de la
Commande
Booléenne

Fig.1.10 : Commande booléenne du systéme global.

-12-
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Parmi ces derniéres, on trouve la commande par modes glissants [Emelyanov, 1964], [Utkin,
1974], qui permet de commander les systémes a structure variable (SSV). Les systémes que
nous étudions représentent un cas particulier de SSV ou les composantes de l'entrée sont
obligatoirement booléennes, et des méthodes d'application de la technique de commande par
modes glissants peuvent étre alors élaborées [Sira-Ramirez, 1987a, 1988], [Sabanovic et al,
1993]. Nous allons, dans la partie III de ce chapitre présenter le cas général de la commande
par modes glissants puis mettre en évidence les techniques permettant de l'adapter aux

systémes a entrées booléennes.

L2 COMMANDE PAR VALEUR MOYENNE

L2.1 Préliminaires

Nous allons décrire dans ce paragraphe deux types de méthodes de commande rapprochée des
convertisseurs de puissance mises en oeuvre dans le cas de structures de commande telles que
celle présentée fig.1.9. La premiére dite "tout ou rien" ou "commande par hystérésis" présente
l'avantage d'offrir une mise en oeuvre simple. La seconde, la technique de commande par
modulation de largeur d'impulsion (MLI ou PWM), est la plus largement utilisée [Plunkett,
1977], [Holtz et al, 1983], [Kusho et al, 1983], [Sabanovic et al, 1981, 1984, 1988], [Shorner,
1986], [Nonaka, 1987], [Vorpérian, 1990], [Silva, 1992] et offre des performances

intéressantes.

1.2.2 Commande rapprochée d'un convertisseur

1.2.2.1 Position du probléme

Nous allons considérer pour cette étude une branche d’un convertisseur électrique du
méme type que celui représenté fig.1.6 comportant deux interrupteurs T1 et T4 qui seront
supposés fonctionner de maniére complémentaire, c'est a dire que lorsqu'un est bloqué, l'autre

est passant et vice-versa.

La branche du convertisseur est représentée par la fig.1.11 :

-13-
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E /Tl

-E / T4 \%

~
N
N
N

Fig.1.11 : Schéma d’une branche du convertisseur.

avec V=VA-Vum. E est une tension continue. T1 et T4 représentent deux transistors de
commutation. On désire alors commander V a partir de l'ouverture et la fermeture de T1 (T4
étant complémentaire). Si T1 est ouvert alors T4 est fermé et V=—E. Si T1 est fermé alors
V=E. Nous allons voir qu'en choisissant des durées d'ouvertures et de fermetures de maniéres
appropriées, il est possible de donner a V n'importe quelle valeur (en valeur moyenne) entre —E
etE.

Pour cela, dans chacune des méthodes que nous allons envisager, le domaine temporel sera
découpé en intervalles I =[nT, . (n+1)T, .1, pour n entier positif, et 7, , réel fixé. La

référence en tension que l'on désire atteindre est notée V,

1.2.2.2 Commande par hystéresis

La premiére méthode consiste a commander le transistor T1 en tout ou rien en

respectant une logique de commutation par hystérésis [Leonhard, 1985], [Semail, 1990].

Le principe est le suivant : soit e, - une valeur positive fixée. L'erreur en sortie V, ~V est notée
&

Considérons le cas ou & est négatif. Si £ est inférieur a —e, ; alors T1 est bloqué sur /,; si £est
supérieur a —e,; T1 est bloqué sur /, si £diminue et passant dans le cas contraire.

Le méme type de raisonnement est appliqué dans le cas ou l'erreur est positive. On obtient un

comportement global en hystérésis que I'on peut schématiser (fig.1.12) :
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Chapitre 1 : Systémes a commutation

Veer s * [ o=1 T1 passant, V=E
v —» s=0 :T1 bloqué, V=-E
0 €
—e,,r €7
Vv

Fig.1.12 : Commande d'un convertisseur par hystérésis.

s représente la commande externe du convertisseur.

La commande ainsi définie entraine que l'erreur £ converge en valeur moyenne vers un cycle
limite d'amplitude inférieure ou égale a e, Cette grandeur est donc choisie la plus petite

possible en fonction des contraintes matérielles imposées par le systéme.

1.2.2.3 Commande par M.L.L

La commande par modulation de largeur d'impulsion peut étre décrite par le principe
suivant : le calcul de l'erreur en sortie V,~V permet de déterminer un temps de conduction &
l'intérieur de /,, que I'on notera a,,, appelé rapport cyclique.

Sur 7, V peut alors étre représenté (fig.1.13) :

mod (n + an)Znod (n + I)Tr'nad 4

Fig.1.13 : Valeur de V sur J,.

V est alors égal, en valeur moyenne sur /, a: 2a,—1)E
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Chapitre I : Systémes ¢ commutation

La procédure de calcul de a, est décrite par le schéma suivant (fig.1.14) :

ay

Vyr G .

Ky

Fig.1.14 : Schéma de commande d'une branche de convertisseur en M.L.1.

La grandeur G =K, +K,(V,, — V) permet de calculer le rapport cyclique. Si G est dans
[0,1], on choisit le rapport cyclique égal a G. Si G est négatif on choisit &, =0 et si G est plus

grand que 1, on prend a,=1.

Ce type d’algorithme géneére une erreur statique qu’il est possible de compenser dans une

boucle d’asservissement supérieure, qui permet de régler K; et K, de fagon a I’éliminer.

L3 COMMANDE PAR MODES GLISSANTS

Les techniques de commande par modes glissants peuvent €tre utilisées dans bon
nombre de domaines pour améliorer les performances des systémes car elles permettent, entre
autres, de faire du placement de pdle, de 'optimisation, de l'adaptation de paramétres, et de
maniére plus générale toutes les techniques usuelles de l'automatique. Les commandes de
chaque coté du plan de commutation sont continues et dépendent de la variable d'état x, ce qui
donne des propriétés intéressantes au systéme commandé.

Cette technique a été appliquée a de nombreuses reprises en électronique de puissance pour la
commande de moteur en utilisant la MLI pour piloter le convertisseur statique associé
[Sabanovic et al, 1981, 1984, 1988], [Bose, 1985], [Wrong, 1987]. Nous verrons au
paragraphe suivant qu’il est possible d’appliquer cette méthode directement sur le systéme a
entrées booléennes sans utiliser de technique rapprochée pour la commande du convertisseur.
Au cours de ce paragraphe nous allons présenter brievement la méthode générale de
commande par modes glissants, dans un premier temps pour les systémes linéaires, puis dans le
cas non-linéaire affine.
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Chapitre 1 . Systéemes a commutation

L.3.1 Systémes a structure variable

Les systémes a structure variable présentent un intérét considérable pour I'étude de la
commande. Les premiéres utilisations de I'idée de changement de structure apparaissent dans
des publications datant des années soixante [Emelyanov et al, 1959, 1963(a), 1963(b)],
[Garrett, 1961], [Clegg, 1956], [Neimark, 1957], [Ostrovsky, 1960]. Le fil conducteur d'une
telle démarche était de combiner les propriétés intéressantes de chacune des structures
utilisées. Le systéme discontinu ainsi commandé peut posséder des propriétés qui n'existent pas

dans les sous-systémes qui le composent.

La notion de modes glissants introduite par de nombreux auteurs soviétiques fut développée au
cours des années soixante-dix [Emelyanov et al, 1964, 1966, 1967], [Utkin, 1971, 1974,
1977]. L'idée générale est de déterminer une surface de glissement, généralement des
hyperplans fixés dans l'espace d'état, utilisée comme surface de commutation. Le systéme dans

le mode glissant converge alors asymptotiquement vers l'origine.

1.3.2 Elaboration de la loi de commande

L.3.2.1 Cas linéaire
Considérons le systeme linéaire multivariable décrit par :

%= Ax+Bu (1.6)

ou u=(ul,‘..,um)T est le vecteur de commande, x=(x1,...,xn)T, le vecteur d'état, et A, B des

matrices de dimensions appropriées.
Soit s(x)=(s,(x),...,s,,(x))=0 un ensemble de m surfaces de commutation définies par :
s(x)=Cx 1.7

Supposons que #; est discontinue sur s=0 :

{ui =u; (x) pour s,(x) >0 (1.8)

u, = u; (x) pour s,(x) <0
Le vecteur x est discontinu selon le méme plan. Ceci entraine que si les trajectoires sont

dirigées vers s=0, un mode glissant va apparaitre sur ce plan. Une condition suffisante pour
qu'un mode glissant existe est, [Barbashin, 1967/1970] :
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Chapitre I : Systémes a commutation

lim 5, >0

§->0"

lim 5, <0

5—0%

(1.9)

ou de maniére équivalente :

58, <0

au voisinage de s,(x)=0.

Si le systéme est en glissement sur l'intersection des surfaces s(x)=Cx=0 alors, on a Cx =0, ce

qui entraine :
0=CAx+CBu

Si nous faisons les hypothéses rang(B)=m et rang(C)=m, et CB inversible, on définit une

commande équivalente u, telle que :
u,= —(CB)—l CAx (1 10)
Le mouvement est alors décrit par :

%=[A-B(CB)" CAlx (1.11)

-

—_—

A!

Le comportement du systéme ne dépend pas des valeurs des commandes #; etu#,, qui ne

servent qu'a assurer les conditions de stabilité autour des surfaces s,=0.

La matrice A, a m valeurs propres nulles et #»—m non nulles. Le mode de glissement vers
l'origine existe alors si et seulement si ces n-m valeurs propres ont une partie réelle négative
[Utkin, 1977].

1.3.2.1.1 Cas particulier : systemes linéaires monovariables

Supposons que  est discontinue sur s(x)=Cx=0 :

{u:lﬁ(x) pour s(x) >0 (1.12)

u=u (x) pour s(x) <0

Une condition suffisante pour qu'un mode glissant existe est :
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lims>0
s—0”
lims<0 (1.13)

s—>0"
Si le systéme est en glissement sur la surface s(x)=Cx=0 alors, on définit une commande

équivalente u, (si CB non nul) telle que :

ue :—(CB)_ICAX (114)
et le mouvement est décrit par :

#=[A-B(CB)"CAJx (1.15)

— —;
—_

AG

Dans le cas monovariable, une condition nécessaire et suffisante d'existence d'un mode de
glissement, énoncée par [Emelyanov, 1963] est que la commande équivalente ainsi définie soit

comprise entre les valeurs minimales et maximales de u soit, si u">u" :
- - +
u,existe et v <u, <u (1.16)

Une méthode simple de conception d'une loi de commande vérifiant cette condition peut alors

étre envisagée :

On choisit u telle que w=u+(CB)'u, avec u, discontinue, ce qui donne
Cx=CAx+CBu,+u, =u,.

La condition (1.16) entraine donc que I'on doit choisir #,>0 pour s<0 et #,<0 pour s>0. On
peut alors prendre :

u ~ksgn(s) (1.17)

. .. sgn(s)=+1sis>0
avec k>0 et sgn(s) représente la fonction signe de s : _
sgn(s)=-1sis<0

et u, est bien comprise entre les valeurs minimales et maximales de u.

13.2.1.2 Exemple d'application

Considérons l'exemple suivant (monovariable en entrée) [Fossard, 1991] :

F)-(0 L

Soit s(x)=0 un plan quelconque défini par : s(x)=(c 1)x=cx,+x,
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Chapitre I : Systemes a commutation

La commande équivalente u, est définie par :
u,=(a, a,—c)x=a,x, +(a,-c)x,
On suppose que ¥ commute selon ce plan tel que :

u=u,—ksgn(s)

Le systéme commandé peut s'exprimer :

X, =X,
X, = —cx, — ksgn(s)

et le systéme en mode glissant se comporte :

ce qui donne sur le plan de glissement :

X
Jxl @)= X t ﬂ(1 - e_e(HO))
4

[xz (1) = x, e

Ceci peut étre représenté pour c=2, x10>0, x2<0 par (fig.1.15) :

s=0 A x2

J— x(t0)
Glissement

sur s=0

Fig.1.15 : Mode glissant pour un systéme de dimension 2.
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L.3.2.2 Cas des systémes non-linéaires affines en la commande

Dans ce paragraphe, nous allons décrire succinctement la méthode pour appréhender le
cas non-linéaire multientrées, en traitant le cas des systemes affines en la commande.

Considérons le systeme décrit par :

()= f(x)+B(x)u (1.18)

oux R”est le vecteur état du systéme, # R" est le vecteur de commande du systéme, f{x) est
une fonction de 1'état a valeurs dans R” et B(x) une fonction de I'état a valeurs dans R"x R”.

La commande discontinue est supposee telle que :

{u,. =u(x)sis(x)>0 (1.19)

u, =u; (x)sis(x)<0
ou u, est la i-éme composante de u, et u #u, pour tout i={1,...m}. s(x) est la i-éme
composante du vecteur s.

On notera G(x) la fonction définie par :

&
G(x)=—
) & (1.20)

Une condition suffisante pour que le mode glissant apparaisse sur la i-€éme composante est
[Utkin, 1971] :

lim §; <0
5—0*

lim s, 20 (1.21)

5007

ou

au voisinage de s,(x)=0.

Dans le mode glissant, on a s(x)=0 et $(x) = 0, ce qui entraine que la commande équivalente u

e

est définie, si G(x)B(x) inversible par :
u, =~(G(x)B(x)) G(x)f (x) (122)

Le comportement en mode glissant est alors décrit par [Utkin, 1971] :
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= f(x)-B(x)(G(x)B(x))" G(x)f(x) (1.23)

Si un régime de glissement apparait sur la famille de surfaces de dimension #—m, intersection
des surfaces de discontinuités s(x)=0, l'équation s(x)=0 nous permet d'éliminer m variables

d'état et la description du systéme est réduite a un systéme de dimension (n—m).

Dans le cas non-linéaire monovariable une condition nécessaire et suffisante d'existence de
régime de glissement est que I'on ait, comme dans le cas lin€aire, #, comprise entre les valeurs
minimales et maximales de I'entrée, soit si #™>u":

u <u <u’ (1.24)

e

Remarque :

Dans le cas multivariable le mode de glissement existe s'il y a un régime de commutation sur
toutes les intersections de toutes les surfaces. Plusieurs méthodes pour élaborer les lois de
commande sont données dans [Fossard, 1991]. Le lecteur pourra se référer pour plus de détails
sur les conditions d'existence de surface de glissement, ainsi que de stabilité, a cet ouvrage ainsi

qu'a ceux cités dans cette partie.

1.4 MODES GLISSANTS POUR LES SYSTEMES A ENTREES BOOLEENNES

Il est possible d’appliquer directement la technique des modes glissants aux systémes
continus a entrées booléennes en prenant u; =1etu; =0 de part et d’autre d’hyperplans de
commutation 5,(x)=0. Cette méthode consiste donc a appliquer I’algorithme de commande sur
le systéme global intégrant les interrupteurs (fig.1.16) :

MACHINE
ELECTRIQUE

MODES GLISSANTS
u,=0sis(x)>0
u, =1sis(x)<0

Fig.1.16 : Commande par modes glissant du systéme global.
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Quelques auteurs ont envisagé d’utiliser ce type de démarche. D’une part, H. Sira-Ramirez
dans [Sira-Ramirez, 1988, 1989] propose pour les systémes a commutation monovariables une
technique qui consiste a élaborer une loi de commande par modes glissants équivalente a haute
fréquence a la MLI Cette approche ne traite pas le probleme multivariable et I’auteur
I’applique sur un circuit électrique qui ne comporte qu’un €lément de commutation.

D’autre part, A. Sabanovic dans [Sabanovic, 1993] propose de commander une association
onduleur-moteur synchrone en utilisant un modele multivariable simplifié de 1’ensemble.
Cependant, aucune méthode générale n’est donnée, en particulier sur les conditions que
doivent satisfaire les surfaces de glissement dans le cas de systémes a commandes booléennes.
Nous allons proposer dans ce qui suit une méthode générale pour I’élaboration de lois de

commande par modes glissants des systémes a entrées booléennes.

L.4.1 Cas linéaire
Considérons le systéme linéaire multivariable :

%= Ax+Bu (1.25)

avec x dans R”, u, dans {0,1} pour i=1,...,m et A et B des matrices constantes de dimensions
appropriées, avec A inversible.

Construisons U=2u—-1 a valeur dans {-1,1}".

Le changement de variable X = x + A nous permet de nous ramener a :
X=AX+BU (1.26)

-1
avec U dans {-1,1}", B’ :%B et A::A—ZE.

Soit =0, i=1,....m les m plans définis par s(X)=CX=0 ou C est une matrice constante de
R” xR".

Nous choisissons une logique de commutation définie, par analogie avec le cas monoentrée,

par :

{Ui = —sgn(s,) 127

i=1..m

PREEE)
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La commande équivalente est définie, comme précédemment, ce qui donne :
U,=—(CB")" CAX, (1.28)
en supposant CB* non nul et le comportement du systéme en mode glissant est défini par :
X=1-B'(CB")'O)AX (1.29)
Cas mono-entrée
U est discontinue sur s(x)=Cx=0 avec U=-sgn(s), avec U=2u—1. U, est définie par (1.28). La
condition d'existence du glissement est vérifiée si et seulement si la commande équivalente est
comprise entre les bornes minimales et maximales de l'entrée -1 et 1, soit :
-1<U,<1 (1.30)

Cette condition indique que le glissement ne pourra pas avoir lieu pour toutes les valeurs de

I'état, mais que l'on est restreint a un domaine.

1.4.2 Exemple d'application

1.4.2.1 Exemple 1

Considérons le systéme linéaire monoentrée décrit par :
X, 0 1Y x 0
o= + u (1.31)
X, -1 0fx, -2K

On effectue le changement de variable décrit précédemment pour se ramener a une commande
dans {-1,1} :

avec u booléen.

X, =x,+K
X, =x,
et U=2u-1.

On obtient le systéme :
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La logique de commutation est définie par :

U=1sis(X)=cX,+X,>0
U=-1sis(X)=cX,+X,<0

La commande équivalente est :
=S @+ DX,
et le glissement ne pourra avoir lieu que si
4sii«¥+u&31
2K

c'est a dire sur le segment AB représenté figl.17, avec c=K=1 :

Chapitre 1 : Systémes a commutation

Fig.1.17 : Représentation du segment de glissement, dans le plan (X,X,).

Ce qui donne, pour le systéme initial, dans le plan (x,,x,) :
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x+x,+1=0

v

Fig.1.18 : Représentation du segment de glissement, dans le plan (x,,x,).

1.4.2.2 Exemple 2

Pour I'exemple suivant, nous considérons que le systéme a déja été mis sous la forme

(1.26). Considérons le systéme de dimension 3 :

lfo 1 —1\1 (1 —1\|
X=0 0 1 X+'o 0 U (1.32)
o) o)

avec U, e {-11}, pouri=12.
Soit 5,=0 le plan tel que s,(X)=c,X,+c,X,+X5=0 et 5,=0 le plan tel que s5,(X)=c;X,+c,X,+X5=0.
U, est supposée telle que : U=—sgn(s,).

La commande équivalente est définie alors sur l'intersection des deux plans par:

U‘,:—(CB‘)"CAX (1.33)
Soit :
oy 11 asalEe)raa-l)
_ a | _ 03—01
Ue_[Uezj_ll ) 1+-czc3+c4cl |x (1'34)
{ e )
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avec ¢, #¢;.

Le comportement du systéme en mode glissant est déterminé, en appliquant I'équation (1.29),

par :

0 a¥x)
ool

c,—c
avec a=-—2—2 et f=
¢, —¢ ¢, ~¢

D'autre part, on a, sur l'intersection des surfaces de glissement :

§,(X)=(=C +c, +¢, +cc, —2) X, +(cl —¢c, +¢, - )X, +¢, (U, -U,)+U,
5(X)=(=¢cl+c,+c,+ee, —2) X, +(c; —cc, +¢, - DX, +¢,(U, - U,) +U,

Les conditions de glissement s'écrivent alors :

1-2¢, 2¢,—1
1
1-2¢,

IB 1
J s(—c22+c2+c,+c,c2—2)X2+(c,2—c]c2+c1—1)X13{
| (1.36)

-1
{2c = (=ci +c, +c,+¢¢, —2) X, +(ci —cic, +¢, - 1 X, s{
-

.. . . 1 1
qui impose nécessairement ¢, < — etc¢, > —.
2 2

Les inégalités (1.36) délimitent le domaine sur l'intersection de s,=0 et s5,=0 sur lequel le
glissement est possible. Il faut de plus, pour pouvoir assurer une convergence vers l'origine que

la valeur propre de (1.35) non nulle soit négative :

B ————_62;3_*;40‘ <0 (1.37)
3 1

1.4.3 Cas bilinéaire

L'application de commande a modes glissants pour les systémes bilinéaires a entrées

booléennes dont une approche est donnée dans le cas monovoriable dans [Sira-Ramirez, 1988]
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présente un intérét pratique car ces modéles représentent un certain nombre de systémes

électriques a commutation.

1.4.3.1 Cas monoentrée
Considérons un systéme bilinéaire monoentrée a entrée booléenne décrit par :
X = Ax +Nxu (1.38)

avecxeR"; A NeR"xR"; uc{0,1}.

Dans le cas linéaire, le plan de glissement du systéme a entrées dans {-1,1} était choisi de la
forme s(X)=CJX, ce qui entraine que le plan de glissement du systéme a entrée booléenne est de
la forme s(x)=Cx+d avec d scalaire.

Par analogie avec le cas linéaire, choisissons s(x)=Cx+d=0 comme hyperplan de commutation ;
la logique de commutation peut alors étre définie par :

u:l"i;‘@ (1.39)

Les conditions d'existence d'un plan de glissement sont :
lims>0etlims<O

s—0* 50~

On a, sur le plan de glissement, Cx+d=0, ce qui entraine Cx=0, soit :
CAx +CNeu =0 (1.40)

ce qui définit une commande équivalente :

u, = —(CNx)™'(CAx) (1.41)
définie si CNx est non nul.
11 faut alors vérifier, d'aprées (1.24) que :

0<—(CNx)"(CAx) <1 (1.42)
Nous allons montrer sur l'exemple suivant le principe de la démarche :

Soit le systéme, exprimé par :
X= %) \ca -a, e+ o pant b, X, U (1.43)
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avecu {0,1}.

Le plan de glissement est défini par : s(x)=Cx+d=cx,+x,+d=0.

On utilise la logique de commutation définie en (1.39). La commande équivalente est calculée,

en utilisant les résultats précédents :

(ax, +(-c+ay)x,) (1.44)

e

- chx, +b,x,

Pour cet exemple, trois possibilités peuvent se présenter :
= Il existe un mode glissant en tout point de s=0.
= Il n’existe pas de mode glissant sur s=0.

= Il existe un mode glissant sur une partie de s=0.

Ona:
a
L—x +x,)
-c+a, —c+a,
u, = (1.45)
b cb,
2 —X, +X,

2

Le choix de c tel que a,b, = cb,(a, —c) entraine que la condition (1.24) est vérifiée sur s=0 si

et seulement si :

0<

a,-c
<1 (1.46)

2

Si cette condition est vérifiée un mode glissant existe en tout point de s=0. Dans le cas

contraire il n’existe pas de mode glissant sur s=0.

D'autre part, si on choisit par exemple b,=b,= a,=a,=1, et c=2 la condition (1.24) entraine :

< (%, —x,) <

< < 1.47
2x, +x, (1.47)

soit, sur s=0, avec d=3 :

~1<x, <0 (1.48)
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Remarque :

Cette exemple montre que l'existence d'un plan de glissement vérifiant les conditions (1.42))

n'est pas toujours possible, quelle que soit la logique de commutation choisie.

1.4.3.2 Cas multi-entrées

Considérons un systéme bilinéaire multientrées a commandes booléennes décrit par :

%= Ax+[inup)x (1.49)

p=l1
avecx R"; A, N, R"><R";up {0,1}, p=1,...m.

Soit 5=0, i=1,...,m les m plans définis par s(x)=Cx+D=0 ou C est une matrice constante de
R” xR”, et D un vecteur constant. Les coefficients de C et D sont notés respectivement Ci

pour ke{l,...m}, je{l,..,n}, etd, ie{l,. . m}
La logique de commutation est définie, par analogie avec le cas linéaire telle que :

J _ 1-sgn(s)
L"” -T2 (1.50)
i=1..,m

PREREY

La commande équivalente u,, peut €tre exprimée par :

prp) (CAx) (1.51)

=
I

—
A

1M

ﬁij (p)= n, )

avec 7i.(p) les coefficients de N définis par :
’ ? ie{l,....n}; (j,p)e{l,..‘,m}2

Les conditions de glissements sont obtenues en dérivant s,, pour k=1,....m :

sk(x):ic,dx, :Z":ch(ia,.jxj+Zm:[iﬁij(p)xj}1p) (1.52)

p=1\_J=1

avec ¢, =1.
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soit :

s'k(x):f(ichaﬁga,(p)upjx, (1.53)

J=1\i=1

et en réinjectant x, dans $, (x) en utilisant s,(x)=0 :

n-1{ n m n m n-1
5.() = Z(ch,»a,, + 2.7, (p)u,,}, —(;cha,«, + 2.7, (p)u,,hchx,- +d,,j
r= i= p= =

j=t \i=1

(1.54)

Ce que l'on écrira par la suite :
n-1
$¢(¥) = 2 A (u,C)x, + p(u,C, d,) (1.55)
j=1
avec C,=(cy,,....¢;,), 0u 4, (u,C, ) sont des grandeurs qui dépendent de l'entrée et de s,

Si 5,(x)>0 alors u,=0 et quels que soient u, €{0,1}, i=1,..,m, i#k, il faut §,(x) <0. On a dans
cette configuration 2”1 possibilités pour le vecteur u (u, étant fixé a 0). Si on note 1, (r) et
wdr), r=1,..,2™ les valeurs correspondantes del #@,C) et uw,Cidy), les valeurs la
condition de glissement entraine :

n-1
A, (P)x. + r)<o
J; ]k( ) ; ﬂk( ) pourk:]’,“,m (156)

tpourrz 1,..2™"

De la méme maniére si s,(x)<0 alors #,=1 et quels que soient u;, €{0,1}, i=1,...m, izk, il faut
$,(x)20. On a 2"-1 possibilités pour le vecteur u (u, étant fixé a 1). Si on note A/, (r) et

Wr), r=1,..,2™" les valeurs correspondantes deA #(@,C) et 1(u,Cidy), la condition de

glissement entraine :

JZ;,; (r)x, + ()20
P pourk=1,..m (1.57)

pourr=1,.2""

On doit alors imposer les coefficients c,; et d, pour (kj)e{l,...,m}x{1,..,n} tels que pour
chacune des surfaces 5,=0, les équations (1.56) et (1.57) ne sont pas incompatibles.
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Remarque :

Les résultats concernant l'existence du plan de glissement, que nous avons obtenus dans cette
partie sont assez complexes a manipuler pour les systémes de dimension élevée, car on doit
vérifier la compatibilité de 2" équations. Pour ce qui est de la condition de stabilité, le systeme
(1.49) avec u=u, est difficile a analyser car il est non-linéaire dans le cas général.

CONCLUSION

Nous avons vu dans ce chapitre que les systémes physiques comportant des
commutateurs modélisés par bond-graph peuvent étre représentés par une équation d'état a
structure booléenne en entrée. L'étude de la commande des systéme en électronique de
puissance a mis en évidence I’existence de deux classes d’algorithmes utilisés : d’une part les
méthodes de commande par valeurs moyennes des entrées (généralement la MLI) qui ne
donnent pas directement accés a l'état des commutateurs et d’autre part certaines applications
de la commande par modes glissants (cas monovariable, exemples particuliers). L'étude de
cette derniére a montré pour les systémes étudiés que dans le cas monovariable, les méthodes
d'élaboration de lois de commande sont réalisables et simples a mettre en oeuvre et que dans le
cas multientrées, cette élaboration peut se révéler complexe quant aux méthodologies a utiliser.
Nous allons donc proposer au cours des deux chapitres suivants des algorithmes de commande

applicables directement aux systémes multivariables en entrées.
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Chapitre 11 : Commande booléenne des systémes linéaires

CHAPITRE 11

INTRODUCTION

Le but de ce chapitre est de proposer de nouveaux algorithmes de commande pour des
systémes linéaires a commutation. Pour cela, nous allons utiliser un modele global du systéme
issu d'une représentation bond-graph. Nous avons vu au premier chapitre que cette
représentation permettait d'obtenir un modele d'état dont les entrées booléennes représentent
I'état des éléments de commutation du systéme. Nous allons donc proposer une étude générale
des équations d'état linéaires a commandes booléennes pour faire de la régulation, puis du suivi

de trajectoire.

Nous allons élaborer dans un premier temps une loi de commande en boucle ouverte
qui va permettre de déterminer des domaines de convergence pour les vecteurs état et sortie du
systéme. Nous proposerons ensuite un algorithme de commande en boucle fermée permettant

d'améliorer les performances du systéme.

I1.1 POSITION DU PROBLEME

Le vecteur d'état du systéme est noté x=(x,,---,x,)" € R", le vecteur entrée
u=(u,-,u) eR" ety=(,-,y,)" €R’représente le vecteur sortic. A,B et C sont des
matrices constantes telles que : A eR” xR", BeR”"xR"™ et CeR’ xR". Les composantes
de u ont des valeurs booléennes.

Le modéle du systéme peut €tre exprimé par :
J)& = Ax+Bu

y=Cx (2.1)
{u,. ef{ol},i=1,..,m

Le but de I'étude est de déterminer la séquence de vecteurs # permettant a I'état x ou a la sortie
y d'atteindre une valeur désirée constante x, (resp. y,), ou de poursuivre une trajectoire x (7)

(resp. y (1))
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Le vecteur d'entrée ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs, égal a 2", car chacune de ses

composantes est booléenne. L'ensemble de ces vecteurs est noté config(u), et on a :

[(0Y (1) (0)(0)
0{1ol{1{|0
oljo]]o]|1
conﬁg(u)=< chle ble Pl [0
0[[0]{0]{0

\0/\0/\0/\0/

(0)

\1/

(Y1)
1,0

01

0/\0/

/1)
0

0

1
1

(l\\

\1/

N (22)

1)

Les vecteurs de cet ensemble seront notés [conﬁg(u)]p avec p appartenant a {1,...,2"}.

Chaque élément de config(u) peut étre défini a partir des vecteurs de la base canonique de R™.

Les polyedres formés par les éléments de l'ensemble config(ux) sont donc inclus dans R™.

1.2 DOMAINE DE CONVERGENCE

11.2.1 Définitions

Dans ce paragraphe, nous allons donner les définitions de base concernant la

commandabilité des systémes continus. Pour plus de détails, le lecteur pourra se référer a

[Nijmeijer et al, 1990].

1) Atteignabilité

Une composante du vecteur état est dit »-atteignable si et seulement si la commande u

a une influence sur son comportement.

2) Commandabilité d'un systéme

Un systéme est dit commandable en I'état si et seulement si quels que soient x(t,) et

x(t,) appartenant a l'espace d'état, il existe une commande u(¢) permettant au vecteur état de

passer de x(#,) a x(¢,) en un temps fini.
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Par extension, un domaine de l'espace d'état est dit commandable si et seulement si quels que
soient x(#,) et x(z,) appartenant a ce domaine, il existe une commande u(f) permettant au

vecteur état de passer de x(?,) a x(¢,) en un temps fini.

3) Accessibilité

Une valeur x, de I'état est dite u-accessible a partir de la valeur x, si et seulement si il
existe une commande u(?) et des réels positifs 7, et 7, tels que la solution de I'équation d'état

vérifie :

2.3)

4) Domaine de convergence

Nous appellerons domaine de convergence en l'état (resp. en sortie) d'un systéme, un
domaine fermé dont tous les points peuvent étre atteints par le vecteur état (resp. sortie) du

systéme en un temps infini.
Remarques :
Remarque 1 -

Les notions de commandabilité et d'accessibilité different essentiellement sur un point :
l'accessibilité ne fait pas d'hypothése quant au sens de variation du temps. La commandabilité
représente donc une condition plus "dure" que l'accessibilité, ce qui peut étre illustré par

I'exemple suivant :

Considérons le systéme non-linéaire décrit par I'équations d'état suivante :
. 2
X =X
{ . (2.4)
u

Les solutions de ce systéme appartiennent obligatoirement a la partie située "a droite" de x,(7,)
dans l'espace d'état (fig.2.1) car X, est toujours positive :
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N -]

e
N
=

Fig.2.1 : Domaines d'accessibilité et de commandabilité.

Tout point de R? est donc accessible alors que seul le domaine P, est commandable.

Remarque 2 -

La notion d'atteignabilité n'est en fait qu'une pré-condition a la commandabilité d'un

systéme. La gouvernabilité n'a pas été évoquée car elle fait apparaitre la notion d'observabilité.
L'accessibilité et la commandabilité ont été introduites ici dans le but de clarifier I'utilisation du
terme de domaine de convergence qui sera faite au cours de cette étude, et nous montrerons au

§I1.3.2 sur un exemple de systéme a entrées booléennes la différence entre la notion de

domaine de convergence et commandabilité.

11.2.2 Résolution de I'équation d'état

I1.2.2.1 Cas général

La théorie des équations différentielles linéaires nous permet d'exprimer x(7) en fonction
du temps :

x(t=e*x(t,)+ I ' eAOBy(0)do 2.5)

en prenant /, comme origine des temps.
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Les composantes #; sont booléennes, et le vecteur # a 2" valeurs distinctes. Les valeurs de ¢
pour lesquelles les entrées commutent sont notées {7,Z,...}. Sur [#,%,.;], » est un vecteur

constant dont la valeur est notée :
u=[config(u)]y.

avec flk)e{1,...,2™}, pour tout k entier, ce qui conduit a, pour r€(z,, 7,,,] :

x(7)= e x(1,) +Ot eA(’"g)d(;?)B[conﬁg(u)] . (2.6)

5

I1.2.2.2 Hypothése de stabilité :

Nous allons supposer dans tout ce qui suit que le modéle exprimé par I'équation (2.1)
est asymptotiquement stable, ce qui entraine que la matrice A est non singuliére. L'expression

(2.6) s'exprime alors, pour 7€(1,, ¢,,,], par :
x(z) = eATWx(1,) - A7 (1- 2C™)) Bl config(u)] o @D
ce qui s'écrit,
x(r) = A x(t,) - A7 (1A )B, (2.8)

en posant B,=B[config(u)],. 1 est la matrice identité de dimension n.

11.2.3 Domaine de convergence de I'état

On pose x, =-A"'B,, pour ie{l,..,2"}. Si on impose la valeur [config(w)], , ic{1,...,2"}

pour tout ¢€[0,+oo[, en prenant £,=0, #,, =+oc et 7= dans (2.8), il vient :

x(f)=e*x(0)- A”'[I-e*]B,. (2.9)
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Le modeéle est supposé asymptotiquement stable, ce qui implique lim(e*')=0, soit :
t—rc0

lim(x(2)) = -A"B,=x,,.

Proposition 1 :

Considérons £, le polyedre convexe formé par l'ensemble de points {x,,,--,x,. }. £,

représente le domaine de convergence du vecteur d'état du systéme défini par l'équation (2.1).
Preuve :
Nous allons démontrer dans le paragraphe §I1.3 de ce chapitre que I'on peut construire

un algorithme permettant d'atteindre tout point quelconque de (P.. Cela démontrera alors que
ce polyédre est un domaine de convergence pour I'état du systéme.

I1.3 COMMANDE EN BOUCLE OUVERTE

Dans cette partie, nous allons élaborer une loi de commande en boucle ouverte
permettant de commander I'état d'un systéme linéaire a entrées booléennes a l'intérieur du

domaine de convergence défini précédemment.

I1.3.1 Commande vers un objectif fixe

Soit x €/, la consigne désirée pour le vecteur état et £, représente l'instant initial.
Algorithme de commande 1 :

Soient {a,,---,a,. } les coordonnées barycentriques de x, dans le polyédre £, formé des points

{ X171 X, }, telles que :

2M
Xz = Zai Xieo
i=1

1 Da =1 (2.10)

la, €[0)], i e {1,--- 2"}
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La commande proposée pour commander I'état du systéme vers l'objectif fixe x, est une
commande périodique décrite par (fig.2.2) :

4\
ul [ config (u) ]f(1) [ config (u) ](2) . [config (u) ]f(k.). . [ config (u) ]r(2n)
a a aT anmrT
1 mod 2 mod k mo 2 mod
X
t1 N
7
BT e 8 A £ fagr » Em L¥(D)T Tt

Fig.2.2 : Représentation des commandes durant une période [#y+nT,, ,, t,H(n+1)T,,,,].

pour n=0,1,... et 7, , intervalle de temps a définir pour que :

lA]l << (2.11)

mod

ou |A| représente une norme de la matrice A.

Chaque [config(u)],, appartient a l'ensemble config(u) défini par I'équation (2.2). Le choix

n'est pas unique et sera fait en fonction de critéres a définir.

Avec cette stratégie de commande, le systéme modélisé par (2.1) converge vers x,.

Démonstration :

Les x, pour ie{l,.,2"} sont déterminés en utilisant la proposition 1, et I'équation
(2.10) nous permet de déterminer les valeurs de a; en résolvant le systéeme de n+1 équations et
2" inconnues.
Chaque intervalle [t+nT,,,,, 1, Hn+1)T,, ], neN est subdivisé en intervalles [7,t,.,], k€N tels
tg-t=oT,,; avec ,€[0,1] pour tout ie{l,..,2"}. Nous allons montrer que le choix de
a=q;, pour tout ic{l1,...,2"} entraine une convergence au premier ordre du vecteur état vers

X,
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On applique sur chaque intervalle [#+n7T, _.f+n+1)T, ] la méme séquence pour « : la valeur
[config(1)]4k) est appliquée au systéme durant chaque intervalle de temps : 7, ~t=a, T, .
(fig.2.3):

/N
ul [ config (u) ]f(1) [ config (u) ](2) . . . [config (u) ]f(k.) . . [ config (u) ],(2,3

T mT
(Z1 Tmod a2 mod ak Tmo a2 mod

X

;

t0+ n-,r.nod t2

AN
7
ta--tp  tH(nNT 7t

wre
.
x+

K+1
Fig.2.3 : Représentation des entrées durant une pénode [#+nT,,;, t;Hn+1)T,, 1.
Dans lintervalle [#,,¢,+7, ], I'équation (2.8) s'écrit :

x(t, +a,T,,,)=e*™x(t,)— A'I[I— g Trod ]B]

x(ty + (@, + @) T,,0) = A Vot x(g)) — A%t A7 [I— A"+ |B, - A7[1- e |B,

2"
x(,+T,.)=er=x(t,)~ Z l_le“”"T'"""A‘1 [1 — A% Tmod ]BJ.
j=li=j+1
i<2™

De méme,

2!!!
Ky +2T,0) = €N x(t, + T) - 2 [J et a1 -2,
j=li=j+1
i<2™

Par récurrence dans l'intervalle [n7,,,,, (n+1)7,,,,], cela donne :

2M
x(t, +(n+ )T, ) = e* x(t, +nde)—Z I_Ie“""T"""A'1 [I — A%/ ]BJ.
b — — S j=lizj4l
Xne1 *n iSz.

[ -
—

K

(2.12)
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soit x,,, =e*™ix +K  pourn=0,1,...
Aprés quelques calculs développés en Annexe 1, cela conduit a :

x, = (1= (2™ )" )([1-e*™]" k) +(e*™ )" x(1,) (2.13)

A est supposée asymptotiquement stable, d'ou lim x(¢) =lim x, = [I—e“””‘ ]_IK . Si la limite

t—0 n—o

est notée x_, en utilisant 'équation (2.12), on a :

2”’
= (1) X [ [ et A [1 - e**™]B, (2.14)
j=li=j+1
i<2”

2m
Le but est de calculer ¢, ie{1,...,2"} qui vérifie x, =x, :—ZaiA']B,., ce qui donne, par

i=1

identification (Annexe 2) :

" (2.15)
iefl---2"
Par une utilisation du développement en série entiére de I'exponentielle il vient :
k
2 \a. ATmo e mo d (ai+ +.”+a )A mo
Slodl) “) o AL ") 5l )
k=1 k=1 k=0 kl
ce qui peut étre écrit :
aiI:aiI+ATmod¢(ATmod) (217)
avec :
a - o AT, &(a, +a)1-cAT. AT, )" = ) ' & (AT, )" !
AT - i [ I1- mod i i mod mod _ : mod mod
HAT,o) == T -aa]-a=—pet =) *+1)! aa'; (e+1)1 Z
et a=a,,t -+, (2.18)

Si on suppose "A << 1, on peut assimiler ¢ a son terme de premier ordre, et on obtient

(Annexe 3) :

mod
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|AT,..#AT,,,)

|<<a,.

Nous pouvons conclure, si on suppose "ATmod <<1, que nous pouvons faire une

approximation de l'égalité (2.17) au premier ordre , ce qui donne:

a, =aq;
{i {127} (2.19)

Remarques :

L'algorithme de commande que nous venons de définir nous permet d'atteindre tout point x,
appartenant a 03{ 03x représente donc un domaine de convergence en I'état du systéme.

D'autre part, il est bien connu que |A(A)|max <|Al. L'hypothése |All << 1/ T, est équivalente a
I/I(A)|mx <<1/T . Cecireprésente une hypothése usuelle pour les systeémes dont la période
d'échantillonnage doit €tre choisie petite par rapport aux dynamiques du systéme.

L'algorithme peut €tre représenté (fig.2.4) :

SYSTEME

|

MODELE
LINEAIRE
A,B,C

|

CALCUL DES
POINTS x,,

l X4

CALCUL DES
COEFFICIENTS a;

|

ELABORATION
DE LA SEQUENCE POUR u

Fig.2.4 : Algorithme de commande en boucle ouverte.
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IL3.2 Domaine de commandabilité

Dans ce qui précede, nous avons mis en évidence l'existence d'un domaine que l'on a
nommé domaine de convergence, représentant l'ensemble des points accessibles avec
l'algorithme proposé par le vecteur état du systéme. Il est trés important de le distinguer du
domaine de commandabilité qui représente l'ensemble des points accessibles en un temps fini

par I'état.

L'exemple suivant nous permet de mettre en évidence la différence entre les deux notions :

C): (_02 —14)[§)+(2 g)(:) (2.20)

On peut calculer les sommets du domaine de convergence en utilisant les résultats précédents:

1
X0 =| 2 2.21)
1

=
8
I
R
o O
T
Ra
8
I
=B
Ra
8
Il
(SR N

Donc le domaine de convergence du vecteur état (P, est le segment Ox,_ et peut étre
représenté (fig.2.5) :

%D

0 1/2

Fig.2.5 : Domaine de convergence du systéme.
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Si on impose sur tout le domaine temporel, ¥=[config(u)],, i.e. u=(1,1)T alors on a montré que
le systéme convergeait vers x,, . Pour représenter dans ce cas le domaine de commandabilité, il

faut résoudre le systéme d'équations différentielles suivant :

X, =—2x, +Xx,
. (2.22)
X, =-4x,+4
On obtient alors, a partir de l'origine :
1 o e—4t
X, =——e ' +—
2 2 (2.23)
x,=1-€e*

ce qui donne dans l'espace d'état la courbe ( d'équation :

1- 1
x, = 2"2 ~J1-x, + (2.24)

qui peut étre représentée (fig.2.6) :

1/2

Fig.2.6 : Trajectoire dans 'espace d'état.

Les points de la courbe C sont commandables depuis x,=0 puisque chacun d'entre eux peut étre
pris par I'état en un temps fini, alors que le domaine de convergence est le segment Ox,_ .
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I1.3.3 Commande en sortie

L'algorithme de commande présenté précédemment consiste en une commande de I'état
du systéme. Nous allons voir qu'il est applicable a la commande en sortie des systémes linéaires

a commutations.

I1.3.3.1 Domaine de convergence

On a vu au §I1.2 que le domaine de convergence pour le vecteur état du systéme était

limité par I'ensemble {x,w,...,xzmw} avec x,.w=—A'1Bi, pour i=1,... 2"

De la méme maniére, on peut définir, pour i=1,...,2" :
yioo = Cxico (225)

Proposition 2 :

Le polyedre convexe formé par l'ensemble des y,, représente le domaine de convergence du
vecteur sortie du systéme décrit par (2.1). Ce polyédre est noté ﬂjy.

Preuve :

Considérons y, appartenant a @y. 1l existe au moins un x, tel que y, = Cx,, (voir Annexe 4).

Comme défini précédemment, x,, peut €tre écrit sous la forme :

.
2,"

xd = Zai xieo
i=1

Da =1 (2.26)

la, € [0,1], pouri € {1,..,27}.

En multipliant par C, il vient :
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P

om

V= 20V

i=1

12.a=1

. (2.27)

g, € [0,1], i=1..2"

Ainsi une application de l'algorithme décrit au §I1.3.1 conduit a une convergence au premier

ordre vers x,. Ceci entraine donc que la sortie converge vers y, au premier ordre.
I1.3.3.2 Algorithme de commande

Dans la pratique, I'élaboration de l'algorithme de commande de la sortie n'est pas la
méme que celle utilisée pour la démonstration. La démarche a utiliser est de calculer les

V. = Cx,, et de calculer directement les a, en utilisant la relation (2.27). La mise en place de
l'algorithme est alors identique a celle utilisée pour le vecteur d'état.

I1.3.4 Choix de la commande

I1.3.4.1 Degrés de liberté

L'espace engendré par les vecteurs {x,,,...,x . } est noté H_et sa dimension m_ De
2" x X
méme, l'espace engendré par les vecteurs {y,,,..., ¥, } est noté Hy et sa dimension m,.

Nous avons vu que l'ensemble config(u) engendre un espace de dimension m. D'apres les
définitions des x,_ et y,_, cela entraine :

m <metm,<n (2.28)

m,<metm,<s (2.29)
car dim(x,, )=n et dim(y,, )=s.

Considérons les systémes linéaires associés aux équations (2.10) et (2.27). Ces
systémes peuvent €tre décrits comme suit :
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(&
J inooai = xd
i=1

- (2.30)
[Zai =1
et
[z
24Ye =Y,
” (2.31)

R
Sa =1
i=l

Le systéme (2.30) n'est en général pas directement soluble car il peut exister des degrés de
liberté dans le choix des coefficients a,.

Si on choisit x, appartenant a ﬂjx, les coordonnées de x, sont liées entre elles par n—m_

équations. Donc, (2.30) représente un systeme de n+1-(n-m_)=m +1 équations indépendantes.
On a donc: 2”-m —1 degrés de liberté pour le choix des a..

Le méme raisonnement peut €tre appliqué pour le choix des coefficients de commande en
sortie. (2.31) représente alors un systéme de n+1—(n—my):my+l équations indépendantes.
Nous avons donc : 2'"—my—1 degrés de liberté pour le choix des a..

11.3.4.2 Contraintes

Les équations (2.10) et (2.27) ne sont cependant pas équivalentes aux systémes

linéaires (2.30) et (2.31). En effet il faut tenir compte pour les premiéres de l'existence de la
contrainte a,€[0,1] pour i=1,...,2".
On peut démontrer que les degrés de libertés qui apparaissent dans la résolution de (2.30) et
(2.31) entrainent, excepté si x,, (resp. y,) est un des sommets de [P_(resp. ij), que I'on a une
infinité de possibilités dans le choix des coefficients a, vérifiant la contrainte a.€[0,1] pour
i=1,...,2".

L'exemple suivant permet d'illustrer cela.

Considérons le systéme suivant :
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1 2) (1 2Yqy
* =(o —4)’”(—2 2Iu] 232

ona:

o o))

= =10 e = A B )= L12
o)) (]

5. ==A"B |=|,,] %.=-A"B |=|, (2.33)

Le domaine de convergence est un quadrilatére que 'on peut représenter dans R? (fig.2.7) :

-172

Fig.2.7 : Domaine de convergence.

Soit x =(x ap d2)T appartenant a @x. x, peut €tre exprimé en utilisant I'équation (2.10), ce qui

donne :

fxdl =3a, +3aq,
-1 1

X, =2 +-?:a3 (2.34)

[al =l-a,-a,-a,

Si on exprime le systeme précédent en utilisant a, comme paramétre, on obtient :

-48 -



Chapitre 11 : Commande booléenne des systémes linéaires

[
a, =-2x, +a,
X,
\a, =3 "% (2.35)
al
a = 1—-—3—+2xd —-a,

La contrainte g, E[O, 1] pour i=1,2,3 4 implique les inégalités suivantes :

r0<a3 <1
0<ay;-2x, <1

X
<O<—a3+%<l (2.36)

X,
O<a;-2x, +—<I1
\ 3

Si x, ne représente pas un des sommets du domaine @x, alors il existe une infinité de valeurs
possibles pour les coefficients a, i=1,2,3 4.
Choisissons x =(2,0)", par exemple. L'équation (2.35) entraine :

[

aq, :g"a3

\a,=a, (2.37)
2

On voit donc que toute valeur de a, appartenant a [0,1/3] convient et permet aux coefficients
de satisfaire les conditions (2.36).

Si on choisit x, comme étant un des sommets de P, x, = x,,=(3,0.5)" par exemple, I'équation
(2.35) entraine :

Ia] =l-a,

a,=a,-1 (2.38)
a,=1-a;

Les conditions a,[0,1] et a;€[0,1] entrainent a,=1. On a alors une solution unique :

a,=a,=a 4=0
a;=1 (2.39)
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On peut remarquer que cette solution revient pour l'algorithme de commande & imposer au
systeme une unique configuration, celle qui correspond a x,,, sur tout le domaine temporel,

qui représente le seul moyen d'atteindre ce sommet.

11.3.4.3 Criteéres de choix

Nous avons donc mis en évidence l'existence dans ce qui préceéde de degrés de liberté
pour le choix de l'algorithme de commande, cette latitude peut étre utilisée de différentes

maniéres pour la commande.

a) Exclusion d'interrupteurs
Les degrés de liberté relatifs aux choix de la commande peuvent étre utilisés pour

pallier une panne éventuelle d'un élément de commutation, si celle-ci est détectée.
Considérons I'exemple suivant :

: ()
X, -2 2x 2 1 1)1
()EZJ :( 0 —lIxJ +(o 2 lluZJ (2.40)

Les x, pour i=1,....8 peuvent €étre calculés :

el
NREG NREE
X,o =-A ‘Bu) J - GJ Yoo = —A 'BG)) = H
w2 eeada[)
Wt o0

-50-



Chapitre 11 : Commande booléenne des systémes linéaires

On peut représenter le domaine de convergence (fig.2.8) :

s
@ ®
A
2 (5
1_ @
©)

i (l) 1 | N\
1 ol Yo 2 4 7%

-17 (i):xm

Fig.2.8 : Domaine de convergence.

Si on choisit x =(1/2,1/8), le choix des a, est conditionné par la résolution du systéme linéaire

suivant :

-

5 3 7 5 1
a, +5a3+5 , +Ea5 +5a6 +4a,+5a; = )
1
V2a,+a,+2a,+ag+3a,+3a; = ry (2.42)
a+a,ta,+a,+ta,+a,+a,+a; =1

Parmi les solutions possibles, détaillons les deux cas suivants :

9
““ 16
5
@ =1c
Stya, =
2
a,=1c
a=a,=a,=a,=0
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19

Y

11

HQ=3,

1

2va,=—

S %a3 T

a,=0
a=a,=a,=a;,=0

Si on considére que le coefficient a; est associé a la configuration [config(u)], de l'ensemble
(2.2), on remarque alors que pour appliquer S1, il n'est pas nécessaire que I'élément de
commutation associé a l'entrée 2 fonctionne (a,=0) et pour appliquer S2, le commutateur
associé a l'entrée 3 ne fonctionne pas obligatoirement (a,=0).

Ainsi, il est possible d'envisager pallier une panne éventuelle du deuxiéme ou du troisieme

commutateur, a condition que celle-ci soit détectée.

2m—1

De plus, une panne détectée sur l'interrupteur / permet d'éliminer configurations de

commande de l'ensemble config(u) et de continuer a faire fonctionner le systéme. Cependant,
une diminution du nombre de commutateurs en fonctionnement diminuera l'étendue du

domaine de convergence.

b) Optimisation du choix

Le but de ce paragraphe est de poser le probléme quant aux critéres de choix sur les

coeflicients a, pour optimiser le fonctionnement du systeme.

-> Energie en entrée

L'énergie E; consommée par l'entrée u, peut €tre calculée, si on applique 1'algorithme

décrit précédemment, sur [n7,,,, (n+1)T,, ] par :

(DT
E = L u,(£)dt (2.43)

On définit E I'énergie totale en entrée par :
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2m
E=DE (2.44)
i=1

Si l'ensemble config(u) est construit en respectant l'ordre décrit dans I'équation (2.2). I'entrée
u, est égale a 1 pendant a,7,, , mais aussi pendant a,7,,, pour lequel & est tel que [config(u)],

1= mo

ait sa i-eme composante égale a 1.

Dans le cas, par exemple, d'un systéme de dimension 4, on 4 2*=16 configurations possibles de

l'entrée. config(u) est tel que :

OY(IY(OY(OY(ON(TIY(2N(T1Y(OY(OY{OY[1Y(1)(1)(O) (1
O({Of[Y}[Of|IOT[IO}O(t|2[jO[L]|f[2[{Of|[L]]1L
config(u) = SLablabliFlablabls Plablblalblsblblablyblqb
Vig(u) ofloflofl1flofjofjLjoft1f{ol|1f[L1[|Of|1]l1[]1
0J\0J 0/ \0){1)10/ 0/ \1/\0/J(1) {1/ \O/ 1/{1/\1/\1
On a alors pour la commande u, :
E =(a,+a,+a, +a, +a, +a, +a,, +a,)T, (2.45)

et I'énergie totale est :

E=[0.a,+1(a,+a,+a, +a;)+2(a,+a, +a; +a, +a, +a,) +3(a, +a,; +a,, +a,) +4a]T,.,

ce qui peut s'écrire,

E:(ip f;jf (2.46)

p=0 i=j(pyl

1
avec: j(p)= iC; j(0)=0, ou C représente la fonction combinatoire définie pour tout m et i
i=0

entiers par :

. m!
Co= iyt

Si on généralise au cas de m entrées I'énergie est alors égale a :
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E:(ip ‘fZJT (2.47)

p=0 i=j(prl
1 .
avec, cette fois | j(p) = SC,',,, Jj(0)=0.
i=0

D'autre part, I'équation de détermination des a, peut s'écrire :

a,(xlm) +a, (me),+...+a2,,, (X = X,
1

9 fl](x]w)z +a2(x2w)2+...+a2,,,(x "’w)2 =4, (2-48)

@ (x]ao)n +a, (x2w)n+"'+a2"' (xzm«,)n =Xy

Les x,,, j>m+1 sont liés aux x,,, i<m de la méme maniére que les [config(u)];, sont liés aux

[config(u)], qui forment une base. Ceci entraine donc que (2.48) peut s'écrire :

Em
(xluo)l (x200)1+ A T (xmao)l
m od mod
X X5 )5t ~+ X oo
iT mOd( 1 )2 Od( 2 )2 mOd( )2 Xy, (2.49)
E, E,
_]E(xlw) + Tm (xzoo) +.. + mOd (xmoo)

Dans le cas ou m<n, les E, sont donc déterminés (sauf singularités). L'énergie en entrée est
alors constante.

Dans le cas contraire, le probléme de la minimisation de I'énergie en entrée est donc résolu si
on peut calculer les a, qui minimisent (2.47).

Exemple -

Reprenons l'exemple défini par I'équation (2.32) avec x,~(2,0)". Les coefficients q,
vérifient I'équation (2.37) :
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(-1,

1737 %
{az =d

a, "Z—az
3

L'énergie vaut, sur [n7T,, ., (n+1)T,,,,], en utilisant (2.47) :
E=(a,+a;+2a,)7,,,, (2.50)

Soit E=cste=4/3T, .. Dans ce cas le choix des g, n'influe pas sur I'énergie en entrée.

mod-

Remarque concernant l'optimisation en sortie :
Nous pouvons poser les équations permettant d'optimiser en sortie un systéme linéaire

a entrées booléennes. Une maniére de mesurer les performances d'un systéme commandé est

d'évaluer l'intégrale suivante :
o 2
1=I0 (x(t)-x,) dt (2.51)

On ne connait pas d'expression de x(f) valable pour tout # mais seulement sur

(26417 o O oasto T yoqt s 1 T moq)- On décompose I de sorte que :
2 2 to+nTM+lZajTM 2 >
1= [ G () - x, e = L2, (2.52)
n=0 i=l lo+nTpagt 2,8 Tmad =0 i=1
J=t
avec a,=0.

Il faut alors calculer /,; en remplagant x(?) par sa valeur, soit (voir IL.I1.3.2) :
[x(t) = e x(t,,) - A (1= )B,

m mod

1
4 i-1 i-1 (2.53)
ZajAde Sl D AT, AaT
etx(t,) =e T lty +nT ) - 2e AT (I eM B,
j=1

i—1
avect,, =t,+nl ,+ : a1,
J:

let x(¢,+nT, ) = (I- &™) (I1—e*™)K + ™ x(t )

avec K déterminé par I'équation (2.12).
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On voit que la résolution d'une telle équation est assez complexe méme si on connait A et B.
Une méthode de simplification peut étre apportée en utilisant un développement en série
entiére des termes exponentiels.

IL.3.5 Application a la poursuite de trajectoires

Le but est ici de poursuivre une trajectoire désirée y(f) en sortie. Pour cela, nous
ferons I'hypothese que cette trajectoire appartient au domaine an défini au §I1.3.3.1.

Algorithme :
1) Discrétisation de la trajectoire y (?) a la période T, telle que 7>>7 .

2) Application de l'algorithme précédent a chaque y(k7,) et détermination des a, (k) pour

i=1,...,2" et k entier en utilisant :

2m
y,(kT) = 2 a,(k)y,,
i=1

4 iai(k) =1 (2.54)

a(k)e[0]],i=1,.2"

b

Remarques :
Remarque 1 :

La solution de (2.54) n'est pas unique a chaque pas de calcul. Comme pour la
régulation, il faut imposer des contraintes supplémentaires sur les a,(k) pour pouvoir résoudre
le systéme.

Remarque 2 :
L'hypothése 7.>>T , peut étre comparée avec celles faites usuellement sur les valeurs des

périodes d'échantillonnage par rapport aux périodes de discrétisation des trajectoires-

consignes.
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Pour que les performances de l'algorithme soient satisfaisantes, il est nécessaire que les
variations de la trajectoire de référence soient lentes par rapport aux dynamiques du systéme,

ce qui est une hypothése usuelle pour effectuer de la poursuite de trajectoires.

1.4 COMMANDE EN BOUCLE FERMEE

L'algorithme proposé précédemment est fondé sur le calcul des coefficients a; calculés
avant l'implantation de la commande, & partir d'un modele linéaire du systéme a commander.
Ceci présente l'avantage de ne nécessiter aucun calcul en temps réel. Cependant ce type
d'algorithme en boucle ouverte présente des inconvénients en présence de perturbations, les

coefficients a, étant déterminés a priori.

Un moyen d'améliorer la loi de commande est d'élaborer un algorithme de commande en
boucle fermée. Pour cela, nous allons conserver le principe de calcul des coefficients a, mais
ces derniers seront réactualisés périodiquement en fonction du comportement du systéme réel.
Nous traiterons d'abord la régulation autour d'une constante notée y, puis nous envisagerons la
poursuite de trajectoire. Le principe est de déterminer une nouvelle trajectoire de référence qui
sera notée y (7). Cette trajectoire sera élaborée de maniere a ce que si le modele (linéaire) du

systeme poursuit y (7) alors le systéme réel converge vers la consigne y .

I1.4.1 Elaboration d'un algorithme de régulation

La trajectoire désirée est discrétisée a une période 7, de la méme maniére qu'au
paragraphe précédent. Considérons e=(e,,....e,)T un vecteur constant pré-défini et ., i=1,....s

des domaines bornés autour de Ya, définis par (fig.2.9) :

(yl.en@,) ssi (Vie{l,..,s}, |y, -y, |Sei) (2.55)
/M
e
Vi
B i
i y(;ei
AN
“t

Fig.2.9 : Domaines autour de la consigne dans le cas constant.
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Algorithme de régulation :

1) Détermination de &=(¢,,...,£,)T défini pour tout 7, a l'instant k7, par :

& (kT,) =y, (kT,) - y, | (2.56)
2) Détermination de la trajectoire de référence y, définie par :
Si, pour tout ie{1,...,s}, &(kT,)<e,, alors :
. (kT) =y,
(commande en boucle ouverte)
sinon :
Y (k7;) = zyd, -y ((k-1DT})
(point symétrique de y a l'instant précédent par rapportay,) (2.57)
3) Détermination des coefficients a (k) définis par :
( 2
¥, (KT)= 2 a,(k)y,,
j=
(2.58)

3 iaj(k) =1

a,(k)elo0]], j=1,...2"

en fonction de criteres de choix déterministes conduisant a une solution unique définie.

La figure suivante donne un exemple de construction d'une trajectoire de référence (fig.2.10).

BAGY
; I 7= Vg T
/ 5 N
= . . e
¥, e,
’ t
s-ciy () ()

Fig.2.10 : Construction d'une trajectoire de référence.
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1I1.4.2 Poursuite de trajectoire

Le but est ici d'élaborer un algorithme en boucle fermée permettant de poursuivre une
trajectoire en sortie, y (f). Nous allons, dans un premier temps discrétiser y (¢) en faisant les
mémes hypotheses sur la période de discrétisation T, que dans le §11.3.5.

On construit ensuite autour de y di(t) des domaines 19,. définis de maniére analogue que pour la

régulation (fig.2.11):

e ssi (Vie(l, s}, [y (0)-y, (@)|<e) (2.59)
(A
/ ydi(t)+ei
/ﬁﬁ,,—f ¥4 (®)
//_/——//—j Y, () —e
> t

Fig.2.11. Domaines autour de la trajectoire a poursuivre.

Algorithme de poursuite de trajectoire :

1) Détermination du vecteur e=(g,,...,£,)T défini pour tout i, a l'instant k7, par :
& (KT, ) = |y, (KT, )=y, (kT, ) (2.60)
2) Détermination des points de la trajectoire de référence ¥, (kT,) par la procédure suivante :

Si g((k-1)T; )<e ((k-1)T},), alors :

Y, (kT,) = y, (KT})
(commande en boucle ouverte)

Yy (k1) =2y, (kT;) - y,((k -1DT;)
(point symétrique de y par rapport a y,) (2.61)

sinon :

3) Détermination des coefficients a(k) en résolvant I'ensemble d'équations (2.58) associés & des

critéres de choix déterministes.
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Un exemple de construction d'une trajectoire de référence peut €tre donné par la figure

suivante (fig.2.12) :

yi(t)A

K yd,-(t)+ei
_/_,/—— ._:Bi yd,.(t)

. ydi(t)_ei
/-—-/_C

—p !

— ()
— 2y

Fig.2.12 : Construction d'une trajectoire de référence.

L'algorithme peut alors étre représenté sous forme de schéma-bloc (fig.2.13) :

yd(f)%é\i}g- 1est ] commanoe FY systeme [

MODELE

Vv

Fig.2.13 : Schéma-bloc de l'algorithme de poursuite de trajectoire.

Le bloc TEST détermine y (¢) a partir de &().

Le bloc COMMANDE élabore la séquence du vecteur « a partir de y,.

Le bloc MODELE permet de calculer les coordonnées barycentriques a(k) a partir de
I'équation (2.58).
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ILS EXEMPLES D'APPLICATION

IL5.1 Exemple 1

Considérons le systéme linéaire a commutation représenté par l'équation d'état suivante:

{x:(—f —i)x{_ll 3” (2.62)

y=Xx

T T oy . -
avec x = (xl,xz) et u= (u,,uz) . Nous avons, en utilisant les résultats précédents :

1 (- 2\

e _A—]B[O) i \}}é/ J

, 0) (1) 2.63

X3 = "A—IB[I) = \%J ( ) )
m (%

Le domaine de convergence peut €tre représenté (fig.2.14) :

\

* 2
1+
X
4ec
X
0) I . 3&
X 2 e _’_X
{ .
-1 = 1 x1
-1t

Fig.2.14 : Domaine de convergence du systéme a commutation (2.62).
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T
Si on désire que le systéme converge, par exemple, vers x, :(%,%) , cect entraine la

résolution de l'ensemble d'équations :

(y: —%02 +a3+%a4
J%:%a2+%a3+%a4 (2.64)

{1: a ta,+a;+a,

ce qui donne, avec a, comme parametre :

(al = %+a4
Jaz =Y -a, (2.65)

["3 = %2‘“4

Toute valeur de a, comprise entre 0 et 1/3 convient. On peut choisir, par exemple, @,=0 ce qui

donne les valeurs :

ral _ %
o= )5 (2.66)

"fﬁz
a,=0

Si nous choisissons pour norme de la matrice A : [A|= rr_llalz)((|A(i, j)l, j= 1,2) ou
A(4, ), i,j=1,2 représentent les coefficients de la matrice A, on a : |A|=4. D'aprés les
résultats présentés précédemment, nous devons choisir 7', , tel que : "A]:m,d <<1, soit :

Toa << % (2.67)

Remarque :

Les valeurs-propres A(A), i=1,2 de A sont : =2 et —4. L'équation (2.67) est équivalente 4 :

T

mod

<<1/|A(A)|.,
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Les composantes de l'entrée u# peuvent étre représentées en fonction du temps par la figure
suivante (fig.2.15) :
N

u1
1 |
| AN
0 iT od lT od od iT od & 7I-nod 27;nod t]
127 2™ m 4" 12
A\
u2
1]
; | N\
0 3T 7T T 5T 2T t
12mﬂ 12mw mod 4m mod

Fig.2.15 : Représentation des entrées du systéme linéaire a commutation.

Les réponses temporelles (fig.2.16) de I'état de ce modéle, ont été simulées en utilisant le
logiciel de simulation A.C.S.L,, avec T, _=10""s :

il Gl
[
>
[45]
=
x fl=_2=025
2 :ﬁ
= “
=1
A
=
=
[
[ ]
=) ¢
0. 00 1.00 2.00 3.00 4.00

Fig.2.16 : Réponse temporelle des variables d'état de I'exemple 1.
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I1.5.2 Exemple 2

Considérons le circuit électrique défini comme suit (fig.2.17) :

S, S

D
0

e, (D) R, —=cC EZCP)

Fig.2.17 : Représentation d'un circuit électrique avec interrupteurs.

Les S, pour i=1,2 représentent des éléments de commutation dont les états bloqués et passants
sont commandables. Ce type de circuits est modélisable par bond-graph (chapitre I) et on
obtient une représentation unique valable quels que soient les états des commutateurs. Le
bond-graph correspondant est présenté fig.2.18 :

RR,
~
1 . .
MTF. - R:R cC I:L
K 4\ \/ —l(
> 0 4 1}
N

SeE, A1 7RR
1——SeE,
MTE- ]
MTF:
2
N
R:R,

Fig.2.18 : Bond-graph du circuit électrique fig.2.17.
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La théorie des bond-graphs, nous permet alors de déduire I'équation d'état :

2

(p (-R, /L 1/C ) 0 0 Ym?) e
*=g _L—I/L —1/Rac—2m3/Rchx+ E /R, E,IR, sz (2.68)
i=1
avec x=(p,q)T ou p est le flux magnétique a travers linductance L et ¢ la charge du
condensateur C.
Si on pose u = (m’,m’)", nous obtenons I'équation d'état suivante :
X=A(u )x+Bu (2.69)

Les configurations ou S, et S, sont passants simultanément et S, et S, sont bloqués

simultanément sont éliminées (si la configuration §,,5, bloqués est autorisée, on obtient un

modeéle bilinéaire qui sera analysé dans le chapitre III :§111.1.3.1b).

Il en résulte que : D_m’ = caru #(1,1)"et u #(0,0)".

On peut alors simplifier I'équation d'état :

) (-R /L 1/C 0 0
=P e+ (2.70)
g) \-1/L -1/RC-1/RC) "\E,/R, E,IR,

Considérons les parametres électriques suivants :

2 R,=2Q, R =4Q, R =1Q

9 1=200mH, C=10mF

2 E,=+15V, E=-15V
L'équation (2.70) devient :

_ [—10 100) (o oj
*=los 125 us —1sff

Nous appliquons alors les résultats de la partie I :

-65 -



Chapitre 11 : Commande booléenne des systémes linéaires

(2.71)

L'égalité x,, = entraine que le polyédre qui représente le domaine de convergence est le

200’

segment [x3w,x2w] représenté fig.2.19 :

N2
0.085_| Yo
P
-0.1857 d \ x
0 I 17 1
0.857
P -0.085
X
3¢

Fig.2.19 : Domaine de convergence du vecteur état du circuit électrique.

050

Considérons par exemple, x; . On doit alors résoudre le systéme suivant :

0.857a, - 0.857a, =0.5
0.085a, - 0.085a, = 0.05

@ +a, =1 (2.72)
soit :
=19
24
/ 4 (2.73)
D'autre part, ona :
|A]=125,
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ce qui nous impose le choix de 7, , de sorte que :

T <<8.103 s

d

Les composantes de # peuvent alors étre représentées (fig.2.20) :

/N /N
Y 4
1 1.1 -
N\ N
0 19T T 7 0 19T T t”
24 24

Fig.2.20 : Représentation des entrées du circuit électrique fig.2.17.

Les réponses temporelles du vecteur état de ce modéle ont été simulés avec A.C.S.L. sur un
PC(486), avec T

m

,~10% s (fig.2.21), a partir de conditions initiales nulles.

LN
[l
=
[
w 0.5
(e}
L
n /
=) /
=) xz 0.05
d{ L (9
_ 00 0.12 0.25 0.37 D0.50

Fig.2.21 : Réponse temporelle des variables d'état du circuit fig.2.17.
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CONCLUSION

Nous avons élaboré dans ce chapitre, une méthode pour commander les systémes
linéaires a entrées booléennes. Les principaux résultats sont la définition d'un domaine de
convergence a l'intérieur duquel I'état ou la sortie peut converger et la détermination de lois de
commande en boucle ouverte et en boucle fermée fondées sur I'élaboration de séquences
périodiques des entrées. Nous avons démontré que si la matrice d'état est asymptotiquement
stable, ou peut étre rendue stable au préalable par une boucle de stabilisation, et si la période
T,.4 €st choisie de maniére adéquate, l'algorithme ainsi défini converge. Les commandes que
nous avons élaborées dépendent du modéle d'état et sont soumises a sa validité. Cependant, le
bond-graph représente un modéle de connaissance physique assez fiable, du moins pour la
structure. Nous n'avons pas présenté dans ce chapitre d'étude de la sensibilité des algorithmes
par rapport aux parametres.

Il existe pour ces lois de commande, une contrainte portant sur le choix de 7,,, par rapport
aux dynamiques du systéme. Il apparait que des dynamiques trop élevées pour le systéme a
commander entraineront le choix d'un 7, , petit, ce qui peut s'avérer gé€nant, surtout pour la
poursuite de trajectoires en boucle fermée (volume de calcul important). D'autre part, il est a
noter que le choix de la périodicité de la commande n'est pas obligatoire ; il serait intéressant
d'envisager des types de séquences de commutation non-périodiques. Nous avons montré que
le choix d'une séquence de commande n'est pas unique. Des critéres d'optimisation ont été
proposés et d’autres, comme [’optimisation des temps de réponse ou l’amélioration de la
robustesse pourraient également étre envisagés. Dans le chapitre suivant, nous allons montrer

comment les algorithmes développés dans le cas linéaire peuvent s'appliquer au non-linéaire.
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CHAPITRE III

INTRODUCTION

En électronique de puissance les systémes commandés par des éléments de
commutation peuvent donner lieu aprés modélisation par bond-graph (chapitre I) a des
équations d'état linéaires (hacheurs), bilinéaires (transformateurs) ou non-linéaires (associations
moteurs électriques-convertisseurs de puissance) dont les composantes de l'entrée sont
booléennes. Dans le chapitre précédent nous avons élaboré une méthode permettant de

commander les systémes linéaires & commutation.

Au cours de ce chapitre, nous traiterons dans un premier temps, en utilisant une technique
analogue a celle développée au cours du chapitre II, le cas des systémes bilinéaires. Le cas des
systémes non-linéaires sera ensuite envisagé. Nous proposerons tout d'abord d'utiliser les
résultats du chapitre II pour une certaine classe de systémes linéarisables par morceaux. Enfin,
une méthode de découplage-linéarisation par retour d'état statique sera étudiée pour la

commande des systémes non-linéaires affines.

II1.1 COMMANDE DES SYSTEMES BILINEAIRES A COMMUTATION
I11.1.1 Préliminaires

Nous allons dans cette partie étudier I'élaboration d'une loi de commande pour les
systéme bilinéaires &8 commandes booléennes [Rimaux, Abadie et Dauphin-Tanguy, 1994(a)].

Les systémes bilinéaires peuvent €tre représentés par une €quation différentielle d'état linéaire

en 'état, linéaire en la commande, mais non linéaire conjointement, sous la forme :

%:Ax+iN,.xu,.+Zm:B,-u,~ G.1)
i=1 i=1

avec x € R”; u=(u,,---,u,)’ € R™; AN, etB,, i =1,---,m sont des matrices constantes

avec les dimensions appropriées. Chaque composante #; est booléenne.

Pour commander de tels systémes, nous allons utiliser la méme loi de commande périodique
que dans le cas linéaire. Notre but est alors de déterminer les 2” inconnues ¢; dans le but de
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faire converger le systéme bilinéaire vers une consigne constante x;. Nous avons montré au
chapitre précédent que les g, étaient égaux aux g; (coordonnées barycentriques de x;). Nous
allons montrer que pour les systémes bilinéaires, les coefficients a; peuvent étre déterminés en
fonction de x; par des relations linéaires.

Nous ne traiterons pas le cas de la commande en sortie, ni celui de la poursuite de trajectoires
car ils peuvent étre aisément déduits de l'étude menée au chapitre I1.

Entre 2 commutations du systéme, le vecteur u est, comme on I'a vu précédemment, constant.
Si on suppose dans l'intervalle [7,,7,, [ I'entrée égale a [config(u)],, alors l'intégration de
I'équation (3.1) conduit &, pour 7€[t,,7,,,[ :

x('l') — e(A+7lk)(r-tk)x(tk) +J:T e(A+ﬂk)(‘r—0)ﬂkd9 (32)

m m
avec 1, = ZN juf , By = ZB juf , Ou uf représente la j-éme composante de [config(u)], pour
7=1 j=1

tout ke {1,...,2"}.

II1.1.2 Elaboeration de I'algorithme

III.1.2.1 Cas ou toutes les matrices (A +7,) sont asymptotiquement stables

Nous allons supposer dans ce paragraphe que les matrices (A +7,) sont asymptotiquement
stables ce qui entraine que (A +17, ) existe.

L'équation (3.2) devient alors pour 7€[t,,1,,.[ :

x(7) = eA*WE e Y- (A +1,) [I — e AY(T-t) ]ﬂk

Le domaine temporel est de la méme maniére que dans le chapitre II (§I1.3.1) divisé en

intervalles [t+nT, . t,+(n+1)T,, ] subdivisé en intervalles [7,.¢,,,] tels que #,,. .~ t,=,. T ..

j
Nous pouvons écrire & chaque instant de commutation ty+nT,,, +> a,T,,,, j<2",neN :
i=1

Aty + 1Ty + @ T,,,) = €4 WX T0x(t, 41T, ) - (A + 1) [1- o4 mXe=0] g

mod 1" mod

et:

x(t0+nT

mod

+(a, +a2)]:nod) = e(A+ﬂzXasz)x(t0 +nT +al]:’md)_(A+n2)—l[1_ e(A+YL2)(a2TM)]ﬂ2

mod
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et, a l'instant 7, +(n+1)7,,,

i(A”lk )21 Tmod & (A+1))e,T, -1 (A1 )@y Ty
i x(to+n7:nod)"z He T (A+T) (I-e )P

k=1 j=k+1

x(t0 +(n+ l)Tm,) =e

(3.3)

Ce qui donne a l'infini : lim x(¢,) = x_, avec,
q S XUy

1

m

2 T (A+0))a,T,
et T AR (@-eTT By

k=1

9m

Z(A+n, V2 Topod —Ir

m

X, = i I-e+=
34

Pour simplifier cette expression nous devons effectuer un développement du premier ordre, ce
qui impose un choix de 7,,,, tel que :

T, <<1 (3.5)

2,"
E}(A +1,)e,

Aprés quelques calculs semblables a ceux présentés dans le chapitre II, nous obtenons
I'approximation de x,, sous la forme :

N
Xy = ‘LA‘*'Zai niJ Zai ﬂi (3'6)
i=1
On désire que le systéme converge vers x,, soit x, = X, , ce qui entraine :

[T 2" 1 2"
\.A + ;ai n, }xd = —Eai B,

om

4 D =1 (3.7)

i=1

0O<a,<1 Viefl,. 2"

ce qui équivaut a résoudre le systéme d'équations suivant :
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2m
D, (x, + B,) = -Ax,
i=1

.

y da =1 (3.8)
i=1

0<a, <1 Vie{l,.2"}

I1.1.2.2 Cas général

Si pour tout i, (A +7.) est instable, il est impossible de stabiliser le systéme avec une
loi de commande booléenne. Nous allons donc supposer qu'il existe i, tel que (A +n,.x) est

asymptotiquement stable.
a) Cas ou toutes les matrices (A +1,) i e{l,...,2"‘} sont inversibles

La résolution de 1'équation (3.3) donne :

-12" Z(A+7L )& oo
Jx(t +nT =e """’x( ) (I e M’) Ze’ . (A+nk)_1(I—e(A+"‘)a'T"'°‘)[;’k

ILavecM Z(A+‘n )a,
(3.9)

2ﬂ|
Pour que cette équation converge, il faut que la matrice M=} (A+7,)a, soit
k=1

asymptotiquement stable.
Pour assurer la stabilité du systéme et pour que le systéme converge vers x,, il faut donc

choisir les o; qui vérifient :

( =
—Ax, = Zai (Mix, + B,)
i=1
2"!
Za, =1
Y i=1 (3.10)
a, €[0]],i=1,.,2"
2!'!
Z(A+n,.)a,. stable.
\ j=1

Si nous supposons que i =1, nous pouvons représenter la commande (fig.3.1) :
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rend le systeme tend a rendre le systéme instable

i NC N
N stable N 7
u /N
config(u) >¢conﬁg( u), - onfig( )2m
a T a, T a ml
1 mod 2 mod 2 mod
N
7
t+nl t+nl +a Tmod ......... (n+1)Tmod

Fig.3.1 : Implantation de l'algorithme de commande.

b) Cas ou il existe un i tel que (A +1,) est non inversible

Ce cas représente en fait le cas limite entre les deux cas précédents. Si nous
introduisons un terme € réel positif dans la matrice A de telle sorte que 0 ne soit plus une
valeur propre de (A +1.), le calcul du paragraphe précédent peut étre appliqué, et pour £— 0

nous retrouvons la méme condition (voir annexe 5).

Remarques concernant le domaine de convergence :

Dans le cas ou tous les (A+7,) sont stables, la notion de domaine de convergence
associée a notre algorithme peut étre définie de la méme maniére que dans le cas linéaire, et on
peut construire un polyédre a partir des valeurs limites obtenues en appliquant la méme

configuration sur tout le domaine temporel.
Dans le cas ou il existe un (A + 7,) instable, le domaine de convergence n'est plus un espace

borné, mais un cone "ouvert sur l'infini".

II1.1.3 Exemples d'application

I11.1.3.1 Cas ou tous les (A +1,) sont asymptotiquement stables

a) Exemple n°1
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Considérons le systéme bilinéaire mono-entrée :

X = Ax+Nxu+Bu.
La loi de commande est #=0 pendant a7,,,, et u=1 durant le reste de la période (1-a)7T,,,

On a, avec les notations précédentes :

Nous obtenons avec I'équation (3.8) :
0+(1-a)(Nx, +B) = —Ax,
ce qui équivaut a :

(A+N)x, +B = o(Nx, +B)

Nous pouvons voir dans cet exemple que si la dimension de x est plus grande que 1 nous
aurons plus d'équations que d'inconnues. Les valeurs possibles de x, appartiendront alors a un

sous-espace de dimension égale a la différence entre le nombre d'équations et le nombre de

paramétre qui vaut 1 dans le cas présent.

b) Exemple n°2

Reprenons le systéme électrique du chapitre II (§11.5.2, fig.2.17). Si la configuration ou
S1 et S2 sont bloqués simultanément est retenue comme possible, alors u=(u,,u,)" peut
prendre la valeur (0,0)T (la configuration #=(1,1)" n'est pas retenue car elle conduirait a un
court-circuit entre les sources E, et E,). Le modéle est alors bilinéaire et s'écrit :

. (=10 +100 0 0 0 0 0 0
X= x+ xu, + xu, + u, + u,
-5 =25 0 -100 0 -100 15 -15

Nous avons :
0 0 0 0
i ~(2) 1-(2 %) #=(")

1 0 0 °
[conﬁg(u)]2 =[0) 1, :[0 _100) B, ={15)
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0 0 0 0
[config(w)], = (1) s = (0 —100) < (—15)

[config(u)], n'est pas calculée car elle correspond a #=(1,1)" (configuration éliminée). On est
ici dans le cas ou tous les A+, sont stables. On peut donc utiliser I'équation (3.8) pour calculer

les o, ce qui entraine :

(0 0 ] (0)1 F(o oj (OJT (10 —100}
%o _100% *as)| "% \o —100/% H1s)| s 25 ¥

[
xd2

10x, -100x, =0
-100a,x, +15a, -100a;x, —15a, = 5x, +25x,

ce qui donne avec x,; = (

05
Si nous choisissons comme au §11.5.2 x, :(O 0 5), nous obtenons alors, en prenant a; comme

parametre :

Le choix de a,=0 (configuration #=(0,0)" non autorisée) entraine (az,a3):(1%4, %4), ce
qui donne le résultat du linéaire (§11.5.2).

Le calcul de I'énergie en entrée E donne sur [t;+nT,,, tyHm+ )T, ]

E:(a2+a3)Tmod=(l_al)Tmod

=75 -



Chapitre 111 : Commande booléenne des systéemes non-linéaires

Cette énergie est donc minimale si @, est maximum, ce qui correspond ici a a, = —. L'énergie
1 (] 1 8
i 3
en entrée vaut alors =7 ..
8 mod
Le systéme correspondant 4 a, = y ,0, = 38 ,a; =0 (cas "bilinéaire" avec énergie en entrée

minimale) a été simulé avec 7, ~8.107s et représenté (fig.3.2) avec les courbes obtenues pour
a, =0, a,= 1% 4> %= % 4 (cas "linéaire") :

L
[
=}
[
e
[ ]
A | N
Ladind>
™
[ap]
o
oo
c+——F——""FbT-——-———-----+"4— : cas "linéaire"
— : cas "bilinéaire"
- % 0.05
=] t (S)
<& oo 0. 10 0.2t 0.31 0. 42

Fig.3.2 : Comportement du systeme électrique fig.2.17.

La commande minimisant l'énergie en entrée élaborée dans ce paragraphe donne une
dynamique de convergence légérement moins rapide que la loi de commande élaborée dans le
cadre linéaire en §I11.5.2.

II1.1.3.2 Cas général

Considérons le systéme décrit par :

. (0 1 0 0 0 0 1 1
X = x+ xu, + xu, +| lu +|
-2 4 4 6 0 -1 0 1

Les 7, et 8, peuvent étre calculés :

oo o sy e el
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Ona:

0 1 0 1 0 0 0 1
A+7, = o 4 A+N, = 2 9 A+, = 0 -1 A+, = 2 1

A+1), est la seule matrice asymptotiquement stable.

Nous devons donc appliquer les conditions établies en (3.10) pour faire converger le systéme
vers x,;

.

0 1 2
¥a = {—2+4a2 +4a, -4+6a,+5a, —aJ g“fﬂ"

om
) da=1
i=1

0 1
(—2 tda,+4a, —4+6a,+5a, - aj stable

De plus,ona:

0 1
de‘(—Z +4a,+4a, -4+6a,+5a,— aj = _(_2 +4a, + 4“4)

L'annulation du déterminant est obtenue pour a,+a,=1/2 et une configuration stable est a,=1.
La matrice A est stable, ce qui implique que nous devons choisir les coefficients tels que
a,+a,<l1/2.

Si nous prenons, par exemple x,=(1,~1/3)" et ay= @,=0, la résolution du systéme précédent
donne a;=2/3 et a,=1/3. Nous devons alors choisir 7,, , tel que (3.5) soit vérifiée, i.e :

0 1
"4‘2

soit en reprenant la définition utilisée au §I1.5.1 pour la norme de matrice : 7, << 5

T . <<1

mod

Le systéme précédent a été simulé (logiciel ACSL) en prenant T, ~107 s (fig.3.3) :
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1,00
0.00

IJl 7
-0.10
™

= [}
(V] o~
o NS
< =
I ™.
=7 T N ——
= = .
sS4z € (se0)
' ' 00 S.30 10.0 1S.0 20.0

Fig.3.3 : Réponse temporelle de I’état du systéme.

111.1.4 Conclusion du cas bilinéaire

Nous avons élaboré un algorithme permettant de commander les systémes bilinéaires a
commutation. L'étude qui a été menée nous a montré que l'on pouvait établir une loi de
commande cyclique en boucle ouverte analogue a celle élaborée pour les systémes linéaires.

De plus, nous avons vu qu'il était possible d'utiliser des configurations du systéme a priori
instables a condition que le temps d'application de ces configurations vérifie certaines
contraintes, l'intérét d'une telle démarche étant de donner la possibilité a I'état de converger a
l'intérieur d'un domaine non-borné (contrairement au linéaire).

D'autre part, I'étude de I'exemple électrique du chapitre II (§I1.5.2) a montré que le modele
bilinéaire permettait I'utilisation des degrés de liberté apparaissant dans le choix des coefficients

a; en fonction des performances requises (dynamique de convergence plus élevée ou
minimisation de I'énergie en entrée).
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1.2 SYSTEMES NON-LINEAIRES : LINEARISATIONS PAR MORCEAUX

Dans cette partie, nous allons calculer les lois de commande des modéles linéaires issus
d'une linéarisation par morceaux du systéme étudié, en utilisant les résultats du chapitre II. Les
algorithmes ainsi définis seront alors appliqués sur le systeme non-linéaire. Les performances
du systéme seront ensuite améliorées, en appliquant un algorithme en boucle fermée calculé a

artir de l'erreur en sortie du systéme.
p y

II1.2.1 Linéarisation du systéme étudié

Considérons le systéme défini par :

. x=f(x,u)
) : {yzh(x) (3.11D

avec x, y et  définis comme précédemment, f{x,#) une fonction continue de R"xR™ a valeurs

dans R” et A(x) une fonction continue de R” vers R°.

On suppose qu'il existe 7, tel que (X) admet un modele linéarisé sur chaque intervalle
[kT ,(k+1)T [, pour tout k entier tel que :

1 X0 = AKT, )x(2) + B(RT, )u(t)

z) { 3.12
E) o = cunxo G12
avec pour tout keN, A(kT)eR"xR", B(kT;)e R"xR™ et C(kT,;) eR’xR".

(Z') est défini comme le systéme linéaire par morceaux décrit par (Z,) sur chaque intervalle
[kT ,(k+1)T [, pour k entier. ‘

Le but est d'élaborer un algorithme pour commander en sortie (régulation, poursuite de

trajectoire) le systéme décrit par (3.11).

II1.2.2 Commande en boucle ouverte

I11.2.2.1 Régulation

Le but est ici de faire converger la sortie du systéme étudié vers une consigne constante
)
que l'on notera y .
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Si nous définissons x,. (k7,) ety,, (kT,), pour i=1,...,2" et keN tels que :

{xm(k];):—A" (KT, )B(KT, )| config(u)], (3.13)

Voo (kT;) =—CA™ (KT, )B(KT, )| config(u))]

P (k) et ﬁy(k) représentent les polyédres convexes formés respectivement par les sommets
{xleo (k];)a xZw(k]:I): ""xzmw(k];)} et {ylw(k]-z‘i):yho(k]:i)’""yzmw(k];i)}‘

Nous supposerons dans ce qui va suivre que, quel que soit k€N, onay e Fy(k).

m

Par analogie avec le chapitre II, nous pouvons définir les coefficients a,(k7,) pour i=1,...,2

comme étant les coordonnées barycentriques de y, par rapport aux points
{ylco (k];)’wa(k]:i): ~-',y2mw(de)}’

On a alors :

-

v, (kT,) = §a,. (KT,)y,. (KT,)

) iai (kT;)=1 (3.14)

a,(kT,)el0]], i=1,..2"

Nous pouvons maintenant définir l'algorithme en utilisant les coefficients a,(k7,) pour
commander les entrées booléennes, déterminés en résolvant I’équation (3.14) associée a des
critéres déterministes.

Chaque intervalle [K7,(k+1)T [ est subdivisé en intervalles de longueur T . et sur chaque
[nT, ,(n+1)T [, on applique la méme séquence comme dans le cas du linéaire (voir chapitre
I, §11.3.1), i.e. u=[config(u)], pendant a (kT )T, .

Ceci peut étre représenté (fig.3.4) :
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N
Lﬂ [ config (u)]1 [ config (u)]2 . . . [config (u) ]j. . . [ config (u) ]2m
4T) Tog  BH*L) Tog G (KL) T od ap kLT,
: >
nTmod t2 t3 c e tj‘ jt,'7 .. (n+1)mTod t

Fig.3.4 : Représentation de l'entrée dans le cas non-linéaire.

La commande ainsi définie est appliquée sur le systéme non-linéaire décrit par I'équation
(3.11).

La procédure de détermination de l'algorithme de commande peut alors étre représentée
(fig.3.5):

Systéme

y Calcul de la u
___d__» o . ___> non-linéai

A(KT,), B(T,) L
T, «@§—— Linéarisation

Fig. 3.5 : Schéma-bloc de I'algorithme en boucle ouverte.

I11.2.2.2 Poursuite de trajectoires

Nous pouvons envisager d'appliquer la méthode décrite dans le paragraphe précédent a
la poursuite de trajectoires. Pour cela, une méthode simple est de discrétiser la trajectoire
consigne y, avec la période 7, et de supposer que sur chaque intervalle [k7,(k+1)T,], on a
YOy kT,

Dans ce cas, il faut déterminer les coordonnées barycentriques de y (kT ) :
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( 2
Yo (kT,) = 2 a,(KT,)y,, (kT,)

i=]

- (3.15)
{Za,(kz;):l

avec pour i=1,...,2", a(kT )<[0,1].

On applique alors pour le vecteur # la méme séquence de commande que celle décrite au
paragraphe §I11.2.2.1.

L'algorithme ainsi défini peut étre schématisé (fig.3.6) :

— D || piccrétisation Mg Calcul de la » u > Systéme

commande non-linéaire

A(KT,),B(KT,) L
o) «—— Lincarisation

Fig.3.6 : Algorithme en boucle ouverte de poursuite de trajectoire.

II1.2.3 Commande en boucle fermée

I11.2.3.1 Elaboration de I'algorithme

Pour élaborer une loi de commande en boucle fermée afin d'améliorer le comportement
du systéme, nous allons appliquer les résultats du chapitre II concernant la commande en
boucle fermée des systémes linéaires sur les modéles linéarisés (X,), la mesure de l'erreur étant

effectuée sur le systeme non-linéaire (X).
La trajectoire consigne a poursuivre est notée y (¢) et la période de discrétisation est notée 7.

Le vecteur erreur en sortie y(k7,)—y(kT,) est noté &kT,)=(&,,&,...,£,)". De la méme maniére
que dans le deuxiéme chapitre, nous allons construire une trajectoire de référence y(#), que

nous allons utiliser pour que le systéme converge vers y (f).

On considére e=(e,....e,)T un vecteur constant prédéfini et ., i=1,...,s des domaines bornés
autour de y, définis par
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(y,e.,&> ssi (Vie{l,..,s}, |y, —ydi’se,)
Ceci peut étre schématisé par (fig.3.7) :
YA
T ne
b
//_/_/_/'/—’—d" Y4, (D)
//_/—J/f/_,_._,—/— yd,. (t) —¢
> t

Fig.3.7 : Domaines autour de la consigne.

Algorithme :

1) Détermination de la trajectoire de référence :
Si, pour tout ie{1,...,s}, ((k-1)T, )<e,((k—1)T,), alors :

VAT )=y (kT;)
(commande en boucle ouverte)

sinon :
YT, )=2y (kT )-y(kT})
(point symétrique de y par rapport a y,))

(3.16)

(3.17)

2) Calcul des coefficients a,(kT ) a partir de I'équation (Chap.II : 2.58) que nous rappelons :

,

y, (kT;) = Z}a, *)Y o

4 iaj(k):l

a,(k)elo]], j=1,...2"

(3.18)

La figure suivante donne un exemple de construction d'une trajectoire de référence (fig.3.8).
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(k-2)7,  (k=-DT, KT, (k+DT,  k+2)T,

>
t
Fig.3.8 : Construction d'une trajectoire de référence.

L'algorithme précédent peut étre représenté sous forme de schéma-bloc (fig.3.9) :

Va ) é 3 Calcul de la }"‘I Calcul de la u ) Systéme Yy
trajectoire yr commande non-linéaire

| Emeure | AKT,). BUT,) | o

C(KT,)

Linéarisation

Fig.3.9 : Schéma-bloc de l'algorithme.

Le bloc "calcul de la trajectoire” détermine y,(k7,) a partir de &(kT) et e.

Le bloc "calcul de la commande" calcule les coefficients a(k7,) a partir des matrices A(k7)),

B(kT,) et C(kT,) et y,(kT,) en utilisant la formule (3.18) ce qui permet d'élaborer la séquence
du vecteur u.

I11.2.3.2 Convergence de I'algorithme

Plusieurs hypothéses sont nécessaires pour pouvoir implanter l'algorithme. Le systéme
non-linéaire (2) doit étre linéarisable par morceaux. De plus, la dynamique du systéme doit étre
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plus rapide que les variations de la trajectoire a poursuivre. Il faut donc que l'on puisse choisir

Tp>>T, 4

Ces hypothéses étant satisfaites, la démonstration de la convergence de l'algorithme ne peut
pas étre effectuée dans le cas général. Il faut, au cas par cas, démontrer la convergence en
utilisant entre autres des méthodes de transformation de matrices pour mettre en évidence les
termes dominants (majoration, changements de coordonnées, méthode des pdles dominants),
ce qui peut s'avérer complexe dans le cas de systeémes dont les dimensions sont élevées.

II1.2.4 Exemple d'application

Considérons le systéme suivant :

On linéarise sur [k7,(k+1)T,] :

(o —xl(klj,)) (1 2)
= X+ u
1 0 0 1

y=x

On peut alors calculer les points-limites :

( L 0\ (0
Yio(KT,)=~A"'(kT,)B 0) = O)
1 0
sz(de)z—A“(de)B 0): 1
x, (kT,)
4 -1
) 0
Vs (kT;) = —A" (KT,)B )= 2
U %G1,
1 -1
Yoo (KT))=—A"(KT,)B J =_3
x, (kT,)

On voit que la premiére composante des y, (k7,) est indépendante de k7, ce qui entraine que

x,(kT,) est compris entre 0 et —1.

On désire faire passer le systéme d'une condition initiale x(0)=(0,0)" a yx=~(-1/2,-3)T.
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On va prendre un seul systéme linéarisé dans tout le domaine, en choisissant x,(k7,)=—1/2, et

nous allons appliquer pour cet exemple l'algorithme en boucle ouverte.

Le calcul des coefficients a,, pour i=1,2,3,4 peut étre effectué en résolvant :

1
a,+a, :E

sa, +2a;+3a, =

L'axe des temps est découpé en intervalles de longueur fixe notée 7, ,~107s. L'allure des

entrées que I'on va appliquer au systéme peut étre alors représenté (fig.3.10) :

Au

>,
Mt (n+ l) Lot (0% l) Toa (n+ '3“) T oa 1+ 1) o
4 2 4
A,
>
nTmod (n+%)7:md (n+‘;—)7:m7d (n+%)]:nod (n+1)7:nod t

Fig.3.10 : Représentation temporelle des entrées.

- 86 -



Chapitre Il : Commande booléenne des sytémes non-linéaires

Si on applique cet algorithme au systéme non-linéaire, nous obtenons les résultats de

simulation suivants (fig.3.11) :

[sec)

x1

x2

Fig.3.11 : Réponse temporelle de I'état du systéme non-linéaire.

IIL.3 SYSTEMES NON-LINEAIRES : LINEARISATION PAR RETOUR D'ETAT
II1.3.1 Position du probléme

L'objet de I'étude qui va suivre est d'élaborer une loi de commande en sortie pour
certaines classes de systémes non-linéaires & commandes booléennes. Pour plus de simplicité,

nous nous limiterons a I'étude des systémes non-linéaires en 1'état et affines en la commande.

L'élaboration de l'algorithme de commande peut étre détaillée commme suit : dans un premier
temps, nous élaborerons une loi de commande par une linéarisation par retour d'état en
construisant un systéme a commandes continues associé au modéle a commandes booléennes.
La deuxiéme étape sera de borner les composantes de I'entrée dans l'intervalle [0,1] puis la
commande booléenne sera déterminée par binarisation de la commande du systéme continu
associé.

Le modéle du systéme que nous allons étudier peut s'exprimer sous la forme:
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dx
[£ 7+ som

(3.19)

by =h)
Les vecteurs x, y et u sont définis de la méme maniere que dans le deuxiéme chapitre. 4 est un
vecteur de R’ dont les composantes dépendent de x. f{x) et g(x) sont des matrices dont les
coefficients peuvent dépendre de l'état x appartenant respectivement a R” et R"xR”. Nous
supposerons en outre que pour tout /=1,...,m, les coefficients u, sont booléens.

Le but de cette partie va étre d'élaborer une loi de commande pour réguler le systéme

puis pour faire du suivi de trajectoire. Les résultats obtenus seront ensuite appliqués sur
plusieurs exemples en simulation [ Abadie et al, 1993(a)].

111.3.2 Loi de commande continue

I1.3.2.1 Commandes a valeurs dans R”

Le but est tout d'abord de déterminer une loi de commande idéale, en faisant
I'hypothése que l'entrée est une variable continue a valeurs dans R”. Dans le paragraphe
suivant, une binarisation de la loi de commande sera envisagée.

. r T . \ hY
Considérons uc=(ucl yeen U, ) un vecteur dont les composantes sont continues. Le systeme a

entrées continues associé a I'équation (3.19) peut étre exprimé, en boucle ouverte par :

dx
j — =7+ g,

(3.20)

Ly =hx)
Pour élaborer une loi de commande pour le systéme représenté par l'équation (3.20) nous
allons utiliser une méthode de découplage-linéarisation entrées-sorties par difféomorphisme et
bouclage des systémes non-linéaires affines.
Pour plus de détails sur cette méthode le lecteur pourra consulter les ouvrages [Isidori, 1989],
[Bournonville, 1984] et [Descusse et al, 1993].
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II1.3.2.1.1 Systémes carrés

Nous supposerons dans ce paragraphe que le nombre d'entrées est égal au nombre de
sorties (s=m). Soient (r|,....,r,,) les degrés relatifs du systéme (3.20) définis par :

r=inf(l) tq3j €{l,...m},L_L'"'h #0

shog dop Th
leN J

ou L h désigne la dérivée de Lie de / dans la direction de champs de vecteurs £, c'est a dire :
= h
L h(x)=<dh,f >= .2157 £,(x) (3.21)
=1 X

Cette opération peut é€tre réitérée, ce qui donne pour les dérivées successives :

é’L’}"h
x,

J

L) = 2= 1) 62)

avec L(}h =h.

Les degrés relatifs correspondent a l'ordre de la premiére dérivée des composantes de la sortie

qui fait apparaitre l'entrées u,, soit :
) = Lih(x)+ L, L h (x)u, (3.23)

On définit alors la matrice de découplage A(x)e R"xR" par :

I( L IFR() LEML}-‘h,(x)\I

A(x) = : (3.24)
L Irh(x) - L Ly'h,(x)
T
et le vecteur A, (x) = (Lt (x), .., L3k, (x)) .
Le systéme (3.20) est découplable statiquement si et seulement si [Isidori, 1989] :
rang(A(x))=m (3.25)

Si cette condition est vérifiée, on définit le retour d'état par :

-80.



Chapitre 111 : Commande booléenne des systémes non-linéaires

u=—A"(X)Ay(x)+A () v (3.26)

Le comportement entrées-sorties du systéme bouclé par ce retour d'état est alors linéaire et

peut étre défini par :

() —
Vi =V
{i S (3.27)

a) Cas ou la somme des degrés relatifs vaut n

Siona Zr,. = n, il existe alors un changement de coordonnées pour I'état ¢ : x—z tel que :

i=1

¢ = (¢l]’“"¢r:"“’¢1m"”:¢m '

m

avec ()= LR (), f e {lm), ke {Lur] O

¢ ainsi défini est un difféomorphisme et le systéme bouclé est linéaire, commandable et
observable.

b) Cas ou la somme des degrés relatifs est inférieure an :

Soit r = Zr,.. L'ensemble des ¢ (x) doit étre complété par les fonctions arbitraires ¢,.,,,...,8,
i=1

telles que ¢ = (¢,',--, 4,4, 8, .4,..,~-$,)" ait un rang égal a n. Aprés ce changement

de coordonnées, il reste une partie non-linéaire dans I'équation d'état appelée le systéme des

zéros dynamiques sans action sur la sortie, mais dont il faut étudier la stabilité.

111.3.2.1.2 Systémes non carreés
On suppose s<m et A(x) est définie par :

(LLPRe) -~ LI
A(x):L : ; (3.29)

LL7h(x) - L L' (x) J
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Si rang(A(x))=s, le systéme défini par (3.20) est découplable statiquement par le retour d'état
u,=—A*(x)A,(x)+A*(x) v, A*(x) désignant la pseudo-inverse de A(x).

Le comportement entrées-sorties du systeme bouclé est linéaire et décrit par :

(5) —
Vi =V
{i:l S (3.30)

De la méme maniére que pour les systémes carrés, si la somme des degrés relatifs vaut n le
systéme bouclé sera linéaire, commandable et observable et si r<n, il sera nécessaire d'étudier la

dynamique des zéros.

I11.3.2.1.3 Dynamique de l'erreur

On souhaite que la sortie converge vers une consigne y(0)=(y, (?),--,¥, (»))". 1l faut alors

imposer, pour i=1,....s :

5l )
viEv, (1,4 ) = Ye + 204,09 -y (3.31)
j=0

r—1

. ~ '; } 3 - \ . Id
avec 4, scalaires tels que les polyndmes X —ZOZ,J.X aient leurs racines a parties réelles
J:

négatives.

I11.3.3 Commandes & valeurs dans [0.1]™

Nous avons supposé dans ce qui précéde que les composantes de la commande u
étaient a valeurs dans R. Pour pouvoir appliquer cet algorithme au systéme décrit par (3.19), la
seconde étape est de déterminer des composantes de l'entrée appartenant a l'intervalle [0,1] a
partir des composantes continues obtenues précédemment.

II1.3.3.1 Position du probléme

I11.3.3.1.1 Exemple introductif : cas scalaire

Nous allons envisager pour permettre de mieux appréhender le probléme, le cas
scalaire, avec y, x, et u_ appartenant 2 R. On supposera en outre que y=cx et que les scalaires ¢

-9] -



Chapitre 111 : Commande booléenne des systémes non-linéaires

et g(x) sont non-nuls. On peut donc déduire de ce qui précéde que le probleme de la

linéarisation sera résolu si on choisit #_ tel que :

A C))
u = 2(x) (3.32)

On choisit une dynamique du premier ordre, telle que :

Y _Da oy
=k, -5 (3.33)

k, supposé positif. L'équation d'état en boucle fermée est définie par :

: ldy, *k
X= —kpx+z—d7“+—cp—yd (3.34)
dont la solution est :
z k(1= t
x(t):(x(to)-——ydi ")je ks '°)+———y"c( ) (3.35)

On souhaite que u, €[0,1], ce qui entraine :

[, 1
BRI
0< <1 (3.36)

cg(x)
avec x(7) définie par I'équation (3.35).

11 faut donc ajuster kp pour que les inégalités de 1'équation (3.36) soient vérifiées.

II1.3.3.1.2 Adaptation de la dynamique

La contrainte (3.36) peut ne pas étre satisfaite pour toutes les valeurs de 7. On peut

donc envisager de choisir kp constant par morceaux pour pouvoir adapter la dynamique du
systéme permettant de satisfaire la contrainte u_ € [O, 1].

On doit alors, sur chaque intervalle [n7,(7+1)T,] choisir kp=kp(nT o tel que
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[y,
2ok, )(cx—yd)—cﬂx)}
0< g <1 (3.37)

II11.3.3.1.3 Exemples d'application

Considérons le systéme décrit par I'équation d'état :

Xx=-x"+u
y=x

. . . 1-e™ .
On désire poursuivre la trajectoire y,(f) = — 11 faut donc choisir pour effectuer la

linéarisation par retour d'état :

U

_dy, 1 1-¢*f
2

2 _ _
= —k,(x-y,)+x —Ee’—kp(x- )+ x?

Le systéme en boucle fermée est régi par :

qui entraine :

—t
x(1) = x(0)e ™ + 1=

La condition (3.36) s'écrit :

-t
0< %e" —k,x(0)e™" + (x(0)e™* + IT")2 <1

Cette condition dépend des conditions initiales, et par conséquent le choix de , aussi.

Si on a x(#,)=0.5 par exemple, une représentation graphique (fig.3.12) de u (#) nous permet
alors de déterminer les valeurs possibles du paramétre &  :
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Fig.3.12 : Représentation de u_ pour quelques valeurs de &,
On voit que les valeurs de &, entre 0.2 et 1.4 conviennent et que 1.6 ne convient pas.

Un autre exemple nous montre quil n'est pas toujours possible que la commande u
appartienne a [0,1] :

Considérons le méme systéme monovariable que précédemment :

¥x=—-x"+u
y=x

pour lequel on modifie la trajectoire désirée, par exemple y =2, il vient :
u=—k,(x-2)+x
ce qui entraine :
u (1y==k,((x(0)-2)e ) +(x(0)+2(1~¢ )"

On a donc :
lim(u, (1)) = 4

et comme u_ est une fonction continue, il existe 7, tel que pour tout >, I'inégalité u (1)<1 est
impossible a réaliser, quelle que soit la valeur de k,

I11.3.3.2 Cas général
La dynamique de l'erreur étant imposée, la commande u, est définie par :
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(4, = —~A"(x) Ay (x) + A'(x)v
r—] . -
v, = Vi(yi)yd,) = yz(ij) + Zojl,j(-yi(‘,) _y((i;.]))
p

A(x)=A"'(x)sis=m
A'(x)=A"(x)sis<m

(3.38)

Ce systéme nous permet de déduire les composantes de #, en fonction de I'état x, des dérivées
successives des sorties et des consignes .

Il faut adapter les coefficients 4,; pour que les composantes de . soient a valeurs dans [0,1].
Cette opération est plus difficile que dans le cas scalaire car on ne peut pas toujours exprimer x
en fonction de 7.

L'équation d'état en boucle fermée est donnée par :

-

X = f(x)+g(x)-A"(x)A,(x) + A'(x)v)
ﬁyi(r’) =V, (3.39)

r;—1
! ' <2
Vi :Vi(.ynydi):yd,-r +Z/1i.f(yi(” —ydfj )
L =0

I11.3.3.2.1 Expression de u (f)

a) Cas ou l'on peut exprimer x(t)

Si on peut résoudre 1’équation (3.39), alors on peut exprimer x en fonction de 7 et par
conséquent #, (¢) est calculable. Nous pouvons alors appliquer la méme méthode que dans le
cas scalaire pour adapter les coefficients 4,; de maniére a ce que les composantes de u, soient a
valeurs dans [0,1].

Remarque :

Si s=n et h'(y) existe, alors x est exprimable en fonction de ¢ par x(f)=h"'(3(¢)) et par
conséquent u_ aussi.
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b) Cas ou l'on ne peut pas exprimer directement x(f)

Si on ne peut pas résoudre I’équation (3.39), alors on ne peut pas exprimer #_(¢) de maniére
exacte. La méthode que l'on peut alors utiliser est une technique numérique qui consiste a
simuler le comportement du systéme continu (3.39) pour différentes valeurs des paramétres 4, ;
et de retenir les valeurs des paramétres pour lesquelles les composantes de #, sont dans [0,1].

I11.3.3.2.2 Exemples d'application
Exemple 1 : x(t) directement exprimable
On considere le systéme décrit par :
fxl ==X, +u,

J)&z = =2x] —u +4u,

y: X = (xl)xz)T

La linéarisation du systéme continu associé est obtenue par le bouclage suivant :

d
u, =28k, (5~ y,)+x,

dat
1(dy
uCZZZ( d‘;z_kpz(yZ_ydz)+ucl+2xlz)

On choisit : y, =0.5ety, =0.5(1-¢™):
La solution de I'équation d'état en boucle fermée s'écrit :

x,(1) = 0.5+ x,(0)e "
X, (1) = x,(0)e " +0.5(1-¢™")

Soit :

u, =—x(0)k,e " +x,(0)e ™ +0.5(1-¢™)

a

~k,t

u, = %(ucl +2(0.5+x,(0)e”" "' )* +0.5¢”" -k, x, (O)e'k“')

On trace u, et u, pour quelques valeurs des parametres k, et k, , avec x,(0)=0.5, x,(0)=1 et
k, =k, =k (fig.3.13,3.14) :
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1.0 t (s)
Z0

k=04

k=0.6

k=0.8

04

k=0.6
k=0.8

k=1.2

0.4 \&\

Fig.3.14 : Commande u,, en fonction des paramétres.

On voit que par exemple, les valeurs de &, et & telles que kplzkp2 comprises entre 0.6 et 1.4
conviennent. alors que k, =k, =0.2 ne convient pas.

Exemple 2 : x(f) exprimable par intégration

Considérons le systeme décrit par :

—xf\l ,(5 O\u
X = _xlzJ+L0 3 qu
J \x,) 0 0 °
(1 00
=0 o 1)"

Les indices caractéristiques du systéme sont 1 et 2. On souhaite faire converger le systéme vers
T
y~(1,2)".

La linéarisation entrées-sorties est obtenue si :
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(1 Y (1 dy )
(uq)J g(v1 +x2) '—l 3 ?+x32) |
u, ) 11 11 dy
: Lg(vz"'xlz)J LE dt22+x12)J
On choisit des dynamiques pour les sorties telles que :
(&
Vi :j:_k()/l—l)
dz)’z dy,

O

avec k>0, —4.50 et 1>0.

On pose :

At -4u 1 -
P2 = , A= (P22 + V2 —2p,) €t B=
2 P~ P Pr= P

avec Y20=X30, } 20=X37 = X5 .

y est alors exprimable en boucle fermée par :

{xl )= =1+, - De™
X, (1) =y,(t)=2+Ae ™ + Be ™

ce qui donne pour v :

{Vl (t) = _k()’,o - l)e_k'
v,(1)=(Ap, — p)de " +(Ap, — u)Be

ce qui entraine pour x, :
— —pt =Pl ~pat
X, (1) = m(e™™ —e™) + yje”

1= Ap,

1

avec 1= A.
On peut donc exprimer #, et u, en fonctionde ¢ :
1 2

J(uq (t) = %(—kl (y,0 - l)e"‘" + (2 + Ae ™ + Be—pzt)Z)

1 -t — pot -kt
4, (=3 (Apte" + Bple ™ +(1+ (o~ De™)?)
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Les composantes de u, ont été simulées pour quelques valeurs des paramétres p,,p, et k,

(fig.3.15a,b) avec les conditions initiales y; = x,4=1.5, y,0= X35=2, }'20= X5,=0.25 :

= q:]
- M
2
(5) L
=
= ]
i 4
3
=
<A
=
8 t(s]
0. 00 1.75 3.50 5. 2t
Fig.3.15a : Représentation temporelle de . .
s} “c
8 ©
=
o ]
)
Spuf\///@)
o1
(
N
= (NG
™~
o
@
(
o
= t(s)
. 00 1.75 3.50

Fig.3.15b : Représentation temporelle de .

((1): k=15p=1p,=2

@)k =15p =3,p, =4

avec : {3k, =15,p, =5,p, =6 . Les configuration (1), (2) et (4) conviennent.
Ak =5p =,Lp =2

L(5):k,=10,p, =1,p, =2
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Exemple 3 : x(t) non directement exprimable

Considérons le systeme défini par :

r

X, =—ox;+u,
X, =—fx +u,
J£3=f(x3)+17x,
=%
V2 =X,

pour lequel les indices caractéristiques sont égaux a 1.

Le retour linéarisant est donné par :

( dy
Juq = v, +ax, =7t‘+ocx3
dy
[uﬁ =v,+fx :-:it_z-*_ﬂx'
On obtient en boucle fermée :
JX‘I =V,
X, =V,
X, = f(x)+mx,

: Commande booléenne des systémes non-linéaires

ce qui donne aprés résolution, pour une dynamique de I’erreur du premier ordre

k

x, (1) =Va, ) +0no ~Vay, Je "
X)) =Y, )+ —Va, )e_k

et x; est régie par : X; = £ (x,) +n (v, (1) + (o~ Yy, Je ).

Cette derniére équation n'est pas soluble en général. u, ne

fonction de ¢. Si nous prenons, par exemple, f{x;)=sin(x;),

y=(1-¢",(1-€")/2)", nous avons alors :
X, =sin(x,)+1-e +e '

La somme des degrés relatifs est strictement inférieure a #=3.

t

2t

peut donc pas €tre exprimée en
a=1/5, =1, =1, x)5=x=1 et

Il est donc nécessaire d'étudier la

stabilité des zéros dynamiques du systémes, ce que nous ferons au §II1.3.5.2. Nous avons

simulé pour différentes valeurs de &, et k;; (nous avons choisi la méme dynamique pour les

deux sorties soit k, =k ,=k) le systeme suivant avec x;,=1 :
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-

1
_ —k,t
ucl(t):e '—kple A +§x3

1 _ _
Yu, ()= e —k,e *nt 470!

X, =sin(x,)+1-e +e "

\

Les entrées sont représentées fig.3.16a,b :

8 U
o
2
Yy
k=0.8¢
LM
=
k=1.7
k=1.14
D —
g_ k=1.4 t(s)
0.00 3.75 T?.so 11.2
Fig.3.16a : Entrée u,, pour quelques valeurs de £.
s Yo
=
=
k=0.8¢
&
o
k=1.1
&
=
k=1 '4E k=1.7
8
; tis
To.00 3.75 7.50 11.2 (=)
Fig.3.16b : Entrée u, pour quelques valeurs de . BU

Lreee
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On voit que les valeurs &=k ,=0.8, ou k,=k ,=1.1 conviennent alors que les valeurs 1.4 et 1.7
ne conviennent pas.

I11.3.4 Binarisation de la commande

Nous avons étudié dans ce qui précede une méthode permettant d'élaborer une loi de
commande continue a valeurs dans [0,1]" pour le systéme (3.20). Le but est ici d'élaborer et de
justifier une méthode permettant de construire une commande a valeurs dans {0,1}™ a partir
des grandeurs d'entrée continues pour pouvoir appliquer notre étude au systéme décrit par

I'équation (3.19). Pour cela, nous allons binariser les composantes de la commande continue.

I11.3.4.1 Valeur moyenne
Proposition 3.1

Soit & un réel positif fixé et DH=(P,(9),..., P, (1)" une fonction a valeurs dans [0,1]".
II est possible de construire la fonction u(#) a composantes booléennes telle que, pour tout #
réel, u et ® aient la méme valeur moyenne sur tout intervalle Jz, #+£].

Preuve

Soient ¢ et & réels positifs. La valeur moyenne de ®(¢) sur ]z, t+& est notée
~ ~ ~ T
(1) =(<I),(t),...,CI>m(t)) . Si on construit  de sorte que :

u, =1sur ]t,t +a<i)i(t)[

N (3.40)
u =0 sur ]t +eD,(1),t +s[
La valeur moyenne de u, sur ]z, #+£ est alors égale a :
. 1( f+edi) e )
zqg_;u Lw+LQmom (3.41)

soit :
i(1)=0(1)
pour i=1,...m.

Par conséquent si # est construite de cette maniére on a bien :
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ii(r) = &(t)

ce qui démontre la proposition 3.1.

111.3.4.2 Commande booléenne

En utilisant ce qui précéde, nous pouvons construire une commande booléenne a partir
de la valeur moyenne de u (7). Dans la pratique, l'axe des temps est discrétisé avec une période

notée 7, et on note i,(n1,) sa valeur moyenne sur lintervalle [n7,, (n+1)T,[, soit :

1 {7,

(D) =1 u (3.42)
k

On construit alors la commande u en appliquant la formule (3.40) & ®(¢) = u_(t) avec 1=t +nT,
et &T,.

On a alors

(3.43)
u, =0 sur ]nTk + T, (nT,),(n+ 1)7;[
qui entraine, sur [#7,, (n+1)T [ :
R R 1 o)1y
a(nl,) =i, (1) = — [ " u () (3.44)
P

La procédure de construction de la loi de commande peut étre résumée par le schéma suivant
(fig.3.17) :
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MODELE A ENTREES
BOOLEENNES

v

MODELE A ENTREES
CONTINUES ASSOCIE

v

CALCULDE - PAR
LINEARISATION PAR
RETOUR DETAT

'

BINARISATION DE LA
COMMANDE

I11.3.4.3.1 Cas scalaire

s'exprime :

u

I11.3.4.3 Convergence de I'algorithme
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Fig.3.17 : Procédure de construction de I'algorithme de commande.

Nous supposerons dans ce paragraphe que les systémes étudiés (3.19) et (3.20) sont tels que x,
y sont scalaires, u,appartient a [0,1] et # a {0,1}. Nous supposerons en outre que y=cx, cz0.

Si nous faisons apparaitre la différence u-u_ dans I'équation d'état, il vient :

X =f(x)+gx)u,+glx)u-u)
y=cx

(3.45)

En choisissant une dynamique de l'erreur du premier ordre, I'équation d'état en boucle fermée
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=-k x+—-idy7d+—yd+g(x)(u—uc) (3.46)

et peut étre résolue :

o =(xO -1, b + L0+ [ giate N e
ou :
20 = (1(0) = 7 (O)e™ + 3,00+ e g~ )z

On veut que y(f) poursuive y (Z), ce qui entraine :
lim(y(1) - y, (1)) = 0
Il faut donc démontrer que :

122(,[) " g(e(r))(u - uc)d'r) =0 (3.47)

On peut montrer que, si g(x) est bornée, cette limite est du méme ordre que 7, (Annexe 7).

I111.3.4.3.2 Cas multivariable

Pour plus de simplicité, nous nous restreindrons aux cas ou les degrés relatifs valent 1 avec

s=n. En procédant de la méme maniére que pour le cas monovariable, il vient :

x=f(x)+g(x)u +g(x)u-u
{ S (x)+g(x)u, +g(x)(u-u,) (3.48)
y = h(x)
on pose w(x)=g(x)(u—u,)
Le systéme entrées-sorties en boucle fermée s'exprime alors :
¥, = L)+ L)+ Lo, = v, + L)
1 (3.49)
i=1..,s

Si on choisit v; de sorte que le systéme continu converge vers une consigne y(f) avec une

dynamique de l'erreur du premier ordre, on obtient :
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YO =i Ya,)e ¥ +y,(0+ e_k“'] e L (x(z))dr (3.50)

Ri

Les termes résiduels R, peuvent s'exprimer par :

-t ;(r—t N d’i S
R =[O L py(x(eyde = [ 2o 2 g —udr (3.51)
0

0 Jj=1 j k=1

.. h .. . R .
Si les A ,i,7) e {1,...,n}2sont bornés on montre, de la méme maniére que pour le cas
j

scalaire, que si les g, (k) {1,...,n}x{1,...,m} sont bornées, les termes R, sont du méme ordre
que 7.

II1.3.5 Mise en place de I'algorithme

La procédure de mise en place de la loi de commande peut étre représentée (fig.3.18):

- 106 -



Chapitre 111 : Commande booléenne des sytémes non-linéaires

Systéme Non-linéaire
a entrées booléennes
X=f(x)+gx)u
= h(x)

Systéme Non-linéaire continu
{x = f(x)+g(x)u,
y =h(x)

v

Calculdesri

Somme des ri=n

Somme des ri<n

v

Etude des zéros
dynamiques

si stabilité

Choix de la dynamique
de l'erreur

x (¢) calculable

x (1) non calculable

y

Calculde uc(z)

v

Simulations du systéme et de
u c (1) pour différentes valeurs
des paramétres

¥

Adaptation des paramétres
pour avoir « ¢i dans [0,1]

v

Binarisation de la commande

Fig.3.18 : Algorithme de commande.
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Le systéme en boucle fermé peut étre représenté par le schémas-bloc suivant (fig.3.19) :

u, y
BINARISATION SYSTEME
MODELE
\V4 \V4
Inverse ou A(x) | Calcul Calcul
pseudo-inverse A(x) A, (x)
5E
l . | yd,
(-1 L :
' (r-1)
v V. Vg |
N§ Ay +
yi

Fig.3.19 : Schéma-bloc du systéme en boucle fermée.

Remarques concernant l'implantation de l'algorithme :

Remarque 1 :

Si la dynamique des zéros est instable on ne peut pas utiliser cette technique de commande
pour le systéme.

Remarque 2 :

Ces schéma-blocs nous montrent que, pour mettre en place cet algorithme, il est nécessaire que
les fonctions f{x) et g(x) soient parfaitement connues et aussi que toutes les composantes du
vecteur d'état soient mesurables. Si ce n'est pas le cas, il faut faire appel a des estimateurs ce

qui souléve un certain nombre de problémes dans le cas non-linéaire.

Remarque 3 :

L'inverse (ou pseudo-inverse) de la matrice de découplage peut ne pas exister en certains
points. Il faut alors vérifier que l'état ne prend pas ces valeurs. De plus, la matrice A peut
posséder elle-méme certains points singuliers ce qui pose des problémes car on ne dispose pas
de techniques rigoureuses pour franchir ces singularités.
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H1.3.6 Exemple d'application

I11.3.6.1 Exemple 1

Considérons le systeme décrit par :
X, _ x; . -8 0\
X, —-X, 0 +2)u,
y=x

avec u, et u, booléens.

Le systéme continu associé s'exprime :

- T ;
avec u, = (u,,u, )" continue.

Les degrés relatifs des sorties sont égaux a 1, ce qui entraine Zr; =n=2 (pas de zéros
dynamiques).

Le découplage est réalisé pour le systéme continu si :

u,\_(-1/8 0 \dy, _ _xj
(u%)_( 0 1/2)[ dt k(=20 (xl)]

et la sortie est régie par :

Ciy_dyd kPl 0
2ot 0o

Si on choisit :
1_ e—t/2
Ya= [2(1 —e™? )J
La résolution de 1'équation différentielle en boucle fermée donne :
X, 1-e"? 4o
x,) \2(1-e")+2¢7
en choisissant x,(0)=2 et x,(0)=1.
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On peut alors exprimer #, en fonctionde 7 :

1 _ 1 _

(ucj (—g(—kple “nt +5e“’2 —(2e ol L 2(1-e7?)
= 1 _ _
“a L E(e“”2 —2k, e +1-e"? 1) J

Il faut que pour tout £, on ait ,€[0,1]%. Si on trace les courbes représentant les composantes
de u, en fonction du temps avec k, et k, comme parametres (fig.3.20a,b) :

%y

"

1.00

0.75

0.50

0.2%

0.00

t(s)

2.5

M.

0.00 7.50 15.0

Fig.3.20a : Entrée u, en fonction des paramétres.

1.00
N

t (s)

7.50 15.0 22.8

Fig.3.20b : Entrée u,, en fonction des paramétres.
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avec: (1) : k,=k,=02;(2)  k,=k,=0.4;(3) : k,=k,=0.6;(4)  k,=k,=0.8;(5) 1 k,=k,=
1.2;(6) : k,=k,=1.6.

On voit que les valeurs k,=k,=0.8 conviennent. Il faut maintenant binariser la commande
continue que l'on vient de déterminer. Pour cela, on utilise la procédure décrite précédemment

en découpant l'axe des temps avec une période 7, =107 s.

Le systéme a entrées booléennes en boucle fermée a été simulé (fig3.21a,b,c,d) :

u. u
c 02

1.00

0.75

&
=
= t(s)
=&
.00 3.75 7.50 11.2 15.C
Fig. 3.21a : Commandes continues.
u2uc2 u2
1 — — — R
05
02 uc2
0 1 2 s L (107 g

Fig.3.21b : Commande continue %, et commande binaire u,.
Remarque :

La variation de u, sur le pas choisi est trés faible et n’est pas perceptible sur cette figure.
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1,20

|

/
B Ay
=)
=
o
S tis)
o T
gale) 3.75 7.50 11.2 15.0
Fig.3.21c : Réponse temporelle de la premiére sortie.
g %27,
B E 7 =
R yd
- 7
=]
3
=
S t [s)
=g
.00 3.75 7.50 11.2 15.0
Fig.3.21d : Réponse temporelle de la deuxiéme sortie.
I11.3.6.2 Exemple 2

Reprenons I'exemple 2 du §111.3.3.2 décrit par :
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[ \]
ﬁx=—leL cz
(1 0
\y:ooJx

et que l'on veut faire converger vers y =(1,2)".

Nous avons vu que u, et u, pouvaient étre exprimées en fonction de # par :

Juﬁ = _;—(—kl U~ l)e_klt +(2+ Ae ™ + Be ** )2)

1 N _
[ucz(t):g(Apfe A +Bp22e P +(1+(y10_1)e k,t)z)

Nous avons vu au §I11.3.3.2 que les valeurs p,=1, p,=2, k;=5 donnaient des commandes
continues a valeurs dans [0,1]. #, a alors I'allure suivante (fig.3.22) :

u.

1,00

0,75

0.50

B v o |

P

L

0.2

0.00

t[s)
.50 5.2t

0. 00 1.75

w

Fig.3.22 : Représentation temporelle de u,..

Les commandes continues sont binarisées en utilisant la procédure décrite au §I11.3.4.2, en
choisissant comme période 7,=107%s. Une simulation du systéme commandé par des entrées

binaires est donnée fig.3.23 :
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=__ N9
o3

a/’-——-&"‘——\-—.._

f ¥ 2
=
o]
=~

k b4
S 1
0. 00 1.50 .00 4.50 .00 tI(s]

=2
P

Fig.3.23 : Réponse temporelle des sorties du systéme.

Remarque :

La somme des degrés relatifs du systéme vaut n=3 ce qui assure la commandabilité du systéme
continu (pas de zéros dynamiques). D'autre part, oh, / &, et g, sont constants (donc bornés) ce
qui nous permet de démontrer la convergence du systéme a commandes binaires (voir

§I11.3.4.3).

I11.3.6.3 Exemple 3
Reprenons l'exemple 3 du §111.3.3.2.2 décrit par :

. 1
X, =—gx3+u1

X, =—X, +u,
X, = sin(x;) +x,
=%

Y2 =X,

que I'on veut faire converger vers y,~(1-¢,(1-¢"')/2)".

Nous avons vu que le retour linéarisant pour le systéme continu associé est donné par :
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( 1 ay
Juq =vl+5x3—;+ X,
[ucl =v2+x1 27;'4-)61

111.3.6.3.1 Zéros dynamiques

L'étude de la stabilité¢ des zéros dynamiques doit étre menée car la somme des degrés

relatifs vaut 2. Ceci revient a étudier la stabilité autour de I'équilibre du systéme :

( 1 =1-y, kp,(xl_yd,)
@dl

L
I[x3 =sin(x, ) +x,

Xo=Lx=Ly, =0

Les points d'équilibres du systeme sont (x,,y,,%;)=(1,1,31/2+2kmn), pour keZ. On pose donc
Y\=x1-1, Y=y, ~1, Z=x;~(3n/2+2kmn). Le systéme décrit par :

ky Xy +(k, DY,

~.
»% I

Y =k

Z =-cos(Z)+Y, +1
Y, =0, ¥, =~ Z, =1- Gz /2 +2kx)

converge alors vers I'équilibre (Y,,Y,,2)=(0,0,0).
Rappel de stabilité :
Soit le systeme (Z,,) décrit par :

{y'= Ay+p(z,y)
=f(z,y)

P

tel que : p(z,0)=0, (0,0) =0, A matrice de Hurwitz. Si z=0 est équilibre asymptotiquement
stable de Z = £ (z,0), alors (0,0) est un équilibre asymptotiquement stable pour (Z,,).

En appliquant les notations du théoréme a notre étude, nous avons :
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—k, k, -1
A= Ol ‘_1 , P(Z,Y)=0, AZ,Y)=1-cos(Z)+Y,

Les hypothéses du théoréme sont donc vérifiées et il suffit de montrer que z=0 est un équilibre
asymptotiquement stable pour Z = f(Z,0) =1-cos(Z).

L'équation ci-dessus peut étre intégrée (variables séparables) , et on obtient

Z = 2atan(

1
1% t)’ avec Kj=tan(Z,/2), pour lequel Z=0 est un équilibre asymptotiquement
-

stable.

I11.3.6.3.2 Simulation du systéme a entrées binaires

Nous avons choisi k,=k,=1.1, ce qui nous permet d'avoir des composantes de 'entrée continue
équivalente dans [0,1]. Nous avons utilisé la procédure de binarisation décrite au §II11.3.4.2

avec 7,=107%s.

Les sorties du systéme sont représentées fig.3.24a,b :

S %

af™y
—1 Vf—

¥

0 /
=
o ¥4,
D
=
&
S
=] t(s)
T8 oo 2. 50 5.00 7.50 10.0

Fig.3.24a : Représentation temporelle de la sortie y,.

-116 -



Chapitre 11l : Commande booléenne des sytémes non-linéaires

] _ 2%,
7 /ﬁ

& /

¥
2 %
=}
S t )
<& oo 2.50 5.00 7.50 10.0

Fig.3.24b : Représentation temporelle de la sortie y,.
CONCLUSION

La premiere partie du chapitre a été consacrée a l'étude des systémes bilinéaires a
entrées booléennes. Aprés avoir élaboré un algorithme de commande analogue au cas linéaire,
les résultats obtenus ont été appliqués sur plusieurs exemples. Nous avons ensuite élaboré des
lois de contrdle pour les systémes non-linéaires a entrées booléennes. Nous avons tout d'abord
proposé des lois de commande en boucle ouverte et en boucle fermée pour les systémes
linéarisables par morceaux, en appliquant les méthodes de calcul élaborées dans le chapitre I1
sur les systémes linéaires.

Le cas des systémes non-lin€aires affines a été ensuite envisagé pour lesquels nous avons
proposé une méthode de construction d'un algorithme de découplage-linéarisation entrées-
sorties par retour d'état statique en utilisant un modéle continu construit a partir du modéle a
entrées booléennes. Cette technique a été appliquée a la régulation et a la poursuite de
trajectoire et validée par simulation sur des exemples.

Les différentes méthodes évoquées au cours de ce chapitre seront comparées entre elles au
cours du chapitre IV, en simulation, pour la commande de machines électriques associées a
des convertisseurs de puissance.
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CHAPITRE 1V

INTRODUCTION

En électronique de puissance, la plupart des systémes sont commandés par des
¢éléments de commutation pour permettre une répartition optimale de I'énergie. Ces éléments ne
sont habituellement pas pris en compte dans la modélisation et on utilise en général, comme on
a vu au premier chapitre, des méthodes de commande qui ne tiennent pas compte du caractére

booléen des grandeurs d’entrée [MLI].

Dans ce chapitre, nous allons appliquer les résultats que nous avons élaborés dans les chapitres
II et III a la commande de certains de ces systémes. Nous traiterons tout d'abord, le cas d'un
systéme électrique composé d'une machine synchrone associée a un onduleur de tension pour
lequel nous effectuerons une comparaison entre les algorithmes classiques et ceux élaborés au
cours des chapitres précédents. Pour cela nous utiliserons un modéle bond-graph de ce systéme
et nous effectuerons une transformation de Park et Concordia [Huang et al, 1987] pour en
réduire la dimension. Nous envisagerons ensuite le cas de la machine asynchrone pour lequel
nous appliquerons l'algorithme par linéarisation par morceaux élaboré au chapitre III, et un
algorithme "classique" de commande par MLI. Nous envisagerons alors a travers un exemple
numérique l'effet des variations de certains paramétres du systéme sur la robustesse de
l'algorithme.

IV.1 CAS DE LA MACHINE SYNCHRONE

IV.1.1 Modélisation par bond-graph

Nous allons étudier ici un ensemble comportant un convertisseur de puissance associé a
un moteur synchrone. Nous considérerons que le convertisseur est un onduleur de tension

alimenté par une tension continue.

IV.1.1.1 Schéma électrique de I'onduleur

On peut donner le schéma électrique de 'onduleur (fig. 4.1) :
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“(8)

T4

CHARGE

V4 T2 T3
B
C ’—%
S/ T5 T6

Fig.4.1 : Schéma électrique d'un onduleur de tension alimenté par une tension continue.

T1,T2,...,T6 représentent des interrupteurs dont on peut commander I'état (bloquant ou

passant). E, représente la tension continue d'alimentation de 'onduleur.

IV.1.1.2 Représentation bond-graph de I'onduleur

Les éléments de commutation T1,T2,...,T6, sont considérés comme non-idéaux avec

des résistances internes Rt1,Rt2,..Rt6. En utilisant la méthode de modélisation des

interrupteurs du chapitre I, on peut construire un modeéle bond-graph de 'onduleur.

Le modéle bond-graph est alors (fig.4.2) :

Se : E

A

Of—=c,

MTF

L

Rt4

/
0

L

MTF

Rt6

TRl ToAMTF R VTRt

R,

Ca

Fig.4.2 : Bond-graph d'un onduleur de tension alimenté par une source de tension continue.
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Les transformateurs MTF correspondant aux interrupteurs T1,T2,...,T6 sont modulés

respectivement par {1/m,,...,1/mg} ou les m,, i=1,...,6 sont des booléens tels que :

{m,. =0 sst 77 est bloqué
m, =1 ssi Ti est passant

Les blocs R, C,, en parall¢les sont ajoutés entre les points A, B, C et la masse pour obtenir une

mesure des tensions simples dans chacune des branches. Leurs valeurs numériques doivent étre

choisies pour ne pas perturber la dynamique du modéle (petites constantes de temps).

IV.1.1.3 Association onduleur-machine synchrone

Cet onduleur est associé a un moteur synchrone a rotor bobiné, ce que l'on peut représenter
par un schéma électrique (fig.4.3) :

T1{T2/ 3/
Ry

<+>E0 » R, ROTOR

4 /TS / T6

Fig. 4.3 : Schéma électrique d'une association onduleur-moteur synchrone.

R, i=1,2,3 représentent les résistances statoriques et nous supposerons par la suite que ces
grandeurs sont les mémes sur les trois branches du moteur synchrone. Le rotor est supposé
bobiné lisse avec une seule paire de pdle. Pour plus de détails sur la machine synchrone, on
pourra se référer aux ouvrages suivants : [Bergman et al, 1986], [Le Piouffle et al, 1990].

IV.1.1.4 Modéle bond-graph de I'ensemble onduleur-moteur synchrone

Le modeéle bond-graph de I'ensemble [Ducreux et al, 1992] est présenté (fig.4.4) :
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T

TF—|re 1 —|MTF—}] Rt3t

)B 'R, /B ‘R, } :R,
/ Y/ y/ ,
c:c,,ﬁo\ C:C, ﬁo\ C:C, v—lo\ ONDULEUR
1 1 1
MTF MTF MTF
L L L
Rt Rt5 Rt6
1> R:Rs: 1> R:Rs “1—>R:Rs
....................................................... STATOR
‘ROTOR
© (*):Multi-Port
+ traduisant les
.y équations non-
’ linéaires au
R: R1 1 | 4 +  rotor du
4| _MTF —=—Jl1 Ry  moteur
R: Regi1 . synchrone

R: Rr3r6|1

~ LYl

. (annexes 7, 8)

Fig.4.4 : Bond-graph d'un moteur synchrone associ€ a un onduleur de tension.

R,;, R,,, R ; représentent les résistances rotoriques. J et f représentent l'inertie et le frottement

rotorique. L'élément MTF multi-ports traduit
les flux des branches 1 a 7 : i=L'¢, avec ¢=
(matrice inductance L définie dans I’annexe 7)
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Chapitre IV : Commande de machines électriques

1V.1.2 Equation d'état du systéme

Le bond-graph (fig.4.4) nous permet d'obtenir les équations reliant les variables efforts
et flux aux différentes jonctions (annexe 7). On considéere que les constantes de temps liées aux
blocs R,C, sont petites et que la machine synchrone est équilibrée au stator et au rotor. D'autre
part, on considére que la commande de I'onduleur de tension est complémentaire c'est a dire
que T1 et T4 (resp. T2 et TS, T3 et T6) ne sont ni bloqués ni passants simultanément. Cette
hypothése entraine :

i+3

i=123

{mf +m?, =1
4.1

Aprés simplifications (voir annexes 7 et 8) les équations du systéme peuvent étre décrites :

r

4, R, +¢—f (6 1
= et @ sin( )+Lu,,
di, -R ¢ 1

_ﬁ:_—. _rr —

Ja T LTI cos(@)+7H, 4.2)
i )
a?
do - C

i, et ig sont les intensités statoriques équivalentes aprés réduction du modéle. 6 représente la
position du rotor par rapport au référentiel fixe statorique. w est la vitesse du moteur, ¢,
représente 'amplitude des flux rotoriques.

R et L représentent la résistance et l'inductance équivalente au stator.

u, et uy sont les tensions appliquées au stator. Elles peuvent étre exprimées en fonction des
grandeurs booléennes de commutation :

[+ 4

i

4.3)

by

0

8 zf(mg _mi)

=

ju =—=(2m; —m; —m})
|

Les grandeurs m,, m,, m, représentent les booléens associés aux éléments de commutation T1,
T2, T3. En posant u=(u,,u,,u;)=(m’ ,m> ,m?), l'équation (4.3) s’écrit :
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Pour plus de clarté nous allons utiliser les variables suivantes. On posera x, le vecteur état du

systéme tel que :
T /. T
x(t)z(xlaxZ)x3’x4) :(la, 1, 9’ w)

Nous utiliserons les grandeurs réduites suivantes :

J
T =—
" f
_L
*TR
¢,
{g=L
a=- 4.4)
s
J
}/r_J

Le systéme représenté par (4.2) peut alors étre décrit par I'équation d'état suivante :

4 -
1 . 3
—T—xl +ax, sin(x,) 2 -1 -1 \
-1 | u
dx _ —x - ax, cos(x,) N E, '0 NERRVE) u] | @5)
dt X, IJ6 Lo 0 0 uzJ .
_ ) 0 0 0,°
T—x4 +b(x, cos(x;)— x, sin(x;)) -y,
\

Cette équation d'état est non-linéaire et peut étre exprimée sous la forme :
x=f(x)+Gu

Nous allons appliquer plusieurs algorithmes de commande sur le méme systéme afin d'effectuer
une comparaison de leurs performances.
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IV.1.3 Commande par retour d'état

IV.1.3.1 Commande continue

Dans cette partie, nous allons appliquer les résultats du chapitre III concernant la
commande linéarisante par bouclage statique.

Pour cela, on considére le systéme continu décrit par I'équation (4.5) avec une entrée continue
notée u.. Nous choisissons de plus comme grandeurs de sorties le courant i,cos(8)+igsin(6)

(courant statorique dans le repére tournant) ainsi que la vitesse @w=x,, soit :

1 1 3 + 2 i 3
y :812)=(x cos(x )x4x sin(x )) 4.6)

Le systéme (4.5) avec une commande continue est décrit par :

{Jézf(x)+Guc

y=h(x)

ou :

' (1 0)
o 1

$=f(@)+l, U @
o o

A

L =h(x)
avec U=(U,;,U.,)", les grandeurs continues associées a (#,/L, uﬂ/L)T.

Les entrées apparaissent dés la premiére dérivation pour y; (degré relatif égal a 1), et a la
deuxiéme dérivation pour y,. La somme des degrés relatifs du systéme est alors égale a 3. 1l
reste donc une partie non-linéaire aprés bouclage dont nous étudierons la stabilité au
paragraphe suivant. On a, en reprenant les notations du chapitre I1I :

2
L d‘j;’sz A, (x) + AU, (4.8)

dt?

avec :
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A [ @+mx)eose)+ (L) -xz)sinGs) )
. (A " (")] ) Lif L)~ (10 +1,%,)bsin(x,) + (£, (¥) ~ x,x, )b cos(x,)

Tm
et
cos(x sin(x
W i
—bsin(x;) bcos(x,)
4.9
L’inversion de la matrice de découplage donne :
1{bcos(x;) —sin(x, ))
-1 -
A= b(b sin(x,)  cos(x;) (4.10)

On souhaite réguler la vitesse y, vers w, (constante) et y; vers 0. Si on choisit des dynamiques
pour les sorties telles que :

(4.11)

d’y dy
[Vz = dtzz "—777;"1‘72(}’2 _a)d)

avec ;>0 et les solutions de X*+7X+k,=0 a parties réelles négatives,
il faut alors choisir U, telle que :

(% [b cos(x; )(v, — Ay, (x)) = sin(x; }(v, — A, (x))]\l
U,==8"(¥)A,(x)+ A7 (x)v =|
L; [Bsin(x,)(v, = Ag, (X)) +€08(x, )V, — Aoy (1))

(4.12)

avec v et v, définis par (4.11).

IV.1.3.2 Etude des zéros dynamiques
La non-singularité de la matrice de découplage assure I’existence d’un difféomorphisme

¢ : x>z dont les trois premiéres composantes sont (f(x), Ax(x), Lh(x)). Si nous choisissons
comme quatriéme composante @4(x)= x;=6, on obtient :
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(3) (4 [ meoslm)exmsints) )
I
P M - @)
LZ3J LthZ (x)J I T_x4 +b(x2 cos(x3) =X, sin(x3)) -7, ’ )
“ s L " X3 J
Le systéme en boucle fermée est alors régi par :
r2.1 =V
z, =2z,
Z,=V,
Vi oz, (4.14)
=z
Y2524

Ce systéme est linéaire, découplé et commandable et il reste une partie dynamique non
observable z,. Cette dynamique ne pose pas de probléme quant a sa stabilité puisqu’elle

correspond au lien entre la position du rotor et la vitesse.

1V.1.3.3 Binarisation de la commande

D’apreés les relation (4.2), on a :

4.15

E 4.15)
u, € \/5 ,0,
Seules les valeurs —=2 ¢ 2o t étre obt indépend t. E
eules les valeurs — pour u, et —= pour %z peuvent étre obtenues indépendemment. En
/6 p NG p s P P
-2F

effet, pour obtenir par exemple u, = Jéo , i faut obligatoirement appliquer

2
(u,,u,,u,)=(0,1,1) ce qui fige us a 0. Dans ce cas (comme pour #, = T60) le choix de u,

impose la valeur de u.. Les quatre possibilités pour le couple (u,,up),

EREERES
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sont obtenues a partir des configurations de  :

Wo/lflo]

J(o\(o\(ﬂfﬂl

Le domaine temporel est découpé en intervalles de période 7, I,=[nT,, (n+1)I,]. Soient

(701 (nT,) et (762 (nT,) les valeurs moyennes de U, et U, sur I,.

On construit u,, et

-

ugtels que

-

E, | (1 1
ua:ﬁ sur[nﬂ,n?} +k—2—+ kJ
£, | _ LJ_
:75— sur[nT +L2 2E, Y s
. (4.17)
E, [ ( 1 LV2 4 ‘I
uﬁ:—ﬁ surtn?}‘,nT +L2 2E, ! JI;J
<{
E, (11 ]
ug :—‘/—50— sur[nT +L2 2;:/_ Tk,(n+1)TJ
L'algorithme de commande peut étre schématisé (fig.4.5) :
w4 U. u; x
CALCUL BINARISATION MOTEUR+
Ue ONDULEUR
Bg
V2
CALCUL
Y1, )2

Fi

1g.4.5 : Algorithme de commande de la machine synchrone.

Le bloc commande comporte une phase de calcul de la variable continue U, décrite au
paragraphe précédent et des phases de binarisation de U, et de calcul de u décrites
précédemment dans ce paragraphe.
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IV.1.3.3 Application numérique et simulation

On a choisi pour la simulation une machine synchrone ayant les caractéristiques

suivantes :
=0.1 Q
L=100 mH
f=2.10° N.s
J=8.10" kg.m?
E,=380 V

»=10

On choisit w,=100 rad/s pour la consigne en vitesse et g=1.

Les dynamiques de l'erreur en sortie sont choisies telles que :

[-E, E, | [-E, E, |
<\ v6 e ) V2 12 ]

Les entrées continues ont été simulées pour différentes valeurs des paramétres 7, ki, k». Nous
ne présentons pas les différentes courbes obtenues pour U, afin de ne pas alourdir le
manuscrit. Une telle étude montre que les valeurs des paramétres telles que 7<4, k1<2, k<3
donnent bien des composantes de U, dans les intervalles désirés.

Pour la suite nous avons donc choisi 7=3, k=2, k1=1. Nous pouvons alors représenter les

composantes de U, pour ces valeurs (fig.4.6a,b) :

g e o 111
EALL

Fig.4.6a : Commandes continue : U, et U,.
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-1.00
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2.00
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1,50

T THITriisiegt T

0.00

t [s]

C. 00 1.25 Z.50 3.75 5.00

Fig.4.6b : Commande continue : U;; (horizon plus large).

La période de discrétisation de l'entrée est choisie telle que 7,=10%s et la période

d'échantillonnage T =10>s. Les réponses temporelles de |’entrée u, et des sorties sont

représentées fig.4.7a,b,c :

ul
1 —

ucl
K
&

..-—-'—"""’d-‘
e S
| —"
,‘—l—'_‘_‘_'-—'_'_‘-

.-——‘—‘_'_'-—‘-‘
~
=
n

0. 4800 0. 4802 D. 480? 0. 4806 0. 4808 0.4810

Fig.4.7a : Représentation de I’entrée u;.
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vl

0.20

0.15_
——=U

=
- o
=
= \
S \\\‘ T (sed)
<. oo 1.00 Z. 00 3.00
Fig.4.7b : Réponse temporelle de y;.
g w [rad}s])

/

72

o
t [sec)}
“o 2 A 6 8 10
Fig.4.7c : Réponse temporelle de la vitesse du moteur.
IV.1.3.4 Conclusion

L'algorithme que nous venons d'établir peut poser certaines difficultés quant a sa mise en place
pratique :

1) Nous ne disposons d'aucune information concernant les valeurs admissibles pour la consigne
en vitesse (contrairement a la méthode de linéarisations par morceaux qui donne un domaine
de convergence).
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2) Le volume de calcul "ON LINE" est important et cela peut poser des problémes pour une
implantation sur le systéme réel.

Remarque :

L'algorithme de poursuite de trajectoire aurait pu étre implanté en utilisant exactement la méme

procédure, seule la régulation a été présentée pour ne pas alourdir les calculs.

IV.1.4 Commande booléenne par modes glissants

IV.1.4.1 Elaboration de I'algorithme

Pour cette étude, nous élaborerons la loi de commande a partir du systéme linéarisé
localement autour de w=w, Ceci entraine 6=w,!, et en posant x:(xl,xz,x4)T=(ia,iﬂ, o),
I’équation (4.4) donne :

L+ ao, sin@,n+ )
——x, +aw, sin(w —u
r 1 d d L a
1 1
k=T % —an, cos(a)dt)+zu,, (4.18)
1
-—x, + b(x, cos(w, 1) — x, sin(w,1)) - ¥,
T

m
Si les courants statoriques convergent vers (i, sin(w,t),i, cos(w,?)) alors la vitesse converge
vers @, (voir annexe 9) avec w=bt,io-¥ T

Considérons les surfaces de glissement non-stationnaires définies par :

o) = (sl (x)j _ (xl +1, sin(a)dt)) — +D() 4.19)

5(x) "\, ~iy cos(@,1)

Nous pouvons alors définir la commande équivalente (voir chapitre I), u,, en dérivant s :

5 (x) —L_ 1 +—u, (4.20)
T

(1 _ .
(S‘, (x)j | 75 +aw, sin(w,f) +i,w, cos(w,f) |
L

x, —am, cos(w,l)+i,0, sin(a)dt)J
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soit sur I’intersection des surfaces de glissement :

1. . .
| ;io sin(w,?) +aw, sin(w, 1) +iw, cos(w,t) |

ude = —L (421)
- ;io cos(w,?) —aw, cos(w,t) +iyw, sin(w,1)
Le systéme est donc décrit sur I’intersection des surfaces de glissement par :
(1 1. .
—onTh sin(@,t) —i,w, cos(w,t)
1. . .
X= _?xz +?’o cos(w,1) —i,w, sin(@,?) (4.22)
1
Tt b(x, cos(w,t) - x, sin(w,1)) -y,
\ Tm
Nous avons defini alors la logique de commutation suivante :
r E, . (¥) <0
u, =—= sis(x
Jg 1
y (4.23)

20 s (x)< 0
up =75 sis(x
2

[

[“7

[ua :T;si 5,(x)>0
(

|

|

-E, .
u, :f sis,(x)>0

La démonstration de I’existence du régime de glissement avec cette logique de commutation

est donnée en annexe 10.
IV.1.4.2 Simulations

Les réponses temporelles de I’entrée u, et des courants statoriques du systéme sont donnés

(fig.4.8a,b) avec w,=100 rad/s et T=10"s (période d'échantillonnage) :
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200

120

40

-40

=120

-200

0.00 0.4 0.08 . 0.12 0.16 C.20

Fig.4.8a : Réponse temporelle de I'entrée u,

wia ig

0
i
0

N A A A

A

0

1
0.4

]

0.0
i
0,2

X1
%2
.."_'_,_'--"’_ /
——
[

(1] o

ol I \

Al I

TV M v

| -« t [sec]
o~ o

' "0.00 0.05 0.10 . 0.15 0.20 0.25

Fig.4.8b : Courants statoriques
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La vitesse ainsi que I’erreur sont présentées (fig.4.9 et fig.4.10) :

w [radfs]

150

120

\

x4
B0

30
\“

t (sec)

0 6 12 18 24 30

Fig.4.9 : Réponse temporelle de la vitesse.

w—wd

0.10

1 1] I 1 3

0,06

0,02

52

-0, 02

-0.06

| M ! T U]

t (sec)
*'0.10 0.18 D.26 0.34 0. 42 0.50

0.10

Fig.4.10 : Erreur en vitesse (régime établi).

IV.1.4.3 Conclusion

Cet algorithme appelle plusieurs remarques :
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1) L'hypothése que la vitesse est lentement variable est nécessaire pour pouvoir garder

expressions simples dans les calculs de la commande.

2) La commande appliquée sur le systéme non-linéaire donne des performances acceptables,
mais on ne peut pas envisager de poursuite de trajectoire en utilisant la méme procédure. Pour
cela il faudrait utiliser le modéle non-linéaire de départ (dimension 4 non-linéaire multivariable)
pour lequel les surfaces de glissement sont plus difficiles a déterminer.

IV.1.5 Commande par linéarisations par morceaux

IV.1.5.1 Elaboration de I'algorithme

Le systéme non-linéaire est décrit (voir (4.5)) par :

( -1
—x, +ax, sinx, (2E, -E, -E)
_T] L-\/g L\/g L\/E (ul\
dx — X, —dx, COSX, E, -E, |
= _ 0
~ T . + L\/E L\/E uZJ (424)
_1 4 0 0 0 Ny
—x, +bx, cosx, - bx, sinx3—}’,) . 0 0 0 )

\T

m

Nous allons supposer que nous voulons commander la machine en vitesse vers une consigne
variable w (7).

Pour linéariser le modele, nous allons découper le domaine temporel en intervalles
L=[kT (k+1)T,], k entier, et nous allons faire 'hypothése que la vitesse est constante sur cet

intervalle, égale a w (kT ).

On obtient les modéles, valables sur 7, :

(iX\ ' (2E, -E, -E, )
a |74 I+( aw, (kT))sinw, (kT )t ]+| ol 146 v |11
dat |21, |"\caw,(kT)cosw, kD))" | B _E, "zJ
T 2 V2 L2 N

(4.25)

avec X=(X;, X,)"=(x,, x,)".

On remarque que le modéle obtenu n'est pas stationnaire.
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Considérons alors les courants rotoriques sinusoidaux solutions du systéme:

(dz
[ =t
- (4.26)
St =0, Tz,
avec z2;(0)=0 et z,(0)=a.
En considérant Z=(X,,X,,z;,2,)" comme vecteur d'état du systéme, il vient :
-1 T 2E, -E, -E,
A 0  w,(kT)) 0 LJ6 ifg Lgé (ul\l
dz -1 0 )
o . a)d( d) Z + L\/E L\/E uzJ
0 0 @, (KT;) 0 0 0 |
\0 0 -w,kT}) o J (o 0 0 )
(4.27)
qui peut étre écrit :
idf—zA(de)Z-»Bu (4.28)

Nous avons vu précédemment que pour faire converger la vitesse du moteur vers w k7)), il

était suffisant de faire converger les courants statoriques vers :

{xm =~y sin(e, (kT )1)
Xa4 = Iy cos(@, (KT} )?)
avec @O ~btuio~), T

La sortie du systeme est donc choisie telle que :

(1000))( 4.29
Y=o 10 o (4.29)

et la consigne désirée :
_(y,,, J _[—io sin(e, (de)t))
Y47\, )y cos(, (RT)0)
Il faut alors calculer y,, pour i=1,...,8, tels que

V.o = —CA™'B|[config(u)]
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On a alors :
(0) M
. | | (0 | | E, (27
Yu(kT,) = —CA™ (KT, )B{ 0 J:(Oj Yau(kT,)=~CA” (kT)BLOJ - JE(O)
o 0

[e]

(0)
o5l

(
y3w<kn>=—CA'(k7;>B'L1 = L"f/g( J;T) YeolhT,) = ~CA ™ (KT)B
1

(=]
—

kT,) = -CA™ (KT, Bﬁ ) ( ’ ] kT,)=—CA™ (KT, B@' _E"(_T]
Vs (K1) = —CA™ (K1) LO)_L‘/E Br) Yl 1) =—CA™ (kT}) Ll 176 W3t
(0) N

-1 ' l -Eo 21. -1 l I 0
y1o(KT}) = ~CA T 1 == " 3, (KT,) =-CA (de)BLl o
) 1

(4.30)

On remarque que les points-limites des systemes linéarisés ne dépendent pas de k7,. On a donc

un domaine de convergence fixe, comme dans le cas du linéaire qui peut étre schématisé par
(fig.4.11):

A"
V30,
-2 Oy 20'0
A 4 0 4’)}1
_‘/50-0 .
LA yico

Fig.4.11 : Domaine de convergence du vecteur sortie.

E,
L

N

en posant o, =

=
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On applique l'algorithme de poursuite de trajectoire en boucle fermée décrit dans le chapitre
III, a la commande de la machine synchrone.

Les trajectoires de référence y =(y,,.y,,)T sont construites en utilisant la procédure décrite en
3.10 du chapitre III. Les coefficients a,(k7T)), i=1,...,2™, k entiers, sont calculés sur chaque
intervalle [£T,,(k+1)7T,] en utilisant (voir chapitre III) :

v, (kT}) = ga,- (KT Y, (KT,)

] _zZma,-(k7;>= 1
a,(kT,) € [0]]

N

L'algorithme de commande que l'on applique peut alors étre schématisé (fig.4.12) :

yd. él ? CALCUL u ONDULEUR+ y
REFERENCE J COMMANDE MOTEUR

ERREUR ¢ YVico

Fig.4.12 : Algorithme de commande d'un moteur synchrone

IV.1.5.2 Amélioration de I'algorithme

La représentation précédente montre que 'on contrdle l'erreur sur les courants mais pas
directement sur la vitesse. Une méthode permettant de remédier a cela est d'utiliser l'erreur en
vitesse dans le schéma suivant (fig.4.13) :
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Calcul
Ya

REFERENCE

COMMANDE

ONDULEUR+

-

I

yioo

Fig.4.13 : Algorithme de commande d'un moteur synchrone avec compensation.

avec le bloc calcul de y, tel que :

Ya

IV.1.5.3 Simulations

Nous avons simulé le systéme électrique composé d'un onduleur de tension associé a un
Y

(yd, )
= Ve =

(_io sin((w, (kT;) - a’)t))

iy cos((@, (k1;) - o)1)

moteur synchrone avec les parametres du §IV.1.3.3.

1V.1.5.3.1 Simulation 1

On impose une consigne @,=100 rad/s avec 7,=10"'s, T, ~=1073s, T=10""s. Les courants et la

vitesse ont été simulés en utilisant I'algorithme avec compensation (fig.4.14a,b) :

=

D_‘a‘ﬁ

N I 7 VA BYAY,\

L N LA

ARNRVIIRVIN
AN | W

Fig.4.14a : Courants de la machine synchrone
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w |rad/s)

100

A

™~

X6
40
\\

/ t [sec]

o3
Q
—=—
I

A AR (R AL

= t [sec]
v25.0 25.8 26.6 27.4 28.7 29.0

Fig.4.14b : Vitesse et erreur en vitesse en régime établi.

1V.1.5.3.2 Simulation 2

On impose une consigne variable telle que :

wt)=t rad/s pour t<100s, w?)=100 rad/s pour 100<t<150s, wf)=—t+250 rad/s pour
150<t<200s,w(f)=50rad/s pour £>200s, avec les mémes valeurs pour les paramétres
d'échantillonnage.

Le systéme a été simulé en utilisant I'algorithme avec compensation (fig.4.15) :
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w

100

50

t
0
100 200 300 400
Fig.4.15 : Poursuite de trajectoire
IV.1.5.4 Conclusion

Ces simulations appellent plusieurs remarques :

1) Le domaine de convergence de la sortie est connu ce qui donne des informations sur les
consignes que l'on peut appliquer au systéme.

2) Contrairement a l'algorithme de linéarisation par retour d'état, la commande est toujours
définie et bornée ce qui facilite I'implantation de la partie calcul de la commande.

3) La poursuite de trajectoire peut étre effectuée directement en utilisant la méme forme
d'algorithme.

Un tableau de comparaison des différents algorithmes est donné dans la partie III de ce
chapitre.

IV.2 COMMANDE DE LA MACHINE ASYNCHRONE
Nous allons étudier dans cette partie la commande en vitesse d'une machine asynchrone

bipolaire associée, comme précédemment, a un onduleur de tension alimenté par une source de
tension continue.
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IV.2.1 Modélisation par bond-graph

IV.2.1.1 Bond-graph du systéme

L'association onduleur-moteur asynchrone que nous allons étudier peut étre modélisée par
bond-graph [Ducreux et al, 1992], (fig.4.16) :

:lfﬁlMTFﬁI Rtl ]f—;lMTF —-7|Rt2 :lfﬁlMTF ﬁl Rt3j

:Ra :Ra
" N

?C:Cavlo\ C:C, r{o\ C:cC, Ho\ ONDUI;EUR

4 v 4
MTF MTF MTF
Vv
Etcté t5 Rt6
1 R:Rsi 1 R:Rs; 1 R:Rs3 .
....................................................... STATOR
‘ROTOR

* (*):Multi-Port
+ traduisant les
* équations non-

I:J linéai
)\ ~ linéaires au
R: R1 I 1 I . ' rotor du
R: Roer] 1 —AMTF —— A1 F5Ryf  moteur
’ 5 + asynchrone
R:Rex—11 :  (annexe 8)

Fig.4.16 : Bond-graph d'une association onduleur moteur asynchrone.
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Remarque :

Les bond-graphs pour la machine asynchrone et synchrone différent par les équations non-

linéiares qui décrivent les MTF(*), et sont identiques pour le reste du modéle.

IV.2.1.2 Equation d'état

Comme pour la machine synchrone, la constante de temps associée aux blocs R, C, est
supposée petite, ce qui permet d'éliminer des équations d'état la charge de ces condensateurs
(voir machine synchrone, annexe 7). Le bloc MTF décrit la transformation de Park effectuée au
stator. Les équations sont décrites dans l'annexe 8. Nous avons pris les flux statoriques et

rotoriques et la vitesse du moteur comme variables d'état pour obtenir un modéle plus simple :

-

Bt o e Boba

T Y

1o a4, 454, 0, (431)
Iy Y Yy

2L 0 DGt~

$.e Ppsont les flux statoriques, d'axes (a-p), 4,,, ¢,5s0nt les flux rotoriques d'axe (@-f) et @
est la vitesse de la machine asynchrone et u ,, u, telles que :

( E, @ )
u, =——=Q2u, —u, —u,
J v (4.32)

E 0
Ug = E (u, —u,)
Les parametres peuvent s'exprimer en fonction des grandeurs électriques :

RL . RL

a,=—— a ="

s Lz_Mz’ar_Lz_Mz

RM RM
SR Yoy v
K=M(I*-M?)
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3

M=Zm,, L=1,-M, L=1,-M,

sr>

(4.33)

Signification des paramétres électriques:

R, R, : résistances statoriques et rotoriques ; L,, L, : Self-inductances statoriques et rotoriques
M, M, : Inductances mutuelles statoriques et rotoriques ; m,, : Inductance mutuelle entre
stator et rotor ; E, : Tension d'alimentation de 'onduleur ; £/ : Frottement et inertie du rotor.

1V.2.2 Commande par linéarisations successives

1V.2.2.1 Modéles linéarisés

Pour linéariser le systéme, nous allons supposer que la vitesse du moteur est telle que @
est constant par morceaux avec, sur [k7, (k+1)7,] : kT )=w (kT)).

alors :
[dg,, E
—dt— = _as¢sa - ﬂs¢ra +T2(2ul —u2 —u3)
g, E
dtﬂ = _as¢sﬂ - ﬂs¢rﬁ +7§"—(u2 - u3)
) a4 (4.34)
_67;2‘ = ~ar¢ra + ﬂr¢sa +wd(k7:1)¢rﬁ
d¢rﬁ
L dt = —ar¢rﬁ + ﬁr¢sﬂ - a)d (k7;)¢ra
et la vitesse est régie indépendamment par :
f K
0:—7wd(k];)+7(¢ra¢sﬂ _¢sa¢rﬂ) (435)
L'équation d'état linéarisée peut donc s'exprimer par :
x(t+k1,)=AkT)x(t + kI,)+Bu (4.36)

pour tE[O, Td]: et x:(¢sa’ ¢sﬂ’ ¢ra’ ¢rﬂ)T et u:(ulau2au3)T

avec :
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A(KT, (4.37)
O ﬂr a)d (k];) —ar
et
(2 -1 -1)
B—E°IO v _‘EI 4.38
N 6LO 0 0 J (4.38)
0 O 0
Sur chaque [£7,,(k+1)T], la vitesse est constante, soit :
S K 4.39
0=-%0,(]T)+ (8,405 ~babs) (*39)

1V.2.2.2 Commande en vitesse

On peut démontrer (voir Annexe 8), que pour commander la vitesse du systéme vers @, il est
suffisant de commander les flux statoriques de sorte que :

sa = Py Sin(@,1)

b5 =y cOS(@,0) (4.40)

ce qui entraine au rotor :

b, = 9 sin(w,?)

b,y =, cos(@,!) (#40)

_Bby

avec: ¢, = o , ety = X5 W,

Nous devons donc commander, comme pour la machine synchrone les flux statoriques de

maniére sinusoidale. On choisit alors :

(1000}
Y=o 1 0 of

- 145 -



Chapitre IV : Commande de machines électriques

IV.2.2.3 Calcul des points limites

L'étape suivante est de calculer les y, (k7,) pour i=1,...,2". Pour cela, on utilise la
formule élaborée au chapitre 11 :

Vi (KT,;) = —CA™ (KT, )B[config(u)],

avec pour tout 7, [conﬁg(u)]i econfig(u).
Il vient alors :

M
ol 2E, (@6 +awi(kT,)
Yao(kly) = ~CA BLOJ dﬁ( B, B0, (kT,) J
0
)
0
| E (BB, ()~ a8 - a,02(T,) )
Vso(kly) = ~CA B\; = 2/6\ 5,80, (KT, +~3(a.6 +a 0l (kT,)
(o)
J (T ——CA-'B 0| = Fu | BP0, (T~ (@5 + a0l GT) )
wlfla ) 6\ 5. 8.0, (kT) ~3(a,6 +a @2 (KT)))
\
et :
Vso = Vao T Vi
y2w +y4co
w0 = Vo T Vawo

& _y“”‘[o]

avec 8= a,a, + BB, et d=det(A)=5" + w’ (kT,).

(4.42)

L'algorithme ainsi mis en place peut alors étre schématisé (fig.4.17) :
V4 CALCUL | u | | CALCUL |V
%@ REFERENCE COMMANDE ONDULEUR MOTEWR — "7

o T, - unearsaTON

Fig.4.17 : Algorithme de commande d'un moteur asynchrone (sans compensation).
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1V.2.2.4 Probléme du glissement

Pour le systéme réel, on observe l'apparition d'une pulsation de glissement qui nous
oblige a définir un algorithme de commande avec compensation.

11 faut donc imposer comme consigne pour les flux statoriques :

{¢m =Ya, = ¢y sin((@, (kT;) + @, (KT;))?)
bp = Va, = Py cos((0, (k1) +@,(KT,))?)

avec @, (kT,), pulsation rotorique de glissement estimée sur le modeéle du systéme.

L'algorithme ainsi mis en place peut alors étre schématisé (fig.4.18) :

ESTIMATION

GLISSEMENT | &
T

@i Calcul | 7 CALCUL M ONDULEUK cacuL | Y
Va REFERENCE [| COMMANDE T voTEUR FLUX

E‘—_— LINEARISATION

Fig.4.18 : Algorithme avec compensation de commande d'un moteur asynchrone .

Les simulations concernant cette partie sont présentées dans la partie IV.2.4.

IV.2.3 Commande par MLI

On applique sur le méme systéme le méme algorithme de commande en appliquant un
mode de calcul de la commande booléenne par MLI. L'algorithme (avec compensation du
glissement) devient (fig.4.19) :
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ESTIMATION e,
GLISSEMENT
T
o, Ya u i y
. Caleul MI ONDUER (— MOIER [— mﬂw:
Yd
Fig.4.19 : Commande d'un moteur synchrone par MLIL.
Le bloc MLI est décrit par la fig.4.20 :
A al
11 1b---aee-s a
K, G ! : —
Ya1
0 Gl
B4
K,
4
«;
......... 125]
Ks G2 1 : | .
Yaz
0 . G2
Y2

K,

Fig.4.20 : Bloc de commande de l'onduleur par MLI.

Q, et o, représentent les rapports cycliques pour les commutateurs T1 et T2 (voir chapitre I).
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1V.2.4 Simulations

Nous avons considéré une machine asynchrone avec les paramétres suivants :

E=380V M,_=80 mH
R=R=0.1Q. /=0.001 N's
L=L =100 mH J=0.0025 kg.m?
M =M =-50 mH

Les réponses du systéme électrique ont été simulées avec logiciel de simulation A.C.S.L.

IV.2.4.1 Méthode de linéarisations successives

Dans cette partie nous avons effectué¢ des simulations en appliquant I'algorithme "avec
compensation” décrit fig.4.19.

Les paramétres d'échantillonnage suivants ont été utilisés : 7,,, =10"*s, et 7,=10"% s.

1V.2.4.1.1 Régulation

On désire commander le systéme en régulation vers @w,/~100 rad/s. Les flux, la vitesse, et

l'erreur en vitesse sont représentés fig.4.21a,b,c :

[}
[
[4N]
) m\ /
g \ /
=)
‘SB\
=
=1
1
S
0. 00 0.05 t (sec)

Fig.4.21a : Réponse temporelle des flux statoriques.
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¥_radfs
150 PN S
754
0 2 -

Fig.4.21b : Réponse temporelle de la vitesse et allure en 0.

OAV(*O-OD
‘-“; | iIh
M’dh }W Il
| Al
- t (*0.01s)

Fig.4.21c : Erreur en vitesse.
‘ %

HHE
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1V.2.4.1.2 Poursuite de trajectoires

On souhaite effectuer une poursuite de la trajectoire en vitesse définie par :

w(f)=10¢ rad/s pour t<10s, w(f)=100 rad/s pour 10<t<15s,
@ (H)=—101+250 rad/s pour 15<t<20 s,
o H)=50rad/s pour £>20s.

La vitesse est représentée fig.4.22 :

L]
=
]
et -
—
=
=]
=
.00 10.0 1_20.0 30.0 40.

Fig.4.22 : Variation temporelle de la vitesse.

1V.2.4.2 Commande par MLI

1V.2.4.2.1 Régulation

On impose la méme consigne constante w, =100 rad/s. Les flux et la vitesse sont représentés
fig.4.23 et fig.4.24. Les paramétres d'échantillonnage suivants ont été utilisés : 7, =107 s, et

T=103s.
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200

100
l

AN / B

0.00
7
-

-100

=200

0. 00 0.0S f

Fig.4.23 : Réponse temporelle des flux statoriques.

w_ radjs

150 N

‘\\~_d_/,ﬂ‘F

75 1

'Y
~7

2 t
Fig.4.24 : Réponse temporelle de la vitesse et allure en 0.

L'erreur en vitesse est représentée fig.4.25 :

Av (*0.1s)

2.0

1.2

I

04

N
—

hAARE N o LR

2,0

[ 7 e < (0.0 s)

Fig. 4.25 : Erreur en vitesse.
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1V.2.4.2.2 Poursuite de trajectoires

La trajectoire en vitesse est comme précédemment définie par : w(#)=10¢ rad/s pour <10s,
@ #)=100 rad/s pour 10<t<15s, w(f)=—10t+250 rad/s pour 15<t<20 s,w(f)=50rad/s pour
>20s.

La vitesse est représentée fig.4.26 :

100

50

0.00

. 00 10.0 1_20.0 30.0 40.

Fig.4.26 : Variation temporelle de la vitesse.

1V.2.4.3 Effet d'une variation des paramétres

Pour les machines asynchrones certains paramétres varient, lors de la phase de
fonctionnement. C'est le cas, par exemple, de la résistance rotorique qui en chauffant, peut
varier quelquefois de 50% de sa valeur nominale. Nous avons donc étudié l'effet des variations
de certains paramétres sur le comportement du systéme commandé par l'algorithme que nous
avons élaboré au chapitre II1.

Nous avons étudié le cas de la régulation en reprenant les grandeurs identiques aux
précédentes, et nous présentons les courbes de l'erreur en vitesse (régime établi) obtenues pour
R=(R )0 t50%=0.15Q (Fig.4.27) et R =(R,),,,y+100%=0.20Q (Fig.4.28):

nom nom
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02

t
Fig.4.27 : Erreur en vitesse pour R =0.15Q.

Les oscillations sont dans ce cas plus importantes que dans le fonctionnement nominal, mais

sont centrées sur O (pas d'erreur statique).

¢

t
Fig.4.28 : Erreur en vitesse pour R,=0.20Q).

Cette courbe montre que si le parametre R, est trop €loigné de sa valeur nominale, les
performances du systéme se dégradent : I'amplitude des oscillations croit et celles-ci ne sont
plus centrées sur l'origine.

IV.3 COMPARAISON DES RESULTATS

Dans cette partie nous élaborons un tableau comparatif des résultats fournis par les
différents algorithmes pour la machine synchrone, puis pour la machine asynchrone.
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MACHINE SYNCHRONE
Méthode 1 : Linéarisation | Méthode 2 : Modes glissants | Méthode 3: Linéarisations
par retour d'état booléens par morceaux
Régulation
wd=cste
Domaine de NON NON (010)
convergence
Période maximale 0.01 ms 0.01ms 1 ms
d'échantillonage (*)
Temps de Choisi arbitrairement Imposé par le systeme Imposé par le systéme
réponse (sans altérer la convergence)
Période maximale 1 ms 100 ms
de discrétisation
Volume de calcul MOYEN MOYEN IMPORTANT
OFF Line
Volune de calcul IMPORTANT FAIBLE MOYEN
ON LINE
Nécessité (@18)1 NON NON
d'estimateur
Poursuite
de trajectoire : wd(t)
Période maximale NON IMPLANTEE DIFFICILE A IMPLANTER 0.1 ms
d'échantillonage (*)
Temps de Choisi arbitrairement Imposé par le systéme
réponse
Période maximale NON IMPLANTEE 10 ms
de discrétisation
Volune de calcul MOYEN IMPORTANT
OFF Line
Volune de calcul IMPORTANT MOYEN
ON LINE
Nécessité OUl NON NON
d'estimateur

(*) : période au dela de laquelle les performances du systéme sont altérées.

IV.3.2 Moteur asynchrone

Nous présentons le méme type de tableau pour la machine asynchrone :
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MACHINE ASYNCHRONE
Meéthode 1 : Commande | Méthode 2: Linéarisations
par MLI par morceaux
Régulation
wd=cste
Domaine de NON 10101
convergence
Période maximale 0.1ms 1 ms
d'échantillonage (*)
Période maximale 10 ms 100 ms
de discrétisation
Temps de Imposé par le systeme Imposé par le systeme
réponse
Volume de calcul FAIBLE IMPORTANT
OFF Line
Volume de calcul MOYEN MOYEN
ON LINE
Nécessité NON NON
d'estimateur
Poursuite
de trajectoire : wd(t)
Période maximale 0.01lms 0.1 ms
d'échantillonage (*)
Temps de Imposé par le systéme Imposé par le systéme
réponse
Période maximale 1lms 10 ms
de discrétisation
Volume de calcul FAIBLE IMPORTANT
OFF Line
Volume de calcul MOYEN MOYEN
ON LINE
Nécessité NON NON
d'estimateur

(*) : période au dela de laquelle les performances du systéme sont altérées.

IV.4 IMPLANTATION SUR SITE

Des travaux sont en cours pour implanter l'algorithme de linéarisation par morceaux sur
un moteur asynchrone. Cette entreprise est menée en collaboration avec 1'équipe du Professeur
Rombaut du LEEP a I'Ecole Centrale de Lille.

Le systéme est composé d'un onduleur de tension tel qu'il a été décrit au cours de ce chapitre.
Les éléments de commutation sont des transistors.
Le systéeme peut étre représenté par (fig.4.29) :
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BLOC DE '
COMMANDE |- ONDULEUR - MOTEUR
RAPPROCHEE]| :
PC: CQUISITION
| ELABORATION |@— 2 ngizgs
COMMANDE

Fig.4.29 : Représentation du systéme réel.

Les paramétres du moteur asynchrone que nous €tudions sont les suivants :

JLS =L =100mH ; M_ =80mH ; M = M, =-50mH
R =R =01Q; Rt=01Q; R, =10kQ ; C, <1uF
f =0008N.s ; J = 0.02kg m’

Les grandeurs mesurées sont les courants en ligne qu'il faut donc transformer par la relation de
Park, pour pouvoir appliquer notre loi de commande.

L'algorithme de commande est implanté directement sur PC (langage C). Le bloc de
commande rapprochée permet de commander a l'aide de compteurs l'ouverture et la fermeture

des éléments de commutation.
Il est a noter que chaque élément de commutation dispose d'un temps minimal de conduction

(différent de 0) et maximal (différent de 1). Notre algorithme doit donc étre adapté en fonction

de cela, ce qui fournit une contrainte supplémentaire dans le choix des coefficients a;.

CONCLUSION

Nous avons appliqué en simulation les résultats des précédents chapitres a la commande
de systéme électriques comportant des éléments de commutation. Nous avons tout d'abord
traité le cas de la commande en vitesse d'un moteur synchrone associé a un onduleur de tension
alimenté par une tension continue. Trois algorithmes différents ont été implantés : nous avons
tout d'abord appliqué une commande fondée sur le principe de la linéarisation par retour d'état
et sur une procédure de binarisation que nous avons élaboré au chapitre III. Nous avons
ensuite appliqué une commande booléenne par modes glissants (chapitre I) puis l'algorithme de
linéarisations par morceaux établi au chapitre III a été implanté. Les résultats ont révélé
essentiellement que le dernier algorithme permettait un choix plus grand de la période
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d'échantillonnage, qu'il était le seul des trois qui donnait des informations sur le domaine de
convergence et qui permettait d'envisager d'effectuer de la poursuite de trajectoire.

Le cas de la commande en vitesse d'un moteur asynchrone a été ensuite envisagé. Nous avons
implanté deux algorithmes différents : une commande par linéarisations par morceaux décrite
dans le chapitre III, et une commande "classique" par MLI. Dans les deux cas, nous avons
commandé le systéme vers une consigne constante (régulation), puis variable (poursuite de
trajectoire). Les résultats ont montré que les deux algorithmes avaient des performances
comparables quant aux volumes de calcul et les temps de réponses, mais que le premier
permettait 1a encore, un choix plus élevé de la période d'échantillonnage et donnait des

informations sur les valeurs admissibles de la consigne (domaine de convergence).
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CONCLUSION GENERALE

Nous avons traité au cours de ce mémoire, le probléme de la commande booléenne des
systémes continus. Au cours du premier chapitre quelques rappels sur les méthodes pouvant se
rapprocher de notre étude (MLI, hystérésis) ont été effectués. Nous avons ensuite étudié la
possibilité d'adapter a notre cas une méthode plus générale de commande des systémes a
structure variable, la commande par modes glissants. Le cas des systémes linéaires et bilinéaires
a été envisagé dans le cas monoentrée et le cas multientrées. Cette étude a révélé qu'il était
possible d'appliquer cette technique dans certains cas (syst¢émes de dimensions pas trop
importantes).

Au cours du deuxiéme et du troisiéme chapitre nous avons élaboré de nouveaux algorithmes de
commande pour les systémes a entrées booléennes. Le cas linéaire a d'abord été envisagé par
I'élaboration d'une loi de commande en boucle ouverte a l'intérieur d'un domaine déterminé
(domaine de convergence). Nous avons ensuite proposer une utilisation des degrés de liberté
apparaissant dans I’élaboration de I’algorithme de commande par rapport a des criteres
énergétiques ou pour éliminer des commutateurs. Un algorithme en boucle fermée permettant
de réguler le systéme et de faire du suivi de trajectoire a alors été élaboré. Ces résultats ont
ensuite été étendus aux systémes bilinéaires par 1'élaboration d'algorithmes analogues a ceux du
linéaire. Un algorithme de linéarisations par morceaux permettant d'utiliser les résultats du
linéaire a la commande de systémes non-linéaires a ensuite été proposé. Le cas des systémes
non-linéaires affines en la commande a été ensuite traité. Pour cela, nous avons proposé tout
d'abord un algorithme de commande faisant intervenir une linéarisation par bouclage statique
sur le systéme a entrées continues équivalent associée a une procédure de binarisation des

entrées.

Ces méthodes ont été appliquées et comparées entre elles en simulation, dans le chapitre IV, a
la commande dans un premier temps, d'un moteur synchrone associ€ a un onduleur de tension,
puis a la commande d'une machine asynchrone associée au méme convertisseur de puissance.
L'analyse des résultats obtenus montre que l'algorithme de linéarisations par morceaux est le
seul qui permet d'avoir des informations sur les valeurs admissibles pour les consignes et qui
permet une implantation immédiate de la poursuite de trajectoire. En outre, cet algorithme
nécessite des périodes d'échantillonnage moins faibles que les autres algorithmes que nous
avons testé. Une implantation sur site de l'algorithme de commande par linéarisations par
morceaux est en cours au LEEP de I'Ecole Centrale de Lille dirigé par le Prof. Rombaut.
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Conclusion générale

Nous avons traité dans ce mémoire le cas des systémes dont les composantes de la commande
sont booléennes. Le cas ou ces composantes peuvent prendre deux valeurs distinctes
quelconques (commandes binaires) peut étre déduit aisément de cette étude par des

changements de variable du méme type que ceux effectués au chapitre 1.

Ce travail va nous permettre de développer dans le futur des perspectives de recherche qui

peuvent se décomposer en quatre axes :

2 La possibilité d'utiliser les degrés de liberté dans le choix des coordonnées
barycentriques pour faire de la commande optimale n'a été étudiée que
partiellement au chapitre II. Il serait intéressant d'effectuer une étude approfondie
pour élaborer des critéres de choix permettant d'améliorer les performances des
systémes a entrées booléennes (linéaires ou non).

2 Un autre axe a développer consiste en I'étude de la possibilité d'implanter des
lois de commande non-périodiques, en vue, la encore d'obtenir une amélioration
des performances du systéme (temps de réponse, robustesse, optimisation...).

2 Une autre perspective est d'élargir les lois de commande que nous avons
élaborées a une famille plus vaste de systémes. D'une part, aux systémes a entrées
booléennes non-linéaires présentant des caractéristiques particuliéres (systémes
quadratiques, quadratiques bilinéaires, non-linéaires majorés...), et d'autre part aux
systémes hybrides en la commande, c'est a dire dont un certain nombre d'entrées
sont booléennes et un certain nombre continues. Ces études peuvent étre justifiée
d'un point de vue applicatif par le fait qu'un certain nombre de systémes
d'électronique de puissance peuvent étre modélisés par des équations de la forme
de celles que nous venons de citer.

= Enfin, le fait d’avoir directement accés a I'état des commutateurs dans le

modele du systéme peut nous permettre d’envisager d’étudier D'effet de
commutations imparfaites (pente non infinie entre les états O et 1).
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ANNEXES
ANNEXE 1:
On choisit : zZ,=x,— [I— AT ]_]K ,

1l faut justifier l'inversibilité de I-eAZmee: Considérons { Al,...,lq} I'ensemble des valeurs propres
de A. On a A=P7'A'P ou P est une matrice inversible de C”? et A' une matrice

triangulaire telle que :

(4 0 -« 0
@ 4

-_—

A= N
La;,l(l) a:;,q—l(l) ﬂ'qJ

oua; , pourie {2,-- qletje {l,---,q - 1} sont les coefficients a priori complexes de A'.

Alors : (
= (AT,,) «P'(AT,)P =(AT,,)
Alpod — mo. _ mo _ -1 no
¢ ’Z;‘ k! ':_20 o F L; X! JP
Or:
(@ 0w o)
lay, (k) (%) : ‘
Ark: 2.1
@Y= 0
k
w® . (3))
Alors :
: \ I(e"’w 0 - 0 \I
= (AT, d)k | S ehlms "o P
ATy _ P-1 mo _ p-l .
eATmi = P Lg - JP_PL : OJP
sq.l sq,q—l eﬂqu

avec s, , i €{2,-,q},j € {1,---,g- 1} coefficients a priori complexes.

i,j>
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Alors :
([ (et 0 0 )
| isw A T H g}
det(I—eATM):detP.deﬁI— : : |.detP
L qu] Syon e;,,TMJ)
Alors :
If1 e 0 0 \I

ce qui donne,
det(I— e*™m ) = ﬁ — T )

Ce determinant est egal a zéro si et seulement si il existe A, tel que A, =0 ce qui est

impossible d'aprés I'hypothése de stabilité asymptotique de A. Alors I-eA7m¢ est une matrice
inversible.

e = AT
Nous pouvons donc définir z, : z,=x -(I-eMmd)K

ou x, est défini par : =eAmoax +K.

n+l

T vient - AT, 1K — aAT AT, -1
Alors, il vient : 2z, HI-eMmodx) K= eMmod(z +(I-eMmed) ' K)y+K
ce qui donne : z,, =eAmdz
soit :

2= (e5)"z, = (e5=)"({1-e4=]"K),

et en remplagant z, par sa valeur :

x, = (1 (™)) [1- AT K) + (™) "x(1,)
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ANNEXE 2 :

[ P4 . s —_— M -
L'égalité x_ = x, entraine :

(2
(1— AT )" lkZea T S & e"‘”""")BJ ZaA 'B,
Alors, il vient :

(&
(I—e“w)"LZA-‘e“W”M - @t (] e“‘ATM)BJ ZaA“B

parce que :
A ATt — A{ S A"(a,.de)sz iA"”(ai];wd)k o AT A
k=0 k! pars k!
alors :
(1- e”’""")_1 A"(:1 Gl oA Tmod ¢ )BJ =A™ gaiBi
Nous avons :

(1-e*™) " A7 = (A(T—e*™)) " = (A-Aer™)" = (A—erA) " = A7(I- )

Alors en multipliant chaque terme par A, nous avons :

2" <
Zeaz,,um, RPN (I — @%ATmad )Bi = Z(I — @A )a.B_

('}
i=1 i=l

En identifiant terme a terme, on obtient le résultat énoncé.

ANNEXE 3 :

On a, en effectuant un développement limité :

I- ,( ,+,+~--+a2_)1.

glar,,)= @2
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Nous avons :
a-—a a-a’
- i+1+---+a2,,,)ai <
2 2
car (a,.+1+- . -+a2,")a,. >0
. a, — a? g
et: <—L<a,
2 2
: : a, — ai2
ce qui entraine : —(ai+,+-~-+a ,,)a. <a..
2 2 1 1

ANNEXE 4 :

Ona:

or y,, = Cx,,, donc :

1002

en posant :
2M
xd = Z aixiuo
i=]
on obtient :
Ya = de.
ANNEXE 5 :

S'il existe 7 tel que A+, est non inversible, on construit A* en ajoutant & un réel positif

a un terme de la matrice A. Du fait de la continuité du determinant, il existe un réel r tel que
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A* soit inversible pour toute valeur de & strictement comprise entre 0 et 7. On considére alors

1'équation :

%: A*x+iN,,x u +iB,.u,.

i=1 i=l]
En effectuant les mémes calculs qu'au §II1.1.2.2 le systéme converge vers :

—I_l m b
T (AT+1))a,T, . ~ .
J e (A, (1

2
k=1
2" * . ~ . .
SiT,,, vérifie Y (A +0,)a, T, , <<l1,les ¢, doivent étre choisis tels que :
k=1

.
g) (A +1)2, T
=]

J|—
x.=—1I-e
i

2”'
_A‘xd = Zai (nixd + ﬂx)
i=1

2"!
2a, =1
)\ i=]

a, e[0]],i=1..2"
-

D (A"+0,)a, stable,

k=1

En faisant tendre & vers 0 dans ces équations, on retrouve le systéme (3.10).

ANNEXE 6 :

On pose :
J’(N+1)Tk ~((N+D)T;-1)
Iy=) e g0x)(u —u.)dr
Ona:

Ty

N
(n+1)T,
I, =2 )7 e WL oy oy —y Ve
0

Si | g(x) I <A, alors :
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dt

i J'(""I)T* —(N+D)Ty~1)
IINI < 4 nT, Ie (u - uc)
0

On a sur [n7,,(n+1)7,],

J‘(n+1 )T,
luu
nT} ¢

(n+i (nTy DTy (n+))T;
dt :I (1-u )dr+_[ . udr
nTy € (n+i (nT )T, ©

donc en majorant 1-u, par 1+u, :

J'(m-l)T,,
nT}

u-— ucld‘r <2Tu (nT)<21T,

Il en résulte que :
N DL _(N+1)T-1)
1| <2241 ) 7 e @ h0gy
0 nT,
soit :

I1,| <247, (1- %)

Par conséquent :

t
}imJ; e “g(x)u- uc)dr‘ <247,

On peut donc choisir 7, suffisament petit pour que cette limite soit considérée comme nulle, ce
qui démontre 'affirmation p.87. L'étude peut étre menée de la méme maniere dans le cas
multientrées (projection des majorants sur chaque axe).
ANNEXE 7 :
Les flux et les courants au stator sont liés par la relation :

¢=Li
avec ¢= (9,, ¢,, )", i=( i, iy, i5)" et la matrice inductance L définie par :

(L M o)

L=LM L OJ
0 0 I
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Les variables flux (courants) au sens du bond-graph seront notées f; et les variables effort
(tensions) e;.

D'autre part les courants et le couple 7 sont liés par :

1
r= it St )

Les équations du bond-graph donnent pour les condensateurs :

rdq1 B 1 m; m; m}
dt B ( RaCa erca 1214Ca )ql ﬁ * 1 E
dq 1 m om m
189 _ _m _ "™
dt ( Raca RtZCa RtSCa )qz A ¥ Rt2
dq, 1 m_ m 2

_ _ _r.
L dt _( RaCa Rt3Ca RIGC‘a)q3 f3+ E

3

et pour l'inertie du rotor :

(a6
e
do -
ot
Les flux relatifs au stator sont décrits par :
J%r}z—}eﬂfz +-;;Rslfl %Rﬁf”*%"%‘%

et, au rotor :
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(dp.
dt
a9 _ _
dps

 dr

=-Rf,

R fs

-R f6
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En plus de ces relations, le bloc MTF traduit la transformation de Park (au stator) et Concordia

. La matrice de Park permettant d'effectuer ce changement de base pour les flux est définie par
p g p p

T(8) = \E

p

1

-

1

=

2 4
cos(6) cos(e—Tﬂ) cos(G—Tﬂ) 7

1

=

—sin(8) —sin(0—277[) -sin(f ——)

4z
3

On effectue la méme rotation pour les courants. On a alors une nouvelle matrice d'inductance

apres transformation de Park (machine équilibrée):

dq

o O O O O I~

Si on suppose que I =0, il vient :

i
!

O O O O M~ O

SO O O O ©
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P

fl—g;—"— =—Ri, +%(2m:2 m — )
D T
3 gg;—“— =-wd,,

dz;ﬂ = wd,,

-‘-g;—’ = _—lea) +:17(is,8 bra —LaPip)

avec Rtl=..=Rt6=Rt et Rt<<R, Rt<<R_ . Ces hypothéses sont justifiées par le fait que les
éléments R, et C, sont utilisés pour mesurer les courants et n'interviennent pas sur le
comportement du systéme.

avec en plus :

{¢sd = ¢ra' + Lisd
¢sq = ¢rq + Lisq

et L=L-M,.

Machine asynchrone

équations du bond-graph sont les mémes, seuls la matrice inductance change.

¢= (D1, By, s, s, b, B, i=( iy, iy, iy, iy, Is, i)" et la matrice inductance L est définie par :

(ls m. m_m m, mz\
m I m m m m
L L m m m
m m, o m L, m m,
me m m m I m
m, miy m m m [ )

avec [,m_l_m, constants et m,=mcos(6), m=mcos(6+2n/3), my=mcos(6+4n/3).

$7r

Une transformation de Park au stator permet d'aboutir au résultat énoncé dans la partie II du
chapitre IV (voir Ducreux et al, 1991,1992).
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ANNEXE 9 :

Supposons que :

i, =—i,sin(w,1)

a

i, =1i,cos(w,?)

on a alors, en régime permanent, la vitesse qui est régie par :

do - 7.

ce qui donne en reprenant les notations du IV.1.2 :

=w, =br i,—y 7,
La méme démonstration peut étre appliquée pour la machine asynchrone.
ANNEXE 10:

Nous avons sur lintersection des surfaces de glissement :

S, (x

(51 (x)j |( %io sin(w, 1)+ aw, sin(w,t) +i,0, cos(w,t) \l 1 (ua]
L\u

+
1 .
——1i, cos(w,t) — aw, cos(w, 1) +i,w, sm(a)dt)J A
T

Nous avons :

1 1. : 1
-k a’wd ‘ —1, ‘wd‘ < e sin(w, ) +aw, sin(w,t) + 1,0, cos(w,I) < ~h +a‘cod I +1i, ‘wdl

et:

1. 1 X 1
-?10 - alwdl—zo‘wdl < —-r—zo cos(w,t) —aw, cos(w,t) +i,w, sin(w,1) < ;10 +ala)d|+i0 del

. E, 1. . . E, 1. . o
Si 3 > pt +a‘wdl +10|a)d| cela entraine que ;) 2, +a|a)d| +10‘wd| qui entrdine

que les conditions de glissement sur I’intersection des deux surfaces sont vérifiées. Cette
conditions est vérifiée pour les valeurs numériques données en IV.1.3.3.



