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RESUME 

Le modèle le plus usité pour analyser l'instabilité thermique dans une 

couche horizontale de fluide pesant, placée dans le champ de gravité, est 

celui de Rayleigh-Bénard. Néanmoins, ce modèle semble inadapté lorsque la 

couche fluide est profonde et il est nécessaire d'avoir recours aux équations 

de la convection profonde de Bénard. Nous étudierons le phénomène convectif 

dans le cadre de ces dernières. 

L'analyse de la stabilité linéaire de ces équations ainsi que celle de 

deux systèmes dynamiques finis issus de celles-ci sont abordées. Nous obtenons 

également un nouveau système de Lorenz et l'équation de Landau-Ginzburg pour 

ces équations. 

Pour les équations de la convection profonde stationnaires et 

instationnaires linéaires dans un domaine borné, nous démontrons divers 

théorèmes d'existence et d'unicité de solutions. 

MOTS CLES 

Attracteur; bifurcation; convection profonde; existence; unicité; stabilité; 

forme normale; Lorenz profond, Equation de Landau-Ginzburg. 
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ABSTRACT 

The thermal instability of a horizontal deep layer of fluid is analyzed 

within the deep Bénard convection equations first derived by R. Zeytounian. 

A linear stability theory for these equations is carried. The study of 

two finite dynamical systems is also accomplished. A new Lorenz system 

containing a new term is obtained and the Landau-Ginzburg equation is derived. 

Existence and uniqueness theorems for solutions of the linear steady or 

unsteady deep Bénard problems are proved. 

KEY WORDS 

Attractor; bifurcation; deep convection; existence; uniqueness; stability; 

normal form; Lorenz deep system; Landau-Ginzburg equation. 
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INTRODUCTION 

Les équations aux dérivées partielles jouent un rôle fondamental dans la 

modélisation des phénomènes naturels on les rencontre dans chaque branche 

scientifique. Par conséquent, l'étude de leurs solutions éventuelles occupe 

une place prédominante en mathématiques. 

Si, à l'heure actuelle, on maîtrise assez bien les équations aux dérivées 

partielles linéaires, il en est tout autrement pour les problèmes non 

linéaires. Or, il est devenu impérieux de s'attaquer à ces derniers puisque 

ceux-ci gouvernent beaucoup de systèmes chaotiques. Un système est dit 

chaotique si la connaissance de son état pendant un temps aussi long qu'on le 

désire, ne permet pas pour autant de prévoir ce que sera son évolution 

ultérieure; en d'autres termes, l'imprédictibilité est l'aspect déterminant du 

chaos. Il peut alors paraître paradoxal que de telles équations déterministes 

gouvernent des systèmes chaotiques. Il n'en est rien, car l'apparence 

chaotique de ces phénomènes a fait place maintenant à une unification 

conceptuelle inattendue avec les notions de bifurcations, d'attracteurs 

étranges, etc... Rappelons qu'un attracteur étrange est un objet 

mathématique, abstrait, qui, d'après D. Ruelle [108], peut être vu comme une 

infinité de feuillets ou d'anneaux étirés et repliés sur eux-mêmes. La 

caractéristique visuelle la plus frappante de ces attracteurs est leur 

structure fractale (pour une introduction à ces théories cf. par exemple 

[ 5]-[22]-[ 55]-[77] ). 

Pour s'attaquer à une équation aux dérivées partielles, faute d'en 

trouver une solution analytique explicite, on se pose en général un ensemble 

de questions 



(1) Existence La question d'existence d'au moins une solution se pose 

naturellement à quiconque souhaite étudier une équation aux dérivées 

partielles. 

(2) Unicité : Une fois la question d'existence résolue, il est naturel de 

considérer le problème de l'unicité des solutions. 

(3) Stabilité (en un sens à préciser) Ayant étabLi l'existence et 

l'unicité (ou la non unicité) des solutions d'une équation aux dérivées 

partielles, il importe de savoir si cette (ces) solution(s) est (sont) 

stable(s). 

Rappelons qu'un problème est dit bien posé (au sens de Hadamard) si 

(i) il possède une solution; 

(ii) cette solution est unique; 

(iii) la solution dépend continûment des données (en un sens à 

préciser). 

Dans le cas contraire, le problème est dit mal posé. 

Les écoulements fluides rencontrés dans la nature sont en général 

turbulents et la caractéristique de ces écoulements est leur imprédictibilité; 

aussi est-il nécessaire d'abandonner la démarche précédente pour suivre une 

nouvelle stratégie. C'est dans cet esprit que diverses approches ont été 

développées. 

C'est ainsi qu'a 

Oboukhov (1941), Onsager 

théorie statistique de la 

été introduite par Kolmogorov (1941) [69]-[70], 

(1945), Heisenberg et Von Weizsacker (1948) la 

turbulence développée (forte) dans le cas des 

équations de Navier (pour les écoulements incompressibles visqueux). J. Leray 

[81] a justifié ce point de vue par la perte de l'unicité et de la stabilité 

des solutions pour les nombres de Reynolds très grands et pour de grandes 

valeurs du temps. 

En fait, J. Leray [82]-[83] suggère que l'apparition de singularités en 

temps fini i.e. l'existence d'un temps t tel que : 

2 



J 
-> 2 

1 rot u(x, t) 1 dx 

r.l 

+ co ' 
-> 

(u désignant la vitesse), 

serait à l'origine de la turbulence. Or cette conjecture n'a été, à ce jour, 

ni confirmée ni infirmée. Au contraire, lorsque le domaine r.l occupé par le 

fluide est bidimensionnel, C. Foias et G. Prodi [39] ont montré que tel 

n'était pas le cas. 

Ce n'est que récemment que B. Mandelbrot [88] a suggéré que l'ensemble 

~ (t) 1 rot ~(x, t) 1 était fractal. 

Une autre hypothèse avancée est que la turbulence serait statistiquement 

homogène (i.e. invariante par trans la ti on), isotrope (i.e. invariante par 

rotation) et auto-similaire (en Anglais : self -similar). Mais les expériences 

effectuées en soufflerie par Batchelor et Townsend (1949) contredisent cette 

hypothèse. En effet, ces expériences montrent que le taux de dissipation c 

n'est pas réparti de façon dense dans l'espace; ceci a conduit B. Mandelbrot 

[89] à supposer que la dimension du support ("carrier" selon la terminologie 

utilisée dans [89]) est fractal. Cette approche statistique ne sera pas 

adoptée dans cette thèse. 

Se pose également la question centrale de la genèse de la turbulence et 

de la phase de transition du laminaire au turbulent. Là, une approche 

radicalement différente, en termes de systèmes dynamiques finis ou infinis, 

s'appuyant sur les idées de H. Poincaré, les travaux de S. Srnale [116] et 

stimulée par les travaux de E. N. Lorenz, s'impose. 

Selon L. Landau [76] et E. Hopf [57], la turbulence serait le régime 

atteint après une cascade infinie de bifurcations. On peut objecter à cette 

hypothèse d'être quelque peu trop iinéaire (car elle néglige les différentes 

interactions qu'il peut y avoir entre les différents modes) et de ne pas être 
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en accord avec diverses expériences. Ce scénario a été corrigé par S. 

Newhouse, D. Ruelle et F. Takens [109]-[110]; ces auteurs ont proposé une 

alternative sérieuse à la conjecture de Landau-Hopf en suggérant un scénario 

ne mettant en jeu qu'un nombre fini et petit de bifurcations avant 

l'apparition du chaos temporel (ou turbulence faible cf. [96)) qui précède la 

turbulence. Il semble alors que l'apparition du chaos (temporel) corresponde à 

l'apparition d'attracteurs étranges. 

D'autres scénarios ont été depuis proposés comme modes d'apparition du 

chaos : 

* le scénario de Feigenbaum de dédoublements des périodes [36]; 

* intermittence temporelle [6]-[103]. 

Ces divers scénarios ont été observés expérimentalement pour les systèmes 

confinés. Néanmoins, prédire l'évolution d'un système demeure une chose 

compliquée; en témoigne le fait que d'une expérience à l'autre, les 

expérimentateurs sont incapables de prédire le type de scénario qui sera 

observé. Toutefois, une fois que lè système s'engage dans un scénario, il le 

suit étape par étape. 

En géométrie étendue (non confinée), l'approche en termes de systèmes 

dynamiques n'est plus adaptée à cause de la perte de cohérence spatiale, 

apparemment irréversible, qui caractérise la turbulence faible [90]. 

Dans ce type de systèmes hors d'équilibre, on observe des structures 

spatiales macroscopiques, appelées structures dissipatives [lOO] ( synergetics 

[54], self-organization {71]). D'un point de vue thermodynamique, il n'y a a 

priori aucune raison d'avoir une énergie libre pour ces systèmes dont le 

minimum engendrerait la structure (pattern) qui sera observée. Ces systèmes 

sont gouvernés par des équations_ aux dérivées partielles non linéaires et le 

nombre d'informations qu'on peut tirer de celles-ci par une analyse théorique 

reste limité. En général, ces systèmes comportent une contrainte extérieure 

que l'on peut modifier à souhait, représentée par un paramètre de contrôle 

qu'on notera ici par R; en augmentant la valeur de ce paramètre, on éloigne le 

système de l'équilibre. 
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Très près de l'équilibre, les termes non linéaires peuvent être négligés 

dans les équations modèles, ce qui permet de détecter le seuil R d'apparition 
c 

des instabilités dans le système, ainsi que leur nombre d'onde k et/ou leur 
c 

pulsation w . Au voisinage de R = R , la dynamique du système se laisse en 
c c 

général décrire par une équation d'amplitude [105]. 

Plus loin de l'équilibre, les termes non linéaires ne sont plus 

négligeables et, au delà d'un certain seuil R , le système peut bifurquer vers 
1 

d'autres états ayant leur propre groupe de symétries et ainsi de suite jusqu'à 

l'apparition du chaos spatio-temporel (ou turbulence de phase d'après [74]) 

i.e. la destruction des structures. A chaque étape, l'état qui résulte d'une 

bifurcation devient instable vis à vis de nouveaux modes compliquant ainsi la 

dynamique globale du système. Remarquons qu'à chaque bifurcation correspond 

une perte de prédictibilité car plusieurs états sont équivalents relativement 

aux nouvelles symétries du système; d'où l'importance de la variable de phase 

qui permet de spécifier lequel de ces états sera choisi par le système. Cette 

variable est en général gouvernée par une équation de phase; ce type 

d'équations a été introduit dans [23]-[72]-[73]-[104]. 

Remarquons qu'il est extrêmement difficile d'étudier numériquement 

certains phénomènes en géométrie étendue. Ceci a conduit divers auteurs à 

introduire des modèles phénomènologiques (plus simples à étudier, cf. 

[49]-[54]-[119]) possédant certaines propriétés (cf. [90, p.252]). 

D'un point de vue expérimental, l'expérience recherchée pour analyser la 

transition vers le chaos spatio-temporel est celle qui 

* admet une très grande extension; 

* possède un paramètre de contrôle R que l'on peut faire varier; 

* donne naissance à des structures dissipatives. 

Heureusement, une telle situation peut être approchée dans 

différentes expériences; citons à titre d'exemple : 
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* le phénomène de Rayleigh-Bénard (cf. Chapitre 1); 

* la convection de Bénard-Marangoni (cf. [90]); 

* la convection dans les mélanges binaires (cf. [79]); 

* la convection thermique dans les cristaux liquides nématiques (cf. 

[90]); 

* les instabilités électrohydrodynamiques dans les cristaux liquides 

nématiques (cf. [28]); 

* les écoulements de Couette-Taylor (cf. [26]); 

* les ondes paramétriques (cf. [87]); 

* les systèmes de réaction-diffusion (cf. [97]) et pour la 

réaction de Belousov-Zhabotinsky, cf. [107]-[129]; 

* les structures de solidification (cf. [126] ). 

Il convient de remarquer que le phénomème de Rayleigh-Bénard ne fait 

intervenir aucun mouvement mécanique entretenu de l'extérieur, ce qui en fait 

un candidat de choix pour les expérimentateurs (pour une description des 

différents scénarios de transition vers le chaos de ce phénomème cf. 

[35 ]-[ 45 ]-[ 46]-[60] ). 

D'un point de vue théorique, le modèle de Rayleigh-Bénard résulte de 

l'approximation d'Oberbeck-Boussinesq qui implique, implicitement, que la 

couche de fluide est peu profonde, et, par conséquent, exclut beaucoup 

d'écoulements géophysiques. Ceci a conduit R. Zeytounian à proposer des 

équations modèles (les équations de la convection profonde de Bénard) 

régissant l'instabilité convective dans les couches très profondes de fluide. 

Dans ce modèle, apparaissent d'une part un paramètre lié à la profondeur 

de la couche fluide (appelé dans la suite paramètre de profondeur : il est nul 

dans le modèle "classique" de Rayleigh-Bénard), et d'autre part, un couplage 

entre ce paramètre et les 

alors négligeables. 

termes 
/ 

de dissipation visqueuse qui ne sont plus 

Paradoxalement, ce modèle a connu un retentissement limité dans la 

communauté scientifique, à en juger par le ,peu de travaux qui lui ont été 

consacrés : à la connaissance de 1' auteur, hormis 
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* la thèse de Doctorat de M. ERRAFIY (effectuée sous la direction de R. 

ZEYTOUNIAN) où il a été principalement question de l'analyse numérique 

de divers systèmes dynamiques finis obtenus à partir des équations de la 

convection profonde par la technique de Galerkin, 

*l'article de F. FRANCHI & B. STRAUGHAN [40] traitant, à l'aide d'une 

méthode énergétique, de la stabilité non linéaire des équations de la 

convection profonde, 

il n'y a eu aucune autre étude de ces équations. 

L'objet même de cette thèse est l'analyse théorique du modèle de la 

convection profonde en prenant ce qui a été dit ci-dessus comme fil 

conducteur. C'est ainsi qu'au Chapitre 1, nous introduisons le phénomène 

convectif et rappelons les équations de la convection profonde; nous y 

obtenons également les conditions aux limites dans les cas d'une surface libre 

déformable et de parois mauvaises conductrices de chaleur. Ce chapitre 

contient également le cadre fonctionnel utilisé. 

Le Chapitre 2 est consacré au problème linéaire associé aux équations de 

la convection profonde, il constitue en fait un complément à l'étude linéaire 

effectuée dans [31, Chap. 2]. Les résultats d'existence, d'unicité et de 

régularité des solutions pour les équations linéaires stationnaires et 

instationnaires y sont établis. Le problème spectral est ensuite analysé. 

Les différentes bifurcations ainsi que l'étude de l'attracteur du système 

de Lorenz "profond" sont analysées au Chapitre 3. La stabilité des cellules 

convectives longues aux nombres de Prandtl très petits est également étudiée 

dans ce chapitre. 

Nous avons regroupé, en annexe de ce mémoire, deux projets d'articles 

acceptés pour publication. Les thèmes qui y sont abordés sont principalement 

l'obtention d'un système de Lorenz nouveau dans le cas de parois rigides ou 

rigide-libre et l'obtention de l'équation de Landau-Ginzburg pour les 

équations de la convection profonde bidimensionQ.elles. 

7 



CHAPITRE! 



CHAPITRE 1 

PROBLEME PHYS 1 QUE ET PRESENT AT 1 ON 

DU MODELE DE LA CONVECTION PROFONDE DE 

BENARD 

Dans ce chapitre, nous expliquerons au § 1, d'un point de vue physique, 

la conduction et la convection dans les fluides, deux phénomènes rencontrés 

fréquemment dans la suite. Au § 2, nous donnerons un historique des premières 

études scientifiques réalisées sur le problème de la convection. Divers 

raisonnements heuristiques expliquant l'instabilité convective seront 

présentés au § 3. Le § 4 sera consacré à la présentation du modèle de la 

convection profonde ainsi qu'à sa comparaison avec le modèle classique connu 

sous le nom de modèle de Rayleigh-Bénard, puis on donnera des exemples de 

convection en géophysique ainsi qu'en astrophysique. Le cadre fonctionnel sera 

présenté au § S. 

!.Modes de transport de la chaleur 

En Physique, on distingue trois modes principaux de transmission de la 

chaleur la conduction, la convection et le rayonnement. Pour ce dernier 

mode, cf. par exemple [80, § 25]-(124, § 58]. 
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l.l.La conduction dans les fluides [86, Chap.6]-[101 ,Chap. 3] 

On suppose que le fluide est constitué de molécules. Partant de cette 

hypothèse, on peut légitimement dire que la différence entre un gaz et un 

liquide réside dans la présence de forces de Van-der-Waals dans les liquides, 

c'est à dire d'interactions dipôle-dipôle induites; l'interprétation physique 

de la conduction à l'échelle microscopique devient alors similaire dans le cas 

d'un gaz ou d'un liquide. Afin de mieux illustrer notre propos, nous prenons 

l'exemple d'un gaz. 

Les molécules du gaz admettent différentes vitesses. On sait que la 

distribution des vitesses dépend de la température, d'après la loi de Maxwell; 

on en déduit que chaque molécule admet une énergie cinétique qui dépend de la 

température. Comme les molécules sont animées d'un mouvement aléatoire, elles 

rentrent en collision; en supposant que le choc soit élastique, il en découle 

que lors de la collision, il y a échange d'énergie et de quantité de 

mouvement, ce qui, à l'échelle microscopique, permet d'expliquer la 

conduction. Notons que, dans la conduction, la quantité de mouvement moyenne 

échangée est nulle. 

1.2.La convection 

La convection est la réponse d'une couche de fluide dilatable présentant 

une stratification de densité, potentiellement instable, dans le champ de 

gravité [90], (cas d'un fluide lourd surmontant du fluide léger). Cette 

stratification est obtenue en chauffant la couche fluide par le bas; la 

dilatation thermique induisant généralement une diminution de la densité. Le 

fluide se trouve alors soumis à deux tendances antagonistes; d'une part, le 

fluide situé en bas, plus chaud, _moins dense, tend à s'élever; d'autre part, 

le fluide situé à la partie supérieure, plus froid et donc plus dense tend à 

descendre. Néanmoins, tant que le gradient vertical de température appliqué à 

la couche fluide reste faible, aucun mouvement de fluide n'a lieu, à cause de 

la friction (effets visqueux) et de la diffusion de la chaleur. On voit donc 

que la convection est un mode de transport de la chaleur par mouvement de la 

matière avec la quantité de chaleur qu'elle contient. Dans ce mode, l'énergie 
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interne est transportée comme tendent à le confirmer diverses expériences, cf. 

[42]. 

2.Historique 

En 1855, James Thomson écrivit une note intitulée : " On certain curious 

motions observable at the surfaces of wine and other alcoholic liquors "; il y 

reporta l'existence d'écoulements "convectifs" et "volatils" (en Anglais 

( evaporative)) qu'il attribua aux variations locales de la tension 

superficielle à l'interface air-liquide. En 1822, il decrivait déjà le mode de 

"convection" dans un tube d'eau savonneuse dans une lettre intitulée : " On a 

changing tesselated structure in certain liquids ". Des phénomèmes similaires 

étaient connus de Vanley et Weber vers 1850 et décrits par E. H. Weber (1855) 

et A. Guébard (1897). 

Ce n'est qu'en 1900 que H. Bénard [4] a réalisé la première expérience 

sérieuse du phénomène. Bénard a travaillé avec une couche de fluide d'une 

profondeur de 1 mm, i.e. un rapport d'aspect très petit. La couche fluide 

était limitée en bas par une paroi rigide et par l'air libre en haut. Bénard 

observa que le développement de l'écoulement avait lieu en deux phases : 

( i) Lors de la première phase, lorsque le gradient vertical de 

température devenait suffisamment grand, un mouvement aléatoire prenait 

naissance au sein du fluide. Quelques instants plus tard, apparaissaient 

des cellules semi-régulières, polygonales ayant 4 à 7 côtés. 

(ii) Durant la seconde phase, les cellules devenaient régulières, 

h 1 ( *) ' l" 0 exagona es et s a 1gna1ent. On appelle aujourd'hui ces cellules : des 

ceLlules de Bénard ou des ceLlules convectives. 

(*) Ce sont les effets de tension superficieLle à l'interface air-liquide 

qui sont à l'origine des cellules hexagonales. 
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Lord Rayleigh (1916) fut le premier à étudier théoriquement le problème 

des cellules de Bénard. En fait, Lord Rayleigh avait redécouvert la théorie de 

M. V. Lomonossov et Hadley expliquant la circulation atmosphérique et qui 
ème 

remonte au XVIII siècle. 

Pour plus de détail, le lecteur est prié de se référer à M. Velarde 

[125]. 

3.1nstabilité convective raisonnements heuristiques 

3.1.Exemple 

Considérons un récipient rempli d'eau que l'on met sur le feu. Au début, 

la chaleur se propage par conduction, la température T de l'eau au fond du 

récipient s'élève, le gradient de température vertical augmente et le flux de 

chaleur à évacuer augmente également. Dès que la conduction ne suffit plus à 

évacuer le flux de chaleur, la convection prend le relais; l'eau chaude du 

fond, plus légère, monte, relâche sa chaleur à la surface, se refroidit, 

devient plus dense et redescend. Il s'établit donc une circulation organisée 

d'eau (cellules convectives) qui transporte la chaleur, la libère et retourne 

se recharger en chaleur. Néanmoins, près du fond du récipient et à la surface 

de l'eau, deux couches limites thermiques subsistent, la chaleur continue à y 

être transmise par conduction. 

Dans cet exemple, la force motrice de la convection est la force 

d'Archimède qui s'exerce sur un petit volume de fluide dont la densité a 

diminué par suite de la dilatation thermique et qui tend à monter. 

3.2.Analyse qualitative 

On considère une couche de fluide dilatable, d'épaisseur d, comprise 

entre deux parois horizontales, chauffée par .le bas. La paroi inférieure est 

maintenue à une température constante T + ÔT , ÔT > 0; inversement, la 
0 0 0 

paroi supérieure est maintenue à la température constante T (voir fig.l). Le 
0 
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.... 
fluide est placé dans le champ de gravité terrestre g. 

T z 
0 

-~ 

T 
.... 

d .... g= 

_l 
e 

T + t.T 
0 0 

fig.l Schéma de principe d'une expérience de convection. 

(3.1) 

Notons que le module du gradient vertical de température est 

il T 
0 

d 

- g 

3.2.l.Analyse par le biais des gradients de température adiabatiques [21] 

Suite à une fluctuation de température par rapport à la température 

d'équilibre, on suppose qu'un petit volume de fluide s'élève d'une distance 

or, assez rapidement pour ne pas échanger de chaleur par conduction avec son 

voisinage. En montant il se décomprime adiabatiquement et sa température va 

s'abaisser d'une quantité oT donnée par la relation 

(3.2) oT l (~l !.or az ad. 

où l(~ll az ad. 
désigne le module du gradient de température adiabatique 

vertical et 
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,(~) 1 
az ad. 

g {3o T 

c 
p 

{3 étant le coefficient de dilatation thermique, 
0 

C la chaleur spécifique à 
p 

pression constante. 

Deux cas peuvent alors se présenter : 

(a) Cas sous-adiabatique, i.e. ~~~ 1 
:S l (aT J 

1 az ad. 

Le petit volume déplacé de or se trouve alors plus froid que son 

en v ironnement, donc plus dense et replonge aussitôt vers le fond. La 

fluctuation est alors annihilée et la convection ne peut démarrer. La 

chaleur est évacuée par conduction, le fluide est donc stable. 

({3) Cas superadiabatique, i.e. 
1
aT l 
az 

::: 1 (aT J 1 . 
az ad. 

Contrairement au cas précédent, le fluide se trouve plus chaud que son 

voisinage; il continuera donc à monter grâce à la force d'Archimède. La 

convection démarre et le fluide est instable. 

Remarque 3.1.- La condition de superadiabaticité est nécessaire mais non 

suffisante pour le démarrage de la convection. 

3.2.2.Analyse dans le cas d'effets visqueux prépondérants [53] 

Pour simplifier le raisonnement, on suppose que le petit volume 

fluide est sphédque, de rayon r . Suite à la fluctuation de température, la 
0 

particule fluide se trouve animée d'une vitesse v. Introduisons le temps 

caractéristique T donné par l'expression 
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(3.3) T = 
A r

2 

0 
-K-

où A est une constante géométrique, K est la diffusivité de la chaleur. 

(3.4) 
1 

Dans l'intervalle de temps T, la particule s'est déplacée de 

oz V.T. 

Les variations de température et de densité qu'elle a subi sont données 

respectivement par les relations 

A 
2 

liT aT v r 
(3.4) aT oz 0 0 

2 az K -d-

et 

2 
liT r 

(3.4) op {30 aT - A p {3 v 
0 0 

- Po = -K- -d-
3 0 0 

où p est la densité moyenne du fluide, p 
0 

= p(T ). 
0 

(3.5) 
1 

La particule est donc soumise à 

* la force d'Archimède 

et à 

F 
A 

= 
4 3 

3 rr r
0 

op g 

* la force de freinage visqueux 

4 
3 

rcAp {3 gv 
0 0 
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r 

0 

K 

liT 
0 
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(3.5) 
2 

f = - 6 n M r v 
v 0 

où M désigne la viscosité dynamique. 

(3.6) 

Le critère d'instabilité s'écrit 

4 
---

3 
n A p ~ g v 

0 0 

5 
r 

0 

K 

t.T 
0 

-d- > 

Choisissons r 
0 

d 
2 

de (3.6), nous déduisons 

(3.7) R > 
a 

72 

A 
= R 

ac 

où v = est la viscosité cinématique et R n'est autre que le nombre de 
a 

Rayleigh qui exprime le rapport de la force d'Archimède f (force motrice de 
A 

la convection) aux forces de viscosité f 
v 

qui gênent la convection. 

Introduisons comme dans [90, Chap.3] les temps caractéristiques 

(3.8) T = 
1 v v 

On obtient alors 

(3.8) 
2 

R = 
a 

2 
T 

A 
= 

On distingue ensuite deux cas 

(a:) R « 1 , i.e. 
a 

T » T 
A v 

d 
' T1} = 
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La couche fluide reste au repos, car la diffusion thermique amortit les 

fluctuations. 

((3) R » 
a 

1 , i.e. T 
A 

« T T 
v {} 

Dans ce cas, la poussée d'Archimède réussit à démarrer la convection; le 

fluide chaud ascendant en provenance des couches inférieures renforce la 

perturbation. Le processus peut ensuite s'auto-entretenir si la diffusion 

de la chaleur et le freinage visqueux ne l'arrêtent pas. 

4.Modélisation 

4.l.Cas de la convection profonde [131]-[132, Chap.l7] 

Un fluide dilatable chauffé par le bas occupe le domaine Q compris entre 
t 

deux parois horizontales (voir fig.1 ci -dessus). Plaçons-nous dans l'espace 

affine euclidien E
3 

= (0, IR
3

), muni de la base canonique {~rn}rn: 1= {ï.J.~} où~ 
-> 3 

désigne le vecteur unitaire parallèle à la verticale ascendante. Si x E E , 

on écrira x = x e (où nous avons utilisé la convention de sommation rn rn 
sur l'indice répété). 

Etape 1. Modèle exact. 

Lorsqu'on néglige le rayonnement et qu'on adopte la loi de fourier pour 
-> 

le vecteur courant de chaleur q , l'écoulement du fluide supposé visqueux 

est régi par les équations de Navier-Stokes (cf. par ex. [29]) 

( 4.1) 
1 

D -> 
D t Log p + div u = 0 
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( 4.1) 
2 

(4.1) 
3 

... 
Du ... 

p ~ + Vp - p g.e 

p C(T) DT 
Dt 

... 
+ p div u 

V(i\ div ~) + 2 div [ 11 D(~) ] 

div (k VT) + i\ (div ~)2+ 2 11 D(~):D(~) 

dans Q X ]0, T [ , T > O. 
t 1 1 

Où 
... 

t E ]0, T [ , x E Q et t désigne le temps; 
1 t 

D a ... a ... 
+ u.V v = --e est l'opérateur nabla; 

D t a t a x. j 
J 

... ... ... 
u u(x,t) est le champ des vitesses; 

... 
p p(x,t) est la masse volumique; 

p = 
... 

p(x, t) est le champ des pressions; 

i\, 11 sont les coefficients de viscosité dynamique, i\ > 0 et 11 > 0; 

... 
D(u) 

... 1 
est le tenseur taux de déformation; D(u) = 2 Vu + (Vu) ; 

[ 
-> -> tr] 

... 
T = T(x, t) est le champ des températures; 

C(T) désigne la chaleur spécifique du liquide; 

k > 0 est le coefficient de conduction thermique. 

Remarquons que le second principe de la thermodynamique est identiquement 

satisfait puisque k, i\, 11 > O. 

Si on suppose que la couche fluide est confinée entre deux parois 

rigides, horizontales, imperméables, constituées d'un matériau parfaitement 

conducteur de la chaleur, les conditions aux limites s'écrivent 

(4.2) 
1 

... ... 
u - 0 sur 
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(4.2) 
2 

T = T + LiT 
0 0 

sur x = 0, 
3 

T=T 
0 

sur x = d. 
3 

On supposera, dans la suite, que p, C, À, J.1. et k sont fonctions de la 

température T seulement. Posons 

(4.3) C(T ) 
0 

Etape 2 Adimensionnalisation du système {4.1)-{4.2) 

k(T ). 
0 

Le système (4.1)-(4.2) est difficile à résoudre, il est préférable de 

travailler avec des grandeurs sans dimensions; à cet effet, posons 

(4.4) 

(4.5) 
1 

(4.5) 
2 

(4.5) 
3 

{ 
c c 

À 
À J.1. k 

k p 
= T J.1. k p c J.lo Po 0 0 0 

x u d 
T 

t Il 
j j - 0 p 

x = Ci . u T t p = 
j j Il d 2 Po 0 LiT 

0 

Le système ( 4.1)-( 4. 2) devient 

D 
Log p +divu=O -

D t 

Du 
p 

Dt 

+ 

+ 
(J" 

0 

+ 

'ïJ p + 

1}0 

(J" 
0 

À 
.... 0 

p e = 
J.lo 

ct iv ul + 

+ 2 div [ il 0(~) ] 

Pr 
div (k 'ïJ T) + 

'~ 4 ~ 

[ (ct iv u J 
2 J + 2 11 o J.1. o (il J = o ( ul 
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.... 
(4.5) 

.... 
u = 0 sur x = 0 x = 1 

4 3 ' 3 

(4.5) T = 1 + T sur x = 0 'f = T sur x = 1 
5 0 3 0 3 

où 

p = p(T), i\. = X(T), j.1. = i:i(T), k k(Tl, 

.... 

(4.6) D a .... a + u 'ïJ 'ïJ = e . ' 
D t t a J x 

j 

-> 

[ 
.... .... 

] 0( - 1 
( 

- ) t r u -y 'ïlu + 'ïJ u 

Cinq nombres sans dimensions apparaissent dans le système (4.5), à savoir 

(v Id )2 (v Id )2 
110 

(4.7) 0 0 
B (J' 

g.d ' 110 1 0 c L1T 
0 (J' 

0 
0 0 

Mo c T 
(4.7) Pr 

0 0 
T = 

2 k 0 
L1 T 0 

0 

Le paramètre Pr est le nombre de Prandtl, tandis que B désigne le nombre 
0 

de Boussinesq. 

.... 
En l'absence de mouvement, i.e. u 

(4.5) est 

(4.8) 
1 

.... 
u =0 T=-r 

0 
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étant donné que p = 1, de (4.5) , on déduit 
2 

(4.8) 
2 

(4.8) 
3 

p 1 - x 
3 

-> 
Lorsque u ~ 0 , posons 

T=T +-&, 
0 

p = x+Ar;-n:, 
3 0 0 

avec A = 
0 (J 

0 

t.p 
0 

t.p représentant la fluctuation caractéristique de 
0 

la pression correspondant à la fluctuation de température t.T A ce stade, on 
0 

a toute latitude de choisir A ; par conséquent, on prendra 
0 

(4.9) A 
0 

Posons 

(4.10) 
1 {30 

d'où t.p 
0 

= (J 0 g 

dp 1 
-d--:-OT=--- T T 

0 

p d = 
0 

{3 est le coefficient de dilatation volumique du fluide; 
0 

(4.10) 
2 

c 
0 

[3 t.T 
0 0 

et supposons que 

( 4 Ill { 

c 
0 

E 
p 

«1 

2 
T 

0 

- 1 ] reste borné lorsque c 
0 
~0. 

Développons en série de Taylor les variables p , i\ , 11 , k et C au 
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voisinage de T = 

(4.12) { 
p = 

avec 

(4.13) 

T , on obtient 
0 

8 w ;\ = 1 - 8 if> 0 0 

k 1 - € ;t, C= 1 8 r 
0 0 

w f} + 2: 8 fJz + o(s ) 
p 0 0 

A 

( if> 
0 

f} + Li\ f}2 + 
(30 

€ 
0 

M 
( f} + t/J 

0 
L f}2 + 

(30 
8 

j.L 0 

K 

( f} 
0 

+ L f}2 + x 
(30 

8 
k 0 

N 
( f} + r 0 

L f}2 + = € 
(30 c 0 

j.L = 1 - 8 t/J, 
0 

ok ) 
0 ) ' 

) ' ok ) 
0 

) ' ok ) 
0 

o(8 ) 
0 ) . 

A
0 

, M
0 

, K
0 

et N
0 

sont des grandeurs analogues à (3
0 

; Li\ , LIJ. , Lk , Lc 

sont des expressions similaires à L · on suppose, en outre, qu'elles demeurent 
p' 

bornées lorsque e ~ O. 
0 

Etape 3 Equations dominantes 

D'après ce qui précède, nous obtenons pour u , fJ 

dominantes suivantes : 

(4.14) 
1 

div u = D fJ e -- + o(e ); 
o D t o 
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(4.14) 
2 

(4.14) 
3 

(4.14) 
4 

(4.14) 
5 

... 
(1 - c -&) 

Du ... 
+ A Vrr - Gr -& e = 

0 
D t 

0 

{ 
i\ 

( ) ( 1 _o_) "iJ 
D -& 

+ c + 
0 P.o -

D t 

N 
(1 + 0 

~ 
D -& 

+ -D t 

B (1- x) +1) A rr 
0 3 0 0 ] 

D ~ 
D t 

... ... 
u = 0 sur x = 0, x = 1 

3 3 

-& = sur x = 0 ,-& 0 sur x 
3 3 

avec tJ. 

... 
!:,. u + 

M 
0 -
~ 

Pr 

1· , 

2 
... 

} + div c-e 5CÜll ok ); 
0 

... ... 
l:,. {) + 2 YI D(Ü):D(Ü) + 

0 

o(c ) 
0 

Remarquons qu'au niveau du système (4.14) apparaît le nombre de Grashof 

Gr défini par 

(4.15) 
1 

Gr 
c 

0 

() 
0 

= ------
v 

0 

2 
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A partir du nombre de Grashof, on peut construire le nombre de Rayleigh 

R par l'expression suivante 
a 

(4.15) 
2 

R Pr Gr = 
a v K 

0 0 

K = 
0 

k 
0 

Au niveau du système (4.14) , lorsque <:: -----7 0, le principe de 
1,2,3 0 

moindre dégénérescence implique le choix suivant : 

(4.16) Gr = 0(1), i.e. 0' 
0 

« 1. 

Pour le nombre de Boussinesq 8 , nous sommes amenés à distinguer deux 
0 

cas 

(a) 1) « 1 =} 8 = 0(1). 
0 0 

Ce choix conduit aux équations classiques de Rayleigh-Bénard [16]-[27]. 

Dans ce cas, la hauteur de la couche fluide est 

(4.17) 
1 

d = d "' 
1 

C ô.T 
0 0 

g 

((3) 1J = O(l) =} 8 » 1. 
0 0 

Supposons que 

(4.17) 
2 

c 8 
0 0 

0 
0 

O(l); 

(d'après (4. 7) ). 
1 

ce cas étant le plus significatif. Il est immédiat de conclure que la 

distance entre les deux parois est 

(4.17) 
3 

d = d 
2 

"' 0 
0 

d 
1 

<:: 
0 

lorsque e
0 
~ 0 , d

2 
-----7 oo. D'où l'appelation cas profond, par opposition 

au cas (a) appelé le cas peu profond. 
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Plaçons-nous dans le cas (/3) avec l'hypothèse (4.17) , le passage à la 
2 

limite 

e ~a 
0 

à x , t fixés A - 1 
0 

les autres paramètres étant 

supposés de l'ordre de l'unité, 

conduit au système d'équations suivant, appelé équations de la convection 

profonde 

-> 

(4.18) div u = 0 
1 

-> 
-> 

D u - -> 
(4.18) + Vrr !J. u + Gr fJ e 

2 -
D t 

[1 ] 
-> -> 

(4.18) 0 ( 1 ) 
D fJ 1 

MJ + 2 1) D(u):D(ul + x = 
3 0 3 - Pr 0 

D t 

-> 
-> 

(4.18) u = 0 sur x = 0 
' 

x = 
4 3 3 

(4.18) f} = 0 sur x 1 
' 

f} = 1 sur x = o. 
5 3 3 

Il est préférable de travailler avec des conditions aux limites 

homogènes; à cette fin, posons 

(4.19) 

= Pr (Gr x 
3 

x 
3 

-
2
- - 1) + rr l , 

Après suppression des barres au dessus des opérateurs et de x le 
3 

système (4.18) devient 

(4.20) 
1 

-> 
div v 0 
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(4.20) 
2 

(4.20) 
3 

(4.20) 
4 

1 D v VTT ------ + 
Pr D 1:" 

o (l-x ) 
0 3 ] [ 

-+ -> 

-+ -+ 
8 e = IJ. v 

D 8 
D L 

-+ -+ J - R v.e 
a 

v=0,8=0 sur x = 0 , x = l. 
3 3 

-> -+ 
M + 2o D(v):D(v) 

0 

Remarque 4.1.- Lorsque o ----7 0, au niveau du système (4.20), on retrouve le 
0 

modèle classique de Rayleigh-Bénard. 

4.2.Cas du modèle classique de la convection 

Au § 4.1, nous avons vu que le modèle classique pouvait être retrouvé à 

partir du système (4.1) avec Tl « l. En effet, dans la littérature (cf. par 
0 

exemple [27, Chap.2, § 72, p.35]) diverses simplifications sont effectuées sur 

le système ( 4.1 ), notamment à l'aide des approximations d'Oberbeck 

(1879)-Boussinesq (1903), que nous rappelons ici par commodité [48]-[65, § 

54]-(93] : 

(i) l'écoulement est presque incompressible. La compressibilité du fluide 

est négligée excepté dans l'équation de conservation de la quantité 

de mouvement au niveau du couplage avec la pesanteur; 

(ii) les variations de la masse volumique sont fonctions de la 

température T (et de la concentration c) et non de la pression p; 

(iii) 1 iJ~ 1 « 1, ce qui permet de négliger le terme de dissipation 

visqueuse au niveau du système (4.1); 
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(iv) les paramètres Jl , k , c ou C sont constants; 
v 

(v) la loi d'état p = p(T,c) est linéarisée. 

Remarque 4.2.-

( a) Les hypothèses (iv )-(v) ne sont plus valables si la loi d'état est 

nonlinéaire (par exemple l'eau au voisinage de 4o C). 

([3) Lorsque le nombre de Mach est sensiblement différent de zéro, 

l'indépendance de p en p n'est plus valable. 

( 0 ) Lorsque les forces volumiques sont centrifuges et non de pesanteur, 

le terme de dissipation visqueuse devient important, ce qui invalide le 

point (iii). 

le modèle classique ignore les effets liés à la profondeur du fluide, 

donc les problèmes de convection dans les couches profondes de fluide; par 

conséquent, il semble être mal adapté pour l'étude de nombreux problèmes de 

convection en géophysique, astrophysique ou océanographie. 

4.3.Exemples de problèmes de convection dans la nature 

Pour ne pas déborder du cadre de cette thèse, nous nous contenterons de 

citer quelques exemples d'instabilités convectives dans la nature, le lecteur 

intéressé pourra consulter les références données ci-après 

(1) Explication des phénomènes de condensation et d'ébullition; dans ce cas, 

il faudrait tenir compte des quantités de chaleur latente. 

(2) Circulation atmosphérique dans la terre et certaines planètes du système 

solai1·e [ 14 ]-[34 ]; dans ce cas, il faudrait tenir compte entre autres de la 

compressibilité du ou des gaz les constituant. 

(3) Océans, cf. [14, Vol.l]-[63]; dans ce cas, il faudrait tenir compte de la 

salinité de l'eau. 

26 



( 4) Pollutions thermiques dues aux eaux chaudes jetées dans les lacs et 

l'océan. 

(5) Transfert de chaleur océans-atmosphère; climat. 

(6) Soleil et Etoiles; dans le cas du Soleil, il existe une zone convective 
5 

profonde de 1,5. 10 Km [102, p.605]. Signalons également l'existence 

d'étoiles purement convectives dites de Hayashi [102, p.810]. 

(7) Géophysique interne. Dans ce cas, la convection a lieu dans le noyau et 

les manteaux supérieur et inférieur [21]. Auquel cas il faudrait tenir compte 

du champ magnétique. 

Au vu des exemples précédents, on voit que certains problèmes font 

intervenir des frontières libres (océan, soleil), d'autres des frontières 

mauvaises conductrices de la chaleur (noyau terrestre par exemple). 

4.4.Autres conditions aux limites 

4.4.l.Conditions thermiques réalistes 

Il faut dans ce cas traduire la continuité de la température et du flux 

de chaleur à l'interface entre le fluide et la paroi. 

FLUIDE 

x 
3 

d 
0 

d 

fig. 2 : Modèle de conditions aux limites thermiques. 
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D'où, sur la paroi supérieure 

(4.21) 
1 

(4.21) 
2 

.... 

T = T' sur x 
3 

k~ a n 
aT' 

= k' a n 

d ' [ 65, § 55 1; 

sur x 
3 

=d' 
a 

a n 
a -a-x 

3 

où n est la normale extérieure à la paroi (voir fig. 2), les variables primées 

désignant les quantités relatives à la paroi. 

En principe, on peut éliminer T' de (4.21), en résolvant l'équation de 

fourier pour la paroi 

(4.22) 
1 

aT' 
t 

k' 
liT' , ----z;-

(4.22) 
2 

T' =T' 
0 

sur x = d , avec (4.21). 
3 0 

Supposons que 

(4.23) 
1 

(4.23) 
2 

T'(x 
3 

Posons 

(4.24) k = 

avec k 
0 

0) - T'(x 
3 

k 
k 

0 

k' 

d) 

k' 
k 

0 

T = 

.... .... 
e + x e 

1 2 2 

T 

LH 
0 

Les conditions aux limites (4.21) deviennent 
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(4.25) 
1 

(4.25) 
2 

T =T' 

- a T 
k--a n 

sur x = 1 
3 

= k' a T' a n 
sur x = 1 

3 

Au repos, la solution de base du système (4.5) est 

(4.26) 
1 

(4.26) 
2 

u 

à condition que 

div(Î( vt ) = o 
0 

p = 1 ' p 

dans !:\. 

= 1 - x 
3 

L'on est alors conduit au système (4.18) en posant 
1,2,3 

T 

(4.27) 
1 

T 
0 

+ f} T 
0 

T 
0 

f} = 0 sur x = 1; 
3 

T 
0
(x .l,t) 

(4.25) devient = 

compte tenu de (4.12), on obtient 

(4.27) 
2 

a f} 

an = k' 
a-T, 

+ O(e ) a n 0 

Enfin, après passage à la limite et compte tenu de (4.19), il vient 

(4.28) 
1 

(4.28) 
2 

e = o 

a e 
a n 

sur x = 1 , 
3 

ar 
R (k' + l ) sur x = 1 

a a n 3 
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On obtient une relation analogue en x = 0 . 
3 

Lorsque la paroi est constituée d'un matériau parfaitement isolant, nous 

avons k' « k ; d'où 

(4.29) 
1 

a T 
a n 

= 0 sur x = 0 , x 
3 3 

et la condition ( 4. 28) devient 
2 

(4.29) 
2 

a e 
a n 

= R. 
a 

4.4.2.Cas d'une paroi libre 

= d, 

Lorsque la paroi est libre, il nous faut traduire la continuité des 

composantes de la vitesse à l'interface et celle de la contrainte tangentielle 

et normale dans le plan de l'interface. Si on néglige les effets de la tension 

superficielle et que l'on suppose que l'interface reste plat, on obtient [132, 

pp. 316-318] 

av av 
(4.30) 0 

1 2 
v = ' = ax 1 3 a x 

3 3 

a
2

v 
(4.30) 

3 
0 

2 a x 2 

3 

Dans le cas général, on écrit 

(4.31) 
au 

rn 

a x 
j 

= 

+ 

0 sur la 

sur la 

_a--=-u-"-j- ) +.A 
a x 

rn 
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où ( o ) est le tenseur de Kronecker, et p est un champ de pression 
~ 0 

donné; par exemple, p est la pression atmosphérique dans le cas de l'océan. 
0 

Posons 

(4.32) 
1 

La condition (4.31), devient après substitution de (4.4)-(4.32) 

(4.32) 
2 

a u 

a x 
j 

rn 
+ 

au 
j 

a x 
rn 

où IJ' est donné par la relation (4. 7) . 
0 1 

au 
À 

k 

a x 
k 

Compte tenu de (4.8) -(4.12), avec A - 1, nous obtenons 
3 0 

{(1-80~)( 
a u a u 

) (4.32) 
rn j 

-(J' rr n + (J' + 
3 0 rn 0 a x a x 

j rn 

À a u 

ornj} 

0 
( 1 - </> ) 

k 
+ ( + 8 n = - Po n 

fl.o 0 a j rn 
x 

k 

0 
rnj 

+ 

1 -

1 

} n 
j 

x ) n 
3 

Après passage à la limite 8 ~ 0 dans 

(4.33) 

0 

n = 0 nous déduisons de (4.19)-(4.18) 
rn 1 

( ;
3 

- 1 

a v 

+ ( a x rn 

j 

a v 
j 

+---
a x 

rn 

4.5.Modèle de la convection profonde bidimensionnelle 
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rn 
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- Po n 
rn 

(4.32) ' 
3 
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Dans certains problèmes de convection (cf. Chapitre 3), les coordonnées 
-

x et x jouent le même rôle et sont indiscernables, aussi est-il légitime de 
1 2 

se ramener au problème de la convection dans un domaine bidimensionnel. A cet 

effet et pour alléger les notations, posons 

-> 
(4.34) x x ' x = y 

' 
x = z 

' 
v = 

1 1 2 3 

(4.34) 0, 
a 

0 0 0 R v - - ' - ' 2 a y 0 a 

L'équation de continuité s'écrit alors 

(4.35) 
a u 
a x 

+ 
a w 
a z =o. 

-> -> -> 
ui + vj + we 

' 
TT p, e T 

' 
1:" = t· ' 

R Pr x(z) 1 0 (1 z). - ' 
(J' 

' = + -

L'équation (4.35) permet l'introduction de la fonction de courant 

1/J(x,z, t) définie par 

(4.36) u = a 1/J 
a z 

,w 

Après élimination du terme 'ilp dans (4.20); (4.34) et (4.36) permettent 

de ramener le système (4.20) au système suivant (cf. [132]) 
1,2,3 

(4.37) 
[ ~t a 1/J a a 1/J a ] 11_dl 

a T _ 11 21/J 
+ az ax + a-x- J.: 1 (J' a x a z 

(4.37) x(z) { [ ~t a 1/J a 8_1_ _j_ ]T + R a 1/J } = /1j_T + + az ax a x 2 a x az 

+ 0 [ 4 (~j 2 + ( 
a2 1/J - a2 1/J rl a z 

2 a x 
2 axo 

avec 11 j_ 
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Au système (4.37), nous associons les conditions aux limites suivantes 

(4.38) T = 0, sur z = 0 , z = 1 
1 

(4.38) 

"' 
= 

a 1/1 
= 0 si la paroi en z = 0 ou z 1 est rigide; 

2 a z 

(4.38) 

"' 
il/1 0, si la paroi en z 0 ou z 1 est libre. 

3 a 2 
z 

S.Cadre fonctionnel 

S.l.Notations 

S.l.l.Notations élémentaires 

On désigne par x = (x , .... ,x ) 
1 n 

, n = 2 ou n = 3, le point x E En. 

L'opérateur différentiel 
a 

a x 
k 

- a 
k 

1 ~ k ~ n, sera noté D et , si j = (j , 
k 1 

j ) est un multi-indice, Dj désignera l'opérateur différentiel 
n 

d'ordre [j] 

Lorsque J. 
k 

j1 jn a[j] 
D ... D = ------

j1 jn 
ax ..... ax 

1 n 

jk 
0, D représente l'identité. 

k 

Si X est une partie de !Rn, on notera C(X) l'espace des fonctions 

continues sur X. Lorsque Q est 
n k 

un ouvert de , IR , C (Q), k 2: 0, représentera 

J'espace des fonctions k fois continûment différentiables sur Q (C
0

(Q) = C(Q)) 
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et C (Q) désignera l'espace des fonctions continues à support compact dans O. 
0 

Les espaces qui suivent sont définis par (cf. par exemple [1]) 

Si r2 est un ouvert quelconque de IR
0 

et 1 :::: p < oo , on appelle LP(O) 

l'espace des fonctions de puissance pi ème intégrable au sens de Lebesgue sur 

r2 pour la mesure dx = dx .... dx . C'est un espace de Banach pour la norme 
1 n 

Lorsque p 2, L 
2
(0) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire 

(f,g) = J f(x).g( x) dx , 
r2 

où la barre dénote le complexe conjugué; la norme correspondante étant alors 

notée 1·1, 

1 f 1 = Il q 
2 

= { ( r, n }
112 

. 
L (0) 

Pour p = oo , on définit 

L 
00

(Q) = { f r2 --~ IC f mesurable et 3 C > 0 1 f 1 :::: C p.p sur r2 } 

c'est également un espace de Banach pour la norme 

= llfll 00 = 
L ( Ç2) 

sup.ess 
x E r2 

lf(x) 1 Inf { C 1 f 1 :::: C p. p sur r2 }· 
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S.l.2.Espaces de Sobolev 

n Soit Q un ouvert quelconque de IR 

H
1
(Q) est l'espace des fonctions u dans 

de frontière 8Q. L'espace de Sobolev 

L 
2

(Q) qui admettent des dérivées au 

L 
2

(Q), j = l, ... ,n. H
1
(Q) est un espace de sens des distributions 

a u 
ax dans 

j 

Hilbert pour le produit scalaire 

(f,g) 1 

H (Q) 

et la norme associée 

[ 

On appelle H1(Q) 
0 

n 

= (f.g) + 2: 
j =1 

l'adhérence 

(D f, D. g) 
j J 

dans H1
(Q) des fonctions 

Si Q est borné dans une direction, l'inégalité de Poincaré [ 44] entraine que 

n 

((f,g)) L (D. f, 0 g) • 
J=1 J j 

est un produit scalaire hilbertien sur H
1
(Q), et que la norme associée 

0 

est équivalente à la norme 11-11 
1 

induite par H
1

(Q). 
H (Q) 

On dénote par H- 1
(Q) le dual de H1(Q), H- 1(Q) c :D'(Q) est un espace de 

~ 0 

distributions et L 2 (Q) s'identifie à un sous-espace dense dans H-
1

(Q). 

H-
1 (Q) = { u u = 2: 

[0::] :S 

où, bien entendu, Da:: g est comprise au sens des distributions. H-
1 
(Q) est un 

0:: 
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espace de Banach pour la norme (cf. [7]) 

= Il fil _
1 

H 

= sup 

f E H
1

(!;2) 
0 

llfil = 1 

* 

dx . 

Si 1 :S p =:: oo et rn e IN l'espace de Sobolev Wrn,p(Q) est l'espace des 

fonctions f dans LP(Q) dont les dérivées au sens des distributions Dju 

appartiennent à LP(Q), pour (j] =:: m. Lorsqu'il est muni de la norme 

= L 
[ j 1 :S rn 

l'espace Wrn,p(!J) est un espace de Banach. 

Lorsque p = 2, on pose Hrn(Q) 

scalaire et de la norme 

((f,g)) 
rn 

= L (Djf, Djg) 
[ j]:S rn 

= 
[ ] 

l/2 ' 
((f,f))rn 

qui en font un espace de Hilbert. 

Pour les définitions et les propriétés des espaces de Sobolev, le lecteur 

peut se référer à [ 1]/[8]/[85]/[92]/[98] et pour les distributions voir 

[112]/[123]. 
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5.1.3.Espaces de fonctions à valeurs vectorielles. 

Soit T E IR: un réel quelconque et X un espace de Banach ou de Hilbert. On 

note par Ck([O,T);X) l'espace des fonctions de [O,T) dans X qui sont k fois 

continûment différentiables. Ck([O,T);X) est un espace de Banach pour la norme 

llull k 
C ( [ 0, T]; X) 

=I 
[ j l :Sk 

sup 
tE[O,Tl x 

LP(O,T;X) désigne l'espace des (classes de) fonctions LP intégrables de 

)O,T[ ~ X . C'est un espace de Banach d'après [12) pour la norme 

llfil p 
L (O,T;X) 

llfil 00 

L ( 0, T; X) 

= ( ( Il f( tl Il ~ 

= sup ess llf(tlllx 
t E ] 0, T[ 

dt 
) 1/p 

si p E [l,oo[ 

Remarque 5.1.- Si X est un espace de Banach (ou de Hilbert) on convient de 

noter Xn par ::Z • 11·11 (ou (.,.) ) désignera indifféremment la norme dans X ou x x 

::Z (ou le produit scalaire dans X ou ::Z). 

S.l.4.Espaces liés aux champs de vecteurs soléno"idaux. 

Afin de donner une formulation variationnelle générale des équations de 

la convection profonde, il est judicieux de réécrire celles-ci sous la forme 

suivante 
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... 
(5.1) 

1 
div u = 0 dans Q X ]O,T[ = Q 

(5.1) 
2 

~ -+ -+ -+ ~ 4 at u + ( u. v) u + (J' Vp - (J' fJ e - (J' ll u = f (x, t) 

... ... ... 

dans Q; 

(5.1) 
3 

at fJ + u. VfJ - R u. e -
ll f} 2 0 ... ... 
,;t(z) - ,;t(z) D(u):D(u) s(x, t) dans Q; 

(5.1) 
4 

(5.1) 
5 

... 
u(x, t) 

... 
u(x,O) 

... 
0 , fJ(x,t) = 0 sur BQ X ]O,T[; 

.... 
u (x) , fJ(x,O) = fJ (x) 

0 0 
sur Q; 

où l'on a supposé que le fluide remplissait le domaine Q de frontière BQ. Nous 

avons également introduit par commodité une densité volumique du champ de 
.... 

forces extérieures f(x, t) (autre que le champ de gravité) et une densité 

volumique du taux de chaleur reçue s(x, t) correctement adimensionnées. Les 
... 

deux quantités f et s sont supposées connues. Q est bien sûr défini par 

Q c { x = ( x 1_ , z ) E IRn , n = 2 ou n 

OÙ Il C IRn- 1
• 

3, et x1_ E Il , z E ]0,1[ } , 

On supposera que Q est un ouvert connexe et borné de IRn , n 

de frontière BQ. 

2 ou n = 3, 

Il importe de tenir compte de la condition d'incompressibilité. A cet 

effet, on introduit l'espace (voir [84]) 

{ .... [ D(Q) ] n 
.... w = U E div u = 

On définit ensui te (voir [120]) 

H = adhérence de W dans ii.. 
2

(Q) , 

V = adhérence de W dans !H 
1 
(Q) 

0 

0 }· 
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Les espaces H , V , 1f et V sont respectivement munis des produits 

scalaires 

-7-7 J->-> (u,v) = u.v dx, 
Q 

= f -> -7 

Vu.Vv dx 
Q 

f -> -> 
(<p,I/J) = ( u. v + f) n ) dx , 

Q 

( ( <p' 1/J)) = f -> -7 

Vu. V v + 'ï}f). Vn ) dx , 
Q 

-> -7 

avec <p = (u , f)), 1/J = (v , 1)). 

Nous notons 

[ 
-> -> ] l/2 ' (u,u) 11~11 [ 

-> -> ] 1/2 ' = ((u,u)) 

[ 

1/2 

= (<p,<p) ] 

1/2 

[ ((<p,<p)) ] ' 

les normes respectives sur H , V , 1f et V . 

Du lemme de Rellich [l], nous déduisons que 

V c H, V c Je , 

avec injections denses et compactes. D'autre part, le théorème de 

représentation de Riesz [ 130] permet d'identifier H à son dual H', et 1f à Jf'. 

Nous obtenons alors les triplets de Guelfand suivants 
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V c H - H' c V' , v c Je - Je' c 11'' 

avec injections denses et continues. 

5.2.Equations abstraites linéaires. 

(5.2) 
1 

(i) Opérateur de Stokes [120] 

Considérons la forme bilinéaire a (.,.) définie par 
0 

--> --> 
a (u,v) 

0 

--+ -?- ~ --+ 

((u,v)) , V u,v E V . 

Il est aisé de voir que a est symétrique, continue sur V X V et 
0 

V-coercive. D'après le théorème de Lax-Milgram [130], il lui est associé un 

opérateur autoadjoint, continu A de V dans V' : 
0 

(5.2) 
2 

--+ -7 -7 -7 -J -7 

< A u, v > = a (u, v) , V u, v E V 
0 v' v' 0 

où <.,.> dénote le produit scalaire dans la dualité V,V'. 
V,V' 

2 
Si aO E C alors A E ~(V, V') (\ ~ (D(A ),H) , D(A ) = IH

2
(Q) (\ V 

0 0 0 

(d'après le théorème de régularité de Cattabriga [127]). D'autre part, le 

théorème de décomposition de Hodge [13]-[75] implique l'existence d'une 
2 

projection orthogonale P dans IL (Q) sur H. D'où 

(5.2) 
3 

(5.2) 
4 

2 
= 1H (Q) (\ V , 

... 
- pt,. u 

... 
Vu E D(A ). 

0 

Notons que :3 a, [3 > 0 , a = a(Q) , [3 [3{Ç2) 

a Il ~Il 2 

... 
::: !3 Il u Il · 2 
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L'opérateur inverse de A 
0 

- 1 , A 
0 

, est un opérateur continu de H sur 

D(A ); il peut alors être regardé comme un opérateur compact de H dans H au vu 
0 

de la compacité de l'injection de V dans H. Il existe donc une base { ~rn } :=
1 

orthonormale dans H telle que 

(5.2) 
5 

A u = i\. u et 0 < i\. ::s i\. ::s ... ::s i\. :s ... 
0 rn rn rn 1 2 m 

(ii) Opérateur de Laplace - t:, 

2 
Si 8ç;] E C (ou même Ç2 convexe [51]) , on introduit l'opérateur non borné 

autoadjoint A DlA ) c L 2 (ç;]) L 
2

(ç;]) défini par 
1 1 

(5.3) 
1 

(5.3) 
2 

(5.4) 
l 

{ A {) = - ~:, {). 
1 

<A {),Tl> 
l 1 - l 

H ,H 
0 

(iii) Opérateur 

( ( {), T))) 

Soit a (.,.) la forme bilinéaire définie par 
l 

a ({),T)) 
1 

T) 
= (( {), x(z) )) 

Il est clair que a n'est pas symétrique lorsque o :t:: O. Nous avons le 
l 
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Lemme 5.1.- Soit a 
1 

La forme biLinéaire définie par 

borné alors 

(H.l) 

(5.4) 
2 

(a) a est une forme bilinéaire continue sur [H
1(Q)] 2 

1 0 

((3) Etant donné o E ]0,1] , si 

(
_1 

o2 (1+ol 

alors :3 k > 0 

(5. 4) ' 
1 

si· Q est 

Où 1 Q 1 dénote la mesure de Q, Q c !Rn ;w 
n 

est Le volume de La boule unité 

2 1l 
n/2 

dans !Rn et w = r(.) dénote La fonction Gamma et 
n n r( ~) 

2 
2/n 

(5.4) k - 0 ( IQI J 3 l+o w 
n 

Du Lemme 5.1, nous déduisons que a est H
1
(Q)-coercive si IQI satisfait à 

1 0 

l'hypothèse (H.l), o :~= O. Si o = 0, nous retrouvons le cas (ii), auquel 

cas, on vérifie sans peine que a est H
1 (Q)-coercive. 

1 0 

Preuve.-

(a) a est continue sur [H
1 

(Q) ]
2 

1 0 

Notons que 

a (1l,T)) = ((11, ___2L_)) 
1 x (Vt1, v~ l + (v11, 1J v (+JJ 

(Vt1 Vn ) + , x ( WJ, 
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Or x(z) ;é 0 et x(z) est une fonction bornée; en vertu des inégalités de 

Cauchy-Schwarz et de Poincaré, nous déduisons : 

(5.4) 3 c (Q,ol > o 
1 

((3) a est H
1 (Q)-coercive 

1 0 

Lorsque 11 = f} , il vient 

a (fl,fl) 
1 

( "·" 'ï}f} ) + v v, x 

Après intégration par parties, nous obtenons 

("·" 'ï}f} ) -v v, x 

Or z E ]0,1[; d'où 

( f}, 
0 2f} 

3 
x 

) . 

Q étant par hypothèse borné, nous avons l'inégalité de Poincaré 

[44, p. 157] 

(5.4) 
5 ( 

1 ) 2/n 
::s -IQI w 

n 

On en déduit alors 
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La condition (H.l) assure que k > O. o 

Pour être complet, nous donnons ci-après, la borne supérieure de 1 Q 1 pour 

n = 2 et n = 3 

(i) n 2 ~ r(l) 

(ii) n 

1 [30, p. 209] ~ w2 = rr =} IQI <TC ( 
02 

(l+o) )· 

1/2 
TC 

-2- ~ w3 
---- )3/2. 

o
2 

O+o) 

Remarque 5.2.- La "meilLeure constante" de Poincaré est bien sûr reLiée à 

la première valeur propre 11 de l'opérateur A . Dans la suite, 
1 1 

(H.2) 
/:; 

Le domaine Q sera choisi de sorte que l'opérateur - x(z) 

H
1 
(0.)-coercif. 

0 

soit 

Supposons que Q ait été choisi satisfaisant à l'hypothèse (H.2), d'après 

le théorème de Lax-Milgram, à la forme bilinéaire a est associé un opérateur 
1 

linéaire continu A de H 1 
(0.) dans H- 1 

(Q) et 

(5.4) 
6 

1 0 

<A· 0,1}> 
1 1 

H 
0 

- 1 
' H 

Sl. an E C2 1 ~t , a ors, d'après les résultats de régularité des opérateurs 

elliptiques [2], il vient 

{ D(A ) = H
2

(Q) n H
1

(S"2), 
1 0 

AO=-IJ.O 
1 x 
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De la même manière que pour l'opérateur de 

À~ 1 
sont compacts et il existe une base { -6 rn}:= 

1 

que 

(5.4) 
7 

A 
1 rn = 1-1. -6 rn rn 0 < 1-1. 

1 

- 1 
Stokes, les opérateur A et 

1 

2 
orthonormale dans L (Q) telle 

1-1. rn 

Avec ces notations, le problème linéaire associé au système (5.1) s'écrit 

sous la forme opérationnelle 

(5.5) 
1 

(5.5) 
2 

(5.5) 
3 

(5.6) 
1 

(5.6) 
2 

-> 

(J" 

d u 
dt 

-> -> 
- -6 e + A u 

0 

-> -> d -6 
Cft - R u. e + A -6 = s 

-> -> 
u(O) = u 

0 

1 

-6(0) = -6 
0 

-> 
Pf/CJ" 

De manière équivalente, le système (5.5) peut s'écrire 

d <p 
Cft +Aq;+Mq; F; 

q;(O) 

-> -> -> -> -> 
avec q; = (u,-0) , A <p = (CJ" A u, A -6) , M q; = 

0 1 
- (CJ" -6 e, R u.e) , F 

L'équation stationnaire s'écrit dans le cas linéaire 

(5.7) Aq;+Mq; F. 

5.4.Problèmes non linéaires 

-> 
= (Pf,s). 

Pour tenir compte des nonlinéarités présentes dans le système (5.1), 
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introduisons les formes trilinéaires suivantes 

(5.8) 
1 

(5.8) 
2 

(5.8) 
3 

(5.8) 
4 

(5.8) 
5 

~-+~ -+ -+-+ 
b

0
(u,v,w) = ((u.'il)v,w) 

... 
b (u,~,71) 

1 

... 
(u.'i7~.71l 

~ ... ... 
b (u,~,71) = b: u.'il~,71), 

1 

... ... ... 
V U, V, W E V 

... 
v u E V, v ~. 71 E 

... ... 
V U, V E V , 

V 71 E Y 

... 
V U E V , V ~. 71 E 

I"V -+--+ -) -+ ... ... 
b (u, v,71) = - 2 o ( D(u):D(v),71), 

3 
V U, V E V , 

Ces formes trilinéaires sont continues (chacune sur son domaine de 

définition) et jouissent de certaines propriétés qui seront rappelées 

ultérieurement. Notons par 

B E !i (V X V, V'), B 
0 1 

Y'), les opérateurs bilinéaires définis par 

(5.9) 
1 

(5.9) 
2 

-7-7 -7 -74-7 -7 -7 -7 

<B
0

(u,v),w> = b
0

(u,v,w) , V u, v, w E V; 

... ... ,......-? --+ -7 

<B (u,~l.71> = b (u,~,71) 
1 1 

<B (u,~l.71> = b (u,~,71) , V u E V , 
1 1 

... ... 
<B (u, v), 71> 

3 

l'V -7-7 ....... -7-7 -7 -7 

<B (u,v),71> = b (u,V,71) VU, V EV, 
3 3 

Avec ces notations, le système (5.1) devient 

... 
d u 
dt + <J A 

0 

... 
u 

_, _, _, 
- <J ~ e + B (u,u) 

0 

_, 
Pf 

-7 -7 -7 -7 -7 

+ A ~ - R u.e + B (u,~) + B (u,u) = s 
1 1 3 
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(5.9) 
3 

-> 
u(O) 

-> = u 
0 

tl-(0) = tl-
0 

-> 
En posant rp = (u,tl-) , B(rp) = ~-+ -+ -+-+ 

(8 (u,u), B (u,tl-) + 8
3

(u,u)), le système 
0 1 

(5. 9) s'écrit 

(5.10) 
1 

d rp Cft + A rp + M rp + B(rp) = F; 

(5.10) 
2 

rp(O) = rp . 
0 

Dans le cas stationnaire, l'équation (5.10) devient 

(5.11) A rp + M rp + B(rp) F. 

5.4.Cas d'autres conditions aux limites. 

5.4.l.Cas d'une cellule rectangulaire. 

Si n = 2, on pose !J 

x ]0,1[. 

]O,L [ X ]0,1[, et si n = 3, !J 
1 

]O,L [ X ]O,L [ X 
1 2 

On peut se ramener à ce cas, lorsque la couche fluide admet une extension 

horizontale infinie. On suppose alors que 

-> 
rp(x + L e , t) 

j j 

-> 
p(x + L e , t) 

j j 

rp(x, t) , j 1, , ... , n - l. 

p(x,t) 

-> 
i.e. rp et p sont périodiques dans la direction x ..L = x 

1 
e 

1 

On introduit alors les espaces [38] 
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{ ... E IL
2

(!;1) 
... ... ... 

H = u div u 0 ' u 1 = 0 = u 1 et u(x + L e ,t) = 
n z=O n z=l j j 

= ~(x,t) } ; 

{ f E H1
(Q) flz=O flz=1 

... } v = = 0 = et f(x + L e ,t) = f(x,t) 
1 j j 

{ ... ... } v u E W div u = 0 
1 

H = H X L 2(Q) v v x v 
1 

Avec ces notations, on définit les opérateurs B. (B ) (j 
J j 

0, 1, 3) et 

les opérateurs non bornés A , A , A comme précédemment avec 
0 1 1 

D(A ) 
0 

2 
= IH (!;1) n V , D(A ) 

1 

5.4.2.Cas d'une paroi rigide en z = 0 et libre en z 

(cf. [38]); 

... 
Les conditions aux limites pour f} sont inchangées. En ce qui concerne u, 

il faut introduire les espaces suivants (cf. [38]) 

H = u 1 = 0, ~(x + L ~ , t) 
n z=l j j 

= ~(x,t) } 

... ... ... 
div u = 0 ,· u = 0 sur z = 0 , u 1 = 0 , 

n z=l 

~(x + L ~ , t) = ~(x, t) } . 
j j 
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D(A ) 
0 { ~ a u 

2 j 
E IH (Q) r\ V , az = 0 sur z = 1 , 1 ::: j ::: n - 1} 

Remarque 5.3.- Dans toute la suite, on supposera implicitement, lorsque cela 

s'avérera nécessaire, que 

(i) le modèle de la convection profonde est exact; 

(ii) l'hypothèse (H.2) est satisfaite. 

5.5.Propriétés des formes trilinéaires 

Dans ce qui suit, nous donnerons quelques propriétés des formes 

trilinéaires définies précédemment. Commençons par rappeler, à toutes fins 

utiles, les relations d'orthogonalité dont jouissent les formes trilinéaires 

b et b , à savoir 
0 1 

(5.12) 

(5.13) 

D'où 

-> -> -> 
b (u,v,w) 

0 

-> -> -> 
b (u,v,v) 

0 

-> -> -> 
- b (u,w,v) 

0 

-> 

-> 
et b ( u, if, 1)) 

1 

0 et b (u,it,if) = 0, V 
1 

-> 
- b (u,1),if) 

1 

De la même manière que dans [121, p.l2], il est aisé de démontrer le 

Lemme 5.2.- Les formes trilinéaires b , b (et 5 ), b (et 5 ) sont définies 
0 1 1 3 3 

et continues respectivement sur 

rn rn + 1 rn 

(i) IH 1
(Q) X IH 2 

(Q) X 1H 3
(Q) (pour b )· 

0 ' 
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(ii) 

(iii) 

Où 

(5.14) 
1 

(5.14) 
2 

rn rn 
IH 1

(Ç2) X H 2 

rn + 1 
IH 1 (Q) x 

rn +rn 
1 2 

+ 1 rn 
(Ç;l) X H 3

(Q) 

rn + 1 rn 
IH 2 (Ç;l) X H 3

(Ç2) 

n n 
+rn 

3 
~ -2- si rn ~ -

2
-

i 

(pour b et s ) 
1 1 

(pour b et s ). 
3 3 

= 1, 2, 3; 

n 
m

1 
+ m

2 
+ m

3 
> -

2
- si l'un des rn 

Dans les chapitres suivants, on se consacre à l'analyse des équations de 

la convection profonde de Bénard dans le cadre qui vient d'être mis en place. 
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CHAPITRE II 



CHAPITRE 2 

THEORIE LINEAIRE 

L'analyse du problème linéaire revêt un caractère important dans toute 

étude de stabilité, aussi allons-nous consacrer ce chapitre à l'étude des 

équations linéaires instationnaires et stationnaires de la convection 

profonde. Ce chapitre est organisé comme suit. Au § 1, nous étudions 

l'existence et l'unicité de solutions faibles et fortes pour le problème 

linéaire instationnaire. Le § 2 sera consacré à l'étude de L'existence et de 

l'unicité de solutions faibles et fortes pour le problème linéaire 

stationnaire. Le problème spectral sera analysé au § 3. Nous donnerons enfin 

quelques solutions approchées du problème linéaire stationnaire au § 4; nous y 

étudierons également leur convergence. 

!.Problème linéaire instationnaire 

On considère dans Q Q x ]O,T[, T E le problème linéaire 
... 

instationnaire suivant (L.I) : Trouver u, fJ , p solutions de 

(L. I) 
1 

~ ~ 4 -} 

Btu + ~ Vp - ~ fJ e - ~ ~ u = f sur Q; 
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(L. I) 
... ... 11 '(} a ti} - R u.e -
~ 

s sur Q; 
2 

(LI) 
3 

... 
div u = 0 sur Q; 

(L. I) 
... ... 
u=O 

' 
'(} = 0 sur ~· 

4 ' 

(L. 1) 
... ... 
u(x,O) = u 

' 
'(}(x,O) = '(} dans Q. 

5 0 0 

Ici l:: = BQ X )O,T[. Nous avons vu au Chapitre 1 que le problème (LI) pouvait 

s'écrire sous la forme opérationnelle suivante 

{ 
cp' + A cp + M cp F· 

' 

cp(O) cp . 
0 

1.1. Existence et unicité de solutions faibles 

Introduisons le 

Problème 1.1. 

(1.1) 

( 1. 2) 

Soient 

FE L
2
(0,T;V') 'cp E 1f 

0 

donnés. 

On cherche 

2 00 
cp E L (O,T;V) n L (O,T,Jf) 

tel que 
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(1.3) 
1 

(1.3) 
2 

rp' + A rp + M rp = F 

rp(O) = rp . 
0 

Remarque 1.1.- L'équation (1.3) est écrite au sens des distributions sur 
1 

]0, T[ à valeurs dans V'. La condition initiale (1.3) a bien un sens ici. En 
2 

effet, - Arp- M rp + FE L
2
(0,T;V'), i.e. rp' E L

2
(0,T,V'). On en déduit alors 

que rp E C([O,T];V' ). 

Nous avons alors le résultat d'existence et d'unicité suivant 

Théorème 1.1 - Le problème 1.1 possède une solution unique. En outre, rp E 

C([O,T];Jf). 

Ce théorème se démontre de la même manière que dans [120, Chap. 3, 

theorem 1.1, p. 254] en utilisant la technique de Faedo-Galerkin. La seule 

modification à apporter se situe au niveau des estimations a priori. En effet, 

soit rp une solution approchée du problème (1.3). En prenant le produit 
rn 

scalaire dans 1f. de (1.3) avec rprn 

inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young) 

( 1. 4) vt 
e 

on obtient (après application 

+ K Il if! 11
2 

:S rn 

Ici, v = R + O" , K = min (O",k) , et k > 0 est donné au [Chap. 1, Lemme 5.1]. 

des 

Remarquons que l'on peut se passer de l'hypothèse (H.2) du Chapitre 1. En 

effet, si on prend le produit scaiaire dans 1f. de (1.3) 
1 

avec rp rn 
-> = ( u • f} ) ' il 

rn m 

vient 

... -> 

Il~ 11
2 (u' ,u ) + (J' + (-6. ,{} ) + (A -a ,-6 ) = (F,rp ) + 

rn rn rn rn rn l rn rn rn 

... -> -> -> 
+ (J' (-6 e,u + R (u .e,-6 

rn rn rn rn 
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Or (g' ,g) = + ~t 1 g 12 ' et 

1 
(A fJ ,fJ) ;:: --:---::::-

1 1 + 0 
(cf. [Chap.1, § 5]). 

On obtient alors (après utilisation de l'inégalité de Cauchy-Schwarz) 

D'après l'inégalité de Young , nous avons 

2 8 
1 

1 
:s -2- 1 lep 12 (8 --2- rn 1 > O). 

1 
D'où, si on prend c

1 
= min((), l+o ) v 

1 
2 o2

+ R + (), il vient 

1 
2 

En remarquant que 
d f 
ëit - a 

relation (1.4) avec v = v et K = 8 . 
1 1 

De l'inégalité (1.4), on déduit pour t E [O,T] 
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v 
1 

2 

e f , on obtient la 
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(1. 5) 
1 

(1.5) 
2 

IIF(slll 2 

* r 0 
K 

r 0 

Le passage à la limite ne pose aucun problème ici. 

ds 

IIF( s) 11
2 

---;-;--* 
K 

vT 
e 

Pour montrer l'unicité de la solution, il suffit de considérer deux 

solutions faibles cp
1
(t) et cp

2
(t) de (1.3). Posons cp= cp

1
- cp

2
, il est alors 

al·s · d · qu E L2 (0 TV) m' E L2 (0,T,V') et m est solut1·on de e e vo1r e cp , ; , .,. .,. 

l'équation 

( 1. 6) 
d cp dt +Acp+Mcp 

Or 

d cp 
<dt, cp> 

V,V' 

0, 

1 d 
2 dt 

cp(O) o. 

1 cp 1
2 

, en vertu d'un résultat contenu 

dans [120, Chap.3, Lemmas 1.2-1.3, pp.260-261]. 

( 1. 7) 

( 1.8) 

En prenant le crochet de dualité V, V' de (1.6) avec cp, il vient 

Soit 

d 
d t 

2 2 2 
1 cp 1 + 2 K Il cp Il ~ 2 v 1 cp 1 . 

= 0 , t E [O,T] D 
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Remarque 1.2.- En utiLisant le même argument que dans [120, proposition 1.1, 

p.266], on montre qu'il existe une distribution p e 'D'(Q), Q = r.l X ]O,T[, 

.... 
telle que la fonction rp = (u,~) obtenue au théorème 1.1 et p satisfont à 

l'équation (L.l) au sens des distributions dans Q. 
1 

1.2.Existence de solutions fortes 

Enonçons le 

Théorème 1.2.- On suppose que F et rp sont données, avec 
0 

(1. 9) 

(1.10) 

00 
F E L (O,T;:H'l ' rp E v. 

0 

Alors, il existe une unique solution forte du problème (1.3) telle que 

2 2 
rp e L (O,T;D(A)), rp' E L (O,T;Jf), cp E C([O,T];V). 

Idée de démonstration.-

--> 
Soit cp = (u .~ ) une solution approchée de (1.3). Prenons le produit 

m rn m 
.... 

scalaire dans Jf de (1.3) (écrite pour cp ) avec (A u , A ~ ) = A cp , il vient 
m 0 rn 1 rn rn 

~ 2 
+K IAcp 1 

1 rn 
:s 1 (M cp , A rp ) 1 + 1 (F, A rp ) 1 , 

rn m m 

1 
K

1 
= min (CJ, l+ol. 
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Par application des inégalités de Cauchy-Schwarz, de Young et de 

Poincaré, on trouve finalement 

K /F/ 2 

1 d 1/rp /12 + 1 lA rp /2 ~ _ + (1.11) 2dt rn -2- rn K 

K = max(R,O"). 
2 

Posons 

(1.12) C = ~1 max( 1/F/1 
2 

, K~ ) . 
L 

00
(0,T;Jfl 

De ( 1.11), nous obtenons 

Si nous notons 

(1.14) 
1 

2 
y = 1/rp 1/ , a = b 

rn 

l'inégalité (1.13) s'écrit 

(1.14) 
2 

d y < a + b y. 
d t -

C, 

1 

A l'aide du lemme de Gronwall [121, p.18], on obtient 

y(t) ~ y(O) exp ( r C dT ) + r C exp ( fe dT ) ds, soit 
0 0 s 
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(l.lSl II1Pm(tlll
2 

:s II1Pm(OJII
2 

exp(C tl + cr exp [c (t-sl ] ds. 
0 

Or ll<pm(Olll :s II1P
0

II (par construction). De (1.15), on déduit alors 

(1.16) 
1 

3 c > 0 
1 

sup 
t E [ 0, T] 

Par retour à (1.11) et compte tenu de (1.16) , il est aisé d'établir que 
1 

(1.16) 3 c > 0 r 1 A 1P 12 dt :s c ~ 2 2 rn 2 
0 

T 

(1.16) 3 C' > 0 I 1 A <p rn 12 dt :s C' 
3 2 2 

0 

Le reste de la démonstration est identique à celle se trouvant dans [121, 

Theorem 3.2, pp.22-25] et par conséquent est omis .o 

2.Problème linéaire stationnaire 

2.l.Existence et unicité de solutions faibles 

Afin de traiter les équations stationnaires linéaires, nous introduisons 

le 

Problème 2.1 

.... 
Soient f(x) et s(x) donnés vérifiant 
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(2.2) 
1 

(2.2) 
2 

(2.2) 
3 

(2.2) 
4 

- /::,. 

- /::,. 

div 

... 
u= 

... 
u -

1} -

... 
u = 0 

0 
' 

1} 

... ... 
1} e + Vp = f dans Q; 

... ... 
R x u.e = s dans Q; 

dans Q; 

= 0 sur 8Q; 

Il est commode d'écrire le système (2.2) sous forme opérationnelle. Pour 

cela, nous utilisons l'opérateur non borné A E .:E(H
1 
(Q),H-

1 
(Q)) défini au 

1 0 

Chapitre 1. Il est alors aisé de voir que le système (2.2) s'écrit 

(2.3) A <p + M <p = F 

où A <p 
... ~ 

(A u,A 11) , M <p 
0 1 

~ -+- ~ ~ 

- (11 e, R x u.e) et F = (Pf,s) 

... 
Le problème 2.1 devient alors équivalent à trouver (u,rJ) EV vérifiant 

(2.3). L'existence de (2.2) 
1 

une vérifiée telle que soit est p E 

conséquence d'un résutat contenu dans [120, propositions 1.1 & 1.2, p.14]. 

Comme conséquence du théorème de Lax-Milgram, nous avons le 

Théorème 2.1.- Sous l'hypothèse A + M est V-coercif, le problème (2.3) admet, 

... 
'rf F E V', une solution unique <p = (u,rJ) E V . 

Remarque 2.1.- Nous donnerons au § 3 une condition nécessaire pour que 

l'opérateur A + M soit V-coercif. 
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2.2.Régularité de la solution 

Nous nous contenterons ici de donner la 

Proposition 2.1.- Supposons que aQ E C
2 

et 

(2.4) 
... 2 2 

(f,s) E IL (Q) X L (Q) . 

... 
Alors, toute solution (u,tl,p) de (2.2) vérifie 

(2.5) ... 2 2 1 
u E IH (Q) , tl E H (Q) , p E H (Q) . 

Preuve.-

* De (2.2)
2

, nous déduisons également que - 1:1 tl e L 2 (Q) 9 tl e H2
(Q). o 

m+2 -> rn 
Remarque 2.2.- Si on suppose que Q est de classe C et si (f,s) E IH (Q) X 

Hm (Q), il est aisé d'établir que rp E 1Hm+
2 (Q) X Hm+

2 (Q) , p e Hm+ 
1

(Q). 

3.Problème spectral 

3.1.Préliminaires 

... ... 
Remarque 3.1.- Dans toute la suite de ce chapitre, nous poserons (f,s) = (0,0) 

et supposerons (sauf mention contraire) que le domaine admet une extension 

horizontale infinie, i.e. Q = IR
2 

X ]0,1( et que les solutions sont 

périodiques dans les directions horizontales. 

L'analyse qui suivra va nous permettre de caractériser théoriquement le 
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seuil d'apparition des mouvements convectifs au sein du fluide. A cet effet, 
... 

plaçons-nous dans le cas où Q est une cellule convective. En prenant e.rot rot 

(L.I) et compte tenu de (L.I) , nous obtenons le système suivant 
1 3 

(3.1) (oz - az r v+ i\ a T + Il (Oz - a z ) V = 0 dans ]0,1[; 
1 

(3.1) 
z 

a i\ x V - (oz - az) T-p.crxT 0 dans ]0,1[; 

(3.1) T = 0, V= 0 en z 0, z = 1; et 
3 

(3.1) si la paroi en b E { 0,1} est libre OZV(b) = 0; 
4 

(3.1) 
5 

si la paroi en b E { 0.1} est rigide OV(b) o. 

... ... 
Ici, i\ = ;--;;, 0 

d 
d z' cp (w,'l'J) (w u. e) a été développée en série 

de Fourier comme suit 

(3.2) 
1 

00 

~ = L 
m,n= - co 

cp (z) exp 
mn 

[ (rn a x + n (3 y) ] exp (- 11 t cr); 

(3.2) z 

(3.2) 
3 

z z z z z * 
a = rn a + n (3 , (m,n) E 71. , a * 0; 

W (z) 

T = 11 • v 
mn 

mn 

a ' Il E ~. 

Comme il est prouvé dans [17], le principe d'échange des stabilités est 

vérifié pour 8 petit, ce qui permet de conclure (lorsque 8 est petit) à 

l'absence d'instabilités oscillatoires lors de la première bifurcation. 

Signalons qu'Errafiy [31] a démontré la validité du principe d'échange des 

stabilités pour le problème de la convection profonde (cas libre-libre et 

rigide-rigide) à l'aide du critère de Routh-Hurwitz. 

Pour étudier la stabilité de la solution issue de la première 
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bifurcation, il est donc légitime de poser 1-L 

conduit au système stationnaire suivant 

(3.3) (oz - z 
rV+.\aT 0 a = 

1 

(3.3) z a.\ xV- (Oz - a z) T = 0 

muni des conditions aux limites (3.1) . 
3,4/5 

3.2.Formulation variationnelle 

Commençons par chercher le problème adjoint 

effet, prenons le produit scalaire dans L z(0,1) 

0 dans (3.1); on est alors 

dans ]0,1[; 

dans ]0,1[; 

à (3.3)-(3.1) . A cet 
3,4/5 

X L z(0,1) de (3.3) avec 

(V',T'), il est aisé de constater que le problème adjoint à (3.3)-(3.1) 
3,4/5 

s'écrit 

(3.4) 
1 

(3.4) z 

avec (3.1) 
3,4/5 

(oz - z 
a 

a ,\ V' -

r v· + ,\ a ;tT' = 0 dans ]0,1[; 

(oz_ a 2
) T' =0 dans ]0,1[; 

On en déduit que le problème (3.3) n'est pas auto-adjoint, aussi 

allons-nous avoir recours à une formulation variationnelle adjointe pour 

pouvoir déterminer la valeur propre critique ,\ de Il. pour laquelle une 
c 

solution stationnaire non triviale bifurquera de l'état de repos. Pour alléger 

les notations, posons 
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(3.5) s = a i\. , L = di ag ( ( D 
2 

Avec ces notations, le problème (3.3) s'écrit 

(3.6) L u + s B u = 0 , u vérifiant les conditions aux limites (3.1) 

De même, il est aisé de constater que v satisfait à l'équation 

(3.7) t 
L v + s B v = 0 (t - transposé), 

à laquelle sont associées les conditions aux limites (3.1) 
3,4/5 

(3.8) 

Introduisons la fonctionnelle 

I(u, v) 
(v,Lu) 
(v, Bu) 

s, 
1/2 

u, v E D(L ). 

Ici, 

alors le 

(. ,. ) désigne le produit scalaire usuel dans 

Principe variationnel adjoint [16]-[37] 

Minimiser la fonctionnelle I sur D(L l/2
). 

63 

2 
L (0,1). 

3,4/5 

Considérons 



Il est aisé de déduire que les équations (3.6) et (3. 7) sont les 

équations d'Euler du problème de minimisation. En effet, l'annulation de la 

première variation des fournit les équations (3.6) et (3.7). D'autre part, 

puisque ces équations n'admettent pas de solutions "explicites", posons 

(3.9) 

où c 
j 

u = I 
j 

c u 
j j 

conditions aux limites. 

v I 
j 

d v 
j j 

4 2 
E C ([0,1]) X C ([0,1]), et u, v 

j j 
vérifient les 

Introduisons (3. 9) dans (3.8), il vient en vertu du principe variationnel 

(3.10) 
1 

(3.10) 
2 

a s 
ad 

k 

a s 
ac 

k 

0 

= 0 

=} I 
j 

c (v ,L u + s B u ) = 0 
j k j j 

d (u ,L v+ s Bt v ) 
j k j j 

O. 

Ainsi, si les solutions du système (3.10) sont non triviales, 
1 

alors les 

solutions de (3.10) le sont également. Puisque les u et v satisfont aux 
2 rn j 

mêmes conditions aux limites, on peut prendre u = v V m. Utiliser la méthode 
rn rn 

de Galerkin pour déterminer le seuil de convection revient alors à utiliser le 

principe variationnel adjoint et inversement. Pour des raisons techniques, 

posons 

(3.11) '{}' = - a i\ T' , '{} = - i\. a T , J.1. = a 
2 

i\ 
2 2 

Ra ; 

les systèmes (3.3) et (3.4) s'écrivent avec ces nouvelles inconnues 
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(3.12) (o 2 
- a

2r v = il 
1 

dans ]0,1[; 

(3.12) 
2 ( o2 

a
2

) il = - p. X V, dans ]0,1[; 

et 

(3.13) (o2
- a

2r V' = x il' 
1 

dans ]0,1[; 

(3.13) 
2 

(o2 
a

2
) il' - p. V' , dans ]0,1[; 

V, V' il et il' vérifiant les conditions aux limites (3.1) 
' 3,4/5 

Soient (v ,T) (resp.(v' ,T')) les fonctions propres de (3.12) (resp. 
j j k k 

(3.13)) correspondant à la valeur propre p.j (resp. p.k). Il est aisé d'établir 

que (cf. [16, Appendix IV, Eq. (37)] 

(3.14) 
( 'i?T , 'il T' ) + a 2 

( T , T' ) 
j j j j 

Dans tous les cas de conditions aux limites (3.1) , on peut prendre 
3,4/5 

(3.15) T = l: A< j > sin(mrz), v = l: A< j > u 
1 j n j n n 

n n 

(3.15) T' = l: B< j > sin(nrrz), v' l: B < j > u' 
2 j n j n n 

n n 

d'où 
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I A~jl B~jl ( mz n:z + az) 

(3.16) rn 

n rn 
u ' rn u~ ) 

Cherchons le minimum d (A <i> B<i>). a' e fl.= J.l. ' ' cet effet, introduisons 
J J rn n 

la quantité 

(3.17) :J 2
1

11-. I A< j > B < i > (rn 2 2 2 II A< j >B< j > (mlnl = 1l + a ) -
rn rn rn n 

J rn rn n 

avec (mlnl = ((o2 
_ a

2
) urn, ( 02 - a2)u~) . 

J.lj est alors un multiplicateur de Lagrange et :J atteint son extremum si 

(3.18) a :J a :J = 0 , rn, n = 1, .... ; 
a A< i> a B< j > 

rn n 

ce qui conduit à l'équation séculaire suivante 

(3.19) 

Notons que compte tenu de (3.13) 
1 

(3.20) 

ce qui simplifie énormément les calculs pour déterminer le nombre de Rayleigh 
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critique R dans les cas de conditions aux limites rigide-rigide et 
c 

rigide-libre. 

3.3.Convection profonde d<;ins une boîte 

Pour plus de généralité, intéressons-nous au cas où le domaine Q est une 

boîte convective (i.e Q = ]-112 h ,112 h [ 
1 1 

Posons pour plus de commodité 

(3.21) 
... 
u 

... 
v 

-i\- i\ 

le système (2.2) devient alors 

(3.22) 
1 

(3.22) 
2 

(3.22) 
3 

... 
- f:, v - i\ '{} 

- f:, {} - i\ x 

... 
div v 0 

... ... 

' i\ of. 0 

... ... 
e + i\ Vp 0 

...... 
v.e 0 

x ]-112 h ' 
2 

112 h [ 
2 

x ]0, 1[). 

dans Q; 

dans Q; 

dans Q; 

(3.22) 
4 

v= 0 '{} = 0 sur lxi 
1 = 2 h

2
, z = 0 , z = 1. 

En prenant le 

X L 
2

(Q), on obtient 

(3.23) i\ = 

produit scalaire de 

... ... 
( ( 1 +;t) v. e, fJ) 

... 
(3.22) avec 

1 '2 
(v ,fJ) dans 

D'où la première valeur propre critique i\ est donnée par la relation 
c 

(3.24) i\ = min i\ 
c ... 

v,{} 
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A partir de (3.23), notons que À = fR > 0 
-> -> 

((l+x v.e,il) > O. D'où 

si À < À (i.e. R < R) l'opérateur A + M (cf.(2.3)) est V-coercif. 
c c 

La valeur de À ne peut être obtenue ici que par une méthode numérique. 
c 

Soient {;n}n E IN {iln}n E IN, {pn}n E IN des suites d'éléments de [C
2

(Q)]
3

, 

-> c2
(Q) et C 

1 
(Q) respectivement. En outre, nous choisirons v satisfaisant à 

n 

-> 
div v = 0 

n 
dans Q, ce qui implique que la dérivée normale de la 

composante normale à la frontière est nulle, i.e. 

a vj 
n 

a x 
j 

= 0 sur 1 a frontière x , j = 1, 2, 3 
j 

Posons 

(3.25) d il ' p n n 

En substituant (3.25) dans (3.22) et en prenant le produit scalaire dans 

IL 2 (Q) X L 2 (QJ de l'équation résultante avec (; ,il ), il vient 
j j 

(3.26) 
1 

(3.26) 
2 

N 

I -> -> 
dk ('ïlil ,'ïlil) - c À (x v .e,il) 

k= 1 k j k k j 

N 

I-
k=1 

-t-4 -t -t 

d À (il e, v ) + c ('ïJv , 'ïJv ) 
k k j k k j 

0 

O. 

Le système (3.26), peut s'écrire de ·manière équivalente 

(3.27) 
[ 

u 

À w 

À v 

z 
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avec 

.... .... 
U - (Il{} , \l{} ) , Z = - (V v , V v ) , 

k j k j 

-+ -+ -+ -+ 
V = C::t v .e,{} ) , W = ({} ,v .e) . 

k j k j 

L'existence d'une solution non triviale pour le système (3.27) est 

assurée lorsque det M = 0 = U Z - À 
2 

V W . On en déduit alors À 
c 

inf À .... 
{} ,v 

j k 

u z - À 
2 v w = o. 

.... 
Des simplifications sont possibles pour le choix des v , {} . En effet, en 

j j 

théorie linéaire, seul le nombre d'onde "a" joue un rôle dans la 

détermination de R (ou À ) lorsque le domaine a une extension horizontale 
c c 

infinie, ceci ne permet pas de distinguer clairement la dépendance en x et y 

des solutions. On peut donc pour simplifier supposer que la convection naît 

sous forme de rouleaux dans la boîte (cf. [24]). 

3.4.Cas d'une cellule convective 

Ayant défini le seuil critique de R dans les sous-paragraphes 
c 

précédents, montrons maintenant que les valeurs propres de (3.20) sont des 

points de bifurcation, mais au préalable remarquons qu'il est aisé d'obtenir 

les relations (3.23)-(3.24) dans le cas où D est une cellule convective. Il en 

.... 
découle que l'unique solution du problème (3.22) lorsque R < R est (v,{}) = 0, 

c 

p = const., i.e. lorsque R < R ; seule la conduction sert à transporter la 
c 

chaleur. Pour des raisons pratiques, il est préférable de considérer le 

problème adjoint à (3.22) qui s'écrit 
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(3.28) 
... ... ... 

-!:,. u - ÀXT e + À Vq = 0 dans Q· 
1 ' 

(3.28) 
... ... 

- t:,. T - À u.e = 0 dans Q· 
z ' 

(3.28) 
... 

div u = 0 dans Q· 
3 ' 

... ... 
(3.28) U= 0, T = 0 sur z 0, z = 1. 

4 

... 
Où r2 désigne une cellule convective et q la pression. En prenant e.rot 

... ... 
rot(3.28) , compte tenu de (3.28) et après élimination de u.e, il est aisé 

1 3 

d'obtenir l'équation 

(3.29) 
1 

t:,.3 T dans r2; 

(3.29) 
z T 0, tJ. T o , a tJ.T 0 sur z =0, z = 1. 

z 

... ... 

Or, dans ce cas de conditions aux limites, w = u. e est une fonction paire 

en x et y (cf.[61]), d'où T est également paire en x et y et l'on peut poser 

(3.30) T = f(z) cos(n k x) cos(n k y). 
1 1 z z 

Il vient alors, d'après (3.29), le problème aux valeurs propres suivant 

(3.31) (oz - azr f = - R X z 
f dans ]0, 1[, D 

d 
a = CfZ 1 

(3.31) 
2 

f 0, (Oz - a z) f .= 0, D (oz _ a 2
) f 0 sur z = 0, z 

lei 
z 

a E IN . 

1. 

De la même manière que dans [62] et en utilisant des résultats contenus 

dans [66], on montre que (3.28) (ou (3.31)) admet une suite de valeurs propres 
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(3.32) 0 < R (a) < R (a) < .... < R (a) < ..... . 
1 2 n 

et que pour presque tout (k ,k ) ces valeurs propres sont simples. Ce qui 
1 2 

signifie que chaque valeur propre R. (a) constitue un point de bifurcation. Ces 
J 

résultats sont obtenus plus simplement dans le cas de conditions de surfaces 

libres. En effet, au lieu des conditions aux limites (3.29) , il faut écrire 
2 

(3.33) T = 0 , !:J. T = 0 , 8
2 

!:J.T = 0 sur z = 0, z 1. 
z 

Or, dans une cellule convective, par hypothèse, T est périodique, nous 

pouvons alors poser 

(3.34) T = ~ 
k ,m,n 

a 
kmn 

cos 

* a E IR ; k, rn, n E IN 
kmn 

( 
krrx 

a ) cos ( 

n 
0 

E IN. 

rnrry 
(3 ) 

. ( nrrz ) sm --
0
-, 

Introduisons (3.34) dans (3.29) , il en résulte 
1 

(3.35) R 
kmn 

s1n -- s1n ---( 
. (nrrz ) . ( nrrz ) ) 

o ' 0 

s1n -- s1n ---. (nrrz ) . ( nrrz ) ) 
o ' 0 

où (.,.) - (.,.) 
2 L ( o, 1) 

. On en déduit 
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(3.36) R 
kmn 

2 
rn 

(32 

Remarquons que R 2:: R = 
kmn c 

+ 
2 

n 
2 

0 

27 
4 

r ( :: + 

2 
rn 0 

2 

rr
4 

(1 + ~) (cf.§ 4.1, Eq.(4.4)); on 

déduit alors que la solution donnée par la relation (3.34) n'a aucune chance 

d'exister si R < R . Un raisonnement simple montre une fois de plus que pour 
c 

presque tout 0 les valeurs propres R sont simples et sont ainsi des points 
kmn 

de bifurcation. Dans le paragraphe qui suit, nous donnerons quelques fonctions 

tests permettant de déterminer la valeur de R pour différents cas de 
c 

conditions aux limites. 

4.Quelques solutions approchées du problème (3.3) 

Nous allons donner dans ce qui suit quelques solutions approchées des 

problèmes (3.3) ou (3.4) pouvant servir soit à des fins numériques, soit pour 

effectuer des calculs explicites des coefficients des systèmes dynamiques ou 

des formes normales. 

4.1. Conditions de surface libre 

Dans ce cas, le système (3.3) est muni des conditions aux limites 

(3.1) ces conditions sont satisfaites identiquement par une superposition 
3,4 

de modes de fourier de la forme 

(4.1) (V ,T ) sin(nrrz). 
n n 
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(4.2) 
1 

(4.2) 
2 

Ici, a 

(4.3) 

Après substitution de (4.1) dans (3.3), nous obtenons pour le mode n 

a
2 

V + a À T = 0 
n n n 

aT +a À 
n n 

n 

La condition de résolubilité du système ( 4. 2) conduit à 

3 

R (a) 
n 

n 

Le seuil d'instabilité est donné par le minimum de la courbe de stabilité 

marginale (cf. fig.l) qui correspond à n = 1. 

R 

R 
c 

0 
a 

c 

fig.l courbe de stabiLité marginaLe. 

Un calcul simple conduit à 
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a=---­(4.4) Tl 
R 

c c 

Il est aisé de constater que lorsque R < R (resp. R > R ) l'état 
. c c 

conductif est linéairement stable (resp.instable) (cf. [132, p.337]). 

4.2.Conditions aux limites rigide-libre 

(4.5) 
1 

(4.5) 
2 

(4.6) 
1 

(4.6) 
2 

où 

Notons que les conditions aux limites s'écrivent ici 

T(O) V(O) 0· 
' 

T(l) = V(l) = DV(l) = O. 

Un premier choix consiste à poser (cf. [32]) 

T = I B sin(nnz), 
n n2:1 

v = I A { [an + bn (z - 112) ] ch[a(z - 112)] + n 
n 

+ [en + d (z - 112)] + sin(nnz) } 
n 

A,B EIR,a = 
n n n - n Tl sh(a) ch(a) - a 

b = 2 a coth
2
(a/2); 

n n 
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3 
c = - a coth (a/2) d = - 2 a coth(a/2). 

n n n n 

L'obtention d'une solution plus simple que 

effectuer les calculs) est possible. A cet effet, posons 

la solution ( 4. 6) (pour 
2 

v= I 
n 

A v 
n n 

(où v est à choisir); 
n 

nous pouvons alors prendre v solution de l'équation suivante 
n 

(4.7) 
1 

0 ; v satisfaisant à (4.5). 
n 

En outre, nous pouvons toujours normaliser les v comme suit 
n 

(4.7) 
2 

Il est aisé d'établir que 

(4.8) 
1 

avec 

(4.8) 
2 

(4.8) 
3 

v = 
n 

2 a 
n 

2 
-r 

n 

sh(r z) 
n 

sh(r l 

1 
2 

1 
2 

n 

= 0 
mn 

sin(-r z) 
n 

sin(-r ) 
n 

2 2 
a + 4 a a 
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(4.8) 
4 

th (ô' ) tg (1; ) 
n n 

---= 
ô' T 

n n 

Cette méthode est une variante de [16, Appendix V]. Pour T on prend la 

représentation (4.6) . 
1 

4.3.Conditions de surfaces rigides 

Ce cas a fait l'objet de nombreuses études : on le rencontre dans le 

problème de Couette-Taylor. Les conditions aux limites s'écrivent ici : 

(4.9) V(O) V(l) = DV(O) = DV(l) 0 , T(O) = T(l) 

Posons 

(4.10) v I 
j 

A v , T 
j j 

On peut prendre comme dans [32] 

(4.11) 
1 

(4.11) 
2 

et 

T = a. sin(nrrz) , a. 
n n n 

2 2 2 
= n rr + a 
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2 a 
(-l)n - 1 

sh(+)· b 
(-l)n + 1 

sh (+)• = n n sh(a) = - n n 
sh(a) - a n + a n 

2 c 
(-1)n + 1 

ch(+)· d 
(-1)n - 1 

ch (+). = n n sh(a) = - n n 
sh(a) + a n - a n 

Etant étendu que a est choisi de sorte que sh(a) * ± a. D'autres choix 

sont possibles, nous en donnerons quelques exemples ci-dessous (sans être 

exhaustif). 

On peut choisir également les bases suivantes 

(4.12) v = sin(nz) sin [(2 j -1)nz]. T = sin [(2 j - 1) TrZ] 
j j 

(cf. [50]); ou prendre 

(4.13) v COS ( (j - 1) TrZ) - cos ( (j + 1) rrz) ' 
T = sin(jnz) . 

j j 

Maintenant, effectuons le changement de variable suivant 

(4.14) ç = 1 - z ' f}' - a Il. T' , 

dans (3.4). Par suite, on obtient le système 

(4.15) (D~ a
2r V' = (1 + 0 Ç) ~· Ç E )0,1(; 

1 

(4.15) (D~ 2) ~ 2 
R V' Ç E )0,1(; - a -&' = - a 2 

V' et f}' satisfont à (4. 9). 

En comparant le système (4.15) avec [16, Chap.7, Eqs.(201)-(202)], on 
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constate qu'ils sont identiques (o est "équivalent" à o:: et R est "équivalent" 

au nombre de Taylor). Il est alors immédiat d'obtenir 

( 
3 

2 + a2 ) rr 

(4.16) R = 
c 2 2 

0 
a

2
{ 

1 - 16 a rr ch ( a/2) 

} 1 + 2 ( rr2 2 2 + a ) (sh(a) + a) 

cf. [16, Chap.7, Eq.(215)]. 

Pour 

(4.17) 
1 

a a 3.12 nous avons R 
1+(o/2l 

1715. 
c c 

En troisième approximation, cf. [16, Chap.2, Table IV, p.58], pour a 

a 3.117, on obtient 
c 

(4.17) 
2 

R 1707,775 (1 + 
c 

0 
2 

- 1 
) . 

(On pourra comparer cette valeur avec la valeur obtenue par Errafiy [31, 

( l ( ~)-1 ) Chap.3, Eq. 3.64) : R c = 1707.9 1 + 
2 

pour ac= 3.1i7 . 

Compte tenu de la symétrie des conditions aux limites, il est pratique de 

poser 

(4.18) 

situant ainsi l'origine à mi-hauteur de la couche fluide. 

Le problème adjoint à (4.15) s'écrit 
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(4.19) (o 2 zr V= T dans ]-1/2,1/2[; - a 
1 

(4.19) ( D
2 

- a
2

) T = -
2 R V f(Z) dans ]-1/2,1/2[; a 

2 

avec f(Z) = 1 + (o/2) + oZ; V et T vérifiant (4. 9) en - 1/2 et 1/2. 

On peut alors choisir comme base dans L 
2

( -1/2,1/2) les fonctions propres 

de l'équation [16, Appendix V] : 

(4.20) 
la 

4 
a. F, 

(4.20) F 
1 b 

0, DF 0 

Les fonctions propres F se décomposent en deux groupes 

(4.20) 
2 

( i) les fonctions paires 

ch(À Z) 
C = ___ rn~--

rn ch ( ~rn J 

cos(À Z) 
rn 

À 

cos( -T-) 

(ii) les fonctions impaires 

(4.20) 
3 

sh(!-l Z) 
S = ___ rn __ _ 

rn 

Où À et 1-1 sont solutions de 
rn rn 

sin(l-1 Z) 
rn 

sin( 1-l; ) 
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(4.21) 

Il est immédiat de vérifier que 

(4.22) (C ,C ) 0 ' nrn 
(C ,S ) 

n rn n rn 

où (.,.) - (.,.) 
2 

L (-1/2,1/2) 

On prend alors 

(4.23) T = I a cos(mrZ), v I n 
n n 

b 

Pour effectuer certains calculs, 

0 

c + d 
n n n 

il est 

(S ,S ) 
n rn 

S. 
n 

= 0 ' nrn 

plus intéressant de travailler 

avec des polynômes orthogonaux. A cet effet, cherchons des polynômes vérifiant 

(4.24) + a
2 F .F 

rn n nrn 

Il est alors aisé d'obtenir (cf. [106]) 

(4.25) 
1 

(4.25) 
2 

,T=L 
j 

I 
j 

a T 
j j 

a E IR; 
j 

b V b E IR. 
j j j 

L'avantage des polynômes T V devient évident si l'on constate que 
j j 
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(4.26) Ç(m,n) 

satisfait à une relation de récurrence simple, à savoir 

(4.27) Ç(m,n) 
Ç(m,n - 1) 

= - n 
(Zn + + 1) 1 2 rn 

{ 0 si rn est impair, 
(4.27) Ç(m,O) = (+)rn 2 - 1 

pair. ( m+1) pour rn 

Les polynômes T et V donnés en (4.25) sont invariants sous l'action de 
j j 

la symétrie Z - Z Or le problème ( 4.19) n'est pas invariant sous 

l'action de cette symétrie, aussi est-il judicieux de poser 

(4.28) 

Remarque 4.1.- L'omission des termes non symétriques, induit pour tous les cas 

de conditions aux limites étudiés ici une symétrie cachée qui peut se 

retrouver dans le problème non linéaire lors de la recherche de la forme 

normale. 

En éliminant T dans (3.3), il vient 

(4.29) (o 2
- a

2r v - R 2 x v = a 
1 

dans ]0,1[; 

(4.29) 
2 

V(h) = D 2
V(h) = D4

V(h) = 0 si la paroi en h est libre; 

2 

(4.29) V(h) DV(h) (o 2 
- a

2
) V(hl = 0 

3 
si. la paroi en h est rigide; 
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h = 0 ou h = 1. 

On constate aisément que le problème (4.29) est autoadjoint dans le cas 

de conditions aux limites libres. Il ne l'est pas dans les autres cas. Sa 

résolution dans le cas libre-libre ne pose aucun problème; en effet, on prend 

(4.30) v= L a sin(jrrz), a E IR. 

(4.31) 

j=1 
j j 

Dans les autres cas, on pose 

v= L 
j 

a 
j 

Jo 1 j -n 
---7--;--. ---;"7 a z 

(j-n)! j 

En introduisant (4.31) dans (4.29) , on obtient 
1 

(4.32) L (m+6)! 
rn! 

rn 
a z 

m+6 
m;::o 

(m+4)! 
rn! 

(m+2)! 
rn! 

a 
m+2 

rn z 
6 - a L rn 

a z 
rn 

+ C( 
1 L 

m=O m=O 

a zm = 0; 
m-l 

avec a = R a 
2 

(1 +o) , a = R a 
2 

o. 
1 2 

rn 
a z + 

m+4 

rn 
a z + 

rn 

Les coefficients a sont déterminés par les conditions aux limites 
j 

( 4. 29) selon le cas considéré. 
2,3 

Posons maintenant 
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(4.33) A = R a 
2 

( 1 +o l, Q = - R a 
2 o, 

l'équation (4.29) s'écrit donc 
1 

(4.34) - [ A + Q z ] V. 

Or (4.34) a été étudiée dans [118] avec A 6 = A - a . On peut donc poser 

(4.35) 

Il 

(4.36) 
1 

(4.36) 
2 

5 co 

v =L a f (z) f (z) =L b(n) zj , n = 0, 1, .. , 
n n n j 

n=O j=O 

est aisé de déduire que 

b(n) = 
j j! { 3 a

2 

b(n) = 
- 1 

( 
A b(n) 

j-6 

0 , b(n) 
j 

(j-2)! b(n) - 3 a 4 (j-4)! 
j-2 

+ Q b~n)) (j-6)! }• 
J-7 

jn 
( 0 :::; n =" S). 

S. 

b(n) 
j-4 

+ 

Les coefficients a sont déterminés à partir des conditions aux limites. 
n 

Par exemple, lorsque la paroi en z = 0 est rigide, on obtient 

(4.37) a = a = O. 
0 1 

4.4.Solutions approchées dans le cas o « 1 
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Dans de nombreux problèmes rencontrés en géophysique ou dans 

l'industrie, le paramètre de profondeur o « 1; d'où l'intérêt de ce cas. Pour 

des raisons techniques, posons 

(4.38) z = ( 112) - z 9 0 
2 

z 
2 0 = 0 • c = ..,---:;-::-=-1+(o/2) ,J.L 

Substituant (4.38) dans (4.29) , il résulte (pour le cas rigide-rigide) 
1 

( o
2 

3 

(4.39) - a 
2

) V = - J.L (1 + c Z) v dans ]-112,1/2[; 
1 

1 
(4.39) v DV (oz - az) v 0 en Z + = = = 2; 2 

Or, ici, par hypothèse o « 1 (i.e. c « 1), nous pouvons donc chercher V 

et J.L sous la forme d'un développement en série entière en c. Ainsi, nous 

poserons 

(4.40) 
1 

(4.40) 
2 

V V + c V + c
2 

V + o(c 2
), 

( 0} ( 1} ( 2} 

En introduisant (4.40) dans (4.39), il est aisé d'obtenir (cf. 

[16, § 71, pp.310-312] ou [31, Chap.3, § 6]) 

(4.41) { 1 -
2 llo 

[(OjZjll.OjZjOl J } Il = J.Lo c 
J.L - llo 1 

avec (kj Zj j) = (" w . z. '{} dZ, 
k j 

1/2 
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et 

les fJ satisfont à (4.39) 
k 2 

Un simple calcul permet d'obtenir la valeur suivante pour R 
c 

(4.42) 
1707,9 

R = --.....:....,,---
c 0 

1 + 
[ 1 - 7,61. 10-

3 
c

2 
] , (pour ac = 3,117). 

Lorsque o = 0 , l'équation (4.29) 
1 

s'écrit 

(4.43) 

V satisfaisant aux conditions aux limites (4.29) 
2,3 

Les solutions de (4.43) sont données par (cf. (16, Chap.2, § 15]) 

3 

(4.44) I A ch(q z), 
n n 

V(z) 
n=l 

avec pour le 

(i) cas rigide-rigide 

a = 3,117; R = 1707,762, 
c c 

* ql 3,974; q2 = 5,195 - i 2,126; q3 = q2 

A = 1; A 
1 2 

-2 -2 
- 3,076. 10 + 5,194 .10 
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(ii) cas libre-libre 

R = 
c 

27 4 
--4- rr a = 

c 
rr, A = 1 , A = A = O. 

1 2 3 

La solution (4.44) ne contient que les solutions paires dans le cas 

rigide-rigide, les solutions impaires dans ce cas sont données par 

(4.45) v 

avec 

sin(q z) - 0,017 sh(q z) cos(q z) + 0,003 ch(q z) sin(q z), 
0 1 2 1 2 

7,138 q = 9,111 
1 

q
2 

= 3,789. 

En comparant les valeurs de R obtenues respectivement pour les solutions 
c 

paires et impaires, il s'avère que le premier R atteint correspond aux 
c 

solutions paires (cf. [16, Chap.2, Table 1, p.38]); dans ce cas, la solution 

impaire correspondante s'écrit 

(4.46) v sin(q z) - 0,045 sh(q z).cos(q z) + 0,012 ch(q z).sin(q z), 
0 1 2 1 2 

avec q = 7 257· q = 7 371· q = 3,664. 
• 0 ' ' 1 ' ' 2 

4.S.Convergence de la méthode de Galerkin 

Tout au long du § 4, nous avons donné quelques solutions approchées 

permettant la détermination du nombre de Rayleigh critique R . La question de 
c 

la convergence des R (calculés à partir des solutions approchées) vers les R 
c c 

exacts s'impose. Pour répondre à cette question, rappelons le 

Théorème 4.1. [94, Sec.S2] - On considère L'équation 

(4.47) Aw-i\Kw 0· , 

où i\ est un paramètre, A et K sont des opérateurs Linéaires de domaines 

repectifs D(A) et D(K) denses dans un espace de HUbert H (Le produit scalaire 

dans H est noté par (.,. )). En outre, on suppose que D(A) c D(K). Si 
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(i) L'opérateur A est défini positif (i.e. (Au,u) > 0 , V u ;t: 0) et 

autoadjoint, 

et si 

(ii) l'opérateur A -
1 

K peut être prolongé en un opérateur compact dans H 
0 

= D(A 1/2 ). 

Alors 

la valeur approchée de i\ déterminée par la technique de Galerkin 

converge vers la valeur exacte de i\. 

Par retour au système (3.3), il est aisé de le réécrire sous la forme 

(4.47) avec 

K 
[ 

0 

-ax 
et w 

On vérifie ensuite sans peine que les hypothèses du théorème 4.1. sont 

satisfaites (cf. [25]), d'où la conclusion.o 

Ayant complété dans ce chapitre l'étude de la stabilité linéaire réalisée 

dans [31) et [32], il nous reste à effectuer une analyse non linéaire des 

équations de la convection profonde. Ce problème fera l'objet du chapitre 

suivant. 
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CHAPITRE III 



CHAPITRE 3 

ANALYSE NON LINEAIRE 

ETUDE DE QUELQUES SYSTEMES DYNAMIQUES 

Au Chapitre 2, nous avons mis en évidence et caractérisé les points de 

bifurcation du problème linéaire associé aux équations de la convection 

profonde. Dans ce chapitre, notre intérêt se portera sur l'étude de la 

stabilité non linéaire de certains systèmes dynamiques obtenus à partir des 

équations de la convection profonde bidimensionnelle instationnaires. Au § 1, 

en effectuant une troncature très sévère, on obtient le système de Lorenz 

"profond", dans le cas de conditions aux limites libre-libre; les bifurcations 

ainsi que l'existence d'un attracteur pour ce système sont également 

analysées. Ensuite, au § 2, nous obtenons un système dynamique à six modes 

analogue au système de Howard & Krishnamurti; sous les hypothèses de cellules 

longues et du nombre de Prandtl petit devant 1, ce système est ramené à un 

système canonique à trois équations identique au système étudié par Hughes & 

Proctor. 

l.Système de Lorenz Cas Libre-Libre 

l.l.Obtention du système de Lorenz 

Pour simplifier, supposons que des rouleaux convectifs parallèles 

prennent naissance au delà de R = R . Il en résulte que le vecteur vitesse 
c 

est perpendiculaire à l'axe des rouleaux. Cette hypothèse introduit une 

invariance du système par translation le long de la direction de l'axe des 

88 



rouleaux. Ceci nous permet de nous placer dans le cadre des équations de la 

convection profonde b id imensionnell e. Considérons 

(4.37)-(4.38) du Chapitre 1 
1 • 3 

[~ + aT 

;t(z) 

(S) 

a 1/J a 
az ax 

a 1/J a 
a z ax 

a 
az + 

[ 4 (U) 2 

+ (U 
axaz a z 2 

+ 

1/J=O,f>=O, 0 

alors le système 

dans Ç2; 

} = tl f} + 

r J dans Ç2; 

sur z = 0, z = l. 

Les conditions de périodicité dans la direction horizontale suggèrent de 

poser 

(1.1) 
l 

(l.l) 
2 

T 

L A. _(t) sin(jrrz) sin(iqx); 
. . lJ 
l,J 

L 
i ,j 

8 (t) sin(jrrz) cos(iqx); 
ij 

avec t = <J T , q étant le nombre d'onde horizontal. 

L'introduction de ces relations dans le système (S), suivie de la 

technique de Galerkin, nous permet d'obtenir un système différentiel infini. 

Pour pouvoir 1' étudier, on est obligé de le tronquer (le choix des différentes 

troncatures a été étudié dans [31)). On prendra ici 

( l. 2) 
1 

(1.2) 
2 

rp = A (t) sin(rrz) sin(qx), 
11 

T = 8 (t) sin(rrz) cos(qx) + 8 (t) sin(Zrrz). 
11 02 
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On obtient alors le système de Lorenz (cf. [132, p.366]) 

(1.3) d x - cr X - R Y, cr = 
1 d 1: 

(1.3) d y 
- 1-L y - a cr X - cr X Z, cr = 

2 d 1: 

(1.3) d z 
- b 1-L z + cr X Y, cr 

d 1: 3 

(n 
2 2 1l q 

avec 1: = + q ) t x = A 

lz (n2 
u' 

2 
+ q ) 

2 
y = ______ n __ q~--------- B , Z 

11 

2 
1l q 

a = 

lz (n2 

2 
q 

2 
+ q ) 

b 1-L = ------;:;0:--­
+ --2-

1.2.Quelques préliminaires théoriques [41]/[lll] 

Considérons pour plus de généralité le système d'évolution suivant 

(1.4) ü = X(;\,u) , 

avec À E 1\ = IR 
1 

un paramètre réel, u E 'B = IRn et X : IR X IRn IRn un champ 

de vecteurs de classe C
00 

(dans le cas où X est un opérateur aux dérivées 

partielles, 'B est un espace de Banach adéquat , on exigera également que la 

solution u soit assez régulière). 
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(1.5) 
1 

Soit u = u , un point fixe de (1.4), i.e. 
0 

X(i\,u ) = 0, 
0 

V i\ E A, 

et soit L(i\) l'opérateur linéaire défini par 

( 1. 5) 
2 

L(i\) D X(i\, u ). 
u 0 

On suppose que, pour i\ < i\ , le spectre de L(i\) est situé à gauche du 
0 

demi-plan complexe; tandis que, pour i\ = i\ , un ensemble fini de valeurs 
0 

propres s (i\) , j = l, .... ,k, traverse l'axe imaginaire avec 
J 

(1.6) Re(s (i\ )) 
j 0 

0, 
d Re(s}i\l 1 

-d...,.--,i\;:------ i\ = i\ > 0 ' j 
0 

1, ..... , k; 

le reste du spectre étant à une distance finie de l'axe imaginaire. Ces 

valeurs propres critiques sont supposées simples ou ayant les mêmes 

multiplicités algébriques et géométriques. Dans le cas d'une équation aux 

dérivées partielles, on exige que les valeurs propres critiques soient en 

nombre fini et l'opérateur L(i\ ) est supposé de Fredholm d'indice O. 
0 

Considérons maintenant le système 

(1. 7) u X(i\,u) , i\ = o. 

Appliquons le théorème de la variété centrale [15]/[18]/[52]/[128] au 

Point i\ = i\ alors on en déduit l'existence d'une variété linéaire E = 
o' 

Crit(:i ) (Crit(:i ) étant la variété correspondant aux valeurs propres de :i 
0 0 0 

ayant une partie réelle nulle et :i 
0 

= L(i\ ) ® 0) 
0 

et une variété 

locale W, tangente à E en (i\ , u ) telle que 
0 0 

les solutions de 

91 

centrale 

(1.4) au 



voisinage de (i\ , u ) soient dans W. Il est évident que E = A ® Crit(L(i\ ) 
0 0 0 

l_ 
A ® V. L'espace de Banach 'B peut alors être décomposé comme suit 'B = V ® V 

La variété W peut être écrite localement comme le graphe d'une _application 

h : A® V 
..L 

--~V 

W={ j_ 
(i\,v,w) E A® V® V 1 w = h(?t,v) }· 

Puisque la variété centrale W est une variété invariante sous l'action du 

flot (ou coulée), on peut considérer la restriction de (1.7) à W; en outre, W 

est localement isomorphe à A ® V, on peut alors projeter cette restriction sur 

E = A ® V et on écrit 

(1. 8) 
1 

( 1.8) 
2 

L'équation 

v = F(i\, v); 

i\ = o. 

(1. 8) 
1 

est l'équation de bifurcation de (1.4). 

1.3.Formes normales du système (1.3) 

Par retour au système (1.3), il est clair que le point F = (0,0,0) est 
0 

un point fixe du système (1.3) et que le linéarisé du champ de vecteurs au 

point F est 
0 

1 
R 

0 - ---
(} 

(1. 9) L(R) = - a j..L 
0 

(} 

0 0 b Il 
(} 

Il est immédiat de constater que l'axe Z est une variété stable pour tout 
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R > 0, on peut donc le négliger et s'intéresser à la sous-matrice 

[

-1 

-a 

(1.10) 

- : ]--~ A . Le polynôme caractéristique de A 

P(s) 
2 

= s + s j.l 

() 

a R 
() 

=O. 

s'écrit 

Notons que s = 0 est une solution de ( 1.10) si 1-L = a R. Il est également 

aisé de constater que le système (1.3) est invariant sous l'action de la 

symétrie S : [ X-----'> -X , Y ---~ -Y, Z ------'> Z ]. Au point R = R , se 

produit une bifurcation fourche (pitchfork) et la solution 

c 

F bifurque. 
0 

En 

utilisant la technique de la variété centrale et de la forme normale (cf. par 

exemple [122]), il a été possible d'obtenir l'équation d'amplitude suivante 

(pour les détails des calculs cf. [132, pp. 592-599]) 

(1.11) 
d A 
d T 

a 

() (1 + _/1_) 
(J" 

(R- _1-L_) A­
a 

Ici A est une amplitude. Le coefficient devant A 
3 

étant négatif, on en 

déduit que la bifurcation est surcritique. Le diagramme de bifurcation 

correspondant à ( l.ll) est 
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A 

stabLe 

R 

fig.l diagramme de bifurcation au voisinage de R . 
c 

Remarquons que si cr < 0 (ce cas n'a aucune réalité physique en mécanique 

des fluides, mais peut néanmoins se rencontrer en physique des lasers [68, 

p.277l, cr ne désignant plus alors le nombre de Prandtl), et = - 1 , 

a R 
= -1, alors nous obtenons un point de bifurcation de codimension 2 (car 

2 
s = 0); ce cas est très intéressant mathématiquement. Auquel cas, et sans 

entrer dans les détails, nous obtenons le développement suivant de la variété 

centrale (cf. [52, p.l31] 

(1.12) 
1 

x= 

{ 2) 
w = 

a b 
2 

u + 

R 
u,Y=v-u,w=Z, 

(b + 2) u. v - 2 (2 + b) v + h.o.t; 
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et le système essentiel 

(1.12) 
2 

(1.12) 
3 

u = - v 

~ = - ( 
a R 

cr +) u - (~ + 1) 
2 R R 

cr 
(b + 2) 

a b
2 

u v + 
(b + 2) 

a b
3 

ç (u, v,l + 
a R 

cr 
1-L 
cr 

+ 1), 

cr 

d x 
X= d T 

R 3 v + b u + cr a 

Le théorème de la forme normale appliqué au voisinage de Ç = 0 nous 

permet de négliger le terme u 

normale suivante 

2 
v (cf. [52, p.362], ce qui conduit à la forme 

(1.12) 
4 

(1.12) 
5 

u = 

d x d b d 
x' x' = y 

' dt CfT- (b 2) + d t 

y' = I-Ll x + I-L2 y 

(~ +) 

b 
(b + 2 ) a x , v = 

3 
+ x - x 2 y, 

(b + 2) 

b 

b 
2 

= (- cr__,R=-a_b_ ) 
11

~ ----ry,r 
(b + 2)

2 

Le système (1.12) a fait l'objet de nombreuses études (cf. par exemple 
4,5 . 

[3)-[52)). Notons enfin que l'on peut analytiquement montrer l'existence du 

chaos dans le système (1.3) lorsque cr < 0 (cf. [68]). Dans toute la suite, cr 
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sera supposé strictement positif. 

1.4.Etude de stabilité par les fonctions de Lyapunov 

Un certain nombre de propriétés peut être déduit à partir des fonctions 

de Lyapunov. Pour la construction de ces fonctions (cf. par exemple [78]). 

Commençons par constater que (1.10) admet une solution négative et une autre 

donnée par 

(1.13) s = 
1 

- (1 + 

2 

)+~ 
4 a R 

> o. 

--~ 00' Lorsque R 

(1.3) s'écrit alors 

s > O. La fonction de Lyapunov associée au système 
1 

-> 
(1.14) V(x) 

et l'origine est instable. Pour montrer comme dans [117] qu'il existe un 

ellipso"ide E dans 1R 3 dans lequel toutes les trajectoires finissent par entrer 

sans en sortir aux temps ultérieurs, la fonction de Lyapunov précédente n'est 

pas appropriée, aussi procéderons-nous au changement de variable suivant 

(1.15) 
d 

d 1: 
= 

d 
d T 

,X= X, y 

En insérant les relations ( 1.15) dans ( 1. 3) on obtient 
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( 1.16) 
1 

(1.16) 
2 

(1.16) 
3 

d x 
d T = a- (y - x), 

d y -
d T - r x - xz - Il y , r = a R , 

Cherchons les fonctions de Lyapunov pour le système (1.16). A cet effet, 

posons 

(1.17) 
1 

(1.17) 
2 

d'où 

1 dV 2 2 2 2 dT - - a a- x - (3 Y Il - o b Il z + x y (a- a + (3 r + 

- 0 w) + x y z (y - (3) + o w b Il z. 

d v 
Or, dT doit être négative ou nulle, d'où on doit prendre 

( 1.18) (3,aa-+{3r- 0 w o. 

Si on pose 

w = 2 r , a r =? (3 = o a-, 

alors V s'écrit 

(1.19) 
1 

2 2 2 
V = r x + a- y + a- ( z - Zr) . , 
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.... .... .... 
notons que V(O) = 0 , V > 0 pour x ~ 0 et 

(1.19) 
2 

2 ~ ~ = - cr { r x
2 

+ j.L y
2 

+ b 1-L z
2

- 2 r b 1-L z }· 

On montre sans peine comme dans [117, Appendix Cl que toutes les 

trajectoires finissent par entrer dans un ellipsoïde E tel que V !: c + € 

( V D ' 1 ' . . d v avec c = m15x , etant a regwn ou (TT 2:: 0, € ;::: 0 est petit) et que 

toutes les trajectoires se situent dans la région z ;::: 0 et sont attirées par 

un ensemble borné de volume 0 (Les détails des démonstrations étant identiques 

à [117] ont été volontairement omis). 

LS.Etude de la bifurcation de Hopf 

Lorsque a R - j.L > 0, le système (1.3) admet d'autres points fixes, à 

savoir 

(1.20) x = 
e 

R 
y' z = 

e e 

€ + 1. Ces points seront notés C et C 
1 1 - 1 

y 
e 

€ 
1 

R ( J 

l/2 

(aR - j.L) b 1-L , 

La symétrie S : [X ~ - X, Y ~ - Y, Z ~ Zl laissant invariant 

le champ de vecteurs, nous allons prendre e 
1 

vecteurs au point x 
e 

(X , Y , Z ) s'écrit alors 
e e e 
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-1 R 
(J' 

(1. 21) L(R) = Il Il -y- (J' 

_1_/ç 
R 

_1_/ç 
(J' 

Ç b 11 (a R - 11). 

Le polynôme caractéristique de (1.21) est 

(1.22) P(s) s + s 1 + 3 2 ( 

+ 2 b _Il_ (a R - 11) = O. 
2 

(J' 

Factorisons P(s) sous la forme 

(1.23) P( s) = ( s - o:) ( s - ;:;_) ( s - {3) 

il en résulte que 

(1.24) 
1 

(1.24) 
2 

(1.24) 
3 

1 + 

2 b 

Il 
(J' 

b 
(J' 

Il 
2 

(J' 

+ b _!!:_ = - (2 0: + {3), 
(J' 1 

(a R - 11) 

L'existence d'une valeur propre de la forme + 
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(J' 
lç 

bll 
(J' 

Il 
(J' 

b + aCJ' R ) + 

w, w E IR, i.e. o: 
1 

0, 



est garantie si 

p. 
(J' 

+ b 
p. 
(J' ) 

(1. 25) R = 
0 

(J' 

a 
(- 1 + 

p. 
(J' 

+ b +) 

(1.26) 

( 1. 26) 

aR 
0 

- p. > 0 pour 

De (1.24), on déduit que 

(3 = - (1 + 
p. 

1 (J' 

b (1 + 
a R 

p. 
2 (J' (J' 

- 1 + 

+ b 

) (3 = 

+ b 

p. 
+ 2 a 

(J' 1 

- 2 b p. 

(J' 
2 

p. 
(J' 

) 

< O. 

et 

(a R - p.) + 2 a 

En dérivant ces deux relations par rapport à R au point R = 

tenu de (1.25), on obtient 

[- 1 + 
p. 

+ b 
p. 

d a (J' (J' 
1 (1.27) = 

1 
(32. 

R , compte 
0 

] p. b a 

dR:""" 
2 (p. b 

R 

+ ( 1 + b +) 2 
) R R (1 + a 0 p. 

= + (J' 

0 (J' (J' (J' 

> 0 
2 

D'où la valeur propre a traverse l'axe imaginaire pur avec une vitesse 

non nulle, ainsi une bifurcation de Hopf se produit au point R = 

calcul simple permet de donner la valeur de a 
2 
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(1. 28) a 
2 

J.1. 

Cî 

1.6.Attracteur de Lorenz profond 

L'étude des attracteurs a suscité un grand intérêt chez les théoriciens, 

tant ces objets sont géométriquement complexes. Beaucoup d'auteurs s'accordent 

pour définir couramment les attracteurs comme suit : 

Soient X un champ de vecteurs, {<~> t } le flot (ou coulée) associé à 
t E IR 

X. Un ensemble compact A invariant sous l'action du flot (i.e if> (A) = A , V t) 
t 

est un attracteur, s'il existe un voisinage V de A tel que 

n if> (V) 
t 

A. 
t ~ 0 

Ensuite, au gré des auteurs, d'autres propriétés restrictives sont 

rajoutées à la définition. La situation est plus confuse en ce qui concerne la 

définition des attracteurs étranges (cf. [6]/[43]/[95]/[109]). Dans ce sous 

paragraphe, nous adoptons principalement la théorie développée dans [19], car 

elle permet d'obtenir des résultats intéressants pour les applications. 

Posons z - r + Cï - Z dans (1.16), il vient 

(1.29) 
1 

(1.29) 
2 

(1.29) 
3 

d x 
= dt CJ(y - x), t = T, 

d y = - Cî x + x z - J.1. y, 
dt 

d z 
dt = - x y + b J.1. (r + Cï) - b 11 Z. 
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Soit H = !R
3 

et u = (x,y,Z) tr (tr ~ transposé); il est aisé d'obtenir, à 

partir de (1.29), la relation 

(1.30) d jujz z 2 z 2dt +eïx +J..LY +bJ.lZ = b Il (r + 0') Z, 

Tout au long de cette étude, on supposera que bi.L - 1 > 0; par application 

de l'inégalité de Young, nous avons alors 

b Il (r + 0') Z 
2 

1) (r + 0') 

( l. 31) 

(1.32) 

d'où 

D'où 

d 1 2 2 -a-tlu + 2 L juj 

min(O' ,/-L). 

De (1.31), nous déduisons que 

2 
(r + 0') ' 

2 (b I.L)
2 

(r + 0')
2 

1 u ( 0) 1 exp (- 2Lt) + --4:---;-L..:........,-,( b,---1-L---1")--
1 
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(1.32) 
2 

lim sup 1 u(t) 1 :S 

t~ co 

b 11 (r + <J) 

2 j L(bl-! - 1) 

p . 
0 

Par conséquent, il existe un ensemble absorbant; en l'occurence, toute 

boule B(O,p) centrée en 0 de rayon p > p . En effet, si ':B est un ensemble 
0 0 

borné de H, ':B c B(O,R), alors S(t) ':B c B(O,p) pour t > t(':B ), avec t(B ) = 
0 0 0 0 

= 2L ln ( 

{s(tl}t:! 
0 

S(t) u 
0 

R2 )· 
2 2 ' 

p - Po 

étant le semigroupe défini par 

u(t) E H, 

u
0 

= (x
0

, Y 
0

• Z
0

) E H désignant la condition initiale associée à (1.29). 

D'après un théorème de [19], on déduit l'existence d'un attracteur 

maximal borné inclus dans B(O,p ). 
0 

De l'analyse effectuée aux § 1.3-1.5, nous concluons 

(i) Pour R < R , l'origine est un point fixe stable. Lorsque t -------7 co, 
c 

toutes les orbites tendent vers O. L'attracteur maximal se réduit à ce point. 

(ii) Lorsque R < R < R , l'origine est instable. Par contre, les 
c 0 

solutions non triviales C et C sont stables et les orbites convergent vers 
1 -1 

l'un de ces points. L'attracteur maximal 

variété instable associée à l'origine. 

se compose de C 
1 

(iii) Lorsque R > R , les trois points fixes 0, C et C 
0 1 - i 

et les trajectoires sont attirées par un attracteur 

les travaux numériques réalisés dans [31, Chap.4]-[33]). 
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Caractérisons l'attracteur maximal du système de Lorenz profond; à cet 

effet, on considère le linéarisé du champ de vecteurs défini par (1.29) et 

les problèmes aux valeurs initiales qui lui sont associés, soit 

(1.33) 

avec 

... 
U' 

j 

... ... = A(u) U 
j 

... u (0) = 
j 

- (j 

(j + z 
- y 

... 

Ç E H = IR
3 

, j = 
J 

1, 2, 3; 

(j 

- 1-L 

- x 

De toute évidence Tr(A(u)) = - IJ - IJ. - b IJ. < 0, on en déduit que le 

système ( 1.19) est dissipatif. Afin de déterminer la dimension de 

... ... ... 
l'attracteur, on s'intéresse à l'évolution des éléments de volume V= U A U 

1 2 

~ ~ ~ -7-7 

et U A U A U 0 A cet effet, introduisons Q (U , U ) le projecteur orthogonal 
1 2 3 2 1 2 

3 ... ... 
dans IR sur le sous espace engendré par U (t) et U (tl. Un calcul analogue à 

1 2 

celui effectué dans [20] montre d'une part que 

arbitrairement petit, tel que pour t grand, t ~ t (e) 
1 

3 t = t (8), e étant 
1 1 

( 1. 34) 
1 

p , d'où 
0 

( 1.34) 
2 

avec 1 0 1 = Il 0 Il 

HA H 
, rn = max(o-,IJ., biJ.) et 
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1 
k

2 
= - CT - Il - b Il + rn + 2 p

0 
et d'autre part, que 

(1.34l 
3 

ici, ,., Il· Il 
HA HA H 

On obtient alors 

w3 =Ç~u~ H /U 1A U2A i\1 :::s exp[- (CT+ Il+ b 11l t] 

1 

i = 1 ,2, 3 

w (tl 
3 

sup 

u 
0 

w 
3 

E X 

exp [ - (CT + Il + b Ill t ] 

(H ::> X étant un ensemble fonctionnel invariant, i.e. S(tl X 

A A A = lim 
1 2 3 

11 + 11 + 11 = - (CT + 11 + b 11). ,...1 ,...2 ,...3 ,... ,... 

X, V tl, donc 

Où, les A et 1-1 = log(J\ l sont respectivement les nombres de 
j J J 

Lyapunov uniformes et les exposants de Lyapunov uniformes de l'attracteur de 

Lorenz profond (cf. [19] pour leur définitonl. 

Lorsque t ---7 co , on obtient également 
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A A :s exp(k ) 
1 2 2 

et :s k 
2 

Après un simple calcul technique (cf. [20]) on en déduit que la dimension 

de Hausdorff de l'attracteur de Lorenz profond d (il ) satisfait 
H L 

(1.35) 
1 

k + c 
2 d (il ) :s 2 + --:---------,,.------

HL k +CI+M+bM+C 
2 

Puisque c > 0 est arbitrairement petit, il vient 

(1.35) 
2 

d (il ) :s 2 + 
H L 

Nous avons montré le 

k 
2 

k +CI+M+bM 
2 

Théorème 3.1.- Sous Les hypothèses b 11 > 1, Cl > 0, r > 0, La dimension de 

Hausdorff de L'attracteur de Lorenz est borné par 

d (il ) :s 2 + 
H L 

!.?.Compléments 

k 
2 

k +CI+M+b/J. 
2 

Pour des raisons pratiques, posons 
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(1.36) d 
IJ.dt 

En insérant les relations (1.36) dans (1.16), il vient le système suivant 

(1.37) d x (J' 
(Y- X), 

(J' 

= (J' = M' 1 d t IJ. 1 

(1.37) d y r 
X - X Z - Y, 

r = r 
2 d t IJ. 1 IJ. 

(1.37) d z x y - b z. 
3 d t 

Ce dernier système est identique au système classique de Lorenz. En 

effectuant des calculs identiques à ceux réalisés dans (91, Chap.4, 

p.144-146] pour 0' 
1 

8 
10 , b = 3 , il est immédiat que la bifurcation de Hopf 

qui se produit lorsque R passe par R est sous critique, i.e. les orbites sont 
0 

instables. Avant de clore cette étude du système de Lorenz profond, remarquons 

que tout ce qui a été dit (ou sera dit) sur le système de Lorenz est (et sera) 

valable pour le système de Lorenz profond. 

2.Système de Howard-Krishnamurti profond cas libre-libre 

Commençons par obtenir un système dynamique à six amplitudes analogue à 

celui établi dans (58]. Pour ramener les parois en 0 et rr, 

posons 

(2.1) x -
rr x , z 

2 
=rrz,n -r=t,-6 

Avec ces nouvelles variables, le système (S) s'écrit après suppression 

des barres 
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(2.2) 
1 

(2.2) 
2 

(2.2) 
3 

1 [~Ll~ + J ( Lll/1' t/ll ] 

x(z) { [aa~ + J(T,t/J) ] + r } = il T 

R 
r = ---

4 
Tl 

Tl 

+ 

0 , T = 0 sur z = 0 , z Tl 

1 + 0 (rr - z) 

J(f,gl = a r.a g -a r.a g . il , Cx,zl - Cx,zl. 
x z z x 

Posons comme dans [58] 

(2.3) 
1 

(2.3) 
2 

1/J = A(t) sin(ax) sin(z) + B(t) cos(ax) sin(2z) + C(t) sin(z); 

T = D(t) cos(ax) sin(z) + E(t) sin(ax) sin(2z) + F(t) sin(2z). 

+ 

En insérant (2.3) dans (2.2), après utilisation de la technique de 

Galerkin, on obtient le système suivant 

(2.4) 
1 

(2.4) 
2 

d A 
dt + 0' 0 

d B + a- (a2 
+ 4) B - a- E 

dt 
__ a ___ + AC 

(a2 
+ 4) 
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(2.4) 
3 

(2.4) 
4 

(2.4) 
5 

(2.4) 
6 

d c 
d t 

3 
+ <J C + -- a A B = 0; 

4 

d D a a-t + r a A + ~ C E + a A F + D 

dE_raB- a CD+E 
a-t ~ 

d F 
a-t 

a 
2 

AD + F 
4 
À 

1 

= 0; 

= 0; 

= 0; 

0 
\ = 1 + 2 

Il est aisé de constater que (A,B,C,D,E,F) 

(2.4), stable lorsque 

0 est un point fixe de 

(2.5) 
1 

r < r = 
c 

Pour simplifier le système (2. 4), plaçons-nous dans le cas 

2 
a » 1, (c'est à dire le cas de cellules longues), 

et r légèrement surcritique. On peut donc poser 

(2.5) 
2 

2 
r=r +IJ.a ,IJ. 

c 
0(1) '* r = [ a 

4 
+ 3 a

2 
+ 0(1) ] e , e = 
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Si on suppose que CJ « l, alors les modes A, B, C, D et E évolueront sur 
-1 

une échelle de temps O(CJ ). Une simple analyse des différents ordres de 

grandeurs conduit à 

(2.6) 
1 

- 1 
O(CJ a ), C 

-1 
O(CJ a ) (d'après (2.4) ), et 

1 '2' 3 

(2.6) 
2 

(d'après (2.4) ). 
4,5,6 

Puisque CJ « 1, l'équation (2.4) permet d'écrire 
4 

(2.6) 
3 

2 
De(l+a) (r 2 

+ M a ) a A + termes d'ordre inférieur. 
c 

On peut donc remplacer D en fonction de A. De même, on peut remplacer E 

en fonction de B. Partant de ces considérations, aux ordres les plus 

significatifs, le système (2.4) s'écrit 
1,2,3 

(2.7) 
l 

(2.7) 
2 

(2.7) 
3 

(2.8) 
1 

d A 
dt 

d B 
dt 

d c 
dt 

== CJ ~ A + ~ 8 C; 
e 2 

== - (j 

3 
4 

a A B. 

a 
2 

AC; 

Pour ramener le système (2. 7) à une forme adéquate, on pose 

d d 
dt= (j d -r' 

llO 

(j 

a 
x, 



(2.8) 
2 

(2.9) 
1 

(2.9) 
2 

(2.9) 
3 

avec 

( 
2 ) 1/

2 
(j B=2- -Y 

3 a ' c = - 2 

En substituant (2.8) dans (2. 7), il vient 

x 

X=___l!:X-YZ 
8 ' 

y 
(9 +) 

z - Z + X Y, 

d x 
CIT' 

Y+XZ, 

i\. 

(j 

a 

> 0 . 

z. 

Ce dernier système n'est autre que celui étudié dans [59]. Les points 

fixes de (2.9) sont 

(0 0 0) (i\.1/2 1/2 ( i\.)1/2) (i\.1/2 
' ' ' ' IJ. 1 ' IJ.l ' ' 

( i\.) 1/2 ) 
IJ.l ' 

) . 

Le système (2.9) est également invariant sous l'action de la symétrie 

S : [X ~ - X, Y ~ - Y, Z ~ Zl. Il est aisé d'établir que 

l'origine est instable (car IJ. , i\. > O). Pour les autres points d'équilibre, la 
1 

relation de dispersion s'écrit 

(2.10) 3 2 
s + (1 + i\. - IJ. ) s + 4 IJ. i\. = o. 

1 1 
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Deux solutions de cette équation s et s sont telles que Re(s.) > 0 (j 
1 2 J 

= 1, 2) (cf. par exemple [67, Chap.J, § 10.2] pour le détail des calculs); ce 

qui signifie que les points fixes non triviaux sont toujours instables. 

Rappelons enfin que le système (2. 9) a été étudié numériquement dans 

[59]-[67]. 

Si cette analyse qualitative a permis de dégager un certain nombre de 

propriétés des solutions des systèmes dynamiques étudiés ci-dessus, on ne 

saurait extrapoler ces propriétés aux équations de la convection profonde. En 

effet, il faudrait un nombre de modes de Fourier élevé pour pouvoir approcher 

le comportement de la solution exacte; ce qui est techniquement impossible en 

dépit des récents progrès réalisés dans le domaine du matériel informatique. 

Pour sortir de cette impasse, la technique des échelles multiples ( *) permet 

de ramener le système (S) à une équation d'amplitude mimant le comportement de 

la solution exacte au voisinage d'un point singulier. L'obtention d'une telle 

équation pour le système (S) constituera la matière de l'un des projets 

d'articles qui suivent. 

(*) D'autres techniques conduisent au même résultat (par exemple les méthodes 

de singularité développées dans [ 471 et les techniques de la variété 

centrale et de la forme normale. 
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CONCLUSION 

Les travaux présentés dans ce mémoire ont été consacrés exclusivement à 

l'analyse théorique des équations de la convection profonde de Bénard, 

équations obtenues par R. K. Zeytounian. Ils constituent un prolongement de la 

thèse de M. Errafiy [31]. 

Nous avons ainsi défini un cadre fonctionnel adéquat pour étudier ces 

équations et donné de nouvelles conditions aux limites dans les cas de parois 

mauvaises conductrices de la chaleur ou de surfaces libres déformables. 

Une démonstration de la validité du principe d'échange des stabilités 

dans tous les cas de conditions aux limites ainsi qu'une formulation 

variationnelle du problème linéaire (non autoadjoint) associé aux équations de 

la convection profonde de Bénard ont été données. Diverses solutions (pLus 

maniabLes que ceLLes trouvées dans [31]) du problème linéaire stationnaire ont 

été obtenues dans les cas de conditions aux limites rigide-rigide ou 

rigide-libre. Nous avons également démontré que le nombre de Rayleigh critique 

R (obtenu par appLication de La technique de GaLerkin) convergait vers le 
c 

nombre de Rayleigh critique exact. 

Dans le cas de conditions aux limites rigide-libre, un nouveau système de 

Lorenz (comportant un nouveau terme Lié au paramètre de profondeur o) a été 

obtenu. Nous avons également obtenu, dans le cas de conditions aux limites 

libre-libre, l'équation de Landau-Ginzburg sans aucune hypothèse sur le 

paramètre de profondeur o. Il s'avère que ce paramètre n'introduit dans ce cas 

aucun comportement nouveau. 

Des théorèmes d'existence, d'unicité et de régularité des solutions des 

équations de la convection profonde stationnaires et instationnaires, 

linéaires ont été démontrés. 
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Un ensemble de travaux concernant l'existence et l'unicité des solutions 

fortes des équations de la convection profonde de Bénard non linéaires 

stationnaires ou instationnaires ont été obtenus. De même, divers résultats 

ayant trait à la stabilité non linéaire des équations de la convection de 

Bénard profonde ont été obtenus. Ces travaux, étant soumis pour publication, 

ne figurent pas dans ce mémoire. 

S'agissant des travaux en cours (non présentés dans ce mémoire), l'auteur 

a entrepris les études suivantes : 

* L'obtention de L'équation de NeweLL, Whitehead & SegeL [99]-[113] et de 

ceLLe de Siggia & Zippelius [115] pour Les équations de La convection 

profonde tridimensionnelLes dans Le cas de conditions aux Limites 

libre-libre (calcuLs en cours); 

* l'obtention d'une équation à deux amplitudes pour les équations de La 

convection profonde bidimensionnelles et tridimensionneLes dans Les cas 

de parois mauvaises conductrices de la chaleur rigides ou Libres 

[ 641; (calculs en cours de vérification); 

* existence de soLutions faibLes pour Le probLème non Linéaire 

stationnaire (sans aucune hypothèse sur sup ess 'IJ) en combinant des 
X E Q 

méthodes utilisées dans [9]-[10] (en cours); 

* existence de soLutions faibLes et d'attracteurs maximaux pour Les 

équations non linéaires instationnaires. On utilise des techniques 

sembLabLes à ceLLes introduites dans [11) (en cours); 

* existence de solutions pour Le probLème non Linéaire instationnaire 

dans Les espaces introduits dans [114] (en cours); 

* existence d'attracteurs gLobaux pour Les équations non Linéaires 

instationnaires en utilisant La méthode introduite dans [56] (en cours); 

* existence de soLutions pour Le probLème non Linéaire instationnaire 

dans Le cas d'une paroi Libre déformabLe et variabLe avec Le temps. 
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Après achèvement des travaux en cours, 

prolongements de ces travaux, nous pensons 

intéressant 

et en ce qui concerne les 

qu'il serait particulièrement 

* d'utiliser des simulations numériques pour mettre en évidence 

l'éventuel rôle joué par le paramètre de profondeur o au niveau de la 

transition vers le chaos et de la caractérisation des attracteurs; 

* d'étudier théoriquement et numériquement le système de Lorenz obtenu en 

Annexe dans le cas de conditions aux limites rigide-libre ou 

rigide-rigide; on pourra alors constater l'influence des parois et du 

paramètre de profondeur o sur les comportements des solutions (sachant 

cependant que la troncature effectuée est extrêmement sévère); 

* de rechercher les variétés inertielles (même approximatives) contenant 

l'attracteur global; 

* d'étudier expérimentalement le phénomène de la convection dans des 

couches fluide très profondes et de confronter les résultats théoriques 

aux résultats expérimentaux. 

Ces études nous semblent primordiales pour compléter, d'une part, 

J'analyse théorique des équations de la convection profonde et d'autre part, 

pour mieux cerner le rôle joué par le paramètre de profondeur introduit par R. 

K. Zeytounian dans l'apparition d'attracteurs étranges et dans leur 

caractérisation. Seul un coin du voile sera alors levé et beaucoup de 

phénomènes resteront encore inexpliqués ! 
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The Bénard Problem for Deep Convection : 

Derivation of the Landau-Ginzburg Equation 

Z. CHARKI & R. Kh. ZEYTOUNIAN 

Université des Sciences et Techniques de Lille, 

U.f.R de Mathématiques Pures et Appliquées, 

Département de Mécanique. Bâtiment M3. URA CNRS 1441, 

59655 Villeneuve d' Ascq cédex, 

france. 

(Communicated by G. A. MAUGIN) 

à paraÎtre dans Int. J. Engng. Sei. 

Abstract.- In this paper, the Landau-Ginzburg equation is derived for the 

two-dimensionaL deep Bénard convection equations with stress free boundaries. 

l. 1 ntrod uct ion 

Convection is known to occur in many physical problems. The most often 

used model to describe this instability is the Rayleigh-Bénard model (see [2] 

or [8]). These equations, as is well known, are obtained by using the 

Oberbeck-Boussinesq approximations [15]. Observe at this stage that these 

appt·oximations are valid for a shallow layer of fluid [17], [23]. 

However, in many geophysical situations, the fluid's layer is deep and 

one then needs another model to analyse the convective instability. In this 

connexion, R. Zeytounian [23] derived a set of equations, namely the deep 

Bénard equations, governing the thermal instability in deep layers of fluid 

(for the assumptions and the detaiLs of the derivation of this madeL, see 

[23] or [24]). 

The deep Bénard model contains a new dimensionless parameter called the 

depth's parameter; this parameter in turn implies that the viscous dissipation 

term in the conservation of energy equation is no more negligible. 
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In the vicinity of the threshold of convection, it is commonly known that 

the dynamics can be described by means of an amplitude equation; such an 

equation has not yet been derived for the deep Bénard problem. It is the 

purpose of this paper to fill this gap. 

To reach this aim, we will recall, in Section 2, the deep Bénard 

convection equations together with sorne elements of the linear stability 

theory needed in the sequel. Section 3 is devoted to the derivation of the 

Landau-Ginzburg equation for the two-dimensional deep Bénard convection 

equations with stress-free boundaries; a multiple-scales perturbation method 

will be used to compute the coefficients in this amplitude equation. This 

Section ends with sorne remarks on the obtained amplitude equation. 

2.Formulation of the problem 

Consider a horizontal deep layer of a heavy homogeneous and viscous fluid 

heated from below. For technical convenience, assume that the fluid is located 

between two 'free' perfect conductors of heat boundaries. Let e and z denote 

respectively the unit vector pointing upward and the vertical coordinate. Let 

x, y indicate the horizontal directions and set w = u. e; th en, in Cartesian 

coordinates, the motion of the fluid is governed by the following 

dimensionless deep Bénard equations (see [23]) 

(2.1a) 

(2.1b) 

(2.lc) 

div u 0, 

[ ~~ + (u.'il)u] + 'i?TT- ~ e - liu 0 ' 

x(z) [ 
a~ 

at + u. 'il~ - R u. e ] + 

2 èi D(u) :D(u) = 0, 
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in IR X [O,ll; 
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with the boundary conditions 

(2.1d) w 0, f} = 0, = 0, on z = 0, 1. 

Here R > 0 is the Rayleigh number, IJ' > 0 is the Prandtl number, while o e 

[0,1] is the depth's parameter and ;t(z) = 1 + o(1 - z). u , fJ and TT indicate 

respectively the fluid 
1 

=z-
velocity, the temperature and the pressure 

perturbations. D(u) [ 'Vu + ('Vu) T ] is the rate of deformation tensor. 

Note that when o ----7 0, one obtains the "classical" Rayleigh-Bénard 

equations [2]. 

To carry a linear stability analysis of the deep Bénard 

equations, one has to ignore the nonlinear terms in Eqs. (2.1); in 

doing so, we obtain the following linear system 

(2.2a) div u = 0; 

(2.2b) 
au 
at + 'VIT - f} e - liu 0· . 

(2.2c) - R w] - llf} = 0; 

together with the boundary conditions (2.1d). 

To elimina te the term 'VIT from Eq. (2.2b), let us take e.curl(curl(2.2b)); 

then, after sorne standard manipulations and thanks to Eq. (2.2a), we get two 

equations for w and f} : 

(2.3a) 

(2.3b) 

(J' 

a llw 
a t 

2 
= li w; 

X [ ~~ - R w ] - li fJ = 0; 
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with boundary conditions (2.ld) and t:,. .L = t:,. -

By elimina ting fJ from Eqs. (2.3), we easily get the following single 

equation for w 

(2.4) 

We will be mainly concerned with the stability of roll-like solutions; 

hence, we can set 

(2.5a) fJ(x,y,z,t) = S(z) f(x,y) exp(st), s e IC 

(2.5b) w(x,y,z, t) W(z) f(x,y) exp(st); 

where the function f satisfies to the following Helmholtz equation 

(2.5c) 2 
L1_Lf + k f = 0, k - llkll E IR+ and k = (k ' k ). 

x y 

Substituting the relation (2.5b) into (2.4), we get the following 

ordinary differentia! equation (with respect to z) for W(z) : 

( 2.6a) 

with 

( 2.6b) 

where D = 
d 
dz" 

s 
() 

2 
= - R X k W, 

on z = 0, 1, 

As shown in [10], the principle of exchange of stabilities holds for the 

deep Bénard convection problem, we can then set s = 0 in Eq.(2.6a). This will 
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yield the following differentiai equation for W 

(2.7) 2 
- R X k W; 

together with boundary conditions (2.6b). For convenience, we will set in what 

follows 

(2.8a) 2(k) - !/!_ = (o2 
- k2) and 2(k ) - !/!_· 

' c c 

M(k) M ( 
az 

- k2) and M(k) M· - = - ' a z 
2 c c 

(2.8c) 

(2.8c) J(f,g) a f a g a f a g. 
x z z x 

It should be noted that the equation (2. 7) with (2.6b) define a 

self -adjoint problem. As is easily seen, the eigenfunctions of Eq. (2. 7) take 

the form 

(2.9) 

which 

(2.10) 

* W = sin(jrrz) , j E IN ; 

implies that the corresponding eigenvalue R is given by 
j 

Again, as shown in [10], the critical Rayleigh number R is obtained for 
c 

j = 1 and k k = rr / lz . We then have 
c 

(2.11) R 
c 

Assume that, at the onset of convection, a pattern of straight rolls with 
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wavevectors centered around k , i.e. k - k = O(d (where e « 1), originates; 
c c 

then after expanding R j, j = 1, as a Taylor series near k = k c, we get 

(2.12) 2 3 
R - R = R + r <: + 0(8 ), where r 

1 c 

1 
=-z = 0(1). 

k k 
c 

Arguing as in [4), [18] and [20), we find that the appropriate scaling 

for t, x and y are 

(2.13) 2 
1:" = 8 t, ç = 8 x and 

1/2 
7}=8 y. 

Let us now give a useful result needed in the sequel 

Remark 1.- Assume that W is a function of z only and W is a solution of 

Eq.(2.7) Then by taking the derivative of Eq.(2.7) with respect to k
2 

at 

k
2 = k

2 
, one finds that W satisfies to 

c 

(2.14) 3 !i
2 

W - R X W 0, in [0,1].o 
c c 

In what follows, we wish to investigate the nonlinear stability problem 

of an ideal pattern of straight rolls parallel to the y direction; hence we 

can simplify Eqs. (2.1) by considering the two-dimensional deep Bénard problem. 

This is done by introducing the stream function 1/J(x,z, t). Th us we have the 

following problem for 1/J and f} (see [24]) : 

(2.15a) 

(2.15b) 

[ 
a f1 1/J 
at 

{ 
a fJ 

x(z) at+ 

+ 

a 1/J } J(1J,I/J) + R a----x- = {1 f} + 
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(2.15c) 1/J = 0, 
a2ljJ 

,f} = o. 
a z 2 

Here 6 
a2 a2 

--- + 

a x 
2 az2 

3.Derivation of the Landau-Ginzburg equation for the problem (2.15) 

To solve Eqs.(2.15), we expand (1/J;&) = 'U in powers of the small parameter 

8 as 

(3.1) 
2 3 4 

'U(x,z,t) = 8 'U (x,z,-r,Ç) + 8 'U (x,z,-r,Ç) + 8 'U (x,z,-r,Ç) + O(e ). 
1 2 3 

From relations (2.13), we infer that 

(3.2a) 
a 
--~ a x 

a a 
a x + 8 a ç· 

a 
a t 

2 a 
c --

a • 

Hence 

(3.2b) 

(3.2c) 62~ 

2 
+ c 

1:,2 + 4 c ( 

( 6 
84 

ax
2 aç2 

2 
---+ c 
ax aç 

a4 
+ 

a x 
3 aç 

+ 2 
84 

84 

ôz
2 

az 2 aç 2 

, and 

a x aç 
) + 

) + 0( c
3

) = 

1:,
2 

+ 4 c :J + 
2 3 

= c N + O(c ) . 
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Upon substitution of the relations (2.12)-(3.1)-(3.2) into Eq. (2.15), we 

find a set of equations where € appears a small parameter. At the leading 

order Ok), we get a set of linear equations for r/J and fJ . If we set 
1 1 

then r/J < 
1 

l and fJ < 
1 

l are found to satisfy to the following set of equations 
1 1 

(3.4a) =0 

(3.4b) R X ik t/1< 1
> 

c c 1 
0, 

where 1/J < 
1

' 
1 

l and fJ < 
1 

'
1 

l satisfy the boundary conditions (2.15c). 
1 1 

The adjoint problem to (3. 4) is 

(3.5a) k f} 
+ 

0 
c 

(3.5b) 

(3.5c) on z = 0, 1. 

Hence problem (3.4) is not self adjoint. Equations (3.4) and (3.5) admit 

the following solutions 

(3.6a) (t/1:
1

> ,fJ: 1
> = A(-r,Ç) ( 1, * 2~) F(z) 

c 

134 



(3.6b) (t// ,'I'J+) = B(-r,Ç) ( + Jlc ' 1) F(z); 
c 

where A(-r:,Ç), B(-r,Ç) E IC , F(z) e IR and 

(3. 7a) 23 F + R k2 x(z) F(z) 0, in [0,1]; 
c c c 

(3.7b) F = 0, D2 F = 0 and D
4 

F = 0, on z = 0, 1. 

We are interested in looking for the limiting behaviour of the amplitude 

of the threshold solution A(T ,Ç), assumed to vary only with the slow space 

and time scales introduced in (2.13) . To do so, we have to solve Eqs.(2.15) 

for higher orders in e up to order O(e
3

). At order Ok), we find 

(3.8a) 

(3.8b) 

(3.8c) 

(3.9a) 

a i7 a iJ 
112 t/J - 2 

J (11t/J 't/J ) + 
1 

- 4 :J. t/J 1; 2 a x (J' 1 1 a ç 

a t/12 a t/J 
11-{J - R X x J('I'J ,t/J ) + R 

1 
- 2 = x ~ 2 c a x 1 1 c 

{ ( 
a2t{J 

) 2 + [ 

a2t{J a2t{J 
] 2 }; - è) 4 

1 1 1 

ax az a z 2 a x 
2 

iJ = 0 ' t/J 
2 2 

a2 
= 0 , --

2
- t/1

2 
= 0 on z 

a z 
0, 1. 

If we take into consideration the solutions (3.6}, Eqs.(3.8) become 

112 t/J 
2 

a'I'J a'I'J 
--=a-~- = ---=-a-ç-=-1- - 4 :J. t/Jl + F 2 (exp( ± 2 
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a2 iJ 
1 

a x aç + 



a t/Jz 
=x { 

1 Alz (3.9b) /:,.'(} - R x D(F !iz F) + 
2 c a x 2 c 

a t/11 
} - 2 

aziJ 

0 { 2 + R 1 kz lAiz (DF)z + 
c a ç ax aç c 

and t/1 and iJ satisfy to the boundary conditions (3.8c); F and G are 
2 2 2 2 

fonctions depending on the Fourier mode exp (± 2 i k x). 
c 

Solutions to Eqs. (3. 9) will be asked to have the following form 

(3.10) 

We th us find that 'U < Ol satisfies to 
2 

(3.lla) 

(3.llb) 

0· 
' 

= x 

1 
+-

2 

1 A 1 

2 
D ( F !i2 F) 

2 c 

t/J < 
0 

l and iJ < 
0 

l are subject to the boundary conditions (3. 8c). 
2 2 

As is easily seen, Eqs. (3.11) admit the following solution 

(3.12a) 

(3.12b) 

o/,(0) = 0· 
'P 2 , 
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where 

(3.12c) D2 T(Ol (z) = M (z) and 
2 2 

(3.12d) T(O) 
2 

(z) = 0, on z 0, 1. 

Now, let us fi nd 'U < 
1 l to this end, set 

2 

(3.13) 'U ( 1 ) 

2 

a straighforward calculation gives 

(3.14a) M2 "' ( 1 ) i k 
c 2 

tt ( 1 ) 
= 

c 2 

a A { a ç 

a A 
a ç 

(3.14b) M tt(Il_ik R x 1/1< 1 >= 
c 2 c c 2 

(3.14c) 0 ' 

= 
a A 
a ç 

k 
c 

s 
2' 

a A 
a ç 

!i2 
c 

v . 
2' 

F- 4 k :i F}= c c 

0 on z 0, 1. 

W ld l .k · h · f. ct '<I> <u I d e wou 1 e to mvert t ese equatiOns to m Il' , tt . n or er to 
2 2 

do this, the R.H.S. of Eqs.(3.14) must be orthogonal to (1/J+,tt+) by virtue of 

the Fredholm alternative theorem [22]. Taking the inner product of the R.H.S. 

of (3.14) with (1/J+, tt+) in L2
(0,1) X L2

(0,l), we obtain, if B '* 0 and 

a A 
-~:l' 0, 
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+ <V ,fJ +> J'[ <S ,1/J > + 
1 

F ] 
1 2 2 l2 F- 4 k l = -.-k-l F dz + a A * k c c c 1 c 

a ç B c c 
0 

. r [ R X F - 2 l2 F ] F dz, 
c c 

0 

1 
* where <f , g> = J f . g * dz 

0 

(g denotes the complex conjugate of g). This 

expression must vanish; integration by parts then yields 

a A • 
~B 

= r {-
0 

l 3 F 
c 

4 l ~F + R c X F - 2 l ~ F ~ F dz 

+ + 
<S , 1/J > + <V ,fJ > 

2 2 

Observe that 

l3 F 
c - 6 l2 F + R X F 0 
k2 c c 

c 

(by virtue of (3. 7) and (2.14)). 

Hence, the solvability condition is identically satisfied. Note that if 

we had set F = W , this condition would not be satisfied. 
1 

An easy computation shows that 
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(3.15a) 

(3.15b) 

f} 
3 

(3.16a) 

(3.16b) 

with 

( 3. 16c) 

a A 
a ç F(z), 

Finally, at order 0(8
3

), we obtain the following system for 1/J and 
3 

+ 2 [ 

/.'y.2 1/1 
3 

L'Y. f} 

a 1/11 
+ 

a z 

a2 

- 2 
a x 

a2 1/1 
1 

a z 2 

a f} 
3 

a x 
= ~ { __ aa~L'Y.-._1/1_1_ 

+ J(i'Y. 1/1 ,1/J ) + 
1 2 

a L'Y. 1/1 

a ç 

a f} 
2 

+ -a-=--ç-=-- -4:JI/J -NI/1 
2 1 

a 1/13 
=x { 

a f} 

- R 1 
x a x a • 3 c 

a f} a 1/11 a f} 
1 1 

a ç a ç a z 

f} a2 f} 

- 0 { 8 
2 1 

at; a ç-2 

a2 1/1 

] [ 
a2 1/1 

1 2 

a x 
2 

a z 2 

t/13 = = 0 

1 

+ R 

a2 

a x 

a2 

a x 

_a-;:;-1/f---=1:- -----;;a:---L'Y.--1/1_1 } + 
a ç a z 

+ J(f} ,1/J ) + 
2 1 

J ( f} '1/1 ) + 
1 2 

a 1/12 a 1/11 
} + + r 

c a ç a x 

1/11 
a2 

1/12 

az a x az 
+ 

1/12 
a2 

1/11 ] } 2 
2 a x at; 

on z = 0, 1. 

2 
Again and as for order 0(8 ), the R.H.S. of (3.16) will give rise to 
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terms independent of x and terms containing exp(± 2 i k x); these terms will 
c 

not be dealt with in the sequel, since they are useless for our purpose. So, 

let us set 

(3.17) 'U = 'U(O) (z;r,Ç) + 'U( 1 ) (X,Z,T,Ç) + 'U( 2 ) (X,Z,T,Ç); 
3 3 3 3 

where 

'U ( 1) ( C) X,Z,T,<-:, 
3 { ( 

(1) (1) ) = 'Re rfJ
3 

(z;r,Ç),-&
3 

(z;r,Ç) exp(i kc 

'U<
2

J (xzTÇ) = 
3 ' ' ' 

~ (2) 
'U exp(± 2 

3 
k x) 'U < 

0 
J is independent of x. 

c ' 3 

For 'U< 
1 

J , we have the following equations 
3 

(3.18a) k -&( 1) = s . 
c 3 3' 

(3.18b) R X 
c 

i k "'( 1 ) = v 
c 3 3 

where 

(3.19a) s a A 
!if 

1 a2 
A [ !i: F - s ] = ---- +il( + 

3 (J' a • c a ç2 2 
c 

a2 
A !i F (4 k + 2) + 4 k2 a2 

A 
F; 

a ç2 c c c a ç2 

(3.19b) v =x { 
1 a A !f_2 F - i k 1 Al2 A F . DT<oJ + 

3 ~---aT c c 2 
c 

a2 
A 

kc A F} - 2 
a2 

A [ !f_2 F - s ] - 1 a2 
A !f_2 

+ R F + r i -k-
c a ç 2 a ç2 c 2 a ç2 c 

c 
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by virtue of (3.6), (3.12) and (3.15). 

The Fredholm alternative, yields, when applied to Eqs. (3.18) 

+ 
<S ,1/J > + 

3 

(3.20) 

where 

(3.21a) 

(3.21b) 

(3.21c) 

(3.21d) 

<V ,ti-+> 
3 

= 

a 
2 

a 
3 

a 

0 

4 

i.e. 

a A 
A + lAiz A+ a --- + a a a 

1 a t 2 3 4 

+ ;t ) 2~ F ] F dz , 

r 2 
r i k x F dz = r a' 

2 c 

0 

-r 
0 

k F 2 DT(OJ d 
c X . 2 Z, 

r {- 23 F 2
3 

F 
c c 

+ 
kz k3 

0 c c 

+ 22 
c 

F 

+ R ;t F 12 k :;:_ F } F dz. 
c c c 

a2 
A 

a çz 

( 3 
-k-

c 

= 0, 

- 6 ) + 

Observe that the coefficient a can be further simplified if we use the 
4 

equations (3. 7)-(2.14); after sorne standard manipulation, we obtain 
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(3.21e) a4 = r [ -12 k, Y', F l F dz. 

0 

As is easily seen, the coefficients a., i = 1, .. , 4, will depend on the 
1 

depth's parameter o and can be determined, for each value of the parameter o, 
by a numerical method. 

Eq. (3.20) can be written equivalently 

(3.22) 

where 

i\ = 
a 

4 

a 
1 

(J' 
1 

a' 
2 

a 
1 

a A 

a " 

(3 = 

= i\ 

a 
3 

a 
1 

For our purpose, we need only know the sign of the coefficients in 

(3.22); to that effect, observe that the coefficients a are imaginary and 

Jm(a ) < 0 (by virtue of (2.14)), Jm(a' ) > 0 , Jm(a ) > O. 
1 2 4 

The sign of coefficient a is not accessible simply, so let F 
3 

will enable us to find T<o> from Eq.(3.12c,d); we thus obtain 
2 

sin(rrz), this 

Jm(a ) = 
3 

k 
c 

--2- { - 3 
8 

2 
q 
8 ( 1 + 0 + o

2 [ + -_8
1-:-2- ] ) } < 0, 

Hence, i\ > 0, (3 > 0, and Œ' > 0 . If we let 
1 
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(3.23a) A ( 
az 

(3.23b) = 
a çz 

then Eq. (3.22) becomes 

(3.24) 

;1 r/2 
z 

' 

(J" az 1 

-x- ---

a z 
a T 

a x2 

a a 
a T 

= (J" aT' 1 

+ r Z - 1 Zl
2 

Z. 

There is a lot of literature devoted to the analysis of the 

Landau-Ginzburg equation a stability analysis of this equation was 

accomplished in [3], [7], [9]; the Landau-Ginzburg equation was also analysed 

numerically in [13], [14], [16]; the question of existence of a maximal 

attractor for this equation and its characterization was dealt with in [1], 

[5], [6], [11]. All these known results for the Landau-Ginzburg equation apply 

as such to Eq.(3.24), sometimes only slight modifications, such as a change of 

variables, are necessary. 

In the hope of obtaining other amplitude equations than the known ones 

for the Rayleigh-Bénard equations, the authors have undertaken the derivation 

of such equations for the deep Bénard equations (2.1) using the same arguments 

as in [12], [19], [21]. 
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Lorenz Deep System 

Z. CHARKI & R. Kh. ZEYTOUNIAN 

Université des Sciences et Techniques de Lille, 

U.f.R de Mathématiques Pures et Appliquées, 

Département de Mécanique. Bâtiment M3. URA CNRS 1441, 

59655 Villeneuve d'Ascq cédex, 

france. 

(Communicated by G. A. MAUGIN) 

à paraître dans Int. J. Engng. Sei 

Abstract.-In this paper, a new Lorenz system is derived from the 

two-dimensional unsteady deep Bénard convection equations with top and bottom 

rigid boundaries or with top free and bottom rigid boundaries. Under suitable 

assumptions on the horizontal wavenumber, the normal form for this system is 

also obtained near the first critical Rayleigh number when the fluid is 

bounded below by a rigid boundary and a stress-free boundary above. 

!.Introduction 

In [6], R. Zeytounian derived a dimensionless system of equations 

governing the motion of a heavy homogeneous and viscous fluid heated from 

below when the depth of the fluid's layer is important For simplicity, 

assume that at the onset of convection, parallel convective rolls originate. 

Hence the velocity vectorfield becomes perpendicular to the rolls axis and the 

three-dimensional equations are invariant under the action of translations 

along the rolls axis. From the above argument, we see that it is sufficient to 

consider the two-dimensional deep Bénard equations. In such a case, we have 

for the stream function IJ!(t,x,z) and the disturbance of temperature ·.:l(t,x,z) 

the following system of equations 
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1 
(J' [~ + at 

a 1/J a 
a z ax 

x(z) { [ ~t + 
a 1/J a 
az ax 

a 1/1 
a x 

+ (l.la) 

a 1/J a J a x az iJ +R ~~} =tliJ + 

+ 0 [ 4 (~)2 + (U 
axaz a z 2 

(l.lb) 

where CJ > 0 is the Prandtl number, R ~ 0 is the Rayleigh number, o E [0,1] is 

the new depth parameter according to Zeytounian [6], z E (0,1) is the vertical 

coordinate while x denotes the horizontal coordinate and x(z) = 1 + o( 1 - z). 

a 2 2 
Here tl = ---+ _a __ As usual in convection problems, we shall supplement 

ax 2 az 2 

Eqs. (1.1) with the following boundary conditions 

1/1 = 0, 
aal/1 

= 
aza 

0,{} = 0 on z 0; (1.2a) 

1/1 0, i"' = 0,{} 0 
azf3 

on z 1· 
' 

(1.2b) 

with a, (3 = 1 or 2 according to the nature of the boundary. 

In the next sections, we will derive an abstract and exact Lorenz system 

for both the rigid-rigid and the rigid-free boundary cases. This system is 

different from the classical Lorenz system (see e.g [4]). Unfortunately it is 

not possible to make explicit ali the coefficients in this new system. Hence, 

in Section 4, we will obtain an "approximate" Lorenz system for the rigid-free 

case using approximate solutions to the linearized equations. For this system 

and under sorne sui table assumptions on the horizontal wavenumber, we will 

derive the normal form near the onset of convection. 

2.Determination of the basic expansions 

Periodicity conditions m the horizontal coordinate x suggests to seek 

the solutions to the system (l.l)-(1.2) as Fourier series of the following 

form 
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1/J = L A (t) W (z) sin(jkx), (2.la) 
i ' j 

i j 

f} L B (t) T (z) cos(jkx); (2.lb) 
i=l,j=O 

i j 

and w and T are subject to the boundary conditions (1. 2). 

Observe th at (I{J,fJ) = (0,0) is a solution of problem (1.1)-(1.2). Ignoring 

the nonlinear terms in (1.1)-(1.2), th en in the steady case, we get the 

following linear equations 

(12 1/J = ~ ,tl f} = R ;:t: a 1/J , together with (1.2). (2.2) a x x 

Solutions of the Eqs.(2.2)-(1.2) will be sought in the form (2.1). Upon 

substitution of the series (2. 1) in (2.2), we easily get for j :t= 0 the 

following differentiai system 

A L2 w j k B T . ' i j j i j 1 

R ;:t: j k A w B L T . ' i j i j j 1 

w = Dcx.W T 0 on z = 0· 
' 

w = of3w = T = o on z = 1; 

L 
j 

.2 k2 D = 
J ' 

d 
crz· 

For practical reasons, let 

A W = 
i j 

j k 
--=----W,B T =fJ,m 

m2 i i j i j 

j 

With this notation, Eqs. (2.3) become 
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(2.Ja) 

(2.Jb) 

(2.Jc) 

(2.Jd) 

(2.4) 



2 
rn 

A 

m2tl L 
2 W j 

= ;:t w. = - L ~ .. R :1: 0; (2.5a) 
j j 1 .2 k2 R 

j 1 

J 

A 

Da 
A 

w = w = tl 0 on z = 0; (2.5b) 

D(3 
. 

w = w = tl = 0 on z = 1 . (2.5c) 

Note that the Eqs.(2.3) or (2.5) do not have simple explicit solutions. 

Before we close this section, let us fix sorne notations needed in the sequel. 

The scalar product and the norm in L 
2

(0,1) will be denoted respectively by 

J 
1 1 1/2 

(f,g) = f(z).g(z) dz , 1 f = (f,f) . 

0 

Since ;:t(z) is positive, one can also en dow L 
2 

(0,1) with the following 

inner product and norm 

(f,g) 
;:t 

1 

J x(z) f(z).g(z) dz ' 1 f 1, 0 

0 

(f f) 1/2 
' x 

3.Derivation of the abstract Lorenz system 

any 

To obtain the abstract Lorenz system, let us set 

A(t) W (z) sin(kxl; 
1 

~ = B(t) ~ (z) cos(kx) + C(t) T (z); 
1 2 

(J.la) 

(J.lb) 

where W - W and ~ 
1 1 1 

are solutions of Eqs. (2.5) for j = 1. T (z) being 
2 

smooth function of z (say T 
2 

E C
2

([0,1])) subject to the boundary 

conditions T = 0 on z = 0 and z = 1. The term T (z) is necessary, according 
2 2 

to [1], to take into account part of the nonlinearities in (1.1). 

Substituting the relations (3.1) into (1.1), we get the following system 
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d A 
-

0" d t 
LW -Bkt1 =AL

2
W 

1 1 1 1 1 
(3.2a) 

;:~: { ~ ~ t1
1 

- k A C W 
1 

DT 
2 

+ R A k W 
1

} = B L 
1 

t1 
1

; (3.2b) 

(3.2c) 

Taking the scalar products in L 
2

(0,1) of (3.2a) with W , of (3.2b) with 
1 

t1 and of (3.2c) with T , integrating by parts and using the Eqs.(2.5), one 
l 2 

easily obtains the following abstract Lorenz system 

li fil~ 

2 

d B 1 '(1 1 
2 

- k A c (;:~: w DT ' '(1 ) + ~ A Il '(1 11
2 

dt 1;:1: l 2 1 k 11 

dCITI2-AB-k-
ëlt 2 ;:\: 2 

= Jo
l ( 

D(W t1 ), T ) 
1 1 2 

(rn = rn see (2.4)) . 
1 

(3.3a) 

(3.3b) 

(3.3c) 

Note that if (c,f>, T ) ~ 0, theo we have a new Lorenz system containing the 
2 

term A 
2

. This term is absent in the Lorenz system derived in [7; Chap.l7] for 

the deep Bénard convection with stress-free boundaries. 
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4.The deep Lorenz system in the rigid-free boundary conditions case 

Not knowing exactly W and fJ in (3.1), let us simplify the problem by 
1 1 

setting 

A(t) W(z) sin(kx), ( 4.la) 

fJ = B(t) sin(rrz) cos(kx) + C(t) sin(2rrz), (4.1b) 

where W(z) is given by (see [2] or [7, p.349]) 

W = [ A
1 

+ B 
1 
(z - +) J ch ( k(z - -{-l ) + sin(rrz) + (4.2) 

[ A
2 

+ B2(z - +) J sh ( k(z 
1 ) , and + --) 
2 

A - rr sh
3 (+) 1 ,B = 2 A coth

2
( ~ ) = sh(k) ch(k) 1 - k 1 1 

Note that W does not satisfy Eq.(2.3b). 

The substitution of the expansions (4.1), for 1/J and fJ, into the full 

nonlinear equations ( 1.1) leads to the following differentiai system 

_l_ d A L W - B k s i n ( rrz ) = A L 2 W ; 
(J' d t 1 1 

x [~ ~ s i n ( rrz) - A C k 2 rr W cos ( 2rrz) + R A k W J = - B rn s in ( rrz) ; 

[d c sin ( 2rrz) -A B ~ (DW) s i n ( rrz ) - A B 
k 

rr W cos(rrz) J = x d t 2 

- 4 
2 

C sin(2rrz) + è5 { 2 A
2 

k
2 (DW) 2 ~ 2 ( D2W + k2 W)2 }· = rr + 

Taking the inner products in L 
2

(0,1) of (4.3a) with sin(rrz) , of (4.3b) 

with sin(rrz) and of (4.3c) with sin(2rrz) yields after sorne lenghty 
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(4.3b) 

(4.3c) 



calculations the following Lorenz system 

1 
(J' 

dA(3 -Bk 2 =Am Cft 0 

d B 
d t 

- 2 rr k A C (b 
3 

. . 
-b)+2RAkb 

1 1 

(4.4a) 

=- B rn (4.4b) 

(4.4c) 

where the various coefficients are given in the appendix. As is easily seen it 

is highly unlikely that fj> be identically zero V k :t:. O. 

Now let us give the normal form for the system (4.4). First, observe that 

X = (A ,B ,C ) = (0,0,0) is a fixed point of Eqs.(4.4) and that Eqs.(4.4) are 
f f f f 

invariant under the action of the symmetry S : [A ~ -A, 8 ~ -B , 

C ~ Cl. Next, note that the Jacobian derivative at 

2 
k rn 

(J' 

(30 
(j --

(30 

. k rn 
L = 2 R b 

1 i\ i\ 

0 0 

X is the matrix 
f 

2 
- rr 

0 

0 

4 
i\ 

(4.5) 

where we have assumed that k has been chosen so that (3 :t:. 0 and b > O. lt is 
0 l 

2 

then easily seen that 'li= (1, - ~ , 0) E Ker(L) andS 'li = - '*'· Since the 

critical Rayleigh number R is obtained by setting det(L) = 0, a 
c 

straightforward caculation leads to 

R =min 
c 

k 

3 
rn ------=-- = R (k ) . 

2 k 2 b c 
l 
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In what follows, we will assume that there exists k such that 
c 

(3 (k ) :1:- 0 • b (k ) 
0 c 1 c 

Lnr~r ,1
2 

m(k l 
> 0 and () ~ - -~c-

{30 À 
< o. 

Now, for R R (i.e k 
c 

k ), the eigenvalues of L are s = 0, 
c 1 

m(k ) 

(4.7) 

s = 
2 

and s = 
3 

c 
(s < 0 by virtue of (4. 7)). 

3 

From the theory of normal forms (see e.g [3]-[5]) we obtain the following 

normal form for the system 

d z 
dt = J.l Z - a Z

3 
+ O(Z

5
) with J.l = O(R - R ); 

c 
(4.8) 

where we have put X = (A,B,C) = Z(t) 'li + Y and Y belongs to the stable 

eigenspace. The fluid flow is obviously stable when R < R . 
c 

Due to the complexity of the coefficients in (4.4), it is extremely 

difficult to carry further an analytical analysis of the equations without the 

help of a software of symbolic calculations. Work is being done to compute the 

coefficients in (3.3) using other appropriate expressions of W in (4.1) such 

as trigonometrie series or orthogonal polynomials. The next step will be then 

to seek chaotic behavior of the system using a numerical scheme. 
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Appendix 

Coefficients in (4.4) 

{30 8 
k 

B ch(+) = rr -- rn, 
rn 2 

2 k2 i\ = 1 + 
0 

rn = rr + 2 

1 
+ 5 5 = (-l)p [i\ a ( j > (.) ] ' b i\ 0 - 0 a J j 2 p + 1, 

j 2 1 j j j 1 ( 1 ) 2 ( 1) 

(.) a J 
1 ( i ) 

= 2 A 
1 

+ 4 coth ( ~ ) 

sin(j ; ) {j : .. che ~ ) - coth(+) 
1 J 

k j 
2 

rn 
ij 

j rr 
rn 

i j 

(.) 
a J 

2 ( i) 
A

1 
coth 2

( ~) sin(j2rr) { ~i: chC2q)- 8 i j :< sh(i2k) + 

+ 4 j :
2

rr coth( ~) ch(i2k)} 
i j 

rn 
i j 

.2 = J 
2 rr .2 k2 = + 1 ' Til 

{3( 1 ,jl=-4A 
1 1 

k 
rn 

1 j 

rn 
11 

- ~-~ coth( ~ ) shC2 k) 
1 J 

i j 
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1 
+-­

rn 
1j 

1 J 

+ 

(1) 

(2) 

(3) 

+ 

(4a) 

(4b) 

(5) 

(6a) 



(3 ( i ' j ) 
sin(jzn) {a

1 

i k 
shCz k) + 2 :~ chCzk) 2 rn 

i j 
ij 

i k 
chez k) 

2 l 

shCz k) + b + b 
ij 

2 2 rn 2 2 
ij rn 

i j 

- 4 b 
i k 

chC/) ( 3 
.2 2 .2 

k
2 

) } J TC - 1 
2 3 

rn 
i j 

1> - 4 k
2 

{ ( a 1 
b b ) 2 

TC 
- 16 TC = + a 

1 2 2 rn 
22 

- 4 k
2 

sh(k) { - 16 n 
k ( b b ) + 4 a + a a 

2 1 1 2 2 rn 

- 8 1t 

3 
rn 

22 

a 
l 

rn 

b 
2 

+--­
rn 

13 

- 2 b 
2 

(4 
2 

TC 

k 
2 

rn 
13 

a = B + k A 
1 1 2 

a = B + k A 
2 2 1 

22 

- 12 k
2 ) b b } + ch(~) { ::

3 
( 1 2 

( 2 
2 

k
2 

+ k
4 

+ 9 
4 ) } 1t 1t 

= A 
1 
co th 

2 
( +) ( 2 - k co th ( +) ) ; 

= A ( k - 2 co th ( +)) ; 
1 

k 
2 

rn 

+ 

k 
2 

rn 
22 

a 
1 2 

10 
2 

1t 

[/ 2 .2 
k2 ] + TC - 1 

(6b) 

b b } ch(k) + 
l 2 

TC 
+ b b __ TC_+ 

rn l 2 rn 
22 22 

k
2

+2k
4

) + 

(7) 

(Sa) 

(Sb) 

b = k B = 2 A k coth ( ~ ) b k B 2 k A coth
2 

( ~ ) . 1 2 1 2 1 1 
(9) 
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