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Algorithmes d'imp/Jmentation de lo méthode de Lonczos 1 C.BAHEUX -

On sait depuis longtemps que ce sont les polynômes orthogonaux qui sont sous-jacents à la 

résolution des systèmes linéaires par la méthode de Lanczos. 

Trois méthodes sont connues : Lanczos/Orthomin, Lanczos/Orthores et Lanczos/Orthodir. 

Pour Lanczos/Orthomin, on exprime le polynôme orthogonal Pk en fonction de -Pt-1 et de~~~ 

(polynôme orthogonal adjacent, voir définition plus loin) et on ex-prime l'11
) en fonction de 1'1~1 et 

de-Pt . 

Pour Lanczos/Orthodir, on ex-prime le polynôme orthogonal Pk en fonction de Pk _1 et de 1'1~1 et on 

exprime l'11
) en fonction de 1'1~1 et de 1'1~2 . 

Pour Lanczos/Orthores, on exprime le polynôme orthogonal ~ en fonction de Pk _1 et de Pt_ 2 . 

On remarque donc, que dans les trois cas connus, Pk et l'11) s'expriment chacun par une relation de 

récurrence à trois termes. 

Les idées directrices de cette thèse sont basées sur : 

t l'étude systématique des relations de récurrence pour Pk, et pour l'11
), que l'on 

e>.:prime à chaque fois par une relation de récurrence à trois termes. 

• l'étude des algorithmes qui utilisent les relations précédentes. 

Dans la première partie, on s'intéresse aux dh•ers algorithmes. 

0 Le chapitre 1 rappelle les notations et définit les familles adjacentes de polynômes orthogonaux 

formels { Pk } et { pp) } . De plus, dans ce chapitre, nous définissons : 

• les formules Ai, qui exprimentPk en fonction dePk_ 1 etlouPk_2 et/ou~
1 ) 

et/ou ~~1 et/ou P~~2 . 

t les formules Bj , qui expriment l'11
) en fonction de 1'1~1 et/ou 1'1~2 et/ou Pk 

et/ou Pk _1 et/ou Pk_ 2 . 

Page 1 



Algorithmes d'implémentation de la méthode de lAnczos 1 C.BAHEUX -

0 Le chapitre 2 présente toutes les relations possibles et surtout toutes les relations exploitables pour la 

suite. 

On retrouve • la relation B6 qui est utilisée dans la méthode Lanczos/Orthodir. 

• la relation Ag qui est utilisée dans la méthode Lanczos/Orthodir et Lanczos/Orthomin. 

• la relation A4 qui est utilisée dans la méthode Lanczos/Orthores. 

0 Le chapitre 3 présente toutes les méthodes possibles et leurs algorithmes. 

Sachant que le BCG (Bi Conjugale Gradient)[lO] nécessite seulement deux multiplications matrice-

vecteur, les algorithmes nécessitant au moins quatre multiplications matrice-vecteur ne seront pas 

ex"Ploités pour les résultats numériques. 

0 Le chapitre 4 présente sous forme de graphiques, les résultats pour les algorithmes nécessitant deux ou 

trois multiplications matrice-vecteur dans le cas des matrices représentant la discrétisation 5-points de 

l'opérateur-~ - ~~ + y _Q_ sur un rectangle. ax ay- ax 

La deuxième partie étudie le cas de la rupture des algorithmes qui se produit quand il y a 

une dhision par zéro. 

0 Le chapitre 5 met en évidence les différentes relations. 

On étudiera uniquement les relations possibles du chapitre 2. On trouve de manière classique les 

relations du type Ag et du t}"J>e B 10 et on les utilise pour en trouver d'autres dans le cas de la rupture. 

0 Le chapitre 6 présente des méthodes du t)"J>e Ai 1 Bj et surtout les algorithmes correspondants, dans le 

cas de la rupture. 

On retrouve les algorithmes MRZ, BMRZ et SMRZ qui ont été définis dans [5]. 

0 Le chapitre 7 met en évidence sur un exemple numérique les méthodes précédentes dans le cas de la 

rupture et surtout les différents sauts possibles. 
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1.1NTRODUCTION ET GENERALITES 

Le chapitre 1 rappelle les notations et définit les familles adjacentes de polynômes orthogonaux 

formels {Pk } et { Pf1> }. On remarque que, dans les trois cas connus (Lanczos/Orthomin, 

Lanczos/Orthores et Lanczos/Orthodir), Pk et pp> s'expriment chacun par une relation de récurrence à 

trois termes. 

Pour ces raisons, nous définissons les formules Ai qui ex-priment ~ et les formules Bj qui expriment 

J>f1>. Chaque polynôme Pk (ou J>f 1>) sera calculé par une combinaison polynomiale de deux polynômes 

adjacents. 
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1.1. Introduction 

Nous considérons un système de n équations linéaires à n inconnues 

(1.1) 

où A E enxn , b E en et x E en. 

Soient xo et y deux vecteurs arbitraires de en, y.,. 0, et soit (xk) une suite de vecteurs définie par: 

xk - x0 E Kk(A , r0) (1.2) 

où Kk(A, r) • Span(r, Ar, ... , Ak-l r) et où A* est la transposée conjuguée deA. 

De (1.2), xk - x0 peut être mis sous la forme 

et par suite, en multipliant par A de chaque coté, et en soustrayant b on a : 
(Axk-b)-(Ax0 -b) .. -a1Ar0 - ••• -akAk r0 . 

D'où 

La condition d'orthogonalité (1.3) peut s'écrire 

(A*i y, rk) .. Opouri•O,···,k-1 

et avec (1.5), nous obtenons le système d'équations linéaires: 

{

a 1 (y, A r0 )+···+ak (y, Ak r0 ) •- (y, r0 ) 

•k-1 •k-1 k •k-1 a 1 (A y, A r0 )+· ··+<lk (A y, A r0 ) •- (A y, r0 ). 

Si le déterminant de ce système est différent de zéro, alors xk existe et les formules (1.4) et (1.5) 
déterminent x k et r k de façon unique. 

(1.3) 

(1.4) 

(1.5) 

(1.6) 

(1.7) 

Bien sûr, résoudre (1.7) directement n'est pas intéressant et nous allons montrer maintenant comment 
résoudre ce système récursivement en incrémentant la valeur de k. 

De plus si nous posons Vi *i i . 
ci .. (A y, r0) =(y, A r0) 

et si nous définissons la fonctionnelle linéaire c sur l'espace des polynômes complexes par 

c(~) • c; pour i == 0 ,1 ,. · · 
alors le système (1.7) peut s'écrire sous la fom1e: 

c(~ Pk(!;)) .. 0 pour i = 0 ,. .. , k -1 . 

Page4 

(1.10) 

(l.ll) 

(1.12) 



Algorithm~s d'implémentation de lo méthode de Lanczos 1 C.BAHEUX - Introduction et généralités 

Ces conditions montrent que Pk est le polynôme de degré au plus k de la famille des polynômes 
orthogonaux formels par rapport à la fonctionnelle linéaire c, voir Brezinski [2]. 

Ces polynômes sont normalisés par la condition Pk(O) - 1 et Pk existe et est unique si et seulement si le 

déterminant de Hankel 

est différent de zéro. 

En effet les conditions (1.12) et Pk(O) - 1 donnent la formule de Pk avec les déterminants, qui est: 

1 ; ;k 

~:1 ck 
cl ck 

ck c2k-1 
(1.14) 

ck c2k-1 

Nous supposerons dans les chapitres 2, 3 et 4 que Vk, Hk1> '" 0. 

Si, pour quelque k, Hk1
> • 0, alors Pk n'existe pas et nous étudierons ce cas dans le chapitre 5. 

Une méthode de type J,.anczos consiste à calculer Pk récursivement, puis rk et finalement xk avec 

rk - b - A x k , sans, bien sûr, inverser A . Une telle méthode donne la solution exacte du système ( 1.1) 
en au plus n étapes, voir [8]. 

Considérons maintenant les polynômes unitaires pp> définis par: 

cl c2 ck+l 

pp>(;) - ~~~ ck ck+l c2k 

1 ; ;" ck 

Si nous définissons la fonctionnelle linéaire c<1> par 

cO>(~) - c&+ 1) - c i+l pour ; -o ,1 ,. .. 
alors la relation (1.15) donne : 

(1.15) 

(1.16) 

ce qui montre que les polynômes { pp> } forment une famille de polynômes orthogonaux formels par 

rapport à cO> . 
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{ Pk } et { pp> } sont appelées familles adjacentes de polynômes orthogonaux formels. 

De la même manière que le vecteur rkest défini par rk • Pk(A) r0 , on pose zk • pp>(A) r0. 
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1.2. Le pourquoi des relations de récurrence 

Notre but est, dans un premier temps, d'exprimer Pk par une combinaison polynomiale de deux 
polynômes adjacents. Les formules obtenues seront notées A;. 

Dans un deuxième temps, nous allons exprimer Pi1> par une combinaison polynomiale de deux 
polynômes adjacents. Les formules obtenues seront notées BI 

Les différentes formules possibles sont donc les suivantes : 

Al: pk - pk-2 , 
p,O) 
k-2 BI : p,O>- P. p,(l) 

k k-2• k-2 

A2: pk - pk-2 , 
p,(l) 
k-1 B2 : 

p,(l)- p, p,(l) 
k k-2• k-1 

A3: pk - pk-2 
p,O) B3 : (1) 

' k pk - pk-2• pk 

A4: pk - pk-2 ' pk-1 B4: 
(l) 

pk - pk-2' pk-l 

As : pk - p,O> k-2 ' pk-1 Bs : p,(l)- p,(1) p, 
k k-2' k-1 

A6: pk - p,(1) 
k-2 

p,(1) 
, k -1 B6: 

p,(1)- p,(1) p,(1) 
k k-2• k-1 

A7: pk - p,(l) 
k-2 

p,(1) 
, k B7: 

p,(1)- p,(1) p, 
k k-2' k 

Ag: pk - pk-l 
p,O> 

, k -1 Bg : p,(1)- P. p,(1) 
k k-l' k-1 

A9: pk - pk-1 
p,O) B9 : (1) 

' k pk - pk-1' pk 

Aw: pk - p,(l) 
k -1 

p,(l) 
' k BIO: 

p,(1)- p,(l) p, 
k k-l ' k 

où la notation a - b , c signifie que a .. b • polynôme + c • polynôme . 

Dans un troisième temps, nous allons "combiner" ces formules pour obtenir de nouveaux 

algorithmes de la forme A; 1 B1, puis nous étudierons les cas de la rupture pour ces algorithmes. 

Une étude rapide montre que l' on ne peut pas utiliser : 

car 

car 

pk - pk-2 • P1l) 

pp> - pk-2' pk 
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pk 
(1) 

~ 1 B9 car 
- pk-1' pk A9 

p,O> 
- pk-1' pk B9 k 

pk -p,(1) p(1) 
AIO A10 1 B10 car k-1' k 

p,O> (1) - pk-1' pk Bto k 

Une méthode pour trouver ces relations A; et Bi consiste à: 

- comparer les degrés 

- utiliser les relations d'orthogonalité qui sont : 

c(;; Pk(;)) • 0 pour i • 0 ,. .. , k -1 

cO>(~· pp>(;)) • 0 pour i • 0 ,. .. , k -1 

- utiliser le fait que : 

cO>(~ Pk(;)) • c(;; + 1 Pk(;)) pour i • 0 ,. .. , k -1. 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

Nous supposerons dans les trois chapitres suivants que les Pk sont exactement de degré k. Par 

suite c<O> est définie. 

Soit U; un polynôme unitaire de degré exactement i. Alors les conditions d'orthogonalité (2.1) et (2.2) 

deviennent : 

c(U;<S) Pk(S)) - 0 pour i • 0 , ... , k -1 

cO>(U;(;) pp>(;)) • 0 pour i • 0 ,. .. , k -1. 
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2. LES RELATIONS Aï ET BJ 

Le chapitre 2 présente toutes les relations possibles et surtout toutes les relations exploitables 
pour la suite. 

Une méthode pour trouver ces relations A; et Bi consiste à: 

- comparer les degrés des différents polynômes 

- utiliser les conditions d'orthogonalité qui ont été définies dans le premier chapitre 

-utiliser le fait que : c(l>(Si Pk(;)) • c(Si + 1 Pk(;)) pour i • 0 , 1 ,. ... 

En supposant que Pk est exactement de degré k et en notant V; un polynôme unitaire de degré 
exactement i, les conditions d'orthogonalité sont: 

c(U; (;)Pd;)) • 0 pour i .. 0 ,. .. , k-I 

c<l)(U;(;) pp>(;)) • 0 pour i • 0 ,. .. , k -1. 

On retrouve • la relation B6 qui est utilisée dans la méthode Lanczos/Orthodir 

• la relation Ag qui est utilisée dans la méthode Lanczos/Orthodir et Lanczos/Orthomin 

• la relation A4 qui est utilisée dans la méthode Lanczos/Orthores. 

On va démontrer que les relations A1, A4, As.~. Ag, A1o et B1, Bs. B6, Bg, B1o existent 

mais que seules les relations A 1, A4, As. Ag, et B 1, Bs. B6, Bg, B 1 o sont exploitables pour la suite. 
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2.1. Les relations A1 

2.1.1. Relation A1 

On cherche la relation A1 c'est à dire Pk - Pk_ 2 , Pi~2 pour kit 2. 

Comme le degré des polynômes Pk , Pk_ 2 , Pi~ 2 est respectivement k • k - 2 et k - 2 , on a à déterminer 
les constantesAk, Bk, Ck, Dk, Ek, Fk telles que: 

Comme Vk, Pk(O) = 1 on a: Vk, 

Soit U. un polynôme unitaire de degré exactement i. 
1 

Alors Vi - 0 , · · · , k - 1 (2.4) 

Or 

c(U;(s)Pk(s)) • Ak c(~ U;(s)Pk_ 2(s)) +Bk c(s U;(s)Pk_ 2(s)) + Ck c(U;(;)Pk_ 2(;)) 

+Dk c(~ U;(;) P1~2(s)) + Ek c(; U;(;) Pi~2(;)) + Fk c(U;(;) P1~2(;)). 

Par suite, en appliquant (2.3) et (2.4), on a la relation (2.A.l) : pour i = 0, ... , k- 1 

Ak c(;2 U;(;)Pk_ 2(;)) +Bk c(; U;(;)Pk_ 2(;)) + Ckc(U;<s)Pk_ 2(s)) 

+Dk cO>(; U;(;) Pi~2(s)) + Ek cO>(U;(;) Pi~2(;)) + Fk c(U;(;) Pi~2(;)) • O. 

Par conséquent : 

0 Pour i = 0 on a : 

Commec(U0(;)Pi~2(;)) '"Oona:Vk, Fk=O.ParsuiteVk, 

0 Pour i = 1 , ... , k- 5 la relation (2.A.l) est toujours vraie. 

0 Pour i = k - 4 on a : 

0 Pour i = k - 3 on a : 

0 Pour i = k - 2 on a : 

Bkc(;Uk-2pk-2) + c(Uk-2pk-2) + DkcO>(;Uk-2Pi~2) + EkcO>(Uk-2Pi~2) • O. 

0 Pour i = k - 1 on a : 
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Par conséquent la relation A 1 est : 

!
Bk c(; Uk_3 Pk_2) + Dk c0 >(; Uk_3 Pi:~)- 0 · 

Bk c(; Uk-2 Pk-2) + Dk c0 >(; Uk-2 Pi:~)+ Ek c0>(Uk..:2Pi:~) • -c(Uk-2 Pk-2) 

Bk c(; Uk-1 Pk-2) + Dk c0 >(; Uk-1 ~<:~) + Ek c<1>(Uk-l ~:~) • -c(Uk-1 ~-2). 

Résolvons le système précédent. 

Le déterminant de ce système est At : 

c(; uk-3 pk-2) c<I>(; U k-3 Pi~2) 0 

llk - c(; U k -2 Pk-2) cO>(; U p,<l) ) k-2 k-2 
c(1)(U p,(1) ) 

k-2 k-2 

c(; uk-1 pk-2) c(l)~ u p,(l) ) 
k-1 k-2 

c(1)(U p,(1) ) 
k-1 k-2 

Par suite on a : 

llk .. c(;Uk-3pk-2)[cO>(;Uk-2Pj~2)c< 1>(Uk-lpj~2)- c< 1 >~uk-tP1~2)c<1>(Uk-2Pj~2)] 

-cO>(; U k-3 Pi~2 >[<; U k-2 pk-2) c<
1
> (U k-1 Pi~2) -c(; U k-1 Pk-2) c<

1
>(U k-2 Pi~2) l 

Donc si llk.,. 0, on trouve Bk, Dk et Ek de manière unique. On a: 

0 

-c(U k -2(;) Pk -2(;)) 

c(Uk -1(;) Pk -i;)) 

cO>(; U k-3~) Pj~2~)) 

cO>(; uk-2~) Pi~2~)) 

c<1><; uk-1<;> Pi~2<;n 

0 

c<1>(Uk -2~) Pi~2{;)) 

c(1)( U k -1{;) Pj~ 2(;)) 
Bk • .!....-..-----------------------..!. 

llk 

D'où 
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Nous allons prendre pour V. différents polynômes de degré i. 
1 

Alors 

Il • c(~-2 p, )r ~ p,O> )2 _ ...rt.k+1 p,<1> )cM-1 p,<1> >] k <;- k-2 L"'<;"- k-2 "'<;"- k-2 \<;"- k-2 

Alors 

llk • c(;Pk-3pk-2) [c<1>(;Pk-2 Pj~2) c(l>(Pk-1 Pi~2) - c<1>(;Pk-1 P1~2) cO>(Pk-2 Pi~2)] 

-c<1>(; Pk-3 P1~2>E<; Pf-2) cO>(Pk-1 P1~2) -c(;Pk-1 Pk-2) c<1>(Pk-2 P1~2)]. 

Si llk'" 0 on a, comme c(Pk _1(;) Pk_ 2{;)) • 0, 

B 
cO><; pk -3(;) Pi~ 2{;)) c(Pf_ 2{;)) cO>(Pk -1(;) Pj~2{;)) 

k - llk 
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CommecO>(Pi~1(;)Pi~2(;)) • Oetc(;Pi~ 1(;)Pk_ 2(s)) • cO><Pi~1{;)Pk_ 2(;)) • 0 onaalors: 

A k • -c(; Pi~ 3{;) pk- 2<s)) cO>(s Pi~ 1(;) Pi~ 2{;)) cO>(Pi~;{;)) · 

-- c(P1~ 1(;) pk- 2(;)) 

cO>(s Pi~ 1(s) Pi~ 2(;)) 
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2.1.2. Relation A
1 

On cherche la relation A
2 

c'est à dire Pk - Pk_ 2 , Pi~ 1 pour k ~ 2. 

Comme le degré des polynômes Pk , Pk_ 2 , Pi~ 1 est respectivement k , k- 2 et k - 1, on a à déterminer 
les constantesAk, Bk' Ck, Dk, Ek telles que: 

Comme Vk, Pk(O) - 1 on a : Vk, 

Soit U un polynôme unitaire de degré exactement i. 
1 

Or 

c(U; (;)Pk(;)) • Ak c(;2 U; (;) Pk-2 (;))+Bk c(; U; (;) Pk-2 (;)) + Ck c(U; (;) Pk-2 (;)) 

Par suite, en appliquant (2.3) et (2.4), on a la relation (2.A.2): pour i = 0, ... , k- 1 

Ak c(;2 U; (;) Pk-2 (;))+Bk c(; U; (;) Pk-2 (;)) + Ck c(U; (;) Pk-2 (;)) 

Par conséquent : 

0 Pour i = 0 on a : 

Ek =O. Par suite Vk ~ S , Ck = 1. 

Pour déterminer les autres constantes, on suppose que k ~S. 

0 Pour i = 1 , ... , k- S la relation (2.A.2) est toujours vraie. 

0 Pour i = k - 3 on a : 

0 Pour i = k - 2 on a : 
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Par conséquent une relation de la forme A2 n'existe pas pour k ~ S. 
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2.1.3. Relation A
3 

On cherche la relation A
3 

c'est à dire Pk - Pk_ 2 , pp> pour k lt 2. 

Comme le degré des polynômes Pk , Pk_ 2 , Pi1 > est respectivement k , k - 2 et k , on a à déterminer les 
constantesAk, Bk, Ck, Dk telles que: 

Comme Vk, Pk (0) = 1 on a: Vk 

Soit V. un polynôme unitaire de degré exactement i. 
1 

Or 

(2.4) 

c(U;(s)Pk(s)) • Ak c(s2 U;(s)Pk-2(s)) +Bk c(s U;(s) Pk-2(s)) + Ck c(U;(s)Pk-2(s)) +Dk c(U;(s)Pfl\s)). 

Par suite, en appliquant (2.3) et (2.4), on a la relation (2.A.3): pour i = 0 ..... k- 1 

Ak c(;2 V;(;) Pk_2 (;))+Bk c(; V;(;) Pk_2 (;)) + Ck c(V; (;) Pk_2 (;)) + Dk c(V; (;) Pi1> (;)) • 0. 

Par conséquent : 

0 Pour i = 0 on a : 

Dk =O. Par suite Vk:!!: 5, Ck = 1. 

On suppose pour la suite que k :1!: 5. 

0 Pour i = 1 , ... , k- 5 la relation (2.A.3) est toujours vraie. 

On aurait alors Pk(;) • Pk_2(;), ce qui est faux car un polynôme de degré k ne peut pas être égal à un 
polynôme de degré k- 2. 

Par conséquent une relation de la forme A3 n'existe pas pour k:::: 5. 
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2.1.4. Relation A
4 

On cherche la relation A 4 c'est à dire Pk - Pk _ 2 , Pk _1 pour k a: 2. 

On remarque que c'est la relation Il du (QD) algorithme pour les polynômes orthogonaux Pk . 

Comme le degré des polynômes Pk , Pk_ 2 , Pk _1 est respectivement k. k- 2 et k- 1, on a à déterminer 
les constantesAk. Bk. Ck, Dk, Ek telles que: 

Comme 'rfk Pk (0) = 1 on a : 'rlk, 

Soit U un polynôme unitaire de degré exactement i. 
1 

Alors Vi -o ,. .. , k-1 (2.4) 

Or 

c(U; Pk)- AkE<s U; pk-1) +Bk c(U; pk-1) +Ck c(s
2 

U; pk-2)+Dk c(s U; pk-2) + Ek c(U; pk-2)]. 

Par suite, en appliquant (2.4), on a la relation (2.A.4): pour i = 0, ... , k- 1 

c(s U; Pk-t)+Bk c(U; Pk-t)+Ck c(s
2 

U; Pk-û+Dk c(s U; Pk-2)+Ek c(U; Pk-2) •0. 

Par conséquent, en supposant k i!!: 5 , 

0 Pour i = 0, ... , k- 5 la relation (2.A.4) est toujours vraie. 

0Pouri=k-4ona: Ckc(S2 Uk_ 4(S)Pk_ 2(S)) • O. 

Comme c(s2 Uk_ 4(s)Pk_ 2(s)) ,. 0 on a: Ck =O. 

0Pouri=k-3ona: Dkc(sUk_ 3(s)Pk_ 2<s>>- o. 
Commec(sUk_ 3(s)Pk_ 2(s)) .. Oona: Dk=o. 

0 Pour i = k - 2 on a : Ek c(Uk-2(s)Pk-2(s)) "" -c(s Uk-2(s)Pk-I(S)). 

E 
-cc;uk-2<S>Pk_,cs>> 

k -
c( u k- 2<s> Pk- 2Cs)) 

0 Pour i = k - 1 on a : 

c(s U k-1 (s) Pk-1 (s)) +Bk c(U k-1 (s) Pk-1 (s)) + Ek c(U k-1 (S) Pk-2(S)) • 0 · 
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Par conséquent la relation A4 est : 

avec 

-c<; uk_2<;)Pk-1<;)) Ek - ----~~~~~~~ 
c(Uk-2(;) Pk-2(s)) 

-c(; Uk-1(;)Pk-1(s)) - Ek c(Uk-1(;)Pk-2(;)) Bk - ----~~~~~~~----~~~~~~~~ 
c(Uk-1(;) Pk -1(s)) 

Nous retrouvons le fait que { Pk } est une famille de polynômes orthogonaux formels et qu'une telle 

famille vérifie une relation de récurrence à trois termes: Pk , Pk _1 , Pk_ 2 . 

Choisissons le polynôme U. 
1 

Alors 

Alors 
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Alors 
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2.1.5. Relation A1 

On cherche la relation A
3 

c'est à dire Pk - P1~ 2 , Pk _1 pour k 2: 2. 

Comme le degré des polynômes Pk , Pi~ 2 , Pk _1 est respectivement k. k- 2 et k- 1, on a à déterminer 
les constantesAk, Bk. Ck. Dk. Ek telles que: 

Pk(;)- AkE;+Bk) pk-1(;)+(Ck ;2 +Dk ;+Ek>P1~2<;>]. 

Comme Vk, Pk (0) = 1 on a: Vk, 

Soit U. un polynôme unitaire de degré exactement i. 
1 

Alors Vi • 0 , .. ·, k - 1 (2.4) 

Or 

c(Ui Pk) • AkE<; U; Pk_1)+Bk c(U; Pk_1)+Ck c(;2 U; Pj~2 )+Dk c(; Ui Pj~2 )+Ek c(Ui Pj~2 >]. 

Par suite, en appliquant (2.3) et (2.4), on a la relation (2.A.5): pour i = 0, ... , k- 1 

c(; U; pk-1) +Bk c(U; pk-i) + Ck c<l)(; U; P1~2) + Dk c(I)(Ui P1~2) + Ek c(Ui P1~2) • O. 

Par conséquent, en supposant k 2: 4 , 

0 Pour i = 0 on a : 

Ek = 0. Par suite 

0 Pour i = 1 .... , k- 4 la relation (2.A.5) est toujours vraie. 

0 Pour i = k - 2 on a : 

Donc 

0 Pour i = k - 1 on a : 

c(;Uk-i(;)Pk-i(;)) + Bkc(Uk-i(;>Pk-1(;)) + Dkc(i)(Uk-1(;)P:~2(;)) • O. 
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Par conséquent la relation As est : 

avec 

A - _1_ 
k 

Choisissons le polynôme U . 
1 

Alors 

Ak • _1_ 
Bk 

et Pk(;) •AkE;+Bk)Pk_1(;)+Dk ;P~~2 0;>]. 

Alors 
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1 
Ak•­

Bk 

et Pk(;) • Ak E; +Bk) Pk-1 (;) + Dk ; Pi~2 (;)]. 

Alors 

D -c(; Pi~2 (;) Pk-1 (;)) 

k - c(;Pi~f(;)) 

B -c(; Pi~1 (;) Pk-1 (;)) 

k - c(Pi~l (;) Pk-1 (;)) 

1 
Ak•­

Bk 

et Pk(;)-AkE;+Bk)Pk_1(;)+Dk ;P1~2 (;)]. 
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2.1.6. Relation A
6 

On cherche la relation A6 c'est à dire ~ - ~~~, ~~2 pour k il: 2. 

Comme le degré des polynômes ~, ~~2 , ~~~est respectivement k. k- 2 et k - 1, on a à déterminer 

les constantesAk. Bk. Ck. Dk. Ek telles que: 

Pk(~)- AkE~+Bk) Pi~~(~) +(Ck~2 +Dk~+Ek) Pi~2(~) l 
Comme Vk, Pk (0) = 1 on a : Vk, 

Soit V un polynôme unitaire de degré exactement i. 
1 

Alors Vi • o,. .. ,k -1 (2.4) 

Or 

c(U; Pk) • AkE<~ U; Pi~1 )+Bk c(U; Pi~1 )+Ck c(~2 U; Pi~2 )+Dk c(~ U; Pi~2 )+Ek c(U; Pi~2 )] 

Par suite, en appliquant (2.3) et (2.4), on a la relation (2.A.6): pour i = 0, .... k- 1 

c< 1)(U; Pi~l) + Bk c(U; Pi~l) + ck c(l)~ U; PPl2> + Dk c<1>(U; PPl2> + Ek c(U; P1~2) .. o. 

Par conséquent, en supposant k il: 4 , 

0 Pour i = 0 on a : 

0 Pour i = 1 ..... k- 4 la relation (2.A.6) est toujours vraie. 

0Pouri=k-3ona: Ckc< 1 >(~Uk_ 3(~)P1~2(;>) • O. 

Comme c(l)~ U k _ 3(~) Pi~ 2(~)) "" 0 on a : Ck =O. 

0 Pour i = k - 2 on a : 

0 Pour i = k - 1 on a : 

c0> (U k-1 (;) Pi~1 (;))+Bk c(U k-1 (;) Pi~1 (~)) + Ek c(Uk-1 (;) Pi~2 (;)) ~ 0. 
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Par conséquent la relation A6 est : 

Pk (s) - Ak ~;+Bk )Pi:l (;) + Ek Pi:1 (;)] 

avec 

{

Bk c(Pi:~(;)) + Ek c(J{:1(;))- 0 

Bk c(Uk-1(;) Pi:~(s)) + Ek c(Uk-1(s) Pi:1(;))- -c<
1
>(Uk-1 (;) J{:~(;)) 

A - 1 
k Bk Pi:~(O)+Ek Pi:1(0) 

Résolvons le système précédent. 

c(P(l) ) 
Le déterminant de ce système est: llk - k-1 (1) 

c(Uk-1 Pk-1) 

c(P,(1) ) 
k-2 

(1) . 
c(U k-1 Pk-2) 

· . n(1) U p,(1) p,(l) U nO) Par SUite on a. llk • c(l-k_1) c( k-1 k-2) -c( k-2) c( k-1'k-1). 

Donc si ll.k .. 0, on trouve Bk et Ek de manière unique. On a : 

0 c(P,(I) ) 
k-2 

-c(1) (Uk-1 p,(1) ) 
B k-1 
k-

ll.k 

(1) 
c(U k-1 Pk-2) c(P,(l) ) c<1> (U p,(1) ) k-2 k-1 k-1 

ll.k 

-c(P,(l) ) c(P(l) ) c(l) (U p,<1> ) 
E k-1 B k-1 k-1 k-1 
k- k-

c(P,(l) ) llk k-2 

Choisissons le polynôme U .. 
1 

1er cas: U1(;) - ~. 

On a: Il. • c(P(1)) c(~:k-1 p,(1) ) -c(P,(1) ) c(tk-1 p,(1) ). k k-1 0:. k-2 k-2 ., k-1 

Par suite, comme c(;k-1 P~~1 ) • c<1>(;k-2 P~~1 ) • 0 et comme c(Pi~1 ) .. 0 et c(;t-I P1~1> '"0 , on a 

toujours ll.k .. 0. 

Alors 

B 
c(Pi~2 (;)) c(;k Pi~l (;)) 

k-
c(Pi~1 (;)) c(;k-1 Pi~2 (;)) 
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2e cas: Ui(s) • lj<S). 

On a : Âk • c(Pi~1 ) c(Pk-I P1~2 )- c(P1~2 ) c(Pk-I P1~1 ). 

Par suite, comme c(Pk-I Pi~>2 ) = 0, on a: Âk • -c<Pi~2 ) c(Pk-I Pi~1 ). 

Alors 

B 
-c<s Pk-l <s> Pi~~ <s» 

k-
c( Pk -I (s) Pi ~l (s)) 

3e cas: V; (s) .. P;0 ) (s) . 

On a : Âk • c(Pi~1 ) c(Pi~1 Pi~2 )- c(Pi~2 ) c(Pi~12 ). 

Si A k "' 0 , on a alors : 
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Remarque: Le but de ces formules est, comme nous l'avons dit dans l'introduction, de trouver 

rk • Pk(A)r0 et Xk, avec rk • b - Axk , sans évidemment inverser A. Nous avons également 

précisé que zk • pp>r0 . 

Si nous appliquons ceci à la relation A
6

, nous avons : 

rk •Ak [Azk-1 +Bkzk-1 +Etzk-zl 

Par suite on peut connaître rk mais pour connaître xk il faudrait inverser A. En effet on a: 

Axk • b- Ak[ Azk_ 1 + Bkzk_ 1 + Ekzk-l). 

Par conséquent la relation A
6 

n'est pas utilisable pour calculer xk (sans inverser A ). 
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2.1.7. Relation A, 

On cherche la relation A c'est à dire P.k - p,(l) p,(l) pour k iit 2 --, k-2• k . 

Comme le degré des polynômes Pk , P~~ 2 , pp> est respectivement k, k- 2 et k , on a à déterminer les 
constantesAk, Bk, Ck, Dk telles que: 

Comme Vk, Pk(O) = 1 on a: Vk, 1 • C p,(l) (0) + D p,O>(O) k k-2 k k . 

Soit U. un polynôme unitaire de degré exactement i. 
1 

(2.4) 

Or 

c(U;(;) Pk(;)) • Ak c(;2 U;(;) P}~2 (;)) +Bk c(; U;(;) P}~2 (;)) +Ck c(U;(;)P}~2 (;)) + Dk c(U;(;) pjl>(;)). 

Par suite, en appliquant (2.3) et (2.4), on a la relation (2.A.7): pour i = 0, ... , k- 1 

Ak c0 >(; U; (;) pkC~2 (;))+Bk cC
1)(U;(;) Pi~2 (;)) + Ck c(U;(;) pkC~2 (;)) + Dk c(Ui(;) Pk0>(;)) • O. 

Par conséquent, en supposant k iit 4 , 

0 Pour i = 1 ..... k- 4 la relation (2.A.7) est toujours vraie. 

0Pour i = k- 3 on a: Ak c< 1><; Uk_ 3(;)P~~2(;)) - O. 

Commec(l>c;uk_ 3(;)P~~2(;)) • 0 ona: Ak=O. 

0 Pour i = k - 2 on a : 

0 Pour i = k - 1 on a : 

Par suite la relation Ck c(U 0(;) P~~ 2(;)) + Dk c(U 0(;) pp>(;)) • 0 devient: 

Dk c(U0(;) P~l)(;)) = O. 
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Par suite on a Pk~) • O. Or ceci est impossible car Vk 

Par conséquent une relation de la forme A7 n 'existe pas. 
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2.1.8. Relation A
8 

On cherche la relation A8 c'est à dire Pk - Pi~ 1 , Pk _1 pour k 111: 2. 
On remarque que c'est la relation (q) du (QD) algorithme. 

Comme le degré des polynômes Pk , Pi~ 1 , Pk _1 est respectivement k • k - 1 et k - 1, on a à déterminer 
les constantes A k , Bk , Ck, D k telles que : 

Comme Vk, Pk (0) = 1 on a: Vk, 

Soit U un polynôme unitaire de degré exactement i. 
1 

(2.4) 

Or 

eCU; (s) Pk (s)) • Ak c(s U; (s) Pi~ Cs))+ Bk eCU; Cs) Pi~ (s)) + Ck Cs U; CS) Pk-1 (s)) + Dk c(U; (s) Pk-1 (S)). 

Par suite, en appliquant (2.3) et (2.4), on a la relation (2.A.8) : pour i = 0, ... , k- 1 

Ak c<1
) (U; (;)Pi~(;))+ Bk c(U; (;)Pi~ (s)) + Ck (; U;(s) Pk-l (s)) + Dk c(U;(;) Pk-l (;)) • 0. 

Par conséquent, en supposant k ill: 3 , 

0 Pour i = 0 on a : 

0 Pour i = 1 , ... , k- 3 la relation (2.A.8) est toujours vraie. 

0Pouri=k-2ona: Ckcc;uk_ 2(s)Pk_ 1(s)) • o. 
Comme c(s Uk_ 2(;)Pk_ 1(s)) ,. 0 on a: Ck =O. 

0 Pour i = k - 1 on a : 

Donc 
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Par conséquent la relation As est : 

avec 

A • -c(Uk-1(;) Pk-1(;)) 
k c(;Uk_1(;) Pi~~(;)) . 

Choisissons le polynôme U .. 
1 

et 
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2.1.9. Relation A
9 

On cherche la relation A9 c'est à dire Pk - Pk _1 , pp> pour k ~ 2. 

Comme le degré des polynômes Pk , Pk _1 , pp> est respectivement k, k- 1 et k, on a à déterminer les 
constantes A k , Bk , C k telles que : 

Comme Vk, Pk (0) = 1 on a: Vk, 

Soit U. un polynôme unitaire de degré exactement i. 
1 

Or 

c<U;~)Pk(;)) = Ak c(!; U;(!;)Pk_ 1(!;)) +Bk c(U;(!;)Pk_ 1(!;)) + Ck c(U;~)Pp>(!;)). 

Par suite, en appliquant (2.4), on a la relation (2.A.9): pour i = 0, ... , k- 1 

Ak c(!; U;(!;) Pk _1(!;)) + Bk c(U;(!;) Pk _1(!;)) + Ck c(U;(!;) pp>(!;)) • O. 

Par conséquent, en supposant k i!:: 3 , 

0 Pour i = 0 on a : 

CommeVk 

0 Pour i = 1 , ... , k- 3 la relation (2.A.9) est toujours vraie. 

0 Pour i = k - 1 on a : ce qui est faux. 

Par conséquent une relation de la forme A9 n'existe pas. 

Page 31 

(2.4) 



Algorithmes d'implémentation de la méthode de Lanczos 1 C.BAHEUX - Les relations Ai et BJ 

2.1.10. Relation A
10 

On cherche la relation A10 c'est à dire P,k - p,<1> p,O) pour k :ar: 2 k -1. k . 

Comme le degré des polynômes Pk, Pi~ 1 , pp> est respectivement k, k- 1 et k, on a à déterminer les 
constantes A k, Bk , C k telles que : 

Comme Vk, Pk (0) = 1 on a: Vk, 

Soit U. un polynôme unitaire de degré exactement i. 
1 

Par suite, en appliquant (2.3) et (2.4), on a la relation (2.A.10) : pour i = 0, ... , k- 1 

c(U;~)pp><;)) +Bk c<l)(U;(i;)Pi~ 1(i;)) + Ck c(U;(i;)Pi~ 1 (i;)) • O. 

Par conséquent, en supposant k tt 2, 

0 Pour i = 0 on a : 

0 Pour i = 1 , ... , k- 2 la relation (2.A.10) est toujours vraie. 
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Par conséquent la relation Ato est: 

avec 

Pour n'importe quel polynôme unitaire U. de degré exactement i , on a : 
1 

Remarque : En reprenant les mêmes notations que dans la remarque de la relation A
6 

on a : 

Par suite on peut connaître rk mais on ne peut pas connaître xk sans inverser A. 

Par conséquent la relation A
10 

n'est pas utilisable pour calculer xk (sans inverser A). 
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2.2. Les relations BJ 

2.2.1. Relation Bt 

On cherche la relation Bt c'est à dire 1{1> - Pk _2 , 1{~2 pour k lt 2. 

Comme le degré des polynômes 1{1>, 11-2 , 1{~2 est respectivement k, k - 2 et k - 2 , on a à 

déterminer les constantesAk. Bk. Ck. Dk. Ek. Fk telles que: 

Soit U; un polynôme unitaire de degré exactement i. 

Alors V; - 0 , · ·, k - 1 (2.5) 

Or 

c(l)(U; 1{1)) • Ak c(1)<;2 u, pk-2) + Bk c(l><; u, 11-2) + Ck c(1>(U; pk-2) 

+Dk c(1)(;2 u, 1{~2) + Ek c(1)(; u, 1{~2) + Fk c(l)(U; 1{~2). 

Par suite, en appliquant (2.3) et (2.5), on a la relation (2.B.l) : pour i = 0 ..... k- 1 

Ak c(;3 u, Ji_2) + Bk c(;2 u, pk-2) + Ck c(; u, Ji_2) + Dk c(l)(;2 u, 1{~2) 

+Ek c(1>(; U; 1{~2) + Fk c(I)(U; 1{~2) • O. 

Par conséquent, en supposant k lt 6 , on a : 

0 Pour i = 0 ..... k- 6 la relation (2.B.l) est toujours vraie. 

0 Pour i = k- 5 on a: Ak c(;3 Uk_ 5(;) Pk_ 2(;)) • 0. 

Comme c(;3 Uk_s(;) Pk_ 2(!;» '" 0 on a: Ak =O. 

Comme Vk J11
> est unitaire, on doit avoir: Dk = 1. 

0 Pour i = k - 4 on a : 

0 Pour i = k - 3 on a : 

Bk c(;2 Uk-3pk-2) + Ck c(; Uk-3pk-2) + c<1><;2 Uk-31{~2) + Ek c<1>(; Uk-31{~2) • O. 

0 Pour i = k - 2 on a : 
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Bkc<;2 uk-2Pk-2> + Ckc(;uk-2~-2> + d1><;2 uk-21'1~2> 

+Ek c(1><; Uk-2 ~~2) + Fic c!.1>(Uk -2 1'1~2) • 0 · 

0Pouri=k-lona: 

Bk c<;2 uk-1 Pt-2> + ck c<s uk-1 ~-2> + c!.1><;2 uk-1 1'1~2> 

+Et c!.1><S Uk-1 ~~2) + fic c!.1>(Uk-1 1'1~2) • 0 · 

Par conséquent la relation B1 est : 

{

Ck c(; U k-3 Pk-2) + Ek c<I>(; Uk-3 P1~2) • -c0>(;2 U k-3 P1~2)-Bk c{;2 Uk-3 Pk-2) 

Ck c(; Uk-2 Pk-2) +Ek c0 >(; U k-2 P1~2 )+ Fk cU>(u k-2 Pi~2 ) • -c0>(~2 Uk-2 P1~2 )-Bt c(~2 Uk'-2 Pk-Û 

Ck c(~ U k-I pk-2)+ Ek cO>(; Uk-I P1~2)+Fk c<I>(U k-I P1~2) • -c(l)(~2U k-I P1~2)-Bk c{~2 Uk-I pk-2). 

Résolvons le système précédent. 

Le déterminant de ce système est llk : 

c(s u k-3 pk-2) 

llk .. c(l; U k-2 Pk-2) 

c(l; uk-1 pk-2) 

Par suite on a : 

0 

c(l>(uk-2 Pi~2> 
c<I>(Uk-I P1~2) 

llk - c(s u k-3 pk-2) E(l)(s u k-2 P1~2) c0>(uk-1 P1~2)- c0>(; u k-1 P1~2) c0>(uk-2 P1~2) 1 
-cO>(; uk-3 P1~2) E<s uk-2 pk-2) cO>(uk-1 P1~2)-c(l; uk-1 Pt-2> c<1>(uk-2 P1~2> l 

Donc si llk'" 0, on trouve Ck. Ek et Fk de manière unique. 

Nous allons prendre polir U; différents polynômes de degré i. 
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Alors 

De plus 

Il • c(~:k-2 A ) Ç(~:k pO) )2 -c(~:k+l p,O) ) c(~:k-1 p,O) >] 
k ~ k-2 1: ., k-2 ~ k-2 ~ k-2 

-c(~k-1 Pi~2) E<~k-1 pk-2) c(~k Pf~2) -c(~k pk-Û c(~k-1 Pi~2)]. 

Si flk '" 0 on a : 

ck- ;k [c<~k-1 Pf~2>{E<~k+l Pf~2) +Bkc(;k pk-2) ]c<~k Pf~2>-E<~k+2 Pi~2) +Bkc~k+l pk-Û ]c<~k-1 Pi~2)} 

-{c<~k Pf~z) +Bk c(~k-1 Pj~2) }{c(~k Pf~z)2 -c(~k+l Pj~2) c(~k-1 Pf~2) }] 

2e cas: V;(;) .. ~(;) . 

Alors B -c(;3 Pk -3<;) Pf~z{;)) 
k • c(;2 Pk-4~) Pk_z(;)) · 

De plus 

flk • c(~ Pk-3 Pk-2) E(l) (~ Pk-2 Pf~2) cO> (Pk-1 Pf~2) -c0><~ Pk-1 Pi~2) c<I>(Pk-2 Pi~2)] 

-c0 > (; Pk-3 Pj~2 ) E<~ Pl-2) c0
> (Pk-1 Pj~2 ) -c(~Pk-1 Pk-2> c0>(Pk-2 Pj~2 )]. 

Si flk '" 0 on a : 

Ck • ;k [{c<l>(;
2 

Pk-3 Pi~2) +Bk c(;
2 

Pk-3 Pk-2) }{c<l)(~ Pk-1 pk<~2) c<
1
>(pk-2 pk<~~) 

-c(l>(; Pk-2 Pi:>2) c<I>(Pk-1 Pi~2) }-c<i>(~ Pk-3 Pi~2) ~(I)(Pk-2 Pi~2) 

{c(l)(t2n p,O>)+B c(.t2n p, >}--{c(l)(t2p, p,O>)+B c(1:2p,2 >}c(I)(P, p,O>.)] 
':1 'k-1 /c-2 k ':1 'k-I /c-2 ~ k-2 k-2 k ~ /c-2 k-1 /c-2 
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Fic • -c(l)~2 pk-21~2) - Bk c(§2 Pt-2> - Ck c(;Pt-2> - Ek c(l)~ pk-21~2) 
c(l)(Pt -2 1'1~2) 

Alors 

Depluscomme c< 1 ><1~1<;)f1~2(;)) • 0 et c(;P1~1 (;)Pk-2(;))•c<1>(P1~1 (;)Pk-2(;))-0,Je 
système devient : 

c c(l: p,O> P. ) + E c<l)(l: p,O> p,(l) ) • -c<1)(~:2 p,O> p,O>) _ B c(t2 p,(l) P. ) 
k ':> k-3 k-2 k ':> k-3 k-2 "' k-3 k-2 k ':> k-3 k-2 

C c(t p,O) P. )+E c<l)(l: p,(1)2)+F. co>(p,(1)2). -c0>(~:2 p,0)2)-B c(l:2 p,O> p, ) 
k ':> k-2 k-2 k ':> k-2 k k-2 "' k-2 k ':1 k-2 k-2 

E c(l)(l: p,O) p,O)). -c(l)(l:2 p,O) pO> )-B c(l:2 p,(l) p ) 
k ':> k-1 k-2 ':> k-1 k-2 k "' k-1 k-2 . 

Par suite on a : 

ck .. -c(;3 Pi~3 Pf~2) - Bkc(;2 1~3 Pt-2> - Ekc(;2 1~31~2) 
c(;~~3 pk-2) 
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l.l.l. Relation B2 

On cherche la relation B2 c'est à dire Pl1> - ~ _ 2 , ~~~ pour kilt 2. 

Comme le degré des polynômes Pl1>, ~-2 , Pl~1 est respectivement k , k - 2 et k - 1 , on a à 

déterminer les constantes A k , Bk, C k, D k , Ek telles que : 

Soit U; un polynôme unitaire de degré exactement i. 

Alors V; -o ,. .. , k-1, (2.5) 

Or 

c<I><u, PP~ - Ak c(l><;2 u, Pk -2) + Bk c<I>~ v, Pk -2) + ck c<I><v, Pk -2) 

+Dk c(l>(; u, Pl~1) + Ek c(l)(V, Pl~1) · 

Par suite, en appliquant (2.3) et (2.5), on a la relation (2.B.2) :pour i = 0, ... , k- 1 

Ak c(;3 U,(;) Pk-2(;)) + Bk c(;2 V,(;) Pk-2~)) + Ck c(U,(;) Pk-2~)) 

+Dk c<1>(; U,(;) Pl~1~)) + Ek c<1)(V1(;) ~~\{;)) • 0. 

Par conséquent , en supposant k ït 6 , 

0 Pour i = 0 , .... k- 6 la relation (2.B.2) est toujours vraie. 

0 Pour i = k - 4 on a : 

0 Pour i = k - 3 on a : 

0Pouri=k-2ona: 

0 Pour i = k - 1 on a : 
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Par suite on aura: Vk :1t 6 \tl ~~)~) - 0, ce qui est faux. 

Par conséquent une relation de la forme B2 n'existe pas pour k~ 6. 
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2.2.3. Relation B3 

On cherche la relation B3 c'est à dire ~1 > - Pk_ 2 , Pk pour kil: 2. 

Comme le degré des polynômes ~1>, Pk_ 2 , Pk est respectivement k, k- 2 et k ,on a à déterminer les 

constantesAk, Bk, Ck' Dk telles que: 

Soit U; un polynôme unitaire de degré exactement i. 

Alors Vi • 0 ,. .. , k -1 , 

Or 

c<1>(U1 PP>> • Akc< 1 >~2 U1 Pk_ 2) + Bkc<1>(sU1Pk_ 2) + Ckc<1>(U1Pk_ 2) + Dkc<1>(U1Pk). 

Par suite, en appliquant (2.3) et (2.5), on a la relation (2.B.3): pour i = 0, ... , k- 1 

Ak c{s3 U1 Pk_ 2) + Bk c(s2 U1 Pk_ 2) + Ck c(s U1 Pk_ 2) + Dk c(s U1 Pk) • 0. 

On suppose pour la suite que k il: 6. 

0 Pour i = 0 .... , k- 6 la relation (2.B.3) est toujours vraie. 

0 Pour i = k - 4 on a : 

0 Pour i = k - 3 on a : 

0 Pour i = k - 2 la relation est vraie. 

0 Pour i = k - 1 on a : 

Par suite on aura : 'V k • 6 Vs ~~)~) • 0 , ce qui est faux. 

Par conséquent une relation de la forme B3 n'existe pas pour k ~ 6 • 
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2.2.4. Relation B4 

On cherche la relation B4 c'est à dire Jf1> - ~-2 • Pk_ 1 pour k <t 2. 

Comme le degré des polynômes Jf1>. ~-2 • .ft_1 est respectivement k , k - 2 et k - 1. on a à 

détemùner les constantesAk, Bk, Ck, Dk, Ek telles que: 

Soit U; un polynôme unitaire de degré exactement i. 

Alors Vi -o ,. ... k-1, (2 . .5) 

Or 

c!1)(Uilf1)> • Akc-"1)(;2 UJ1-2) + Bkc!1)(;U;Pk-2) + Ckc-"1)(U;.ft-2) 

+Dk c-"1)(; U; -Pt-1) + Ek c!1)(U; pk-1). 

Par suite, en appliquant (2.3) et (2.5), on a la relation (2.B.4): pour i = 0, ... , k- 1 

Akc!1)(;2U;(;)Pk-2(;)) + Bkc!l)(;U;(;)Pk-2(;)) + Ckc-"1)(Ui(;)-Pt-2{;)) 

+Dkc!1>(;U;{;)~-1{;)) + Ekc-"1)(U;(;)Pk-1(;)) • O. 

Par conséquent, en supposant k ;e 6 , 

0 Pour i = 0, ... , k- 6 la relation (2.B.4) est toujours vraie. 

0 Pour i = k- 5 on a : Akc(;3u k _5(;)Pk _2(;)) • 0. 

Comme c(;3uk_5(;)Pk_ 2(;)) "' 0 on a: Ak =O. 

0 Pour i = k - 4 on a : 

0 Pour i = k - 3 on a : 

0 Pour i = k - 2 on a : 

Ckc(;Uk-2(;)Pk-2(;)) + Dkc(;2Uk-2(;)Pk-1(;)) + Ekc(;Uk-2(;)~-1{;)) • O. 

0 Pour i = k - 1 on a : 

Ckc(;Uk-1(;)Pk-2(;)) + Dkc(;2uk-1{;)~-1{;)) + Ekc(;Uk-1(;)Pk-1(;)) • O. 

Par suite les constantes Ck, Dk et Ek doivent vérifier le système : 
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Ck c(; V k-3 Pk-2) + Dk c(;2 V k-3 Pk-1) • 0 

Ck c(; Uk-2 Pk-2> +Dk c(;
2 

Uk-2 Pk-1> +Ek c(; Uk-2 Pk-1> • 0 

Ck c(; Uk-1 Pk-2)+Dk c(;2 
Uk-1 Pk-1)+Ek c(; Uk-1 Pk-1> •0. 

Donc on a : Ck = Dk = Ek =O. 

Par suite on aura: Vk '1!:. 6 v; ~1><;) • o, ce qui est faux. 

Par conséquent une relation de la forme B4 n'existe pas. 
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2.2.5. Relation B5 

On cherche la relation B5 c'est à dire J11
> - ~- 1 , J1~2 pour k ~ 2. 

Comme le degré des polynômes J11 > , Pk _1 , ~~2 est respectivement k • k - 1 et k - 2, on a à déterminer 

les constantesAk. Bk. Ck, Dk, Ek telles que: 

Soit U; un polynôme unitaire de degré exactement i. 

(2.S) 

Or 

c<1)(U; Pi1)) • At f<1
)(; U; P~c_ 1 ) + B~c c0 )(U; P~c_ 1 ) + C~c c<1

)(;
2 U; Pi~2 ) 

+D~c c0 )(; U; Pi:~)+Ek c0 )(U; Pi:~)]. 

Par suite, en appliquant (2.3) et (2.5), on a la relation (2.B.5) : pour i = 0 , ... , k- 1 

c(;2 U;(;) pk -1{;)) + Bk c(; U;(;) pk -1{;)) + Ck c<1 ><;2 V;(;) J1~ 2(;)) 

+Dk c<1>(; U;(;) Pj~2{;)) + Ek c<1>(U;(;) ~~l;)) • 0. 

Par conséquent, en supposant k ~ 5 , 

()Pour ; = 0 , ... , k- 5 la relation (2.B.5) est toujours vraie. 

() Pour i = k - 3 on a : 

() Pour i = k - 2 on a : 

c(;2 Uk-2(;)Pk-1{;)) + Bkc(;Uk-2(;)Pk-1(;)) + Dkc< 1>(;Uk-2{;)~:>2(;)) 

+Ek c(1)(Uk -2(;) ~:>2<;)) "' 0. 
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OPouri=k-1 on a: 

~2 uk -1<~> Pk-1<~» + Bk c(; uk-1<~> Pk-1<;» + Dk c< 1 >~ uk-1<;> lf~2~» 

Par conséquent la relation Bs est: 

avec 
Dk - -c(;2 uk_{;)Jk_tfs)) 

c(S2 uk-3(;) ~~2(;)) 

A - _j_ k 

+Ek c< 1 >(Uk-1~) J1~2~)) • 0 · 

{

Bk c(; Uk-2 Pk-l) +Ek c<•>(Uk-2 pk<~~)- -c(;2 
Uk-2 Pk-l)-Dk c(l>(; Uk-2 Pi~~) 

Bk c(; Uk-l Pk-l) + Ek c<•>(Uk-l ~~~)- -c(;2 
Uk-l Pk-l)- Dk c(l>(; Uk-1 ~~~). 

Choisissons le polynôme U; . 

Alors 

{

Bk c(~k-l pk-l)+Ek c(~k-l P1~2) .. -c(~k pk-l)-Dk c(~k P1~2) 

k k 1 k+l k+l (1 Bkc(~ pk-l)+Ekc(; P1}2)•-c(~ pk-1)-Dkc(~ Pk}2). 

Par suite 

Page 44 



Algorithmes d'implémentation de Jo méthode de Lanczos 1 C.BAHEUX • Les relotions Ai et Bj 

Alors 

{

Bkc(; Pk-2 pk-I) + Ek c<I)(Pk-2 P~~2) • -c(;2 pk-2 Pk-I)- Dk c<I>(; pk-2 p~~2) 

Bkc(; Pl-I)+ Ek cO> (Pk-I P~~2) • -c(;2 
Pl-I)- Dk cO>(; Pk-1 P~~2 ). 

Par suite 

Alors 
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{

Bk c(;~~z Pk-1> + Ek c< 1 )(~~i> • -cc;z ~~2 Pk-1) - Dk c<1>(s ~~i> 
Bk c(; ~~1 Pk -1> • -c(;2 ~~1/1-1) - Dk c<1>(s ~~1 ~~z). 

Par suite 

Bk • -c<;2 1{~1c;> Pk-1<S» - Dk c<s2 1~1<;> 1~z<s» 
c<s P1~1c;> Pk -1<s» 

Ek _ -c<s2 1~z<s>Pk-1<s»- Dkc<;2 i{~~c;n- Bkc<;i{~z<;>Pk-1<;» 
c<s 1~i<s» 
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2.2.6. Relation B0 

On cherche la relation B6 c'est à dire pp> - P~~2 , Pi~ 1 pour k at 2. 

Comme le degré des polynômes pp>, Pi~2 , Pi~ 1 est respectivement k. k- 2 et k - 1, on a à 

déterminer les constantesAk, Bk' Ck. Dk • Ek telles que: 

Soit U; un polynôme unitaire de degré exactement i. 

Alors Vi • 0 ,. · ·, k -1 , (2.5) 

Or c<1>(Ui pp>) • Ak c<1>(;2 U; P~~2) + Bk cO>(; U; Pi~2) + Ck c<1>(Ui Pi~2) 

+Dk cO><; Ui P~~ 1 ) + Ek cO>(U; Pi~ 1). 

Par suite, en appliquant (2.5), on a la relation (2.B.6) : pour i = 0 , ... , k- 1 

Ak c0><;2 U;(;) Pi~2(;)) + Bk cO><; U;(;) Pi~2 (;)) + Ck c<1>(U;(;) P~~2(;)) 

+Dk c<1>(; Ui(;)P1~1(;)) + Ek c< 1>(U;(;)P~~ 1(;)) • O. 

Par conséquent, en supposant k ii!: 5 , 

0 Pour i = 0 ..... k- 5 la relation (2.B.6) est toujours vraie. 

Comme pp> est unitaire, on doitavoir: Dk = 1. 

0 Pour i = k - 3 on a : 

0 Pour i = k - 2 on a : 

0 Pour i = k - 1 on a : 

cO>(; Uk-1 P1~1) + Ck c<1)(Uk-1 P1~2) + Ek c(I)(Uk-1 Pi~1) • O. 
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Comme c(l >( U 11:) p,(l > 11:)) .. 0 on a : 
k-1''=' k-1''=' ' 

Par conséquent la relation B6 est : 

avec 

Choisissons le polynôme U; . 

Alors 

Alors 
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Alors 
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2.2. 7. Relation B7 

On cherche la relation B7 c'est à dire pp> - Pi~2 , Pk pour k it 2. 

Comme le degré des polynômes PP> , Pi~ 2 , Pk est respectivement k. k- 2 et k , on a à déterminer les 

constantesAk, Bk, Ck, Dk telles que: 

Soit U; un polynôme unitaire de degré exactement i. 

Alors V; -o ,. .. , k-1, (2.5) 

Or 

c< 1>(Ui pp>) • Ak c0><;2 U; Pi~2) + Bk c(l>(; Ui Pi~2) + Ck cO>(Ui Pi~2) +Dk c<1>(Ui Pk). 

Par suite, en appliquant (2.3) et (2.5), on a la relation (2.B.7): pour i = 0, ... , k- 1 

Ak c(1><;2 U; Pi~2 ) + Bk c(l)(; U; Pi~2) + Ck c<1>(U; Pi~2) + Dk c(; U; Pk) • 0. 

Par conséquent, en supposant k it 5 , 

0 Pour i = 0 , ... , k - 5 la relation (2.B. 7) est toujours vraie. 

0 Pour i = k - 3 on a : 

0Pouri=k-2ona: 

0 Pour i = k - 1 on a : 

Dk =0. 

Par suite on aura : Vk it 5 'V; pp>(;) • 0, ce qui est faux. 
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Par conséquent une relation de la forme B7 n'existe pas. 
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2.2.8. Relation Bs 

On cherche la relation Bg c'est à dire ~1 > - ~~1 , Pk-1 pour k ill: 1. 

Comme le degré des polynômes pp>, Pi~1 , Pk_ 1 est respectivement k, k- 1 et k - 1, on a à 
déterminer les constantes A lé Bk. Ck. Dk telles que: 

Soit U; un polynôme unitaire de degré exactement i. 

Alors Vi -o ,. .. , k -1, (2.5) 

Or 

c(l)( U; pp>) • Ak c(l>(~ V; PPl1) + Bk c<1>(U; Pi~ 1) + Ck cO>(~ U; Pk _1) +Dk c(l)( U; Pk _1). 

Par suite, en appliquant (2.3) et (2.5), on a la relation (2.B.8) : pour i = 0, ... , k- 1 

Akc<1>~U;Pi~1) + Bkc< 1>(U;Pi~ 1 ) + Ckc(~2 U;Pk_ 1) + Dkc~U;Pk_ 1) • O. 

Par conséquent, en supposant k ii!: 4 , 

()Pour i = 0, ... , k- 4 la relation (2.B.8) est toujours vraie. 

Comme PP> est unitaire, on doit avoir : A k = 1. 

() Pour i = k - 2 on a : 

()Pour i = k- 1 on a: cO>(~ Uk _1 Pi~1) + Bk c<1>(Vk_ 1 PP}1) + Dk c(~ Uk _1 Pk_ 1) • O. 

Comme c(l>(Vk_ 1(~) Pi~1(;)) "' 0, on a: 
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Par conséquent la relation B8 est: 

avec 

Choisissons le polynôme Ui-

Alors 

Alors 
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Alors 
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2.2.9. Relation B9 

On cherche la relation B9 c'est à dire pp> - Pk _1 , Pk pour k ill: 1. 

Comme le degré des polynômes PP> , Pk _1 , Pk est respectivement k • k - 1 et k , on a à déterminer les 

constantes A k , Bk, Ck telles que : 

Soit U; un polynôme unitaire de degré exactement i. 

Alors Vi • 0 ,. .. , k -1 , 

Par suite, en appliquant (2.3) et (2.5), on a la relation (2.B.9) : pour i = 0, .... k- 1 

Ak c(;2 U;{;) Pk _1(;)) + Bk c(; Ui(;) Pk _1(;)) + Ck c(; Ui(;) Pk(;)) • 0. 

Par conséquent, en supposant k iii: 4 , 

0 Pour i = 0 , ... , k - 4 la relation (2.B. 9) est toujours vraie. 

0 Pour i = k - 2 on a : 

0 Pour i = k - 1 on a : 

Par suite on aura : Vk ill: 4 PP>{;) • 0 , ce qui est faux. 

Par conséquent une relation de la forme B9 n'existe pas. 
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2.2.10. Relation B10 

On cherche la relation B 10 c'est à dire pp> - Pi~ 1 , Pk pour k ~ 1. 

Comme le degré des polynômes pp> ; Pi~ 1 , Pk est respectivement k, k- 1 et k, on a à déterminer les 

constantes A k , Bk, Ck telles que : 

Soit U; un polynôme unitaire de degré exactement i. 

Alors Vi • 0 ,. .. , k -1 , 

Par suite, en appliquant (2.3) et (2.5), on a la relation (2.B.l0): pour i = 0, ... , k- 1 

Ak c(l><; U;(!;) P1~ 1@)) + Bk cO>( U;@) Pi~ 1(!;)) + Ck c(; Ui(!;) Pk(!;)) • 0. 

Par conséquent, en supposant k ~ 3, 

0 Pour i = 1 , ... , k- 3 la relation (2.B.l0) est toujours vraie. 

(2.5) 

Comme pp> est unitaire, on a: 1 .. Ck ok où ok est définie par Pk(!;) • ok !;k + . . . + 1. 

0 Pour i = k - 1 on a : 
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Par conséquent la relation B10 est : 

avec 

B _ -Ck c(; Uk-1(;) ~(;)) 
k c(l>(Uk_1(;) P1~~(;)) 

Choisissons le polynôme Ui. 

Alors 

Alors 

Alors 
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2.3. Conclusion 

Les relations A2 , A3 , A7 , A9 n'existent pas. 

Les relations B2 , B3 , B4 , B7 , B9 n'existent pas. 

On remarque qu'en enlevant la relation A4 , qui se suffit à elle-même, il y a le même nombre de 
relations possibles pour Ai et pour Bj . 

D'après les remarques faites dans l'introduction, les seules combinaisons Ai 1 Bj possibles SOJ1t : 

A4 

A1 1 B1 A1 1 B5 A1 1 B6 A1 1 B8 AI 1 BIO 

As 1 Bl As 1 Bs As 1 B6 As lBs As 1 BIO 

As 1 Bl As 1 Bs As 1 B6 As 1 B8 As 1 BIO 

Nous avons donc 16 méthodes à étudier. 

Remarquons que certaines de ces méthodes sont déjà connues : Il s'agit de A4 , A8 1 B6 et A8 1 BIO. 
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3. LES DIFFERENTES METHODES Aï 1 Bj 

Nous avons vu, dans le chapitre précédent, que 16 méthodes Ai 1 Bj sont à étudier. 

Pour cela, en définissant les vecteurs rk et zk par rk • Pk (A) r0 • b-A xk et 

zk • pp> (A) ro , la relation Ai permet d'obtenir une formule calculant rk pUis xk , et la relation Bj 

permet d'obtenir une formule calculant Zk, de manière récursive. 

Une méthode Ai 1 Bj est définie par les formules permettant de calculer récursivement rk, Xk 

Les différents coefficients apparaissant clans ces relations de récurrence sont alors déterminés, 

de manière à minimiser le nombre de multiplications matrice-vecteur. Comme cele a été vu dans le 

chapitre précédent, suivant le choix du polynôme unitaire U; , les coefficients ont une forme différente. 

En conséquence, les algorithmes permettant de calculer ces coefficients et par suite les vecteurs rk et 

xk seront également différents. 

Pour la méthode A4 , seuls deux choix pour U; seront réalisés : U; (;) - ;; et U; (;) • P; (;) . Ceci vient 

du fait que, dans cette méthode, on utilise uniquement rk, le vecteur zk n'intervenant pas dans la 

formule donnant rk . 

Pour les 15 autres méthodes, on fait trois choix différents pour U; : U; (;) • ;; , U; (;) ... P; (;)et 

U; (;) - P;(l) (;) . Ceci conduira à trois algorithmes différents pour chaque méthode. 
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3.1. Méthode A4 

Soit rk • Pk(A)r0 . La relation A4 donne immédiatement : 

'k • Ak (A 'k-1 + Bk 'k-1 + Ek 'k-~ · (1) 

En utilisant le fait que 'k • b - A xk et que Ak • , on a : 
Bk+ Ek 

b- Axk • Ak(Ark_ 1 + Bkb- BkAxk_ 1 + E~:b- EkAr~c_ 2) . 

(2) 

Les formules (l) et (2) définissent la méthode A4 connue sous le nom de Lanczos/Orthores (voir [12]). 

Il nous faut maintenant étudier comment programmer les coefficientsAk , Bk , E" apparaissant dans 
ces formules. 

Dans ce qui suit on utilisera la formule ( 1.1 0). 

En regroupant toutes ces fommles, nous avons l'algorithme suivant : 

0 Choix de x0 et y . 

Soit r0 • b - A x0 

Yo • Y 

0 Pour k = 0 , 1 , ... faire 
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xk+1 • Ak+1(Bk+1xk + Ek+1xk-1- rk) 

rk+1 • Ak+1 (A rk + Bk+1 rk + Ek+1 rk-1) 

E • -c(; Pk- 2(;)l{c_ 1(;)) 
k c(P,f- 2(;)) 

Comme Pk-1(;)- Ak-1 [<;+Bk-1) Pk-2(;) +Ek-1 Pk-3(;)1 en multipliant par J1,_1 et en appliquant 
la fonctionnelle c , on obtient : 

Par suite 

Alors (3) 

(4) 

Comme Pk(;) = Ak [<l; +Bk) Pk-1 (;) + Ek Pk-2 (;)], on a : 

Pk .. Ak [A* Pt-1 +Bk Pk-1 + Ëk Pt-2]. (5) 

Les formules (1), (2), (3), (4), (5) définissent l'algorithme connu sous le nom de BIORES [11), qui est 
le suivant: 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A Xo 

Po•Y 

0 Pour k - 0,1, · · · faire 

si k ô!: 1, 
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Ak+l • --~--
Bk+l + Ek+l 

.rk+1 • Ak+1 (Bk+1.rk + Ek+1.rk-1 - rk) 

rk+1 • Ak+1 (A rk + Bk+1 rk + Ek+1 rk-1> 

Pk+1 • .Ak+l <A* Pk + Bk+1 Pk + Ëk+1 Pk-1> 

0 Si rk + 1 "'" 0, alors continuer. 
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3.2. Méthode As 1 B1 

De la relation As , nous obtenons immédiatement : rk • rk _1 + Ak A zk _1 

en notant zk • ~1)(.4) r0 . 

De la relation B1 , nous obtenons : 

zk .. B'k Ark-2 + Ck rk-2 + A 2 zk-2 + Ek Azk-2 + F1c zlc-2· 

La méthode Ag/ B1 est définie par les formules (1), (2), (3). 

(1) 

(2) 

(3) 

Par suite zk • B'k A rk_ 2 + Ck rk_ 2 + _LA (A rk_ 1 - A rk_ 2) + Ek A zk_ 2 + Fk zk_ 2. 
k-1 

Premier cas : V;(;) • ;; . 

Par suite B' k • _L_ . 
Ak-1 
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Âk • -(A*k-2y,Azk-2>[i{<A*k-1y,Azk-2)2- (A*ky,Azk-2)(A*k-1y,zk-2)} 

+(A*k-1 y, rk-2)(A*k y, zk -2> - (A*k y, rk-2)(A*k-1 y, zk-2)]. 

Comme* • Ak_1 et rk_ 1 • rk_2 + Ak_1A zk_2 , on a: 

Ak • -<A*k-1 y,zk-2>EA*k y,zk-2)(A*k-1 y,rk-1) -<A*k-1 y,zk-û<A*k y,rk-1>]. 

D'après les fonnules de C k , E' k et F' k et en procédant comme précédemment, on a : 

(A•k -1 ) ] _ y, rk-! r(A*ky z )2 _ (A*ky A z )(A*k-1y z ) 
A A 1.: • k-2 • k-2 , k-2 

k k-l 

A-~ (A*k-1y, rk-l)- Ck (A*k-2y, rk-2) 

E k • __.,..;;;.o.. ___ (A---=-*k;-_-:1-y-,-z-k--2_) ____ _ 

A-~ (A*ky, rk-l)- Ck (A*k-ly, rk-2)- Ek (A*ky, zk-2) 
Fk• __.,...;;;.o.. ______ ~~~-----------

(A*k-1 y' zk-2) 

Par conséquent on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de x0 et y. 

Soit r0 • b - A x0 

Yo- Y 

Y1 • A*yo 

0 Pour k • 1 , 2 ,. · · faire 

rk • rk-1 + AkA zk-1 

xk • xk-1 - Ak 1k-1 

0 Si rk • 0 alors faire 
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B'kt1- ...L 
Ak 

âkt1 •{yk, Zk-1) [<Yk, Zk-1){yk+1, rk)-{yk+1, Zk-1){yk, rk)] 

ckt1- A ! {<Yt.Zk-1>[<Yktlork)(yk+Iozk-1)-(yktloArk)(ykozk-1)] 
k kt1 

-(yk ,rk) [<Yk+I>zk-1 )
2 

- <Yk+1. Azk-1 ){ybzk-1) ]} 

Ek+
1

• -B'kt1 (yk • rk) - Ck+! (yk-!, rk-1> 

(yk • 1k-l) 

p • -B'k+! (yk+!•rk)- Ck+! (yk,rk-!)- Et+! (yk+!•zk-!) 
kt! (yk,Zk-l) 

1kt1 • Bkti A rk + Ck+i rk-1 + Ek+i A 1k-1 + pk ti 1k-1· 

Deuxième cas : V;(;) • P;(;) . 

On pose ~ • Pk(A)• y et Zlc • ~1)(.4)• y. 

Reprenons les fonnules de âk+l• B'k+i, Ck+i, Ek+i, Fk+i et notons ak • c{;3 ~-2 ~~1), 

a 
B'k t 1 - --:.-------

(A rk-i, A rk_J> 

âk+i • <'i-2 ,Ark-i) EA• 'i-1 ,Azk-i)(fi ,Azk-i)- (A•fi ,Azk-i)(fi-I>Azk-1)] 

-(A• ii-2 ,Azk-1) [<ii-I>Ark-l )(ii ,Azk-1)- (ii ,Ark-l )(fi-l,Azk-1)) 

C 1 E± . ·- Jf ·- -kt!• -- ak +B kt! (A rk-2,Ark-1> (A rt.Azk-l)(rk-I>Azk-1) 
âktl 

-(A• ii-I>Azt-J)(fi,Azk-1) }-(A• ii-2•Azk-!) [<fi-l,Azk-1) 

~k +B'k+l (A• ii,Ark-l) }-<ii.Azk-t){y k +B'k+l (A• ii-I>Ark-t) }]] 

Page 67 



AlgorithtMs d'impUmentation de ID méthode de I.Anczos 1 C.BAHEUX • Lu différentes méthodes Ai/Bj 

Exprimons ak , ~k , y k sans s3 . 

On a: s~<S) • s~-t<S> + Ak s2 ~~~{S). 

Par suite: c<S2 Pk-2 Pk) • c(s2 ~-2 ~-1> + Ak c<S3 Pk-2 ~~~) 

c<S2 Pj) • c(S2 Pk ~-1) + Ak c<S3 Pk ~~1) 

c(s2 ~-1Pk) • c(s2 Pf-1) + Akc<S3 Pk-1~~1>· 

ak • ~k EA• Tk-2 ,A rk)-(A• ~-2 ,A rk-t>] 

Par conséquent on a: f3k • Alk EA• ~ ,A rk) -(A• ~-1 ,A rk)] 

l(';•-A •- A ] Yk • Ak tA rk' rk-1)-(A rk-1, rk-1) . 

Les formules précédentes sont valables pour k iit 3. II faut donc trouver r1, r2 et z1, z2, z3 différemment. 

On suppose que : ro - zo - y et ro - Zo . De plus, on rappelle que C; - (y ' Ai ro> . 

Par suite z1 .. A z0 - ~ Zo . 
cl 

Ex1>rimons z2 . 
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cl C:3 

~1)~) • .......,...----.--.,..~ • ~2 _ ~ +-'e:z:....-c,4 + 
cl C:z 
C:z C:3 

D'où C:z c4 - cj • C:z(A• 2 ro, A z1) + .!:3_ (q - q '3). 
cl 

Donc C:z c4 - cj • '2(A•2 rQ , A z1) - C:3(A.2 /b , z1) . 

Ex1>rimons z3 . 
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Ct ~ C:3 c4 

~ '3 c4 Cs CI ~ c4 Ct '3 c4 ~ '3 

~1){;) -

'3 c4 ~~ ~~ 1 ~ 
CI ~ C:3 

~ c4 Cs ~ c4 Cs '3 c4 

- ~3 - ~2 '3 Cs c6 
+ ~ '3 Cs c6 c4 Cs 

CI '2 '3 ct '2 C:3 ct '2 
~ '3 c4 '2 '3 c4 ~ '3 c4 ~ '3 
'3 c4 Cs '3 c4 Cs '3 c4 Cs '3 c4 

(A*2 ii A z) C:2 À - CJ 
En notant À • ./.: 1 et comme "2 • A2.zo - ÀAz0 + . Zo, on a : 

(A ~.~ ~ 

cl ~ CJ 
Soit Il • '2 '3 c4 . 

'3 c4 cs 

On a : Il • '3('2 c4 - q) -: c4(c1 c4 - c2 cy + c5(c1 '3 - q). 

c4 
cs 
c6 

C:3 
c4 
Cs 

D'où Il .. C:3 [ '2 (A*2 ii; , A z1) - C:3 (A*2 ÎQ, z1) ]- c1 c4 (A*2 ÎQ, A z1) + c1 c5(A*2 ÎQ. z1) 

Il • (A*2 ib, A Zl)(c2 C:3 - cl C4) - (A*2 ib, Zl)(q - Cl Cs) 

Il • -cl (A*2 ib' A zl)2 - (.4*2 ib, zl)(q - cl cs). 

Par conséquent on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A Xo 
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c1 • (y, A ro) 

'2 • (y , A2 ro) 

A*2 - • :r-A• - C2 ): - § -
~ = Zo-1\. Zo+-- -Zo 

r2 • 'i + A2 A z1 

~ .. if + A2 A* ii 
x2 - xl - A2zl 

cl 

*2 *2 . C:2 À - C:l c6 • (A ra , A ~) + À Cs - c4 
cl . 

Il - -cl (A*2 ra ' A ZJ)2 - (A*2 ro ' zl)(cj - q es> 
ô-~~~-~-es~es-'2~+~~~-~ 

~-~~es-~~-es~~-~+~~~-~~ 
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- A• - (.1: ':\).4•2- (.ii ë:z ~ - ?.!)A•- v -Z:J• ~-~-/\. ~+&-+ - ~- ...... ~ 
Il Il c1 Il 

0Pour k • 3, 4 ,. .. faire 

A -( ik-1' rk-!) 
k - <ik-1, A zk-1> 

rk • rk-1 + AkA zk-1 

ii • ik-1 + AkA·Zk-1 

xk • xk-1 - Ak zk-l 

0 Si rk "' 0 alors faire 

B' ak 
k+!- • -

(A rk-!, A rk_J> 

llk+! •(Î)c_2,Ark-!) EA• Î)c_1,Azk-!)(Î)c,Azk-!) -(A• Î)c,Azt-l)(Î)c_I>Azk-l)] 

-(A• Î)c_2 ,Azk-!) (<Î)c-I>Ark-1)(Î)c ,Azk-1)- (fi. ,Ark-1)(Î)c_!>Azk-1)) 

- (A• Î)c_1 , A zk_1)(Î)c, A zk_1) }-(A• fi-_2 , A zk_1) ((Î)c_1 , A zk_1) 

~k + B'k+! (A• fi.,Ark-!) }-(Î)c ,Azk-1>{Yk + B'k+1 (A• Î)c_J>Ark-l) }]] 

-at- B't+! <A•ik-2,Ark-!)- Ck+! <ik-1• Ark~1> Ek+1• ---L----~~---~~~~---~u-~~---~ 
(A. ik-2' A Zt-!> 

'rlk • B'k + 1 (A• ii -1 ' A rk -1> + C k + 1 Vk -! ' A rk -1> 
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Troisième cas: U;(;) • Jf1>c;). 

On pose ii • Pt<At y et îk • ~1 >(.4)* y. 

Comme Ak • -c(Pk-1(;) 1~1(;)) o . A -Cïk-1' zk-!) 
c<;P1~f(;)) ' na. k • <Zk-I• Azk-1). 

Reprenons les formules de B'k+l, Ck+l, Ek+l, Pk+l et notons o.k • c(;3 ~~3 ~~1), 

!3k • c(;3 P~~3 P~~2) et Yk .. c(;3 P?!f>,onaalors: 

C -f3k+l - B'k+! (A* fk-1, A zk-2) - Ek+1 (A* Zk-1, A zk-2) 
k+l... - -

<'k-1• Azk-2) 

'llk .. B'k+l (A*ii-l• Azk-l) + Ck+l (fk-l• Azk-l) 

Exprimons ak, f3k, y k sans ; 3 . 

On a : Pk -2(!;) • Pk -3(;) + Ak-2; ~~3(;) · 

D'où: c(;2 Pk-2 P1~2) - c(;2 Pk-3 ~~2) + Ak-2 c(;3 1{~2 ~~~ · 

On a: Pt(;) = Pk-1(;) + Ak ;~~~(;) · 

D'où: c(;2 Pk Pj~3) = c(;2 Pk-! Pj~~ + Ak c(;3 1{~1 P1~3). 
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Les formules précédentes sont valables pour k ~ 3. On reprend pour r1, r2 et z1, z2, ZJ les formules 
trouvées précédemment. On a donc l'algorithme suivant : 

0 Choix de x0 et y. 

Soit r0 • b - A x0 

Co • (Y, ro) 

c1 • (Y, A ro) 

c2 • (Y, A2 ro) 
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r2 • 'i + A2 A z1 

~ • if + A2 A• Zi 
x2 • xl - A2zl 

Â • -cl (A•2 ib ' A zl)2 - (.4*2 ib ' zl) (q - cl cs) 

ô-~~~-~-~~~-~~+~~~-~ 

~-~~~-~~-~~~-~+~~~-~~ 

v-~~~-~-~~~-~~+~~~-~ 

- A* - (Ô ".\).4•2 - (ii Cz ): - §)A• - v -
~- ~-=-~ ~+=+ - ~-=~ 

Â Â c1 Â 

0 Pour k • 3 , 4 ,. .. faire 

rk + 1 • rk + Ak + 1 A z k 

~+1 - ~ + Ak+lA. Zk 

xk+l • xk - Ak+l zk 

0 Si rk + 1 • 0 alors faire 
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3.3. Méthode As 1 Bs 

De la relation Ag, nous obtenons immédiatement: 

rk • rk-l + AkA zk-1 

en notant zk - Jf1>(A) r0 . 

Par suite xk • xk -1 - Ak zk -1· 

De la relation Bs, nous obtenons: 

zk • A'k (A rk-1 + B'k rk-1 + D'k A zk-2 + Ek zk-V · 

La méthode Ag/ Bs est définie par les formules (1), (2), (3). 

Il nous faut maintenant étudier comment programmer les coefficients Ak ,A'k ,B'k ,D'k ,E'k 

apparaissant dans ces formules. 

On a : A'k • _L où ak _1 est définie par Pk-l (~) • ak-l ~k-I + .. ·+ 1. 
ak-1 

Par suite on a: ak-l • Ak_1A'k-2 ak-3. 

A Donc A' • k-J pour k il!: 3. 
k Ak-lA'k-2 

Or A'1 • ..l .. 1. 
l1o 

11 ~1 
Comme Jl(~) .. l.s:L__sj .. 1 - .92. ~ , on a : a1 • .::52 avec Co • (y , ro) et c1 • (y , A ro) . 

q q q 

Premier cas : U;(~) • ~ . 

.d. -c<;k -1./k- !(;)) -(A*k -1 y' rk -1> 
Comme ~'* • rt:.k Ji:l> (t:)) 'on a: Ak • (A*k-ly A z ) . . c,~ k-1~ • k-1 

D'après les expressions des coefficients B'k ,D'k ,E'k , on a: 

(A•k -1 ) 
D' .. - y, rk-1 

k (A*k-1 y, zk-V 
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ak -<A*k y, zk_2 ) (A*k y, rk_1)+D'k (A*k y, zk-2> 

B'k • •k-1 *k *k *k-1 
(A y,rk_1)(A y,zk-û-(A y,rk_1)(A y,zk-2> 

avec ak • (A*k-1 y, zk-Û EA*k y, A rk_1)+D'k (A*k y, A zk_2)] 

Ek • --~(A_*k ..... Y~· ...arko...:-:..~.:t>;....-_D~'k~(A"":'*.,....k...::,y~,_z~k..:.-..::z)_-_B..~~k~(A-*_k-_1.::.y...:.,_n .... k:.L-t) 
(A*k-1y, zk-V 

1'1 '21 *2 

D'après l'introduction, /f1>(s) • l.!__jJ • ; - .9z. . Par suite z1 • A r0 - (A. Y' ra) r0 . 
q q (A y, ro) 

En regroupant toutes ces formules, nous avons l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A x0 

Yo- Y 

Zo • ro 

Ao .. 1 

A 
-(v0 • ra) 

1 - Ü'i ' Zo) 

xl = Xo - A! zo 

'i .. ro + Al A Zo 

A Pour k - 1 2 · · · faire v ' ' 

xk+1 -·xk- Ak+lzk 

rk+l "' rk + Ak+!A zk 

0 Si rk + 1 '" 0 alors faire 
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B' ak+l -(Yk+l, zk-1) [<Yk+l, rk)+D'k+l <Yk+1, zk-1>] 
k+1-

(yk, rk)(yk+l, zk-1)-(yk+1, rk)(yk, zk-1) 

avec ak+1 • (yk , zk-1> [<Yk+1 , A rk) + D'k+1 <Yk+1 , A zk-1>] 

si k 2: 2, 

Deuxième cas : U;(;) '"' P;(';) . 

On pose Zlc = Jt1>(.4)• y et ~ = JkÇ4)* y. 

D'après les formules de B'k et E'k, on a : 

A' 1 k---. 
Ak-1 

Il nous faut exprimer z1 et z2 d'une autre manière. 
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(1) 1~_1 --c~....~.l. t: __ c2 
On a : ~ <s> ·- o:. 

cl cl 
avecc.o • (y,'()), q • (Y, Aro),et 

'1 '3 
On a : ~~>(s) • ..._,..--=..--;:....J. • s2 - s '2 c4 + 

'1 '2 
'2 '3 

et 

soit encore c4 • ...1. (A• y, A r2) - A1 '3 + '2 + ~ . 
~ ~ 'i 

Or A • -(3i ' ro) • .:51 
1 ~.Azo) q 
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Par conséquent on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A Xo 

~-il)•y 

Co • (y, ro) 

c1 • (v, A ro) 

xl • Xo -Al Zo 

'i • 'o + Al A Zo 

if • il) +~A·~ 

'2 - (A• y, A r0) .. 

'2 • 'i + A2Azl 

~ = if + A2 A• ZJ 

l2 • xl - A2zl 
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~ • -<?2, r2) 
~.AZz) 

.lJ • Xl - A3~ 

r3 • r2 +~A~ 

':J • Ti + AJA• Zi 

0 Pour k • 2 , 3 , · · · faire 

D ' • -(A* ik' A rk-2) 
k+1 (A*- A rk-2 • zk-1) 

ak+1 • <ii-1 , A zk-1) EA* ii , A rk) + D'k+1 (A• ii--1 , A zk-1)] 

E k + 1 • -(A* i} -1 ' A rk) - D'k t 1 (A* ij; -1 ' A z k - 1) - B'k t 1 (i} -1 ' A rk) 

<ik -1 • A zk -1) 

A'k+l• * 
zk+1 • A'k+1 (A 't. + B'k+1 'k + D'k+1 A zk-1 + Ek+1 zk-1) 

Zi-.1 - A\+1 <A•'k + B'k+l 'k + Dk+1 A·Z'k-1 + Ek+1 Zk-1> 

A • -(ij;tl • 'kâ 
k+2 - A (rk + 1 • zk + 1) 

'k+2 • 'k+1 + Ak+2A zk+1 

ik + 2 - ik + 1 + Ak + 2 A* Zk + 1 

xk+2 • xk+l- Ak+2zk+l· 

Troisième cas: U;O;) • Jf1><;). 

On pose Zk • ~1>(.4)* Y et ik • Jl(A}* Y. 
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Donc A'k - _1._. 
Ak-1 

On exprime z1 et z2 de la même manière que dans le deuxième cas. 

Par suite on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A Xo 

xl • Xo -Al ZQ 

'i • r0 + A1AZQ 

Îf • lb+ ~A·~ 
'2 • (A* y , A ro) 

Page 83 



.Algorithmes d'implémentation de la méthode de Lonczos 1 C.BAHEUX - lAs dijJerentes méthodes .Ai/Bj 

r2 • 'i + A2Az1 

~ • if+ A2A*Z} 

.%2•Xt-~Zl 

A -<?; • r2) 
3 - Cz2, A z~ 

X3 "" li - A3z2 

r3 • r2 + A3A z2 

~-~+A3A*Z2 

A Pour k • 2 3 · · · faire v ' ' 

A'ktt• t 
zkt1 • A'kt1 (A rk + B'kt1 rk + D'kt1 A zk-1 + Ek+1 ZJc-1) 

Zktl- Ak+l (A*/k + B'kt1 'k +D'kt! A*zt-1 + Ektl Zk-1> 

A. -<:ik + 1 • rkt!) 
"'k+2 - (Zk t 1 ' A ZJc + 1) 

rkt2 • rktl + Akt2A zktl 

~t2 • ~tl + Akt2A• Zktt 

xkt2 • xktl - Akt2zk+l 

0 Si rk+ 2 • 0 alors continuer. 
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3.4. Méthode As 1 Bs 

De la relation Ag , nous obtenons immédiatement : 

rk • rk-1 + AkA zk-1 

en notant zk • .Ef1>(A) r0 . 

De la relation B6 , nous obtenons : 

zk • Ck zk-2 + Ek zk-1 +A zk-1· 

(1) 

(2) 

(3) 

La méthode Ag/ B6 appelée Lanczos/Orthodir est définie par les formules (1), (2), (3). (voir [12],[15]) 

Il nous faut maintenant étudier comment programmer les coefficients A k , C'k , E'k apparaissant 
dans ces formules. 

Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A xo 
Yo • Y 

Zo·ro 

0 Pour k = 0 , 1 , 2 , ... faire 
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0 Si rk + 1 '" 0 alors faire 

Yk+1 • A•yk 

si k il!: 1, 

Ek+
1

• -<YttJ, Azk)- Ck+l (yk+l, zk_J) 

(yk+1 • zk) 

Deuxième cas : U;(f;) • P;(f;) . 

On note~ • 11(.4)• y et :ïk • ~1)(A*)y • J11)(A)* y. 

Ek • -(A*ik-!• Azk-!)- Ck <ik-!• Azk-2) 

<Y;; -1 ' A zk -1) 

Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de .xo et y. 

Soit r0 • b - A x0 

0 Pour k = 0 , 1 , 2 , ... faire 

rk+! .. rk + Ak+!Azk 

~ + 1 - ;:;; + Ak + 1 A* Zk 

xk+! • xk - Ak+! zk 
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0 Si rk + 1 • 0 alors faire 

si k ~ 1, 

Ek+
1

• -(A• lk, A zk) - Ckt! (ik, A zk_J) 

Ok, A zk) 

1kt1 • A 1k + Ck+1 1k-1 + Ek+1 1k 

Zk+1 • A•:zt + C'k+1 Zk-1 + Ek+1 Zk · 

Troisième cas : V;(;) "' Ff 1 ><;) . 

On note :ik • Jï< 1>(A*)y ... Pj1>(A)* y. 

-c(;2 _RI )2(;)) -(A• Zk -1 , A zk -1) Comme Ek ... k -l on a · E • __;_--l_s....=..L_..:..___,a,_..::..J:..._ 

c(;~~f(;)) ' . k <Zk-1• Azk-1) . 

; Pj~1(;) et en appliquant la fonctionnelle c , on a : 

en appliquant (2.3) et (2.4). 

Par conséquent, on a l'algorithme suivant, connu sous le nom de BIODIR. ([Il]): 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 .. b - A x0 

0 Pour k = 0 , 1 , 2 , ... faire 
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rk+l • rk + Ak+lA zk 

xk+l • xk - Ak+l zk 

0 Si rk + 1 • 0 alors faire 

si k il: 1, 

zk+l • A zk + Ck+l zk-1 + Ek+l zk 

Zk+t • A*.îk + C't+t Zk-1 + Ëk+t Zk· 
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3.5. Méthode As 1 Ba 

De la relation Ag , nous obtenons immédiatement : 

rk • rk-1 + AkA zk-1 

en notant zk • Jf1>{A) r0 . 

Comme rk • b- Axk,ona: xk • xk_1 - Akzk_1. 

De la relation Bg , nous obtenons : 

zk • B'k zk-1 + D'k rk-1 + A zk-1· 

La méthode Ag/ Bg est définie par les formules (1), (2), (3). (Voir aussi [g]). 

Il nous faut maintenant étudier comment programmer les coefficientsAk, D'k, B'k apparaissant 
dans ces formules. 

Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A Xo 

Yo- Y 

0Pourk=O, 1, 2, ... faire 
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0 Si rk + 1 .,. 0 alors faire 

Yk+1 • A*yk 

Deuxième cas : U;(s) • P;<s> . 

On note ïk • Jl.(A)* y et Zk • ~1 >(At y. 

Comme Ak • -c(P(_~?~ ,ona:Ak. -ot- 1 ' rk_J). 
c(sJ1.-1{S) k-1(s)) Vk-1• Azk-1) 

En multipliant la relation J1. • Pk_ 1 + Aks~~1 par sJ1._2 etenappliquantlafonctionnellec,ona: 

c(s J1. -2 Jl.) • c(s J1. -2 J1. -1> + Ak c<Sl J1. -2 ~~~). 

Par suite on a : c(s J1. _2 J1. _1) + Ak c(Sl ~ _2 ~~1) • 0. 

B -c<S li -1<S><S Jt~~(s) + D'k li -tCS))) 
k - nil) 

c<s li -1<s> lk -1<s» 

or ~<S> - ~-1<s> + Ak s~~~(s). 
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Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A x0 

0Pourk=O, 1, 2, ... faire 

A -Ok' rk) 
k+1 • IZ ,rk, A zk) 

rk+l • rk + Ak+1A zk 

~+1 - ~ + Ak+!A.Z/c 

xk+l • xk - Ak+l zk 

0 Si rk + 1 "' 0 alors faire 

zk+l • A zk + B'k+l zk + D'k+l rk 

Zk+l - A.Z/c + B'k+l Zk + D'k+l ~. 

On a: 

On multiplie la relation 11-1 • 11-2 + Ak _1; .1:>2 par ; Pk et on applique la fonctionnelle c, ce qui 

donne : c(; 1111-1> • c(; 1111-~ + Ak -1 c(;2 Jt:>2Pt> · 

Par suite c(;11 Pk_ 1) • Ak-l c(~ Jt:>2 Pk)· 

Onmultiplielarelation Jt:>1 • ;Jt:>2 + B'k-l .1:>2 +D'k-I 11-2 par ;11 etonappliquela 
fonctionnelle c, ce qui donne : 

c(;11~:>1) • c(~Jl:Jt:>~ +Bk-! c<SJt:>211> +D'k-I c(;11-211>· 

Comme 11 est orthogonal à ; Jt:>2, qui est un polynôme de degré k ~ 1 , et comme c(; Pt _2 11> • 0, 
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P nséq t D' .d. c(; Jl{;) If~t(;)) 
ar co uen u k • "'* _1 c(P(_ ;(;)) 

En regroupant toutes ces formules, on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A Xo 

0 Pour k = 0 , 1 , 2 , ... faire 

rk+1 • rk + Ak+1Azk 

~+1 - ~ + Ak+1A*îk 

xk+1 • xk - Ak+l 1k 

0 Si rk+ 1 "' 0 alors faire 

1k+1 • A 1k + B'k+1 1k + D'k+1 rk 

Zk+1 • A*zt + B'k+1 Zk + D'k+1 ~ · 

Troisième cas: V;(~) • Jf1><;). 

On note ~ • Pt<A>* y et îk • Jt1>(A)* y. 
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Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A Xo 

0 Pour k = 0 , 1 , 2 , ... faire 

'k+1 • 'k + Ak+1Azk 

1); + 1 • 1); + Ak + 1 A• Zk 

xk+1 "" xk - Ak+1 zk 

0 Si rk + 1 ~ 0 alors faire 

si k ii!: 1, 

zk+1 • A zk + B'k+1 zk + D'k+1 'k 

Zk+t • A•Z}; + B'k+t Zk + D'k+t ik . 

Remarque : Procédons comme dans le deuxième cas : 

On multiplie la relation 11 "" ~ _1 + Ak ; .1~1 par ; .1~ 2 et on applique la fonctionnelle c. : 
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De la même manière, on a : 

Donc on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 - b - A x0 

0 Pour k = 0 , 1 , 2 , ... faire 

A ., -(Zi: ' rk) 
k+ 1 (z Az) k, k 

rk+1 • rk + Ak+1Azk 

rk + 1 .. i=k + Ak + 1 A* Zk 

xk+1 • xk- Ak+1zk 

·. 

0 Si rk + 1 '" 0 alors faire 

zk+1 • A zk + B'k+i zk + D'k+i rk 

Zk+1 .. A* Zk + B'k+1 Zk + D'k+i i=k 

-D't c(; 1~~~) Jk(;)) 
c(; if~;(;)) 

Remarque générale pour Ag/ Bg: Les coefficients Ak+ 1 , B'k+l et D'k+l ont les mêmes expressions 

que les coefficients Ak+l, B'k+1 , C'k+1·de l'algorithme Ag 1 B10. 

L'expression pour xk + 1 et rk + 1 ~st la même. Par contre pour zk + 1 nous avons une expression plus 
simple mais qui revient au même que celle-ci. 
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Donc zk+l • D'k+l rk+l- Dkrk + B'k+l zk + D'k+l rk eton retrouve 

zk+l • D'k+l rk+l + B'k+l zk · 
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3.6. Méthode As 1 B1 o 
De la relation As , nous obtenons immédiatement : 

rk • rk-l + AkA zk-l 

en notant zk • Jf1>(A) r0 . 

De la relation BIO, nous obtenons: zk • B'k zk_1 + Ck rk. 

La méthode As/ BIO, appelée Lanczos 1 Orthornin, est définie par les formules (1), (2), (3). 
(Voir [12]). 

Il nous faut maintenant étudier comment programmer les coefficients A k , E'k , C'k apparaissant 
dans ces formules. 

Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A x0 

Yo • Y 

0 Pour k = 0 , 1 , 2 , ... faire 

rk+1 • rk + Ak+1A zk 

xk + 1 • xk - Ak + 1 zk 
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0 Si rk + 1 .,. 0 alors faire 

Yk+1 • A*yk 

Deuxième cas : V;{;) • P;(Ç) . 

On note 'k • J1(A}* y et îk • J11>(A)* y. 

Si on laisse cette expression pour B'k , l'algorithme va requérir 3 multiplications matrice-vecteur. Pour 

cette raison, nous allons transformer c(Ç J1(Ç) Jk _1(Ç)) . 

La relation B 10 donne à l'ordre k - 1 : 

Donc (Jk, A rk_ 1) ... cf- [0, A zk_ 1)- B'k_ 1 (1, Azk_2)]. 
k-1 

-c~ <A. ro, ra> 
Pour B' 1 on reprend la formule du départ qui nous donne : B'1 - (ib , A zo) 

Par conséquent, on a l'algorithme suivant , qui est une variante de BIOMIN ([Il]) : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 .. b - A x0 

Page 97 



Algorithmes d'implémentation de la méthode de Lanczos 1 C.BAHEUX - Les diflërentes méthodes Ai/Bj 

0Pour k = 0, 1, 2, ... faire 

Jf. -Ok' rk) 
~+1. Ok' A zk) 

'k+l • 'ic + Ak+lAzk 

ïitl • ii + AktlA.Zic 

xk+l • xk - Ak+l zk 

0 Si rk + 1 .. 0 alors faire 

-'-(iiA.;k +ul...:..• _A_z ...... k"'-) _-_B..._k _(ii:....ark...:~:+..._! .:....' _A_z..._k .:.-lo:.) 
B'k+l • -Ck+l Ak - Ok, A zk) 

zktl • B'ktl zk + cktl 'k+l 

Zk+l • Ë'k+l Zk + C'k+l ïi+l · 

Troisième cas: U,{~) - Jf 1 >~). 

On note Zic • ~1 >(A)* y et 'k • Pt<At y. 

Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de . Xo et y. 

Soit r0 • b - A Xo 

0Pour k=O, 1, 2, ... faire 

At • -(zk , rk) 
+1 <îk. Azk) 
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rk+l • rk + Ak+lA zk 

ik+l - ik + Ak+lA*Zk. 

xk+l • xk - Ak+l zk 

0 Si rk + 1 .,. 0 alors faire 

zk+l - B'k+l zk + ck+l rk+l 

Zk+l • B'k+l Zk + C'k+l ik+1· 

Page 99 



Algorith-s d'implémentation de lo méthode de l.Anczos 1 C.BAHEUX • Les diffërentes méthodes Ai/Bj 

3. 7. Méthode As 1 B1 

De la relation As , nous obtenons immédiatement : 

rk • rk-l + AkA (rk-l + Dk zk_,) 

en notant zk • ~1>(.4) r0 . 

Comme rk • b - A xk , on a: xk • xk-l - Ak (rk-l + Dk zk_,). 

De la relation B 1 , nous obtenons : 

zk-B'k Ark-2+C'k rk-2+A
2

Zk-2+E't Azt-2+F't Zt-2· 

La méthode As 1 B1 est défuùe par les formules (1), (2), (3). 

Premier cas : U;(s) - ~ . 

(3) 

(1) 

(2) 

Deplus,d'aprèslesformulesde l:!.'k>Ck>E'k et F'k ,etennotant vk-i • Azk_2 + B'k rk_2 , 

on a: 

l:!.'k • (A*k-i y, rk-2) EA*k y, zk-2 )2 - (A*k y, A zk-2 )(A*k-i y, zk-2)] 

- (A*k-i y,zk-2) EA*k-i y,rk-2 )(A*k y,zk-2)- (A*k y,rk-2 )(A*k-i y,zk-2)]. 

Si l:!.'k .,. 0, on a: 

Ck• *[<A*k-iy, zk-2>{<A*ky, vk-i)(A*ky, zk-2) -(A*ky,Avk-1)(.4*k-1y, zk-2>} 

-(A*k-1 y, vk-1) {<A*k y, zk-2)2 - (A*k y' A zk_,)(A*k-ly' zk_,) }] 

-(A*k-iy v ) - C (A*k-2y n ) 
Ek.. • k-1 k , k-2 

(A*k-iy, zk-2) 
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Or z1 • A r0 - ~ r0 avec ~ • (A* y , A r0) et c1 • (y, A ro) . 
cl 

Par suite, en regroupant toutes ces formules, on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A Xo 

Yo • Y 

A 
-(y, ro) 

1 -
(y, A r0) 

'1 - 'o + Al A 'o 

xl - xo - Al 'o 

-(A* y, r1) A2 • --::---__.;,.-.::.....:.-~---
(A* y, A r1) + D.z (A* y , A z0) 

'2 - 'i + A2 (A '1 + D2 A zo) 

x2 ... x1 - A2 ('i + D2 zo) 

0 Pour k • 2 , 3 ,. · · faire 

Yk • A* Yk-1 

'k + 1 • 'k + Ak +lA Pk 

xk+l • xk - Ak+lPk 

0 Si rk + 1 '" 0 alors faire 
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Â'k • <Yk-1 • rk-2> [<Yk • zk-Û
2

- <Yk • A zk-Û<Yk-1 • zk-2)] 

-<Yk-1•zk-2) [ <Yk-hrk-Û<Yt.zk-2)-<Yt.rk-2 ><Yk-hzk-2)] 

Si Â'k "" 0 , on a : 

vk-1 • A zk-2 + Bk rk-2 

Ck • *[(yk-1• zk-2>{(yk• vk-l)(yk• zk-2) -(yk• Avk-1)(yk-1• zk-2>} 

-(yk-1• vk-1) {(yk, zk-ll2 - (yk• Azk-V(yk-1• zk-2> }] 

Ek. -(yk-1 • vk-1> - Ck (yk-2, rk-2> 

(yk-1 • zk-2) 

-
-..::..(yA.k ...:..' _vA.k -::.~1.:..> _-_c.....4...k ...;(y::...~kL..:-:..LJ ...:..' -'rkL..:-:..2>:._._-_E __ k~(y;.ak....:.•_z..a..k.=..-26.:...) Fk • 

(yk-1 • zk-2> 

Deuxième cas : U;(;) • P;(;) . 

On note ï1. • Pk(A)y et Zic • ~1 )(..4*) y. 

En notant vk_1 • A zk_2 + Bk rk_2 , on a: 

Â'k • <'i--2 , A rk-3) E'i--2 • A
2 

zk-2 ><'i--1 • A zk-2) -<'i--1 • A
2 

Z:k-2 )(fi--2 • A zk-2)] 

-01-3 • A2 zk-2) [~-2 • A rk-2>~-1 • A zk-2) - ~-! • A rk-2>~-2 • A zk-2)]. 

Si Â'k .,. 0 on a : 
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Ck • t[(A*vk-l• Ark-~{<~-l• A2 zk-2>~-2• Azk-2> -<'k-2• A2 zk-2>~-l• Azk-2>} 

-~-3, A2 zk-2l {~-2, A zk-2>~-l, A2 zk-2l - ~-2, A2 zk-2l~-l, A zk-2) }] 

pk • _-(A"'---· ..... ~o....;;--2....;..• _A_v_.,k..,;;-.t>_-_c_..k--:-'--~"""-:;.,o2;..:;•_A_....rk..;;;.-"""2)_-_E_..k......_;_(n...._k -;;;.o2;..:;•_A_
2_z...._k=-2-> 

~-2, A zk-2> 

ll faut donc exprimer autrement 'i· r2, r3 et z1, z2, z3 . 

On suppose que : ib • ~ • y et r0 • Zo . De plus, on rappelle que c; • (Y , Ai ro> . 

Exprimons z1 . 

Par suite z1 • A z0 - El. z0 . 
cl 
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Cl'J ~'J 

~1){;) - .~.....r....;;;...-T-.....l - s2 - s +-'~=--c~4 + '3 c4 
cl~ cl~ 

~ '3 ~ '3 

On a : c4 • (Y, A4 ro) • (A• i1) , A3 Zo) . 

Comme r2 • 'i + A2 A (r1 + D2 zo) et r1 • r0 + A1 A z0 , on a : 

r2 • r1 + A2 (Ar0 + A1A2 z0 + ~Azo) • r0 + A1A2 A2 r0 + (A1 + A2 + A2 ~)Ar0 . 

Ex'Primons z3 . 

cl ~ '3 c4 

'2 '3 c4 cs cl '2 c4 cl '3 c4 '2 '3 c4 

'3 c4 ~~ c6 
1 s f;3 

cl ~ '3 

'2 c4 cs ~ c4 Cs '3 c4 cs 

- f;3 - t;2 '3 cs c6 +s '3 Cs c6 c4 Cs c6 

q '2 '3 q '2 '3 q '2 '3 
'2 '3 c4 '2 '3 c4 ~ '3. c4 '2 '3 c4 

'3 c4 Cs '3 c4 Cs '3 c4 Cs '3 c4 Cs 
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CI ~ '3 
Soit fl • ~ '3 c4 0 

'3 c4 Cs 

On a : fl • C:J(~ c4 - cj) - c4(c1 c4 - ~ '3) + Cs(c1 '3 - ci> 0 

On a alors z3 .. A3 r0 - -Ô. A2 r0 + ~ A r0 - X r0 ° fl fl fl 

Par conséquent on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo etyo 

Soit r0 • b - A Xo 

Co = (Y, ro) 

ci • (Y, A r0) 

~ • (Y, A2 ro) 

'I • 'o + Al A Zo 

ii - ro +~A·~ 
x1 - x0 - A1 z00 
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~ • -(ib , A r1) 

q 

P1 • 'i + ~zo 

Pi·ïï+~zo 

A 
-(ib, A r1) 

2 - Vi)' A PJ) 

r2 • 'i + A2APJ 

~ • ÏÏ + A2A*.Pi 

x2 • xl - A2PJ 

~ • -(A* ra , A r2) 
(A* ra, A z1) 

P2 • r2 + lJ:3 zl 

P2 - i=2 + D3Zi 

A • -(A• ra ' A r2) 
3 

(A* Îb ' A P2) 

r3 • r2 + A3AP2 

i=3 • i=2 + A3 A* p2 

X3 • Xl - A3P2 

~ • _l_ [<A* 2 ib , A r2) - "'J - (A1 + A2 + A2 D~ c4 ] A1A2 . 

c6 - _l_ r(A*2 ib ' A2 r2) - c4 - (Al + A2 + ~ D2) Cs] 
A1A2 [ . 

fl • Oj(~ c4 - q) - c4(c1 c4 - ~ Oj) + ~c1 CJ - q) 
ô-~~~-~-~~~-~Oj)+~~~-~ 

~-~~~-CJ~-~~~-~+~~~-~Oj) 
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0Pour k • 4,s, ... faire 

Pk-1 • rk-1 + Dk zk-2 

Pk-1 - ~-1 + Dk Zk-2 

A -<rt-l' rk-!) 
k - (yt -1 , A Pt -1> 

rk • rk -! + Ak A Pt -1 

~ • Yk-1 + AtA.Pt-t 

xk • xk-1 - AtPt-1 

0 Si rk '" 0 alors faire 

B - -(A"~ -3, A2 Zt-2) 

k (A" Yk-2' A rk-1) 

vk-1 • A zk-2 + B'k rk-2 

vt-1 • A•Zk-2 + B't ~-2 

Â'k • <ii-2 ,Ark-3) Eii-2 ,A
2 

zk-2 ><ii-I ,Azk-2) -Oi-t ,A2 
zk-2><ii-2 ,Azk-2)] 

- <ii-3 ,A
2 

Zt-2) [<ii-2 ,Art-2><ii-1 ,Azk-2)-<ii-1 ,Art-2)(i)c_2 ,Azk-2>] 

Si Â'k '" 0 alors faire 

Ck • *[<A" vk-1, Ark_J>{<rt-t' A
2 

zk-2>Vk-2 • Azk-2) -<ik-2 • A 2 zk-2>Vk-1, Azk-2)} 

-~-3.A2 zt-2) {<Yk-2•Azt-2>~-1,A2 zk-V- ~-2·A2 zk-v<Yk-1•Azk-V }] 
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Troisième cas: U;(s) • Jf1>(S). 

On note~ • Pk(A)y et Zic • ~1>(A*)y. 

-c(Pk-11~1) . -<Zk-1• rk-1) Comme Ak • ...t 1 > , on a . Ak • . 
c(s IJè -1 Pk -1> Czk -1 • A rk -1> 

De plus rk • rk_ 1 + Ak (A rk_ 1 + DkA zk_2). 

ck .. -(A"Zk-2• A2zk_J>- B'k Vk-2• A2zk-Y- Ek <Zk-2· A2zk-Y 
Vk-2 • A zk_J> 

Comme pk. ak - Ck c<Sl!i~2 Pk-2> - Ek c<s2 1~i> 
c(s ~~~) avec 

ak • -c<s3 1~i> - B'k c<S2 1~2 Pk-2>. on a 

Pk • ak - Ck <ik-z' A zk-2) - Ek Czk-2' A2 zk-2) avec 

<Zk-2 • A zk-2) 

ak • -(A*Zk-2•A2zk-2)-B'k Vk-2•A2 zk-~· 

Pour z1, z2, z3 , on reprend les ex'J'ressions trouvées précédemment, en supposant ib • ~ • y et 
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D 1 D -<A*y,"') -(y,A"'>etA -(zi,rt> epus 2• • • 2• _ . 
(A y ,z0 ) Ct (z1 , A r1) 

On a alors: r2 • '1 +A2 (A r1 +D2A z1). 

Par conséquent on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A x0 

Co • (y, ro) 

c1 • (y, Ar0) 

c2 • (y , A2 ro) 

Al • - .:u_ 
cl 

r1 • r0 + A1 A z0 

- - A-A•-'i•ro+ 1 :0 

xl - xo -Al zo 

--:-'.<z ..... l..;..• _.'i~> A2 • 
Czi' A 'j) 

r2 • 'i + A2 (A r1 + D2 A z1) 

~ • ÏÏ + A2 (A*ii + ~A* ii> 
x2 • xl - A2 (r.l + D2z1) 
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A -Cz;' r2) 
3 - (z2, A r2) 

'J • ~ + A3 (A '2 + D.J A zv 
r) • ~ + A3 (A* ~ + D.J A* Z2> 

x3 - x2 - A3 (r2 + D.J z2) 

c6 - _l_ r(A"2 ra ' A2 r2) - c4 - {Al + A2 + ~ Dv Cs] 
AI A2 l.: 

Il - CJ(~ c4 - q) - c4(c1 c4 - ~ '3) + Cs(c1 CJ - q) 
ô-~~~-~-~~~-~'3)+~~~-~ 

~-~~~-~~-~~~-~+~~~-~~ 

v .. c4 (CJ cs - cà> - ~ (c2 cs - c4 '3) + c6 (~ c4 - q) 

0 Pour k • 4 ,5,. · · faire 

A -(zk -I ' rk -I) 
k - <Zi-1, A rk-1) 

rk • rk-1 + Ak (A rk-1 + DkA zk-2) 

~ • ~-~ + Ak <A* ÎÏ-1 + Dk A* Zk -2> 

xk • xk-1- Ak (rk-1 + Dkzk-2) 

0 Si rk "" 0 alors faire 
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ck. -(A*îk-2,A2zk_Jl- B'k Vk-2•A2zk_J)- Ek lzk-2•A2zk_Jl 

Vk-2• A zk_Jl 

ak • -(A*Z/c-2, A2 zk-2) - B'k Vk-2, A2 zk-~ 

pk. ak- C'k (ik-2, Azk-2)- Ek lzk-2• A2zk-2) 

lzk-2, A zk-2> 

Zt - A2 zk-2 + B't A 'k-2 + ck 'k-2 + Ek A Zt-2 + pk Zt-2 

Zk- A*2 Zk-2 + B't A·~-2 + ë•k ~-2 + Ek A*.îk-2 + Fk Zk-2· 
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3.8. Méthode As 1 Bs 

De la relation As , nous obtenons immédiatement : 

rk • rk-1 + AkA (rk-1 + Dk zk-~ 

en notant zk • ~1>{A)r0 . 

Comme rk • b- Axk, on a: xk • xk_1 - Ak (rk_1 + Dkzk-~. 

De la relation Bs , nous obtenons : 

zk • A'k [A (rk-1 + D'k zk-2> + l!k rk-1 + Ek zk-2]. 

La méthode As 1 Bs est définie par les formules (1), (2), (3). 

(1) 

(2) 

(3) 

Il nous faut maintenant étudier comment programmer les coefficients Ak ,Dk ,A'k ,D'k ,B'k ,E'k 
apparaissant dans ces formules. 

Par suite 

Par suite Dk - D'k . 

Posons Pk-1 • rk_1 + Dk zk_2 pour k ;t 2. 

Alors rk • rk-1 + AkAPk-1 et xk • xk-1 - AkPk-1· 

Deplus zk - A'k [APk-1 + l!k rk-1 + Ek zk-2]. 

D'après les formules de B' k et de E'k , on a : 
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n faut chercher 1f1>(s). 

-
-.:..(A_• Y::....:....' _A...Jrooe..> BI• 

(y, A ro) 

Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de x0 et y . 

Soit r0 • b - A x0 

Yo • Y 

Al .. -<Yo , ro) 
(v0 , A r0) 

r1 • r0 + Ai A r0 

xi • xo - Ai ro 

0 Pour k = 1 , 2 , · · · faire 

Yk .. A• Yk-1 

D 
-(vk, rk) 

k+l -
(yk • zk-1> 

Pk • rk + Dk+i zk-1 

A -(yk • rk) 
k+1 -

(yk • A Pk) 

rk + 1 • rk + Ak + 1 A Pt 

xk+1 • xk - Ak+iPk 

0 Si rk + i "" 0 alors faire 

A'~ k-
Ak-I 

si k <t 2, A'i- 1 

Page 113 



Algorithmes d'impUJfHintation th la méthode th I.AI'JCZos 1 C.BAHEUX - us différentes méthodes Ai/Bj 

Bk- (yk-!' Zt-2>(Yk' APt-1> - (yk' Zt-2>(Yk-1' Pt-t> si k ~ 2, 
(yk-1 • rk-l)(yk' zk_:z) - (yk' rk-l)(Yk-1' zk-2) 

Ek. -(Yt-t, A Pt-t> - B't (Yt-t, rt-t> si k ~ 2 , 
(yk-1' zk-2) 

zk - A'k [APk-1 +Bk 'k-1 + Ek zk-2]. 

Deuxième cas : V;{;) - P;{;) . 

On note ii • Pt<A>* y et zt • ~1>(A)* y. 

Bl • -(y, ' A rp) 
(yl' ro) 

En multipliant la relation Jt • Jt_ 1 + Ak [;Jt_ 1 + Dk ;~:>2 ] par ;Jt_3 , on a: 

c(;Pk Pk-3) • c(;Pk-3 Pk-1> +Ak E<;2 
Pk-3 Pk-l)+Dk c<;2 

Pk-3 Pi~2>]. 

Par conséquent Dk • D'k . 

Posons Pk-1 • rk-1 + Dk zk-2 et 'h-1 • ïi-1 + Dk Zk-2 · 

Alors rk • rk_ 1 + AkAPk-l et zk • A'k [APk-l + B'k rk-l + Ek zk_ 2 ]. 

D'après les formules de B'k et de E'k, on a : 

Bk. <Zk-2• Ark-2)(A*Pt-1• Ark-1>- <Zk-2• Art-1)(A*pk 1• Art-2> 

Vk -1 • A rk - z>(Zk - 2 • A rk -1> - Vk -1 • A rk -1>Czk - 2 ' A rk - :z) 

E k • -(A* Pk- 1 • A rk - 2) - B'k {ik -1 , A rk _ 2) 

<Zk-2, A rk-2> 

Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 
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Soit r0 • b - A Xo 

Po•Zo•ro 

Po·~·ro·>-

A • -(y, rp) 
1 (Y, A ro) 

'1 • 'o + AI A ro 

if - ro + A1 A. ro 
xl • xo -Al 'o 

0 Pour k = 1 , 2 , ... faire 

D -q' Ark-1) 
k+l - t':' 

\zk-1 • A 'k-1) 

Pk • 'k + Dk+l zk-1 

Pt • ~ + Dk+l Zk-1 

A -<ïk • rk) 
k+1 - /"::' \rk, Apk) 

'k+l • 'k + Ak+l A Pk 

~+1 • ~ + Ak+lA*pk 

xk+l • xk - Ak+lPk 

0 Si rk + 1 .. 0 alors faire 

A'~ k-
Ak-1 

sikït2, 

B'k. <Zic-2. A rk-2)(A•Pk-1• A rk-1)- <Zk-2, A rk-!)(A•pk-1 • A rk-2) si k it 2 
<ik -1 ' A 'k - 2)<Zk - 2 • A rk -1) - <ik -1 • A rk -I)<Zk - 2 • A rk - 2) ' 

Ek • -(A• Pt-!' A 't-2) - B't Vk-1' A 't-2) si k ït 2, 
<Zk-2 • A 't-2) 

zk • A't [APt-1 + B't 't-1 + Ek zk-2] 

Zic • A'k[A•Pk-1 + B'k ik-1 + Ë'k Zk-2J. 

Troisième cas: U;(;) • Jf1><;). 

On note ~ • Pt<A>* y et Zk - 1{1>(.4)• y. 
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En multipliant la relation J1, • Pk_ 1 + Ak[s J1,_1 + Dk ~~:>2 ] par ~ ~:>3 et en appliquant la 

fonctionnelle c , on a : 

t: (1) t: p,(1) D A [ t:2 p,(1) D ) D t:2 p,(l) p,(l) >] c(~PkPk-3)•c(., k-3'k-1)+ kt<"' k-3'k-1 + kc(., k-3 k-2 · 

Posons Pk-1 • rk-1 + Dkzk-2 et 'h-1 • ~-1 + DkZk-2· 

Alors rk • rk_1 + AkAPk_1 et zk • A'k [Apk_ 1 + B'k rk_ 1 + Ek zk_ 2]. 

D'après les formules de B'k et de E'k , on a : 

Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A x0 
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0 Pour k = 0 , 1 , 2 , ... faire 

n -Ok' A zk-1) 
~+1-

Czi. -1 ' A zk -1> 

Pk • rk + Dk + 1 zk -1 

"fik • ii+ Dk+1Zk-1 

rk + 1 • rk + Ak + 1 A Pk 

ii + 1 - ii + Ak + 1 A* Pk 

xk+1 • xk - Ak+1Pk 

0 Si rk + 1 • 0 alors faire 

si k li!: 1, .0.- 0 

si k li!: 1, 

si k li!: 1, 

si k li!: 1, 

Ek+l • -(A• pk> A zk_J)- B'ktl (Î}' A zk-1) si k li!: 1, 
<îk-1 • A zk-1> 

zk+l = A'k+l [A pk+ B'k+l rk + Ek+l zk-1] 

Zk+l • A'k•l [A• pk+ B'k+l ii + Ë'k+l Zk-1J. 
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3.9. Méthode As 1 B& 

De la relation As , nous obtenons immédiatement : 

rk • rk-1 + AkA (rk-1 + Dkzk-~ 

en notant zk • /f1>(A) r0 . 

Comme rk • b- Axk,ona: xk • xk_1 - Ak(rk_1 + Dkzk-~· 

De la relation B6 , nous obtenons : 

zk • Ck zk-2 + Ek zk-1 +A zk-1· 

La méthode As! B6 est définie par les formules (l), (2), (3) . 

(l) 

(2) 

(3) 

ll nous faut maintenant étudier comment programmer les coefficients A k , D k, C'k, E'k apparaissant 
dans ces formules. 

Premier cas : U;(s) • ~ . 

C -c<;k Jf~~(s)) on a. C • -(A*k Y' zk_J) De plus comme k • - - k - • 
c(sk-1 /f~2(s)) ' . (A*k-1 y' zk-~ -

Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 .. b - A Xo 

Yo • Y 
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A • -(y' ro) 
1 (y, A ro) 

'i • 'o + AlAro 

xl • Xo - Al 'o 

0 Pour k = 1 , 2 , ... faire 

Yk • A*yk-1 

Ak+1 • -----(y,~k~~o...•:......A'k~) --­
(yk' A rk) + 11c+1 (yk' A zk-1) 

'k+1 • 'k + Ak+dArk + Dk+1Azk-l) 

xk+1 • xk - Ak+1 (rk + Dk+1 1k-1> 

0 Si rk + 1 .,. 0 alors faire 

si k ë!!: 2, 

E k • _-..._(v ..... k .:....' _A_z.a...;k -::..~.!>'----c....,k_(y,""'k>...;•~z ...... k.=.-z .... > 

Ù'k • 1k-!) 

1k • Ck 1k-;2 + Ek 1k-1 + A 1k-1· 

_L • -Ok-!, A 'k-!) - Dk<ik-!, A zk_z) 

Ak Vk-1 • 'k-1) 
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Ek. -<A*ik-~o Azk_J)- Ck Qk_J> Azk_2) 

Vk-1 • A zk-1> 

Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A Xo 

Zo·'b 

A -<ro' rp) 
1 - (ib, A r0) 

'i • 'o + AlAro 

if - ro + Ai A* ro 
xl • Xo- Al ro 

0 Pour k = 1 , 2 , ... faire 

A -(~' rk) 
k+1 - r::: (~, A rk) + Dk+l \rk, A zk_ 1) 

rk+1 • rk + Ak+l(Ark + Dk+1Azk-1) 

~+1 - ~ + Ak+1 (A*~+ Dk+1A*Zi-1> 

xk+1 • xk - Ak+1 (rk + Dk+1 zk-l) 

0 Si rk + 1 .. 0 alors faire 

sik~t2, 

E -(A* ik-1> A zk_ 1) - Ck (ii:_ 1, A zk-2) 
k-

<ïk-l' A zk-1) 

zk • A zk-l + Ck zk-2 + Ek zk-l 

Zk • A* Zk-1 + C'~r Zk-2 + Et Zk -t· 
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Troisième cas : U;(;) • Ff.l ><;) . 

On note Zic • 1f1>(A)* y. 

Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A Xo 

0 Pour k = 0 , 1 , 2 , ... faire 

--....:.(z;...Azk..:.-..~..;1 ';_A-..~.rk~) 11c+l • 
Czk -1 • A zk -1> 

-
-..;..<z..._k '-' _...rk'-> 

Ak+l • (zk, A rk) 

si k il!: 1, 

rk+1 • rk + Ak+1 (A rk + Dk+1A zk-1) 

xk+1 • xk- Ak+1 (rk + Dk+1zk-1) 

0 Si rk + 1 ,. 0 alors faire 

si k il!: 1, 

-(A* îk, A zk) E k + 1 • __;____;.o...:--..~.'-!.. 
(zk, A zk) · 

zk+1 • A zk + Ck+l zk-1 + Ek+1 zk 

Zk+1 - A*Zic + C'k+1 Zk-1 + Ë'k+l Zk. 
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3.1 o. Méthode As 1 Bs 
De la relation As , nous obtenons immédiatement : 

'k • 'k-1 + AkA (rk-1 + Dkzk-~ 

en notant zk • Ji1>(A) r0 . 

Comme rk • b- Axk,ona: xk • xk_1 - Ak(rk_1 + Dkzk-~· 

De la relation Bg , nous obtenons : 

zk • B'k zk-1 + D'k 'k-1 + A zk-1· 

La méthode As 1 Bg est définie par les formules (1) , (2) , (3) . 

(1) 

(2) 

(3) 

Il nous faut maintenant étudier comment programmer les coefficientsAk, Dk. D'k. B'k apparaissant 
dans ces formules. 

Premier cas : U;(!;) • ;; . 

Posons Pk • 'k + Dk+1zk-1 et "k-1 .. Azk-1 + D'k 'k-1 pour k li: 1. 

Alors rk + 1 • rk + Ak + 1 A Pk et xk + 1 • xk - Ak + 1 Pk . 

-c(;k Jk(;)) 
Comme ~+ 1 • ~ ,.,{1) , on a: 

c(~- 'k-1{;)) 

Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 - b - A Xo 

Yo • Y 
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0Pourk=O, 1, 2, ... faire 

n. -(Yk • rk) 
...,k+1 -

(Yk • zk-1> 

Pk • 'k + D.t + 1 zk -1 

A. • -(Yk • rk) 
~+1 (Yk' APJc) 

rk+1 • rk + Ak+1APk 

.rk+1 • .rk - Ak+1Pk 

0 Si rk + 1 • 0 alors faire 

Yk+l • A•yk 

si k ill: 1, 

si k ill: 1, 

Deuxième cas : Vi(;) - P;(;) . 

On note ik • J1(A)• y et îk • ~I)(A)* y. 

__.1_ • -Ok, A rk) - Il +1 (ij;, A Zt -1> 

Ak + I (ik ' rk) 

B'k., -(A" ik-1 • A Zt-1) - D't Vk-l, A rk-1) 

(ik -1 ' A Zt-v 

11- 0 
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Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A Xo 

A • -(y, rp) 
1 (v, A ro) 

'i • r0 + AIAr0 

if- i6 + AIA·ro 

XI • Xo- AI 'b 

0Pour k= 1, 2, ... faire 

-..--..--..---~~"Lk~·~~~>..._..._...__ 
Ak+1 • 

~, A rk) + Dk+ 1 ~, A zk_ 1) 

'k+1 • 'k + Ak+I (A 'k + Dk+IA zk-1) 

ii+l - ii + Ak +I (A* ii + Dk+I A* Zk-I> 
xk+I • xk- Ak+1 (rk + Dk+Izk-1) 

0 Si rk + 1 '" 0 alors faire 

si k li!: 2, 

B -(A* ik-t, A zk-t)- D't Vt-t, A 'k-t> 
k-

<lk -1 • A Zt -I) 

zk • A zk-I + B'k zk..:1 + D'k 'k-I 

Zk - A* Zk-I + B'k Zk-1 + D'k ii-I· 

Troisième cas: U;(;) • Jf1>(S). 

On note ii • Jk(A)• y et %k • /f1>{A)* y. 
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Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A x0 

0 Pour k = 0 , 1 , 2 , ... faire 

_-...;..O,._kr :.....' ...... zk""""") 
Ak+l • -= <ik, A zk) 

si k :2!: 1, 

rk+1 • rk + Ak+1 (A rk + Dk+1A zk-1) 

ik + 1 - ik + Ak + 1 (A* ik + Dk + 1 A* Zk -1> 

xk+1 • xk - Ak+1 (rk + Dk+1 zk-1) 

0 Si rk + 1 .,. 0 alors faire 

si k :2!: 1, 

zk+l .. A zk + B'k+l zk + D'k+1 rk 

Zk+1 • A•zt + B'k+1 Zk + D'k+1 ik. 
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3.11. Méthode As/ B1o 

De la relation As , nous obtenons immédiatement : 

't • 't-1 + AkA (rk-1 + Dt zk-V 

en notant zk • Jf1>(A) r0 . 

Comme rk • b- Axk,ona: xk • xk_1 - At<'t-1 + Dkzk-V· 

La méthode As! Bw est définie par les formules (1), (2) , (3) . 

(1) 

(2) 

(3) 

Il nous faut maintenant étudier comment programmer les coefficients A k • D k , B'k , C'k apparaissant 
dans ces formules. 

Comme Ck • ...L où ak est définie par ~{;) • ak ;k+ .. . + 1 , on a : 
ak 

Remarque: D'après les formules de Dk et B'k, on a: B'k '"" Ck Dk+ 1. 

Par suite on a : Zt • C k (rk + Dk + 1 Zt -1) . 

Notons Pk- 1 • 't-1 + Dk zk_ 2 . Alors rk ... rk_ 1 + AkA Pk- 1 et zk • Ck Pt. 

Par suite Pk • rk + Dk+1 C'k-1 Pk-! . 

On a donc à chercher uniquement A k • D k+ 
1 

et C'k" 

Premier cas : U;(s) .. ~ .. 

Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A x0 

Yo • Y 
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A -(Yo' ro) 
1 - (y0 , A ro) 

'i- r0 + A1Ar0 

xl • Xo -Al ro 

C0 • 1 

0Pourk= 1,2, ... faire 

Yk • A•Yk-1 

n -(yk • rk) 
...,k+1 -

ck-1 <Yk. Pk-1) 

Pk • rk + Dk+l Ck-1 Pk-1 

rk+I • rk + Ak-tiAPk 

xk+l • xk - Ak-tiPk 

c 
0 Si rk+I '" 0 alors faire Ck • ~. 

k 

On note /k .. Jk~4)* y et Pk = ....L Jf 1 >~)· y. 
ck 

On a Pk-2- 'k-2 + Dk-1 C'k-3 Pk-3 pour k ii!: 3. 

Donc pour k 2: 3 
D C-, (A* - ) (A* - ) r:;' A . \ Dt • k- 1 k- 3 V" Pk- 3, rk- 1 - Pk- 2 , rk 1 et ~ • ...\'i , rw 

C k - 2 (/k -2 , A Pk - 2) . . (lb , A Po) 

Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 

Page 127 



Algorithmes d'impUmentation de lD méthode de Lonczos 1 C.BAHEUX • Les dijferentes méthodes Ai/Bj 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A Xo 

A -Vo. re~ 
1 - (lb' A Po) 

'i • r0 + A1Ar0 

if - ii> + A. A. ra 
xl • Xo - A1 ro 

C0 - 1 

0 Pour k = 1 , 2 , ... faire 

~ • Dk C'k _ 2 (A* Pk_ 2 , rk) - (A* h -!> rk) si k l!: 2, 
+1 Ck-J (rj;_J' A Pk-J) 

Pk • 7k + Dk +1 Ck-1 Pk-1 

Pk - rj; + Dk+l Ek-1 Pk-1 

A • -(lj;' rk) 
k+l (- A ) 

rk • Pk 

rk+l • rk + Ak+lAPk 

~ + 1 - ~ + .Ak + 1 A* Pk 

xk+l • xk - Ak+1Pk 

0 Si rk+l .,. 0 alors faire Ck .. ~. 
Ak 

Troisième cas: U;(~) • If 1 >~). 

Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 
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0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A Xo 

A -Ob. P& 
1 - (lb,A.Po) 

'i- r0 + A1Ar0 

if • ib + A1A•ro 
x1 -xo-A1r0 

C0 ... 1 

0Pourk= 1, 2, ... faire 

n. -(ij; ' A Pk) 
'-"k + 1 - r.:; 

v-'k -I ' A Pk -1> 

Pk .. rk + Dk+1 Ck-1 Pk-1 

Pk ... ik + Dk+1 C\_1 Pk-1 

A • -(ij;, Pk) 
k+1 (- A ) 

rk • Pk 

rk+1 • rk + Ak+1APk 

ik + 1 - ik + Ak + 1 A* Pk 

xk+1 "" xk - Ak+1Pk 
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3.12. Méthode A1/ 81 

De la relation A 1 , nous obtenons immédiatement : 

rk • B~cAr~c_ 2 + 't- 2 + D~cA2 zle_2 + E~cAz~c_2 

en notant zle • Jf1>(A) r0 . 

Comme rk • b-A xk, on a: xle • xk_2 - Blerk_2 - Dt A z~c_ 2 - E1 z1 _2 . 

De la relation B1, nous obtenons: 

zk • B't Ark-2 + Ck 'k-2 + A2zk-2 +Et Azk-2 + Fk zk-2· 

La méthode A1 t B1 est définie par les formules (1), (2), (3). 

(1) 

(2) 

(3) 

Il nous faut maintenant étudier comment programmer les coefficients apparaissant dans ces formules. 

On remarque que l'on a toujours Ille • !::.'t . 

Premier cas : U1(;) • ~ . 

Posons f..k • (A'k y, zk _2) et l'le • (A' le - 1 y, zle -~ 

et ak • (A'le-1 Y' 'k-~ et ~k • (A'k-2 Y' 'k-~. 

D'après les différentes ex"]>ressions, on a : 

Si llk • 0 , on a : 

1 [ Jr:: *k+1 ' *k ] "1. (; *le+1 ' *le+1 ] } C~c·-;;; l'k ~A y,zk-2)+Bk(A y,rk) ,...k-~A y,zk-2)+B~c(A y,rk-2> l'le 

E k • _-_t..k....._-_B ..... k..__a ..... k_-__,_~ .... k 

l'k 

- {f...k + B'le l'k l{t..1- (A'k+1 y, zk-2> l'k }] 

--~(A..,...*_k _+ 1..::.Y~· ...... z;.a..k..:.-.r.:.Ù ...... -__..:Er;_jk~<A..,...'_k Y::....:..• _.rk~~...:-~zl~--C..,...k.__a....~~k._-__..:E:..~kr.......:.."-.Lk Fk • 
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Ek • _-.._.~t..__-_B_.7<.._a_.t....._-_D...a.k_À...A..t 
~k 

Les formules précédentes, valables pour k iii!: 2 , permettent de calculer "t et zk . 

Il faut donc chercher autrement 'i et z1 . 

D'après les formules de il(;) et de If 1 >(~) , on a : 'i • r0 + A1 A r0 avec A1 • -(y ' rp) • ..:5l. et 
(y, A ro) q 

Par conséquent on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A x0 

ro - Zo 

Yo- Y 

A • -(Y, rp) 
1 (y, A ro) 

'i- r0 + A1Ar0 

YI • A•yo 

0 Pour k • 2 , 3 , 4 ,. · · faire 

Yk • A•Yk-1 

À.k • (yk • zk-~ 

~k • (yk-1 • zk-~ 

ak • (yk-1 • rk-~ 

~k • (Yk-2 • rk-~ 

âk • ~k ~1 - (yk ' A zk-2 )~k ]- ~k [akÀ.k - <Yk ; rk-2 )~k] · 
Si âk .- 0 , alors faire 

Bk • ..;..~ ..... k -""(f3_..k_À...._k_-_a.._k .:....IJ.k...._·) 

âk 
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Ek • -~k - Bk ak - 11 À.k 

J.lk 

rk • Bk A rk-2 + rk-2 + DkA2 zk-2 + EkA zk-2 

xk • xk-2- Bkrk-2- DtA 1k-2- Ekzk-2 

0 Si rk • 0 alors faire 

Ck • ~k ~k {[<Yk+1 ,Zk-2)+B'k (yk ,rk)]À.k- [<Yk+1 ,Zk_z)+B'k (yk+1 ,rk-2)]1-lk} 

- ~k + B'k J.lk} {),~ - <Yk+1 • zk-2) J.lk }] 

pk. -(Yk+l, zk_z) - B'k (Yk, rk_z) - Ck ak - Ek À.k 

l!k 

zk • B'k Ark-2 + Ck rk-2 + A2zk-2 + Ek Azk-2 + Fk zk-2· 

Deuxième cas : V;(s) - P;<s> . 

On note~ • Jk(A}*y et Zic • ~1 >(A)*y. 

Notons À.k - (~_ 1 , A2zk_2) J.lk • ~-2 , A2 zk-~ 

ak- (A*~-1• A2zk-2) ~k • (A*~-2• A2zk-t>· 

D'après les différentes expressions, on a : 

.6k+1 • <?k-z ,Ark-1) [<?i ,Azk-1 )l!k+1 - <rt-l>Azk-1 )À.k+1] 

- <rt-2 ,A2 
zk-1> [<rt-l>Ark-1)(rt ,Azk-1>- (?i ,Ark-1><rt-1 ,Azk-l)] 

Si .6k+l • 0 alors on a: 
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Ck+1 • _l_rJI3k + B'k+1 (A•i=k-2,Ark-1> Ù<ii--I>Azk-1 )Àk+1- (ï=ic ,Azk-1)1'k+1} ~k+1l1 p 

- <ï=ic-2,A2zk-1) [<ï=ic-1,Azk-1){(A*ï=ic,A2zk-1)+Bk+1 (A*ï=ïc,Ark-1)} 

- {ak +B'k+l (A*i=k-t>Ark-1) }<ii.Azk-I) ]] 

Les formules précédentes, valables pour k 0!: 3, permettent de calculer zk+l et rk. ll faut donc chercher 

On suppose que ~ • lb .. y et z0 • r0 et on rappelle que c.; .. (y , Ai ro) . 

D'après les formules de Jï(;) et de Jf1)(;), on a: 'i • r0 + A1A r0 avec A1 • -(Y' rp) • .:51 et 
(Y, A ro) q 

Ex-primons r2 . 

+1. 

Comme '3 .. ~·y , A2 ro) et comme A2 r0 • f <A'i - Aro) , on a : 
1 

'3 .. _l r (y , A2 r1) - ~ ] .. ..:5. [ (A*1i) , A r1) - ~] . 
AI t: 'û 

Par suite co '3 - c1 ~ • -q (A* lb , A 'i) . 
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Or A2 r0 • A z1 + El. A r0 . On peut donc e:ll.'primer autrement '3. 
q 

'3 • El. ~ + (A* ii) , A z1) . 
q 

Par suite c1 '3 - ~ • (A* ib , A z1) q . 

Exprimons de la même manière '2 . 

Comme A2 r0 • ....L (Ar1 - Aro) • ~ <A'i - Aro), on a : ~ • (v, A2 ro) • .:9.. [ Oi) , A 'i) - q]. 
~ ~ ~ 

Par suite ~ '2 - éf • -c1 Oi) , A lj,) . 

-(ro A 'i) (A* ib A 'i) 2 Par conséquent en notant D;, • ' 2 et a • _ '
2 

, on a: r2 • D;,A Zo + aA r0 + r0 . 
Oi) , A z1) (r0 , A z1) 

Exprimons z2 . 

q '3 
~ 1 )(;) • ..........,.--'-~-'- • ;2 _ ; +-''2=---C-'-+4 + 

q ~ 

'2 '3 

Comme 'i • r0 + A1 A Zo , on a : A2 r0 = ...1... A (lj - ro) . Par suite '3 • ...1... [<A" ii) , lj) - ~ ] . 
Al Al 
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CI "'2 ~ c4 

"'2 ~ c4 ~ CI "'2 c4 'i ~ c4 

~ c4 

~ ~ 1 ~ 
'i "'2 ~ 

"'2 c4 ~ "'2 c4 ~ -~- ~ ~ ~ '6 +~ ~ 
c4 '6 

'i "'2 '3 'i "'2 ~ 
"'2 '3 c4 "'2 ~ c4 "'2 ~ c4 

~ c4 ~ '3 c4 ~ ~ c4 ~ 

Par suite, comme pour ~ , on a : c6 • * [<A* 2 
ï=Q , A2 r2) - a ~ - c4 ] . 

cl "'2 '3 
Soit Il • "'2 '3 c4 . 

~ c4 ~ 

On a : Il • Cj("'2 c4 - q) - c4(c1 c4 - "'2 ~ + Cs(c1 '3 - q) . 

Par conséquent on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 .. b - A Xo 

A 
-(v, ro) 

1 ... 
'i 

'i • r0 + A1Ar0 

if - ro + A1 A* ro 

xl • Xo -Al ro 

"'2 = (A* ï=Q , A ro) 
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(A* iii' A lj) 
a • • 

(A iii' A zl) 

'2 • ~A2 Zo + aA 'o + 'o 

~ • ~ A*2 ~ + a A• ro + rQ 

.12 • Xo- D.2Az0 - ar0 

c6 • * [<A*
2 ro, A

2 r2) - a Cs - c4 ] 

Â • C:J('2 c4 - q) - c4(c1 c4 - '2 C:J) + Cs{c1 C:3 - ~) 

ô-~~~-~-es~es-'2C:J>+~~~-~ 

~-~~es-C:J~-es~~-~+~~~-~C:3> 

v-~~es-~-es~es-~C:J)+~~~-~ 

Zj • .J- A*2 if - (.b. + ...l.)A*2 ro + ~ A* iii - 4 iii 
A1 Â A1 Â Â 

~ - (r2' A2 zl) 

1-'3 • Vi' A2 zl) 

ÂJ • (~,Ar1) [US,Az1)~3- (r{ ,Az1)À3]- (~,A 2 z1) [<r{.Arl)(Fi,Azl)- <72 ,Ar1)(r{,Az1)] 
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0Pour k • 3,4, ... faire 

Ek • -Bk<ik-2• Ark_J) - J4 )..k 

Vk-1• Azk_z) 

rk • Bk A rk-2 + rk-2 + DkA2 zk-2 +Et A zk-2 

~ - Bk A. ~-2 + ~-2 + DkA.2 Zk-2 + ËkA. Zk-2 

xk • xk-2- Bkrk-2- DkAzk-2- Ekzk-2 

0 Si rk .. 0 alors faire 

)..k+l "" <ik • A
2

zk-1) 

~k+1 • <ik-1 • A
2 zk-1) 

(A•- A2 ak .. rk-1 • zk_'l) 

l3k • <A•ik-2• A2zk-1) 

-l3k 
B' k + 1 - ---=.,...._-..:...A.--

(A rk-3, A rk-1) 

Ak+1 • <il-2 ,Ark-1) [<il ,Azk-1 h.tk+1 - <il-1 ,Azk-1))..k+1] 

- <il-z,A
2 

zk-1> [<il-l>Ark-l)(il ,Azk-1>- (/} ,Ark-1)(/}_l>Azk-1)] 

Si Ak + 1 .. 0 alors faire 

- (/}_2,A2zk_1) ~-1 ,Azk_1 ){A"I} ,A2zk_1) + B'k+l (A*il ,Ark_1)} 

- {ak +B'k+l (A*Ii-l>Ark-1) }<il.Azk-1) ]] 

pk+
1

• -ak - B'k+l (A*i};_J, Ark-!) - Ek+l ~k+l 
<ik-1• Azk-1> 

zk+1 "" B'k+1 A rk-1 + Ck+1 rk-1 + A
2 

zk-1 + Ek+1 A zk-1 + pk+1 zk-! 

Zk+1 .. B'k+1 A" ik-1 + C'k+1 ~-1 + A"2 Zk-1 + Èk+1 A" Zk-1 + pk+1 Zk-1· 
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Troisième cas: U;(s) • /f1>(S). 

On note ii • ~(At y et Zic • .Ef1>(At y. 

D'après les différentes expressions, on a : 

Si Ât+l • 0 alors on a: 

--(..:..A_*_z~~.;k -::.JI"-• A_2 ~z ko....::-'"'2-'-) _-_B'_..a..k .:.+ ~~ Cri:~rkL:-::..~1.:....• A_2_z..Ak..:-.-.2>;__-_E...JkL:+ul....:<-.~Zk...:-:..&;l•;_A_2_Z.A.k.:.-""-2) 
ck+l- <ik-•· Azk-2) 

--..:..(Yka..;-::..2"-'•;_z_.k...:-... 2>'----B_.k~(ri:.A.k.:.-.._2 -'-' _A~z ka..;-::..2..._) _-_DtA..·~,_.zkL:-=...2;..;•_A_2_z.A.k.:.-""-Ù Ek • 
<îk -2 • Azk -V 

Les formules précédentes, valables pour k :~: 3, permettent de calculer zk+l et rk. II faut donc 

reprendre les formules de 'i· r2 et z1, z2, ZJ trouvées précédemment. 

Par conséquent on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A x0 
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'i • r0 + A1A r0 

ii - ra + A. A* ra 
xl • Xo- Al ro 

'2 • (A* ra , A ro) 

(A* ib, A lj) 
a - """"-;•""""-'--~ 

(A Yp, A z1) 

r2 - D2A2 ~ + a A r0 + r0 

~ • D2 A*2 ~ + ëi A* ra + i1) 

c6 • * [<A*2 ra, A2 r2) - a Cs - c4] 

tl • OJ(O;. c4 - c:j} - cic1 c4 - '2 '3) + Cs(c1 '3 - ~) 

ô-~~~-~-es~es-'2'3)+~~~-~ 

P-~~es-OJ~-es~~-c1>+~~~-~~ 

v-~~es-~-es~es-~'3)+~~~-~ 
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0 Pour k • 3,4,.-· faire 

E -<ik-2, zk-2)- BkVk-2, Azk-Ù - Pt<Zk-2, A2 zk-Ù 
k - <Zk-2 • Azk-V · 

rk • BkA'k-2 + 'k-2 + DkA2zk-2 + EkAzk-2 

ik - ËkA*ik-2 + ik-2 + DkA*2îk-2 + EkA*Zi-2 

xk • xk-2- Bk'k-2- DkAzk-2- Ek 1k-2 

0 Si rk • 0 alors faire 

B' • -(A* Zk _ 1 , A2 zk- :V 
k+1 <ik-1' A2 zk-:0 

~k+1 • -Vt-1• Azk-2)fzk-1• A2zk)CZk-1• Azk-1) 

Si ~k + 1 • 0 alors ~aire 

- -, • - -, - *2 - - • - - -
zk+1 • B k+1 A 'k-1 + C k+1 'k-1 +A zk-1 + Ek+1 A 1k-1 + pk+1 zk-I· 
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3.13. Méthode A1 1 Bs 

De la relation A 1 , nous obtenons immédiatement : 

rk • BtArk-2 + rk-2 + DkA2zk-2 + EkAzk-2 

en notant zk • Jf1>{A) r0 . 

Comme rk • b- Axk,ona: xk • xk_2 - Bkrk_2 - .DtAzk_2 - Ekzk-2· 

De la relation Bs, nous obtenons: 

Zt • A'k [A rk-1 + B'k rk-1 + D'k A Zk-2 + Ek zk-2]. 

La méthode A1 1 Bs est définie par les formules (1), (2), (3). 

(1) 

(2) 

(3) 

Il nous faut maintenant étudier comment programmer les coefficients apparaissant dans ces formules. 

Premier cas : U;(;) = ;; . 

Posons Àt+ 1 • '4*k+ 1y, zk_ 1) et llk+ 1 .. (A*ky, zk_1). 

D'aprés les expressions de B' k + 1 et E k + 1 , on a : 

Deplus 

On suppose !lk "' 0 . On a alors : 
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Ek • -(A*k-2y, rk-2)- Bk(A*k-ly, rk-2)- Dk')..k 

1-lk 

ll faut chercher d'autres ex-pressions pour z1, z2 et r1 . 

On suppose que z0 • r0 et on rappelle que c; • (Y, Ai ro) . 

D'après les formules de Ji{;) et de Jf1>(s), on a: r1 • r0 + A1 A r0 avec A1 • -(Y' ro) • .:5l.. et 
(Y,Ar0) q 

Ex-primons z2 . 

ci CJ 
"-2 cl CJ "-2 CJ 

~1){;) -
1 - s2

- s "-2 c4 ~ c4 
+ 

cl ~ cl "-2 
'2 '3 '2 ~ 

On a : '3 • (y, A3 r0) - (A* y, A2 ro) . 

Comme A2 r0 .. A z1 + .9l. A r0 , on a : C:J • (A* y, A z1) + ~. 
q q 

On a : c4 • Ù', A4 r0) - (A*2 y, A2 r0) . 

Par suite, comme A2 r0 • A z1 + El. A r0 , on a: c4 • (A* y, A2 z1) + ..9l.El. 
q q 

D'où c1 c4 - '2 ~ • c1(A*2 y, A z1) . 

Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 
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0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A Xo 

Yo • Y 

A -(y' ro) 
1 - cl 

r1 • r0 + A1 A r0 

xl • xo - Al ro 

Y2 = A* Y1 

À2 = (v2' zo) 

~2 .. (yi· zo) 

0 Pour k = 2 , 3 , 4 , ... faire 

/).k • (Yk-2 ,rk-2) ~l- (Yk , A zk-2) ~k ]- ~k [<Yk-1 , rk-2) Àk - (yk , rk-2) ~k] 

Si f).k '" 0 alors faire 

-
-..:..(v..A.k..=.-""-2 .;...' _,rk>....:-:..~o2.:...) _-_B-'k~..-(y.=...A.k =--!L.;.•-" ..... k.=..-2 .... )_-_D_..k_À...._k 

Ek • 

rk .. Bk A rk-2 + rk-2 + DkA2zk-2 + EkA zk-2 

xk • xk-2- Bkrk-2- DkAzk-2- Ekzk-2 
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0 Si rk .- 0 alors faire 

Ykt1 • A* Yk 

Â.k+1 • (Yk+1 • zk-1) 

llkt1 • (Yk • zk-1) 

Deuxième cas : U;(;) • P;(;) . 

On note ~ • Pk(A/ y et îk • pp>(A)* Y. 

Posons Â.k+1 • (/k, Ark-1), llk+1 .. (~, Ark)et vk • <ik-1• 'k-1). 

D'après les ex-pressions des différents coefficients, on a : 

bk+1-(A• Zk-1, rk) (A• ii, A 'k-1)+D'k+1 (A• Zk-1, 'k-2) 
B'k+1 • ----A-:.-_------~---A---:--• -----------

( zk-1 , rk) 11.k+l- ( Zk-1 , 'k-1) llk+1 

-(A* 'k-!• A 'k-2) - D'k+l (A* Ïk-1, A 'k-l) - B'k+l Àk+l Ek+1 .. ~~~~~~~-~~~~~-~~-~~~~ 
(A* Zk-1 • 'k-1) 

.1k+1 • Â.k [<A* zk-1 ,Ark-l)(A• zk-l ,rk) -(A• zk-1 ,Ark)(A• zk-l •~k-1>] 

- (A• zk-l , A 'k-2) ~k (A• zk-1 , rk)- Àk+l (A• zk-1 , 'k-1)] 

Si .1k + 1 .- 0, on a : 
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-
-_BA..k :t..+ J._Â.-~.ki........--.:D:-::ka..;+:t.JI~-..:(A~· -~.Zk-.::-:...~.1..:..• _A_,.A.:..k) 

Ek+l • 
(A" Zk-1 • rk) 

Les formules précédentes, valables pour k 01t 2 , permettent de calculer zk+l et rk+l· Par suite, il faut 

calculer z1, z2 et r1, r2 . 

Pour r1, z1, z2 , on reprend les ex"Pressions trouvées dans le premier cas. 

On suppose que zo • lb - y et z0 • r0 et on rappelle que ci - (y , Ai ro) . 

Exprimons r2 . 

1 ; 
Co Co cl Co C:2 

~{;)- ... ;2 cl C:2 -; cl ~ +1. 
cl C:2 cl C:2 
C:2 Cj C:2 Cj 

Comme ~ • (A* y, ·A2 r0) et comme A2 r0 • ...L (Ar1 - Aro) , on a : 
Al 

CJ • * [(y , A
2 

r1) - C:2 ] • ~ [<A" fb , A ri) - C:2]. 

Par suite Co c3 - c1 c2 • -c1 (A* ib , A r1) . 

Or A2 r0 • A z1 + ~ A r0 . On peut donc exprimer autrement ~. 
cl 

CJ • ~ C:2 + (A* lb ' A zl) . 
cl 

Par suite c1 CJ - q - (A* lb , A z1) c1 . 

Ex"Primons de la même manière C:2 . 

Comme A2 r0 • ...L (Ar1 - Ar0) • ~ (Ar1 - Ar0), on a : C:2 .. (y, A2 r0) ~ ::;:. [<ib, A fi) - c1]. 
Al . · . Co -v 

Par suite Co c2 - cf • -cl (fb , A 1j) . 
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Par conséquent on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de .xo et y. 

Soit r0 • b - A x0 

r1 • r0 + A1 A r0 

ii - re; + A1 A. re; 

xl • xo -Al ro 
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D.2 • -Ob ' A 'j) 
(.4* iii , A z1) 

;.2 • or ' A ro) 

1!2 • or. Ar1) 

0Pour k • 2, 3, 4 ,···faire 

Àk+l • Ok • A rk-1) 

vk • <ÏÏ-1• rk-1) 

f.k+1 • ï.k EA"Zi-1,Ark-1)(A"zk-1•rk)- (A"zk-1•Ark )(A"zk-1•rk-1>] 

- (A" Zk-1 ,A rk-Û ~k (A" Zk-1 ,rk)- Àk+1 (A" zk-1 ,rk-1)] 

Si f.k+ 1 '" 0, alors faire 

-Bk + 1 Àk - Dk + 1 (A* Zk -1 , A rk) E k + 1 • -A...L.'--'"---:-A..:<J'-'---".....:::...L...:.....--A.:-

(A*Zic-1• rk) 

rk+1 • Bk+1Ark-1 + rk-1 + Dk+1A2 zk-1 + Ek+1Azk-1 

'1+1 • Bk+1A*ïk-1 + ÎÏ-1 + Dk+1A"2 Zk-1 + Ek+1A*Z'k-1 

xk+1 .. xk-1- Bk+1rk-1- Dk+1Azk-1- Ek+1zk-1 

0 Si rk + 1 • 0 alors faire 

J.lk+l • Ok • A rk) 
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E • -(A* ik-t• Ark-2) - D'k±1 (A* Zk-1• Ark-1) - B'tt1 Àk+1 
kt1 (A*- ) zk-1• rk-1 

zk+l • A'k+l [A rk + B'k+l rk + D'k+l Azk-1 + Ek+l z/c-1J 

Zktl - .A\ •• [A* ik + B'ktl ik + D'/ctl A* Zk-1 + Ëktl Zk-ll 

Troisième cas: U;(;) • Jf1><;). 

On note ik • Pk(A)* y et Zic • ~1 >(.4)* y. 

D'après les e"-"Pressions des différents coefficients, on a : 

On suppose 6k+l ,. 0. On a alors: 

Les formules précédentes, valables pour k :il: 1' permettent de calculer z le+ 1 et rk + 1 . n faut reprendre 

les expressions du deuxième cas pour z1, z2 et r1, r2 . 

Par conséquent on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de x0 et y. 

Soit r0 • b - A x0 
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A 
-(y, ro) 

1 -
cl 

'i • r0 + A1 A r0 

ii - ro + .11 A. ro 

xl • xo - Al ro 

A Pour k • 2 3 4 · · · faire v ' ' ' 

Âk+l • -(A• Zk-2' rk-l) <A* Zk' A 1k-l)(Zk-I' A 1k-1) 

Si Âk + 1 .. 0 , alors faire 
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E -<Zk-1• 'k-1) - Bk+l (zt-1, Ark-1) - Dktl (A" Zk-1• Azk-1) 
k+1 • tZ 

,zk-1• Azk-1> 

'k+1 • Bk+1A 'k-1 + 'k-1 + Dk+1A
2

zk-1 + Ek+1Azk-1 

~+1 - Bk+1A·~-1 + ~-1 + Dk+1A.2 Zk-1 + Ëk+1A·îk-1 

xk+1 • xk-1- Bk+1'k-1- Dk+1Azk-1- Ek+1zk-1 

0 Si rk + 1 ,. 0 alors faire 

-(A"zt-1, Ark) -D'kt! {A"zt-1• Azk-l) - B'k+l <A"Zic-1• rk) Ek+1• ~--~~---~--~~~~~~~~--~~~-~-~ 
(A"zk-1• zk-1) 

zk+l • A'k+l [A 'k + B'k+l rk + D'k+l A zk-1 + Ek+l zk-1] 

Zktl- A\ •• [A"~+ B'k+l ~ + D'kt1 A"Zi-1 + Ë'ktl Zk-1] 
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3.14. Méthode A1/ Bs 

De la relation A 1 , nous obtenons immédiatement : 

rk • Bk A rk-2 + rk-2 + DkA2 zk-2 + EkA zk-2 

en notant zk • ~1>(.4) r0. 

Comme rk • b- Axk,ona: xk • xk_2 - Bkrk_2 - D_t.Azk_2 - Ekzk-2· 

De la relation B6 , nous obtenons: zk • Ck zk_2 +A zk_1 + Ek zk_1. 

Avec la relation, B6 on a: A zk_1 • Ck_1 A zk_3 + A2 zk_2 + Ek-l A zk-2. 

La méthode A1 1 B6 est définie par les formules (1), (2), (3). 

(1) 

(2) 

(3) 

Il nous faut maintenant étudier comment programmer les coefficients apparaissant dans ces formules. 

Premier cas : V;(;) • ~ . 

Posons Àk - (A*k +1 y, A zk) et 1-lk • (A*k +1 y, zk). 

-cttk + 2 f!:1)(l:)) - c c(l:k + 1 f!:1) (l:)) 
Comme E .. \~ k ~ k+ 1 '=' k-I'=' on a· 

k+1 c(;k+1~1)<;)) ' · 

De plus 

l:lk+2 •c(;k Pk) f<;k+2 pp>)2 -c(;k+3 pp>) c(;k+1 pp>>] 

_ c(;k+1 pp>) f<;k+1 Pk) c(;k+2 pp>) -c(;k+2 Pk) c(;k+l pp>)]. 
D'où 

c(;k+1 pp>) c(;k Pk) c(;k+2 pp>)-c(;k+1 Pk) c(;k+1 pp>) 
Comme Bk+2 ··----.......... ---------------.on a: 

l:lk+2 
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C ~ B c('r;/' Pt<~)) on a. ~ • -Bt (A•k y, 1}) OJnme +2 • - 'k +2 2 2 c('r;/'+1~1)(~))' . + + ~k 

On pose C1 • O. 

Par conséquent, on a l'algorithme suivant: 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A Xo 

Yo • Y 

Y1 • A• Yo 

A 
-(y, rp) 

1 - (yi, rp) 

'i .. r0 + A1Aro 

xl .. Xo - Al ro 

0 Pour k = 0 , 1 , 2 , ... faire 

Yk+2 • A•yk+l 

t..k • (yk+2 • zk) 

~k .. (yk+l • zk) 

si k ~ 1, 

zk+l • Ck+l zk-1 +A zk + Ek+l zk 

llk+2 • <Yk ,rk) ~1- <Yk+2 • A zk) ~k]- ~k [<Yk+i , rk) Îl.k -(yk+2 , rk) ~k] 
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E -(yk, rk) - Bk+2 (Yk+1 • rk) - Dk+2 Â.t 
kt2 -

l!k 

"kt2 • rk + Bk+2Ark + Dk+2Azk+1 + (Ek+2- Dk+2Ek+1)Azk -Dk+2Ck+1 Azk-1 

xk+2 • xk- Bk+2rk- Dk+2zk+1- (Ek+2- Dtt2Ek+1)zk +Dk+2Ck+1 zk-1· 

Deuxième cas : V1(s) • P;(s) . 

On note ?k • Jk(A)* y et ?k • ;f1>{A)* y. 

Posons Â.k • (Tk , A rk _1), l!k • (Tk , A rk) et vk • (Tk , rk). 

De plus 

llkt2 .. c(sPk-1 Pk) E<s2 
pk pp>) c(sPkti pp>)-c(s

2 
pk+1 pp>) c(sPk pp>>] 

- c(s2 pk-1 pp>) E<sPt) c(sPk+i pp>)-c(sPkt1 Pk) c(sPk pp>>} 

D'où 

llk+2 .. Â.k EA* zk 'A rk )(A" zk ' rkt1)- (A. îk ' rktt><A* îk ' rk)] 

-(A" Zk ,A rk-1) ~k (A" Zk, rk+1)-Â.k+1 (A• zk, rk)]. 
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On peut exprimer À k , l! k et v k sans utiliser ii , ce qui diminue le nombre de multiplications matrice­

vecteur, car dans ce cas on a à chercher uniquement zi . Cependant, les expressions de À k, l! k et v k , 

extrémement compliquées, sont valables pour k ~ 4 et permettent de calculer zk + 1 et rk + 2 . 

D faut garder alors en mémoire Dk-1• Ek-1• Dk> Ek> Bk, Ck-2, Ek-2, Ck-1, Ek-1 et il faut chercher 

Dans l'algorithme suivant, on exprime Àk, l!k et vk en fonction de ii. On a donc ici à chercher 

uniquement z1 et 'i· '2 . 

On suppose que ~ - ro - y et Zo - 'o et on rappelle que C; - (y ' Ai ro) . 

D'après les formules de Jl(;) et de P{-1)(;), on a: 'i • r0 + A1A r0 avec A1 • -(y' ro) - ..:Sl et 
(y, A ro) q 

Exprimons r2 . 

+ 1. 

Comme C:3 • (A• y, A2 ro) et comme A2 r0 • ...L (A'i - Aro) , on a : 
Al 

C:3 • * [(y, A2 
'i) - l2] • ~ [ (A• il), A rl) - l2] · 

Par suite G:> C:3 - c1 C:2 • -q {A• il), A 'i). 

Or A2 r0 • A z1 + ~ A r0 . On peut donc exprimer autrement C:3 . 
q 

Ex"]>rimons de la même manière l2 . 
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Comme A2 r0 • _L <A'i - Aro) - .:S. <A'i - Ar0), on a : e:z - (y, A2 ro) - ~ [ (ib , A 'i) - q ]. 
~ ~ ~ 

Par suite ~ e:z - Cf • -c1 <iii , A 'i) . 

Comme A2 r0 - _L <A'i - Aro) , on a donc : 
Al 

Par conséquent on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A x0 

A 
-(v, rp) 

1 -
cl 

'i - r0 + A1 A r0 

if = iii + Al A• lb 
xl • Xo -Al ro 

;:; -
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/..1 • (if' A ro) 

0Pour k •l, 2, 3 ,··· faire 

--(A..!-•_z ... k ..:..• ..;;.A;;..'k.A.)~--C;;,.kA,;tLI!~(A:;.;;_• Z;;;.ak-.::-:.&.1 ..:..• -'rk~) 
Ek+1- -

(A• Zk • rk) 

zk+1 - ck+1 zk-1 +A zk + Ek+1 zk 

Zkt1 • C'k+1 Zk-1 + A*Zic + Ëk+1 Zk 

l..k+1 • Vk • A rk-1) 

1-lk • (ii ' A rk) 

vk • (ft, rk) 

Âk+2 •l..k EA•:zt ,Ark)(A•zk ,rk+1)-(A•:zt ,rk+1)(A•zk ,rk>] 

- (A•zk ,Ark_1) ~k(A•zk ,rk+1)-l..k+1 (A•zk ,rk>] 

Si Âk+l '" 0, alors 

E • -Bk +2 l..k+t - 0 +2 (A• Zk, A rk+t) 
k+2 • -

(A zk • rk+i) 

rk+2 • rk + Bk +2A rk + Dkt2A zk +1 + (Ekt2 - Dk+2Ek+1 )A zk -Dk+2 Ck+1 A zk-1 

fkt2 • ft+ Bk+2A*'k + Dk+2A•Zk+1 + (Ek+2- Dk+2Ëk+1)A*Zic -Dk+2ë'k+1 A*zt-1 

xk+2 • xk- Bk+2rk- Dkt2zk+1- (Ek+2- Dk+2Ek+1)zk +Dk+2Ck+1 zk-1 

0 Si rk +2 '" 0 alors continuer. 

Troisième cas : V;(~) • If 1 >~) . 

On note 'k • J1,(A)* y et Zk • Ft1>(.4)* y. 
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-c<;2 ~1)2(;)) -(A• Zk' A zk) 
Comme Ek +1 • Jf.Ï>2 , on a: Ek+ 1 • c(; k (;)) (zk , A zk) 

Comme âk+ 2 • -c(;~~1 fk) c(;2 ~~1~1~ c<;~1 >2), on a: 

âk+2 • -(Zi. _1, A rk)(A* Zk+l, A zk) (zk, A zk). 

On suppose âk+2 • 0. 

Les formules précédentes, valables pour k 0!!: 1, permettent de calculer zk+l et rk+2 sans calculer Tt. Il 

faut reprendre les expressions du deuxième cas pour z1 et 'i· r2 . 

Par conséquent on a !"algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 - b - A x0 

A 
-(y, ro) 

1 - q 

'i • r0 + A1Ar0 

xl • Xo -AI ro 
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0Pour k •l, 2, 3 ,··· faire 

-(A* Zk ' A zk) 
E k + 1 • .......:..~"'-'------'""'" 

(Zk' A zk) 

zk+1 • Ck+1 zk-1 +A zk + Ek+1 zk 

Zk + 1 • ë•k + 1 Zk -1 + A* Zk + Ë k + 1 Zk 

Âk+ 2 • -(Zi_ 1 , Ark)(A*Zktl• Azk)(Zk, Azk) 

Si Âk+ 2 .. 0, alors 

--~(z..c..k~· _rk~~-:>_-__:.B..a.k.%+.-.2 ..:..<z..c..k~· _A_n..a.k.:...) _-_0;;;...G...;tz:..o2o....;(:....A_• z...~~t~·-A,_...Jzk~) 
Ek+2 • 

(zt' A zk) 

rk+2 • rk + Bk+2Ark + ~+2Azk+I + (Ek+2- Dk+2Ek+I)Azk -~+2Ck+I Azk-l 

xk+2 • xk- Bk+2rk- Dk+2zk+I- (Ek+2- Dk+2Ek+I)zk +Dk+2Ck+I zk-I 

0 Si rk +2 .. 0 alors continuer. 
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3.15. Méthode A1 1 Ba 

De la relation A 1 , nous obtenons immédiatement : 

rk • BkArk-2 + rk-2 + DkA2zk-2 + EkAzk-2 

en notant zk • ~1>(.4) r0 . 

Comme rk • b- Axk,ona: xk • xk_2 - Bkrk_2 - DkAzk_2 - Ekzk_2 . 

De la relation Bg , nous obtenons : 

zk • A zk-1 + Bk zk-1 + D'k rk-1· 

La méthode A 1 1 Bg est définie par les fonnules (1), (2), (3). 

(1) 

(2) 

(3) 

Comme A zk_ 2 • zk_1 - Bk_1 zk_ 2 - D'k-1 rk_ 2 , en remplaçant dans la formule (1), on a: 

rk • BkArk-2 + rk-2 + Dk(Azk-1- Bk-1 Azk-2- D'k-1 Ark-2) +EkAzk-2· 

-(A•k+1y Az)- D' (A•k+1y 1') 
Bk+ 1 ., • k k+l • k 

(A•k+J y, zk) 

De plus, en reprenant les formules de llk, Bk, Dk, Ek ,et en notant ak • (A*k+1 y, A2 zk), 

on a: 
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Exprimons ak d'une façon où n'intervient pasA2 zk. 

On a: zk+l • Azk + Bk+l zk + D'k+l rk. 

Par suite, comme ak - (A•k+ly, A2 zk), on a: 

ak • (A•k+ly, Azk+l)- Bk+l (A•k+ly, Azk)- D'k+l (A•k+ly, Ark). 

Par conséquent on a l' algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A x0 

Yo • Y 

'i • r0 + D1 A r0 

xi • Xo - Dt ro 

0 Pour k = 0 , 1 , 2 , ... faire 

Yk+i • A• Yk 

ak • (yk+i • A zk+i) - B'k+l (yk+l • A 1k) - D'k+l (yk+l • A rk) 

llk+2 •<Ytork) [<Yk+i•Azk)
2 

-ak <Yk+i•zk>] 

- <Yk+l>zk) [<Yk+J,rk )(yk+hA zk) -(yk+l ,A rk )(yk+l>zk)] 
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rk+2 • rk + (Bk+2- Dk+2D'k+l )A rk + Dk+2Azk+l +(Ek+2- Dk+2B'k+l )Azk 

xk+2 • xk - (Bk+2- Dk+2D'k+l )rk - Dk+2zk+l -(Ek+2- Dk+2B'k+l )zk 

0 Si rk+ 2 "' 0 alors continuer. 

D'après les expressions de !lk+ 2, Bk+ 2, Dk+ 2, Ek+ 2 , on a: 

flk+2 • <?k , A rk_1) EA" ?k , A zk )(?i+l , A zk)- (A" ?k-.1 , A zk )(ii- , A zk) J 
-(A" ii--1 ,Azk) [<?k ,Ark)(Yk+l ,Azk)-(Yk+l ,Ark)(ii- ,Azk>]. 

On suppose !lk+ 2 "' 0. On a alors: 

Les formules précédentes sont valables pour k li!: 1. Il faut donc exprimer autrement z1 et r1, r2 . 

On suppose que zo • lb • y et z0 • r0 et on rappelle que c; • (y , Ai ro) . 

D'après les formules de .fl{;) et de .Ff1>(;), on a : r1 • r0 + Dt A r0 avec Dt • -(y' rg) •..;, ~ et 
(Y, A r0) c1 
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Exprimons "2 . 

1 1; 
Co cl Co cl 

P2(1;) • .._'1;,...--..;;.._~_, • 1;2 '1 '2 
'1 C:z 
C:z '3 

Comme C:1 • (A* y, A2 r0) et comme A2 r0 • _L <A'i - Ar0), on a : 
Dl 

CJ • * [(Y , A2 
r1) - C:z ] • .:; [(A* To , A r1) - C:z ] 

Par suite Co '3 - q C:z • -cl (A* To , A rl) . 

Or A2 r0 • A z1 + El. A r0 . On peut donc exprimer autrement C:l· 
cl 

C:1 • .92_ C:z + (A* ro' A zl). 
cl 

Par suite c1 '3 - q • (A* rQ , A zl) cl . 

Exprimons de la même manière c2 . 

-(1;; Ar.) (A*- A ) 
Par conséquent en notant ~ • 0 ' 1 et a • ro ' 'i et comme 

(A* ro , A z1) (A* ro , A z1) 

Par conséquent on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de l() et y. 

Soit r0 • b - A Xo 
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if - ro + Dt A. ro 
xl • xo - Dt ro 

'2 • (A* ro , A ro) 

a-
(A* ro, A 'j) 

(A* ro, A z1) 

0 Pour k .. 1 , 2 , 3 ,. . . faire 

zk+l • A 1k + Bk+l 1k + D'k+l rk 

Zk+l • A* Zk + B'k+l Zk + D'k+l ii 

Âk+2 •(ii ,Ark-1) EA* ii ,Azk)(ii+l ,Azk)-(A* ii+l ,Azk)(ii ,Azk>] 

-(A* rt-1 ,Azk) [<Î)c ,Ark)(ii+l ,Azk)-(ii+l ,Ark)(ii ,Azk)] 

Si l!.k+ 2 • 0, alors 
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rk+2 • rk + (Bk+2 - Dk+2Dk+l ).4 rk + Dk+2A zk+l +(Ek+2 - Dk+2Bk+l )A zk 

ii+2 • ii + (Ëk+2- Dk+2D'k+l )A* ii + Dk+2A*zt+l +(Ek+2- Dk+2.Bk+l )A*Z'k 

xk+2 • xk - (Bk+2 - Dk+2D'k+l )rk - Dk+2zk+l -(Ek+2- Dk+2B'k+l )zk 

0 Si rk+ 2 .. 0 alors continuer. 

Troisième tas: U;(;) • Jf1)<;). 

B • -(A• Zk ' A zk) - D'k + 1 (1k ' A zk) 
k+l (Zk,Azk) . 

Comme llk+ 2 • -c(;P1~1 Pk)c(;2 f1~1 J1 1 ))c(;J1 1 )2),ona: 

llk+2- -(ii, Azk-t><A*Z'k+t• Azk)<Zk, Azk). 

On suppose llk+ 2 .. 0. 

Les formules précédentes sont valables pour k il!: 1. Il faut donc reprendre les expressions dez1 et r1, r2 
trouvées précédemment. 

Par conséquent on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A Xo 
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~ • -(y, ro) 
cl 

'I • ro + DIAro 

if • To + ~A* To 

xl • xo - ~ 'o 

~ • (A* ib , A ro) 

a .. (A•/b, A lj) 
(A" lb, A z1) 

0 Pour k .. 1 , 2 , 3 , .. . faire 

zk+l • A zk + B'k+l zk + D'k+l 'k 

Zk+l .. A* Zk + B'k+l Zk + D'k+l ·i=k 

Âk+2 • -(i=k, Azk-l)(A*î/..+1• Azk)(îk, Azk) 

Si !lk+ 2 "' 0 , alors 
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Ek+
2

• -(ik, zk)- Bk+ 2 (ik, Azk)- Dk+ 2 (A*Zic, Azk) 

(Zk, A zk) 

rk+2 • rk + (Bk+2- Dk+2D'k+t)Ark + Dk+2Azk+l +(Ek+2- Dk+2Bk+l)Azk 

~+2 • ~ + (jjk+2- Dk+2D't+l )A*~ + Dk+2A*Zk+l +(Ek+2- Dk+2B
1
k+l )A•zt 

xk+2 • xk - (Bk+2 - Dk+2D'k+l )rk- Dk+2zk+l -<Et~2- Dk+2B'k+l )zk 

0 Si rk+l " 0 alors continuer. 
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3.16. Méthode A1 1 81 o 

De la relation A 1 , nous obtenons immédiatement : 

rk • BtArk-2 + rk-2 + DtA2zk-2 + EtAZt-2 

en notant Zt • ~1>(.4) r0 . 

Comme rk • b - A xk, on a : xk • xk_2 -Bk rk_2 - Dk A 2 zk_2 - Ek zk-2. 

De la relation B 10 , nous obtenons : zk • B'k zk _1 + C k rk . 

La méthode A1/ B10 est définie par les formules (1), (2), (3). 

(1) 

(2) 

(3) 

Il nous faut maintenant étudier comment programmer les coefficients Bt.Dt.Et.B't ,C'k apparaissant 
dans ces fomlUles. 

- (A*k-1 y' zk-2) EA*k-1 y,rk-û(A*k-1 y,Azk-2) -<A*k-1 y,Ark-2)(A*k-1 y,zk-2) J. 
bk • (A*k-2y,rk-2)(A*k-1y,Azk-2)- (A*k-1y,rk-2)(A*k-1y,zk-~ 

Ek • -(A*k-2y, rk-2)- Bk(A*k-1y, Ark-2)- Dk(A*k-1y, A2zk-2) 

(A*k-1 y' Azk-2) 
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D'après les expressions de Po~> et de }\~), on a : Do • 1 et 11 • .::5!.. où Co • (y, r0) et 
cl 

De plus il faut prendre B 0 • 0 . 

Par conséquent on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de Xo et y. 

Soit r0 • b - A Xo . 

Do - 1 

Yo • Y 

11 • -(y, ro) 

(y, A r0) 

't • ro + D1Aro 

xl • Xo - Dt ro 

0 Pour k • 0 , 1 , 2 , .. · faire 

Yktl • A•yk 

zk • B'k zk-1 + Ck 'k 

si k il!: 1, B0 • o 

t:.k+2 • (yk • rk) [(yk+l • A zk )
2 

-(yk+l , A
2 

zk )(yk+l , zk)] 

- (yk+l , zk) [(yk+l , rk )(yk+l , A zk)- (yk+l , A 'k )(yk+I , zk)] 

E -(yk., rk) - Bk+2 (yk+!, Ark) - Dk+2 (yk+l, A2 zk) 
k+2 -

(yk+l• Azk) 

rk+2 • Bkt2A rk + 'k + Dk+2A2 zk + Ek+2A zk 

xk+2 • xk - Bk+2rk- Dk+2Azk- Ek+2zk. 
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0 Si rk+l .,. 0 alors continuer. 

Deu:Uème cas : U;(~) • P;(~) . 

On note ~ • Pk(A)* y et Zlc • ~1>(A)• y. 

On a: Bk • -Ck c(~Pk-l~{//c(~)). Par suite B'k • -Ck Vk-l' A rk) • -Ck ak en 
c(;Pt-1~)1{_1~)) <Zk-1• Ark-l) <Zk-1• Ark-1) 

notant ak • c(~ Pk -1{;) Pk~)) · 

De plus, notons ~k • c(~2 Pk_ 1~)lf 1 >(~)). 

On a alors: ak • Ok, A rk _1) et ~k • (ik_1 , A2 zk). 

On a: 

b.k+2 • ak E<~2 pk pp>) c(~Pk+l Pi!)) -c(~2 pk+l pp>) c(~Pk pp>)] 

- ~k E<~Pf) c(~Pk+l pp>) -c(~Pk+l Pk) c(~Pk pp>)]. 

Par suite 

b.k+2 - ak E~ , A 2 
zk )(zt , A rk+I)- <ïi-+I , A

2 
zk )(zk , A rk)] 

- ~k [<~ , A rk )(zk , A rk+1)- <ii- , A rk+1 )(zk , A rk)]. 

Les formules pour ak et ~k sont valables pour k li! 1. Elles nous permettent de chercher rk+l .Il faut 

donc chercher autrement r1, r2 . De plus il faut connaître~ . 

On suppose que zo • ib ·• y et z0 • r0 et on rappelle que c; - (y , Ai ro) . 

D'aprés la formule de Jl(~) , on a : r1 = r0 + D1 A r0 avec ~ • -(y' ro) • ~ 
(y, A ro) c1 

Page 169 



Algorithmes d'implémentation de la méthode de Lanczosl C.BAHEUX • Les difjerentes méthodes Ai/Bj 

Exprimons r2 . 

1 ; 
Co cl Co cl Co '2 

~{S) - - ;2 cl '2 -; cl C:3 +1. 
cl '2 cl '2 
'2 C:3 '2 C:3 

On a : '2 • (y, A2 ro) . 

Comme C:3 • (A* y, A2 r0) et comme A2 r0 • ...L <A'i - Ar0), on a : 
Dl 

d (A*- A ) 
Par conséquent en notant Tl.. - Co '2 - J , on a : r-2 • n A2 n + S. ro ' 'i A r. + r. 

~ ClC:3- ~ 0 ClC:3-c1 0 O· 

Par conséquent, on a l'algorithme suivant: 

0 Choix de x0 et y. 

Soit r0 • b - A Xo 

Co • (y • ro) 

c1 • (y, A r0) 

r1 • r0 + D1Ar0 

if • Yo + .0. A* Yo 

xl • xo - .0. ro 

'2 • (y, A2 ro) 
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0 Pour k • 1 , 2 , 3 ,. · · faire 

ck- _..1_ 
Dk 

ak • ~. Ark-1) 

zk • B'k zk-1 + Ck rk 

Zk • B'~c zk-1 + C'~c i=k 

~k ., <i=k-1, A2 zk) 

l!:.k+2 • ak E~ 'A2 zk ><îk 'A rk+1)- (~+1 'A2 zk )(zk 'A rk)] 

- ~k [<?k, A r~c)(îk, A rk+1)-(Î):, A rk+1)(Zk, A r~c>] 

rk+2 .. rk + Bk+2A rk + Dk+2A2zk + Ek+2A zk 

~+2 - i=k + .ïik+2A. i=k + Dk+2A*2 Zk + Ek+2A. Zk 

xk+2 • xk - Bk+2 rk - Dk+2A zk - Ek+2 ZJc • 

0Si rk+ 2 .,. 0 alors continuer. 

Troisième cas: U;(~) .. Jf1)~). 

On note ~ • ~(A)* y et. Zk .. ~1 )(.4)• y. 
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De plus on a : r1 • r0 + D1 A r0 avec ~ • -(y ' ro) 

(y, A r0) 

Par conséquent, on a l'algorithme suivant : 

0 Choix de x0 et y. 

Soit r0 • b - A x0 

Dt • -(Y' ro) 

(y, A r0) 

ri • r0 + DIA r0 

if • ib + Dt A• ib 
xi • xo - ~ ro 

" Pour k • 0 1 2 · · · faire v ' ' ' 

Zk+I • B'k+I Zk + Ck+I rk+l 

Zk+I - Ë'k+l Zk + C'k+I ~+I 
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Ek+2 • -<ik • zk) - Bk+2 (ik' A zk) - Dk+2 (îk • A2 zk) 
Czk, A zk) 

rk+2 • rk + Bk+2A rk + Dk+2A2 zk + Ek+2A zk 

rk+2 • ii + Ëk+2A• ii + Dk+2A*2 Zk + Ëk+2A• Zk 

xk+2 • xk- Bk+2rk- Dk+2Azk- Ek+2zk 

0 Si rk +2 • 0 alors continuer. 
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4. RESULTATS NUMERIQUES POUR LES METHODES Aï 1 Bj 

Nous savons que le BCG[lO] nécessite seulement deux multiplications matrice-vecteur par 
itération. Nous allons uniquement comparer les méthodes dont les algorithmes utilisent deux ou trois 
multiplications matrice-vecteur par itération. 

Les algorithmes nécessitant deux multiplications matrice-vecteur sont : 

lorsque U;(f;) - ~ 

Les algorithmes nécessitant trois multiplications matrice-vecteur sont : 
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Pour l'exemple numérique, nous choisissons de prendre 

B -1 0 0 4 a 0 0 

-1 B ~ 4 . 
0 0 

A• avec B· . 
0 . 0 . . . . . . . . -1 . . a . . 

0 0 -1 B 0 0 ~ 4 

avec a • -1 +ô et~ • -1-ô . B est de dimension 10 etA est de dimension 100. 

Ces matrices représentent la discrétisatrion 5-point de l'opérateur - L
2 

- ~ + y ~ sur un 
ax ar ax 

rectangle. 

Le vecteur b est pris tel que b • A X , où X • (1 , ··· , 1)T (X est la solution du système). Nous 
allons prendre pour ô différentes valeurs. 

PREMIER EXEMPLE : ô = O. 

Dans ce cas, la matrice A est symétrique. 

Dans le cas où U;(;) • ~ , seuls trois algorithmes donnent au plus 11 chiffres exacts ( -:-logw de la 

norme du résidu). Cela signifie que la précision sur le résidu est en 10-11
. 

On constate, sur les figures 1, 2 et 3, que les autres algorithmes donne au moins 11 chiffres exacts en 
environ 25 itérations. Cependant, certains ne sont pas trés stables. 
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Dans le cas où Vi(;) • P;<s> ou Vi(;) • Jf1>(;) , les différents algorithmes considérés permettent de 
trouve au moins 15 chiffres exacts, et sont plus stables que les précédents. 

Dans le cas où Vi(;) • P;(;) , on a les figures 4 et 5. 
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Dans le cas où U;(;) • Jf1>(;) , on a les figures 6 et 7. 
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logde ~ 
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fig 7 

Lorsque U1(;) • ~ , les résultats sont moins précis et en général moins bons que lorsque 

U1(;) • Jj(;) ou U1(;) • Jf1><;) . 

DEUXIEME EXEMPLE : o = 0.2. 

1:.::::1 

Dans le cas où U1(;) • ~ , les différents algorithmes donnent au plus 6 chiffres exacts ( - log10 de la 

norme du résidu). Cela signifie que la précision sur le résidu est en 10-6. 

Si nous comparons les algorithmes As 1 B10 et A5 1 B6 , nous constatons (fig8) que l'algorithme 

As 1 B10 est meilleur et nécessite 2 multiplications matrice-vecteur. 
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Dans le cas où V,(;) • ~(;) ou V;(;) • Jf1><;) , nous constatons que les différents algorithmes sont 

meilleurs et sont plus stables. Ils sont plus nombreux à donner au moins 14 chiffres exacts. 

Dans le cas où V;(;) c ~(~) , on a les figures 9 et 10. 
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TROISIEME EXEMPLE : ô = 1. 

• ~ , on retrouve des résultats comparables au cas précédent. 
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Dans le cas où U;{;) • P;{;) ou U;{;) • Jf1><;) , nous constatons que les différents algorithmes 
considérés convergent toujours avant 100 itérations {100 est la dimension du système). On trouve au 

moins 14 chiffres exacts {sauf A8 / B6 , mais plus ou moins rapidement suivant les algorithmes. 

Dans le cas où U;{;) • P;{;) , on a les figures 14 et 15. 
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Dans le cas où U;(;) • Jf1><;) , on a les figures 16 et 17. 
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Lorsque V;(;) • ;; , les résultats sont moins précis et moins nombreux que lorsque U;(;) • ,?;(;) ou 

U;(;) • Jfl){;) . 
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QUATRIEMEEXEMPLE:ô =S. 

Dans le cas où V;(;) • ~ ,les algorithmes A4 (Orthores), As 1 ~,As 1 Bs, A8 1 ~ (Orthodir), 

As 1 Ba, A1 1 Ba, As 1 Bs, As 1 Ba, As 1 ~0 donnent au plus 6 chiffres exacts ( -logw de la 

norme du résidu). Cela signifie que la précision sur le résidu est en 10-6. 

Si nous comparons les algorithmes Ag 1 .a.o (Orthomin) et As 1 B6 , nous constatons (figl8) que 

l'algorithme As 1 B6 donne 8 chiffres exacts . Cependant, l' algorithme As 1 B6 nécessite 

3 multiplications matrice-vecteur. L'algorithme Ag 1 ~0 nécessite seulement 2 multiplications 
matrice-vecteur mais ne fournit que 6 chiffres exacts. 
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Dans le cas où V;(~) • P;<~> ou V;(~) • Jf1 >~) • nous constatons que les différents algorithmes 
considérés convergent toujours avant 100 itérations (100 est la dimension du système). On trouve au 
moins 14 chiffres exacts, mais plus ou moins rapidement suivant les algorithmes. 

Dans le cas où V;(~) • P;(~) , on a les figures 19 et 20. 
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Dans le cas où U;(s) - Jf1>(S) , on a les figures 21 et 22. 
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Lorsque U;(s) • ;; , les résultats sont moins précis (au maximum 8 chiffres exacts) que lorsque 

v;<s> - P;<s> ou v;<s> - Jf1><S> . 
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CINQUIEME EXEMPLE : ô = 8. 

Dans le cas où U;(;) • ;; , les différents algoritlunes donnent au plus 6 chiffres exacts ( - log10 de la 

norme du résidu). Cela signifie que la précision sur le résidu est en 10-6. On a la figure 23. 
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Dans le cas où U;(;) • P;<;) ou U;(;) • .Jf1>(;) , nous constatons que les différents algoritlunes sont 
meilleurs et sont plus stables. Ils sont plus nombreux à donner au moins 14 chiffres exacts. 

Dans le cas où U;(;) • P;(;) , on a les figures 24 et 25. 
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· ... . 

Dans le cas où U;(;) - Jf1><;) , on a les figures 26 et 27. 
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Lorsque U;(l;) • ;; , les résultats sont moins précis et surtout moins nombreux que lorsque 

U;(l;) • P;(l;) ou U;(l;) • Jf1){!;) . 
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On remarque donc que, dans tous les exemples considérés, lorsqu'on prend la base de Krylov pour 

V;(;), la précision des résultats est moins bonne [14] et que le nombre d'algorithmes donnant au moins 
6 chiffres exacts est moins grand. 
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5. LES RELATIONS Aï ET Bj DANS LE CAS DE LA RUPTURE 

La programmation récursive de J1. nécessite la programmation de produits scalaires qui 
apparaissent aux dénominateurs des coefficients des relations de récurrence. Par suite, si l'un de ces 
produits scalaires est nul, il y a un cas de rupture dans l'algoritme, qui est alors arrété. Ceci est dû à la 

non existence de quelques polynômes Pt . Pour éviter cette rupture, il faut sauter au dessus des 
polynômes qui n'existent pas et augmenter progressivement le degré jusqu'à trouver un polynôme qui 
existe et le calculer. · 

Dans les chapitres suivants, nous considérons uniquement les polynômes orthogonaux qui 

existent, c'est à dire ceux qui sont réguliers. On note 1k et Pk + 1 les deux polynômes sucessifs réguliers 

de degré respectivement nk etnk +1 • nk + mk au plus. Le nombremk correspond au saut que l'on doit 
faire pour passer de l' un à l' autre. 

Le chapitre 5 met en évidence les différentes relations dans le cas de la rupture, en étudiant 
uniquement celles qui existaient précédemment. On trouve les relations du type Ag , du type B 1 o et du 
type A4 , en utilisant les conditions d'orthogonalité définies par Oraux [9]. A partir du type Ag et du 
type B 10 , on trouve les autres relations. 
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5.1. Relation du type As 

Nous cherchons une relation du type Ag c'est à dire Pk+l - Pk, ~l). 

D'après ce qui a été fait dans la section précédente, nous allons essayer d'exprimer Ji. + 1(;) de la 
manière suivante : 

où uk et vk sont des polynômes de degré mk - 1 au plus, et mk - 1. 

De plus, comme Vk Pk(O) - 1, on a : 

Donc uk et vk vont s'écrire sous la forme suivante : 

uk(~) •1+a1 ~+···+am -1 ~m,-1 •l+~qk(~) 
t 

où qk est un polynôme de degré mk - 2 au plus. 

vk (~) •13o + 131 ~+ .. ·+13m -1 ~mt - 1 
· 

t 

On a donc 2 mk - 1 coefficients à déterminer. 

On a la relation (5.A.8) : Pour i = 0 , 1 , .... 

c<;; Pk+1(;)) • c(;; Pk(~)) + c<;; +1 qk(~) Pk~)) + cO)(~; vk(~) ~1>(;)). 

Dans le cas de la rupture, on a d'aprés Oraux (9] : 

c(~i ~.~~)) - 0 

c(;; Pk(~)) • 0 

cO>(~ 1{ 1 >~)) .. 0 

cO>(;; 1{ 1 >~)) "' 0 

Par suite c(~i+ 1 qk<s>Pk<s>> - o 

cO>(;; vk~) pp>(s)) • 0 

Premier cas: nk - mk <t O. 

0 Pour i • 0 , .. ·, nk - mk 

pour i •0 , ... , nk +mk -1 

pour i • 0 ,. .. , nk -1 

pour i•O ,. .. , nk +mk -2. 

pour i -o ,. .. , nk -1. 

la relation (5.A.8) est toujours vérifiée. 

0 Pour i • nk - mk + 1 , .. ·, nk -1 on a les mk - 1 équations suivantes : 

c<~i+l qk<s> Pk<s)) - o. 
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on a les mk équations suivantes : 

am -1 c(Çnt pk) • 0 
t 

Les mk - 1 équations donnent le système : 
~mt -2 c(Çnt Pk)+ a mt -1 c(Çnt +1 pk) • 0 

• Sl. c(l:n. P,k(l:)) 0 al 0 '=> • '=> "" ors am _1 • • am _2 •···• al. 
t t 

Dans ce cas, la deuxième équation devient: a"'t _2 c<S"• Pk(s)) • 0. 

Par suite am. _2 est arbitraire et on peut choisir am. _2 nulle. 

Etc ... 

Donc on peut choisir a 111 _ 1 • am _2 •···• a 1 • 0. 
i i 

Par conséquent, dans les deux cas, on a : qk(S) • 0 et uk(;) • 1. 

Par suite les mk dernières équations sont données par: 

c'est à dire qu ' on a le système suivant : 

Comme c<l)(s"•+"'t-l P~l)) ""0, le système triangulaire est régulier et on trouve de manière 

unique les coefficients j31 pour i • 0 , · · ·, mk -1 . 

On a donc trouvé la relation du type As pour nk - mk it 0 . · 

Deuxième cas: nk - mk <O. 

où vk est un polynôme de degré mk - 1. 
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On a la relation (5.A.8) : pour i = 0 , 1 , .... 

c(~ pk+1(i)) • ~ ~{;)) + c(l>& vk{;)~1)(i)). 

Dans le cas de la rupture, on a : 

c(;i pk+l(i)) - 0 

~Pk(;)) • 0 

c(l)(~ vk(;) 11>(;)) • 0 

Par suite: 

pour i -o ,. .. , nk -1 

pour i -o ,. .. , nk -1. 

0 Pour i • 0 ,. .. , nk -1 la relation (5.A.8) est toujours vraie. 

0 Pour i • nk ,. •• , nk +mk -1 on a les mk équations suivantes: 

soit encore : 

~m.-1 cO>(;"•+mt-1 pp>) • -c(;"• Pk) 

~m.-2 cO>(;"••m.-1 pp>)+~m.-1 c<1>(;"•+mt pp>) • -c(;nk +1 Pk) 

Comme c<1> (;"• +m•-1 pp>) .,. 0, le système triangulaire est régulier et on trouve de manière unique les 

coefficients ~; pour i • 0 ,. .. , m k -1 . 

On a donc trouvé la relation du type Ag pour nk - mk < O. 
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Conclusion 

La relation du type As est: 

où les constantes 13; sont déterminées de manière unique par : 

13m.-1 c<I>(;na+ma-1 pp>)- -c(;na Pk) 

13ma-2 c<I>(;na+ma-1 pp>)+l3ma-1 c<I>(;na+ma !11))- -c(;na+l Pk) 
. 

Remarque : Dans le cas où mk - 1 c'est à dire lorsqu'il n ' y a pas de saut, on a : 

-c(;nt Jl~)) 
~ • c(l)~n• ~~)~)) · 

On a alors Pk • 1(;) • Pk(;) + ; (30 11>(;) . 

On retrouve ce qui a été fait dans le deuxième chapitre. 
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5.2. Relation du type B1o 

Nous cherchons une relation du type B10 c'est à dire ~~1 - Jf1>, Pk+ 1• 

D'après ce qui a été fait dans le deuxième chapitre, nous allons essayer d'exprimer ~~1(;) de la 
manière suivante : 

1- ck+1°n +m. • • 

Dl' c _j_ ou: k+1 - . 
0 n1 +m1 

En multipliant par ~1 la relation liant ~~1 , ~1 > et Pk+l, et en appliquant la fonctionnelle c<1>, on a 
la relation (5.B.IO): Pour i = 0, 1 , .... 

cC 1 ><~ ~~~<~» • Bk+l cC 1 ><~ J>i1><;» + ck+t cCI>~; Pk+1<;». 

pour i -o ,. .. , nk +mk -1 JI) · nil) 1: ..11:1 1 
Bk+l C' <;'lk <.,>> + ck+l"\"' + ~+1<;» • o. 

Dans le cas de la rupture, on a d'aprés Draux [9] : 

c;(l)(~ .Pii)(Ç)) - 0 pour i -o ,···, nk +mk -2 

c;(l)(~ Pi!)~)) '" 0 

c& +1 ~ +1{;)) - 0 pour; -o ,. .. , nk +mk -2. 

Par suite : 

0Pour i -o ,. .. , nk +mk -2 la relation (5.B.10) est toujours vérifiée. 

0 Pour i • nk + mk - 1 on a: 
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Conclusion 

La relation du type Bto est: 

avec 

Remarque : Dans le cas où mk • 1, c'est à dire lorsqu'il n ' y a pas de saut, on a : 

On retrouve ce qui a été fait dans le deuxième chapitre. 
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5.3. Relation du type 86 

Nous cherchons une relation du type B6 c'est à dire ~~~ - ~~~, ~I). 

D'après ce qui a été fait dans le deuxième chapitre, nous allons essayer d'exprimer ~~1a> de la 

manière suivante : 

où uk est un polynôme de degrémk, et Ck est une constante. 

On a la relation (5.B.6) : Pour i = 0 , 1 , .... 

c(l)(;i ~~~{;)) - c(l)(;; uk(;) ~1><;)) + ck c(l){;i ~~~{;)). 

Dans le cas de la rupture, on a d'aprés Oraux [9] : 

c(l)(;i ~~1(;)) • 0 

c(l>(;; ~1 ><;)) • 0 

c(l)(;i ~~~(;)) - 0 

pour; -o ,. .. , nk +mk -2 

pour i -o ,. .. , nk -2. 

pour i •0 , ... , nk -2. 

On suppose nk ~ 2 . Par suite, on a : 

0 Pour i • 0 , ... , nk -2 la relation (5.B.6) est toujours vérifiée. 

0Pour i•nk-J,. .. ,nk+mk-1 ona: 

Comme uk est un polynôme unitaire de degré mk , notons le : 

uk(;) • ao +al ;+ .. ·+ama-l ;ma-l +;ma. 

On a donc mk + 1 coefficients à chercher et on a mk + 1 équations. On a le système suivant : 

c<I>(;na+ma-1 pp>)+ Ck cO>(;na-1 Pi~1) • 0 

a c(l)(tna+ma-1 P,(l))+c(l)(tn.t+ma p,(l))+C c(1)(tna p,(l)) -0 
ma -1 ~ k ~ k k ~ k-1 
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Par conséquent la première équation nous donne Ck car c<1>(Ç"•- 1 ~:>1<;)) • 0 etlesmk équations 

suivantes forment un système triangulaire régulier car c(1)(;n• +m•:-• ~1~ • 0. Donc on a trouvé de 

manière unique a 0 , ... , am.-1· 

Conclusion 

La relation du type B6 est: 

où 

et les coefficients ai sont déterminés de manière unique par : 

Remarque : Dans le cas où mk • 1 , c'est à dire lorsqu'il n ' y a pas de saut, on a : 

On retrouve ce qui a été fait dans le deuxième chapitre. 
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Nous allons essayer d'exprimer la relation du type B6 grâce aux relations du type Ag et du type B10. 

Pour trouver les relations du type Bg. du type Bs. du type B1, du type As. et du type A1, nous allons 

également utiliser les relations du type Ag et du type Bw. 

On utilisera, pour la suite, des notations du type suivant : 

pour indiquer que ~l) est calculé par la relation Bto puis que 1} +l est calculé par la relation Ag et 

enfin que ~~~ est calculé par la relation B10,la flêche signifiant que la relation lJ(, est déterminée 

grâce aux trois relations précédentes. 
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avec vk (;) • 130 + 131 ;+···+13m.-1 ;m•-1 et où les coefficientsf3; sont déterminées de manière unique par 

On cherche la relation du type B6 c'est à dire P1~1 - 11~1 , 111
). 

On a, en appliquant les relations du type B1 0 et du type A8: 

11~1(;) • Bk+1P1
1
>(;) + Ck+1[Pk(;) + ;vk(;)P1

1
>@)]. 

D'où I1~1(;) • Ck+1 Pk(;) + (Bk+1 +; Ck+1 vk(;)>J11>(;). 

Par suite, en appliquant la relation du type B 10 à l'ordre nk , on a : 

11~1(;) • ~N 1 (P11
>(;) - Bn1 11~1@) ]+ (Bk+1 + ; Ck+I vk(;)>J1

1
>(;). 

k +1 
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P nséq C - -
ck+1 Btl~ ar co uent en notant k dk>- -- , 

k+1 

et pour i • 1 ,. .. , mk 

Exprimons les différents coefficients. 

On a : a, + m • 13m _1 par la relation du type Ag. 
t t t 

En multipliant chaque membre de chaque équation du système (1) par Ck+1 , on a: 

D'où C c(l:"t +iR) • -Ck rcll:"t +i f'!:1>) - Ji..k> c(l:"t +i f'!:1>)] 
k+1 ':1 k Jf..k) t \':1 k k+1 ':1 k-1 

k +1 

Comme pour i •1 ,. .. , mk -1, en supposant mk ~ 2, c{;"t +l ~1~ • 0, on a: 

Ck + 1 c(;"t +i Pk) = Ck c(;"t +i J>f~l). 

Par suite on a le système formé par les mk - 1 équations suivantes : 
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~ n reste à déterminer ao • dk> + Bk+ 1 • 
k+l 

On a. nA c(tn• +mt ~1)) • ~ .-.~tn• +mt ~lh. + B c(tn• +mt .l'Il)) . -u 0:. k dk) "'\ ':> k . } k + 1 0:. . k . 
k+l 

Remplaçons ~ + 1 par la relation du type Ag dans Bk+ 1 c(sn• + m• ~1~ • -Ck + 1 c<Sn• + m• ~ + 1) . 

Par suite 

Bk+l c(sn.+m• pp>) • -Ck+I c(sn•+m• Pk)-Ck+1 ~o c(sn•+m. pp>) 

-C A c{tnt+2mtp,(l)) 
k+l 1-'m.-1 S k · 

Donc 

Bk+I c(sn•+m• pp>) • -Ck+I c(sn•+m• P~c)-a 1 c(sn•+m• pp>) - ·•· 

- am.-1 c(sn•+2m.-I pp>)- c(sn•+2m• pp>). 

Par suite: 

ao c(sn•+m• pp>)+ .. -+am.-1 c(sn•+2m.-I pp>) •- c(sn•+2m• pp>) 

Comme ~ c(tn• + m• Pf:l )) - C ct1:n• + m• R ) • ~ Jfl> c(tn• + m• pf:l) ) et comme dk) ':> k k+l \':> k dk) k+1 0:. k-1 
k+1 k+l 

ck - - ck dk~k; 1 ' on a la mk ième dernière équation : 
k+l 
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Par conséquent on a le système constitué des mk équations : 

al c(s"a+ma pp>)+ .. ·+amk-1 c{s"a+2ma-2 pp>) •- c(s"a+lm.-1 pp>)-Ck c{s"a+ma-1 Pi~l) 

ao c(s"•+ma pp>)+··-+am.-1 c{s"a+2ma-l pp>) •- c(s"a+lm• pp>)-Ck c(s"a+ma Pi~l). 

On retrouve donc la relation du type B6 qui a été proposée par Brezinski,Sadok.Redivo Zaglia (5],[6) 

par une nouvelle démonstration. 

Ona: 
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5.4. Relation du type Bs 

avec vk (;) • ~0 + ~1 ;+···+~m.-1 ;m.-l et où les coefficients~; sont déterminés de manière unique par 

le système ( 1) : 

On cherche la relation du type Bg c'est à dire ?1~1 - Pk, ?11>. 

On a, en appliquant les relations du type B1 o et du type Ag: 

Pf~~(;) ""[Bk+l +;Ck+l <13o +!31 ;+···+13m.-l ;m•-1)]Pp>(;)+Ck+l Pk(;). 

Déterminons les différents coefficients. 

On a: an +m • f3m _1 d'après la relation du type Ag. 
t t t . 
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On a : Ck + 1 13m _1 • 1 . 
t 

En reprenant le système (1) sauf la première ligne qui a déja été utilisée, et en multipliant chaque 

membre de chaque équation par Ck+1 on a: 

On a mk - 1 équations. 

-cl1:"• +mt P, ) C 
De plus C (3 • ''=' k+1 k+1 

k + 1 -1 c(;"t +mt J11)) 

En remplaçant .fk +1 par la relation du type Ag on a : 

Par suite la mk ième équation est la suivante : 

c A c(t"t+mt p,(l))+ .. ·+C A c(t"t+2m.-1 p,(l))+c(t"t+2mt p(l)) -C c(t"t+mt R) 
k+1 P-1 '::> k k+1 Pmt -2 '::> k '::> k • k+1 '::> k · 

Changeons de notation et notons a,. • Ck + 1 (3,. _1 et (3~ • Ck + 1 . 

On a alors la conclusion suivante : 
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Conclusion 

La relation du type Bg est, si c(;"• ~) - 0, 

Pi!{ (1;)- f3~ ~ (1;) + (ao+···+am.-1 ;m.-l + ;m• )Pp>(;) 

et les constantes a 0 ,. .. , am.-l sont déterminées de manière unique par: 
1 

am.-1 c(1;"••m• pko>) • -f3o c(1;"••1 Pk)-c(;"••m.•IJ1<I>) 

al c(1;"• +mt pp>)+·. ·+am. -1 c(1;n• +2mk -2 pk(l)) 

_ -f3~ c(1;n••m.-l Pk)-c(1;n•+2m.-l J>il)) 

a c('i:"••m• P.(l))+···+a c(tn.+2m.-I P.(l)) 
0 ":> k m.-1 ":> k 

Nous retrouvons donc la relation du type Bg qui a été donnée par Brezinski et Sadok dans[5],[6]. 

Par conséquent : 
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5.5. Relation du type As 

La relation du type B10 à l'ordrenk est: ~~>~) • .Bikl1 ~:>1~) + ctl1 Pk~) 

avec vk (;) •13o + 131 ;+·· ·+13m. _1 ;mt -l et où les coefficients 13; sont déterminés de manière unique par 

On cherche la relation du type A5 c'est à dire Jt + 1 - Pk , ~:>1 0 

On a, en appliquant les relations du type B1 0 et du type Ag: 

Pk+l (;) • pk(;)+; vk (;) ~k~l1 Pi~1 (;) + Ck':1 Pk(;)] 0 

Par conséquent Pk+!(;) • E +; Ck~~ vk (;)]pk(;)+; Bk~~ vk (;) Pi~1 (;) 0 

Notons uk(;) •l+; ck~~ vk(;) •1+a1 ;+···+amt ;m· 

et wk(;) • Bk:~ vk(;) • Yo +Y1 ;+···+Ym.-1 ;m•-10 

On a alors: Jt +1(;) • uk(;) Jt(;) + ; wt<;) ~:>1(;) 0 

Exprimons les coefficients a 1 , · ·, a m• , y o ' · ·, Y mt -1 ° 

On a: d k) 
a; • k + 1 13; -1 pour i •1 , .. , mk et Y; • Bfckl 1 13; pour; •0 ,···, mk -10 

, ..JI) ..Jk) ..JI) dk) p, 0 al Remplaçons dans le systeme ( 1) rk par 111c + 1 rk _1 + k + 1 k 0 n a ors 
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soit encore : 

Y c('l:nt +mt p,(l) ) +a c('l:nt +mt R ) • -c('l:nt R ) 
mt-1 '=> k-1 mt '=> k '=> k 

c('l:nt +mt p<I>) +a c(tn• +mt R ) +y c(t:nt+mt+l p,(l)) 
Ym.-2 '=> k-1 mt-1 '=> k mt-1 '=> k-1 

On a donc mk équations. 

Ji;l) 

De plus Y; _1 • Jk) 1 a; 
k+l 

+amt c(;n•+mt+l Pk)•-c(;nt+l Pk) 

pouri•l,···,mk. 

Par conséquent, en remplaçant dans le système précédent, et en notant 

pour i • 0,-··, mk -1, on a: 

On a donc un système triangulaire pour trouver les coefficientS a 1· , • • ~, am . Puis connaissant les 
. t 

Si q0> ,. 0, le système triangulaire donnera a 1 ,. •• , am• de manière unique. 
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Exprimons q0> d'une autre manière. 

Comme Pk(;) • an. ~1 ><;) - d/l1 ~~1(;)] d'aprés la relation du type B10 à l'ordre nk, on a : 

r{O) • a c(t:nt +mt J>11"h _ If,_k> a ...r1:111 +mt pf1)) + Jf.k) a ..Jtn1 +mt J>11) ). 
'-le nt ~ k ') ~+1 n. '-'\~' k-1 ~+1 n. "''=' k-1 

Par conséquent les coefficients sont déterminés de manière unique. 

Remarque: 

On ne peut pas utiliser l'expression plus simple de q0> dans le système car elle ne s'exprime pas avec 

Pk et Pi~1 et on ne connait pas explicitement an* . 

Par conséquent on a : 

La relation du type As est: 

pour i - o,. · ·, mk - 1 . 
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5.6. Relation du type Bs 

avec 

et les coefficients a 0 ,. .• , a 111 _ 1 sont déterminés par le système (1): 
t 

On cherche la relation du type Bs c'est à dire Pf~1 - Pk , Pf~1 . 

On a, en appliquant les relations du type B1 o à l'ordre nk et du typeJ%: 

p,O) • Ck p(l) + f.a<k) p,O) + c<k> R ] (ao +a 1:+ .. -+a ~:m1 -1 + ~:m1 ) k+l k-1 r k+l k-i k+l k 1 ':. m.-1 ':> '=' • 

D'où P1~1 (;) • fk +Bk~~ (ao +a1 ;+··-+a
1111

_ 1 ;m.-l + ;m•) ]P1~1 (;) 
+Ci:~ (ao +al ;+···+am.-1 ;m.-1 +;m•) pk(;). 

avec Uk (;) • Ck +Bi:~ (ao +al ;+···+a
1111

_1 ;m.-l +;mt) 

vk (;) .. ci:~ (ao +al ;+···+am.-1 ;mt-1 + ;m·) . 

Notons Yo • Ck + .Bn 1 ao, 
....lk) 

Ym • 11k+l et 
l 

et notons ô == dkk) 1 a pour i = 0 · · · mk - 1 et ô - dkk) 1 1 + 1 • • m1 + · 
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Exprimons plus simplement et à l'aide des polynômes J1~1 et~ les coefficients Yo•"• y mt, 

D'après les formules de d/l 1 et de q/l 1 , on a : 

Considérons la ième équation du système (1), pour i •l ,. .. , mk -1, et remplaçons J11> par 

..Jk) ..JI) dk> R al . 
Dt + 1 lk -1 + k + 1 k , on a ors . 

B(k) a · c(t"• +m• p,(l)) + c<k> a · c(t"• +m• R )+··· 
k+1 mk-1 0:. k-1 k+l m.-1 ':> k 

• _ B<k> c(t"t +m• +i p,(l) ) _ c<k> c(t"t +mt +i R ) _ c c(tn• +i p,(l} ) 
k+1 ':> k-1 k+1 s k k . s k-1 . 
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été défini auparavant. 

Donc la ième équation du système (1) devient: pour i •1 ,···, mk 

c<k) a · c<0>+···+C(k) a c(i-1) • -c<k> c<i) -C c(t:nt+i p,<1>) 
k+1 mt-1 k k+1 mt-1 k k+1 k k ~ k-1 · 

. dk) dk) Par suite, comme Ô; • k + 1 a; pour i • 0 ,. · ·, mk -1 et ôm~ • k + 1 , on a : 

pour i •1 ,. · ·, mk . 

pour i ·1 ,···, mk. 

Par conséquent le système ( 1) devient : 

Le système est triangulaire régulier si q0
> "' 0 . 

triangulaire régulier qui nous donne les coefficients ô0 ,. .. , Ô mt _1 de manière unique. 

Pour trouver y 0 ,. .. , y mt_., on applique y; • -c(Ç.~) Ô; 
c{i;"t k -1> 

Page 215 

pour i -1 , ... , mk -1 et 



Algorithmes d'impllmentation de la méthode de Lanczos 1 C.BAHEUX - lAs relations Ai et Bj dans le ca1 de la rvpture 

. Remarque: cf> • c(~n~+m.+i Pk)+ ~mt c(~n~+m.+i ~~t>· 
mA 

Par conséquent on a : 

La relation du type Bs est : 

avec 

pour i - 1 ,. .. , mk - 1 
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Par conséquent : 
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5. 7. Relation du type A1 

La relation du type Ag à l'ordrenk est: ~~) • ~-1<s> + s vk-t<S)~~1{;) 

avec vk-l (s)- ~0 +~1 s+···+~m -1 ;m •.• -l et où les coefficients~,· sont détemùnés de manière 
·-· 

unique par le système (1) : 

~m •• 
1
-t c(s"k Pi~t> • -c(s"•-• Pk-t) 

~m._1 -2 c(s"k Pi~t> + ~m._1 -l c(s"k +l Pi~t) • -c(s"•_.+l Pk-t) 

La relation du type As est : 

Pk+t(s) • (l+at s+···+am. ;m•) Pk(s)+s (Yo +Yt s+···+Ym.-t sm•-1) Pi~t(S) 

avec 

pour i - o,. · ·, mk -1 

On cherche la relation du type AJ c'est à dire Pk +l - ~ _1 , ~~~. 

On a, en appliquant les relations du type Ag à l'ordre nk et du type As : 

pk+l <s>- (1 +al s+···+am. ;m· >pk-! <s> +sEo+ y 1 s+···+y m.-~ ;m.-l 

+(l+at s+···+am. ;m•) <~o +~1 s+··-+~m.c1 -t ;m·-·-1 >Pi~t(s) l 
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avec 

Wk (;) • Yo +YI ;+··-+Y m
1
-l ;m.-l + (1 +al ;+···+am

1 
;m•) (~o +~1 ;+-··+~m1_1 -l ;m•-•-1) 

et le système ( 1) : 

Par suite on a le système (2) : 

C(O) c<m -1) Ô 
k al+·.·+ k • a •- 1 m1 m1 -

et yi • ctl:nt pf:l)) a;+ 1 pour 
\':> k -l 

i • o,. · ·, mk -1 . 

Les systèmes (1) et (2) sont triangulaires réguliers d'après l'étude faite pour les relations du type Ag et 

As. Donc les coefficients ~m _1 ,. .• , ~0 ,am ,. .. , a 1 sont déterminés de manière unique. 
1-1 l 

On a alors la conclusion suivante : 
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Conclusion 

La relation du type A1 est 

avec 

w k (;) - y 0 +y 1 ; +·.·+y m. -1 ;m· -l + (1 +al ; +·.·+am. ;m·) (~o + ~1 ;+-. ·+~m._,-1 ;m·-~-l) 

uk(;) •l + a 1 ;+···+am. ;m• 

et les constantes sont déterminées de manière unique par : 

pouri-o, ... , 2mk-l 

pour i - 0, .. ·, mk - 1 

pour i - 0,- .. , mk -1. 

Par conséquent : 
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Remarque: Dans le cas où mk • 1 et mk_1 • 1 c'est à dire lorsqu'il n'y a pas de saut, on a 

avec 

Exprimons autrement a 1 . 

c(;n• + 11~1) c(;n• -1 Pk -1> - c(;n, Pk -1> c(;n• 1~1) OÙ 

al- c(;n·~~1)c(;n.+lpk-1)- c(;n.-1pk-1)c(;n.+2~~1)- fi 

c(;n• ~:>1) c(;n• + 1 ~:>1) c(;n• -1 pk -1) - c(;n, pk -1) c(;n• ~:>1) 

.6k+1 
avec 

.6k+1 • c(;n• ~:>1) ~(snd~:>1) c(;n•+1 pk-1) - c(sn•-111-1) c(sn•+2 ~:>1)] 

-c(sn• +11~1) [c<sn• pk-1) c(;n• ~:>1) - c<;n.-1 pk-1) c(;n• +1 ~:>1)] 

c'est à dire 

.6k+1 • c(Sn·~~1)~(sn•1:>1)c(sn•+ 1 11-1>- c(;n•Pk-1)c(sn•+ 1 ~:>1>] 

+e(sn• -1 f1_ 1) [ c<;n• + 1 ~ :> 1)2 _ c(;n• ~ :> 1) c(Sn1 + 2 ~ :> 1) ]. 

On retrouve ce qui a été fait dans le deuxième chapitre. 
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5.8. Relation du type A4 

Nous cherchons une relation du type A4 c'est à dire Pt+1 - Pt ,Pk-1· 

D'après ce qui a été fait dans la section précédente, nous allons essayer d'exprimer Ji. + 1(s) de la 
manière suivante : 

où uk et vk sont des polynômes de degré "'k - 1, et mk au plus . 

vk (s) - f3o + f3t s+ .. ·+f3mt ;mt . 

De plus, comme Vk Pk(O) • 1 , on a : uk(O) + vk(O) • 1. 

Par suite a0 + (30 • 1 . 

On a donc 2 mk coefficients à déterminer. 

On a la relation (5.A.4) :Pour i = 0, 1 , .... 

c& Pk+ 1(;)) • c(~ ut<s> Pk -1<s» + c(s; vk(s) Pis»· 

Dans le cas de la rupture, on a d'aprés Oraux [9] : 

c(s; Pk+ 1(;)) • 0 pour i • 0 , ... , nk +mk -1 

c(~ Pk(s)) • 0 

c(si pk-1(;)) - 0 

Par suite c(~ vk(s) Pk(s)) • o 

c(~ uk(s)Pk-1(s)) • 0 

Premier cas: nk - mk - 1 ~ O. 

0Pour i•O,. .. ,nk-mk-1 

qui forment le système : 

pour i .. 0 ,. .. , nk -1 

pour j-o, ... , nk -2. 

pour i -o ,. .. , nt -mt -1 

pour i -o ,. .. , nk -mk -1. 

la relation (5.A.4) est toujours vérifiée. 

on a les 2mk équations suivantes : 
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am
1

-1 c(Çn•-1 Pk-1) + ~m1 c(Çn• Pk) • 0 

am.-1 c(Çn• Pk-1)+am
1
-2 c(Çn•-

1 Pk-1>+~m1 c(sn•+
1 Pk)+~m.-1 c{s"• Pk) ·0 

am.-1 c(Çn••m.-3 Pk-1)+···+a1 c{s"•-1 Pk-1)+~m. c(sn••m.-2 Pk)+···+~2 c(Çn• Pk) ·0 

am.-1 c(Çn••m.-2 Pk-1)+···+ao c(s"•-1 Pk-1)+~m. c(sn••m.-1 Pk)+···+~1 c(Çn• Pk) ·0 

En transposant et en renumérotant les équations et comme ~0 • 1 - no, on a un système de la forme : 

0 

mk ml: 
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Remarque : Si mk • 1 c'est à dire si il n'y a pas de saut, on a : 

Donc 
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Deuxième cas : nk - mk - 1 <O. 

On cherche Pt+ 1 sous la forme suivante : Pt+ 1(s) • u~c<S> Ji. _1(s) + vk(;) P~c<S> 

où uk et vk sont des polynômes de degré nk - 1 etmk au plus. 

"" et vic s'écrivent sous la forme suivante : 

Comme Vk P~c(O) • 1, on a : no + ~ • 1. 

On a donc nic + mk coefficients à trouver. 

On a la relation (5.A.4) : pour i = 0, 1 , .... 

c(~ Pk+ 1(S)) • c(~ uis) Ji. -1(s)) + c(Si vk(;) P~c(s)). 

Dans le cas de la rupture, on a : 

c<si P~c.1<S» - o 

Par suite, comme nk - mk - 1 < 0, on a : 

0Pour i -o ,. .. , n1c +m~c -1 

soit encore : 

pour; -o ,. .. , n1c +m1c -1. 

on a les nk + m" équations suivantes: 

an, -1 c(s"• - 1 Pk-1) + ~"• c(s"• Pk)+·· ·+~m. c(sm• Pk) • 0 

an,-2 c(s"·-l pk-!)+ an,-1 c(s"• pk-1) + ~n.-1 c(sn• pk )+···+~m. c(sm'+1 pk)- 0 

no c(sn,-! Pk-!)+···+an,-1 c(s2"'-2 Pk-1> + ~~ c(s"• P~c )+···+~m. c(sm,+n,-! Pk) • 0 

no c(sn• Pk-1)+···+an, ~~ c(s2"'-1 Pk-1> + ~o c(s"• Pk )+···+~m. c(sm•+n• Pk) • 0 

On a donc trouvé la relation du type A4 pour nk - mk - 1 < 0, en transposant et en renumérotant les 

équations et comme ~0 • 1 - a 0 , on a un système de la forme : 
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DD) 
~'JJ 
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Conclusion 

La relation du type A4 est : 

1er cas : nk - mk - 1 01: 0 . 

Alors uk(s) • a 0 +a1 s+-··+am.-l ;m.-let les constantes a0 ,···,am.-~>~o,-··,~m. sont 

déterminées de manière unique par ~0 - 1 - a 0 et 

2ème cas : nk - mk - 1 < O. 

Alors uk(s) .. Clo +al s+···+an.-1 s"·-l et les constantes Clo,"·,a,.-l•~O•"'•~m. sont 

déterminées de manière unique par ~0 - 1 - a 0 et 

no c(;"• Pk-l)+· .. +a,
1
-l c(;2

n.-l Pk-1> + f3o c(;"• Pk )+ .. -+f3m
1 

c(sm• +n1 Pk)"" 0 

ao c(;"•+l pk-l)+ .. ·+a,.-1 c(;2"• pk-1) +f3o c(;"•+l Pk)+ .. ·+f3m c(sn•+m.+l Pk) • 0 
• . k . 
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6.9. Conclusion 

On a montré précedemment que : 

BIO (~1)) + Ag (Pk+l) + BIO <~?1> - B6 <~?1> 

Ag (Pk+l) + ~0 <~?1> - Bg <~?1> 

~0 (~~~ + Ag (Pk+l) - As (Pk+l) 

11o <~?1> + As <Pt+1> + ~o <~1~ - Bs <~?1> 
Ag <Pt> + ~0 (~1~ + Ag (Pk+l) - Al <Pt+l) 

Ag (Pk) + ~0 (~1~ + Ag (Pk+1) + ~0 <~?1> - .a. <~?1> 

Ceci était prévisible avec la table des J1. : 

pSO) 
n-1 

J1-l) 
n 

pS-2) 
n+l 

pSI) 
n-1 

[JiO) 
n 

pS-1) 
n+l 

pS2) 
n-1 

J11) 
n 

pSO) 
n+l 

pS3) 
n-1 

J12) 
n 

pSI) 
n+ 1 

• • • • • • 

• L • • • 
Ag et B 10 sont tels que et 

• • 

~ • • • • 

• • • • • • 

• L Par suite: B6 Bg ~· • 

• • . l 
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• • • • • • 

Bs 

• • • 

• • • 

• • • 
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6. METHODES Aï 1 Bj DANS LE CAS DE LA RUPTURE 

On procède de la même manière que dans le chapitre 3. 

Par les relations déterminées dans le chapitre 5, on peut programmer de manière récursive 

rk+l. xk+l et zk+l · 

Pour cela, il faut tout d'abord déterminer le nombre mk qui correspond au saut que l'on doit 
faire pour passer d'un polynôme au suivant qui existe. Ensuite, il faut déterminer les différents 
coefficients qui interviennent dans les relations de récurrence, soit de manière directe si on a une 

fonnule explicite, soit en résolvant un système de dimension au plus mk pour les méthodes étudiées ici. 

Pour les algorithmes, on essayera encore de minimiser le nombre de multiplications matrice­
vecteur, en introduisant notamment de nouveaux vecteurs qui se calculeront de manière récursive et qui 

seront utilisé dans la programmation de rk+l, xk+l et zk+l. 
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6.1. Méthode du type As/ B& ou encore MRZ 

6.1.1. MRZ 

Dans la partie précédente, nous avons prouvé que la relation du type Ag est de la forme : 

Pk+1(;) • Pk(;)+; (~o +~1 ;+ .. ·+~m1 -1 ;m•-1>PP>c;) 

où les constantes~; sont déterminées de manière unique par : 

13m.-1 c<1>(;m•+nt-1 pp>) • -c(;"• Pk) 

~m.-2 c<1>(;mt+nt-1 pp>)+ 13m.-1 c(l)(;n• +mt pp>) • -c(;n•+l pk) 

Dans la partie précédente, nous avons prouvé que la relation du type B6 est de la forme : 

Pi~l (s) • Ck Pi~l (s) + ( ao +al s+· · ·+Om
1 

-1 Sm1 -l + ;m• )Pp> (s) 

et les constantes a; sont déterminées de manière unique par : 

{

a c<l>ct:n,+m,-1 p(l)) _ -c<l)ct:"•+m, p(l)) -C c(l)(t:n, p(l)) 
m, -1 ':> k ':> k k ':> k-1 

~o c<l>(sn,+m,-1 pp>)+··-+am,-1 c(l>c;n,+2m,-2 pp>)- -c(l>(s"•+2m,-1 pp>)-Ck c(l>(s"•+m,-1 Pi~l). 

Si on pose rk • J}(A) r0 et zk • ~1>(.4) r0 alors on a: 

rk+l-rk +ACI3o+I31A+···+I3m
1
-1Am•-l)zk 

rk+1 • xk +A(f3o +(31 A+ .. ·+l3m
1
-1 Am•-1)zk 

Zk+l- ck zk-1 +(ao +al A+· .. +am.-1 Am.-l +Am· )zk 

avec z0 • r0 , CiJ-0. 

Le saut mk que l'on doit faire pour passer d'un polynôme Pk de degrénk au suivant Pk+l de degré nk+l 

qui existe, peut se déterminer par les conditions suivantes : 

(y, Ai+l zk) • 0 pour i -o, ... ,nk +mk -2 

(y,An•+mt zk)'"O. 
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Cette méthode présentée dans (6] a été appelée Method of Recursive Zoom (MRZ) car les sauts que l'on 
fait pour passer d'un polynôme au suivant qui existe sont différents et leur recherche ressemble à un 
zoom. Elle est une généralisation de la méthode Orthodir et de l'algorithme BIODIR.. Elle n'est sujette à 

aucune rupture, à part le "incurable hard breakdown" qui se produit quand (v, An zk) • 0 avecn la 
dimension du système. 

On a l'algorithme suivant : algoritme MRZ 

1) Choisir Xo et y d'une façon arbitraire 

2) Poser Zo - ro - A Xo - b , z_l - 0 , k - 0 , no - 0 

3) Déterminer mk de façon que 

pour 

rk+l • rk +A (f3o + f3t A+···+f3m
1
-I Am•-1)zk 

4) Calculer (30 , 131 ,. .. , 13m _1 et poser 
t xk+l •xk +A (f3o +f3tA+ .. ·+I3m

1
-lAm•-l)zk 

5) Calculer a 0 , a 1 , ... ,am _1 et poser 
t 

6) Si rk+l .. 0 alors xk+ 1 • x et stop 

8) Si n k + 1 < n alors remplacer k avec k+ 1 et retourner à 3) , autrement stop. 
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6.1.2. Mise en oeuvre de l'algorithme MRZ. 

, les systèmes deviennent 

~m1 -l bo • -do 
~m1 -2 bo +~m1 -l b1 • -dl et 

L'analyse de ces systèmes montre qu'ils peuvent être réunis en un seul système avec deux seconds 
membres différents selon le schéma suivant : 

Système de mk équations pour ~ 

Système de mk équations pour a ( Ck • -bo ) 
Po 

~0 ~1 ·•· "' l3m1 -1 

ao al ...... a"'t-1 

bo 61 ...... bm
1
-J 

Pour~ Pour a 

-b"'t +boPmt 1 Po 
ho ...... b 2 

• Ill~- -bm1 -l +b~Pm1 -l 1 Po 

·. 
-do 

Si l'on pose -Si • A· zk • A sk-I avec .so • z/c , on aura: 

rk+l •rk +(13o SJ +~1 s2 + .. -+~mt-1 Sm1 ) 

xk+l • xk + (~o so +~1 sl + .. ·+~mt-1 8m1 -J) 

zk+l • Ck zk-1 + ao So +al SJ + .. -+amt -1 Smt -1 + Smt. 

-b1 + boPm1 1 Po 

Donc dans cet algorithme, on aura besoin à chaque étape k des quantités suivantes : 

d; • (y, A"t +i rk) pour ; -o, .. ·,m~c -1 

b; • (y, A"t +mt +i zk) pour j- o, .. ·,mk 

P; • (y Ant +i Z ) ' k-1 pour i •O, .. ·,m~c 

S; • Ai zk pour j .. o, .. ·,mk. 
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A l'itération k , il faut calculer les produits scalaires 

pour 

Mais à l'itération précédente, on a déjà calculé les produits scalaires 

pour 

c'est à dire pour i + j • nk ,. .. ,nk +mk-1· 

Il y a donc à calculer seulement de nouveaux produits scalaires si mie > mk _1 : 

Par suite il est suffisant de calculer : 

d; • (ATn• y' Ai rk) 

bi • (ATn• y' Ai zk) 

P.. • (ATn1 y Ai z ) 
1 ' k-l 

Il faut garder en mémoire si -Ai zk 

di • (ATn• +i y' rk) 

bi • (ATnk +i y' sm) 

P; -(ATn1 +i y z ) 
' k-1 

pour i •O,.··,mk -1 

pour 

pour 

pour i • o, · · ,mk et on a : 

pour i •O,··,mk -1 

pour i- o,. .. ,mk 

pour i •mk-1 +l, .. ·,mk (si mk >mk_1). 
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6.1.3. Pseudo-code du MRZ 

ALGORITHM MRZ (.4 , b , xo , y) 

1) Initializations : 

z_1 - 0 

r0 -A.xo-b 

2) For k • 0,1,2,- · · until convergence do : 

If nk • n then 
solution not obtained after n iterations 
stop 

end if 

sl - A So 

If (y, s1) • 0 and nk • n - 1 then 
incurable breakdown 
stop 

mk- 1 

3) While (v, sm) • 0 and mk <n- nk do: 

s111• - A sm.-! 
End while 

• n - nk and (y, sm ) • 0 then • 
incurable breakdown 
stop 

End if 

do - (V, rk) 

ho- (y, sm) • 

4) For i •1,-··,mk do : 

y- ATy 

If i ,. mk then 
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End if 

compute ~m -;- 1 t 

If k - 0 andi >mk_1 then 

End if 
End for 

P; - (y • zk-1) 

5) Compute xk+1 • xk + ~o so + ~1 s1 +···+~m.-1 sm.-1 

rk+l • rk + ~0 sl + ~1 s2 +· ··+~m -1 Sm t t 

If rk+l • 0 then 
solution obtained 
stop 

End if 

6) If k - 0 then 

Co- 0 

El se 

End if 

7) For i •1 ,-··, mk do 

If k - 0 then 

P;- 0 
End if 

Compute am. -i 

End for 

8) For i -o ,. .. , mk do 

P;- h; 
End for 

So -zk+l • Ck zk-1 +ao So +al Sl+··•+am.-1 Sm.-1 +Smt 

End for 
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6.2. Méthode du type As/ B1o ou encore BMRZ 

6.2.1. BMRZ 

La méthode calcule Pk+ 1 à partir de 1'11> et de Pk et aprés elle calcule J1~1 à partir de Pk+ 1 

et de 1'11>. ll y a donc une "espèce de balancement" entre les deux relations. Le B de la méthode BMRZ 

signifie balancing. 

La relation du type A 8 est de la forme : 

pk+l{;) • ~{;) + Ç(~ T fl1i + +flm1 -1Çmt-I~l)(Ç) 

où les constantes tl; sont déterminées de manière unique par : 

13mt-l c(l>(çmt+nt-1 pp>) • -c(Ç"t Pk) 

~mt-2 c(l>(çmt+"t-1 pp>)+flmt-1 c(l)(Ç"t+mt pp>) .. -c(Ç"t+l Pk) 

D'après la forme de ~+ 1 on a: 13m _1 • a, +m . 
l l l 

et 

Cette relation est la même que celle démontré par Draux[9] et elle est une généralisation de la 
deuxième relation entre familles adjacentes de polynômes orthogonaux, c'est à dire la relation qui 

implique ek0> (voir Brezinski [2]relation 2.9 p92 ou p95). 

Donc la méthode BMRZ ne peut être utilisé que si c{Ç"t Pk(Ç)) ..- 0 . 
Comme [6] l'a montré, le BMRZ est une version simplifiée de l'algoritme SMRZ. 
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Si on pose rk • Pk(A) r0 et zk • ~1>(A) r0 alors on a : 

rk+l •rk +A (~o +~1A+···+~m.-1Am•-1)zk 

xk+l • xk- (~o +~1 A+···+~m.-1 Am•-1)zk 

zk+l • Bk+l zk + Ck+l rk+l· 
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6.2.2. Mise en oeuvre de l'algorithme BMRZ. 

, le système devient 

b • (y A 11t+mt+i z) 
1 ' k 

Cette formulation est celle du gradient biconjugué de Fletcher [lO](voir aussi Brezinski [2) p91, où zk+l 

est calculé à partir de rk + 1 etzk ). 
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6.2.3. Pseudo-code du BMRZ 

ALGORITHM BMRZ (A , b , xo , y) 

1) IIùtializations : 

r0 -b-Axo 

2) For k • 0, 1, 2, · .. until convergence do : 

3) 

If nk • n then 

solution not obtained after n iterations 
stop 

end if 

s1 -A.so 
If (y , s1) • 0 and nk • n - 1 then 

incurable breakdo\\n 
stop 

end if 

mk- 1 

While (y , sm ) • 0 and mk < n - nk do : 
:t 

sm• - A sm.-1 

End while 

... n - nk and (y, sm ) • 0 then 
t 

End if 

incurable breakdown 
stop 

do - (y, rk) 

If d0 • 0 then 

End if 

(y, An• rk) • 0 
use the MRZ algorithm 
stop 

ho- (y, sm) 
t 

.Y-y 

l3m. -1 - - do /ho 
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4) For i •1 ,. .. , mk do : 

If i '" mk then 

End if 
End for 

b;- (Y, sm) 
t 

compute ~m _ 1_; 
t 

S) Compute xk+l-xk-(~oso+~1s1+···+~m.-1sm.-1> 

rk+1 • rk + ~0 s1 + ~1 s2 +···+~mt -1 Sm• 

If rk+ 1 • 0 then 
solution obtained 
stop 

End if 

7) For i •1 ,. · ·, mk do 

y-AT y 
End for 

ck + 1 - 11 ~"'• -1 

So - zk+1 • Bk+! zk + Ck+1 rk+1 
End for. 
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6.3. Méthode du type As 1 Ba ou encore SMRZ 

6.3.1. SMRZ 

Dans le SMRZ [5), Ft+1 est calculé en utilisant Pt et P}1> et JJl~1 est calculé en utilisant Pk 

et JJl1>. ll y a donc une symétrie entre les deux relations. LeS de la méthode SMRZ signifie symetrie. 

La relation du type Ag est de la forme: Pk+1 (;) • Pk(;)+; (~o +~1 ;+···+~m.-1 ;m•-1)Pp>(;) 

où les constantes 13; sont déterminées de manière unique par : 

13mt-1 c(l>(;m•+"t-1 pp>) • -c(;"t Pk) 

13mt-2 c<l) (;mt +nt-1 pp>)+ 13mt -1 c(l) (!;"t +mt pp>) • -c(;"• +1 Pk) 

La relation du type Bs est, si c{!;"t Pk) .- 0 , 

P1~1 (;) • Ôo Pk(!;)+ (ao+ .. ·+amt-1 ;mt-1 + ;m• )Pp>(;) 

-c(!;"t +mt p,(l)) 
avec ô0 • (; k et les constantes a 0 ,. .. , am _1 sont déterminées de manière unique par: 

c "t Pk) t 

al c(!;"t +m• pp>)+ .. ·+amt -1 c(!;"t +2mt -2 Pil)) • -ôo c{;"••m.-1 pk) -c(!;"t+2m.-1 P11)) 

ao c(!;"••m• pp>)+ .. ·+amt-1 c(!;"t+2mt-1 pp>) • -ôo c(;"••m• Pk)-c(!;"t+2m• PP\ 

Le SMRZ ne peut être utilisé que si c{!;"• Pk) .- 0. Il a été montré dans [6) que: 

c{!;"• Pt> • 0 si et seulement si Pk+ 1 est identique à Pk . Si c(!;"• Pt> • 0 alors JJl~1 ne peut pas 

non plus être calculé comme combinaison linéaire (utilisant des coefficients polynomiaux) de J11> et de 

Pk , c'est à dire qu'il n'existe pas de relation de la forme 

Pi~(!;) •lk (;)pp>(!;) +uk (!;)pk(!;) 

où rk et uk sont des polynômes de degré au plus mk . 
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rk+l • rk +A (~o + ~~ A+··-+13m
1
-l Am• -l)zk 

Xhl •xk -(f3o +~lA+··-+13m1 -IAm•-l)zk 
zk+l •Ôo rk +(ao+···+am.-lAm•-1 +Am•)zk. 
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6.3.2. Mise en oeuvre de l'algorithme SMRZ. 

, les systèmes deviennent : 

~m.-i ho • -do 

~m.-2 ho +~m.-i bi • -di et 

L'analyse de ces systèmes montre qu'ils peuvent être réunis en un seul système avec deux seconds 
membres différents selon le schéma suivant : 

Système de mk équations pour ~ 

-ho Système demk équations pour a (ô0 • ) . 
do 

Pour~ Pour a 

~0 ~i ••• ••• ~m.-1 
no al •..•.. am.-1 

ho bi ...... b 1 m.- -dm.-1 -bm• +dm. ho 1 Po 
ho ...... b 2 

• m~- -d"!·-2 -bm.-1 +dm.-ibo 1 Po 

ho -do -b1 + d1b0 1 Po 

Si l'on pose si • Ai zk • A si-l avec sa • zk, on aura: 

Donc dans cet algorithme, on aura besoin à chaque étape k de calculer les produits scalaires : 

pour i -o ,. .. , mk 

et de garder en mémoire s; • Ai zk pour i • 0 ,.. ·, mk. 
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6.3.3. Pseudo-code du SMRZ 

ALGORITIIM SMRZ (A • b • .r0 . y) 

1) Initializations : 

r0 -b-Axo 

2) For k • 0, 1, 2, .. · until convergence do : 

If nk • n then 
solution not obtained after n iterations 
stop 

End if 

sl-ASo 

If (y, s1) • 0 and nk • n - 1 then 
incurable breakdown 
stop 

End if 

3) While (y, sm) • ~and mk <n- nk do: 

sm. - A sm• -1 

End while 

• n - nk and (y, s, ) .. 0 then 
k 

End if 

incurable breakdown 
stop 

If d0 • 0 then 

End if 

(y, An• rk) • 0 

use the MRZ algorithm 
stop 

bo- (y, sm) 
k 

4) For i cl,. .. , mk do 

y- ATy 
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d; - (y, rk) 

If i .. mk then 

compute ~m.-l-i 

5) 

End if 
End for 

If rk + 1 • 0 then 
solution obtained 
stop 

End if 

6) nk+l - nk + mk 

ôo - - !!sL 
do 

7) For i -1 ,. .. , mk do 

COmP,ute a
1111 

-i 

End for 

8) so - zk+l • Ôo rk + ao so +· .. +am -1 Sm -1 +Sm • • • 
End for. 
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6.4. Méthode du type As 1 Bs 

6.4.1. Méthode du type As 1 Bs 

où les constantes ~; sont déterminées de manière wùque par : 

-ômt c{;"t Pk) 

y mt • c(;"• ~~~) 

Yo • 
-ôm q0> - c<;nt Pk)ô0 

c(;"t 1~1) 

pour i • o,. · · ,mk 

Page 248 



Algorithmes d'implimentation de lo méthode de Lanczos 1 C.BAHEUX • Méthodes Ai/Bj dans le cas de lo rupture 

Si l'on pose rk • Pk(A) r0 et zk • ~1>(A) r0 et si de plus rk • b - Axk, et v; • Aizk _1, 

~ • Aizk, ui • Airk, on obtient : 
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6.4.2. Mise en oeuvre de l'algorithme du type As/ Bs 

, les systèmes deviennent : 

~m,-1 bo • -do 
~m,-2 bo +~m,-1 b1 • -dl 

bm - 1 
:t ~m,_ 1 -l 

-b d0 
Ym, - mA 

Po 

rli) ~ Lk • dm. +i - P. . • Po m, +1 
pour ; -o, ... ,mk 

-do Y; • Ô; pour 
Po 

i •l,. .. ,mk -1 

Donc dans cet algorithme, on aura besoin à chaque étape k de calculer les produits scalaires : 

di • (y' An• +i rk) • (ATn, y' Ai rk) 

et de garder en mémoire s; • Ai zk 

pour i • 0 ,.. ·, mk 

.pour i • 0 ,. .. , mk 

pour i • 0 , ... , 2mk 

pour i • 0 ,. .. , mk 
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6.4.3. Pseudo-code du type A8 1 Bs 

ALGORITHM TA8B5 (A, b, xo. y) 

1) Initializations : 

r0 -b-A.xo 

(Y, ro) A .. 
rl - ro - '0 (Y, Aro) 

(Y, ro) r. 
xl - Xo + (Y, Aro) o 

(Y A2 r.) 
z - Ar. - ' 0 r. 
1 o (Y, Aro) o 

Uo ... 'i 

2) For k - 0, 1, 2, · · · un til convergence do : 

If nk .. n then 
solution not obtained after n iterations 
stop 

End if 

sl-ASO 

If (Y, s1) • 0 and nk • n - 1 then 
incurable breakdo\\n 
stop 

End if 

3) While (Y, sm) • 0 and mk < n - nk do : 

sm, - A sm, -1 

End while 

If mk = n- nk and (Y, sm) = Othen • 
incurable breakdo\\n 
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stop 
End if 

do - (Y, rk) 

ho - (Y, sm) 

y-y 

4) For i • 1 ,. .. , mk -1 do 

5) 

y- ATy 

b;- (Y, sm) 
j 

compute ~m, -1-; 

End for 

If rk+ 1 • 0 then 
solution obtained 
stop 

End if 

6) nk+1 - nk + 111k 

Po- <Y, zk-I) 

7) For i •1 ,. .. , mk -1 do 

y-AT y 

P; -<Y. zk-l) 
End for 

ô - 1 m, A. 
Pm,_1 -1 

y-AT y 

Pi -(ji' Zk-1) 
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End for 

For i -o ,. .. , mk -1 do 

If i " mk - 1 then 

El se 

End if 
End for 

compute ôm -i-l 
~ 

computeô0 

8) For i •1 ,. .. , mk do 

End for 

End for. 

Remarque: 

A l'itération k, il faut calculer les produits scalaires 

Mais à l'itération k -1, on a déjà calculé les produits scalaires 

c'est à dire pour i + j • nk ,. •. ,nk + mk-l -1. 

Il y a donc à calculer les nouveaux produits scalaires 
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Donc il faut garder uniquement en mémoire : 

.\j • Aizk pour i -o ,. .. , mk 

Ui -Ai rk pour i -o ,. .. , mk 

V; -Ai zk-l pour; •0 ,. .. , mk 

et 

pour i • 0 ,. .. , 2mk 

bi • (y, An•+m.+i zk) • (ATn• y, Ai sm) pour i •0 ,. .. , mk -1 

Pi. (y,An•+izk_ 1). (ATn•y,Aizk_ 1)pouri•mk_1 ,. .. ,2mk (simk-l s; lmk). 
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6.5. Méthode du type As 1 Bs 

6.5.1. Méthode du type As 1 Bs 

La relation du type A 5 est de la forme : 

Cko>a2 + .. ·+Ckm• -2>am. • -c(~"• +m• -2 Pk) 

Cko>al+ .. ·+Ckm.-I>am. • -c(~"·•m.-lpk) 

pour i- o, .. ·,mk -1. 

-ô111 c(~"• Pk) 

c(~"• 1{~1) 

pour i =J,. .. ,mk -1 
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-ôm qo> - c(;"• Pk)ôo 
Yo • c(;"• ~~~) 

On a :a, • am . Par suite ôm • - 1-
• t-1 t 

v1 • A1zk_ 1,si • A1zk, u1 • A1rk, on obtient: 

'k+l •rk +al ul+ .. ·+am1 "m• +~o V1+···+~m1 -l Vm1 
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6.5.2. Mise en oeuvre de l'algorithme du type As 1 Bs 

, alors on a: 

d i) ~ 
k • dm• +i - Po Pm• +i pour ; -o .... ,mk 

C(O)a • -do 
• k m• 

Ck(O)a2+···+dkm.-2)a • -d 2 
m• m•-

Ck(O)a1+···+Ck(m•-1)a • -d 1 m• m.-

~i 
-do pour • a- 1 
Po '+ 

i • 0,-··,mk -1 

Ôm - __.1_ • am•-1 

-ômdo 
Ym• - • 

Po 

C(O)s. c<m. -2)ô c<m.-1)ô c<O)ô Pm. -1 
k u1 +· ·-+ k m• -1 • - k m. + k m• -­

Po 

c<O)ô +···+C<m•-1>ô • -c<m•)ô +C(0)ô Pm• 
k 0 k m• -1 k m• k m• 

Po 

-do 
y,. - ô 

Po' 
pour i •1,-··,mk -1 

-ô dko) - doôo 
m• Yo • _ _._ ___ _ 

Po 

L'analyse de ces systèmes montre qu'ils peuvent être réunis en un seul système avec deux seconds 
membres différents selon le schéma suivant : 
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Système de mk équations pour a 

Système de mk équations pour ô 

Pour a Pour ô 
Ôo Ô1 Ôm1-l 
al a2 am. 

dO) dl) 
k k 

...... qm•-1) -dm.-1 -q"'*>ôm• +q0
>Ôm

1
Pm.1 Po 

c<o> ...... cim.-2) -d"!·-2 c<m.-l)Ô d 0)ô / 
k - k m1 + ! m1 Pm1 -l Po . . 

dO) 
k -do -q1>Ôm

1 
+q0>Ôm

1
Pll Po 

Donc dans cet algorithme, on aura besoin à chaque étape k de calculer les produits scalaires : 

pour i -o ,. .. , mk 

pour i - 0 ,. .. , 2mk 

et de garder en mémoire u; • Ai rk pour i • 0 ,. .. , mk 

pour i •0 ,. .. , mk. 
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6.5.3. Pseudo-code du type As 1 Bs 

ALGORITHM TASBS (A. b, xo, y) 

1) Initializations : 

r0 -b-A.ro 

"o - 0 

ri - ro - (y, ro) Aro 
(y, Ar0) 

Vg • Zg 

2) For k • 0, 1, 2, · · · until convergence do : 

3) 

If nk • n then 

solution not obtained after n iterations 
stop 

End if 

SI - A .so 
If (y, s1) .. 0 and nk • n - 1 then 

incurable breakdown 
stop 

End if 

While (y , sm ) • 0 and mk < n - nk do : 
j 

sm• - A sm.-1 
End while 

• n - nk and (y, sm ) • 0 then 
l 

End if 

incurable breakdmm 
stop 
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4) For; •l ,. .. , mk do 

5) 

y- ATy 

d; - (y, rk) 

P; - (y • zk-1) 

U; - Au;-1 

V; - Avi-1 

End for 

For i •mk ,. .• , 2mk do 

y- ATy 

d; - (y, rk) 

P; -(y, zk-1) 

,.l,i-mk) d dn 
LÎc • ;--;;pl 
If i '" 2mk then 

End if 

If i • mk then 

End if 
End for 

If rk+1 • 0 then 
solution obtained 
stop 

End if 
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Ô 
_1_ 

m • 
l 

For i •1 ,. .. , mk do 

compute Ôm _; 
1 

If i ,. mk - 1 theo 

End if 
End for 

9) End for. 
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6.6. Méthode du type As/ B1o 

6.6.1. Méthode du type As 1 Bto 

La relation du type A 5 est de la fonne : 

avec 

Cko>a.2 +···+Ckm• -2>a.m ... -c(;n• +m• -2 pk) 

CkO)o.l +···+Ckm.-l>a.m• • -c(sn•+m.-1 pk) 

1 
On a :an +m • o.111 • Par suite Ck+l • --. 

• • i 0.~ 
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6.6.2. 

-d 
13; • ..:::.:::0. 0 ; +1 

Po 

Mise en oeuvre de l'algorithme du type A5 / B1o 
, alors on a: 

pour i •O,···,mk -1 

pour i •0,-··,mk -1 

Donc dans cet algorithme, on aura besoin à chaque étape k de calculer les produits scalaires : 

pour i -o ,. .. , 2mk -1 

pour i -o ,···, 2mk -1 

et de garder en mémoire u; .. Ai rk pour; -o ,. .. , mk 
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6.6.3. Pseudo-code du type As 1 Bto 

ALGORITHM TASBlO (A. b. xo. y) 

1) Initializations : 

r0 -b-AXQ 

2) For k • 0, 1, 2, · · · until convergence do : 

3) 

If nk .. n theo 
solution no obtained after n iterations 
stop 

End if 

si - A So 

If (Y, si) • 0 and nk • n - 1 theo 
incurable breakdown 
stop 

End if 

While (v , sm ) • 0 and mk < n - nk do : 
k 

smt - A smt-i 

End while 

• n - n k and (Y , sm ) = 0 th en 
t 

incurable breakdown 
stop · 
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Po - (v. zk-1) 

ho- (V, sm) • 

4) For;.o, .. ,mk-Ido 

5) 

End for 

U;+ 1 -Au; 

V;+ 1 - Av; 

If; .- 0 then 

y- ATy 

d; -(V, rk) 

P; -(y, zk-1) 

End if 

For i • 0 , .. , mk -1 do 

End for 

di+m• -(y • rk) 

Pi+m• -(y, Zk-1) 

If rk+ 1 .. 0 then 
solution obtained 
stop 

End if 
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For i •l ,. .. , mk do 

End for 

9) End for. 
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6. 7. Méthode du type As 1 Ba 

6.7.1. Méthode du type As 1 B6 

La relation du type A 5 est de la forme : 

avec 

pour i •O,.··,mk -1 

i • o,. · · ,mk -1 . 

La relation du type B6 est de la forme 

Pf~>1 (;) .. Ck Pf~1 (;) + (Yo +···+y mt -1 ;mt - 1 +~mt )Pp>(;) 

{y 
c(l:nt+lllt pO))= -c(l:nt+lllt+1 pCl))-C c(l:nt+1 p(1)) 

"'t -1 ':> k ':> k k ':> k -1 

; oc(l;"• • .,, Pi'>)+-. ·+Y"' -1 c(l;"• +lm, -1 pp>) • -c(l;"• +lm, pp>)- Ckc<Ç "• .,, Pf?, ). 
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6.7.2. Mise en oeuvre de l'algorithme du type A5 / B6 

, alors on a: 

pour i•O,···,mk-1 

-d 
~~· • ~ a 1 pour Po l+ 

i .. 0,-··,lllk -1 

{

y mt-Ibo • -bi -CkPI 

~ obo +···+Y mt -Ibm• -1 • -bm• - Ck Pm.· 

Donc dans cet algorithme, on aura besoin à chaque étape k de calculer les produits scalaires : 

pour i • 0 ,. .. , 2mk -1 

pour i -o ,···, mk 

pour i -o ,. .. , 2mk -1 

et de garder en mémoire si - Ai zk pour i •0 ,. .. , "'k 
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6.7.3. Pseudo-code du type As 1 B6 

ALGORITHM T ASB6 (A • b • xo . y) 

1) Initializations : 

r0 -b-Ax0 

2) For k • 0, 1, 2, · · · until conYergence do : 

3) 

If nk • n then 
solution not obtained after n iterations 
stop 

End if 

sl - A sa 
If (y, s1) • 0 and nk "" n - 1 then 

incurable breakdown 
stop 

End if 

While (Y, sm ) • 0 and mk < n - nk do : 
k 

sm. -. A S111• _ 1 

End while 

If mk • n - nk and (Y, sm) .. 0 then 

·incurable breakdown 
stop 

End if 
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do - (y, rk) 

Po - (y • Zt-1) 

4) For i •l ,. .. , mk do 

d; -(y, rk) 

P; -(y, zk-1) 

compute y mt _; 

End for 

5) For i •1 ,. .. , mk do 

If i • 1 then 

y- AT> 

End if 

di-1) d !!JJ. 
k • 1 -1 +mt - Po P; -1 +mt 

End for 

For i -o ,. .. , mk -1 do 

End for 

6) Compute rk+l • rk + a1 u1 +···+a111t U111t + l'o vl +··-+l'm. -1 v m. 

xk+l • xk -(al uo+···+am Um -1 +l'o Vo+···+l'm -1 vm -1> t t t j 

If 'k+I = 0 then 
solution obtained 
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stop 
End if 

8) So - zk+l 

uo - rk+l 

vo- zk 

9) End for. 
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6.8. Méthode du type As 1 Ba 

6.8.1. Méthode du type As/ Bs 

La relation du type As est de la fonne : 

avec 

C~O)a2 +···+Ckm*-2)a"'* • -c(;nt+mt-2 Pk) 

C~O)al +·. ·+Ckm* -l)amt • -c(;n* +mt -1 pk) 

i=O, .. ·,mk-1. 

La relation du type Bg est, si c(;n* Pk) "' 0 , 

avec 

pour i •O,.··,mk -1 

y 1 c(;nt +mt pp>)+"·+y mt-l c(;nt+2mt -2 pp>). -ôo c(;nt +mt -1 pk) -c(;n•+2m.-1 pp>) 

Yo c(;n•+m• Pil))+ .. ·+y m• -1 c(;n•+2m.-1 pp>) • -ôo c(;n•+m• Pk) -c(;n•+2m• pp>). 
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6.8.2. Mise en oeuvre de l'algorithme du type As/ B8 

b • (Y An•+m.+i z) 
1 ' k 

-d 
f3; • ~ ai+l 

Po 
pour 

, alors on a: 

pour i •O,···,mk -1 

i•O,-··,mk -1. 

Donc dans cet algorithme, on aura besoin à chaque étape k de calculer les produits scalaires : 

pour i • 0 ,···, 2mk -1 

pour i -o ,. .. , mk 

pour i -o ,. .. , 2mk -1 

et de garder en mémoire s; • Ai zk pour i .. o ,. .. , mk 

V;•Aizk-l pouri•O,-··,mk. 
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6.8.3. Pseudo-code du type A5 1 B8 

ALGORITHM TA5B8 (A. b. xo. y) 

1) Initializations : 

r0 -b-A.xo 

2) For k - 0, 1, 2, · · · until convergence do : 

3) 

If nk • n then 
solution not obtained after n iterations 
stop 

Endü 

SI - A So 

If (y , s1) • 0 and nk • n - 1 then 
incurable breakdown 
stop 

Endü 

Whlle (y, s, ) • 0 and mk < n - nk do : 
t 

s,t - A smt -1 

End whlle 

• n - n k and (Y, s111 ) .. 0 then 
k 

incurable breakdown 
stop 
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If do • 0 then 

End if 

use the MRZ algorithm 
stop 

Po - (v. zk-1> 

b0 -(Y,s111 ) 
t 

4) For i •1 , .. , mk do 

y- ATy 

di - (Y, rk) 

P; - (Y • zk_J) 

compute y 111• _; 

End for 

5) For i .. 0 , .. ·, mk -1 do 

ui+l - Au; 

If i - 0 then 

di) !!.sJ. 
k "" di+mt - Po Pi+m• 

End for 

El se 

End if 

Compute a 111 -i 
:t 

d 
,:t . ~-~a . 
1-'m.-1- mt-1 

Po 

For i ·0 ,. .. , mk -1 do 

End for 
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6) 

If rk+l • 0 then 
solution obtained 
stop 

Endü 

9) End for. 
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7. RESULTATS NUMERIQUES DANS LE CAS DE LA RUPTURE 

Le chapitre 7 met en évidence les méthodes étudiées dans le chapitre 6, dans le cas de la 
rupture. 

Il ne semble pas qu'une certaine relation soit meilleure que les autres, les résultats numériques 
obtenus dépendant beaucoup de l'exemple choisi. 

Pour tester une rupture, une égalité à zéro d'un produit scalaire ne peut jamais être obtenue à 
cause des erreurs d'arrondi. Pour cette raison, dans nos programmes, la condition est remplacée par la 
valeur absolue du produit scalaire iruérieure à un nombre t donné 

Page 277 



Algorithmes d'imp/Jmentation de /Q méthode de Lanczo:s 1 C.BAHEUX • IUINltat:s numérique:s 

On considére le système suivant : 

[f 
0 
0 
1 

0 

0 
0 
0 

0 

0 
0 
0 

1 l)l!HIJ 
Avec l'algorithme T A8B6, on obtient les résultats suivants : 

On prend toujours x0 • O,y • (l, .. ·,ll 

On tonsidére n = 12 • 

Pour E - 10-1, on obtient: 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 

. nk 1 2 3 6 8 9 10 11 

hll 24.7 19.5 21.5 21.5 112.6 114 19.8 9.8 

9 

12 

7.4 

Pour E • I0-2,I0-3,I0-4,IO-s,l0~.10-7,10-8,10-9,10-lO,to-11,to-12,to-13,I0-14, on obtient: 

k 1 2 3 4 5 6 7 

nk 1 2 3 4 10 11 12 

lhll 24.7 19.5 31.8 31.8 19.8 9.2 uo-t4 
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On considère n = 30 • 

Pour E - I0-1, on obtient: 

k 1 2 3 4 5 6 ... . .. 18 

nk 1 2 3 11 14 18 ... ... 30 

hll 37.6 44.8 46.6 46.4 46.4 266.3 ... ... 30.5 

Pour E - 1 o-2 , on obtient : 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

nk 1 2 3 6 8 23 24 25 26 27 28 29 

hll 37.6 44.8 49.9 49.2 49.2 235.1 49.5 134.4 135.5 45.2 23.9 20.7 

Pour E • I0-3,I0-4,I0-5,IO~,I0-7,I0-8,J0-9,JO-IO,IO-ll,I0-12,J0-13,to-14,to-15,J0-16, on obtient: 

k 1 2 3 4 5 6 7 

nk 1 2 3 4 27 29 30 

hll 37.6 44.8 75.9 75.9 45.2 21.9 2.J0-12 

La détection correcte du saut dépend de E • 

Quand le saut est correctement déterminé, la solution exacte du système est obtenue. 
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CONCLUSION 

Cette thèse porte sur les trois points suivants : 

1) Etude systématique des relations Ai et Bj. 

Seules les relations A1 , A4 , As, A6 , Ag , A10 et 11· B5 , B6 , Bs, 11o sont possibles. 

2) Etude des différentes méthodes Ai 1 Bj • 

Les différentes méthodes étudiées sont : 

A4 

A1 1 B1 AI/ Bs Al/ B6 Al 1 .8s A1 1 11o 
Aslf1 As t Bs As 1 B6 As 1 Bs As t Bw 

Ag 1 B1 Al/ Bs Ag 1 B6 Agi.Bg Ag 1 ~0 

Les algorithmes nécessitant deux multiplications matrice-vecteur sont : 

Les algorithmes nécessitant trois multiplications matrice-vecteur sont : 

lorsque V;(;) - P;(!;) 
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On constate numériquement que torque V;(;) - ;; , les algorithmes sont moins bons que 

lorsque V;{;) • P;<;> ou V;(;) - .Jf1><;) . De plus, certains algorithmes sont moins stables 
et nécessitent trois multiplications matrice-vecteur. 

D est à noter que certains nouveaux algorithmes sont aussi performants que les 

algorithmes connus. 

3) Dans le cas de la rupture, les relations du type As et du 

type Bto permettent de démontrer les autres relations (ceci est également vrai dans 

le cas où il n'y a pas de rupture). 

De plus la relation du type B6, démontrée dans [5], a été démontrée d'une autre 

manière. On a: 

BIO <PP>> + ..fs (Pk+l) + !{1) 
BIO ( k+l) - B6 (./~~~) 

(1) ..fs (Pk + t> + ~ 0 (Pk+ t> - Es (~~~) 
BIO <PP~ + As <lk+t> - As (Pk+I) 

~ (J~(l)) + 0 k+l ..fs (Pk+l) + ~0 (~l)) - Bs <~~~> 

..fs (Pk) + ~o <PP>> + As (Pk+t> - Al (Pk+l) 

As (Pk) + ~o <PP>> 
pSI) + ..fs (Pk+l) + ~0 ( k+l) - Bl (~~~) 
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Les prolongations possibles de ce travail sont : 

0 l'étude des différentes méthodes A; 1 B1 en choisissant d'autre polynômes 

unitaires U; 

0 l'étude de la quasi-rupture (c'est à dire la division par un nombre voisin de zéro, 

ce qui entraine une instabilité numérique de l'algorithme) : 

Dans le cas quasi-rupture, c'est une heuristique qui décide des sauts. Une étude théorique 

approfondie serait nécessaire afin de déterminer le meilleur critère possible pour les 

sauts. 

Il est ensuite nécessaire de trouver les relations Aï et Bj dans le cas de la quasi-rupture et 

étudier les différents algorithmes possibles 

0 l'étude des relations possibles du chapitre 2 en procédant de la même manière 

que dans le chapître 5, c'est à dire en utilisant la table des Pk 

0 le lien avec les polynômes biorthogonaux [13], la table des Pk et les différentes 

relations Aï et Bj possibles afin d'étendre ce travail aux généralisations de la méthode de 

Lanczos basées sur ces polynômes. 
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