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INTRODUCTION GENERALE 
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INTRODUCTION GENERALE 

Une hypothèse classique dans la modélisation mathématique d'un processus physique est 

de supposer que le comportement futur du système peut être résumé, dans le cadre 

déterministe, par son seul état présent, sans dépendre de son évolution antérieure. Cette 

copjecture conduit à une modélisation sous forme de système d'équations différentielles 

ordinaires. 

Mais il existe de nombreux cas où cette hypothèse est mise en défaut, et il est alors 

nécessaire de prendre en compte d'autres phénomènes, ce qui entraîne alors pour 

l'analyse du système un surcroît de complexité. 

L'un de ces agents est le phénomène de retard ou d'hérédité qui caractérise l'influence 

que l'état passé d'un processus exerce sur son comportement au moment actuel: nous en 

verrons plusieurs exemples concrets dans le chapitre d'introduction. Ainsi, les systèmes 

commandés présentant des retards non négligeables ne peuvent plus être formulés 

mathématiquement sous forme de systèmes différentiels ordinaires, mais ils sont décrits 

par des équations héréditaires dont la dimension théorique devient infmie. Le plus simple 

de ces modèles correspond aux systèmes d'équations différentielles à retards (que l'on 

appellera par la suite équations à retards). 

La présence de retards peut avoir une influence considérable sur le comportement d'un 

système bouclé. C'est ainsi que bien souvent l'existence de mouvements oscillatoires, 

voire instables, peut être expliquée en introduisant une modélisation des retards dans la 

chaîne d'action ou de rétroaction. On comprend alors la nécessité de pouvoir disposer 

d'outils adaptés à l'analyse de tels systèmes, et c'est dans ce but que nous allons 

présenter dans ce mémoire une approche nouvelle pour l'analyse de la stabilité et la 

stabilisation des systèmes à retards. 
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La technique de majoration qui est basée sur l'utilisation de fonctions vectorielles de 

Lyapunov d'un type particulier- les normes vectorielles- a initialement été employée 

pour l'analyse des systèmes de dimension finie que ce soit en temps continu ou en temps 

discret. Notre objectif est de montrer comment cette approche peut être généralisée aux 

systèmes à retards. 

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré aux bases théoriques des systèmes à 

retards. On y trouvera les définitions des principales notions fondamentales liées aux 

comportements des systèmes, tels que la stabilité et les différents concepts associés. 

Le deuxième chapitre traite du problème de la stabilité des systèmes linéaires. L'étude 

portera principalement sur deux classes de systèmes : la première classe regroupe les 

systèmes linéaires stationnaires et sera traitée sous la forme d'un bilan comparatif des 

principales méthodes d'analyse de la stabilité rencontrées dans la littérature ; la deuxième 

concerne les systèmes à coefficients périodiques. 

~ troisième chapitre concerne les modèles non linéaires : il est essentiellement divisé en 

deux parties. 

La première concerne les principales méthodes d'analyse de la stabilité des systèmes non 

linéaires, en particulier les extensions de la méthode directe de Lyapunov. La difficulté 

bien connue de mise en oeuvre de la seconde méthode de Lyapunov, à savoir la recherche 

d'une fonction possédant certaines propriétés, est accentuée ici du fait de la complexité 

structurelle de l'espace d'état sur lequel on opère. 

Les bases de notre contribution sont présentées dans la seconde partie, qui propose une 

solution possible à ce problème : étendre la méthode des normes vectorielles introduites 

en Automatique par Borne et Gentina aux cas des systèmes à retards. Plusieurs critères 

originaux de stabilité sont énoncés et confirment l'efficacité de cette approche. 

Le dernier chapitre concerne 1' application de la méthode des normes vectorielles aux 

problèmes d'analyse ou de commande suivants :estimation des domaines de stabilité, 

détermination d'une commande stabilisante respectant des contraintes en l'état et en la 

commande, stabilité absolue, et enfin estimation des attracteurs et des domaines 

d'attraction associés. 
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NOTATIONS 
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NOTATIONS 

R : Corps des réels 

ll4 : Ensemble des nombres réels positifs ou nuls 

JRD : R-espace vectoriel de dimension n 

C : Corps des nombres complexes 

Re z: Partie réelle du nombre co~plexe z 

lm z: Partie imaginaire du nombre complexez 

z : Nombre conjugué du complexe z 

fiJ: Sous-ensemble de JRD 

C : Ensemble des fonctions continues définies sur l'intervalle [-t, 0] à valeurs 

dans JRD 

Cv : Ensemble des fonctions continues définies sur l'intervalle [ -t, 0] à valeurs 

dans fiJ 

Xt : Elément de C associé à une fonction continue x et à un instant t par 

Xt(s) = x(t + s) 

1 1: désigne soit la valeur absolue d'un réel, soit le module d'un nombre complexe, 

soit une norme d'un vecteur 

Il Il : désigne soit une norme de matrice, soit la norme sur C définie par : 
llcpll= max 1 cp(s) 1. 

-'tSsSO 

AT: Transposée de la matrice A 

A* : Transposée conjuguée de la matrice A 

YI ~ Y2 : Pour YI et Y2 e JRD : inégalité composante par composante 
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CHAPITRE 1: 

INTRODUCTION AUX SYSTÈMES À RETARDS 

INTRODUCTION 

La présence de retards purs entre la commande et la sortie est un phénomène courant dans 

de nombreux processus industriels, c'est le cas en particulier lorsqu'il y a transport de 

matière. Ces retards entraînent des difficultés considérables dans la commande de ces 

processus. 

S~ils sont continus, de tels processus sont caractérisés par une représentation d'état de la 

forme: 

x(t) = f(t, x(t), u(t- 't)), 

où x est un vecteur d'état, u(t) désigne la commande appliquée au système à l'instant t, et 

'test la durée du retard temporel (par la suite on désignera cette quantité comme le retard 

du système). 

Lorsque la commande appliquée au système est du type retour d'état, par exemple 

u(t) = K x(t), 

alors 1 'équation précédente se récrit 

x(t) = g(t, x(t), x(t- 't)). 

Cette dernière relation n'est plus une équation différentielle ordinaire, mais fait partie de la 

classe des équations à retards, et plus généralement des équations héréditaires. 

Les premières équations héréditaires ont été rencontrées dès le XVJlle siècle dans l'étude 

de divers problèmes géométriques par plusieurs savants, dont Euler, Bernoulli et 

Lagrange. Durant le XJXe et le début du xxe siècle, les équations à retards ont rarement 

fait l'objet d'études. 

Dans les années 1930, la situation a complètement évolué : un grand nombre de 

problèmes scientifiques et techniques ont nécessité une description adéquate prenant en 

compte les différents retards existants. Les premiers problèmes de ce type ont été 

analysés par Volterra dans ses études sur la viscoélasticité (1909) et sur la modélisation 

de la compétition entre espèces (modèles proie-prédateur, 1931), Kostitzin (phénomènes 
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Chapitre 1 

de symbiose et de parasitisme, 1934), Callender et Stevenson (instabilité des systèmes à 

retards, 1939), Gorelik (oscillateurs à micro-ondes, 1939), Minorsky (stabilisation de 

navires, 1942), Andronov et Mayer (phénomène de retard dans la commande par 

rétroaction, 1946), ... 

Ces problèmes d'applications pratiques ont suscité l'intérêt des mathématiciens et, vers 

les années 50, la théorie des équations héréditaires a commencé à se développer 

rapidement. L'article de Myshkis (1949) est sans doute une des principales raisons de cet 

essor, car on y trouve pour la première fois une formulation correcte du problème de la 

valeur initiale. Depuis, une littérature importante est disponible sur le sujet: Myshkis 

(1955), Bellman (1963), El'sgol'ts (1966), Halanay (1966), Hale (1977), ... 

Ce premier chapitre constitue une Introduction aux systèmes à retards : nous allons y 

donner les notions de base, les premiers résultats, et aussi quelques exemples 

d'application. Cette présentation sera aussi l'occasion de mettre en évidence certaines 

propriétés ou difficultés caractéristiques liées à la présence de retards. 
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Introduction aux systèmes à retards 

1. LES SYSTÈMES À RETARDS 

1.1. Définitions, notations 

On appelle système à retards une équation différentielle de la forme 

(E) x(t) = f(t, x(t), x(t- 'tl) •... ' x(t- 'tm)) ; t ~ to. (1.1) 

où x est une fonction à valeurs dans JRn dont la valeur prise à l'instant test notée x(t), f 

une fonction vectorielle, et où les 'ti sont soit des nombres réels positifs (appelés retards), 

soit des fonctions positives du temps, continues (ou continues par morceaux) sur 

[to, +oo[, bornées, c'est-à-dire telles qu'il existe un nombre réel 't > 0 pour 1equelles 

fonctions 'ti (t) vérifient 

'tl t ~ to. i = 1, ... , m. (1.2) 

Le vecteur x(t) de l'équation (E) est appelé par plusieurs auteurs le vecteur d'état ou l'état 

instantané du système, mais l'état du système à l'instant t est la fonction Xt définie par : 

Xt (8) = X(t + 8) pour -'t $ 8 $ 0. 

[notation de Shimanov (1960)] 

x 

______ 1 __ 

_ _ _ _ x ..!:z(8) _ 

1 
0 

t 

Figure 1.1. Interprétation géométrique de (1.3) 

(1.3) 

x 

0 

8 

L'espace d'état est donc un espace fonctionnel constitué des fonctions définies sur 

l'intervalle [ -'t, 0] à valeurs dans Rn. Les équations à retards font donc partie de la classe 

plus générale des systèmes de dimension infmie. 
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Chapitre 1 

Notations: Dans la suite, l'espace d'état employé sera C([-'t, 0], Rn), l'ensemble des 

fonctions définies et continues de[- 't, 0] dans Rn, que l'on notera C. 

De même, si 1Jest un sous-ensemble de Rn, C'.D représentera l'ensemble C([- 't, 0], 1:>). 

Le système (1.1) est dit linéaire lorsque la fonction fest une application linéaire de ces 

(m+1) derniers arguments, c'est-à-dire lorsqu'il existe (m+1) matrices, notées A0(t), 

A1(t), A2(t), ... , Am(t), d'ordre net à coefficients variables avec le temps, ainsi qu'une 

fonction ft(t) telles que 
m 

f(t, x(t), x(t- 't1), ... , x(t- 'tm))= Ao(t) x(t) + L Ai(t) x(t- 'tï) + f1(t). 
i = 1 

Pour un tel système, le principe de s~perposition est valable. Lorsque la fonction f1 (t) est 

identiquement nulle, le système est dit homogène. 

Le système (1.1) est dit stationnaire ou autonome lorsque f ne dépend pas explicitement 

du temps, et que les retards sont aussi indépendants du temps. 

Le système est dit à coefficients périodiques lorsqu'il existe un réel T > 0 tel que 

'V t ~ to, f(t + T, x(t), x(t- 'ti), ... , x(t- 'tm)) = f(t, x(t), x(t- 'tl), ... , x(t- 'tm)). 

Enfin, lorsque les retards 'ti sont tous multiples d'un même réel 'to appelé retard de base, 

c'est-à-dire 

\,.1 • 1 'ti i>-T 
v 1= , •.. ,rn, - e .L'I, 

'to 

le système est dit à retards commensurables ou proportionnés. 

1.2. Causes des retards 

La présence de retards intrinsèques à un système peut être due à une ou plusieurs causes : 

- Mesure de variables ; 

- Propriétés physiques ou chimiques des matériels utilisés dans le système ; 

-Transmission de signaux, d'énergie ou de matière (retard de transport). 

L'introduction de retards dans la modélisation d'un processus peut aussi être employée 

pour tenir compte dans une étude de robustesse des dynamiques négligées. 

En effet, si 

P(s) = P(s) ( 
1 + 'tl 

1 1 
) 000 

1 + 't2 s 
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alors pour 1 'ti co 1 << 1, on a 

P(s) = P(s) e-'tS, où 't ='tt + 't2 + ... 

La notion de marge de retard introduite dans [Bourlès et Irving (1991)] permet de prendre 

en compte, outre ces retards équivalents, les divers retards parasites apparaissant lors du 

bouclage (la commande numérique en est un exemple typique). Inversement, on verra au 

deuxième chapitre que, sous certaines conditions, l'analyse d'un système à retards peut 

être réalisée en remplaçant dans la fonction de transfert du processus les termes 

exponentiels (e-ts) par un de leur approximant de Padé. 

De plus, une stratégie de commande pour certains processus consiste à introduire 

délibérément des retards ; leur présence dans un régulateur peut permettre, en particulier, 

d'éliminer les dépassements excessifs et de diminuer les oscillations, entraînant ainsi un 

régime transitoire lisse et rapide (consulter à ce sujet [Marshall et Salehi (1982)], 

[Swisher et Tenqchen (1988)] ou [Kwon et al. (1990)]). 

L'effet des retards sur la dynamique du système dépend de leur valeur et des 

caractéristiques du système. Quelquefois le retard peut être négligé dans le modèle sans 

avoir de conséquences importantes dans l'analyse ou la synthèse si ce n'est une 

diminution des performances espérées. 

Une autre classe de modèles prenant en compte le phénomène de retard est constituée par 

les équations intégro-différentielles de Volterra. On parle alors d'équation à retard 

continu. TI est fréquent, pour simplifier l'étude de ces systèmes, d'approcher le système 

par une équation à retard où tout le phénomène d'hérédité est traduit par un retard 

équivalent. On rencontre également cette notion de retard équivalent lorsqu'on remplace 

une équation différentielle d'un ordre relativement important par un système à retard 

d'ordre moins élevé (cf. méthode de Ziegler et Nichols (1942)). 

1.3. Exemples 

1.3.1. Réacteur chimique [Kolmanovskii (1986)] 

On considère le système décrit par la figure (1.2). Le réacteur est rempli de deux liquides 

venant des conduites A et B. Sur la conduite B est placée une vanne. Après le mélange 

(ou la réaction), le liquide sort du récipient à travers la conduite C. La valeur du pH du 

liquide dans la conduite C est mesurée, et ce signal, après passage dans un régulateur, 

ajuste l'actionneur de la vanne. Les processus physiques et chimiques sont caractérisés 

par leur complexité. Pour simplifier l'étude, il est courant d'employer un modèle du 

réacteur défini par la fonction de transfert W(s) = K exp(-'ts)/(1 + Ts). Le facteur 

exp(-'ts) introduit dans la fonction de transfert traduit le fait qu'un changement dans le 

taux volumétrique du liquide entrant dans le réacteur ne produit un changement dans le 
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liquide sortant qu'après une période de temps égale à 't. En effet, le mélange des liquides, 

la réaction chimique et l'écoulement du liquide de B vers C nécessitent un certain temps. 

La durée totale est supposée égale à 't. Ce retard peut être important, de l'ordre de 

plusieurs minutes. 

Figure 1.2. Schéma d'un réacteur chimique 

1.3.2. Stabilisation d'un navire 

Minorsky a été le premier scientifique à montrer l'importance du phénomène de retard 

dans les systèmes à commande rétroactive. Dans ses essais sur un système anti-roulis , il 

a montré que ce phénomène peut être à l'origine d'oscillations indésirables [Minorsky, 

(1947)]. 

Un autre problème illustrant le phénomène de retard des systèmes à commande bouclée 

est le réglage d'un pilote automatique pour un navire. 

La dynamique du navire est décrite par [Kolmanovskii, (1986)] : 

1 <P+ h ~ = -K 'If, avec 1, K > 0, 

où q> est l'angle de déviation du bateau et 'If l'angle du gouvernail. 

L'angle 'If est gouverné par une loi de pilotage automatique donnée par 1' équation 

(1.4) 

(1.5) 

où Ç est la valeur mesurée de l'angle de déviation du navire. En pratique Ç(t) :t. q>(t) car il 

est impossible de mesurer la déviation du navire instantanément. On suppose donc que 

Ç(t) = q>(t- 't). (1.6) 

Sous ces hypothèses, le comportement du navire est décrit par l'équation à retard: 

TI (p(t) +(Th+ 1) {i>{t) + h ~(t) + K~ ~(t- 't) +Ka q>(t- 't) =O. (1.7) 
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Le principal problème réside dès lors dans la détermination des paramètres a et~ du 

pilote automatique qui garantissent la stabilité du système bouclé. 

1.3.3. Modèles démographiques 

Le choix d'équations à retards pour modéliser l'évolution d'une population permet de 

prendre en compte la notion d'espérance de vie. 

Par exemple, considérons le modèle très simple suivant, avec les notations : 

x(t) = nombre d'individus à l'instant t, 

t = temps de gestation, 

a = taux de natalité, 

O" = espérance de vie d'un individu. 

On suppose que t, a, et a sont constants, le taux de variation de la population est alors 

donné par l'équation 

x(t) =a [x(t- 't)- x(t- t- 0")], (1.8) 

puisque ax(t- t) représente le nombre d'individus nés, par unité de temps, à l'instant t, 

et ax(t- t-a) le taux d'individus morts à t 

On peut citer de nombreux autres exemples, comme par exemple le modèle développé par 

Hutchinson (1948): 

x(t) = [a- y x(t- 0")] x(t), (1.9) 

ou encore ceux de Wangersky et Cunningham (1956), et de Zaharov et al. (1982). 

1.3.4. Modèles biologiques 

Les équations à retards permettent de modéliser différents phénomènes fréquents en 

écologie ou en biologie, comme par exemple le temps d'incubation pour une maladie ou, 

pour une réaction immunitaire, le temps nécessaire à la production d'anticorps. 

Ainsi, un exemple simple de modélisation d'une réaction immunitaire est le suivant 

[Dibrov et al., (1979)]. Si g(t) représente le nombre d'antigènes pénétrant dans 

l'organisme et a(t) le nombre d'anticorps produits, alors le taux d'anticorps produits peut 

être supposé proportionnel à g(t- t). Ici test le temps moyen de réaction de l'organisme 

face aux antigènes, de l'ordre de 3 ou 4 jours. Cette réaction immunitaire peut être décrite 

par le système d'équations 

g(t) = K g(t)- Q g(t) a(t) 

a(t) =A g(t- t)- R g(t) a(t)- E a(t). (1.10) 
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ll existe d'autre modèles plus complexes de réponse immunitaire par exemple ceux de 

Marchuk (1979), ou de Wangersky et Cunningham (1957). 

Dans le domaine biomédical, de nombreuses autres applications peuvent être modélisées 

par des équations à retards comme 1' étude de la répartition de 1' albumine dans le système 

sanguin humain ([Bailey et Reeves (1962)], le comportement du système nerveux 

pendant un apprentissage [Shimbell (1950)], ou des études épidémiologiques [London et 

Yorke (1973)], [Waltman (1974)], ... 

Ces quelques exemples illustrent bien l'intérêt que peuvent susciter les équations à 

retards. Elles ne sont évidemment pas la seule modélisation possible du phénomène de 

post-effet, et nous allons dans la suite situer ces équations parmi la classe plus générale 

des équations héréditaires. 

2~ CLASSIFICATIONS DES SYSTÈMES HÉRÉDITAIRES 

La terminologie employée dans la littérature sur le sujet est souvent variable ou 

imprécise : on utilise les termes d'équations héréditaires, d'équations différentielles 

fonctionnelles ou d'équations à retards pour désigner indifféremment une même classe 

d'équations. Nous proposons dans ce paragraphe une classification des équations 

héréditaires. 

2.1. Définition 

Une équation héréditaire est une relation entre une fonction vectorielle et ses dérivées 

pour des valeurs présentes et passées de son argument (ici, le temps). 

Si on désigne par x cette fonction à valeur dans Rn, alors cette relation de dépendance est 

représentée mathématiquement par l'équation héréditaire générale 

(EHG) G(t, t', x(t), x(t), x(t'), x(t')) = 0, avec t' < t. (1.11) 

Dans cette égalité, G est une fonctionnelle puisque x(t') dénote en fait la fonction x 

définie pour des valeurs t' < t. On suppose dans la suite que 1' équation ( 1.11) peut être 

mise sous la forme normale 

(EH) x(t) = F(t, t', x(t), x(t'), x(t')), avec t'< t. (1.12) 
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2.2. Notion de type d'une équation héréditaire 

Fondamentalement G peut dépendre de trois façons différentes de x(t) et de x( t') : 

- Le premier cas est celui où (EH) s'écrit sous la forme 

(ERR) x(t) = F1 {t, t', x(t), x( t')), avec t' < t, (1.13) 

c'est à dire que G dans (ERG) dépend implicitement de x(t) et est indépendante de x( t'). 

On dit alors que l'équation héréditaire (ERG) est de type retardé. 

- Le second cas est celui où la fonctionnelle F dépend implicitement de x(t'). On peut 

alors récrire (EH) sous la forme 

(EHN) x(t) = F2(t; t', x(t), x(t'), x(t')), avec t' < t. (1.14) 

On dit alors que (ERG) est de type neutre. 

- Le troisième et dernier cas correspond au fait que la fonctionnelle G est indépendante de 

x(t). On dit alors que (EHG) est de type avancé. 

E:n régie général, lorsqu'on inverse le sens du temps (transformation t ~ -t) un système 

de type retardé se transforme en un système de type avancé et réciproquement. Les 

systèmes de type neutre conservant le même type dans cette transformation sont dits 

bilatéraux. Par exemple, le système 

x(t) = x(t- 1) + x(t- 2) (1.15) 

est de type neutre bilatéral, contrairement à l'équation 

x(t) = x(t- 1) + x(t- 2). (1.16) 

En pratique, les systèmes rencontrés sont dans la majorité des cas de type retardé, parfois 

de type neutre et très exceptionnellement de type avancé. 

2.3. Système à retards infinis ou bornés 

Dans la plupart des cas réellement rencontrés, seule une partie récente du passé exerce 

une influence sur le comportement du système. On parle alors d'équations à retards 

bornés s'il existe un nombre réel 't > 0 tel que t'dans l'équation (EHG) appartienne à 

l'intervalle [t - 't, t]. On les désigne plus souvent comme étant des équations 

différentielles fonctionnelles [Hale (1977)] (d'autres auteurs n'utilisent pas cette 

convention et emploient indifféremment les deux expressions équation différentielle 

fonctionnelle ou équation héréditaire). Les équations différentielles fonctionnelles de type 

retardé ont pour forme générale : 

(EFR) (1.17) 
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où xt (notation de Shimanov (1960)) représente l'application associée à la fonction x et à 

l'instant t par xt(s) = x(t + s}, pour touts appartenant à l'intervalle [-t, 0]. 

Dans le cas contraire, on dit que le système est à retard infini. 

2.4. Système à retards localisés ou distribués 

Un système à retards localisés est un système héréditaire où les instants t' dans la loi 

d'évolution (EHG) sont en nombre fmi. On les appelle également équations à arguments 

déviés. Les termes 'ti = t - t' sont appelés retards du système et peuvent être fonctions du 

temps, de la fonction x et/ou de ses dérivées. Notons que les équations à retards font 

partie de cette classe puisque leurs ~tards sont constants ou fonction du temps. 

Dans le cas contraire, on parle de système à retards distribués. C'est le cas par exemple 

des équations intégro-différentielles. 

2.5. Exemples 

Pour illustrer cette classification, considérons les exemples suivants : 
. t 

(i) x(t) = x( 2 ), t 2: to 2: 0 (1.18) 

(ii) x(t) = r x(t) [ 1 - x(t ~ 't) J (équation logistique retardée [Gopalsamy (1992)]) (1.19) 

t 

(iii) X(t) = J (t - S)ID X(S) dS (1.20) 
0 

t 

(iv) x(t) =- J a(t- s)g(x(s))ds, 't > 0 (réacteur nucléaire à combustible circulant, 
t- 't 

[Ergen (1954)]) 

(v) x(t) + x(t- 1) = x(t- 2)- 2x(t), 

(vi) x(t- 1) = k(t)x(t)- k(t- l)x(t- 1) 

(ralentissement des neutrons dans un réacteur nucléaire [Slater et Wilf (1960)]). 

(1.21) 

(1.22) 

(1.23) 

Les équations (i)-(iv) sont de type retardé, (v) est de type neutre, et (vi) de type avancé. 

(i) et (ii) sont à retards localisés alors que (iii) et (iv) sont à retards distribués. Enfm, (i) et 

(iii) sont à retards infinis tandis que (ii) et (iv) sont à retards bornés. 
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3. PROBLÈME DE CAUCHY POUR LES ÉQUATIONS À RETARDS 

3.1. Problème de la valeur initiale 

Le problème de la valeur initiale pour l'équation (1.1) que l'on rappelle ici: 

x(t) = f(t, x(t), x(t- 'tt (t)), ... ' x(t- 'tm(t)) ; t ~ to. (1.24) 

avec 0 ~ 'tï(t) ~ t, se fonnule de la manière suivante. 

Soit une fonction arbitraire cp définie sur l'intervalle [- t, 0] à valeur dans JR.n. Une 

fonction x définie sur un intervalle [to-t, to + b[, où b est un nombre réel strictement 

positif, fini ou infmi, telle que : 

(i) Xto =cp, 

(ü) x est continue sur l'intervalle [to, to + b[, et 

(ill) x vérifie l'équation (1.24) pour tout t dans [to, to + b[ (où x(to), par 

extension, désigne la dérivée à droite de x en to). 

est appelée solution de l'équation (1.24) avec la condition initiale cp à l'instant to. 

On dira que la solution x est unique si c'est la seule solution de (1.24) pour la condition 

initiale cp. 

Remarque : Contrairement aux cas des systèmes non retardés, il n'est pas exclus que 

deux trajectoires distinctes de (1.24) coïncident au bout d'un certain laps de temps. Pour 

illustrer ce point, il nous suffit de considérer l'équation 

x(t) =-a x(t -1) [1- x2(t)] 

qui admet la solution constante x(t) = 1. Mais pour toute condition initiale cp définie et 

continue sur l'intervalle [-t, 0] et telles que cp(O) = 1, alors on a x1 = 1, 'V t;;:: t, où ici 1 

est la fonction constante de C de valeur 1. 

Dans la suite, les fonctions initiales cp seront choisies continues, on imposera de plus la 

condition x(to + 0) = cp(O). C'est à dire que x est continue sur l'intervalle [to-t, to + b[. 

Ces restrictions ne sont pas contraignantes pour une étude générale de la stabilité des 

solutions de (1.24). En effet, si cp est discontinue en 8 = 0, il suffit de considérer la 

solution ayant comme condition initiale, à l'instant initial to + t, la fonction Xto+t• qui, 

elle, est continue. 
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3.2. La méthode de résolution pas-à-pas 

Un moyen simple de résoudre l'équation différentielle 

{ 
x(t) = f(t, x(t), x(t- 't)) 

Xt0 = cp 
(1.25) 

où cp est un élément de C, est de se ramener à la résolution d'une équation différentielle 

ordinaire. Pour cela, pour t appartenant au segment[!(), to+ 't], on remplace x(t- 't) dans 

(1.25) par cp(t- to- 't), ce qui réduit le problème précédent à la détermination de la 

solution de l'équation différentielle ordinaire 

{ 
x(t) = f(t, x(t), cp(t- to - 't)) 

x(to) = cp(O) 
(1.26) 

La solution x(t) étant définie sur 1 'intervalle [to, to+ 't], ce processus peut être réitéré pour 

les intervalles [to+ 't, !()+ 2-t], [to+ 2-t, to+ 3-t], et ainsi de suite jusqu'à définir 

complètement la solution x(t). Cette technique de résolution est connue sous le nom de 

méthode "pas-à-pas" ou méthode des pas. 

Remarque: la méthode pas-à-pas s'applique encore pour les systèmes à retards variant 

avec le temps à la condition qu'il existe un nombre réel ô strictement positif minorant 

chacun des retards, i.e. 

Elles s'étend également aux cas des équations du type (1.17) lorsque la fonctionnelle 

F(t, Xt) ne dépend que de x(t) et de x(t + s) pour se [-t, e], où e <O. 

Pour illustrer cette technique, on considère le système 

x(t) =- x(t- 1), pour t ~ 0, (1.27) 

muni de la condition initiale x(t) = 1 pour te [-1, 0]. Dans ce cas particulier, la solution 

pour tout t positif est donnée par la formule 

n+l (-1)Ï . . 
x(t)=L -.1-(t-(t-1))1, 

i=O 1. 
(1.28) 

où n est la partie entière de t 
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1 
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0.6 

0.4 

0.2 

-1 

-0.2 

-0.4 

Figure 1.3. Graphe de la solution de (1.27) 

Cet exemple permet d'illustrer quelques propriétés spécifiques aux systèmes à retards. 

* A la différence des équations différentielles ordinaires, la solution générique du 

système (1.25) n'est pas de classe coo, même pour des fonctions f et <p analytiques. On 

remarque plus précisément qu'au point t = to + (k- 1) 't la dérivée d'ordre k de la 

solution de (1.25) présente une discontinuité de première espèce (ceci pour toute fonction 

initiale <p ne vérifiant pas l'égalité (p(O) = f[to, <p(O), <p(- 't)]), mais par contre les dérivées 

d'ordres inférieurs sont continues en ce point. Ainsi, la solution x(t) est de plus en plus 

régulière selon les valeurs croissantes de t 

0.4 

0.2 

-1 

-0.2 

-0.4 

-0.6 

-0.8 

-1 

Figure 1.4. Graphe de la dérivée première de la solution de (1.27) 
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Figure 1.5. Graphe de la dérivée seconde de la solution de (1.27) 

*Dans certains problèmes de commande, il est nécessaire de déduire l'état initial de 

1' état courant : si ce problème, appelé prolongement à gauche de la solution, ne pose pas 

de difficultés sérieuses pour les systèmes différentiels ordinaires, il n'en est pas de même 

pour les systèmes à retards. Par exemple, le système (1.27) muni de la condition initiale 

x(t) = cp(t) pour te [-1, 0] peut être récrit sous la forme 

x(t) =- x(t + 1). (1.29) 

Ainsi, sur [-2, -1] on a x(t) =- (p(t + 1), sur [-3, -2] x(t) = {j)(t + 2), et ainsi de suite. 

On voit donc que l'existence de solutions à gauche de l'instant initial est soumise à des 

conditions sévères : ici, la fonction cp doit au moins être de classe ct, et vérifier la 

condition cp(-1) =- {p(O-). 

De plus ce problème est mal posé au sens de Hadamard [Hadamard (1932)] : si la 

fonction initiale cp(t) n'est connue qu'à une certaine précision, c'est-à-dire, on connaît 

cpc(t) = q>(t) + ô(t), ainsi qu'une estimation ôo (Il ô(t) IlS Ôo) de l'erreur, alors, ces 

hypothèses ne nous permettent pas de déterminer x(t) à gauche de l'instant initial à 

quelque degré de précision que ce soit. Dans notre exemple, pour ô(t) = ôo sin wt, on a 

x(t) =- <j)c(t + 1) =- {p(t + 1)- ôo w cos ro(t + 1), et l'erreur Il x(t) + {p(t + 1) Il est une 

fonction non bornée de la fréquence w. 

3.3. Existence et unicité des solutions 

3.3.1. Application de la méthode pas-à-pas 

Lorsqu'elle s'applique, la méthode pas-à-pas fournit une réponse simple au problème de 

Cauchy. En effet, l'équation à retards (1.24) ne possède des solutions que si l'équation 

différentielle ordinaire associée 
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X(t) = f(t, X(t), U} (t), ... , Um(t)) (1.30) 

(où Uj{t) = x(t- 'tj{t)), ces valeurs de x étant supposées connues), admet des solutions. 

De même, l'unicité des solutions de (1.30) implique celle des solutions de (1.24). Les 

critères classiques d'existence et d'unicité de la solution d'un système ordinaire 

(théorèmes de Cauchy-Peano-Arzela et de Cauchy-Lipschitz) permettent donc d'énoncer 

le résultat suivant 

Théorème 3.1. [El'sgol'ts et Norkin (1973)] : Soit l'équation différentielle à retards 

(1.24). On suppose que les retards 'tï(t) sont des fonctions continues, strictement 

positives du temps. 

Si la fonction fest continue par rapport à toutes ses variables alors, pour toute condition 

initiale q> élément de C, il existe une solution passant par q> à l'instant to. Si de plus fest 

localement lipschitzienne par rapport à la seconde variable, alors la solution est unique. 

3.3.2. Application du théorème du point fixe 

Si, dans l'équation (1.24), un des retards s'annule, alors le théorème précédent ne 

s'applique pas. Une nouvelle condition suffisante d'existence et d'unicité des solutions 

peut être établie en utilisant, comme pour les systèmes sans retard, la notion d'application 

contractante et un théorème du point fixe (ici, celui de Schauder). Par raison de 

commodité, on utilise l'écriture des systèmes sous la forme fonctionnelle (1.17). Ainsi, 

par exemple, le système (1.24) se récrit sous la forme 

(1.31) 

où, pour tout cp dans C, la fonctionnelle F est définie par : 

F(t, q>) = f(t, q>(O), q>(--'tt(t)), ... , q>(--'tm(t))). 

Théorème 3.2. [Driver (1977)], [Hale (1977)] : Si F(t, <!>)dans (1.31) est continue en 

(t, <!>)sur R xC, alors pour tout (to, q>) dans R xC, il existe une solution de (1.31) 

admettant la valeur initiale q> à t = to. Si de plus F est localement lipschtzienne en <1> sur 

R x C, alors la solution est unique et elle dépend continûment de la fonctionnelle F, de 

l'instant initial to et de la valeur initiale q>. 

Remarques : 
(i) La fonctionnelle F est localement lipschtzienne en <1> sur R x C si, pour tout point 

(t, q>), il existe un voisinage V de ce point dans R xC et un nombre k strictement positif 

tels que, pour tous (t, <Pt) et (t, <P2) dans V, on ait: 
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1 F(t, <PI) - F(t, <!>2) 1 S k Il <Pl - <1>2 Il, 

où 1 • 1 est une norme quelconque de RD et Il • Il est la norme sur C définie par 

Il cp Il= sup {1 q>(8) 1; 8 e [--t, 0]}. 

(ii) Dans le cas de l'équation (1.24), cette condition peut également s'énoncer "fest 

localement lipschitzienne relativement à toutes ses variables excepté la première". 

(iii) Une autre condition d'existence et d'unicité des solutions, donnée par Hale (1977), 

est que F soit continue, et transforme tout sous-ensemble borné de R x C en un nouveau 

sous-ensemble borné de RD. 

(iv) Une condition suffisante [Kolmanovskii et Myshkis (1992)] d'existence globale de la 

solution, c'est-à-dire assurant que la solution x(t) est définie sur l'intervalle [to- 't, +co[, 

est que F vérifie en plus de la condition locale de Lipschitz une condition de type 

Nagumo: 

1 F(t, cj>) 1 S cl>(t, Il cj> Il), 'v' (t, cj>) E [to, oo[ X C, 

où ct>: [to, oo[ x lE4 ~ ]0, oo[ est une fonction continue, croissante en t, et telle que 

- ds J = oo, tost:$; oo. 
o ct>(t, s) 

Cette propriété est vérifiée dans le cas particulier où il existe deux fonctions A et B 

défmies et continues pour t ~ to telle que 

1 F(t, cj>) 1 S A(t) llcj> Il+ B(t), 'v'(t, cj>) e [to, oo[ xC. 
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4. NOTIONS DE STABILITÉ POUR LES SYSTÈMES À RETARDS 

La continuité par rapport aux conditions initiales est une propriété importante pour un 

système, elle signifie que le système est résistant vis-à-vis de faibles perturbations pour 

un intervalle de temps donné. Cette notion est cependant insuffisante, le système pouvant 

présenter différents types de comportements. L'un d'entre eux est le comportement 

chaotique : les solutions de ce type de système, calculées pour des conditions initiales 

distinctes mais arbitrairement voisines l'une de l'autre, sont très proches l'une de l'autre 

sur un intervalle de temps donné, mais à plus longue échéance les solutions s'éloignent et 

semblent complètement indépendantes, leurs comportements apparaissent alors comme 

étant aléatoires. C'est l'exemple-typç d'un système complètement imprédictible, puisque 

dans la réalité, on ne peut reproduire exactement les mêmes conditions d'une expérience à 

une autre. Pour remédier à ce problème, la notion de stabilité a été introduite. Elle 

concerne la sensibilité d'une solution vis-à-vis de sa condition initiale. Les définitions 

classiques des diverses notions de stabilité pour les équations différentielles ordinaires 

s'étendent aisément dans le cadre des systèmes à retards. 

4.1. Cas des solutions stationnaires 

Les premières études sur la stabilité sont issues du domaine de la mécanique, elles 

portaient essentiellement sur deux types de solutions particulières : les solutions 

stationnaires (citons par exemple le théorème classique de Lagrange-Dirichlet pour 

analyser la stabilité d'un point d'équilibre en mécanique du solide), ou les solutions 

périodiques (les travaux de Poincaré et de Lyapunov sur l'étude de la stabilité d'une 

orbite en mécanique céleste restent une référence dans ce domaine). 

L'objet de cette partie est de définir, pour un système à retards, les notions d'état 

d'équilibre, de point d'équilibre ainsi que les différents concepts de stabilité associés. 

Dans les définitions qui suivent, on utilise les notations suivantes : 

x(t; to. cp) est la valeur prise à l'instant t par la solution de (1.31) (ou de (1.24)) dont l'état 

Xt passe par la valeur initiale cp à 1' instant to. et on note Xt( to. q>) son état à 1' instant t. 

Comme précédemment, Il . Il désigne la norme sur C défmie par 

Il <1> Il= sup {1 <j>(8) 1; 8 e [-'t, 0]}, 

et B( cp, ô) est l'ensemble des fonctions <1> de C vérifiant Il <1> - q> Il < ô. 
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4.1.1. Notions d'état d'équilibre et de point d'équilibre 

<pe, élément de C, est un état d'équilibre de (1.31) si, pour tout to dans R, la solution 

x(t; to, <pe) existe, et est donnée par: 

'V t ~ to, Xt(to, <i>e) = <i>e · (1.32) 

On voit que si <i>e est un état d'équilibre du système (1.31), alors, pour tout t ~ to et tout 

T~O, on a: 
Xt+T (to, <i>e) = Xt(to, <i>e), 

c'est-à-dire Xt(to, <i>e) (ou encore <i>e) est une fonction constante: il existe un point Xe de 

R0 tel que 

'V e e [-t, O], <i>e(9) =Xe· (1.33) 

Par défmition, Xe est un point d'équilibre du système (1.31). 

Proposition 4.1 : <i>e e C est un état d'équilibre du système (1.31) si, et seulement si, 

les trois conditions suivantes sont vérifiées : 

(i) 'V to e IR., pour la condition initiale <i>e à l'instant initial to, le système (1.31) admet une 

solution unique définie sur l'intervalle [to- 't, +co[, 

(ii) 'V te R, F(t, <i>e) = 0, (1.34) 

(iii) <i>e est une fonction constante de C. 

Démonstration : 

Condition nécessaire : Si <i>e est un état d'équilibre, alors les propriétés (i), (ii) et (iii) 

dérivent directement de la définition (1.32). 

Condition suffisante : Si les propriétés (ii) et (iii) sont vérifiées, alors il existe un vecteur 

xe de R0 vérifiant (1.33), et la condition (ii) implique alors que la fonction constante 

x(t) = x(t; to, <pe) = Xe vérifie 

x(t) = o = F(t, Xt), r~ t ~ to, r~ to e R 

Donc, x(t; to, <i>e) =Xe est une solution de (1.31) passant par <i>e à to, cette solution est 

unique d'après la condition (i). La relation (1.32) est donc vérifiée : <i>e est un état 

d'équilibre de (1.31). 

Remarque : dans le cas d'une équation de la forme (1.24), la condition (1.34) s'écrit 

'V te R, f(t, Xe, ... , Xe) = O. (1.35) 

4.1.2. Stabilité d'une solution stationnaire 

Le comportement d'une solution d'un système peut dépendre de l'instant initial choisi, 

ainsi un équilibre peut être instable pour un instant initial donné et stable pour un autre. 

On retrouve ce fait dans la littérature : certains défmissent la stabilité correspondant à un 
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instant initial donné ([Kolmanovskü & Mishkys (1992)] , [Kolmanovskii & Nosov 

(1986)], [El'sgol'ts & Norkin (1973)], [Driver (1977)], [Krasovskii (1963)]) alors que 

d'autres la définissent pour tous les instants initiaux possibles ([Hale (1977)], 

[Yoshizawa (1966)], [Burton & Hatvani (1990)], [Wang (1992)]). Dans ce qui suit, 

nous nous proposons d'étendre aux cas des systèmes à retards les définitions de la 

stabilité et de l'attractivité donnée par Grujié (voir par exemple [Grujié (1975)] ou 

[Perruquetti (1994)]). Dans ces définitions, 'li est un ensemble connexe d'instants 

initiaux to. 'li peut par exemple être un intervalle de R, ou lR tout entier. 

Soit fPe un état d'équilibre de (1.31) de valeur Xe. la solution x(t; to. fPe) (ou l'état fPe) de 

(1.31) est dite: 

(i) stable par rappon à to (au sens de Lyapunov) si, pour tout réel e > 0, il existe un réel 

ô> 0 dépendant de to. de e et de Xe tel que l'inégalité 1 x(t; to. <p')- Xe 1 s; e soit vérifiée 

pour toute condition initiale <p' dans B(<pe. ô), et pour tout instant t ~ to. 

(ü) stable par rappon à 'li si elle est stable par rapport à tout to e 'lj. 

(iii) stable si elle est stable par rapport à R 

(iv) Dans les cas contraires à (i), (ii), (iii), la solution x(t; to. <p) est respectivement dite 

instable par rappon à to, instable par rappon à 'li , instable. 

(v) uniformément stable par rappon à 'li si, pour tout réel e > 0 et tout to e 'lj, il existe un 

réel ô> 0 dépendant uniquement de e et de Xe tel que 1 x(t; to. <p')- Xe 1 s; e soit vérifiée 

pour toute condition initiale <p' dans B( <pe. ô), et pour tout instant t ~ to. 

(vi) uniformément stable si elle est uniformément stable par rapport à R 

(vii) attractive par rappon à to s'il existe un réel A> 0 tel que, pour toute condition initiale 

<p' dans B( <pe. A), on ait 

lim x(t; to. <p') =Xe· (1.36) 
t~-

(viii) attractive par rappon à '1j si elle est attractive par rapport à tout to e 'lj. 

(ix) attractive si elle est attractive par rapport à R 

(x) uniformément attractive par rapport à 'li s'il existe un A> 0 tel que, à tout y> 0, on 

puisse associer un T > 0 tel que l'inégalité 1 x(t; to. <p')- Xe 1 s; y soit vérifiée pour tout 

to e 'lj, tout instant t ~ to + T, et pour toute condition initiale <p' dans B(<pe. A). 

(xi) asymptotiquement stable (respectivement par rapport à to. ou 'li) si elle est à la fois 

stable et attractive (resp. par rapport à to. ou 'Ji). 
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(xii) uniformément asymptotiquement stable (resp. par rapport à 'Ji) si elle est 

uniformément stable (resp. par rapport à 'li) et uniformément attractive (resp. par rapport 

à 'Ji). 
(xiii) exponentiellement stable par rapport à to s'il existe trois constantes a., f3 et J.l 

strictement positives telles que pour tout cp' dans B(cpe. J.L) l'inégalité 

1 x(t; to. cp')- Xe 1 ~a. Il cp'- <i>e Il exp [-f3(t- to)] (1.37) 

soit vérifiée pour tout t ~ to. 

(xiv) exponentiellement stable (resp. par rapport à 'li) si elle est exponentiellement stable 

pour tout to dans R (resp. pour tout to dans 'li). 

(xv) uniformément exponentiëllement stable (par rapport à 'ID si elle est 

exponentiellement stable (par rapport à 'li) et si dans (1.37) les réels a., f3 et J.L sont 

indépendants de to. 

4.2. Stabilité d'une solution générale 

L'étude de la stabilité d'une solution quelconque x(t; to. cp) peut se ramener à l'étude de la 

stabilité de la solution nulle d'un autre système, il suffit pour cela de considérer l'équation 

aux écarts entre la trajectoire nominale et la trajectoire perturbée. En effet, si on effectue le 

changement de variable x(t) = x(t; to. cp) + y(t), avec comme condition initiale 

<p' = <p + \jf, alors y est solution du problème 

y(t) = F(t, Xt(to, <p) + Yt)- F(t, Xt(to, <p)) ~ F'(t, Yt) (avec F'(t, 0) = 0), 

Yto ='l'· 

Définition: La solution x(t; to, <p) est dite stable (au sens de Lyapunov) par rapport à 'li 
si pour tout to e 'li et pour tout réel E > 0 il existe un réel 8 > 0, dépendant de to et de E, 

tel que l'inégalité 1 x(t; to, <p')- x(t; to, <p) 1 ~ E soit vérifiée pour toute condition initiale 

cp' dans B(cp, 8), et pour tout instant t ~ to, ou encore, si la solution nulle du système 

y(t) = F'(t, Yt) 

défmi ci-dessus est stable par rapport à 'li. 

Le concept de stabilité par rapport à to est illustré par le schéma suivant : 
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t 

Figure 1.6. Illustration du concept de stabilité 

Dans la suite de ce mémoire, nous nous restreindrons donc à l'étude de la stabilité de la 

solution nulle d'un système à retards, c'est à dire que nous supposerons, sauf 

évidemment indication du contraire, que le système admet la fonction x = 0 comme 

solution, et donc que f(t, 0, ... , 0) = 0 (ou encore F(t, 0) = 0), et qu'il vérifie des 

conditions d'existence et d'unicité des solutions. 

On a vu dans le paragraphe précédent que la propriété de stabilité dépend de l'instant 

initial, mais cette influence de to peut être nuancée si la solution dépend continûment des 

conditions initiales : 

Théorème 4.1. [Driver (1977)] : Supposons que le système (1.31) vérifie des 

conditions d'existence, d'unicité, et de continuité des solutions vis-à-vis des données 

initiales pour tout to appartenant à un intervalle [a,~] (avec éventuellement~= +oo), 

alors si la solution nulle est stable par rapport à un instant t1 e [a, J3], elle est stable par 

rapport à l'intervalle [a, ti]. 

Remarque : il peut exister un instant t2 > t1 par rapport auquel la solution nulle est 

instable comme le montre 1' exemple suivant 

Exemple : ([Zverkin (1959)], [Kolmanovskii & Nosov (1986)]) 

Soit l'équation 

x (t) = b(t) x(t- 3; ), (1.38) 
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où la fonction b(t) est défmie par 

0 pour t S 3; 

b(t) = b(t) t 321t s t s 37t =- cos pour 

b(t) = 1 pour t ~ 37t. 

La solution passant à to = 0 par toute fonction <p définie et continue sur [- 3;. 0] est 

donnée par les relations 

x(t, 0, <p) = <p(O) 

et 

0 31t pour t e [ , 2 1, 

x(t, 0, <p) = -<p(O) sint pour t ~ 3;. 

On ·a donc 1 x(t, 0, <p) 1 :51 <p(O) 1 pour t ~O. La solution nulle de (1.38) est donc stable par 

rapport à to =O. 

Considérons à présent un instant t1 ~ 37t, et soit <pt la fonction défmie par 

<pt(8) =ô exp[À(ti + 8)] pour 8 e [- 3;. 0], 

où À est la racine réelle positive de l'équation 

y= exp[- 3~Y ]. 

On vérifie alors aisément que x(t; t1, <pt)= ô exp[À(t- tt)] pour t ~ t1- ~1t, et donc que 

la solution nulle est instable par rapport à tout instant ti ~ 37t. 

C'est une différence majeure avec les systèmes non retardés puisque, dans les conditions 

précédentes, la solution nulle d'une équation différentielle ordinaire est stable par rapport 

à l'intervalle [a, (3]. Ceci a amené Hahn à définir la propriété de stabilité pour une 

solution générale de (1.31) par: 

Définition [Hahn (1963)] : La solution x(t; to. <p) du système (1.31) est dite stable (au 

sens de Hahn) si pour toutE> 0 et tout t1 ~ to il existe un réel ô> 0 dépendant de E, t1 et 

to tel que l'inégalité 

1 x(t; t~o <p')- x(t; to. <p) 1 < E 

soit vérifiée pour tout t ~ t1 et toute fonction <p' vérifiant 

Cette notion de stabilité de Hahn est illustrée par la figure suivante : 
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"-L...~r-- ~-- x(t; t 1, cp') 

t - 't 0 

Figure 1.7.1llustration du concept de stabilité au sens de Hahn 

x(t; t0 , cp) 

t 

Il est à noter que la stabilité au sens de Hahn est équivalente à la notion de stabilité par 

rapport à l'intervalle [to, oo[ introduite precedemment 

Remarques : 

(i) La stabilité dépend en général de la valeur des retards ; lorsqu'au contraire une solution 

est stable pour des retards quelconques, on parle alors de stabilité i.o.d. (abréviation de 

l'anglais "independent of delay"). Lorsque le système est à retards commensurables, une 

solution est dite stable i.o.d. si elle est stable pour toutes les valeurs positives du retard de 

base 't. 

(ii) La stabilité asymptotique uniforme est équivalente à la stabilité asymptotique pour les 

systèmes autonomes ou pour les systèmes à coefficients périodiques [Hale (1977)]. 

(iii) La propriété de stabilité asymptotique n'est pas une condition sine qua non de bon 

fonctionnement pour un processus ; en effet, on peut, dans certains cas, autoriser des 

oscillations d'amplitudes suffisamment faibles. Ceci a conduit à définir de nouveaux 

types de stabilité comme par exemple la stabilité pratique ([Lasalle & Lefschetz (1961)], 

[Grujié (1973)], ou la stabilité sur un intervalle de temps fini ([Kamenkov (1953)], 

[Chetaev (1955)]). 

4.3. Domaines de stabilité pour les systèmes à retards 

Une autre lacune dans la définition de la stabilité est la suivante: dans la définition (i) de 

la stabilité, l'ordre de grandeur de ô n'apparaît pas; il peut être de l'ordre de 1Q-l, 10-3 

ou 1Q-lO, cela ne change rien à la stabilité de la solution, mais en pratique cet ordre 

présente une grande importance car il indique la taille des perturbations admissibles. C'est 

dans cet esprit que Grujié (1975) a associé à chacune des notions de stabilité un domaine 

de stabilité. Les notions de stabilité et d'attractivité étant mutuellement indépendantes, ces 
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définitions ont naturellement complété et précisé la notion de domaine d'attraction 

introduite par Hahn (1963) et Zubov (1961). Les définitions proposées ci-dessous 

permettent 1' extension des principales notions de domaines de stabilité aux cas des 

systèmes à retards. 

a) 1Js(to) est le domaine de stabilité par rapport à to de la solution nulle x= 0 de (1.31) si: 

(i) pour toute> 0, 1Js(to, t), le sous-ensemble de C défini par: 

1Js(to, e) = {<p e C: V' t ~ to. Il x(t; to, <p) Il< e}, 

est un voisinage (dans C muni de la norme uniforme Il . Il) de 1 'état <p = 0, et 

(ü) 1Js(to) = U !Ds(to, t). 
E>Ü 

Si 1J8(to) = C, la solution x= 0 de (1.31) est dite globalement stable par rapport à t0. 

b) Le sous-ensemble !Da(to) de C défmi par: 

!Da(to) = {<p e C: lim x(t; to, <p) = 0} 

est appelé domaine d'attraction par rapport à to de la solution nulle x= 0 de (1.31) si, et 

seulement si, c'est un voisinage de l'état <p =O. 

Si le domaine d'attraction est l'espace d'état tout entier, c'est-à-dire !Da(to) = C, la 

solution nulle x= 0 est alors dite globalement attractive par rapport à to. 

c) La solution nulle x= 0 du système (1.31) admet !Dsa(to) comme domaine de stabilité 

asymptotique par rapport à to si : 

1Jsa(to) = 1Js(to) n !Da(to). 

La solution nulle x= 0 est dite globalement asymptotiquement stable par rapport à to si 

elle est à la fois globalement stable et globalement attractive par rapport à to. c'est-à-dire, 

si et seulement si !Dsa(to) = C. 

d) Le sous-ensemble 1Je(a, p, to) de C défmi par: 

1Je(a,p, to) = { <p e C : V' t ~ to, Il x(t; to. <p) Il :5 a Il <p Il exp[p(t- to)]} 

est appelé domaine de stabilité exponentielle par rapport à (a., p, to) de la solution x = 0 

de (1.31) si et seulement si c'est un voisinage de l'état <p =O. 

S'il existe a~ 1 et p > 0 tel que le domaine !De(a.,p, to) soit confondu avec l'espace C 

tout entier, alors la solution nulle est dite globalement exponentiellement stable par 

rapport à to. 
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A chacune des différentes notions de stabilité et/ou d'attractivité par rapport à un intervalle 

d'instants initiaux 'li peut également être associé un domaine, par exemple 1Js{'Tï.) est le 

domaine de stabilité par rapport à 'li de la solution nulle de (1.31) si: 

(i) Pour tout to e l]j, la solution nulle de (1.31) possède un domaine de stabilité 1Js{to), 

(ii) n 1>s(to) est un voisinage de cp = 0, 
to E '1j 

(iii) 1>s('li) = n 1>s(to). 
toe'lj 

Les domaines de stabilité sont généralement très complexes à déterminer de façon exacte, 
•, 

aussi on se contente souvent d'en calculer une estimation. Cette notion est définie de la 

façon suivante : 

Le domaine V est une estimation du domaine de stabilité s'il est inclus dans ce domaine. 

Remarque: on n'impose pas dans cette définition la propriété d'invariance positive (voir 

chapitre 3, définition 2.1), mais cette dernière est souvent utilisée pour démontrer qu'un 

certain domaine est effectivement une estimation d'un domaine de stabilité. 

5. MÉTHODES DE RÉSOLUTION NUMÉRIQUE DES SYSTÈMES À RETARDS 

L'objet de cette partie est de présenter différentes méthodes d'analyse numérique pour les 

équations à retards. Pour en simplifier la présentation, seules seront considérées les 

équations à retard unique et constant. 

5.1. Application de la méthode pas-à-pas - méthode de Bellman 

On considère l'équation 

x(t) = f(t, x(t), x(t- 't)), t;::: to (1.39) 

munie de la condition initiale 

Xto =cp E C. (1.40) 

Soit X(i+l) la fonction défmie par 

X(i+1)(8) = x(to + 't (8 + i)), avec 0 s; 8 s; 1, et i = -1, 0, 1, 2, ... (1.41) 

La variable 8 correspond donc à un changement d'échelle de temps normalisant le retard à 

't = 1. 

Pour i = -1, on retrouve la condition initiale: X(Q)(8) = cp{'t (8- 1)) (avec 8 E [0, 1]). 
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Selon le principe de la méthode pas-à-pas, la fonction X(i+l) (pour i = 0, 1, ... ) est 

solution de l'équation différentielle ordinaire 

! X(i+l)(9) = 't f(to + 't (9 + i), X(i+1)(9), X(i)(9)), 0 :S 9 :S 1 (1.42) 

X(i+l)(Ü) = X(i)(l) 

Ce problème peut être résolu en utilisant n'importe quelle méthode numérique pour les 

équations différentielles ordinaires. Il y a cependant deux inconvénients majeurs à cette 

approche. Premièrement, les valeurs calculées de X(i) doivent être gardées en mémoire 

jusqu'à la fin du calcul de X(i+l)· Deuxièmement, il se peut que dans le calcul de X(i+l) on 

ait besoin d'une valeur de X(i) en un point que l'on n'a pas calculé, en effet les 

algorithmes les plus efficaces de t:ésolution numérique d'une équation différentielle 

ordinaire sont à pas variable. Dans un tel cas, la valeur désirée est obtenue par 

interpolation. On comprend alors que suivant la méthode d'interpolation, soit on 

augmente le temps de calcul, soit on diminue la précision des résultats. 

Pour remédier à ces inconvénients, Bellman (1961) a proposé la technique suivante : 

comme précédemment, X(l) est déterminé numériquement à partir du problème 

d de xo>(9) = t f(to + t 9, x<I>(9), cp(t (9- 1))), o::;; 9 ::;; 1 (1.43) 

X(l)(O) = cp(O) 

Puis les fonctions X(l) et X(2) sont déterminées simultanément en résolvant le système 

formé par les deux premières équations (1.42) avec i = 0 et i = 1 et avec pour conditions 

initiales X(l)(O) = cp(O), et X(2)(0) = X(l)(l) (où X(i)0) indique la valeur de X(i)(l) calculée à 

l'étape précédente). Ensuite, X(l), X(2) et X(3) sont calculées simultanément à partir des 

trois premières équations (1.42) avec comme valeurs initiales X(l)(O) = cp(O), X(2)(0) = 
X(l)(l), X(3)(0) = X(2)0). En procédant de cette façon la suite complète X(l), X(2), ... est 

obtenue. Cet algorithme est bien évidemment coûteux en temps de calcul, mais il permet 

de résoudre les problèmes présentant des discontinuités dans les conditions initiales, et de 

ce fait, il peut être employé pour initialiser une autre méthode plus efficace. 

5.2. Extensions des méthodes classiques à un pas 

Les méthodes de résolutions numériques pour les systèmes d'équations différentielles 

ordinaires sont classiquement regroupées en deux classes principales : les méthodes à un 

pas et les méthodes à pas multiples. Les méthodes à un pas sont caractérisées par le fait 

que pour déterminer la valeur d'une solution à une certaine étape n seule la valeur de cette 

solution à l'étape n - 1 est nécessitée : c'est à dire que l'équation aux différences 

approchant le système différentiel initial est d'ordre 1, alors que dans une méthode à r pas 

les valeurs déterminées de la solution aux étapes n- 1, ... , n- r interviennent dans le 
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calcul de la solution à l'étape n. L'ordre de l'équation aux différences approchant le 

système initial est donc égal à r. Pour les systèmes à retards, on voit que, si le pas de la 

méthode choisie différe de la valeur du retard, il ne peut exister de méthode à un pas. 

Cependant, les méthodes que nous citons dans les deux sections suivantes sont des 

extensions naturelles des méthodes classiques d'Euler et de Runge-Kutta, et nous avons 

choisi de garder cette appellation. 

5.2.1. Méthode d'Euler 

La méthode d'Euler est la plus simple de toutes les méthodes numériques. Elle a été 

généralisée pour les systèmes à retards par El'sgol'ts (1964 et 1966). 

Pour un pas constant h de la forme Q. = 't/m, où rn est un entier, la solution approchant x 

est générée par l'équation aux différences 

x(tn+I) = x(tn) + h f(tn, x(tn), x(t:n-m)) (1.44) 

X:(t0 ) = <p(nh), pour -rn $; n $; 0 

où tn = to + nh. 

Cette méthode est de faible précision :elle est d'ordre 1 sous certaines hypothèses surf. 

Une extension de cette méthode proposée par Feldstein (1964) permet de prendre en 

compte le cas de retards dépendants du temps. 

5.2.2. Méthode de Runge-Kutta 

Plusieurs auteurs ont proposé une extension de la méthode classique de Runge-Kutta. Par 

exemple, Birkhoff (1966) a réalisé une étude numérique d'un système à retard 

apparaissant dans l'étude des réacteurs nucléaires, Grafton (1972) a décrit un algorithme 

d'ordre 4 pour calculer les solutions périodiques d'une équation de Liénard retardée. 

Nous présentons ici une extension proposée par Virk (1985) qui dans le cas d'un système 

à un seul retard constant permet d'obtenir une solution approchée sans nécessiter 

d'interpolation. 

On suppose connue la solution x jusqu'à l'instant tet on désire une approximation de 

x(t+dt) en utilisant r points intermédiaires entre tet t +dt. 

On a alors 
r 

X:(t +dt) = x(t) + L COi ki(t) 
i=1 

où COj sont les poids et les ki sont définis par 

-pour t > to: 
~1 ~1 

ki(t) =dt f(t + qdt, x(t) + L aij kj(t), x(t- 't) + L bij kj(t- 't)), 
j=1 j=1 
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où CI = 0 et 0 ~ Ci ~ 1 pour i = 2, ... , r. 

- pour te [to -1:, to] 

kï(t) = {p(t).At 

- pour t < to - 't 

(1.47) 

(1.48) 

Les paramètres inconnus O>j, aij. bïj. et Ci sont déterminés en égalant les termes de degré 

inférieurs ou égaux à r dans les développements en série de Taylor de x(t +At) et de 

x(t +At). 

Remarques: 

- Le pas At sera choisi de la forme -!/rn où rn est un entier afin de ne nécessiter aucune 

interpolation. 

- On peut montrer que, pour tout i et tout j, aij = bïj et que ces coefficients ainsi que les Wï 

et Ci sont les mêmes que ceux utilisés dans la méthode classique de Runge-Kutta de 

même ordre. 

- Les simulations proposées dans ce mémoire ont été réalisées en appliquant cette 

méthode à l'ordre 3. 

5.3. Extensions des méthodes classiques à pas multiples 

La méthode d'Adams peut directement être appliquée aux systèmes à retards. L'idée de 

départ est d'approcher la solution en utilisant son développement en série de Taylor, i.e. 

. (At)0 

xk+l = x(tk + ~t) = x(tk) + ~t x(tk) + ... + 1 x(n)(tk), n. (1.49) 

mais, pour simplifier les calculs, les valeurs des dérivées de x(t) d'ordre supérieur à deux 

sont remplacées par des approximations. 

A l'ordre 1, on aboutit au schéma de calcul 

où tk = to + kL\t, At=~ (rn entier), xk = x(tk), qk =At i(tk) = f(tk, xk, xk-m). 

On retrouve la méthode d'Euler. 

A l'ordre 2, 3, 4 et 5, on obtient les formules suivantes: 

1 
xk+1 = xk + qk + 2 Aqk-1• 
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(1.52) 

(1.53) 

1 5 2 3 3 251 4 
xk+1 = xk + qk + 2 Aqk-1 + 12 A qk-2 + 8 A qk-3 + 720 A qk-4• (1.54) 

où APqk-1 = Ap-lqk- Ap-lqk-1· 

Ces formules sont applicables si la solution x est au moins n+ 1 fois dérivable, où n est 

l'ordre de la méthode. Ces méthodes ne peuvent donc s'appliquer que pour t > to + n't. 

Pour initialiser une de ces méthodes, on peut appliquer la méthode de Bellman, ou la 

méthode de Runge-Kutta de même ordre, ou encore utiliser les méthodes d'Adams 

d'ordres inférieurs en utilisant un pas plus fm. 

Une façon d'améliorer ces méthodes a été proposée par Zverkina (1967). Elle consiste à 

prendre en compte les discontinuités de la solution en appliquant la formule généralisée de 

Taylor (cf. El'sgol'ts (1973)). 

5.4. Développements en série des solutions 

Une méthode pour trouver une solution approchée d'un système linéaire à retards 

k 
x(t) = A x(t) + L Bi x(t - 'ti) (1.55) 

i=l 

x(t) = <p(t) pour te [- max {'ti}, 0[, 
l:S~ 

x(Q) = Xo E JRD 

consiste à obtenir un développement en série (de Taylor ou de polynômes orthogonaux) 

de la solution. Pour cela, on emploie un formalisme matriciel : le développement 

m-1 

x(t) = L Xi <l>i(t) (1.56) 
i=O 

est noté 

x(t) = XT ~(t) (1.57) 

où ~(t) = [cj)o(t), <!>t(t), ... , <Pm-t(t)]T est le vecteur composé des fonctions élémentaires 

jusqu'à l'ordre m-1, par exemple pour la série de Taylor ~(t) = [1, t, ... , tm-l]T, et 

X= [Xo, XJ, ... , Xm-tF est le vecteur généralisé des coefficients du développement de x 

tronqué à 1' ordre m-1. 
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On définit pour le développement choisi deux matrices opérationnelles. 

Pour a, réel quelconque, on définit la matrice opérationnelle d'intégration P(a) par 

[ (cf>(s) ds] =P(a)cl>(t), 
a m-1 

où [x(t)]nrl désigne le développement en série de x(t) tronqué à l'ordre m-1. 

Pour 't réel positif quelconque, la matrice opérationnelle de retard Dt est défmie par 

[ 4> (t - 't) lm-1 = D't cl>(t). 

A l'aide de ces deux opérateurs, on réduit l'équation intégrale 

t 

x(t) = xo+ J A X.(S) ds + 
0 

t k 

J L Bi x(s - 'tj) ds 
0 i=l 

(1.58) 

(1.59) 

(1.60) 

issue de (1.55) à un ensemble d'équations algébriques dont la résolution numérique est 

plus aisée. 

Dans le cas des systèmes linéaires non stationnaires, on définit une troisième matrice 

opérationnelle dite de produit donnant le développement tronqué à l'ordre m-1 du produit 

de deux séries elles-mêmes tronquées à l'ordre m-1 (se référer à [Lee & Chang (1987)] 

ou à [Razzaghi & Razzaghi (1989)]). 

CONCLUSION 

Comme les exemples donnés le montrent, les systèmes à retards ont une place importante 

dans de nombreux domaines comme l'automatique, l'électronique, la mécanique, 

l'économie, la biologie, pour ne citer que ceux-là. 

Cette partie montre également que bien qu'étant d'une nature différente -la dimension de 

l'espace d'état est infinie- certaines propriétés de base des systèmes à retards différent 

peu de celles des équations différentielles ordinaires. Cette similitude nous a permis de 

proposer des définitions originales de la stabilité, et pour la première fois, de définir les 

domaines de stabilité. Cependant, nous avons également pu constater que l'étude des 

dynamiques des systèmes à retards ne peut pas découler intuitivement de nos seules 

connaissances concernant les systèmes sans retard : citons pour mémoire l'exemple 

( 1.27) où un "simple" système scalaire, stationnaire, autonome présente des oscillations 

en régime transitoire. 

Dans les chapitres qui suivent, notre intérêt sera porté sur les méthodes d'analyse de la 

stabilité, que ce soit pour les systèmes linéaires (chapitre 2) ou les systèmes non linéaires 

(chapitre 3). 
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CHAPITRE 2: 

STABILITE DES SYSTEMES LINEAIRES A RETARDS 

INTRODUCTION 

Une première approche dans l'étude de tout processus consiste généralement à se donner 

un modèle le plus simple possible. Dans la très grande majorité des cas, ce modèle est 

linéaire et constitue une approximation au premier ordre de la réalité. On l'obtient 

généralement en négligeant tous les phénomènes purement non linéaires comme les 

saturations ou les hystérésis. Le système obtenu peut alors être étudié en utilisant le 

formalisme simple des matrices ou des fonctions de transfert. Lorsqu'un modèle plus 

complexe est disponible, une étude préliminaire, parfois bien suffisante, est faite en 

linéarisant le système au voisinage d'un point ou d'une trajectoire de fonctionnement 

Il existe de nombreuses méthodes d'étude de la stabilité des systèmes linéaires 

stationnaires, aucune d'entre elles n'est idéale au sens où elle donnerait des conditions de 

stabilité qui soient à la fois nécessaires et suffisantes et simples à mettre en oeuvre. 

Complétant le bilan présenté dans [Dambrine et Richard (1993a)], nous passons en revue 

un grand nombre de méthodes d'analyse de la stabilité rencontrées dans la littérature, et 

proposons de mettre en évidence les avantages et inconvénients de ces méthodes à l'aide 

d'un exemple traité par chacune d'entre elles. L'analyse des systèmes linéaires non 

stationnaires est en pratique aussi ardue que celle des systèmes non linéaires, comme le 

révélera en particulier 1' étude des systèmes à retards variables. Enfin, pour conclure ce 

chapitre, l'étude des systèmes à coefficients périodiques sera réalisée. 
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1. PROPRIÉTÉS DES SYSTÈMES LINÉAIRES À RETARDS 

L'équation générale d'un système linéaire commandé à retards s'écrit 

m m 
x (t) = A(t) x(t) + L Bï(t) x(t- 'tï(t)) + Co(t) u(t) + L Cï(t) u(t- 'tï(t)), (2.1) 

i=l i=l 

où x(t) et u(t) appartiennent respectivement à .IR0 et à RP, les matrices A, Bï, et Ci sont à 

éléments réels et de dimensions adaptées, et enfin les 1:. sont des fonctions du temps 
1 

continues (éventuellement par morceaux) vérifiant: 

i = 1, 2, ... , rn, (2.2) 

où 1: est une constante réelle positive ou nulle. On notera dans la suite x(t ; to, cp, u) la 

solution de (2.1) passant à to par Xto =cp pour une commande u(t). 

Le système (2.1) est dit stationnaire si les matrices A(t), Bï(t), et Cï(t) sont indépendantes 

du temps t, et si les retards 'tï(t) sont des fonctions constantes du temps. 

Le système homogène associé à (2.1) est le système défmi par l'équation vectorielle: 

m 

x (t) = A(t) x(t) + L Bï(t) x(t- 'tï(t)), (2.3) 
i = 1 

et sa solution est notée x(t; to, cp, 0) ~ x(t; to, cp). 

Les résultats du paragraphe 3.3 du chapitre 1 nous permettent d'énoncer la propriété 

suivante: 

Existence globale et unicité des solutions : Si les matrices A(t), Bï(t), et Cï(t) 

sont continues par rapport à la variable t, alors pour tout instant initial 

to e .IR, pour toute condition initiale cp e C, et pour toute commande admissible u (c'est

à-dire ici une fonction continue par morceaux définie sur l'intervalle [to- 't, +oo[ et à 

valeurs dans .IRP), le système (2.1) admet une solution unique définie sur l'intervalle 

[to- 1:, +oo[. De plus, cette solution dépend continûment de to et des fonctions cp et u. 

Cette propriété reste vraie si les matrices A(t), Bï(t), et Cï(t) sont supposées continues par 

morceaux. 

On peut définir de façon plus générale un système linéaire en exprimant qu'il vérifie la 

propriété suivante appelée principe de superposition. 
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Principe de superposition : 

x(t ; to, cp, u) est une fonction linéaire du vecteur [uT, cpT]T, c'est-à-dire, pour tous 

nombres réels a. et p, pour toutes commandes admissibles ut, u2, et pour toutes 

fonctions <pt , fP2 de C, on a : 

X(t; to, O. <pt+ P cp2, O. Ut+ P U2) =O. X(t; to, <pt, Ut)+ P X(t; lo, cp2, U2). (2.4) 

En particulier, la solution générale x(t; to, cp, u) du système (2.1) peut se décomposer en 

la somme de la solution du système homogène (x(t ; to. cp, 0)) et de la solution du 

système relaxé (x(t ; to, 0, u)), le premier terme étant alors une fonction linéaire en la 

condition initiale cp, tandis que le second est linéaire en la commande u. 

De ces propriétés, on peut déduire quelques résultats concernant la stabilité des solutions 

d'un système linéaire à retards. 

Application à la stabilité : 

1) La propriété suivante est due à Zverkin (1968) : le système (2.3) est stable si et 

seulement si, pour tout cp dans C, la solution x(t; to. cp) est bornée. 

Un corollaire immédiat de ce résultat est que l'attractivité et la stabilité asymptotique sont 

deux notions équivalentes pour un système linéaire. 

2) De même, on peut montrer [Halanay, (1966)] que les notions de stabilité asymptotique 

uniforme et de stabilité exponentielle sont confondues pour un système linéaire de type 

retardé. 

3) Si une solution x(t) d'un système linéaire est stable (resp. attractive) par rapport à un 

intervalle l]j, alors cette stabilité (resp. cette attractivité) de x(t) est globale, ce qui revient 

à dire que son domaine de stabilité 1Js(IJi) (resp. d'attractivité 1Ja(IJi)) est confondu avec 

l'espace C tout entier. 
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2. CAS DES SYSTÈMES LINÉAIRES STATIONNAIRES 

2.1. Equations et racines caractéristiques 

On considère dans cette section les systèmes linéaires stationnaires, c'est-à-dire, les 

systèmes décrits par une équation différentielle de la forme 
rn 

x(t)=Ax(t)+ L Bi x(t- 'tj), (2.5) 
i = 1 

où les matrices A et Bi ainsi que les retards 'ti sont des constantes. 

L'équation caractéristique du système (2.5) est obtenue lors de la recherche de solutions 

particulières de la forme x(t) = eÂt c, où Â est réel, etc est un vecteur de Rn. Elle est 

défmie par l'expression: 
rn 

p(s, 'tt. ... , 'tm) = dét [ s 1 - A- L Bi e-·qs ] = O. 
i = t 

(2.6) 

p{s, 'tt, ... , 'tm) est appelée lafonction caractéristique du système (2.5); c'est un quasi-

polynôme, c'est-à-dire un polynôme ens, e-'tts, .... , e-'tms. Elle peut encore s'écrire 
n-1 m' 

p{s, 'tt, ... ,'tm)= sn+ L L apq sP e-hqs, 
p=O q=O 

où les hi sont des combinaisons linéaires à coefficients entiers naturels des 'ti. 

(2.7) 

Les zéros de p{s, 'tt. ... ,'tm) sont les racines caractéristiques du système ; ces racines 

sont en général en nombre infini (voir figure (2.1)) sauf dans le cas de systèmes 

dégénérés pour lesquelles la fonction caractéristique est un polynôme en s. Par exemple, 

le système 

[ 

0 1 
x (t) = -0.5 0 

0 -0.5 

0 ] [0 1 0] 1 x(t) + 0 0 -1 x(t- 't) 
0 0 0 0 

admet pour fonction caractéristique le polynôme p(s, 't) = s(s2 + 1). 

60 lm 

40 

20 

Re 
-5 -4 -3 ;2 -1 

-20 

-40 

-60 

Fig. 2.1. - racines caractéristiques des+ e-s 
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Dans le cas de systèmes non dégénérés, les racines caractéristiques vérifient les propriétés 

suivantes: 

-Il n'existe qu'un nombre fini de racines caractéristiques situées dans un sous-ensemble 

compact du plan complexe. 

- Soit (Si)i ~1 la suite des racines caractéristiques ordonnées suivant la valeur croissante de 

leur module, c'est-à-dire 1 s1 1:::;; 1 s2 1 :::;; ••• :::;; 1 Sk-1 1 :::;; 1 Sk 1 :::;; ••• Alors, la suite 

(Re Si ) tend vers - oo quand i ~ + oo. 

- Un corollaire des deux propriétés précédentes est que, pour tout réel arbitraire ex, il 
n'existe qu'un nombre fini de racines caractéristiques Si telles que Re Si> ex. 

-La solution x(t; 0, cp) admet au voi~inage de t = +oo le développement en série 

x(t) = L Qi(t) esit + O(eClt). (2.8) 
i: Re si>a 

Dans cette expression, Qi(t) est un vecteur dont les composantes sont des polynômes en t 

de degré strictement inférieur à l'ordre de multiplicité de la racine Si de (2.6), et ex est un 

nombre réel arbitraire n'appartenant pas à l'ensemble des Si. Cette propriété a été 

démontrée par Bellman et Cooke (1966) en utilisant la transformation de Laplace, on peut 

aussi consulter à ce sujet [El'sgol'ts et Norkin (1973)]. 

De cette dernière propriété, on peut déduire le résultat suivant : 

Théorème 2.1. : La solution nulle du système (2.5) est asymptotiquement stable si, et 

seulement si, toutes ses racines caractéristiques sont à partie réelle strictement négative, 

instable s'il existe au moins une racine caractéristique à partie réelle positive. Enfin, s'il 

existe une ou plusieurs racines caractéristiques imaginaires pures (si= jCOï., j2 = -1), le 

système est stable si l'ordre de multiplicité de chacune de ces racines est égal à la 

dimension de l'espace propre de la matrice [A-L Bi e-jtiroi] associé à la valeur propre 
i 

Cet énoncé bien qu'identique à celui des systèmes linéaires non retardés, n'est pas suivi 

d'un critère simple du type Routh-Hurwitz donnant des conditions nécessaires et 

suffisantes de stabilité asymptotique. Dans la suite de ce chapitre, nous proposons une 

sélection de méthodes d'analyse de la stabilité proposées dans la littérature. Ces méthodes 

sont groupées en trois classes principales : les méthodes fréquentielles dans lesquelles on 

teste l'absence de racines caractéristiques à partie réelle positive, les méthodes algébriques 

nécessitant une écriture sous forme d'équation d'état, et enfin les méthodes graphiques. 

Pour ne pas anticiper, nous n'avons pas énoncé les résultats utilisant les extensions de la 

méthode directe de Lyapunov qui seront étudiées au troisième chapitre. 
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2.2. Méthodes fréquentielles 

2.2.1. Critère de Routh-Hurwitz généralisé 

La stabilité asymptotique des systèmes de la forme (2.5) ne dépend que de l'absence de 

racines caractéristiques situées dans le demi-plan complexe droit, c'est-à-dire le demi-plan 

Re s ~ O. Le théorème de Routh-Hurwitz donne des conditions nécessaires et suffisantes 

pour qu'un polynôme n'admette aucun zéro à partie réelle positive ou nulle. Plusieurs 

extensions de ce résultat au cas des quasi-polynômes ont été proposées, nous présentons 

ici les versions de Chebotarev et de Pontryagin. 

Les critères proposés ci-dessous ne s'appliquent pas directement à la fonction 

caractéristique p(s, 'tt. ... , 'tm) du système mais au quasi-polynôme D(s) défini par 

D(s) = eTs p(s, -t1, ... ,'tm). où T èst le plus grand des retards hq intervenant dans 

l'expression (2.7). Ces deux fonctions pet Dont évidemment les mêmes zéros. 

2.2.1.a) Théorème de Chebotarev 

Par développement en série de Taylor des termes exponentiels de D(s), on obtient: -
D(s) =Lai si. 

i=O 

Soient f et g les fonctions défmies pour w e R par : 

D(jro) = f(ro) + j g(ro), f(ro) = ao- a2 ro2 + '4 ro4 + ... 

g(ro) = a1 w- a3 ro3 +as ro5 + ... 

(2.9) 

(2.10) 

Enfin, on introduit les matrices Qk e JR.k x k pour k = 1, 2, ... déterminées par leurs 

coefficients : 

~ q = a2q - p , p, q = 1, 2, ... , k, 

avec, par convention, ai = 0 pour i < O. 

Par exemple, 

Ql = (ai], Q2 = [ : :~]. Q3 = [ : :: : ]· 
0 a1 a3 

(2.11) 

Théorème 2.2. [Chebotarev et Meiman (1949)] : On suppose que les fonctions f et g 

n'ont pas de zéros réels communs. Alors les zéros de D(s) sont tous à partie réelle 

strictement négative si et seulement si 

dét Qk > 0 ' k = 1, 2, ... (2.12) 

Remarque: Ce critère est inapplicable pour tester la stabilité d'un état d'équilibre puisqu'il 

faut déterminer le signe d'une infinité d'expressions, par contre, il donne une condition 

suffisante de non stabilité asymptotique quelquefois très simple à vérifier: s'il existe un 

indice ko tel que dét Qko S 0, alors le système n'est pas asymptotiquement stable. 
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2.2.1.b) Théorème de Pontryagin 

On ne considère ici que les systèmes à retards commensurables ; alors en changeant 

l'echelle des temps, le quasi-polynôme D(s) peut être récrit sous la forme 

D(s) = L apq sP eqs. (2.13) 
p, q ~ 0 

Le système étant de type retardé, le quasi-polynôme D admet le terme principal 
anq

0 
sn eqos, avec anq0 :F- 0 (un terme est dit principal si pour tout autre couple (p, q) tel que 

apq :F- 0, les inégalités p :Sn, q :S q0 sont vérifiées, l'une d'entre elle au moins étant stricte, 

c'est-à-dire p + q < n + qo). 

On définit comme précédemment les fonctions f et g de variable réelle ro : 

D(jro) = f(ro) + j g(ro), roe R 
' 

Théorème 2.3. [Pontryagin (1942)]: Si le quasi-polynôme D(s) n'admet aucune racine 

à partie réelle positive ou nulle alors les zéros des fonctions g(ro) et f(ro) sont réels, 

simples et alternés, et pour tout ro dans R, l'inégalité 

g(ro) f(ro)- f(ro) g(ro) > 0 (2.14) 

est vérifiée (avec ici g = .!g_ ). 
dro 

Réciproquement, tous les zéros de D(s) sont dans le demi-plan ouvert gauche à condition 

de satisfaire l'une des conditions suivantes: 

(i) Tous les zéros des fonctions f et g sont réels, simples et alternés, et il existe au moins 

un réel ro vérifiant l'inégalité (2.14). 

(ii) Tous les zéros de la fonction g (ou 0 sont réels et simples, et pour chacun de ces 

zéros l'inégalité (2.14) est remplie. 

2.2.2. Méthodes du lieu des racines 

On écrit ici que la fonction caractéristique p(s, 'tt. ... ,'tm) dépend non seulement des 

retards 'ti, mais également de paramètres-coefficients apq : 
n-1 rn 

p(s. 'tt. ...• 'tm. aoo •...• an-1 rn>= sn+ :L :L apq sP e-hqs. (2.15) 
p=O q=O 

Les zéros du quasi-polynôme (2.15) sont des fonctions continues des paramètres apq et 

'ti. Donc, si en faisant varier d'une façon continue les paramètres, la stabilité du système 

est modifiée c'est qu'il existe une valeur particulière des paramètres pour laquelle au 

moins un des zéros de p est à partie réelle nulle. 

D existe de nombreuses méthodes d'analyse de la stabilité basées sur cette propriété. Elles 

peuvent être regroupées en deux classes principales : la technique de la D-partition 

[Neimark (1949)], et celle de la 't-partition [Lee et Hsu (1969)]. 
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2.2.2.a. Méthode de la D-partition 

La méthode de la D-partition consiste à décomposer 1' espace des paramètres de p en 

régions dont les frontières sont l'ensemble des coefficients pour lesquels la fonction 

caractéristique (2.15) admet au moins un zéro sur l'axe imaginaire. Les points à 

l'intérieur de chacun des domaines correspondent à des quasi-polynômes (2.15) ayant le 

même nombre de zéros à parties réelles positives, en effet, étant donné la propriété de 

continuité des zéros vis-à-vis des paramètres, l'hypothèse contraire implique l'existence 

d'un zéro à partie réelle nulle à l'intérieur de ce domaine, ce qui contredit la définition de 

chacune des région. Les régions n'ayant aucun zéro à partie réelle positive correspondent 

à 1' ensemble des paramètres pour lesquels le système (2.5) est asymptotiquement stable. 

Pour illustrer cette méthode, considérons l'équation 

x(t) + a x(t) + b x(t- 't) = O. 
L'équation caractéristique de ce système est 

s + a + b e-'ts = 0 

et cette dernière admet la racine s = 0 pour 

a+ b =O. 

De même, si 1' équation (2.17) possède une racine imaginaire pure s = jm, alors on a 

jro + a + b e-jrot = 0, 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

En séparant les parties réelles et les parties imaginaires, on obtient une équation 

paramétrée en ro des frontières de laD-partition : 

a 
- (0 cos ffi't 

b= 
ffi 

(2.19) 
sin ffi't sin Ol't 

en comprenant le point limite a = -! , b = ! . Il existe ici une infinité de régions, les cinq 
't 't 

premières sont représentées sur la figure suivante. 
b 

figure 2.2. D-partition de (2.16) 
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Pour b fixé à la valeur 0, l'équilibre x= 0 de (2.16) est asymptotiquement stable à la 

seule condition que a soit strictement positif: la région 1 correspond donc à l'ensemble 

des paramètres pour lequel (2.16) est asymptotiquement stable. On détermine le nombre 

de zéros à partie réelle positive des autres régions en calculant le signe de la différentielle 

de la partie réelle de la racine calculée en un point de la frontière. Cette différentielle est 

déterminée à partir de l'équation caractéristique p(s, at •... , aq), où les ai sont les 

paramètres du système, à l'aide de la formule 

f ~dai 
i-0 1 

d(Re s) = - Re - ~ 

as 
(2.20) 

Par exemple, sur la droite a+ b = 0, !a seule racine critique est s = 0 et en ce point on a 

ds -1 
Re-= (2.21) 

da 1 - b't 

donc, pour b <.!.,on a Re: <O. Pour chaque paire de paramètres (a, b) située dans la 
't 

région II, le système admet une unique racine caractéristique à partie réelle positive. De 

même, si b >.!., l'expression (2.21) est de signe positif, donc lorsqu'on passe de la 
't 

région II à la région Ill, le nombre de racines instables augmente de 1. On procède de 

même pour les autres régions. 

2.2.2.b. Principe de la '!-partition et méthodes dérivées 

On ne considère ici que des systèmes à retards commensurables. Pour analyser la 

stabilité, on va rechercher s'il existe des valeurs 'ti du retard de base pour lequel 

l'équation caractéristique admet au moins une racine imaginaire pure. En effet, c'est en 

ces points 'ti qu'un changement dans le comportement asymptotique du système peut se 

produire. 

L'étape suivante consiste à déterminer le comportement du lieu des racines au voisinage 

de ces racines critiques lorsque le paramètre 't varie. Cette analyse est réalisable en un 

nombre fini de pas car on peut montrer que si le lieu des racines paramétré en 't possède 

un nombre illimité de branches, il n'a par contre qu'un nombre fini de points 

d'intersection avec 1' axe imaginaire. 

Il existe différentes méthodes basées sur ce principe comme par exemple la méthode 

directe de Walton et Marshall (1987), et la méthode des pseudo-retards introduite par 

Rekasius (1980). 
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Méthode directe de Walton et Marshall 

Cette méthode consiste à associer à l'équation caractéristique d'un système à retards 

commensurables un polynôme monovariable obtenu après élimination des termes 

exponentiels entre 1 'équation caractéristique et sa relation conjuguée. Le comportement du 

lieu des racines au voisinage des pôles critiques du système peut être déduit de ce 

polynôme. 

On considère d'abord le cas des systèmes admettant une équation caractéristique de la 

forme: 

p(s,'t) = n(s) + d(s) e-'ts = 0, (2.21) 

où n(s) et d(s) sont des polynômes à èoefficients réels n'ayant aucun zéro en commun. 

L'équation caractéristique est à coefficients réels, donc sis est une racine de (2.21) alors 

son conjugués l'est également. Puisque pour les nombres complexes imaginaires purs, 

on a s =- s, s'il existe des racines caractéristiques du système situées sur l'axe 

imaginaire, alors elles vérifient le système 

{ 
n(s) + d(s) e-'tS = 0 

n( -s) + d( -s) e'tS = 0 

et par élimination de e'ts, elles sont également solution de l'équation 

n(s) n(-s)- d(s) d(-s) =O. 

Réciproquement, siro vérifie w(ro2) = 0 où west le polynôme de degré n en ro2 défmi par 

w(ro2) = n(jro) n(-jro)- d(jro) d(-jro), (2.22) 

alors s = jro et s = -jro sont des racines caractéristiques du système pour des retards 't 

vérifiant 1' égalité 

e -jro't = _ n(jro) . 
d(jro) 

On procède de même pour le cas de systèmes à retards commensurables d'équation 

caractéristique 
rn 

p(s,'t) = L ak(S) e-ks't ' 
k = 0 

où les ai(S) sont des polynômes, ao étant de degré maximal égal à n. 

S'il existe une valeur 'to pour laquelle s = j~ est une solution de 

rn 

p(s,'t) = L ak(s) e-ks't = 0, 
k = 0 

alors s est aussi solution de la relation conjuguée 
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m 

p(-s;t) = L ak(-s) eks't = 0, (2.24 b) 
k = 0 

Pour éliminer 't de ces deux équations, on définit : 

p[11(s,'t) = él()( -S) p(S,'t) - am(S) e-ffiS'tp( -S,'t) 

m-1 

= L {ao(-s) ak(s)- am(s) am-k(-s)} e-ks't. 
k = 0 

Sis= jroo est une solution des équations (2.24 a) et (2.24 b), c'est aussi une solution de: 

m-1 

p[11(s;t) = ,L a~>(s)e-ks't 
' k = 0 

m-1 

p[11(-s,t) = ,L a~l)(-s)eks't 
k = 0 

où les { 1>(s) sont défmis par: 

{
1>(s) = ao(-s) ak(s)- am(s) am-k(-s). 

On répète cette procédure en défmissant de façon récurrente : 

a(r+1)(s) = ait'>(-s) a(r)(s)- a(r) (s) a(r) (-s), 
Je -u k m-r m-r-k 

et ainsi les rn quasi-polynômes 

m-r 

p[r1(s,t) = L a~>(s)e-ks't = 0 pour l:s; r :s; q. 
k = 0 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

On voit donc que si s = jroo est une racine de p(s,t) pour une valeur de 't alors s est aussi 

une solution de : 

(2.29) 

et on définit le polynôme w par: 

(2.30) 

On remarque ici que le nombre de points d'intersection entre le lieu des racines et l'axe 

imaginaire est fini (et même inférieur ou égal à 2n). 

L'analyse de la stabilité du système peut se déduire de celle du polynôme w à l'aide de la 

procédure suivante : 
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1 °) Déterminer le nombre de racines du système non retardé (racines de p(s,O) = 0) 

situées sur l'axe imaginaire ou dans le demi-plan complexe droit. Ce nombre peut être 

calculé en utilisant le critère de Routh-Hurwitz. 

2°) Calculer le polynôme W. 

3°) Rechercher ou étudier l'existence des racines réelles positives ro~ de w(c.o2). 

4°) Etudier le comportement du lieu des racines de p(s,'t) ens= j~. 

On détermine si le lieu des racines traverse ou non l'axe imaginaire, ainsi que la direction 

du croisement pour les 't croissants. On peut ainsi déterminer les valeurs de 't pour 

lesquelles il existe des racines de l'équation caractéristique situées dans le demi-plan 

complexe gauche, c'est-à-dire celles pour lesquelles le système est instable. 

Cette étude locale du lieu des racines de p(s,'t) peut être réalisée à travers l'analyse du 

polynôme w : en effet, on peut montrer que dans le cas d'un systèmes admettant une 

équation caractéristique de la forme (2.21), le lieu des racines traverse l'axe imaginaire de 

gauche vers la droite (respectivement de la droite vers la gauche) si, et seulement si, le 

graphe de w traverse l'axe des ro2 du bas vers le haut (respectivement du haut vers le 

bas). On résume cela par l'égalité suivante: 

· R ds 1 · '( 2) stgne e- s = jCJlo = stgne w ro0 . 
d't 

(2.31) 

De même pour les systèmes à retards commensurables d'équation caractéristique (2.23), 

on peut montrer que la relation analogue 

signe Re ds ls = jro = signe a w'(ro2), 
d't 

où a= ~1)(s) ~2>(s) ... a~m-l)(s) ls = jro• 

est vérifiée. 

(2.32) 

Dans de nombreux cas, l'analyse in extenso n'est pas nécessaire, par exemple lorsque le 

système est asymptotiquement stable i.o.d., il n'existe pas de racines imaginaires pures; 

l'analyse s'arrête donc à la troisième étape. Pour plus de clarté, nous allons illustrer la 

méthode par quelques exemples caractéristiques. 

Exemple 1: 

Soit le système d'équation caractéristique 
1 

p(s,'t) = (s + 2)2- 4 e-'ts =O. 

5 3 
1 °) p(s,O) = [ s + 2] [ s + 2 ], 
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Les 2 racines du système non retardé sont dans le demi-plan complexe gauche. 

1 15 17 
2o) w(ro2) = ( ro2 + 4)2- 16 = [ ro2+ 4] [ ro2+ 4] = 0, 

Le polynôme w n'admet pas de racines réelles positives : le système est donc 

asymptotiquement stable i.o.d. 

Exemple2: 

On considère le système d'équation caractéristique 

p(s;r) = s3 + s2 + 2s + 1 + e-ts = 0 

1 °) p(s,O) = s3 + s2 + 2s + 2 = (s + 1) (s2 + 2). 

En 't = 0, il y a deux zéros sur l'ruçe imaginaire ( s = ± j-{2 ) et un dans le demi-plan 

gauche. 

2°) w(ro2) = (-jro3- ro2 + 2jro + 1) (jro3- ro2- 2jro + 1)- 1 = ro2 (ro2- 1) (ro2- 2), 

s = 0 n'est pas une racine de p(s,'t) = 0, on l'ignore donc. 

En ro = -{2, la plus grande racine, les racines traversent l'axe imaginaire de gauche à 

droite pour 't croissant et cela arrive pour cos 't'/2 = 1, i.e. 't = k1t...f2. 

En ro = 1, les racines traversent l'axe de droite à gauche et cela arrive quand sin 't = 1 soit 
- 2 1 't- ( k + 2) 1t. 

1t 51t 
Le système est donc asymptotiquement stable pour : 2 < 't < 1t ...[2 et T < 't < 27t ...[2. 

Exemple3: 

On considère ici un système à retards commensurables d'équation caractéristique 

p(s,'t) = s + 1 +e-st+ 3e-2st =O. 

1 °) p(s,O) = s + 5. 

En 't = 0, l'unique racine est dans le demi-plan complexe gauche. 

2°) ao(s) = s + 1, a1(s) =1, az(s) = 3. 

~1>(s) =- s2- 8, a~1 >(s) =- s- 2. 

~2>(s) = s4 + 17s2 + 60. 

Soit w(ro2) = ro4- 17m2+ 60 = (ro2- 12) (ro2- 5). 

3° En ro = 2...[3, ~1 > = 4 > 0 et w'(ro2) = 7 > 0, 

une branche du lieu des racines traverse donc l'axe imaginaire de la gauche vers la droite 

pour 't = ~ , soit 't = 0,302. 
6{3 

Pour ro = {5, ~1 ) = -3 < 0 et w'(ro2) =- 7 < 0, a= 21 > 0, 
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une autre branche du lieu des racines traverse 1' axe imaginaire de la gauche vers la droite 

pour 't = 1,781. L'intervalle de stabilité est donc 0 S 't < ~. 
6~ 

Remarque : Hertz et al ont établi une méthode similaire basée sur le calcul du résultant de 

deux polynômes [Hertz et al. (1984 b)] . 

Méthodes des pseudo-retards 

Dans le même ordre d'idée, pour les systèmes à retards proportionnés, certains auteurs 

proposent de substituer dans l'équation caractéristique les termes e-jm par une fraction 

de deux polynômes ~~ ~~~ (avec s.:= jro) où Test un pseudo-retard. On se ramène ainsi, 

dans le cas d'un système à retards proportionnés, à la recherche des racines imaginaires 

pures de 
m 

Pt(s,T) = L ak(s) (dt(sT))k (nt(sT))m-k =O. (2.33) 
k = 0 

C'est une équation polynomiale ens paramétrée en T, la méthode classique de Routh

Hurwitz peut donc s'appliquer. 

Les paramétrisations rencontrées en pratique sont : 

nt(sT) = 1- sT et dt(sT) = 1 + sT, 

avec T réel (voir [Rekasius (1980)], [Hertz et al. (1984a)]), 

et 

nt(sT) = (1- sT)2 et dt(sT) = (1 + sT)2, 

avec T réel positif [Thowsen (1981)]. 

(2.34) 

(2.35) 

Dans les deux cas, on ne doit pas oublier de prendre en compte le cas limite e-jm = -1. 

La procédure est la même que celle de la méthode de Walton et Marshall, en remplaçant w 

par Pt(s,T). L'étude du lieu des racines au voisinage des racines imaginaires pures se fait 

en étudiant le signe de la partie réelle de ds , cette dérivée étant obtenue en dérivant 
d't 

1' équation caractéristique p(s, 't) = 0 par rapport à 't. 

Pour illustrer cette méthode, on considère un système défmi par l'équation caractéristique 

p(s,'t) = s + e-ts + e-2ts. 

1 °) p(s,O) = s + 2 

Le système non retardé admet une unique racine caractéristique à partie réelle négative. 

2°) Pour e-'ts =- 1, p(s,'t) = s * 0 pour Res= 0 et s *O. 

Pour T fini, on a : 

Pl (s,T) = s (1 + sT)2 + (1 + sT) (1 - sT) + (1 - sT)2. 
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On calcule le tableau de Routh : 

'f2 1 - 2T 

2T 2 

1- 3T 

2 

Pt(s,T) a des zéros sur l'axe imaginaire si et seulement si T = ~ , ils sont situés en 

s = ± j{3, et correspondent à des valeurs de 't égales à ~ ( ~ + k7t). 

3°) Ens= j...[3 , on a Re ds >O. Le système devient donc instable pour 't > ~,., = 'to. 
d't 3~3 

Remarque : La méthode de la 't-partition a été étendue aux cas des systèmes à retards non 

commensurables, on pourra se référer pour plus de détails à [Cooke et V an den Driessche 

(1986)], et à [Kuang (1993)]. 

2.2.3. Utilisation des séries de Taylor 

Une méthode d'analyse de la stabilité couramment utilisée dans le passé consiste à 

remplacer dans l'équation caractéristique les termes exponentiels par un développement 

tronqué à un certain ordre de leur série de Taylor, comme par exemple approcher e-'ts par 

le polynôme 1 - 'tS. 

On peut encore, selon le même principe, remplacer les termes exponentiels par un de 

leurs approximants de Padé, par exemple utiliser l'approximation e--ts = 
2 

- 'ts 
2 + 'tS 

Cette technique donne souvent une bonne approximation des conditions de stabilité. Par 

exemple, considérons le système scalaire 

x (t) = -k x(t- 1) (2.36) 

d'équation caractéristique 

s + k e-'ts = O. (2.37) 

Si, dans (2.37), on remplace e-'ts par son approximant de Padé d'ordre 1, on est ramené 

à l'étude de la stabilité du polynôme s2 + (2 - k)s + 2k, la condition de stabilité 

asymptotique obtenue est donc 0 < k < 2, la condition exacte étant 0 < k < 7t/2. 

L'utilisation d'un approximant de plus grand ordre aurait donnée une meilleure estimation 

de l'intervalle de stabilité. Ce résultat a été montré pour un système linéaire de type 

retardé quelconque par Takahashi et al. ( 1987). 
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2.2.4. Stabilité i.o.d. 

Une condition necessaire et suffisante de stabilité asymptotique indépendante des retards 

du système (2.5) est 

p(s, 'tJ, ... , 'tm) '# 0, 'V s tel que Re s ~ 0 et 'V 'ti ~O. 

Or sis est à partie réelle positive, alors puisque tous les retards 'ti sont positifs, l'inégalité 

1 e-tis 1 ~ 1 

est toujours vérifiée. 

La fonction caractéristique p(s, 'tJ, ... , 'tm) est un polynôme ens et en Zi = e-tis que l'on 

note p(s, ZJ, ... , Zm). 

Une condition suffisante de stabilité indépendante du retard est donc que le polynôme à rn 

variables p(s, ZJ, ... , zm) ne s'annule pas sur le domaine 

{ s : Re s ~ 0} X { Zl : 1 Zl 1 ~ 1} X •.. X { Zm : 1 Zm 1 $ 1}. (2.38) 

De même dans le cas d'un système à retards commensurables, si le polynôme à deux 

variables p(s, z) déduit de la fonction caractéristique par substitution de e-ts par z ne 

s'annule pas sur le domaine 

{ s : Re s ~ 0} x { z : 1 z 1 ~ 1 }, (2.39) 

alors le système est asymptotiquement stable i.o.d. 

Les méthodes suivantes sont basées selon ce principe, nous avons distingué le cas des 

systèmes à retards commensurables puisque pour ces derniers, la condition (2.39) est 

nécessaire et suffisante pour la stabilité asymptotique i.o.d sous l'hypothèse que p(O, z) 

ne s'annule pas lorsque z est de module égal à l'unité. 

2.2.4.a. Cas des systèmes à retards commensurables 

Kamen (1980) a montré l'équivalence des trois propriétés suivantes: 

(1) p(s, e-ts) :F: 0, 

(2) p(s, z) '# 0 , 

(3) p(s, z) '# 0 , 

Re s ~ 0, 'V't e JR+ et p(O, z) '# 0 pour 1 z 1 = 1 

Re s ~ 0, 1 z 1 ~ 1 

Re s ~ 0, 1 z 1 = 1 

Pour tester la condition (3), l'auteur propose de calculer la matrice de Hermite H(eiiD) 

associée au polynôme p(s, eiiD). Le critère est alors vérifié si la matrice H(l) est défmie 

positive et si dét (H(eiiD)) > 0 pour tout ro dans [0, 21t], cette dernière condition est alors 

testée en utilisant le schéma récursif de Marden (cf. Siljak (1975)). 

Pour illustrer cette méthode, considérons un système d'équation caractéristique 

p(s, z) = s +a+ bz + cz2, 
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La matrice de Hennite se réduit ici à un scalaire 

H(eiiD)= 2(a + b cos co+ c cos (2co)) 

Soit en posant x= cos co, on obtient H(eiiD)= 2 (2cx2 + bx +a-c) 

Pour que H(eiiD) > 0 'V ro , il faut et il suffit que (4c < 1 b 1 et a + c > 1 b 1) ou 

(a-c> b2f8c) 

On montre aussi que si H(1) est définie positive alors dét [H(eiiD)] > 0 si et seulement si 

dét (H(eiiD)) :t 0 pour tout roe [0, 27t]. 

Le déterminant de H(eiiD) est une fonction de cos co, cos 2co, ... ,cos nro. 

En posant x = cos co, le détenninant devient alors une fonction polynomiale f(x). Il ne 

reste plus alors qu'à tester si fa ou non des racines réelles dans [ -1, 1]. Les conditions 

nécessaires et suffisantes pour des polynômes de degré inférieurs ou égaux à 4 sont 

explicitées dans [Jury et Mansour (1982)]. 

On peut aussi utiliser la transformation bilinéaire x= (u- 1)/(u + 1), qui transforme la 

condition f(x) > 0 pour 1 x 1 S 1 en la nouvelle condition ft (u) > 0 pouru e [0, +co[. 

Pour l'exemple précédent, on trouve f(x) = 2(2cx2 + bx +a-c) 

et les conditions sont (b2 < 8c (a-c) etc> 0) ou (a> 3c et a+ c > 1 b 1). 

On retrouve le domaine obtenu précédemment 

2.2.4.b. Cas des systèmes à retards quelconques 

Le résultat précédent est généralisable au cas des polynômes multivariables quelconques 

[Hertz et al. (1987)] ; ces travaux permettent également l'analyse de la stabilité 

asymptotique i.o.d. de systèmes incertains. 

Une autre approche de la stabilité i.o.d des systèmes à retards consiste à récrire le 

système (2.5) sous la forme hybride 

Yt(t+'tt) At,l At ,rn At,m+l Yt(t) 

Y2(t + 't2) A21 
' 

A2,m A2,m+l Y2(t) 

= (2.40) 

Ym(t +'tm) Am,l Am,m Am,m+l Ym(t) 

Ym+I(t) Am+l,l Am+l,m Am+l,m+l Ym+I(t) 

où les Yi sont des vecteurs de dimension ni. Une telle réalisation est toujours possible, il 

suffit en effet de poser Yi(t) = x(t - 'ti) pour i compris entre 1 et rn, et 

Ym+t(t) = x(t), on déduit alors très facilement l'expression des matrices Ai,j de l'équation 

vectorielle (2.5). 

On défmit le polynôme caractéristique q(s, ZJ, ... , Zm) de ce (m+1)D-système par 
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In 1 - ZJ At,l - ZJ At,m - ZJ At,m+l 

- Z2 A2,1 - Z2 A2,m - Z2 A2,m+l 

q(s, ZJ, ... , Zm) = (2.41) 

- Zm Am,l Inm- Zm Am,m - Zm Am,m+l 

- Am+l,l - Am+l,m slnm+t- Am+l,m+l 

On peut montrer qu'on a alors q(s, zt, ... , Zm) = p(s, zt, ... , zm). 

En utilisant cette écriture, Agatholis et Foda (1989) ont établi des critères de stabilité 

i.o.d. basés sur l'utilisation d'équati.ons de Lyapunov. 

2.3. Méthodes matricielles 

2.3.1. Utilisation de la mesure de matrice 

Soit le système différentiel à un seul retard : 

x(t) =A x(t) + B x(t- 't) pour t ~ 0, (2.42) 

où x e JR0, A et B e JRD x n, 't >O. 

Coppel a été l'un des premiers à se servir de la mesure de matrices, appelée également 

norme logarithmique (voir l'annexe 1) pour analyser la stabilité des systèmes non retardés 

[Coppel (1963)]. Cet outil se révèle également intéressant pour l'analyse de la stabilité 

des systèmes avec retard. L'un des critères les plus simples et les plus efficaces obtenu 

par Mori et al. (1981) est le suivant : 

Théorème 2.4. : Critère de Mori, Fukuma et Kuwahara 

Si l'inégalité 

- Jl(A) > Il B Il, (2.43) 

où Jl est la mesure de matrice associée à la norme Il . Il, est vérifiée, alors le système 

(2.42) est asymptotiquement stable i.o.d. De plus, la solution réelle a de l'équation 

a Il B Il 
1 +--+--exp (<J't) = 0 

Jl(A) Jl(A) 
(2.44) 

est telle que 

1 x(t) 1:::; Il xo Il exp(-m), t ~O. (2.45) 
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Ce critère connait de nombreuses généralisations, citons par exemple les travaux de Mori 

(1985), de Hmamed (1986), ou encore de Mori et Kokame (1989). 

- Critère de Mori 

Si on peut vérifier : 

J..L(A) + max J..L(Be-tYJ) < 0 pour max J..L(Be-tYJ) ~ - -

{ 

. . 1 

ye 11 ye 11 't (2.46) 
1 + 't. [max J..L(Be-tYj)] el- t Jl(A) < 0 pour max J..L(Be-tYj) <- !. 

ye 11 ye 11 't 

où Il est 1' ensemble des valeurs prises par la solution y de : 

y= lm À.i (A+ Be-tYj.e-Re ts), Res~ 0 

alors le système (2.42) est asymptotiquement stable. 

Ce résultat est très difficile à mettre en pratique, aussi 1' auteur propose de remplacer Il par 

d'autres intervalles plus simples à manipuler. 

Corollaire 1 :Le théorème est valable si on se contente de choisir Il= ll1 = [0, 21t/t]. 

Corollaire 2 : Idem avec Il = ll2 où ll2 est défini par : 

ll2=[- J..L(jA)- max J..L( jBe-tmj); J..L(-jA) +max J..L(-jBe-tmj )] 
roe 111 roe 111 

Corollaire 3 : Idem avec Il = ll3 défini par : 

ll3 = {y:- J..L(jA)- M2 ~y~ J..L(-jA) + M1 }, 

où M1 =max [ 0, J..L( -jBe-tyj )] et M2 =max [ 0, J..L(jBe-tyj )]. 

Remarque: On a Il c ll3 c ll2 c ll1, ainsi du corollaire 1 au corollaire 3 et au théorème 

initial, les conditions de stabilité sont de plus en plus précises au prix d'une complexité 

croissante. 

Le résultat suivant est une version corrigée du critère de Hmamed (1986). La correction a 

été proposée par Bourlès (1987). 

-Critère de Hmamed 

Si l'inégalité 

- J..L(A) > J..L(zB) (2.47) 

est vérifiée pour tout nombre complexe z de module 1, alors le système (2.42) est 

asymptotiquement stable i.o.d. Si, de plus, il existe a > 0 tel que, pour tout z de module 

eat, on ait 

- J..L(A) -a > J..L(zB) , (2.48) 

alors le système est exponentiellement stable avec un taux de décroissance égal à a. 
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- Critère de T. Mori et H. Kokame 

Soient 1t et l2 deux nombres défmis par 

Chapitre 2 

lt = Jl(A) +Il B Il et 12 = Jl(-jA) +Il B Il. 

Dans le cas où lt ~ 0, si Re Â.j (A+ Be--rs) < 0 pour i = 1, 2, ... ,net pour s prenant ses 

valeurs dans les ensembles 

(1) { s : s = jro, roe [0 , l2] } 

(2) { s : s = lt + jro, roe [0 , l2] } 

(3) { s : s = r + jll, r e [0 , lt] } , 

alors le système (2.42) est stable. 

Remarques: Lorsque 12 ~ TC!T., seuil~ premier ensemble est à considérer, et dans ce cas la 

stabilité du système est indépendante du retard. On peut obtenir une condition plus fine en 

remplaçant l'ensemble (3) par { s : s = r + jh, re [0, a] }, où a est un nombre positif 

arbitraire vérifiant l'inégalité a> Jl(A) +Il B Ile--ta [Wang (1992)]. 

2.3.2. Equation complexe de Lyapunov 

Soit un système différentiel à retards proportionnés, d'équation: 

En notant 

on a le résultat suivant : 

m 

x(t) = L Fk x(t- kt), pour t > O. 
k = 0 

m 

F(e-'tS) = L Fk e-kts, 
k = 0 

Théorème 2.5. [Brierley et al. (1982)] : 

(2.49) 

(2.50) 

Le système (2.49) est asymptotiquement stable i.o.d. si et seulement si pour une matrice 

Q(eiiD) arbitrairement choisie telle que Q(eiiD) soit hermitienne et définie positive sur 

l'intervalle roe [0, 27t], la solution P(eiiD) de l'équation de Lyapunov 

(2.51) 

est aussi une matrice hermitienne définie positive pour tout œ dans [0, 27t]. 

2.3.3. Utilisation des M-matrices 

On considère les systèmes différentiels dont les équations sont de la forme : 

n n 

Xï(t) = L aij Xj(t) + L bïj Xj(t- 'tïj). i = 1, 2, ... , n (2.52) 
j = 1 j = 1 

Une condition suffisante de stabilité pour ces systèmes est donnée par le théorème 

suivant: 
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Théorème 2.6. [Tokumaru et al. (1975)], [Lewis et al. (1980)], [Mori et al. (1981)] : 

Si la matrice M + N où 

{
aii, pour i = j} 

M = {mij}. mij = 1 aij 1, pour i :~: j 

N={lbijl} 

(2.53) 

est l'opposée d'une M-matrice (cf. annexe 2), alors le système (2.52) est globalement 

asymptotiquement stable. 

Ce résultat se généralise au cas des systèmes interconnectés ([Mori et al. (1981)]). De 

plus, la méthode est valable pour des retards 'tij quelconques, éventuellement fonctions 

bornées du temps. 

2.3.4. Cas particuliers des retards faibles ou importants 

2.3.4.a) Cas des retards faibles 

On considère le système 

m 

x (t) =A x(t) + L Bi x(t- 'ti), 
i = 1 

avec 0 < 'tl < 't2 < ... <'tm. 

(2.54) 

Si les retards 'ti sont suffisamment faibles, alors il est naturel d'espérer pouvoir déduire le 

comportement des solutions de (2.54) de celui du système obtenu en négligeant les 

retards, c'est-à-dire, le système 

m 

x (t) =(A+ L Bi) x(t), (2.55) 
i = 1 

Le théorème suivant permet de justifier cette approximation. 

Théorème 2.7. [Els'gol'ts et Norkin (1973)] : 

1. Si les solutions du système (2.55) sont asymptotiquement stables, alors pour des 

valeurs suffisamment faibles de 'tm, les solutions de l'équation (2.54) sont également 

asymptotiquement stables. 

II. Si le système (2.55) admet une racine caractéristique instable, c'est-à-dire de panie 

réelle strictement positive, alors les solutions du système (2.54) sont instables pour des 

valeurs de 'tm suffisamment petites. 

III. Si s = 0 est une racine caractéristique simple du système (2.55), et si toutes les 

autres racines caractéristiques du système ont une partie réelle strictement négative, alors 

pour des valeurs du retard 'tm suffisamment faibles, les solutions du système (2.54) sont 

stables. 
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Dans [Els'gol'ts et Norkin (1973)], la démonstration de ces propositions est basée sur le 

théorème de Rouché. Un des points faibles de ce résultat est qu'elle ne donne aucune 

information quantitative sur les valeurs permises du retard 'tm. La proposition 1 a été 

étendue par Halanay (1966) aux cas des systèmes non stationnaires à retards constants. 

La démonstration, basée sur la théorie des inégalités différentielles, donne une estimation 

de 'tm, la borne supérieure des retards laissant le système asymptotiquement stable. 

2.3.4.b) Cas des retards importants 

On considère de nouveau le système (2.54), et on examine l'influence du système 

x (t) =A x(t), (2.56) 

sur la stabilité de (2.54) pour des valeurs suffisamment importantes des retards 'ti. Ce 

problème reste ouvert, l'un des rares résultats existants proposé par Els' gol'ts et Norkin 

peut se formuler de la manière suivante : 

Théorème 2.8. [Els'gol'ts et Norkin (1973)] : Si le système (2.56) admet au moins 

une racine caractéristique à partie réelle positive alors le système (2.54) n'est pas stable 

i.o.d. 

Remarque: L'effet d'un retard sur le comportement asymptotique d'un système n'est pas 

toujours aussi prévisible que pourrait ne le faire penser les résultats précédents. 

Considérons, par exemple, le système décrit par les équations suivantes : 

X} (t) = X2(t) 

X2 (t) =- 41t2 X} (t) + X2(t) -1[2 X} (t- 't). 

Pour 't = 0, le système est instable : il admet deux racines caractéristiques à partie réelle 

strictement positive. Cependant, on peut montrer en utilisant par exemple la méthode de 

W al ton et Marschall que le système est asymptotiquement stable pour des valeurs du 

retard comprises entre 0.669 et 0.808. 

2.4. Méthodes graphiques 

Le principe de l'argument [Gorecki et al. (1989)] appliqué aux systèmes linéaires sans 

retards est à la base de nombreux critères de stabilité bien connus des automaticiens, 

comme par exemple le critère de Leonhard-Mikhailov, ou celui de Nyquist 

Le théorème suivant permet la généralisation de ces critères aux systèmes de type retardé. 

La fonction caractéristique est notée ici f(s). 

Théorème 2.9. [Gorecki et al. (1989)] :lA fonction caractéristique f(s) a exactement N 

zéros (en comptant leur multiplicité) dans le demi-plan complexe ouvert droit et aucune 
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racine située sur l'axe imaginaire si et seulement si les deux conditions suivantes sont 

vérifiées: 

(i) f(jro) '* 0, 'tl ro e R, 

(ii) N = ~ - ! ~ { arg f(jro~) - arg f(jro~)}, (2.57) 

où n est l'ordre du système, O>m est un point de discontinuité de la fonction de JR.+ dans 

[0, 21t[, qui à ro associe arg f(jro), arg f(jO-) = arg f(O), et arg f(joo) = arg eimt/2. 

Un système linéaire stationnaire retardé est donc asymptotiquement stable si et seulement 

si la condition 

arg f(jro) 1 ~ = n 1t /2 et 'tl ro;::: 0 f(jro) '* 0 (2.58) 

est vérifiée. 

L'analyse de la stabilité peut donc être réalisée en traçant la courbe f(jro), pour roe JR.+. 

Cette courbe est appelée lieu de Mikhailov de la fonction f [Kolmanovskii et Nosov 

(1986)]. 

La figure (2.3) représente les lieux de Mikhailov de f(s) = s + Ke-s, pour K = 1, K = 
1.5, et K = 2. 

Le critère précédent prouve que le système est asymptotiquement stable pour les deux 

premières valeurs de K. 

R 
2 

figure 2.3 : Lieux de Mikhailov de f 

De même, le critère de Nyquist peut s'appliquer aux systèmes à retards : Considérons le 

système représenté figure (2.4) où les polynômes D(s) et Nï(S) sont de degré n et mi, 

avec mi < n, et n'ayant aucun zéro commun. On suppose de plus que la fonction 

caractéristique du système en boucle fermée n'admet pas de zéros à partie réelle nulle. 
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figure 2.4. schéma-bloc de l'exemple figure 2.5. Contour d'exclusion de Nyquist 

Le lieu de Nyquist du système est l'image de la fonction de transfert en boucle ouverte 
rn 

(c'est-à-dire L(s) = L N~((s)) e-tks) lorsque s décrit le contour d'exclusion de Nyquist 
k=l s 

(fig. (2.5)). L'énoncé du critère de Nyquist est le même que pour les systèmes non 

retardés. 

Théorème 2.10 : Le système bouclé de la figure (2.4) est asymptotiquement stable si, 

et seulement si, son lieu de Nyquist ne passe pas par le point -1 et encercle ce point N 

fois dans le sens direct, où N est le nombre de pôles instables de la fonction de transfert 

du système en boucle ouverte. 

La stabilité du système 

x (t) = A x(t) + B x(t- 't), (2.59) 

peut également être testée par la méthode graphique suivante proposée par Mori et al. 

(1986). 

Soit am un nombre réel auquel on associe la matrice Ao =A- ami. 

Théorème 2.11. [Mori et al. (1986)] : Si, pour tout 0> e [0, 27t], les valeurs propres 

de la matrice B + Ao ei00 sont à l'intérieur de la région fermée du plan complexe bornée 

par la courbe de représentation paramétrique 

{ 
bt = -y sin ty - am cos ty 

b2 = y cos ty - am sin ty, - YI :s;; Y :s;; YI 

où YI est la plus petite racine positive de l'équation y =am tg (ty), 

alors le système (2.59) est asymptotiquement stable. 

(2.60) 

En complément de ce résultat, les auteurs ont établi une condition suffisante d'instabilité. 
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Théorème 2.12. :Si toutes les valeurs propres des matrices B + Aoei 00 sont à 

1 'extérieur de la région (2.60) et si aucune des branches de ce lieu des racines n'entoure la 

région, alors le système (2.59) est instable. 

Ces résultats sont illustrés par l'exemple suivant : 

Soit le système 

x(t)=[-
1 1 

]x(t)+ [-
3 0 

]x(t-'t). 
0 -1 1 -3 

(2.61) 

Les lieux des valeurs propres pour le système (2.61) ainsi que la région (2.60) ont été 

representés fig. 2.6.a pour 't = 0.4, avec am= -3, et fig 2.6.b pour 't = 1, avec am= O. 
' 

Les deux théorèmes précédents permettent de conclure que la solution nulle du système 

(2.61) est asymptotiquement stable pour 't = 0.4 et instable pour 't = 1. 

Fig. 2.6.a- lieu du syst. (2.61) pour 't = 0.4 fig. 2.6.b - lieu du syst (2.61) pour 't = 1 

2.5. Etude comparative sur un exemple 

Il existe donc, comme on a pu le constater, de nombreux critères de stabilité. Ces 

méthodes ne sont pas toutes équivalentes au sens où certaines ne considèrent que la 

stabilité i.o.d., d'autres sont réservées aux systèmes à retards commensurables, et de 

plus les conditions de stabilité peuvent être difficiles à tester surtout en présence de 

paramètres formels. Dans la suite, nous ne considérerons que le cas des systèmes à 

retards proportionnés, cette restriction est justifiée par les deux faits suivants : 

premièrement, il est difficile d'identifier précisément la valeur des retards présents dans 

un processus, et deuxièmement, pour deux familles de retards suffisamment proches 

l'une de l'autre, la stabilité asymptotique du système est la même. En appliquant chacun 

des critères de stabilité au système à un paramètre 

x (t) = x(t) + 
[

- 4 1 ] [ 0 
1 - 4 0 

0 
] x(t- 2), avec a > 0, 

-a 

on se propose de mettre en évidence leurs avantages et inconvénients. 
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Méthodes fréquentielles 
- Critère de Chebotarev 

Chapitre 2 

Les conditions données ici sont nécessaires mais non suffisantes. Le quasi-polynôme 

D(s) est donné par l'expression 

D(s) = 4 a+ a s + e2s ( s2 + 8s + 15). (2.63) 

Pour k = 1, 3, 5, 7, les conditions obtenues sont respectivement a>-
1
} , a < 11.6, 

a< 5.11, et a< 4.19. 

Cette méthode donne ici de bons résultats dès k = 7, en effet on montrera plus loin que le 

système (2.62) est stable pour des valeurs du paramètre a comprises entre -3.75 et 4.05. 

L'avantage majeur de cette méthode est qu'elle est simple à tester à l'aide d'un programme 

spécial ou d'un logiciel de calcul fo!lilel, mais il se pose alors le problème de déterminer 

l'ordre du développement de D(s) pour obtenir la précision voulue du résultat. Cette 

méthode peut aussi être utilisée conjointement à une autre méthode, par exemple 

graphique, afin de donner une première approximation de 1' ensemble des paramètres 

adéquats. 

- Critère de Pontryagin 

Le quasi-polynôme normalisé Dt(s) a pour expression: 

Dt (s) = 2a ( s + 8) +es (s2 + 16 s + 60) (2.64) 

f et g sont données par 

f(w) = 16 a+ (60- w2) cos w- 16 w sin w 

g(w) = 2 a ro + (60- w2) sin w + 16 ro cos w 
Les hypothèses du théorème de Pontryagin sont difficiles à appliquer analytiquement, 

mais cependant, on constate que pour des valeurs suffisamment importantes de w les 

zéros de f sont proches de ± 1t/2 + 2k7t, et ceux de g sont voisins de 2k1t ou 1t + 2k1t, 

donc pour ro grand, les zéros de f et g sont simples et alternés. En traçant les graphes des 

fonctions f et g, on vérifie facilement que, lorsque a est compris entre -3.75 et 4, les 

conditions du théorème de Pontryagin sont vérifiées, et donc, pour ces valeurs, le 

système est asymptotiquement stable. 

-Méthode de la D-partition 

L'équation caractéristique du système est 

p(s) = s2 + 8s + 15 + a(s + 4) e-2s. (2.65) 

C éq . d 0 . . . 15 ette uat.ton a met s = , ou s = JW comme racmes st a = - 4 , ou 

8 ro ro2 - 15 
a= = 

4 sin 2w - ro cos 2w 4 cos 2w + ro sin 2w 
(2.66) 
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c'est-à-dire, a= f(O>ï), où les O>ï sont les racines de l'équation 

8 ro (4 cos 2ro + ro sin 2ro)- (CJi1.- 15) (4 sin 2ro- ro cos 2ro) = 0 

La plus petite racine positive de cette équation donne a = 4.05 ; le système est 

asymptotiquement stable en a = O. Le système est donc asymptotiquement stable pour a 

compris entre -3.75 et 4.05. Un long calcul montre que a et Re~ calculé ens = jroi 

pour a = f( IDi) ont le même signe : le système est donc asymptotiquement stable si et 

seulement si -3.75 <a< 4.05. 

- Méthodes de lat-partition 

a) Méthode de Walton et Marshall: On a p(s, 't) = s2 + 8s + 15 + a(s + 4) e-'ts. 

i) Pour 't = 0, le système (2.62) est asymptotiquement stable si et seulement si a> -3. 75, 

les racines de p(s, 0) sont donc dans le demi-plan Res< O. 

ii) Le polynôme w a pour expression 
w(CJi1.) = ro4 + (34- a2) o)1. + 152- 16 a2. (2.67) 

Le discriminant de west toujours positif, on peut donc en conclure que w n'admet aucun 

zéro réel positif lorsque 1 a 1 < 3. 7 5, pour ces valeurs de a le système est 

asymptotiquement stable i.o.d. ; en dehors de cet intervalle, w admet un unique zéro réel 

positif que l'on note roi . En ce point, la dérivée :; est strictement positive : c'est donc 

une racine déstabilisante. Pour 't = 2, Le système est asymptotiquement stable si a est 

compris entre -3.75 et a1, où a1 vérifie les deux équations 

60 + 4 ro; mt(17 +roi) 
cos (2roi) = - 2 et sin (2rot) = 2 . 

a1 (16 + ro 1) at (16 + ro 1) 

On trouve numériquement a1 = 4.05. 

b) Méthode des pseudo-retards 

La méthode des pseudo-retards est ici difficilement utilisable à cause de la présence du 

paramètre a 

-Utilisation des approximants de Padé 

On note p(k) l'approximant de Padé d'ordre k de la fonction exp (-2s) défini par: 

(k) N(s) , D( ) N( ) ~ 2i (2 k - i)! 1• p = -- ou s = -s = ~ s 
D(s)' i=O i!(k-i)! 

On remplace dans l'équation caractéristique le terme e-2s par p(k) dans l'équation 

caractéristique. En appliquant le critère de Routh au polynôme obtenu, il vient les résultats 

suivants : pour k = 1, a doit être compris entre -3.75 et 7.66, pour k = 2, a doit vérifier 

-3.75 <a< 4.23, et pour k = 3,-3.75 <a< 4.096. On retrouve ici le même problème 

que pour la méthode de Chebotarev, c'est-à-dire, de savoir à quel ordre on doit aller pour 

obtenir une estimation suffisamment précise du domaine de stabilité. La méthodes des 
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approximants de Padé est proche de celle de Chebotarev, mais en présence de paramètres, 

elle nécessite des calculs plus complexes (ici, résolution de polynômes de degré 5 pour 

k = 3); de plus le théorème de Chebotarev donne des conditions nécessaires de stabilité, 

le domaine paramétrique de stabilité obtenu à n'importe quel ordre est donc toujours une 

estimation par excès du domaine réel, ce n'est pas forcément le cas pour la méthode des 

approximants de Padé : à un ordre fixé, les conditions ne sont a priori ni nécessaires, ni 

suffisantes. 

- Critère de stabilité i.o.d. (méthode de Kamen) 

On a ici: 

p(s, z) = s2 + 8s + 15 + a+ a (s + 4) z, 

soit: 

p(s, eiro) = s2 + (8 + a eiro) z + 15 + 4 a eiro. 

La matrice de Hermite associée est 

. ( 8 + a cos ro 
H(elro) = 2 

-a sin ro 

-a sin ro J 
120 + 4 a2 + 4 7 a cos ro ' 

on vérifie aisément que H(l) est définie positive. Le calcul du déterminant de H(eiro) donne: 

dét(H(eiro)) = 48 a2 cos2 ro + (4 a3 + 496 a) cos ro + 960 + 31 a2. 

En appliquant les conditions de Jury et Mansour, on montre alors que le système est 

asymptotiquement stable indépendamment du retard si 1 a 1 < 3,75. 

Cette méthode est simple dès lors que le degré en cos ro du déterminant de D(eiro) est 

inférieur ou égal à 4. En effet, pour ces systèmes, on peut appliquer les conditions de 

positivité de Jury et Mansour. Dans les autres cas, l'étude apparaît compliquée pour des 

systèmes admettant un ou plusieurs paramètres. 

Méthodes matricielles 

- Critères de Mori et al. et de Hmamed 

On choisit la norme euclidienne. 

On a alors 

IJ.(A) = -3, Il B Il= 1 a 1 et Max {IJ.(zB) ; 1 z 1 = 1} = 1 a 1 (2.68) 

Les critères de Mori, Fukuma et Kuwahara et de Hmamed permettent de conclure que le 

système est asymptotiquement stable si 1 a 1 < 3. 

IJ.(A) = -3, llGA) = ll(-jA) = 0 et Il B Il= 1 a 1 

1J.(Be-2Yj) = max { 0,-a cos (2y)} 

1J.GBe-2Yj) = max { 0,-a sin (2y)} 

1J.(-jBe-2Yj) =max {0, a sin (2y)} (2.69) 

Si on applique les deux premiers corollaires du critère de Mori, on retrouve le résultat 

précédent. 
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En appliquant le troisième corollaire, on obtient la condition -3 <a< amax, où amax 

vérifie: 

amax =y/sin (2y), avec y e ] ~, Î [, solution de -3- y cotg (2y) =O. 

On trouve numériquement amax= 3.29. 

C'est pour ce groupe de méthodes que les résultats sont les plus mauvais. Sur cet 

exemple, on constate que, bien que les conditions de stabilité données par le critère de 

Mori dépendent du retard, les conditions de stabilité obtenues sont plus fortes que les 

conditions de stabilité asymptotiques i.o.d. De plus, lorsque le système admet un ou 

plusieurs paramètres, la méthode nécessite une analyse relativement complexe (surtout 

pour le corollaire 3). Cependant, les critères de Mori, Fukuma et Kuwahara et de 

Hmamed se révèlent intéressants cai ils permettent une analyse relativement simple de la 

stabilité d'un système même lorsque celui-ci admet quelques paramètres. La qualité des 

résultats dépend fortement du choix de la norme et du choix de la représentation d'état 

(les résultats dépendent de la base choisie). 

- Critère de Mori et Kokame 

Ici, lt = -3 + 1 a 1 et 12 = 1 a 1. 

Le système est stable pour lt < 0 c'est-à-dire pour 1 a 1 < 3, on suppose donc désormais 

que 1 a 1 > 3. 

12 = 1 a 1 > 7C/2, il suffit donc de trouver pour quelles valeurs du paramètre a toutes les 

valeurs propres de la matrice A + Be-2s sont à partie réelle strictement négative lorsque 

S = j 0>, 0> E [0, 1t]. 

Les valeurs propres de A+ Be-2jco sont les solutions de l'équation: 

) . .,2 + (8 + a e-2jco) Â. + (15 + 4a e-2jco) = O. (2.70) 

En résolvant cette équation, on peut montrer que le système est asymptotiquement stable 

pour toute valeur de a telle que le polynôme 960 + 16 a2 + [ 496 + 4 a2] a x + 63 a2 x2 est 

strictement positif pour tout x appartenant à 1' intervalle [ -1, 1]. 

On montre alors que le système est stable pour 1 a 1 < 3.75. 

Ce critère est difficilement applicable lorsque l'ordre du système ou le nombre de 

paramètres augmentent: on retrouve les mêmes difficultés qu'avec la méthode de Jury

Mansour. On peut néanmoins, pour simplifier, ne plus considérer la négativité des 

valeurs propres de A+ Be-'ts mais celle de sa mesure. 

- Equation complexe de Lyapunov 

[
-4 1 ] . On a F(z) = , avec z = eJCO. On choisit Q(z) = I2, matrice identité. 

1 - 4- az 
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La solution P(z) de l'équation F*(z) P(z) + P(z) F(z) =- 12 est la matrice 

-1 [ [4 + a cœ ro] [64 + 16 a cœ. ro + a2] [8 + a cœ ro] [8 + a dm] ] 

d [8 + a cœ ro] [8 + a el00] 4 [64 + 16 a cœ ro + a2] 
(2.71) 

avec d = 960 + 16 a2 + [496 + 4 a2] a cos ro + 63 a2 cos2 ro. 

On montre que P(z) est définie positive pour tout ro dans [0, 27t] si et seulement si d > 0 

pour tout roe [0, 27t], et ceci est vérifié uniquement pour 1 a 1 < 3.75. 

Ce critère est difficilement applicable même lorsque l'ordre du système est relativement 

faible, car la résolution de l'équation complexe de Lyapunov est en régie générale 

compliquée. 

- Critère de Tokumaru et al. 

La matrice 

(2.72) 

est l'opposée d'une M-matrice si 

-4 < 0 et- 4 (- 4 + 1 a 1)- 1 >O. 

Le système est donc stable lorsque 1 a 1 < 3.75. 

Ce critère est l'un des plus simples à utiliser même en présence de paramètres. Les 

inconvénients majeurs de cette méthode sont qu'elle donne des conditions suffisantes 

mais non nécessaires de stabilité et les résultats dépendent fortement de la représentation 

d'état: un changement de base est utile pour conditionner la matrice M + N sous forme 

d'une matrice à diagonale négative dominante. Notons aussi que c'est la seule des 

méthodes présentée qui soit encore valable lorsque le retard est variable avec le temps. 

Méthodes graphiques 

La condition de stabilité -3.75 <a< 4.05 s'obtient ici très facilement en traçant les lieux 

de Mikhailhov. Un des inconvénients de cette méthode est la possibilité d'oublier une des 

composantes de l'ensemble des paramètres pour lesquels le système est 

asymptotiquement stable lorsque celui-ci est non connexe. L'utilisation du critère de 

Chebotarev permet d'éviter cet inconvénient, les conditions de stabilité obtenues sont 

nécessaires et permettent de limiter le domaine possible des paramètres convenables. 

On trouve la même condition pour a en utilisant le critère de Nyquist 
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La méthode de Mori s'applique ici avec am=- 4, et on montre alors que le système est 

asymptotiquement stable pour des valeurs de a comprises strictement entre -3.75 et -4. 

La méthode nécessite le calcul des solutions d'une équation à coefficients complexes, 

l'outil informatique se révèle alors indispensable. 

Bilan 

Les tableaux suivants résument l'étude précédente. Pour chaque méthode, la classe de 

système considérée ('tl pour systèmes à retards quelconques, C lorque les retards sont 

commensurables, et 1 pour les systèmes à un seul retard) et le type de stabilité analysée 

(i.o.d. ou non) sont indiqués. 

A) Méthodes fréquentielles 

METIIODES RETARDS STAB. COMMENTAIRES 

+:Méthode simple, pré-analyse utile pour 

Th. de Chebotarev 'tl CN 
limiter le calcul de paramètres de commandes. 
- : des conditions nécessaires peuvent 
n'apparaître que pour des déterminants de 
rangs élevés. 

Th. de Pontryagin c CNS 
+ : Bonne méthode graphique. 

- : Méthode analytique complexe si le 
système à analyser admet des paramètres. 

+ : Méthode simple lorsque le système admet 

D-partition 'tl CNS 
moins de 2 paramètres réglables. 
-:Difficile à appliquer lorsqu'il y a plus de 2 
paramètres. 

+ : Permet de déterminer toutes les valeurs du 

W aiton & Marshall c CNS 
retard de base pour lequel le système est 
stable. 
- : Méthode complexe si l'ordre du système 
est élevé ou s'il admet des paramètres. 

Pseudo-retards c CNS idem W aiton et Marshall 

+ : Méthode simple pour des approximants 

Approx. de Padé 'tl d'ordre faibles. 
- : La fiabilité de cette méthode nécessite 
parfois de pousser l'analyse à des ordres 
élevés, l'analyse devient alors difficile. 

+ : sous l'hypothèse p(O, z) :t: 0 pour 1 z 1 = 1 

Kamen c CNS 
conditions nécessaires et suffisantes de 
stabilité i.o.d. 

i.o.d. 
- : Méthode complexe si le système admet des 
paramètres. 
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B) Méthodes matricielles 

METIIODES RETARDS STAB. COMMENT AIRES 

1 cs + : Méthode simple. 
Mori et al. - Hmamed - : Critère non conservatif : dépend de la 

représentation d'état choisie, condition parfois 
excessive (cf. exemple). 

+ : améliore la précision des résultats 

Mori 1 cs précédents 

- : Complexe si le système possède un ou 
plusieurs paramètres + mêmes inconvénients 
que pour la méthode de Mori et al. 

·. + : conditions plus faibles que la méthode de 

Mori & Kokame 1 cs Mori etal. 

-:Calculs complexes (calcul des zéros d'une 
équation à coefficients complexes). 

Brierley et al. c cs + : Conditions nécessaires et suffisantes de 
stabilité i.o.d. 

i.o.d. 
- : Calculs complexes. 

cs + : Méthode très simple, valable si les retards 

Tokumaru et al. 'r;f i.o.d. 
varient avec le temps. 

- : Peut nécessiter un conditionnement de 
1' écriture du système. 

C) Méthodes graphiques 

METIIODES RETARDS STAB. COMMENT AIRES 

+ : Méthode simple. 

Lieu de Mikhailov 'r;f CNS -:méthode coup par coup: risque d'oublier 
un sous-ensemble de paramètres stabilisants. 

+ : Méthode simple lorsque le dénominateur 

Critère de Nyquist 'r;f CNS 
de la fonction de transfert en boucle fermée à 
la forme (2.21) 

-:idem lieu de Mikhailov. 

+ : Si par cette méthode, on a montré que le 

lieu de Mori et al. 1 cs système est stable pour t = tt, alors il est 

stable pour tout t ~ tt. 

-:Nécessite le tracé du lieu des racines de 
systèmes à coefficients complexes. 
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3. CAS DES SYSTÈMES À RETARDS VARIABLES 

Contrairement aux cas des systèmes linéaires stationnaires, il y a peu de travaux traitant 

de la stabilité des systèmes à coefficients constants et à retards variables. Parmi les 

résultats précédents, seule la méthode de Tokumaru et al. reste valable lorsque le retard 

dépend du temps. n est en effet important de noter que la stabilité asymptotique des 

systèmes obtenus en "gelant" le retard ne suffit pas à assurer la stabilité asymptotique du 

système initial. Ce phénomène peut être illustré par 1' exemple suivant [Hirai et Satoh 

(1980)]: 

Considérons le système scalaire 

x (t) =-a x(t)- b x(t- 't(t)), (2.73) 

où 't(t) est défmi par 

't(t) = t- kT o. pour kTo < t ~ (k + 1) To. (2.74) 

L'équation (2.73) peut se récrire 

x (t) =-a x(t)- b x(kTo), pour kTo < t ~ (k + 1) T0. (2.75) 

n est alors facile de calculer x((k + 1) To) en fonction de x(kT0): 

x((k + 1) To) = [(1 + Q) e-aTo- Q] x(kT0), si a ;t= 0 
a a 

= (1 - bTo) x(kTo). si a= O. 

Le système est donc asymptotiquement stable si et seulement si 

{ 
1 ( 1 + 12..) e-aTo- 12_ 1 < 1 si a ;t= 0 

a a 
1 1 - b T o 1 < 1 si a = 0 

(2.76) 

Sur la figure suivante, on a représenté dans le plan (a, b) l'ensemble des paramètres pour 

lesquels le système (2.73) est stable avec le retard (2.74) et, en trait pointillé, celui obtenu 

pour un retard 't constant inférieur ou égal à 1. 
b 

6 

figure 2.7 . Région de stabilité de l'Eq. (2.73) 

On voit donc que le système (2.73) avec le retard variable 0 ~ 't(t) ~ 1 peut être instable 

alors même qu'il est asymptotiquement stable pour tout retard constant majoré par 1, et 

inversement, il existe des valeurs (a,b) pour lequel le système (2.73) est 
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asymptotiquement stable pour toute loi du retard t de la forme (2.74) avec To inférieur à 

1, mais instable lorsque le retard est fixé à une valeur toujours inférieure à 1. 

4. CAS DES SYSTÈMES LINÉAIRES À COEFFICIENTS PÉRIODIQUES 

4.1. Théorie de Floquet 

On considère dans cette partie les systèmes linéaires homogènes admettant une équation 

de la forme: 

rn 

x (t) = A(t) x(t) + L Bi(t) x(t- 'ti(t)), (2.77) 
i = 1 

.. 
où les matrices A(t) et Bi(t) de dimensions n x n, ainsi que le retards 'ti(t) sont des 

fonctions T-périodiques du temps, c'est-à-dire vérifient les égalités 

A(t + T) = A(t), Bi(t + T) = B(t), 'ti(t + T) = 'ti(t) 

pour tout t réel. 

Comme dans le cas non retardé, on définit l'opérateur de transition <l>(t, s) par 

<l>(t, s) <p = Xt (s, <p), 

pour tout t ~ set tout <p dans C. L'opérateur cl> vérifie toujours la relation de semi-groupe 

cl>(t, ti) <l>(tt, s) = cl>(t, s), 

pour tout t ~tt~ s. En outre, la périodicité du système (2.77) implique les égalités 

cl>(t + T, s + T) = cl>(t, s), et cl>(t + T, s) = cl>(t, s) <l>(s + T, s), 

pour tout t ~s. On définit alors l'opérateur de monodromie U(t) : C ~ C par 

U(t) <p = cl>(t + T, t) <p 

Le spectre de U(t) est indépendant de tet constitue un sous-ensemble compact du plan 

complexe. Soit p un élément non nul du spectre de U(t), alors pest une valeur propre de 

l'opérateur U(t), c'est-à-dire, il existe un élément non nul <p de C tel que U(t) <p = p <p. 

Les valeurs propres de l'opérateur U(t) sont appelées également multiplieurs 

caractéristiques du système (2.77), et tout nombre À. tel qu'il existe un multiplieur 

caractéristique p vérifiant p = eÂT est appelé exposant caractéristique du système (2.77). 

A tout multiplieur caractéristique p du système (2. 77) on peut associer Ep et Kp deux 

sous-espaces fermés de C tels que les propriétés suivantes soient vérifiées : 

(i) Ep est de dimension fmie ; 

(ii) Ep E9 Kp = C ; 

(üi) les sous-espaces Ep et Kp sont invariants parU. 

(iv) cr(U 1 Ep) = {p}, cr(U 1 Kp) = cr(U) \ {p}, 

où cr(U) représente le spectre de l'opérateur U, et U 1 E est la restriction de U au sous

espaceE. 
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La dimension d du sous-espace Ep est appelée la multiplicité du multiplieur p. 

Théorème 4.1. : Soit cl> =(cpt, ... , cl>d) une base de Ep. alors il existe deux matrices 

P(t) et B de dimensions d x d vérifiant 

(i) la matrice eBT admet p comme unique valeur propre, et 

(ü) P(t) est à coefficients dans C, et pour tout t, P(t + T) = P(t) 

telles que, si <p = cl>b, alors la solution de (2. 77) passant par <p est définie pour tout t réel 

et donnée par 

Xt( 0, <p) = P(t) eBt b. 

Les solutions de conditions initiales appartenant au sous-espace Ep sont dites de Floquet : 

ces solutions sont le produit d'un terme exponentiel eÀ.t par un polynôme en t à 
' 

coefficients fonctions T-périodiques de t 

Pour <p élément quelconque de C, la solution x(t; to. <p) peut être décomposée en une 

série de solutions de Floquet. Pour cela, soient Pi les différents multiplieurs 

caractéristiques du système (2.77), et soit Pi l'opérateur de projection de C sur le sous

espace Epi. A l'aide de ces notations, on peut énoncer le résultat suivant : 

Théorème 4.2. [Stokes (1962)], [Hale (1977)] : Soit <p un élément arbitraire de C, et 

soit a un nombre réel arbitraire, alors il existe des constantes J3 = J3(a) > 0, k = k(a) > 0 

telles que 

1 x(t; to. <p) -

Remarque : Cette décomposition est similaire au développement (2.8) obtenu pour les 

équations linéaires stationnaires. 

4.2. Théorème général de stabilité 

Le résultat suivant, corollaire du précédent, est une extension aux cas des systèmes à 

retards d'un théorème dû à Lyapunov: 

Théorème 4.3. [Stokes (1962)], [Halanay (1966)] : Le système (2.77) est 

asymptotiquement stable si et seulement si tous ses multiplieurs caractéristiques sont de 

module strictement inférieur à l'unité. De même, la solution nulle de l'équation (2.77) est 

stable si et seulement si tous les multiplie urs caractéristiques du système (2. 77) sont dans 

le disque unité et aux multiplieurs de module égal à l'unité correspondent des diviseurs 

élémentaires simples. 
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4.3. Applications à une classe particulière d'équations 

Le problème de la stabilité d'un système linéaire périodique de type retardé est donc réduit 

à la détermination ou à 1 'estimation des valeurs propres de son opérateur de monodromie. 

Si dans le cas non retardé les multiplieurs caractéristiques peuvent être approchés à l'aide 

d'algorithmes numériques (voir par exemple [Rabenasolo (1992)], il n'en va pas de 

même pour les systèmes à retards. Les seuls résultats significatifs concernent des classes 

particulières d'équations. Par exemple, considérons l'équation scalaire suivante dont les 

retards sont divisibles par la période T ([Zverkin (1967)], [Kolmanovskii et Nosov 

(1986)]): 

x (t) + a(t) x(t) + bt(t) x(t- rn tT)+ bz(t) x(t- mzT) = 0, 

où rn 1 et mz sont des entiers naturels. On recherche les solutions de la forme 

x(t) = p(t) eÀt, 

où p(t) est une fonction T-périodique. 

La fonction p(t) doit alors vérifier l'équation différentielle 

p (t) + [À. + g{t, À.)] p(t) = 0, 

où g(t, À.)= a(t) + bt(t) exp(- mtÀ.T) + bz(t) exp(- mzÀ.T). 

Par intégration, on obtient alors l'expression de p(t) : 
t 

p(t)=Cexp[-À.t - J g{s, À.) ds]. 
0 

p est périodique, À. doit donc être solution de 1' équation 
T 

À.T + J g{s, À.) ds = O. 
0 

(2.78) 

(2.79) 

(2.80) 

(2.81) 

Cette équation est transcendantale, elle admet au plus une famille dénombrable de 

solutions. A chacune de ces racines, on peut associer la solution de Floquet (2.79). La 

solution nulle de l'équation (2.78) est asymptotiquement stable si et seulement si tous les 

À. solutions de (2.81) sont à partie réelle négative. Le cas des systèmes différentiels à 

retards divisibles par T peut être traité similairement à condition de pouvoir calculer la 

matrice fondamentale d'un système différentiel ordinaire paramétré par À. ([Hale (1977)]). 

A titre d'exemple, considérons l'équation scalaire [Hale (1977)] 

x (t) = sin(t) x(t- 27t). (2.82) 

L'équation (2.81) se réduit à À.= 0, le seul multiplieur caractéristique du système est donc 

p = 1. La solution de Floquet associée à p = 1 est p(t) = e-cos t. Enfin, si P est 

l'opérateur de projection de C sur Et. alors pour tout cp e C, la solution x(t, 0, cp- P cp) 

décroît plus vite que n'importe quelle exponentielle, ce qui prouve que, dans le cas 

général, il n'existe pas de transformation de Floquet-Lyapunov réduisant (2.82) en une 

équation à coefficients constants (l'égalité (2.8) montre en effet que toute solution d'une 
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équation linéaire stationnaire est majorée par une fonction exponentielle du type k e-a.t, 

où a est une constante). 

CONCLUSION 

Cette partie illustre bien la singularité des systèmes à retards : concernant la stabilité, les 

résultats théoriques sont, à peu de choses près, identiques à ceux des systèmes 

ordinaires, mais en pratique 1' étude de la stabilité se révèle beaucoup plus complexe à 

traiter. Ainsi, il existe de nombreuses méthodes d'analyse de la stabilité pour les systèmes 

linéaires stationnaires, mais seul un faible nombre d'entre elles peut être utilisé pour la 

synthèse d'une loi de commande puisque dans ce cas la présence de paramètres fonnels 

est systématique. La complexité de l'analyse croît lorsque les systèmes sont non 

stationnaires. Les outils employés pour traiter cette classe de systèmes sont alors 

identiques à ceux appliqués pour les systèmes non linéaires. Ils seront exposés au 

chapitre suivant. 
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CHAPITRE 3: 

STABILITE 

DES SYSTEMES NON LINEAIRES A RETARDS 

INTRODUCTION 

Les phénomènes non linéaires d'un processus doivent souvent être pris en compte dans la 

modélisation afin d'obtenir un comportement réaliste dans un domaine de validité 

convenable. 

La plupart des méthodes d'étude de la stabilité applicables aux systèmes linéaires ne sont 

plus valables lorsque le modèle est non linéaire. Nous allons dans ce chapitre présenter 

des outils et des méthodes permettant leur analyse. 

Dans une première étape, nous allons rappeler les différentes techniques existantes : ainsi, 

il sera présenté une généralisation de la méthode de Lyapunov-Poincaré et l'extension de 

la seconde méthode de Lyapunov aux cas des systèmes à retards. Nous présentons deux 

variantes de cette méthode : la première suggérée par Krasovskii consiste à utiliser des 

fonctions définies non plus sur JR0 , mais sur l'espace fonctionnel C ; la deuxième, due à 

Razumikhin, conserve quant à elle la notion classique de fonctions de Lyapunov. Nous 

verrons également comment le principe d'invariance de LaSalle peut être généralisé aux 

cas des systèmes à retards à travers ces deux méthodes. Ensuite, la méthode fréquentielle 

d'analyse de la stabilité sera présentée. Enfin, nous conclurons ces rappels en présentant 

divers principes de comparaison applicables aux systèmes à retards et à 1' étude de la 

stabilité. 

Dans un deuxième temps, nous développons une méthode originale d'étude de la stabilité 

basée sur la notion de normes vectorielles utilisées en tant que fonctions vectorielles de 

Lyapunov. Cette étude généralise aux cas des systèmes à retards la méthode définie dans 
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[Gentina (1976)] pour les systèmes d'équations différentielles ordinaires et dans [Borne 

(1976)] pour les systèmes discrets. L'étude de la stabilité d'un système est réalisée à 

travers celle d'un système de comparaison, et il sera donné des conditions suffisantes de 

stabilité dépendant de la structure du système majorant et simples à tester. 

L'approche par normes vectorielles nous conduit ainsi, dans ce chapitre, à énoncer 

plusieurs théorèmes de base : les deux premiers concernent le calcul des systèmes 

majorants et le principe de comparaison (théorèmes 5.1 et 5.2), et neuf autres (Th. 5.3 à 

5.11) donnent des critères relatifs à la stabilité. Le chapitre 4 reprendra ces résultats pour 

les appliquer à l'estimation des domaines de stabilité ainsi qu'à divers autres problèmes 

d'analyse et de commande. 
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1. STABILITÉ AU PREMIER ORDRE DES ÉQUATIONS À RETARDS 

La stabilité d'une solution d'un système non linéaire ordinaire peut se déduire, sous 

certaines hypothèses, de la stabilité de son système linéarisé tangent. Cette méthode, 

justifiée par les travaux de Poincaré et de Lyapunov, peut être étendue au cas des 

systèmes à retards. 

1.1. Système linéarisé tangent 

Considérons le système 
m 

x(t) =A x(t) + L Bk x(t- 'tk) + r(t, x(t), x(t- hl(t)), ... , x(t- hp(t))), (3.1) 
k=l 

où les 'tk sont des constantes positives, les retards hï(t) sont des fonctions continues, 

positives et bornées du temps, et où la fonction continuer est telle qu'il existe deux réels 

strictement positifs e et f3 pour lesquels l'inégalité 

1 r(t, U}, ••• , Up+Ü 1 ~ (3 (1 U} 1 + ... + 1 Up+l 1) (3.2) 

est vérifiée pour tout t ~ to, et tout Ui e R0 vérifiant 1 Ui 1 < e (i = 1, ... , p + 1). 

Sous certaines hypothèses, la stabilité de la solution nulle du système (3.1) peut se 

déduire de celle du système 
m 

x(t) =A x(t) + L Bk x(t- 'tk). (3.3) 
k=l 

Lorsque la constante f3 apparaissant dans l'inégalité (3.2) converge vers zéro pour des 

valeurs de etendant vers zéro, ce système sera appelé le système linéarisé tangent. 

Théorème 1.1. [El'sgol'ts et Norkin (1973)] :Si le système linéaire stationnaire (3.3) 

est asymptotiquement stable, alors, pour des valeurs suffisamment faibles de (3, la 

solution nulle du système (3.1) est aussi asymptotiquement stable. 

De même, si le système (3.3) admet au moins une racine caractéristique à partie réelle 

strictement positive, alors, pour des valeurs suffisamment faibles de (3, la solution nulle 

du système (3.1) est instable. 

Lorsque (3.3) est le système linéarisé tangent, alors f3 peut être pris aussi petit que l'on 

désire (il suffit pour cela de choisir une valeur convenable de e), le théorème 1.1 est alors 

équivalent à une première méthode de Lyapunov. 
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Ce théorème s'applique aussi lorsque rest suff'ISamment faible en moyenne, c'est-à-dire, 

s'il existe un réel T > 0 et une fonction continue \jf(t) telle que 

1 r(t, U}, ••. , Up+I) 1 =::; 'lf(t) (1 U} 1 + ... + 1 Up+l 1), (3.4) 

et 
t+T 

J v(s) ds < ~. 'Vt. (3.5) 
t 

Sous des conditions plus fortes, l'hypothèse de stationnarité du système linéaire tangent 

peut être levée, en effet, considérons le système perturbé 
m 

x (t) = A(t) x(t) + L Bk(t) x(t- 'tk(t)) + r(t, x(t), x(t- ht(t)), ... , x(t- hp(t))), (3.6) 
k=l 

où les retards 'tk(t) et hï(t) sont des fonctions continues, positives et bornées: 

0 =::; 'tk(t) =::; t (k = 1, ... ,rn), 0 =::; hï(t) =::; t (i = 1, ... , p), 

et où r est une fonction continue arbitraire pour laquelle il existe deux réels E > 0 et ~ > 0 

tels que 

1 r(t, x(t), x(t- fi (t)), ... , x(t- rp(t))) 1 =::; ~ Il Xt Il 

pour tout t ~ to et toute fonction Xt e C vérifiant Il Xt Il < E. 

(3.7) 

Théorème 1.2. [Krasovskii (1963)] : Si la solution nulle du système non perturbé 
m 

x (t) = A(t) x(t) + L Bk(t) x(t- 'tk(t)) (3.8) 
k=l 

est exponentiellement stable alors pour ~ suffisamment petit, la solution nulle de (3.6) 

pour toute fonction r continue vérifiant l'inégalité (3.7) est asymptotiquement stable. 

1.2. Généralisation à la stabilité totale 

On voit donc que, pour les systèmes linéaires, l.a propriété de stabilité asymptotique 

uniforme (équivalente alors à la stabilité exponentielle) pour un équilibre entraîne en plus 

d'une relative insensibilité vis-à-vis des conditions initiales (paramètre E) une certaine 

tolérance envers des perturbations structurelles comme le terme r(t, ... )pour le système 

(3.1). 

De façon plus générale, c'est-à-dire lorsque la fonction r n'est pas nécessairement nulle 

pour Xt = 0, cette propriété est appelée stabilité totale ([Hahn (1963)], [Yoshizawa 

(1966)]), ou encore stabilité sous perturbations permanentes ([Krasovskii (1963)]), et est 

défmie pour les systèmes à retards comme suit: On considère l'équation 

x (t) = f(t, x(t), x(t- tt (t)), ... , x(t- 'tm(t))), (3.9) 
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où les retards 'tk(t) sont des fonctions continues, positives et majorées par 't. On suppose 

que f est continue, admet une condition de Lipschitz en toutes ses variables sauf la 

première, et que f(t, 0, ... , 0) = O. 

On associe à (3.9) le système perturbé: 

x (t) = f(t, x(t), x(t- ht(t)), ... , x(t- hm(t))) 

+ r(t, x(t), x(t- q(t)), ... , x(t- rm(t))), (3.10) 

où 0 s; hï(t) s; 't, 0 s; ri(t) s; 't, et r est une fonction continue de ses arguments non 

nécessairement nulle lorsque Xt = O. 

Définition 1.1. : La solution x = 0 du système (3.9) est dite totalement stable si, pour 

toutE> 0, il existe des nombres positifs Bo, n. et ô tels que, 

pour toute condition initiale cp vérifiant 

Il cp Il< Bo. 
pour toute fonction hi telle que 

1 'ti(t) - hi(t) 1 <ô (i = 1, ... ,rn), 

pour toute fonction vectorielle r telle que 

1 x 1 < E, 1 Yi 1 < E (i = 1, ... ,rn) => 1 r(t, x, YI· ... , Ym) 1 <Tl , 

et pour tout t ~ to, 
la solution x(t; to, cp) de (3.10) vérifie l'inégalité 

1 x(t; to, cp) 1 < E. 

On peut alors généraliser les deux théorèmes précédents : 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

Théorème 1.3. [Krasovskii (1963)] : Si la solution nulle de (3.9) est uniformément 

asymptotiquement stable, alors elle est totalement stable. 

Remarque : Le théorème est encore valable si les p~rturbations sont bornées en moyenne, 

c'est-à-dire, s'il existe un réel T > 0, et deux fonctions '1'1 et '1'2 telles que les inégalités 

(3.12) et (3.13) sont remplacées par les inégalités 

et 

avec 

1 r(t, x, Yt. ... , Ym) 1 < 'I'I(t) pour 1 x 1 < E, 1 Yi 1 < E (i = 1, ... ,rn), 

sup 1 'ti(t) - hi(t) 1 < 'lf2(t), 
i = 1, ... , m 

t+T 

J 'lft(S) ds < 11, 
t 
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2. SECONDE MÉTHODE DE L Y APUNOV POUR LES SYSTÈMES À RETARDS 

2.1. Validité et limitations de la méthode directe de Lyapunov 

Si la méthode précédente permet bien souvent de conclure sur la stabilité d'un équilibre, 

elle n'apporte par contre aucune information pratique concernant les domaines de stabilité 

introduits au premier chapitre. 

Dans le cadre des équations différentielles ordinaires, la seconde méthode de Lyapunov, 

appelée également méthode directe car elle ne nécessite pas la résolution des solutions, 

permet de combler cette lacune. La méthode des fonctions de Lyapunov peut être 

appliquée sans modification majeure aux systèmes à retards : 

Par exemple, la solution nulle du système 

{

. 2 
x1 (t) = x2(t) - x1 (t) x2(t- 't1 (t)) 

. 2 
x2 (t) =- x1(t)- x2(t) x 1(t- 't2(t)) 

(3.15) 
t ~ to, to e IR , 

où les fonctions 'ti (i = 1, 2) sont définies, continues par morceaux, positives et bornées 

pour t ~ to. est asymptotiquement stable. Pour le montrer, il suffit de considérer la 

fonction v(xt. x2) = xî +xi qui, le long des solutions de (3.15), admet comme dérivée la 

fonction 
dv [ 2 2 2 2 dt =- 2 x1(t) Xz(t- 't1(t)) + x2(t) x1(t- 't2(t))] ~O. 

Cependant cette méthode présente, dans le cas général, deux inconvénients majeurs : 

premièrement, on devra imposer des conditions sévères sur le système pour montrer que 

la dérivée de la fonction de Lyapunov calculée le long des trajectoires solutions est 

négative (en effet, cette dérivée n'est plus une fonction ordinaire, mais une fonctionnelle: 

elle dépend aussi de certaines valeurs passées de l'argument t, et deuxièmement, il 

n'existe pas de réciproque à ces résultats. Ce dernier point peut être illustré par l'exemple 

suivant : considérons le système décrit par l'équation 

x (t) = f(x(t), x(t- 't)), ('t > 0) (3.16) 

où fest une fonction lipschitzienne telle que f(O, 0) = O. On suppose que la solution est 

uniformément asymptotiquement stable pour une valeur 'to du retard, et que comme cela 

est vrai pour les systèmes non retardés, il existe une fonction de la forme v(t, x) 

permettant de conclure quant à la stabilité du système. Alors comme cette fonction v ne 

fait pas intervenir le retard 't, la stabilité serait assurée pour tout retard 't (il suffit pour le 

montrer de considérer la fonction v(kt, x), où k = 'tl'to). Autrement dit, la solution nulle 

du système (3.16) serait alors asymptotiquement stable i.o.d. 

Ce résultat est évidemment faux, il suffit de considérer 1' équation scalaire 

x (t) =- x(t- 't), 

qui n'est stable que si 'test compris entre 0 et rr12. 
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Une extension plus naturelle, proposée par Krasovskii (1963), consiste à remplacer les 

fonctions de Lyapunov par des fonctionnelles (c'est-à-dire à des fonctions défmies sur C) 

ayant des propriétés semblables. 

2.2. Méthode des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii 

L'utilisation de fonctionnelles permet d'étendre aux systèmes à retards la plupart des 

résultats désormais classiques pour les équations différentielles ordinaires. 

Pour cela, on considère le système d'équations différentielles 

x (t) = f(t, x(t); x(t- 'tl (t)), ... , x(t- 'tm(t))), t ~ to (3.18) 

où f: [to, co[ x JR0 x ... x lR0 ~ JR0 est continue et vérifie localement une condition de 

Lipschitz en toutes ses variables sauf la première. 

On suppose de plus que f(t, 0, ... , 0) = 0 de telle sorte que x = 0 est une solution de 

(3.18). Dans tout ce chapitre, sauf indication du contraire, on se restreindra à l'étude de 

cette solution particulière. 

Dans cette partie, on se servira des notations suivantes : 

Etant donné a> 0, Ca représente l'ensemble des fonctions cp de C telles que Il cp Il< a. 

La fonction de Lyapunov v sera remplacée par une fonctionnelle scalaire IJ{t, cp) définie et 

continue sur [to, co[ x Ca. à laquelle est associée la dérivée de o/le long des solutions de 

(3.18), notée IJ{ t ; to. cp) et définie comme étant la dérivée supérieure à droite par rapport 

à t de la fonction v(t) = IJ{t, Xt(to, cp)), où x(to, cp) est la solution de (3.18) passant par cp à 

t = to. c'est-à-dire: 

o/(t+ L\t, Xt+.6t(t0, cp))- o/(t, xt(to, cp)) 
'Vt:t; to, cp)= lim sup . 

ât ~ o+ L\t 
(3.19) 

Les hypothèses réalisées sur la fonction f garantissant l'unicité des solutions, cet 

opérateur sera remplacé de façon équivalente par l'opérateur plus simple à calculer 

o/(t + L\t, Xt+At(t, cp))- o/(t, cp) 
1{t, cp)= lim sup 

ât ~ o+ L\t 
(3.20) 

Le premier théorème proposé concerne la stabilité simple et uniforme. La condition de 

stabilité simple est due à El'sgol'ts et Norkin (1973) tandis que le résultat sur la stabilité 

uniforme est tiré de [Hale (1977)]. 
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Théorème 2.1. (Stabilité- Stabilité uniforme) :S'il existe une fonctionnelle continue o/ 

possédant les deux propriétés suivantes : 

1. il existe une fonction ffi 1 : [0, a[ -7 JR+ continue et définie positive 

( ffii (0) = 0 et ffii (Ç) > 0 pour Ç :1: 0) telle que 

1{t, q>) ~ffi} (li q> Il), 'V q> e Ca (3.21) 

2. 'l{t, q>) S 0, 'V t ~ to, 'V q> E Ca, 

alors, la solution x= 0 de (3.18) est stable. 

Si, de plus, il existe une fonction 0)2 continue et définie positive sur [0, a[ telle que 

ffi2(1 q>(O) 1) ~ 1{t, q>), 'V t ~ to, 'V q> e Ca , (3.22) 

alors la stabilité de la solution nulle est uniforme. 

Ce résultat admet une réciproque [Halanay (1966)]: 

Théorème 2.2. (Réciproque du Th. 2.1.) : Si la solution nulle de (3.18) est 

uniformément stable, alors il existe une fonctionnelle 1{t, q>) continue à laquelle on peut 

associer deux fonctions scalaires définies positives ffii, 0)2 telles que 

ffit(ll q> Il) s 1{t, q>) s 0)2(11 q> Il), (3.23) 

et telle que sa dérivée 1{t, q>) calculée comme en (3.20) est négative. 

Un des résultats de base concernant la stabilité asymptotique, dû à Krasovskii (1963), est 

le suivant: 

Théorème 2.3. (Stabilité asymptotique uniforme) :Si l'on peut associer à l'équation 

(3.18) une fonctionnelle continue 'J{t, q>) telle qu'il existe trois fonctions ffi}, ffi2, et ffi 

définies positives sur [0, a[ vérifiant pour tout q> e Ca et tout t : 

ffi} (Il q> Il) s 1{t, q>) s 0)2(11 q> Il), (3.24) 

et 

'J{t, q>) s- ffi(ll <p Il), (3.25) 

alors la solution nulle de (3.18) est uniformément asymptotiquement stable. Si, de plus, il 
existe deux réels Cio et Clt (Cio< a 1 <a) tels que la condition 

inf ['J{t, q>): Il q> Il= at] > sup ['J{t, q>): Il q> Il= no] (3.26) 
t~to t~to 

est vérifiée, alors la région C~ est située dans le domaine d'attraction du point x= O. 

Ce théorème est très important théoriquement car il admet une réciproque [Krasovskii 

(1963)]. 
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Théorème 2.4. (Réciproque du Th. 2.3.) : Si la solution nulle de (3.18) est 

uniformément asymptotiquement stable, alors il existe une fonctionnelle IJ{ t, <p) vérifiant 

les conditions (3.24) et (3.25) et vérifiant une condition de Lipschitz en <p. 

Ce critère de stabilité est cependant difficile à mettre en oeuvre, car en pratique on obtient 

. Jo souvent des majorations de IJ{t, <p) dépendant de l<p(O)I ou de Il <p 112 = [ -'t l<p(s)l2 ds]112. 

De plus, pour certains systèmes fortement non stationnaires, il s'avère souvent 
. 

indispensable de pouvoir considérer des majorations de la dérivée ~t, cp) dépendant 

explicitement du temps, ce qui n'est pas le cas dans (3.25). 

Les résultats suivants permettent de prendre en compte ces contraintes. 

Théorème 2.5. (Variantes du Th. 2.3.) :Soit o/: [to, oo[ x Ca~ 14 une fonctionnelle 

continue et on suppose qu'il existe des fonctions ffi}, ro2, ID3 et ro : [0, a.[~ R+ 

continues, définie positives et strictement croissantes. 

(i) Si l'une des conditions 
. 

(a) rot(l cp(O) 1) S ~t, cp) S 0>2(11 cp Il) et IJ{t, cp) S- ro(l cp(O) 1), ou 

(b) rot(l cp(O) 1) s ~t, cp) S 0>2(1 <p(O) 1) + 0>3( Il cp 112) et IJ{t, cp) S- ro(l cp(O) 1), 

est vérifiée pour tout t;;:: to et tout cp e Ca, alors la solution nulle de (3.18) est 

uniformément asymptotiquement stable. 

(ü) Soitll: 14 ~~une fonction mesurable telle que f ll(S) ds = oo. 
0 

Si l'une des conditions suivantes 

(c) ro1(1 <p(O) 1) S ~t, cp) S 0>20 <p(O) 1) + 0>3( Il <p 112) et 

IJ{t, cp) s -ll(t) ro(ll cp 112), 

( d) ro1 (1 cp(O) 1) S ~ t, cp) S C02(1 cp{O) 1) + 0>3( Il cp 112) et 

~t, cp) S -ll(t) ro(ll cp 112), où 11 est une fonction monotone, 

est vérifiée pour tout t ;;:: to et tout cp e Cao (avec 0 < <Xo < a.), alors la solution nulle de 

(3.18) est asymptotiquement stable. 

Krasovskii (1963) a montré sous les conditions (a) et (b) la stabilité asymptotique. Ces 

résultats ont été améliorés par Yoshizawa (1966) et Burton (1978), qui, sous les mêmes 

hypothèses, ont montré la stabilité asymptotique uniforme. Les conditions (c) et (d) sont 

tirées de [Burton et Hatvani (1990)]. 
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Il est intéressant de noter que la condition (d) lorsque 't tend vers zéro se réduit à la 

condition 'J{t, q>) :S 0: cette condition ne peut donc pas prouver la stabilité asymptotique 

d'un système d'équations différentielles ordinaires. 

Le résultat suivant donne une condition suffisante d'instabilité: 

Théorème 2.6. [Hale (1977)] :Soit 'V{q>) une fonction scalaire, continue et bornée sur 

C. S'il existe un réel y> 0, des fonctions u(Ç) et w(Ç), continues, strictement croissantes 

et positives pour Ç > 0, et un ouvert U de C tels que 

(i) 'V{q>) > 0 sur U, 'V{q>) = 0 sur la frontière de U, 

(ii) 0 appartient à l'adhéren~e de U fi Cy, 
(iii) 'V{ q>) :S u(l q>(O) 1) sur U n Cy, 

(iv) 'V"(t, q>);::: w(l q>(O) 1) sur [0, oo[ xUn Cy. avec 

~(t, q>) = lim inf k ['V{xt+h(t, q>))- 'V{q>)], 
h--+0+ 

alors la solution x= 0 du système (3.18) est instable. Plus précisément, chaque solution 

Xt(to, <P) de condition initiale q> dans U fi Cy à t = to atteint la frontière de Cy en un 

temps fini. 

L'utilisation pratique de ces résultats est liée à la possibilité de trouver assez facilement 

une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii vérifiant les hypothèses d'un des énoncés 

précédents. Cela est rarement le cas. Une autre possibilité est d'utiliser les fonctions de 

Lyapunov qui restent relativement simple à utiliser. Cette méthode a été développée par 

Razumikhin (1956). 

2.3. Méthode des fonctions de Lyapunov-Razumikhin 

Si v : Rn ~ JRn est une fonction définie positive, continûment dérivable, alors la dérivée 

de v le long des trajectoires de (3.18) est donnée par 
. av 
v (x(t)) = atex(t)) f(t, x(t), x(t- 'tt (t)), ... , x(t- 'tm(t))). 

Pour étudier le signe de v sans déterminer la solution, on peut considérer que les 

différentes variables x(t), x(t- 'tt(t)), ... , x(t- 'tm(t)) sont indépendantes. La stabilité de 

1' équilibre est alors démontrée de cette façon au prix de conditions sévéres sur la fonction 

f. Une autre manière de procéder, proposée par Razumikhin (1956) et (1960), est de 

remarquer que la condition de négativité de v ne se révèle pas indispensable pour toutes 

les solutions. En fait, si une solution de (3.18) part d'une boule et la quitte à un instant t, 

alors la fonction Xt vérifie Il Xt Il = 1 x(t) 1, c'est-à-dire 1 x(t + s) 1 :S 1 x(t) 1 pour tout 
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se [-'t, 0]. Il suffit donc de ne considérer que les fonctions vérifiant cette dernière 

propriété puisque ce sont celles qui peuvent correspondre à une éventuelle divergence. 

C'est l'idée de base exploitée dans cette section. 

Soit v: R x JR.D ~ JR.D une fonction continue. La dérivée de v(t, x) le long des solutions 

de (3.18) est définie par 
. 1 
v(t, q>) = lim sup - [v(t + ~t. x(t + ~t. t, q>))- v(t, q>(O))], 

~t~o· ~t 

où x(t, q>) est la solution de (3.18) passant par q> à l'instant initial t dont la valeur à 

l'instants est notée x(s, t, q>). 

Théorème 2.7. [Razumikhin (1956)] : Soient mt, mz, m : JR.+ ~ JR.+ des fonctions 

continues, croissantes, mt (Ç) et m2(Ç) étant strictement positives pour Ç > 0, m1 (0) = 

ffi2(0) =O. S'il existe une fonction continue V : R x JR.D ~ R telle que 

IDt(l X 1)::; v(t, x)::; m2(l X 1), tER, XE JR.D, 

et 

v( t, q>) ::; - m(l q>(O) 1) 

pour toutes les fonctions q> vérifiant 

v(t + s, q>(s))::; v(t, q>(O)), 'Vs e [-'t, 0], 

alors la solution x= 0 de (3.18) est uniformément stable. 

(3.27) 

(3.28) 

Théorème 2.8. [Krasovskii (1956)] : On suppose que toutes les hypothèses du Th. 2.7 

sont remplies et que, de plus, m(Ç) > 0 si Ç > O. S'il existe une fonction p continue, 

strictement croissante telle que p(Ç) > Ç pour Ç > 0 et l'inégalité 
. 
v( t, q>) ::; - m(l q>(O) 1) 

est respectée pour toutes les fonctions q> vérifiant 

v(t + s, q>(s))::; p(v(t, q>(O))), 'Vs e [-'t, 0], 

alors la solution x= 0 de (3.18) est uniformément asymptotiquement stable. 

Si, de plus, il existe des nombres ao. a1 (ao < a1 <a) tels que 

inf {v(t, x): 1 x 1 =at}> sup {v(t, x): 1 x 1::; ao} 
alors l'ensemble Cao est inclus dans le domaine d'attraction de la solution x = O. 

Si mt(s) est non bornée, alors la solution x= 0 est un attracteur global de (3.18). 

Remarques: L'hypothèse sur p ne peut être supprimée [Mikolajska (1969)]. 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

La classe minimale de fonctions pour laquelle la dérivée de v doit vérifier l'inégalité 

(3.29) peut être définie autrement que par la relation (3.30), par exemple Xu et Liu 

(1994) proposent l'ensemble des fonctions q> pour lesquelles il existe un réel q > 1 tel que 

1 q>(s) 1 ::; q 1 cp(O) 1, 'V s e [ -'t, 0]. 
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Les auteurs ont montré que cette formulation du théorème 4.18 permet de réduire le 

conservatisme lié au choix de la représentation du vecteur x. On trouvera également dans 

[Razumikhin (1960)] la définition d'autres classes minimales de fonctions. 

2.4. Extensions du principe de LaSalle 

Le principe d'invariance de LaSalle [LaSalle (1960)] est une extension de la théorie des 

fonctions de Lyapunov permettant d'étudier le comportement limite des solutions d'un 

système d'équations différentielles ordinaires. Ce principe a été étendu aux cas des 

systèmes à retards stationnaires de deux façons différentes : la première utilise la théorie 

des fonctionnelles de Lyapunov-Kr~ovskii [Hale (1965)], la seconde est basée sur la 

méthode des fonctions de Lyapunov-Razumikhin [Haddock et Terjéki (1983)]. Nous 

proposons ici un rapide survol de ces résultats. 

On considère ici des systèmes stationnaires de la forme 

x (t) = f(x(t), x(t- 't}), ... , x(t- 'tm)), t~ to (3.32) 

où f: JR.D x ... x JR.D ~ JRD est continue et telle que les solutions de (3.32) dépendent 

continûment des conditions initiales. On note x( <p) la solution de (3.32) passant par <p à 

t =O. 

2.4.1. Principe d'invariance via les fonctionnelles de Lyapunov
Krasovskii 

Si 'Il: C ~ lR est une fonctionnelle continue, on définit la dérivée de 'V le long des 

trajectoires de (3.32) comme précédemment, c'est-à-dire, 

'Ï{<p) = lim sup _!_ ['V{x~t(<p))- 'V(<p)]. 
.t1t-40+ ôt 

(3.33) 

Avant de donner les principaux résultats, nous introduisons les notions de domaine 

invariant et de fonction de Lyapunov (au sens général). 

Définition 2.1. Un ensemble M c C est dit positivement invariant (par rapport à 

(3.32)) si, pour toute fonction <p de M, la solution x(<p) est définie sur[- 't, +oo[, et 

vérifie Xt(<p) e M, 'v' t ~O. 

Un ensemble M est dit invariant si, pour tout <p dans M, il existe une fonction x*(t, <p) 

défmie sur lR telle que : 

(i) xo* = <p, 

(ii) Xt* E M, l;f tE lR. 

(iii) Vs e R, la solution x(s, x8*) de (3.32) vérifie Xt(S, x8*) = Xt*, "t t ~s. 
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Définition 2.2. On dira que 'JI: C --+ R est une fonctionnelle de Lyapunov sur un 

sous-ensemble G de C relativement à l'équation (3.32) si 'JI est continue sur G, 

l'adhérence de G, et IJ{cp) ~O. 

On associe à la fonctionnelle 'J/et à l'ensemble G les trois sous-ensembles suivants : 

S = {cp e G: 'J{cp) = 0}, 

M = le plus grand ensemble inclus dans S invariant par rapport à (3.32), 

U ô = {cp e C : 1{ cp) < ô}, ô > O. 

Le théorème suivant dû à Hale (1965) constitue une généralisation du principe 

d'invariance de LaSalle. 

Théorème 2.8. (Principe d'invariance) : Si 'JI est une fonctionnelle de Lyapunov sur G 

et Xt(cp) est une solution bornée de (3.32) qui reste dans G, alors Xt(cp) converge 

asymptotiquement vers M. 

Le théorème 2.9. énoncé ci-dessous est une version plus pratique de ce résultat. 

Théorème 2.9. [Hale (1977)] :Si V est une fonctionnelle de Lyapunov sur Vô et s'il 

existe une constante K = K(ô) telle que la condition (<p e Uô) implique l'inégalité 

1 cp(O) 1 < K, alors toute solution Xt(cp) de (3.32) avec <p appartenant à Vô converge 

asymptotiquement vers M. 

L'utilisation du principe d'invariance permet de retrouver (dans le cadre restrictif des 

équations stationnaires) certaines conditions suffisantes de stabilité obtenues initialement 

par Krasovskii et énoncées dans la section 2.1 de ce chapitre. 

Corollaire 2.1. Supposons que 'V: C --+ R est continue et qu'il existe des fonctions 

positives a(Ç) et b(Ç) telles que a(Ç) --+ oo lorsque Ç --+ oo, 

a(l cp(O) 1) S IJ{cp), et IJ{cp) S- b(l cp(O) 1). (3.34) 

Alors la solution x = 0 de l'équation (3.32) est stable et toute solution est bornée. Si, de 

plus, b(Ç) est définie positive, alors toute solution converge asymptotiquement vers 

l'origine. 

De même, on peut déduire du Th. 2.8. une condition suffisante d'instabilité généralisant 

le théorème de Chetaev. 

-93-



Chapitre 3 

Théorème 2.10. Supposons que zéro (la fonction nulle) appartient à l'adhérence d'un 

ouvert U de C, que N est un voisinage ouvert de zéro dans C, et que 

(i) o/est une fonctionnelle de Lyapunov sur G = N ri U. 

(ii) M r1 G est soit vide, soit réduit au singleton zéro. 

(iii) 'V{ cp) < 11 sur G lorsque cp :1: O. 

(iv) 'J{O) =Tl et 'V{ cp)= Tl lorsque cp E aG (J N. 

Si No est un voisinage borné de zéro strictement inclus dans N, alors cp :1: 0 dans 

G (J No implique l'existence d'un tt tel que Xtl(cp) E aNo. 

2.4.2. Principe d'invariance via les fonctions de Lyapunov-Razumikhin 

Dans cette partie, v représente une fonction continue de JRn dans lR dont la dérivée le long 

des solutions de (3.32) est définie par : 
. 1 
v(cp) = lim sup - [v(x(i\t, cp))- v(cp(O))], (3.35) 

~t~o+ L\t 

où x(t, cp) représente la valeur à l'instant t de la solution de (3.32) de condition initiale cp à 

l'instant initial to =O. 

Les résultats présentés ci-dessous sont extraits de [Haddock et Terjéki (1983)]. 

La fonction v sera dite fonction candidate de Lyapunov-Razumikhin si toutes ses dérivées 

partielles au premier ordre existent et sont continues. 

On peut noter que dans ce cas, la dérivée de v le long des solutions est donnée plus 

simplement par la formule 

. f av 
v( cp)= i ~ 

1 
axi (cp(O)) fï(cp(O), cp( -'tt), ... , cp( -'tm)), (3.36) 

où fi est la ie composante de la fonction f. 

Soit v une fonction candidate de Lyapunov-Razumikhin. Pour un ensemble G cC, on 

définit les deux sous-ensembles S'et M'de la manière suivante: 

S'= {cp e G: max v(x(t + s, cp))= max v(cp(s)), 'V t;::: 0}, 
-'K-s~O -'t~s~O 

M'= le plus grand ensemble invariant par rapport à (3.32) contenu dans S'. 

A l'aide de ces hypothèses, on peut énoncer un nouveau principe d'invariance. 
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Théorème 2.11. [Haddock et Terjéki (1983)] : Supposons qu'il existe une fonction 

candidate de Lyapunov-Razumikhin v et un ensemble fermé G positivement invariant par 

rapport à (3.32) tels que 

v(q>) :5; 0 (3.37) 

pour tout cp e G vérifiant 

v(cp(O)) = max v(cp(s)), (3.38) 
-'t~s~O 

alors, pour toute fonction cp de G telle que la solution x( cp) est définie et bornée sur 

[-t, oo[, la fonction Xt(cp) converge vers M'lorsque t devient infiniment grand. 

Ce théorème est en général assez peu pratique car les ensembles S' et M' sont 

relativement difficiles à déterminer. Cependant, on peut déduire de ce théorème une 

condition de stabilité asymptotique pour les systèmes stationnaires. 

Corollaire 2.2. On suppose que la fonction f vérifie f(O) = 0 et qu'il existe une 

fonction candidate de Lyapunov-Razumikhin v(x) vérifiant, pour une constante a> 0, les 

conditions suivantes : 

(i) v(O) = 0 et v(x) > 0 pour tout x tel que 0 < 1 x 1 < a, 
. 

(ii) v(O) = 0, et 

(iii) v( cp)< 0 pour tout q> vérifiant 0 <Il cp Il< a et max v(cp(s)) = v(cp(O)). 
~s~O 

Alors la solution x = 0 du système (3.32) est asymptotiquement stable. 

Remarque: Les hypothèses de ce résultat sont moins restrictive que celles du théorème 

2.8., mais Mikolajska a montré par un contre-exemple que ce corollaire 2.2 n'est pas 

valable dans le cas d'un système non stationnaire [Mikolajska (1969)]. 

3. MÉTHODES FRÉQUENTIELLES 

On considère le système d'équation 
rn 

x(t) =A x(t) + L Bi x(t- 'ti)+ Qo f(v(t)), (3.39) 
i=l 

rn 

où v(t) =Co x(t) + L ci x(t- 'ti) . 
i=l 

A et B sont des matrices n x n, Qo une matrice n x p, Co et Ci des matrices p x n. La 

fonction f de bouclage est supposée de la forme 

f(v) = [cpt(vi), ... , cpp(vp)]T, 

où les fonctions <Pi vérifient 
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0 < q>i(Vi) < k· 
- Vi - lt 

Le cas dit fondamental est celui où le système non bouclé 
m 

x(t) =A x(t) + L Bi x(t- 'ti) 
i=l 

est asymptotiquement stable. 

i = 1, ... ,p. 

m m 
On notera dans la suite C(a) =Co+ L cie- <J'tj et B(a) = L Bi e- <J'ti. 

i=l i=l 

Une condition suffisante de stabilité asymptotique peut alors être donnée dans le domaine 

fréquentiel [Halanay (1973)] 

Théorème 3.1. [Popov et Halanay (1962)] : Considérons le système (3.39) dans le cas 

fondamental. Supposons qu'il existe une matrice diagonale P à éléments strictement 

positifs et une matrice Q telles que la matrice 

GGro) + GT(-jro) 

est définie positive pour tout ro réel, la matrice G(a) étant définie par 

G(a) = PK-1 + (P +a Q) C(a) (A+ B(a)- a 10 )-1 Q0, 

et 

K = diag(kt. ... , km). 

Alors la solution nulle du système (3.39) est asymptotiquement stable. 

Lorsque certaines des valeurs ki sont infinies, le théorème peut encore s'appliquer, mais 

les éléments correspondants de Q doivent être strictement positifs, et ceux qui leur 

correspondent dans K-1 doivent être nuls. 

4. FONCTIONS VECTORIELLES DE L Y APUNOV ET 

PRINCIPES DE COMPARAISON 

Même dans le cas des systèmes non retardés, l'application directe de la seconde méthode 

de Lyapunov à l'analyse de la stabilité des systèmes de grande dimension se révèle très 

souvent difficile. Une solution proposée simultanément par Bellman et Matrosov consiste 

alors à généraliser la méthode de Lyapunov en utilisant des fonctions de Lyapunov 

vectorielles, l'étude du système initial est alors ramenée à celle d'un système associé de 

dimension plus faible et de complexité moindre dit de comparaison si sa stabilité implique 

celle du système initial ([Bellman (1962)], [Matrosov (1962)]). Cet outil se révéle 

souvent efficace pour l'étude de la stabilité d'un système de grande dimension car la 

structure du système étudié peut être un facteur important dans le choix des composantes 
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d'une fonction de Lyapunov vectorielle, en effet, la décomposition du système initial en 

sous-système permet de fractionner le problème global en sous-problèmes plus simples à 

traiter. Cette approche initialement appliquée par Bailey (1966) pour les systèmes 

classiques a été étendue à de nombreuses autres classes de modèles par Michel et Miller 

(1977). 

Les principes de comparaison sont le plus souvent tirés de la théorie des inégalités 

différentielles ; les plus connus proviennent des travaux de Wazewski (1950), de 

Matrosov (1968 et 1969) ou de Borne et Gentina (voir [Grujié, Gentina et Borne 

(1976)]). 

Ces méthodes de comparaison ont été étendues aux cas des systèmes à retards. Les 

premiers résultats obtenus considèrent des systèmes de comparaison scalaires ([Driver 

(1962)], [Lakshmikantham et Leela (1969)] ; par exemple, le résultat suivant dû à 

Halanay (1966) est intéressant pour l'analyse de la stabilité exponentielle d'un système. 

Théorème 4.1. [Halanay (1966)] : Si f: [to, co[~ JR+ est une fonction continue 

vérifiant l'inégalité 

f'(t) s; -a f(t) + ~ [ sup f(s) ] pour t ~ to (3.40) 
t-'t~S~t 

et si a > ~ > 0, alors il existe deux nombres y et k, strictement positifs, tels que 

f(t) < k e-'Yt pour t > to. 

Un des premiers résultats utilisant la notion de système de comparaison vectoriel pour les 

systèmes à retards est énoncé dans [Tokumaru et al. (1975)]. Le principe de comparaison 

donné permet de généraliser le théorème précédent 

Théorème 4.2. [Tokumaru et al. (1975)] : Soit u : [to- 't, co[~ JRk une fonction 

continue vérifiant l'inégalité différentielle 

Û(t) :S: g(t, u(t), Ü(t)), t ~ to, (3.41) 

où 

u(t) = [ sup u1 (t + s), ... , sup Uk(t + s)]T, 
-'t ~ s ~ 0 

et soit z(t) une solution de l'équation différentielle 

i(t) = g(t, z(t), z(t)). (3.42) 

On suppose les conditions suivantes satisfaites : 

(i) la fonction g(t, x, y) est définie, continue sur [to, co[ x JRk x JRk, croissante en y, 

c'est-à-dire: 

-97-



Chapitre 3 

g(t, X, yl) ~ g(t, X, y2) 

pour tout x, yl, y2 dans JRk tels que 

yl ~ y2, 

et quasi-monotone croissante en x, c'est-à-dire telle que : 

(3.43) 

gi(t, xl, y)~ gi(t, x2, y) 'V i = 1, ... , k (3.44) 

pour tout xl, x2, y dans JRk tels que 

x.1 =x~ et xl Sx2. 
1 1 

(ü) La solution de l'équation différentielle 

y(t) = g(t, y(t), y(t)) + E (3.45) 

existe et est unique pour toute fonction initiale continue Yto et pour tout E 

suffisamment petit. 

Alors, pour tout t ~ to. l'inégalité 

u(t) ~ z(t) 

est vérifiée si les conditions initiales vérifient la même propriété : 

u(to + s) S z(to + s) pour touts e [-'t, 0]. 

(3.46) 

(3.47) 

Dans cette énoncé, ainsi que dans tout le reste de ce mémoire, l'inégalité A~ B, où 

A = (aij) et B = (bïj) sont deux matrices de mêmes dimensions, est équivalente par 

définition à l'ensemble des inégalités aij ~ bij· 

La technique des fonctions vectorielles de Lyapunov a été développée pour les systèmes à 

retards par Gromova et Markos (1979) et par Karatueva et Matrosov (1985). Dans cette 

dernière étude, s'inspirant des travaux de Razumikhin, les auteurs ont obtenu un système 

de comparaison décrit par un système d'équations différentielles ordinaires. Cette 

méthode est décrite ci-dessous. 

On considère le système 

x (t) = f(t, x(t), x(t- tt(t)), ... , x(t- tm(t))), (3.48) 

où f: [to, oo[ x JR0 x ... x JR0 ~ JR0 est une fonctionnelle continue, vérifiant une 

condition de Lipschitz en toutes ses variables excepté la première. 

Soit v= [Vt. Vz, ... , Vk]T E C([to. oo[ x JR0 , IR!]. On suppose que la dérivée de v le 

long des solutions de (3.48) vérifie l'inégalité différentielle 

V(t, <p) ~ g(t, V (t, <p(O))), t ~ to. 
pour toute fonction <p appartenant à un des ensembles no. nb n2 définis par : 

i"lo = { <p e C: V(t + s, <p(s)) S V(t, <p(O)), 'Vs e [-1:, 0], t ~ to} 
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k k 

n1 = { <p e C: L Vi (t + s, <p(s)) < h (L Vi (t, <p(O))), ':/ se [--t, 0], t ~ to} (3.49) 
i=l i=l 

.Ql = {<p e c: vi (t + S, <p(s)) <hi (Vi (t, <p(O))), i = 1, ... , k, t ~ to}. 

où les fonctions h et hi sont continues, croissantes sur JR+, vérifiant h(u) > u 

OU hi(U) > U. 

La solution maximale de l'équation 

Ù(t) = g(t, u) 

passant par uo à to sera notée u(t, to. uo). 
(3.50) 

Théorème 4.3. [Karatueva et Matrosov (1985)] : On suppose que g est une fonction 

continue, quasi-monotone croissante, c'est-à-dire vérifiant la propriété 

Ui = lli, Uj ~ Uj (':/ j :ti)~ gi(t, u) ~ gi(t, u), ':/ i = 1, ... , k. 

Alors, pour toute fonction <p e C et tout scalaire Uo tels que 

V(to. <p(s)) ~ uo ':/se [-'t, 0], (3.51) 

la solution x(to, <p) de (3.48) vérifie l'inégalité 

V(t, Xt(to. <p) (t)) ~ u(t, to. uo). (3.52) 

sur le domaine commun d'existence de x(t, to. <p) et de u(t, to. uo). 

Un point commun aux méthodes exposées ci-dessus est qu'elles exigent une estimation 

de V(t, xJ ne dépendant pas explicitement de la fonction Xt. En pratique, pour obtenir une 

telle estimation, on est souvent amené à réaliser des majorations supplémentaires, ce qui 

peut mener à des conditions de stabilité très restrictives. La méthode que nous proposons 

dans la section suivante est basée sur la méthode des normes vectorielles développées par 

Borne et Gentina pour les systèmes non linéaires en temps discret ou continu ([Borne 

(1976), Gentina (1976)]. Elle repose sur un lemme de comparaison qui autorise des . 
estimations de l'expression V(t, xJ dépendantes de la fonction d'état Xt. 

5. MÉTHODE DES NORMES VECTORIELLES 

La notion de normes vectorielles a été introduite dans le domaine de l'analyse numérique 

par Robert dans ses travaux sur l'étude de la convergence des récurrences linéaires 

[Robert (1964)]. Cet outil a également été employé dans l'analyse de la stabilité des 

systèmes non linéaires de grandes dimensions que ce soit pour des systèmes à temps 

discret [Borne (1976)] ou des systèmes à temps continu [Gentina (1976)]. Cette 

application particulière des normes vectorielles se révèle tout à fait intéressante puisqu'elle 

permet une construction systématique de systèmes de comparaison de dimension 
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arbitraire. Les travaux présentés dans cette section proposent une extension aux systèmes 

à retards de cette méthode. 

5.1. Définition des normes vectorielles 

Définitions 5.1. : Une application V : JRD -7 R! est une norme vectorielle d'ordre ksi 

les trois conditions suivantes sont vérifiées : 

(i) 'V Â. e R, V(Â.x) = 1 Â. 1 V(x). 

(ü) 'V x, y e JRD, V(x + y) S V(x) + V(y). 

(iü) V(x) = 0 ~x= O. 

(3.53) 

On peut remarquer que si V est une norme vectorielle alors chacune de ses composantes 

est une semi-norme sur JRD. 

La norme vectorielle V est dite surjective si, pour tout vecteur z e R!, il existe au moins 

un vecteur x de JRD tel que V(x) = z. 

On défmit maintenant une classe particulière de normes vectorielles surjectives dont nous 

nous servirons par la suite. 

Soient ei les vecteurs de JRk de composantes toutes nulles excepté laie égale à l'unité : 

et = [1, 0, ... , O]T; e2 = [0, 1, 0, ... , O]T, ... , ek = [0, ... , 0, 1]T. 

On note v-l({ei}) l'ensemble des vecteurs x de JRD tels que V(x) =eh et Ei = 

Vect (V-l({ei})), l'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs appartenant à 

v-tc{ ei}). 

La norme vectorielle V est dite régulière si les espaces Ei sont disjoints deux à deux et 

forment une partition de JRD, on a alors de façon équivalente: 

JRD = Et E9 E2 œ ... œ Ek, (3.54) 

où le symbole œ représente l'opérateur somme directe. 

Réciproquement, on peut définir une norme .vectorielle régulière à partir de la 

décomposition (3.54) de l'espace JRD en sous-espaces supplémentaires: 

Soient Pi l'opérateur de projection de JRD sur l'espace Ej, Pi une norme de l'espace Ej, et 

notons Xi l'image de x par Pi : Xi =Pi x (i = 1, ... , k). 

Il est alors aisé de montrer que l'application V : JRD -7 R! dont la ie composante est 

défmie par 

Vi(X) = Pi(Xi) 

est une norme vectorielle régulière d'ordre k. 

Par exemple, les trois applications 

Vl(x) = 1 Xl 1 + 1 X2 1 + 1 x3 1, 
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[
max ( 1 x 1 1, 1 x2 1 )] 

V2(x) = ' 
1 X3 1 

et y3 (x)=[::~ :] 
1 X3 1 

sont des normes vectorielles régulières sur JR.3 d'ordres respectifs 1, 2 et 3. 

Nous allons maintenant définir à l'aide de ces applications une classe particulière de 

systèmes de comparaison. 

5.2. Systèmes majorants : définition et construction 

5.2.1. Classe de systèmes 

Dans cette étude, la classe de systèmes considérée est l'ensemble des équations de la 
forme: 

x(t) = A[t, x(t), x(t- 'tt(t)), ... , x(t- 'tm(t))] x(t) + 
m 

L Bi[t, x(t), x(t- 'tl (t)), ... , x(t- 'tm(t))] x(t- 'ti(t)), t;::: to, (3.56) 
i=l 

où x(t) est un vecteur de R0 , A(.) et Bi(.) représentent des matrices à coefficients réels de 

dimensions n x n, les 'ti sont des fonctions continues par morceaux de la variable t 

vérifiant 

0 ~ 'tj(t) ~ 't, 

et enfin, il est supposé que, pour tout to dans R, et pour toute fonction vectorielle cp 

définie et continue sur [to- 't, to], l'équation (3.56) admet une solution unique, notée 

x(t; to, cp), passant par cp à t = to. 

Dans la suite, V représente une norme vectorielle régulière d'ordre k de ie composante 

définie par l'égalité (3.55), 1) une région de R0 contenant un voisinage de l'origine et Cv 

est le sous-ensemble de C comprenant l'ensemble des fonctions continues sur l'intervalle 

[-'t, 0] à valeurs dans 'D. D+V(x(t)) dénote la dérivée à droite de V(x) calculée le long des 

solutions de (3.56), et 'Io désignera l'intervalle [to, oo[. Enfin, on utilisera souvent 

l' abbréviation (.) au lieu du uplet (t, x(t), ... , x(t- 'tm(t))). 
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Définition 5.2. : Les matrices M, N1, ... , NID : 'To x lR.. n x ... x lR.. n --7 lR.. k x k 

définissent un système majorant du système (3.56) relativement à la norme vectorielle 

régulière V et à la région 'D si, pour tout te %et pour tout Xt e Cv. l'inégalité suivante 

est vérifiée : 
rn 

D+V(x(t)) ~ M(.) V(x(t)) + L Ni(.) V(x(t - 'ti(t))), (3.57) 
i=l 

et si les éléments hors-diagonaux de M(.) et les coefficients des matrices N(.) sont tous 

positifs. 

Le système majorant est alors défini par : 
rn 

z(t) = M(.) z(t) + L Ni(.) z(t - 'tj(t)), 
i=l 

Si 'D = lR..0 , le système majorant est dit global. 

Dans la définition précédente, la fonction V peut être une fonction de Lyapunov 

vectorielle quelconque, mais l'intérêt principal des normes vectorielles est l'existence de 

formules permettant de construire systématiquement un système majorant. Ces formules 

généralisent aux cas des systèmes à retards (3.56) celles données dans [Gentina et al. 

(1972)] pour les systèmes d'équations différentielles ordinaires. 

5.2.2. Formules basées sur le calcul du gradient 

Avant de donner les expressions d'un système majorant particulier, nous introduisons les 

notations suivantes : 

yi= x(t- 'tï(t)), 

V(x) = [p1(xt), ... , Pk(xk)]T, 

( 1 rn ) grad Pr(ur)T ArsO Us 
ffirs t, x, y ' ... , y ' u = Ps(Us) (3.58) 

i ( 1 rn ) _ grad Pr(Ur)T B!5(.) Vs 
nrs t, x, y ' ... , y , u, v - Ps(Vs) 

pour i e {1, ... ,rn}, rets e {1, ... , k}. 

Théorème 5.1. [Dambrine et Richard (1993b)] : Les matrices M(t, x, y1, ... , yrn) = 

{ J.lrs(t, x, y1, ... , yrn)}, Ni(t, x, y1, ... , yrn) = v!s(t, x, y1, ... , yrn) données par : 
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J.lrs(t, x, y1, ... , yiD) = sup { mrs(t, x, y1, ... , yiD, u)} 
U E '1J 

v!s(t, x, yl, ... , yiD) = sup {n~s(t, x, yl, ... , yiD, u, v)}, 
U, V E ']) 

T:f r, SE {1, ... , k}, 'if i E {1, ... ,rn} et T:f tE 'Io, T:f X, yi E 'IJ, 

(3.59) 

définissent un système majorant de (3.56) relativement à la norme vectorielle régulière V 

et à la région 'D. 

Les systèmes donnés par les expressions (3.59) sont appelés systèmes majorants naturels 

de (3.56). 

Démonstration : La dérivée à droite de V r(x) = PrCxr) calculée le long des solutions de 

(3.56) est donnée par l'égalité : 
k m k 

o+ prCxr) = L grad Pr(Xr)T Ars(.) Xs + L L grad Pr(Xr)T B!/) y~. 
s=l i=l s=l 

Si xs est non nul, alors on peut écrire 

d ( )TA () grad Pr(Xr)T Ars(.) Xs ( ) 
gra Pr Xr rs . Xs = Ps(Xs) Ps Xs , 

et donc, compte tenu de la définition des coefficients J.lrs(t, x, y), il vient: 

grad Pr(Xr)T Ars(.) Xs =::; J.lrs(.) Ps(Xs). 

Cette dernière inégalité est trivialement vérifiée lorsque Xs est nul. En procédant de la 

même façon, on montre les inégalités 

grad Pr(Xr)T B!/) Y~ =:;y~/) Ps(Y~). 
L'inégalité (3.57) est donc vérifiée. 

Tous les élements hors-diagonaux de la matrice Met tous les éléments des matrices Ni 

définis en (3.59) sont positifs. En effet, dans (3.58), lorsque r "# s, les vecteurs ur et Us 

peuvent être choisis indépendants l'un de l'autre, et cette liberté de choix implique que les 

coefficients hors-diagonaux de M(.) sont positifs. De même, de l'indépendance des 

vecteurs ur et v s. il résulte que les coefficients de toutes les matrices Ni sont positifs. 

Corollaire 5.1. : Toutes matrices M(.) et Ni(.) vérifiant les inégalités 

Jlrs(t, x, yl, ... , yiD)) ~ J.lrs(t, x, y1, ... , yiD), 

-i ( 1 ID)) > i ( 1 ID) vrst,x,y, ... ,y _vrst,x,y, ... ,y, 

'if r, S E { 1, ... , k}, T:f tE 'IQ, 'if X, y1, ... , yiD E 'IJ, 

définissent également un système majorant de (3.56). 

(3.60) 

Ce corollaire, très utile, permet de déduire par majoration des expressions (3.59) des 

systèmes majorants de (3.56) plus simples à analyser, par exemple, les matrices M and 

Ni peuvent être constantes. 
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5.2.3. Formules basées sur les normes et mesures 

Les formules (3.59) prennent une forme très simple dans le cas particulier des normes 

usuelles de HOlder. 

On considère ici une norme vectorielle régulière V dont la ~ composante est définie par 

Vr(x) = prCxr) 

où xr est un vecteur de JRD formé des composantes de x prises dans un ensemble 

d'indices Jr, et où Prest une norme arbitraire sur l'espace Er associé. La partition de JRD 

associée à cette norme vectorielle induit une partition en bloc des matrices A et Bi : chaque 

bloc Ars sera caractérisé par ses ensembles d'indices de lignes et de colonnes notés 

respectivement Jr et Js. 

Les coefficients des matrices Met Ni sont alors donnés par les formules ([Dambrine et 

Richard (1994b)] : 

~rrO = ~r(Arr), pour r = 1, ... , k, 

~rsO = Il Ars llrs' pour r, s = 1, ... , k et r '* s, 

v~(.)= Il B~s llrs' pour i = 1, ... ,rn et r, s = 1, ... , k, 

(3.61) 

où Il Ars llrs est la norme de la matrice Ars induite par les normes Pr et Ps (elle est définie 

par Il Ars llrs = sup Pr(~rs ~s) ), et ~r(Arr) est la mesure de la matrice Arr associée 
Xs E Es\{0} Ps Xs 

à la norme Prou Il . llrr (cf. annexes). 

Ces formules peuvent être démontrées directement, sans l'aide des formules (3.59). En 

effet, on a 

Après développement de xr(t + h) au premier ordre, on obtient 
k m 

n+pr(xr) = lim h-1 [pr(Xr(t) + h ci (Ars Xs + L B ~sy!))- Pr(xr(t))], 
h4o+ s=l i=l 

en utilisant les propriétés des normes, il vient l'inégalité 

D+ pr(xr) ~ ( lim h-1 [Il Ir+ h Arr llrr- 1]) Pr(xr(t)) 
h4o+ 

k m 

+ L Pr(Ars Xs) + L L Pr(B~sy!)), 
s~r s=l i=l 

où Ir est la matrice identité de même dimension que Arr. 

On a par défmition de la mesure d'une matrice lim h-1 [Il Ir+ h Arr llrr- 1] = ~rCArr), et 
h-4<>+ 

enfm d'après la définition des normes Il. llrs, il vient 
k m 

n+ prCxr) ~ ~r(Arr) pr(xr(t)) + L Il Ars llrs Ps(Xs) + L L Il B!s llrs Ps(Y~), 
~r s=l i=l 

ce qui achève la démonstration du résultat 
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Si toutes les composantes de la norme vectorielle V sont du type norme du max, c'est-à

dire Pr(Xr) = max (1 Xs 1), les formules (3.61) prennent la forme ([Dambrine et Richard 
(1993a)]) : s e Jr 

Jlrr(.) = max [app + L 1 apq 1], \1 re { 1, ... , k} 
P E Ir q e Jr\{p} 

Jlrs<.) = max [ L 1 apq 1] , 
p e Ir q e Js 

V~/) = max [ L 1 b~ 1] , 
P e Jr q e Js 

\1 r, se { 1, ... , k}, r ::t: s (3.62) 

\1 r, se { 1, ... , k}, \1 i e { 1, ... , rn}, 

où les apq sont les coefficients de la ~atrice A(.) et b~ ceux de la matrice Bi(.) (avec i = 

1, ... , rn). 

Pour la norme duale, Pr(Xr) = L 1 Xs 1 (r = 1, ... , k), les formules (3.61) s'écrivent 
se Jr 

([Dambrine et Richard (1993b)]) : 

Jlrr(.) = max [app + L 1 aqp 1], \1 re { 1, ... , k} 
p E Jr q E Jr\{p} 

Jlrs(.) = max [ L 1 aqp 1] , 
p E Jr q E Js 

\1 r, se { 1, ... , k}, r ::t: s (3.63) 

V~/) = max [ L 1 b~ 1] , \1 r, se { 1, ... , k}, \1 i e { 1, ... ,rn}. 
p E Jr q E Js 

Remarque : Dans ces deux cas (normes max ou duale), les formules (3.59) et (3.61) 

donnent les mêmes expressions (3.62) ou (3.63). Celles-ci constituent une généralisation 

des formules données dans [Gentina, Borne et Laurent (1972)] pour les systèmes non 

linéaires et non retardés. 

Pour la norme euclidienne, Pr(Xr) = ( L 1 x8 12)112, par les formules (3.61), on obtient 

le système majorant donné par : se Ir 

1 T 
Jlrr(.) = 2 rn~ Âj (Arr+ Arr ), 

J 
\1re {1, ... , k} 

\1 r, se { 1, ... , k}, r ::#: s (3.64) 

Vi ( ) = [ max '~ · (Bi Bi T)] 112 '-' { 1 k} '-' . e { 1 rn } rs · . II.J rs rs , v r, s e , ... , , v 1 , ... , . 
J 

où les Â.j(X) représentent les différentes valeurs propres de la matrice X. 
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Pour cette norme toujours, les formules données dans [Gentina, Borne et Laurent (1972)] 

peuvent encore être généralisées, on obtient alors un système majorant moins précis, mais 

plus simple à calculer : 

J..Lrr(.) = max [app + ! L 1 apq+ aqp 1], 
p e Ir q e Ir\{p} 

J..lrs(.) = ! ( max [ L 1 apq 1 ] + max [ L 1 aqp 1 ]), r ~ s (3.65) 
P E Ir q e I 5 q E Is p e Ir 

v~(.) = ! ( max [ L 1 b~ 1] + max [ L 1 b~ 1 ]), 
P E Jr q E I 5 q E Is p E Jr 

On retrouve encore lorsque les matrices Bi sont toutes identiquement nulles les formules 

données dans [Grujié, Gentina et Borne (1976)]. 

5.3. Principe de comparaison 

La condition imposée au signe des coefficients hors-diagonaux de M(.) et des éléments 

des matrices Ni(.) nous permet d'énoncer un principe de comparaison généralisant aux 

cas des systèmes à retards le lemme donné dans [Grujié, Gentina et Borne (1976)]. 

Les systèmes majorants utilisés dans la suite seront supposés vérifier l'hypothèse 

suivante: 

Hypothèse (H) : les matrices M(.) et Ni(.) sont telles que le système majorant 
m 

Z(t) = M(.) z(t) + L Ni(.) z(t- 'ti(t)) 
i=l 

admet une solution unique pour toute solution x(t) de (3.56) et toute condition initiale 

zto e C, par exemple, M(.) et N(.) peuvent être des fonctions continues de leurs 

arguments ou encore être constantes. 

Théorème 5.2. (Principe de comparaison [Damb~ne et Richard (1993b)]): 

Soit (M(.), Nl(.), ... , Nm(.)) définissant un système majorant de (3.56) relativement à 

une norme vectorielle régulière V et à une région 'D contenant un voisinage de l'origine tel 

que les matrices M(.) et Ni(.) vérifient (H), alors le système 
m 

z(t) = M(.) z(t) + L Ni(.) z(t- 'ti(t)) (3.66) 
i=l 

est un système de comparaison de (3.56) au sens où si, pour une fonction initiale 
Xto e Cv. les solutions x(t) de (3.56) et z(t) de (3.66) vérifient l'inégalité 

z(t) ~ V(x(t)) (3.67) 

initialement, c'est-à-dire pour tout t dans [to- 't, to], alors elle est encore vraie aussi 

longtemps que x(t) reste dans tfJ, et que la solution z(t) existe. 
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Démonstration : Soit z0 une solution du système 
m 

z0 (t) = M(.) z0 (t) + L Ni(.) z0 (t- 'ti(t)) + E0 ' 

i=l 

avec la condition initiale 

z0 (to + s) = z(to + s) + E0 , 'Vs e [-'t, 0], 

où E0 est un vecteur constant à composantes strictement positives. 

Alors, 1' inégalité 

V(x(t)) < z0 (t) 

(3.68) 

(3.69) 

est vérifiée aussi longtemps que z0 est définie et que x(t) reste dans 'D. En effet, 

supposons qu'il existe un instant t1 > to et un indice jo tels que 
n Vj0(x(ti)) = zj
0
(ti), 

alors la borne inférieure de l'ensembl~ {t: Vj(X(t)) = ~(t), je { 1, ... , k}} existe, notons 

la t2. On a, par hypothèse, t2 > to. 

Posons E(t) = z0 (t)- V(x(t)), alors compte tenu des relations (3.57) et (3.68), il vient 

Ëj(t2) ~ J.ljj(.) [zfCt2)- Vj(X(t2))] + ~ J.ljr(.) [z~(t2)- Vr(x(t2))] 
~J 

rn k 

+ ~ L v~/-) [z~(t2- 'tï(tv)- v r(x(t2- 'tï(t2)))] + E0 • 

1=1 r=l 

Or, par défmition de t2, il résulte les relations suivantes : 

zfCt2) = Vj(x(t2)), 

z~Ct2) ~ Vr(x(t2)), pour tout r * j, 
z~Ct2- 'tï(t2)) ~ Vr(x(t2- 'tï(t2))), pour tout r. 

De plus, par hypothèse, les coefficients J.ljr(.) ('V r, j : r * j), et vJr<.) ('V i, r, j ) sont 

positifs. Par suite, l'inégalité 

Ëj(t2) ~ E0 > 0 

est vérifiée. La fonction Ej(t) est donc strictement croissante sur un voisinage de t2. TI y a 

là contradiction, puisque, par définition de t2, on a, pour tout t < t2, Ej(t) > 0 et Ej(tz) =O. 

Pour démontrer le théorème, il suffit maintenant de faire tendre E0 vers le vecteur nul. La 

solution z0 (t) converge alors vers z(t) et l'inégalité (3.67) est obtenue par passage à la 

limite de l'inégalité (3.69). 

5.4. Application à l'étude de la stabilité 

Dans cette partie, nous proposons de montrer que, sous les conditions du principe de 

comparaison, l'étude d'une propriété de stabilité du système initial (3.56) peut être 

réalisée indirectement en analysant la même propriété pour le système de comparaison. 
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Enfin, des conditions de stabilité, simples à tester, seront données et justifieront la 

méthode des normes vectorielles. 

5.4.1. Propriétés de stabilité induites par le système de comparaison 

On suppose dans tout ce qui suit que le système (3.66) vérifie les hypothèses du principe 

de comparaison (fh. 5.2). 

- Induction de la stabilité 
k 

Soit <!>tla norme sur JR.k définie par <!>t(z) = L 1 Zi 1. L'application <l>t oVest alors une 
i=l 

norme de JR.n [Robert (1964)]. 

On suppose que la solution z = 0 du système (3.66) est stable par rapport à 'li, alors la 

solution x = 0 du système (3.56) est également stable par rapport à 'li. En effet, soit 

to e 'li, et soit e > 0 tel que l'ensemble U ={xe JR.n: <l>t(V(x)) < e} soit contenu dans 'D 

(cela est possible, car on a supposé que 'D contenait un voisinage de l'origine). Soit xto 

une fonction de C, et soit zto la fonction définie sur [-'t, 0] par z(to + s) = V(x(to + s)). 

D'après la définition de la stabilité, il existe un nombre ô dépendant de e et de to tel que, 

si zto vérifie la condition max <1>1 (z(to + s)) <ô, alors l'inégalité 
-'t~s~O 

<!>1 (z(t ; tQ, Zto)) < E (3.70) 

est satisfaite pour tout t ~ to. La condition imposée à e entraîne que la fonction xto est 

dans l'ensemble Cv. Le principe de comparaison peut donc être appliqué: l'inégalité 

V(x(t; to, xto)) =::; z(t; to. Zto) (3.71) 

est vérifiée pour tout te [to, t2[, où t2 est tel que x(t2) appartient à la frontière de 'D. On a 

nécessairement t2 = + oo, car sinon, la solution x(t) étant continue, il existerait tt e [to, t2[ 

pour lequel x(ti) appartiendrait à la frontière de U, c'est-à-dire <1>1 (V(x(tt))) = e. Or, 

l'inégalité (3.71) entraîne que <!>t(V(x(tt))) =::; <!>t(z(tt)). On aurait alors (inégalité (3.70) 

E = <!>t(V(x(tt))) =::; <!>t(z(tt)) < E, 

ce qui est absurde. 

La démonstration permet également de montrer que si la solution z = 0 du système de 

comparaison est uniformément stable par rapport à 'li. alors la solution x = 0 du système 

(3.56) possède la même propriété. De même, si 'D = JR.n, alors la solution x = 0 du 

système initial est globalement stable si la solution z = 0 du système de comparaison 

possède la même propriété. 
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- Induction de la stabilité asymptotique 

De toute évidence, l'inégalité 

V(x(t ; to. Xto)) :S z(t ; to, zto) 

entraîne les implications 

lim z(t ; to. Zto) = 0 => lim V(x(t ; to. Xto)) = 0 => lim x(t ; to. xl{)) = O. 
t-+oo t-+oo t-+oo 

Il est alors facile de montrer que si la solution nulle du système de comparaison est 

(uniformément) asymptotiquement stable par rapport à 'Ji, alors la solution x= 0 du 

système initial possède la même propriété. Notons ici que si le système majorant est 

global et si la solution nulle du système de comparaison est attractive, alors la solution 

nulle du système initial est également attractive. Cette propriété n'est pas forcément 

vérifiée si le système majorant est strictement local ('D * JRD) : si la solution nulle du 

système de comparaison n'est pas stable, il peut exister des instants t;;::: to pour lequel x(t) 

quitte le domaine 'lJ, l'inégalité (3.67) n'est alors plus assurée. Cette objection est levée si 

l'on peut montrer l'existence d'ensembles positivement invariants inclus dans 'lJ, nous 

étudierons ce point dans le quatrième chapitre. 

- Induction de la stabilité exponentielle 

Nous supposons maintenant que la solution nulle du système de comparaison est 

exponentiellement stable par rapport à 'Ji, c'est-à-dire, en utilisant la norme <1>1 :il existe a. 
et J3 deux réels strictement positifs tels que 

<!>1(z(t; to. zto)) < a. max <Pl(z(to + s)) e-~(t- to), 
-'t~s~O 

où to e IJi.. Soit xl<l e U, et soit zl<l la fonction définie sur [-'t, 0] par z(to + s) = 

V(x(to + s)). On choisit comme norme sur JRD l'application <Plo V: 1 x 1 = <!>1(V(x)). Il 
vient alors Il xl<l Il= max <1>1 (z(to + s)), et 

-'t~s~O 

1 x(t ; to. Xto) 1 :S <Pl (z(t ; to, Zto)) < a. Il xto Il e-~(t- to>. 

La solution nulle du système initial est donc également exponentiellement stable par 

rapport à 'li. De même, il serait possible de mon~r que, si la solution z = 0 du système 

de comparaison est uniformément exponentiellement stable, alors la solution nulle du 

système initial possède la même propriété. 

Les résultats précédents peuvent se résumer par le théorème suivant : 

Théorème 5.3.: Lorsque les conditions d'application du principe de comparaison sont 

vérifiées, le système (3.56) possède une des propriétés définies au § 4.1.2. du premier 

chapitre (à l'exception des propriétés vii à x) s'il admet un système de comparaison 

possédant la même propriété. Si de plus, le système majorant est global, alors ce qui 

précéde est aussi vrai pour les propriétés d'attractivité. 
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5.4.2. Systèmes de comparaison à coefficients constants 

Nous supposons ici qu'il existe une nonne vectorielle régulière V et un domaine fiJ de JRU 

contenant un voisinage de 1' origine pour lesquels le système (3.56) admet un système 

majorant à coefficients constants. Les matrices M(.) et Ni(.) sont donc constantes, notées 

Met Ni, et vérifient par conséquence l'hypothèse (H). 

L'étude de la stabilité du système (3.56) peut être réalisée à travers celle du système 
rn 

z(t) = M z(t) + L Ni z(t- 'tï(t)). (3.72) 
i=l 

Une condition de stabilité du système (3.72) est alors donnée par le critère de Tokumaru 
rn 

et al. (cf. chapitre 2, § 2.3.2.) :si la matrice M + L Ni est l'opposée d'une M-matrice 

irréductible (voir l'annexe 2), alor~ le système db=bomparaison est asymptotiquement 

stable. n vient donc le théorème suivant : 

Théorème 5.4. : Si le système non linéaire (3.56) admet un SJStème majorant à 

coefficients constants de la forme (3.72) tel que la matrice M + L Ni est l'opposée 

d'une M-matrice irréductible, alors, quelles que soient les foncfTJns 'ti(t) continues, 

positives et bornées, la solution x = 0 du système (3.56) est exponentiellement stable. De 

plus, si le système majorant est global, alors la stabilité exponentielle est globale. 

Cette condition est simJle à tester puisqu'il suffit de s'assurer que les mineurs principaux 

de la matrice- (M + L Ni) sont tous de signe positif. L'hypothèse d'irréductibilité de 

cette même matrice db';riandée par Tokumaru et aL n'est en fait pas nécessaire (cf. Th. 5.5 

ci-dessous). 

5.4.3. Systèmes de comparaison non linéaires 

On suppose ici que le système de comparaison (3.66) est non linéaire, et nous nous 

proposons de définir des classes de systèmes majorants pour lesquelles les conditions 

simples du théorème 5.4 garantissent encore la stabilité du système initial. Ces résultats 

peuvent être considérés comme les extensions des critères pratiques de stabilité de Borne 

et Gentina [Gentina (1976)]. 

Dans ce premier résultat, on se restreint au cas des systèmes à retards constants, et pour 

simplifier, on ne considérera que le cas d'un système à retard unique. 
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Théorème S.S. : Soit un système 

x(t) = A[t, x(t), x(t- 't)] x(t) + B[t, x(t), x(t- 't)] x(t- 't), (3.73) 

tel que 

(i) (3.73) admet un système majorant 

Z(t) = M(t, x(t), x(t- 't)) z(t) + N(t, x(t), x(t- 't)) z(t- 't), (3.74) 

relativement à une norme vectorielle régulière V et une région 'lJ contenant un voisinage 

de l'origine, et vérifiant l'hypothèse (H). 

(ii) Il existe un réel e > 0 et un vecteur u de JRk à composantes strictement positives tels 

que la matrice Zt(t, x, y, w) = M(t, x, y)+ N(t + 't, w, x) vérifie l'inégalité 

zi(t, x, y, w) u ~-eu, (3.75) 

pour tout t dans IJQ, et tout x, y, et w. dans 'lJ. 

Alors la solution nulle de (3.73) est stable. Si de plus, la matrice N(.) est bornée alors la 

stabilité est asymptotique. Enfin, lorsque 'lJ = JR.D, la stabilité (asymptotique) est globale. 

Démonstration : Soit la fonctionnelle 
t 

~t, xJ = VT(x(t)) u + J VT(x(s)) NT(s + 't, x(s + 't), x(s))u ds. (3.76) 
t- 't 

La dérivée à droite de o/le long des solutions de (3.73) admet la majoration: 
. T 
o/(t, Xt) ~ VT(x(t)) Z 1 (t, x(t), x(t- 't), x(t + 't)) u 

et par hypothèse sur u, il vient : 

ÏJ(t, Xt) ~ -e VT(x(t)) u. 

Le théorème 2.5 permet alors les conclusions suivantes: la solution x= 0 de (3.73) est 

stable, et, siN(.) est bornée, elle est asymptotiquement stable. 

Le théorème précédent requiert la connaissance d'un vecteur u vérifiant (3.75). La 

recherche d'un tel vecteur peut être ardue, mais il est possible de définir des classes 

particulières de matrices Z 1 pour lesquelles 1' existence de u peut être prouvée simplement 

Une première classe particulière est obtenue en considérant que la matrice Zt peut être 

décomposée en le produit d'une matrice constante et d'une matrice diagonale: 

Zt(.) = Z D(.), (3.77) 

où D(.) = diag(dt(.), ... , d_k(.)) est une matrice diagonale à éléments positifs. Alors, si Z 

est l'opposée d'une M-matrice irréductible, et si tous les termes dï(.) sont minorés par un 

nombre 8 > 0, le vecteur propre u associé à la valeur propre de zr de plus grande partie 

réelle (notée ici À.max) est à composantes toutes strictement positives et vérifie 

zio u = DT(.) zT u = À.max DT(.) u ~ -e u, 

où e =- À.max 8 >O. D'où le théorème: 
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Théorème 5.6.: On suppose la condition (i) du théorème 5.5 vérifiée. 

S'il existe une matrice diagonale D(t, x, y, w) dont les éléments sont minorés par un 

nombre réel strictement positif sur IJô x 'D x 'D x 'D et une matrice constante Z de Hurwitz 

telles que la relation (3.77) est vérifiée, alors la solution nulle de (3.73) est stable. Si de 

plus, la matrice N(.) est bornée alors la stabilité est asymptotique. Enfin, lorsque 'D = JR.n, 

la stabilité (asymptotique) est globale. 

Supposons maintenant que les éléments non constants de la matrice Z1(t, x, y, w) sont 

regroupés dans une seule colonne, et qu'il existe un réel E > 0 tel que, pour tout t dans 

lJQ, et tout x, y, w dans V, la matrice Z1(t, x, y, w) + E Ik est de Hurwitz. Alors, le 

lemme Al de l'annexe 2 appliqué à la matrice zi(.) + E Ik permet de prouver l'existence 

d'un vecteur u satisfaisant l'inégalité (3.75). li vient donc le théorème: 

Théorème 5.7. [Dambrine et Richard (1994b)] : On suppose la condition (i) du 

théorème 5.5 vérifiée. Si la matrice ZJ(.) vérifie les deux conditions 

(a) les éléments non constants de la matrice Z1(t, x, y, w) = M(t, x, y)+ N(t + 't, w, x) 

sont isolés dans une seule colonne, et 

(b) il existe un réel E > 0 tel que pour tout t dans IJô, et tout x, y, w dans 'D, 

Z1(t, x, y, w) + E lk est l'opposée d'une M-matrice, 

alors la solution nulle de (3.73) est stable. Si de plus, la matrice N(.) est bornée alors la 

stabilité est asymptotique. Enfin, lorsque 'D = JR.D, la stabilité (asymptotique) est globale. 

Les trois théorèmes précédents reposent sur l'existence d'une fonctionnelle de Lyapunov

Krasovskii particulière (3.76). Nous proposons maintenant d'établir des résultats 

similaires en se basant sur la théorie des fonctions de Lyapunov-Razumikhin. Les 

résultats sont de nouveau valables pour des retards 'ti variables avec le temps. 

Théorème 5.8. : Soit un système de la forme (3.56) vérifiant les conditions suivantes : 

(i) (3.56) admet le système majorant (3.66) relativement à une norme vectorielle régulière 

V et une région V contenant un voisinage de l'origine. 

(ii) Il existe un réel E > 0 et un vecteur u de JR.k à composantes strictement positives tels 

que la matrice 
m 

Z2(t, x, Yl· ... , Ym) = M(t, x, Yl· ... , Ym) + L Ni(t, x, Yl· ... , Ym) 
i=l 

vérifie l'inégalité 

Z2(t, x, Yl· ... , Ym) u :S:- E u, 

pour tout t dans lJQ, et tout x, YI •... , Ym dans 'D. 
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Alors, la solution nulle de (3.56) est stable. Elle est asymptotiquement stable si de plus 

les matrices Ni(.) sont bornées sur 'Io x fJJ x ... x fJJ. Enfin, si fJJ = JRD, la stabilité 

(asymptotique) est globale. 

Démonstration : Soit la fonction 

v(x) = max { V r(x) }, (3.79) 
1SrSk Ur 

où ur est la rième composante du vecteur u. 

Pour chaque instant te %, il existe un indicer tel que v(x(t)) = Vr~(t)). ll vient donc: 

v<x<t>> =_!_ vrcx<t>>. 
Ur 

1' inégalité (3.57) entraîne alors la rela~on 
1 m 

v(x(t)) ~- [J.Lrr(.) Vr(x(t)) + L J.lrs(.) Vs(X(t)) + L 
Ur ~r i=1 

k 

L V~/) Vs(x(t- 'ti(t)))], 
s=1 

et compte tenu de la définition de v( x), il vient 
m 

v(x(t)) s _!_ [M(.) u v(x(t)) + L Ni(.) u v(x(t- 'ti(t)))]r' (3.80) 
Ur . 1 

1= 

où [.]r indique la rième composante du vecteur entre crochet 

Suivant la méthode de Razumikhin, il suffit de considérer les solutions vérifiant 

l'inégalité 

v(x(t));;:: v(x(t- 'ti(t)), pour tout i e { 1, ... , rn}. 

Alors, v(x(t)) vérifie l'inégalité 

v(x(t)) ~ _!_ [Z2(.) u]r v(x(t)) S-e v(x(t)). 
Ur 

v( x) est donc une fonction de Lyapunov-Razumikhin pour le système (3.56), et par suite, 

la solution x = 0 est stable. 

On suppose maintenant que les matrices Ni(.) sont bornées. Soit a un nombre réel 

strictement positif. n suffit alors d'estimer v(x(t)) pour les solutions vérifiant 

v(x(t- 'ti(t)) ~ (1+ a) v(x(t)), 

pour tout t dans 'To. et pour tout entier i compris entre 1 et m. De l'inégalité (3.80), on 

tire la majoration 
m 

v(x(t)) ~ _!_ [Z2(.) u +aL Ni(.) ulr v(x(t)). 
Ur . 

1 1= 

m 

On pose J3 = _!_ Sup [L Ni(.) u]r, et donc la dérivée v(x(t)) vérifie l'inégalité 
Ur . 1 

1= 

v(x(t)) s- (e- aJ3) v(x(t)). 

Pour a suffisamment petit, la dérivée v(x(t)) est définie négative et donc, d'après le 

théorème 2.8, la solution x = 0 est asymptotiquement stable. 
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Des raisonnements semblables aux précédents permettent d'obtenir deux classes 

particulières de matrices Z2(.) vérifiant l'inégalité (3.78). Ces résultats sont formulés 

dans les deux théorèmes suivants. 

Théorème 5.9.: On suppose que le système (3.56) vérifie la condition (i) du Th. 5.8. 

S'il existe une matrice de Hurwitz à éléments constants, notée Z, et une matrice diagonale 

D(t, x, Yl· ... , Ym) = diag(d1(.), ... , dk(.)) dont les éléments sont minorés par un nombre 

réel strictement positif: 

dr(t, x, Yl• ... , Ym) ~Ô, 'V (t, x, YI. ... , Ym) e tTo x 'D x ... x 'D, 

telles que la matrice Z2(.) soit le produit de D(.) par Z: 

Z2(.) = D(.) Z. 

Alors, la solution nulle de (3.56) est stable. Si de plus, les matrices Ni(.) sont bornées 

sur% x 'DX ... x 'lJ, alors elle est asymptotiquement stable. Enfin, si 'D= JR.n, la stabilité 

(asymptotique) est globale. 

Théorème 5.10. [Dambrine et Richard (1994b)]: On suppose que le système (3.56) 

vérifie la condition (i) du Th. 5.8. Si la matrice Z2(.) vérifie les deux conditions 

(a) les éléments non constants de la matrice Z2(t, x, Yl, ... , Ym) sont isolés dans une 

seule ligne, et 

(b) il existe un réel E > 0 tel que pour tout t dans 'TQ, et tout x, y dans 'D, 

Z2(t, x, Yl· ... , Ym) + E Ik est l'opposée d'une M-matrice, 

Alors, la solution nulle de (3.56) est stable, ou asymptotiquement stable si les matrices 

Ni(.) sont bornées sur '1{) x 'D x ... x 'D. Enfin, si 'D = R0 , la stabilité (asymptotique) est 

globale. 

La technique d'agrégation permet dans le cas particulier d'un système de comparaison 
scalaire d'étendre la condition de Mori et al. donnée au paragraphe 2.3.1. du second 
chapitre aux cas des systèmes non linéaires. 

Théorème 5.11. [Dambrine et Richard (1994b)]: S'il existe (m + 1) fonctions 

continues a(t),b1 (t), ... , bm(t) telles que : 

(i) 3 E > 0, V' t e IJQ, a(t) S - E, 
m 

(ii) 3 a> 1, 'V te IJQ, a(t) +a L bi(t) < 0, et 
i=l 

(iii) 'V te 'Jo, 'V x, Yl· ... , Ym e JR.n, Jl(A(t, x, Yl· ... , Ym)) S a(t) et 

Il Bi(t, x, Yl• ... , Ym) IlS bi(t), 

où Il . Il est une norme induite de R0 x 0 , et Jl(.) est la mesure de matrice associée à Il . Il, 

alors la solution nulle de (3.56) est globalement asymptotiquement stable. 
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Démonstration : La nonne V(x) = 1 x 1 est une nonne vectorielle de taille 1, alors 

d'après les formules (3.61), 
D+V(x(t)) :s; Jl(A(.)) V(x(t)) +Il B(.) Il V(x(t- 't(t))) 

est un système majorant de (3.56), et donc, il en est de même pour le système 
m 

z (t) = a(t) z(t) + L bi(t) z(t- 'ti(t)). 
i=1 

li suffit maintenant d'appliquer la méthode de Lyapunov-Razumikhin avec la fonction 

v(z) = z2. La dérivée de v le long des solutions vérifiant v(z(t - 'ti(t))) < a v(z) est 

strictement négative : la solution x = 0 de (3.56) est donc globalement asymptotiquement 

stable. 

5.4.4. Critères de stabilité dépendants de la taille des retards 

Les théorèmes précédents donnent tous des conditions de stabilité indépendantes des 

retards. Ces conditions sont quelquefois très sévères, ou peuvent s'avérer inefficaces 

dans certains cas, par exemple, la synthèse d'une loi de commande rétroactive sur un 

système instable admettant un retard en la commande. Nous allons voir ici comment la 

méthode précédente peut être adaptée à la résolution de ce problème. 

On va pour simplifier l'énoncé ne considérer que le cas d'un système monoretardé. 

Soit un système décrit par 1' équation 

x(t) = A[t, x(t), x(t- 't(t))] x(t) + B[t, x(t), x(t- t(t))] x(t- 't(t)), (3.81) 

où 't est une fonction positive, continue et acceptant 'to comme majorant. 

La solution x(t) est dérivable sur [to + 't, oo[. Alors, d'après le théorème de la moyenne, il 

existe un nombre réel ei dépendant de tet de la solution x, compris entre 0 et 1, tel que 

Xi(t)- Xi(t- 't(t)) = 't(t) jq(t- 9i't(t)), 'tl t ~ to + 2t, i = 1, ... , n 
. . 1 1 

Notons 't~ (t) = 9i't(t), et ~(t) ='ti (t) + 't(t- 'ti (t)). 

On définit la matrice Ai comme suit : la ième ligne de Ai est égale à la ième ligne de 

la matrice A[t-~ (t), x(t- ~ (t)), x(t- 't~(t))], les autres lignes étant nulles. On définit de 

la même façon la matrice Bi associée à la matrice B[t- 't~(t), x(t- 't~ (t)), x(t- 't~(t))]. 

Alors, si x est une solution de (3.81), x est aussi une solution de l'équation 
n 

x(t) =(A(.)+ B(.)) x(t)- 't(t) B[t, ... ] L Ai x(t- 't~(t)) 
i=1 

n 

- t(t) B[t, ... ] L Bi x(t- 't~(t)), (3.82) 
i=l 

pour t ~ to + 2'to. 

La stabilité de la solution x= 0 du système (3.81) est alors prouvée si le système (3.82) 

vérifie les conditions d'un des théorèmes 5.4 à 5.10. On peut remarquer que ces 

conditions dépendent de 't, la taille maximale du retard. On peut aussi utiliser une 
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décomposition de B en la somme de deux matrices B(.) = Bt (.) + B2(.) pour obtenir la 

forme intermédiaire entre (3.81) et (3.82) [Goubet, Dambrine, Richard (1995)]: 
n 

x(t) = (A[t, ... ] + Bt[t, ... ]) x(t)- 't(t) Bt[t, ... ]LAi x(t- 't~(t)) 
i=l 

n 

- 't(t) Bt[t, ... ] L Bi x(t- 't~(t)) + B2[t, ... ] x(t- 't(t)). 
i=l 

(3.83) 

Cette forme peut être particulièrement intéressante pour le théorème 5.10 lorsque Bt(.) est 

choisie sous la forme diagonale. 

5.4.5. Exemples d'application 

Dans ce paragraphe, nous proposons d'illustrer la technique de majoration et de montrer 

l'efficacité des résultats précédents à travers l'étude de quelques exemples. 

5.4.5.a) Deux exemples d'introduction 

-Exemple 1 

Soit le système différentiel d'ordre 5 suivant 

x(t) =At x(t) + Bt x(t- 't), 

avec 

-4 0.7 sin x2 0.1 0.5 1 

0 -3.5 0.2 sat x4 0.4 1.3 

At= -0.7 0 

0.4 COS X3(t - 't) -0.2 

0.2 -0.4 

et 

sin Xl (t- 't) 0.3 

1.2 0 

Bt= 0 -0.4 

-0.3 0 

0.3 cos t 0.1 

où sat X4 = { x 
4 t si-

1 
x: ~ 4 

; 
1 

-1 si x4 ~ -1 

0.5. 

0.1 

0.3 

0 

0 
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-2 0 0.4 e-x5 

0.2 -2.5 -0.5 

0 0 -6 

0 -0.5 

0.5 0.7 

0.2 
0.5 t2 

1 + t2 

0.5 0.4 sat x4 

-0.3 0 

(3.84) 
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Une première étude consiste à définir un système majorant d'ordre 1 obtenu simplement à 

partir de la norme du max ou de la somme des modules, il vient alors les systèmes de 

comparaison: 

avec: 

et 

D+Vt(x(t)) ~ -ü.9 Vt(x(t)) + 2.5 Vt(x(t- 't)), 

D+V2(X(t)) ~ -1.5 V2(X(t)) + 2.8 V2(X(t- 't)), 

Vt(x) = max 1 Xi 1 , 
1 sis 5 

5 

v 2(X) = L 1 Xi 1. 
i=l 

Ces deux systèmes de comparaison d'ordre 1 sont instables quelle que soit la valeur de 't. 

Nous proposons donc de définir un système majorant d'ordre 3. Pour cela, considérons 

la norme vectorielle de taille 3 dont chaque composante est formée d'une norme scalaire 

du type norme max : 

V3(x) = (max (1 Xl 1, 1 X21), max (1 X3 1, 1 X41), 1 X5 1) T. (3.85) 

A l'aide des formules (3.62), il vient le système de comparaison linéaire 

D'après le théorème (5.4), la solution nulle du système de comparaison (3.86) et celle du 

système initial (3.84) sont globalement exponentiellement stables. 

-117-



Chapitre 3 

-Exemple2 

Le système étudié est maintenant décrit par l'équation: 

x(t) = A2 x(t) + B2 x(t- 't), (3.88) 

avec 

[

-1.5-2q>t(t, x, x(t- 't)) -0.6cpt(t, x, x(t- 't)) 1.3cpt(t, x, x(t- 't)) ] 

A2 = -O.?cp2(t, x, x(t- 't)) -2cp2(t, x, x(t- 't)) -0.5cp2(t, x, x(t- 't)) , 

0.6 sint 0 -6 

et 

1.4 0.6cpt(t, x, x(t- 't)) 0.7cpt(t, x, x(t- 't)) 

B2 = 0.4cp2(t, X, x(t- 't)) 0.5cp2(t, X, x(t- 't)) 0.5cp2(t, X, x(t- 't)) , 

-0.4 0.3 sat x4 0 

où <pt et <P2 sont deux fonctions minorées par un nombre ô strictement positif. 

En choisissant la nonne vectorielle 

V 4(X) = [1 X} 1, 1 X2 1, 1 X3 1) T, 

il vient le système de comparaison 

où 

et 

z(t) = M2(.) z(t) + N2(.) z(t- 't), 

[ 

-1.5-2cpt(.) 

M2(.) = O.?cp2(.) 

0.6 

0.6cpt (.) 

-2cp2(.) 

0 

1.3cpt (.) ] 

0.5cp2(.) ' 

-6 

1.4 0.6cpt(.) 0.7cpt(.) 1.5 0.6q>t(.) 0.7q>t(.) 

N(.) = 0.4cp2(.) 0.5cp2(.) 0.5cp2(.) :::;; 0.4cp2(.) 0.5cp2(.) 0.5cp2(.) 

0.4 0.3 0 0.4 0.3 0 

La matrice M2(.) + N2(.) est alors égale à : 

<Pl(.) 0 0 -2 1.2 2 

0 <P2(.) 0 1.1 -1.5 1 

0 0 1 1 0.3 -6 

(3.89) 

(3.90) 

= N2(.). 

(3.91) 

Le second facteur de (3.91) est l'opposée d'une M-matrice irréductible et constante : le 

théorème 5.9 permet alors d'affinner que la solution nulle du système (3.88) est 

globalement asymptotiquement stable. 
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5.4.5.b) Exemple de deux réacteurs nucléaires interconnectés 

Le système considéré ici est le modèle de deux réacteurs nucléaires interconnectés 

[Gorjachenko (1971)]. Une analyse de la stabilité a été proposée dans [Kolmanovskii et 

Nosov (1986)] par la méthode des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii. Nous 

reprenons ici cet exemple à 1' aide de la méthode des normes vectorielles. 

Le système est décrit par les équations différentielles (d'ordre 2 + 2mt +2m2): 

(3.92) 

mk 

~k = I ~ile. k = 1, 2. 
i=l 

Ici Ni et Pi (i = 1, 2) sont, respectivement, la densité et la réactivité des neutrons dans le 

ième réacteur, et Cik, la concentration d'unième groupe de neutrons émis dans le réacteur 

numéro k. 

On s'intéresse à l'étude de la stabilité de la solution stationnaire 

k = 1, 2 Nt= Nto > 0, 

Cu = Cno > 0, 

Cj2 = Cj20 > 0, 

i = 1, ... ,mt 

j = 1, ... , m2 

A l'aide des nouvelles variables 

Xt(t) = (Nt(t) - Nto)!Nto. 

Yit(t) = (Cit(t)- Cito)/Cito. 

Yj2(t) = (Cj2(t) - Cj2o)/Cj20· 

k = 1, 2 

i = 1, ... , mt 

j = 1, ... , m2 

et du vecteur x(t) = [xt(t), x2(t), Yu(t), ... , Ym1t. Yt2• ... , Ym22F. le système (3.92) peut 

se récrire sous la forme 

x(t) =A x(t) + Bt x(t- 'tt2) + B2 x(t- 't21), (3.93) 
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où 

avec 

A11 =[ ~1 
ml 

[- b t (1 + x t) - 1 - I. ~ill 
i=t 

0 

A 22 = diag( -À 11 ; ••• ;-i..m 1t). A33 = diag( -À 12; ••• ;-Àm2û. A 12 = [ ~ 1 ~] 'Yt ' 
0 

0 ] . 
T [ Âu ~mtt ' A2t = 0 

'Y2 

Al3 =[ ~~1 
'Y2 

Âmtt ], AT=[ O 
0 3t Ât2 

et les matrices A23, A32 sont nulles. Les matrices Bt et B2 sont définies par : 
t 1 2 1 . 

bt2 = -, b2t =-,et tous leurs autres coefficients sont nuls. 
'Yt 'Y2 

Les paramètres bk et ~ik s'expriment aisément en fonction des paramètres précédents et 

sont tous positifs. 

Une fois établie cette modélisation (identique à celle considérée dans [Kolmanovskii et 

Nosov (1986)]), nous pouvons appliquer notre méthode. 

Relativement à la norme vectorielle 

V(x) = [1 Xt 1, 1 X2 1, 1 Yll 1, ••• , 1 Ym11 1, 1 Yl2 1, .•• , 1 Ym22 I]T, 

le système (3.92) admet le système majorant 

z(t) = M z(t) +Nt x(t- 'ttû+ N2 x(t- 't2t), 

où M =A, Nt= Bt et N2 = B2. 

(3.94) 

Soit le domaine 'D = {(Xt, x2, Yth ... , Ym22) e Rm1+m2+2: 1 +Xl;;:: Œt, 1 + x2;;:: a2}, 

où Œt et a2 sont deux nombres réels strictement compris entre 0 et 1. 

Il existe un E > 0 et un vecteur constant u à composantes strictement positives vérifiant la 

relation: 

(M +Nt+ N2) uS-Eu. 

Il suffit, en effet, de choisir u = [1 - Çt, 1 - Ç2, 1, ... , 1]T, avec Çh Ç2 etE vérifiant les 

inégalités 
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E b1 a1 - s çl s; ____ __;:'--.;;...__----
Âil mt 

1 + b1 a1 + LJ.lil- 'Y1 E 
i=l 

E b2 a2 - s ç2 s; -------='--.;;;..._ ___ _ 
Âj2 m2 

1 + b2 a 2 + I. J.lj2 - Y2 E 
j=l 

D'après le théorème 5.8, la solution stationnaire du système (3.92) est asymptotiquement 

stable pour toutes les valeurs des retards 't12 et 't2l· 

Le résultat est identique à celui obtenu par Kolmanovskii et Nosov à l'aide de la 

fonctionnelle de Lyapunov 
mt m2 

'Yl 2 'Y2 2 ~ ~ -1 2 ~ ~ -1 2 
V=-2 xl +2 x2+ ~ J.lil"'·l yil + ~ J.lj2"'·2 YJ·2+ 

. 1 1 . 1 J 1= J= 
t t 

J x~(s) ds + J x;(s) ds. 
t - 't2 1 

5.4.5.c) Exemple de comparaison avec d'autres méthodes 

Nous considérons ici le système suivant: 

[ 
-2 2 cos2 t ] [ 0 

x(t) = x(t) + 
1 + Xl -2-sin2 t 0 

? 2 J x(t- 1). 
a sm t 

(3.95) 

Dans une première étape, nous allons montrer que le théorème 5.4, ainsi que les 

conditions de stabilité basées sur le théorème de Tokumaru et al. (comme notre théorème 

5.4 ou les résultats énoncés dans [Wang, Chen et Lin (1987)] et [Xu (1986)]) ne peuvent 

s'appliquer ici. 

En effet, le système de comparaison linéaire stationnaire le plus fin associé à la norme 

vectorielle V(x) = [1 Xl 1. 1 x21F et à une région ·f}) = {xe R2 : lx1l Sa} (où a est un 

nombre réel strictement positif) est donné par : 

z (t) = [ -
2 2 

] z(t) + [ 
0 0 

] z(t- 1), 
1 +a -1 0 1 a 1 

(3.96) 

mais M + N n'est pas l'opposé d'une M-matrice. 

Cependant si l'on considère le système majorant non stationnaire relatif à V et à f}): 

[ 
-2 2 ] [ 0 0 J z (t) = z(t) + 

0 1 1 
. 2 z(t- 1), 

1 +a -2-sin2t a sm t 
(3.97) 
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les termes non constants de la nouvelle matrice M + N sont situés sur la deuxième ligne 

ou colonne. De plus, il existe un nombre e positif, suffisamment petit, tel que la matrice 

[ ~2++: -2+e+(l:l-l)sin2t] 

est l'opposé d'une M-matrice pour tout t si et seulement si la condition 1 a 1 +a< 2 est 

réalisée. Sous cette hypothèse, les théorèmes 5.7 et 5.10 nous permettent de conclure à la 

stabilité asymptotique de la solution x = 0 du système (3.95). 

5.4.5.d) Exemple d'application à la stabilisation par retour d'état 

On considère le système (instable en boucle ouverte) 

x(t) =[ -~ 2
] x(t) + [

0
] u(t- 't). 

1 + SlD Xl 1 1 
(3.98) 

On se propose de stabiliser le système à l'aide d'une commande par retour d'état 

u(t) = -Kx(t), où K = [kt. k2]. 

n vient pour le système en boucle fermée : 

[ -3 2] x(t) = x(t) + 
1 +sin Xt(t) 1 [ 

0 0 ] x(t- 't). 
-kl -k2 

(3.99) 

La première matrice n'est l'opposée d'une M-matrice pour aucune valeur de tet de x~o les 

théorèmes donnés aux paragraphes 5.4.2 et 5.4.3 ne peuvent donc s'appliquer. On se 

propose ainsi d'utiliser la méthode présentée au paragraphe 5.4.4. La stabilité du système 

(3.99) peut être montrée à travers celle du système donné par l'équation (3.82). Ce 

système s'écrit ici : 

x<t> = [ -
3 

1 +sin Xt(t)- kt 

2 
] x(t) 

1 - k2 

~ ] x(t- 't~(t)) 
0 

1 + sin x1 (t- 't~(t)) 

[ 
0 0 ][ 0 0 ] - 't x(t- 'ti(t)). 

-kl -k2 -kl -k2 
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Soit encore : 

xCt> = [ -3 2 

1 +sin Xt(t)- kt 1 - k2 
] x(t) 

+t[ 0 0 ] x(t- t:(t)) 
-3kl 2 kt 

+t[ 
0 

k2(1 + sin x1 (t- 't~(t))) 

[ 0 0] 2 - 't 2 x(t- 'tï(t)). 
ktk2 k2 

(3.101) 

Ce système admet le système majorant suivant 

z(t) = [ -
3 2 

] z(t)+'t[ 
0 0 

] z(t-'t:(t)) 
11-kll+1 1-k2 3 1 ki 1 2 1 kt 1 

+ 't [ 2 1 ~2 1 1 k~ 1 ] z(t- ~(t)) 

+ 't [ 
0 0

2 ] z(t- -;(t)). (3.102) 
lktk21 k2 

TI s'agit maintenant de trouver des valeurs de k1 et k2 vérifiant la condition 
3 k2 - 2 1 1 - kl 1 - 5 

't<----------~--------~~-----------

3 k; + 12 1 k 1 1 + 7 1 k2 1 + 2 1 k 1 1 1 k2 1 

Pour k1 = 1 et k2 = 4.45, on obtient la condition de stabilité 't < 7.49 Hr2. 

CONCLUSION 

Dans ce chapitre, nous avons présenté les principales méthodes existantes pour analyser 

la stabilité des systèmes non linéaires à retards. D a ensuite été proposé une technique 

originale d'étude de la stabilité des systèmes à retards : la méthode des normes 

vectorielles. L'utilisation de ces fonctions particulières nous a permis de construire de 

façon simple et systématique des systèmes de comparaison. Cette méthode se révèle 

intéressante pour les systèmes de grandes dimensions pour lesquels 1' approche peut être 

guidée par la structure en sous-systèmes du processus étudié bien que ceci ne constitue 

pas une obligation. Une particularité des systèmes de comparaison obtenus est qu'ils 

peuvent dépendre de la solution du système initial. Cette liberté permet d'éviter une 

seconde majoration pouvant aboutir à des conditions de stabilité trop sévères. Enfm, il a 
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été montré que, sous certaines hypothèses sur la structure des systèmes majorants, la 

stabilité du système peut être étudiée à l'aide d'un test simple proposé initialement pour 

les systèmes linéaires stationnaires. Différents exemples comme celui de l'interconnection 

de deux réacteurs nucléaires ont montré que ces méthodes sont applicables en pratique. 

Un exemple a par ailleurs montré que nos résultats peuvent s'appliquer dans des cas où 

d'autres méthodes sont inefficaces. 
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CHAPITRE 4: 

AUTRES APPLICATIONS DE LA 

MÉTHODE DES NORMES VECTORIELLES 

INTRODUCTION 

Dans le chapitre précédent, il a été montré comment l'analyse de la stabilité d'une solution 

peut être menée à partir de fonctions simples: les normes vectorielles. Nous allons ici 

compléter cette étude en traitant quatre problèmes liés à 1' analyse et à la commande. Ces 

problèmes largement étudiés dans le cas des systèmes non retardés sont par contre 

originaux en ce qui concerne la classe des systèmes à retards. 

Le premier problème abordé est celui de l'estimation de domaines de stabilité et la 

détermination d'ensembles positivement invariants. Les résultats établis nous serviront 

alors à traiter le problème délicat de la commande sous contraintes en l'état et en la 

commande des systèmes à retards. Nous distinguerons deux cas selon que le système est 

linéaire ou non. Le troisième problème étudié est celui de la stabilité absolue, nous 

verrons alors que la méthode des normes vectorielles se révèle parfaitement adaptée à ce 

problème. Enfm, nous conclurons ce chapitre par l'estimation de types de comportements 

asymptotiques différents des points d'équilibre, par exemple les cycles-limites. Pour cela, 

nous définirons une nouvelle classe de systèmes de comparaison, appelés systèmes 

majorants non homogènes. Nous verrons alors comment il est possible d'analyser la 

stabilité de ces ensembles attractifs, et de donner une estimation de leur domaine 

d'attraction. 
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1. ESTIMATION DES DOMAINES DE STABILITÉ • 

ENSEMBLES POSITIVEMENT INVARIANTS 

Comme cela a déjà été observé aux chapitres précédents, prouver la stabilité en un point 

d'équilibre ne suffit pas en pratique à garantir le bon fonctionnement d'un système : il 

faut s'assurer aussi que le domaine de la stabilité étudiée (généralement la stabilité 

asymptotique ou exponentielle) soit suffisamment important. 

Dans cette partie, nous donnerons des conditions suffisantes pour que la stabilité du 

système soit globale, et lorsque ces conditions ne sont pas remplies, nous verrons qu'il 

est parfois possible d'obtenir de manière simple une estimation du domaine de stabilité. 

1.1. Stabilité globale 

On considère le système d'équations différentielles suivant: 

x(t) = A[t, x(t), x(t- 'tl (t)), ... , x(t- 'tm(t))] x(t) + 

rn 

L Bi[t, x(t), x(t- 'tl(t)), ... , x(t- 'tm(t))] x(t- 'tï(t)), t ~ to, (4.1) 
i=l 

défini pour tout (t, xt) e [to, oo( xC, et où les retards 'ti sont des fonctions continues par 

morceaux telles qu'il existe un réel 't > 0 pour lequel 

'V t ~ to. 'V i = 1, ... , rn 

Le choix d'une norme vectorielle V(x), V: JRD ~ JRk, permet de définir le système de 
comparaison global 

rn 

z(t) = M(t, x(t), x(t- 'tl (t)), ... ) z(t) + L Ni(t, x(t), x(t- 'tl (t)), ... ) z(t- 'tï(t)), (4.2) 
i=l 

tel que, si la fonction initiale xto du système (4.1) et la condition initiale zto du système 

(4.2) vérifient la condition 

V(x(to + s)) :s; z(to + s), 'if SE (-'t, 0], 

alors l'inégalité 

V(x(t ; to. xto)) :s; z(t ; to. zro) (4.3) 

est satisfaite pour tout t pour lequel la solution du système de comparaison est définie. 

On supposera ici que le système de comparaison possède des propriétés suffisant à 
assurer l'existence et l'unicité des solutions pour toute condition initiale zto à composantes 

positives et toute fonction x solution de (4.1). 
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TI est aisé de montrer que si la solution nulle du système de comparaison est globalement 

stable pour toute fonction x solution de l'équation (4.1), alors la solution nulle du 

système initial est également globalement stable. Ce résultat est encore valable si la 

propriété de stabilité est remplacée par une des propriétés quelconques définies au§ 4.1.2 

du premier chapitre. Les résultats énoncés au chapitre 3 peuvent donc être appliqués pour 

montrer la stabilité au sens de Lyapunov ou la stabilité asymptotique globale. Par exemple 

à partir du théorème III.5.8., il vient le théorème : 

Théorème 1.1. :S'il existe un réel e > 0 et un vecteur u de JRk à composantes 

strictement positives tels que la matrice 
m 

Z2(t, x, YI. ... , Ym) = M(t, x, Yt. ... , Ym) + L Ni(t, x, Yt. ... , Ym) 
. i=l 

vérifie l'inégalité 

Z2(t, x, YI· ... , Ym) . u :S;- e u, (4.4) 

pour tout t dans 'Io, et tout x, YI· ... , Ym dans JRD. 

Alors, la solution nulle de (4.1) est globalement stable, ou globalement asymptotiquement 

stable si les matrices Ni(.) sont bornées sur 'Io x JRn x ... x JRn. 

Et de la même façon on peut donner des énoncés correspondant aux théorèmes ill.5.4 à 

111.5.11. 

1.2. Stabilité locale 

Même si le système de comparaison ( 4.2) est linéaire en z, sa stabilité ne permet pas 

toujours de conclure à la stabilité globale de la solution nulle de (4.1). Par exemple, le 

système de comparaison ne peut être valable que sur un domaine 'D de JRn, dans ce cas 

l'inégalité (4.3) n'est prouvée que pour les instants où la solution est dans 'D. Un 

deuxième cas possible, très similaire au précédent, est celui d'un système de comparaison 

global, mais stable uniquement si la solution x est contrainte à appartenir à une région 

donnée de l'espace Rn. Dans le cas de systèmes de comparaison non linéaires enz, il est 

également impossible de conclure à la stabilité globale du système initial si le système de 

comparaison n'est stable que localement (par rapport à la variable z). 

On va considérer ici le premier cas, c'est à dire que l'ensemble d'équations (4.2) est un 

système de comparaison de (4.1) relatif à une région 'D de JRn, et on suppose que les 

hypothèses du théorème 111.5.8 sont vérifiées sur cette région. Une estimation du 

domaine de stabilité sera obtenue s'il est possible de trouver un domaine Wc R! tel que 

l'ensemble Cw soit positivement invariant par le système (4.2). En effet, si la région U 

de JRD définie parU= {xe JRD: V(x) e W} est incluse dans 'D, alors l'ensemble Cu est 

également inclus dans le domaine de stabilité de la solution nulle de (4.1). Le théorème 
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suivant, basé sur ce principe, généralise les résultats donnés dans [Dambrine et Richard 

(1993c)]. 

Théorème 1.2.: Soit un système de la forme (4.1), ::r.dmettant le système (4.2) comme 

système majorant relativement à une norme vectorielle régulière V et à une région 'D 

contenant un voisinage de l'origine. On suppose qu'il existe un réel E > 0 et un vecteur u 

de JR.k à composantes strictement positives pour lesquels la matrice 

m 

Z2(t, x, Yb ... , Ym) = M(t, x, Yb ... , Ym) + L Ni(t, x, YI. ... , Ym) 
i=l 

vérifie l'inégalité 

Z2(t, x, ·y1, ... , Ym). u ~-Eu, (4.5) 

pour tout t dans 'IQ, et tout x, YI· ... , Ym dans 'D. 

Soit un réel a> 0 tel que l'ensemble l(u, a)= {xe JR.D: V(x) ~au} est inclus dans 'D. 

Alors, l'ensemble .3(u, a) défini par { <p e C : V(<p(s)) ~au, "ii se [-'t, 0]} est une 

estimation positivement invariante du domaine de stabilité de la solution nulle du système 

(4.1). 

Si, de plus, toutes les matrices Ni(t, x, Yb ... , Ym) sont bornées sur 'Io x 'D x ... x 'D, 

alors le domaine .3(u, a) est une estimation du domaine de stabilité asymptotique de la 

solution nulle du système (4.1). 

Démonstration : Supposons que Xto e .3(u, a), et qu'il existe un instant tt > to tel que 

x(tt) ~ l(u, a). 

Soit alors tzla borne supérieure de l'ensemble {t;;:: to: x(s) e l(u, a), "ii se [to, t]}. Il 

vient: 

(i) x(s) e l(u, a), "ii se [to, tz], 

(ii) x(tz) est situé sur la frontière de l(u, a), c'est-à-dire il existe un indicer e { 1, ... , k} 

tel que 

et pour tout indice s '# r 

(iii) il existe un réel .l\t > 0, tel que 

Vr(x(t)) >a ur, pour tout t e ]tz, tz + .l\t[ 
En t = t2, la dérivée de la fonction t ~ Vr(x(t)), pour x solution du système (4.1), vérifie 

l'inégalité: 
m k 

Vr(x(tz)) ~ J..Lrr(.) V r(x(tz)) + L J..lrs(.) V s(x(tz)) + L L v~(.) V s(x(tz- 'tï(tz))), 
S*r i=l s=l 

Les coefficients J..lrs(.) (pour s '# r) et v!s<-> (pour touts) sont positifs, il vient donc : 
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m k 

Vr(x(t2)) ~ Jlrr(.) a Ur+ L Jlrs(.) a Us+ L L V~l) a Us. 
s# i=l s=l 

Cette dernière inégalité peut encore s'écrire: 

Vr(x(t2)) ~a [Z2(.) u]r. 

Soitenfm: 

Vr(x(tû) ~ - E a Ur < O. 

La fonction Vr(x(t)) est donc strictement décroissante sur un voisinage de t2, ce qui est 

incompatible avec la propriété (üi). L'instant tt ne peut exister, et l'ensemble S(u, a) est 

donc positivement invariant par le système (4.1). Les autres résultats du théorème se 

déduisent simplement de ce fait 

Les résultats suivants sont des applications directes du théorème 1.2. 

Théorème 1.3. [Dambrine et Richard (1993c)] : Soit un système de la forme (4.1), 

admettant le système ( 4.2) comme système majorant relativement à une norme vectorielle 

régulière V et à une région 'D contenant un voisinage de l'origine. On suppose que la 

matrice 

m 

Z2(t, x, YI. ... , Ym) = M{t, x, Yb ... , Ym) + L Ni(t, x, YI. ... , Ym) 
i=l 

vérifie les deux conditions suivantes : 

(i) les éléments non constants de la matrice Z2(t, x, YI· ... , Ym) sont isolés dans une 

seule ligne, et 

(ii) il existe un réel E > 0 tel que, pour tout t dans 'JO, et tout x, YI •... , Ym dans 'D, 

Z2(t, x, YI· ... , Ym) + E Ik est l'opposée d'une M-matrice. 

Soit uc un vecteur propre associé à la valeur propre ayant la plus grande partie réelle 

parmi toutes les valeurs propres des matrices Z2(t, x, Yt. ... , Ym) (cf. Annexe 2), et soit 

a un nombre réel arbitraire tel que l'ensemble l(Uc, a)= {xe JRD: V(x) ~a Uc} est 

inclus dans 'D. 

Alors l'ensemble S(uc. a) est une estimation positivement invariante du domaine de 

stabilité de la solution nulle du système (4.1). Si, de plus, toutes les matrices 

Ni(t, x, YI •... , Ym) sont bornées sur '10 x 'D x ... x 'D, alors le domaine S(Uc, a) est une 

estimation positivement invariante du domaine de stabilité asymptotique de la solution 

nulle du système (4.1). 
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Théorème 1.4. [Dambrine et Richard (1993c)] : Soit un système de la forme (4.1), 

admettant le système (4.2) comme système majorant relativement à une norme vectorielle 

régulière V et à une région 'IJ contenant un voisinage de l'origine. On suppose que la 

matrice 
m 

Z2(t, x, Yt. ... , Ym) = M(t, x, YI. ... , Ym) + L Ni(t, x, YI, ... , Ym) 
i=l 

est telle qu'il existe une matrice diagonale D( t, x, YI, ... , Ym) et une matrice Z à 

coefficients constants telles que 

(i) les éléments diagonaux de la matrice D(.) sont minorés par un nombre réel~> 0 sur 

l'ensemble '10 x 'IJ x ... x 'IJ, 

(ii) la matriceZ est l'opposée d'une ~-matrice, et 

(iü) Z2(t, x, Yt. ... , Ym) = D( t, x, YI •... , Ym) Z. 

Alors il existe un vecteur u à composantes strictement positives tel que le vecteur Z u est 

strictement négatif, et pour tout réel a.> 0 tel que l'ensemble l(u, a.) est inclus dans 'IJ, le 

sous-ensemble 3(u, a.) de C est une estimation positivement invariante du domaine de 

stabilité de la solution nulle du système (4.1). Si, de plus, toutes les matrices 

Ni(t, x, Yt. ... , Ym) du système de comparaison sont bornées sur '10 x 'IJ x ... x 'D, alors 

le domaine 3(u, a.) est une estimation positivement invariante du domaine de stabilité 

asymptotique de la solution nulle du système ( 4.1 ). 

En effet, si la matriceZ est l'opposée d'une M-matrice, alors il existe toujours un vecteur 

u à composantes strictement positives vérifiant l'inégalité (4.5) (cf. Annexe 2). On peut 

encore énoncer le théorème suivant qui est un corollaire immédiat de chacun des 

théorèmes 1.2, 1.3 et 1.4. 

Théorème 1.5. [Dambrine et Richard (1993c)] : Si le système (4.1) admet un système 

majorant relativement à une norme vectorielle régulière V et à une région 'IJ contenant un 

voisinage de l'origine, d'équation 
m 

z(t) = M z(t) + L Ni z(t- 'ti(t)), (4.6) 
i=l 

m 

et tel que la matrice Z = M + L Ni est l'opposée d'une M-matrice, alors pour tout 
i=l 

vecteur u à composantes strictement positives tel que 

Zu <0, 

et pour tout réel a. strictement positif tel que le domaine l(u, a.) est inclus dans 'IJ, 

l'ensemble 3(u, a.) est une estimation positivement invariante du domaine de stabilité 

exponentielle de la solution nulle du système ( 4.1 ). 
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On va illustrer ce résultat par un exemple. 

Considérons le système d'équations différentielles suivant: 

x(t)=[-3+xl siny2 ]x(t)+[o .0 ]x(t-2), (4.7) 
2 cos t -4 + Yl 0 sm x1 

où y(t) = x(t- 2) = [yh Y2F-

Par le choix de la norme vectorielle 

V(x) = [1 x1 1, 1 x2 I]T, (4.8) 

et par application des formules (3.62), il vient l'expression du système de comparaison 

suivant: 

[ 
-3 + x1 1 sin Y2 1 ] 

M(t, x, y)= , 
2 1 cos t 1 -4 + Y1 

et 

N(t,x,y)=[~ 1 si~x1IJ 
Une nouvelle majoration permet d'obtenir un système majorant stationnaire et plus simple 

à étudier: 

[ 
-3 +Xl 1 ] 

M(x, y)= , 
2 -4 + Yl 

(4.9a) 

et 

N=[ ~ ~]. (4.9b) 

Sur le domaine !!X ô) défmi par 

!ZXô) = ]-oo, 3 - ~ - Ô] X R, 

où ô> 0, la matrice M(x, y) peut être majorée par la matrice M(ô) défmie par 

M(ô) = · . 
[

- v2- ô 1 J 
2 -1 - 12.- ô 

(4.10) 

La matrice M(ô) + N d'expression 

[
- 12. - ô 1 ] 

2 -12.-ô 

est l'opposée d'une M-matrice: la solution nulle du système (4.7) est donc localement 

exponentiellement stable. 

Le vecteur u(ô) de composantes 
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U2(Ô) = 3 ~ - 2 + (3 - 2 ~ ) ô - ô2 

vérifie l'inégalité (M(ô) + N) u(ô) <O. 

L'ensemble l(u(Ô), 1) est inclus dans la région 1:\ô). 

Les hypothèses du théorème 1.3 sont donc vérifiées, et par conséquent, le domaine 

3(u(ô), 1) est un ensemble positivement invariant pour le système (4.7). 

En laissant ô prendre des valeurs infmiment petites, on montre que le domaine 

3 = {cp e C: V(cp(s)) < [3-~, 3~ -2]T, 'Vs e [-'t, 0]} 

est une estimation du domaine de stabilité exponentielle de la solution nulle du système 

4.7. La figure suivante illustre ce résultat : des simulations ont été effectuées pour 

diverses conditions initiales. TI peut être observé que toutes les fonctions initiales choisies 

dans le domaine 3 assurent la con vergence vers l'origine, alors qu'une initialisation 

relativement proche mais à l'extérieur de 3 conduit à une divergence. 

i..................... ---------1 

' ' ' ' 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

, _____ ----· ........... -----~ 

10 

Fig. 4.1: Simulation du système (4.7) pour différentes conditions initiales 

-134-



Autres applications de la méthode des normes vectorielles 

2. COMMANDE SOUS CONTRAINTES DES SYSTÈMES À RETARDS 

Dans les modèles que nous avons utilisés tout au long de ce manuscrit, nous n'avons 

jusqu'à présent imposé aucune contrainte sur l'état ou sur la commande. ll est clair que 

dans une application pratique, aucune de ces variables ne peut prendre des valeurs 

infinies: les variables d'état ou de commande sont naturellement bornées. C'est le cas, 

par exemple, des systèmes à commande saturée. ll est également possible, pour des 

raisons de sécurité, de vouloir imposer aux vecteurs d'état et de commande certaines 

limitations. 

Une méthode expéditive de traiter ce problème, souvent utilisée en pratique, consiste à 

calculer une loi de commande en ignorant les limitations, puis ensuite, à la saturer : cette 

méthode peut cependant s'avérer dangereuse puisqu'elle ne garantit pas la stabilité (voir à 

ce sujet l'exemple donné dans [Gutman et Hagander (1985)]). 

Une solution, plus rigoureuse, consiste à appliquer la théorie de la commande optimale 

où les contraintes peuvent être prises en compte à l'aide du formalisme des paramètres de 

Lagrange, mais l'implantation de la loi de commande obtenue nécessite la mémorisation 

d'une courbe de commutation souvent complexe. De plus, dans le cadre des systèmes à 

retards, le calcul d'une commande optimale est lié à la résolution complexe d'une 

équation de type mixte (possédant à la fois des termes retardés et avancés) (cf. [Malek

Zavarei et Jamshidi (1987)]). 

Une autre approche est basée sur l'utilisation de fonctions de Lyapunov et des domaines 

invariants associés. Cette technique a été utilisée pour diverses classes de modèles sans 

retards : les systèmes à temps discret ([Benzaouia et Burgat (1988)], [Vassilaki et al. 

(1988)], [Borne et al. (1993)], [Burgat et Tarbouriech (1993)], ... ),les systèmes à temps 

continu qu'ils soient linéaires ([Gutman et Hagander (1985)], [Chegancas and Burgat 

(1986)], [Vassilaki et Bitsoris (1989)], [Benzaouia et Hmamed (1993)], ... ), ou non 

([Vassilaki (1990)], [Radhy et al. (1990)], [Radhy (1992)], [Perruquetti (1994)], ... ). 

C'est cette dernière approche que nous allons développer ici pour les systèmes à retards 

non linéaires. Nous traiterons dans un deuxième temps le cas des systèmes linéaires, cette 

hypothèse nous permettant de considérer des domaines de contraintes d'un type plus 

général. 
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2.1. Cas des systèmes non linéaires 

Soit un système décrit par l'équation vectorielle 

x(t) = A[t, x(t), x(t- 'tt(t)), ... , x(t- 'tm(t))] x(t) + 

m 

L Bi[t, x(t), x(t- 'tl (t)), ... , x(t- 'tm(t))] x(t- 'ti(t)) + 
i=l 

C[t, x(t), x(t- 'tt(t)), ... , x(t- 'tm(t))] u(t) + 

m 

L Ci[t, x(t), x(t- 'tt(t)), ... , x(t- 'tm(t))] u(t- 'ti(t)), (4.11) 
i=l 

où x(t) est un vecteur de JR.n, u(t) un vecteur de RP et les retards 'ti sont des fonctions 

continues par morceaux telles qu'il existe un réel 't > 0 pour lequel 

0 s 'ti(t) s 't, 'V t ~ to. 'V i = 1, ... , m. 

Dans cette étude, les coefficients des matrices A(.) et Bi(.) seront supposés bornés sur 
tout ensemble 'JO x 'Dx ... x 'D, où 'IJest un domaine borné quelconque de JR.n. 

On suppose que le vecteur u(t) est contraint d'appartenir à l'ensemble polyédrique 
symétrique Su défini par 

Su = { u e RP : -d S u S d}, (4.12) 

où d est un vecteur de RP à composantes strictement positives. 

On fait également l'hypothèse que le vecteur état x(t) est soumis aux limitations suivantes: 

x(t) e Sx ={xe JR.n: -w S x S w}, (4.13) 

où west un vecteur de JR.n à composantes strictement positives. 

Enfin, on suppose que toutes les fonctions initiales Xto appartiennent à l'ensemble Go' 
où So ={xe JR.n: -wo S x S wo}, avec So inclus dans Sx (wo S w). 

Toutes les composantes du vecteur état seront considérées accessibles à la mesure. Le 

problème envisagé ici est le suivant : 

déterminer un retour d'état statique 

u(t) = K x(t), (4.14) 

tel que, pour toute fonction initiale xto à valeurs dans So, la solution du système ( 4.11) 

converge asymptotiquement vers l'origine sans quitter le domaine Sx, et tel que le vecteur 

commande u(t) appartient à l'ensemble Su, pour tout t ~ to. 
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Pour résoudre ce problème, nous allons suivre la démarche proposée dans [Dambrine et 
Richard (1994a)] : il s'agit de trouver une matrice des gains K e ID> x n et un domaine 

n c RD tels que : 

(i) So ~il !:: Sx. 

(ü) 'V x E n, Kx E Su. 

(ill) l'ensemble Cn est positivement invariant pour le système ( 4.11) muni de la loi de 

commande (4.14), et 

(iv) la solution nulle du système (4.11) muni de la loi de commande (4.14) est 

asymptotiquement stable, et son domaine de stabilité asymptotique contient 

l'ensemble Cn. 

Soit alors un système majorant du système bouclé (4.11)-(4.14) relatif à la norme 

vectorielle V(x) = [1 XI 1, ••• , 1 xn I]T et à la région Sx. d'équation 
m 

z(t) = M[., K] z(t) + L Ni[., K] z(t- 'ti(t)), (4.15) 
i=l 

avec M[., K] = M[t, x(t), x(t- 'tt(t)), ... , x(t- 'tm(t)), K] associée à la matrice 

A(.)+ C(.)K, et Ni[., K] = Ni[t, x(t), x(t- 'tt(t)), ... , x(t- 'tm(t)), K] associée à la 

matrice Bi(.)+ Ci(.)K. 

On cherchera alors à déterminer une matrice K telle que la matrice 
m 

Z2(., K) = M(., K) + L Ni(., K) 
î=l 

vérifie l'hypothèse du théorème 1.2, c'est-à-dire il existe un vecteur v de RD à 

composantes strictement positives et un réel E > 0 tels que 

Z2(t, x(t), ... , x(t- 'tm(t)) •. K) vS -E v. (4.16) 

Alors, le problème est résolu s'il existe un réel a> 0 tel que le domaine l(v, a.) (défmi au 

premier paragraphe de ce chapitre) vérifie les conditions 

a)woSavSw,et 

b) a 1 K 1 vs d, (4.17) 

où la matrice 1 K 1 est déduite de K en remplaçant chacun de 

ses termes par sa valeur absolue. 

En effet, le domaine n = l(v, a) vérifie les conditions (i) à (iv) :les conditions (i) et (ii) 

par construction, les conditions (üi) et (iv) par l'application du théorème 1.2. 
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En pratique, pour simplifier, on choisira Q = So. ou Q = Sx. c'est-à-dire a sera pris égal 

à 1, et le vecteur v égal à wo ou w. ll restera alors à trouver une matrice K vérifiant les 

inégalités (4.16) et (4.17). 

Afin d'illustrer cette méthode, considérons l'exemple suivant 

Soit le système différentiel suivant: 

. [ -4 + sin x1 (t) 
x (t) = 

2 + cos t 
3 ] x(t) + 

-3 + X2(t- 2) 

(4.18) 

aveclaloidecornmande: 

u(t) = K x(t), K = [kh k2]. (4.19) 

Le vecteur état est contraint à rester dans l'ensemble 

Sx ={xe JR2: [-1, -1] S xT S [1, 1]}, (4.20) 

et les limitations imposées sur le vecteur de commande sont: 

1 u(t) 1 S 3, 'v' t e 'Jo. (4.21) 

Le système en boucle fermé est décrit par l'équation: 

. [ -4 + sin x1 (t) + (2 + x2 (t)) k1 
x (t) = 

2 + cos t + 3 kl 

3 + (2 + x2 (t)) k2 ] 
x(t) 

-3 + X2 (t- 2) + 3 k2 

[ 
Xl (t) 0 J + 

1 1 
x(t- 2). (4.22) 

Un système de comparaison de (4.22) valable sùr le domaine Sx et relatif à la norme 

vectorielle V(x) = [1 x1 1, 1 x2 I]T est donné par 

. [ -3 + 2kl + 1 kl 1 1 3 + 2k2 1 + 1 k2 1 ] [ 1 0 ] 
z (t) = z(t) + z(t- 2). 

1 2 + 3kl 1 + 1 -2 + 3k2 1 1 
(4.23) 

Pour que le système (4.23) soit asymptotiquement stable et que le domaine Sx soit 

positivement invariant par (4.23), il suffit que le vecteur K vérifie les inégalités 

-2 + 2 kl + 1 kl 1 + 1 k2 1 + 1 3 + 2 k2 1 < 0, 

et 

(4.24) 
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Afm d'améliorer la dynamique, on choisit K = [-1.25, -1.5] qui minimise le critère 

max (-2 + 2 kt+ 1 ktl + 1 k2l + 13 + 2 k2l, 1 + 3 k2 + 12 + 3 kt 1). (4.25) 

On peut alors montrer que le système (4.23) est exponentiellement stable avec un taux de 

décroissance égal à 0.235 (valeur déterminée en recherchant la plus grande racine 

caractéristique réelle). TI est alors clair que la commande u = Kx assure que la solution du 
système (4.22), pour toute fonction initiale Xt0 à valeurs dans Sx. converge 

exponentiellement vers 1' origine sans quitter le domaine Sx. et ceci alors que que le 

vecteur commande u(t) vérifie l'inégalité (4.21) pour tout l Ce résultat est confmné par la 

simulation du système ( 4.22) présentée Fig. 4.2. On y a représenté deux solutions du 

système en boucle fermée, et une solution (divergente) du système en boucle ouverte. 

Fig. 4.2: simulation des solutions de (4.22) 

Remarque 1 : l'utilisation de la méthode des normes vectorielles permet de prendre en 

compte des ensembles de contraintes Su et Sx définis comme le produit de boules 

associées à diverses normes comme l'ensemble 

Su= {u e R3 : u; + ui ~ C:Xt, 1 u3 1 ~ a-2}. 

Remarque 2: cette méthode est basée sur la résolution de l'inéquation (4.16) portant sur 

la matrice K, même dans le cas où le système majorant est à coefficients constants, c'est

à-dire Z2 = M(K) + Ni(K), il n'existe aucune condition générale (de type condition de 

commandabilité) permettant d'assurer l'existence d'une solution K stabilisante. Ce 

problème reste donc ouvert. 

Remarque 3 : Dans l'exemple traité, nous avons considéré une commande non retardée, 

mais notre méthode peut aussi fonctionner en présence de retards en la commande. 
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2.2. Cas des systèmes linéaires stationnaires 

2.2.1. Formulations du problème 

On considère dans cette partie le cas de systèmes décrits par une équation différentielle de 

lafonne: 

x(t) = A x(t) + B x(t- t) + C u(t), t ~ 0, (4.26) 

où x(t) est un vecteur de R0 , u(t) appartient à RP, les matrices A, B etC sont constantes 

et de dimensions appropriées, et enfin t est un nombre réel strictement positif. Le 

système étant à coefficients constants, l'instant initial est fixé à to =O. 

Nous ne considérons dans cette parti.e que le cas de systèmes à commande non retardée, 

mais la méthode proposée permet de prendre en compte le cas de retards en la commande. 

Dans la suite, les notations suivantes seront employées: les matrices A+, A-,~ et A

associées à la matrice A = { aij } sont défmies par 

{
a ii 

A+= 
max (0, aij) 

~={max (0, aij) }, 

pour i = j 

pour i * j A-=A+-A, 

A-=~-A. 

Le vecteur commande u(t) est supposé vérifier les contraintes dissymétriques 

-d2 S u(t) S dt, 

où dt, d2 sont deux vecteurs de RP à composantes strictement positives. 

(4.27) 

Les contraintes sur le vecteur état sont définies comme suit : pour tout instant t ~ 0, le 

vecteur x(t) appartient à l'ensemble 

(4.28) 

où S est une matrice réelle de dimension q x n de rang égal à n, et wt. w2 sont deux 

vecteurs de dimension q à composantes strictement positives. 

On suppose encore que les fonctions initiales xo appartiennent à l'ensemble Cs0, où 

(4.29) 

D étant une matrice à coefficients réels, de dimensions r x n et de rang n, où les vecteurs 

ct, c2, de dimension r, sont à composantes réelles strictement positives. On suppose 

évidemment que les conditions initiales vérifient les contraintes (4.28) sur l'état, c'est-à

dire So ç; Sx. 
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Le problème que nous nous proposons d'étudier est défini comme suit : 

Trouver une loi de commande par retour d'état statique 

u(t) = Kx(t) (4.30) 

telle que, pour toute fonction d'état initiale xo vérifiant les contraintes (4.29),/a solution 

du système en boucle fermée, d'équation 

x (t) = (A+ CK) x(t) + B x(t- 't), (4.31) 

converge asymptotiquement vers l'origine alors que, pour tout t ~ 0, le vecteur 

commande vérifie les contraintes ( 4.27) et le vecteur état reste dans l'ensemble Sx. 

Le choix d'une commande par retour d'état linéaire nous permet de reformuler les 

contraintes (4.27) sur le vecteur commande :soit C(K, dt. d2) le sous-ensemble de C 

défmipar 

C(K, dt. d2) = { <p e C :'V se [- 't, 0],- d2 s; K<p(s) s; di}, 

il est alors clair que tout élément de C(K, dt. d2) vérifie les contraintes (4.27) lorsque u 

est de la forme ( 4.30). 

D'une façon analogue, l'ensemble des fonctions d'état vérifiant les contraintes (4.28) est 

C(S, Wt, w2) = { <p e C: 'Vs e [- 't, 0],- w2 s; S<p(s) s; wi}, 

et le sous-ensemble des états initiaux vérifiant les contraintes ( 4.29) est donné par 

C(D, CJ, c2) = { <p e C :'Vs e [- 't, 0],- c2 s; D<p(s) s; CJ} 

En utilisant ce formalisme, le problème précédent peut être reformulé ainsi : 

trouver une matrice des gains K telle que le système (4.31) est asymptotiquement stable, 

et que, pour tout état initial appartenant à C(D, CJ, c2), l'état Xt est dans l'ensemble 

C(S, Wt, w2), pour tout instant t ~ 0, et dans l'ensemble C(K, dt, d2) pour tout instant 

t ~ 't. 

Comme pour le cas non linéaire, la résolution de ce problème est liée à 1' existence et à la 

détermination d'un ensemble positivement invariant par (4.31) et vérifiant certaines 

propriétés : 
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Théorème 2.1. [Dambrine et Richard (1995)] :La matrice K e RP x n est une solution 

du problème ci-dessus si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées : 

(i) le système (4.31) est asymptotiquement stable, 

(ü) il existe un ensemble n s= c positivement invariant par le système (4.31) tel que 

C(D, ct. cz) s= n s:: C(S, wt, wz), 

x-r(il) s:: C(K, dt. dz), 

où x-r(il) = {x-r(<P) : q> e il} (xt(<P) représente l'état à l'instant t de la solution du système 

(4.31) de condition initiale q>). 

Démonstration : Il est évident que si un tel ensemble n existe alors K est solution de 

notre problème. Supposons donc q_u'il existe une loi de commande u = Kx solution du 

problème précédent Soit alors l'ensemble ilt défmi par : 

ilt = {xt(<P): <P e C(D, ct. cz)} 

Alors, il est clair que Ot est un ensemble positivement invariant pour le système (4.31) 

tel que 

et de plus, puisque u est une commande satisfaisant les contraintes imposées sur l'état et 

la commande, les inclusions 

sont vérifiées. 

Ot s:: C(S, wt. wz), 

x-r(ilt) s= C(K, dt, dz) 

Ce résultat nous fournit la méthode suivante de résolution : 

déterminer une matrice K telle que 

(i) le retour d'état u = Kx stabilise le système (4.26), 

(ii) un des trois sous-ensembles C(D, q, cz), C(S, Wt. wz), ou C(K, dt, dz) est 

positivement invariant pour le système (4.31), et 

(iü) les inclusions 

ou 

ou encore 

sont vérifiées. 

C(D, ct. cz) s= C(S, wt. wz) 

C(D, ct. cz) ~ C(K, dt. dz) 

Il nous reste donc à établir les conditions pour qu'un ensemble polyédrique soit 

positivement invariant. 
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2.2.2. Conditions d'invariance positive pour un ensemble polyédrique 

Avant d'énoncer le théorème principal, on va donner quelques résultats préliminaires. 

Lemme 2.1.: SoitF e JRPXDde rang pet A e JRnxn. Si 

Ker F ~Ker FA, 

alors il existe une matrice H e lRP x P solution de l'équation 

FA=HF 

Ce résultat est démontré dans [Bitsoris (1988)]. 

Lemme 2.2. : Soit F e RP x n. S'il existe deux vecteurs WI et wz de RP à 

composantes strictement positives tels que l'ensemble 

C(F, WJ, wz) = { <P e C : "t se [- 't, 0],- wz S Fq>(s) S wi} 

est positivement invariant pour le système ( 4.32), alors l'ensemble 

CKerF = {<P e C: "t se [- 't, 0], Fq>(s) = 0} 

est également positivement invariant pour le système ( 4.32). 

Démonstration: On s'appuie sur le fait que si C(F, WJ, wz) est positivement invariant, 

alors, le système (4.32) étant linéaire, pour tout réel a> 0, l'ensemble C(F, aw1, awz) 

est également positivement invariant pour le système (4.32). 

Soit alors <P un élément de CKer p, et supposons qu'il existe un instant tt tel que 

Fx(ti ; 0, <P) :~:O. Alors, il existe a> 0 et un indice i (1 SiS p) tels que 

[Fx(ti ; 0, q>)]i >a wu, ou [Fx(ti ; 0, <P)]i <-a W2i 

D'où la contradiction : la solution x(t ; <P) de condition initiale prise dans l'ensemble 

positivement invariant C(F, a.w1, awz) le quitte. 

Le lemme suivant propose un premier résultat sur l'invariance du sous-ensemble 

C(F, WJ, wz), dans le cas particulier p =net F =In. 

Lemme 2.3. : L'ensemble 

C(In, WJ, wz) = { q> E C: "f SE [- 't, 0],- W2 S q>(s) S WJ} 

est positivement invariant pour le système 

x(t) =A x(t) + B x(t- 't) (4.32) 

si, et seulement si, l'inégalité vectorielle 
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A-+ B_ 
][ :~] ~ 0, (4.33) 

est vérifiée. 

Remarque: Dans le cas de contraintes symétriques (wt = w2), on retrouve la condition 

du théorème 1.5. 

Démonstration : 

On note WH la ie composante du vecteur Wt, et W2i celle du vecteur w2 . 

a) condition nécessaire : 

Supposons qu'il existe un indice i e { 1, ... , 2n} tel que laie composante du vecteur 

[ 
A++ .B+ A-+ B- ][wt] 

A- + B- A+ + B+ W2 

soit strictement positive. 

Supposons i compris entre 1 et n. 

Soit cp une fonction de C telle que la valeur de cp en 0 est définie par 

cpj(O) = signe(aij) Wtj pour j "* i et cpi(O) = Wtj. 

la valeur de cp en-test donnée par: cpj(-t) = signe(bij) W2j. et pour touts dans ]-t, 0[ 

cp(s) = (s + t) cp(O)- cp(-t) + cp(-t). 
't 

La fonction cp appartient à l'ensemble C(l0 , WJ, w2), mais si x est la solution de (4.32) 

de condition initiale cp alors jq(O) > 0 : la solution quitte alors le domaine C(l0 , Wt, w2) 

qui ne peut donc être invariant 

Si l'indice i est compris entre n + 1 et 2n, un raisonnement analogue mène à la même 

contradiction. 

b) condition suffisante : 

Soit la fonction v(x) = max (max(~ , - X.i )). On va montrer que la fonction 

d 'fi. .. l~iSn. d LWh WR21 "kh" 1 1 ct•• (433) e tme positive v est une 1onctwn e yapunov- . azum1 m orsque a con Itlon . 

est remplie. 

En effet, soit x une solution de l'équation telle qu'à l'instant t, l'inégalité 

v(x(t- 't) :5 v(x(t)) 

soit vérifiée. 

(4.34) 

TI existe un indice i compris entre 1 et n tel que v(x(t)) = ~it~ , ou v(x(t)) =- ~~~ . 

Supposons que v(x) = :!i . La dérivée de v le long des solutions de (4.33) à l'instant t 

est égale à: 

1 
n n 

v(x(t)) = W}" (L aij Xj(t) + L bij Xj(t- 't)]. 
1 j=l j=l 
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+ -Notons a.j = max (0, aij), et a.j = max (0, - aij). On a alors : 

{ 

+ -
aij = aij - aij 

+ -1 aiJ. 1 = a .. + a .. 
IJ IJ 

et en adoptant la même notation pour les bij• il vient : 
n n 

v(x(t)) = ~ [aii Xi+ L a~ Xj(t)- L a ij Xj(t) + L b ~ Xj(t- 't)-L b ij Xj(t- t)]. 
VV}I j~i j~i j=1 j=1 

Or, par définition de v, on a 
VV}" VVX 

Xj(t) ~ ~ Xi(t) et - Xj(t) ~ ~ Xi(t) . 

De même, de l'inégalité (4.34), on peut déduire les relations 
vvr 0 

vvz· 
Xj(t- 't) ~ ~ Xi(t) et - Xj(t- 't) ~ ~ Xi(t) . 

n vient alors 
n n 

v(x(t)) ~ ~ [aii VVH + L a; VVJj + L a~ VVZj + L b; VVH + L b ~ VV2j] v(x(t)), 
VVh o o ~ o o J o 1 J o 1 ~ 

J~l J~l J= J= 

c'est-à-dire, sous forme vectorielle (où [ li représente la ième composante du vecteur 

entre crochet) : 

v(x(t)) ~~li [A+ VVJ +A- vvz + B+ VVJ + B- vvz]i v(x(t)). 

L'inégalité (4.33) entraîne alors l'inégalité v(x(t)) ~O. 

Si v(x(t)) =- ~;I 'alors, par un raisonnement identique, on montre que v(x(t)) vérifie 

la même inégalité. La fonction v est donc une fonction de Lyapunov-Razumikhin pour le 

système (4.32). L'ensemble {<p e C: v(<p(s)) ~ 1, 'Vs e [-t, 0]} (= C(l0 , VVJ, vvz)) est 

donc positivement invariant pour le système ( 4.32). 

Ces résultats nous permettent d'établir le théorème suivant: 

Théorème 2.1. : Soit F e RP x n de rang p, alors l'ensemble 

C(F, VVJ, vvz) ={cp e C: 'Vs e [- t, 0],- vvz ~ F<p(s) ~ vvt}, 

est positivement invariant pour le système (4.32) si, et seulement si, il existe deux 

matrices H et a, éléments de RP x P, telles que 

[ 

a++ H+ 

a-+ H_ 

FA=aF 

FB=HF 

a-+ H_ 
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Démonstration : 

Condition nécessaire: On suppose l'ensemble C(F, Wt, w2) positivement invariant pour 

le système (4.32), alors d'après le lemme 2.2, l'ensemble CKer F est également 

positivement invariant pour le même système. Soit un élément x quelconque pris dans 

l'espace Ker F, et soit <pt la fonction définie par 

s+t 
q>t(S) = -- X. 

't 

Par construction, <pt e CKer p, donc la solution x(t ; <pt) vérifie Fx(t ; cpt) = 0, et donc 

également Fx(t; <pt)= O. En t = 0, il vient de (4.32) la relation FA x= O. D'où d'après le 

lemme 2.1, il existe une matrice G telle que FA = GF. De même, en effectuant ce 

raisonnement avec <p2 = -~ x, on montre qu'il existe une matrice H telle que FB =HF. 
t 

Soit alors la fonction z(t) définie par z(t) = Fx(t). Lorsque x(t) est solution de l'équation 

(4.32), la fonction z(t) vérifie l'équation 

Z{t) = G z(t) + H z(t- t) (4.36) 

F étant de rang p, on peut montrer que l'ensemble C(Ip. Wt, w2) est positivement 

invariant pour le système (4.36), et donc, d'après le lemme 2.3, G et H vérifient la 

condition (4.35). 

Condition suffisante : 

Supposons qu'il existe une fonction cp e C(F, Wt. w2) telle que la solution x(t; cp) quitte 

à l'instant tt le domaine {xe R0 : -w2 ~ Fx ~ Wt }. Alors, la fonction z(t) = Fx(t; cp) est 

une solution de l'équation (4.36) à condition initiale dans C(Ip. Wt, w2), et qui à l'instant 

tt quitte le domaine { z e RP : -w2 ~ z ~ Wt}. Cette situation est impossible puisque 

l'inégalité (4.35) et le lemme 2.3 impliquent que l'ensemble C(lp. Wt, w2) est 

positivement invariant pour le système (4.36) : l'ensemble C(F, wt. w2) est donc 

positivement invariant pour le système (4.32). 

Théorème 2.2. : Soit F e RP x n de rang n (avec p > n), et soient G et H deux 

matrices solutions des équations 

FA=GF 

FB =HF 

Alors, si l'inégalité (4.35) est vérifiée, le sous-ensemble C(F, Wt, w2) est positivement 

invariant pour le système (4.32). 

La démonstration de ce résultat est identique à celle de la condition suffisante du théorème 

précédent et n'est donc pas répétée ici. 
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Remarque : Selon que F est de rang inférieur ou supérieur à n, la forme du domaine 

de contraintes S = {x e R0 : -w1 S Fx S w2} est différente : 

- si p < n, le domaine S est non borné, par exemple, la figure (4.3.a) représente le 

domaine S1 pour F= [1, 1] w1 = 2, w2 = 3 (n = 2, p = 1). 

- si p ~ n, le domaine S est borné, il possède p faces parallèles ; par exemple, le domaine 

S2 pour F = [: ~] pour w1 = [2, 2, 3]T, w2 = [1, 2, 2]T (n = 2, p = 3) est illustré 

figure (4.3.b) 

Fig. 4.3.a exemple d'ensembleS (cas p < n) Fig. 4.3.b. exemple d'ensembleS (cas p > n) 

2.2.3. Application à la synthèse d'un régulateur 

L'algorithme que nous proposons maintenant est basé sur l'invariance positive du sous

ensemble C(S, WI, w2). 

La loi de commande u = Kx, avec K e RP x 0 est une solution de notre problème si : 

(i) le système (4.31) est asymptotiquement stable;. 

(ü) il existe deux matrices a etH vérifiant 

S(A+CK)=aS 

SB =HS 

et telles que : 

où 

[ 
a++ H+ 

M= 
a-+ H_ 

(iii) C(S, W}, W2) ~ C(K, dt. d2). 

MwSO, 

a-+ H- J. 
a++ H+ 

-147-

(4.37) 

(4.38) 

(4.39) 

(4.40) 

(4.41) 



Chapitre4 

Remarque 1 :supposons que l'inégalité (4.39) est stricte, alors il vient 

[(G+ +a->+ Cf4 + H-)J(wl + w2) <o. 

Le système (4.36) vérifie donc les conditions de stabilité asymptotique de Tokumaru et 

al. (1975), ceci entraîne la stabilité asymptotique du système bouclé puisque la matriceS 

est supposé de rang n. 

Remarque 2 : la condition (üi) peut être remplacée de manière équivalente par l'ensemble 

d'inégalités : 

- d2 s Kx(i) s dl, 

où les X(i) représentent les sommets du polyèdre 

{xe R0 :- w2 S: Sx S wl}. 

(4.42) 

Remarque 3 : cette résolution du problème peut ne posséder aucune solution ou au 

contraire en avoir une infinité; dans ce dernier cas, il est intéressant de pouvoir trouver 

une loi u = Kx optimisant le temps de réponse du système (4.31). 

Cela peut être réalisé en résolvant le problème d'optimisation suivant: 

Déterminer K maximisant le critère E, sous les contraintes suivantes : 

S(A + CK) = GS 

SB =HS 

[ 
G+ + ete H+ G- + ete H- ] 

wS-Ew 
G- + ete H- G+ + etE H+ 

- d2 s; Kx(i) s dl 

E~O 

(4.43a) 

(4.43b) 

(4.43c) 

(4.43d) 

(4.43e) 

Ce problème est fortement non linéaire et par conséquent complexe à résoudre, on peut 

cependant trouver une loi quasi-optimale en remplaçant le terme etE par une constante~ à 

condition de vérifier a posteriori l'inégalité etES:~-
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Exemple: 

Soit le système 

. [ -3 2 ] [ 1 1 ] [ 1 ] x (t) = 
1 2 

x(t) + 
0 

_
2 

x(t- 1) + 
2 

u(t), (4.44) 

Pendant le fonctionnement, le vecteur état doit rester dans l'ensemble 

Sx ={xe JR.2:- [2; 2] $; xT $; [3 ; 2]}. 

On supposera que les conditions initiales sont à valeurs dans Sx (i.e. S0 = Sx). 

On cherche une matrice K = [ki. k2] telle que le bouclage u = Kx stabilise le système 

(4.42) tout en vérifiant les contraintes 

- 10 $; u(t) $; 9. 

Ici, la matriceS= 12. d'où G =A+ CK etH= B. 

L'ensemble des coefficients ki ét k2 vérifiant les conditions (4.40) et (4.42) est 

représenté figure (4.4) : 

Fig. 4.4.: Domaine des gains admissibles 

La solution du problème (4.43) est donnée parK =[-1.12 ; -3.32]. La valeur de e 

obtenue est alors égale à 0.254 : ceci garantit donc que le bouclage défini par u = Kx 

stabilise le système de façon exponentielle avec un taux de décroissance égal à 0.254. 
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3. STABILITÉ ABSOLUE DES SYSTÈMES À RETARDS 

Un système 

x(t) = Ax(t) + Bx(t- 't) + Qf(cr), 

a= Cox(t) + Ctx(t- 't), 

(4.45) 

où A et Be R0 x 0 , Q e R0 x 1, Co et C1 e JR.l x 0 , et fest une fonction scalaire définie 

sur R, est dit absolument stable par rapport au secteur [lq, kz] si la solution nulle du 

système (4.45) est globalement asymptotiquement stable pour toute fonction f vérifiant 

pour tout cr les inégalités 

k1 ~ f(cr) ~ kz. 
cr 

Les premières études sur le problème de la stabilité absolue pour les systèmes à retards 

ont été réalisées par Popov et Halanay (1962) et par Rasvan (1972). 

Dans cette partie, nous proposons de montrer comment une résolution de ce problème 

peut être abordée à l'aide de la méthode des normes vectorielles 

3.1. Critères matriciels 

3.1.1. Commande non retardée 

On considère ici le système monovariable ( 4.45) avec une commande non retardée 

(cr= Cox). 

On suppose que la première composante du co-vecteur Co, notée Cot, est non nulle. Soit 

alors le nouveau vecteur d'état y obtenu en remplaçant x1, la première composante de 

vecteur x par le scalaire cr : 

Y= (cr, X2, ••. , Xn]T, 

ou encore y= Px, où la matrice de changement P s'écrit: 

Cot co2 co3 Con 
0 1 0 0 

P= 0 0 1 0 

0 0 0 1 

Le système (4.45) est décrit dans cette nouvelle base par l'équation 

y(t) =At (Yt) y(t) + Bt y(t- 't), 

où 
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At(Yt) = PAP-1 + PQ [1, 0, ... , 0] ~ , 
Y1 

B 1 = PBp-1. 

Les éléments non linéaires de la matrice A1(y1) sont ainsi isolés dans sa première 

colonne. Une condition de stabilité absolue sur le gain équivalent f*(a) = f(a) peut alors 
a 

être obtenue très simplement en appliquant le théorème m.5.5 à un système majorant de 

(4.46) relatif, par exemple, à la norme vectorielle V(x) = [1 Y1 1, 1 Y2 1, ... , 1 Yn I]T. 

A titre d'exemple, considérons le système suivant: 

[ 
-1 -2 ] [ 2 -2 ] [ 1 ] x(t) = x(t) + x(t- 't)- f(a), 
2 -5 0.5 -1 1.5 

a= 2 Xl(t)- 2 X2(t)." 

[ 2 -2] Effectuons le changement de variable y = 
1 0 

x, le système se récrit alors : 

[ 
-3 + f* 0 ] [ 1 1 ] y(t) = y(t) + y(t- 't). 
1 - f* -3 1 0 

La matrice 

[ 
-2 + f* 1 ] 

1 + 1 1 - f* 1 -3 

est l'opposée d'une M-matrice si et seulement si f* < 1.5. D'après le théorème m.5.5, le 

système étudié est absolument stable sur ]-oo; 1.5[. 

3.1.2. Commande retardée 

Cette méthode est aussi applicable lorsque la commande du système (4.45) est purement 

retardée (a= C1 x(t- 't)). Alors, de même, si cu, la première composante du co-vecteur 

C1, est non nulle, on peut définir la nouvelle variable d'état y= [a, x2, ... , xn]T =Pt x, 

où 
cu C12 Ct3 Ctn 
0 1 0 0 

P1 = 0 0 1 0 

0 0 0 1 

Dans cette base, le système a pour expression : 

y(t) = A2 y(t) + B2(Yt(t- 't)) y(t- 't), (4.47) 

où A2 = PtAP~1 est une matrice constante, et B2(Yt(t- 't)) donnée par 

-1 f(yl (t- 't)) 
B2CY1(t- 't)) = P1BP1 + P1Q [1, 0, ... , 0] ~.:....;..____;..:... 

Yt(t- 't) 
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est une matrice dont les termes non constants sont isolés dans la première colonne. Par 

application du théorème ID.5.5, on peut alors déduire des conditions de stabilité absolue 

portant sur la fonction gain équivalent f*( a). 

3.1.3. Commande mixte 

Dans le cas général où les co-vecteurs Co et C1 sont tous les deux non nuls, il suffit de 

considérer un changement de variable du type y = [O't. <12, X3, ••• , x0 ]T = P2x, où 

0'1 =Cox, 0'2 = C1x. Dans cette base, le système se récrit sous la forme 

y(t) = [P2AP~1 + P2Q [1, 0, ... , 0] f*(a)] y(t) + 

[P2BP;1 ~ P2Q [0, 1, ... , 0] f*(a)] y(t- 't). (4.48) 

Soit alors une norme vectorielle de la forme V(x) = [v([O't. <12]1), 1 x3 1, ••• , 1 x0 I]T, où 

v(.) est une norme quelconque de JEt2. Le système majorant obtenu est tel que ses termes 

non constants sont regroupés dans la première colonne, il suffit alors comme 

précédemment d'appliquer le théorème III.5.5 pour obtenir des conditions de stabilité 

absolue. 

Cette méthode peut être étendue à une classe de systèmes interconnectés (cf. [Gentina 

(1976)]. 

3.1.4. Généralisation au cas multivariable 

Soit maintenant un système décrit par l'équation différentielle 

x(t) = A(t) x(t) + B(t) x(t- 't) + Q(t) f(t, l:), 

l: = Co(t) x+ C1(t) x(t- 't), 

(4.49) 

où A et B : IR ~ R 0 x 0 , Q : lEt -7 lR 0 x P, Co et C1 :IR ~ lRP x 0 , et enfin 

f: JEt x RP -7 JRP. 

On note l: = [ O'I, ... , O'p]T. 

On suppose que la fonction fest telle que 

f(t, l:) = [ft (t, O't), ... , fp(t, O'p)]T, 

et que chacune des fonctions-composantes fi est telle que le rapport 

admet une limite lorsque O'i tend vers 0 et vérifie 

* ku :::;; fi (t, ai) :::;; k2ï. 
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On pose F* = diag(f~' ... , f;). f* = [f~' ... , f;]T, ki = [kn •... , kïp]T (i = 1 ou 2), et on 

définit 1' ensemble Sk de RP par 

Sk = { k e RP : kt ~ k ~ k2}. 

A l'aide de ces notations, le système (4.49) peut être récrit sous la forme 

x(t) = [A(t) + Q(t)F*Co] x(t) + [B(t) + Q(t)F*Ctl x(t- 't), (4.50) 

ou encore 

x(t) = D(t, f*) x(t) + E(t, f*) x(t- 't), (4.51) 

Le système (4.49) sera dit absolument stable sur Sk si la solution nulle du système (4.49) 

est globalement asymptotiquement. stable pour toute fonction f dont le gain vectoriel 

équivalent f* appartient à chaque instant au domaine Sk. 

Les résultats énoncés au chapitre rn § 5.4 permettent alors d'établir des conditions 

suffisantes de stabilité absolue généralisant certains des résultats de [Grujié, Borne et 

Gentina (1979)]. 

Hypothèse (Hl): On suppose dans la suite que tous les éléments hors-diagonaux de la 

matrice D(t, f*) et tous les éléments de la matrice E(t, f*) sont positifs (ce qui peut être 

obtenu, en cas de besoin, par majoration). 

Théorème 3.1 :Sous l'hypothèse (Hl), s'il existe un vecteur constant u e JRn à 

composantes strictement positives et un réel e > 0 tels que l'inégalité 

[D(t, f*) + E(t, f*)] u ~ -e u 

soit vérifiée pour tout t ~ to et tout f* à valeur dans Sk, alors le système (4.49) est 

absolument stable sur Sk. 

Théorème 3.2: Sous l'hypothèse (Hl), si la matrice D(t, f*) + E(t, f*) est de la forme 

F* M, où M est l'opposée d'une M-matrice constante et si le vecteur kt est à composantes 

strictement positives, alors le système (4.49) est absolument stable sur Sk. 

Théorème 3.3: Sous l'hypothèse (Hl), si les conditions suivantes sont réalisées: 

(i) il existe un réel e > 0 tel que D(t, f*) + E(t, f*) + e In est l'opposée d'une 

M-matrice irréductible pour tout t ~ to et tout f* à valeur dans Sk, et 

(ü) les éléments non constants de la matrice D(t, f*) + E(t, f*) sont regroupées dans 

une seule ligne, 

alors le système ( 4.49) est absolument stable sur Sk. 
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Exemple : Considérons le système 

. [ -1 0.5 ] [ 0 0.5 ] [ 1 0 ] x(t) = x(t) + x(t- 't) + f(E), 
0 -2 0 1 0 2 

(4.52) 

[ 
-3 2 ] [ 1 2 ] 1: = x(t) + x(t- 't). 
0 -2 0.5 0.5 

On suppose que f vérifie les hypothèses correspondant à la notation f*. On a alors : 

[ 

-1 - 3 f~ 0. 5 + 2 f~ ] 
D(t, f*) = , 

* 0 -2- 4 f 2 

et 

[ 
f~ 0.5 + 2*f~ ]· 

E(t, f*) = * 
f2 1 + f2 

Pour r; et r; ~ 0, D etE vérifient l'hypothèse (Hl). On a 

D(t, f*) + E(t, f*) 
__ [ - 1 - 2 f~ 1 + 4 r;* ] 

r; -2- 3 r2 

= [ 
1 

::; 1 : r; ] [ -1
2 

_: J 
Il suffit alors d'appliquer le théorème 3.1 (avec u = [3, 1.3]T) pour montrer la stabilité 

absolue du système (4.52) sur JR:. 

3.2. Critères fréquentiels 

La méthode des normes vectorielles telles qu'elle a été présentée jusqu'ici ne permet pas 

1' application des critères fréquentiels de stabilité donnés au § 3. du chapitre ill. Cela est 

essentiellement dû au principe de comparaison énoncé au théorème ITI.5.2 qui n'autorise 

que des systèmes majorants linéaires en z, or lès systèmes considérés dans Popov et 

Halanay (1962) (cf.§3 du chapitre 3) sont non linéaires. Nous allons proposer dans cette 

section un nouveau principe de comparaison qui permettra de considérer une classe plus 

importante de systèmes de comparaison. 

Théorème 3.4 : Soit v une fonction vectorielle de dimension n vérifiant l'inégalité 

v(t) s f(t, v(t), v(t- 'tt(t)), ... , v(t- 'tm(t)), (4.53) 

où les 'ti sont des fonctions positives, continues par morceaux et bornées de t 

On suppose que la fonction f(t, x, Yt. ... , Ym) est définie et continue sur l'ensemble 

[to, +co( x JR0 x ... x JR0 , qu'elle est croissante par rapport aux variables Yi et quasi-
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monotone croissante en x. Enfin, on suppose que f possède des propriétés suffisantes 

pour garantir l'existence et l'unicité des solutions z(t) de l'équation différentielle 

Z{t) = f(t, z(t), z(t- 'tt(t)), ... , z(t- 'tm(t)), 

pour toute condition initiale zto appartenant à C. 

Sous ces conditions, si l'inégalité 

v(t) s; z(t) 

(4.54) 

(4.55) 

est vérifiée pour tout t appartenant à [to- 't, to], alors elle est encore vérifiée pour tout 

instant t ~ to. 

Démonstration : Soit z0 une solution du système 

zn(t) = f(t, zn(t), zD(t- 'tt(t)), ... , zn(t- 'tm(t)) +en, 

avec la condition initiale 

z0 (to + s) = z(to + s) +en, 'V se [-'t, 0], 

où en est un vecteur constant à composantes strictement positives. 

Alors, l'inégalité 

V(t) < zD(t) 

(4.56) 

(4.57) 

est vérifiée pour tout t ~ to. En effet, supposons qu'il existe un instant t1 > to et un indice 

jo tels que 

Vj0(x(tt)) = z~(tt). 

alors tzla borne inférieure de l'ensemble {t: Vj(x(t)) = z?(t), j e { 1, ... , k}} existe, et 
J 

vérifie par hypothèse, t2 > to. 
Posons e(t) = zn(t)- V(x(t)), alors compte tenu des relations (4.53) et (4.56), il vient 

Éj(tz) ~ f(t, zn(t), z0(t- 'tt(t)), ... , zn(t- 'tm(t))-

f(t, v(t), v(t- 'tt(l)), ... , v(t- 'tm(l)) +en. 

Or, par définition de tz, les relations suivantes sont vérifiées : 

zj(t2) = Vj(X(t2)), 

il(t2) ~ Vr(x(t2)), pour tout r * j, 
r 

il(t2- 'tï(t2)) ~ Vr(x(t2- 'ti(t2))), 'V r = 1, ... , n et 'Vi= 1, ... ,m. 
r 

n vient alors des propriétés de quasi -monotonie et de monotonie de f 1' inégalité 

Éj(tz) ~en> 0 

La fonction ej(t) est donc strictement croissante sur un voisinage de tz. Il y a là 

contradiction, puisque, par définition de tz, on a, pour tout t < tz, ej(t) > 0 et ej(lz) =O. 

Pour démontrer le théorème, il suffit maintenant de faire tendre en vers le vecteur nul. La 

solution z0 (t) converge alors vers z(t) et l'inégalité (4.55) est obtenue par passage à la 

limite de l'inégalité (4.57). 
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Le théorème 3.4 est encore valable sous les mêmes hypothèses lorsque la fonction f 

dépend de la valeur en différents arguments d'une fonction-paramètre x. 

Théorème 3.5 : Soit v une fonction vectorielle de dimension n vérifiant l'inégalité 

v(t) ~ f(t, x(t), ... , x(t- hp(t)), v(t), v(t- 'tt(t)), ... , v(t- 'tm(t)), (4.53) 

où les 'ti et hi sont des fonctions positives, continues par morceaux et bornées de t, et x 

est une fonction continue définie pour t?:. to - sup hi ( t). 
t~i~p ,t <!! t0 

On suppose que la fonction f(t, x, Yt. ... , Yp• v, Vt. ... , Vm) est définie et continue sur 

l'ensemble [ta, +oo[ x R0 x ... x R0 , qu'elle est croissante par rapport aux variables Vi et 

quasi-monotone croissante en v. Enfin, on suppose que f possède des propriétés 

suffisantes pour garantir l' existefJ,ce et l'unicité des solutions z(t) de l'équation 

différentielle 

z(t) = f(t, x(t), ... , x(t- hp(t)), z(t), z(t- 'tt (t)), ... , z(t- 'tm(t)) 

pour toute condition initiale Zto appartenant à C. 

Sous ces conditions, si l'inégalité 

v(t) ~ z(t) 

(4.54) 

(4.55) 

est vérifiée pour tout t appartenant à [ta- 't, to], alors elle est aussi vérifiée pout tout 

instant t ?:. to. 

On a alors une généralisation du théorème III.5.2.: on vérifie aisément que la fonction 

f(t, x(t), x(t -'tt) •... , z(t), z(t -'tt) •... ) = 
m 

M(t, x(t), ... ) z(t) + L Ni(t, x(t), ... ) z(t -'ti), 
i=t 

vérifie la conditions de quasi-monotonicité enz lorsque la matrice M(.) est à coefficients 

hors-diagonaux positifs, et les conditions de croissance en z(t- 'ti) lorsque les matrices 

Ni(.) sont positives. 

Supposons ici que l'utilisation d'une norme vectorielle V(x) permette la construction 

d'une inégalité différentielle de la forme 

V(x(t)) ~ M V(x) + N V(x(t- 't)) + Qo f(l:), (4.58) 

où M = { J..lij } et N = { Vij } sont deux matrices à coefficients réels et de dimensions k x k, 

telles que 

J..lij ?:. 0 'V i ::;: j = 1, ... , k, 

Vij '?::. 0 'V i, j = 1, ... , k, 

la variable l: admet pour expression 

l: =Co V(x(t)) +Ct V(x(t- 't)), 

où Co et Ct sont des matrices de dimensions p x k, Qo est une matrice de dimensions 

k x p, et la fonction f : RP ~ RP est telle que 
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f(l;) = [ft ( <Jt), ... , fp( <Jp)]T, 

et pour chacune des composantes fi, il existe un nombre kï. éventuellement infini, tel que 

0 ~ fi( <Ji) ~ ki. 

Alors, si la fonction 

<Ji 

lRk x lRk ---+ JRk 
+ + 

(zt. z2) ---+ Qo f(Co zt +Ct z2) 

est quasi-monotone croissante par rapport à z1 et croissante par rapport à z2, le système 

z(t) = M z(t) + N z(t- 't) + Qo f(l;), (4.59) 

est de comparaison pour l'inégalité (~.58), et donc la stabilité du système initial peut être 

testée à partir des conditions fréquentielles de Popov et Halanay : 
m m 

On notera dans la suite C(À) = C0 + L Cie- Â'ti et B(À) = L Bi e- Â'ti. 

i=l i=l 

Si la matrice M+N est l'opposée d'une M-matrice, et s'il existe une matrice diagonale P à 

éléments strictement positifs et une matrice Q telles que la matrice 

GGro) + QT(-jro) 

est défmie positive pour tout ro réel, la matrice G(À) étant définie par 

G(À) = PK-1 + (P +À Q) C(À) (A+ B(À)- À 10 )-1 Q0, 

et 

K = diag(kt, ... ,km). 

Alors la solution nulle du système (3.39) est asymptotiquement stable. 

4. ESTIMATION DES ATTRACTEURS ET DE 

LEURS DOMAINES D'ATTRACTION 

La propriété de stabilité asymptotique n'est pas en matière de systèmes de commande une 

condition nécessaire. Par exemple, un point d'équilibre peut être instable mais contenu 

dans un cycle limite stable de faible dimension, le comportement des solutions peut être 

alors jugé convenable pour certaines applications (notion de stabilité pratique). TI se révèle 

donc important en pratique de pouvoir déterminer une estimation d'un ensemble attractif, 

ainsi qu'une estimation de son domaine d'attraction. Nous nous proposons ici de montrer 

comment la méthode des normes vectorielles peut être adaptée à la résolution de ce 

problème. 
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4.1. Ensembles attractifs et domaines d'attraction associés 

La notion d'ensemble attractif généralise celles de point d'équilibre attractif, de cycle 

limite stable, ou d'attracteurs (cf. [Hale (1977)]. Elle est défmit comme suit: 

Définition 4.1. (ensemble attractif) : Un ensemble ;t, compact non vide de C, est dit 

attractif par rappon à un intervalle 'li et pour l'équation 

x(t) = f(t, x(t), x(t- "C}(t)), ... , x(t- 'tm(t))), (4.60) 

si pour tout instant initial to e IJi, l'état de la solution de (4.60) de condition initiale cp à 

t = to converge asymptotiquement vers Jt pour toute fonction cp prise dans un voisinage 

de 5I. Ou encore, plus formellement : 

'tl to e 'Ji, 'tl e > o. 3 11 > o. 'tl cp e c : p( cp, .m < 11, 3 T = T(to, cp, e) > o : 'tl t ~ to + T, 

p(xt(to, cp), Jt) < e, 

où p(cp, Jt) est la distance d'un élément cp de Cà l'ensemble Jl, définie par: 

p(cp, Jt) = inf {Il cp- 'If Il: 'Ife Jt}. 

Jt sera dit uniformément attractif par rapport à un intervalle 'Ii si dans la défmition 

précédente le réel Tl est indépendant de to. et T ne dépend que de e et de 11· 

Définition 4.2. (domaine d'attraction) : Le sous-ensemble 1Ja(;t, to) de C défini par: 

1\(Jl. to) ={cp e C: lim p(xt(to, cp), Jt) = 0} 
t--+ 00 

est appelé domaine d'attraction s'il est un voisinage de Jt 

Ces deux notions sont illustrées par la figure 4.5. 

1 

Fig. 4.5. : exemple d'ensemble attractif et de son domaine d'attraction 
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Enfin, on peut définir de la même façon que pour un point d'équilibre la notion de 

stabilité d'un ensemble : 

Définition 4.3. (ensemble stable) : Un ensemble ;r., compact non vide de C, est dit 

stable par rapport à un intervalle 'li et pour le système (4.60) si 

'tl to e 'Ji, 'tl e > 0, 3 11 > 0, 'tl cp e C : 

p(cp, ;r.) < 11 ~ p(xt(to, cp), ;r.) < e, 'tl t ~ to. 

4.2. Systèmes majorants non homogènes 

Dans cette étude, nous considérons la classe de systèmes décrits par une équation 

différentielle de la forme : 
m 

x(t) =A(.) x(t) + L Bi(.) x(t - 'ti(t)) + c(.), (4.61) 
i=l 

où (.) représente (t, x(t), x(t- 'tt (t)) , ... , x(t- 'tm(t))), A(.) et Bi(.) sont des matrices de 

dimensions n x n, c(.) est un vecteur de R0 , et enfin les 'ti sont des fonctions continues 

par morceaux, positives et majorées par un réel 't > O. 

L'origine n'est plus nécessairement un point d'équilibre du système (4.61), l'étude de ces 

systèmes nécessite donc la définition d'une classe plus générale de systèmes de 

comparaison. 

Définition 4.3. (Système majorant non homogène) :Le système 
m 

~ (t) = M(.) z(t) + L Ni(.) z(t - 'ti(t)) + q(.) (4.62) 
i=l 

défmit un système majorant non homogène de (4.61) relativement à une norme vectorielle 

régulière V et à un domaine 'Dde R" contenant un voisinage de l'origine si l'inégalité 
. m 
V(x(t)) ~ M(.) V(x(t)) + L Ni(.) V(x(t- 'ti(t))) + q(.), (4.63) 

i=l 

est vérifiée pour tout Xt e Cv et pour tout t e '1Q , où les éléments hors-diagonaux de 

M(.), les coefficients des matrices Ni(.) et ceux du vecteur q(.) sont tous positifs lorsque 

Xt e Cv et t e '1Q • 
On supposera de plus que les matrices M(.), Ni(.) et le vecteur q(.) sont tels que le 
système majorant ( 4.62) admet une solution unique pour toutes conditions initiales Xto et 

Zto e Cv . 

L'écriture du système sous la forme (4.61) permet encore d'obtenir de manière 

systématique un système majorant non homogène : 

-les matrices M(.) et Ni(.) sont déterminées par les formules (3.59) (ou celles déduites 

données en (3.61)-(3.64)), 
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- le vecteur q est donné par la fonnule 

qi(.) = 1 grad Pi(xi)T Pic(.) 1 , pour i = 1, ... , k. 

Ainsi, si toutes les composantes de V(x) sont des nonnes de type max : 

Pr(Xr) =max {1 Xq 1: q e Jr} 

alors, le vecteur q(.) admet pour composantes 

q/) =max {1 cq(.) 1: q e Jr}, 

r = 1, ... , k, 

r = 1, ... , k. 

(4.64) 

(4.65) 

De même, lorsque les composantes de V sont des nonnes de type somme des modules : 

Pr(xr) = L 1 xq 1 r = 1, ... , k, 
q E Jr 

alors, le vecteur q(.) admet pour composantes 

q/) = L 1 Xq 1, r = 1, ... , k. (4.66) 
q e Jr 

On retrouve, lorsque les matrices Ni sont nulles, la notion de système majorant non 

homogène définie pour les systèmes non linéaires dans [Borne et Richard (1990)], 

[Borne, Richard et Tahiri (1990)], [Radhy (1992)] ou [Perruquetti (1994)]. 

4.3. Principe de comparaison 

Si l'on récrit le système ( 4.62) sous la forme 

z (t) = f[t, x(t), ... , x(t- 'tm(t)), z(t), ... , z(t- 'tm(t))], 

il peut être observé que, puisque les coefficients hors-diagonaux de M(.) sont positifs, la 

fonction fest quasi-monotone croissante, et de même le fait que chacun des éléments des 

matrices Ni(.) soient positifs implique que fest croissante par rapport à chacune des 

variables z(t- 'ti(t)). Le théorème 3.4 pennet alors d'énoncer le résultat suivant: 

Théorème 4.1. (Lemme de comparaison) : Si le système (4.62) est un système 

majorant non homogène du système (4.61) relativement à une norme vectorielle régulière 

V et une région fiJde JRn contenant un voisinage de l'origine, alors c'est aussi un système 

de comparaison de (4.61), c'est-à-dire: si les conditions initiales Xto du système (4.61) 

et Zto du système ( 4.62) vérifient les conditions 

xro(s) e fiJ, et zro(s) ~ V(xro(s)), 'V se [-'t, 0] (4.67) 

alors l'inégalité 

z(t) ~ V(x(t)) (4.68) 

est vérifiée aussi longtemps que x(t) reste dans fiJ et que la solution z(t) existe. 
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4.4. Application à l'estimation d'attracteurs et de leurs domaines 

d'attraction 

On se place maintenant dans le cas particulier où il est possible de définir un système 

majorant à coefficients constants du système (4.61) relatif à une norme vectorielle 

régulière V et à une région 1Jde JRD contenant un voisinage de l'origine, d'équation 
m 

~(t) = M z(t) + L Ni z(t - 'ti(t)) + q. (4.69) 
i=l 

Alors, il vient le résultat suivant : 

Théorème 4.2. : Si les matrices M, Ni et le vecteur q vérifient les deux propriétés 

suivantes: 
m 

(i) La matrice M + L Ni est l'opposée d'une M-matrice, et 
i=l 

(ii) le sous-ensemble E de JRn défini par 
m 

E = {x e JRD : V(x) ~- (M + L Ni)-1 q } 
i=l 

est inclus dans 1J. 

Alors, l'ensemble 'E =CE est attractif et stable pour le système (4.61), et pour tout 

vecteur d de JRk à composantes positives vérifiant les trois conditions 

(i) d ~ q 
m 

(ii) (M + L Ni) d < 0, et 
i=l 

(iii) l'ensemble J(d) défini par J(d) ={xe JRn: V(x) ~ d}est inclus dans 1J, 

l'ensemble J(d) = { <P e C: V(q>(s)) ~ d, 'Vs e [--'t, 0]} est une estimation positivement 

invariante du domaine d'attraction de 'E. 

Démonstration : Le système de comparaison { 4.69) admet la solution stationnaire 
m 

ze =- (M + L Nir 1 q. Cette solution est globalement asymptotiquement stable (Th. 
i=l 

111.5.4). Donc toute solution x(t) restant dans l'ensemble 1J vérifie lim V(x(t)) ~ Ze (en 
t~oo 

effet, d'après le principe de comparaison V(x(t)) ~ z(t) et lim z(t) = Ze ). Il reste à 

démontrer que l'ensemble J(d) (où le vecteur d est tel que le sous-ensemble J(d) est 

inclus dans 1J) est positivement invariant pour le système (4.61) ; cette démonstration est 

essentiellement la même que pour la preuve du théorème 1.2, on ne la reproduira donc 

pas ici. 
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D'une manière générale, l'ensemble 'E obtenu n'est pas le plus petit ensemble attractif 

possible : il peut contenir un ensemble de points d'équilibre attractifs, un ou plusieurs 

cycles limites ou plus généralement un ensemble d'attracteurs (cf. figure 4.6.). Si 'D = 

R0 , 'E contient tous les attracteurs du système. 

Fig. 4.6. Illustration du th. 4.2. 

Afin d'illustrer la méthode, considérons le système suivant: 

. [ 1 - x1 
2 

- x2 
2 

1 ] [ sin
0

x 2 0 J 
x(t)= _ x 2 - x 2 x(t)+ 

0 
x(t-1). (4.70) 

cos t 1 1 2 

La solution nulle n'est pas stable, il est par conséquent inutile de rechercher un majorant 

homogène. On recherche donc un système majorant non homogène relatif à la norme 
vectorielle V(x) = [1 x1 1. 1 x2 1]T. 

Pour cela, on remarque que le système (4.70) peut aussi s'écrire sous la forme: 

- 1 ] [ sin x2 0 ] [x 1 ( 6 - x/ - x/)] 
x+ x(t- 1) + 

2 2 
.(4.71) 

- 5 0 0 x2 (6 - x1 - x 2 ) 
[ 

- 5 
x(t) = 

cos t 

Pour tout xe JR2 tel que V(x);;::: [ {3, -{3]T, le système (4.70) admet le système majorant 

suivant: 

[

- 5 
z(t) = 

1 

1 
] z(t) + [ 

1 0
] z(t- 1), 

- 5 0 0 
(4.72) 
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et pour tout x e JR2 tel que V(x) S ['{3, "J'3]T, le système (4.71) admet le système 

majorant non homogène 

Z(t) =[ -
1

5 
_\] z(t) + [ ~ ~] z(t-1)+[! ~]. (4.73) 

Puisque le vecteur [4 -{2. , 4 -{ï]T est à composantes positives, le système (4.73) est un 

système majorant global de (4.70). 

Le théorème 4.2 peut être appliqué puisque la matrice M + N =[ -l 
4 

_
1 

5 
] est 

l'opposée d'une M-matrice, et 

-(M+N)-lq= 4~ [~]. 
L'ensemble 'E = { <p e C : V(<p(s)) S - (M + N)-1 q, 'cl se [-'t, 0]} est globalement 

stable et attractif. 

La simulation présentée figure suivante montre qu'il existe bien un attracteur (ici un cycle 

limite) contenu dans l'ensemble 'E. 

-3 

Fig. 4.7. Simulation du système (4.70) 

L'étude a été menée ici pour des raisons de simplicité à l'aide de majorants non 

homogènes à coefficients constants, mais il est possible d'étendre ces résultats en 

considérant des systèmes majorants non linéaires. On pourra consulter à ce sujet 

[Perruquetti (1994)] traitant ce problème pour les systèmes non linéaires et non retardés. 

Enfm, ces travaux permettent une approche possible de la stabilité pratique des systèmes 

à retards (voir le rapport [Goubet (1993)]). 

-163-



Clulpitre 4 

CONCLUSION 

Dans ce chapitre, nous avons montré comment la méthode des normes vectorielles peut 

être appliquée à la résolution de problèmes divers. 

En particulier, il a été montré comment on pouvait de façon simple déterminer des 

ensembles positivement invariants pour des classes diverses de systèmes, cette technique 

permettant également d'obtenir des estimations du domaine de stabilité asymptotique. Ce 

type de résultats est original dans la littérature traitant des systèmes à retards. 

Nous avons ensuite abordé le problème de la régulation des systèmes à retards linéaires 

ou non sous contraintes d'état et de commande. Les domaines de contraintes envisagées 

sont des ensembles polyédriques non nécessairement symétriques. La méthode proposée 

consiste en la synthèse d'une loi linéaire de retour d'état statique telle que le domaine des 

conditions initiales possibles est contenu dans un ensemble positivement invariant pour le 

système en boucle fermée. 

Le problème de la stabilité absolue des systèmes à retards a ensuite été envisagé. La 

méthodes des normes vectorielles a permis d'établir de nouveaux critères algébriques. ll a 

été également obtenu un principe de comparaison généralisant celui donné au troisième 

chapitre. 

Enfin, dans une dernière partie, nous avons proposé une extension de la méthode 

permettant d'analyser des comportements asymptotiques autres que la convergence vers 

une solution stationnaire, comme des cycles limites. La technique de majoration permet 

alors d'obtenir une estimation de ces attracteurs, ainsi qu'une estimation de leurs 

domaines d'attraction. Un exemple montre qu'à ce niveau la qualité des résultats obtenus 

est fortement dépendante de la décomposition considérée du système. 
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Il existe de nombreux travaux concernant l'analyse de la stabilité des systèmes à retards, 

tous cependant peuvent être regroupés en deux classes principales : 

- soit la méthode d'analyse est simple, et alors les conditions données sont très 

conservatives, ou ne concernent qu'une classe particulière de systèmes, 

-soit la méthode est plus "universelle" et donne des conditions très fmes, mais dans ce 

cas, elle est très complexe à appliquer. 

Ce constat, qui peut être vérifié pour les systèmes linéaires vus au deuxième chapitre, est 

d'autant plus vrai que le système est complexe (grande dimension, présence de non

linéarités, de paramètres). 

Au regard de la complexité des systèmes à retards, la méthode des nonnes vectorielles 

que nous avons développée se situe plutôt parmi les approches simples : la technique de 

majoration employée pennet de considérer des modèles très généraux, qui peuvent être 

non linéaires, instationnaires. posséder des coefficients discontinus ou même dépendre 

de perturbations, ou encore, être de dimension importante. Les conditions données dans 

le chapitre 3 sont algébriques et donc simples à tester. Elles sont invariantes pour des 

transfonnations du type y = Px, où P est une matrice diagonale. De plus, elles conduisent 

à plusieurs applications originales comme l'estimation pratique de domaines de stabilité. 

La commande stabilisante sous contraintes, l'analyse de la stabilité absolue, ou des 

ensembles attracteurs sont d'autres apports de notre approche. 
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Le revers de la médaille, c'est que, si la majoration entraîne une simplification du 

système à analyser, elle équivaut aussi à une perte d'information sur son comportement 

réel. Par exemple, si la matrice A(.) en facteur de l'état non retardé n'est pas à diagonale 

négative dominante, alors l'emploi d'une norme vectorielle usuelle (composantes 

définies par les normes de Bolder) ne permet aucune conclusion quant à la stabilité du 

système. 

Un autre point faible de la méthode actuelle est que les principaux critères de stabilité 

donnent des conditions de stabilité indépendantes de la valeur du retard. 

Il existe cependant des indices nous laissant envisager plusieurs remèdes : 

- Pour réponse à la nécessité de· diagonale-dominance, on peut remarquer dans le cas 

linéaire qu'une matrice carrée à coefficients réels admet une représentation semblable à 

une matrice à diagonale négative dominante si ses valeurs propres sont dans la région du 

plan complexe défmie par {z = À+ jJ..L: 1 J..LI <-À} [Bitsoris (1991)]. Cette condition est 

toujours vérifiée lorsqu'on impose au système d'avoir un coefficient d'amortissement 

supérieur à 0.7, ce qui est en général le cas pour un système régulé. 

Si on généralise ce résultat au cas non linéaire, nous pensons pouvoir définir des 

transformations pour lesquelles la nouvelle représentation d'état est bien conditionnée à 

l'application des critères de stabilité. De tels travaux existent pour les systèmes non 

retardés [Benrejeb (1980)], [Richard et Borne (1987)] et semblent pouvoir être étendus 

aux cas des systèmes à retards. 

- La taille des retards peut être prise en compte dans nos critères par l'emploi d'une 

nouvelle écriture du système, ce principe a été utilisé dans le paragraphe 5.4.4 du 

quatrième chapitre. Cette solution a également été employée dans [Niculescu et al. 

(1993)]. Dans ces travaux, on utilise également une fonctionnelle de Lyapunov qui 

dépend du retard. L'emploi d'un type de fonction similaire peut être envisagé dans une 

extension de notre méthode. 

C'est dans ces directions, ainsi que dans l'étude plus générale de la commande des 

systèmes à retards, que nous envisageons de poursuivre nos travaux. 
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ANNEXE 1 :MESURE D'UNE MATRICE 

Définition [Coppel (1965)] : 

La mesure de la matrice X, associée à une nonne donnée ( Il Il ), est définie par : 

Expressions : 

Il 1 +eX Il- 1 
Jl(X) = lim 

E-+0+ E 

Pour les nonnes de HOlder 1, 2 et oo, les mesures de matrices associées pour une matrice 

X = { Xik} e C n x n sont données par les formules suivantes : 

Jl1 (X) = max (Re(xlck) + I. 1 Xik 1) 
k i ~ k 

J.L2(X) = ~ m.ax À; (X + X*) 
1 

Jl_(X) =max (Re(xii) + I. 1 Xik 1) 
i k ~ i 

n 

(avec Il X 111 = max ( I. 1 Xïk 1 ) ) 
k i = 1 

(avec Il X Il = [ max À;(XX*)] 112 ) 
2 • 

1 

n 
(avec Il X Il_= max ( I. 1 Xïk 1 ) ) 

i k = 1 

où À 1 (X), À2(X), ... , Àn(X), représentent les différentes valeurs propres de X. 

Propriétés [Desoer et Vidyasagar (1975)] : 

Pour toutes matrices X, Y e C n x n, on a : 

Re Ài (X) S Jl (X) 

- Jl (X) S lm Ài(X) S Jl ( -jX) 

Jl (X + Y) S Jl (X) + Jl (Y) 

Jl (X) S Il X Il 

Jl { E X) = E Jl (X) , 
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ANNEXE 2 : (-M)-MATRICES 

Définition: la matrice M est l'opposée d'une M-matrice (ou (-M)-matrice) si c'est une 

matrice de HUiwitz (toutes ses valeurs propres sont à partie réelle strictement négative) et 

tous ses coefficients hors-diagonaux sont positifs ou nuls. 

Propriétés: [Fiedler et Ptak (1962)] 

Soit M une matrice à coefficients hors-diagonaux positifs ou nuls, alors les propriétés 

suivantes sont équivalentes : 

1) M est une ( -M)-matrice 

2) ~1 est une matrice à coefficients négatifs ou nuls. 

3) Il existe une matrice diagonale strictement positive A telle que MA v < 0, 

OÙ V= [1, 1, ... , 1]T. 

4) Il existe une matrice diagonale A telle que N = MA est une matrice à diagonale 

négative dominante. 

5) Il existe un vecteur u à composantes positives ou nulles tel que Mu < O. 

6) Il existe un vecteur propre u à composantes stric_tement positives tels que Mu <O. 

7) Pour tout vecteur x ~ 0, x ::;: 0, il existe un indice i tel que XiYi < 0 (avec y = Mx). 

8) Toutes les valeurs propres de M sont à partie réelle strictement négative. 

9) M admet une valeur propre Â.m réelle et strictement négative telle que toutes les autres 

valeurs propres ont une partie réelle strictement inférieure à Àm· 

10) M vérifie les conditions de Koteliansky, c'est-à-dire tous ses mineurs principaux 

successifs sont de signes alternés : 

(-l)iMn: :::: n (.)>O;V'i=1, ...• k. 
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Un vecteur propre u associé à la valeur propre Àm peut être choisi à composantes 

positives ou nulles. Si de plus, la matrice M est irréductible (c'est-à-dire qui ne peut être 

mise sous une forme bloc-triangulaire par une permutation), alors les composantes de u 

sont strictement positives. 

Lemme Al: 

Soit M(t, x, Yl· ... , Ym) une matrice carrée de dimension k ayant tous ses termes non 

constants isolés dans une même ligne. On suppose que pour tout uplet (t, x, YI •... , Ym) 

appartenant à IJ'o x '1J x ... x 'D, M(t, x, Yt. ... , Ym) est l'opposée d'une M-matrice. 

Soit Àmax = sup[Àm(M(t, x, YI. ... , Ym)) ; (t, x, YI. ... , Ym) e 'ToX '1J X ... X 'D], et soit 

u un vecteur propre associé à Âmax· 

Alors, l'inégalité : 

M(t, X, y) U ~ Àmax U (Al) 

est vérifiée pour tout (t, x, YI· ... , Ym) dans 'Tox '1J x ... x 'D. 

Démonstration : On suppose que tous les éléments non constants de M(.) sont 

regroupés dans la dernière ligne. ll y a deux cas possibles : soit le uplet (t, x, YI •... , Ym) 

est tel que u est un vecteur propre de M(t, x, YI •... , Ym) associé à Àmax• et alors 

l'inégalité (Al) est évidente, soit le uplet (t, x, YI, ... , Ym) est tel que 

(M(t, x, YI •... , Ym)- Àmax 10 est l'opposée d'une M-matrice. Mais, dans ce cas les k-1 

premières composantes du vecteur (M(t, x, y)- Àmax 10 u sont nulles (propriété due à la 

forme particulière de M(.) et à la définition de u). D'après la propriété 7), la kième 

composante de ce vecteur est strictement négative : l'inégalité (Al) est donc encore 

vérifiée. 
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