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Introduction

Ce travail consiste en ’étude des problemes inverses en géomagnétisme.
Le probléme se résume ainsi : & aide des mesures du champ électrique et
magnétique en surface , peut-on trouver les valeurs de la conductivité dans
le sous-sol ?

Pour répondre a cette question, nous utilisons le point de vue statis-
tique bayesien et menons les estimations a I'aide d’algorithmes stochas-
tiques selon les méthodes décrites dans ( M.ROUSSIGNOL,V.JOUANNE,
M .MENVIELLE et P.TARITS [20]).

Ce travail comporte deux aspects : théorique et pratique. L’aspect théori-
que consiste a étudier certains algorithmes stochastiques utilisables dans les
techniques bayésiennes d’inversion. L’aspect pratique consiste & mettre en
ceuvre ces algorithmes pour résoudre un probleéme inverse en géomagnéti-
sme.

Le premier chapitre traite le probléme inverse dans le cas d’une plaque
mince hétérogene en surface, surmontant un milieu stratifié ot chaque
couche a une conductivité constante. Autrement dit, le probléme posé est
d’essayer de retrouver les valeurs des conductances de cette plaque hori-
zontale a 1’aide des mesures de champs électrique et magnétique éffectuées
a la surface du sol.

Dans le deuxieme chapitre, on utilise la méthode de I'0.D.E. (ordinary
differential equation) pour étudier des propriétés d’un algorithme utilisé
dans le chapitre 1.

Dans le troisieme chapitre, on étudie la stabilité de cet algorithme a
l’aide d’une méthode de contraction. On trouve des conditions sous les-
quelles Palgorithme converge.



Le quatrieme chapitre traite le probléeme inverse bidimensionnel. Dans
ce cas, le sous-sol est représenté par une coupe verticale du terrain dont les
résistivités ne varient que suivant les deux directions horizontale et verti-
cale.



Chapitre 1

Problémes 1inverses en
géomagnétisme

BUT

Le but de ce chapitre est de trouver les valeurs de la conductivité d’une
zone dans le sous-sol a I’aide des mesures de champ électrique et magnétique
effectuées a la surface du sol.

On adopte ici la méthode évoquée dans le travail de (ROUSSIGNOL, JOUANE,
MENVIELLE et TARITS [20]) ; Bayesian electromagnetic imaging) qui consiste
en l'utilisation d’un algorithme stochastique afin de trouver un estima-
teur bayesien des conductivités recherchées. Cet algorithme est testé sur
un modele synthétique fait & partir d’une plaque mince hétérogene se trou-
vant dans le sous-sol.

1.1 Introduction

Le but final des études effectuées dans le domaine de 'induction électro-
magnétique, est ’estimation de la distribution des conductivités des roches
a partir des mesures électromagnétiques. Autrement dit, trouver une solu-
tion du probléeme inverse en géomagnétisme.

Les mesures électromagnétiques se font en des points de surface uni-
formément distribués, & une gamme limitée de fréquences et avec un bruit
expérimental.
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Avant d’aborder le probléme inverse, on commence par résoudre le
probléme direct en électromagnétisme; c’est & dire le calcul du champ élec-
trique et magnétique en surface quand on connait la structure du sous-sol,
qui est définie par la connaissance des conductivités de ce dernier.

Le probleme se résoud plus facilement lorsque les particularitées géomét-
riques de la distribution des conductivités permettent des simplifications
dans le calcul et un gain au niveau du temps de calcul. En effet, c’est le cas
quand la conductivité ne dépend pas d’une direction horizontale ou quand
les hétérogénéités latérales de la conductivité sont situées dans une couche
fine du sous-sol (approximation de la plaque mince, voir MARESCHAL et
VASSEUR [16] pour une critique de toutes les solutions proposées). (VAs-
SEUR et WEIDELT [22]) ont proposé une solution pour le probleme direct
dans le cas d’une plaque mince hétérogéne & la surface du sol, et ils ont
montré que leur méthode reste valable pour la résolution du probléme in-
verse. BARTHES et VASSEUR[2] ont donné un exemple de la solution du
probléme inverse en utilisant la technique de ’optimisation au sens des
moindres carrés.

L’objectif de ce chapitre est la présentation de la méthode générale baye-
sienne pour résoudre le probléeme inverse quand on dispose d’une solution
du probléeme direct.

On cherche les conductivités solutions dans un intervalle bien choisi a
l’avance. Le choix de ce dernier se fait en se basant sur la connaissance
des roches du sous-sol, ou simplement pour avoir des simplifications dans
le calcul. La méthode bayesienne exprime en premier lieu sa connaissance
et son choix par la donnée d’une loi de probabilité de la distribution des
conductivités appelée la loi & priori. Ensuite on calcule la loi & postériori,
qui est une loi de probabilité de la distribution des conductivités connais-
sant les observations et la densité de probabilité du bruit expérimental. Il
est alors intéressant de calculer la moyenne de cette loi a postériori a partir
de laquelle on calcule I’estimateur de la distribution des conductivités. Et
il est intéressant aussi d’en calculer la variance. Cette derniere mesure la
fiabilité de ’estimateur.

La technique bayesienne en géomagnétisme a été déja utilisée soit avec
les lois & priori gaussiennes et un bruit experimental de loi gaussienne
(BACKUS[1], MACKIE et al.[15]) soit avec les lois & priori uniformes et
un bruit expérimental de loi gaussienne (TARITS et al.[21]).
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Lorsqu’on veut se passer de ’hypothése gaussienne, on se heurte a la
forme analytique de la loi & postériori qui rend impossible le calcul direct.
Dans ce cas, on recourt a un algorithme stochastique qui simule une chaine
de markov se stabilisant autour de la loi a postériori. Cet algorithme est
proche de celui de "heat bath” et de "simulated annealing” utilisés en ima-
gerie (KIRKPATRICK([13], GEMAN et GEMAN [10] et GIBERT et VERIEUX

[11]).

les équations de base sont données dans la deuxiéme partie de ce cha-
pitre. Dans la troisieéme partie, on calcule la loi & postériori avec les lois &
priori et les lois du bruit étant des lois quelconques. Dans la quatriéme par-
tie, on décrit une chaine de markov qui se stabilise vers la loi & postériori.
Et dans la cinquieme partie, on donne une chaine de markov modifiée dont
la simulation est trés économique, du point de vue temps de calcul, par
rapport & la chaine de markov de base. Et & la fin, dans la sixiéme par-
tie, on donne les résultats d’expériences avec un modele synthétique d’une
plaque mince hétérogéne.

1.2 Les équations de base

On suppose qu’on peut calculer les transformées de Fourier E,, (M, f) et
H.(M, f) des champs électrique et magnétique en tout point M et & toute
fréquence f, pour une structure donnée qu’on appelle structure normale. La
structure normale est définie par les conductivités o,(M) en tout point M.
Par exemple, une structure normale peut étre représentée par une série de
couches uniformes et horizontales. La structure réelle différe de la structure
normale par l'existence d’une zone d’intérét D. Notons (M) la conducti-
vité au point M pour la structure réelle. On suppose que o(M) et o,(M)
sont égales en dehors de la zone d’intérét D. On notera alors o,(M) la
différence o(M)—0,(M) entre la conductivité réelle et la conductivité nor-
male au point M. E(M, f,0) et H(M, f,o0) désignent les transformées de
Fourier des champs électrique et magnétique au point M, & une fréquence
f et avec une structure réelle o.

En utilisant la méthode du noyau de Green, on peut réécrire les équations
de base de ’électromagnétisme comme suit (WEIDELT [23]) :

B(M, ,0) = Eo(M, f) = if | ao(N)G(M, N, BN, f,0)dN (11
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H(M, £,0) = H(M, 1)+ [ oa(W)rot(G(M, N, £)E(N, £,0)iN (1)
D

en tout point M et a toute fréquence f. La quantité u est la perméabilité
magnétique du milieu. On prendra p égale & la perméabilité du vide.
G(M, N, f) est une matrice complexe d’ordre 3 x 3, appelée noyau de Green.
G(M, N, f)6(N) représente la transformée de Fourier du champ électrique
au point M et 3 la fréquence f, engendré par un dipdle unitaire §(V) situé
au point N (MORSE et FESHBACK [17]).

rot(G(M, N, f)) est une matrice complexe d’ordre 3 X 3 obtenue en prenant
le rotationnel des vecteurs colonnes de la matrice G(M, N, f) au point M.

Pour résoudre ces équations, on discrétise le domaine D en K petites
mailles Pi(k = 1,...,K) dans lesquelles les conductivités, les noyaux de
Green et les champs électrique et magnétique sont supposés constants.
Alors, en utilisant quelques notations et en désignant par 7 = (7g;k =
1,..., K) les conductivités anormales aux mailles Py (c’est & dire la conduc-
tance), les équations de base deviennent :

K
E(M, f,7) = Ex(M,f) —ifu ) nG(M, P, f)E(Ps, f,7)  (1.3)

k=1

K
H(M, f,7) = Ho(M, f)+ > _ nrot(G(M, Py, f))E(Ps, f,7)  (1.4)

k=1

en tout point M et a toute fréquence f.

Considérons le systéme linéaire formé par I’équation (1.3) écrite pour
chaque point Pi(k =1,...,K) dans D. Etant donnée la distribution de la
conductance anormale 7 = (1; k = 1, ..., K), les quantités E(P4, f, ) sont
alors solutions de ce systéme. Dans le cas général, pour chaque fréquence,
le systéme a 6 K équations et 6 K inconnues. Et donc, le champ électrique et
le champ magnétique sont calculables & partir des équations (1.3) et (1.4),
en tout point M et a toute fréquence f.

Considérons maintenant le probléeme inverse. Les conductances 7 =
(re;k = 1,..., K) sont inconnues, et on veut les estimer a 1’aide de mesures
effectuées en différents points de la surface du sol et & différentes fréquences.
Les données y; ; sont des mesures d’une fonction h{E(M;, f;,7), H(M;, f;,7))
aux points M;(: = 1,...,I) de la surface du sol, et & des fréquences
fi(7 =1,...,J). Pour chaque point M; et a chaque fréqeuence f;, la donnée



1.3. ESTIMATION BAYESIENNE 11

yi,; est égale & h(E(M;, f;,7), H(M;, f;, 7)) plus un bruit expérimental w; ; :

Yij = h(E(Mt';fjaT)’H(Mi, fj’T)) + wij (15)

On suppose que la donnée y = (y;;5: = 1,...,1;5 = 1,...,J) et le
bruit w = (w;;;¢ = 1,...,I;7 = 1,...,J) sont les réalisations des va-
riables aléatoires Y = (Y; ;50 =1,...,I;5 =1,...,J) et W = (W, ;1 =
1,...,1;5 = 1,...,J). On suppose en outre que les variables aléatoires
(Wi =1,...,I;7 = 1,...,J) sont indépendantes, et que pour chaque
point d’indice ¢ et pour chaque fréquence d’indice j, elles ont la loi de pro-
babilité p; ;. On suppose que ’espérance mathématique des W; ; est nulle.
Habituellement, on suppose que ces distributions sont gaussiennes, ce qui
n’est pas toujours le cas.

La résolution du probléme inverse consiste en 1’estimation des conduc-
tances 7 = (1x;k = 1,..., K) connaissant ladonnée y = (y; ;;1 = 1,...,I;7 =

1,...,J).

1.3 Estimation bayesienne

On cherche les solutions de la distribution des conductances, dans une
classe réduite de conductances, en se basant : soit sur les connaissances
géophysiques, soit sur les choix de simplifications. Les connaissances géolo-
giques proviennent des recherches antérieurs faites dans I’étude de la géolo-
gie ou des méthodes géophysiques, et proviennent aussi des mesures de
laboratoire faites sur les conductivités des roches. La méthode bayesienne
exprime ces connaissances et ces choix par une loi de probabilité ¢ sur la
distribution des conductances, appelée la loi & priori. Le support de g est le
premier choix. Les valeurs maximales et minimales des conductances pos-
sibles en chaque maille sont déduites des résultats obtenues dans le cadre
des autres sciences de la terre. La définition du support de ¢ comme étant
un ensemble fini, est rendue nécessaire par les calculs numériques. Dans la
suite, on prendra en chaque maille, L valeurs différentes des conductances
possibles. Le support de ¢ est alors l’ensemble des LX images possibles.
Il est évident que, plus L est grand, plus le modéle est précis, mais plus
le calcul est long. On prend le méme ensemble des L possibles conduc-
tances pour toutes les mailles. Mais, il est possible encore de réduire la
classe des conductances en toute maille, en rendant la probabilité & priori
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égale & zéro en d’autres valeurs. Si aucune autre information n’est dispo-
nible, on prend alors comme probabilité & priori la probabilité uniforme sur
la classe réduite des images reconnues des conductances. Dans certaines
situations géophysiques, on peut remarquer que certaines conductances va-
rient réguliérement avec ’espace, c’est & dire sans oscillations importantes.
Par conséquent, 'image a besoin d’un lissage. Ce que ’on peut obtenir en
prenant la loi de ”Gibbs” comme loi & priori (GEMAN et GEMAN[10]). En
effet, on peut choisir une loi de Gibbs qui donne une grande probabilité
pour les images réguliéres et une petite probabilité pour les autres images.
On peut prendre par exemple la loi de probabilité suivante :

g(a) =Zexp | A Z (ax; — ax;)’? (1.6)

k; et k; voisins

ol Z est une constante de normalisation, et A un parameétre positif. Le
parametre A controle la régularité de la distribution des conductances dans
D. Le plus grand A correspond a la distribution la plus réguliére; si A est
égale 4 0, 1 on n’a plus d’informations a priori sur la régularité.

Du point de vue bayesien (TARANTOLA[19], PRESS[18]), les observa-
tions et les conductances sont toutes des variables aléatoires. La loi des
observations est la loi conditionnelle connaissant les valeurs des conduc-
tances dont la densité est donnée par :

I J
f,m)y = [[ 11 piswis — HEDM, £, ), HM;, £5,7)))  (1.7)

i=1 j=1

Cette quantité est une fonction de 7 = (74;k = 1,...,K) par Din-
termédiaire de E et H (voir équations (1.3) et (1.4)). C’est une densité de
probabilité de la variable y = (yi 551 = 1,..., ;i =1,...,J).

Si les densités de probabilité p; ; sont gaussiennes, on peut alors réécrire
I’équation (1.7) comme suit :

fy,7) = Zexp ( 2(0:;)?

i’j
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ou Z est une constante de normalisation.

On s’intéresse a la loi & postériori des conductances, c’est a dire la proba-
bilité conditionnelle connaissant les observations. Les calculs standards des
probabilités conditionnelles donnent : pour toute image a et toute donnée y

v ey _fv. ()
P = =Y = S iy byath) (19)

beA

o1 A est ’ensemble des L¥ images possibles.

On prend, comme estimateur de la distribution des conductances, la
moyenne de la probabilité & postériori. Si A(k,¢;) est Pensemble des images
qui ont la conductance ¢; dans la maille &, la k**™® probabilité marginale 3
postériori poy est :

Y fly,a)4(a)

aEA(k,C()

> fya)g(a)

acA

por(c;) = (1.10)

L’estimateur de la conductance de la k%™ maille est la moyenne de la ki™e
probabilité marginale a postériori :

T = Z cipox(cy) (1.11)
=1

La variance de cette probabilité marginale donne une indication sur la fiabi-
lité de I’estimation. On peut avoir une autre indication en dressant les dia-
grammes de toutes les probabilités marginales afin de voir si la moyenne des
probabilités est un estimateur acceptable. Dans la probabilité & postériori,
sont incorporés deux facteurs d’imprécision : le bruit des mesures et la non
unicité du probléme inverse.

La fonction k(.,.) peut étre choisie de différentes fagons. Dans le cas du
sondage magnétotellurique, c’est le tenseur d’impédance Z, défini par :

E=_7ZH.
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Ce tenseur peut étre exprimé par un couple de base réelle ou complexe
(une base magnétique et une base électrique) dans laquelle le tenseur est
antidiagonal (EGGERS [9],COUNIL et al.[6], LA TORRACA et al. [14]). Dans
le cas du sondage géomagnétique, c’est en général le vecteur d’induction V,
appelé également "le tipper”, vérifiant : '

H,=VH.

Ce tipper relit la composante verticale du champ magnétique a sa compo-
sante horizontale. Dans certains cas, il est intéressant d’utiliser le tenseur
d’impédance et le tipper. La fonction h est calculée a ’aide des quantités
E(M;, f;,7) et H(M;, f;,7); chaque calcul, en général, nécessite la résolu-
tion de J systémes linéaires de 6K équations et 6K inconnues (voir partie
2).

Revenons & I’équation (1.9). Une petite difficulté qu’on ne voit pas au
premier coup, c’est le calcul du dénominateur. Pour faire ce calcul, on a be-
soin de calculer f(y,b)q(b) pour toute les images b possibles des conduc-
tances, c’est & dire L¥ fois. Dans les conditions réelles, il est impossible
d’achever le calcul directement. C’est pour cela qu’on utilise un algorithme
qui permet de calculer la loi & postériori.

1.4 Algorithme d’une chaine de markov

On va définir un algorithme qui simule une chaine de markov se stabi-
lisant autour de la loi & postériori. Notons X™ = (X(™(P),k =1,...,K)
I'image formée par les conductances obtenues a ’étape n de I’algorithme.
On part de I'image initiale X(® des conductances. A I’étape n, on actualise
'image X en changeant l'image précédente en une seule maille (qu’on
appelle dans le cas d’une image un ”pixel”). On choisit alors le pixel d’une
facon aléatoire selon une loi de probabilité uniforme sur les K pixels. Si par
exemple on tombe sur le k™ pixel, la nouvelle valeur de la conductance
en ce pixel est choisie selon la loi de probabilité suivante :

S, a(k, a))e(a(k, o)) (1.12)

Z f(ya a(k, cl))‘](a(k’ cr))

PXMD(P) = ¢) =
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ou a(k, ¢;) désigne I'image qui est égale 3 X ™) en tout pixel autre le k%™ et
est égale & ¢; sur le k**™°. Le calcul du terme P(X™)(P,) = ¢;) nécessite
L fois le calcul du terme f(y,a(k, ¢;))q(a(k, ¢;)).

La suite des images (X (™), est un processus aléatoire qui n’est autre
qu’une chaine de markov homogéne : la loi de X(**+1) ne dépend que de
X (") et d’un choix aléatoire indépendant du passé. C’est le méme cas que
’échantillonneur de Gibbs (GEMAN et GEMAN [10]).

Proposition 1 La chaine de markov (X™),5¢ est irréductible et apério-
dique sur l’espace A de toutes les tmages possibles, qui est fini. La loi a
postériori est la loi invariante de la chaine .

Démonstration

On montre que la loi & postériori est une loi invariante pour la chalne
de markov homogene définie dans la partie (4).

La chaine de markov prend ses valeurs dans un ensemble A de toutes
les images possibles des conductances. Cet ensemble a L¥ éléments. Les
probabilités de transition sont définies par :

-si a et a’ different en plus d’une maille : P(a,a’) =0

-si a et a’ sont égales ou different seulement a la maille £ :
1 f(y,a')q(a’)

K L
Z f(y) a(ka cl))q(a(k’ C[))
=1

P(a,a’) =

(1.13)

ou a(k, ¢;) désigne 'image égale & a ou & a’ en toute maille différente de la
k**™e et qui prend la valeur ¢ & la k™.

La loi a postériori est égale a :

o(a) = ¥r2)a(2) 114
N > f(¥,b)g(b) (1

beA
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Montrons que cette loi a postériori est réversible (i.e. 7(a’)P(a’,a) =
n(a)P(a,a’)) :

Si a et a’ different en plus d’une maille, la relation de la réversibilité
devient évidente.

si a et a’ sont égales ou différent seulement 4 la maille k,on a dans ce cas:

7r(a)P(a, al) — f(y’ a)q(a) 1 f(y, a’)q(a’)

~ Y fy.ble(b) K

L (1.15)
vy Y F(y,a(k,a))q(alk, )

Puisque a et a’ jouent le méme role dans le terme a droite de ’égalité,
on obtient :

n(a)P(a,a’) = n(a’)P(a’,a)

Supposons que pour toute image a, la quantité f(y,a)g(a) soit stricte-
ment positive. D’ol, pour tout a et @/, il existe une probabilité strictement
positive pour que la chaine de markov passe de a & a’ en K transitions.
Donc la chaine est irréductible. Et on montre de méme que la chaine est
apériodique. Puisque ’espace d’état est fini, alors elle est récurrente.

|

D’apres cette proposition, il existe une seule loi invariante, et par conséquent
le théoreme ergodique concernant les chaines de Markov est vrai :

S R
nh—»nolo;; 1ixo)(p)=a} = Pok(c1) ass. (1.16)

} ol Lx()(p,)=c,} désigne la fonction indicatrice de 'événement {X O(R) =
Cit.

Néanmoins, il reste que le balayage aléatoire n’est pas tres pratique. En
effet, on n’est pas trés sir qu’apres un certain nombre de balayage, tous les
pixels ont été actualisés. C’est pour cela qu’on préfére un balayage régulier
pixel par pixel.
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Mais, dans ce cas, la chaine de Markov ainsi construite n’est pas ho-
mogene, car sa probabilité de transition dépend de ’étape & laquelle on
actualise un pixel.

Cependant, sa loi & postériori est invariante. En effet, soit P,(a,b) sa
probabilité de transition a I’étape n

P,,(a,b) f(y, a(k (n ), e1))a(a(k(n), c1)) (1.17)
Zf ,a(k{n),e))a(alk(n), 1)

ou a(k(n),c;) désigne 'image a dont la valeur au pixel &, & ’étape n, est
Ci.

Supposons que la probabilité que I'image & 1’étape n est a soit égale a
la loi a postériori de a et montrons que c’est encore vrai & ’étape n 4+ 1;
c’est & dire qu’on montre que :

P(X™ = a) = 7(a) = P(X™* = a) = 7(a) (1.18)
En effet :

P(Xt) =a) = Y P(X™ =b)P,(b,a)
beA

= Y 7(b)Pu(b,a) (1.19)

beA

Or puisque les images & deux étapes successives ne different qu’au plus en
un pixel, la somme ci-dessus se réduit & une somme sur les différentes va-
leurs possibles que peut prendre le pixel en question. D’ou :

Z f(y k CJ ( (k CJ)) f(y’a(k’cl))Q(a(k,cl))
S Y fyblb) il fv,b(k,a)a(b(k, )

beA

P(X(+) = a) =
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f(y’ a(k7 CI))Q(a(k’ Cz))
3 £y, b)a(b)

beA

= 7(a) n (1.20)

Pour appliquer le théoréme ergodique, on va assimiler notre chaine & une
chaine de Markov homogene en considérant qu’une étape de la chaine cor-
respond a un balayage régulier complet de I'image. -

~ ('n)
Par cette nouvelle fagon de balayage, on obtient une chaine (X ),»o

~ (‘n.)
ot X = X®K) est 'image obtenue apres le n°™® balayage complet. Do,

~(nt+1)  ~(n)
la probabilité de transition de X a X ne dépend pas de n et donc la

chaine est homogene.

~(n)
Définissons la probabilité de transition de X & partir des probabilités
de transitions de X(™ ; on a :

~ (v +1) ~ (n) ~ (1) ~ (0)
P(X =b/X =a) = P(X =b/X =a)

= P(X®) =b/X® = a)

= P0P1P2...PK_1(a, b) (121)

od PoPP;... Px_1(a,b) est le produit de K matrices de transition de
K

la chaine non homogéne (X™), qu'on note P (a,b) : probabilité de tran-
sition de a & b en K étapes.

~(n)
Montrons maintenant que la loi & postériori de (X ) est sa loi inva-
riante. Pour cela, on va montrer que :

~ (n) ~ (wH1)
P(X =a)=r(a)=P(X =a)=m(a) (1.22)
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Comme précédement, on a :

¥ oa) = ZP(S’((")= B) P (b,a)
beA
= Zw(b)z Z Z
beA bicAbyeAd bx-1€4

Po(b, bl)Pl(bl,bg) N PK—l(bK—ly a) (1.23)

En utilisant le fait que 7 est invariante pour X™, on obtient :

~ (n+1)

a) >N ... > w(bi)Pi(by,by)... Px_1(bk_1,a)

bi€A b2€A bx_1€4

= Z w(bgx-1)Pk-1(bx-1,2)

bx_1€A

= x(a) - (1.24)

~(n ~K
La chaine (X ( )) est irréductible. En effet, P (a,b) est strictement po-
sitive car elle est définie & partir des probabilités de transitions de (X (™)
qui le sont. De méme on montre qu’elle est apériodique. D’ol1 le théoreme
ergodique.

Dans les deux cas du balayage (aléatoire ou régulier), on obtient donc
une méthode pour estimer les probabilités marginales de la loi a postériori,
sa moyenne et sa variance.

A chaque étape de cet algorithme, afin de calculer le champ électrique
dans la zone D, on doit résoudre L x J systémes linéaires de dimension
6K pour chaque prochaine image possible de conductance et pour chaque
fréquence de mesure. A chaque itération, les solutions des systémes linéaires
changent peu. Donc, en utilisant une méthode itérative comme celle de



20 CHAPITRE 1. PROBLEMES INVERSES EN GEOMAGNETISME

Gauss-Seidel, on peut résoudre les systémes d’une maniere assez rapide.
On a besoin d’environ K X 200 étapes pour avoir des statistiques signifi-
catives sur ’état stationnaire. D’oli le nombre énorme de calculs & faire.
Cependant, il est plus concevable de faire ce calcul que de résoudre LXK x J
systémes linéaires de dimension 6K qui est nécessaire pour un calcul direct
de la loi & postériori.

1.5 Chaine de markov modifiée

Le but de cette partie est de modifier la méthode du paragraphe précédent,
afin de minimiser le temps de calcul. A chaque étape, on change I'image de
la méme maniére que précédement ; sauf qu’au lieu de résoudre les systémes
linéaires, on actualise aussi le champ électrique dans D selon une méthode
comme celle de Gauss-Seidel.

On part d’une image initiale X((P;) des conductances, et un champ
électrique initial E© (P, f;) en chaque pixel Py et & chaque fréquence f;. A
I’étape n, on désigne par X ™ (P;) la conductance au pixel P, E®™(Py, f;)
le champ électrique au pixel Py et a la fréquence f;. On balaye réguliere-
ment I'image et on désigne par Py») le pixel balayé a I'instant n. On obtient
I’algorithme suivant :

A Tétape n, et a toute fréquence f;, on actualise E™ par B gy

pixel Py par une itération de la méthode de Gauss-Seidel :

EC)(Pyw, fi) = A7V (1.25)
avec: A = I—l(")(Pk(n))G(Pk(n), Py, i)

V = Eu(Pym,f;) —ifito Y XN(PY)G(Pem, B, [;)EMN(P, f;)
1£k(n)

Alors, on actualise I'image X' ) par XY en la changeant seulement
au pixel Pyy).
X"+ 5 alors partout les mémes valeurs que X™ sauf au pixel Piny. La
nouvelle valeur de la conductance en ce pixel est choisie d’'une maniére
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aléatoire selon la loi de probabilité suivante :

P (P) = ) = L Ll a)) (o)

> FO(y,a(k™, e)g(a(k™, a))

1=1

ot a(k(™, ¢;) est 'image qui est égale & ¢; au pixel Pyny et est égale 3 X™
en tout pixel autre que Py»); et ou f ("‘“)(y,a) désigne :

I J
Fe(y,a) = [T I pii(wes — RESHI(M, £, 0), H*H(M;, £, 2)))
= (1.27)
avee :
K
ECO(M;, fj,a) = En(M, f;) —ifue y  a(k)G(M;, P, f;) E*V(P, f;)
k=1

K
HO(M;, fj,a) = Ha(Mi, f;) + ) a(k)rot(G(M;, Pr, £;)) E" (P, f;)
k=1

La suite (&(")(Pk),_E_(")(Pk,fj); k=1,...,K;7=1,...,J) est un pro-
cessus aléatoire sur P’espace produit : 'espace de toutes les images possibles
et C3KJ. Cest une chaine de markov puisque (X1, E(*+1)) dépend de
(X™, E™) et des suites aléatoires indépendantes du passé. Cette chaine
est particuliére & cause de son espace qui est le produit d’un espace fini et
d’un espace continu. Les expériences montrent qu’elle se comporte comme
une chaine ergodique et ceci permet, comme ’algorithme précédent, d’esti-
mer la loi & postériori. Du point de vue convergence, ce nouvel algorithme
est plus rapide que ’ancien.

Dans les chapitres suivants (2 et 3), on écrira cet algorithme sous la
forme suivante :

EW) = f(Xt)HEM 4 B (1.28)
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ol1 la probabilité de transition de X dépend de E(™), et ol f est une
fonction et B une constante.

On étudiera, alors, d’une part les propriétés de (X ™) en utilisant la
méthode de 'Equation Différentielle Moyenne (O.D.E.) (voir chapitre 2) et

d’autre part la stabilité du couple (X, E®) en utilisant une méthode de
contraction.

1.6 Expériences sur les modeles synthétiques

On teste ’algorithme décrit dans la partie (5) sur deux modeéles synthétiques.
La zone d’intérét est une plaque mince hétérogene. Pour les deux modéles,
la plaque mince est a la surface du sol; elle surmonte un milieu stratifié ol
chaque couche a une conductivité constante (voir figure (a)).

plaque mince hétérogéne en surface

o E

400 Qm 70 km

Y |
A

20 0m ‘ !

3
l
Figure| a {1
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Dans les deux modeles, la partie hétérogéne de la plaque se trouve dans
un carré entouré par un domaine homogene infini dans les deux directions.
Elle est formée de 49 mailles carrés de 30km x 30km. L’hétérogénéité pro-
vient de ’emplacement d’une zone résistante dans un milieu conducteur.
Cette zone, dans le modeéle 1, est sous forme d’un ”C”. La distribution des
conductances du modéle 1 est montrée par la figure (1) et celle du modele
2 est montrée par la figure (2).

Pour les deux modeles, les points de mesures sont uniformément dis-
tribués a la surface du sol, au dessus de la zone anormale. Les données sont

les valeurs du champ electnque aux points de mesures pour cinq fréquences
(400s,600s, 800s, 1000s, 1200s).

On effectue les deux expériences avec 25 points de mesures qui corres-
pondent a un point pour deux mailles. Pour les expériences synthétiques,
on calcule le champ électrique avec 1’algorithme de ( VASSEUR et WEIDELT
[22]). La loi & priori est la loi uniforme sur une classe des 5 conductances.

On a étudié I'influence de 1état initial (X(©), E(). L'état correspondant
au modele normal a été le plus signifiant. On peut mesurer la convergence
a l’aide de ’amplitude de la différence entre les données et le champ élec-
trique calculé, aux points de mesures, avec les valeurs des conductances
trouvées. Avec le modeéle normal comme état initial, cette amplitude décroit
au premier balayage puis se stabilise aprés environ 10 balayages de toutes
les mailles. Ceci prouve, expérimentalement, la convergence de I’algorithme.
Les figures (1.a), (1.b) et (1.c) montrent les images obtenues pour le modele
1. La figure (2.a) montre celle obtenue pour le modele 2. Toutes ces images
sont obtenues avec 25 points de mesures et 49 mailles. La géométrie de la
zone anormale apparait, mais avec imprécision sur chaque c6té de la struc-
ture résistante et sur les bords de la plaque.

(ROUSSIGNOL, JOUANE, MENVIELLE et TARITS [20]) ont refait la méme
expérience avec le modele 2 pour 49 points de mesures ; c’est & dire que la
taille de la maille correspond a l’espacement des points de mesures. IIs ont
retrouvés parfaitement le modele synthétique. L’estimation de la conduc-
tance était exacte, sauf sur de faibles bandes de chaque c6té de la structure
résistante. Leurs exemples montrent que ’algorithme stochastique repro-
duit presque exactement la distribution de la conductance.
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1.7 Conclusion

La méthode présentée ici est générale puisqu’on peut travailler avec
n’importe quel type de données et avec n’importe quel type de bruit. On
peut aussi incorporer quelques connaissances déja acquises sur la structure
inconnue. La méthode est disponible dés qu’on peut résoudre le probleme
direct. Le probléme essentiel de cette méthode, c’est qu’elle aboutit & des
calculs tres longs, qui peuvent étre allégés avec ’algorithme modifié.

Elle a été testée sur deux modeles synthétiques avec une plaque mince
hétérogene & la surface du sol; avec un champ électrique comme donnée
et avec deux densités des points de mesures différentes. Dans le cas o la
taille des mailles correspond a ’espacement entre les points de mesures, la
géométrie de la zone anormale apparait correctement.

Ces résultats montrent que la méthode est disponible, mais nécessite
encore beaucoup de travail pour la mise au point.
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Chapitre 2

Méthode de ’O.D.E

2.1 Introduction

Soit (X,)m>0) une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans un en-
semble F fini et (0,)(n>0) une suite de variables aléatoires a valeurs dans
R, .

On définie alors le modele (X, 0,) comme suit :

{ ]P(Xn+1 = y/Xn =z,0, = 0) = P@(m’ y) (2.1)

en+1 = 7f(Xn+l)@n + B

avec :

o(Py(z,y),0 € R) famille de probabilités de transition .

e f fonction définie sur E et a valeurs dans R, .

o B un réel strictement positif.

o~ une constante réelle, appelée dans certains ouvrages le gain, et vérifiant :

0<qf(z)<l VzeE (2.2)

L’algorithme (2.1) n’est autre qu’une forme simple de 1’algorithme décrit
dans le premier chapitre, oli on a montré la convergence expérimentale du
couple (Xn, On)n>o0-

Dans ce chapitre, on introduit la méthode de I’ O.D.E. (Equation Différen-

tielle moyenne) pour étudier des propriétés de l'algorithme (2.1). Plus
précisément, on s’intéresse au comportement asymptotique de la suite (0, )n>0

29
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2.2 Propriétés du modele

On peut remarquer que, pour un 8 fixé, (X,,) est une chaine de Markov
homogene sur E.
On suppose, de plus, que la chaine (X;)n>0 venﬁe certaines autres pro-
priétés :

(HO)- La chaine est irréductible et apériodique.
Comme l’espace d’état E est fini, on déduit de I’hypothese (HO) que la
chaine est récurrente et admet une mesure invariante unique. Autrement
dit, la chaine a un comportement asymptotique stationnaire unique. Soit
7¢ sa mesure invariante; on a donc :

lim Po(X,, = 2/ Xo = 7o) = 7(z) (2.3)

n—0o0
et pour toute fonction ¢ définie sur F et & valeurs réelles , nous avons
.1
lim —Zcp Xi) = Zcp z)mg(z) p.s. (2.4)
k=1 QEE

On aura besoin d’une autre hypothése faite sur =y :

(H1)- 7, est de classe C?, c’est & dire dérivable par rapport & 6 et sa
dérivée est continue en 6.

On énoncera ici une propriété qui nous permettra de restreindre le do-
maine de définition de la suite (O,).

Lemme 1 Si ; <@o<1w,,alors\/n>0 17)( <0, <1’YfM
ot far (respectwement fm) est le mazimum (respectivement le minimum)

de f sur E.

Preuve

91=7f(971)90+32%'_%+3—

1-vfm
2iuB =B
et 61 < i- Y tB= Tix ™
s o .\ B B 0
Dorénavant on suppose que Oy € I; ou [ = [m, m], et

est 'intérieur de I.
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2.3 Convergence : méthode de I’O.D.E.

2.3.1 Réécriture du modele

L’algorithme (1) peut s’écrire sous la forme suivante :

{ P(Xp41 =4/ X = 2,0, = 0) = Py(z,y)

(25)
en-}-l = @n + 7H(@m Xn+1)

ol
H(0,2) = 6(f(z) - 1/7) + B/.
Donc on peut classer le modele (2.5) parmi les algorithmes récursifs & pas

constant (voir BENVENISTE, METIVIER et PRIOURET [3]), avec la seule
différence que H dépend ici de +.

2.3.2 Introduction de ’équation différentielle moyenne

En général, on introduit la méthode de I’équation différentielle moyenne,
pour étudier le comportement asymptotique de certains algorithmes récur-
sifs particuliers qui sont tres proches des trajectoires des solutions d’une
équation différentielle plus simple.

Autrement, elle nous sert a comparer les trajectoires d’une suite récursive
et celles d’une solution de I'équation différentielle ayant le méme point de
départ.

Dans notre cas, on n’aura pas besoin de toute cette théorie, par contre on
s’intéressera seulement 3 la notion d’ ” Attracteur d’une équation différen-
tielle” dont on fera un rappel.

Definition 1 Soit I’équation différentielle suivante :

do(t
d_g) = h(O(t)) (2.6)
ot O(t) est une fonction de classe C' de Ry dans R, et h une fonction
continue de R dans R.
Soit 0* un zéro de h. Un "domaine d’attraction” D(6*) de 6* est un en-
semble contenant strictement 0* tel que, si © est une solution de (2.6) pour
laquelle ©(0) € D(6*),alors : a) pour tout t, O(t) € D(6*) [ le domaine est
dit ”stable” pour (2.6)];
b) limy—,o, O(t) = 0% ;
¢) pour tout compact K de D(0*) contenant 6% et pour tout € > 0, il existe
un § > 0 tel que ©(0) € K et || ©(0)—8* ||< § impliquent || O()—6* ||[< €.
Un zéro de h est un ”attracteur” s’il a un domaine d’attraction.
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Pour I’étude de 'algorithme (2.5), on procéde comme suit :
— On interpole la suite (©,)n>0 & temps discret par une suite (O(t)):0 2
temps continu. On évoquera alors I’équation différentielle associée & (2.5)

do(t)
Tdt
ol h étant une fonction continue de I dans R, qu’on déterminera plus tard.
—On essayera de montrer que A admet un zéro unique qu’on notera 6*, et
qui n’est autre que lattracteur de (2.7).
— On conclut par un théoréeme qui nous permettra d’étudier le comporte-
ment asymptotique de I’algorithme vis-a-vis de P'attracteur 6*.

—h(OW); ©(0) =, 27)

Interpolation

On pose :

ho) = Jim Es[H(6,X,) (28)

= Z H(8,z)my(z) (2.9)

z€E

ou 4 désigne P’espérance par rapport a la loi de (X,), lorsque 6 est fixé.
Ces deux dernieres égalités ont un sens grace a I’hypothese (HO).

On aura besoin de quelques approximations, qu’on justifiera plus tard.
Soit N > 0 et n fixé, on a alors :

N-1
en+N = en + 7 Z H(en+ia Xn+i+l)

1=0
N-1
O.+7 Z H(O,, Xntit1)

1=0

IR

N-1
1
= en + N"y [‘N Z H(On, Xn+i+1)]

=0

> @, + Nvh(0,)
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Approximation 1 : suppose que O,4; ait été peu modifié au cours des N
itérations éffectuées, ce qui nécessite que v soit tres petit.

Approximation 2 : nécessite que N soit assez grand pour qu’on puisse ap-
pliquer la loi des grands nombres & H(O,, Xn4it1)

Avec ces approximations, on peut approcher 1'algorithme (2.5) par :

{ P(Xpy1=y/Xn =12,0, = 0) = Py(z,y)

2.10
9'n+l = @n + 7h(®n) ( )

Autrement dit, ’égalité ©,4; — ©, = vh(O,,) est approximation discréte
de Péquation (2.7).

Dorénavant on désignera par I’ O.D.E.(Ordinary Differential Equation)
I’équation différentielle moyenne (2.7).

L’attracteur de ’O.D.E.

On commence par étudier quelques propriétés de la fonction h.
D’apreés I’équation (2.9) et grace & 'hypothése (H1), on a & qui est continue.
Montrons maintenant qu’a I’aide d’une troisieme hypothese, h est stricte-
ment décroissante sur I.

Lemme 2 h admet un 2éro sur I.
Soit Uhypothése (H2) :

(H2) = BA <=y

vim

'
™ G(x) ‘ avec 7r/‘9(1:) - d!‘/rg!:rn.

dé

ot A = supsu
upsup | @)

Alors sous (H2) h est strictement décroissante sur I et par conséquent

le zéro est unique; de plus h'(0) = é%gﬂ vérifie :

| 1+ 7K(8) |< By < 1 (2.11)

ou ,31 = 7fM(1 + o )

1-vfum

Preuve.

h(8) = ) H(6,z)me(z)

zeE
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- > [e@ -2+ 2] o

el

soit
Th(8) = B~ 0+03 v (2)me(2)
z€E
d’ou
B—06(1-7fm) <7h(0) < B—0(1 —vfum)

1l est clair que

B
1—vfm

B

1—7fm

h( ) <0

h( ) 20

Donc
30" € I tel que h(6*) =0

Remarque : les inégalités ci-dessus sont en réalité strictes du fait que f

0
n’est pas constante sur F, et par suiteon a §* € I.
D’autre part

WO = 14 Y 1/ @re) 403 1) 2D ry(z)

z€E z€E ( )

< =149fm+0vfuA.

On a aussi
TR(0) > —1+vfm — 0vfuA.
Et d’aprés ’hypothese (H2)
Yh'(8) <0 VoI
Dans ce cas 8* est la solution unique de 2(6) =0
Pour P’inégalité (2.11), en utilisant (H2) :

1+4k(0) < vfm+

B
A =6,

< 1
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et
' B
L+ak(0) 2 vfm -1 _7fM7fMA
2 —(vu+ 1o ’YfM7fMA)
Et on retrouve I'inégalité (2.11). =

Lemme 3 Sous (H2), 6* est lattracteur de I’O.D.E.

Preuve. Pour la démonstration de ce lemme, on a besoin de vérifier les trois
conditions citées dans la proposition de Lyapounov (voir DUFLO [7] page
143) :

0
Soit V la fonction de Lyapounov en §*, définie de I dans R, par :

Vo) = ((7‘1 £69—)-(3“z 7‘0))2

0
. 71 et 1o sont les frontiéres de I.

A
our, = et rg =

B B _
1-vfM 1-vfm
Alors V vérifie les conditions L1,1.2 et L3 :
L1) V(0*) =0 et V(8) > 0 si 0 est distinct de 6*;
L2) L V(8) = oo;
) o lim V()= o0

L3) Soit D(t) = V[O(t)]; alors d—l'zt(ﬂ <0.

' o}
Et donc 6* est ’attracteur de ’O.D.E. de domaine d’attraction /. =

Exemple

Pour clarifier ’hypothese (H2) citée dans le lemme 2, on calcule A dans
le cas de la loi de Gibbs.

1)Rappel : loi de Gibbs
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Definition 2 FEtant donnée une fonction U définie sur E et d valeurs dans
R, la mesure de Gibbs de fonction d’énergie U est la probabilité m sur E
définie par

. .
(z) = 5 exp(~U(2))
Z est la constante de normalisation : Z = Zexp(—U(a:))

Soit donc me(z) = & exp(~8U ().
Ona:
) = VT DU eo(-uw)
= —U(y)mo(y) + ma(y) ; U(z)mo(z)
D’ou

m)/me(y) = Y (U(z) — U(y))me(z)
z€E
Donc :

| 76(y)/me(y) | < Ut = Un

ol Ups (respectivement Uy,) est le maximum (respectivement le minimun)
de U.

Dot A < Uy ~-U,.

Le but de ce chapitre est de démontrer un théoreme de convergence
semblable au théoréme 3 de (BENVENISTE, METIVIER et PRIOURET (3],
page 47).

Théoréme 1 On suppose l’hypothése (H2), alors pour tout € > 0, il eziste
une constante c(vy) telle que :

lim supP{| ©,, — 0" |> e} < ¢(v) (2.12)

ot ¢(7y) tend vers zéro lorsque v tend vers zéro.
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Ce théoréme montre que plus 4 est petit (tend vers zéro) plus la probabi-
lité, pour que | ©, — ©* | ne dépasse pas un € > 0 arbitraire, tend vers 1.

Autremend dit, la probabilité pour que I’écart entre ’algorithme (2.5) et
Pattracteur I’O.D.E devienne grand est d’autant plus faible que v est petit.

Démonstration du Théoréme 1. - D’apres I’ algorithme (2.5) on a :

00— 0" = Opy— O +7[H(On-1,Xn) = h(On-1)] +7 [A(One1) — h(©7)]
= Ot — 0" +7[H(On-1,Xn) = h(Onot)] + 7H(an-1)(@n1 — ©7)

= (1 + 7h,(an-—1))(en—1 - @‘) + v [H(en—th) - h(gn—l)]

ol a,_; €]0*,0,,4][.
Or, d’apres le Lemme 2
|1++4R'(0)|£8,<1
Et en posant :
0= 0, — 0"
on a:
1641 By 01l 47 | H(®a1, Xa) = h(O0c) |
De proche en proche, on obtient :

n-1

1641< B2 180l +7_ 84 | H(On-to1, Xnok) — h(On—p-1) | -

k=0

On peut majorer les deux fonctions H et h uniformément en § et z. En effet :

| H(6,2) | = |6(f(z)-1/v)+ B/7|

B(fM _fm) =c :
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de méme
6@ < S IHEE) | ()
&
< (sup 6,2) I)yezﬁre(y)
RETAR
D’ou :

n—1
1941< 8 180] 42982 er(1) Y B

k=0

Notons par E; , I’espérance mathématique sachant que Xy = z et Op =
a on a alors :

E..(|Oo) < a+ 0"

Donc :
E.o(|€a]) < Bla+ %) +29cu(7)8" gﬂ; *
= B(a+07)+27a(y) G :23) :
Soit :

c(y) = 2va () (1/1-B,)

Alors, on a ¢(v) tend vers zéro lorsque v tend vers zéro.
D’ol, d’apres I'inégalité de Markov :

lim supP{|6,]> ¢} < (1/¢) lim supE,(|O.|)

< (1/e)e(n) -
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2.4 Simulation

2.4.1 But.

Le but de cette simulation est d’interpréter le comportement asympto-
tique de l’algorithme (2.5) vis-a-vis de 6, attracteur de 'O.D.E., et ce en
fonction de certains parametres qui vérifient ou non ’hypothése (H2) déja
citée dans le lemme 2.

2.4.2 Un modele particulier
Rappel : Loi de Gibbs - Algorithme de Métropolis

On prendra comme modele un processus (Xn).>o0 qui représente une
image a deux niveaux de gris et & neuf pixels, et dont le niveau de gris est
uniforme sur chaque pixel. On note par S I’ensemble des pixels, S =
{(4,7), telque 1 < 4,5 < 3}, par A = {0,1} I'ensemble des codes
représentant les niveaux de gris et par F, I’espace d’état de X, ol X est
une composante du vecteur X,,, s un élément de S et n l'instant auquel on
observe le vecteur X. Donc l'espace d’état E de X s’écrit : E = H E,= A

3€S
qui est fini; d'ott card(E) = 2°.
On prendra aussi : f(z) = exp(— 3 ; ;yes i) ol f est déja citée dans l’al-
gorithme (1).

1)modéle d’Ising

Definition 3 le modéle d’Ising est la loi de Gibbs qui a pour €nergie la
fonction Uy, qui dépend du paramétre T qu’on appelle température, soit :

UT(.’IJ) = 8/T Z Tij— 4/T Z TijTig1,5 + Z Ti T4 541
(4,4) (4.4) (¢.4)

ou z = (z;;) est un élément de E.

2) Algorithme de métropolis

L’algorithme de Métropolis suivant nous permet de simuler une chaine
de Markov (X,) dont la probabilité de transition dépend de (O,) et ol
(©,.) est, selon lalgorithme (1), une suite de variables aléatoires réelles sa-
tisfaisant une équation de récurrence dont un parametre dépend de X,,.
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Cette chaine aura pour mesure invariante le modeéle d’Ising dépendant lui
aussi de la suite (0,).

Soit z,, pour un 8 fixé, la configuration de I’évolution X i 'instant n :
Tn = Xn(w). On construit alors Zp41 = Xpt1(w) de la fagon suivante :

1) On tire un site s avec la loi uniforme sur 1’ensemble des sites, c’est &
dire si J est une variable aléatoire uniforme sur S et si J(w) = s, alors on
s’intéresse au site s.

2) On choisit un niveau de gris pour le site S avec la loi uniforme sur
A; d’une autre facon si W est une variable aléatoire uniforme sur A, soit
z ’élément de E définit par :

~ ~t
T=W(w) et T=z', pourteS, t#s

3) Posons AUr = UT(;) — Ur(z,); Ur étant Iénergie correspondante
au modele d’Ising, et qui est définie sur E et & valeurs dans R,.

i)— Si AUT S 0 Tpyl1 = n+1(l4)) =;.

it)- Si AUr > 0 prenons Tn4p = Xnt1(w) =7 avec probabilité
exp(—0AUT) et Tpp1 = Xpp1(w) =z, avecprobabilité 1—exp(—0AT7).
Pour cela si Y est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1] , nous
prenons  Tp4i =z si Y(w) £ exp(—HA_U;) et ZTpy =z, sl

Y (w) > exp(—6AU7).

On a alors le résultat suivant :
Pour une valeur fixée 6 de ©,, ; la chaine (X,,) est récurrente et apériodique,
et admet pour loi invariante le modéle d’Ising w19 d’énergie 6Ur.
On a donc :

1
lim Py(X, = =/ X = z0) = = exp(—0Ur(z))
n—oo Zrg
On a dans ce cas 'hypothése (H1) qui est vérifiée.

Pour ce qui est de ’hypothese (H2), calculons d’abord A.
En effet, on a :

w'0(z) = 710(2) | ~Ur(z) + Y Ur(z)rr(z)
z€EE
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Posons : U} = maxUr(z) = (8 x5)/T = 40/T

et U2 = minUz(z) =0.
on aura donc :

m'z4(2) 1 1
: <U;-U(z) LU
7TT,0(37) = ¥T ( ) = VT
m'16(2) 170 1
L0 s o >
WT,O(x) -~ UT U(‘T) = UT
ceci implique que
A <40/T
D’ol (H2) devient :
40)yB
(H)) T>Tp= ((1%7755

2.4.3 Interprétation

On effectue des simulations avec le modele vu au paragraphe précédent.
On constate un comportement différent de ’algorithme selon les valeurs du
paramétre T : pour un T > T on remarque que l’algorithme se stabilise
trés vite en oscillant (voir figure 1). Pour T < Tp, Valgorithme commence
3 osciller, puis tend trés vite vers la borne supérieure de l’intervale I. c’est
le cas de divergence (voir figure 2).

Par ailleurs, on montre graphiquement sur cet exemple qu’il existe des
cas olt la fonction h admet plusieurs zéros (voir figure 3). En cas de conver-

) .

gence, la fonction h coupe l'intervale I en un seul et unique point ©* tout
en étant strictement décroissante. Dans ce cas, le ©* en question n’est autre
que l'attracteur de I’0.D.E. (voir figure 4).
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Chapitre 3

Stabilité de I’algorithme

3.1 Introduction

Dans le chapitre 2 on a étudié le comportement asymptotique de la
suite(O,)n>0, 0t O, est définie par 1’algorithme (2.1), qu’on rappelle encore
une fois :

{ ]P(XM-I=y/Xn=$,®n=9)=P9(zay) (3 1)

@n+1 = 7f(Xn+1)®n + B

avec :

o(Py(z,y), 0 € R) famille de probabilités de transition sur E x E.

o f fonction définie sur F et a valeurs dans R, .

o B un réel strictement positif.

o+ une constante réelle, appelée dans certains ouvrages le gain, et vérifiant :

0<vf(z)<1 VzekE (3.2)

Ici on s’intéressera au modele (X, 0,) dont on étudiera la stabilité au
sens de DUFLO [7].
Pour cela on a besoin de redéfinir et réécrire le modele et de rappeler cer-
taines propriétés qui seront nécessaires pour la démonstration du théoréme
de stabilité.
Dorénavant on pose Y, = (X,,0,). Il est clair que (¥,,)n>0 est une chaine
de Markov homogene sur P’espace produit E x I.

45
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3.2 Rappels

3.2.1 Loi empirique

Soit (£2,.4,P) un espace de probabilité sur lequel on définit des vecteurs
aléatoires (Z,), & valeurs dans un espace d’état A. A chaque w € Q on
associe la trajectoire [Z,(w)] et la loi empirique A,(w,.) probabilité sur A
définie par :

1
An(@, 1) = —27 Nalwy Z L(z, (w)er) (3.3)
=0

ou I' est un élément de la tribu engendrée par A, et ou N,(w,T') est le
nombre de passages dans I’ des Z; jusqu’a ’instant n.
Et pour toute f variable aléatoire sur A on a :

An(w, f) = ~—N (w, Zf(zk(w (3:4)

3.2.2 Tension

Definition 4 Une famille de probabilités sur R? (v;)ics est dite "tendue”
si, pour tout € > 0, il eziste un compact K. de A (A C R?) tel que pour
tout 1 € J

vi(K)>1—¢ (3.5)

Une valeur d’adhérence de (v;)ics est une probabilité v limite pour la conver-
gence étroite d’une sous-suite.

3.2.3 Stabilité

On se référera, pour cette notion de stabilité, au livre de DUFLO [7]. On
commencera d’abord par rappeler quelques définitions .

Definition 5 On dit que Z = (Z,) est un modéle stable, s’il eziste une
probabilité ¢ sur A telle que, pour presque tout w

An(w,) 5 o (3.6)

£, .
Ou = désigne la convergence en Loi.
La probabilité ¢ est la loi stationnaire du modéle.
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Definition 6 Une chaine de Markov (Z,) est dite stable si son espace
d’état A est métrique et si la suite (Z,) est stable pour toute loi initiale
v, avec une loi stationnaire indépendante de v.

On revient maintenant & notre modele (Y},).

Remarque- Soit II(.) = P(Y,,.) laloi de ¥, et II, = 232 (TIx la
loi empirique ; alors la stabilité implique
o, 5 p (3.7)

La probabilité p étant la loi stationnaire du modele (Y3).

Proposition 2 1)- Si g est une variable aléatoire bornée sur E X I, on a :
T.g9(z) — I,[lIg)(z) = 0 Vz (3.8)

Ang — A, [llg] = 0 p.s. , pour toute loi initiale. (3.9)

2)- Pour que le modéle itératif markovien soit stable, il est nécessaire
qu’eziste une probabilité invariante unique qui est sa loi stationnaire.

Démonstration : 1)- Soit g une variable aléatoire bornée sur E x I, on

Tag(@) ~Mlgla) = —7 3 Mhg(z) ~ Merrg(e)
k=0

9(z)  Mupg(z)

n+1 n+1

Dot I, g(z) — I [lg)(z) = o(n) Vz
Posons €, = g(X,) —g(X,-1); d’aprés les propriétés de la chaine de Mar-
kovon a:

E(en/Xn-1)=0; E(e2)< oo

Par conséquent (&,) est un bruit borné qui vérifit la loi des grands nombre
(voir DUFLO (8] page 39) :

Zek =o(n), p.s. (3.10)
k=1
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Donc

Z[g Xi) — 9(Xk-1)] = o(n), p.s.
Or
Ang — Aq[lg] = Z[g (Xe) — Tg(X)]

k_O

{Z[g (Xk) — Mg(Xe-1)] + Z[H Xi-1) — Mg(Xi)] + [9(Xo) — Tg(Xo)]}
k=1

_1_1{2 ex + [9(Xo) — Tg(X,)]}
k=1

d’ol la deuxiéme partie de 1).

2)-Supposons qu’on a la stabilité avec la loi stationnaire p. D’aprés 1),
on a pour toute fonction g continue bornée

uo) = [ odu = w(mgl) = [ ga(um)

D’ou u = pll et donc g est invariante.

Supposons que v est une autre probabilité invariante ; montrons que
v =y

v=vil=v=vily Vk2>I1.

Or pour toute fonction g continue bornée on a :

1 < 1
Vg(:l:) = n—+1 kg; I/Hkg(.’lt) = m ;/duﬂkg(a:)
D’ott
vg(z) = /duﬁng(x)

La stabilité = I,g(z) — pg(z).
Donc

() = tim [ dv(@)L.g(a) = u(o)

D’ou v = p. =
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3.3 Critere de stabilité

3.3.1 Conditions de stabilité

Comme 1’espace F X I est compact, la famille des lois de la chaine
(Ya)@m>0) est tendue.
Or en appliquant la proposition 1 & g(z) = exp(¢ < u,z >) pour tout
u € Q? (d étant la dimension de E x I), on obtient :

/An(w,dy)[exp(i <u,y>)-— /H(y,dz)exp(i <u,z>)] -0 (3.11)

Et d’apreés la définition 4, les seuls valeurs d’adhérences possibles de A, (w,.)
sont invariantes, pour presque tout w. Donc il y a toujours au moins une
probabilité invariante u.

Pour montrer la stabilité, il nous reste & montrer 'unicité de la probabilité
g du modele.

Le résultat principal de ce chapitre est le théoréeme suivant :

Théoreme 2 Supposons que la famille {Py,0 € I} vérifie l'inégalité sui-
vante : pour tout 6,,0, € I on a

supsup | Py, (y,z) — Po,(y,2) S K | 6; — 63 | (3.12)
z€E yeE
et st ) (1 ; )2
—VIM . .
K ¢ P |
S 3NN —1)7B(m - fo) é‘ézzw inf Py(y, ) (3.13)
on a

Ye-v 50 V(a,b)e(ExI)? (3.14)

Le modéle est alors stable .

(ot Y, est la chaine Y, partant d’un état initial Yo = a; fn €t fu
sont respectivement le minimun et le mazimum de f sur E et ou N est le

cardinal de E).

Remarque- i) Si ¥ — 0, I'inégalité (3.13) devient trés large.
ii) L’inégalité (3.13) suppose que zgi%;gél?g(y,m)'> 0.

ii1) L’équation(3.14) signifie que la chaine (Y,), & partir d'un certain ins-
tant n et avec une grande probabilité, décrit la méme trajectoire quelque
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soit son point de départ. Cette propriété est appelée, dans DUFLO [8], ”Ou-
bli du point de départ”.

iv) Dans le cas d’une image, lorsque N est grand, la condition (3.13)
devient forte. Ce qui nécessite encore du travail pour améliorer cette condi-

tion.

Démonstration

La stabilité du modeéle découle des deux propriétés suivantes :

i)Ecriture du modeéle sous la forme itérative.

(Xn+1, On41) = F (X5, 0n); Unia) (3.15)

avec (Un)n>o une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme
loi, et indépendante de ’état initial (Xo, Op).

it)Propriété de mélange Lipschitzien.- il existe § < 1 tel que

E [do (F((21,61);U); F ((z2,02);U))] < 8do ((21,61); (22,62))  (3.16)
ou d, est une distance sur F x I .

Ecriture du modéle itératif.

Nous allons réaliser le tirage au sort Ps(z,y) de la maniére sulvante :
On partage I'intervalle [0,1] en 2N intervalles : 11(0) L(9),...,In(8), J1(z,0),
Jz(.’L‘ 9), JN((E 0)

0
. L L L L L P L |
i 1 1 ] 1 1

5L(8) I2(9) IN(8) Ji(z.8) J2(z.8) . JIn(z,9)
tels que :
| 1:(6) |= inf Po(y,z:); | Jiz,0) |= Po(z, z:) — inf Po(y,z:)  (3.17)
yEE yeEE

((z;) éléments de E'; et | I; | est la longueur de Pintervalle I;)
On prend U variable aléatoire uniforme sur [0, 1].

Si (X,,0,) = (z,0), on définit alors X,;; comme suit :
Xopn=2z; si Ue€L(8)UJz,0).
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On obtient ainsi le modele itératif :

N
Xny1 =9(X,,0,,U) = Z T 1 (Uer;(0,)uTi(Xn,0n)}
=1

Ony1 = 9n"}'f()(n+1) +B
Propriété de mélange Lipschitzien

(3.18)

Proposition 3 Siles conditions (3.12) et (3.13) du théoréme 2 sont vérifiées,
alors on a la propriété de mélange Lipschitzien : (3.16).

Preuve— Avec la distance :

do ((21,61); (22,02)) = Lmypar) + @ | 01 — 62 | (3.19)
ona:
E [do (F ((21,61);U); F ((22,6,); U))] =
P (9(21,01,U) # 9(22,02,U)) + o7 | 01f(21) — 02f(22) |<
P (g(21,82,U) # 9(22,02,U)) Lizy 2} + P(9(21, 61, U) # 9(21,02,U))
+ay | 61f(z1) — 62f(z2) |
Pour traiter le terme P (g(z1,01,U) # g(z2,62,U)) , on constate que :
{9(1,61,U) # g(z2,62,U)} C
{9(21,61,U) # g(z1,6,U)} U {g(21,02,U) # g(z2,62,U)}
Donc :
P(g(z1,01,U) # g(22,65,U))
< P(g(21,02,U) # g(22,62,U)) Lz, 21

+P(g(z1,61,U) # g(z1,62,U))
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Les deux lemmes suivants permettent de majorer chacun des deux termes
qui interviennent dans la somme ci-dessus.

Lemme 4

P(g(a"l?ohU) # g($27027 U)) 1{1‘1#::2} < (1 - lnfz inf P9(y’ ) 1{21;6:7:2}

BEI

Démonstration — Si z; # z, on a :

P(g(z1,02,U) # g(22,0,,U)) =

N
ZP (U € (Ii(62) U Ji(=1,62)) N U]{\lrczl,k#}(fk(o?) U Ji(z2, 62))) =

i=1

Z P (U € (Ji(21,62)) N Uimy gy (Ja(22, 6))) <

=1

N
> P(U € Ji(z1,62)) =

=1

Z | Ji(z1,6,) |< l—mmef]P’g (y,z) =

=1

Lemme 5
N

P(g(x1,61,U) # 9(21,60;,U)) < Z (2N - k) sup | Po, (y,xx) — Po, (y, zx) |
k=1 y

Démonstration

P(g(z1,61,U) # 9(21,60,,U)) =

N
D B (U € (L(81) U Ji(21,61)) N Uy iy (Te(62) U Ji (21, 62))) =

=1
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N N
SPUEL®)NIH0:) + Y PUE Ji(z1,6) N I (z1,02))
=1 ;(' =1 E

ol If(6;) (respectivement Jf(zi,6;)) est le complémentaire de I;(6,)
(respectivement J;(z,,8,)) dans [0,1].

On commence par traiter le premier terme A;. Notons par A; la valeur
absolue de la différence entre les longueurs des intervales I;(6,) et I;(62) :

Ai=| | L0) |- 11(6:) | |

On distingue alors tous les cas possibles :

1)- Si L;(6,) C Ii(6;) ; dans ce cas A; = 0.

2)- Si I;(6,) D I;(8;); dans ce cas A; = A;.
3)- Si I;(6,) N I;(6;) # B; on a deux sous-cas :

a)- Si la borne supérieure de I;(6,) est supérieure & celle de I;(6;); on
obtient alors :

A = ; | I(6) | —; | I(6,) |

< Z‘: Ag
k=1

b)- Si c’est le contraire; on a :

i-1 i—1
A = | Tx(62) | —Z | Ix(61) |
k=1 k=1
< Ag

k=1
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4)- Si I;(61) N I;(62) = B ; on a encore deux sous-cas :

a)- Si I;(6,) est placé apres I;(6,) :

A = [ L(6)]

IA

PRFACHIED AL
k=1 k=1

>,
k=1

IA

b)- Sinon :
A; = |L(6y) |
i-1 i-1
< z | 1(62) | —Z | 1x(61) |
k=1 k=1
< Ay
k=1

Donc, dans tous les cas on a :

1
A< A (3.20)
k=1
Pour le terme B;, tous les cas se traitent presque de la méme fagon
qu’auparavant. On reprendra ici le troisieme pour exemple. On rappelle
que | Ji(z,0) |= Py(z, z;) — infyep Po(y, z:).

Pour: < N:
3.a)- Si Ji(z1,601) N Ji(z1,02) # 0 : (Ji(z1,6:) devance Ji(z1,62)); alors

N i N :
Bio= D VRO 143 1o 00) | =0 L) |3 | il )

k=1 k=1
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k=i41 k=i+1

< Z A+ Z | Boy (21, 2k) — Pay(21,4) |

k=i+1 k=1
Or, on peut remarquer que Ax < sup | Po, (z, zk) ~ Po, (z, k) |

zeE
D’ou

B; < ngp | Py, (z,2i) — Po, (2, k) | (3.21)
k_.
Pour : =N :

L’idée est la suivante :

Sl JN(xl,Ol) C JN(zl,oz), alors BN = 0.
Et

N N
P(g(z1,01,U) # 9(21,0,,U)) = ZAi + ZB.'

< ZZAk-F(N—l)ZSUPIPal(w 2) = Pay(2, 24 |

=1 k=1

Mz

(N — k+1)Ak+(N—1)ngp|]Pgl(z i) — Py, (z, z4) |

k=1 k=1

< Z(?N k) sup | Py, (z,z%) — Po,(z,24) | m
=1

Sinon, on a deux cas:

1)-3ip < N telque Ji (z1,01) C Jiy(z1,02) ; alors on a By, qui est nul,
et donc

Z |Ik(91)|+Z|P91(1‘1,$k I-(Z | 1x(82) |+Z|P92($1,$k ) 1)
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S5 <(N—1>Zsup|ml(m> Pa,(2,2:) |

=1

On obtient alors le méme résultat que précédemment.

2)-3ip < N telque I;,(0;) C I;,(62) ; dans ce cas, le terme ” B;” sera en
quelque sorte le ”dernier terme” de la somme des A; & qui manque le terme
A;,. D’oli, la somme des B; manque elle aussi d’un terme; et, puisque ces
termes sont majorés par la méme valeur indépendemment de 7, on aura

N N
E Bi < (N - 1) E :Sug I Po;(m,wi) —P92($,:B;) I
i=1 %€

i=1

Conclusion : dans tous les cas, on retrouve 1'inégalité du Lemme 5.
=

En utilisant ’hypothése de Lipschitz en 6 faite sur les probabilités de
transition (hypothése (3.12)), on obtient :

E{ds (F((21,01);U); F ((z2,65); U))] < 8do (21, 61); (22, 02))
Ou:

fM fm .

6 = sup { [1 - éggzeE;g‘fEPo(y,z) +oyBT——=— —hy 2

NN -1 +vfM}

Or, pour que 6 soit inférieur a 1, il faut avoir :

fM fm

<1
—vfm

[1 —inf mf ]P’g(y,a:)] + a7B
del :::EE
et

3 K
EN(N—I);'F’Y](M <1

Donc, il faut que le systéme suivant admette des solutions :
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: . 1 —vfm
a < inf inf Py(y, ) ————"——

6e1 £~ yeE oy )’}’B(fM ~ fm) (3.22)
a > (3/2) 5100

Or il est possible de trouver une solution si la condition (3.13) du
théoréme est vérifiée.

Cela démontre la proposition 3.

Fin de la démonstration du théoréme 2. —Pour finir la démonstration
du théoréme 2, il nous reste & montrer la propriété(3.14) : ”Qubli du point
de départ” et on en déduira 'unicité de la mesure invariante u de la chaine
Y,. qui nous donnera sa stabilité.

Oubli du point de départ.

E [do (Y7, Y2)] = E[da (F (YL Un)s F (Yoo, Un))]
< § Efds (Y, Y0 )]

(car U, est indépendante de la tribu engendrée par les (Yi)r<n—1, les
variables aléatoires U, ont méme loi et d’aprés la propriété (3.16)).

De proche en proche, on montre que :

E[dy (¥, Y))] < &7 [da (¥, 17)]
= 67'E[da(F (a,Un); F (b, Uh))]

< 6"dy(a,b)

Donc on a, pour tout € > 0 :

P{d, (Y2,Y) 2 e} < (1/€)E [do (Y2, V)]

< (6%/€)da(a,b)
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D’olt I’équation (3.14) du théoréme 2.

L’unicité de p.

Supposons que Y, a deux mesures invariantes (g, v), alors :
] /du(a)]E (exp(i < u,a >)) — /du(a)lE (exp(? < u,a >)) |=
| / dv(a)E (exp(i < u, Y >)) — / du(B)E (exp(i < u,Y* ) |<

/ dv(a)dp(b) | E(exp(i < v,Y? >)) —E (exp(i <, Yy >)) |

or la convergence en probabilité implique la convergence en loi :
ye-vyhiho=[ye-v130 (3.23)
D’ou :
E (exp(i < u,(Y -Y?)>))-1-0 (3.24)
et
E [(exp(i < u, Y >) — exp(i < 4,Y} >)) exp(i < u, =Y >)] = 0 (3.25)

Y? et Y, jouent le méme réle, donc :

E [(gxp(i <u,Y?>)—exp(i <u,Y?® >)J) exp(i < u, =Y >)| =0
Wa
(3.26)
Donc (3.25) + (3.26) donne :
E[|W, )] =E[W,W,] -0 (3.27)
. a/2)
|E(Wa] I< (E[| Wa F]) (3.28)
Donc, d’apres (3.27)
|E[W,] |0 (3.29)

D’ou :
/du(a)dlz(b) | E (exp(i < 4, Y2 >)) —E (exp(i <, Yy >)) |— 0

et puisque p et v ont la méme transformée de Fourier, alors y = v.



3.3. CRITERE DE STABILITE 59

Remarque.— On peut généraliser 1’algorithme(3.1) en travaillant en plu-
sieurs dimensions, c’est & dire, on prend § € R et BER? oud> 2;le
théoréme 1 reste vraie : I'intervale I deviendra

L= | MBI B ]
l—9fm 1 =7fm
et c’est facile de montrer quesi || O ||€ I, alors |} O, |l€ [, Vn > 0.
On obtient aussi la méme condition sur le facteur K de la condition (3.13),
en remplacant B par || B ||.

3.3.2 Exemples

On considére que ’espace E est & deux états . La matrice de probabilités
de transition s’écrit :

P, = ( ‘;gg }:Zég; ) ot a(6), b(6) €0, 1]

On montre facilement dans ce cas que :

ggﬁxEE inf Po(y,2) = 1 - sup | a(6) — 5(9) |

Alors la condition (3.13) devient :
1 (1 —vfm)® ( )
K< —-————1-sup|a(f) — b 3.30
3780w — £y \ oy | 90 =80 (3:30)
Si on suppose de plus que
a(@)=05(0) Vel

c’est & dire que la suite (Xp)n>0 est indépendante et de méme loi , la
condition ci-dessus s’écrit :

3vB(fm — fm)
Cependant en reprenant les démonstrations des lemmes 4 et 5, on trouve
les résultats suivants :

]P’(g(:zl, 0, U) 7& g(m%e?’ U)) 1{351#1'2} =0
P(g(z1,61,U) # g(z1,02,V)) = |a(61) - a(62) |
< K|6,-0,|
D’olt une condition plus fine dans ce cas particulier :
(L —fm)®
7B(fM - fm)

(3.31)

K< (3.32)
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3.4 Théoréme de limite centrale.
On a vu dans le théoréme 1 qu’un modeéle qui a la propriété de mélange
Lipschitzien est stable. Il y a en outre des résultats qui en découlent concer-

nant le comportement asymptotique de la chaine (Y3).

1) Pour toute fonction ¢ continue de E x I dans R et pour toute loi
initiale, on a la "loi des grands nombres”

> el) B ule) (3.33)
k=1

(ol 4 est la loi stationnaire du modele).
2) Pour toute fonction g Lipschitzienne, on a :
| Mng(z) — p(9) S ke (0L a<1) (3.34)

ou k est une constante positive.
La fonction G(z Z(Hng(a: #(g)) est aussi Lipschitzienne et en plus

elle satisfait l’equatlon de Poisson :
G - 1IG = g — pu(9). (3.35)

Condition de Lindeberg

On reprend ici un théoréme de limite centrale pour les martingales de
carré intégrable (Voir DUFLO [7]).

Théoréme 3 Soit M une martingale de carré intégrable adaptée a une
filtration (F,) et soit < M > son crochet.

On suppose que, pour une suite réelle déterministe et croissante vers +oo,
(un), les deuz hypothéses suivantes sont réalisées :

H1)
W< M>,BT. (3.36)

P, s s
ot — désigne la convergence en probabilité.
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H2) la condition de Lindeberyg est satisfaite, c’est & dire que, pour tout
e >0,

u’_‘l Z E (l Mk - Mk_l |2 1 [IMk—Mk-—ll>Eul,2] I fk—1> _P) 0. (337)
k=1 -

Alors : . .
uYPM, 5 N(0,T). (3.38)

Si T est inversible :
w2 < M > M, S NO,T7Y). (3.39)

Théoréme de limite centrale pour les chaines de Markov.

Théoreme 4 Les hypothéses sont celles du théoréme 2.
Soit g une fonction Lipschitzienne, pour toute loi initiale :

n7 N (g(Ye) - #(g)) S N(0,0%(9))- (3.40)
k=1

7(g) = [ dula) [ e, d)G) - MEWP 2 0; (341
o*(g) = p(G*) — 1 (IG)*) =21 (G(g — u(9))) — 1 ((g — #(9))?) . (3.42)
Démonstration.— On pose :
Zo = 9(Yart) — () — G(Yars) + G(Ya) (3.43)
Pour M, = Zy + Za 4+ + Zn

Moo= 3 () - @) + G =G (344

k=1

Puisque g est Lipschitzienne et est définie sur £ x I qui est un compact, on
vérifie sans probléme que M = (M,,) est une martingale de carré intégrable.
n

Aprés un calcul simple, on obtient : < M >,= Z C(Yi-1) avec
k=1

C) = [Me 6w -16W)P° (3.45)
= TG*(z) — (TIG(z))’. (3.46)
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et ol < M >, est le processus croissant de M,,.
On peut vérifier alors que

#(C) = o*(g) (3.47)

et donc
E(< M >,) < nll,_;G*(z) (3.48)
< An (3.49)

ol A est une constante. On a aussi

M,

Et en appliquant 1’équation (3.33) & < M >, on obtient

<M >,
n

—0*(g) ps (3.51)

or on a

— (Z (o(%) —u(g))—Mn) S0 ps (352)
k=1
(car G(Y3) = o(n'/?)).

Le théoréme 4 sera établi si la condition de Lindeberg est réalisée pour
U, = n, soit

1 P
=S (I M= Moot P gy yppem) | For) 50 (353)
k=1

Or M — Mj._, = Y} est 'accroissement de la martingale M, qui est majorée
par une constante ”a” du fait que g et G sont continues sur le compact E x I.
Donc il suffit de remarquer que, pour n assez grand, e1/n > a.

On obtient alors (3.53 ), et on conclut en utilisant le théoreme 3. ]



Chapitre 4

Imagerie électromagnétique

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéressera au développement de la méthode d’in-
version des données magnétotelluriques correspondant & un milieu bidi-
mensionnel. Cette méthode qu’on appelle aussi méthode de résolution du
probléme inverse bayesien a pour but d’estimer la loi & postériori des pa-
rametres du modele.

Lorsque le nombre des parametres est grand, il devient intéressant d’uti-
liser la simulation d’une chaine de Markov. C’est la méme méthode qu’on a
utilisé dans le premier chapitre. Les parametres a estimer, dans notre cas,
sont les résistivités. La méthode d’inversion bidimensionnelle qu’on étu-
die dans ce chapitre a été testée sur des données synthétiques, et ceci afin
d’étudier la convergence et la stabilité de l’algorithme.

4.2 Imagerie électromagnétique bidimension-
nelle

4.2.1 Rappel sur le modeéle unidimensionnel

Le modéle unidimensionnel est un modéele ot la résistivité ne varie qu’en
fonction de la profondeur; il peut alors étre représenté par une succession
de couches de résistivité homogeéne.

L’approche classique du probléme inverse consiste & estimer les pa-
rametres du modele dont la réponse théorique est la plus proche de ’obser-

63
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vable au sens des moindres-carrés. Cette méthode ne donne pas toujours
de solution satisfaisante.

Une approche bayesienne utilisant une méthode de Monte-Carlo a été
proposée par ( TARITS et al.[21]). Cette derniére permet d’estimer la pro-
babilité & postériori des parametres et évite d’avoir recours a linéariser le
probléme direct reliant les parameétres et 1’observable.

Dans ces deux approches, il faut déterminer le nombre de couches du
modele avant d’estimer ses parametres. Si ’on ne dispose pas d’informa-
tions & priori sur ce nombre, des inversions préliminaires avec plusieurs
nombres de couches différents sont nécessaires pour estimer le nombre de
couches le plus probable. En effet, la sur-estimation du nombre de couches
est équivalente & 'augmentation du nombre de parametres A estimer, ce
qui peut conduire a l'instabilité de I’ algorithme. Et la sous-estimation du
nombre de couches peut conduire & un écart important entre les données
calculées et les observables.

Une étude complete, dans ce domaine, a été faite par (GRANDIS [12]). Ce
dernier a apporté une réponse au probleme de détermination du nombre de
couches en adoptant un modeéle qui comporte un grand nombre de couches
minces dont I’épaisseur est fixe. Les parameétres du modele, ainsi discrétisé,
sont les résistivités de chaque couche. Et comme le nombre de parameétres
est grand, il a jugé intéressant I’utilisation, dans I’algorithme d’inversion,
d’une chaine de Markov. Ensuite, pour lisser I'image, il a utilisé des in-
formations & priori qui consiste & respecter la continuité de la résistivité
en profondeur. Son algorithme est semblable & celui décrit dans le premier
chapitre.

4.2.2 Modele bidimensionnel

Le modele bidimensionnel est un modeéle ou la résistivité ne varie que
suivant les deux axes vertical et horizontal d’une coupe verticale du terrain.

Dans ce cas bidimensionnel, les prospecteurs utilisent une méthode qui
consiste & répartir régulierement les points de mesures a la surface de
la zone étudiée. Sous chaque point de mesure, ils réalisent une inversion
en considérant que le modele est unidimensionnel. Ensuite ils essaient de
"recoller” les différents modeles inverses obtenus.
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Ici, en s’inspirant de I’idée précédente, on propose un algorithme sto-
chastique d’inversion bidimensionnel utilisant la simulation d’une chaine
de Markov. La reconstitution du modeéle inverse se fait en plusieurs étapes.
Chaque étape correspond & une inversion unidimensionnelle. Le lissage du
modele inverse se fait grace a des informations a priori favorisant une conti-
nuité verticale et surtout horizontale de la résistivité.

Les résultats expérimentaux obtenus lors de 'inversion de certains modeles
synthétiques sont assez satisfaisants. Ils assurent une convergence expéri-
mentale de I’algorithme et donne une idée sur sa robustesse.

Dans le paragraphe suivant, on reparle du principe de cet algorithme et
des propriétés de la chaine ainsi obtenue.

Principe de ’algorithme d’inversion

i)Modele

En discrétisant notre modele en couches d’épaisseurs fixes, on pourra
alors le représenter par une grille formée de K mailles, de telle sorte que
dans chaque maille la résistivité soit homogéne (ot K = I x J, I étant
le nombre des mailles verticales et J étant celui des mailles horizontales).
Le modele ainsi discrétisé, est décrit par une matrice a formée de vecteurs
colonnes a;(j =1,...,J) ou: '

a; = (P11 P2s+ - > P13)) (4.1)

et oll p; ; est la résistivité de la :™° couche et de la 3¢

dit c’est la résistivité de la maille d’indice (z, 7).

colonne, autrement

Comme dans le chapitre 1, on peut assimiler le modeéle a 3 une image
bidimensionnelle. Ici, 'image correspond a une coupe verticale du terrain.
Une maille de cette image est appelée ”pixel”. Le parametre de chaque pixel
est la résistivité.

ii)Loi & priori des paramétres

L’information & priori est une caractéristique principale dans la déter-
mination de la loi & postériori. Cette information est exprimée par une loi
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de probabilité appelée "loi & priori”. Celle-ci décrit notre connaissance sur
les parametres du modele avant d’effectuer I'inférence sur ces parameétres,
et ceci nous permet de réduire la classe des valeurs possibles des parameétres
que peut prendre la résistivité en chaque pixel.

Soit M le nombre de valeurs de résistivités possibles dans la classe &
priori. On écrit alors la loi de probabilité a priori, ¢, d’un modéle a composé
de I x J pixels

q(d) = Plpij=aije=1,...,I;j=1,...,J)

= Zexp(—{(A Y llog (=N + 8 g2 P)) (42)

ol Z est la constante de normalisation, a;; est 'un des M parametres du
modele, et ol A (respectivement 3) est un facteur de lissage vertical (res-
pectivement horizontal).

Cette expression de la loi & priori (équation (4.2)) permet de favori-
ser les petits sauts-et de défavoriser les grands sauts des valeurs de deux
résistivités consécutives soit verticalement, en jouant sur le parametre A,
soit horizontalement en agissant sur 8. Cela favorise un lissage de I'image
bidimensionnelle.

iii)Loi de ’observable

On exprime la probabilité de ’observable connaissant le modéle par la
loi suivante (voir chapitre 1) :

9(y/a) = g(y — F(a)) (4.3)

Cette loi n’est autre que la loi du bruit, lorsqu’il est considéré comme étant
Pécart entre ’observable y et la réponse du vrai modele F(a).

Lorsqu’on considére que le bruit suit une loi gaussienne, on peut suppo-
ser,dans ce cas, que les données observées d; 4 la fréquence f; sont indépen-
dantes, de moyenne Fj(a) et de variance o?. La loi de I'observable s’écrit
alors comme suit :



4.2. IMAGERIE ELECTROMAGNETIQUE BIDIMENSIONNELLE 67

2N ' 2
oy/a) = e (Z—% ("’——‘f—”)) (4.4

Crw(EAEEY)

(4.6)
ol Z est la constante de normalisation et N est le nombre de fréquences.
iv)Résolution par la simulation d’une chaine de Markov

Comme on a vu dans le premier chapitre, la résolution du probléme
inverse, dans notre cas, est basée sur le calcul de la loi & postériori des
résistivités dont les valeurs sont prises dans la classe a priori, et qui s’écrit :

9(y/a)g(a)
> g(y/b)a(b)

beA

Plp=aly) = (4.7)

pour toute image a et toute donnée y.
A désigne Pensemble des images définies par toutes les combinaisons pos-

sibles des valeurs a priori des parametres p. D’ou le cardinal de A est égal
a MK,

Il est encore plus intéressant de calculer la probabilité marginale a
postériori des parametres, c’est & dire la probabilité conditionnelle de la
résistivité d’une maille sachant la résistivité des autres mailles. Donc, si
A(k,p) est Pensemble des images qui ont la résistivité j,, dans la maille
k, alors cette probabilité marginale & postériori, notée po, s’écrit :

S oly/a)a(a)

BEA(k.ﬁm)

> 9(y/b)a(b)

beA

pok(pm) = (4.8)

L’estimateur de la résistivité de la k°™° maille est la moyenne de cette pro-
babilité marginale a postériori :
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M .
P = Z PrmPOk(Prm) (4.9)

La variance de cette probabilité donne une indication sur la fiabilité de
Pestimation.

Un probléme qui se pose ici, est 1’énorme calcul qui nous attend pour
traiter le dénominateur de la loi & postériori et donc I'impossibilité d’un
calcul direct de cette loi.

De la vient 1'idée de contourner ce probléeme en construisant un algo-
rithme stochastique utilisant la simulation d’un chaine de Markov qui se
stabilise autour de la loi & postériori. Comme on a vu dans la partie (4.2.2.1)
de ce chapitre, notre modele peut étre représenter par une image a I lignes
et J colonnes, donc & I x J pixels.

On construit le modéle ainsi :

A la surface du sol, on observe ’impédance complexe y a4 N fréquences.
Les points de mesures sont répartis uniformément & la surface du sol de
telle sorte que chaque point de mesure correspond & une maille horizontale
(voir chapitre 1); donc on prend N égale & J. On désigne alors par y;;
I'impédance observée a la fréquence ¢ et au point de mesure j. On désigne
aussi par F; ;(a) I'impédance calculée a la fréquence : et au point de mesure
7, en supposant, comme on vient de le signaler au (4.2.2), que le milieu est
uni- dimensionnel sous la mesure j.

Sous chaque mesure j, I'image est actualisée de la méme fagon que dans
le cas unidimensionnel ; c’est & dire en changeant la valeur de la résistivité
en un seul pixel & la fois avec la loi de probabilité citée dans I’équation (4.7).

L’étape suivante consiste a "recoller” les images unidimensionnelles
pour former une image bidimensionnelle. Ce "recollage” doit se faire de
telle sorte qu’on ait une régularité de valeurs des résistivités suivant la di-
rection horizontale.Et c’est 1a qu’intervient le réle de la forme de la loi &
priori exprimée dans ’équation (4.2).

On obtient alors, avec la loi a 