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Représentation de connaissances et complexité de Kolmogorov.
Le cas du dessin au trait.

Résumé :

Laressemblance entre deux objets s'établit a la fois par ce gu'ils ont d'analogue ("information
mutuelle") et d'identique ("information commune™"). Nous utilisons ici le mot information dans
son sens de contenu descriptionnel, ce qui nous place dans le cadre de la complexité de
Kolmogorov. Le théoréme de Gacs et Korner (1973) affirme que "information commune" est
probablement négligeable devant "l'information mutuelle”. Pour ne pas nous placer dans le
cadre de ce théoréme, nous limitons le domaine a des langages restreints, en nous dotant d'un
droit logarithmique a négliger. Ce défaut logarithmique est suffisamment large pour permettre
de profiter des propriétés énoncées par Levin et Kolmogorov et suffisamment limité pour que
les objets distincts inclus (au sens de I'information) dans un objet donné, soient en nombre
polynomial. Nous imposons des contraintes a ce langage restreint pour que toute l'information
mutuelie soit faite d'information commune. De tels langages seront appelés booléens. En effet,
aprés avoir fixé une axiomatique, nous montrons que I'on peut manipuler les objets comme des
ensembles. Nous illustrons par des exemples les résultats théoriques. Nous abordons alors le
cas du dessin au trait, proposons un langage de représentation booléen, spécifions des
qualités vis a vis d'un espace sémantique et illustrons par des exemples, des contre exemples,
et un compromis : une représentation pyramidale. Nous montrons alors comment le traitement
booléen permet de rester dans le raisonnable pour construire des bases de connaissance.

Une seconde partie présente un vaste panorama des méthodes d'apprentissage et de
représentation des connaissances, appliquées au cas du dessin au trait.

Mots clés :
représentation de connaissances, complexité, vision, compression, segmentation,
apprentissage

Abstract :

The likeness between two objects, comes from both their analogous (mutual information) and
identical (common information) features. Here we use the word information to mean descriptive
content, which places us within the scope of Kolmogorov complexity. The Gacs and Korner
theorem (1973) states . "common information is probably far less than mutual information"”. In
order to avoid putting ourselves in the context of this theorem, we limit the field to restricted
languages with a logarithmic right to be overlooked. This logarithmic fault is big enough to take
advantage of the properties stated by Levin and Kolmogorov and limited enough to have a
polynomial number of distinct objects enclosed (in terms of information) in a given object. We
lay down constraints to the restricted language so that all mutual information should consist of
common information. We name such languages "boolean”. Indeed, after stating axiomatic rules
we show that objects can be handled like sets. We illustrate the theoretical results with
examples. Then we get on to the case of outline drawing, putting forward a boolean language
of representation, specifying qualities in relation to a semantic space and illustrating through
examples, counter-examples and a compromise : a pyramidal representation. Then we prove
how boolean treatment can proceed in a reasonable way to build knowledge bases.

A second part presents a wide range of learning and knowledge representation methods
applied to the case of outline drawing.

Key words :
knowiedge representation complexity, vision, compression, segmentation, learning
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Plan

Introduction générale
ou l'on présente notre démarche.

Premiére partie : Représentation de connaissances : une
approche par la complexité de KOLMOGOROV.

0. Introduction.
ou I'on aborde le propos.

1. Préliminaires relatifs aux machines.
ou l'on fixe le cadre.

2. Complexité restreinte.
ou l'on adapte a un point de vue.

3. Langages booléens de représentation.
ou l'on cherche a imposer a un langage des contraintes pour que toute
l'information mutuelle soit faite d'information commune.

4. Prétraitement numérique et compression. Représentations exactes et
approchées.
ou I'on introduit la notion de langage de description approximative.

5. Complexité et traitement numérique - symbolique. Une premiére
approche.
ou l'on illustre d'exemples et précise des qualités souhaitables.

6. Construction de bases de connaissances.
ou I'on montre comment le traitement booléen permet de rester dans le
raisonnable.

7. Conclusion
ou I'on ouvre des perspectives

Annexes
1. Le dessin au trait.
2. L'approximation d'un dessin au trait par un nombre minimum de segments est NP-dure.

Bibliographie de la premiére partie.

Seconde partie : Représentation de connaissances et
apprentissage : on étudie le cas du dessin au trait.

0. Introduction
ou 'on aborde le propos.

1. La machine PASTIS
ou I'on s’adapte aux contraintes technologiques.

2. Mécanismes humains de la vision
ou I'on survole les modéles neurobiologiques de la vision.

3. Vision et dessins
ou I'on présente et discute des mécanismes artificiels.

4. Apprentissage
ou I'on classifie les modéles.

5. Modélisation des systémes complexes
ou I'on introduit I'approche systémique.

Guide
ou I'on résume les textes a aborder comme on regarde un paysage.

Sommaire
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Introduction générale

ou I'on indique notre démarche.

Cette thése est séparée en deux parties de style différent, a lire séparément :

1. une approche complexité, de facture classique, est a parcourir de maniére linéaire.
2. un voyage a travers 'apprentissage, est a découvrir comme un paysage, en le survolant.

Historiguement, c'est la seconde partie qui a débouché sur la premiere.

En effet, a l'origine, notre travail s'est placé dans le cadre du projet PASTIS de Lille, qui se
proposait, en collaboration avec les équipes de Michel MERIAUX et de Max DAUCHET, de
concevoir une machine qui traite rapidement et approximativement des dessins au trait.

Un premier composant, processeur de rotation rapide, a été réalisé et a fait {'objet de la thése de
Jérome DELEU.

Ainsi, dans la mesure de nos possibilités matérielles, nous avons expérimenté des méthodes
d'approximation de dessins par des segments.

Au travers de I'étude des différentes approches de représentations de dessins au trait et
d'apprentissage, le souci de trouver un cadre intrinséque!, nous a amené au point de vue de la
complexité de KOLMOGOROV. _

Comme nous le verrons, la notion d'approximation peut étre conservée dans ce cadre.

D'autre part, il est bien connu que l'approche de KOLMOGOROV est (hautement) non
effective. On pourrait y voir une contradiction avec notre volonté primitive de rapidité. Nous
éclairerons ce point dans la premiére partie.

Premiére partie : a parcourir de maniére linéaire, elle contient I'apport
théorique de la thése.

En générai, on ne peut pas dire en quoi deux objets sont différents ou se ressemblent
(exemple : des signatures). La complexité de KOLMOGOROV a été introduite par des
physiciens et des mathématiciens pour réaliser des descriptions universelles. les seules études
sur des restrictions portent sur des ressources bornées en temps ou en espace. Nous
adoptons un point de vue d'informaticien qui veut étudier un domaine donné, au travers d'un
fangage restreint dans son pouvoir de spécification. Nous introduisons la notion de langage
booléen qui permet sans ambiguité de parler de l'information commune et de l'information
propre a deux objets. Nous exploitons cette classe de langage pour étudier les liens entre le
numérique et le symbolique, "symbolique" étant ici restreint en un sens que nous preciserons
et nommerons "booléen". Le cas du dessin au trait est développé. Cette partie est de facture
classique et s'adresse en priorité & des informaticiens ou plus généralement a des lecteurs
ayant de bonnes bases mathématiques et informatiques.

C’est a l'introduction de cette partie qu'il faut se reporter pour rapidement en cerner le propos .

Seconde partie : a découvrir en la survolant comme un paysage, elle met
l'accent sur les représentations et I'apprentissage.

Certaines méthodes connues depuis toujours réapparaissent. En effet notre volonté
n'est pas de faire original a tout pris, mais d'étudier le domaine dans le plus grand nombre de
ses aspects, tout en cherchant & préciser des passerelles entre différentes disciplines
(informatique théorique, vision, apprentissage, cognition, architecture). Toutes les notions sont
introduites de fagon non technique afin d’étre comprises des différentes communautés.

Nous présentons :

* la machine PASTIS, comme un mécanisme possible réalisant le projet.

+ un survol des modéles neurobiologiques de la vision, comme référence a un objectif a
atteindre.

* une étude des mécanismes artificiels de la vision, comme batterie d'outils pour
appréhender des dessins.

* une classification des modéles de I'apprentissage, comme ensembie de méthodes
pour un itinéraire de compréhension de nouveaux concepts, de nouvelles connaissances.

+ une introduction a l'approche systémigue, comme stratégie pour rendre intelligible les
phénoménes étudiés.

Enfin un guide, en fin de document permet une lecture soit en deux pages, soit en résumé au
septieme.
C'est a ce guide qu'il faut se reporter pour rapidement cerner ce second aspect.

1 - intrinséque : qui tient de sa nature propre, qui appartient 2 son essence.
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Premiéere partie

Représentation
de connaissances

une approche par la complexité de
KOLMOGOROV.

0. Introduction
ou I'on aborde le propos.

1. Préliminaires relatifs aux machines.
oul'on fixe le cadre.

2. Complexité restreinte.
ou I'on adapte a un point de vue.

3. Langages booléens de représentation. .
oul'on cherche a imposer a un langage, des contraintes pour que
toute l'information mutuelle soit faite d'information commune.

4. Prétraitement numérique et compression. Représentations
exactes et approchées.
ou l'on introduit la notion de langage de description approximative.

5. Complexité et traitement numérique - symbolique. Une
premiére approche.
ou I'on illustre d'exemples et précise des qualités souhaitables.

6. Construction de bases de connaissances.
ou I'on montre comment le traitement booléen permet de rester
dans le raisonnable.

7. Conclusion _
ou l'on ouvre des perspectives.

Annexes

1. Le dessin au lrait.

2. L'approximation d'un dessin au trait par un nombre minimum de
segments est NP-dure.

Bibliographie



Premier aspect de représentation des connaissances : une approche par la complexité de KOLMOGOROV

Partie 1 - Chapitre 0.
Introduction

ou I'on aborde le propos

Introduisons la problématique a partir d'exemples.
En quoi deux "objeils", se ressemblent ? en quoi sont-ils dissemblables ?

Exemple 1 dit booléen: Observons les deux "objets" ci-dessous :

[ ]

figure S1 figure S2

Si I'on demande a plusieurs personnes isolées : " Dites moi ce que ces deux figures ont en
commun et ce que chacune d'elle a en propre ?"

Toutes feront la méme réponse, illustrée par les figures suivantes :

information
commune a
StetaS2

information propre a S1 information propre & S2

Nous dirons que le langage de référence est "booiéen". Dans un tel langage, la transmission

des connaissances, la communication se font de fagon formelle et non ambigué.
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Introduction

Exemple 2 dit non booléen: Observons les deux signatures ci-dessous :

Ly .

Si I'on fait fa méme expérience avec les deux signatures ci-dessus, les réponses vont varier.

On ne saura pas expliciter formellement ce qu'elles ont en commun, ni en quoi elles différent.

Nous dirons que nous sommes dans un cas "non booléen".

Nos objectifs, notre approche :

Les constats ci-dessus sont bien connus. Notre but est de les étudier et de les préciser dans le
cadre unificateur de la complexité de KOLMOGOROV. Celle ci a l'avantage de donner une
consistance mathématique trés précise aux propos informels ci-dessus.

Dans ce cadre, un résultat ancien mais peu connu plante le décor : le théoréme de GACS
(1973) dit que presque toujours "l'information commune (& deux objets) est négligeable par
rapport a leur information mutuelle". Autrement dit, dans la nature, on est presque toujours
dans le cas des signatures : "Ca se ressemble beaucoup (information mutuelle) mais on ne
peut expliciter que trés peu de choses communes".

Les récents développements de la complexité de KOLMOGOROV sont portés par des
physiciens, ou en tout cas des communautés soucieuses de l'universalité, ce qui exclut d'avoir
les propriétés "booléennes” de I'exemple de la maison et de la téte.

Notre point de vue est différent :

Les apports principaux de notre travail :

- On relativise les langages
C'est a dire que l'on relativise délibérément I'approche a des domaines restreints de
connaissance. (idée qui convient bien a la démarche "représentation de connaissances”).

- On introduit la notion de langage booléen
C'est a dire que I'on se place dans un domaine dans lequel on peut représenter les
connaissances en termes booléens pour faire des opérations booléennes sur objets.

- On éclaire (partiellement) le débat symbolique numérique.

- On ouvre a des problémes.

Donnons quelques clés de I'approche que nous proposons :
1. La complexité de KOLMOGOROV.

Elle a été largement promue récemment par LI et VITANYI. (Voir aussi les articles de
Jean Paul DELAHAYE). On retiendra pour le moment que :

La complexité de KOLMOGOROV notée K(x) d'un objet (codé en une séquence x de 0 et
de 1) est la longueur d'un plus petit programme qui engendre x. On définit de méme la
compiexité relative K(x / y), qui est la longueur minimale, étant donné y, d'un programme
engendrant x.

Page: 2 Partie 1 - Chapitre 0



Premier aspect de représentation des connaissances : une approche par la complexité de KOLMOGORQV

+ Cette notion est robuste : tous les résultats sont indépendants de la machine, pourvu que
celle-ci modélise raisonnablement un ordinateur.

» Tous les résultats sont en fait vrais " & un log prés” (a 0(log(K(x))) prés. La propagation
de ces écarts lors des calculs peut engendrer des "aspects gloutons”.

+ Une séquence tirée a pile ou face est en général incompressible. (En fait, compresser
nécessite de tirer parti d'une information structurelle). ‘

+ E(x, y) = K(x/y) + K(y / x) définit une distance (ZUREK)

+ Ondispose d'une égalité entre les séquences
Quand on parlera de x =y, ce sera toujours "a un log prés". Ainsi, X = y signifie que I'on passe
de x a y par un programme de longueur négligeable, c'est a dire en 0(log).

En abrégé, nous parlerons de programme court, la longueur se référe a la complexité de la
séquence a laquelle il s'applique.

Notons - c'est important - que, pour une borne en 0(log) donnée (ce qui est le cas pour une
machine donnée), le nombre de ces programmes courts est polynomialement borné par K(x).

+  On démontre que s* le plus court programme engendrant s est unique (au sens de nos
conhventions, c'est a dire & une transformation prés par un programme court).

Notons que cette explication s* la plus courte de s sera privilégiée au sens d’ OCCAM (ce point
de vue est développé largement par SOLOMONOFF et LEVIN, puis LI et VITANYI).

« I(x:y)=K(X) - K{x/y) = K(y) - K{y / x) est appelé information mutuelle de x et y.

+ La complexité s'impose comme une notion trés pénétrante, elle fait maintenant I'objet de
travaux de physiciens (ou de travaux joints de physiciens et d'informaticiens) dans le but
d'éclairer les notions d'entropie ( CHAITIN, BENNET, GACS, LI, VITANYI, et surtout ZUREK).
Elle fournit un cadre de pensée robuste, elle semble toucher a la "nature des choses ", mais la
contrepartie est que rien n'y est effectif.

2. Information mutuelle et information commune
Common information is far less than mutual information
GACS, KORNER, 1973
Nous touchons ici un point capital, & notre sens trop peu connu, résume par le titre
évocateur du papier de GACS et KORNER, cité en exergue. Nous allons introduire et illustrer le
probléme (on trouvera plus loin des définitions plus précises)
Etant données deux séquences on ne peut pas parler en général de leur information commune
et de l'information propre a chacune.
La "tentation symbolique” :
Considérons trois séquences s, §', 8" indépendanies, c'est a dire telles que la donnée de deux
d’entre elles ne donne aucune information sur la troisiéme :
K(s/(s,s")=K(s) ; K(s'/(s", s))=K(s) et K(s")=K(s"/(s, s")
Pour simplifier, on les considérera de longueur n. On peut imaginer qu'elles sont les fruits
de trois séries de n tirages a pile ou face.
Considérons x = ss" et X' = §”s';
On obtient K(x) = K(X') = 2n (les séquences sont incompressibles);
K(x /x) =K(s) =netdonc I(x: x)=n.
On obtient la décomposition booléenne suivante :
s", de complexité I(x : x), est I'information commune a x et X',
s est l'information propre a x,

introduction page: 3



Introduction

s' est l'information propre a x'.
Ici, on peut donc dire toute 'information mutuelle est "faite d'information commune".
Nous dirons que nous sommes dans le cas booléen si celte décomposition existe et est unique.

OnposeraxnNx =g" x—x'=setx' -x=¢"

Remarguons que rien ne change si x et X' sont compressibles. Imaginons que, pour une
machine de TURING universelle fixée, la donnée x fournisse le résultat y et X' fournisse y'. On a
toujours K(y) =K(y)=2n,yNy' =s" y—-y' =sety' —y=5¢"

Par exemple, imaginons que x et x' soient les plans, condensés au maximum, de deux
maisons y et y'. Les maisons sont le résultat d'un calcul, mais leur complexité est celle de leurs
plans (exemple de DELAHAYE dans "Pour la Science"). En terme d'information, ce que les
maisons ont en commun est ce que leurs plans ont en commun (4 chambres, garage, piscine,
etc....).

Rien ne change non plus si X" est réparti par un calcul (pas trop complexe) dans la
séquence. Prenons par exemple z défini par : (zi désigne le ieme bit de z, idem pour x, x'...)

On passe de z a x et de x a z par des programmes de longueur négligeable, on a donc z = x et
rien n'est changé. (Notons que I'on est ainsi amené 3 identifier deux maisons apparemment fort
différentes, mais fondamentalement de méme conception - il suffit de savoir brievement décrire
l'autre en s'appuyant sur celle que I'on a sous les yeux).

s et §" se déduisant par programme court de x (ou méme de z), hous dirons que s et s"
sont des parties de x (ou informations partielles). z tout comme x se découpe donc en deux
informations indépendantes s et 8" (nous noterons z =x = [s, §"}).

Dans cet exemple, x et x' ont une information commune s” de complexité égale a leur
information mutuelle.

En général, il n'en est rien, puisque GACS, KORNER ont mis en évidence il y a vingt ans que
"linformation commune est (en général) bien moindre que linformation mutuelle”.

En fait, l'information commune est en moyenne négligeabie (en log). Remercions au passage
VITANYI et GACS qui nous ont directement informé par mail de ce résuitat.

Que signifie intuitivement ce résuitat?

Soient deux séquences x et x'. Nous voudrions les représenter en une "base de
connaissance"” la plus comprimée et structurée possible.
La complexité de cette base est K(x, x') = K(x) + K(x') - I(x: x').

Dans le cas booléen, on a la solution (non effective) représentée par la figure page
suivante. Elle fait intervenir trois séquences de base, (et deux programmes courts, de
complexité négligeable)

Page: 4 Partie 1 - Chapitre 0



Premier aspect de représentation des connaissances : une approche par la complexité de KOLMOGOROQOV

Le cas booléen :

Un exemple :

x et X’ sont obtenus par des programmes courts & partir de s, s’ et 8" qui jouent le rble
d'intersection et de différence, et tels que K(s) + K(s) + K(s") = K(x, X") et K(s") = I{x : x).

x = CONC(s,s") x' = CONC(s",s")

Le cas booléen général :

x = [u,f] X' = [u'f]

Représentation optimale et unique de (x, X))
(& de petits programmes de transformation prés,
c’est a dire “au vocabulaire prés”)

Dans le cas général, une représentation optimale ne peut étre que de la forme (x, U'), ou
u' est un plus court programme de x' a partir de x. ‘

Dans les deux cas, la donnée d'un objet permet de raccourcir la plus courte description
de l'autre de I(x : x'), mais dans le cas booléen seulement, on peut "expliquer pourquoi” : il
existe une information commune correspondanie dans les deux objets. Dans le cas général,
linformation mutuelle est inexprimable.

Le cas géneral :
x et X’ sont obtenus a partir de x et u’ (ou de x’ et u)
u’ est un plus court programme engendrant X’ & partir

de x.

Ona K(u) =K(x) = I(x : X)) et K(x, X’} = K(X) + K(U) (X' est obtenu en appliquant u' a x)
Représentation optimale de (x, x’)
(elle n’est pas unique)

* Remarque : L'exemple suivant montre que, méme si il existe une information commune de
complexité égale a l'information mutuelle, la décomposition booléenne n'est pas unique.

Introduction page: 5



Introduction

* Exemple :

Soit x = ss' et X’ = s@®s' (s et &' sont incompressibles le longueur n comme
précédemment). Alors K(x) = 2n, K(x') = n, I{(x : X') = n. X' est l'information commune a x et X' de
complexité x', mais x admet deux décompositions (au moins) : [s, s®s' et [s’, s@s'].

Ainsi, en général, on peut constater que des objets sont corrélés, mais on ne peut pas exprimer
en quoi, leur information mutuelle ne peut pas étre explicitée.

Abordons maintenant directement le contenu technique de la
premiére partie.

Les généralités sur les machines de TURING (1. Préliminaires relatifs aux machines (de TURING
ou ordinateurs)) peuvent étre sautées en premiére lecture.

La notion de langage restreint (2. Complexité restreinte )
Nous introduisons ensuite la notion de langage restreint.

Les langages que nous hous définissons sont restreints en ce sens que le jeu
d'instructions et de contrbles qu'ils comportent ne permet pas de faire tout calcul. On peut
imaginer un langage restreint comme un sous — Pascal, avec des modules de haut niveau,
mais non universels.

Les définitions du paragraphe semblent techniques, mais elles ne font que traduire le fait
que la restriction doit préserver les bonnes propriétés de KOLMOGORQYV dont jouit une
machine de TURING universelle. Toutes les égalités tiennent, comme dans le cas général, a un
défaut logarithmique prés.

Le fait que des restrictions conservent les bonnes propriétés ne va pas de soi, et c'est ce
qui fait l'intérét de la démarche.

Nous étudions ensuite quelies propriétés "minimales” doivent satisfaire des langages restreints
pour étre gualifiables de booléens (3. Langages booléens de représentation). L'idée a été
illustrée ci-dessus : il s'agit de définir des iangages tels que I'information mutuelle de deux
objets manipulés soit descriptible par un objet. C'est de maniére informelle cette propriété que
nous qualifions de booléenne. Nous avons vu gu'elle nécessite une restriction du domaine de
travail.

Plus précisément, nous posons des axiomes qui permettent de manipuler union,
intersection, et différence d'informations.

Nous donnons de nombreux exemples et contre-exemples. Des calculs intuitivement

"symboliques" comme l'unification le sont bien au sens booléen que nous proposons, mais de
maniére moins évidente que 'on pourrait le croire. Faire entrer l'unification dans notre cadre
booléen oblige a une réflexion sur ce que ['on fait, et a expliciter des propriétés (pour la
simplicité, nous ne traitons que le cas des mots).
Remarque : L'indépendance de deux informations se traduit de maniére booléenne par la
vacuité de leur intersection. On a donc dans le cas booléen l'indépendance deux a deux qui
implique l'indépendance globale (la complexité de la réunion est la somme des complexités).
Notons qu'en général, I' "effet ou exclusif' met en défaut cette propriété (considérer s, s' et
s@s').
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Premier aspect de représentation des connaissances : une approche par la complexité de KOLMOGOROV

Deux importantes propriétés émergent de notre approche booléenne. Dans cette introduction
informelle, nous les appellerons "aspect polynomial” et "limites du droit de négliger".
"Limites du droit de négliger"”

Il est intéressant de noter que le "défaut logarithmique" est indispensable : il n'y a pas en
remplacement de theorie "exacte" consistante. Ainsi, dans le cas de langages booléens, les
informations peuvent étre manipulées comme des ensembles dans une certaine mesure (les
informations peuvent étre arbitrairement complexes, mais le nombre de séquences manipulées
ne doit pas étre trop grand, sinon les défauts logarithmiques s'accumulent).

"Aspect polynomial”
Nous développons cet aspect dans le chapitre 6 (6. Construction de bases de connaissance).

De fagon grossiere, on peut dire que tout tient au fait que dans le calcul booléen,
I'ensemble des "morceaux" ou "parties" est polynomialement lié a la complexité (alors que
dans les ensembiles, le nombre de parties est de maniére exponentielle lié a la cardinalité). Par
conséquent, lors de I'établissement ou de ia consultation d'une base de connaissances, il n'y a
pas d'explosion combinatoire : tout reste polynomial.

Ainsi sont liées naturellement approche booléenne et non explosion des explorations.

Notons que cette propriété est une propriété des couches supérieures des
manipulations, elle ne dit rien de la complexité en temps des opérations élémentaires.

Mais nous esquissons aussi dans le chapitre 6 comment, la non effectivité, omniprésente dans
l'approche générale de KOLMOGOROV, n'est plus, dans le cadre booléen, un obstacle
rédhibitoire a la mise en oeuvre.

Les représentations exactes et approchées (4. Prétraitement numérique et compression.
Représentations exactes et approchées)
L'exemple du dessin au trait illustre bien deux probiémes :
- la difficulté de décrire dans un langage booléen des informations informelles.
+ le traitement du bruit et de I'approximation.

Nous illustrons dans le chapitre 4 comment notre approche peut éclairer le
connexionnisme et la logique floue, et les concilier avec la programmation modulaire et la
logique bivaluée. Une large présentation informelie est faite au sein du paragraphe, lisible
immédiatement et sans support technique. Nous en arrétons donc la l'introduction et y
renvoyons directement.

Le traitement humérique et symbolique dans un langage restreint (5. Complexité et
traitement numérique - symbolique)

Nous iliustrons une démarche par un exemple de classification de silhouettes de
véhicules en quatre catégories. Tout d'abord un traitement numérique pour une approximation
des silhouettes par segments, puis une analyse qui ne retient que des éléments pertinents
enfin une représentation dans un langage restreint booléen pour réaliser des traitements
booiéens.

Nous nous replacons dans le cas du dessin au trait en général pour proposer différents
langages de représentation possédant & des degrés divers les qualités suivantes : la pfécision,
l'analogie, la différentiation, 'épaisseur.
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Introduction

Les conclusions et perspectives de notre travail.

Cette premiére partie est née, répétons le, de notre désir de participer aux fondations de
'apprentissage et surtout des probiémes de représentation de connaissances. Nous pensons
que notre approche (qui n'est qu'un modeste prolongement des idées d'auteurs comme
KOLMOGOROV, CHAITIN, BENNET, GACS, ZUREK, LI et VITANYI) mérite d'étre
approfondie. Chaque chapitre n'est qu'une esquisse.

Le développement des concepts et résultats des chapitres 3, 4, et 5, I'étude des
questions laissées en suspend, en particulier, devraient beaucoup apporter aux rapports
symbolique — numeérique, bivalué —flou.

Des expérimentations doivent étre réalisées a partir de langages trés restreints mais
pertinents (dans le cadre du "dessin au trait").

Nous n'avons pas explicité dans cette premiére partie les problemes d'apprentissage, qui
sont pourtant notre but. Mais ils sont liés aux problémes de constructions de bases de
connaissances ici évoqués. Dans le domaine de l'apprentissage, des efforts théoriques ont été
faits, dans la ligne de VALIANT par exemple, mais surtout de LI et VITANYI. Ces auteurs
dressent une incontournable synthése dans leur papier "Inductive Reasoning and
KOLMOGOROV Complexity" qui s'appuie sur les résultats probabilistes profonds de
SOLOMONOFF et LEVIN. Les résultats, qualitativement trés éclairants, ont le défaut de n'étre
qu'un cadre non effectif - (encore que dans certains cas, ils retrouvent I'approche "presque
toujours polynomiale" de VALIANT). Notre approche devrait, en contrepartie de son caractére
restrictif, y apporter plus de praticabilité (au sens informel et formel).

Nous avons voulu, modestement, participer aux premiers pas sur la complexité de
KOLMOGOROV utilisée dans la problématique de représentation des connaissances.
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Premier aspect de représentation des connaissances : une approche par la complexité de KOLMOGOROV

Partie 1 - Chapitre 1.

Préliminaires relatifs aux machines
( de TURING ou ordinateurs)

ou l'on fixe le cadre

1 Optimalite :

Dans I'approche classique de la complexité de KOLMOGOROQV, on considéere des machines de
TURING universelles et optimaies. Cette optimalité va tellement de soi qu'elle est souvent
passée sous silence. Elle revient a dire que les programmes sont exprimables (potentiellement,
pas effectivement) de facon compressée. Par exemple, une machine universelle ou les
séquences seraient exprimées en unaire serait non optimale !

Concrétement, une machine M universelle est optimale si
Pour toute machine M', il existe une constante Cp \ telle que V s, Ky (8) =K (8) + Cm,

2. Minimalité

Une machine de TURING universelle et optimale est dite minimale si la longueur de sa
spécification est minimale et si, pour toute M', on a M(s; M') = M'(s)1. On peut évidemment
donner des variantes (minimiser le nombre de régles par exempie). Intuitivement, ceci revient a

considérer des machines sans procédures pré définies. Curieusement, cette notion n'est pas

10n peut toujours supposer qu'une donnée est repérée par son premier bit comme étant de
type séquence ou de type machine. Cela n'influe que de 1 sur la complexité ! La définition
signifie que 'on prend une machine, la plus simple possible qui simule le plus simplement
possible les autres.
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Préliminaires relatifs aux machines

évoquée dans la littérature, alors qu'elle est importante : quelle que soit la séquence donnée,
on peut construire une machine universelle optimale qui donne a cette séquence une
complexité presque nulle en intégrant dans la définition de la machine une procédure pré
définie de calcul de la machine; ceci biaise ia complexité pour un nombre fini de cas seulement,
donc n'affecte aucun résuitat obtenu a une constante prés, mais ceci est génant quand on
étudie concrétement des séquences de "basse" complexité. L'étude de la minimalité est
néanmoins abordée dans le livre de LI & VITANYI. D'un autre cété, on peut comprendre la
réticence a introduire la minimalité : d'abord, nous l'avons dit, elle est asymptotiquement non
nécessaire; ensuite, contrairement a l'universalité et I'optimalité, elle est non effective, car on ne
connait pas la longueur minimale. De ce fait, dans la suite, nous nous contenterons de

considérer des machines "assez courtes”.

A retenir :

Pour notre part, nous considérerons des machines universelles, minimales et "presque”
optimales. Concretement, ceci revient a considérer un ordinateur usuel muni d'un langage de
programmation élémentaire (sans procédure spéciale pré définie — il se pose par exemple le
probléme de la pré définition de I'arithmétique; on supposera que I'on ne dispose d'aucune
opération arithmétique élémentaire). Nous allons raisonner en termes de machines de
TURING, nous préciserons quand nécessaire, l'influence du choix de machine. Mais, en gros,
les résultats tiennent pour ce que nous appellerons "un calcuiateur élémentaire” quelconque
donné. On pourra sans dommage se soutenir l'intuition en référence a l'informatique de tous les

jours.
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Premier aspect de représentation des connaissances : une approche par la complexité de KOLMOGOROV

Partie 1 - Chapitre 2.

Complexité restreinte

ou I’on adapte a un point de vue.

La liste suivante de définitions est longue mais "naturelle". Seules les conditions de
cohérence méritent attention. Elles vont de soi dans le cas de la complexité de KOLMOGOROV
proprement dite. Elles soulignent des propriétés nécessaires a la fécondité de I'approche

restreinte.

1. Définition :

On se fixe

— Un domaine 1 D, constitué par un ensemble récursif de séquences.

— Un Jangage restreint (LR) L (que l'on identifiera par la suite a une partie de D). Ce
langage ne comporte pas d'autres entrées - sorties que les IN et OUT pré définis. 1l est muni
d'une syntaxe (utilisant les parenthéses) et d'une sémantique bien définies. A chaque
programme pj sont associés un certain entier n (positif ou nul) et une fonction partielle fj de D"
dans ({0,1}*)M (le résultat n'appartient pas nécessairement 4 DM il peut par exemple coder un
booléen). La classe des programmes est close par composition, au sens des fonctions
associées (sous respect des sortes : D, booléens, efc.).

On note pj(s1.....sn) le résultat (si il existe) du programme pj avec s1,...,.Sp comme

données. Sin =0, on note pj() le résultat.

1 L'utilité de cette restriction ne s'impose pas, puisque les fonctions calculées par les
programmes sont partielles. Mais nous souhaitons pouvoir ultérieurement distinguer
'appartenance d'une séquence a D, des opérations effectuées avec le langage L sur des
données de D.
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Complexité restreinte

— On définit la complexité d'une séquence s (ou d'une suite finie de séquences) de D
restreinte a L, notée K| (s)
Ki(s)=inf{Ipl:peL&p()=s}
— On définit de méme la complexité, relative a une suite finie 1 s4,...,sp de séquences de
D, d'une séquence s de D restreinte a L,
KL(s/sq,..8n)=inf{ipl:peEL&p(s1....8n)=5}
Notations : Nous noterons s / s' tout programme minimal transformant s en s'.

(Quand il n'y a pas d'ambiguité, nous omettrons de préciser le langage en indice).

De plus, les conditions de cohérence suivantes doivent étre satisfaites :

2. Conditions de cohérence.

— Cohérence ensembliste :
Pour tout n et tout n', il existe un entier E(v) tel que,
pour n < v et n' < v, pour toutes suites de séquences s =s1,...spett=11,... .ty
pour toutes permutations o de {1,...,n} et ¢' de {1,...,n'"}, on ait
KL(s1,--.sn/H,...tp' ) = KL(So(1)--Sa(n) / Sa'(1),--Sa'(n')) + E(v).
On supposera de méme que | KL ((s, §'),8") — KL(s, &, s") | = E(3), formule qui se
généralise de fagon évidente & toute partition de I'ensemble.
De méme (a un E prés), on aura K((u, u) /u) =0 et K((u, v) fu) = 0.
La fonction E est le défaut de cohérence ensembliste. Elle majore I'erreur commise en
parlant de complexité d'ensembles finis en termes d'ensembles plutdt que de suites.
- Cohérence de l'information relative :
It existe une fonction de défaut d'indépendance IND en O(log) telle que
KL(s, s') =KL(s/s') + KL(s') (4 IND(KL(s, 8)) pres)

Cette propriété, que nous appelons cohérence de l'information relative, est vérifiée pour la

complexité non restreinte de KOLMOGOROQYV, et en est une des pierres angulaires.

Les définitions classiques s'étendent naturellement :

— Soit une fonction f (a valeurs entiéres).

Une séquence s de D est L— f—incompressible si et seulement si K| (s) = Isl — f(K|_(s)).

— Un programme de L est dit incompressible si il est de longueur minimale parmi ceux de
L qui lui sont équivalents.

En général, on dit que s est incompressible si f donnée est en 0(log). Ce résultat vaut
asymptotiqguement, et le log est du au fait que I'on considére souvent les programmes comme
étant auto délimités et pas les séquences.

1 A priori, l'ordre de présentation des séquences infiue.
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Premier aspect de représentation des connaissances : une approche par la complexité de KOLMOGOROV

Nous essaierons de préciser pour chaque L une telle fonction f, qui sera souvent constante ou

en log de la complexité.

— Deux séquences sont L — indépendantes si et seulement si
KL(s, s') =2 K(s) + KL(s') = IND(K[(s, s)
Plus généralement, un ensemble de séquences (s1,...,Sn) est L — indépendant si
KL(s1,...sn) 2 KL(s1) + ... + KL(sn) = n (E(n) + IND(K|_(s1....,Sn))
Un ensemble fini S de séquences est dit L - libre si toute partie finie est L —
indépendante.

Toutes ces hypothéses impliquent que 'on peut identifier multi - ensembles et
ensembles. Par exemple, si le programme "p;print" génére u, le programme "p;print;print"
génére (u, u). Inversement, le programme "read;print" ne lira que le premier u de (u, u), qu'il

restituera. Ainsi, par les seules entrées - sorties, on a bien (u, u) =u (aux défauts pres).

Remarque : Un ensemble fini de séquences est identifié a une séquence qui est la concaténée
de ces séquences, supposées auto délimitées, mais il est nécessaire de se fixer 'ordre
d'utilisation des données (sauf en cas d'opérateurs commutatifs), donc il est nécessaire
d'utiliser des permutations d'éléments.

Comme il est imposé que la permutation soit une opération "négligeable”, c'est a dire en
O(log), on sera amené a considérer des sous-ensembles de cardinalité bornée en fonction de
la complexité des ensembles considérés.

Remarque : D'autres approches seraient possibles

— Munir I'ensemble des séquences d'un ordre canonique (on peut prendre l'ordre
lexicographique). La notion d'ensemble est remplacée par celle de suite ordonnée. La
complexité de I'algorithme dépend alors de la complexité des permutations nécessaires sur les
suites triées.

— Sortir de la borne logarithmique pour les défauts (laisser "flotter" les défauts).

— Considérer la notion de complexité d'ensemble; plusieurs notions existent.

Notation : Une famille libre sera notée entre crochets | ].

Information mutuelle de deux séquences
Posons I (s : s') = KL(s) — K_(s / ¢'). D'aprés ce qui précéde, cette notion est définie
symétriguement a IM(v) = 2 IR(v) + E(2) prés. IM sera appelé défaut d'information mutuelle.

Notations et fonctions de défaut. Dans la suite, sauf besoin explicite, on omettra la référence
en indice a L, et on fera les calculs en négligeant les fonctions de défaut. On dira que 'on fait
les calculs aux défauts pres (adp). De méme, on négligera les problémes auto délimitation et
on parlera de /a séquence vide i
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Complexité restreinte

Deux programmes déduits I'un de F'autre par des programmes courts (en log de la complexité)
seront identifiés. En ce sens, I'égalité n'est donc transitive que dans la mesure ol il existe de

tels programmes de complexité majorée par la fonction de défaut.

3. Propriétes restreintes éléementaires :

(R-1) Associativitéde[]: Onals]s’, s"ll=Is,s’, s"]
Preuve : K([s,[s’, §"]]) = K(s) + K([s, s"]) = K(8) + K(s"} + K(s").

(RO) SiK(s/s')=0etK(s)=K(s") alors s = s' (adp)
Preuve : de la cohérence de l'information relative, on déduit K(s' /s) =0donc s=¢'
(ce qui signifie que I'on passe de s & §' par un programme au plus en O(log(lsl))

(R1) SiK(s/s')=0,alors(s,s')=s'
Preuve :K(s, s') =K(s/8) +K(s)=K(s') et K(s/ (s, §')) = 0.
Donc R1 est une instance de RO.

(R2) La cohérence de la complexité relative assure le maintien, dans le cas restreint, de la
situation classique, & savoir que :
pour tout s et s', un programme v de longueur minimale engendrant s a partir de s',
est indépendant de s', de complexité K(s, s') - K(s'), et vérifie (s, 8') = (8, V).
Un tel v se caractérise donc par (s, s') ={v, s'.
En effet, la formule K(s, s') = K(s / 8') + K(s'} implique par définition I'existence d'un v de
complexité K(s, s') — K(s') tel que (s, s') s'obtient trivialement a partir de (s’, v).
Comme K(s’, v) = K(s") + K(v) = K(s, s'), on a bien &' et v indépendants, et, d'aprés (R1),
(s, s') = (s, v). En considérant les complexités, on vérifie facilement que tout v' de
longueur minimale engendrant s a partir de s' a ces propriétés.

(R3) SiK(s/s')=0etK(s"/s")=K(s"), alors K(s" / s) = K(s")
Preuve : de (R1) on tire (s, ') = s'. Supposons qu'il existe un v engendrant s" a partir de
s tel que K(v) < K(s"). Comme s' = (s, §'), v engendre immédiatement s" & partir de s', ce

qui contredit K(s" / ') = K(s").

Propriétés élémentaires d'une complexité restreinte K
il existe une constante C telle que l'on ait les propriétés suivantes.
— La longueur majore la complexité :
L'appartenance a L d'un "programme identité" (programme OUT, ou encore "print") nous
assure que K| (s)<Isl +C
— Cohérence de la composition et de I'auto référence :
Il existe un programme qui réalise la fonction identité.
Pour toutes séquences s, s', 8", K| (s/8") s K| (s'/s") + K[ (s/s)+CetK| (s/s)=<C

La preuve est immédiate par utilisation des procédures IN et OUT

Page: 4 Partie 1 - Chapitre 2



Premier aspect de représentation des connaissances : une approche par ia complexité de KOLMOGOROV

~ Identification entre programme et séquence :
A toute séquence donnée s de D correspond dans L le programme OUT(s) qui
calcule s; a tout programme sans entrée on associe sa sortie.
Remarque : La cohérence de ces définitions est due au fait qu'un programme p
incompressible I'est aussi en tant que séguence (a C prés), comme on le vérifie sans
peine. (idée : si la séquence p est résultat d'un programme p' plus court, alors p' fournit
par deux exécutions successives un programme plus court pour la sortie de p).
Nous ferons un usage implicite de cette correspondance.
— Distance en Information Restreinte :
(La notion de distance en information fut introduite par ZUREK.)
Posons E| (s, §') = KL(s/8") +KL(s'/S)
E| définit une distance (aux fonctions de défauts preés).
Preuve : On obtient immédiatement :
Ei(s,s)<2C;EL(s, 8)=E1 (s, s),EL(s, 8")<E| (s, s)+E|(s,s"+2C
~ Deux séquences proches ont des complexités proches :
IKL(s) - KL(s) IsEL(s, s)+C
Preuve :immédiate.
— Unicité des causes :
Il n‘existe qu'une forme incompressible d'une séquence donnée (aux défauts prés). Le
programme ainsi associé a une séquence s sera noté s*. Intuitivement, il sera, d'aprés la
régle d' OCCAM, la cause la plus probable de s.
Plus précisément, ce résultat sera la conséguence du lemme suivant :
-~ Lemme de continuité des causes :
Deux séquences proches ont des causes proches. Plus précisément, soient p et p' deux
programmes incompressibles sans entrée de résultats respectifs s et s'. Identifions les
programmes a des données. (L étant donné, on I'omettra en indice.)
OnakE(p, p)=E(p, s) + E(s, 8)+ E(s, p)+4C
Comme p est incompressible et a pour sortie s, on a K(s) = K(p) (a C pres).
De cette égalité, de K((s, p)) = K(s/ p) + K(p) = K(p / s) + K(s) (a IR prés) et de :
K(s /p) = 0 (& C prés), on déduit que K(p/s) = 0 (a C + IR pres), donc que
E(s, p) = 0 (2 2C + IR prés). Finalement, on obtient E(p, p') < E(s, s') (2 2 IR + 8C prés)
— Non unicité des causes relatives : Le phénoméne "ou exclusif".
En général — comme dans le cas non restreint — , on peut avoir des programmes
minimaux indépendants engendrant s' a partir de s.
Exemple : soient s et s' indépendants de méme longueur, et u = s®s' leur "ou exclusif" :

u et U’ = s' conviennent.
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Premier aspect de représentation des connaissances : une approche par la complexité de KOLMOGOROV

Partie 1 - Chapitre 3.

Langages booléens de
représentation.

ou 'on cherche a imposer a un langage des contraintes pour que toute
I'information mutuelle soit faite d'information commune.

1. L'idée de base:

Information mutuelle et information commune.

Le point d'ancrage de l'aspect complexité de notre travail est un théoréme dans un article de
GACS et KORNER (dans Problems of Contro! and Inf. Th. 2 : 149-162,1973) dont le titre est
explicite: "l'information commune (4 deux objets) est bien moindre que leur information
mutuelle" ("Common information is far less than mutual information"). Précisons comment ce
fait se traduit dans notre cadre, et comment il nous a amené a poser la notion de langage

booléens.

Soient deux objets représentés par deux séquences s et s'.
On sait que l'information mutuelle de s et s' est la longueur dont la donnée de I'un
raccourcit une plus courte explication de l'autre: I{s:s') = K(s) - K(s/s') = K(s') - K(s'/s).

Nous allons dans la suite considérer comme partie d'une séquence u toute séquence u' qui se
déduit de u par un programme court (de complexité en log(K(u))). Autrement dit, avec le sens

du signe = adopté précédemment, u' est une partie de u si et seulement si K(u'/u)=0.
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Langages booléens de représentation.
Nous qualifierons de booléen tout langage dans lequel union, intersection et différence de

séquences seront définis et satisferont aux axiomes des algébres de BOOLET,
Ceci implique pour tout couple (s,s"), les identifications s=(s Ns', s-s')ets'=(sN s',s-s).
s N s' sera l'information commune de set s'.

En général, un langage n'est pas booléen. En effet, la définition implique 'unicité de la
décomposition et implique l'indépendance des trois séquences de la décomposition. On en
déduit immédiatement que K(s Ns') = I(s:s"). Or, le théoréme de GACS et KORNER dit qu'en
général, pour toute partie u (en notre sens) commune a s et s', K(u) est bien plus petit que
I(s:s'). Autrement dit, on ne peut pas en général dire qu'une séquence s se décompose en une
séquence d'information commune & s et &', et une séquence qui n'apporte aucune information a
s'. Notons que méme si on a une séguence u telle K(u) = I(s:s'"), I'exemple suivant montre que
la décomposition de s en (s N §', s-s') n'est pas unique: si on pose s= 'y, et s'=u®u’, avec u et

u' indépendants, (uau',u) et (u®u',u’) conviennent.

2. Axiomes booléens.

Un langage restreint L est dit booiéen (LRB) si :
il existe un fonction de défaut booléenne S en log telle que 'on ait les propriétés suivantes
Axiome de la différence : pour toutes séquences s et ', parmi les ségquences U de
complexité minimale engendrant s & partir de s', une et une seule vérifie K(u / s) = O (adp).
Cette séquence seranotéee s—s'.
Axiome d'indépendance : si [s, s', [s, s"] et[s', "] alors [s, &', 8").
La complexité restreinte associée sera également dite booléenne.
Notons que dans le cas général, si u et u' indépendants et de méme longueur, u, U’ et uau’

fournissent un contre-exemple aux deux axiomes.

3. Propriétés booléennes élémentaires :

(S1) s-—s'estcaractérisée par (s, s')=[s—¢8,s']etK(s—s'/s8)=0
Preuve : traduction des définitions.

(S2) [s,s]=[s, s"limplique s'=s".
Preuve ;onas'=s"=]s, s1—-s

TNous ne considérons pas ici d'opérateur complément mais seulement les compléments

relatifs.
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(S3) Existence et unicité de I'intersection . pour toutes séquences s et &', il existe une et
une seule séquence f, telle que K(f/s) = K(f / s') = 0 et K{f} = I{s : &') (adp). f sera notée s N 3.
Deplus,onafsNs', s —s]=s'et[s—-5,8'—-5,sNs=(s9).
on appelle [s - &', §' — s, s N 8'] la décomposition booléenne de (s, s')
Preuve :
existence ; considéronsu=s—s'etf=s—u. Onalf, ul=(s,u) =setdonc K(f/s) =0. On
considére deméme u'=s'—setf=s'—uU. Onalf,u]=8et(s, s)=[u, [, ull. On en
déduit [{u, u'l,f] =[[u, U] et donc f = . La décomposition booléenne est assurée.
Enfin, I(s : §') = (K(f) + K(u)) + (K(f) + K(u") — (K(u) + K({Uu") + K(f)) = K(f).
unicité : Soit g tel que K(g / s) = K(g / s") = 0 et K(g) = I(s : §'). Considérons v de complexité
minimale engendrant s sachant g. On sait qu'alors [g, v] = (g, s). lci, (g, s) = s.
Considérant de méme s' sachant g, on obtient I'existence de v et v' tels que [g, v]=s et
[g, V'] = 8. On obtient (s, 8') =(g, v, v'). Mais comme K(g) =I(s:s'),on a
K(g) + K(v) + K(v') = (K(g) + K(v)) + (K(@) + K(V')) — K(g) = K(s) + K(s") - K(g) = K(s, §').
Donc (s, 8" =[g, v, V'] . En particulier, [s, V] = (s, ") et K(v' / 8"} = 0. Par unicité de la
différence, on en déduit que v’ = u'.
Finalement, on obtient [(u, u"), g] = [(u, u'),fldonc g =f.
($4) [s, slimpliques Ns'=A
la preuve est évidente.
(S5) K(s/s')=K(s/s")=K(s) impligue K(s/ (s, s")) = K(s).
Remarquons que ceci s'écrit encore [s, s'] et [s, s"] implique [s,(s', s")]
Preuve : soit [u’, U, f] 1a décomposition booléenne de (s’, s"). D'aprés (R3), onafs, u'}.
Comme [u’, s"], 'axiome d'indépendance assure [s, U’, s"].
Pour conclure, on remarque que (U, s") = (s, s").
(S6) (s—s",8—-98")=(s,8)—8"
Preuve :posonsu=s—s"etu'=s'—-s" OnaK(u/s)=K({u'/s)=0
donc K((u, u') / (s, s")) = 0. D'autre part, (s”, s) =[u, s"l et (s”, ") =[u’, s"].
D'aprés, S5, on obtient [(u’, u),s"] = (s".(s, §)), ce qui assure le résultat.
(S7) K((s,s)/s")=K(s—5s", 8 —5").
C'est un corollaire de (S6).
(88) Siles axiomes booléens sont vrais sur D, ils sont vrais sur les parties finies de D.
Preuve : (E, E',... désignent des ensembiles).
a/ Preuve que l'axiome de la différence est vrai sur les parties finies de D.
On se raméne au cas des séquences en considérant les programmes minimaux s et
s'deEetE'.
b/ Preuve que I'axiome d'indépendance est vrai sur les parties finies de D.
Attention, la notation [E, E'] signifie seulement K(E, E') = K(E) + K(E'). C'est pourquoi
nous prenons ci dessous la notation en extension.
Pour montrer que si des s sont indépendants deux a deux, alots {s1,....Sp], on

procéde par récurrence sur n : soit p le plus court programme de (s1,...,.5n-1). Par
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hypothese, ona[p, snl. [P, Sn + 1] et[sn, sn 4+ 1]. On en déduit [p, sp,sn + 1] . Comme

[s1....,sn—1]. on déduit le résultat de I'associativité des crochets.

(S9) Distributivité de I'intersection par rapport a l'appariement

(810)

(S11)

pour toutes séquences s, s’, s",ona{(s Ns,sNs")Y =sN (s, s")

Preuve :

a/ Supposons s' et 8" indépendants.
Soit [u, U’, f] la décomposition booléenne de (s, s') et [v, V", g] celle de (s, s").
Nous allons montrer que (f, g) =s N (s, 8").
On a immédiatement K((f, g) / s) =0 et K((f, g) / (s, §")) = 0.
Il reste a établir K(f, g) = I (s «(s’, s")).
I(si(s), ") =K(s, s") + K(s) - K(s, §", s")
I(s (s, s")=K(s") + K(s") + K(s) = K((s, 8") / ) — K(s)
I(si(s), 8") =K(s') + K(s") —K(s' / s) = K(s" / (S, 8)).
OnaK(s'/s)=K(u) et K(s" /(s, s)) = K(V" / (¢, s)) = K(v") compte tenu de S5.
Doncl (s: (s, s") = K(s') — K(u") + K(s") — K(v") = K(f) + K(g) = K{f, g) car, d'aprés R3,
f et g sont indépendants si s' et " le sont.
b/ Cas général.
On considére la décomposition booléenne [wW’, w”, h] de (s, s"). D'aprésa/,ona:
(sNns,snNs)y=(sNw, hl,sNw, hl)=(sNw,sNw' snNh)=(sNWw,w"), sNh)
=sN{(w, X"),h)y=s N (s, s"
Associativité de l'intersection (s Ns'yNs"=s N(s' Ns")

Preuve :

a/Si[s,s"lalorssN{s NsYy=(sNs)Ns"=A

Preuve : immédiat d'aprés S4 et R3

b/(sNs)YNs=sNsg

Preuve : soit [u, U’, f] la décomposition booléenne de (s, s').
(snsYyns'=inu,fl=fnu,fNfH=(rf)=f=snNg

¢ / le cas général. Soit [w, w”, h] la décomposition booléenne de (s’, s"). On va
appliquer plusieurs fois la distributivité
(snNs)YNs"=(sNW,h)Nw,h)y=(snNw,sNhyNw’, h)=
((sNw’, s Nh)Nw", (s NwW’, s Nh)Nh) =

({s NwWHNW" (s Nh)yNw", (s Nw")Nh),(s Nh)Nh)
comptetenudea/etb/, onobtient s Nh, qui vaut bien s N(s' Ng")
Distributivité de I'appariement (s, SN s") = (s, s) N (s, s")

On applique la distributivité de l'intersection

(s,s)N(s, s")=(sN(s,8"),8N(s8)=(sNs, sNs", &' Ns, s Ns")

donc(s,s)N(s, 8" =(s,sNs", (snNs", s Ns)) maisonaK(sNs"/s)=K(sNs'/s)=0
d'aprés la définition de l'intersection., d'ou le résultat.

($12) La cohérence de linformation relative découle de I'axiome de la différence.

La preuve est immédiate.
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Les notations booléennes :
Nous poserons dorénavant
(s,s)=suUs
On pose aussi classiquement
sC s sietseulementsi sUs'=s
On dira que s est incluse dans s', ou est une partiede s,
Pour nous, ceci équivaut immédiatement a

s C &' sietseulement si K(s/s8')=0

Les propriétés établies permettent, sous les deux axiomes booléens, de manipuler sans
précaution — mais, aux défauts prés — les symboles N, U et — comme les symboles booléens.
L'opérateur U peut évidemment étre dérivé de N et —, mais par tradition nous garderons les
trois opérateurs, que nous appellerons les opérateurs booléens.

Notons que 'on peut majorer les différentes fonctions de défaut et les défauts des
formules obtenues par une seule fonction de défaut A qui est en 0(log).

Remarque sur les parties

Le nombre de parties est polynomialement lié a la complexité de I'ensemble.

En effet, soitsC s'.

Un programme qui déduit s de s' est d'une longueur majorée par C . log(K(s"))) (pour une
certaine constante C fixée par la fonction de défaut). Il y a donc un nombre polynomial de tels
programmes donc de parties. Par exemple, pour les mots, on peut prendre des réunions
bormées de facteurs (on retrouve la nécessité de borner en fonction des défauts tolérés).
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4. Exemples :

Nous illustrons briévement comment la structure de pile et F'unification, qui sont des archétypes
de traitement symbolique au sens usuel, rentrent dans le cadre booléen a notre sens.

Exemple 1. : Les mots et la structure de pile

On va considérer un alphabet fini donné et on suppose le fond de pile a gauche (on empile de
gauche a droite). En fait, on considére le ruban d'entrées — sorties comme une pile. On
souhaite que tout mot soit incompressible et formaliser I'idée que la transformation la plus
simple qui fait passer du mot fau au mot fbu' est "dépiler jusqu'a la case Hl; empiler(bu') (f, u et
u' sont des mots, a et b des lettres différentes). L'opération qui consiste a dépiler jusqu'a la
premiére lettre qui fait la différence est indicée par I'écriture binaire de Ifl, et est donc de
complexité négligeable (en log par rapport a la complexité des mots, c'est & dire ici leur

longueur).

Une impasse
Une idée naturelle est de considérer les instructions de base.

dépiler(k) qui dépile jusgu'a la case k, de complexité (environ) log(k)

empiler(m), de complexité Imi.
Une premiére analyse sur la commutation des instructions (que nous passons), améne plutét a
considérer les instructions empiler(k, m), qui signifie que I'on empile a partir de k.
L'exemple suivant illustre I'échec .
Soit les mots fau et fbu. On voudrait obtenir fau — fbu = au, qui correspondrait au programme

(P)  "dépiler(ifl); empiler(k, au)" appliqué a la donnée fbu.

de complexité, au log prés, K(P) = ibul
Or, par identification des programmes a des données, comme .

fau est obtenu par empiler(l fa I, u) appliqué a fa,

on a fau = (empiler(l fa I, u), fa). Par projection ensembliste, on en déduit la nécessité de
considérer les séquences de la forme empiler(ivl, u), qui représentent des fragments de piles,
comme parties de vu ; c'est a dire que l'on considére des instructions fragment(k, k') qui
considérent le fragment correspondant d'une donnée. On identifie aussi le programme
empiler(k, u) ala séquence (k, u) .

Considérons alors le programme (P') " fragment(l fb |, | fbu 1); dépiler(lfi}; empiler(ifl, a)"
P' transforme fbu en (1 fb [, u), (0,1), (Ifl, a)) qui est une partition de fau, et P' est de complexité
indépendante de u, ce qui montre que 'on a pas formalisé ce que I'on voulait.
Remarque : Notons que I'on pourrait étudier si, partant de cette base, on obtient un langage
booléen. En premiére analyse, m — m' serait constitué des occurrences de iettres dans m et
non dans m'. Par exemple, on aurait abaabab — abbaaa = (a,3), (b,5), (b,7).
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Une solution
Afin d'éviter les "effets de bords" ensembilistes, on va associer a chaque occurrence de lettre
dans un mot le préfixe du mot qui la précéde. On ne considérera comme séquences que les
mots ainsi bien construits. Ceci aménera & considérer un mot comme I'ensemble de ses letires.
Ainsi, on ne considérera pas le mot m = abbabbba et son facteur m'= bab, mais le mot
m = (a, A)(b, a)(b, ab)(a, abb)(b, abba)(b, abbab)(b, abbabb)(a, abbabbb) et son facteur :
m' = (b, ab)(a, abb)(b, abba). Une lettre dans la ki€Me case de la pile a donc la complexité k.
Les parties d'un mot sont les réunions de facteurs (on verra en commentaire les limitations en
cardinalité), en particulier les réunions de letires, comme annoncé.
Une letire a est désormais un couple (a, m), qui ne peut étre décomposé par aucune instruction
du langage.
On considere le langage d'instructions élémentaires

empiler(m), fragment(k, k'), ou m est un facteur au sens précédent et k et k' des entiers.
La séquence m peut étre identifiée au programme empiler(m). En fait, empiler(m) revient a
ajouter les lettres de m a I'ensemble des données, et fragment(k, k') revient a supprimer toutes
les lettres indicées par des préfixes de longueur supérieure a k' ou inférieur a k {dépiler(k)
s'identifie a fragment(0,k)).

Propriétes
On vérifie successivement :
* Deux lettres différentes sont indépendantes (évident).
» Tout mot est incompressible, car il n'a pas deux lettres identiques.
* Le programme le plus court transformant fau en tbu' est "dépiler(l T I); empiler(bu")", qui est de
complexité | bu' | (& un log prés).
+ On peut associer a tout ensemble fini de mots une décomposition booléenne unique,
conformément aux résultats généraux. C'est a dire que l'on partitionne un ensemble de mots
par cléture ensembliste.
Exemple : On part de m = uavaw; m'= uavbw' et m"= ubv". On voudrait décomposer :
{m, m’, m"} comme suit : m=(u, av, aw); m'=(u, av, bw'); m"=(u, bv"), avec :
u=mnNm'Nm"; av=mNm'—-m"; aw=m-m’, etc....
Ceci revient a écrire l'arbre partageant les préfixes et & considérer comme décomposition les
facteurs entre les noeuds.

Le programme transformant au en bu est court, car a est identifié a (a, A), qui est de
complexité indépendante de u. Pour palier ce fait, on suppose gue tous les mots sont précédés
d'un méme nombre de symboles de fond de pile, assez grand (par exemple le sup des
longueurs des mots considérés). Les fonctions de défaut sont données uniformément, et pour
tout ensembile fini considéré, on peut se fixer un fond de pile "assez grand".

On a un exemple ol tout ensemble fini d'objets (les mots) s'organise de fagon unique (a des

transformations simples prés) en une "base de connaissances" oul chaque élément peut étre
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considéré comme atomique. lci, on peut donner des noms symboliques aux facteurs entre les

noeuds et les manipuler comme des symboles.

aababa

aab aba

ab

Remarque sur l'implémentation

Le formalisme adopté ci—dessus est lourd et non opératoire, mais son utilité est d'établir des
propriétés, pas d'étre implémenté tel quel. On obtient comme résultat qu'en considérant le
ruban d'entrée comme une pile que I'on décompose et compose en fragments, on a une
manipulation booléenne des mots en posant uav — ubv' = av, l'intersection étant alors u.

L'implémentation directe de ces propriétés suffit.

Exemple 2. : Le filtrage et ['unification dans les arbres.

Se traite comme le cas des mots. Un développement soigneux resterait a faire.

Exemple 3. : Les ensembles

On écrit la fonction de défaut sous la forme A log(k) + B.

Dans ce qui suit, on considére un langage qui manipule formellement les éléments et les
parties finies d'un ensemble, fini ou infini. Plus précisément, tout élément a un nom, et toute
partie finie est donnée en extension (la complexité d'un sous ensemble a n éléments est donc
au moins n). Les noms sont formels et deux éléments donc indépendants. D'autre part, on
considérera pour tout ensemble des sous-ensembles de parties qui s'énumeérent par un
procédé simple, ce qui permet d'extraire une partie par un programme dont la longueur est de
{'ordre du log du nombre des parties a énumérer.

Le cas fini. Nous allons voir gu'on retrouve artificiellement la situation classique de V'algébre
de BOOLE des éléments d'un ensemble. L'aspect artificiel provient de la nécessité de
considérer une constante A fonction exponentielle de la cardinalité de I'ensembie.

Considérons un ensemble de n éléments. Le seul probléme qui se pose est de faire
coincider la notion usuelle de partie avec celle gue nous avons définie. Ceci implique de
pouvoir extraire - donc hommer - les parties d'un ensemble par un programme court.
Supposons pour simplifier que k est la complexité commune de tous les éléments; comme un
sous ensemble de p éléments a 2P parties, ceci impose que A soit exponentiel en tout p, donc

enn.
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Restrictions finies d'un ensembile infini. La donnée de la fonction de défaut fixe un n tel que
toute partie finie puisse étre considérée comme dans 'exemple précédent.
On pourrait ainsi dire que tout langage est finement booléen, en ce sens que toute

restriction de cardinalité suffisamment petite peut étre manipulée booléennement.

Dans cette approche, on a considéré toute la combinatoire d'ensembles réduits de maniére
drastique, puisque la cardinalité est en logA. L'approche suivante est plus riche, elle considére
une partie de la combinatoire de tout I'ensemble.

Parties a nombre borné d'éléments. Des instructions de longueur de l'ordre de Alogn
suffisent a extraire toute partie de moins de A éléments d'un ensemble a n éléments, puisque le
nombre de ces parties est de l'ordre de nA | et que la complexité d'un ensemble a n éléments
est au moins n ( car comme le langage L considére les éléments comme indépendants, tout
sous-ensemble est donné en extension).

Ainsi, on peut toujours manipuler booléennement un ensembile infini d'ensembles ayants
un nombre bomé d'éléments, ce qui revient a considérer un nombre quelconque d'objets ayant
entre eux des liens simples.

On peut trouver une situation analogue dans le cas non restreint de KOLMOGOROV, en
considérant un ensemble de séquences ayant entre elles des liens simples. Nous détaillons cet
aspect ci-dessous. Il est analogue au cas précédent.

Combinaisons de séquences incompressibles.
Soit un ensemble E de n séquences de longueur n, tel que deux parties disjointes de E soient
indépendantes (pour établir {'existence, couper en n facteurs une séquence incompressible de
longueur n2 et prendre A>2). On considére I'ensemble F des concaténées (dans l'ordre
lexicographique) de moins de A séquences de E. On se retrouve dans le cas précédent, dans
le cadre non restreint de la complexité de KOLMOGOROV, mais en restreignant la base
d'objets.

On illustre ici que des ensembles non bornés d'objets peuvent étre traités dans le cadre

général de fagon booléenne, si les relations qu'ils ont entre eux sont particuliéres.

Remarque sur le lien booléen ensembliste.

L'idée de I'axiomatique des langages booléens que nous définissons est de manipuler chaque
objet non pas comme un programme, mais comme une information, et de décomposer cette
information en sous informations comme on décompose un ensemble en sous ensembles. On
construit ainsi les relations entre objets comme on comparait des parties d'un ensemble donné,
chaque élément étant "atomique", sans lien avec les autres. Mais il y a une différence
importante avec l'axiomatique ensembiliste, qui a trait a I'acception réduite que nous donnons a

la notion de partie. nous avons d'ailleurs hésité a conserver ce mot, hésitant a introduire le
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néologisme "portion" ou "morceau"”. Le nombre des parties d'un ensemble est classiqguement

exponentiel en la cardinalité de I'ensembile, alors qu'il est pour nous polynomial. Le point de
départ est qu'une partie d'un objet doit, pour nous, étre extraite par un programme simple
(court) de l'objet; la borne logarithmique de la longueur de ces programmes, gue hous hous
imposons par cohérence avec les résultats généraux de la théorie de la complexité, borne
polynomialement I'ensemble des parties d'un objet.

Cette approche, qui peut paraitre choquante, nous semble défendable. Dans la pratique,
on ne considére jamais les 2" parties d'un ensemble a n élément dans un contexte de

représentation et de classification de connaissances.
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Partie 1 - Chapitre 4.

Prétraitement numérique et
compression. Représentations
exactes et approchées.

ou I'on introduit la notion de langage de description approximative

Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion de langage de description approximative.
Nous avons comme arriére pensée d'introduire de tels langages qui soient booléens. Ce
dernier point fera l'objet du paragraphe suivant. Nous ne nous préoccupons pas ici de cette

propriété.

1. Généralités

Une donnée subit un premier traitement de bas niveau (niveau physique, traitement du signal),
qui l'approxime par une donnée plus simple (un réseau neuronal peut étre vu comme un
algorithme qui approxime un objet par un attracteur, qui est un objet de complexité localement
minimal). Cette approximation doit conserver les propriétés sémantiques des objets. On
concrétise ici cette proximité sémantique par l'introduction d'une distance sémantique.

Ces probiémes sont largement étudiés en traitement du signal. Nous les esquissons en

partie dans notre cadre, en privilégiant le langage de description des approximations.

Nous concrétisons dans ce qui suit plusieurs situations.

La plus simple et la plus courante est celle ol on approxime un objet par un objet plus
simple, décrit dans un langage qui permetira son traitement au niveau sémantique, sans
s'imposer aucune sorte d'unicité ou d'optimalité de I'approximant.
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Nous donnons ensuite des conditions traduisant diverses notions de minimalité et

d'unicité pour les approximations.

Représentation par approximation dans un langage L

1. Définitions:
Soient:
* un ensemble S des éléments que I'on veut représenter, muni d'une distance sémantique d.

* un Jangage restreint L {on omettra l'indice L dans la suite) de représentation des
approximants, muni de la distance E computationnelle de ZUREK (restreinte a L).

(S.d) sera l'espace (sémantique) représenté par L. (S,d) sera r - Représentable par
Approximation dans L (rRAP-L, ou plus simplement rRAP) si pour tout s, il existe §
représentable dans L (i.e. décrit par un programme de L), tel que d(s,s') < 1.

On dira que la représentation est effective (rERAP-L) si on dispose d'un aigorithme qui,
pour tout s, associe un tel s'. Notons que dans ce cas, s' est forcément plus simple (au sens

absolu) que s, a la longueur du programme d'approximation prés.

Exemple
Sémantique du calcul: Si on prend pour sémantique les calculs eux—mémes, c'est a dire si on
prend pour d {a distance de ZUREK non restreinte, alors on a la propriété RAP pour tout r. En

un mot, dans ce cas dégénéré, la propriété est triviale.

2. Continuité, minimalité et effectivité de la représentation

On appelle module de continuité d'une r - représentation une fonction I'(r, d, k) telle que, pour
tout r' =, toute r' - représentation s' de s, t' de t, on a E(s't') = T'(', d(s,1), K(s'.1')). (K est
relative a L.. Si on ne s'intéresse qu'a r=r', on notera I'(d(s,1), K(s't)).

I' existe toujours. {l suffit de prendre I['(r', d(s,1), K(s',t")) = K(s',t'). On aura donc toujours
I{r, d(s,t), K(s',1))=K(s',t'). Mais plus T sera petite, plus deux objets sémantiquement proches
seront proches au sens de ZUREK dans L.

Uner - représentation s' de s sera minimale si, pour toute r - représentation s" de s,
K(s') < K(s") + O(rlog K(s")). (On notera aussi r - minimal).

Une telle représentation existe évidemment. Nous étendons ici la notion de minimalité,
qui s'entend a un log prés. Quand on considére des représentations minimales, on peut
considérer le module de continuité pour représentation optimale. De méme, si on prend une

représentation effective, on considére le module de continuiié pour représentation effective.
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Exemple

Sémantique du calcul: (suite).

L'identité fournit une représentation pour la quelle on peut prendre T'(r', d(s,1), K(s',t")) = d(s,1).
Les représentations minimales sont non effectives. Les segments sont des minima. Ceci
repose sur le fait que joindre deux points par un segment est de complexité négligeable. Le
segment AB a donc la méme complexité que le couple (A,B), dont la complexité minore toute

figure ayant des "points extrémes" A' et B' proches de A et B.

A £ 5
AI

2. Etude de cas: dessins au trait sur une rétine

On suppose la rétine potentiellement infinie. On peut se contenter d'une conception intuitive du
dessin au trait. Nous renvoyons a l'annexe 1 de cette partie pour plus de précisions.

On prend pour d la distance de HAUSDORFF entre les ensembles, associée a la distance
Euclidienne entre les points (sauf indication contraire).

Ce choix signifie que I'on considére comme sémantiquement proches les figures visuellement
proches.

Nous allons passer en revue les propriétés pour divers langages de représentation.

1. Deux exemples de langages de représentation

1. Le cas non restreint:

On prend pour L tous les programmes possibles. La propriété RAP est trivialement vérifiée :
pour tout r, tout figure s'approxime par elle méme. La représentation minimaie n'est pas
effective. On se trouve avec un module de continuité de 'ordre de grandeur le plus élevé
possible, c'est a dire dans un cas ol des figures trés proches ont des approximants minimaux
trés éloignés. Plus précisément, il existe a >0 tel que I'(r', d(s,t), K(s',t")) > aK(s',t'), comme le

montre I'exemple suivant (cette inégalité est a rapprocher de l'inégalité T'(r', d(s.t),

K(s'1'))=K(s't"), toujours vérifie).
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(les figures V et W sont présentées séparément mais V est incluse dans W sur la rétine).

VO V2 V3 Vp-1 Vp
l . .
A0 A1 A2 A3 An-2 An-1 An

Figure V: le segment AQAn a la longueur 4nr. Les Ai sont espacés de 4r. Pour chaque i, Vi
est & distance 2r de Ai. Pour tout i, on "tire a pile ou face " si Vi figure ou non {la suite des
occurrences est donc incompressible).

WO W2 W3 Wp-1 Wp

AQ A1 A2 A3 An-2 An-1 An

Figure W: elle est déduite de V en rallongeant les segments AiVi. Wi est a distance 3r de Ai.

Soit B le milieu de AOVO et C le milieu de AnVp. Parmi les figures a distance au plus r de V, BC
est de complexité minimale. La complexité de BC est de l'ordre de logn, alors que celle de V et
celle de W sont de l'ordre de p, c'est & dire de n/8r (on prend r petit par rapport & n). Etant
donnée la distance des Wi au segment AOAN, il est facile de vérifier que toute figure a distance
au plus r de W "conserve l'information sur la répartition aléatoire des Wi", et a donc une
complexité au moins de l'ordre de n/8r. En résumé, on a d(V,W) =r, V et W ont une complexité
en n, BC fournit un r approximant r - minimal V' de V, de complexité en logn, alors que tout

approximant r - minimal de W a une complexité de I'ordre de n. D'oul le résultat.

2. Approximation par segments

Nous nous intéressons ici a l'approximation de dessins au trait par des segments, ce qui
correspond a une pratique courante. La notion de distance considérée est toujours celle de
HAUSDORFF.

Précisons le langage L de représentation choisi. Les instructions spécifiqgues sont

A= Point(x,y): repére le point A de coordonnées X, y.

Translation(A, x,y): translate le point A de (x,y).

Segment(A,B): trace le segment.

La complexité des instructions est la longueur qu'il faut usuellement pour les écrire, sans
compression sur la représentation des nombres. C'est A dire que la complexité de Point et
Translation est en logx + logy. Une figure représentable est donc faite de points et de

segments.
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Tout dessin de la rétine est représentable, méme exactement, au besoin point par point;
on a donc pour tout r la propriété rRAP. Pour tout 1, la recherche d'un approximant minimal est
effective, car tous les programmes de L s'arrétent. Par contre, méme dans des cas simples de
dessins au trait, elle est complexe en temps. On montre par exemple en annexe que ia
détermination du nombre minimum de segments est NP-compléte. Dans la pratique, on
considére des heuristiques d'approximation par segment (voir chapitre 6.3 de la thése).
Quelque soit le procédé choisi, le probléme de la continuité est pratiquement trés important: il
s'agit d'avoir des représentations proches au sens du calcul dans L d'objets proches dans le
point de vue adopté. On peut considérer le probléme de l'unicité de représentation comme un
cas limite de la continuité, ot le module de continuité est trés petit. Il est de méme important de
disposer d'une forme canonique.

La figure ci dessous illustre la situation idéale: un dessin admet une approximation minimale

qui est unique (a de petits déplacements prés des exirémités).

filtre

figure originale ou bruitée approximation par segments
la plus simple

Malheureusement, cette situation est exceptionnelle, ce qui est empiriquement prévisible: on

touche au probiéme de la robustesse de représentation de connaissances.
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L'exemple des signatures illustre la difficulté: une méme signature a plusieurs
approximations minimales qui ne se déduisent pas l'une de l'autre par de petits déplacements
des extrémités, deux variantes de signatures s'approximent par des lignes brisées trés
différentes. Plus simplement, la muitiplicité des "quadratures du cercle" est une autre

illustration.

En restreighant suffisamment 'espace des objets considérés, on peut se retrouver dans la
situation idéale de la maison. Prenons I'exemple trés simple de la famille des triangles et des
quadrilatéres. Chaque triangle, méme si il est déformé (tremblement, parasites) a r prés, sera
approximé par trois segments et aura la complexité de son triplet de sommets. Si on déforme
un peu le triangle, les sommets sont translatés par des transformations courtes, donc les
représentations dans L sont proches en termes de calcul. il en est de méme pour les
quadrilatéres. Quand un quadrilatere dégéneére en triangle, les deux sommets proches
deviennent proches par le calcul, et la continuité est conservée.

On peut prendre des restrictions moins drastiques. On peut considérer toutes les
figures obtenues par perturbation ( a r prés) d'ensembles de segments, en s'imposant des
contraintes géométriques sur les croisements, les angles et les bifurcations, afin d'éviter le
genre de situation renconiré par exemple dans la construction de l'annexe. Il suffit que les
angles soient "assez droits" ou ies segments "assez longs". Nous ne détaillons pas ici I'étude
géométrique, qui permet de bien résoudre des cas "simples” mais par exemple pas le probiéme
de la comparaison de signatures.
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2. Niveaux d'organisation d'un dessin au trait.

Nous esquissons ici a partir d'exemples ce qui peut aider dans un dessin au trait a fixer le "bon
niveau d'analyse", un peu comme on régle la distance focale d'une caméra.

Pour tout procédé de représentation approximative dans un langage L, on peut associer
a chaque figure une fonction qui, a toute distance d associe la complexité minimate d'un
approximant de la figure a d prés (ou de I'approximant a d prés défini par I'heuristique). Les
niveaux d'organisation du dessin sont les d pour lesquels la complexité s'effondre.

Cette approche procéde un peu de la méme idée que celle de CHAITIN, qui a proposé
une autre notion de niveau d'organisation d'objets de dimensions 2 (ou 3). CHAITIN procede
comme suit: pour tout quadrillage de la rétine (carrée) par des nXn carrés, il définit la
complexité Kn d'un objet comme la somme des complexités des portions d'objets dans chaque
carré. Kn croit avec n. Par exemple, si un objet est constitué de la répliqgue dans chaque cadran
d'un objet élémentaire, K2 = 4K1. On voit que notre notion et celle de CHAITIN sont

incomparabies. Pour du dessin au trait, la définition de CHAITIN fait tendre Kn vers la longueur

Ax

totale du trait, quand n croit.

logl
O
segment horizontal de longueur |
centré en l'origine d
K=logl >
172
segment exact
AK
I
0
segment horizontal de longueur |
centré en l'origine log! L d
K= 1 -
r 172

segment "aléatoire" d'épaisseur 2r

Un segment exact n'a pas de niveau d'organisation particulier. Sa forme est invariante par
approximation. Un segment perturbé dans une amplitude r a ce seuil r comme niveau

d'organisation.

Prétraitement numérique et compression. Représentations exactes et approchées. page: 7



Prétraitement numérique et compression. Représentations exactes et approchées.

A

r R
Maison de diamétre R, bruitée sur une épaisseur r.

Comme pour le segment, c'est ici I'amplitude du bruit qui détermine le niveau d'organisation.

A K

—

Un vélo n'a pas une échelle de structure marquée.

un segment présentant deux niveaux de perturbations.
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Partie 1 - Chapitre 5.
Complexité et traitement
numeérique - symbolique.

Une premiere approche.

ou I'on illustre d'exemples et précise des qualités souhaitables.

1. Généralités

La figure suivante, illustre, dans le cas du dessin au trait, une idée - simple ou simpliste - que
'on peut se faire d'un traitement numérique - symbolique. Nous nous plagons dans le cas

simple, séquentiel, ol il n'y a pas de rétroaction entre les deux étapes.

{ )

' représentation
figure D canonique des

connaissances
\ ~LSur
dans

raisonnement
g _ ) /

1 . ) figure =
point de vue " triangle" sur "rectangle" et
sur l'objet.

"rectangle étroit" au bas de

"rectangle” \U/

figure = "maison"

Image —ﬁt " " Image (compressée) ~ ———————=> reconnaissance,
ou objet ;a,’ e”?e”t.' représentée dans | traitement décision,
el ou oo a0l un langage L symbolique et action
"continu" numerique logique”
ou "associatif" de haut niveau
de bas niveau

Nous précisons la figure dans le cadre de notre approche par la complexité, ce qui illustrera les
points essentiels de notre démarche. Rappelons les prémisses de notre travail, afin de préciser

ce que nous entendons par "numérique", "symbolique", "logique".
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1. Traitement numérique, traitement symbolique et booléen.

On s'accorde a donner un sens qui semble clair a la dichotomie numérique - symbolique.
Le numérique traite du continu, manipule des nombres, le symbolique traite de symboles,
manipule des piles. Ou encore, on associe traitement de bas niveau et numérique, traitement
de haut niveau et symbolique. Comme le remarquait Jean-Paul DELAHAYE, on a envie de dire
gue le numeérique est ce qui se fait en Fortran et le symbolique en langage a objets. Quand on
associe un module neuronal de pré traitement d'images a un module a base de régles, on parle
de systéme hybride, on qualifie le premier traitement de numérique et le second de symbolique.

On sent bien derriere ces approches que la frontiére est plus floue qu'il n'y parait. En
effet, on peut dire aussi - et on le dit - que tout calcul par ordinateur est symbolique, en ce sens
qu'il se raméne a des manipulations de symboles (ultimement des bits d'information). Mais on
peut aussi dire que tout est numérique, puisqu'on traite des 0 et des 1. Reprenons I'exemple
d'images. Supposons que I'on ait des photographies a classer entre portrait, paysage, puis plus
finement portrait dhomme, femme ou enfant, paysage champétre ou citadin, puis plus finement
encore selon les époques etc. On va d'abord digitaliser les images, opération numérique (on
passe du "réel", du "continu" au discret). On finit par des catégorisations symboliques, quand il
s'agit de reconnaitre ce que représente une photo. Entre les deux, les choses sont moins
claires: attribuer un sexe a une silhouette humaine peut se faire tantdét au niveau traitement
numérique ou neuronal, tantét au niveau symbolique (reconnaissance de traits caractéristiques
ou d'accessoires vestimentaires).

Aprés tout, une claire catégorisation numérique - symbolique n'est pas un impératif, son
absence n'empéche pas de "faire". Nous ne prétendons d'ailleurs nullement résoudre ce
probléme. Nous éclairons seulement une partie du probléme sous I'angle de la complexité de
KOLMOGOROV, et proposons une approche qui peut aider & comprendre en quel sens, dans
quels domaines, il est Iégitime de faire des raisonnements booléens sur des objets, et quelles
sont les limitations de ces domaines.

La complexité de KOLMOGOROV contribue a fonder le traitement algorithmique de
l'information dans toute sa généralité, et des mathématiciens, des physiciens, y travailient.
Nous avons vu qu'on ne peut pas espérer dans ce cadre général parler de l'information
commune a deux objets, de l'information propre a chacun.

Nous adoptons ici le point de vue de l'informaticien qui n'a gu'un domaine restreint &
étudier et classifier. On retrouve les problémes classiques de représentation de connaissances:
quel vocabulaire de description pertinent prendre, quelles classes définir, etc.... Tant qu'on
reste dans des problémes jouets, il y a des solutions triviales. Les vraies difficultés viennent
avec les ... "vrais problémes", c'est a dire les problémes de grande taille (en biologie, en
génétique, en chimie par exemple). Et c'est alors qu'il est important de savoir dans quelle

mesure tel type de représentation ou de raisonnement est valide. Est - il biaisé lors de la saisie
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de l'information (parasites dans le traitement de bas niveau, erreur de saisie) ou lors de la
classification (problémes de catégorisation, erreurs de raisonnement)?

Dans notre approche, nous introduisons la notion de langage de description "certifié"
booléen. Ceci force a bien expliciter ce que I'on fait lors de la définition de ce langage.
Déterminer un langage booléen, c'est choisir et restreindre son point de vue. Moyennant quoi le
langage fournit une description intermédiaire précieuse du probléme : & tout objet "réel" noté o,
le traitement numérique associe une représentation R(o) dans le langage L. La représentation
R(o) est alors traitée en termes de calcul de prédicats. Toutes les manipulation, inductions,
déductions a partir de R(0) sont alors certifiées exactes par rapport au modéle. La conclusion
ne peut étre entachée d'aucun biais provenant par exemple d'une corrélation cachée entre
deux propriétés manipulées comme indépendantes. Ainsi, tout probléme d'explication se pose
clairement: les probiémes liés au passage non booléen de o a R(o) sont clairement identifiables

par rapport aux problémes liés aux manipulations.

2. Exemple

Nous illustrons cette démarche sur un exemple jouet, trivial comme il se doit. Mais notre
approche est générale et permet une puissance d'abstraction pour L que I'on ne peut atteindre
sans fil conducteur théorique. L'illustration de cette affirmation se fera dans la seconde partie

du chapitre, consacrée au dessin au trait.

On considére un ensemble de silhouettes de véhicules. Notre but est de les classer en 3

catégories : BErline, MOnospace, UTilitaire. On se donne les régles:

+dedroues =>UTilitaire

FaceGauche-Rectiligne et FaceDroite-Rectiligne et non +dedroues =
Monospace
En abrégé, on écrira

+de4d = UT et FGR A FDR A —+ded4 = MO

Ce systéme est cohérent ; on peut le compléter par
-+ded4 A(-FGR v -FDR)=> BE

Traitement numérique.

Nous décomposons ici ce traitement en 3 étapes. Selon les points de vue, on pourrait essayer
de prendre l'une ou l'autre des descriptions intermédiaires comme fangage booléen. Nous
disons "essayer", car l'art devient ici de trouver un langage de description qui soit pertinent vis
a vis du probléme, et qui satisfasse I'axiomatique. Nous reviendrons sur ce point, que nous

appellerons "qualités” du langage L.
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On suppose que I'on dispose de 7 silhouettes de véhicules.

éOCOm & CCSEFCb

U3 D4 _j
(6/—’—0\ &Q O‘>

e

,___O ‘O’)

La premiére étape consiste a approximer la carrosserie par une ligne brisée simple. (it se pose
ici des probléemes d'approximation, discutés dans le chapitre précédent.)

N
O LoO—0O—

R —

3600 oo
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La deuxieme étape analyse le nombre de roues et ne retient que les "face gauche" et "face
droite”". (Cette opération n'est pas sans poser de probléme, que nous ne détaillerons pas ici ;
c'est le genre de probléme que pose la définition d'un langage de description).

S
)

I_/ 4
l '
La derniére étape associe enfin & chaque véhicule Vi sa représentation R{Vi) dans un langage
L qui est simplement celui des triplets de booléens (FGR(Vi), FDR(Vi), +ded4(vi)). On

obtient trivialement pour L une structure booléenne en identifiant les prédicats a des

ensembles.
Traitement booléen

On obtient R(V1) ={ FGR,FDR}, que nous noterons encore R(V1)= (1,0,1);
deméme R(V2)=(0,0,0); R(V3)=(0,0,0); R(V4)=(1,11);
R(V5) =(1,0,1); R(V6)=(0,1,1); R(V7)=(1,0,1).

D'ou finalement uT = {V4, V6} MO ={V1, V5, V7} BE ={V2, V3}

Si on confronte dans I'exemple les résultats de la reconnaissance aux silhouettes données,
deux cas sont sujets a caution : V1 et V5. |l faut d'abord remarquer que les silhouettes ne sont
pas les véhicuies, et que dans les deux cas la restriction aux silhouettes est source
d'ambiguité. Mais le niveau ou le probléme se pose différe d'un cas a l'autre. Pour V1, le
probléme se pose dés la premiére étape du traitement numérique, lors de I'approximation de la
face gauche. La question qui se pose est de savoir dans quelle mesure le profil V1 a été
perturbé. Dans le cas de V5, il n'y a pas de faille dans le traitement. Lors de la définition du

langage, donc de l'expertise, on a oublié le cas des remorques.

Complexité et traitement numérique - symbolique. Une premiere approche. page: 5



Complexité et traitement numérique - symbolique. Une premiére approche.

3. Qualités d'un langage de représentation booléenne relativement a
un espace sémantique (E,d)

La qualité d'un langage de représentation qui nous intéresse tout particulierement est
évidemment d'étre booléen. Cette contrainte implique des choix, et 'adéquation d'un langage
booléen a un probléme dépend de l'expertise. Si hous ne pouvons metire en forme cette

adéquation, d'autres qualités importantes peuvent étre mises en lumiére:

- La précision.

Dans ies définitions des langages de représentation, plus r est petit, plus on peut
représenter dans le langage un objet proche de I'objet réel au sens de d, c'est a dire du point

de vue sémantique qui définit le probléme. Si r=0, on a une représentation exacte.

-La (capacité d') analogie

Nous avons vu que plus le module de continuité est petit, plus des objets
sémantiquement proches ont des représentants proches au sens de ZUREK dans L. Quand L
est booléen, la distance de ZUREK entre deux représentations s' et t' est donnée par la
complexité de la différence symétrique s' At

I(r, d(st), K(s',1)) = K(s' At) =K(s't) - K(s'Nt)

La fonction A (r', d(s,t), K(s',t")) = K(s'N t') sera appelée (capacité d') analogie de L.

Si, pour s'2t', K(s'Nt') = 0, la capacité d'analogie est nulle.

-La (capacité de ) différentiation

Si on a toujours K(s',1')) = K(s'N t'), la capacité d'analogie est maximale, mais le cas est
complétement fallacieux: il signifie que tous les objets ont la méme représentation, donc qu'ils
sont tous identifiés. Ce cas n'est pas exclu par nos définitions, antérieures, mais il correspond a
une (capacité de) différentiation de L nulle. Aussi appelierons nous (capacité de) différentiation
la fonction D(s',t') = K(s' A t"). On a évidemment

D(s't) + A(s't) = K(s'.).

On recherchera un langage L réalisant un bon compromis entre les deux.

-L'épaisseur

En linguistique, du point de vue des grammaires transformationnelles, on parle de
structure supetficielle et de structure profonde. Nous préférons ici le terme épaisseur, afin
d'éviter la confusion avec la profondeur de BENNET en complexité. L'épaisseur prendra, de
plus, un sens trés concret dans le cas du dessin au trait.

D'une fagon générale, Le langage L est défini comme un langage de programmation,
c'est a dire a partir d'un ensemble fini d'instructions, qui peuvent toujours étre les régles d'une

machine de TURING, ou étre définies a un plus haut niveau, comme nous le faisons dans nos
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exemples. En ce sens, il existe un plus petit sous langage L' de L, dans lequel le domaine
sémantique est représenté. L' sera appelé le langage superficiel, celui qui suffit a décrire les
objets de départ.

Se placer dans le cas booléen est supposer que L est booléen, mais L' n'‘est pas
nécessairement booléen. On pourrait appeler épaisseur de L le nombre de régles ajoutées a L'
pour obtenir L. Si L=L, le langage est donc sans épaisseur.

Cette notion d'épaisseur désigne I'enrichissement du probléme de départ qu'on est
amené a introduire pour réaliser un traitement booléen. En pratique, on pourrait dire qu'on
essaie d'abord de trouver un langage de représentation L', & partir de propriétés apparentes de
'univers sémantique, puis qu'on enrichit le langage de nouveaux concepts qui permettent un
traitement booléen.

Nous illustrons ces qualités dans le cas du dessin au trait.

2. Le dessin au trait

Nous allons essayer de déterminer un langage booléen qui permette de parler d'information
commune & deux dessins au trait, de différence symétrique... tout en ayant un bon compromis
entre capacité de différenciation et d'analogie. Nous allons voir que ceci nous améne a "donner
de I'épaisseur" au langage.

1. L'étape numérique : approximation par segments.

Dans la suite, nous supposons fixée une heuristique d'approximation par segment, dont nous
supposons seulement qu'elle approxime par un petit nombre de segments (mais pas forcément
e minimum). On sait qu'il existe des algorithmes trés rapides pour ¢ela. Nous y associerons un
langage de représentation qui jouera le réle du langage superiiciel L', et que nous épaissirons

au besoin pour en faire un langage booléen "de qualité".

On peut se demander quel est I'intérét de cette phase numérique. Pourquoi approximer? et de
combien?

Certains arguments de réponse sont évidentes:

- La compression: l'expression obtenue est une compression de l'image d'origine, qui en
change peu le sens, puisque I'espace sémantique est muni de ia distance de HAUSDORFF.

- Le rayon d'approximation correspond au niveau (ou a un niveau) d'organisation vu plus
haut.

Il importe de souligner un troisieme argument, propre a notre problématique :

- Le fait de compresser, de représenter un objet par "un petit nombre" de segments,
permettra de faire des manipulations booléennes sur un petit nombre de segments, donc
d'accumuler moins de défauts en log, ou - ce qui est une autre fagon de dire la méme chose -

de considérer des bases de connaissances booléennes d'ensembles plus nombreux d'objets.
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Complexité et traitement numérique - symboligue. Une premiére approche.

2. Un langage booléen sans capacité d'analogie

La représentation par pixels
On prend le langage L' défini par les instructions

A = point(x,y) de complexité c+ logx+ogy

Segment (A, B) de complexité constante c. (Cette instruction ne s'applique qu'a des
identificateurs).

L' suffit & représenter tout objet par des segments. Il semble "naturel”. L' ainsi défini est
un langage booléen ; le caractére booléen s'identifie avec les opérations ensemblistes sur les
pixels (lI'intersection au sens du langage de description est l'intersection des pixels, etc.). La
complexité d'un approximant est (aux constantes prés), ia somme des complexités des points
qui interviennent (comme points ou extrémités de segments). Mais deux points distincts sont
considérés comme indépendants, ce qui fait que la capacité d'analogie est nulle : on a K(s'nt)

= 0 pour deux figures disjointes distantes de 1.

3. Un langage booléen sans capacité de différentiation

La représentation unaire

Px,y qui désigne le point (x,y). On pose K(Py y) = C+x+y

T((xy), (p,q)) est la translation qui associe au point Pxy de coordonnées (x.y), le point

Px+p,y+q - Onpose K(T((x.y), (p.q))) = c+p+q+logx + logy

Les complexités posées signifient que tout se passe comme si on écrivait les
coordonnées d'un point en unaire. Pour les translations, les coordonnées du point de départ
sont |a écrites en binaire classique, mais le vecteur translation est en unaire.

T((0,0),(x,y)) s'identifie donc a Pxy et T((x,y), (p.9)) 2 T(Px)y , Px+p,y+q)
On considére aussi la composition de translations

I(T(Pxy » Px+p,y+q). T(Px+p,y+q. Px+p+ry+a+s)) = T(Pxy. Px+p+ry+q+s)
et, afin de satisfaire a la cohérence de l'information relative, les décompositions de translation :
Jr.s(T(Pxy, Px+p+r,y+a+s ) ={T(Pxy . Px+p,y+q ) T(Px+p,y+q: Px+p+r.y+q+s )}

les indices r et s seront écrits en binaire, ce qui permettra de négliger la complexité de la

décomposition relativement a la translation ou elle s'applique.

Il est facile de vérifier que I'on a un langage booléen. L'idée est d'utiliser le fait que les
notations binaires sont d'une complexité compatible avec la fonction de défaut, donc

négligeables, par rapport aux notations unaires.
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La figure suivante illustre la décomposition d'un ensemble de deux points P et P'en (P N P', P-

P', P'-P). Nous écrivons en unaire avec des batons | .

\ s

3 = Y ['d
| LdERT 2
> -
P=Puimmmmmneume,  P=Puimmomnnr - Q=Pugmne, — Q=Pummnaii i
POP'=P 1,1 QNQ=Q
P-P' = T((3,6), (HUIINIIIL)) Q-Q"=T((3.6).(,)) (négligeable)
P'-P = T((3,6), (1Y) Q-Q = T((3,6), (NI Y

On remarque que les opérations ensemblistes dans L n'ont pas d'interprétation aliant de soi en
termes de pixels.

La représentation par pixel était trop discriminante, en ce sens gue deux figures frés proches
au sens de d peuvent avoir une partie commune vide. A l'inverse, la représentation unaire n'est
pas assez discriminante, car nous allons voir que des figures trés différentes peuvent étre

confondues au sens de E.

En effet, posons Py y < Py y' ssix<x' et y<y'. Les décompositions permettent d'identifier
un point P a toute paire {P,Q} avec Q<P. En itérant le procédé, un point P majorant une figure F
se confond & FNP (avec la restriction habituelie que la somme des complexités des petites

transformations reste négligeable, donc qu'on en fasse pas un trop grand nombre).
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Complexité et traitement numérigue - symbolique. Une premiére approche.

Deux figures confondues dans la représentation unaire.

! ‘

’ iiiii i ’

On voit qu'on obtient une trés mauvaise différentiation: on a des objets a distance

arbitrairement grande qui sont confondus.

4. Un compromis entre capacités d'analogie et de différenciation :
représentation pyramidale.

Nous esquissons ici ce que pourrait étre un langage de représentation booléen qui
réalise un bon compromis entre analogie et différentiation.

L'idée est la suivante : on considére une rétine ayant une certaine épaisseur faite de
plusieurs couches de pixels. Le dessin est représenté par un sous ensemble de pixels de la
couche supertficielle, que I'on peut appeler surface de la rétine. Pour une rétine classique, il n'y
a que cette couche. Le langage supeftficiel L' décrit les dessins de cette couche. Mais & chaque
pixel on va associer aussi un ensemble de pixels des couches profondes, qui sera décrit par un
"épaississement” du langage L' en le langage L. Le langage L sera basé sur la manipulation de
ces ensembles pixels comme des ensembles usuels, ce qui fondera le caractere booléen du
langage. On travaille maintenant en dimension trois et on peut associer un volume a chaque
pixel, et prendre ce volume comme unité. En premiére approximation (i.e. en faisant l'impasse
sur les problémes de noms de pixels), 1a complexité sera mesurée par le volume. L'ensemble
des pixels de toutes couches que I'on convient d'associer a un pixel M de la couche
superficielle aura une forme pius ou moins pyramidale, pour des raisons que nous donnerons
ensuite. Appelons Pyramide (M) cet ensemble. On associe a toute figure F superficielle
I'ensemble Pyramide (F) fait de la réunion des pyramides de ses points. La complexité de la
différence symétrique de deux figures, qui les différencie, sera ainsi le volume de la différence
symétrique des deux pyramides. La complexité de l'intersection, qui mesure l'analogie, serale
volume de l'intersection. Le fait de prendre des formes pyramidales fixe un compromis entre
différentiation et analogie. I/ importe de remarquer que l'information commune ou propre se

Iraite dans un langage épaissi par rapport au langage superficiel. Par exemple, pour deux
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dessins proches au sens de HAUSDORFF mais disjoints, le volume commun, c'est a dire

linformation commune, est important mais n'est fait que de pixels "cachés”.

On peut considérer chaque pixel comme un cube unité. Ces cubes pavent I'épaisseur de la
rétine. On peut considérer la surface de la rétine comme pavée de triangles ou de carrés, selon
que l'on coupe selon des faces ou selon des plans "diagonaux". Les figures qui suivent
illustrent l'idée pour une rétine de dimension 1. En prenant un pavage suffisamment fin (et un

nombre de couches assez grand) on peut supposer qu'on passe au continu.

un pixel

Surface de la retine niveau des carreés

_ NN -

Fond de la rétine

un pigel ,
) niveau des carres
Surface de la retine

RAAX XK XXX XXX XX N L XN N XK
XXX RHAALXNXRRXEXAXRLRANLN KK
NAAHXNLAR R URRXEXXRXNLXAN KK

Fond de la retine

un pixel

Surface de Ia retine

Fond de la rétine
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Complexité et traitement numérique - symbolique. Une premiére approche.
La figure qui suit montre un pixel, vu de la surface d'une rétine de dimension deux, dans le cas

d'un pavage triangulaire.

niveau des cubes

NN -

On voit en perspective les volumes pyramides associées a un point et un segment. Dans ce

cas, les deux figure s, éloignées, n'ont pas d'information en commun.

1
]
]
| B i T L - e - - - - -
s
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Dans le cas d'une rétine de dimension 1, nous iliustrons en coupe l'intersection et la différence

symétrique de deux segments.

Un pixel donné est donc dénommé par un triplet : sa profondeur p, qui indique la couche, et
deux coordonnées x et y qui le repérent dans la couche. La profondeur est bornée par
I'épaisseur de la rétine. La complexité d'un pixel est donc de l'ordre de logx + logy. Nous
considérerons en fait que tous les pixels ont la méme complexité, considérée comme unitaire.
Ceci revient a se borner la taille de la rétine a priori, ce qui dans la pratique est toujours le cas.

On ajuste les constantes si on veut agrandir la rétine.

Nous avons dit que ce qui fonde le caractére booléen du langage, c'est considérer chaque
dessin comme un ensemble de pixels. Mais nous avons les restrictions habituelles sur les
parties, qui doivent étre obtenues par des programmes courts. Tout ce que nous avons dit sur
'exemple des ensembles (voir 3.3) tient ici. On se limite & un nombre polynomial de parties.
Ici, on se fixera un choix canonique défini comme suit, basé sur le fait qu'on considére des
approximations par segments.

Pour tout segment donné s, I'ensemble des sNs' et des s-s', pour tous les s' possibies,
dépend poiynomialement du nombre de pixels de s, donc de K(s). Ces parties sont indicées par
le nombre de s' dont l'intersection avec s est non vide. De méme pour tout k donné, l'ensemble
des parties de s définies par intersection ou complémentation avec k segments quelcongues
est polynomialement lié a K(s) (la puissance du polyndme est de l'ordre de k). La donnée de la
fonction de défaut fixe ce k. Comme déja discuté précédemment, cette restriction se recoupe
avec le fait que pratiquement, on ne manipule pas de grands ensembles d'objets sans
structure, c'est a dire définissant entre eux des parties en nombre non polynomial.

Remarque d'implémentation |l est évident que les complexités que nous introduisons, tout
comme I'épaisseur de la rétine, peuvent étre considérées comme fictives. On peut mimer
efficacement un langage booléen dans un surlangage non booléen, et ne respectant que

fictivement les complexités, sans rien retirer a l'intérét des représentations introduites.
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Complexité et traitement numérique - symboligue. Une premiére approche.

Représentation pyramidale et logique floue Nous ne développerons pas ce point, mais il
nous semble qu'il serait intéressant de I'étudier. L'approche binaire classique correspond & des
pyramides qui sont en fait réduites a la colonne des pixels sous la couche superficielle. On fait
ainsi rentrer dans le méme cadre booléen logique floue et logique classique. Les coefficients de
vraisemblance deviennent des mesures de volume. Le point de vue booléen est le cas ou la
capacité d'analogie est nulle.

un pixel

un pixel boolé

. fl
Surface de la retine ou

XA KX EXRARL:
AR RN K XINR KK XK HAXNK XK KR
pe 203 3026 2020 X IR X R KA XHANXH NN
EHHRHXAXXAKXR AL X XRXXLR AN

Fond de la rétine

un pixel
un pixel booléen
flou

Surface de la rétine

Fond de la retine

Page: 14 Partie 1 - Chapitre 5



Premier aspect de représentation des connaissances : une approche par la complexité de KOLMOGOROV

Partie 1 - Chapitre 6.

Construction de bases de
connaissances

ou I'on montre comment le traitement booléen permet de rester dans le
raisonnable.

Dans un langage booléen, - et dans la limite de la fonction de défaut - l'itération de la
décomposition (s,8') = (s N s, s-8', §'-s) fournit une représentation unique de tout ensemble

d'objets. Nous nous intéressons ici a la complexité en temps de la construction.

Il se peut que la construction soit effective en théorie (c'est le cas si tous les programmes
s'arrétent) mais qu'elle reste dans la pratique impraticable en temps.

Nous présentons ci-dessous deux aspects de la complexité de construction des bases
de connaissances, et esquissons comment les hiérarchiser. L'aspect "glouton”, qualitatif, est
mineur et donné en annexe. Le point le plus important concerne les aspects polynomiaux. Plus
précisément, nous montrons que sous I'hypothése booléenne, il n'y a pas d'explosion
combinatoire. Plus précisément, si on ne tient pas compte du temps d'exécution des
programmes extraits des séquences données, mais si on compte seulement le nombre de leurs
appels (que l'on pourrait appeler requétes), le nombre de ces requétes est polynomialement
borné en fonction de la complexité des données. Ainsi, il n'y a pas d'explosion de l'arbre des
choix ; au niveau macroscopique (en considérant chaque séquence de la base comme
atomique) on reste dans le polynomial. Ceci est trés important, car il concerne ie niveau
stratégique. Si chaque opération élémentaire de la base est elle aussi polynomiale en temps,

on reste dans le praticable.

Remarquons que ceci recouvre la pratique, et découle de la borne polynomiale des

partitions :
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Construction de bases de connaissances.
Dans des bases de connaissance booléennes, une donnée ne peut pas se décomposer

en un nombre arbitrairement grand de composants, tout comme une séquence perd tout sens
si on la réduit a I'ensemble de ses bits. Une figure, un paysage, ne se décompose pas a l'infini
mais en un petit nombre d'éléments simples (pour un arbre, on considére "le feuillage" et pas
les feuilles une a une). Dans les jeux qui consistent a chercher un objet caché, il y a justement
explosion parce que les figures qui ont un sens apparent peuvent se décomposer n'importe
comment pour constituer I'objet caché (un bout de carotte, de menton, de raton laveur, de

casserole, peuvent dessiner un rasoir).

Aspect polynomial de la construction de la base :

On se donne une fonction de défauts, que I'on majore par une fonction de la forme A log() + B
Deux faits concomitants sont & la base de ce paragraphe
— le nombre polynomial seulement de parties d'un ensemble.

— le rGle privilégié des "programmes court".

« L 'oracle "programme court".

a/ effectivité : On va supposer gue I'on dispose d'un algorithme qui, pour toute donnée s
et tout programme P, décide de 'arrét de P(s) si IPI < A log Isl + B.
(ou plus simplement tous les programmes que I'on considere s'arrétent)

b / complexité : Quand on se placera sous |'hypothése de cet oracle, les calculs de
complexité en temps ne compteront gue les appels de P(s) et non leur temps de calcul (la

réponse sera supposée instantanée).

Sous I'hypothese de cet oracle, on a les résultats suivants (les procédures considérées peuvent

sortir du langage restreint donné) :

— On dispose d'une procédure poiynomiale REC(s) qui énumeére tous les recouvrements
partiels d'une sequence donnée.
(un recouvrement partiel {s1,...,sp} de s est un ensemble de parties s1,...,sp de s qui s'identifie
(au sens des programmes courts) a une partie de s).

Preuve : par définition, il n'y a qu'un nombre polynomial de programmes qui engendrent
les parties.

— On peut tester polynomialement l'inclusion de sdans s' :
Preuve : On énumere toutes les parties de s'. (le nombre de parties est polynomialement
lié & la complexité de I'ensemble)
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- La compression optimale est polynomiale : (pourvu qu'on ait 'arrét)

Preuve : Soit p un programme incompressible de s. Le programme p s'identifie a
une partie de s. Il suffit donc d'énumérer les parties de s, et de les exécuter comme
programmes. La partie de s (ou 'une des parties de s) de longueur minimale engendrant s est
la forme incompressible. Comme ['exécution d'un programme est un programme court, les
hypothéses nous assurent de 'effectivité et du caractére polynomial du nombre d'appels de
programmes (et non de leur temps de calcul).

— On peut tester polynomialement l'indépendance :
Preuve . Soient s et s'. On énumere leurs parties. On garde les parties communes,

on les compresse. On conclut selon la longueur maximale obtenue.

— On peut générer polynomialement les partitions d'une séquence.

Preuve : On génére les recouvrements partiels. Par test de l'inclusion, on ne garde
gue les recouvrements. Pour chacun, on teste lindépendance deux & deux des parties. Comme
le nombre de parties d'un recouvrement est aussi borné polynomialement, on obtient un

algorithme polynomial.

- La décomposition de (s, s') en le triplet (ss', s — s’, 8’ — s) est polynomiale :

Preuve : On énumeére les partitions en deux parties de s et §'. On les trie, et on constitue
en triplets les paires de partitions ayant une partie en commun. On sélectionne les triplets qui
sont des partitions. On compresse les parties communes et on garde un triplet dont la partie

commune est de complexité maximale.

- La construction et la mise a jour d'une base sont polynomiales :

Preuve : Soit i(s) une borne polynomiale pour le nombre de partitions de s et pour le
nombre de parties qui les composent. Soient s1,...,8n les informations a constituer en une base
Bn. Supposons Bn—1 constituée; elle a au plus mi(s1) + ... + Ti{sp—1) éléments (qui sont
indépendants deux & deux). Considérons UBp—1, la réunion des éléments de Bp-1; sa
complexité est majorée par la somme des complexités des s;.

On décompose (sn, UBn—1) en triplet. On énumére les partitions de sp N UBp—1 jusqu'a
obtenir des partitions qui soient composées d'éléments de Bn—1.

On obtient bien un algorithme de construction de Bp a partir de s1,..., sSp qui est
polynomial en la somme des tailles des sj (en la somme des complexités si les données ont été
préalablement comprimées).

Le cas de la suppression se traite trivialement.
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ANNEXE :
Aspects gloutons

Les hypothéses booléennes facilitent I'approximation de cette base par "accumulation de

conhhaissances".

Plus précisément, la démarche qui consiste a rechercher des parties communes aux
objets (sous séquences communes a des séquences) est compléte. (Quand nous parlons de
sous- séquence, ce n'est pas nécessairement un facteur mais une information extraite par un
programme court, conformément a la définition). Or, cette recherche se pratique uniqguement
par des programmes courts (c'est la définition), et apparait donc comme réaliste (le nombre de
programmes courts est borné polynomialement par les données, puisqu'il est en longueur en
Of(log)). Quand on arrive a tout décomposer en parties indépendantes, on a gagné. C'est
lindépendance qui est la plus difficile a tester, mais les connaissances ou réputations
d'indépendance peuvent s'accumuler au cours des temps et par muitiplication des

expérimentateurs (par utilisation des propriétés gloutonnes).

Plus formellement :
Propriétés gloutonnes :
pour l'indépendance
(sCs'et[s, 8"]) = K(s'/s") = K(s)
pour 'inclusion
(sCs'ets Cs")y =K(s'/s") <K(s') —K(s)

Hiérarchisation. Couches numériques et booléennes.
Le cas exact.
Prenons des SEGMENT(A, B), TRIANGLE(A, B, C) comme langage.
On se rameéne & I'exemple 5.
C'est la complexité des points qui est prépondérante, et a ce niveau, les programmes
(P) A :B:C:SEGMENT(A, B); SEGMENT(B, C)
(P) A :B:C:SEGMENT(A, B), SEGMENT(B, C); SEGMENT(A, C)
et (P") A B:C:TRIANGLE(A, B, C) sont confondus
(on passe de f'un & l'autre par programmes de taille négligeable par rapport a la complexité de A, B, C).
Si on prend maintenant le langage booléen L' faisant fi de la complexité des points, (en les
réduisant a des manipulations d'identificateurs) la complexité des programme devient en gros
leur longueur, et (P") sera distingué (et préféré a (P')) si on applique la régle d' OCCAM, car

(P") et (P') définissent la méme figure).
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On obtient ainsi deux niveaux de représentation
— le niveau bas des coordonnées des points. On obtient & ce niveau les trois points A, B, C.
— le niveau haut des figures géométriques sur ces points. Il est défini en prenant A, B, C

comme des atomes
triangle ABC

segment AC segment BC segment AB

Le cas approché. (par analogie a l'exemple 6)
Ici, seul le haut niveau est booléen, puisque nous avons vu gue nous ne savons pas symboliser

les liens de proximités entre points.
triangle ABC

segment AC segment BC segment AB

[/

approximation
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Partie 1 - Chapitre 7.

Conclusion

ou I'on donne quelques restrictions et perspectives a notre travail

Si I'on veut donner une définition précise a la dichotomie numérique - symbolique dans le cadre
de ce travail, c'est en un sens bien particulier. Pour nous, on peut considérer que le
symbolique se restreint au booléen et que le non symbolique est te non booléen. Ceci est
évidemment trop restrictif mais n'a que la prétention d'étre un cas particulier. Les langages
booléens fournissent ici un cadre au calcul de prédicats. Un cadre a des calculs sur des

relations entre les objets reste a étudier du point de vue de notre approche.

D'autre part, on remarque que la phase numérique de I'exemple des sithouettes de véhicules,
aboutit a représenter une silhouette par I'ensemble de ses propriétés qui nous intéressent.
Ainsi, R(V1) = {FGR, FDR}. On pourrait considérer qu'il s'agit la des résultats de trois
programmes ("numériques") de prétraitement. Ainsi, un prétraitement peut approximer un
dessin par des segments, ou, de maniére plus drastique, par un attribut (nombre de roues,
forme d'une face, couleur...).

Soulignons ici une autre restriction de notre travail . nous avons restreint les relations
sémantiques entre objets a une notion de distance, et nous avons imposé au prétraitement de
donner des résultats proches (au sens du calcul dans un langage booléen) pour des objets
proches sémantiquement. Cette derniére contrainte est iégitime, mais la restriction initiale des
relations sémantiques a une distance mériterait d'étre enrichie. Par exemple, si les pixels
étaient en couleur, cet attribut pourrait étre pris en compte par une seconde distance, quitte a
ce que cette distance se raméne a une égalité (distance infinie entre couleurs différentes). Mais

les relations entre les objets en général restent a étudier.
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Conclusion.

Nous pensons que I'approche en termes de complexité devrait aussi étre élargie afin d'aborder
sous cet angle les liens entre les objets et 'observation de l'objet, les liens entre complexité et
types. Esquissons ici les problémes sur des exemples.

Nous avons toujours identifié objet et codage binaire de I'objet. Pour nous, ceci est
moins clair qu'il n'y parait. Comment représenter un vase? On peut se contenter d'en décrire
fes apparences, mais on ne pourra alors pas traiter par programme les notions de poids, de
porosité, d'opacité au rayons X, etc.... Si I'on veut ne perdre aucune information sur le vase, il
va falloir le décrire au niveau moléculaire. A ia limite, on tombe sur un choix de modéle
physique de la réalité empirique. On peut se demander si "coder toute l'information d'un objet a
vraiment un sens". Méme si on limite ses ambitions & un codage qui est d'emblée une
représentation partielle, le choix de ce codage influera fortement sur les traitements. Par
exemple, si on se donne d'emblée la couleur d'un vase en termes de pixels, la couleur du vase
sera facile a déterminer. Il en sera tout autrement si on se donne seulement les structures
moléculaires des matiéres premiéres du vase et de sa peinture. La complexité (de
KOLMOGOROV) du programme "couleur de" peut ne pas étre négligeable. Méme si celle ci est
vraisemblablement plus courte qu'il n'y parait, le probléme de fond demeure, et on retrouve en
terme de complexité que le résultat d'une mesure n'est pas une propriété intrinséque de l'objet
mais du couple (objet, processus d'observation). Pour nous, cette derniére assertion se traduit
ainsi : étant donné un objet de programme minimal o et un processus d'observation de
programme minimal p, il se peut que K(p(0)/o) ne puisse étre assimilée a 0. Dans le présent
travail, nous ne nous sommes pas posé ce genre de question.

Soulevons par I'exemple un autre probléme : considérons les informations V3 et (V3,
FGR). On peut supposer que V3 est un long trait aléatoirement perturbé et donc incompressible.
La séquence codant le symbole FGR a alors une longueur négligeable par rapport a celle
codant le dessin V3. Dans I'absolu, on peut donc identifier les informations V3 et (V3, FGR). La
contradiction qui s'appuierait sur la remarque que V1 n'a pas la propriété FGR n'est
gu'apparente. (V3, FGR) n'est rien d'autre que la juxtaposition du code d'une silhouette et de
celui d'un symbole. On voit que c'est le contexte qui fixe le sens d'une séquence. FGR est dans
le langage L, comme résultat d'un prétraitement, qui n'est d'ailleurs pas défini sur FGR.On
retrouve une problématique de typage en lien avec les calculs qui rejoint la problématique
générale des types et qui mériterait d'étre déployée (méme si ce n'est que pour constater qu'on
ne fait que mimer I'approche générale des types en lien avec les preuves ou la fonctionnalité).
De méme, la notion de point de vue et celle d'objet pourrait étre abordée en termes de
complexité. Par exemple, un point de vue serait l'information apportée a une classe d'objets par
des processus. On pourrait ranger sous cette problématique les rapports entre une théorie et la
réalité des objets et liens entre les objets qu'elle modélise.

Les liens booléen - flou, esquissés seulement ici, pourraient étre développés également

dans le cadre unificateur de la complexité.
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Partie 1

Annexes

Annexe I. Dessin au trail.

Le dessin au trait
Nous considérons ici des pixels carrés. Les mémes considérations valent pour des pixels
triangulaires.
Sur une rétine R, nous appelons :
1- dilaté d'une figure F, la figure notée A4 (F) définie par : A4(F) est la réunion des voisinages
de VON NEUMANN de tous les points de F.
Le voisinage de VON NEUMANN d’un point d’'une rétine est 'ensemble de ses huit plus
proches voisins et de lui-méme. C’est le dilaté de F au sens de la morphologie mathématique

avec voisinage de VON NEUMANN comme élément structurant.
k dilaté d'une figure F, |a figure notée Ay (F) définie par : Ag(F) = A1 (Ak-1(F))
distance entre deux figures Fet G . d(F,G)=inf(k/ GCA (F)et A(G)CF)

C'est la distance classique de HAUSDORFF.
la figure F k approxime la figure G sid (F, G ) =< k.

k érodé d'une figure F, la figure notée E (F) définie par E, = Ak(lE) ou F désigne le
complémentaire de F.

On a évidemment
saturation F CEq(A1(F))

idempotence E41(A4(F)) = E1(A1E€ 11 (F)))
Une figure F sera du dessin au trait a I'échelle r si et seulement si Egr (A(F))=0 .
F sera dite saturéesi E41(A1(F))=F.
Notons qu'avec notre définition, un ensemble de points suffisamment espacés est considéré
comme du dessin au trait. La définition permet de considérer comme un seut trait, deux traits

suffisamment voisins. On considérera en général des dessins saturés.
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Exemples :

F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7

L

ElAl

E2Al1d H

F1, F2, F3 et F4 sont des dessins au trait. F5, F6 et F7 sont repris comme sous ensembles des

F5, F6 et F7 de la figure suivante. F5 n'est pas du dessin au trait (c'est de la texture "lignes
verticales". Par contre, I'angle aigu F6, la large ligne pointillée F7, les segments perturbés F8 et

F9 en sont.
F5 F6 F7 E8 F9

Al(F

El1Ald

g

E2A1(

s

E3A1@
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Premier aspect de représentation des connaissances : une approche par la complexité de KOLMOGOROV
Dans ia figure qui suit (& écheile r donnée), G1 est considéré comme du dessin au trait,

approximation d'un méme segment. G2 et G4 ne sont pas du dessin au trait mais de la texture,

G3 est du dessin au trait.
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La figure avec les vélos illustre I'importance du facteur d'échelle.
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Annexes.

Annexe Il. L'approximation d'un dessin au ftrait
par un nombre minimum de segments est NP-
dure.

Probléme d'optimisation :
Nom : k-ACMIS (k approximer une courbe L. sans boucle par un minimum de segments)
Entrée : une courbe L sans boucle et un entier k.

Recherche : une k-approximation de L avec un nombre minimum de segments.

Un premier élément de réponse est que cette recherche est un probiéme en général NP dur, en
un sens que nous allons préciser.

Tout d'abord I'approximation est une k approximation telle que définie précédemment.

Ensuite le probléme se pose sur une rétine de pixels. |l est donc discret. Nous donnons pour la
clarté de I'exposé une présentation continue de notre construction.

Ce qui suit n'est donc qu'une indication de preuve, la preuve formelle dans le cas discret étant
fastidieuse.

De méme, on se contentera ici de la "métaphore ferroviaire" afin d'alléger la présentation. C'est

en ce sens qu'i faut entendre la notion d'embranchement.

Théoréme :

Le probléme :
Nom : k-ACMIS (k-approximer, une courbe L sans boucle par un minimum de segments)
Entrées : un entier k et une courbe L sans boucle
Recherche : une k-approximation de L avec un minimum de segments.

- est un probléme NP Dur (méme si la courbe est sans boucle)

* est un probléme polynomial, si la courbe ne comporte ni embranchement, ni

croisement

Idée de preuve :

* NP Dur en général
Pour montrer que le probléme k-ACMIS est NP Dur, il suffit d'établir que le probléme suivant est
NP complet :

Probléme de décision :
Nom : k-APP( L, p ) (existe-t-il une k approximation de L avec p segments ?)
Entirées : un entier k, une courbe L sans boucle, un entier p.

Question : existe-t-il une k approximation de L. avec p segments ?
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Le fait que le probléme k-APP( L, p ) soit NP est évident : il suffit de vérifier qu'une ligne brisée

de p segments, k approxime L.

Pour montrer que k-APP( L, p ) est NP complet, nous allons y réduire le probléme de la
satisfiabilité des expressions booléennes sous forme 3-CNF, c'est a dire sous forme normale
conjonctive de facteurs de trois termes.

Reprenons l'image ferroviaire pour donner 'idée de la réduction.

Pour toute expression E, 3-CNF, nous allons construire un réseau R g selon le principe suivant :
SiE = AFi, notons Fy, ..., Fpy les facteurs. A chaque facteur correspond une gare terminus.

A chaque variable A booléenne présente dans les facteurs, correspond un circuit .%7 sans
boucle, qui se ramifie par des aiguillages en des terminus du type A dans un sens, et du type
= A dans l'autre sens.

Chaque gare contient un seul quai, ol convergent par aiguillage les circuits correspondant aux
variables. Le fait de considérer des expressions 3-CNF limite a trois le nombre de voies
convergentes par gare, ce qui permet sans probléme de simuler dans un cadre discret ce que

nous présentons ici en continu.
L'idée de la réduction est que :

REg peui-éire k approximé avec p segments si et seulement si E est satisfiable.
Nous allons construire R g de fagon a ce que :

« pour chaque circuit .%/il existe un entier Pp qui nous place devant le dilemme suivant :
avec P A segments, je peux k approximer le circuit .27 & ceci prés que soit les quais A, soit
les quais = A ne seront pas couverts par I'approximation. Couvrir le quai A revient &
affecter la valeur vrai a la variable booléenne A, couvrir le quai — A revient & affecter la

valeur faux a la variable booléenne A.
Pour couvrir Rg , il faut et il suffit que chaque quai Fj soit couvert par {'approximation d'un des

trois circuits qui y aboutit.
On voit alors qu'approximer Rg avec p= \% P, segments équivaut a satisfaire E.
AEVAR(E)
NB : Il resterait & montrer que l'on peut toujours dessiner au trait Rg. La chose est évidente

dans le plan réel, mais pas dans N x N. Une étude fastidieuse que nous ne faisons pas ici,

montre que c'est toujours possible.
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le dilemme :

Le circuit ci-contre est construit pour

i illustrer le dilemme qui se pose : avec
découverts o . '
un minimum de cing segments si nous
"couvrons" les extrémités 1 et 2, alors

nous découvrons les extrémités 3 et 4.

si nous "couvrons" les extrémités 3 et 4,
alors nous découvrons les extrémités 1
et 2.

Pour recouvrir de n segments une telle figure, nous sommes obligés de découvrir tous les quais

d'une extrémité.

exemple pour un circuit nommeé ,,Q/
Nous noterons A une extrémité et non A Y'autre extrémité, et nous interprétons A comme une
variable booléenne qui prend la valeur vrai si I'extrémité est recouverte, et ia valeur faux si

I'extrémité n'est pas recouverte.

Ce circuit correspond a la proposition logique
toujours fausse :

AetAetnonA
si A est vraie alors nous couvrons les extrémités
"A" et découvrons les extrémités "non A" (non A
A non A | fausse) , la proposition A et non A est donc
fausse.
inversement si A est fausse alors nous
découvrons les extrémités "A" et couvrons les
extrémités "non A" (non A vraie) , la proposition
A et non A est donc fausse.

En effet nous avons vu que nous ne pouvons

pas recouvrir 3 la fois les deux extrémités
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exemple pour deux circuits nommeés ,,@/ et %

A

AouB non A ou non B

Les circuits ci-dessus aboutissant & trois gares,
s'interpretent par la formule :

(AouB)et(A)et (nonAounonB)
si cette formule est vraie alors ¢'est que chacune
des extrémités est couverte, c'est a dire que l'on
peut recouvrir les circuits par un nombre de
segments égal a la somme des minima de

chaque circuit

-1+ Si

extrémité, alors {'autre circuit pourra

I'un des circuits couvre une

indifféremment couvrir ou ne pas couvrir
cette méme extrémité.

=2+ Couvrir tous les circuits par un
minimum de segments revient a couvrir
chaque circuit par un minimum de
segments. Le minimum pour les circuits
étant alors bien évidemment la somme
des minima pour chaque circuit.

Ainsi nous allons interpréter une extrémité
ou deux circuits viennent se terminer seion
deux courbes tangentes par une formule
connectée par "ou"

Cette formule sera vraie si au moins l'un
des littéraux est vrai c'est a dire si au
moins l'un des circuits couvre I'extrémité

en question.

exemple pour trois circuits nommeés VQ/ et% et g

Lagare 1 estcodéenon AouB
La gare 2 est codée AouBounonC

Lagare 3 estcodée AounonBouC

L'expression E = (A ou B) et (A ou B ou non C) et
(A ou non B ou C) est satisfaite pour A vrai ; B

faux et C vrai

cas ou la courbe n'a pas d'embranchement : le probléme est polynomial

Nous allons encore indiquer une idée de preuve :

Chaque point surligné de la figure ci-contre est parcouru un
nombre de fois inférieur ou égal a la longueur de la courbe,

donc le probléme est au pire quadratique.

Annexes.

page : 7




Anhexes.

Autre acceptation du probléme : On s'impose de pointer les points singuliers.

On ne considére que les approximations dont les segments ont leur extrémités aux

points singuliers du dessin au trait.

1+ Repérer les points singuliers
c’est un algorithme en temps linéaire de suivi de

contour

Nous obtenons une liste de lignes sans boucle et

sans embranchement fermées ou non O O

*2- Pour chacune de ces lighes “simples”, la

| segmenter avec un minimum de segments.

On déduit du as précédent que le probléeme de déterminer sous cette contrainte, une

approximation ayant un minimum de segments est un probléme polynomial.

Heuristiques (voir aussi partie 2 chapitre 3, section 3.4). il est trés facile de concevoir des
algorithmes rapides qui fournissent une solution avec au plus le double de segments du
minimum. Par exemple, on peut partir de n'importe quelle solution, et remplacer tant que

possible deux segments consécutifs par un seul. On vérifie aisément qu'on arrive au résultat.
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Seconde partie

Représentation
de connaissances
et apprentissage

on étudie le cas du dessin au trait.

0. Introduction
ou I'on aborde le propos.

1. La machine PASTIS
ou l'on s’adapte aux contraintes technologiques.

2. Mécanismes humains de la vision o
ou I'on survole les modeles neurobiologiques de la vision.

3. Vision et dessins _ o
ou I'on présente et discute des mecanismes artificiels.

4. Apprentissage
ou l'on classifie les modéles.

5. Modélisation des systemes complexes
ou I'on introduit I'approche systémique.

Guide
ou I'on résume les textes a aborder comme on regarde un paysage.

Sommaire



Second aspect de représentation de connaissances : une étude ce cas : le dessin au trait.

Partie 2 - Chapitre 0.

Introduction.

ou I'on présente le propos.

Partie 2 - Introduction

Cette seconde partie, est & découvrir, en la survolant comme un paysage, elle met I'accent sur
les représentations et I'apprentissage. Pour faciliter ce survol, un guide placé en fin de chapitre
permet de cerner rapidement les différents aspects. Cette partie met en place le cadre qui nous
a amené a 'approche Kolmogorov développée dans la premiére partie.

Tout d'abord, nous présentons le projet "PASTIS" dans lequel cette these s'enracine. La
machine "PASTIS" est une machine de vision de dessins au trait qui se veut efficace, en
adoptant une conception modulaire (en ce sens elle reprend les propositions des cognitivistes
sur une organisation modulaire des fonctions cognitives) en processeurs spécialisés.
L'hypothése que nous formulons dans ce projet, est que l'efficacité résuitera d'un compromis a
chacun des niveaux, entre l'architecture et la complexité, le temps et I'espace, la redondance et
' & peu prés. Le comporiement de PASTIS s'inscrit dans une durée, qui lui permet un
apprentissage. Un oracle indique & PASTIS les noms des concepts que PASTIS a, tout seul,
identifiés. Ces exigences conduisent a des recherches a différents niveaux et dans des cadres
multi disciplinaires, entre autres :

* la conception de modules architecturaux dédiés a des tache précises.

(Jérdbme DELEU a développé dans ce cadre un processeur de rotation rapide)

* la recherche de méthodes originales de prise en compte de la réalité.
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Introduction

Pour fixer I'environnement, nous survolons alors les modéles neurobiologiques de la vision.

Le cerveau, organe de la pensée est souvent associé au tout dernier progres technique. Ce
modéle "mécanique” est toujours faux. Les travaux les plus récents des neurobiologistes
permettent d'entrevoir quelques bribes, queiques pistes. Nous essayons dans le chapitre 2
d'exposer, sans doute de maniere un peu trop sommaire, quelques unes des derniéres
découvertes. L'énumération, en conclusion, des notions admises actuellement, est a lire en
regard des options décidées pour la réalisation de notre mécanisme de vision. Rappelons que
notre but n'est pas d’étudier la cognition (nous ne sommes pas spécialistes), mais d’en utiliser
certaines connaissances pour éclairer notre démarche. Il faut savoir que bon nombre de points
de vue évogqués de facon lapidaire sont en fait discutables et discutés par les spécialistes.

Nous présentons ensuite le domaine de la vision des mécanismes artificiels.

Nous proposons d'abord un bref état des recherches en systémes de vision, ce qui nous
permet d'identifier d'une part un objet d'étude : I'image, et d'autre part deux taches essentielles
. la segmentation et l'interprétation. Ces taches mettent en ceuvre des outils et des
connaissances organisés en systemes. Nous nous intéressons a l'image pour identifier des
modes de représentation, dont nous montrons qu'ils caractérisent des classes de méthodes.
Nous étudions ensuite chacune de ces méthodes.

Nous présentons la notion d'apprentissage, en classifiant les modéles.

Nous établissons tout d’abord un bref panorama historique de la notion d’apprentissage. Nous
en deéduisons cing définitions de 'apprentissage qui s'apparentent a autant de points de vue.
Nous les passons alors successivement en revue.

Aprés avoir exploré les mécanismes naturels et artificiels de la vision, puis les stratégies
d'apprentissage, nous nous intéressons a ia notion de modélisation des phénoménes. Un
phénoméne compliqué sera rendu compréhensible par sa simplification, sa décomposition en
éléments simples. Un phénoméne complexe sera rendu intelligible par une composition
d’actions pour un projet concevable de connaissances.

Enfin nous résumons tout ce domaine, en un guide.
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Partie 2 - Chapitre 1.
La machine PASTIS

ou I'on s’adapte aux contraintes technologiques

Partie 2 - Chapitre 1:

Le but de ce chapitre est de présenter le projet dans lequel s'inscrit cette thése : "la machine
PATIS".

Cette machine est une machine de vision de dessins au trait qui se veut efficace, en adoptant
une conception modulaire (en ce sens elle reprend les propositions des cognitivistes sur une
organisation modulaire des fonctions cognitives) en processeurs spécialisés.

L'hypothése que nous formulons dans ce projet, est que I'efficacité résultera d'un compromis a
chacun des niveaux, entre V'architecture et la complexité, le temps et I'espace, la redondance et
I’ & peu prés.

Le comportement de PASTIS s'inscrit dans une durée, qui lui permet un apprentissage. Un
oracle indique a PASTIS les noms des concepts que PASTIS a, tout seul, identifiés.

Ces exigences conduisent a des recherches a différents niveaux et dans des cadres multi
disciplinaires, entre autres :

* la conception de modules architecturaux dédiés a des tache précises.
(Jérdbme DELEU a développé dans ce cadre un processeur de rotation rapide)

* la recherche de méthodes originales de prise en compte de la réalité.
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La machine PASTIS

01. La notion de machine PASTIS
PASTIS

Processeurs Associatits Symboliques de Traitement d'ImageS

Le projet PASTIS se propose d'étudier une machine qui explore sur un jeu de données
graphiques, un itinéraire de compréhension de dessin, en adaptant et en optimisant pour
chaque niveau : Farchitecture a la complexité, le temps a I'espace, la redondance a I’ a peu
prés.

PASTIS conceptualise sa connaissance, reconnait, classe, reproduit, ... des dessins au
trait.

L'architecture de PASTIS s'élabore a partir de processeurs spécialisés, modules
architecturaux.

Le parti pris de conception des modules architecturaux est la simplicite.
Un manque de précision sera compensé par de la redondance, un gain de temps par une
occupation mémoire.

02. Les étapes historiques de I'évolution du
comportement PASTIS.

A. PASTIS nouveau né

La machine ne connait rien (en fait elle disposera de quelques connaissances "innées").
Elle va partir a la découverte d'un monde de dessins qui Iui seront présentés. Un
précepteur lui fait donc des dessins, beaucoup de dessins. PASTIS va détecter des
régularités, et afficher des fragments en posant des questions : Comment appeler ce
morceau de dessin ?

B. PASTIS enfant

PASTIS pose de plus en plus de questions pour infirmer ou confirmer ses
connaissances. Le monde de dessins se structure en une partie "comprise”" et une partie
"inconnue".

C. PASTIS adulte
PASTIS continue de se perfectionner en élaborant éventuellement de nouvelies
"méthodes" d'investigation des images.
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03. Les états du comporiement quotidien de
PASTIS.

A. Etat de veille.
En état de veille, PASTIS :

+ regarde un dessin qui vient de lui étre présenté.
La vision de PASTIS est régulée par un "point de vue". Ce point de vue courant est un
ensemble de codes qui définissent le "regard" porté par PASTIS sur le dessin, en
termes de primitives d'analyse de dessin. PASTIS peut faire évoluer son point de vue
ou le diversifier.

+ comprend des "morceaux” de dessin par une impression de déja vu.
Pastis demande alors selon son niveau de compétence acquise une confirmation ou
non.
La question est alors du type : "est-ce bien un ... " Réponse o/n

La communication de Pastis avec son environnement s'établit par l'intermédiaire d'un
écran : échange de dessins et dialogues : phrases simples.

La découverte d'un micro monde se réalise a partir de quelgues aptitudes innées de
Pastis :
* associative : manipulation d'images,
» symbolique : structuration des connaissances,
* verbale : expression et compréhension de phrases grammaticalement simples et
préétablies.
Une machine adulte ne posera plus de questions de ce type pour des concepts bien
assimilés.

+ répond a des questions du type :
- que vois-tu dans ce dessin ?
-y atil un cercle dans le dessin ?

+ réagit a des injonctions du type : "Change de point de vue !"

B. Etat de réve
En état de réve, PASTIS :

+ reprend les images, imagine des regards a porter, affine sa compréhension, restructure
son organisation de concepts, prépare des questions de confirmation de ses hypothéses,
pour sortir de ses dilemmes ...

C. Etat de réveil
En état de réveil, PASTIS :

+ pose toutes les questions qu'elle a pu élaborer durant son sommeil. PASTIS manifeste
éventuellement son désaccord, ou son étonnement.

D. Etat d'hibernation
En état d'hibernation, PASTIS est tout simplement arrété.
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Une organisation logicielle modélisant ce comportement.

Lorsque PASTIS n'est pas en état d'hibernation, une boucle attend un événement qui
peut étre soit une présentation d'un dessin, soit des questions sur le dessin.

Au bout d'un certain temps sans événement PASTIS s'endott tout seul.

Un nouvel événement le placera en état de réveil. C'est alors qu'il posera éventuellement des
guestions, puis réagira a I'événement ayant causé son réveil.

On a donc t'algorithme suivant :

état <— veille
répéter
saisir un événement
traiter I'événement
jusqu’a ce que état = hibernation.

04. Les choix de base pour PASTIS.

4.1 Les choix des objets

Les primitives simples extraites de l'image sont des segments de différentes inclinaisons
et de taille fixée.

Comme SERRA le propose nous allons intégrer les principales techniques (analyse
structurelle, morphologie mathématique, analyse statistique,...), pour diversifier des points de
vue sur une image.

La redondance ainsi obtenue palliera a 'imprécision ou a la spécialisation du point de
vue.

Les études réalisées dans cette thése nous ont permis d'identifier différents axes pour
cette redondance .

Les traitements sur les primitives extraites se placeront dans différents cadres
théoriques pour former un systéme hétérogéne de reconnaissance de dessins:

» dessin percu comme une structure informatique sur laquelle agissent des procédures

+ dessin percu comme un ensemble de pixels sur lesquels agissent des transformations
morphologiques

+ dessin pergu comme une liste de caractéristiques numériques du dessin sur lesquelles
agissent des méthodes statistiques

+ dessin pergu comme une équation sur les coordonnées de ses pixels sur laquelle agissent
des transformations mathématiques

+ dessin percu comme une configuration d'états d'unités d'un systéme connexionniste qui
adapte son comportement en fonction de contraintes qui Iui sont imposées.
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Les traitements symboliques se placeront dans différents cadres théoriques de
I'apprentissage :
» modification stable du comportement imputable a I'expérience.

» modification stable de l'organisation imputable a la capacité a percevoir globalement les
objets.

» modification stable de structures mentales internes imputable a une assimilation -
accommodation.

» modification stable des poids des connexions entre les unités d'un systeme imputable a
une adaptation, a une réponse imposée.

» modification stable d'un modéle mathématique sophistiqué imputable a un calcul.

Ainsi l'objectif général du projet "PASTIS" est :

Concevoir et fondre des modules architecturaux spécialisés pour I'apprentissage et la
reconnaissance de "dessins au trait".

4.2 Les choix architecturaux

L'originalité principale de PASTIS est son architecture. Les ordinateurs classiques
utilisent des unités arithmétiques et logiques, PASTIS, lui utilisera des modules spécialisés :
RAFSIP (Rough And Fast Specialized Image Processors) ou PIRA (Processeurs d'Images,
Rapides et Approximatifs).

Ces processeurs seront rapides parce qu'approximatifs, et comme ils sont trés rapides,
PASTIS pourra les exploiter trés souvent pour analyser et classifier ses connaissances.

Les principaux RAFSIP ou PIRA identifiés actuellement sont :

ROTATION : ce processeur réalise la rotation par rapport a un point, d'un angle donné, des
pixels d'une rétine. Une premiére simulation de ce processeur a été réalisée par Jérome
DELEU dans le cadre de sa these. Les résultats obtenus pour une rétine de 256 x 256 pixels
indiquent une durée du processus de 0,215 ms. A titre d'exemple, le tres récent processeur
graphique (Digital Signal Processing) T9506 de chez Toshiba mettrait environ une seconde
pour tourner une image 512 x 512 pixels.

SEGMENTATION :ce processeur ne détecte que les segments a peu prés horizontaux de
quelques pixels de fongueur. PASTIS utilise ROTATION pour détecter les segments ayant une
autre inclinaison.

REDUCTION et TRANSLATION qui se combinent avec ROTATION pour COMPARAISON.

Ces processeurs seront utilisés aussi pour des données symboliques. La signature d'un
dessin segmenté (c'est a dire la liste du nombre de segments selon chacune des directions
d'analyse) est un exemple de donnée symbolique immédiate produite par la segmentation d'un
dessin. Ainsi différentes données symboliques vont aider PASTIS dans la classification des ses
connaissances. Une hypothése produite par {a voie symbolique sera confirmée ou infirmée par
une comparaison directe des images.
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05. La machine PASTIS illustrée.
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Conclusion :

PASTIS est un projet de conception et réalisation d'une architecture spécialisée dans la
symbolisation de dessins au frait.

Le parti pris est de sacrifier la précision & la rapidité, a tous les niveaux ou des choix
s'imposent.

PASTIS se propose d'intégrer des traitements simples dans une architecture basée sur des
processeurs dédiés a des taches spécialisées.

Chaqgue processeur tente de réduire la complexité de la tache qui lui est assignée par un parti
pris d'a peu prés pour plus de rapidité.

PASTIS est une machine qui évolue dans le temps, dans un contexte de remises en cause de
ses certitudes, en reconnaissance, en classification, en reproduction de dessins au trait, par un
dialogue avec le monde extérieur qui lui ouvre les portes de I'apprentissage.
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Partie 2 - Chapitre 3.

Vision et dessins

ou I'on présente et discute des mécanismes artificiels

Partie 2 - Chapitre 3 :

Le but de ce chapitre est de présenter le domaine de la vision des mécanismes artificiels.

Nous proposons d'abord un bref état des recherches en systémes de vision, ce qui nous
permet d'identifier d'une part un objet d'étude : I'image, et d'autre part deux taches essentielles :
la segmentation et 'interprétation.

Ces taches metient en ceuvre des outils et des connaissances organisés en systémes.

Nous allons nous intéresser alors a l'image pour identifier des modes de représentation, dont
nous montrons qu'ils caractérisent des classes de méthodes.

Nous étudions ensuite chacune de ces méthodes.
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01. Les systemes de vision : état du domaine

1.1 Introduction

Les systemes de vision s'articulent tous en deux étapes principales : la segmentation et
l'interprétation de {'image.

Le but de la segmentation peut étre :

+ soit découper une image en régions (ensembles de pixels vérifiant certaines
propriétés) correspondant a des objets ou des parties d'objets ;

+ soit approcher les contours de l'objet par des lignes brisées de segments.

La segmentation met ainsi en relation spatiale des éléments d'image alors que la tache
d'interprétation va tenter de les metire en relation "sémantique”.

Ce probleme "sémantique" n'est pas simple non plus . il s'agit de construire les modeles
représentant les objets susceptibles d'apparaitre dans l'image ; et de définir des stratégies
d'identification des régions ou des contours isolés par la tache de segmentation.

Ces deux taches principales mettent en ceuvre des outils et des connaissances spécifiques que
nous décrivons tout d'abord. Nous insistons ensuite sur les modalités de leur usage et de fetrs
articulations.

1.2 Outils et connaissances

Dans le domaine de la segmentation [HARA 85] :

Deux classes d'outils se distinguent : les procédures (taches élémentaires d'analyse d'image) et
les algorithmes (enchainements controlés de taches élémentaires)

Parmi les procédures nous trouvons des opérations de filirage, de calcul d'histogrammes, ...

Parmi les algorithmes nous trouvons ceux qui mettent en ceuvre une méme tache dans un
contexte itératif (ex : algorithme de "région growing"), ceux qui mettent en ceuvre des suites de
traitements (ex : algorithme de rehaussement puis détection puis lissage).

Critique : le succes de leur usage dépend de leur adéquation & la nature de l'image a analyser
. adequation non seulement du type de l'outil mais aussi de la séquence d'opérateurs gu'it met
en ceuvre et de leurs parameétres nécessitant ainsi & ce niveau une véritable expertise [DIXO
86] [GALL 88].
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Dans le domaine de l'interprétation :
Deux classes d'approches apparaissent :

1+ Techniques de mise en correspondance s'appuyant sur des stratégies de prédiction
vérification ou sur des techniques connexionnistes de relaxation. [LUX 85] [MOHR 88]

2 + Techniques basées sur des représentations par objets, de type déductives, fondées
sur I'exploitation de régles de production, selon des stratégies guidées par I'ensemble des
connaissances disponibles & un instant donné [GARB 87].
L'organisation logicielle est celle d'un systéme expert [NAZI 84 ], ou encore celle du
"tableau noir" [HANSO 78] [ HAYE 85].

Critique : dans tous les cas la recherche du meilleur compromis entre la représentativité et
I'utitisation du modéle est essentielle.

1.3 Styles de conception et fonctions mises en ceuvre

Les styles architecturaux et fonctionnels des systémes de vision permettent d'identifier deux
classes :

1 +les systémes séparant les deux niveaux d'analyse : le module "de segmentation” et le
module "d'interprétation".

2 + les systemes hybrides, mettant en ceuvre une coopération pius étroite entre les taches.

Les systemes séparés :

[MATS 88] présente une étude des systémes experts réalisés dans le domaine de la
segmentation d'image.

Module "de segmentation” :

La stratégie .est la suivante : générer un plan d'analyse de I'image puis sélectionner les
opérateurs et les paramétres optimaux de ceux-ci par essai - erreur. Le plan est généré grace
a des connaissances sur les modes de séguencement des opérateurs, et éventuellement sur
l'image elle méme. La sélection des opérateurs est guidée par des connaissances sur leurs
conditions d'application.

Module "d’interprétation” :

Ce module dispose de connaissances dites de "haut niveau" pour interpréter la segmentation
fournie par le module "de segmentation". il peut parfois fournir en retour de nouveaux objectifs
au module "de segmentation”.

MATSUYAMA distingue quatre types de tels systémes ayant deux modules :

1+ les systémes de consultation sollicitant la participation de l'utilisateur dans I'évaluation
des résultats.

2 + les systémes de création de programmes demandant, pour pouvoir fonctionner, la
donnée par I'utilisateur d'un *pseudo programme” ou d'un exemple.

3+ les systémes a base de régles travaiilant par raffinement d'une segmentation initiale,
en appliquant des régles de traitement et de contréle guidées par la notion de zone d'intérét.
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4 + les systémes de segmentation dirigés par l'image développant une stratégie de
planification des opérateurs guidée par e but, s'appuyant sur un réseau décrivant ia
composition de l'image.

Critique . Les notions essentielles sont celles de focalisation, d'adaptation et de contrle. Leur
mise en ceuvre suppose une modélisation approfondie de l'expertise en traitement d'image,
imposée de maniere innée au systéme.

Notre perspective sera plutét inverse : le systéme construisant lui méme sa propre expertise.
D'autre part les résultats de l'interprétation sont souvent peu utilisés pour améliorer ou infléchir
le processus de segmentation, le module dinterprétation étant méme parfois supposé
interpréter convenablement des images segmentées de maniére déficiente.

Les systemes hybrides :

[PORQ 86] [LUX 85] présentent des études détaillées, dont nous pouvons retenir les points
suivants:

+ les systémes faisant appel au principe de prédiction vérification, les hypothéses
d'interprétation impliquant des contraintes sur la segmentation.

+ les systémes introduisant la notion d'ilot de confiance.

+ les systemes [KOHL 87] ayant la possibilité de revenir sur une segmentation lorsque son
interprétation en est ambigué, mais en disposant alors des conclusions de finterprétation.

+ les systemes de reconnaissance de cibles, exploitant des séquences diimages, réalisant
le retour sur une image, d'informations extraites et interprétées de I'image précédente.

Critique : la tache d'interprétation joue un réle primordial : elle permet de guider et de contrdler
la tache d'analyse de limage. Ceci implique qu'elle puisse disposer & cette fin d'une
représentation détaillée et structurée du probléme a résoudre, associée a une solide capacité

de raisonnement.

1.4 Conclusion

Il apparait ainsi que 'objet d'étude des systémes de vision est I'image, gue deux classes
d'expertises sont nécessaires : celles relatives & 'utilisation des processus d'analyse de 'image
et celles relatives aux caractéristiques du domaine d'application considéré. Ces formes
d'expertise touchent cependant des champs de connaissances extrémement divers, dont
I'nétérogénéité suggere I'emploi de modes de représentation et d'exploitation adaptés.

Nous présentons maintenant les modes de représentation de l'image ou de ses caractéristiques
et les méthodes qui en découlent.
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02. L'image objet d'étude : ses représentations.

Les représentations d'une image se répartissent en cing catégories caractérisées par des
classes de méthodes :

Méthodes morphologiques : on code l'image comme un ensemble de pixels d'un plan
(euclidien R2 ou discret ZZ) sur lequel on va faire agir des transformations.

Le présupposé est . un acte perceptif visuel peut se modéliser par des transformations
ensembilistes.

Méthodes statistiques : on code fimage comme un vecteur de RP dont les composantes

mesurent p caractéristiques définissant l'image.

Le présupposé est : il y a beaucoup de chances pour que ...

Méthodes structurelles : on code l'image comme une structure informatique.

Le présupposé est : il y a une forme, une structure dans l'image.

Méthodes analytiques : on code l'image par une équation sur les coordonnées de ses points
dans un espace.

Le présupposé est : il y a vérification d’'une relation numérique.

Méthodes connexionnistes : on code 'image comme une configuration d'état d'un ensemble
d'unités interconnectées.

Le présupposé est . il y a des liens.

Nous observons ici que le mode de représentation de l'image enferme dans une classe de
méthodes.

Nous étudions maintenant chacune de ces classes.
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03. Les méthodes

3.1. Méthodes de la morphologie

Contrairement aux sons qui se combinent algébriquement, les signaux visuels interagissent de
maniére ensembliste. En effet : les objets vus sont en général opaques et percus en
perspective, et puisque tout objet non transparent cache tout ce qui est placé derriére lui, on
peut affirmer que "si le contour de {'objet le plus proche contient celui du plus lointain, alors il le
cache completement, sinon s'if lui est inclus alors ...".

Une morphologie, (C'est a dire une description de forme) si elle se veut mathématique doit donc
s'exprimer dans le cadre adapté a linclusion, & savoir dans le cadre de la structure
mathématique de treillis.

Une image sera tout simplement représentée par un ensemble E dont les éléments sont
appelés pixels.

Une forme sera une partie de E, élément du treillis P(E) muni de la relation d'inclusion et des
opérations d'intersection, union et complémentaire (le complémentaire de A est noté A®).

Dans ce cadre, un acte perceptif visuel peut s'interpréter comme une transformation de formes,
c'est a dire une application f de P(E) dans P(E} .

Situer une perspective d'étude par rapport a l'inclusion focalise I'intérét sur deux propriétés de
ces transformations :  est extensive et f est croissante.

Nous rappelons maintenant quelques définitions relatives a ces transformations modéles
d'actes perceptifs, avant d'étudier quelques unes de leurs propriétés et définir les dilatations et
érosions.

Ces transformations, actes perceptifs de formes, modélisent des facons d'agir sur des
ensembles de pixels selon un point de vue identifié par un élement structurant.

Les propriétés de ces transformations rendent compte de la "perte d'information” résuitant de
leur application sur 'ensemble de pixels et permettent donc de la gérer au mieux.

Le paragraphe suivant définit quelques notions qui vont étre utilisées par la suite pour décrire
des situations.

Quelques définitions générales préalables:

D1 :*fest duale def | sietseulement si Pour tout X de P(E) ,on a:
f(x) = (f(x®))°

[ D2 : g est un graphe l si et seulement si [g est une application de E dans P(E) |

D3 : g 'est graphe | sietseulementsi | g 1 est I'application de E dans P(E) définie
symétrique de g parpourtoutxde E g (x)={y/xEg(y)}

D4 : g est un graphe | si et seulement si g=4d
symétrique
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D5 : Une application f
de P(E) dans P(E) est
croissante

D6 : Une application f
de P(E) dans P(E) est
extensive

D7 : Une application f
de P(E) dans P(E) est
réunitive

si et seulement si

si et seulement si

si et seulement si

Propriétés des applications réunitives :

P1:

si | Une application f de
P(E) dans P(E) est

réunitive

Pourtout Xde P(E), Yde P(E),ona:
siXCYalorsf(X)< f(Y)

Pourtout Xde P(E)ona: XZ f(X)

i€l

Pour toute famille { X j } j=1 telle que
Xi€ PE),ona U f(Xy)=f(U X;)

i€l

alors

P2:

f est croissante

si | Une application f de
P(E) dans P(E) est

réunitive

alors

L'application g de E dans P(E) définie pour tout e de
Eparg(e) = f({e})estun graphe tel que :
Pour tout X de P(E)ona:f(X)= U g(e)

g est le graphe associé a l'application réunitive f

eEX

P3 : inversement :

si | g est un graphe de E

dans P(E)

alors

Notion de dilatation :

D8 : f est
dilatation.

appelée

L 'application f de P(E) dans P(E) définie pour tout X
de P(E)parf(X) = U g(e)estréunitive:

eeX

f est 'application réunitive associée au graphe g

si et seulement si

f est réunitive de P(E) dans P(E).
l.e graphe g associé a f est dit éiément

structurant de ia dilatation

P4 : Pourtout X de P(E)ona dilatationg (X)= U g'e =xo g“1

ecX

P5 : Pour tout X de P(E)onadilatationg(X)= {e€e E/g(e) NX=x &}

Notion d'érosion :

D9 : i est appelée
érosion.

si et seulement si

f est dual d'une dilatation. Le graphe g associé a
f est dit éiément structurant de iI'érosion

P6: Pourtout X de P(E) :érosiong( X)= *dilatationg (X)
Pour tout X de P(E) : érosiong ( X ) = xeg=1=N [g' el =xCo g

eex®
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P7: Pourtout X de P(E)onaérosiong(X)= {e€ E/g(e)< X }

Autres notions : ouverture, fermeture, HMT, amincissement, épaississement

D10 : Pour tout X de P(E) ona ouvertureg (X)= [X® g -1 1©g
Pour tout X de P(E) on a ouvertureg ( X ) = érosiong ( dilatationg -1(X))

D11 : Pour tout X de P(E) on a fermetureg (X )= [X© g7']® g
Pour tout X de P(E)on a fermetureg (X)= diiatationg ( érosiong -1(X))

D12: Pour tout Xde P(E)ona
HMT(g. g,) ( X) = érosiong ( X) / dilatationg,( X )

/ est l'opération ensembliste "différence” : X /Y = X N Y©

HMT(X) modélise ce que I'on gagne ou perd dans ['érosion X par g4 ou la dilatation de X par gs.
Son nom Hit or Miss Transformation l'indique bien. Les érosions et dilatations sont des cas
particuliers de HMT. (en particulier I'érosion est obtenue avec le graphe g, tel que pour tout x
deEonago(x) =)

P8: Pourtout Xde P(E)ona HMT(91,92)(X)= X ® (©19)

D13: Pour tout X de P(E)ona
amincissement(g g.)(X) = X O (g19p) =x/ (X ® ©19))

D14 : Pour tout X de P(E)ona
épaississement(g_l’gz)(X): X O (g19) =X¢ O (9190)

Pourtout X de P(E)on a
épaississement(g, g ( X ) = "amincissement(g, g.) ( X )

+ Exemples :

Le plan euclidien peut étre modélisé par le corps des complexes R 2

Nous allons définir un élément structurant non symétrique, et observer l'effet des principales
transformations définies ci-dessus sur un ensemble donné de pixels.

Définition d'un élément structurant g :
pour tout point x de R 2. g{x) = le triangle équilatéral de c6té 1, centré en x (pointe en
|l|lairll).

Ce graphe g n'est pas symétrique.

Son symétrique g ~! est défini par
pour tout point xde R 2, g ‘1(x) = |e triangle équilatéral de coté 1, centré en x (pointe en

llbasll).

La forme, ensemble de pixels sur lequel on fera agir les transformations sera un triangle
équilatéral de coté 3 (pointe en "l'air).
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Second aspect de représentation de connaissances : une étude ce cas : le dessin au trait.

dilatations :

On remarqgue gue f'on n'obtient pas la méme dilatation avec un élément structurant et avec son
symétrigue. Dans la grande majorité des cas, on prendra un élément structurant symétrique, et
on aura donc les mémes dilatations.

érosions :

Erosion g fi =X g 9-1 Erosiong_V: Xe @

lci aussi nous n'obtenons pas le méme érodé avec un élément structurant et son symétrigue.

Intéressons nous maintenant a illustrer l'effet de ces transformations dans un plan discret avec
un élément structurant symétrigue cette fois.

Le plan discret peut étre modélisé par Z 2 selon deux points de vue : la maille carrée ou
la maille hexagonale :
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En maille carrée :

Définition d'un élément structurant g4 :

pour tout (i, ) de Z 2 :ona g4 ((i.)))=
{ (+1J41) 5 (1541) ; (i41,)-1) 5 (1-1,5-1) 3

Définition d'un élément structurant gg :

pour tout (i, ) de Z 2:ona gg ((iL))= i
{ (+1341) 5 (1) 5 -1 S (1-1) 5 (1) S G-10-1) S (1)

(1) }

En maitle hexagonale :

Definition d'un élement structurant gg :

j
pour tout {i, ) de Z 2. ona g ((L))=
{11 5 (-1,0) 5 (1,1 5 Q1) (-1j+1) 5 1) 3
Exemple 1 : en maille carrée : effet dilatation des éléments structurants g, et gg
PPN Ad -
( / = 1
O m ]
pixels sur lesquels on agit Effet de g4 Effet de gg

Exemple 2 : en maille hexagonale : effet dilatation de I'élément structurant gg

\VAVAVAV

VAVAVAVAN /\

pixels sur lesquels on agit Effet de gg
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Second aspect de représentation de conhaissances : une étude ce cas : le dessin au trait.

+ Hiérarchie des transformations de la morphologie mathématique :

Nous disposons ainsi d’aprés SERRA de toute une hiérarchie de transformations.

HMT
T
I 1 1
Paramétrage Erosion Amincissement
* dilatation * Epaississement
T
1 1 i 1
Rose des Fonctionnelie Squelettes Elagage,
vents de Minkowski homotopiques Enveloppes
H 1 |
Erosion Quverture Erosion Ensembles
anisotrope isotrope aléatoires
F
Covariance
Matrice Estimation || Distribution Filirage Squelettes Suites Géodésiques
covariance Variance de tailles
|  —
Bisecteurs Erosion analyse
conditionnels ultime individuelle

+ Conclusion :

Nous avons vu gue l'on pouvait modéliser des actes perceptifs visuels par des transformations,
des fagons d’agir sur des pixels selon un point de vue identifié par un élément structurant. Ces
transformations peuvent permetire de metire en évidence dans une image des ensembies de
pixels représentatifs par exemple d’une certaine forme recherchée.
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3.2. Méthodes statistiques :.

Une image peut étre pergue comme une grande masse de données d'ol I'on cherche a extraire
des informations utiles dans le but de réaliser une classification.

Nous cherchons a appliquer des méthodes statistiques de classification automatique pour
reconnaitre des formes dans une image.

Nous allons nous intéresser tout d’abord aux difiérents types de classifications réalisables : les
partitions, les recouvrements, les hiérarchies et les pyramides, qui se formalisent dans la notion
d'espace de classification. Les classes ainsi identifiées seront représentées. Nous étudions
ensuite les espaces de représentation et enfin un algorithme : “les nuées dynamiques”.

Définissons quelques types de classifications :

1+ une partition d’un ensemble E fini est un ensemble P = (P4, ..., Py) de parties non vides de
E, d'intersections vides deux a deux et dont la réunion forme E.

2 - un recouvrement d’un ensemble E fini est un ensemble R = (R4, ..., Ri) de parties non
vides de E, dont la réunion forme E. (une partition est un cas particulier de recouvrement).

3 « une hiérarchie d’'un ensemble E fini est un ensemble H = (Hy, ..., Hy) de parties non vides

de E appelées paliers tels gue
(1) E & H (le palier le plus haut contient tous les éléments)
{(2) pour tout e de E, on a {e} & H (tous les plus bas paliers sont les singletons)
(3ypourtoutheth’deHonahnNh'=J = hCh'ou h’ Ch (emboitement hiérarchique)

Une hiérarchie H d’'un ensemble E peut se représenter par un dendogramme :

h1 ; h12 ------ palier haut
h10 ----- troisiéme palier
h h |- second palier
8 9 -- premier palier
>—-l l l palier bas

Exemple de hiérarchie d’'un ensemble E ={ e4, ..., &7 } représentée par un dendogramme.
OnaH={{eq}. ..., {e7}. hg. hg, h1p. h11. by, } remarque :hip=E

Si f'on donne une “valeur” aux paliers d’'une hiérarchie, on dit définir une hiérarchie indicée.
La hiérarchie apparait alors comme un emboitement de partitions de moins en moins fines du

bas vers le haut:

Tout en bas la partition la plus fine formée de tous les singletons, tout en haut la partition la
moins fine formée d’un seul ensemble hyp = E.
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Second aspect de représentation de connaissances : une étude ce cas : le dessin au trait.

Par exemple entre le second et le troisieme palier, une droite horizontale coupe la hiérarchie en

trois points, ce qui donne une partition en {rois ensembles :
P={{eq} hg, hyp}

4 - une pyramide d’un ensembile E fini est un ensemble [1=(TT4, ..., TTy) de parties non vides

de E appelées paliers tels que
(1) E€ T7 (le palier le plus haut contient tous les éléments)

(2) pour tout e de E, on a {e} € T] (tous les plus bas paliers sont les singletons)

@)pourtoutnetmdeonanNmZ = nnNmrell

(4) il existe un ordre 6 tel que tout élément de la pyramide [T soit un intervalle de 6
Une pyramide [T d’'un ensemble E peut se représenter par un dendogramme :

palier haut
troisieme palier
second palier
premier palier
palier bas

Exemple de pyramide d’'un ensemble E={ e4, ..., €7 } représentée par un dendogramme.
Onafll ={{e1}, R {67}, g, g, Ty, M11, T2, T3 }

Formalisons maintenant la notion d’espace de classification, en mettant en évidence les
propriétés communes aux partitions, recouvrements, hiérarchies et pyramides.

Définition :
S constitue un espace de classification sur 'ensemble E fini, si S satisfait aux propriétés
suivantes :

+1+ tout élément s de S est un ensemble de parties de E.

*2+ tout élément s de S recouvre E.

+3+ il existe au moins un élément s de S qui contient E. ( une des classifications utilise E ).

*4+ i| existe au moins un élément s de S qui contient tous les singletons de E.

Exemple : soit E ={eq, ey, €3, &4, €5} un espace S de classification sur E est par exemple :

S={{E}.{{eq1.ep ez} {e4. €5} }.{{e1}.{eo}. {e3}. {e4}. {&5} } }

Autre exemple : 'ensemble de toutes les partitions d’'un ensembie E est un espace de
classification.

Il en est de méme pour les ensembles de tous les recouvrements, de toutes les hiérarchies et
de toutes les pyramides d’un ensemble E fini.

Formalisons maintenant la notion d’espace de représentation.
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Un groupe d'éléments, une classe, peut étre représenté par :

@® ®
L o 9
Y @ .+.
° ]
® ®
une droite un ou des points de la classe un centre de gravité

Le nom générique donné a Fune quelcongue de ces représentations est “noyau”.
Définissons la notion d’espace de représentation :

Définition :

Tout ensemble peut étre un espace de représentation.

On distinguera I'ensemble L appelé espace de représentation d’une classe et 'ensemble Ly
appelé espace de représentation d’'une partition de Py

lustrons par quelques exemples :

Soit E = [1,n2, un carré du plan discret (ensemble de n? pixels) appelé rétine.

On peut choisir E comme espace de représentation d’'une classe : L = E.

On peut choisir Ex...xE = EK comme espace de représentation d’'une partition en k classes de
Py

Une classe de la partition est donc représentée par un pixel “représentatif’ de la rétine, le k
uplet des classes de la partition en k classes par un k uplet de pixels de la rétine

Définition :
Un ensemble E est muni d’une structure de représentation d’une partition Pk si on lui associe :

*1+ un ensemble L appelé espace de représentation d’'une classe

2+ une application D de P(E) x L dans R* appelée mesure de dissemblance entre une
classe de P(E) et une représentation de classe de L

3+ un ensemble Ly appelé espace de représentation d’'une partition Py

4+ une application W de Py x Ly dans R* appelée critére de mesure de 'adéquation entre
une partition de Py et une représentation de partition de L

Une fonction g permettant d’associer & une partition de Py, un élément de Lk est appelée

fonction de représentation.
Une fonction f permettant d’associer a4 un élément de Ly, une partition de Pk est appelée

fonction d’affectation.

Exemples de structures de représentation d’une partition Py

Si f'on reprend I'exemple ci-dessus de la rétine, it reste & préciser :

la mesure de dissemblance entre une classe et une représentation de classe :
D (A, xX) = inertie de A par rapport & X

la mesure d’adéquation entre une partition et une représentation de partition :

K
WP, L= » D(PnlLn)
n=1
La fonction de représentation g est par exemple g (P) =L avec L = (L1,....Lp.....Lk,) soit les k
centres de gravité discrets des k classes de la partition P, ce sont les k éléments de |a rétine
qui minimisent D (Pp ,.)
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La fonction d'affectation f est définie par f (L) = P avec Pph = { X € E tels que pour tout m de
{1,...k}onait distance ( x, Ly ) s distance { x, Ly ) et n<m en cas d’égalité }

Nous allons montrer qu'une grande familie de problemes de la classification automatigue
peuvent s’énoncer en termes d'optimisation d'un critére mathématiquement bien défini.

Le cadre général permettent d'énoncer ces problémes et d’obtenir des algorithmes pour leur
donner des solutions approchées est celui des “nuées dynamiques”.

La méthode des nuées dynamiques a introduit une problématique nouvelle, en cherchant a
optimiser un critére qui exprime 'adéquation entre une classification d’'objets et un mode de
représentation des classes de cette classification.

Le probléme d’optimisation se pose en termes de recherche simultanée de la classification et
de la representation des classes de cette classification parmi un ensemble de classifications et
de représentations possibles, qui optimisent ce critére.

’ensemble des partitions de E constitue un exempile privilégié d’espace de classification.

L'ensemble des centres de gravité des classes de la partition constitue un exemple classique
d'ensemble de représentation.

Malheureusement, un algorithme de type “nuées dynamiques”, comme la plupart des
algorithmes de partitionnement conduit & des optimum locaux du critére et la solution obtenue
dépend de fa partition ou de la représentation choisie a l'initialisation de 'algorithme, de plus
elle nécessite le choix & priori d’'un nombre k de classes au départ. Ces deux problémes ne
sont pas encore résolus.

Algorithme des “nuées dynamiques”

Enoncé :

Trouver un couple (P™, L") de Pk x Lk oli Py est 'ensemble des partitions en k classes d’un
ensemble E et Ly un espace de représentation des classes de Pk qui minimise un critere W :
Py x Ly — R*, autrementdittel que W (P", L") =Min { W (P, L) telsque PEPy et L € L, }

On note g la fonction de représentation : g : Pk — Lk et f la fonction d'affectation :f: Lk — P

algorithme :
a partir d’une solution initiale vg = (PO, L0 ) estimée ou tirée au hasard, itérer jusqu'a
stabilisation de la suite v par : vyt = (P L0+1) o PMHI=f(LN) et LM =g (P™T) et
Un=W{Vn)

On prouve que la suite u converge en décroissant et que la suite v est stationnaire a partir d’'un
certain rang fini.
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Tableau de différents algorithmes de type “nuées dynamiques” selon les modes de
représentation (Ia classification est toujours une partition en k classes) :

Critére, fonction d’affectation et de représentation :

K
-WPL = > D(Pn.Lln)ot D(AX) est linertie de A par rapport a x.

n=1

* g (P) = les centres de gravité des classes de P
*f(L)y=Polles Pp={x€ Etels que pour tout mde {1,... k}on aitd (x, Lp) =d (X, Ly ) et h<m

en cas d’'égalité }

Représentation

Nom de f'algorithme

Référence

par centre de gravité

algorithme des centres
mobiles

[ BENZECR! 1973]

par lot de probabilité

algorithme de decomposition
de mélanges

[ SCHROEDER 1976]

par distance

algorithme des distances
adaptatives

[ FRIEDMAN 1967]

par régression algorithme de régression| [ Charles 1977]
typologique

par axe factoriel algorithme d’analyse][ Ok 1975]
factorielle typologique

par axe discriminant algorithme d’analyse| [ LEMOINE 1979]
discriminante typologique

par variables algorithme de segmentation | [ Meunier 1986]
typologique

par individus algorithme des tableaux de
distances

par courbes algorithme de lissage}[ Ok 1975}

typologique
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3.3 . Méthodes structurelles :.

Tout naturellement, les structures informatiques disponibles, sont utilisées pour représenter
image. Nous présentons ci-dessous les différentes structures informatiques codantes et les
méthodes et algorithmes correspondants.

3.3.1. On code la forme comme une chaine.

C’est a dire comme une liste de composants élémentaires pris dans un alphabet.

Exemple 1 : le code de FREEMAN : on code huit directions de segments constitutifs du

contour.
forme . code : alphabet : codage
g
2
8 1 carré
—> 4 0 {0,1,2,3,45,6,7}
5 7 =
6
0246

Exemple 2 : le code de convexité : on code trois convexités du contour : droit, concave,

convexe.
forme : code : “alphabet . codage
patate
{a,b,c}
baaca
Exemple 3 : le code a trois directions
forme : code : alphabet : codage
b
triangle équilatéral
{a,b,c}
a =
> c / aabbce
structure de fa forme : une chaine de caractéres d'un alphabet
ensemble d'apprentissage : un ensemble de chaines de caractéres
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techniques de reconnaissance et de classification des formes :

idée 1:

on établit des liens de "ressemblance” entre les éléments de la forme. Cette relation de
"ressemblance" étant dotée des qualités d'une relation d'équivaience, on génére ainsi des
classes de formes correspondant aux concepts a reconnaitre.

concept = classe de formes

selon la relation "ressemblance”

ensemble de toutes les chaines

méthodes et algorithmes :

CC comparaison de chaines : [MORRIS PRATT KNUTH]

probléme :

principe :

lexique :

algorithme :

Rechercher un motif dans une forme chaine

On manipule un indicateur P qui indique la longueur du plus long
préfixe de M reconhu comme sous texte de F au cours de
Fexploration. Une fonction Lien qui ne dépend que du motif M permet
de faire évoluer P.

M est le motif recherché dans ia forme F ¢'est un texte de m
caractéeres
F est la forme explorée : c’est un texte de f caractéres. onam <f.

procédure Créer-Lien
DEBUT { de création }
Lien(1) =0
POURj=2am
FAIRE wu:=Lien{j-1)
TANT QUE M(j) # M{(u+1) et u 20 FAIRE u = Lien(u)
SI M(j) # M{u+1) etu=0
ALORS Lien(j) =0
SINON Lien(j) := u+1
FIN { de création }

procédure ComparaisonChaine (M, F . texte )

DEBUT { comparaison chaine }

i=1;)]=1

TANT QUE i =f

FAIRE TANTQUEj=0 et M(j) = F(i) FAIRE j := Lien(j)
Slj=m ALORS “succes” SINONi =i+1;j=j+ 1

FIN { comparaison chaine }
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DE : distance d'édition [WAGNER FISCHER]

probléme :  Calculer une distance entre deux motifs a une certaine “confusion”
pres
principe : On définit trois opérations élémentaires qui modélisent les confusions
autorisées :
* la substitution d’un élément a du motif par un autre b : de cout
C(a, b)

» Vinsertion d’un élément novateur a dans le motif : de colt C(f,a)
* la destruction d’'un élément a du motif : de cout C(a,f)

Par exemple le motif ab peut étre transformé en le motif bac par la
suite des transformations : insertion(c) suppression(b) substitution(c,
b) insertion(c) donnant la suite des motifs . ab, cab, c¢a, ba, bac de
cout total C(£.c)+C(b, /)+C(c, b)+C(f.c)

On définit 1a distance d’édition D(M1, M2) entre deux motifs M1 et M2
comme le colit de la suite de transformations élémentaires la moins
colteuse pour transformer M1 en M2 (distance de LEVENSTEIN)

Soit Dfi, j) la distance entre le préfixe de longueur i de M1 et le préfixe
de longueur j de M2 : on a la propriété de récurrence :

D, j) = Min { D(i~1,j=1)+C(M1(i),M2(})) ; D(i-1.j)+C(M1(i),f) ; D(i,j-
1H+C(f,M2()) }

lexique : M1 et M2 sont les deux motifs dont on cherche & évaluer la distance
D(i, j) est un tableau des distances entre préfixes de longueur i de M1
et le préfixe de longueur j de M2
n1 est la longueur du motif M1 et n2 la longueur du motif M2

algorithme :
fonction DE ( M1, M2 : Texte ) : réel;
{ distance entre les motifs M1 et M2 }
DEBUT {de DE }
D(0,0) =0;
POUR ide 1 ant FAIRE D(i,0) .= D(i-1,0) + C(M1(i),f) FAIT
POUR jde 1 an2 FAIRE D(0,j) := D(0,j~1) + C(f,.M2(j)) FAIT
POURide1ant
FAIRE POURjdetan2
FAIRE
DG, j) =
Min(D(i—1,j—1)+C(M1(i),M2(j));D(i-1,j))+C(M1(i), £);D(i,j—
1+C(f, M2())) }
FAIT
FAIT
DE = D(nt1,n2) { La distance d’édition enire M1 et M2 est
D(n1,n2)}
FIN {de DE}

La complexité de cet algorithme est en O(n1 . n2)
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CD : Comparaison dynamique ou programmation dynamique : []

probléme :

principe :

Soit un processus P décomposable en n phases.

A chaque phase i, une décision X est prise, permettant de passer de
létat Ej_1 al'état E;.

Soient X l'ensemble des décisions et E I'ensemble des états
possibles.

L'état E; est supposé ne dépendre que de Ej—1 et de X

Le passage de Ej_1 a Ej est valué par une fonction de co(t rj qui ne
dépend quede Ej{ et X;.

Le probleme posé est de trouver le cout optimal et le chemin
correspondant.

Soit R le colt d'un ¢chemin Eg ,....,Ej ,....E, etr; le cottdela
transition de Ej{ a E; par la décision X;

Si la fonction R est décomposable
[ c’est a dire R(u, v, w) = g{u, h(v, w)) et g est monotone non
décroissante ]

alors MITTEN [1964] a prouvé que :
opt R(u v,w)=o0pt g(uopt h(v,w))
u v,W

Uv,w
Si |a fonction R est décomposable et si les colts r; sont positifs

alors on pourra écrire
R=Rq[ri(Eo, X1),R1[re(Eq, X2),...tn (En-1, Xn)]]

etdonc : Ropt = Opt Rt (11, opt R (r, ... Mm))
X1 Xo2.. Xn

soit : Ropt = Opt R1 (11, opt Rz (r2, .., opt (m)...))
X1 X2 Xn

ce qui établit une formule récursive sur laquelle est basé I'algorithme.
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idée 2:

Les classes de formes correspondant aux concepts sont des langages réguliers ou
algébriques, sous ensembles particuliers de toutes les chaines possibles codant toutes les
formes.

concept = classe de formes

langage 2

ensembile de toutes les chaines

meéthodes et algorithmes :

AS analyse syntaxigue: (reconnaissance) []

probiéme : Etant donnée un automate d’états finis A, Décider si une phrase x est
élément du langage accepté par cet automate d'états finis.

principe : Notons x = a4 as ...8, ; Oh construit la suite d'états q =d(qg a1 ) ; 4o
=9(d18) ;... ;95 =9(An—1 8y ) ; Si A, est un état final alors la phrase
X est reconnue sinon elle ne l'est pas.

IR : inférence réguliére : (apprentissage)[uvkw] [k finales] [agrégation de
finales]

probléme : Etant donné un ensemble fini F de phrases (échantilion
d’apprentissage) Trouver une grammaire G = (A, V, o, P) telleque F
soit complet par rapport a G.

F est dit complet par rapport a une grammaire G si :
+1« L{G)DF
+ 2+« Lalphabet sur lequel est écrit F est égal & A
» 3 « Toutes les régies de P sont utilisées au moins une fois dans une

génération d’'un phrase de F.

Le probleme posé de cette maniére admet un grand nombre de solutions.

principe : de I'algorithme ufw

On recherche dans I'échantillon F les traces des régles récursives
caracteristiques de la grammaire qui I'a engendré.
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3.3.2. On code la forme comme un terme.

C'est a dire comme une formule, cas particulier d'arbre

Exempte 1 : Code de SHAW langage de description de forme a l'aide d'opérateurs sur des
descripteurs

forme : code : alphabet : codage
superposition ! V : vecteur vertical forme =
juxtaposition + | H: vecteur horizontal chope & biere =
{bout a bout)
D : vecteur demi tour (V+-H)!
opposé - (D!-D)+
—V+-V+
H+V
V m
D
: H ;

méthodes et algorithmes :
Définition :

Un terme est défini & partir :

+ d'un ensemble de symboies fonctionnels S = { f, g, a, ...}, chague symbole étant
interprété comme un nom de fonction a n (n=0) arguments

+ etdunensemble V={x v, ...}devariables :
Exemple :f(g(x),a h(g(y)z)).

Un terme sera représenté par un arbre non limité étiqueté parV'=VU S

Opérations : Terme désigne le type des termes et ListeTermes le type liste de termes
racine: ...... Terme — V’
fils: ... Terme — ListeTermes

composer : .. SxTerme — Terme

feuille: ... V — Terme

téte: ... ListeTermes — Terme

reste: ... ListeTermes —= ListeTermes
adj: ... Terme x ListeTermes — Terme
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S substituer : []

Substitution :

on appelle Substitution toute fonction V — Terme, qui a chaque variable associe le
terme qui doit lui étre substitué. Notons sigma une telle substitution.

probléeme : Substituer ( 1, sigma ) : substituer dans le terme 1t selon les indications
de ia substitution sigma, c’est générer un terme dans lequel toute
occurrence des variables est remplacee par son terme remplagant.

principe : On va utiliser une fonction sigma représentée par une table qui
associe a chaque variable le terme particulier a substituer ou elle
méme s'it n'y a pas de substitution & opérer pour cette variable pour
agir sur la racine du terme. Pour la liste fille, on composera la
substitution de la téte 3 celle du reste de la liste.

algorithme :  détaillons Palgorithme substituer

substituer : ......... Terme x Substitut — Terme : ¢’est Popération qui va substituer
dans un terme donné toutes les variables par le terme a lui substituer défini par la
fonction Substitution.

Soit t un terme et sigma une substitution, on a :

fonction substituer (t : Terme , sigma : Substitution ) : terme

DEBUT { de substituer }

Siracine (t ) € V (¢'est une variable)

ALORS sigma ( racine (1))

SINON composer { racine (t ), substiuerListe (fils(t}))
FIN { de substituer }

fonction substituerListe ( liste ) : liste

DEBUT { de substituerListe }

Sl vide ( liste )

ALORS ListeVide

SINON adj ( substituer ( téte ( liste ), substiuerlListe ( reste (liste } ) )
FIN { de substituerl.iste }
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AU antiunifier: (ou généraliser ) [ PLOTKIN 19701

C’est I'algorithme de base de 'apprentissage symbolique

probléme :  Antiunifier (14, t5 ) c'est générer un terme t qui “généralise” au mieux
deux termes donnés ty et ty.

principe :

siles deux termes t4 et tp sont des variables ou si racine( t1 ) = racine( to )
alors on généralise t4 et t, par une variable t de nom arbitraire
sinon on a racine (14 ) = racine ( 1 ) et le généralisé t sera de racine racine ( t4
) C’est & dire t = composer ( racine ({4 ), It ) ol It est I'antiunifié des termes qui
se correspondent dans les listes fils ( t4 ) et fils ( 1, ) mais en prenant garde &
ne reprendre une variable déja utilisée que si on lui associe dans sigmat et
sigma?2 les mémes termes que précédemment.

algorithme :  détaillons l'algorithme "antiunifier”

AntiUnifier : Terme x Terme — Terme est une fonction qui fournit un nouveau
terme & partir de deux termes en les unifiant, c’est & dire en fournissant leur
“‘meilleure” généralisation.

fonction AntiUnifier (11,12 : Terme , var sigma1l, sigma2 : Substitution );

{ sigma1 et sigma2 sont les substitutions qui générent I'’AntiUnifié t a partir de t1 pour
sigmal et a partir de t2 pour sigma2 }

procédure Anti (1, 12 : Terme , vart : Terme)
{ effectue PantiUnification de t1 et t2 en tenant compte des variables déja
affectées par sigmat et sigma2 }
var liste : ListeTermes;
DEBUT {de Anti }
Sl racine (t1) € S et racine (i1 ) = racine (12)
ALORS { antiUnification des sous termes }
AntiListe (fils (t1), fils (12), liste )
t .= composer ( racine (1), liste )
SINON  x :=recherche ( t1, sigmail, 12, sigma2 )
Slx=
ALORS sigmal = ajout (y, t1, sigmai)
sigma2 = ajout ( y, t2, sigma2 )
t =feuille(y) y:=succ(y)
SINON 1 :=feuille (x)
FIN { de Anti }

procédure AntiListe (liste1, liste2 : ListeTermes , var listeAntiUnifiée :
ListeTermes)
{ effectue 'antilUnification de t1 et t2 en tenant compte des variables déja
affectées par sigmat et sigma2 }
var te :terme; li : ListeTermes
DEBUT { de AntiListe }
Sl vide (liste1)
ALORS listeAntiUnifiée = listeVide
SINON Anti ( téte ( listel ), téte (liste2 ), te )
AntiListe (reste ( liste1 ), reste (liste2) , i)
listeAntiUnifiée .= adj (te , li)
FIN { de AntiListe }

DEBUT { de AntiUnifier }

sigmat :=identité ; sigmaz2 = identité ;
y = minvariable,;
anti (11,12, 1) ; AntiUnifier .=t

FIN { de AntiUnifier }
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Ffiltrer: []
Algorithme de reconnaissance de motif
probleme : Filtrer ( t, u ) : Filtrer un terme t par un terme u, c’est générer une
substitution sigma telle que substituer (t, sigma ) = u. C’est a dire
que Filtrer (t, u ) est I'opération inverse de substituer. Si le filtrage
n‘est pas possible Filtrer (1, u ) fournit la substitution non définie nil.
principe : On génére le substitut par ajouts successifs de couples ( variable x ,

terme v ). Si on a successivement les couples ( X, v) et ( x, v'), il faut
vérifier v = v’ sinon on a un échec.

algorithme :  détaillons l'algorithme de filtrer.

fonction Filtrer (t1,12 . terme ) : substitut;
var sigma : substitut,
varr:V;

fonction AjoutSiEgal ( x, v, sigma)
DEBUT
si acces ( x, sigma ) = x{ x n'est pas affectée par sigma }
alors AjoutSiEgal = ajout ( X, v, sigma)
sinon si accés ( x, sigma ) =v
alors AjoutSiEgal = sigma
sinon AjoutSiEgal ;= nil;
FiN

procédure Filtre (t, u : terme )
DEBUT { de Filtre }
r.=racine (t);
SlreVv
ALORS sigma ( x) = AjoutSiEgal (r, u, sigma);
SINON Slr=racine {(u)
ALORS FiltreListe(fils(t), fils (u))
SINON  sigma = nil
FIN{ de Filtre }

procédure Filtreliste (11, 12 : ListeTerme)
DEBUT{ de FiltreL.iste }

Sl non vide (11)

ALORS Filire (téte (11 ), téte (12) ) ; FillreListe (reste (11 ), reste (12 ) ) ;
FIN { de FiltreListe }

DEBUT { de Filtrer }
sigma := identité ;
Fitre (11,12);
Filtrer .= sigma;

FIN { de Filtrer }
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U unifier: [ ROBINSON 1965 ]

Généralisation du filtrage le rendant symétrique

probiéme :  Unifier ( t1, t2 ) : unifier les termes t1 et {2, c’est générer une
substitution sigma telle gue sigma (t1 ) = sigma (12 ) =t. Ce terme t
est dit unifié de t1 et{2.
Si I'unification n’est pas possible, Unifier ( 11, t2 ) fournit la substitution
indéfinie nil.

principe : sitt 212
alors on détermine une disparité (x, v ) entre t1 et 12
si x est une variable
alors on cherche 3 unifier subst (11, x, v ) et subst (12, x, v)
sinon l'unification est impossible.

algorithme :  détaillons Palgorithme d'unification de deux termes.

Unifier: ....... Terme x Terme — Substitut est une fonction qui fournit une
substitution o a partir de deux termes t1 et 12 qui les unifie en un méme terme, c'est
adiretelquec(tl)=o(t2)=t

fonction Unifier (11 12 :terme ) : substitut;
var sigma : substitut,

procédure Sub ( x : V ; v . terme ) { substitue v & x dans t1, 12, sigma}
var p : terme;
DEBUT {de Sub}
Sl non oceur (X, V)
ALORS p =sigma(x);ptl =vl},
SINON sigma := nil
FIN{de Sub}

procédure Dispar (11,12 : terme)
varrt , r2: Vv
DEBUT{ de Dispar }
1 =racine (rt),;r2 =racine (12) ;
Sirtev
ALORS Sub(rt,t1)
SINON Slr2ev
ALORS Sub(rz,12)
SINON Slr1 =12
ALORS sigma := nil
SINON Disparliste (fils (11), fils (12))
FIN { de Dispar }

procédure DisparListe ( 11, |2 : ListeTermes )

DEBUT { de DisparListe }
Sl nonVide( 11 ) ALORS dispar (téte (11 ), téte (12) ); DisparListe ( reste (11),
reste (12) );

FIN { de DisparListe }

DEBUT { de Unifier }
sigma := identité ;
dispar ( Substitution (i1, adaptation ), Substitution (t2, adaptation ) );
unification = sigma;

FIN { de Unifier }
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3.3.3. On code la forme comme un arbre

techniques de reconnaissance et de classification de formes :

idée 1 :

on établit des liens de "ressemblance” entre les éléments de la forme. Cette relation de
"ressemblance" étant dotée des qualités d'une relation d'équivalence, on génére ainsi des
classes de formes correspondant aux concepts a reconnaitre.

méthodes et algorithmes :

DA : distance entre deux arbres [LU]

probléme : Calcuter la distance entre deux arbres
principe de 'algorithme :
On définit trois opérations élémentaires qui modélisent les confusions autorisées :
+ 1 » suppression d’'un neeud étiqueté “a” n'importe ol dans I'arbre de coGt C( a, f)
+ 2 + insertion d'un nceud étiqueté “a” n'importe ol dans 'arbre de colt C( £, a)
+ 3 » substitution d’'un noceud étiqueté “a” par ‘b’ de colt C( a, b))
La distance entre deux arbres est alors définie comme le colt de la suite d'opérations
T la moins colteuse transformant un arbre en l'autre et vérifiant les contraintes
suivantes :
+1+« Na"=ND” = T(a)=T(b)
* 2 » la transformation T préserve l'ordre filial
+ 3 + la transformation T préserve Y'ordre post fixé
Notations : N“a” et N"b” sont les nceuds d'étiquettes “a” et “b”
L’algorithme utilise la programmation dynamique pour construire un tableau D(j, j
Yol i et j sont les rangs dans l'ordre post fixé des noeuds des arbres A1 et A2.
Ainsi D( i, j) est la distance entre le sous arbre de A1 dont la racine a pour rang i
et les sous arbres dont la racine a pour rang j

Si n1 est le nhombre de nceuds de A1 et n2 est le nombre de nceuds de A2 alors
la complexité esten o{ n1 . n2)
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idée 2 :

les classes d'images correspondant aux concepts sont des langages réguliers ou
algébriques, sous ensembles particuliers de tous les arbres possibles codant toutes les
images.

méthodes et algorithmes :

AS analyse syntaxique: (reconnaissance) []

probléme :  Reconnaitre par automate d’arbre, I'appartenance d’un arbre a un
langage

principe de l'algorithme :

L'automate d’arbre partira de I'ensemble des feuilles et cherchera a remonter a la

racine en appliquant a 'envers les régles de production de la grammaire associée.
Un automate d'arbre est un quadruplet ( X, Q, F, {3 /13 € X } ot X est I'alphabet

terminal ; D un ensembile d'états ; F un ensembie d'états finals inclus dans Q ; f; une

application de Q" dansQavecner(a).

Une telle machine a un fonctionnement paralléle sur 'arbre a analyser, que I'on peut
décrire brievement de la fagon suivante : L’automate affecte un état initial (état
particulier de Q) a chaque feuille de I'arbre. Tous les chemins vers ia racine sont
simultanément explorés, par I'examen d'un nceud et de ses successeurs. Si
'ensemble des états déja affectés aux successeurs d’'un noeud R d'étiquette a est un
élément de Q" dans I'application f, , on affectera I'état correspondant a cette
application 3 I'état R. Le procédé s’arréte soit par impossibilité d’étiquette de noeud
{échec) ; soit quand la racine est étiquetée avec un état de Q — F (échec) ; soit avec
un état de F (réussite . 'arbre peut étre engendré par la grammaire associée a
lautomate).

IG : inférence de grammaire d'arbre: (apprentissage)[LEVINE]

probleme : Chercher a détecter des régularités dans un échantillon
d'apprentissage, dans une perspective d'apprentissage.

principe de 'algorithme:

Les arbres sont considérés ici comme un domaine d'arbre D, c’est a dire une liste de
mots sur N* qui décrit la structure seule associée a un étiquetage ; un arbre est donc
une application t de D dans I'ensemble A des étiquettes. On notera D = dom(t).
L’arbre t peut étre représenté part ={ (x, &) / x € dom(t) et a = t(x) }. On notera b/a =
b<b=a.b poura b b & N* Lesousarbre detenyoly& dom(t) est défini par
W={(x,b)/(y.x,byect}
Le remplacement du sous arbre de t en y par un arbre u fournit I'arbre t' défini par :
t=t(y<u)={{xb)et/t)=betysx}U{(yz,u@)/zedomu)} avec la
convention y.0 = y.
On appelle dérivée d'ordre m d’un ensemble S d'arbres, relativement a I'arbre t,
I'ensemble noté D' (S ) défini récursive ment par :

D'(S)={u(b<$)/ucS etulb=t}

etpourtouti>1onait: D' (S) =D (DI(S))
“$” est un caractére particulier de 'ensemble A des étiquettes.
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On ala propriété : D (S) = D1 (S ) =pourtoutjonali(S)=DL(S)

Théoréme 1 : Soit M un automate d’arbre et T(M) I'ensemble des arbres qu'il
accepte.
les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1. S est un ensemble d'arbres acceptés par M

2. S est l'union des classes d’'une relation d’équivalence invariante d’'index fini.

3. La relation d’équivalence RM définie par :

[t RMu ] < [pourtout arbre vettout xde dom(v)on a(v(x <t) €S)« (v(x <u ) €S]]

est une relation d’équivalence d’index fini.

Théoreme 2 : Soit M un automate d’arbre ; T(M) I'ensemble des arbres qu'il accepte
et RM1a relation d’équivalence définie dans le théoréme 1.

Pourtoutj=1ona:[t RMU]@ DH(T (M) =Dh(T (M)}

On définit la dérivée par rapport a t, d'ordre m bornée a la profondeur K d’un
ensemble S d’arbres, par : Dth (S)= {ufueD(S )avecniveau (U)sK}

On a la propriété : pour tout K=0 et touti= 1 on a[t RMu ]@ DT (M) ) =D (T M),
L’algorithme ci-dessous utilise cette propriété : on construit Fautomate canonigue, et
on confond éventuellement ceftains de ses états , de fagon 2 réaliser une
généralisation du langage qu'il accepte. La confusion des états se fait a 'examen des

dérivées bornées des ensembles d’arbres correspondant aux états.

algorithme de LEVINE

1. Soit S I'échantillon d’apprentissage.

2. Soit RMia relation d’équivalence associée & I'automate d’arbres canonique, c’'est 2
dire qui posséede un état pour chaqgue sous arbre de S.

8. Pour toutes les paires de sous arbres de S( i, § ), nappartenant pas a la méme
classe faire :

si DI'(S)=Dy (S)etD] (S )=DetDf' (S ) ={$)

alors confondre les états de 'automate correspondant aux classes contenant tg et ;.
4. Résultat : une relation d’éguivalence RM’ moins fine que RM correspondant a un
automate d’arbre M’ reconnaissant un fangage d’arbre contenant S, donc solution du
probléme d’apprentissage posé.
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3.3.4. On code la forme comme un graphe.
Remarque : plus un outil est général et moins sa manipulation dans un domaine particulier est
rapide.

De plus les graphes sont beaucoup plus utilisés comme des outils de description que comme
des modéles permettant réellement un apprentissage ou une décision.

DA : distance entre deux graphes

probleme : Calculer une distance entre deux graphes.

On peut imaginer définir une distance entre graphes, fondée sur la maniére la moins “chére’ de
passer d’'un graphe a un autre, comme nous 'avons vu pour les chaines ou les arbres. i est
vraisemblable que la complexité d’un tel algorithme est exponentielle en fonction de la taille des
graphes. SANTELIU et Fu [SANF 83] traitent de ce sujet pour un type particulier de graphe.

MG: "matching” entre deux graphes

probleme : Mettre en correspondance des graphes (matching).
Les solutions d'un tel probleme n'apparaissent dans la littérature que dans des cas particuliers.

Les définitions du "graph matching" y sont nombreuses et correspondent chacune plus ou
moins au type d'application les mettant en ceuvre.

Pour llustrer ces différentes approches, nous allons en faire une revue rapide :

D.H. BALLARD et C.H. BROWN [BALL 82] présentent cing définitions
G1=(51,A1)et Gy = (5o, Ay ) sont deux graphes dont les sommets sont S et les

arétes A.

Définition 1 : isomorphisme de graphe
Trouver une bijection f entre S4 et Sy, telle que :

pour tout s4 de Sq et tout sp de Sy tels que 1 1( 54 ) = s on ait pour tout s'y de Sy :
si(sqy,s'y)estdans A alors(sy , 1(s'y)) estdans Ay

Définition 2 : isomorphisme de sous graphe
Trouver les bijections f reliant G4 aux sous graphes de Gy

Définition 3 : isomorphisme de sous graphes "doubles"
Trouver les bijections f reliant les sous graphes de G4 aux sous graphes de G,

Définition 4 : mise en cotrespondance de sous graphes avec omission
Dans cette mise en correspondance certains sommets ou arétes jugés non importants
peuvent éire omis.

Définition 5 : mise en correspondance de sous graphes en cherchant une similarité.
Dans cette mise en cotrespondance un graphe peut étre pius "riche” qu'un autre.

Page : 30 Partie 2 - Chapitre 3



Second aspect de représentation de connaissances : une étude ce cas : le dessin au trait.

Z. GALIL [GALLI 86] présente quatre problémes :

G = (S, A) est un graphe non orienté. Les sommets S sont des personnes, les arétes A
des mariages. Le but est de sélectionner certaines de ces arétes. Les quatre problemes
excluent la polygamie.

Probleme 1 : Cardinalité maximum de la mise en correspondance dans un graphe bipartie
Les sommets S représentent des hommes ou des femmes, il ne peut exister d'aréte
(mariage) qu'entre un homme et une femme. On cherche a faire le plus de mariages
possibles.

Probléme 2: Cardinalité maximum de la mise en correspondance dans un graphe
quelconque
Les sommets S représentent des personnes "asexuées”, il n'y a toujours pas de
polygamie. On cherche a faire le plus de mariages possibles.

Probléme 3 : Poids maximum de la mise en correspondance dans un graphe bipartie
Les sommets S représentent des hommes ou des femmes, chaque aréte (mariage) entre
un homme et une femme rapporte une valeur (poids de l'aréte). On cherche &
maximaliser le bénéfice et pas nécessairement le nombre de mariages.

Probiéme 4 : Poids maximum de la mise en correspondance dans un graphe quelconque
Les sommets S sont asexués, chaque aréte rapporte un bénéfice, on cherche a
maximaliser le gain obtenu par les poids des arétes sélectionnées.

Intéressons nous maintenant aux méthodes de la mise en correspondance :

Quatre classes de méthodes apparaissent
Méthode 1 : Méthode métrique de mise en cofrespondance

Idée : Elle repose sur une analogie avec le modele physique des "gabarits et ressorts”
[BALL 82] Chaque gabarit est un sommet du graphe, chaque ressort est un arc.
+ La tension du ressort est proportionnelle aux relations entre les sommets (une
deformation du graphe plus ou moins facile se traduit par une tension plus ou moins
grande)
+ Le type du gabarit caractérise la nature du sommet. Deux gabarits sommets seront
ainsi plus ou moins similaires.
On met en place une fonction de colit de la mise en correspondance, du colit en
"énergie" nécessaire pour effectuer la déformation d'une graphe vers l'autre.

avantages : simple a formuler.
inconvénients : mise en ceuvre problématique, comme beaucoup de méthodes fondées
sur des modéles physiques de la déformation.
Méthode 2 : Méthode de recherche par retour arriére

Idée : Elle repose sur une recherche exhaustive de solutions de maniére étagée [BALL82]

avantages : facile a metire en ceuvre.
inconvénients : ne résout que les problémes d'isomorphisme strict.
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Méthode 3 : Méthode utilisant un graphe de mise en correspondance ("association graph")

Idée : Elle repose sur la construction d'un graphe de mise en correspondance
Un sommet du graphe "association graph" correspond a un appariement entre un
sommet du premier graphe et un sommet du second.
Une aréte correspond & la compatibilité de I'appariement.

It suffit alors de rechercher une clique dans ce graphe "association graph".
avantages : méthode permettant la polygamie si on le souhaite
inconvénients : le probleme est NP complet..

Méthode 4 : Méthode spécifique aux graphes planaires

avantages : méthode polynomiale [BALL 82]
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3.4 . Méthodes analytiques :

Une image peut étre définie par des courbes ou des a plats définis par des équations sur les
coordonnées des pixels de Fimage. Nous allons nous placer alors dans le cadre de l'outil
analytique.

Les techniques analyliques apparaissent :

+ soit en synthése d’'image, pour “approcher” des courbes a I'aide de polygones ou de courbes
simples,

* soit en analyse d’image, pour représenter un ensemble de pixels par une équation facilitant
ainsi son identification par comparaison par exemple dans une base de données.

Nous alions nous intéresser tout d’abord aux techniques d’approximation par une ligne
polygonale ou une courbe simple d'un ensemble de pixels dans une perspective de
reconnaissance, c'est & dire I'extraction d’une description sous forme d’une suite de segments
de taille variable. C’est une phase dite de vectorisation.

Nous allons nous intéresser ensuite aux techniques d’approximation par B spline.

3.4.1. Papproximation par une ligne polygonale ou une courbe.

Probléeme :

Etant donné un ensemble F de n pixels du plan représentant une figure, trouver une ligne
polygonale P approchant au mieux F, tout en ayant un nombre minimum de sommets.
autrement dit trouver un recouvrement minimum approximant au mieux F, par des segments.

Le probléme de trouver une courbe C approximant au mieux F, est tout a fait semblable.
Modélisation :

Ici encore, nous allons metire en place une fonction de colt, qui évalue I'erreur entre 'objectif F
et 'approximation P proposée.
Notons errj 'erreur calculée au ieme point de E :

fonction de colt maximal : Colt (F, P ) =Max;ler!;

fonction de colt aux moindres carrés : Colt (F, P ) =Y (errj)2

m
Notons C une courbe définie par une équation y = g( x yoli g ( x) = 2> &-bj(X) ol les
j=0

fonctions bj forment une base de 'espace vectoriel de dimension finie m des applications g
caractéristiques des courbes observées.

m
NotonsF:iyo{ (%, %)}
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Approximation au sens des moindres carrés :

n m
La fonction de codt s'écrit : Colt (F, P)= 2 | Yi— 2. [ai- bj (Xi)]]z
i=0 j=0

Notons By la matrice définie de la fagon suivante :

bo(xc) bi{xo) ... bm(Xo)
bo(X1)

By = !
bO(Xn) bm(Xn)

Ce que I'on cherche :
il s’agit de chercher le vecteur A, combinaison linéaire 3 aj. bj(xk ), la plus proche de y

pour chacun des entiers k de l'intervalle [0, n] tel que : Jgfﬁmﬂ Y-Bx. Al =] Y-Bx.A|| = Em

Existence et unicité de la solution A cherchée:

Comme im(Byx)={UeRMtels que pour tout A€ RMon ait U=Bx . A} est un sous
espace vectoriel complet de R™M et comme les b j forment une famille libre, on peut affirmer
d'aprés le théoréme d'unicité de la projection que quel que soit le vecteur Y de R ™ il existe un
unique vecteur U =B x . A deim ( B x ) tel gue ce vecteur U soit |a projection de Y surim ( B x

)

Cette situation idéale n’est pas toujours réalisé, aussi sommes-nous amenés a mettre en
oeuvre des solutions approchées.

Méthode approchée :

La recherche de la meilleure valeur au sens des moindres carrés est généralement un
probléme gourmand en calculs. Nous metions alors en ceuvre des heuristiques approchées qui
souvent sont beaucoup plus rapides que les algorithmes qui fournissent la meilleure solution.

En particulier dans le domaine de la robotique, les applications utilisent des algorithmes
linéaires ou quasi linéaires.

Nous allons présenter une heuristique d'approximation polygonale souvent employée en
robotique, appelée “split-and-merge ”, ¢'est & dire “découper et fusionner”.

Cette heuristique vérifie la colinéarité d'une suite de points ;

S’ils ne sont pas colineaires alors la suite est séparée, découpée jusqu’a obtention de la
condition de colinéarite.

Dans le cas contraire, certaines suites sont fusionnées si leur concaténation verifie le critére de
colinéarité.

Le critere de colinéarité approximative est simple : il correspond au tracé d'une corde entre
deux points et & la vérification que tous les points entre ces deux extrémes ne s'écartent pas
plus de la corde d’'une distance D fixée.

[PAVL8B2] indique lintérét de cette approximation, et présente la propriété suivante que
possedent les suites de segments obtenus :
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Proposition :

Le nombre de segments obtenus par un algorithme du type “découper et fusionner” est toujours
inférieur a deux fois le nombre minimum de segments. [PAVL 82].

Preuve :
Soient 14, Ip, ..., Iplesintervalies de la partition minimale et 34, Jy, ..., Jp ceux trouveés

par I'algorithme “découper et fusionner”. Aucun intervalle I; ne peut contenir pius d'un
intervalle J) car dans le cas contraire, Jy et Jy, 1 auraient forcément fusionnés. Par
contre, chaque I;, peut contenir & l'intérieur de ces bornes lintervalle Jy et une partie des
intervalles Jy_ ¢ et Jy, 4, recouvrant aussi I 4 et I4,1 respectivement.

On a donc au plus n intervalles Jy a fintérieur de chacun des intervalles I; de la partition
minimale, ainsi qu'autant d’intervalles J, qu’il N’y a de points de séparation dans cette

partition minimale. Cestadire.n+n-1.Dolips2n-1.

Les algorithmes de I'approximation polygonale :

Ces algorithmes possedent plusieurs critéres d’optimisation difficiles a satisfaire complétement :
» 1« le maximum d’erreur obtenue sur chacun des segments
+ 2+ le nombre maximal de segments que posséde la description
» 3+ le périmetre du polygone minimal
* 4 » un temps d’exécution raisonnable

Nous présentons ci-dessous un algorithme de découpe [RAME72] considéré par [BANGS6]
comme I'un des plus utilisés en robotique :

1+ Choisir n points ( n= 2 ) qui forment un polygone de départ
2. Pour chaque segment du polygone courant
faire Chercher le point image P de distance maximale dmax

Si dmax > seuil
alors Diviser le coté [P, , Pjy,.1 ] considéré en deux au niveau du point P : [P, , P]

et[P, Pn+1 ]
is
fait

Cet algorithme se retrouve dans diverses applications robotiques [DELOB88]. Les modifications
apportées concernant surtout la poursuite de I'approximation d’'une corde tant que les points
restent alignés sur cette corde. Cependant, les points choisis au départ ne sont pas forcément
les points de cassure obtenus a la fin de Palgorithme.

Nous présentons ci-dessous un algorithme [LUX84] qui permet d’obtenir une liste finale simple
de directions de droites pour le systeme de vision PVV.

1+  Rechercher n points alignés a un seuil d’erreur “seuil” prés
* Prendre n points image successifs de la liste ordonnée des eléments du contour P;, P;

+n

* Tracerlacorde [ Pj, Pj, n1

* Chercher P,y tel que dmax = d ( Py , corde )
» Si dmax > seuilt alors P; = P,y ; alleren 1+ is
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2>  Rechercher des points suivants alignés a un seuit d’erreur “seull2” prés
» Construire une bande d’épaisseur “seuil2” parallele au segment issu des n points
précédents
* Les points suivants P, .1 , Px placés a l'intérieur de cette bande appartiennent au
méme segment de droite
*Pi=Py
+alleren -

3.4.2. Papproximation par B spline.

Probléme :

Etant donné un ensemble F de n pixels du plan représentant une figure, trouver une ligne
courbe C approchant au mieux F. Cette courbe étant définie par un polygone P, sorte
d’enveloppe dans laguelle la courbe est contrainte a passer. C'est a dire que 'on cherche a
approcher un ensemble F par une courbe C définie a partir d'un ensemble de points dits points
de contréle, formant un polygone, dit polygone de contrfle. Les sommets de ce polygone, ne
sont d’ailleurs pas obligatoirement des points de la courbe & approximer.

Modélisation :
Définition 1 :

Soient k+1 réels xg, X1, ..., Xj, ... . Xk_1. X de lintervalle [a, b] le subdivisant en k sous
intervalles appelés points de cassure telsque xg=aetx,=b
La donnée d’'une fonction polynomiale par morceaux est la donnée de
(1) pourtoutideOak-lonap(x)=p;{x)
(2) pour tout j de 0 & r—1 et pour touti det ak=1onap ;1) (x;)=piqt) ( x)
p; estun polyndme de degré m ou moins.

Définition 2 :

Une fonction spline simple est une fonction polynomiale par morceaux décrite par les équations
(1)et(2)avecr=m.

Pour n=1, on parle de spline linéaire. Pour n=2, on parle de spline quadratique. Pour n=3, on
parle de spline cubique.

La courbe de degré n est entierement contenue dans le polygone convexe formé des suites de
n+1 points consécutifs.

Voici quelques illustrations pour fes premieres valeurs de n :

LN AN | LS

n=1: linéaire n=2 quadratique n=3 cubique

La courbe ou la surface sera approchée par une courbe ou une surface polynomiale contrblée
par des points ou des vecteurs via les polyndmes de BERNSTEIN.
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Définition 3 :
Un polynéme de BERNSTEIN est un polynbme décrit par deux paramétres i et n dans
I'expression : N
Bl (t)=Cl(1-t)"'t’
Les polyndmes de BERNSTEIN possédent un certain nombre de propriétés assez
remarqguables.
«pourtouttde[0;1]onaB(t) =0
-pourtouttde[0;1]onaBni"(T-t)=BR-i(t)

- pourtouttde[0:1jona » Bl (t)=1
i=0

«pourtouttde[0;1]JonaBl(t)=(1-t). Bl (1) +t. B (t) :formule de récurrence.
n
-pourtouttde[0;1]ona£1—%—f—t-)—= n.(B?_“ll(t)—B?*l(t))

n
Notation : On note BP [ Po, ..., Pa1(D = z Pi. B{(t)
i=0

Algorithme de DE CASTELJAU de calcul de BP [ Py, ..., P, [ (0):
{ initialisation de la premiére colonne du triangle des coefficients P} }
pour j de 0 & n faire : Pjo <-Pj

{ calcul du reste du triangle }

pour i de 1 a n faire
i-1

. -
pourjde 0an—1faire Pj<-(1-t) . P;" + t. Pi 7,
résultat : BP [ Po, ..., Py 1 (0 =P§

Cet algorithme est assez remarquable car il est facilement parallélisable, il ne fait intervenir que
des calculs “simples”.

FIOROT et JEANNIN, ont proposé un contrdle par systéme de points pondérés et vecteurs qui
permet de caractériser simplement, non plus des courbes polynomiales, mais des courbes
rationnelles.
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3.5 . Méthodes connexionnistes :

3.5.1 Description d'un systéme connexionniste

On regroupe sous le nom de connexionnisme, les techniques d'utitisation de réseaux
d'automates simples, interconnectés, dans lesquels la connaissance est distribuée dans les
connexions, capables d'adapter leurs comportements en fonction de leur expérience acquise,
capables de résister aux perturbations.

Un systéme connexionniste est ainsi un systéme compliqué formé de nombreux
éléments en interaction. Ces éléments sont appelés des unités. lls ont un comportement
individuel en général trés simple, ils s'influencent mutuellement selon leurs affinités. Le systeme
admet un comportement global souvent d'une grande richesse qui s'interpréte en termes de
propriétés émergentes.

Un systéme connexionniste est ainsi capable d'une grande variété de comportements
collectifs s'adaptant en fonction de l'expérience acquise (apprentissage), résistant aux
perturbations (robustesse), restituant une information méme incompléte (mémorisation).

Comme dans les méthodes différentielles, on part d'une description focale du systéme,
en termes de changements a court terme des états des unités sous l'effet de leurs influences
mutuelles. On attend du formalisme, la description globale du systéme, de son comportement
en termes de propriétés émergentes.

3.5.1.1. Les unités constituant un systéme connexionniste

3.5.1.1.1 L'AUTOMATE

Un automate est un processeur élémentaire

défini par :

+ un état interne transmis aux autres 91 automate
automates signaux étatinterne e
+ des connections avec les autres| provenant e> f | e transmis aux
automates qui lui permettent de recevoir d'autres 2 autres
des signaux. automates automates
+ une fonction de transition qui lui permet 3

de calculer son état interne en fonction des

| sighaux gu'il recoit.

Historiguement deux types de tels automates sont apparus a peu prés a ia méme époque :
+ L'automate booléen congu vers 1940 par VON NEUMANN, et

+ Le neurone formel congu des 1943 par MAC CULLOCH et PITTS.
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3.5.1.1.2 L'UNITE BOOLEENNE DE VON NEUMANN.

C'est un automate imaginé en vue de simuler des systémes auto reproducteurs. |l
s'agissait pour VON NEUMANN de répondre & la question : "Est-il possible de construire un

systéme artificiel capable de se reproduire ?"

Unité booléenne

Modélisation d'un nceud du maillage

fonction
booléenne

el

e2

ed

el e3

ez

L'eétat e est calcule par f(ey, e; ) ou f est une
fonction booléenne, c'est a dire que les entrées €4
et e,, ne peuvent prendre que deux valeurs, ainsi

que le résultat e.

L'unite recoit les influences e, €9, €3, &y, de ses
quatre voisins et retourne sa réaction e a leur
sollicitations.

L'état de chaque noeud du maillage évolue en

fonction des états de ses voisins.

Le nombre des fonctions booléennes possibles est fonction du nombre k des entrées : il
est égal & 2K Chacune de ces fonctions booléennes peut étre définie par sa table de vérité et

codée sur un code a k bits.

3.5.1.1.3 LE NEURONE FORMEL DE MAC CULLOCH ET PITTS.
C'est un automate inspiré du fonctionnement d'un neurone réel.

Unité : Neurone formel

Cellule : Neurone réel

81——21{ -\_J__

p2
e2 i

3
e3—YH —/seuil

si et.pl+e2.p2+e3.p8 > s

alors e= 1
sinon € = -1

=

dendrite

neurone n
synapse

P4, Py, P3 sont des nombres reels qui représentent

l'efficacité synaptique du contact entre unités.

+ si le nombre est positif alors Vefficacité
synaptique est activante, d'autant plus que le
nombre est grand.

+ Si le nombre est négatif alors l'efficacité
synaptique est inhibante d'autant plus que le
nombre est grand.

+ Si te nombre est nul alors
connectée.

L'unité neurone formel réalise la somme des
produits des états des unités en entrée par les
poids synhaptiques (ici : €4Pq +€9.po + e3.p3). Si
ce total donne un bitan positif alots I'unité passe a
I'état actif (+1) sinon en état passif (-1).

P'unité est non

Un bilan positif est un bilan qui dépasse le seuil S

Différents neurones soht connectés au neurone n,
au moyen de synapses.

Ces synapses ont une efficacité variable. Par
exemple le neurone ny est activant du neurone n, si
son efficacité synaptique est positive ; il sera
inhibant du neurone n, si son efficacité synaptique
est négative.

Le neurone intégre les effets activants et inhibants
pour en faire un bilan en fonction duque! il se
mettra en état éveillé ou endormi, pour transmetire
ou non un signal aux autres neurones auxquels i
est connecté.
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3.5.1.1.4 LES FONCTIONS DE TRANSITION DES AUTOMATES.
Elles peuvent prendre différentes formes :
A. Modéles a seuil :

1. Les Fonctions a seuil :

La fonction de transition du neurone formel a sortie - e
présentée ici est une fonction & seuil. Elle F e
donne la sortie e, en fonction du bilan b : s Ib bilan
sib>salorse=1sinone=-1 4
dans le cas ci-contre, ona b>sdonc e =1 -1

seuil . s

Des neurones formels ne pouvant prendre que I'état (1) ou I'état (-1) sont dits des neurones
binaires.
Les états d'un neurone binaire peuvent aussi étre codés (1) et (0).

B. Modéles continus :

2. Les Fonctions 3 saturation :

La fonction de transition du neurone formel + sortie : e

présentée ici est une fonction a saturation. La -

sortie n'est plus toujours (+1) ou {-1), mais Ib bitan
peut prendre toute valeur intermédiaire entre ’
+1 et -1 o P

3. Les Fonctions sigmoides :

La fonction de transition du neurone formel 4 sorie e

présenté ici est une fonction sigmoide. Elle -

est plus coulée que la fonction a saturation et b bilan
fournit aussi des sorties intermédiaires entre »
-1 et +1. —-- =1

Des neurones pouvant prendre toute valeur intermédiaire entre -1 et 1 sont dits analogigues ou
continus.

C. Modéle linéaire :

4. La Fonction identigue :

La sortie est tout simplement le bilan des entrées. La fonction de transition n'apporte aucune
distorsion.

D. Modéle stochastique :
5. Fonction probabiliste :

La sortie n'est pas déterminée par le bilan des entrées de maniére sure. On évalue la
probabilité pour que la sortie soit & 1 par une formule du type : P(e=1) = 1 o ou b estle

1+et
bilan des enirées et t une température.
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3.5.1.2 Description d'un systéme connexionniste

Les unités :
Elles sont repérées par un numéro de 1aN. @ @ @
On note i, j, k un numéro particulier

Les connexions :

Elles sont les supports des influences d'une unité sur une autre. Cette influence est notée : Pij-

Cette influence peut étre variable ou fixe (elle est alors égale a 1 (influence) ou O {non influence) ).
On représente par un tableau carré N sur N ces N2 influences

Ce pjj est l'nfluence que fait subir I'unité
source numéro i sur l'unité but numéro |

Comportement individuel d'une unité :
Il est décrit par la fonction f; de transition de I'unité numero i.

Pour une unité booléenne : Pour une unité de type neurone :
e=f(eq, &) e=f(p.e1+p2. &)
e, p
1 TPz e
]
e, —n-—/ )
Py

Agencement des unités du réseau, dynamigue de leur activation:

I peut étre a influence unidirectionnelle. C'est une organisation en couches qui
correspond & une forme de raisonnement déductive, a une perception sans contexte, sans
dépendance avec ce qui a pu précéder. La propagation des influences est unidirectionnelle, il y
a déduction de la réponse a partir de la stimulation selon des interactions microscopigues entre
les individus reliés.

i peut étre a influence bidirectionnelle. C'est une organisation a circuits qui correspond a
une forme de raisonnement plus élaborée. Une "opinion" affichée présente un caractére
d'hypothése confirmée ou infirmée par les circuits de retour, réinjectée aprés révision
éventuelle. Il y a convergence vers des associations cohérentes entre les entrées et les sorties.
L'état interne du systéme est une sorte de mémoire du passé proche, du contexte. La mémoire
a court terme est codée dans le niveau d'activation des unités cachées, la mémoire a long
terme est codée dans les poids des influences, des connexions entre les unités. L'évolution du
réseau est décrite par des trajectoires dans I'espace de ses états.
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Fiche de description d'un systéme connexionniste :

Nom : [ nom donné au systeme ]
Architecture ;

[ UNITES - ]
[ Type d'unité ] [ réle du type d'unité ]

état interne Xi:

[ discret (-1 ou 1) (O ou 1), continu ,...]

fonctions de transition fi :

[ booléennes ou semi linéaires a seuil, ... ]

nombre d'unités : [noté 1N}

CONNEXIONS :

influences : [ influences symétriques ou non , unidirectionnelle gu non |
| agencement : [ connexions aléatoires ou cellulaires 1

Dynamique :

EN EXPLOITATION :

[ dynamique d'évolution du réseau |

EN APPRENTISSAGE

[ dynamique d'adaptation du réseau ]
Inspiration : [ modele physique inspirant le systéme ]
Notation : [ notations utilisées dans la description ]

Indicateur(s) associé{s) a un état du systéme :
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Exemple de réseau d'unités : "neurones formels *

Considérons six unités, binaires a seuil nul, a la fois en entrée et en sortie, connectés selon le
schéma ci-dessous :

La matrice des influences est :

T 1 2lofo]ol2] o}

ool 2f2]2]0l2

s {f ol 2] 2f2] ol

2 allolel2a|2]o]2
sil2]o0]lofof2lo

6(folele] 2|of2

rs Ly el o] o] s

A lintersection de la ligne et de la colonne
repérée par un numéro d'unité, on trouve le
coefficient synaptique du lien entre ces deux
unités.

On remargue dans ce cas particulier {'égalité
des coefficients dans un sens et dans l'autre
pour tous les couples d'unités.

Le schéma montre que ce réseau est formé | La matrice des influences devient :
de deux réseaux disjoints.

1 2121010 0f O
Réorganisons les lignes et les colonnes de la
matrice pour faire apparaitre cette division. 5 21210y 0f10}0
La matrice ci-contre est clairement formée de 5 ol ol 2l 21212
deux sous matrices complétes simples (on
dit plutét blocs), l'une de 2 lignes sur 2 3 0p of 21 212|=2
colonnes et l'autre de 4 lighes sur 4 4 ol ol21=2 sl o
colonnes.
6 o] o212 21 2
1| 5§ 2| 3| 4] 6
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3.5.1.3 Choix possibles pour des systémes connexiontistes

Pour construire un systéme connexionniste, on opére un certain nombre de choix
architecturaux :

A. réseaux a fonction de transition non booléenne

réseau a influence unidirectionnelle réseau a influence bidirectionnelle
| agencement | en couches homogene 3 circuits
forme de déductive : la réponse est déduction | convergente vers des associations
raisonnement | du motif de stimulation. cohérentes entre son enirée et sa
sortie.

Une "opinion" affichée en entrée
présente un caractére d'hypothése
confirmée ou infirmée par les circuits

en retour.
perception sans contexte avec contexte
états internes | sans influence sur tout nouveau | influence sous forme de mémoire du
motif présenté. passé proche.

Le niveau d'activation des unités
cachées intervient pour la future
association cohérente

mémoire a néant par le niveau d'activation des unités
court terme cachées.

mémoire 3 dans le poids des connexions, des | dans le poids des connexions, des
long terme influences influences

schéma

B. réseaux a fonction de transition booléenne

réseau cellulaire réseau aléatoire
agencement | Les unités sont fes noeuds d'un]LlLes unités sont les nceuds d'un
maillage linéaire ( trois entrées) ou | maillage linéaire (trois entrées) ou plan
plan (une ou huit enirées) {une ou huit entrées)

dynamique Chaque wunité prend ['état| Chaque unité prend l'état conséquence
conséquence des influences| des influences logiques de ses voisins

logiques de ses voisins par une fonction de transition
déterminée aléatoirement
schéma linéaire : aléatoire
plan :
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3.5.2. Ingénierie des systémes connexionnistes

L'attitude de lingénieur est d'imaginer des procédés permettant de construire des
systémes réalisant un comportement donné ou le mieux adapté & une tache donnée.

Question :
Comment construire un systeme sous forme de réseau connexionniste ?

+ Capable de résoudre certains problemes déterminés :

o R | "papa’

+ Capable d'apprendre a résoudre certains problémes déterminés :

" R & IR > "papa’

@) > "papa”

APPRENTISSAGE RECONNAISSANCE

+ Deux gquestions réciproques 'une de l'autre se posent alors :

Question 1 :
Etant donné un systéme connexionniste R p, f :
Quelie classe F de fonctions peut-il calculer ?

C'est réaliser la transformation décrite par le schéma ci-dessous :

. f .
R Y R
€ b—+% S

edeFin R sdeHm /’_\

p, f

On peut alors identifier trois sous questions relatives & cette question :
1.1 Quand p varie, quelle estlaclasse F (R p, 1) ?

1.2 Quand f varie, quelle estlaclasse F (R p, 1) ?

1.3 Quelle est la puissance de calcul d'une architecture de réseau ?

Question 2 :
Etant donnée une fonction
Quelle classe de systémes connexionnistes CR p, f réalise cette fonction ?

C'est réaliser la transformation décrite par le schéma ci-dessous :

o f o /"—\ edeR R |sd R"
’ p f
e ——3 s
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Stratégie de détermination :

On se donne une architecture & priori et on modifie les influences p par apprentissage pour que
{ fasse partie de la classe du réseau.

Spécification du probléme :

N m

o f m TN ecen R [sdeR

R — , R on "apprend" au ot

réseau les H ’
e p————p S
exemples. réseau qui "reconnait" la fonction f

La fonction f est définie par un | C'est facile et on On exige de plus une
ensembile fini de couples (ek, sk) sait le faire depuis | GENERALISATION et une
ou k est un indice de 1 & H. On dit | longtemps RECONNAISSANCE modulo un
H exemples étiquetés par k. cerain bruit
Question 3

Etant donnée une certaine "connaissance", quel est le "degré” de mémorisation, de
délocalisation de cette connaissance ? En particulier peut-it y avoir mémorisation sans
représentation ?

3.5.3 Panorama des systémes connexionnistes :
Les bases ancestrales et les perspectives

3.5.3.1 Les racines

VON NEUMARNNKN PITTS & MAC CULLOGCH
années 40 1943
automates booléens neurone semi linéaire a seuil
Modélisation d'une unité en vue de Premiére modélisation d'une unité
construire un systéme auto reproducteur. d'inspiration neuro mimétique

A peu prés a la méme période apparaissent deux modélisations d'unités de systémes
connexionnistes, qui reposent sur des inspirations différentes :

Pour VON NEUMANN, il s'agit de modéliser un comportement auto reproducteur.

Pour MAC CULLOCH et PITTS, il s'agit de modéliser sommairement le fonctionnement d'un
neurone réel.
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3.5.3.2 Les descendances de la modélisation de VON NEUMANN

YORN NEUMARNN

années 40

automates booléens

Modélisation d'une unité en vue de construire un sysieme
auto reproducteur.

Réseaux booléens
Défini par :
+ ses automates
+ sa connectivité (cellulaire, aléatoire, complete)
+ son mode d'itération (paralléle, séquentiel)
Caractérisé par :
+ ses attracteurs de période p [ p=1 : point fixe ]
[ p>1 : cycle limite]
+ ses bassins d'attraction
+ les durées des transitoires depuis les jardins d'Eden.

h,_4 b4

Réseatx Réseaux booléens Réseaux booléens
cellulaires a une entrée a construction
aléatoire

3.5.3.2.1 LES RESEAUX CELLULAIRES
Réseaux cellulaires

Réseaux cellulaires

UNE dimension et trois entrées : DEUX dimensions :
WOLFRAM VYON NEUMANN 40, CONWAY 60
Notion de voisinage :
Q de VON NEUMANN (%:
o -0 H8—0---0
*-0-0--0--0 |! -
®--0--0---0---0 de MOORE (8):

. . 000
Représentation de WOLFRAM de I'évolution o) X
des lignes au cours du temps.

P 000
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3.5.3.2.2 LES RESEAUX BOOLEENS A UNE ENTREE

Réseaux booléens a une entrée

il apparait des sous réseaux appelés CRABES, formés :
+ d'une téte
+ d'une boucle
+ de pattes
La boucle peut étre frustrée (nombre impair de liaisons négatives) ou non frustrée.

3.5.3.2.3 LES RESEAUX BOOLEENS A CONSTRUCTION ALEATOIRE

Réseaux hooléens & construction aléatoire

Les résultats de KAUFFMAN ne sont toujours pas démontrés dans le cas général. Seuls
les cas extrémes de connectivité un ou totale sont bien compris. Soit k la connectivité :
+ pour k=1 les réseaux sont constitués de crabes indépendants.
+pourk=N
e nombre des attracteurs varie linéairement avec celui des unités

il existe en moyenne un cycle de iongueur un
N

la période varie comme une exponenticlede N : T =0,63 . 25

L'attitude de l'ingénieur est d'imaginer des procédeés permettant de consiruire des systémes
réalisant un comportement donné ou les mieux adaptés a une tache donnée.

Nous prenons l'attitude inverse quand nous nous posons la question : Quelles sont les
propriétés d'un systéme connexionniste fourni a priori ?

SYSTEME ETUDIE : Réseau booléen a construction aléatoire.

PROPRIETE ETUDIEE : La période des attracteurs.
Elle varie bien sur d'un réseau & un autre. Nous allons nous intéresser & son ordre de grandedur.

RESEAU ETUDIE : Les fonctions de transition des unités sont tirées au sort parmi toutes celles
possibles. Les connexions entre les automates sont elles aussi tirées au sort. Un grand nombre
de réseaux sont tirés au sort.

DETERMINATION DES ATTRACTEURS : Pour chague réseau, on tire au sort une
configuration initiale, on laisse évoluer vers un attracteur, on détermine alors la péricde de cet
attracteur. On recommence sur un grand nombre de configurations initiales.

RESULTATS OBTENUS PAR KAUFFMANN :

Mise en évidence de deux régimes distincts selon a connectivité :

Connectivité 2 : 1a période moyenne varie comime la racine carrée du nombre N des unités du
systéme. (I en est de méme pour le nombre des attracteurs).

Deés que la connectivité atteint 4, la période varie comme une exponentielle du nombre N des
unités.
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3.5.3.3 Les descendances du modéle de MAC CULLOCH et PITTS

MAC CULLOCH & PITTS

1943

Neurone semi linéaire a seuil

Premiére modélisation d'une unité d'inspiration neuro mimétique

WIDROW
1960
adaline

point de vue de ['
ADAPTATION
a une réponse voulue,
proximité d'un objectif
sur un domaine.

ROSENBLAT
1958
perceptron

point de vue de ia

CLASSIFICATION

dans un domaine
discret

HOPFIELD
1682
réseaux récurrents
utilisation du modéle
des verres de spin
dans un réseau
complétement
connecté symétrique

KOHONEN
1984
cartes topologiques
point de vue de V'
APPRENTISSAGE
non supervisé
compétitif

KOHONEN
1960
loi linéaire

point de vue de I'
ALGEBRE LINEAIRE.

HINTON
1960
machine de
BOLTZMANN
utilisation du recuit
simulé pour optimiser

un réseau de type

HOPFIELD

On distingue quatre descendances qui se caractérisent les unes par rapport aux autres par des
points de vues différents.

Les évolutions les plus récentes :

systémes organisés
en couches

systémes organisés
en colonnes et en
aires

systémes a recuit
influences
bidirectionnelles
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3.5.3.3.1 LE PERCEPTRON DE ROSENBLATT [1958]

Présentation :

PERCEPTRON : Un perceptron est formé de Association
trois couches : la premiere appelée RETINE
{ce sont des celiules d'entrée et non pas des f
automates) permet de présenter les exemples, == v
la seconde, dite d'association permet de —
calculer des fonctions sur tout ou partie des
unités de fa rétine, la troisiéme enfin décide de
la classification de 'exemple présenté sur la
rétine.

I/

Les fonctions de transition de la couche d'association sont fixées une fois pour toutes, ce
sont souvent des fonctions booléennes non modifiables en apprentissage.

Le rble de ces unités d'association est l'extraction des fraits pertinents percus sur la
rétine. Seuls les poids synaptiques des connexions de I'unité de décision avec les unités
d'association sont modifiables par apprentissage.

L'unité de décision est un automate a seuil. Dans un perceptron la décision est réalisée a
partir de caractéristiques extraites de la rétine par des cellules d'association.

Si l'on établit un paralléle avec e domaine médical, la rétine code les symptdmes, la
couche intermédiaire les syndromes et la celiule de décision le diagnostic de la maladie.

Le perceptron fonctionne sur le modéle de comportement : "stimulus réponse"”. Il
"calcuie" en sortie, dans le domaine de la classification d'objets, une réponse en fonction d'un
stimulus présenté en entrée.

Probleme posé :

Etant donnés deux ensembies C1 et C2 représentant deux classes d'exemples, on veut décider
si un exemple E donné correspond a la classe C1 ou & la classe C2.

si E est de la classe C1 alors on a une décision positive,
si E est de Ia classe C2 alors on a une décision négative.

Le mécanisme de décision reposera sur une séparation linéaire des deux classes :

séparation linéaire des classes C1 et C2

Faisabilité :
Le théoréme du perceptron stipule gu'il existe une procédure d'apprentissage qui converge en

un nombre fini d'étapes vers une solution quand elle existe, c'est 4 dire quand C1 et C2 sont
linéairement séparables.

Dans le cas contraire, il n'existe méme pas de solution approchée.
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Description :

Nom :

Perceptron de ROSENBLATT

Architecture :

{ UNITES :

]

| Rétine

| Présentation des exemples

Association

état interne Xi:

Booléen 0 ou 1

fonctions de transition fi :

Spécifique a chaque unité

nombre d'unités :

Noté : N-1

Décision

état interne Xi:

Booléen0Oou 1

fonctions de transition fi :

Semi linéaire a seuil

nombre d'unités : Une

CONNEXIONS :

influences : Unidirectionnelles

agencement : Une couche d'association entre les unités d'entrée et une
unité de décision en sortie.

Dynamique :

EN EXPLOITATION :

Application des fonctions de transition des unités §

EN APPRENTISSAGE

Dynamique de ROSENBLATT !

Ingpiration :

simuler une assemblée de neurones

Notations :

©
=
D
2]
@
>
=
o]

e : vecleur des états de
la couche d'association

décision
S :sortie obtenue

n Sd : sortie désirée

P . vecteur des influences
p= {pt,p2, ..., pn-1)

indicateur associé a un état du systéme :

critére : J(P) tel que J(P)=X -P. e

» somme pour tous les exemples mal classés par le

perceptron de vecteur d'influences P
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Contrainte imposée au systéme :

st I'exemple E est de la classe C1 alors S=P.e=1
si I'exemple E est de la classe C2 alors S=P.e=0
Dynamique de ROSENBLATT :

Apprentissage supervisé par correction d'erreur :
"La modification des influences est fonction de I'écart entre I'état désiré et celui constaté
en sortie seuillée”
Dans ce cas la modification des influences par gradient s'écrit :
AP =p (). [S% -S]. €
{(t) est une constante strictement positive, chiffrant l'intensité d'apprentissage a l'instant t.
OnadJd((P)= 2 (-P.e ), ol M sstl'ensemble des exemples mal classes par le perception
EEM
p

La ieme composante du gradient de J sera : grad (J by = -;&—: -el
I

doncgrad ()= Y (-e)
EeM
Seules les influences de la derniére couche du perceptron sont modifiables, la régle ci-dessus
ne s'applique gue pour les interactions entre les couches 2 et 3.
Notons H la fonction de HEAVISIDE : H{x) = si x20 alors 1 sinon 0.

L'algorithme sera donc :
1. Choisir un perceptron modélisé par un vecteur d'influence initial noté p!
2. Tant que fous les exemples E ne sont pas bien classés :
examiner un exemple E fournissant le vecteur d'état e
faire évoluer : PlenP %! parp ™! —ptyiapavec AP=[S9 - H(P!.€)]. €

On aura : AP;:[Sd - H(F’t . e)].ei

état désiré S © 1 1 0 0
état obtenu H (P! . e) 1 0 1 0
évolution souhaitée néant {augmenter les diminuer les influences | néant

influences carily a car il y a excédant de

deficit de f'obtenu par | I'obtenu par rapport au

rapport au désiré désiré

Ainsi une autre régle équivalente d'évolution pourrait étre :

si E n'est pas bien classé
alors si E est de la classe C1

alorsAP =e { E est de la classe C1}
sinonAP=-¢e {E est delaclasse C2}
sinon AP =0
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Exemple de perceptron :

Rétine Association Décision
il y a 13 unités dans le réseau : (9 unités) (3 unités) (1 unité)

Les unités d'entrée sont numérotées de 149
li n'y a pas d'unité de commande
L'unité de sortie est numérotée 13 %

7 12

La matrice P des influences sera ici P = ( p10. P11, P12 ) enh notation simplifiée. p1g au lieu de
P13,10 -

Quelques éléments de théorie sur le perceptron :

Théoréme 1:

Toute fonction booléenne est calculable par un perceptron.

Idée de preuve : Comme toute fonction booléenne est décomposable en une disjonction
de conjonctions, il suffit de simuler les "et" a l'aide des unités d'association de la premiére

couche et le "ou" & I'aide de l'unité de décision de ia derniére couche.

Théoréme 2 : [ MINSKY PAPERT ]

Un perceptron a diamétre limité ne peut décider si un motif est
simplement connexe ou non.

Définition : Un perceptron a diamétre limité chiffré par "d" est un perceptron tel que toute unité
d'association possede la propriété suivante . L'unité d'association n'est reliée gu'a des unités de
la rétine distantes d'au plus "d" unités.

Technique de preuve : par 'absurde

Preuve : Supposons qu'un perceptron a diametre limité k soit capable de reconnaitre des
formes simplement connexes. Soit k le coté d'un carré correspondant au diameétre du
perceptron :

Soient fes quatre figures suivantes dont les longueurs sont supérieures a kK :

figure 1 figure 2 figure 3 figure 4

Répartissons les unités d'association en catégories :

Catégorie 1 : unités d'association reliées a au moins une unité du bord gauche de la
rétine.

Catégorie 2 : unités d'association reliées a au moins une unité du bord droit de Ia rétine.
Catégorie 3 : unités d'association reliées a aucune unité du bord de la rétine.
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Etudions la réaction, le comportement du perceptron vis & vis de la rétine de la figure 1 :
La réponse du perceptron est NON, car la figure n'est pas simplement connexe ( la figure
est en noir sur fond blanc ). Soit S1 la somme pondérée des sorties des unités
d'association de la catégorie 1, S2 celle des unités de catégorie 2, et S3 celle des unités
de catégorie 3. Soit s le seuil de l'unité de décision. La réponse de {'unité de décision
étant NONonaS1+82+S83<s

Etudions la réaction, le comportement du perceptron vis a vis de la rétine de la figure 2 :
Seules les sommes pondérées des unités de catégorie 1 vont varier. Soit S'1 cette
nouvelle somme.

Comme e perceptron doit répondre OUt on a §'t + S2 + S3 > s donc S'1 > S1

Etudions la réaction, le comportement du perceptron vis & vis de la rétine de la figure 3 :
C'est comme pour le cas précédent mais pour les unités de catégorie 2 donc S'2> S2

Etudions la réaction, le comportement du perceptron vis & vis de la rétine de a figure 4 :
Quel doit étre la réaction du perceptron :

1l va recevoir les influences : S$'1 + S'2 + 83. Orcomme S'1 +S2+ 83 >set 82> S20n
en déduit que S'1 + §'2 + 83 > s donc que le perceptron va répondre OUL. Or il faut qu'il
réponde NON.

Ce qui établit par 'absurde gque le perceptron a diamétre limité ne peut reconnaftre des
figures simplement connexes.

Théoréme 3:

Convergence du perceptron.

Notons si 'exemple E est de la classe C1 : Z =e
etsiEestdelaclasseC2alorsZ=-¢e.
Une mauvaise classification entraine la modification : ajouter .2 a P.

La récurrence est alors :
Po=0etpourtoutt:Py1= Pt + .7y et Pt = .3 Zj
(lasommepouridetat)
D'une correction & la suivante la norme du vecteur P des influences devient :

WP 2 =P IR+ 2 Py. Zt+ p2. 1 Z; 112
Comme le produit scalaire Py . Z; est toujours négatif quand il y a correction et que  est positif,
on a la certitude que

P 12 < P12 4+ p2. 11 Z4 12

Les exemples & classer étant bornés en norme, notons M = max { It Z; 112}
De proche en proche, oh s'assure donc que la norme quadratique de P ne diverge pas plus vite
que linéairement avec le nombre chitfré t de corrections :

HPi2<tu2 M

Supposons gu'il existe au moins un vecteur P d'influences qui classe correctement tous les
exempies,
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Les produits scalaires <P.z> sont tous positifs, en excluant la nullité limite pour la classe 1.
Leur minorantest m=min{<P.z>}

D'aprés larécurrenceona :PT . Py = pSPT.Z 2 p.t.m
d'apres l'inégalité de SCHWARZ qui exprime que
(PT.Q)2 < iPIIZ. 1QH2

2 2

t<.m 2
ona: ——= =< IR

P12 ¢

st M

Coincée entre une croissance au moins guadratigue et
au plus linéaire, la norme du vecteur des influences Pt
ne peut pas croitre indéfiniment

Inconvénients :

L'algorithme du perceptron converge ientement et s'arréte des qu'une solution est trouvée.
C'est généralement I'hyperplan tangent aux classes C1 et C2. Cette solution n'est pas optimale.
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3.5.3.3.2 L’ADAPTATEUR LINEAIRE ADALINE DE WIDROW [1960]
Présentation:

C'est un automate réalisant un bilan

d'influences exercées par les unités d'une N

rétine, capable de s'adapter pour répartir N

une série d'exemples en deux groupes. La —+—17 f adaptation
capacité d'un ADALINE est limitée aux — (automate)

problémes linéairement séparables, c'est a
dire pour lesquels les deux groupes a
reconnaitre peuvent étre séparés par une
droite, un plan, un hyperplan dans I'espace
de leur représentation.

Rétine : celiules d'entrée
{ce ne sont pas des automates)

A premiére vue, Perceptron et ADALINE semblent se ressembiler, il y a cependant des
différences notoires exprimées ci-dessous.

Description :
Nom :
ADALINE de WIDROW - HOFF
Architecture :
| UNITES : -
| Rétine | Présentation des exemples
Adaptation
état interne Xi: Continu
fonctions de transition fi : Identique
nombre d'unités ; Une
CONNEXIONS :
influences : Unidirectionnelles
agencement . Toutes les unités d'entrée sont connectées a l'unité de sortie
Dynamique :
EN EXPLOITATION :
Application d'une sommation %
EN APPRENTISSAGE
Modification des influences par la dynamique de WIDROW
HOFF
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Notations :
e vecteur des états du systéme
e' vecteur transposé du vecteur e
P matrice des influences
i, |, k numéro d'une unité
9 état désiré pour l'unité de sortie
s état calculé pour l'unité de sortie

e : vecteur des états de
la rétine

'AVANAY

N

association
E: S :sortie obtenue

exemple [ r  Sd :sortie désirée
présenté A
Pt P : vecteur des influences

p= (p1,p2, ... pn-1)

14

AL

rétine

indicateur associée a un état du systéme:
une énergie : J(P,e)

Inspiration :
batir des filtres linéaires en jouant sur les influences

Dynamique de WIDROW - HOFF :
"Les éléments en interaction se réarrangent afin de minimaliser I'énergie du systéeme
qu'ils constituent.”

La toi de WIDROW-HOFF concerne les réseaux qui ne possédent pas d'unités cachés (c'est a
dire qu'il y a uniguement des unités d'entrée ou de sortie). Un exempie typique est TADALINE.
La modification des poids par gradient s'écrit :

AP=2. J(P).[S9- ;Pk.ek 1.6

Explication

On définit une énergie J(P) comme une fonction d'erreur entre la sortie désirée Sd et la
sortie calculée P.e, par la somme cumulée des carrés des erreurs élémentaires pour chacune
des unités numérotées i et pour chacun des exemples présentés .

On cherche a minimiser I'erreur J(P) par une méthode de gradient.

On a alors les formules :

J(P)=(P.e - S.‘.d)2 d'ou gradP(J):Z.(P.e-Sd).eT

Ce qui donne alors la régle d'évolution de la matrice P :
AP=2.J(P).[sY- 3 Pe 16
k

Ici, on calcule un signal d'erreur fonction de I'écart entre la sortie désirée et la somme des Py e

qui représente le bilan des influences subies par 'unité de décision

Dans la dynamique de ROSENBLATT, on calculait un autre signal d'erreur : 'écart entre la
sortie désirée et la somme des Py ey seuillée c'est a dire s

Contrairement a la loi de WIDROW, Ia loi du perceptron ne minimalisait pas une énergie et sa
convergence n'est pas toujours assurée.
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Deux avantages apparaissent pour la dynamique de WIDROW HOFF par rapport a celle du
perceptron .

+ obtention d'une solution "approchée” quand le probleme n'est pas linéairement séparable.

+ quand it y a une solution de séparabilité linéaire, elle est plus "robuste”

Exemple commun au perceptron et a 'ADALINE :

On veut classifier en deux groupes les réponses d'une fonction "et" et d'une fonction "ou
exclusif".

FONCTION : ET FONCTION : OU EXCLUSIF
FAUXTNG ) oo D FAUX . ....... @ NON séparatie
VRAL T @™ " saparable par VRAI @ ------- . par une droite

: I~ _une droite : :
VRAI FAUX VRAI FAUX
@ indique un résultat VRAI pour la fonction @ indique un résultat VRAI pour la fonction

O indigue un résultat FAUX pour la fanction O indigue un résultat FAUX pour la fonction

Ainsi, il apparait que la "puissance de calcul" d'une unité a fonction de fransition a seuil
est celle d'une séparation linéaire.

3.5.3.3.3 LE FILTRE LINEAIRE

Nous allons nous intéresser a un type de réseau dans lequel les unités sont continues, en
privilégiant un point de vue algébrique linéaire.

Présentation :

FILTRE LINEAIRE : une sollicitation E en

c
entrée codée sur n unités, produit une réaction n
S sur C unités de sortie selon une relation 3
linéairedutype S=A . E B E
Description :
Nom:
linéaire
Architecture :
UNITES :
état interne Xi: Continu
fonctions de transition fi . | Identique
nombre d'unités . noté : N
CONNEXIONS :
influences ; Unidirectionnelles
| agencement : Des entrées vers les sorties
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Dynamique :
165

Application d'une sommation §
EN APPRENTISSAGE

Imposition d'une capacité innée §
Inspiration :

mathématique

Indicateur associé a un état du systéme :
néant

Loi linéaire :
"La sortie s est fonction linéaire de I'entrée e par uneformule s=A.e"

La formule s = A . e exprime que la sortie s est le résultat de I'application de A a l'entrée e.
Cette formule est dite linéaire car elle est de la forme y = a . x dont la représentation graphique
mathématique est une ligne droite.

Probléeme pose :

On cherche a créer une mémoire associative linéaire classifiant "p" exemples prototypes en "c"
classes.

el e2l ep|
La matrice E est formée
des p exemples en E n
colonne

§ S=AE
[
¢ A S La matrice S est formée des
sifls2 sp p sorties désirées en
— colonne
P

A est une matrice "c" lignes et "n" colonnes.
E est une matrice "n" lignes sur "p” colonnes.
S est une matrice "¢" lignes sur "p" colonnes.

Ainsi on force le résultat A . e = s pour I'exemple prototype numéro 1, mais aussi pour tous
les autres. On "reconnait" la classe numéro 1 par s! parce que toutes ses composantes sont
nulles sauf celle en position numéro 1, de méme s reconnait la classe numéro 2 parce que
toutes ses composantes sont nulles sauf celle en position numeéro 2.
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Le probléme mathématique posé est la résolution de I'équation : A . E = S d'inconnue la
matrice A.

A. Solution exacte : la matrice pseudo inverse de PENROSE.

L'équation A . E = S, admet des solutions qui s'expriment a l'aide de la matrice pseudo inverse
de E notée E* Ces solutionssont : A=8 . E* +Q . (1-E.EY ). ot Q est une matrice
quelconque.

La solution de plus petite norme quadratique est : A=S . E*

Le calcul d'une matrice pseudo inverse est trés complexe.

Différents algorithmes permettent de “calculer" la matrice pseudo inverse de la matrice E.

+ Algorithme de GREVILLE (voir paragraphe 3.5.4.2)

+ Algorithme de KALABA - RASAKHOO. (voir paragraphe 3.5.4.2)

B. Approximation proposée par KOHONEN

Dans le but de ne pas calculer la matrice pseudo inverse des exemples, KOHONEN
propose de remplacer la solution A=S.E* par A=S.E' ol ET est la matrice transposée
de E, qui se "calcule" simplement en échangeant les lignes et les colonnes de la matrice E.
Cette hypothése simplificatrice suppose que les exemples soient bien indépendants les uns
des autres, gu'ils soient suffisamment "distants".

Exemple :

On veut mémoriser les exemples prototypes :
et=(1,-1,-1,1, -1, 1) ete? = (1, 1, 1, =1, =1, —1) pour le réseau de six unités décrit en
exemple de réseau d'automates au paragraphe de description des systémes connexionnistes.

Question préalable :
" Ces deux "exemples" sont-its assez distants I'un de 'autre pour ne pas étre "confondus"?

Pour mesurer la "distance" entre ces deux exemples, on va utiliser la distance de HAMING
notée HA. La distance HA(e! .62 ) se calcule en comptant le nombre d'unités dans ! et dans
€2 qui sont dans un état différent.

Unité NUMEro . ..., 1 2 3 4 5 6
configuration e' du réseau......... 1 -1 -1 1 -1 1
configuration 2 du réseau......... 1 1 1 -1 ~1 -1
différence ... N (0] @) O N O

{ N veut dire non et O veut dire oui )
il y a quatre différences donc HA(e ,e2) = 4.

La configuration e! du réseau sera mémorisée sie! = A . e! c'est a dire si le réseau restitue
en sortie le méme état qu'en entrée, de méme pour la configuration e2

Ona doncA=e.elsoit:A=elT els 2T €2

Le produit elT . el est un tableau de 6 cases sur 6 cases. Le contenu de chacune de ces 36
cases se calcule par la muttiplication des états de e! en colonne et de 1T en ligne.
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De méme pour le produit €27 . e2 .

La somme des deux tableaux est ie tableau obtenu en ajoutant les contenus des cases
correspondantes des deux tableaux :
On arrive ainsi au tableau A :

Calculde A.e'= &
2 00 02 oJl{l2 0 0o 0 2 o] KB 4
0 2 22 0 2 0 2 2 2 o0 2|}]-+
0 2 22 0 2 0 2 2 2 o0 2|+ 8
A= 02 2 2 0 2 02 2 2 0 2 1 “1s
2 0 0 0 2 0 2 0 0 0 2 off~ 4
02 2 2 0 2 02 2 2 0 2 1 8

Dans le cas de cette approximation, on seuille s! pour retrouver e!
p

C. Approximation proposée par WIDROW - HOFF

Le probleme de {a recherche de cetie matrice A a été résolu aux paragraphes précédents
par une méthode itérative proposée par WIDROW - HOFF. La matrice A est obtenue a partir
d'une matrice A1 gui minimalise une fonction d'erreur J entre S (sortie obtenue par Ak. E ) et Sy
(sortie désirée) par :

Aks1=Ax = Pk (Sq— A E) . el.
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3.5.3.3.4 LE RESEAU DE HOPFIELD

Présentation :

HOPFIELD cherche a modéliser une mémoire adressable par son contenu : une forme
meémorisée étant retrouvée par une stabilisation du réseau stimulé par une partie
caractéristique de la forme. Son inspiration repose sur la physique statistique.

Description :
Nom :
Réseau récurrent de HOPFIELD
Architecture :
UNITES :
état interne Xi- discret 0 ou 1
fonctions de transition fi : | semi linéaire a seuil y;
nombre d'unités : noté: N
CONNEXIONS
influences : unidirectionnelies
agencement : Complétement connecté, les unités n'étant pas reliées a
elles mémes. Les connexions sont SYMETRIQUES
Dynamique :
EN EXPLOITATION :
Choix aléatoire séquentiel des unités mises a jour selon
I'une des dynamiques décrites ci-aprés.
EN APPRENTISSAGE
Selon la dynamique de HEBB
Inspiration :

modélisation d'une mémoire adressable
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Notation :
Définitions et Notations sur un exemple :
réseau totalement connecté de trois unités numérotées de 1 a 3
€4
Vecteur d'état du réseau (e = | e,
e est élémentde {0, 1 }3 | e3
0 12 -
Vecteur d'influence des connections du réseau (poids) P =1 12 0 1/4
L -1 14 6]
—u1
Vecteur des seuils des transitions : U = { y o
Onnote: V! la ieme composante du vecteur V. | Ug

Indicateur associée a un état du systéme :
modélisé par une énergie : J(P,e)

J(Pe) = 12P e & . Ju.e

{' énergied'un état EST l'interaction entre MOINS lintervention d'un
deux spins champ exiérieur

(comme P est symétrique, les
interactions sont régulieres)

Dynamique d'apprentissage du réseau de HOPFIELD ; HEBB

Loi de HEBB [1949]:
"Si deux éléments sont actifs ensemble, alors leur liaison sera renforcée”.

Légende :
@ unité active
O unité passive || connexion renforcée connexion non modifiée

Cette loi est une loi "naturelle" bien connue des physiologistes.

Mathématisons ia :
Notons Ap;i la modification de l'nfluence pjj entre l'unité source numéro j et 'unité but numéro i

Pij est l'influence exercée par l'unité numéro j sur 'unité numéro i.

notons e 'état de I'unité numéro i, e; I'état de F'unité numeéro j, et i une constante chiffrant
l'intensite de 'apprentissage, ou encore l'attention que porte le réseau a son environnement.
La loi de HEBB peut s'exprimer mathématiquement par la formule .

pij
APy =Kk.gj.€ ej e
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Mise en cauvre d'un apprentissage avec la loi de HEBB pour une fonction "et".
Calculons Apgz 4 et Apgp dans chaque cas :

Apyq = k.eq.e3 Ap3o = k.ep.e3
fonction:et | % |%|S; € 1% 15 ||8r5¢ |84
111 1 1 1 1 k k
—1e. |Pa
1 A 1101 o 1|10 1}o 0 0
3ol o ol1]alolo
—e,
Pap ololo olofo]l o] o
Le probléme est :

Quelles valeurs faut-il donner a p34 et a p3o pour que le réseau calcule une fonction "et".

Si I'on part d'une configuration ol les poids sont nuls, ceux-ci vont évoluer vers une
configuration ou ils seront égaux, puisque Apg4 et Apgo sont toujours égaux .
On auradonc p31 = pao, et le réseau sera :

Le neurone numéro 3 ayant une — e |05
. - . 1
fonction de transition & seuil de e
seuil égal a 1. o 3 [
210.5
Limitation :

Le fait de ne tenir compte que de la corrélation entre les unités d'entrée et de sortie est
insuffisante, et de nombreuses fonctions ne sont pas "calculables" par la loi de HEBB,
contrairement a la fonction "et" ci-dessus.

Résumeé : Algorithme d'apprentissage

1+ On commence avec un ensembie de connexions toutes nulles
[ Hypothése de la table rase ]
2. On force le systéme dans un état particulier eS.
3+ On examine tous les couples ( 1, j ) d'unités et on augmente pij de Apjj selon la

régle :
sief= +leteS= +1 alors Apjj = 1 (unités simultanément actives)
sigf= +leteS= -1 alors Apjj = ~1 (unités opposées)
sief= -tetegS= +1 alors Apjj = -1 (unités opposées)
sieff= -leteS= -1 alors Apjj = 1 (unités simultanément inactives)

(On pourrait modifier fa régle ci dessus pour ne pas modifier l'influence pj lorsque les unités
sont simultanément inactives.)
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DYNAMIQUE n° 1 d'actualisation du réseau : [ HOPFIELD 82 ]

A chaque moment t, I'unité & actualiser est choisie aléatoirement conformément au
mécanisme asynchrone de "mise a feu" du neurone biologique.

Equation de récurrence : _ _
el,1=H((P.g-U)")
ou H est la fonction de HEAVISIDE : H(x) = six =z 0alors 1 sinon 0;

On a un comporiement déterministe dans une dynamique aléatoire.

Algorithme simulant la conduite du réseau non bruité :

tant que pas stable
faire
+ choisir avec la probabilité uniforme 'unité 3 actualiser
+ actualiser cette unité en appliquant la récurrence
fait

Utilisation du réseau en mémoire associative :

Le probleme a résoudre est de trouver la matrice P pour que les minima locaux de I'énergie
J(P) soient prédéterminés et correspondent aux motifs a apprendre.

DYNAMIQUE n° 2 d'actualisation du réseau : [ HOPFIELD 85 ]

On introduit du bruit sous forme d'une suite de variables aléatoires indépendantes. On note
(By) cette suite. (t est un entier naturel).

Equation de récurrence :
ely1=H((P.-U)'-K.By)
ou K est un facteur de bruit.

Equation de la probabilité de I'état d'une unité a actualiser :

: (P.g-U)! .
p(e't+1=1)=p( By = —iK_)——'):Qk((P-et‘U)')

ou gk est la fonction de répartition de la loi gaussienne d'écart type k.

Rappel :

o (=3 (1 +Ert())
X
2
2 e2
2t O

et Erf (x) = si x>0 alors dt sinon — Erf(—x)
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Algorithme de Monte CARLO simulant la conduite du réseau bruité :

tant que pas stable
faire
+ choisir avec la probabilité uniforme F'unité numéro i, & actualiser
+calculergg((P.et-U) )
+ tirer au hasard I'état suivant de l'unité numéro i en fonction de la probabilité
calculée
fait

DYNAMIQUE n° 3 d'actualisation du réseau : [ GLAUBER - Métropolis ]

Dynamique de GLAUBER [ Modéle de relaxation isotherme}:

On remplace la fonction gk de la dynamique numéro 2 par la fonction ht

ht )= ——--—-1——_-)—(—- A la place d'un facteur de bruit k, on a une température T.

1+ T
On note T une température et ( Kt ) une suite de variables aléatoires (t est un entier naturel ).

Equation de récurrence :
el =H((P.g=U)' -T.Ky)

Equation de la probabilité de I'état d'une unité a actualiser:

On note €' un état du réseau qui differe de I'état e du réseau uniquement par I'état de l'une de
ses composantes.

Onécrit: e'~ e _

Quand €, = 1 ete!, = OonaMd=Jd(ew1)~J(et)=(P.eg ~U)

Quand €', = 0 etel, = TonaAJ=—(P.et —U)i

onadonc p(e'fe)= 1NhT(J(e') —J(e))oue'=e
ot plele)=1— & 3 hr(de) - de))
e'~e

On peut ici exprimer la probabilité de transition en fonction de la variation d'énergie.
D'autre part : _

(P.e—-U)' .
)= h((PLg=U))

p(ely=1)=p( K=
Dynamique de Métropolis [1950] [ Modéle de relaxation atomique]:

-X

On remplace la fonction hy par une fonction h'; telle que h't (x) = inf (1, € T).

Ces deux dynamiques ont la méme probabilité stationnaire qui est :

%@ -J(e)
e T
—_— T =
pT (e) = Z0) et Z(T) Z e
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C'est la distribution de GIBBS associée a la fonction d'énergie J. La fonction de répartition Z(T)
est une constante de normalisation. Cette distribution est la distribution d’entropie maximum
parmi foutes les distributions ayant méme énergie moyenne.

DYNAMIQUE n° 4 d'actualisation du réseau : [ KIRPATRICK 83 ]
Algorithme du recuit simulé :

initialiser
répéter
RELAXER : laisser évoluer selon la dynamigue de Métropolis ou de GLAUBER un temps
suffisamment long
REFROIDIR : réduire la température T suivant une loi géométrique de raison 0,9.
jusqu'a ce que le réseau soit gelé (Refroidissement n'entrainant aucun changement des
unités)
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3.5.3.3.5 LA MACHINE DE BOLTZMANN

Présentation :

La machine de BOLTZMANN introduit une innovation par rapport au réseau de HOPFIELD, en
distinguant deux catégories d'unités : des unités visibles et des unités cachées.

Description :
Nom :.
machine de BOLTZMANN

Architecture :

UNITES :

état interne Xi: discret 0 ou 1

fonctions de transition fi . | semi linéaire a seuil

nombre d'unités . noté : N

CONNEXIONS :

influences : unidirectionnelles

agencement : totalement connecté a influences symétriques. Une unité ne
s'influence pas elle méme

Dynamique :

EN EXPLOITATION :
Choix aléatoire séquentiel des unités mises a jour selon
I'une des dynamiques décrites pour les réseaux de
HOPFIELD

EN APPRENTISSAGE
Apprentissage supervisé de BOLTZMANN

Inspiration :

Rapprocher la probabilité d'évolution en phase libre de celle d'évolution en phase contrainte.

Notation :

phase contrainte : relaxation selon la dynamique de Métropolis des seules unités cachées, les

unités visibles étant fixées.

phase libre : relaxation selon la dynamique de Métropolis de toutes les unités.

unités
visibles

e = (eViSl gCachy - vecteur d'état du réseau

e¥S! - vecteur d'état des unités visibles

unités unités
d'entrée {|cachées

unités de
sortie each - vecteur d'état des unités cachées
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Dynamique d'apprentissage supervisé de BOLTZMANN
Loi de BOLTZMAN N:

"On cherche a équilibrer la probabilité d'évolution en phase libre avec la probabilité
d'évolution en phase contrainte".
Visi
On note Pcontraint e
€8 ges unités cachées du réseau soit égal a u, sachant que le vecteur d'état e des unités
visibles du réseau est égal a v.

visi V'
On veut que P iraint (€cach =u/e™ =v) = Py (ecach=u/e it _ )
Mettons en place une distance G entre ces deux lois de probabilité. Notre objectif sera de
minimaliser la distance : G( Poontraint > Plibre

Définition : G (P4, P5) = Z Pi(e) . :; ((ee;

(ecach=u/e" ™ = v) la probabilité en phase contrainte que le vecteur d'état

Remarque : G prend le sens d'une entropie relative de la théorie de l'information.
La loi de BOLTZMANN peut alors étre vue comme minimalisant un indicateur qui est une
entropie relative.

Exprimons le gradient de G par rapport & une influence Pj

9G(Peontraint - Piibre) Z P © 1 Piipre (€)
- contraint ' ’

oy Piibre (€) dp;
Si la loi de probabilité d'évolution en phase libre suit une loi de GiBBS on a :

—Je) e-,—(zzp,]ee Euej)

=
_ _ } £ J .. . P

Plibre (e) = 740 = Zm (voir énergie du réseau de

HOPFIELD)

d'ou -

Plipre &) 1

@ T T IEPlibre werue — YPiye® - Y P9y ]

v s
\F(aG(Pcontraint, Phbre) ap“ )=\F(—1T) [\hsu(u, ViNF( P oontraint™) Piibre () Plipre(Us V) U; vj)
2 contraint() - EPIII:)re(r OLE ]

aG(Pcontramt Phbre) -1
E I:E':’contralnt(u v)yu EP libre(" §) i Tj il
aGLPcong;]Int Flibre) _1 [ contramt( g=1.¢=1)— Phbre( & =1, =1 ]

On renforcera donc la liaison entre les unités numéros i et j si ia probabilité en phase contrainte
est supérieure a la probabilité en phase libre.
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3.5.3.4 Les perspectives actuelles

Réseaux en couches unidirectionnels linéaires
Détermination d'une matrice P des influences, de moindre norme :
* par projection orthogonalisation :
Algorithme de GRAMM SCHMIDT
» par pseudo inverse de PENROSE :
Algorithme de GREVILLE
Algorithme de KALABA RASAKHOQO
» par rétro propagation du gradient :
Algorithme de Le CUN

Le probléme posé :
On dispose de p exemples clefs E, et de p correspondants désirés Dy .
On veut une association linéaire : pourtoutkde tap: D, = A.E

Ek est codé sur n unités d'entrée, et Dk est codé sur ¢ unités de sorties :

- S
E

Notons X =[E,, .., Ep ] la matrice p colonnes et n lignes dont les colonnes sont les exemples.

Notons Y =[ Dy, ..., Dp ] la matrice p colonnes et ¢ lignes dont les colonnes sont les valeurs
cibles associées aux clefs.

On veut trouver une matrice A telle que Y = A . X satisfaisant aux contraintes suivantes :
+ elle minimalise fa norme quadratiquepde A notée J(A) :

J(A) =3 ||Dk-A.Edf
k=1

+ elle minimalise la norme euclidiemge ge A notée E(A)
E(A)=3 Y af=tr(AT.A

i=1 j=1
{ ce qui impose de ne pas mémoriser des associations parasites non voulues )

Sous ces contraintes, on prouve que la solution A est unique.
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3.5.3.4.1 PROJECTION ORTHOGONALISATION (GRAMM SCHMIDT)

L'idée est d'orthogonaliser les exemples E.
Notons P, la matrice de projection sur le sous espace engendré par les exemples de 1 a k.

Algorithme de génération des matrices P

P, =0 :{matrice nulle}

Pour kde 1 a p {nombre d'exemples }
faire
Ng =E¢ — Py_1 ‘B { Ny estlinnovation, la nouveauté introduite par I'exemple numeéro k }

si Nk z0
T 2
sinon Py =Py {pasde nouveaute }

Algorithme de génération des matrices Ay

Ay=(Dy.Eq )/ 1 Eq 12
Pour k de 2 & p {nombre d'exemples }

faire
S =A g B { sortie obtenue pour I'exemple numéro k }
Ry =Dy . Sy { reliquat de Dy non expliqué par A, _4 }
N, =E, —P,_4 .E, { Ny est Iinnovation, la nouveauté introduite par 'exemple n° k
siN, %0 { il y a une innovation introduite par Ej }
T 2

alors Pe =Pyq + (N N )Y IEN B

A =Acq + (R N ) 71N, 112 { on associe le reliquat a Fnnovation }
sinon
si Bk = 0

alors  {pasdinnovation Ny et on a un reliquat Ry de D), non expliqué par A, _4 }
{ E est une combinaison linéaire des exemples de E4 a Ey_4 et Dy n'est }

{ pas la combinaison linéaire correspondante, on redistribue l'erreur }
{ dans la direction 8 }

B = Sy Ay By
A=A g + LIS 2718 114+ 1B 12)]. R, ST A
P =P
sinon  {il n'y a pas d'innovation, ni de reliquat R, non expliqué }
Ak = A
Py =Piq

fait
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3.5.3.4.2 CALCUL D'UNE PSEUDO INVERSE (PENROSE)
Solution au probléme posé :

1. On "calcule” la matrice A par un procédé exact de calcul par la formule :
A =D .E" ol E est la matrice pseudo inverse de E

2. On présente un exemple "e" & reconnaitre.
3. On "calcule” le vecteur sortie "s" correspondantas=A . e

+ si "e" fait partie de 'ensemble d'apprentissage alors "e" sera parfaitement classifié par
"S".

+ si "e" ne fait pas partie de I'ensemble d'apprentissage alors I'exemple "e" sera attribue
a la classe qui correspond a la plus grande composante du vecteur de sortie "s".

Interpreétation du procédé solution

Pour mieux visualiser ce gui se passe, prenons le cas ol le codage des exemples se fait sur 3
unités. On a alors un espace de dimension n=3.

L'ensemble d'apprentissage est composé de deux exemples eq et eo.

La sortie s est la projection orthogonale de l'entrée e sur le plan défini par les vecteurs
exemples eq et eo.

En effet la matrice pseudo inverse s'interpréte comme une matrice de projection orthogonale.

Théorie sur les matrices pseudo inverse

On ne considére gue des matrices a coefficients réels (la théorie prend en compte les
coefficients complexes)
Soit A une matrice n lignes et ¢ colonnes

Définition :
A¥ est la matrice pseudo inverse de A ssi A. A A=AetAt A AT=Aet(A ATetAT A
sont symétriques)

Conséquence :

si A est une matrice carrée non singuliére alors A™ = AT
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Propriétés :
toute matrice A admet une pseudo inverse unique.

si les colonnes de A sont linéairement alors A" = (AT ,t\)‘1 AT

indépendantes

si les lignes de A sont linéairement alors A" = AT (A A7)

indépendantes

si p est un réel alors siyz0alors g =y sinon y* =0

si a est un vecteur alors siazOalorsat = ( aaT = sinon a" = ol
si A=diag(ay, ay ... a,) alors A*=dag(a*, a", .., a,")

A+=|lm0 (AT.A+M2l)—1 AT
u—>

si S.E".E=S

alors  l'équation S = A . E d'inconnue A admet toutes les solutions de laforme : A=S . E" +
Q. (1-E.E")ouQ est une matrice queiconque.

sinon |'éguation S = A . E d'inconnue A admet les solutions approchées de la forme : A =S,
E* + Q. (1-E.E") minimalisant la norme quadratique de la matrice d'erreur
S—A.E (Q estune matrice quelconque ).
La solution approchée de plus petite norme est A=S . E*

Algorithmes de détermination d'une matrice pseudo inverse

1. Algorithme de GREVILLE.

Soit a déterminer la matrice pseudo inverse d'un matrice notée A, formée de n colonnes.

On note Ay =1 At g } une matrice A
Ay estlamatrice formée des k—1 premieres colonnes de la matrice A
g est le vecteur colonne numeéro k de la matrice A,

initialisation : A; =[a, ] c'est un vecteur

doncsia, #0alors A" = a1T/( a1T aq)sinon A, = of
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formule de récurrence :
sif(I-Awa. A% ak'F =0 N -
alors P = A=Akt Al ax puis  Al=| A (I-a P)
Ny T e T S D
sinon P = (——————ALI)T Al 2 PkT
L+ Ak adf

2. Algorithme de KALABA RASAKHOO
Soit A une matrice de m lignes et de n colohnes derang r

initialisation :
P, = Id et deltay =trace( AT . A)

formule de récurrence : pour k de 1 a (n—1)
P,q=deltag Id + AT AP,

delta, = trace( AT . AP, ;) / (k+1)
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3.5.3.4.3 RETRO PROPAGATION DU GRADIENT (LE CUN)

Description du réseau multicouche:

Nom :

multi couches
Architecture :
UNITES :
état interne Xi: continu
fonctions de transition fi . _ | sigmoide
nombre d'unités : nhoté : N
CONNEXIONS :
influences : unidirectionnelles
agencement : en couches
Dynamique :

EN EXPLOITATION :

application des transitions §

EN APPRENTISSAGE

GBP : rétro propagation du gradient i

Inspiration :

méthode de gradient

Indicateur associé a un état du systéme :

fonction de cott cumul quadratique des erreurs minimalisée par gradient
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Notations, schéma :

unité n° i
P couche L
i
unité n® j couche L-1
Pjj chiffre influence de
Iumt'e qumero j sur 'unité couche 1
numero i
YX X XXX X DY
k
E

Le réseau est structuré en couches numérotée de 0 a L.

Les fléches indiquent le sens de la propagation des états lors du calcu! de la sortie du réseau.
EX est 'exemple numéro k présenté en entrée du réseau, sk est 1a sortie calculée
correspondante, DX est la sortie désirée, sX— DX est donc terreur qui sera rétro propagée dans
le sens inverse des fléches

probléme posé :

On dispose d'un ensemble de K associations d'une forme Ek avec une sortie désirée Dk Ona
donc un ensemble de K couples (Ek, Dk). I s'agit d'apprendre au réseau les K associations
avec une capacité de généralisation suffisante.

solution utilisant I'algorithme de rétro propagation du gradient.
On note e, I'état de I'unité numeéro i, f;ia fonction de transition sigmoide de f'unité n° i. A,

linfluence des autres unités sur 'unité n° i : c'est la somme des Pij & Le nouvel état de l'unité
n°®iseradoncf; (A;)

K 2
La fonction derreur sera - J(A) = 3 | ce-offf
k=1

La regle d'évolution des influences pij entre les unités j et i sera :

dJ

dp.

L]

L'apprentissage serait alors un apprentissage "global" sur 'ensemble des K exemples. On va
choisir une méthode de gradient décomposé pour pouvoir adapter les influences petit & petit sur

chaque association entre un exemple et une sortie désirée.
On notera JK I'erreur commise sur I'association concernant exemple numéro k

J= -0

p(t+1) = (1) -

3%
) P,

py est choisi comme un petit nombre reel positif qui chiffre intensité de I'apprentissage. i

évoluera comme une suite décroissante de réels positifs modélisant une intensité
d'apprentissage de pius en plus faible.

La régle d'évolution sera alors : pﬁ (t+1) = pi ® - /,{
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Le probiéme de l'algorithme de rétro propagation du gradient provient de la non existence
d'études théoriques affirmant la convergence de l'algorithme. Des choix appropriés
d'architectures de réseau, d'ordres de présentation des exemples, et de suites d'intensités
d'apprentissages y ont permis d'atteindre effectivement un minimum souvent nul pour la
fonction d'erreur J. Ces choix sont trés empiriques.

————-a Jk(t) s'effectue par a Jk(t) = a Jk(t) . a Ai =
9p. « 0 pﬁ 0 A, be pij
' 9u

ennotant Y =
' dA,
i

Le calcul de yi . ej

GJQQ

le calcul de a se raméne donc au calcul du yj associé a chaque unité numéro i du
p.
i

réseau.

Le calcul des y; sera le suivant :
A. Pour les unités numeéro i de la couche de sortie :

JE(t ,
09 (1) _ 9 5 (s-DKf = 2.(S-D).1'(A

d Ai dAIf
La sommation est effectuée pour toutes les unités numérotées h de la couche de sortie.
B. Pour les unités numéro i qui sont pas sur la couche de sottie.
Notons yq la dérivée partielle 9 NF) Aq pour toutes les unités numéro q qui regoivent une
influence de f'unité numéro i. On aura :

aJ%(t) aJ (1) aA aJ (1) @
yi = = ) 1= Z (z Paj- €j)
|

Vi

9A dAq A F 9Aq A
fi (Ai
Yi=ZYq.in.a‘;( I):f'i(Ai)ZYq.pq

Algorithme GBP :
1. Calcul de Ia sortie C correspondant a l'entrée E :
de la couche numéro zéro ala couche numéro L :
si 'unité numéro i est en couche 0
alors & = E;j
sinon &i =1i(Aj) avec Aj = 2 pjj . €j
2. Calcul des yi pour chaque unité numéro i
de Ja couche numéro L a la couche numéro un :
si I'unité numéro i est en couche L (de sortie)
alors Vi=2.(5-0Dj). ff (A)
sinon yi=1 (Aj). ZJ Pij - Y
3. Adaptation des influences pjj .
pij (1) = pij (1) — p(1) . yj g
u(t) est une suite de réels positits convergeant vers zéro ou un trés petit réel positif.
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Mise en équilibre des unités en vue de satisfaire un objectif avec un
minimum de remise en cause

Réseaux récurrents bidirectionnels

3.5.3.4.4 RESEAUX RECURRENTS DETERMINISTES BIDIRECTIONNELS (GUIVARCH)

Description :

Nom:

réseau récurrent bidirectionnel

Architecture :

UNITES :

unités d'entrée rétine :

présentation des exemples

unités cachées :

modeélisent la mémoire a court terme du systéme

état interne Xi:

continu ou discret

fonctions de transition fi :

semi linéaire

nombre d'unités :

noté : NC

unité de sortie :

fournissent le résuliat visible de l'activité

état interne Xi:

continu ou discret

fonctions de transition fi :

semi linéaire ou spéciale

nombre d'unités : noté : NS
CONNEXIONS :
influences : bidirectionnelles (couche cachée <-> sortie)
| agencement : une couche d'entrée vers les unités cachées et de sortie

Les principes d'exploitation ou d'apprentissage :

+ s'adaptent aussi bien

- a des unités prenant leurs valeurs dans un domaine continu que discret

~ & la satisfaction d'une égalité a une valeur cible en sortie

-~ a une maximalisation ou minimalisation de valeurs cibles inconnues

- a des sorties témoins du respect d'une inégalité.
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Notations :
e vecteur
des états
de la rétine couche
totalement
connectée
£ liaisons
exemple bidirectionnelles
présenté
i liaison unités visibles
retine unidirectionnelle N ]
unités cachées
€t état d’activation de 'unité numéro i a l'instantt ; e Vi état voulu pour
Funité numéro i
Uit = z Pikt. €kt bilan des infiuences recues par V'unité numéro i
K
f;(u; )= g, ¢ fonction de réponse de l'unité numero i
Dynamique :
EN EXPLOITATION :
Mise en équilibre des unités avec ou sans contexte §
EN APPRENTISSAGE
Dynamique de GUIVARCH |

Dynamique d’'apprentissage :

Réseaux prenant leurs valeurs dans un domaine continu, soumis & un apprentissage supervisé
portant sur des cas exemplaires, modifiant les influences locales entre les unités pour imposer
une sortie ayant une valeur cible bien définie en réponse a une sollicitation d'entrée.

Un objectif double : 1. Avoir toutes les unités en équilibre
2. Avoir les sorties au niveau désiré

Un indicateur : Une distance par rapport a l'objectif

Une dynamique ; Répartir itérativement déséquilibres et erreurs par coopération
entre les unités

Indicateurs d'écart a I'objectif :
pour les unités cachées : le déséquilibre courant 1 Ae; =€ — 1 (U 1)

pour les unités de sortie : 'erreur par rapport au niveau désiré: :
Aejy=eyi—1(y )
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Pénalité de distance :
Cumul quadratique des indicateurs pour chaque unité.

Trois formes équivalentes pour une pénalité Ci, tpour une unite n° i :

forme1:

(ei~t)2+2.w . ai (evi—f)+a?.(evi~tf
142 . ai+&

avec piz < 1 qui garantit une forme quadratique définie positive

2Cit=

forme 2 :
5,y =leiee)® +af. (1-pi)° (ew—t)°
' 142, i ai+&
en posant ; e =fi+w . a;i{fi—evi)
forme 3 :
A 32
2.C1 =(fi=en) s a.(1-pi)? (=) _
(142.ni.ai+&)
en posant : ey =(1+”i-39-ei + ai-(ai'HJi).EVi

142 0. ai+&

Pour une unité cachée, y; et a; sont nuls.
€ — €, estl'excés d'activation de I'unité numero i
e;—f; estle déficit de stimulation de I'unité numéro i

L'apprentissage d'un exemple de référence consiste a réduire le cumul des pénalités de chaque
unité selon l'importance 1; qu'on leur accorde : C(t) = %; (; G(Y) ). Pour touti w>0

Conduite dynamique de 'apprentissage :

iére phase de descente de C(t)
On agit sur les niveaux d'activation des unités sans modifier les valeurs py des influences.
Les unités cachées conservent un déséquilibre résiduel.
Les unités de sortie conservent un déséquilibre et une erreur résiduels.
Stratégie :
On abaisse C(t) en agissant sur les activations de maniére coopérative entre les unités
candidates a une modification. La modification d'une unité n'est pas égoiste, elle se préoccupe
des conséquences de son évolution sur les unités qui sont sous son influence.
Dans I'hypothese d'éne descente en gradient de C(t), on a:

aC(t)

€ — Eei + af

Ei,t+1 —€i 1t = — Pireeree— = —B[ﬂ; Jf"e—-—-
it+1 —€it=—P Ty i l1+2-ui‘ai+§; ;m( i ”)(')es]
Marche directe Satisfaction des unités qui
vers I'équilibre aspirent a faire fj = e”-
S’AIDER SOl MEME + AIDER LES AUTRES
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Au terme de la descente en gradient, on aura un gradient nul donc :

e-e. .
m L@ =_—Zr(j(fj -e )Qfl_

'1+2.pi.ai+af“i¢i ” aeil
L'excés d'activation = La somme des déficits
accepté par funité n° i, de stimulation des

compte tenu de son unités influencées par
importance it i 'unité n° i compte tenu

de leurs sensiblités

aux influences 1t i

Les parametres yj; et g contrlent la maniére dont les unités de sortie dérivent vers leur niveau
cible :

siy;=0alorsona e, =f; c'esta dire que 'unité n° i ne prend pas en charge sa mise en

équilibre, elle rétro propage une demande de poussée des autres plus ou moins intense selon
la valeur de Ig;l. Elle demande aux autres de la mettre en équilibre.

si(1+y;. g) = 0eta>1alors I'unité se fixe sur son niveau d'equilibre et rétro propage une

demande d'adaptation. Elle fixe son exigence d'équilibre et demande aux autres de s'adapter &
son bon vouloir.
Soit f le temps final de la descente de la premiére phase.

2éme phase de descente de C(t) :

On adapte les influences Pij - Ces influences pondérent la transmission de deux quantités :
En sens direct : f'activation & de I'unité n® j influengant 'unité n® i.

En sens retrograde : la demande rétrograde de i versj : (u;. (e; — 1) . 1;(u;) )

Une variation dpij n'agit sur C(f) que par ces deux quantités.

Dans le sens direct, la sensibilité de C(f) est donnée par .

dC(f IC (N af,
apﬁ of, c)pii

=-(g;-1)f" §

Dans le sens rétrograde, la sensibilité de C(f) est donnée par :
aC].(f) aCj(f) c)(ej
Gpii a(ej'%; )c)pij

)

-e.
€

La dérivée partielle du premier facteur est extraite de la seconde forme de C(f), la dérivée
partielle du second facteur est obtenue a partir de l'égalité manifestant la fin de {a descente en
gradient.

La correction de Pjj .S'effectue classiguement & I'opposé du gradientetona :

Pijte1 =Pyt + S (8 =) T &
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Réseaux organisés en colonnes et en aires
Modélisation selon les travaux de BURNOD

3.5.3.4.5 RESEAUX ORGANISES EN COLONNES ET EN AIRES (BURNOD)
Présentation :

Le systéme modélise une colonne corticale, architecture modulaire du cortex humain qui
integre le fonctionnement d'une centaine de neurones.

Architecture :

Une colonne corticale posséde six couches, regroupées en trois dans la modélisation.

Couche haute { 1 a 3 du cortex ) : elle recoit les entrées corticales et effectue une sortie vers
les autres régions corticales.

Couche médiane ( 4 du cortex ) : elle recoit les stimuli extérieurs au cortex ou provenant de
{'aire primaire.

Couche basse : ( 5 et 6 du cortex ) : elle effectue des sorties vers les structures cibles.
Précisons par un schéma cette architecture :

adjacent méme fonction

v

['\J

/

1 aire secondaire

‘N

action rétroaction

%ire primaire

sortie

[l

‘,

M

0

entrée

Etats d'activation d'une colonne :
lIs sont ternaires : notés E0 , Eq et E2 )

Etat £, : activité trés faible
) ( phase d'inhibition )
Etat E4 : couche haute activée moyennement : recherche d'un état stable

, ( phase d'attention )
Etat E, : effet d'avalanche déclenché. Les couches basses et hautes sont fortement actives.

L'état stable est atteint
( phase d'action )
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Fonctionnement : mise en forme et transmission de l'information :
Activité forte E2 d'une coionne :
Correspond a une comparaison de l'activité de colonnes connectées. Les différences d'état

seront amplifiées, d'ol :
+ inhibition des colonnes connectées d'état E1

+ réactivation des colonnes connectées d'état E, et modifications synaptiques.

Activité thalamique :

Elle est le résultat d'une fonction de transfert spatiale calculée localement sur un champ
récepteur par des inter neurones périphériques inhibiteurs et des centraux excitateurs.

Sur une colonne d'une aire sensorielle ol la couche médiane est trés développée, elle aura un
effet d'activation forte E, de toute la colonne.

Sur une colonne d'une aire motrice, elle n'aura pas d'effet.

Sur une colonne d'une aire associative, il y aura passage en état E, de la colonne.

Activité thalamique plus activite d'attention E, d'une colonne.

I}y aura amplification du phénomene. La colonne passe en état E,

Apprentissage et évolution:

Régles d'apprentissage :

Elles mémorisent les similitudes et les différences de fonctionnement d'une colonne avec ses
voisines : couplage, découplage entre colonnes,

+ Deux colonnes toujours activées ensemble vont mémoriser une relation privilégiée qui induira
un déclenchement inconditionnel quand 'une est a E, et l'autre a Eg -

+ Deux colonnes jamais coactives vont mémoriser une relation d'inhibition.

+ Deux colonnes parfois en états (.E, et non E, ) vont mémoriser une relation de mise en

attention E,

Regles de propagation :

Le réseau évolue a partir d'une situation thalamique donnée (monde extérieur} et de buts
corticaux recherchés (monde intérieur) pour produire des actions thalamiques favorisant la
résolution du probléme.

Exemple de réseau :

Aire sensorielle Aire Aire
V2 SECONDAIRE ASSOCIATIVE SIGNIFICATIV
Taction
rétroaction

Aire sensorielleI
PRIMAIRE

]
RETINE /
Rétine : 8x8

Une fonction de transfert thalamique effectue une détection de segments d'orientation variable

sur des champs récepteurs se recouvrant Eartiellement.:

AIRE V1 . Elle distribue l'information a sa surface de maniére rétinotopigue et code les
variations d'orientation par rapport a la rétine.

DN

N

V1

En tout 1200 colonnes avec
6 connexions par colonne

N
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AIRE V2 : méme type de traitement.

Cette cascade de détections locales fait apparaitre des ensembles de colonnes en
déclenchement inconditionnel représentant les caractéristiques invariantes du monde extérieur.
AIRE SIGNIFIANTE : Les colonnes codent des noms ou des concepts "ceci est un rond" ou
"ceci est un carré".

Apprentissage :
Toutes les colonnes de l'aire signifiante sont a E, sauf la colonne concept a reconnaitre mise a

E, . On laisse le systéme évoluer pour mémoriser les relations entre les colonnes.

Reconnaissance :
Toutes les colonnes de l'aire signifiante sont a £, (état d'attention). On présente une forme sur

la rétine. La solution est trouvée lorsqu'une colonne de l'aire signifiante a atteint un état stable

&
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Réseaux auto adaptatifs
Modélisation selon fes travaux de KOHONEN

3.5.3.4.6 RESEAUX AUTO ADAPTATIFS (KOHONEN)

Description :
Nom :
réseau auto adaptatif de KOHONEN
Architecture :
UNITES :
unités d'entrée rétine : présentation des exemples i
unité de sortie : fournissent le résultat visible de l'aclivité
état inteme Xi: Positif
fonctions de transition fi . | sigmoide
nombre d'unités : noté : NS
CONNEXIONS :
influences : unidirectionnelles de la couche d'entrée vers la couche de
sortie
bidirectionnelles pour la couche de sortie
| agencement : une couche d'entrée vers les unités de sortie
Dynamique :
EN EXPLOITATION :
elle est modélisée par I'équation différentielle :
das
—= S
& J(E,S, M, N)
EN APPRENTISSAGE

i i dM
des connexions externes | oo est modélisée par : = = g(£, 5, M)
rétine — réseau dar

R o L dN
des connexions internes | o ¢ gst modélisée par : — = (S, M)
réseau lui-méme at

Pour les cartes adaptatrices, il n'y a pas d'apprentissage des connexions internes
(on verra plus loin qu'elles sont la discrétisation d'un "chapeau mexicain®)
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Notations :
Soit e I'état d'une unité de la couche S de sortie totalement connectée.

Equations d'état d'une unité :

p(e) est une perte non linéaire rendant
compte du phénomeéne de saturation

_e_'

d
qr=u-rE b

unité
stabilisée

Evolution des influences locales :

d

5

§ =K.e
t T i
phénoméne phénoméne
d'attention d'oubli
intensité
d'apprentissage

|

Q

g—?—=0(=) u=ple)e e =p‘1(u)

.e -oub(e ).p
i P

p'1 fonction sigmoide

O——0

pour tout X : oub(x) = 0

Inspiration :

Systeme de perception (vue, ouie) des mammiféres, codant sur des unités voisines des

sensations semblables.

Modélisation :

Inspiration particuliére

Réalisation correspondante

Dans un systéme de perception, certaines
cellules nerveuses ont des rdles bien
identifiabies. Par exemple, dans le systeme
visuel du chat, certains neurones réagissent a
fa présence d'un trait incliné dans une partie
_spécifique du champ visuel,

Réseau a réponses localisées :
Chaque unité du réseau correspond a une
stimulation spécifique.

Dans un systéme de perception, on identifie
un mécanisme d'interaction latérale
dépendant de la distance entre les neurones
de type chapeau mexicain .

interaction

distance — I

Réseau en amas d'unités.

Le réseau s'organise en amas d'unités
excitées dans un voisinage de Yunité la plus
active.

interaction |

-m
. |
distance

+m
II |
| | I |

Iy estune discrétisation du chapeau mexicain
limitée & un voisinage [-m, + m}
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Régie d'évolution de 1'état € de l'unité numéro i :

e (t+1) = sigmoide ( > pi-eilt + f Ik €isk(t
jdelarine Kem

l |

| influence de la rétine |

Dynamique d'apprentissage :
Elle va porter uniguement sur les connexions externes
1. Sélection de 'unité qui réagit le plus au type de signal d'entrée

Les vecteurs ligne de ia matrice M peuvent étre interprétés comme une image de l'unité
numéro i dans 'espace des signaux d'entrée

L'unité numéro C réagissant le plus a une

- enirée E donnée sera donc celle qui a une
M.i image M.C la mieux "corrélée" a E. Il suffit
E donc de trouver l'unité numeéro C telle que :

HE-MClHl=MINItE-M.ill

2. Augmenter l'activation de celtle unilé et des unilés du groupe qui I'entoure

Voisinage V. de 'unité n° ¢
Ce voisinage est assez large au
début pour se rétrécir aprés

sijestdans V. On dispose d’'une fonction
a!orse;=1 d’oubli notée OUB telle que
sinone;=0 OUB (1) = k(1) et OUB(0) =0
siiestdans V, alors %%—”JOUB(& )-[ei—pij
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Réseaux simpliciaux
Modélisation selon les travaux de A. COSNES

3.5.3.4.7 RESEAUX SIMPLICIAUX (COSNES)
Présentation :

Dans Matiére & Penser (Editions Odile JACOB Paris 89) Jean Pierre CHANGEUX et Alain
COSNES proposent une modélisation de certains phénomenes cognitifs par des complexes
simpliciaux.

Un complexe simplicial est un ensemble fini de points appelés sommets, chaque sommet
représente un neurone pris en un agrégat assez compiexe.

Un complexe simplicial posséde une dimension notée N.

Le complexe simplicial est structuré par N ensembles appelé "Delta 1", ..., "Delta N".

"Delta 1" est un sous ensemble de I'ensembie des couples de sommets. Les éléments de
"delta 1" seront appelés arétes, chaque aréte représentant une connexion entre deux neurones.

Plus généralement "Delta N" est un sous ensemble de I'ensemble des {(N+1)uples de
sommets.

Ainsi "Delta 2" peut étre interprété comme le sous ensembie des triangles.

Les "Delta i” doivent bien sQr étre compatibles entre eux.

Ainsi si ABC est un triangle de "Delta 2" alors AB, BC et AC doivent étre des arétes de
"Delta 1".

La topologie simpliciale a pour objet I'étude des invariants topologigues des objets
"complexes simpliciaux".

Elle pourrait ainsi étre un moyen pour coder la notion de forme privée de la partie
quantitative de sa géométrie dans un réseau neuronal.

En ce gui concerne la mémoire a long terme, J.P. CHANGEUX et A. COSNES proposent
une modélisation par complexes simpliciaux hyperboligues.

La condition pour qu'un complexe simplicial de dimension 2 soit hyperbolique est que tout
sommet d'un friangle soit commun a sept triangles différents.

Un complexe simplicial hyperbolique généralise la notion d'arbre.
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3.5.4. Exemples de machines connexionnistes

1. Des réseaux pour diaghostiquer

2. Des réseaux pour lire un texte écrit

3. Des réseaux pour apparier des images

4. Des réseaux pour restaurer une itmage bruitée sous la forme la plus probable

5. Des réseaux pour prévoir un moment optimal

3.5.4.1 DIAGNOSTIQUER, systémes experts et machines connexionnistes

Les systémes experts connaissent actuellement deux goulots d'étranglement :

— le goulot de VON NEUMANN, qui tient a ia lenteur des méthodes utilisées,
séquentielies et difficilement parallélisabies, donnant lieu souvent a une explosion combinatoire
lorsgue les données a traiter sont trop nombreuses.

- le goulot de FEIGENBAUM, qui tient au fait que les connaissances du systéme doivent
étre données de fagon explicite par le programmeur et gu'il n'existe aucune possibilité
d'apprentissage a partir d'exemples, de plus les connaissances d'un expert sont souvent
difficilement formalisables.

exemple : [D'aprés Y. LE CUN ]

Probléme :

Apprendre & un réseau & produire automatiquement un diagnostic de douleurs abdominales.

La base de données fournie par le service de J.F. BOISVIEUX, Hbpital de la pitié, compotte
5700 cas. Chaque cas est décrit par 132 signes (symptdmes) partiellement remplis et un
diagnostic parmi 22 possibles. Les diagnostics sont les suivants, entre parenthéses le
pourcentage de ce diagnostic dans la base de données.

Affection pulmonaire (0,31) Anévrisme de l'aorte (0,45) Appendicite (26,84)
Cancer sans occlusion (0,92) Cholécistite (10,72) Colique néphrétique (3,40)
Douleur gynéco-fonctionnelle (0,64) Douleur non spécifique (24,19) Fausse couche (0,17)
Foyer suppuré (0,31) Grossesse extra-utérine (0,95)  Hernie étranglée (0,31)
Infarctus du mésentére (1,06) Infection urinaire (1,46) Kyste ovarien (1,51)
Occlusion org. primitive (8,34) Pancréatite (3,5) Perforation uicére (3,87)
Péritonite primitive ou intestinale (1,39) Poussée d'ulcére (2,34) Salpingite (2,48)

Sigmoidite (2,13)

Plus de {a moitié de ces cas sont diagnostiqués comme appendicite ou douleur non
spécifique. L'appendicite constitue un diagnostic frés grave a ne pas porter, et les médecins
préferent le porter a tord que de manquer un vraj cas.

Solution :

Un réseau formé de quatre couches :

+ une couche d'entrée de 200 unités codant les données représentant les symptémes

+ une premiére couche cachée de 100 unités connectées chacune a 40 unités de la précédente
couche.

+ une seconde couche cachée de 50 unités connectées chacune a 40 unités de la précédente
couche.

Les unités de ces couches cachées peuvent étre interprétées comme codant des diagnostics
intermédiaires ou syndromes.
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+ une couche de sortie de 22 unités représentant les diagnostics chague unité étant connectée
aux 50 unités de la couche précédente.

Les liens sont interprétables en termes de causalité. Par exemple Yunité de décision
"Appendicite” sera reliée & quatre unités syndromes : "inflammation, inflammation digestive,
péritonite, occlusion”.

Résultats :

Ce réseau obtient des performances de 70% de réussite en apprentissage et de 60% en
généralisation. 4000 cas ont étés utilisés pour 'apprentissage a partir d'exemples, les 1700
restant pour la généralisation. L'unité diagnostic s'interpréte comme une sorte de probabilité de
diagnostic. Un systéme expert donne un taux de succes de 60%. Un tel réseau fonctionne donc
comime un systéme expert avec des performances comparables, mais il est actuellement
incapable d'argumenter sa décision. La faiblesse de la généralisation provient sans doute du
nombre trop élevé de connexions (7100).

3.5.4.2 RECONNAITRE, lire un texte écrit
exemple : [D'aprés T. SEJNOWSKI ]

Probleme :
Apprendre un réseau & convertir du texte anglais en parole.
La difficulté de ce probléme tient aux régles de prononciation et aux nombreuses exceptions.

Solution :

Le réseau est organisé en 309 unités organisées en trois couches :

+ une couche d'entrée qui examine 7 caractéres du texte a la fois pour tenir compte du
contexte. Soit 203 unités organisées en 7 groupes de 29 unités codant les caractéres.

+ Une couche de 80 unités cachées

+ une couche de 26 unités de sortie codant les phonémes

Soit au total 18 629 connexions modifiables par l'algorithme de rétro propagation du gradient,
par comparaison des caractéres en entrée aux phonémes désirés en sortie.

Résultats :

Aprés une nuit d'apprentissage, soit la présentation d'environ 50 000 mots environ, le
programme "pronongait” correctement 95% des mots d'un texte d'apprentissage et 90% des
mots d'un texte nouveau.

La connexion en sortie d'un synthétiseur des phonémes, produisait des paroles évoguant les
légéres erreurs d'un enfant débutant.

L'étude des unités cachées a permis de mettre en évidence des phénomeénes d’auto
organisation du réseau en apprentissage.

3.5.4.3 ASSOCIER, apparier des images
exemple : [d'aprés KELLER et FOGELMAN SOULIE ]

Probiéme :

Apparier des images de gels d'électrophorése permettant I'analyse de la composition en
protéines d'un liquide.

L'image est formée de "spots" dont la position et l'intensité sont caractéristiques d'une protéine
et de sa concentration.

Solution :

Un réseau de KOHONEN type "cartes topologigues”

Ce réseau est progressivement adapté a limage d'une gel et sert de référence pour
'appariement de gels ultérieurs.
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3.5.4.4 RESTAURER l'image la plus probable, a partir d'une forme bruitée.
exemple : [d'apres S. et D. GEMAN]

Probiéme :
Restaurer {'image la plus probable, a partir d'une donnée bruitée.

Solution :

Un réseau complétement connecté de 64 sur 64 unités, codant les pixels d'une image.

L'image ta plus probable correspondant a une distribution de probabilité optimisée, modélisable
par une technique de recuit simulé. On part d'une image initiale et on modifie les pixels et
contours par des itérations successives suivant une régle de Monte CARLO. La température
décroit régulierement jusqu'a ce que l'image restaurée soit satisfaisante.

Résultats :
Les images restaurées sont d' "assez bonne" qualité, méme avec un bruitage conséquent.

3.5.4.5 PREVOIR un moment optimal
exemple : [d'aprés BAILEY, THOMPSON, FEINSTEIN]

Probléme :
Prédire le meilleur moment pour utiliser des options d'achat sur des actions en Bourse, a partir
des mouvemenits des prix.

Solution :

Un réseau organisé en trois couches d'unités continues entre —0,5 et 0,5:

+ une couche d'entrée de 12 unités codant des facteurs comme le prix de I'option d'achat, la
volatilité et e prix de l'action, le volume échangé, le prix d'exercice, le temps d'expiration, les
taux d'intérét, ...

+ une couche d'unités cachées de 9 unités

+ une couche de sortie de 2 unités codant pour l'une la tendance attendue et pour l'autre une
prévision du prix de 'option d'achat

Apprentissage par rétro propagation du gradient chague exemple étant présenté 1000 fois

Résultats :

Sur les exemples appris ; donne 90% de réponses correctes

Sur des exemples non appris donne 80% de réponses correctes.

Les résultats obtenus sont un peu meilleurs qu'avec les méthodes statistiques

3.5.5. Conclusion sur les modéles connexionnistes

Dans un systéme classique, les données sont stockées dans des cases numérotées
bien identifiées, le calcul consiste a transférer les contenus des boites X et Y supposées
représenter des opérandes et d'une boite F supposée représenter une instruction, dans un
processeur P qui va produire un résultat R = F(X,Y) qui sera transféré dans une boite T. lly a
dans ce processus modification de I'état électrique d'un certain nombre de transistors. Les
fonctions de stockage (matériel) et de manipulation (logiciel) sont nettement séparées. Le calcul
binaire n'a aucune résistance a la perturbation ou au flou. Le programme fonctionne sur un jeu
de données typées et bien spécifiées selon une procédure analysable en un petit nombre fini
d'étapes, traitant un probléme bien posé, incapabie d'initiative spontanée.
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Dans un systéme expert, la représentation des connaissances est localisée. Un atome
de connaissance est représenté par un objet précis (une regle de réécriture, un fait, un octet en
mémoire). Les systémes experts tendent de lever i'une des contraintes des systémes
classiques en séparant faits et régles, un systéme de déductions ou d'inférences logiques tirant
les conséquences ou les inférences qui s'imposent. Le probléme doit rester bien posé et
s'exprimer en un nombre fini de faits et regles. Les caractéristiques du monde extérieur restent
énormité, ambiguité, variabilité. Nous sommes tous experts par exemple en reconhaissance
d'images. instantanément nous reconnaissons un visage ami. Sommes nous capables
d'exprimer les "régles” et "faits" de cette reconnaissance?

Dans un systéme connexionniste, I'approche est délibérément orientée vers le
traitement paralléle et distribué des connaissances, elle repose sur I'émergence de concepts et
de comportements adaptés & un domaine donné, a partir d'assembiées d'unités primitives en
interactions locales simples.

CERTES
« C'est un systéme difficile & construire. On trouve encore peu de "chips" implantant un réseau.

+ C'est un systéme qui n'est utilisé pour l'instant que dans des applications restant de dimension
modeste, ne permettant pas d'expliquer les résultats fournis, n'apportant pas de grandes
avancées par rapport aux méthodes classiques.

MAIS

+ C'est un systéme adaptatif, car il possede une capacité d'apprentissage Iui permettant de tenir
compte de nouvelles contraintes, certains réseaux possédent méme une capacité d'auto
organisation.

+ C'est un systéme dans lequel la représentation de l'information est distribuée, chaque cellule
peut ne représenter qu'une caractéristique partielle d'une information et peut participer a la
représentation de plusieurs entités d'information.

» C'est un systéme facile & simuler : en le programmant pour une petite application simple cu en
utilisant un simulateur et une carte adaptatrice dans le cas contraire.

» C'est un systéme paralléle, son architecture étant congue comme un ensemble d'unités
fonctionnant simultanément.

+ C'est un systeme capable de généralisation, propriété émergente apparaissant comme
conséquence de l'apprentissage.
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Partie 2 - Chapitre 4.

Apprentissage

ol I'on classifie les modéles

Partie 2 - Chapitre 4:
Le but de ce chapitre est de présenter la notion d'apprentissage.
Nous établissons tout d’abord un bref panorama historigue de la notion d'apprentissage.

Nous en déduisons cing définitions de P'apprentissage qui s’apparentent a autant de points de
vue.

Nous les passons alors successivement en revue.
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01. De la notion naive de I’apprentissage a
approche formelle

Traditionnellement I'apprentissage prend Vapparence d’un fait & décrire précisément tel qu’il
est : répétition éventuellement renforcée de bastonnade, habitude, dressage, enrichissement
presgue continu de la connaissance a partir de 'expérience et de la réflexion sur la réflexion, ...

Savoir comment I'apprentissage est possible et se réalise, devient & 'ordre du jour lorsque
la psychologie scientifigue pose comme objet d'étude les conditions et les lois de
'apprentissage.

La premiere moitié de ce siécle consacre la domination de la psychologie du comportement
{Behaviorisme et Néo béhaviorisme) sur a psychologie de {a forme.

La seconde maitié de ce siecle, voit émerger la psychologie cognitive, aprés un engouement
temporaire pour les modeéles stochastiques de l'apprentissage.

Ensuite, les théories neuro mimétigues (connexionnisme), contestent la conception
cognitiviste .

TIBERGIEN [TIBER87] résume ces différentes approches dans un tableau:

Comportement Macro - cognition Micro - cognition
psychologie psychologie néo | psychologie de psychologie | connexionnisme
béhavioriste behavioriste | la forme gestatt cognitive

Quoi? connexion stimuli - bonnes formes | représentations | configurations
réponse noeud, régle, de poids
schéma synaptiques
Comment?|association attente, structuration, création de activation
répétition inhibition |espérance, contexte nceuds de excitation,
excitation renforcement regles,... inhibition
généralisation "imaginatif” activation, résonance.
différentiation compactage,
controle
Pourquoi? | loi de V'effet (plaisir, | curiosité, équilibre intentionnalité, ] convergence
déplalsir) incertitude, incertitude
intentionnalité
Quand? maturation et maturation et maturation et développement | maturation
périodes critiques | périodes périodes de méta nerveuse,
critiques critiques cohnaissances | interaction

TURING, lui, dans ses articles pionniers ( 1947, 1950, 1952 ) présente l'apprentissage comme
une caractéristique essentielle de toute machine voulant dépasser une stricte fonction
mécanique. Il dégage trois modeéles : les modéles intellectuel, génétique et culturel.

Le modele intellectuel établit une analogie entre 'acquisition d’une machine et le psychisme
d’un sujet, il se place ainsi dans le cadre de la psychologie du développement.

Le modele génétique établit une analogie entre I'évolution des étres vivants et I'évolution
“biologique” des idées qui naissent, meurent, se reproduisent par croisement et mutation de
génes.
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Le modéle culturel établit une analogie entre 'apprentissage et I'évolution historique et sociale
des idées.

Plus récemment d’autres approches apparaissent:
L e “computo représentationnisme” assimile {'apprentissage & un calcul parce que Ja notion de
calcul effectif est a la fois universelle et non triviale et propose une grille d'interprétation sévére
et acceptable. C'est cette hypothése qui identifie la pensée a un calcul que D. ANDLER appelle
“computo représentationnisme” .
D. MARR propose trois niveaux d’explication des phénoménes ;

* 1 » mécanique ou biologique,

» 2 « fonctionnel ou algorithmique,

* 3+ formel.

S'intéresser a Iactivité mentale comme un calcul sur des représentations symboliques
formelles, ¢’est donc s'intéresser a un niveau supérieur d’explication.

P.M. CHURCHLAND propose guatre problématiques pour l'analyse des phénomenes de
connaissance :

+ 1 » la guestion ontologigue (existence et nature des processus mentaux )
+ 2 * la question sémantique (origine des significations)
+ 3 * la question épistémologique (possibilité de connaltre les états mentaux)

» 4 » la question méthodologique (moyens d'investigation rationnels des états et processus
mentaux)

S'intéresser a 'activité mentale comme un calcul sur des représentations symboliques

formelles, aménera donc a se poser ces quatre questions.

Du point de vue informatique, 'apprentissage formel est envisagé comme une modification
répétée de I'état d’'un dispositif calculatoire appelé “apprenti’, modification elle méme d’ordre
calculatoire.
Un tel apprentissage suppose définir :

» un objet d'apprentissage

* un protocole d'apprentissage

+ des critéres d'apprentissage, ¢'est a dire d'identification par I'apprenti de ce qui est a
apprendre.
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Nous proposons maintenant cing points de vue sur Vapprentissage qui focalisent cing
définitions :

Apprentissage (au sens béhavioriste) : Modification stable du comportement imputable a
{'expérience

Apprentissage (au sens gestaltiste) . Modification stable de I'organisation, imputable a la
capacité a percevoir globalement des objets

Apprentissage (au sens cognitiviste) : Modification stable des structures mentales internes,
imputable a une assimilation - accommodation.

Apprentissage (au sens connexionniste) : Modification stable des poids des connexions
entre les unités, imputable a une adaptation & une réponse imposée

Apprentissage (au sens formel) : Modification stable d'un modéle mathématique
sophistiqué, imputable a I'élaboration d’'un calcul

Dans cette perspective :

apprendre c'est converger (cadre des probabilités)
apprendre c'est décoder {cadre de la cryptographie)
apprendre c'est comprimer (cadre de la réduction de la quantité d'information pour une

augmentation de sa qualité)

Nous nous proposons maintenant de passer en revue ces différentes sortes d’apprentissage.
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02. Apprentissage comportemental

(théorie du comportement)

Modification stable du comportement imputable & I'expérience.

Modeéle comportemental d’'un mécanisme d’apprentissage :

Connaissances du domaine, prédisposition & apprendre et ensemble d’exemples formalisés
sont trois catégories de connaissances utilisées par le systéme d’apprentissage pour fournir par
induction un résultat évalué pour le réinvestir soit en ajout dans les connaissances du domaine,
soit en modification dans les prédispositions a apprendre.

Ce modéle est schématisé ci-dessous :

Formulation
Exemples g || dans un &—| Exemples
formels langage de
l description
Prédisposition induction, Connaissances
& apprendre —P» apprentissage du domaine
Résultats
Résultats évaluation par Résuitats
amoditier | € || oracle ou » | aajouter
sanction

Hiustrons ce modéle dans quatre domaines d’induction :
+ ceux d'un apprentissage a partir de la détection de régularités,
+ & partir d’explications,
+ & partir de la décomposition en composantes principales,

+ a partir d’'un systéme connexionniste.
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Exemple de ce modéle dans le cas d’un apprentissage par détection de régularités, de

ressemblances
Exemples
canjonction de Formulation
littéraux associés < dans la «—|Exemples|
a un concept logique des
* prédicats
Prédisposition & induction par Connaissances
appreng; e o généralisation du domaine
parametres d'exemples en axiomes et
heuristiques de /| présence de - hicrarchies
généralisation contre-exemples conceptuelles
Résultats
Résultats évaluation par > Résultats
a modifier s?nctlon a ajouter
4 la main | d'expert

Exemple de ce modeéle dans le cas d’un apprentissage a partir d’explications

= l [ Formulation
xemples dans la E
g —| Exemples
une preuve logique des P
+ prédicats
Prédisposition & Connaissances du
ap_;t)(?gdre induction par domaine
crité A i dori :
rere - régression théorie compléte

d'opérationalité —P|  4oc puts < exprimée sous

forme d'axiomes

v

Résultats

v

pas d'évaluation Résultats
'agorithme garantit > a ajouter
|_un résultat correct
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Exemple de ce modeéele dans le cas d’un apprentissage par décomposition en
composantes principales

Exemples Formulation
tableau' de chiffres conjonction
chaque ligne correspond le—i| d'attributs  |[«€—|Exemples
a une classe numériques
Prédisposition a
apprendre ) .
paramétrage induction par Formulation
des procédures ||| changement de conjonction
référentiel d'attributs
numeériques
Résultats
Résultats évaluation par Exemples
a modifier | sanction % | canction | ‘
ala main d'exemples

Exemple de ce modéle dans le cas d’un apprentissage par systéme connexionniste

Exemples
b matrice de nombres qui
mesure l'erreur correspondant Exemples
a une entrée donnée

v

Prédisposition induction par
a apprendre mo_dlflcatlon des Formulation
architecture [—J| Poids des matrice de
de réseau connexions nombres

associée a
* une sortie

Résultats

v

évaluation par Exemples
comparaison dela | ayec classe
sortie calcutée avec la
sortie désirée

Conclusion :

Le modele comportemental exploite trois types de données :
+ les exemples formalisés dans un langage de description.
* les connaissances de I'apprenti dans le domaine d’apprentissage.
* les prédispositions & apprendre de I'apprenti.
Le modéle comporiemental met en ceuvre trois types de fonctions :
- la formalisation des exemples, par un expert,
* 'apprentissage inductif, par {'apprenti.
* 'évaluation de 'apprentissage, par I'apprenti lui-méme ou par oracle.
Nous constatons donc, que plus ou moins selon les cas, I'apprenti est assisté dans sa
démarche d’apprentissage par des “personnages” extérieurs.
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03. Apprentissage gestaltiste

(théorie de la forme)

Y

Modification stable de l'organisation imputable a la capacité a percevoir
globalement les objets

L'apprentissage est une amélioration de l'organisation, apparaissant comme une propriété
émergente de perceptions de formes, a partir d’'une capagité a distinguer les objets, qui résulte
d’une structuration accomplie par le systéme nerveux. Ce modéle pose en principe :

A. Le tout et les parties :

+» 1 « la perception d’une image est immédiate et intuitive, a la fois sensible et cognitive.

+ 2 « toute perception est globale : perception d’une forme structurée dont on ne détaille pas
les éléments.

+ 3 « le tout domine et hiérarchise les parties.

N

exemple : la composition ci-contre est percue 7

comme un triangle (illusion de KANIZSA) ‘ \V ’

* 4 » e tout ne peut étre assimilé & la simple addition de ses parties : les relations entre les
éléments sont plus importantes que les éléments eux mémes.

B. Le fond et Ia forme :
+ 1 « tout champ perceptif se dissocie en un fond et une forme.
» 2 + la nature du fond peut influencer les caractéres de fa figure :

exemple : les paralléles ne sont plus percues %
paraliéles mais bombées. (illusion de LN

HERING)

» 3 « un ensemble d'éléments est percu comme une forme en raison des lois suivantes :

+» 3.1 : loi de petitesse : une petite forme se demarque d’un fond plus large.

+ 3.2 : loi du contour : une forme a contour fermé se démarque mieux qu'une forme hon
cloturée.

+» 3.3 . loi de simplicité : la forme simple 'emporte sur la forme compliquée.
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+ 3.4 : loi de regularité et de symétrie . une forme se démarque par une répartition
réguliére ou symétrigue de ses éléments.

+ 3.5 . loi de différentiation : une forme a structuration originale se démargue mieux.

+ 3.6 : loi de ségrégation des unités :

+ critére de proximité : OO O O O O O O

+ critere de région commune : @ @@ @@ ®© O)

- critére de ressemblance ‘ ‘ O O ‘ . O O

- critére de continuité : >C

. critére de connexité | O—O O—O O"‘O O_O

- critére de fermeture . E ] E j E ] E j

C. prégnance de la forme :

Quand, dans une image plusieurs formes peuvent étre distinguées, I'une d’elles 'emporte par
sa prégnance, c’est a dire sa propriété a capter 'attention.

Une forme est prégnante quand, mieux que d'autres, elle obéit aux lois énoncées ci-dessus, et
notamment, a celles de simplicité, de régularité et de symétrie. Ces lois de prégnance seraient
en accord avec celles de {a nature : simplicité, équilibre, relative régularité. D’ol 'hypothése
controversée de l'isomorphisme : les mémes lois régneraient dans l'univers naturel extérieur et
dans l'univers perceptif et mental.
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04. Apprentissage cognitif

(théories piagétiennes de connaissance)

Modification stable des structures mentales internes, imputable a une assimilation -
accommodation.

Les modéles piagetiens identifient quatre concepts : le concept d’assimilation,
d’accommodation, d’'équilibration et, de structure logico algébrique, au travers de deux
principes :

+ 1 « Tout schéme (structure) tend a assimiler (c’est 3 dire a s’incorporer les éléments
extérieurs compatibles avec sa nature).

« 2 *» Tout schéme (structure) tend a s’accommoder aux éiéments qu'il assimile (c’est &
dire & se modifier pour tenir compte de la nouveauté sans perdre la mémoire du passé).

Un stade est un systeme général de pensée obéissant au principe d’équilibration. Piaget
distingue ainsi quatre stades . le stade sensori-moteur (4 & 18 mois); le stade relationnel (18
mois a 5 ans); le stade dimensionnel (5 a 10 ans); le stade vectoriel ou abstrait (11 a4 18 ans)
L’évolution cognitive apparait comme étant la complexification des mécanismes de traitement
de l'information.

Les modeles suivants visent a décrire les niveaux successifs d'organisation des connaissances
et les mécanismes de transition d'un niveau d'organisation & un autre.

4.1 Modéle de SIEGLER

Ce modeéle, appelé “par élaboration de regles’
» identifie des états de connaissance et pose comme principe que les conduites sont régies
par un ensemble de régles (si condition alors action) décisionnelles hiérarchisées
représentées sous forme d’un arbre de décision.

4.2 Modeéle de PASCUAL LEONE

Ce modeéle, appelé “des opérateurs constructifs”
« identifie des schémes subjectifs disponibles dans le répertoire de I'apprenti.

* identifie un systéme méta-constructif formé de quatre types d’opérateurs s'appliquant aux
schémes activés

* 'opérateur M : espace mental.

« 'opérateur L : apprentissage des structures logiques.

» 'opérateur C : apprentissage de la différentiation des schémes.

* 'opérateur A : facteurs affectifs de motivations, de personnalité..
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4.3 Modéle de Case

Ce modeéle, appelé “des structures de contrble”

» identifie trois représentations de base :
* représentation de la situation probléme (encodage),
* représentation des objectifs a atteindre,
* représentation des stratégies d'exécution.

* identifie quatre stades d'équilibration piagetiens :
+ stade de la structure de contrble sensori-motrice,
» stade de la structure de contréle relationnelle,
+ stade de la structure de contrdle dimensionnelle,
+ stade de la structure de contrdle vectorielle ou abstraite.

4.4 Modele de FISCHER

Ce modeéle, appelé “des compétences spécifiques”
« identifie des classes de compétences hiérarchiquement ordonnées en dix niveaux,
* identifie deux concepts :
* le concept de niveau optimal (la capacité limite de traitement de l'information),

* le concept de regle de transformation hiérarchisée :
* regle macro génétigue (changement inter niveaux),
» régle micro génétique (changement intra niveaux).

4.5 Modéle de HALFORD

Ce modéle, appelé “approche par correspondance structurale” :

» identifie quatre niveaux généraux du développement définis en termes de cofrespondance
structurale entre le systéeme symbolique S (représentation du probleme) et le systeme
environnement E (énoncé du probleme).

La notion de correspondance structurale est une regle ou une procédure permettant d'établir
une double correspondance :

* entre les éléments du systéme symbolique S et les éléments du systéme environnement E.

* entre les relations du systéme S et les relations du systeme E.

Conclusion :

Ces modéles posent comme hypothése que le développement se caractérise par un nombre
fini d'états d'équilibration. Le passage d'un état a un autre est le résultat d'une assimilation
d'une nouveauté, d'une innovation qui peut remettre en cause I'équilibre atteint par un
processus d’'accommodation.
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05. Apprentissage connexionniste

(théorie connexionniste)

Modification stable des poids des connexions entre les unités, imputable a une
adaptation a une réponse imposée

On définit I'apprentissage comme la propriété pour un systéme de modifier son
comportement en fonction de son histoire, ¢c'est a dire comme la capacité d'acqueérir de
nouveaux comportements ou d'en modifier d'anciens par des expériences répétées.

Le probléme de P'apprentissage pour un réseau de neurones formels, appelés unités, est
celui de la modification des poids synaptiques des connexions, formalisant les influences
réciprogues, dans le but de faire réaliser au systéme la tache souhaitée.

5.1 Formes d'apprentissage

+ Imposition d'une capacité (capacité innée)

Il n'y a pas de dynamique d'apprentissage a proprement parler. Les interactions entre les
unités sont fixées en fonction de propriétés dont on veut doter le réseau. C'est a dire que c'est
par un calcul a priori gu'elles vont étre déterminées, et non pas par une évolution étape par
étape.

+ Apprentissage supervisé (capacité enseignée)

C'est un apprentissage avec professeur. Les interactions entre les unités se modifient
progressivement pour amener le réseau a reproduire une réponse voulue a une sollicitation
donnée.

Exemple d'apprentissage supervisé : conditionnement classique (type réflexe de PAVLOV).

On associe un stimulus conditionnet (SC) & un stimulus inconditionnel (S1) qui déclenche
automatiqguement une réponse inconditionnelle (R1).

On peut modéliser ce comportement de (S.C) e ~ s
conditionnement par une régle de HEBB : (S1) e—d — R
Ap=k.e.s 0 P

po est une constante

Lorsqu'il y a effet de contexte, on peut modéliser le comportement par une régle de
RESCOLA-WAGNER. On a alors des stimuli parasites (SP) qui viennent perturber

Yapprentissage. Supposons qu'il y en ait trois notés (SP1), (SP2), (SP3). Notons p1, p2, p3 les
poids synaptiques correspondant & ces stimuli parasites, eq, es, e3, les entrées parasites

correspondantes et s4,85,83 les sorties. On aura la regle de RESCOLA WAGNER
Opy =k . eq.(ssp+S3)) et App =k . €. (ssq+sg3)) €t Apg =K. e3. (SSo+Sq))
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+ Apprentissage non superviseé (capacité acquise)

C'est un apprentissage sans professeur. Le réseau exirait de son environnement les
informations qui fui permettent de réaliser des buts internes.

Exemple d'apprentissage non supervisé . apprentissage compétitif

L'idée de I'apprentissage compétitif est de renforcer pour un exemple présenté au
réseau, les liens entre l'unité du réseau qui a le mieux reconnu cet exemple, et les unités
d'entrée du réseau activées par I'exemple. Ainsi plus une unité du réseau a gagné pour un
exemple, pius elle gagnera encore a I'avenir pour le méme exemple. Les différentes unités du
réseau tendent alors & se spécialiser dans des types de reconnaissances "antagonistes”.

5.2 Mécanismes d'apprentissage

+ L’auto association

Le réseau mémorise des exemples qui iui sont présentés de facon répétitive. On cherche
actuellement des procédures permettant de décider comment choisir les exemples et dans quel
ordre les présenter au réseau.

Quand on présente une partie significative de I'exemple, ou un exemple proche, (dessin
de forme floue ou incompléte par exemple), le réseau retrouve I'exemple appris . c'est l'auto
association. Le réseau a appris s'il fournit en réponse, la sollicitation proposée.

+ L’hétéro association

Le réseau mémorise des couples d'exemples (E, S) qui lui sont présentés de fagon
répétitive. Il apprend a reproduire le second exemple quand on lui présente le premier. Quand
on présente un exemple E, le réseau restitue la sortie S qui lui est associée. Par exemple a la
présentation d'une forme, le réseau répond par le nom de cette forme.

- la classification ( cas particulier d’hétéro association)
Les exemples sont classés dans des catégories. Le réseau mémorise des couples
formés d'un exemple et de la caiégorie de cet exemple qui lui sont présentés de fagon
répétitive. Il apprend a identifier la catégorie quand on lui présente I'exemple.

+ La détection de régularité

On dispose d'un ensemble d'exemples, qui sont présentés au réseau avec une
probabilité donnée. Le réseau est supposé découvrir les exemples statistiquement les plus
importants de l'ensemble.

5.3 Tactiques d'apprentissage

+ Apprentissage non supervisé compétitif

loi de HEBB [ Voir réseau de HOPFIELD]
"Si deux éléments sont actifs ensemble, alors leur liaison sera renforcée”.
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+ Apprentissage supervisé fondé sur I'optimisation d'un indicateur

Cet indicateur peut étre fondé sur une interprétation physique : une énergie, une entropie, une
inertie, un potentiel,
On cherche a minimaliser cet indicateur

Indicateurs :

Soit un réseau constitué d'unités numérotés de 1 a N. On notera e; I'état de l'unité
numero i et e I'état de l'unité numéro j et Pii linfluence synaptique de la connexion entre l'unité
numeéro j et 'unité numéro i. On distingue dans ce réseau des unités d'enirée et des unités de
sortie. On notera &S I'état observé pour une unité de sortie numéro i et eid I'état désiré pour
cette méme unité. On notera e I'état observé pour une unité d'entrée On notera Eg
'ensemble des indices des unités de sortie.

On définit une énergie J(P) du systéeme connexionniste, fonction des poids P de ses
connexions :

J(P)= 33 (s9-s°)’
€S
Cette énergie va étre minimalisée par une méthode dite de gradient (ou encore dite
méthode de ligne de plus grande pente, trajet suivi par exemple par une bille le long d'un plan
incliné lorsqu'elle diminue son énergie potentielle en roulant vers le bas)
On calcule pour chaque influence synaptique Pj; Ia variation d'énergie qu'entraine la variation

de ce poids.

C'est a dire les dérivées partielles de I'énergie par rapport aux poids synaptiques : B
[N}
On modifie les poids synaptiques selon la lighe de plus grande pente par :

AR j=-k.

SR ol k est une constante strictement positive qui modélise l'intensité de
]

'apprentissage ou l'attention.
LOIS itératives :

unités prenant leurs valeurs dans un domaine continu :
Pour réaliser des adaptateurs, estimateurs, filtres, ...

But : minimalisation d'un indicateur somme quadratique des erreurs entre la sonie et le
désiré

loi de WIDROW - HOFF
loi de Le CUN rétro propagation du gradient

unités prenant leurs valeurs dans un domaine binaire :
Pour réaliser des détecteurs, classificateurs, ...

But : minimalisation d'un indicateur somme quadratique des erreurs entre la sortie seuillée et
le résultat désiré
loi de ROSENBLATT
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LOIS stochastiques :

En exploitation :
lois ’HOPFIELD [82] [85], GLAUBER, Métropolis, KIRPATRICK

But : minimalisation d'un indicateur de type énergie inspiré de l'interaction entre les atomes
d'un matériau magnétique désordonné (verres de spins) [Théories des transitions, des
champs moyens, des répliques]

loi de BOLTZMANN

En apprentissage :

But : minimalisation d'un indicateur de type entropie relative pour rapprocher les probabilités
d'évolution d'un réseau de BOLTZMANN, en phase contrainte et en phase libre.

Apprentissage par imposition d'une capacité innée

On calcule une corrélation linéaire entre une entrée et une sortie, et I'on impose les influences
ainsi obtenues.

LOI linéaire:

"La sortie désirée Ds est fonction linéaire de l'entrée E par une formuleD=A . E"
La matrice A de plus petite norme peut étre calculée par A=D . E*

Conclusion :
L'apprentissage d'un systéme connexionniste, caractérisé par une matrice d'influences,
cherche a modeler I'espace des configurations possibles pour y "creuser des trous”, minima

d'un indicateur, éventuellement interprétable en d'autres termes, iémoin d'un concept a
mémoriser.
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06. Apprentissage formel

(théorie formelle)

Modification stable d'un modéle mathématique sophistiqué, imputable a I'élaboration
d'un caleul

L’'apprentissage est envisagé comme une modification répétée de I'état d’'un dispositif
calculatoire appelé “apprenti”, modification elle méme d’ordre calculatoire.

Le présupposé de V'approche formelle est de déclarer que des niveaux d'explication formels et
fonctionnels sont pertinents pour étudier un phénoméne comme [Papprentissage, et
fonctionnent de maniére autonome.

Si apprendre c’est d’'une maniére ou d'une autre calculer, alors une approche de
I'apprentissage doit s'appuyer sur fa notion de calcul. Le cadre de la théorie de la complexité
est un cadre candidat a une modélisation possible.

Si apprendre c'est d’'une maniére ou d'une autre converger, alors une approche de
'apprentissage doit s’appuyer sur la notion de convergence. Le cadre de la théorie des
probabilités est un cadre candidat & une modélisation possible..

Le modéle de VALIANT [VALIA 84] ou théorie de I'apprentissage pac (probably approximately
correct) que nous allons présenter maintenant respecte cette double filiation.

Définitions :

Notons F une classe de fonctions f d’un domaine X vers un codomaine Y X —t» Y

D1 On appelle exemple étiqueté tout élément du produit cartésien : X x Y
D1 bis On appelle exemple étiqueté par ftout élément (x,f(x))
D2 On appelle échantillon toute suite S (éventuellement infinie) d’exemples étiquetés.

D3 Un échantillon S est dit compatible avec une classe F de fonctions si et seulement si il
existe une fonction { de F telle que pour tout couple (X, y)de Sonaity=f(x)

D4 On appelle classe de concepts d’une classe F de fonctions de X vers {0;1},
la classe C de parties du domaine X définie par :

C={c:cCXetdfcFtelleque VxEXonait(xEc)<=(f(x)=1)]
Les fonctions f de la classe F sont utilisées pour approcher un “phénoméne”.

Si le phénoméne a modéliser se décrit & un moment donné par le couple ( X, y ), la fonction f
qui “Papproche” fournit le couple ( x, f(x)).

Nous allons envisager l'erreur de modélisation entre y et f ( x ) par, ce que la théorie de la
décision appelle une fonction de perte.
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D5 On appelle fonction de perte L; toute fonction f
définie sur le produit cartésien X x Y a valeurs XXY—p [ O,M ]
réelles positives et bornées par une quantité M. (X, y)—oLe(f(x ) y)

On note Q ( X ) la tribu des boréliens définie sur X. ( X, Q { X ) ) est ainsi un espace
probabilisable, qui peut étre probabilisé par une probabilité de densité Dy. La constitution d’un

échantilion d’exemples étiquetés par une fonction f, peut alors se réaliser par une suite de
tirages aléatoires dans X.

L’espace probabilisable ( X x Y , Q(X) x Q(Y) ) peut étre muni d’'une probabilité de densité D par
Po{A}=Pp {{x telsque(x,.f(x))EA}]

La fonction d’etreur Ly apparait ainsi comme une variable aléatoire bornée sur X x Y, qui admet
ainsi des moments & tous les ordres.

D6 On appelle erreur de f relativement & D et L le moment d'ordre 1 de Ls (ou espérance

Ep(Ly) )

La valeur optimale de cette erreur notée opt ( D, F) est définie par :
opt(D,F)y=min Ep(Ls)

feF
D7 On appelle fonction de prédiction A toute Ay
fonction définie surXx S et a valeurs dans Y qui Xx5 —»
fournit comme image de (u, S) Phypothése v (u,8) p—»v
associée au dans S ona(u,v)ES

La qualité d’'une fonction de prédiction A est relative 4 la donnée d'une mesure D sur X x Y et
d'une fonction de perte L4 et d’un échantilion S de Set dépend donc de leur choix pertinent.

D7 bis On note A ['S ]1a fonction définie sur X x AIS1
et a valeurs dans Y qui fournit comme image de u —
I'hypothése v associée a udans S U v

ona(u,v)ES

D8 On appelle distance de di

HAUSSLER entre les deux fonctions [ XF g [0, +] |En (L)~ Ep (Ly )|
f et g de F toute fonction di définie (f g) p—medi(f,g)= D D\ g
sur F x F et & valeurs dans les réels k+Ep (Lf)+Ep(Lg)
positifs définie comme ci-contre

D9 Un probiéme d'apprentissage est défini par un quintuplet ( X, Y, F, L, D you X est le
domaine du probiéme, Y le codomaine du probleme, F une classe de fonctions de X vers Y, D

une classe de mesures de probabilité sur ( X x Y, Q(X x Y)) ,L une fonction de perte bornée par
M.

D10 Une fonction de prédiction A résout un probleme d’apprentissage ( X, Y, F, L, D ) si et
seulement si pour tout k strictement positif et pour toute précision de prédiction o strictement
comprise entre 0 et 1, et pour tout taux de fiabilité § strictement compris entre 0 et 1, il existe
une fonction m de R® dans R telle que pour toute mesure D de D, onait:si S estun
échantilion formé de m (k, a, 8 ) couples tirés aléatoirement selon D alorson a :

Pym(o.x.8) {dx (opt(D,F), errp(A[S]) )z } =8
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La notion d’apprentissage est ainsi définie comme une convergence en probabilité, car A
définit une suite Z |, de variables aléatoires par:

Zn(S)=errp(AL[STN]

Donc une fonction de prédiction A résout un probleme d’apprentissage si et seulement si pour
toute mesure D, la suite Z n converge en probabilité vers :
opt(D,F).

La complexité en échantilion d'un probiéme d'apprentissage

D11 On appelle complexité en échantillon d'une fonction de prédiction A , la fonction m A de R3
dans R qui vérifie :
ma(a k) =min {ntelsquemgx(PDn{dk(eer(Z[S 1),opt(D,F))>a})<d}

D12 On appelle complexité en échantillon d'un probléme (X, Y, F, L, D ), le minimum de la
complexité en échantillon des fonctions de prédiction A qui résolvent ce probleme :

mF<a,k,6)=n'gn ma(akd)

Cherchons guelie est la complexité en échantillon d’un apprentissage d’une classe finie C de
concepts lorsque :
la distance est dL' telle que :dL' (f,g) =1Ep (L)~ Ep ( L)

et la fonction de perte 0.
Un concept est défini par une classe F de fonctionsde X dans{0; 1}

Lemme :

Soit un probléme défini sur un domaine X par une classe F de fonctionsfde X dans {0 ; 1} et
la fonction de perte LO définie par LO(a, a)=0etsiazbalorsLO(a b) =1 etuneclasse D
de distributions de probabilités sur X x{Q ; 1}

Soient deux réels e et d vérifiant 0<e<1et0<d< 1

et Tunefonctionde]O, 1[x]0, 1[dans N

Si
pour toute valeur de s et 6, pour toute fonction f de F, et pour toute distribution D définie
sur XxYona
1. les fonctions indicatrices des concepts de C qui vérifient

PDr(s,a){BCECtelque leer(fc)—Er‘rS(fc)l>§—}<%

e
2. lafonction de prédiction A renvoie un concept de C qui vérifie :

Potce ) { |@s(A1S1) -opt(S ,F)|>§. }<%

Alors
pour toute distributionD sur XxYona:

PD‘E(S,a){ Ieer(ﬂ[S])——opt(S,F)l>e 1 <8
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C’est a dire la fonction de prédiction A résout le probléme de prédiction ( X, {0 ; 1}, F, LO, D
)} avec une complexité en échantilion O (v ).
S'il est possible d’exhiber une fonction t telle que les conditions du lemme soient remplies,
alors une fonction de prédiction A qui produit un concept de C dont I'erreur empirique est
optimale a £/ 3 {¢’est a dire qui minimise approximativement 'erreur empirique) résout le probléme a
Paide d’échantillons de taille t (¢ 8)
La complexité calculatoire d'un probleme d'apprentissage
Dans un cadre calculatoire, le probléme d'apprentissage satisfait aux contraintes suivantes :

+ le domaine X et le codomaine Y sont discrets.

* les fonctions de F peuvent étre représentées par un ensembile d'algorithmes.

* les fonctions de prédiction L sont calculables par des algorithmes.
Notion de représentation R des concepts d'un probléme d'apprentissage.

C —_— R r dénote un algorithme f calculant t'indicatrice
un concept ¢ une représentation | du concept ¢.

r du concept r est une chaine de caractéres d'un alphabet T’

L'ensemble R des représentations des concepts de C est une classe de représentation.

b

r* Ry XY La do:jqée d'une classe de‘représentations deéfinit un probleme
£ en définissant les concepts a apprendre
r b——>> r

Exemples de classes de représentation :
AEF . Automates a états finis
FB : formules booléennes
CIRC  : circuits booléens
Notion d'évaluation :

Le probleme d'évaluation E(R) associé a la classe de représentation R est défini par :
*lesinstances (r,u,v)avecreR,ue X, vey
+ les questions : v est-il un préfixe de ®g[r] (u) ?

Exemples :

Le probleme de I'évaluation E{AEF) des automates & états finis est soluble en espace
logarithmique.

Le probléme de l'apprentissage ( >*, {0,1} , AEF, L0 , D ) des automates 3 états finis est
statistiguement insoluble, mais tout probleme ( Z[ml, {0,1}, AEF[S], R ypourm>0ets>0
est d'apres le lemme trivialement de complexité en échantillon polynomiale en m et s.
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L'algorithme de prédiction A pour la classe de représentation R est polynomial si et seulement
si il existe un polyndme p tel que quel que soit I'échantillon s € S| d'exemples étiquetés de
x[mly v : quels que soient ¢ et & strictement positifs , l'algorithme A se termine aprés au plus:
p(l,m, 1, 1/5) étapes.

Probleme de prédiction :

Un probléme de prédiction est défini par un quintuplet (X, Y ,F, R, ® ) telque:
» X = >* est le domaine du probléme
* Y est le codomaine
f
« F est la classe des fonctions : X—>Y
* R est la classe des représentations écrites sur I'*

P

*
« P est ta fonction : r > X—>Y

Un probléme de prédiction est polynomial
si et seulement si :
il existe un polynéme p et un algorithme de prédiction A tels que :
pour tout s entier majorant {a taille de la représentation a prédire
pour tout r de RIS!
pour tout m
pour toute mesure de probabilité D induite par r et une probabilité DX a support sur Z[m]
pour tous les taux d'erreur et de fiabilité ¢ et & strictement compris entre O et 1.
sl
A regoit un échantillon S constitué del=p(m, s, 1/, 15 ) couples ( X; , P[r] (x; ) )
ou les ( x; . @[r(x;)) sont tirés selon D,
alors

Ps{erp (A[S])=¢}<d

Nous allons maintenant résumer dans un tableau le modéle de I'apprentissage formel, en
l'illustrant d'un exemple : celui de I'apprentissage des rectangles du plan.
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Probléme P d'apprentissage pour

un systéme artificiel Définitions Exemple
(au sens de HAUSSLER)
c'est quoi ? c'est : un quintuplet : Probléme de l'apprentissage

P=(X,Y,FL D) ou

RECT des rectangles du plan

1 'espace des données du| X est le domaine du{ X estle plan euclidien R2
probléme | probléme

2l'espacedes résultats du| Y : est le codomaine du| Y est{oui, non} : le point (¢, I) de
probléme | probléme R2 est-il dans le rectangle r ?

3 les concepts du probléme

F . est une classe de
fonctions f de Xdans Y

F classe de fonctions hotées r :
modélisant les rectangles du plan

définis par les coordonnées

des

extrémités de l'une de leurs

diagonales

R’ ——r~—>{oui, non}
c.l)y > r(cl)
sicasCcscpet Ia<i=Ip
alors r (¢, 1) = oui
sinon 1 {c, ) = non

4 la variabilité du probléme
remarque : on peut se limiter 4 Dy
densité de probabilité sur (X, Q(X) )
car (XxY,Q(XxY))estalors muni
deD

PD{A} = P {x/(xx(x)EA}

D
X

x est la fonction caractéristique du
concept & apprendre

D : est une classe de densités
de probabilités sur I'espace :
(XxY, QXxY))

D
uniformes sur le plan.

. densités de probabilité,

5 la tolérance admise du probléme
on définit une erreur :
err (1) =Ep(L) (espérance)
on définit un optimum :
opt (D, F) = min En (L
pt(D, F) = min &, (L)

L : est une fonction de perte
relative a f, bornée par M

XxY—E—o:M]

x,y) > Lf(x)y)

* percue comme une variable
aléatoire bornée sur X x Y qui
admet ainsi des moments a
tous les ordres

L fonction de perte standard
sir(c,)=y

alorsL ((c,b),y)=1
sinonkL ((c,1),y)=0

c'est a dire si la question r(c, 1) : le
point (¢, 1) est-il dans le rectangle
r donne la réponse y alors la

. chiffre  Perreur de fonction L donne 1 sinon eile
modélisation entre y et f(x). | 9onne O-
comment est-il résoiu? il est résolu par : L 'apprenti est modélisé par une

apprendre c'est converger pour une
suite S appelée échantilion,
d'hypotheses de I'apprenti formulées
a partir de présentations d'exemples.
Lorsque Ia taille de I'échantillon croit,

une fonction de prédiction A
appelée apprenti sur
l'échantillon S
XJ—SL.,Y

u = v

XxS—A-> Y]

U g > v

fonction A de prédiction :
R2—AEL . oui, non)
ch +— ASich

une solution au probléme
d'apprentissage du rectangle r

la suite des hypothéses de l'apprenti avec les données D, a et § est
doit probablement converger vers v est tel que (u, v) Es un rectangle ' tel que
une hypothése approximativement | un probléme d'apprentissage| PoffAr't=1-«
correcte. est donc résolu par un

apprenti modélisé par une

fonction
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la fonction A modélise I'apprenti

L'apprenti connait ;

- le taux de fiabilité &

» le taux d'erreur a respecter 1—a ou
la précision de prédiction o

A résout le probléme P
si et seulement si

pour tout mesure D, la suite
Zn des variables aléatoires
définies par :
n(S)y=errp(A[{SiIn])
converge uniformément en
probabilité vers opt( D, F)

L'apprenti tire aléatoirement des
points du plan selon une mesure
D de probabilité et détermine
grace a un "oracle" si les points
appartiennent ou non au
rectangle a4 apprendre; c'est a
dire, il génére un échantillon S.

On prouve que la constitution

d'un échantillon de taille
[ 2 1 4] assure
l-o n6

I'apprentissage d'un rectangle r

autrement dit ;

pour tout parametre d'écart de HAUSSLER k strictement positif, pour toute précision de prédiction a
comprise entre 0 et 1, pour tout taux de fiabilité & compris entre 0 et 1, il existe une fonction m de R3 dans
R, telle que pour toute mesure D de probabilité, tout échantillon S de m(k, a, & ) couples tirés

aléatoirement selon D, on ait :

D

P i « 54 d (Optimum , erreur ( A[S] ) )= précision } < fiabilité

d  est la distance de HAUSSLER
définie par :
i ED(Lf) - ED(Lg) |

k+E (L)+E (L)

dk(fig) =

la complexité en échantillon d'un apprenti A est la fonction mp

définie par

m(K, &z, 8 )= min{max (P {di (opt(D,F ) err 5 (A[S])) = a}= §)
n D

la complexité en échantilion d'un probleme P est le minimum de la
complexité en échantillon des apprentis A résolvant le probléme

Quelles sont ses
caracteristiques ?

1 la nature du terrain
d'apprentissage

une des qualités de ce protocole sera
sa reproductibitité

Le probléme ...

est soumis & un
protocole

un protocole est articulé en
deux composantes :

+ |'état initial (une

configuration stable), c'est a
dire les compétences initiales
de I'apprenti

» une interaction dans une
durée de l'apprenti avec son
environnement

par exemple pour les interactions

* un dressage

*un processus d'équilibration
relaxation

« une induction

* un processus de transmission

2 la nature du succeés

Le critére d'apprentissage ne sert pas
a évaluer l'apprentissage, mais a
permetire la définition de problemes
d'apprentissage justiciables de
fraitements et de démonstrations
formels.

dispose d'un critére de
succes :

un critére d'apprentissage
définit les suites d'hypothéses
qui peuvent étre produites par
un apprenti  qui a
effectivement appris I'objet a
apprendre, il peut ne pas étre
vérifiabie expérimentalement
mais seulement étre utilisé
pour une preuve formelle.

par exemple :

» le critére d'identification finie.

« fréquence d'apparition de
certains événements
« détection de
régularités

certaines

3 la nature de ce que 'on cherche
a apprendre

posséde un objet
d'apprentissage :

par exemple :

- des catégories perceptives
techniques : triangles, cercles,...

« des fonctions

+ des grammaires. ..
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07. Apprentissage formel inductif

(théorie de l'inférence inductive)

Modification stable d’'une loi générale, imputable a {'observation d’exemples
particuliers, dans un processus d’inférence.

Apprendre c'esl raisonner par induction
» Une induction est un processus d'inférence d'une loi générale ou d'un principe , & partir de
'observation d'instances particuliéres, d'exemples.
+ Un raisonnement inductif, c'est de maniére plus générale un apprentissage par
'expérience.

Le probléme de l'inférence inductive peut se poser dans les termes suivants:

On dispose d'un espace H d'hypothéses : H = { H1, ..., Hn } mutuellement exclusives et
exhaustives. A chaque hypothése Hi, on assigne une probabilité p ( Hi ) dite probabilité a priori
de I'nypothese Hi.

A partir d'une donnée D, on cherche a sélectionner 'hypothése Hi la plus compatible avec
cette donnée.

On note :

X D/ H,) laprobabilité d'observer la donnée D sachant que I'hypothése Hi est correcte.

P H, ! D) laprobabilité a posteriori
On a les formules de BAYES et des probabilités totales :
D/ H). 4 D/ H). .
AH, I Dy B/ H)AH) | ADIH).- A H)
A D) Y AD/H,).p(H)
Toutes ces probabilités sont supposées calculables a partirde D et H.

Dans le contexte de l'apprentissage, p ( Hi ) est la croyance initiale de l'apprenti dans
I'hypothese Hi .

Comme nous I'avons fait régulierement, particularisons le probieme général dans le domaine

des chaines de caractéres pris d’'un alphabet Q ={0, 1}

Définissons une semi mesure y sur Q par pu(x) = Ep(xy), pergue comme une "chance"
yeR

d'observer une chaine ayant le préfixe x, c’est a dire qui commence par ia sous chaine x.

Dans ce contexte, le probléme de l'inférence est de prédire le symbole suivant de ia chaine, a

aide de la semi mesure p qu'il nous faudra définir.

Ainsi Hi est 'hypothése que la chaine admet comme préfixe Siou i €{0, 1} (c'est a dire ici

soit S 0 soit S 1) et la donnée D est le fait que la chaine admette le préfixe S.

onadonc: XSi/S) = AS T Si) . u(Sh)
w(s)

déterministe nous avons p(S/Si) = 1 pour tout i, si bien que :p(Si / 8) =

mais si la chaine S est générée par un processus

st

w(s)

il s'agit alors de déterminer pour un probleme donné une distribution de probabilités a priori .
Certaines particularités du probléme peuvent nous amener a décider d'accepter telle ou telle
distribution, mais bien souvent nous ne saurons quoi choisir.

Le résultat suivant est donc fondamental :

SOLOMONOFF propose une mesure y, distribution universelle de probabilité a priori
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Distribution de SOLOMONOFF LEVIN :
Notons A{x) I'ensemble de tous les programmes p auto délimités qui sortent la chaine x sur une

machine de TURING universelle U et P, (x) = 22"(’”
PEA(x)

Aprés avoir rappelé quelques définitions, nous allons voir que la distribution Py posséde
quelques propriétés remarquables :
+ D1 Toute fonction y : IN—*—[0,1] satisfaisant aux propriétés des distributions de

probabilités excepté que E u(x)=<1 estappelée mesure.

+ D2 Toute fonction f est appelée semi calculable inférieurement si et seulement s'il
existe une fonction récursive (x,k)—£—>g(x,k) non décroissante en k telle que
f0= lim g(x.k)

* D3 la mesure y domine la mesure ' s'il existe une constante c telle que pour tout x
entieronait: ' (x)=sc.p(x)

« D4 Dans une classe de fonctions, une mesure qui domine toutes les autres est appelée
mesure universelle. Nous noterons m une telle mesure.

Il est connu qu'aucune mesure y ne domine toutes les autres dans la classe des mais :

Théoréme regroupant les résultats de LEVIN 1970,

« La distribution P, de SOLOMONOFF LEVIN,
« la distribution 2 =K (X ) (o1 K( x ) est la complexité auto délimitée de KOLMOGOROQV de la
donnée x),

- foute mesure m universelle de LEVIN de la classe des mesures qui sont semi calculables
inférieurement

coincident & une constante multiplicative prés.

En effet, il existe une constante c telle que pour tout x, a cette constante ¢ additive prés on ait
—logm(x)=—logPy(x)=K (X ) ce résultat étant basé sur 'inégalité de kraft :
Inégalité de Kraft : soitly, o, ... est une suite d'entiers

dire rh<q

équivaut a dire il existe un prefix code ¢ : IN —— {01 }, telque In =1¢ (n)

Ainsi toute mesure m ( x ) universelle semi calculable inférieurement, la probabilité a
priori Py ( x ) de SOLOMONOFF et I'expression toute simple 2 K (X) coincident a une

constante multiplicative prés.

Ces résultats fondent quelques remarques de bon sens :
« Py équivaut & 2 K (X) o{s K(x) est la cause la plus courte ; c’est le principe I’'OCCAM.
principe du rasoir ’OCCAM : choisir en priorité 'explication la plus simple.
Regle de KEMENY : choisir ’hypothése fa plus simple compatible avec les valeurs
observées.
+ K et Py n'étant pas calculables, toute méthode d’apprentissage passera par des heuristigues
qui implicitement utilisent des approximations.
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Partie 2 - Chapitre 5.

Modélisation des systemes
complexes

ou I'on introduit I'approche systémique

Partie 2 - Chapitre 5 :

L 'objet de ce chapitre est d'étudier la notion de modélisation.

Un phénomene compliqué sera rendu compréhensible par sa simplification, sa décomposition

en éléments simples.

Un phénomeéne complexe sera rendu intelligible par une composition d’actions pour un projet

concevable de connaissances.

Modélisation des systémes complexes page: 1
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01. La modélisation : rendre intelligible un
systeme

Nous cherchons a modéliser un phénoméne, c’est a dire a réaliser une construction
intentionnelle par composition de symboles ou de sous modeles susceptibles :

+ de rendre intelligible le phénoméne percu comme complexe ou compliqué,
« d’amplifier les raisonnements relatifs au phénomeéne,

+ d’anticiper les conséquences des projets d’actions possibles dans le cadre du
phénomeéne.

Deux sortes de phénoménes se distinguent :
* les phénoménes compliqués,
* les phénoménes complexes.

La modélisation de chacune de ces sortes de phénomeénes, obéit & des principes différents de
conception.

Pour donner du sens, pour comprendre .

un Systéme compliqué : on peut le simplifier pour découvrir son explication, par
décomposition en unités simples.

un Systeme complexe : on doit le modéliser pour construire sa compréhension, son
intelligibilité.
En simplifiant, c'est a dire en mutilant un systéme complexe, on détruit a priori son
intelligibilité.

L'intelligibilité du compliqué se fait par simplification et donc par mutilation
Le simple est toujours le simplifié | BACHELARD]:
La méthode est : Commencons par simplifier le compliqué.

L'intelligibilité du complexe se fait par modélisation
Nous ne raisonnons que sur des modéles[P. VALERY] :
La question est : Quelles méthodes pour modéliser la complexité ?

Comment élabcrons-nous les modéles sur lesquels nous raisonnons ?

Le modéle est une représentation artificielle que I'on construit dans sa téte et que I'on "dessine"
sur un support physique, construit par 'homme, il agence des symboles.

Modéliser, c’est & la fois identifier et formuler un probléme et chercher a le résoudre en
raisonnant sur des simulations. “Modélisation et simulation, réflexion et raisonnement sont les
deux faces inséparables de toute délibération” [LEMOI 90]
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comparaison modélisation analytique — modélisation systémique

Modélisation analytique du compliqué

Modélisation systémique du complexe

Concept de base : I'objet élémentaire

objet comme élément d’'une structure

objet découpable

Concept de base :
processus ou projet

Vaction implexe ou

action comme élément d’une composition

projet concevable de connaissance

Question initiale :

De quoi ¢’est fait ?

Question initiale :

Qu'est ce que ¢a fait ?

Logique disjonctive :

C’est la logique Aristotélicienne pour une
méthode hypothético-déductive. L’effort est
un effort de discernement qui sépare des
objets d’expérience [disjoindre]

Logique conjonctive :

C’est une logique du “ou” pour une méthode
axiomatico inférentielle. L’effort est un effort
de généralisation conjoint qui unifie des
complexes d’expérience [ joindre]

L'acte fondamental est de joindre son
attention au systéme a considérer.

La modélisation d'un systéme complexe va
s’organiser en une série d'itérations entre les
projets et les représentations symboliques
que s’en construit le modélisateur.

“Rien n’est donné, tout est construit”

BACHELARD

Un systéme complexe est un systéme
construit par l'observateur qui s'y intéresse,
c’est un modéle d’'un phénoméne percgu
complexe, que I'cn construit par modélisation
systémique.

Le systéme est vu comme un enchevétrement
intelligible et finalisé d’actions indépendantes,
d’interactions en inter relations

pour du ... compliqué
décomposable

en agissant par décomposition
de simplexe : unité simple

pour du ... complexe

indécomposable

enh agissant par composition

d’'implexe : unité d’action indécomposable

exemples de modéles de problémes
compliqués :

théories mathématiques, statistiques, de la
décision, du contrble optimal, des catégories,
des catastrophes, des bifurcations, ...

méthodes a la recherche d’un probléme
ui leur convienne

problémes a la recherche de méthodes qui
leur conviennent

Modélisation des systémes complexes
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La caractérisation d’'un phénoméne dans une perspective de modélisation se hiérarchise en 9
hiveaux de description :

1 |ilest le phénoméne est O
identifiable
2 |ilfait le phénomeéne est actif

<& Dz

3 | il estrégulé

le phénoméne posséde
une certaine stabilité

4 | il s'informe

le phénoméne se
renseigne sur son
comportement

information

5 il décide

le phénomene prend le
statut de systéme, il est
composé de sous
systémes en interaction :
le systéme de décision et
le systéme opérant.

lexique

information de
représentation
&
)

systéme de
décision
{ information de
décision

6 | il mémorise

le phénoméne est un
complexe de systémes en
interaction : systémes de
décision, de mémorisation
et opérant.

systeme de
décision, 4

systéme
opérant

o,

élllllllll’ll“
<)

“
&
O

A SFE TSI SEELES,

./,“I
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7 il coordonne

le phénoméne est un
complexe de systémes en
interaction : systémes de
décision, de mémorisation
et opérant ; on identifie
une coordination.

systéme
de

décision
systeme
mémoire

systeme
opérant

8 |ilimagine

le phénomeéne est un
complexe de systémes en
interaction, systémes de
décision, de mémorisation
et opérant ; on identifie
une coordination et une
imagination.

Systéme
décision

W\

3

lexique

3 systéme

3 d'imagination
etde

& conception

A

systéme de
coordination
etde
sélection

r;{f:;;:;;l’lxlt,,;x

systeme
opérant

9 |il sefinalise

le phénoméne est un
complexe de systémes en
interaction, systemes de
décision, de mémorisation
et opérant ; on identifie

une coordination, une
imagination et wune
finalisation. Buts et

objectifs déterminent
I'évolution du phénoméne
dans le temps.

lexique
Zz systéme de
finalisation

systéme
d'imagination
etde
conception

vy NN

systeme de
coordination
etde
sélection

systéme
\ opérant /

Nous allons illustrer notre propos en construisant deux modéles : les modéles de la coopération

et de I'organisation.

Modélisation des systémes complexes
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02. Le modéle de la coopération

Le modeéle de la coopération se caractérise par une connaissance répartie entre différents
acteurs spécialistes ayant chacun des méthodes de résolutions spécifiques, des points de vue
différents, qui cooperent entre eux pour résoudre un probléme soumis a des contraintes.

Ainsi chacun des experts résout un sous probléme qui peut soit s'inscrire dans un effort
commun entrepris par un groupe, soit entrer en concurrence avec d'autres.

Ainsi chacun des experts dispose de connaissances limitées sur son environnement, sur les
actions et les intentions des autres.

Ainsi se produisent des échanges (aspect communication).

Ainsi s'exploitent des ressources a partager (aspect cohabitation).

Ainsi se définissent des taches a réaliser (aspect coopération).

Ainsi doit émerger un comportement global cohérent de la société d'experts a partir de
décisions prises localement par chaque spécialiste.

Phénoméne Optimisation du Les actions Paramétre sur Action
comportement du lequel agit le
phénomeéne. phénoméne.
Reconnaitre | la reconnaissance | filtrage forme filtre(forme)
unification
Se situer le placement mouvement distance mouv (dist)
Communique | la communication coopération signal coop(signal)
r sociale
Planifier la meilleure création de plan | plan strat(plan)
stratégie de stratégigue
résolution de
probléme

Il s'agit de faire coopérer des méthodes préexistantes pour résoudre des problémes dont la
difficulté excéde la capacité de chaque méthode considérée séparément.

Certains problémes émergent dans le cadre de la coopération de méthodes distribuées :
+ utiliser des méthodes hétérogénes,

» autoriser 'emploi de plusieurs formalismes,

» faire coopérer les méthodes en l'absence d'algorithme connu de recherche.

Chague module posséde trois caracteristiques :

* regroupement de connaissances homogénes reposant sur un méme formalisme et les
mémes modéles de compétence,

» le contrdle est bien connu et maitrisé,

* les modules sont indépendants entre eux.
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Second aspect de représentation de connaissances : une étude ce cas : le dessin au trait.

03. Le modele de I'organisation

Un systéme d'organisation est un systéme qui admet en entrée une forme et qui fournit en
sortie une forme organisée, c’'est a dire une structure.

L. |

ORGANISATION

forme organisée
= STRUCTURE
sortie du systeme

forme

entrée du systéme
temps

Qu'est-ce que de I'organisation ?

L'organisation rend compte du comportement de chacun des niveaux ci-dessous, a la fois
vis a vis de leur projet et de leur articulation les uns par rapport aux autres, sans qu'il soit
possible de les séparer.

et se

RELIER
et se etse
l—> MAINTENIR PRODUIRE

C'est adire : c'est a dire :

FONCTIONNER Maintenir, relier et produire

et et

SE TRANSFORMER se maintenir, se relier et se produire
dans pour

UN ENVIRONNEMENT quelques finalités

Le modele de I'organisation est un compiexe de trois sous systémes :
un systéme de décision, un systéme d’information et un systéme d’opération.

systeme de
décision

‘I ystéme
information

‘

TS |

e s e rrrrrr,

,;,Z
<t

systeme

A
\_opérant }

Le projet du systéme est d’augmenter son organisation, sa compétence.
A chacun des niveaux de ces trois systémes, on distingue :

Systéme de décision | COMPRENDRE CONCEVOIR FINALISER
Systéme COMPUTER COMMUNIQUER MEMORISER
d'information
Systéme d'opération | PRODUIRE RELIER MAINTENIR

dans un méme instant | et dans une évoiution | pour une autonomie
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04. Le symbole

L'information qui in-forme, I'organisation qui la forme : la symbolisation.

Question : Y a t il des unités constitutives du signe ?

Réponse d’Umberto ECO :

Une unité ne peut étre cataloguée une fois pour toute : ainsi un point pourra tantot
représenter un ceil, tantdt un pépin de raisin : il a a chaque fois un sens contextuel.

Si les codes iconiques existent alors ce sont des codes faibles, mais on peut distinguer trois
articulations dans le signe visuel :

+ la figure au sens géométrique

« le signe : unité de reconnaissance difficile a isoler (nez, ceil, nuage,...)

* '’énoncé plus ou moins complexe : “ceci est un cheval debout de profil”.

signe

Aspect  Traitement du
technique symbole

S >

Aspect Aspect comportemental vis
semantique a vis d'une culture, d'ur
Désignation du environnement
symbole Production du
symbole

Le symbole est un symboie qui relie un symbole a un symbole qui relie un symbole ...
Ainsi un symbole apparait comme un opérateur op & point fixe unigue, qui fournit un sens K
percu soit comme l'opérateur lui-méme ou son point fixe.

Désignation symbolique c'est l'identification des symboles dans et par 'action vis
a vis d'un projet.

Computation symbolique c'est la production et la transformation de configurations
de symboles.

On peut chercher a donner du signifié une description formelle, espérant définir un procédé
permettant d’associer a la structure “profonde” de la sémantique, la structure de surface
syntaxique? Un tel “foncteur” ne sera bien sur pas univoque, car on peut admettre que toutes
les possibilités d’expressions synonymes d’'un texte donné sont relativement limitées en
nombre.

Pourtant, au niveau des structures syntaxiques “de surface”, I'adéquation des systemes
formels a la description d’'un corpus est des plus limitée. La notion de formalisation d’une
structure syntaxique n’est pas encore clairement définie. Elle pourrait étre le siége d’un
processus dynamique permanent dont la structure formelle statique ne sera qu'une
morphologie observable, au sein d’une théorie qui rétablirait le lien jusqu’ici manquant entre
dynamique globale (le signifié) et morphologie locale en laguelie elle se manifeste (le
signifiant).
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Second aspect de représentation de connaissances : une étude ce cas : le dessin au trait.

Nous donnons dans ce chapitre deux guides de lectures, a deux vitesses, des
textes des chapitres précédents : une premiére lecture fort résumée, et une
seconde résumée au septiéme.

Résumé partie 2

Partie 2 - Chapitre 1 - La machine PASTIS

Le projet PASTIS se propose d'étudier une machine qui explore, sur un jeu de données
graphiques, un itinéraire de compréhension de dessin, en adaptant et en optimisant pour
chaque niveau : l'architecture a la complexité, le temps a 'espace, la redondance al' & peu pres.

L'objectif général de ce projet est de concevoir et fondre des modules architecturaux
spécialisés pour 'apprentissage et la reconnaissance de "dessins au trait".

Ces modules seront rapides parce qu'approximatifs, et utilisés aussi bien pour des données de
bas niveau que pour des données symboliques.

PASTIS sera une machine qui évolue dans le temps.

Partie 2 - Chapitre 2 - Modéles neurobiologiques de la vision

Les travaux des neurobiologistes permettent d'entrevoir des explications des
mécanismes cérébraux.

Ces travaux décrivent le cortex en termes de régions, d'aires spécialisées dans une
fonction précise : détection de formes, de lignes, de couleurs, de mouvement,.. stimulées en
paralléle, socialisant leurs activités pour faire émerger une vision du monde par une
synchronisation de leur réaction 8 un méme stimulus, restructurant leurs circuits dans une sorte
de plasticité.

Nous identifions ainsi quatre singularités :

* une organisation modulaire du systéme visuel : voir est une tache complexe qui
nécessite de nombreuses opérations se décomposant en opérations plus élémentaires.

+ un traitement massivement paraliéle : parallélisme a la fois dans le temps (les opérations
sont effectuées en méme temps sur une méme zone de la scéne visuelle) et dans l'espace (les
opérations sont effectuées en différents endroits du systéme visuel)

* un couplage plus ou moins précis dans le temps de caractéristiques traitées en
paralléle dans des zones parfois fort éloignées l'une de l'autre, comme code d'une
reconnaissance d'objets de la scéne visuelle, dans une sorte de hiérarchie de niveaux
d'abstraction croissants.

* une plasticité cérébrale comme moteur d'apprentissage.
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Second aspect de représentation de connaissances : une étude ce cas : le dessin au trait.

Partie 2 - Chapitre 3 - Mécanismes artificiels de la vision
Nous identifions des modes de représentation de l'image, du dessin au trait, dont nous
montrons gu'ils caractérisent des classes de méthodes :
1 - Méthodes morphologiques : oncodelimage comme un ensemble de pixeis
d'un plan (euclidien R? ou discret 22) sur lequel on va faire agir des transformations.
Le présupposé est : un acte perceptif visuel peut se modéliser par des transformations
ensemblistes.

2 - Méthodes statistiques : on code l'image comme un vecteur de RP dont les
composantes mesurent p caractéristiques définissant I'image.
Le présupposé est : il y a beaucoup de chances pour que ...

3 + Méthodes structurelles :on code l'image comme une structure informatique.
Le présupposé est : il y a une forme, une structure dans I'image.

4 - Méthodes analytiques : on code limage par une équation sur les
coordonnées de ses points dans un espace.
Le présupposé est : il y a vérification d’'une relation numérique.
5 - Méthodes connexionnistes :on code {image comme une configuration d'état
d'un ensembie d'unités interconnectées.
Le présupposé est : il y a des liens.
Nous détaillons plus particulierement les modéles connexionnistes, en proposant une
classification de ceux-ci, en montrant leurs forces, leurs faiblesses et en précisant les
modéles physiques ies ayant inspirés.
Nous observons ici que le mode de représentation de l'image enferme dans une classe de
méthodes. Chacune de ces classes est étudiée, les algorithmes précisés.

Partie 2 - Chapitre 4 - Classification de modéles de
I'apprentissage.
Nous classifions des modéles de Yapprentissage selon cing points de vue qui focalisent
cing définitions :
Apprentissage (au sens béhavioriste) : Modification stable du comportement
imputable al'expérience.
Apprentissage (au sens gestaltiste) . Modification stable de [l'organisation,
imputable ala capacité a percevoir globalement des objets.

Apprentissage (au sens cognitiviste) : Modification stable des structures mentales
internes, imputable a une assimilation - accommodation.

Apprentissage (au sens connexionniste) : Modification stable des poids des
connexions entre les unités, imputable a une adaptation a une réponse imposée.

Apprentissage (au sens formel) : Modification stable d'un modéele mathématique
sophistiqué, imputable a I'élaboration d’'un calcul.

Dans cette perspective :

apprendre c'est converger (cadre des probabilités)
apprendre c'est décoder (cadre de la cryptographie)
apprendre c'est comprimer {cadre de la réduction de la quantité d'information

pour une augmentation de sa qualité)

Nous passons en revue ces différentes sortes d'apprentissage.

Partie 2 - Chapitre 5 - Modélisation de systémes complexes.

Nous ne cherchons pas ici, a présenter de fagcon exhaustive les techniques de
modeélisation, mais tout modestement, a illustrer, dans un cas particulier, une démarche qui
porte un regard sur des systémes complexes.

Nous identifions neuf niveaux de description d'un phénoméne dans une perspective de
modélisation : étre, faire, se réguler, s'informer, décider, mémoriser, coordonner, imaginer, se
finaliser.

Nous présentons un modéle de la coopération et un modéle de l'organisation.
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Plan

Les travaux de cette thése s'inscrivent dans le cadre du projet PASTIS, d'étude d'une
machine qui explore sur un jeu de données graphiques, un itinéraire de compréhension de
dessin au trait, en adaptant et en optimisant pour chaque niveau, l'architecture a la complexité,
le temps a l'espace, la redondance al’ a peu prés.

Ce mémoire étudie plus particulierement :

* une approche par le biais de la complexité de Kolmogorov, du passage du numérique
au symbolique et de I'explosion combinatoire dans la création et le parcours des bases de
connaissances.

* des procédés de traitement de bas niveau sur des figures d'une rétine permettant de
faire émerger des niveaux de structure des dessins, c'est a dire d'en faire apparaitre une
compréhension symbolique.

+ des procédés généraux de vision dont nous montrons qu'ils découlent du mode de
codage du dessin.

» des procédés généraux d'apprentissage, dont nous montrons qu'ils découlent de
maniéres de voir le monde.

+ des procédés de modélisation de systemes complexes, vus a la lumiére de I'approche
systémique.

Ces procédés seront mis en ceuvre pour la réalisation de la machine PASTIS.

Les chapitres de ce mémoire résumés dans ce guide sont :
Partie 2 - chapitre 1. La machine PASTIS.
ou P'on présente plus précisément certaines notions.

Partie 2 - chapitre 2. Mécanismes humains de la vision.
ol I'on survole les modéles neurobiologiques de la vision.

Partie 2 - chapitre 3. Vision et dessins.
ol I'on présente et discute des mécanismes artificiels.

Partie 2 - chapitre 4. Apprentissage.
ol I'on classifie les modéles.

Partie 2 - chapitre 5. Modélisation des systéemes complexes.
ou 'on introduit I'approche systémique.

Nous résumons maintenant ces différents chapitres :
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Partie 2 - Chapitre 1 - La machine PASTIS

ol I'on s’adapte aux contraintes technologiques
La recherche gue nous présentons, s'inscrit initialement dans un projet global appelé PASTIS.
Nous décrivons dans ce chapitre les objectifs de ce projet.

Le projet PASTIS se propose d'étudier une machine qui explore, sur un jeu de données
graphiques, un itinéraire de compréhension de dessin, en adaptant et en optimisant pour
chaqgue niveau : l'architecture a la complexité, le temps a l'espace, la redondance al’ a peu
prés.

L'objectif général de ce projet est de concevoir et fondre des modules architecturaux
spécialisés pour I'apprentissage et la reconnaissance de "dessins au trait".

Ces modules seront rapides parce qu'approximatifs, et utilisés aussi bien pour des
données de bas niveau que pour des données symboliques.

PASTIS sera une machine qui évolue dans le temps.

Son comportement quotidien alterne des périodes de veille et de réve :

* en état de veille, des dessins sont présentés a PASTIS, ils sont analysés par l'action en
paralléle des différents modules architecturaux, et PASTIS se forge une croyance sur le
dessin. Cette croyance est infirmée ou confirmée par un dialogue basé sur les mots que
PASTIS a déja appris. Ceci renforce {a partie "comprise" de sa connaissance et fait
évoluer la partie "incomprise”.

» en état de réve, PASTIS explore la partie non structurée de sa connaissance pour
détecter des régularités et ainsi faire émerger des concepts qui seront nommés par
dialogue dés le réveil.

Deux aspects se distinguent lorsqu'il s'agit de metire en ceuvre effectivement un procédé
mécanique sur une machine paralléle non encore construite :

+ sa simulation sur une machine classique séquentielle,
+ sa simulation effective partielle sur un composant modulaire de la machine compléte,

Un module architectural de rotation rapide d'une figure F d'une rétine a été développé, dans le
cadre d'une thése présentée par Jérbme DELEU.

Les autres développements sont pour l'instant des simulations sur des ordinateurs classiques
séquentiels.
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Partie 2 - Chapitre 2 - les mécanismes humains
de la vision

ou l'on survole les modeéeles neurobiologiques de la vision

Rappelons que notre but n'est pas d'étudier la cognition (nous ne sommes pas spécialisies),
maisd’en utiliser certaines connaissances pour éclairer notre démarche. il faut savoir que bon
nombre de points de vue évoqués de fagon lapidaire sont en fait discutables et discutés par les
spécialistes.

Le cerveau, organe de la pensée, est souvent associé au tout dernier progrés
technique. Ce modele "mécanique” est toujours faux.

Contrairement a un ordinateur, le cerveau n'a pas été construit a des fins précises ni
conformément a des principes bien établis, mais s'est constitué par une sélection naturetle
dans une longue évolution de perfectionnements successifs.

Les travaux des neurobiologistes permettent d'entrevoir des explications des
mécanismes cérébraux.

Ceux-ci décrivent l'organisation du cortex en termes de régions, d'aires spécialisées dans
une fonction précise : détection de formes, de lignes ; détection de couleurs ; détection de
mouvement ; ... Cette notion de spécialisation fonctionnelle conforte Fidée d'une organisation
modulaire du systéme visuel : voir est une tache complexe qui nécessite de nombreuses
opérations se décomposant en opérations plus élémentaires.

Chacune de ces aires socialise son activité avec celle des autres pour faire émerger une
vision du monde.

L'information visuelle pré-traitée dans la rétine, atteint le cortex au niveau de l'aire primaire
notée V1, elle se sépare alors en au moins quatre voies perceptives spécialisées, traitant ainsi
en paralléle différentes caractéristiqgues du stimulus.

Ce parallélisme est a la fois un parallélisme dans e temps (les opérations sont effectuées
en méme temps sur une méme zone de la scéne visuelle) et un parallélisme dans 'espace (les
opérations sont effectuées en différents endroits du systéme visuel).

Le modéle admis est donc celui d'une dissociation fonctionnelle en aires spécialisées
dans le traitement en paralléle d'une caractéristique particuliere de la perception visuelle.

Un autre aspect est celui de la synchronisation des émissions des différentes aires
spécialisées, réagissant a un méme stimulus.

Ces couplages dans le temps, plus ou moins précis, de caractéristiques traitées en
parallele dans des aires parfois fort éloignées I'une de l'autre, serait le code de la
reconnaissance d'objets de la scéne visuelle, dans une sorte de hiérarchie de niveaux
d'abstraction croissants.

Un dernier aspect est celui de la plasticité cérébrale restructurant les circuits cérébraux
pour un apprentissage.

Ces résultats neurobiologiques mettent ainsi en évidence quatre singularités de la "machine
cérébrale” .

* une organisation modulaire,

* un traitement massivement paraliéle,

* un couplage plus ou moins précis dans le temps comme code d'une reconnaissance,

+ une plasticité des circuits comme moteur de 'apprentissage.
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Partie 2 - Chapitre 3 - Vision et dessins

ou I'on présente et discute des mécanismes artificiels

Pour présenter le domaine de la vision des mécanismes artificiels, nous proposons un bref état
des recherches en systemes de vision, qui nous permet d'identifier :

d'une part un objet d'étude : 'image,

d'autre part deux taches essentielles : la segmentation et l'interprétation.
Ces taches mettent en ceuvre des outils et des connaissances organisés en systémes.

Nous allons nous intéresser alors a lI'image pour identifier des modes de représentation, dont
nous montrons qu'ils caractérisent des classes de méthodes.

Les représentations d'une image se répartissent en cinq catégories caractérisées par des
classes de méthodes :

1+ Méthodes morphologiques : on code l'image comme un ensemble de pixels d'un
plan (euclidien R2 ou discret ZZ) sur lequel on va faire agir des transformations.

Le présupposé est : un acte perceptif visuel peut se modéliser par des transformations
ensemblistes.

2 - Méthodes statistiques : on code l'image comme un vecteur de RP dont les
composantes mesurent p caractéristiques définissant l'image.

Le présupposeé est : il y a beaucoup de chances pour que ...

3 * Méthodes structurelles :on code I'image comme une structure informatique.
Le présupposé est : il y a une forme, une structure dans l'image.

4 - Méthodes analytiques : on code l'image par une équation sur les coordonnées de
ses points dans un espace.

Le présupposé est : il y a vérification d’une relation numérique.

5 « Méthodes connexionnistes :oncode l'image comme une configuration d'état d'un
ensemble d'unités interconnectées.

Le présupposé est . il y a des liens.

Nous observons ici que le mode de représentation de l'image enferme dans une classe de
méthodes.

Nous étudions alors chacune de ces classes de méthodes :

1 - Méthodes morphologiques : on code limage comme un ensemble de pixels d'un
plan (euclidien R2 ou discret 22) sur lequel on va faire agir des transformations.

Le présupposé est : un acte perceptif visuel peut se modéliser par des transformations
ensemblistes.

Le probléme de la reconnaissance d'une figure dans une image est traité de la maniére
suivante

Comme les signaux visuels interagissent de maniére ensembliste :
» Une forme F d'une image E, ensemble de pixels, sera modélisée par un sous
ensemble de E,
* Un acte perceptif sera modélisé par une transformation de £ vers E, maniére d'agir
sur les pixels selon un point de vue identifié par un élément structurant.
Cet élément structurant associé a un pixel P de limage est un ensemble de pixels
souvent voisins de P. Il modélise une maniére de modeler l'image.

Ces transformations vont permettre de faire apparaitre des structures dans l'image,
éléments de leur description.
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2 - Méthodes statistiques : on code l'image comme un vecteur de RP dont les
composantes mesurent p caractéristiques définissant I'image.

Le présupposé est : il y a beaucoup de chances pour que ...

Le probléme de la reconnaissance d'une figure dans une image est traite de la maniére
suivante :

Comme reconnaitre une figure, c'est identifier un cas particulier de cette figure parmi de
nombreux exemples de cette figure :

» Une forme F d'une image E, ensemble de pixels, sera modélisée par un objet d’'un
espace de représentation (point, droite,...) & classer de maniére automatique dans un
espace de classification (partition, recouvrement, hiérarchie,...).

» Un acte perceptif sera modélisé par une action de classification automatique de cet
objet, action matérialisée par un algorithme.

Pour réaliser ceci, nous disposons :

+ de différents espaces de classification et modes de représentation.

Nous définissons ainsi les partitions, les recouvrements, les hiérarchies et les pyramides,
éléments de base d'espaces de classification.

Nous évoquons un centre de gravité, une droite de régression, un point d'une classe,
une distance, un axe factoriel ou discriminant, une variable, une loi de probabilité, une
courbe, ... comme éléments de base d'espaces de représentation de classes d'objets.
Pour rendre compte du caractére correct de ces représentations, nous définissons une
mesure D de dissemblance entre une classe et une représentation de classe et une
mesure d’'adéquation W entre une partition et une représentation de partition.

- d'un algorithme de classification automatique appelé "nuées dynamiques". Ce
procédé mécanique de calcul cherche a optimiser un critére W qui exprime 'adéquation
entre une classification P d'objets et un mode de représentation L des classes de cette
classification. Le probléme d'optimisation se pose en terme de recherche simultanée de
la classification et de représentations possibles, qui optimisent ce critére.

Par exemple :

Prenons une rétine R isomorphe 2 [1,n]2 et le probléme de la ° o
classification automatique de groupes de pixels de cette rétine o

en k classes appelées figures F. 0o
Dans l'exemple de la rétine ci-contre en 2 classes. ° 4

Nous pouvons choisir comme espace de représentation Rr d'une figure F, la rétine elle
méme : RF=R. c'est a dire que nous allons représenter une figure F de la rétine pergue
comme une classe de pixels par un point G de la rétine. Ce point peut étre le centre de
gravité discret de la figure F, ou un point représentatif de la figure F.

Nous pouvons choisir comme espace de représentation Rp d'une partition en k classes,

Fensemble Rp= R xR..xR= RK Une classe de la partition est ainsi représentée par un
pixel représentatif de la rétine, le k uplet des k classes de la partition, par un k uplet de
pixels de la rétine.

Nous pouvons choisir pour rendre compte des rapports entre objets et représentations
de ces objets :

Une fonction g dite de représentation qui permet d'associer a toute partition
Pk =(F4....,Fk) de la rétine, sa représentation Lk = g(P) dans Rp par Lg =(G1, ..., Gk) soit
les Kk centres de gravité discrets des k classes de la partition Py.

Une fonction f dite d'affectation permet d'associer a toute représentation Lk une
partition Pk lui correspondant. f(Lk)=Py ou les figures Fx de Pk sont définies comme les
pixels M de la rétine les plus proches de G que de tous les autres Gi
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Second aspect de représentation de connaissances : une étude ce cas : le dessin au trait.

Une fonction D de dissemblance entre la figure F et sa représentation G comme
l'inertie de F par rapport 2 G : D(F,G) =inertie de F par rapporta G.
Une fonction W d'adéquation entre une partition Py formée de figures Fk et une
représentation Ly de partition formée de points Gy comme somme des dissemblances
k
entre les Fi etles Gk : W( P, Ly) = 2 D(F,,G,)
n=1
L'algorithme permet de trouver une partition PP et une représentation LM de la fagon
suivante :
a partir d'une solution initiale Vp=(P0 ,10) estimée ou tirée au hasard itérer jusqu'a
stabilisation de la suite V par : Vpp1=(P™1 LM1) avec L1 =g(P") et PH1 =f(LN)
On prouve que la suite u définie par un = W(P" LM est décroissante convergente et V
stationnaire a partir d'un rang fini.
Cet algorithme soufire de certaines insuffisances : la solution obtenue dépend de la
représentation et de la partition choisies initialement et nécessite le choix a priori d'un
nombre k de classes. Le probléme du choix du nombre k de classes n'est pas encore
résolu et fait I'objet d'une recherche dans notre université.

3 « Méthodes structurelles :on code l'image comme une structure informatique.
Le présupposé est : il y a une forme, une structure dans l'image.

Le probléme de la reconnaissance d'une figure dans une image est traité de la maniére
suivante :

Comme l'image pour étre stockée dans une mémoire d'ordinateur doit étre codée par
une structure de données informatique

* Une forme F d'une image E, ensemble de pixels, sera modélisée par une structure
de données

+ Un acte perceptif sera modélisé par une transformation, une action, une fonction sur
cette structure de données.

*1- La structure de données est une chaine, un mot, une liste de
composants élémentaires pris dans un aiphabet.

Dans I'ensemble de toutes les chaines codant une forme, un concept est une classe de
motifs F qui se "ressemblent".

« un premier aspect est de modéliser la relation de "ressembiance” entre
motifs.

Nous disposons de différents algorithmes :
» CC recherche d'un motif M dans une forme chaine F.[MORRIS PRATT KNUTH]

On manipule un indicateur P qui, comme son nom l'indique, indique la longueur du
plus long préfixe du motif M reconnu comme sous chaine de F au cours de
I'exploration. Une fonction Lien qui ne dépend que du motif M permet de faire
évoluer P.

» DE calcul d'une distance entre deux motifs M1 et M2 a une certaine coniusion prés
[WAGNER FISCHER]

Trois opérations élémentaires sont définies qui modélisent la confusion autorisée :
{a substitution d'un élément a du motif par un autre b de cot : C(a, b) ;
l'insertion d'un élément novateur a dans le motif de co(t C(+,a) ;
la destruction d'un élément a du motif de colt C(a,*).

La distance d(M4, M2) entre deux motifs M4 et Mo est définie comme le colt de la

suite de transformations ia moins codteuse pour transformer M1 en Mo

Le processus de calcul de cette distance est un processus de programmation
dynamique.
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Second aspect de représentation de connaissances : une étude ce cas : le dessin au trait.

* un second aspect est de modéliser le concept, sous ensemble de
mots, par un langage.

Nous disposons de différents algorithmes bien connus sur les langages réguliers ou
algébriques :

+ AS analyse syntaxique
Reconnaissance de 'appartenance d'un mot & un langage.
* IR inférence réguliére

Etant donné un ensemble fini de mots EA (échantillon d'apprentissage), trouver
une grammaire réguliere G d'un langage L acceptant les mots de EA.

*2- La structure de données est un terme, une formule, cas particulier
d'arbre.

Un terme est représenté par un arbre étiqueté par des symboles soit d'un ensembie F, soit d'un
ensemble V. Les symbolesde F ={f, g, a, ...} sont interprétés comme un nom de fonction a n
arguments (n=0) ; les symboles de V ={ X, y, ... } sont interprétés comme des noms de
variables. Exemple :f(g(x),a,h(g(y) z))

Nous disposons de différents algorithmes sur ces termes :
+ S substituer

On appelle substitution sigma toute fonction de V dans I'ensemble des termes,
qui a chaque variable de V associe le terme qui doit lui étre substitué.

Substituer (1, sigma ) c'est générer un terme dans lequel toute occurrence des
variables est remplacée par son terme remplacant selon les indications de la
substitution sigma.

+ AU antiunifier : c'est I'algorithme de base de I'apprentissage symbolique

Antiunifier (11, to ) c'est générer un terme "généralisant” au mieux deux termes
donnés t1 etts
si les deux termes 14 et to sont des variables ou si racine( t1 ) = racine( to ) alors on
généralise t1 et to par une variable t de nom arbitraire, sinon on a racine(t1 ) =
racine( t2 ) et le généralisé aura pour racine cette racine commune.

» Ffiltrer : c'est 'algorithme de base de la reconnaissance de motif
Filtrer (1, u) c'est générer une substitution sigma telle que

Substituer(t, sigma )=u

En fait Filtrer est l'opération inverse de substituer. Si le filtrage n'est pas possible
Filtrer ( t, u ) fournit la substitution non définie nil. On génére la substitution

sigma par ajouts successifs de couples (variable x, terme v). Si l'on obtient a la fois
les couples (x, v) et (x, v') alors il faut vérifier v = v' sinon on a un échec.

« U unifier : généralisation du filirage le rendant symétrique
unifier (14, to ) c'est générer une substitution sigma telle que

sigma (11 )=sigma (ip) =t
Le terme t est dit unifié de tq etto
Si les deux termes t1 et to sont différents
alors on détermine une disparité (x, v) entre {1 etto ,
si x est une variable alors on cherche a unifier les termes s¢ et sp
obtenus par :
81 est la substitution dans t1 de la variable x par le terme v et
sp est la substitution dans tp de la variable x par le terme v
sinon l'unification est impossible.
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Second aspect de représentation de connaissances : une étude ce cas : le dessin au trait.

*3- La structure de données est un arbre
Dans I'ensemble de tous les arbres codant une forme, un concept est une classe de
motifs arbres F qui se "ressemblent”.
» un premier aspect est de modéliser la relation de "ressemblance” entre
motlifs.

* DA calcul d'une distance entre deux arbres motifs M{ et M2 a une certaine confusion
prés.

Comme pour les chaines on met en place un processus de programmation
dynamigue pour évaluer un coat minimal d'une suite de transformation faisant évoluer
M+ en Ma.

* un second aspect est de modéliser le concept, sous ensemble d'arbres
par un langage.
+ AS analyse syntaxique

Reconnaissance par automate d'arbres de I'appartenance d'un arbre a un langage
d'arbre.

* IR inférence réguliére

Etant donné un ensemble fini d'arbres EA (échantillon d'apprentissage), trouver
un automate d'arbres reconnaissant les arbres de EA.

*4+ La structure de données est un graphe

* DG calcul d'une distance entre deux graphes motifs M4 et M2 a une certaine
confusion prés.

La complexité d'un tel algorithme est vraisemblablement exponentielle.
* MG "matching" entre deux graphes.

Nous présentons quatre problémes et quatre classes de méthodes : méthodes
métriques de mise en correspondance ; méthodes de recherche par retour arriére ;
méthodes utilisant un graphe de mise en correspondance ("association graph”) ;
méthodes spécifiques aux graphes planaires.

4 - Méthodes analytiques : on code l'image par une équation sur les coordonnées de
ses points dans un espace.

Le présupposé est : il y a vérification d’une relation numérique.

Le probléme de la reconnaissance d'une figure dans une image est traité de la maniére
Suivante :

» Une forme F d'une image E, ensemble de pixels, sera modélisée par une équation
sur les coordonnées de ses points.

* Un acte perceptif sera modélisé par une mesure d'erreur, une sorte de "distance"”
entre deux courbes..

5 - Méthodes connexionnistes :oncode l'image comme une configuration d'état d'un
ensemble d'unités interconnectées.

Le présupposé est : il y a des liens.

Le probléme de la reconnaissance d'une figure dans une image est traité de la maniére
suivante :

* Une forme F d'une image E, ensemble de pixels, sera modélisée par une
configuration d'états d'un systéme d'unités interconnectées.

* Un acte perceptif sera modélisé par une réponse du systéme a une sollicitation.
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Second aspect de représentation de connaissances : une étude ce cas : le dessin au trait.

Nous proposons une grille de description d'un systéme connexionniste, en le définissant
par cing attributs caractéristiques :
* 1 » un nom qui identifie le systéme
» 2+ une architecture:
Le systéme est constitué d'un nombre fini N d'unités connectées entre elles.
Une unité :
* est identifiée par un numéroide 1 aN.
+ est connectée en entrée et en sortie a d'autres unités
* posséde a linstant t, un état interne . Cet état est soit discret (0 ou 1) soit continu
dans un intervalle.
+ possede une fonction de transition f; . Cette fonction réalise un bilan des entrées
pour fournir un résultat aux unités connectées en sortie.
Les connexions:
+ sont identifiées par un couple (i, j) de numéros d'unité. La connexion (i, j) relie Funité i
afunitéj.
* sont pondérées par un réel pj j . Ces pondérations sont regroupées dans une
matrice N x N des influences.
» 3 + une dyhamique
* en exploitation : il s'agit alors de fournir une réponse a une sollicitation
» en apprentissage . il s'agit alors d'adapter les influences pour que la réponse
calculée corresponde & la réponse voulue a la sollicitation.
* 4 + une inspiration :
C'est a dire une référence a un phénomeéne extérieur qui guide la compréhension du
fonctionnement du systéme.
* 5« un ou des indicateurs associés a un état du systéme, permettant de juger de son
évolution dans ie temps.

Deux types de systémes connexionnistes apparaissent : ceux agencés en couches
successives, l'influence y est unidirectionnelle et ceux agencés de fagcon homogéne en
circuits, l'influence y est bidirectionnelle.

circuit . _résgau
bidirectionne! bidirectionnel

couche couche couche
entrée cachée sortie

Les systemes connexionnistes unidirectionnels :

Nom : Perceptron

Architecture : en couches
Couche : Entrée Cachée Sortie
Nom : Rétine Association Décision
nb |NZ2 N une
unités | ej {0,1} {0,1} {0,1}
fi identigue spéciale semi linéaire a seuil

Matrice P des influences : c'est un vecteur [1..N] des influences entre la couche
d'association et la couche de décision.
Dynamique :
en exploitation : application a l'instant t des fonctions de transition selon la sollicitation
€ en entrée.
en apprentissage :dynamique de ROSENBLATT : modification des influences par
apprentissage supervisé par correction d'erreur optimisant le critére de gradient J(P) :
J(P )= 2 — P . e ouM estl'ensemble des exemples "e" mal classés par le perceptron
e EM
de matrice d'influence P.
Cette modification pour la composante i du vecteur P est : AP = (1) . [ 8d_gCy. g
ou u(t) est un coefficient d'apprentissage fonction du temps t ; Sd et SC les sorties
désirées et calculées a la sollicitation e.
Inspiration : simuler une assemblée de neurones humains.
Indicateur : J(P)
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Second aspect de représentation de connaissances : une étude ce cas : le dessin au trait.

Nom : Adaline
Architecture : en couches

Couche : Entrée Sortie
Nom : Rétine Adaptation
nb |N une
unités | ej continu continu
fj identique

Matrice P des influences : c'est un vecteur [1..N] des influences entre la couche rétine
et la couche adaptation.
Dynamique :
en exploitation : application a l'instant t des fonctions de transition selon la sollicitation
€ en entrée.
en apprentissage : dynamique de WIDROW HOFF : modification des influences
minimalisant un critére de type énergie pour une entrée "e" : J(P,e) :
J(P,e)=[P.e—-5912 ou S9 est la sortie désirée pour I'entrée e
Cette modification pour la composante i du vecteur P est :
AP=2. J(Pe) [S9- Py . ek ].ei olSdestla sortie désirée
k

Inspiration : batir des adaptateurs en jouant sur les influences.
indicateur : J(P,e)

Nom : Fiitre linéaire
Architecture : en couches

Couche : Entrée Sortie
Nom : Rétine

nb | Ne Ns
unités | ej continu continu

fi identique identique

Matrice P des influences : c'est un vecteur P [1..Ne, 1..Ns] des influences entre la

couche rétine et la couche de sortie.

Dynamique :
en exploitation : application a l'instantt de laformule S=P . E ou E est le vecteur
[1..Ne] des Ne états des unités d'entrée.
en apprentissage : Imposition d'une capacité innée : On dispose de k exemples
prototypes que I'on désire "apprendre" au filtre linéaire. Soit AE le vecteur [1..k, 1..Ne]
des k exemples de configurations d'entrée placées en colonnes et AS le vecteur [1. .k,
1..Ns] des k exemples de configurations de sortie correspondantes placées dans le
méme ordre en colonne. Toute solution X de I'équation matricielle AS = X . AE est une
matrice [1..Ne, 1..Ns] qui peut étre prise comme matrice P des influences.
Cette équation peut étre résolue exactement par la matrice pseudo inverse de
PENROSE, soit de maniére approchée : approximation de KOHONEN ou approximation
de WIDROW HOFF.

Inspiration : Utiliser les résultats mathématiques de l'algébre linéaire.
Indicateur : aucun.
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Les systémes connexionnistes bidirectionnels :

Nom : Réseau de HOPFIELD

Architecture : circuit bidirectionnel complétement connecté . connections
symétriques
nb |N
unités | egj {-1,1}
fi semi linéaire 3 seuil yj

Matrice P des influences : c'est un vecteur [1..N, 1..N] des influences entre chaque
unité

On notera U le vecteur [1..N] des seuils de transition y; des unités et E le vecteur [1..N] des
états des unités du réseau

Dynamique :
en exploitation : application d'une procédure de récurrence jusqu'a stabilisation du
réseau :
Tant que pas stable
faire

» choisir avec la probabilité uniforme le numéro i de l'unité a actualiser

» calculer I'état suivant de l'unité numéro i

fait
Pour calculer I'état suivant, on évalue, selon une certaine densité de probabiiité qui peut
dépendre d'un facteur de bruit b ou d'une "température" T, la probabilité de changement
d'état de l'unité numéro i. Si cette probabilité dépasse un seuil de confiance fixé a
'avance alors I'état de I'unité n° i est changé sinon il reste identique.
Pour une dynamique de recuit simulé :
Répeéter

relaxer : laisser évoluer selon une dynamique régie par une température T

refroidir : réduire T selon une loi géométrique de raison 0,9
Jusqu'a ce que le réseau soit gelé : (refroidissement n’entrainant plus aucune
modification)
en apprentissage : dynamique de HEBB :
1+ on commence avec des connexions toutes nulles (hypothése de la table rase)
2+ on force le systéme dans un état particulier ES
3- on examine tous les couples (i, j) d'unités et on modifie P j de AP; j selon la régle de

HEBB :
siep = +1 et g = +1 alors AP; | = +1 (unités simultanément actives : on renforce)
sieS = +1 et S =—1alors AP; j = —1 (unités opposées : on affaiblit)
siejS =—1 et e;S = +1 alors AP; j =—1 (unités opposées :on affaiblit)

si eis =-1 et ejS =—1alors AP; j = +1 (unités simultanément inactives : on renforce)
Inspiration : physique statistique : interaction entre deux spins moins intervention d'un
champ extérieur. Les dynamiques d'actualisation du réseau reposent sur des modéles de
relaxation isotherme (GLAUBER), de MONTE CARLQO, de recuit simulé (KIRPATRICK),...

1 1
Indicateur : J(P ,e) = EE Pij-ei-ej— JU.e EE Pij. e . ejreprésente
i ] i i=]

l'interaction entre deux spins et E Uj . ej l'intervention d'un champ extérieur.
i

Citons aussi la machine de BOLTZMANN qui introduit une innovation par rapport au réseau
de HOPFIELD en distinguant deux catégories d'unités : les unités visibles et les unités
cachées.

La dynamique d'apprentissage de BOLTZMANN cherche a équilibrer la probabilité
d'évolution du réseau en phase libre avec la probabilité d'évolution en phase contrainte,
c'est a dire lorsque I'on impose aux unités visibles de sortie de prendre I'état de sortie désiré
en fonction de I'état d'entrée donné.
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Ces exemples "historiques" montrent bien d'une part :

* pour les réseaux unidirectionnels : une dynamique d'exploitation ultra simple et des
problemes d'apprentissage.

* pour les réseaux bidirectionnels : des dynamiques d'exploitation sophistiquées et des
dynamiques d'apprentissage variées : du plus simple (HEBB) a des modéles probabilistes
(BOLTZMANN)

D'une part des avancées ont été réalisées sur les dynamiques d'apprentissage :
» dans le cadre des réseaux en couches, pour la détermination par apprentissage de
matrices P d'influences de moindre norme :

+ détermination de P par projection orthogonalisation : algorithme de GRAMM
SCHMIDT
* détermination de P par pseudo inverse : algorithme de GREVILLE et algorithme de
KABALA RASAKLOO
* détermination de P par rétro propagation du gradient : algorithme de Le CUN.

» dans le cadre des réseaux bidirectionnels :
* détermination de P guidée par deux objectifs : avoir toutes les unités en équilibre et
avoir les sorites au niveau désiré, par un indicateur : une distance par rapport a
I'objectif, par une dynamique : répartir itérativement les déséquilibres et erreurs par
coopération entre les unités : s'aider soi-méme et aider les autres.

D'autre part des avancées ont été réalisées sur les architectures ou fes modéles:
* réseaux organisés en colonnes et en aires de BURNQOD : architecture en colonnes
ayant trois niveaux d'activation et trois couches, regroupées en aires. L'apprentissage
consiste a réaliser des couplages, découplages entre colonnes selon des régles
inspirées de la regle de HEBB.
* réseaux simpliciaux inspirés par les objets "mathématiques" complexes simpliciaux
(COSNES)
* réseaux auto adaptatifs de KOHONEN régis par des équations différentielles,
{'apprentissage n'est pas supervisé, il y a sélection de 'unité qui réagit le plus a une
sollicitation et augmentation de l'activité de cette unité et des unités du groupe qui
I'entoure, ce qui améne des corrélations naturelles.
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Partie 2 - Chapitre 4 - Apprentissage

ol l'on classifie les modéles

Nous classifions les modéles de I'apprentissage selon cing points de vue qui focalisent cing
définitions :

Apprentissage (au sens béhavioriste) : Modification stable du comportement imputable a
lexpérience.

Apprentissage (au sens gestaltiste) . Modification stable de I’'organisation, imputable a la
capacité a percevoir globalement des objets

Apprentissage (au sens cognitiviste) . Modification stable des structures mentales
internes, imputable a une assimilation - accommodation.

Apprentissage (au sens connexionniste) : Modification stable des poids des
connexions entre les unités, imputable & une adaptation a une réponse imposée

Apprentissage (au sens formel) : Modification stable d’un modele mathématique
sophistiqué, imputable a 'élaboration d'un calcul

Dans cette perspective :

apprendre c'est converger (cadre des probabilités)
apprendre c'est décoder (cadre de la cryptographie)
apprendre c'est comprimer (cadre de la réduction de la quantité d'information pour une

augmentation de sa qualité)

- 1 - Le modéle comportemental

Le modele comportemental peut étre résumé par le schéma suivant :

Formulation
Exempledqq_{[dansun |l q | Exemple

formels langage de
+ description
Prédisposition induction, Connaissances
a apprendre —>> apprentissage du domaine
Résuitats
Résultats évaluationpar Résultats
amodifier | & || oracleou P | aajouter
sanction
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« 2 - Le modéle gestaltiste

L'apprentissage est une amélioration de I'organisation, apparaissant comme une
propriété émergente de perceptions de formes, a partir d’'une capacité a distinguer les objets
qui résuite d’une structuration accomplie par le systéme nerveux.

+ 3 - Le modéle cognitiviste

Les modéles piagetiens identifient quatre concepts . le concept d’assimilation,
d’accommodation, d'équilibration et, de structure logico algébrique, au travers de deux
principes :

+ 1« Tout schéeme (structure) tend a assimiler (c'est a dire a s’incorporer les éiéments
extérieurs compatibles avec sa nature).

* 2« Tout schéme (structure) tend a s’accommoder aux éléments qu’il assimile (C’est &
dire a se modifier pour tenir compte de la nouveauté sans perdre la mémoire du passé).

Un stade est un systéme général de pensée obéissant au principe d’équilibration. PIAGET
distingue ainsi quatre stades : le stade sensori-moteur (4 a 18 mois); le stade relationnel (18
mois a 5 ans); le stade dimensionnel (5 & 10 ans); le stade vectoriel ou abstrait (11 a 18 ans)
L’évolution cognitive apparait comme étant la complexification des
mécanismes de traitement de I'information.

- 4 - Le modéle connexionniste

L'apprentissage pour un systéme est la propriété de modification de son comportement
en fonction de son histoire, c'est a dire la capacité d'acquérir de nouveaux comportements ou
d'en modifier d'anciens par des expériences répétées.

Le probléme de l'apprentissage pour un systéme connexionniste formé d'unités, est
celui de la modification des poids synaptiques des connexions, formalisant les influences
réciproques, dans le but de faire réaliser au systéme la tiche souhaitée.

Le probléme étant reformulé en termes de modification, de transformation, d'évolution
d'une matrice notée P d'influences entre les unités, il entre dans de nombreux cadres formels.

Classons les selon les types d'apprentissage :

Imposition d'une capacité innée :le systeme est doté dés le départ de la capacité, elle
n'est donc pas enseignée. La matrice P est obtenue par résolution préalable d'une "équation”.

Apprentissage supervisé:c'estadire apprentissage avec un tuteur supposé posséder la
connaissance a transmettre. La matrice P est obtenue par itération, comme résuitat d'un
processus organisé en étapes successives correspondant a la présentation d'exemples
associant une entrée a une sortie désirée, le plus souvent fondé sur I'optimisation d'un
indicateur interprétable physiquement comme une énergie, une entropie, une inertie, un
potentiel,....

Apprentissage non supervisé . c'est a dire un apprentissage compétitif, sans tuteur, qui
renforce pour tout exemple présenté au systeme les liens entre les unités qui reconnaissent le
mieux cet exemple. La matrice P rend compte étape apres étape du renforcement de ces liens.

* 5 - Le modéle formel

L’apprentissage est envisagé comme une modification répétée de I'état d’'un dispositif
calculatoire appelé “apprenti’, modification elle méme d’ordre calculatoire.

Le présupposé de l'approche formelle est de déclarer que des niveaux d’'explication
formels et fonctionnels sont pertinents pour étudier un phénoméne comme 'apprentissage, et
fonctionnent de maniére autonome.

Si apprendre c’est d’'une maniére ou d’'une autre calculer, alors une approche de
'apprentissage doit s’appuyer sur la notion de calcul. Le cadre de la théorie de la complexité est
un cadre candidat & une modélisation possible.
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Si apprendre c’est d'une maniere ou d’'une autre converger, alors une approche de
I'apprentissage doit s’appuyer sur la notion de convergence. Le cadre de la théorie des
probabilités est un cadre candidat a une modélisation possible.

Le modeéle de VALIANT [VALIA 84] ou théorie de 'apprentissage pac (probably
approximately correct) respecte cette double filiation.

Présentons et illustrons dans un tableau, le probléeme de ['apprentissage
formel pour un systéme artificiel :

Probieme P d'apprentissage pour

un systéme artificiel Définitions Exemple
{au sens de HAUSSLER)
c'estquoi ? c'est : unquintuplet : Probléme de I'apprentissage

P=(X,Y,F,L D) ol

RECT des rectangies du plan

1 l'espace des données du|} X est le domaine du| X est e plan euclidien R2
probléme | probléeme

2 l'espace des résultats du|Y : est le codomaine du] Y est{oui, non}: le point (c, ) de
probléme | probleme R2 est-il dans le rectangle r ?

3 les concepts du probléeme

F . est une classe de
fonctions f de X dans Y

F classe de fonctions notées r :

modélisant les rectangles du
définis par les coordonnées

plan
des

extrémités de I'une de leurs

diagonales

R ——{oui, non}
c) > r(ch
sicascs=scpet ipa<l<IB
alors r (¢, 1) = oui
sinon r(c, 1) = non

4 la variabilité du probiéme
remarque : on peut se limiter & Dx
densité de probabilité sur (X, Q(X) )
car(XxY,Q(XxY)) est alors muni
deD

PptAl = Pp tx/ (rx() €A
x est la fonction caractéristique du

concept a apprendre

D est une classe de
densités de probabilités sur
l'espace :

(XXY, Q(XxY))

D
uniformes sur le plan.

densités de probabilité,

5 la tolérance admise du
probléme
on définit une erreur :
err (f)=Ep(L) (espérance)
on définit un optimum :
opt (D, F ) = min ED L)
feF

L : est une fonction de perte
relative a f, bornée par M

- XxY—E—s{o:M]

(x,y) > L(f(x).y)
 percue comme une variable
aléatoire bornée sur X x Y qui
admet ainsi des moments a
tous les ordres
» chiffre I'erreur
modélisation entre y et f(x).

de

L fonction de perte standard
sir(c,)=y
alorsL((c,1),y)=1

sinonL ((c,i),y)=0

c'est a dire si la question r(c, I) :
le point (c, 1) est-il dans le
rectangle r donne la réponse y
alors la fonction L donne 1 sinon

elle donne 0.

comment est-il résolu?

apprendre c'est converger pour une
suite S appelée échantillon,
d'hypothéses de I'apprenti formulées
a partir de présentations d'exemples.
Lorsque la taille de I'échantilion croit,
la suite des hypothéses de l'apprenti
doit probablement converger vers

il est résolu par :
une fonction de prédiction A

appelée apprenti sur
I'échantilion S

X—ASL,y - XxS—A-Y]
u B> Vv (us) > v

L'apprenti est modélisé par
fonction A de prédiction :

R2 —ASL .{oui, non}
) +— A[S|c))

une

une solution au probiéme
d'apprentissage du rectangle r

avec les données D, a et & est

une hypothése approximativement vesttelque (U v)Es un rectangle r' tel que
correcte. un probléme d'apprentissage | Po{rAr'}<1- a

est donc résolu par un

apprenti modélisé par une

fonction
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Second aspect de représentation de connaissances : une étude ce cas : le dessin au trait.

La fonction A modélise
I'apprenti

L'apprenti connait :

* le taux de fiabilité §

- le taux d'erreur a respecter 1—a ou
La précision de prédiction a

A résout le probiéme P
si et seulement si

pour tout mesure D, la suite
Zn des variables aléatoires
définies par :

Zp(S)=errp (A[SIn])
converge uniformément en
probabilité vers opt( D, F)

L'apprenti tire aléatoirement des
points du plan selon une mesure
D de probabilité et détermine
grace a un "oracle" si les points
appartiennent ou nonh au
rectangle a apprendre; c'est a
dire, il génére un échantillon S.

On prouve gue la constitution

d'un échantillon de taille
i 2 In—} assure
-« o

l'apprentissage d'un rectangle r

autrement dit :

pour tout paramétre d'écart de HAUSSLER k strictement positif, pour toute précision de prédiction o
comprise entre 0 et 1, pour tout taux de fiabilité & compris entre 0 et 1, il existe une fonction m de R3 dans
R, telle que pour toute mesure D de probabilité, tout échantillon S de m(k, «, 6 ) couples tirés

aléatoirement selon D, on ait :

D

P i «. 1 d (Optimum , erreur ( A[S] } )= précision }

< fiabilité

d i est la distance de HAUSSLER
définie par :
IED(Lf) - ED(Lg)I

k+ED(Lf)+ED(Lg)

4 (f,9)=

la complexité en échantillon d'un apprenti A est la fonction mp

définie par

m(k, e, 8)= mln(max(PDn {d(opi(DF)erry (A[S])= a}=d)

la complexité en echantlllon d'un probléme P est le minimum de la
complexité en échantillon des apprentis A résolvant le probléme

Quelles sont ses
caracteristiques ?

Le probléme ...

1 la nature du terrain
d'apprentissage

une des qualités de ce protocole sera
sa reproductibilité

est soumis a
protocole

un protocole est articulé en
deux composantes :

« |I'état initial (une
configuration stable), c'est a
dire les compétences initiales
de l'apprenti

» une interaction dans une
durée de l'apprenti avec son
environnement

un

par exemple pour les interactions

+ un dressage

« un processus d'équilibration
relaxation

+ une induction

* un processus de transmission

2 la nature du succeés

Le critére d'apprentissage ne sert
pas a évaluer l'apprentissage, mais a

dispose d'un critére
de succes :

un critere d'apprentissage
définit les suites
d'hypothéses qui peuvent
étre produites par un apprenti

par exemple :

» le critere d'identification finie.

- fréquence d'apparition de
certains événements

permettre la définition de problemes! qui a effectivement appris |+ détection de certaines
d'apprentissage justiciables de| yobjet 4 apprendre, il peut ne | régularités
traitements et de démonstrations|pas étre vérifiable
formels. expérimentalement mais
seulement étre utilisé pour
une preuve formelle.
3 la nature de ce que l'on| posséde un objet|parexemple:

cherche & apprendre

d'apprentissage :

» des catégories perceptives
techniques : triangles, cercles,. ..
- des fonctions

+ des grammaires...
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Second aspect de représentation de connaissances : une étude ce cas : le dessin au trait.

Partie 2 - Chapitre 5 - Modélisation des
systémes complexes

oll I’on introduit I'approche systémique.

Le modéle est une représentation artificielle que I'on construit dans sa téte et que l'on
"dessine" sur un support physique, construit par 'homme, il agence des symboles.

Modéliser, c’est a la fois identifier et formuler un probléme et chercher a le résoudre en
raisonnant sur des simulations. “Modélisation et simulation, réflexion et raisonnement sont les
deux faces inséparables de toute délibération” [LEMOI 90]

La caractérisation d’un phénoméne dans une perspective de modélisation se hiérarchise
en 9 niveaux de description :

- il est : le phénoméne est identifiable

il fait : le phénomeéne est actif

+ il est régulé :le phénomeéne possede une certaine stabilité

» il s’informe :le phénoméne se renseigne sur son comportement

» il décide : le phénomeéne prend le statut de systéme, il est composé de sous systémes
en interaction : le systéme de décision et le systéme opérant.

* il mémorise :le phénoméne est un complexe de systémes en interaction : systémes
de décision, de mémorisation et opérant.

« il coordonne :le phénoméne est un complexe de systémes en interaction : systémes
de décision, de mémorisation et opérant ; on identifie une coordination.

- il imagine : le phénoméne est un complexe de systémes en interaction, systémes de
décision, de mémorisation et opérant ; on identifie une coordination et une imagination.

- il se finalise : le phénoméne est un complexe de systémes en interaction, systémes

de décision, de mémorisation et opérant ; on identifie une coordination, une imagination et
une finalisation. Buts et objectifs déterminent I'évolution du phénoméne dans le temps.

Le modéle de la coopération

Le modéle de la coopération se caractérise par une connaissance répartie entre différents
acteurs spécialistes ayant chacun des méthodes de résolutions spécifiques, des points de vue
différents, qui coopérent entre eux pour résoudre un probléme soumis & des contraintes.

Chacun des experts :

* résout un sous probléme qui peut soit s'inscrire dans un effort commun entrepris par un
groupe, soit entrer en concurrence avec d'autres.

- dispose de connaissances limitées sur son environnement, sur les actions et les intentions
des autres.

+ produit des échanges par des sighaux (aspect communication)

+ exploite des ressources a partager (aspect cohabitation)

+ définit des taches a réaliser (aspect coopération)

* reconnait des formes par filtrage ou unification (aspect reconnaissance)

+ se situe dans un environnement par évaluation de distances (aspect placement)
+ planifie son action par création de plans stratégiques (aspect finalisation)

* voit émerger un comportement global cohérent de la société d'experts a partir de décisions
prises localement par chaque spécialiste.
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Second aspect de représentation de connaissances : une étude ce cas : le dessin au trait.

Le modéle d'organisation
Un systéme d’'organisation est un systeme qui admet en entrée une forme et qui fournit en
sortie une forme organisée, c’est a dire une structure.
Le modéle de I'organisation est un complexe de trois sous systemes :
un systéme de décision, un systéme d'information et un systéme d’opération.

systéme de
décision
! ysteme
information

.

8
14';/{

systeme

£y
\_opérant )

Le projet du systéme est d’augmenter son organisation, sa compétence.

A chacun des niveaux de ces trois systémes, on distingue :

Systéme de décision COMPRENDRE CONCEVOIR FINALISER
Systéme d'information COMPUTER COMMUNIQUER MEMORISER
Systéme d'opération PRODUIRE RELIER MAINTENIR

dans un méme instant et dans une évolution pour une autonomie
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