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1. INTRODUCTION

L’objectif de ce chapitre est de répondre aux questions les plus élémentaires que
le lecteur est en droit de se poser. QQu’est-ce qu’un systeme généralisé? Pourquoi
étudier de tels systemes?

Ce chapitre regroupe les définitions de base, quelques rappels historiques, et diffé-
rentes applications concernants les systémes généralisés. Dans la conclusion nous
décrivons sommairement la structure de la suite de notre mémoire.
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L’introduction, a la fin des années 50, de la notion de variable interne, a per-
mis de réaliser de nombreux progres dans la modélisation des processus, notam-
ment grace au développement d’outils d’analyse et de commande plus performants.
La méthode consiste a choisir différentes grandeurs, fonction du temps, comme la
vitesse, I’accélération, la masse, ou encore la température, en nombre suffisant pour
caractériser le systeme que l'on veut décrire. Ces variables sont regroupées dans un
vecteur noté z, et le modele mathématique est obtenu en établissant les relations
différentielles ou algébriques qui existent entre les différentes composantes de z. Le
modele implicite obtenu:

E(j:(t)’ :E(t), u(t)’ t) =0,
N 1)

S(z(t),u(t), y(2),1)

doit étre aussi simple que possible, mais cependant assez complet pour traduire le
comportement observé du systeme étudié.

1 Modele d’état généralisé

1.1 Définition

Le modele d’état généralisé correspond a une simplification de I’équation ( 1), lorsque
les relations algébriques ou différentielles qui lient les variables internes sont toutes
linéaires a coefficients constants.

On appelle modele d’état généralisé sous forme continue:

Ei(t) = Az(t) + Bu(t), (a) (2)
y(t) = Ca(t), (9)

et modele d’état généralisé sous forme discrete:

Eziy = Az + Buy,
yr = Czy.

(3)

z est le vecteur de dimension n des variables internes, u le vecteur de dimension p
des variables d’entrée, y le vecteur de dimension ¢ des variables de sortie, E une
matrice de rang r.

Ce systeme est appelé régulier lorsque la matrice E est carrée et que r = n. Dans
ce cas, la multiplication a gauche de I’équation ( 2a) par E~! permet de se ramener
a la représentation dans l’espace d’état:

#(t) = E~'Az(t) + E~'Bu(t),

qui est bien connue, et dont il ne sera pas question ici. On supposera dans la suite
que r < n.
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1.2 Existence et unicité de la solution

On supposera en outre que le systeme étudié possede une et une seule solution.
L’utilisation de la transformée de Laplace du systeme ( 2):

(sE — A)X(s) = Ez(0) + BU(s), .
Y(s) = CX(s), (4)

nous donne une condition nécessaire et suffisante d’existence et d’unicité de la solu-
tion dans le cas ou les matrices £ et A sont carrées:

A = det (sE — A) #0. (5)

Dans la suite on supposera que A n’est pas identiquement nul, et on appellera d le
degré de A. Outre n, les entiers d et r caractérisent la structure du modele obtenu,
et apportent de précieux renseignements sur le comportement du systeme.

1.3 Petits détours historiques

En consultant la bibliographie, on peut étre surpris par la multitude de qualifica-
tifs différents utilisés pour faire référence a un méme modele: systeme généralisé,
systeme singulier, systeme sous forme descriptive, systeme algébro-différentiel, ou
encore représentation par semi-état. Les motivations des chercheurs, leur culture
scientifique, et le contexte dans lequel ils ont mené leurs travaux, sont autant de
raisons qui expliquent cette variété. Un bref rappel historique s’impose.
Weierstrass [96] développe, en 1867, la théorie des diviseurs élémentaires du fais-
ceau (sE — A) dans le cas ou A n’est pas identiquement nul. Il est a 'origine des
travaux sur les systemes généralisés. Kronecker [39] complete, en 1890, ces résultats
en traitant le cas A = 0, et Gantmacher [35] donne, en 1959, 1’état de I’art dans le
chapitre 12 de Théorie des Matrices. Ce n’est cependant que dans les années 70 que
débute véritablement 1’étude des systémes généralisés. Les travaux se développent
selon deux axes différents.

Dans le domaine fréquentiel, Rosenbrock [70] étudie, en 1974, les propriétés des
systemes linéaires dynamiques, et définit notamment la notion de zéro a !'infini.
Quelques années plus tard, en 1978, Verghese [90] présente son doctorat intitulé
Infinite-frequency behavior in generalized dynamical systems, ou il montre comment
de tels systemes peuvent présenter un comportement impulsionnel. En fait, Rosen-
brock et Verghese étudient les mémes systemes décrits par ’équation ( 2). Le nom
choisi par Verghese est motivé par le lien étroit qui existe entre I’étude structurelle de
(2), et le probleme généralisé de recherche des valeurs propres de (E, A): AEv = Av.
Ce qualificatif 'généralisé’ insiste, en outre, sur le fait que 1’étude des systemes ( 2)
peut étre considérée comme une généralisation des problemes rencontrés avec les
systemes réguliers. D’autres résultats structurels sont développés par Lewis et Oz-
caldiran [49], en 1983 et Aplevich en 1991 [2].

Simultanément, une autre série de travaux est menée dans le domaine temporel.
Luenberger [55], en 1977, Yip et Sincovec [98], en 1981 parlent de systémes sous
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forme descriptive. Des notions de commandabilité et d’observabilité sont définies.
Ce nom de systeme sous forme descriptive sera repris par Cobb [22], en 1980, qui
montre lui aussi que le systeme admet des modes impulsionnels. A la méme époque,
Pandolfi [66] écrit différents articles sur les systemes algébro-différentiels. Il
s'agit encore et toujours du méme modéle correspondant a 'équation ( 2). Par
ailleurs un autre qualificatif est en train de s’imposer: celui de systeme singulier.
Des 1976, Campbell [15] propose: systéemes différentiels avec des coefficients
singuliers. Ce nom rapidement contracté en systemes singuliers, repris par la suite
par tous les chercheurs qui abordent le probleme par le biais des perturbations sin-
guliéres, devient le titre de 'ouvrage de Dai [27] qui offre un panorama des principaux
résultats obtenus a ce jour. Notons pour finir que Newcomb [64], en 1982, motivé par
des travaux de modélisation en électricité, introduit la notion de représentation
par semi-état.

Pour notre part, nous avons retenu le terme de systeme généralisé. En plus des
raisons invoquées plus haut, ce choix traduit notre volonté de se prémunir contre
certains abus de langage. La description a l’aide de variables internes est trop sou-
vent associée a la notion d’état, pour ne pas étre tenté de les confondre. Ici, et
tout au long de ce mémoire, il conviendra de faire la distinction entre z, qui est
I’ensemble des variables internes, et Ez, qui représente 1’état du systeme.

2 Quelques motivations

L’objectif de cette section est de cerner la diversité des applications qui font appel
aux systémes généralisés. Il ne s’agit pas d’en donner une liste exhaustive, mais de
montrer, au moyen d’exemples précis, la grande variété de domaines ou les systémes
généralisés ont fait leur apparition.

2.1 Applications dans la théorie des systemes

On peut regrouper dans ce premier champ d’applications, différentes méthodes qui
bien qu’opérant sur des systemes réguliers, font apparaitre dans leur développement
des systemes généralisés.

2.1.1 Linéarisation de systémes implicites

La linéarisation de 1’équation implicite [73]:

autour du point de fonctionnement stationnaire (zo,uo) tel que f(0,zo,up) = 0
conduit a I’équation suivante:

2RI | of _
[8i]x0’u0d$ + [aIB l’ovuodl‘ + [au]ro,uodu =0.



Chapitre 1 14

En définissant:

E= ['a_f A= _[?i To,uq) B = _[’5—]10,1107

oz o’ oz

on obtient le modele généralisé:
Edz = Adx + Bdu.

L’ application des méthodes développées pour les systemes généralisés permet de
traiter ce type de probléme sans faire d’hypothese sur la régularité de E, c’est-a-dire
sans tenir compte de la nature du point (zg, ug) ol ’on a fait la linéarisation.

2.1.2 Interconnection de sous-systéemes

Les systemes généralisés apparaissent naturellement lorsque 1’on considere 'intercon-
nection de plusieurs systémes réguliers {71,73,82,93].

Considérons k sous-systemes décrits dans leur espace d’état z,,...,zx, soumis a k
commandes vy, ..., Vk, et pour lesquels on s’intéresse aux k sorties zj,..., zx:

if,‘zﬂ.’lli-i-Giv,‘, i=1,...,k,

zZ; = H,’.’E,’ + D,”U,’.
Si on considere les vecteurs X = (z7,....2D)T, Vv = (f,...,o])T, et
Z =(2T,...,2F)7, on obtient:
X =FX+GV,
Z=HX+ DV,

avec F' = diag {F;}, G = diag {G;}, H = diag {H:}, et D = diag {D;}, pour
1 =1,...,k. L’interconnection entre ces différents sous-systemes, le vecteur d’entrée
globale U, et le vecteur de sortie globale V, peut étre modélisée par:

V=KZ+MU+ NY,
Y = PZ+ QU + RV.

Considérons pour finir le vecteur xy = (X7, ZT, VT, YT)T. Ce vecteur vérifie I'équation:

100 0 F 0 G 0 0
0o0o0o0|. |H -1 D o0 0
000 0lXT|o x -1 ~N|XH| M|V
000 0 o P R -I Q
Y=(0 0 0 I)y,

qui est celle d’un systeme généralisé.
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2.1.3 Commande optimale

Considérons le systeme régulier:
€ = FE+ G,

pour lequel on veut minimiser le cout quadratique

1L (eNT(Q S\ (¢
=5 () (& 7)(5)e

S s\”*
(&3)-(&3) =

Le principe du maximum permet d’écrire la condition nécessaire d’optimalité:

avec:

A=—FTA—-Qt—STv, (a) 6
0=CT)\+ St + Ro, (b) (6)

avec A le vecteur état adjoint. Dans le cas ou la matrice R est singuliere, la com-
mande optimale v ne peut étre isolée dans ’équation ( 6b). Cependant le systeme
optimal peut toujours étre récrit a l'aide d’un systeme généralisé [16,73]. Soit
z = (€7, 7,077

I 00 F 0 G
0 I 0|lz=|-Q —-FT —-ST|a.
0 00 S T R

2.1.4 Inversion de systemes dont la sortie est spécifiée

Le probleme consiste a trouver la commande v, pour que le systeme:

z = Az + Bu,
y=Cz+ Du,

ait la sortie spécifiée y = y.. En considérant le vecteur x = (z7,47)7, on obtient le

systeme [73]:
10y, _(4 B\ (0
0 0/X"\-c -p)X"\1)¥

Y =(0 I)x,

dont la solution existe et est unique si la matrice de transfert du systéme initial est
de rang plein {7]. Dans ce cas la sortie Y est la commande a appliquer en entrée u
du systeme initial.
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2.1.5 Perturbations singuliéeres

La méthode des perturbations singulieres [16,38,57,71,73,84,93] permet de découpler
un systeme pour lequel des dynamiques différentes ont été mises en évidence. Ces
systemes sont caractérisés par une équation d’état dans laquelle un parametre
e € [0,1] a été introduit:

T _ Ay Agg I B,
()=(a an) (@) +(5)
y—(Cl Cz)(mz)~

Les composantes regroupées dans z; sont lentes et évoluent a ’échelle des temps

(7)

T. Celles regroupées dans z, sont rapides et évoluent a 1’échelle des temps dilatée
r =T/e

Lorsque la matrice Ay, est inversible, le modele est dit sous forme explicite, et on
obtient les modeles découplés lents et rapides en écrivant € = 0. x5 s’exprime alors
en fonction de z; et u.

Lorsque la matrice A,, est non inversible, le systeme est dit sous forme implicite,
le découplage entre z; et z; n’est plus possible. et la modélisation doit étre recon-
sidérée. Cependant, on peut également considérer le systeme ( 7) comme un systeme
généralisé, pour lequel il existe des outils d’analyse spécifiques.

2.1.6 Systeme a structure variable

Un systeme généralisé rectangulaire comportant davantage de variables d’état que de
relations algebro-différentielles permet de modéliser a I’aide d’une unique équation
plusieurs comportements. On appelle ce type de modélisation: systeme a structure
variable . Considérons I’exemple suivant [8]:

10 0, (01 -1 0
(0 0 0)$:(1 0 —1)‘”(—1)”’
(010

y‘(o 0 1)‘”'

Si on interprete la troisieme composante de ’état comme une entrée supplémentaire
e, nous obtenons les équations suivantes:

Y1 = u + &t év
Y2 = €,
qui correspondent a un comportement impulsionnel.

En revanche, si on interprete la seconde composante de 1’état comme une entrée
supplémentaire e, nous obtenons les équations suivantes:

Y1 = €,
Y2 tyz2 = —u+e,
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qui correspondent a un comportement exponentiel.
Dans les deux cas, la relation entrées-sorties est la méme:

Y2+ y2—yi+u=0.

2.2 Modélisation de processus

Ce second champ d’applications regroupe différents exemples ou les systemes généra-
lisés apparaissent en tant que modele de processus.

2.2.1 Circuits électriques

La modélisation de circuits électriques est certainement le domaine ou les exemples
de systemes généralisés se trouvent en plus grand nombre [8,16,29,50,63,64,73,74,93).
Considérons le circuit suivant:

Fig. 1.1: circuit électrique avec transistor

et son schéma équivalent:

+(>C“:1”°R v

Fig. 1.2: schéma équivalent
Pour étudier les variations de la tension y, considérons les équations de ce circuit:

te = Cu,
Ve = —U,
y = —v. + at, = Raz,.
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En définissant le vecteur des variables internes z = (v,,1.)7, on obtient:

(5 0)e=(1 o)==+ (1)
y=(0 R@(’Z).

La non régularité de la matrice E a une signification physique. En effet, a moins
que vc(0) = —u(0), et ¢.(0) = 0, il y aura une impulsion a ¢t = 0, lorsque ’on met le

circuit sous tension.

2.2.2 Robotique

Considérons un bras manipulateur, constitué de n liaisons, qui maintient une charge

de masse m en équilibre.

1 m

*ﬁ
myg

Fig. 1.3: robot manipulateur

Soit p le vecteur position de la charge m, et g le vecteur des variables internes qui
définissent ’état du robot. Les équations du mouvement sont obtenues en con-
sidérant la force f que le bras exerce sur la masse.

M(q)i+G(g,¢) =T+ J(q)f, (a)
mp = —f —mg, (b) (8)
p=H(q). (c)

L’équation ( 8a) correspond au mouvement du robot, I’équation { 8b) a celui de la
masse et I’équation ( 8c) a la liaison robot-masse assurée par une pince bloquante.
Précisons d’autre part que M(q) est la matrice d’inertie du robot, G(g,¢) est la
matrice des forces de Coriolis, centrifuges, et gravitationnelles, et que J(q) = 0H/dq.
En considérant le vecteur z = (¢7, p¥, fT)7, on obtient [56,73]:

M(g) 0 0 —G(g,9)+T+ J"(q)f
0 ml 0]z= —f—mg
0 0 0 H(¢g)—p

qui est un systéeme généralisé non linéaire.



Chapitre 1 19

2.2.3 Economie

Le modele de Léontief est un modele dynamique, capable de simuler une activité
économique multi-secteurs [16,55,73]. Considérons une entreprise que ’on a divisé
en n secteurs, correspondant a n unités de production différentes. On appelle zi la
quantité de produit ¢ relative au :-ieme secteur, produite durant la k-ieme période;
di, est I'objectif de production, en produit 7, durant la k-iéme période, exeptée la
quantité de produit i réinvestie dans la production des autres secteurs; p;; est la
quantité de produit 7 que le secteur j doit posséder pour produire 1 unité de produit
7; ti; est la proportion de produit j qui est utilisée pour produire ¢ durant la k-ieme
période.

En définissant z = (z},...,2})7, dx = (d},....d})T, P = (pi;), et T = (t;;), on
obtient:

zp = Tz + P(apyy — k) + di,

qui peut étre récrit sous la forme:
Pzipy =+ P —~T)zy — di.

Si un secteur produit une marchandise non réutilisée par les autres secteurs, la
colonne correspondante dans la matrice P est une colonne de 0, et la matrice P
est alors singuliere. Le modele de Léontief correspond dans ce cas a un systeme
généralisé discret.

2.2.4 Démographie

Le modele de Leslie permet de simuler 1’évolution de la distribution d’une population
partitionnée par tranche d’age. On suppose connus les taux de naissance et de
mortalité, et, en outre, on se donne une distribution initiale des classes d’age. Le
modele de Leslie est un modele discret dont chaque pas correspond a une unité
de temps At, comptée a partir de I'instant initial 5. On appelle classe d’age A;
I'intervalle J1At, (¢ + 1)At], pour ¢ variant entre 0 et m — 1 (mAt est ’4ge maximal
qu’un individu peut atteindre), et k l'instant ¢, = t3 + kAt. On dit qu’un individu
appartient a la classe A; a l'instant &, si I'individu est en vie a cet instant et si son
age appartient a 'intervalle A;, n;(k) est le nombre d’individus qui appartiennent a
la classe A; a l'instant k. On définit, en outre, p;(k) le taux de survie, c’est-a-dire
la probabilité pour un individu qui appartient a A; a I'instant k, d’appartenir a
Ai+1 a linstant k£ + 1, et b;(k) le taux de naissance, c’est-a-dire le nombre moyen
de descendants, nés dans lintervalle |k, k + 1], d’un individu appartenant a A; a
I'instant k.

Soient [16]:
no(k) bu(k) ... ... b (k)
: pi(k) 0 0
n(k) = : , T(k)= 0

N (k) 0 ... 0 pma(k) 0
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Supposons que l'on connaisse la distribution 4 l'instant k£, on peut l'estimer i
I'instant & + 1:
n(k +1) = T(k)n(k).

Lorsque l'effectif d’une population est modifié par d’autres causes que les naissances
et les déces ('immigration par exemple), le modele devient:

n(k +1) = T(k)n(k) + f(k + 1).

Le modele de Leslie est le plus souvent utilisé pour estimer la distribution d’une
population dans le passé au regard de la distribution présente. Lorsque la matrice
T est réguliére ce probleme est facilement résolu, dans les autres cas, on a affaire au
systeme généralisé discret:

T(k)n(k) = n(k+1) — f(k+1).

3 Présentation du mémoire

Les diverses applications présentées justifient ’étude de la commande des systemes
généralisés. Mais si différentes classes ont été évoquées: systemes continus ou dis-
crets, linéaires ou non, stationnaires ou non, nous nous restreindrons uniquement
aux systemes généralisés linéaires stationnaires continus, pour lesquels nous allons
développer des méthodes de commande basées sur la notion de précompensation
dynamique.

La suite du mémoire est divisée en 7 chapitres. Dans le chapitre 2, les princi-
paux outils d’analyse pour les systemes généralisés sont rappelés. Différentes formes
canoniques sont décrites et exploitées pour séparer les dynamiques présentes dans
le modele initial. En outre, une forme générale de la solution est explicitée. Pour
finir, des notions de commandabilité et d’observabilité relatives a chaque type de
dynamique sont définies. Le chapitre 3 traite de 1’élimination des comportements
impulsionnels. La question est la suivante: étant donné un systeme généralisé,
quel régulateur dynamique ou statique faut-il lui adjoindre pour supprimer les com-
portements impulsionnels? Différentes méthodes sont proposées selon les conditions
remplies par le systeme initial: utilisation d’un retour d’état pour un systeme dont
les modes impulsionnels sont commandables, utilisation d’un précompensateur dy-
namique dans le cas général. Un algorithme de construction qui minimise l'ordre
du régulateur est proposé, et une réalisation du systeme compensé, appelée forme
augmentée, est décrite. Le lien avec la structure a l'infini du systeme initial est
donné. Parce que le systeme compensé est instable, nous nous intéressons dans le
chapitre 4 4 la stabilisation par retour d’état, et plus généralement au placement de
poéles. Des conditions garantissant la commandabilité et 'observabilité de la forme
augmentée sont énoncées, et la commande par retour d’état est décrite. Une telle
commande n'est intéressante que dans la mesure ou un observateur de 1’état peut
étre réalisé. Cette réalisation fait 'objet du chapitre 5. Des observateurs d’ordre
plein et réduit sont proposés. Dans le chapitre 6 nous abordons le probleme du
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découplage. Une commande par précompensation dynamique plus retour d’état est
proposée. Pour les systemes faiblement couplés, un précompensateur dynamique
supplémentaire, construit a I’aide de 1’algorithme de structure entrées-sorties de Sil-
verman, est nécessaire. La similarité entre cet algorithme et celui que nous proposons
est utilisée afin de détailler un régulateur global qui élimine les comportements im-
pulsionnels et permet le découplage. Le chapitre 7 est consacré aux problemes de
commande optimale & cout quadratique. Les méthodes proposées agissent en trois
temps. Elles éliminent les comportements impulsionnels, transforment le critéere de
facon équivalente, et enfin minimisent le nouveau critére obtenu. Des commandes
par retour d’état, ou par précompensation et retour d’état sont appliquées selon les
hypothéses vérifiées par le systéme initial. Dans le chapitre 8 nous présentons un
exemple qui illustre les principaux résultats obtenus. Une annexe est consacrée a la
présentation des méthodes qui permettent d’obtenir la forme standard.

Dans un souci de clarté, chaque chapitre débute par un bref résumé de son contenu
et par une synthese des principaux résultats ayant trait au sujet abordé. D’autre
part, de facon a ce que ces résultats puissent étre utilisés tres facilement, nous pro-
posons, a la fin de chaque chapitre, des fonctions MATLAB associées a toutes les
méthodes que nous présentons au cours de ce mémoire, que ce soit en ce qui con-
cerne la modélisation, I’analyse, ou la conception de régulateurs pour les systemes
linéaires généralisés. Les programmes détaillés de ces fonctions sont regroupés dans
un chapitre annexe a la fin du mémoire, et d’un point de vue plus technique les
fonctions sont écrites pour la version 3.5 de MATLAB et pour la boite-a-outils CON-
TROL, mais ’adaptation aux versions postérieures de MATLAB peut étre réalisée
sans difficulté.

Pour respecter la forme modulaire de son support informatique, notre mémoire est
divisé en un grand nombre de chapitres. Chaque chapitre correspond a un objectif
de commande donné, et peut étre combiné avec un ou plusieurs autres chapitres de
facon a remplir les conditions d’un cahier des charges. Nous verrons s’élargir au fil
des pages la structure de commande:
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Régulation

I
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Fig. 1.4: structure de commande d’un systéme généralisé

Certains modules correspondent a des objectifs standards requis de fagon quasi per-
manente. Il en est ainsi de I’élimination des comportements impulsionnels, de la sta-
bilisation, ou encore de I'observation. Ils sont présentés dans les premiers chapitres
de ce mémoire. D’autres modules correspondent a des objectifs plus spécifiques. 1l
s’agit du placement de pdles, du découplage, et de la commande optimale qui sont
présentés plutot en fin de mémoire. Cette liste est bien entendu non exhaustive, et
notre veeu le plus cher serait de voir cette boite-a-outils se compléter au fur et a
mesure que des besoins nouveaux apparaitront.
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2. ANALYSE DANS
L’ESPACE D’ETAT
GENERALISE

Dans ce chapitre nous répondons aux questions suivantes. Quelle est 'allure de
la réponse temporelle d’'un systeme généralisé? Quelles sont les dynamiques qui
interviennent? De quels outils dispose-t-on pour analyser le systeme?

Les formes canoniques usuelles sont rappelées et exploitées afin de séparer les dif-
férentes dynamiques. L’incidence, sur le comportement du systeme, des modes
dynamiques finis, impulsionnels, et non dynamiques est mise en évidence, et les
discontinuités qui affectent la réponse temporelle sont explicitées. Les impulsions de
Dirac sont introduites pour décrire ces discontinuités. Enfin, différentes notions de
commandabilité et d’observabilité sont définies et caractérisées.
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1 Un petit exemple introductif

Afin de bien comprendre les différences fondamentales qui existent entre un systéme
régulier et un systeme généralisé, et afin de justifier les outils qui vont étre développés
plus loin, on débute ce chapitre avec un exemple tres simple, de dimension 2. Soit

(gé)¢=<3?)m+(i)“ (9)
y=(1 0)=,

qui correspond aux équations différentielles suivantes:

le systéeme:

T2 =71+ U, (a)

O=a+u, (b (10)

avect = (z, =,)7. En dérivant I'’équation ( 10b), on obtient la réponse temporelle:

na(t) = —i(t) — u(t),
zo(t) = —u(t). (11)

ou interviennent les dérivées de ’entrée. En fait z,(¢) et z2(t) correspondent a
des combinaisons des dérivées successives de u a l'instant ¢ et dépendent uniquement
de la valeur de u et % a cet instant. Il n’y a pas d’effet cumulatif da a 'intégration de
I’entrée. C’est pourquoi z(t) réagit de facon instantanée aux variations de u(t). Un
tel systeme est dit rapide. En fait il serait plus exact de dire infiniment rapide.
En revanche un systeme régulier présente un effet cumulatif, dG a l'intégration de
u, et ce quelles que soient ses dynamiques. On peut donc le qualifier de lent com-
parativement a un systeme généralisé. Retenons ces dénominations lente et rapide.
On les retrouvera un peu plus loin lorsqu’il s’agira de séparer les différents types de
dynamiques qui composent un systéme généralisé quelconque.

Considérons, pour continuer, une entrée particuliere, un échelon a ¢ = #q:

u(t)
u(t)

1, pourt > t,,
0, pourt <t

0 to t
Fig. 2.1: échelon u(t)at=tg

La présence des dérivées de l’entrée dans l’expression analytique de la réponse
temporelle est a l'origine de certaines difficultés. Si on récrit z;(t) avec l'entrée
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précédente, on obtient:

z,(t) =0, pourt <,
z:(t) = =1, pourt >ty

et il faut admettre que z; n’est pas définie pour ¢t = t,.

-zt
1
?
0 to t

Fig. 2.2: réponse temporelle z,(t)

Une premiere conclusion s’impose. Alors que la réponse temporelle d’un systeme
régulier est continue, lorsque l’entrée est continue par morceaux, pour un systéme
généralisé il n’en est rien! La réponse temporelle fait apparaitre des discontinuités,
voire des problemes de définition aux points ou ’entrée est elle-méme non dérivable,
comme vient de l'illustrer 'exemple précédent.

Remarque : la réponse temporelle du systeme non différentiel z = u n’est pas
continue lorsque 'entrée u(t) est continue par morceaux mais non continue. Ce
systeme ne peut étre qualifié de régulier au sens ou 'on a défini ce terme dans la
section 1.1 du chapitre 1, car r = 0 et n > 1. Par contre la réponse temporelle du
systeme différentiel régulier £ = Az + Bu est continue lorsque u(t) est continue par
morceaux, et plus généralement k£ + 1 fois continiument dérivable lorsque u est k fois
continiiment dérivable.

Les discontinuités qui affectent la réponse temporelle, ainsi que les arguments qui
suivent vont nous inciter a adopter un autre point de vue.

¢ Rappelons d’abord que notre modele doit étre aussi proche que possible de
Pobservation. Lorsque ’on modélise certains phénomenes électriques (décharge
de deux condensateurs mis en parallele) on obtient justement une équation du
type ( 9). Au moment de la commutation on peut observer une impulsion
caractérisée par une forte tension pendant un tres bref instant. Cette impulsion
doit apparaitre dans la réponse temporelle de ( 9).

e D’autre part, la théorie des équations différentielles linéaires affirme que le
systeme ( 9) est de rang 1, et doit de ce fait posséder un degré de liberté. Pour
Iinstant, la solution obtenue ne possede aucun degré le liberté.

e Un dernier argument consiste a considérer le systeme ( 9) comme la limite
lorsque ¢ — 0 de I’équation:

(@ 2= (6 9)== ()



Chapitre 2 27

En considérant la méme entrée que précédemment, et en appelant z,(07), et
z5(07) les conditions initiales des vecteurs z,(t) et z,(t), on obtient la réponse
temporelle suivante:

21(t) = ez, (07) — Ze t/ez,(07),
z5(t) = e~ <x,(07).
pour 0 <1 < t, et:
21 (t) = e7ex,(07) — Letx,y(07) + emlmtole — 1 — Lt —t5)e(t=to)/e,
zo(t) = e Moz, (07) 4 e~ (t-tod/e — 1,

pour t > ;.

Dans ce qui suit nous allons étudier le comportement limite de la réponse tem-
porelle z(t), lorsque € tend vers 0. Pour cela nous serons amenés a introduire
6 la distribution de Dirac. Pour des raisons de simplicité, et bien que cette
approche ne soit pas completement rigoureuse sur le plan mathématique nous
traiterons 6 comme une fonction ordinaire que nous noterons §(t).

Définition 2.1:
8(t) est la limite d’une suite de fonctions f,(t) qui vérifie:

+o0
Vn > 0, / Fa(t)dt = 1,

et quelque soit t # 0, f,.(t) tend vers 0 lorsque n tend vers !’infini.
Par abus de langage on écrit souvent:

§(1)=0, Vt#0,

8(0) = +o0,
et:
+o0
/ §(t)dt = 1.
Considérons la fonction:
t

flt,e) = 6—26_t/‘, t>0, €>0.
Pour montrer que f(t,¢) tend vers §(t) lorsque € tend vers 0, définissons la
suite

€, =—, n>0,
n

et étudions le comportement de la suite de fonctions:

Yn >0, fa(t)=n*te™, t>0.
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D’une part pour t # 0, f,(t) tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini, et d’autre
part:

+oo
Yn > 0, / nite ™dt = 1.
0

Lorsque € tend vers 0 nous avons alors:
t —t/e

6—26 — 6(t),

la "fonction’ de Dirac a t = 0, et de la méme fagon nous pouvons montrer que:

1 —(t—

6—2(t — to)e (t—to)/e — iy 5(t e t()),

la fonction’ de Dirac a t = ty. La solution limite obtenue est donc de la forme:

21(t) = —22(07)8(t) — u(t) — 8(¢ — to) — u(t),
’Eg(t) = —u(t)’
pour tout ¢t > 0. Ainsi, z;(¢) présente une impulsion aux instants ¢t = 0 et

t = ty. La présence de la condition initiale z,(07) assure un degré de liberté a
la solution.

0 to t

Fig. 2.3: réponse temporelle z;(¢) avec modélisation des impulsions

—.’132(0_)

0 to t

Fig. 2.4: réponse temporelle z5(¢) avec modélisation des discontinuités

En introduisant des fonctions’ de Dirac dans la réponse temporelle, nous pouvons
modéliser les impulsions qui affectent le comportement du systeme. En outre, on
observera des discontinuités sur z, a t = 0 pour certaines conditions initiales dites
incompatibles (ici si z,(07) # 0).

Pour finir considérons la fonction de transfert du systeme précédent:

Y(s)=C(sE — A)'BU(s)=—(1 0) ((1) f) (1) U(s)=—(1+ s)U(s).

La fonction de transfert d’un systeme généralisé admet une partie polynomiale ou
non propre.
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2 Formes canoniques et séparation des
dynamiques

L’exemple précédent correspond a un systéme généralisé sans aucun mode dynamique
fini. En pratique, la situation est rarement aussi simple. Le modele obtenu fait le
plus souvent intervenir conjointement des modes exponentiels et impulsionnels. La
premiére étape de notre analyse consiste a séparer les différentes dynamiques, au
moyen de transformations et formes équivalentes.

2.1 Relations d’équivalence

2.1.1 Equivalence de matrices et de faisceaux de matrices

Définition 2.2:

Deux matrices constantes A, et Ay de méme dimension m*n sont dites
€quivalentes si, et seulement si, il existe deur matrices carrées, cons-
tantes, réguliéres, P € IR™™ et () € IR™" telles que:

PAlQ = A2.

Conformément a cette définition, Gantmacher introduit en 1959 la notion d’équiva-
lence stricte pour les faisceaux de matrices [35].

Définition 2.3:

Deux faisceaur de matrices rectangulaires sFEy — Ay et sEy — Ay, de
méme dimension m xn sont dit strictement équivalents si, et seulement
st, il existe deur matrices carrées, constantes, réguliéres, P € IR™™ et
Q € IR™" telles que:

P(SEl - Al)Q = SE2 - Ag.

Par ailleurs on appelle faisceau régulier un faisceau de matrices qui vérifie la propriété
suivante [35]:

Définition 2.4:
Un faisceau de matrices carrées sE — A est régulier si, et seulement st,
le déterminant de sE — A ne s’annule pas identiquement.

Gantmacher propose une forme canonique qui s’applique entre autre a tout faisceau
régulier. Quelles que soient les matrices A et E, de dimension n * n, telles que
|sE — A| # 0, il existe deux matrices régulieres, P et Q) telles que:

P(sE — A)Q = <SIBA1 I_OSN) ,
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ou A; est de taille d * d, et N est une matrice nilpotente de taille (n — d) * (n — d),
d’indice de nilpotence v, constituée de k blocs diagonaux:

0 1 0 ... 0

N = diag{N; = | 0 0 1 0|}, i=1,...,k
0 1
0 . 0

2.1.2 Equivalence de systemes

S’inspirant des travaux de Gantmacher, H.H. Rosenbrock {70] applique, en 1974, la
notion d’équivalence aux systemes différentiels, et définit ’équivalence stricte entre
deux systemes (en anglais: Restricted System Equivalence ou rse).

Définition 2.5:

Deuz systéemes:
Eiz(t) = Ayz(t) + Byu(t),
y(t) = Cra(t),

et:
Eqz(t) = Aqz(t) + Bau(t),
y(t) = Caz(t),

sont strictement équivalents si, et seulement si, il existe P et () deux
matrices régulieres telles que:

P 0 sk, - A, -8B @ 0\ [sE,—A, —-B,
(6 )™ )@ )= ) o

La rse est reflexive, symétrique, et transitive, de plus elle conserve des propriétés im-
portantes du systeme ( valeurs propres, etc...). Le comportement de deux systémes,
qui sont en rse, est identique.

De plus, I'exploitation de la forme canonique proposée par Gantmacher permet de
découpler tout systeme généralisé en deux sous-systeémes indépendants. Quelles que
solent les matrices £, A, B, C, telles que [sE — A| # 0, il existe P et ) deux matrices
régulieres telles que:

P O\(sE—A -B\[(Q 0 si=A 0 =B
0 I c 0 0o 1)~ 0 [I-sN -5
Cl Cg 0

Remarque

En 1981, G.C. Verghese, B.C. Lévy, et T. Kailath [93] montrent que ’équivalence
stricte est inutilement restrictive. En effet, cette approche ne distingue pas les modes
non dynamiques du systeme des modes dynamiques impulsionnels. Pourtant cer-
tains modes entrainés, dus a des relations algébriques entre les variables internes
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peuvent étre €éliminés. On ne conserve que leur contribution dans la matrice de
transfert. G.C. Verghese, B.C. Lévy et T. Kailath définissent 1’équivalence forte (en
anglais: Strong Equivalence ou se).

Définition 2.6:
Deuz systemes:

y(t) = Chz(t) + Dyu(t),
et:

y(t) = Cax(t) + Dou(t),
sont fortement équivalents si, et seulement si, il existe P et ) deux
matrices régulieres, U et V deuz matrices telles que UE, = E\V = 0,
et:

P 0 sEy— A -B Q VY _ [sE;—A;, —-B,
(U 1)( o Dl)<0 1)‘( o Dg>‘(13)
Ce résultat associé a des opérations d’addition ou d’élimination des variables en-
trainées permet de simplifier la forme canonique précédente. En effet, la matrice
N est creuse. On ne conservera des modes entrainés que leur contribution dans la
matrice de transfert.

2.2 Formes canoniques

Dans le paragraphe qui suit, et dans le reste du mémoire, les matrices F et A sont
supposées étre carrées de dimension n * n

2.2.1 Forme standard

La forme standard correspond a la forme canonique proposée par Rosenbrock [70]
suite a des travaux préliminaires de Weierstrass [96]. Pour tout systéme ( 2), vérifiant
la condition ( 5), il existe P et ) deux matrices carrées, constantes, régulieres telles

que:
(1 0 (A O [ B
rea=(§ ). pae=(% %) re=(5)

(14)
cQ=(C, C,), Qlz= (“1>

I3

A, est de dimension d * d, By et C; ont respectivement d lignes et d colonnes, et N
de dimension (n — d) * (n — d), est une matrice nilpotente d’indice v. Le systéme
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( 2) est strictement équivalent a la forme standard:

.'L'.l = Alzl + Bl'U,, (a)

y1 = Cizy,

N.’E.z = I + BQU,, (b) (15)
Y2 = Crz,,

¥y =y +Yy2

La détermination pratique de la forme standard est traitée dans ’annexe 1, et a
fait ’objet d’une publication lors du premier colloque des étudiants doctorants des
Ecoles Centrales [44]. Les méthodes usuelles, basées sur I’étude des espaces propres
généralisés sont rappelées, et des résultats originaux sont proposés.

2.2.2 Forme de Smith

Une autre forme canonique, utilisant I’équivalence entre E et sa forme de Smith,
peut étre proposée. Pour toute matrice carrée E, il existe P et () deux matrices
carrées, constantes, régulieres, telles que:

== I, 0
PEQ = ( - 0) ,
ou r est, rappelons le, le rang de E. )
En appliquant les transformations P et ) au systeme ( 2), on peut définir:
D AL A A 5 B = 5 A
PA = 3 PB = ™ ) C = C C ’
“ (Azl A22> <Bz) 9=iG )
(16)

avec A;; une matrice de dimension r * r, By une matrice de dimension r * p, et C
une matrice de dimension g*r. Le systeme ( 2) est strictement équivalent & sa forme

de Smith: . .
;= 411-’51 + A12Z2 + By, (a)

?]1 = Clil, _

0= Aglil + A%y + Byu,  (b) (17)
Y2 = Caiy,

y=19+92

L’obtention de la forme de Smith ne pose aucun probleme puisqu’il suffit pour
obtenir P et Q de déterminer la forme de Smith de E, c’est-a-dire de transformer E
a P'aide d’opérations élémentaires. Ces opérations sont des permutations de lignes
(ou de colonnes), des additions pondérées de lignes (ou de colonnes), et des multi-
plications de lignes (ou de colonnes) par un scalaire non nul.

De fagon a ne pas confondre la forme standard et la forme de Smith, on marquera
toujours les matrices Bl, Bz, C'l, é’g, et les vecteurs Iy, Z2, 91, y2 relatifs a la forme
de Smith avec un tilde.
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2.3 Séparation des dynamiques

L’utilisation conjointe des deux formes canoniques permet de séparer les différentes
dynamiques présentes dans le systeme initial.

Débutons cette analyse structurelle en considérant la forme de Smith. L’examen
des deux sous-systemes ( 17a) et ( 17b) obtenus nous montre que les variables
internes regroupées dans le vecteur Z,, peuvent étre déterminées uniquement a l’aide
d’équations algébriques correspondant a ( 17b) lorsque la matrice Az, est inversible.
Les modes associés a ces variables sont entierement déterminés par les modes associés
a z;. Ce sont des modes non dynamiques. Le systeme initial est donc composé de
r modes dynamiques, et de n — r modes non dynamiques .

d modes dynamiques finis
r — d modes impulsionnels

. \
(:h) _ (An Au) (zl)
0 A21 A22 5{2

l n — r modes non dynamiques |

r modes dynamiques {

Sil'on s’intéresse maintenant a la forme standard du systeme initial, on peut cons-
tater que cette transformation correspond a une division de ( 2) en deux sous-
systemes couplés uniquement par leurs entrées et leurs sorties. Le premier sous-
systeme associé a z; ( 15a) est régulier. Dans ce sous-systeme sont regroupés les
modes dynamiques finis de ( 2). Notons, de plus, qu’un choix approprié des matrices
P et () permet d’obtenir la matrice A; sous sa forme de Jordan. Dans ce cas le
découplage des dynamiques finis est complet. Le second sous-systéme associé a
z, ( 15b) regroupe tous les modes non dynamiques finis, c’est-a-dire les modes non
dynamiques déja mis en évidence avec la forme de Smith, et les modes impulsionnels
dont il a été question dans l'introduction .

| d modes dynamiques finis —‘

()= (5 ) ()

r — d modes impulsionnels
n — r modes non dynamiques

n — d autres modes {

Le systeme initial est donc composé de d modes dynamiques finis, de r—d modes
impulsionnels, et de n — r modes non dynamiques.
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Remarque: systemes sans mode impulsionnel

Les systemes généralisés, tels que r = d, c’est-a-dire tels que le rang de E est
égal au degré du déterminant de (sE — A), ont une structure simplifiée. De tels
systemes ne comportent pas de mode impulsionnel, et peuvent étre considérés comme
’association d’un systeme dynamique régulier de dimension r, et d’'un systéme non
dynamique de dimension n — r. Pour obtenir ce résultat démontrons le théoreme
suivant:

Théoréme 2.1:
Le systéme généralisé ( 2) n’a pas de mode impulsionnel si, et seulement
st, la matrice Ay, dans la forme de Smith ( 17) est inversible.

Démonstration: le systeme ( 2) n’a pas de mode impulsionnel si, et seulement
si, le degré de |sE — A| est égal au rang de F [27]. Or, d’apres ( 16):

deg |[sE — A| = deg |sPEQ — PAQ)|,

sl, — An —A12>
== d d t ?
¢ (de ( “hn —Ap)

=r & Ay inversible. O

En utilisant ce résultat, nous pouvons écrire qu'un syteme généralisé sans mode
impulsionnel est strictement équivalent a:

i = (An — A12A2_21A21)§71 + (Bl - Aleg—le:z)U,
5)2 =~'—A2_21A~21i1 - AZ—ZIBQ’U,, (18)
y = C121 + (a2,

Ce dernier systeme est bien ’association d’un systeme dynamique de dimension r
et d’un systeme non dynamique de dimension n — r.
On aurait tout aussi bien pu montrer que ’absence de mode impulsionnel est la
condition nécessaire et suffisante pour garantir la nullité de N dans la forme standard
( 15) de ( 2). D’ou:

T, = Az + By,

z, = —Byu,

y = 01(1:1 + Cz.’llg.

Remarquons qu’avec le changement de variables:

T, =3, Ty=3r+ A5 AnZi, A= An — AAR Ao,
B, =B, - Alez_zléz, B, = Az_zléz, Cy=C - C~’2A2_21A213 C, = Cy,

nous retrouvons le résultat précédent. Un systéme sans mode impulsionnel a donc
les caractéristiques suivantes:
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e La matrice NV dans la forme standard de ( 2) est nulle. Donc z, ne dépend
que de u et non pas de ses dérivées sucessives:

T, = —Byu.

e La matrice Ay, dans la forme de Smith de ( 2) est réguliere ce qui permet
d’exprimer directement z, en fonction de z, et u.

L’étude de ces systemes peut toujours se ramener a ’étude d’un systéme régulier,
mais comme l'ont soulevé les études des systemes singulierement perturbés la mo-
délisation de la variable rapide peut présenter des discontinuités au voisinage de la
couche limite [16].

3 Réponse temporelle

Connaissant maintenant le nombre exact de modes dynamiques finis, impulsion-
nels et non dynamiques, il est temps de donner 'expression générale de la réponse
temporelle. L’utilisation de la forme standard ( 15) permet de séparer les modes
dynamiques finis des modes impulsionnels et non dynamiques, et de résoudre chacun
des sous-systemes séparément.

3.1 Résolution du sous-systéme lent

Le sous-systeme lent, vérifié par le vecteur x,, est régulier, la réponse temporelle
correspondante est donc donnée par:

t
z1(t) = etz (0) + / =1 B (1) dr. (19)
0

3.2 Résolution du sous-systéme rapide

Considérons une entrée u, qui est v — 1 fois continiment dérivable en ]0, +oof.
L’équation ( 15b) dérivée et multipliée par N un nombre suffisant de fois pour faire
apparaitre N” = 0 permet d’exprimer la solution z,(t) pour t > 0.

Nzo(t) = zo(t) + Byu(t),
N2Z,(t) = Niy(t) + NByu(t),

N":z:g")(t) — N"“lx(z"_l)(t)+N”_IB2u(”"1)(t).

En sommant les v égalités précédentes, on obtient:

v—1

zo(t) = = Y N Bul(t). (20)

=0

Que devient la solution pour ¢t = 07 Suite aux arguments discutés dans I'introduction,
pour pouvoir tenir compte des discontinuités a l'instant initial, et éventuellement
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aux points ou I’entrée n’est pas continue, il est nécessaire d’introduire les *fonctions’
de Dirac dans la réponse temporelle.

Remarque : Nous pouvons considérer le systéme:
Nzy(t) = z,o(t) + Bau(t),
comme la limite du systeme différentiel régulier:
(—el + N)zy(t) = z2(t) + Byu(t), (21)

lorsque € tend vers 0.
La réponse temporelle du régime transitoire tend vers:

v=2
zo(t) = = 3 Nz, (07)69(¢),
1=0
lorsque ¢ tend vers 0.
Lorsque le vecteur d’entrée u(t) est au moins v — 1 fois continiment dérivable, la
réponse temporelle complete du sous-systeme impulsionnel est donnée par [13,23,
24,25,27,50,93]:

v—2 v=1

l'2(t) = - Z Ni+1$2(0—)6(i)(t) - Z NtBQU,(t)(t) (22)
1=0 1=0
Une expression analogue a ( 22) pourrait étre établie pour une entrée admettant
des discontinuités ou qui ne serait pas v — 1 fois continiment dérivable. Il faudrait
dans ce cas introduire la fonction’ de Dirac au point de discontinuité ¢t = tq, et
A, (@) = u(tg) — ul)(t5) le saut de la fonction u()(t) en t,, pour
1=0,...,v—1.

3.3 Compatibilité des conditions initiales

Parmi toutes les valeurs que peut prendre le vecteur z2(07), certaines vont retenir
plus particulierement notre attention, ce sont les conditions initiales compati-
bles. Elles sont telles que la réponse temporelle du systéeme ne présente pas de
discontinuité a I'instant initial. Cette condition est remplie si, et seulement si, il
y a continuité de z,(¢) au point ¢ = 0. Pour une fonction u(¢) qui est v — 1 fois
contintiment dérivable, la valeur z,(t) a I'instant ¢t = 0% est donnée par:
v—1
z,(0%) = = 3~ N Bu(0).
1=0
On appellera condition initiale compatible du sous-systeme rapide ( 15b) la valeur
z2(07) telle que z,(07) = z2(0%), c’est-a-dire telle que:
Cv-1
22(07) = = 3 N'Bou(0).

1=0
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L’ensemble des conditions initiales compatibles pour le systeme ( 2) est donc donné
par:
v—1

I. = {z(07) € R™, tel que ;(07) € R%, et z,(07) = = >_ N‘Bul¥(0)}. (23)

1=0

Remarque : notons ici que certains auteurs a 'image de Rosenbrock [70], et plus
récemment de Fliess [33] ont adopté une réalisation réguliere ou apparaissent les
dérivées de ’entrée:

z = Az + Bu,
y=Cc+ Dou+Dyu+...+ D,_jut-1,

Cette réalisation conduit 4 une réponse temporelles sans probleme de conditions
initiales incompatibles.

4 Commandabilité des systéemes généralisés

Les définitions et résultats suivants sont ceux que nous avons le plus souvent ren-
contrés dans la littérature [4,23,25,27,66,70,90,91,93,98]. Notons toutefois qu’il exis-
te d’autres notions de commandabilité et d’observabilité qui recoupent partiellement
ou totalement celles présentées ici.

4.1 Atteignabilité

Définition 2.7:

Le vecteur w € IR™ est dit atteignable, si il existe une ou des conditions
initiales compatibles z(07) € I., une commande u, v—1 fois continiment
dérivable par morceauz, et un instant t; > 0 tels que z(t,) = w.

On appelle R(z(07)) ’ensemble des états atteignables a partir de z(0~) € I., et R
I’ensemble des états atteignables par le systeme ( 2) pour des conditions initiales
compatibles:

R= |J R(=(07)).

r(0~)el:

4.2 C-commandabilité

La notion de C-commandabilité concerne la commandabilité complete du systeme
sur IR", c’est-a-dire la commandabilité de tous les modes dynamiques finis et im-
pulsionnels.

Définition 2.8:
Le systeme ( 2) est dit C-commandable ou commandable si il est com-
mandable sur IR, c’est-a-dire si pour tout instant t; > 0, pour tout
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vecteur de conditions initiales (07) € IR™, et pour tout vecteur w € IR™,
il existe une commande u, v—1 fois continiment dérivable par morceaur,
telle que z(t1) = w.

Les propositions suivantes sont équivalentes [25,27,98]:
e le systeme ( 2) est commandable,

e les sous-systémes lent (z,) et rapide (z;) de la forme standard ( 15) sont tous
deux commandables,

2

e la matrice D. de dimension (n* n(n + p — 1)) est de rang plein n?,

—A B
E —-A B

E B

4.3 R-commandabilité et commandabilité du sous-systéme
rapide

La notion de R-commandabilité concerne la commandabilité des modes dynamiques

finis du systeme { 2), c’est-a-dire la commandabilité du sous-systeme lent ( 15a)

de la forme standard. Rappelons qu’un mode exponentiel A; du systéme ( 2) est

commandable si son espace propre est atteignable. D’autre part, la commandabilité
du sous-systeme rapide concerne le systeme ( 15b).

Définition 2.9:

Le systeme ( 2) est dit R-commandable si il est commandable sur R,
¢’est-a-dire si pour tout instant t; > 0, pour tout vecteur de conditions
initiales compatibles £(07), et si pour tout vecteur w € R, il existe une
commande u, v — 1 fois continiment dérivable, telle que z(t;) = w.

Les principales caractérisations de la R-commandabilité sont résumeées dans les
propositions suivantes qui sont toutes équivalentes [25,27,98]:

e le systeme ( 2) est R-commandable,
e le sous-systeme lent (z;) de le forme standard ( 15) est commandable,

o Y75 Im (A{By) = RRY,

le rang de (sE — A, B) est égal a n, pour tout s,
e Im (s£ — A)+ Im B = IR", pour tout s,

le rang de la matrice (By, A By, ..., AT By) est égal a d,
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e la matrice Dg, de dimension (kn * k(n + p)), est de rang plein kn, k étant un
entier quelconque supérieur ou égal a d,

—A B
E -A B
Dp = E - B
: A .
E -A B
Les caractérisations de la commandabilité du sous-systeme rapide s’obtiennent de

facon analogue a celles concernant le sous-systeme lent. Les propositions suivantes
sont équivalentes [25,27,98]:

e le sous-systéme rapide (z;) de la forme standard ( 15) est commandable,
o Y% Im (N'B;) = R,

e le rang de la matrice (£, B) est égal a n,

e Im £+ Im B = R,

e le rang la matrice (N, B,) est égal a n — d,

e Im N+ Im B, = R"¢,

e le rang de la matrice (B;, NBa,...,N*"1B;) est égal & n — d.

4.4 TI-commandabilité

La notion d’I-commandabilité concerne la commandabilité des modes impulsionnels.

Définition 2.10:

Le systeme ( 2) est dit I-commandable si pour tout vecteur de conditions
initiales z5(07), pour tout 7 € IR, et pour tout vecteur w € IR"¢, il
eziste une commande u, v — 1 fois continiment dérivable par morceauz,

telle que:
v—1
——Z«S HNH2,(07) — D N'BA 25 It — 7)N*F 1w
1=0 1=0 1=0

avee A, (ul(t)) = u (%) — ) (77), pour tout 1 = 0,...,v — 1.

Le systeme ( 2) est I-commandable si tous ses modes impulsionnels peuvent étre
excités a I’aide d’'une commande u qui ne contient pas d’impulsion. Les propositions
suivantes sont équivalentes [25,27 98]:

e le systeme ( 2) est I-commandable,

¢ le sous-systéme rapide (z;) de la forme standard ( 15) est I-commandable,
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Im N = Im S N'B,,
Im N+ Im B,+ Ker N = R"¢,

1 dEOO——+r
erangeAEB—n7

il existe une matrice K telle que le degré de det(sE — (A+ BK)) soit égal a r,

la matrice ( Ay, B, ) obtenue avec la forme de Smith de ( 2) est de rang n—r,

il existe une matrice K, telle que la matrice (Agp + Bzf(z) dans la forme de
Smith ( 17) soit inversible.

Pour résumer les notions précédentes nous pouvons écrire que:

e la R-commandabilité traduit la capacité a commander le sous-systeme lent,
c’est-a-dire la capacité a déplacer de facon arbitraire les modes dynamiques
finis du systéme ( 2),

e la commandabilité du sous-systeme rapide traduit, comme son nom l'indique,
la capacité a commander le sous-systeme rapide,

e la [-commandabilité traduit la capacité a éliminer les modes impulsionnels, ou
plutot a les transformer en modes exponentiels,

Ces notions s’impliquent les unes les autres selon le schéma:

R-commandabilité
+
commandabilité du
sous-systeme rapide

C-commandabilité &
} = I-commandabilité

5 Observabilité des systéemes généralisés

Nous définissons dans cette section les notions de C-observabilité, de R-observabilité,
d’observabilité du sous-systeme rapide, et d’I-observabilité qui sont duales de celles
présentées dans la section précédente [23,25,27,98].

5.1 C-observabilité

Définition 2.11:

Le systeme ( 2) est dit C-observable ou observable si la connaissance de
la commande u(t) et de la sortie y(t) sur [0, +oo| est suffisante pour
déterminer la condition initiale x(07).

Les propositions suivantes sont équivalentes [25,27,98]:
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le systéme ( 2) est observable,

les sous-systemes lent (z,) et rapide (z2) de la forme standard ( 15) sont tous
deux observables,

=0 Ker(C14;) ®NiZp Ker(C:NY) = {0},
la matrice ©¢ de dimension (n(n + ¢ — 1) * n?), est de rang plein n?,
-A FE
-A FE
—-A E
Oc=| C
C

C

R-observabilité et observabilité du sous-systéme rapide

Définition 2.12:

le systéme ( 2) est dit R-observable si il est observable dans R l’espace
des états atteignables, c’est-a-dire si la connaissance de la commande
u(t) et de la sortie y(t) sur [0, +oo| est suffisante pour déterminer tout
vecteur 2(07) de conditions initiales compatibles appartenant a I..

Les propositions suivantes sont équivalentes [25,27,98]:

Le systeme ( 2) est R-observable,

le sous-systeme lent (z;) de la forme standard ( 15) est observable,

. s L s
le rang de la matrice ( ) est égal a n, pour tout s,

C

Ker (s£ — A)N KerC = {0},
Ch
. Ci4 R
le rang de la matrice : est égal a d,
C1A{!

N Ker(C1AY) = {0},

la matrice O de dimension (k(n + ¢) * kn) est de rang plein kn, k étant un
entier quelconque supérieur ou égal a d,
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A E \
A E
~A E
—A
or=| .
C
C

De la méme facon on caractérise ’observabilité du sous-systéme rapide a 'aide
¢

des propositions suivantes qui sont toutes équivalentes [25,27,98]:

e le sous-systéme rapide (z;) de la forme standard ( 15) est observable,

5.3

le rang de la matrice (g) est égal a n,
KerE N KerC = {0},

N R
02) est égal a n — d,

le rang de la matrice (

KerN N KerC; = {0},
&

le rang de la matrice 2 est égal an —d,

CoN*!
N:=d Ker(CzNY) = {0}.

I-observabilité

Définition 2.13:

Le systeme ( 2) est dit I-observable si pour tout instant T, la connaissance
des impulsions de la sortie et des discontinuités de [’entrée a l'instant
T est suffisante pour déterminer les impulsions du vecteur r au méme
instant.

Les propositions suivantes sont équivalentes [25,27,98]:

o le systeme ( 2) est I-observable,

e le sous-systeme rapide (z;) de la forme standard ( 15) est I-observable,

Nz Ker(CoNY) N ImN = {0},
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v~} Ker(C;N*) = KerN,

o KerNN KerCy; N ImN = {0},
E A

o le rang de la matrice | 0 E | est égal a n 4+ r,
0 C

il existe une matrice K telle que le degré de det(sE — (A + KC)) soit égal a r,

la matrice (AZ, CT)T obtenue avec la forme de Smith de ( 2) est de rang
n—r,

e 1l existe une matrice 1;’2 telle que la matrice (A, + f(gég) dans la forme de
Smith ( 17) soit inversible.

De méme que précédemment nous pouvons établir une relation d’ordre entre les
différentes notions d’observabilité:

R-observabilité
+
observabilité du
sous-systeme rapide

C-observabilité <
} = Il-observabilité

6 Conclusion

L’analyse structurelle des systemes généralisés fait intervenir deux formes canoni-
ques obtenues par transformations équivalentes du systeme initial ( 2). D’une part,
la forme standard ( 15) permet de séparer les modes dynamiques finis des modes
impulsionnels et non dynamiques. D’autre part, la forme de Smith ( 17) permet
de séparer les modes non dynamiques des modes dynamiques. Nous avons montré
que le systeme ( 2) est composé de d modes dynamiques finis, n — r modes non
dynamiques, et » — d modes impulsionnels. Ce sont ces derniers qui constituent
véritablement la spécificité de tels systemes. Ils se traduisent par des discontinuités
dans la réponse temporelle du systeme.

Pour pouvoir aborder les problemes de commande et la synthese d’observateurs, nous
avons rappelé les principaux résultats concernants la commandabilité et ’observabi-
lité des systemes généralisés. Outre les notions de R-commandabilité et de comman-
dabilité du sous-systeme rapide (respectivement de R-observabilité et d’observabilité
du sous-systéme rapide) qui peuvent apparaitre comme des conséquences directes
du découplage réalisé par la forme standard, nous avons vu émerger une notion
nouvelle: la I-commandabilité (respectivement I-observabilité). Moins forte que la
commandabilité du sous-systeme rapide, la I-commandabilité traduit notre capacité
a éliminer les modes impulsionnels par un retour d’état statique.

Nous expliquerons, dans le chapitre suivant, pourquoi cette élimination est au cceur
de nos préoccupations, et comment nous pouvons supprimer les comportements
impulsionnels par 'ajout d’'un précompensateur dynamique lorsque ces modes ne
sont pas commandables.
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Procédures MATLAB

STAND calcule la forme standard du systeme généralisé défini par le quadruplet
(E,A,B,C). La fonction retourne les matrices Ay, N, By, By, C;, C; et les deux
matrices de changement de variables P et (). De la méme fagon, SV DF M calcule la
forme de Smith du systéeme. La fonction retourne les matrices Ay, Aya, As1, Age, B, Ba, C,
et C,, et les matrices de changement de variables Pet Q.

La fonction SINSIM trace la réponse temporelle du systéme généralisé, ainsi que

les conditions initiales.

Les fonctions RCONT, FCONT, et ICONT caractérisent les notions de R-com-

mandabilité, de commandabilité du sous-systéme rapide, et de I-commandabilité.

nom de la fonction | matrice calculée

RCONT [Bl,AlBl,...,A‘li"lBl]

FCONT [BZ,NBQ,...,N”“IBz]
E 0 0

ICONT (A E B)

Les fonctions ROBSV, FOBSV, et IOBSV caractérisent les notions de R-obser-

vabilité, d’observabilité du sous-systeme rapide, et de I-observabilité.

nom de la fonction | ROBSV FOBSV I0OBSV
G C, B
. , Ci A, C,N A
matrice calculée : : 0 F
: : 0 C
CIA‘f_l CoNv—1
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3. PRECOMPENSATEUR DYNAMIQUE
ET ELIMINATION
DES COMPORTEMENTS
IMPULSIONNELS

Dans ce chapitre nous nous penchons sur la principale difficulté propre aux systemes
généralisés: la présence de comportements impulsionnels. Comment éliminer ces
discontinuités?

Lorsque les modes impulsionnels sont commandables, une commande par retour
sur ¢ permet de résoudre le probleme. Les principaux résultats concernants cette
méthode sont rappelés. Dans le cas plus général, ou les modes impulsionnels ne
sont pas commandables, nous introduisons un précompensateur dynamique dont
’effet consiste a absorber les dérivées de ’entrée. Une forme réguliére appelée forme
augmentée est batie autour de ce précompensateur. D’autre part un algorithme
qui minimise la taille du précompensateur est proposé. Enfin, I’élimination des
comportements impulsionnels par le biais de ce correcteur dynamique, est détaillée.
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1 Introduction

Le chapitre précédent a montré que les comportements impulsionnels sont la source
de nombreuses difficultés qui peuvent apparaitre dans ’analyse ou la commande des
systemes généralisés. Ces discontinuités peuvent heureusement étre éliminées. Deux
méthodes sont proposées: une commande par retour sur z (nous évitons d’employer
le terme retour d’état puisque z ne correspond pas vraiment a 1’état du systeme),
et une commande par précompensation dynamique, qui constitue la part originale
de ce chapitre.

e La commande par retour sur z peut étre soit proportionnelle, soit propor-
tionnelle plus dérivée. Il s’agit de modifier la structure du systeme en boucle
fermée, en déplagant les modes impulsionnels. Cette commande peut étre com-
binée avec un second retour qui déplace les modes dynamiques finis et assure
la stabilisation du systeme. Cette méthode présente différents inconvénients.
Elle ne peut étre appliquée qu’avec des systemes I-commandables dont on a
acces aux variables internes. Lorsque cela n’est pas possible, il faut construire
un observateur de ces variables, y compris des variables singulieres. Nous ver-
rons par la suite (chapitre 5) que cette construction pose un certain nombre
de problémes.

Q SYSTEME

Fig. 3.1: Elimination des discontinuités par retour sur «

e La commande par précompensation dynamique est une commande en boucle
ouverte qui supprime les discontinuités en lissant ’entrée grace a des intégra-
tions successives. En effet, le chapitre 2 nous a montré que les discontinuites
apparaissent si ’entrée n’est pas suffisamment dérivable. Une solution sim-
ple consiste donc a choisir des entrées suffisamment dérivables, ou a intégrer
I’entrée un nombre suffisant de fois avant de l'injecter dans le systeme, grace
au précompensateur H(s). Les inconvénients sont ceux de tous correcteurs en
boucle ouverte: a savoir la stabilité du systeme complet. Cet aspect de la ques-
tion sera développé dans le chapitre 4, cette partie privilégiant 'algorithme de
construction de H(s).

— PCOMP SYSTEME |—

Fig. 3.2: Elimination des discontinuités par précompensation
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La premiere section est consacrée a |’élimination des modes impulsionnels par re-
tour sur z. Les principaux résultats sont rappelés, ainsi que les hypotheses re-
quises. La seconde section est consacrée a la commande par précompensation dy-
namique. Cette méthode développée dans un premier temps pour des systemes
mono-entrée, est ensuite étendue aux systemes multi-entrées, en minimisant la di-
mension du précompensateur. Ces travaux ont fait I’objet d’'une publication lors de
la conférence IEEE / SMC93 [45]. Nous détaillons les résultats sur un exemple dans
la troisieme section. Dans la quatrieme section nous montrons comment ’algorithme
de précompensation minimal permet de déterminer les poles a l'infini du systéme
initial avec leur ordre de multiplicité.

2 Elimination des discontinuités par
retour sur z

Nous nous intéressons dans cette partie a deux classes particulieres de retours sur
z: le retour proportionnel (P), et le retour proportionnel plus dérivé (PD), et nous
rappelons comment ils permettent d’éliminer les modes impulsionnels.

2.1 Retour proportionnel

Les résultats qui suivent sont principalement dus a Cobb, Lewis et Armentano
[4,23,50]. 1l s’agit pour une certaine classe de systemes généralisés d’éliminer par re-
tour (P) les discontinuités qui peuvent affecter le comportement du systéme. Le
systeme en boucle fermée pourra alors étre considéré comme 1’association d’un
systeme dynamique et d’un systeme entrainé (voir chapitre 2, section 2.3).

Lorsque le systeme considéré comporte un ou plusieurs modes impulsionnels qui sont
tous commandables, il est appelé I-commandable, et d’apres les résultats rappelés
dans la section 4.4 du chapitre 2, la matrice (A, B;) dans la forme de Smith ( 17)
est de rang n — r. De ce fait, il existe une commande u = K%, + v telle que la
matrice (Agp + Bzf(z) soit réguliere [23,25,27,98]. Considérons une telle commande,
le systeme ( 2) en boucle fermée est strictement équivalent a:

Ii’l = (A — (A + 31[;'2)(/122 + Bzfﬁ’z)_lAm)iH-
(Bl — (A2 + Blkz)(Azz + 32[;'2)_1[32)11,

Ty = —(An+ B21;’2)—1A215?1 — (A + szz)_léw,
Yy = éli'l + é;gf?Q.

Ce systeme ( 24) est 'association d’un systéme dynamique de dimension r, et d’un
systeme non dynamique de dimension n — r. Définissons:

g (4 0 A= A — (A2 + BiK2)(Ap + BoKy) ™' Ay 0
Yo 0)° A (A22 + By JS3) T Axy 1)



Chapitre 3 49

Pour étre complet, nous allons montrer que le systeme en boucle fermée vérifie
toujours I’hypothese préliminaire d’existence et d’unicité de la solution qui a été
énoncée dans le chapitre 1, c’est a dire que le déterminant de (sEy; — Ays) n’est pas
identiquement nul. Cette vérification est indispensable car la régularité du faisceau
n’est pas conservée par retour sur z.

Théoreme 3.1:
Le déterminant de (sEy; — Ayy) est de degré r.

Démonstration:

deg |(sEps — Ass)]

deg | s, 0)  [An— (A + BiK,) (A + ByKy) ' Ay 0
&lo o (A + BaK3) 1A, I

deg | sl, — (A1 — (A + Blf(z)(Azz + B21~(2)—1A21) 0 |
- & —(A22 + B2[{2)—1A21 -] ’

= deg|sl, — (A — (A2 + BIR,2)(A22 + Bzfzz)‘lAzl)L

l,

= r. O

2.2 Retour proportionnel plus dérivé

Introduit pour les systémes singuliers par Langenhop [41], en 1979, le retour (PD)
permet de déplacer simultanément les valeurs propres des matrices A et E, et de
modifier profondement la structure du faisceau (F, A). Il permet en outre d’atténuer
la sensibilité au bruit, et de changer ’ordre de la dynamique du systeme [27,42,52,76).
On ne retiendra dans ce paragraphe que les résultats qui concernent directement
I’élimination des modes impulsionnels.

Pour Dai, Mukundan et Ayawansa [27,61], il s’agit de déplacer les valeurs propres de
E et de A afin d’obtenir un systéme strictement propre en boucle fermée. On appelle
normalisation ce type de commande. Toutes les difficultés propres aux systemes
généralisés sont gommées en une seule opération. V.X. Le [42], quant a lui, introduit
le retour (PD) uniquement pour suprimer les modes impulsionnels en déplacant les
valeurs propres de (£, A).

2.2.1 Retour (PD) et normalisation

La notion de normalisation est due a Dai [27]:

Définition 3.1:

Le systéme ( 2) est dit normalisable, si il eriste une commande
u= Kiz— Kyz+v telle que le systéme en boucle fermée soit strictement
propre, c’est-a-dire telle que det (E + BK;) # 0.
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Dans ce cas nous pouvons écrire:
t = (E + BK,)""(A+ BK;)z + (E + BK;) ' B,wv.

Cette démarche est malheureusement limitée a une classe de systemes peu étendue,
comme le montrent les propositions suivantes qui sont toutes équivalentes [27]:

e le systeme ( 2) est normalisable,

¢ le rang de la matrice (E, B) est égal a n,

e le rang de la matrice (N, B,) est égal a n — d,

e le sous-systeme rapide ( 15b) de la forme standard de ( 2) est commandable.

Les hypotheses requises pour la normalisation sont encore plus fortes que celles
nécessaires dans le paragraphe précédent, car la commandabilité du sous-systéeme
rapide entraine la [-commandabilité (voir le chapitre 2, section 4).

2.2.2 Retour (PD) et placement de tous les péles

V.X. Le [42] introduit un retour (PD) de facon a éliminer les modes impulsionnels, &
garantir la régularité en boucle fermée, et a placer ’ensemble des péles finis en une
seule étape. Cette méthode est plus directe que la commande par retour (P) qui
nécessite, un intermédiaire supplémentaire: le calcul du systeme en boucle fermée
( 24) apres le premier retour qui élimine les modes impulsionnels. V.X. Le pour sa
part raisonne sur la forme standard ( 15) du systeme ( 2). Soient:

e legain K; € IRP qui place arbitrairement les poles finis de ( 15a) en Ay, ..., Ag
(voir chapitre 4),

e le gain K, € RP("~% qui élimine les » — d modes impulsionnels de ( 15b) et
les remplace par r — d poles finis placés arbitrairement en Agyq,..., Ar,

Le retour (PD) défini par:

avec:

K! = (1-Ky(I-sN)"'B,K,),

réalise simultanément I’élimination des modes impulsionnels et le placement des r
poOles finis.

L’un des inconvénients majeurs du retour (PD) réside dans la conception ou dans la
réalisation d’un observateur. D’autre part, lorsque le systeme n’est pas I-comman-
dable, cette méthode n’est méme pas envisageable
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3 Précompensateur dynamique et forme
augmentée

L’introduction d’un précompensateur est motivée par la méme exigence que celle
évoquée précédemment: éliminer les comportements impulsionnels. Dans cette sec-
tion, nous proposons une alternative lorsque le systeme n’est pas I-commandable, en
développant une commande dynamique en boucle ouverte, qui répond aux objectifs
annoncés. Un premier précompensateur trivial est proposé. Il donne une solution
du probléme dans le cas mono-entrée et en outre permet d’expliquer de facon tres
simple notre démarche. Pour des raisons de dimensionnement, nous montrons que
ce précompensateur ne saurait étre employé pour un systéme comportant de nom-
breuses entrées. Une réduction du nombre d’intégrateurs utilisés est étudiée, et
un précompensateur minimal est décrit. Ces résultats ont été présentés lors de la
conférence IEEE / SMC93 [45]. Notons que les probléemes de stabilité ne sont pas
étudiés dans ce chapitre, mais seront abordés ultérieurement dans le chapitre 4.

3.1 Systémes mono-entrée

Considérons le systeme ( 2) sous sa forme standard ( 15), avec u une fonction v — 1
fois continiment dérivable. Pour des conditions initiales compatibles, nous pouvons
écrire, d’apres 1’équation ( 22):

v-1
Tyg — — Z NzBQU(z).
1=0
Définissons v, une nouvelle entrée, comme étant la (v — 1)-ieme dérivée de u, et
le vecteur € comme étant (u, ... ,u(*~2 )T. Appelons H(s) le précompensateur

défini par:
1

Su-l'

U(s) = H(s)V(s), H(s)= (25)

H(s) permet de faire disparaitre les dérivées de I’entrée dans ’expression de z;. Une
réalisation du précompensateur ( 25) est donnée par ’équation:

¢ = Ape + Bpuv,
u = C};e ’ (26)
avec:
0 1 0 0 0
— ' (v=1)x(v-1) — v—1
Ap (1) €R , Bp e R, 21)
0 0 1

Cp=(1 0 ... ... 0)e R™t-D,
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X Jdint f+————] int int SYSTEME |H—

Fig. 3.3: Précompensateur mono-entrée

Une réalisation du systeme complet défini par I’addition du précompensateur et du
systeme initial est donnée par:

I 0 0 (i'] Al 0 Blcp T 0
0 0 0 .7')2 = 0 I —L2 I + —T2 v,
00 I)\¢ 0 0 Ap € Bp (28)

y = Ciz; + Caz,

avec:

Ly=—(B;, NB, ... N ?B;), T, =-N"'B,. (29)
La seconde ligne du systeme ( 28) correspond a un ensemble d’équations algébriques,
relativement aux vecteurs z,, € et a la nouvelle entrée v. Les modes de z, sont en-
trainés par les modes de €. Afin d’alléger I’écriture, on ne conserve dans la réalisation
du systeme complet que I'effet de ces modes entrainés sur les variables de sortie. En
définissant le vecteur z comme étant égal a (z7 € )T, nous obtenons le systeme
différentiel suivant: ~ ~
= Az + Bv,
Cz + D,

= A, B C - 0 _ B
A:(Ol APP>, B:(BP>, C:(Cl C2L2), D:CzT2.

Le systeme ( 30), appelé forme augmentée de ( 2), est de dimension n = d+v —1.

(30)

avec:

Remarques

e Simulation de systemes généralisés
Le précompensateur permet de simuler un systeme généralisé. Il suffit de
simuler le sous-systeme lent ( 15a) de la forme standard, puis de placer en
amont la cascade d’'intégrateurs. Les vecteurs x5 et y, sont construits a partir
des sorties des différents intégrateurs.

—CpN¥"1B, —C2NBy —C2B;

- int [~————= int int 1 = A1z1 + By C; LR Q Y

u u U

Fig. 3.4: Simulation avec le précompensateur mono-entrée
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e Minimalité de H(s)
Dans le paragraphe suivant nous nous intéresserons a la minimalité du précom-
pensateur dans le cas multi-entrées. Pour le cas mono-entrée nous pouvons
déja donner le résultat suivant:

Théoreme 3.2:
Lorsque u est scalaire, le nombre d’intégrateurs requis pour construi-
re H(s) est minimal si, et seulement si, N*"'B, # 0.

Démonstration: le résultat est immmeédiat, étant donnée I'équation:

v—1
2, =—3 N'Byul.
1=0
La dérivée (v —1)-ieme de u apparait dans I’expression de z, si, et seulement si,

NY"'B, # 0, et il faut exactement v — 1 intégrateurs pour la faire disparaitre.
0

Remarquons que cette condition se traduit de fagon tres simple sur les éléments
de BQ:
N = diag {N;}, i=1,...,k,

avec N; d’indice de nilpotence v; et ¥ = max v;. Avec un partitionnement
correspondant pour Bj:

By=((B)T ... (BHT)T,
nous avons:
N“7'By = ((N{T'BYT ... (NyT'BHT)T.

Supposons que v = v, dans ce cas la condition N*~1B, # 0 est équivalente &
la non nullité du dernier élément de B5. En effet:

0 1 0 ... 0\“!'/x
N/T'BE = ¢ 0 ,
: 1 X
0 0 bt
0 0 1 X b
_ ol|:]_1|o
- =1
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3.2 Systémes multi-entrées

Afin d’expliquer pourquoi il est nécessaire de réduire l'ordre du précompensateur
nous allons, dans un premier temps, appliquer le précompensateur trivial ( 25) & un
systeme généralisé ( 2) avec p entrées. Examinons cette construction sur ’exemple
suivant:

1 00 0 20 0 0 1 -1
00 10|, _fo1oo} o o]
000 1{* oo 10 R
0 0 0 0 00 0 1 0 1
10 0 1
y:(Ol_1 O)a:. (31)

Ce systeme est déja sous forme standard. Les matrices A; et N apparaissent ex-
plicitement dans A et E. De cette facon on peut obtenir directement la forme
augmentée . Avec cet exemple, nous avons v = 3, et d = 1. Le précompensateur
défini comme dans le paragraphe précédent est de dimension 4:

U(s) = V()

et la forme augmentée de dimension 5:

T, 21 -1 0 0 0 0
Uy 00 0 1 0 0 0

z=|u =40 0 0 0 1]z4+]|0 0w
Uy 00 0 0O 1 0
Uz 00 0 0O 0 1

Avec cet exemple nous constatons que le précompensateur construit avec le méme
nombre d’intégrateurs sur chaque composante de u, nécessite en tout p(v — 1)
intégrateurs. La réalisation ( 26) du précompensateur trivial correspond aux matri-
ces:

0o 7, 0 ... 0 0
— ' .. . .. . i p(v—1)*p(v—1) — p(v—1)
Ap . '. 0| €R , Bp 0 € R ’ (32)
: S
0 ... ... ... 0 I,
Cp=(I, 0 ... ... 0)e R™l1),

La forme augmentée résultante est de dimension 7 = d 4+ p(v —1). Le coiit pratique
de la réalisation augmente proportionnellement au nombre d’entrées. Pour réduire
ce colt nous allons montrer que p(rv — 1) intégrateurs ne sont pas nécessaires, et
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nous allons construire un précompensateur de dimension réduite.
Rappelons 1’expression de z,:

v—-1
Ty = — Z NiBgu(i),

1=0

qui fait apparaitre les vecteurs NByt, N2Byii, ... ,N*"1Byu*-1). 1l faut donc
au moins rang(N B,) + rang(N%B,) + ... + rang(N"~!B,) intégrateurs, et au plus
rang(N B;)+2+rang(N?B;)+...+(v—1)*rang(N"~' B;) intégrateurs. En effet, pour
construire N*B,u!? il faut au préalable avoir construit N*Byut=1,. . NiB,u. D’un
autre coté, ’expression de N*B,uli~!) peut dans certains cas étre utile pour former
Ni=1B,ul=1 et celle de N'B,u peut étre utile pour former Ni~!B,1,. .. N B,u.
Le probleme consiste donc a combiner au mieux les composantes de I’entrée avant
de les intégrer, c’est-a-dire, a réduire en colonnes la matrice M:

N*-'B, ... ... NB,
M= o ¢ Rr-De-10p(-1)

0 ... 0 NvIB,

Dans ce qui suit nous nous intéressons au probleme plus général:
v—1
X3(s) = G(s)U(s), G(s)=)>_s'M;, (33)
1=0

ou (G(s) est une matrice polynomiale de dimension (n — d) * p, dont les composantes
sont des polynémes de degré inférieur ou égal a v —1, et (M;)i=0..,—1 une séquence de
matrices constantes. Cette notation simplifie quelque peu ’écriture des équations,
et montre que l'algorithme peut aussi bien étre appliqué avec M; = N'B, pour
déterminer z,, qu’avec M; = C,N'B; pour déterminer y,, comme nous le ferons &
la fin du chapitre 3.

Nous allons détailler le précompensateur qui réalise la réduction en colonnes de la
matrice M:

My o . M
m=| 0
0 ... 0 M

Nous expliquerons quelles entrées doivent étre combinées, et ou placer les intégrateurs.
Puis nous montrerons que le précompensateur est minimal. Enfin, en appliquant
les résultats obtenus aux matrices M; = N'B,, nous construirons une réalisation du
précompensateur, et de la forme augmentée correspondante.

3.2.1 Construction d’un précompensateur réduit

La premiere étape est la suppression des dérivées d’ordre v — 1 de u.
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Théoréeme 3.3:
Etant donné G(s) défini par ( 33), il existe une matrice constante, réguliére
Q.-1 € RP*®, et une matrice diagonale:

(L., 0 0 0
H"“‘(S)_§< 0 0)+(0 1,,_”_1>’

ou r,_1 désigne le rang de M,_,, telles que:
G(s) = Gu-a(s)H 21 (s)Q721 + Mo.

G,-2(s) est une matrice polynomiale dont les composantes sont des polynémes

de degré inférieur ou égal a v — 2.
Démonstration: le résultat repose sur la réduction en colonnes de la matrice
M, _,. 1l existe une matrice réguliere @, _; € IRP*?, telleque M,_1Q,-1 = (R,_; 0),
avec R,_; € R"™=9*"v-1 de rang r,_,. Considérant G(s), on peut écrire:

G(s) = Mo+ (T MiQuar + 571 (Rumr 0))Q L4,

= Mo+ (S5 ' MiQuor Hua(s) + 7% (Rucn 0))HZ ()@,

avec:

I 0 0 0
-1 —_ Tu—1
e = (Mo )+ (5 L)

v—2
Gu_z(S) = ZS'MiQU—lHU—l(S) +Su_2(Ru_1 0),

i=1

En définissant:

nous obtenons le résultat escompté:
G(s) = Gooa(s)H 21 (s)QL, + Mo,

et toutes les composantes de G,,_,(s) sont de degré inférieur ou égal a v — 1.0

Le produit Q,_, H,_1(s) constitue le dernier étage de notre précompensateur. En
répétant v — 1 fois la décomposition précédente, nous supprimons toutes les com-
posantes polynomiales dans la matrice G(s), c’est-a-dire toutes les dérivées de I'entrée.
Définissons la séquence G(s) de matrices polynomiales:

Gur(s) = G(s),
Gk+1(3) = Gk(s)Hk—-I}l(S)Q;il + M(§+1a k = 07 eV 2’

avec: .
Gils) = Y 5" MY, (34)
1=0
et pour tout k = 0,...,v — 1, (MF);=0., une séquence de matrices constantes. Il
vient:

v—2

Gls)= S (M3 [ HN)Q) + My,

j=0 i=j+1
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Soit: »
H(s) = [1 QusHuei(s), (35)
1=1
nous obtenons l’expression suivante pour le produit G(s)H(s):
v—1 . J
G(s)H(s) = 3 M3 T[] QpiniHsails) + M. (36)
j=1 1=1
Pour tout ¢ = 1,...,v — 1, H;(s) est une matrice rationnelle propre, et d’apres

I’équation ( 36) il en est de méme pour le produit G(s)H(s). Le systeme défini par
U(s) = H(s)V(s),

est un précompensateur dynamique pour le systeme généralisé
Xa(s) = G(s)U(s),

comparable au précompensateur trivial ( 28) obtenu avec les matrices Ap, Bp, et
Cp définies dans ’équation ( 32). La différence entre les deux précompensateurs est
le nombre d’intégrateurs requis pour construire H(s). Dans le premier cas il s’agit
de p(v — 1) intégrateurs, et dans le second de V2! r;, avec r; = rang (M}). Les
matrices M} sont définies apres chaque itération de la procédure de construction
du précompensateur H(s) comme étant les matrices des coefficients de plus haut
degré dans le développement en série de Laurent de G;(s), la partie polynomiale du
transfert G(s) précompensée par:

liI Q.-;H,-;(s).

Etant donné que pour tout : = 1,...,v — 1, nous avons r; < p, il est évident que
cette construction nécessite moins d’intégrateurs que la précédente.

— Q1 H) - -« Qu_2f,_2 Qu—1Hyy SYSTEME -

Fig. 3.5: Précompensateur réduit

3.2.2 Minimalité du précompensateur

Nous montrerons dans ce qui suit que le précompensateur ( 35), réalise la réduction
en colonnes de la matrice M, et est minimal.

Théoreme 3.4:
Le nombre d’intégrateurs requis pour construire le précompensateur ( 35),

v—1

c’est-a-dire ) 2, 1;, est €égal @ h le rang de la matrice M.
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Démonstration: procédons par reccurence. Le nombre d’intégrateurs nécessaires
a la construction du (v — 1)-eme étage, c’est a dire r,_; vérifie:

r,—1 = rang M,_;.

D’autre part:

Mu—l Mu—2 _ Mu—l Mu—2 Qu—l 0
rang 0 M,,_l = rang 0 M,,__l 0 Qu_l y

avec M,_, € RUI*v-2 et M,,_l € R—dp-m-1) R . est de rang plein en
colonnes. Donc:

g (M1 ) g () g (et 0 )
0 M, R,_, 0 0 0 ’
=rangR,_; +rang (R,_;, M,_,),
= rangR,_, + rangM} 7,

=T, + Ty—2-

En répétant cette décomposition sur les matrices:

Moy ... ... M
M= 9 Sl =1 -2,
0 ... 0 M_

nous obtenons le résultat désiré. O

Théoreme 3.5:
h est le nombre minimal d’intégrateurs nécessaires pour construire H(s).

Démonstration: La minimalité est une conséquence directe des résultats obtenus
a partir des moments, et des matrices de Hankel. Utilisées depuis longtemps pour les
systemes réguliers, les matrices de Hankel sont étendues par Christodoudou [17,19,
21] pour les systemes généralisés. En particulier, il propose différents algorithmes,
pour déterminer une réalisation minimale de G(s), et il montre que 'ordre d’une
telle réalisation est donné par &, le rang de la matrice M. h est le nombre minimal de
dérivateurs nécessaires pour réaliser G(s), mais h est aussi le nombre d’intégrateurs
nécessaires pour construire H(s) de telle facon que le produit G(s)H(s) soit une
matrice rationnelle propre. De ce fait le précompensateur ( 35) est minimal. O

De plus en ce qui concerne les matrices Mg , nous avons le résultat suivant:

Théoreme 3.6: . ' '
Pour tout j =0,...,v -2, M = (M} 0), avec M} € R(n—d=r541
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Démonstration: pourtout j=0,...,v —2:
Gi(s) = Z?:o SiMij = (Gj+1(s) — M3+1)Qj+1Hj+1(5),
= (Zfill SiMf+l)Qj+1Hj+1(3)-
Mais:
Hiyi(s) = diag {s77,. .+.1, s7h1,.., 1),
T;

donc:

M} = MiT'Q; 1 diag{1,...,1,0,...,0} = (M 0),

avec M € R4+, O
Remarquons que le théoreme précédent n’est pas vérifié pour j = v—1. Dans la suite
nous concerverons la notation Mg pour simplifier I’écriture de certaines expressions.

3.2.3 Réalisation de H(s) et forme augmentée multi-entrées

Pour respecter la méme méthode que dans le cas mono-entrée nous donnons dans
un premier temps une réalisation du précompensateur ( 35), et nous déduisons
ensuite la forme augmentée correspondante. Cependant, pour le lecteur désireux de
consulter immédiatement les réalisations obtenues, nous donnons a priori le résultat
de I’algorithme.

Une réalisation, d’ordre h, du précompensateur ( 35) est donnée par:

€ = Ape + Bpu,

u = Cpe + Dpv, (37)

avec Ap, Bp, Cp, et Dp définis dans ’équation ( 40).

D’autre part, une réalisation, d’ordre n = d + h, de la forme augmentée

correspondante, est donnée par:
3 = Az + Bu,
y = Cz + Dv, (38)

ou les matrices A, B, C, D sont définies dans ( 42).

Nous allons examiner le détail de ces réalisations. Cela permettra notamment de
localiser les variables d’état du précompensateur. D’apres les notations introduites
en ( 34), ( 35), et ( 36):
Xo(s) = Tie s’ M;TU(s),
= LS My H(s)V(s),
= (T2 (M3 0)TTas Qisamilipnai(s) + (M5 0) + Mg H(s))V (s).
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60
Considérons le j-ieme étage de H(s), c’est un systéme dont le vecteur d’entrée est

w1, et dont le vecteur de sortie est u’, avec pour tout j =1,...,v — 2:

Ui(s) = l:[ Qiv1-iHj1-i(s)V(s).

. . : : _ NN s : .
Si nous partitionnons u’ de la fagon suivante ( (@/)7 (@7)T )", avec %’ de dimension

. — ~\T — . . .
r;+1, v de la facon suivante (o ©)°, avec v de dimension ry, et les matrices Q)
conformément au partitionnement des vecteurs u?, nous obtenons:

. v=1 v—1 ﬂ::: ai — Qil %2 /
u=( Q1 12 )<11 )1 <11> (Q%l Q%z) (17)’

ou Q47! est une matrice de dimension p * r,_;, et @}, une matrice de dimension
T2 * 71. Plus généralement, pour tout 3y = 2,...,v — 2, nous avons:

(4)-(& &) (&)

ou @1, est une matrice de dimension 7,4, * ;.

<

Nous pouvons exprimer z, grace aux différents vecteurs @’:

Xo(s) =M U(s) + S22 (MG 0)U(s) + (M

= MyTU(s) + S22 MU (s) + MOV (s).

Définissons maintenant les vecteurs d’état ¢;:

=5 =t =
=0, ¢=uw"", ;3=2,...,v-1

B . €1 c @41&1
1 nt 1 \\ _____

D,
€L u
_____ B, int Co—i Q

Yy
SYSTEME

Du—l

Fig. 3.6: Précompensateur minimal
Nous pouvons écrire une réalisation du premier étage du précompensateur:
él = B};”U,

u! = Che; + Db,
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1 r1*p 1 Q%l DT 1 0 Qi2 Dxp
BPZ(ITI O)ER y CP= Q%l GR ) .Dp= 1 ER 3

et plus généralement une réalisation du j-ieme étage, pour y =2,...v — 1:

;. = Blyi-t
€; = Bpu'™,

w = Che; + Dihui™l,
avec:
' (9 (0 @i
Bh=(1, 0)eR™, Ch=(&|em™, Dp=(y oF)em.
21 22
Une réalisation du précompensateur complet est obtenue en considérant le vecteur
T
e=(el_,, ..., €
& = Bp(CF 'eo1+ DE H(CF  ¢jma + ...+ D3(Cher + Dpv) ...)),
ZJ -1 J] 1 € + L] 1
avec pour tout 3 =2,...,v—1,et pourtout 1 =1,...,57 — 2:
Ji7' = BRI DEF)Ch,
= Q12 (ITx J T 2Q] . I)Q;h
JIII = BpCy,
Qll 9
et: j—1 ] 1—1 j—k
L1 = Bp(Ilizi Dp ),
- : r
=(0 QiUIMIIQLE™)), (39)
LY =(1, 0).

D’autre part, en considérant la sortie du précompensateur, c’est-a-dire u, nous pou-
vons écrire:

u = C}Ua_lfl,_l + D}/;_I(C]U:—Qﬁy_g + ...+ D?:(C}lpél + D})U) . .),

=Y T e; + Dpv,

1
avec pour tout z = 1,...,v —2:
T = (T D,
k-1\yi
= Q ( 1+l U+1 )Qalv
T:_—ll — Cw—l’
= Qll ’
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et: ) X
v— v—
Dp =TI4k Dy*,

=(0 Q'(IIZ1Q%").

Nous obtenons la réalisation ( 37) du précompensateur avec:

0 Juo2 ... gt Lyv?

I - | ¢

0 ... ... 0 L9
Cp= (T3} ... T ).

Le dernier point & préciser concerne la réalisation de la forme augmentée ( 38). On
d i idérer le vect 2 (2T 2T €T)T

peut dans un premier temps considérer le vecteur augmenté (z; z; € )

de la méme facon que dans le cas mono-entrée, les modes de z, sont entrainés par

les modes de €. Nous ne conserverons de ces modes que leurs effets sur les variables

, Mals

de sortie, et nous construirons z, a partir de € et v:

Xa(s) = MZ™'U(s Z (s)+ (M 0)V(s).

Les vecteurs u?, pour j = 1,...,v — 2 s’expriment tous en fonction de ¢ et v:

] .
v =Y Tle; + Djv,

=1

avec pour tout y =1,...,.v—2,et2=1,...,7 — L

) 0 i+7+1-k i
TzJ :n§c=i+1 (0 gz+1+l k g;i ’
) J
)
! 2
0 J+1 k
1132=L26+T2’U,
avec Ly = (L57', ..., L), et pour tout e = 1,...,v —2:
Ly = YUZP(M O)T?+M"-1T:-1
= ZV 2MJ ( QJH k)Q21+M6/ IQ ( k= 2 22 )Q21a
Ly = My,
= My~ lQu ) (41)

Nous obtenons:

T, = YZ2(M; )D-+M0“Dp+(M§ 0),
= 2= 2M1Q12(H1¢ 1 22 )Q217
+M Y0 QN ITEIQE TR+ (ME 0).
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En définissant le vecteur augmenté z = (zT eT)T, nous obtenons la forme aug-
mentée définie par ’équation ( 38), avec:

A— Aq BlCP>’ B:(()),
0 Ap Bp (42)

C = (Cl Cng ) s .D = CzTg.

Le précompensateur décrit dans les pages précédentes permet d’éliminer les disconti-
nuités qui affectent le comportement du systéme. Le systeme compensé se comporte
comme |’association d’un systeme dynamique de dimension 7 et d’un systeme non
dynamique de dimension n — n:

3 = Az + Bo,
(43)
Ty = (04 Lo)z+ Thv.

Remarques:

e Construction directe de y;

L’application du méme algorithme, avec les matrices M; = —C, N* B,, permet
de déterminer le précompensateur minimal nécessaire pour obtenir y, sans
passer par 2. Nous obtenons une autre forme réguliere, qui a exactement la
méme structure que la forme augmentée, mais dont la dimension est réduite.
Le nombre d’intégrateurs nécessaires pour construire y, est plus petit ou égal
au nombre d’intégrateurs nécessaires pour construire z, (tout dépend de la
matrice C;). Dans de nombreux cas cette seconde forme augmentée sera plus
économique que la premiere. Mais avec la premiere forme augmentée nous
pouvons construire I’état complet z,, alors qu’avec la seconde nous pouvons
uniquement construire Cyzs.

e Simulation de systémes généralisés multi-entrées
Une autre remarque concerne la simulation qui comme dans le cas mono-entrée
peut étre réalisée a I’aide du précompensateur et du sous-systeme lent ( 15a)
de la forme standard de ( 2).
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z2
Cs
-0 pv—2 v—1
(#m o) (322 o) M}
Y2
ul uv—2 u
v QH p+--oQu_2H, 2}deQu_1Hy1 el 7y = Ay + Biu Cl L2} @ y

Fig. 3.7: Simulation avec le précompensateur minimal

3.2.4 Résumé de ’algorithme complet

On rappelle ici les principales étapes de ’algorithme qui conduisent a la réalisation
du précompensateur minimal ( 35), et de la forme augmentée correspondante:

1. détermination de la forme standard du systeme considéré,
2. expression de z; (resp. y2), a I’aide d’une série de matrices MY ™!,
3. détermination du précompensateur H (s),

e détermination de r,_;, le rang de M:_'ll,

o détermination de ), _,, une matrice de changement de variables, telle que
M,_1Q,_ u nécessite seulement les r,_, premiéres composantes de u,

e définition de H,_;(s), un bloc de r,_; intégrateurs qui sont placés sur les
r,_1 premieres composantes de u,

e application de la transformation @,_1H,-_1(s) sur les autres matrices
M?~', & lexception de My ™,

o mise en mémoire de M{™', Q,_i, et r,_;, et reformulation de
(zg — M(;l_lu)Qu—lHu—l’ (resp. (y2 — Mg—lu)Qu—lHu—l)’ selon les puis-

sances croissantes de s,

e retour a |’étape 3 pour supprimer les termes d’ordre v — 2, v —3,...,1,
jusqu’a élimination compléete des dérivées successives de u,

4. partition des matrices ¢J; a l'aide de r;;; et ry,
5. détermination des blocs Jl-j, L, Tij, D;,
6. construction de Ap, Bp, Cp, Dp, L,, et T,

7. construction de A, B, C, et D.
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4 Exemple

Considérons le systéme suivant avec deux sorties différentes y, et ys.

1 00 0 2 0 0 0 1 -1
0010|. |01 00 0

000 1{* = loo 1 of* |1 1[|*"

00 0 0 00 0 1 0 1
=(1001)$ (44)
Ya=10 1 -1 0/)™

(1 0 10 .
=000 1)"
La sortie y, correspond a 'exemple ( 31) déja étudié au début du paragraphe 3.2 de

ce chapitre. Nous avions obtenu trivialement un systeme régulier dont 1’état était
formé de 5 composantes:

I 21 -1 00 0 0
Uy 00 0 10 0 0
z=fuy =10 0 0 0 11z4+]10 0])v (45)
iy 00 0 00 1 0
Ua 00 0 0O 0 1

Dans ce qui suit, nous allons montrer que nous pouvons réduire ’ordre du précom-
pensateur. Calculons les matrices nécessaires pour construire z,:

0 0 1 1 01
B,=|1 1|, NB,=]|0 1}, NB,=]0 o0}.
0 1 00 0 0

Détaillons la construction du précompensateur. D’apres ce qui a été écrit dans les
pages précédentes, et avec les mémes notations:

G(s) = (MgHT'(s)Q7" + Mg)H;'(s)Q3" + Mg,
et:
H(s) = QoHy(s)Q1Hq(s).

Les matrices ()2, Hz(s), @1, Hi(s) s’obtiennent par réduction en colonnes des ma-
trices MZ et M} comme le montre le tableau suivant de la page suivante.
Le précompensateur est défini par le produit:

A LHIERI

Le premier étage a pour réalisation:

61:(1 O)U,

u1—16+0_1v
~ o)™ 0 1)

Ot |
O
~——
Il
N
mwl"‘ (o]
(-
»
~——
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et le second:

€2=(1 O)Ul,

{0 0 1\ ,
u-(l)ez-}-(o O)U.

Le précompensateur est construit avec deux intégrateurs, et la réalisation obtenue
éz _ 0 1 €r 0 -1
(2)=(0 o) (2)- (2 %)
0 0 0 1
= (1 0>‘+ (0 0)”'

Le vecteur z, s’exprime en fonction de € et de v:

est de la forme:

0 0 1 0 1 0
z =— |1 1{u—=]1 0|ul=]0 0]uv,
0 1 0 0 0 0
0 1 1 -1
=—=]1 1]le—=|0 0 |uv,
1 0 0 o
et la forme augmentée est de dimension 3:
z 2 -1 0 0 1
z=|€ |=]0 0 1]z4+]0 —11{v,
€ 0 0 O 1 0

1 -1 0 0 0
- (46
Yo (0 1 o>z+(—1 1)”’ 40

(1 -1 -1
=0 -1 0 )7

Supposons maintenant que l’on veuille uniquement éliminer les impulsions qui ap-
paraissent dans la sortie. Avec la premiere matrice de sortie, la construction du
précompensateur correspondant nécessite 2 intégrateurs. En fait:

0 1 0 0 0 0
C2B2=(—1 _1), C;)NB2=<1 O), C2N2B2=<0 1)

En réappliquant notre algorithme sur ces matrices, nous obtenons le méme précom-
pensateur que précédemment, et la méme équation d’état.

Mais si nous considérons maintenant la seconde matrice de sortie, la construction
du précompensateur correspondant nécessite un unique intégrateur, et la forme aug-
mentée associée a ce précompensateur est de dimension 2. En fait:

11 0 1 0 0
02322(0 1), C21V32:<0 0), 02N2BQ-_—(O 0)
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Le précompensateur est alors défini par le produit:

et nous obtenons la forme augmentée:
(=Y (2 -1 + 0 1
=l /T o 0 /7T L 0)Y
(1 =1 4 -1 -1
=10 -1)*"\ o o))"

La réduction du nombre d’intégrateurs est possible car la matrice C; N?B; est nulle.

5 Structure a I’'infini

Le nombre d’intégrateurs nécessaires et suffisants pour construire le précompensateur
que l'on a décrit précédemment résulte de la structure a I'infini du systeme initial,
plus précisément des poles a 'infini de ce systeme. On retrouve le nombre et la
place de ces intégrateurs ainsi que la forme du précompensateur en appliquant les
algorithmes de détermination de la structure a I'infini.

Nous rappellerons 'un de ces algorithmes inspiré des travaux de Verghese [90], Sil-
verman et Kitapgi [81], et Kucera et Descusse [40]. Puis nous montrerons comment
cette procédure peut étre adaptée au probleme de la précompensation. Enfin nous
expliciterons le lien entre h, les indices 7;, le nombre et les ordres des poles a I'infini.

5.1 Détermination de la structure a ’infini

La structure a P'infini d’un systeme décrit par le transfert G(s) est obtenue apres
transformation a gauche et a droite par une succession d’opérations algébriques
regroupées dans deux matrices bipropres.

Définition 3.2:

Soit U(s) une matrice carrée, rationnelle, de dimension p* p. U(s) est
bipropre si, et seulement si, la limite de U(s) existe lorsque s tend vers
linfini, et est une matrice inversible.

Pour tout transfert G(s) de dimension q* p et de rang r, il existe V(s) et U(s) deux
matrices bipropres telles que:

v = (Y 1),

avec:
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Pour tout 7 tel que k; > 0, G(s) admet un pdle a l'infini d’ordre k;, et pour tout @
tel que k; < 0, G(s) admet un zéro a 'infini d’ordre —k;.

La détermination de la structure a 'infini qui fait usuellement intervenir des opéra-
tions a gauche (V(s)) et a droite (U(s)) peut étre obtenue avec des transformations
uniquement a gauche ou uniquement a droite [40]. Nous allons décrire brievement
une procédure qui apres réduction en colonnes de la matrice G(s) permet de déterminer
les poles et zéros a 'infini en utilisant uniquement des opérations a droite.
Supposons dans ce qui suit que ¢ > p, et désignons par g;(s) pour i = 1,...,p les
colonnes de la matrice G(s). Supposons d’autre part que G(s) n’a pas de colonne
nulle. Chaque colonne peut étre développée en série de Laurent:

gi(s) = gFsh 4 ghTlsM 4
Deéfinissons:
Go=(gF), A(s)= diag {s"}, i=1,...,p.

En définissant de la méme fagon que Gq les matrices G_;, G_,,..., on peut écrire:
G(s) = (Go+ s7'G_1 + .. )A(s).

Définition 3.3::
G(s) est réduite en colonnes si, et seulement si, Go est de rang plein en
colonnes.

e Lorsque G(s) est réduite en colonnes, nous pouvons appliquer des résultats
similaires a ceux proposés dans [40]:

Théoreme 3.7::

G(s) admet un pole a Uinfini d’ordre v si, et seulement si, il existe
ki >0 tel que k; = ~.

G(s) admet un zéro a l’infini d’ordre v si, et seulement si, il existe
ki <0 tel que —k; = ~.

e Lorsque G(s) n’est pas réduite en colonnes, il existe une séquence de transfor-
mations qui agissent sur les colonnes et uniquement sur les colonnes, regroupées
dans une matrice bipropre U(s) telle que G(s)U(s) soit réduite en colonnes
[40]. En développant en série de Laurent le produit G(s)U(s):

G(s)U(s) = (Go + s2G_1 + ... )A(s).

on peut appliquer le résultat précédent.

5.2 Application a la précompensation

Pour un systéme généralisé, la détermination de la structure a 'infini par la procédure
précédente permet de construire un précompensateur minimal qui élimine les dis-
continuités dans la réponse temporelle en supprimant les pdles infinis. En effet la
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matrice A(s) permet de localiser les entrées sur lesquelles il va falloir placer des
intégrateurs, les ordres k; nous renseignent sur le nombre d’intégrateurs a mettre en
ceuvre pour chaque entrée, et la matrice U(s) correspond au différentes combinaisons
d’entrées qui vont étre utilisées:

i =ve (M7 9).

Examinons cette procédure sur I'exemple ( 44). En ne considérant, pour simplifier
I’écriture, que la partie polynomiale du transfert, nous avons X,(s) = G(s)U(s)

avec:
s s+ s?
Gs) =1 14s |,
0 1
1 1 0 1 0 0
-1 -2 S 0
= 0 0| +s 1 1)+s 0 1 (0 2) :
0 0 0 0 0 1 ®
1 1
La matrice G, = | 0 0 | n’est pas de rang plein en colonnes, donc G(s) n'est pas
0 0

réduite en colonnes. Introduisons la matrice bipropre:

1 0
o=t 7).
il vient alors:

-1 s+4s°
G(s)Uy(s) = (—s‘l 1+s),
—s71 1
-1 1 0 1 0 0 1 o
= 0 O0|+s'} -1 1]+s2]0 1 (0 52)'
0 0 -1 0 0 1

Pour les mémes raisons que précédemment G(s)U,(s) n’est pas réduite en colonnes,
il faut introduire une autre séquence d’opérations regroupées dans Us(s):

Us(s) = (sz ?)

Nous obtenons:

st s + s?
G Ui(s)U(s) = 572 1+s),
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qui est réduite en colonnes. La structure a I'infini de G(s) est donnée par la matrice:

et correspond a un poéle a l'infini d’ordre 2 et a un zéro a l'infini d’ordre 1.

Notons que pour déterminer le régulateur qui compense les poles a 'infini, il n’est pas
nécessaire de poursuivre la procédure de réduction en colonnes jusqu’a son terme.
En effet, faire apparaitre les zéros a 'infini ne présente ici aucun intérét. On peut
construire un précompensateur minimal pour supprimer les discontinuités qui af-
fectent la réponse temporelle en arrétant la procédure une fois que tous les pdles a
I'infini ont été recensés avec leur ordre de multiplicité. Dans ’exemple précédent,
on peut se contenter de la premiere étape.

Le précompensateur obtenu correspond alors au transfert:

o -( L (6 L)
()

Il s’agit bien du méme précompensateur que celui calculé avec notre algorithme
pour lequel on a inversé les deux entrées v; et v,. Le régulateur met en ceuvre deux
intégrateurs afin de compenser le pole a I'infini d’ordre 2.

Plus généralement nous pouvons énoncer les deux résultats suivants qui explicitent
les relations qui existent entre les indices h, r;, le nombre, et les ordres des poles a
I'infini.

Théoreme 3.8::

Pour tout 1 = 1,...,v — 1, le nombre d’intégrateurs r,_; nécessaires a
la construction du i-éme €tage est €gale au nombre de poles a l'infini
d’ordre supérieur ou égal a v — 1:

Ty—i = Z nombre de poles a linfini d’ordre v — 3.

7=1

Démonstration:  pour un transfert polynomial G(s) développé en série de Lau-
rent:

v=1
G(.S) = Z SiM,',
=0

nous avons montré dans la démonstration du théoreme 3.4 que pour tout
t=1,...,v —1 nous avons:

1\/11,_1 cee e Mi

1

2 Tu-i
=1

3

Rang
0 . 0 M,
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D’autre part I’article de Silverman et Kitapci [81] précise la relation qui existe entre
ce méme développement en série de Laurent et les ordres des poles a 'infini:

M,, ... ... M,
Rang 0 . Z (1+1—7)*( nombre de pdles a I'infini d’ordre v—j)
0o .0 M) T
En rapprochant ces deux résultats nous obtenons pour tout ¢ =1,...,v —1:

> r_; =) (i+1—7j)*( nombre de péles a I'infini d’ordre v — j),

soit:

1—1 )
Jl"]’

Ty—y =

*_1(t+1 —j)*( nombre de poles a 'infini d’ordre v — j)

=1
2 =1
— ¥iZY(¢ — ) * ( nombre de pdles & I'infini d’ordre v — j),
Z;;ll( nombre de pdles a 'infini d’ordre v — )

+ ( nombre de pdles a I'infini d’ordre v — 1),

= Z;=1( nombre de péles a I'infini d’ordre v — ),

et nous obtenons le résultat souhaité. O

Corollaire 3.8::

Le nombre total d’intégrateurs nécessaires a la construction du précompensateur
minimal est €gal au nombre total de poles d l’infini, chacun étant con-
sidéré avec son ordre de multiplicité:

v—-1
h =Y i ( nombre de péles a linfini d’ordre i).

=1

Démonstration: étant donné le résultat précédent et la relation:

v—1
h=Som
=1

le résultat est immeédiat. O
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bien que conduisant a un précompensateur identique, les deux

démarches, celle déduite de la réduction en colonnes et celle proposée dans ce

mémoire, correspondent a des approches différentes.

e L’algorithme de réduction inspiré des travaux de Descusse et Kucera permet
pour chaque nouvelle entrée v de déterminer le nombre total d’intégrateurs a
mettre en série. Les combinaisons linéaires des signaux utilisés sont ensuite
regroupées dans une matrice bipropre U(s) selon le schéma ci dessous:

v1

- int

int

int

Up

Fig. 3.8: Précompensateur obtenu par réduction en colonnes

- int

ul

Up

Parce qu’elle est développée a partir d’opérations algébriques sur les matrices
rationnelles, cette procédure s’applique aux systemes généralisés définis par

leur matrice de transfert.

e L’algorithme proposé dans ce mémoire concerne lui, a chaque itération, I’ensem-
ble des entrées. On détermine celles sur lesquelles il va falloir placer un

intégrateur pour réduire 'ordre des poéles a l'infini.

k51 .
— int

Up
—— 1nt

o

int

int

Qu—l

Fig. 3.9: Précompensateur obtenu étage par étage

uy

Up

On a exposé dans la section précédente comment cet algorithme procédait,
a partir de la réalisation de la forme standard d’un systeme généralisé, pour
déterminer le précompensateur. Pour un systeme connu par sa matrice de
transfert, il est également applicable étant donné que les matrices nécessaires
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a sa mise en ceuvre ne sont pas directement les matrices qui apparaissent
dans la réalisation mais les produits By, NB,, ..., N*"!B,, qui se retrouvent
aisément avec le transfert.

D’autre part la description détaillée étage par étage du précompensateur qui
résulte de cette procédure permet d’en obtenir immédiatement une réalisation
y compris dans le cas multi-entrées. Dans le chapitre suivant nous montrerons
que cette réalisation est a la fois commandable et observable, et que la forme
augmentée décrite précédemment est une réalisation du systeme compensé
adaptée a la résolution de nombreux problemes de commande.

6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté différentes méthodes pour éliminer les com-
portements impulsionnels d'un systeme généralisé. Pour des systemes [-commandables,
ou dont le sous-systeme rapide est commandable, une commande par retour sur z
proportionnelle, ou proportionnelle plus dérivée permet de réaliser cette élimination.
I s’agit en fait d’un placement de pdles: on déplace les poles infinis en des points
arbitrairement choisis dans le plan complexe. Dans le cas plus général, ou la com-
mandabilité des modes impulsionnels n’est pas garantie, on propose une commande
dynamique en boucle ouverte par précompensation de ’entrée. Les composantes de
la nouvelle entrée v sont combinées et intégrées un nombre suffisant de fois pour
construire les vecteurs N Byti,. .. ,N*"'Bou*~1 | et une réalisation du systeme com-
pensé, appelée forme augmentée est proposée. Le vecteur z, est explicité en fonction
des variables d’état du précompensateur. Afin d’intégrer le précompensateur dans
une boucle de régulation complete, il s’agit maintenant d’étudier les caractéristiques
de commandabilité et d’observabilité du systeme compensé, et surtout de construire
une commande stabilisante. Ceci est I'objet du chapitre suivant.

Procédures MATLAB

La fonction IM PFREFE détermine le retour proportionnel qui élimine les poles
infinis d’un systeme I-commandable. Les fonctions DY NAMIC et ENTRAIN
isolent respectivement les parties dynamique et non dynamique d’un systeme sans
mode impulsionnel.

L’élimination des discontinuités par précompensation a fait ’objet de trois groupes
de procédures selon que 'on utilise un précompensateur trivial, un précompensateur
qui minimise le nombre d’intégrateurs nécessaires pour obtenir z,, ou un précom-
pensateur qui minimise le nombre d’intégrateurs pour obtenir y,. Dans chaque
groupe une procédure permet de déterminer le transfert du précompensateur étage
par étage, une autre donne une réalisation de H(s), une troisieme calcule la forme
augmentée, et enfin, une derniere détermine les matrices L, et T, pour construire
T2 Ou Ys.
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Chapitre 3
Précompensateur | Transfert Réalisation | Forme augmentée | L, et T3
Trivial PRECTRI | REATRI FATRI L2K2TRI
Min. z, PRECX?2 REAX?2 FAX2 L2K2X2
Min. y, PRECY?2 REAY?2 FAY?2 L2K2Y?2
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4. PLACEMENT DE POLES
ET STABILISATION

Apres avoir éliminé les comportements impulsionnels, le second objectif consiste a
choisir les dynamiques du systéeme bouclé, notament afin d’en assurer la stabilité.
Quelles sont les conditions requises, et comment réaliser la commande? Voila les
deux questions auquelles nous répondons dans ce chapitre.

Lorsque tous les modes dynamiques du systéeme sont commandables, une commande
par retour sur z permet de garantir a la fois I’élimination des comportements im-
pulsionnels et la stabilité en boucle fermée. Lorsque les modes impulsionnels ne
sont pas commandables, une commande par précompensation plus retour d’état est
proposée. Afin de préciser sous quelles conditions cette commande est réalisable,
la commandabilité et 'observabilité du précompensateur et de la forme augmentée
sont étudiées.
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1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la commande par placement de pdles pour les systemes
généralisés. L’objectif est de changer les dynamiques du systeme en déplagant de
facon arbitraire les poles dans le plan complexe, pour satisfaire certains criteres, le
premier étant d’assurer la stabilité en boucle fermée. Avec un développement simi-
laire a celui proposé dans le chapitre 3, nous distinguons deux types de commandes
selon les hypotheses que I'on peut valider sur le systeme initial.

e Pour les systemes I-commandables, une commande par retour sur z per-
met de remplacer les modes impulsionnels par des modes dynamiques finis,
c’est-a-dire de déplacer les pdles infinis de (E, A). Cette commande a été
développée dans la section 2.1 du chapitre 3. Lorsque le systeme est de plus
R-commandable, elle peut étre complétée par un second retour qui déplace,
les modes dynamiques finis du systéme bouclé ( 24). Pour les systéemes I et
R-commandables la spécification de tous les modes est donc obtenue par un
double retour sur z.

]
|
i
i
@ — K—-+-\ —~ SYSTEME —Ll—-
I
1
1
|
I
I
|
|

Fig. 4.1: Stabilisation par retour sur z

Les inconvénients restent les mémes que ceux déja évoqués précédemment:
nécessité d’observer toutes les variables internes du systeme, et de pouvoir
commander tous les modes, y compris les modes impulsionnels.

o Lorsque ’hypothese de I-commandabilité n’est pas validée, une commande
par précompensation dynamique suivie d’un retour sur 'état augmenté z peut
étre appliquée. Afin de déterminer sous quelles conditions ce retour d’état
permet de commander le systeme, et sous quelles conditions le vecteur z peut
étre observé, il est nécessaire d’étudier la commandabilité et ’observabilité du
systeme compensé.
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|
|
|
o ) PCOMP sySsTEME —L Y.
1
|
|
I

Fig. 4.2: Stabilisation par retour sur z

Le chapitre est structuré conformément a cette introduction. La premiére partie
concerne la commande par retour sur z. La seconde partie regroupe un certain
nombre de résultats préliminaires concernants la commandabilité et ’observabilité
du précompensateur et du systeme compensé. La derniere partie, enfin, est consacrée
a la commande du précompensateur et du systeme compensé. Ce sont les deux
derniéres sections qui constituent la part originale de ce chapitre.

2 Stabilisation par retour sur z

Dans cette section, on donne les conditions nécessaires et suffisantes pour comman-
der a l'aide d’un retour sur z tous les modes dynamiques du systéme, c’est-a-dire
pour éliminer les r —d modes impulsionnels, et pour placer arbitrairement les d poles
finis dans le plan complexe. Nous construisons le retour K correspondant.

2.1 Placement des modes dynamiques finis

Les modes dynamiques finis du systeéme généralisé ( 2) peuvent étre commandés par
un retour sur , lorsque le systéme est R-commandable. Cobb et Dai [23,27] pro-
posent deux théoremes dont la démonstration s’appuie sur les résultats de la section
4.3 du chapitre 2.

Théoréme 4.1:
Une valeur propre \; de la matrice A, dans la forme standard ( 15)
peut étre placée arbitrairement dans le plan compleze par la commande

u = Kz, et ce sans modifier la position des autres valeurs propres si,
et seulement si, Im(\;] — A;) + ImB;, = IR®.

Théoreme 4.2:

Toutes les valeurs propres (A;)i=1.4 de la matrice A, peuvent étre placées
arbitrairement dans le plan compleze par la commande v = Kz, si, et
seulement si, le systéme ( 2) est R-commandable.
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Notons que lorsque l'on s’intéresse uniquement a la stabilisation du systeme les
hypotheses requises sont moins fortes que celles qui apparaissent dans les deux
théoremes précédents. Dai [27] montre le résultat suivant:

Théoréeme 4.3:
Le sous systéme lent ( 15a) de la forme standard est stabilisable si, et
seulement si, le rang de (sI — Ay B,) est €gal a d, pour tout s instable.

Dans la suite nous utilisons de préférence la notion de commandabilité, mais gar-
dons en mémoire la notion de stabilisabilité pour les systémes qui ne sont pas R-
commandables.

2.2 Stabilisation d’un systéme sans mode impulsionnel

Un systéeme généralisé sans mode impulsionnel a une forme standard particuliere
correspondant a I’équation suivante, comme nous l’avons montré dans la section 2.3
du chapitre 2:

z, = A1z, + By, (a)

T, = —Bsu, (b) (48)

y = Cizy + Cyzy. (¢)

La partie dynamique du systéme est réduite a ;. Supposons que le systeme ( 48)
soit R-commandable, quelque soit le d-uplet {);,...,A;} € € il existe un gain K,
tel que les valeurs propres de la matrice A; + B, K, soient {Ay,...,A;}. Lorsque
les complexes {\;,...,A;s} sont choisis avec une partie réelle négative, le systeme
bouclé par la commande u = Kz, + e est stable, et a pour expression:

1 = (A1 + B1K))z, + Bye,
Ty = —BQI\’I.’E] - Bge,
y = Ciz; + Cazs.

La matrice K peut étre calculée en écrivant le systeme ( 48a) sous forme comman-
dable de Luenberger et en appliquant les méthodes usuelles [9].

2.3 Stabilisation d’un systéme I-commandable

La stabilisation d’un systéme I-commandable se fait en deux temps. Une premiere
commande permet d’éliminer les modes impulsionnels, et un second retour spécifie
I’ensemble des modes dynamiques du systeme bouclé, c’est-a-dire les d modes dy-
namiques finis initiaux plus les r — d modes impulsionnels transformés en modes
dynamiques finis suite au premier retour. Cobb et Dai [23,27] montrent que si
le systéeme est [-commandable, les modes dynamiques finis qui apparaissent
apres élimination des impulsions sont tous commandables.

Supposons que le systéeme considéré soit I-commandable, et appliquons les résultats
présentés dans la section 2.1 du chapitre 3. Il existe une commande u = f(gig + v
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telle que la forme de Smith du systéme bouclé soit décrite par ’équation ( 24). En
introduisant le changement de variables:

Ty =%, I,==I+(An+ ByK3) T Ands,
et les nouvelles notations:
Ay = Ay — (Arg + B Ko) (A + By K,) ™ Ay,
B, = B, — (A2 + BiK,)(Age + B?.f(z)_le,
By = (Agy + ByK3) ' By,
C, = él - éz(Azz + Bzf{z)_lAzl,
02 = 02’
nous avons: ) _ _
i‘l = A]ii‘] + Bl'U, ((l)
fo=-Bw, (b (49)
y = C17; + Oy, (¢)
qui n’est rien d’autre que la forme standard de ( 2) bouclé par u = K%, + v.
Si le systeme initial est de plus R-commandable, il en est de méme de ( 49). Quelque
soit le r-uplet {A,...,A.} € €7 il existe un gain K, tel que les valeurs propres
de la matrice A; + B, K, soient {),...,),}. Lorsque les complexes {\;,..., A}
sont choisis avec une partie réelle négative, le systeme bouclé par la commande
v = K,Z; + e est stable, et a pour expression:
ii] = (/i} +_BII§’1)§:1 + Ble,
CZ'Q = —BQI(lil - Bge,
y = C1Z1 + C27s.

Le gain K, peut étre calculé en écrivant le systéme ( 49a) sous forme commandable
de Luenberger et en appliquant les méthodes usuelles [9].

La commande compléte qui élimine les modes impulsionnels et qui spécifie les r
modes dynamiques est donnée par:

u = ;'1531‘*'1;’2.%2"‘6:([(1 I?g).’i'fe

2.4 Exemple

Considérons le systéme ( 44) défini dans la section 4 du chapitre 3,:
1 0 00 2 0 00 1 -1
0 010 P 01 00 - 0 O "
0 0 0 1 10 0 1 0 1 1 ’
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0
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Rappelons que pour ce systéeme d = 1, et r = 3, il possede donc 2 modes impulsion-
nels. D’autre part, il posséde un mode exponentiel associé a la valeur propre 2.
Un calcul rapide nous montre que le systeme est I-commandable, car:

E 0 0
Rang(A E B)-?,

et par ailleurs il est également R-commandable. Nous pouvons donc appliquer les
résultats précédents. Le changement de variable:

1 0 00
10 0 1 0 p
Tlo o0 0 1]"
0 -1 0O
permet de réécrire ( 44) sous sa forme de Smith:
1 0 00 200 O 1 -1
01 0 0. [0 OO0 -1 - 0 0
001 0| " fo1ro o "T|1 1"
0 0 0O 01 0 O 0 1

(1 -1 0,
Yy=lo o0 1 —1/%

Définissons le premier retour chargé d’éliminer les modes impulsionnels:
p

u= 11’252 + v, ];,2 = (_01) .

Apres changement de variable, le systeme en boucle fermée est de la forme:

2 0 1 1 0
i‘l = 0 0 -1 Iil-f‘ 0 -1 v,
0 1 -1 1 0

II—,'2=—(O —l)v,

_(roo 1Y (0],
S N T I R -

Le systéme étant R-commandable, les modes de Z, sont tous commandables. Sup-
posons que ’on veuille les placer en {—1,—-2,—2}, la commande correspondante est

v =K +e, 1{'1=(:i’ g j)

définie par:
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et le retour complet sur le systeme initial:

v = Kz, + Ko3p + e,

( 3 0 -1 0>£+6,

12 -1 -1

-3 -1 0 0

‘(-1 -1 -1 —2)‘”+e'

3 Commandabilité et observabilité de la forme
augmentée

Dans ce qui suit, nous supposons que '’hypothese de I-commandabilité n’est pas
vérifiée. Les modes impulsionnels de ( 2) ne peuvent pas étre éliminés par retour sur
z. Nous proposons de commander le systeme par une précompensation dynamique
suivie d’un bouclage sur le systeme compensé, et donnons les conditions nécessaires
et suffisantes pour commander la forme augmentée. Nous montrons dans un premier
temps que la réalisation ( 37) du précompensateur ( 35) est minimale, c’est a dire
commandable et observable, puis nous utilisons ce résultat pour étudier la minimalité
de la forme augmentée correspondante ( 38).

3.1 Réalisation minimale de H(s)

Théoréme 4.4:
Le systéme décrit par I’équation ( 37) est commandable et observable.

Démonstration : nous allons construire la forme de Smith de ( 35), et nous
montrerons que la somme des degrés des dénominateurs qui apparaissent dans cette
forme est égale a la dimension de ( 37). Soit:

v=-1 v-1
H(S) = H QV—iHu—i(S) = Qu—l H Hu—i(s)Ql(s)a
i=1 1=1
142} H,_i(s) est une matrice diagonale ot apparait le nombre d’intégrateurs a placer

sur chaque entrée, la premiere entrée étant celle a intégrer le plus grand nombre de
fois, et la derniere celle a intégrer le plus petit nombre de fois, c’est-a-dire:

sTho0 L. 0
v=1 . . :
0 i
Hu—i(s) = . . 3
! 0
0 0 s~k

avec ky > k; > ... > k,. D’autre part:

v—2

Gu(s) = T] H7(s) T @ueiHumi(s),

=1 1=2
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et Q,_; sont des matrices unimodulaires. De ce fait, [J¥Z} H,_;(s) est, a une per-
mutation pres, la forme de Smith Mac-Millan de H(s), et une réalisation minimale
de H(s) est d’ordre h. O

Le systéeme décrit par 'équation ( 37) de dimension h est donc commandable et
observable.

Remarque: notons que ce résultat s’applique également a la réalisation du pré-
compensateur multi-entrées trivial ( 25) qui nécessite p(v — 1) intégrateurs, c’est-
a-dire a ’équation ( 26) dans laquelle les matrices Ap, Bp, et Cp sont définies par
(32).

3.2 Commandabilité de la forme augmentée mono-entrée

Avant de donner les conditions nécessaires et suffisantes pour obtenir une réalisation
minimale de G(s)H(s), examinons les problémes que ’on peut rencontrer en con-
sidérant le cas mono-entrée.

Théoreme 4.5:
La forme augmentée ( 30) est commandable si, et seulement si, le systéme
initial ( 2) est R-commandable.

Démonstration: un rapide calcul permet d’écrire que CpALBp = 0, pour
i =0,...,v—3, et que CpA% ?Bp = 1. En notant C(A, B) la matrice de com-
mandabilité de la paire (A, B), nous avons:

o (0 .. 0 B, ... A¥lB
C(A,B) —(BP A‘;;—ZBP 0 0 ’
_ 0 C(Ay, By)
~ \ C(Ap, Bp) 0 '

Comme la paire (Ap, Bp) est commandable, la commandabilité de (A, B) dépend
uniquement de la commandabilité de (A;, By). O

Remarque : notons cependant que la forme augmentée n’est pas toujours une
forme observable, méme si (A;, C;) en est une. En effet, il peut y avoir simplification
entre un pole nul du précompensateur, et un zéro nul du sous-systeme lent ( 15a)
de la forme standard. Dans ce cas la forme augmentée n’est pas observable, comme
P'illustre le petit exemple suivant. Soit le systeme:

. 0 -1 1

(2 o ()
0 1\, _(10) (0},
0 0/ \o 1/2T {1 /"

y=(1 1 1 0)«z,
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qui est une réalisation minimale de:

2s
s241

G(s) = + s.

—1,

Le précompensateur est constitué d’un unique intégrateur H(s) = s~'. Calculons

. 0 -1 1\, 0
(x.l)z 1 0 1 (u‘)+ 0o,

“ 0 0 0 1
y={1l 1 0)(u)+v,

qui est commandable mais non observable, donc non minimale. Une réalisation

la forme augmentée:

minimale du systéeme précompensé est donnée par:

i, = 0 —1 T !
m=\1 o)™ \1)"”
y=(1 -1)z,+v.

Le probleme que l'on vient de souligner est dd au fait que 'on a construit le
précompensateur avec des intégrateurs purs. Il y a eu simplification d’un péle nul
avec un zéro du sous-systeme lent. De facon a supprimer cet inconvénient et a as-
surer, en plus de cela, la stabilité du régulateur en boucle ouverte on peut développer,
avec un algorithme similaire a celui présenté dans le chapitre 3, un précompensateur
construit a partir d’opérateurs (s + a)7!, avec a > 0, a la place de s™!. Une telle
structure est équivalente a la réalisation ( 37) bouclée par une commande qui place
les poles dans le plan complexe. Dans la section suivante nous détaillerons cette
commande.

3.3 Réalisation minimale de G(s)H(s)

La simplification d’un péle du précompensateur par un zéro du sous-systeme lent est
un probleme qui peut apparaitre également dans le cas multi-entrées. Nous avons
le résultat suivant:

Théoreme 4.6:

La forme augmentée ( 38) est commandable et observable si, et seulement
si, la réalisation (Ay, By, C}) est commandable et observable et n’a aucun
z€ro nul.

Démonstration : soit D(s) la forme de Smith Mac-Millan de G(s), nous avons:
G(s)H(s) = U(s)D(s)V(s)Quo1 [TiZ Humi()Qu(s),
= U(s)D(s) [IZ5} Humi(5)Vis):
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ou:

v—1

v—1

Vis) = [T H7H()V(8)Qumr T Ho-il5)Qu (),
=1 =1

et U(s) sont des matrices unimodulaires. De ce fait, D(s)[1{Z) H,—i(s) est, & une

permutation pres, la forme de Smith Mac-Millan de G(s)H(s). Une réalisation

minimale de G(s)H(s) est d’ordre d + h si, et seulement si:

e (A;, B;, Cy) est une réalisation minimale de ( 15a),

e il n'y a pas de simplification entre un poéle de H(s) et un zéro de
C](SI*‘A])_IBI. O

Remarque: ce résultat s’applique également a la réalisation de la forme augmentée
( 30) obtenue a 'aide du précompensateur trivial.

4 Placement de podles

4.1 Placement des pdles du précompensateur

Dans le cas mono-entrée, le précompensateur ( 25) est réalisé sous forme canonique
commandable. Les coefficients du polynome caractéristique apparaissent dans la
derniere ligne de la matrice Ap. Ici tous ces coefficients sont nuls, ce qui signifie
que tous les modes du précompensateur le sont aussi. On retrouve le fait que le
précompensateur a été construit a partir d’intégrateurs purs.

Pour placer les v — 1 modes du précompensateur en Ay,..., A,_;, il suffit d’imposer
au polynoéme caractéristique du systéme ( 26) bouclé par la commande v = Kpe+e
I’expression suivante:

PAP+BPKP(’\) = (’\ - ’\1) s (A - ’\v-l)’
=M1, A7+ 4 a,

et de former le gain Kp:
IX’P = (—ao, ceay —au_z).

Dans le cas multi-entrées, le précompensateur minimal ( 35), n’est, quant a lui,
pas réalisé sous forme canonique. Le commander par ’entrée v suppose donc
une transformation préalable, puis 'application des méthodes usuelles. Plutot que
d’introduire ce calcul supplémentaire, nous proposons d’utiliser une autre propriété
du précompensateur: ’acces direct a la sortie de chaque étage. Nous allons cons-
truire une commande modale étage par étage, tres facile a déterminer.

Considérons ’équation d’état du j-ieme étage de dimension r;:

f. = Biyi-l
¢; = Bpu'™,

' J J,i=1
UJ - PCJ' + DPUJ 3
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avec: 3 ;
. . , 0 Q
11 12
B;’:(ITJ 0), Cj,:( j)a D;’=<0 Qj :
21 22
Cette réalisation est évidemment commandable, ce que I'on vérifie aisément avec la
démonstration de la section 3.1 de ce chapitre, ou en écrivant:

C(Ap,Bp) = Bp= (I, 0),

L]

qui est de rang plein r;. A
Pour assigner les r; poles de I'étage j en M,..., Al il suffit de boucler cet étage par

la commande:

uj"lzlx'};ej, avec 1\'};: (3), et A = diag {A{}, t = kyovans ¥

()

D}

Fig. 4.3: Stabilisation du j-ieme étage

La commande de l’ensemble des modes du précompensateur peut se déterminer
de la méme maniere. Cette commande a |’avantage de ne nécessiter aucun calcul,
et I'inconvénient d’augmenter la taille du vecteur d’entrée proportionnellement au
nombre d’étages de H(s).

4.2 Placement des poles du systeme compensé

Lorsque la réalisation ( 30) (resp. ( 38)) est commandable, on peut concevoir
une commande qui spécifie tous les modes dynamiques de la forme augmentée,
c’est-a-dire les modes exponentiels du systeme initial plus les modes introduits par
I’adjonction du précompensateur.

Considérons d’abord la forme augmentée mono-entrée ( 30), obtenue avec le pré-
compensateur trivial ( 25) qui est commandable a la condition que le sous-systeme
lent ( 15a) de la forme standard le soit aussi. Le systeme ( 30) n’est pas sous forme
compagne, mais nous déterminerons la matrice de changement de variables [34] qui
permet de se ramener a cette forme canonique, et calculerons la commande complete.
Soit Pz()) le polynome caractéristique de A:

Pi()) = det (A — A;) det (A — Ap) = A*"! det (AI — A;).
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Appelons (ao, . . . ,ag-1) les différents coefficients du polynéme caractéristique P4, ():
Py (A) = XM 4 ag 1 A7+ 4 a ) + a.

et:
Pi(A) = A" +ag 1 A4 N e (50)
Il existe une matrice de changement de variables P telle que le vecteur z = P~!z

vérifie ’équation:

7= A"z + B,

y =C*z + Dv, (51)
avec:

0 1 0 0

A* = P-1AP = ]
. 0
0 .. 0 1
0 .. 0 —dg —Qa4_1
0\
B=piB=||, c=cp
1

Pour placer les 7 poles de ( 51) en A1, .., As, 1l suffit d'imposer le polynome carac-

téristique du systeme bouclé par v = K~z + e, sous la forme:
Pioigeie(A) =(A=X) ... (A= Ar),
=N 4+ az 1 A"+ 4 a,
et de former le gain K*:
K*=(-ag, ..., —Qu_3, Gp—CQu_y, .., G4_]— Qn_1)- (52)

Il reste & déterminer le changement de variables P, de fagon a obtenir directement
le gain K = K*P~! A appliquer sur la forme augmentée ( 30).

Théoréeme 4.7:
La matrice de changement de variables qui permet d’écrire la forme aug-

mentée ( 30) sous sa forme canonique ( 51) est de la forme:
o ... ... 0
P :

0 ... 0 a ... ag_; 1
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avec P, la matrice de changement de variables permettant d’écrire le
sous-systeme lent ( 15a) de la forme standard de ( 2) sous forme com-

pagne.

Démonstration : soient P; les différentes colonnes de la matrice P, les deux
relations PA* = AP, et PB* = B, permettent d’écrire:
Pii= (A +a4 1A'+ ...+ ag_;I)B, pouri=0,...,d, (a)

_. _. - 53
Pﬁ—i=(A'+(1d--1A’_l+...+aoA"d)B, pourz=d+1,...,n—1. (b) (53)

D’autre part en utilisant la structure particuliere de A et B, définie dans la section
3.1 du chapitre 3:

AL By 0 ... 0 0

0 0 1 . :
A=| : : 0|, B= ,

: 1 0

0 0 1

nous pouvons montrer que:

T
AkB:(O - 010 . 0) , pourk <v—1, (a)
d4+v~—2—k k
o (Ak—u+lB )T 0 0 T (54)
AkB:< L — ) , pourk>v-—1, (b)
d v=1

En utilisant les relations précédentes et en distinguant deux cas selon que d < v —1,
ou d > v — 1, nous déterminons les différentes colonnes de la matrice P:

Premier cas: d < v —1

T
Pﬁ_i=<0 ... 0 1 Ay ad_,) ’ iZO,...,d,
d4v—-2—1 1
T
Pﬁ—i:<0 . 001 a1 ... a 0 ... O) ’ i=d+1,...v—2
d4+v~-2—1 d t—d
1 \T ) T
Pﬁ—i:<(Pﬁ—i) S LI VN - 0) : i=v—1,...,0—1,
d4+v—i—-1 1—d
ou P}_. est la (7 — i)-ieme colonne de la matrice de changement de variables P

relative a la paire (A;, B ):

Pl = (AT 4 ag 1 AT + .+ agpe—io1 D) By
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Second cas: d>v —1

P = (E_V__(’, g - “d-‘;) , i=0,... v-2
dv—2—i i

(PL)T  agpo—i ag_; \T .

Pﬁ-i: ( it ddv—1—-2 - —11) : N '—‘-V—l,...,d,
v—1

(P1_)T a ; a 0 0\’ )

Pﬁ-—i:( fi—1 d+u—t—2v... 3 ,) , z:d-*—]_,__.,ﬁ_]_.
dtv—i—1 i-d

Dans les deux cas la matrice P a la structure suivante:

o ... ... 0
P, . .
0
P = aop ag—1 1 O
0
0o ... 0 ag ... ag_; 1

Examinons maintenant le cas multi-entrées, obtenu avec le précompensateur mi-
nimal. Lorsque la forme augmentée ( 38) est commandable, une commande par
placement de poles v = Kz + e permet de spécifier a la fois les modes dynamiques
finis du systeme ( 2), et les poles du précompensateur. Cette commande nécessite
le calcul préalable de la forme commandable de Luenberger de ( 38). Ce calcul ne
présente pas de difficulté particuliere, mais est relativement long & mettre en ceuvre,
c’est pourquoi nous ne le rappelons pas ici.

Lorsque la forme augmentée n’est pas commandable, le probleme du placement de
poles et de la stabilisation peut néanmoins étre résolu en considérant le vecteur

d’entrée étendu:
(u)
Ue = }
v

On obtient alors la réalisation suivante du systeme précompensé:

(A 0 _ (B 0
“T\0 4p)" "\ 0 Bp)® (55)
y=(C1 Cily)z+(0 CT)u,,

pour laquelle on peut énoncer le théoreme suivant:

Théoréme 4.8:
La réalisation ( 55) est commandable si, et seulement s, le sous-systeme
lent ( 15a) de la forme standard est commandable.
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Démonstration : il suffit de calculer la matrice de commandabilité C.:

C = B, 0 AB 0 ... AT'B; 0
¢~ \0 Bp 0 ApBp ... 0 A% 'Bp |’
Il existe une matrice inversible P telle que:
(B ... AT7'B; 0 ... 0
Ce_(() 0 Bp ... A¥'Bp P.

En rappelant que:

0 JuZF ... J?

e . . 5 |
d : Ji

o ... ... 0

avec pour tout 7 = 2,...,v — 2, et pour tout : = 1,...,7 — 1, J,—j_l donné par

I’équation ( 39), il est facile de montrer que A%™' = 0. De plus, comme A; est
solution de son polynome caractéristique, nous avons:

B, ... A¥'B, 0 ... 0
rang Ce = 1amg | o o B, . Ax?g, )

= rang C(A;, B,) + rang C(Ap, Bp).

Comme la paire (A,, B,) est commandable, nous avons le résultat souhaité. O
Dans le cas ou l'on utilise la réalisation ( 55) du systéme précompensé, la com-
mande agit a deux endroits différents: sur v avec Kp pour spécifier les poles du
précompensateur et sur u avec s pour placer les modes dynamiques finis du systeme
initial.

e v u Yy
—— PCOMP — — SYSTEME |——
€ kS
Kp Kg

Fig. 4.4: Stabilisation avec retour sur u et v

5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons donné les conditions nécessaires et suffisantes pour que
la forme augmentée soit une réalisation minimale du systeme précompensé.

Nous avons donc obtenu des conditions suffisantes pour commander le systeme com-
pensé a l'aide d’un retour d’état. En outre, nous avons proposé différentes facons
d’implanter la commande, soit en calculant la forme commandable de Luenberger,
soit en commandant les modes du précompensateur étage par étage.
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Nous avons également donné des conditions suffisantes pour observer les variables
d’état de la forme augmentée. Dans le chapitre qui suit nous complétons la com-
mande par retour d’état en développant différents observateurs du vecteur z.

Procédures MATLAB

Pour déplacer les modes infinis d’un systéme I-commandable nous utilisons les
procédures IMPFREE, ainsi que DYNAMIC et ENTRAIN que nous avons
déja présentées au chapitre précédent.

Pour déplacer les modes dynamiques finis d’'un systeme généralisé sans mode im-
pulsionnel ou de la forme augmentée nous utilisons la procédure PLACE de la
boite-a-outils Control. De la méme facon les matrices d’observabilité et de com-
mandabilité de la forme augmentée sont obtenues en utilisant les procédures O BSV
et CTRB et les formes observable et commandable de Luenberger sont obtenues en

utilisant les procédures OBSV F et CT RBF de la boite-a-outils Control.
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5. OBSERVATION DES
SYSTEMES GENERALISES

Le placement de poles par retour sur z ou sur z nécessite soit une hypothese tres forte
sur l'acceés aux différentes variables internes du systeme considéré, soit la construc-
tion d’un observateur des variables qui ne sont pas directement accessibles. Com-
ment construire un tel observateur?

Le chapitre suivant répond a cette question. Nous rappelons, pour ce faire, les
méthodes usuelles qui sont utilisées pour observer les systemes généralisés, et nous
discutons les conditions requises pour pouvoir les appliquer. Nous montrons enfin
que l'observation du systeme compensé G(s)H (s) requiert des conditions moins res-
trictives, et nous proposons des observateurs d’ordre plein et réduit pour la forme
augmenteée.
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1 Introduction

Le chapitre précédent a montré comment une commande P ou PD par retour sur «
permet d’éliminer les modes impulsionnels et de stabiliser le systeme lorsque celui-ci
est I et R-commandable. Cette démarche n’est toutefois valable que si I’'on peut
accéder aux variables internes, y compris celles relatives a la partie singuliere du
systeme. Lorsque ces variables ne sont pas directement mesurables, il reste la pos-
sibilité de construire un observateur. Le systeme:

Ew = Aypw + Byu + Gy,
= Fyw+ Fy + Hu,

est un observateur pour le systeme généralisé ( 2) si £ — z tend vers 0, lorsque ¢ tend
vers 'infini. Appelons n,, la dimension du vecteur w.

e sile rang de E,; est égal a n,, alors 'observateur est dit régulier,

— si n, = n, l'observateur est d’ordre plein,

— sl ny, < n, 'observateur est d’ordre réduit,
e sile rang de E,; est inférieur a n,, alors 'observateur est appelé généralisé.

Dans la premiere section de ce chapitre nous présentons plusieurs observateurs
réguliers, généralisés, d’ordre plein ou réduit, habituellement utilisés avec les systemes
généralisés. Nous soulignons en outre les hypotheses requises par chacun d’entre eux.

SYSTEME

OBSV

Fig. 5.1: Observation de z

La seconde section est consacrée a I’observation des systemes généralisés, compensés
par H(s). Nous expliquons comment construire un observateur de ’état augmenté
z, nous montrons que seul le vecteur x, n’est pas accessible a la mesure directe, et
nous proposons différents observateurs d’ordre plein ou réduit de z;. Ces résultats
ont fait I'objet d’une publication lors de la conférence IMACS sur la Modélisation
Mathématique en Février 1994 [47].



Chapitre 5 98

— PCOMP SYSTEME

OBSV

Fig. 5.2: Observation de z

La troisiéme section traite de 'implantation de ’ensemble observateur-régulateur.
Nous expliquons que la présence de la matrice de transmission directe D dans
la forme augmentée peut provoquer, pour certains gains de la commande et de
I’observateur, I’apparition d’une boucle algébrique non inversible. Nous donnons des
conditions nécessaires et suffisantes sur les gains précedents pour que 'observateur
soit compatible avec le régulateur. Ces résultats ont fait 'objet d’une proposition
de publication a la revue IEEE, Automatic Control en Juin 1994 [48]. La derniere
section est un exemple illustratif. Les trois dernieres parties constituent la part
originale de ce chapitre.

2 Quelques observateurs pour systemes
généralisés
Différents observateurs pour les systemes généralisés sont présentés dans cette sec-

tion, la plupart d’entre eux étant déduits de la forme de Smith ( 17) du systeme
considéré. Rappelons pour mémoire cette forme:

i‘l = {11151 + A2y + Blua (a)

Y1 = Clj'l, .

0= Agljl + ApZy + Byu, (b)
Y2 = Cao,

Y =191+ Yo

2.1 Observateurs singuliers

L’observation du vecteur z a l’aide d’un autre systeme généralisé est I'idée la plus
immédiate que 'on peut tenter de mettre en ceuvre pour construire un observateur
du systeme ( 2). Dai [27] montre que si il existe une matrice G telle que A — GC
soit stable, alors le systeme:

Ew = Aw+ Bu+ G(y — Cw),

T =w,

(56)

est un observateur singulier pour le systeme ( 2). Si cette idée est tres facile a
développer sur le papier, sa réalisation pratique n’est guere envisageable du fait de la
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non inversibilité de la matrice £. Un observateur singulier nécessite la connaissance
des dérivées successives de u et y, et est extremement sensible aux bruits de mesure
dans les hautes fréquences.

2.2 Observateurs de la forme de Smith

L’observation de la forme de Smith ( 17) du systeme ( 2) a été développée par de
nombreux auteurs [30,31,79,94]. El Tohami et al [30] proposent de regrouper les
deux dernieres lignes de ( 17) de fagon a écrire:

A2 PR Az 5 _ Byu
Cy r Ch ! —¥ )

Soit:

Lorsque la matrice R est de rang plein en colonnes, son inverse de Moore-Penrose

T 13
e () () ()

La solution au sens des moindres carrés 7 qui minimise la norme:

. An). (B
iRt + (5 ) (21,

est donnée par I’équation:

T, A~21 5 B2u
t--m (g )ae ()

En introduisant un partitionnement de la matrice R*:

[5] est donnée par:

R*=(R} Rf), R}eRe),
et les notations suivantes:

S, = —R} Ay — R}C,, S;=-R}B,,
nous obtenons le systeme:

£ = (A + A2S1)T + (Bl + A1S2)u + ARy, (57)
iy = $1%, + S;u + Ry,

pour lequel on peut construire un observateur a l’aide des méthodes usuelles.
Pour des systemes sans mode impulsionnel Fahmy and O’Reilly [31] exploitent la
régularité de la matrice A,, afin d’exprimer Z, en fonction de #; et de u en utilisant
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uniquement la seconde ligne du systeme ( 17). Ils obtiennent le systeme ( 18) que
I’on rappelle ici:

21 = (An — ApAz An)i + (B — A2A3) By,
iy = —A;} AnE, — A3} Bou, (58)
y = (C1 — C2A3 An)iy — CL AR B,
et pour lequel on peut déterminer un observateur si la paire
(An — A12A3; An, C1 — A7) An)

est observable.

En outre, lorsque la matrice C, - C~'2A{21A21 est de rang plein ¢ on peut construire
un observateur réduit de ( 58) de dimension r — q.

Cette synthese peut, sans difficulté, étre étendue pour des systemes I-commandables
[4], mais remarquons que le résultat suivant ne concerne qu’une classe de systémes
tres étroite. En effet, le prébouclage requis nécessite I'accés a priori aux variables du
vecteur Z,, c’est-a-dire avant construction de ’observateur. A l’aide du prébouclage
défini dans le chapitre 3, paragraphe 2.1:

u= 17(2.’;32 + v,
nous obtenons le systéme ( 24) pour lequel on exprime la sortie en fonction de Z; et

I = (/‘}11 — (A + ~B1~1;’2)(A22 + ?2!;’2)_1:421)531'*‘
(Bl - (Alg + Bllﬁ’z)(Aﬂ + Bz[(z)_le)v,

. e . S ~ (59

Iy = —(An+ ByK3) 1Ay iy — (An + B K,) ' Bov, (59)

y = (él - Cz(A22 + BQI;,Q)_IAQI)jl - éz(A?Z + BQ[?Q)_lBjU.

Un observateur du systeme ( 59) peut étre construit lorsque la paire:
(A — (A + Blkz)(/bz + 32122)_11421, Ci - C’z(An + B21~(2)'1A21)

est observable. De la méme facon que précédemment, un observateur réduit de
dimension r — ¢ est réalisable lorsque la matrice C, - C'z(Azz + Bg[(’g)‘lAgl est de
rang plein q.

Shields [79], quant & lui, reprend I’hypothése de El Tohami et al, a savoir que la
matrice (AL, C’?_T) est de rang plein en colonnes, et, sans supposer que A,; est
inversible, propose de déterminer le vecteur %, a partir de Z;, de u, et de y a laide
d’une injection de la sortie. La démarche est, en partie, analogue a celle présentée
dans 'algorithme précédent a la différence que le retour s’effectue maintenant sur la
sortie et non plus sur I’état. La matrice (AL, CT )T étant de rang plein en colonnes,
nous savons qu’il existe une matrice H, telle que S = Ay — H,C, soit inversible.
L’utilisation des deux dernieres lignes de 1’équation ( 17) et la construction du
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vecteur H,y, nous permettent d’exprimer , en fonction de Z,, de u, et de y. Nous
obtenons le systeme:

i1 = (An — ApS™ Ay — HyCh))E) — A1S ' Hyy + (By — A12S™'By)u,

Gy =—S"Y Ay — HyC)i, — ST Hyy — S Byu, (60)
(I +Cy8 Hy)y = (Cy — €28 Y (Ay — HyCh))zy — C,8 ' Byu,

e Lorsque la matrice Ay, est inversible, il a été démontré [30,79], qu’il en était

de méme de la matrice (I + C;S™'H,). On peut déterminer un observateur de
Z, si la paire:

(A — A1 S™H Ay — H2él)a ¢, ~ 025_1(/121 - H2él)),
est observable.

e Lorsque les matrices Ay, et (I + C'ZS'IHg) ne sont pas inversibles, Shields
[79] donne les conditions pour construire un observateur réduit de Z; en ne
concervant que certaines lignes de ’équation ( 60).

Notons que pour l’ensemble des méthodes présentées dans ce paragraphe, 'incon-
vénient majeur concerne les hypotheses restrictives dont il faut tenir compte. La
régularité de Ay, celle de (A B,), ou encore celle de (AL, CT )T sont indis-
pensables pour transformer le systéme de fagon a faire apparaitre un sous-systéme
dynamique régulier, ainsi qu’un sous-systeme entrainé.

2.3 Inverse de Moore-Penrose de C

Supposons que le systéme ( 2) soit observable, que la matrice C soit de rang plein
q en lignes, et introduisons une matrice C!) telle que:

ccWe = C.

L’équation précédente est la premiere des quatre propriétés que vérifie 'inverse de
Moore-Penrose de la matrice C. On note C(!) une matrice qui vérifie cette propriété,
de la méme facon on noterait C? une matrice qui vérifierait la seconde propriété,
etc... Avec cette notation, nous avons donc:

ct = c(1234)

ou C™ est l'inverse de Moore-Penrose de C.
La matrice C étant supposée de rang plein en lignes, nous pouvons écrire:

ccW® =1,

et:

2t = CWy+ (I - CVC)w,
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ou w est un vecteur quelconque de IR". Si d’autre part nous définissons la matrice
L telle que Im(L) = Im(I — C™C), nous pouvons simplifier les notations:

LLYW = (I1-CcM0),

et:
et =CWy + Lh,

avec b = LWw. En utilisant cette derniére équation et ( 2) aprés multiplication par
LM ou C, nous pouvons écrire:

LOWELL = LWACMy + LOALA + LO By — LOECWy,
CECWy =CALh + CACWy + CBu— CELh.

Shafai et Caroll [75] montrent que 'observabilité du systéme ( 2) permet de déter-
miner L tel que CL = 0 et L) tel que LW EL soit une matrice réguliere. Apres
quelques transformations, nous obtenons le systeme:

h=F'LMWALR 4 (F-'LWACY — FTILMALR)y + F~' LY Bu,
o (61)
% = CLALR,

avec:

w =Sy — (CLACY —CLALR)y — CLBu, h=h+ Ry,
et:
R=F1'LWEC®Y, L=1—-ELF'L®, F=LWEL §S=CLECW,

La dérivée de y figure dans ’expression de w, mais une derniere transformation
z = h— K Sy, avec K a déterminer, permet de supprimer cette difficulté. La mesure
de y et la connaissance de u nous permettent de construire un observateur pour le
systeme ( 61) lorsque la paire:

(F'LWAL, CLAL),

est observable.

3 Observation du systéeme compensé

Dans cette partie, nous proposons différents observateurs pour le systeme compensé
par H(s), avec des dynamiques d’ordre de plus en plus bas.
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3.1 Observation de =z

Si la paire (A, C) est observable, il existe un gain K € IR™? tel que les valeurs
propres de A — K C soient toutes a partie réelle négative. Le systeme:

: =A:+Bv+ K(Cz-C3),
— (A= RC)s+ (B - KD+ Ky,
est un observateur pour le vecteur z définie par:
z= /:1z + B;v,
y=Cz+ Dv.

La matrice K est obtenue aprés avoir calculé la forme observable de Luenberger du
systeme précédent

v u Yy
PCOMP SYSTEME
K
z E
B- RD @ it
A-KC

Fig. 5.3: Observateur de 2

Nous avons indiqué dans le chapitre 4 que la simplification d’un pdle nul du précom-
pensateur par un zéro nul du sous-systeme lent ( 15a) de la forme standard peut
faire chuter le rang de la matrice d’observabilité. Dans certains cas, il n’est donc
pas possible de construire un observateur de z a 'aide des seuls vecteurs v et y.
Mais, par construction, nous savons avoir acces a u, la sortie du précompensateur.
Ce vecteur étant mesurable, nous pouvons considérer le vecteur de sortie étendu:

w=(1).

On obtient alors la réalisation suivante du systéme compensé:

(A BCrY L (0,

TV 0 Ap Bp |

Y. = Cl CQLQ 4+ CzTg v

Ye=Vo o¢p )° Dp |V
Théoreme 5.1:

Le systeme ( 62) est observable si, et seulement si, le sous-systéeme lent
( 15a) de la forme standard est observable.
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Démonstration : il suffit de calculer la matrice d’observabilité O.:
( Cl X
0 Cp
C]Al X
0, = 0 CpAp
ClA;_l—l X
\ 0  CpA}!
Il existe une matrice inversible P telle que:
Cl X
_ Cl AT;—I X
O.=P 0 Cp
0 CPAF};_I
En rappelant que A% ' = 0, et que A, est solution de son polynéme caractéristique,
nous avons:
Cl X
C,A{! X
rang O, = rang 101 Cp
0  CpAx')

Comme la paire (Ap, Cp) est observable, nous avons le résultat souhaité. O
Nous pouvons donc toujours construire un observateur de la forme augmentée a
I'aide des vecteurs u, v et y lorsque la paire (A, C;) est observable.

3.2 Observateur d’ordre plein de z;

L’observation de 1’état complet z n’est cependant pas nécessaire. En effet, € est
directement accessible a travers le précompensateur. Pour le précompensateur trivial
( 25), les composantes de € sont obtenues a la sortie des intégrateurs, et pour le
précompensateur minimal ( 35), elles sont obtenues par combinaison des sorties des
différents étages du précompensateur. De ce fait, la seule partie de ’état augmenté
z qu’il est nécessaire d’observer est le vecteur x;. Les résultats qui suivent ont été
présentés dans [47].

Si la paire (A;, C;) est observable, c’est-a-dire si le systeme ( 2) est R-observable,
il existe un gain K; € IR tel que les valeurs propres de A; — K,C; soient toutes
a partie réelle négative . Dans ce cas, le systeme défini par:

9;31 = A12; + Biu+ Ki(y1 — Cigy),
= (4 — K1C1) + Biu + Ky,
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est un observateur pour le vecteur z;. La mesure de y; n’est pas directement ac-
cessible, puisque la sortie du systeme est donnée par le vecteur y et non par y;.
Toutefois on a vu que la synthése du précompensateur permet de reconstruire, grace
aux composantes de ¢, le vecteur z, et donc le vecteur y;. Le vecteur y; est donc
obtenu par simple différence entre y et y,:

N =y— C2L2€ - C2T2U.

Avec le précompensateur trivial ( 25), les composantes de € sont les dérivées suc-
cessives de u, c’est-a-dire les sorties des différents intégrateurs qui composent le
précompensateur. Les matrices L, et T2 sont définies par ’équation ( 29), et u = Cpe
avec Cp défini par ( 27).

Avec le précompensateur minimal, les composantes de ¢ ne correspondent plus
directement aux dérivées successives de u, mais sont obtenues par combinaisons
linéaires de ces dérivées. Les matrices L, et T, sont définies par ’équation ( 41), et
u = Cpe + Dpv avec Cp et Dp définies par ( 40).

Dans tous les cas un observateur d’ordre plein du vecteur z, est donné par I’équation:

3;51 = (A1 — KiCh)Z1 + My ( el T )T + Ky, (63)

avec:

M, = (B,Cp — K\C,L,, ByDp— K,C,T,) € R*™. (64)

Dans le cas du précompensateur trivial, la matrice Dp n’intervient pas: elle est
nulle. Nous obtenons la structure suivante:

v u Y
—PCOMP SYSTEME
K,
(7 WT)T
.‘i:l il
M @ int
—H A; - K,Cy —l

Fig. 5.4: Observateur d’ordre plein de z;

3.3 Observateur réduit de z;

Lorsque la matrice C; est de rang plein ¢, un observateur réduit d’ordre d — ¢ de
x, peut étre construit [9]. L’introduction d’une matrice de changement de variables
appropriée 7; = Py 'z,, nous permet de transformer le sous-systéme lent ( 15a) de
la forme standard en: ' _ _

z, = AT, + Byu, (65)
ypi=(I 0)z,

avec:

/_11 =P1_1A1P1, Bl =P1_lBl.
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Nous partitionnons les matrices Ay, et B; conformément 3 la partition de la matrice
Cy = (I 0). Le systeme ( 65) devient:

Iy = AnZu + A + Buu,

T12 = AnZn + Az + B, (66)

Y1 =2Zn.
Le vecteur de sortie du systeme ( 66) coincide avec les ¢ premiéres composantes de
son vecteur d’état, c’est-a-dire avec Z;;. Ces composantes sont donc directement
mesurables au travers de y,, et seul un observateur des d — ¢ derniéres composantes

de I’état, c’est-a-dire de Z,, reste nécessaire pour pouvoir accéder a l’ensemble du
vecteur état. Définissons g, et § une estimation de g:

g=7Tu-— A1157_11 = A;2Zy2 + By,
g = A12Z12 + Bryu.

Nous proposons, pour le vecteur Z;, 'observateur suivant [9]:
T2 = AnZn + AnZn + By + K, (g - §).

Une derniere transformation est nécessaire pour faire disparaitre la dérivée de
présente dans 'expression de g. A cet effet, nous définissons: w = Z,, — K,y;.
Donc: )
w= I:I:Ilz —IX’ryl = Mw+ Nu +Py1,
avec: _ _ o
M = Az — K: A,
N = By, — KB,
P = A21 - I{TAH -+ Azg[\’r - I(TAlgl{,..
Un observateur d’ordre réduit d — ¢ du vecteur z, est donné par ’équation
w=Muw+ M (& +T)T + Py, (67)
avec:
M, =(NCp — PCyL, NDp— PC,T;) € R4, (68)

et Z,, 'estimation de z,, est définie par :

_p (0 IN(wY_p (0 I\(I 0 O 0
1= I I\'r Y1 - I IX’T 0 I _C2L2 _02T2
L S

Qs

e e g
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~C2(L2 T2)

v k73 v
——dPcoMP SYSTEME @

i

<

b
Gl
-

Q |

M @ v int

M

Fig. 5.5: Observateur d’ordre réduit de z;

Remarque : compte-tenu de la relation: zo = Loe+ Thv, Pobservation du vecteur
z; et la connaissance du vecteur € sont suffisantes pour construire un observateur
du vecteur z. Notons que ce résultat n’a pas été exploité pour 'instant, puisque les
différents bouclages proposés agissent tous sur le systeme compensé.

4 Exemple

Considérons le systeme suivant décrit sous forme standard:

0 0
0 0
1 o0|*t
0 1

S O~ O
o = O
—_ = O W

2
.o
R
0

(=10 1 -1
T 2 0 -2 o))"
Le précompensateur dynamique minimal H(s) qui élimine les comportements im-
pulsionnels correspond a:

0 1\ /s 0\ (1 -1\[s 0 0 1
ma= (1 o) (0 e ) (0 )= (5 ),

et la forme augmentée correspond a:

OO O -

(69)

2 3 0 0 1
=10 0 1}z4+]0 -1]w,
0 0 O 1 0 (70)
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Le systeme ( 70) est commandable et observable. En introduisant le gain
K, = (-1 1), un observateur d’ordre plein de z; peut étre défini par 1’équation
(63): '

ETi=-%1+(1 -3)e+(0 1)v+(-1 1)y
Un observateur d’ordre réduit de z; peut étre défini en utilisant ’équation ( 67). En
fait, z; peut directement étre obtenu en mesurant les différentes sorties du systeme:

zy=—(1 0)y—(0 1)e
Si I'on considére maintenant des observateurs de la forme de Smith de ( 69):

1 00 1 3

T+

s e B e i o |

0
0
1
0

— o O O
o = O

0
1
0
0

oo O

1
0
0

(-1 1 -1 0).
Yy=12 —2 0 o/®

nous pouvons émettre les réserves suivantes:

e I, ne peut étre exprimé a l’aide de y et Z,. En fait, la matrice:

0
C, 0

n’est pas de rang plein, et les conditions exprimées dans [30,31,79,94] ne sont
pas remplies.

e De plus lorsque le systeme obtenu est observable, ’ordre minimal (r — ¢) de
I’observateur est supérieur a |’ordre minimal (d—gq) de ’observateur du systéme
compensé.

5 Implantation d’un observateur-régulateur

Dans ce dernier paragraphe nous retrouvons notre préoccupation essentielle, a savoir
la commande du systeme ( 2). Nous avons déterminé un observateur des vecteurs
z; et z afin de pouvoir appliquer une commande par retour d’état sur z. Mais la
présence d’une matrice de transmission directe dans I’expression de la forme aug-
mentée ( 38) nécessite certaines précautions supplémentaires. En effet la détermina-
tion du gain de commande se fait généralement indépendamment de la construction
de I'observateur, et peut conduire a un ensemble observateur-régulateur qui ne peut
étre implanté. Illustrons ce probléeme a l'aide du petit exemple suivant:

100 0 2000 13
0010]. [o1 00 0 0

000 1] foo 1 of" |1 1|" (71)
0000 00 0 I 0 1
y=(2 1 -2 0)z
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La forme augmentée correspondante est donnée par 1’équation:

2 3 0 0 1
z=10 0 1|z4+]0 -1]uvw,
0 0 0 1 0 (72)

y=(2 2 L)z4+(-1 1)w.

Comme précédemment le vecteur z, peut directement étre reconstruit a partir de la
mesure de la sortie y et de la connaissance de ’entrée v et du vecteur e

mlzé(y-(Q l)e— (-1 1)v).

Supposons que 'on veuille placer les poles du systéme ( 71) en {—2, —2, 0} a 'aide
d’un retour d’état. Différents gains de bouclage peuvent étre proposés. En particu-
lier les gains K; et Kj:

Ko — -2 -5 0 K, = 1£-20 =25 -11
Tl-4 2 -5)7 TPT3\L4 11 4 )
permettent d’obtenir les mémes modes en boucle fermée. Pourtant ces deux bouclages

conduisent a deux observateurs-régulateurs completement différents.

e Avec le gain K, nous avons:

4 =2 2 -1 2
g —2)"=\4)¥ 10 —1)cF"
La commande ne peut étre implantée.

e Avec le gain K, et de la méme fagon, nous obtenons:

26 —20 —20 15 9
(5 50) o= (37)ve (3 5)ere
c’est-a-dire:

_L(-to) 135 15 1 (5 10},
T\ 2 )Y 30 3 6 g0 \2 13)°
Dans ce dernier cas la commande peut étre implantée a I’aide d’un retour sur

€ et sur y.

De fagon plus générale, nous pouvons énoncer la condition nécessaire et suffisante
suivante qui a été proposée dans [48]:
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Théoréeme 5.2:

Etant donné le systéeme ( 38), l'observateur réduit d’ordre d — q et de
gain K,, et la commande par retour d’état de gain K sont compatibles
st, et seulement si:

1, I, \ =
det(]—f—K(O)Pl(KT)D)#O,
ot P, est la matrice de changement de variables définie en ( 65).

Démonstration : pour obtenir cette condition il suffit de calculer la commande
que l’on souhaite implanter:

v=Ki+e=K 1 +e=K La T+ K R €+ e.
€ 0 I

Or X
w
(0 I\[(I 0 o0 0 y
I“1)1(1 A’,) (o I Gl —C;,T2> €
v
Donc:
b
g ]d 0 y —CQLQ _CQTZ Y # 0
“_1‘(0>P1<1 K, —K,CyL, —I(,CQTQ) g | T4 g JETe
v

La commande pourra donc étre implantée si, et seulement si, la matrice:

o 14 -G, T,
I=k (o)Pl (-A’,Cﬂ;) :

est inversible. En remarquant que:

—CQTQ o Iq =
(-1{,@,55) T (1\', D.
nous obtenons le résultat avanceé. O

Sur le schéma fonctionnel suivant, ce probleme se traduit par I'apparition d’une
boucle algébrique non inversible. Définissons:

N & (o T
]\1‘1_1\<0>7 QI_PI(] [{T>
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Fig. 5.6: Observateur-régulateur avec retour sur z;

Remarque : une condition suffisante pour pouvoir implanter n’importe quel re-
tour d’état avec n’importe quel observateur est donc:

D =0.

Lorsque ’ensemble observateur-régulateur n’est pas compatible une méthode simple
consiste a augmenter 'ordre du précompensateur. Avec un ordre suffisamment élevé,
on pourra toujours se ramener a un précompensateur tel que
T, = 0, c’est-a-dire tel que D = 0.

6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié la commande des systemes généralisés ( 2) du
point de vue de 'observation. Des observateurs directs du systeme initial et des
observateurs du systéeme compensé ( 38) ont été détaillés. Dans le premier cas les
techniques mises en ceuvre sont plus lourdes, et les conditions requises plus restric-
tives. L’introduction d’une commande par précompensation dynamique puis retour
d’état sur le systéeme compensé nous apparait d’autant plus justifiée.

Des conditions de compatibilité entre le gain de la commande et le gain de l'obser-
vateur ont été précisées. Notons que ce probleme d’'implantation ne se restreint pas
aux systemes généralisés. Il peut apparaitre avec n’importe quelle matrice de trans-
mission directe, et constitue de ce fait une mise en cause du principe de séparation,
principe selon lequel la commande et I'observateur peuvent étre déterminés indé-
pendamment.
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Procédures MATLAB

La détermination d’observateurs d’ordre plein ou réduit a donné lieu a ’écriture de
différentes procédures.

e La procédure O BF AP calcule un observateur d’ordre plein de z, avec d modes
dynamiques choisis par 'utilisateur. Les différents gains sur la mesure de la
sortie, sur 'entrée, et sur le vecteur € sont déterminés.

e La procédure OBF AR calcule un observateur d’ordre réduit de z;, avec d — ¢
modes dynamiques choisis par |'utilisateur. Les différents gains sur y, v, et €
nécessaires pour former le vecteur d’observation réduit w sont déterminés, ainsi
que les gains sur w, y, v et € nécessaires pour former le vecteur d’observation
complet Z.
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6. DECOUPLAGE DES
SYSTEMES GENERALISES

Limiter 'influence de chaque entrée a une seule sortie est un objectif important de
la commande des systémes linéaires multivariables. Dans ce chapitre nous abordons
le découplage des systemes généralisés, et nous répondons aux questions suivantes:
a quelles conditions peut-on découpler le systeme avec un retour proportionnel ou
avec un retour proportionnel plus dérivé? A quelles conditions peut-on le faire avec
une précompensation dynamique? Comment construire les gains de bouclage?
Nous rappelons les principaux résultats connus et mettons en évidence les analogies
qui existent entre notre algorithme et ’algorithme de structure entrées-sorties de Sil-
verman. Nous montrons que notre précompensateur peut étre complété en ajoutant
un certain nombre d’étages, de fagon a obtenir un systeme compensé découplable
par retour d’état.
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1 Introduction

Pour un systéme qui posseéde au moins autant d’entrées que de sorties, le but du
découplage est de limiter 'influence de chaque entrée a une seule sortie. Le processus
est alors équivalent a un ensemble de systémes monovariables qui évoluent en paral-
lele. On qualifie sa commande de non interactive. Dans ce qui suit, on suppose que
le nombre d’entrées est strictement égal au nombre de sorties (p = ¢). On rappelle
dans la premiere partie les conditions nécessaires et suffisantes pour découpler un
systeme généralisé avec un retour proportionnel, et celles pour le découpler avec un
retour proportionnel plus dérivé. Différentes méthodes pour construire les gains de la
commande sont résumées. Dans la seconde partie, qui constitue la part originale de
ce chapitre, on s’intéresse plus spécifiquement au découplage du systéme compensé
par H(s). Apres avoir rappelé les CNS de découplage, deux cas sont envisagés:

e le découplage par retour d’état lorsque la matrice de découplage B* est in-

versible [9,32,36]:

4L —+ *J pcomp SYSTEME }—L Y.

Fig. 6.1: Découplage de la forme augmentée par retour d’état
o le découplage par précompensation additionnelle Hy(s) plus retour d’état lors-

que la matrice B* n’est pas inversible, mais que la matrice de transfert est
réguliere [80,95]:

-
[ i
: 1
|
‘dr @ (—= Ha(s) |— PCOMP |—+ SYSTEME |—1 "+
|
! l
]
L e J
[
K

Fig. 6.2: Découplage de la forme augmentée par précompensation et retour d’état



Chapitre 6 116

Nous montrons l’analogie qui existe entre notre algorithme de précompensation dy-
namique et l’algorithme de découplage dynamique et donnons la structure d’un
précompensateur unique qui élimine les comportements impulsionnels et découple
la forme augmentée. La troisieme section est un exemple qui illustre les différents
résultats obtenus. Les deux dernieres sections constituent la part originale de ce

chapitre.

2 Découplage des systémes généralisés
Rappelons la définition d’un systeme généralisé découplé [27]:

Définition 6.1:
Le systéme ( 2) est découplé si sa matrice de transfert est diagonale non

singuliére.

2.1 Découplage par retour proportionnel

Le découplage par retour proportionnel consiste a déterminer une commande
u = Kz + Lv telle que le systeme en boucle fermée ait une matrice de transfert
diagonale, inversible. Cette méthode de découplage a été étudiée par Dai [27], et
surtout par Ailon [1], Paraskevopoulos et Koumboulis [67,68].

A. Ailon donne des conditions nécessaires et suffisantes constructives de découplage,
selon que le systeme initial est I-commandable ou non:

e Pour un systéme ( 2) I-commandable qui posseéde un nombre d’entrées-sorties
p égal a n — r, il existe une commande v = Kz + Lv qui découple ( 2) si, et

det [s<§ g>-(é ﬁ)];eo.

Pour un systéme I-commandable qui possede un nombre d’entrées-sorties p
supérieur a n — r, la condition précédente est nécessaire mais non suffisante.
Des conditions supplémentaires sont requises sur les lignes de la matrice C
(voir [1]).

seulement si:

e Pour les systéemes qui ne sont pas [-commandables, A. Ailon propose de cons-
truire un systeme de dimension réduite k, avec p < k < n:

Eiz = Agzi + Byu,

yr = Crzi, (73)

qui soit I-commandable, dont le déterminant soit proportionnel au déterminant
du systéme initial, et qui vérifie:

VK, tel que det (sE — (A + BK)) # 0,
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il existe un gain K tel que:
C(SE - (A + BI{))_IB = Ck(SEk - (A.]c + BkI{k))_lBk.

Le découplage du systeme initial est assuré si le systéeme de dimension réduite
( 73) vérifie I'une des deux CNS précédentes selon que p est égal ou inférieur
ak—r.

Une autre méthode proposée par Paraskevopoulos et Koumboulis [67,68] met en jeu
une transformation de 1’échelle des temps. D’apres ’hypothese de régularité de A,
nous savons qu'il existe a tel que det(aE + A) # 0, ce qui permet d’écrire:

sEx = Az + Bu,
& (s+a)fz =(aF + A)z + Bu,
& w l'FEz =1+ Bu,

avec:

E=(aE+A)'E, B=(aE+A)™B, w=(a+s)"

Découpler le systeme:
sEX(s) = AX(s) + BU(s),
(74)
Y(s) = CX(s),
avec la commande:

U(s) = KX(s) + LV(s),

est équivalent a découpler le systeme:

-

wZ(w) = EZ(w) + BE(w),
R(w) = CZ(w),

avec la commande:

E(w) = —wKZ(w) + LO(w).

Ce dernier systeme, régulier, est qualifié de systeme dual de ( 74). L’introduction
du systeme dual permet de remplacer la détermination d’un retour proportionnel
pour le systeme généralisé par celle d’un retour dérivé pour le systeme dual.

En se servant du systeme dual, Paraskevopoulos et Koumboulis introduisent alors
une méthode algébrique pour déterminer les gains de bouclage K et L et la matrice
de transfert en boucle fermée G,y que 'on souhaite étre diagonale:

Gyy = C(sE — (A+ BK))™'BL = diag (gi(s))-
Découpler le systeme dual est équivalent a résoudre:

P(w)J(w)C(wl — E)'B =T + wd(wl — E)™'B, (75)
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avec:
P(w) = dlag {—w—d.‘(gi(w—l _ a))—l}, J(w) — dlag ‘{wd,»+1}7
r=L"' &=L"K

Les indices d;, sont les indices de découplage définis par Falb et Wollowitch [32],
et dont nous rappelons la signification dans la section 3.1.1 de ce chapitre. Le
développement en série de puissances négatives de w de chaque ligne de ( 75) per-
met d’obtenir autant de relations algébriques que nécessaire pour résoudre ( 75), et
pour déterminer @, I', et P(w) c’est-a-dire pour déterminer K, L, et G,(s).

Remarque: une notion moins forte que la notion de découplage est la notion de
découplage asymptotique.

Définition 6.2:

Le systéme ( 2) est asymptotiquement découplé si, et seulement si, il
est stable, et si C(sE — A)"'B tend vers une matrice diagonale non
singuliere, lorsque s tend vers 0.

Dai [27] donne des conditions nécessaires et suffisantes pour réaliser un découplage
asymptotique. Il existe une commande v = Kz + Lv telle que le systeme ( 2) en
boucle fermée soit asymptotiquement découplé si, et seulement si, ( 2) est stabilisable
et:

rang (g 13) =n+p.

Dans ce cas, il existe K tel que (E, A + BK) soit stable, et en définissant
L =—(C(A+ BK)™'B)™!, on obtient en boucle fermée:

lim C(sE — (A+ BK))"'BL =1, lorsque s — 0.

2.2 Deécouplage par retour proportionnel plus dérivé

Le découplage par retour proportionnel plus dérivé consiste a déterminer la com-
mande v = Kz + K72 + Lv telle que le systeme en boucle fermée ait une matrice de
transfert diagonale, inversible. On appelle retour proportionnel plus dérivé modifié
(MPD) un retour proportionnel plus dérivé dont les matrices de gain sur z, et z
sont proportionnelles:

u=—K(az + z) + Lv,

avec a tel que det (aF + A) # 0. Ce type de commande a été utilisée par Dai, Zhou,
Shayman, Tarn, Christodoulou, et Mertzios [18,20,27,86]. Nous présentons dans
ce qui suit les résultats de Christodoulou et Mertzios qui reprennent les notations
introduites par Falb et Wollowitch, et Gilbert [32,36] pour des systémes réguliers.
A laide d’une transformation de I’échelle des temps similaire a celle proposée par
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Paraskevopoulos et Koumboulis, Christodoulou et Mertzios [18,20] définissent le

systeme: ) )
z =z + Be,

r=Cz, (76)

avec:

E=(aE+A™'E, B=(aE+ A)'B,
et a tel que det(aF + A) # 0. Soient les matrices B*, et E™:

BB g Eat!
. . }
) E* = . 3

B* =
cp Fértl

c,,EdPB

ou ¢; désigne la i-ieme ligne de la matrice C. Le systeme ( 2) peut étre découplé par
u = —K(az + z) + Lv si, et seulement si, det B* # 0.
Dans ce cas, les matrices de gain K et L sont données par:

K =—(B)'E*, L=(B")"

3 Découplage de la forme augmentée

3.1 Deécouplage par retour d’état
3.1.1 CNS de découplage

En définissant la matrice de découplage B*, Falb et Wollowitch [32] donnent une
condition nécessaire et suffisante pour découpler un systeme linéaire multivariable,
par un retour d’état proportionnel. Appliqué a la forme augmentée ( 38) le théoreme
est le suivant:

Théoreme 6.1:

Il eziste une commande v = Kz + Le qui découple la forme augmentée
( 38) si, et seulement si, det B* # 0.

En désignant les lignes de B* par bY, celles de C par C;, et celles de D
par D;, pouri=1,...,p, nous avons:

E,‘/‘id‘B, st D,‘ = 0,

bi:{Di, si D; #0,

d = min{k:éi/i"l:?aéo, k=0,...,n—1},
Tl a-1, sigA*B =0 pourk=0,...,n 1.

Remarque: pour faciliter 'implantation informatique de la méthode, on pourra
définir par convention:

d,‘= —-1, si D,#O
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3.1.2 Détermination de la commande

Lorsque la matrice B* est inversible, le retour d’état qui découple la forme augmentée

est donné par:

K=—(B")1'4*, L=(B")™",
et:
A* = (a3 ); pour i = LyuasyBy
avec: _ _
0 = c; A%t si D; =0,
P &y 81 L 3 0.
La matrice de transfert du systeme en boucle fermée est alors de la forme:

y(s) = diag {¢:i(s)}e(s),

avec

sq}ﬁ, si Di = 0,
oi(s) =

1, s D,—;éO,

et le diagramme du systeme bouclé correspond a la figure 6.1.

3.1.3 Exemple

[llustrons cette méthode a l’aide de I’exemple ( 44) du chapitre 3:
1 0 00 2 0 0 0 1 -1
0 0 L 0 i 01 0 0 4 0 0
000 1|""Joo 1o |1 1 [|"
0 0 0 O 0 0 0 1 0 1
0 1
~1 8™

dont la forme augmentée est donnée par ( 46):

2 =1 0 0 1
z=]10 0 1]z4+1]10 —=1]no,
0 0 O 1 0

_(L -r oy L (0 0y
Y=o 1 o0o/°T\=1 1"

Le calcul de la matrice de découplage permet d’écrire:

. _(aB)Y _ (0 2 . (aAd) (2 -1 -1
7= (3)= (5 1) = (F)-6 7 9)

et la commande complete correspond a:

_lf-2 3 1),  1(1 -2
=312 1 1/°732\1 0 )°®
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3.2 Découplage par précompensation et retour d’état

3.2.1 CNS de découplage

L’utilisation de 'algorithme de structure entrées-sorties défini par Silverman pour
inverser les systemes multivariables [80], permet de découpler les systémes faiblement
couplés [36].

Définition 6.3:

On appelle systéme faiblement couplé, un systeme dont la matrice de
découplage est non inversible, mais dont la matrice de transfert est ré-
guliére.

Wang [95] propose un algorithme, et énonce un théoreme pour découpler les systemes
faiblement couplés. Appliqué a la forme augmentée ( 38), le résultat est le suivant:

Théoréme 6.3:

La forme augmentée ( 38) peut étre découplée par précompensation dy-
namique et retour d’état proportionnel si, et seulement st, elle est faible-
ment couplée.

3.2.2 Détermination du précompensateur

La méthode consiste a réduire en colonnes B*, et a intégrer les entrées qui agissent
simultanément sur plusieurs sorties différentes. L’algorithme utilise en outre le fait
que la matrice de découplage dépend uniquement des relations entrées-sorties du
systeme considéré, et non pas de la réalisation du transfert. En développant en série
de Laurent G(s) = C(sI — A)B + D, il est facile de montrer que:

by = lim s%*'g(s), lorsque s — oo,
ol §;(s) représente la :-ieme ligne de G(s), b} représente la i-iéme ligne de B*, et:

d; = min {k:s"*5,(s) #0,k=0,1,...}.

Supposons que rang B* = p; < p, il existe une matrice P; telle que:

B Pi=(t ... ty tyy ...t 0 ... 0)
avec:
e p) tel que chaque colonne t,...,t,; possede au moins deux éléments non nuls,
e p; tel que chaque colonne ¢, 11,...,t, possede exactement un élément non nul.

Wang montre que 1 < p| < p;, et définit:
g q P

Gi(s) = G(s)P,D(s), Dy(s)= diag {s7*,...,s71,1,...,1}.
L —

P
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L’algorithme est répété sur G, (s), Go(s),. .., jusqu’a obtenir Gi(s) dont la matrice
de découplage Bj soit inversible. La méthode converge en un nombre fini d’itérations
lorsque le systeme est faiblement couplé, et constitue a ce titre un critere permettant
de caractériser de tels systemes. Le précompensateur complet permettant d’obtenir
G(s) est donné par Hy(s):

k
y(s) = G(s)Hy(s)w(s), Ha(s)= ];[ P.D;(s). (77)

Le découplage est achevé en écrivant une réalisation du vecteur état z; du systeme
( 38) compensé par ( 77), et en définissant le retour d’état:

w=Kz+Le, K=—(B;) 'A;, L= (B;)™",

de la méme facon que dans la section 6.2.1. Le diagramme du systeme bouclé est

alors donné par la figure 6.2.

Le précompensateur H(s) qui élimine les comportements impulsionnels, et le précompensateur
additionnel Hy(s) qui permet de découpler la forme augmentée ( 38) sont construits

sur le méme principe. Dans les deux cas, il s’agit d’une succession d’étages composés

chacun d’une matrice de changement de variables et d’'un ensemble d’intégrateurs
regroupés dans une matrice diagonale. C’est pourquoi il peut étre intéressant de

traiter conjointement le probleme de I’élimination des comportements impulsionnels

et celui du découplage, afin de définir un précompensateur global H.(s) qui réalise
simultanément ces deux objectifs:

v—1 k
H.(s) = H(s)Hu(s) = l:I Qu—ill,—i(5) I:I P, D,(s).

4 Exemple

Pour illustrer la méthode précédente, considérons ’exemple suivant avec deux ma-
trices de sortie différentes:

1 0 0 0 200 0 1 3
001 0. 00100 oo
000 1| ]oo 1 o0ofl*"|1 1]|"
000 0 000 1 0 1

-1 0 1 2 (78)
= (%00 4)e (@

w={7 | _| Q

|

N
s

[u—
(===)
o
O =
S oo

8

Notons que les sous-systemes rapides de ( 78a) et ( 78b) sont les mémes. Le calcul
du précompensateur est donc le méme dans les deux cas:

ma= (30 (% )6 (5 =[5 )
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Soit G,(s) la matrice de transfert de ( 78a) et Gy(s) celle de ( 78b):
252454 3s—4

~ T 2s%(s— 2s(s—2

Ga(s) = 28—{54 2) £_4 ) s
s2(s—2) s(s—2)
s+l 1

Go(s) = s¥(s=2) s(s—2)

s+4 s—4
—1+ s2(s—2) 1+ s(s—2)

Les formes augmentées correspondantes sont données par:

230 0 1
z=410 0 12410 -1]|u,
0 0 0 1 0

Le systéme ( 79a) est commandable, observable, et peut étre découplé par retour
d’état car la matrice de découplage B™:

~ B 3
B = C1B (-1 3
C,B o 1/’
est inversible. Le systeme ( 78a) peut étre découplé a ’aide du précompensateur
H(s), et du retour d’état v = KNz + Le, avec

-8 =12 -4 -1 2
’: = 2
K (_4 -6 _1) L ( 0 1)'

Considérons maintenant les autres méthodes de découplage qui opérent directement
sur le systeme généralisé. Deux inconvénients doivent étre soulignés.

e Notons en premier lieu que le systeme ( 78a) n’est pas observable, un retour P
ou PD portant sur toutes les composantes de x ne peut donc pas étre réalisé.

e De plus le découplage du systeme dual (A + aE)™'E, (A + aE)7'B, C)
défini dans [18] n’est pas toujours possible. Lorsque 'on étudie les variations
de cond™'(A + aF), on peut constater que cette fonction est maximale pour
a=0.
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0.6 -
0.4t
©
c
O
2
0.2}
0
-5 0 S
alpha

Fig. 6.3: Variation de cond™!(A4 + «E) en fonction de «

Pour cette valeur de a, le systeme dual:

R 1 R
— A-1Ep — — A-lR —
E=A"E= 000 11" B=A"B= L1t
0 0 0 O 0 1

ne peut étre découplé par un retour d’état car la matrice:
2 1
g [(COBY_[z 1]
C,B 1 2)°

Examinons maintenant le cas d’un systéme dont la forme augmentée ne peut étre
découplée. Le systeme ( 78b) est commandable, observable, mais:

. (CiAB\ (-1 1
7= (%5)= (5

n’est pas inversible. Un précompensateur additionnel est donc nécessaire. En appli-
quant l'algorithme présenté dans la section 6.3.2.1., nous obtenons:

n’est pas inversible.

Soit Gyy(s) = Gy(s)Hy(s):

s+1 _ 1
a _ 33(3——2) 32(3—2)
1(s) = 1 s+4 s2=3s+4 |
s s9(s=2) s2(s—2)
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La matrice de découplage:

. ( lim s33,(s) lorsque s — oo) _ (1 —1)

=\ lim sga(s) lorsque s — oo

est inversible. Le systeme ( 78b) peut étre découplé a 'aide du précompensateur:

H.(s) = H(s)Hq4(s) = ( 0 3 -2 ! S—l) )

- S —

et d’un retour d’état P sur le systéme compensé.

5 Conclusion

Dans ce chapitre ont été rappelées plusieurs méthodes de découplage des systemes
généralisés par retour proportionnel ou retour proportionnel plus dérivé. Nous avons
ensuite exposé une méthode de découplage des systemes généralisés par précompen-
sation dynamique et retour d’état. La condition nécessaire et suffisante pour réaliser
le découplage est que la matrice de transfert G(s) du systeme initial soit inversible
(ou de rang plein en lignes lorsque p > ¢). Dans le cas ou cette condition est
vérifiée, H(s) est complété en appliquant ’algorithme de structure entrées-sorties.
Le découplage est achevé par retour d’état sur le systeme compensé.

Procédures MATLAB

Lafonction DECOU calcule la matrice de découplage B* et les indices de découplage
d; d’un systeme avec transmission directe. Le nombre d’entrées est supposé égal au
nombre de sorties, et les indices d; sont fixés arbitrairement a -1 lorsque D;, la i-ieme
ligne de la matrice D est non nulle.

Lorsque la matrice B* est inversible, la fonction K LST A détermine les gains de
bouclage K et L tels que le retour v = Kz + Le découple le systeme ( 38).

Lorsque la matrice B* n’est pas inversible, la fonction PREDEC détermine le
précompensateur additionnel Hy(s) qu’il convient d’ajouter pour obtenir un systéme
découplable par retour d’état. La fonction PREGLQO détermine le précompensateur
global H.(s) = H(s)Hy(s) résultant, et la fonction READEC détermine une réali-

sation de la forme augmentée précompensée par Hy(s).
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7. COMMANDE
OPTIMALE

Afin de répondre a des objectifs de commande plus exigeants que la simple spécifica-
tion des dynamiques en boucle fermée, et afin d’obtenir les meilleures performances
possibles en regard d’un critere donné nous abordons dans ce chapitre les problemes
de commande optimale avec un critere a colit quadratique. Quelles sont les condi-
tions requises pour résoudre un tel probleme, et comment le résoudre?

Nous répondons a ces questions en proposant une commande par retour sur z dans
le cas des systemes I-commandables, et une commande par précompensation dy-
namique plus un retour d’état sur le systeme compensé dans le cas des systemes qui
ne sont pas I-commandables.
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1 Introduction

Jusqu’a présent, si I’'on excepte le chapitre consacré au découplage, le vecteur de
commande a été déterminé en fonction d’un unique critere: la position souhaitée des
poéles du systeme en boucle fermée dans le plan complexe. Cette méthode reste peu
satisfalsante lorsque qu’il s’agit d’obtenir certaines performances comme une réponse
en temps minimal ou une consommation minimale d’énergie. En effet, d’une part il
n’est pas facile de déduire directement ces performances de la distribution des poles.
D’autre part a une distribution donnée, correspondent souvent plusieurs vecteurs
de commande. Prendre en compte ce degré de liberté afin de définir la meilleure
commande en regard des performances souhaitées est le principe de la commande
optimale, et la raison d’étre de ce chapitre.

Dans ce qui suit nous nous limiterons aux problemes de commande optimale avec
un critere a cout quadratique et horizon infini. Considérons le systeme ( 2) pour
lequel on veut minimiser le critere:

L (54

Les matrices du colt F' et G sont symétriques, F' est définie non négative, et G
définie positive. Conformément au modele présenté dans le chapitre 3, deux types
de résolutions vont étre proposées selon que le systeme initial est I-commandable ou
non.

o Pour les systemes I-commandables sous forme de Smith le probléme est résolu
en deux temps. Un prébouclage u = K& + v permet d’éliminer les modes
impulsionnels. Le critere J peut alors étre exprimé uniquement en fonc-
tion des vecteurs z; et v. Lorsque les matrices du cout sur Z et u sont
symétriques définies positives, il en est de méme des matrices du cout sur
z, et v. Dans ce cas la détermination d’'une commande optimale réguliere
u* pour un systeme généralisé est remplacée par la détermination d’une com-
mande optimale réguliere v* pour un systeéme régulier. La commande v* qui
permet de minimiser le critere est obtenue par résolution d’une équation de
Riccati.

e Pour les systemes qui ne sont pas I-commandables, les comportements impul-

sionnels sont éliminés en introduisant le précompensateur dynamique H(s).

Le critere J peut alors étre exprimé en fonction de I’état augmenté z et de la

nouvelle entrée v. Contrairement au cas des systemes [-commandables, lorsque

les matrices F' et G sont toutes deux symétriques définies positives, le critere

obtenu peut étre régulier, ce qui correspond a une matrice G de cofit sur v

symétrique définie positive, ou singulier, ce qui correspond & une matrice G
symétrique définie non négative (mais pas strictement positive).

La premiere partie de ce chapitre est consacrée aux systemes I-commandables. Nous

éliminons les modes impulsionnels, et rappelons les conditions nécessaires et suffisan-
tes d’existence d’'une commande optimale u™ par retour sur z qui minimise le critere
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J, et nous expliquons les différentes étapes de la résolution. Dans la seconde partie
nous nous intéressons au cas général. Apres avoir éliminé les comportements impul-
sionnels par précompensation, et calculé les matrices de colit F' et G qui portent sur
I’état augmenté z et sur la nouvelle entrée v, nous déterminons a quelles conditions
la matrice G est symétrique définie positive. Nous montrons que le probleme de com-
mande optimale réguliere pour un systéeme généralisé est transformé en un probleme
de commande optimale soit réguliere, soit singuliere pour un systeéme régulier. Nous
achevons la résolution dans le cas régulier. Les résultats originaux de ce chapitre
sont rassemblés en fin de premiere section et dans la seconde section.

2 Cas des systéemes I-commandables

Dans cette section nous considérons le systeme ( 2) sous forme de Smith ( 17),
supposé I-commandable, pour lequel on veut minimiser le critere J.

2.1 Elimination des modes impulsionnels

L’élimination des modes impulsionnels par retour sur  est réalisée en utilisant les
résultats développés dans la section 2.1 du chapitre 3. D’apres ’hypothese de I-
commandabilité, il existe un gain K tel que le systeme ( 2) bouclé par
u =K%+ v ne comporte pas de mode impulsionnel. De plus si le systeme ini-
tial a été préalablement transformé sous forme de Smith ( 17), le gain K = K,
porte uniquement sur Z,. On obtient en boucle fermée le systeme:

T = (A — (A + Blkz)(An + 32];'2)_1A21)51+
(B] — (A12 + Bllg,g)(/lzz + Bg];’z)_l.ég)’v,

T, = —(An+ szz)—lAzlil — (A + 321;’2)_11;20’

Yy = C'lii'l -+ 02122.

Introduisons la notation:

S = Ay + By K.

A partir du changement de variables:

I 0 0
()=le 2 o) (0)
0 Ky, 1[I
‘ I 0 0 1 0 .
(l) = 0 I 0 —S—lAgl _S—IB2 (131) By
u 0 K, I 0 I
(80)
1 0 .
= —~S—1A21 —5—132 <xl)
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Le critere J peut étre réécrit sous la forme:
T —
N Al 31 F H)\ [
=170 G 6)(3)

I,
S_lAgl

avec:

F=(I, —ALST)F (_ ) + (K25 1 A421)TG (K25 Ay ),

0

G S-1B,

il

(0 —BIS-\)F (_ ) + (I — K,87'B,)TG(I - K,571B,),

H=(I, O)F(_SEJIBZ).

2.2 CNS d’existence de la commande optimale

En remarquant que le changement de variables ( 80) est de rang plein en colonnes,
Dai [27] montre le résultat suivant:

Théoréme 7.1:
Supposons que les matrices F' et G soient symétriques définies positives,
alors il en est de méme des matrices F et G.

Lorsque F' est définie non négative, on ne peut rien affirmer en ce qui concerne
la positivité des matrices F' et G En effet, ces matrices peuvent étre soit définies
positives, soit définies non négatives, comme le montre ’exemple suivant.

Soit le systeme:
1 00 . -1 0 0 1
01 Ojz=] 0 O 1]|z+4+]2]u, (81)
0 0 O 60 1 0 1

pour lequel on veut minimiser le critere:

T
>z F 0 z
= dt.
=G (e ()
Ce systeme est I-commandable, et possede un mode impulsionnel que 'on désire

supprimer, tout en stabilisant le systeme en boucle fermée . Le systeme bouclé par

la. commande:
u=(0 0 1)Z+w,

est décrit par I’équation:
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et possede deux modes exponentiels en —1 et —3. D’autre part le changement de
variables correspondant a la commande précédente est donné par:

1 0 0
£\ [0 1 0| (&
(u>_ 0 -1 -1 (v)
0 -1 0

e Lorsque 'on veut minimiser J avec:

1 0 0
F=10 0 0}, G=1,
0 0 1
on obtient:
w/~\T({1 0 O -
J=/ <"’1) 0 2 1 (x1>dt.
0 v 001 1 v

La matrice G = 1, et le critere obtenu est de type régulier.

e Lorsque I'on veut minimiser J avec:

1 0 0
F=|0o1 0], G=1,
0 0 O
on obtient:
o/~ \T(1 0 0 .
J:/ (l“) 0 2 0 ("’1>dt.
° A\ 00 o0/\Y

La matrice G = 0, et le critére obtenu est de type singulier.

Lorsque le systeme initial est sous forme de Smith, le théoreme 7.1 peut étre complété
par le résultat suivant. Considérons le partitionnement de F':

Fu Fy
F=1= ~ ,
(le Fzz)

avec F1; € R™.

Corollaire au théoreme 7.1: )
Supposons que F soit symétrique définie non négative et que Fyy et G
soient symétriques définies positives, alors G est symétrique définte po-

sitive.
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Démonstration : il suffit de constater que:

T
. 0. F oo o
G == —.? Bz . O G —§' B2 . )
I - K,S'B, I -K,S'B,
o =SBy ' ([En 0 ~51B,
T\ - 1"25_1.32 0 G I- 1(25_132 )
Comme la matrice:
I 0 )
—-S_lAzl —S—IBQ ,

—-K,8 14, - K,5'B,

est de rang plein en colonnes, il en est de méme de la matrice:

—37B;
I-£K;$7B, )

et le théoréeme 7.1 peut étre appliqué sur les matrices Fy; et G. O
Pour conclure et rassembler les différentes conditions que I'on vient de passer en
revue, rappelons la condition nécessaire et suffisante d’existence de u* énoncée par

Cobb [24]:

Théoréme 7.2:

Supposons que les matrices F' et G soient symétriques définies positives.
Il eziste une commande u™ par retour sur ¢ telle que J soit minimal si,
et seulement si, le systéme ( 2) est stabilisable et I-commandable.

2.3 Détermination de u*

Nous supposerons dans ce qui suit que les hypotheses du théoréme précédent sont
vérifiées et que les matrices F et GG sont symétriques définies positives. La commande
optimale v* est obtenue en déterminant:

¢ une commande v = K;Z;+w qui décroise le critere J lorsque cela est nécessaire,

e la commande w*, qui minimise le critere décroisé, ce qui donne v*, puis u”.

2.3.1 Simplification du critere

L’expression du critere J en fonction des vecteurs Z; et v peut faire apparaitre une
matrice H non nulle. Dans ce cas, il est nécessaire de décroiser le critere avant
d’appliquer les résultats usuels. Pour cela considérons la commande v = K1Z; + w
avec:

I;’l = —G—IHT,
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qui conduit au changement de variables:

(2)= (et ) (2)

Le critere correspondant est donné par:
T -~
I Al 2 F 0 Z;
=) (68 ()

F=F—-HGHT.

avec:

Dai [27] montre que si F' est symétrique définie positive, il en est de méme de F, et
que si la paire:

(A1, Bu),
avec la méme notation que dans la section 2.3 du chapitre 4:
A; = Ay — (A2 + B1K;)S71 Ay,
By = B, — (A1; + B1K;)S71 By,
est stabilisable, il en est de méme de la paire:
(A — B,GHT, By).
Il s’agit donc de minimiser le critere J pour le systeme:

.%1 = (A] - Blé—lHT)(I.ll + Blw.

2.3.2 Détermination de w*

La résolution est achevée en utilisant les résultats usuels de la commande optimale
a critere a coit quadratique et horizon infini. La commande w* qui minimise le
critere J est définie par:

wh = —G—IBITMjl,
ou M est solution de I’équation de Riccati:
M(A, — ByG'HT) + (A, - BiG*HT)"M — MB,G™'BTM + F = 0.
Il vient alors:
v = -GYBTM + H") 14,

et:
u* = -G YBIM + HT)z, + K,%,.

Si le systéme initial n’est pas sous forme de Smith, la commande u* est obtenue a
partir de v* en utilisant un changement de variables supplémentaire.
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3 Cas général

Dans cette section, nous considérons le systeme ( 2) sous forme standard ( 15). Nous
n’émettons aucune hypothese concernant la I-commandabilité du systéme, et de la
méme facon que dans le chapitre 3, nous proposons d’éliminer les comportements
impulsionnels par précompensation dynamique, avant de résoudre le probleme de
commande optimale pour le systéme compensé ( 38).

3.1 Précompensation

L’élimination des comportements impulsionnels est réalisée en utilisant les résultats
du chapitre 3. Nous déterminons notamment le précompensateur ( 35) décrit dans
Pespace d’état par I’équation ( 37), et la forme augmentée correspondante ( 38).
D’apres les équations ( 37) et ( 41), les vecteurs z et u peuvent étre exprimés en
fonction de z et v:

T T, I 0 0 Ty
( > = Ty = 0 Lg T2 €
u 0 Cp Dp v

Le critéere J peut étre transformé comme suit:

s \T(T 0 0\7 I 0 0
J=/ <Z> 0 L, T (f; g) 0 L, T, (z)dt,
o \? 0 Cp Dp 0 Cp Dp) \"?

c’est-a-dire:

-1 G) (a8 (2)
F:(é l?z) F( L2>+ 0 CrYTG(0 Cp),
(2.

+ DIGDp,

avec:

Y

I
—
No
\_/
/"\
!Q

(1 0 0 T
H_<O L2> F<T2>+(0 CP) GDp.

3.2 CNS d’existence de la commande optimale

Dans ce paragraphe nous donnons les conditions nécessaires et suffisantes qui doivent
étre vérifiées pour que les matrices F' et surtout G soient symétriques définies posi-
tives, et pour qu’il existe une commande v* qui minimise J.
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Théoreme 7.3:

Supposons que F et G soient symétriques définies positives. La matrice G
est symétrique définie positive si, et seulement si, la matrice (T DT )T
est de rang plein en colonnes.

Démonstration : remarquons que si F' et G sont symétriques définies positives,

0 G

T
Vz # 0, xT<§ g)x=xT(I; (;)T>x>0.

Soit z # 0, calculons:

0\” 0
TGz =2T| T, (F 0 ) T | z.
Dp

: . : F 0
alors il en est de méme de la matrice ( ), et:

Dans ce cas:

et G est symétrique définie positive.

o Inversement si la matrice (0 7T DZ)T n’est pas de rang plein en colonnes,
alors:

0
3.’1»' # 0, y = T2 T = O
Dp
Dans ce cas:

TGz = 27GTz =47 (g g) y =0,

et G n’est pas symétrique définie positive, ce qui achéve la démonstration. O
Théoréme 7.4:

Supposons que F et G soient symétriques définies positives, alors la ma-
trice F' est symétrique définie positive.



Chapitre 7 137

Démonstration : nous pouvons dans un premier temps énoncer une condition
nécessaire et suffisante identique a celle proposée dans le théoreme 7.3 La matrice
F' est symétrique définie positive si, et seulement si, la matrice:

I 0
0 L, |,
0 Cp

est de rang plein en colonnes.

Le précompensateur étant minimal, la matrice L, est de rang plein en colonnes
(sinon certaines composantes de € seraient inutiles et le précompensateur ne serait
pas minimal), et il en est de méme de la matrice:

‘I 0
(0 L |,
0 Cp

ce qui acheve la démonstration. O
Lorsque F' est définie non négative, mais n’'est pas définie positive, nous pouvons
partitionner cette matrice de la facon suivante:

Fi FIZ)
F= ,
(le Fy

avec Fy; € IR*?, et déduire les observations qui suivent:

Corollaire au théoreme 7.3:

Supposons que F soit symétrique definie non négative, et que G et Fy,
sotent symétriques définies positives. Le théoréme 7.3 reste valable, la
matrice G est symétrique définie positive si, et seulement si, la matrice
(TT DI est de rang plein en colonnes.

Démonstration : il suffit de constater que:

T
- 2 2 = .
Dy 0 G Dp Dp 0 G/ \Dp

La fin de la démonstration est exactement identique a celle du théoreme 7.3. O

Remarque : si la matrice Fy; n'est pas définie positive mais définie non négative,
alors le théoreme 7.3 n’est plus vérifié et la matrice G peut étre soit définie positive,
soit définie non négative.

Corollaire au théoréme 7.4:
Supposons que G soit symétrique définie positive, et F' symétrique définie
non négative, alors la matrice F' est symétrique définie non négative.
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Démonstration : ce résultat s'obtient de la méme facon que celui du théoreme
74. 0

Remarque : on ne peut guere étre plus précis concernant la positivité de la ma-
trice F. Remarquons simplement que si Fy; n’est pas définie positive alors F' n’est
pas non plus définie positive, alors que si Fj; est définie positive et F,, définie non
négative on ne peut rien conclure.

Nous pouvons illustrer les différents cas de figure qui peuvent se présenter a ’aide
de I’exemple suivant:

1 00 2 00 1
0 0 1jz=]0 1 Ofz+|0]
0 0 0 0 0 1 1

La forme augmentée correspondante est donnée par:

(2 Den (0)
(4 (3):

Nous obtenons la matrice de changement de variables:

1 0 0
z\ |0 0 -1 z
v/ |0 -1 0 (v)
0 1 0

La matrice (77 D% )T est de rang plein en colonnes, ce qui va permettre d’appliquer
les théoremes 7.3 et 7.4 Considérons un cout G = 1 et différentes matrices F' (voir
le tableau de la page suivante). Les cas:

1 0 0 100
F=|0 0 0], etF=|0 1 0],
00 1 00 0

sont particulierement intéressants puisqu’ils montrent que la positivité de G dépend
de la place de la valeur propre nulle dans Fj,.
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F F, G Résultat appliqué | Commande optimale

1 0 0 1 0

01 0]||F= ( 2) , G=1| Th.7.3,et7.4 Réguliere

0 0 1

0 0 O ) 0 0 )

01 0| |F= ( ) , G=1| Cor. 7.3, et 7.4 Réguliere
0 2

0 0 1

1 00 Lo )

0 0O F = ( ()), G=0 Cor. 74 Singuliere

0 0 1 -

1 0 L0

01 0f|F= < ) , G=1 Cor. 7.4 Réguliere

0 0 0 1

Pour conclure, nous pouvons énoncer un résultat analogue a celui du théoréme 7.2:

Théoréme 7.5:

Supposons que les matrices F' et G soient symétriques définies positives.
Il existe une commande v* qui minimise le critére J si, et seulement si,
le systéme ( 38) est stabilisable, et la matrice (TY D% )T est de rang
plein en colonnes.

Démonstration : compte tenu de ce qui précéde, et de I’hypothese usuelle de sta-
bilisabilité qui est requise pour optimiser un critére a cot quadratique le résultat
est immédiat. O

3.3 Détermination de v*

Supposons que les hypotheses du théoreme précédent soient vérifiées, la commande
optimale v* est obtenue, comme dans le paragraphe 2.3 de ce chapitre, en déterminant:

e une commande v = Kz + w qui décroise le critere,
e la commande w*, qui minimise le critere d¢roisé, ce qui donne v*.

Lorsque la matrice G est définie positive, et ce quelque soit la matrice F' (définie
positive ou définie non négative), le probleme de commande optimale réguliere pour
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le systéme généralisé ( 2) a été transformé en un probléeme de commande optimale
réguliere pour le systéme compensé ( 38). Le cout:

=) G 8) ()«

est croisé ou non selon la structure du précompensateur et les gains F' et G. Lorsque
la matrice H est non nulle, le critere peut étre décroisé a 1’aide du bouclage:

v=w- G 1Hz,

qui conduit au changement de variables:

()= (o 1) (2)

Il s’agit alors de minimiser le critere:
T ~
< fz F 0 z
= IC)Goe)(2)e

F=F—-HG'HT,

avec:

pour le systeme:

:=(A-BG'HT)z + Bw.
Notons que la matrice (I —HG™! )T est de rang plein en colonnes, donc F est
définie positive (resp. définie non négative) si F' est définie positive (resp. définie
non négative).
D’autre part, la paire (A — BG~'H7T, B) est stabilisable si la paire (A, B) est
stabilisable. La commande w™* qui permet de minimiser le critére J est donnée par:

w* = -G 'BTMz,
ou M est solution de I'équation de Riccati:
M(A - BG'HY)+ (A- BG'HTY'M - MBG'BTM + F = 0.

La commande v* a appliquer sur la forme augmentée ( 38) pour minimiser le critere
J est donc:

v = -G YBM + H)=.

4 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la commande optimale a colit quadratique et horizon
infini.

Pour les systemes I-commandables une commande u* par retour sur z permet de
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minimiser le critere si les matrices F' et G sont symétriques définies positives. Mais
lorsque F n’est pas strictement positive, le critere obtenu apres élimination des com-
portements impulsionnels peut étre de type singulier.

Dans le cas général une commande par précompensation et retour d’état est pro-
posée. Le critere obtenu apres précompensation peut étre de type régulier ou sin-
gulier. Il dépend:

e des matrices initiales du coit F et G,
e de la structure du précompensateur

Il s’agit dans tous les cas de vérifier apres élimination des comportements impul-
sionnels que le critere obtenu est de type régulier.

Procédures MATLAB

La fonction NEW CRI permet de calculer les matrices F', G, et H a partir de F et
G lorsque I'on applique un changement de variables P sur ’état du systéme. Dans
le cas ou la matrice H n’est pas nulle, la procédure DEC ROI détermine le gain K
de la commande qui décroise le critere.

Notons enfin que la résolution de I’équation de Riccati et que le calcul du gain de la

commande qui minimise le critere décroisé est obtenu avec les procédures LQR ou
LQR2 de la boite-a-outils Control.
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8. EXEMPLE

Ce chapitre présente un exemple récapitulatif ou les principaux développements
proposés dans ce mémoire sont mis en application. Le calcul du précompensateur,
la détermination d’observateurs, le découplage, la commande optimale, et la synthese
de 'observateur-régulateur sont illustrés.
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1 Description du systeme

Considérons le systéeme généralisé suivant:

I 0 . Al 0 Bl
0 N)””‘ 0o 1)°\B)" (52)
y=(Cl 02)1"

avec:
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Ce systeme écrit sous forme standard possede 3 modes exponentiels, 3 modes im-
pulsionnels, et 2 modes entrainés. L’indice de nilpotence de la matrice N est égal a

3.

2 Calcul de la forme augmentée

Calculons les matrices nécessaires pour construire z5:

0 0 11 0 1
11 0 1 0 0
B,=|0 1], NB,=|0 0|, N?B,=|0 0
1 2 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0

Détaillons la construction du précompensateur. Il est composé de 2 étages:

H(s) = Q2 Hy(s)Q1Hy(s).

Les matrices @, Hq(s), @1, et Hy(s) s’obtiennent par réduction en colonnes des
matrices NB, et N2B, comme le montre le tableau suivant:
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O OO O =
o O O O O

Le précompensateur est défini par le produit:

Le premier étage a pour réalisation:

6l::(]' O)Uv
0 0 1
1 _
e 1)
et le second:
62—_-(1 O)Ul,

{0 0 1 1
U—(1>62+<0 O)u.

Le précompensateur est construit avec deux intégrateurs, et la réalisation obtenue

est de la forme:
gy (01
&) (1 oY
(0 1 ‘1t 0 -1
“=11 0 o o))"

Le vecteur z, s’exprime en fonction de € et de v:

0 0 1 0 /1 0
1 1 1 0 0 0
zy==|0 1|lu—=|0 0]u'~]0 0]y,
1 2 1 0 0 0
0 1 00 0 0
c’est-a-dire:
0 0 1 1
1 1 0 0
zo=—|1 0}e—10 0]uw,
2 1 0 0
1 0 0 0
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et la forme augmentée est d’ordre 5 :

-1 0 0 13 0 -3
0 -1 0 0 1 0 —1
;=10 0 -2 2 0|z+]0 0 |o,
0 0 0 00 0 1
0 0 0 0 0 1 0 (84)

_ (101 —a5 -2
YTlo12 —2 -—1)°
Etant donné que les paires (A;, By) et (A3, C1) sont respectivement commandables

et observables, il est facile de vérifier que la forme augmentée obtenue est elle aussi
commandable et observable.

3 Observation de la forme augmentée

Dans un premier temps nous appliquons les résultats présentés dans la section 3.2
du chapitre 5, et nous construisons un observateur d’ordre plein du vecteur z;.
Définissons une matrice K telle que les valeurs propres de A; — K C soient négatives,
et égales a {—2, =2, —1}. Soit:

08 -04
Ki=|-04 02 ],
0 0
nous avons:
-1.8 04 0
A1 - I\'lCl = 0.4 —1.2 0
0 0 -2

Un observateur d’ordre 3 du vecteur z, est alors défini par:

il = (Al - ["lcl)il + Ml (;) + 1{1y,
avec:
38 42 0 -3
M, = (B,Cp— K,C;L, BiDp—K,C;T;)=|-14 04 0 -1
2 0 0 0
Les résultats présentés dans la section 3.3 du chapitre 5 permettent de diminuer
lordre de l'observateur. La matrice C) est de rang plein ¢ = 2 en lignes. Un

observateur d’ordre d — ¢ = 1 peut donc étre déterminé. Soit P; le changement
de variables a appliquer sur z; de fagon a mesurer directement les ¢ premieres
composantes de P 'z; a l'aide de y;:

1 0
P]Z 0 ]. —2
0 0
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Un observateur d’ordre 1 de z; avec un mode égal a —1 est défini comme dans le
chapitre 5, section 3.3:

w=-w+ (1l 3)e+ (0 -3)v,

1 1 05 0 05
gr=] 2 lw+|-5 -2]e+]-2 2 |y
-1 35 1.5 1 —0.5

L’observateur de z correspondant est donné par:
1 1 05 0 05
2 -5 -2 =2 2 w
z=}-1 35 15 1 —-05 ( 6) .
0 1 0 0 0 Yy
o o0 1 0 0

et:

4 Découplage de la forme augmentée

Calculons la matrice de découplage B*. Les indices de découplage sont égaux a 0,
ce qui donne:
_— -2 =75
B*=CB=
qui est inversible. De ce fait la forme augmentée peut étre découplée par le retour

détat v = Kz + Lv, ou:

K=—(B)'A =1 ( 6 —15 —48 42 —3),

-2 4 12 -10 2

L=(B')—1:-1§<f2 —i5).

Utilisons 'observateur réduit précédemment calculé pour déterminer la commande
a implanter:

1 1 05 O 0.5

— -9 _
(6 —15 —a8 42 —3\| 2 T2 72 -2 2 v
v=3l_9 4 2 —10 2 -1 35 15 1 =05 €
© - 0o 1 0 0 0
0

0 0 1

c’est-a-dire:

(8 L5 a2y, 1(-18 =3} 1(6 -I5 (85)
CT\-2)%T3 10 1 30e 1 )¥T3\ 2 4 )%
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5 Commande optimale

Dans cette section nous calculons la commande qui permet de minimiser le critere:

=1 () (6 &) (D)

avec F' = Ig et G = I,. Nous appliquons les résultats du chapitre 7. Les vecteurs z
et u s’expriment en fonction de z, et v grace a la relation:

1000 0 0 0
100 0 0 0
001 0 0 0 0
000 0 0 -1 -1

z\ {000 -1 -1 0 o™

<u>_000—1000 ‘b
000 -2 -1 0 0 Y
000 -1 0 0 0
000 0 1 0 =1
000 1 0 0 0

et le critere J peut étre réécrit sous la forme:

= () () (3

avec:
1 00 0 O 0 O

i 01 0 0 O ) 11 0 0

F=10 01 0 0}, Gz(l 2), =0 0

0 0 0 8 3 0 o0

0 00 3 3 0 -1

Les conditions des théoremes 7.3.1 et 7.3.2 du chapitre 7 sont vérifiées, donc les
matrices G et F' sont symétriques définies positives.
La commande qui permet de décroiser le critere est donnée par:

0 0 0O 1)
Z.

O VHT 2 = —
v=w-GTH w(OOOO—l

Il s’agit maintenant de résoudre le probleme de commande optimale classique: mi-

nimiser le critere: -
_ [ F 0 I
=) (6 (2)

avec:

1 00 0 0
0100 0
F=F—-HG'HT=]0 0 1 0 0/,
000 8 3
000 3 2
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pour le systeme:

-1 0 0 1 0 0 -3

0 -1 0 0 0 0 -1
z=10 0 -2 2 0 |z+]10 0 |w

0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 -1 1 0

En résolvant ’équation de Riccati:
M(A~BG*HT)+ (A- BG*H"™M - MBG'B™M + F =0,
nous obtenons le vecteur de commande:

—-0.71 —-0.25 0.06 —1.60 —1.90)z

* __ __~—-1n —
w= -G BM:= (0.55 022 —0.09 —-1.26 —0.21

et:

v = —G-Y(BM + HT)z = (—0.71 -0.25 0.06 —1.60 —2.90) .

055 022 -0.09 -1.26 0.79

L’utilisation de I'observateur réduit précédemment calculé conduit a la commande:
. [—1.28 —-0.84 —2.66 0.57 -0.89
V= ( 1.06 )“’+ (—2.09 0.5 )” (-0.52 0.75 )y' (86)
6 Implantation de la commande

Nous regroupons dans le tableau ci-dessous les gains nécessaires a I'implantation des
observateurs-régulateurs correspondant aux commandes ( 85) et ( 86).

Découplage Commande optimale
24 —1.28
1

Qo 3 (—6) ( 1.06 )

0. |1 —45 —42 —-0.84 -2.66
3L io 1 -2.09 05

0. | 1 -18 -3 0.57 —0.89
Y13\ 4 1 -0.52 0.7

6 =15
o|+(5 )
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-

Qe

Qy
H(s) : G(s) L .
o o5 )
€ —2 2
1 —-0.5
L. 1 05 w
- -2

(

3.5 1.5

)

int

Fig. 8.1: Commande du systéme ( 84)
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Nous avons présenté dans ce mémoire un large éventail de méthodes de com-
mande des systemes linéaires généralisés en temps continu. Deux points soulignent
plus particulierement 'originalité de notre travail.

e Le dénominateur commun des méthodes proposées est la construction et I'utili-
sation d’un précompensateur dynamique qui permet:

— d’éliminer les discontinuités qui affectent la réponse temporelle lorsque
Pentrée u n’est pas suffisamment dérivable,

— de faire apparaitre explicitement les dérivées successives de u.

Nous détaillons également une réalisation du systeme compensé dans laquelle
on a supprimé les modes entrainés en ne conservant que leurs effets sur la
sortie. Cette réalisation est appelée forme augmentée. Des objectifs usuels de
commande sont alors développés pour le systeme compensé.

e Les outils proposés ont été développés simultanément de fagon théorique et
de fagcon numérique. Nous avons écrit une bibliotheque de procédures avec
le logiciel MATLAB 3.5, dans le but de construire une boite-a-outils dédiée
aux systemes généralisés. Cette boite-a-outils, présentée dans ’annexe 2, est
modulaire et évolutive.

Reprenons plus en détail les principales contributions de notre travail.

o Le chapitre 2 a souligné I'intérét des formes canoniques, et plus particulierement
de la forme standard. Nous avons proposé dans I’annexe 1 une détermination
originale de cette forme a partir d’un algorithme de triangularisation de la ma-
trice E(E + aA)™!. Cet algorithme posséde I’avantage de ne pas faire appel a
I’étude des espaces propres généralisés du faisceau (AE — A).

e La principale contribution du chapitre 3 et de I’ensemble de ce travail est
I'introduction de la précompensation dynamique. Nous avons d’abord pro-
posé un précompensateur trivial construit avec p(v — 1) intégrateurs puis un
précompensateur minimal construit avec h intégrateurs, et enfin des réalisations
du précompensateur et du systeme compensé. Ce précompensateur assure la
continuité des réponses temporelles z(t) et y(t) apres l'instant initial, et ce
quelle que soit ’entrée u(t).

e Le chapitre 4 est consacré a ’analyse de la forme augmentée et a la stabilisa-
tion des modes dynamiques finis. Nous avons donné notamment les conditions
nécessaires et suffisantes pour assurer la commandabilité et ’observabilité de
la forme augmentée. De plus, dans le cadre de la commande par placement de
poles, nous avons détaillé le cas mono-entrée, pour lequel nous avons déterminé
de fagon explicite le gain K qui permet de placer les poles dans le plan com-
plexe.
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e Lorsque l'on réalise 'asservissement d’un processus réel, on ne peut com-
mander le systeme par un retour sur le vecteur état qu’apres avoir observé
ce vecteur. L’objet du chapitre 5 est de proposer des observateurs d’ordre
plein et d’ordre réduit du vecteur z; et du vecteur z. L’avantage d’utiliser un
précompensateur dynamique est de faire apparaitre explicitement les dérivées
successives du vecteur u. Ces dérivées, considérées du point de vue de ’obser-
vation comme autant d’entrées supplémentaires, permettent de reconstruire
T, sans faire d’hypotheses sur la paire (A, C). Nous nous sommes également
intéressés a I'implantation de I’ensemble régulateur-observateur et avons donné
les conditions nécessaires et suffisantes pour combiner un retour d’état de gain
K avec un observateur de gain K.

e Dans les chapitres 6 et 7 nous avons montré comment la précompensation dy-
namique peut étre utilisée pour résoudre des problemes de commande usuels
comme le découplage et la commande optimale avec un critere a cout quadra-
tique. Pour cette derniere nous avons notamment précisé les conditions néces-
saires et suffisantes que doit vérifier le précompensateur pour conserver un
critére régulier.

Comme nous venons de le rappeler, chaque chapitre apporte sa contribution & un
objectif de commande particulier, mais ouvre également de nouvelles perspectives
de recherche.

e La construction d’un précompensation dynamique qui satisfera a des objec-
tifs de commande plus exigeants. Nous en avons déja donné un exemple
dans le chapitre 6 en décrivant un précompensateur qui permet de réaliser
le découplage dynamique d’un systeme faiblement couplé. D’autres problemes
de commande pourront étre abordés sur le méme modele.

¢ L’introduction pour des raisons de stabilité de ’opérateur (s+a)™?, avec a > 0,
a la place de s™!,dans la synthése du précompensateur. La construction de ce
régulateur et de la forme augmentée correspondante pourra étre développée.

e [’étude de la robustesse de la stabilité.

e L’application des méthodes proposées aux systemes généralisés linéaires échan-
tillonnés.

Signalons enfin que I’approche numérique mérite elle aussi des améliorations et des
développements originaux. La boite-a-outils réalisée avec MATLAB pourra étre
enrichie afin de proposer a 'utilisateur un plus grand nombre de méthodes propres
aux systemes généralisés. Plus généralement, il faudra imaginer une représentation
numérique simple des matrices polynomiales, car elles sont couramment utilisées
dans l'analyse des systemes généralisés et réguliers. La représentation proposée
dans les procédures de I’annexe 2 pourra étre adoptée.
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ANNEXE 1:
DETERMINATION DE
LA FORME STANDARD

L’objectif de cette partie est de déterminer la forme standard d’un systeme généralisé.
Les résultats usuels basés sur ’étude des espaces propres généralisés du faisceau
(sE — A) sont rappelés. De plus, nous proposons une autre méthode qui per-
met de déterminer les matrices A;, N, P et @, en calculant la forme de Schur

de E(A+ aE)™L
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La plupart des résultats présentés dans ce mémoire nécessitent la transformation
préalable du systeme ( 2) sous sa forme standard ( 15). Les algorithmes usuels
reposent sur ’étude des espaces propres généralisés de (E, A). Des méthodes ont
été développées par Kailath et Verghese [92], et par Lewis et Ozcaldiran [49]. Il
s’agit d’'une part de déterminer les valeurs propres finies A;, et les vecteurs propres
associés. Soit:

n: = dim Ker (M E — A).
e Les vecteurs propres finis de rang 1, v}j sont définis par:

/\,‘F)'L)ilj—_—AU1 j=1,...,77i.

130
e Les vecteurs propres finis de rang k, vfj sont définis par:

k k k
/\1Evl]+1 - A‘U,-fl e Evij’ k Z 1.
D’autres part, il faut déterminer les vecteurs propres associés aux valeurs propres
dites ’infinies’. Soit:
n = dim Ker FE.

e Les vecteurs propres infinis de rang 1, v;oj forment une base de Ker E:

Evl. =0, j=1,...,1.

Y]

k

e Les vecteurs propres infinis de rang k, vg,; sont définis par:

k+1 k
Eviil = Avg,;, k>1.
Les matrices de transformation P et () permettant d’obtenir la forme standard sont
construites a ’aide des vecteurs propres généralisés:
k -
Q = (v vfoj), P1= (Evf] Av’o‘oj).

Des algorithmes numériques stables, utilisant la décomposition QZ [59] ont été
proposés par Van Dooren [87,88]. Dans ce qui suit, nous allons développer une
autre méthode [44], qui ne nécessite ni 'utilisation de I'algorithme @ Z, ni la struc-
ture d’espace propre généralisé. Comme Campbell, Paraskevopoulos, Koumboulis,
Christodoulou, et Mertzios [15,16,18,20,67,68], nous considererons le déterminant
(sI — E), avec E = E(A+ aE)™!, et a une constante telle que (A + aF) soit
réguliere, et nous utiliserons un algorithme de triangularisation usuel [11,89]. Les
résultats que nous allons développer ont été présentés lors du premier colloque des
étudiants doctorants des Ecoles Centrales [44].
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1 Résultat principal

La méthode que nous proposons substitue la détermination de deux matrices R et
S, que nous allons définir, & celle des deux matrices de transformation P et ().

Théoreme A1l.1:
Il exziste P et Q deuz matrices régulieres telles que:

pra-(18). pao- (4 9).

si, et seulement si, il existe deuz matrices R et S, de dimension n * n:
({1 0 (A O
R= (0 N)p, 5= ( ! I)p,

(R —S)(g) =0,

Démonstration: la nécessité, comme nous allons le montrer, est immédiate:
pea- (1 8)= (4 9)reo- (5 1)
0= (3 )= (4 8)raa= (4 §)
(f(‘)‘ 9) PE = (é ](\’[) PA.
En définissant R et S conformément a I’énoncé du théoréme, nous obtenons le

résultat désiré.
Pour montrer la suffisance, nous allons étudier Ker (R —5):

(1 0 (A 0\ (A 0
R‘(o N)P = RP (0 1)‘(0 N)’

(A0 (I 0\ _ (A 0
S‘(o 1>P = 5P (0 N>—(O N)’

A O\ oI O
RP (O 1)_51: (ON,

telles que:

donc:

donc:

et:
A

0
Pt 0 0 I

w (% 2)[0 - -
0 N
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D’apres I’équation ( 87) et la relation KA = S FE nous savons que les vecteurs colonnes

de:
Ay

Pt 0 0
0 P! I
0

(£):

sont des éléments de Ker (R —S). La régularité de la matrice P nous permet

I 0 -4 0)_
o N o0 -—1)°™

0
I
0 9
N

et ceux de:

d’écrire:

rang( R —S) =rang (

DoncdimIm (R —-S)=n,et dim Ker (R —-S)=2n—n =n. De plus,
A 0
Ptoo\|o 1|}
rang 0 p-1 I 0 =n,
0 N

les colonnes de cette matrice constituent une base de Ker (R —S). Remarquons
que, d’autre part, tous les vecteurs colonnes de la matrice (A7 ET)T sont non
nuls. En effet, si une colonne était nulle, A # 0, et I'hypothese de régularité du
faisceau (sE — A) ne serait plus vérifiée. De ce fait, il existe () une matrice réguliere
de dimension n * n, telle que:

Ay

0
Pl 0 0 Il _(4),
o P1)|l T o] \E)®
0 N
Ay

0
0 I| (P O A _ [ PAQ
1o |=(0 ) (2)e=(ree)
0 N
ce qui acheve la démonstration. O

2 Détermination de la forme standard

D’apres 'hypothese de régularité de A, il existe un réel « tel que det (£ + A) # 0.
En utilisant le résultat précédent nous obtenons les équivalences suivantes:

RA=SE,
& RA+ aRE =S5SFE + aRE,
& R(A+aFE)=(S+aR)E.
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La matrice (A + o F) est réguliere, donc R = (S + aR)E(A + aE)7}, et:

I 0 A 0 I 0 -1 R
(0 N)P=‘(<0 I>+a(0 N))PE(A-}-QE') . (38)

A1 + al 0
0 I+aN
Le réel o a été choisi tel que les matrices (A;+al) et (I+aN) soient régulieres.
Reformulons ’équation ( 88) sous la forme:
(Al + aI)"l 0
0 (I+aN) !N
ou A;, N, et P sont les matrices inconnues. La résolution de ( 89) peut étre achevée

en calculant la forme de Schur de E(A + aE)~!. 1l existe ), une matrice réguliere

telle que Q;E(A 4+ aE)™1Q7! = S, avec [89], [83], [62):

) = PE(A+ oE)™'P1, (89)

Avoox oo oo X
0o . - :
T A [ Su Sw
: - X
0O ... ... ... 0 0

Les éléments (A;);=1. sont des scalaires correspondant aux valeurs propres réelles
non nulles de E(A + aE)™!, ou des matrices de dimension 2 * 2 correspondant aux
valeurs propres complexes conjuguées de E(A+aF)~!. Donc Si; regroupe les valeurs
propres non nulles de E(A + aE)™!, et Sy, les valeurs propres nulles.

Théoreme A1.2:
S11 est de dimension d * d et Sy, de dimension (n — d) * (n — d).

Démonstration: soient £ = E(A + aE)™!, A = A4 + aE)™!, et
k = det (A+ aF). Les matrices A et F vérifient I’équation [16], [15]:

A=1- aE’,
et:

A = kdet ((sE - A)(A+aE)™"),
= kdet (sE — I + aF),
= kdet ((s + a)E — 1),
= kdet ((s+ a)J — 1),

(91)

ou J représente la forme de Jordan de la matrice E. J= diag{D;}i=1.,. Les matrices
D; sont les blocs de Jordan de dimension n; * n;:

A1
Dl= .'. ". ,
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et n; est l'ordre de multiplicité algébrique de la valeur propre A;.  Soit
A; = det((s + a)D; — I,,), nous avons:

n;, si /\,‘#0,
degA“{o, si A = 0.

Puisque deg A = 3", deg A, nous obtenons:
d= Z n;.
Ai#0

D’apreés I’équation ( 90), nous savons que la dimension de Sj; est donnée par
2 x.#0 M, ce qui acheve la démonstration. O

Nous appliquons une nouvelle transformation, de facon a obtenir une matrice bloc
diagonale S,. Il existe @, une matrice réguliere telle que [11,89]:

Q:5:Q5" = Q2Q1EQIIQ;1 =5y,

et:
AL x x 0 0
0 X :
: Ay 0 7, O
52 = ' X X —<0 T2>'
: T x
o ... ... ... 0 0

La matrice (; peut étre partitionnée de la maniere suivante:

I L
Q2=<0 1)7

avec L la solution de I’équation de Sylvester:
LS — Sul = =512

La solution existe car les matrices S;; et Sy, n’ont pas de valeur propre commune
[72]. Définissons Q3 = 1@, nous avons montré que:

s (T 0 R (A +al)! 0
E=0Qs (o T2>Q3“P ( 0 (I+aN)“N>P’

ou T; et T, sont deux matrices triangulaires supérieures, dont les dimensions corres-
pondent respectivement aux dimensions de A; et /N. nous pouvons écrire:

P= QS) Al = frl—1 - al, N= T2(1 - aT2)_la

Aj+al 0 ) (92)

— -1 p-1
Q=(4+ak) P( 0 I+aN
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Remarque: la validité du résultat obtenu dépend du conditionnement de la ma-
trice (A + aF). Rappelons que:

cond(A + aE) = ||[A+ aE|| * ||[(A+ ¢E)7|| =

ol (A + aF) est la plus grande valeur singuliére de (A+aF), et ¢(A+ aF) la plus
petite. La matrice (A + aF) est bien conditionnée si le rapport entre & et ¢ n’est
pas trop important. D’un point de vue pratique, il faut déterminer a de telle fagon
que le conditionnement de (A + aEF) ne soit pas trop supérieur a 1.

3 Exemple
Considérons le systéme décrit par les matrices suivantes:
3 2 -1 -1 0 0 1 1 0
1 0 -1 0 0 1 1 -1 0
=10 2vo 1% o 10 0| B0 (93)
0 0 0 0 -1 -1 0 1 1

Dans cet exemple, rang A = 4, et en étudiant les variations de cond™!'(A + aE), on
peut constater que la fonction est maximale au point a = 0.

0.3

0.2}

rcond

0.1}

-5 0 5
alpha

Fig. A1l.1: Variation de cond™!(A + aF) en fonction de o

Choisissons cette valeur du parametre, et déterminons la forme de Schur de EA~:

0.5 —1.5 05 -3 -1 =15 0 0

1p-1 0 -1 0 -1 2_| 0 05 00
PEAT P =P 0 0 0 1 P = 0 0 o0 1}

0 0 0 0 0 0 0 0
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avec:

-0.7 -0.7 -0.7 0
0.7 =07 07 -14
0 0 1 0
0 0 0 1

Cette équation nous renseigne sur ’ordre du sous-systeme lent: d = 2. Les matrices
A, et N sont données par Tl'1 et Ty:

-1 =3 0 1
Al‘(o 2)’ N‘(o 0)'

La matrice de transformation ) est définie par:

P =

0 14 -1 0
A 0 0 0 1 0
— A-l1p-1 1 —
Q=A"F (o 1)_ 07 21 -1 0/’
0 14 0 1

et le systeme ( 93) est équivalent a:

a3 2 ) ()
(0 o)== (o V)= (1)
Procédures MATLAB

L’algorithme de détermination de la forme standard que nous proposons ici est celui
qui est utilisé par la procédure STAND.

Comme nous ’avons souligné un peu plus haut, la validité du résultat dépend du
conditionnement de la matrice (A + aF), c’est a dire du choix de a. Différentes
procédures ont été développées pour aider I'utilisateur dans ce choix. La procédure
SURALPHA permet de calculer les valeurs singuliéres, la valeur du condition-
nement et son inverse, lorsque a décrit 'intervalle [amin, Qmaz]. Les procédures
TRACPHA, et TRACPHAl exploitent graphiquement les résultats de
SURALPHA. La fonction ALPHA, enfin, détermine la valeur de a qui maximise
cond™}(A + aF).
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ANNEXE 2:
PROCEDURES
MATLAB

Dans cette annexe nous avons regroupé les différentes procédures introduites dans
les chapitres précédents, ainsi qu’un certain nombre de routines utilitaires que nous
avons développées. Plutét que de donner la syntaxe des programmes, ce qui al-
longerait trop ce mémoire, nous avons préféré présenter:

¢ la sémantique d’utilisation des procédures,
¢ un descriptif succinct de leur fonctionnement,

e les autres procédures ou routines qui sont appelées en cours d’utilisation.
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Les procédures que nous avons développées peuvent étre schématiquement classées
en 4 groupes selon le niveau ou elles interviennent dans la structure de commande:

e modélisation: en haut a droite,
e précompensation: en haut a gauche,

observation: en bas a droite

e commande: en bas a gauche.

e e ——————  — — ———

PRECX2.M STAND.M
FAX2.M SVDFM.M
etc... etc...

o N L

| N e

A +) : i *] PREC |—2— sy sTEME|——¥ 1|

E E OBSV P

DECOU.M OBFAP.M
NEWCRIM OBFAR.M

etc... etc...
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e [a, cond] =ALPHA (E, A, omin, Qmaz, tol)
Détermine la valeur de a, comprise entre ,;, €t Q.. qui maximise le condi-
tionnement de la matrice (A 4+ aFE), avec une précision au moins égale a tol.

Utilise aussi COND.M.
e [r] =ARRONDI (z)

Calcule la valeur arrondie de z et retourne cet entier si x est proche de sa
valeur arrondie ( & 1072 pres), sinon retourne z.

e [B*, Md;] =DECOU (A, B, C, D)
Calcule la matrice de découplage B* et les indices de découplage d; qui sont
rangés dans la matrice Md;. Lorsque la ¢-1eme ligne de D est non nulle, on
définit par convention d; = —1. Le nombre d’entrées est supposé égal au
nombre de sorties.

e [F, G, K] =DECROI (F, G, H)

Calcule le retour d’état K qui permet de décoiser le critere a cott quadratique

défini par F, G et, H:

(0 &)= (6 9) (i &) (x 1)

e [du] =DNENTR (¢, pas, n)
Calcule la dérivée n-ieme au point t de l'entrée u définie dans la procédure

ENTR, comme la limite d’un taux d’accroissement.

Utilise aussi ENTR.M et PASCA.M.
e [A;, By, C;] =DYNAMIC1 (E, A, B, C)

Isole la partie dynamique d’un systéme sans mode impulsionnel:
531 = A3 + Blua
y1 = C17;.
Utilise aussi SVDFM.M.
e [A), By, Cy, D;, P)=DYNAMIC?2 (E, A, B, C)
Isole la partie dynamique d’un systéme sans mode impulsionnel, et reporte
Peffet des modes entrainés sur la sortie:

531 =_/11531 +_Blu7
y = Cli‘l + Dlu.

Détermine aussi le changement de variables P qui permet d’exprimer les modes
entrainés en fonction de u et de Z;:

()t

Utilise aussi SVDFM.M.



Anneze 2 171

o [u] =ENTR (2)

Définit le vecteur des entrées du systeme.

e [A;, B,, C;) = ENTRAIN (E, A, B, C)

Isole la partie entrainée d’un systéme sans mode impulsionnel

Iy = {12571 + Bau,
y2 = (o3
Utilise aussi SVDFM.M.
e [A, B, C, D] =FA (A, By, C1, C2, M, Q, ran)
Détermine la forme augmentée:
z= /ilz + Bu,
y=Cz+ Dv
associée au précompensateur défini par M, Q et ran.
Utilise aussi REAP.M et L2K2.M.

] [/i, B, O, D] =FATRI (Al, N, Bl, Cl, Cz)
Détermine la forme augmentée associée au précompensateur défini par PREC-
TRI: _ _
z= Az + Bu,
Yy = Cz+ Dv
Utilise aussi REATRI.M et L2K2TRI.M.

[ J [/i, B, C, D] =FAX2 (Al, N, Bl, Cl, Cg)

Détermine la forme augmentée associée au précompensateur défini par PRECX2:

2= Az + B,
y=C’z+Dv

Utilise aussi REAX2.M et L2K2X2.M.

L [/i, B, C, D] =FAY2 (A], N, Bl, Cl, Cz)
Détermine la forme augmentée associée au précompensateur défini par PRECY2:

2= Az + Bv,
y=C'z+Dv

Utilise aussi REAY2.M et L2K2Y2.M.
o [(C;] =FCONT (E, A, B)

Détermine la matrice de commandabilité du sous-systéme rapide:
C;=(B, ... N 'By).
Utilise aussi STAND.M et NILPOT.M.
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[0,] =FOBSV (E, A, C)

Détermine la matrice d’observabilité du sous-systeme rapide:
Oy =(CT ... (CoN"H)T)T,

Utilise aussi STAND.M et NILPOT.M.

[P] =FRMC (A)

Détermine le changement de variables P tel que:
AP = (B0),
B est une matrice de rang plein en colonnes qui a le méme rang que A.

[C;] =ICONT (E, A, B)

Détermine la matrice de I-commandabilité du sous-systeme rapide:
E 0 0
Ci = (A E B) '
(K, Ayy] =IMPFREE (E, A, B, P)
Détermine le gain K de la commande u = Kz qui élimine les modes im-

pulsionnels pour un systeme I-commandable et calcule la matrice en boucle
fermée:

Ay = A+ BK.

Les valeurs propres de la matrice A, sont remplacées par les modes spécifiés
dans le vecteur P.

Utilise aussi ICONT.M et SVDFM.M.
[0:;] =IOBSV (E, A, C)

Détermine la matrice de I-observabilité du sous-systeme rapide:

E A
O,=10 E|{.
0 C

(K, L] =KLSTA (4, C, B*, Md;)

Calcule les gains K et L de la commande:
u= Kz + Lv,
qui découple le systeme lorsque la matrice de découplage B* est inversible.

(L., T»] =L2K2 (M, @, ran)

Détermine les matrices L, et T, telles que:
Iy = Lzé + TQ’U,

et qui correspondent au précompensateur défini par les matrices M, @, et ran.

Utilise aussi REA1.M.
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[L2, T3] =L2K2TRI (N, B;)
Détermine les matrices L, et T, telles que:

o = Lye + Thv,

et qui correspondent au précompensateur défini par PRECTRL
Utilise aussi PRECTRI.M et L2K2.M.

[Lg, Tz] =L2K2X2 (N, Bz)
Détermine les matrices Ly et T5 telles que:

Ty = L26 + Tzv,

et qui correspondent au précompensateur défini par PRECX2.
Utilise aussi PRECX2.M et L2K2.M.

[Lg, Tg] =L2K2Y2 (N, B2, Cz)

Détermine les matrices L, et T; telles que:
Yo = L26 + Tz’U,

et qui correspondent au précompensateur défini par PRECY2.

Utilise aussi PRECY2.M et L2K2.M.
[R] =MATROUND (A)

Calcule la valeur arrondie des éléments de la matrice A et retourne une matrice
dont les élements sont des entiers si les élements de A sont proches de leur
valeur arrondie ( & 107% prés), sinon retourne A.

Utilise aussi ARRONDI.M.
[F, G, HH =NEWCRI (F, G, P)

Détermine la transformation du critere a coit quadratique défini par F et GG
lorsque 'on applique le changement de variables P:

(&)= (0 ¢)*
[v] =NILPOT (N)

Détermine I'indice de nilpotence de la matrice N. La fonction retourne 0 si la
matrice n’est pas nilpotente.

[[{lv Albf7 Ml] =0OBFAP (Ala B17 Cl: C27 LZ? T270P7 DPa P)
Construit un observateur d’ordre plein de z; lorsque la paire (A;, C) est
observable. Le gain K est déterminé de telle fagon que les valeurs propres de:

Albf = Al - chla

soient celles spécifiées dans le vecteur P. M,est la matrice de gain sur ¢ et v.
L’ordre de multiplicité des valeurs propres désirées doit étre inférieur ou égal
au nombre d’entrées.

Utilise aussi PLACE.M.
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o [K,, M, M,, P, Q, Q;, L] =OBFAR (4;, B,, C,, C3, Ly, T5,Cp, Dp, P)
Construit un observateur d’ordre réduit d— g de z, lorsque la paire (A;, Cy) est
observable, et que la matrice C; est de rang plein ¢. Le gain K; est déterminé
de telle facon que les valeurs propres de l'observateur soient celles spécifiées
dans le vecteur P.

- (M, My, P) définit I’observateur:

w = Mw + My (€7, v7)T + Py,
- (Q, @1, L) définit 2,

&1 = Qu + Q1(7, vI)T + Ly.

L’ordre de multiplicité des valeurs propres désirées doit étre inférieur ou égal
au nombre d’entrées.

Utilise aussi PLACE.M, FRMC.M.
o [PAS] =PASCA (n)

Détermine les coeflicients du triangle de Pascal jusqu’a 'indice n.

e [M, Q, ran] =PRECTRI (N, B,)

Détermine le précompensateur trivial défini par:

— @ la matrice qui regroupe les changements de variables,
Q= (Ip Ip)a
— M la matrice qui permet de construire L, et T5:

M=(B, NBy ... N 'B,),

— ran le nombre d’intégrateurs nécessaires a la construction de chaque
étage:
ran=(p ... p).

Utilise aussi NILPOT. M.
e [M, @, ran] =PRECX2 (N, B;)

Détermine le précompensateur minimal nécessaire a la construction de z, avec:

— @ la matrice qui regroupe les changements de variables,
Q:(Ql Qu—l)’
— M la matrice qui permet de construire L, et T5:

M:(MO Mu_l),
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— ran le nombre d’intégrateurs nécessaires a la construction de chaque
étage:
ran=(r; ... T,_1).

Utilise aussi NILPOT.M, FRMC.M.
e [M, Q, ran] =PRECY?2 (N, B;)

Détermine le précompensateur minimal nécessaire a la construction de y, avec:

— @ la matrice qui regroupe les changements de variables,
Q= (Ql cor Quar),
— M la matrice qui permet de construire L, et T5:

M=(My ... M),

— ran le nombre d’intégrateurs nécessaires a la construction de chaque
étage:
ran =(ry ... Ty_1).

Utilise aussi NILPOT.M, FRMC.M.
¢ [Q4, rany] =PREDEC (B~)

Calcule le précompensateur dynamique nécessaire pour découpler un systéme
faiblement couplé dont la matrice de découplage définie par B* n’est pas in-
versible.

— (Qq regroupe les matrices de changement de variables,

— rangy spécifie le nombre d’intégrateurs a placer sur les entrées.
Utilise aussi FRMC.M.
o [M,, Q,, ran,] =PREGLO (M, Q, ran, Qq4, ran,)

Calcule le précompensateur global qui permet d’éliminer les comportements
impulsionnels et de découpler le systeme compensé par un retour d’état a
partir de:

- (M, @, ran) le précompensateur défini par PRECX2,
— (Qq, rany) le précompensateur défini par PREDEC.

e [C,] =RCONT (E, A, B)

Détermine la matrice de R-commandabilité du sous-systeme lent:
Csz(Bl A‘li~lBl).

Utilise aussi STAND.M.
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o [Bp, Ch, Dp} =REA1 (Q, 7, p)
Détermine une réalisation d’un étage du précompensateur défini par:
— @ la matrice de changement de variables,
— r le nombre d’intégrateurs,
— p le nombre d’entrées.
¢ [A, B, C, D] =READEC (A, N, By, B,, Cy, C3)

Calcule une réalisation du systeme précompensé pour éliminer les comporte-
ments impulsionnels et pour permettre le découplage par un retour d’état.

Utilise aussi PRECX2.M, FAX2.M, DECOU.M, PREDEC.M, PREGLO.M.
e [Ap, Bp, Cp, Dp] =REAP (Q,ran)

Calcule une réalisation du précompensateur défini par:

— @ les changements de variables de chaque étage regroupés dans une
unique matrice,

— ran le nombre d’intégrateurs nécessaires a la construction de chaque
étage,

Utilise aussi REA1.M.

e [Ap, Bp, Cp] =REATRI (N, B;)
Calcule une réalisation du précompensateur trivial défini par PRECTRI:

€ = Ape + Bpu,
u = Cpe.

Utilise aussi REAP.M et PRECTRI.M.
e [Ap, Bp, Cp, Dp] =REAX2 (N, B,)

Calcule une réalisation du précompensateur défini par PRECX2:

¢ = Ape + Bpuv,
u = Cpé + DPU.

Utilise aussi REAP.M et PRECX2.M.
L [Ap, Bp, Cp, DP] =REAY?2 (N, Bg, Cg)

Calcule une réalisation du précompensateur défini par PRECY2:

¢ = Ape + Bpv,
u = Cpe+ Dpu.

Utilise aussi REAP.M et PRECY2.M.
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¢ [0,] =ROBSV (E, 4, C)

Détermine la matrice de R-observabilité du sous-systéme lent:
O,=(CT ... (CLA*YHYTHT,
Utilise ausst STAND. M.
e [| =SINSIM (A;, N, By, By, Cy, Cy, o, t;, ts, pas)

Simule un systeme généralisé entre t; et t; avec une pas égal a pas. Le systeme
est transformé en un systeme multi-entrées dont le vecteur d’entrées est donné

par:
U=(u ... u("_l)).

Utilise aussi ENTR.M, DNENTR.M, LSIM.M, NILPOT.M.
¢ [Q, S] =SCHURDIA (A)

Détermine la forme réelle bloc diagonale de Schur:

A=Q7SQ,

_(Su Si
oo (55

— 511 ne comporte que des valeurs propres non nulles,

avec:

~— S22 ne comporte que des valeurs propres nulles.
Utilise aussi ARRONDI.M.
g [Al’ Na Bla B2, Cl’ 027 P7 Q] =STAND (E7 A7 B’ C)

Détermine les matrices de changement de variables P et () et les matrices
constituantes de la forme standard du systeme (E, A, B, C):

P(sE—A)Q=(SIgAl SNO_,), PB:@;), CQ=(C1 Cy).

Utilise aussi SCHURDIA.M, MATROUND.M et ALPHA.M.
e [A;, N, P, Q] =STANDR (E, A)

Détermine les matrices de changement de variables P et () et les matrices A,

et N de la forme standard du systeme (£, A, B, C):

P(sE — A)Q = (SIBAl 5N0—1>'

Utilise aussi SCHURDIA.M, MATROUND.M et ALPHA.M.
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L4 [Alla A127 A217 A22a Bla B23 Clv 6'2’ Esa Us V] =SVDFM (E’ A» B) C)
Détermine les matrices de changement de variables U et V et les matrices
constituantes de la forme de Smith du systeme (E, A, B, C):

(sE-A)=U (SEi;:“ :22) VI, B=U ({9‘) , C=(C1 Cy)VT.

Utilise aussi SVD.M.
o [TAB]) =SURALPHA (E, A, @min, ®maz, tol)

Détermine et range dans la matrice TAB:
— les valeurs singulieres,
— le conditionnement,
— D’inverse du conditionnement,
— la valeur rendue par la procédure RCOND,
de la matrice (A + aF), pour a qui varie entre Qmin, €t Qmay avec un pas égal

a pas.

Utilise aussi SVD.M et COND.M.
e [|=TRACPHA (FE, A, ¢pnin, Qmaz, Pas)

Trace pour a qui varie entre Qu,;,, €t @mq, avec un pas égal a pas:
— les valeurs singulieres,
— le conditionnement,
— Pinverse du conditionnement,
— la valeur rendue par la procédure RCOND,

de la matrice (A + aF).
Utilise aussi SURALPHA.M.

e [|=TRACPHAL1 (E, A, 0min, Qmaz, Pas)
Trace pour « qui varie entre Q,;p,, €t ., avec un pas égal a pas 'inverse du
conditionnement de la matrice (A + oF).

Utilise aussi SURALPHA .M.



179

Notations
R : corps des réels
R? : espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels
IRP : espace vectoriel des applications de IRP dans IR?
C : corps des complexes
Al : inverse de la matrice A
At : inverse de Moore-Penrose de la matrice A
AT : transposée de la matrice A
AT : Inverse de la transposée de la matrice A
|A| ou det A : déterminant de la matrice carrée A
A : norme 2 de la matrice A
I, : matrice identité de dimension n x n
cond(A) : conditionnement de la matrice A
(A) : plus grande valeur singuliere de A
o(A) . plus petite valeur singuliere de A
Im A : image de la matrice A, Im A = {y/y = Az}
Ker A : noyau de la matrice A, Ker A = {z/Az =0}
C(A, B) : matrice de commandabilité de la paire (A, B)
O(A, C) : matrice d’observabilité de la paire (A, C)
8(t —to) : impulsion de Dirac en t = ¢,
deg P : degré du polynéme P
Ae B : somme directe de deux espaces vectoriels A et B, (AN B = 0)
Abbréviations
P : proportionnel
PD : proportionnel et dérivé
rse : equivalence stricte (de deux systemes différentiels)
se : equivalence forte (de deux systemes différentiels)
PCOMP : précompensateur
OBSV : observateur
CNS : condition(s) nécessaire(s) et suffisante(s)
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