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Introduction 

Plusieurs décennies de recherches et de développement visant à perfectionner 
les ordinateurs autour du concept originel de von Neuman ont permis d'offrir à 
l'utilisateur des machines dont les performances brutes ne cessent de s'améliorer 
pour des prix de plus en plus faibles. 

Cependant l'obtention de performances réelles d'exécution nécessite une program
mation visant à optimiser l'utilisation des ressources de la machine. Ceci se fait au 
prix d'un effort de la part du programmeur qui doit accorder autant d'importance 
à l'élaboration optimisée de son algorithme qu'aux détails d'implantation de 
l'algorithme sur machine. La cause de cet état de fait est l'utilisation des langages 
impératifs où la programmation s'inspire du style "Von Neumann" i.e où le pro
gramme est une suite de commandes exécutées par la machine. L'efficacité dépend 
donc beaucoup de l'approche utilisée pour le développement du programme. 

Lf's langages fonctionnels, contrairement aux langages impératifs, permettent une 
programmation plus "propre" en ce sens que les programmes sont développés à 
partir dt> concepts formels et non à partir de considérations liées à l'implantation. 
Lt>s langagf's fonctionnels expriment ainsi l'intention du programme i.e ce qu'il 
f'St sf'nsé calculer. 

L't>xécution dt>s programmes fonctionnels dans le "contexte von Neumann" qui 
nf' lt>ur f'st pas adapté, entraîne une chute des performances d'exécution, en com
paraison avec les langages impératifs. C'est une des raisons qui entraînent la 
diminution de la crédibilité des langages fonctionnels. Les travaux de recherche 
des vingt dernières années ont prouvé le contraire, par l'élaboration de machines
langages performantes mais aussi par la définition de compilateurs de code puis
sants. Ceci permet l'amélioration des performances obtenues tout en adoptant 
une programmation déclarative, qui se rapproche plus d'une formulation mathé
matique. 

Les langages fonctionnels se caractérisent par leur puissance d'expression et par 
l'exprt>ssion d'un parallélisnw intrinsèque. Cette dernière caractéristique traduit 
la libf'rté quant à l'ordrf' d'évaluation d'un programme fonctionnel. Il existe donc 
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plusieurs façons d'évaluer un même programme, en séquentiel mais aussi en par
allèle. Ces stratégies d'évaluation sont à l'origine des schémas d'évaluation définis 
pour 1 'exécution des langages fonctionnels, et dont le plus connu et le plus adapté 
à l'évaluation des langages fonctionnels est le modèle de réduction de graphe. 

La réduction de graphe est basée sur la représentation de l'expression fonction
nellt> sous forme d'un graphe syntaxique contenant des nœuds intermédiaires ap
pelés nœuds application. Ces nœuds symbolisent les sous-expressions réductibles. 
L'évaluation de l'expression s'effectue en transformant le graphe, en remplaçant 
chaque sous-graphe réductible par le graphe résultat, jusqu'à l'obtention d'un 
graphe irréductible. 
La réduction de graphe présente cependant quelques inconvénients se résumant 
en un parcours pénalisant des graphes syntaxiques qui retarde l'évaluation des 
exprt>ssions fonctionnelles. En outre, la représentation statique des redex, par la 
présence des nœuds application, dès la phase initiale de 1 'évaluation, alourdit la 
gt>stion des nœuds application intermédiaires. 

C'est dans le but de pallier ces inconvénients que le modèle P3 a été défini par 
N.Dewsa, au sein de l'équipe PALOMA au LIFL [Dev90). Ce modèle s'apparente 
aux modèles de réduction, tout en proposant une représentation différente de 
l'expression fonctionnelle par l'utilisation de deux structures : les arborescences 
fonctionndlt>s et les arbres de données. L'évaluation des expressions est basée 
sur un mécanisme d'exploration des arborescences fonctionnelles qui génère dt>s 
ordrt>s de réduction pris en compte par les arguments. La production et la prise 
t>ll comptt> des ordres dt> réductions sont deux activités asynchrones ce qui permet 
l'accélération dt> l'évaluation. 
Lt> modf.le P3 a été défini pour l'évaluation d'expressions fonctionnelles sans vari
ablt>s dans le langage FP de .J.\V. Backus [Bac78). 

• L'objectif principal de ce travail est d'étendre le modèle P3 à l'évaluation 
d'expressions fonctionnelles sans variables quelconques en intégrant les fonc
tions d'ordre supérieur. Le modèle étendu doit être aussi performant sinon 
plus performant que le modèle de réduction de graphe et doit offrir les 
mf>mes possibilités d'exécution. 

• Le deuxième objectif de cette thèse est de valider le fonctionnement du 
modèle P3 et mettre en évidence ses possibilités ainsi que son _parallélisme 
potentiel. 

• Enfin, le troisième objectif est d'introduire un aspect plus pratique du mod
èle P3 qui concerne l'étude des problèmes de répartition qui est un deux-
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ième axe de recherche actuellement à l'étude au sein de notre équipe et dont 
quelques aspects sont étudiés dans le cadre de cette thèse. 

Structure de la thèse 

c~tt~ thèse est donc composée de 3 parties. 

• La première partie décrit le contexte du travail proposé. Elle se divise en 
trois chapitres. 

Dans le chapitre 1, nous évoquons les propriétés mathématiques des lan
gages fonctionnels, qui sont à l'origine d'une programmation fonctionnelle 
déclarative, puis nous prése11tons les :3 classes de langages fonctionnels : les 
À-langages, basés sur la théorie du À-calcul, les langages de combinateurs 
et _les langages fonctionnels sans variables, basés sur la logique combina
toire. Dans la catégorie des langages sans variables, nous distinguons les 
concepts communs à tous les langages fonctionnels sans variables et les 
concepts évolués. L'utilisation des fonctions d'ordre supérieur figure parmi 
cette dernière catégorie de concepts. 

Le chapitre 2 présente le langage GRAAL, un exemple de langage fonction
nel sans variables possédant les concepts évolués des langages fonctionnels 
sans variables, que nous choisissons comme langage support pour la con
ception du modèle P3 étendu. 

Avant d~ présenter le modèle P3 étendu, le chapitre :3 fait le point sur le 
modèle P:3 originel et sa situation par rapport aux autres modèles d'évaluation 
existants. Les objectifs de l'extension sont détaillés à la fin de ce chapitre. 

• La deuxiènw partie décrit formellement le modèle P 3 étendu. Elle se com
pose des chapitres 4 et 5. 

Dans le chapitre 4, nous présentons la fonction de représentation des ex
pressions fonctionnelles à partir de la représentation des objets les com
posant. Le système de réécriture décrivant les mécanismes d'exploration et 
de réduction permettant l'évaluation des expression fonctionnelles est en
suite proposé. Le modèle ainsi décrit prend en compte les fonctions d'ordre 
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supérieur et permet l'exploitation, sous toutes ses formes, du parallélisme 
des langages fonctionnels. L'exploration des arborescences fonctionnelles 
proposée dans ce chapitre, contrairement au modèle P 3 originel, permet 
l'anticipation de l'application d'une fonction à ses arguments. 

Le chapitre 5 présente une optimisation du système de réécriture qui con
serve toutes les caractéristiques du modèle P 3 étendu. Dans ce chapitre est 
proposé également un algorithme d'ordonnancement des requêtes de réduc
tion qui permet, contrairement à celui proposé dans la première version du 
modèle, de classer les requêtes de réduction sans besoin de synchronisation 
lors de l'exploration. 

• La troisième partie permet la validation ainsi que l'étude préliminaire des 
problèmes de répartition qui se posent pour le modèle P 3

• Elle se compose 
des chapitres 6 et 7. 

Dans le chapitre 6, le modèle P3 étendu est comparé au modèle de réduction 
dt> graphe, en se basant, d'une part, sur les coûts de gestion des deux mod
f>les; cette analyse des coûts montre le gain dans le modèle P3 sur le coût 
de parcours et le coût d'occupation mémoire. D'autre part, cette compara
ison porte sur les possibilités offertes par les deux modèles; la comparaison 
s\~tablit sur les points suivants: lE:' type d'expression évaluée, le parallélisme 
exploité, les modes d'évaluation possibles et la possibilité du partage. 

Unf' simulation du modèle P 3 a été réalisée. Le but en est de valider le 
fon<tionnenwnt du modèle, de mesurer le parallélisme potentiel du mod
èlP F' et d'aborder les problèmes de placement de données dans le modèle 
P 3

• Cette simulation met donc en évidence la nature très dynamique de 
ces structures. Les résultats théoriques de cette simulation, l'introduction 
aux problèmes de placement et une méthode de placement dynamique des 
copies d'arguments contribuant à l'amélioration du placement dynamique 
des données sont présentés au chapitre 7. 

Le chapitre 8 est la conclusion de cette thèse. Dans ce chapitre, nous 
montrons quelles sont les modifications apportées au modèle originel pour 
permettre l'extension. Les perspectives futures de ce travail sont également 
abordées. 
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Chapitre 1 

Les langages fonctionnels: 
Généralités 

Les langages fonctionnels sont des langages informatiques basés sur la notion de 
fonction au sens mathématique du terme. En effet, concevoir une solution infor
matiqut> pour un problème donné, dans un langage fonctionnel, consiste à définir 
un ensemble de fonctions. La figure 1.1 permet de situer les langages fonction
lwls par rapport aux autres langages informatiques. Nous pouvons distinguer 
:3 grandes classes de langages : les langages impératifs, les langages déclaratifs 
Pt les langages à objets. Les langages fonctionnels au même titre que les lan
gages logiques et plus récemment les langages logico-fonctionnels sont des lan
gages déclaratifs i.e ce sont des langages où la façon de concevoir le programme 
ne traduit pas l'ordre dans lequel il s'exécutera. 
Les langages fonctionnels possèdent des propriétés mathématiques intéressantes. 
Ils sont naturellement parallèles du fait de l'absence d'effets de bord :la chronolo
gie adoptée pour évaluer les sous expressions fonctionnelles n'a aucune impor
tance. Cette indépendance offre la possibilité d'un traitement parallèle. Nous 
distinguons :3 sous-classes de langages fonctionnels : Les ..X-langages, les langages 
de combinateurs et les langages fonctionnels sans variable. Ce chapitre est donc 
consacré à la description de ces différentes classes de langages. Il est organisé 
comme suit : les sections 1 et 2 présentent respectivement les propriétés ma
thématiques et le parallélisme des langages fonctionnels. La section :3 traite des 
caractéristiques générales de la programmation fonctionnelle. Les sections 4, 5 
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et 6 décrivent respectivement les À-langages, les langages de combinateurs et les 
langages fonctionnels sans variable. 

lan[la[les informatiques 

/\~ 
1 anqaqes 

impé1°at· ifs 
langa9es 

déclaratifs 

/\~ 
langages à objets 
langages d'acteurs 

lanqaQes 
loSJlqê>es 

langages 
langages fonctionnels 

loSJico-fonctionnels 

Figure 1.1 : Classification des langages informatiques 

1 Caractéristiques générales des langages fonc
tionnels 

1.1 Propriétés mathématiques 

La fonction est une notion mathématique fondamentale. Elle permet d'associer à 
cbaqut> élément dt> son domaint> d'application une image unique qui est le résultat 
dt> l'application de la fonction à un élément donné. Soit f une fonction, l'élément 
auqut>l f associt> une image est appelé argument de f. 
La composition fonctionnelle (notée o) permet de combiner des fonctions afin 
d'ohtt>nir d'autrt>s fonctions. 
Grâct> à œs deux notions, la fonction et la composition fonctionnelle, on peut 
écrire des fonctions de complexité diverse. Le résultat obtenu est une fonction 
qui, appliquée à ses arguments x 1 x 2 ••• Xn, constitue une expression fonctionnelle 
dt> la forme f : x 1 x2 .•. Xn. Dans un langage fonctionnel, tout programme est 
unt> t>Xprt>ssion fonctionnellt> au sens ci-dessus. 

Outre la notion de fonction, les langages fonctionnels se caractérisent par des pro
priétés mathématiques intéressantes dont la notion de transparence référentielle 
[Bac78] et la vérification du théorème de Church-Rosser [Chu41]. 

• Dans un langage fonctionnel, le résultat de l'application d'une fonction aux 

-24-



1. Caractéristiques générales des langages fonctionnels Cl1apitre 1 

mêmes arguments donne toujours le même résultat. Le résultat d'une ap
plication ne dépend donc pas d'un contexte d'évaluation particulier. C'est 
la propriété de transparence référentielle. Cette propriété traduit l'absence 
d'effet de bord dans l'évaluation des expressions fonctionnelles. On ne peut 
pas eu dire autant des langages impératifs. En voici un exemple : 

Fonction f( x:entier ):entier; 
debut 
f:= x+y; 
y:=y+l; 
fin; 

où le programme appelant se présente comme suit : 

y:=O; 
z:= f(l); 
z:=f(l); 

Ct>t exemple illustre l'utilisation successive d'une même fonction j, avec les 
mêmes paramètres, dans un programme quelconque. 

Le premier appel à la fonction J, dans le programme principal retourne la 
valeur 1. Le deuxième appel retourne la valeur 2. Le résultat obtenu pour la· 
dt>uxiènw utilisation dépend de celui obtenu au premier appel. Il en découle 
qut> l'ordre d ~exécution est fixe et ne peut donc s'effectuer en parallèle. 

• Les langages fonctionnels vérifient le théorème de Church-Rosser i.e quelle 
que soit la stratégie d'évaluation d'une expression fonctionnelle, le résultat 
obtt>nu est uniqut>. 

Les deux propriétés citées ci-dessus ont les conséquences suivantes : 

• Les preuves de programmes fonctionnels i.e les preuves qui démontrent 
l'adéquation du programme au cahier des charges, grâce au concept de 
fonction et aux propriétés citées ci-dessus, se font de façon plus naturelle 
qut> dans d'autres langages notamment les langages impératifs. Ceci est vrai 
parce qut> le programme fonctionnel fait intervenir les notions de fonction 
et de composition de fonctions qui sont déjà des outils matbéi.natiques. 

• Ces deux propriétés garantissent également la cohérence du résultat dans 
un contexte d'évaluation parallèle par rapport à une exécution séquentielle. 
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1.2 Parallélisme 

Les langages fonctionnels sont naturellement parallèles. Ce parallélisme est ex
ploitable pour les raisons évoquées dans le paragraphe précédent. Nous distin
guons deux formes de parallélisme dans les langages fonctionnels : le parallélisme 
horizontal et le parallélisme vertical. 

• Le parallélisme horizontal provient de la possibilité d'évaluer simultanément 
les arguments d'une fonction. 

• Le parallélisme vertical provient de la possibilité d'appliquer une fonction 
à des arguments non encore évalués ou dont l'évaluation est en cours. 

Pour illustrer ces deux types de parallélisme, nous proposons l'exemple 
suivant où l'expression à évaluer est la suivante: 

exp:n expy sont des expressions fonctionnelles quelconques et où la fonction 
fest définie comme suit : 

f x y= if (g y) then x+l else x 

Le parallélisme horizontal dans cet exemple provient de l'évaluation paral
lf>le des exprt=>ssions expx et expy 

L'évaluation en parallèle de ex px et (g y) est un exemple de parallélisme ver
tical. Le parallélisme vertical est plus couramment désigné par l'anticipation 
8Ur l'évaluation de la fonction. 

Remarqut-s 
Certains langages fonctionnels permettent au programmeur de contrôler le paral
lélisme par l'ajout d'annotations dans le programme. 
Le style de programmation et le choix de l'algorithme contribuent également à 
faire apparaître le parallélisme dans les programmes fonctionnels. 

1.3 Conception des programmes 

Les langages fonctionnels permettent la conception de programmes complètement 
indépendants d'un modèle de machine physique. Cette indépendance se traduit 
par les deux aspects suivants : 
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• Ecrire un programme dans un langage fonctionnel consiste à écrire une 
série de fonctions chacune correspondant à une fonctionalité de 1 'algorithme. 
Les fonctions écrites ne font référence à aucun détail technique i.e à ce 
niveau de la conception, on ne s'occupe pas du choix de la machine cible, 
de l'occupation mémoire ... etc. 

• Les variables utilisées dans un programme servent uniquement à nommer 
les arguments, contrairement aux langages impératifs où la variable -sym
bolise un emplacement mémoire destiné à recevoir une valeur. Les variables 
utilisées dans les langages fonctionnels sont appelées variables de discours. 

Dans la section précédente, nous avons évoqué les caractéristiques générales com
munes à tous les langages fonctionnels. Il existe également des caractéristiques 
propres à chaque langage. Pour en discuter, nous pouvons d'ores et déjà regrouper 
les langages fonctionnels en trois classes de langages : les lambda-langages, les lan
gages de combinateurs et les langages fonctionnels sans variable. La différence fon
damentale entre ces types de langages est leur base théorique. La base théorique 
des lambda-langages est le lambda-calcul tandis que celle des langages sans vari
able et des langages de combinateurs est la logique combinatoire. 
Dans la section suivante, nous aborderons les caractéristiques, avantages et in
convénients de chaque classe de langages. 

2 Les lambda-langages 

(~es langages sont tous issus de la théorie du lambda-calcul. Avant de présenter 
cpwlques f'Xemples df' lambda-langages, rappelons brièvement les principes du 
lambda-calcul. 

2.1 Le lambda-calcul 

Fondée par Church en 19:30 [Chu41], cette théorie fut reconnue comme un des plus 
puissants modèles de calculabilité qui existent. Dans ce modèle, une fonction est 
construitf' par abstraction d'une variable dans une expression. L'expression ré
sultante porte le nom de >.-expression. En concaténant une >.-expression et une 
suite d'arguments, on obtient une expression fonctionnelle évaluée par application 
d'un algorithme de réduction jusqu'à l'obtention d'une expression irréductible. 

Le >.-calcul est défini comme un système de réécriture de >.-expressions où les 
>.-expressions sont des mots reconnus par le langage ci-dessous : 
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• Soit V={x,y, ... } un ensemble infini dénombrable de variables. 

• Soit C= {a, b,c ... } un ensemble de constantes. 

• et W= VU C. 

Si S est l'axiome du langage, on définit les règles de production suivantes : 

- S ----+ (SS) 
- S----+ Àv.S 

aE W 
règle dite d'application 

v E V règle dite d'abstraction 

2.1.1 La syntaxe du À-calcul 

Lt> À-calcul est un modèle de calculabilité. Sa sémantique peut être décrite prin
cipalt>nwnt à l'aide des deux règles de conversion suivantes : la ,8-conversion et 
l'o-conversion quP nous détaillons dans ce paragraphe. Pour cela, nous intro
duisons lPs définitions suivantes : 

Variablt>s librPs Pt variables liées 
Soit E t>t F deux À-expressions, on peut définir inductivement les variables libres 
(Varlib) et liées (Varlie) de ces expressions de la façon suivante: 

Varlib(x) 
Varlib(E F) 
Varlib(Àx.E) 

Varlie(x) 
Varlie(E F) 
Varlie(Àx.E) 

= 
= 

= 
= 

{x} 
Varlib(E) U Varlib(F) 
Varlib(E)- {x} 

0 
Varlie(E) U Varlie(F) 
Varlie(E) U {x} 

Pour une À-expression, une variable libre peut être assimilée à une variable glo
balf'. Une variable liée peut être assimilée à une variable locale. 

La substitution 
Soit M une À-.expression quelconque. [N /x]M dénote la substitution de toutes les 
occurences libres de la variable x dans M par N. La substitution est définie par : 

[N/x]x N 
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[N /x)a 
[ N / x ](Ml M2) 
[ N / x] (.Xv.X) 

a (si a=/= x et a E W) 
([N / x)Ml) ([ N /x )M2) 
-Xz([N / x]([ z/ v] X)) 

où z est une nouvelle variable : en particulier z =J x et z f/. Varlib(N). 

2.1.2 La /3-conversion 

définition 

Chapitre 1 

On appelle /3-radical ( ou redex) toute expression de la forme (-Xx. M)N. La règle 
dt> (3-réduction consiste à remplacer tout rédex de cette forme par la substitution 
[N /x) M. On note : 

().x.M)N co?wf [Njx]M 

L'opération inverse de la ;3-réduction consiste à retrouver le terme de gauche à 
partir dt> celui de droite. Cette transformation est appelée règle de la ,B-abs
traction. Une (3-conversion est, d'après [Pey87), soit une /3-réduction soit une 
(3-abstraction. 

2.1.3 La o-conversion 

dl-finition 
On appelle o-radical toute expression de la forme ().y.X) . La règle de l'a
conversion consiste à remplacer cet a-radical par -Xv.([v jy]X) avec v f/.Varlib(X). 
On note : 

().y.X) c~ À v.([vjy]X) 

2.2 Exemples de À-langages 

Etant données la puissance et la simplicité du -X-calcul, de nombreux langages 
basés sur cette théorie ont été définis dont LISP, MIRANDA, SASL, KRC, HOPE, 
ML, CAML, HASKELL etc .... Nous donnons dans la suite de cette section, les 
principales caractéristiques des langages LISP, KRC, HOPE, ML et HASKELL. 
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2.2.1 LISP 

Créé par .John Mc CARTHY [MAE+62] au début des années 60, le langage LISP 
est un des ..\-langages les plus populaires. Le but initial était de concevoir un 
langage dont les entités de base sont des entités mathématiques de manière à 
pouvoir y inclure la théorie des fonctions récursives développée pendant les 20 
ou :30 années précédentes. LISP est un langage naturellement polymorphique : 
tous les objets, y compris les fonctions, sont représentés de manière identique ce 
qui permet la manipulation des fonctions comme des objets quelconques, d'où la 
possibilité d'utiliser des fonctions d'ordre supérieur. 
Lt>s premières versions de LISP offraient un jeu très réduit de fonctions primitives : 
CONS, CAR, CDR, EQ et ATOM. Cependant, petit à petit, le langage LISP a 
été enrichi par des fonctions à effet de bord telles que l'affectation, les fonctions 
dt> gestion mémoire et les fonctions de contrôle de l'évaluation et a donc perdu 
ses propriétés fonctionnelles. 

Lt> langage LISP a une sémantique stricte : une fonction ne peut être évaluée que 
si ses arguments sont évalués. L'évaluation peut être volontairement inhibée par 
la fonction quo tc notét> '. 

2.2.2 KRC 

Lt> langagt> KRC, développé par D. TURNER [Tur82], est basé sur une représen
tation dt>s fonrtions comme un ensemble d'équations. Un exemple d'expression à 
évahwr est donné ci-dessous : 

(x,y) /x~ [0 .. 2] ; y~ [-2,2]; x<y 

Dans ct>t exemplt> 1 'équation représente les couples ( x,y) où x appartient à 1 'intervalle 
[0 .. 2] et y à l'intervalle [-2,2] et où x est inférieur à y. L'évaluation de cette ex
pression a pour résultat, l'ensemble des couples (0 1) (0 2) (1 2). 
Lt>s particularités du langage KRC sont d'abord la possibilité de manipuler des 
donnét>s infinies grâce à la notation sous forme d'intervalle des ensembles de don
nées. L'évaluation de ces expressions peut alors se faire de façon paresseuse. La 
deuxième particularité est la possibilité d'utiliser les fonctions d'ordre supérieur. 

2.2.3 Les langages HOPE et ML 

( ;f's df'UX langages ont été développés respectivement par R. BURSTALL & Al 
dans [Bl\1S80] et GORDON dans [GMWï9]. Conçu au départ pour servir de 
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mPta-langage pour le projet LCF (Logic for Computable Functions) destiné à 
la construction de preuves formelles de fonctions récursives, ML fut redéfini en 
reprenant les principaux concepts du langage HOPE. Cette nouvelle version de 
ML [HMM86] porte le nom de "Standard ML". 

ML et HOPE possèdent donc des propriétés communes qui ont été étudiées dans 
[WS87] : 

• Ils se caractérisent par un aspect déclaratif des programmes écrits. 

• Il s'agit de langages typés. 

• Les fonctions sont définies inductivement par des équations récursives sur 
les constructeurs des types de données. 

• Ils permettent tous deux la manipulation des fonctions d'ordre supérieur. 

2.2.4 Le langage HASKELL 

Haskdl [HF92]- baptisé du prénom de H.B.CURRY- est un langage fonctionnel 
défini en 1987 à l'issue d'un colloque 1 organisé par un comité de chercheurs dont 
Paul Hudak, S. Peyton-.Jones, .J. Kairbain et beaucoup d'autres. Leur but a été 
de définir un langage supportant les principaux concepts des lambda-langages. 
De ce fait, le langage Haskell se veut être un standard de la programmation 
fonctionnelle. Haskell est un langage fonctionnel pur où toute entité évaluable 
est une expression. Ses principales caractéristiques sont les suivantes : 

• C'est un langage fortement typé : toute valeur possède un type. Il en est 
de même pour les fonctions et les expressions. Dans ce cas, on parle de 
signature. 

• La définition des fonctions est intrinsèquement déclarative : toute fonction 
définie par l'utilisateur est un ensemble de clauses. Ainsi, la définition de 
la fonction f exprimée dans d'autres langages fonctionnels de la manière 
suivante : 

f x y = si (x == 0) alors y 
sinon si (x == 1) alors y+l 

sinon y+2 

est exprimée en Haskell de la manière suivante : 

1 Funrtional Programming and Computer Architecture 
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f 0 y = y 
f 1 y = y+l 
f x y = y+2 

Le choix de la clause adéquate se fait par le mécanisme du filtrage. 

• La définition en compréhension des listes permet de définir des gardes condi
tionnant l'utilisation des différentes clauses définissant une même fonction. 

• Haskdl est un langage polymorphique; les programmes sont définis pour 
des familles de types et sont par conséquent plus généraux. 

• Haskell autorise l'utilisation des fonctions d'ordre supérieur. 

• Haskell est un langage non strict permettant ainsi la manipulation des struc
tures potentiellement infinies. 

• Haskell est un langage fonctionnel orienté objet. Il gère une hiérarchie de 
types où les opérateurs sont surchargés 2 • En revanche, la surcharge d'un 
type nouvellement défini est possible. Cet aspect d'Haskell est sans doute 
le plus innovateur pour la programmation fonctionnelle. 

3 Les langages de combinateurs 

Les langages de combinateurs et les langages fonctionnels sans variables se basent 
sur u1w théorie appelée logique combinatoire ou théorie des combinateurs. Cette 
théorit> fut fondée par M. Schonfinkel [Sch24] au début du siècle. Elle fut étendue 
par A.B. CURRY dans [CF58]. Elle introduit la notion de combinateur grâce à 
laquellf' une expression fonctionnelle ne contient pas de variable. La puissance 
({'expression de la logique combinatoire est comparable à celle du À-calcul. En 
effet, le théorème de complétude de la théorie des combinateurs, énoncé dans 
[Bel86], assure qu'à partir d'une >.-expression quelconque, il est possible de cons
truire algorithmiquement une expression combinatoire équivalente sans variables. 

La signification de ce théorème est qu'à partir d'une À-expression Àx1 .Àx2 ••• Àxn.E, 
on peut construire une expression sans variables qui soit équivalente à l'expression 
d'origine. Cette expression est appelée expression combinatoire. Une expression 
combinatoire se caractérise par le fait de ne contenir aucune variable : elle se 
compose uniquement de combinateurs, de constantes et de fonctions prédéfinies. 
Le rôlf' des combinateurs dans une expression combinatoire consiste à replacer 

2 au sens utilisé dans les langages à objets 
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l~s donn~~s à leur place initiale dans l'expression et ce, dynamiquement en cours 
d'~xécution. Ce travail est effectué par des transformations successives de l'ex
pr~ssion selon un ensemble de règles de réécriture précisant l'action de chaque 
combinateur. 
Les langages de combinateurs manquent de lisibilité et servent essentiellement 
de langages intermédiaires ou de langages machine pour une machine abstraite 
plutôt que de langages de programmation. Ils permettent la normalisation du 
traitement des programmes fonctionnels quel que soit le langage source ·dans 
lequel ces derniers sont écrits. 
Il existe plusieurs familles de combinateurs, à chacune d'elle sont associés un algo
rithme d'abstraction permettant la conversion des À-expressions en une expression 
combinatoire et un système de réécriture décrivant le rôle de chaque combinateur, 
à 1 'ex~cution. Dans la suite de ce paragraphe nous présentons quelques exemples 
de familles de combinateurs. 

3.1 Les combinateurs SKI 

c~tte famill~ de combinateurs créée par Curry [CF58] et optimisée par la suite 
par TURNER [Tur79], se caractérise par un jeu de combinateurs simples: S, K, 
1 ~t par un systbne de r~duction réduit: 

a) S f g x 
b) K x y 
(') 1 x 

f x (g x) 
x 
x 

L' algorithme d'abstraction d'une À-expression en une expression combinatoire à 
base de combinateurs SKI, peut être décrit de façon informelle de la façon suivante 

a)À x. el e2 
b )À x. c 
c)À x.x 

S (À x.el )(,\ x.e2) 
K c Si x =f. c 
1 

L~ code combinatoire obtenu est plus long que le code fonctionnel d'origine: pour 
la version originale de l'algorithme d'abstraction [CF58, Tur79], cette expansion 
est de l'ordre de n2

, n étant la longueur du code source. Ce qui explique, en partie, 
leur inefficacité. Cette expansion excessive s'explique d'après [CDL87] en partie 
par le caractère récursif du processus d'abstraction impliquant ainsi une abstrac
tion s~quenti~lle des variables et l'obtention d'un code récursif s'adaptant mal à 
une exhution parallèle. Elle fut ramenée à o( nlogn) grâce à une optimisation de 
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l'algorithme d'abstraction proposée dans [NH85], puis à une expansion linéaire 
dans [Bur82] et [NH85]. 

3.2 Les combinateurs de MARS 

Ces combinateurs ont été inspirés des combinateurs SKI indicés d'ABDALI [Abd76] 
et des combinateurs SKI(BC). Contrairement à la famille des combinateurs décrite 
préc~demment, l'algorithme d'abstraction associé aux combinateurs MARS, per
met de traiter les variables en une seule passe en fonction de leur apparition dans 
l'expression permettant ainsi d'obtenir, plus rapidement, un code combinatoire 
plus court (au plus deux fois plus long que le code originel), qui en plus, se prête 
ais~ment à une exécution parallèle. Une description du jeu de combinateurs in
dich et de l'algorithme standard d'abstraction se trouvent dans [CDL87]. 
Les travaux d'E.Cousin [Cou91] ont permis une optimisation de la longueur du 
codt>. L'idée de l'optimisation consiste à remarquer que l'algorithme d'abstrac
tion standard commence par traiter les expressions les plus internes en extrayant 
les variables locales uniquement dans les sous expressions : les variables globales 
seront extraites lors de l'abstraction des expressions englobantes. Ceci a pour 
conséquence de rallonger considérablement le code produit puisque l'extraction 
dt> ces variablt>s plus tard dans le processus d'abstraction, nécessite l'adjonction 
de combinatt>urs supplémentaires. L'algorithme proposé par E.Cousin consiste à 
t>xtrairt> simultanément toutes les variables apparaissant dans une expression. 
Dans la plupart dt>s cas, l'expansion du code est linéaire. Cependant, il peut 
arriwr qut> lt> codt> obtenu soit plus long mais l'augmentation est bornée par le 
nombrt> de variables globales différentes apparaissant dans l'expression interne. 

Lt> codt> combinatoirE" généré sert de langage machine pour la machine MARS 
[LC90] qui t>st mw machi1w dédiée au traitement symbolique. 

3.3 Les supercombinateurs 

La dt>scription des supercombinateurs et de l'algorithme d'abstraction correspon
dant sont décrits dans [H ug82] ainsi que dans [Pey87]. 
Par définition, un supercombinateur est une >.-expression de la forme 
>. J: 1 >. x 2 ••• >. X 11 .E, vérifiant les deux propriétés suivantes : 

- >.x 1 Àx 2 ••• Àx 11 .E ne contient pas de variables libres. 
- Toute >.-expression appartenant à E est un supercombinateur. 
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L'algorithme d'abstraction permet d'obtenir à partir d'une À-expression quel
conque, un ensemble de définitions de supercombinateurs et une expression à 
évaluer. Les définitions des supercombinateurs obtenues servent également de 
système de réécriture décrivant les réductions à effectuer pour une occurrence 
d'un combinateur donné dans l'expression à évaluer. 
L'algorithme d'abstraction associé aux supercombinateurs se trouve dans [Hug82]. 

L'originalité des supercombinateurs est que le système de réécriture les définissant 
n'est pas préalablement défini comme c'est le cas pour les autres familles de 
combinateurs : il dépend de la À-expression à transformer. 
L'avantage du code combinatoire obtenu est la taille très réduite du code ainsi 
que la granularité moyenne des supercombinateurs. Ces deux facteurs ont fait 
la réputation des supercombinateurs : le code combinatoire permet l'obtention 
de performances remarquables. !.Watson dans [WW87], affirme que l'exécution 
d'un code combinatoire constitué de supercombinateurs est 10 à 100 fois (selon 
les programmes) plus efficace qu'un code à base de combinateurs SKI. 
Les supercombinateurs sont utilisés comme code combinatoire pour la G-machine 
[Kie87] ainsi que pour la machine FLAGSHIP [WW87]. 

3.4 Les combinateurs décurryfiés 

Ces combinateurs sont basés sur une théorie des combinateurs nommée TGE 
présentée dans [B.J88]. Ils se caractérisent par le fait qu'ils sont décurryfiés i.e 
la curryfication y a été abolie œ qui simplifie le nombre d'étapes de calcul et 
améliore donc l'efficacité de l'évaluation des expressions fonctionnelles. Ces com
binateurs pernwttent une représentation plus naturelle des fonctions. Un algo
rithme d'abstraction en expression combinatoire à base de tels combinateurs est 
proposé dans [B.J87]. 

4 Les langages fonctionnels sans variables 

Les Langages Fonctionnels Sans Variables ou LFSV sont eux aussi basés sur la 
théorie des combinateurs au même titre que les langages de combinateurs mais 
sont plutôt considérés comme des langages de programmation à part entière. 
Quantitativement, ils ne sont pas nombreux. Lt> premier langage du genre fut 
le langagf' CUCH défini par C.BOHM [Boh64] mais il passa inaperçu. Les vrais 
débuts de ces langages correspondent à la définition par .J.W.BACKUS [Bac78] 
des systèmes FP. Les concepts des systèmes FP sont reconnus être à la base de 
tout langagt> fonctiomwl sans variables. D'autres langages sans variables furent 
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créés par la suite dont : .JYM de P.BELLOT [Bel85] qui est une extension des 
systèmes FP, FL [Bac86] qui intègre les fonctionnelles de JYM puis le langage 
fonctionnel GRAAL [Bel86]. D'autres langages plus spécialisés ont vu le jour 
également. C'est le cas du langage GRIFFON [LS89] qui est un langage fonc
tionnel de manipulation de données. Nous distinguons deux types de concepts 
des LFSV que nous présentons dans ce paragraphe : les concepts de base que l'on 
retrouve au niveau de tous les LFSV et les concepts évolués. Nous terminerons 
par la présentation de quelques LFSV dont les systèmes FP, les systèmes FFP, le 
langage GRIFFON et le langage GRAAL. 

4.1 Les concepts de base des LFSV 

• Les LFSV se définissent par la donnée d'un ensemble 0 d'objets, d'un en
sem ble F de fonctions et d'une opération unique : l'application. Nous ver
rons par la suite que pour certains LFSV, l'ensemble F est inclus dans 
l'ensemble O. 

• L'ensemble 0 se compose d'objets de types divers qui diffèrent selon les 
langages. Comme exemples d'objets, nous pouvons citer les atomes, les 
listes ou les agrégats. 

• L'en sem ble des fonctions F se compose de 3 types de fonctions : les fonc
tions primitives (P), les formes fonctionnelles (FF) et les définitions 
(D). 

• Les fonctions primitives sont les fonctions prédéfinies du langage. Leur 
nombre est fixé dès le départ. Comme exemple de fonctions primitives, 
nous pouvons citer les fonctions arithmétiques. 

• Les formes fonctionnelles sont des fonctions particulières qui permettent de 
combiner des fonctions existantes du langage afin d'en obtenir d'autres. Les 
fonctions combinées sont appelées les paramètres de la forme fonctionnelle. 
Chaque LFSV présente un ensemble de formes fonctionnelles prédéfinies. 
En voici quelques exemples : 

1. La distribution: a 

a f:<x1 X2 .•. Xn> 

a f:<> 
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Cette définition doit être interpretée comme suit : 
L'application de la fonction af, quelle que soit la fonction j, à la 
liste composée de n éléments x 1 x2 • • • Xn a pour résultat une liste 
composée de n éléments où l'élément ni est l'application de la fonction 

f ' 1''1' t a e emen Xi· 

2. La construction: [] 
[fi h · · · f,Jx ===>< f1: x,f2: x, ..... ,fn: x> 

:3. La conditionnelle: if 

(if p f g):x ===> f:x si p:x=true 
===> g:x si p:x=false 
===} ..L a sinon. 

a .1 désigne 1 'objet indéfini 

Il existe des LFSV qui permettent la définition d'autres formes fonction
nelles. 

• Les définitions sont des fonctions définies par l'utilisateur. Chaque fonc
tion définie pourra être utilisée dans un programme au même titre qu'une 
fonction prédéfinie. Chaque définition est une composition de fonctions de 
la forme f 1 o f 2 o . . . o fn avec n ~ 1, où chaque fi est une fonction de 
l'ensemble F. L'utilisation du nom d'une fonction définie dans une compo
sition de fonctions est une occurrence d'utilisation de la définition. Dans un 
LFSV, définir une fonction s'effectue de la façon suivante: 

Def nom_deJa_definition = corps_deJaJonction 

Exemple 

Def f = car o car 

L'application de la fonction f à la séquence << 1 2 > :3 > revient à 
appliquer le corps de la fonction f à la séquence < < 1 2 > 3 >. 

cdr o car : < < 1 2 > 3 > 
car: < 1 2 > 
< 2 > 

• L'unique opération des LFSV est l'opération binaire application. Son pre
mier opérande est une fonction de l'ensemble F et son deuxième opérande 
est un objet de l'ensemble O. L'application d'une fonction f à l'objet x, 
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appelé aussi l'argument de la fonction j, est notée f:x. Cette notation 
désigne également l'objet résultat de cette application. La fonction fest 
dite en position active puisqu'elle s'applique à un argument. 

• Dans un LFSV, un programme fonctionnel est constitué d'un ensemble de 
définitions. L'une d'elles est la définition principale du programme. 
Cette définition dP est une composition de fonction ft o h o . . . o fn· 
Les définitions utilisées dans dp sont les définitions secondaires du pro
gramme. 

Remarque 
Par abus de langage, un programme écrit dans un LFSV quelconque s'ap
pellera programme LFSV. Similairement, l'application d'une fonction à ses 
arguments sera appelée expression LFSV. 

• Lf's formf's fonctionnelles d'un LFSV ont un rôle important dans la concep
tion du programme mais aussi à-l'exécution de celui-ci. 
Rôlf's à la conception 

Les formes fonctionnelles permettent la combinaison de fonctions dans 
lf' but d'obtenir d'autres fonctions. Le pouvoir d'expression des LFSV 
provif'nt donc essentiellement de la présence des formes fonctionnelles. 

Les formes fonctionnelles permettent l'introduction de parallélisme 
dans les LFSV. Si nous prenons comme exemple la forme fonction
nellf' distribution plus connue sous le nom de 1' apply-to-all, 

l'évaluation df's applications f:x; pour les i entre 1 et n sont indépen
dantf's les unes des autres et peuvent donc s'effectuer en parallèle. 

Rôles à 1 'ex écu ti on 

Les formes fonctionnelles assurent la distribution aux paramètres de 
lf'urs arguments respectifs. Prenons l'exemple de la forme fonctionnelle 
construction : 

Ut fz · · · J,Jx ==?< ft : x, h :x, ..... , fn :X > 

L'application de la forme fonctionnelle [ft h ... fn] à l'argument x 
consiste à distribuer l'argument x à chacun des paramètres /;. Les fi 
de,·iennent alors chacune en position active. 
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Elles assurent également le contrôle de l'exécution comme en témoigne 
l'exemple suivant où le résultat retourné est le premier élément de la 
liste si celle-ci est vide ou son premier élément sinon : 

null o 1 ---+ car) car· o car: < < 1 > 2 > 

cette fonction retourne la valeur 1 puisque l'évaluation de l'application 

nullol:<<l> 2> 

a pour résultat l'atome False. L'expression à évaluer est alors 

car· o car·:<< 1 > 2 

qui a pour résultat l'atome 1. Dans ce cas, seule la deuxième alterna
tive de la conditionnelle est appliquée. 

Il existe une autre catégorie de concepts que nous qualifions d'évolués que nous 
rf'trouvons dans certains LFSV. Ces concepts sont énumérés dans le paragraphe 
suivant. 

4.2 Les concepts évolués des LFSV 

• Unification des objets 
Dans les LFSV supportant ce concept, il n'y a pas de différence fonda-· 
mentale entre les données et les fonctions. Autrement dit, l'ensemble 
0 des objets inclut l'ensemble des fonctions F. L'unification des objets a les 
conséquences suivantes : 

- Une fonction peut désormais jouer deux rôles. Elle peut être 
en position active et dans ce cas, elle est applicable à un ensem
ble d'arguments, ou en position passive c.à.d qu'elle est l'un des 
arguments d'une autre fonction en position active. 

- Une expression peut admettre pour résultat une fonction. C'est 
la notion de calculabilité des fonctions. La fonction devient alors 
calculable. 

Dans un LFSV, nous pouvons désormais étendre la notion d'ex
pression en définissant 3 formes d'expressions fonctionnelles à par
tir desquelles nous pouvons généraliser la notion d'expression. 

1. Le premier type d'application est : 

P: X1 X2 ••• Xn 
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où P est une composition de fonctions et Vi, Xi est un objet 
quelconque de l'ensemble O. 

2. Le deuxième type d'application est 

P: Xt X2 ••• Xn 

où P est une fonction calculable de la forme P1 : a 1 a2 •.. ak 

et Vi, Xi est un objet quelconque de l'ensemble O. 

:3. Dans le troisième type d'application, un des objets Xi est cal
culable donc Xi est une application de la forme P2 : b1 b2 ... bk 
où P2 est une composition de fonctions et Vi, bi est un objet 
quelconque de l'ensemble O. 

• Polyadicité des fonctions 
La polyadicité est le fait qu'une fonction peut avoir plus d'un argument. 
Les fonctions sont polyadiques de nature. Dans les langages ne prenant pas 
en compte ce concept, on a recours à l'opération de curryfication qui permet 
d'obtenir une fonction monadique à partir d'une fonction polyadique de la 
manière suivante : 

L'opération de curryfication entraînera des transformations supplémentaires 
à l'évaluation qui nuisent à l'efficacité des langages fonctionnels. La solution 
adoptée dans les systèmes FP est de représenter une suite de n arguments 
par une séquence de n objets. 

• Généricité des fonctions 
Les LFSV dotés du concept de généricité des fonctions, permettent de 
définir des fonctions génériques appelées schéma d'opération ou fonction
nelle illustrant un comportement générique d'une fonction. Ce type de 
fonctions est paramétrable. Les paramètres effectifs sont des fonctions. En 
remplaçant les paramètres formels par les paramètres effectifs, on obtient 
une instance du schéma d'opération. Ce procédé est illustré par le schéma 
de la figure 1.2, emprunté à la thèse de P. Bellot : 

Ce schéma d'opération est une fonction admettant 2listes < x 1 , x 2 , •.• , x11 > 
et < y1 , y2 , ••• , Yn > pour arguments. Le résultat produit est la liste 
< c1 , c2 , ..• , C11 > où chaque Ci = (Xi op Yi) où op est le paramètre formel 
de ce schéma d'opération. En remplaçant le paramètre formel op par une 
fonction ( dans l'exemple la fonction +),on obtient une instance du schéma 
d'opération qui réalise le calcul de la liste< x 1 + Y1, ... , Xn + Yn >. 
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paramètrE< E<ffE<ctif 

X+Y 

paramètre formel 

<xl, ... ,xn> --0</ 
<Xl op yl, ... ,xn op yn> 

schéma d'op4>rations 

Figure 1.2 : Exemple de fonctionnelle 

• Pluralité du résultat 
Il existe des LFSV qui autorisent l'obtention de résultats multiples. Ces 
langages comptent parmi leurs fonctions, des fonctions primitives appelées 
séquences qui se définissent comme suit : 

i et j sont deux entiers tels que i> 0 et j<n et X 1 X 2 ••• Xn sont des objets 
dP l'ensemble O. Le langage VAAL [BB92) fait partie de ces langages. 

4.3 Puissance d'expression des LFSV 

La puissance d'expression des LFSV peut être comparée à celle du lambda-calcul. 
<>ci est prouvé par l'existence d'algorithmes qui convertissent toute À-expression 
en une expression LFSV. Un de ces algorithmes a été décrit par P. Bellot. Il 
permet la conversion de toute À-expression en une expression FP. Cet algorithme 
est décrit dans [Bel86) et [OB92). Il est énoncé comme suit : soit a1,a2, ••• ,an un 
ensemble de variables. 

Remarque À < a1 a 2 ••• an >.E est une écriture simplifiée de Àa1 .Àa2 ... . Àan.E. 

Algorithme 
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2. . \ abs 
A < al ... an > .C ----+ fC 

où c est une donnée constante par rapport aux variables a1 ,a2, ... ,an. 

:3. À< a1 ... an >.(Si u alor·,c, v sinon w) ~(if p f 9) 

où u, v, w sont des lambda-expressions et où p, J, 9 sont obtenues par 
abstraction des variables a1 ,a2, ••• ,an dans les lambda expressions u, v et w. 

p - À< a1 a2 ... an> . u 

f - À < a1 a2 ... an>. v 
g ,\ < a1 a2 ... an>. w 

4. À < a1 ... an > f( e1 ... ek) ~ f o [91 ... 9k] 

où [] est la forme fonctionnelle construction 

9i = À < al a2 ... an > .ei 
1 ::; i:$ k 

Rt>marqut> 
Les langages sans variables offrent certes une puissance d'expression équivalente 
à ct>llt> des -\-langages. Cependant, ils ne peuvent prétendre à une meilleure 
lisihilit~, ct> qui explique le scepticisme des programmeurs à leur égard. 

4.4 Exemples de LFSV 

4.4.1 Les systèmes FP 

Cr~~s par .J.W.Backus durant les années 70 [Bac78], les systèmes FP peuvent être 
consid~r~s commfdes premiers LFSV. L'entité de base des systèmes FP est l'objet. 
Lt>s systèmes FP sont des langages monadiques où les fonctions ne sont pas con
siMrées comme des objets. L'ensemble 0 se compose de deux types d'objets : 
les atomes et les séquences. L'ensemble des atomes regroupe les n01nbres, les 
littéraux, les atomes booléens T et F et l'atome indéfini ..L. Une séquence per
met aussi bien de représenter une liste d'éléments qu'une suite d'arguments. Son 
contenu sera interprété selon la fonction qui lui est appliquée. Par exemple, la 
fonction tail définie comme suit : 

tai! : x = X=< X1 > ===? <>; 
x =< xl ... Xn > et n 2:: 2 ===? < X2 ••• Xn > . 
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où tous les Xi sont des objets de l'ensemble 0, illustre un cas où la séquence x est 
interprétée comme une liste. 
Une fonction comme la fonction selecteur définie par : 

'V.s ~ 1' .s : x X =< X1 ••• Xn > et n ~ S ==? Xsi j_ • 

illustre un cas où la séquence x composée de n objets quelconques est considérée 
comme une suite d'arguments. Les systèmes FP ne contiennent pas les fonctions 
d'ordre supérieur. Ce concept a été introduit par l'extension des systèmes FP 
aux systèmes FFP. 

4.4.2 Les systèmes FFP 

Les systèmes FFP sont conceptuellement des sur-ensembles des systèmes FP et 
possèdent donc tous les concepts de base des LFSV. En revanche, ils se carac
térisent par la définition d'une entité plus globale que l'objet : l'expression. 
Les systèmes FFP proposent une fonction de représentation <p qui associe à tout 
atonw, Ùne fonction donnée. Une deuxième fonction, la fonction Ji définit la sé
mantique de l'évaluation des expressions FFP. Elle est définie par les 4 règles 
suivantes : 
Soit A l'ensemble des atomes : 

1. Un atome est invariable par la fonction Ji· 

'Vx E A,JL(x) =x 

2. L'évaluation d'une séquence x de n éléments a pour résultat, par Ji, la 
s~quence des résultats de l'évaluation des éléments. 

:3. l'évaluation de l'expression x : y où x est un atome entraîne l'application 
de la fonction associée à l'atome x par la fonction <p à l'expression y. 

six EA JL(x:y)=Jl(<p(x):y) 

4. l'évaluation de l'expression x : y où x est une séquence< x 1 , x 2 , ... , Xn > 
entraîne l'application de la fonction <p( x) à la séquence : 

C'est la règle de la métacomposition 

-4:3-



Chapitre 1 Les langages fonctionnels: Généralités 

Les systèmes FFP sont monadiques. Ils supportent les fonctions d'ordre supérieur. 
Elles sont appelées métafonctions. Ces fonctions permettent entre autre la redé
finition des formes fonctionnelles usuelles. 

4.4.3 Le langage GRIFFON 

GRIFFON défini dans [Le 88] est un langage fonctionnel de manipulation de base 
de données. La conception du langage GRIFFON a été amplement influencée par 
celle des deux LFSV : JYM [Bel86] et IFP [Rob87]. L'originalité du langage 
GRIFFON est son application à la gestion des bases de données. C'est pourquoi, 
en plus des éléments qui composent habituellement un LFSV s'ajoute une base 
de données. GRIFFON propose d'autres types d'objets tels que les ensembles 
et les agrégats. GRIFFON prend en compte les fonctions d'ordre supérieur : les 
fonctions sont également des objets. GRIFFON a une sémantique paresseuse :les 
références sont des objets dont le calcul est retardé jusqu'à ce qu'il devienne 

' . necessa1re. 

4.4.4 Le langage GRAAL 

Lt> langagt> GRAAL (General Recursive Applicative and Algorithmic Language) 
défini par P. BELLOT est un langage polyadique basé sur le système des com
binateurs dPcurryfiés. De ce fait, contrairement aux systèmes FP, la représen
tation dt>s listt>s t>t celle d'un ensemblt> d'arguments sont distinctes. GRAAL 
intègrt> les fonctions d~ordre supérieur. Il existe deux types de fonctions primi
tiYt>s d"ordrf> supériPur: les combinateurs et les fonctions de métaévaluation. De 
plus l'utilisateur peut se définir des fonctions d'ordre supérieur mais aussi des 
schémas d'opération appelés dans GRAAL fonctions user. 
CRAAL possède aussi bien les concepts de base que les concepts évolués des 
LFSV. On peut donc le considérer comme un bon représentant de cette classe de 
langagt>s fonctionnels. Le chapitre suivant décrit les composants de ce langage. 

5 Conclusion 

Les langages fonctionnels constituent une famille de langages informatiques possé
dant de très bonnes propriétés mathématiques et un parallélisme potentiel impor
tant. Ils se caractérisent par une totale indépendance par rapport aux contraintes 
tt>chniquf's liét>s au matériel. 
Nous avons cité trois classf's de langages fonctionnels : 
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Les lambda-langages basés sur la théorie du .À-calcul offrent une grande puissance 
d'expression grâce à l'intégration des fonctions d'ordre supérieur et des fonctions 
non strictes permettant la gestion des structures potentiellement infinies. 
Les langages de combinateurs quant à eux sont des langages de bas niveau ser
vant la plupart du temps de langages intermédiaires pour une exécution efficace 
des langages fonctionnels. Cette exécution est identique, quel que soit le langage 
fonctionnel source. 
Enfin les LFSV sont basés sur la théorie des combinateurs. Cette théorie a la répu
tation d'être moins complexe mais aussi puissante que le .À-calcul. Cette puissance 
d'expression est également prouvée par l'éxistence d'algorithmes de transcription 
de programmes écrits en un .À-langage en un programme LFSV équivalent. Ces 
langages présentent deux types de concepts : des concepts de base présents dans 
tous les LFSV et des concepts évolués. 
Dans ce document, nous nous intéressons plus précisément à cette catégorie de 
langages et plus particulièrement aux langages possédant les concepts évolués 
des LFSV. GRAAL semble être un bon représentant de cette classe de langages. 
L'étude dt> l'extension du modèle sera donc basée sur l'étude de ce langage qui 
sera dm)r plus amplement détaillé au chapitre 2. 
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Le langage GRAAL 

GRAAL est un LFSV polyadique intègrant les fonctions d'ordre supérieur. Dans 
GRAAL, aussi bien les données que les fonctions sont des objets. Dans ce 
chapitre, nous ne reviendrons pas sur les concepts de GRAAL (cf. chapitrel ), 
mais nous le consacrerons à la description 1 des objets de GRAAL que nous avons 
divis~ en :3 classes: les données, les fonctions "ordinaires" 2 et les fonctions d'ordre 
supérieur. Nous décrirons également le procédé de définition et d'utilisation des 
scb~mas d'opération. Nous terminerons enfin, par un deuxième type de formes 
fonctionnelles appelées métaformes dont l'utilisation est plus efficace que les sché
mas d'op~ration quand la fonction à définir est récursive. 

1 Les données 

Crw donnée en GRAAL est 

• soit un atome, nous distinguons comme types d'atomes les symboles par 
exemplt>: toto, nil, et les nombres, par exemple: 1, 4.5. 

• soit une liste bét~rogène d'objets où chaque objet est un élément de l'ensemble 
0 dt>s objt>ts. 
ext>mples: 
<toto> 
< cm· o car· 1 toto > 
<< 1 ><toto 10 >> 

• soit un stream : un stream est une liste infinie d'éléments appartenant 
à l'ensemble O. Il est représentée en compréhension par le quadruplet : 
< x 0 , m, d, e > où : 

1 Certains aspects du langage ont ftf volontairement omis. Le lecteur averti peut consulter 
[Bel86] pour davantage d'informations 

2 qui ne sont pas d'ordre supfrieur 
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- x 0 est le premier élément du stream 
- m est un prédicat que tout élément du stream doit vérifier. 
- d est une fonction que l'on applique à tous les éléments de la 
suite. 
- e est la fonction à appliquer à l'élément Xi pour obtenir l'élément 
Xi+1· (i 2:: 0) 

exemple Le stream des nombres naturels est représenté par le quadruplet 
< 0, T1·ue, id, addl >. 

2 Les fonctions "ordinaires" 

2.1 Les fonctions primitives 

L'ensemble des fonctions primitives comprend les fonctions arithmétiques, les 
fonctions de· manipulation de listes, les prédicats 3

, les sélecteurs ... etc. Dans 
la suite, X=< x1 x2 ... Xn > et Y=< Y1 y2 ... Ym > représentent deux listes 
de 11 et m ~l~ments respectivement. Les objets a, b, z1, z2, •.• , Z11 , x 1, x 2, ... , X11 , 

Y1, Y2· . .. , Yn représentent des objets quelconques. Le symbole L représente une 
liste quelconque. 

• Les fonctions arithm~tiques 
G~n~ralement, les fonctions arithmétiques admettent 2 arguments tous deux 
des nombres du mf>nw ensemble i.e des entiers, des réels ... etc. 

+: x y::::::::} x+y 

Rt>marqut> : lt>s fonctions commutatives + et * ont une arité variable c.à.d 
qu'elles peuvent admettre un nombre quelconque d'arguments supérieur ou 
égal à 2. 

• Les fontions de manipulation de listes 

La fonction car 

3 les fonctions primitives dont le résultat est booleen 
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car : < Xt X2 .•• Xn > 
car: <> 

si n 2: 1 

La fonction cdr 

cdr: < x 1 x 2 ••• x,.> 

cdr: <> 

La fonction cons 

cons: a z 

La fonction list 

La fonction append 

appcnd: X Y 

==? < X2 ••. X,.> 

==? <> 

==? < a.z > 

si n 2: 1 

Le résultat est la liste composée successivement des éléments de la liste X 
suivis de ceux de la liste Y. Cette liste résultat a donc m+n éléments. 

La fonction length 

lrngth : < a 1 a2 • • . an > ==? n 
lrngth : < > ==? 0 

• Les sélecteurs 
Les sélecteurs sont des fonctions primitives qui permettent de sélectionner 
un argument parmi plusieurs. Elles se définissent comme suit : 

• La fonction identité :id 
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• Les prédicats 
Il existe plus de 100 prédicats dans GRAAL. Ces prédicats servent entre 
autres à tester l'égalité de deux symboles (exemple le prédicat eq), à tester 
la valeur d'un symbole (ex :eql, null ... etc) ou son type. En voici quelques 
exemples. 

Le prédicat null 

null: L 

Le prédicat eq 

::::::} True si L est une liste vide 
::::::} False sinon 

eq : < x y > ::::::} 
::::::} 

True si x=y 
False sinon. 

Le prédicat atomp 

atomp: s 

Le prédicat listp 

listp : s 

Le prédicat formp 

formp: s 

::::::} True si s est un atome 
::::::} False sinon. 

::::::} True si s est une liste 
::::::} False sinon. 

::::::} True si s est un symbole de forme fonctionnelle 
::::::} False sinon. 

2.2 Les formes fonctionnelles 

Les formes fonctionnelles prédéfinies de GRAAL sont : la forme constante, la 
forme conditionnelle (if), la forme tant que, les formes fonctionnelles distribution,· 
les formes fonctionnelles binaires-unaires, la forme fonctionnelle cond, la forme 
fonctionnelle composition et la forme fonctionnelle "::". 

Dans ce qui suit, les symboles j, g, p, h, j;, (i ~ 0) désignent des syn1boles de 
fonction. Les symboles x, y, a;, x;, (i ~ 0) désignent des objets quelconques. 
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La constante notée IX 

lx: y ===> x 

La conditionnelle if 

(if p f g): x 

La conditionnelle while 

(whilc p J) : x 

===> f : x si p : x # < > 
===> g : x si p : x = < > 

===> (if p (while p f) of) id) : x 

Les formes fonctionnelles de distribution 
La forme distribution a 

Chapitre 2 

c'est une généralisation de la forme fonctionnelle distribution 4 des systèmes FP 
présentée au chapitre précédent. Elle se note également dist. Elle se définit par : 

===> < 
f : a11 a21 . . . a,.1 
f:a12 an2 

> 

Pour résumer sa sémantique, l'application de la fonction af à n arguments, 
ar·s11, ar·g2, . . . , ar·gn, chacun étant une liste de mi éléments, est équivalente 
à l'application simultanée de la fonction faux suites d'arguments s 1 , s 2 , ••• , sm, 
où chaque suite Sj se compose des jièmes composantes des listes ar·gi. 

La forme distribute-right distr 

( distr f) : a < b1 b2 ••• b,.> ===> < 

J: a bn 
> 

4 1" apply-to-all" 
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La forme distribute-left distl 

( distl f) : < b1 b2 ... bn> a ===> < 
f: b1 a 

f: b2 a 

J: bn a 

> 

La forme dista 

( tiista f g ) : a1 a2 ... an ===> f: (g : a1) 
(g : a2) 

(g: an) 

Remarque 1 
Les parenthèses sont utilisées dans le but unique de rendre plus claire la descrip
tion de la forme fonctionnelle. 
Rt>marque 1 
La forme dista pt>ut également être décrite à l'aide de la forme distribution des 
systf>nws FP: 

(di.stajg)c;RAAL = (f 0 o:g)FP 

Lt>s formes binaire-unaires 
Il existe dt>ux formes fonctionnelles binairc-unairc de noms binu et binul, toutes 
deux ont deux paramètres; le premier est nécessairement une fonction, le second 
est un objet quelconque. Ces formes fonctionnelles s'appliquent à un seul argu
mt>nt. 

La forme binu 

(binu f x): y ===> f: x y 

La forme binul 

(binulfx): y ---t f: y x 
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La forme cond 
Cette forme est inspirée de la structure de contrôle cond du langage LISP. C'est 
une forme généralisée de la conditionnelle au sens des systèmes FP. Sa sémantique 
est décrite comme suit : 

(cond !1 91 !2 92 · · · fn 9n) : a1 a2 · · · an 
===> 91: a1 a2 . . . an si !1: a1 a2 . . . an # nil sinon 
===> 92:a1 a2 ... an si h:a1 a2 ... an # nil sinon 

9n= al a2 ... an 
nil 

si fn:a1 a2 ... an =F nil 
sm on 

La forme composition 

( comp f 91 92 ... 9n) : a1 a2 •.. 

===> f: 
am 

(91: a1 a2 . . • a,J 
(92:a1 a2 ... am) 

La forme composition admet n+ 1 paramètres. Le résultat retourné est celui de 
l'application du premier paramètre f à l'ensemble des objets 91:a1 a2 ••• am, 
92: a1 a2 ... am et 9n : a1 a2 ... am. La forme fonctionnelle composition est notée 
plus fréquemment { f 91 92 ... 9n }. On peut également l'exprimer par les formes 
composition et construction des systèmes FP: 

{ f 91 92 · · · 9n }GRAAL = (f 0 [ 91 92 · · • 9n ])FP 

La forme'::' 

( f :: a1 a2 ... an) : b1 b2 ... bk ::::::} f:a1 a2 ... an 

On peut l'exprimer à l'aide la forme composition GRAAL par: 

où 1 ai est une abréviation de 1 'expression (este ai)· La forme fonctionnelle 
'::' admet n + 1 paramètres. Le premier, J, est nécessairement une fonction; 
a1,a2 , •.. ,an sont des objets quelconques. Appliquée à une suite d'arguments 
b1,b2 , ••• ,bk, elle entraîne l'application de la fonction faux objets a1 a2 ... an. 
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2.3 Les définitions 

Dans GRAAL, l'utilisateur peut définir de nouvelles fonctions, chacune d'elle est 
une composition de fonctions dans laquelle chaque fonction peut être "ordinaire" 
ou d'ordre supérieur. La définition de fonction se fait selon le modèle suivant : 

Def nom - de - la - fonction = corps - de - la - fonction 

3 Les fonctions d'ordre supérieur 

Comme pour les fonctions ordinaires, il existe des fonctions primitives, des formes 
fonctionnelles et des définitions, toutes d'ordre supérieur. Les fonctions primitives 
d'ordrf' supérieur sont de deux types : les combinateurs et les fonctions de méta
évaluation. 

3.1 Les combinateurs 

Lf's combinateurs sont des fonctions primitives d'ordre supérieur admettant comme 
argunwnts des fonctions quelconques df' l'ensemble F. Le résultat de l'application 
d'un wmbinatf'ur à ses arguments est une forme fonctionnelle, dont les paramètres 
sont les argument<; du combinateur. A chaque fois qu'un combinateur donné c est 
appliqué à ses arguments, il permet d'obtenir toujours la même forme fonction
twllf'. Il n'y a que les paramètres de la forme fonctionnelle qui changent. Il existe 
donc une association entre la forme fonctionnelle et le combinateur qui permet 
sa construction. 
Dans (;RAAL, il existe autant de combinateurs que de formes fonctionnelles pré
définif's. 

• lf' combinateur if 
Le combinateur if permet l'obtention de la forme fonctionnelle "condition
nelle". Il admet 3 arguments, tous des fonctions. 

if: p f g :::::} (if p f g) 

• Lf' combinateur binu associé à la forme fonctionnelle binu. Il admet deux 
arguments le premier est une fonction, le deuxième est un objet quelconque. 
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binu: f c ===> ( binu f c ) 

• Le combinateur comp 
Le combinateur comp appliqué à plusieurs fonctions permet d'obtenir la 
composition de ces fonctions. Le nombre d'arguments du combinateur comp 
est variable. Il est supérieur ou égal à 2. 

comp: f g ===> { f g } ou f o g. 

comp: fi h . · . fn ===> { ft h · · · fn } 

3.2 Les fonctions de méta-évaluation 

Les combinateurs permettent la construction de formes fonctionnelles et con
tribuent donc, au cours de l'évaluation d'une expression, à la construction d'une 
fonction. Les fonctions de méta-évaluation permettent de forcer l'évaluation d'une 
expression en cours d'exécution. Dans GRAAL, il existe 3 fonctions de métaéva
luation : e.val, apply, ft funcall. 

• La fonction e.val 
La fonction e.val admet un seul argument ( e.) qui est une expression fonc
tionnelle GRAAL. Appliquée à son argument, elle retourne le résultat de 
J'évaluation de celui-ci. Deux cas sont possibles: 

- e. est un symbole. Le résultat retourné est le symbole e.. Il en 
est de même dans le cas d'un nombre. 
- e. est unt- application du style: ( F : v1 v2 ••• vn) où F, 
v1 ,vz, ... ,vn sont des expressions. Dans ce cas, 

eva!: e 

=eva!: (F 

= (eval F) 

• La fonction apply 

( eval v1 ) ( eval vn) 

La fonction apply admet 2 arguments, le premier est une fonction, le deu
xième est une liste d'objets quelconques. L'arité de la fonction f doit cor
respondre à la longueur de la liste <a1 a2 ... an>· 
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• La fonction funcall 
fest une fonction quelconque, a un objet quelconque. 

funcall: f a ==} f: a 

Rt>marque 
La fonction funcall est un cas particulier de la fonction apply. 

funcall: f a <:::==> apply: f < a > 

4 Les fonctionnelles 

4.1 Définition 

Dans un langage fonctionnel, il est intéressant de pouvoir se définir ses propres 
fornws fonctionnelles quand les formes fonctionnelles prédéfinies ne répondent 
pas aux bt>soins du programmeur. La définition de nouvelles formes fonction
tlf'l!t>s t>st rendue possible dans GRAAL grâce à la propriété de calculabilité des 
programnws. Définir une forme fonctionnellt> revient à définir une façon différente 
dt> combüwr les fonctions. Ce procédé dt>vient encore plus attrayant quand ce type 
dt> combinaison est fréquemment utilisé aux paramètres près. En GRAAL, pour 
définir utw nouvt>lle forme fonctionnelle, lt> programmeur écrit un programme ap
]Wlé fonction user. Cette définition symbolise un schéma d'opération. Appliquée 
à st>s argunwnts (qui sont dans la plupart des cas des fonctions), elle permet 
l"obtt>ntion d'mw instance du schéma d'opération. Ce nouveau programme illus
tre mw nouvellt> combinaison des arguments de la définition. C'est pour cette 
raison que nous parlons de formes fonctionnelles définies. 

4.2 Exemple d'utilisation 

Imaginons que nous ayons besoin d'un programme qui effectue une opération 
quelconque sur deux arguments le premier étant fixé à la valeur constante 2. En. 
d'autrt>s termes, quelle que soit la fonction f, nous désirons arriver au programme 
( binul f 2) pour pouvoir l'appliquer à son argument. Il nous faut donc écrire 
une fonction user qui permette l'obtention du programme ( binul f 2 ) V f E F. 
Utw fonction user est définie à l'aide de la fonction de qui la distingue des autres 
typt>s de définitions et qui spérifie qu'il s'agit d'une fonction décrivant un schéma 
tfopération. La fonction recht=>rchée est donc définie comme suit: 
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( de op2 {binul 1 '2 } ) 

L'application de la fonction user op2 à une fonction f permet l'obtention de la 
fonction ( binul f 2 ): 

op!.!: f 

1. remplacement par le corps de la fonction op2 
=::} {biuul 1 '2} : f 

2.application de la composition GRAAL 
=::} binul : (1 : f) ('2 : f) 

:J.application du sélecteur 1 et de l.a constante 2 
=::} binul : f 2 

4. application du combinateur associé a la forme fonctionnelle bi nul 
=::} (binul f 2 ) 

Rt>mplaçons f par une fonction concrète : la fonction +; et appliquons cette nou
vellt> fonction à la constante 5 par exemple : 

( binul + 2 ) : 5 
=::}+:52 
=::} 7 

En définissant la fonction op2, un nouveau type de corn binai sons ou de forme 
fonctionnelle existe désormais. Elle est baptisée du même nom que la fonction 
qui l'a définie. De ce fait, on l'appellera forme user. 

Dans un programme GRAAL, on peut dorénavant utiliser cette nouvelle forme de 
la même manière que l'on utilise les formes fonctionnelles prédéfinies. Ainsi, on 
peut écrire comme suit le programme qui calcule la surface d'un triangle utilisant 
la forme u.c;cr op2 : 

de surface-triangle (op2 /) o * 
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L'évaluation de l'expression suivante, permet d'obtenir la surface d'un triangle 
ayant pour base 10 et pour hauteur 15 . 

(op2 /)o *: 10 15 
}.composition 

==} (op2 /) : (* : 10 15) 
2. multiplication 

==} (op2 /): 150 
3. remplacement du litteral op2 par le corps de la fonction correspondante 

==} ( {binul 1 '2 }: /): 150 
4. après construction de la nouvelle fonction 

==} (binul / 2):150 
5.application de la forme binul 

==} /: 1.50 2 
6. application de la fonction / 

==} 7.5 

Pour rhapitult>r, la définition d'une fonction user permet donc d'ajouter une 
nouvdlt> forme fonctionnelle de type user à l'ensemble initial des formes fonction
twllt>s. L'utilisation des nouvelles formes permet la conception de programmes 
clairs f't concis. La nouvelle combinaison de fonctions est calculable en cours 
(l.'t>xécution en fonction des paramètres fournis. Cependant, ce calcul est très 
pénalisant dans des programmes récursifs puisqu'à chaque appel, la combinaison 
Pst rt>cakulée comme nous pouvons le voir à travers l'exemple suivant donné par 
P.BPllot [Bel86], et définissant le comportement de la forme fonctionnelle while 

dcwhile{ifl{comp{user 5 'while 1 2} 2} 'id}} 

L'application de la forme wh ile ayant 2 paramètres : les fonctions p et f donne la 
sériP de transformations suivantes : 

(whilepf): a1 a2 ... an 

}.application du schéma d'opération pour construire le programme 
décrivant le comportement de la forme whilc 

==} ( while: p f): a1 a2 ... an 

5 u.ser est le combinateur qui appliqué à un symbole définissant une forme user .su et une 
suite de fonctions de longueur quelconque, permet l'obtention d'une forme user. 
ttsrr : su !J fz ... fn ==> (su !1 h · · · fn) 
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==> ({if 1 { comp { user 'while 1 2 } 2 } 'id } : p f) : a1 a2 ... an 
2.application de la forme fonctionnelle {} où 

==> (if: A B C):a1 a2 ... an 
application de la forme fonctionnelle {} où 
A= 1: p f 
B = { comp { user 'while 1 2 } 2 }: p f 
c ='id: p f 
==>id 

Evaluation de l'expression B 

B = comp: ( { user 'while 1 2 }: p f) (2: p f) 
1. application de {} 

==> comp: ( user: ('while: p f) (1: p f) (2: p f)) f 
2.uMr est le combinateur qui permet de construire une forme user de nom 
son premier argument ct de paramètre ses autres arguments 

==> comp: (user: while p f) f 
==> comp:(while p f) f 
==> (while p!) of 

Dans lf' cas où la condition p : a1 a 2 ••• an retourne True, on évalue l'expression 
( while p !) of: a1 a2 ••• a11 ce qui veut dire que l'on recalcule le programme 
whih: p fautant de fois que la condition p est vérifiée. Dans ce cas précis, le 
langagt> GRAAL propose d'écrire autrement la forme while en utilisant un autre 
typt> dt> fornws: les mftaformes. 

5 Les métaformes 

5.1 Définition 

Les métaformes trouvent leurs origines dans les systèmes FFP [Bac78]. Elles 
tiennent leur nom de la règle de métacomposition de ces systèmes. Pour définir 
une métaforme, nous avons besoin d'écrire une définition. Une telle fonction 
est définie à l'aide de la fonction dm et porte le nom de fonction méta. Une 
forme méta admet comme arguments une liste de fonctions (qui sont les futurs 
paramètres de la métaforme) suivie d'un ensemble d'arguments quelconques. Les 
fonctions méta se caractérisent par une utilisation fréquente des fonctions de 
méta-évaluation. Par l'écriture d'une fonction méta, on définit donc une nouvelle 
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forme fonctionnelle de type méta portant le même nom. Une forme méta de nom 
m est utilisée dans un programme de façon identique à une forme fonctionnelle 
prédéfinie: 

(m P1 P2 · · · Pn) 

où p1 ,p2 , ••• ,p11 sont ses paramètres. Appliquée à une suite d'arguments, elle fait 
intervenir la fonction méta correspondante de la façon suivante: 

mfm est la métaforme de nom m. mfct est la fonction méta de nom m qui décrit 
le comportement de la forme mfm· 

5.2 Exe.mple d'utilisation 

Réécrivons une fonction méta de nom op2 définissant une forme méta qui ef
fectuf' unf' opération f sur un argument quelconque et un argument fixe qui est 
la constante 2. Cette fonction est définie comme suit: 

(dmop2{apply ca1· o 1 (binul list '2) o 2}) 

La métaforme ainsi définie est utilisée de la même façon dans le programme de 
calcul de la surface d'un triangle: 

(de surf-triangle = ( op2 /) o *) 

L 'évaluation du programme est par contre différente: 
surf-triangle: 10 1.5 
==? ( op2 /) o *: 10 15 
==? ( op2 /) : 150 
:=} op2: < / > 150 
==? {apply car o1(binul li.st '2) o 2} :< / > 150 
==? apply: (cm· o 1 : < / > 150) ((binul lù;t '2) o 2: < / > 150) 
:=} apply: / ((binullist '2): 150) 
==? apply: / (list: 150 2) 
==? apply: / < 150 2 > 
:=} /: 150 2 
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==> 75 

Remarque: 
La définition d'une nouvelle forme fonctionnelle par l'écriture d'une fonction user 
est plus performante: en effet, la fonction user est une combinaison plus simple 
de fonction comparée à la fonction méta. Par conséquent le nombre d'étapes ef
fectuées lors de l'évaluation d'une forme user est moins important. Il n'y a qu'un 
cas où l'utilisation des métaformes est préférable. C'est le cas des programmes 
récursifs: les métaformes évitent le calcul répété du corps de la forme. 

Réécrivons une fonction méta qui décrit le comportement de la forme while 
[Bd86]. 

(dmwhile(if{funcallcm· o 12}{while1{funcall cadr o 12}}2)) 

(whilt> p f): a 
==> whilt> : < pf > a 
application de la fonction m(ta 
==> (if { funcall car· o 1 2 } {while 1 {funcall cadr· o 1 2}} 2)) : < pf > a 
==> { funcall car· o 1 2 }: < pf > a 
==> funcall: (car· o 1 :< pf > a) (2: < pf > a) 
==> funcall: (car: < p f >) a 
==> funcall: p a 
==> p: a 

Si l'objt>t résultat de l'application p: a est l'atome Truc, on applique la fonction 
{while 1 funcall cadr· o 1 2 }} aux arguments: 

{ while 1 {funcall cadr o 1 2} }: < p f > a 
==> while: (1: < p f > a) ( {funcall cadr· o 1 2 }: < pf >a) 
==> while: < pf > (funcall: (cadr o 1: < pf >a) (2: < p f > a)) 
==> while: < p f > (funcall: fa) 
==> while: < p f > (f: a) 
==> while: < p f > a1 

a1 = f: a 
... etc. 

On réapplique donc la fonction méta récursivement et non pas la forme fonction
nelle récursivement d'où l'avantage par rapport aux formes user dans ce cas précis. 

Remarque: 
Les fonctions user peuvent f>tre utilisées directement dans un programme comme 
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des définitions ordinaires. Elles permettent l'obtention comme résultat d'une 
combinaison de fonctions éventuellement applicable par méta-évaluation. Ce qui 
n'est pas le cas des fonctions méta auxquelles on fait appel uniquement quand la 
forme méta correspondante intervient dans un programme. 

6 Exemple de programme : La multiplication 
matricielle 

Ellf' est définie par les deux fonctions ps et pm: 

(de pm {(di.stl (di.str· p.s))1(binu apply (di.st list)) o 2}) 

(de p.s (binu apply +)o(di.st *)) 

Appliquons œ programme aux deux matrices A et B suivantes de dimension 2 : 

(
1 :3) (-11) A= 2 4 etE= 0 :3 

chacune représentée par une liste de listes. Chaque sous liste représente une ligne 
de la matricf'. 

A=<<l :3><2 4>> B =<< -1 1 >< 0 3 >> 

pm : < < 1 3 > < 2 4 > > < < -1 1 > < 0 3 > > 

l.le symbole pm e8t remplacé par la définition de nom pm 
=? { (dis tl ( distr ps) 1 (bi nu apply ( dist list ) ) o 2 } : A B 

2.apphcation de la composition GRAAL 
=? (dis tl ( distr ps) ): 

(1: A B) 
((bi nu apply ( dist list)) o 2: A B ) 

8. application de8 8électeur8 1 et 2 
=? ( distl ( distr ps) ): A 
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((bi nu apply ( dist list)) : B ) 

{application de la forme fonctionnelle binu 
==} ( distl ( distr ps) ): A 

(apply: 

) 

( dist list) 
B 

5. application de la fonction apply 
==} ( distl ( distr ps) ): 

<< 2 3 >< 2 4 >> 
( (dis tl list): 

) 

< -1 1 > 
< 0 3 > 

6.application de la forme distribution généralisée 
==} (distl(distr ps)): 

<< 1 3 >< 2 4 >> 
< list: -1 

0 
list: 1 

:3 
> 

7. on obtient donc la transposée de la matrice B 
==} (dis tl ( distr ps)): 

<< 1 :3 >< 2 4 >> 
<< -1 0 >< 1 3 >> 

8. application de la forme distl 
==} < 

·> 

(distr ps):<1 3> 
<< -1 0 >< 1 3 >> 

(distr ps): < 2 4 > 
<<-1 0><1 3>> 

.9. application de la forme distr 
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==}< 

< 

> 

ps:<1 3><-1 0> 
ps: < 1 3 >< 1 3 > 

> 
< 

> 

ps: < 2 4 > < -1 0 > 
ps:< 2 4 > < 1 3 > 

Le langage GRAAL 

1 O. remplacement de l'appel de la fonction par le corps de la fonction ps 
ps: < 1 :3 > < -1 0 > 

==} (binu apply +) o (di.c;t *): < 1 3 > < -1 0 > 

11. application de la distribution génir(ûisù 
==} (bi nu apply + ): < * : 1 - h : 3 0 > 

1 !2. application de la fonction * 
==} (binu apply + ): < -1 0 > 

18.application df binu 
==} apply: + < -1 0 > 

14. ==} + : -1 0 
15 ==} -1 

Les autres composantes de la matrice sont calculables simultanément. On obtient 
finalement la liste finale suivante comme résultat de l'expression 

pm :AB 

<<-1 10> <-2 14> 

ce qui équivaut à la matrice : 

( 
-1 10 ) 

A= 2 14 
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7 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons décrit succintement le langage GRAAL, un LFSV 
possédant les propriétés évolués de cette classe de langages, spécifiées au chapitre 
1. Nous nous sommes particulièrement attardés sur la polyadicité des fonctions et 
l'utilisation des fonctions d'ordre supérieur. Grâce à ces deux concepts, GRAAL 
permet l'évaluation d'expressions de la forme : 

' ou: 

- Expa; est une expression quelconque pour tout i. 
- Expf est de la forme Expf1 o Exph o ... o Exph 
où chaque ExpfJ Vj E [1, k] est une expression ayant pour résultat une 
fonction. 

Le modèle P3 défini par N. Devesa [Dev90] permet l'évaluation de programmes 
fonctionnels sans variables. L'extension de ce modèle aux expressions de la forme 
sp~cifi~f' est un de nos principaux objectifs dans le cadre de cette thèse. GRAAL 
est justement un LFSV où ce type d'expressions est exprimé et évalué. Pour 
cette raison, lf' choix du langage GRAAL en tant que représentant des LFSV 
pour l'extension du modèle P3 a été retenu. 

Il existe d'autres schémas d'exécution des langages fonctionnels. Le chapitre 
suivant rappelle les principaux concepts de ces modèles et tente de situer le modèle 
P3 et de préciser, en les justifiant, les objectifs que nous nous sommes fixés en 
proposant une extension du modèle P3 • 
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Chapitre 3 

Les modèles d'évaluation 

Introduction 

Les langages fonctionnels sont reconnus être intrinsèquement parallèles (cf. cha
pitre 1 ). II existe deux approches pour exécuter ces langages en parallèle. La 
première approche consiste à introduire un parallélisme explicite en ajoutant 
des ann~tations aux programmes [Rab93]. Cette approche facilite la sélection 
des traitements à effectuer en parallèle mais le programme fonctionnel perd son 
aspect déclaratif et son indépendance vis à vis de tous les aspects liés à la ma
chine cible. Une deuxième approche consiste à exploiter le parallélisme implicite 
des langages fonctionnels en adoptant une stratégie d'évaluation décrite par un 
schéma d'exécution ou modèle d'évaluation adéquat. Le travail présenté dans· 
ce mémoire s'inscrit plutôt dans ce deuxième cadre, aussi nous ne consacrerons 
pas ce chapitre à la comparaison de ces deux approches mais nous y décrirons 
lt>s principales familles de modèles d'évaluation. Il existe deux familles de mod
èles d'évaluation qui exploitent le parallélisme intrinsèque des langages fonction
nels : les modèles dataflow et les modèles de réduction. 

Le principe d'évaluation dans le modèle dataflow consiste à représenter un pro
gramme à l'aide d'un graphe dirigé où les nœuds sont des opérateurs et où les arcs 
illustrent les flots de données entre les opérateurs. Chaque nœud prend en entrée, 
les valeurs qui se trouvent sur ses arcs en entrée. Il effectue leur traitement en 
fonction de 1 'opérateur qu'il contient puis délivre le résultat sur l'arc en sortie. 
Dans le cas où un même résultat est utilisé comme entrée de plusieurs nœuds, 
un opérateur de duplication reproduit le nombre de copies nécessaires d'un même 
argument. Durant la phase de traitement, un nœud est dit actif 

Dans le modèle dataflow, plusieurs opérateurs peuvent être activés simultané
ment. Le parallélisme dans le modèle dataflow consiste à activer en parallèle 
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plusieurs nœuds du graphe dataflow. L'activation de plusieurs nœuds, produisant 
chacun une valeur en entrée d'un même opérateur, est possible. De ce fait, les 
arguments d'une même fonction sont évalués en parallèle. 

Dans le modèle dataflow pur [Den90], une fonction ne peut être appliquée avant 
réception de ses arguments. Par conséquent, le modèle dataflow ne permet pas 
l'exploitation du parallélisme vertical. De ce fait, le seul mode d'évaluation pou
vant être utilisé est l'appel par valeur. L'appel par nécessité peut être utilisé pour 
le modèle dataflow à sémantique paresseuse [WG88] où la présence de tous .les 
opérandes sur les arcs en entrée n'est pas indispensable. 

Le principe de la réduction, quant à lui, consiste à réécrire une expression en 
une expression équivalente en utilisant un système de réécriture. Le processus 
de réduction se termine par l'obtention d'une expression à laquelle on ne peut 
appliquer aucune règle de réécriture. Cette expression est appelée forme finale 
de l'expression et est mathématiquement équivalente à l'expression initiale. 
Tout modèle qui adopte le principe de la réduction est appelé modèle de réduc
tion. Un modèle de réduction se doit de vérifier la propriété de Church-Rosser 
[Chu41] i.e quel que soit l'ordre d'application des règles de réécriture, l'expression 
finalf' obtenue est unique. 

Chaque sous Pxpression à laquelle on peut appliquer une règle de réécriture est un 
ndc.r 1 . Lt> parallélismf' dans lf's modèles de réduction provient du traitement pa
rallèle de plusiPurs rPdex. DP œ fait, a priori, tout modèle de réduction exploite 
le parallélisme horizontal des langages fonctionnels. Pour cela, il suffit que les 
redex choisis représf'Iltt>rlt les arguments d'une même fonction. De même, pour 
le parallélisme vertical à condition que les fonctions non strictes soient prises en 
comptt'. Selon les modèles de réduction, ce type de parallélisme est exploité de 
fa(;on plus ou moins pfficace. 1\ous reviendrons plus en détail sur ce point dans la 
suite dt> ce chapitre. Les modes d'évaluation utilisés dans un modèle de réduction 
variPrlt d'un modèle à un autre. Nous reviendrons également sur cet aspect dans 
ce chapitre. 

Les modèles de réduction les plus connus sont le modèle de réduction de chaîne 
et le modèle de réduction de graphe. Il existe un autre modèle nommé P 3 défini 
par N. Devesa dans sa thèse [Dev90]. Ce modèle est basé sur les principes de 
réduction. En effet, l'évaluation d'une expression est décrite par m~ système de 
réécriture. Nous y reviendrons au chapitre 4. Ce modèle permet l'évaluation 

1reducible expression 
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d'expressions simples de la forme 

f : x 

où f est une composition de fonctions et x est un argument non fonctionnel et 
réduit. L'extension du modèle P3 pour permettre l'évaluation d'expressions plus 
générales fait l'objet d'une grande partie du travail présenté dans ce mémoire. 
De ce fait, l'objectif de ce chapitre est donc de situer le modèle P3

, tel qu'il a 
été défini par N. Devesa, par rapport aux autres modèles de réduction. Dans ce 
but, nous décrivons successivement le modèle de réduction de chaîne, le modèle 
de réduction de graphe et le modèle P3 avant de faire le point sur ces modèles. 
Pour situer ces différents modèles les uns par rapport aux autres, nous nous 
baserons sur la représentation de l'expression, sur la localisation des redex et sur 
le contrôle de l'évaluation des redex. 

1 Le modèle de réduction de chaîne 

1.1 Principes du modèle 

La principale caractéristique du modèle de réduction de chaîne [Mag79] est une 
représentation de 1 'expression sans référencement et ce tout au long del 'évaluation. 
Quellf' que soit la représentation de l'expression adoptée, l'expression à évaluer 
f'St en formf' préfixée i.e le symbole de fonction précède les arguments dans la 
chaînf'. Tout symbole de fonction d'arité n suivi de n expressions représente un 
rf'dex. Les redex potentiels sont repérés par un parcours de la chaîne du début 
jusqu'à la fin. L'application d'une règle de réécriture à une sous_expression doit 
permettre l'obtention d'une sous expression équivalente représentée de la même 
façon. De ce fait, toute forme de partage est interdite. Ainsi, l'identification 
d'un symbole de fonction dans la chaîne entraîne une duplication systématique 
du code correspondant pour préserver cette propriété. 

1.2 Le parallélisme exploité 

Le parallélisme dans ce modèle s'exprime par l'application simultanée de règles 
de réécriture aux redex. De ce fait les deux formes de parallélisme des langages 
·fonctionnds sont exploitée:s. 

• Le parallélisme horizontal 
L'application simultanée de règles de réécriture à des sous expressions ad-
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jacentes dans la chaîne et précédées d'un symbole de fonction est possible 
d'après le principe même de la réduction. Le parallélisme horizontal est 
donc exploité. 

• Le parallélisme vertical 

L'exploitation de ce parallélisme est inefficace. En effet, si dans une expres
sion on exploite le parallélisme horizontal et si de plus on réécrit l'expression 
toute entière par une règle de réécriture, toute duplication d'argument est 
en fait une duplication de calcul. 

1.3 Modes d'évaluation possibles 

L 'appf'l par valeur est le seul mode d'évaluation utilisé efficacement pour la ré
duction dt> chaîne. L'appel par nécessité ne peut être utilisé puisqu'il contredit les 
principPs d'évaluation de la réduction de chaîne. En effet, si l'application d'une 
rf.glP dP rf.écriturf' à une expression où la réduction des arguments est retardée 
conduit à une duplication d'un argument, cet argument sera évalué plus d'une 
fois. 

2 Le modèle de réduction de graphe 

2.1 Représentation d'une expression 

Dans ]p mo&le de réduction de graphe [Sch86, Kie85, Pey87], l'expression à ré
duirP est représentée par un graphe syntaxique. Ce graphe se compose de deux 
types dP nœuds : des nœuds intermédiaires appelés nœuds application représen
tés par des "(Ç~", et des nœuds feuilles contenant des symboles de fonctions ou 
des atomes. Un nœud application référence deux sous-graphes : le sous graphe 
de gauche représente une fonction, le sous graphe de droite représente un ar
gunwnt quekonquf'. Le graphe constitué d'un nœud application et de ses sous 
graplws représente l'application de la fonction à cet argument. L'application 
d'une fonction f à un argument a est représentée par le graphe de la figure 3.l.a. 
L'application d'une fonction faux arguments x 1,x2, ••• ,xn est représentée par le 
graphf' de la figurf' :U.b. 

Un graphP df' racinf' un nœud application symbolise donc un redf'x. 
L'éya]uation d'mw exprPssion consiste à traiter tous les redex par l'application 
de rf.glPs df' réécriture. Chaque sous graphe réécrit par une règle de réécriture 
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@ /@"" 

/\ 
xl 

/@'\ xn-1 

f x n 

(i'l) (b) 

Figure :3.1 : (a ).Représentation de 1 'application f : a. (b ). Représentation d'une 
fonction polyadique 

remplaœ 1 'ancien dans le graphe global. 

2.2 Evaluation d'une expression 

L'~valuation d'une expression représentée par un graphe commence à la racine de 
ce graphe. Celui ci est parcouru de haut en bas en commençant par la branche 
gauclw à chaque fois. Le but d'un tel parcours est de rechercher les red ex près 
à être réduits i.e dont la réécriture ne dépend pas de celle d'autres redex. Ces 
redex se trouvent en profondeur dans le graphe. Le parcours en profondeur con
tinue jusqu 'à rencontrer un symbole de fonction. Ce symbole rencontré permet 
de d~terminer le nombre d'arguments impliqués, et par conséquent le sous graphe 
concerné par la réécriture. La rencontre d'une fonction simple conduit au rem
placement du sous graphe par le résultat de l'application de la fonction à ses 
arguments. La rencontre d'une fonction complexe conduit à la réécriture du 
graphe. Le nouveau sous graphe est réorganisé similairement au graphe initial i.e 
les redex qui peuvent immédiatement être réécrits sont situés en profondeur dans 
le sous graphe. 
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2.3 Le partage de graphes 

Le partage de sous graphes est un des points forts du modèle de réduction de 
graphe. En effet, il permet d'éviter la duplication de sous graphes mais plus 
généralement la duplication de calcul car les sous graphes dupliqués ne sont pas 
toujours dans l'état irréductible. Ce partage est autorisé pour une raison bien 
simple : le graphe tel qu'il est défini pour le modèle de réduction de graphe est 
tel que chaque nœud intermédiaire du graphe référence deux sous graphes. Le 
partage de sous graphes ne modifie en rien cette définition. Ce partage de sous 
graphes permet donc de pallier les deux principaux inconvénients du modèle de 
réduction de chaîne, à savoir, la duplication de calcul et la duplication du code 
pour rt>mplacer un symbole de fonction. 

2.4 Contrôle de l'évaluation 

Les nœuds application dans le modèle de réduction de graphe permettent de con
trôler l'évaluation. En effet, par sa présence dans le graphe, un nœud application 
indique l'existence d'un redex qu'il faut traiter par une règle de réécriture. Les 
nt:l''uds application permettent aussi de guider le parcours de recherche de redex. 
Enfin ces nœuds assurent également la synchronisation des réécritures effectuées 
sur lt> graphe. Cet tt> synchronisation n'empêche pas le traitement de redex où 
un ou plusit>urs arguments ne sont pas réduits. Le partage de graphe évite dans 
œ cas la duplication éventuelle de redex. Ainsi, un graphe dont le sous graphe 
gauche n'est pas réduit ne peut lui-même être réduit avant que ce dernier ne 
dt>vit>mw irréductible. Inversement, dès qu'un sous graphe est réduit, les graphes 
qui le référencent peuvent être pris en compte par une règle de réécriture. Les 
nœuds application permettent donc la synchronisation des réécritures effectuées 
sur le graphe. 

2.5 Réduction de graphe parallèle 

Dans le modèle de réduction de graphe, plusieurs réductions peuvent être dé
clenchées simultanément [CDL87, LKID88, BVP+s7, AJ89] en déclenchant en 
parallèle l'évaluation de plusieurs sous graphes. De ce fait, le modèle de réduction 
de graphe exploite les deux formes de parallélisme des langages fonctionnels : en 
effet, la représentation curryfiée des applications illustrée par le graphe de la figu
re :3.l.b, montre bien que les sous graphes représentant chacun des arguments de 
la fonction sont indépendants et se situent sur le chemin parcouru à la recherche 
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d'expressions réductibles. L'évaluation de ces sous expressions peut donc être 
déclenchée en parallèle lors du parcours. Si de plus la fonction appliquée est une 
fonction non stricte, la transformation du sous graphe peut se faire en même 
temps que celle des sous graphes représentant les arguments. 

2.6 Modes d'évaluation utilisés 

Le modèle de réduction de graphe permet l'utilisation des modes d'évaluation 
suivants: l'appel par valeur 2 , l'appel par nom 3 et l'appel par nécessité 4

• 

• L'appel par valeur consiste à ne réécrire un sous graphe que lorsque tous 
ses sous graphes sont irréductibles. L'utilisation de ce mode d'évaluation 
offre la possibilité de déclencher dans la phase de descente dans le graphe, 
la réduction de tous les sous graphes rencontrés. On retrouve donc les 
avantages et les inconvénients de ce mode d'évaluation : l'avantage en est 
que tous les sous graphes peuvent être évalués en parallèle. L'inconvénient 
est que pour les fonctions non strictes, des sous graphes peuvent être évalués 
inutilement. 

• Grâce au partage possible de graphes, chaque sous graphe est évalué au plus 
une fois. L'utilisation de l'appel par nécessité est donc possible. La réduc-,. 
tion des arguments est cependant quelque peu retardée, le temps d'identifier 
la fonction appliquée. La réduction inutile de sous graphes est par contre 
évitée. 

• Du fait du partage, l'utilisation de l'appel par nom est identique à l'appel 
par nécessité dans le modèle de réduction de graphe. 

En résumé, le modèle de réduction de graphe est donc un modèle où l'expression 
est représentée par un graphe syntaxique constitué d'un ensemble de redex prééta
blis. Les nœuds application symbolisent ces redex. Ces mêmes nœuds établissent 
le contrôle dans le graphe. 

21'appel par valeur consiste à évaluer tous les paramètres effectifs d'une fonction avant 
1 'application de celle-ci 

3 1' appel par nom permet de retarder au maximum l'évaluation des arguments en les trans
mettant sous leur forme non évaluée aux fonctions qui les utilisent. 

41 'appel par nécessité est une forme optimisée de l'appel par nom. L'évaluation de 1 'expression 
est retardée au maximum comme dans le cas précédent sauf que dans ce cas, une expression est 
évaluée une seule fois. 
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Nous pouvons d'ores et déjà remarquer pour les modèles de réduction présentés, 
quf' la rf'présentation de l'expression a beaucoup d'influence sur le déroulement 
df's réductions et sur les possibilités du modèle. De plus, cette représentation 
"contient" les redex suceptibles d'être traités même si leur traitement ne peut 
se faire à cause de la dépendance vis à vis d'autres redex. Dans le modèle de 
réduction de chaîne, chaque symbole de fonction d'arité n suivi de n expressions 
est un redex potentiel. Dans le modèle de réduction de graphe, chaque nœud 
application symbolise un redex potentiel. D'autres redex seront introduits en 
cours d'évaluation lors du remplacement d'un symbole de fonction par le corps 
dt> la fonction dans le modèle de réduction de chaîne ou lors d'une transformation 
d'un sous graphe en un sous graphe non réduit - contenant des redex- dans le 
modèlf' de réduction de graphe. Ces redex sont insérés dans la chaîne dans le 
modèle de réduction de chaîne. Dans le modèle de réduction de graphe, ceci 
se traduit par la construction d'un nouveau graphe selon le modèle du graphe 
initial. Ces redex ne sont pas tous exploités immédiatement. A la différence de 
ces modèles, dans le modèle P3 présenté dans la section suivante, seuls les redex 
prêts à être traités existent dans la représentation initiale. Les autres redex seront 
c.onstitués a~ fur et à mesure, dans l'ordre dans lequel ils doivent être traités. 

3 Le modèle p:3 

Le modèle P3 est un modèle d'évaluation parallèle des langages fonctionnels sans 
variables défini par N. DEVESA dans sa thèse [Dev90]. Le modèle P 3 peut être 
consid~ré comme un modèle de réduction. En effet, le passage d'une étape à 
une autre, pour évaluer une expression, peut être décrit à l'aide d'un système de 
réérriture. Pour le prouver, le chapitre 4 est dédié à la description du système de 
réécriture associé au fonctionnement de ? 3 • 

Dans ce modèle, la représentation de l'expression à réduire se fait à l'aide d'un en
sf'mblf' d'arborescences fonctionnelles et d'arbres de données. Les arborescences 
fonctionnelles servent à la représentation des fonctions et les arbres de donnée 
à la représentation des données 5 présentes dans l'expression à évaluer. Dans le 
modèle ? 3

, les fonctions sont placées dans les arborescences fonctionnelles dans 
l'ordre où elles doivent être appliquées aux arguments. La recherche d'expressions 
réductibles consiste donc en un parcours de haut en bas des arborescences fonc
tionnelles. Ce parcours est assuré par le mécanisme d'exploration des arbores
cences fonctionnelles. Chaque nouvelle fonction de l'arborescence fonctionnelle 
explorée symbolise la présence d'une sous expression non réduite. La réduction 

5 le langage FP n'étant pas d'ordre supérieur, les seuls arguments possibles sont des données 
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df' cette sous expression consiste donc dans un premier temps à transmettre aux 
arguments concernés la fonction explorée. Cette transmission symbolise une de
mande de réduction qui sera prise en compte par les arguments. 

Le modèle P3 est un modèle de réduction mixte en ce sens qu'il possède quelques 
caractéristiques du modèle de réduction de chaîne et du modèle de réduction de 
graphe. Avant de situer plus précisément P 3 par rapport à ces deux modèles, nous 
donnons d'abord un bref aperçu de P3 • Cette description succinte de P 3 aborde 
successivement la représentation des expressions et les mécanismes d'exploration 
et de réduction du modèle. 

3.1 Le point sur le modèle P 3 

La première version du modèle P 3 a été faite en restreignant le domaine d'étude 
aux systèmes FP. De ce fait, le modèle intègre uniquement les concepts de base des 
LFSV définis au chapitre 1 et permet uniquement l'évaluation des expressions 
ayant la forme suivante : 

P: a 

où P est un programme LFSV de premier ordre i.e il s'agit d'un ensemble de 
dPfinitions où chaque définition est une composition de fonctions ordinaires. Ces 
fonctions sont soit des fonctions primitives, des définitions ou des formes fonc
tionnellf's. L'argument a est nécessairement une donnée et est l'argument de 
P. Les fonctions dans le modèle P 3 sont représentées à l'aide des arborescences 
fonctionnelles. Les données quant à elles sont représentées à l'aide des arbres 
de données. De ce fait, programme et argument sont nécessairement représen
tPs différemment puisque, pour les LFSV considérés, un argument ne peut être 
un<" fonction. Par conséquent, le modèle propose une représentation séparée des 
programmes et des arguments dans deux espaces de représentation : l'espace 
d'exploration pour la représentation des programmes et l'espace de réduction 
pour la représentation de l'argument comme le montre la figure 3.2. 

3.2 Représentation d'un programme 

Un programme LFSV est constitué d'un ensemble de définitions. Parmi ces dé
finitions, l'une peut être considérée comme le moteur du programme. Elle est 
appelée la définition principale du programme. Par opposition, les autres dé
finitions sont considéréf's comme les définitions secondaires du programme. 
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es lace d'· es ~ace de réduction 

•··· \ •• ····mr·• •• :! : :•: 
.. :· ,• 

;; .·····11~·-··: :·•· 
mm;; ,;1},\Îl 

Figure :3.2 : Représentation générale du modèle 

Lt> programnw est représenté dans l'espace d'exploration par un ensemble d'arbo
rescences fonctionnelles. L'une d'elle, appelée l'arborescence fonctionnelle 
principale, représente la définition principale. Les autres représentent chacune 
unt> d~s Mfinitions secondaires du programme. 

Cbaqu~ définition faisant partie du programme est une composition de fonctions 
où chaqut> fonction est soit une fonction primitive, une occurrence d'utilisation 
d'mlf' définition ou une forme fonctionnelle. 
lTlw arborescence fonctionnelle est composée d'un ensemble de nœuds reliés par 
trois typ~s d'arcs: 1,<--+ et -----+. 

L'arbort>sct>nce fonctionnelle représentant une définition est constituée de la façon 
sui van tf': 

• ( :baque fonction primitive est représentée par un nœud fonctionnel appelé 
nœud fonction primitive. 

• Chaque occurrence d'utilisation d'une définition est représentée par un 
nœud fonctionnel appelé nœud définition. Ce nœud référence l'arbo
rescence fonctionnelle de la définition utilisée. 

• Une forme fonctionnelle admet n paramètres. Chaque paramètre est une 
composition de fonctions représentée chacune par une sous arborescence 
fonctionnelle. 
La représentation complète d'une forme fonctionnelle est constituée d'un 
nœud contenant le symbole de la forme fonctionnelle appelé nœud forme 
fonctionnelle. Un arc de type "'--+" relie ce nœud à la sous arbores
cence fonctionnelle représentant le premier paramètre; Les arborescences 
fonctionnelles représentant deux paramètres consécutifs, sont reliées par un 
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arc de type "--t". 

• L'arborescence fonctionnelle représentant la définition d= / 1 o ... o fn s'obtient 
en reliant par des arcs de type" l" les représentations des fonctions fn, fn-ll 
... 'ft· 

définitions 

1. Un nœud extrémité d'un arc de type layant comme origine un autre nœud 
fonctionnel n, est le successeur du nœud n. 

2. Les nœuds fonctionnels reliés par des arcs de type "l" constituent un 
chemin séquentiel de l'arborescence fonctionnelle. 

Exemplt> 
La fonction qui calcule le produit scalaire se définit par : 

def p8 = (binul apply +) o a * 

L'arborescence fonctionnelle représentant cette fonction est illustrée par la figure 
:3.:3. 

o( 

!'--1 . * 

bi nul 

..._ __ , apply - + 

Figure ;3,;3 : Représentation du produit scalaire 

1. Le noeud fonctionnel a est la racine de 1 'arborescence fonctionnelle. 

2. Les noeuds a et binul constituent un chemin séquentiel. 

4 Représentation d'un argument 

Dans les systèmes FP, un argument est soit un atome soit une séquence. Dans les 
dt>ux cas, il est représenté à l'aide d'une structure appelée arbre de données. 

Cet arbre de données est construit de la façon suivante : 
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• Un atome est représenté par un nœud de donnée contenant la valeur de 
l'atome. 

• Chaque élément d'une séquence est soit un atome soit une séquence. Une 
s~quence est représentée par un arbre binaire dont les feuilles sont des 
atomes. 

La figure :3.4 schématise l' arbre de données représentant la séquence 

<< 1 2 > < :3 4 >> 

~ 

1 
,., 
"- 3 4 

Figure :3.4 : Représentation d'une séquence 

4.1 Evaluation d'une expression 

L ·~valuation de l'application d'un programme à son argument dans le modèle P 3 

se hast' sur deux activités parallèles : l'exploration des arborescences fonction
nelles par activation des nœuds fonctionnels et la réduction de l'argument. 
L'exploration d'une arborescence fonctionnelle a pour but de permettre à chaque 
nœud fonctionnel d'une arborescence fonctionnelle de "prendre connaissance" de 
son argument. Cet argument est désigné par le nœud racine de l'arbre de donnée 
le représentant. Ce nœud est appelé nœud cible du nœud fonctionnel. Activer 
un nœud fonctionnel revient donc à lui associer son nœud cible. L'exploration 
d'une arborescence fonctionnelle s'effectue en respectant les règles suivantes: 

• L'exploration commence à la racine de l'arborescence fonctionnelle princi
pale. 

• Chaque nœud fonctionnel activé déclenche l'exploration de son successeur, 
s'il existe. 

-78-



4. Représentation d'un argument Cl1apitre .3 

• Chaque nœud définition activé déclenche l'exploration de l'arborescence 
fonctionnelle principale de la définition utilisée. 

• Chaque nœud forme fonctionnelle activé déclenche l'exploration parallèle 
des sous arborescences fonctionnelles représentant ses paramètres. 

Ainsi 1 'exploration d'une arborescence fonctionnelle engendre 1 'exploration d'autres 
arborescences fonctionnelles. Elle provoque également dans le cas où le pro
gramme comporte des formes fonctionnelles, l'exploration parallèle des sous arbo
rescences fonctionnelles de l'arborescence. 
Chaque nœud activé effectue une demande de réduction sur l'argument désigné 
par le nœud cible qu'il a reçu grâce au mécanisme de l'exploration. La réduc
tion à effectuer dépend de la fonction représentée par le nœud fonctionnel. Ces 
réductions sont de deux types: des réductions par des fonctions primitives qui 
permettent l'obtention d'un résultat, par exemple l'application de la fonction"+" 
à l'argument < 1 2 > permet l'obtention de l'objet résultat "3". Le deuxième 
type de réduction est engendré par des formes fonctionnelles. Il s'agit plutôt, 
dans ce ~as, de préparer les arguments associés ultérieurement aux paramètres de 
la forme fonctionnelle à partir de l'argument de celle-ci. Par exemple une requête 
de réduction issue d'un nœud fonctionnel représentant la forme fonctionnelle "[]" 
(cf. chapitre 1, section 4.1, ayant deux paramètres, à l'argument< 1 2> permet 
la construction de deux copies de cet argument pour les deux paramètres de la 
forme fonctionnelle afin de pouvoir appliquer à l'argument les deux paramètres 
de la forme fonctionnelle en parallèle. 
L'évaluation d'une expression consiste donc à satisfaire toutes les demandes de 
réductions issues des nœuds fonctionnels activés. L'arbre de données obtenu suite 
à J'accomplissement de ces réductions est la forme réduite de l'expression évaluée. 

4.2 Contrôle de l'évaluation 

Le contrôle dans le modèle P3 est assuré par deux mécanismes différents : 

• L'exploration : elle permet de construire les redex dans l'ordre où ils doivent 
être exécutés. 

• L'ordonnancement du traitement des redex: en effet, la construction des re
dex et le traitement de ces derniers étant deux activités asynchrones, il faut 
préserver un ordre de traitement identique à l'ordre de construction des re
dex, pour obtenir des résultats cohérents. L'algorithme d'ordonnancement 
est décrit dans [Dev90]. 
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4.3 Le parallélisme dans le modèle P3 

Dans le modèle P3
, trois activités s'effectuent en parallèle : l'exploration des 

arborescences fonctionnelles, la construction des redex, et l'évaluation des redex 
ce qui lui a valu le nom de P3

• 

Le modèle P3 permet d'évaluer des expressions simples où chaque fonction admet 
un seul argument. Dans ces expressions exprimées dans le langage FP [Bac78], la 
polyadicité est introduite par la notion de séquence. En effet, une fonction d'arité 
n, sémantiquement polyadique, admet pour argument dans FP une séquence 
(cf. chapitre 1) dont les éléments sont les arguments de la fonction. Le par
ail éli sm~ horizontal est exploité grâce à la présence de formes fonctionnelles dont 
les paramètr~s s'appliquent simultanément à ces éléments. Cette situation est il
lustrée par la figure :3.5 représentant une composition de fonctions contenant une 
forme fonctionnelle ff admettant n paramètres, p1 ,p2 , • •• ,Pn· La fonction g dans le 
chemin adm~t pour argument, le résultat des redex formés à partir des fonctions 
P1 ,p2, ... ,Pn· Il s'agit là du seul cas où le parallélisme horizontal est exploité. 

ff 

~1 .. p p p 11 g 1 2 

~ 

Figure :L5 : Exemple de fonctionnelle 

Par ailleurs, le parallélisme vertical n'est pas exploité puisque d'une part le traite
ment d'expressions de la forme E1 : Ex1 ••• Exn n'est pas pris en compte dans 
P:3

• n~ plus, dans le cas illustré par la figure 3.5, le redex impliquant la fonc
tion g ne peut être pris en compte pendant l'application des paramètres à leurs 
arguments respectifs et ce pour deux raisons : 

• La synchronisation de l'exploration [Dev90] empêche l'exploration du nœud 
g avant la fin de l'exploration des sous arborescences représent~nt les fonc
tions Pl ,p2, ... ,Pn· 

• L'ordonnancement des requêtes ne permet à ce redex d'être pris en compte 
qu'une fois les derniers redex impliquant des fonctions sont pris en compte. 
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Pour résumer, le modèle P3 est un modèle de réduction où l'expression à réduire 
est représentée par un ensemble d'arborescences fonctionnelles et d'arbres de don
nées. Les redex se constituent au fur et à mesure par le mécanisme d'exploration, 
en établissant un lien dynamique entre la fonction appliquée et ses arguments. La 
réduction de l'expression consiste à prendre en compte ces redex en appliquant 
chaque fonction à ses arguments. 

5 Le point sur les modèles existants 

L'objectif de cette section est de situer le modèle P3
, tel qu'il a été défini par N. 

Devesa, par rapport aux autres modèles de réduction. 

5.1 p:3 par rapport au modèle de réduction de chaîne 

Vn redex dans P3 constitue une liaison dynamique entre une fonction et ses 
arguments. Ce lien peut être interprété comme une duplication de la fonction 
appliquét>. Il s'agit donc là, d'une forme de duplication de code. Vu sous cet 
angle, nous pouvons considérer qu'il s'agit là d'un point commun du modèle P3 

et du mod~le de réduction de chaîne. La duplication de code dans P3 se fait de 
façon progn~ssive comparée à la duplication de code dans le modèle de réduction 
dt> chaîne où le code se duplique entièrement. L'avantage de la première forme 
dt> duplication est que seules les portions du code utilisées sont dupliquées. En 
effd dans le cas d'un programme de la forme (if P F G) où P, F et G sont 
des fonctions quelconques, seule la fonction F ou la fonction G est dupliquée. 

5.2 P3 par rapport au modèle de réduction de graphe 

Analysons la représentation de 1 'expression dans le modèle P3 • Une expression 
est représentée dans le modèle P3 par un ensemble d'arbres de deux types : les 
arborescences fonctionnelles et les arbres de données. Initialement ces éléments 
composant la représentation sont indépendants. Les liens entre les fonctions et 
les arguments auxquels elles s'appliquent s'établissent au fur et à mesure grâce au 
mhanisme de l'exploration. Chaque fonction liée à ses arguments constitue un 
redex. Autre élément important, les fonctions sont situées dans les arborescences 
fonctionnelles dans l'ordre normal dans lequel elles s'appliquent. Il en découle que 
les premiers redex constitués par l'exploration sont ceux qui peuvent logiquement 
f.tre traités sans attente. En tenant compte de ces constatations, nous pouvons 
considérer que le modèle P 3 s'apparente au mod~le de réduction de graphe, et ce 
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pour différentes raisons. D'abord par sa représentation; en effet, la représentation 
de l'expression dans P 3 est un graphe qui est construit dynamiquement en cours 
d'évaluation tandis que dans le modèle de réduction de graphe, ce graphe est 
construit à la compilation. La construction du graphe dans P 3 est contrôlée par 
le mécanisme d'exploration. Les premiers redex construits dans P3 sont ceux qui 
peuvent s'exécuter en premier, autrement dit ceux qui se trouvent en profondeur 
dans le graphe syntaxique du modèle de réduction de graphe. Le graphe est donc 
construit en débutant par le bas ce qui évite la phase de parcours en profondeur 
du graphe à la recherche de redex dans P3

• 

Une deuxième constatation concerne le traitement des redex impliquant des fonc
tions complexes. Dans le modèle de réduction de graphe, le traitement de ce 
type de redex conduit à une réorganisation du graphe. Dans le modèle P3

, cette 
réorganisation est en quelque sorte évitée, grâce à la structure même des arbores
cences fonctionnelles. Ce point sera repris dans le chapitre 6 après description 
plus détaillée de la représentation des fonctions dans le modèle P3 (cf. chapitre 
4). 

6 Critiques du modèle p:3 

Le modf.le P3 a été réalisé pour permettre 1 'évaluation d'expressions simples de 
la forme: 

' 011 

P: x 

- P f"St unt" composition de fonctions de la forme f 1 o h o ... o fn 
tell t" que chaque fonction fi n'est pas une composition de fonctions et 
telle que chaque fonction fi est une fonction réduite. 
- x est ml argument réduit. 

Il ne permet pas l'évaluation de l'expression fonctionnelle dans sa forme la plus 
généra]!" que nous rappelons ci-dessous : 

ou P, x1 ,x2 , ••• ,xn sont des expressions dans un état quelconque (réduit ou non 
réduit). Cette restriction s'explique en partie par le fait que les fonctions d'ordre 
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supérieur ne sont pas prises en compte. En effet,. si la fonction P est une ex
pression non réduite de la forme g: y 1, y2, ... , yn, la fonction g se compose 
nécessairement de fonctions d'ordre supérieur puisque le résultat de l'expression 
P est une fonction. 

Les fonctions d'ordre supérieur ne sont pas gérées dans le modèle P3 pour deux 
raisons : 

• L'utilisation des fonctions d'ordre supérieur suppose l'utilisation des fonc
tions comme arguments d'autres fonctions. Ceci pose un problème de 
représentation dans le modèle P3 puisque l'espace de réduction ne contient 
que des arbres de données. 

• l'utilisation des fonctions d'ordre supérieur suppose la possibilité d'obtenir 
une fonction en résultat. D'une part, il se pose alors le problème de savoir 
dans quel espace se retrouve ce résultat fonctionnel, d'autre part, cette 
fonction résultat est représentée à l'aide d'une arborescence fonctionnelle. 
La construction des arborescences fonctionnelles n'est pas prise en compte 
dans le modèle défini par N. Devesa. 

Lt> deuxième aspect indispensable au traitement de telles expressions est la syn
duonisation de l'évaluation de plusieurs expressions dépendantes i.e dont le ré
sultat de l'une constitue la fonction ou l'un des arguments de l'autre application. 
Ct>ttt> synchronisation doit être suffisamment souple pour permettre l'application 
dt> fonctions non strictes aux arguments dont l'évaluation n'est pas achevéf'. De 
mf>me, on doit pouvoir anticiper l'application d'une fonction, obtenue en résultat, 
sans attt>ndre la fin de l'évaluation de cellf'-ci et ce, pour des raisons évidentes 
d"t>fficacité. 

Le modèle P 3 ne permet cependant pas l'exploitation du parallélisme vertical i.e 
l'anticipation de l'application d'une fonction à ses arguments quel que soit l'état 
d'avancement de l'évaluation de ces derniers. En effet, : 

• Initialement, ceci est vrai puisque par hypothèse, la fonction appliquée et 
son argument sont réduits. Il n'y a donc pas d'application anticipée de la 
fonction à ses arguments. 

• En cours d'évaluation, il n'y a pas d'application anticipée d'une fonction à 
ses arguments puisque l'ordonnancement interdit la prise en compte d'un 
redex dont l'argument n'est pas réduit. 
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Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons tenté de situer le modèle P3 par rapport aux autres 
modèles de réduction. P3 ressemble plus à un modèle de réduction de graphe où 
les redex sont constitués en cours d'évaluation dans l'ordre où ils devraient être 
évalués. Ceci évite tout parcours préalable du graphe à la recherche des premiers 
redex à évaluer. De plus, les transformations du graphe, en graphes non réduits, 
dans le modèle de réduction de graphe, sont très coûteuses dans le modèle de 
réduction de graphe, dans la mesure où ces graphes sont reconstruits en cours 
d'évaluation puis ensuite explorés sur le même modèle que le graphe d'origine 
c.à.d awc les redex succeptibles d'être réduits en premier en profondeur dans le 
graphe. Dans P3

, ces transformations du graphe sont prévues à la compilation 
dans la construction des arborescences fonctionnelles. Ainsi, ces transformations 
n'ont pas lieu. De plus, les redex sont encore une fois formés dans l'ordre logique 
l'' 1 . (' d d P 3 ' • d . ' u eva uatwn. ~es eux aspects e · portent a crmre que ce enuer presente 
qllf•lques avantages par rapport au modèle de réduction de graphe classique. 
Lt> modèlt> P.3 présente cependant quelques limitations qui réduisent considérable
ment sa puissance. Notre objectif sera donc de l'étendre pour généraliser l'éva
luation des expressions et permettre l'exploitation du parallélisme intrinsèque des 
langagt>s fonctionnels. Cette extension se fera par la prise en compte des fonctions 
d'ordr(-' supérieur et des fonctions polyadiques et par une synchronisation assez 
souplt> dt> l'évaluation des expressions interdépendantes. Le modèle P 3 étendu 
t>st décrit dans le chapitre 4 et optimisé dans le chapitre 5. Le chapitre 6 sera 
consacré à une comparaison du modèle P 3 étendu et du modèle de réduction de 
graplw. 
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Le modèle P3 

8.5 



Chapitre 4 

Le Modèle P3 : définition formelle 

Dans ce chapitre, nous décrivons formellement et en détail, le modèle P3
. Cette 

description concerne la version étendue du modèle qui intègre les concepts évolués 
des LFSV, notamment la polyadicité des fonctions et l'utilisation des fonctions 
d'ordre supérieur. Ce chapitre couvre deux aspects importants qui caractérisent 
le modèle : la représentation des objets et les mécanismes d'évaluation. A cet 
effet, nous avons défini une fonction de représentation ?R qui associe une représen
tation à chaque objet d'un LFSV. Cette représentation est basée sur une seule 
structure : les arbres de réduction 1 . 

Le deuxième aspect important de cette description concerne les mécanismes fon
damentaux grâce auxquels une expression peut être évaluée dans le modèle. Dans 
P:3

, il en existe deux : l'exploration des arborescences fonctionnelles et la réduction 
des arguments. Le modèle P3 étant considéré comme un modèle de réduction, 
nous avons choisi de décrire ces deux mécanismes à l'aide d'un système de réécri
ture. 
Les objets du langage sont classés en deux groupes : les objets qui se présentent 
sous une forme réduite, (non calculable) et les applications qui sont les objets 
calculables du langage. Ce chapitre est donc structuré de la manière suivante : 
la section 1 définit la fonction de représentation ~ pour les objets non calcula
bles d'un LFSV. La section 2 est consacrée à la représentation des applications 
qui sont les objets calculables du langage. Cette représentation nous sera utile 

1les arborescences fonctionnelles et les arbres de données, définis au chapitre précedent, sont 
des ras particuliers d'arbres de réduction 
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en section :3 pour la description de la représentation des formes fonctionnelles 
définies qui sont des cas particuliers d'objets calculables. Nous présentons ensuite 
le système de réécriture décrivant les mécanismes du modèle en section 4. Enfin, 
dans la section 5, nous présentons une série d'exemples à travers lesquels nous 
mettons en évidence l'exploitation dans P3 des deux formes de parallélisme des 
langages fonctionnels : le parallélisme horizontal et le parallélisme vertical. 

1 La fonction de représentation ~ 

Dans cette section, nous définissons la fonction de représentation ?R. Cette fonc
tion associe à chaque objet o de l'ensemble 0 caractérisant un LFSV donné, 
une rt"présentation dans le modèle P 3 notée ~(o). Nous nous limitons dans un 
premier temps aux objets "réduits" 2 du langage. Trois entités sont essentielles 
dans la représentation des objets d'un LFSV :les arborescences fonctionnelles et 
les arbres de données et les arbres de réduction. Dans un premier temps, nous 
définissons donc ces deux notions et ensuite, nous nous intéresserons successive
ment à la représentation des trois principaux types d'objets d'un LFSV c.à.d les 
fonctions, les atomes et les listes. 

1.1 Les arborescences fonctionnelles 

La notion d'arborescence fonctionnelle a déjà été introduite au chapitre précédent. 
Nous en donnons une définition plus formelle. 

Définition 
Une arborescence fonctionnelle est un arbre dont les nœuds sont appelés nœuds 
fonctionnels, dont les arcs sont orientés et de trois types différents notés : "l", 
"----->" et "t...-t" tels qu'il n'existe pas deux arcs de même origine qui soient de 
même type. 

définitions 

• On note Rac(A) le noeud racine de l'arborescence fonctionnelle A. 

• successeur d'un nœud: 
Soient n 1 et n 2 deux nœuds fonctionnels distincts. Le nœud n 2 est dit le 

2Rappel : par objet réduit, nous entendons les fonctions simples, les atom!:'s, les listes et les 
compositions d!:> fonctions simples. 
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successeur du nœud n1 si et seulement si il existe un arc de type "l" de 
n1 vers n 2 • 

• chemins séquentiels 
Soient n 1 ,n2 , ••• ,nk un ensemble de nœuds fonctionnels appartenant à une 
même arborescence. fonctionnelle A. Les nj1leuds n1 ,n2 , ••• ,nk (dans cet or
dre) constituent un chemin séquentiel de l'arborescence fonctionnelle A si 
et seulement si pour tout i appartenant à l'intervalle [2,k], le nœud ni est 
le successeur du nœud ni-l· Le nœud nk n'admet pas de successeur. Ce 
chemin est noté CS(n1 ~---+ nk). 

• n 1 est appelé le sommet de ce chemin séquentiel et est noté S(CS(n1 ~---+ 
nk) ). 

• Lt> chemin CS(n1 ~---+ nk) est appelé chemin séquentiel maximal si et 
seulement si le nœud foncti~1mel n1 n'est le successeur d'aucun nœud de 
l'arborescence fonctionnelle. 

• Le chemin séquentiel CS(n1 ~---+ nk) est appelé chemin séquentiel prin
cipal de l'arborescence fonctionnelle A ssi CS(n1 1--+ nk) est un chemin 
séquentiel maximal ayant pour sommet le nœud fonctionnel Rac(A). On le 
note alors CSP(A). 

Exemples la figure 4.1 représente une arborescence fonctionnelle quelconque A 
ou les nœuds 1'i, 1'ij et 1'ijk sont des nœuds fonctionnels. 

r J 

r 2 

~ 
r 3 

~ 1 l JJ 
r· 21 

l 4 l l l2 r 22 

r 13 

Figure 4.1 Exemple d'arborescence fonctionnelle 
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1. Le nœud fonctionnel 7'1 est la racine de l'arborescence fonctionnelle. 

2. CS(r·2 ~--+ 1·4 ) est un chemin séquentiel de l'arborescence fonctionnelle. 

:3. L'arborescence fonctionnelle A admet comme chemins séquentiels maxi
maux CS(1·1 1-+ 1·4), CS(1·n ~--+ 1'13), CS(r21 ~--+ 1'22),CS(r31 ~--+ 7'33), CS(r·n1 ~--+ 
r·nz) et CS(1·121 ~--+ r·122). 

4. CS(r·1 ~--+ 1·4) est le chemin séquentiel principal de l'arborescence fonction~ 
nelle A. 

L 'arborescenre fonctionnelle représentant une composition de fonctions est obtenue 
à partir des arborescences fonctionnelles représentant chaque fonction en utilisant 
les fonctions de constructions ln, ~"' "---+n définies comme suit : 

Soit A1 et A2 deux arborescences fonctionnelles disjointes i.e telles qu'il n'existe 
aucun arc dont l'origine est un nœud de l'arborescence fonctionnelle A1 et dont 
l't>xtr~mitP est un nœud de l'arborescence fonctionnelle A 2 ou vice-versa. Soit n 
un nof'ud quelconque de l'arborescence fonctionnelle A1 

On nott>ra : 

• A 1 ln A2 la structure obtenue en reliant A1 et A2 par l'arc n l Rac(A2 ) 

• A 1 -n A2 la structure obtenue en reliant A1 et A 2 par l'arc n ---+ Rac(A2 ), 

f't 

• A 1 ~n A 2 la structure obtenue en reliant A1 et A 2 par l'arc n <......+ Rac(A2 ). 

Propriétés 

• Si, dans A 1 , le noeud fonctionnel n n'a pas de successeur, alors A 1 ln A 2 

est une arborescence fonctionnelle. 

• Si, dans A 11 le noeud fonctionnel n n'est pas l'origine d'un arc ---+, alors 
A 1 -n A 2 est une arborescence fonctionnelle. 

• Si, dans A1 , le noeud fonctionnel n n'est pas l'origine d'un arc"---+, A 1 ~n A 2 

est une arborescence fonctionnelle. 

D~monstration : 
la d~monstration de ces propriétés est triviale; prenons le cas de la liaison A 1 ln A2 • 

La propriété se démontre similairement pour les 2 autres types de liaisons. 
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At et A2 sont par hypothèse toutes deux des arbor~scences fonctionnelles et par 
conséquent elles vérifient les 3 points de la définition des arborescences fonction
nelles (cf. section 1.1 ). Pour que A 1 !n A2 soit une arborescence fonctionnelle 
il suffit de vérifier : 

1. L'unicité du nœud racine : A 1 !n A2 admet pour nœud racine Rac(A1). 

En effet, c'est le seul nœud de A 1 !n A2 qui ne reçoit aucun arc d'un autre 
nœud (Rac(A2) reçoit un arc de type! en provenance du nœud n). 

2. Du nœud n part exactement un arc de type ! dans A1 L~ A2 puisque par 
hypothèse, il n'avait pas de successeur dans l'arborescence At. 

:3. Le nœud Rac(A2 ) reçoit un arc; c'est l'arc de liaison entre A1 et A2 • 

Donc Ai !n A2 est une arborescence fonctionnelle. 

Notations 

• La liaison At ! Rac(AJ) A2 est notée plus simplement A1 ! A2. Il en 
est de même pour les liaisons A1 ---+ Rac(AI) A2 et At "--+ Rac(A!) A2 notées· 
rt>spectivement A1 ---+ A2 et At <---+ A2. 

• Dans le cas où l'arborescence fonctionnelle At est composée d'un seul nœud 
fonctionnf'l n, l'arborescence fonctionnelle At !n A2 (resp.At ---+n A2 ou 
At '---+n A2) est notée n l A2 (resp. n ---+ A2 ou n <---+ A2). 

1.2 Les arbres de données 

Un arbre de données est un arbre de degré quelconque tel que : 

• les noeuds sont de deux types : les noeuds fonctionnels et les noeuds de 
données. 

• les noeuds fonctionnels appartiennent à une arborescence fonctionnelle : ils 
sont origine d'arcs typés vers d'autres nœuds fonctionnels (cf. définition 
1.1). 
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1.3 Les arbres de réduction 

Chaque argument d'une fonction est représenté plus généralement par un arbre 
de réduction. Cet arbre de réduction est : 

• soit une arborescence fonctionnelle si l'argument à représenter est une fonc
tion. 

• soit un arbre de données constitué d'un noeud de donnée unique si l'argument 
est un atome. 

• soit un arbre de données de racine un noeud de degré k si l'argument 
r~prés~nté ~st une liste de k éléments. 

La fonction ?R, définie dans cette section, permet d'affecter à chaque objet un 
arbrt> d~ réduction. Dans la suite de cette section, nous présentons donc la 
représentati<;m des objets par ?R. Mais, auparavant, nous définissons un ensem
ble d'informations qui caractérisent les nœuds. Ces informations concernent les 
nœuds tous types confondus et sont indispensables à la représentation des objets. 

1.4 Caractéristiques des nœuds 

noeud fonctionnel 

Q(J) Q 
noeud de donnée 

(a) (b) 
(c) 

Figure 4.2 : Caractéristiques des nœuds 

A chaque nœud quel que soit son type (fonctionnel ou donnée), nous associOns 
les informations suivantes : 

• Un nom permettant de le désigner de manière unique. Le nom d'un nœud 
est toujours représenté comme le montre la figure 4.2.a 

• Un type : on distingue 2 types de nœuds : les nœuds fonctionnels, et les 
nœuds de donnée (figure 4.2. b) 
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• Une cla,'>se c : à chaque type de nœud, correspondent plusieurs classes 
possibles. 
Un nœud fonctionnel peut appartenir à l'une des classes suivantes : la classe 
des nœuds fonction primitive (P), la classe des nœuds forme fonctionnelle 
(FF) ou la classe des nœuds définition (D). 
Un nœud de donnée appartient soit à la classe des nœuds atomes (A) ou à 
celle des nœuds liste (L). 

• Une valeur: chaque nœud admet une valeur v. C'est la classe d'un nœud qui 
détermine l'ensemble des valeurs possibles pour un nœud. Par exemple pour 
les nœuds fonction primitive appartenant à la classe des nœuds fonctions 
primitives, les valeurs possibles sont les symboles de fonctions primitives du 
LFSY utilisé. 

Les informations valeur v et classe c d'un nœud sont représentées comme le 
montre la figure 4.2.c 

• L'état de création : Dans le but d'anticiper l'évaluation des expressions, 
nous sommes amenés à créer des nœuds n'ayant pas de valeur. Cette infor
mation permet donc de renseigner sur la présence ou l'absence de valeur. 
Des explications plus détaillées sont données en section 2.6. 

Df.taillons maintenant la représentation des objets d'un LFSV dans le modèle P3 

en utilisant les arborescences fonctionnelles et les arbres de réduction. 
1'\ous commençons par la représentation des fonctions. 

1. 5 Représentation des fonctions 

Un programme LFSV est un ensemble de définitions dont une est appelée défi
nition principale. 
Une définition dans un LFSV est une composition de fonctions f 1 o h o ... o fn 
telle que pour tout i, fi n'est pas une composition de fonctions i.e 

Chaque fonction fi est soit : 

- une fonction primitive simple, 
- une fonction primitive d'ordre supérieur appelée plus couramment 
un combinateur, 
-une occurrence d'utilisation d'une définition, 
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- une forme fonctionnelle prédéfinie ou 
- une forme fonctionnelle définie. 

La fonction ~ associe à chaque programme une forêt d'arborescences fonction
nelles dont une est appelée arborescence fonctionnelle principale. Chaque 
occurrence d'utilisation d'une définition dans le corps de la définition principale 
fait appel à une définition appelée définition secondaire, elle-même représentée 
par une forêt d'arborescences fonctionnelles. La forêt d'arborescences fonction
nelles représentant un programme P est donc constituée de : 

• l'arborescence fonctionnelle principale notée aussi ~p(P). 

• L'union 3 des en sem bles d'arborescences fonctionnelles représentant les dé
finitions secondaires utilisées dans le programme. Ces arborescences fonc
tionne.Ues sont appelées les arborescences fonctionnelles secondaires 
de la représentation du programme. 

( ~haquf' fonction fi d'une composition de fonctions est représentée par une arbo
rescf'n<'f' fonctionnelle. L'arborescence fonctionnelle d'une composition est établie 
à partir des représentations des fonctions qui la constituent. Dans ce paragraphe, 
nous dPcrivons successivement les représentations des différents types de fonctions 
cit~s ci-dessus. Ensuite, nous décrivons la représentation d'une composition de 
fonction et celle d'un programme. 

l. Les fonctions primitives 

L'arborescence fonctionnelle représentant une fonction primitive JP par ~ 
sf' réduit à un seul nœud. Ce nœud est de type fonctionnel. Il appartient 
à la clas8f P des nœuds fonctions primitive et a pour valeur le symbole de 
la fonction primitive. La figure 4.3 illustre la représentation d'une fonction 
primitive par la fonction ~. 

Rf'marque 
Il est à noter que les combinateurs sont des fonctions primitives d'ordre 
supeneur. Ils admettent donc une représentation identique à celles des 
fonctions primitives i.e ils sont représentés par un nœud de type fonctionnel 
appartenant à la classe P et de valeur le symbole du combinateur. 

3 0n parle d'union parce que les arborescences fonctionnelles faisant partie de la représen
tation de plusieurs définitions n'existent qu'en un seul exemplaire dans la représentation du 
programme 
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1), Gl 
Figure 4.:3 : Représentation d'une fonction primitive 

2. Les définitions 

Une occurrence d'utilisation d'une définition est représentée par une arbo
rescence fonctionnelle composée d'un seul nœud fonctionnel. Ce nœud a 
pour valeur le nom du nœud racine de l'arborescence fonctionnelle princi
pale représentant la définition utilisée. Un nœud définition appartient à 
la classe D des nœuds définitions. Si nous représentons schématique
ment une arborescence fonctionnelle de racine le nœud fonctionnel n par le 
schéma de la figure 4.4.a, la représentation d'une occurrence d'utilisation 
de cette définition notée occ{ d) est illustrée par la figure 4.4.b : 

occ(d) 

(b) 

(a) 

Figure 4.4 : Représentation d'une définition 

:3. Les formes fonctionnelles prédéfinies 

On considère une forme fonctionnelle .tJ ayant k paramètres p1 ,p2 , .•• ,Pk· 
Chaque Pi est une composition de fonctions Pi1 o ... o Pim . Pi admet donc 
comme représentation par R une forêt d'arborescences fot~ctionnelles dont 
l'arborescence fonctionnelle principale est RP(Pi)· 
L'arborescence fonctionnelle représentant la forme fonctionnelle ( ff p1 p2 ••• Pk) 
est construite à partir des arborescences fonctionnelles principales représen
tant les paramètres Pi : 

schématisée par la figure 4.5, où n est un nœud fonctionnel ayant pour valeur 
le symbole de la forme fonctionnelle ff. Le nœud fonctionnel n appartient 
à la classe des nœuds forme fonctionnelle notée FF. 
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(tf p p p ) 
1 2 ... lt n~ ff 

~P(pl) - .J\<P2) ... .J\<1\) 

Figure 4.5 : Représentation d'une forme fonctionnelle 

4. Représentation d'un programme 

Un programme P se compose d'un ensemble de définitions dont une est la 
définition principale. Chacune de ces définitions est une composition de 
fonctions h o h o . . . o fn où chaque fonction J; est représentée par une 
arborescence fonctionnelle ~p(Ji) telle que CSP(~p(f;)) est réduit à un seul 
nœud qui est Rac(f;) puisque par hypothèse chaque fonction J; n'est pas 
une composition de fonctions. L<l- représentation d'une composition de fonc
tions est obtenue à partir de celles des fonctions J; en utilisant l'opérateur 
de liaison 1. Elle est égale à : 

L'arborescence fonctionnelle ainsi construite pour la définition principale 
est appelée arborescence fonctionnelle principale ou représentation 
principale du programme P et est notée ?Rp(P). Les arborescences fonc
tionnelles construites de la même manière pour chacune des définitions se
condaires sont appelées arborescences fonctionnelles secondaires du 
programme P. L'ensemble de ces arborescences constituent la représentation 
du programme P. ?Rp(P) présente les caractéristiques suivantes : 

(a) ?Rp(P) admet pour racine le nœud racine de l'arborescence fonctionnelle 
représentant J,. . 

(b) ?Rp(P) admet donc pour chemin séquentiel principal le chemin constitué 
des racines des arborescences fonctionnelles ?Rp(f,.), ?RpUn-I ), ... , ~p(J1 ). 

A van tage : l'avantage de cette représentation est que les fonctions sont placées 
dans l'arborescence fonctionnelle dans l'ordre dans lequel elles s'appliquent aux 
arguments. 

-96-



1. La fonction de représentation ~ Chapitre 4 

1.6 Représentation des atomes 

Un atome est représenté par un arbre de données composé d'un nœud unique. Ce 
nœud est un nœud de donnée appartenant à la classe A des nœuds atomes et 
a pour valeur la valeur de l'atome. La représentation de l'atome toto est illustrée 
par la figure 4.6. 

Figure 4.6 : Représentation de l'atome toto 

1. 7 Représentation d'une liste d'objets 

Une liste l composée des objets o1 ,o2 , ••• ,on où chaque objet Oi est soit un atome, 
une liste ou unt> fonction, est représentée par un arbre de réduction dont la racine 
s appartit>Ilt à la classe L des nœuds liste. 
L'arbre de réduction représentant la liste l peut être décrit comme suit : 

• Son nœud racine est un nœud de donnée s de classe L. 

• Il admet n sous arbres de réduction, chacun représentant un élément de la 
listP. Un sous arbre de réduction est : 

Remarque 

- Un arbre de données constitué d'un seul nœud si l'élément Oi 

est un atome. 
- Un arbre de réduction représentant une liste si l'élément Oi est 
une liste. 
- Une arborescence fonctionnelle si Oi est une fonction. Cette 
arborescence fonctionnellt> est la représentation principale de la 
fonction Oi : ~p( oi)· 

Les représentations par ~ et par ~P d'un atome ou d'une liste sont identiques 
i.e: si Oi est un atome ou mw liste, ~(oi) = ~p(oi)· 

La représentation générale d'une liste est illustrée par la figure 4. 7. 
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JR (o) 
p 1 

Le Modèle P 3 : définition formelle 

~ 
... :!R(o) 

JR (o ) p n 
p 2 

Figure 4. 7 : Représentation d'une liste d'objets 

Exemple 
La liste < toto < 1 2> car o car > est représentée par 1' arbre de réduction 
de la figure 4.8. 

Figure 4.8 : Représentation de la liste < toto < 1 2> car o car > 

La section suivante décrit la représentation des applications par la fonction de 
représentation ?R. 

2 L'application 

2.1 Définition d'une application 

L'application est l'unique opération des LFSV. Cette opération admet deux opé
randt>s. Le premier est nécessairement une fonction, c'est la fonction à appli
quer. Le second est une suite d'objets du langage. Chaque objet de cette suite est 
un argument de la fonction à appliquer. L'ordre des arguments d'une fonction 
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est important; c'est la raison pour laquelle on parle de suite d'arguments et non 
pas d'ensemble d'arguments. La fonction à appliquer ainsi que ses arguments sont 
appelés les composants de l'application. La notation f : o1 o2 ••• On symbo
lise aussi bien l'application d'une fonction f à une suite d'arguments obo2, ... ,on 
que l'objet résultat de cette même application. f : o1 o2 ••• On est la forme 
non réduite de l'objet résultat de cette même application. L'évaluation d'une 
application permet d'aboutir à la forme réduite de l'objet résultat de l'application. 

2.2 Types d'applications 

Rappel : Nous distinguons trois types d'applications : 

• les applications de type 1 

où tous les composants de l'application sont des ob jets dans leur forme 
r~duite. 

• les applications de type 2 

La fonction à appliquer est un objet non réduit. Le résultat de l'application 
de la fonction faux arguments o1 ,o2 , ••• ,on est une fonction P qui s'applique 
à a1 a 2 ... ak, une suite d'arguments dans leur forme réduite. La fonction 
fest par hypothèse dans sa forme réduite. 

• les applications de type :3 

où .il existe au moins un indice i tel que le ieme argument de la fonction f 
est un objet calculable c.à.d non réduit. 

Toute application est obtenue par combinaison de ces :3 cas de figure. 
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2.3 Notion de nœud cible 

Soit la fonction à appliquer/, représentée par un nœud fonctionnel m, et o1 ,o2 , ••• ,o,. 
ses arguments. Chaque argument Oi admet une représentation par ~ et sera 
d~sign~ par le nœud racine de sa représentation principale. Ce nœud est 
appelé nœud cible de la fonction fou du nœud fonctionnel m. Une fonction 
admettant n arguments a n nœud cibles. L'ordre des nœud cibles est important 
tout comme celui des arguments. 

Remarque : Deux nœuds fonctionnels distincts ont leurs nœuds cibles disjoints 
exception faite d'un nœud définition et du nœud racine de la définition qui ont 
les m~nws nœuds cibles (cf. section 8). 

2.4 Notions de nœuds résultats 

• Soit l'application d'une fonction j, représentée par un nœud fonctionnel m, 
aux arguments o1 ,o2 , .•• ,on; la forme réduite du résultat de cette application 
est un objet du langage. Il admet par ?Rune représentation dans le modèle 
P3

• On appelle nœud résultat du nœud m, le nœud racine de cette 
représentation. 

• Soit CS( c1 t---t ck), un chemin séquentiel. On appelle nœud résultat du 
chemin séquentiel CS( c1 ~---+ q ), le noeud résultat du nœud fonctionnel ck. 

2.5 Drapeaux d'activation 

Dans le modèle F\ l'objectif est d'associer à chaque fonction du programme 
l'ensemble de ses arguments. Cette association que l'on appelera un redex est 
effectu~e grâce au mécanisme d'exploration des arborescences fonctionnelles qui 
sera décrit à la section 4.1. Elle est symbolisée par la création de drapeaux 
d'activation. 
Nous distinguons deux activités asynchrones dans le modèle P3 : l'exploration 
des arborescences fonctionnelles, créatrice de redex, et la réduction qui prend 
en compte ces redex en appliquant la fonction à ses arguments. Dans ce but, 
un même redex sera représenté différemment au moment de sa création et au 
moment de sa prise en compte par le mécanisme de réduction respectivement par 
un Drapeau d'Activation de l'Exploration ou DAE et par un Drapeau 
d'Activation de la Réduction ou DAR. 
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• Drapeaux d'Activation de l'Exploration (DAE): Le mécanisme d'ex
ploration permet d'attribuer un DAE à chaque noeud fonctionnel en com
mençant par la racine. L'affectation d'un tel DAE à un noeud fonctionnel n 
de valeur une fonction f signifie la création d'un red ex impliquant la fonction 
f et ses arguments. Pour désigner les arguments de la fonction j, le DAE 
contient l'ensemble des nœuds cibles de la fonction. Un nœud fonctionnel 
auquel on associe un DAE est dit en cours d'exploration. 
L'application d'une fonction F quelconque à l'ensemble de ses arguments, 
se déclenche par la création d'un premier DAE affecté au noeud racine de 
la représentation principale de la fonction F. La présence d'un DAE sur un 
noeud fonctionnel signifie de plus que la sous arborescence dont il est la 
racine sera explorée. L'ordre dans lequel les DAE sont attribués aux nœuds 
fonctionnels est décrit par les règles d'exploration du système de réécriture 
(cf. section 4 ). 

Un DAE affecté à un noeud fonctionnel n contient les informations suiv
antes : 

- les noeuds cibles de la fonction contenue dans le noeud fonc
tionnel n. 
- La référence du résultat produit par l'application des fonctions 
contenues dans la sous arborescence fonctionnelle dont n est le 
nœud racine. Cette rHérence correspond au noeud résultat du 
chemin séquentiel principal de la sous arborescence. 

• Drapeaux d'Activation de la Réduction (DAR) :un DAR est la deux
ième forme de représentation d'un redex. Il est associé à une suite d'arbres 
de réduction A 1 ,A2 , ••• ,An· Un DAR contient un symbole de fonction f; sa 
présence sur les racines des arbres de réduction A 1 ,A2, ••• ,An déclenche la 
réduction par la fonction f des objets 01 ,o2, ... ,on dont AhA2, ... ,An sont 
les représentations respectives par ?R et ce afin d'obtenir l'objet résultat 
f : o1 o2 ••• On. Le DAR contient également le nom du nœud racine de 
la forme réduite de l'expression f : o1 o2 ••• on, appelé nœud résultat 
intermédiaire. 
La figure 4.9.a illustre un DAE contenant k nœuds cibles n1 n2 ••• nk et un 
nœud résultat R. La figure 4.9.b illustre un DAR contenant un symbole de 
fonction f et le nom d'un nœud résultat intermédiaire R. 

Notion de drapeau complet Un drapeau complet doit contenir toutes les infor
mations spécifiées selon son type. Il est dit incomplet sinon. Concrètement, un 
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DAE DAR 

1 n 1, n 2, ... ,nk R f R 

a b 

Figure 4.9 : Drapeaux d'activation 

drapeau incomplet ne représente pas une application et ne peut être considéré en 
tant que tel que s'il devient complet. 

2. 6 Création partielle d'un nœud 

Dans F\ la forme réduite et la forme calculable d'une même expression peuvent 
parfois "coexister" dans le but d'anticiper l'évaluation. Comme l'objet résultat 
n'est pas encore obtenu, la forme réduite de l'objet se représente par un nœud 
unique dont la valeur n'est pas connue. On dit qu'il s'agit d'un nœud résultat en 
Ptat de création partielle. Par opposition, un nœud, quel que soit son type et 
ayant une valeur, est dit en état de création effective. Ce concept de double 
repr~sentation de l'objet est utilisé également dans l'interprétation des langages 
QLISP [GRC89] et Multilisp [Hal8.5] qui sont respectivement des extensions des 
langages LISP et SCHEME par des structures exprimant explicitement le paral
l~lisme. Un nœud fonctionnel en état de création partielle est représenté par le 
symbole de la figure 4.10.a. Un nœud de donnée en état de création partielle est 
n·pr~senté par le symbole de la figure 4.10.b. Enfin, un nœud de type quelconque 
en état df' création partielle est représenté par le symbole de la figure 4.10.c. Un 
noeud en état de création partielle devient en état de création effective dès qu'il 
acquiert une valeur. 

(] 
a b c 

Figure 4.10 : Noeuds en état de création partielle 
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2. 7 Représentation initiale d'une application 

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à la représentation initiale d'une ap
plication. Celle-ci est obtenue à partir de celles de ses composants. 

Détaillons la représentation des composants : 

1. La fonction à appliquer 

La fonction à appliquer est soit un objet dans sa forme réduite, dans ce cas, 
il s'agit d'une composition de fonctions; soit un objet calculable : il s'agit 
alors d'une application. 

• casl : fest une composition de fonctions 
fest donc représentée par une forêt d'arborescences fonctionnelles. 

• cas2 : fest une application de la forme g : o1 o2 ••• On 

fest donc le résultat d'une application. A ce stade de la représentation, 
l' l' . ' , ' , l ' d 1 f app 1catwn g : o1 o2 ••• On n a pas encore ete eva uee, et one a orme 
réduite de f n'est pas connue. Dans ce cas, fest représentée par un 
nœud fonctionnel unique . Ce nœud est un nœud résultat dans l'état 
de création partielle. Il s'agit de la racine de la future arborescence 
fonctionnelle principale devant représenter f 

2. les arguments 
Un argument o; est soit une composition de fonctions, un atome, une liste 
ou une application. 

• casl : o; est une composition de fonctions 
Il admet donc pour représentation une forêt d'arborescences fonction
nelles dont l'une est l'arborescence fonctionnelle principale. 

• cas2 : o; est un atome ou une liste. 
Il est donc représenté par un arbre de réduction. 

• cas3 : o; est une application de la forme g : a 1 a2 • • • ak. Sa forme 
finale n'est pas connue au moment de la représentation. L'argument 
o; est dans ce cas représenté par un nœud unique en état de création 
partielle. Ce nœud est également le nœud résultat de l'application 
g: a1 a2 ••• ak. Le type de l'objet résultat est également inconnu, par 
conséquent 1 'unique nœud représentant o; "n'a pas de type". Il sera 
typé au moment de l'obtention de la forme réduite de l'argument. 

En résumé. unt> application f : a 1 a2 ... an est représentée par : 
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1. La représentation de la fonction à appliquer f Cette représentation est selon 
le cas une forêt d'arborescences fonctionnelles ou un nœud fonctionnel dans 
l'état de création partielle. 

2. La représentation de chaque argument c.à.d un arbre de réduction ou un 
nœud dans 1 'état de création partielle. 

:3. Un DAE contenant l'ensemble des nœud cibles de la fonction à appliquer 
et qui est associé au nœud racine de l'arborescence fonctionnelle principale 
représentant f. 

Remarque 
Pour une application de type 2, i.e de la forme (f :o1 02 ••• on) : a1 a2 ••. ak, 
1 'application qui constitue la fonction à appliquer est représentée similairement. 
Il en est de même pour toute application représentant un argument qui est une 
application de type :3. 

Si nous utilisons le symbole de la figure 4.11 pour représenter un arbre de réduc
tion. Nous pouvons représenter initialement, les trois types d'application par les 
figures 4.12.a, 4.12.b et 4.12.c: 

Figure 4.11 Symbole représentant un arbre de réduction 

2.8 Exemple d'application 

Soit à représenter l'application A suivante : 

' ou 

!1 0 12 dl) :1 

dl 
(dl :3 

<dl 
< 1 2 > 

5> 
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(a) 

a) cas f: ol o2 ... ok 

(b) DAE 

R~~n __ l __ ,n __ 2 __ ,_._ .. _nk __ ~-R~ 

DAE 

, no2 , ... non 

b) cas (f: ol o2 ... on): al a2 ... ak 

(c) DAE 

niB n.
8

n.,-. n.B nB 1·1 ( ~ 1+ k ·. _ _) 
... . .. 

~ a,.J ~+I '\ 

DAE 

c) cas f: al...ai·l (g: oil oi2 ... oik) ai+l ... an 

Figure 4.12 : Représentation de 3 types d'applications 
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1. tous l~s fi sont des fonctions primitives, 

2. tous les di sont des définitions définies par : 
do= ft o fs 
d1 = adz 
dz = f6 oh 

:3. Les symboles d'application sont numérotés dans l'unique but de pouvoir les 
différencier. 

4. Représentation de l'application 1 
La fonction à appliquer F est calculable ; c'est le résultat de 1 'application 
2. Nous reviendrons plus loin sur la représentation de l'application 2. A 
œ stade, la fonction F est représentée par le nœud np1 en état de création 
partielle. La fonction F admet :3 arguments o1 , Oz et o3 : 

= 
= 

dl 
d1 :3< 1 2 > toto 

<dl 5 > 
qui est un objet calculable 

L 'objf't o1 est représent~ par les d~ux arborescences fonctionnelles de racines 
respPctives les nœuds nd1 et ndz où la première est l'arborescence fonction
nelle principale. 
L "objf't Oz est mw application. Il est donc représenté par le nœud no2 en 
~tat de création partielle. 
L'objet o3 est représenté par l'arbre de réduction de racine 1w3 . La représen
tation de l'application 1 est illustrée par la figure 4.1:3. 

.~ npo 

Figure 4.1:3 : Représentation initiale de l'application 1 
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5. Représentation de l'application 2 
L'arborescence fonctionnelle de racine le nœud fonctionnel np2 est l'arbo
rescence fonctionnelle principale représentant la fonction à appliquer. Les 
arborescences fonctionnelles de racines respectives les nœuds nd0 , nd1 et nd2 

sont les arborescences fonctionnelles secondaires représentant cette même 
fonction. Cette fonction admet deux arguments o4 et os. 

L'objet o4 est représenté par l'arborescence fonctionnelle de racine le nœud 
no4 • 

L'objet os est représenté par l'arborescence fonctionnelle de racine le nœud 
nos, qui est l'arborescence fonctionnelle principale de cette représentation, 
et par les arborescences fonctionnelles secondaires de racines respectives nd1 

et nd2 • La représentation de l'application 2 est illustrée par la figure 4.14. 

no4~ 

~ 
1 fl f7 fl 

(:)( 

~ ~ ~ 
~ ~ ~ 

Figure 4.14 : Représentation initiale de l'application 2 

6. Représentation de l'application 3 
La figure 4.15 illustre la représentation de 1 'application 3. La fonction à 
appliquer dans cette application est représentée par les arborescences fonc
tionnelles de racines np3 , nd1 et nd2 où l'arborescence fonctionnelle de racine 
npa est l'arborescence fonctionnelle principale. Les arguments : 

< 1 2 > 
toto 

sont représentés respectivement par les arbres de données de racine no6 et 
no;. 
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Figure 4.15 : Représentation initiale de l'application 3 

La figure 4.16 résume la représentation simultanée des 3 applications dans le 
modf>le P:3 • 

.. ~ npCj 

Figure 4.16 : Représentation simultanée des trois applications 

Rt>marqut>s 

1. Les nœuds résultat no2 et np1 établissent le lien entre les représentations 
de ces trois applications. 
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2. Les fonctions admettent une représentation unique quel que soit le rôle 
qu'elles jouent dans une application. 

:3. Si une même fonction est utilisée plusieurs fois dans une ou plusieurs appli
cations simultanément, sa représentation figure une seule fois dans l'espace 
de représentation. Le modèle P3 permet donc un réél partage du code. 

Les formes fonctionnelles définies du langage GRAAL [Bel86] permettent, quand 
elles sont appliquées à des arguments, l'obtention d'expressions dont la représen
tation et l'évaluation ne diffère pas de celles des expressions représentées dans 
cette section. La seule vraie différence est que l'obtention de ces expressions est 
basée sur une sémantique propre à chaque classe de formes définies. La section 
suivante décrit la représentation donc des formes fonctionnelles définies. 

3 Les formes fonctionnelles définies 

Dans les LFSV d'ordre supérieur, le programmeur a la possibilité de se définir 
ses proprt>s formes fonctionnelles. L'écriture des programmes se trouve nette
nwnt simplifiée par l'utilisation des nouvelles formes fonctionnelles. La définition 
d'une nouvelle formt> fonctionnelle consiste à écrire un programme qui décrit son 
comportement en utilisant les fonctions prédéfinies ainsi que les fonctions préala- · 
blenwtlt définies. 
Dans GRAAL, il existe deux types de formes fonctionnelles définies : les formes 
méta et les formes U8fT. Ces deux types de formes fonctionnelles diffèrent par 
leurs sémantiques. 

3.1 Les formes méta 

Soit m une forme méta dont le comportement est défini par la composition de 
fonctions : 

m=rn1 o ... om1• 

La sémantique d'application d'une forme méta m ayant n paramètres p1 p2 ••• Pn 
à ses arguments a1 ,a2, . .• ,ak est la suivante : 
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Autn~mf'nt dit, l'application d'une forme méta m à une suite d'arguments revient 
à appliquer le corps de la fonction décrivant le comportement de la forme méta 
m à la suite d'arguments composée de la liste <p1 p2 ••• Pn> suivie des autres 
arguments. C'est la règle classique de la métaévaluation. Une forme méta n'est 
donc rien d'autre qu'un appel de la fonction m dont le premier argument est 
constant et donc connu à l'avance. Par conséquent, sa représentation est un nœud 
définition dont la valeur est le nom du nœud racine de l'arborescence fonctionnelle 
principale représentant la fonction m. Ce nœud est muni d'un DAE incomplet 
contenant le premier nœud cible du nœud définition. La liste des paramètres 
< p1 P'2 •.. p11 >, est représentée par un arbre de réduction. Le DAE associé 
au nœud définition ne déclenche aucune exploration puisqu'il est incomplet. Il 
deviendra complet quand le nœud définition recevra un DAE de son prédécesseur. 
Une application F: a1 a2 ... an où F=f1o ... oj11 tel qu'il existe fi=(mp1 P'2 ... pz) 
une forme méta ayant l paramètres est représentée comme le montre la figure 4.17. 

~ 
~fi+!) 

p 

~ 
1 

.!Rif j.J) 

l 

Figure 4.17 : Représentation d'une forme méta 
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3.2 Les formes user 

Soit u une forme user dont le comportement a été défini par la fonction de même 
nom 

U=U10 ••• OUJ 

La sémantique d'application d'une forme user u ayant n paramètres p11p2, ... ,p11 

est la suivante : 

Autrement dit, l'applicatioù d'une forme user (u PI p2 ••• Pn) à ses arguments, 
conduit d'abord au calcul d'une fonction U, par application de la fonction user 
associ~e, aux paramètres PI ,p2, ... 1Pn· 

La fonction U est obtenue en évaluant l'expression Expu suivante : 

Ex pu = U1 o ... o UJ : P1 P2 ••• Pn 

Plus généralement la fonction U peut faire partie d'une composition de fonctions 
F telle que : 

F !1 oh o ... o fi-1 o Expu o fi+l o ... o fe 

Il s'agit donc, plus généralement, de proposer une représentation pour une com
position df' fonctions dans laquellf' au moins une fonction est une application. 
L'expression Expr; adnwt une représentation par la fonction ~. La fonction U 
n'est pas commf' au moment de la représentation de la fonction F. Par con
s~quent, on ne peut déterminer ~p(U). Afin d'anticiper la représentation de la 
fonction F sans se préoccuper du résultat de l'évaluation de l'expression Expu, 
nous représenterons la fonction U dans ~p(F) par un nœud définition de valeur 
le noeud résultat de l'expression Expu i.e le noeud racine de l'arborescence fonc
tionnelle ~p(U). Ce noeud est en état de création partielle tant que l'expression 
Ex pu n'est pas évaluée. 
Par ailleurs, cette représentation a l'avantage non seulement de permettre la 
représentation de la fonction F quelles que soient les fonctions qui la composent 
mais aussi l'application de la fonction F à ses arguments. La représentation de 
1 'application : 

F: OJ 0'2 ••• 0 5 
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~ 
~fl) 

Le Modèle P3 : définition formelle 

~~o 1\>nQ 
~ 8 

,np2 , ... npn j n 

Figurf' 4.18 Rf'présf'ntation de la forme user 

est illustréf' par la figure 4.18. 

Cette rt>présentation permet une anticipation au niveau de l'évaluation de l'appli
cation u : p1 ••• Pn· Si le résultat de l'application est obtenu avant l'activation 
du nœud définition de valeur le nœud n, il n'y aura pas d'attente au niveau de 
Pexploration de l'arborescence de racine n. 

Sur la figurt> 4.18, seules les représentations principales des objets apparaissent 
étant donné que les fonctions intervenant dans l'application sont définies dans le 
cas général. Les arborescences fonctionnelles secondaires, s'il y en a, font bien 
sûr partie intégrante de la représentation. 

Dans cette section, nous avons décrit la représentation d'une application 
f: a1 a2 ••• a11 quels que soient ses composants. Les composants de l'application 
qui sont les résultats d'autres applications sont représentés par des nœuds résul
tats qui établissent le lien entre les applications. Chaque DAE de cette représen
tation matérialise une demande d'application d'une fonction à ses arguments. Le 
nombrf' initial de DAE correspond au nombre d'applications qui nécessitent d'être 
évaluéf's. Cf' nombrf' augmente au fur et à mesure, par l'exploration parallèle des 
sous arborescences et des arborescences fonctionnelles secondaires. 
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4 Evaluation d'une application 

Soit une application f : a1 a2 ••• a11 représentée dans le modèle par un ensemble 
d'arborescences fonctionnelles, un ensemble d'arbres de réduction et un ensemble 
de DAE associés à certains nœuds fonctionnels. 

L'évaluation d'une application consiste en une exploration des arborescences fonc
tionnelles et la réduction des arguments par les fonctions contenues dans les nœuds 
fonctionnels explorés. 
Nous avons décrit ces deux mécanismes à l'aide d'un système de réécriture com
portant deux types de règles : des règles d'exploration qui permettent la descrip
tion de la propagation de l'exploration dans les arborescences fonctionnelles et 
des règlrs de réduction décrivant 1 'application des fonctions à leurs arguments. 

Dans œtte section, nous définissons les conditions d'application des règles d'ex
ploration et des règles de réduction, puis, nous montrons quelques exemples 
d'application de ces règles. Enfin, nous démontrons la correction du système 
dt> r~~criture i.e l'obtention d'un résultat unique d'évaluation quelque soit l'ordre 
d'application adopté. 

L'annexe A, qui se trouve à la fin de ce chapitre, commente plus en détail 
la composition des règles de réécriture proposées, leurs conditions respectives 
d'application et des exemples de règles de chaque type. 

4.1 Les règles d'exploration 

• (~es règles permettent d'associer à chaque nœud d'une arborescence fonc
tionnt>llt> ses nœuds cibles par l'intermédiaire de l'affectation d'un DAE. 

• Toute arborescence ou sous arborescence fonctionnelle contenant au moins 
un nœud fonctionnel ayant une valeur et possédant un DAE complet 
est candidate à l'application d'une règle d'exploration. 

• La règle à appliquer est choisie en fonction de : 

- la classe du nœud fonctionnel possédant le DAE, 
-la valeur du nœud, si pour une même classe de nœuds 1~ propagation se 
fait différemment pour des valeurs de nœuds différentes, 
-l'existence ou l'absence d'un successeur. 

• L'application d'une règle d'exploration permet le traitement d'un DAE et 
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peut engendrer la création de zéro, un ou plusieurs DAE contenant chacun, 
les nœuds cibles et le nœud résultat du nœud fonctionnel possédant le DAE 
à traiter. 

• Le traitement d'un DAE par une règle d'exploration permet de créer le 
DAR représentant le même redex. Le DAE ainsi traité est supprimé pour 
que d'une part il ne soit pas redondant (le DAR généré représente le même 
redex) et d'autre part parce qu'un DAE complet affecté à un noeud fonction
nel peut toujours être traité par une règle d'exploration, ce qui entraînerait 
une incohérence au niveau de l'évaluation. 

• Un nœud fonctionnel n appartenant aux classes P ou FF, racine d'une 
arborescence fonctionnelle A et possédant un DAE (n1 ,n2 , ••• ,nk;R), où 
n1 ,n2 , ... ,nk sont les nœud cibles du nœud fonctionnel n, crée à la suite 
de l'application d'une règle de propagation, un DAR qu'il affecte à ses ar
guments a 1 ,a2, . .. ,ak désignés par les racines respectives de leurs représenta
tions principales n 1 ,n2, ... ,nk. Ce DAR contient comme symbole de fonction 
la valeur v du nœud fonctionnel n et comme nœud résultat, un nœud NI 
qui t>st la racine de la représentation de la forme réduite de l'objet résultat 
de Papplication v : a 1 az ... ak. 

• ( :baque nœud fonctionnel n possédant un DAE (n1 ,n2, ••• ,nk; R) transmet à 
son succt>sseur, s'il en a un, un DAE (m1 ,m2 , .•• ,mt;R) où m 1 ,m2 , ••• ,mt sont 
les nœud ciblt>s du sucœsseur. Lt> nœud résultat est identiqut> pour le nœud 
11 t>t son sucœsseur puisqu'ils appartiennent au même chemin séquentiel (cf. 
section 2.4). 

La figure 4.19 montre les règles d'exploration R1 et R2 correspondant aux nœuds 
fonction primitive avec (figure 4.19.a) et sans (figure 4.19. b) successeur. L'ensemble 
des règles (Pexploration t>st présenté en annexe à la fin dt> ce chapitrt>. 

Cas particulier : Gestion des DAE incomplets 

Soit>nt net Suce( n) deux nœuds fonctionnels consécutifs d'un chemin séquentiel, 
tel qu'à Suce( n ), est associé, à la construction de l'arborescence fonctionnelle, 
un DAE incomplet ( m1 , ... , m; ... ; - ), tel que m1 , .•. , rn; sont les noeuds cibles. 
constants du noeud fonctionnel suce( n). Le traitement par une règle d'exploration 
d'un DAE (n 1 ,n2 , ... ,nk; R) associé à un noeud fonctionnel n conduit à la 
création d'un DAE ((m1 , ..• , m;, R 1 , R 2, ••• , Rs; R) associé au noeud fonctionnel 
succ(n) où R1 , R2 , ••• , Rs sont les noeuds cibles déterminés par l'exploration du 
noeud n t>t ce quel qut> soit le typt> et la valeur du noeud n. 
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lli!l DAE 

n~l,n2, ... nk 1 R 1 nl • 
,--, 

nk.• 
,--, 

\ \ 

1 V} 1 V} \ \ ,. ........ , ,. __ ,, 
, 

\ ... , 
\ , 

\ 
, 

\ , 
\ 

, 
\ , \ 

, \ 

!.------~ !.------~ 

l 
DAR nB J__ !E ' 

R ,l. 
nl • \ nk• \ 

1 V} 1 o;,' 
\ \ ,.. __ .,, ,. __ ... , 
, 

\ ... , 
\ , \ 1 \ 

1 \ 
, 

\ 
1 \ 

, 
\ 

!.------~ !------~ 

~ DAE 

1 n 1, n 2, ... ,rut R J nl , ... --.\ nkl 
,-- ... 

\ 

nG p) 1, v.' 1 o;,l 
\ ,._ .... " ,. ......... , 

1 \ ... 1 ' 

é 
, 

\ 
, 

\ , 
xl \ 

, 
xk \ , \ 

, 
\ 

!. .......... .! !------~ 

1 DAR , , \ 

\ , 
\ 

L. _l_ 
, \ fp NI ~-------' ' nl nk 1 \ , \ 

1 'V.' 1 '(,' 

'~ 
\ \ ,. __ ... , ,. ........ , 
1 \ ... , 

\ , 
' 

, 
' , 

\ 1 ' , 
' , \ 

! ______ 1 !------~ 
DAE 

NI 1 R 1 g , .... -- .... , NI 
' \ 

1 ' , 
\ t,_ v 1 , 

\ , , 
\ 

' , \ , t, _______ , 
... __ , 

Figure 4.19 : Règles d'exploration pour un nœud fonction primitive 
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Ce comportement est illustré par la règle suivante (cf. figure 4.20) : 

D 

' , ' , ' , ' , ' 
~---·-··' 

D 

DAE 

' , ' 
1 ' , ' , ' 
~------~ 

DAE 

Figure 4.20 : Exploration d'un noeud en possession d'un DAE incomplet 

Le DAE incomplet a le rôle de compléter les DAE associés au noeud fonction
nel Succ(n) par le mécanisme d'explor~tion. Il reste inchangé pour permettre la 
transmission des mêmes informations en cas d'explorations successives ou simul
tanét>s. 

4.2 Les règles de réduction 

• En s'appliquant à une suite d'arguments munis d'un DAR, une règle de 
réduction pernwt l'obtention de la forme réduite de l'objet résultat de 
l'application de la fonction spécifiée dans le DAR. 

• Chaque suite d'arguments possédant un DAR est donc candidate à l'appli-
. d' ' 1 d 'cl . catwn une reg e e re uctwn. 

• La règle à choisir dépend : 

- du symbole de fonction contenu dans le DAR. 
- des objets arguments, (si pour deux types d'objets différents le traite-
ment à efft>ctuer n'est pas le même.) 
-de l'état de création des nœuds racines des arbres de réduction représen
tant les arguments. 
- de l'existence ou non du nœud résultat spécifié dans le DAR. Ce nœud 
s'il n'existe pas déjà est créé par l'application de la règle de réduction. Dans 
le cas contraire, il change d'état à la suite de l'application de la- règle de 
réduction puisqu'il a désormais une valeur donc il passe dans l'état de créa
tion effective. 
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• Un DAR représente une application d'une fonction à ses arguments. Le 
traitement par une règle de réduction fournit le résultat de cette application. 
Le redex - c.à.d le DAR- est supprimé après application d'une règle de 
réduction à ce DAR. 

La figure 4.21 illustre un exemple de règles de réduction pour le traitement d'un 
DAR contenant le symbole de fonction primitive add. De même que pour les 
règles d'exploration, des exemples de règles de réduction se trouvent en annexe, 
à la fin de ce chapitre. 

Remarque Le système de réécriture ainsi défini est déterministe i.e pour un 
drapeau particulier associé à un ensemble de noeuds, une seule règle est appli
cable. Pour un DAE, cette règle dépend du type, de la valeur, de la présence 
d'un successeur et de la présence d'un DAE incomplet sur le successeur. Pour un 
DAR, la règle adaptée dépend du type du noeud et de son état de création et, le 
cas échéant, de sa valeur. 

5 Exemples 

Dans lt> but d'éclaircir encore plus le fonctionnement du modèle P3 , les exemples 
suivants illustrent l'évaluation de plusieurs expressions dans le modèle P3 • Pour 
en faciliter la compréhension, nous noterons que : 

• Chaqut> drapeau d'activation sur les schémas, illustre un traitement poten
tiel et donc le nombre de drapeaux dans une étape de l'évaluation montre 
les activités que 1 'on peut effectuer en parallèle à un moment donné. 

• Dans un souci de clarté, les arguments quel que soit leur type seront représen
tés à droite sur les schémas illustrant les étapes du calcul. 

5.1 Exemple! 

Cet exemple illustre l'évaluation de l'expression suivante : 

a (binul div (este 5)) : < 3.5 40 10> 

qui permet de diviser par 5 tous les éléments de la liste < 35 40 10 >. 
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RD@ 
1 2 vk : entiers v ,v , ... , 
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Figure 4.21 : _.' . ur la fonction primitive add Règles de réduc~l~IB_po 
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Cet exemple met l'accent sur la multi-exploration d'une même arborescence fonc
tionnelle par propagation simultanée d'un groupe de DAE 4 (les DAE 2 et 3 
sur les figures 4.22.b et 4.22.c). Cet exemple illustre également le parallélisme 
de réduction engendré par l'exploration d'une même arborescence fonctionnelle 
(traitement simultané des DAR 1, 2 et 3 sur la figure 4.23). 

Toutes les transformations intermédiaires sont illustrées par les figures 4.22 et 
4.2:3. 

Etapes d'évaluation 

• L'application de la règle d'exploration R6 (cf. section 8), permet de passer 
de l'état décrit par la figure 4.22.a à celui de la figure 4.22.b. Le nœud R 
racine de l' arbre de réduction résultat est créé. 

• Le DAE2 est ensuite traité par application de la règle d'exploration RIO. 
Le nœud de donnée de valeur 5 est dupliqué de façon parallèle 3 fois. On 
obtient les nœuds de donnée n4, n5 et n6. Le DAE3 est alors créé (figure 
4.22.c ). 

• Les DAE:3 sont traités simultanément par la règle d'exploration RI. Les 
DAR 1, 2 et :3 sont alors créés (figure 4.2:3.a). 

• Ces DAR sont ensuite traités simultanément par application de la même 
rf.gle. Cette étape illustre bien le parallélisme de réduction du modèle P3

. 

5.2 Exemple 2 

Cet exemple illustre l'évaluation de l'expression suivante : 

{ + car cdr o car } : A 

où A est un objet quelconque. 
L'exemple met en évidence la possibilité d'explorer simultanément plusieurs 
sous arborescences distinctes (DAE 2, 3 et 4 sur la figure 4.24), mais aussi la 
possibilité d'anticiper sur l'exploration, illustrée par le traitement possible du 
DAE4 avant les DAE 2 et :3. 

Etapes d'évaluation 

4 c'est un ensemble de DAE affecté simultanément au même nœud fonctionnel 
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DAEl 
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n~ v-LQ) 

. 4 22 : Exemple 1 F1gure · 
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Pour cet exemple, nous ne décrivons pas toutes les étapes de réduction. De plus, 
nous suivrons les transformations effectuées sur la représentation du programme 
uniquement. La représentation initiale de l'expression de 1 'exemple 2 est donnée 
par la figure 4.24.a. L'application de la règle d'exploration R5 pour traiter le 
DAEl entraine la création des DAE 2, 3 et 4 (figure 4.24.b). Ces trois DAE 
peuvent être traités indépendamment les uns des autres par la règle d'exploration 
Rl, puisqu'ils sont placés sur 3 nœuds fonction primitive. 

5.3 Exemple 3 

Cet exemple illustre 1 'évaluation de 1 'expression : 

{list (este 5) id } : A 

où A est un objet quelconque. 

Cet exemple met en avant la possibilité d'anticipation sur l'application des règles 
d'exploration (traitement du DAE4 sur la figure 4.25.b) et des règles de réduction 
(traitement du DARI sur la figure 4.25.c). Ceci est faisable grâce à la création 
anticipf.e des nœuds résultats qui permet la transmission de DAE complets, prêts 
à être traités par des règles d'exploration. Sans cette possibilité, le DAE4 ne peut 
être traité avant les DAE 2 et :3. 

La représentation initiale de cette expression est illustrée par la figure 4.25.a. 

Etapes d'évaluation 

Le traitement du DAEl par application de la règle d'exploration R5 entraine 
comme dans l'exemple précédent, la création de 3 DAE (figure 4.25.b ). Supposons 
cpw, pour une raison quelconque, nous décidions de traiter le DAE4 d'abord, par 
application de la règle Rl (figure 4.25.c). Le DARI est alors créé. Pour ce dernier 
la règlt> qui s'applique est la règle de réduction Rl5. Cette règle est applicable 
qut>ls que soient le type et l'état des nœuds cibles. L'application de cette règle 
est illustrée par la figure 4.26. 

5.4 Exemple 4 

Dans cet exemple, nous évaluerons deux expressions, d'abord l'expression 1 

0' o (binulff binulc div): A 

-122-



.). Exemples Chapitre 4 

DAEl 

a) 

n 

b) 

Figure 4.24 : Exemple 2 
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Figure 4.25 Exemple:3 
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où binulff est la forme fonctionnelle binul, binulc est le combinateur associé à la 
forme fonctionnelle binul utilisé ici connue paramètre de la forme fonctionnelle 
binulff. A est un argument quelconque représentée par la structure de racine le 
no"ud n; puis l'expression 2 : 

(a o (binulff binulc div): A):B 

où B est un objet quelconque. 

Cet exemple montre l'utilisation des fonctions en arguments (le nœud ni sur 
la figure 4.27. b). Nous montrons également la prise en compte des fonctions 
d'ordre supérieur (traitement des DAE 1 et 2 respectivement sur les figures 
4.27.b et 4.27.c) et l'obtention des fonctions en résultat (l'arborescence fonction
nelle de racine le nœud RI sur la figure 4.28). Il illustre aussi un deuxième cas 
d'anticipation (traitement du DAE:3 sur la figure 4.27.b). Dans le cas du traite
ment de l'expression 2 (voir plus haut), en anticipant sur le traitement du DAE:3, 
on peut anticiper sur l'exploration de l'arborescence fonctionnelle de racine RI 
(figure 4.29.b) même si celle-ci n'est pas complètement construite. A remarquer 
également que la création du nœud RI se fait seulement pour le traitement de 
l'expression 2 dans le but d'anticiper sur le traitement. 

Etapes de l'évaluation 

• expressiOn 1 
La représentation initiale de cette expression est illustrée par la figure 4.27.a. 
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Figure 4.27 : Exemple 4 
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En appliquant la règle Rll, on obtient la représentation de la figure 4.27. b. 
Si pour une raison quelconque, nous choisissons d'appliquer la règle RI au 
DAE:3 avant de traiter le DAE2, le DARI est alors créé (voir figure 4.27.c). 
Ce DAR contient un symbole de combinateur. Les règles applicables dans ce 
cas de figure s'appliquent quel que soit l'état des nœuds cibles. On obtient 
l'arborescence fonctionnelle de racine le nœud R 1 en état de construction 
partielle (voir figure 4.28). 

• expression 2 

L'expression 2 est représentée initialement par la figure 4.29.a. L'anticipation 
au niveau de l'exploration apparaît sur la figure 4.29.b, où la règle d'exploration 
R6 a pu être appliquée, avant que la totalité de l'arborescence fonctionnelle 
de racine R1 soit entièrement construite. 

....-- .... 

n { 't 
' , ,. -- ... , , \ , \ 

,' A \ 
1--------' 

Figure 4.2~ : Exemple 4 (suite) 

nl~ 

6 Preuve de vérification de la propriété de Church 
Rosser du système de réécriture 

De par sa définition, le système de réécriture traduit les deux contraintes d'application 
suivantes : 

1. Une règle d'exploration ne peut être appliquée à un DAE que sous deux 
conditions : 
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Figure 4.29 : Exemple 4 (suite) 
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- le nœud fonctionnel auquel le DAE est affecté, est en état de 
création effective. 
- le DAE est complet. 

2. Une règle de réduction ne peut être appliquée à un DAR (f,R) que si la 
fonction est non stricte sur ses arguments ou si les nœuds cibles désigant 
les fonctions sur lesquels la fonction est stricte sont dans 1 'état de création 
effective. 

Pour prouver la correction du système de réécriture, il faut prouver que quel que 
soit l'ordre d'application des règles de réécriture énoncées plus haut, le résultat 
est uniquf'. Formulé autrement, il faudrait prouver que pour chaque paire de 
drapeaux d'activation D1 et D2 que l'on peut respectivement traiter par deux 
règlf's du système de réécriture R1 et R2 : 

- soit l'ordre d'application des règles est unique, 
- soit l'ordre d'application des règles n'a aucune importance : le ré-
sultat obtenu après application des deux règles de réécriture quel que 
soit l'ordrf' d'application retenu est identique. 

Nous dPmontrons cettf' propriété en distinguant 3 cas : 

- D1 et D2 sont des DAE. 
- D1 est un DAE et D2 est un DAR. 
- D1 et Dz sont des DAR. 

L<"s cas auxquels nous nous intéressons sont ceux où les deux drapeaux ont un 
li<"n commun i.e ils contiennent des informations communes ou alors l'ensemble 
des nœuds auxquels ils sont attribués ne sont pas disjoints. Le cas où les deux 
drapeaux sont indépendants est un cas évident où l'ordre d'application des règles 
n'a pas d'importance. 

• Cas 1 : 
D1 = ( n 1 , n 2 , ... , nk; N R1 ) affecté à un noeud fonctionnel N1 • 

D2 = (mt, mz, ... , rnt; N Rz) affecté à un noeud fonctionnel N2 • 

Nous pouvons assurer les propriétés suivantes : 

- Vi, j ni =f. mj, .si N1 =f. N2 puisque les noeuds cibles de 
deux noeuds fonctionnels distincts sont toujours disjoints. 

-129-



Chapitre 4 Le Modèle P 3 
: définition formelle 

- N R1 # N R2 En effet, l'information nœud résultat est com
mune à tous les DAE associés aux nœuds fonctionnels composant 
un chemin. Or l'exploration d'un chemin séquentiel s'effectuant 
séquentiellement, il ne peut y avoir deux DAE non traités appar
tenant au même chemin. 

Casl.l: N2 = NR1 
Autrement dit le drapeau D2 est affecté au noeud résultat du chemin séquen~ 
tiel auquel appartient le noeud Nt. Soit C ce chemin. Tant que le DAR, 
créé par application d'une règle d'exploration au dernier DAE du chemin 
séquentiel C, n'est pas traité, le noeud N Rt est en état de création par
tielle. Dans ce cas, d'après la contrainte 1, l'ordre d'application des règles 
est unique : La règle Rt est prioritaire. 

Le cas où Nt = N R2 est similaire. 

Cas 1.2: NRt =mi iE[1,l]. 
i.e Le 110eud résultat du chemin séquentiel C est le ième noeud cible du 
noeud fonctionnel N2 • Pour la même raison évoquée pour le cas 1.1, le 
noeud N R1 est en état de création partielle. L'application de la règle Rt, 
produit le DAR (!1 , N 11), associé aux noeuds n1 , n 2 , ••• , nk; l'application 
de la règle R2 produit le DAR (h, N 12 ), associé aux noeuds mt, m2, ... , m1 
et ce quel que soit l'ordre d'application. Plusieurs cas sont alors possibles 
pour les DAR créés (cf. Cas :3). 

Le cas où N2 = ni E [1, k] est similaire. 

• Cas 2 : 
D1 = (nt, n2, ... , nk; N R1 ) affecté à ml noeud fonctionnel N1. 

Ih = (!, N R2 ) associé aux noeuds m 1 , m 2 , ••• , m1. 

Nous pouvons assurer les propriétés suivantes : 

- N R1 # N R2 Pour les mêmes raisons évoquées dans le cas 1. 
-V i,j ni # mj, si N1 # N2 puisque les noeuds cibles de 
deux noeuds fonctionnels distincts sont toujours disjoints. 

Cas 2.1: NR2 =ni i E [1,k]. 
Le noeud N R2 est dans 1 'état de création partielle puisque le drapeau D 2 

n'est pas encore traité. Les deux règles de réécriture peuvent s'appliquer 
dans un ordre quelconque; l'application de la règle d'exploration R1 au DAE 
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entraîne la création d'un DAR= (ft, N II) associé aux noeuds nt, n 2 , ••• , nk. 

L'application de la règle de réduction R2 au DAR détermine la valeur du 
noeud N R2 • Ces deux actions ne sont pas conflictuelles et peuvent, par 
conséquent, s'effectuer dans un ordre quelconque. 
Cas 2.2 : N R2 = N1 

Dans ce cas, pour respecter la contrainte 1, l'ordre d'application des règles 
est unique : d'abord R2 ( qui permettra au nœud N R 2 de devenir en état 
de création effective), puis R1 • 

Cas 2.3: NR1 = mj, j E [1,1]. 
Dans ce cas, le jième argument de la fonction fest en état de construction. 
Si la fonction fest stricte sur cet argument, l'ordre d'application des rè
gles est unique. Dans le cas contraire, l'ordre d'application des règles est 
quelconque; le résultat obtenu est le même. 

• Cas 3 

D1 = (!11 N Rl) associé aux noeuds n 1, n 2 , ••• , nk. 

D 2 = (h, N R2 ) associé aux noeuds mt, m2 , .•. , mt. 

Lt> seul cas à étudier est le cas où : 
NRI = 7Hj, i E [l,l]. 
Dans ce cas, si la fonction h est stricte sur son ième argument, alors l'ordre 
d'application des règles est unique (R1 puis R2 ). Dans le cas contraire, quel 
qut> soit l'ordre dans lequel ces drapeaux sont traités, le résultat obtenu est 
identique. 

Lt> cas où lV R2 = ni, E [1, k] peut être traité de façon similaire. 

Nous avons démontré que pour chaque paire de drapeaux complets : soit l'ordre 
d'application est unique ou sans importance, le résultat obtenu est identique 
aprf>s application des dt-ux règles. En réitérant ce raisonnement tout au long de 
l'évaluation pour chaque paire de drapeaux, nous en concluons que le résultat 
final obtt>nu est unique quel que soit l'ordre d'application des règles de réécrit
urt>. Cette propriété met en évidence le parallélisme potentiel du modèle. En 
efft>t, lt-s drapeaux appartenant à un ensemble de drapeaux pour lesquels deux 
à dt>ux, l'ordrt> d'application n'a pas d'importance peuvent être pris en compte 
simultanément. 
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7 Conclusion 

Nous avons présenté dans ce chapitre, une description formelle du modèle P3 en 
définissant une fonction 3? de représentation des objets (simples ou des expres
sions) et un système de réécrit ure, dont nous avons démontré la correction, qui 
décrit les mécanismes du modèle : l'exploration et la réduction. 

Les caractétistiques principales du modèle P 3 sont d'abord la représentation des 
expressions proposée. En effet, les fonctions et leurs arguments sont représen
tés de manière séparée. Les liens entre fonctions et arguments se font progres
sivement grâce au mécanisme d'exploration et sont symbolisés par les drapeaux 
d'activation. 
Le modèlt> P 3 se caractérise également par ses deux activités asynchrones qui 
s'effectuent en parallèle. 
La description que nous avons faite du modèle est celle de la version étendue. 
Les fonctions d'ordre supérieur y sont utilisées permettant un elargissement de 
l'ensemble dt>s expressions fonctionnelles pouvant être prises en compte dans le 
modèle P 3

. 

Nous avons également montré dans ce chapitre, à travers quelques exemples, com
nwnt sont exploitées les dt>ux formes de parallélisme des langages fonctionnels. Le 
modèle prést>nte plusieurs formes d'anticipation : l'anticipation à l'exploration et 
l'anticipation à la réduction. La première forme d'anticipation est possible grâce 
à la création anticipée des nœuds résultats. L'anticipation à la réduction est pos
sihlt> grâct> à la nature non stricte de certaines fonctions. 

Lt> chapitrt> suivant présente une optimisation du système de réécriture visant à 
minimiser les créations de nœuds résultats intermédiaires tout en gardant l'aspect 
attrayant de l'anticipation. 
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8 Annexe A : Le système de réécriture 

Avant de décrire les règles d'exploration et les règles de réduction, nous définissons 
d'abord un ensemble de symboles que l'on utilisera dans cette description. 

8.1 Symboles utilisés 

Un nœud se caractérise par les informations suivantes : 

1. Son nom qui permet de le désigner sans équivoque, 

2. son type : fonctionnel ou donnée, 

:3. Sa classe : 
pour un nœud fonctionnel, nous distinguons les classes suivantes : 

p 
FF 
D 

pour la classe des nœuds fonction primitive. 
pour les nœuds forme fonctionnelle. 
pour la classe des nœuds définitions 

Pour un nœud dt> donnée nous avons les classes suivantes : 
L pour la classe des nœuds liste. 
A pour la classe des nœuds atome. 

4. sa valeur, 

5. son état df' création : partiellf' si lf' nœud n'a pas de valeur et état de créa
tion effective sinon. 

Unf' arborescf'nce fonctionnelle, un arbre de données ou plus généralement, un 
arbre de réduction se caractérisent par : 

1. leur nœud racine contenant toutes les informations décrites ci-dessus. 

2. leur état de construction : un arbre de réduction est partiellement con
struit s'il existe au moins un nœud leur appartenant qui est dans l'état 
création partielle. Dans le cas contraire, ils sont dits complitcmcnt constru
its. 



Chapitre 4 

1. Les nœuds fonctionnels 

1 ' 
' ' ' , .......... 

2. Les nœuds de données 

'ffi 
'(] 
'CL::) 

:3. Noeuds quelconques 

n , ............. , ' , 1 
, 1 

' 1 

\._ 'ri ) 
' ,' 

Le Modèle P 3 
: définition formelle 

nœud fonctionnel de nom n dans l'état 
de création effective. Il a une valeur v 
et appartient à la classe T 

nœud fonctionnel de nom n dans l'état 
création partielle. La valeur et la classe 
du nœud sont inconnues au moment où 
ce nœud est représenté 

nœud fonctionnel de nom n ; son état 
de création est quelconque i.e il est en 
état de création effective ou partielle. 

nœud de donnée de nom n dans l'état 
de création effective ayant une valeur v 
et appartenant à la classe T 

nœud de donnée de nom n dans l'état 
création partielle. 

nœud de donnée de nom n dont l'état 
de création est quelconque. 

nœud de type quelconque i.e c'est un 
nœud fonctionnel ou nœud de donnée, 
de nom n de valeur v et de classe T 
(quelconque) dans 1 'état de création ef
fective. 

nœud de type quelconque de nom n 
dans l'état création partielle. 

nœud de type quelconque de nom n 
dont l'état de création est quelconque. 

-1:34-



8. Annexe A : Le système de réécriture Chapitre 4 

4. Les arborescences fonctionnelles 

ne 
' \ ' \ ' \ 

,' D \ 
' \ 

~----------J 

D 

' 1 
1 \ 

' \ 
1 \ 

' \ 1 \ , __________ ! 

5. Les arbres de données 

D ([) 

/ \ 
' . ' \ ' . ' x \ ' \ 

, __________ ! 

6. Les arbres de réduction 
... - ...... 

n , '\, 
' . 
1\ 'V ) 

l.,. ........ \ 
' \ ' . 1 \ 

' . ' \ ' . ' . 1 • 
, ___________ , 

arborescence fonctionnelle principale 
représentant la définition D ayant 
pour sommet le nœud fonctionnel de 
nom n. L'état de construction de 
l'arborescence fonctionnelle est quel
conque. 

Arborescence fonctionnelle ayant pour 
nœud sommet un nœud fonctionnel 
dans l'état de création effective ayant 
pour valeur v et appartenant à la classe 
T. Ce nœud admet au moins un suc
cesseur. L'état de construction du reste 
de 1 'arborescence fonctionnelle est quel
conque. 

Arbre de donnée ayant pour sommet un 
nœud de donnée de nom n. Cet ar
bre représente un objet x dont l'état de 
création est quelconque. 

arbre de réduction de sommet un nœud 
n dans l'état de construction quel
conque. 

Le diagramme de la figure 4.30 illustre tous les symboles décrits précédemment, du 
plus général au plus particulier en précisant pour chacun quels sont les symboles 
dont il est la représentation générale. 

Le diagramme de la figure 4.:31 montre les dépendances entre ces différents sym
boles. 

8.2 Le système de réécriture 

Le système de réécriture décrit ci-dessous comprend deux types de règles : 
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F: fonctionnel 
D: donnée 

Le Modèle P 3 : définition formelle 

........... , 
, ' 
' ' 1 1 
' 

E: création effective 
P:création partielle 

FigurP 4.:30 : Hiérarchie des symboles utilisés pour la représentation des nœuds 

ng 
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--------~ 

ng 
1 ' , ' 

.': __ J2 ___ :\ 

\ 
\ 

\ 
\ , _______ , 

n({) 
1 \ 

1 \ , \ 

1 x \ 
~--------· 

Figure 4.:31 : Hiérarchie des symboles utilisés pour la représentation des arbres 
de réduction 
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• des règles d'exploration 

• des règles de réduction 

8.2.1 Les règles d'exploration 

• Ces règles permettent d'associer à chaque nœud d'une arborescence fonc
tionnelle ses nœuds cibles par l'intermédiaire de l'affectation d'un DAE. 

• Toute arborescence ou sous-arborescence fonctionnelle contenant au moins 
un nœud fonctionnel ayant une valeur et possédant un DAE complet 
est candidate à l'application d'une règle d'exploration. 

• La règle à appliquer est choisie en fonction de : 

- la classe du nœud fonctionnel possédant le DAE, 
- la valeur du nœud, si pour une même classe de nœuds, la propagation 
se fait différemment pour des valeurs de nœuds différentes, 
-l'existence ou l'absence d'un successeur. 

• L'application d'une règle d'exploration permet le traitement d'un DAE et 
peut engendrer la création de zéro, un ou plusieurs DAE contenant chacun, 
lt>s nœuds cibles et le nœud résultat du nœud fonctionnel possédant le DAE 
à traitt>r. 

• Le traitement d'un DAE par une règle d'exploration permet de créer le 
DAR représentant le même redex. Le DAE ainsi traité est supprimé pour 
qut> d'une part il ne soit pas redondant ( le DAR généré représente le même 
redt>x) et d'autre part parce qu'un DAE complet affecté à un noeud fonction
nel peut toujours être traité par une règle d'exploration, ce qui entraînerait 
une incohérence au niveau de l'évaluation. 

• Un nœud fonctionnel n appartenant aux classes P ou FF, racine d'une 
arborescence fonctionnelle A et possédant un DAE (n1 ,n2 , ••• ,nk;R) où 
n1 ,n2 , . •• ,nk sont les nœud cibles du nœud fonctionnel n, crée à la suite 
de l'application d'une règle de propagation un DAR qu'il affecte à ses argu
ments a1 ,a2 , • •• ,ak désignés par les racines respectives de leurs représenta
tions principales n1 ,n2 , ••• ,nk. Ce DAR contient comme symbole de fonction 
la valeur v du nœud fonctionnel n et comme nœud résultat, un nœud NI 
qui est la racine de la représentation de la forme réduite de l'objet résultat 
de l'application v: a1 a 2 ... ak. 
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• Chaque nœud fonctionnel n possédant un DAE (n1 ,n2 , .•• ,nk; R) transmet à 
son successeur, s'il en a un, un DAE ( nt1 ,m2 , ••• ,m1;R) où m 1 ,m2, ••• ,nt1 sont 
les nœud cibles du successeur. Le nœud résultat est identique pour le nœud 
n et son successeur puisqu'ils appartiennent au même chemin séquentiel (cf. 
section 2.4). 

Cas particulier : Gestion des DAE incomplets 

Soient n et Suce( n) deux nœuds fonctionnels consécutifs d'un chemin séquentiel, 
tel qu'à Succ(n), est associé, à la construction de l'arborescence fonctionnelle, un 
DAE incomplet ( m 1 , ..• , mi ... ; -),tel que m 1 , ••. , mi sont les noeuds cibles con
stants du noeud fonctionnel Suce( n). Le traitement par une règle d'exploration 
d'un DAE (n1 , n 2 , ••• , nk; R) associé à un noeud fonctionnel n conduit à la créa
tion (fun DAE ((m1 , ••• ,mi,R1 ,R2,···,Rs); R) associé au noeud fonctionnel 
Succ(n) où R1 , R2 , ... , Rs sont les noeuds cibles déterminés par l'exploration du 
noeud n et ce quel que soit le type et la valeur du noeud n. 

Ce comportement est illustré par la règle suivante (cf. figure 4.32) : 

D 

' , ' , ' , ' , ' 
~-------' 

DAE 

D 

DAE 
DAE 

' 1 ' 
1 ' 

1 ' 
1 ' 

~------·' 

Figure 4.32 : Exploration d'un noeud en possession d'un DAE incomplet 

Le DAE incomplet a le rôle de compléter les DAE associés au noeud fonctionnel 
Suce( n) par le mécanisme d'exploration. Il reste inchangé pour permettre la trans
mission des mêmes informations en cas de multi-exploration ou d'explorations 
success1ves. 

Nous distinguons trois groupes de règles d'exploration suivant la classe de nœuds 
fonctionnels .. 

1. Les nœuds fonction primitive 
Les règles applicables dans ce cas sont les règles R1 et R2 de la figure 4.33. 
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Figure 4.:3:3 : Règles d'exploration pour un nœud fonction primitive 
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Quelle que soit leur valeur, les nœuds fonction primitive possédant un DAE 
donnent lieu à 1 'application de la règle R2 si le nœud fonction primitive a 
un successeur et à l'application de la règle R1 dans le cas contraire. Dans 
les deux cas, le nœud fonction primitive crée un DAR qu'il affecte à ses 
nœud cibles. Ce DAR contient la valeur J, du nœud fonction primitive et 
le nom du nœud résultat de l'application de la fonction J, aux arguments 
d~signés par les nœud cibles dans le DAE. Si le nœud fonction primitive 
n'a pas de successeur, le nœud résultat intermédiaire est le même que celui 
contenu dans le DAE traité par la règle R1 

5 • Dans le cas contraire, le nœud 
résultat intermédiaire est un nœud NI créé par l'application de la règle R2• 

Le nœud résultat NI est dans l'état de création partielle puisqu'il n'a pas 
encore de valeur. Le successeur du nœud fonction primitive admet pour 
nœud cible le nœud NI qui lui sera associé par l'intermédiaire d'un DAE. 
Ce dernier peut donc déjà être traité par une autre règle d'exploration. 

2. Les nœuds définition 
Les règles applicables dans le cas d'un nœud définition sont : les règles R4 

si le nœud définition a un successeur et R3 s'il n'en a pas (figure 4.:34). 

(a) Si la règle R:3 est appliquée: 
Le nœud fonctionnel n à qui est affecté le DAE traité n'a pas de suc
cesseur. Un seul DAE est alors créé. Il est affecté au nœud n'racine de 
l'arborescence fonctionnelle principale de la définition utilisée. Le nom 
du nœud n' est aussi la valeur du nœud fonctionnel n. Les contenus 
du DAE traité et celui associé au nof'ud n'sont identiques. 

(b) Si la rf>glt> R4 est appliquée : 
Deux DAE sont créés : le premier à destination du nœud fonctionnel 
n' comnw dans le premier cas, le deuxième à destination du successeur 
du nœud n. A la différence du cas précédent, le nœud résultat contenu 
dans le DAE associé au nœud fonctionnel n' est un nœud résultat 
intermédiaire créé par application de la règle R4. Ce nœud est le 
nœud cible du nœud fonctionnel Succ(n). 

:3. Les nœuds forme fonctionnelle 
La règle à appliquer pour un nœud forme fonctionnelle en possession d'un· 
DAE dépend, en plus de la présence ou de l'absence du successeur, de la 
valeur du nœud forme fonctionnelle. Pour cette raison, nous retrouvons 
dans le système de réécriture pour chaque valeur possible d'un nœud forme 

5 11 s'agit dans rt:> ras, du nœud résultat du c:hemin séqut:>ntiel, auquel appartient lt:> nœud 
fonc:tion primitive. 
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Figure 4.:34 : Règles d'exploration pour un nœud définition 
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fonctionnelle deux règles de réécriture sauf pour le cas particulier de la forme 
fonctionnelle composition où le nœud forme fonctionnelle admet, quel que 
soit le cas, un successeur. 
Pour certaines valeurs de nœud par exemple l' apply to all, 1 'application 
de la règle d'exploration permet aux nœuds racines des sous arborescences 
fonctionnelles représentant les paramètres de récupérer plusieurs DAE à 
la fois. Ceci signifie que chacune de ces sous arborescences sera explorée 
simultanément m fois, m étant le nombre de DAE. Un groupe de DAE 
envoyé simultanément à un nœud fonctionnel est représenté par la figure 
4.:35. 

Groupe de DAE 

noeuds cibles noeud 
résultat 

... . .. 
noeud 

noeuds cibles résultat 

Figure 4.:35 : Représentation d'un groupe de DAE 

Les rf>gles d'exploration pour les nœuds forme fonctionnelle sont illustrées par les 
figures 4.:36A.:37, 4.:38 et 4.:39 respectivement, pour la forme fonctionnelle {},la 
forme fonctionnelle a, la forme fonctionnelle c8tc et la forme fonctionnelle binul. 

8.2.2 Les règles de réduction 

• En s'appliquant à une suite d'arguments munis d'un DAR, une règle de 
réduction permet l'obtention de la forme réduite de l'objet résultat de 
l'application de la fonction spécifiée dans le DAR. 

• Chaque suite d'arguments possédant un DAR est donc candidate à l'appli
cation d'une règle de réduction. 

• La règle à choisir dépend : 

- du symbole de fonction contenu dans le DAR. 
-des objets arguments, si pour deux types d'objets différents -le traitement 
à effectuer n'est pas le même. 
-de l'état de création des nœuds racines des arbres de réduction représen
tant les arguments. 
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Figure 4.:36 : Règle d'exploration pour un nœud de valeur {} 

- de l'existence ou non du nœud résultat spécifié dans le DAR. Ce nœud, 
s'il n'existe pas déjà, est créé par l'application de la règle de réduction. 
Dans le cas contraire, il change d'état à la suite de l'application de la règle 
de r~duction puisqu'il a désormais une valeur, donc il devient dans l'état de 
cr~ation effective. 

• Le DAR à traiter par une règle de réduction disparaît à la suite de l'application 
de celle-ci. 

Chaque groupe de règles où le symbole de fonction contenu dans le DAR est 
identique traduit la sémantique d'application de la fonction spécifiée. Dans le 
système de réécriture proposé, pour chaque fonction, il existe un groupe de règles 
de réduction associé. Dans cet annexe, nous en donnons quelques exemples .. 
La figure 4.40 illustre les règles de réduction associées à la fonction primitive add. 
La figure 4.41 illustre les règles de réduction associées à la fonction primitive list 
et au combinateur if 
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Chapitre 5 

Optimisation du système de 
réécriture 

Dans ce chapitre, nous présentons une optimisation du modèle P 3 • Cette op
timisation s'impose suite à la constatation suivante : les DAR créés suite à 
l'application d'une règle d'exploration peuvent être triés en deux classes : 

1. Les DAR qui peuvent êtr<:> immédiatement traités par une règle de réduction 
df.s leur création. Ce type de DAR illustre l'application de fonctions non 
strictes. 

2. Les DAR qui ne peuvent être traités par une règle de réduction que si 
les nœuds cibles auxquels ils sont associés sont dans l'état de création ef
fective. Ce deuxième type de DAR illustre l'application de fonctions qui 
sont strictes sur tous leurs arguments. Un ensemble de DAR de ce type, 
générés par des nœuds fonctionnels consécutifs dans un chemin séquentiel, 
sont obligatoirement pris en compte séquentiellement. 

Dans le modèle proposé dans le chapitre 4, l'anticipation de l'exploration se fait 
au prix de la création anticipée des nœuds cibles des nœuds fonctionnels explorés. 
Cette création anticipée permet l'anticipation de la réduction dans le cas des DAR 
de type 1 seulement. 
L'idé<:> de l'optimisation consiste à limiter la création des nœuds cibles aux nœuds 
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générant des DAR de type 1. Cette optimisation est réalisée grâce à un dé
coupage en tronçons, des chemins séquentiels composant l'arborescence fonction
nelle. Chaque tronçon se compose de nœuds fonctionnels consécutifs produisant 
des DAR de type 2. Ces DAR constituent une séquence de DAR. 
En r~vanche, afin de ne pas empêcher l'anticipation de l'exploration, nous intro
duirons la notion de fenêtre de réduction, qui sera considérée comme un méta
nœud cibl~ pour tous les nœuds fonctionnels d'un même tronçon. 
L'association entre un tronçon et une fenêtre de réduction n'est pas bijective i.e 
à une m~me f~n~tre de réduction peuvent être associés plusieurs tronçons. Par 
conséquent, il est indispensable d'établir un ordre partiel de ces tronçons. Cet 
ordr~ ~st établi grâce à une numérotation dynamique des tronçons qui s'opère au 
cours de 1 'exploration des nœuds fonctionnels. 

Ce chapitre est donc organisé comme suit : la section 1 met en évidence le 
problème des créations inutiles de nœuds cibles. La section 2 définit formellement 
les notions de tronçon et de séquence de DAR correspondante, décrit le découpage 
~n tronçons des arborescences fonctionnelles et aborde la numérotation statique 
des nœuds functiomwls. La section :3 définit formellement la notion de fenêtre 
de réduction. Dans la section 4, nous établissons quelques propriétés des tron
çons qui nous permettent de déterminer l'ensemble des tronçons associés à une 
fenf>tr~ d~ réduction et par conséquent la numérotation dynamique d~s tron
çons. Cette dernièr~ sera donc décrite en section 5. Enfin, la section 6 décrit les 
modifications à apporter au système de réécriture pour tenir compte des notions 
et d~s mécanismes nouvellement introduits à savoir les fenêtres de réduction, la 
numérotation dynamiqu~ des tronçons et rordonnancement des DAR. 

1 Mise en évidence du problème 

Notations 

Soit ni un nœud fonctionnel appartenant au chemin séquentiel CS(n1 H nk)· 

1. On notera DA En;, i E [2 ... k], le DAE qui sera transmis au nœud ni par 
son prédécesseur le nœud ni-1· 

2. On notera DA Rn,, le DAR créé à la suite de l'application d'une règle 
d'exploration au DAEn,. 

Soit le chemin séquentiel CS(n1 H nm) composé des nœuds n 1 , n 2 , ... , nm ou 
l'indice i désigne le rang du nœud ni dans le chemin ( voir figure 5.1 ). On 
suppos~ que tous les nœuds ni sont dans l'état création effective. 
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1. Mise en évidence du proiJlème Chapitre .5 

nl 

n2 

Figure 5.1 Illustration du chemin séquentiel CS( n 1 f-t nm) 

L'application d'une règle d'exploration r au DAE,.; pour chaque nœud ni du 
clwmin séquentiel CS(n1 ~ n 17J permet la création du DAE,.i+J. Ce DAE est 
complet i.e contient l'ensemble des nœuds cibles et le nœud résultat du nœud 
ni+I· Par conséquent, on peut le traiter immédiatement à son tour par une règle 
d'exploration sans attendre le traitement du DAR,., (qui permet l'obtention de 
la valeur des nœuds cibles ni+I) et des DAR qui le précèdent. Ceci veut dire que 
le modèle permet l'anticipation au niveau de la propagation des DAE et 
donc ranticipation de l'exploration. 

Lt> modèle permet également l'anticipation au niveau des réductions, dans 
lt> cas dt>s fonctions non strictes. Nous illustrons cette possibilité par l'exemple 
dt> la figure 5.2. Dans cet exemple, les DAR : DARn1 et DAR,.2 ont été créés 
suite à l'exploration respective des nœuds fonctionnels n1 et n 2 • Dans le cas où la 
fonction contenue dans le DARn2 est une fonction non stricte, le DARn

2 
peut être 

traité éventuellement avant le traitement du DARn1 • C'est le cas de la fonction 
list dont la règle de réduction à appliquer est rappelée ci-après (figure 5.:3). Pour 
cette fonction, la connaissance des valeurs des nœuds de donnée concernés par 
ce DAR n'est pas indispensable à l'application de la règle de réduction de la 
figure 5.:3. Pour une fonction stricte, la fonction nul! par exemple, le DARn2 ne 
peut être traité avant le DARn1 puisque la connaissance du type et de la valeur 
dt> l'argument sont indispensables pour le choix et l'application d'une règle de 
réduction. 

Ces deux formes d'anticipation (de l'exploration et de la réduction) sont réali
sées au prix de la création de nœuds résultat intermédiaires. Ces nœuds créés 
permettent la propagation de DAE complets et donc entraînènt ·la possibilité 
d'anticipation de l'exploration. Ces créations ne sont effectivement utiles que 
dans le cas où on peut anticiper au niveau de la réduction des DAR créés comme 
c'est le cas de la fonction list. 
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Figure 5.:3 : Règle de réduction pour la fonction primitive list 

Le but de ce chapitre est de proposer une optimisation du modèle visant à sup
primer la création inutile de nœuds résultats intermédiaires tout en conservant la 
possibilit~ d'anticiper, et sur l'exploration et sur les réductions. Ceci est rendu 
possiblf' grâœ à l'introduction de deux notions nouvelles : les tronçons où sont 
rPgroup~s tous les nœuds fonctionnels d'un même chemin séquentiel engendrant 
df's r~ductions de nature séquentielle, et les fenêtres de réduction qui permet
tt>rlt l'anticipation sur l'exploration sans création de nœuds intermédiaires. Ces 
dt>ux notions seront définies respectivement aux sections 2 et 3. 

2 Notion de tronçon 

2.1 Définition d'un tronçon 

Un tronçon se compose d'un ensemble de nœuds fonctionnels vérifiant les con
ditions suivantes : 

1. Ce sont des nœuds consécutifs d'un même chemin séquentiel i.e chaque 
nœud du tronçon sauf le dernier admet pour successeur dans le tronçon, 
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son successeur dans le chemin séquentiel. 

2. Les DAR générés par chacun de ces nœuds sont traités obligatoirement de 
façon séquentielle et constituent une séquence de DAR. 

:3. Ni le prédécesseur du premier nœud du tronçon, ni le successeur du dernier 
nœud du tronçon ne vérifie la condition 2. Le regroupement en tronçons 
est donc maximal. 

2.2 Définition d'un nœud frontière 

Lf> dernier nœud d'un tronçon est appelé nœud frontière. 

Un nœud frontière est soit : 

• Un nœud forme fonctionnelle de valeur {}, binu ou binul... etc. Ces nœuds 
unf> fois explorés, engendrent des DAR pouvant être traités immédiatement. 

• Un nœud fonctionnel précédant un nœud fonction primitive dont la valeur 
est le symbole d'une fonction non stricte. Ex: list,const. 

• Un nœud définition : en effet, le successeur d'un nœud définition ne vérifie 
pas la condition 2; reprenons la règle d'exploration R4 (figure 5.4) : 

Cette règle montre bien que le nœud cible de Succ(n) - où n est un nœud 
définition- est le nœud résultat du dernier nœud du chemin séquentiel princi
pal de l'arborescence fonctionnelle représentant la définition. Ce qui signifie 
que les DARn et DARsucc(n) ne sont pas traités séquentiellement, pour peu 
que le DARsucc(n) contient une fonction non stricte. Ceci explique pourquoi 
la condition 2 d'appartenance à un tronçon n'est pas vérifiée pour Succ(n). 

Remarque: 
Exception faite du dernier tronçon d'un chemin séquentiel, tous les tronçons 
d'un chemin séquentiel se terminent nécessairement par un nœud frontière. 

2.3 Découpage en tronçons 

Le découpage d'un chemin séquentiel en tronçons consiste simplement à repérer 
les nœuds frontières contenus dans le chemin. 

A lïssue du découpage d'un chemin en tronçons, nous pouvons structurer les 
noms des nœuds fonctionnels (cf. section 2.4 ): 
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Figure 5.4 : Règle d'exploration pour un nœud définition 

2.4 Structuration des noms des nœuds fonctionnels 

Lt> nom d'un nœud fonctionnel n se compose désormais des informations suivan
tt>s : 

• Lt> numéro dt> 1 'arborescence fonctionnelle à laquelle il appartient. Tous les 
nœuds fonctionnels apppartenant à une arborescence fonctionnelle ont le 
même numéro d'arborescence NARB. 

• Le numéro du chemin séquentiel auquel appartient le nœud n. (NCH) 

• Le numéro du tronçon (NTR) auquel appartient le nœud n. Ce numéro est 
compris entre 0 et le nombre de tronçons maximum du chemin NCH-1. 

• Le numéro d'ordre du nœud n dans le tronçon NTR. (NORD) 

• Le nombre maximum de tronçons dans le chemin séquentiel NCH. (NTr
Max) 

• La marque de fin du tronçon (1FT). Si le nœud n est le dernier nœud d'un 
tronçon, 1FT vaut 1. Dans le cas contraire, 1FT est égale à O. 
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Il NARB 
NCH NTR 1 NORD tTRMax 1 IFT Il 

Figure 5.5 : Structure des noms des nœuds fonctionnels 

La figure 5.5 résume la structure des noms de nœuds fonctionnels. 

Cette numérotation permet de tester si deux nœuds fonctionnels donnés n1 et 
n 2 appartiennent au même tronçon. Cette condition est vérifiée si les champs 
NARB, NCH et NTR sont identiques pour les deux nœuds. De plus le numéro 
d'ordre des nœuds permet de savoir lequel des deux nœuds est le plus proche 
dt> la racine du tronçon : un nœud fonctionnel est plus proche de la racine du 
tronçon si son numéro d'ordre NORD, dans le tronçon, est le plus petit. Cette 
information nous sera utile pour l'ordonnancement des DAR issus d'un même 
tronçon. 

2.5 Exemple de découpage 

Soit r arboresœnce fonctionnelle de la figure 5.6 où les noeuds fonction primitive 
de valeur f d~signent des fonctions primitives strictes sur tous leurs arguments : 

CettP arborescence est découpét> en tronçons de la façon suivante : 

• Lt>s nœuds de valeur list et {} dans le chemin séquentiel 0 sont des nœuds 
frontières. Par conséquent, le nombre de tronçons dans ce chemin est égal 
à :3. 

• Lt> cht>min séquentiel 1 comporte un seul nœud frontière qui est le dernier 
nœud du chemin. Le chemin se compose d'un seul tronçon uniquement. 

• LPs chemins séquentiels 2 et :3 contiennent respectivement 2 et 1 tronçons. 

Pour pouvoir anticiper sur l'exploration des nœuds fonctionnels d'un même tron
çon, il faudrait que tout DAE affecté à un nœud fonctionnel soit complet i.e pour 
chaque nœud fonctionnel, connaître son (ou ses) nœud(s) cibles ainsi que son 
nœud résultat. Or, si on s'interdit la création de nœuds résultats intermédiaires 
pour les nœuds d'un même tronçon n 1 ,n2, ... ,nk, pour les raisons évoquées dans la 
st>ction 1; les nœuds cibles d'un nœud ni ne sont connus que si le D ARn;_

1 
a déjà 

ét~ trait~ par unt> règle de réduction. Pour rendre de nouveau indépendantes les 
artivit~s d'exploration et de réduction, on introduit une nouvelle notion appeléP 
fenêtre de réduction. l'ne fenêtre de réduction se substitue aux nœuds cibles 
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lég•:ud• 
c ;-·--, c: numéro de chemin c,j t: numéro de troncon 

1 . • n· numéro d'ordre dans _____ J 
le troncon 

coupure dans un chemin 

Figure 5.6 Exemple de découpage en tronçons 
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d'un nœud fonctionnel. Elle est affectée au tronçon dès que son premier nœud est 
exploré. L'exploration pourra ainsi continuer puisque chaque nœud du tronçon 
connaît sa cible : il s'agit de la fenêtre de réduction associée. 
La section suivante définit la notion de fenêtre de réduction. 

3 Les fenêtres de réduction 

Une fenêtre de réduction est définie par : 

• Une suite d1 ,d2 , ••• ,dn de DAR. Cette suite est dite associée à la fenêtre de 
réduction. Elle se compose de k séquences de DAR dont le traitement est 
séquentiel. Les tronçons générant ces séquences de DAR et l'ordre partiel 
dt> ces séquences sera précisé dans la section 4. 

• Un ensemble d'arbres de réduction a1,a2, ... ,am. 

V ne fenêtre de réduction est une entité dynamique. En effet: 

• La suite de DAR associée à une fenêtre de réduction n'est pas construite 
entièrement à la création, les DAR étant générés au rythme de l'exploration 
des arborescences fonctionnelles. 

• Dt> même, les éléments de la suite de DAR associée sont traités sans attendre 
la création dt> tous les éléments de la suite. 

• Enfin, la suitt> d'arbres dt> réduction représentent à chaque instant, les ar
gunwnts du premier DAR non traité de la suite de DAR associée. 

Une fenêtre de réduction peut donc être illustrée à chaque instant t par un état 
E= (i,k,< ai-1 1 ... ai-1 n, >) où 

-di, di+l, ... , dk-l, dk est une sous suite croissante de la suite de DAR 
associét> à la fenêtn~. di étant le premier élément non traité de la suite 
et dk le dernier DAR généré à l'instant t de la suite associée de DAR. 
- < ai-l 1 ... ai-l n, > est la suite d'arbres de réduction produits en 
résultat du traitement du DAR di-l i.e du dernier DAR traité. 

Dans la suite de ce chapitre, nous illustrerons un état de la fenêtre de réduction 
par: 
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- Une file d'attente pour représenter la sous suite de DAR associée, 
généré mais non traitée. 
- Un espace d'action où sont représentés les arbres de réductions à 
l'instant t. 
- un ensemble d'informations décrivant l'état de la fenêtre . Ces in
formations servent à l'ordonnancement des DAR pour assurer l'ordre 
correct de traitement. Ces informations seront précisées dans la sec
tion 5.5 de ce chapitre. 

3.1 Les fenêtres associées à un chemin 

Le nombre de fenêtres de réduction associées à un chemin séquentiel est égal au 
nombre de tronçons dans le chemin. 

Cas 1 : c'est le cas général : le chemin séquentiel se compose de deux tronçons 
ou plus. La transition des arguments d'une fenêtre de réduction à une autre se 
fait de la façon suivante : 
Pour un chemin séquentiel c composé des tronçons t 1 ,t 2 , ••• ,tn auxquels sont as
sociées rt>spt>ctivement n fenêtres f 1J 2 , .•• Jn, les arguments initiaux du chemin 
se trouvent dans l'espace d'action de la fenêtre de réduction f 11 appelée fenêtre 
de réduction initiale. 
lTtw fois lt> dernier DAR issu d'un tronçon t;, est traité dans 1 'espace d'action de la 
fenf.trt> de réduction J;, le résultat obtenu, appelé résultat du tronçon, représente 
l'état initial de l'espace d'action dt> la fenêtre fi+l· Ainsi le résultat du dernier 
tronçon se retrouve dans l'espace d'action de la fenêtre fn· La fenêtre de réduction 
fn est alors appelée fenêtre résultat du chemin c. 

Cas 2 : C'est un cas particulier du précédent : le chemin séquentiel se compose 
d'un seul tronçon. 
Dans ce cas on affecte une seule fenêtre de réduction au chemin séquentiel. Cette 
fenêtre est la fenêtre de réduction initiale mais aussi la fenêtre résutat du chemin 
séquentiel. 

(~es 2 cas sont illustrés par la figure 5. 7. 

Une fenêtre de réduction joue le rôle d'interfact> entre l'exploration et la réduc
tion : les DAR produits par l'exploration transitent par la file d'attente d'une 
fenf.tre de réduction avant d'être pris en compte dans 1 'espace d'action de la 
fenêtre dt> réduction en question. La fenêtre de réduction a donc deux rôles : re
cut>illir un ensemble de DAR dans sa file d'attente et les traiter dans un ordre 
précis permettant de garder la cohérence du résultat. L'intérêt des fenêtres de 
réduction est aussi de conserver l'anticipation de l'exploration et de la réduction. 
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Figure 5. 7 : Les fenêtres associées à un chemin séquentiel : cas de figures 

Les paragraphes suivants précisent le rôle des fenêtres de réduction dans ces deux 
formes d'anticipation. 

3.2 Anticipation de l'exploration 

Une fenf>tre de réduction est associée à un ensemble de tronçons. En effet, la 
suitt> dt> DAR associée se compose de séquences de DAR produites chacune par 
un tronçon. L'association entre une fenêtre de réduction et un tronçon se fait 
dynamiquement, une seule fois, quand le premier nœud du tronçon est exploré. 
( :Pttt> association signifie que chaque nœud du tronçon transmet son DAR vers 
la fpnf>trt> de réduction associée au tronçon. Il découle de cette association que 
cbaqut> nœud du tronçon connaît sa cible et peut donc être exploré sans création 
d~une nouvelle destination. 
Lf's nœuds cibles, au sens défini dans le chapitre 4, pour les nœuds explon~s 
ne sont par contre pas connus à ce stade de l'évaluation. Ils le seront après la 
prise en compte des DAR générés par l'exploration des nœuds précedents dans le 
mf>me tronçon. L'anticipation est donc rendue possible en substituant la notion de 
fenêtre cible à celle de nœuds cibles. Le contenu des DAE change en conséquence; 
un DAEn contient donc les champs suivants : 

FC 

FR 

Fenf>tre cible. C'est la fenêtre associée au tronçon auquel appar
tient le nœud fonctionnel n. 

Fenêtre résultat. C'est la fenêtre vers laquelle le résultat de 
l'application du DARnmax est destiné, nmax étant le dernier nœud 
du tronçon. 
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3.3 Anticipation de la réduction 

L'anticipation de la réduction est permise d'abord par le découpage en tronçons 
des chemins séquentiels, qui isole les fonctions non strictes des fonctions précé~ 
dentes dans le chemin séquentiel; mais surtout grâce à l'attribution de fenêtres de 
r~duction distinctes à deux tronçons consécutifs, ce qui permet aux fonctions non 
strictes d'être traitées dans un ordre indépendamment de celui de la séquence de 
DAR précédente. 

Une fenêtre de réduction est associee à plusieurs tronçons. Cette association 
s'effectue dynamiquement en cours d'exploration. Du fait de l'exploration parai~ 
lèle des arborescences fonctionnelles, plusieurs tronçons associés à la même fenêtre 
de réduction peuvent être explorés simultanément. Il s'agit dans ce cas, d'établir 
un ordre partiel entre les tronçons associés à une même fenêtre qui permettra 
par conséquent d'établir l'ordre d'évaluation des séquences de DAR constituant 
la suitt> de DAR associée. Létablissement de l'ordre partiel des tronçons est basé 
sur une numérotation dynamique des tronçons, effectuée en cours d'exploration. 
Avant de détailler le processus d'attribution des numéros dynamiques, la section 
suivante détermine, en établissant quelques propriétés sur les tronçons, l'ensemble 
dt>s tronçons pouvant être simultanément associés à une même fenêtre de réduc
tion. 

4 Tronçons associés à une fenêtre de réduction 

Afin de pouvoir identifier l'ensemble des tronçons associés à une même fenêtre de 
réduction, nous établissons les trois propriétés suivantes que nous énoncerons et 
démontrerons après quelques définitions. 

4.1 Définitions 

• Définition 1 
Soit a une arborescence fonctionnelle illustrant la représentation principale 
d'une définition d. Soient t 1 et t 2 deux tronçons tels que t2 est le premier 
tronçon du chemin séquentiel principal de l'arborescence fonctionnelle a et 
td que le dernier nœud du tronçon t 1 est un nœud définition représentant 
une occurrence d'utilisation de la définition d. Le tronçon t 2 est appelé le 
descendant du tronçon t1 • 
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• Définition 2 
Soit a une arborescence fonctionnelle illustrant la représentation principale 
d'une définition d. Soient t 1 et t 2 deux tronçons tels que t 2 est le dernier 
tronçon du chemin séquentiel principal de l'arborescence fonctionnelle a et 
tel que le dernier nœud du tronçon précédant le tronçon t 1 est un nœud 
définition représentant une occurrence d'utilisation de la définition d. Le 
tronçon t 2 est appelé l' ascendant du tronçon t 1 • 

• Définition 3 
Soient t 1 et t 2 deux tronçons associés à la même fenêtre de réduction. Le 
tronçon t 1 est prioritaire par rapport au tronçon t 2 si les DAR issus de t 1 

doivent tous être traités avant ceux de t 2 dans l'espace d'action de la 
fenêtre de réduction commune. 

• Définition 4 
Soient d1 ,d2, ... ,dn, une suite de tronçons tels que V i E [2, n], di est le 
descendant du tronçon di-l· d1 ,d2 , ••• ,dn constituent une suite croissante 
de tronçons de profondeur n. 

• Définition 5 
Soie1lt d1 ,d2, ... ,dn, une suite de tronçons tels que V i E [2, n], di est 
l'ascendant du tronçon di-l· d1 ,d2, ... ,dn constituent une suite décrois
sante de tronçons de profondeur n. 

Nous allons dPmontrer les propriétés suivantes : 

• Propriété 1 
Etant donnée ( t )n, une suite croissante de tronçons de profondeur n, tout 
tronçon ti V i E [1, n - 1] est plus prioritaire que son successeur ti+l· 

• Propriété 2 
Etant donnée (t)n, une suite décroissante de tronçons de profondeur n, tout 
tronçon ti V i E [1, n - 1] est plus prioritaire que son successeur ti+l· 

• Propriété 3 
Soit FR une fenêtre de réduction. Il existe au plus 

- Une suite sc croissante de tronçons. 
- Une suite sd décroissante de tronçons, 

qui destinent leurs DAR à FR. De plus, tous les éléments de sd sont plus 
prioritaires que œux de sc. 
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Les propriétés 1 et 2 seront démontrées par récurrence. La propriété 3 est dé
montrée par l'absurde. La figure 5.8 suivante montre l'ensemble des illustrations 
des tronçons utilisées dans les démonstrations. 

(a) (b) (c) 

( d) 

Figurt> 5.8 : Illustration des tronçon~ : (a).Tronçon quelconque.(b) Tronçon 
ayant comme nœud frontière un nœud définition. ( c). Tronçon privé de son 
dt>rnit>r nœud. ( d). Fusion de deux tronçons. 

4.2 Démonstration de la propriété 1 

]\' ous commençons par vérifier la propriété pour une profondeur de 2 tronçons. 
Puis nous démontrons le cas général en supposant la propriété vraie à l'ordre n-1. 

Cas de n=2 

La propriété 1 dans le cas de deux tronçons peut être formulée de la manière 
suivante : soient deux tronçons consécutifs set s+l d'un chemin séquentiel cet 
soit mw arborescence fonctionnellt> dont le chemin séquentiel principal se compose 
dt> md tronçons notés comme suit : d/O,d/1 , ... ,d/md (voir figure 5.9.a) tel que 
lt> tronçon d/0 est le dcsandant du tronçon c/<~. Les tronçons cjs et d/0 ont la 
mf>me fenf>tre de réduction et c/s est plus prioritaire que d/0. 

Rt>mplaçons le nœud d dans le chemin séquentiel c par le corps de l'arborescence 
fonctionnelle principale représentant la définition correspondante. Nous obtenons 
donc un chemin séquentiel c' illustré par la figure S.9.b. Dans ce chemin séquen
tit>l, lt> tronçon c' /s est équivalent au tronçon cjs privé de son dernier nœud 
fonctionnt>l. Le découpage en tronçons obtenu n'est pas maximal : en effet, le 
dt>rnit>r nœud du tronçon c' /s n'est pas un nœud frontière puisqu'il n'était pas 
lt> dernier du tronçon c /s. Le redécoupage du chemin c' en tronçons obtenu est 
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c' C' 

c D 

4/0 
e'/S 

cl• 

c'/S+l 

la! 
C' /S+8wi-l 

(bi 
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Figure 5.9 : a. Illustration des hypothèse de la propriété l.(b) Insertion du chemin 
s~quentiel principal de 1 'arborescence d dans le chemin c. ( c) Correction du 
d~wupage 

illustrP par la figure 5.9.c où le tronçon c'/s est obtenu par fusion des tronçons 
c'jsf't d/0. 

On pf'ut donc en conclure que: 

- les tronçons c' /set d/0 ont la même cible. 
- Dans le tronçon c' /s , les "anciens" nœuds fonctionnels de d/0 se 
retrouvent à la suite de ceux de c' /s anciennement. Ils sont donc 
moins prioritaires. Par conséquent, le tronçon c'/s est moins priori
taire que le tronçon d/0. CQFD. 

Généralisation 

On peut facilement démontrer cette propriété dans le cas général. Supposons 
que cette propriété est vraie à l'ordre n i.e étant donné un:· tronçon s d'un 
clwmin séquentiel c tel que le dernier nœud du tronçon s est un nœud défini
tion d1 de valeur la racine d'une arborescence fonctionnelle D1 , et étant donné 
DJ/0, DdO, ... D,jO, 11 tronçons tels que DdO est le premier tronçon du chemin 
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séquentiel principal de l'arborescence fonctionnelle Di et tel que le dernier nœud 
du tronçon Dï/0 est un nœud définition de valeur Rac(Di+l ). Les tronçons : 

ont dans œt ordre la même cible. 

Cette propriété est supposée être vraie pour une profondeur n i.e pour les tronçons 
cj.s, D1 /0, D2 /0, ... , Dn/0. D'après la démonstration de la propriété 1 au rang 
2, les tronçons Dn/0 et Dn+I /0 vérifient la propriété 1. Le résultat final de la 
démonstration générale s'obtient donc par transitivité. 

4.3 Démonstration de la propriété 2 

Cas de n=2 
Comme dans le cas de la propriété 1, on reformulera la propriété 2 de la manière 
suivante : soient deux tronçons consécutifs set s+ 1 d'un chemin séquentiel cet 
soit une arborescence fonctionnelle dont le chemin séquentiel principal se compose 
de md tronçons notés comme suit : d/O,d/1, .. . ,d/rnd (voir figure 5.10.a) tel que 
lt> tronçon c/s+1 est J'ascendant du tronçon d/md. Les tronçons d/md et c/s+1 
ont la même fenêtre de réduction et d/md est plus prioritaire que c/s+1 . On 
suppose, dans un premier temps, que le dernier nœud du tronçon d/md n'est pas 
un nœud frontière (cf. section 2.2). 

Rt>mplaçons comme dans le cas précédent le nœud d dans le chemin séquentiel c 
par le corps de l'arborescenœ fonctionnelle principale représentant la définition 
correspondante. Nous obtenons donc un chemin séquentiel c' illustré par la figure 
5.10.b. Dans œ chemin c'~ le tronçon c' fs+md+2 est l'ancien tronçon c/s+1. Le 
découpage en tronçons obtenu n'est pas maximal : en effet par hypothèse, le 
dernier nœud du tronçon d/md n'est pas un nœud frontière. Il en résulte que ce 
dt>rnier a donc la même cible que les nœuds du tronçon c' /s+md+2. La fusion 
dt> œs dt>ux tronçons aboutit au découpage illustré par la figure 5.1 O.c. Nous en 
concluons que : 

- les tronçons d/md et s+ 1 ont la même cible. 
-Dans le tronçon c'/s+rnd-1, les "anciens" nœuds du tronçon d/md 
précèdent ceux du tronçon c/s+1. Il en résulte que le tronçon d/md 
est plus prioritaire que le tronçon c/s+1, d'après la numérotation 
statique des nœuds. CQFD 

Cas particulier : Cas où le dernier nœud du tronçon d/md est un nœud fron
tièrE" (un nœud définition par exemple) (figure 5.1l.a). 
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c' C' 
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Figurt> 5.10 : a. Illustration des hypothèse de la propriété l.(b) Insertion du chemin 
séqut>ntit>l principal de l'arborescence d dans le chemin c. (c) Correction du 
découpagt> 

Ct> cas post> un problème que nous illustrons par la situation de la figure .).ll.a. 
Si dt> la même façon qut> précédemment, nous remplaçons le nœud définition du 
tronçon d1/md1 par le chemin séquentiel principal de l'arborescence D2 , nous 
obtt>nons le chemin dl' (figure 5.ll.b ). Il est évident que les tronçons dl/md1 

(d~jmd1 dans le chemin dD t>t lt> tronçon c/s+ln'ont pas la même cible. Par 
contrt>, les tronçons c/s+l et dl' /md1 +md2 -1 (le tronçon d2/md2 anciennement) 
ont la même cible. 
Pour prendre en compte ce cas particulier, on modifie les arborescences fonction
nellt>s initiales en ajoutant à chaque chemin séquentiel se terminant par un nœud 
frontièrt>, un nouveau tronçon. Ce tronçon se compose d'un nœud fonctionnel 
uniqut> de valeur le symbole nop. Ce nœud fait partie des nœuds fonction pri
mitive. Le symbole de fonction nop ne provoque aucune modification au niveau 
dt>s arguments. Dans la situation précédente, on obtiendrait à partir des ar
bort>sct"nces de la figure 5.12.a , le chemin séquentiel d; de la figure 5.12.b, en 
rt>mplaçant le nœud définition dans l'arborescence fonctionnelle D 2 • 

L'ajout des tronçons nop permet de se ramener au cas général. La propriété 2 
est donc de ce fait vraie dans tous les cas. 
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41'/0 

41/0 1 ~" 1 41' /11 

C/8 

41/1 1 .,.., 1 41' Ja41 1 ... 

~-'~ .,_, 1 ad 

41' /J041+ 1 '0 

(a 1 

41 ' Jad1+1042 -1 ~ 
i 
(b) 

Figure 5.11 Illustration du cas particulier 

d' 1/0 h 
dl/ 0 1 

~,. ~ d'l/l 

1 
dl/l 1 

d' l/11141 

d2/11142 ~ 
ad2 

d' 1/11141-l '0 
.,,.,j 

~ 

41/adl•l no 

(al ~ d' 1/11141+11142-1 (b) 
od2 

4' 1/adl+K-2 è 
Figure 5.12 Introduction des nœuds fonctionnels de valeur nop 
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Généralisation 

De la même façon que nous 1 'avons fait pour la propriété 1, nous pouvons généra
liser la propriété 2 à une profondeur d'appel quelconque. La propriété généralisée 
s'énonce comme suit : 
Soient s et s+ 1 deux tronçons consécutifs d'un chemin séquentiel c tel que s 
se termine par un nœud définition d1 • Soient D1, D2 , ••• Dn les arborescences 
fonctionnelles principales représentant respectivement les définitions d1 ,d2, ... ,dn. 
La notation Di/rnax désigne le dernier tronçon du chemin principal de Di. Par 
hypothèse, chaque tronçon Di/rnax est précédé d'un nœud définition dont la 
valeur est la racine de l'arborescence fonctionnelle Di+l· 
Les tronçons D,jmax, Dn-l /max, ... , Dtfmax, s + 1 dans cet ordre ont la même 
cible. 

4.4 Dén1onstration de la propriété 3 

Pour d~montrer la propriété 3, nous distinguerons deux types de tronçons : 

• des tronçons ayant pour nœud frontières un nœud définition et que l'on 
nommera des tronçons de type 1. Ce type de tronçon transmet sa cible à 
un autre tronçon. 

• des tronçons se terminant par un nœud autre qu'un nœud définition que 
l'on nommera des tronçons de typf 2. 

Pour démontrer cette propriété, nous supposerons la propriété vraie i.e qu'à 
chaque fenêtre de réduction FR, sont associées une suite croissante et une suite 
d~croissante de tronçons. Puis, nous démontrerons que, quel que soit B, un 
tronçon associé à une fenêtre de réduction FR, il appartient, nécéssairement, à la 
suite croissante ou à la suite décroissante associée à la fenêtre. 

Dans la suite de ce paragraphe nous nous intéressons d'abord aux tronçons de 
type 1 quelle que soit leur position dans un chemin séquentiel, la nature du chemin 
séquentiel -principal, secondaire- auquel ils appartiennent et le type du tronçon 
précédent -type 1 ou type 2-. Nous procèderons de même pour les tronçons de 
type 2. 

4.4.1 Les tronçons de type 1 

• B est le premier tronçon. (figure .5.13.a) 
Si B appartient à un chemin séquentiel principal, il peut hériter sa cible d'un 
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(a) B 
B 

(d) 
(b) (C) 

B B B B 

(e) (f) (g) (h) 

Figure 5.1:3 : Exemple d'arborescence fonctionnelle 

tronçon ascendant. Dans tous les cas, il transmet sa cible à un descendant, 
premif'r du chemin séquentiel principal de la définition. B appartient donc 
à une suite croissante seulement. 

• B est un tronçon intermédiaire. 
1er cas: 
Lt> tronçon B-1 est de type 1 également. (figure 5.1:3.b) 
Dans ce cas, le tronçon B est le dernier d'une suite décroissante. Il est 
également le premier d'une suite croissante puisqu'il est de type 1. Le 
tronçon B relie donc une suite croissante et une suite décroissante telle que 
cette dernière est plus prioritaire. 
2ème cas: 
Le tronçon B-1 est de type 2 (figure 5.1:3.c). 
Dans ce cas, le tronçon B ne peut avoir d'ascendant. Il admet cependant 
un descendant et appartient donc à une suite croissante. 

4.4.2 Les tronçons de type 2 

• B est le premier tronçon. (figure 5.1:3.d) 
Si B appartient à un chemin séquentiel principal, il est le dernier d'une 
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suite croissante. Dans le cas contraire, il est l'unique tronçon d'une suite 
croissante. 

• B est un tronçon intermédiaire. 
1er cas: 
Le tronçon B-1 est de type 1 . (figure 5.13.e) 
B est alors le dernier tronçon d'une suite décroissante. Il ne peut appartenir 
à une suite croissante. 
2ème cas: 
Le tronçon B-1 est de type 2 (figure .5.13.f). 
B est l'unique tronçon associé à une fenêtre de réduction. 

• B est le dernier tronçon 
1er cas: 
Le tronçon B-1 est de type 1 . (figure 5.13.g) 
Le tronçon B fait partie d'une suite décroissante. Il n'est ni le premier 
tronçon d'un chemin séquentiel principal, ni de type 1 donc il ne peut 
appartenir à une suite croissante. 
2ème cas: 
Le tronçon B-1 est de type 2 (figure 5.13.h). 
Si B appartient à un chemin séquentiel principal, il est donc le premier 
tronçons d'une suite décroissante. Dans le cas contraire, B appartient à· 
unf' suite croissante de profondeur 1. 

Cas particulier 
Lt> tronçon B est le seul tronçon d'un chemin séquentiel principal. Dans ce cas, 
il JWUt appartenir à la fois à unf' suite croissante et à une suite décroissante telle 
que la suite croissante est plus prioritaire. 

En résumé, une fenêtre de réduction admet au maximum une alternance de suites 
décroissantes et croissantes de tronçons. Ces suites sont liées les unes aux autres 
par des tronçons de type 1, intermédiaires, précédés par un tronçon de type 1 
(cas de la figure .5.1:3.b). 
Une fenêtre de réduction admet au minimum une suite croissante (ou une suite 
décroissante) d'au moins un tronçon. 

La numérotation dynamique, que nous proposons dans le paragraphe suivant, 
permet de numéroter sans collision et sans synchronisation, une suite décroissante 
et une suite croissante dans cet ordre pour chaque fenêtre de réduction. 
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5 Les numéros de parcours dynamiques 

Les numéros des nœuds fonctionnels ne suffisent pas à eux seuls à ordonner les 
DAR dans la file d'attente de la fenêtre de réduction cible. Seuls les DAR créés 
par les nœuds d'un même tronçon peuvent être classés. Aussi pour permettre 
le classement des DAR créés par des nœuds appartenant à différents tronçons, 
on introduit une nouvelle numérotation des tronçons. Cette numérotation se fait 
dynamiquement en cours d'exploration. 

5.1 Conditions à satisfaire 

La numérotation dynamique proposée doit satisfaire les conditions suivantes: 

• Condition 1 
Tous les tronçons ayant une même fenêtre cible doivent être numérotées 
sans redondance. 

• Condition 2 
Les numéros doivent traduire la priorité du tronçon le tronçon le plus 
prioritaire doit avoir le plus petit numéro de parcours. 

• Condition 3 
La numérotation des tronçons ayant la même fenêtre cible doit pouvoir se 
faire en parallèle si ces derniers sont explorés en parallèle et ne doit pas 
engt>ndrt>r dt> synchronisation supplémentaire. 

5.2 Numérotation adoptée 

Pour satisfaire ces conditions, la numérotation dynamique se fera de la manière 
suivante : 

• Pour toute suite croissante de tronçons (Bn) de profondeur n, on affecte les 
numéros 0,1, ... ,n-1 respectivement aux tronçons BI B2 ••• B11 • 

• Pour toute suite décroissante de tronçons (Bn) de profondeur n, on affecte 
lt>s numéros -1,-2, ... ,-n respectivement aux tronçons BI B2 ••• Bn. 

CettP numérotation vérifie les conditions énoncées ci dessus. En effet : 

-170-



5. Les numéros de parcours dynamiques Cl1apitre .5 

• Condition 1 
Chaque fenêtre de réduction est la cible d'au plus deux suites de tronçons : 
une suite croissante et une suite décroissante. Les numérotations proposées 
pour ces deux types de suites sont disjointes donc non redondantes. 

• Condition 2 
La numérotation est conforme à la priorité des tronçons comme le montrent 
les :3 cas de figure suivants : 
cas 1 : Si une fenêtre de réduction est cible d'une suite croissante de tron
çons uniquement, le plus petit numéro (0) est affecté au tronçon B0 de la 
suite. B0 est l'élément le plus prioritaire de la suite (cf propriété 1 ). 
cas 2 : Si une fenêtre de réduction est cible d'une suite décroissante de tron
çons uniquement, le plus petit numéro est le numéro -n attribué au tronçon 
B11 • Ce dernier est le tronçon le plus prioritaire (cf. propriété 2). 
cas :3 : la fenêtre est la cible à la fois d'une suite croissante de tronçons 
de profondeur n1 et d'une suite décroissante de tronçons de profondeur n2 • 

Les num~ros affect~s à la suite croissante de tronçons sont respectivement 
0,1,2, ... ,n1• Les numéros affectés aux éléments de la suite décroissante sont 
-1,-2,-:3, ... ,-n2 . Les éléments de la suite croissante étant tous moins prioritai
res que le premier élément de la suite décroissante de tronçons (cf. propriété 
:3), les numéros de parcours affectés traduisent bien la priorité des tronçons. 

• Condition 3 
Les tronçons appartenant à la suite croissante et ceux appartenant à la 
suite décroissante associées à une même fenêtre, peuvent être numérotés 
en parallèle puisque la numérotation se fait dans les deux sens, l'un positif 
et l'autre négatif. Ceci implique que la numérotation n'a pas besoin de 
synchronisation. 

Pour assurer l'ordonnancement, les tronçons sont donc numérotés en cours d'ex
ploration. Il en résulte que : 

-les DAE doivent contenir des informations pour assurer la numéro
tation en parallèle des tronçons et se transforment donc en DAEE ou 
DAE étendus. 
- les DAR créés suite au traitement d'un DAE doivent véhiculer des 
informations supplémentaires pour permettre l'ordonnancement lo
cal au niveau d'une fenêtre. Ils se transforment en DAER ou DAR 
Etendus. 
- Enfin, la fenêtre de réduction doit disposer d'un ensemble d'infor
mations lui permettant de désigner à chaque instant le prochain DAR 
à traiter. 
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Le contenu des DAEE, DEAR et les informations nécessaires à l'ordonnancement 
dans une fenêtre de réduction sont précisés dans les trois paragraphes suivants. 

5.3 Les DAE Etendus (DAEE) 

Un DAEE associé à un nœud fonctionnel n, contient, en plus des informations 
spécifiées au paragraphe 3.2, les informations suivantes : 

le numéro de parcours dynamique du tronçon auquel appartient 
NP le nœud n. Ce numéro permet de numéroter les prochains élé

ments de la suite croissante de numéro dynamique np. 

Dans le cas où le chemin séquentiel auquel appartient le noeud 
ND n contient au moins un tronçon appartenant à une suite décrois

sante, nd est le numéro de parcours dynamique à lui associer. 

5.4 Les DAR Etendus (DEAR) 

Le traitement d'un DAEE entraîne la création d'un DEAR (Drapeau Etendu 
d'Activation de la Réduction) qui sera mis dans la file d'attente de la fenêtre 
cible correspondant au tronçon. Une fois le DEAR choisi pour être traité dans 
1 'espace d'action de la fenêtre, un DAR - au sens défini au chapitre précédent
est construit à partir du DEAR en ne gardant que les informations utiles à la 
réduction proprement dite. Le contenu d'un DEAR est : 

NP: 

- La fonction à appliquer et 
- la fenêtre résultat qui reçoit le résultat de la réduction. 

Le numéro de parcours dynamique affecté au tronçon émetteur 
du DEAR. 

NORD Le numéro d'ordre dans le tronçon du nœud fonctionnel. 

IFT 
Information fin du tronçon. Cette information vaut 1 si le nœud 
émetteur du DEAR est le dernier du tronçon. Elle vaut 0 
autrement. 
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5.5 Informations associées à une fenêtre de réduction 

Les informations suivantes permettent de gérer le fonctionnement d'une fenêtre 
de réduction : 

NP: 

NORD: 

IFT: 

le numéro de parcours dynamique du dernier tronçon traité dans 
la fenêtre de réduction. 

le numéro d'ordre du nœud dans le tronçon ayant généré le 
DEAR. 

fin du tronçon. 

Ces informations permettent le choix du prochain DEAR qui transitera de la file 
d'attente vers l'espace d'action de la fenêtre. 

P: 

C: 

le numéro de parcours le plus petit affecté à un tronçon appar
tenant à une suite décroissante associée à la fenêtre de réduction. 

le numéro de parcours le plus grand affecté à un tronçon appar
tenant à une suite croissante associée à la fenêtre de réduction. 

La figurf' 5.14 illustre le contenu des DAEE, des DEAR et du "registre d'état" 
d 'unf' ff'nPtrf' de réduction. 

DAEE DEAR 1 
fll• d'attent• 1 

1 

F:· 
1 FF 1 

l~P 

1 

NI 
1 

1 NP INOR[II IFT 1 f 1 FR 1 l NP -'NORDI IFT 1 p 1 <3 1 

1 6lspac~ d'act 1 on 
1 

Figure 5.14: (a). Contenu d'un DAEE (b). Contenu d'un DEAR (c). Informa
tions associées à la fenêtre de réduction 

5.6 Numérotation en cours d'exploration 

La numérotation des tronçons se fait en cours d'exploration lorsqu'un nœud 
frontière est exploré. La numérotation des tronçons dépend de la nature du 
nœud frontière (nœud définition ou autre nœud frontière) et de la situation du 
tronçon suivant (s'il existe) dans le chemin. La numérotation se fait en se basant 
uniquement sur le contenu du DAEE traité. Nous avons donc distingué 4 cas 

-17:3-



Cbapitr~ 5 Optimisation du système de réécriture 

possibl~s : Soit le DAEE = (FC,FR,NP,NR) à traiter. Ce DAEE est affecté au 
d~rnier nœud n d'un tronçon B. 

• Casl : n est un nœud définition et le tronçon B+ 1 est le dernier du 
chemin séquentiel. Dans ce cas deux tronçons seront numérotés le 
tronçon B+ 1 et le tronçon 0 du chemin séquentiel principal de la définition. 
Le tronçon B+ 1 appartient à une suite décroissante (cf section 4.4 ). Il 
admet comme numéro de parcours dynamique le numéro NR. Le premier 
tronçon de l'arborescence définition appartient à la même suite croissante 
que le tronçon B. Il aura donc comme numéro de parcours NP+l. 

• Cas2 : n ~st un nœud définition et le tronçon B+ 1 n'est pas le dernier 
du chemin séquentiel. Dans ce cas deux tronçons seront numérotés : le 
tronçon B+ 1 et le tronçon 0 1 du chemin séquentiel principal de la définition. 
Lt> tronçon B+1 est le dernier d'une suite décroissante (cf section 4.4 ). Il 
admet comme numéro de parcours dynamique le numéro -1. Le premier 
tronçon de l'arborescence définition appartient à la même suite croissante 
qut> le tronçon B. Il aura donc comme numéro de parcours dynamique, le 
numéro NP+l. 

• Cas3 : n n'est pas un nœud définition et le tronçon B+1 est le dernier du 
cht>min séquentiel. Le tronçon B+ 1 est le seul tronçon à numéroter. Il est 
1~ premier tronçon d'mw suite décroissante. Son numéro de parcours est 
égal à l\'R. 

• Cas4 : n n'est pas un nœud définition et le tronçon B+ 1 n'est pas le dernier 
du chemin séquentiel. Le tronçon B+ 1 est le seul tronçon à numéroter. Il 
est l'unique tronçon associé à une suite croissante (cf. section 4.4). Son 
numéro de parcours croissant est égal à O. 

Lt> schéma de la figure 5.15 montre dans les 4 cas de figure, le contenu des 
DAEE créés. Le symbole "-" dans le champ ND symbolise l'absence de 
suite décroissante en cours. Dans les cas 1 et 2, le champ ND est initialisé 
au dernier numéro attribué d'une suite décroissante. 

A chaque fois qu'un nouveau tronçon est atteint par l'exploration, il sera numéroté 
en utilisant les informations contenues dans le DAEE. Il en résulte que les rè
gles d'~xploration doivent être modifiées pour prendre en compte d'une part, la 
numérotation dynamique des tronçons et d'autre part, pour distinguer l_es cas où 
la création d'une fenêtre de réduction est nécéssaire du cas où elle ne l'est plus. 
Ces modifications seront discutées dans la section suivante. 

1 Il s'agit du numéro statique 
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nua B+1 nua a 

/l 1 1 NR 1 1 
1 

1 FR 1 NP 
1 1 

caal -
F'C NR 

" nua 0 

1 1 
1 NP+ll NR-1 1 

nua B+1 
C&a2 /1 1 1-1 1 - 1 

" nua 0 

1 1 
INP+11-1 

1 

I:WUI B+1 
C&a3 

1 1 1 1 - 1 
NR 

ca•• IWIIIl B+1 

1 1 1 
0 

1 
-

1 

Figurt> 5.15 : Illustration de la numérotation dynamique en cours d'exploration 

6 Modification du système de réécriture 

Comparé au système de réécriture proposé au chapitre 4, le système de réécriture 
optimisé présente les différences suivantes : 

• Les règles d'exploration ont été modifiées pour tenir compte de la numéro
tation dynamique et de la création sélective des fenêtres de réduction. 

• Les règles de transition constituent une nouvelle catégorie de règles permet
tant le passage d'un DAR ( correspondant au DEAR sélectionné dans la 
file d'attente) vers l'espace d'action de la fenêtre. 

Remarque 
Les règles de réduction ne subissent aucune modification. 

Dans cette section, nous discutons d'abord des règles d'exploration puis des règles 
de transition. 
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7 Les règles d'exploration 

7.1 Aspect général des règles 

Trois principaux changements sont à noter au niveau de la représentation des 
r~glt>s dans le système de réécriture optimisé par rapport au système de réécriture 
prést>nté au chapitre 4 : 

- Les DAE sont remplacés par les DAEE. 
- La notion de fenêtre cible se substitue à la notion de nœuds cibles. 
- Le traitement d'un DAEE crée un DEAR dans la file d'attente de 
la fenêtre cible au lieu d'un DAR affecté aux nœuds cibles. 

7.2 Exemples de règles d'exploration 

• Exemplel : (figure 5.16) Cette règle montre l'exploration d'un nœud 
fonctionnel non frontière. 

~ DAEE 

..,..n ~rr J n J OC Jo.j 

re • 

""'' '""~' . . 
l ' . ' . ' . 

~ ........ ~ 

IYnJO/Max 

~ !! DAEE 

1 B'n•l /JFB/Max g' FC 1 FR 1 np 1 nl FC 

' . 
/ '\ 
t.-- ---- _, 

Figure 5.16 : Exemple 1 de règle d'exploration 

LP contenu du DAEE construit dans cette règle est identique à celui traité 
par la règle. A noter également que la fenêtre cible est identique pour tous 
lt>s nœuds du tronçon. 
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• Exemple2 : (figure 5.17) Règle d'exploration d'un nœud définition dans 
le cas 1 (cf. section 5.6) 

1 • . . . . 
1 • 

! .......... .J 

DAEE 

ng . . . . . . 
1 • 

! .......... '. 

1 

DAEE 

Figure 5.17 : Exemple 2 de règle d'exploration 

Ct>ttP rf.glt> permet aussi bien l'exploration d'un nœud que la numérotation 
dt>s tronçons dont l'exploration commence. Aucune fenêtre de réduction 
n'est créée. Le champ G de la fenêtre FC est mis à jour. 

• Exemple3 : (figure 5.18) Règle d'exploration d'un nœud définition dans 
le cas 2 (cf. section 5.6) 

La création d'une fenêtre de réduction intermédiaire est la seule différence 
avec la règle précédente. 

• Exemple4 : (figure 5.19) Règle d'exploration d'un nœud frontière ayant 
pour valeur une fonction primitive non stricte ( cas 3 cf. section 5.6) 

Le tronçon B+ 1 dans cet exemple est le premier d'une suite décroissante. 
On notera que cette règle permet d'initialiser le champ P de la fenêtre FI. 
Ceci déclenche le début des réductions dans cette fenêtre (cf. section 8). 
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~ DAEE 
( FC 1 I'R 1 np 1 nr 1 

"~ 
,.,, .. ~ De 

8+1/o/IF'B/Ma.x . . . . . . .. ! ......... '. . . . . 
1 

. . 
! ........ J 

!!! "~ FC 

.. ,~~ 
DAEE DAEE 

FI rR -1 - 1 FC 1 Tl I•P•llnr 1 
B+l/o/IFB/Max ng .. . ' ,' \ . . . ' ,' 1 \ ! ........ J 

Figure 5.18 : Exemple :3 de règle d'exploration 

~ DAEE 

1 FC 1 FR 1 np 1 n1 1 
B/n/1/Max~ FC~ 
,.,,,~~ 

- - - - np 

1 

• 
. . . . . . . ' 

~ .......... _.) 

FC 

w-~~ 
DAEE 

u B+l/0/lFB/M,-g Fl 1 FP 1 0 1 - 1 

FI . ' . ' . ' . . 
~-------' 

Figure 5.19 : Exemple 4 de règle d'exploration 
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• ExempleS : (figure 5.20) Règle d'exploration d'un nœud frontière ayant 
pour valeur une fonction primitive non stricte ( cas 4 cf. section 5.6) 

1 
. 

1 • 
1 • 

1 • 
1 • 

~------~ 

ax-1/n/1/Max~P 

DAEE 

M<"lx/0/IFB/Mê!.X ~-FR--rf -FR....,.,n-1·--J.,.,-_..., g 
FC 

1 • 
1 • 

1 • 
1 • 

~---·-·-' 

Figure 5.20 : Exemple 5 de règle d'exploration 

Le tronçon B+ 1 étant un tronçon intermédiaire, une nouvelle fenêtre de 
réduction est alors créée. 

8 Règles de transition 

Notation: 
Un DAR créé suite au traitement d'un DAE,.; où ni est le ième nœud d'un tronçon 
B ayant un numéro de parcours dynamique pest noté (DAR~Jp· 

Il existe 3 règles de transition qui permettent la sélection d'un DAR dans la file 
d'attente d'une fenêtre de réduction. Quelle que soit la règle à appliquer, les 
conditions suivantes doivent être réunies. 

8.1 Conditions générales d'application 

Pour pouvoir appliquer une règle de transition, il faudrait réunir les conditions 
suivantes : 
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• La fenêtre de réduction n'est pas active i.e le dernier DAR introduit dans 
l'espace d'action a déjà été traité par une règle de réduction. 

• La file d'attente associée n'est pas vide. 

8.2 Conditions spécifiques 

• Quand il s'agit de sélectionner le premier DAR qui doit être traité dans la 
fenêtre de réduction, la règle de transition 1 est applicable. 

• La règle de transition 2 permet de sélectionner un nouveau tronçon quand 
lt> dernier DAR traité est issu du dernier nœud d'un tronçon. 

• La règlt> de transition :3 permet de sélectionner le DAR suivant dans le même 
tronçon. 

8.3 La règle 1 de transition 

Cettt> règlt> est illustrét> par la figure 5.21. La condition spécifique d'application 
dt> cf'ttt> règlt> pt>ut être formulée comme suit : 

0 ... 0 
1 ' , ' 

1 ' , \ , ___ ! , ___ ! 

Figure 5.21 : Règle de transition 1 

• Aucun DAR n'a jusque là transité de la file d'attente vers l'espace d'action 
(les champs NP, NORD et 1FT ne sont pas initialisés). 

• Les (DAR~. )p créés par l'application des règles d'exploration aux (DAE~)P 
' ou 

- p est lt> plus petit numéro de parcours dynamique associé au 
tronçon ayant pour fenêtre cible la fenêtre de réduction FR. 
- Lt> tronçon en question est le tronçon B. 
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sont déjà dans la file d'attente associée à la fenêtre de réduction. 

Dans ce cas, le DAR choisi est : (DAR~0 )p· 

8.4 La règle 2 de transition 

Cette règle est illustrée par la figure 5.22 . 

... 0 , . , . , ___ .! 

Figure 5.22 : Règle de transition 2 

La condition spécifique d'application de cette règle se traduit comme suit : 

• Le (DAR~,)s est le dernier DAR choisi. 

• Le nœud fonctionnel ni est le dernier nœud fonctionnel du tronçon B. 

• s n'est pas le plus grand numéro de parcours dynamique affecté (la valeur 
du champ G de la fenêtre de réduction est supérieur à s). 

Dans ce cas le DAR choisi est : (DAR~0 )s+I 

8.5 La règle 3 de transition 

Cette règle est illustrée par la figure 5.23. 

La condition spécifique d'application de cette règle se traduit comme suit : 

• (DAR~Jm tel que le nœud fonctionnel ni du tronçon B n'est pas le dernier 
nœud fonctionnel de B est le dernier DAR choisi. 

Dans ce cas, le DAR choisi est : (DAR~•+l )m 
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Chapitre 5 

Q . . 
' ... --~ 

... 0 , . . . , ___ ! 

Optimisation du système de réécriture 

Figure 5.23 : Règle de transition 3 

9 Conclusion 

Nous avons proposé une optimisation du système de réécriture du modèle P3 qui 
tend à minimiser les créations de nœuds résultats intermédiaires tout en permet
tant d'anticiper au maximum sur l'exploration des nœuds fonctionnels et sur la 
réduction. Cette optimisation a été rendue possible grâce à l'introduction de la 
notion de fenêtre cible et au regroupement des nœuds d'un même chemin en tron
çons possédant la même cible. Cette optimisation permet également de conserver 
lP parallélisme de l'exploration et celui de la réduction ce qui assure, de plus, 
l'indépPndance de ces deux activités. Pour tenir compte de cette amélioration, le 
systènw dP réécriture a subi des modifications : les règles d'exploration permet
tPnt dP transmettre les fenêtres cible et résultat à chaque nœud de l'arborescence 
fonctiomwlle au lieu des nœuds cibles et des nœuds résultats. Ces derniers sont 
complètement masqués par la présence des fenêtres de réduction. Les règles 
dP transition permettent le choix du DAR dans la file d'attente d'une fenêtre de 
réduction. Les règles de réduction quant à elles ne subissent aucune modification. 

CPci termine les travaux d'extension du modèle P3
• Le chapitre suivant compare 

le modèle P3 étendu au modèle de réduction de graphe. 
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Partie III 

Evaluation du modèle p 3 

18:3 



Chapitre 6 

Comparaison de P 3 au modèle de 
réduction de graphe 

L~Ptude, dans le chapitre :3, des modèles d'évaluation existants a permis de situer 
le modf.le P3 tel qu'il a été défini par N. Devesa [Dev90) par rapport aux autres 
mo&les de réduction. Cette étude a permis également de faire le point sur les 
limites du modèle P3 • L'extension du modèle P3 , présentée aux chapitres 4 et 
!) pallie quelques unes des limites de ce modèle notamment la nature des expres
sions traitées, l'utilisation des fonctions d'ordre supérieur et le parallélisme des 
langages fonctionnels exploité. 
L'objectif de ce chapitre est d'établir une évaluation théorique du modèle P3 

étendu. Dans cette optique nous avons choisi de le comparer au modèle de réduc
tion de graphe. Ce choix se justifie par le fait que le modèle P3 s'apparente plus 
surtout au modèle de réduction de graphe (cf. chapitre 3). De plus, la comparai
son au modèle de réduction de graphe est valorisante pour le modèle P3 puisque 
la puissance et l'efficacité du modèle de réduction de graphe sont reconnues. 
Cette comparaison portera sur deux aspects différents: le premier aspect concerne 
le coût de gestion des deux modèles. Le deuxième aspect concerne la puissance 
de ces deux modèles i.e le type d'expression traité, le parallélisme exploité, les 
modes d'évaluation pouvant être utilisés et le partage de données. 
Ce chapitre est donc structuré de la manière suivante. La section 1 permet 
d'établir le coût d'évaluation du modèle de réduction de graphe. La section 2 en 
fait autant pour le modèle P3

. La section :3 établit une étude des coûts présentés 
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dans les sections 1 et 2. La section 4 compare les deux modèles en se basant sur 
les possibilités offertes par chacun. 

1 Le coût d'évaluation du modèle de réduction 
de graphe 

L'évaluation d'une expression fonctionnelle dans le modèle de réduction de graphe 
occasionne plusieurs coûts que nous détaillerons dans la suite de cette section. 
Auparavant, nous rappelons les principes d'évaluation du modèle de réduction de 
graphe. 

1.1 Analyse du fonctionnement du modèle 

Une expression est représentée dans le modèle de réduction de graphe par un 
grapht> dont les nœuds intermédiaires sont des nœuds application. Chaque graphe, 
de racint> un noeud application symbolise un redex. L'évaluation consiste donc à 
réécrire tous les sous graphes ayant pour racine un nœud application. L'ordre de 
réécriturE' doit simplement respecter la dépendance entre les redex et privilégier 
lt>s redt>x qui peuvent être traités indépendamment des autres redex (afin de 
pernwttrt> 1 'anticipation). Cette contrainte impose une synchronisation naturelle 
entre les différents redex. De par la représentation du graphe, les redex dont 
l'évaluation nt> dépend d'aucun autre redex se retrouvent en profondeur dans le 
graphe, et de ce fait, ils sont atteints grâce à un parcours en profondeur du graphe. 
( ~haque sous graphe réécrit permet aux redex qui le référencent d'être à leur tour 
traités. A la fin, le graphe obtenu est un graphe irréductible qui représente le 
résultat de l'expression évaluée. Nous pouvons distinguer deux types de redex: les 
redex où la fonction appliquée est une fonction primitive. La prise en compte de 
ce type de redex consiste simplement à appliquer la fonction à ses arguments, en 
respectant sa sémantique. Le graphe résultat équivalent, est forcément réduit. Le 
deuxième type de redex possède une fonction appliquée plus complexe. Ce type de 
redex, une fois pris en compte ne donne pas forcément un résultat irréductible: en 
effet, l'application d'une règle de réécriture dans ce cas, permet de réorganiser le 
graphe en introduisant d'autres redex et donc d'autres nœuds application. Nous 
illustrons ce type de redex par celui de la figure 6.1 : 

Dans cet exe.mple, la réécriture du seul redex présent sur le graphe de gauche, 
entraîne l'introduction, en cours d'évaluation, den nouveaux redex (à droite sur la 
figure). Les nœuds application 1, 2, ... , n sur la figure sont créés et le graphe est 
organisé de façon à retrouver une structure du graphe analogue à celle construite 
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1. Le coût d'évaluation du modèle de réductioll de graphe 

• 1/\ 
@ • 

j\ 
f~ • 

n / \ 
@ <> 

j\ 
f~ 

Chapitre 6 

Figure 6.1 : Exemple de redex impliquant une fonction complexe 

au départ i.e où les red ex sont tous représentés. 

Rf'marque 

En réalité, la fonction f n'est pas dupliquée n fois : elle est partagée par les n 
sous graphes de racines les nœuds application 1, 2, ... , n. Nous reviendrons sur 
lf' partagf' de sous graphes dans la section 4.4 de ce chapitre. 

1.2 Analyse des coûts 

L'é\'aluation d'une expression dans le modèle de réduction de graphe engendre 
donc lf's coûts suivants : 

1. Un coût de stockage des nœuds application 
On rt>trouve ce coût à la représentation initiale de l'expression puisque dans 
le modèle de réduction de graphe, les nœuds application symbolisent les 
redex qui doivent être traités et donc font partie intégrante de la représen
tation de l'expression. D'autres redex sont construits dynamiquement, lors 
du traitement d'un redex impliquant une fonction complexe (cf. figure 6.1 ). 
Systématiquement, chaque redex présent dans la représentation implique 
la présence d'un nœud application. De plus, la représentation décurryfiée 
des fonctions polyadiques dans le modèle de réduction de graphe introduit 
un nombre de nœuds application, égal au nombre d'arguments de chaque 
fonction. 

2. Un coût de parcours du graphe à la recherche de redex prêts à être 
traités. 
Ce coût est imposé par la structure même du graphe : les redex réécrits 
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en premier sont ceux qui se trouvent en profondeur.Ce coût existe pour le 
graphe initial, mais également, pour chaque nouveau sous graphe réductible, 
construit dynamiquement. 

:3. Un coût de réorganisation du graphe généré par la prise en compte de 
redex où la fonction appliquée n'est pas une fonction primitive. Ce coût ne 
comprend pas le coût de création des nœuds application que nous avons isolé 
au préalable. Il comprend uniquement le coût de construction du nouveau 
graphe à partir de l'ancien. 

4. Un coût de préparation des données incluant la duplication au sens 
large des arguments i.e l'activation du partage ou de la copie. 

5. Un coût d'application d'une fonction primitive désignant le coût de 
calcul engendré par l'application d'une fonction à ses arguments. 

6. Un coût de synchronisation des réductions s'opérant sur le même 
graphe. 

2 Le coût d'évaluation du modèle P3 

Le modèle P3 engendre aussi un coût de gestion lors de l'évaluation d'une expres
sion. l\'ous allons tenter de la même manière que pour le modèle de réduction de 
graphe de détailler le coût d'évaluation du modèle P3

, afin d'établir une compa
raison des coûts des deux modèles mais auparavant analysons le fonctionnement 
du modf.lt> P3 en se plaçant au même niveau que pour le modèle de réduction de 
graphe. 

2.1 Analyse du fonctionnement du modèle P3 

Une expression fonctionnelle est représentée dans le modèle P3 par une forêt 
d'arborescences fonctionnelles et un ensemble d'arbres de réduction. Au stade ini
tial de la représentation, seuls les redex symbolisant les applications (cf. chapitre 
4) sont présents. Ces redex sont symbolisés par les drapeaux d'activation de 
l'exploration, présents sur les racines des représentations principales des fonc
tions appliquées. Grâce au mécanisme d'exploration, les redex sont constitués 
au fur et à mesure du fait de la propagation de l'activation des nœuds, au 
cours de l'évaluation. Un redex est construit dynamiquement lors de l'apparition 
d'un DAE (ou DAEE) sur un nœud fonctionnel. La transformation du DAE 
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(resp. DAEE) en DAR (resp. DARE) par l'application d'une règle d'exploration 
peut être considérée comme une "mutation" du redex qui est "affecté" donc à 
l'ensemble de ses arguments. Le nombre de redex créés à un instant donné est 
égal au nombre de drapeaux existant dans la représentation à cet instant i.e qui 
ne sont pas encore traités. Dans le modèle P3 , Il n'y a donc pas besoin de par
cours préalable, les fonctions étant placées dans l'arborescence de façon à ce que 
les premiers redex constitués soient ceux qui peuvent logiquement s'exécuter sans 
attente d'un quelconque événement. D'autre part, de la même manière que dans 
le modèle de réduction de graphe, nous distinguons deux types de redex. Le 
premier type de redex, une fois traité entraîne l'application de la fonction à ses 
arguments. Le deuxième type de redex est celui liant un nœud forme fonction
nelle à ses arguments. En effet, il suffit d'examiner les règles d'exploration où le 
nœud fonctionnel concerné est un nœud forme fonctionnelle (cf. chapitre 4) pour 
remarquer que ce type de redex n'engendre pas de calcul mais plutôt une pré
paration des arguments des foncti~ns composant chacune des sous arborescences 
fonctionnelles paramètres. Cette préparation est comparable sémantiquement à la 
phase de préparation dans le modèle de réduction de graphe, à la seule différence 
qu'elle ne nécessite aucune réorganisation de graphe. Par ailleurs, chaque drapeau 
une fois traité est remplacé par le résultat du redex. Les redex sont traités dans 
un ordre précis grâce à un algorithme d'ordonnancement décrit dans le chapitre 5. 

2.2 Analyse des coûts engendrés 

Analysons les coûts occasionnés par l'exécution d'une expression dans le modèle 
P:3

• Nous distinguons les coûts suivants : 

1. Le coût d'exploration des arborescences fonctionnelles. 

2. Le coût de stockage des drapeaux . En effet, l'exploration des arbores
cences fonctionnelles comportant moins de synchronisation que la version 
originelle du modèle P 3 , la vitesse de production des redex est plus élevée. 
Pour peu que la vitesse de prise en compte des redex soit inférieure à cette 
dernière, il y a une accumulation de drapeaux dans les files d'attente des 
fenêtres de réduction et donc le nombre de redex non traités augmente 
engendrant le coût de stockage. 

:3. Le coût d'ordonnancement des redex dans les files d'attente des fenêtres 
de réduction pour retrouver l'ordre cohérent de traitement des redex. 

-189-



Chapitre 6 Comparaison de P3 au modèle de réduction de graphe 

4. Le coût de préparation des arguments dans le cas de traitement des 
redex impliquant une forme fonctionnelle. 

5. Le coût d'application d'une fonction à ses arguments dans le cas de 
traitement de redex impliquant une fonction primitive. 

3 Etude des coûts d'évaluation 

Le tableau suivant présente un récapitulatif des coûts de gestion des deux modè
les : 

Le modèle de rrduction de graphe Le modèle P3 

1) Coût de stockage des nœuds application 1) Coût d'exploration des arborescences 
fonctionnelles 

2) Coût de parcours du graphe 2) Coût de stockage des drapeaux 
:3) Coût de·réorganisation du graphe 3) Coût d'ordonnancement 
4) Coût de préparation des arguments 4) Coût de préparation des arguments 
5) Coût d'application d'une fonction 5) Coût d'application d'une fonction 

La numérotation des coûts aussi bien pour le modèle P3 que pour le modèle de 
réduction de graphe reflète l'ordre chronologique de génération des coûts. Dans 
la suik de cette section, nous tentons de comparer les coûts occasionnés par les 
deux modèles. 

Avant d'étudier les coûts engendrés par les deux modèles, nous pouvons faire la 
classification suivante : dans l'ensemble des coûts engendrés, nous pouvons dis
tinguer les coûts qui proviennent de la sémantique d'application des fonctions. 
(~es roùts existent aussi bien dans le modèle de réduction de graphe que dans le 
modèle P3 . Il s'agit des coûts de préparation, de création de redex et d'application 
des fonctions. Ces coûts sont nécessairement identiques dans les deux modèles. 
Le deuxième type de coût est lié à la représentation de l'expression choisie et/ou 
aux mécanismes d'évaluation de chaque modèle. Cette deuxième famille de coûts 
sera étudiée plus en détail. 
Pour le modèle P 3 , les coûts propres au modèle et qui sont: le coût d'exploration 
des arborescences fonctionnelle, le coût d'ordonnancement et le coût de stockage 
des redex caractérisent plus les mécanismes de réduction que la représentation 
choisie. Pour le modèle de réduction de graphe, les coûts propres au .modèle sont 
plus fonction de la représentation choisie. 

Dans la suite de cette section, nous effectuons la comparaison des coûts suivants : 
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• le coût de parcours des arborescences fonctionnelles et celui des graphes 
syntaxiques. Cette comparaison se justifie par la nature même du coût : il 
s'agit d'un parcours de graphes dans les deux cas, mais également parce 
que ce coût met en évidence l'avantage de la représentation de l'expression 
de P3 par rapport au modèle de réduction de graphe. 

• Le coût de stockage des nœuds appliaction et celui des drapeaux. Ces deux 
entités représentent tout deux les redex à traiter dans les deux modèles. 
Cette comparaison met en avant l'intérêt de lasynchronisme des deux ac
tivités de P3 par rapport à l'évaluation dans le modèle de réduction de 
graphf'. 

Puis nous abordons les coûts existants dans un des deux modèles uniquement. 

• Coût de parcours du graphe syntaxique vs. coût d'exploration 
des arborescences fonctionnelles 

Nous établissons une étude de ces coûts en se basant d'abord sur le nom
brf' de nœuds parcourus puis sur les conséquences de ces parcours sur 
l'évaluation. 

Ces parcours s 'efff'ctuent du haut vers le bas aussi bien pour les arbores
cences fonctionnelles que pour les graphes syntaxiques. Le parcours du· 
graphe syntaxique dans le modèle de réduction de graphe concerne les 
nœuds application. Dans le modèle P3 , il concerne les nœuds fonction
nels. Comparons maintenant ces parcours en termes de nœuds parcourus. 
Le graphe syntaxique parcouru est obtenu par combinaison de sous graphes 
de deux types représentés respectivement par la figure 6.2.a et 6.2. b. 

Le premier représente une composition de n fonctions f 1 o . . . fn - où 
chaque fi est une fonction simple- appliquée à un argument x. Le deuxième 
représentf' l'application d'une fonction f à n arguments a11a2 , ••• ,a11 • Dans 
le premier cas, le nombre de nœuds parcourus est égal à n. La même 
expression sera représentée dans le modèle P3 comme l'illustre la figure 6.:3. 

Le parcours des nœuds fonctionnels racines des représentations respectives 
des fonctions fi s'effectue également en n étapes. Donc pour ce type 
d'expression, les parcours en termes de nœuds parcourus sont similaires. 
Le coût unitaire de parcours est égal à Pu, le coût de parcours d'un graphe 
de ce type est de 

n.pu 
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Figure 6.2 : 
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l 
fn-1 
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fl 

Figure 6.:3 : 
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Considérons maintenant le deuxième cas (figure 6.2.b). Ce graphe serait 
représenté de la manière suivante dans le modèle P3 (figure 6.4) : 

DAE 

Figure 6.4 : 

Pour ce deuxième cas de figure, le nombre de nœuds parcourus dans le 
modèle de réduction de graphe pour atteindre la fonction fest égal à n. 
Dans le modèle P3 , du fait que la polyadicité est gérée sans avoir recours à 
la curryfication des fonctions, un seul nœud est parcouru pour atteindre la 
fonction f 
Le graphe syntaxique est une combinaison de ces deux types de graphes. 

Pour df.terminer le coût de parcours dans chacun des deux modèles, nous 
allons tenter de formaliser le problème. Nous supposons que l'expression 
traitée contient c compositions de fonctions. En effet, la fonction appliquée 
est une composition de fonctions dont certaines sont des formes fonction
llE'lles admettant pour paramètres un ensemble de composition de fonctions. 
Nous supposons dans un premier temps que chaque composition de fonc
tions ne contient que des fonctions monadiques. Soit nf, le nombre moyen 
de fonctions dans chaque composition de fonctions. Dans le modèle de ré
duction de graphe, ces compositions de fonctions sont toutes représentées 
par un graphe ayant la forme illustrée par la figure 6.2.a. Dans P3

, chacune 
dt> ces composition est représentée par un chemin séquentiel de longueur 
moyenne nf. Lt> coût de parcours pour les deux modèles est : 

Si maintenant, nous autorisons l'existence de fonctions polyadiques dans 
unt> compositions de fonctions. Le nombre d'arguments en moyenne n'est 
plus égal à 1. Soit narg ce nombre moyen, le coût de parcours dans le mo.dèle 
de rf.duction de graphe est donc égal à 

c.(nJ.narg)·Pu 

Dans le modèle P3
, 1 'existence des fonctions pol y adiques ne change rien au 

coût de parcours. 
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Si de plus, nous prenons en compte le coût de parcours des sous graphes 
construits dynamiquement, engendré par la réorganisation et qui est égal à 
R.nR·Pu (cf. section 3), nous obtenons donc, dans le modèle de réduction 
de graphe, un coût de parcours général égal à : 

Dans le modèle P3
, le coût de parcours demeure inchangé; il est égal à: 

puisqu'il n'y a pas de phase de réorganisation dans P3 • 

Globalement, le coût de parcours est donc plus important dans le modèle 
dt> réduction de graphe. 

l" Dt> autrf' manière d'envisager une comparaison de ces deux parcours con
cenw l'impact de chacun sur l'évaluation d'une expression; Dans le modèle 
dt> réduction de graphe, les redex pouvant être traités en premier étant en 
profondt>ur dans le graphe, les réductions commencent après un délai qui 
correspond au temps de parcours du graphe. En effet, aucune réduction ne 
st>ra possible avant d'atteindre les redex prioritaires. Dans le modèle P3

, 

ce parcours n'est pas aussi pénalisant du fait de la création des red ex les 
plus prioritaires à proximité de la racine des arborescences fonctionnelles. 
Ainsi, les premiers redex construits pourront être traités simultanément avec 
ravancée de l'exploration. Il en résulte que le parcours de l'arborescence 
fonctionnelle est entièrement recouvert par les réductions et ne pénalise pas 
lt> déroulement de l'évaluation. Concrètement, ceci permet un gain de temps 
au niveau de l'évaluation de l'expression. Ce gain est exprimé de la manière 
suivante : 
Pour simplifier, prenons un graphe ayant la forme illustrée par la figure 
6.:2.a contenant initialement n redex. Soit Pu le temps unitaire d'accès à 
un nœud durant le parcours et tu le temps moyen de prise en compte d'un 
rt>dex. Dans le modèle de réduction de graphe, l'expression représentée par 
un tel graphe sera évaluée en un temps égal à 

CJ·Pu + n.tu 

en posant 

c1 = k.c.n 1 
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k étant une constante qui permet de convertir Je coût de parcours en temps 
de parcours. En effet, le traitement des redex contenus dans un sous graphe 
ayant la forme illustrée par la figure 6.2.a commence après la fin du parcours 
du graphe. Dans le modèle P 3 , le temps de parcours de l'arborescence 
fonctionnelle correspondante est identique i.e égal à 

CJ·Pu 

Par contre, à la différence du modèle de réduction de graphe, ce parcours 
est entièrement recouvert par le traitement des redex. De ce fait le temps 
d'évaluation de la même expression est plus court dans le modèle P 3

. En 
effet, soit n' le nombre de redex qui a pu être traité durant le parcours de 
1 'arborescence fonctionnelle qui a permis de générer les n redex. Le temps 
nécessaire à l'évaluation de l'expression, dans le modèle P 3 , est égal à 

CJ·Pu + (n- n')tu 

Dans le cas d'expressions comportant des fonctions polyadiques et engen
drant des transformations du graphe, en posant 

, le temps de traitement incluant le parcours du graphe dans le modèle de 
réduction de graphe, est de 

Dans le modèle P3
, le temps de traitement incluant le parcours est de 

CJ·Pu + (N- N').iu 

Par conséquent, le temps de traitement d'une expression incluant le temps 
de parcours est plus important dans le modèle de réduction de graphe. 

• Coût de stockage des nœuds application vs. coût de stockage des 
drapeaux 

Les nœuds application dans le modèle de réduction de graphe symboli
sent l'existence dt> redt>x dans lt> graphe. Il en est de même pour les dra
peaux dans le modèle P3

• La présence de ces nœuds (resp. ces drapeaux) 
représente un coût de stockage que l'on retrouve aussi bien dans le modèle 
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de réduction de graphe que dans le modèle P3 • Comparons donc ces coûts 
dans les deux modèles. Pour illustrer la différence entre ces deux coûts, 
supposons, pour simplifier, qu'on ait à évaluer une expression de la forme 
F : x où F est une composition de n fonctions monadiques. La représenta
tion initiale dans le modèle de réduction de graphe comprend donc n redex. 
Par conséquent, le nombre de nœuds application est égal à n. Compte tenu 
de ces hypothèses, le graphe de réduction a la forme illustrée par la figure 
6.2.a. Par conséquent, tous les redex sont traités en séquentiel. 

Initialement, le nombre de nœuds application présents est égal à n dans le 
modèle de réduction de graphe. Dans le modèle P 3 , pour cette même ex
pression, un seul drapeau représente le seul redex présent initialement dans 
la représentation de 1 'expression. Donc, initialement, le nombre de nœuds 
application présents dans la représentation de l'expression dans le modèle de 
r~duction de graphe est plus important que le nombre de drapeaux dans P3 . 

Essayons maintenant de comparer l'évolution du nombre de redex présents 
dans la représentation de l'expression tout au long de l'évaluation dans les 
dt>ux modèles. Dans le modèle de réduction de graphe, le nombre de redex 
rt>ste stable un instant, le temps du parcours du graphe puis il diminue par 
la suite au fur et à mesure que les redex sont traités. Le coût de stockage 
dt>vietlt nul à la fin de l'évaluation. 
Dans le modèle ? 3

, la "production" des redex par le mécanisme d'explo
ration et le traitement des redex sont des activités complètement asyn
clnones. A vitesses égales de traitement des redex et de parcours dans les 
dt>ux modèles, pour une même expression respectant les hypothèses émises 
plus haut, le nombre df' nœuds application dans le modèle de réduction de 
graphe est globalement supérieur au nombre de drapeaux présents dans le 
modf.le P 3

. Pour illustrer la quantité de drapeaux (resp. de noeuds applica
tion) présents simultanément tout au long de l'évaluation, nous visualisons 
lf's courbes de production et de consommation des redex tout au long de 
}'~valuation pour les deux modèles (figure 6.5). Ces courbes ont été tracées 
de manière empirique i.e elles ne se basent sur aucune étude quantitative 
exacte et permettent uniquement de comprendre facilement la comparaison 
faite de ces coûts. Sur cette figure, le coût de stockage des drapeaux et 
des nœuds application est représenté chacun à l'aide d'une surface. Chaque 
surface est délimitée par deux courbes : la courbe de production des nœuds 
applir.ation (resp. des drapeaux) et la courbe de traitement des redex sym
bolisés par les nœuds application (resp. des drapeaux). En effet chaque 
nœud application (resp. drapeau), une fois traité disparaît. 

Supposons que p représente le temps nécessaire pour le parcours du graphe 
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Chapitre 6 

Figure 6.5 : Evolution du nombre de redex dans le modèle P 3 et dans le modèle 
de rédu~tion de graphe dans un cas simple 

syntaxique afin d'atteindre le premier redex réductible. En tenant compte 
des hyput hèses sur l'expression traitée, formulées ci-haut, la courbe de pro
duction des redex est une constante n, ce qui explique l'aspect horizontal 
de la courbe. La courbe de consommation est nulle durant le temps du. 
parcours du graphe p. Pendant m unités de temps, temps nécessaire au 
traitement de tous les redex, la courbe de consommation des redex croît et 
rencontre finalement la courbe de production des redex. 

Pour le modèle P3
, la courbe de production des redex croît et se stabilise à 

n après le temps p, temps nécessaire pour la production des redex suite à 
l'exploration de l'arborescence fonctionnelle. Contrairement au modèle de 
réduction de graphe la courbe de consommation pourra croître immédiate
ment et mettra un temps m pour atteindre la valeur n i.e le maximum. Le 
temps m de consommation des redex est identique dans les deux modèles 
puisque nous avons supposé égales les vitesses de traitement. Le nombre de 
drapeaux présents globalement tout au long de l'évaluation dans le modè
le F 1

, est inférieur à celui des nœuds application présents globalement en 
cours d'évaluation dans le modèle de réduction de graphe. 

Ces coûts pour les deux modèles peuvent être exprimés de la manière sui
vante : Soit fp( t) la fonction de production des drapeaux dans le modèle 
P 3

• Soit fe( t) la fonction de traitement des redex au cours du temps. Le 
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coût de stockage des drapeaux durant l'évaluation est égale à : 

Soit p9r( t) la fonction de production des redex dans le modèle de réduction 
de graphe. p9r(t)=n quel que soit t. n étant le nombre de redex initialement 
présents dans le graphe. Soit c9r(t) la fonction de traitement des redex dans 
le modèle de réduction de graphe. Nous avons l'égalité suivante : 

\::li, C9r(t) = fc(i- p) 

LE> coût de stockage des drapeaux durant l'évaluation est égale à : 

l
m+p 

n(p + m)- P c9r(t) dt 

qui est Pgal à 

n(p + m)- la"' fc(t) dt 

après simplification. 

f~" fp(t) dt est inférieure à l'aire n(p + m) puiqu'elle s'inscrit dans cette 
dernièrE>. Par conséquent, le coût de stockage des nœuds application est 
plus important que celui des drapeaux dans le modèle P3

, pour le cas spé
cifiP par l'hypothèse. 

Si la fonction F contient des fonctions complexes, le graphe subit alors des 
rPorganisations durant l'évaluation. Par conséquent, les redex présents au 
départ ne constituent pas la totalité : il y en aura d'autres créés par la 
réorganisation du graphe. Soit n le nombre final de nœuds application créés. 
Toujours à vitesse égale de traitement, les courbes de traitement des redex 
sont identiques dans les deux modèles avec un décalage p1 , p1 est le temps 
à partir duquel, le premier redex dans le modèle de réduction de graphe 
pourra Ptrf' traité. La courbe de traitement des redex c~r(t), dans le modèle 
de réduction dE> graphe est définie de la façon suivante : 
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Dans le modèle P 3 , nous supposons qu'il faut un temps P2 pour que l'ex
ploration génère la totalité des redex. 
Pour démontrer l'importance du coût de stockage des redex dans le modèle 
de réduction de graphe par rapport au modèle P 3 , il suffit de démontrer 
que: 

(6.1) 

et 

(6.2) 

L'inégalité (1) est vrai puisqu'à chaque instant de l'évaluation, le nombre 
de redex traités dans le modèle P 3 est supérieur au nombre de redex traités 
dans le modèle de réduction de graphe, du fait que l'exploration et la ré
duction sont asynchrones. 
L'inégalité (2) est vraie. en effet, au départ, le nombre de redex dans le 
modèle de réduction de graphe est plus important (construction du graphe 
initial). De plus, à chaque réorganisation du graphe, un ensemble de redex 
s'ajoute au nombre initial. Les mêmes redex seront construits au fur et à 
mesure dans le modèle P3

• 

Il en résulte que le nombre de noeuds application stockés dans le modèle de 
réduction de graphe est plus important que dans le modèle P3 , entraînant 
ainsi une gestion mémoire plus coûteuse en espace et en récupération. Cette 
différence de coût est illustrée de la même façon que dans le premier cas, 
par les courbes de production et de consommation des redex dans les deux 
modèles (figure 6.6) permettant simplement d'illustrer ce raisonnement. 

• Coût de réorganisation 

La réorganisation du graphe est une transformation du "squelette" du gra
phe. Durant cette phase, de nouveaux nœuds application sont créés et 
replacés dans le nouveau graphe. Le graphe ainsi construit pourra de nou
veau être parcouru pour traiter les nouveaux redex. 
Notre interprétation de ce coût est que le contrôle dans le modèle de réduc
tion de graphe est assuré par le graphe lui-même. En effet, le graphe doit 
représenter à tout instant l'expression en cours d'évaluation.· Ces transfor
mations sont donc nécessaires pour restructurer la forme du graphe et réin
troduire les nœuds application qui symbolisent les traitements à effectuer 
sur le graphe. Ce qui justifie d'ailleurs le fait qu'initialement pratiquement, 
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Figure 6.6 : Evolution du nombre de redex dans le modèle P3 et dans le modèle 
de r~duction de graplw dans le cas général 

tous les rt>df'x prévisibles au moment de la représentation de l'expression 
figure1lt dans le graphe initial. 
Dans If' modèle P3

, cet état global de l'expression existe implicitement. Il 
f'st géré par les mécanismes d'exploration et d'ordonnancement qui assurent 
à eux deux l'obtention du résultat et la cohérence du traitement des redex. 
En effet, le contenu des drapeaux affectés à chaque nœud exploré suffit à 
hablir le lien entre les différents redex. Le coût de réorganisation, dans le 
modf.le de réduction de graphe, est donc égal à 

où R est le nombre de transformations effectuées en cours d'évaluation et 
Corg est le coût unitaire moyen de chaque transformation. 

De plus, la réorganisation du graphe entraîne indirectement d'autres coûts. 
Les coûts générés sont : 

- un coût supplémentaire de création de nœuds application qui 
symbolisent les redex du nouveau graphe. Ce coût est proportion
nel au nombre de réorganisations effectuées. Soit nR, le nombre 
de· nœuds application moyen créés à chaque réorganisation, le 
coût supplémentaire de création est de nR.R. - un coût de par
cours de ce même graphe pour atteindre les redex prêts à être 
traités, sur le même modèle que le parcours initial à partir de la 
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racine du sous graphe. Ce coût est proportionnel au nombre de 
réorganisations effectuées. Il est donc égal à 

nR.R·Pu 

où Pu est le temps unitaire d'accès à un nœud. 

• Le coût d'ordonnancement des drapeaux vs. coût de synchroni
sation des réductions Dans le modèle P3 , la création et le traitement 
des redex, étant deux activités complètement asynchrones, un algorithme 
d'ordonnancement permet de retrouver l'ordre de création des drapeaux. 
Cet algorithme s'active pour chaque redex, il est donc proportionnel au 
nombre de redex à traiter. Dans le modèle de réduction de graphe, la syn
chronisation des réductions au sein joue le même rôle. 

En conclusion à cette étude des coûts, nous pouvons classer les coûts générés par 
lt>s dt>ux modèles en :3 classes : 

• d'abord les coûts identiques pour les deux modèles : dans cette catégorie 
de coûts, nous retrouvons les coûts de traitement des redex et les coûts de 
préparation des données et le coût de création des nœuds application. Ces 
coûts sont liés à l'expression évaluée et non au modèle mis en oeuvre ce qui 
explique le fait qu'ils soient identiques dans les deux modèles. 

• Les coûts qui sont supérieurs dans le modèle de réduction de graphe : dans 
ct>ttt> catégorie, nous retrouvons le coût de parcours et le coût de stoc
kagt> dt>s noeuds application ( resp. des drapeaux) représentant les re
dex. L'importance de ces coûts dans le modèle de réduction de graphe, 
est étroitement liée à la représentation de l'expression, qui occasionne un 
stockage plus important des nœuds application du fait de leur présence dans 
la représentation initiale, et un coût de parcours pour atteindre les fonctions 
applicables en premier. 

• Les coûts propres à chacun des deux modèles. Le coût de réorganisation 
que l'on trouve dans le modèle de réduction de graphe uniquement pour 
retrouver une forme réductible du graphe syntaxique. Le coût d'ordon
nancement des redex qui est proportionnel au nombre de redex traités. Il 
correspond au coût de synchronisation des réductions dans le modèle de 
réduction de graphe. 

Après avoir comparé les coûts de gestion du modèle de réduction de graphe à ceux 
du modèle P3

, il convient également de comparer leurs puissances respectives. 
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Nous entendons par puissance d'un modèle, l'ensemble des possibilités offertes 
par ce modèle. Les aspects suivants : le type d'expressions traité, le parallélisme 
exploité, les modes d'évaluation utilisés et le partage. Dans le chapitre 3, ces 
aspects ont déjà été abordés concernant le modèle de réduction de graphe et la 
première version du modèle P3 • L'intérêt de cette section est de revoir certains de 
ces aspects qui étaient considérés comme des limitations de la première version du 
modèle P3 auxquels, nous avons tenté d'apporter une réponse grâce à l'extension 
du modèle. 

4 Comparaison des puissances des deux modè
les 

4.1 Les expressions traitées 

Les expressi?ns traitées aussi bien dans le modèle P 3
, à la suite de son extension, 

que dans le modèle de réduction de graphe, sont de la forme : 

où Exp 1 est soit une composition de fonctions soit une expression quelconque et 
où pour cbaqut> i, Expa, est soit une composition de fonctions, une donnée ou une 
expression qut>lconque. De plus, pour chaque composition de fonction de la forme 
.f1 o ... o fn, chaque fonction fi peut également être une expression quelconque. 
Dans le modèle P 3 étendu, ceci a été amplement détaillé dans le chapitre 4. 
Dans le modèle de réduction de graphe, ces expressions seront traités sur le modèle 
décrit antérieurenwnt. Nous en concluons que le même type d'expression sans 
variables peut être traité aussi bien dans le modèle P3 que dans le modèle de 
réduction de graphe. 

4.2 Le parallélisme exploité 

Le parallélisme des langages fonctionnels est exploité dans le modèle de réduction 
de graphe. Nous en avons apporté la preuve au chapitre 3. Par conséquent, nous 
n'y reviendrons pas dans ce chapitre. Par ailleurs, il est intéressant de montrer 
que le parallélisme horizontal est conservé dans la version étendue dù modèle P3 

et que le parallélisme vertical y est exploité contrairement au modèle P3 originel. 
L'exploitation du parallélisme horizontal dans le modèle P3 originel est réalisée 
grâce à l'exploration parallèle des sous arborescences fonctionnelles paramètres 
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d'une même arborescence fonctionnelle. L'exploration parallèle des arborescences 
fonctionnelles paramètres étant conservée dans le modèle étendu, ce type de pa
rallélisme demeure donc exploité. 
Par ailleurs, le parallélisme vertical est également exploité : une fonction quel
conque peut s'appliquer à un ou plusieurs arguments qui sont complètement ou 
partiellement calculés. En effet, un argument en cours d'évaluation est une ex
pression dont les redex ne sont pas encore pris en compte. Dans le modèle P3 

étendu, nous avons introduit la notion d'état de création partielle des nœuds. Ces 
nœuds assurent entre autres la liaison entre plusieurs expressions évaluées simul
tanément (cf. chapitre 4 ). Dans le cas qui nous intéresse i.e celui où une fonction 
F s'applique à n arguments tels qu'au moins un est une expression, un nœud ré
sultat dans l'état de création partielle représente cet argument dans l'expression 
appliquant la fonction F à ses arguments. L'exploration de l'arborescence fonc
tionnelle représentant la fonction F pourra alors se faire même si l'argument 
représenté par le nœud dont la création est partielle, est en cours d'évaluation 
puisque "tous" les arguments de la fonction F sont présents. Les redex issus de 
cette exploration pourront alors être pris en compte si la valeur de l'argument en 
cours d'évaluation n'est pas indispensable. 
Le parallélisme vertical est également exploité lors de l'exploration d'une même 
arborescence fonctionnelle. En effet, imaginons l'arborescence fonctionnelle repré
sentant une composition de fonctions de la forme ... of o (pp f 1 f 2 ••• J,.) o ... 
où pp est une forme fonctionnelle de n paramètres. Cette arborescence est illustrée 
par la figure 6. 7 suivante : 

... ! 
pp 

!Lf\- f\-. ··-f\ 
r ~ ~ ~ 

Figure 6.7: 

Les arguments de la fonction f sont les résultats obtenus après traitement de tous 
les redex construits suite aux explorations respectives des sous arborescences fonc
tionnelles paramètres de la forme fonctionnelle pp. Contrairement au modèle P3 

origint>l, dans le modèle P 3 étendu, l'exploration du chemin séquentiel principal 
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continue après la rencontre d'un nœud forme fonctionnel (cf. chapitre 4) sans 
attendre la fin de l'exploration des sous arborescences paramètres. De ce fait, le 
redex faisant intervenir la fonction fest alors construit et même traité si la fonc
tion fest non stricte. Là aussi, chaque argument de la fonction fest représenté 
par un nœud résultat en état de création partielle en attendant la fin du calcul 
de ces arguments. 
Nous en concluons qu'aussi bien le parallélisme vertical que le parallélisme hori
zontal sont exploités dans le modèle P 3 étendu et ce en partie, grâce à la possibilité 
de représenter un argument par un nœud en état de création partielle quand la 
valeur de l'argument qu'il représente, n'est pas disponible. 

Nous pouvons en conclure que les deux modèles permettent l'exploitation du 
parallélisme des langages fonctionnels. Par ailleurs, le modèle P 3 évalue une 
expression grâce à ses deux mécanismes l'exploration et la réduction. Ces deux 
mécanismes en étant asynchrones, génèrent du parallélisme même dans le cas 
dt> traitement d'une expression séquentielle (l'application d'une composition de 
fonction à sés arguments), ce qui n'est pas le cas dans le modèle de réduction de 
graphe où le graphe est d'abord parcouru avant que les réductions puissent avoir 
lit>u. 

4.3 Les modes d'évaluation utilisés 

Dans le modf.lt> de réduction de graphe, aussi, bien l'appel par valeur que l'appel 
par 11écessité sont utilisés et ce en effectuant le parcours du graphe de la même 
façon. 
Dans le cas où l'appel par valeur est utilisé, l'évaluation des arguments peut être 
déclt>ncMe f'll cours df' parcours du graphe, même avant d'atteindre la fonction 
appliquée. Dans le cas d'une fonction non stricte, l'évaluation de tels arguments 
est inutile mais ceci est un inconvénient de l'appel par valeur et non pas de la 
manière dont ce mode est mis en oeuvre dans le modèle de réduction de graphe. 
Dans If' cas où l'appel par nécessité est utilisé, le parcours d'un sous graphe ayant 
la forme décrite par la figure 6.2.a s'arrête dès qu'une fonction non stricte est 
détf'ctée sur le parcours, la fonction appliquée n'ayant pas besoin du résultat de 
l'évaluation du sous graphe non parcouru. Dans le cas de sous graphes ayant la 
fornw décritf' par la figure 6.2.b, l'évaluation des arguments est dif!érée jusqu'à 
Cf' que la fonction appliquée est atteinte par le parcours. Le parcours de ce deu
xièmt> typf' de grapht> révèle 1 'inconvénient de 1 'appel par nécessité dans le cas 
où l'évaluation d'un des arguments est nécessaire. En effet, l'évaluation d'un tel 
argument llf' pourra pas se faire lors du parcours du graphe mais seulement quand 
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la fonction appliquée est atteinte par le parcours. 

Dans le modèle P\ le mode d'évaluation implicitement mis en oeuvre est l'appel 
par valeur. En effet, les redex sont créés par le mécanisme d'exploration dans 
l'ordre dans lequel ils devraient être pris en compte si toutes les fonctions con
tenues dans l'arborescence fonctionnelle sont strictes. De plus l'ordre de traite
ment des red ex est similaire à l'ordre de construction des red ex grâce à l'algorithme 
d 'ordonnaneement. 

Pour pouvoir mettre en oeuvre l'appel par nécessité dans le modèle P 3
, la première 

possibilité serait de modifier l'ordre de prise en compte des redex. Ce qui signifie 
que pour prendre en compte un redex quelconque issu d'un chemin séquentiel, il 
faut attendre que tous les redex issus de ce chemin soient construits, puisque les 
fonctions sueceptibles d'utiliser un résultat se trouvent à la fin du chemin. 

Cette solution est pénalisante pour deux raisons : Dans le cas où l'évaluation 
des redex générés est indispensable, ces redex auraient été générés grâce au par
cours de l'arborescenee fonetionnelle, mais traités beaucoup plus tard, jusqu'à 
ce que la construction du dernier redex issu du chemin séquentiel soit effec
tuée. Ceci augmente le coût de stockage des drapeaux et complique l'algorithme 
d 'ordonnaneement. 
Dans le cas où l'évaluation de ces redex est inutile, le coût de stockage des redex 
augmente inutilement puisque ces redex ne seront pas traités. 

Une deuxième tentative d'utiliser l'appel par nécessité consiste à modifier l'ordre 
de c.onstruction et d'évaluation des redex. En effet, il s'agirait de construi
re d'abord, les redex impliquant les fonctions se trouvant en bas d'un chemin 
séquentiel, en commençant l'exploration dans le sens inverse. Le but de cette dé
marche est d'éviter 1 'exploration des nœuds fonctionnels générant des redex dont 
l'évaluation est inutile. 
L'exploration des arborescences fonctionnelles s'effectuerait alors de la manière 
suivante : 

• L'exploration d'une arborescence fonctionnelle devrait commencer au dernier 
nœud du chemin séquentiel principal. 

• L'exploration d'un nœud fonctionnel n entraîne l'exploration de son préde
cesseur dans le cheinin uniquement si le nœud n contient une fonction 
stricte et donc qui a besoin de ses arguments ce qui justifie la poursuite de 
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l'exploration. Dans le cas contraire, l'exploration du chemin s'achève sur 
l'exploration du nœud n. 

• L'exploration d'un nœud forme fonctionnelle entraîne l'exploration des che
mins séquentiels paramètres en commençant par le dernier nœud de chaque 
chemin. A la différence du mécanisme d'exploration décrit dans le chapitre 
4, seuls les chemins séquentiels générant des redex dont le traitement est 
indispensable, sont explorés. En effet, l'évaluation des redex construits 
à partir des fonctions contenues dans ces chemins séquentiels permettent 
l'obtention des arguments de la fonction succédant dans le même chemin, 
au nœud forme fonctionelle exploré. Soit f cette fonction. Le nœud con
t~nant la fonction f étant exploré antérieurement dans le parcours que nous 
proposons dans ce paragraphe, les arguments sur lesquels la fonction fest 
stricte sont identifiés préalablement. Dans ce cas seuls les chemins corres
pondant aux arguments sur lesquels la fonction fest stricte sont explorés. 

Les redex sont constitués selon la description faite dans le chapitre 4 i.e chaque 
nœud ~xploré génf.re un redex. Un redex impliquant une fonction stricte est 
stocké ~n attente d'évaluer la ou les arguments impliqués et dont les valeurs sont 
lt> résultat du traitement des redex construits à partir de fonctions se trouvant 
plus haut dans le chemin séquentiel. Si par contre la fonction impliquée est une 
fonction non stricte, le redex peut être pris en compte immédiatement. Le résultat 
dt> l'application d'une telle fonction à ses arguments est un arbre de réduction 
dans lequel chaque argument réutilisé mais non évalué est représenté à l'aide 
d'un nœud en état de création partielle. En effet, la valeur de ces arguments 
étant inutile pour l'application de la fonction, les redex qui permettent de les 
calculer n ·ont pas à être générés. Cependant, à la suite de l'application d'autres 
fonctions à 1' arbre de réduction résultat, la valeur de ces arguments peut s'avérer 
nécessaire. Afin de permettre une évaluation par nécessité de la valeur de ce type 
d'arbre de réduction sans pour autant garder les redex permettant de les générer, 
un nœud en état de création partielle représente un argument dont l'évaluation 
n'est pas en cours et contiendra la référence du premier nœud fonctionnel non 
exploré dans l'arborescence fonctionnelle (cf. figure 6.8), ce qui permettra la 
reprise de 1 'exploration d'une arborescence fonctionnelle, si nécessaire. 

Dans 1~ cas de 1 'exemple, le dernier noeud non exploré du chemin séquentiel est le 
noeud fonctionnel de valeur i. L'argument obtenu par application de la fonction 
i o j est représenté dans l'arbre de réduction par un noeud de donnée n, en état 
d~ création partielle. Dès que la valeur du sous arbre de réduction de racine le 
noeud n est sollicitée par 1 'application d'une fonction, 1 'exploration de la sous 
arborescence fonctionnelle de racine, le noeud de valeur i est redéclenchée de 
façon paresseuse. 
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j 

1 

li..,.. .~ ~ ~~~~ n 
-~---- 0 

h 

en gras noeuds explorés 
1 
g 

1 
f 

Figure 6.8 : 

Nous retit>ndrons donc cette méthode pour la mise en oeuvre de l'appel par né
cessité, dans le modèle P 3 . Comparons maintenant la mise en oeuvre de ce mode 
d'évaluation dans les deux modèles, en reprenant le détail des coûts de la même 
manièrt> que dans la section 3 : 

• Le coût de parcours 
Dans les deux modèles, le coût de parcours est moins élevé comparé au 
cas où l'appel par valeur est utilisé . En effet, dans le modèle P\ seuls 
lt>s nœuds fonctionnels "utiles" sont explorés. Dans le modèle de réduction 
dt> graplw, le parcours d'un graphe est interrompu dès la rencontre d'une 
fonction non stricte. 

• Le coût de stockage de nœuds application vs. coût de stockage 
des drapeaux 
Initialement, le nombre de redex présents dans la représentation de l'expres
sion dans le modèle de réduction de graphe est supérieur au nombre de redex 
présents dans la représentation de la même expression dans le modèle P 3 . 

Ceci a déjà été justifié dans la comparaison des coûts proposés dans la 
section 1 de ce chapitre. Si l'appel par nécessité est utilisé, le nombre de 
redex non traités dans P 3 croît, en cours d'évaluation, jusqu'à la rencontre 
d'une fonction non stricte, auquel cas les redex sont alors traités les uns 
après les autres. Dans le modèle de réduction de graphe, le nombre de 
redex diminue dès la rencontre de la première fonction pouvant être ap
pliquée. A la différence du modèle P 3 où les redex inutiles ne sont pas 
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generes, dans le modèle de réduction de graphe, ces mêmes redex faisant 
partie de la représentation restent présents durant tout le temps nécessaire 
à l'évaluation. Le coût de stockage des drapeaux reste donc majoré par le 
coût de stockage des nœuds application. 

• Le coût de réorganisation du graphe 
La réorganisation de graphe fait partie du processus d'évaluation et est 
imposée par la représentation de l'expression, dans le modèle de réduction 
de graphe. Ce coût existe donc quel que soit le mode d'évaluation adopté. 
Il est peut-être moins important dans le cas de l'appel par nécessité, si les 
graphes non traités génèraient une réorganisation. 

• En revanche, Le coût de l'ordonnancement dans le modèle P3 est 
nf.cessairement plus important que dans le cas où l'appel par valeur est 
utilisé. En effet, le fait que certains redex ne sont pas constitués im
pliquP quP 1 'ordonnancement ne peut plus se baser sur les mêmes informa
tions pour classer les redex ce qui complique nécessairement l'algorithme 
d 'ordoimacement. 

En conclusion de ce paragraphe, l'appel par valeur et l'appel par nécessité peuvent 
tous dPux ~tre utilisés aussi bien dans le modèle de réduction de graphe que dans 
lP modèlP P3

. La classification des coûts que nous avons présenté eu conclusion 
dP la sPction 1 reste valable dans le cas où l'appel par nécessité est utilisé. 

4.4 Le partage d'expression 

LP part age d'expressions dans le modèle de réduction de graphe consiste à réfé
rencer plusieurs fois un même sous graphe par plusieurs nœuds du graphe. Le 
partage est une des plus importantes caractéristiques du modèle de réduction 
de graphe puisqu'il permet d'éviter des calculs redondants et optimise la copie 
d'arguments qui n'aura lieu qu'au cas où une des fonctions référençant le sous 
graphe vise à modifier la structure de ce graphe. La durée du partage dépend donc 
des traitements qui sollicitent simultanément le sous graphe partagé. Le partage 
de graphes occasionne cependant, un coût supplémentaire. Ce coût provient de 
la gestion des compteurs de référence qui empêche la modification des graphes 
partagés afin d'assurer la cohérence du résultat. 

Dans le modèle P 3 , il s'agit plus d'un partage de donnée dans le cas où l'appel 
par valeur est utilisé et d'un partage d'expression dans le cas où l'appel par né
œssité est utilisé : si l'appel par valeur est utilisé, chaque fonction s'applique à 
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son argument quand l'évaluation de celui-ci est terminée ou tout au moins en
tamée; chaque fonction /située dans un chemin séquentiel s'applique à l'argument 
obtenu par application des redex issus des nœuds ancêtres dans le chemin. Ces 
redex une fois générés sont obligatoirement traités, bien que le traitement de la 
fonction f n'en utilise pas le résultat. Dans ce cas, la différence avec le modèle de 
réduction de graphe est qu'une expression partagée dans P3 ne peut se faire sur 
des expressions dont 1 'évaluation n'est pas déclenchée. De ce fait, la duplication 
de calcul est évitée. 
Si par contre l'appel par nécessité est utilisé, le partage d'expressions non éva
luées est effectué de manière similaire au modèle de réduction de graphe. La seule 
différence est que dans le modèle de réduction de graphe, une expression partagée 
est rt>présentée par un graphe syntaxique. Dans le modèle P3 cette même expres
sion est représentée par un noeud en état de création partielle référençant la sous 
arbrorescenœ fonctionnelle à explorer si l'expression est non évaluée, ou un arbre 
de réduction si la donnée est déjà évaluée. 

Remarque 

Dans le modèle P3
, nous pouvons citer une autre forme de partage : le partage 

dt> code; plusieurs expressions peuvent se partager, le cas échéant, le même code 
par une multi-exploration des arborescences fonctionnelles le représentant. 
Dans le modèle de réduction de graphe, le code n'est pas réellement partagé 
puisqu'il est destructuré par les réorganisations du graphe et disparît dès qu'aucun 
rt>dex rw le référence, ce qui n'est pas le cas dans le modèle P3

• 

5 Conclusion 

Dans œ chapitre, nous avons tenté d'établir une comparaison théorique entre 
lt> modèle P 3 et le modèle de réduction de graphe. Cette comparaison a tenu 
compte de deux critères complémentaires : le coût de gestion des deux modèles 
et les possibilités offertes par chacun. 

En conclusion à l'étude des coûts de gestion, le coût de parcours et le coût de 
stockage des noeuds application sont plus importants dans le modèle de réduc
tion de graphe que dans le modèle P3 et ce, quel que soit le mode d'évaluation 
choisi. Le gain apporté par le modèle P 3 pour ces deux coûts est fortement lié à 
la représentation de l'expression proposée. 

Cependant, pour pouvoir comparer globalement les coûts de gestion des deux 
modèles, il faut procéder à une réelle implantation des deux modèles et comparer 
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leur efficacité. 
Les deux modèles offrent quasiment les mêmes possibilités. De plus, le modèle 
P3 permet un réel partage du code qui n'engendre aucun surcoût. Ses mécan
ismes fonctionnant de façon asynchrone permettent un gain au niveau du temps 
d'exécution même dans le cas d'expressions séquentielles. 

Le chapitre suivant propose une validation du modèle P3 par une simulation. 
Celle-ci a permis également d'évaluer le parallélisme potentiel du modèle P3 • Le 
chapitre suivant aborde également les problèmes de répartition de données qtii 
risquent de se poser dans une réelle implantation et propose quelques solutions 
pouvant contribuer à résoudre partiellement le problème. 
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Chapitre 7 

Simulation du modèle P 3 

Parallèlement aux travaux d'extension du modèle P3 , nous avons réalisé une 
simulation de l'implantation du modèle P3 sur un multiprocesseur à mémoire 
distribu~e. Les objectifs d'une telle simulation sont : tout d'abord la validation 
du modèle P3

• En effet, cette simulation permet de vérifier le fonctionnement de 
l'algorithnw d'exploration et l'algorithme d'ordonnancement des requêtes de ré
duction. Le deuxième objectif de cette simulation est de mesurer le parallélisme 
potentiel du modèle P3 indépendamment de toute contrainte sur la communi
cation ou sur le nombre de processeurs utilisé. Enfin le troisième objectif est 
d'introduire les problèmes de répartition qui se posent pour les données dans 
les langages fonctionnels. En effet, les données d'un programme fonctionnel se 
carad~risent par un fort degré de dynamicité. Le placement adéquat dans ce 
cas est de type dynamique. A l'issue de cette étude préalable des problèmes de 
placement, nous proposons une méthode de répartition des copies qui contribue 
à 1 'amélioration du placement dynamique des données. 

Ce chapitre est donc structuré de la manière suivante : La section 1 présente une 
description du simulateur que nous avons développé. La section 2 présente les 
r~sultats théoriques qui permettent la validation du modèle P3 et montrent son 
parallélisme potentiel. Ces résultats sont qualifiés de théoriques parce qu'aucune 
contrainte ni sur la communication ni sur le nombre de processeurs impliqués n'a 
~t~ impos~e. La section 3, après étude préalable du type de placement adapté 
au modèle P 3 , présente d'abord une étude de l'influence de la répartition initiale 
puis propose une méthode dynamique de placement des copies. 
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1 Description de la simulation 

Dans cette section, nous décrirons successivement les choix d'implantation que 
nous avons r~tenus dans le modèle, la structure des sites, le fonctionnement global 
du simulateur ainsi que la description des caractéristiques du simulateur. 

1.1 Choix d'implantation effectués 

En décrivant le modèle P3 de façon formelle, dans les chapitres 4 et 5, nous avons 
fait volontair~ment abstention de tout détail d'implantation. Cependant, la si
mulation du modèle nécessite de faire quelques choix d'implantation concernant 
la topologie simulée mais aussi concernant le déroulement de l'évaluation dans le 
modf>l~. 

( :~s choix sont décrits dans cette section. Ils concernent l'implantation des mé
canisnws du modèle, la réalisation et l'optimisation des copies ainsi que la mise 
~n œun~ d~ la notion de fenêtre de réduction définie dans le chapitre 5. 

1.1.1 Description du modèle en terme de messages 

Dans la simulation, l~s deux activités du modèle P3 sont exprimées en termes de 
nwssap;t·s. c~ choix d'implantation présente des avantages et des inconvénients. 
Lt> principal inconvénient est la finesse du grain de parallélisme. En effet, le 
traitt>nwnt d'un message consiste la plupart du temps en la création et l'envoi 
<l"autrt>s messag~s. c~ci implique un taux de communication massif. Par ailleurs, 
ct>ttf' d?composition présente les avantages suivants : 

• Ell~ m~t plus en évidence le parallélisme implicite exploité dans le modèle 
P:l. 

• Le d~uxième but de la simulation étant d'étudier quelques aspects de la 
r?partition des arborescences fonctionnelles et des arbres de données, la 
d~composition en termes de messages assure un traitement similaire et donc 
plus simple à mettre en oeuvre quelle que soit la répartition des noeuds 
fonctionnels composant une arborescence (resp. des noeuds de données 
composant les arbres de données) 

La simulation du modèle P3 a été réalisée parallèlement à l'extension du modèle. 
Aussi, l'algorithme d'exploration mis en oeune est celui proposé dans la thèse de 
l\. Dt>wsa [Dev90]. Par rapport à l'algorithme d'exploration décrit au chapitre 
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4, l'algorithme d'exploration mis en oeuvre dans la simulation se caractérise par 
davantage de synchronisation au cours de l'exploration. Ainsi : 

• L'exploration du successeur d'un noeud forme fonctionnelle ne peut se faire 
que si les sous arborescences fonctionnelles paramètres sont explorées. 

• L'exploration du successeur d'un noeud définition, ne peut se faire que si 
l'arborescence fonctionnelle représentant la définition est entièrement ex
plon~es. 

Par ailleurs, les noeuds fonctionnels ont un seul noeud cible et plusieurs noeuds 
fonctionnels peuvent avoir le même noeud cible. Aussi, les requêtes de réduc
tion issues des noeuds fonctionnels doivent être ordonnées. Dans ce but, les 
chemins séquentiels ont été découpé en branches séquentielles 1

. A la différence de 
l'algorithme d'ordonnancement proposé dans le chapitre 5, l'algorithme proposé 
ne permet pas d'interclasser les o.rdres de réduction en provenance de plusieurs 
branches séquentielles. Aussi, l'exploration d'une branche séquentielle ne peut 
commencer que si le premier DAR de la branche précédente est créé. 

La dP.composition du mécanisme d'exploration en termes de messages est la sui
vantP: 

• les nwssages d'exploration qui ont pour destination des noeuds fonction
nels et correspondent aux DAE dans la description formelle du modèle. 
Un messagP d'activation à destination d'un noeud fonctionnel successeur 
d'un noeud définition ou d'un noeud forme fonctionnelle est créé bloqué en 
attente d'un nombre de messages de fin d'exploration. 

• les messages de fin d'exploration à destination de messages d'activation 
bloqués : Ces messages sont générés à la fin de l'exploration d'une arbo
rescence fonctionnelle secondaire représentant une définition ou à la fin de 
l'exploration d'une sous arborescence fonctionnelle paramètre d'une forme 
fonctionnelle. 

• les messages d'acquittement: un message d'acquittement débloque l'explo
ration d'une nouvelle branche séquentielle bloquée afin d'assurer l'ordon
nancement. 

La réduction des arguments occasionnée par les fonctions appliquées se décompose 
en deux types de messages : 

111 s'agit d'une d 'ecomposition des chemins séquentiels sur des critères différents que celle 
proposée dans le chapitre 5 (cf. (Dev90)) 
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• les messages NENR, (Noeud Exploré vers Noeud à Réduire) correspondant 
aux DAR dans la description formelle. Ils sont envoyés aux noeuds cibles 
de la fonction à la suite du traitement d'un message d'activation. 

• L'application d'une règle de réduction se décompose en un ensemble de mes
sages NRNR (Noeud à Réduire vers Noeud à Réduire). Ces messages sont 
propres à chaque règle de réduction. Les nœuds émetteur et destinataire 
d'un message NRNR appartiennent à un ou plusieurs arbres de données, 
concernés par la même requête de réduction. 

Exemple 

La règle de réduction applicable à un DAR contenant la fonction +, représentée 
par la figure 7.l.a, se décompose en 3 messages NRNR: m1, m 2 et m3 figure 7.l.b. 

• Le message m 1 , contenant la fonction +, est adressé au noeud de donnée 
n,présentant le premier argument de valeur 5. 

• Le message m 2 généré après réception du message m1 , et adressé au deux
if.me argument, véhicule la valeur du noeud de donnée représentant le pre
mier argument. 

• Le message m 3 généré après réception du message m 2 par le deuxième ar
gument, permet de communiquer la somme des deux arguments au noeud 
résultat intermédiaire R. 

5 6 

(a) 

R 

• 
11 

R 
ml ~m3 -...........-. 

5 m2 6 

(b) 

Figure 7.1 : (a)règle de réduction de la fonction +.(b)Description de la règle de 
réduction en terme de messages de réduction 

Remarque : La polyadicité des fonctions est prise en compte dans la simulation. 
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1.1.2 Réalisation des copies 

Dans le simulateur nous avons choisi de mettre en oeuvre la copie d'arguments 
en effectuant une décomposition en termes de messages NRNR. L'avantage de ce 
procédé est que la copie comme toute autre opération sur les arguments s'exprime 
en termes de messages. D'autre part, cette approche implique qu'une telle copie 
s'effectue entièrement en parallèle pour peu que la donnée copiée ne se trouve 
pas sur le même processeur. Le choix de simuler le fonctionnement du modèle P 3 

sur un multiprocesseur à mémoire distribuée et l'évolution constante des données, 
occasionnée par les réductions successives implique qu'on se trouve constamment 
confronté à cette situation. L'intérêt d'effectuer une copie en parallèle est de 
pPrmPttre la reprise le plus vite possible des réductions sur l'argument copié et 
sur la copie, puisqu'elle se fera plus rapidement. 
La copie d'un argument se décompose en trois phases : 

pl 
nO ----------l'~~ 

p2 

111 n'4 

n2 
.... _JI' n3 

c3 fel 

1].) 

Figure 7.2 : Phases d'une copie 

• La phase de propagation des demandes de copies illustrées par les arcs de 
type c (figure 7.2). Le numéro d'un arc de type c indique la chronologie de 
propagation des demandes de copies. Ainsi la propagation des copies peut 
Sf' faire de façon parallèle (arcs c2 dans l'exemple). 

• La phase de placement des nœuds illustrée par les arcs étiquetés Pi· En effet 
chaquf' nœud ayant reçu une demande de copie se duplique. Le nouveau 
nœud doit être placé sur un processeur a priori quelconque. 

• La phase de remontée des fins de copie illustrée par les arcs de type fe sur 
la figure 7.2. Cette phase est nécessaire à la reconstitution de la structure 
du nouvel arbre de données. Elle s'effectue également en parallèle mais 
nécessite une synchronisation supplémentaire. Ainsi le message de fin de 
copie fc3 ne peut être envoyé au nœud n' 0 que si les deux messages de fin 
de copie fc2 issus des nœuds n' 2 et n' 4 ont été reçus par le nœud de donnée 
n't· 
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Autre caractéristiqut> de cette méthode en plus du fait qu'elle permet la copie 
en parallèle, est sa simplicité. En effet, quel que soit le placement de la donnée 
copiée, le traitement effectué est similaire pour la copie de chacun des nœuds. 
Cette méthode pourra être optimisée en faisant un placement groupé des données 
i.e en ne faisant qu'une seule communication pour un groupe de nœuds de donnée 
adjacents placés sur un même processeur. 

1.1.3 Optimisation des duplications 

Dans le simulateur, nous avons choisi la copie d'arguments comme forme de du
plication quand plusieurs fonctions s'appliquent simultanément à une même don
née. Cependant, dans le cas où plusieurs arguments d'une même fonction sont 
dupliqués, il peut arriver que seul un sous ensemble d'arguments soit réellement 
utile. On retrouve ce problème notamment dans le cas d'une arborescence fonc
tionnelle (pp j 1 j 2 ... fn) où chaque paramètre J; de la forme fonctionnelle 
est unP composition df' fonctions de la forme ];1 o ];2 o ... fij,. Une telle forme 
fonctionnt>llé est représentée par l'arborescence fonctionnelle 7.:3 : 

t::r 

• "' -L 1 j 1 fi j 1 ... - f nj n 

! ! ! 
f 1 j 1 -1 f i j 1 -1 f njn -1 

~ ~ ~ ... 

~ ~ ~ 
f 12 f i2 f n2 

~ ~ ~ 
f 11 f i 1 f nl 

Figure 7.:3 : 

L'optimisation consiste à adapter la copie d'arguments en fonction des besoins 
dt>s paramètres fi· Par exemple, si ];j, est un sélecteur <"ok, ceci signifie que seule 
la copie du kiènw argument t>st indispensable. Si ]ij, est une fonction n'utilisant 
aucun des arguments, la copie d'arguments n'est alors pas utile. L'optimisation 
dt> la copie consiste dans ces cas à ne copier que les arguments ·utiles. Ceci 
permet d'abréger le temps de copie puisque le volume des nœuds copiés est moins 
important œ qui permet d'achever plus rapidement la duplication et donc de 
rt>prt>mlre plus rapidement les réductions, et sur les données copiées et sur les 
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données originelles. De plus, il y aura moins de nœuds de donnée à placer et de 
ce fait moins de communication. 
La phase de préparation des données qui permet d'initialiser la copie de donnée est 
activée à l'exploration d'un nœud forme fonctionnelle. Or à ce stade, le contenu 
des nœuds racines des chemins séquentiels paramètres n'est pas connu. Le seul 
moyen d'appliquer donc l'optimisation décrite plus haut est de retarder la copie 
d'arguments jusqu'à l'activation des racines des chemins séquentiels paramètres. 
Nous avons donc opté pour cette solution. 

1.1.4 Implantation des fenêtres de réduction 

La notion de fenêtre de réduction est une entité fictive que nous avons définie au 
chapitre 5 pour permettre l'ordonnancement des requêtes de réduction séquen
tielles. Dans la simulation, nous choisissons d'implanter une fenêtre de réduction 
comme un nœud de donnée quelconque. L'intérêt d'un tel choix est de nor
maliser les entités pouvant recevoir des messages. En effet dans le simulateur, 
chaque nœud est doté d'une file d'attente des messages dont il est le destinataire. 
La sélection des messages dans la file d'attente d'un nœud de donnée représentant 
une fenêtre de réduction s'effectue en appliquant l'algorithme d'ordonnancement, 
énoncé dans lt> chapitre 5, à la file d'attente du nœud de donnée en question. Une 
ft>nf>tre de réduction contenant n arguments est donc représentée comme le mon
trt-> la figure ï.4, par un nœud de donnée ayant n fils chacun étant la racine d'un 
argunwnt. Ct> choix d'implantation des fenêtres de réduction pose le problème 
d'acrf>s aux données qui n'est de ce fait pas direct. Cependant, cette solution 
Pst moins pénalisantf' qut> la solution pernwttant l'accès direct et qui consistE" à 
implantN la ft>nêtrf' de réduction comme le montre la figure ï.5 suivante : 

fenêtre de réduction 

Figure ï.4 : Implantation d'une fenêtre de réduction 

i.e la fenêtre de réduction est mise en oeuvre par un noeud de taille variable. En 
t>fft>t, la décomposition des fonctions engendrerait plus de messages du fait qut> les 
arguments ne sont pas liés : l'accès aux arguments nécessite des accès multiples 
au noeud racine. 
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noeud de longueur variable 

fen~tre de r~cluction 

Figure 7.5 : Implantation d'une fenêtre de réduction 

1.2 La topologie simulée 

La simulation réalisée du modèle P 3 permet l'évaluation d'une expression fonc
tionnelle de façon distribuée sur un ensemble de processeurs reliés par un réseau 
d'interconnexion (cf figure 7.6). La composition de chaque site est décrite dans 
ct>tte st>ction. 

R~St7'2\U 

d/int~rconnexion 

Figure 7.6 : topologie simulée 

La figure 7. 7 schématise la composition d'un site. 

Un si te comprend: 

- Une unité d'exploration : UE qui traite les messages d'exploration. 
- Une unité de réduction : UR qui traite les messages NENR de la 
réduction et les messages NRNR. 
- Une file d'attente Fmin des messages reçus d'autres sites 
- Un répartiteur local qui distribue les messages en provenance des 
autres sites selon leur type sur les files d'attente associées. 
- Un espace mémoire local où sont stockés les nœuds fonctionnels 
traités par l'UE locale et les nœuds de donnée traités par l'UR locale. 
Cet espace est partagé entre l'UR et l'UE en ce sens qu'il n'existe 
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• 

' 1 

Fm in - Routeur r--:r 
+ 

R.f.partiteur .... 
zmout 

1 

j 1 
-

UE UR 

1 • 1 t • 
Mémoire locale 

Figure 7. 7 : Description d'un site 

pas un espace d'allocation privé pour l'UR et un autre pour l'UE : 
chaque unité peut allouer autant d'espace mémoire que le permet la 
taillf' mémoire locale toute entière. Cet espace mémoire est réellement 
partagé entre l'UE et l'UR lors du traitement des fonctions d'ordre 
supérieur. En effet une arborescence fonctionnelle résultat est cons
truite par l'UR. Elle peut être explorée par l'UE si elle s'applique elle
même à des arguments. -Une zone tampon Zmout où sont déposés les 
messages, générés par les unités du site, à destination d'autres sites. 
- Un routeur qui s'occupe de l'envoi des messages non locaux aux 
sites destinataires. 

1.2.1 Structure d'une unité d'exploration 

Une unité d'exploration se compose de 4 files d'attente FMACT, FMFE, FMACK 
et FMB et d'un processus de traitement voir figure 7.8. 

FMACT 
File d'attente des messages d'activation destinés à un nœud fonc
tionnel local. 
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FMB 

FMFE 

FMACK 

P_TE 

Simulation du modèle P3 

PMACT FMFB FMACK 

Figure 7.8 : L'unité d'exploration 

File d'attente des messages d'activation ou de fin d'exploration 
émis à la suite du traitement d'un message d'activation par un 
nœud fonctionnel local. Ces messages sont en attente d'un ou de 
plusieurs messages de fin d'exploration et/ ou d'acquittement. 

File d'attente des messages de fin d'exploration émis à desti
nation de messages d'activation ou de fin d'exploration bloqués 
dans la file d'attente FMB locale. 

File d'attente des messages d'acquittement émis à destination de 
messages d'activation ou de fin d'exploration bloqués dans la file 
d'attente FMB locale. 

Processus de traitement des messages d'activation, de fin 
d'exploration et d'acquittement. 

1.2.2 Structure d'une Unité de réduction 

Une unité de réduction se compose de 3 files d'attente : FMNENR, FMNRNR, 
FMSERV et d'un processus de traitement P _TR (voir figure 7.9). 

FMNENR File d'attente des messages NENR dont les destinataires sont 
des nœuds de donnée locaux. 
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FMNRNR 

FMSERV 

P_TR 

File d'attente des messages NRNR dont les destinataires sont 
des nœuds de donnée locaux. 

File d'attente des messages de service. Ces messages sont des 
messages NRNR particuliers : ce sont des demandes de place
ment et de copie de nœuds. 

Processus de traitement des messages NENR, NRNR. 

PMSBRV 

~ 
1 

P_TR 

Figure 7.9 : L'unité de réduction 

1.2.3 Le routeur 

Lt> routeur est un processus qui établit la communication entre le processeur 
auquel il est affecté et les autres processeurs. Dans le simulateur, l'algorithme de 
routage a été considérablement simplifié, le but de la simulation n'étant pas de 
simuler le fonctionnement du réseau ni celui d'un routeur réel mais uniquement 
la simulation de la communication. 

1.2.4 Le répartiteur 

Le répartiteur extrait les messages qui se trouvent dans la file d'entrée du pro
cesseur et les range selon leur type dans une des files d'attente propres à l'UE ou 
à l'UR (cf. figurt> 7.10). 
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Répartiteur 

Figure 7.10 : Le répartiteur 

1.3 Fonctionnement du simulateur 

• La simulation est initialisée par .un placement initial des noeuds fonction
nt>ls et des noeuds de données, composant respectivement les arborescences 
fonctionnelles et les arbres de données représentant l'expression évaluée, 
dans les mémoires locales des processeurs. 

• La simulation débutt> par la création d'un premier message d'activation 
adrt>ssé au noeud fonctionnel racine de l'arborescence fonctionnelle princi
palt> dt> chaque fonction appliquée. 

• Durant chaque unité de temps, sur chaque site se déroulent les activités 
sui vantt>s : 

* Le répartiteur scrute la file d'attente en entrée Fmin. Les messages qui 
s'y trouvent sont répartis selon leur type sur les files d'attente de l'UR et de 
l'liE: un message d'activation est placé dans la file d'attente FMACT, un 
message de fin d'exploration dans la file d'attente FMFE et ainsi de suite. 
* Un message est traité durant une unité de temps logique. La priorité est 
donnée aux messages liés à l'exploration i.e les messages d'activation, de fin 
d'exploration et d'acquittement. Le traitement d'un message génère un ou 
plusieurs messages qui sont placés selon leurs destinataires soit dans la file 
d'attente Fmin si les noeuds destinataires sont locaux ou dans la zone tam
pon Zmout dans le cas où au contraire les noeuds destinataires se trouvent 
sur d'autres sites. 
* Le routeur achemine les messages qui ont été générés et placés dans la 
zont> tampon Zmout si la capacité du réseau le permet, en les plaç.ant dans 
lt>s files Fmin des processeurs destinataires. 
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• La simulation se termine quand il ne reste plus aucun message à traiter. 

1.4 Le traitement des messages 

Les messages reçus sur un site sont traités selon leur type de la manière suivante : 

• Le traitement d'un message d'activation consiste à appliquer une règle 
d'exploration en fonction des critères précisés au chapitre 4. Un mes
sage NENR est alors généré et d'autres messages d'activation à destination 
d'autres noeuds fonctionnels sont alors créés. 

• Le traitement d'un message de fin d'exploration (resp. d'acquittement) 
consiste à décrémenter le nombre de messages de fin d'exploration (resp. 
d'acquittement) attendus par un message d'activation ou de fin d'explora
tion, dans la file d'attente F.MB. 

• Un message NENR représente un ordre d'application d'une fonction à ses 
arguments. L'application des fonctions a été décomposée en un ensemble 
de messages NRNR (cf. section 1.1.1 ). Le traitement des messages NENR 
consiste à générer un sous ensemble de ces messages. 

• Le traitement d'un message NRNR faisant partie de la décomposition en 
messages NRNR de l'application d~une fonction, et destiné à un noeud 
de donnée, consiste à effectuer un calcul local au noeud destinataire et à 
générer d'autres messages NRNR faisant partie du même ensemble vers 
d'autres nœuds de données. 

1.5 Caractéristiques du simulateur 

Dans cette section, nous abordons quelques choix établis dans la réalisation 
du simulateur. Ces choix concernent la simulation de la communication et du 
routage, le choix du rapport entre le temps de communication et le temps de 
traitement, et l'estimation de la charge de travail des processeurs. Ce dernier 
point est abordé car, outre la validation du modèle, nous nous sommes intéressés 
aussi à certains problèmes de placement (cf. section 3). 

1.5.1 Simulation de la communication 

Le programme que nous avons développé simule l'implantation du modèle P3 

sur un multiprocesseur à mémoire distribuée. Nous nous sommes inspiré pour 
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cela d'un cas réel de machine à mémoire distribuée: la machine Multicluster II 
de Parsytec qui est un multiprocesseur dont le réseau reliant les différents pro
cesseurs est reconfigurable. 
Les choix d'implantation adoptés ne sont pas nécessairement optimaux mais per
mettent l'obtention de résultats approximant le cas réel. 

Dans un multiprocesseur à mémoire distribuée, la communication entre les pro
cesseurs s'effectue grâce à un réseau d'interconnexion. La simulation d'un vrai 
réseau nécessiterait la gestion du routage des messages i.e le choix de l'itinéraire 
des messages et la gestion des collisions dans le cas où un ou plusieurs liens choi
sis pour acheminer le messages sont occupés. Etant donnés nos objectifs, nous 
avons simplifié au plus la simulation du réseau d'interconnexion en s'inspirant 
des caractéristiques d'un réseau de type Mesh. Nous avons donc procédé de la 
mani~re suivante : 

• Nous supposons constante, la distance en nombre de liens parcourus entre 
toute paire de processeurs désirant communiquer. Cette distance est égale 
à 2 liens. Elle a été judicieusement choisie : une première simulation 
simplifiée -sans tenir compte des collisions- d'un réseau de type Mesh, ont 
permis le calcul de la distance moyenne parcourue par un message lors d'une 
communication. Cette distance a été retenue comme une distance constante 
pour chaque communication. 

• Nous approximons la prise en compte de la collision dans le réseau en se 
fixant une borne de saturation du réseau. Au delà de cette borne, un mes
sagt> ne peut être immédiatement acheminé vers son destinataire. Il devra 
attendre que le réseau soit moins saturé. La borne de saturation choisie est 
égale à 2p, p étant le nombre de processeurs concernés par la simulation. 
Le réseau devient moins saturé quand le nombre de messages "dans le 
réseau" est inférieur à la borne de saturation. D'autres messages en attente 
peuvent alors être envoyés. Afin de ne pas privilégier l'envoi de messages 
émis par un processeur particulier, le processeur qui émettra le prochain 
message est choisi de façon cyclique. 

1.5.2 Rapport temps de traitement/ temps de communication 

L'unité de temps de simulation est une unité logique. Elle correspond au temps 
néœssaire au traitement d'un message de type quelconque. Comme rapport entre 
le temps de traitement d'un message et le temps de communication d'un message, 
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nous avons pris le rapport suivant 

T emp.s de communication 
Temp.s de tr·aitement 

Chapitre 7 

2 

i.e le temps de communication d'un message d'un processeur à un autre corre
spond au temps de traitement de deux messages sur un processeur. 

Ce rapport a été adopté après des essais expérimentaux réalisés sur un multipro-
, 1 2 1 d' ' . d' 'd d . cesseur ree , avec e temps moyen executwn une proce ure e traitement 

d'un message et le temps de communication moyen entre 2 processeur sur la même 
machine. 

1.5.3 Estimation de la charge de travail 

Nous avons choisi de quantifier le travail que chaque processeur doit effectuer en 
tt~rnws de messages à traiter tous types confondus. En effet, chaque message en
voyé vers un processeur constitue une charge supplémentaire de travail puisqu'il 
doit f.tre traité par le processeur qui l'a reçu et génère d'autres messages qu'il 
dt>vra adresser au routeur local afin qu'ils puissent être acheminés vers leurs des
tinataires respectifs. 

1.6 Mesures effectuées par le simulateur 

Afin de suivre le comportement du programme en cours d'exécution, nous nous 
basons sur :3 courbes de simulation qui permettent de comprendre les étapes de 
l'é\·aluation. 

• Courbe du taux de parallélisme 

Ce premier type de courbes exprime le taux de parallélisme, i.e le nombre 
de processeurs actifs simultanément, tout au long de la simulation. 

• Courbe des communications 

Ce type de courbes indique le taux de communication tout au long de la 
simulation. Le taux de communication est exprimé en nombre de messages 

2 Multiduster II de Parsytec 

-225-



Chapitre 7 Simulation du modèle P3 

simultanément acheminés ou en attente d'être acheminés vers leurs desti
nataires. Sur le même graphique, nous représentons la courbe de la fonction 

f(x) = 2pa 

ap est le nombre de processeurs impliqués dans la simulation 

Cette courbe indique la capacité maximale du réseau (cf. section 1.5.1) et 
permet de constater la saturation éventuelle du réseau : si la courbe de 
communication est au dessus de la courbe constante f( x) = 2p, le réseau 
est saturé. La surface entre la courbe de communication et cette dernière 
indique alors le volume de messages en attente d'être transmis à leurs des
tinataires. Par opposition, si la courbe de communication est eu dessous de 
la courbe f(x) = 2p, le réseau n'est pas saturé. 

• Courbe d'activité moyenne des processeurs actifs 
Cettf' courbe montre tout au long de l'évaluation, la quantité de travail 
moyf'nne, en nombre de messages restant à traiter par chaque processeur 
actif. 

Ces :3 courbes pour une même simulation se complètent pour fournir les informa
tions suivantes : un faible taux de parallélisme, un faible taux de communication 
et une courbe d'activité élevée traduisent un regroupement excessif des données 
sur un nombre réduit de processeurs. En effet, les messages dans le simula
teur sont destinés à dt>s nœuds - fonctionnels ou de données - et le nombre de 
messages destinés à un processeur est donc proportionnel au nombre de nœuds 
présents sur un processt>ur. Le regroupement des nœuds d'une même structure i.e 
d'mw arborescence fonctionnelle ou d'un arbre de données permet respectivement 
l't>xploration ou la réduction, sans communication ce qui explique le taux faible 
de communication. 
lnversemt>nt, un taux de communication élevé, un taux de parallélisme élevé et 
une activité pt>u importante des processeurs actifs traduisent un grain de paral
lélisnw très fin. Ces :3 types de courbes permettent, en somme, de vérifier si 
la chargt> de travail est bien répartie. Une bonne répartition des données doit 
permt>ttrt> l'obtention : 

- d'une courbt> de communication faible, 
- d'une courbe de parallélisme importante. 
- une activité des processeurs actifs, proportionnelle à la quantité de 
travail requise pour l'évaluation de l'expression. 
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2 Résultats théoriques maximaux 

La simulation théorique se caractérise par deux facteurs importants : le nom
br~ de processeurs considéré est potentiellement infini : le nombre de processeurs 
utilisés s'adapte à la quantité de messages à traiter à un instant donné et la 
communication n'est pas prise en compte i.e. on considère que la durée de com
munication entre deux processeurs est nulle et qu'il n'y a pas de saturation de 
réseau. L'intérêt d'une telle simulation est avant tout, de valider le fonction
nement du modèle. Le parallélisme obtenu est maximal puisqu'aucune contrainte 
de localité des traitements, de communication ou de limitation du nombre de 
processeurs n'est imposée. Les résultats obtenus permettent d'apprécier ou non 
l'exploitation du parallélisme implicite des langages fonctionnels dans le modèle 
P 3

. Avant de donner les résultats, nous présentons les programmes qui ont servi 
de test pour valider la simulation. 

2.1 Programmes utilisés 

L~s programmes testés par la simulation sont de deux types : des programmes 
fortement récursifs où le parallélisme est introduit par le style de programmation 
"d.ivid.~ and conquer". Comme exemples de programmes de ce type, nous avons 
tt>stP lt> calcul de la suite de Fibonacci et le quicksort. Le deuxième type de 
programmes testé est non récursif et manipule des données de grande taille, où le· 
parallélisme provient d'un traitement répétitif sur plusieurs parties de la donnée. 
( :ommt> exemples de ce type de programme, nous avons testé la multiplication de 
matriœs et la multiplication de polynômes. 

Lt>s sourct>s dt> ces programmes en GRAAL sont les suivants : 

• le quicksort 

quick= 
(if 

gauche 
inf e1·ieu1· 

(bi nu = 1) o length 
id 
(if nul! 

id 
{ append quick o gauche { conB ca1· quick o d1·oite}} 

{infe1·iew· cd1·oid cm·} 
gathe1·o(di.stT(if le 1 nil)) 
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dr·oite 
.supeneur· _ 
gather· -

Simulation du modèle P 3 

{ super·ieur cdr· o id car} 
gathe1·o(distr·(if gt 1 nil)) 
(if null 

nil 
(if nulloca1· 

gathe1· o cdr 
{cons ca1· gather o cd1·})) 

• La suite de Fibonacci 

fibo - (if (bi nu < 3) 
1 
{ + fibo o subl fibo o (bi nul - 2)}) 

• La m1,1ltiplication de matrices 

pm 
ps 

{(di.str (di.stl p.s)) 1 (binul apply o:list) o 2} 
(bi nul apply +) o a* 

• La multiplication de polynômes 

mulpoly 
mulmononE 
mulcocff 
mulexpo 

2.2 Résultats 

( distl di.str mulmonom) 
{list mulcoef f mulexpo} 
(binul apply mul) o acar· 
(binul apply o:add) o a( caro cdr·) 

La tablt> suivante décrit les résultats obtenus pour l'évaluation des expressions 
suivantt>s : 

- quz:ck: :1, L étant une liste de :30 entiers choisis aléatoirernerit, 
- fibo: 14, 
- ps: M1 Mz, M1 et .Hz étant deux matrices carrées de taille 10 et 
- mulpoly : P1 Pz, P1 et Pz étant deux polynômes de taille 10. 
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programmes Quicksort Fibonacci mul. matrices mul. polynômes 
résultats 
temps de simulation 11862 Ut 234 Ut 272 Ut 188 Ut 
nb. total de messages 61007 Mes. 36127 Mes 20026 Mes 36135 Mes. 
taux de parallélisme 5.14 154.39 73.62 192.21 
messages traités / Ut 5.14 Mes. 154Mes. 73 Mes. 192 Mes. 
nb. de noeuds créés 12368 nds 6398 nds 3636 nds 6859 nds 
nb. de noeuds détruits 12178 nds 6331 nds 386 nds 110 nds 
nb. de copies a 1796 2635 100 199 
nb. max de noeuds copiés 31 nds 1 nds 223 nds 1:31 nds 
nb. moyen de noeuds copies 12 nds 1 nds 11 nds 25 nds 
Messages ACT traités 5218 Mes. 6022 Mes. 340 Mes. 144:3 Mes. 
l\lessages FE traités 2088 Mes. 3385 Mes. 105 Mes. 1100 Mes. 
:Messages ACK traités 1:352 Mes. 26:34 Mes. 115 Mes. 911 Mes. 
Messages NENR traités . 5725 Mes. 6398 Mes . 1529 Mes. 3112 Mes. 
Messages .NRNR traités 12617 Mes. 4891 Mes. 9787 Mes. 12504 Mes. 
1\lf'ssages df' service traités :34007 Mes. 12797 Mes. 8150 Mes. 

aLe nombre maximum de noeuds copiés, donné dans ce tableau est mesuré par copie 

commentaires des résultats 

17065 Mes. 

• La premif>re constatation que nous pouvons faire est que le degré de pa
rallélisme obtenu est important (nombre de messages traités par unité de 
temps) pour tous les programmes testés. Ceci traduit 1 'importance du par
allélisme implicite exploité dans le modèle P3

, compte tenu de l'absence de 
contraintes matérielles. 

• (:es simulations révèlent l'importance du nombre de copies et du volume de 
noeuds copiés pour les programmes manipulant des données de taille im
portante, i.e la multiplication de polynômes et de matrices, ce qui explique 
l'importance du nombre de messages de service pour ces deux programmes. 
Dans les programmes récursifs testés, le volume de noeuds copiés à chaque 
fois est négligeable mais le nombre de copies est plus important que pour 
les deux programmes déjà cités vu la nature récursive de ces problèmes ce 
qui explique pourquoi le nombre de messages de service est également élevé. 

• Le pourcentage de messages liés à l'exploration des arborescences fonction
nelles 3 est très important pour les programmes récursifs (3:3 % du nombre 
total de messages pour le programme fibo et 14 % pour le quicksort). En 

3 1es messages d'activation, de fin d'exploration et d'acquittement 
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effet, les programmes étant récursifs, les arborescences fonctionnelles cor
respondantes sont explorées plusieurs fois. Le nombre de messages NENR 
est important également puisque plus il y a de noeuds fonctionnels explorés 
et plus ce type de messages est généré. 

• Le pourcentage de messages liés à la réduction est très important pour la 
multiplication de polynôme (90 %) et la multiplication de matrices (97 % ). 
Ce pourcentage croît proportionnellement à la taille de la donnée traitée. En 
effet, ce type de programme consiste à traiter de façon identique plusieurs 
parties de la donnée. Dans la multiplication de matrices, le produit scalaire 
est répété autant de fois qu'il y a de composantes dans la matrice résul
tat; dans la multiplication de polynômes, le nombre de fois où on effectue 
la multiplication de monômes augmente proportionnellement aux nombres 
de monômes initialement dans chaque polynôme. Le nombre de messages 
d'exploration est identique quelle que soit la taille de la donnée traitée. Le 
deuxième facteur qui explique le nombre de messages NRNR est le nombre 
de copies effectuées ainsi que la taille des données copiées. 

• Le nombre de messages de fin d'exploration et d'acquittement est important 
surtout pour les programmes récursifs. Dans la version étendue du modèle, 
ce type de messages n'existe plus. L'exploration est donc moins synchro
nisée. Les messages d'activation et les messages NENR correspondant sont 
g~n~rés plus tôt entraînant l'augmentation du nombre de messages générés 
puis traités par unité de temps. Le degré de parallélisme maximal est donc 
plus important. 

Ces résultats ont révélé donc l'importance du parallélisme potentiel du modèle 
P:3• Ce parallélisme constitue une borne majoratrice pour les cas d'évaluation 
r~els i.e où le nombre de processeurs est borné et où la communication est prise 
en compte. Dans ce cas, bien souvent, l'efficacité d'évaluation et le parallélisme 
obtenus sont étroitement liés à la répartition des données sur les sites. La section 
suivante introduit donc une étude préliminaire de la répartition des données et 
des programmes dans le modèle P 3

• 

3 Etude du placement dans le modèle P 3 

Dans cette section, nous tentons de déterminer le type de placement adéquat 
pour les structures permettant la représentation d'une expression i.e les arbores
cences fonctionnelles et les arbres de données. Nous distinguons deux types de 
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placement : le placement statique et le placement dynamique. Dans la suite de 
cette section nous présentons un bref aperçu de ces deux types de placement. 

3.1 Le placement statique 

Le placement statique des données ou des processus consiste à trouver une fonc
tion d'allocation des données (resp. des processus) sur les processeurs et ce, au 
chargement du programme ou à la phase de compilation. Le choix de ce style de 
placement nécessite une connaissance de l'évolution des données (resp. des pro
cessus) lors de l'exécution. Il existe plusieurs méthodes pour mettre en oeuvre le 
placement statique : 

• La théorie des graphes [Sto77] qui modélise le problème du placement par 
un graphe regroupant processus et processeurs et qui tente de résoudre 
le problème en cherchant une fonction, associant à chaque processus un 
processeur, qui minimise le coût total de communication. 

• L'utilisation de la programmation mathématique i.e la programmation li
néaire, l'optimisation combinatoire et la programmation dynamique. Le 
principe de ces méthodes consiste à exprimer le problème du placement 
par unt> équation non linéaire avec contraintes dont la résolution est une · 
optimisation du coût du placement. Cette méthode permet d'énumérer 
toutt>s les solutions intéressantes et détermine la solution optimale. Le coût 
dt> mist> en oeuvre de telles méthodes augmente exponentiellement avec 
l'augmentation de la taille du problème à résoudre. 

• Le troisième type d'approche utilisé est l'utilisation d'heuristiques qui par 
des approximations, permet l'obtention d'une solution optimale. Parmi les 
heuristiques utilisées, nous distinguons le groupement de processus [SE86] 
qui consiste à déterminer un groupement initial et à l'optimiser en effec
tuant des échanges de processus entre groupes; la limitation du routage en 
plaçant les processus qui communiquent fréquemment sur des processeurs 
liés physiquement dans la machine [Bok81, AP88] et la méthode du recuit 
simulé ou méthode de Monte Carlo qui fût utilisée initialement en mé
canique statistique, pour simuler l'évolution de l'état d'un solide en fonction 
de la température. 

Une synthèse des méthodes utilisées pour le placement statique se trouve 
dans [TM90] 
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3.2 Le placement dynamique 

Lf' placement dynamique des données (resp. des processus) est utilisé dans le cas 
d'applications parallèles dont le comportement est difficilement prévisible, voire 
même impossible à prévoir, même en plaçant de façon optimale les données (resp. 
les processus) initialement. 
Le placement dynamique par opposition au placement statique s'effectue en cours 
d'f'x~cution. Il vise à améliorer l'efficacité d'exécution des programmes en opti
misant l'utilisation des processeurs. Ce type de placement, pour être efficace, 
doit satisfaire les objectifs suivants : 

• Utiliser les processeurs au maximum pour améliorer le temps d'exécution 
en effectuant des migrations de données ou de processus afin d'équilibrer la 
charge des processeurs. 

• Respecter la localité des traitements en minimisant la distance entre les 
processeurs qui échangent fréquemment de 1 'information. 

L'~quilibragP df' la chargP df' travail des processeurs nécessite une estimation de 
la chargf' dt>s processeurs. L'efficacité de la migration dépend de l'exactitude 
des informations de charge recueillies : plus les informations de charge recueillies 
sont r~centes et plus la chance de placer correctement les processus ou les don
n~t>s migrés augmente. L'estimation de la charge de travail crée un surcoût dû à 
}'~change de messages d'estimation de la charge. Une bonne méthode de réparti
tion dynamique doit permettre un compromis entre la fiabilité des informations 
de charge et le surcoût engendré. 

Il existe des variantes quant aux méthodes d'estimation de la charge: des métho
des bas~es sur la charge mémoire [XH, LK87a], calculée en nombrf' de demandes 
d'accès ou en taux d'occupation, des méthodes qui tiennent compte de la charge 
dt> travail [Dow91, KW91] et des méthodes mixtes qui combinent les deux critères. 

La fr~qut>nce d'estimation de la charge des processeurs est également une vari
ante du placement dynamique. 11 existe plusieurs variantes dont voici quelques 
exemples : un processeur peut communiquer sa charge : 

• p~riodiquement après chaque intervalle de temps [XH). 

• p~riodiquenwnt à chaque modification de charge. 

• à la demande d'un autre processeur [Dow91, ELZ86]. 
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• ou lorsque sa charge dépasse un seuil. 

3.3 Le placement dans le cas des langages fonctionnels 

Les implantations parallèles des langages fonctionnels sont, pour la plupart, basées 
sur la réduction de graphe parallèle. Nous pouvons citer comme exemples, les ma
chines suivantes : MARS [Ccc+s7, CDL87], FLAGSHIP [Sar86, WW87], RE
DIFLOW [KL84, LK87b] et GRIP [PCSH87]. 

Dans la réduction de graphe, il s'agit de placer le graphe syntaxique sur l'ensemble 
des processeurs. A la différence d'autres applications, il n'y a quasiment pas de 
distinction entre le placement de tâches et le placement des données. En effet, 
les données à placer dans ce cas sont les graphes syntaxiques. Les tâches sont les 
processus de réduction associés aux graphes syntaxiques. 

La mise en oeuvre de 1 'exécution des langages fonctionnels fait partie de ces 
applications où l'évolution des données est difficilement prévisible au stade de 
la compilation. En effet, la succession des applications de fonction entraîne une 
constante modification des données. Typiquement les problèmes de dynamicité 
dt>s données peut être illustré par la figure 7.11 où est représentée une donnée 
en double exemplaire, par une structure arborescente quelconque. Le placement 
du ~raphe dans les deux cas est indique par les numeros Pi sur les sous arbres. 
Lt>s numéros de réduction Ri, indiquent la chronologie de prise en compte des 
réductions. Deux cas sont possibles : 

R2 R3 

Rl 

(a) (b) 

Figure 7.11 : Illustration de la remise en cause permanente du placement des 
données en cours d'évaluation 

• Cas 1 illustré par la figure 7 .Il. a 
Dans ce cas les premières requêtes de réduction, RI, R2 et R3, concernent 
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l' arbre de données tout entier. Le placement de tout l'arbre sur un même 
processeur P1 est idéal initialement. Si un tel placement est adopté, les 
traitements des requêtes R4, R5 ... etc R9 se fera en séquentiel alors que 
pour ces réductions, l'idéal aurait été d'avoir les sous arbres concernés par 
les mêmes requêtes de réduction sur des processeurs distincts. 

• Cas 2 illustré par la figure 7.11.b 
Les premières requêtes de réduction (Rl ,R2 et R3) concernent 3 sous ar
bres distincts. Le placement de ces 3 sous arbres respectivement sur les 
processeurs Pl, P2 et P3, permet de conserver sur chaque site les noeuds 
concernés par les mêmes réductions. Ces réductions peuvent donc s'effectuer 
en parallèle sans communication, les nœuds étant sur 3 sites distincts. 
Le problème survient pour le traitement des requêtes R4 et R5 qui concer
nent l'arbre de données tout entier. Pour ces dernières, l'idéal serait d'avoir 
l'arbre de données tout entier sur un même processeur pour ne pas générer 
de communication. · 

Il en r~sulte qu'un placement statique aussi optimal qu'il soit est compromis. Le 
type de plaœment adéquat pour les langages fonctionnels est donc un placement 
dynamique. L'objectif d'un tel placement est de faire en sorte que le plus possi
ble, tout graphe concerné par une requête de réduction soit entièrement présent 
sur un même processeur. Ceci se fait par des migrations de sous graphes. 

Dans le modèle P 3
, il s'agit de placer deux types de structures: les arborescences 

fonctionnelles et les arbres de données. 

• Les arborescences fonctionnelles sont statiques i.e une fois construites -
même en cours d'exécution- elles ne sont plus modifiées. Un placement 
statique convient dans ce cas. 

• Les arbres de données sont les structures dynamiques du modèle P3 et subis
sent les réductions successives commandées par l'exploration des arbores
cences fonctionnelles. Selon la position des fonctions dans une arborescence 
fonctionnelle, les réductions concernent tout ou partie de l'ensemble des 
arbres de données. Nous retrouvons donc les mêmes phénomènes de dy
namicité décrits plus haut pour les graphes syntaxiques. Pour permettre 
une exécution efficace des programmes, il faut assurer d'une part la proxim
ité des arbres de données et des fonctions qui leurs sont appliquées et d'autre 
part la présence sur un même processeur, de tous les noeuds, d'un arbre de 
données, concernés par les mêmes réductions. Les liens entre les fonctions 
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et les arguments se créent dynamiquement par le mécanisme d'exploration, 
il est donc impossible de concevoir un placement statique efficace. 

Dans le cadre de la simulation, nous nous sommes intéressés à deux points précis 
liés à l'étude du placement : 

• L'influence du placement initial des arborescences fonctionnelles et des ar
bres de données. Cette étude a permis d'une part d'expérimenter plusieurs 
placements initiaux des données et des fonctions et d'autres part, de con
firmer qu'un placement dynamique pour les données est le style de place
ment adéquat. 

• Le plaœment des copies : dans le modèle P3 , quand deux fonctions s'ap
pliquent à un même argument, représenté initialement par un arbre de 
données, celui-ci est dupliqué. Selon le mode de duplication mis en oeuvre, 
il le sera au moment où les deux fonctions sont explorées, si la copie est 
systématique, ou au plus tard dès que l'une des fonctions appliquées peut 
modifier 1' arbre de données qui le représente, si la copie se fait de façon 
paresseuse. Une copie de donnée est donc associée à un ensemble de réduc
tions. Une copie de donnée, vue sous cet angle peut être utilisée comme 
une forme de migration de tâches. Dans ce cas, un placement dynamique 
efficace des copies peut contribuer à l'amélioration du placement dynamique 
des données. 

Remarque : Tous les résultats présentés dans la suite de ce chapitre sont 
obtenus en simulant le modèle P 3 sur 16 processeurs. 

Rt>marque 
Ct>s expérimentations seront menées sur les programmes de la multiplication de 
matrices et de polynômes. En effet, pour observer l'influence du placement des 
copies sur l'évaluation, les données copiées doivent être de taille importante. 

3.4 Influence de la répartition initiale 

Pour les arborescences fonctionnelles, nous avons choisi un placement statique 
par chemins séquentiels. Ce placement se justifie par le fait que l'exploration 
d'un chemin est effectuée de manière séquentielle et donc un placement d'un 
même chemin sur plusieurs processeurs engendrerait plus de communication qui 
nuierait aux performances d'évaluation de l'expression fonctionnelle. 

Pour les arbres de données, nous avons expérimenté 3 types de placement : 
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• Un placement groupé des arbres de données initiaux. Ce placement présente 
deux variantes : 

-Un placement de tous les arguments du même programme sur 
un seul processeur (RGil) 
- Un placement des arguments à raison d'un argument par pro
cesseur (RGI2) 

• Un placement des arbres de données par quantum : Chaque argument est ré
parti sur plusieurs processeurs. Le nombre de processeurs concernés dépend 
de la taille de la donnée. Plusieurs cas sont possibles : 

-Si la donnée est de petite taille (moins de 10 nœuds), la donnée 
est placée sur un seul processeur. 
- Si par contre la taille de la donnée est grande, la donnée est 
répartie sur plusieurs processeurs à raison d'un quantum par pro
cesseur. La valeur du quantum dépend d'un pourcentage de ré
partition P, fixé dès le départ. La valeur de P peut changer d'une 
simulation à une autre. 

Le découpage d'un argument en quanta se fait en privilégiant un regroupe
mt>nt en profondeur d'abord. Si le pourcentage de découpage est bien choisi, 
le regroupement se fait par lignes, comme le montre la figure 7.12 i.e il se 
fait par sous arbres entiers. 

-~ .. B 

Figure 7.12 : Répartition par quantum 

• Un placement complètement dispersé où chaque paire de noeuds de données 
voisins sont sur deux sites différents. Ce placement, certes inefficace, permet 
simplement d'avoir une borne de comparaison des placements cités plus 
haut. 

Pour toutes les simulations effectuées, aucun algorithme de migration dynamique 
dt>s données n'est mis en oeuvre. En revanche, le même algorithme de placement 
dt>s copies est adopté afin de ne pas perturber l'analyse des résultats obtenus. 
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Dans un premier temps, nous comparons les résultats obtenus avec les deux ré
partitions initiales groupées RGil et RGI2. Les figures 7.13.a et 7.13.b comparent 
les taux de parallélisme obtenus, en fonction du temps, pour les deux répartitions 
groupées RGil et RGI2. Pour les deux programmes utilisés, la répartition RGI2 
donne des résultats meilleurs. Ceci s'explique essentiellement par le temps de 
copie qui est moins important dans le cas de la répartition RGI2 puisque les don
nées sont plus distribuées et les copies peuvent être parallélisées et se font donc 
plus vite. 

a 

RIGl 

b 

RIG2 

Figure 7.1:3 : Comparaison du taux de parallélisme, en fonction du temps, obtenu. 
pour les répartitions initiales groupées RGil et RGI2 pour (a). la multiplication 
de matrices et pour (b ). la multiplication de polynômes 

Lt>s figurf's 7.14.a et 7.14.b donnent respectivement les résultats obtenus pour les 
programmes de la multiplication de matrices et de la multiplication de polynômes 
awc les répartitions RGI2, la répartition par quantum et la répartiton dispersée. 
Nous remarquons que la répartition par quanta permet d'obtenir un temps de si
mulation meilleur et un taux de parallélisme plus élevé dès le début de l'exécution. 
Ce taux de parallélisme s'explique par le parallélisme de copie possible grâce à la 
répartition par quanta. 

La conclusion de cette première expérience est que la répartition par quantum fait 
la différence par rapport aux autres méthodes de répartition initiales. Cependant, 
l'aspect dynamique des données fait que l'effet d'une bonne répartition initiale 
par rapport à une répartition initiale choisie arbitrairement est vite estompé si la 
répartition dynamique se fait de façon arbitraire. 
Dans la suitf' de ce chapitre, nous retiendrons la répartition par quanta comme 
répartition initiale. Le paragraphe suivant étudie l'effet de la variation du quan
tum. 
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Répartition par quantum 

Répartition groupée (RIG2) 

Répartition dispersée 

Figur~ 7.14 : Comparaison du taux de parallélisme obtenu avec 3 répartitions 
initialt>s diff~rt>ntes pour la multiplication de matrices (a) et la multiplication de 
polynônws (b) 

3.4.1 Variation du quantum 

Afin dt> déterminer la taille idéale des quanta, nous avons simulé l'exécution des 
d~ux programnws awc dt>s pourcentages d~ d~coupage de :33 %, 20 % et 6 % don
nant un quantum dt> 1/:3, 1/5, et 1/16 de la donnée sur chaque processeur, pour 
unt> mat rire carr~e 1 O* 10 et pour des polynômes de 10 monômes de 10 variables 
chacun. 
Global~ment, les courbes illustrant le taux de parallélisme sont quasi identiques. 
On arrive donc à la même conclusion que précédemment. Cependant, sur les 1000 
premières unités de temps, le comportement des simulations diffèrent. En obser
vant simultanément les courbes de parallélisme (figure 7.15), de communication 
(figure 7.16) et d'activités des processeurs actifs (figure 7.17), nous pouvons faire 
les constatations suivantes : 
la répartition avec un pourcentage de 6 % comparé aux autres pourcentages 
donne le plus grand taux de communication. Le taux de parallélisme est assez 
élevé quoique irrégulier (chute brutale que nous pouvons expliquer par une copie 
distante d'un sous arbre vu le taux de communication). La courbe d'activité 
des processeurs est faible. Ces observations sont caractéristiques d'un grain de 
parallélisme trop fin. 
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Figure 7.16 : Variation du quantum 
processeurs actifs 

.. ,..--...--...... ..;';;.;;' ... ;;.;;·"'""'-'"';.;•;.;"''-' .. ;,...;.."'"""'-"''...,"""'~'.;..'"....,.--..----, 

"' 

Ç)2 0';, 

Courbes illustrant le taux d'activité des 

Q6' •••••• capa cl té max. du réseau 

c=o:=-
06% ·-· 
32-

- ""' 

Figure 7.17 : Variation du quantum : Courbes illustrant le taux d'activité des 
processeurs actifs 
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La répartition avec un pourcentage de 33 % engendre le moins de communication 
comparée aux autres simulations. Le parallélisme est moins élevé au départ et le 
taux d'activité des processeurs actifs est le plus élevé. Ces observations révèlent 
un regroupement excessif qui limite le taux de parallélisme en début d'exécution. 

La répartition initiale avec un pourcentage de 20 % donne le taux de parallélisme 
le plus élevé dès le début de l'exécution avec un taux de communication compa
rable à celui du cas précédent. De plus l'activité des processeurs est relativement 
stable et assez élevée. Cette taille de quantum est donc un compromis entre les 
deux cas précédents. Nous pouvons expliquer ce résultat par le fait qu'une répar
tition de 20% équivaut à un regroupement "par ligne" i.e pour la multiplication 
de matrices, la matrice finale est répartie par ligne sur les processeurs. Pour 
la multiplication de polynômes, le polynôme résultat est réparti à raison d'un 
monôme par processeur. Cette répartition favorise, au départ, la réduction en 
parallf.le. De plus, les premières copies réalisées peuvent se faire en parallèle du 
fait quf' les données sont initialement distribuées. 

Conclusion 
L'étudf' de l'influence de la répartition initiale sur l'évaluation d'une expres
sion dans P3 a montré qu'une répartition initiale optimale n'a pas beaucoup 
d'impact sur le déroulement de l'évaluation si ce n'est sur la phase d~initialisation 
df' l'é\·aluation i.e la phase d'application des premières fonctions. Ceci se voit sur 
les courbes de comparaison du taux de parallélisme dans le cas de répartitions 
initialt>s l'une optimale et l'autre entièrement groupée. Ces résultats confirment 
qu 'Uiw méthodf' dt> répartition statique des données n'est pas adéquate pour le 
modf>lf' F 3• 

Nous abordons dans le paragraphe suivant un deuxième aspect de l'étude de la 
répartition dans le cadre de P 3 et qui concerne la répartition dynamique des 
copws. 

3.5 Gestion des copies 

Dans cf'ttt> section, nous étudions le placement dynamique des copies. L'idée de 
la méthode proposée est de copier les données de telle façon que les réductions 
effectuées sur les copies se fassent en parallèle en engendrant le moins de commu
nication possible. 
Dans ct>tte section, nous présentons deux méthodes de placement des copies : la 
prt>mière méthode est basée sur le regroupement entier des copies sur les pro
œsst>urs. La deuxième est une optimisation de la première méthode. Elle permet 
de copit>r les données avec un regroupement contrôlé par un seuil. 
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Afin d'apprécier les résultats obtenus avec les deux méthodes, nous avons choisi 
unf' méthode de placement des copies que l'on appelera méthode de placement 
témoin et qui ne vise pas particulièrement à optimiser le placement des copies. 
Dans la méthode témoin, l' arbre de données est copié et réparti sur les pro
cesseurs de la même manière que l'est l'arbre de données originel. Le seul atout 
d'une telle méthode est que la phase de placement de la copie s'effectue sans 
communication. L'inconvénient de cette méthode est que le placement des copies 
est très dépendant du placement des données copiées. Si la donnée au moment 
de la copie est bien placée, la copie le sera également et vice versa. 
Dans le cas des deux méthodes proposées, le choix du processeur est important. 
On choisira toujours le processeur le moins chargé. Dans le simulateur, la charge 
des processeurs est mesurée en termes de messages, -tous types confondus- que 
celui-ci doit traiter. 
Le choix d'un processeur en se basant sur la charge de travail suppose une es
timation de la charge des proces~eurs est effectuée. Dans le simulateur, nous 
supposons que chaque processeur détient des informations sur la charge qui se 
rapprochent df' la réalité. 

3.6 Placement entièrement groupé 

3.6.1 Description 

LP placf'ment entièrement groupé des copies (PEGC) consiste à recopier entière
nwnt la copiP sur un seul processeur quelle que soit la répartition de l'original. 
On JWUt illustrer ce procédé par la figure 7.18. Comparé à la répartition témoin, 
nous obtPnons moins de communications mais moins de parallélisme pour les 
programnws pris comme exemple comme le montre la figure 7 .19. Le temps de 
simulation est 2 fois plus long. 

copie 

Figure 7.18 : Placement entièrement groupé 

( :onstatation En observant la courbe de parallélisme et celle de 1 'activité moyenne 
des processeurs actifs (cf. figure 7.19), nous constatons que le peu de processeurs 
qui travaillent sont surchargés. 
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0 IŒD 2ŒIO 3D1JJ ...., 11000 

témoin PEGC 

Fi gurP 7.19 : La multilication de matrices comparaison des taux de parallélisme 
et dt>s activités des processeurs actifs, obtenus avec la répartition témoin et la 
répartition PEGC 

3.6.2 Analyse des résultats 

• Lt> temps d'exécution est deux fois plus long avec la méthode proposée. Le 
temps écoulé à effectuer des copies est à 1 'origine de ces résultats. En effet, 
lt>s copit>s dt> nœuds dirigés vers le même processeur ralentissent le temps 
global dt> copie (étapes 2 et :3 de la copie cf. section 1.1.2). Tant que la 
copit> n'Pst pas terminée, aucune réduction ni sur la copie ni sur l'original 
n'a lieu ce qui retarde les réductions. 

• Lt>s processeurs actifs sont surchargés et le parallélisme est faible. Ceci 
révèle un excès de regroupement. En effet, nous nous retrouvons dans la si
tuation décrite par la figure 7.1l.a où des réductions qui doivent en principe 
être exécutées en parallèle, sont effectuées en séquentiel surchargeant ainsi, 
lt>s proœsseurs actifs (ceux qui ont reçu les copies tout au long de 1 'exécution) 
et réduisant le degré de parallélisme. 

La répartition témoin est effectivement meilleure. Nous avançons à cela les raisons 
suivantes : la copie se fait de manière répartie, localement sur chaque processeur. 
De ce fait, elle s'effectue plus vite, sans communication, et permet donc la reprise 
dt>s réductions rapidement. De plus bien que naive, et peut-être pas optimale, 
œtte méthode entraîne une copie sur plusieurs sites si tel est le cas pour la donnée 
originelle, ce qui permet l'obtention de granules de taille plus réduits favorisant 
ainsi lt> parallélisme. Cette méthode ne régularise cependant pas la taille des 
granult>s. En effet, une donnée entièrenwnt regroupée sur un même processeur 
t>ntrainerait lt>s mênws conséquences que la méthode PEGC. Ceci est illustré 
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par la figure 7.20 où l'évaluation de la même expression a été simulée avec une 
répartition initiale groupée RGI2 (cf. 3.4) et en appliquant la répartition témoin 
et la répartition PEGC. 

5 

2 

RGI2+1emoin -
RIG2+PEGC ---

0~--~~--~----~----~~--~----~-----U 
0 2000 -4000 6000 8000 10000 12000 14000 

Figure 7.20 : La multiplication de matrices 
allélisme obtenus avec la répartition PEGC 
répartition initiale groupée 

3.6.3 Conclusion 

comparaison des taux de par
et la répartition témoin avec une 

Cettt> première expérience a révélé la nécessité de réduire le temps de copie pour 
gagner en efficacité. Elle nous permet de déduire que le regroupement entier des 
copit>s Pst excessif. L'analyse de la relative efficacité de la méthode témoin nous 
amène à envisager une répartition des copies avec seuil. Ce seuil aura pour effet 
de contrôler la granularité des copies et par conséquent celle du parallélisme, et 
pt>rmettra ainsi d'arriver à un compromis. 

3. 7 Placement groupé avec seuil 

3.7.1 Description de la méthode 

Le placement groupé avec seuil des copies (PGSC) consiste à placer sur des sites 
distincts, la copie d'un argument par sous arbres entièrement groupés et ce in
dépendamment de la répartition de l'argument copié (figure 7.21 ). 
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Figure 7.21 : Placement groupé avec seuil 

A Cf't f'fff't) un sf'uil de distribution - fixé au début d'une simulation- détermine 
la tail!P des sous arbres copiés chacun sur un processeur. En effet, plus la valeur 
du sPuil s est grandf' et plus la taille des granules est grande et inversement. Un 
choix convenablt> du sf'uil de distribution conduirait à un regroupement idéal pour 
satisfairP lf's deux objectifs que l'on projette d'atteindre. En effet, la donnée sera 
suffisamment groupée par sous arbres pour effectuer des réductions sans commu
nications. Elle est en revanche assez distribuée pour permettre des réductions en 
parallt>llP. 

En comparant les taux df' parallélisme obtenus avec les méthodes PGSC et PEGC, 
pom lPs df'ux programmes expérimentaux, nous pouvons émettre les constata
tions suivantes (figure 7.22) : 

• Lt> taux de parallélisme est plus important dès le début de la simulation (cf. 
figure 7.22). 

• lin taux de communication moins important (cf. figure 7.2:3) 

3. 7.2 Analyse des résultats 

L'amélioration du taux de parallélisme par rapport à celui obtenu avec la métho
de précédentf' s'explique d'abord par le fait que les copies distribuées prennent 
moins de temps à faire et bloquent donc moins longtemps la reprise des réduc
tions. Ct>s copies s'effectuent en parallèle sur les processeurs et provoquent elles 
mf>mes une hausse du taux d'activité moyen des processeurs et donc une hausse 
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a b 

PEGC PGSC 

Chapitre 7 

PEGC
PGSC-

Figure 7.22 : Courbes de parallélisme : Comparaison du placement groupé des 
copies avec et sans seuil pour la multiplication de matrices( a). et de polynômes 
(b ). . 
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Figure 7.2:3 : Courbes des taux de communication : Comparaison du placement 
group~ des copies avec et sans seuil pour la multiplication de matrices(a). et de 
polynômes (b ). 

-245-
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Il 1 0 1 1 
Rl D 0 0 0 0 0 0 100 0 0 0 0 0 0 0 0 

A 0 0 10 0 10 0 30 10 10 0 10 0 10 0 10 
R2 D 10 10 0 0 0 0 10 0 10 0 10 10 10 10 10 

A 0 10 0 10 0 10 10 20 0 10 0 0 0 20 0 
R:3 D 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

A 10 0 10 0 10 10 0 10 0 10 0 10 0 10 0 

Figure 7.24 : Effet régulateur du seuil la multiplication de matrice 

du taux dt> parallélisme. 

La copie s'effectue par des regroupements partiels de sous arbres. Le parallélisme 
obtenu st> justifie alors aussi par le fait que plusieurs réductions ont pu se faire si
multanément du fait de la distribution des copies par groupes de nœuds adjacents. 

3. 7.3 Effet régulateur du seuil 

L'introduction d'un seuil permet le contrôle permanent du grain de parallélisme 
qui s'active lors de la réalisation de la copie. Cet effet régulateur du seuil est 
Yisible par l'observation de la répartition du résultat de l'évaluation sur les pro
ct>sseurs. En partant initialement de trois répartitions initiales différentes : 

- la répartition RGll (Rl ), 
-la répartition par quanta avec un quantum égal au 1/5 de la donnée 
(R2), 
-et la répartition dispersée (R:3) 

qui sont représentatives des cas extrêmes (Rl et R3) et du cas idéal (R2), et 
en pratiquant un placement groupé avec seuil des copies (PGSC), nous obtenons 
les tableaux 7.24 et :3. 7.3 pour les programmes expérimentaux, qui illustrent la 
répartition des lignes, en pourcentage, sur 16 processeurs, au début ( lignes D 
des tableaux) et à la fin de la simulation (lignes A des tableaux), pour les 3 
répartitions initiales et pour les deux programmes expérimentaux. 

Analyst> des résultats 
Pour la multiplication de matrices, le pourcentage de lignes entièrement groupées 
sur lt>s processeurs est de 100%, lOO% et 90% respectivement pour les répartitions 
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Il 8 1 9 1 w u 112 113 1 14 115 Il 
Rl D 0 0 0 0 0 0 100 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

A 4 4 14 2 5 5 6 3 6 3 7 8 1 5 12 4 
R2 D :30 0 0 0 20 0 30 0 30 0 0 20 0 20 20 30 

A 7 8 7 5 1 5 5 12 4 2 7 6 6 9 2 10 
R:3 D 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

A 0 7 4 10 2 6 12 6 12 3 4 7 5 4 5 1 

Figure 7.25 : Effet régulateur du seuil la multiplication de polynômes 

initiales Rl, R2 et R:3. 

Pour la multiplication de polynômes, le pourcentage de lignes entièrement groupées 
sur les processeurs est de 89%, 96% et 88% respectivement pour les répartitions 
initiales Rl, R2 et R:3. 

Dans lt> cas de la répartition par quanta, ceci reflète bien l'effet régulateur du 
seuil : lt> st>uil permet lt> contrôlt> de la granularité. 
Les résultats obtenus pour les cas extrêmes Rl et R3 prouvent qu'en plus de 
l't>fft>t régulateur, le seuil a un effet correcteur et permet donc de rattraper une 
répartition initiale non adaptée. 

Pour illustrt>r cet effet correcteur, nous avons comparé les taux de parallélisme 
obtenus pour la méthode PGSC et pour la méthode témoin -qui ne corrige pas la 
répartititon initiale- pour une répartition initiale entièrement groupée, pour les 
deux programmes expérimentaux. La figure 7.26 montre ce résultat. 

La figure 7.27 illustre également l'effet correcteur du seuil. Les résultats obtenus 
avec une répartition initiale trop groupée ou trop dispersée comparés à ceux 
obtenus avec une répartition initiale par quantum sont nettement moins bons 
(figure 7.27) du fait qu'il faut un temps minimum pour corriger les répartitions 
initiales, temps durant lequel les imperfections de la répartition initiale influent 
sur le fonctionnement. Nous constatons néanmoins que, sur les 1200 premières 
unités de temps unitaires de ces 3 simulations (cf. figure 7.27) , l'aspect global 
des courbes dt> parallélisme est quasiment identique- avec un décalage dans le 
temps bien sûr-. Ceci nous conforte dans notre analyse. 
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",.---.....--_,.".;..-.;.;;·Con='"';;;.•.;..'".;..•·.;..•-""~;..;''";.;;""';;;..';.;;'"....--....,..---, -··-"-~-PGSC-

•o 

•o 

"""' ""' 3llŒl 

RGI2+PGSC (pour la premiere figure) 

~~p~rtition dispers~e + témoin 

(pour la cleuxieme figure) 

Figure 7.26 : Effet correcteur du seuil Comparaison du taux de parallélisme 
obtenu avec les répartitions témoin et PGSC pour (a). la multiplication de ma
trices et (b ).la multiplication de polynômes 

/lisme:Contexte c:. p. av.c prtt• copie L• 
14,.---....... --.--~r---r~-~-~--.---r--, 

Figure 7.27: Multiplication de polynômes: Comparaison du taux de parallélisme 
obtenu avec :3 répartitions initiales différentes et la répartition des copies avec seuil 
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3. 7.4 Variation du seuil dynamique 

La valeur du seuil détermine la taille des granules sur les processeurs. Pour un 
problème particulier, avec des données d'une certaine taille, la valeur idéale du 
seuil est celle qui permet une répartition logique des copies i.e telle que chaque 
sous arbre de données concerné par un ensemble de réductions se retrouve entière
ment sur un processeur. Pour la multiplication de matrices et la multiplication 
de polynômes, nous avons expérimenté plusieurs valeurs du seuil. Pour les tailles 
de données choisies ( matrices de dimension 10 pour le premier et des polynômes 
de 10 monômes chacun ayant 10 variables), la taille idéale du seuil est égale à 
100. Pour des valeurs du seuil comprise dans un intervalle autour de la valeur 
100, les courbes du taux de parallélisme obtenues ne présentent pas de différences 
fondamentales mais la correction de la répartition initiale n'est pas aussi efficace. 
( :eci se voit à la diminution du pourcentage de lignes entièrement groupées sur 
les processeurs. Pour tenter de comprendre l'importance du choix de la valeur du 
sf'uil, nous avons choisi de commenter les courbes de simulation obtenues pour 
lf's valeurs suivantes du seuil : 1 (pas de regroupement), 100 (valeur idéale du 
seuil étant donnée la taille des données) et oo (regroupement total). 
Les courlws décrivant le degré de parallélisme obtenu, la charge moyenne des 
processeurs actifs et la charge du réseau avec les choix des valeurs suivantes pour 
le seuil sont données par la figure 7.28, 7.29 et 7.:30. 

1:' i\ . : 
l\ i 
i y 
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;, __ j ' 
t - ""' seui 1 = 1 

1•\

•·'00 ···-
1•1'1\n····· 

,, 

""" -s~u i 1 = 100 

i\ •. ,' /'\ / \ ......... \.. . ........ . 

!, f . (', ;\ '\ \/ ,, , v. · .... v·.~.._,, ,.\ 
::1 1 • \ 
! y v \ 

\ 
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\000 

............ SPUil : infini 

1•1-
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Figure 7.28 : Variation du seuil dynamique de répartition(taux de parallélisme) 
(a) pour la multiplication de matrices et (b) pour la multiplication de polynômes 
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Simulation du modèle P3 
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Figur~ 7.29 : Variation du seuil dynamique de répartition (charge de travail des 
proct>sseurs actifs) (a) pour la multiplication de matrices et (b) pour la multipli
cation dt> polynômes 
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Figurf' 7.:30 : Variation du seuil dynamique de répartition (état du réseau) (a) 
pour la multiplication de matrices et (b) pour la multiplication de polynômes 
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Analyse des résultats 

• seuil = 1 
Avec un seuil de 1, une copie est complèment distribuée sur les processeurs 
de telle façon que deux nœuds voisins ne se trouvent pas sur le même pro
cesseur. Ce seuil de répartition des copies permet l'obtention d'un bon taux 
de parallélisme dû à la réalisation, en parallèle, de chacune des 3 phases de 
copie. Le taux de communication est le plus élevé, indiquant la finesse du 
gran1. 

• seuil = oo 

Le comportement des deux programmes est globalement similaire pour 
un seuil infini. On observe la faiblesse du taux de parallélisme par rap
port à d'autres simulations expérimentant d'autres seuils. Cette faiblesse 
s'explique comme le montrent les courbes d'activité des processeurs et les 
courbes des taux de communication par un regroupement excessif traduit 
par la quantité de travail associé à peu de processeurs actifs et par la faible 
quantitP de communication. Pour la multiplication de polynômes, le pa
rallélisme est faible surtout au départ . Ceci s'explique par le nombre de 
copies à effectuer qui est plus élevé que celui effectué dans le programme· 
de la multiplication de matrices. Ces copies sont faites sur des processeurs 
différents et engendrent par conséquent des réductions en parallèle sur les 
copies. 

• seuil= 100 
Le seuil de valeur 100 est un compromis pour les tailles de données choisies. 
Le taux de communication est ponctuellement plus élevé. Nous pouvons 
expliquer cela par le placement à distance de plusieurs copies simultané
ment. 

Conclusion 
Les résultats de simulation ont révélé qu'un seuil de 100 donne des résultats opti
maux dans lt=> cas de la multiplication de matrices de taille 10 et la multiplication 
des polynômes de taille 10. Ce résultat s'explique par le fait qu'un seuil de 100 
permet unf' répartition logique des données. La valeur optimale du seuil dépend 
énormPment de la taille des données mises en jeu. Ce seuil devra alors être adapté 
f'll fonction de la taille des données. 
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3. 7.5 Importance du choix du processeur 

Afin d'évaluer l'importance du choix du processeur, nous avons comparé le taux 
de parallélisme obtenu, avec un choix du processeur recevant la copie qui tient 
compte de la charge de travail et un choix de processeur aléatoire, tout en adop
tant la même méthode de répartition des copies. Les courbes de la figure 7.31 
illustrent les résultats obtenus pour les deux programmes expérimentaux 4

• 

,, /\ 
~1\·J ~ 
1 
i 

1 
1 
f : 

Figure 7.:31 : Courbes du taux de parallélisme: Influence du choix du processeur 
pour les programmes de la multiplication de matrices (a). et la multiplication de 
polynonws(b ). 

Nous pouvons constater que le taux de parallélisme obtenu est moins élevé quand 
lt> choix du processeur est aléatoire ce qui peut être expliqué assez facilement 
puiscpw si des copit>s consécutives ou simultanées sont placées sur le même pro
resst>ur. alors la chargt> de travail du ou des processeurs concerné( s) est trop 
importantt> par rapport aux autres processeurs. Les messages mettront donc 
lwaucoup plus de temps à s'éxécuter. D'autre part, ces messages non traités 
risquent de bloquer d'autres traitements sur d'autres processeurs. 

4 Conclusion 

La simulation qut> nous avons décrite dans ce chapitre a donc permis la valida
tion du modèle P 3 et a révélé ses potentialités en matière de parallélisme. Cette 
simulation a permis de mettre en évidence l'aspect dynamique des données et la 
nécessité de proposer des méthodes de répartition dynamiques pour le placement 
dt>s données dans le modèle P 3 , et ce dans un cadre plus général que celui auquel 

4 multiplication de matrices et multiplication de polynômes 

-252-



4. Conclusion Chapitre 7 

nous nous sommes intéressés dans ce chapitre i.e qui ne concerne que les pro
grammes manipulant des données de grandes taille. 
Nous pouvons néanmoins ajouter que le placement des copies dans le cas de cette 
catégorie de programmes contribue à l'amélioration du placement dynamique des 
données. En effet, quelle que soit la solution retenue pour l'implantation de la 
duplication, la copie d'argument devra tôt ou tard se faire si une réduction de
vant modifier l'argument doit être effectuée. La méthode de la copie groupée avec 
seuil , proposée dans ce chapitre, permet de plus de relancer, à chaque copie , le 
contrôle de la granularité et du taux de parallélisme également. 
Enfin, l'application de cette méthode dans une implantation réelle du modèle P3 

dans un contexte distribué nécessiterait l'élaboration d'un processus d'estimation 
dt> la chargt> des processeurs qui se rapprocherait de l'estimation de la charge 
recueillie de façon simplifiée dans le simulateur. 



Conclusion 

Pour conclure, nous allons tenter dans un premier temps, de dégager les carac
téristiques du modèle P3 étendu puis, nous aborderons dans un deuxième temps 
les perspectives de ce travail. 

Nous avons donc présenté un modèle d'évaluation parallèle des langages fonc
tionnels sans variable prenant en compte l'évaluation d'expressions fonctionnelles 
sans variable et exploitant le parallélisme des langages fonctionnels. 

Nous sommes partis au départ de ce travail, d'une première version du modèle 
d 'éYaluation P 3

, dans laquelle seules les expressions fonctionnelles du langage de 
.J. \V. Backus, FP, sont évaluées. Ces expressions ne comprennent ni les fonctions 
polyadiques, ni les fonctions d'ordre supérieur. 

L'extension du modèle P3 a nécessité les modifications suivantes : 

• Au niveau du mécanisme d'exploration, il n'y a plus de synchronisation 
entre 1 'exploration des chemins séquentiels d'une même arborescence fonc- · 
tionnelle, voirt> même de plusieurs arborescences fonctionnelles. 

• L 'algorithnw d'ordonnancement permet, quel que soit l'ordre d'exploration 
des noeuds fonctionnels, dt> reclasser les requêtes de réduction sans avolf 
recours à unt> quelconque synchronisation. 

• Du fait dt> la prise en compte des fonctions d'ordre supeneur, les fonc
tions peuvent être des arguments mais aussi des résultats d'évaluation. Par 
conséquent, les arborescences fonctionnelles peuvent être dynamiquement 
construites. Cependant, une fois construites, elles ne sont plus modifiées. 

• L'introduction d'un nouvel état pour les noeuds fonctionnels ou de don
nées : l'état de création partielle qui permet aussi bien l'anticipation de 
l'exploration et de la réduction que l'établissement de liens entre plusieurs 
expressions interdépendantes évaluées simultanément. 

Nous avons montré comment, par la représentation de l'expression proposée, le 
modèle P 3 occasiomw un coût de parcours et une occupation mémoire plus réduits 
et offre les mêmes possibilités pour l'évaluation d'une expression fonctionnelle quP 
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le modèle de réduction de graphe. 

Grâce à la simulation du modèle P3 , nous avons pu montrer le potentiel de 
parallélisme du modèle. Le parallélisme potentiel est en partie expliqué par le 
parallélisme exploité des langages fonctionnels mais aussi par l'asynchronisme en
tre les deux activités du modèle : l'exploration et la réduction du modèle. 
Nous avons pu déterminer le type de placement qui convient aux structures du 
modèle : vu la dynamicité des données, un placement dynamique des données 
est indispensable. 
Dans lt>s modèles de réduction, les tâches de réduction sont associées aux données 
auquelles elles s'appliquent, ce qui permet de conclure qu'il n'y a pas de différence 
entre le placement des données et celui des tâches de réductions associées. Ceci 
justifie l'intérP.t du placement dynamique des copies et sa contribution à améliorer 
le placement dynamique des données. 
Nous avons donc proposé une stratégie de placement des copies groupées avec 
seuil qui permet de contrôler le placement dynamique et de corriger le placement 
initial des données. 

Nous avons montré que dans le modèle P3
, l'appel par nécessité et le partage 

d\,xpression sont tout à fait réalisables. A court terme, nous envisageons une 
étude plus détaillée de leurs mise en oeuvre. 

Parallèlenwnt aux travaux de simulation et des conclusions que nous avons tirées 
concernant le placement de données, N. Melab actuellement en préparation de 
thèse étudie plus en détail, la répartition dynamique mais aussi les optimisations 
statiques visant à améliorer la répartition dynamiques des données. Cette étude 
est orientée selon deux axes complémentaires : 

• L'optimisation statique du placement consiste à étudier la portée des fonc
tions constituant les arborescences fonctionnelles i.e des "parties" de la 
donnée qu'elles "utilisent". Son but est de favoriser la mise en présence 
de paquets de fonctions et de paquets de nœuds de donnée de façon a ce 
que les réductions des arguments par ces fonctions puissent se faire sans 
communication (en augmentant la granularité). 

• L'élaboration d'une stratégie dynamique de placement adaptée aux besoins 
du modèle P 3 en réutilisant la méthode de placement des copies avec seuil. 

A moyen terme, une implantation du modèle P 3 sur une machine parallèle est 
envisageable. Cette implantation permettrait 
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• de mettre en oeuvre les méthodes de placement retenues et tester leurs 
efficacité. 

• d'effectuer une réelle comparaison des performances obtenues pour l'évalua
tion d'une expression dans le modèle P3 et dans le modèle de réduction de 
graphe. 

• Une optimisation de la gestion mémoire par 1 'utilisation des algorithmes tels 
ceux de Bevan [Bev87] et de Lester [Les89], adaptés à la réduction parallèle 
de graphe et qui sont des algorithmes de récupération mémoire à compteur 
de références utilisés dans un contexte distribué. 

Enfin, afin d'augmenter l'efficacité d'exécution des langages fonctionnels en uti
lisant comme schéma d'évaluation, le modèle P\ l'étude de l'utilisation de la 
compilation des activités du modèle en un programme de bas niveau fait partie 
de nos préoccupations ... 
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