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Introduction 

So\ent- E un €space de B.a.n~ch..) W une partie de E €t o. 

un point de W. Si W e5t défince d'une man\~re imp\\cite.J 

par exempte comme ens~mble des solut,·on5 d'un ~y5t~me 

d'e9u.a:t\'on~ -et d',·ncr9u.at,·ons.Jet siV e.st u.n \IOI'SI'n.age de o..J 

i\ "~st pa~ +ou.jours po.ssib\e de cléterm~f\ef" -e.x.ph'cite.ment 

Uf\€ rég,'of'\ de E 9u\ Cof'\t\'-e.nne d'une man~~ft! Slgn\-Ç\·cati'4e 

\a tt""ace de W s,ur Y.) n\ une rég,·on ne \a re.ncon-+ra.nt pas. 

Un~ approche po!>~ib\e cons.\~t~ à se fcim~n~r à une approx,·rn­

at\oo COf\Venab\e de W au \lo\s\na~e de a... Rappe \ons u.ne 

déf~n~t,·on c\as~\que ~ 

Déf,'n,'t-l'on : On appe\\e c~ne tang-ent -en a. à. W et on note 

To.W _, \'~ns-emb\e des ~\ém~nts X de E tels 9uïl €~s'st-e une 

su\te (X.n)nE-IN de W tendant 'Jers a.. e-t une ~u,Te ~o)ouJ 

cie \R-t~ telles 9ue D{f\1 ( Xn- a.) te.nde. Ver'5 X .(c'est le côoe 

C()nt\nge1'\t- au. sens de Bouh·g~nd). On verifie aisement 9ue 

ce cône e~t fe.rO\t{. 

La. détefm\nat~on du C~ne tangent en Q à W pecme.t Uf\e 

étude \(\-Ç'i(lité,·Ma\e. de W all \/0\'s(na~e de a.. . c '~~t par 

-exemple! une vo\e c.\as5\9ue. pour ét-ab\ir ut\e Cot\dib'on néc~­

a\re. d'opt,·Ma\\té ~n a.. s.u.r W pour une -Çonct,·onf'l-e.\le d\'tfi_ 

re.nt\ab\e . Plu~ ~énér.a\e.'Ment- \a C:orma\~sanc~ de 1a.w perme.t 



une explord.t-ion 9u.a.h~a:lî've de W ~u 'V'ol.sin~ge de o. : 

• Si X n'est pa.5 un vecteur ta n'Sent -en a à w ,J i\ ex,·s,te un 

voi.sit\a~e U de X -et un vo\~,·nage V de a. te\~ '11A~ \e cône 

pointti a. -r IR+~U ne rencontre pa:, W danb V . 

• 51 X est un vect€ur tan~e.nt -en a. à. W.~ 9u.e\~ 9L(.€ 5oi~nt les 

' 1 1 d X L V d \ ~~, ' t / +*, t vo\s,na~es u e -e -c e a.~ e cune poH'\ e a.-t lR . v 

rencontre W elan5 V. 

Ainsi [1] _en dét-erm\'i\anr \e cÔne t~n~~nt à une part\~ 

clét\'n\e. pa' d€s igallté~ ~t des \néga\it~ _a obtenu. des 

rense.1'gnem€nts ~u.r t'~nsernb\e des solut,·on~ d'un proble~ 

d' optiM,·sat,·on paramètre"'. 

L~s lim\te~ de c-e-\:te ex p\ora.t,·on de W Sont- de del.lx orc:lres: 

• Da.<\~ \e Ca5 d'un v-e et~ur non taog~nt.) '.aspet- quantit.-ttH 

~~t absent : on a aucun Con-trÔ\e SLlr \a tall\e des VQ\'s\nag~.s 

1J e~ V 

• Dan~ l-e Ca~ d 1
1..)n ~ec..t~uc- tangent_, \1 insu.fflsance tt·ent à 

l.;4 -\'-orVY\LL\at\on \"4\~M~ ou. re.su\t-.a.t ~On e~prime ~n i!ffet 
A 

9ue 1-Qu.\-e d,'rectt'on dans \e cone tanrsent ~ht- h'rm'te de 

direeb'of\S"de ?Q\nt!> de. W a\ots q~./of\ Sauha;te.ra\t s~~tllr 
\\ /1 

SI' w i!~t d.flF~OX\'me"' ra r T ~ w . 

Nou.~ nou~ propo!:!on~ ~ci de. -Ç,a,'re p\u.~ ~énira.~ment-

" r " r "' Uf\€ -etude de.. \ a..~pro)(\tnat\'on de W par u.o Cone "Terme. 

d... pn'on' d,'ff~r-e.nt de To.. W . Au. Cha pitre.. I J nou~ étu.dt'eron~ 

des ~é'Oi'ra\ites ~u(" c.~tte approx\'matl'on J .4u. c hapitrc. Ir 
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nous .abof'def'ons l '.aspect qu.aotitat\f de cette. capproJt\m~tion 

d.a..n~ \e ~~ o~ W e~l: définie par d-e.5 -ég-\ltés et de~ \nég~lihS, 

-et au Chapitre ill t\OU..S app\i'91AO'O~ Ce \esu..\tat .i Ut\ prob\ème. 

d 1oph'rnî~.a.tioo paramètre ... pou.r obt€oir des (e.nse.ig,'f'\~meots 

9u.a.C\1\'tat\f.s S.t.Lf \a va.~iat,·on de \1-eY\semb\e des ~o\ut\'oos 
11 ' d / au. \1{)\'.~\'na~e a l.lf\ pafametre onne. 
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CHAPITRE.! 

APPROXÏMATÎON LOCA.LE D'UNE 
. /' 

PARTIE PP\R UN CONE FERME 

Soient E un e5pd.Ce de Bana.ch-> W un~ parb'-e de 
'lia 1 L\ E et- a.. u.n po\ nt cie W. Nou~ not~ron5 W l t.ruem.., e W-{.~}. 

Déf\n,·tcon -\ ... \.1 (C 2.]) ·.Soit Q cE u.n c~n€ Çef.mé. 

On d\'t 9ue W -est approx\me .... pa\ Q d.U. po\nt o. Sl' : 

Cebte déf\n\t\'on -e.xprl'm-e 9u.e W~r\B (o..; 9) -est Con reno 

Q \.. Q ~~/ / Il 
daf\cs o..+ t ou.. E. -e~r epa,·~~\~s~ment con,qu.e de Q. 

dé ç-,.(\\ ra' : 

Q E = { X. € E. / d ( x_, Q ) < f; l\ X \\ ~ . 

Eue permet donc. de locaks~' exph'c,·tement- W 

au... Vt:>\'s\f\age de o... pou:rvu. 9u' on sach-e d é+-erm\ne r 

-ex p\1'c:. \'t-e. ment 'f2 -en .ç: on c:. t \'On de. E: . 

A . 

'ô\' c:lt'\ C..OV\1'\a\ t -e.xp\1'C ,•t{!Ment U..1\~ .app\t'cab'on ~Urje.ct-Cv-e,.J 
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;-.,. + llo 1 st-n' ete ment nonotone E ~ r(é) de \R dans \R tt.l e 9ue 

pou.r i-ou.r é > o :> \a proF n·ét-e"' ( '\) est ven~ ,·eé -en 

pf"~na1"'1t ~ = r(E:.) .J alors e1\ not'ca.'fd:- ~ \-> -e( ~) 

1 \ , 1 l \ .;l.Pf \'cat\'on r~c1pro~u-e. de r ot'\.a la \oea \'.sab'on su\'lat~b~: 

9u,· e.xprfrt\e 9u.-e. four tout- '( ) 0 J \a tr.ace. de W Sur 

B( C\.) ~) '€.$.t c.ont:-e1\ue. dan!> \a rég,'on e.xph'c.,'te a..+ Qe("2). 

Ce\;te. -Ç..ormu.\acù)'f\. peut -être \nt-~r~r~te~ de mao\er~ 
~ ~ H 

globa\e ~Si on note Q \e hor-n_oe\ghborhood de. Q 

dé-Ç\•n\ pc:tr : 

,...., 
Q = { x. 6 E ., ~ x 'E Q _;, ~\x- x'\\ < e ( 1\ x\\). ll x Il ~ j 

" 1 " 1 a\or-~ \. 2. ) entra\f\e. d une man\ere s\mp\e \ \'nc\u.sù~H"l 

~\oba.\~ · 

) 

~,· -est- ~oca.\€me'f'\t plu~ 'bt'~n~~~·cat:\ve 9ll€ ( 2..) 
1 

c.a.r 
...... 

\a. rt.~tr,·c.t\'OV\ de ~ + Q à foute bov\€. de Centre a. 

et- de rd. yon t"2 -est ~tn·c te ment \!\c \u~e dan~ O..-t Q€(1?)' 

2. 
E xemP-\e ·. 'Dao~ \R J So\'enl::- W \e Cerc\e de Cenhe o 
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-et de t"'a..yon R J a. \e. poù"\t ( o_, R) el:- Q= Ta. W J c'est-ci. dl·re 

1 1a.J<e. de" x . 5o,'t E) o . ~u.<' le 5e.he'ma. (Voir pG 
(Â -t QE. est \e c~ne de Sommet o. J si\-u1f str,·cte"'ef't\­

-entre \~s deu."'" dro,·te~ Q.., -et Q1.. Pa.r un Calcu.\ t.r,·~ooo­

'Métr,·que SI'O'\p\-e <Q(\ trou.ve 9u.e. ·. r::. 2.R.é .. Donc rour 

1 \-ou.r c< 2.R ona \ ,·nc\usùH'l su,''lat"'lte 

ce 9u.~ trcitdu.,·t 9ue W -e~t appro.x\NH{' .au. po1ot- a. p-r 

\e CÔt"'\e Q . f>ou.r Y\'\e~u.re.r c.ette appro~.\'~t,·on J\\ su.Çf,·ra 

de pret\d,-e: t'"(€.).::: c.E. avec c<2R. I\ vl'-ent a.\or~ Sl .. 

on po5e e( ~) = ~ . 

Le hern- (\e,glnbornood cie Q -e~t: exph'c.,'t-e. er\\ e.sr 
/ 

-eg,al ~ 

~ + Q e~\:" donc \e. CotY~p\~me.f\\-a,·re de.~ t!~u.x 

ch's9ues. de. C.ent-r~s ( OJ R- ';, ) -et-J (o.) R+ 1:) 



,~ 
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1.~ Recherche du meilleur ~P-rox\mcmt 

D6n5 \a pra.-b.Clu.e ;o il est évt.dent 9e \a 9ua\\te/ c!e 

\ ~ppro>dmatl'on dé:'pend du. c;ne av-ec \e9ue\ oo cappfox,·m~ 

-eb surtou.t de ~a tai\\e :S\. Q 1 et Qz sont:- deux CÔnes 

fer\"1\és 9u,· approK\menb W au. p-o\nb a.. e~ +e ls 9ue. 

Q1 -e~t- \f\clu.~ daos Q 2. Gl\or:~ l'.approx\M~bbn de. W 

par Q"' -est pl~.!> stgn,·f,·cat\ve 9ue cel\e de W p.ar Q2.. 

Ona \e \esu.\t-.;lt" $u,·va1lt ·. 

Lemme ~- '2. :1 : Si Q -e~t:- un c8ne ferme ... 9u,· approx,·me 

W au point o. alor~ \\ Co-At,·elî\:: Ta. W · 

Démon~tratl'oo: Solt X u.n é\t{m~nt de To.. W: 

1\ €.)<\'S te u.ne ~u,·te (xo Jne: ~ de W te.nda1'ü- ~rs a. et 

( 
-t * -1 u.ne ~ut't:e cXn)"'€1'N d~ \R te.Hes 9ue D(n (.:c 0 -a.) te-nde. 

vers X . 

So,'t- E:. > 0 . W e~c approx,·m~( par Q ~u po,'nr a......~ donc: 

la \,'m,·te. de. (=en)'<\€ fN ~rani: ~ga\-E à a. .;) '\\ ~x,·5te 

un €Y\'t\'er 1\l te.\ 9ue \!:)ou.r tou.!- ()~ N on a,'b 1\:t0-o.Jl<.rz· 
1\ V\'e nt dooc cie. ( 7) : 
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-1 ,, _1 1 

X n = eX n ( !l: n- a..) ~ f: X " == c:X () . Xn 

Il 

( 4) ·. V t1 ~ N -> ll X()- Xo li <. é. \\ X n \\ . 

La. su,·te (X()) nt tN ~tan b conv-ergente ( v-er5 x) J i\ ,, 
tésu..\te 9 u.e ~Xn) 0e-~ e5t une su\ be de. cau.chy J donc. 

/\ / t- ,, ,y 
C.onve..r~e vers u.n e emen X .:> et- comme (.><n)()t-N est 

0.(\€ Sc.t(te d '-é\émen+s d~ fermé Q ->on a x'' f: Q 

S1' 00 pas~e donc à \a. h'm,'te dan~ ( 4) J :l y,e-nt- ~ 

Il x - x 11 ll ~ é . \\ )( \\ . 

\ 
Il / 

E: est 9u.e co<\9ue-> donc x= x et- pa.' C.On~e..9uenr 

X appacb'en\- à Q . Ce. 9ui mont-re 9ue.. Ta.'A/ eü·,·nclu~ , 

d~os Q • 

1\ t"ésulte de ce \emme 9ue To.. W -e~t- un m\nol'"c:H'\t 

d \'' \ d "" r / , au se~5 e \f\C us,·on es Cof\e~ -t"ermes q~n· arprOX\tnent: 

W au po1'nt- a. . Donc S\. W est- approx1'me" par Taw cau. 

po,'nt o.. a.l{)rs c:et-t-e approx.,·mat,·cn est opt-ùY'Ia\e. 

L€rnme ~- 2. 2 : 5\' d\m E < oo ... alors W e!:>t ~prrox\mé 

par Ta. W ~u. po,'nt- a. . 



-to 

On po~e Xn::. :ko-o.. . la. sphère u.n1'té ét-ant C.omp~cf-e en. 
":x(\ -a.(\ 

dlmen!-1101\ -Ç,·n\'e .J \\ -e><\'st:e. Uf\e SOU~- ~u\te X't'(n)::: .X'fcn,- q, 

( 
/ / \\:x'f(1\)-o.l\ 

de X~)nt-n.t 9u'' Cof\V-f.f"%€ V~f:) on element- X .J 

-et CofY\roe X'fCn) +end ver5 c:x .) x .app.;trtrent au. ~ne. Ta.w 

et pou.r +ou.r (\ë \N,c.~ l\ 'l:.'f((n- al\. x. apfa(b'en\- au.s~,· 

à. Ta..w . E(\ prenant donc x'_ \(x'f<o)-a.\\. x dan'f> (&J)) 

i\ v\en b ., 

Ce 9u'' entr~(\e ~\·on d~v,·~e par 1\ x '{'(fl)- (l,ll et ~1 on 

passe à la. \,'m,·t-e 

é ~ ~ " - x \\ = 0 . 



Ce pen da nt en dù'l'\en'5\'on Ù'\fù·H'e .;) W Y'\ '-e~t:- pa5 toujours 

approxtme" p.;tr To.. w. 

Ex em P-\e :Sur \ '-ensemb\e e2. d-es So\'tes de carre~ 
SomMab\es .J on dé.f\'-t\\·t \a .fonch'onne\\€ t- par : 

..) 
ou. 

-1 
So\'t W= f (f(Ox)) la surf..ac.e de n\veau.. passanr 

\0ar 0~ . Alors W n'est pas .a fpro-x,·m e"" par Ta* W au.. 

poù,t a~. 'D'Apr~b [3l _, To~w:;;{o} ,J done ~i W e5t 

appçox,ù'(\t2 ... par To* w ~lor~ 0~ e~t- un poior \sole,... de W. 

t= (\ e.ç·Fe l- ..) en prenant é =- .1_ clan~ \a détù\\'t\CJ"t1.1 ,on a: 
2.. 

Ce cqu,' e.ntrat'T\e 9ue ~ WC\B(o"",'?) =tO* 1. 
1\ s u.ff,·t donc de mont-ref' 9ue 0* o 1-t5t pa~ un f>o\ot 

is:o\e/" de W pour Conclure. .. So\t- (-e~)pe!NK \a SU1'te 

d-'é\é""e~ts de W dé-Ç,·n,·e par ·. 

' 

e~ =- { 1o 

SI n=t= r 

' SI n=- p p 



La su,'te (-e~)p€-tN1t Converge d.ans f2..ver~ 0* Car pou.r 

+ou.t f> cie ~tt .., l\ -et l\ = 1_ . 'Dof\c. 0~ (\ 1 e.~\; pas un point 
p 

\'so\e"' de W e.t pa\ Consé~u.e1'\t W n'e.st pa~ approxt'me .... 

par Ta" W au. po,·ot 0~ • 

L€ fàit 91..le W 5otr af'Proxù·né par son cc3'ne tangent 

en a. f'\ 
1-e.st pa~ su.+ft'.sant pour \oca \,·se r W au. Vo,·s,·n.lge 

·de a. -> Caf' même s,· ce. tre ~\oprox.,·rtl~t,·oo peut- ~tre 

prou.v-e ~ théor!"9ue\'"(\e nt ( Comme daf\ ~ \e ca.s de d1'menSt'on 

.ç,·n,·e) -e.\\e -e~t Souvent non -e-Çf,·c.ace pour d€u.x rat'sons: 

.On 1'\e Sa\'t pas -en g-énéra\ dérerrrH'n-er ex.ph·c,'remeot-

c:e C.Ôf\ e tca f\~e nt- . 

• Mé\~e S\ • on Co1\na~t \e C~f\e tangent- :J on ne ~''t pa.~ 

mesuçe\ \ 
1
appro-x\'ma.t,·on ( {.e -ex p\,'ct't-er r; -en +onch'on 

de E: dao~ la dé:-Ç,·o,·t,'c() 1.1.1). 

Ces d,·.ç.ç.,·cu\te~ nou5 ont ameY'\e~ à cherch~r à 

aPtorox,'tne r W paç un c~ne ferme .... -ex p\,'c\tefOef\t dérer~'oe~ 

dlffér an t .:;1U5Sl' peu. 9ue poSS\' b\e OU. CÔ(\e ta.ngenr er 
pou~ \e 9ue\ on sache mesu.re.r \ 

1appro)<..\'mab·~n .. c.'e~t 

ce pruje\- 9u1' ~ '(Y\oi-t've-" \
1 t'(\troducbotî de \a not,·on 

cl
1 
arproxt'mat,·oo par IJ.(\ c.~ne ferm€/ 4ue\eon'1ue . 



CHAP lTRE. II 

APPROXl MATION D"UNE PARTIE 
" / ; 

DEFINIE PAR DES EGALI\ES ET DES 

INE.,GALlTES. (C 4J) 

2.1. Notations et hY-P-othèses 

Si n -e~t- un ent\-er po~ t'tif.,) nou.5 not~ron~ [. n J 

1'-ensemb\e t1,2.~ ... n}Jet- 5Ïl-est une parrie de[n].)nou.s 

noteron6 \ I \ le cardù,dJ de 1 ~ \R~ \e sou.~- -espace 

vect-or;'e l de \R1'\ déf,·rl\' par : 

Si u -est- une appl,'ca.t\on liné~1re Conb'nv.e d'un B~IU ch 

E dans \R-0 ;) nou~ noteron~ p(U) la. norme c\e \
11nverse 

1 

d€ \ l'somo,ph,'.sme 1'C\du\'t- paf' U de EjkerU. c::L~n5 Im lA.J 

et si I e~ t une part ,·e de [ n] 9 u,· s' écr\t 1-=.. i_ \..1 Jt 21 ... l"'- J 
1 

ayeC t'1 ( t1 .J ••• <,t'~q .) ()OU~ noteroo~ Ul. 1 app\t'ca tt'on 

\\C\é.;Lt're de E dan~ \RR. détt'cu'e par·. 



Sa,·ent ...Q un ouv-frt de l ~space de Banach E _, ( f_, %) 

une apph'cat,'on de c\asse C1 de D dan~ \RPx\R9_, W la 

parb'e de n dé.f,·n,·e par ~ 

et o.. un po1'nt de W. On pose Io =- t \.'é-[9] J ~~(a.)=- o J 1 

~ 0 = ('iJ.c:)L'E:lo ) ~= p+llo\ eth=. (~;~a)· L'apph'Cab't>n h 

prend ses va\eurs dans \RPx \R
11

o\ 9u.e nou~ idenb1\'erons 

à \Rm ... 

Défù,\Tl'on ~ .1.1 : On ~ppelera cône de5 cond,'hbns 

d 
1
ordre 1 de W au. poù'\t o. -et on notera QQ.l l~nsemble 

Le C~ne -tan~e·rd: en o.. à W -€s t +oujou.r:, Ù'\clu5 d.-. ns 

\~ cône Qo.. -et s,· La Cond,'t•'on de normall'te"': 

I 'Dh 10 rn+ ::::.. \Rn'\ 
m (o.)- "'Cp] 

t / •r / \ es ver,-r,·ee / a or~ Ta.. w -= Q a. . (['51) . 

le theorème ~ut'v~nt établit- l'at:Jpro x,·mabbn de W 

par Qo. au. po,·nt a. ;) -e. t donne u.ne mesure de Cette 



approx,·mat\è,o sou.:) l'hrtoothèse ~ue 'Dh vér\f,·~ u!\e 

Condtl-1on de Crot's:;ance au. po,·nt- a. . Si la Condt'tt'on de 

normah'te-'" -est vériftée .) t'approxùna.t!'on e&t oph'male J s,·oon 

~\\e re~ te St'gnl-f\'cative tant 9~e QQ. n '-e~t \aa~ trop 

différent de Ta.w. 

Théorème d ~geroxt'ma.tion ~ Les hypoth-è5-es -et \es 

not~t,bns sont celles 9u,· ont -ét-é préc,·s~~~ dan.s les 

· par.;t.tgtd.phe~ précedents . On suppose 9lAe ..0. t$t 

it-oi'le"" ... au. pt:H'nt o. et 9u ,'1 -ex\st-e A> o telle 9ue · 

Alors : 

-t) Pour tou. te pad·,·e I de t Wl] J a ~Xl'ste une C.on~t~nte 

N1 >/ 1 telle 9ue 

V&)O.) 



.. '-
Ce theoreme expn'me ~ue W -e~t approxùner au. poinra. 

par \e C~ne terme' Qo. . De plu!> u.ne apph'cab'on E. 1-'> r(é) 

~u.,· pecrne t de mesu.re.-r l 1.approximat,·on .e~t ex.ph'cite 

pourviA 9u 'oo <.:.ache ca\c.u\€r \a con~t~(\te. \~ ~ i\ su.Çfn-

de prend re r(e..) = c. é av-ec c ~ .2::.._ • 
M·A 

Nou~ al\on~ dan~ une premre"'re parh'e -é'tabh'r u.n 

groupe de res.u.\t~ts ~éomecn'ques dans i<.~ put'!:~ dans 

LlOe deu.)(\'ème part,'e déMon+rfll.. \e théor~me d ~ppfo)(.IMab·on 
\ 

et entJ't"\ dao~ une tro,·s,'eme p.art,•e évaluer \a constante M. 

Notat\'01\!> ·. s,· 'X €St- un po,·nt- de. \Rn\J Y\OU~ notero1\S 

< :)C > \~ d c-o ,'te en~eod re~ par ?! J <..-x.)~= t o{. x ( o< €- \R-t j 
\a dem\- dro,'te po.s,·t,·ve engen drei par -x -et ~\ B €!)c 

U(\~ pcir tï'e non v ,'de. de iR~ d (x..) B )= 1'f\f ll x- ~li 
d 

, ~éB 
\a. ''s ta.f\Ce -eu... ch' d,·e nn~ de x a B . 

~P-el '2.2.1 ·. CV\ B 1 et B2. sont- deu.x parb·e~ non 

V\'des de \Rn\ te.\\e~ 9ue B1 e!>t t'ne \use doUH B2. er si 

'X. e~t- un. pc>~'nb de. IRm J éil.lors d(x.)B2.) ~ d(~.; 6 1 ) J 

et s'\\ eX\'5te Un pot'ot- l} de B1 te.l9ue d(.xJ 82.)= ll'X-'<f-11 

.alor6 d( ~.J 62.) .=. d ( ~ .) B1) . 



Lemm_e de rec\'procite"' ~ Da.ns \R~ So\'eot k U.t\ c~ne 

Convex.e fen'Y'!c( -et H u.n c~ne ten-1\e /. '0 /\\ -ex,·ste un~ con~tante 

N ~ 1 te \\e 9ue ~ 

V ~eH-.) d ('}.)HO\<.)~ N. d(~_, k) 

/ 1 / 
Demc::>nstra.b'oo ·. Nou~ allon~ d abord €t-ab\,·r u.ne 

Se..-n'e de SOU.~-lemme. u.h'\e ~ fOUr' \a. déMol'\S tra.bb(). 

Démon~tr.a.t\bO ~ o.) s,· ~=.0 J ~lors d(XJ<'}> )= d(~J{o}).:: llxlJ· 

s,· ~~ o . So,'t- ~"'la proJee.t-,·on de :)(. sur < ~} . 



0 

b) Si< 'l: 1 ~->~, alon La pruJECh'on de :x. suc ( ~ )i e~b o.J 

d.o n c cl. ( X J < i- ) i ) = \\ 'X ll . 

s,· <'X..) ~-Lt-9. J ~lor~ la pro.lec.h'on de 'X sur <'«\->+es~ 
1 \ 

ce \\e d.e x. Sur < ~} j donc. d a.pr~'o> \~ rappel 2..2.1 ona: 

dC')tJ<~>-t)= d(x_,<~>)• 

o.) n \\- n . d c 'X) < 1t > ) = \\ x 1\ . d ( i- ) < x > ) 
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du poù\t a..) du \€mMe '2.2.2 

b) _si< rx 1 '-\_) ~o,d..lor~: d(~J<.'}))=\\-x~ -et- cl (~h<-xf)= 1\l}.UJ 

donc: \\~U.cl(-xJ<~)): \\%\\.\\x\\= i~\\.d.(l!- 1 <~)) 
_l3\ {~1__l:!_)_)_2 _,a\ or~·. d( X)<~)'")= d(x,<~>) -et- d( 'ÏJ~-x~ )= d(~1<x>), 
donc: \\'à\\.cl("XJ<'!>t) = \\~\(.d(l:,(~) ):: llx.\l. d('i)(:t'>) = V-x.ll. d(~/:-x>t)• 

L "" 'tW\ ""' emme 2. . 2. y : V xe IR ) V ~ e \R _, V z e tR J 

d(XJ<z.)+). d(~J<:X.>;-.(Z))~ d( ~J.(Z)+). \\'X-'}\\· 

dof'te en r~r1:> u.pan t- ( 1) , ( 2) -et ( ~) .J \\ V\"(!n t : 

et- Comme ·. 



9.0 

• d( '!->tz) <:x.>+<z>)~d(\!--"'zJ<~-?.z>) 

car < x- 1\ z > -est u.ne par t,·e. de < ';t) .-+ L.. z.) J 

• d( ~J <::x.)-t..(Z>) = d( l}-"Z .)4_-x);.~Z.>) 

Car ~ z ~pearbeot au <iou~_espace vect-or,el <?t>+<z>J 

Il V\'en t- de ( 4) 

E(\ passant d.one à la borne \C\fén·eure pa.r arappo•t à-~ 

OC\ obh'ef\t : 

De~o(\~ tra b'oV'\ ~ s,· :x. == o ou 'a :::a J \

1 ,·oégah'\:~ / ( 5) e~t­

év,·de.ote. s,· Z=O .J (~) risu\te du. \emme 2. 2..?,. Oonc 

0(\ peut- s.u.ppo~e.r 9 u.e :x.. J'a- €t" z. Soo\- +-ou~ oon nu.l~ . 

..,er- s· 
ï Ca5 : \ < 'Jt, 'èi: 2 ~ '0 ou 



d(~1(Z)+). cl ( \\-J~'X)t + ~Z)) ~ \\'X\l.d( 'chLZ ~) = d(~ ;<.z))· d(Jc;<i 'f) 

~d('!,~zi). n~-'(!'· 

_ St < 'à- 1 2.) ~o j a.\or~ cl.(~' L..Z">-t) = l\'&-l\ -et Cf\ a: 

cl (x; ~ z. >-t) . d ( 'c\-1 ~ ~ y+ ~ z ~ ) <. \\ ~11. t! ( '!-) <x) ) = Il 'â-l\ . 4 (x_, <. 'â-~ ) 

o..) S\' :t er Z sont h'es 

=- d('i 1 4(z~). d(:tJ<~;) 
~cl ( ~J ~:z~ ). \t 2 -~l\. 

o. .1) 5l' 'X=~ Z ~vec )>o .-tlor.s d(:;;tJ<z)t)::: o et: 

\' ,·(\égah'te"" ('5) e~r -i'v,'dente . 

O. · 2..) S\' ~ =. ~ Z ~\lee. ~ < 0 al() rS <x )~Jr<_z / =<~) -t <Z.) 

e\- \1 ,'n~ah'te"' ( S") résu \te du. \~"'~ ~ 2. 2. 4 . 

6) s,· ?(.. et- z. n~ <)ont- r-a~ h'·~(s ·. 

So,' t vect ( -x, 1 z.) \ e Sous - e~r'a ce ve.c..ton'e l c\e \R ~ engeo drej 

par rx. et 7.. . 1\ ~x,·ste oJ.. .) ~ ~ppact-enant- à \Ret- ~1 un 

é\é'Ment de l 1 0r-rno~ona\ de V~Ct(~,Z) re\S 9ve.: 

~ =- d.. ~ + p z. -+ '4-1 
• 1\ v\ ·-e n r d 0 n c : 

.·· 



2. 

{ 

< ;( 1 'à-> =. d. \\ :d + ~ ..( ;t ' z. >. 
( S), ~ 

< -z.., 'ë}) = o(. < :;;t, Z.) -t ~ ll z.ll 

Le déh~.rmù,~nt du sysr~me (8) 9u,· -e5t -egal à 
tl 2. 2. \\ ~ \l . 1 z i _ < ~, 'Z.) -es. t noo nu.\ c.a r ::;<. ~ t z ne ~en r pc1s 

lt'e"~ ./ don C 

b.l\) .!i ~~ 0 ou.. ~§;. 0 

~ # 

_Si of...~ o J la Con d,'b'on : < ~ ,~) ) o et- <1, z >) o ent-r-~ne 

9u.e <-x/ z) e~t- stn·creme~·t- pos,'t,·f €.t par cooc;équeor ~ 

cl(-x, <: z.).+) = d(ox 1 4(Z.;>) . 

0 n a d ( ~ -' < x > +.;. < z -i ) ~ d ( ~) L. z '>+ ) _, cLone \~u ç­

étab\t'r ( lj) _. t'\ SCAÇ_ç,· t- cie moo+re.r que d(-x,<..z.> )~ l\~-'â-u. 

On a : eX. ~ o J c!of\ c : 

'2.. 
l\ z. \l . < x , ~ > ~ .<:x, z > . <. ~ 1 z > ~ < ~, 2 > . \\ '}U . U z.l\ , 

So1't: 
2. 2. \l 'X Il - <.. 'X J :z. > 

\\ 'Z. \\ 2. 
n' ... 
u ou. : 

d ( 'X J < z '> ) =' d. ( :x J L. 1-) ) ~ \\ a - ~ U 



~ q < :t 1 '6-) ) o et < \\. 1 z ) ) o en rra\ 1\ e 9u e < -:c. , z.) > o er pa.. r 

eonsé9uent d (-x) Lz >;.) = d ( ~, ~z. >) . 

0\"\a d. (~J<:-x)+-t<Z.>+) ~d('a-J .c.x...j) =- d (lJ-,~.:x>) J 

dot\C pou\ ét-abh'r (6) \\ SU.ç-f1't de Yl'\Of'\Trer 9ue ·. 

d ( 'X 1 <:.. z '>) . d ( '{ J <.'X.>) ~ cl ( ~ J ~ z) ) . \\ 'X- 'A-\\ . 

On a (S ~ o ) donc : 

l\ 2ll 
2
• < 'i- 1 z. ) ~ < 'X J 2 ) . < ~ 1 ~ ) ~ < ~ 1 2. > . ~ ~ \\ . l\ ~ \l / 

<;oit ~ 

'2. 2. 
\\ z.. \\ - < 'X 1 z. > 

ll 'X Il 2. 

1)/où. ·. 

1. "2. 

~ \\ z \\ - <. ~ 1 z) 

\\ '}\l 2. 

EC\ mu..\1-\ph'ant des deu')l.. cote"5 par \\'X\\. d(Ys-1~-x>) ..Ji\ ..,,·ent 
\\21 

2..2..3 ! 

b. 2. ) si cl.. > 0 -et_ @ ) 0' . 

Dan~ ce c~~ \a.. \)rojec.t,·of\ de '&-~ur <'X.)-t<Z.) (9u,·e~r 

égale à o\ x+ (l z.) appacb'eot .à <x>-++<. '2. >-t J donc d'a pris 

\~ f"oppel2..'2..1 Jd C-a-.)<~> .. t- ~z.>~)= ci.(~ 1 <:x) i-L..Z.)) .)el­

\\(\~gah'te"(6) rés.u\te du. \emme 2..2.4 • 



Preuve du \erome de r€c1'erocit·e/ ·. 5uppo~ons 9u'\\ ex.\ste 

N)/ 1 te\ 9ue ~ 

l6): \} 'ëi-e H; d(~J \-\Ok)~ N. d(~)\<.) J 

et mootrof\5 9ue : 

Sot't ~ un po\nt- de K. . H est +erme-" doC\~ 1'\ -ext'st-e. 

·un ~\-ément- 'l'de. H tel '1ue d(~J H-) = l\ 'X.-~\\. 

"e'Ca~ ·. Ëi_ ~1€- K : Dans ce Ca!> 'i-'-t~l:- un po tot de K C\ H_, 

donc. d 'a.prè~ \e rap\oel2..2..1 ~ d(:x: J H )= d(:x:; HC\k) J e.l­

CO\'\'\M~ N >/ 1 _, on p~u l- éc.r1're ·. cl (xJ 1-\ (\\() ~N . d (:x:; H-). 

2.~ec.a~: Si ~'4 k ·. k -i \-.a. nt uo c.Ône convexe -> pour +-ou..t­

z.. de l-\ C\ k ..) L: z >-+ -es\- in elu~ dan~ k 0 H er <x>·\. L.z.>+ 

€.st \C\elu.6 dans k . Donc d 'apre'.s le rappel2.2.1 on a: 

( 6) ·. V z e \-\Ok J d C :x.; \\ <\ \< ) ~ d (x J < z )-t ) 

( 9) : 'V- Z E H- {\ k J d ( ~/) \<. ) ~ d ( LA-/ 1 ~ -x>-++ < z. "> + ) · 



2..5 

et- ç ,· of\ passe à \.a borne &ntèo'-eure pëu rapport .i z. 

d (x.> H- Ok). d ( ~~; k) ~,·nf d ( ~114(Z)-t). d(:::c.) H) = d('<!- 1
) HC\k ). d(xJH). 

z. E- H-(\ ""' 

e b C.OmY\'\e. d ( \~/, j(.) -e~ r non 0 U l C.a f k. e~t- Çe r~(..' e-1- ~~tf k-' 

i\ su\-Ç,·t de d,•v,·~e.r par d (~'.)k) pour obf-en,·r (1) • 

L '-exlstence c\e la con!.ranre N dans ce lemme 

" pour des c..ones 9uelcon9ues 

~ l 
E xemr-\~ ·. Pean~ IR .) s01'ent- H =- l (x, 't ,2) ~tRj z :.o} 

-e è k = \R.t. 5 (a._,~) o~ S( Cl.)") e~è \.a c;pne'ce de Cen+re. 

a.:. ( 'l J 1.~ ~) et- de ra.. yo11 ~ . H- e~ t- uo ~ou$. _e~pa c.e vec.h>n'e l 

de. tR3 
( c.' e~ r clone un c:.~o~ Conve" e -Çer"'é ) et k. ~r un 

..... ('_ (\ + .... 
Q.one Conv-e.."e ~<"m-e"' . on a. \-\ '' k::. < -e,_) ou.. e2. = (o_,.., Jo). 

S:u..\OpoSt:>f\5 9u ,·\ ex.\'ste une const-~ot-e N >,..,1 telle 9ue: 



2..6 

Y 'X e- k ) d (x _, H f\ k) ~ N. d (x) 1-t ) . 

Or OC\ p~ut 'l.én·-f ,·er a\'semen t- 9ue pour +ou.t- À) o) 

2.. 'X ~~ / / 
( ~ _, ...!_ ) À) -€.!)b un -e\~m~nt de k ->donc pou.r hu.t-

2. 
· >.) o C>f\ .a. À l. ~ N2.-.1 J C.e 4ui e~t- \'mpo~sib\e. 

Nou.~ ét-abl,·s~o1\~ l '-ex,'stence de la. Co-n~tan~ l~ 

dan~ cleu.')(. Ca5 par r\'C u.h•e.r-s ~ 9u.a nd les cleu. x C.o~e.s 
~ 

Sont' deLL)(. Sou~ -~~paces vect-o nrel~ de R (propo.')~bnn 2.2.6) 

et- 9u.and l'un de~ c.Ônt~ e~c u.o sous_e.~pa.eE v~c+oriel 
'A'\. 1 ~ ' d + rn~ de \~ -et l a u.tre ~~ ~ un con e pol yecl ral ~ ype IR .:r 

( propo~\·t,'on 2. 2 .8) . 

ProP-OS\'b'cfl 2.. 2. 6 ·. s,· H eb k sonb deux. sou~-e~pace~ 

vec\-or,·eb de R""' J a.lor::, a €X\'ste une tons-tante N~.., telle 9ue: 



• N_, (:x ) =- d ( -x ) K n '"t ) 
• N2. (:x:) -:: d (x ~ H ) 

SOnt deux norme~ et Comme la. da'met\~l'cn de k/ -est 
' /k~H 

.çù,,'e .J \'\ -ext'~te Uf'\1!. Const.ant-e N)O <1u'oo pt.ul-

c.ho\'Sl'r s.u.pér{et.t re. à. 1 te\\ e 9u. e : 

Vxe:k J N 1 (~)~N.Nt(:X) 
So\ t- ·. 

Coro Ha\'re 2.. 2. 1 ~ s,· lt e~t un c;ou~ _espace v~cron'e.l 

de lR~ et I une part,·e de [W\], alor~ il e><sste UY\e 

c.ons tao te 9u..' on f\Ote.r a. N1. ( H-) ...) 9u1' so,·t \~ plu~ 

petite con!.tat'\te sure.n'eure à 1 ven'ft'a.ot- : 

Propo~l't,bn 2 .2. .8 ·. S1' 1-\ est un sou.s-es\"ace v~cror\'el 
Y'n 

cie. ~R , aJor..s fou.r toute parb'e :r de Cm J on a : 



2.B 

Démonstrab'on ·. ( P;') -et ( 9;') ~taot- e9u\''lci\lenre par 

\e \emme de réc1 pro ci h:( l il su-Çf i t: de mont-rer \
1 
une d 'e l\e.s. 

La. clémonstrat,·on s~ f.a ,. t par recu.rreoce SUf" m . Pour 

tou.r ent,·-er po~ib'-T m; on cons,'de'"re l 1asserbon ~u,'l/aot"e: 

,, 
~~ H e~t un sou.~- espac-e 

m 
vecron'e\ de \R, alor~ po~r 

+cu. re pa rh'e. "J" de [ m] _, on a ( P;' ) ~~ 

• ( a. 1 ) -e~\: vra,·e / c:ar \es Sou.~- e~pace~ vector,'el.s de 

\P.. ~on.t: t o} et IR J et da tH tou 5 \e~ c.a~ J ( p;) e~ r évideore . 

• 5ueposon5 ~e pou.r +out- n< m .) ( O..n) -e5t v-ra\'e. 

So1'eot H un sou.~- .e~pace veeton'e\ de. RM et .J ut'\e parb'e 

de C.m1.0n .ç,·,ce un é\éMent 'a-de H ~ 

a.)St' \:y\:M (1.e :r=CmJ) a\or~ \f<.;-t:.to1-et (P;')e~t 
év,'de nte . 

... 'n\-t m-t 
b .1) s,, ~ a ppar t\'en t a \R :r ..) daos c~ cas d ( ~.) IRJ" ott) 

et d ('â-) \R';-1 ) sonb nu\f> et- (P;') e~t vrafe . 

b. '2.) ~,· ~ n'appart\'en-\- ra~ à IRi...) \a projecb'on de 

de \\- Sur lRn; appar(,'e1"1t à. \a fro-nb'e."re de ~~1.)donc. 

\\ €Xùte une parb'e k de C m1 -1-el\e '1ue: 



2.9 

Ona ch'm\R~= m-\k\ =M-\"J\-1 <w-. et Hk::\R:nH 

est- Uf\ $OtA~ -t~pace vec\-on'e.\ de \R~ .) donc S\' 01"\ arph'9u~ 

'L ' d 'd \-'r• t Rm ... n\-\\'.\ \ n )'pot he se e f't cu f re n ce - en \ en '.,. \ an \ \:. ~ \ R _ 

au sou.~ -~pac-e \lec\-on'e\ H-k -€\:- à \.a p«1t{e v\de de [m]-k, 

\\ V l'en t- : 

où pour +ou. re par h'e L de ['(\"\ "J- ~ ..) NL ( \-\ "'-) -e~r \a pl l-W 

pet1'te .. cons tel(\ te su.pér{eu.re à. i 1-e\\e 9ue : 

Ce 9u.1' ÙY\ph9ue pa.r déf,··rll'ttbn de NL (Hl'-.) (Yol'r du dessus) 

9U€ NL ( t\~) ~ Nk.UL (H). 
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Il Vl~nt donc de ( 9~-\KI ) .) d ~près ce ~em'M~ : 

et- Comme on a 



3i 

en par b'cu h•e.r pour 'a'- ~ , on a. ·. 

2 .~ Oémon.stratt'On du théorème d ~P-f-fOX.\ma.b'on . 

Ra~eel5 et notatt'oo5 : 5i V e~t- une apr=>h'cab'on 

lin-éa\'re contù,l.\e dun Banach E dan~ \R~ .. on note v 
l 

l 
1
lSoMorpht'sme Ù\duit par V de E,{~rv dan~ 1m V i!.C 

p (v) = 1\ " -
1 Il . 

On a alcr~: 

• Y x E. E ::> \\ V (x) 1\ ~ \\\1 1 \ . cl (x..> k e r V) 

• 'V X€ E., \\ t(x)Ue;ktt"; d(xJ kerv) ~\>(V) .llV(x) 1\. 
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Dn va être amene";.. utih'~er la propos\'bbn 2.2 .8 d~os 

\e cas ou H e::at \1 \m~~e de \1. 0 na a\crs: 

Propos\b'on 2..~.1 :Soit V une a pp h'ca tt 'on h'nt?"a\'re 

Cont,·nu~ d'u.o Banach E dans \Rm.A.\ors pou.(' +ou..re 

pa..rt,·e "J de [M 1 on a : 

De"monstrat,·on: So,·t :r une parb·e de [m].) d'ar:> re"~ 

\a propo~,t,·on 2.2.8 on a: 

lemme ·. Pou.r +ou.\-e parb'e C non '1\'de de \Rm et- pou.f' 

t-ou.t éJément x. de E on a: d(-x.) v-\c))~ ~(V).cl(v(:x:);Imvnc). 

E.n effet on a 



:. p (V) . \nf 1\ Y(x) - Y( :x') 1\ 
V(x') E C 

En preV'\an t donc c = \~"'; J il Vl'en t : 

d L" ' 1 2.3. ~ Preu.ve _u 1: n~oreme d a P-P-rox\'cnab'oo 

Sont Ce lies du. t néo rime . 

1) L'-e.x,·stence de~ C.of\Stante~ N'I. -e.~t- ét-abh'e rar \e 

Coro\\a\'re 2..2. 7 . Pour tout I C[m] Of\ p\t.nd N 1 = N1 (IrnDh(A)). 

2.) So•'t é>O -<!b x un é\-ém~nt de w*(\B(a.)2.~ )· Ld. 
M.A 

-f.e>rmu..\e de Td..y\or à. \1ordre 1 pt>ur h au. po1'ot- a. 

donne ! 
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1 

h(x.)- Dh(o..)· (X-O.) =.Sa L Dh ( 0.+ t(:x:-a.))- t>~(cs.) J. (x-o.). dt . 

ll .étd.nt éto,'le" au poiot a. , pou.r tout t de Jo.) 1 [ 
1 

o..+ t (x _a) app~rb'ent à. il- t ~ 1 , donc av-ec la Concl,'b'on 

d~ cro(.ssance 9ue v~ r,·.ç,·e 'Dh .au po\ nt o.. J \\ v,·~ o t : 

d (x _ o. J Q o. ) ~ M · d ( D \1 (o.) . (-x -o.) ) \R ~ P J ) , 

t 
En regrou.pant (1)et(2.) on o'ob·~nt d..lor~ : d(x-o._,Q.,J<. ~ U-z-o.HJ 

2 

-e\; Comme 1\~-a.\\ ~ 2.t. ~ i\ ré~u\te ~n.f,·o ~ d(:t-a.~Qo.)( t. .\\-:t-a.\\, 
M·A 

c't.st_ci_d,'re 9ue 'X apparb'ent à ~+(QA)t_. 



~5 

, 
2.4 Evaluation de ~ con5td\nte M. 

L _l '-"' "' ji t €S no t:a.t ,·on~ sont c~ \le!> au tneortm~ a approxima t'on. 

L~ ca\cu\ ~x.act- de M ~av-ér€ d,·ff,·c,'\e m~me dan~ \e ca~ 

où. \a chm~n~ion de E ~~t- f,·n,·e . On -e.st- am-ene" a\or~ à 

remp\acer M par un ma.)oranb M' 9u\ '€ st- ca 1 cu lab\e et 
\ 

c:;t1\ d\ffer~ au~si p~u 9u~ po~~ible de M . Ce Ça,·sant on 

perd u.r' peu. de prict·~,·on sur \a \ocah'sat,·on de. W 

au. VO\'s\na~e de o. J ma,·s on détefml'r\-e -ex ph'c{temen t u.n-e. 

apph'cab'on E: 1 > r(E.) = ~·~~ 9 "'' permet \a me sure de 

\ 
1appro)(t'mab'on . 

1
\Io \ 

Rappe\on!> 9ue M=- y(Dh(~)).[supN1(t~Dh(o.)) . Nou,!> 
. [p]C I C[m"J 

"/ 

a\\on~ ~tab\ir en ~éne"ra\ de~ maJorat-Yon!, -ex p\\ct'te~ de 

~(V)~t de N 1 (tmv) Joù: 'V€~t- une app\l'c.att'on \\C\ea,·re 

cont\ntAE d'un Banach E dao!> \R"" -et I une pafb'e de [m], 

une ma~orat,·on c.a\culab\-e de M-en décou\-era. 

;' 

'2 .4.1 E va\ua.b'on de _\J_(~) . 

Propo~t'l::t'on 2.4.1.1 ·. 5o,·ent v une apph'cabbn \(neâ,·re 

de IR(\ dan~ \R""' .. ty sa tran6\'=>0!l~e ~t Sp(tv.v) \ 1-en~tMble 

des va \-eur ~ proprt !1 de tv. v . A\ ors : 



2.) 

D{Mon~tçat\'on : -1) vo,·r [6] par ex.emp\e. 

~) SoH: ( e1 J el. J ••• e4 J ~d.+ 1 , ... en) u.ne ba ~e (!)r\;ho~of\ale de 

lR0 te\\e 9u.e ( e 0+ 1 ) ... en) -e~t- une pol ~e de k~r V et; So·tt 

( f, J ~2.., · · · fe\ .> f d+
1 

J .. • f"') uoe ba ~e de ~m te \\.e 9 ue 

(~1J~1.J"'~d) -e~t Uf\e u.ne base a~ Irnv.Le~matn·c-es 

de V -et de tv. v dan'!~ ce~ deux pa~e~ ~'écr)v-ent re.~pect\vtrt\ent·. 

u ~ 0 [ 
\ 

--- -~----· 

0 ! 0 . -

oÙ. U t!>t \a ma.l:n·ce dan~ \e~ deu.)(. ba~e~ (e.,Jez) ... e4 ) 

et ( ~1 .)f, ~···~à.) de \a 'fe~tn·ct,·on de V ~ur (kerv)..L. 

Montron~ d abord 9ue ~~V)= ~ \ U) · 

Pour tou.t é\e/men t x de E. i\ €X l'ste un é\émen t x1 de 

ke.f V -et Uf\ ~\éMeY'\t X'l. de (ke.rv)J.. teh ~u.e X::. X: 1+ Xz, 

-et on a ~ 

d(x.) ker V)::::\\ X:z.ll ~ p (Lt) · \\Lt(J<~dll = p (U). \\V(X)\} 1 



(,"") f; .L 
t"o u c + o ut e \ ~ m e o t '-ct de ( k. e. r v ) / o '(\ a ·. 

~t comme \l(U) ~st- la p\u~ peh'te con~tante '1u'· vén'h·e ·. 

\\ c é~ u \te que \l ( u) ~ V (.V) · 0 o oc \l ( u) =- V ( v) · 

Li e ~ t:- ~,·.)-e c. t,·ve dont : 

e\; Comme 

\\ r.é.H.l.\te: 



38 

tv. v -€St r~prés~nte/ dao~ une ba.~e de \Rn par une 

Matr\ce (a,·j) et le~ va\-eurs propre~ de tv.v ~nt obrtnues 

Comme ra.c,·n~& du. po\yn~me car-.ct-én·~t\'9u€ de degré n: 

re~):;" det ('X. Id- lÀjJ•). On ne sa\t pa~ toujour~ cakuler 

c~~ raC.ù\e~ Ma\'fl on ptu.r ma..)ortr \\'1 \\-er 'tJ (v) S\' oo 

Conna1t \e Coetht\'-ent de Xn-" ~t \-e~ d~t.lX. decm'(.n 

C.oef'-~\'c\·ent s non n u.l ~ cl e Pc x.) ~ 

Pror-o~\·t,·co 2.4.1.2. : So,·ent Y u.ne app\,·cat,·on li'C\éa,·re 
o d m p n n--i p-1 o-p+" p n-p 

de 'R.. an~ \R -et (><.) = X_ o. 1 X. -+ •.. -t (-!) . o..P-" )( -t(-1)"-pX. 
1 

\e po\ynôme cara.ctén·~t,·qu~ de tv. v où. a.p e~t \e dern\'er 

C.o~Çf\·c,·~nt non niA\ de PCxl . A.\or~ ·. 

1) 

2-) 

COemonstrat\'cn ·. -'\) Le~ V8.\-eur~ proprt~ X1 J.\2.J ... ~\ct 

d.e tv.v Sont .-foute~ rée.l\~~ e\- po~\b'V~~ er eU~~ Sont 

raC\'n~~ du po\ynÔCY\e f=V<) / donc ·. 

2.) On a. ·. 

P o-p ( p p-1 p-1 p 
(x)= x. x - a..1 x -t- ••• -t (-\) a.\0_1 X.;. '=-0 a.P) · 



s,· on fa,·t le c.han~~ment dt. van·ab\e '1'::: .!._..) \~s inver5t5 
x 

des va\~u.r~ propre~ non nu.U'(.~ devve.l\ntn'c ra.c.,'nt5 du. 
1\ Q '( p -1 p-1 p p 

po\ y nome (.Y)= "_ a. 1 ;. ... +(-l) a.. p-i Y + (- 0 a.f '( 1 donc 

" · p~u.~ ram~tH~f le pro\o\~m-e de maJora.b'on de V(V) ~ 

Un pro.b\e'"me de. ca\c:ul de valeu.r~ propre.~ en dl'O\ensl'on 

Ç\'fH'e /a Condt'tt'on de Conna1tre -€)(ph'c.\·t~ment une 

ba~-e nofme/ d/u<t s.upp\ément.:;u're. de \<..er v: 

ProP-o~,·tl'on 2.4.1.~ ·. So,'Ent Y une apph'c•t•(!,n 
/ 1 ~ 

h'C\~B.,'te C.ontl't'lue d un Ban~ch E ddn~ \R ., 5 un 

su.~p\éme.nta,·re de ker v ( a ex\'ste. éill vnot'o~ l.ln 

Cd.f \a tod,'mel\~\'on de ker V €,!)t tù'\{€) et (\o1 _,b1 r .. bn) 

une ba ~e. norm~é de S . So,'t: V \ 1a pph'ccrl,'on \,'oi'~,·re 

de. \~tl dan~ \R Yt\ dé +ù,,'e par : 

'2-) ~~·de. p\u~ E mu.n,· d~ ~a. ooim(! e~t; LLn rh'lbe.rr J !>\ 

5 ::.(Ke rv/ ~ t s\ (\o 1 ,b~r-· bn) .e~ t; or tho~ Ofla \ e al~r~ ~(v)::: p (v). 
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O.émonstrattbn: ~) Pour rou.r é\-im-t.nt x de E ... \\ -ex,·ste 

u.n -é\~m~nt x., d~ ker v J u.n é\-éme.nt x2. des ceb 9u.e 

X: X 1 +Xz. J-et-\\ ex.t·~te o<. 1 Jo<..l..~···o<n app-.rten-.nr~\R 
~ ~ 

te\s 9ue Xt.: ~ 1 of...,' bi • ~,·on note X2. =(o{1 )o<:z..r··o(n) 1 on~: 

d(x}:.erv) ~Il x 2.\\ ~ rm llx% 111 ~ \fW\ ~(v)\\ v(x2 ) \\ = Vm \l(v) Uv(x:t)U 

= \[;; p (V) llV(K) 11, 

-et- C.omme \-l(Y) ~!>t \a p\u~ peh'te. con.st-ante ~lll' vén'.fl"e: 

ot\:hogona\e. alof5 

('\) de.v1'ent : 



donc. 

~ 0 

·\\y l\ 2 = d( t:,<&~ b,· _,\<.er v) < y(v) . \\V ( f;, ~t· bi) \l 

= v cv) 1\v(y) 1 1 

/ 

'2.4.1 Eva\uab·on de N 1 (lm v) 

Pour YY'lcijofer N:r. (T.mv) , on va d 1éilbord exph·ct'\-t.r 

cJ.ne ~ons\::ante N 4UI' vér,·.ç,'e la rroposl'b'on 2.2..6 e.n 

pte nant \-\ = Im V et: k = ker p , où. p eü· une apph~b'on 

h'néa\'re cie \Rm cld.f\~ \R~: 



4~ 

LeWtme 2.4 .2.1 ·.co,· v~st une c1.pp h·cat~·on h'nea,·re 

Cot\t\'nu.e du. Sat'\ac\-1 E d.an~ \R l't\ -et- p une apph·c.d.tï·on 

" J W\ N. h~ea<r~ Qe \R da1\s IR , a\()f'~ : 

\1 xe. ker p,) à.(>C.; \<.~r p (\lm v) ~ N 1 . d(x) 1m v) / 

oÙ N-1= l\ pll.llvll. \l (pov) 

" Demc'C'\~ t r~ t, 'on : 

E v rn 
~ lR 

p ~ lR R 

~"1 tl - J 
/ v p ~ lm p 

Etiecpov => lR"' 
IKtfp 

J 
> Im pov 

Notoo~ d 1abord '9ue ~\ x=. :x..,... (mod) kerpov -.l~r~ 

V(x) s V( x") ( \'Y\od ) \<.erp . 0 1 oÙ. \-e !l .fa C tor,':>• b'on ~ : 

1 - - / 
V o~ = 1'o V et pov = po v . 

P~ur t-ou.~ é\éme"'t" X de E Ot\ a~ 

d (V(x);kerp (\tm v):; {!\Ç U Y( x)- V(x') JI~ \\VIl. \'nfl\)(._x'U 
poY(>c/):o poV(x.')=. o 

= \\\1 H . Il ~ (X) 1 ~ 
~~fpoV 



d(V(x)JkerpO"Imv) ~ 1\v\\. \'(pov). \\p<;"V(~Cx))\\ 

:: \\ V \1 . ~ (po v) . \\ p o v' ( 1.) (x)) Il 

~\lV\\ . \l (pcv).\\ p \\ \1 v'(~(x)) UIR~ 
i'(fp 

::. \\Y l\ · \J ( po V) · li pU · c\ ( V(x); k~ r p). 

Re'Mar~ 2.4. 2..1 : s~,·t- v 1 'apph'cab'c>n \\ntd.(re 

dét,'n{e d.ao~ \a propo~l'b'on 2.'-1.1.3 . Alor~ an~ atU~I·: 

Vx€ k!rp .:l d(:>< .:l kerp ()TM v)~ N 2 d(xJ lm v)) 

où N 2.. = \\ p \l . U v Il . \J ( p o v ) . 

~ n -eff-et ., d'apre~ \e \emme préc.é de nt en a: 

~ / 

et C.oM~e l:.mV= 'tm v, on p~u.+- ecn·re: 



Cc::>ro\\aùe 2.4.2..3 ·. Lt~ hyporhè~es Çonr cel\~!> d.e \a 

pro\'X)~l' b'an 2. 4. \. ~ . Pè)ur T-ou\-e par b'e 1 de [m 1 on a.: 

Di'm on~ t-raC\'on : t\) Su PP" son!> 4u e 1:. i_ 1'i ,1.'2) ••. ,.k 1 
. c)..Ve C \'1 <.. \'z. <,. ... < ,·\c. . S1' Ot'\ no te pl: \a prO..)~ C b'on h'ntat're 

de \Rm .. dca.n~ \Rk déf,'rH'e par: 

a\()t ~ è> n a ·. kef p~ =- \R 1 -e.b V 1 = pl: o V. Donc. d 1aprt'.s 

\e \emm~ 2..~ .2..1 

Ce 9u1' \meh·9 ue d 'aprt'~ la détl'rH·t,·on de N1 (tmv) 9ue: 

N I. ( 1: M v) ~ \\ 'J \l . v ( vI ) . 



1 ~ 

2.) Da-pre~ \a re.m~r9ue 2.-4·'l.2. ona.·. 

Soit: 

1 '-
D apre~ \e coro\\a,·re 2.4.2..~ on obb'ent donc la 

maJorat,·oo c;u,'vante.: 

c::v-"'' on peu.t- -él/aluer d,·,eetemeflt pa' \a propo~dt(oo 2..4.1.1 
r· 

(€t e.ven\-ue\\~nH~.nr p-., la proro~,·b·on 2.4 .1.2.) ~~·\a 

d. imt n ~ ,. Otî de E est- tt'n { e . 

S1' la d,·me'O!l\'On de E e~l:- 1'n .ç,·n{ e et ~,· on conn ô\~t 

eJC. p\t'c,·temt.n t u.n ~ ba ~e. nofm~ê ( t- 1 )lr"l.> - .. ,..t-n) cV un 

""""' suppli'meota,·re S de 'r<.er 'Dh (a.) ,. a\or ~ en notant Dh(a..} 

1 / d ".....1 "' "(' \ a pp h'c.a b'cn Hnea,•re e \R aaY\ ~ ~ de t-\'n{e. pa. r : 



~ ~ 

D'n(a.). ( 'i 1 J ~~ ' ••• J ~n) =- ~~ ~~ "D'n(a.) ( ·{n•] ' 

on ob~'\'ent d.'apri~ \a propo~:db'cn 2 ·4· 1. 3 ~r le Coro\\~ \re 2.~.1.3 

\e ~ cleu.')(. 'N'\eijor~ b'oo.s Su\' v~ f'\ te.~ ( 9 t./ on peu.r au.S!~i éva lue.r 

pa\ \a pro~~\·t,'on 2.4 .1.1) : 

1 J 
1 Iol 

(2.): M ~. \l ( nh(a.)). 1 Dh(a.)fi . sup p (Dh(a.) 1 ) 1 

Lp1 c 'I.CCM"l 

.1 S =(Ker D h (a.)) 
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CHAPITRE .1[ 
... " 1 

APPUCATION A L'ETUDE. DUN 

' PROBLE ME EN OPTlMt5AllON 
' , 

PARAMETRE 

So,'t J une appltC.~t ion romér, '9ue. de c \a~se (~ d~t\t"t,·e 

su.r 0.1'\ ouveç t V x .0.. de \R(\ x \RP. On Conb\dèfe \e prob\e"~e 

d 'opt&'.-n\sca.t,·on paramè.tré ~u..{o~ant .. 

x est u.n po,'ot c.dtt'qu.e pour 9(o<.') ~,· -x vir\\\e. \e~ 

deu.~ cen.d,'b'on~ nécessca\re.~ ~u{vante.!) ~ 

L~Y'nMe : Soit- P(x) =- de~ (x .ld- A): x PT L-a/a., xP-~ 1 

C.:1 

le po\yo~e c.ara.c.rén'st\'9u.-e d' u"e Matr\ c~ symétr\ ~u.E. A 

de \RP. A\or5 P...,e~t pc::>~\'t,•ve cc;._d ~<A.X.:JX.>)ïO Vx€\Rp)ss\~ 



Lt8 

de A . A -6t po~1'tive ssi o{ 1 • o<. 2 > ... ~ p Sont toute~ pos\b'v~!:~,. 

donc i\ su.ff,·t de montrer \ 'é9u\v.il\enc.e suivc1nte ~ 

Sot'ent SR (x .. ,><2.,;•"_,Xp)= .>". . x~i·X~·1 .... Xc:lt _,b.:1,l, ... P 
l.t<.Lt<.···<.Lk, 

le~ p po\yÔomes sym.étc\'9ue~ é\€~enta\'re i. p \latiables · 

ot-1,o(t. J ••• o<p <;.ont: ra.C\'f\e5 du. ~o\yC\;me \=(x'), do(\~ : 

do(\c ( l) \rn p\i '\u.e (L'~ ) . 

Supposon~ maint~nant que. ( i.~) e~t vént\€É» et 9ue tX1 

p.;tr e)Cemp\e ~~t stn·ct~m~nt ne~"~ab've . on a : 
p P "' p-L 

P(ot..,) =- d..., -r ~ <:-t) a., o/.1 : o 
L:OI 

- o.;. 

Ce. q""-'' -e~t \'mpo~s\'b\e car \~~ term-e.\ de Ct?tte SoW\mab'on 

Sot'\t 1-ot.t~ (\égat\.f~ . Do-nc (tL) L'oo.ph'9t..te (L) . 



Si pour tout (o~.., -x) de V x _Q on assoc\'e \€s c.oe{i\c,·~t.s 

~1 (c<,-x), ~1 (Cl{, :t)J ... ~f (d. 1x) te\s 9ue 

p )!. ~ p-t' 
P(,c.)= X ;-f;a, (-\)~~ (o{ 1x).X 

Soit \-e polyC\~me caract-eéi~t,·9u.e de. \a m«.tn·ce sy"'if:-r,''1c.te 

a.s~oC\'~é à \a .ço('~e 9ua.drat\'qu.e D~~ :r (oi.,:x:.) .~ a.l~rs 

d 1 ... \ , ~ d L. \ 1 1 / \ 't /' ( / .. c:lprel \~ emme pee C.<! eo.. J 'ne~a 1 e 2) est e9u.1''t'alen~- ~ 

A\or~ pou.f .rou.+- oe. de V et tour :x. po\nt c.n't''9ue ~ur 9(cX), 

\e c.ou.p\e (o<,:x.) .av~>përb'ent i W. Réc,'pro9uemeot s,· (r;.,x.) 

appattt'ent à. W alor~ ~ e.st un po,'nt C.f\'bèqu~ pour Jte(). 

A.Jt \'O d 1 obteo,'r U(\ con tr~ \e sur \ 1 en~e m b \ e. de.\ po,·n+ ~ 

Crita'\ut!> de. .9(~) au \/o\'s\n-%e d'un param~tre tl(o de. V, 

nou~ a\\on~ apph'9u-e.r \e résu\t~t du_ cha\o''tre II: à. l'euu,ble 

W at.t po,'ot a= (oe.o, :C.o) oÙ. :Xo ~s.t un po\nt- c.r,·t,·9ue. 

pour 9( ol.o) .. 
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l'-.pphtclb'on -;)" e.~t de c\a~~~ c~ ~donc. f -t~t- de c\a$~e (2. / 

~o ~ \t de C.\asse C 1 et- par Consé'\c.lent h -est de tla.sse (
1 

. 
, 

On a \e r~~u \tat Su\'vant ·. 

ftoP-oSl tt'oo ~.1 : '3ot'en~ Qa.= ~ ><t.lR~\Rj Df(a.)-1<.= o et 'll'eio .. D~(Q).x~o} 

le c.~ne des condl'bc,n5 d'ordre 1 d..e w 4u po\nt- a:: (o.o, :t. ), 

-et A une CE>nst.-tnte p()s.\'b've telle 9ue : 

Alor~ p<!>ur +ou.\- o( de V et +c,u.t- :L pt>l'ot cr,·tl'9u.e pour 

P(()(.) , 01'\ a ~ 

t>émons.t ra~ \'on ·. '?)\' o~ ~pproxfme W par Qo. ~u po1C\r o J 

i\ '1\'Wt d'aptes \e théorème c! 'apptoxim~t1'on ~t \a. maj<)1·-.t,'an 

(1) dw par~~r.1.phe ~.4. 3 ( c..1- ch n) ~ 
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~\: d'~pri\ \a rem«r9u.e 1.1.2 du ch4p,·tre 1 .J st'on pc~e 

M
1
·A e( '2)= --r. ~ > il V\'et'\t : 

rv 

W ""'c. r-"1 ( tXo 1 :X:o) + lOlo. 

\. ,..., 
ou Q. est le ne)('(\_ ne,'~hhorhood de Qo. déf,'ni par : 

,.., 

Q ~ = { (o(, x ) € W< "x lRP f d ((à , x) , Q .. ) ~ e ( Il~ , -x) l\) . l (oe, ~) \l 1 

t?t- Comme pou.r t-Du~ eX de v et- +out 'Jt po\ot cr{b'que 

pour 2(o(.) " ( Ol 1 -:x..) ~pp at t 1't nt à W J ;\ '1\'t nt : 

E xe:nP-\€ 1 : So,'t :r l1arph'c.ata'on no.mér1·~ut. 6~t•'n\~ 
2. 6 

s.u.r f<. x. \R par ~ 
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L~~ oot~b'o't'\~ 'iont- Cel\fS de \-. propo~t'ta'oo 3.1 . On prend 

V=- B( c, 1) -el: n = B(oJ1). SO\'t ol.o = (o 1 o) .J \e po\or -x.: (o.~o1 o) 
~ / 

est- Uf\e solut\'<H'\ du. pro b\Eme Y( o{ o} 9u,· ven'~,·e \a Condt'b'on 

Su.ff,·sante. d 
1
opt"{ma\t'te" d erdre 2 . C-i-d ·. 

~ 1 2 v ,<.. E. J x '* 0 .) l) x x :! ( o/.. 0./ :x. 0 ) (.x .1 x ) > 0 . 

Donc.·. 

~ r par C..Onsi'9ue.f'\ t J \
1 
a pp h'c ~t,·on. h 5€. rédu,'t i. t- e.b 

Q"G( se ré d~,·t au. noyau. de 'D~ (o(o, "l(o) • Sot't· ·. 
\1 •)2o) 
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une Cond,'b'on de cro,·s~ance en cle'coCA\era. 

f<ap,~elo(\~ que. ~i B::(lo,:;) est: une Matn'c.c alsr.S 

\\ e, ll2.:: s: ut=> ~ 1 ~ ( f bi.l ) . Donc: \':>Our tout- ( o{ 1 ')(.) ôe. 
[ 

"l'l. 2. -1(2 

~E:~(te.o)j j 

v)( n ...... SI. 0{\ apph'que C.e result~t- d.U.,C:: m.<tn'ce5 aHoCle~s 
.... t l t L. r 
a 0 ~" ( ot, -x ) .. D ~ .. (o. 1 -x. ) -e t: Q t 

3 
( 0{ 1 :x. ) / on o b, '"-' o \ e. ~ 

'N\a_\o-rat\'00~ Slli
1Vante,s ·. 

• 

• 

\\ D'f
1 

(cx,-x) \\ ~ 1o~ 
U Dt.f

2 
(et ,-x) Il ~ 2~ 

2. 
u \) 'l f3 (c< 1 :l) u ~ 1\0., 

Dét-ermù'\ab'on de M' ·. M' e~t ridu,'t iV (Df.(e~-.,,-x.)). 
Lt.~ <Ja\eu. r~ prt)pte~ de Df (o..,, :t•) . t Of (c'o, :x:.) Çon t 1 t.t 4 1 

donc d'atprès La. propo!:>t'bbn 2·4·1.1 (Cf chiT) ... p(D~(ct.,,:r.,))::i. 
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So•'t M'= 1 . 

So,'ent o<. un pard.m~tre. Vo\'~,·n de d.o et- X::.('X;~1 -z) un. 

po\nr C.n't\'9ue pouf 2(o(), 0 1aprè.s \.l. \'JropesltL'on_ 3.1 ona.-;. 

M'. A - 2. 

~Cl' t : 

donc.. pour +out \Q. Com pr1'~ entre o eJ- ~ -> li')(U ~ 1; l\«.\\ 1 

llxl\ ~ 1\-N. • 
- 90 

Le~ not«tt'o1\~ ~nt Ce\\e5 ~e \a.. propo~\b'on 1.1 . OC\ pre.nd 

Y-= B(o..J1) -et ..0.-: ~(oJ-1). ~o\'t- t:X.::.o . Le pol'f\t- l: 0 =.(oJo) 

~t- un. tx>''ot cn·t.,·que -pour J(cc'o) cîl\fec. ~ 

~ 1 ( of. 0 1 ~0 ) > 0 
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Donc~ 'n-: (~,~1.) -e~Oa.::. \x~ \R~'V.<."!( 'D~(d..)·>< ::.o _, 'D~"l.(o.).x _>to ~. 

S.o\' b : 

"" - 0 ) "- -

.1 

\Jeter~H'natü,n. de A·. 'Jo\t (o(,'X) un F''ot- .de v"'l'n, 
avec. \a m~mt. t(Y'\éthode de \ 1~)(.-tm\!)\e 1 , on obh'fr'\t: : 

L.. 

• \\ D {, ( « 1 -x.) 1\ ~ 1 S"l 

• \\ {) l. ~ 2.. ( 0( /X) l .$ ~ 6 1_ 

"1. 

• U o ~'Z.. ( d., ~) K ~ '2. o 4 ' 
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Donc : ~ / 

\\0 h( t:J.,x.) tl~ ':>o 2 , e\- p.ar Co1'\Se<iu~n t ~ 

\J (.t:~...,x) t V1-- n .. noh («,-x.)- Dh(a.) H~ 3ol \\ (ol.-o.o,-:t-").• )~1-
-~ 

M'= V ( D~ Co.) ) . 11 D "-' (Q.) U . sup \l ( D h Ca.) 1.) . 
[2.JC"I C[3-:J 

le~ part\'~~ 1 9tH' vért'.ç,•t!'\t [2] C 1 ct:~J ~o!'\t: 
. / 

I 1 ~\. 1 t 1. } . -t.r 1 1 :: f ~, ?.. 1 31 ~ l; \e ~ m~ tn'c.c s al soC\ ees ~nt: 

. Le~ "a \~u.r~ pro pre.~ de t)h ( t:t..)-r; t D'n (eù 1 ~ont- -1 -et- 4 

. Lt.~ va\eur~ rropt"e~ de ~Yl(t:k.'). t- Dn(4.J ~ont- -i, lt el:- -\4 4 . 

Done. d 'aprè~ \a propo!>l'ttbn '2.4.1.1 ( c.f enu) · . 

. ~ ( «Qh(o..)l):: -1. 

· p ( D h CA) ) - 1. 

. ~ ~ t>hc~)u -= -t 2. . 

1J' () ~ ·. \'1' ::. 1 2. 

So,·-ent eX U(\ pa("•m~tre de v €C. X= c~,'â-) un po1ob 

C..n't-,•que pour .9(ot.). D'apre.\ \- propo~l'b'on 1.1 ona: 



5? 

'l. 1. 4\{t. 
1 ~ 16 l 2. . ( o( + 'X + ~ ~) ~j ( ol 1 )(} :f ( olo, 4o) et- tt~ o 

{ v"- '-T "'--.. ~ 18 \ 2. - ( et \ :X.\ '*' ) '1.1' '} ) 0 

lhd\ ~ -1 

[ 

...... r: ... 1 =k -t=,=a 1=-2 
s,· -E-t:: v 

't > 0 

a \or~ \\X\\ ' 18 12. \\ o<. \l· 
~ 

a.\tlt~ \\x\\~ ~+H12.«L.. lo<\ • 

- ~ 
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L1) ~ p .Antoine etH-. Zouab.\ ~ .é'tude locale de \1
ensemb(e 

des po,·ots cn't•'9ve ~ d 
1 on pro b l~mc cl'opt imisab'ort 

paramètre'_, C.R.Acad .c;c.. Par,·s .... t.3-iO_,Stn'e l.)p.S81.S'lO.'\<i<fo. 

[2]: J'•P P~not- etp.1erpolilli ~côn~~ tan~eot') t.t St'ogulan't~, 

e.R .Aeacl . sc . Pdtt'~ t . 2 ~6 .196 ~ . .... 

L ~] ~ ~. 3 . Mag nu~ J on th~ local s trtlcrure of the -1.ero_ set­

o.ç a Bana.eh spa.ce va\u.td mapp,·o~., 'l .ot .ç<.u\c. anal~ 

~2.., ~9l6 .J ? . sa- "T2. 

[ 4 1·. A. MAkk3 NAC,'Ri .) É+u.de de l 1apptox\mab·on pa.r 

~n c.one ta1\ge.l\t ci 'u~e pact,·e dét\'n\e pac de~ .éga.h'tés 

-et de~ inegah'tes. C.R .Acad .~c. Pa.r,·~ (:<-ro,.;n'h~) 

[')1: :J"·P P~n.o~ ,~on re~ul~r,'ty C.of\dt't,'On~ù\ Math~M-htdl 

opto~ t ~mwn'ng ;) M.a.theMa b•c.a \ pro~r~rru'ng ~ru. dt'~5 1 

-'\ q ~ 1 q 8 2. J p . 16 T . 199 . 

L6] .. p.~. c,·A.RRLET j introdu.cb·on. a- \'and lv~e n~m~.(L·~v<. 

W\.a t r\'C\'e \\e ~t- à. \ 'optùl'\ù a t,•on. ( t"\ a~s.on ) . 


