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Introduction

Ooient E un espace de Banach, W une partie de E et a
un point de W.Gi W est definte d'une maniere implicite,
par exemple Comme ensemble des solutions d'un SyS“’;-me
d’equations et d’\'r\e’qua’c\'onsJet si \ est un voisinage de o,
il nest pas toujours possible de déterminer explicitement
une re'g\'on de E qQui contienne dune maniere St‘gm‘{-’\‘cahve

la trace de W sur 'V, nt une re/g\'on ne la rencontrant pas.
Une approche possible Consiste a se amener a une approxim-
ation Convenable de W au Voisinage de a.Rappelons une

définition classique :

Defmition : On appelle cone tangent en a a W et on note

TaW , \'ensemble des é\e’mx?n{'s X de E tels qu'(l exrste une
soite (Xn)pem de W tendant vers a et une suite @(n)nw
de IRT™ telles que D(r—\ﬂ(xﬂ_ a) tende vers X .(c’es+ le come

Ctmh‘nger\t- auw sens de BOL:l\'gand).On venfiealsement que

A
Ce Cone est ferme’.

La détermination du Cone tangent en a a W permet une
€tude Wnfinit€imale de W au Voisinage de o . C'est par
exemple une voie ctlassique pour €tablit une Condition neces-
aire d/oph'm alite” en a sur W pour one Lonctionnelle diffe

centrable .Plus ge’ne’ra\ement la. Connaissance de laW permet



une exploration qualitative de W au voisinage de a -

.Oi X n'est pas un vecteur tangent ena A W, il existe un
Vou'sfr\a.ge U de X et un voisinage \ de a tels que le Cone
pointe” a + IR U ne rencontre pas W dans V.

Ol X est un vecteur tangent en a & W, quels que Soient les
voisinages U de X et V de a, le cone pointé a4 R U
rencontre W dans V.

Ainsi [11 _en déterminant le cone Tangent 4 une partie
definie pac des e’gah'tc’s <t des ine/ga\H:e’s.. & obtenw des
renseu'gnements sur |'ensemble des solutions d'un prob@me
d’optinisation parametee”.

Les limites de cette exploration de W sont de deux ordres:
.Dans le cas d'un veeteur non tangent a\'.am‘oet quantitatif
est abseat : ona aucun Conkrolesur la taille des Vovsinages
UetV
.Dans le cas d'on vecteur tangen’td Viasuffisance trent a4
la formulation weme dw resultat : On exprime en effet
que foute direction dans le cone tangent est limite de
directiors de points de W alots qu'on Souhaiterait savorr

A\
st W est a\oProx\‘me’ i Par TaWw.
)

Nous nous proposons 1ci de faire plus %e’néra\emen+-
une €tude de \'approximah‘oﬂ de W pac un ane ferme
a priori different de Taw . Au Chapitce T nous etudrerons

des gencralites sur Cette approximation ,au chapitre T



nous aberderons \’asPect quantitatif de cette approximation
dans le Cas ou W est definie par des egalités et des inegalites
¢t au chapitre I nous appliquons Ce feswltat 4 un probleme
d'optimisation paraméi-re'pour obtenir des tenseipnements
quactitatife sur la vaciation de \ensemble des Solutrons

- / .
au Voisinage d un parametre donn€ .
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CHAPITRE.I
APPROXIMATION LOCALE D'UNE
PARTIE PAR UN CONE FERME

4.4.Notion d approximation locale par un cone ferme”.

Soient E un espace de Banach  w une partre de
E et aa un point de W. Nous noterons W | ensemble W_{al.

Définition 44.1([27) :Soit Q c E un cone Ferme.
On dit que W est approxime pac Q au point a si:

(1 ).- Yeso,dpyo, Vxe W*(\E(aJrD, IXe Q, \x-a_x|ceMx-al.

Cette définition expfime que W'NB («,p) est Confenu
| ~ Vd
Adans &+ Q& ow Q& est | /epa\'ssissement”COn\'c\uc de @

Aéfinn Par:
QE_—.{er/ d(x,Q)< & i

Elle permet done de localiser explicitement W

’ J 7 »
KU vm'smage de a pourvu quon sache détrerminer

explicitement n <en foncktiyon de & .

Re.mar_c_lue 14.2 . Les notations sont les memes .

S on Connark e_xph‘c\'tement une ap\oh‘cah‘on suryective,



strictement nonotone €& — 51 E) de R dans R telle que
pouf Yout Eyo, la propriéhe’ (1) est veafree en
prenant n= r(e), alors en notant N —> (")

| ' . 7 .
\aPF\lcat\on reciprogue de T ona la localisabion suivante:

* ——
(2): ¥ PO, \aY% r\E)(ﬁJQ) C a+ Qe(?) s
qui exprime que pour tout v Y0, la teace de W sur
B(a,p) est contenue dans la région exphcite a Qem)-
Cette formulation peut 2tre im‘erpre'{'eé de maqaiere

globa\c + 5 on note c';?i \e“ hoen -ne{ghborhood”de Q
c\e’?fm‘ pPar !

Q-{xe B, AxeQ lx_xl ce(lxly. lxll},

N / L ' .
alors Q,?.) entraine d'une waniere S\mp\e vaclusion

g\oba\e .
Wi o+ @ )

cIu{ tst localement plus significative que (), car
\a restivetion de a4 é, a toute boule de Centre a

et de fayon 1 est stactement incluse dans a+QeC?>.

Exemp\e . Dans \Rz)sos‘enl.' W le cercle de cCentre o



et de rayon R , a le pont (o,R) et Q= TaW, Clesta dire
\'axe des 2 . Serit EYO . Sur le schema (voic page ),
a + Qg est le cone de sommet o, situe sterctement
entre les deux drottes Q, et @, . Par un calcul trigono.
métn‘que Simple ©on Lrouve que - = 2R.E . Donc pour

tout ¢ 2R ona \'\'nclusvon Suivante .
— »
B(a,cce)aw < a+rQ,,

ce qui traduw't que W est approx\'me’au porot o pac
le Cone @ . Pour wmesurer cette appfoximatyon Sl sufSea

de prendre : r(e)= c.£ avec c<2R . Il vient alers s

on pose €(9)=
V\?>o 5 W*ﬂéCq,Q>C a-i-@ﬂ_
C

le horn- ﬂe\'g\r\\oorhood de Q est explia'te et il est

egal &

:{C%%)e“‘{za lgl < "2‘“3 |

a+ @Q ekt deoace e ComPlemeﬂ\'a\'re des deux

cisques de Centres (o R__. ) et (o R+ & >

et de fayons -egaux X c .

A
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1.2 Recherche du meilleur approximant

Dans la pratique | lest €vident qe la qualite’ de
\’apfzroxs'mat\bn dépend du Cone avec \equel on approxime
et surtouk de sa taille 151 Q, et Q, sont deux Cones
fecmes qui’ approximent W au poink o et tels que
@, est inclus dans Q, aloes l'aPProx\'matfon de W
- par @, -st plus &‘gn\"?\'cat\'\le que celle de W par @),.

" Ona \e cesultat suivant

Lemme 1.24 : S Q est un cone ferme’ Qui approxime

W au Pox‘nt o alors 1l Contient Ta W.

Demonsteation: Soit X un €lement de Taow .

Il exvste une suvte (La)yepy de W tendant vers a et
une sutte (An)nepy de RT™ telles que o(ch:x“_a) tende
Cvers X .

'50\'%1 ENyO . W est approx\'me/ par Q au pm‘nt' a donc:
(3) E}V)O) Ve W’aé(a,?>J 3)(/(—}@ 5 H:x:_a_x/lk&.]\m_a.ll.

La limite de (%) aem stant Qéa\e a a | existe
un entrer N el que pour teub ny N onalt Nx -a)<n-
Il wwent donc de (3):



VnyN, 3Xa€Q, lzaca o xd g & lxq-al,
-1 /i -1 /
et sion pose : Xaz oln (xa-a) et Xq = Aa.Xn
(4): VayN, I Xa-Xa l < €. Ixall.

La saite (Xa)aep <tant convergente (vers X ), il
esulte que (X:,\)QGN est une suite de cauchy, donc
‘Converge vers un éle€ment x”) et Comme Q(«:)%N est
sae suite délements dw ferme QQ ,on a x"'e @ .

Si'on passe donc a la limite daas () il vient:
I x-x“ll ge Ixll.

E est quelcongue | donc x=x" eF par conséquent
X appact\‘en\‘ 2 Q. Ce qui monfre ciue,_\—aw eskinclus
dans @ W

I cesulte de ce lemme que Taw est un minorant
I
aun sens de linclusvon des Cones fecrmes qui approximent
W au Pofﬂ‘l" a . Donc st W est aPPmX\'me’ par Taw au

po\‘nta alors cette approx\'ma‘h‘on eskt oph‘ma\c.

Lemme 4.2.2 : S AimE < oo _ alors W est appfoxime’
par Ta W z2u polat a .
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Démonstration : Si cela <bait faux | alors

3&)0_, Vnyo, Ixewng () Vx'eTo.Wa\\a:-q_x'“g _E.l\x-all.

En posant pour tout neNK, 0= % | vient donc -

<

(5): deyo, Vne N, Ix. € W:“"n-"‘“\(% ¥xeTaw, | x,\.a_x'(b/ E.llx -all.

- On pOse. Xaz Xn-2 |5 sPhére unite” etant Compacfc en

Ixq-alt
diment'on Finre | il existe une sous-soite X\e(“)‘: X gm -2
g -l

de (Xn)aen 9Quv Converge vers on élément X
et Comme Uy, tead vers a | X appactrent au Cone law
et pour toal ne \N*) I I“fC‘\)— all. x aPPath'en\' ausst'

a law . En prenant done Xlz\(’x?m_a\\.x dans (9),

il vienk «
VaeN™, € lxgm- all ¢ Moy, -a)-Nxgm-all.x Il

Ce qui eatralae sion divse par uﬁcﬂm-a“ et si on

passe 2 la limite
E \< “ p - X\\ = O.

Cecr est imPoss\‘blc car e est strictement \oos\‘t\‘F |



A4

Cepen dant en dimension nfinre . W n'est pas fouyours

approx(me’ par law.

! Z .
Exemple .Sur | ensemble § des soites de carres

Sommalbles , on défint la fonchionnelle £ par :

aid oo
2 3 [
P =2 4 Ra-2 % Lo Fea(a)ocus

- So't W= #A(#(O*)) la sarface de niveaw passant
Pac Ok . Alors W n’est pas approx\'me’ pPac To*w au
point Ok . D’aprés £31 _,—‘_C),‘Wzio} ,done si W est
approxime’ pac ToxW alors Ox est un pofat isole”’de W.

Ea effet ,en prenant e=4 dans la défraitionidd ona:
Fore s (xueWslxulcp)= (Haxl<d llall),
Ce Qut entraime que : \Nﬂ%(O,‘) v) = %_O*} :
Il saffvt donc de montrer que Ok n'est pas un poiat
isole” de W pour Conclure . Solt (€] )pepn la surte

d’élements de W defiare par :

O st N P
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2
La sorte () pen® Converge dans 7 vers 0 car pour

fout pde N* I ef = 5“5 . Done. Oy n'est pas un point

isole” de W et pac Cot\se/qu.ef\{" W a'est pas approxime”

pac ToxW au poiat Ox W

Le ‘Féi‘l' Que W soit approx\'me/ par son Cane ‘t‘angenf
en a n'est pas suffisant pour localiser W au vorsinage
‘de a | car meme si Cette A\OP{'DX\'matl'O(\ peut etce
Prouveé the’om’quemen't ( Comme dans le cas de dimension
flare ) elle est souvent non effircace pour deux raisons:
.On ne sait pas en général detecminer explicitement
Ce Cone tangen\-.

. Méme <i' on Connait le Cone tangent ,on ne sait pas
mesuces l'approx\'ma‘h'on (te expliciter p en fonchvon
de € dans la defiartvon 1.14).

Ces difficultes nous ont amene” & chercher a
approx'mer W pac un cone ferme” exphicitement determine’
differant aussy pew que possible du Cone tangent et
pout \equel on sache mesurer \'approx{mah'on.c’eé.t:
ce projet qol 2 motive” 'iafroduction de la notion

y \ . ~ ,
A aploromma‘\:\on pac un Cone fecme que\ﬁono\ue-
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CHAPITRE . T
APPROX|IMATION D'UNE PARTIE
DEFINIE PAR DES EGALITES ET DES
INEGALITES. (L 143)

2.1. Notations et hypotheses

Oi n est un entier positif, nous noterons Cn3
|'ensemble {1.2,..n] et si 1 est une partie de Cnl nous
‘noterons | Il le cardinal de 1, \R';L le sous. espace

vectorsel de R défiar par :
lﬂ'lz{xexR“/ ¥iel, xc=0},

o RT le Cone Polye:dral convexe ferme’ de R” defini par:
\R‘;:{ X€\Rn/ Viel ,Xi=0 et Vjelnl, X, ),o}.

Si u est une aPPh'cation linéaire Continue d'un Banach
E dans \RnJ nous noteronsg p(u) la norme de 'iaverse
de \'\'Somocph\':»me indoit par W de E/keru daas Imu,
et si I est une partre de [n] Qo s’ecrit 1—.{61,{1,... ‘i
aveC vy ty, ...y , nous noterons Uy |'appl\'cat‘|'on
kneaire de E dans IR® défrare par -

R
N iR , X p—— (LX"‘ (3, U, (x))... S Uch(:r.)).

u,: E



Al

Soient 00 un ouvert de l'espace de Banach E | (g)%)

une application de classe C' de {2 dans \\pr\RqJ W la
part\‘e de )L definve par

W:{xe Q /2 (x)=0 et ¥relql, 9, (2> o})
et a4 un po;;nt de W . On pose I.= {L‘eEqJJ 9. (a);o})
q,= (%i)celo , M= P+|I°l et h= (f.,c&c,). L'apph'Cat\'tm h

'Prend ses Valeurs dans IRPx IR oue nous identifyerons
a R™..

Définition 24.4 - On appelera cone des conditions

dordre 1 de W au poiat o ek on notera Qa,,\'msemble

-1 m
Qu= Dhd (\RE;]):{xe E/Df(@.X=0=t VL'eIOJD%L,(q).X}o}.

Le cone ‘ha.n%en’c en a a W est toujours vnclus dans

le cone Q.. et s la Condition de normalite”:

TmDh (a) - R, =~ R"™

est Vel(‘\"?\'e/e , alors T&W :Qq ) ([5]) .

Le theoreme Sutvant etablit l’approxfmatlbn de W

par Qs au point o , et donne une mesure de Cette
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approximation sous l'hypofhése oue Dh verifie une
Condition de Crorssance aw point a .l la Condition de
normalite” est verifree , 'approximation est optimale , sinon

elle reste Signifrcative tant que Qa o'est pas trop
different de Taw.

Théoreme dapproximation : Les hypotheses <t les

s P V4 ' s/
notations sont celles qui ont ete precisees dans les

‘paragraphes précedents . On suppose que L1 est

etoile”. au Pofn‘l’ o et qu il existe ASNO telle que :

Vxe Q_fa] ,IDh(x)-DhallcA llx-all.

Alors .

4) Pour foute partie I de Twl, | existe une constante
N;> 1 telle que :

V xe RT , d(x , R} 0 ImDh@))gN, . d(x, ImDh(#)

2) W est aPonx\'me’ pac @a au Pofnt a etona:
" —

VE)O S W (\B(a,%) - a+(Qa)E )

A

| T
ou M= P(Dh(cx)) .[Su\o N4 ] :
£pICICm]
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Ce théoreme exprime que W est approxime” au pointa
pac le cone fecme” Qa . De plus une applitation & i1 c(e)
qut permet de mesurer |'approximation est exphcite
pourvu  qu 'on sache calculer la constante ™M: il suffit
de prendre rCe)= C.& avec c< L. .

P ce) < S

Nous allons dans une prem\'ebfe Parh'e €tablr un
groupe de resultats ge’ometrt'ques dans R™, puis dans
‘une deuxreme partie demontren le théoreme d approximation

et enfin dans une trovsteme partye evaluec la Constarte ™.

2.2 Quelgues propriétes meterques de R™.

Notatrons : Ot % est un point de R™ nous noterons

& la deotte engendre€ par 92)<'x>*:%.o(.x/o(e\ﬂ‘t}
|2 demi- droite posvtive engendre€ par x et st Best
une partie non vide de R d(x,B)=inf -yl

. yed
la. distance euclidienne de * a4 B .

Rappel| 2.21 - Of B, et B, sont deux parties non
vides de IR™ telles que B, est iacluse dans B, et si
% est un point de R™ , alors d(x,B,)d(x,84),
et s’il existe un point y de B, telque d(x, By)= lx-yll
alors d(:)c,; B.)=d(x,B4).
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7 . s’ f i
Lemme de reciprocite” : Dans IR™, sotent K un cone

‘ . o
Convexe ferme” €t H un Cone ferme’. D il exyste une Constante

N 1 telle que :

¥ye i, d(yg,Hak) ¢N.d(y,K)
a\oys ona ausst .

¥ xe K, d(x,HnNk ) g N.d(x,H) .

De/monstrat\‘oﬂ . Nous allons d abord etablic une

ser'e de sous_lemme ubiles pour la demonstration.
Lemme 2.2.2 . Qi =x et Yy Sont deux points de Rh:alors:

el st 4=0

a) d(X.,(%_)): "
2 2 .
(uxuﬂ%ﬁg) , S 440 .
Noell |, & <x,4d <o
b) d(x.<4>") =
d(x,<y>) , st <Z,4) YO .

De€monstration . a) Sy’ y=o, alors d(x,<4>)= d(z, {o})=lfx|-

S’ y%0 . So't x” la projeetion de % sur < 4>
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x
’
,,//71;///,/,///’////////’/’//ﬁII-x
—_—— — o \f S5 - - -
v %

Ona: Cose = <Xi%> - <Xx> o <x-x' x"y =0 -
el Wl oelt. it

Donc : lx'll = <°\;_!_‘*\_‘> . 51 on applique le theoceme de
T .
Pythagore auw keiangle (0,2, x") il went alors:

R IO TS Tl L Lo PG Pog s Y <—;‘<,%21
|
Soit - . ‘4.

2 2
d x , = fael . <X14%>

12

b) &' <x,45 €0,alors la projection de x sur < %)* est O,
done d(x,<y> )= Ul
St L x,uy Y0 , alers la projectvon de x sar <uytest

celle de = Sur <4> , done c\/aprls \e ra\oPel 2.2.14 ona:

dCx%,<udt) = d(x,<y>)m

Lemme 2.2.3: 81 x er y soot deux points de IR alors:
o) Myl . d(x,<yy) = Vel d(y <cx>)
b) Wyl d(x, <g> )= Wal. d(g, <x¥") .

Demonstration . a) Cette égah'*re' cesulte diceckement
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du point a) du lemme 2.2.2

b) _Si <%,y L 0,alors : d(z,@*;) =l{xll et d (%J<x§)= Nyl
donc : \\gﬂd(z,@ﬁ)z Uyl Wl = Tl d(y, <)

=80 <x, 4 Yo, alors: d(x<yy )= d(X,<yy) et d(y <%= d(ycx),
dont: \\%\\.c\('x,<%)*)/= Ny ll-d(x,<yy) = lxll d(y,<ad) = i d(y <xstym

Lemme 2.2.4 : ¥ xe R", V%GRM) ¥ zeR™,
A (%,<23) d(y¢,<x>+<25) g d(¢,<2>") Nyl

v ' / ' /
Demonsktration : Soi't A)o.0na les mega\\tes sutvantes:

() d(x,<z3") g l=e_2zll

(2) - d(x-nz,<g-2Az3) < (xoazy-(y-rzyl = llx-yll,
Dapres le lemme 2.2.3 ona auss

(3): Ix 2zl d(q_rz,<x-azp)=ly-dzl.d(x-az <y-22),

donc en regroupant (1), (2) et (%) [l went .

(L) a(x,<z5) . a(y-Az Kx-az>) ¢ lly-azp. lx-yl,

et Comme -
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cd( g2z, x>+ <2d)gd(g-22,{x-22>)

Car <x-az) €st une partre de (2> +<L 2>,

- d( %)<x>+<z>) =d(y4-22,L2>+<2>)

Car Az apparhient au Sous_espace vectonel <xad+<zy,
il went de (4)

, d(x,<z.>+).d(%)<x>+<z>>$“g_.22". ll'x_u}ll-

En passant denc a la borne 1aféreure par arappot EYEDY

on obhtrent :

d(x,<2§' ). d(y,4xd+ <23)< ;r;lill%._kzll.llz-%ll: d(q_)a;').uz_%l[-
L_f:;_m_m_g 2.2.5 . ¥YxeR V%EIR"‘, VzelR",

(9): d(x,<z>*). d(%’<x>*+ czy)gd(y,<zy) M-yl

Demonstrakion : S % =0 ou y=o , \'\'ne’ alite’(5) est
_ 4 5

€vidente . 5 Z:o“) () resulte du lemme 2.2.% . Donc

on peut supposer que X,y etz Seat Yous non nuls.

1"cas: 81 < *, 4> €0 ou < W, Z>0O -
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~Si<x,4%¢0, alors d(x,<y3 )=zl et ona:

d(x,<z3). c\(%)czf_fézg)g\\'xﬂ -d(%)éz; )= d(g,a;)-d(x,«p*)
<y, 425 Uyl

-5t <4,2> 0, alors cl(q,,z.z.?)z lyll et ona:

- d(x,4z). A(%,4z>"+<z§)§\\zu.d(%oc)*)—_- Nyl d(x,<u
= d(%‘)(zg)' A(21<‘3;>
. <d(y, <z Uz gyl

eme

27 Cas: Of (2, 4350 et <y, 2> v0.

a) Sy et 2z sont h'e% .

a.1) 8 %=2AZ avec A)o alors d(x,<z3y')=0 et
\’\‘ne’gah‘te’ (5) est €vidente .
a-2)s’ x= Az avec Ao alors {xy+< 2y =<x)+<2)

et | \'r\o/gah'te’ (S) resulte du lemme 2.2.4 .

b) St %x et 2 ne Sont pas lreks -

So't veck (x,2) le Sous - espace vectoriel de \Rmengendrc’
pat x et z .1l existe o , 2 2ppactenant X IR eF y'un
€l€ment de \’o\-\-ho:gona\ de vect(x,2) tels que:

4= Ax +/Qz+ ‘i/‘ 11 wreat donc :
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<z,u>=&\xliy @<=, 2y

(3)

Lz, 4y = X.<%,2% 4+ 3 hznz

Le déterminant du systeme (§) qur est ceal &
“xllz. llziz. <az,z)2 est non nul car x et Zz ne sont pas

lie’s , denc -

o(;“zﬂ%<*/'i->-<°‘/7~>-<‘d-:2> et /%_: Ixhiez, 4> -<%,2) <y, %>
‘ Wxnilzi®- < x,z>? Hxbzyzh*- < x,z>?

*

b.’\)if {0 ou BALO

- —S8i Ko, la condi'tion :\\< x,4) )0 erly, z) )ollent‘ra?ne
que {x,2) est stactement positi'f et par Cons€quent .
d(x,<2>Y) = d(x,<z2>) .

" On a d(t&,,<x>‘*+ <zv) < d(g_)éz;) , dont |pour
etablic (5) _ il suffit de montrer que d(2,<2>) ¢ Nx-yll.

Ona @ A0 , doanC :

NZI" <x,qy & <x2>.<¢,2> < <225 Iyl Uzl
Sort

\\’Xllz— <_°_‘J__z-_>z < N 12 <2 4>
Nzy? Nl 2

2
) 0~
Dow :

d(x,<2z2y) € d(x,<4>) < M-yl .
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_Si Ag0 , dans ce cas aussi, la condition
‘<z,%_> yoet <y, zy )o” enfraine que <=x,z) »0 erpar
Consequent d(x,zz3t) = d(x, <23) .
Ona d(y,<cxsteczs’) <d(yg, <xS) =d (y4,4%>)
donc pour éraklr (5) il suffit de montrer que -

d(® <z%) - d(y, <2>) <d(4,42>). hx-yll.
Ona Ago |, donc:

\\le.z.<tg, 2y £<%,2> - <x,4) £<x,2) . n%“ ,
Soit :

lzh <222 ¢zt <2y

- {xu2 iyl 2
D'ou .,

d(z,2x3) & d(2z,<¢>) -

En wmultripliant des deux cote’s par loell. 404, <%») il vient
- Wz
enfin d'apv&s le lemme 2.2.3

d(x,<z%) Ay, L)L d( g, 2 ).c\('z,<%))<d(%,a>) . lz-%n.

b2) si xv0 et gyo.

Dans ce cas la progection de ¢ suc <xy+<z) (qurest
e/gale a odx+ Az ) appattieat a <xStp gzt ,doac d’aPreZ
le cappel2.2.4 ,d (g <x3'y <23z d(y,<x> +<£z2> ) et

Iaegalite(5) resulte du lemme2.2.4 m
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7 . {, .
Preuve du lemme de reciprocite”: Supposons quil existe

Ny 1 tel que:

(6): Yyeh,d(y,Hak) < N . d(y,K),
et wvnontrons que :

(F): ¥xek ,d(x, HOk) ¢ N.d(x, H)-

Soit * un point de K. H est ferme'done il existe
un element %/de H tel que d(=x,H)= \\'x—g’ .
A*TCas- o' 4’E K : Dans ce Cas y’est un polat de KOH,
conc d’a\orés le rappel2.2.4 _d(x_ H)=d(x,H0k), et

Comme N> 1  on peut gerire - d(x, Hak) gN . d (x, B).

2"™cas: Si y'4 K . Kk <kant Ua cdne Convexe | pour tout

z de HQOk | 4z>+ est jaclus dans KOH eF <y g2y

est inclus dans k . Donc c\’apre‘s (e rappelz.z.q on a:

(8): ¥ze Ok | d(x,HaK) & d(x,<zy)
(): Yze Nk ,d(y’, k) < d (g, <x>% <z3') .

Pac ailleurs c\’apre:s le lemme 2.2.5 on a:

(40): ¥ ze HOk , d(x,<z3) d(y)) <xde¢z3 ) L d(g)<zs ). llx-ylh
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En regroupant (8),(9)et (40) , il nent donc -
¥ ZeROK, d(x, Hak)-d(y,K)d(y)<z3) Nx-yli=d(y)2z3). d(x,H),
et si'on passe 4 12 bome Inféreure par rapport & Z

d(x, BOak). d (4’ k) infd(y)<z3) . d(x, 1) = d(y/, Hak). d(x,h).
ze ROk

'D’:.prel (6) i/l vient en surte -

d(x, #nk).d{y’ k) <N . d(y/ kY. d(x,H) ,

et Comme d (4’ k) esk non nul car K eskferme et ydk,
il suffvt de diwser pars d(“\,l)\() pour obtenyr (?) =

/
existence de la constante N dans ce lemme

- A
n'est pas assure€& pour des cones quelConques:

Exem‘:\e . Dans R%) sortent H ={ (x,té,Z)elﬂa/ z:o}
et K:\R*SCQ_,4) ot SCQ,'\) est la SPV\Q(G de Centre

a=(1,4,4) et de rayon 1 . Hest ua sous_espace vechorrel
ce R (C'es\' dont un Cone Convexe fecme” ) et kest un
Cone Convexe fecme” . Ona HOK= <e,_)+ o €y = (0,4}0),

Supposons qu il existe une constante N 4 felle que:
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V xek, d(x ,HOK) < N. d(x, H) -
Sort alors -
V(e,8,¥)€ K, NIx%Lys* ¢ N [¥] .

Or on peut verfrer alsement que pour toub Ao,
(kl, {ji_ks , A ) eskb un €lement de K ,done pour tout
Ay 0 ona A N4 ,te qui est ‘mpossible .

Nous €tablissons |‘existence de la constanke N
dans deux cas parficuliers : quand les deux Cones
Sont deux Sous _espaces vectocrels de RMCProPoaitn'on 2.26)
et quand l'un des cones est un souS-espace vectortel
de R™ et V'autre est un cone polyedral de Type IR";f

( PcoPOS\'b‘on 2.2.8).

prOPosx‘tubﬂ 2.9.6 - S Het k sont deux Sous-espaces

vectoriels de R™, alers il existe une constante N34 telle que:

¥xe k, d(ax, KARKR) g N.d(x,H).

De€monstration . Dans \'espace quotient K/an ) les

deux aPPh‘c ations :
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.N4(i): d('x)KﬂH-)
Ng(F)=d (x,H)

Sont deux notmes , et Comme la di'mension de k/k est
AR
fiare | Il existe une coastante NYoO olu'on peuf

chousi't supérfeure a 1 telle que :

Vxek , Ni(X) NN, (X))
Soit:
¥rek , d(x,KOH) ¢N.d(x,H) =

Corollaire 2.2.7 : 9O H est un Sous - espace vecton'el
de IR™ et T une partire de Lml  alors il existe une
Constante gu'on notera N (H) , qui sort a2 Plus

petite constante Superieure = 1 veafiant :
Vo e RT , d(x,RT OR) Ny (H) . d(x,R).

proPo&‘tnbn 2.2.8- 9" Hest un sous-espace vectorvel

de R™

7/

alocs pour toute Paftl'e 5 de Cwmdl ona:

m-|Jl

(‘p;\> ¥ &€ R, d(%)\R“;(\H) Q[Sup NI(H‘)] . Cl('é,,\R;*>

TCICTm]

m-{73|

(97): \V"ZE\R";)d(leQ‘?ﬂH)\([SuPNI(H)] A, i)

3CTI CCm1



De€monstration - (PI) et (q;‘) ctant eauwalenre par
le lemme de re’c\procx't'e’, |l sufFit de montrer Vone delles.
La demonstration se fait Par recurrence sur m. Pour
Youbl entier positif m , on considere |'assection sotvante:

» . m
(am)-. S’ H est un sous-espace vectorrel de R, alors pour

foute partie 5 de bml ,ona QP?)”

. (a,) est vrare | car |&s Sous-espaces vectoevels de

R Sonk Jo] et R , et dans tous leg cas, (Q;)est €vidente.

.Supposons que pour toulr n¢m , (ay) est vrave.

Sorent H un Sous - espace vectorvel de R™ et'J une Partz'e

de CLm7] . 0On fixe un element \é,de H .

)9 lyl=m (129 3=Cml) alors \R:.*:.S”o} et (P;“)est:

fnide ate .

b) s Izlgm-4 , ona deux Cas possibles:

b.4) Sy appartrent at\R"; , dans Ce Ca§ o\(\é)lR'?nH)
et d(y, RT') soat nuls er (PT) est vrale .

b.2) S u a'appartient pas a R la proyection de

de y sur R appactient 2 la frontiere de RS done

il exvskte une Part;‘e k de Tm] delle que:

sC K, Ikl=5l+4 et d(y ,RY )= d(y,RY).



Ona dm R = m_lkl =m_l5i-1 < wm et H =R, OH

est un sous -espace vectorel de IR , donc sy on applique

\ hk/po\'hese de recucrence —en identifiant Ry 2 R™ R

au sous -espace vectorrel Hk et a la parbie vide de [w]_k,

1 vienk .

m- |kl

(Y : ¥xeRET, d(x, RE Al gfsap N | o d(x, ),
¢ pclCiml-K

ou pour toute parkhie L de Cwm -k | N (Hy) st la plus

petite . constante superfeure & 4 telle que:
VxeRT (o, R, OHk) N (He) - d(x, Hi) -
Lemme - VL Eml_k , Np (Hr)S Neol (H)-

En effet | pour Youte partie L deTml_k ;N (1) verifre:
MV xe \R:\UL , a(=x, \RHLUL OH) < Nigop () . d(x, 1),

et Comme mtm_: H = \REUL(\HK , 1 vyent :

Voe e RY G, S0 IRTe R )< Ny o () A0 g N (). d(z ).

Ce QU \'mph‘que pac defiartion de N (H) (vorr au dessus)
que N (He) € Ny (W),
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I! vient donc de (o“s""“ ) , d la.Pr:’.s ce lemme :

‘ ~131-1
VxeRY' d (x, R} aH)= d(x,lR":r\HK) <[SukaUL(H) T .d(z,Hy)
SlecLctml-k

m- 14
é[SuP N (H)] - d(x, Hi)

kK cIc m]

m-[yi-t

<[§-«Up Nlcu)] Az, k),

3C1COm]

et Comme on
¥ TeRY , d(x,H )= d(x Rpnk) Ny .d x,#),
il wwent en suite

m m+ w-3l-1
\:‘aceRK"J d(x, Ry (\H)gNK(H).[SuPNI(H)] ’ .d(:t,u)}

JICICLmY)

~\31
<[SuPNI(H) T NN
Slicicom »

et pac (e’c\'Procfte/ .

/ ™+ | w7 ™+
Vuyeh d(y' RN H)g[SuPNICH)] (45 Ry ).

JCICIOmI
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RE OH est une partie de \R";* NRH | donc :

m-131
V%IE H, d(\él)\R“_:; (\H)gd(t}',\&m‘: ﬂH)g[SuFNI(H) .d(%')R“; ,

JCT CTm)
en particulier pouf y'=y ,ona:

m-{ 3} - m-|J\
d( q, lR?; (\H) ;uP Ny CH—)] . d(té )\P\‘:) = [SuloNI(H)] ’d(ﬂ,R? _

3CICCmY] 2 JCICTm

~ D'ow (p_:‘) -

9.3 Demonstration du théoreme dQEProx\‘matn'on .

Rappels et notatrons : Of V est une application

linearre continue d un Banach E dans \R“".s on note V
\/\komorphl'sme nauolt par V de E/{“rv dansf. ImV et
P(V) = “ V-1 n .

E v s IR™

| i

E >
/kerv \'4

Ona alors:
< ¥xeE lveoll givil . d(x,Kerv)
. = r X Il
Vx€eE “HX)“E/kefv d(x,Kerv) ¢ p(v) . llveo l
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On va ekre amene a ubiliser la Pr0pos\‘t|bn 2.2.8 dans

le cas ou H est \'\'mage de V. Ona alors:

PVO‘iOSftI'Oﬂ 2.34 :Soit vV une ap‘o\\'catt'on linearce

Continue dun Banach E dans R™. Alors pour toute
partie 5 de Cwm] ona:

4 m-i3 | o~
¥xeE _d(x,V 4(lR;')) <P [supNI(Imv)] 3. d(v(x), R >

JCICIEm])

-

Demonstration : Sort 5 une partre de Lm], d /a‘o(‘c\.s

\a Propom‘t\‘oa 2.2.8 on &:

m-{3l
V%elmv)d(ta,JR“:ﬂImv>\<[5upNI(Imv)] 3.d(~3J\R?) :

ISCICCmJ]

Soit :

m-\7yl
¥xe € dve), R 0Tmv) ([su\p Ny (Im\/)] B d(ve, R ).

JCICCm3

Lemme = Pour +oute Parh'e C non vide de RM et pour

tout élément % de E ona:d(x, V'1(C))g\J(V).d(vi))Iman).

En effet on a
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d(x, V_1(C)) =inf llx-x" I = ind e el

vE)el YEHec

inf B9 () - V(4 ) |

V(xHecC

=p (V) f vy~ VxSl
V) eC

= p (V) inf Wz - g |l

yeImvnc

= p (V) . d (v, Tmv nc) .
En Prenant donc C= l?\ng 5l vient .

VxeE_d(x, vV (RT)) v (v). d(vixy, Imv a )

m-{3l

Ly (V)-[SUP NI(TmV)] d(vex), Ry ) m

3CICCm1I

2.3.2 Preuve du théorénle d'approx\‘matfon . Les notations
sont celles du theoreme .

1) L'exvstence des constantes N est €tablie pac le

Corollarre 2.2.7 . Pour Yout TCLmT on prend NI:NI(ImDh(a)).

2) Soit £)0 et x un element de W*ﬂé(a,%h). La
Lfocmule de Taylor a \'ordre 4 pour N au pornt a

donne :
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4
h(x)-Dh(a) (x-a) :So L Dh(a+ t(x-q))_bh(a)]- (x-a)-.dt .
D'od

1
hh(x)-Dh(a). (x_a)“ gjo Il Dy (o.+ t‘('x-a))-Dk(aD I Nx-all.dt.

L) Etant étolle’au point a , pour tout t de Jo,4[ |

a+ t(x-a) appartient & QQ_{a]  donc avec la Condition

de crofssance que venfie Dh au point a , (| wenl :

1
(1) h(x)- Dn@)- (x-a)ll <So A.t.\\x~4\|-\lx-a\l.dt:%U'x_a‘\z.
D'autres parts . d’aprzs la proposition 2.3.4 ona :

-1 m -
¥Yxe E,d(x,Qa)=4d (%, Dh(a)(RE;j) QM.A(Dh(ay.x \RE;])

tn Patt\c;u\aer pour X ‘X _a -

d(x-a,Qa) <M d (Dh(a).(x-a) ,RT ),

et comme h(x) appart\ent a R™ | vreat en softe:

E]’

(2): d(x-a,Qa) g ™. \\Dh(a).(x-q)_\an)“ .

En regroupant (1)et(2) on obtvent alors : d(x-a Q4)< H'x-o.n

ek Comme llx-all ¢ 28 il césulte enfin: d(x-a,Ra)< E- lIx-all,

\

M A .
C'esk .d. dire que x appartient a a+(Qa)E a
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2.4 Evaluation de la constante M.

Les notations sont celles du theoreme d'approxfmatl'on.
Le calcul exact de M savére drfficile meme dans le cas
ou la dimension de E est finre . On est amene alors &
remplacer ™M par un majorant M’ qui est calculable et
qui differe aussi peu que possible de M. Ce farsant on
~ perd un pew de precision sur 1a localisation de W

au voisinage de a, mais on détermine explicitement une

apphcation & — 5 r(E)= .2_'7% qui permet |2 mesure de
™.
\'a\oprox\'mat\’on . -
Rappelons que M= \)(Dh(a)).[SuPNI(ImDh(o.))] . Nous
. EP]CICEM]

v

allens €tablir en ge’ne’ra\ des wmajorations exph‘uhs de
pY) et de N (Imv) , ox V est une apphcation lineaire
continue d'un Banach E dans IR™et I une partie de [m],

une mayoration calculable de ™M en decoulera .

2441 Evaluation de b (v) .

7 /
Pour evaluer P (¥) en dimension finte ,ona lerdsultat sovvant:

Pro\oosu‘t:t'on 2.4.11 - Sorent Vv une apphcation ltnearce
de R dans R™_ ty sa transposee et Sp(ty.v) l'ensemble

des valeurs propres de Yv.y . Alors:
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12
1) lvl :[supx ]

XESp(tv.v)

AESP(%.V
A0

2) P(V)=[Sup% ]m
)

Démonstration : 4) vorr Lg ] par exemple .

- 2) Ooit (e4,€,,...e4,€,,,,..-€n) une base orthogonale de
R telle que (€4,q,..- €n) ©st une base de Kecv et Soit
(%280 4458, - §,.) une base de R™ telle que
(%,.%., - §,) est une une base de Imv . les matoces

de Vet de 'v.v dans ces deux bases secrvent ('e.sPect\'VCment-.

ou U est la matn'ce dans \es deux bases (eq,e;,... e4)

et (£,,8, .- Ed) de la restriction de Vv sur (kerv)l.
Montrons d abord que p (V)= Hu) .

Pour tout élement x de E | existe un €lement x, de

ker V et un €l€ment X, de (ker vy tels que Xz X 4 X,

¢t ona :

dix,kee v)=llxall ¢p (W) -luxall = p (w) . Wveoll
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et Comme p(v) est la plus petite Constante quv verifre:
¥xeE, d(x, keev)g p(v) - Ivearll,
il cdsulte que p(v) ¢ p(w)-

Pouc tout element 4 de (ker v)‘L,on a-

d(y,kecl) =lyll=d(y,kec¥V)Cy () Ivigll= pv). Tuepll,

rd

et Comme p(u) est (a plus petite Constante quv vecifre -
14 L&G(Ke('V)-L)d(Lé_)\(ef wWgpw - Nuppl,

il cesulte que P(U) ¢ y(v) - Donc p(WI= vy (V).
W est b\'bect\'vc donc:

P(U) = uuc‘\\:[s,upx ]“2 /

Ry SP(U.-1- byt >

ct Comme

. Sp(u'1.bu‘1): & 12 /Ae SP(*u.u)?)

- Sp(tu-u) = Sp (fv.v)-§{o}

i\ cesulte :
1/2
v) = wy = fsup Y4
()= p(w Lefpm)] -
Axo

<
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ty.v est repre/sente' dans une base de R" par une
matrice (ag) et les valeurs propres de tv.v sont obtenues
Comme ratines du polynome cacacténstyque de degrc’n:
P(x)= det (X.1d - ai;) . On ne sait pas touyours caleuler
ces racines wais on peut majorer vl et P (¥) st on
connatt le coefficient de X" ' <t les deux decmvers

coetficients non nuls de A(x) :

Propos\'t\'on 2.4.4.2 : Sovent Vv une app\\‘Cat\‘on linearce

-4 - ~-pPat
de R” dans R™ et Px) = Xn..a1 x" + ...+(—()P-1ap_1>(n F *(-l)paPK“-P,

le polynowme Caracre/r\'st\'quﬁ de *v.v ol ap est le dernver

coefficient non nul de P(X) . Alors -

1) vt g ay

2) p(v) ¢ Qe

“e

Demonstrabion = 4) Les valeurs propres Ay, A, L. ),

de Ev.v sont 4outes ceelles et positives el elles sont

racvnes du po\yngme PCx) | donc

Ay= AqgaAgaoe Ay sup de = vl

2) On a:
an-p, P p-1 5-1
POz % T (x-agx o 0o, ke 6 ap)
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Si on fart le changement de varable Y= A | les inverses
X
des valeurs propfes nen nulles devvennent racines du

polynome Q(Y)=1-a, Y4 ... +(_l)P'AP_" Yo, (-f)Po.? Y?  donc

P-
__(—‘) Ap-1 _ ap_1 _ E_ A Y, s A - (v)l-
- a i i IR A
P 30 M A0 ¢

Dans le cas ot la dimension de E est nfiare ,on
peut ramener le prolbleme de ma joration de p(v) &
un pta\o\e\mc de calcul de valeurs propres en dimension

frave , & Condition de Connaltre explicitement une

/ Pd
bhase norme’ d ua Sup\o\ementa\’re de kec V :

Propo:n‘tt'on 2.4.4.% - Solent V une aPP\\‘catu'on. |
la€aire Continue d'un Banach E dans R™ S un
supplémentaire de Ker vV (il existe au wneras un
cac la codimeniton de kerV est fiare ) et (log b, .- ba)
une base no{mee’ de S . So't V¥ \'aPPh'cartx'on l{nearce

de R dans R™ défine par

~ 0
(’11 ) X2y - an ;__~>V(9t1111 I Zn) :Z X\ V(bi-') y
(=1
Alors ¢
N P LYm b (V)
2) o' de plus E muni de sa norme est un Hilbert ) s

5=(kerv) et si (loq.b,,.-ban) est orthogonale alors p(v)= p(¥).
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Demonstration: 1) Pour tout €lement x de E .1\ existe

un tlément x, de KerV ,un el€ment X, de O tels que
X= X4+ Xy , et il exvrste Ky,K,,-..0n appaftenant 4 R

0 ~
tels que Xgp= %‘ A bi . Qron note Xg = (a4 &, ,---%n), 003 ¢

V(Xz): \7(22)
(1 {
Ixall = U E it h g S i) Vi %, Il

C=i

ou I .ll, est la norme euclididrenne dans R™ I went donc:

d(x,Kerv)gllxz\K‘f- lllel Ve p(VIVEMN=Vm p(@) lvxa)l
=Vm p(¥) llvgol),

et Comme p(V) est la plus petite Constante qut ven'fre :
¥xe B, d(x kerv) ¢ v(v) . llveol
il cesulte que p(v) gVm (V).

L
2) o' E est un Wilbert |, O=(Kerv) et (loq,b, ... ) est
orthogonale alofs en ceprenant les notations Pre’cédenfes,

(A4) dewent : o V(X)) = Q(i'z)

EHER! Edt‘m I = (20(\ ) = szl

(-7
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dont -
V¥ XeE , d(x, Keev) ¢ p(V) liveoll
et i} rsulte que P (V)g bV .
Dautres parts . pour fout y=(y 4 ...4.)de R" ona :

AVAPE d(gg;b;,kerv) <y v (Ci_‘ yobi) |l
= P(V) WV (y)) ;

et Comme (V) est la plus penite constante qur venfre :
¥yelR' ) Iyl ¢ p(F) Tl

i cdsuite que \:(V)g y(V) . Donc p(V) =y (\7 ) -

2.4.2 E/va\uah'on de N;(Imv)

Pour majorer Np (Tmv) , on va d’abord exphcrter
ane Constante N qui veerfre la proposition 2.2.6 en
preaant H = TmV et K = kerp,od p est une apphcation
Wa€aice de R™ dans R® .
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Lemme 2.54.2.14 - B vest une apph'catx‘on WWnearce

Continue du Banach E dans R™ et P une aPp\\’cah‘on

lineatre de R™ dans lRK,a\ors

W xekKerp, d(x,Keep OTmv) (N, . d(x,ImV) |
ol N= U pll. vl . v (pov) .

V4
Demonstration :

E AS > \Rm P > th

A L 1‘1 J
£, Y 5" E > Im
/kefpov lR/Kerp P

x> Tm pov

Notens d’abord que si %= x“(wod) kerpov alers

V(x)= V(x’) (mod Jkerp . Do les factorisations :
Vo, = fov et pov= pov’.

Pour foul €l€ment X de E ona:

d (V(x),Kerp ATm V) = inf Il vex)-v(x) || <MWl infllxox )

PoVv(x’)=o PoY(x")=0

= livil. ll/scx)ls:/k y
¢fPO

%l\\/” : \J(pov).”ﬁ/(/-\(ﬂ) I\
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a (V(x), KerpOTwmv) £ vl .y (pov). I\ POV (A)) I

= WVl p (pov) - gov/ (el

&IVl ppovy U I v’(/scx))u.,q‘";‘k

ifp

= vl .y (pov) -lipll - d(v(x) kerp).
Sort.
VyeImv ,d(y.KeepOImv) g Uvil.lipll.p(pov).d(y,kecp),
et d’apes le lemme de ce/c\'Procvte’ 11 vrent

¥ xekKerp d (%, kerpQ Tmv) < It iph. p(pov) .4 (% Imv)m

Remarque 2.4.2.2 : Qor't v l'apph'cat\'on WWacarce

defrare dans la Propos\‘t\'on 2.4.14.3 . Alors ona auss:

Vxekerp , d(x,Keep QTmv) ¢ N, d(x, Imv),
ol N, = Wpll . vl .P(POV).

En effet |, d’apre\:) le lemme precedent ona:

V¥ xe kerp  d(% ,Kkerp OTm V) g WV L y(poV).d(x,TmV ),

et Comme TmV= T.m\7 , on peui* ecrire

¥ xe Kerp, d(x sRerp 0O Tmv) < N, A(*, TmV) m
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Corollarre 2.4.2.2 - Les hypotheses sont celles de la
\D(‘O\oom'tl'or\ 2.4.1.3 . Pour Youte pact\’e 1 de [m] ona:

1) Ni(Imv) g Wil .p(vy)

2) Ni (Imv) ¢ IV p (V)

Deémonstration : 4) Supposons que 1:{1‘,,1‘2,..4‘“5

avec Vi< <l - SI' on note p. la projyection lincarre

de R™.dans R® d€fiave pac:

Y: (%13\*1 )T %’m) — PI CY): (%81 )3""4-’ Jﬂ‘."‘)

alors on a: Keep, :\R"i et Vi = P oVv. Denc dapres

\e lemme 2.4.2.1

¥xeRT ,d(x R} A Tmv) VI P I p(Prov). d(x,Imvj-
Soit

VxeRT, d(x, R 0Tmv) ¢ vl p(vp) -d(x,Imv)

Ce qur 'mplrque c\’aprc\.s la définrtion de Ni(ImVv) que:

Nt (Tmv) ¢ WL -p(Ve) .
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2) D'apres la remarque 2.4:2.2 ona-
Vxe RT Ld(x, RTOTmv) < W Uegl y(poV) . d(x, Tmv).
Soik:
Vxe RT L d 0O RT 0Tm) ¢ WL p(0;) .40 Imv)

et c\’an€$ la définition de Nt (Imv) ona NI(Imv)gl\qu.t:(\}}).

-

‘Z;L‘.%Ap hcabtvon & l'exphtitation d'un majorant de ™M .
(& . majyoran

D'apt€a \e corollaite 2.4.2.3 on obtrent donc la

wmajora Evon survante:

110}
(4): Mg ™M= P(Dh(a)) UDh(adll. sup p(Dh(a)I)] ,
LplCICTm]
O\u,OQ peut evaluer ditectement par la P(‘oposn"h’on 2.4.1.4
(etf{f(en\'ue\\emen’r par la PcoPos(h'on 2.4.1.2) sr la

dimensvon de E esk finve .

Si' la dimension de E est infvafe et & on Connaft
explicitement une base normed (&, &, ... . %a) dlun
supplementaire S de ker Dh(a) , alors en notant B‘Rm
\'apph'cat\'on linearre de R” dans R defrave par :
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a

Ph(a). (4, ,4,,-- >4a)= E‘ 4. D) (4o,
on obbtvent d’apr&s la propostbion 2.4.1.3 er le Corollaice 2.4.23
les deux magorations suvvantes (qo'on peut aussi evaluer

par\atquM%mn 2.4.44) .

~r ~r ~o ‘IOl
(2): M g p(Bhe@) - JIDh@ . SuPP(Dh(a)I)] ,

LplC T CCwm]

et U E muni de sa norme est un Hilbect S:(Keth@.))'L

b (Lq,4 ... ka) est orthogonale

/

~ ~ ~ [ Tol
(3) » M p(Dha)) .[ll'Dh(aoH. Sup Y ( Dh) g )} :
LelcICim]
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CHAPITRE.II
APPLICATION A LETUDE DuN
PROBLE ME EN OPTIMISATION
PARAMETRE’

Soit T une apph'ca‘tion mmén'quc. de classe Cj defince
sur un ouvert Vx QL de IR"xIR?. On considere le Prob‘e\me
dfopt;‘m\‘sat\'on Patam\etre,’ suavant

PK) : . minimiser g (%,+) sur Q

x est un poiat critique pour P(x) st % venfie les

deux Condrtions necessaires suivantes :
(1)' Dx3-<0(‘1) = O
(2): Dres(etx). (K X) Yo , ¥xeR".
£ ¢
Lemme : Soit P(x) = deb (x.1d- A)=x% Xipa; X,
le Po\yngme Carac\’e’n‘st\‘que d'une matrcice Syme’tn‘c\ue A
de IR®, Alors A est positive (ca.d :<A.X, %350 ¥xeR")ssi:

¥ielpl | aido

Demonstration = Doient oy, 0. e l€5 Valeues (aropres



u8

de A . A est positive $si o, K, ,... p sont foutes positives,

donc il suffit de montrer l'e/quiva\ence suivante
(C):(Vhe[p] ,%wy0) & (C0): (Y kelpl, AR 50) -

Sortent Oy (x4 Xz, Xp)= 2 X XXy k=12,
LiQtg- <y
les P Polyn?ames symeteiques élémentaire & p variables -

oLy, hy, .- Ao Sont facines da \oo\yt\gme P(xY, doace :
VYeelpl ah=6h(x1,o<“...,up> :

ona evdement

(Vher_P]jdk»O) =>(Vh€ LP],Sk(dq,dlj...o(p) >/O) /

doac (1) {mplique (I¢)

Supposons maintenant que (i) est venfieé et gue ™4
par exemple est sterctement nega’cwe. ona:

Plota) = o(4+§_ ) a; oZ = 0

donC :
¢

422. ‘—Qt‘.1 ,

o =4)

Ce qm‘ est \‘mPosS\‘b\e car les termes de cette Somwmation

Sont Yous négatifs . Donc (1l) ‘mplique (1) .
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Si pour toul (x,x) de Vx L2 on assocre les coefficients

%1("(,2); %_("‘« x), .- %P (%) tels que :
P(_x) = XP+ %l (_‘)Cgi (o(lx). x?-t‘

Soit le polynome cacact‘e?ist:'que de la matnice symetnque
assoti'ee a la forwe quadrat\‘que Dixj (a2,x) , alors

d.fa\ote\s le lemme Pcécédent , \'\'ne’gah'te’ (2) esk Q/qm'va.lenhzi-.
(3): Vvelpl | q.(x,x) »o

Qort W la pactie de vx 2 défiare par:

W = { (a,x)€ V= -Q/Dx.s(oc,x)zo eb\h‘e['.p],ai (o(,::))lo} .

Alofs pour four « de V et toutr x point Critique pour Plet),
le couple (x,x) ajpartient I W Re’c"quuement st (a,%)
appastient a W alers 2 est un point ceibique pour Hu).
ASin d’obtearc un controle sur |'ensemble des points
Ceitiques de §(x) au vorisinage d'ua parametre oo de V,
nous allens appliquer le resultal du chaprtre @ 2 Vewseable
W au poiat a = (oe, Xo) od Xo st U poitt Cerbique

pour 9(0&0) .

On pose : =(23

xi )\'ECPJ ° Io:ifecp]/ai (%o, 20)= O} )
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302 (q":)L'eIc 2 h: (#, r'&—,,) et W = P+‘I°‘ .

L'aPPl\tah‘on 5 est de classe C?, donc £ st de classe C?,
q est de classe C? et par Conse’quent hest de classe C' .

On a le resultat sutvant .

PrOPosih‘on 3.1 : Sorent Qf{xe\a“xRP/D?(a)-MO et v“EI“Da;(“)'x)/o}’
le cone des conditions dordre 1 de W au point a= (a,,x.),

et A une Constante positive telle que :

’

Y (x,x)€ Ve L2, DK ((,2) - Db (e, 2 o)l (A W (otoaky, x -2 .

Alors Pourt Yout o de V et tout Pofnt‘ Cr\‘t\'que powr

(k) , on a:

' 2
d((d-a.,:-z,),@a)<@_5 N TS
1ol

ou M= p(Dh(a))-[uD\'\@)“- (s:ujpcg(tgh(]cox)
P Clm

Démonstcation - 3t on approxime W par Qo 2w poiat o,

il vweat d’apre\s le theoreme d’apptox{m’.\h’on ek 12 mayoratim

(1) du paragraphe 2.4.3 (c$ ch o) -

NEyo , W nB(‘“&?A)C a+(Qa)g
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et d'&Prgs la remarque 1.4.2 du chapitre I, sion pose

E(Q)—_-_“ﬂéf.rz , il went

Voyo , WOB(a,p) C a+ (Qa)em
€k par surte

W* (- (040,3(0) ~+ Q

a

~

ou Qs est le hofne (\Ql'%hhorhood de Qq défini par :
Q, - {(o(,oc)GﬂﬂleP/ d(@,x), Q) g e(llet, ). e, 00 ]

= { ) e R RY A @, 8a)g A o™

ek Comme pour tout oo de V et +out = ?o\'nl' critrque
pour L) , () appattt'cr\l' a W, wieat

A ((dcto,2-20) ,@a ) & .'12/.'_’\ I (- oL, ozl =

Exe:np\e 1 .80t 5 l'a\o‘oh'cata'on nume’m'qut. definve
sur sz \Rz parc:

2 2 2 ¢ ¢ 33 2
T(d“o(z)x,g,?.):‘zx+%+Z+.16_011.d2.x.x4.2+d4.d2.x.g.z.
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Les notations sent celles de la proposition 3.1 . On prend
V= B(0,1) et L2 =B(0,4).%0%t oo = (0,0) , e point %= (5,0,0)

est une solutven du Prob\e;ne P(e) qui vervire la Condityon

suffisante d'optimalite’ docdre 2 . C.a.d -

V¥ xe R , Xx0 szxzr (o, xo) (X,%) > O
Done -

Nie {1,2,3] , 4. (o, 2) >0 ,

ek par C,or\se'quent R \,ap\o\\'ca‘h'on h se tedu't &2 £ et
Q(‘o,zo) se ce/du“r U noyau de 'Dg (do,*o) . SO\‘t ‘

3 ¢ ¢ 3 3
'g‘('d‘h&hzl‘&,z)" 93 ("‘« t,x,-"z)z x+q1'“2°x"5'z+“l-dt-‘é-zz

3
¥(°‘1.°(1) i‘&!z')‘ (“«:“*: X, 4i2)= g, 232.,.0( SR s zz
£ _ 33

.?s(eL.\,aL,_)%%'z) (ot,, :, 11) 224 .o x‘*z+zd‘ d, . 2.4.2

o o 4 00O
.Dg(d\ollo) :[OOO 2_0]

Oboo o2

<t

- - s - - -
'Q(ﬂoZo) i(d“) Z-J %JZ)E‘R/%:OJS:OIZ:O}.
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/ 1 N 7
De_t—ermmatxon de A : Nous allons determiner une

Constante Ajo telle que :
¥ («, 'x)eVr \D@(o('x)“</\ ,

une Condition de Crotssance en deCoulera .

Rappelons que o B= Uo.,) est une makrce alers

A/
“Bu [SU-P A \ (Z bu) . Donc PPour Yout (o( x) de
Aesp(tg.0)

vx L), sy on applique ce resultat aux matrices astoCiees

1
a le-,\ (o, %) , D‘l#z(d,’x) et ‘Dg(o(,—;) , on ohhfieal leg

majora Evons soivantes .

I Dg, (x,%) Il < 403
“Df (0, x) | < 2.3?5_‘
WP x| < 2

1
Donc \1D£(o{ Ol = (Z HD£ (=20l 7'< 180 ,

¥S o par cOnsequent.
V (e x) @ Ve Q, 104 @, 2) < 0% (o, %) || ¢ 180 | (s-ste, x-x0) .

Deétermination de M’ - ™' est edu't & b (Pf(eaxe) ).

Les valeurs propres de DR(xo,x0).PD(xo,xe) sont det

donc d'apres la proposition 2.4 44 (cf chI), pP(Df(q2))=4 .
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Dot M'=1 .
Sovent o un pParametre vorsin de o eb x=(x,y,z) un

polat critique pouf P(x) . D’apris la Propesitien 3.1 ona -

d( (ot,%), Qg o, ) € M4 b ot 0"

2

Soit :

I xil ¢ ao ( lla<ul—+ \lell) P

*

done pour dout k Comptis entre oet 4 | Ixl < ‘1‘3 udnz

LY

| ¢ =R o
des que x| < To

Exemple 2 : Soit "afspl\'cat ten aumerique defiave sar

R x le pac :

o - xtoal Yo e S o
O X)X e X e XXG AL G XY ol xy 4 Y

les notations sont celles de la propos\‘tx'on 1.4 .On Prcnd

V= Q(OJ‘\) et (L= Q}(O_,‘i) . Sott olyz0 . Le Pol’ﬂt’ X, =(00)

st un po\'nt' Cerbrque  pour P(oo) avec:

q, (e xe) y0 eb g (d.,2)=0
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Donc: h= (£,4,) et Qa=§x€RxRY DE() X =009 (@)% ) 0.
Sovt :

3y 123 2
2 2 4 3 332 11 2
.Qz(o(,x,tt,): %%(&l'x,%)::I+2lé+qug,+3o(z‘1+dz+2olz.5+°(

o
P )

_%s

2
o, 2
5.2 " ( /5))

= L e 2 (-

3 2
=(2+ 2y 4+ 120t 'y 4 6% 2491 20k 4) x

r ) 2
(Syat2et xytp 6 kix’y | 2d'x )

3 2 2 2
_(ZX-{-/\GO(XB-"&;.(. 9&22%2.{.2042*.20(%)
©o 2. O
. ‘D"\C“)“[o o 1 ]
o O |2

et
- - 3 - —_ -
.Q“:{(ulx,%jelps Jot=0 , X =0 ,\-*)/07:

Detecminabion de A - Soit (o, %) un paiat de Vx{2,

avee la mewme wethode de \'Q)(tm\o\c { , on obtient :

CADE, (w2 I g 1S3
HD %, (o0 ) < 462
Mg, (2,00 k & 204
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Donc : i Dlh(e(,x)llg %02 , et par COf\Se/quiﬂt‘.
¥ (x2) € Ve L2 106 (¢, x) - Dh(a) Il 302 Wl (s-do, 2% )]

Detecminakvon de ™M’ ona [I.]=1 , donc ,

= p (DhCa) ). HDh(ad I . Sup \J(Dhca)l)
L23c1criy

Les pactres T qu veerfient L27C 1¢cC2] sent:

. /7
T,={2,2% et T, = {4,2,37 et les matntes asioCrees Sont:

ﬂh(a)l S[555] <t Drey, = Dhia: [O y O]

oo 41

t

. 4 et
Les valeurs propres de Dh (a)g, Dh(w; Sont 4 et
Les valeurs propres de Ph(ad. FDh(a) sont 4, Y4 et 44y .

Done d’aprés (& propesition Z.4.14 (cfchu) -«

-y (Dh(ad1 )= 4

P (DhE)) =4

cp UDh(arll =42
Deoea = ™M’'=142

Sorent ol ua patametre de V et X= (2,\&) un poieb
Ct\‘h‘\'Quc pou () .D’apre\a la propesition 3.1 ona:



5% 4
d(@(,x) , &@a) < 5_?-_'2:3_°3- M (o(,x)\\z'

Sovk -

p 1 1 Al .
1€ 1812 . (% X4y™) o (o,%) % (oo, x) et 4<o
{ \/dl_{_‘x,l < 1812 . (o(l.(. xx.*.%l) St 40

Done pour tout &y o

o+ l[x} é‘L——
bR 1
o ) et Vie% G812) alors UxW ¢ B2 yuy.
k
§s?°

Ixh g A

SY ! et k1812 alors “X“(\/”“n"‘z =l

40
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