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CHAPITRE I 

LA CLASSIFICATION 

I- 1 . INTRODUCTION 

La classification existe vraisemblablement depuis l'origine 

de la communication humaine. Pour l'être humain, classer est 

une activité normale et nécessaire pour appréhender le réel, 

y mettre de l'ordre, organiser son savoir, donc pour survivre 

dans un environnement parfois hostile. 

Classer permet tout à la fois, en groupant les objets naturels, 

les objets artificiels ou les concepts en ensembles plus ou 

moins inclusifs, d'établir des procédures de reconnaissance en 

fonction des données ou de caractères constants ou transitoires, 

communs ou uniques. L'attribution d'un nom à chacun des 

groupes reconnus complète le processus. Une classification, 

quelle que soit la technique utilisée est, en définitive, un 

moyen pratique de stocker, de structurer et de transmettre 

une information sélectionnée et codifiée, qui devient ainsi 

directement utilisable pour peu que la symbolique employée 

soit commune à celui qui transmet l'information et à celui qui 

la reçoit. 

Depuis l'Antiquité, en suivant des méthodes différentes, 

la classification se fonde sur l'exploitation d'ensembles 

d'attributs très variés en utilisant différentes méthodologies. 
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Au XVIIJième siècle, et jusqu'à une époque peu éloignée, 

on recourait à des "systèmes" pour classer. Ces systèmes 

s'apparentent à ce que l'on nomme aujourd'hui des "clés de 

détermination". Ils consistent à utiliser un petit nombre 

d'attributs judicieusement choisis pour permettre un 

arrangement des groupes. En systématique, sctence des clas­

sifications biologiques, l'exemple le plus célèbre est sans 

doute le "système sexuel" des plantes préconisé par Linné 

[Linné, 1753]. Il se fondait exclusivement sur l'analyse 

d'un nombre limité d'attributs liés à l'appareil reproducteur, 

les étamines et le pistil, pour construire la classification 

des plantes. Pour la première fois, Linné codifiait sous une 

forme condensée la description des plantes et des animaux 

et introduisait la nomenclature binominale en désignant 

les espèces par un nom double en latin, véritable nom 

propre à chaque espèce. La classification devenait une 

méthode pratique pour codifier "l'ordre naturel". 

Même s1 Linné reste le grand nom que l'on retient 

dans l'histoire de l'utilisation de la classification biologique 

ou systématique, il était l'héritier d'une longue série d'érudits 

qm, depuis l'antiquité, notamment avec Aristote, cherchaient, 

par l'inventaire de la diversité et par l'analyse des traits 

exhibés par les plantes et les animaux, t. établir les relations 

de toutes sortes qui pourraient exister entre ces derniers. 

Le but ultime, était bien entendu, de mettre en évidence, 

au sem de la diversité, un ordre sous-jacent qui traduisit 

un supposé dessein d'origine divine ou des relations d'une 
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autre nature, ce qui fut le cas lorsque l'évolution s'imposa 

comme cause principale de cet ordre. Dans le contexte de 

ce travail, on supposera que tout objet peut être décrit par un 

nombre fini de caractères ou attributs, dont les valeurs 

peuvent-être connues par le biais de capteurs ou d'instruments 

de mesure. Ces valeurs représentent l'information à partir 

desquelles la classification consiste à définir des classes. 

Le but principal de la classification est donc de conden­

ser les informations multiples observées sur un ensemble 

d'objets, la description complexe et détaillée de chacun d'eux 

étant remplacée par son appartenance à une classe bien 

définie. Cette démarche est relativement difficile à formaliser, 

surtout quand on se place dans un contexte non-supervisé, 

c'est-à-dire quand on ne dispose d'aucune information a pnon 

sur la structure de l'ensemble des évènements à classer. 

Dans certaines situations, il est même difficile de savOir, 

a priori, si les données sont réllement structurées en classes. 

Avant d'aborder la classification automatique proprement 

dite, il convient de présenter les techniques de classement. 

1 - 2. CLASSEMENT ET CLASSIFICATION 

L'objectif d'une procédure de classement consiste à 

classer des données dans des classes connues a priori. Dans 

cette démarche, on voit apparaître deux notions fondamen­

tales : la notion de donnée et celle de classe. 
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Dans ce travail nous considérons une donnée comme 

un ensemble d'attributs mesurés sur un objet et regrou­

pés sous la forme d'un vecteur. En général, un très grand 

nombre d'attributs peuvent être retenus pour caractériser 

le même objet. Cependant, en pratique, on n'utilise qu'un 

nombre restreint d'attributs, jugés pertinents pour le problème 

à résoudre. Ce choix est essentiel, car il influence fortement 

la qualité de la discrimination entre objets appartenant 

à différentes classes [Fukunaga, 1990] et conditionne 

donc le succès de la procédure de nuse en évidence des 

différentes classes [Fehlauer et Eisenstein, 1978 ; Pudil 

et Blaha, 1981 ; Lakshminarasimhan et Dasarathy, 1975 

Leonard et Kilpatirck, 1974 ; Fukunaga et Ando, 1973 

Eigen, Fromm et Northouse, 1974 ; Chen , 1976 ; Iain et 

Waller, 1978]. 

On peut considérer que les données proviennent de 

plusieurs sources aléatoires, chacune d'elles correspondant 

à une classe. Une classe est alors un ensemble de données 

"fortement semblables" entre elles et "relativement dissem­

blables" des données des autres classes. 

Les méthodes de classement reposent sur la 

connaissance a pnon des différentes classes entre lesquelles 

se répartissent les données à anal yser. Cela implique que la 

liste des classes est supposée complète et donc qu'une 

observation appartient forcément à une des classes prédéfinies. 
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Toutefois, dans de nombreuses situations pratiques, 

l'analyste ne dispose pas d'informations a priori sur les 

classes en présence dans un ensemble de données à analyser. 

Dans ce cas, il doit avmr recours à une procédure de 

classification automatique préalable. 

Pour classer des données on procède alors en 

deux étapes fondamentales et bien distinctes : 

- une phase d'apprentissage, ou de classification, 

dans laquelle, après avoir acquis le<; .-~:;:;.mées 

disponibles, on les analyse pour découvrir leur 

structure et identifier les classes en présence. 

- une phase d'exploitation, ou de classement 

proprement dite, dans laquelle des données 

collectées ultérieurement sont affectées aux 

classes mises en évidence à travers la phase 

d'apprentissage. 

I- 3. L'APPRENTISSAGE PAR CLASSIFICATION 

L'apprentissage de la structure des données peut être 

réalisé de deux manières différentes suivant le degré de 

connaissance disponible : par classification ou apprentissage 

supervisé, dit avec professseur, ou par classification ou 

apprentissage non supervisé, c'est-à-dire sans professeur. 
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1- 3 - 1 . Classification supervisée ou avec professeur 

Elle consiste à analyser un ensemble de données 

dont on connait la provenance a priori. L'attribution d'une 

identité à chaque observation est effectuée sous le contrôle 

d'un professeur qm donne à chacune une étiquette 

indiquant son appartenance à une classe : c'est l'étiquetage. 

1- 3 - 2 . Classification non supervisée ou sans professeur. 

Dans ce cas, on dispose de données dont on 

Ignore SI elles peuvent être groupées en classes et, SI 

oui, dans quelles classes. On peut se demander quel est 

l'interêt d'une telle démarche. Il y a trois raisons : 

- il est en général difficile et coûteux d'étiqueter 

un ensemble d'apprentissage sous le contrôle d'un 

professeur. 

- dans plusieurs applications, les caractéristiques 

des données peuvent changer avec le temps. 

Ces changements ne peuvent être pns en 

considération que si la classification est non 

supervisée. 

- enfin, au cours du procesus de classification, 

il peut apparaître nécessaire de prendre en 

compte d'autres attributs sur les données afin 
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de découvrir des sous-classes et de parfaire 

ainsi leur analyse. 

Au cours de la phase d'apprentissage, toute l'infor­

mation contenue dans les données doit être exploité afin de 

mettre en évidence la structure de ces données de manière 

aussi précise que possible. 

Cette étape peut-être elle-même divisée en deux étapes 

- le prétraitement des données, 

- la conception de la règle de décision. 

I - 3 - 2 - 1 . Prétraitement des données 

Au cours de cette étape, le choix du vecteur­

observation est primordial. Ce vecteur doit contenir les attributs 

susceptibles de mettre en évidence les classes recherchées. 

Les attributs peuvent être soit des attributs informatifs, 

ayant un grand pouvoir de discrimination entre les classes et 

présentant une faible corrélation avec les autres attributs sélec­

tionnés, soit des attributs peu informatifs, c'est-à-dire des attri­

buts dont les valeurs diffèrent peu d'une classe à l'autre. 

En analyse de données, un problème difficile 

à résoudre est la sélection des attributs à retenir [Fehlauer 

et Eisenstein, 1978 ; Pudil et Blaha, 1981 ; Lakshminarasirnhan 

et Dasarathy, 1975 ; Leonard 

et Ando, 1973 ; Eigen, Fromm 

1976 ; Jaïn et Waller, 1978]. 
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1 - 3 - 2- 2 . Conception de la règle de décision 

Durant cette étape, on conçoit une procédure 

de classification dont le but essentiel est d'identifier les 

classes entre lesquelles se répartissent les observations en 

découvrant des groupements dans l'espace de représentation. 

Il s'agit donc de mettre en œuvre des démarches 

exploratoires qm permettent de structurer un ensemble 

d'observations non étiquetées en classes, de telle sorte que 

chaque classe ne contienne que des observations dont 

les attributs sont relativement semblables alors que des 

observations assignées à des classes distinctes ont des 

attributs nettement différents. 

Le concept de classes est généralement difficile à 

définir en dehors d'un cadre statistique. C'est la ratson pour 

laquelle nous proposons maintenant une définition 

statistique d'une classe d'observations. 

1- 4 . DEFINITION STATISTIQUE D'UNE CLASSE 

D'OBSERVATIONS. 

1 - 4- 1 . Description statistique d'une classe 

Avant de considérer des problèmes multiclasses, nous 

commençons par analyser les propriétés statistiques de la 
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distribution des observations provenant d'une seule source 

aléatoire et donc ne constituant qu'une seule classe. 

Lorsque l'on considère des objets décrits par N 

variables x 1 , x2 , ..... , xn , .... , xN représentant chacune un 

attribut spécifique, ils peuvent être représentés par des points 

dans un espace Euclidien à N dimensions. Le vecteur des 

attributs, ou observation multidimensionnelle, est noté Xq , 

q = 1, 2, ... , Q, Q étant le nombre total d'observations 

disponibles : 

X= (x q l,q xz ; ,q X ; ..•.• , XN JT n,q ,q 
1-1 

Soit p(X) la fonction de densité de probabilité sous­

jacente à la distribution des observations qui caractérise la 

classe considérée. 

On définit le vecteur moyenne X par 

1-2 

Chaque composante de ce vecteur est la moyenne 

de chaque attribut xn , n = 1, 2, ... , N, qui peut-être estimée 

par 

x 
1 Q 

_-I 
n- Q q=1 

x n,q 

9 

pour n = 1, 2, ... , N, 1-3 



On définit aussi la matrice de covanance S 

par 

S =Il sj.k Il j = 1, 2, .... , N et k = 1, 2, ... , N 1-4 

dont chaque élément s. k peut -être estimé par la covariance : 
J, 

s.k = 
J. 

1 Q 
L (X. -X.) (x - Xk) 

Q J,q J -l<,q 

q=1 
1-5 

Cette matrice de covariance est donc symétrique et 

ses termes diagonaux sont les variances des attributs, carrés 

des écarts type (j xn estimés par : 

2 

O'x = 
n 

(x -x)2 
n,q n 

1-6 

Les fonctions de densité de probabilité p(X) 

suivent, en général, des lois bien définies, telles que la loi 

de Bernoulli, la loi binomiale, ou la loi de Poisson, et 

encore la loi de Laplace-Gauss. Nous nous interessons plus 

particulièrement à cette dernière qui est l'une des plus 

utilisées en analyse des données de par sa généralité et sa 

relative simplicité. 
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1 - 4 - 2 . Loi de Laplace-Gauss ou Loi normale 

Quand on dispose d'un ensemble important constitué 

de Q observations à N dimensions, X = [x1 ; x
2 

; ••• ; x ; ... ; xN ]T, q ,q ,q n,q ,q 

la forme de la fonction de densité multivariable peut être 

approchée par : 

1 
exp [-1/2 (X- X)T S·1 (X- X)] I-7 p(X) = 

x étant le vecteur moyenne des attributs donné par 

l'équation I-2 et s la matrice de covariance donnée par 

l'équation I-4 et dont les termes diagonaux sont les variances 

des attributs données par l'équation I-6. 

La loi de Laplace-Gauss prévoit une répartition 

symétrique des écarts (X - X) autour du vecteur moyenne des 

attributs X. La forme du regroupement des observations autour 

de X est déterminée par la matrice de covariance S. 

En effet les lieux des points de l'espace d'égale densité 

sont des hyperellipsoïdes définis par 

(X - X)T s- 1 (X - X) = C I-8 

Parmi les domaines d'équidensité, celui défini par : 

(X - X)T S- 1 (X - X) = 1 I-9 



JOue un rôle priviligié. En effet, il a été démontré que la 

fonction de densité est concave dans ce domaine et que la 

probabilité qu'une réalisation xq de la variable aléatoire x 
soit située dans ce domaine a une valeur indépendante des 

paramètres de la distribution [Postaire, 1987]. 

Pour le cas unidimensionnel où N = 1, ce domaine . 

de concavité, noté Dk , est défini à l'intérieur de l'intervalle 

[ x - cr , x+ <J ] où 68,3 % des observations se groupent 

autour de x. La probabilité pour que l'écart € = x - x 
q 

soit compris entre -E et +E est donnée par la fonction 

d'erreur 
E 

erf ( ...fi ), 
(j 2 

avec 2 
u 

f exp (-t2) dt 1-10 erf (u) = =\jnn 
cr n 0 

La figure I.l illustre cette fonction de densité 

normale monovariable. 

P(X) 
1 
1 

1 
1 

1 1 1 
l-e 

o- (J 

~ + 
1 

1 1 

1 'i 1 -
CONVEXE 1 CONCAVE 

1 CONVEXE .... , .. •1 
Fonction de densité normale monovariable 

Figure 1.1 
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La figure 1.2 donne deux représentations des 

lignes d'égale densité d'une fonction de densité normale 

bi-dimentionnelle. 

La tïgure I.3 montre comment la forme du 

groupement des observations autour de la moyenne dépend 

de la matrice de covariance. 

j . 11 . : ,• 
- . . ..... :' ... . , ------ -· _._. __ ._\: .. . . :~ .. ·:-· ... . 
~ .... : ..... . . . ... . 

., 

(a.) 

0 

• 1 
1 

1 

Représentation spatiale des lignes d'équidensité (a) 
et leur projection (b) 

Ol 
1 J 

Figure 1. 2 

[
v11 o ] 5 
0 v,~._ 

• 

Différentes formes de groupements d'observations 
bidimensionnelles autour du vecteur moyenne en 

fonction de S. 

Figure 1.3 
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Certains auteurs définissent le domaine modal de 

la distribution comme l'intérieur de l'hyperellipsoïde d'équation 

(X - Xf s-I (X- X) = 1, c'est-à-dire le domaine de l'espace RN 

où la fonction de densité de probabilité est concave 

[Postaire, 1987]. La taille et la forme de ce domaine 

dépendent donc de la matrice de covanance. A partir de 

la définition de S, on constate que plus les observations 

sont proches de X, plus les valeurs propres de S sont 

petites et plus le domaine modal est de taille réduite. 

1- 5 . NOTION DE MELANGE 

Supposons maintenant que l'on soit en présence d'un 

échantillon dont les observations proviennent de plusieurs 

sources aléatoires et constituent, de ce fait, un mélange de 

plusieurs classes. La fonction de densité de probabilité 

conditionnelle p( x 1 ck) définit la distribution du vecteur 

X pour la classe Ck , k = 1, 2, .... , K, K étant le nombre de 

classes. 

Supposons que l'on connaisse les proportions P (Ck) , 

k = 1, 2 .... , K, de chacune des classes constituant le mélange 

telles que: 

1-11 
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La fonction de densité de probabilité de toutes les 

observations est alors un mélange pondéré des fonctions de 

densité associées aux différentes classes en présence. Cette 

fonction de densité de probabilité du mélange est alors de 

la forme: 

K 

p (X) = L, p (X 1 Ck) P ( Ck) 

k=1 
1-12 

La connaissance de la valeur du vecteur X permet de 
q 

calculer la probabilité d'être en présence d'une observation 

de la classe Ck. En effet, d'après la règle de Bayes, cette 

probabilité, dite probabilité a postériori, s'exprime sous la 

forme: 

p (Xq 1 Ck) P (Ck) 

P (Ck 1 Xq) = 1-13 
p(X) 

On peut alors décider qu'une observation Xq fait partie 

de la classe ci ' pour laquelle 

P (C 1 X ) = max k = 1, 2, ... , K 
1 q 

1-14 

La probabilité d'erreur associée à cette règle de décision 

est 
K 

P (erreur 1 X)= L P (Ck 1 X) 
q q 

1-15 

k=1 
k;t: i 
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Cette règle de décision est optimale en ce sens 

qu'aucune autre procédure ne peut conduire à un taux d'erreur 

plus petit. C'est la raison pour laquelle nous comparerons 

tous les résultats des procédures de classification avec 

le taux d'erreur théorique mm1mum correspondant à 

1 'utilisation de cette règle. 

Nous illustrons cette notion de mélange sous 

l'hypothèse normale. La figure I.4 représente les fonctions 

de densité conditionnelles normales monovariables pour trois 

classes ainsi que leur mélange donnant la fonction de densité 

pour toutes les données. 

lp(x) 

x 

Fonctions de densité conditionnelles normales 
monovariables pour trois classes ainsi que leur mélange 

Figure 1.4 
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I- 6. LES PROCEDURES STATISTIQUES DE CLAS­

SIFICATION PARAMETRIQUES 

Dans ce type de méthodes, la forme analytique des 

modèles de distributions des observations est supposée connue 

a pnon. Sous cette hypothèse paramétrique, le problème de 

l'analyse de données peut-être ramené à celui de la 

détermination des paramètres d'un mélange de fonctions de 

densité représentant les distributions des observations 

provenant de chacune des classes en présence dans 

l'echantillon analysé. 

En l'absence de connaissance a pnon, on ne 

peut faire que des hypothèses sur les lois de densité 

de probabilité des classes, pms estimer leurs paramètres. 

Dans la pratique cette approche ne peut s'appliquer 

de manière réaliste que sous l'hypothèse gaussienne. 

Considérons un échantillon dont les Q observations 

proviennent de K classes Ck , k = 1, 2, ... , K, chacune d'elles 

étant caractérisée par une fonction de densité de probabilité 

conditionnelle normale 

où sk est la matrice de covanance de la classe ck , et xk 
le vecteur moyenne de cette classe. 
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La fonction de densité sous-jacente à la distribution de 

l'échantillon disponible est alors un mélange pondéré des lois 

de probabilité de ces différentes classes de la forme : 

K 
p(X) = L p( X 1 Ck) P( Ck) 

k=l 

où P(Ck) est la probabilité a pnon de la classe Ck. 

1-17 

En analyse de . données, la règle de décision optimale 

est celle de Bayes pour laquelle la probabilité d'erreur de 

classification est inférieure à celle obtenue avec toute autre 

règle de décision. Elle suppose une connaissance totale des 

lois de densité de probabilité régissant la distribution des 

observations. Elle nous donne la règle de décision suivante : 

X est associé à la classe pour laquelle 
q 

P (Ck 1 Xq) = max k = 1, 2, ... K 

Sous l'hypothèse gaus1enne, on obtient 

X est associée à la classe pour laquelle 
q 

1-18 

+log 1 Sk 1 + + (Xq- Xk )T S-\ (Xq- Xk) - log [P(Ck)J =min 

k = 1, 2, ... , K 1-19 

Cette règle de décision est celle de la procédure de 

classification "quadratrique par morceaux" [Bezdek et al., 

1985]. 
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Lorsque les matrices de covariance des classes sont 

toutes égales, on obtient la règle suivante : 

X est associée à la classe pour laquelle 
q 

S-1 k Xk + log [P(Ck) ] = max 

k= 1, 2, ... , K I-20 

Cette règle de classification est celle de la procédure 

de classification "linéaire par morceaux" [Bezdek et al., 1985]. 

Dans le cas où les domaines modaux Dk de 

la fonction de densité du mélange, c'est -à-dire les domaines 

où elle est concave, sont très semblables aux domaines 

de concavité Dk des composantes Ck, k = 1, 2, ... K, le 

dénombrement des classes constituant le mélange peut 

s'effectuer en dénombrant le nombre de domaines modaux 

de sa fonction de densité. 

De plus, la position des modes du mélange donne une in­

formation relativement précise sur la position des composantes. 

On peut alors admettre que les domaines modaux du mélange 

apportent de bonnes informations quant aux positions et 

dispersions des différentes classes constituant l'échantillon. 

Cette propriété a été utilisée de manière systématique 

par Postaire et Vasseur pour identifier des mélanges gausstens 

[Vasseur et Postaire, 1980 ; Postaire, 1982]. 
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D'autres auteurs ont également tenté de retrouver la 

structure d'un mélange par détection des modes de la 

fonction de densité de probabilité sous-jacente [Asselin de 

Beauville, 1978 ; 1979 ; 1983 ; 1989 ; Oulad Haj Thamir et 

Asselin de Beauville, 1982]. Certaines approches proposées 

dans ce sens s'appuient sur des techniques de recherche 

de maximum en suivant les lignes de plus grande pente 

de la fonction de densité. Une solution originale consiste à 

estimer le gradient . de cette fonction directement à partir 

des observations [Fukunaga et Hostetler, 1975]. 

Une autre solution consiste à détecter les contours 

des régions modales de la fonction de densité [Postaire et 

Touzani, 1990 ; Touzani et Postaire, 1989]. Cette méthode 

demeure quand même très sensible à toutes les irrégularités 

que peuvent présenter des distributions réelles car la 

détection des contours s'appuie sur la mise en œuvre 

d'opérateurs différentiels très sensibles au bruit. 

Pour éviter l'utilisation de tels opérateurs, on peut aborder 

l'analyse de la fonction de densité dans le cadre de la 

morphologie mathématique, algèbre des ensembles définis sur 

des espaces Euclidiens [Matheron, 1985]. Les transformations 

morphologiques : érosion et dilatation ont été généralisées aux 

traitements de données multidimensionnelles pour la classi­

fication automatique [Botte-Lecocq et Postaire, 1991 a et b ; 

Postaire, Zhang et Botte-Lecocq, 1993 ; Zhang, Botte-Lecocq et 

Postaire, 1993]. 
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Ce type d'approche présente un certain nombre 

d'avantages. Tout d'abord, elle ne nécessite pas le stokage de 

l'ensemble d'apprentissage. En effet, dans le cas gaussien, 

le vecteur moyenne et la matrice de covariance d'une classe 

sont suffisants pour résumer l'information statistique relative 

à cette classe. De plus, elles sont simples et rapides. 

Cependant, il existe trois inconvénients majeurs à leur 

utilisation. Le premier est la nature paramétrique des règles 

de décision. En effet, il est extrêmement difficile de vérifier 

la validité du modèle posé a priori, surtout pour des lois 

de densité de probabilité gaussiennes multivariables [Smith et 

Iain, 1988 ]. De nombreux auteurs ont noté que la procédure 

linéaire est robuste par rapport à la non normalité des 

classes, tandis que la quadratique souffre fortement d'un 

écart par rapport à cette normalité [Raudys et Jaïn, 1991]. 

De plus, si les classes sont multimodales, ces approches ne 

sont plus utilisables. 

Le second inconvénient est lié à la dégradation des 

résultats d'estimation des paramètres lorsque le rapport entre 

le nombre Q d'observations de l'échantillon d'apprentissage 

et le nombre N d'attributs est faible. Dans le même ordre 

d'idée, pour deux classes gaus1ennes, Fukunaga [Fukunaga, 

1990], Raud ys et Jain [Raud ys et Iain, 1991] montrent 

que l'augmentation de l'erreur de classification pour ces 

procédures est proportionnelle à 1/K, K étant le nombre de 
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classes, et dépend principalement de la dimension N de 

l'espace de représentation. D'autres méthodes paramétriques 

réduisent ces dépendances comme celle basée sur un test 

d'hypothèse de Smolarz [Smolarz, 1987]. 

Le troisième inconvénient concerne l'estimation des 

probabilités a priori. Il arrive souvent, en effet, que celles-ci 

ne soient pas accessibles. Dans ce cas, l'analyste a tendance 

à simplifier le modèle probaliste en les considérant 

identiques pour toutes les classes. Celeux et Govaert 

[Celeux et Govaert, 1991] ont démontré que les résultats 

sont fortement affectés par cette simplification si elle 

ne correspond pas à la réalité. 

De plus, il est nécessaire de souligner que plus les 

classes du mélange sont proches, plus la dégradation des 

performances est importante. Il y a plusieurs approches 

possibles pour contourner cette difficulté. Une première 

consiste simplement à interpréter les estimations des 

probabilités a posteriori comme des degrés d'appartenance 

à une partition floue [Gethet et Geve, 1989 ]. Le critère 

de classification peut alors être modifié d'une manière 

adaptée [ Bezdek, 1981 ; Windham, 1987 ; Trauvaert et al, 

1991 ]. Une deuxième solution consiste à considérer un 

modèle de classification partielle [Celeux 1987 ]. On se 

ramène alors à un problème d'analyse modale dans un 

contexte paramétrique. 
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Il y a aussi des méthodes pour rechercher de manière 

itérative les estimateurs du maximum de vraisemblance des 

paramètres statistiques nécessaires à la classification [Everitt 

et Hend, 1981 ; Titterington et al, 1985 ; Celeux, 1988 ; 

Ce leux et Diebolt, 1989]. Plusieurs méthodes classiques 

peuvent être utilisées du type gradient, Newton, Raphson, 

etc.... Il existe également des algorithmes qui résolvent ce 

problème : l'algorithme EM, (Estimation - Maximisation ), l'algo­

rithme SEM, ( Stochastique-Estimation-Maximisation), et l'algo­

rithme SAEM, (Stochastique-Annealing-Expectation-Maximisation). 

Toutefois ces algorithmes nécessitent une connaissance a priori 

du nombre de classes en présence et une initialisation 

proche de la solution recherchée [Mourot, 1993]. 

I- 7. LES PROCEDURES METRIQUES DE CLASSIFI­

CATION 

En général, les résultats de procédures de classification 

statistique sont sensibles à la valeur du rapport entre le 

nombre Q d'observations disponibles et la dimension N de 

l'espace où elles sont représentées. Pour de petites valeurs 

de ce rapport, cette classification n'est plus possible. 

Les méthodes métriques permettent par contre d'analyser 

des données où ce rapport est faible. 
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Ces méthodes peuvent être divisées en deux groupes : 

- les méthodes de classification hierarchique 

- les méthodes de classification par optimisation 

d'un critère. 

1 - 7 - 1 . La classification hierarchique 

Dans l'approche hiérarchique, les observations ne sont 

pas affectées aux classes correspondantes en une seule étape. 

Il existe deux grandes familles : les méthodes ascendantes 

et r',- J~endantes. Un algorithme ascendant commence avec 

une partition en un nombre de classes contenant chacune 

une des observations à classer. L'algorithme fusionne à 

chaque étape les deux classes les plus semblables en 

maximisant un critère de similarité. La partition précédente 

est ainsi emboîtée dans la partition suivante. Un algorithme 

descendant exécute le processus dans le sens inverse . Toutes 

les observations sont d'abord groupées en une seule classe 

et, à chaque étape, on maximise un critère de dissimilarité 

pour permettre de diviser chacune d'elles en deux. Le 

processus est itéré et la partition finale est obtenue en 

respectant soit un nombre de classes préfixé, soit un critère 

prédéfini [Bayne et al, 1980 ; Lane et al, 1967 ; Lukasova, 

1979]. Une autre méthode consiste à réduire la hiérarchie 

des parties ou l'arbre des classifications sous forme d'un 

ensemble de nœuès significatifs, avant d'effectuer la partition 

de l'ensemble des objets à classer [Gordon, 1987 ; Lerman 

et al, 1991]. 
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Ces méthodes hiérarchiques étant séquentielles, l'affec­

tation d'une observation à un groupe n'est jamais remise 

en cause dans les étapes ultérieures. Pour le cas ascendant, 

par exemple, la séquence de partitions emboîtées démarre 

par le calcul de la matrice des distances ou de similarité 

entre les différentes observations, et se termine par un 

dendrogramme, ou arbre hiérarchique, qm montre les étapes 

de fusions successives en passant par une actualisation 

de la matrice des distances. 

Les critères les plus utilisés dans les méthodes 

ascendantes sont, entre autres, le critère du plus proche 

voisin ou "Single link" [Florek et al, 1951 ; Mc Quitty, 1957 ; 

Sneath, 1957; Johnson, 1961 ], le critère de la distance moyenne 

ou "group average" [Sokel et Michener, 1958 ; Lance et 

Williams, 1966 ; Everitt, 1977 ], le critère du centre de gravité 

ou "centroid cluster analysis" [Sokel et Michener, 1958 ; King, 

1966 et 1967] et le critère de Ward [Ward, 1963]. 

Pour les critères descendants, nous avons entre autres, 

l'analyse associative [Lambert et Williams 1962 et 1966 ; Mac 

Naughton-Smith, 1965], et la méthode de détection interactive 

automatique ou "Automatic Interaction Detector Method" 

(A. 1. D.) [Sonquist et Morgan, 1963 et 1964]. 

La classification hiérarchique se heurte à deux 

problèmes. Elle est difficilement utilisable pour un grand 
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nombre de dimensions et d'observations car elle nécessite 

le calcul et le stockage de la matrice des distances, et 

cela même avec les algorithmes les plus performants 

[Bruynooghe, 1978]. Le second problème est lié au choix 

laissé à l'utilisateur d'une partition en un nombre de 

classes prédéfini. Si ce choix est difficile, un critère 

d'arrêt doit être spécifié. 

1- 7- 2 . La classification par optimisation d'un critère . 

Ces méthodes de classification sol!î. ..... 6 u.ù:ment 

appelées méthodes de coalescence. Elles diffèrent des 

méthodes hiérarchiques du fait qu'elles permettent le transfert 

d'une observation d'un groupe à un autre à condition que 

la nouvelle partition soit meilleure, au sens du critère 

à optimiser, que la partition obtenue précédement. 

Le processus s'arrête quand aucun tranfert n'améliore plus 

la partition. Le choix du critère de qualité à optimiser 

n'est pas simple car il suppose qu'il existe une bonne 

définition des classes, celles-ci pouvant être de formes, 

de dispersions et de tailles quelconques dans l'espace de 

représentation des données. Pour la plupart des méthodes, 

le nombre K de classes recherchées est fixé initialement 

par l'utilisateur. Le problème du choix du nombre correct 

de classes a été étudié par de nombreux auteurs 

[Thomdike, 1953 ; Ling 1971 
' 

Sneath et Sokal, 1973 ; 

Milligan et Cooper, 1985 ; Boch, 1985 
' 

Jain et Moreau, 

1987 ; Dubes, 1987 et Jain et Dubes, 1987]. 
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Dans ces méthodes, on commençe par définir K 

points dans l'espace de représentation des données, qui agiront 

comme estimateurs initiaux des centres des K classes. Ces 

centres, ou descripteurs des classes, sont appelés des noyaux. 

Chacune des observations est affectée à la classe dont le 

centre est le plus proche, et cela en optimisant le critère 

choisi. L'estimation du centre peut-être réactualisée soit après 

l'affectation de chaque observation [Mac Queen, 1967] ou après 

l'affectation de toutes les observations. 

Dans la méthode des nuées dynamiques [Diday et 

al., 1982] qui est une généralisation d'un algorithme plus 

ancien, l'algorithme des centres mobiles [Bail et Hall, 1965], 

il s'agit d'optimiser un critère qui exprime l'adéquation entre 

une partition des observations en K classes et un mode de 

représentation des classes de cette partition. 

Le problème d'optimisation se pose alors en termes 

de recherche simultanée de la partition et de sa meilleure 

représentation possible au sens du critère choisi. Les noyaux 

peuvent prendre des formes diverses: 

-centres de gravité des classes, 

- groupes de points, 

- lois de densité de probabilité (critère de vrai-

semblance classifiante ), 

- sous-espaces vectoriels. 
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La difficulté de ces méthodes est la nécessité de 

connaître a pnon le nombre de classes. De plus, elles 

peuvent être coûteuses en volume de calcul et gourmandes 

en place mémoire. Ces 

à l'initialisation et elles 

méthodes sont également sensibles 

nécessitent que les effectifs des 

classes ne soient pas trop déséquilibrés. 

Il faut noter l'existence d'algorithmes à nombre de 

classes variables au cours de l'exécution. Il existe deux 

algorithmes principaux : l'algorithme ISODATA [Chandon et 

Pinson, 1981] et l'algorithme LEADER [Brown et al, 1991]. 

Ces algorithmes peuvent utiliser différents critères de 

classification. A partir d'une partition initiale, l'algorithme 

ISODATA procède par classification selon la méthode des 

centres mobiles par fusions ou divisions des classes en 

utilisant des seuils difficiles à définir a priori en absence de 

connaissance sur les classes. Par contre, l'algorithme LEADER 

est un algorithme qui classe séquentiellement les observa­

tions sans nécessiter le choix d'un seuil pour créer de 

nouvelles classes. 

Après ce bref panorama des procédures de 

classification paramétriques et métriques, nous abordons les 

procédures non paramétriques. 
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I- 8 . LES PROCEDURES DE CLASSIFICATION NON 

PARAMETRIQUES 

Pour éviter d'avoir recours à des modèles statistiques 

paramétriques qui peuvent conduire à imposer une structure 

aux données plutôt qu'à découvrir leur organisation 

véritable, les méthodes non paramétriques font appel à des 

notions de statistiques basées sur l'estimation point à point 

des fonctions de densité de probabilité. 

En général, l'existence de plusieurs maxima locaux 

de la fonction de densité de probabilité sous-jacente à 

la distribution des observations est considérée comme 

l'indication d'une population formée de plusieurs classes, 

d'autant plus différenciées que ces modes sont nettement 

séparés par des régions où la fonction de densité 

de probabilité est de très faible valeur : les vallées. 

Evidemment, il s'agit ICI d'un modèle de classification 

non paramétrique, sans définition précise du concept de 

classe [Bock, 1989 ]. Dans ce contexte, et à l'opposé des 

méthodes paramétriques, la loi de densité de probabilité est 

estimée par des méthodes non paramétriques comme la 

méthode du noyau de Parzen ou celle des G plus proches 

VOISinS. 
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1 - 8 - 1 . La méthode du noyau de Parzen 

Cette méthode est basée sur l'estimation explicite 

des lois de densité de probabilité des classes. L'estimation 

non paramétrique d'une loi de densité au point X est de 

la forme : 

G /Q 
p(X)= _q_ 

v 
q 

1-21 

où Vq et Gq sont respectivement le volume d'un domaine 

entourant X et le nombre d'observations tombant dans ce 

domaine. 

L'estimateur du noyau est donné par 

l Q 
p(X ICk)=- L 

Q q=l 

X-X 
<1>( q ) 

v h 
q 4 

1-22 

<1> étant la fonction noyau et h la largeur 
q 

de ce noyau. 

La fonction <1> et le paramètre hq déterminent 

respectivement la forme du domaine et sa taille [Fukunaga, 

1990]. On remarque que le choix de la largeur de 

fenêtre hq est très critique pour l'estimation de la 

fonction de densité de probabilité car ce paramètre est 
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fortement lié au nombre d'attributs et au nombre d'obser­

vations constituant l'ensemble d'apprentissage. Fukunaga et 

Hummels [Fukunaga et Hummels, 1987] ont d'ailleurs montré 

que la forme du noyau n'est pas un facteur aussi influent 

que sa largeur. 

En effet l'ajustement du paramètre hq, qm 

conditionne la qualité de l'estimation, est l'un des problèmes 

les plus délicats à résoudre en utilisant la méthode du noyau. 

Si h est trop grand, il y a sur-lissage. L'estimateur 
q 

m~"' ~.:" alors de résolution et ignore certaines variations 

significatives de la fonction de densité de probabilité. 

Si h est trop petit, les variations de l'estimateur deviennent 
q 

erratiques et ne sont plus significatives. Dans la pratique, 

on constate même que des domaines de taille satisfaisante 

dans certaines régions de l'espace à forte densité d'observations 

s'avèrent trop petits dans les régions à faible densité et 

réciproquement [Postaire, 1987]. 

1- 8-2. L'approche des G plus proches voisins. 

Pour pallier les difficultés liées au choix du 

paramètre hq dans la méthode du noyau, on peut éviter de 

fixer arbitrairement la taille des domaines. Une autre 

approche consiste à ajuster cette taille en fonction de la 



densité des observations dans le v01smage de l'observation X 
q 

où on estime la fonction de densité. Il s'agit de la méthode 

des G plus proches voisins. 

Soit D (X ) un domaine de volume unité admettant 
r q 

xq pour centre de symétrie, tel que : 

V [D (X)]= 1 
r q 

1-23 

où V [D (X ) ] indique le volume du domaine D (X ) 
r q r q 

Un tel domaine est appelé domaine de référence. 

Soit D(Xq, w), le domaine homothétique du domaine 

de référence D (X ) dans une homothétie de centre X et de 
r q q 

rapport w, w > 0 . On montre aisément que : 

V [D (X , w) ] = wN 
q 

1-24 

La taille du domaine D (X , w), appelé domaine 
q 

d'observation, est donc une fonction monotone croissante 

du rapport d'homothétie w. 

La méthode d'estimation des G plus proches voisins 

consiste à faire croître la taille du domaine d'observation 

centré en X jusqu'à ce qu'il englobe un nombre donné G 
q 

d'observations. Ce nombre G est, bien entendu, fonction 

du nombre Q d'observations disponibles. Ces G observations 
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englobées dans le domaine D(Xq, w) sont les G plus proches 

voisins de X . Si la densité des observations est élévée au 
q 

voisinage de Xq, la taille du domaine D(Xq , w) utilisé est 

relativement petite. Si, au contraire, la densité est faible, la 

taille du domaine utilisé est plus importante. Dans les deux 

cas et conformément à l'équation I-22 (Cf. § I-8-1.), G doit 

aussi bien converger vers l'infini lorsque Q tends vers l'infini, 

qu'augmenter lorsque D(X , w) tend vers zéro et cela pour 
q 

garantir la convergence de l'estimateur [Duda et Hart, 1973]. 

Les fonctions 

G = G .YQ 
0 

ou G= G Ln Q 
0 

I-25 

satisfont ces propriétés et garantissent la convergence de 

l'estimateur. 

1- 8 - 3 . Détection des modes par recherche des maxima 

locaux 

Les modes, extréma locaux de la fonction de 

densité de probabilité, indiquent la présence des classes au 

sein de la population estimée. Ils peuvent être détectés en 

"remontant" les pentes de cette fonction selon la direction 

de son gradient [Asse lin de Beauville, 1978 ; 1979 ; 1983 ; 

1989]. La fonction de densité de probabilité est estimée par 

une des méthodes non-paramétriques évoquées ci-dessus : la 

méthode du noyau ou celle des G plus proches voisins. 
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L'estimation obtenue est alors utilisée pour 

déterminer son gradient. Une variante consiste à estimer 

directement ce gradient à partir des observations elles-mêmes 

[Mizoguchi et Shimura, 197 6 ; Fukunaga et Hostetler, 197 5 ; 

Kittler, 1976]. Comme toutes les approches basées sur 

l'utilisation d'opérateurs différentiels, ces méthodes sont 

sensibles aux irrégularités de la distribution des données 

et tendent à générer un nombre excessif de groupements. 

De plus, les algorithmes de détection des modes qm 

recherchent les maxima locaux de la fonction de densité sont 

mal adaptés à l'analyse d'échantillons où les classes présentent 

des densités très différentes car des modes d'amplitude élevée 

risquent de masquer les "petits" modes [Touzani et Postaire, 

1989b ]. L'introduction des techniques de relaxation permet de 

limiter les effets des disparités entre les tailles des modes 

[Touzani et Postaire, 1988]. 

1- 8 - 4. Analyse de la convexité 

Au lieu de considérer les modes comme des extréma 

locaux de la fonction de densité, on peut les assimiler à des 

régions de l'espace où cette fonction est concave [Vasseur 

et Postaire, 1980 ; Postaire et Vasseur 19g 1 ; Postaire 1982 et 

1983]. L'analyse de la convexité de la fonction de densité 

est effectuée en intégrant cette dernière sur des domaines 

d'observation de taille variable. Cette analyse améliore con­

sidérablement la robustesse de la méthode par rapport 
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aux techniques faisant appel aux notions de gradient, 

mais elle reste encore sensible aux irrégularités de la 

distribution des données. Là aussi, la relaxation permet 

d'améliorer les performances de la procédure. 

1 - 8 - 5 . Extraction des contours des modes 

Une autre approche pour extraire les régions modales 

[Postaire et Touzani, 1989] est basée sur la notion de 

contour des lois de densité de probabilité. Chaque mode 

est en fait considéré comme une région de l'espace de 

représentation où se concentrent les obser/'1tions associées à 

ce mode, entourée d'une région caractérisée par une faible 

densité d'observations. A la limite entre ces deux types de 

régions, il existe de fortes variations spatiales de la loi de 

densité de probabilité [Touzani et Postaire, 1989 ; 1991 ; 

Gzesnalowicz et Postaire, 1990 ; Zhen, Botte-Lecocq et 

Postaire 1991 ; Ou lad Haj Th ami et Asselin de Beau ville, 

1992 ; Zhang et Postaire, 1994]. Les frontières situées à la 

limite des modes sont mises en évidence grâce à des opéra­

tions différentiels multidimensionnels. Ensuite, une procédure 

d'extraction de contours permet de délimiter chaque mode. 

Les observations situées à l'intérieur des domaines de 

concavité ou des contours constituent des noyaux de classes. 

Les observations restantes sont alors affectées à leur plus 

proche noyau. 
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Ces trois dernières approches de recherche des 

modes posent le même problème : l'estimation de la fonction 

de densité ou de son gradient nécessite un grand nombre 

d'observations. Pour un petit nombre d'observations, 

ces approches de classification ne sont plus utilisables. 

1-8-6. Conclusion sur l'approche non paramétrique 

L'objectif des méthodes non paramétriques est de 

détecter des classes dans un ensemble de données sans 

connaissance a pnon sur le nombre de classes et leurs 

caractéristiques. Par conséquent, les classes détectées peuvent 

avmr des caractéristiques de formes, de dispersions, 

d'orientations et d'effectifs quelconques. En apprentissage 

non supervisé, cette capacité est essentielle. 

Ces méthodes souffrent cependant de plusieurs 

inconvénients pnnc1paux. Tout d'abord, la préciSion de 

l'estimation dépend de la taille de l'ensemble d'appren­

tissage surtout dans un espace de grande dimension 

[Fukunaga, 1990]. De plus, les méthodes d'estimation sont 

très coûteuses en temps de calcul et en place mémoire. 

Enfin, le problème posé par l'approche non para­

métrique est la validation et l'interprétation des résultats 

obtenus. La difficulté provient de l'absence de critère à 

optimiser ou de modèles de classes bien définis. 
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En pratique, les situations de multimodalité sont 

mal maîtrisées dans le cadre multidimensionnel. Par 

exemple, un mélange de M lois normales de moyen­

nes distinctes ne donne pas toujours une fonction de 

densité de mélange à M modes [Everitt et Hand, 1981]. 

Par conséquent, un algorithme détectant les modes ne 

sera pas toujours en mesure de trouver le nombre de 

composants. Celeux [Celeux, 1987] pense que les algori­

thmes de recherche de modes ne permettent de déceler 

que des structures en classes très séparées et aisement 

détectables par des algorithmes plus simples. Ils ne permet­

tent pas de détecter des classes ayant une structure 

complexe. 

1- 9. METHODES DIVERSES 

1- 9 - 1. Les réseaux neuronaux 

Les réseaux de neurones sont utilisés en 

reconnaissance des formes et en classification avec 

professeur car ils se prêtent très bien à l'apprentis­

sage quand on leur présente des données étiquetées. Les 

neurones, éléments de base des rés~aux, se modélisent 

comme des systèmes caractérisés par des fonctions de 

transfert non linéaires à une sortie et plusieurs entrées. 
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Les modèles de réseaux de neurones sont 

nombreux : modèle de Hopfield, de Boltzmann, réseau 

multi-couches, etc ... [Vassiliadis, 1990 ; Lau, 1992]. Il en est 

bien sûr de même des algorithmes d'apprentissage qm 

permettent leur nnse en œuvre [Vassiliadis, 1990]. 

Les réseaux de neurones permettent 

- d'engendrer des frontières de décision entre 

classes non linéairement séparables, 

..1e s2parer la phase d'apprentissage de la phase 

de classification du réseau. La convergence 

des poids synaptiques au cours de l'apprentis­

sage nécessite un effort de calcul mais pour 

l'exploitation du réseau, c'est-à-dire la clas­

sification de nouveaux échantillons, seul un 

petit nombre d'opérations simples implantées 

en parallèle sont nécessaires, ce qui les rend 

très performants, 

- ils sont robustes aux données bruitées, 

Parmi les inconvénients, nous pouvons citer les 

problèmes liès à : 

la difficulté du choix du modèle de réseau, 

- la définition du type de cellule de base, du 

nombre de couches, et des connexions du 

réseau, 
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- l'initialisation des poids du réseau [Masson, 

1992], 

- l'ajustement des paramètres de l'algorithme 

d'apprentissage [Sorsa et Kiovo, 1991], 

- la lenteur de l'apprentissage, surtout SI les 

données sont bruitées [Venketasubamanian et 

Vaidyanathan, 1991]. 

De plus, la nécessité d'une phase d'apprentissage 

limite l'utilisation de ces réseaux à des problèmes de classifi­

cation surpervisée. 

1- 9 - 2 . Les arbres de décision 

L'idée de base ayant donnée naissance aux arbres 

de décision est de décomposer une décision complexe en 

un ensemble de décisions plus simples [Safian et Landgrebe, 

1991]. Un arbre de décision est constitué d'un nœud-racine, 

de nœuds non terminaux et de nœuds terminaux. Un nœud 

non terminal correspond à une décision partielle ou inter­

médiaire à laquelle un sous-ensemble de classes est associé. 

Une seule classe est associée à chaque nœud terminal. 

N'importe laquelle des méthodes de classification 

précédentes peut-être utilisée pour effectuer la décision à un 

nœud de l'arbre. 
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Cette approche est intéressante pour les rmsons 

suivantes: 

- des décisions complexes peuvent être décom­

posées en décisions plus simples qui corres­

pondent, par exemple à des classes multi­

modales, 

- la classification est rapide car contrairement 

aux autres méthodes où chaque observation 

est testée par rapport à chaque classe, dans 

celle-ci une observation est testée seulement 

par rapport à certains sous-ensemt l r,.-;, rJ ,. 

classes, 

- pour les méthodes classiques, un seul 

ensemble d'attributs est utilisé pour discriminer 

toutes les classes. Pour les arbres de décision, 

on a différents attributs pour les différents 

nœuds internes de l'arbre. Cette possibilité 

peut réellement améliorer les performances en 

prenant en compte une information locale et 

en évitant les problèmes liés à un espace 

de grande dimension. 

La conception d'une méthode hiérarchique nécessite 

les choix suivants : 

- chJix approprié de la structure de l'arbre, 

- choix des attributs à utiliser à chaque nœud 

interne, 
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- choix de la règle de décision à utiliser à chaque 

nœud interne. 

Ces problèmes sont difficiles à résoudre car il n'exis­

te pas de solutions optimales [Safian et Landgrebe, 1991]. 

Quelques auteurs ont tenté des rapprochements entre 

les réseaux de neurones et les arbres de décision [Safian et 

Landgrebe, 1991]. Sethi et J ain [Sethi et J ain, 1991] utilisent 

un arbre de décision qu'ils transforment en un réseau de 

neurones multicouche. 

1- 9 - 3 . La classification floue 

La classification floue consiste à attribuer aux 

observations à classer des degrés d'appartenance par rapport 

aux classes floues mises en évidence. Si les degrés 

d'appartenance d'une observation aux classes floues sont 

tous inférieurs à des seuils d'appartenances, cette observation 

pourra être rejetée. La notion de degré d'appartenance 

permet de nuancer l'interprétation et de prendre en 

compte le phénomène d'évolution et le recouvrement des 

classes [Usai et Dubuisson, 1984 Béreau, 1986]. Le 

concept de fonction d'appartenance floue est utilisé pour 

quantifier le degré d'appartenance d'une observation X à une 
q 

classes Ck qui est alors considérée comme un ensemble flou. 
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Pour l' ensemble d'apprentissage, une partition floue 

en K classes spécifie le degré d'appartenance de chaque 

observation à chaque classe. 

La partition floue est caractérisée par une matrice Jl 

Il= [ Jlqk] q = 1, 2, ... , Q k = 1, 2, ... , K 1-26 

qui respecte les contraintes des conditions de non dégéné­

r~scence des classes et d'orthogonalité des données respective­

ment par : 

Q 
Ü< I, llqk < n 1-27 

q=l 

et 

K 
I J.lqk = 1 1-28 
k=l 

La règle d'affectation utilisée est la règle du maxi­

mum d'appartenance définie par 

xq appartient à la classe ck 

SI J.1 qk = max Jl. 
'U 
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Un certain nombre de fonctions d'appartenance ont 

été proposées, dont celles faisant intervenir la distance entre 

une observation et le prototype de la classe [Chaudhuri et 

Dutta Majumber, 1982]. Généralement, la distance utilisée 

est celle de Mahalanobis. Ces fonctions ont été étendues en 

considérant comme prototype d'une classe un noyau d'obser­

vations représentatif, ou les G plus proches voisins de cette 

observation, afin de ne pas être confronté aux problèmes 

d'estimation des paramètres pour le calcul de la distance de 

Mahalanobis [Du buisson et al, 1986]. 

Jozwik [Jozwik, 1983] a proposé une extension floue 

de la méthode des G plus proches voisins et un algorithme 

d'apprentissage pour cette règle. Le degré d'appartenance 

d'une observation à une . classe est la moyenne des degrés 

d'appartenance de ces G plus proches VOISins à cette 

classe. Keller [Keller et al, 1985] a proposé une méthode 

d'affectation à chaque observation d'un degré d'appartenance 

unité à la classe à laquelle elle appartient et des degrés 

d'appartenance nuls pour toutes les autres classes. Bezdek 

[Bezdek et al, 1986] propose d'utiliser un algorithme flou 

de classification tel celui de C - moyennes (FCM) pour 

initialiser la méthode floue de G plus proches voisins. Cet 

algorithme est bien adapté à la détection de classes 

gaussiennes équiprobables sphériques. 

Béreau [Béreau, 1986] a étendu la fonction 

caractéristique des G plus proches voisins afin que la 

43 



transition entre appartenance et non appartenance soit 

graduelle. La fonction d'appartenance floue choisie est 

inspirée de la fonction de distribution de Fermi-Dirac en 

thermodynamique statique. Cette règle de décision présente 

un avantage essentiel, la pondération de la distance de 

l'observation X à ses G plus proches vmsms présente 
q 

une décroissance moms rapide que les méthodes précédentes 

et, par conséquent, le voisinage d'une observation est mieux 

défini. 

1 - 9 - 4 . La fonction potentielle 

Une classe est représentée dans l'ensemble d'appren­

tissage par l'ensemble des observations qm la composent. 

Toutes ces observations ne sont pas forcément représentatives 

de cette classe. La notion de potentiel introduite par Grenier 

et Gane [Grenier, 1984 ; Gane, 1987] permet d'évaluer la 

représentativité d'une observation. Le potentiel d'une obser­

vation xq par rapport à la classe ck est en fait la 

distance moyenne de ce point à ses plus proche voisins 

dans la classe [Dubuisson, 1990 a]. Ce potentiel décroît de 

manière strictement monotone à mesure que Xq s'éloigne 

de la classe. 

Cette m~thode permet une décision avec des 

classes non convexes [Dubuisson, 1990 a]. 
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1- 10. CONCLUSION 

Nous avons présenté, dans ce chapitre, la plupart des 

approches paramétriques et non paramétriques pour la 

classification des données. Chaque méthode présente certains 

avantages et inconvénients qui favorisent son application 

plutôt à un type de données qu'à un autre. Il n'existe pas de 

procédure universelle adaptée à tous les types de données. 

Nous proposons, dans ce mémoire, une nouvelle approche 

basée sur une technique d'amaincissement de l'histogramme 

selon une procédure de maximisation de la taille des 

regroupements des observations ou de leurs sous-ensembles. 

Notre objectif n'est pas de présenter "la méthode universelle" 

ou "la meilleure procédure" utilisable pour tous les types de 

données, mais de montrer l'intérêt d'une telle approche et 

son applicabilité à des distributions différentes tant en "forme" 

et "taille" des regroupements qu'au niveau de la "dimension 

des données". 

Nous nous sommes placés dans un contexte non 

supervisé, sans aucune hypothèse paramétrique, afin de 

traiter des observations multidimensionnelles à valeurs 

réelles, représentables par des points repartis dans un 

espace Euclidien. Nous admettrons qu'il est possible de 

réaliser une partition de l'ensemble des données en 

classes disjointes. 
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La nouvelle approche pour la classification que 

nous présentons dans ce mémoire utilise l'histogramme des 

données. Dans le deuxième chapitre, nous présentons une étude 

rapide des histogrammes unidimensionnels et multidimen­

sionnels, de leur construction et de l'effet du pas de discré­

tisation sur leur forme. 

La plupart des procédures de classification utilisent 

des algorithmes de balayage de l'espace discrétisé. La 

dimension élevée N de l'espace de représentation de données 

entraîne trop de lourdeurs au niveau de la programmation 

pour que ces algorithmes développés puissent être utilisables 

quelle que soit la dimension des données. D'autre part, 

les temps d'éxécution des procédures ainsi que la taille 

mémoire nécessaire sont proportionnels à cette dimension N. 

Pour améliorer ces temps d'éxécution, réduire la taille 

de l'espace mémoire et simplifier la structure des algori­

thmes, nous proposons dans le troisième chapitre une nouvelle 

procédure de balayage qui transforme mathématiquement le 

problème multidimensionnel en un problème à une seule 

dimension, quelle que soit la valeur de N. Cet algorithme, 

qui ne réduit pas physiquement la dimension de l'espace, 

ne prend en considération que les points de l'espace discrétisé 

situés dans les régions où des observations sont effectivement 

présentes. 
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Le quatrième chapitre de ce mémoire est consacré 

à la nouvelle approche du problème de classification 

automatique elle-même. Il s'agit d'une procédure d'amaincis­

sement progressif, par étapes, des modes de l'histogramme 

multidimensionnel. La procédure, qui opére par regroupements 

successifs des observations, entraîne une réduction progressive 

de leur dispersion autour de chacun des modes de la 

distribution. Cette propriété résulte de la maximisation 

de la taille des regroupements itératifs des observations qui 

contribuent à donrier naissance à chaque mode de la 

distribution. 

Le chapitre cmq illustre cette nouvelle procédure de 

classification à l'aide d'ensembles de données générées 

artificiellement. 
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CHAPITRE II 

L'HISTOGRAMME : UN MODE DE 

REPRESENTATION PRIVILEGIE 

DES DONNEES 

Il - 1 . INTRODUCTION 

Dans de nombreux domaines de l'activité humaine, la 

connaissance a été acquise par l'étude de collections d'objets. 

r'our découvrir l'organisation de ces objets, ceux-ci 

doivent être classés selon des critères bien définis. 

Toute classification comporte une phase initiale où il s'agit 

de collecter des informations sur les objets, suivie d'une 

phase de dépouillement qui consiste à passer des données 

brutes aux représentations qm se prêtent le mieux à 

l'analyse et à l'interprétation. 

II- 2. LES TABLEAUX STATISTIQUES 

Les données brutes peuvent être mises sous la forme de 

tableaux permettant de regrouper sous la forme d'une seule 

représentation la description des objets par un ou plusieurs 

attributs. Ces tableaux peuvent être des tableaux d'effectifs 

ou des tableaux de fréquences. 
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Dans ce type de représentation, afin de rendre 

la description statistique de la distribution des objets 

commode à étudier, on regroupe les valeurs de chaque 

attribut en intervalles successifs et adjacents, de telle sorte 

qu'on ne différencie pas les valeurs de l'attribut qui sont 

comprises dans chaque intervalle. 

Chaque intervalle peut être caractérisé par une seule 

valeur de l'attribut observé, généralement, celle du milieu de 

l'intervalle. Un exemple d'un tableau de fréquences à une seule 

variable représentant un attribut continu est donné par le 

tableau Il-l. Cet exemple représente le temps nécessaire pour 

l'inspection d'un article. L'intervalle adopté est de une 

seconde et le nombre total d'articles est 100. 

Intervalles (secondes) 
Centre 

d'intervalle Effectifs Fréquences 

[11-12[ Il ,5 2 0,02 

[12-13[ 12,5 16 0,16 

[13-14[ 13,5 29 0,29 

[14-15[ 14,5 27 0,27 

[15-16[ 15,5 Il 0,11 

[16-17[ 16,5 6 0,06 

[17-18[ 17,5 4 0,04 

[18-19[ 18,5 2 0,02 

[ 19 - 20 [ 19,5 2 0,02 

[20-21 [ 20,5 1 0,01 

Un tableau d'effectifs et de fréquences à une seule 
variable représentant un attribut continu 

Tableau II - 1 
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II - 3 . LES GRAPHES 

Les représentations graphiques permettent, par simple 

lecture, de vou les caractéristiques essentielles de la 

distribution des objets, telles que le nombre de classes qm 

la constituent et leurs caractéristiques. Un simple coup d'œil 

permet aussi de comparer des distributions différentes. 

Lorsque l'attribut décrivant les objets est mesuré par 

une variable discontinue, on utilise un diagramme en "bâtons". 

Dans le cas d'un attribut mesuré v cilla ble 

continue, on utilise une représentation graphique sous la 

forme d'un histogramme, qui constitue une généralisation du 

diagramme en bâtons. 

La figure 11.1 représente l'histogramme de l'exemple 

du tableau 11-1. La plage de variatior. du temps d'inspection, 

qui s'étend de 11 à 21 secondes, est divisée en dix intervalles 

égaux d'une seconde chacun. L'histogramme est ainsi constitué 

de dix rectangles et on n'y distingue qu'un seul mode. 

Le choix de la largeur des intervalles est 

généralement arbitraire. Sans connaissance a priori sur la 

variable à représenter, il est difficile d'~juster ce paramètre 

fondamental qui conditionne grandement la forme de 

l'histogramme. Partant des données brutes du même 

exemple, nous pouvons bâtir plusieurs histogrammes 

des effectifs avec des intervalles de largeurs différentes. 
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Si la largeur de l'intervalle est agrandie à deux secondes, 

le nombre d'intervalles est de cmq et nous avons toujours 

un seul mode (Cf. figure II.2). Cet histogramme ne révèle 

pas toute la finesse de l'histogramme original de la 

figure II.l. 

30 

25 

20 

15 

10 

nombre d'inspections 

Largeur d'intervalle 1 seconde 

Histogramme de l'exemple du tableau 11-1 
pour une largeur d'intervalle 

de une seconde 

Fi~ure II.l 
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Si la largeur de l'intervalle est réduite à 0,5 

seconde, l'histogramme correspondant devient hératique, 

donnant un effet de dents de scte qm n'apparait pas 

avec des intervalles plus larges. On dénombre six modes 

définis comme des maxtmum locaux de 1 'histogramme, 

(Cf. figure 11.3). 

Avec quarante intervalles d'une largeur de 0,25 

seconde, l'histogramme présente une très forte variabilité. 

On y dénombre treize modes non significatifs qu'il ne faudrait 

pas interpréter comme une prolifération de sous-populations 

homogènes (Cf. figure 11.4 ). 
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Histogramme de l'exemple du tableau 11-1 
pour une largeur d'intervalle de deux secondes 

Figure 11.2 
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Figure 11.3 
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Histogramme de l'exemple du tableau Il-l 
pour une largeur d'intervalle de 0,25 secondes 

Figure 11.4 
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Il - 4. CONSTRUCTION D'UN HISTOGRAMME 

MULTIDIMENSIONNEL 

II- 4- 1 . Discrétisation de l'espace de représentation des 

données 

Comme nous l'avons indiqué au chapitre 1, le vecteur 

attribut associé à chaque observation se présente sous la forme 

X = [x1 ; x
2 

; ••••• q ,q ,q ••..• ; XN F ,q 

q = 1, 2, ... , Q 

11-1 

La première étape pour générer l'histogramme consiste 

à discrétiser l'espace où sont représentées ces Q observations 

sur une grille hyperparallèlépipédique. Les plages de variation 

de chacun des attributs sont divisées en un même nombre 

D d'intervalles. Sur le nième axe, on définit ainsi D intervalles 

dont la largeur C(n) est donnée par: 

max (x ) - min (x ) q n,q q n.q 
C(n) 11-2 

D 

n = 1, 2 ,3, ......... , N et q = 1, 2, 3, ....... , Q, 

où max (x ) et min (x ) sont les valeurs maximum et q n.q q n,q 

minimum de l'attribut x . Les extrémités des intervalles sont 
n 

repérées sur chaque axe par un index entier positif an variant 

de 0 à D. 
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Cette division de chacun des axes en D intervalles 

permet de définir ON hyperparallélépipèdes dont les 

sommets sont considérés comme les (D + 1 )N points de 

discrétisation de l'espace. Ces cellules aux faces parallèles 

aux [N (N- 1) 1 2] plans définis par tous les couples d'axes 

définissant l'espace Euclidien EN couvrent toute la partie utile 

de cet espace. 

Etant donné que les plages de variations [max (x ) q n,q 

-~·~ .. (A. ) ], n = 1, 2, 3, ... N des attributs x sont généralement 
q n4 n 

inégales, les côtés des cellules sont de longueurs également 

inégales. 

Conformément à cette discrétisation des plages de 

variation des attributs, à chacun des 2N sommets de chaque 

cellule on affecte un index vectoriel à N dimensions : 

A= (a
1
, a

2
, •••• , a

0
, ... , ~) appelé "adresse multidimensionnelle" 

A du sommet, noté lui-même S(A). Chaque élément an, 

n = 1, 2, 3, .... , N, de cette adresse est l'index définissant la 

position du sommet par rapport à la discrétisation selon 

la nième dimension. La figure 11.5 représente les points de 

discrétisation aux sommets des cellules pour un espace 

à une dimension et pour un espace à deux dimensions. 

L'adresse A de chaque sommet est précisée sur la 

figure. 
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max (x
2 

) 
q ,q 

min (x
2 

) 
q .q 

(0) (l) (2) (3) (4) (5) (6) (7) 

min (x, ) q .q 
max (x

1 
) 

q ,q 

Discrétisation aux sommets des cellules 
pour N = 1 , D = 7 

(4,0) (4.1) (4,2) (4,3) (4,4) 

(3,0) (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) 

(2.0) (2.1) (2.2) (2,3) (2,4) 

(1.0) (l.i) (1.2) (1,3) (1,4) 

(0.0) 
(0.1) (0,2) (0,3) (0,4) 

min (x
1 

) 
q .q 

max (x
1 

) 
q ,q 

Discrétisation aux sommets des cellules pour 
N = 2 et D = 4 

Figure 11.5 
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II- 4- 2 . Génération de l'histogramme · règle générale 

Chaque observation est en général contenue dans une 

cellule. La cellule renfermant une observation donnée est 

appelée la cellule "associée" à cette observation. Réciproque­

ment, cette observation est dite "assignée" à cette cellule. 

Une cellule renfermant plusieurs observations est donc 

associée à toutes ces observations. Réciproquement, celles­

ci sont toutes des observations assignées à cette même 

cellule. 

Conformément à cette définition, le sommet 

"associé" à une observation est le sommet de la cellule 

associée qui est le plus proche de l'observation considérée. 

Un sommet peut être associé à plusieurs observations 

situées dans les 2N cellules ayant ce sommet en commun. 

On dit. aussi que ces observations sont "assignées" à ce 

sommet. On note H(A) le nombre d'observations assignées 

au sommet S(A) d'adresse multidimensionnelle A. 

La deuxième étape vers la génération de 

l'histogramme consiste à trouver le sommet associé à chaque 

observation dans l'espace Euclidien. 

Chaque élément a 
n 

de l'index vectoriel 

A = a
1

, a
2

, ••••• , an, ..... , aN du sommet A associé à une 

observation X = [x
1 

; x
2 

; •••• x , .... ,xN F est donné par : 
q .q q n,q .q 
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avec 

x -min (x ) 
n.q q n.q 

an = partie entière de { -----­
C(n) 

+0,5} 

n = 1, 2, 3, ..... , N et q = 1, 2, 3, ........ , Q 

Notons que l'on a 

an E {0, 1, 2, ...... , D}. 

II-3 

II-4 

Tout sommet associé à une ou plusieurs observations 

est aussi appelé un sommet "occupé". Dans le cas contraire, 

c'est un sommet "non occupé". 

La table qm contient les adresses A des sommets 

S(A) occupés ams1 que le nombre d'observations H(A) 

assignées à chacun d'eux définit l'histogramme multiài­

mensionnel des effectifs. Pour obtenir cette table, on balaye 

l'espace de représentations des données. Pour chaque 

observation, l'adresse du sommet associé est déterminée 

et est comparée à celles de la table. Si cette adresse A 

est déjà incluse dans la table, la valeur H(A) de l'histo­

gramme qui lui est associée est incrémentée d'une unité. 

Autrement, une nouvelle adresse A' est ajoutée à la liste 

avec une valeur de l'histogramme H(A') égale à un. Lorsque 

le balayage de l'espace est terminé, toutes les adresses des 

sommets occupés ams1 que les valeurs de l'histogramme 

égales aux nombres d'observations assignées à chacun 
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d'eux sont disponibles sous la forme d'un tableau de 

dimension maximum (N+l) * (D+l)N. 

Il- 4- 3 . Génération de l'histogramme · les cas 

particuliers 

En dehors de ce cas général, plusieurs autres situations 

peuvent apparaître lors de l'assignation des observations 

à leurs cellules et leurs sommets respectifs. 

1°- Une observation située au centre d'une cellule est 

assignée au sommet de cette cellule ayant le plus 

grand nombre d'observations assignées dans le 

cadre de la règle générale, 

2°- Une observation située sur une face d'une cel-

Iule est assignée au sommet le plus proche, 

3°- Une observation située au centre d'une face d'une 

cellule est assignée au sommet de cette face 

ayant le plus grand nombre d'observations assi­

gnées dans le cadre de la règle générale, 

4° - Une observation située sur une arrête d'une cellule 

est assignée au sommet le plus proche, 

so- Une observation située sur une arrête à ml-

distance de deux sommets est assignée au 

sommet ayant le plus grand nombre 

d'observations assignées dans le cadre de la 

règle générale, 
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6°- Une observation se trouvant à égale distance de 

plusieurs sommets est assignée au sommet ayant 

le plus grand nombre d'observations assignées 

dans le cadre de la règle générale. 

Dans les cas 1°, 3°, 5° et 6°, si les sommets ont 

le même nombre d'observations assignées, l'obser­

vation est assignée aléatoirement à n'importe lequel 

des sommets. 

II- 5 . EXEMPLE DE CONSTRUCTION D'UN 

HISTOGRAMME 

La figure 11.6 représente un exemple à deux dimensions 

comportant 111 observations réparties en trois classes. 

La représentation numérique de l'histogramme pou; cet 

exemple est donnée sur la figure 11.7. Nous pouvons y 

distinguer deux types de sommets : les sommets occupés 

auquels des observations ont été assignées et les sommets 

non occupés auxquels aucune observation n'est assignée car 

ils se trouvent situés dans des zones de l'espace vides 

d'observations. Nous exploiterons ultérieurement cette 

distinction entre ces 2 types de sommets. 
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Histogramme des 111 observations de la figure 11.11 

Figure 11.7 
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II- 6 . CONCLUSION 

Dans ce chapitre, nous avons montré comment un 

ensemble d'observations multidimensionnelles pouvait être 

représenté sous la forme d'un histogramme multidimensionnel. 

Cet histogramme reflète l'assignation des observations , 

aux hyperparallélépipèdes ou cellules utilisés pour 

discrétiser l'espace de représentation des données. 

La recherche des modes par utilisation de l'histogramme, 

au lieu de la manipulation des données brutes comme dans 

les méthodes hierarchiques par exemple, réduit considérable­

ment le nombre d'opération à effectuer. Cela permet 

d'envisager la classification d'échantillon de grande taille. 

Nous avons constaté que le choix du pas de discrétisation 

de l'espace de représentation des données conditionne grandement 

la forme de 1 'histogramme. Sans connaissance a priori 

sur les données à analyser, il est difficile d'ajuster la finesse 

de la discrétisation. Nous présentons, dans le chapitre V, une 

méthode pour définir ce choix. 

Dans le chapitre IV, nous utilisons l'histogramme comme 

point de départ pour déterminer les modes de la distribution 

des observations dans un contexte non supervisé et ainsi 

affecter les observations aux différentes classes. 

Le chapitre suivant est consacré à des aspects algorith­

miques de la construction de cet histogramme. 
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CHAPITRE III 

CONSTRUCTION D'UN 

HISTOGRAMME 

MULTIDIMENTIONNEL PAR 

BALAYAGE SPATIAL DE L'ESPACE 

DISCRETISE 
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CHAPITRE Ill 

CONSTRUCTION D'UN HISTOGRAMME 

MULTIDIMENSIONNEL PAR BALAYAGE SPATIAL DE 

L'ESPACE DISCRETISE 

III - 1 . INTRODUCTION 

Comme dans bien d'autres techniques de classification de 

données multidimensionnelles, nous effectuerons, dans la 

technique que nous proposerons au chapitre IV, des balayages 

successifs de l'espace à N dimensions, discrétisé selon la 

procédure décrite au chapitre précédent. Rappelons que lorsque 

les plages de variation des attributs sont divisées en un même 

nombre D d'intervalles adjacents, l'espace de représentation des 

données est discrétisé sur une grille constituée de (D + 1 )N 

points qm sont les sommets des DN hyperparallélépipèdes 

définis au chapitre Il. Plus la dimension N des observations 

et 1 ou le nombre d'intervalles D augmentent, plus le nombre 

de points de discrétisation de l'espace est important. Cette 

explosion exponentielle du nombre d'informations élémentaires 

à manipuler risque d'entraîner des temps de calcul prohibitifs 

et l'espace mémoire requis peut devenir très important. 

Les techniques de balayage classiques d'un espace 

discrétisé résultent généralement de la répétition d'une 

séquence élémentaire associée à chacune des N dimensions 

de cet espace. Au mveau de la programmation, il s'agit 

donc de réaliser N boucles analogues. 
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Le fait que ce nombre N dépende des données à 

analyser entraîne trop des lourdeurs au mveau de la 

programmation pour que les algorithmes développés puissent 

être utilisables quelle que soit la dimension des données. 

Pour améliorer les temps d'exécution des procédures, 

tout en réduisant l'espace mémoire nécessaire et en allégeant 

la programmation, nous proposons un algorithme de balayage 

de l'espace multidimensionnel discrétisé qui : 

- réduit le problème multidimensionnel à un problème 

à une seule dimension, 

- ne prend en considération que les points de l'espace 

discrétisé situés dans les régions où des observations 

sont effectivement présentes. 

III- 2. REDUCTION DE L'ADRESSAGE MULTIDIMEN­

SIONNEL DES POINTS DE DISCRETISATION 

À UN ADRESSAGE UNIDIMENSIONNEL. 

Le but de la procédure proposée dans ce chapitre est 

de générer une adresse unidimensionnelle 0( , définie par un 

seul paramètre, à partir des éléments 

dimensionnelle A. 

a de l'adresse multi-
" 

Nous avons vu, dans le chapitre II, que la première étape 

pour générer un histogramme multidimensionnel consiste à 
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discrétiser l'espace à N dimensions sur une grille définissant 

des hyperparallélépipèdes adjacents. 

Cette technique de discrétisation est très générale et a 

été utilisée dans de très nombreux algorithmes de classification 

multidimensionnelle. Avec cette procédure, chacun des 2N 

sommets de chaque cellule élémentaire possède une adresse 

à N dimensions qui, selon les notations introduites auparavant, 

prend la forme A= (a l' a
2 

••• , an, ... ~) (Cf. § II - 4 - 1). Rappelons 

que chaque élément an, n = 1, 2, 3, ... , N, de cette adresse est 

un entier positif tel que 

0:::; a :::; D III-1 
n 

qm, sous la forme d'un index, définit la position de ce 

sommet par rapport aux intervalles de discrétisation de la 

nième dimension. 

Cette adresse multidimensionnelle A peut être considérée 

comme exprimée dans un système de numération à poids 

positionnels à base (D+ 1 ). Chaque élément an est affecté 

d'un poids exprimé par (D+ 1 )n-t_ L'élément affecté du 

poids le plus faible est a
1 

et celui du poids le plus fort 

est ~- Le tableau III -1 indique le poids de chacun des 

éléments a. 
n 
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,...--

----;: 

01 s post wnne s 

(0+ 1 )N 1 <········ 

~ <········ 

t élément à poids 
le plus fort 

(D+ 1)n-l <········ 

a 
<"""'" n 

(D+ 1)2 (0+1)' (D+ 1 )0 

a3 a2 a, 

élément à poids l 
le plus faible 

Les poids positionnels (D+ 1)N-l des éléménts an de 
l'adresse multidimensionnelle A= (a

1
, a

2
, ••• ,an, ... ,aN) exprimés 

dans la base (D+ 1) 

Tableau III - 1 

L'adressage unidimensionnel 0<. n'est donc nen d'autre 

que la conversion d'une adresse exprimée dans un système de 

numération à base (D + 1) en une adresse dans un système 

à base 1 O. Cette conversion est donnée par : 

Le tabeau III-2, donne la suite des adresses multidi­

mensionnelles exprimées dans la base (D+ 1) pour N= 2 et 

D= 4 et leurs équivalences unidimensionnelles exprimées dans 

la base 10. 

La figure liLl indique les correspondances entre les 

adressages multidimensionnel et unidimensionnel aux sommets 

des cellules d'un espace discrétisé à deux dimensions. 

La figure III.2 illustre ce codage pour un espace 

discrétisé à trois dimensions. 
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(0+1) 1 (0+1)0 ... C>( 
a2 a, 

0 0 ' 0 

0 1 1 

0 2 ' 2 

0 3 ' 3 

0 4 ' 4 

1 0 ... 5 

1 1 ... 6 

1 2 ... 7 

1 3 8 

l 4 ... 9 

2 0 lO 

2 1 ' 11 

2 2 ... 12 

2 3 ...., 13 , 

2 4 ... , 14 

3 0 .... 15 

3 1 .... 16 , 

3 2 .... , 17 

3 3 .... 18 , 

3 4 19 

4 0 20 

4 1 21 

4 2 22 

4 3 ... 23 

4 4 24 

Suite des adresses multidimentionnelles ct leurs équivalences 
unidimensionnelles pour D = 4 et N = 2 

Tableau 111-2 
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20 21 --- 22 23 24 
(4 ,0) (4.1) (4,2) (4,3) (4,4) 

15 16 17 18 19 
(3, 0) (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) 

10 11 12 13 14 
(2, 0) (2.1) (2,2) (2,3) (2,4) 

5 6 7 8 9 
(1, 0) (/,/) (1,2) (1,3) (1,4) 

0 1 2 13 
0) 

min (x
2 

) 
q ,q 

4 
(0, 

(0,1) (0,2) (0.3) (0,4, 

min (x
1 

) 
q ,q 

N=2, 0=4 

Lecture de la figure : 7 est l'adresse unidimensionnelle du 
sommet d'adresse bidimensionnelle (1, 2) 

Correspondance entre les adressages multidimensionnel et 
unidimensionnel pour un espace à deux dimensions 

Figure III.l 
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Correspondance entre les 
adressages multidimensionnel 
et unidimensionnel pour un 

espace à trois dimensions 

Figure 111.2 
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III - 3 . IDENTIFICATION DES ADRESSES UNIDIMEN­

SIONNELLES DES 2N HYPERPARALLELEPIPE­

DES SE PARTAGEANT UN MEME SOMMET. 

Comme nous l'avons déjà précisé au chapitre II, dans un 

espace Euclidien à N dimensions, chaque sommet est commun 

à 2N hyperparallélépipèdes. Afin d'identifier chacune de ces 

2N cellules, nous proposons de les repérer par des adresses 

unidimensionnelles de manière analogue au repérage défini 

pour les sommets. Chaque cellule n'ayant qu'un seul et umque 

centre, nous affectons l'adresse unidimensionnelle de 

l'hyperparallélépipède à ce centre. Tous les centres des cellules 

constituent une grille appelée "grille des centres". 

Celle-ci est simplement obtenue par la translation de 

matrice [ + 0,5 C(n)] [IN] de la grille des sommets, où [IN] 

est la matrice unité de taille N et C(n) est la largeur de 

l'intervalle sur le nième axe, donnée par (Cf. § II-4-1) 

max (x ) - min (x ) 
q n,q q n.q 

111-3 C(n) 
D 

Il est à noter qu'à chaque centre de cellule est associée 

pour chaque attribut, une valeur x (an= d) donnée par 

x(a =d)= min (x ) +(d- _!_) C(n) 
n q n.q 2 2 

111-4 

d = 1, 2, 3, ... , D 
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Nous remarquons que, sur la grille des centres, 

les adresses unidimensionnelles des cellules sont données 

par le même codage que celui utilisé pour repérer les 

sommets et défini par l'équation III.3 (Cf. figure III.3). 

Nous pouvons donc dire que les figures III.l et III.2 

peuvent représenter soit la grille des sommets, soit celle 

des centres. 

Lors du déroulement d'une procédure de traitement 

de données nécessitant un balayage de tout l'espace, 

nous devons pouvoir définir les adresses unidimensionnelles 

des 2N cellules se partageant un même sommet à partir 

de la seule connaissance de l'adresse unidimensionnelle de ce 

sommet. 
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Correspondance des adresses unidimensionnelles respectives 
sur les deux grilles des sommets et des centres 

Figure 111.3 
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Comme il apparaît de façon évidente sur la figure 

III.3, une des 2N cellules qm se partagent un sommet 

possède toujours la même adresse unidimensionnelle que celle 

de ce sommet. Cette propriété résulte de la correspondance 

des 2 grilles par translation de matrice [+0,5 C(n)] [IN]. Donc, 

s1 l'adresse unidimensionnelle du sommet est o( , une des 

2N cellules aura un centre de même adresse unidimension­

nelle 0(. Pour trouver les adresses unidimensionnelles des 

autres cellules nous procédons par étapes. 

La première étape de la procédure consiste à 

trouver l'adresse unidimensionnelle d'un deuxième centre 

de cellule ayant ce même sommet en commun. Cette 

adresse est obtenue en soustrayant la quantité (D+ 1 )0 

de l'adresse unidimensionnelle o( du premier centre trouvé. 

Ce nouveau centre aura donc pour adresse unidimension­

nelle [ o< - (D+ 1 )0], soit ( o< -1 ). 

La deuxième étape de la procédure consiste à 

trouver les adresses unidimensionnelles de deux autres 

centres en soustrayant 

unidimensionnelles des 

la quantité (D+ 1) 1 

deux centres déjà 

aux adresses 

trouvés. Ces 

deux nouveaux centres auront donc les adresses um-

dimensionnelles [ o< - (D+ 1 )1] et [(ex -1)- (D+ 1)1
]. 

En itérant ce processus, la procédure de recherche 

des adresses unidimensionnelles des 2N hyperparallélépipèdes 
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ayant en commun le sommet S( o< ) d'adresse unidimension­

nelle 0< peut se résumer comme suit : 

- à l'étape initiale, on considère le centre ayant la 

même adresse unidimensionnelle que le sommet 

considéré, 

- à chaque étape, on identifie un certain nombre de 

nouvelles cellules se partageant le sommet considéré. 

Leurs adresses unidimensionnelles sont obtenues 

à partir des adresses unidimensionnelles des cellules 

déjà identifiées aux cours des étapes précédentes. 

Ainsi à la mième étape, on calcule les adresses 

unidimensionnelles de 2m-t nouveaux hyperparal-

lélépipèdes à partir des 

sionnelles trouvées aux 

soustrayant à chacune 

(D+l)m-1, 

2m-t adresses unidimen­

étapes précédentes, en 

d'elles la quantité 

-la procédure s'arrête lorsque le nombre d'étapes est 

égal au nombre de dimensions N, donc lorsque 

m=N. 

Cette procédure de chaînage peut-être représentée 

par la structure arborescente de la figure III.4 pour 

le cas général à trois dimensions. La figure III.5 correspond 

à la recherche des trois hyperparallélépipèdes se partageant 

le sommet d'adresse unidimensionnlle o< 13 de la 

figure III.3. 
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HP rn = mième adresse trouvée d'un hyperparallélépipède 

Procédure de. chaînage déterminant les adresses 
unidimensionnelles des hyperparallélépipèdes ayant en 

commun le sommet S ( o< ) 

Figure 111.4 

HP 0( = 13 
0 

/ 
HP

1 
= 13 - 1 = 12 

2èmeétape (D+I)1 =(4+1)'=5 HP3 =12-5=7 HP2 = 13-5 =8 

N = 2 donc 1 :::; rn :::; 2 D=4 

Détermination des adresses 
unidimensionnelles des hyperparallélépipèdes ayant en 

commun le sommet S(O<.) d'adresse ex = 13 
pour N = 2 et D = 4 

Figure 111.5 
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L'annexe 111-1 indique le programme nécessaire à l'exécution 

de cette procédure de chaînage pour n'importe quel nombre 

de dimensions N. On remarque que ce programme ne comporte 

que peu de boucles, ce qui assure une simplicité et un temps 

d'exécution rapide. La complexité de l'algorithme et sa vitesse 

d'exécution seront analysées ultérieurement (Cf.§ 111-7-3). 

III- 4. IDENTIFICATION DES ADRESSES UNIDIMEN­

SIONNELLES DES 2N SOI\tlMETS D'UN HYPER­

PARALLELEPIPEDE. 

Un second problème, que 1 'on rencontre régulière­

ment lors du déroulement des procédures de traitement de 

données nécéssitant un balayage de tout l'espace, 

consiste à déterminer les adresses unidimensionnelles des 

2N sommets d'un hyperparallélépipède à partir de la seule 

connaissance de son adresse unidimensionnelle. La recherche 

des adresses unidimensionnelles de ces sommets se fera en 

N étapes comme pour le cas de la détermination des 

adresses unidimensionnelles des 2N cellules se partageant un 

même sommet. 

Comme nous l'avons précisé précédement (Cf.§ 111-3), 

cette procédure itérative d'identitification des adresses 

unidimensionnelles des 2N cellules se partageant le même 

sommet débutait en obtenant la grille des centres par la 

translation de la grille des sommets de matrice [+0,5 C(n)] [IN]. 

Dans ces conditions, les adresses unidimensionnelles des 2m-t 

cellules définies à la mième étape de la procédure étaient 
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obtenues en soustrayant la quantité (D+ 1 )m-l aux adresses Uni­

dimensionnelles des cellules identifiées aux étapes précédentes. 

Comme l'illustre la figure III.3, le passage inverse de 

la grille des centres à celle des sommets est obtenu par 

une translation opposée de matrice [ -0,5 C(n)] [IN]. C'est 

pourquoi, à la mième étape de la procédure, les adresses unidi­

mensionnelles des 2m-l sommets d'une même cellule sont 

obtenues en additionnant la quantité (D+ 1 )m-l aux adresses 

undimensionnelles des sommets obtenus aux étapes précédentes. 

La procédure s'arrête lorsque le nombre d'étapes est égal au 

nombre de dimensions. 

Cette procédure de chaînage peut être représentée par 

la structure arborescente de la figure 111.6 pour le cas général 

à trois dimensions, et par celle de la figure III. 7 pour le 

cas de l'espace à deux dimensions de la figure III.3, 

avec 0( = 13 pour adresse unidimensionnelle de départ. 

III - 5 . NOTION DE VOISINAGE 

Sur la grille de discrétisation, on définit la notion 

classique de vmsmage entre les cellules hyperparallélépipé­

diques élémentaires. Dans tout ce qui suit, nous appellerons 

"voisinage" de la cellule d'adresse unidimensionnelle 0( , 

l'ensemble des (3N-1) cellules qui ont au moins un sommet en 

commun avec celle-ci. La figure III.8 représente l'ensemble des 

26 cellules voisines de la cellule centrale pour un espace 

à trois dimensions. 
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tc étape SI= fo<'+(D+l)OJ = (o<+l) 

1 

S,=S,+(DI)' Sl>(+(D+l)' 

S7=St+(D+l)2 S6=S3+(D+l)2 Ss=S2+(D+l)2 

S = mième adresse trouvée d'un sommet 
rn 

Procédure de chaînage détenninant les adresses 
unidimensionnelles des sommets d'une cellule d'adresse 

unidimensionnelle o<. • 

Figure III.6 

so 1 o( = 13 

/ 
S1 =13+1=14 

l 
N = 2 donc 1 ~ rn ~ 2 

Détermination des adresses unidimensionnelles 
des sommets d'une cellule d'adresse 0< = 13 

pour N = 2 et D = 4 

Figure III. 7 
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N = 3 la cellule centrale est 
entourée de 26 cellules 
v ms mes 

Ensemble des 26 cellules voisines de la cellule centrale 
par N = 3 

Figure III.8 
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III-5-1. Identification des (JN-J) hyperparalélépipèdes 

voisins de celui d'adresse unidimensionnelle 0( • 

La procédure de recherche des adresses unidimen­

sionnelles des cellules constituant le voisinage d'une cellule 

donnée se fait par étapes, selon un schéma comparable à celui 

de la recherche des cellules se partageant un même sommet. 

La première étape consiste à trouver, à partir de 

l'adresse unidimensionnelle o< de la cellule considérée, 

l'adresse unidimensionnelle des deux cellules adjacentes dans 

la direction de la première dimension x
1 

de l'espace de 

représentation de données. L'une de ces deux adresses 

unidimensionnelles est obtenue en additionnant la quantité 

(D + 1 )0 à l'adresse unidimensionnelle 0( , l'autre en 

soustrayant cette même quantité de l'adresse unidimension­

nelle D< . Les deux nouvelles adresses unidimensionnelles 

ainsi obtenues sont [ o< + (D+ 1 )0] et [ 0<- (D+ 1 )0], soient ( 0< + 1) 

et (0<'-1). 

La deuxième étape de la procédure consiste à trouver 

les adresses unidimensionnelles de six autres hyperparallélé­

pipèdes en explorant le voisinage dans la direction de la 

seconde dimension de l'espace, x
2

• Trois de ces six adresses 

unidimensionnelles sont obtenues en additionnant la quantité 

(D + 1) 1 aux trois adresses unidimensionnelles précédement 

trouvées, les trois autres résultent de la soustraction de la 

même quantité (D + 1) 1 de ces mêmes trois adresses 

unidimensionnelles obtenues à l'étape précédente. 
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La procédure de définition des adresses unidimensionnelles 

des (3N- 1) cellules adjacentes à une cellule d'adresse unidi­

mensionnelle o< se résume comme suit : 

- à l'étape initiale, on considère la cellule centrale du 

voisinage, 

- à chaque étape, on identifie un certain nombre de 

cellules voisines d'une cellule considérée. Leurs 

adresses unidimensionnelles sont obtenues à partir 

des adresses unidimensionnelles des cellules déjà 

identifiées au cours des étapes précédentes. Ainsi, 

à la mième étape, nous recherchons les adresses 

unidimensionnelles de 2 (3m-l) nouveaux hyper-

parallélépipèdes à partir des (3m-l) adresses 

unidimensionnelles trouvées aux étapes précédentes. 

(3m- 1
) de ces nouvelles adresses unidimensionnelles 

sont obtenues en additionnant la quantité (D+ 1 )m-l 

à chacune des adresses unidimensionnelles trouvées 

aux étapes précédentes, les (3m-l) autres résultent de 

la soustraction de cette même quantité (D+ l)m-l de 

ces mêmes adresses unidimensionnelles obtenues 

précédement. 

- la procédure s'arrête lorsque le nombre d'étapes est 

égal au nombre de dimensions N, donc lorsque 

m=N. 



Cette procédure de chaînage est représentée par 

la figure 111.9 pour le cas général à trois dimensions. La 

figure 111.10 illustre cette procédure pour le cas de l'espace à 

deux dimensions de la figure 111.1. La figure 111.11 correspond 

au cas de l'espace à trois dimensions de la figure 111.2. 

L'annexe 111.2 donne le programme nécessaire à 

l'exécution de cette procédure de chaînage pour n'importe 

quel nombre de dimensions N. On remarquera la simplicité 

de ce programme qui ne comporte que peu de boucles, ce 

qui a~~u.t-- u11 temps d'exécution rapide. La complexité de 

l'algorithme et sa vitesse d'exécution seront analysées 

ultérieurement (Cf. § 111.7.3). 

III - 5 - 2 . Effet de bord 

Comme nous l'avons mentionné au paragraphe 111-2, 

l'adressage unidimensionnel des cellules établit une continuité 

de numérotation entre les cellules VOISines selon l'ordre 

défini par l'équation III-2. Cependant, dans certains cas, ce 

système de codage donne deux adresses unidimensionnelles 

consécutives à deux cellules non voisines. Ainsi, sur la figure 

111.1, on constate que les cellules d'adresses unidimensionnelles 

4 et 5, bien que n'étant pas voisines, ont deux adresses 

unidimensionnelles consécutives. Sur la figure 111.2, les cellules 

d'adresses unidim~nsionnelles 24 et 25 sont dans le même 

cas. Cette continuité du codage entre cellules non vOismes 

risque d'affecter la reconstruction du VOISinage des hyper­

parallélépipèdes en y intégrant des éléments non connexes. 
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Identification des (3N-l) hyperparallélépipèdes voisins de 

celui d'adresse unidimensionnelle D( • 

Figure 111.9 
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pour N = 2 , D = 4 

Figure 111.10 
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Identification des (3N- 1) hyperparallélépipèdes voisins de 
celui d'adresse unidimensionnelle 62 

pour N = 3 , D = 4 

Figure 111.11 
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En comparant la suite des adresses multidimension­

nelles et leurs équivalences unidimensionnelles données par le 

tableau III-2 ainsi que leur affectation aux sommets des 

cellules de l'espace discrétisé à deux dimensions de la 

figure III.l, nous constatons que si deux cellules possèdent 

deux adresses unidimensionnelles consécutives, nous avons 

soit le cas de cellules connexes (Cf. § III-4-1), soit le cas 

de cellules non voisines. Nous appelons ce dernier cas "faux 

voisinage". 

Le tableau III.3 donne la suite des adresses 

multidimensionnelles et leurs équivalences unidimensionnelles 

pour un espace à trois dimensions pour n'importe quelle 

nombre d'intervalles D choisi pour discrétiser cet espace. 

Sur ce tableau sont précisés quelques cas de vrai et de 

faux voisinages. 

Pour les cas de vmsmage réel entre deux cellules 

d'adresses unidimensionnelles consécutives, nous remarquons 

que tous les éléments de ces deux adresses multidimen­

sionnelles sont identiques, sauf les éléments de poids le plus 

faible, a
1

, qui différent d'une unité. 

Si, par contre, ces deux adresses unidimensionnelles 

consécutives différent par le changement simultané des rn 

premiers éléments de la première adresse de la valel!r D à 

la valeur zéro et si en même temps l'élément de poids (rn+ 1) 

augmente d'une unité, nous avons un cas de "faux voisinage" 

entre les deux cellules considérées. 
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000 ODD]F .. 
001 J 1 00 

aux votsmage 

002 Vrai voisinage 101 
102 

000 
010 lOD 
011 110 
012 Ill ----. 

112J 

010] F .. 
020 

aux v01smag 
110 

021 120 
022 

.120 
130 

020 131 
030 
031 

130 
140 

030 141 
040 
041 

040 

Suite des adresses multidimensionnelles et leurs 
équivalences unidimensionnelles pour N = 3 et 

n importe quelle valeur de D. 

Tableau III - 3 
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Cette situation correspond à un changement de valeur des rn 

premiers éléments de D à 0, c'est-à-dire de la valeur associée 

à un bord extrême de 1 'espace discrétisé à la valeur associée au 

bord opposé. Pour cette raison, nous avons appelé ce phénomène 

"l'effet de bord". 

Pour remédier à cet effet, nous proposons d'introduire 

un écart artificiel de numérotation entre tout couple 

d'hyperparallélépipèdes se trouvant dans cette situation de faux 

voisinage. Pour cela, toutes les quantités (D+ 1) de l'équation 

III.2 définissant l'adresse unidimensionnelle à partir de 

l'adresse multidimensionnelle sont remplacées par la valeur 

(D+p ), où p est un entier positif supérieur à l'unité. 

L'écart artificiel sera donc égal à (p - 1) et l'équation 

permettant le calcul de l'adresse unidimensionnelle sera 

donnée par 

Nous remarquons qu'il n'y a aucune contrainte sur 

le choix du nombre p, si ce n'est qu'il doit être plus grand 

que l'unité. 

Dans tout ce qm suit, p sera pns égal à 5. 

La figure III.l.2, présente la discrétisation de l'espace 

Euclidien à deux dimensions de la figure III.l pour p = 5. 
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Nous remarquons que les cellules (4) et (5) de la figure 

III.l ne peuvent plus être interprétées comme voisines car 

un écart artificiel égal à (p-1), c'est-à-dire égal à 4, apparaît 

entre leurs nouvelles adresses qui sont devenues respective­

ment égales à (4) et (9). 

37 38 39 
(4, 0) (4.1) (4,2) (4,3) 

27 28 29 30 
(3, 0) (3.1) (3.2) (3,3) 

18 19 20 21 
(2, 0) 12.1) (2.2) (2,3) 

9 10 11 12 
(/, 0) ( 1.1) ( 1,2) (1,3} 

0 1 2 3 
,0) 

min (x2 ) ---
q ,q (0 

!0,1) ? 10.-J (0,3) 

min (x
1 

) 
q .q 

Discrétisation de l'espace 
pour N = 2 , D = 4 et p = 5 

Figure 111.12 
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III- 6. CONSTRUCTION DE L'HISTOGRAMME PAR 

SÉLECTION ET CALCUL DES ADRESSES DES 

SOMMETS ASSOCIÉS AUX OBSERVATIONS. 

Dans le chapitre II, nous avons vu que la génération 

de l'histogramme consiste à assigner chaque observation à 

son sommet associé S (A) d'adresse multidimensionnelle 

A. Le nombre d'observations renfermées dans les 2N cellules 

ayant ce même sommet S(A) en commun et donc lui 

étant assignées, indique la valeur H(A) de l'histogramme. 

Le calcul des adresses multidimensionnelles A de ces 

sommets occupés S(A) se fait au moyen des équations II-2 

(Cf. § II-4-1) et 11-3 (Cf. § II-4-2) et ce à partir du fichier 

de dimension (Q x N) des vecteurs des attributs, ou 

observations multidimensionnelles X . A et H(A) sont 
q 

mémorisés dans une table de dimension maximum 

(N + 1) * (D + l)N (Cf. § II-4-2). A partir de cette table, les 

adresses unidimensionnelles et les valeurs correspondantes 

de l'histogramme H(o() sont calculées au moyen de 

l'équation III-4. (Cf. § III-5-2). 

Quand la dimension des données est élevée, il faut 

réduire l'espace mémoire utilisé tout en minimisant le temps 

d'exécution. 
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Pour cela, nous avons : 

- sélectionné uniquement les sommets associés à des 

observations : c'est-à-dire les sommets occupés. Les 

autres sommets sont ignorés, car aucune observa­

tion ne leur est associée : ils correspondent à des 

parties de l'espace vides d'observations. 

- calculé l'adresse unidimensionnelle C>( des sommets 

occupés directement à partir du fichier des vecteurs 

des attributs sans avoir à définir et à mémoriser 

l'adresse multidimensionnelle A. Ce calcul direct, 

programmé en langage C, est décrit dans l'annexe 

111-3. Afin de ne pas avoir à manipuler d'adresses 

négatives, toutes les adresses intervenant dans cette 

procédure sont translatées d'une quantité positive 

qui dépend de la dimension N des données. 

Cette légère modification de l'algorithme est justifiée 

en détail dans cette même annexe. Il est à noter 

que la structure de ce programme est indépendante 

du nombre total Q d'observations à classer amst 

que de la dimension N des données. 

La table qui contient les adresses C>( des sommets S( o<) 

occupés ainsi que la valeur de l'histogramme Hb<) définit 

l'histogramme multidimensionnel. 
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Pour sélectionner uniquement les sommets associés 

aux observations, on explore séquentiellement le fichier de 

données. On calcule pour chaque observation l'adresse 

unidimentionnelle du sommet qui lui est associé. Cette 

adresse est comparée aux adresses des sommets sélectionnés 

précédement au cours de la lecture sequentielle du fichier 

des données. Si cette adresse est déjà incluse dans la liste, 

la valeur de l'histogramme qm lui est assignée est 

incrémentée de une unité. Autrement, cette nouvelle 

adresse est ajoutée à la liste des adresses en lui 

assignant une valeur de l'histogramme égale à l'unité. 

Après avoir pris en considération toutes les observations 

disponibles, toutes celles affectées à un même sommet 

se trouvent regroupées et sont repérées par l'adresse 

commune de ce sommet, donnée par la 

adresses. 

liste des 

Sachant que l'utilisation des histogrammes 

multidimensionnels pose des problèmes d'implantation quand 

il s'agit de traiter des données de dimension élevée et 

sachant que la procédure proposée a réduit le problème 

multidimensionnel à un problème unidimensionnel, quelle que 

soit la dimension N de l'espace, il est important d'évaluer 

la complexité de la procédure proposée, tant sur le plan de 

l'espace mémoire nécessaire, que sur celui des temps de 

calcuL 
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III - 7 . COMPARAISON ENTRE LES METHODES DE 

BALAYAGE CLASSIQUES ET LA METHODE 

DE BALAYAGE PROPOSEE 

Pour démontrer l'intérêt de la méthode de balayage 

proposée, nous comparons une procédure de balayage d'un 

espace à N dimensions discrétisé suivant une technique 

classique et la procédure décrite ci-dessus. Cette comparaison 

porte sur 3 points : 

- la taille de l'espace mémoire utilisé, 

-la compléxité de la structure du programme d'exécu-

tion du balayage, 

- la vitesse d'exécution ou temps de calcul. 

III- 7- 1 . L'espace mémoire utilisé 

Lors de la construction de l'histogramme, SI le 

nombre de sommets associés à une ou plusieurs observa­

tions est L, la table des adresses comporte un nombre L 

d'adresses auxquelles sont assignées des valeurs non nulles 

de l'histogramme. Dans les techniques de balayage clas­

siques, si seulement les adresses des sommets associés 

sont considérées, la dimension de la table des adresses est 

(L * N) et celle des valeurs de l'histogramme multidimen­

sionnel est (L * 1 ). L'espace mémoire total nécessaire est 

alors de dimension L * (N + 1) et donc proportionnel à la 

dimension N de l'espace des données. 
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T 
L 

adresses 

J 

Eléments de l'adresse multidimensionnelle A Valeur de l'histogramme 

aN a 1 a2 a, H[ A] 
*------------ n 1 ------ -----

1 

! 

Table des adresses multidimensionnelles A et des valeurs 
de l'histogramme H(A) pour un espace à N dimensions 

avec L sommets occupés 

T 
L 

adresses 

J 

1 

1 
1 
1 

' 

l 

Tableau III - 4 

Adresse Valeur de 
unidimensionnelle 1 'histogramme 

o< H [o<] 

Table des adresses unidimensionnelles eX et des valeurs de 
1 'histogramme H (D<') pour un espace à N 

dimensions avec L sommets occupés 

Tableau III - 5 
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Le tableau 111-4 montre la structure des tables des adresses 

et des valeurs de l'histogramme pour un espace à N 

dimensions avec L sommets occupés. 

Par contre, avec la procédure de balayage proposée, la 

dimension de la table des adresses est L * 1, comme celle des 

valeurs de l'histogramme. La taille de l'espace mémoire total 

nécessaire est alors de taille 2 * L, et est donc indépen­

dante de la dimension des données N. Le tableau 111-5 

indique la structure des tables des adresses et des valeurs 

de l'histogramme pour un espace à N dimensions avec L 

sommets occupés. 

Le facteur de réduction de l'espace mémoire 

nécessaire avec la méthode proposée par rapport à 

l'espace mémoire utilisé avec la méthode classique est 

donné par : 

2L 
(1- )xlOO% 

L(N+l) 

ou encore: 

N- 1 

N+l 
x 100% 111-6 

Ce facteur de réduction augmente avec la 

dimension N des données. Par exemple pour N = 4, ce 

facteur est de 60 %, alors qu'il atteint 77 % pour N = 8. 
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III- 7- 2 . Complexité de la structure du programme 

Comme nous l'avons mentionné auparavant, les tech­

mques de balayage classiques d'un espace discrétisé résultent 

généralement de la répétition d'une séquence élémentaire 

associée à chacune des N dimensions de cet espace. 

Au mveau de la programmation, il s'agit donc de 

réaliser N boucles analogues. Si, par exemple, nous voulons 

connaître les valeurs de l'histogramme en tout point, nous 

avons un programme à H Loudes de la forme : 

for { ~ = 0 ; aN ::::; D ; aN ++} 

********************* 

for {a = 0 · a ::::; D · a ++} 
n ' n ' n 

******************** 

Instructions ; 

III-7 

Cela implique, lors de l'écriture du programme, la 

définition a priori du nombre N de dimensions et la prévision 

d'une procédure spécifique pour modifier le nombre de boucles 

en fonction de N. 

Les instructions sont donc exécutées (D+ 1 )N fois. 
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Avec la méthode d'adressage unidimensionnel 

proposée pour l'exécution de la même procédure, et pour 

n'importe quelle valeur de N, nous n'employons qu'une 

seule boucle. 

Le programme devient alors 

for { 0(, = 1 ; c>< :::; L o( ++} 

{ 
Instructions ; 

111-8 

L étant le nombre de sommets occupés. Les 

instructions sont donc exéxutées L fois. 

III- 7- 3 . Vitesse d'exécution et temps de calcul 

Pour accéder à la valeur de l'histogramme en un 

point, nous devons chercher son adresse. Le temps d'accès au 

contenu d'une adresse à N index est plus grand que le temps 

d'accès à une adresse définie par un seul index. La vitesse 

d'accès à une information dans la procédure de balayage 

proposée est plus grande que celle des procédures classiques. 

Aussi, pmsque la méthode proposée ne prend en 

compte que les L sommets occupés, le balayage ne se fera que 

pour ces L points. La boucle définie par le programme 111-8 

donc exécuté seulement L fois. 
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Pour les méthodes classiques, le programme défini 

par l'équation III-7 nécessite (D + l)N exécutions de la même 

procédure élémentaire. Le facteur de réduction du temps 

d'exécution est donc donné par : 

[1-
L 

---]x 100% III-9 
(D + l)N 

Rappelons que (D + 1 t est le nombre total de 

sommets dans l'espace à N dimensions, quand chaque axe est 

divisé en D intervalles adjacents et égaux < ~.··- y. -::.< le 

nombre de sommets occupés. Donc L ::;; (D + 1 )N quels que 

soient L et D, ce qui implique que 

0 < 
L 

---<1 

Si, par exemple, 

moitié des sommets, cette 

qu'elle atteint 90 % pour une 

sommets. 

III - 8 . CONCLUSION. 

111-10 

les observations occupent la 

réduction est de 50 %, alors 

occupation d'un dizième des 

La plupart des procédures de classification utilisent 

différents algorithmes de balayage de l'espace discrétisé. 

La complexité des algorithmes, le temps de calcul et la taille 
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mémoire nécessaire, sont tous trois dépendents de 

la dimension N de cet espace et à la finesse de la 

discrétisation. 

Dans ce chapitre, nous avons introduit une méthode 

pour réduire le problème du balayage d'un espace multi­

dimensionnel à un problème à une seule dimension. Il ne s'agit 

pas de réduire la dimension de l'espace en négligeant un certain 

nombre d'attributs, mais tout simplement d'effectuer une 

reformulation mathématique simplifiée, qui ne néglige aucun 

attribut, quelque soit leur nombre. Cette méthode est en fait 

une conversion des adresses multidimensionnelles des cellules 

et des sommets, exprimées dans un système de repérage naturel 

mais complexe, en des adresses scalaires exprimées en base 1 O. 

D'autre part, dans le souci de réduire les temps de calcul, 

nous n'avons considéré que les points de l'espace discrétisé situés 

dans les régions où des observations sont effectivement 

présentes. 

Nous avons montré que cette approche a considérablement 

réduit la complexité de l'algorithme de balayage et l'a rendu 

potentiellement intéressante pour des problèmes de classification 

dans des espaces de grande dimension, sans toutefois avoir 

à préciser a pnon cette dimension. Enfin nous avons démontré 

que le temps d'éxécution ainsi que la taille mémoire nécessaire 

ont été considérablement réduits par rapport à l'utilisation de 

codages plus classiques et plus naturels, mais difficiles à 

manipuler. 
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ANNEXE Ill-1 

Identification des adresses unidimensionnelles des 2N cellules 

se partageant un même sommet S(o<) 

Pour déterminer les adresses unidimensionnelles des 2N 

cellules se partageant un sommet d'adresse o< , nous devons 

procéder pas à pas à partir de cette adresse. A chaque étape 

de rang rn, nous devons soustraire la quantité (D + 1 )m-l de toutes 

les adresses unidimensionnelles déjà trouvées. Ces adresses sont 

mémorisées dans une table à une dimension. 

La procédure de soustraction des quantités (D + 1 )m-l , 

rn= 1, 2, ...... , N, N étant la dimension des données, se fait 

avec le formalisme du language C à partir de l'équation : 

Ce[i] = Ce[j]- (pow ((D + 1), (rn- 1))) 

Ce[i] = adresses des cellules à trouver 

Ce[j] = adresses des cellules déjà trouvées 

avec: 

Ce[1] = o< . 

AIII-1-1 

Pour effectuer un nombre de soustractions conforme au 

rang de l'étape (Cf. § III-3 ), nous utilisons deux constantes : 

w et 1. 
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Le programme prend fin lorsque le nombre 

d'étapes est égal à N. Le nombre de cellules trouvées est 

alors égal à 2N. 

do 

CJI] =o<; 

w = 2; 

1 = 2; 

rn= 1; 

j = 1; 

for (i = w i :::; l ++) 

Ce[i] = Ce[j]- pow ((D+l), (m-1)); 

j ++; 

rn++; 

w=l+ 1; 

l = pow (2 , rn) ; 

While (rn :::; N) ; A III- 1 - 2 
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ANNEXE III - 2 

Identification des adresses des (JN-J) 

hyperparallélépipèdes constituant le voisinage de 

l'hyperparallélépipède d 'adresse unidimensionnelle 0( . 

Pour trouver les adresses des 3N-1 hypercubes constituant 

le voisinage de la cellule d'adresse unidimensionnelle ex , 

nous devons procéder pas à pas à partir de cette adresse C>( . 

A l' étape de rang rn nous devons additionner la quantité 

(D+ 1 )m-t une fois et la soustraire une autre fois à toutes 

les adresses déjà trouvées et à l'adresse o< elle-même. 

Les adresses sont mémorisées dans une table à une dimension. 

La procédure d'addition et de soustraction des quantités 

(D + l)m-t, rn = 1, 2, 3. ... N, N étant la dimension des 

données, se fait à partir de l'équation : 

Ce[i] = Ce[j] +a *(pow((D+l), (rn- 1)))- b *(pow((D + 1), (rn -1))) 

AIII-2-1 

Ce[i] =rang des adresses à trouver 

Ce[j] = rang des adresses déjà trouvées 

avec: 

Ce[O] = C>( 

a et b sont des constantes à valeurs binaires. Elle permettent 

d'ajouter ou de soustraire la quantité (D + l)m-t_ 
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Pour définir l'addition et la soustraction qm 

correspondent respectivement à {a = 1 , b = 0} et {a = 0 , b = 1 } 

nous utilisons trois constantes c, w, 1. En premier, on 

effectue les additions sur toutes les adresses déjà connues. 

Les soustractions sont exécutées dans un deuxième temps. 

Cette addition et cette soustraction sont exécutées chacune 

une fois à la première étape, trois fois dans la seconde, 

neuf fois dans la troisième, et ainsi de suite. Le programme 

prend fin lorsque le nombre d'étapes est égal à N. 

Le nombre de cellules trouvées, y compns la cellule centrale 

o~t ~ ... _.__. égal à 3N. 

Ce [o] = o< ; 

w= 1; 

do 

1 = 3; 

rn= 1; 

{ j = 0 ; 

c = (1 - w) 1 2 ; 

for (i = w ; i < 1 ; i + +) 

{ if ( c > 0) 

el se 

{ a= 1 ; 

b=O; 

a=o; 

b = 1; 
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} 

n + + ; 

w=1; 

1 = 31; 

Ce [i] = Ce [j] + a* (pow ((D + 1), (rn- 1))) 

- b * (pow ((D + 1), (rn- 1))); 

c-- . 
' 

if ( c = = 0) j = 0 ; 

e1se j++, 

whi1e (1::;; (pow (3 ; N ))) ; A III-2-2 
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ANNEXE III - 3 

Modification de l'adressage des sommets par translation 

de l'adresse de l'origine des grilles 

Dans l'annexe III-2, nous avons vu que pour le 

calcul des (3N - 1) vmsms d'un hypercube, l'équation 

A III- 2-1 possède une partie négative qui est ajoutée à 

l'adresse Ce IJ]. Si Ce 1J] = 0, la nouvelle adresse d'un des 

voisins devient négative. Cette valeur négative d'une ou 

plusieurs adresses peut introduire des difficultés de calcnl 

et une interprétation erronée lors du déroulement du 

programme. Ces valeurs négatives apparaissent lors de la 

soustraction des termes de la forme : 

(pow ((D + 1), (rn- 1))). 

Cette notion d'adresse négative apparaît dans l'exemple 

de la figure III.l. Les adresses des sommets adjacents sur une 

même ligne horizontale de la grille des sommets différent 

de ± 1. Par contre ceux des sommets adjacents sur une 

même ligne verticale de la grille différent de ± (D + p). 

Pour ne pas donner une adresse négative lors du calcul 

des sommets adjacents, on attribue l'adresse [ (D + p) + 1] au 

point d'origine d'adresse zéro. 

Pour respecter cette contrainte sur un espace à N 

dimensions, 1 'équation III-5 (Cf. § III-5-2) est modifiée de la 

façon suivante: 

C>( =(~+1) (D+p)N- 1 + ... +(a
0
+l) (D+p)0

-
1 + ... +(a

2
+l) (D+p) 1 + (a

1
+1) 

A III- 3 - 1 
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Les figures III.l3 et III.l4 donnent les adresses des 

sommets pour des espaces à deux et trois dimensions 

respectivement, en utilisant l'équation A III-3-1. 

La partie du programme donnant les adresses des 

sommets occupés est donc donnée par : 

max (x ) q . "2.q 

for (i = 1 ; i :S; M ; i ++) 

{ 

o< [i] = 0; 

for (j = 1 ; j :S; N ; j ++) 

[j] 
. ., d [ X(j)- min x (j) 

a = partie entlere e ------- + 0,5 ] ; 
CG) 

o<. [i] = 0( [i] + ((a[j] + 1) * ((D + p) exp (j - 1)) ; 

A III -3- 2 

46 47 48 49 50 
(4. 0) (4.1) (4,2) (4,3) (4,4) 

37 38 39 40 41 
(3. 0) (.l./) (3,2) (3.3) (3,4) 

28 29 30 31 32 
(2. 0) (2,1} (2,2) (2,3) (2,4) 

19 20 21 22 23 
(/, 0) r/.1) ( 1,2) (/,3) {1,4) 

10 11 12 13 14 ---
.0) 1 (0 

((),/) (0,2) (0.3) (0,4) 

min (x
1 

) 
q .q N=2,D=4 max (x

1 q .q 

Adresse des sommets d'un espace à deux dimensions après 
translation de l'adresse de l'origine. 

Figure 111.13 
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(2,0.()) {2.0./J 

370 371 372 
(3,4.0 U.·U U·U 

13,0,0/ (3./J.J 1 rJ0.21 

451 452 453 454 455 
) (-I.·U (.J,.J.}) (-1.-1.2! 1-I.·UI 1·1.../.-1) 

442 443 444 445 
) t·U.IJ t-1,3,2) 1•1.3.31 (·I.J.-11 

1 
{4.3.1 

446 

433 434 435 436 437 
) (4,2.( (·0./J (4.2.21 1-1.2.3! (-1.2.4! 

424 425 426 427 428 
(·I.JJ ) 1·1././J f·l.i.2J (-1./.31 (-1/,-1) 

l41'i 1416 1417 '41R 419 
1-ll!li 1-/0.21 r..J.O 31 

127 128 
max (x2 ) r f0.4.0 

129 130 131 

q .q 1 {0.4./J 10.4.21 ((},4,3) (0,4.4} 

1 r11=8~~~~~--~L_~ 
1 10.3.0 

119 120 121 
10.3.1! 10.3.21 

1 
1 10.2.0 

1 
1 

{0.3.31 10.3.4) 

10.241 

{0.1.4) 

122 

113 

104 

95 
{0.0.1) 10.02) {0.0.3! (0.0.4) \ 

211 212 
(1.4.0 11.4.31 (1,4,4 

203 
(1.3.4 

194 
(1.24 

185 
(1.1.4 

176 
(1.0.2) (1.0.3! (1.0.41 

293 
(2.4.4 

284 
12.3.4 

275 
12.2.4 

266 
(2.1.4 

257 
{2.0.21 {2.0.41 

373 374 
13.-1.3 (3,4.4 

365 
0.3,4 

356 N=3 D=4 
(3,2.41 

347 
0.1,4) 

338 
(3.0.3) 0.0.41 

Adresse des sommets d'un espace 
à trois dimensions après translation 

de l'adresse de l'origine 

Figure 111.14 
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CHAPITRE IV 

L'AMINCISSEMENT DE L'HISTOGRAMME 

IV - 1 . INTRODUCTION 

La procédure de classification automatique de données 

proposée est basée sur une technique d'amincissements 

progressifs, par étapes, des modes de l'histogramme multi­

dimensionnel dont la construction est décrite aux chapitres 

II et Ill. Cet amincissement est obtenu par une technique 

de réduction progressive de la dispersion des observations 

autour de chaque mode qm préserve leurs positions dans 

l'espace de représentation des données. 

La réduction progressive de cette dispersion est effectuée 

par un regroupement itératif des observations qui contribuent 

à donner naissance à chaque mode de la distribution. 

La première conséquence de cette réduction progressive 

de la dispersion est l'élargissement des vallées qui séparent 

les modes. Cet élargissement permettra de bien différencier 

les classes afin de les identifier. 

La seconde conséquence de cette procédure est 

l'amplification des différences d'amplitudes entre les sommets 

des modes et les creux des vallées qui les séparent. 
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En itérant la procédure élémentaire d'amincissement, 

les modes se réduisent à de simples pics qm permettent 

d'identifier aisément les classes en présence dans les 

échantillons sourms à l'analyse. Les amplitudes de ces pics 

donnent le nombre d'observations assignées à chacune des 

classes et leurs emplacements indiquent la position des classes 

dans l'espace de représentation des données. 

De plus, à la fin de la procédure d'amincissement, 

l'analyste dispose de la liste exhaustive de toutes les 

·. _ •• vils constituant chacune des classes, amsi que tous 

les paramètres statistiques classiques de position et de 

dispersion de ces classes. 

Cette nouvelle approche est basée sur l'hypothèse 

de correspondances entre les modes des histogrammes qui 

représentent les distributions des observations à classer et les 

classes en présence, déja évoquée au chapitre I, (Cf. § I-8-3). 

IV- 2. SEPARATION ET RENFORCEMENT DES MODES 

PAR MAXIMISATION DE LA TAILLE DES 

REGROUPEMENTS. 

La séparation des modes de l'histogramme multi­

par migration des observations 

but recherché est d'accroître 

dimensionnel 

vers chaque 

l'amplitude de 

s'effectue 

mode. Le 

ces modes et de réduire 
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afin qu'ils puissent être identifiés sans ambiguïté. Au terme 

d'une procédure itérative, chaque mode sera réduit a un 

pic unique de très forte amplitude. Sa rruse en évidence 

deviendra donc très aisée. 

Afin de présenter simplement 

fondamentale, nous commencerons par 

cette procédure 

l'exposer sur une 

distribution unimodale et unidimensionnelle. Nous l'étendrons 

ensuite à des distributions multimodales et unidimention­

nelles. Son application aux distributions multimodales et 

multidimensionnelles constituera la base de la procédure de 

classification automatique proposée. 

La procédure de séparation des modes s'appuie 

sur les deux systèmes de discrétisation présentés au 

chapitre II, à savoir, la grille des centres des hyper­

parallélépipèdes élémentaires et celle de leurs sommets. 

En effet, ces deux réseaux de points de discrétisation 

de l'espace de représentation des données vont nous 

permettre de modifier de manière itérative l'histogram­

me multidimensionnel représentatif de la distribution 

des données. A chaque itération, le résultat de la trans­

formation précédente de cet histogramme sera mémorisé 

temporairement sur l'une des grilles, l'autre servant à 

accueillir l'histogramme modifié au pas suivant de la 

procédure itérative. 
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IV- 2 - 1 . Renforcement d'un mode d'une distribution 

unimodale et unidimensionnelle 

On s'intéresse à la distribution d'une variable 

aléatoire x
1 

pour laquelle on dispose de Q observations 

x, 1 ; x, 2 ; ••• ; x, ; ... ; x, Q . • ,q . 

Le mode de la distribution est considéré comme 

la valeur de la variable aléatoire pour laquelle la fonction 

de probabilité sous jacente est maximum. 

En termes d'histogramme, ce mode est donc le 

rectangle le plus haut. Il est défini par la position de ce 

rectangle et par sa hauteur (Cf. figure IV.l ). 

Supposons que l'on déplace les observations vers 

le mode en s'appuyant sur la structure de l'histogramme. 

Pour être plus précis, soit H ( d) d = 1, 2, ... , D l'histo­

gramme constitué de D rectangles, on rappelle que H( d) 

est le cardinal du sous- ensemble des observations O(d) 

telles que 

largeur de 

l'axe du 

x, E [x (d) - C(IJ, x (d) + C(l)], Ccl) étant la 
.q 2 2 

l'intervalle de discrétisation de l'espace sur 

seul attribut x l.q 
considéré (Cf.§ Il-4-1) et x(d) 

est la valeur de l'attribut associé au centre de chaque 

cellule obtenue par la discrétisation de l'espace (Cf. § III-3). 

On peut donc écrire : 

H(d) = CARD { x, 1 x, € [ x(d)- ~(1) , xct + ,ÇoJ] } IV-1 
,q .q 2 2 



Soit H (dm) le mode de cet histogramme 

d'adresse dm tel que : 

H (dm) > H(d) d = 1, 2, ... , D d;td 
rn 

effectif 

H(2) H(d) 

-... 
0 H(D) 

- _o 
1 2 d-ld d+l 

m m m 
d D 

Histogramme constitué de D rectangles H( d) , 
d = 1, 2, ... , D, avec H(d ) comme mode. 

rn 

Figure IV.l 

IV-2 

• 

A chaque rectangle H(d), d ;t dm, on associe une 

procédure de déplacement en blocs des observations cons­

tituant le sous ensemble correspondant 0( d). 

Toutes les observations assignées au rectangle d'adresse 

d et de hauteur H(d) sont translatées en blocs de [+ Co)] 
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s1 le mode est situé à droite du rectangle d'adresse d et 

de [- C(l)] si le mode est situé à gauche de ce même 

rectangle. 

Lorsque cette procédure de déplacement élémentaire est 

appliquée à tous les rectangles de l'histogramme H(d), 

d = 1, 2, ... , D, on obtient un nouvel histogramme H 1(d), 

d = 1, 2, .... D, tel que: 

H 1(1) = 0 

H 1(d) = H(d-I) SI l < d < d 

H 1(d ) = H(d ) + H(d -1) + H(d +I) 
rn rn rn rn 

rn 

H 1(d) = H(d+I) 

H 1(D) = 0 

SI d < d < D 
rn 

IV-3 

L'indice 1 de H1 (d) indique le rang de l'itération 

de cette procédure. Le rectangle H( dm) constituant le mode 

JOUe un rôle particulier dans cette procédure puisqu'il reçoit 

les sous-ensembles d'observations 0 ( d - 1) et 0 ( d + 1) as si-
m rn 

gniées aux rectangles voisins H( dm- 1) et H (dm+ l ). 

On montre, à l'annexe IV-1, que ce type de 

déplacement par blocs conduit, dans le cas d'une distri­

bution symétrique, à réduire la variance de la variable 

aléatoire dont la distribution est représentée par 

l'histogramme H(d) 
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En itérant cette procédure de déplacement des 

observations, on aboutit à un nouvel histogramme ne 

comportant 

est égale à 

qu'un seul 

D 
HF(d ) = L H(d) 

rn 

d=l 

rectangle dont l'amplitude 

L'indice F indique le rang de l'itération finale. 

HF (d ) 
rn 

IV-4 

Cette procédure se résume donc à un regroupe­

ment de toutes les observations constituant la distribution en 

un rectangle unique qui est situé à l'emplacement du mode 

initial. 

Dans ce cas unimodal, on peut donc réduire 

facilement un histogramme à un seul rectangle aisement 

identifiable. 

La procédure de classification proposée est basée 

sur une technique d'amincissements progressifs, par 

étapes, de l'histogramme en réduisant progressivement 

la dispersion des observations autour de chacun des modes, 

selon un schéma proche de celui que nous venons de 

présenter dans le cas simple, sinon trivial, d'une distribution 

unimodale et unidimensionnelle. 
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IV- 2 - 2 . Renforcement des modes d'une distribution 

multimodale et unidimentionnelle. 

Lorsque la distribution considérée est multimodale, 

avec un nombre de modes non défini a pnon, le problème 

principal est de savmr vers quel mode faire évoluer les 

observations afin de les regrouper. Le problème se pose 

surtout pour celles situées dans les vallées. 

Si les paramètres statistiques des composantes 

constituant la distribution étaient connus, il est évident que 

la ligne de séparation indiquant vers quel mode déplacer 

chaque observation pour obtenir une classification optimale 

serait donnée par la théorie de décision. Celle-ci 

permettrait donc de regrouper autour de chaque mode 

les observations assignées à la classe correspondante en 

minimisant les risques d'erreurs. 

Dans un contexte non supervisé, on ne peut 

s'appuyer sur une telle procédure optimale. Nous proposons 

une procédure heuristique qui vise à déplacer les obser­

vations par blocs afin de renforcer les modes de leur 

distribution. La stratégie adoptée consiste à favoriser des 

déplacements qm créent des regroupements de taille 

maximale. 



IV- 2 - 2 - 1 . Détermination des directions de 

déplacement des observations 

Ne sachant où se trouvent les différents 

modes de la distribution, on commence selon une procédure 

de regroupents fictifs, par déplacer les sous-ensembles 

d'observations assignés à tous les rectangles de l'histogramme. 

Chaque sous-ensemble peut être regroupé fictivement 

avec l'un de ses deux voisins. Pour ces deux regroupements 

po<.:sibles, l'un r .. ..t de taille supérieure ou égale à l'autre. 

La direction dans laquelle se trouve le regroupement 

fictif le plus important indique la direction dans laquelle le 

sous-ensemble d'observations assigné au rectangle considéré sera 

déplacé. 

effectif 

H(d) 

-
H(d+l) 

H<d-1) 

. -. --. .__..___..___.... ______ ..... ,. 
d-1 d d+l x 

Rectangles d'adresses (d- 1), d , (d + 1) 

Figure IV.2 
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De manière plus précise, on considère le rectangle 

H(d) d'adresse d, et entouré des rectangles H(d-1) et H(d+l) 

(Cf. figure IV.2). Pour déterminer la direction de déplacement 

de ce sous-ensemble O(d), on compare les deux regroupements 

fictifs possibles avec ses deux voisins 0( d-1) et 0( d+ 1) donnés 

par: 

O(d) + O(d+ 1) 1 
(d) + (d + 1) 

= 0 ( ) IV-5 
2 

et 

1 
(d) + (d- 1) 

O(d) + O(d- 1) = 0 ( ) IV-6 
2 

L d (
(d)+(d+l)) ((d)+(d-1) 

es a resses et ) indiquent 
2 2 

que ces regroupements fictifs sont positionnés entre les deux 

rectangles correspondants. 

(d) + (d + 1) (d) + (d- 1) 
Si CARD [0 1 

( 

2 
)] > CARD [0 1 ( 

2 
)] 

les observations constituant le sous-ensembie O(d) sont 

( (d) + (d + 1) ). déplacées en bloc vers l'adresse 
2 

(d) + (d + 1) 
P [0 1 ( )] ar contre, Sl CARD 2 < CARD 

[01 ( (d) +(d-l) )] , ces mêmes observations constituant le 
2 

sous-ensemble 0( d) sont déplacées en bloc vers l'adresse 

( (d) + (d- 1) ). 
2 

IV- 2- 2 - 2. Notations 

On peut établir un lien directe entre les adresses 

d l ( (d) + (d + 1) ) et ( (d) + (d- 1) ) e ces nouveaux rectang es 
2 2 

et le repérage des centres des cellules utilisés pour construire 

l'histogramme. 



Il est possible de simplifier les notations en 

utilisant le concept de grille de centres et de grille de sommets 

introduit au chapitre III (Cf.§ III-3). Si l'histogramme initial 

est déterminé sur la grille des centres, on notera : 

H (d- 1) H (d- 1) 
ce 

H (d) H (d) 
ce 

H (d + 1) = H (d + 1) IV-7 
ce 

L'indice "ce" indique que l'histogramme est 

déterminé sur la grille des centres. 

Les sous-ensembles d'observations associés à ces 

rectangles seront donc notés : 0 (d- 1), 0 (d) et 0 (d + 1) 
ce ce ce 

Le regroupement fictif de 0 (d) avec 0 (d- 1), ce ce 

localisé à (d) + (d- 1
) est, selon les conventions du chapitre II, 

2 
l'emplacement du sommet commun aux deux cellules 

d'adresses (d) et (d - 1 ). L'adresse de ce sommet est (d), 

(Cf. figure IV.2) on note 

0 (d- 1) + 0 (d) = 0 1 (d) 
cc ce so 

0 (d)+O (d+l)=0 1 (d+1) 
ce ce so 

IV-8 

IV-9 

L'indice "so" indique que ces regroupements 

fictifs sont localisés sur la grille des sommets. 
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A partir de tous ces sous-ensembles d'observa­

tions 0\
0
(d), d = 1,2,3, ... ,0; obtenus par tous les regroupe­

ments fictifs possibles, on peut définir un histogramme 

fictif FH 1 (d), d = 1,2, ... ,0, défini sur la grille des 
so 

sommets, tel que : 

FH1 (d) = CARD [Q 1 (d)] so so IV-10 

Cet histogramme est appelé "fictif" car il ne 

sert qu'à indiquer dans quelle direction doivent migrer les 

observations. 

IV- 2- 2 - 3 . Migration des observations par blocs 

Chaque sous-ensemble Oce (d) d = 1, 2, 3, ... , D ; 

peut donc être translaté en bloc, soit vers le sommet 

d'adresse d, soit vers celui d'adresse ( d + 1) , selon laquelle 

des valeurs respectives de CARO [Q 1 (d)] so et CARD 

[01so (d+l)] qui forment l'histogramme fictif FH\
0
(d), est la 

plus grande. 

D'autre part le sous-ensemble Oce (d-1) peut lui 

aussi être translaté en bloc soit vers le sommet d'adresse ( d-1), 

soit vers celui d'adresse d, selon laquelle des valeurs respec­

tives de CARO [0 1
so (d-1)] et CARO [Q 1

so (d)] qui forment 

l'histogramme fictif FH 1 so( d) est plus grande. 
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Effectuant les migrations dans les directions 

maximisant le regroupement des sous-ensembles, nous obtenons 

sur la grille des sommets, les valeurs de ces regroupements 

réels qui forment un nouvel histogramme réel cette fois-ci, 

RH\o (d) d = 1, 2, ... , D. 

A chaque sommet d'adresse d, quatre cas de 

figures sont possibles : 

- CARD [0 1 (d)] > CARD [0 1 (d -1)] et 
so so 

CARD [0 1 (d)] > CARD [0 1 (d+ 1)] so so 

Dans ce cas précis, les deux ~ous-ensembles 

0 (d-1) et 0 (d) migrent vers le sommet ce ce 

d'adresse d, et se regroupent (Cf. figure IV-3-a) 

et nous aurons : 

- CARD [0 1
,

0 
(d)] > CARD [0 1

,
0 

(d -1)] et 

CARD [0 1 (d+l)] > CARD [Qi (d)] 
so so 

Dans ce cas, le sous-ensemble 0 ( d-1) m1gre 
ce 

vers le sommet d'adresse d et 0 (d) migre vers 
ce 

le sommet d'adresse ( d+ 1) (Cf. figure IV-3-b ), 

et nous aurons : 

RH' (d) = CARD [0 (d-l)] so ce 
IV-12 
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- CARO [O'so (d)] < CARO [Oce (d -1)] et 

CARO [O'so (d)] > CARO [O'so (d+l)] 

Dans ce cas, 0 ce ( d-1) mt gre vers le sommet 

d'adresse (d-1) et 0 (d) vers le sommet d'adresse ce 

d (Cf. figure IV-3-c), et nous aurons : 

RH' (d) so 

- CARO [0\o (d-1)] > CARO [O'so (d)] et 

CARO [0 1 (d+l)] > CARO [01 (d)] so so 

IV-13 

Dans ce cas, les deux sous-ensembles Oce ( d-1) et 

0 (d) migre vers les sommets d'adresses (d-1) et 
ce 

(d) respectivement (Cf. figure IV-3-d), et nous 

aurons : 

RH' (d) so 0 IV-14 

Quand toutes ces migrations sont effectuées 

simultanément, on regroupe en chaque sommet soit aucun, 

soit un, soit deux, sous-ensembles d'observations. On obtient 

ams1 un nouvel histogramme réel cette fois-ci, RH\
0 

( d), 

d = 1, 2, ... , D do Pt les valeurs résultent des déplacements par 

blocs de tous les sous-ensembles d'observations dans les 

directions favorisant les regroupements de taille maximum. 
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grille de 
centres 

grille de 
sommets 

1 

d-l d 

d 

(a) 

d-l 

__... 
1 

d 

(b) 

grille de 
centres 

Hc.(d) 

He.( d-l) 

grille de 
centres 

grille de 
sommets 

d-l d 

d 

(c) 

direction de migration favorisant les 
~ 

regroupements de taille maximale 

~ __... 

d-l d 

RH' 5id) = 0 

gri Ile de 
centres 

grille de 
sommets 

----1-----
d 

(d) 

Les quatre cas de figure des migrations possibles 
des sous-ensembles 

Figure IV.3 
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Si l'histogramme à partir duquel les regroupe­

ments fictifs sont effectués est bâti sur la grille 

des sommets (Cf. chapitre 111-3), les valeurs de ces regroupe­

ments fictifs sont définies sur la grille des centres et vice-

versa. 

Nous définirons l'histogramme bâti sur la grille 

des sommets par ses valeurs H1
5
/d), l'indice "so" indiquant 

que la grille est celle des sommets et l'indice t représente le 

rang de l'itération effectuée sur cette grille. Rappelons que la 

constl ..... ~~__,H ue l'histogramme initial correspond à t = 1. 

De même, 1 'histogramme bâti sur la grille des centres sera 

défini par les valeurs H1ce(d). Ces valeurs seront soit des 

valeurs de regroupements fictifs et donc précédées de la 

lettre F, soit des regroupements réels favorisés par des 

déplacements par blocs et donc précédées par la lettre R. La 

figure IV.4 illustre les regroupements fictifs sur la grille 

des centres effectués à partir de l'histogramme bâti sur 

la grille des sommets. Les valeurs fictives de l'histogramme 

sont données par : 

FH1 (d) = RH1 (d) + RH 1 (d+ 1) ce w w IV-15 

Rappelons auss1 que 

FH 1 (d+l) = RH 1 (d+l) + RH 1 (d+2) IV-16 
ce so so 

A partir des équations IV-15 et IV-16 nous 

constatons que pour chaque rectangle, nous avons deux 
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vmsms, donc deux regroupements fictifs possibles. 

Par exemple pour RH' (d+t) nous obtenons 
so deux les 

regroupements fictifs possibles FH' (d) et FH' (d+t). ce ce 

1 
RH (d+2) 

llO 1 

1 
RH (d+3) 

RH (d+1) 
so 

so 
1 

RH (d) 

1 
RH (d+4) 

!10 

80 
&rille des sommets 

1 
1 • 

' 1 . 
PH (d-h2) 
! ce ' ....,.-----, 

1 1 ' 
\ FH (~) 
~ ce·. '· 1 

F\1 (d+3) 
• ce 
' 

1 
FR (d+4) 

ce 

&rille des centres 

d-1 d d+ 1 d+2 d+3 d+4 

Groupement fictif sur la grille des centres à partir de 
l'histogramme bâti sur la grille des sommets 

Figure IV.4 

Celui de ces 2 regroupements fictifs qm contient le plus 

grand nombre d'observations indique dans quelle direction 

devront être effectivement déplacées les observations cons­

tituant le regroupement 0 1
"' (d+l). La figure IV.5 illustre la 

direction de migration retenue pour chaque sous-ensemble. 
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Le résultat de cette migration d'observations est caractérisé 

par la valeur de l'histogramme RH 1 (d) représentant le 
ce 

nombre d'observations ainsi regroupées réellement. 

l 
RH (d+2) 

so l 

1 .------, RH (d+3) 
RH (d+l) eo 

so 
1 

RH (d) 
!0 

erille des sommets 

-'----'--,,--J.---1-...-1-,_L_-----------. 
~ d11 d+2 d~3 d+~ 

1 

1 

i 
1 

1 
RH (d) 

ce 

1 
RH (d+2) 

. ce ..----, 

&rille des centres 

- - --- --- -- - - - ...____--L.---L...---'---.L____.L__j ----- - - ----

d d+l d+2 d+3 

Direction de regroupement maximale 

Figure IV.S 

Cette technique est itérée jusqu'à ce qu'aucun 

autre regroupement ne soit possible en respectant les règles 

exposées ci-dessus. Le nombrL de groupes obtenus après cet arrêt 

automatique de la procédure représente alors le nombre de 

classes en présence. 
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Pour démontrer l'efficacité de cette procédure, 

nous allons l'appliquer au cas d'un histogramme 

élémentaire bâti sur la grille des centres à partir 

d'une fonction de densité d'un mélange monovariable. 

Cette fonction présente deux modes reflétant la présence 

de 2 classes de 100 observations chacune (Cf. figure IV.6). 

29 
30 

3' 
<0 

Le mélange monovariable 

Figure IV.6 
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Le premier regroupement et l'apparition de la vallée 

Figure IV.7 
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Pour la simplicité du dessin, lors de l'éxécution 

d'une itération, les rectangles de l'histogramme réel à partir 

desquels cette itération est exécutée et les rectangles 

de l'histogramme fictif sont représentés par des bâtons 

respectivement pleins ou creux. La figure IV.7(a) montre ces 

bâtons pour la première itération. 

Après l'éxécution de cette première itération, 

nous remarquons les faits suivants (Cf. figure IV.7(b)) 

- Pour chacune des deux classes le premier 

regroupement s'est fait entre les deux 

sous-ensembles pour lesquels CARD [Q\o (d)] = 
CARD [QI (d)] + CARD [QI (d-1)], d = 1,2, ... ,D 

ce ce 

est maximum, 

- La valeur maximale de chaque mode a été 

augmentée grâce à ce regroupement, 

- Un creux, ou une vallée, s'est creusé entre les 

deux modes. 

Les figures suivantes montrent la suite de 

la procédure itérative jusqu'à la classification finale par 

séparation des modes et indication du nombre d'observations 

assignées à chaque classe. La procédure de regroupement 

est arrêtée lorsque le nombre de pics reste constant entre 

deux itérations successives. 
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- soit au nombre d'hyperparallélépipèdes se partageant 

le même sommet si l'histogramme à amincir est 

déterminé sur la grille des sommets, 

- soit au nombre des sommets de l'hyperparal­

lélépipède si l'histogramme à amincir est déterminé 

sur la grille des centres. 

Parmi toutes les possibilités, on retiendra celle qm 

donne un regroupement fictif de taille maximale. 

Cette procédure de regroupement par migration des 

observations basée sur l'amincissement de l'histogramme est 

une procédure itérative : le regroupement se fait une fois 

sur la grille des centres et une autre fois sur la grille des 

sommets. La procédure s'arrête d'elle-même lorsqu'aucun 

regroupement ne s'avère possible en respectant les règles 

exposées précédement. 

Nous illustrons l'application de cette procédure sur 

deux histogrammes de distributions multidimensionnelles, 

l'un correspond à une distribution unimodale bidimensionnelle, 

l'autre à une distribution multimodale bidimensionnelle. 

IV- 3 - 1 . K.:emple 1 : distribution unimodale et 

bidimensionnelle. 

La figure IV.9 représente l'histogramme d'une 
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L'histogramme unimodal bâti sur la grille 
des centres de l'exemple 1 

N =2 et D =5 

Figure IV.9 
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Nous remarquons 

- qu'à chaque itération la vallée se creuse de plus 

en plus et que les modes s'amplifient, 

- que les emplacements des modes et le nombre 

d'observations par classe ont été préservés 

lors de la procédure de classification. 

IV- 3. RENFORCEMENT 

CLASSIFICATION 

DIMENSIONNELLES 

DES MODES ET 

DE DONNEES MULTI-

L'intérêt de la procédure de renforcement des modes 

présentée dans l'article précédent (Cf. § IV.2) est sa 

possibilité d'extension au cas d'un histogramme mufti­

modal représentant la distribution de données multidimen­

sionnelles. 

Le renforcement des modes d'une distribution 

multimodale multidimensionnelle s'effectue par déplace­

ments par blocs des sous-ensembles d'observations O(o<) 

d'adresse unidimensionnelle o< définis !lar les valeurs de 

l'histogramme H(o< ). Chacun de ces sous-ensembles 

a le choix, dans un espace à N dimensions, entre 2N 

possibilités de migration. Ces 2N possibilités sont égales : 
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distribution bâti sur la grille des centres dans un 

espace bidimensionnel discrétisé avec cmq intervalles par 

axe. Cette distribution est inconnue a pnon. 

Chaque sous-ensembles 0 1c/o<) peut donc être 

translaté en bloc vers l'un des 22 sommets de l'hyperparal­

lélépipède d'adresse unidimensionnelle o( . Ces 4 sommets, 

conformément au système de numérotation introduit au 

chapitre III (Cf. § 111-4 ), ont comme adresses unidimen­

sionnelles o< , ( o<. + 1), ( o<. + D + p), et ( 0( + D + p + 1), où 

D est le nombre d'intervalles et (p-1) l'écart artificiel 

de numérotation entre tout couple de sommets se 

trouvant dans une situation de faux v01smage 

(Cf. § 111-5-2). Les valeurs respectives des regroupements 

fictifs ainsi obtenus sur la grille des sommets forment 

l'histogramme fictif FH 1s/d) (Cf. figure IV.IO). Les flêches 

pointillées indiquent les migrations possibles qui ne 

maximisent pas la taille des regroupements fictifs. Les 

migrations qui conduisent à des regroupements fictifs de 

taille maximale sont indiquées par les flêches pleines 

(Cf. figure IV.l 0). Ces dernières sont retenues pour 

déplacer les sous-ensembles d'observations 0 1 (o< ). Nous 
ce 

remarquons que lorsque toutes ces mit,rations sont effec­

tuées simultanément, on regroupe éventuellement et 

réellement en chaque sommet soit aucun, soit un, 

soit deux, soit trois, soit quatre sous-ensembles d'observations. 
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On obtient ainsi le nouvel histogramme réel cette fois­

ci RH' (O<) (Cf. figure IV.ll) sur la grille des sommets dont so 

les valeurs résultent des déplacements par blocs de tous 

les sous-ensembles d'observations qui ont favorisé les 

regroupements fictifs de taille maximum. 

Cette technique est itérée jusqu'à ce qu'aucun 

autre regroupement ne soit possible. La séparation des 

modes et l'indication du nombre d'observations assignées à 

chaque classe sont alors déterminées. 

Les figures IV.l 0 à IV.l7 représentent toutes les 

étapes itératives de regroupements sur la grille des centres 

et celle des sommets qui conduisent à l'amincissement de 

l'histogramme. 

IV- 3 - 2 . Exemple 2 : distribution multimodale et 

bidimensionnelle. 

La figure IV.18 représente l'histogramme d'une 

distribution trimodale bâti sur la grille des sommets dans un 

espace bidimensionnel discrétisé avec six intervalles par axe. 

Cette distribution est inconnue a priori. 

Les figures IV.18 à IV.28 représentent toutes 

les étapes itératives des regroupements sur les grilles des 

centres et des sommets à partir de la construction de 

l'histogramme des observations, jusqu'à leur classification en 

un nombre de classes inconnu a priori. 
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Nous profitons de cet exemple pour montrer 

comment certaines ambiguïtés au niveau des regroupements 

peuvent être levées. En effet, nous avons parfois à choisir entre 

plusieurs possibilités de migration qui maximisent toutes la 

taille des regroupements fictifs au même niveau. C'est le cas 

de la figure IV.21, où nous avons deux possibilités de 

regroupement de même taille égale à 37. Il en est de même 

de la figure IV.23 où le regroupement constitué de 31 obser­

vations possède quatre possibilités de migration d'égale taille 

maximale. Le nombre de ces possibilités ambiguïes de migration 

peut atteindre 2N, nombre de déplacements possibles dans un 

espace à N dimensions. Dans tous ces cas, nous choisissons, 

la direction de migration qui lors d~ la première itération sur 

cette même grille avait favorisé le regroupement maximal. 

Cette règle prend en considération la distribution réelle des 

données dans l'espace Euclidien. Son application aux 

regroupements déjà définis dans une étape précédente 

stabilise ceux-ci et empêche leur migration aléatoire. Sur la 

figure IV.25, il est évidenl que si cette règle n'était 

pas appliquée et que le choix de migration des deux 

regroupements de 39 observations et de 31 observations 

s'orientait vers les sommets (a) et (b) respectivement, 

ces deux regroupements auraient fusionné lors de l'étape 

suivante. Cette stabilisation fait aUSSI partie du critère 

d'arrêt de la procédure automatique. Ce critère n'est 

pas un critère statistique ou de définition du 

nombre de classes, c'est un critère de comparaison. 
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Si deux itérations successives sur la même grille donnent 

le même nombre de classes, une même répartition des 

observations entre les classes en présence et un même 

emplacement des pics définissant le mode de chaque 

classe, la procédure de classification est arrêtée auto­

matiquement. 

IV- 4 . COMPARAISON AVEC UNE METHODE CLAS­

SIQUE DE MIGRATION DES OBSERVATIONS. 

La méthode présentée dans ce chapitre consiste essentiel­

lement à provoquer des déplacements élémentaires des 

observations de telle sorte qu'au cours de leurs migrations, 

elles se concentrent en des points privilégiés de l'espace pour 

constituer les classes recherchées. 

Cette idée de faire mtgrer les observations dans l'espace 

de représentation des données n'est pas nouvelle. Fukunaga 

et Hostetler, [Fukunaga et Hostetler, 1975], ont proposé de 

déplacer les observations de manière itérative selon le 

schéma itératif 

IV-17 

qui indique que 1'observation X est déplacée à chaque pas 
q 

dans la direction du gradient Z ( Xi ) de la fonction de densité 
q 

sous-jacente estimé au point Xi . 
q 



Peu après, cette idée a été repnse par Koontz, 

Narendra et Fukunaga [Koontz, Narendra et Fukunaga, 

1976], qui approchent les dérivées directionnelles de la 

fonction de densité de probabilité par de simples 

différences finies. Chaque observation est alors déplacée 

vers une de ses voisines dans la direction de la plus 

grande dérivée directionnelle calculée dans son voisinage 

immédiat. 

IV- 4- 1. Méthode de la plus grande pente 

Pour être plus précis, l'idée de base dans cette 

méthode est de regrouper les sous-ensembles formés 

lors de la construction élémentaire de l'histogramme 

multidimensionnel en les rattachant au sous-ensemble 

voisin le plus dense. Ce rattachement permet d'agréger les 

observations autour de modes locaux. Chaque groupement 

ainsi formé autour d'un mode est considéré comme une 

classe. Cet algorithme utilise le concept d'arbres ou de 

graphes orientés. L'idée de base de l'algorithme est de 

définir une règle de construction d'un ou plusieurs arbres 

orientés à partir des Q observations à classer. Chaque 

arbre définit une région modale. Pour cela, la valeur 

associée à chaque cellule de l'histogramme est examinée 

et comparée à celles de ses voisines. Trois cas peuvent 

se présenter : 
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-La valeur associée à la cellule centrale de 

l'histogramme est supérieure à toutes celles 

de ses voisines cette cellule centrale est alors 

appellée racme, elle correspond à un mode 

local. Si d'autres cellules voisines ont la même 

valeur de l'histogramme que celle associée à la 

cellule centrale, la racine est choisie arbitrai­

rement entre celles-ci. 

- La valeur· de l'histogramme associée à la cellule 

centrale est inférieure à celle d'une ou de 

plusieurs de ses voismes. Dans ce cas, cette 

cellule centrale est appelée nœud et doit être 

chaînée à sa voisme dans la direction de la plus 

grande pente de la distribution sous-jacente. 

Cette pente est approchée, dans chaque direction, 

par le quotient de la différence entre les 

deux valeurs H(A.) et H(A.) de l'histogramme 
1 J 

asociées aux deux cellules considérées 

et de la distance d les séparant : 
IJ 

G 
H(A) - H(A) 

J 1 IV-18 
IJ 

d 
IJ 

où G. est la pente entre la cellule centrale d'adresse A. 
IJ 1 

et sa voisine d'adresse A , 
J 
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La cellule voisine à laquelle est chaînée la cellule 

centrale ou nœud est alors appelée le père ou le parent de 

cette dernière. La direction de la chaîne va du nœud 

vers le père : 

- si les valeurs de l'histogramme de la cellule 

centrale et de celles de toutes ces voismes 

sont égales, nous sommes en présence d'un 

plateau. 

En pratique, pour chaque cellule Ai on calcule 

pour toutes ses voisines les pentes Gij , et si 

G .. < 0 pour toutes les voisines, la cellule 
IJ 

considérée est une racine, 

G. > 0 cette cellule centrale est un nœud 
IJ 

et a pour père sa cellule voisine 

pour laquelle G .. est maximum 
IJ 

et à laquelle elle est chaînée, 

G .. = 0 nous sommes en présence d'un 
IJ 

plateau. 

Cette règle permet donc de construire un 

ensemble d'arbres dans lesquels chaque 

cellule est représentée une et une seule fois. 

Chaque racine constitue une estimation d'un 

mode de la fonction de densité sous-jacente à 

l'é .... hantillon étudié, tandis que les arbres 

orientés ainsi obtenus sont des représentations 

des régions modales. 
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La figure IV.29 illustre une application 

de cet algorithme dans le cas d'un espace bidimen­

sionnel. Chaque cellule contient la valeur associée 

de l'histogramme. Le voisinage considéré est défini 

par la 8-connexité. Pour chaque cellule, on compare les 

pentes de la distribution dans les directions de 

chacune de ses votsmes. Elle est finalement chaînée 

à la cellule pour laquelle cette pente est maximum. 

40 
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A4 Al A2 

40 50 60 50 80 90 80 60 
0 0 0 0 

50 30 
0 0 0 

100 

10 As A3 100 
0 0 0 

Méthode de la plus grande pente pour un espace 

à deux dimensions 

Figure IV.29 
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IV- 4 - 2 . Différence entre la méthode de la plus 

grande pente et l'amaicissement de 

l'histogramme. 

IV- 4- 2- I. Méthodologie 

Comme nous l'a v ons déjà mentionné, 

les deux méthodes que nous comparons consistent 

à classifier les . observations en les assignant au 

mode le plus proche. La méthode classique utilise 

pour ceci un calcul de pente, tandis que la méthode 

proposée se base sur une suite de regroupements qm 

favorisent les concentrations locales d'observations. 

La classification par estimation de la pente 

préconise la définition de la valeur du paramètre "a" 

dans les limites définies par l'équation IV-17. Si "a" est 

choisi trop grand, la convergence de la procédure n'est pas 

garantie et la procédüre peut générer un nombre 

important de classes non significatives [Fukunaga et Hostetler, 

1975]. 

Quant à elle, la classification par maxi­

misation de la taille des regroupement:: est affectée par le 

choix du pas de discrétisation. Nous présenterons au 

chapitre V une solution au problème de l'ajustement de 

ce pas. 
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IV - 4 - 2 - 2 . Effet collectif du voisinage 

La méthode classique basée sur le 

calcul de la pente de la fonction de densité, est 

sensible à la notion de distance entre les cellules. 

Considérons la cellule d'adresse A
1 

de la figure IV.30. 

Conformément aux règles de la méthode de la plus 

grande pente, cette cellule est un nœud dont le 

père est la cellule d'adresse A
2

• Aussi les observations 

contenues dans cette cellule se trouvent à la 

jonction des deux classes de la distribution. Si l'on 

considère les observations se trouvant dans toutes 

les cellules entourant celle J'adresse A
1

, nous 

remarquerons que la pente moyenne calculée pour les 

cellules d'adresses A
4 

et A
5 

est plus grande que celle 

des cellules d'adresses A
2 

et A 3• C'est pourquoi ces 

50 observations contenues dans A
1 

doivent plutôt 

être chaînées aux cellules A
4 

et A
5 

et non à A
2

• 

Elles intègrerons ainsi la classe de gauche et non celle 

de droite. 

Pour un espace à N dimensions, le calcul des 

pentes et de leur moyenne devient laborieux. 

La méthode proposée, n'étant point une 

méthode métrique, ne présente pas ces difficultés de 

calcul et, les 50 observations de la cellule d'adresse A, 

167 



se dirigent vers cette classe de gauche suivant le 

pnnctpe de la maximisation de la taille des 

regroupements fictifs (Cf. figure IV.30). 

Nous pouvons dire que la méthode de la 

pente est insensible à l'effet collectif du voisinage. 

La direction de déplacement d'un sous-ensemble 

d'observations est définie par le lien établit entre la 

cellule nœud de ce sous-ensemble et sa cellule père. 

Si la distribution autour de ces deux cellules 

change sans changer la cellule père, la direction du 

déplacement ne sera point changée. Toutefois, si cet 

effet collectif devait-être pris en considération par le 

calcul des pentes et de leur moyenne, le calcul deviendrait 

laborieux pour un espace à grande dimension. 

Dans la méthode de l'amaicissement 

de l'histogramme par maximisation de la taille des 

regroupements, 1 'effet collectif du vOls mage est 

pns en compte. Un changement de la distribution 

autour des modes, sans toutefois affecter ceux­

ci, peut changer la direction de déplacement des 

observations et leur affectation à leurs classes respec­

tives et surtout celles se trouvant dans les vallées entre 

ces classes. 
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Figure IV.30 

IV- 4 - 2 - 3 . Classe bimodale 

Dans le cas d'une classe bimodale, la limite 

entre la classification de toutes les observations soit en 

une seule et unique classe, soit en deux classes distinctes 

est très ambigüe. La méthode de l'estimation du gradient 

donnera toujours deux classes même si la "vallée" entre 

les deux maximum de la classe bimodale n'est pas très 

prononcée. Dans ce même cas, la méthode de maximi­

sation de la taille des regroupements nous donnera une 

seule et unique classe. 

La figure IV.31 illustre un exemple où 

nous avons une classe bimodale car la "vallée" 
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entre les 60 et 80 observations n'est pas relativement 

prononcée (50 observations). La figure IV.32 nous 

montre que la méthode de l'estimation du gradient donne 

deux classes. La figure IV.33 montre que la méthode de 

maximisation des tailles de regroupement donne une 

seule et unique classe. 

60 

65 

60 50 80 

65 30 

Une classe bimodale 

Figure IV.31 

50 80 

0 0-r-- 0 

@ 
! @ 

o@ 0 @ 
30 

Méthode de l'estimation du gradient (2 classes) 
pour une classe bimodale 

Figure IV.32 
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IV - 5 . CONCLUSION 

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode de 

classification qui est basée sur l'analyse de l'histogramme 

multidimensionnel. C'est une méthode totalement 

automatique qui ne nécessite aucune connaissance a priori 

sur les distributions analysées, que ce soit par une 

formulation mathématique de type paramétrique par 

exemple, ou encore une indication sur le nombre de 

classes en présence. Nous avons montré qu'en déplaçant 

les observations dans la direction des .-p,..,..- .. , .. 

ments fictifs qui maximisent leur concentration spatiale, 

ces observations sont attirées vers les modes respectifs 

de la distribution. Cette migration des observations 

réduit la dispersion des classes, ce qut a pour 

effet d'élargir les vallées qut les séparent et 

d'accentuer les différences d'amplitudes entre les 

sommets et les creux de ces vallées. Cette 

procédure itérative est applicable à des problèmes 

de dimension élevée, car elle se base sur la 

technique de balayage spatial de l'espace discrétisé 

présentée au chapitre précédent. La rapidité d'éxécution 

de chaque itération de l'algorithme augmente au fur et à 

mesure que nous approchons du résultat final, car la 

procédure, qui est basée sur le regroupement des obser­

vations, ne prend en compte que les points de discréti­

sation de l'espace où se concentrent les observations. 
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La procédure de classification prend fin lorsque 

deux itérations consécutives donnent le même 

résultat. Chaque mode est alors défini par un seul 

pic dont l'amplitude indique le nombre d'observations 

assignées à la classe correspondante. En suivant la 

position de chaque observation au cours des différentes 

migrations et des différents regroupements éventuels 

et réels, on dispose finalement de la composition 

exhaustive de chaque classe. 

Dans le chapitre V, nous utiliserons cette nouvelle 

approche pour analyser différents ensembles de données 

afin de montrer ses performances et de cerner ses 

avantages et ses limites. 
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Annexe IV-1 

Réduction de la variance par déplacement 

des observations vers le mode 

Soit un nombre Q d'observations distribuées symé­

triquement autour de leur mode et donc de leur moyenne. 

La variance de cette distribution est donnée par : 

Variance [X] = E (X2) - E (X)2 A-IV-1-1 

où: 

E(x) 
a, x, + a2 X2 + a3 X3 + .... +<ix-X+ .... +~-2 XL-2 + ~-1 XL-I+~ XL 

(a, + a2 + a3 + .... + ~ + .... + ~-2 + ~-' + ~) 

A-IV-1-2 

a 1 , ~ , a
3 

, •••• , ~ étant les effectifs da.~s chaque intervalles 

de l'histogramme de largeur ~ et de valeur moyenne 

d'intervalle x
1

, x2 , x
3

, •••• ,xL (Cf. figureA-IV-1). 

Les observations étant distribuées symétriquement 

autour de leur mode et moyenne, a, = aL , a2 = ~- 1 , a3 = ~-2 .... 

donc 

E(x) =a, x,+ a2x2 + a3x3 + .... +~x + .... + a3xL-2 + a2xL_,+ a, xL 

(2a1 + 2a2 + 2a
3 

+ .... + ax) 
A-IV-1-3 

et donc 

A-IV-1-4 
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Effectifs 

1------------
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1 ----
1 --- -- --- -
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1 
1 
1 
1 

x x 

Figure A-IV-1 

Déplaçant chaque observation vers le mode (ou la 

moyenne) de la distribution sans toutefois déplacer 

celui-ci, nous aurons une transformation de Y=· X ± () 

selon que l'observation est située à droite (signe négatif) 

ou à gauche (signe positif) de cette moyenne. 

La variance sera donnée par 

Variance [ Y ] = E ( Y2 ) - E( Y) 2 A-IV-1-5 

Le calcul de E(Y) est donné par : 

a/x 1+5) + a,(x,+5) + a/x,+5) + .... +a-x+ .... + a/xL_2-5)+a2 (xL_ 1-5)+a1(xL-5) 
E(Y) = - - · · x . 

(2a1 + 2a2 + 2a
3 

+ .... + a.) 
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E(Y) = al xl + a2 x2 + a3 x3 + .... +<ix-X + .... + a3xL-2 + a2xL-l+ al xL + 

(2a1 + 2a2 + 2a3 + .... + <lx) 

a1 8 + a2 8 + a
3 

8 + .... - a
3 

8- a
2 
8- a1 8 

(2a1 + 2a2 + 2a3 + .... + ax) 
A-IV-1-6 

Des équations A-IV-1-6 et A-IV-1-3, nous déduisons 

E(X) = E(Y) A-IV-1-7 

Ce qui veut dire que ce déplacement de point vers le mode 

ou la moyenne ne change pas l'emplacement de celui-ci. 

Calculons E(Y2), nous avons : 

a1(x 1+8)2 + a2(x2
+8)2 + a

3
(x

3
+8)2 + .... + a,-x2 + .... + a3(xL_2-8x)2+~(xL_,-8f+a 1 (xL- 8)2 

E(Y 2)=----------------------

donc 

E(Y2) = a,x,2 +~x/ + a3x/ + .... + a.-,r + .... + a3x2L-2 + a2x\_,+ a,x2L 

+ 

+ 

(2a1 + 2a2 + 2a3 + .... +a.) 

2a1 ô x 1 + 2a2 Ôx2 + 2a3 Ôx
3 

+ .... - 2a
3 

ôxL_2 - 2a2 ô xL-I - 2a, ô xL 

(2a
1 

+ 2a
2 

+ 2a
3 

+ .... +a.) 

A-IV-1-8 

De A-IV-1-4 en A-IV-1-8, nous déduisons 

Q 

Q 
A-IV-1-9 
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La plage de variation de la variable x étant divisé en un 

nombre d'intervalles D de largeur 0, nous aurons : 

XL - xl = (D- 1) 0 

XL-2 - x2 = (D- 3) o 
20 

A-IV-1-10 
X- - x,_o = X+o 

donc: 
(2a

1 
+ 2a

2 
+ 2a

3 
+ .... ) 

E(Y2
) = E(X 2)+ 02 

Q 

Q 
donc: 

02{ 
E(Y 2

) = E(X 2
) ~ [ 2a1 (D- I) + 2a

2 
(D- 3) + 2~ (D- 5) + .... ] 

Q 

- ( 2a1 + 2a2 + 2a3 + .... ) } A-IV-1-11 

On constate que pmsque les termes (D-1), (D-3), (D-5), ... 

sont tous plus grand que l'unité le 2ème terme de 

l'équation A-IV-1-11 est toujours négatif donc : 

De là, en comparant les équations A-IV-1-1 et A-IV-1-5 

puisque E(Y) 2 = E(X) 2 et E(Y 2
) < E(X 2

), la variance 

[Y] < variance [X ] . Donc déplaçant les points vers le 

mode ou la moyenne réduit la variance. 
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CHAPITRE V 

RESULTATS 

EXPERIMENTAUX 

V - 1 . INTRODUCTION 

Afin d'évaluer la procédure de classification 

par maximisation des regroupements des observations 

proposée dans le chapitre précédent, nous présentons, 

dans ce chapitre, plusieurs exemples bidimension­

nels et multidimensionnels de classification de données 

générées artificiellement. Ces exemples sont variés : 

on trouvera des classes à faibles effectifs où les 

observations sont bien séparées, des classes à grands 

effectifs où les observations sont rapprochées, des 

classes non sphériques et non équiprobables, ams1 que 

des classes en forme de croissant. 

Une étude de l'effet de la finesse de la discré­

tisation sur le nombre de modes détectés est aussi 

présentée. 

178 



V- 2. EXEMPLE BIDIMENSIONNEL COMPOSE DE 

TROIS CLASSES NORMALES NON SPHERIQUES 

Pour le premier exemple, nous analyserons toutes les 

étapes de la classification jusqu'à la stabilisation du 

résultat. 

Les données utilisées dans cet exemple sont 

des observations provenant de trois classes normales non 

sphériques et non équilibrables dont les paramètres 

statistiques, ainsi que le nombre d'observations par classe, 

sont précisés dans le tableau Y.l. La figure V-1 présente 

l'échantillon tel qu'il a été simulé pour construire cet 

exemple. 

Nombre Vecteur Matrice ac Probabilité 
Distribution 

d'observations Moyenne covariance a priori 

'>[1.1215] s.=[·''' . 0.042] 
1 200 Pb 1= 2r 

0.954 -0.042 2.173 

X,= [ '·'"'] ['''' ·0.133] 2 200 s = Pb2= 2/7 
2 

2.1096 -0.133 1.984 

X,=[ 3.8832] S,= [2.137 0.104] 
3 300 Pb_= 3

/" 
j ' 

7.9213 0,104 1, 718 

Paramètres statistiques des classes de l'exemple l 

Tableau V - l 
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Représentation graphique de l'échantillon 
de l'exemple 1 

Figure V.l 

.· 

Pour déterminer avec le maximum de fiabilité, 

le nombre de classes en présence, l'algorithme est lancé 

plusieurs fois pour un nombre différent d'intervalles de 

discrétisation D sur chaque axe. Cette procédure permet 

de retenir le nombre d'intervalles conformément au 

concept de stabilité du nombre de modes détectés 

[Fromm et Northouse, 1973 ; Eigen, Fromm et Northouse, 

1974; Touzani et Postaire, 1988]. 
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La figure V.2 indique les variations du nombre de 

modes mis en évidence à la fin de la procédure de 

classification itérative en fonction du nombre d'intervalles. 

On constate que : 

(i) l'algorithme est peu sensible à l'ajustement de 

ce paramètre puisque le nombre de modes 

détecté reste stable et égal à trois pour 

75, D s, 25, 

(ii) un éclatement des modes intervient brutalement 

dès que le nombre d'intervalles D dépasse la 

valeur 25, limite supérieure de la plage de 

stabilité. 

nombre de modes 

détectées 

,,.--.---,----, ----------

-

-

-

D 
Nombre 

li 1 d'intervalles 

-+r~~~-~~~-~~~~~l~~l=~lL-t~~~~~~-L~~~~~~~~~r----~ 
2 4 6 8 !() 12 14 16 18 20 22 24 26 21\ 

Nombre de modes détectés dans l'échantillon 
du tableau V-1 en fonction du nombre 

d' intenalles D 

Figure V.2 
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Ayant déterminé cette plage de stabilité, l'algo­

rithme calcule le nombre de classes en présence, assigne 

les observations à leurs classes respectives et détermine 

les paramètres statistiques pour un nombre d'intervalles 

égal à la valeur médiane de cette plage, c'est-à-dire 

D= 16 pour cet exemple. Les étapes de cette procédure 

finale de classification automatique sont illustrées par les 

figures de V.3 à V.7. 

Conformément à la méthode de classifcation 

automatique par maximisation des regroupements 

présentée au chapitre IV, la figure Y.3 présente l'histo­

gramme multidimensionnel bâti sur la grille des centres 

et obtenu à partir de l'échantillon tel qu'il a été simulé. 

La figure Y.4 représente le premier regroupement fictif 

bâti sur la grille des sommets. La figure V.S représente le 

premier histogramme multidimensionnel réel bâti 

sur cette même grille. La figure Y.6 illustre les 

étapes suivantes de cette classification automatique, 

tandis que la figure Y.7 en représente l'étape finale. 

Il est à noter que lors de la procédure de classification. 

un même indice est affecté aux observations formant le 

même sous-ensemble dans les regroupements successifs. 

Ainsi, à la fin de la procédure de classification, l'analyste 

dispose de la liste exhaustive de toutes les observations 

constituant chacune des classes, ainsi que des paramètres 

statistiques classiques de position et de dispersion des 

classes 
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Le temps d'exécution de cette procédure de 

classification varie avec la pas de discrétisation. 

Si l'on choisit d'exécuter cette procédure sur une 

station SUN spark 4 pour un nombre d'intervalles 

allant de zéro à trente, le temps d'exécution total, y 

compris la lecture du fichier, la définition du nom­

bre de classes, l'affectation des observations à chaque 

classe et le calcul des paramètres statistiques, est de 

390 secondes, ce qui correspond à une moyenne de 

13 secondes par exécution de la procédure pour chaque 

pas de discrétisation. 

Les résultats de la classification de ces 700 

observations pour 0=16 valeur médiane de la plage 

de stabilité, donnés par les tableaux V-2 et V-3, illustrent 

les performances de cette procédure. Le tableau V-2 

indique les paramètres statistiques de chaque classe 

après la classification par la méthode proposée. 

Les effectifs des trois classes obtenues sont donnés 

dans la deuxième colonne du tableau V-2. Ces classes 

sont définies par leurs vecteurs moyennes et leurs 

matrices de covanance, donnés respectivement par 

la troisième et quatrième colonnes du même tableau. 

Pour analyser les performances de la procé­

dure proposée, nous avons calculé la matrice de 

confusion associée aux résultats de la classi-

fication, ainsi que le taux d'erreur (Cf. tableau V-3). 
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Chaque élément des 3 premières lignes et colonnes de 

la matrice de confusion représente le nombre d'observa­

tions appartenant à la classe indiquée par le numéro de 

la ligne de cet élément et affectées, lors de la procédure 

de classification, à la classe indiquée par la colonne de ce 

même élément. Par exemple, l'élément de la 1ère ligne, 

2ème colonne de la matrice de confusion représente 15 

observations appartenant originalement à la classe 1, mais 

affectées lors de la classification, à la classe 2. Le total 

de chaque ligne indique le nombre d'observations 

appartenant à la classe correspondante, tandis que le 

total de chaque colonne indique le nombre d'observations 

affectées à la classe correspondant à cette colonne lors 

de la classification. 

Les éléments de la première colonne des taux d'erreur 

représentent le total des observations mal classées de 

la classe correspondant à la ligne. 

Le taux d'erreur par classe est donné par le 

rapport entre le nombre d'observations mal classées 

de cette classe et le nombre total d'observations appartenant 

à cette classe. 

Le taux d'erreur global est le rapport entre le nombre 

total d'observations mal classées par la procédure et 

le nombre total d'observations constituant l'échantillon 
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Vecteur Nombre Matrice de 
Distribution 

d'observations Moyenne 

1 

2 

3 

covanancc 

X,=[ 1.on] s, =[ 1,682 .0,039 ] 
185 

0,961 -0,039 2,209 

X, { s.538] s, ~ [ 1,871 0129] 218 
2,211 -0.129 2.014 

X,{' m] s,=[ 2,163 0,108] 
297 

8,192 0,108 1,592 

Paramètres statistiques de l'exemple 1 
après classification par la méthode proposée 

Tableau V-2 

Matrice de confusion Taux d'erreur 

Les 
classes 

1ère 

classe 

2ème 
classe 

3ème 
classe 

Total 

1ère 2ème 3ème Nombre total Taux 
classe classe classe Total d'observations d'erreur 

mal classées par classe 

15/200 185 15 () 200 15 = 0,075 

0/200 
0 200 0 200 0 =0 

3!300 
() 3 297 300 3 = 0,01 

185 218 297 700 18 

Matrice de confusion et taux d'erreur 
de l'exemple 1 

Tableau V- 3 
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Taux 
d'erreur 
global 

0,02571 

ou 

2.571% 



soumis à l'analyse. Pour cet exemple pour D=l6, 

ce taux d'erreur global est de 2,57 %, ce qui correspond à 

18 observations mal classées sur le total de 700. 

Le seul paramètre à ajuster par 1 'analyste est le pas 

de discrétisation des données. Si nous comparons les taux 

d'erreurs globaux en fonction de ce paramètre dans la 

plage de stabilité du nombre de classes, nous remarquons 

sur la figure V.18 que cette procédure de classification 

n'est pas très sensible à l'ajustement du nombre d'inter­

valles D dans cette plage. En effet, entre 0=7 et 0=25, 

l'accroissement du taux d'erreur global correspond à 

seulement 6 observations mal classés sur un total de 700. 

Nombre 
d'observations 

mal classées Taux 

d'erreur global % 

22 3,14 ----------------- -~-11 

21 3,00 ----------------,1 1 1 1 
1 1 1 

20 2,86 --------------, 1 1 1 1 1 
19 2,72 -------------- 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 
18 2,57 ---------111 1 1 1 1 1 1 
17 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 2,43 ------~-1-11 
1 1 1 1 1 1 1 Nombre 

1 1 
16 2,28 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 d'intervalles --r-r-n 

1 1 1 1 1 l 1 1 1 1 1 1 1 D 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 ..... 
7 8 9101112131415161718 1':)2021 222324 25 

Variation du taux d'erreur global avec le nombre 
d'intervalles D. 

Figure V.8 
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D'autre part, nous remarquons qu'à la limite inférieure 

de la plage de stabilité, 0=7, nous obtenons le plus petit 

nombre d'observations mal classées, 16 observations, et par 

conséquent le meilleur taux d'erreur global 2,28 % par 

rapport aux nombres d'intervalles. 

Nous pouvons évaluer la performance de cette méthode 

en comparant ce taux d'erreur global au taux d'erreur 

théorique optimale défini par l'approche Baysienne. Pour cet 

exemple, ce taux théorique est de 3,06 %. Cette valeur 

comparée aux valeurs de la figure V.8, explicite la 

pertinence de la méthode de classification par maximi­

sation de la taille de regroupements qui offre un taux 

d'erreur plus ou moins constant dans la plage de stabilité 

et conforme au taux théorique optimale. 

V- 3. EXEMPLE BIDIMENSIONNEL COMPOSE DE 

DEUX CLASSES NORMALES NON SPHERIQUES 

A FAIBLES EFVECTIFS DISPERSEES 

Les données utilisées dans ce deuxième exemple sont 

des observations provenant de deux classes normales non 

sphériques et équiprobables dont les paramètres statistiques 

ams1 que le nombre d'observations p~. classe sont précisés 

dans le tableau V-4. La figure V.9 présente l'échantillon 

tel qu'il a été simulé. 
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Dis tri-
bution 

1 

2 

·· .. · 

Nombre Vecteur Matrice de 
d'observations Moyenne covariance 

X, =['·1062] [ 1,516 -0,137] 
100 s = 

1 

7,6534 -0,137 2,433 

X,= [ 4,6169] r-22 0,262] 
100 s = 

l 0,262 4,9233 2,045 

Paramètres statistiques de l'exemple 2 

Tableau V - 4 

·. -.. 
... : 

.. . 

Représentation graphique de l'échantillon 
de l'exemple 2 

Figure V.9 
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5 1-

4 1-

3 1-

12 

1 1-

0 1-

9 1-

8 1-

7 1-

6 
5 
4 

nombre de modes 

détectées 

l) 
3 ,-,-,---,----

2 

1 -,-,l-,-,-: Nombre 
d'intervalles 

... 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1 12 13 14 15 16 17 1 8 19 20 

Nombre de modes détectés dans l'échantillon 
de l'exemple 2 en fonction du nombre 

d'intervalles D 

Figure V.IO 

La figure V.l 0 indique les variations du nombre de 

modes m1s en évidence par la procédure de classi­

fication en fonction du nombre D d'intervalles de 

discrétisation. La plage de stabilité s'étend de D = 6 à 

D = 15. 

Nous remarquons ici aussi qu'un éclatement des 

modes intervient brutalement dès que le nombre d'inter­

valles D dépasse la valeur 1 S, limite supérieure de cette 

plage de stabilité. 
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Le tableau V-5 indique les paramètres statistiques 

après la classification par la méthode proposée pour 

un nombre d'intervalles égal à la valeur médiane 

de la plage de stabilisaté, c'est-à-dire D = 11. Le nombre 

de classes, le nombre d'observations affectées à 

chacune d'elles, leurs vecteurs moyenne et leurs matrices 

de covariance sont donnés dans ce tableau. 

Vecteur Nombre Matrice de 
Distribution 

d'observations Moyenne 

1 

2 

covariance 
---

X, = [ 8,4932 ] [ 2.01 0141 J 106 s = 
1 

7,8359 -0,141 2.98 

- [''""] [ 1,099 ~0,233] 
94 x = s2 = 2 

4,7992 -0.233 1.901 

Paramètres statistiques après classification 
pour l'exemple 2 

Tableau V- 5 

Le tableau V-6 donne la matrice de confusion 

associée à la classification par cette méthode, le taux 

d'erreur par classe et le taux d'erreur global pour D= 11. 

Pour cet exemple, ce taux d'erreur est de 3 %. 
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Les 

classes 

1ère 

class 

2ème 

classe 

Total 

MaLrice de confusion Taux d'erreur 

Nombre total 
lère 2ème Total d'observations Taux d'er-

classe classe mal classées 

100 0 100 0 0/100 
=0 

6 94 lOO 6 6!100 
= 0,06 

106 94 200 6 

Matrice de confusion et taux d'erreur 
de l'exemple 2 

Tableau V - 6 

Taux 
d'erreur 
global 

0,03 

ou 

3% 

La figure V.ll indique les variations du taux d'erreur 

en fonction du nombre d'intervalles dans la plage de 

stabilité. Nous remarquons que, comme dans l'exemple 

précédant, et malgré le faible effectif de chaque classe et 

leur grande dispersion, la procédure de classification est 

peu sensible au nombre d'intervalles. En effet, entre D = 6 

et D = 15, l'accroissement du taux d'erreur global 

correspond à seulement 3 observations mal classées sur un 

total de 200. 

207 



Nombre 
d'observations 

mal classées.Â. 

8 

7 

6 3,0 

Taux 
... d'erreur global 0/u 

------------------,--1 

1 1 
1 1 
1 1 --------------,-, l 1 

1 1 1 1 

1 1 
1 1 

1 1 1 1 
_____ T_I_T_I 

1 1 1 1 

1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 l 1 1 

5 2,5 -,, 1 1 1 1 1 1 1 1 Nombre 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
d'intervalles 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

6 7 8 9 10 1 1 12 13 14 15 

Variation du taux d'erreur global avec le nombre 
d'intervalles D. 

Figure V.ll 

D'autre part, nous remarquons, que comme dans 

l'exemple 1, qu'à la limite inférieure de la plage de 

stabilité, 0=6, nous obtenons le plus petit nombre 

d'observations mal classées et le meilleur taux d'erreur 

global. 

Le taux théorique optimale calculé pour cet 

exemple, est de 3,98 c1c. Cette valeur comparée aux valeurs 

de la figure V.ll, affirme de plus en plus la pertinence 
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de la méthode de classification par maximisation de la 

taille des regroupements qui offre un taux d'erreur plus 

ou moms constant dans la plage de stabilité et conforme 

au taux théorique optimale. 

V - 4 . EXEMPLE BIDIMENSIONNEL COMPOSE DE 

TROIS CLASSES EN FORME DE CROISSANT 

Les données utilisées dans ce troisième exemple sont 

des observations provenant de trois classes équiprobables 

dont : 

-Deux classes en forme de croissant. Les 

observëtions de ces classes sont définies par 

deux attributs donnés par (A cos 8 + 8) et 

(A sin 8 + 8), où A est l'amplitude de la classe, 

8 est la variable aléatoire normale appelée l'angle 

de la classe, et où 8 2 et 8 2 sont aussi des 

variables aléatoires normales. Les paramètres 

statistiques de ces deux classes ainsi que le 

nombre d 'observat;ons par classe sont prée i sés 

dans le tableau Y-7(a). 

-Et une classe normale non sphérique. Les 

paramètres statistiques et ie nombre d'obser­

vations par cette classe sont précisés dans le 

tableau V-7 (b). 

La figure V.12 présente l'échantillon tel qu'il a été 

généré. 
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~ 
En forme de 

croissant 

Classe Classe 
1 2 s 

~ 
Normale 

non 
sphérique s 

Nombre 300 
Nombre 

--
d'observations 

300 300 
d'observations 

Moyenne 

Amplitude 15 15 
de la classe 

de la première 5 
variable x

1 

Moyenne 
de l'angle 0 3,14159 

de la classe e 

Variance 
de la première 15 

variable x
1 

Variance 0,707 0,707 
de l'angle e 

Moyenne 
de la seconde 5 

Moyenne 5 5 
de B

1 

variable x
2 

Variance 

Variance 
10 10 de B

1 

de la seconde 15 
variable x

2 

Moyenne 
5 5 de B

2 
(b) 

Variance 

1 

10 10 de B
2 

(a) 

Paramètres statistiques de l'exemple 3 

Tableau V - 7 
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La figure V.13 indique les variations du nombre de 

modes mis en évidence par la procédure de classification en 

fonction du nombre d'intervalles. La plage de stabilité 

s'étend de D = 7 à D= 11. 

nombre de modes 

détectées 

r--

--

-

-
Nombre 

Nombre de modes détectés dans l'échantillon 
de l'exem pie 3 en fonction du nombre 

d'intervalles D 

Figure V.l3 
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V - 5 . EXEMPLE A QUATRE DIMENSIONS COMPOSE 

DE TROIS CLASSES NORMALES NON SPHERIQUES. 

Les données utilisées dans ce quatrième exemple 

représentent des observations d'une distribution à trois 

classes dans un espace à quatre dimensions. 

Les paramètres statistiques ainsi que le nombre 

d'observations par classe, tel qu'elles ont été générées, sont 

données par le tableau V-9. 

~ s Classe 1 Classe 2 Classe 3 

Nombre d'observations 200 100 200 
par classe 

Moyenne de la Ière 
8,000 1,000 5,000 variable 

Variance de 1 a 1ère 
2,000 variable 1,000 1,000 

Moyenne de la 2ème 
7,000 3,000 4,000 variable 

Variance de 1 a 2ème 
1,000 0,500 1,000 variable 

Moyenne de la 3ème 
5,000 2,000 3,000 variable 

Variance de la 3ème 
variable 3,000 0,500 1,000 

Moyenne de la 4ème 
4,000 7,000 3,000 variable 

Variance de la 4ème 2,000 2,000 1 ,UOO 
variable 

Paramètres de l'exemple 4 

Tableau V- 9 
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La méthode de classificattion par maximisation 

des regroupements a été appliquée à cet exemple pour 

différents nombres d'intervalles de discrétisation de 

l'espace à 4 dimensions allant de 1 à 30. La figure 

V.15 indique qu'une plage de stabilité s'étend de 0=8 

à 0=17 et que, comme dans les autres exemples, un 

éclatement des modes intervient brutalement dès que le 

nombre d'intervalles dépasse la limite supérieure de la 

plage de stabilité. 

24- nombre de modes 

22 

2o-

18-

16-

JO-

8 -

6 

4 

détectées 

,---,-

,.--,-

-

Nombre 
d'intervalles 

D 

1 :: ~ 4 -; 6 7 x 9 1 o 1 1 1 2 1 ~ 14 1 :; 1 6 17 1 x 1 9 20 21 22 :n 24 2" 2fo 2 7 

Nombre de modes détectés dans l'échantillon 
de l'exemple du tableau V-10 en fonction du nombre 

d'intervalles D 

Figure V.IS 
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Le tableau Y-1 0 nous donne la matrice de confusion 

associée à la classification par cette méthode, le taux 

d'erreur par classe et le taux d'erreur global qui est 

de 1,4 % pour 0=12. 

Les 
classes 

1ère 
classe 

2ème 
classe 

3ème 
classe 

Total 

Matrice de confusion Taux d'erreur 

Nombre total Taux 2ème 3ème 1ère Total d'observations d'erreur classe classe classe mal classées par classe 

4/200 
196 0 4 200 4 = 0,02 

0 98 2 100 2 2/100 
= 0,02 

1 

1 1/200 1 0 199 200 1 
= 0,01 

197 98 205 500 7 

Matrice de confusion et taux d'erreur 
pour l'exemple 4 

Ta b 1 ea u V- 1 0 

Taux 
d'erreur 
global 

0,014 

ou 

1,4% 

D'autre part, la figure V.16, indique que, comme 

dans les exemples précédents, les variations du taux 

d'erreur en fonction de D dans la plage de stabilité 

sont minimes. L'accroissement du taux d'erreur global 

correspond à seulement S observations mal classées sur 

un total de 500. Cela confirme que la procédure de 

classification est peu sensible au nombre d'intervalles 

dans la plage de stabilité. 
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Nombres 
d'observations Taux 

mal classées d'erreur global 

~~ ..... 

9 1--- 1,8 +--------------------.------, 
1 
1 

1 8 r--- 1,6 +--------------.--..--, 

1 
7 - 1 ,4-+-------------. 

1 1 

1 1 

1 1 6 - 1,2 +--------,----, 

1 1 

1 1 5 r--- 1,0 +------, 

1 1 
4 r--- 0,8 +---- 1 1 

1 1 

1 1 
1 No mbrc 

1 
1 1 d'int ervallcs 

1 1 

l 1 

7 8 9 10 Il !2 13 14 15 16 17 

Variation du taux d'erreur global avec le nombre 
d'intervalles D. 

Figure V.l6 

Comme dans les autres exemples, nous remarquons 

que le nombre minimum d'observations mal classées qui 

donne le meilleur taux d'erreur globale est toujours à la 

limite inférieure de la plage de stabilité. 

D'autre part, le taux d'erreur théorique optimale pour 

cet exemple d'une valeur de 1,46 o/c , comparée aux valeurs 

de la figure Y.16, nous confirme la pertinence de la 

méthode. 
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V- 6. CONCLUSION 

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques 

résultats obtenus par la méthodologie de classification 

automatique par amincissement de l'histogramme 

multidimensionnel que nous proposons dans ce mémoire. 

Pour justifier les performances de la méthode, nous avons 

utilisé des exemples bidimensionnels et multidimensionnels 

constitués de classes de formes variées. 

La comparaison systématique des résultats obtenus 

aux données réelles a permis de montrer l'intérêt d'une 

telle approche qui ne nécessite aucune connaissance a 

priori sur les données à classer et qui est très robuste 

par rapport à l'ajustement de l'unique paramètre laissé à 

l'initiative de l'analyste. L'étude de l'effet de la finesse 

de la discrétisation sur le nombre de modes détectés a 

permis de définir de grandes plages de stabilité qui 

correspondent à une mise en évidence fiable de la 

véritable structure des àonnées. 

Nous pouvons en toute confiance, préciser que la méthode 

de classification par maximisation des regroupements est ca­

ractérisée par : 
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- une vitesse d'éxécution rapide, si toutefois un matériel 

adéquat est utilisé, 

une plage de stabilité assez large, su1v1 d'un éclate­

ment du nombre de modes, 

- un meilleur taux d'erreur globlal à la limite 

inférieure de la plage de stabilité. C'est pourquoi 

nous proposons que la classification finale, après la 

détermination de la plage de stabilité, s'éxécute 

à cette limite inférieure bien que ce taux d'erreur 

est quasiment insensible au nombre d'intervalles 

de la plage, 

- un taux d'erreur global comparable au taux d'erreur 

théorique optimale. 
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CONCLUSION 
GENERALE 

Dans ce mémoire, nous avons proposé une nouvelle 

approche pour l'analyse de données multidimensionnelles. 

La méthodologie de maximisation de la taille des 

regroupements que nous avons développée a pour but, 

d'une part, d'extraire les modes associés aux différentes 

classes en présence dans l'échantillon soumis à l'ar,alyse, 

d'autre part, de regrouper en classes les observations de 

l'échantillon analysé à partir de ces modes. 

Nous avons montré que, dans un contexte non suptr visé 

dans lequel on ne dispose d'aucune information a priori 

sur les données à classer, la méthode de maximisation de 

la taille des regroupements permet la détection des modes 

dans le cas d'échantillons constitués de classes de formes 

et de tailles variées. 

D'autre part, comme la plupart des méthodes 

de classification basées sur l'analyse de l'histo­

gramme mul tidirnensionnel, cette approche est précédée 

d'une phase de discrétisation de l'espace de repré­

sentation des données. Le seul paramètre à ajuster 

durant cette étape est le pas de discrétisation. Nous 

avons proposé, dans ce mémoire, un moyen d'ajuster 

ce paramètre et cela en définissant une plage de 
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stabilité du nombre de classes détectée en fonction du 

nombre d'intervalles de discrétisation de l'espace. 

Un point important considéré dans ce mémoire 

est celui de l'effet du nombre d'attributs décrivant chacune 

des observations de l'échantillon à analyser sur la 

complexité des algorithmes. Nous avons introduit une 

méthode pour réduire le balayage d'un espace multi­

dimensionnel à un problème à une seule dimension par 

une reformulation mathématique simplifiée, qUI ne 

néglige aucun des attributs utiles, et ce, quelque soit leur 

nombre. 

Comme nous nous sommes situés dans ce contexte 

non supérvisé, le seul moyen d'évaluer les résultats 

obtenus par la méthode proposée était de les comparer 

aux données générées. Cette comparaison nous montre 

l'intérêt de cette approche par maximisation de la taille 

des regroupements pour des échantillons constitués de 

classes de formes et de tailles variées. 

D'autre part, cette méthode est caractérisée par une 

grande vitesse d'éxécution, et un taux d'erreur global 

comparé au taux d'erreur théorique optimale défini par 

l'approche Bayesienne 

Ce travail montre que la détection des modes par 
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cette méthode constitue une approche intéressante aux 

problèmes de classification automatique non supervisée. 

Nous pouvons enfin, confirmer l'adaptabilité de 

la méthode de classification par maximisation de la 

taille des regroupements au traitement d'images 

[Vannoorenbergue, Wachowski, Barsoum et Postaire, 1994 ]. 

Cette application, présentée à la troisième conférence 

internationale du traitement d'images en Pologne ouvre 

de larges possibilités quant à l'utilisation de cette méthode 

dans différents domaines. Ce à quoi nous nous employons. 
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