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INTRODUCTION

Claude Brezinski dans ses travaux sur les applications de la théorie de la biorthogonalité
& P’analyse numérique [3], a défini, entre autres, une généralisation des approximants de
type Padé pour les séries de fonctions et la notion des polynémes biorthogonaux adjacents.
Il a aussi déduit un ensemble de relations de récurrence qui permettent le calcul de ces
éléments. ‘

Il était donc important de faire I’implémentation de ces relations avec comme objectif le
calcul effectif des approximants de type Padé généralisés et des polynémes biorthogonaux
adjacents.

Dans les travaux de cette thése, nous distinguerons deux parties essentielles.

Dans la premiére, nous nous intéresserons au probléme du calcul d’une suite d’approxi-
mants de type Padé généralisés. Ces approximants sont définis par rapport aux séries
de fonctions de la méme maniere que les approximants de type Padé sont définis par
rapport aux séries de puissances. Cependant, il existe une différence cruciale; a savoir
que dans les approximants généralisés, nous considérons des fonctionnelles quelconques,
tandis que dans les approximants de type Padé, les fonctionnelles correspondent toujours
a l'interpolation de Lagrange ou de Hermite.

Nous présenterons deux méthodes pour calculer les approximants généralisés. La pre-
mieére utilise la méthode de bordage par blocs développée par Brezinski et Redivo Zaglia
[6], et la deuxiéme utilise les relations de récurrence de la biorthogonalité déduites par
Brezinski [3]. -

L’implémentation de la deuxiéme méthode pose des problemes d’encombrement de mé-
moire et de volume de calcul, que nous réussirons a minimiser.

Nous développerons des logiciels pour implémenter les deux méthodes de calcul. La
premiére sera implémentée en Fortran (voir annexe A) et la deuxiéme sera implémentée
en Mathematica (voir da Rocha [7] et annexe C).

Le logiciel Mathematica permet de faire aussi bien du calcul symbolique que du calcul
numérique. Dans les deux cas nous pouvons faire du calcul exact, du calcul approché de
basse précision ou du calcul approché de haute précision.

Faire du calcul exact est trés souhaitable, mais cela prend en général trop de temps.
Par contre, le calcul approché de haute précision est beaucoup plus rapide et permet de
maitriser ’effet cumulatif des erreurs d’arrondi de telle sorte que ces erreurs ne viennent
pas entacher les chiffres exacts des approximants.
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Le véritable probléme qui se pose par rapport aux approximants de type Padé généra-
lisés est de savoir comment choisir les fonctionnelles qui leur sont associées de sorte que
les approximants convergent vers la série plus vite que la suite des sommes partielles.
Nous nous demandons aussi sous quelles conditions ces fonctionnelles existent. Est-ce
qu’elles sont définies de facon unique ou non ? Saurions nous ch0151r les fonctionnelles qui
produisent la convergence la plus rapide ?

Le premier pas pour aborder toutes ces questions est de trouver des exemples.

Nous le ferons & travers plusieurs séries de puissances et séries de fonctions par rapport
auxquelles nous trouverons des suites de fonctionnelles qui produisent des approximants
qui convergent vers la série et plus vite que la suite des sommes partielles.

La deuxiéme partie de ce travail est consacrée au probléme du calcul des polyndomes
biorthogonaux adjacents.

Ces polyndmes admettent comme cas particuliers importants, les polynémes orthogonaux
adjacents [2, 9], les polyndmes orthogonaux vectoriels de dimension d définis et étudiés
par Van Iseghem [10, 11], et les polynémes orthogonaux vectoriels de dimension —1 définis
et étudiés par Brezinski [4). :

Nous commencerons par déduire toutes les relations de récurrence d’ordre deux d’un
certain type. Nous trouverons douze relations parmi lesquelles quatre avaient déja été
déduites par Brezinski [3]. Nous écrivons ces relations dans les cas particuliers cités.

Dans le cas général, 1’utilisation simultanée des douze relations de récurrence s’avére
sans intérét. En effet, nous ne voyons pas comment on pourrait utiliser I’ensemble des
relations pour calculer la table des polynémes biorthogonaux ou des suites particuliéres des
polynémes biorthogonaux, en ne gardant qu’un nombre fixe de polynémes en mémoire.
Ceci est possible dans les cas particuliers des polynomes orthogonaux adjacents et des
polynomes orthogonaux vectoriels de dimension —1 en ne gardant que deux polynémes a
la fois.

Nous nous intéresserons aussi au probléeme du calcul des coefficients des relations de
récurrence. Et, nous déduirons des algorithmes du type @D, qui permettent leur calcul.
Enfin, nous écrirons ces algorithmes dans les cas particuliers cités.
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Approximants de type Padé
généralisés

1.1 Définition

Considérons la série de fonctions

[~ <]
ft) =2 cigi?) (1.1)
=0
ol ¢; € +C et g; = g;(t) est une fonction complexe de la variable complexe.
Il existe une et une seule fonctionnelle linéaire ¢ sur 1’espace vectoriel des polynomes
complexes, qui satisfait:
c(ui(z))=¢ ,i=0,1,... (1.2)
ol u;(z) est un polynéme de degré exactement 1.
En effet, si on écrit u;(z) dans la base canonique

ui(z) = a2 +afh 4o 4 af)

les moments d; = ¢(z') , de la fonctionnelle ¢, sont les solutions du systéme 1.2, qui s'écrit

sous la forme ' ) )
'aS')d,'+a?_)1di—1+"'+a(()')d0=c" 0 =0,1,...

Comme afi) # 0, ce systéme infini triangulaire inférieur admet une et une seule solution.
Souvent on appelle ¢;, les moments modifiés de la fonctionnelle c.
Avec cette définition de ¢, on peut écrire

f(t) = e(G(z,1))

ou c agit sur la variable z, t est interprété comme un parametre et

o0
G(z,t) = Y =) ailt) (13)
=0
est la fonction génératrice de la famille {g;(t)}; dans la base {u;(z)}..
Ainsi, le calcul de f(t) pour t fixé, se réduit au calcul de ¢(G(z, t)), qui peut étre interprété
comme une intégration formelle de la fonction G(z) = G(z,t), obtenue en remplagant la
fonctionnelle d’intégration habituelle, par la fonctionnelle plus générale c.
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En analyse numérique, le calcul approché d’une intégrale définie s’effectue classiquement
en remplacant la fonction & intégrer par son polynéme d’interpolation d’Hermite, et en
intégrant celui-ci.

Mais, nous pouvons généraliser cette idée, comme il a été fait par exemple par Brezinski
[3], et considérer un polynéme d’interpolation P,, de degré au plus n, pas nécessairement
d’Hermite, mais qui satisfait les conditions d’interpolation générales suivantes:

Li(P.(z)) = Li(G(z,t)) ,i=0,1,...,n

ol {L;}i=o,,.. est une famille de fonctionnelles linéaires quelconques 1. Ensuite, f(t) est
approché par ¢(F,).

Cherchons une expression pour I’approximant c(Fy).

Ecrivons le polynéme P, dans la base {u;}

Pa(z) = bMuo(z) + - - - + BMun(z). (1.4)
Les conditions générales d’interpolation s’écrivent sous la forme
B Li(uo(z)) + « -+ + B Li(un(z)) = Li(G(z,t)) ,i=0,1,...,n. (1.5)

Ces équations constituent un systéme de n + 1 équations linéaires a n + 1 inconnues
o™ i=0,1,...,n, les coefficients de P,.
P, existe et est unique ssi

Lo(‘do) Lo(u,,)

Dy = - # 0.
Lo(ug) --- n(un)
A partir de 1.4 et 1.5, nous pouvons écrire P,, comme rapport de deux déterminants:
0 uo(z) . un(z)
Py(z) = — L°(G.'.(':”’ t) LO(“.O.(x)) LO(ft'n.(z)) /DCO.

L,(G(z,t)) La(uo(2)) -+ La(un(2))

Finalement, en appliquant ¢ aux deux membres de 1’égalité précédente, nous obtenons
I’expression recherchée:

0 c(uo(z)) -+ c(un(z))
o(P,) = — LO(G(:r t)) LO(UO(z)) . LO(un(z)) /Dsgﬁ) (16)

L (G(z t) Ln(Uo(z)) -+ Ln(un(2))

Et nous remarquons que:

c(P,) existe ssi P, existe ssi 53,‘;) #0.

1Les fonctionnelles L; agissent sur la variable z; ¢ est interprété comme un paramétre.
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La question qui se pose maintenant est de savoir quel est 1’ordre de la différence ¢(P,) —

f@®).
Dans ’égalité (1.6), remplagons G(x, 1) par son développement en série (1.3). Comme les
fonctionnelles L; sont linéaires et agissent sur la variable z, et un déterminant est linéaire

par rapport a chaque colonne, nous obtenons:

o(Pa) = Y ergilt)

=0

0 o cn
Lo(ui(z)) Lo(uo(z)) -+ Lo(un(z)) | o0

Loa(ui(z)) La(uo(z)) -+ Ln(un(z))
Il est facile de vérifier que ¢; = ¢; ,¢ = 0,1,...,n; donc on peut écrire:
c(Pn) = £(t) + O(gn41(2))

ot O(gn41(t)) dénote la série T2, .1 (ei — ci) gi(t).
Si G(z,t) = 1/(1 — zt), fonction génératrice de la famille {t'} dans la base canonique, et
si
Li(f) = 9 (1)

ol {zx} est une suite de nombres complexes distincts, {n;} est une suite d’entiers non
négatifs, k= 0,1,...; 7 =0,1,...,n; et

€= —

k-1
z=]+z(n1+1))

=0

alors ¢(P,) est ’approximant de type Padé (n/(n + 1)) de la série de puissances f(t) =
%0 Cit', avec polynéme générateur

} 4
vn+1(-"5) = (z — Z;:»+1)'+l H(-’E - Zk)n"'H,
k=0

ou p=-1,0,1,... dépend de n et 0 < I < n,41. Remarquons que le degré de v, est égal
an+1=1+14+3%_o(ns+1), et que nx +1 est la multiplicité du point z;.

Alors, nous appellerons ¢(P,) 'approximant de type Padé généralisé d’ordre n de la série
de fonctions f(t) et on le dénotera par (n);(t). Nous remarquons que dans le cas général
(n)s(t) n’est pas une fonction rationnelle.

Les approximants de Padé [2] ne sont pas un cas particulier de cette généralisation. En
effet, on a retrouvé les approximants de type Padé, a condition que 1/(1 — xt) soit la
fonction génératrice et les zéros de chaque polynéme générateur soient aussi des zéros du
polynéme générateur suivant. Or ceci est impossible quand les polynémes générateurs
sont des polynoémes orthogonaux par rapport a une fonctionnelle c.
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Ces approximants généralisés peuvent étre introduits d’une autre fagon. En effet, (n);(t)
peut étre défini comme la combinaison linéaire des fonctions L;(G(z,t)) ,i =0,1,...,n,
dont le développement en série, par rapport & la famille {g;(t)}:, coincide avec celui de f
aussi loin que possible, c’est-a-dire compte tenu du nombre de coefficients a déterminer.

Ainsj, :
(n)5(t) = afV Lo(G(z, ) + - -+ + ¢ Lo (G2, 1)) (L.7)

ol les coefficients {ag")},-___o,l,,,_',, sont déterminés de fagon & ce que

(r)5(2) — 1(t) = O(gn+1(2))-

Si nous remplagons dans 1'égalité précédente, (n)s(t) par son expression (1.7) et ensuite
f(t) et G(z,t) par leurs développements en série (1.1) et (1.3), nous obtenons:

0 Lo(ui(e)) 4 . .. + o La(u(2)) - 6)gi(2) = O(gnia (1)),

i=0
qui est équivalent aux équations:
a{M Lo(ui(z)) + - + e Lo (u(z) = ¢ ,i=0,1,...,n.
Donc, {af")}.go,l‘,_,,n sont les solutions du systéme linéaire suivant:
Lo(uo) --- Ln(uo) o’ ( :
( Lofua) -+ Lalun) ) ] \en

Ce systéme admet une et une seule solution ssi son déterminant ng'_(;) # 0, condition
nécessaire et suffisante de I’existence et de I'unicité de Papproximant (n),(2).

Remarquons que (1.7) et (1.8) peuvent étre déduits directement de I’expression de (n)s(t)
comme rapport de deux déterminants et vice-versa.

(1.8)

1.2 Calcul en utilisant la méthode de bordage par
blocs

Commengons par rappeler brievement la méthode de bordage par blocks développée par
Brezinski et Redivo Zaglia [5, 6], pour résoudre récursivement des systemes d’équations
linéaires de dimensions croissantes.

Soit M, une matrice de dimensions k, x kn. Considérons la matrice Myp41, (kn + km) %

(kn + ky), donnée par
M, Q.
Moy = ( b g,, )

ou Q.,, P, et R, sont des matrices de dimensions k, Xk, ky X ky, €t kpy, X ky,, Tespectivement.
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Supposons que M, et M,,, sont inversibles et considérons les systémes d’équations
linéaires :
M,a, =d,

d,
Mn+lan+1 =Qp41 = ( fn ) )

ou f, est un vecteur de dimension k,,.
Alors, a,41 peut étre calculé récursivement & partir de a,,, en utilisant ’égalité suivante:

Q41 = ( ‘:)" ) + ( _M'EIQ" ) B;l(fn — Poa,), (1.9)

ou B, = R, — P, M;1Q, est une matrice ky, X kn,.

Si on suppose que M, est inversible, on peut démontrer que M,,, est inversible ssi B,
est inversible.

Nous voulons calculer une suite d’approximants de type Padé généralisés en utilisant cette
méthode. Pour calculer (n)s(2), il suffit de résoudre le systéme (1.8), dont les solutions
sont les coefficients de la combinaison linéaire (1.7).

Supposons que D,(gi(;) # 0, c’est-a-dire (n)s(t) existe et est unique. Si DS&(:),,,, = 0 pour
I=1,...,k—1,0u k > 1 est fixé, alors les approximants (n + I);(t) n’existent pas. Mais,
si D,(f_J,',(,’c)+1 # 0, l’approximant (n + k)s(t) existe, est unique et ses coefficients sont les
solutions d’un systéme qui s’obtient du systéme (1.8) en ajoutant k lignes et k colonnes
a la matrice des coefficients et k éléments au terme indépendant:

[ Lofwd - Lafwd Layi@d - Losslo \[o6) [ )
Lo@u,) -+ Ln(uy) Loy1(us) <+ Lnsk(un) a(n+k) _| &
Lo@n+1) -++ Lnltns1) Lasi@ntr) --+ Lagr@ntd) S,'ﬁk) Cnt1

\Lo(un+k) Ln(un+k) Ln+1(un+k) Ln+k(un+k)} \a(n+k)} \Cn+k)

n+k

La méthode de bordage par blocs calcule les solutions de ce dernier systéme & partir des
solutions du systéme (1.8), d’une fagon récursive.
En effet, ’égalité (1.9) nous permet d’écrire

( agﬂ+k) ) ( a(")

(n‘+k) (n)
a,
(n+k) = %" | + Sasx, (1.10)

n+1 0

Lae )\ o)
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ol Sy+k est un vecteur de dimensions n + k + 1 donné par
(n)
(09)  y-1p4(n+10 Cnt1 %
Sntk = ( _(M"+l?n+11 an:-l.k ) ) B;l( : - M,S(:;':'l’l) : )
Cntk | as‘")
ou B, est une matrice de dimensions k x k donnée par

1, Y7L 0, - n+1,0
B, = M _ MEMD(MED, ) M)

g ( Li(u;)  +-+ Litm-a(u;) )
MG = :
Li(ujen-1) -+ Litm-1(4n-1)
Si nous multiplions scalairement les deux membres de 1’égalité (1.10) par
Foir(t) = (Lo(G(,1)); - s Ln(G(2,1)), Las1 (G(2,1))s - - -, Lk (G (2, 1)),
nous obtenons :
(n+ k)5 () = (n)s(t) + SnsrFnir(t).

Nous remarquons que les conditions d’applicabilité de cette méthode coincident avec les
conditions d’existence et d’unicité des approximants a calculer.

1.2.1 Implémentation et algorithme

Nous voulons implémenter en Fortran le calcul d’une suite d’approximants de type Padé
généralisés en utilisant la méthode de bordage par blocs. Cette derniére méthode a été
implementée par Brezinski et Redivo Zaglia [5] dans la subroutine BLBORD dont nous
DOUS en Servons.

Algorithme de calcul de ((n)(t))n=0,1,...

e nm est la valeur maximum de n.
oen « 0.

e fo + vecteur vide.

e M, « matrice vide.

o dy « vecteur vide.

oliret
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ey
.
o

Définir L,,.
Calculer L,(G(z,1)).

Janr = ( L(@ovt) )

e Calculer u,,.

e Calculer c,.

Calculer p, « (Lo(un),--..yLn-1(us)).

Calculer ¢, « (Ln(tu0)s-.. Ln(ttn))7.

o Calculer r, « Lp(u,).

o Mpyy (ﬁ" 3:) y  Gap (i’:)
Sn+1 = n+18n41 = Gnyi.

o Si S,4; est singulier, alors aller a 2.

e Si S,41 est régulier, alors sa solution an4; = (a((,"),...,ag")) est calculé en
utilisant la subroutine BLBORD.

o Calculer (n)s(t) = (@n+1, frt1)-
o écrire (n);(1).

2. o fo « for1.
oM, « M,,,.
od, « dny.
on «— n+l.
¢ Si n <= nm et nous voulons calculer I’approximant suivant, alors aller & 1, si

non stop.

Le logiciel Fortran correspondant a cet algorithme est donné dans ’annexe A. 1l est
constitué par :

e Le programme principal GENPADETYPE.

e Les subroutines BASISPOLY, BETABOR, BLBORD, DERIVEPOLY, FUNGENERATING,
GAUSS, INVERS, MODIFIEDMOMENTS, PRIMITIVEPOLY, READPOLY, RCPROD, SYS-
TEM, WRITEPOLY et WRITING.

e Les fonctions PFACT, ELFUNGEN, F, FUNPOLY, GPADETYPE, HORNER et INNERG.

Les subroutines BETABOR, GAUSS, INVERS et RCPROD, et la fonction INNERG sont util-
isées uniquement par la subroutine BLBORD. Ces modules appartiennent au software de
[5].

Le programme principal établit un dialogue entre l'utilisateur et le logiciel, en com-
mengant par proposer les:
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e Menu des séries.
e Menu des fonctions génératrices.
e Menu des bases de polynémes.

e Menu des fonctionnelles L.

disponibles.

A chaque menu correspondent plusieurs options au choix de 'utilisateur.

Le code des modules BASISPOLY, FUNGENERATING, ELFUNGEN, F, FUNPOLY et MODI-
FIEDMOMENTS est écrit en accord avec les options des différents menus.

Quand I'utilisateur veut tester de nouveaux exemples, il doit ajouter les options néces-
saires aux menus, et ajouter le code correspondant & ces options aux modules cités ci-
dessus.

Les calculs sont faits en double précision.

1.2.2 Exemples

Commencons par I’exemple utilisé par Brezinski [1, 2] pour montrer que les approximants
de Padé ne sont pas toujours meilleurs que les approximants de type Padé, & condition
qu’un bon choix des polynémes générateurs soit fait.

Il s’agit de la série de puissances

108(1 +1) Z (- 1)'
=0 J + 1

pour laquelle la suite
(k= 1)/k);(t))r=12....

d’approximants de type Padé 2 , avec polynéme générateur

vk(t)—H(i+ )

i1=1

converge pour tout t € [0,1].
Le choix des zéros
—1/i,i=1,...,k

des polyndmes générateurs correspond au choix des fonctionnelles initialles

(f) f(— ) t=0,...,k—-1

z+1

A partir de cette série de puissances, nous considérons les exemples 1, 2, 3 et 4 qui
suivent :

2La suite d’approximants de Padé ([(k — 1)/k];(t))i=1,2,... converge pour tout t € C~] — oo, ~1].
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Tableau 1.1: f(t) = log(1l +t)/t,G(z,t) =1/(1 — zt),c; = (—1)*/(i + 1), wi(z) = =*.

t=1/10 t=1/2
Exemple 1 | Exemple 2 Exemple 1 | Exemple 2
Choix A | Choix B Choix A | Choix B
4.6 10~ 2.410°° 1.8 107! 1.0 107!
7.6 10°* 5.1 10~ 1.3 1072 9.51073
2.410°% 9.310°¢ 1.7 1073 7.8 1074
9.210°8 1.5 107 5.6 10~ 5.6 1075
25107 | 2.010~° 3.410°° 3.510°¢
1.310°% | 2.410™M 8.0 10~ 2.0 1077
1.11071° | 121072 2.7 107 1.0 1078
1.310°° 3.110-12 9.110°7 4.7 10-1°
7.410°8 7.21071 4.0 1077 231071
2.310°¢ 7.5 10710 2.4 1076 1.1 10710
10| 5110 9.310°° [10| 5.610™ 2.110°°
11| 7.110°? 4.610°% [11| 1.910°2 5.2 10-°
12 | 2.3 10%° 2.510°% |12 | 2.510%° 2.7 1077

W00 =~JO Ui QON = OIS
O oI W= Ol

Exemple 1

700 = Tog(L T /2

G(z,t) = 1/(1 — zt)
Cf(=)(*1):/(i +1)

L) = f(-g7) (Choix A)

Les approximants sont de type Padé.

Exemple 2

70 = log(1 T D8
G(z,t) =1/(1 — =t)
= (-1)/(i+1)

ui(z) = z*
L{f) = [ f(z)ds _ (Choix B)

Les approximants sont de type Padé généralisés.

Nous avons calculé, pour les exemples 1 et 2, les suites des approximants correspondants
a plusieurs valeurs de t, et nous observons que le choix B des fonctionnelles produit
des erreurs relatives plus petites et des résultats plus stables que le choix A, comme
nous pouvons le constater dans le tableau 1.1, ou nous montrons seulement les résultats
correspondants at =1/10 et t = 1/2.
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Tableau 1.2: f(t) = log(1 + t)/t,G(z,t) = log(1 + zt)/t,c; = 1,u;(z) = ="

t=1/10
Exemple 3 | Exemple 4
n Choix A Choix B
0 2.1 10%° 1.8 10%°
1 1.6 107! 1.4 107!
2 1.5 1072 1.2 1072
3 1.410°3 1.2 10-3
4 14104 1.210-4
5 1.410°% 1.2 10-5
6 { 1410 | 4.110°®
(f 1.9 10°¢ 1.7 104
8 1.210"¢ 5.3 1072
9 441073 3.8 1072
10 { 1.610%° 5.9 10+°

Le méme phénomene ne se vérifie pas si nous assogions a cette série une fonction généra-
trice et une suite de moments différents (voir exemples 3 et 4 et le tableau 1.2).

Exemple 3

f(t)=log(1+1)/t
G(z,t) = log(l1 + zt)/t

=1
u(z) =z
L{f)=f(-2) _ (Choix A)

Les approximants sont de type Padé généralisés.

Exemple 4

70 = logT + 02

G(z,t) = log(1 + zt)/t

¢ =1

ui(z) = 7' N

Li(f) = f_-;_}:_z f(z)d=z (Choix B)

Les approximants sont de type Padé généralisés.

Les mémes essais avec la série f(t) = exp(—t) (voir exemples 5, 6, 7 et 8 et les tableaux
1.3 et 1.4), n’ont pas révélé de différences entre les résultats correspondants aux choix A
et B.

Il est étonnant de remarquer comment le choix A des fonctionnelles, adapté i la série
f(t) = log(1+1)/t, produit aussi des bons résultats dans le cas de la série f(t) = exp(—t).

Le choix B des fonctionnelles a été completement fait au hasard.



1.2. Calcul en utilisant la méthode de bordage par blocs

13

Tableau 1.3: f(t) = exp(-t),G(z,t) = 1/(1 — =t),

¢ = (=1)'/ilui(z) = z".

t=1/10 t=1/2
Exemple 5 | Exemple 6 Exemple 5 | Exemple 6
n | Choix A Choix B [n | Choix A | Choix B
0 | 4710 2.810"% [0 | 9910°° 2.0 10~
1 4.710°3 3.7107% |1 | 9.9107? 8.0 1072
2 7.110°5 58107 |2 | 49102 | 8510
3 | 4410°C 3810°¢ |3 | 20103 1.810°3
4 1.0 1077 4510°® 14 | 1.910™* 84 10°%
5 1.310°° 1.410°° |5 | 1.410°° 1.6 10-°
6 | 46107 | 61107 |6 | 2.210°° 1.310°¢
7 | 40107 | 33107 |7 [ 1.110°8 5.4 1078
8 | 3.810°% | 57107 |8 | 1.210°8 1.6 10~8
9 | 47108 | 201077 |9 [ 6.710°% | 3.910°7
10| 561077 311077 (10| 7.810°7 1.9 10-8
11| 421077 1.810°5 | 11| 4.6 10°® 4.710°°
12| 1.410°° 23107* (12| 3810 1.0 1073
13| 9.910°° 1.3107% |13| 491073 3.710°2
14 | 8510 1.210°' |14] 19107 8.4 107!
15| 5.6 1072 55107 |15| 9.9 107! 7.6 107!

Exemple 5

f(t) = exp(~1)

G(z,t) =1/(1 — zt)

¢ = (-1)/1!

ui(z) = z*

Li{f) = f(—Z) _ (Choix A)

Les approximants sont de type Padé.

Exemple 6

f(t) = exp(-1)
G(z,t) =1/(1 — =t)
G = (—1)‘:/i!

ui(z) ==

Li(f)=[_ & m f(z)dz (Choix B)

Les apprommants sont de type Padé généralisés.
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Tableau 1.4: f(t) = exp(—t), G(z,t) = exp(—zt),c; = 1,u;(z) = z°.
t=1/10
Exemple 7 | Exemple 8
n | Choix A Choix B |
0 2.2 101 1.9 107!
1 1.71072 141072
2 751074 6.3 104
3 | 2410°° 2.0 10-5
4 5.6 10-7 4.8 107
5 1.110°8 1.2 10-8
6 7.310°8 9.710"8
7 8.710° 5.2 10~
8 7.910~4 2.6 1073
9 3.410°2 3.0107!
10| 1.8101 4.0 10*!
Exemple 7

f(t) = exp(-t)
G(z,t) = exp(—=zt)
a=1

ui(z) = «*

Li(f) = f(=) _(Choix A)

Les approximants sont de type Padé généralisés.

Exemple 8

J(t) = exp(—t)
G(z,t) = exp(—zt)
=1

ui(z) = ¢

L{f)=["F f(z)}dz  (Choix B)

Les approximants sont de type Padé généralisés.

Ces résultats ont été obtenus avec le programme GENPADETYPE, donné dans I’annexe
A, et le logiciel MacFortran/020, dans un Macintosh II .

Nous rappelons que les calculs sont faits en double précision, c’est-a-dire avec 16 chiffres. -
Cependant, les tableaux précédents montrent que ’effet cumulatif des erreurs d’arrondi
entache rapidement les résultats. En effet, les erreurs commengent par décroitre, mais a
partir d’un certain moment elles croissent. Or, nous savons qu’au moins les approximants

de 'exemple 1 convergent vers la série.
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1.3 Calcul en utilisant les relations de récurrence de
la biorthogonalité

Nous commencons par introduire quelques notations.
Soit E un espace vectoriel de dimension infinie.

Soit {z;}; une suite d’éléments de E, telle que Vj,n,{z;,...

indépendants.

sZjtn} sont linéairement

Soit {L;}; une suite de fonctionnelles linéaires de E*, I’espace dual de E, telle que V4, j, n:

L; ($J+n)

| L)
D& =| ..

Lita(z;) -

Soit f € E et L € E*. Définissons les déterminants suivants:

Li(z;) Li(zj4n)
NG9
n+l Litn-1(z5) -++ Litn-1(Zj4n)
z; .- Tj4n
L.'(Ij) Li+ﬂ(xj)
)
ntl = Li(zj4n-1) Liyn(Zjen-1)
L; Li+'n
0 L(z;) L(zj4n)
NENL =] B M) e o)
Lisal) Liwn(@) -+ Lisn(san)

A partir de ces déterminants, définissons:

Litn ($J+n)

z{? = N} /DG (1.11)
LE) = N /D) (112)
K$(L, f) = =N$(L, £)/ DY) (1.13)
avec les conditions initialles
zf?) = z; (1.14)
L) = L/ Li(z;) (1.15)
KE(L, f) = (1.16)
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Si nous comparons les expressions de (n)s(t) et de K)(L, f) comme rapport de deux
déterminants, nous obtenons:

(n)s(t) = K*c, G)

en supposant par exemple, que F est ’espace vectoriel des fonctions complexes de la
variable complexe, et que z; = u;(z).

En appliquant les identités de Sylvester et de Schweins aux déterminants définis ci-
dessus, et en utilisant quelques résultats de la théorie de la biorthogonalité, Brezinski (3]
a obtenu plusieurs relations de récurrence entre des éléments adjacents. Nous utiliserons
les relations suivantes avec les conditions initialles 1.14, 1.15 et 1.16, pour calculer (n)4(t) :

KL, f) = K2NL 1)+ L)L) (K)
i ("Hd)(j) L(_ !

LSz,J)(f) = 7"“.!)(1 n)- L( -l)::c:+") (L)

La) = pa) - b e

l(z,:’_Jl)

1.3.1 Implémentation

Nous voulons calculer une suite
((k)f(t))k=0,l,...

d’approximants de type Padé généralisés, a partir des relations de récurrence (X), (L) et
(K) et des conditions initialles (1.14), (1.15) et (1.16) de la section précédente.
Considérons le probleme plus général consistant a calculer la suite

(KENe, Gz, 1)))k=o,r...

avec les indices i et j fixés et z; = u;(z), puisque les raisonnements a appliquer sont
exactement les mémes.
Ce probléme se réduit au probleme consistant a calculer les suites

(LENG)k=o,.... €t (c(zt)))izon,...

avec les indices ¢ et j fixés et z; = u;(z).
Commencons par traiter la premiere suite.
Le calcul de N
(LE(@))k=0,m

a partir de la relation (L), exige le calcul des éléments de la figure 1.1, que nous disposons
dans n + 1 tableaux correspondants aux différentes valeurs de k.

Les éléments du premier tableau sont des conditions initialles de la relation (L), puisque k
vaut 0, et sont calculés a partir de I’égalité (1.15). Chaque élément de chacun des tableaux
restants est calculé & partir de quatre éléments du tableau précédent, en appliquant la
relation (L) (voir figure 1.2).
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Figure 1.1: Tableaux L

Tableau L, (n4+1)?
Lg'G) - Lg™(G)
LE(z541) -+ LEY™)(2541)

L (zjam) oo L§*™(354n)

Tableau L; (n+2-1)2
(‘d)(G) .. B&n-ﬁ-la)(g)

L&) (m,m oo LR (L)

5, ) i+n—1 .,'
L¢ ’)(-T:+n) SRR Al € 7
l

Tableau L3 (n+1-1)2
(L})"J)(G) e (.I-é&v;f)l..v)(g)
3, tTn—

L (zj4141) -+ LT (@54041)

Ll(i’j)(xj-(—n) o Ll(i+n—l’j)($j+n)

Tableau L4y 32

[_LEG) ]

Figure 1.2: Calcul du tableau L;4; a partir du tableau L;

('+ma)(G) L('+m+lu)(G) A
t4+m tt+m — L‘+m"’ G
(+ “')(:cJ+) L(+ +1'J)($j+l) I:E

¥ FmFl
(‘ m.J)(sz) L(' " 'J)( J‘+p)

t+m t+m - L('+m'j) Iy
(+ J)(zJ+) L(+ +1,5) (z41) 1 (Z5+p) I

l=1,...,n,m=0,1,...;n=1l,p=1+4+1,...,n,i et fixés.
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Nous remarquons que chaque tableau a une ligne et une colonne de moins que le tableau
précédent.

Supposons maxntenant que l’on veuille poursmvre les calculs, c’est-a-dire qu’apres avoir
calculé (L")(G))k=o,1,...m, nOUS voulions calculer L,,_’f,) (G). Ceci correspond a ajouter une
nouvelle ligne et une nouvelle colonne 2 a chacun des n+ 1 tableaux de la figure 1.1, plus le
tableau L, 42 constitué par I’élément L,,“(G) Nous commencons par calculer la nouvelle
ligne et la nouvelle colonne du tableau L;, ce que nous appelons les nouvelles conditions
initialles. La nouvelle ligne et la nouvelle colonne de chacun des tableaux restants sont
calculées a partir de la deuxieme et la derniere lignes et des deux derniéres colonnes du
tableau precedent auque] nous avions déja ajouté les nouveaux éléments. Donc, pour
calculer Lf, 1(G) nous n’avons besoin que des éléments situés dans la deuxiéme ligne et
la derniere colonne des tableaux L;,...,Lq41.

La méthode la plus simple de programmer la relation (L) est de garder dans la mémoire
les éléments Lf:"’)(—), au fur et & mesure qu’ils sont calculés. Ceci correspond dans le
calcul de L")(G) a garder les

n3/3

Q

"z*:l 2 (n+1)(n+2)(2n +3)

i=1 6
éléments de la figure 1.1. Ce calcul peut étre fait en Mathematica (voir Wolfram [13]) a
partir des fonctions suivantes:

i j-,0,body_,var] := l[i,},0, body,var] =
Ezpand[initialf[i, body, var]/initial f[i, u[j, var],var]]

1iLj-n_body_,var_]:=l[i,j,n,body,var|=

Expand[(1[i+1,j,n-1,body,var]-
1[i,j,n-1,body,var])/
(1[i+1,j,n-1,u[j+n,var],var]-
1[i,j,n-1,u[j+n,var],var])]

en appelant I[1, j,n, gz, 1],z].
Nous pouvons prendre, par exemple

u[j,var]:=u[j,var] =varAj
et
tnitial f[i, body_,var] := initialf[i, body, var] =

Function[var, body][—1/(i + 1)]

comme définitions de u; et de L;.
Ce type de définitions Mathematica garde automatiquement dans la mémoire les éléments
qu’elle calcule, ce que évite de devoir recalculer des éléments intermédiaires (voir Wolfram
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Figure 1.3: Tableau L de la méthode 1

Tableau L (nt+1)?
LEYG) L5706 - LG L(G)

L @) Lyt (ewm) o L) L ()
Ly¥ ($j+2) LY g505) oo LI W)(g50)  L§T)(540)

Sfl’%(znn-l) Ls:fi':)(xj+n—1) Lg‘f"—l':).(z,-.,.,,_l) LG (254n-1)
L8N zian) LS (@jsn) oo L) LE(z0,)

[13, pages 202-203]). Ainsi, quand nous appelons [, j,n, g[z,t], z] tous les éléments de
la figure 1.1 sont calculés et gardés dans la mémoire. Si aprés, nous appelons [z, j,n +
1,g[z,1), z] ces mémes éléments-1a demeurent disponibles et ne sont pas recalculés, alors
que la ligne et colonne d’éléments a ajouter & chaque tableau, plus le nouveau tableau
vont étre calculés et gardés dans la mémoire.

1.3.1.1 Economie de ’espace mémoire

Supposons maintenant que 1’on désire réduire I’encombrement mémoire.

Dans I’application de la relation (L) (voir figure 1.2), lorsque ’élément L('+m"’)(G)
(L™ (z;,,)) est calculé, Pélément LIE™(G) (LEA™)(z;4,)) nlest plus nécessaire
dans la suite des calculs. Donc, L{*™)(G) (L('+m"')(z_,+,)) peut, aprés avoir été calculé,
étre gardé dans la place de L("H""’)(G (LE™)(z5,,)).

En appliquant ce procédé, c’est-a-dire en faisant ce changement de place apres le calcul
de chaque élément, nous pouvons calcule (L("’ )(G))k=0,1,..n, €n ne gardant que

(n+ 1) ~n?

éléments, plus un élément temporaire.
Nous considérons deux méthodes distinctes qui utilisent cette technique de remplacement.

Méthode 1: Nous commengons par calculer les (n+1)? conditions initialles du tableau L;.
Ensuite, chaque élément du tableau L;, aprés avoir été calculé, remplace un élément du
tableau L; et ainsi de suite pour les autres tableaux. En réalité, nous utilisons un seul
et unique tableau de dimension fixe n + 1, que nous appelerons tableau L, ou vont étre
superposés les tableaux Ly,...,.Ly41. A la fin du calcul, le tableau L contient les éléments
de la figure 1.3.

Malheureusement cette méthode sxmple souffre d’un inconvénient majeur: si apres avoir
calculé L) (G), nous voulons calculer L,,_H(G) nous devons recommencer tous les calculs
des le debut en considérant un tableau L de dimension n + 2.
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Méthode 2: Au lieu de partir d’un tableau de taille fixée & priori, nous considérons un
seul tableau L, qui a initialement comme dimension 1 x 1, et qui augmente d’une ligne et
d’une colonne & chaque étape.

Cette méthode est constituée par deux procédés itératifs embmtes A la fin de I'itération
d’ordre 1, (1 = 1,2,...), nous aboutissons au calcul de 1’élément L, “ )(G) Dans la sous-
itération d’ordre m de litération I, (m = 1,2,...,1), nous calculons certains éléments du
tableau L,,, qui vont étre nécessaires au calcul de L(i‘j ) (G).

Voyons en détail les trois premiéres itérations, pour pouvoxr mieux comprendre la procé-
dure employée.

Dans les figures qui suivent les tableaux reliés par des fleches sont destinés uniquement
a aider le lecteur a mieux suivre les explications relatives a chaque itération. Dans la
pratique, nous travaillons uniquement avec le tableau L.

Itération 1

Calcul de la condition initialle L$")(G), qui initie le tableau L.

Tableau L (sous-iter 1)

L§7G) ]

Itération 2
Nous voulons calculer L{™ )(@). Or, selon la relation (L), L )(G) est calculé & partir

des éléments L&(G) , L§Y)(G) , L) (241) et LE*)(z;41), dont le premier & déja été
calculé et gardé dans l'itération 1.

LGy L§¥He) —_—:—,_:I.,
Lg 'J)(-"j+1) Lg +1’])(~'B:‘+1) - @)

Sous-itération 1

Les trois nouvelles conditions initialles sont calculées et placées dans le tableau L, occu-
pant une nouvelle ligne et une nouvelle colonne du tableau.

Tableau L (sous-iter 1)
Lg(G)  Lg(G)
L§(z541) LT (zin)

Sous-itération 2
L§"" )(G) est calculé & partir des quatre éléments du tableau L, ensuite il est gardé dans
la place de élément LE(G).
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Tableau L (sous-iter 2)
ng)(G) L'g+l'..1)(G)
LN (2541)  LEM)(2540)

Itération 3

Nous voulons calculer L{)(G). Or, selon la relation (L), LY*)(G) est calculé & partir
des éléments LE(G), L)), L (z,.,.g) et LI*"9)(z;,,), dont le premier & déja été

calculé et gardé dans Ditération 2. Il reste & calculer les autres.
LE9)(G) est calculé & partir des éléments LEY)(G), LE19)(z41), LEH)(G) et
L('+2”)(z,+1), dont les deux premiers ont déja été calculés et gardés dans l'itération 2.
L{)(z;47) est calculé a partir des éléments L& (z;41), L5 (z541), L5 (2542) et
Lg+1'j)($j+2), dont les deux premiers ont déja été calculés et gardés dans 'itération 2.
Et finalement L{*") (zj+2) est calculé & partir des éléments LEY ) (z54,), LS (Zi41) ,
L‘(,'."'l'j )(:c_,-+2) et Li+% )(:Cj+2), dont le premier a déja été calculé et gardé dans I'itération 2.

x L(l+1.J)(G) L('+2»J)(G)
"’(z, 1) L§(z40) LS *"”(w, 1)
('J (zj42) Lo+l'1)($:+ ) Lo+ ) (z42)
!
L(G) Lﬁf*;’{’(G)
LiN(zj49)  LE9)(2)45)
!

[L56)]

Remarque : Dans le premier tableau une croix a été mise a la place de 1’élément Lg'j )(G), qui
n'’est plus nécéssaire.

Sous-itération 1

Les cinq nouvelles conditions initialles sont calculées et placées dans le tableau L occu-
pant une nouvelle ligne et une nouvelle colonne du tableau.

Tableau L (sous-iter 1)
L('-:)(G) L(()H-I.J)(G) Lg+2..1)(G)
LN zi41)  LEH)(2)40) Léf*’“f’(xj+1)
LENzi00) L8 (z540) LE*(2440)

Sous-itération 2

L9 (z;1,), LEF9(G) et LE+19)(z545) sont calculés & partir des éléments déja cités et
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qui se trouvent tous dans le tableau L. Chacun des éléments L( ")(z 2), L“’”'j )(G) et
LE+19)(z,4,,) aprés avoir été calculé, est gardé dans la place de L( 9N(z42), L('+1J)(G) et
L('+ 9)(z,42) respectivement.
Tableau L (sous-iter 2)
L("j(G) L('+1.3)(G) L((,'+2"')(G)
L("’)(z 1) LG +1.J)(z 1) L('+ J)(z +1)
o) L9 (o0a) 189 oy

ous-itération

Lg‘j)(G) est calculé & partir des quatre éléments déja cités et qui se trouvent tous dans
le tableau L, ensuite il est gardé dans la place de L{)(G).

Tableau L (sous-iter 3)
L(hJ)(G) L("H'J)(G) L('+2.J) (G’)
LE N (241) U””R, ) ﬂ”“R%+)
L¥Nes4g) LI N 2540) L (2542)
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Si nous continuons jusqu’a litération n + 1, nous aboutirons au calcul de LG9)(G), et
le tableau L, qui en ce moment aura comme dimension (n + 1)?, contiendra les mémes
éléments que le tableau L de la méthode 1 & la fin de la méme itération (voir figure 1.3).
Mais, avec la méthode 2, il est possible de poursuivre les calculs sans revenir en arriére. Il
suffit d’ajouter au tableau L les conditions initialles correspondantes & ’itération n+2, et
d’effectuer les n + 1 sous-itérations restantes comme nous venons de ’expliquer. Voyons
en termes plus précis le déroulement du calcul de L,,.H(G)

Itération n 4 2

Sous-itération 1

Calcul des nouvelles conditions initialles qui vont occuper une nouvelle ligne et une
nouvelle colonne du tableau L.

Tableau L (sous-iter 1) (n42)?
LENG)  Ln”’(G) - LG LeY(6)
Lyzm) g Najm) o LT Nam) LT (ai)
L ea) L (e00) - L§ain0)  LET(3540)
L("J)($J+n_1 ) Ls:i'; 'j)(33_1+n-1 ) . L(()i-}jn,j)‘(mj*,ﬂ_l ) L((:""".H'j).(-'fj-i-n-l )
S.fl)(xﬁn) Ly- 'H'J (Tj4n) -+ L'(()'+n'd)(zj+n) L.g"-n“.d)(mﬂn)
LY (24ne1) L (1) (Zjen1) o LE™ N (@inan) LET™(zi404)

Sous-itération m+1 (m=1,--- ,n+1)

A la fin de la sous-itération m, le tableau L contient les éléments de la figure 1.4.

Dans la sous-itération m + 1 nous faisons les calculs suivants, effectués avec les éléments
du tableau L.

Avec les éléments qui occupent les lignes d’ordres m + 1 et n + 2, de la colonne 1 jusqu’a
la colonne n — m + 2, nous calculons les éléments L ")(z,.,.,..,.,) LEHIN (254 n41) ye oy
LEH*=m3)(z,,041), qui vont étre gardés a la place des éléments L,,,_)l (Zj4ns1) 5

LS:.tl'J)(-’C:+n+1) ooy

LE™3)(z. . 41), respectivement.

Avec les éléments qui occupent les colonnes d’ordres n —m +2 et n—m + 3 de la
ligne 1 et des lignes m + 1 jusqu’a n + 2, nous calculons les éléments LE+n-m+14)(@3)
LEtn=m+L) (g 1) e L(‘+"’m+"j)(zj+u+1) , qui vont étre gardés dans la place des élé-
ments LE1~"419) (@) | L('+"—'"+l” (Tiama1)s - o LETT™ ) (2. 1), respectivement.

Aprés ceci le tableau L contient les éléments de la figure 1.5.
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Figure 1.4: Tableau L (itération n + 2 — sous-itération m)

1 2 coe n—m+2 n—m+3
I | 109G | B0 || TG | LG
L( 'J)(-"’J 1) L(m")(x:ﬂ) i L('_M_m“'{)(‘c: 1) Lg.:+"-m+2"’:)(3’j+1)
3 .J (:v,+2) L('+1")(:cj+2) . L£'+"_m+l")(x_,-+2) L§'+"—m+2”)($ . +2)

il | L) | LEW9sam) |- | L84 '"f"”(zjm) L“”"""f”’(z, )
M2 | L mad) | LD @j4ma) | - e R TR 7S R TR

('+l L(t+n—m+1.J)($J 2 L(‘+"—m+2:j)(xj+n)

n+l Lg'—jl)(zﬁn) L~ ';)(1' +n) ( . )
42 | L8 @pinan) | LS @jaman) | - L LS ) @5 n0) | LS ™2 (@)

n-m+ 4 e n n+ 1 n+ 2
L(.-tz—m+3,1) G) ... LI;'“"I”)(G) L71t+ﬂ.ﬁ 6 L((,'*'"“")(G)
L((":+"’"‘+3'J:) @je)) |- LS:'“‘"":) (@;+1) L((;:+n'1:) @j+1) Lg+n+l']:) (@;+1)
Lirmeidg ) { | I e | e | L0

LETm ) || L) | L) | L9,

Lgt;—m+3'3)(xj+m+l) Lgi+n-1..1)(xj+m+1) L§'+"”)(Zj+m+1) Lf,"""“”)(zj +my1)
LT || Ly | g | g, )

L&) (g ) L ) | LY snan) | LS (@) 404)
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Figure 1.5: Tableau L (itération n + 2 — sous-itération m + 1)

1 2 n—m+1 n-m+2
1| LG | L@ L mad@) | Lyt
2 | L&) | L) L™ ™) | Lo )
3 L&"”(z,-+z> L{* )54 L"*""""’(z- ) | LETT@gy)
m+l LS;J) ($J+m) L‘S:;tl{’j)(xj+m) Sr'ztvll—md)(% m) L_gth—mﬂfj) @j4m)
m+2 | L$9 )($J+m+1) LEM) g4 me1) LG @i mid) | LS @ 50ma)
nl L""’(z,+n) L @40 LEm e | LG (2540)
n42 | LED @janen) | LEY1)(54n41) LG gy ng1) | LS (@ 4040)
n—m+3 n n+1 n+2
%$+n-r::2;JT( G) {’.g’-n:l.;)) (G) {{g-fn';.v) (G) L§+::1;J) (G)
Lor ™ (i) Ly Na) | Ly (i) | Lot (i)
L) (z4) L (zi0) | L™ zi0) | LE™9)(2540)
I(i*"":j')”(zﬁm) L ejam) | L™ @m) | L6 (@m)
Lol ™ (Zi4me) Ly & iamar) | I (Zgaman) | Lo (Zjeme)
l(fgtgnmzzf)j)(zﬁn) l('gﬂzl.')j)(“’#n) I(',§+n.';)($5+n) | 1(,511 +::1:)j)($j+n)
Ln'.-;—m+ 7 (Zj4nt1) Ly 7 (Zjnt1) | L3 (Zjpna) | Lgo 00 (Zj4n+1)
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Le calcul de la suite -
(C(-‘Bg"')))k=o.1....

est fait en appliquant les mémes techniques employées dans le calcul de la suite
(LE)(G))r=0...., bien que les éléments des tableaux et la relation de récurrence & appliquer
ne soient pas les mémes dans les deux cas.
Le calcul de B
(e(z5 ) k=01,

a partir de la relation (X) exige le calcul des éléments de la figure 1.6, que nous disposons
dans n + 1 tableaux correspondants aux différentes valeurs de k.

Voyons comment ces tableaux sont calculés.

Nous commengons par le calcul, & partir de 1’égalité (1.14), des conditions initialles de
la relation (X) qui sont présentes dans le premier tableau. C’est-a-dire, nous faisons:

gt =z ,m=0,1,...,n.
Aprés cela, les lignes du tableau X, s’obtiennent en appliquant & ces éléments les fonc-
tionnelles ¢, L;,..., Li4n-1, respectivement. A

Le calcul de chaque élément de chacun des tableaux restants est fait & partir de quatre
éléments du tableau précédent en utilisant la relation (X) (voir figure 1.7).

Avec les figures 1.6 et 1.7 il ne sera pas difficile au lecteur de reprendre ce qui a été
écrit pour la suite (L)(G))i=o,1.... et de P’appliquer & la suite (c(z\”))i=oy,... Il suffit
de remplacer dans le texte et dans les tableaux les éléments d’une suite par les éléments
correspondants de I’autre suite. Tous les problémes posés et les raisonnements & appliquer
demeurent valables.

1.3.1.2 Economie du nombre de calculs

Aprés avoir résolu le probleme d’encombrement de mémoire posé par le calcul de ces
suites, il est conseillé d’économiser le nombre de calculs & effectuer.

Remarquons que c’est le calcul des tableaux X; et L; qui risque de coiter plus cher parce
qu’il s’agit d’évaluer des fonctionnelles qui peuvent avoir une expression trés compliquée.
Les tableaux restants sont obtenus en appliquant les relations (L) ou (X); on n’évalue plus
de fonctionnelles les calculs sont réduits aux quatre opérations arithmétiques.

Reprenons ici les tableaux X; et L; des figures 1.1 et 1.6, aprés avoir remplacé les
conditions initialles des relations (X) et (L), par leurs expressions données par les égalités
(1.14) et (1.15).

Tableau X, (n+1)2
c(z;) (1) c(zjs2) -0 Tjen)
Li(z;) Li(z;+1) Li(zjs2) -+ Li(Zj4n)

Lina(z;)  Lin(zie)  Lin(zise) -0 Liga(zjen)

Lisn-1(2;) Lisn-1(Tis1) Lign-1(Zjs2) --- Liyn-1(Zj4n)
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Figure 1.6: Tableaux X

Tableau X, (n41)2
(b)) o ez
L.(z("’)) ... L;(mg"’+"))
Liyn- (xg'j)) Liyn- (zt()i'j%))
Tableau X; (n+2-1)2
G )

Ligia(2i3) Lipima (a3
Litns (zf*_'”) Lisnma (541
!
Tableau X 41 {n+1-1)2
c(z (m)) .. c(zf“”"—l))

Lig(z) oo Liga(af*"Yy

L:+n— ( (t'J)) tee Lg+n—1 ($("J+n I))

Tableau Xpn4y 32
[ eg) |

Fi'éure 1.7: Calcul du tableau X;;; a partir du tableau X;

m [ 1
c(:c(t.1+ l) c(z(_s-;+"‘: )_?_l o c(z Ti+m )
Liji- 1(x(t..v )) Litio (z('a m )) , !
J+m +m+1
H-p(‘”('J )) Lisp(zi2 (m § )1) — | Liyp(z "J+m))
-+l—1(3("1+m)) Liyi- l(zlw+m+ )) e

I=1,....n,m=0,1,....n=1l,p=1,...,n—1,t et j fixés.
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Tableau Ly (n+1)?
Li(G) Li41(G) Liy2(G) .. LiynlG)
Li(zy) Lizi(zy) Liy2(z;) Liyn(zj)

Li(zj31)  Ligi(ziy1)  Liga(zi43) .. Lign(zits)
Li(zy) Lisy(z;) Lisa(z)) Lign(z;)
i(zj42 Ligi(zj32)  Lisa(zig2) ... Lign(z,42
Li(zy) Lit1(zy) Lis2(zy) Liyn(z;)

Li(zj4n)  Lit1(zi4n) Lisa(Zjen) |, Litn(zj4n)
Li(z,) Lisi(z;) Liz2(z;) Lign(z;)

Dans chaque étape de la méthode 2, nous calculons une ligne et une colonne de chacun
de ces tableaux. Faisons spécialement attention & la fagon dont ces éléments sont calculés
parce que, d’une part, nous voulons garder un minimum de calculs intermédiaires et,
d’autre part, nous ne devons jamais répéter le calcul d’un élément z;,,, ou de c¢(z,4,), ou
de Liym(G), ou de Liym(Zj4p)-

Reprenons les tableaux X et L de la méthode 2, ol nous n’allons représenter que les
éléments correspondants a la sous-itération 1 de chaque itération , les autres éléments
étant représentés par une croix.

Commencons par suivre les deux premiéres itérations pour que nous puissions mieux
comprendre la procédure employée.

Itération 1

Sous-itération 1
z; est calculé et gardé dans la mémoire. ¢(z;) est calculé et placé dans le tableau X.

Tableau X

Li(z;) est calculé, gardé dans la mémoire et placé dans le tableau X. Nous commengons
déja a construire les conditions initialles de l'itération 2, nous verrons plus tard la raison
de cela.

Tableau X
c(z;)

Li(z;)

Li(G)/Li(z;) est calculé et placé dans le tableau L.

Tableau L

E.'! G[
Li(z;)

Itération 2

Sous-itération 1
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Z;41 est calculé et gardé dans la mémoire. ¢(z;41) est calculé et placé dans le tableau X.

Tableau X
X czj41)
Li(z;)

Li(zj41) est calculé, gardé temporairement dans la mémoire et placé dans le tableau X.
Les conditions initialles correspondantes a l'itération 2 sont compleétes.

Tableau X
X (Z;41)
Li(z;) | Li(zjn)

Li(z;41)/Li(z;) est calculé et placé dans le tableau L.

Tableau L
X

i(z541)
Li(z;)

Li41(z;) est calculé et gardé dans la mémoire. Liy1(G)/Lis1(z;) est calculé et placé dans
le tableau L.

Tableau L
x Li41(G)
Lisi(z))
L‘!"’ii’ )
Li(z;)

Li41(z;) est placé dans le tableau X. Nous commencons déja a construire les conditions
initialles de l'itération 3.

Tablesu X
X c(z;41)
Li(z;) | Li(zj41)

Lisi(z;)

Liy1(2;41) est calculé et gardé temporairement dans la mémoire. Liy1(;41)/Liv1(z;)
est calculé et placé dans le tableau L.

Tableau L,
% Li41(G)
Liyi(x,)

Li(zj41) 1 Ligal{z 41}
Li(z;) Ligy(z;)

Li41(z;41) est placé dans le tableau X.
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Tableau X
X c(z5+1)
Li(z;) | Li(zjs)
Lija(z;) | Lin(2j41)

Supposons que nous ayons terminé l’itération n + 1. Les tableaux X et L ont ’aspect
suivant: '

Tableau X (n+2)x(n+1)
x [ = (z51n)
X X Li(zj4n)
X X Litn-1(zj4n)
Lisn(z;) [ -+ | Lizn(Zj4n-1) Li+n(x5+n)
Tableau L (n+1)?
X |0} % Litn(G)
Liyn(z,)
x|.oo] x Lisn(zi41)
Liyn(z;)
X |-l X Litn{z;4n)
Lisn(z;)

En ce moment, nous avons gardé dans la mémoire les éléments z;, zj41,. .., Tjin,
Li(z;), Lis1(z;),. . . Liyn(z;), qui vont étre tous nécessaires dans les itérations suivantes

Itération n + 2

Sous-itération 1

1ér¢ Partie: Une nouvelle colonne du tableau X et une nouvelle ligne du tableau L sont

calculées simultanément.

® I;.n4+1 est calculé et gardé dans la mémoire.
® ¢(Zj4n41) st calculé et placé dans le tableau X.

e Pour m =0 jusqu’a n

—~ Liym(Tj4n41) est calculé, gardé temporairement dans la mémoire, et placé dans
le tableau X.

— Liym(Zj4n+1)/ Ligm(z;) est calculé et placé dans le tableau L.
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En ce moment les tableaux X et L ont comme dimension (n +2)2 et (n+2) x (n+ 1)
respectivement. Nous remarquons que, pour les besoins de la méthode 2, le tableau X est
déja complet.

2ime Partie : Une nouvelle colonne du tableau L et une nouvelle ligne du tableau X sont
calculées simultanément.

® L;ins1(z;) est calculé et gardé dans la mémoire.

® Litn41(G)/Ligns1(z;) est calculé et placé dans le tableau L.
® L nt+1(z;) est placé dans le tableau X.

e Pour m =1 jusqu’an+1

— Liynt1(z4m) est calculé et gardé temporairement dans la mémoire.
= Litn+1(Zj4m)/Litnt1(z;) est calculé et placé dans le tableau L.

— Litn+1(Z;j4m) est placé dans le tableau X.

Maintenant nous comprenons la raison pour laquelle nous avons calculé une ligne du
tableau X qui correspond a l'itération suivante. Si nous n’avions pas gardé ces éléments
dans le tableau X, nous aurions été obligés soit de les retenir temporairement dans la
mémoire jusqu'a la prochaine itération, soit de les recalculer. Comme cette derniére
hypothese est hors de question, il vaut mieux garder ces éléments, tout de suite aprés leur
calcul, directement dans le tableau X.

Montrons finalement les tableaux X et L aprés la sous-itération 1 de I'itération n + 2

Tableau X (n4+3) x(n+2)
X - X (Zj4n) c(Zj4nt1)
X e X Li(Zj4n) Li(zj4ns1)

X cen X L€+n—l ($j+n) Lt'+n—l (zj+n+l)
Lisn(z;) |-+ | Lign(Tjtn-1) Liyn(Zj4n) Lisn(Zj4n41)
Lign+1(z;) | -+ | Lisn41(Tjtn-1) | Lisnt1(Tjen) | Litns1(Zj4n1)
Tableau L (n+2)?

x .. % Litn(G) Litnt3(G)
Liyn{z;) Litngi(z;)
% v % Lign(Zy41 L n+l(3'l
Lizn(z;) Li+n+1i¢j)

e Lign(Zi4n Liinil!’z’in!
X X Liyn(z;) Lisnt(z;
Li(Ty4ni1 ... Liin-—l !zl‘i"il! Liingziinilz Litntl

Li(z;) Lign-1(z;) Litn(z;) Litny1(z;)
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Essayons encore d’économiser des calculs.

Revenons aux tableaux L,,...,

les schémas par les relations correspondantes:

L.41 de la figure 1.1, et remplagons, dans la figure 1.2,

Figure 1.8: Calcul du tableau L,,; a partir du tableau L ;

(c+m+l J) ( G)

LE™)(G)

Li*m(6) =

Ll(‘+m’J)(zj+p) =

L}f_‘;”‘“*’) (zj41) = L™ (2541)

L™ (@ 4p) = L™ (3 54)

L) (540) = L™ (2540)

=0,...,n-1l,p=14+1,...,n

Nous devons faire en sorte que les différences

(L) (z540) —

ne soient calculées qu’une seule fois.

Si nous remplagons dans le tableau L; (I =1,
suivante:

le calcul de chaque élément du tableau L4, se fera a partir, cette fois-ci, de trois éléments

,1et ) fixés.

LE™) (z44))

...,n fixé) la deuxiéme ligne par la ligne

(L (@ j40)~
LD (z,4))

(L(t(-l-:—l-{l-l»;) (xj+l)—
L5 (z541)

FrTF
L (250)

du tableau L;, comme I’indiquent les schémas:

Ensuite, la deuxiéme ligne du tableau L;4; est remplacée par la ligne suivante:

LE™(C)

(;+m+1a) (G)

(7a+m+1..1)(m1 1)__

L ™)(2540))

(“Mﬁr(zﬁp)

g
1(:'” j(“: P)

[LFG)]

T )=

('+m,J)(zJ+I))

L™ (z54,) |

(L (=z)-
L) (z541))

(L§l+n-l+l £)) (zj.H)_
L") (2j41))

L (g0)
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Voyons comment ceci se traduit dans la méthode 2.

Itération 1
Sous-itération 1

La premiére itération reste inchangée.

Tableau L (sous-itef 1)

()

Itération 2

Sous-itération 1

L_l()i"j)(ziﬂ) , Lg""l‘j)(G) et Lgﬂ’j)(z,-“) sont calpulés et plaqé_s dans le tableau L, ensuite
LE)(z,41) est remplacé par la différence (L§*) (z541) — L§Nz541))-

Tableau L (sous-iter 1)

Lg”(G) Ly™(G)
(Lgfl‘m(xjﬂ)— Lit (1)
L (2541))

Sous-itération 2

L;':‘j)(G) est calculé & partir des trois éléments LS7(G) , L§Y)(G) et (LE) (2541) -
L$)(z;41)) , ensuite il est placé dans le tableau L.

Tableau L (sous-iter 1)

L(G) Lyt(G)
(Lgfl.'”(xjﬂ )= | Le T (z541)
L) (z544))

Itération n 4 2

Sous-itération m+1 (m=1,---,n+1)

A la fin de la sous-itération m, le tableau L contient les éléments de la figure 1.9.

Avec cette altération de la méthode 2, les différences qui apparaissent comme dénomina-
teur dans la relation (L), et qui doivent étre utilisées plus d’une fois dans une méme sous-
itération ou qui sont nécessaires dans la suite des calculs, sont gardées dans le tableau L
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Figure 1.9: Tableau L (itération n + 2 / sous-itération m)

1 2 s n—m + 1
1 19g LE9Q || 1fmmag
R e I el R I G
L) | L) || L mdag)
3| W% | G- | | G50
L)) | L) |- | L)

m+1 (Lr(;tll'j)(zﬁ )" (Lgtfld)(mﬁm)_ (L’(_:l-trlz—mﬂaf(zj 'n)"
L8 @um) | L85 6im) |- | L&) @im)

mt2 | Lot @emir) | Co? ) @emed |- | L™ @ 5eme)
Li@iymes) | LEH ) (@i4me1)

ntl (Lﬁ'if_”’(z,-ﬂy L8y [ ] L& ™40

" 1($j+n))
n+2 Lg’i)] (@j4nt1) Lot @iansd) | | Lo ™ (@4n40)
n—m+2 n—m+3 n+1 n+2
L™ 0Q | L@ || LQ | Ltg
(L((;j{»n-m+2,.1') ($j+l)_ (L(t.-f-n-m+3.f‘) (IJ-H)’_ . (L‘(;‘+n+1,f.f(zj+l)_ Ljoi-i-n-ﬂa) ($j+1)
Le ) | LETT 0 s4) L6 41)

t+n-—m+42, . n-m+3, t+n t4+n+1,
L e | G e [ ] e | LT @)

L eg) | LT @54)
C e | T || B | B e
L(atn-—m+1,_1)(zj m))

n—m +n-m+2 s+ 1+n+1
Lf,',t +ﬂ(¢:+m+1) 17,:;-'1' * 'J)(mj+m+1) ]I n.:)(szH) L<(:+n 'J)(-"v‘j+m+1)

S:.t:""m(x, ) LS::""“*’% i) Lol LY | LT,

1+n- B - 2, ! "
Lo ™ in) | Ly ™ D@ianan) |-+ | L™ @ianen) | LST T @ sene1)
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tout de suite aprés avoir été calculées la premiére fois qu’elles ont été nécessaires.

Ainsi, le calcul d’un nouvel élément est fait & partir de trois éléments du tableau L, et
pas quatre comme avant, puisque 'un de ces éléments contient d€éja la différence qui figure
comme dénominateur dans la relation (L).

Calculons les éléments correspondants a l'itération m + 1. Aprés le calcul de ’élément
LEm—m+13) (g, . 11), nous remplagons 'élément LE+™™9)(z;,,m41) par la différence

(L9;+n-m+l.j) ($j+m+l ) — LS:;-!-n—mJ) ($j+m+1 ))

puisque celle-ci va étre nécessaire dans la suite des calculs.

A la fin de la sous-itération m + 1, le tableau L contient les éléments de la figure 1.10.

Dans le cas du calcul du tableau X, cette technique permet de calculer une seule fois les
rapports qui apparaissent dans la relation (X).

Plus précisément, si nous reprenons la figure 1.7 avec les schémas remplacés par les
relations correspondantes, (voir figure 1.11), ce sont les rapports

Liyia (xfi'{"'mﬂ))

Liia(=(2™)

qui ne vont étre calculés qu’une seule fois.

Et, nous finissons ici notre démarche d’économie des calculs.

Le colit du calcul de (K ,S"’)(c, G))k=o,....n dépend toujours du choix des fonctionnelles
initialles L; et si nous faisons du calcul symbolique exact, symbolique non exact, numérique
exact ou numérique non exact.

Supposons que nous fassions du calcul numérique non exact. Nous cherchons le coiit
du calcul des tableaux X et L de itération 1 jusqu’a n + 1. Il est plus facile de nous
guider par les tableaux Xj,...,X;41 et Ly,..., Ln41, tout en raisonnant selon la méthode de
calcul 2.

Pour le calcul des tableaux X, et L;, nous devons calculer:

® Ziym ,m=0,...,n

o ¢(Tj4m) ,m=0,...,n

o Litp(zi4m) smp=0,...,n
e Li1p,(G) ,p=0,...,n

¢ (n+1)? divisions

e n différences et n divisions

Pour le calcul de chaque élément des tableaux X;4; et Liyy, I = 1,...,n, nous effectuons
respectivement une multiplication et une différence, et une différence et une division. Ceci
fait un total de (n+1 —1)? multiplications et (n + 1 —I)? différences pour le tableau X;4,,
et (n+1—1)? différences et (n+1—1)? divisions pour le tableau L;;,. Nous devons encore
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Figure 1.10: Tableau L (itération n + 2 /sous-itération m + 1)

1 2 n—m+1
) LHIQ LG (@)
2 | WHn)- | € em)- Lt (gy0) -
L) | L§™e;0) L@ 0)
3 | CFeuy | €™ N
L) | 1) L e40)
m+l | (L S:ztlld)(x +m)— & S:%'ﬂ(mﬁm)— 7 ('+n—m+u)(’5: my—
L @um) | LN 4m) Lyt e 4m)
mA2 | LoD @jama | G @5emer)- L=ty maa)-
LS:;"‘)(xj+m+1)) L(i+]'j)(zj+m+1)) Lgﬂ-m"i)(”ﬁmﬂ»
n+l (L('H"’)(z_, ,,)— Sfll"’)(x, n) Lg+n—m'j)(mj+n)
Lo} @;40)
n42 | L3P @iqnt) Ly @qn1) | LS (@)
n—m+2 n—-m+3 n+1 n+2
Li+n=-m+15)((3) L’(;?;-m+'f.ﬂ e L§?+n.1) e L(‘+"+1-ﬂ G
CF i) = Q)= [ [ €8 ey | L @)
Lg™ i) | LT ;) L6 (z41)
@ g [ @ e L @i | L5 e40)
L™ 0e50) | LT e50)
Cna ™ i | LW @4m) L eim) | Lo ejam)
Lt ™ e m)
LEH—mtidg, o gg) [ Loy o) @same) L™ @iame) | Le" 1 @ me)
LEtr-mlde, ) | LN 06, ) L™ @i | Lo s
LGtm-m+1) (@j+n+1) LT,:.t';-mH'J) (@54n+1) L§‘+M)($j+n+1) L};MH’J) (@54n41)
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Figure 1.11: Calcul du tableau X;;; & partir du tableau X;

(f,3+m+1)
c(z("’+'")) —c(z("""”‘“)) |+l—l($ ,Hm) ) ( (1J+m))
0+l-—l( )
L,-+p(m§ia'+m)) = Liy(z (t..1+m+l)) i+:-1(z§i‘{+m+l)) Lit (x(‘ ‘H_m))
Liy1a (3('J+m)) i

Il=1,....n,m=0,1,....n=1l,p=1,...,n—1,1 et j fixés.

effectuer (n — 1) divisions et (n — !) différences pour préparer les deuxiémes lignes des

tableaux X4 et Liyg. N N _
N’oublions pas qu’apres le calcul de (Lf:" )(c, G))k=o,....n €t de (c(a:f:" )))k=o',,,,,, le calcul de

(K f'j )(c, G))k=o0,..n colite n + 1 multiplications et n additions.
Si nous comptabilisons toutes ces opérations, nous obtenons:

o =~ n3/3 divisions
o ~ 2n3/3 différences
o ~ n®/3 multiplications

e n additions

1.3.2 Algorithme

Aprés avoir discuté en détail tous les problemes liés au calcul de la suite (K™ (c, G))i=oy1....,
nous présentons ’algorithme correspondant, qui a été écrit en envisageant son implémen-
tation en Mathematica (voir Wolfram [13]). En effet, nous nous servons déja de la
sctructure de liste et des fonctions Append, et AppendTo de ce langage. Le lecteur qui
n’est pas familiarisé avec Mathematica, est invité & consulter I’annexe B oli nous donnons

toutes les explications nécéssaires pour comprendre !’algorithme.

Algorithme de calcul de (K ,(ci’j) (¢, G))r=0,..n
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e | Calcul de Iﬁm(c,G)
em « {cg,c1,y-..,65}
wr « {z;}

we « {c(wz[[1]])}

wl « {L(wz[[1]])}
larray « {{Li(g(z,t))/wi([1]]}}
zarray « {AppendTo[we, wl[[1]]]}

wl « larray[[1,1]] * zarray|[1,1]]

larray[[1, 1]] = L{(G) , xarray[[L, 1]] = c(:x0°)
wl = Kg")(c, G)

write wl
o Forl=2,...,n+1 do:
Calcul de Klﬁ_j)(c,G)
AppendTo[em, ¢j+1-1)

AppendTo[wz, Zj41-1)

AppendT o[we, c(wz[[1]])]

AppendTolwl, Liyi1-1(wz[[1]})]

ﬁ)alcul des nouveaux éléments des tableaux X; et L1]

1t Partie: Calcul simultané de la nouvelle colonne
du tableau X et de la nouvelle ligne du tableau L

AppendT o[zarray, {wc[[!]]}]
For n=2,...,1 do:
w ¢ Lipn2(wz{[l]])
If n =2 then
zarray[[l-1,2]] « w/zarray[[l-1,2]]
end if
AppendTolzarray|[l]], w)
AppendTol[larray[[n — 1]], w/wlf[n — 1]]]
end for

‘2fme Partie: Calcul simultané de la nouvelle colonne
du tableau L et de la nouvelle ligne du tableau X

AppendTo[larray, Liyi-1(9(z, 1)) /wl[[T]]]
AppendT o[zarray|[1]], wl[[7]]
For n=2,...,l do:
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w — Ly (wz[[n]])
AppenTollarray[[l]], w/wl[[l]]

If n=2 then
larray[[l - 1,2]] = larray[{l, 2]} — larray|[l - 1,2]]
end if '
AppendTo[zarray[[n]], w]
end for

For m=2,...,l do:

| Calcul des nouveaux éléments des tableaux Xm, et L |

1¢2¢ Partie: Calcul des nouveaux éléments situés
dans une méme ligne des tableaux X et L

Forn=1,...,l-m do:
nl « n+1
zarray[[n,l]] « zarray[[nl,l]] — zarray|[n, m]] * zarray|[n,]]
larray([n,l]] « (larray[[nl,l]] — larray|[n,1]])/larray|[n, m]]

end for
2¢me Partie: Calcul des nouveaux éléments situés
dans une méme colonne des tableaux X et L

nl «— l—m+1
n2 « nl+41
n3 « nl-—-1

ml « m+41.

zarray[[nl,kl]j — zarray([n2,1]] — zarray[[nl, m]] * zarray[[nl,1]]
larray([n1,1]] « (larray[[n2,1]] — larray([n1,1]])/larray[[n1, m]]
For n=ml,...,l do:

zarray([nl,n]] « zarray[[n2,n]] — zarray([nl, m]] * zarray|[nl,n]]
larray[[nl,n]] « (larray[[n2,n]] - larray[[rn1,n]])/larray|[nl, m]]

If n=ml then
zarray([n3,ml]] = zarray([n1, ml]]/zarray[[n3, m1]]
larray|[n3,m1]] = larray[[nl, m1]] — larray[[n3,m1]]

end if

end for

w2 « wl+larray([1,1]] * zarray[[1,1]]

larray([1,1]] = L"¥(G) , xarray[[1,1]] = ¢(x{"})
w2 = Kfi_jl)(c,G)

write w2
wl « w2
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end for

1.3.3 Conditions d’applicabilité

Nous avons déja vu que le calcul de
{K ,gi'j)(c, G)}k=o,...n , avec les indices i et j fixés

& partir des relations (K), (L) et (X) exige le calcul des éléments des tableaux Ly,...,Ln4
et Xi,...,Xn41 des figures 1.1 et 1.6.

Le probléme que nous posons maintenant est de savoir sous quelles conditions le calcul
de ces éléments est possible.

Commencons par le tableau L,, qui contient les conditions initialles

LS""P-J)(G) , L(()‘+p'-’)(z]+q) s P= 0, ceeyN @ = 1, .
De (1.15) nous écrivons:
i+p.J Liyp(G)
L +pJ)(G) L_..,t,,z((zj ,p=0,.
L(!+P,J)(xJ+q)_ Pp= 0, ._.,n,qzl,...,n

L-+p(":)

Le calcul de ces éléments est possible ssi

Litp(z;) = D§‘+""’ #0 ,p=0,...,n. (1.17)

Le calcul des tableaux restants (Lg41)e=1,..» st fait en appliquant la relation (L). Ce
calcul est possible ssi les différences qui apparaissent comme dénominateur dans la relation
(L) sont non nulles, c’est-a-dire:

L (@i40) = L (@540) #0 1= 1,...m,p=0,...,n —¢.
D’aprés la définition (1.12), ces conditions sont équivalentes aux conditions:

N+2+13) (g5, ) DE+9) — DU+p+13) N(6+pd) (2, ) 40
DL [(i+p3)
q [}

(1.18)

ygq=1,...,n,p=0,...,n—g¢
(s+p.9)

En appliquant I'identité de Sylvester (voir annexe E) au déterminant (—1)?D,"”, nous
obtenons:

D(s+p..7) D(t+p+la) N('+’+l”)(z J) D$i+p-:') - D£i+p+la') Né“"”‘j)(zj +q)-
Les conditions (1.18) sont équivalentes aux conditions:

((;Ilm) #£0 et D(-+l9+l.5) #£0 et Dgi+p+l,j) £0 et DS.-.H,,J-) £0,
q= ]‘""’n ,P=0,...,n—-q,
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qui s’écrivent sous la forme3
Di+d) 20 ,g=1,...,n+1,p=0,...,n—g+1,

et englobent les conditions (1.17).

Le calcul du tableau X; n’impose pas de conditions.

Le calcul des tableaux restants (Xg41)4=1,..n st fait en appliquant la relation (X). Ce
calcul est possible ssi les dénominateurs des rapports qui apparaissent dans la relation
(X) sont non nuls, c’est-a-dire:

Lt+q—1("c('d+?))7é0 9= 1 ’p=01”’,n_q‘
D’apres la définition (1.11), nous écrivons:
Liyg-1(N, éi'jﬂ))

D gt_ulﬂ)

#0 ,g=1,...,n,p=0,...,n—q. (1.19)
Mais, N .
Liyq-1(N{#9)) = D{i+9),
donc les conditions (1.19) sont équivalentes aux conditions:
Dgidﬂ) #0 et Dgi_'"l"'p) #0 ,9=1,...,n,p=0,...,n—gq,
qui s’écrivent sous la forme:
Dg*“"” #0 ,q=1,...,n,p=0,...,n—gq.

Voyons que les conditions que nous avons obtenues coincident avec les conditions d’existen-
ce des éléments des tableaux Ly,...,Lpy1, X1, .., Xp41-

D’aprés la définition (1.12), les éléments des tableaux (Lg41)q=o,....n, 8’écrivent de la fagon
suivante:

oy NE(G)
LS"”"’)(G’):JW ,q=0,...,n,p=0,...,n—¢q
Doy
o NP (.
Lg‘*”")(zj+ )= %i_) ,q=0,...,n=1,p=0,...;n—-¢q,r=q+1,...,n
q+1
Ces éléments existent ssi
n(yi-i-."lp'J)'_léo,q— ey, p=0,...,n—gq.

D’aprés la définition (1.11) les éléments des tableaux (Xg4+1)q=0,...n, 8’écrivent de la fagon
suivante:

3vi,j >0, D) =1
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(3.5+4p) (3.5+p)
(24P = f.(_]_v_vﬂ_p_). Ly (z8i19) = Lisr(Notr )
¢ (i+p) > e (i+P)
.Dq Dq

g=0,...,n,p=0,....n—¢q,r=g¢q,...,n—1.
Ces éléments existent ssi
DS"’""”#O ,q=1,...,n,p=0,...,n—q.

Le calcul de ((k)f(t))k=o,..n & partir de la méthode de bordage par blocs est possible ssi
ces approximants existent et sont uniques, c’est-a-dire ssi

DI £0,k=1,....,n+1.

Nous constatons que la méthode de calcul qui utilise les relations (K), (L) et (X) exige
des conditions d’applicabilité plus restrictives que celles correspondantes a ’existence et
P’unicité des approximants calculés.

Par exemple, si L;(f) = f(z) , ol i > 0 et z € C est fixé, alors D£°'°) #0,Yk >0,
les approximants ((k)s(t))k=o,.. existent, sont uniques et la méthode de bordage permet
leur calcul. Mais Dg”*o) = 0,Vp > 0 et nous ne pouvons pas calculer ces approximants a
partir des relations de récurrence.

Nous devons remarquer que I’évaluation de la fonctionnelle ¢ dans les éléments z;, (¢(z;,)),
ou ]’évaluation des fonctionnelles L;, dans la fonction G (Li(G)), ou dans les éléments
Z;5 (Lis(zjs)), peut ne pas étre possible et par conséquence empécher le calcul des approx-
imants (k);(t) ,k = 0,...,n. Nous avons exclu cette possibilité de ’étude précécente.

1.3.4 Commentaires au programme

Le lecteur qui n’est pas familiarisé avec Mathematica (voir Wolfram {13]) est vivement
invité a consulter I’annexe B avant d’aborder cette section.

Nous avons développé un logiciel, écrit en Mathematica, qui calcule une suite d’approxi-
mants de type Padé généralisés, en utilisant 1’algorithme de la section 1.3.2. Ce logiciel
est constitué par trois packages: GPADETYPE.M, BE.M et BIF.M, que nous donnons
dans P’annexe C, avec une Session Mathematica qui permet de mieux comprendre le
fonctionnement du logiciel.

GPADETYPE.M contient la définition de la fonction tablegpt, qui calcule une suite
d’approximants de type Padé généralisés. 1l appelle les packages BE.M et BIF.M.

BE.M contient les définitions de la série de fonctions series, de la fonction génératrice
g, des moments modifiés ¢; = c(u;(z)), des polynémes u; et des fonctions complexes
Ji = fi(t) de Pexemple que 'utilisateur veut tester.

BIF.M contient la définition des fonctionnelles initialles L; (initialf) que 'utilisateur a
choisit. ‘

Donnons quelques explications sur la fonction tablegpt.
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tablegpt| k ,1 ,toption , coption ,psoption ,
resultprec ,preoption ,preprec ,cprec ,aroption ,compoption ,norm ]

calcule les (k + 1) premiers approximants de type Padé généralisés au point t.

L’argument ¢ peut étre une expression symbolique (toption == “VAR” ), ou une expres-
sion numérique (toption == “SCL”). Si t est une expression symbolique, les approximants
seront eux aussi des expressions symboliques et nous faisons du calcul symbolique. Si ¢ est
une expression numeérique, les approximants seront eux aussi des expressions numériques
et nous faisons du calcul numérique.

Si coption == “EC”, nous faisons du calcul exact. Si coption == “AC”, nous faisons
du calcul approché avec précision cprec. Plus précisément, nous faisons tous les calculs
intermédiaires en utilisant la fonction N/ -, cprec ]. Si cprec <= precision de la machine
, nous faisons du calcul approché de basse précision. Si cprec > precision de la machine,
nous faisons du calcul approché de haute précision.

Les résultats numériques ou la partie numérique des résultats symboliques sont écrits
avec resultprec chiffres significatifs. Nous devons choisir resultprec <= cprec.

Si psoption == 1, les sommes partielles de la série sont aussi calculées en accord avec
les valeurs de toption et de coption. Si psoption ! = 1, les sommes partielles ne sont pas
calculées. Nous remarquons qu’il est intéréssant de calculer les sommes partielles surtout
quand toption == “SCL”, c’est-a-dire quand nous obtenons des résultats numeériques.
Nous comparons la suite des approximants de type Padé généralisés avec la suite des
sommes partielles de la série.

Si toption == “SCL” et preoption == 1, les erreurs rélatives des approximants par
rapport a la série (|((k)s(t) — f(t))/f(t)|k=0,,..) sont calculées avec précision cprec et sont
écrites avec preprec chiffres significatifs. En outre, si psoption == 1, les erreurs rélatives

des sommes partielles par rapport a la série (|(ps(k)(t) — f(t))/f(t)]k=0,,..) sont calculées
avec précision cprec et sont écrites avec preprec chiffres significatifs.

Si toption == “SCL” et preoption == 2, le nombre de chiffres exacts des approximants
par rapport a la série (—log,o|(k)s(t) — f()|k=0,1,..) sont calculés avec précision cprec, et
sont écrits avec preprec chiffres significatifs. En outre, si psoption == 1, le nombre de

chiffres exacts des sommes partielles par rapport a la série (~log,olps(k)(t) — f(¢)|k=o0,,..)
est calculé avec précision cprec et est écrit avec preprec chiffres significatifs.

Si compoption == 0, nous faisons du calcul réel. Si compoption == 1, nous faisons du
calcul complex.
Si compoption == 1, toption == “SCL” et preoption == 1, les erreurs rélatives des

parties réelles et des parties imaginaires des approximants, par rapport aux parties réelles
et imaginaires de la série sont calculées avec précision cprec et sont écrites avec preprec
chiffres significatives. Si psoption == 1, nous faisons de méme pour les sommes partielles.

Si compoption == 1, toption == “SCL” mais preoption == 2, nous calculons le nombre
de chiffres exacts a la place des erreurs rélatives.

Si compoption == 1 and toption == “SCL”, nous calculons aussi la norme p (p >=1)
des vecteurs des erreurs rélatives (si preoption == 1), ou la norme p des vecteurs du
nombre de chiffres exacts (si preoption == 2). La valeur de p est donnée par I’argument
norm de la fonction tablegpt.



44 ) Approximants de type Padé généralisés

Si norm == -1, nous calculons la norme infinie des vecteurs des erreurs rélatives (si
preoption == 1), ou la composante de valeur absolue minimalle des vecteurs du nombre
de chiffres exacts (si preoption == 2).

Les normes sont calculées avec précision cprec et sont écrites avec preprec chiffres signi-
ficatives. .

Si toption == “VAR” ou preoption est différent de 1 et de 2, ni les erreurs rélatives, ni
le nombre de chiffres exacts ne sont calculés.

Si toption == “SCL” et coption == “EC”, nous obtenons les expressions numériques
exactes des approximants au point ¢. En outre, si psoption == 1, nous obtenons aussi
les expressions numériques exactes des sommes partielles au point ¢. Si preoption == 1,
les erreurs rélatives de ces expressions exactes sont calculées avec précision cprec. Si
preoption == 2, le nombre de chiffres exacts est calculé avec précision cprec. Nous devons
choisir une valeur suffisamment élevée de cprec de sorte que les erreurs ou le nombre
de chiffres exacts puissent étre correctement calculés. En outre, si aroption == 1, les
expressions exactes sont écrites avec resultprec chiffres significatifs. Ce n’est pas le cas,
si aroption ! = 1.

La valeur de la série au point ¢ est écrite avec resultprec chiffres significatifs, si
toption == “SCL”, coption == “EC” et aroption == 1, ou toption == “SCL” et coption
—_— 4 A C”.

Les quatres premiers arguments de la fonction tablegpt sont obligatoires et les huit
derniers arguments sont facultatifs. Sil’utilisateur ne donne pas de valeurs & psoption, re-
sultprec, preoption, preprec, cprec, aroption, compoption et norm, ces arguments prennent
automatiquement les valeurs 0, Precision[1.0], 0, 2, Precision[1.0], 0, 0 et —1 respective-
ment.

Nous rappelons que la correspondance des arguments est faite par ordre de la gauche
vers la droite. Si, par exemple, I’utilisateur sait que les arguments preoption, preprec,
aroption, compoption et norm ne sont pas nécessaires, mais que cprec est nécessaire, il est
obligé de donner des valeurs fictives a preoption et preprec, parce que s’il ne donnait que
sept arguments, le dernier serait interprété comme la valeur de preoption et pas de cprec.
Cependant 'utilisateur n’a pas besoin de donner des valeures a aroption, compoption et
norm.

Voyons & quel genre de calcul correspond toutes les combinaisons possibles des différentes
valeurs de toption, coption et cprec. Pour chaque cas nous donnons un exemple. Tous les
exemples sont basés sur ’exemple 1 de la section 1.2.2.

In[1] :=<<GPADETYPE.M
Lecture du package GPADETYPE.M, qui appelle les packages BE.M et BIF.M. Les

définitions de la série de fonctions, de la fonction génératrice, des moments modifiés, des
polyndémes correspondants, des fonctions élémentaires et des fonctionnelles initialles sont
connues:

In|2] := series|t]
Out[2] = Log[1 + t]/t
In[3] := g[z,1]
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Out[3] = 1/(1 — zt)
Inld] :=cli]

Out[4] = (—1)'/(1 + 1)
In[5) := u[z, 2]

Out[5) = z*
In[6] := f[3,1]
Out6] = t*

In[7] := initialf[i, flz], ]
Out(T] = F-(1/(1 +1))]
Nous remarquons que toutes ces définitions sont écrites d’une fagon exacte.
e Calcul symbolique exact.
And] toption == “VAR”, coption == “EC” ]
In[8) := tablegpt[ 3, t, "VAR", "EC" ]
Out[8]) =
fopt[0) =1/(1+1)
foptll] =2/(2+1)
faptl2) = (6 +5t)/(2(1 +£)(3 + 1))
fapt[3] = (144 + 228t + 1082 + 19t3)/(6(1 + t)(2+ t)(3 + t)(4 + 1))

t est un symbole, donc nous devons prendre toption == “VAR”. En prennant cop-
tion == “EC”, nous obtenons les expressions formelles des approximants dans la
variable t.

e Calcul symbolique approché de basse précision.
And[ toption == “VAR”, coption == “AC”, cprec <= Precision[l.] ]

In|9] := tablegpt| 3, t, "VAR", "AC", 0, 19, 0, 0, 19]
Out[9] =
ngpt[0] = 1./(1. + t)
ngpt[l] = (2. + 2.8)/((1. + t)(2. + 1.t))
ngpt]2] = (6. + 8.t + 2.512)/((1. + £)(2. + 1.1)(3. + 1.1))
ngpt[3] = (24. + 38.t + 18.42 + 3.1666666666666666661%)/
(1. + )(2. + 1.1)(3. + 1.t)(4. + 1.1))

coption == “AC” et cprec == 19, donc tous les calculs intermédiaires sont faits
avec 19 chiffres significatifs, en utilisant la fonction Nf - , 19 ], c’est-a-dire nous
faisons les calculs dans la précision de la machine. resultprec == 19, donc les
approximants sont écrits avec 19 chiffres significatifs. Comme toption == “VAR?,
les erreurs relatives ne sont pas calculées, et les septieme et huitieme arguments de
la fonction tablegpt ne sont pas utilisés. :
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e Calcul symbolique approché de haute précision.
And[ toption == “VAR”, coption == “AC”, cprec > Precision[1.] ]

In[10] := tablegpt| 3, t, "VAR", "AC", 0, 30, 0, 0, 40 ]
Out[10] =
ngpt[0] = 1./(1. + t)
ngpt[l] = (2. + 2.t)/((1. + t)(2. + 1.1))
ngpt[2) = (6. + 8.t +2.5t2)/((1. + £)(3. + 1.t)(2. + 1.1))
ngpt[3] = (24. + 38.t + 18.% + 3.16666666666666666666666666666t>)/
(. 4+ )3 +1.8)(2. + 1.t)(4. + 1.2))
Maintenant cprec == 40, donc tous les calculs sont faits avec 40 chiffres significatifs

en utilisant la fonction Nf -, 40 ]. resultprec == 30, donc les résultats sont écrits
avec 30 chiffres significatifs.

e Calcul numérique exact.
And[ toption == “SCL”, coption == “EC” ]
In[11] := tablegpt[ 3, 1/10, "SCL", "EC", 1, 19,1, 2, 19, 1]
Out[11] =
fgpt[0] = 10/11
fpsl0] =1
f[1/10) = 0.9531017980432485999
ngpt|0] = 0.9090909090909090909

nps[0] = 1.
regpt[0] = 0.046 (‘edgpt0] =1.4)
reps[0] = 0.049 (edps[0] =1.3)

fopt{l] = 20/21
Fpsll] = 19/20
£[1/10] = 0.9531017980432485999
ngpt[1] = 0.9523809523809523809

nps(1] = 0.95
regpt[1] = 0.00076 (edgpt[l] =3.1)
reps[1] = 0.0033 (edps[l} =2.5)

fopt[2] = 325/341
fps[2) = 143/150
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f[1/10] = 0.9531017980432485999

ngpt[2] = 0.9530791788856304985

nps[2] = 0.9533333333333333333

regpt[2] = 0.000024 (‘edgpt[2] = 4.6 )
reps[2] = 0.00024 (edps[2) =3.6)

fopt[3] = 839495/880803
fps[3] = 11437/12000
f[1/10] = 0.95310179804 32485999
ngpt[3] = 0.9531018854386281609
nps[3] = 0.9530833333333333334
regpt[3] = 9.2 1078 (edgpt[3] =17.1)
reps[3] = 0.000019 (‘edps[3] =4.7)
1/10 est un nombre, donc nous devons prendre toption == “SCL”. 1/10 est exact,

comme les définitions de g, ¢;, u; et initial f sont aussi exactes, nous pouvons obtenir
les expressions exactes des approximants au point 1/10 (fgpt[s]).

Comme psoption == 1 et la définition de f; est exacte, nous obtenons aussi ’expression
exact des sommes partielles de la série au point 1/10 (fps]z]).

aroption == 1, donc nous écrivons ces expressions exactes avec resultprec == 19
chiffres significatives (ngpt[i] = N[ fgpt[i] , 19 ], nps[i] = N[ fps[i] , 19 ]).

preoption == 1, donc les erreurs relatives des expressions exactes par rapport a la
série sont calculées avec cprec == 19 chiffres significatifs et sont écrites avec

preprec == 2 chiffres significatifs : '
regpt[i) = N[ N[ Abs[ (fgpt[i] — series|t])/series|t] ], 19], 2],
regps[i] = N[ N[ Abs[ (fps[i] — series[t])/series|t]], 19 ], 2 ].

Si nous avions pris preoption == 2, nous aurions calculé le nombre de chiffres exacts
a la place des erreurs rélatives (voir résultats entre parenthéses) :

edgpt[i] = N[ N[ —Log[ 10 , Abs| fgpt[i] — series[t]]], 19], 2],
edps[t] = N[ N[ —Log|[ 10 , Abs| fps[i] — series[t]]], 19], 2]

e Calcul numérique approché de basse précision.
And[ toption == “SCL”, coption == “AC”, cprec <= Precision[1.] ]
In[12) := tablegpt] 3, 0.1, "SCL", "AC", 1, 19, 2, 2]
Out[12] =
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£10.1) = 0.9531017980432485999
ngpt[0] = 0.9090909090909090909
nps[0] = 1.

edgpt[0] = 1.4

edps[0] = 1.3

£10.1) =0.9531017980432485999
ngpt[1] = 0.952380952380952381

nps(1] = 0.95
edgpt[l] = 3.1
edps[l] = 2.5

f10.1] = 0.9531017980432485999
ngpi[2] = 0.9530791788856304986
nps[2) = 0.9533333333333333333
edgpt[2] = 4.6

edps[2] = 3.6

f10.1) = 0.95310179804 32485999

ngpt[3] = 0.953101885438628161

nps[3] = 0.9530833333333333334

edgpt[3] = 7.1

edps(3] = 4.7
0.1 est un nombre réel de basse précision, nous devons prendre toption == “SCL”.
Nous n’avons pas donné de valeurs aux arguments cprec et aroption, donc ils valent

automatiquement Precision[1.0] == 19, c’est-a-dire la précision de la machine, et

0.

psoption == 1, donc nous calculons aussi les sommes partielles de la série.

Tous les calculs intermédiaires sont faits en utilisant la fonction Nf - , 19 ]. Les
approximants et les sommes partielles sont écrits avec resultprec == 19 chiffres
significatifs.

preoption == 2, donc nous calculons le nombre de chiffres exacts avec précision
cprec == 19, et nous les écrivons avec preprec == 2 chiffres significatifs.

Méme si nous faisons les calculs avec 40 chiffres significatifs (cprec == 40), la
précision des résultats ne sera pas supérieure a 19, parce que ¢ vaut 0.1 et
Precision[0.1] == 19.
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In[13] := tablegpt] 3, 0.1, "SCL", "AC",1, 30, 2, 2 ,40]
Out(13] =

£10.1] = 0.9531017980432485999

ngpt[0] = 0.9090909090909090909

nps[0] = 1.
edgpt[0] = 1.4
edps[0] = 1.3

£10.1] = 0.9531017980432485999
ngpt[1] = 0.952380952380952381
nps(l] = 0.95
edgpt[1] = 3.1
edps[l] = 2.5

f10.1] = 0.9531017980432485999
ngpt[2] = 0.9530791788856304986
nps[2] = 0.9533333333333333333
edgpt[2] = 4.6

edps[2] = 3.6

7[0.1] = 0.9531017980432485999
ngpt[3] = 0.953101885438628161
nps[3] = 0.9530833333333333334
edgpt[3] = 7.1
edps[3] = 4.7

¢ Calcul numérique approché de haute précision.
And[ toption == “SCL”, coption == “AC”, cprec > Precision[1.] ]

In[14] := tablegpt[ 3, 1/10, "SCL", "AC", 0, 30, 1, 2, 40 ]
Out[14] =

f[1/10] = 0.9531017980432486004395212328

ngpt[0] = 0.909090909090909090909090909091

regpt[0] = 0.046

£[1/10] = 0.9531017980432486004395212328
ngpt[1] = 0.952380952380952380952380952381
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regpt[l] = 0.00076

f[1/10] = 0.9531017980432486004395212328
ngpt[2] = 0.953079178885630498533724340176
regpt[2] = 0.000024

#[1/10] = 0.9531017980432486004395212328
ngpt[3] = 0.953101885438628160894093230836
regpt[3] = 9.2 10~8

cprec == 40, donc tous les calculs intermédiaires sont faits avec 40 chiffres signifi-
catifs en utilisant la fonction Nf -, 40 ]. resultprec == 30, donc les approximants
sont écrits avec 30 chiffres significatifs.

Si nous avions utilisé 0.1 & la place de 1/10 les résultats n’auraient pas une précision
supérieure & 19. Remarquons que (Precision[0.1] == 19 et Prectsion[1/10] ==
Infinity). preoption == 1, donc les erreurs relatives sont calculées avec cprec ==
40 chiffres significatifs, et sont écrites avec preprec == 2 chiffres significatifs.

Le logiciel que nous avons écrit exploite les capacités de Mathematica, qui n’existent pas
en Fortran; c’est-a-dire les capacités de faire du calcul symbolique, du calcul exact et du
calcul approché de haute précision.

Le calcul exact, s’il est possible, est trés souhaitable, mais prend en général énormément
de temps. On est souvent obligé de faire du calcul approché. Le calcul approché produit
des erreurs d’arrondi qui vont entacher les résultats. Quand nous augmentons la précision
des calculs intermédiaires ces erreurs diminuent. Une bonne maniére de savoir si les
résultats sont affectés par des erreurs d’arrondi est de répéter leur calcul en utilisant des
précisions croissantes. Tant que les résultats obtenus avec deux précisions consécutives
sont différents, les erreurs d’arrondi sont encore présentes et nous devons augmenter la
précision des calculs intermédiaires.

Supposons que les définitions de series, g, ¢;, u; et f; soient exactes et que t soit une
expression numérique exacte. Dans ce cas, si nous faisons du calcul exact, nous obtenons
les expressions numériques exactes des approximants au point £. Si nous faisons du calcul
approché avec une précision cprec, nous obtenons des approximations numériques des
valeurs des approximants au point t. Si nous utilisons plusieurs valeurs de cprec, en
commengcant par la précision de la machine et en augmentant cprec & chaque étape,
nous observons que les erreurs relatives par rapport a la série diminuent jusqu’a égaler
les erreurs relatives correspondantes aux expressions numériques exactes. Les erreurs
d’arrondi diminuent au fur et 2 mesure que cprec augmente jusqu’a ne plus affecter les
chiffres corrects des résultats approchés.

Les tables 1.5, 1.6, 1.7 et 1.8 sont destinées & illustrer ce commentaire. Nous utilisons les
exemples 1 et 2 de la section 1.2.2. La premiere colonne de chaque table contient les erreurs
relatives des expressions exactes des approximants par rapport a la série et constitue notre
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référence. Les autres colonnes contiennent les erreurs relatives des résultats obtenus en
faisant du calcul approché avec plusieurs précisions. Dans la derniére ligne des tables,
nous écrivons les secondes CPU nécessaires au calcul de chaque colonne. Ces valeurs ont
été obtenues en utilisant la fonction Mathematica Timing (voir Wolfram [13, page 317]).
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Note: Quand un zéro apparait dans les tables, ceci ne signifie pas que I'erreur relative

Tableau 1.5: Exemple 1 (t = 1/10)

exact N[-,19] | N[,30] | N[-,40] | N[-,50]
n cprec=30
0 461072 [ 461072 [ 461072 | 4.6 1072 [ 4.6 1072
1 7.610™* | 7.6 10~ | 7.6 10~* | 7.6 104 | 7.6 10~*
2 2410°° | 2.410°° | 2.410°% | 241075 | 2.4 10~®
3 9.210°% | 9.210°® | 9.210°% | 9.210°® | 9.210"8
4 25107 | 25107 | 251078 | 2.510~® | 2.5 108
5 1.310° | 1.3107° | 1.310°° | 1.310~° | 1.3 10°°
6 9.410°" [9.410°" | 9.4107" | 9.4 101 | 9.4 10~11
7 6.71071? | 6.7 1072 | 6.7 1012 | 6.7 10712 | 6.7 1012
8 4910 [5.010°° [4910°° [4910°° [4910° 1
9 3.7107'4 | 8.510° | 3.7 1074 | 3.7 1014 | 3.7 104
10 2.9107"° [ 4.21072 [2.9107*% [ 2.9 107% | 2.9 10715
11 2.3107%€ {1,410 | 2.3 1072 | 2.3 10-¢ | 2.3 1076
12 1.9107Y7 | 5.310°° |1.9107'" | 1.9107*7 | 1.9 1077
13 1.5107% | 2.1 1077 [1.5 107 | 1.5 1078 | 1.5 10718
14 1.3107° | 8.110° 0 131077 [1.310°™
15 1.110-% | 3.1 10~* 0 1.1 10-%° | 1.1 10-2°
16 8.91072% | 1.1 1072 8.9 1022 | 8.9 1022
17 7.6 1007 | 4.4 107 0 7.6 1075
18 6.510"%4 | 1.8 10+ 0 6.5 1024
19 5.710"% 5.7 10-2
[secCPUJ 297 [ 105 | 79 | 149 [ 159 |

correspondant soit nulle, mais qu’il n’y a plus assez de précision pour la calculer.
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Tableau 1.6: Exemple 1 (t = 5/10)

exact | N[,19] | N[,30] [ N[-,40] | N[,50] | N[-,60]
n cprec=19
0 1.810°T [1.810°T[1.810°T | 1.810°T [ 1.8 107! | 1.8 10!
1 131072 [1.31072 | 1.31072 | 1.3102 [ 1.3 1072 | 1.3 1072
2 1.7107% [1.71073 | 1.7107® | 1.7107% | 1.7 1073 | 1.7 10-3
3 5.6 10~¢ | 5.6 10| 5.6 10~ | 5.6 10~ | 5.6 10~® | 5.6 10~
4 3.4107% [3.4107%] 3.410°° [ 3.410°° | 3.410°° | 3.4 107
5 8.0 10~ [8.010~%| 8.010°® | 8.0 10~° | 8.0 10~° | 8.0 10~
6 2.7107¢ |2.7107%| 2.710° | 2.710°¢ | 2.7 107 | 2.7 10~
7 9.110"7 |9.110°7 | 9.1107 | 911077 [ 911077 | 9.1 10~7
8 3.210°7 |3.210°7 | 3.2107 | 321077 | 3.210°7 | 3.2 1077
9 1.210°7 [1.21077 { 1.21077 | 1.210°7 | 1.21077 | 1.2 1077
10 441078 44108 | 44107 | 44107 | 4.410°% | 4.4 10°®
11 1.710"% |1.710®| 1.7107® | 1.710"® | 1.7107® | 1.7 108
12 6610° [9.710° | 6610° | 6610° | 6.610°° | 6.6 10°°
13 2.610°° [1.510°7 | 2.610° | 2.6 10~° | 2.6 10~° | 2.6 10~°
14 1.010° | 58106 | 1.010~° | 1.0 10~® | 1.0 10~° | 1.0 10~°
15 43107%° | 1.810™* [ 4.31071° | 43107 { 4.3 107 | 4.3 107°
16 1.8101° [ 2.4 1073 |1.8107%° | 1.8 107%° [ 1.8 10-1° | 1.8 10~°
17 741071 | 1.81071 | 7.410™"! | 7.4 107" | 7.4 10~"! | 7.4 10”1
18 3110- | 2.0 1012 0 311007 [3110° 7 [3110° T
19 1.3 101 0 1.310° {1.310°* | 1.3 10~
20 5.6 10712 5.6 10712 | 5.6 10712 | 5.6 102
21 2.4 10712 2.4 10712 [ 2.4 10712 | 2.4 1072
22 1.0 10712 1.010°'% [ 1.0 1022 | 1.0 1072
23 461071 0 46105 [4610° 1
24 2.0 10713 0 2.0 1071 [ 2.0 10713
25 8.8 10~ 8.810°14 [ 8.8 10~
26 3.910°14 391074 (3910
27 1.7 10~ 1.7107 [ 1.7 10~
28 7.1 101 0 7.7 10-1°
29 3.4107'8 0 3.410°15
30 1510 | 1.5 107
[sec CPU] 2415 [ 106 [ 154 284 500 561
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Nous observons que jusqu’a un certain point les valeurs de toutes les colonnes des tables
coincident. L’effet cumulatif des erreurs d’arrondi, présent dans le calcul approché, n’a
pas encore affecté les chiffres corrects des résultats. Mais ceci va se produire d’autant plus
vite que cprec est petit. Dans la derniére colonne des tables, en faisant du calcul approché
avec précision suffisamment élevée, nous avons réussi & maitriser 'effet accumulatif des
erreurs d’arrondi, en obtenant les mémes erreurs relatives que celles obtenues en faisant
du calcul exact, mais en prennant beaucoup moins de temps CPU.

Les résultats de ces tableaux semblent montrer qu’étant donné les temps CPU, le calcul
exact n’est intéressant que si I'on veut ’expression symbolique des approximants. -

Si nous voulons placer -dans les tables 1.5, 1.6, 1.7 et 1.8 les résultats obtenus en For-
tran dans la section 1.2.2 correspondantes aux exemples 1 et 2, nous devons les situer
immédiatement a gauche des colonnes étiquetées par “N[—,19]".

Dans les quatre tables que nous venons de citer, dans la colonne correspondante au
calcul exact, nous avons mentionné la valeur de cprec utilisée. Quand toption == “SCL”
et coption == “EC”, cprec est employée uniquement pour calculer le nombre de chiffres
exacts ou les erreurs relatives des expressions numeériques exactes des approximants par
rapport a la série. Or, si cprec n’est pas suffisamment grand, ces valeurs risquent d’étre
mal calculées. D’un autre coté, une valeur trop grande de cprec augmente le temps de
calcul du nombre de chiffres exacts ou des erreurs relatives. Pour trouver la valeur idéale
de cprec adaptée au nombre d’approximants que nous voulons obtenir, nous avons calculé
les erreurs relatives avec plusieurs valeurs de cprec, en commencant par la précision de
la machine, et en augmentant cprec de cinq ou dix unités & chaque fois. Quand nous
obtenons deux colonnes consécutives égales, nous prenons comme valeur de cprec celle
correspondante a la colonne de gauche.

Nous montrons la table 1.9, qui a permit de choisir la valeur de cprec utilisée dans la
table 1.5. .

A titre comparatif, nous avons écrit un logiciel en Mathematica qui calcule une suite
d’approximants de type Padé généralisés en utilisant I'implémentation récursive des rela-
tions (X), (L) et (K), comme nous 1’avons expliqué dans la sous-section 1.3.1. A chaque
relation correspond une définition Mathematica récursive qui garde automatiquement dans
la mémoire les éléments qu’elle calcule.

Ce logiciel est constitué par trois packages: BRR.M, BRE.M et BRIF.M, que nous
donnons dans I’annexe D.

BRR.M contient la définition de la fonction tabgptrr qui calcule une suite d’approximants
de type Padé généralisés. Il appelle les packages BRE.M et BRIF.M. qui contiennent
les mémes définitions que les packages BE.M et BIF.M, mais avec la différence que les
définitions des moments modifiés et des fonctionnelles initialles gardent automatiquement
dans la mémoire les éléments qu’elles calculent.

Donnons quelques explications sur la fonction tabgpirr.

tabgptrr| k, t, toption, roption, psoption, resultprec, preoption,

preprec, preresprec, aroption ,compoption ,norm ]
calcule les k + 1 premiers approximants de type Padé généralisés au point t.
Si t est une expression symbolique, toption == “VAR”; si t est une expression numeérique,
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Tableau 1.7: Exemple 2 (t = 1/10)

exact N[-,19] | N[-,30] | N[-,40] | NI[-,50]
n cprec=60
0 241072 { 241072 | 24107% [ 24107% | 24107°
1 511074 | 5.110-* | 5.110"* | 5.110~* | 5.1 10~*
2 9310 | 9.310-% { 9.310°¢ | 9.310°% | 9.310"°
3 1.510°7 { 1.510-7 | 1.510°7 | 1.510"7 | 1.5 107
4 201079 | 2.010-° | 2.010° | 2.010~° | 2.0 10~®
5 241071 [ 2410°1 | 241071 | 2.4 1071 |24 10-11
6 261007° (2510|2610 [2610°° 2610
7 251071 | 1.410°14 | 2510715 { 2.5 10715 | 2.5 10715
8 2.210°17 | 3.810°14 (2210717 {2.210717 | 2.2 1077
9 1.810°* [ 1.410-* [ 1.8107'° | 1.8 10" | 1.8 10~?®°
10 1410727 [3.210-8 [1.810°F [1.410° T [1.4 10~
11 9.71024 | 1.4 1013 0 9.710°24 | 9710~
12 6.4 10726 | 2.6 10712 0 6.4 10726 [ 6.4 10-%°
13 3.910°28 | 1.9 10-12 0 3.910728 [3.910°28
14 2.3107 [ 8.0 10-1 0 711077 [2.310°% |
15 1.310°32 | 5.0 1010 0 0 1.3 10732
sec CPU[ 46118 [ 117 131 [ 136 158 |
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Tableau 1.8: Exemple 2 (¢ = 5/10)

exact N[-,19] | N[,30] | NI[-,40]
n cprec=40
0 1.010°" | 1.010°' | 1.0 10! | 1.0 107!
1 9.51072 | 951073 [ 951073 | 9.510°3
2 7.810°4 | 7.810~* | 7.8107* | 7.8 101
3 5.6 10~° [ 5.6 10~° | 5.6 10~° | 5.6 10~5
4 35107 {3.5107¢ { 3.5107% | 3.5 107
5 201077 | 201077 { 2.010°7 | 2.0 1077
6 1.010°% | 1.010-® | 1.010°® | 1.0 1078
7 4.71071° | 471072 | 4.7 10710 | 4.7 107
8 201071 (201071 |2.010°" {20107
9 79107 (9.310°°17.9107%° [7.9107°
10 29107 351072 {29107 {2910~
11 ' [ 98107 32107 |9.8107'¢ | 9.8 10716
12 3.1107Y7 [2.61072%2 {3.1 107! |3.1107"
13 941071 | 1.710°" [ 9.41072° | 9.4 1071
14 27107 | 711071 {31107 [2.710°%°
15 7110722 {2.51071° { 6.1 10729 { 7.1 1072
[secCPU| 34301 | 131 | 150 | 155 |
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Tableau 1.9: Exemple 1 (t=1/10). Choix de la valeur de cprec.

exact exact exact exact
n cprec=19 | cprec=25 | cprec=30 | cprec=40
0 4.6107° | 46107° | 4.6 107° | 4.6 10~
1 7.610°% | 7.610°* | 7610 | 7.6 10~*
2 2410°% | 2.410°° | 2410°° | 241075
3 9.210® | 9.210°% | 9.210°® | 9.210°8
4 251078 | 251078 | 251078 | 2.5 1078
) 1.310° | 1.310°° | 1.310"° | 1.310°®
6 9.410°" 1 9.4107" { 9.4 1071 [ 9.4 1071
7 6.7 10722 | 6.7107%2 | 6.7 10712 | 6.7 10712
8 491071 |1 4910723 | 4910713 | 4910713
9 3.7107* [ 3.710°™ | 3.71071 | 3.7 1074
10 291071 | 291075 | 2.9107% | 2.9 1071®
11 2.3107%¢ | 2.310°'¢ | 2.3107¢ | 2.3 10°1¢
12 1.810°7" 11910717 1 1.9 107" | 1.9 10~
13 22107 115107 | 1.5107'® | 1.5 10718
14 5.110°1° | 1.3107%° | 1.3 107 | 1.3 10~1°
15 6.31071° | 1.1107%° | 1.1107%° | 1.1 1072
16 5.7107'° | 8.910"%2 { 8.9 1022 | 8.9 10~%2
17 6.310°1° | 7.6 1072 | 7.6 102 | 7.6 10~23
18 6.3107?° | 6.510"% [ 6.5 10-** | 6.5 10~
19 6.3 1071° 0 5.7 10% 51.1_10‘25
[secCPU[ 204 [ 297 297 [ 299 |
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toption == “SCL”. Si nous attendons des résultats exacts, coption ==“ER”; si nous
attendons des résultats approchés, coption == “AR”.

Si roption == “AR”, les résultats numériques ou la partie numérique des résultats sym-
boliques sont écrits avec resultprec chiffres significatifs.

Si psoption == 1, les sommes partielles de la série sont aussi calculées. Si psoption est
différent de 1, les sommes partielles ne sont pas calculées.

Si toption == “SCL” et preoption == 1, les erreurs rélatives des approximants par
rapport a la série sont calculées avec précision preprec et sont écrites avec preresprec
chiffres significatifs. En outre, si psoption == 1, les erreurs rélatives des sommes partielles
par rapport a la série sont calculées avec précision preprec et sont écrites avec preresprec
chiffres significatifs. Si toption == “SCL” et preoption == 2, nous calculons le nombre
de chiffres exacts a la place des erreurs rélatives. .

Si compoption == 0, nous faisons du calcul réel. Si compoption == 1, nous faisons du
calcul complex.

Si compoption == 1, toption == “SCL” et preoption == 1, les erreurs rélatives des par-
ties réelles et des parties imaginaires des approximants, par rapport aux parties réelles et
imaginaires de la série sont calculées avec précision preprec et sont écrites avec preresprec
chiffres significatives. Si psoption == 1, nous faisons de méme pour les sommes partielles.

Si compoption == 1, toption == “SCL”, mais preoption == 2, nous calculons le nombre
de chiffres exacts a la place des erreurs rélatives.

Si compoption == 1 et toption == “SCL” , nous calculons aussi la norme p (p >= 1)
des vecteurs des erreurs rélatives (si preoption == 1), ou la norme p des vecteurs du
nombre de chiffres exacts (si preoption == 2). La valeur de p est donnée par I’argument
norm de la fonction tabgptrr.

Si norm == —1, nous calculons la norme infinie des vecteurs des erreurs rélatives (si
preoption == 1), ou la composante de valeur absolue minimalle des vecteurs du nombre
de chiffres exacts (si preoption == 2).

Les normes sont calculées avec précision preprec et sont écrites avec preresprec chiffres
significatives.

Si toption == “VAR” ou preoption est différent de 1 et de 2, ni les erreurs rélatives, ni
le nombre de chiffres exacts sont calculés.

Si toption == “SCL” et roption == “ER”, nous devons obtenir les expressions numériques
exactes des approximants au point t; si aroption == 1, nous écrivons ces expressions ex-
actes avec resullprec chiffres significatifs. Si aroption est différente de 1, ces valeurs ne
sont pas écrites.

Les quatre premiers arguments de la fonction tabgptrr sont obligatoires et les huit
derniers arguments sont facultatifs. Si l'utilisateur ne donne pas de valeurs a psoption,
resultprec, preoption, preprec, preresprec, aroption, compoption et norm ces arguments
prennent automatiquement les valeurs 0, Precision[l.], 0, Precision|[l.], 2, 0, 0 et -1
respectivement.

Le code de la fonction tabgptrr (voir package BRR.M dans ’annexe D) peut étre sché-
matisé de la fagon suivante:
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tabgptrr| k, t, toption, roption, psoption, resultprec, preoption,
preprec, preresprec, aroption, compoption, norm }
If psoption == 1 then sp — 0
For i=0,...,k do
w « key[ 0, 0, i, functionalc, g[x,t}, x, t ]
If psoption == 1 then sp « sp + ¢[i} f[i, 1]
write w
If psoption == 1 then write sp
If preoption == 1 then
compute and write relative error of w
If psoption == 1 then
compute and write relative error of sp
If preoption == 2 then
compute and write number of exact digits of w
If psoption == 1 then
compute and write number of exact digits of sp

Les arguments preprec, preresprec, compoption et norm sont utilisés uniquement dans
I’éventuel calcul des erreurs relatives ou du nombre de chiffres exacts.

Les arguments toption, roption, resultprec et aroption sont utilisés uniquement dans
Pécriture de w et de sp pour choisir sous quelle forme les approximants et les sommes
partielles doivent étre écrits, et n’interviennent pas dans le calcul de ces objects. Con-
trairement & ce qui se passe avec la fonction fablegpt, avec tabgptrr nous ne pouvons pas
controler la précision des calculs intermédiaires. Le type de calcul effectué est choisi au-
tomatiquement par Mathematica et dépend de la nature des définitions de sertes, g, ¢;, u;,
fi et initialf et de la valeur de ’argument t, c’est-a-dire le type de calcul varie selon que
ces définitions et la valeur de t sont exactes, approchées de haute ou de basse précision.

Si nous appelons

tabgptrr(n,t,toption,roption,psoption,resultprec,preoption,

preprec,preresprec,aroption,compoption,norm],

sont calculés et gardés dans la mémoire:

e les éléments des tableaux L,,...,Ln4; €t Xi,...,Xp41 des figures 1.1 et 1.6 avec
t=35=0.

o les éléments :c}m'") présents dans ces tableaux.

® Coy.eryCp.
e (K'_(O,O)(c, g(za t)))i:o,...,n-

Pour qu’on puisse évaluer en termes pratiques la différence d’efficacité existante entre
les fonctions tablegpt et tabgptrr, nous avons mesuré le temps d’exécution, et 1’espace
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de mémoire dépensé dans les appels suivants, correspondants & ’exemple 1 de la section
1.2.2.

tablegpt|15,1/10,” SCL",” EC",0,19,1,2,30] | 114 sec CPU | 44 K bytes.
tabgptrr(15,1/10,” SCL",” ER",0,19,1,30,2] | 8660 sec CPU | 1540 K bytes.

tablegpt(15,1/10,” SCL",” AC",0,19,1,2,19] | 64 sec CPU 28 K bytes.
tabgptrr(15,0.1,” SCL"," AR",0,19,1,19,2] | 8661 sec CPU | 1531 K bytes.

Quand k = 19, la fonction tabgptrr avant d’arriver 4 la fin des calculs épuise toute la mé-
moire disponible ( environ 4100 K bytes), et provoque une erreur de systéme. Cependant,
tablegpt termine rapidement les calculs.

| tablegpt[19,1/10,” SCL"" EC",0,19,1,2,30] | 296 sec CPU | 119 K bytes. |

[ tablegpt[19,1/10,” SCL"” AC",0,19,1,2, 19]11 20 sec CPU [ 37 K bytes. |

1.3.5 Exemples

Commencons par donner ’expression formelle des quatre premiers approximants corre-
spondants aux exemples de la section 1.2.2.

fapt[0] =1/(1+1)

fopt[l] =2/(2+1)

fopt[2] = (6 +51)/((2(1 + t)(3 + 1))

fgpt[3] = (144 + 228t + 108t2 + 19¢3)/(6(1 + t)(2+ t)(3+ t)(4 + 1))

J9ptl0] = (2(Logl~1 — ] - Logl—1 - t/2)/4

Japtll] = (Logl—1 — 1] + 8Logl—1 — £/2) ~ 9Log|~1 — 1/3])/(21)

Jfgpt[2) = (TLog|—1 — t] — 24Log|-1 — t/2] — 81Log[-1 — /3]—
64Log[—1 — t/4])/(61)

fgpt[3] = (23Log[—1 — ] + 64 Log[—1 — t/2] — 486Log[—1 — t/3]+
1024 Log[—1 — t/4] — 625Log[—1 — t/5])/(24t)

fgpt[0] = Log[1 — t]/t

fopt[1] = (-3Log[1 — t] + 4Log[1 - 1/2])/(2)

fopt[2] = (6Log[1 —t] — 32Log[1l — /2] — 27Log[1 — t/3})/t

fopt[3] = (~10Log[1 — t] + 160Log[1 — t/2] — 405Log[1 — t/3]+
256Log[1 — t/4])/t



1.3. Calcul en utilisant les relations de récurrence de la biorthogonalité 61

fgpt]0] = (—t — 2Log[1 — t] + 2tLog[1 — t] + 2Log[1 — t/2] — tLog[1 — t/2])/t?

fapt[1} = (=2t + 17Log[1 — t] — 17tLog[l — t] — 80Log[1 — t/2]+
40tLog[1 — t/2] + 63Log[1 — t/3] — 21tLog[1 — t/3)))/(2t?)

fopt[2] = (—6t — 133Log[1 — t] + 133t Log[1 — t] + 1968Log[1 — t/2]—
—984tLog[1 — t/2] — 4779Log[1 — t/3] + 1593t Log[1 — t/3]+
2944 Log[1 — t/4] — 7136t Log[1 — t/4])/(61?)

fopt[3] = (—12t + 549Log[1 — t] — 549t Log[l — t] — 22144 Log[1 — t/2]+
11072t Log[1 — 1/2] + 122472Log[1 — t/3] — 40824t Log(1 — t/3]—
202752Log(1 — t/4] + 50688t Log[1 — t/4] + 101875Log(l — t/5]—
20375t Log[1 — t/5])/(12¢%)

fopt[0] =1/(1 + 1)

fopt(1] =1/(1 + 1)

fopt[2) = (6 + 5t — 2t3) /(1 + )(2+ 1) (3 + 1))

fapt[3] = (24 + 26t — 3t2 — 4£3) /(A + t)(2+ 1)(3 + t)(4 + 1))

fgpt[0] = (2(Log[—1 — t] — Log[—1 —t/2]))/t

fopt{l) = (TLog[—1 —t) — 16 Log[—1 — t/2] + 9Log|—1 — t/3])/(2t)

fapt[2) = (~TLog[-1 — t] + 288Log[—1 — t/2] — 729Log[—1 — t/3]+
+448Log[—1 — t/4])/(6t)

fgpt[3) = (—23Log[-1 — t] + 992Log[-1 — t/2] — 2106 Log[—1 — t/3]+
512Log[-1 —t/4] + Log[—1 — t/5])/(24t)

fgpt[0] = E'

fgpt[l] = 4EY/? — 3E!

fopt|2) = 271EY® — 32E/? 4 GE!

fgpt[3] = 256 E*/4 — 405E/3 4+ 160EY/? — 10E"

fopt[0) = (2(—E** + EY) [t

fgpt[l] = (—63E'/3 + 80EY2 — 17E")/(2t)

fopt[2] = (—2944EY* + 4TT9E!/® — 1968E*/? + 133E*)/(6t)

fgpt[3] = (—101875E/5 4 202752E%/4 — 122472E!/3+
22144 E!/? — 549E*)/(12t).

Nous observons que ce n’est pas raisonable d’approcher une série par une fonction qui
a une expression plus compliquée que la série elle méme. Or, ceci est le cas de tous les
exemples montrés sauf le premier et le cinquieme, ou les approximants sont de type Padé.
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Vu que
(n)s(t) = a§V Lo(G(z, 1)) + -+ + a{V Ln(G(z, 1)),

nous devons choisir la suite des fonctionnelles (L;);=0,1,... de sorte que les fonctions Fi(t) =
L,(G(z,t)),t =0,1,... soient plus simples que la série que nous voulons approcher.

Le probleme qui est derriére ces exemples est le suivant: étant donnés une série de
fonctions, la fonction génératrice et la suite des moments correspondants, comment choisir
des formes L; qui produisent des approximants de type Padé généralisés qui convergent
vers la série, dans un certain domaine du plan complexe, au moins plus vite que la suite des
sommes partielles. Nous nous demandons aussi sous quelles conditions ces fonctionnelles
existent. Est-ce qu’elles sont définies de fagon unique ou non ? Saurions nous choisir les
fonctionnelles qui produisent la convergence la plus rapide ?

Une autre question consiste & savoir dans quel domaine du plan complexe les approxi-
mants convergent: le domaine de convergence de la série, le domaine d’analiticité de la
fonction, ou autre ?

Le premier pas pour aborder toutes ces questions est de trouver des exemples supplé-
mentaires 4. ,

Si nous comparons les graphes de f(1) = log(1 + t)/t et de f(t) = exp(—t) (voir figures
1.12 et 1.13), avec les graphes de Fi(t) = Li(1/(1 — xt)) = 1/(1 + 75), £ = 0,1,... (voir
figure 1.14), pour ¢t > —1, nous constatons qu’ils ont tous la méme forme. Ce fait peut
peut-étre nous aider a trouver d’autres exemples.

Remarquons que F; = F;(t) admet un pdle pour t = —(i +1),¢=0,1,.... Donc, on ne
doit pas envisager d’approcher une série par (n);(t), pour t €] — oo, —1].

La fonction f(t) = 1/4/1 + ¢, dont le graphe a la méme forme que les graphes précédents,
pour t > —1 (voir figure 1.15), est développable en série de puissances.

Considérons donc ’exemple 9:

| Exemple 9
1 f@)=1/vV1+1
G(z,1) =1/(1 — xt)
=1
_ (=1)@i-nn
G= e
ui(z) =z
|sw=¢
Li{f)=f-z5
Les approximants sont de type Padé.

Ecrivons ’expression formelle des quatre premiers approximants :

Foptl0] =1/(1+1)

Jopt(1] =2/(2 +1)

Sfopt[2] = (24 + 32t — 11#2)/(4(1 + 1)(2 + )(3 + 1))

Fopt[3] = (96 + 152t + 7612 — 15¢3)/(4(1 + 1)(2 + 1)(3 + 1)(4 + 1)).

“Voir figures et tableaux a la fin de cette section.
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D’apres les tableaux 1.10 et 1.11, nous constatons que, dans ce cas, la suite des fonction-
nelles L;(f) = f(-z5 —),t=0,1,... produit aussi des approximants qui convergent vers la
série, pour des valeursde t €]-1, 1] Nous remarquons que le nombre de chiffres exacts des
approximants est toujours supérieur au nombre de chiffres exacts des sommes partielles.
La vitesse de convergence diminue au fur et & mesure qu’on s’éloigne de ’origine.

Considérons maintenant une autre suite de fonctionnelles

L;(f):f(i_:_l),i=0,1,....

En appliquant ces fonctionnelles & la fonction génératrice des puissances de la variable z,
nous obtenons la suite des fonctions

1 1.
Ft)= L{;m) = 7= »i=01...,

1—t+1

dont les graphes sont dessinés dans la figure 1.16, pour ¢ < 1.

Remarquons que F; = F;(t) admet un péle pourt =i+ 1,1 =0,1,.... Donc, on ne doit
pas envisager d’approcher une série par (n)y(t), pour des valeurs de ¢ € [1,+o0].

Considérons la fonction f(¢) = exp(7t), dont le graphe (voir figure 1.17) a la méme forme
que les graphes de F; = Fi(t),: = 0,1,..., pour t < 1. Cette fonction est développable en
série de puissances.

Considérons donc I’exemple 10:

Exemple 10

f(t) = exp(7t)
Gz, t) = 1/(1 - zt)

¢ =T/
ui(z) = z*
)=t

Li (f ) f ( s+1
Les approximants sont de type Padé.

Ecrivons P’expression formelle des quatre premiers approximants :

Sopt[0] = —(1/(-1 +1))

Foptll] = (24 118) /(=2 + £)(=1 + 1))

Fapt[2) = (~6 — 31t — 7612)/((=3 + t)(=2 + £)(=1 + 1))

Fapt[3] = (24 + 118t + 27312 — 382t3)/((—4 + t)(—=3 + t)(=2 + t)(=1 + t)).

D’apres les tableaux 1.12 et 1.13, nous constatons que la suite des fonctionnelles L;(f) =
fGH —~1):i = 0,1,... produit, dans ce cas, des approximants qui convergent vers la série et
plus rapldement que la suite des sommes partielles, pour des valeurs de t € [-1,1].. La
vitesse de convergence diminue au fur et a mesure qu’on s’éloigne de I’origine.

La fonction f(t) = exp(7t) est aussi développable en série de polynémes de Tchebichev
(voir Paszkowski [14]). Ecrivons la fonction génératrice de ces polynomes

1=2t _ _ S o), 1< 1.

G(z,t) = ———
2:ct + z2 pard
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En appliquant a G =.G(z,1) la suite des fonctionnelles L;(f) = f(1/(i+1)),i =0,1,.
nous obtenons la suite des fonctions

1 t
Fyt i1 =0,1,...
( ) ( 2$t + 22) 1 ‘+1 + ‘+11) ,. ? 0’ 1) 9

dont les graphes sont dessinés dans la figure 1.18, pour ¢ < 1. Nous voyons qu'ils ont la
méme forme que le graphe de f(t) = exp(7t), pour t < 1.

Remarquons que F; = F;(t) admet un pdle pour ¢ = &1 4 5?-%55’ t=0,1,.... Donc, on
ne doit pas envisager d’approcher une série par (n);(t) pour t € [1,+0o0].

Considérons donc ’exemple 11:

Exemple 11

7 = exp ()

G(z,t) = (1 - zt)/(1 — 2zt + 2?)
¢; = Bessell(0,7)

¢; = 2Bessell(z,7)

ui(z) ==z

50 = T()

Li(f) = f(z7)

Les approximants sont de type Padé généralisé.

Ecrivons ’expression formelle des trois premiers approximants :

fgpt[0] = Bessell[0,7]/2

fgpt[1] = (-11Bessell[0,7] + 4t Bessell[0,7) + 12BesselI[1,7))/(2(=5 + 4t))

fapt[2] = (55Bessell[0,7) — 11t Bessell[0,7] + 12t2Bessell[0,7) — 60Bessell[l, 7]+
+144tBessell[1,7] — T2t Bessell[2,7])/(2(—5 + 3t)(—5 + 4t))

D’apres les tableaux 1.14 et 1.15, nous constatons que la suite des fonctionnelles produit,
dans ce cas, des approximants qui convergent vers la série et plus rapidement que la
suite des sommes partielles, pour des valeurs de t € [—1, 1[. La vitesse de convergence est
pratiquement la méme tout au long de 'intervalle [—1,1].

Il y a une différence fondamentale entre les approximants de type Padé généralisés con-
struits d’apres une série de puissances et ceux construits d’aprés un développement en
polynémes orthogonaux. Le développement en série de puissances, & partir de laquelle les
approximants de la fonction sont construits, dépend de la valeur de la fonction et de ses
dérivées en un seul point et converge plus vite quand on est proche de ce point. Tandis
que le développement polynomial dépend des moyennes pondérées de la fonction le long
de Pintervalle d’orthogonalité, et la vitesse de convergence est pratiquement la méme tout
au long de cet intervalle.

Ces propriétés des séries de puissances et des développements orthogonaux sont trans-
mises aux approximants de type Padé généralisés construits d’aprés eux.

Si nous représentons les valeurs des tableaux 1.12, 1.13, 1.14 et 1.15 dans des graphes
(voir figures 1.19, 1.20, 1.21 et 1.22), nous constatons dans ce cas particulier ce que nous
venons de dire.
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Dans chaque exemple, les approximants et les sommes partielles correspondantes ont le
méme type de comportement du point de vue de la précision des résultats, c’est-a-dire
les graphes du nombre de chiffres exacts ont la méme forme. Dans le cas de la série de
puissances ( exemple 10 ), le nombre de chiffres exacts croit des extrémes de I'intervalle
[—1,1] vers Porigine, ou les approximants aussi bien que la série donnent la valeur exacte
de la fonction. Tandis que dans le cas du développement de Tchebichev ( exemple 11 ),
le nombre de chiffres exacts est pratiquement constant tout au long de l'intervalle.

Les résultats de ’exemple 10 sont plus précis dans les alentours de l’origine que les
résultats de 'exemple 11. Par contre, dans la proximité des extrémes de I'intervalle, la
situation est inverse. Ce sont les résultats de I’exemple 11 qui sont plus précis que les
résultats de ’exemple 10.

Considérons maintenant la série de Tchebichev suivante (voir Paszkowski [14])

oo k
exp(gt) cos(gv1l —12) = ) %‘Tk(t)’ (1.20)
k=0 "v*
qui converge pour tout t € [-1,1) et ¢ € R.
Faisons ¢ = 1, et observons que le graphe de f(t) = exp(t) cos(v/1 — t2) (voir figure 1.23)
a la méme forme que les graphes de F; = Fi(t), pour t € [~-1,1[ (revoir figure 1.18).
Considérons donc ’exemple 12:

Exemple 12

f(t) = exp(t) cos(v1 — £2)
G(z,t) = (1 —zt)/(1 — 2zt + 2?)
ci=1/i! .

u(z) =1

fit) = T(2)

Li(f) = f(z3

Les approximants sont de type Padé généralisé.

Nous omettons les résultats de cet exemple, parce que les approximants convergent vers
la série, mais pas plus vite que les sommes partielles.

Notre idée est de ralentir la convergence de la suite des sommes partielles. Pour cela, il
suffit de choisir, dans (1.20), une valeur de g de sorte que les coefficients ¢*/k! convergent
moins vite vers 0. Prenons, par exemple g = 4, et considérons ’exemple suivant :

Exemple 13

f(t) = exp(4t) cos(4V1 — t2)
G(z,t) = (1 - zt)/(1 — 2zt + 2?)
¢ =4/t

y(z) =1

fi(t) = Ti(2)

Li(f) = f(gy

Les approximants sont de type Padé généralisé.

Ecrivons Pexpression formelle des quatre premiers approximants :
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fopt[0] =1/2

fopt[l] = (13 + 4t)/(2(—5 + 41))

fopt[2] = (—65 — 71t + 12t2)/(2(—5 + 3t)(—5 + 41))

fopt[3] = (1185 + 695t — 964¢% + 96t3)/(2(—5 + 3t)(—5 + 4t)(—17 + 8t)).

D’apres les tableaux 1.16 et 1.17, nous constatons que la suite des approximants converge
vers la série et plus vite que la suite des sommes partielles, pour des valeurs de t € [-1,1].
Observons aussi les graphes des figures 1.24 et 1.25, o nous représentons les valeurs des
tableaux précédents.

La surprise que renferme cet exemple est que le graphe de f(t) = exp(4t) cos(4v/1 — 1?)
(voir figure 1.26) n’a pas la méme forme que les graphes de F; = Fj(t) (revoir figure 1.18).

Considérons finalement la série de Laguerre suivante (voir Lebedev [12])

expla)o(2/af) = 3= S L3(0) (1.21)

qui converge pour tout t >0 et a > 0. ®
Ecrivons la fonction génératrice des polynomes de Laguerre:

exp(—l—%t) = f:z"L?(t).

1=0

G(z,t) =

l1—12

En appliquant & G = G(z,1) la suite des fonctionnelles L;(f) = f(1/(i+2)),: =0,1,...,
nous obtenons la suite des fonctions:
1+ 2 1 .

t)) = ——r0 ——t = e

)) z_+_1exp( i+1)’z 0’17 ’
dont les graphes sont dessinés dans la figure 1.27.

Remarquons que les fonctions F; = F;(t) sont entiéres.

Dans (1.21), faisons a = 1, et considérons la fonction f(t) = exp(1)Jo(2V/%), dont le
graphe est dessiné dans la figure 1.28. Les graphes de f et de F; ne se ressemblent pas.
De toute fagon essayons I’exemple 14:

T

1
Fi(t) = Li(z—— exp(-

Exemple 14

£(t) = exp(1)Jo(2v?)
G(z,t) = {2 exp(—75t)

¢ =1/
u;(z) = 2t
fi(t) = Li(t)

LY(f) = f(z5

Les approximants sont de type Padé généralisé.

Nous omettons les résultats de cet exemple, parce que les approximants convergent vers
la série, mais pas plus vite que les sommes partielles. Nous sommes dans la méme situation

5Jo représente la fonction de Bessel d’ordre 0 et {L{};=0,1,.. la famille des polynémes de Laguerre.
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que l'exemple 12. Augmentons dans (1.21) la valeur de a. Prenons, par exemple a = 5,
et considérons I’exemple 15:

Exemple 15

f(t) = exp(5)Jo(2V/52)
G(z,t) = 1 exp(—75t)
¢ =5/1! .

u;(z) = z*

fi(t) = L3(t)

L(f) = f(z5

Les approximants sont de type Padé généralisé.

Ecrivons 'expression formelle des quatre premiers approximants :

fopt[0] = 2/Explt]

fopt[l) = (112 — 81E=p[t/2])/(2E=p[t])

fopt[2] = (928 — 1917Exp[t/2] + 1088 Ezp[2t/3])/(2Ezp[t))

Fopt[3) = (15392 — 66798 Exp[t/2) + 97792Ezp[2t/3] — 45625E<p(3t/4))/ (8 Ezplt]).

D’apres le tableau 1.18, nous constatons que les approximants convergent vers la série
et plus vite que les sommes partielles, pour des valeurs de t > 0. Observons aussi les
graphes des figures 1.29, 1.30, 1.31, 1.32, 1.33, 1.34, 1.35, et 1.36, ou nous représentons les
résultats de cette exemple. Au fur et a mesure qu’on s’éloigne de I'origine, la vitesse de
convergence diminue progressivement. Nous remarquons que, quand ¢ = 200, au bout de
38 itérations, ni 'approximant, ni la somme partielle n’exhibe un seul chiffre exact. Pour
terminer, nous dessinons dans la figure 1.37 le graphe de f(t) = exp(5)Jo(2v/5t), qui n’a
pas du tout la méme forme que les graphes de F; = Fi(t) (revoir la figure 1.27.)

Pour chaque exemple montré, nous avons aussi testé des valeurs de ¢ complexes. Les
résultats ont le méme type de comportement que ceux obtenus pour les valeurs réelles de
t. Plus précisément, pour ¢ complexe appartenant au domaine de convergence de la série,
les approximants correspondants convergent. Dans ’ensemble des exemples testés, nous
n’avons jamais observé le cas, a savoir que la série diverge et la suite des approximants
converge. Cette situation a lieu pour la série

log(1+1t) _ gx(=1)';
t "§i+1t’

convergente dans le disque unité, tandis que les approximants de Padé convergent dans
le plan coupé par la semi-droite réelle ] — oo, —1].

Les résultats des deux derniéres sections ont été obtenus avec le package GPADE-
TYPE.M, donné dans P’annexe C, et le logiciel Mathematica 2.0 dans un Macintosh
SE/80.

Les résultats symboliques ont été obtenus en faisant du calcul exact.

Les résultats numériques ont été obtenus en faisant du calcul approché de haute précision
avec une valeur suffisamment élevée de cprec de sorte que les erreurs d’arrondi n’entachent
pas les chiffres exacts des résultats (cprec == 65).
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Les résultats numeériques ont été obtenus en faisant des appels comme suit :
tablegpt[40,1/10,”SCL”,” AC", 1, 35,2,2,65],

ou le premier argument varie selon le nombre maximum d’approximants a calculer et le
deuxieme est la valeur de . .

Nous rappelons que les définitions de la série, de la fonction génératrice, de la base des
polyndmes, des fonctions élémentaires, des fonctionnelles et de la valeur de t doivent étre
exactes, pour qu’il soit possible de faire du calcul exact et du calcul approché de précision
arbitraire (voir les packages BE.M et BIF.M donnés dans I’annexe C) .
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Figure 1.12: f(t) = log(1 + t)/1.

Figure 1.13: f(t) = exp(—1).
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Figure 1.14: Fi(t) = 1/(1 + 737),1=0,1,2,3,4,5.

Figure 1.15: f(t) = 1/sqri(] + t).
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Figure 1.16: Fi(t) = —~,71=10,1,2,3,4,5
141

1

Figure 1.17: f(t) = exp(7)
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Figure 1.18: F(t) =

t
l—l ]

7
l—m+

,i=0,1,2,3,4,5

G+1)?
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Figure 1.19 :

f(t)=exp(7t) , gix,t)=1/(1-xt)
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nom de chiffres exacts de ps(n), n=5(2)25

nom de chiffres exacts de (n)(t), n=5(2)25

Figure 1.21 :
20 f(O)=exp(7t) , o(x,t)=(1-xt)/(1-2xt+x"2)
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Figure 1.22 :
2 f(t)=exp(7t) , g(x,t)=(1-xt)/(1-2xt+x"2)
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Figure 1.23: f(t) = exp(t) cos(sqrt(1 — t?))
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Figure 1.24 :
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Figure 1.25 :

f(t)=exp(4t)cos(4sqrt(1-t2))
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Figure 1.26: f(1) = exp(4t) cos(4sqrt(1 — t2))
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Figure 1.27: Fi(t) = ;=i exp(—25-1),7 = 0,1,2,3,4,5.
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Figure 1.28: f(t) = exp(1)Jo(2sqrt(t))
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Figure 1.29 :
f(t)=exp(5S)besseljOo(2sqrt(St))
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Figure 1.30 :
f(t)=exp(S)besseljO(2sqrt(St))
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Figure 1.31 :
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Figure 1.33 :

f(t)=exp(S)besseljO(2sqrt(St))
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Figure 1.34 :
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R

nom de chiffres exacts de (n)(t), n=8,

37

nom de chiffres exacts de (n)(t), n=8,..

Figure 1.35 :

f(t)=exp(S)besseljO(2sqrt(St))
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20 p f(t)=exp(S)besseljO(2sqrt(5t))
[
10 b
(ol J
-]o -
_20 . A 1 3
0 100 200 300



1.3. Calcul en utilisant les relations de récurrence de Ja biorthogonalité

Figure 1.37: f(t) = exp(5)Jo(2sqrt(5t))
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Tableau 1.10: Nombre de chiffres exacts de (r)s(t) et de ps(n), n =0,...,20.

" f(t)=1/V1+t
Gz, ) =1/ — xt), ¢ = (1) (2 — )I/(2)"
u(z) =2, fit) =t', Li(f) = f(-1/(+1)
T = -2 = —< T-_::I 1=—< T_—:_.l_
10 10 2 10 10
n_ (| (n)s | ps(n) || (n)s | ps(n) || (n)s | ps(n) || (n)s | Ps(n) || (r)s | PS(n)
0 ||-.83] —33|[—.18] 083 || 23| 38 || .63 | .71 || 1.2 | 1.3
1 §|-13| 23| 54| 32 11| 718 [[17] 13 || 28] 24
2 [[—=a1] -15 91 | 53 |17 (1.2 26| 1.9 || 4.3 ] 35
3| 57 |—.072) 22| 713 || 41| 15 || 47| 25 || 6.6 | 4.5
4 || 47 {-o001] 1.9 | 92 || 31| 18 [[46| 31 || 7.3 | 5.6
5 | 64 | .068 || 22 | 11 |37 22 ([ 54| 36 | 86| 66
6 || .74 ] 13 [l 25| 13 [ 41| 25 || 6.0 42 || 97| 7.6
711 8| .2 || 27 15 || 45| 28 || 6.7 | 47 || 11. | 87
8|l 94| 26 | 29| 16 || 48| 32 {73 53 | 12.| 9.7
9 |10 .32 || 32| 18 {52] 35 (|79 58 |l 13. | 11.
10 11| .38 || 34| 20 || 56| 38 [ 85| 64 | 14. | 12.
1f 12| 44 || 36 22 [ 60| 41 |91 69 || 15 | 13.
121131 5 (38| 23 {163 44 |97 75 | 16. | 14.
13 1.4 ] 55 || 40| 25 | 6.7 ] 48 || 10. | 80 || 17. | 15.
140 15| 61 || 42| 27 || 70| 51 [ 11. | 85 | 18. | 16.
150 151 66 || 44 | 28 [[ 74| 54 { 11.{ 9.1 | 19. | 17
16f 1.6 | 72 | 46 | 30 | 7.7 57 || 12. | 96 | 21. | 18.
17 17 77 || 48| 32 | 81| 6.0 | 13.| 10. |f 22. | 19.
18 1.8 | 8 | 50 33 || 84| 63 || 13. | 11. || 23. | 20.
19 1.8 | 8 (| 51| 35 [| 88 ] 66 || 14. | 11. || 24. | 21.
20 19 | .94 || 53| 37 |91 69 | 14| 12 ji 25. | 22. |
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Tableau 1.11: Nombre de chiffres exacts de (n);(t) et de ps(rn), n =0,...,20.
[ f#)=1/Vi+t
G(z,t) = 1/(1 - zt), ¢; = (-1)'(2d — 1)!1/(2:)!!
_ ui(z) = 2', fi(t) =, Li(f) = f(=1/(i +1))

T =X T == [ (=L ] =X [ =2 | =1
n_|l (n)s [ ps(n) | (n)s | ps(n) || (n)s | ps(n) || (n)s | ps(n) || (n)s | ps(n) || (n)y | PS(n)
0 {14 13 || 97| .91 || 82| .74 || .75 | .63 J 1 .56 [ .68 | .53
1 3. 1 25 (2116 {18 1.2 |16 .93 || 14| .76 || 1.4 | .68
2 || 45| 3.5 3.2 | 2.2 27116 || 23] 1.2 || 21| .89 2. a7
3 ||66| 46 || 48| 28 (40| 19 |35 | 1.4 ||32 | 1.0 || 3.1 | .84
4 7.5 | 5.6 54 | 3.3 451 23 ||39 | 16 |35 | 1.1 34 | .89
5 || 89 | 6.7 63 | 3.9 521 26 |46 | 1.8 {41 | 1.2 |39 .93
6 10. | 7.7 1. 4.4 56 | 3.0 | 4.8 2. 43 | 13 4. 97
7 f11.| 87 || 76| 50 |61 33 || 52| 22 [[45| 1.3 || 42| 1.
8 12. | 9.8 83 | 5.5 65| 36 |55 23 (47 ] 14 | 44 1.
9 13. | 11. 89 | 6.1 1. 39 ({58 25 || 49| 15 || 45 1.
10 || 14. | 12. 9.5 | 6.6 7.4 | 43 6. 27 151 | 1.5 || 4.7 | 1.1
11 16. | 13. 10. | 7.2 78| 46 || 63| 29 |52 | 16 | 4.8 | 1.1
12 17 14. 11. | 7.7 82 49 | 6.5 3. 54 | 1.7 |49 | 1.1
13 || 18. | 15. 11. | 83 86 | 52 ) 68| 3.2 J] 55| 1.7 5. 1.1
14 || 19. | 16. 12. | 8.8 9. 5.5 7. 34 || 57| 1.8 || 51| 1.1
15020. | 17. }{13. | 93 (93| 58 ([ 73] 36 [ 58| 1.9 || 52| 11
16 | 21. | 18. 13. | 9.9 9.7 1 6.2 .51 3.7 |59 19 53 | 1.2
17 22. | 19. 14. | 10. 10. | 65 || 7.7 | 3.9 |[ 61} 2.0 || 54 | 1.2

' 18| 23. | 20. 14. | 11. 10. | 6.8 8. 4.1 62| 20 || 54 | 1.2
19 24. | 21. 15. | 11. 11. | 71 82 42 |63 ] 21 55 | 1.2

120f 25. | 22. [ 15. | 12. | 11. | 74 [ 84] 44 | 64| 21 | 56| 1.2
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Tableau 1.12: Nombre de chiffres exacts de (n)s(t) et de ps(n), n =0,...,26.

H: f(t) = exp(7t)
G(z,t)=1/(1 —=t), e =T'/i!
 y(@m) =2, i) =2, Li(f) = f(1/(E +1)) |
t=—1 t=-2 =— t=-1 t=-—2
n_ | (n); [ ps(n) [ (n); [ ps(n) | (n); [ps(n) [ (n); [ ps(n) || (n)s ] ps(n)
0 | .3 |.0004 .28 |.0008 [ .24 |.0032[ .2 |.013 || .19 | .057 |
1 -18| —.78 | 16| —72 | —.007 | —50 || 016 | —.4 || .25 |~.087
92 [ —33| —13fl—27| -12 -1 |-91] .16 | —.56 || .63 | .0076
3 ||—23] —16 ||—12| —14 | a5 |-11 56 | -85} 13| .25
4 | 22| -181 38| -16| 78 |-11f 14|43 23] 6
5 1 56| —-19( .72 =16 11 | -1 [{1.7|-22( 28| 1.
Ne | 25 1 —19 | 47| -161 1. {—-91{ 1.8 |.057 || 31| 1.6
7l 36|19 63| 161 1.3 |-72l22]| 4 | 38] 21
8 | 66 | —18 1 98 | —14 17 |—47(28| .8 [ 46| 27
9 | 12 -1715]|-12| 24 |-18| 36| 1.2 | 56| 34
ol 21 [-15 )25 | -1 | 35 | a6 || 5 | 17 || 73| 41
nl22l-1327 -7l 37 | 54 {52 23 || 76| 4.9
12 231 -1. || 28 | 43| 4 | 95 || 56| 28 || 83| 57
131 27| =721 32 |-006| 45 | 1.4 | 63| 34 || 92| 65
141 33| —4 [ 38 27 | 52 [ 19 [ 72] 4 {10 73
15 4. [—.040] 46 | 67 | 61 | 24 | 82| 47 || 11. | 8.2
w6l 541 33 161 ] 11 [ 79 | 29 |10 ] 54 || 14.| 91
17 52 | 73 [ 59| 15 || 76 | 35 | 10. | 6.1 | 14. | 10.
181 56 | 1.2 [ 631 2 81 | 41 | 11. | 6.8 | 15 | 11.
19( 611 16 69 25 || 88 | 47 || 11.] 76 | 16. | 12
2| 68 |21 || 7.6 | 3. o7 | 53 |12 | 83 | 17. | 13 |
“ ol 77| 26 [ 86| 36 || 11. | 6 | 14.| 91 [ 18. | 14.
22198 | 31 f 11. | 41 || 13. | 66 [ 16. | 10. [ 20. | 15.
o3l 91| 36 [l 10. | 47 || 12. | 73 || 16. | 11. || 21. | 1s.
l o4l 95| 42 [ 11. | 53 || 13 | 8 |16 | 120 | 22.| 17.
o5 10. | 47 [ 11. | 59 || 14 | 87 || 17. | 13. | 23. | 18.
l26 | 12. | 53 | 12. [ 65 || 15 | 95 [ 18 | 13 | 24. | 19.
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Tableau 1.13: Nombre de chiffres exacts de (n)(2) et de ps(n), n=0,...,26.
f(1) = exp(71)
G(z ty=1/(1-=t), s =T/i!
_u(e)=2, fit) =, L(f) = f(1/(i+1))

f t=-= || t=+ t== | t=1 [ t==Z [ t=2
n [z (s [0y [ () [ @)y [ps) | () Tpstm) [ (m)y [pe() | () [ ps(e)
0 |f.38| .3 |.044|-.0059|—.83|~-.8 | —-1.5 | —1.5 " =21 -21 | -2.7| -2.7

tiflor| | 7| 5 |-57|-7|-14]|-15]-2|-21[-26|-27
2 118 13 | 1.6 1.2 ||—.11| —-46 | —-1.1 | —-1.4 || -1.8| -2.1 || =2.1| -2.7
3 3. | 21 | 2.8 1.9 63 [-12 ] —45 | -12|-95| -2. || -2.5| -2.7
4 |1 46 | 29 | 4.7 2.8 23 | .29 A5 | —.96 | —1.4| -19 | —2.8| —-2.6
5 || 5.3 | 3.8 5. 3.7 1.8 | .78 ||—.015| —.67 || —1.4| —-1.7 || —=2.9| -2.5
6 || 62| 48 | 59 4.7 22 | 13 27 | -33(|-12|-15|-28] —24
7T 173 59 7. 5.8 29 | 1.9 .75 | .056 || —.88| —1.2 || —2.5| —2.2
8 {86 7. 8.4 6.9 38 | 26 1.4 49 ||-.36| —-.92 || -2.1| -2.
9 || 10. | 81 | 9.9 8.1 48 | 3.2 2.3 96 || .43 | —-.58 | —1.3| —1.8
10 12. | 9.3 | 13. 9.3 7. 4. 3.7 1.5 || 1.3 | —.21 || —.83| —-1.5
11 13. | 11. 13. 11. 66 | 4.7 3.5 2. 1.2 .0 —.89 -1.2
12 || 14. | 12. | 14. 12. 7.3 | 5.5 4. 26 || 1.6 | .64 ||—.59]| —.84
13 16 | 13. | 15. 13. 82 | 64 4.7 32 || 22 | 1.1 ||—-.12| —.48

I 14 || 17. | 14. | 17. 14. 93 | 7.2 56 | 39 || 29 | 1.6 51 | —.082
15 19. | 16. 19. 16. 11. 8.1 6.7 4.5 3.9 2.1 1.4 34
16 || 22. | 17. | 21. 17. 12. 9. 8.1 5.2 5 2.7 22 | .78
171 22. | 19 | 22. 19. 13. | 10. 8.2 5.9 5. 3.3 23 | 1.2
18 || 23. | 20. || 23. 20. 14. | 11. 89 | 6.7 || 56 [ 3.9 2.7 | 1.7
19 25. | 21. | 25. 21. 15. | 12. 9.7 74 || 6.3 | 4.5 33 | 22
20 27. | 23. { 26. 23. 16. | 13. 11. 82 || 7.2 | 5.1 41 | 28
21| 28. | 24. || 28. 24. 17. | 14. 12. 9. 84 | 58 || 52 | 33
22| 31. | 26. | 30. 26. 19. | 15. 13. 98 || 9.4 | 64 6. 3.9
23| 32. | 28. | 31 217. 19. | 16. 14. 11. || 9.7 | 71 6.3 | 4.5
24| 33. | 29. | 33. 29. 21. | 17 15. 12. || 10. | 7.8 6.8 | 5.1
25] 35. | 31. | 35. 31. 22. | 18 16. 12. || 11. | 8.6 76 | 5.7
26 || 37. | 32 36. | 32 23. | 19. 17. 13. §| 12. | 9.3 85 | 6.3
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Tableau 1.14: Nombre de chiffres exacts de (n)s(t) et de ps(n), n =0,...,26.

— — — ——— e

|

(D) = exp(7d)

G(z,t) = (1 — zt)/(1 — 2zt + 2*), ¢; = 2Bessellli, 7]

ui(z) = 7*, fi(t) = Tu(t), L{f) = f(1/(i + 1)) __

t=-1 t=-Z t= —= =—1 [ t==-% t=-1

[n [ (m); [ps(n) | (n); Ips(n) [l (n)s [ ps(n) || (n)s | ps(n) [ (n)s | ps(n) || (n)s | ps(n)
0 =19 —22 [ —1.9 [ —22[-19]—-—22(-19] —22|-19]-22{-19] -2.2
1 f|-16f-22| -15|-21f-15|-17|-14]| -11 || -1.2]| -19 || -.61| —2.1 |
2 | —4|-22(-009|-16{-25[-17]-61] —2. ||[—72]-21|—-.65[ —2.
3 {|l-41|-18 1| -033|-67|-25|-18{—-.61|-1.81{-.73|—.81 [ —.67] —1.7
4 Il 64| -161Y 16 {-13| 57 [-15( 4 | -9 || .51 | -16( 1. | —-1.6
5 l 11 | -12 1.8 |-121] 85 |52 1. | -1.3 | .87 | =11 .34 | —1.1
6 Il 1.3 | -88 | 14 { -89 14 [—69( 12 | -79 | .87 | =76 2.7 | —.93
7123 -47| 23 |-45| 27| -5 | 2. | 058 | 24 | -51 16 | -2
8 | 3. |-.022l 3 | .13 | 3 |.063 ] 27 {-056) 25 | .82 I 2.3 | -.083
9 |l 33} 47 || 32 | 98 || 3. | 16 || 32| 59 || 28| .41 || 26 | .93
.99 41 |18 || 4 | 1.1 || 37 ] 15 || 38 ] 1.3 || 35| .92

1.6 50 | 1.8 || 55| 15 || 52| 15 || 52| 16 || 51| 24

2.1 68 | 22 [l55 ]| 23 || 57| 23 || 52 ] 22 || 47| 21

2.8 64 | 28 || 6. | 56 | 58 | 32 | 57| 33 [| 5.9 | 4

3.4 75 | 34 || 74| 35 | 74| 34 || 71| 34 || 68 | 34

4.1 8. | 43 | 83| 41 [ 91| 43 [[10.| 45 || 7.9 [ 4.7

48 86 | 54 || 87| 49 [ 83| 52 | 8 | 48 || 7.8 | 4.7

5.5 98 | 62 || 95| 67 || 94| 55 [ 95| 56 || 9.7 | 5.9

6.3 11. | 65 [ 11. | 6.4 || 11. | 64 | 11. | 67 | 10. | 6.3

1. 120 V71 12| 7o [ | 74 |1 | o7 ff 11| 7.2

78 It 13. | 7.8 [[12. | 8 {12. | 7.8 [ 13. | 84 || 12. | 7.9

86 Il 15. | 87 {15 [ 95 || 14. | 88 | 14. | 86 | 13. | 87

9.4 14. | 96 || 14. | 95 || 14. | 98 | 14. | 95 | 14. | 9.6

10. 15. | 11, f 15. | 10. f 15. [ 10. | 15. | 11. | 14. | 10.

1l. 17. | 12. ' 17. 11, 17| 11 |16 | 11 || 16. | 11.

12. 18. | 12. (| 17. { 13. [ 17. | 12 | 17. | 13. { 16. | 12.

13. 19. | 13. Jl18 | 13 |18 | 13. | 18 [ 13. | 20. | 13.
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Tableau 1.15: Nombre de chiffres exacts de (n)s(t) et de ps(n), n =0,...,26.
( f(t) = exp(71)
G(z,t) = (1 — zt)/(1 — 2zt + z*), ¢; = 2Bessell[i, 7]

"_ _ uw(@) =7, i) =Ti(t), L(f) = f(1/(i +1))

[T =0 T =% | =2 [ =1 [ =% [ =%

[ [ )y [ps@) [ [es) L)y [pe) [ )y [s() | () [ps(r)

HO -1.9| -2.2 I -19| -22 H -19| =22 || -1.7{ =2.1 | -1.7| —1.5 || —2.7| —2.6
1 |—45)|-2211-11|-23{-16|-24] —-2. | -25|-24]|-24|-29| -2
2 |—45]1 =19 1.9 | -17{ -1. | -L7}|-14]|-22}-14]-24|-19] -1.8
3 {{—48({-19 1 .61 {—-1.7{—-98{-19 | —-14| —-45)—-14} =21 |-19| -2
4 34 | -13).012|-25(-35|-1.7[-29| -1.7{| -9 |—-13}—61|-1.9
5 26 | —-13}) 32 |-14) .28 | —.67|—-.38( 14| .037 | —-1.2|-91|—1.6
6 83 | -56| .51 [ —.51 || 49 | —1. A3 | —.25 | .067 | —1.1 || —.66 | —1.2

7 1.7 | ~.56 3. {—-55) 13 | -.32) 1.6 | —-.55) .97 | —.67 )| .67 | —.65
8 4. .39 2.1 12 19 | 012 || 14 | —-.18 | 1.2 15 48 | .061
9 2.4 .39 2.7 | .48 2. 37 2. 93 3.3 73 1. 1.6
10 3.7 1.5 3.1 1. 33 | 21 3. .99 24 .85 2.1 1.2
11 46 | 1.5 44 | 1.7 4.1 14 3.8 14 34 14 3. 1.5
12 | 6.2 | 2.7 44 | 2.1 44 | 23 44 | 25 3.7 1 23 3.1 2.
13 53 | 2.7 5.8 | 3.1 51 | 2.9 48 | 2.8 5. 3.1 371 2.6
40 7. 4 651 33 || 62 | 3.3 6. 33 |1 61| 33 || 53| 3.3
15 7. 4, 74 | 4.8 7.1 5.4 74 | 44 5.9 4. || 53 | 4.2
16|} 85 | 5.4 7.5 | 4.7 7.2 | 4.7 7. 4.9 6.9 5. 6.2 | 5.7
17 88 | 54 |, 96 | 6.7 | 87 | 5.7 || 81 | 54 || 83 | 59 || 79 | 5.8
18 || 10. 1. 9.7 | 6.2 94 | 64 98 | 6.6 86 | 6.2 83 | 6.3
19 || 10. 7. 12. | 7.5 10. 7. 96 | 7.1 || 92 | 69 | 86 | 6.9
20 12. { 86 | 11. | 7.8 11. | 9.1 11. 7.7 11. 8.1 9.6 | 7.7
21 13. | 8.6 13. | 8.9 13. | 8.6 12. 8.9 12. 9. 11. | 8.6
22 || 13. 10. 13. | 9.5 14. | 9.6 12. 9.6 12. 94 11. | 9.6
231 14. | 10. | 14. | 10. * 14. | 10. [ 13. | 10. [ 13. | 10. || 13. | 1L

1 24 || 17. 12. 16. 11. 15. 11. 16. 11. 15. 11. 15. 12.
25 || 16. 12. 17. | 12 16. 13. 15. 12. 15. 12. 15. 12.
a6 17. | 14 | 17 | 13 1 {13 [1e | 13 [ 16 | 13 | 15 | 13.

1




90 ) Approximants de type Padé généralisés

Tableau 1.16: Nombre de chiffres exacts de (n)s(t) et de ps(r), n =5,...,36.

— f@) —exp(@)cos(@V1—8) |

|

G(z,t) = (1 — zt)/(1 — 2zt + z%), ¢; = 4* /1! ‘u
_ue)=#, O =T, L) = /6 +1) )

n @) [ ps) [ () ps(n) ) [z [rea [y oot | Gy [2ete)
5 15 | =55 19 | —48 |14 | -36| 1.5 | —.28| 1.1 | —.47§ .93 | —.32
6 25| =551 29| —-.34 || 2.3 65 || 24 |37} 1.8 | —-17) 1.7 | —.42
7
8

2.3 | —.047( 2.3 |-.034[ 25| 054 [ 22| 089 || 25 | -.11 [ 1.6 | .3
28 | 29 28| 43 32| .27 | 26| .89 || 23| 14 | 25| 2
9 (39 68 |[39| 12 [ 37| .79 [[44] 67 [|39] 61 |32 1.2
10043 1.1 |43 2 |41 22 | 47| 11 {45/ 14 ||35] 1
(1247 16 || 5 | 18 [[46| 1.8 [ 44| 26 |41 ] 17 {41 26
120551 21 |64 21 |64 21 |52 22 |55 21 [[47] 2
13 73| 26 (79| 26 || 74| 27 |67 ] 26 || 8 | 32 || 62| 3.6
14169| 32 | 69| 32 |l67] 37 68| 36 || 63|31 |6 [ 31
N5 76| 38 || 75| 4 |74 41 | 72| 4 | 78] 42 [ 86| 43
1687 44 || 87] 5 || 89| 44 [ 87| 44 [ 81| 45 || 7.9 | 44
170196 51 {95 58 Jl11.| 51 10| 52 [ 9 | 51 || 88 ] 54
1811 10. | 57 [ 10. | 59 99| 6. | 97| 64 | 96| 62 || 91| 57
l19) 11. | 64 | 12. | 65 | 11.| 71 | 11.| 64 [ 10. | 6.4 || 10. | 6.6
2f 13. | 71 [f13. | 71 [ 13. | 72 || 13. | 72 {12. | 7.7 | 12. | 7.2
o1 13. | 7.9 [ 13.7 79 | 13. ] 79 || 13. | 87 || 12. | 79 [ 12. | 8
220 14. | 86 || 13. | 88 | 14. | 88 || 13. | 88 [ 13.| 87 [ 13. | 88
230 15. | 94 [ 15 | 10. [ 15 | 11. || 15 | 94 || 14. | 9.8 [ 14. | 9.4
24 16. | 10. | 16. | 11. [ 16. | 10. || 17. | 11. || 15. | 10. || 17. | 10.
o5 16. | 11. || 17. | 11. [ 16. | 11. | 16. | 11. | 16. | 12. | 15 | 11.
o6l 17. | 12. || 18. [ 12. [ 18 | 12. [ 17. { 12. | 17. | 12. | 18. [ 12
o7l 19. | 13. || 19. | 13. f 19. | 13. | 21. | 13. || 18. | 13. | 18. | 13.
(28 20. | 14. |l 20. [ 14 |10 | 14 |19, | 16 19, 14 19, | 14,
291 20. | 14. | 20. | 15 [ 20. | 14. || 20. | 14. || 20. | 14. || 219. | 14.
30 22. | 15 {22 16. [ 22. | 15 || 21. | 15 [ 21.| 16. | 21. | 16.
31l 24. | 16. || 23. | 17. | 24. | 17. || 24. | 17. | 23. | 16. || 23. | 16.
320l 24. | 17. [l 24. | 17. [ 23. | 18 | 23. | 17. | 23. | 17. { 23. | 18
3 25 | 18 [ 25 | 18 [ 20 | 18 | 20 | 18 [ 24 | 18 | 24 | 1s.
34102 | 19. | 27. | 19. [ 26 | 19. | 27. | 19. [| 25. | 19. || 25. | 19.
350 27. | 20. || 27. | 20. || 28. | 20. | 27. | 20. || 27. | 21. | 27. | 20.
361 28. | 21. [ 28 | 21. [ 28] 22 | 27. ) 21. || 27. | 21. | 27. | 21
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Tableau 1.17: Nombre de chiffres exacts de (n)(t) et de ps(n), n=35,...,36.
" f(t) = exp(4t) cos(4v/1 — 1?)
G(z,t) = (1 — zt)/(1 — 2zt + z%), ¢; = 4* /3!

" _ w@)=d A0 =T, LA =JA/G+1)

T = N N W S B BT
n_| (n)s [ ps(n) || (n)s [ ps(n) [ (n)s [ ps(n) [ (n); [ ps(n) ]| (n)s [ps(n) ]| (n); [ps(n) ]
5 1. | —-64}19|-73) .56 | -3 (| 1. |-.87}|—-.027| -1 | .038 | —1.

I 6 (21 (-14f 27| 2 | 1. [—-54} .55 —5 || .58 [—.53 | —.23 | -.71
T (15| -1416 | -17} 12| .16 | .98 | 3. 51 | —-.35 || —.025 | —.28
8 || 24 | .59 1.9 | 47 || 24 | .26 1.8 | .16 98 | .083 .6 .36
9 (33| .59 || 3.4 | .64 3. | 56 || 3.3 | .46 23 | 92 22 | 24
10|t 46 | 1.5 33| 11 41| 18 || 2.7 | 1.2 2.9 1.3 24 1.2
1137 (15 41| 17 34 14 (35| 1.8 || 27 | 1.4 | 28 | 1.4
121153 | 25 || 45| 2 43 | 22 ([ 38| 1.9 3.5 1.9 33 | 1.9
13159 | 25 || 57 29 | 53| 27 || 51| 26 4.7 | 2.6 39 | 24
14 6.7 | 3.7 58 | 3.1 5.5 | 3.1 6. 6.5 6. 4.4 4.2 3.1

(|15} 6.6 | 3.7 || 7.3 | 44 | 7.1 | 48 || 5.8 | 3.7 56 | 3.8 5. 3.9
16| 8.7 | 5. 761 43 || 74| 43 || 69 | 43 6.7 | 4.2 64 | 54
171 85 | 5. 88 | 66 || 88| 52 | 87| 53 7.2 5. 8. 5.3
18] 95 | 64 88 | 56 || 86 | 58 |l 81 | 5.9 8.4 6.2 7.6 5.7
1999 | 64 | 11. | 7 95| 64 || 89 | 6.3 9. 6.6 83 | 6.3
20 12. | 7.8 13. | 7.1 11. | 8.2 11. | 7.2 10. 7. 9.9 7.
211 12. | 78 13. | 8.2 11. | 7.8 11. | 8.6 10. 7.8 9.8 7.8
2214 13. | 94 12. | 8.6 13. | 88 11. | 8.6 12. 8.8 |l 11. 8.8
23 14. | 94 14. | 9.5 13. { 95 || 13. | 9.3 13. 10. | 12. 10.
24 ) 15. | 11 15. | 10. 15. | 10. 14. | 11. 13. 10. 14. 11.
25| 15. | 11. 16. | 1l1. 15. | 12. 14. | 11. 14. 11. 14. 11.
26 | 17. | 13. 16. | 12. 16. | 12. 15. | 12. 15. 12. 14. 12.
27|11 18. | 13. 18. | 13. 18. | 13. 17. | 13. 17. 14. 16. 13.

{28 || 19. | 14. 18. | 14. 18. | 14. 17. | 14. 17. 14. 16. 14.
29 4 19. | 14 19. | 14. 19. | 14. 18. | 14. 18. 14. 17. 15.
304 21. | 16. 20. | 16. 20. | 16. || 20. | 15. 19. 15. 19. 16.
31 22. | 16. §f 22. | 16. || 22. | 16. | 21. | 17. 21. 17. 20. 17.
3210 23. | 18. j 22. | 18 | 22. | 17. | 21. | 17. 21. 17. 21. | 17.
33 24. | 18. 23. | 18. 23. | 18. | 23. | 18 22, 18. 21. 18.
341 25. | 20. |t 25. | 20. || 25. | 19. | 25. | 19. 24. 19. 23. | 19.
351 26. | 20. || 26. | 20. || 25. | 21. || 25. | 20. 26. | 20. 24. | 20.
36 ] 27. | 22. | 27. ] 21. |1 26. | 2 26. | 21. 25. | 22. ]| 25 | 21
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Tableau 1.18: Nombre de chiffres exacts de (n);(t) et de ps(n).

ft) = exp(5)bessele(2V5t)J

G(z,t) = 1/((1 — z)exp(tz/(1 ~ 2))), & = 5'/i!
ui(z) =2, fi(t) = L°(t) Li(f) = f(1/(i +1))

t=0 t=L % t=1 [ t=1 t=2 [ t=2
(n)s [ ps(n) || (n)s [ps(n) (n ps(n) (n)s { ps(n) || (n)s | ps(n) || (n); | ps(n)
8 [.062 ] —1. || 1.1 -35 —6 || 44 |-58] 13 |—.64 .39 | —.3
15 4.4 | 2 5. 49 28 i 53| 27 |l 49| 23 || 48 | 28
2 96 | 62 | 10. 68 10. | 67 JJ 10. ] 6.7 J] 10. | 75 || 10. | 6.5
201 16. | 11. | 16. | 12. |l 17. | 12. || 17. | 12. || 16. | 12. || 16. | 12.
37 24 | 18 | 24. ] 18 | 24. { 19. | 24. 1 19. || 24. | 19. | 24. | 19.
[T t=: i=3 t=1 t=6 t=1 t=
n || (n)s | ps(n) (")! ps(n) || (n)s | ps(r) || (n)s | ps(n) || (n)s | Ps(n) || (n)s | PS(n)
8 (| .43 | —.89 —87T || .24 | 27 |[[—14[ =87 || .26 | —1.7 || —.29| —1.7
15| 4.8 | 2.2 49 22 |1 45|25 || 46 | 15 | 4. | 22 | 43 | 11
22| 98 | 68 || 11. [ 63 {{ 97| 75 [ 94 | 59 [ 96 [ 56 || 9. | 58
291l 16. | 12. | 16. | 12. || 16. | 12. || 15 | 11. | 16. | 11. || 15. | 11.
37 24. | 18 || 24. [ 19. || 26. | 18 | 23. | 18. | 24. | 17. | 24. | 17. |
1= T 1=10 t=11 t=12 t=13 t=14 |
n_ |l (n)s | ps(n) || (n)s [ ps(n) || (n)s [ps(n) || (n)s | ps(n) || (n)s | Ps(n) || (n)s | PS(n)
8 [[=.56| —13 || —.31| 22 || —52] —24 || —1. [ —2.4 [[-1.1[ —22 [[—.94] —2.9
15 37| 14 || 49 ] .76 || 34| 52 || 33| 1.7 || 35| .11 || 29 | -1
221 10. | 5.1 || 86 | 54 || 93| 48 | 83| 47 | 84 | 46 [ 81 | 4.1
29 15. | 10. | 15. | 10. | 14. | 10. f| 15. | 9.8 |l 14. | 9.6 | 14. | 95
37) 23 | 19. [ 23 |17 | 23 |17 |22 | 17 | 24 | 16 | 22 | 16
=15 =20 t=25 H t=30 t=40 t=50
n_ |l (n)s [ ps(n) || (n)s {ps(n) || (r)s |ps(n) || (r)s {ps(n) || (n)s | ps(n) || (n)s | ps(n)
8 [[—.83| —33 || —1.7] 42 || —3.1| —42 || -3.7| —6.4 || —-4.1] —8.1 | -42] —9.2
15/ 29| 53.{ 22 (-13 1.1 |-24{ 32 | -35(-15|~-53 || -3.4] —-7.2
21l 78 | 45 || 69| 29 || 63| 28 || 55| .84 I 33 |—-141| 16 | —2.
20| 14. | 91 | 13. | 8. "12. 71 1. | 6. [ 93] 39 |[72] 16
370 23. | 16. | 21. | 15 [l 20. | 14. J 19. | 13. || 17. | 11 | 15. | 83
~1=160 1=10 H t=sogH ~1=90 t=100 | ¢=200
n_{l (n)y | ps(n) [| (n)s [ ps(n) || (n)s [ps(n) || (n)s | ps(n) || (n)s [ ps(n) || (n)s [ ps(n)
8 || —4. | —10. || —3.8| —11. || —3.5| —11. || =3.2] —12. [[—2.8 [ =12. [ —1.1 | —15.
15| —4.6{ —-10. | -5.1| -12. || -5.3| —13. || =5.2| —14. || =6.1 | —15. || —6.7 | ~20.
2—28! 57 —2. | -7.9 || -46| —9.9 | =5.9| —12. | —-6.9| —14. | —11. | —22.
29|l 58 {068l 33 |-27 15 | —46 | -.58] —6.6 || —2.6] —9.1 || —11.| —23.
37 13. | 63 || 11. | 4. | 93 | 2 73 {—-25 || 58 | —1.7 | 9.1 | —20.
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Nous observons que les signes qui apparaissent dans les graphes, ol nous représentons
le nombre de chiffres exacts des approximants (n)s(t)n=0,,.., €t des sommes partielles
ps(n)s(t)n=0,..., en fonction de la valeur de ¢; correspondent aux points donnés dans
les tableaux correspondants. Les graphes sont construits en unissant ces points par des
segments de droite.

1.4 Conclusion

L'effet cumulatif des erreurs d’arrondi dans le calcul des approximants de type Padé
généralisés est important.

Si les approximants ne convergent pas assez vite, les erreurs d’arrondi risquent d’entacher
les résultats avant que la convergence ne puisse étre observée.

Les implémentations en Mathematica[13], permettent de faire du calcul approché de
haute précision et de minimiser 1'effet cumulatif des erreurs d’arrondi, permettant ainsi
d’observer la convergence ou la divergence réelle des approximants et d’en tirer des con-
clusions.

Nous avons montré qu’au moins dans certains cas, il est possible de trouver des suites de
fonctionnelles qui produisent des approximants de type Padé généralisés qui convergent
vers la série et plus vite que la suite des sommes partielles.

Nous avons réussi a approcher des fonctions relativement compliquées, comme celles des
exemples 13 et 15 de la section 1.3.5, par des approximants généralisés plus simples que
les séries correspondantes.

Il est vrai que, les fonctionnelles utilisés dans la section 1.3.5, correspondent toutes &
Pévaluation de la fonction génératrice dans un point, c’est-a-dire a I'interpolation de La-
grange. Cela dit, nous aurions pu essayer des fonctionnelles définies par des intégrales,
mais dans ce cas les approximants deviendraient plus compliqués que les séries, or nous
avons jugé raisonnable de ne pas tenir compte des exemples pour lesquels cela se pro-
duirait.

Le calcul des approximants de type Padé généralisés en utilisant les relations de récur-
rence de la biorthogonalité, exige des conditions d’applicabilité plus fortes que les condi-
tions d’applicabilité de la méthode de bordage par blocs. Ces derniéres coincident avec
les conditions d’existence et d’unicité des approximants a calculer.

De ce fait, il serait important de faire I'implémentation de la méthode de bordage par
blocs en Mathematica[13).



Polyndmes biorthogonaux
adjacents

2.1 Définition et cas particuliers

Dans la section 1.3 supposons que E est une algébre commutative, et que z; = 7' ou
z € E.

Alors, _ '
Li(z?) .- Li(z7t)
(i'j) _ j ¢ v . ) o e o )
Mokt = & Lina(29) -+ Lipnoa(297)
1 cee "
et

Li(z?) -+ Li(z™*")
DS:J) = “ee cen
Lisn-1(2?) -+ Ligna(z?+"7?)

Supposons que
D9 £ 0, Vi, j,n € Ny,
et rappelons que
289 = NiF) /DED.
Définissons le polynéme P 3 partir de 1’égalité
z() = 3 plid)(g).

Alors, P{J) est un polynéme unitaire, de degré n qui satisfait les n conditions de biorthog-
onalité o
Lp(zJP'E'*J)(z)) =0,p=1t,...,t4+n—1. (21)

Réciproquement, tout polynome unitaire de degré n, qui satisfait ces conditions coincide
avec P{), B
Définissons le déterminant NO¥)(z) & partir de I’égalité suivante
N = 2N (),

alors . .. .
P{)(z) = N33 (2)/ DY
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Cette définition des polynomes biorthogonaux adjacents a été donnée par Brezinski [3].
Considérons les cas particuliers suivants de cette définition.

1. Soit L une fonctionnelle linéaire définie sur 'espace des polynémes complexes.
Définissons les fonctionnelles linéaires L, a partir de L, de la fagon suivante

L,(z*) = L(z**?) ,p,k > 0.

C’est-a-dire, le moment d’ordre k de la fonctionnelle L, est égal au moment d’ordre
k + p de la fonctionnelle L, ou d’une autre maniére la suite des moments de L, est
obtenue a partir de la suite des moments de L, en ignorant les p premiers moments.
Si nous dénotons L(z**?) par l;4, , ces suites s’écrivent de la maniére suivante

Lw— Io,l],...,lp,lp+1,...
Ly— Lylys,. ...

L, est couramment dénoté par L(P),

Ecrivons les déterminants N,(:;L"l)(:c) et D(") dans ce cas particulier

L(z‘+j) - L(:z:”’"*")
Arv(lijl)(z) = L(:r'.;';"'"“l) .. L(xl'-;-j.i:?n-l)
1 e "
L(z*) ... L(zn-1)
DS.J') = .. e
L(xi+j+n—1) ... L($|’+j+2n—2)

Nous voyons que D{) coincide avec le déterminant de Hankel H{*9), et que les
conditions de biorthogonalité de P{*) s’écrivent de la fagon suivante :

L(z"H+Ppi)y = [(+)(zPPE)) =0 ,p=0,...,n—1.

Alors, P(9) = P+ ou {P{*+)} _, est la famille des polynémes orthogonaux
unitaires (i 4+ j)—adjacents par rapport a la fonctionnelle L, c’est-a-dire la famille
des polynémes orthogonaux unitaires par rapport a L),

Sii=j=0, P09 =pPO=P, od {P,;},120 est la famille des polynémes orthogo-
naux unitaires par rapport a L.

Disposons dans le plan les polynoémes orthogonaux adjacents P*), n > 0,k > —n
comme il est indiqué dans la figure 2.1 : dans chaque colonne, le degré n des

polyndmes est fixé, et dans chaque diagonale descendante, I'indice k est fixé, donc les
polynomes situés sur la méme diagonale descendante sont orthogonaux par rapport
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Figure 2.1: Disposition des polynémes orthogonaux adjacents dans le plan.

}3(5)1 pl-1) 'P(:;z)
P("‘;l) p) P(i’;‘)
k k
P& P P

Figure 2.2: Relations parmi trois polynémes orthogonaux adjacents consécutifs.

3 la fonctionnelle L*) . L’indice n croit de la gauche vers la droite, Pindice k croit
du haut vers le bas.

En admettant cette disposition des polyndémes dans le plan, il existe des relations
de récurrence parmi trois polynémes orthogonaux adjacents consécutifs, correspon-
‘dantes a toutes les directions. Nous schématisons ces relations dans la figure 2.2,
ou nous représentons les polynomes situés dans le membre droite des relations par
des o, et le polynéme situé dans le membre gauche par des *; c’est-a-dire si les
polynémes représentés par des e sont connus, les relations permettent le calcul des
polynomes représentés par des *.

Une partie de ces relations a é1é déduite dans [2] pour les polynémes P¥) =
z"P*)(z~') dans le cas normal, a savoir le cas ou les déterminants de Hankel H(¥)
sont supposés non nuls. Pour le cas non normal voir Draux [9].

2. Soient Lo,...,Lq4-y d fonctionnelles linéaires définies sur I’espace des polynomes
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complexes. Définissons les fonctionnelles d’ordre supérieur & d de la fagon suivante
LP(zk) = qu+r(xk) = Lr(xkﬂ)’

ou p > det r et g sont respectivement le reste et le quotient de la division de p par

d.

Comme r est un entier positif inférieur a d, le moment d’ordre k de L,, o p > d,
est défini comme le moment d’ordre k + ¢q de L,, ou L, est une des d fonctionnelles
connues Ly, ..., Lg_;.

Dans la table suivante nous représentons les moments des fonctionnelles L;, et nous
dénotons L,(z%+?) par I, 44,

Lo -+ Lgy|Lag --- Lya-y1|Lag --- Lza-1
loo +++ lasao|lon -0 lgman | loz -+ lamap
lor -+ lacafloz ++ lamag|los <o+ luaa
log »+» 12 {los +++ lamag{loa -+ lirg

Ecrivons les déterminants N,(,_,,'l) (z) et DU dans ce cas particulier.

Calculons le quotient ¢; et le reste r; de la division de ¢ par d, et le quotient ¢
et le reste r de la divisionden—~d+r;pard: ¢ =d¢;+ri,ou 0 <r; < det
n=d-ri+dg+r,ou0<r<d

L" (z]+§t) cas L'._(zj+qi+ﬂ)

Lay (zj+q.') ces Lqg, (z.i+q.+n)
Lo(z7te+1l) ... Lo(giteitntl)

L, (z.7'+q.'+1) eee Lgy (zj+q.‘+n+l)
Ni(@) =

Lo z:"+q.'+q) cen Lo mj+'q.‘+q+n )

Ld_l(xj+°‘+q) oo Lgoy(giteitetn)
Lo(x5+9i+7+1) ces Lo(x.i+q.'+q+n+1)

L., (xj+qe+q+l) eor Ly (zj+q.'+q+n+l )
1 ... P
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L, (z7*%) ... L, (zite+n-1)

L4y (zi+q.') R (zi+c.'+n-1)
Lo(zj"'ﬁ'i'l) con Lo(?j+0i+ﬂ)

Liy (zi+qs+l) ces Ld_l(zi+qa+n)
DU — : .
n

Lo(x.i:i-q.'-f-q) vee Lo(xi+q;+q+n—l)

Loy (z9+949) ... L[4 q(ziteitetn-1)
Lo(x.i+q.~+q+l) cen Lo($j+q.’+q+n)

L., (zi+q.‘+q+1) S (zj+qs+q+n)

Les conditions de biorthogonalité des polynémes P{) s’écrivent de la facon suiv-

ante : . .
LP(zJ+q‘P£'J)($)) =0 1P=Tiy. .. ad -1
Ly(z7t9tkplid)(2)) =0 ,p=0,...,d=1,k=1,...,q
Ly(z7*otet1 pli)(2)) =0 ,p=0,...,r— 1.

Si r; = 0, alors D%+ = H("""‘ et P{#99) = P(’i;" ,ou H (j:‘)" sont les déter-

minants de Hankel generahses dans le sense de Van Iseghem [10] et { ((j:;')} S0

est la famille des polynémes orthogonaux vectoriels unitaires de dimension d, (j +
gi)—adjacents par rapport aux fonctionnelles {L,},_, ; ;- Si d =1, nous retrou-
vons les polynémes orthogonaux adjacents par rapport a Lo.

Ces polyndmes ont été définis et étudiés par Van Iseghem [10], qui 2 montré que :
{ ((: Z‘)} 30 satisfait une relation de récurrence d’ordre d + 1, qui se réduit dans le

cas ou d=1let k = O a la relation d’orthogonalité classique et que les deux familles
{P(d n)}n>° et { d ,,) }n>0 sont liés par un algorithme @ D. D’autres relations d’ordre
d + 1 peuvent aussi étre déduites (voir Van Iseghem[10]).

Quand il n’y aura pas danger de confusion, nous dénoterons P((dk’L) par P(¥) et H((:) n)
par H¥,

3. Soit L une fonctionnelle linéaire définie sur span{z', ! € Z}. Définissons les fonc-
tionnelles linéaires L, & partir de L, de la fagon suivante

L,(z*) = L(z*"?) ,p,k € No.
Ecrivons les déterminants N, ("’)(z) et D) dans ce cas particulier
L(z"i) ces L(z:""’n)

,(‘:_J])(Z) L(zj-.—.i-.-n+l) v L(z-""“) (22)

1 e "
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N L(:zj“) - L(zj—i-!-n—l)
DY) = (2.3)

L(z7--m+) ... L(277Y)

Nous voyons que les conditions de biorthogonalité de P9 s’écrivent de la fagon

suivante o .
L(z"“”P,S“’)) =0 ,p=0,...,n—-1.

Nous remarquons que dans (2.2) et (2.3) ce ne sont pas les indices ¢ et j qui appa-
raissent, mais leur difference. Donc, il suffit de dénoter D{) par HU-, et P{"9) par
PU-9 ot {PY-1} ., est la famille des polynémes orthogonaux vectoriels unitaires
de dimension —1, (7 —i)—adjacents par rapport & L. Nous remarquons que j—i € Z.
Ces polynémes ont été définis et étudiés par Brezinski [4], qui a montré qu'ils sat-
isfont plusieurs relations de récurrence d’ordre 2.

2.2 Relations de récurrence

Plagons nous dans le cas normal, c’est-a-dire supposons que

DG L0 Vi j,n e No. (2.4)
Comme {z’},_y, . est une famille linéairement indépendante, cette condition est équi-
valente a la condition : {L;};_,, . linéairement indépendants (voir Davis [8]).
A partir de la définition de P{*’) comme rapport de déterminants, il est facile de voir
que

+ Lisa(2? PP = (-1)" DS [ D), (2.5)
Lign(z' P9y = DY7) D), (2.6)
PE(0) = (-1)"DE+1 /D). (2.7)
Donc, dans le cas normal
Lia(P89) £ 0, (2.8)
Liya(? PED) £ 0, (2.9)
P9)(0) # 0. - (2.10)

C’est-a-dire, les conditions de biorthogonalité de P{*Y) ne sont pas étendues & p=¢ — 1
ou & p =1+ n, et le terme indépendant de ces polynomes est non nul.

Revenons au cas particulier des polynomes orthogonaux adjacents. Il est facile de voir
que les relations de récurrence de la figure 2.2 permettent le calcul de la table des P¥), n >
0,k > —n, en gardant en mémoire seulement deux polynoémes a la fois.

Les polynémes biorthogonaux sont représentés dans I’espace, puisqu’ils ont trois indices,
et la table des P{")) est une table a trois dimensions. Représentons dans la figure 2.3
PU) par une *, et ses 26 polynémes voisins par des ». Cherchons toutes les relations
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Figure 2.3 : * = P\

qui permettent le calcul de P{) a partir de 2 de ces polynémes. Nous avons C2° = 325
possiblités différentes.

Nous ne devons pas espérer pouvoir trouver des relations de récurrence correspondantes a
toutes les possibilités, puisque dans le cas général des polynomes biorthogonaux, la seule
hypothése qui est faite sur les fonctionnelles L, est qu’elles sont linéairement indépen-
dantes.

La notion de polynomes biorthogonaux voisins ou adjacents consécutifs dépend évidem-
ment de la fagon dont ces polynémes sont disposés dans 1’espace.

Plagons les polyndmes biorthogonaux adjacents P(J) de telle sorte que, quand ces
polynémes coincident avec les polynémes orthogonaux adjacents P{¥), on obtienne la
table de la figure 2.1. Soient : et j tels que i + 7 = k, alors dans le plan : = const, les
polyndomes biorthogonaux se disposent de la fagon suivante.

Premiére disposition des P{").

: i . e (-2
va_-J_x) P,f”’ 1) P’S;Jl )
PLa) plia) Pl
Pyst-'"ln) P,St,;H-l) P,S:LJ:)

1l est facile de voir que dans cette disposition, nous représentons P{¥) dans I’espace par
le point de coordonnées (1,7 + n,n).
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Mais, nous pouvons aussi représenter P{") par le point de coordonnées (i,3,n). Dans ce
cas, et dans le plan ¢ = const, les polynémes sont disposés de la facon suivante :

Deuxiéme disposition des P("),

PECD pla) Pl
P P P
P'(.:_,JI-H) P's,',,'“) P}:ﬁﬂ)

Nous laissons au lecteur le soin d’écrire dans la figure 2.3 le nom des polynémes représen-

tés par des o, dans le cas de la premiére et de la deuxiéme dispositions.
(I J+2) (Li-2) .
Remarquons que les polyndmes P,y " et P2y ™', Il =1 —1,¢,¢ + 1, qui sont adjacents
consécutifs 2 P{"/) dans la premiere dlsposmon, ne le sont pas dans la deuxiéme; et que
les polyndémes P('J D et P(l‘”l) [ =i—1,i,i+ 1, qui sont adjacents consécutifs a P{*)
dans la deuxieme dxsposmon ne le sont pas dans la premiére. Les polyndmes restants
sont adjacents consécutifs 2 P(*Y) dans les deux dispositions.

Premiére disposition des P{").

pl-1 :

n-1 ..
Py PN PR
P(":J'-H) P(i,j) P(",J'—l)
P(t.J+2) P(.,;+1) P(',J)

P

Deuxiéme disposition des P{),

P('d-z)
P('»J"'l) P(t.)—l) P('-J"l)

P'E'_»J) P(l,j) P(‘:J)
P(‘-.‘H'l) P(s,,+1) P('-J'H)

P(‘v.’+2)
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Ecrivons maintenant la définition de P{¥) comme rapport de déterminants
L(z*) ... L(z*")

P =1 phenty ... pigbean-ry [[HD,

1 g

L(z* eor L(ghtn-1
H® = ©) @)
L(xk+n-l) e L(zk+2n—2)

représente les déterminants de Hankel.

La fonctionnelle L est définie sur ’espace des polynémes complexes, donc L en principe
n’est pas définie pour les puissances négatives de la variable. Cependant, nous pouvons
supposer que

L(z*) =0 ,Vk <0,

ce qui nous permet de considérer des déterminants de Hankel H{¥), avec des valeurs
négatives de I'indice k. Il est évident que H*) = 0,Vk < —n, mais les déterminants H{*,
pour les valeurs de k£ > —n, ne sont pas nécessairement nuls. Si nous supposons que
H® £ 0 ,VYn > 0,Vk > —n, nous pouvons définir les polynémes P{*), pour les mémes
valeurs de n et k.

Voyons que dans le cas des polynoémes biorthogonaux cet artifice n’a pas d’intérét.

En effet, si nous supposons que

Li(z')=0,¥i<0ouj <0,

alors D{) = 0 ,Vi < 0 ou j < 0, puisqu’il y aura au moins une ligne ou une colonne de
valeurs nulles dans le déterminant D{Y), et nous ne pourrons pas définir P(*) pour les
valeurs de 7 ou j négatives. '

Ceci implique que dans la premiére représentation dans chaque plan ¢ = const, iln’y a
pas de polynomes au dessus de la bissectrice § = 0.

Premiére disposition des P{),

pli0)

n—1

P("vll) P'gd,o)

n—

5,2 i X
PEY pEn plY

Optons pour la deuxiéme disposition des polynémes biorthogonaux dans 1’espace. Dans
cette disposition deux polyndmes biorthogonaux adjacents P{1) et P{{z72) sont appelés
adjacent consécutifs ssi |{; — 12| <1, |j; — j2] < 1 et |n; — na| < 1. Nous dirons aussi que
Pii) et P{iz2) sont voisins.
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2.2.1 Déduction

Le but de cette section est de déduire toutes les relations qui permettent le calcul de Pi)
A partir de deux polyndmes biorthogonaux adjacents consécutifs a P{). Clest-a-dire,
nous voulons trouver toutes les relations de la forme :

Pi)(z) = fi(x) P (z) + fo(2) P (a), (2.11)

ol les indices 1; et i; ne peuvent prendre que les valeurs ¢ — 1, ¢ ou ¢ + 1; les indices j;
et j; ne peuvent prendre que les valeurs j — 1, j ou j + 1; les degrés n, et n, ne peuvent
prendre que les valeurs n — 1, n et n + 1; et les facteurs f; et f; sont du type :

k2 ks
f1($)= E aﬂuzml ’ f2(3)= E bmzzmzv

mi=-k; ma=—ks

oll an, et by, sont des nombres complexes, et ki, k,, ks et kq sont des entiers non négatifs.
Il est évident que les trois polynémes qui interviennent dans la relation doivent étre
différents.

Cette relation existe ssi le membre droite de (2.11) représente un polynéme unitaire, de
degré n, qui satisfait les conditions de biorthogonalité (2.1).

Nous nous situons dans le cas général ou la seule hypothése qui est faite sur les fonc-
tionnelles L; est qu’elles sont linéairement indépendantes. Nous ne considérons pas les
relations qui nous obligent & admettre des conditions suplémentaires sur les fonctionnelles.

Voyons quel parcours nous devons suivre pour déterminer les valeurs des coefficients a,,,
et by, et des indices 1, 13, j1, J2, 71 €t na.

Commencons par écrire les conditions de biorthogonalité :

ky . o ke . ..
2 apm, Ly(z7t™ P'S? ..11)) + Z bmsz(-'DHm’P,S;"”)) =0, (2.12)

m1=—k1 ﬂlq:—ks
p=1t,...,t4+n—-1.

Dans le cas général, si j; # j + my ou j; # j + mg, nous ne pouvons pas utiliser les
conditions de biorthogonalité de P{*+) ou Pfi2+#2), respectivement. Et alors, les coeffi-
cients a,,, et by, devont satisfaire le systeme (2.12) constitué par n équations linéaires
homogenes, ol n est quelconque. Supposer que ce systeme est consistent, cela équivaut a
admettre des conditions suplémentaires sur les fonctionnelles L;, ce que nous excluons.

Supposons que j; = j + m; et j2 = j + my. Ceci implique que 3!m; : a,, # 0 et
Amy : by, # 0, sinon j; devait étre égal a deux valeurs différents, de méme que j,. En
outre, comme j; et j, ne prennent que les valeurs j — 1, j et 5 + 1, les valeurs de m, et
m; tels que a,,, et by, soient non nuls doivent étre choisies parmi -1, 0 et 1. Donc,

fi(z) = az™ et fo(z) = bz™,

avec a et b non nuls, et m; et m, égaux a -1, 0 ou 1.
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Alors, la relation (2.11) et les conditions de biorthogonalité (2.12) s’écrivent de la fagon
suivante : '

P$9)(z) = az™ P{nd+mi)(g) 4 bg™ Pl23*m2)(g), (2.13)
aL,(z#t™ Plrdtm)y 4 pL (gitm2 plizdtma)) = ¢ (2.14)

p=1t,...,i+n—1,

Il reste a déterminer a, b, ¢, t3, m;, mg, n; et n,.
Commengons par fixer les degrés n; et ny. Il y a plusieurs cas & considérer :

1. Les deux degrés sont égaux an—1: n;=ny=n-—1.
Les deux degrés sont égaux a n: n; =n; =n.

Les deux degrés sont égauxan+1: ny=n;=n+1.

Ll A

L’un des degrés est égal a n et I’autre est égal & n — 1 : par exemplen; =n, n; =
n—1.

5. L’un des degrés est égal a n et Pautre est égal & n + 1: par exemplen; =n, n,
n+1.

6. L’un des degrés est égal a n + 1 et ’autre est égal a n — 1 : par exemple n; =
n+l,n,=n-1.

Dans chaque cas, les valeurs de n; et n, vont nous permettre de déterminer les valeurs
possibles de m; et m,, de telle sorte que le deuxiéme membre de (2.13) puisse représenter
un polynéme de degré n. Pour chaque paire de valeurs possibles de m; et m,, le fait que

Pid)| Plindtm) et Pli2d+ma) soient des polyndmes unitaires va nous permettre de fixer
un des coefficients a ou b, ou éventuellement les deux.

Il reste & déterminer les indices #; et i; et un des coeflicients a ou b, si les deux n’ont pas
encore été déterminés.

Considérons maintenant toutes les valeurs possibles des indices 1; et i,.

Les conditions de biorthogonalité des polynémes P(i J+m) et P,E:’J*"") :

LP(xj+m1Pvghj+ml)) =0 P= ih- o ’il +n - 1,

Ly(zi*ma plizdtma)y = 0 p=1i,,...,554+ny — 1,
impliquent que les conditions de biorthogonalité (2.14) sont vérifiées pour les valeurs de
P=DP1..yP2 sOﬁ
p1 = maz{iy,i;} et pp =min{i; +n; — 1,524+ ny —1}.
Nous remarquons que les conditions qui restent sont en nombre fixe.

A partir des valeurs possibles de 13, ¢2, n; et nz, nous savons que p; 2> t—1et p; < i4n+l.
Voyons que les cas py =t — 1, p; =t + n et pp =t 4+ n+1 sont impossibles.
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Si py =1 —1ou p; =t + n, alors nous obtenons
Li1(z7P$9) =0 ou Liyn(2z? P{)) = 0,

ce qui est absurde, puisque nous sommes dans le cas normal.

Sip;,=i14+n+1, cequiest équivalent 44 =t =i+ 1etng=n,=n+1,alors m
et m; doivent étre différents, sinon P{i19+m™) = P{i2:3+m2) ce qui est absurde. Nous avons
trois possibilités pour les valeurs des indices m; et m;, & savoir: un des indices est égal
a —1 et 'autre est égal a 0, par exemple m; = —1 et my = 0; un des indices est égal a
—1 et Pautre est égal a 1, par exemple m; = —1 et m, = 1; et enfin un des indices est
égal a 0 et Pautre est égal & 1, par exemple m; = 0 et my = 1. Il est facile de voir que
dans toutes les trois possiblités, le deuxiéme membre de (2.13) représente un polynéme
de degré supérieur a n, ce qui est absurde.

Donc, p; 2 tetp, <i+n-—1.

Sipp =1tetp, =14 n-—1, alors toutes les conditions de biorthogonalité (2.14) sont
vérifiées, et la relation (2.13) existe.

Sip; # tor p; #i4n—1,les conditions de biorthogonalité correspondantes aux valeurs
de

p=t...,pn—1 et p=p+1,...,14+n-1

ne sont pas assurées.

Dans le cas ou il reste un des coefficients a ou b & déterminer, il doit satisfaire le systéme
constitué par les conditions de biorthogonalité correspondantes a ces valeurs de p. Si tel
systéme est impossible, la relation (2.13) n’existe pas.

Et, nous finissons ici le parcours a suivre.

Avant de commencer a faire cette étude, établissons quelque notation.

Dénotons les coefficients des polyndmes biorthogonaux P{"/) dans la base canonique par

a{™ k=10,...,n. Comme ces polynémes sont unitaires

aff""") = 1.
L’égalité (2.7) donne ’expression du terme indépendant
af™ = (=1)*D{I+V D), (2.15)
Soit0<t) <+~ <tpet0<j; <--- < Jp, alors nous dénotons

EURPIR F AN C) BRS AELD
(j, jn)z Li(2%) - Lo (o)

Nous aurons besoin plus tard de ’expression de

Gim)_ (% - i4n—2 itn-—1 (5.5)
a(9m) — (j e jin—92 ji4n JIDE (2.16)
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Une premiéere observation : voyons que les cas ol un seul des indices m; ou m; est égal
a —1 sont toujours impossibles.

Supposons, par exemple, que m; = —1 et my # —1. Le cas m; = —1 et m; # —1 est
absolument analogue.

Alors, le relation (2.13) s’écrit de la fagon suivante :
PUI)(z) = %p}:’:d-l)(z) + bmmzp'gz.j-i'mz)(z).
Nous constatons que dans le deuxiéme membre de cette relation il apparait

aagl.j-lmx)_l_,
z
qui devra disparaitre, puisque P{9) est un polynéme. Or ceci est impossible, parce que
a# 0 et de (2.15) al™ 1™ £ ¢,
Commencons par fixer les degrés n; et n,.

1—ny=n=n-1.
nm=ng=n-—1 — |
m:= mp = m=1,m;=0
m2=-—1 m2=1
- b=1—-a a=1
— 1 =t—1 iT:z—l

u = ig =1 1'2 = t+ 1
" — — — _ F,
Expliquons en détail les différentes étapes représentées dans ce tableau.
Nous commengons par fixer les degrés n; = ny = n—1, c’est-a-dire nous cherchons toutes
les relations du type :

P(S.J) - ammlp(ilij+m1) + bmm:P(izij-{-mz)
n n-— n—

A partir des degrés des trois polynomes, nous avons trois possibilités pour les valeurs de
m; et my, & savoir: une de ces valeurs est égal 4 1 et 'autre est égal & —1, par exemple
m; = 1 et my = —1 (cas 1.1); les deux valeurs sont égaux a 1, m; = m; = 1 (cas 1.2); ou
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une des valeurs est égal a 1 et 'autre est égal a 0, par exemple m; = 1 et my = 0 (cas
1.3).
1.1-—m1=1,m2=—-l.

Comme m; = —1 et m; # —1, ce cas est impossible.

1.2—m1=m_3=1.
Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type
PY9) = ag PO 4 po pLajHY, (2.17)

A partir de cette relation, nous voyons que le coefficient principal de PUJ) est égal &
a + b. Comme P{*) est unitairea + b= 1, ou

b=1-—a.

Considérons maintenant tous les valeurs possibles des indices i, et {;. Remarquons que
1; et i, doivent étre différents, sinon les deux polynémes du membre droit de la relation
(2.17) seraient égaux. Il reste trois cas possibles, & savoir: un des indices est égal a ¢ — 1
et lautre est égal a 7, par exemple t; =1 — 1 et ¢, = ¢ (cas 1.2.1); un des indices est égal
a1 —1et autre est égal a i+ 1, par exemple ¢y = ¢ —1 et i =1 + 1 (cas 1.2.2); et enfin
un des indices est égal a ¢ et 'autre est égal a ¢+ 1, par exemplei; =i et i =1+ 1 (cas
1.2.3).

121 —4,=1—-1,10, =1

Dans ce cas py = t et p;, = ¢t + n — 3, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes ap=t+n—2etp=it+n-—1.
Voyons si la relation

Pid) = azP5GW ™ + (1 - a)e P (2.18)

existe.
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes a p = i4+n—2et p = i4+n—1 :

aLitna (2 P57 ) 4 (1 - @) Ligna (a7 P2™) = 0
0Liyno1 (P 4 (1 = @) Lignoa (21 PSS =0

De (2.1) et (2.9), nous savons que
L.'+n-2(l‘j+lp ,Ei-'{ﬂ)) =0, Li+n—2(-"3j+lP ﬁi"””) #0et
Lina (=P PETY) £ 0,

ce qui implique
a=0
eq.imp. ’
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qui est un systeme impossible. Conclusion : la relation (2.18) n’existe pas.

1.22 — iy =i—1,i=i+1.

Dans cecas py = t+ 1 et p, = ¢t + n — 3, ce qui veut dire que toutes les conditions
de biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes a p =i, p =i+ n—2et
p=t+n-1.

Voyons si la relation

P9 = gz Pt | (1 = g)g PRI+ (2.19)

existe.
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes a p =i, p =t +n —2et

p=t+n-1:

aLi(z P ) + (1 — @) L2 P D) = 0.
aLisno(z PETIY 4 (1 = ) Limoa(z?P Py = 0
aLipnoy (27 PU14D) 4 (1 = @) Lipnoy (27 PO =

De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que
L{a P ) =0,V 23, Lignoa(@ P =0 ¥n 2 3,
Lipna (e Py =0, L@ P g0,

Lipnoa(z™ PET) L 0 et Ly (e PEMH)) £ 0,

a=1
a=0 ,
a=0

qui est un systéme impossible. Conclusion : la relation (2.19) n’existe pas.

ce qui implique

1.2.3‘—‘i1=i,i2=i+1.

Danscecas py =i+ 1 et p, =14+ n— 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes ap=ietp=¢t+n—1.
Voyons si la relation

P6) = azPEY + (1 - a)o P (2:20)

existe.
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes ap=tetp=t4+n—-1:

oL@ PEY) + (1 - )Ly PE) = 0
aLisna (2 PEI) + (1 = 0) Ligna (e P+ ) = 0
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De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que
Lz P =0 |, Lipnoa (27 PE ) < 0,
Lz P ) 20 et Liynoa (27 PESY) 2 0,

a=
a=0"

qui est un systéme impossible. Conclusion : la relation (2.20) n’existe pas.

ce qui implique

1.3—m;=1,m;=0.
Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type
PG = gz PEHY 4 ppl), (2.21)

A partir de cette relation, nous voyons que le coefficient principal de P{) est égal a a.
Comme P{*4) est unitaire ‘
a=1.

Représentons dans le tableau suivant tous les valeurs possibles des indices ¢; et ;.

i2=1—1 (cas 1.3.1)
il =1-1 1:2 =1 (cas 1.3.2)
ig=1+1 (cas 1.3.3)
12 =1t~—1 (cas 1.3.4)
il =1 ig =1 (cas 1.3.5) L
ig=1—1 (cas 1.3.7)
h=1+1 iy =1 (cas 1.3.8)
i2 =141 (cas 1.3.9)

131 —4=1—-1,i,=¢t—-1.
Danscecasp, =t —1et p, =t+n — 3, ce qui implique
Li_1(z’P) =0,
ce qui est absurde (voir (2.8)).

1.3.2—i1=i—1,i2=i.

Dans ce cas p; = 1 et p, = i + n — 3, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes ap=t+n—-2etp=t+n—1.

Voyons si la relation N . .
PG = g piStatt) 4 ppld) (2.22)
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existe.
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes 4 p = i+n—2et p =i+n-1 :

{ Liyn-2(z?*'P, fs‘:ll":ﬂ)) + bLiyn-2(z P, 152-"1)) =0
Lign-1 (e P ) 4 bLiya (P = 0

De (2.1) et (2.9), nous savons que

Lipn2(ZPED) =0 ) Lign-a(z ¥ PEIY £ 0 et

Lin1('P2)) #0,
ce qui implique

b

{ eq.amp

qui est un systéme impossible. Conclusion : la relation (2.22) n’existe pas.

138 —iy=i—1,i,=i+1.

Dans ce cas p; = ¢+ 1 et p, = 1+ n — 3, ce qui veut dire que toutes les conditions
de biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes a p =i, p =1+ n—2et
p=t+n-—-1

Voyons si la relation

P = g pESWH 4 pp ) (2.23)

existe.
Ecrivons les conditions,de biorthogonalité correspondantes a p = i, p =i+ n—2 et

p=it+4+n-1:

Li(z# PEM ) 4 bLi(@f P P) =0
Lign-2(" P31 D) 4 bLigna(a/ Py ) = 0
LH’"-] (xJ+1P1(;t—_11'J+1)) + bLi+n-—1 (.T"P’S:-T'J)) =0

De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que
Ly P ) =0 ,Wn > 3, Lijn-o(a’ PY))=0,Vn >3,
Ligna (P =0, Lz P #0,
Ligna(z™ RSy 20,

ce qui implique
b=0
eq.imp ,

qui est un systéme impossible. Conclusion : la relation (2.23) n’existe pas.
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1.3.4—i1=i ,i2=i—l.

Dans ce cas py = ¢ et p, = ¢ + n — 3, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes a p=i+n—-2etp=i+n-—1.

Voyons si la relation N » L
PG = gt 4 ppIH) (2.24)

existe.
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes 4 p = i4+n—2et p=i4+n—1 :

{ L,'+,._2($J:+1P,£‘i_'j!+l)) + bLs+n-2(zJP('—-—lld)) =0 .
Lin1 (27 P 4 bLin 1 (2IPE)) = 0

De (2.1) et (2.9), nous savons que
Lina(@™ PEE) =0, Lipnale® PIS) £ 0,

Lijaa (a7 PEY L0

b=0
eq.tmp °’

qui est un systéme impossible. Conclusion : la relation (2.24) n’existe pas.

ce qui implique

1.3.5 — i =1 = 1.

Dans ce cas p = ¢ et p, = 1 + n — 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante a p =i+ n — 1.

Voyons si la relation N . .
PUi) = g P+ 4 pplid) (2.25)

existe.
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante a p=i+n—1 :

Lipaaa (z" PPN 4 b1 P8 = 0. (2.26)

De (2.6) et (2.9), nous savons que

41 platn)y _ DGt
Liyn-1(z"*'P, 'S-J‘H)) - plvtl) 7 Oet
n-1
.y DSf'j)
Li+n—l (:BJP'S-,JI)) = D(‘J) # 0.
n-1

Si nous prenons N )
_L.-,L,,_1 (27t P,E'_'Jlﬂ)) _ DG+1) D'(:fl)
Liyn_1(z3P59)) DU plEa)?
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la condition (2.26) est satisfaite, et la relation (2.25) vérifiée.
Dénotons la relation trouvée par Fj.

.. o Ds:'.jﬂ)Ds:'f') i3
F i Pid(z) = 2P () — piammpis Pasi (2)

1.3.6—i1=i,i2=i+1.

Dans ce cas p =t + 1 et p, = ¢ + n — 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes a p=tetp=i+n—1.

Voyons si la relation N . L
P = gplit) 4 pplEt (2.27)

existe.
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes a p=tetp=:i+n-1:

(e
Litn- (zj+1P,$'_"1+l)) +bLiyn1(z’ P, r?-'il")) =0

De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que
L@ PO =0 | Lipna (2 PE) =0,

L@ PE) £0 et Ligna (e PO £ 0,

b=0
eq.imp ’

qui est un systéme impossible. Conclusion : la relation (2.27) n’existe pas.

ce qui implique

1.3.7 — 1, =141, =1 1.

Dans ce cas py = 1+ 1 et p, = i + n— 3, ce qui veut dire que toutes les conditions
de biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes a p =i, p=t+n—2et
p=t+n-1

Voyons si la relation N o o

P) = g pERLY) 4 pplitd) (2.28)
existe.

Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes a8 p =i, p =1 +n—2 et
p=it+n-1:

L@ P ) 4 0L PGy =0
L,’+n_2 (2"“ P,Et_tl"-n)) + bL.‘.*.n_g(t"P,S'._-ll"’.)) =0 .
Lign-a (& P 4 bLiya (I PIS) = 0
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De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que
Lz PE) =0,¥n 23, Linoa(a Py =0,
Lign-s (z,-+1 P'E-'_-plx.ju)) =0 , L'_(mj-i-l P'E-'_-rll.jﬂ)) #0,
Lisn-2(z' B £ 0,

eq.imp
b=0 ,

ce qui implique

qui est un systéme impossible. Conclusion : la relation (2.28) n’existe pas.

138 — 11 =141,1,=1

Dans cecas p =1+ 1 et p, = ¢t + n — 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantesap=tetp=t+n—1.

Voyons si la relation - L .
P = xp'st_-l'llﬂ'ﬂ) + bP'S'_'Jl) (2.29)

existe.
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes a p=tetp=14+n—-1 :

(A i =0,
Lignoa (2P Py 4 bL;+,,_1(z5P,$fl”1)) =0
De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que
L;(ij,SiL’;)) =0 , L.‘+n—1($j+1P(i-+11'j+l)) =0,
L,-(:vj+1P,$"_"'ll‘j+l)) #0 , Liyna ($jP'£i-'J;)) #0,
ce qui implique
eq.imp
b=0

qui est un systéme impossible. Conclusion : la relation (2.29) n’existe pas.

1.3.9—i1 =12=1+1.

Dans ce cas py =t + 1 et pp =14 n — 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante a p = 1.

Voyons si la relation N . s
PG = g p1Li+) 4 p pltt) (2.30)

existe.
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Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante a p=1 :
Lz P 4 pLy (o P )Y = 0,
De (2.5) et (2.8), nous savons que

. il ooy DU9HY
Li(z 1 P&y = (1) ' Tgen 7 0et
n—1

il o D)
Li(.'L'JP(_'Fll-J)) = (—1) IW 54 0.
n-1
Si nous prenons

_L(z" Plit1d+1)) _ D D)
© L(@PEMy T pEEsplay
la condition (2.31) est satisfaite, et la relation (2.30) vérifiée.

Dénotons la relation trouvée par F;.

. . (1.941) (i4+1.5)
. _ (54+1,5+1) D D,
F2 . P""(t J)(x) -— xPn_l (z) - D"z. '+11I"+i;”Dnzl' .’)

n-—

pli+a

n-1

,J')(z)

2—n=n;=n.

|
L~
I
it
I
Q
1

3 3|
Ll
33
,ll.,"l
33
EEER

| |
o L
~N bt
o

| | eo. eo.
+ |
— !

l | |

Expliquons en détail les différentes étapes représentées dans ce tableau.
Nous commencons par fixer les degrés ny = ny = n, c’est-a-dire nous cherchons toutes

les relations du type :

P'?'J) = ar™ P’gfx.i+m1) + bxmzp,gt'z.jﬂnz)

(2.31)

A partir des degrés des trois polynomes, nous avons trois possibilités pour les valeurs de
m; et m,, & savoir: une de ces valeurs est égal a 0 et P’autre est égal & —1, par exemple
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my = 0 et my; = —1 (cas 2.1); les deux valeurs sont égaux a 0, m; = m; = 0 (cas 2.2); et
les deux valeurs sont égaux a 1, my = my =1 (cas 2.3).
2.1—m1=0,m2=—1.

Comme m; = —1 et my # —1, ce cas est impossible.

2.2—m1=m2=0.
Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type
P = g PLind) 4 pplizd), (2:32)

A partir de cette relation, nous voyons que le coefficient principal de Pl est égal a
a 4+ b. Comme P{Y) est unitaire a + b= 1, ou

b=1-a.

Considérons maintenant toutes les valeurs possibles des indices #; et i;. Puisque les trois
polyndémes qui interviennent dans la relation doivent étre différents, ¢; # 13, 7 # 1 et
t2 # 1. Il reste un seul cas & étudier, a savoir: un des indices est égal & ¢ — 1 et 1'autre est
égal 3 i+ 1, par exemplei; =i —1et i =1+ 1 (cas 2.2.1).

221 —4=i—1,i,=1+1.

Dans cecas py =1+ 1 et p, =1+ n — 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes a p=tetp=1+n—1.

Voyons si la relation N o .
P'S'.J) = aP,S"l”) +(1- a)P,S"H”) (2.33)

existe.
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes a p=tetp=t+n—1 :

aLi(e P~19) + (1= a)Li(a? PLi+10) = 0
aLitnoa(27PS79) + (1 - ) Lignoa (27 PEH19) = 0

De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que
Li(zP 1)) =0,Vn>2 |, Lijny (e PFH19)) =0 ,Vn > 2,
Li(@PE*19)) £ 0 et Liyaa (27 PE19)) £ 0,

a=1
a=0"

qui est un systéme impossible. Conclusion : la relation (2.33) n’existe pas.

ce qui implique

2.3—m1=m2=1.
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Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type
P{9) = gz P9+1) 4 pg Pl2i+1), (2.34)
A partir de cette relation, nous obtenons
P9)(0) =0,

ce qui est absurde (voir (2.10)). Conclusion : les relations du type (2.34) n’existent pas.

3—ny=nyg=n+1.

nm=n=n+1l

m; =my=—1 my=my=0 m=my=1
(12,9=1,n+1)
— a0y a= 1 —
a= a('zd_ll""’l)_a('l n,-lv"+17 - a(‘ln’)"+1)_a('2|’|"+3)
0 (4] n n
b=1—a b= —a -

t1=l—121=t—'1 11=2 l1=i—lll=t—l t1=i -

t2=1 [lp=t+1ji, =141 t3=1 lla=t+41fi=1+1 —

F; — - F, - - -
Expliquons en détail les différentes étapes représentées dans ce tableau.

Nous commencons par fixer les degrés n; = n, = n+ 1, c’est-a-dire nous cherchons toutes
les relations du type :

_.P'(li,j) = az™ P'g;ijwnz) + bzmzp'sf:ij+m2)

A partir des degrés des trois polynémes, nous savons que m; = my; = —1 (cas 3.1),
my; =my = 0 (cas 3.2) ou m; = m, =1 (cas 3.3).

31— my=my;=-1.

Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type

. N S
PSP = —PRT™ + P, (23)

A partir de cette relation, écrivons P{) dans la base canonique :

P = (a4 B)a" + ...+ (aa =) 4 poffeitntt) 1

Comme P{*) est un polynome unitaire de degré n

{a+b=1

aagi;,j—l,nirl) + bag'z,j-l.n+l) =0 a
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ce qui est équivalent a

o(i23=1m+1)
a= (lg,)—l,g-l-l) (iﬁ—l,n‘ﬁ)
('x..v—ol.n-n) .
b= —a('z.:-l.n-n) Gra-imth)
0 )

Considérons maintenant tous les valeurs possibles des indices ¢, et i;. Remarquons que
1, et 1 doivent étre différents, sinon les deux polynéomes du membre droit de la relation
(2.35) seraient égaux. Il reste trois cas possibles, & savoir: un des indices est égal a ¢ — 1
et Pautre est égal & i, par exemplei; =i —1 et i3 =i (cas 3.1.1); un des indices est égal
ai—1et autre est égal & i+ 1, par exemplet; =i —1 et i, =i+ 1 (cas 3.1.2); et enfin
un des indices est égal a i et autre est égal & ¢ + 1, par exemplet; =t et 12 =1+ 1 (cas
3.1.3).

3.1.1—i1 =2—1 ’ i2=i.
Dans ce cas py = t et p, = t + n — 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées. Donc, nous avons trouvé la relation suivante :

i a _(i-1,j- b ig—
P,E 9) = ;Pr£+llJ Y + ;va-}-’l 1),

(i,j—:.n+1)
a = 89
- T- J=-1n+1) (l—l J=1n41)
(-—1,:-1 n41)
— %
b=— (C3-Tnd]) __(t=135-1,n¥1)
% )

Ecrivons les coefficients a et b comme rapports de déterminants.
En utilisant (2.15), nous pouvons écrire

’ -1,3=1
DYADYTID

a= STel=1,—1 =T Dl
DS:-:;)D&-{-! J—1) l)—(f?.J1 )D(' K2
plii—1) pi=1.3)
b —_— n+tl ntl
DS.";’JI)D('-LJ-” D(-.J—l)D(-—l.ﬁ

D’aprés ’identité de Sylvester (E.1)

DS:';QIJ-I)DS:'J) — D('- J—I)D('.J) D('-I.J)D('J 1)
et alors o
D('-J)D('—ld"l)
D .—1,,—1 D [K]
- _D(-a-l)D(-—la)
PR

Dénotons la relation trouvée par Fj.

. DL plizda-1 i—14-1 -1
Fy : Pid(e) = g (LR () - LR (@)
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312 —¢4y=1—-1,i,=1+1.

Dans ce cas p; =i+ 1 et p, = ¢t +n — 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de

biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante a p = i.
Voyons si la relation
i5) _ @ pli-1i-1) | b 5(i41,5-1
P,?'J) - ;vatl»l J )+ ; '&:i J ),

ou
JiH1I=1n41)
a= A=At _ _G-15-1,nF1)
0 (i=1.521,n41) ’
b= — gt
- (s4+19=-1,n41) (1=19~-1,n41)
ao -—ao
existe.

Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante 4 p =1 :

aL;(zj'lP,Sf,,-ll'j-l)) + bL;(zj'lP,Eitl’j_l)) = 0.

De (2.1) et (2.8), nous savons que

Lz PET ) =0,V 21 et Lz PEEY) #0,

(2.36)

(2.37)

donc la condition (2.37) est équivalente a b = 0, qui est impossible. Conclusion : la

relation (2.36) n’existe pas.
313 —i=1,i,=14+1.
Dans ce cas p; =1+ 1 et p, = ¢ + n, ce qui implique
Li+n(sz,(;i'j)) =0,
ce qui est absurde (voir (2.9)).
3.2—m1=m2=0.
Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type

P = aPd + P2

A partir de cette relation, écrivons P{¥) dans la base canonique :

P9 = (a4 b)z"t! 4 (aalitimtl) 4 paliadmt)gn 4 |

Comme P{) est un polynéme unitaire de degré n

{a+b=0

aasjlajy"*‘l) + baS:Z'jtn"'l) - 1 ?

ce qui est équivalent a

o= 1
i CEE 2 R CEE SR
b= —a

(2.38)
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Considérons maintenant tous les valeurs possibles des indices 1; et ¢;. Remarquons que
?; et 7, doivent étre différents, sinon les deux polynémes du membre droit de la relation
(2.38) seraient égaux. Il reste trois cas possibles, & savoir: un des indices est égal a ¢ — 1
et autre est égal & 7, par exemplet; =1 —1 et i3 =1 (cas 3.2.1); un des indices est égal
at—1 et Pautre est égal 4 1 4 1, par exemple; =i —1 et i3 =1+ 1 (cas 3.2.2); et enfin
un des indices est égal & ¢ et autre est égal & ¢ + 1, par exemple§; =i et i =1+ 1 (cas
3.2.3).

3.2.1—1:1:1:—1 ,i2=i.

Dans ce cas p; = ¢ et p, = { + n — 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées. Donc, nous avons trouvé la relation suivante :

P’si.j) = a(Pvgb-—ll'j) (‘d)),

1
I 3 .
as: Jm+1) _agunﬂ)

a =

Ecrivons le coeflicient a comme rapport de déterminants.
D’aprés l'identité de Sylvester (E.1) et ’égalité (2.16)

(- l)nD('-l-J)D(S.J) = a('—l,J,n+1)D("' ,J)( l)nD(w) (—1)"D,(f:ll‘j)aff‘j'"+‘)Df,‘fl),

ou (— 1)"Dn+2 ¥) représente le déterminant D,,+2 ) avec la (n + 1)—éme colonne placée en
premiere position. N
En divisant les deux membres de 1’égalité précédente par (— 1)"D("1")D,(l'_f,) , hous obtenons :

(i-1.9) n(,
2———2:__{1 (‘- nJoﬂ+l) - a('l’vn‘i’])
D' Dy

et alors (21) (i)
- 1,

= Dn‘-HJ' Dn.-l:,‘l

DS:-:; W2 ) Ds: 1.7)

Dénotons la relation trouvée par Fj.

L. pli=13) plig) i— i
Fy : Pi(2) = Soa (P (@) - Pi@)

822 —i=i—1,i,=i+1.

Dans ce cas p; =i+ 1 et p, =t + n — 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante a p = 1.
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Voyons si la relation

Pd) = g(PUSM) — pldi)y (2.39)
ou
o= 1
as:'—l,j.n+l) _ a$‘€+l.j,n+l) 4
existe.

Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante 4 p=1¢ :
a(Li(z' PE)) — Li(z" PEY) = 0. (2.40)
De (2.1) et (2.8), nous savons que
L@ PE) =0,Vn>1 et Li(z'PEHY)) # 0,

donc la condition (2.40) est équivalente & @ = 0, qui est impossible. Conclusion : la
relation (2.39) n’existe pas.

3.2.3—i1=i,i2=i+1.

Dans ce cas p; =1+ 1 et p, = ¢ + n, ce qui implique
Lign(z'P8)) =0
ce qui est absurde.

3.3—m1=m2=l.

Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type
PG = a:cP(""'H) + bzP("”“). (2.41)
A partir de cette relation, nous obtenons
PE)(0) =0

ce qui est absurde (voir (2.10)). Conclusion : les relations du type (2.41) n’existent pas.

4—n=n,n=n-1.
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1

ma -1 m1=0,mg=l
Mo = ’

b=1—-a

B
f_

1

|
[~}
Il
—

2 3|
L
Il
3
il
o
3
l
(=]
|

il=i—1 i1=i—1
ta=t—1ljta=t|to=t4+1|tg=t -1t =2t =141
- - Fy 1 - 1 - F, - __l
T =141 IR hh=t+1
ta=t—1]ta=t{ta=tF+]1|tg=¢t—1]|t=¢tl|ir=1+1

= = To - = T

e e

/]

]

——

Expliquons en détail les différentes étapes représentées dans ce tableau.
Nous commengons par fixer les degrés ny = n et n, = n — 1, c’est-a-dire nous cherchons
toutes les relations du type :

P9 = ggmi pliitmi) 4 pgma pliagtms)
A partir des degrés des trois polynomes, nous avons quatre possibilités pour les valeurs
de m,; et my, a savoir: m; = 0 et my; = —1 (cas 4.1), m; = —1 et my = 1 (cas 4.2),

my = ma = 0 (cas 4.3), et enfin m; = 0 et m; = 1 (cas 4.4).

4.1—m1=0,m2=—1.

Comme my = —1 et m; # —1, ce cas est impossible.
4.2—m1=—1 ,m2=1.
Comme m; = —1 et m, # —1, ce cas est impossible.

4.3—-m1=m2=0.

Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type
PG = Pl 4 ppi), (2.42)

A partir de cette relation, nous voyons que le coefficient principal de P{*¥) est égal 3 a.
Comme P{*) est unitaire
a=1.

Considérons maintenant tous les valeurs possibles des indices 1, et ;. Remarquons que
i1 # i, sinon P(") apparaitrait dans le deuxiéme membre de (2.42).
Représentons dans le tableau suivant toutes les valeurs possibles des indices 1, et 7,.
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i2=1—1 (cas 4.3.1)
il =t—-1 ig =1 (cas 432)
iz =1-1 (cas 434) [
ii=i+1| iy=1i (cas 4.3.5)
ig=1+1 (cas 4.3.6)

431 —4t=i—-1,t5,=1—1.
Dans cecas py =t — 1 et p; =t 4+ n — 3, ce qui implique
Li1(z’ P89 = 0
ce qui est absurde (voir (2.8)).

4.3.2—'il=i—1 ,i2=i.

Dans ce cas p; = 7 et p, = ¢t + n — 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante a p=1+n —1.

Voyons si la relation N o .
P9 = pli-14) 4 ppld) (2.43)

existe.
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante a p=t+n—-1 :

Lipn-1(z?PE=19)) 4 bLiy 1 (' PE)) = 0. (2.44)

De (2.6) et (2.9), nous savons que

oeergy _ DS
Liyn- (‘”JP'?- ’J)) D('-ld) 7 Oet
’ D i.J)
Li+n—1($.’P( .J)) D(‘ 3) #

Si nous prenons o
Liynoa(zPE-29)) DY) pl)

Lt+n-l (=’ P, 'S J)) Dg-ld)Ds:'d) !

la condition (2.44) est satisfaite, et la relation (2.43) vérifié.
Dénotons la relation trouvée par F;.

=1.9) p(i.J)

F5 . P("J)(z) P('— 'J)(Z) D"ti-ll.) Dn'—,l (’1.7)(1)
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4.3.3—i1=i—1 ,t2=1+1

Danscecasp, =t+1 et p, =i+ n—2, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes a p=tetp=i+n—1.

Voyons si la relation _ o L
P9 = pli-14) 4 ppli+1) (2.45)

existe.
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes ap=ietp=i+n—1:

{ Li( P{~19) + L« PEH ) =0
L‘.+"_1($5P'(‘t'—l.j)) + ch’+n—l (mJPf-*ild)) =0 .

De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que
Li(z'P1) =0,¥n>2 , Lina(@PE) =0,

Lz P )Y £ 0 et Lign-a (P19 £ 0,

b=0
eq.tmp ’

qui est un systeme impossible. Conclusion : la relation (2.45) n’existe pas.

ce qui implique

434 — i1 =14+1,i,=i-1.

Danscecas p, =i+ 1et p, = i+ n—3, ce qui veut dire que toutes les conditions
de biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes a p =i, p =i+ n —2 et
p=t+n-—1

Voyons si la relation

PG = pli+1d) 4 pplili) (2.46)
existe.

Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes a p = ¢, p =t +n — 2 et
p=t+n—-1:

Li(z7Pi+19)) 4 bLi(z/ Py = 0
Lisn-a(&PE+ ) 4 bLign-a(27Pyy D) = 0
Litn-s (& P*9) 4 bLiyna (e P5) = 0

De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que
Li(z'PE)=0,Vn >3 , Lipna(z’ P19y =0,¥n >3,
Liyna(z/Pi*)) =0,¥n 22 , Li(a?Pi+19)) £ 0 et
Lisn-a(='P5) £ 0,
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ce qui implique

eg.imp
b=0 |,

qui est un systéme impossible. Conclusion : la relation (2.46) n’existe pas.

435 — i =i+1,i=i.

Dans ce cas py =i+ 1 et p, = i + n — 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes 8 p=ietp=t+n-1.

Voyons si la relation
P) = pli+1d) 4 ppld) (2.47)

existe.
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes ap=tetp=t+4+n-1 :

{ Li(z? PE+19) 4 bLi(z' Py =0
Lipno (27 PEH) 4 bLigny (2P P)) =0
De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que

Liz’P8) =0 |, Lin_1(z?PW*19) =0 ,Vn > 2,

Li(&’PEH19)) 0 et Liyn-s(a?PE)) #0,

ce qui implique
eq.rmp
b=0

qui est un systéme impossible. Conclusion : la relation (2.47) n’existe pas. .

436 —iy=i+1,i3=i+1.

Dans cecas p;y =1+ 1 et p, =t 4+ n — 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante & p = 1.

Voyons si la relation o
P) = P+ 1 ppliH1a) (2.48)

existe.
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante a p =1 :

Li(z? Pi+19)) 4 bLi(2 P = 0. (2.49)
De (2.5) et (2.8), nous savons que

Dy}
DS'H J)

Li(z? Pi+3) = (=1)" #0 et
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D l
1
D(!+1.J) #

n-1

Li(z? Py = (-1t —n

Si nous prenons
L (m.ip(i+l.j)) B Dgfl)D("'HJ)

n-1

L (=P, (s+1.:)) - D$f+1‘j)D$."j)’

n-1

la condition (2.49) est satisfaite, et la relation (2.48) vérifiée.
Dénotons la relation trouvée par Fg.

pUJ) pli+1.9)

F6 : P,g"’)(a:) = P1(1‘+1‘j)(z) + ?uﬁlg{B{c‘ﬂ (’+1’J)($)

44— m=0,m; =1
Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type

PG = gPlid) 4 pg pl2i+), (2.50)

A partir de cette relation, nous voyons que le coefficient principal de PG est égal a
a + b. Comme P{") est unitaire a + b= 1, ou

=1-—a.

Considérons maintenant tous les valeurs possibles des indices ¢; et ;. Remarquons que
i1 # ¢, sinon P{"") apparaitrait dans le deuxiéme membre de (2.42).
Représentons dans le tableau suivant toutes les valeurs possibles des indices 1, et i,.

iz=1—1 (cas 4.4.1)
h=:t-1 12 =1 (cas 4.4.2)
t2 =141 (cas 4.4.3)
t2=1—1 (cas 4.4.4) |
hh=t+1 t2 =1t (cas 4.4.5)
t =1+ 1 (cas 4.4.6)

441 — 14 =1i—-1,i,=1—1.

Dans cecas py =t —1 et p, =i+ n — 3, ce qui implique
Liy(z'PfNy =0,

ce qui est absurde (voir (2.8)).

4.4.2_1:1:2.—1,2:2:1:.
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Dans ce cas p =t et p, = t + n — 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante a p=i+n — 1.
Voyons si la relation

P = P19 4 (1 - a)z P4 (2:51)
existe.
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante ap=i+4+n-1 :
aLiyn-1(zPE19) + (1 — @) Liyna (e PE)) = 0. (2.52)

De (2.6) et (2.9), nous savons que

o DU
Lipn-1 (' PE19)) = '('t; #0 (2.53)
i-1,5)
et D( +1)
i
Lijn- 1(:,,J+1P(-..1+1)) (t.:+1) #0. (2_54)

Si nous prenons

Lipn—1 (271 PE5FY))
Li+n-1 (zj+1P1£i—'j1+l)) - LH-n—l ($5Pr(z‘—1'j)) ’
la condition (2.52) est satisfaite, et la relation (2.51) vérifiée.

Ecrivons a et 1 — a comme rapports de déterminants.
De (2.53) et (2.54), écrivons

oo DESIDEIDIY
D’(;._JI-H)(DS:,JH)DS:—LJ) _ D,(:;ll”)D(""H))

n-1

et , .
Li+n—1(mJ P, ,S‘-"l“))

Lipn1 (2 PET9)) = Lipnoa (2311 PESHY)
D('-I»J)D(a—lq)D('J‘H)

l—a=

D(' 1-.7)(D("‘1J)D("J+1) D’(:-ld)DgJ'H))
D’aprés I’identité de Sylvester (E.1)

D'(:_;IIJ)D(:.JH) D(' l.J)D(I,J-I—l) D’(:,,')Dg_l'j+l)’

et alors .. .
D{+1) pli-1.9)
= pEI pi1aH)

et

D('+ 1J)D(‘l.7+1)
n
DS:,J)DS:-I:J‘H)

l-a=~—
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Dénotons la relation trouvée par Fi.

DU+ pli=13) oy DiINDLEIRY ig1)
D,,!' .JSD"?' —1.:+15Pr£ )(:l:) - Di-.:ID”(- -';.ﬁlian-l (z)

F7 : P,E'.'j)(:t)=

4.4.3—i1 =2—1 ,i2=i+1.

Dans cecaspy =t +1 et p, =t + n— 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes a p=ietp=1+n—1.

Voyons si la relation 3 o L
PEd) = gpli-14) 4 (1 — g)g pEEII+Y) (2.55)

existe.
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondante a p=ietp=t+n—1 :

{ aLi(z Pi9) + (1 - a)Li(z#*1 P4 = 0
aLi+n-1($jP.£i_l’j)) +(1—a)Liyn (-’”"HP'S’-?JH)) =0

De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que
L{z’PE))=0,Vn22 , Lipna(z P ) =0,

Lz PHID) £0 et Liyny (27 PE19) £0,

a=1
a=0"

qui est un systéme impossible. Conclusion : la relation (2.55) n’existe pas.

ce qui implique

4.4.4—21=1+1 9 22-:1—1

Dans ce cas py = 1+ 1 et p, = 1 +n — 3, ce qui veut dire que toutes les conditions
de biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes a p=t,p =t +n—2 et
p=t+n—1
Voyons si la relation N o o
P9 = aP*19) 4 (1 — a)zPEHIHY) (2.56)
existe.

Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes 4 p =4, p = i 4+ n— 2 et
p=t+n—1:

aLi(z/ PE+1)) 4 (1 - a)L’.(xj+1P'£i_—ll.5+l)) =0
aLign-2( PE) 4 (1 = @) Lignoa (e PET) = 0
aLipnr (2 P 4 (1 - @) Lignoa (a7 P ) = 0
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De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que
Lz PN =0 ,Wn >3 |, Lipnoa(a/ PE)) =0 ,¥n >3,
Lipn1(z?PCHN =0 ,Vn > 2 , Li(z?PUH9)) £0 et
Lisn-a(z"' PHY) 0,

a=10
a=1 ,

qui est un systéme impossible. Conclusion : la relation (2.56) n’existe pas.

ce qui implique

445 —iy=i+1,i,=1i.

Dans ce cas py =i+ 1 et p, = 1 + n — 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes a p=ietp=t+n—1.

Voyons si la relation N o -
PG = g PG+19) 4 (1 — g)z PUIHD (2.57)

existe.
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes a p=tetp=t+n—-1 :

{ aLi(z Pi+19)) + (1 - a) Lz PE)) = 0.
Liyn-1(z? PE*9) + (1 = ) Liynoa (27 Py = 0

De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que
Lz PEF N =0 | Lijn_1 (a7 P19))=0,Vn > 2,

Li(@ PE+9)) £ 0 et Lijnoa (e P £ 0,

a=0
a=1"

qui est un systéme impossible. Conclusion : la relation (2.57) n’existe pas.

ce qui implique

4.4.6—i1=i2=i+1.

Dans cecas py =i+ 1 et p =1+ n— 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante a p = 1.

Voyons si la relation B o o
PLd) = g PUH) 4 (1 — a)a:P,S'_ﬁl"'H) (2.58)

existe.



130 Polynémes biorthogonaux adjacents

Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante a p=1¢ :

aLi(z' Pi+4iy 4 (1 — a)L;(zj+1P,£i'§1J+l)) =0

De (2.5) et (2.8), nous savons que

pbv)

A3 pi+1,9) n_Dati
Li(z? PU+19)) = (-1) D(:+1,:)5‘°

et
DGi+1)

Li(¥ PL1+1) = (1" e # 0

Si nous prenons
Li(z#* P )
" L@ BE) (i P
la condition (2.59) est satisfaite, et la relation (2.58) vérifiée.

Ecrivons a et 1 — a comme rapports de déterminants.
De (2.60) et (2.61), écrivons

D+ plitLitl) pli+1)

D(:+1,J+1)(D('»J+1)D(*+1-J) + D('H'JH)D('.f])
n

et .
L.'(:E’P,g‘“"’))

l1—-a=

Li(IjPrEiH'j)) - L; (:rj+1Prf‘_“;1ri+1))
D("»J') Di+19) D(i+1.j+1)

n+1
D’aprés I'identité de Sylvester (E.1)

D(',J)D("H.JH) D(-,J)D('+1,J+l) fo*"")DSf""f‘),

n+l

et alors N o
DGi+1) D{+1.9)

Dg,.i)DgHJH)

a=

et (43) +1541)
Dn-fl Dn—l 7
D$f“'”D§f'j+l) .

l—a=

Dénotons la relation trouvée par Fg.

(I,J)(D('+1,J+1)D(*+1.J) + D(i+1»J)D('-J+1))

|] D 41,941 t; D 141,741

Fs . P("J)(:c) plidt1) pli+1d) P(H’ld)( ) + pliit1) p(s+1.9) P(‘+l

-.1+1)(x)

(2.59)

(2.60)

(2.61)
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§—ny=ny=n+1.

np=n, ng=n+1 "

m; =0 m=-1, mg=—1 T mp=1,my=0
m2=—1

0('2 J—-1n+l) 1
— — a -
%'1 J=1n41 as:l.iv-fﬁ)_agz Jnt1)

-— a=

b:l = -—a

e —

- i1=i—l i1=i'—1
- i2=i—1 ig=i ig=i+1 i2=i—1 iz=i t2=l+1"

- L
= T o

- ta=t—1|tp=t{to=141|ta=0t—-1]t2=3|ta=0+1

= Fy Fy - Fj__l_- Fi, = |

- 11=t+1 t1=t+1

- ta=t—1liy=tltg=t4+1jta=t—1|t3=t|t3=2t+1

I

-— —— — -— — a—— —

— —
— — —

Expliquons en détail les différentes étapes représentées dans ce tableau.
Nous commengons par fixer les degrés n; = n et ny = n 4 1, c’est-a-dire nous cherchons
toutes les relations du type :

P9 = gg™ P'Si: Jtmi) o b_,cmzp'gfiﬂmz)

A partir des degrés des trois polynémes, nous avons trois possibilités pour les valeurs de
m, et my, a savoir: m; = 0 et my = —1 (cas 5.1), m; = mp = —1 (cas 5.2), et m; =1 et
my = 0 (cas 5.3).

5.l—m1=0,m2=—1.

Comme m; = —1 et my # —1, ce cas est impossible.

52— m;=mg= -1
Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type

b}ﬁii‘”. (2.62)

PG = Zplisd-1) 4 2
z z

A partir de cette relation, écrivons P{*) dans la base canonique :
P = bz™ + ... + (aaf ™ 4 bczf,’l""'l'"’"l))l
z

Comme P9 est un polynéme unitaire de degré n

b=1
{ aag';.j—l,n) + ba(()ig,j—l,n+l) =0 ’
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ce qui est équivalent &
a(iz»j“v“+’)
a=-— ain;.)-—l.ni
0
b=1

Représentons dans le tableau suivant toutes les valeurs possibles des indices ¢, et i,.

iz =t—1 (cas 521)
=i-1| iy=1i (cas 52.2)
iy =i+1 (cas 5.2.3)
iz =1—1 (cas 5.2.4)
i] =1 iz =t (C&S 5.2.5) .
t2=1—1 (cas 5.2.7)
t1=t+1 12 =1 (cas 5.2.8)
ip=i+1 (cas 5.2.9)

521 — i =i—1,i3=i—1.

Danscecasp =t~ 1 et p, =14 n —2, ce qui implique

Lioy(z'P8) =0,
ce qui est absurde (voir (2.8)).

5.2.2_i1 =l—1 ,i2=i.

Dans ce cas py = t et p, = i + n — 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante a p=1+n — 1.
Voyons si la relation la relation :

. a ;4. 1 (- ’
PG = ;p’St—l-J—l) + - 'E_;-’l 1) (2.63)
ou N
ag,;—l,n+1)
= —ag'-l,j—l.n)’
existe.
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante 4 p=i+n—1 :

aLignoa (2P0 4 Lo (2 PSS = 0, (2.64)
De (2.1) et (2.9), nous savons que
Ligna(zPETY) =0 et Liyna (2 PEH0) £ 0,

donc la condition (2.64) est équivalente a @ = 0, qui est impossible. Conclusion : la
relation (2.63) n’existe pas.
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528 —i; =i—1,i;=5+1.

Dans cecas py =i+ 1 et p, =i+ n — 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes a p=tetp=i+n—1.
Voyons si la relation

PG = S PU-14-1) 4 % PUAL-1) (2.65)
ou
agt'+l,j—l,n+l)
existe.

Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes a p=1tet p =i+n—1:

aLi(zi-1PGE-19-1) 4 Ly(zi 1P ) = 0
aLiyn-1 (27 PE11) 4 Liyny (2P, ’Sfll'j_l)) =0

De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que
Lz P10y =0, Vn>2 , Liyna(e ' PE N =0,¥n>2,

L@ PET) £ 0 et Lignoa (277 1PE17)) 0,
ce qui implique

b

eq.imp.
a=0

qui est un systéme impossible. Conclusion : la relation (2.65) n’existe pas.

5.2.4—i1=i,i2=i—1.

Dans ce cas p; = t et p, = i + n — 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées. Donc, nous avons trouvé la relation suivante :

i a i 1 ie1—
PG = ;P’s J-1) 4 ;p'sﬂld 1),

. a((;'-l,j—l,n+1)
ag.:—l,n)
En utilisant (2.15), écrivons le coefficient a comme rapport de déterminants.
_ Do 'Dgay
¢ = pET pGa”
D n+l D n’

Dénotons la relation trouvée par Fs.
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D("‘l J)D(l.)

Fo: PEi(z) = LR (g) 4 )1 plii-1)(z)

D l-l.;—l |,1 T

525 —1y=1,1=1.
Dans ce cas p; = t et pp = t + n — 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées. Donc, nous avons trouvé la relation suivante :
o s Qi 1. (i1
P,Ei-J) - ;p'sm 14 ;P'E:Jl )’
ou e
ag.J—l,n-H)
@=" G
)
En utilisant (2.15), écrivons le coefficient a comme rapport de déterminants.
_ DDy
D& i’

Dénotons la relation trouvée par Fjo.

2 (4,5) p(i.9=1
Fio : P§9(a) = LPYT(e) + P

:,_,—1
Dn-H

zP(':J 1)(1)

526 —4y=t,1=1+1.

Dans ce cas py =1+ 1 et p, = ¢ + n— 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante a p = 1.
Voyons si la relation

" N 1 ier i
P('l.’) ot .gP('vJ_l) _P(‘+1|.7 l) 2.
n T n + T n+1 ( 66)
ou o
_ agc+1,1—l,n+l)
== NN
existe.
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante a p=1 :
aLi(z" P&i-0) 4 Li(z" P& Y) = 0. (2.67)

De (2.1) et (2.8), nous savons que
Lz P90y =0 et Li(z* P& )40,
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donc la condition (2.67) est impossible. Conclusion : la relation (2.66) n’existe pas.

5.2.7—i1=i+1 ,i2=i—1.

Dans ce cas py =t + 1 et p, = t + n — 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante & p = 1.
Voyons si la relation

PG = & plists-n % PUs1-D) (2.68)
ou o
B a(()t—l.J-l,n-H)
a=- ag'+l,j-l,n) )
existe.
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante & p =1 :
aLi(z¥" PO+ 4 (/1 PE ) = 0, (2.69)

De (2.1) et (2.8), nous savons que
L;(mj'lP,fi'll’j_l)) =0,Vn>1 et Li(zPlt1-1) L0,

donc la condition (2.69) est équivalente & a = 0, qui est impossible. Conclusion : la
relation (2.68) n’existe pas.

5.2.8-—i1 =i+1 Py ig=i.
Dans ce cas py =1+ 1 et p; = ¢ + n, ce qui implique
Lisn(z'P)) = 0,
ce qui est absurde (voir (2.9)).
5.2.9—-i] =l+1 Py 22=t+1
Dans ce cas p; =i+ 1 et p; = ¢t + n, ce qui implique
Lisn(z'P) =0,
ce qui est absurde (voir (2.9)).
53— my=1,m;=0.
Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type
PG = gz P+ 4 pplizd), (2.70)
A partir de cette relation, écrivons P{"}) dans la base canonique :

P'(:"j) — (a + b)$n+1 + (aagi‘{+l'n) + bag2,j,n+1))1;" +...
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Comme P{"J) est un polynéme unitaire de degré n

{a+b=0

aas:i'lj*.l'n) + ba,(:."j’"*'l) = 1 ’

ce qui est équivalent a

n—1

= —a

a= 1
= a1 .:+1.n)_°$:2,:.n+1)

Représentons dans le tableau suivant toutes les valeurs possibles des indices t; et 1,.

t2=1—1 (cas 5.3.1)
t; =1+ 1 (cas 5.3.3)
i7=1—1 (cas 5.3.4)
il =1 i2 =1 (cas 535) 5
i, =1+ 1 (cas 5.3.6)
i2=1—1 (cas 5.3.7)
h=i+1 iy =1 (cas 5.3.8)
t2=1+1 (cas 5.3.9)

531 — 1 =t-1,i;,=1-1.
Danscecaspy =it —1et p, =t+n —2, ce qui implique
Liy(z’PE)y =0,
ce qui est absurde (voir (2.8)).

532 — 1y =1—-1,i3=1.

Dans ce cas py = t et p, = i + n — 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante a p=t+n —1.
Voyons si la relation

PU) = g(z PE-1+1) _ pld)) (2.71)
ou _ )
a= QO 1M _ G
existe.
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante ap=t+4+n—1 :
a(L.-+,,_1 (:L‘j+1P,£'.—l’j+l)) - L,‘+n-1($jp,siﬂ))) = 0. (272)

De (2.1) et (2.9), nous savons que
Liyna(zPE)=0,Vn>1 et Ly (a P PEW9 ) 20,
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donc la condition (2.72) est équivalente & a = 0, qui est impossible. Conclusion : la
relation (2.71) n’existe pas.

5.3.3—t1=i-1,t2=t+1

Dans ce cas p; =t +1 et p, =1+ n — 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes a p=ietp=t+n—1.
Voyons si la relation

PG) = g(gPi-14+1) — plitli)y (2.73)
ou 1
- a,(:':ll.j+l,n) _ a$:'+1.j,n+l) ’
existe.

Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes ap=ietp=i+n—1 :
a(Li(z* PE=1340) — L2 PEE)) = 0
{ a(Ligna (2 PE1D) — Lo o (2P P )) =0
De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que
Lz P14y =0 Vn>2 |, Lina(@PE) =0,vn> 2,

L,-(sz,ﬁ,"'ll’j)) #0 et Lipna(z7PE1)) £ 0,
ce qui implique que le systéme précédent est équivalent a I’équation a = 0, qui est impos-
sible. Conclusion : la relation (2.73) n’existe pas.
5.3.4“1‘1 =i ,izzi—lc
Dans ce cas p; = i et p = i + n — 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de

biorthogonalité sont vérifiées. Donc, nous avons trouvé la relation suivante :

P{9) = a(@ PG+ — PEG),

1

=4 ’.’ +1 1 .,ﬂ+1 .
‘15.—11 ’")—as: Jim+1)

a

Ecrivons le coefficient a comme rapport de déterminants.
De (2.16), nous pouvons écrire :

a = (DYDY

i—=1 ... t+n—-2 t1+n-1 (.g+1)_
K( i ”.j+n—1j+n+1)D"
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J <o jJAn—=1 j4+n+1 ntl

D’aprés I'identité de Schweins (E.17) le dénominateur du membre droit de I’égalité précé-
dente est égal a

_(i ee. t4+n=—-2 i+n-—1) DLz,

Ds:;ll J+1)D$:'.J') ,

et alors i-14)
. -

= Di0D.y,

D71+ piv)

Dénotons la relation trouvée par Fy;.

.. (4.541) n(i—1.5)
Fy @ Pid(z) = Bt (e PO (2) — P (2))
n+1 n

5.3.5 —i;=1i,ip=i.

Dans ce cas p, = i et p, = t + n — 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées. Donc, nous avons trouvé la relation suivante :

P9 = a(a P — PY),

1
(“,J'+1,ﬂ) - agljv""'l) '

n-1

a=
a

Ecrivons le coeflicient a ‘comme rapport de déterminants.
De (2.16), nous pouvons écrire :

a= (DY D)/

t ... t+n—-1 i4n (5.5+1) _
/((] e J4Nn-1 j+n+1)D"
_ t ... t4+n—-2 14+n-1 (.._,))
j+1 ... j4n-1 j4+n+1 Dnis

D’apres I'identité de Schweins (E.15) le dénominateur du membre droit de 1’égalité précé-

dente est égal a 1) i s
D’(:.f:' )D,(:’J),

et alors ..
DS:',J'-H) D("’)
- D,(:_fl“)D("’) :

Dénotons la relation trouvée par Fi,.
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DS.‘"*’)DS."":) (:!:P,Si'jﬂ)(z) - P,Sf,'_‘;)(x))

1,941 (K]
Dn+1 D,

Fn . P,{‘J)(z)=

5.8.6 — iy =i,i=i+1.

Dans cecas p; =t+1 et p, =14 n — 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante a p = 1.
Voyons si la relation

PU) = a(z P+t — PEE)) (2.74)
ou )
@= afff{“'") — glH1amt1)’
existe.

Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante a p =1 :
a(Li(z* PE+)) — Lz PEE))) = 0. (2.75)
De (2.1) et (2.8), nous savons que
Lz PGy =0 et Li(z'PE) 40,

donc la condition (2.75) est équivalente & @ = 0, qui est impossible. Conclusion : la
relation (2.74) n’existe pas.

537 — iy =i+1,ip=i-1

Dans ce cas p = t+ 1 et p, =1+ n — 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante a p = 1.
Voyons si la relation

P,E"j) =a(z P'se+1,j+1) _ P'Si-]l,j)), (2.76)
ol .
4= QT _ L)’
existe.

Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante a p=1 :
a(Li(z"H PEH1iY) - Li(z7 PET))) = . (2.77)
De (2.1) et (2.8), nous savons que

Li(ePE)=0,¥n 21 et Li(z/ PiH+0) £
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donc la condition (2.77) est équivalente a @ = 0, qui est impossible. Conclusion : la
relation (2.76) n’existe pas.
538 — i =i+1,i,=1.
Dans ce cas p, =1+ 1 et p, = ¢ + n, ce qui implique
Lin(z' P8 =0,
ce qui est absurde (voir (2.9)).
539 —iyj=i+1,i3=i+1.
Dans ce cas p; =t + 1 et p, = ¢ + n, ce qui implique
Lian(@ ) = 0,

ce qui est absurde (voir (2.9)).

6—ny=n-1,n,=n+41.

i ni=n-1, np=n+1l __]]

my=0| m=1 my=-—1,my=~1
me=-1|m;=-1
RCTRETY)
- - a= _aoil-J-l:"—l
b=
—_ —_— i1=l—1
- - tg=t—1|tg=2t}ta =141
— —_ i1=l
- - ta=t—1{tp=t)lta=24+1
-_— - i1—i+1
— - ta=t—1|ia=t|ta=¢41

Expliquons en détail les différentes étapes représentées dans ce tableau.
Nous commencons par fixer les degrés n; = n—1 et n; = n+1, c’est-a-dire nous cherchons
. toutes les relations du type :

P9 = gzmi PHagt™s) 4 pgme pliaitma),
A partir des degrés des trois polynomes, nous avons trois possibilités pour les valeurs

de m; et m,, a savoir: m; = 0 et my = —1 (cas 6.1), m; = 1 et my = —1 (cas 6.2), et
my=m3= -1 (cas 63)
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Comme m; = —1 et m; # —1, ce cas est impossible.
6.2-—-—m]=1 ,m2=—1.

Comme m; = —1 et m; # —1, ce cas est impossible.
63—m=-1,my=-1.

Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type

. s b e
PG = EP,S-'i’ V- lag=1), (2.78)
A partir de cette relation, écrivons P{) dans la base canonique :

P8 = bz™ 4 ... + (gl 4 baf)"’j-l‘"+l)%.

Comme P{") est un polynoéme unitaire de degré n

b=1
{ aa(()i,,j-l.n—l) + bac(;'z.i-l'ﬂ‘i‘l) =0 '

qui est équivalent au systéeme

a("?ti"v""”)
@ = =5
0
b=1

Représentons dans le tableau suivant toutes les valeurs possibles des indices 1, et ;.

i7=1—1 (cas 6.3.1)
fi=i—1| i;=1i (cas 6.3.2)
i =i+ 1 (cas 6.3.3)
72=1—1 (cas 6.3.4)
iy =i iy = i (cas 6.3.5) |
i =i+ 1 (cas 6.3.6)
i2=1—1 (cas 6.3.7)
ii=i+1| iy=1i (cas 6.3.8)
i =1+1 (cas 6.3.9)

631 —i=i—1,ip=i—1.

Dans cecas p; =t —1 et p, =i + n — 3, ce qui implique

Lioy(z' Py =0,
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ce qui est absurde (voir (2.8)).

6.3.2—i1=i—1 ,i2=i.

Dans ce cas p = 1 et po = i + n — 3, ce que veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes ap=it+n—-2etp=t+n—1.
Voyons si la relation

. o 1 i
P,S"J) = g—P,S'_ll’J N4 ;P,g’.’l 1), (2.79)
oll (ig=1m+1)
iJ-1,n
a= __‘irﬁ____
ag‘—l"’—l’“—l)
existe.

Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantesa p = t+n—2et p=i14n—1 :

{ aLin-a(@ PE ) 4 Lignoo(@ PGV = 0
aL;.,.,,_l(zj'lP,g'_—ll”—l)) + Liyn-1 (-’Cj-lpv(.;'-’l—l)) =0

De (2.1) et (2.9), nous savons que
Lc’+n—2(zj—lpn(f£—l)) =0 ’Vn Z 2 ’ Li+n—1 (zj-IP’Si{-l) =0 ,Vn ..>. let

Lipn—a(z' 1 PESHY £ 0,

donc le systéme précédent se réduit a I’équation a = 0, qui est impossible. Conclusion :
la relation (2.79) n’existe pas.

633 —t1=1-1,1,=1t4+1.

Dans cecas py =1+ 1 et p, = i + n — 3, ce que veut dire que toutes les conditions
de biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes a p = ¢, p =i+ n —2 et
p=t+n-—1.

Voyons si la relation )

P = % P,f‘_'l""“) + - P'S:flx.j-l)’ (2.80)

(i41.5-1,n+1)
Qg

a=.——-_—-‘——_
-1,j-1,n-1)?
a((,' J=1n-1)

existe.
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes a p =i, p=t+n —2 et

p=t+n—1:
aLi(zi-! PS04 Lo PGy =

GL,'+,._2 (3’:_1 P,(".._]la—l)) + Li+n—2(zj:-lpvs;—+ll”i-l)) =0 .
aLigna (& P50 + Ligna (257 PE) = 0
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De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que
Lz PEM "N =0,¥n >3 , Lipno(a' ' PEYT D) =0,Vn > 3,
L,-+,,_1(:c"’P(’+1"“l)) =0,Yn>2 , L.(Ij-lpii-&-ll,j-l)) #0 et
Lign-2(z? PEH) £ 0,
donc le systéeme précédent est équivalent au systéme

eq.imp.
a=0 |,

qui est impossible. Conclusion : la relation (2.80) n’existe pas.

6.3.4— i =i,ip=i—1

Dans ce cas p; = ¢ et p, = ¢ + n — 2, ce que veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante a p=1¢ 4+ n — 1.
Voyons si la relation

.. a iie 1 il
P = 2P + S REHTY, (2.81)
ou o
. a‘()t—l,J-l,'n+l)
ag',j—l,n—l) ’
existe.
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante ap=t+n—-1 :
@Lipna (@ PET) 4 Lijooa (271 PE ) = 0, (2.82)

De (2.1) et (2.9), nous savons que
L,’+n_1 (mj—IP,Si-ll'j_l)) =0 et L.’+n_] (.'Ej_lP,SE{l—l)) # 0,

donc la condition (2.82) est équivalente a I’équation a = 0, qui est impossible. Conclusion :
la relation (2.81) n’existe pas.

6.3.5 — i] = ig = 1

Dans ce cas p; = 1 et p, = 1 + n — 2, ce que veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante a p=1+n —1.
Voyons si la relation

.. $, 3= 1 t,9—
PG = 2ptiae 4 Lo, (283)

ag'vj—l vn+1)

a=———r———
ag.J-l,n—l)’
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existe.
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondanteap=¢t+n-1 :

aLitn-1 (2 PETY) 4 Lipmoa (277, .fl“’f”) = (2.84)
De (2.1) et (2.9), nous savons que
Lins (@ PN =0,Vn>1 et Lina(a P 20,

donc la condition (2.84) est équivalente & ’équation a = 0, qui est impossible. Conclusion :
la relation (2.83) n’existe pas.

6.3.6 —i; =t,1,=1t+1.

Dans cecas py =1+ 1 et p; =1+ n — 2, ce que veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantesap=tetp=t+n—1.
Voyons si la relation

P = P(w-l) += P(t+1u—1) (2.85)
on ag+1,j-1,n+1)
a= "'a_g.j"-T.nTl)"’
existe.

Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes a p=t,et p=t+n—-1 :

aLi(z3 ' PY) + L PR ) =0
aLipn_1(z1P, 75'-’11-1)) + Lign-1(z P, 75'311"_1)) =0

De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que
Lz Py =0 |, Lignos (&P ) =0 ,vn > 2,
L@ P ™) #0 et Lipaa (a7 PETY) #£0,
donc le systéme précédent est équivalent au systeme

€g.tmp.
a=0 °

qui est impossible. Conclusion : la relation (2.85) n’existe pas.

6.3.7—i1=i+1 ’ 12=l—1
Danscecas py =i+ 1 et p, =t + n —1, ce que veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante a p = 1.

Voyons si la relation )
PG = _g PUHLY = plzti-D), (2.86)
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ou
a((;'—l J=1,n41)
@ = = Hg-1a)
ap
existe.

Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante 4 p=1 :
aLi(z3 P 4 Ly PG ) = . (287)
De (2.1) et (2.8), nous savons que
Lz PEM ™)y =0,Vn 21 et Lz P V) 20,

donc la condition (2.87) est équivalente & ’équation a = 0, qui est impossible. Conclusion :
la relation (2.86) n’existe pas.

6.3.8—i1=i+1 ,i2=i.

Dans cecas p; =1+ 1 et p, =14+ n -1, ce que veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante a p = 2.
Voyons si la relation

P = Epitsm 4 Lpegon, (259)
ou .
i a’((;,J—.l,n-H)
ag+l,,1-1,n-1)’
existe.

Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante a p=1 :
aLi(z P 4 Lz PG = 0. (2.89)
De (2.1) et (2.8), nous savons que |
Lie P& ) =0 et Li(z-1PEH) £ g,

donc la condition (2.89) est équivalente a I’équation a = 0, qui est impossible. Conclusion :
la relation (2.88) n’existe pas.

639 —i=t4+1,6=0+41.

Dans ce cas py =t + 1 et p, =1+ n— 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante & p = 1.
Voyons si la relation

.. H y - 1 I ) —
P = PURH 4 PR, (2.90)
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ou
g{i+1=1n+1)
= T o-n-1)’ (2.91)
ao
existe. |
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante ap=1 :
aLi(z* ' PV 4 Lo PG Yy = 0. (2.92)
De (2.5) et (2.8), nous savons que
. .+l i1 _ _Dﬂ IJ—l
Lz P ) = (-1 Doz 7 0.
o (53-1)
L pliv-
- t+1,9~-1 n
L;(z’ 1P7$+1 ? )) = (_l)ﬂJrl D(wﬁ—l) # 0.
De (2.91) et (2.15), nous écrivons
_pfgopgets
DD
Alors, la condition de biorthogonalité (2.92) s’écrit de la fagon suivante
D,(:j 1)D(-+1.:) D'(:Illd)Dg,j-l) _
+1,5-1) y(i+15 =
Dy VD
qui est équivalent a N o o
DEEPDIEY - DD =, @9

puisque . o
DER DA 0.
Voyons que 3{L;},_q ;. ., €t 3io,jo,n0 > 0, tels que (2.93) ne se vérifie pas, et par con-
séquent la condition de biorthogonalité (2.92) non plus.
Définissons Li(z’) = 1/(i +j+1) ,4,7=0,1,... et choisissons 5 = 0, jo = 1 et ny = 1.
Nous pouvons vérifier en utilisant par exemple Mathematica[13], que

DPODED — pNpd — _/970 # 0.

Pour que ce contre exemple soit valable, nous vérifions aussi ’hypothése (2.4) pour les
indices ¢, j et n correspondants, c’est-a-dire nous vérifions que

DU £0,n=1,2,3,i,=0,...,3—n.

Conclusion: la condition de biorthogonalité (2.92) peut ne pas étre vérifiée, donc dans
le cas général nous ne pouvons pas affirmer que la relation (2.90) existe.
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Nous finissons ici cette longue étude.

Remarquons que les polynémes qui apparaissent dans les deuxiémes membres des 12
relations que nous avons trouvées, sont adjacents consécutifs & P{*4) selon les premiére et
deuxiéme dispositions des polynémes biorthogonaux dans ’espace. Donc, si au début de
cette étude nous avions opté pour la premiére disposition, nous aurions obtenu toutes ces
relations. La question que nous nous posons maintenant est de savoir si nous n’aurions
pas trouvé d’autres relations. Pour répondre & cette question rappelons que P( AR
P,Sf;’l'z), l =1¢-1,i,¢ + 1 sont les seuls polyndmes adjacents consécutifs a P,E"’) selon
la premiére disposition, qui ne sont pas adjacents consécutifs & P{) par rapport a la
deuxiéme disposition. Voyons s’il existe des relations de récurrence oii P{*) est calculé a
partir d’un ou deux de ces polynémes.

Plus précisement, voyons si les relations suivantes existent

1 — P{)(z) = az™ Pdtm)(z) + bz? P2+ ()
2 — P{)(z) = az? P2*)(z) + ba? P (2)
3~ P{)(z) = az™ P{dtm)(z) + L PI ™ (2)
4~ PE(z) = 5P (2) + P (2)

5 — P("J)(x) = a:z:zP(""“)(z) + ('2,1-2)($),

ou m; ne peut prendre que les valeurs -1, 0 ou 1; n; ne peut prendre que les valeurs
n—1,noun+1;et enfin 1, et ¢; ne peuvent prendre que les valeurst — 1, 2 ou ¢t + 1.

Les facteurs des polynémes P, _”+2) et P(l" -2 , | = 13,1, ont été choisis de telle sorte que
leurs conditions de biorthogonalité pulssent etre appliquées.

Commencons a faire cette étude.

1 — Pd)(z) = az™ P{rd+m)(z) 4 bz2 P+ (z)

Comme la deuxiéme partie du second membre de cette relation est un polynéme de degré
n+1, alors m; +n; = n+ 1. Il y a deux possiblités pour les valeurs de m, et n;, a savoir:
my=1letn; =ncas l.1);et my=0et n; =n+1 (cas 1.2).

1l.1—m;=1,n=n.

" Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type
P(‘J) — azP(‘l-J"’l) + bzzp('2d+2). (2.94)
A partir de cette relation, nous obtenons
PE0) =0

ce qui est absurde (voir 2.10). Conclusion : les relations du type (2.94) n’existent pas.
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1.2—m1=0,n1=n+1.

Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type
PG = g P 4 bg?pli*), | (2.95)
A partir de cette relation, écrivons P{*Y) dans la base canonique :
P9 = (a4 b)z™*! + (aal9mt) 4 balng*t2m=tygn 4 .
Comme P{) est un polynéme unitaire de degré n

a+b=0
aas:'l.im+1) + bas:'i.éi+2,n—l) =0

ce qui est équivalent a

a= 1
07,.'"”"“)—0("'3‘2’“'"'1)
b= —a

Représentons dans le tableau suivant toutes les valeurs possibles des indices 1, et 1;.

i =1—1 (cas 1.2.1)
h=1—1 12 =1 (cas 1.2.2)
=141 (cas 1.2.3)
f,=1—1 (cas 1.2.4)
=1 t3=1 (cas 1.2.5) |
iy=i+1 (cas 1.2.6)
ig=1t—1 (cas 1.2.7)
t1=1+1 12 =1 (cas 1.2.8)
i =1+ 1 (cas 1.2.9)

1.2.1—2.1-:1‘2:1.—1.

Dans ce cas py =t — 1 et p, = t + n — 3, ce qui implique
Li (sz,S"j)) =0,
ce qui est absurde (voir (2.8)).

122 — iy =i—1,i=1i.

Dans ce cas p; = ¢t et p = ¢ + n — 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante a p=1+4+n - 1.

Voyons si la relation . o .
PU) = o(PUS1) _ g2plit)y (2.96)
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1

= —1gm+1 ri+2n-1
G 1am ) _ Gtn)

a

existe.
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante a p=t+4+n—1 :

&(Lisn-1 (27 PE) = Liynoa (277 PESD)) = 0, (2.97)
De (2.1) et (2.9), nous savons que
Lisna(#PE) =0 et Liynaa (27 2PEH) 0,

donc la condition (2.97) est équivalente & @ = 0, qui est impossible. Conclusion : la
relation (2.96) n’existe pas.

1.2.3—i1=i—1 ,i2=i+1.

Dans cecas p; =t + 1 et p, =t +n—1, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante & p = 1.
Voyons si la relation

P{) = a(PEGH) — 2 P, (2.98)
ou
_ 1
a= G ATz AT)
existe.
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante a p=1¢ :
ao(Li(z PSS = Li(2+? PEy) = . (2.99)

De (2.1) et (2.8), nous savons que
L,-(m"P,Si,'ll‘j)) =0,Vn>1 et L‘.(z:‘+2P'Ei_+11J+2)) 0,

donc la condition (2.99) est équivalente a ¢ = 0, qui est impossible. Conclusion : la
relation (2.98) n’existe pas.

l¢2o4—i1=i ,i2=i—1-
Dans ce cas p; = i et p, = ¢ + n — 3, ce qui veut dire que toutes les conditions de

biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes a p=t+n—-2etp=t+n—1.

Voyons si la relation N . .
P9 = a(P) — 2 P5VHY), (2.100)

1
as:.J,rH-l) _ a'(’:_—21.1+2.n-1)

a
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existe.
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes 4 p = i+n—2et p = i4+n—-1 :

{ a(Lisn-2(z7 P "*”) Linoa(z7+2PE1949)) = ¢
0(Lignor (27 PC "’) Linoa (@942 PE99)) = 0

De (2.1) et (2.9), nous savons que
Lin2( P8 =0,Vn>2 |, Lijna(aPE)=0,vn>1 et

Litn—2 ($:+2P('-1d+2)) £0,

{a=0

qui est un systeme impossible, parce que a doit étre non nul. Conclusion : la relation
{2.100) n’existe pas.

ce qui implique

1.2.5 — i] = 2.2 =1i.

Dans ce cas p; = ¢t et p, = 1+ n — 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante a p=1+n — 1.
Voyons si la relation

P = a(Pi) - 2 P, (2.101)
ou 1
a= a,(f'j'"“) ’(::1;-2,71—1)
existe.

Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante ap=t4+n—-1 :
a(Ligna (T PES)) = Lipnoa (27 PED)) = 00, (2.102)
De (2.1) et (2.9), nous savons que
L;+;,_1 (PN =0,Vn>1 et Lipna(z? P& 20,

donc la condition (2.102) est équivalente a @ = 0, qui est impossible. Conclusion : la
relation (2.101) n’existe pas.

126 — iy =i, =i+1.

Danscecasp; =1+ 1 et p, =1 + n — 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante a p = 1.

Voyons si la relation N y L
P9 = a(P) - 2 P, (2.103)
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1

= $,5n+1 i+1,9+2,n—-1
o) _ AT

a

existe.
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante a p=1 :

a(L.-(a:"P,Sf;’;)) - L‘(mj+2p'si_+i1.j+2))) = 0. (2.104)
De (2.1) et (2.8), nous savons que
Li(’PE)) =0 et Li(z™*?PE*)) 0,

donc la condition (2.104) est équivalente & @ = 0, qui est impossible. Conclusion : la
relation (2.103) n’existe pas.

1.2.7'—11=2+1 ,1:2:1:—1.

Dans cecas p; = i+ 1 et p, = i+ n — 3, ce qui veut dire que toutes les conditions
de biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes a p = ¢, p=t+n — 2 et
p=t+n-—1.

Voyons si la relation

P'Es‘,j) = a(P,E:':il,J') - $2P,(,i—11’j+2)), (2.105)
o\
. B 1
¢ I _ -1+ 2m=)
existe.

Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes & p = i, p = i + n — 2 et
p=t+n-1_:

a(Li(@ PEH) = L@ ** PS4 )) = 0
a(Lipn-2(2 P ) = Ligna (22 P
Li+n—1($jP,S'++11'J)) _ L£+n—l (mj+2p'£l_—ll,1+2)))

0 .
0

a
De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que
Li(z™*? P = 0 ,Vn >3 |, Liyna(z'PE) =0,Vn >3,
Lipna (PG =0,¥n>2 , Li(«?PER)) #£0 et

Lipn—o(z"?PE ) 20,

ce qui implique que le systéme précédent est équivalent a 1’équation a = 0, qui est impos-
sible. Conclusion : la relation (2.105) n’existe pas.

1.2.8—51=2’+1 ,i2=i.
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Danscecas py =1+ 1 et p, =t +n — 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes a p=tetp=t1+n-1.
Voyons si la relation

P9 = o(PERM) _ g2 pata)y, (2.106)
ou
a= T ] l —
QL) _ as:-::;&,n-l)
existe.

Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes ap=tetp=i+n—1 :
{ a(Li(a? i) = Lz *?PL™)) = 0
a(Lign-1(2 PEE) = Lignoa (242 PE ) = 0
De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que
Lz PN =0 |, Lijnoy (PSR ) =0 ,Vn > 2,

L@ PEE ) #0 et Ligna(a7?PE) £ 0,
ce qui implique que le systéeme précédent est équivalent a ’équation a = 0, qui est imm-
possible. Conclusion : la relation (2.106) n’existe pas.
129 —i =1, =14+ 1.

Danscecasp; =t+1et pp =1t+n-—1, ce qui veut dire que toutes les conditions de
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante & p = 1.
Voyons si la relation

D — a8 — 2P, 2107
ou
@ = HigmtD) - (+1,5+2,n-1) (2.108)
an "' —a, """
existe.

Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante ap =1 :

a(Li(z’ PEH) — Li(z™* 2 PER)) = 0. (2.109)
De (2.5) et (2.8), nous savons que

Li(= Pi™?) = (-1 DU DR # 0

et
L;(z5+7p'5‘_*”l"j+2)) — (_l)n—l Dg,j+2)/D'(‘i‘-_+ll.j+2) # 0.
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De (2.108) et (2.16), nous écrivons
e DEH DiA ) .
t+1,..., i+n,t+n+1 pli+15+2) D("H"’) t+1,...,t+n-2,14n-1
J ,]+n—1,]+n+1 n-1 J+2,..,i+n-1,ij4+n+1

Alors, la condition de biorthogonalité (2.109) s’écrit de la fagon suivante

DEADIR D — DRI D)
t+1,..., t4+n,i+n+1 pU+1a+2)_py(i+14) t+1,...,t+n-2,i4+n-1
J ,J+n—1,1+n+1 n-1 o\ +2,..,0+n-1,j+n+1

=0.

Voyons que 3{L;};_o, ., et Jio,jo,n0 > 0 tels que cette condition ne se vérifie pas.
Définissons Li(z’) = 1/(i+j+1) ,i,7 =0,1,... et choisissons ip = 0, jo = 0 et ng = 4.
Nous pouvons vérifier en utilisant par exemple Mathematica[13], que

Déovo)D(lvz) — D(I.O)D(Oﬂ)
12345 (12)D(1o)123
012335 2 35
Pour que ce contre exemple soit valable, nous vérifions aussi ’hypothése (2.4) pour les
indices 7, j et n correspondants, c’est-a-dire, nous vérifions que

= 1/4480 # 0.

D@ £, n=1,...,6,i,j=0,...,n—6.

Conclusion: la condition de biorthogonalité (2.109) peut ne pas étre vérifiée, donc dans
le cas général nous ne pouvons pas affirmer que la relation (2.107) existe.

Nous concluons que le groupe de relations numeéro 1 est vide.
2 — P{9)(z) = az? P () + b22 P24 (2)
A partir de cette relation, nous obtenons
P,S"j)(O) =0
ce qui est absurde (voir (2.10)). Conclusion : ce groupe de relations est vide.
8 — P{¥)(z) = az™ P{19+m)(z) + & P79 ()
Multiplions les deux membres de cette relation par z?:
2P("’)(x) — azm1+2p(u.1+m1)(z) +bP (12..1-2)( )

Comme m; peut prendre que les valeurs -1, 0 et 1, alors m; 4+ 2 > 1, et de la derniére

relation nous obtenons

P30 =
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ce qui est absurde (voir (2.10)). Conclusion :ce groupe de relations est vide.

4 — P{2) = 5Py ) + SR ()
A partir de cette relatlon, écrivons P{*¥) dans la base canonique :

P = (a+ b)z"! +... 4 (aalr9-2"H) 4 ba§‘=~"""‘+")i-+ (2.110)

(aa(""'z'"“) + ba(tz.a—2m+1))

Méme s'il existe des coefficients a et b non nuls tels que
aagil,j—2,n+l) + bagiz,j—2,n+l) =0
aa‘()i;.j-—2,n+1) + bag'z.j—2,n+l) =0 ’

le deuxiéme membre de (2.110) représente un polynéme de degré inférieur a n. Conclusion :
ce groupe de relations est vide.
5 — P{)(z) = az? P (z) + L P (<)
Multiplions les deux membres de cette relation par z
1,7 11,042 12,5—
2?P{)(z) = aa* P2+ (2) + 8P T (a).
A partir de cette relation, nous obtenons
P T0(0) =0,

ce qui est absurde (voir (2.10)). Conclusion :ce groupe de relations est vide.

2

En résumé, nous n’avons pas trouvé de relations nouvelles. N
‘Reécrivons les relations Fi,..., Fi,, en dénotant le l—eéme coefficient de Fi par C'(,"’j’)"),
ol i, et n sont les indices du polynéme qui figure dans le membre gauche de Fi. Si Fj
a un seul coefficient ou si ses coefficient coincident, nous les dénoterons simplement par

C(’!J’ﬂ

F : Pi(e) = 2P(2) + CEV P (2)

Olidm) _ _ Lina(@H Py DRI DL
1 Lisn-1(z2PI)) AR

F, : PU(z)=zP, 'Sa_+11,:+1)(z) +C§i,j.ﬂ) P's.-jll ,,-)(z)
L.(::’*‘P('“"'“)) D("’“)D('“")

C('.-jv“’)
2 L; (x,P("i'l»Jj) F+1J+’)D(‘J)
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F3 : PG)(z) = ((.;Jl)ﬂ)l P(‘ :—l)( )+ ((;.12)"); (u-—l)( )

(im) _ DEADLG ™ Gism) _ _ DadiVDES)
(31) t-l.J—l () 0 ¥ (3,2) ——D"':;.J" D

Fy : PE(z) = C{¥) (P (2) — P& (2))

s
Dy "Dy
Dt Dn':z"

C('J!n)

Fy : PUi(z) = PE-19)(z) 4 CE#™ pi ()

C("sj‘ﬂ) L..L"_EJP("I ’)) _ D("'l J)D(' J)
® Liyn—a(z7P2Y)) DT"‘i ﬂD(t J)

Fo i Pida) = P(z) + GO a)

L (IJP(M»I j)) D(' J)D("H»J)

n—]

“'jv")
Ce L (zJP('+1 J)) 7‘4’1 ))D(' )

Fr @ P{)(z) = CEiPE(2) + O3 = P (2)

C(i,j.n) — Lignoy(z3+1 PESH) - DL+ pli-14)
M) 7 Ligna @ P Liyaa (@@ PE ) — DI DETHH

C(".J'.ﬂ) - Lisn_y (z7PE19)) Ds.i_xl'j)DS.‘f;l)
(72) T Lipna@ P ) Loy (I PCETD) — T I pL-19H1
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Fy : P(u)(z)_C(s.;.n)P(.+1.J)(m)+C(;.Jz.)n) 'Ei-rllqﬂ)(z)

(id.m) Li(zr 41 P40 DL+ plit1.s)
&1) — L'.(,,*“pf_+;a+l))_L.,(:,-P'(.-+x.ﬂ) - D?‘"I"-.: D‘(ﬂ-’i""“)’:.:-n

(ta.n) L; (.t’P("”")) Dsli;jl)DS'i:-li“)
®2) = L@AT))L, Y= G Tl (O CRERE)

Fy i PfNa) = LRI (2) + G LRI (a)

otiin) _ DU=19) plia-1)
9 D "t:ll..v-l DU

Fio : P’Si,j)(z) ('.:—1)( )+C(' "")’P("“)(z)

(. 5) (i1
DS,";)DS-.’ )

-1 U
D,y Dy

Cl:)'j'“) =

Fiy 2 P{(z) = CR7P(2PE+)(z) — PLG)(z))

Dg,j'}l)DS‘i—ll,j)

C(‘ Jiﬂ) — - -
D"+11.}+1 D, WJ

Fp : Pii(z) = C(wn)(zp("ﬁl)(z) '(.;”1)(1:))

Dg.j«tl)us:‘.;‘l)

= s
RS

C(’-J'")

Les relations F, F,, Fs et Fg avaient déja été déduites par Brezinski [3] en utilisant les
identités de Sylvester et de Schweins.

En admettant la deuxiéme disposition des polynéomes biorthogonaux adjacents dans le
plan, nous schematisons les relations que nous venons d’écrire dans la figure 2.4.
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Figure 2.4 : Relations parmi trois polynémes biorthogonaux adjacents consécutifs.

F1 F2 F3 F4
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2.2.2 Cas particuliers

Nous nous proposons d’écrire les relations Fy, ...,

la section 2.1.

1. Polynémes Orthogonaux Adjacents
En sachant que Li(z’) = L(z'tY), D) =

Fi, dans les cas particuliers cités dans

HU+) et PG9) = pliti); c(*-:-") clitin)

(k1)

et nous obtenons facilement l’expressxon partlcuhere des relatlons F;, ., Fa.

FP* i P{(z) = 2P10(2) + OV Pa(a)

T LA, T TR

FP*® : PO(z) = 2PMP(z) + C¢M P (2)

oim o _EDEAD) | HEDHLLD
L{z lP(H'l)) H&‘:?)}Tg)

H(') H(“2)

0 I.n [ In
Fp* o PO (x) = CRLPLD () + CGt

H(l 1)H(‘ 1)

(ln _ H, n In)
Clsn) = Ty » Cloi) = ——gtiargii

P (a)

-0y

i) = Sy
n n+2

Fp* : PP(@) =GP (@) - P (2))

FP* : PO(z) = P{(z) + CEMPY, ()

-1 pli- =N
(l.n) _ L(zln 1p{ 1)! H(
L(zi+n—1P,) z’-:) ”’
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F* ;. PO(z) = Pi*V(z) 4+ CIM P (z)

1) gO+)
(m) _ L(:c'P?("”)) ) ¢
06 = L( 'P i41 ) H"l+! ;In

F;oa . P,{’)(z) C(I,n)P(l-l)(x)_'_ ((;"3 (H—l)(z)

(hn) _ L(zHnPID) = HHE-
(71) — (z.l-fnp("“))_L(rl-}n—lp(l")) 1 Q75
«, L l+n—1p(‘-l) Hﬁ‘_l)H'(::l)
0(7'21; l+n—l(z;‘-‘) H-)n '+1) 3115 1151
L(z P{V)—L(zt4n P )y = HYH

F* : P{(z) = CnPi+)(z) + Ci Pt (=)

cln) — L(z'+1 P+ _ HUHDHO
(8.1) L(zl-nP'(":l?))_L(ng'(‘Hl)) HO g+

1 2
C(I"") L(z' P v(l)lHSA':l)
(82 T LzP)-L(=z l+1p('+?)) HO gU+2

FPe . P,SI)(:B) (’ 2)(1,)_*_0(1,")1})(1 1)(1:)

G- -1

C(I,n) "61— n
nt1 Hn

FE® © PO(2) = LR () + CUM1PI-(z)

HO =D

C(ln) n*j n
Hu-nl n
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Figure 2.5 : Relations parmi trois polyndmes orthogonaux adjacents consécutifs.

F12 F8
F4 F2
F3 F1

F9 FS
F11 Fé6

F7 F10

Fi7* « PO(z) = CL™ (@ PY+)(z) - PEGD (=)

Hu+:)Hu 2)

H"“H

C(’") —

FE* o PO(z) = CE™ (@ P+ (z) - PY, (2))

H O,

(Ln) _
Ciy”’ = gt
nt1 400

In admettant la disposition habituelle des polynéomes orthogonaux adjacents dans
le plan, que nous avons rappelée dans la figure 2.1, nous schematisons les relations
que nous venons d’obtenir dans la figure 2.5.

2. Polynémes Orthogonaux Vectoriels de dimension d
En sachant que Lgg4r(z*) = L,(z%*), 0 < r < d, Do) = Hg;‘;" et PldeJ) —

P((jt;" , nous voyons que Fy, Fjg et Fj; sont les seules relations qui peuvent relier

uniquement des polynémes orthogonaux vectoriels de dimension d, parce que les
indices supérieurs droites sont constants dans ces formules. En remarquant que
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Figure 2.6 : Relations parmi trois polyomes vectoriels de dim. d adjacents consécutifs.

F1

F10

F12

P

C(dc.am) C(J+q-m) k=

des relations Fj, Fw et Fi,.

= 1, 10, 12; nous écrivons facilement I’expression particuliere

vd { 1+1 (X l
FP*t o PQy(@) = 2PGHD (2) + CY PG, (@)
Cl(l,ﬂ-) _ _Ln-l (z.H'lP(l-H)l)) Hf;::))ﬂ%(‘:lv;)l)
Lny (-t 4."-1)) H((d)n)H(d n—1)
ovd | (l) _ -1 in) 1=-1
Five . (dn)( z) = lp((dn-i?l)( )+C( ]P((d"))( )
C(l 'n.) _ Hd):‘;H H(“ 1)
H(d,n+1)H(d,n)
ovd | ! In 1+1 1
FR™ e ((d)n)(z) = C( )(-'C (d n))(z) ((d)n-{-l)(x))
H("H)H(l)
C(’ n) dn41
”(Zf..’m”(.',,..)

La relation FP** est une des relations du QD algorithme déduit par Van Iseghem

[10].

Supposons que les polynomes P sont disposés dans le plan de la méme fagon
P (d.n) p

que les polynémes P{). Dans la figure 2.6 nous schématisons les relations que nous

venons d’obtenir.

3. Polynémes Orthogonaux Vectoriels de dimension -1
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En sachant que L;(z’) = L(z7~%), DU = HU-7 et P) = pU-7; C((,';'j')") =

[j—i,n]
(k)

et nous obtenons facilement ’expression particuliére des relations F,..., Fi,.

pov—1 |
Frevt .

P(z) = zPM*(z) 4+ PR (2)

‘Cllvn]_. =

L(zl-n+2p'(“i':]) _ HH'H]HL‘]_I
- ~HETH
n—} 0

pov—1
Frt

Pi(z) = 2P, (z) + CI™M P (2)

CI"ﬂ] —_ L(.‘L'Hl]:’,(,'_]_l) _ H,[.,HHH!:::I
2 L(z' P HIL gl

pov-1 |
Fret

Pl(z) = C(g3) tPria (2) + g 1 Paii (2)

1, gl gl
clh =it ot -

() _ _ Bzl
Hn+2Hﬁl

pov—1
Fi

: Pli(z) = CYY(PYH (2) — PD,(2))

oty

In H
CE ]= Hﬂf’]H[H:j

n+2

pov—1
Frvt .

P(z) = Pi*+1(z) + CIPY (=)

Cg .n] _

{143) 10
L!:""“Pg“]! _ _Hn ' H,
L(zt-n+1p0 ) T H,.ﬁ“’y,.m

Fpov-l .
6 -

Pl (z) = Pi-1(z) + CY™PI(z)

gl ght-1

In L(z P —
Cé ) == :', =y = ""ﬂ-l-zl {1’]'
L{z'\P,"}") H, "
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F7pov—l : P,[f](z) C[l.n] P[l+l](z) +C[l,n] ’[‘I:—ll](z)

- (l+1] 141) 1y l141]

[in) L(z'-n+2plitl) iy
Coon) = L(z!-n+2 P L(z'-n-nP"'“]) = TR

chd = L(z'-nt1 plH1) _Hig
(1:2) = L(gt-nt1 P L (gl-n42 lel) PO

FFl . Pli(z) = C([;','}]) P,y-ll(:c)-{-C([Q,';])P,[f]_l (z)

olnl _ Letpl) gyl
®1) 7 L P )L P T HUHY

Inl _ L(z'Pi-Y) H“"i] Hf."_:
C(8.2) = L(ztPI )L+ P ) HY

n

B~ s Pl(z) = LPs(a) + G LR (a)

H[H'l]H["l]
Hpy1He

Fig™t o P(z) = LPA) + CRLPE ()

L,
Hn-:ll Hn

C i ,'n]

Free-t . pli(z) = Ol P+ (z) — PI(2))

gl

= +2
Hn-H

C[l m _
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Figure 2.7 : Relations parmi trois polynémes vectoriels de dim. -1, adjacents consécutifs.

4 F11
F3 | -
F1
F10
F2 |
F6
F12

F8

Frt . Pl(z) = Y2 P+ () — P, (2))

41 14
B IR0,

T$1) 4,1
H iy Hn

Cis" =

Supposons que les polynémes Pl sont disposés dans le plan de la mémefagon que les
polynémes P{"). Dans la figure 2.7 nous schématisons les relations que nous venons
d’obtenir.

Certaines de ces relations avaient déja été déduites par Brezinski [4].

2.2.3 Conclusion

Le calcul de la suite

{P,f'.‘j)}boﬂ'm, avec les indices i et j fixés, (2.111)
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peut étre fait a partir des conditions initialles suivantes :
P{9) = 1,Vi,5 € Ny,

en utilisant uniquement la relation Fj.

L’implémentation récursive et itérative de cette méthode de calcul, dans le langage Mat-
hematica[13] est faite de fagon analogue & ce qu’on a fait dans la section 1.3.1, pour les

suites {LE(G)}xmoa.... €t {c(z)} a1, avec les indices i et j fixés.

Pour calculer {P{*};_o,..n, avec les indices i et j fixés, nous sommes obligés de passer
par le calcul des polynémes

{(PEIDY o ii=0n ks (2.112)

et des scalaires
{Lism (@ P Yo, . ns1=0,.mok smmk,.mm1. (2.113)

Ceci entraine un volume considérable d’espace de mémoire a utiliser et de calculs a faire.
En outre, les éléments (2.112) et (2.113) doivent exister.

Le but de ce chapitre était de déduire toutes les relations de récurrence parmi trois
polynémes biorthogonaux adjacents consécutifs, et d’essayer d’utiliser simultanément ces
relations pour calculer la table des polynomes biorthogonaux ou des suites particulieres
de polynomes biorthogonaux, en dépensant moins de mémoire et en faisant moins de
calculs.

L’utilisation simultanée des relations Fi, ..., Fj, s’avére sans intérét.

Dans le cas des polynémes orthogonaux adjacents, nous savons qu’ a partir des conditions
initialles P™ = 1,Vn > 0; en utilisant simultanément les relations FF°®,..., F%®; il
est possible de calculer la table de ces polynémes en ne gardant en mémmre que deux
polynémes & la fois. Cette méthode de calcul a été implémentée par Brezinski en Fortran
(voir [2]). Nous pouvons aussi calculer des suites particuliéres de ces polynémes, en

utilisant simultanément deux relations et en ne gardant que deux polynémes en mémoire.

Dans le cas des polyndmes orthogonaux vectoriels de dimension —1, il est possible de
calculer des suites particuliéres intéréssantes de ces polynémes en utilisant simultanément

deux relations choisies parmi FF*'™},..., F};"™}, et en ne gardant que deux polynémes en
mémoire (voir Brezinski [4)).
A partir de FF*~ ... FF'"! il est possible de déduire d’autres relations a trois termes.

L’utilisation de toutes ces relations, en partant des conditions initialles Pl - 1,Vk € Z;
permet le calcul de la table des P}, Vn € Ny, Vk € Z en ne gardant en mémoire que deux
polynémes.
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2.3 Algorithmes de type QD

Dans cette section, nous chercherons & résoudre le probleme du calcul des coefficients des
relations de la section précédente.

Nous ne devons pas envisager de calculer ces coefficients a partir de leurs expressions
comme rapports de déterminants. Rappelons que le calcul d’un déterminant de dimension
n coite n.n! multiplications. Cherchons plutét des relations parmi ces coefficients afin
de constituer des algorithmes qui permettent leur calcul de fagon efficace et si poss1ble
stable.

2.3.1 Déduction

Voyons que les relations Fy,..., Fi; ne sont pas indépendantes.

Commencons par montrer que Fy, Fjo et Fi; sont équivalentes, aussi bien que F, Fy et
Fi; Fy, Fs et F; et enfin Fy, F7 et Fg. Nous divisions ainsi les 12 relations en 4 groupes.

Choisissons un représentant de chacun de ces 4 groupes, par exemple F; pour le premier
groupe, F; pour le deuxiéme, Fs pour le troisieme et Fg pour le quatrieme. Ce choix est
complétement arbitraire.

En résolvant Fy, Iy, Fg et Fg par rapport a chacun des deux polynémes qui figurent dans
les deuxiemes membres de ces relations, nous obtenons respectivement :
(i-J+1)($) — IP(%,J)(m) Cl(f.J.ﬂ)%P'S‘_’J;)(m)

n—l

PE(@) = m (PO (2) - 2 P2 (2)
1

PRI (4) = 1 pld)(z) - CfM 1 Pl (4

n

(l+1,_7)( )= .M(P(:,J)(:g) zP,$='_+11,j+1)(x))

n—l

P“*l’j)(z) — P(x,,)(_,c) _ C(s,J,n)P’fz‘jl,j)(m)

PE(2) = oo (PE (@) - P(‘“""J)(z))

PEL(2) = ,M lp(m)(z) p(a+1,1)(x)
)

P+19)(z) = 2= P)(z) — ;i-—m,’" PERLHD (),

(B 1) ®1)

Changeons convenablement les indices i, j et n de telle sorte que le polyndme figurant
dans le premier membre de ces relations soit P{*9).

PEi)(z) = LPE(2) — CFH5 1m0 L plii-1)(z)
P{)(z) = zz——r( Pl (z) - zPE+1)())
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PI9() = 1R

P)(z) = m(

(z) — CF~M=HmIL pli-1) ()

(|—1,J)
n+l

(z) — 2P{+1)(z))

P9 (z) = PE-1d)(z) — Cg-lvim)p(i.i)(z)

F)(2) = gy (P,

P (z) = E(F-_;.:J:TF-TT)':
8,2

pli-14)
n+1

(2) - =)

C(u-x,)-l et

(t-la-l)(z) Eﬁ-’ga—_mﬁf: (c.j-l)(z)
(8,2)

-1,5

Pii)(z) = ar-—:mp("l”)(z)"é?'-'%i'i? P ()

Ces relations sont équivalentes & Fyo, Fy2, Fy, F11, Fs, Fy, F3 et F; respectivement. Donc,

en égalant les coefficients correspondants, nous obtenons :

Ctiin) _ 1

31 — C(-’-l,j-—l,n+1)

(8:2)

((;-.;')") - 8 1)
! t=1,7-1,n+1
Y
Lin) _ 1
C4 C(l 1,jm+1)

clim) o _cli-14m)

(i5m) _ 1
0(7’1) = C(:—I,J,n)
Gim __ Claa)
(7'2) - i—-1 .v
Cloa”™

Cgi,j,'n) = _Cgi—l,j—l,ﬂdl'l)

Cl(:;.j:ﬂ) = _C{‘J—lm‘i'l)

1IN 1
Cx(l" ) =

Céi-l‘j’n+l)

1

(igm) _
C = C{lg,ﬂ+1) *

C(t—l,J—l,n-H)

(2.114)

(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)

(2.122)

(2.123)
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Par correspondance avec les relations F,..., Fi2, les coefficients Cy,..., C;; se divisent
en quatre groupes, a savoir : {C1, Cio, C12}, {C2, Cs,Cn1}, {C4, Cs,Cs} et {C3,C7,Cs}.

Voyons que dans chaque groupe, deux quelconques des trois coefficients s’écrivent unique-
ment en fonction du troisiéme coefficient.

Les égalités (2.121) et (2.123) donnent ’expression de Cyo et Cy2 en fonction de C;. A
partir de ces mémes égalités, nous écrivons immédiatement C; et Cyo en fonction de C),,
et C; et Cy; en fonction de Cyq :

C("J'n) —_—— 1.2',1"-1 { Cl('.dvn) — _Cl(:)d+lvﬂ—l)

6LJn) _ 1
E(G:‘l_nf C" - '
12

1,341,n
10
Les égalités (2.120) et (2.122) donnent ’expression de Cy et Cj; en fonction de C,. A
partir de ces mémes égalités, nous écrivons immédiatement C, et Cy en fonction de Cy;,
et Cy et Cy; en fonction de Cy :

C(' Jm)

Céivjvn) — lll C(‘J'")

= cGImTmy
11

Cé"""") - '“3”_1 C(s’,j,n) C(i+1.j+l.n-1)
Emm '

Les égalités (2.116) et (2.117) donnent ’expression de Cy4 et Cs en fonction de Cs. A
partir de ces mémes égalités, nous écrivons immédiatement Cy et Cg en fonction de Cs,
et Cs et Cg en fonction de Cy :

Cfiim = E(?‘:lm ciim™ = —E‘(-—,l—n?:f
Cs(""n) = _C§£+1,],n) 4 C('l]ln) — m .

Les égalités (2.114), (2:115), (2 118) et (2.119) donnent I’expression de C3 et C; en
fonction de Cs. A partir de ces mémes égalités, nous écrivons immédiatement C3 et Csg en
fonction de Cy, et C7 et Cg en fonction de Cs :

("j_l'"+1) (iljln) 1
("Jin) C, 7,1 =
C(s 1) — oG-TAd (81) C(t"’,1 7
(5,5,m) (7'12) ) (i.5.m) C('-H Sm)
C ¥ = C s —_ -
(3,2) clrI=Tntd) (8,2) C Figm
(7,2) (7,1)
C(".J'.n) _ C(;-'Jl-i'l.n-l) c Gim) C(;'}zl.)-i'l,n—l)
(7.1) — "Esmﬂm-ﬂ (50 _—Sﬁ'xl?ﬁ?i:ﬁ
(3.2) Clsn)
C('»Jvn) 1 ’ C("jvn) — 1
(12) = a('d')“-"-ﬁ 82 — ng:)—:m
3,2 s

Ainsi, par correspondance avec les formules qui représentent les quatres groupes de rela-
tions, nous pouvons représenter le premier groupe de coefficients par Cy, le deuxiéme par
gz, le troisiéme par Cs et le quatrieme par Cg. Ici, nous dénotons C(k",i" simplement par

k

Voyons maintenant que les quatre groupes de relations ne sont pas indépendants. En
effet,
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1.

2. et Fg = F,, Fg
3. et g = F,, Fg
4.
5
6

Fet Fo = Fl, Fg

. Fet Fs.=>F1, Fe
. Feet Fg = R, F.

Démontrons ces implications.
Nous rappelons que C((,:’l)" ) C((,"';)" )=1,k=3,7,8.

1.

Fi et F, = Fe, Fg
Remplacons dans Fy, ¢ par i + 1

P{+1)(z) = s PEEW* (@) + Cf*H9m P (a). (2124

Ceci est équivalent a

,f'_+11”+1)(z) P'SH-l,j)( ) — C’("“"'") P(‘“")(z). (2.125)
Remplacons dans F3, :cP,S'_tl“"H)(:c) par le deuxiéme membre de la relation précé-

dente o o
P("’)(z) (:+l.,1)(x) + (C(t.Jm) Cl(t+l.1.ﬂ))P'$t_<}il.J)(x).

Cette relation est équivalente a Fg, donc en égalant les coefficients correspondants,
nous obtenons

C('oJ»n) C("Jln) Cl("+l’j’n) . (2. 126)

La relation (2.124) peut s’écrire de la fagon suivante

P('H")( ) = — (P(‘“”)(z) P’&'_-lil.j+1)(z)).

C(t+1

Remplacons dans F3, P(f_'*ll")(:c) par le deuxiéme membre de la relation précédente

n

. C (igm) ; C(i,),ﬂ) .
P,S"")(x) = —C-'(Ti-fm (+la)( )+ (1 - (t+l..1 n)) 'E-}ll.ﬁl)(z).

Cette relation est équivalente & Fg, donc en égalant les coefficients correspondants,

nous obtenons
.. C (%.4,m)
C ('»J»“)

(81) = 'C' §.+1J,n') (2.127)
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(i.4m)
('vJv"') 02
Cez) = T o) (2.128)
_ 1
A partir des égalités de (2.114) a (2.119) , et des égalités (2.126), (2.127) et (2.128)
que nous venons d’obtenir, les coefficients C3, Cy, Cs et C; peuvent aussi s'écrire en
fonction de C, et C;.
C(i-jyﬂ) - Cgi,j-l.m}l)
(331) Cg‘.:-l,n-ﬁ)_cgg-x.,—n,nﬂ)
(3,3m) cii-lamintt)
0(3'2) = —CE?,,—:,M:)_C;-—L,-:,M:)
(33m) _ 1
4 Cg"'""”'“)—CTl"""“)
C(t Jm) C(t.],n) Cgi—lg,n)
1,5, cliam)
C((-;";) ) = Czc-l.J,n
C(l'J 'n) C(i-.f.")
(72) = 0729:1':'??
2. et g => F,, F

Remplagons dans Fs, P{+1)(z) par le deuxieme membre de (2.124)

Pid(z) = 2P, e) + (CF47 + G847 R ).

Cette relation est équivalente & F;, donc en égalant les coefficients correspondants,
nous obtenons

cyim = offttam) 4 ofem, (2.129)
qui est équivalente & (2.126).

La relation (2.124) peut s’écrire de la fagon suivante

(:+1

P (z) = (s+1.1.n) — (PEH(2) — PR (3)).

Remplagons dans Fg, P,f'fll" )(:c) par le deuxiéme membre de la relation précédente

i C('Jt") ; C(‘tJvﬂ) i
Pi)(z) = (1+6‘(:1—,;7)P( *)(z) - m ().
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Cette relation est équivalente a Fg, donc en égalant les coefficients correspondants,
nous obtenons

(t.4:n)
(iim) _ Ce
C(a'l) =1+ -———Cl(,. T (2.130)

(i)
(iljv") — Cs
Cea = ~ S (2.131)
| 1
A partir des égalités (2.114), (2.115), (2.118), (2.119), (2.120) et (2.122), et des
égalités (2.129), (2.130) et (2.131) que nous venons d’obtenir, les coefficients Cs, C7,
Cs et C}; peuvent aussi s’écrire en fonction de C; et Ce.

i s c(i,j—l,'u}l)
C((;‘:;)n) = - 6.—1,,—1,»-”
C(itj'“) c(i,j—l,ml»l)

32 — 1+ ce“""""+‘

C(i’j’")= | C§"j"‘_) .
(7,1) CLorm) 4 g1

Clisr) =i
(7,2) - C}(‘r’»")_'_céi—lrJl")

Céivj,ﬂ) = —Cl(i,j—l’n+l) _ Céi-l,j-l,n+l)

C(’.'J'v") — 1
1 - C?.J.""'l)_}_cg‘—ld-”'ﬂ)

3. L et Fy = F,, Fg
Remplacons dans Fg, P{+19)(z) par le deuxieme membre de (2.124)

P'gi,j)(z) = zP,S‘_“‘lI-J'H)(z) + CI(HI"’.'")C((;',{';)P(‘_?"’.)(z).

Cette relation est équivalente a F3, en égalant les coefficients correspondants, nous

obtenons i 1 .
Czld.ﬂ) - Cl(““' tJv")C((;-‘-;')"), (2.132)

qui est équivalente a (2.127).

Remplagons dans Fj, zP,S'._'*ll’j“)(z) par le deuxiéme membre de (2.125)
P{)(z) = PE*1)(z) - CFHMICEEM P (a).

Cette relation est équivalente a Fg, donc en égalant les coefficients correspondants,

pous obtenons i) (415m) i
clhim = _ofittin C(;:';';), (2.133)
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qui est équivalente & (2.131).

A partir des égalités (2.116), (2.117), (2.120) et (2.122), et des égalités (2.132) et
(2.133) que nous venons d’obtenir, les coefficients Cy, Cs, Cy et Cy; peuvent aussi
s’écrire en fonction de C; et Cg.

C(ta'n)

c{l.) n+l)0(0-—1,: nt1)
Cs(ilj'") C("Jvn)c(‘—ldvn)

i ‘o — ] j—1m+1 -1 .—1, +1
Cé:.] n) __Cl(t.J n )C((s,l)d n+1)

C("J'“)

C(' KB n+1)c('—1 Intl)

Fg et Fo — Fl, Fy

Remplagons dans F,, 1 par 1 — 1

P{19)(z) = 2PE () + €7 P (). (2.134)

Rappelons que Fg peut étre écrite de la fagon suivante
P (z) = P (2) = G R 2).
Remplagons dans cette relation P{~14)(z) par le deuxieéme membre de (2.134)
Pid(2) = 2P (2) +(CF 7 - M) P ).

Cette relation est équivalente & Fj, donc en égalant les coeflicients correspondants,
nous obtenons

C('-J'ﬂ) C('_ 1.7'") Céi"lijv")’ (2.135)
qui est équivalent a (2.126).
Rappelons que F; est équivalente a

P)(z) = (.,J,,.)(P“'“(x) 2P+ (2)),

Remplagons dans Fg, P,(,'."'ll"')(z) par le deuxieéme membre de la relation précédente

y Ciim) Cliim)
PO (z) = ——=2 PUH19) (g 6 P('+1.J+1)($).
n ) Cz('lJvn) C('vJ'n) ) Cé‘t]o"’) C(' WJ u)
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Cette relation est équivalente a Fg, donc en égalant les coefficients correspondants,
nous obtenons

i,4,n)
(fJm) _ Cz
C(s ) = Cz(i‘j'") — C("j’") (2.136)

C("”")

C(w.n)

&5 = = gram g (2.137)

A partir des égalités (2.114), (2.115), (2.118), (2.119), (2.121) et (2.123) , et des
égalités (2.135), (2.136) et (2.137) que nous venons d’obtenir, les coefficients C3, C,
Cio et Cy; peuvent aussi s’écrire en fonction de C; et Cs.

cli=1i=1n41)

(i) _
0(3 1 ci 1=1,5—-1,n+1)

C(i’j‘") _ cli—13=1,n+1)
(32) = gFTaten

C(i,j,n) I

(72 — Cz'-ld."

C(:,J,n) C(t—l.]-—l,n-i—l) Céi—l,j—l,n+1)

C "Jan) -— 1
12 - ~1,5n41 =10+l
Cg' 3. )—Cg‘ Jn+l)

5. Fz et F8=F1, F6

Rappelons que Fg peut étre écrite de la facon suivante

1 G " )
1,7 _ c—l 1,3+
Py J)(x)—_c(t-l.m) Na) ~ o1im = T ().
8.1) &1)

Remplagons dans cette relation P{~19)(z) par le deuxiéme membre de (2.134)

C(c—l.j,n)
(,..1'1 n) n—'Jl)(x)
Cian)

P(z) = 2P () +

Cette relation est équivalente a F;, donc en égalant les coefficients correspondants,

nous obtenons
Gim) C(t—l,J,n)
C -J' C(' _,'J,.'__n) R (2.138)
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qui est équivalente a (2.127).

F; est équivalente a

2P (@) = P @) - GV R @),

n

Remplagons dans Fy zP{41941)(z) par le deuxiéme membre de la relation précédente

('.J,ﬂ)c(ia'm)
PL)(g) = PU+13) () — (i.'(gﬂ) 'Sf_-flla)(z)
Cle)

Cette relation est équivalente & Fg, donc en égalant les coefficients correspondants,

nous obtenons i) i)
5N $,J:M

C:""Cz)

Ciim = -2
O

: (2.139)

qui est équivalente a (2.136) ou (2.137).

A partir des égalités (2.116), (2.117), (2.121) et (2.123), et des égalités (2.138) et
(2.139) que nous venons d’obtenir, les coefficients Cy4, Cs, C1o et Cy2 peuvent aussi
s’écrire en fonction de C; et Cs.

.. C(n-—l Jontl)
C(’,J‘ﬂ) $— n 2 1—1,5,n4+1
4 Cr:: +1)CT ): +1}
.. C(‘—liﬂ)c(i-ljﬂ)
Cs(‘x]’n) = C('-‘ , n)
(8,3)
Gim) _ cli=Li-1.n+1)
CIO - T A(—1=1n1
(8,1)
. (§=1,7,n41)
(G3m) _  Cisa
Cl2 ) — T A=13n41
2
Fget Fg = R, F;

Remplagons dans Fg, ¢ par 1 — 1
PE(2) = Pa) + GNP (@), (2.140)

Rappelons que F peut s’écrire de la fagon suivante

(i-lljln)
1 i Cs2) (+1)
.J,n) ( IJ)( ) - G-1gm* =P ().

PiNe) =
(8,1) (8,1)
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Remplagons dans cette relation P{*~1¥)(z) par le deuxi¢éme membre de (2.140)

(;—l,],n)
PE)(z) = 2 PG () - S St (@)
(82) _

Cette relation est équivalente & Fj, donc en égalant les coefficients correspondants,
nous obtenons )

(i n) C(‘-ldvn)

(0 — = (2.141)
KZH

qui est équivalente & (2.131).
Rappelons que Fg est équivalente &

Pi+19)(z) = PI9)(2) — O P (2).

Remplagons dans Fg, P{*9)(z) par le deuxieéme membre de la relation précédente

Céi‘ojyﬂ) C((;‘nJl.v)'l) . i
' (+1.9)
C(iojvn) Pﬂ_l (z).

(8,2)

Pi)(z) = 2P, (z) -

Cette relation est équivalente & F5, donc en égalant les coefficients correspondants,

nous obtenons i 5in) lirgim)
$H,2.m 8,2,

Ce " C(s,’x)

1,0 ?
Ciady

cihim) = (2.142)

qui est équivalente a (2.136) ou (2.137).

A partir des égalités (2.120), (2.121), (2.122) et (2.123) , et des égalités (2.141) et
(2.142) que nous venons d’obtenir, les coeflicients Cy, Cyo, C1; et Cy, peuvent aussi
s’écrire en fonction de Cg et Cs.

(t‘J n) C((;-jl) J~-1 'l+l)c(l—l J-1,n41)
C ' C(o—l,,—l ntl)
(8,2)

C(i'j'") _ c(i-l.j-l.n-l»:l)
10 - 1-1,9-1,n+1
(8,2)
~1,5,n41)
C(w,n) ng) T
= -1,3,n+41 =130
SIS
.. i~1,5,n41)
C('Jvn) — _C(;J o
12 v—1,9,n+1
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Conclusion :

- Parmi Fy,...,Fy2 il n'y a que deux relations indépendantes.

- Chaque coefficient peut toujours s’écrire en fonction de deux autres coefficients quel-
conques a condition qu'’ils appartiennent tous les trois a des groupes différents.

Nous venons d’écrire tous les coefficients en fonction soit de C; et C;, soit de C; et C,
soit de C; et Cg, soit de C) et Cg, soit de C; et Cg, soit de Cs et Cs. Donc, a partir des
tables de chacun de ces paires de coefficients, nous pouvons facilement calculer les tables
de tous les autres coeflicients.

Dans une premiére phase, cherchons des algorithmes capables de calculer Cy, Cs, Cs et
Cs.

Comme les C; s’écrivent comme rapports de déterminants, nous pouvons chercher des
relations entre eux en utilisant les identités de Sylvester, Schweins et autres. Mais nous
pouvons aussi utiliser une autre méthode, qui consiste & obtenir deux relations différentes
parmi les mémes polynémes biorthogonaux, et aprés a égaler les coefficients correspon-
dants. Cette procédure va nous permetre de déduire des relations entre les coefficients C;
et Cg, Cl et Cs, et Cz et Cs.

Commencgons par chercher des relations entre les coefficients C) et Cs.

.. .. . 41,542 41,541
Nous pouvons écrire P{%)) comme combinaison polynomiale de PRI+ plitli+l) of

P,f'.fll'j), en utilisant par exemple les deux méthodes qui suivent :

1. De Fl
P = g Pt 4 oftmt) plid),

Remplacons dans cette relation P{/+1) et P(*) par leurs expressions données par
F,, a savoir N o . o
P'ES,J+1) — $P,£'_+11'J+2) + Cgt,3+l.n)P£t_+11,J+l)

et

PG) = zp,stjll.ﬁl) + Cé:.a.n)P,(lt_-rlla)_
Nous obtenons ainsi
+Cl(1,1,n+1)C§t,],n)P'£L+ll ,J). .

2. De Fz
PUA) = g pE+1541) | ofhind) pli+1.)
(341.3),
Remplacons dans cette relation P{i+1:+1) et P(i+1J) par leurs expressions données
par Fy, a savoir

P’Ei+l,j+l) = xP’Si'i'll,j+2) + Cl(t"l'l'j‘f'l.ﬂ)P'S"j'll.j"'l)

et
P'£€+1.J') = :rP,E'_"'ll"“) + Cl(:+1..1,n)P'£t_+ll,J).
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Nous obtenons ainsi

P'S:';J;) = zZP'S':l;ld-ﬂ) + (Cl(t'+1..i+1m) + Céi.i.ﬂ+1))zp’si_+ll.i+l)+

+Cl(‘+1tjvn)cg"oj'ﬂ+l)P'Sl'-l—ll,j). (2.144)

A partir des relations (2.143) et (2.144) écrivons les trois derniers termes de P,Ef;’;) dans
la base canonique; nous obtenons respectivement :

Pi(z) = ="+ g g
+( (1+1,J+2,n-1) + C(s,;,n+1)+ Cg"’+l'"))z"+

+(a(.+1.:+2,n-1) " a(l+1,_1+l,n-l)(Cl(i.j,n+l) + (2.145)
+C(’:’+1vn)) + C('Jtn"'l)c(‘ﬂtn))zn—l + .
et
Pii(z) = 2"+
(s+1,1+2,n-1) (i41,5+1,n) (um+1)\ _n
+(ay + C; + C; )"+ (2.146)

+(a(s+1,1+2,n 1) + (t+1.J+l,n—l)(Cl(i+l,j+1,n)+
C("Jv""'l)) + C(“"LJo")C(';Jv""‘I))zﬂ—l + e

En égalant les coefficients correspondants dans (2.145) et (2.146), nous obtenons :

C('Jv"""l) + C(‘J"‘ln") C('+1|J+l|n) + C('v.’vﬂ+1)

(2.147)
. C](l',j.ﬂ'f'l)cél.,j,'n) - Cl(‘+1'j’")C§"j'ﬂ+l).

Cherchons maintenant des relations entre les coefficients C; et Cé.
Nous pouvons écrire P,E J) comme combinaison polynomiale de PGd+1) | pi+1) e P('+l
en utilisant par exemple les deux méthodes qui suivent :

)

1. De F1
P(‘"’) = g P+ 4 clhint1) plid)

Remplacons dans cette relation P{") par son expression donnée par Fg, & savoir

P("J) P("H 8) + C("J’")P('“")

Nous obtenons ainsi

P& = g PEi+1) 4 ofm+) plitii)

+C(id.ﬂ+l)c(tq,n)P(l+lg). (2.148)
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2. De F2
p's;._:l) =z P's.'+1,j+1) + Cg-'.j.nn) P'E.'+1,,')_

Remplagons dans cette relation P{*+19+1) par son expression donnée par Fy, & savoir

PUHLI+1) . pliid)) 4 Cli+1d+in) P'(l¢_+11,j+1).

Nous obtenons ainsi

P,ﬁ’,’;’ =z P’si,j-}-l) + Cs(i+1'j+1'"):c P,(‘-'_+11.5+1) + C;:‘.:‘,nﬂ) P'Ei+l.j).

(c+1.:+1)

Remplagons dans cette relation P, par son expression donnée par Fyg, & savoir

P('+1.J+1) _ 1P(i+1,]) + C('+1J+1 n—l)lp(:ﬂ,:)-

n-1 n-1

Nous obtenons ainsi

P’Sia;) =z P'Ei,j+1) + (Cz(i.j,'n+l) + Cs(i+1,j+1,n)) P'Si+1.j)+

+ O (154 1n=1) p(i+1.), (2.149)

A partir des relations (2.148) et (2.149) écrivons les trois derniers termes de P,(l ) dans
la base canonique; nous obtenons respectivement :

P (@) =214 y
( S:gi}l.ﬂ) + Cl(.tdvn"i'l))z‘n'_*_ N N . (2150)
+(a(’;.7+l|n) + as:fll"”n)cl(""n*-l) + Cl('th"+1)Cé'|Jv"))zn—l + s

n—2

et
Po(z) = ="'+
+(a(:,J+1,n) + C(t,J,n-H) + C(t+l,J+1,n)) n+
-I-(a(' J+1,n) + as:i—l J.n)(C(I,J,"H-l) + C(.+1 J+1, n))+

n--2

sefrsnmoisnndy s |

(2.151)

En égalant les coefficients correspondants dans (2.150) et (2.151), nous obtenons :

C(s.:.n+1) C(c.:.n+l) +C(a+1.:+1.n)

C(n,;,n+1)c(a,_1,n) - C§|+l._1+l.n)C{c+l,J+l.n-1) (2152)

Rappelons qu’en utilisant (2.121), (2.117) et (2.129), nous pouvons écrire les coefficients
Cio en fonction de C;, Cjs en fonction de Cg, et C, en fonction de C; et Cg respectivement.
Et alors les égalités (2.152) s’écrivent de la fagon suivante :
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Cl(i,jm+1) + C‘(;',J'-i-l.n) = Cl(i+1,j,n+l) + Céia'.nﬂ)

(2.153)
Cl(i,j,n+1)cél',j,n) - Cl(i+1.j.n) Céi,_H-l.n).

Cherchons finalement des relations entre les coefficients C; et Ce. o
Nous pouvons écrire P{5) comme combinaison polynomiale de P{+1+1), P(i) et P{H1)
en utilisant par exemple les deux méthodes qui suivent :

1. De F2
P'm) =z P'E.’+1,j+1) + Cgi.j,nﬂ) P,£‘+1'j).

Remplagons dans cette relation P{*1) par son expression donnée par Fj, & savoir
i+1,3) 7 i+1,5, 41,5
P'St+l 3) - PrS' J) + Cét J'n)PrEi_l J).
Nous obtenons ainsi

Prm) = g P15+ 4 Cz(i,j.n+1) P'Si,j) + Céi.j.n+l)c,5(i+l,j,n) P'Si-}il,j). (2.154)

2. De F
Pr(‘:.]]) — zP,S!',J.‘}'l) + Cl(ivjvn+1)P,£‘:j).

Remplagons dans cette relation P{"/*!) par son expression donnée par Fg, a savoir

P'Si.j+l) — Pr££+1.j+1) + Céi.j+1.n)P'Ei_+ll.j+l).

Nous obtenons ainsi

P'S':gl) —_ IP'St'-I-l,J"*'l) + Céi'j*.l,n)IP'(l‘_tl'j"'l) + C](i’j'n-*-l)PrSi,j)'
Remplagons dans cette relation P,S‘_’TJH) par son expression donnée par Fy, & savoir
PSS = 2 i) 4 gfi#1i*InN_ pltas),

Nous obtenons ainsi

P'Sfi’;) =z P'S.'+1,j+1) + (Cl(i.j.nﬂ) + Cé-'a'ﬂ-n)) P'Si.i)+

+ Cé'l]+l ,ﬂ) C£'+l |.7+1 vn-l)P'(".—“’ll ’J) .

(2.155)
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A partir des relations (2.154) et (2.155) écrivons les trois derniers termes de P,E 4) dans
la base canonique; nous obtenons respectivement :

Pia) =214 N
+(a(;+1.1+1.n) + C’-g""'"ﬂ))?""‘ N . . (2156)
(U1 oy GGam)plintl) | pliintl) pli+tiny n-1 |
et
("’)(z) =gt}
+( (,+1J+1,n) + C,(a',j,n+1) + C(c'.j+l,n))zn+ 9.157
+( (t+1.1+1,'l) +a (.,,,n) (C(s,g,u+1) + C(t.:+l,n))+ ( . )

+C(*.J+1.n)c('+l.1+1,n-1)) n-14 ...
En égalant les coefficients correspondants dans (2.156) et (2.157), nous obtenons :

C(iij|n+l) — C("oj9n+l) + C(ilj+11n')
C(ta.n+1)c(-+1.1,n) C(z.;+1,n)C(.+1.J+1,n-1) (2.158)
Rappelons qu’en utilisant (2.117), (2.120) et (2.135), nous pouvons écrire les coefficients
C5 en fonction de Cg, Cy en fonction de C3, et C, en fonction de C; et Cg respectivement.
Et alors les égalités (2.158) s’écrivent de la fagon suivante :

C(t,],n-t-l) + C(t-}-l RES K C(t+1.;,n+l) + C(t,],ﬂ+l)

(2.159)
C(s,J n+1)c(t._1,n) C(t J"n)c(l,J-l-l,ﬂ)

?

Nous aurions pu déduire plus facilement les relations (2.153) et (2.159). ‘En effet, ces
relations s’obtiennent & partir des relations (2.147) en utilisant (2.129) et (2.135) respec-
tivement. De la méme facon, & partir des relations (2.153) nous pouvons déduire les
relations (2.147) et (2.159) en utilisant (2.126) et (2.135) respectivement. Et, & partir des
relations (2.159) nous pouvons déduire les relations (2.147) et (2.153) en utilisant (2.126)
et (2.129) respectivement.

Nous allons déduire les relations entre les coefficients C; et Cg, C; et Cg, et Cg et Cg a
partir des relations (2.147), (2.153) et (2.159).

Commencons par les relations entre les coeflicients C) et Cs.

Ecrivons les coefficients C;, qui apparaissent dans les relations (2.147), en fonction de
C, et Cs en utilisant (2.132); nous obtenons :

cfintl) 4 C(a+1.:+1,n)c(;al-;>lm) Clit1a+1m) | C('“"’"“)C((;'{’;H) (2.160)
et
C(‘,,,nﬂ) C('“” n) C(: Jy n) = C! |+1J.n)C(t+1J.n+1)C(t.Jm+l) (2.161)

(8,)
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Dans la relation (2.160) mettons en évidence C('“"“'") et dans la relation (2.161) élim-

inons le facteur commun C{**¥™; nous obtenons :
C(c,:,n+1) C(1+1.J+1.n)(1 ((;.{;»l.n)) + C('“"’""'I)C((;"l‘"“) (2.162)

et
C,"""‘*”C((;;{',"’ = C{’“""‘*"C(‘;j’,"“’.
Finalement, dans la relation (2.162), remplagons (1 — C((;:{‘;l'")) par C((;"i';'l’");- nous
obtenons ainsi :

C(':Jv“"'l) C(H’l J+1vn)C('d+lo“) + C('“"I‘J’""'I)C(’J»'H'l)

N g - N (2.163)
Cl("”n+l)C'((;"‘;')") - Cf‘“""‘“’c(‘;;’;)"*”.

Nous pouvons obtenir ces mémes relations ou des relations équivalentes & celles-ci & partir
de (2.153) et (2.159) en utilisant (2.133), et (2.132) et (2.133) respectivement.

Cherchons maintenant des relations entre les coefficients C, et Cs.

Ecrivons les coefficients C), qui apparaissent dans les relations (2.147), en fonction de
C; et Cg en utilisant (2.138); nous obtenons :

i-1,jn41 WJ+1,
C( ’ ) + C(:.J-H.n) C2‘ F+1m) + Cz(l"J,ﬂ+1)
RO 1 1, l,ﬂ
C(s 1)J o C((BJJ cei™
et i—1,5n+1
C(| Jintl) é‘dvn) 02 C(g,],n+1)
C((;—ll.,,n+1) C(;.le)ﬂ)

Ecrivons ces relations de fagon équivalente sans dénominateurs :

C(l—l,],'l+1)c(t.]+l,n) + C(x,:+1.n)C(;-l;,J,n+l)C((;._;-)H,n) — (2.164)
C('t]"’l 1")0((;’—1; ojv"+]) + Cg'j'"*‘l)C((;'i.;l’")c((;;;'j'n+l),
Cgl'—l ,j,n+l)C£i,j,n) C((;:,;,)n) = Cél',j,u) C"(’i.),ﬂ'l-l)c(l.—l.j,n-}l). (2. 1 65)

(t.)+l,n)C(i-—;,j,n+l)

Dans la relation (2.164) mettons en évidence le facteur C. et dans la

relation (2.165) éliminons le facteur commun C{**™); nous obtenons :
i—-1,J,n [ n 1 K 1—1,9,n+1 s,3+1in
Cg 15 +1)C((8~;;‘1 ) C( J+1 ")C(s l;" n+t )(1 - C((sr'.;‘;’l ))+ (2166)

+Czs,1,n+1)C((;.,;-;-l,n)c((;';; RETS)
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et
Cg'-ld.n+1)c((;v.;)") C((;—l;"'"+l)c("1'"+l).
Finalement, dans la relation (2.166) remplagons (1— ((;'{';1'")) ((;“gl'"), nous obtenons
ainsi :

Céi—l‘j'“.*.l)c((;'{?l'ﬂ) ) C((‘:J':‘l»’)‘)C(Y((':;Jo"‘:;)c((;t;';'lvu)+
1,5,m+1 $,J+1,n 1—1,5,n+
+C7 Gy " Ce (2.167)

C;i—l.jm+l)c((;.,;,)n) C((;-l;a,n+l)cy..'i.ﬂ+l).

Nous pouvons obtenir ces mémes relations ou des relations équivalentes a celles-ci a partir
de (2.153) et (2.159) en utilisant (2.138) et (2.139), et (2.139) respectivement.

Cherchons enfin des relations entre les coefficients Cg et Cs.

Ecrivons les coefficients C, qui apparaissent dans les relations (2.153), en fonction de
Ce et Cg en utilisant (2.141); nous obtenons :

M+ (L) _ ———CG'J'HI)—%C("”"“)
Cogy”™*" Cszy ™
et
_Ge T iy __C6 psaim
R

Ecrivons ces relations de fagon équivalente sans dénominateurs :

CG'!J"’I’”)C((;;;'Jvn+l)C((;:.;1)n+l) + Cé‘».’v"'f’l)c((;;)u""“’l) (2.168)
C(t,J,n+l)C(8».12)n+l)C(8 2)..1.n+1) + C(t— W n+l)C((; _;.)'H—l)’
Cé‘_ nJ:""'l)Ce(‘szn)C((;";V)n) — CG(‘IJv")Cé’nJ+lln)C('- .j,ﬂ+]). (2.169)
Dans la relation (2.168) mettons en évidence le facteur C("”"+1)C("'])’j’“+l) et dans la
relation (2.169) éliminons le facteur commun C$™; nous obtenons :
Cet-l,J n+l)C(t,j,n+1) C(i.;-i—l n)C(;—z‘;.J,n+l)C((;,_;.)n+l)+ (2170)

t,9,n+1 1=1,5,n+1 1,Jn+1
Ct(s o )C((s,z)d )(1 - C((s,Jz)n+ ))

et
C(u-lq.n-i—l)c((;.,;,n) C(O,J+1,ﬂ)c((;'—2;.1,ﬂ+l)-

Finalement, dans la relation (2.170) remplagons (I—C((;’z)" *1) par C((;’l)" *1). nous obtenons

ainsi :
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C('-la.n+1)c(t.a.n+lil) c(r(tjﬂﬁ)g('(-;a,it;)C(;..;.)n+l)+
Hn s—=Lnn 8,20
+Ce™ C Cion) (2.171)

Cét—l.:m+l)c((;:;,)n) - Cé:.:+1.n)c((;'—2;’.7.n+l)-

Nous pouvons obtenir ces mémes relations ou des relations équivalentes & celles-ci & partir
de (2.147) et (2.159), en utilisant (2.141) et (2.142), et (2.142) respectivement.

Voyons comment & partir des relations (2.147), (2.153), (2.159), (2.163), (2.167) et (2.171)
et des conditions initialles convenablement choisies, nous déduisons des algorithmes ca-
pables de calculer les coefficients C; et Cz, C; et Cs, C; et Cg, C; et Cs, Cs et Cs, et Cg
et Cs.

A partir des définitions des coeflicients, nous voyons que quand n = 0 ou n = 1 ils
s'écrivent de fagon simple en fonctlon des moments des fonctionnelles L;, et sont donc
facilement calculables. Alors, C(k" ) ou Cy ,"'1) sont les conditions initialles a considérer a
priori.

Commencons par ’algorithme C,Cj.

Si nous partons des conditions initialles C(""’l) et C("”l) les relations (2.147) ne fonc-
tionnent pas. Essayons de déduire d’autres relations a partir de celles-la.

Dénotons les relations (2.147) par (2.147)—1 et (2.147)—2 respectivement.

De (2.147)—1

C(:,J,n+l) C(|+1.J+l,ﬂ) + C(t.J.n+1) C§‘J+l'n) (2172)

et
C(,,,,n+1) C(t,Jy"'H) +C’("’+1"‘) Cl(i+l'j+1'"). (2.173)

Remplagons dans (2.147)—2, C{* "+1) bar le deuxiéme membre de (2.172); nous obtenons :

(Cl(f+1.j+1,n) + Cgi’j'n-i»l) _ Cgt’,ji-l,n))cgi,j,n) = C}l‘ﬁ-l,j,n)céﬂj,ﬂ-{-l).

Cette relation est équivalente a

Cz(i,j,n+l)(céi,j,n) _ Cl(i+lj,n)) = Cz(i,j.n)(cz(o',j-l-l,n) _ Cl(i+l,j+l,n))’

que nous écrivons de la fagon suivante

C(u,n.ﬂ) C(’-Jm) C('..H-l,'n) Cl(i-}-l J+1,n)

C(:.J.n) Cl(c'+l.j,n) (2174)

Remplagons dans (2.147)-2, Czi'j'"+1) par le deuxieme membre de (2.173); nous obtenons :
p

C(s.),n+1)C(t,J,n) C(z+1,1,n)(c(t,,1,n+l) + C(t,_ﬁ—l,n) Cl(i+1,j+l,n)).
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Cette relation est équivalente &

C}iﬂvu‘*'l)(cgidv") - Cl(""ldlﬂ)) — Cl(‘+l'j0“)(C§'vj+lvﬂ) - Cl(‘+1vj+lrﬂ)),

que nous écrivons de la fagon suivante

t9+1mn t+1 in
C,(i'j'"+1)=C('+1"'")C(J+ ) C( J+1,n)

C(w.n) C(1+1,_1,n) (2.175)

A partir des relations (2.172) et (2.174), nous obtenons I’algorithme suivant :

¢ ALGO C;C; version 1.

1,3,1 45,1 i(z '+1)
3 = = —LL.'(:J)

(i,541,n) c(l-H J41,n)
s

Jmtl) . A (i) O
cihmt) = o
C(n Jn) C§|+1.) )

C(w.n+1) C(:+1.J+1,n) +C("”"+1) Cgi.jﬂ.n)

A partir des relations (2.147)—2 et (2.174), nous obtenons 1’algorithme suivant :
e ALGO C,C; version 2.

(1.3:1) _ (5, '1) (I’+ll
C 7 C ) - L (IJ)

) CLHEm) _pli+1541,m)

{(f,9m+1) _ ~(i
C C Cgt.Jﬂ_ngla.n)

C(:,J,n+l) C(t+1,J,n)C(a,J,n+l)/C(t,),n)

A partir des relations (2.173) et (2.175), nous obtenons I’algorithme suivant :
o ALGO C,C, version 3.

| Align i1 Li(z7+1)
Cii = ofi) = Ll
C(i.:‘+1,n)_c§-'+1.:‘+:.n)

s an+1 t+19mn
C( J ) C( + ‘J ) Cg;.,,n)_cgv}l,),ﬂ)

Cgi,j,ﬂ-’-l) — Cl(l',j,ﬂ-i'l) + Cghj"’l,ﬂ) _ C§'+1'J+1'ﬂ)
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A partir des relations (2.147)—2 et (2.175), nous obtenons I’algorithme suivant :

e ALGO C,C; version 4.

Li!’“"!

(i4:1) _
G Li(z?)

C(’Jvl)

cgi,j-fl.n)_cgi-}l,j-}l,n)
B +1,3,
Cg"’ ")-Cg' Jn)

Cl(i,j,n-l-l) = Cl(i-i-l,j,n)

Cgf,j,ﬂ"'l) = Cl(i.j,ﬂ+l)Cgi,j,n)/cl(l'-Fl,j,ﬂ)

L’algorithme C;Cs qui suit est obtenu directement des relations (2.153):

e ALGO C;Cs.
i1 Li(z+? 0.41) _ Liga(z9%?) _ Li(z?4?
C](iJ )= —._ZL:_(::T)I’CG J )= Lfisx(:':’)) —_ L(‘z(.z-’))
) _ gfimamcgians s
C(l.J,ﬂ'H) C(z,;,n+1) + C(s.J-H,n) Cl(t+1,J,n+1)

L’algorithme C,Cs qui suit est obtenu directement des relations (2.159):

o ALGO C:Cs.

C(‘vJvl)
Cg"vjyﬂ'i’l)

C(t,],ﬂ+1)

S:,'J"’l) £,3.1) __ Ligi(z21?) Li(z3+1)

~Fer G = Ty — L
— CgilJvn)CéttJ*’] 1")/Céi!jvﬂ)

C(:,J,n+l) + C(s+l,1+l.n) C£i+l'j'n+l)

Déduisons maintenant ’algorithme C;Cs.

Si nous partons des conditions initialles C(""l) C(

(‘Jvl)

&) et C("")l) les relations (2.163) ne

fonctionnent pas. Essayons de déduire d’autres relations a partir de celles-la.
Dénotons les relations (2.163) par (2.163)—1 et (2.163)—2 respectivement.

Remplagons dans (2.163)—1, C '“""'“)C(;»;')““)
nous obtenons :

Cl(t,J,ﬂ"'l)

par le premier membre de (2.163)-2;

= C(t+1,1+1,n)C(t J+1m) + C(s.],n-{»l)c(z,.;,n).

(8.2)
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Mettons en évidence Cl(‘-.i.nﬂ)

C}z,,,nn)(l _ C((;'.'_;',')n)) - C{i+l.1+l.n)c((;',’.1;;-lm)_
Remplagons (1 — C((;’l)" )) par C((é";)" )
C(‘.Jmﬂ)c(t-m) C('“"H'")C(""“'") (2.176)

A partir de cette relation et de la relation (2.163)—1, nous obtenons I’algorithme suivant :

e ALGO C;Cpg version 1.

CHN = _ L)

Li(z7)
C(i.jvl) — Li(z7¥)Liyy (=%)
(81) T Li(z7)Lis1(z7¥7)
C(",J'J) Li(z9)Ligr(z34)~Li(z94 ) Ligy (27) __ C(*-JJ)
(8,2) L(z7)Lig1 (z7¥7) 81)

C(t,],ﬂ-l-l) C('+1'J+l'n)c(":+l’n)/C((;";';)

C("J n+l) (C('J:’H’l) C(’+lvJ+lrn)C('tJ+1'n))/C]('.+l‘jvn+1)

(81) (8.2)
t,7,n+1 t,3.n+1
Ciz™” =1~ Caiy™”

A partir des relations (2.163)—2 et (2.176), nous obtenons ’algorithme suivant :
e ALGO C,Cg version 2.

1, 1) g::"'“!
Cl 4 TTL{(@)

(6,1) _ Li(z?*)Ligy (=0

Cely = T
1 Li{z3)L;31{z?t))=Li(z941)L; 3 $,5,1
Ce3y) = Melmera-bie () — 3 — ¢l

C("""‘“) C(t+1.J+l ")C(;-;‘)*'lvﬂ)/c((;:.;’)ﬂ)

C(t.m«l-l) C(-.J.n+l)C(t.J.n) /C('“"'n“)

(81)
1,)m 1,3,n+1
Cizy ™ =1 - Ciy™
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Déduisons maintenant 1’algorithme C,Cs.

Si nous partons des conditions initialles C{""", C((;"l’)l ) et C'((;"z)l ) les relations (2.167) ne
fonctionnent pas. Essayons d’obtenir d’autres relations a partir de celles-la.

Dénotons les relations (2.167) par (2.167)—1 et (2.167)—2 respectivement.

Remplacons dans (2.167)—1, Céi'j’"+l)C((;—1;’j'"+l) par le premier membre de (2.167)—2;
nous obtenons : '

Cgi-l,j,n+l)c((;,_;-)}-l,n) C(a,:+l,n)C(;-;;,J,n+l)0((;,;;—l,n) + C(t-l,:,n+1)C(t,_1+1,n)c((;,,;.)n)

-1 ,J.ﬂ+1)C(l,J+l )

Mettons en évidence C; (i~ 1)

C(t—l,j,n+l)c((;,‘;-)+l,n)(1 ((;,_;)n)) C("J+l'n)0('_l"m+l)C(;";;.l'n)

Remplagons (1 — C’((;’l)" )) par C((;’z)" )

C('-l .Jvﬂ+1)c((;:{')"1"') C((;:-"zv)") C(’-J'H m) C(g-}; -J»ﬂ+1)C((;:.;“)Ho"). (2.177)

Nous observons que cette relation s’obtient de la relation (2.153)—2 en écrivant les coef-

ficients C; et Cg en fonction de C; et Cg.
De cette relation, nous écrivons

i'j+1v") ('—1:-71""'1) ('IJ+1tn)
C(c— ,J.n+1)C(t.:+1.n) % C(B 1) C
81) C("J'n)
(8:2)

i—l,j,n+1)c(i,j+l n)

Remplagons dans la relation (2.167)—-1, C; @1)  par le deuxiéme membre de

la relation précédente; nous obtenons :

C('|J+1 n) C((;—l) -J|"+1)C(',J +1 ,n) C(‘:.H‘l 1")C(“‘lev""'l)C(g’-;;'lv") C((;t-;v)“)_*_

+ Cé’»]v""’l ) C((;».;;’l 9") C 8 1)0.7'7‘"'1)0((;-.;1;)

J+1 r")C("'I'Jvn+l)c('11+lln)

Mettons en évidence C(' 1) (82) »DOUS obtenons

C§5J+1.n)C((;'—ll).j,n+l)c(i,j+l,n)(1 _ (s.J,n)) - C;i.j,n-}l)C(t,J-H,n)C(c—l,J.n+l)c(s,1,n)

(8:2) (8 2) (81) (81) (8.2)
Remplagons (1 — ((;;)" )} par C("" et éliminons le facteur commun C((; 1;"’"“’, nous
obtenons :
C(""“’")C("JH’")C((;";'") C(',J'ﬂ+1)0(;u;-;1-ﬂ)c((;»12v)ﬂ) (2.178)

Nous observons que cette relation peut-étre obtenue & partir de (2.159)—2 en écrivant
les coefficients Cg en fonction de C; et Cs.
A partir des relations (2.167)—1 et (2.178), nous obtenons I’algorithme suivant :
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e ALGO C,Cpg version 1.

(33)1) _ _ Li(z?%})
C 2 = L.‘?z.!)
C(t.:.l) 23+ L,
(81) = Ln(-‘f’)L..‘.;(a:H-l)
C(‘;jol) Lo(l")Lc-l»l(:c"“) L'(:’+’)L|ﬂ(z’) C(O,J,l)
(8.2) Li(@)Lig1 (=7 19) &)

L} 1 1, 1 . 1,9, i 0 g,
C(t.: n+l1) _ (C( J+ n)C(g ;-)H n) ((8 .;)"))/(C((s,.;-)f—l n) ((s _;),,))
C(i.jmﬂ) — Cg"j'"+’)cf:33-f+’~")

(8,1) C§s+1.:+1,n)C((;;;.J+x.ﬂ+c§-+x.,,n+1)C((;:,;,)‘,,Hm)
f,ym+1 5,5 n+1
Ciiy™ =1-Ci™

A partir des relations (2.167)—2 et (2.178), nous obtenons 1’algorithme suivant :

e ALGO C,Cs version 2.

_Li (z711)

(4.0:1) _
C 7 Li(z?)

(3.41) _ L;!:cj+1 )Lity Sr-j!

C(s'l) T Li(z7)Lig1(274?)

O = L)L e
G = (GG Ci ) (C
C((;':Jl',)n-;-l) - Cy,j,n-l-l)c((;:li;,j,n) /C§i+1.j,n+1)
i =1- oG

('rJvl)
(&)

-C

(m+l.n)
(8.1)

(4.J:m)
(8 2)

)

A partir des relations (2.177) et (2.178), nous

e ALGO C,C;s version 3.

obtenons ’algorithme suivant :
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Cg’j'l) _ _ Li(z*+!)

== Li(z7)
i C(t,),l) L.'%:c-’.“!b.'fﬂtj}
(8,1) Li(z?)Li41(z’
C(".J'J) Li(z)Ligy (2941 )~ Li(z7+} ) Ligq () _ C(*-JJ)
8,2) Li(#)Lig1 (=7 1) (8)

t,5n+1 1,n s n (KX 1,9+1.n 1,0
G4 = (M OO (C ot

C((;p.;m'i'l) (C(idm+l)C((;'li;ai'l,n)c(;-l;;am))/(C(l+1.1+1,")c(;';;d+lm) )

$,J,n+1 $,.n
C((s';) Maog- C((s"l) )

Pour le calcul des coefficients Cg et Cs nous n’avons pas trouvé de relatlons de récurrence

capables de constituer un algorithme qui utilise les conditions initialles C{#), C((;"l'l) et

C'((;’z; ) Cependant, les coefficients Cg et Cs peuvent toujours étre calculés en utilisant
simultanément deux algonthmes CiC¢ et C,,Cs qui fonctionnent avec les conditions ini-
tialles correspondantes a ’indice n = 1.

D’un autre cété, si nous supposons que C{"1) ¢ ('"”)" et C ("")" *1) sont connus Vi, j €
No et n fixé, a partir des relations (2.171) nous pouvons établir un algorithme capable de

calculer Cs""k) C((;"l)k ) et C’((;’z)k ) Vi,j € Noet k< n:

e ALGO CeCs, version 1, forme progressive.

cliamt), C((;"l)" ) et C((;'Jz)" *1) sont connus Vi,j € Np et n est fixé

cg.‘-:,y-1,n+:)cz.' J=1,n41) c(.' -1 n+1)c(-'—x j—l,n+l)c((i,j)—l.n+1)
8,1

(f.4m) _
Ce - c((;-zi) -1, n+1)08,;: n+x)
LIn ti+1,n i—1,7n+1 i-1,9n+1
Clzy = CEo ey 0 g
410y ( D
Coxy =1 Cosay”

Essayons de trouver un algorithme plus simple que celui-ci.

Dénotons les relations (2.171) par (2.171)—1 et (2.171)—2 respectivement.

Remplagons dans (2.171)-1, C("’“’")C((;;l)"'"“) par le premier membre de (2.171)-2;
nous obtenons :

Céi-l .j,n+l)C((;,,;,)n+l) C('-ld'n+l)C((;";;)C((;';';+l)
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C(i.jm+1)c("-21) J.n+l)c((;'.':l',)n+l).

Mettons en évidence C(' 1"""4'1)Cv(t..v,n+1)

-1, n+1 5,5, WJn $,5,n i—1,5,n 8,0,
C(' 1,5n+ )C((G.Jz) +l)(1 __C(u )) Cés,J +1)C((3,2;'J +l)c((;'.;) +1)'

Remplagons (1 — C((Ejz)" ) p ar Cly)

C“"J’"*"C((;g')""‘)c((;;')’" C("”""'l)C(;;;""‘“)C(;”l’)"“) (2.179)

Nous observons que cette relation s’obtient de la relation (2.147)—2 en écrivant les coef-
ficients C; et C; en fonction de Cg et Cs.
A partir des relations (2.171)—2 et (2.179), nous déduisons I’algorithme suivant :

e ALGO C¢Cjs version 2, forme progressive.

cliamt), C((;"l'"“) et C((;’z)" *1) sont connus Vi, j € No et n est fixé

C(;.Jl.)n) - (C("”"“)C('-l"’"H)C((;',';')"fl)) /(Cé"l"’"H)C((;‘,’z’)"“))

(¢4, 1,5,m
Cloy’ =1-Ciea)

1N t—1,5-1,n41 1,7-1,n+1 1—1, n+l
C(" ) _ C( 1,j-1 +)C((8.12) +)/C(82)J -1in+1)

Nous pourrions encore déduire d’autres versions des algorithmes C;C;, CiCs, C;Cs,
Clcs, CzCs et CsCs. :

Supposons maintenant que nous voulions calculer des coefficients autres que C;, Cs, Cs
et Cg, par exemple les coefficients Cj,.

Voyons que ce calcul peut étre fait en utilisant les six algorithmes déja déduits.

Rappelons I'identité (2.123)
1

(1m) _
C = Cl(ilj'“+1) :

A partir de cette identité et de (2.135), (2.138), et (2.141), nous écrivons les coefficients
C1: en fonction de C; et Cg, de C; et Cs, et de Cs et Cg respectivement:

1

(5,5m) _
Cis C(.-l,_,,n+1) Cé‘_l"i’""’l)’ (2.180)
. (s-1,5,n+1)
CHM = Bl (2.181)

Cgl—l,j,ﬂ"'l) !
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C('.-l J1"+1)

63 (2.182)

(5.3m) _
Ciz" = Céi—l.j,u-{-l) ‘

Ennongons maintenant les différentes méthodes que nous pouvons utiliser :

- Commencer par calculer les coefficients Cy & partir d’un des algorithmes C;C,, C1Cs
ou C,Cs, et ensuite calculer les coefficients C); & partir de 1’égalité (2.123).

- Commencer par calculer les coefficients C, et Cg & partir de l'algorithme C,Cs, et
ensuite calculer les coefficients Cy, & partir de I'égalité (2.180).

— Commencer par calculer les coefficients C, et Cg & partir de I'algorithme C,Cs, et
ensuite calculer les coefficients Cy, & partir de I'égalité (2.181).

- Commencer par calculer les coefficients Cg et Cg a partir de I'algorithme Ce¢Cs, et
ensuite calculer les coefficients Cy; & partir de I’égalité (2.182).

Mais, nous pouvons aussi calculer les coefficients C); directement & partir d’un algorithme
CiCi, a déduire.

Il est important de remarquer que ces différents procédés ne sont pas numériquement
équivalents.

Montrons que nous pouvons toujours écrire les algorithmes C,C3, C1Cs, C2C¢, C;Cs,
C2Cs et CCs en fonction de C) et Cyy,, & condition que C; et C,, n’appartiennent pas au
méme groupe de coefficients.

Soit C;C; un des six algorithmes déja déduits. Nous savons que ces six algorithmes cor-
respondent aux combinaisons deux a deux de C;, C,, C¢ et Cs, qui sont les représentants
des quatre groupes de coefficients. Alors, il n’y a que trois cas & considérer :

— C; et C) coincident ou appartiennent au méme ensemble de coefficients, de méme que
Cj et Cn. Alors C; s’écrit uniquement en fonction de Cj, et C; s’écrit uniquement en
fonction de C,,.

— C; et C; coincident ou appartiennent au méme groupe de coefficients, mais C; et
Cm non. Comme C; et C; n’appartiennent pas au méme groupe non plus, C;, C; et Cp,
appartiennent tous les trois a des ensembles différents, et alors C; peut s’écrire en fonction
de C; et Cy,. C; s’écrit uniquement en fonction de C;.

— C; et C; n’appartiennent pas aux mémes groupes que C; et Cy,,. Alors C;, C; et Cp,
et C;, C et C,, appartiennent a des ensembles différents, donc C; et C; peuvent s’écrire
en fonction de C; et C,,.

Nous pouvons essayer de déduire les algorithmes C;Cy,,, ot C; et C,, n’appartiennent pas
au méme ensemble de coefficients, a partir des algorithmes C;C; écrits en fonction des
coeficients C; et Cy,. Si C; et C,, appartiennent au méme groupe de coefficients, cette
méthode ne peut pas étre appliquée.

Donnons deux exemples des algorithmes C;C,.

L’algorithme C;;C)2 qui suit a été obtenu en écrivant la version 2 de Ialgorithme C,C,
en fonction de Cy; et C, en utilisant les égalités

et 9™ — 1

(5.4m) _ —— e
(Oh = 2 = Cg+1,j,n-l) .

D

e ALGO (,,C;; version 2.
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C(:.J,O) L._! g::’ ) C(c,J,O) L.-!z’}

i-1(z241) Li(z241)
(5,m) Cg;d"l'l.ﬂ-l)cﬁ.j-}l,n—l) C(i,j,n—l)_c(i.j,n—l)
Cll = F’;J-"—l) "1-}4'1."—1 "Cxlz"“'n—l
Cliin) _ ismDnn

C(tlan=1)
1

L’algorithme CgCi2 qui suit a été obtenu en écrivant la version 2 de ’algorithme C;C,
en fonction de Cy et C), en utilisant les égalités

1

(i.dm) _ Y
Cy" ™ = —Cg.j,n—l)

et C(t,;,n) Cg(l'+l.j+l.n—l).

e ALGO CsC,, version 2.

1,7 Li_1{z?) 1,5,0 L.'! j
C(Jo) 1 £ C( J )= Li(fol)

L' 1(2)—1) k] 12

C(l,),n) (- 3 n—l)C(t J=1m-1) 4 C(' J+1 ,.-;)C(, jin—1)
C(' ER n—l) 1- C(n KR n—x)c(. ,_1 =T)
Cl(;’j'n) — ci;-l»l.j.n-l)q(;d-u_j.n,n_n

‘41,741,
Fo‘ J+1,n)

2.3.2 Cas particuliers

Nous nous proposons d’écrire les algorithmes déduits dans la section précédente dans
les cas particuliers des polynémes orthogonaux adjacents et des polynémes orthogonaux
vectoriels de dimension -1.

Nous rappelons que dans le cas des polyndmes orthogonaux vectoriels de dimension d, F;,
Fjo et Fy, sont les seules relations qui existent, et comme C,, Cyo et C;2 appartiennent au
méme ensemble de coefficients, nous n’avons pas déduit des algorithmes correspondants
a ces polynémes.

1. Polynémes Orthogonaux Adjacents

En sachant que L;(z’) = L(z**) et C("””) C((,';'S{’"), nous obtenons facilement
Pexpression particuliere des algorlthmes deduits dans la section précédente.

e ALGO C,C; version 1.
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(1) _ A1) _ _ Lt
G’ =0 -i—rlb(z y

141,n) 142,n)
Cgl,n-}-l) C(l m) ct 2 — f’(“ _

C(l.n+1) C(l+2,n) + C(I.n+l) C§l+1.n)

e ALGO C;C; version 2.

) _ A1) Lt
Cy''=C{" = —(——.JL(t)

C(I,n-H) C(z ) c(‘+1 ") _oi+2m)

+1n

2

C(l,n-{-l) C('+1,n)C(’,ﬂ+l)/C(I,n)

e ALGO C,C; version 3.

(1) _ A1) _ _ L
Gy =G0, ‘L‘l‘lz,(z y

C(l,n+1) C(1+1 n)cé‘“ ) _c{i+2.m)

+1,n

2 T

C(l,'n+l) C(l,n+1)+c(l+1,n) Cl(l+2.n)

e ALGO C,C; version 4.

]
C(’ A1) _ (‘ 1) _ LLQ?:;!

" 41,n) C(l+2 n)
cllmtt) _ g1, ")g(é?m—c(#ﬁr

2

C(l,n+l) C(l,n+l)c(l,n)/c(l+l,n)

e ALGO C1Cs.
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(1 1) i+l (11) _ L(zi+? L{zit?
S G = e -
C(l,ﬂ+1) C(l—’-l.ﬂ)c(l"-l,n)/c(l,n)
ln41 in41 141, 141,n41
C( n+1) _ C( "+)+C(+1ﬂ) Cl(+1ﬂ+)
] ALGO CzCs.
(1 1) i+ (1 1) L(z"“) Q@"“)
== L(:r: ’ — L) T L)
C(I,u+1) C(l,n)C(l-H n)/C(I )
n [ X l K
C(l +1) __ C( +1) + C( +2,n) CéH.l +1)
e ALGO C,Cs version 1.
(['1) _ L :l+1
G =~y
o) = L(z'4+1)L(z'41) c®y) (11)
8 1) = L(z )L(:rx"’ ) 8 (8,2) = C(S 1)
ln41 142, 4+1,n in
C( " = C( n)C((B 2) )/C((8,2;
¥ Iﬂ [} y [ ;N 1 K 1
C((;:;—l) (C( +1) C{ +2 n)C((s-'l;l) ))/Cl( +1,n41)
Iin41 In41
coa =1- i

e ALGO C,Cjs version 2.
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([1) Lzt
o = -

11) _ L(z!4})L(z'! 11 11
Chx) = Yenlesd , ol =1-¢6h)

In+1 4+2n I+1,n In
C( ) C( )C((8 2) )/ ((8 2;

Intl In41) ~(In I+1,n
C((Sl;-) C( ) ((81;/0( Hintl)

In4l lntl
Cm ) =1-Ciiy?

o ALGO C,Cg version 1.

(l 1) i+l
¢ = My

(11) L{z'+1)L(z'+?) (1) 1)
(s 1) = L:(::: )L(z‘z ’ C(s 2) = 1-— C(s 1)

in+1 141, I4+1n [X H-l, I,n
C( ) _ (C( Rl ((8 A )C ((8'3)/( (8 l)ﬂ) (8 2;)
(I n+1 C(l n+l)c(l+2 n)
0(871) c(l+2 nycm»z n)+c(l+1 n+])C(l+2 )
In+1 In+1
Cay ) =1-Cighy”
o ALGO C,Cs version 2.
(b _ _ L=
C; —TI@
o L(z'+1)L(z*41) cyn (L,1)
(8 1; = La(rz )L(,zn) ’ (s 2) = 1- C(s 1)
1, 141, 141,n) ~(, 141,n) Al
Ci™ = (Cf MG MCE/(Cehy ™ Cel)

C((;';;-l) c! .n+1)C(I+l.n)/C(l+1,n+1)

In ln+1
C((s 2;1) =1- C((s,1;F )

e ALGO C,Cjs version 3.
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ci = g%j;)

((e'; l1)) = %@ ) C((zls ;) - C((tl;'.lx))

G = (G Clen) (Claiy ™ Cisz)
Ciomy = (CE™Cii ™ Claty ™) (CE**Clgly™)
Cezy” =1=Cieny”

o ALGO CeCs, version 1, forme progressive.

climtn C(é ';;'1) et C((é";;l) sont connus VI € Ny et n est fixé
Cél'") C(l-z "“’c" 1 n+(l1i2 i(:: n,“l)f(i_z n+1)cg—11):+1)
Clomy ™ Claay
C((é;; - c(l+1.n)c((£'—21).n+l)/Cél—l,n+1)
Cisny =1~ Cism)

e ALGO CeCg version 2, forme progressive.

(In+1)

sont connus VI € Ny et n est fixé

ci™, oy e

Csi2)

(l,n) (l,n+l) (l—l,n+1) (Im+1) (l 1.n+1) (In41)
(81)—( (82) (81) )/( (82) )
In In

Clom =1- Cish)

C(I n) C(l— ,n+l)C(é 21),n+l)/ ((é—zg n+1)

e ALGO C;,C,; version 2.
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(l 0) _ gr"’[ (l 0) _ _Lf "
L(z") - L(zr )

ol = ST -y
n- ne- m—
c§, C§1+ " 'C§2
C’l(lz'") _ gﬁf"""’d‘,""“’

F1,n=1
cirmy

e ALGO CyC,;, version 2.

! £l-1
G = ey » O = iy

g(gl;n-—l)c(llz—l.n—l) l_gz-u,n-:)cﬁ,n—:)

Cs(l'n)= Tn=1) Ty A=1.m=T1)
C":lz"l 1"09'"— )012 "

C(l’") _ glz-fl,n—l)cgl-f?m—l)
12 = C(H?.ﬂ)
-]

Le fameux QD algorithme des polynémes orthogonaux adjacents est I’algorithme

C1Cs.

Nous pouvons déduire C,Cs & partir par exemple de ’algorithme C,Cé, en sachant

que
I,n I4+1n

¥

puisque Cé"j'") = _C§i+l.j.n).

Nous obtenons :

¢ ALGO CyCs.

([ 1) H—l ([ 1) _ L( l) L( l+l)
- L(z) ? - L(:") - Lr(r)

Cl(l.n+1) - C{l+l,n)C§l+2.n)/C§1+lm)

C(l,n+1) C(l,n+l) + C(l+1,n) Cl(l—l,n+1)

En faisant

In n In n
G = —gM et G = —elD),

les relations de ’algorithme C,C5 s’écrivent de la facon suivante :
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q'(‘l) (I) = q(l+1) (1-1)

()1 + q,(.ﬁ’,l = '(.’-)H + eg-ﬂ)’

qui est la notation habituelle du QD algorithme [2].

2. Polynémes Orthogonaux Vectoriels de dimension -1

En sachant que L;(z7) = L{z'~*) et C((,:"}'") C[‘,’:,;' " nous obtenons facilement
Yexpression particuliere des algorithmes deduits dans la section précédente.

¢ ALGO C,C; version 1.

CI’ A _ C[‘ a1 _ L( (“; )

fir cl#iml_cltin)
2ln C -1,n

C[l,n-l—l] C[I.n] + C[I,n-H] C£I+l,n]

o ALGO C,C; version 2.

Cl = ol =

[i41,n] _ ~[tin]

C. -C

Cg’"-"l] = C[l n.] - 1
Cy;" =01

CII,TH—]] CU l,n]C[l,n+1]/C[l,n]

e ALGO (C,C; version 3.

CI‘ ) _ CI’ A _ LP(?"";I

m] C(H»l n) C[l n)
C in, C 1-1,n;

C[l,n+1] C[' -1

C[l.n-n] C[I,n-H] + C[l+1,n) C{l.n]

¢ ALGO C;C; version 4.
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[ll] [11] L(z'4+1
cil=cil = J,j;—,,yl

{n+1) _ Ali-1mjcftim_cftn
Cl - C ]Cln cl -1,n;

C[l,n-H] C[l,n-i-l] C[l.ﬂ] / C[I— )

e ALGO C,Cs.

[l 1] L(z'11) [l 1] _ L ’; L{z!t?)
L?z ? - L(:cz" Yy ~ L:(:x)

C[l,n+l] C[l l.n]C[l+1.n]/C[l,n]

C[l,ﬂ+1] C[I,ﬂ'l"l] + C[’+1,ﬂ] Cy—l,ﬂ""l]

e ALGO C;Cs.

[l 1] i1 [l 1] _ _L(z") _ L{z*?)
== L(.r ) I TOLE)

flin+1] _ Alln) All+1m) ) ~[ln)
ol — ol ol

C[l,n+l] C[I,n-H] +C[l,n] Cy—l.n-i-l]

e ALGO C;Cjg version 1.
1) _ L=+

Gy =- L(z")
[l 1] - L{z!+})L(z*-? [l 1} 1}
Cex) = “iadter » Ciem =1 - Cisa)

g W, y in
clim#l 2 glilgliete i)

C([Ia,v;-)l—l] (C[l.n+1] C[I,n]c[l-i»l,n])/c[l- m+1]

In In
Clemy =1~ Cigay "

e ALGO C,Cp version 2.
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[11] L{z'+Y)L(z!? 1,1) 1,1
sn--(z(—,%z%;rrl Ciszy=1-Clen)
ln41 [RAP(ES K In
Cf™! = C"Cley™ [Clgia

C[’ ,n+l]

51) Cll,n+1]c,[1,n] / C[l-—l,n+1]

C([ISV;-)'-I] — 1 - C[l.ﬂ+1]

e ALGO C,Cs version 1.

It 1] _ L=
C L(z")

11 L(z!'+1)L(z7?
Ciet = e

lin+1 1+1,n) ~1 ln In 1 ,n
el = (eIt Heliamolh (chy™

1,1 {1
, Clamy =1-Clgl)

C[l n+]]C[l n]

81 AT 5 o= AT GTA]
1) = ATl Clony

Int1 In+1
C([s';) b=1- C([8,l) :

In
Chy)

e ALGO C,Cg version 2.

It 1] L(z't?

¢ =~
[l 1) L{z'*t1)L(z [I 1] _ 1,1
Cly = Mt , ey =1-Cil)
B K n} Alln I+1,n
¢ = (CFCky e Clany ™

In+1 In+l] ~ll-1,n 1-1n+41
C([81')+] C[ +Hlo [81) ]/C[ ]

In in
C([s 2-)H] =1- C([s.1)+1]

In
c&y)

e ALGO C,Cps version 3.
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C[’ ) _

chu _
(8»1) =

C[I ,ﬂ+1]

[l ,n+1]
(8 1)

In+1
Ciazy " =

_L(z'41)
L(z")

(L1

L(z'+})L(z'"1) (B}
i(z )L(=) y Clga) =1-Cgy)

(C[""l,ﬂ]c[“’l,ﬂ] [’,ﬂ] )/(C[H'l pﬂ] [’ n]

(8:2)
( [I,n+l] [tin] [l—
(8 1) (8 2)
lntl
=1- C(ls 1) ]

(8 1)

(8,1) (8 2)

"CiIcE)

)

e ALGO CeCs, version 1, forme progressive.

Cél ,ﬂ+ 1] ,
Cg n)

In
Cis) =

In
Cismy =1

clint1l oy plint]

(8.1) (82)

clintil C“ 1 4] _plt=1m41] pllin i) plt=1in41)

(8,2) (8,1)

CLAt I oT=1,n41]

(8.2)

(s

»2)

C[1+1,n] C[l+1.n+1] / Cél+1,n+l]

(8,2)

In
C<[s )

sont connus VI € Z et n est fixé

e ALGO C¢Cjs version 2, forme progressive.

C[l,ﬂ] (C[I,'n-{—l] ([‘8+21),n+l] C([ISY;-;-IJ)/(C[1+1,H+1]

C([ls,,;]) - C[z+1,n]C[ls+21),n+1] /C([;I+1,n+1]

In In
C([s 1]) =+ C([s.zl)

[l.n+l]
(8:2)

C[""‘”] C(s";‘)”] et C([IS',’;;I] sont connus VI € Z et n est fixé

)

e ALGO (10,2 version 2.
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) 2‘+l 9 g
uo] = L(! ) ; [l 0] = ng ‘)

Cu'"] CP,*""-‘]C?;:".-“ c[l.n-—l]_c[l.n-ll
a}gn-l) clll-n.n-l __cllz-n.n-l
C[‘.ﬂ] _ c!'-’ ,ﬁ-l] c(‘-l ,ﬂ]
12 =

=1 n=]
cu

o ALGO Cp(C,; version 2.

‘ 3

C(l,n—l]c[l-l,n—l] l-—C‘“lm_lld"“-ll
cn.u-l l—C, N1 Cu—l.n—l

Cg ,ﬂ] o

C[l—l n=1] c[l,n—l]

Cuv"] = -
12 CO ,

2.3.3 Conclusion

L'implémentation des algorithmes de type QD pour le calcul des coefficients des relations
de récurrence des polynomes biorthogonaux pose de sérieux problemes d’encombrement de
mémoire et de volume de calculs. Une étude de minimisation de ces problemes, semblable
a celle qui 2 été faite dans la section 1.3.1, s’impose.

En outre, il se pose la question de la stabilité numérique de ces algorithmes. En effet, il est
connu que J’algorithme QD pour les polynémes orthogonaux adjacents est numériquement
instable & cause du calcul des différences et des quotients entre des valeurs trés proches.
Nous remarquons que la mémesituation est susceptible de se produire pour ce qui concerne

les autres algorithmes de type @QD.

L’implémentation en Mathematica[13) permet de faire du calcul approché de haute pré-
cision et permet ainsi de minimiser ’effet cumulatif des erreurs d’arrondi.

Cependant, il serait toujours intéressant d’étudier les différentes versions des algorithmes
du point de vue de la stabilité numérique.
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C +
C PROGRAM NAME - GENPADETYPE ( GENERALIZED PADE-TYPE APPROXIMANTS ) +
C +

CHttttttttttttsttttttttttttttttittttttttttttttbttttdttttttttttttttttttbttttts
DESCRITPION :

MAIN PROGRAM THAT COMPUTES A SEQUENCE OF GENERALIZED PADE-TYPE
APPROXIMANTS USING THE BLOCK BORDERING METHOD.

IT IS A CONVERSATIONAL PROGRAM. DURING RUNTIME THE USER IS
INVITED TO CHOSE THE SERIES, THE GENERATING FUNCTION, THE BASIS
OF POLYNOMIALS AND THE FUNCTIONALS AMONG OTHERS, OF THE EXAMPLE
HE WANTS TO TEST.

MODULES REQUIRED :

- SUBROUTINES BASISPOLY, BETABOR, BLBORD, DERIVEPOLY,
FUNGENERATING, GAUSS, INVERS, MODIFIEDMOMENTS,
PRIMITIVEPOLY, READPOLY, RCPROD, SYSTEM,

WRITEPOLY, WRITING.

- INTEGER FUNCTIONS PFACT.

- DOUBLE PRECISION FUNCTION  ELFUNGEN, F, FUNPOLY, GPADETYPE,
HORNER, INNERG.

THE CODES OF THE SUBROUTINES BASISPOLY, FUNGENERATING AND
MODIFIEDMOMENTS, AND THE FUNCTIONS ELFUNGEN, F AND FUNPOLY
ARE WRITTEN ACCORDING TO THE OPTIONS OF THE SERIES, THE
GENERATING FUNCTIONS, THE BASIS OF POLYNOMIALS AND THE
FUNCTIONALS GIVEN IN THE CALLING PROGRAM.

WHEN THE USER WANTS TO TEST NEW EXAMPLES, HE MUST ADD
THE NECESSARY NEW OPTIONS TO THE

MENU OF SERIES

MENU OF GENERATING FUNCTION
MENU OF BASIS OF POLYNOMIALS
MENU OF FUNCTIONALS

IN THE CALLING PROGRAM, AND THE CORRESPONDING NEW CODE TO THE

SUBROUTINES - BASISPOLY
- FUNGENERATING
- MODIFIEDMOMENTS
AND THE
FUNCTIONS - ELFUNGEN
- F
- FUNPOLY .

THE BLOCK BORDERING METHOD IS IMPLEMENTED IN THE MODULES BLBORD,
BETABOR, GAUSS, INVERS, RCPROD, AND INNERG, THAT WERE WRITTEN
AND PUBLISHED BY

C. BREZINSKI, M. REDIVO ZAGLIA, Extrapolation Methods.
Theory and Practice, North-Holland, Amsterdam, 1991.

oXeNeXoXeleXeXeke e XeXeNeXeXo ke XoXe Ko XoXe e Ko XeRoXoXe o XeXe ko Xe Koo Koo NeXoXo XoXeRo Re Ko Ko Xe Ko XKoo Xe Ko Ko Xe Ne o Xe Ko Xo Ko Xe Ko Ne X e
P L I T T T TE T T S S A i S U I A A S AR T T T I N S S A A A R S S 0 R A S S
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Y
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c +
C Zelia DA ROCHA +
C Laboratoire d'Analyse Numerique et &'Optimisation +
C UFR IEEA - M3 +
C USTL +
C 59655 - Villeneuve d'Ascqg Cedex +
C FRANCE +
c +
[ R S S D 2 kL LTy
C +
C +

PROGRAM GENPADETYPE
C
C +.. SPECIFICATIONS FOR EXTERNAL FUNCTIONS
C

DOUBLE PRECISION F, GPADETYPE
C
C ... SPECIFICATIONS FOR VARIABLES AND CONSTANTS
o

INTEGER IER, INIT, IR, IL, I, I1, I2, ILl1l, N, K, J, OPS,

* OPD, OPG, OPB, OPF, OPAI, OPCl, OPC2

DOUBLE PRECISION EPS, GPT, FT, T
o
C . SPECIFICATIONS FOR PARAMETER CONSTANTS
C

PARAMETER (IR=40 , IL=20 , EPS=1.0D-31)
C
C IR IS THE MAXIMUM NUMBER OF APPROXIMANTS TO BE CALCULATED
C
o
C . SPECIFICATIONS FOR VECTORS AND MATRICES
C

DOUBLE PRECISION M(IR,IR),A{IR),D(IR),PB(0:IR-1,-1:IR-1),

* L(0:IR-1,0:IL),FKT(0:IR-1),C(0:IR-1),

* WBETA (IR, 2*IR),WK(IR),WV1(-1:IR-1),WV2(-1:1IR-1)
C
C
C

OPEN (1, FILE="RESGENPADETYPE", STATUS="NEW")
Cc
C . EXECUTABLE STATEMENTS
C
100 WRITE(9,*) '*** MENU OF SERIES***'

WRITE(9, *)
WRITE(9,*)' (1) F(T)=EXP(-T)"*
WRITE(9,*)'(2) F(T)=LOG(1+T)/T'
WRITE(9,*)'(4) SUM OF SERIES NOT KNOWN'
READ(9,*)0OPS
SELECT CASE (OPS)
CASE(1)
WRITE(1,*)'F(T)=EXP(-T)"'
CASE(2)
WRITE(1,*) 'F(T)=LOG(1+T)/T"'
CASE(4)
WRITE(1,*)'SUM OF SERIES NOT KNOWN'
CASE DEFAULT
WRITE(9, *) '‘WRONG VALUE'
WRITE(9,*)'TRY AGAIN'
GO TO 100
END SELECT
WRITE(1, *)

NOOO

00 WRITE(9,*)'(1l) SUM OF SERIES AVAILABLE'
WRITE(9,*)'(2) SUM OF SERIES NOT AVAILABLE'
READ(S,*)OPD

APPENDIX A page 2 6 Apr 1994 15:0°¢
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IF (OPD.NE.1.AND.OPD.NE.2)THEN
WRITE(9,*) 'WRONG VALUE'
WRITE(9,*)'TRY AGAIN'

GO TO 200

END IF

WRITE(S,*) '*** MENU OF GENERATING FUNCTIONS ***'
WRITE(9,*)' )
WRITE(9,*)' (1) G(X,T)=1/(1-XT)*
WRITE(9,*)'(2) G(X,T)=EXP(-XT)'
WRITE(9,*) ' (3) G(X,T)=LOG(1+XT)/T'
READ(9, *)OPG
SELECT CASE(OPG)
CASE(1)
WRITE(1,*) 'G(X,T)=1/(1-XT)"
CASE(2)
WRITE(1,*) '‘G(X,T)=EXP(-XT) "'
CASE(3)
WRITE(1l,*) 'G(X,T)=LOG(1+XT)/T'
CASE DEFAULT
WRITE(9, *) 'WRONG VALUE'
WRITE(9,*) 'TRY AGAIN'
GO TO 300
END SELECT
WRITE(1,*)

WRITE(9,*)'*** MENU OF BASIS OF POLYNOMIALS ***
WRITE(9, *)
WRITE(9,*)' (1) CANONICAL BASIS'
WRITE(9,*)'(2) FIRST KIND TCHEBYSHEV BASIS'
WRITE(9,*)'(3) SECOND KIND TCHEBYSHEV BASIS'
WRITE(9,*) ' (4) BASIS TO GIVE BY THE USER'
READ (9, *)OPB
SELECT CASE (OPB)
CASE(1) _
WRITE(1,*) ' CANONICAL BASIS'
CASE(2)
WRITE(1,*) *FIRST KIND TCHEBYSHEV BASIS'
CASE(3)
WRITE(1,*) ' SECOND KIND TCHEBYSHEV BASIS'
CASE (4)
WRITE(1,*) 'BASIS TO GIVE BY THE USER'
CASE DEFAULT
WRITE(9,*) 'WRONG VALUE'
WRITE(S, *) 'TRY AGAIN'
GO TO 400
END SELECT
WRITE(1,*)

WRITE(9, *) 'POINT WHERE THE APPROXIMANTS ARE CALCULATED ?'
READ(9,*)T
WRITE(1,15)T
FORMAT(/,'T =',D10.2,/)
SELECT CASE(OPD)
CASE(1)
FT=F(OPS,T)

WRITE(9,25)T,FT

25

WRITE(1,25)T,FT
FORMAT('F(',D10.2,')="',D24.16)
CASE(2)
FT=0.0D00
END SELECT

APPENDIX A page 3 6 Apr

1994 15:05



C
C
C
€00 K=0; INIT=0; IER=0
C
c
C ... COMPUTATION OF THE K-TH GENERALIZED PADE-TYPE APPROXIMANT
(o (K) (T).
C F
C
C ... CHOICE OF THE FUNCTIONAL Lk
C
700 WRITE(9,*)'DEFINITION OF THE FUNCTIONAL L ',K
WRITE(9,*)
WRITE(1,*) *DEFINITION OF THE FUNCTIONAL L ',K
WRITE(1,*)
WRITE(9,*) '*** MENU OF FUNCTIONALS ***'
WRITE(9,*)
WRITE(9,*)'(1) L (F)=F(X )'
WRITE(9,*) "' k k
WRITE(9,*)'(2) L (F)=D(J )F(X )*
WRITE(9,*)' k k k
WRITE(9,*)'(3) L (F)=INTEGRAL OF F BETWEEN X AND Y '
WRITE(S,*)" k k k
WRITE(S,*)*(4) L (F)=A *F(X )+...+A *F(X )
WRITE(9,*)" k k1 k1 kn kn
WRITE(9,*)'(5) L (F)=A *D(J )F(X )+...+A *D(J F(X )
WRITE(9,*)"* k k1 k1 k1 kn kn kn !
WRITE(9,*)'(6) L (F)=A *INTF{X ,Y )+...4A *INTF(X , Y )°'
WRITE(9,*)" k k1 k1 k1l kn kn kn !
READ(9, *)OPF
SELECT CASE (OFF)
CASE (1)
WRITE(1,*)'L (F)=F(X )"
WRITE(1,*)' k k
CASE(2)
WRITE(1,*)'L (F)=D(J )F(X )'
WRITE(1,*)' k k k
CASE(3) '
WRITE(1,*)'L (F)=INTEGRAL OF F BETWEEN X AND Y
WRITE(1,*)' k k k
CASE(4)
WRITE(1,*)'L (F)=A *F(X )+...+A *F(X )°'
WRITE(1,*)' k k1 k1 kn kn
CASE (5)
WRITE(1,*)'L (F)=A *D(J )F(X )+...+A *D{(J )F(X )
WRITE(1,*)' k k1l ki k1 kn kn kn'
CASE(6) .
WRITE(1,*)'L (F)=A *INTF(X .Y )+...4A *INTF(X ,Y )°'
WRITE(1l,*)"' k k1l k1l X1 kn kn kn ¢

WRITE(1,35)

CASE DEFAULT
WRITE(9,*) 'WRONG VALUE'

WRITE(9,*) 'TRY AGAIN'

nno

GO TO 700
END SELECT

... DEFINITION OF THE FUNCTIONAL Lk
L (K, 0)=DBLE (OPF)

IF(OPF.EQ.1.0R.OPF.EQ.2.0R.OPF.EQ.3) THEN
WRITE(9,*) 'X',K,'?"'

WRITE(1,*)'X',K,'?"'

READ(9, *)L(K,1)

WRITE(1,45)L(K, 1)

ELSE
SELECT CASE(OFF)
CASE(4)
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IL1=INT((IL~-1)/2)
CASE(5,6)
IL1=INT((IL~-1)/3)
END SELECT
800 WRITE (9, *) ‘NUMBER OF TERMS <= ', IL1,'?*

WRITE(1,*) 'NUMBER OF TERMS <= ', IL1,'?'

READ(9, *)N

IF (N.GT. IL1)THEN

WRITE(9,*) 'THE NUMBER OF TERMS MUST BE SMALLER THAN °',IL1
WRITE(9, *) 'TRY AGAIN'

WRITE(1,*)'THE NUMBER OF TERMS MUST BE SMALLER THAN ',IL1
WRITE(1,*) *TRY AGAIN'

GO TO 800

END IF

WRITE(1,55)N

L(K,1)=DBLE(N)

900 WRITE(9,*) ‘Ai=1/ (NUMBER OF TERMS)*

WRITE(9,*)'(1) YES / (2) NO*

WRITE(1,*) 'Ai=1/ (NUMBER OF TERMS)'

WRITE(1,*)'(1) YES / (2) NO'

READ(9, *)OPAI

WRITE(1,*)OPAI

SELECT CASE(OPAI)

CASE(1)
DO 10 I=1,N
L(K,I+1)=1.00D00/N
10 CONTINUE
CASE(2)
DO 20 I=1,N
WRITE(9,*)'A',I,'="

WRITE(1l,*)'a',I,'="’

READ(9, *)L(K, I+1)

WRITE(1,45)L(K, I+1)

20 CONTINUE
CASE DEFAULT
WRITE(S, *) '"WRONG VALUE'
WRITE(9, *) 'TRY AGAIN'
GO TO 800

END SELECT

DO 30 1=1,N
I1=N+1+1I
WRITE(9,*)'X',I,'=
WRITE(1,*)'X',I,'=
READ(9,*)L(K,Il)
WRITE(1,45)L(K, I1)

30 CONTINUE
END IF
SELECT CASE (OPF)
CASE(1) .
CONTINUE
CASE(2)

WRITE(9,*) 'ORDER OF THE DERIVATIVE ?°'

WRITE(1l,*) 'ORDER OF THE DERIVATIVE ?°'

READ(9,%)J

WRITE(1,55)0

L(K,2)=DBLE(J)

CASE(3)

WRITE(9,*)'Y' ,K,'="

WRITE(1,*)'Y',K,'="

READ(9, *)L(K, 2)

WRITE(1,45)L(K,2)

CASE(4)

CONTINUE

CASE (5)

DO 40 1=1,N
I12=2*N+1+I
WRITE(9,*)'J',I,'=
WRITE(1,*)'J',I,'s=s
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READ(9,*)J
L(X,I2)=DBLE(J)
WRITE(1,55)J
40 CONTINUE
CASE(6)

DO 50 I=1,N
I2=2*N+1+1
WRITE(9,*)'Y',I,'=
WRITE(1,*)'Y',I,'="
READ(9,*)L(K, I2)
WRITE(1,45)L(K,I2)

50 CONTINUE
END SELECT
g .-« END OF THE DEFINITION OF THE FUNCTIONAL Lk
c
C ... CALL FUNGENERATING
c CALL FUNGENERATING (OPG, L, IR, T, K, FKT)
(C:I ... CALL BASISPOLY
c CALL BASISPCOLY (OPB, IR, WV1, K, PB)
g ... CALL MODIFIEDMOMENTS
c CALL MODIFIEDMOMENTS (OPS, OPG, K, C)
(C: ... CALL SYSTEM
¢ CALL SYSTEM (L, IR, WV1, wWv2, PB, C, K, M, D)
E ... CALL BLBORD

CALL BLBORD (M, D, IR, A, WBETA, WK, EPS, INIT, IER)
IF(IER.NE.0.AND.IER.NE.2100) THEN
WRITE(S,*) 'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE BLBORD'
WRITE(D, *)* '
WRITE(1l,*)'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE BLBORD'
WRITE(1,*)* '
SELECT CASE(IER)
CASE(200)
WRITE(S,*) 'CALL OF THE SUBROUTINE BLBORD WITH IER<>0'
WRITE(1,*) 'CALL OF THE SUBROUTINE BLBORD WITH IER<>('
CASE(300)
WRITE(9, *) ‘ROWS DIMENSION TOO SMALL COMPARED TO °
WRITE(9,*) '"NUMBER OF CALLS OF SUBROUTINE BLBORDER'
WRITE(9,*)'IR < K+1°
WRITE(1,*) 'ROWS DIMENSION TOO SMALL COMPARED TO '
WRITE(1,*) ‘NUMBER OF CALLS OF SUBROUTINE BLBORDER'
WRITE(1l,*)'IR < K+1'
END SELECT
PAUSE
STOP
END IF
IF(IER.EQ.2100) THEN
WRITE (S, *) *WARNING MESSAGE FROM THE SUBROUTINE BLBORD'
WRITE(9, *) ' SINGULAR MATRIX'
WRITE(1,*) 'WARNING MESSAGE FROM THE SUBROUTINE BLBORD'
WRITE(1,*) 'SINGULAR MATRIX'
TER=0
GO TO 1000
END IF

«.. CALL GPADETYPE

(oo Ne]

GPT=GPADETYPE (K, FKT, A)
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C ... CALL WRITING

CALL WRITING (OPD, EPS, T, K, GPT, FT)
1000 WRITE(9,*)'(1l) COMPUTE NEXT APPROXIMANT'
WRITE(9,*)'(2) STOP'
READ(9, *)OPC1
IF(OPC1.NE.1.AND.OPC1.NE.2)THEN
WRITE(9,*) 'WRONG VALUE'
WRITE(9,*) 'TRY AGAIN'
GO TO 1000
END IF
IF (OPC1.EQ.1)THEN
K=K+1
IF(K.GT. (IR-1) ) THEN
WRITE(9,*) 'K IS GREATHER THAN ITS MAXIMUM VALUE °*,IR-1
WRITE(1,*) 'K IS GREATHER THAN ITS MAXIMUM VALUE ',IR-1
PAUSE
GO TO 1100
END IF
GO TO 700
END IF
1100 WRITE(9,*)'(1l) NEW EXAMPLE'
WRITE(9,*)'(2) NEW POINT ‘'
WRITE(9,*)'(3) SAME EXAMPLE, SAME POINT,'
WRITE(9, *) ' NEW SEQUENCE OF FUNCTIONALS L '
WRITE(9, *)' K '
WRITE(9,*)'(4) STOP'
READ(9, *)OPC2
WRITE(1, 65)
SELECT CASE(OPC2)
CASE(1)
GO TO 100
CASE(2)
GO TO 500
CASE(3)
GO TO 600
CASE(4)
STOP
CASE DEFAULT
WRITE(9,*) 'WRONG VALUE'
WRITE(9,*) *TRY AGAIN'
GO TO 1100
END SELECT
35 FORMAT (70('-'))
45 FORMAT (D24.16)
55 FORMAT (I2)
65 FORMAT(/,70('*'), /)

P - OUTPUT REAL VECTOR

END

C

C

CH+t+tttttttttttttttttttttttrtttttttrtttttdtttdtttttttttttttttttttrtttttttrdttr+t
C +
C SUBROUTINE NAME - READPOLY +
C +
CHtttttttttttttttttttttttttrtrttttttttettttttttttdtttttttrttttttttttttttd e+
(o +
C DESCRIPTION: +
C +
Cc READS THE DEGREE AND THE COEFFICIENTS OF A POLYNOMIAL +
C +
C USAGE: +
C CALL READPOLY ( P ) +
C +
C ARGUMENTS: +
C +
o +
C +
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P(X) =p + D X+ D X**2 4+ ... + D X**N
0 1 2 N
P = (N, p ,p e P 4 oeee P )
0 1 2 N
REMARKS:

- ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING
PROCEDURE MUST BE IN DOUBLE PRECISION

T S s

R b i R e e
SUBROUTINE READPOLY (P)
... SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS
DOUBLE PRECISION P(-1:-1)
... SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES
INTEGER I,N

... EXECUTABLE STATEMENTS

Nnoa 000 anon 0000000000000

WRITE(9, *) 'DEGREE OF THE POLYNOMIAL ?'
READ(9,*)N
P(-1)=DBLE(N)
WRITE(9,*) ‘COEFFICIENTS OF THE POLYNOMIAL (ONE BY LINE) ?°
DO 10 I=0,N
READ(S,*)P(I)
10 CONTINUE

RETURN

END
C
C
Cotttttttt+ttt++++++t+t++++ttttt+++t4+++t++4++++t+4++ bbb bbbttt bbbttt
C +
C SUBRROUTINE NAME - WRITEPOLY +
C +

CHtttttttttttttttttttttttttttttrtttttrttttttttrtrttrttttttttrttt bttt bbbttt

R R G m L e e 2 o O e e S 5

C +
C  DESCRIPTION: +
C +
C WRITES THE DEGREE AND THE COEFFICIENTS OF A POLYNOMIAL +
C +
C VSAGE: +
C CALL WRITEPOLY ( P ) +
C +
C  ARGUMENTS: +
C +
C P - INPUT REAL VECTOR +
C +
C P(X) =p +p X+p X**2 + ... +p X**N +
o 0 1 2 N +
C +
c P = (N. P P +P ¢+ «ec + P ) +
C 0 i 2 N +
C +
C +
C  REMARKS: +
o +
c - ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING +
(o PROCEDURE MUST BE IN DOUBLE PRECISION +
C +
C

C
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SUBROUTINE WRITEPOLY (P)

c
o .+. SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS
C
DOUBLE PRECISION P(-1:-1)
C
c ... SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES
C
INTEGER 1D, I
C
c ... EXECUTABLE STATEMENTS
c
ID=IDINT(P(-1))
WRITE(9,*)'(',ID, (P(I),I=0,ID),")"
WRITE(9, *)
PAUSE
RETURN
END
(o)
C
CHt+ttttttttttttttttttdttttdttttttttttttttttttttttdttttttetttttttttttttttttt
C +
C FUNCTION NAME - HORNER +
C +

CHtt+tttttd+tttttttttt+tttttttttttttttttttttrttrtttttrttttttttttttttrttrtrt++

DESCRIPTION:

DOUBLE PRECISION FUNCTION :

EVALUATES A POLYNOMIAL IN A POINT USING HORNER ALGORITHM

USAGE:
CALL HORNER ( P, X )
ARGUMENTS:
P - INPUT REAL VECTOR CONTAINING THE DEGREE AND
THE -‘COEFFICIENTS OF A POLYNOMIAL.
X - INPUT REAL VALUE. IT REPRESENTS THE POINT WHERE
THE POLYNOMIAL P IS EVALUATED.
REMARKS:

- ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING
PROCEDURE MUST BE IN DOUBLE PRECISION

T E E R R E

S e o R S
DOUBLE PRECISION FUNCTION HORNER ( P, X )
... SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS
DOUBLE PRECISION P(-1:-1), X

<.« SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES

OO0 000 0000000000000 00000000000000N

INTEGER ID,I
DOUBLE PRECISION PX

... EXECUTABLE STATEMENTS

[eXoXe]

ID=IDINT(P(-1))
PX=P(ID)
DO 10 I=1,ID
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PX=PX*X+P (ID-I)
10 CONTINUE

HORNER=PX

RETURN

END
C
T
CHtttttttttttttttttttttttttttttdttttttrttttttttttttttttttttetttttttratttetttedt
C +
C SUBROUTINE NAME - PRIMITIVEPOLY +
Cc +

Catttttttttttttttttttttttttttrtttttttetttttttttdtititttttttttttttrtdtttttttet
DESCRIPTION:

COMPUTES THE PRIMITIVE OF A POLYNOMIAL

USAGE:
CALL PRIMITIVEPOLY ( P , PRIVP )
ARGUMENTS:
P - INPUT REAL VECTOR CONTAINING THE DEGREE AND
THE COEFFICIENTS OF A POLYNOMIAL.
PRIV - OUTPUT REAL VECTOR CONTAINING THE DEGREE AND
THE COEFFICIENTS OF THE PRIMITIVE OF P
REMARKS:

- ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING
PROCEDURE MUST BE IN DOUBLE PRECISION

A A A A O Tk IE TF 5 T T

B e o o B R s a2 2 2 S e
SUBROUTINE PRIMITIVEPOLY (P, PRIVP)
.ee SPECIFICI%TIONS FOR ARGUMENTS
DOUBLE PRECISION P(-1l:-1), PRIVP(-1:-1)
... SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES
INTEGER PID, 1

... EXECUTABLE STATEMENTS

OO0 OO0 000 O0000O0000000n0NnOO0O00nNO0O0O0nn

PRIVP(-1)=sP(-1)+1
PID=IDINT (PRIVP(-1))
PRIVP(0)=0.0D00
DO 10 I=1,PID
PRIVP(I)=P(I-1)/I
10 CONTINUE

RETURN

END
C
C
CHt+t+++++++t+tttttttttttttrtttttttttttttttttttttttttttdttttttttttttttrttttttte+
C +
C FUNCTION NAME - PFACT +
C +
CH+trt+tttttttttttttttttttttttdttttttttttttttttttttttdtrttrttttttttttttetttr+
C +
C DESCRIPTION: +
C +
C INTEGER FUNCTION: +
c +
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IANDJ (I <=J ) :
I* (I+1) = ... * J.

USAGE:
PFACT (I, J)
ARGUMENTS:

I, J - INPUT INTEGER VALUES.

INTEGER FUNCTION PFACT(I, J)
... SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS
INTEGER I,J

... SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES

NN OO0 00000000000 0Nn0n0n

INTEGER K, P

. EXECUTABLE STATEMENTS

(o XoNe]

IF(I.LT.0.0R.J.LT.0)THEN
WRITE(9,*) 'STOP DUE TO ERROR IN THE FUNCTION PFACT'
WRITE(9,*)'I AND/OR J ARE NEGATIVE'
WRITE(9,*)'I=',I,'d=',J
PAUSE
WRITE(1, *) 'STOP DUE TO ERROR IN THE FUNCTION PFACT'
WRITE(1,*)'I AND/OR J ARE NEGATIVE'
WRITE(1,*)'I=',I,'J=",J
STOP
END IF
IF(J.LT.I)THEN
WRITE(9,*)'STOP DUE TO ERROR IN THE FUNCTION PFACT'
WRITE(9,*)'J < I'
WRITE(9,*)'I=',I,'J="',J
PAUSE
WRITE(1,*)'STOP DUE TO ERROR IN THE FUNCTION PFACT'
WRITE(1,*)'J < I'
WRITE(1,*)'I=',I,'J="',J

COMPUTES THE PARTIAL FACTORIAL BETWEEN TWO NON NEGATIVE INTEGERS

B N I R s

R B m D L e o S e

+
+
+

+
+
+

STOP
END IF
IF (J.EQ.0) THEN
PFACT=1 -
RETURN
END IF
P=1
DO 10 K=I,J
P=P*K
10 CONTINUE
PFACT=P
RETURN
END
C
C
CHttttttt+ttttttrttttttttttttttttttdtdtttttttttttrtttrttttttttrtdtdttttttt b+
C
C SUBROUTINE NAME - DERIVEPOLY
o
CHettttttttttttttttttttttttttttttttdttttttettttttttttttttttttttrtttrtttrrtttt
C
C DESCRIPTION:
C
APPENDIX A page 11
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COMPUTES THE DERIVATIVE OF ORDER J OF A POLYNOMIAL.

USAGE:
CALL DERIVEPOLY ( P, J , DJP )

ARGUMENTS:

P - INPUT REAL VECTOR CONTAINING THE DEGREE AND
THE COEFFICIENTS OF A POLYNOMIAL.

J - ORDER OF THE DERIVATIVE.
(J)
D P - OUTPUT REAL VECTOR CONTAINING THE DEGREE AND
THE COEFFICIENTS OF THE POLYNOMIAL DERIVATIVE
OF ORDER J OF P.
EXTERNAL MODULES:

- FUNCTION PFACT

REMARKS:

- ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING
PROCEDURE MUST BE IN DOUBLE PRECISION.

R A I A  E  E T E E R e

B Lt o b S 2 T R R e RS S t S o S B R TR
SURROUTINE DERIVEPOLY (P, J, DJP)

. SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS

(s XoKe! nnnn0nnnnnnnhnnnnnnnnnnnnnnnnnn

INTEGER J
DOUBLE PRECISION P(-1:-1),DJP(-1:-1)

. SPECIFICATIONS FOR EXTERNAL FUNCTIONS
INTEGER PFACT

.. SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES

o000 oOo0o0

DOUBLE PRECISION Z
INTEGER ID,DID,I,I1,J1

. EXECUTABLE STATEMENTS

oo

ID=IDINT (P(-1})
IF(J.LE.0)THEN

. WE DON'T DERIVE

[oXoKe!

DO 10 I=-1,ID
DIP(I)=P(I)
10 CONTINUE
ELSE IF(J.GT.ID.OR.ID.EQ.0)THEN

... P IS A CONSTANT OR THE ORDER OF THE DERIVATIVE
IS GREATER THAN THE DEGREE OF P

[eNeXoKe]

DJP(-1)=0.0D00
DJP(0)=0.0D00
ELSE IF(J.EQ.ID)THEN
DIP(-1)=0.0D00
DJP(0)=PFACT (1, ID)*P(ID)
ELSE
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DID=ID-J; DJP(-1)=DBLE(DID)
DO 20 I=0,DID
DIP(I)=P(I+J)*PFACT (I+1,I+J)

20 CONTINUE

END IF

RETURN

END
o
C
CHttttttttttttttttttdtttttttttttttttttttttttttttrtttttttttttttttttttttttttett
C +
C SUBROUTINE NAME - BASISPOLY +
C i +

CHttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttrtdttttttttttttt bttt bttt tbt+
DESCRIPTION:
COMPUTES THE POLYNOMIAL OF DEGREE K OF THE BASIS OF POLYNOMIALS
CHOSEN BY THE USER AND STORES IT IN THE (K+1)-TH ROW OF THE
MATRIX PB.

USAGE:
CALL BASISPOLY ( OPB, IR, WV, K, PB )

ARGUMENTS:

OPB - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE OPTION OF THE MENU
OF POLYNOMIALS.

IR - INPUT INTEGER DIMENSION EXACTLY AS SPECIFIED IN THE
DIMENSION STATEMENT IN THE CALLING PROGRAM FOR THE
MATRIX PB.

WV - WORKING REAL VECTOR OF DIMENSION (-1:IR-1).

=
'

INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE DEGREE OF THE
POLYNOMIAL TO BE COMPUTED.

PB - INPUT / OUTPUT REAL MATRIX OF DIMENSION (0:IR-1,-1:IR-1).
AS INPUT PB CONTAINS IN THE K FIRST ROWS, THE K FIRST
POLYNOMIALS P ,P ,..., P OF THE BASIS OF POLYNOMIALS

0 1 K-1

CHOSEN BY THE USER.

DURING THE CALL OF THE SUBROUTINE THE POLYNOMIAL P
k

IS COMPUTED AND STORED IN THE (K+1)-TH ROW OF PB.

AS OUTPUT PB CONTAINS, IN THE K+1 FIRST ROWS, THE

K+1 POLYNOMIALS P ,...,P .

0 K

EXTERNAL MODULES:

- SUBROUTINE READPOLY

REMARKS:

~ ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING
PROCEDURE MUST BE IN DOUBLE PRECISION.

NONONOAAOONNN0ONNNNNNNOONNAN0NNONNN0NNNONONONNNON
T L R E R R

NN S S I ST RTaraT S S e o o T R S e
SUBROUTINE BASISPOLY (OPB ,IR, WV ,K ,PB)

. SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS

noOon o0

INTEGER OPB, IR, K
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oon 000

noon

10

o000

20

(oMo Ne]

30

(o NoXe]

o0

40

DOUBLE PRECISION PB(0:IR-1,-1:-1),WV(-1:-1)
... SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES
INTEGER ID,J
«.. EXECUTABLE STATEMENTS

SELECT CASE (OPB)
CASE(1)

... CANONICAL BASIS

PB(K, -1)=DBLE(K)
DO 10 J=0,K-1
PB(K,J)=0.0D00
CONTINUE
PB(K,K)=1.0D00
CASE(2)

... FIRST KIND TCHEBYSHEF BASIS

SELECT CASE(K)
CASE(0)
PB(0,-1)=0.0D00;PB(0,0)=1.0D00
CASE(1)
PB(1,-1)=1.0D00;PB(1,0)=0.0D00;PB(1,1)=1.0D00
CASE DEFAULT
PB(K,-1)=DBLE(K);PB(K,0)=-PB(K-2,0)
DO 20 J=1,K-2
PB(K,J)=2.*PB{K-1,J~1)-PB(K-2,J)
CONTINUE
PB(K,K-1)=2.*PB(K-1,K-2)
PB(K,K)=2.*PB(K-1,K-1)
END SELECT
CASE(3)

... SECOND KIND TCHEBYSHEF BASIS

SELECT CASE(K)
CASE (0)
PB(0,-1)=0.0D00;PB(0,0)=1.0D00
CASE(1)
PB(1,-1)=1.0D00;PB(1,0)=0.0D00;PB(1,1)=2.0D00
CASE DEFAULT
PB(K,-1)=DBLE(K) ; PB(K, 0)=PB(K-2,0)
DO 30 J:HK-Z
PB(K,J)=2.*PB(K-1,J-1)+PB(K-2,J)
CONTINUE
PB(K,K-1)=2.*PB{K-1,K-2)
PB(K,K)=2.*PB(K-1,K-1)
END SELECT
CASE (4)

... BASIS GIVEN BY THE USER

WRITE(9, *) ‘GIVE A POLYNOMIAL OF DEGREE = ',K
CALL READPOLY (WV)
ID=IDINT(WV(-1))
IF (ID.NE.K)THEN

WRITE(9,*) 'THE DEGREE OF THE POLYNOMIAL IS <> *,K

WRITE(9,*) 'TRY AGAIN'
GO TO 100
ENDIF
m 40 J:’ll ID
PB(K,J)=WV(J)
CONTINUE
CASE DEFAULT
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WRITE(9,*) 'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE BASISPOLY.'
WRITE(9,*) ‘CODE OF BASISPOLY INCOMPLETE. '

WRITE(9,*) 'BASIS OF POLYNOMIALS UNDEFINED. '
PAUSE
WRITE(1,*)*STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE BASISPOLY.'
WRITE(1,*) 'CODE OF BASISPOLY INCOMPLETE.'

WRITE(1,*) 'BASIS OF POLYNOMIALS UNDEFINED. '

STOP

END SELECT

RETURN

END
C
C
CHt+t+++tttttttttttttttttttdttttttttttitttttttttdttttttttbtdttdtttdtttte+i++
C +
C SUBROUTINE NAME - MODIFIEDMOMENTS +
C +

CH++tt+ttttttttttttttttttttttttttttttttsttttdttttttttttttttttttsttttttdtttsst
DESCRIPTION:

COMPUTES THE MODIFIED MOMENT OF ORDER K, CORRESPONDING TO
THE OPTIONS OF THE SERIES AND THE GENERATING FUNCTION, AND
STORES IT IN THE (K+1)-TH COMPONENT OF THE VECTOR C.

USAGE:
CALL MODIFIEDMOMENTS ( OPS, OPG, K, C )

ARGUMENTS:

OPS - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE OPTION
OF THE MENU OF THE SERIES.

OPG - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE OPTION
OF THE MENU OF THE GENERATING FUNCTIONS.

C - INPUT / OUTPUT REAL VECTOR OF DIMENSION (0:IR-1).

AS INPUT C CONTAINS IN THE K FIRST COMPONENTS, THE K
FIRST MODIFIED MOMENTS C ,C ,...,C .

0 1 K-1
DURING THE CALL OF THE SUBROUTINE THE MOMENT C IS

K
CALCULATED AND STORED IN THE (K+1)-TH COMPONENT OF C.
AS OUTPUT C CONTAINS, IN THE K+1 FIRST COMPONENTS THE
MOMENTS C ,...,C .
0 K

K - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE ORDER OF THE
MODIFIED MOMENT TO BE COMPUTED.

REMARKS:

- ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING
PROCEDURE MUST BE IN DOUBLE PRECISION.

N N T T I T T T S S S O R A

S O U R G R ST I S S B LR b B B s & T SRS S A ISP ST Araes
SUBROUTINE MODIFIEDMOMENTS (OPS, OPG, K, C)

... SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS

(s NoNg)] ONOONOO00O0000000N0OO0O0O000O000O00N000000000NO00O0O0

INTEGER OPS,OPG,K
DOUBLE PRECISION C(0:0)
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..- SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES
INTEGER K1

... EXECUTABLE STATEMENTS

N0 00

SELECT CASE(OPS)
CASE(1)

«.. F(T)=EXP(-T)

nao

SELECT CASE(OPG)
CASE(1)

... G{X,T)=1/(1-XT)

0onon

IF (K.EQ.0)THEN
C(0)=1.0D00
ELSE
C(R)=-C(X-1)/K
END IF
CASE(2)

... G(X,T)=EXP(-XT)

nnon

C(K)=1.0D00
CASE DEFAULT
GO TO 100
END SELECT
CASE(2)

--. F(T)=LOG(1+T) /T

nnon

SELECT CASE(OPG)
CASE(1)

... G(X,T)=1/(1-XT)

[oNoXNe]

C(K)=((-1.0)**K)/(K+1.0D00)
CASE{3)

. G(X,T)=LOG(1+XT)

(oNoNe]

C(X)=1.0D00
CASE DEFAULT
GO TO 100
END SELECT
CASE DEFAULT
WRITE(9,*)'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE'
WRITE(9, *) 'MODIFIEDMOMENTS. '
WRITE(9, *) 'SERIES UNDEFINED. '
WRITE(9,*) 'CODE OF MODIFIEDMOMENTS INCOMPLETE OR WRONG CHOICES'
WRITE(9, *) 'OF THE GENERATING FUNCTION AND/OR SERIES.'
PAUSE
WRITE(1,*) 'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE'
WRITE(1, *) ‘MODIFIEDMOMENTS. '
WRITE(1,*)'SERIES UNDEFINED. '
WRITE(1,*) 'CODE OF MODIFIEDMOMENTS INCOMPLETE OR WRONG CHOICES'®
WRITE(1,*)'OF THE GENERATING FUNCTION AND/OR SERIES.'
STOP
END SELECT
RETURN
100 WRITE(9,*) 'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE MODIFIEDMOMENTS. !
WRITE(9, *) 'GENERATING FUNCTION UNDEFINED. '
WRITE(9, *) 'CODE OF MODIFIEDMOMENTS INCOMPLETE OR WRONG CHOICES!
WRITE(9,*)'OF THE GENERATING FUNCTION AND/OR SERIES.'
PAUSE
WRITE(1,*)'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE MODIFIEDMOMENTS. '
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WRITE(1l,*) 'GENERATING FUNCTION UNDEFINED. '
WRITE(1l,*) 'CODE OF MODIFIEDMOMENTS INCOMPLETE OR WRONG CHOICES'
WRITE(1,*)'OF THE GENERATING FUNCTION AND/OR SERIES.'

STOP

END
C
Ctatttttttttttttttttttttdttttttttttttttttttbtttttttttttttttdttttttttrttt bttt
C +
C FUNCTION NAME - F +
C +

CHedtrtttttrttitttrtttttttttttttttettttttttttttsttttttttttttttttttttttttsrtes
DESCRIPTION:
DOUBLE PRECISION FUNCTION:
COMPUTES THE VALUE OF THE SERIES IN A POINT.
USAGE:
F (OPS, T)
ARGUMENTS:

OPS - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE OPTION
OF THE MENU OF THE SERIES.

T - INPUT REAL VALUE. IT REPRESENTS THE POINT WHERE
THE SERIES OF FUNCTIONS IS EVALUATED.
REMARKS:

- ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING
PROCEDURE MUST BE IN DOUBLE PRECISION.

T I T T T TR T T T i S e S S S A S A S §

S G L B m B o R R T R O o o & S S S Sy ey Ararers
DOUBLE PRECISION FUNCTION F(OPS, T)

. SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS

0O0nN0 O0OO0O00000000000000000000N00000

INTEGER OPS
DOUBLE PRECISION T

. EXECUTABLE STATEMENTS

oo

SELECT CASE(OPS)
CASE(1)

... F(T)=EXP(-T)

o000

F=DEXP(-T)
CASE(2)

«+. F(T)=LOG(1+T)/T

[oXpNe)

F=DLOG (1+T}/T

CASE DEFAULT
WRITE(9,*) 'STOP DUE TO ERROR IN THE FUNCTION F.'
WRITE(9,*) 'CODE OF F INCOMPLETE.'
WRITE (S, *) 'SERIES UNDEFINED. '
PAUSE
WRITE(1,*) 'STOP DUE TO ERROR IN THE FUNCTION F.'
WRITE(1,*) 'CODE OF F INCOMPLETE.'
WRITE(1,*) 'SERIES UNDEFINED. '
STOP

END SELECT
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RETURN

END
C
C
Chttttttttttdtttttttttttttdtttdttttttttttttdttttttittttttttttttttrtttrtstttts
C +
C FUNCTION NAME - ELFUNGEN +
C +

CHttttttttttdtttttttrttttttttttttttdttttttttdtitttttttttttttttttstdddttttttts

DESCRIPTION:
DOUBLE PRECISION FUNCTION :
ACCORDING TO THE VALUE OF OP, COMPUTES THE APPLICATION OF ONE
OF THE FOLLOWING FUNCTIONALS TO THE GENERATING FUNCTION
G(X)=G(X,T).
- {OP=1) EVALUATION IN A POINT X.

- (OP=2) EVALUATION OF THE DERIVATIVE OF ORDER J, WITH
RESPECT TO THE FIRST VARIABLE, IN THE POINT X.

- (OP=3) EVALUATION OF THE INTEGRAL, WITH RESPECT TO THE
FIRST VARIABLE, BETWEEN THE POINTS X AND Y.
USAGE:
ELFUNGEN ( OPG, OP, X, T, J, Y )
ARGUMENTS:
OPG - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE OPTION
OF THE MENU OF THE GENERATING FUNCTIONS.

OP - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE OPTION
OF THE FUNCTIONALS.

X - INPUT REAL VALUE. IT REPRESENTS THE POINT WHERE THE
GENERATING FUNCTION OR ITS DERIVATIVE OF ORDER J
ARE EVALUATED, IF OP=1 OR OP=2 RESPECTIVELY.

T - INPUT REAL VALUE. IT REPRESENTS THE VALUE OF THE
SECOND VARIAEBLE OF G.

J - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE ORDER OF THE
DERIVATIVE, IF OP=2.

INPUT REAL VALUES. THEY REPRESENT THE LIMITS OF THE
INTEGRAL, IF OP=3.

X,

<
[

EXTERNAL MODULES:

- FUNCTION PFACT

REMARKS:

- ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING
PROCEDURE MUST BE IN DOUBLE PRECISION.

I I I T S A S N S R 2k T T T I N S T S T Sy S S S R e O A N A I I I I T IE I s

B S e L Lt B o S S T SRR ST A ST OSSR Sr L,

(‘)OO000000000000000OOOOO0(')()(')O000000000000()0()0()000‘0()000000()()

DOUBLE PRECISION FUNCTION ELFUNGEN ( OPG, OP, X, T, J, Y )
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aoOnNono 000

o000

[pNeoXKe]

[eNeoXe!

000

... SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS

INTEGER OFG,OP,J
DOUBLE PRECISION X,T,Y

... SPECIFICATIONS FOR EXTERNAL FUNCTIONS
INTEGER PFACT
..+ SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES

INTEGER I,J1
DOUBLE PRECISION 21,Z2,23,24,Z5,GXT1,GXT2

... EXECUTABLE STATEMENTS

IF(OP.NE.1.AND.OP.NE.2.AND.OP.NE, 3) THEN

WRITE(9,*) *'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE ELFUNGEN. '
WRITE(9, *) 'UNDEFINED VALUE OF THE ARGUMENT OP.'

PAUSE

WRITE(1,*)'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE ELFUNGEN. '
WRITE(1,*) 'UNDEFINED VALUE OF THE ARGUMENT OP.‘*

STOP
END IF
SELECT CASE(OPG)
CASE(1)

. G(X,T)=1/(1-XT)

SELECT CASE(OP)
CASE(1)
ELFUNGEN=1/ (1-X*T)
CASE(2)
SELECT CASE(J)
CASE(0)
ELFUNGEN=1/ (1-X*T)
CASE DEFAULT

ELFUNGEN= ( (T**J) / ((1-X*T)** (J+1)) ) *PFACT(1,J)

END SELECT
CASE(3)
ELFUNGEN= (DLOG (1-X*T) -DLOG (1-Y*T) ) /T
END SELECT
CASE(2)

... G(X,T)=EXP(-XT)

SELECT CASE(OP)
CASE(1)
ELFUNGEN=DEXP (-X*T)
CASE(2)
ELFUNGEN= ( (-T) **J) *DEXP (-X*T)
CASE(3)
ELFUNGEN= (DEXP (-X*T) -DEXP (-Y*T) ) /T

END SELECT

CASE(3)
... G(X,T)=LOG(1+XT) /T

SELECT CASE (OP)
CASE(1)
ELFUNGEN=DLOG (1+X*T) /T
CASE(2)
SELECT CASE(J)
CASE(0)
ELFUNGEN=DLOG (1+X*T) /T
CASE(1)
ELFUNGEN=1/ (1+X*T)
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CASE DEFAULT
Jl=J-1
Z1=(T**J1)/ ((1+X*T)**J)
ELFUNGEN=( (-1)**J1)*Z1*PFACT(1,J1)
END SELECT
CASE(3)
Z1=1+X*T; 22=1+Y*T
ELFUNGEN= (Z2* (-1+DLOG(Z2) ) -21* (-14DLOG(21) ) ) / (T**2)
END SELECT
CASE DEFAULT
WRITE(9,*) 'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE ELFUNGEN. '
WRITE(9, *) 'CODE OF ELFUNGEN INCOMPLETE.'
WRITE(9, *) 'GENERATING FUNCTION UNDEFINED. '
PAUSE
WRITE(1,*) 'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE ELFUNGEN. '
WRITE(1,*) 'CODE OF ELFUNGEN INCOMPLETE.‘*
WRITE(1, *) 'GENERATING FUNCTION UNDEFINED. '

STOP

END SELECT

RETURN

END
C
C
Chtttttttttttttttttttttttttttttttttsttttttttttdttttttrttddttttrtbtttrtttrtttbe+
o +
C SUBROUTINE NAME - FUNGENERATING +
C +

CHttttttttttttttttttttttttttttrtttttttstttttttttttrttttttttttttttttrttrttetttt
DESCRIPTION:

COMPUTES THE APPLICATION OF THE Lk FUNCTICNAL
TO THE GENERATING FUNCTION G IN THE POINT T
Fk(T)=Lk(G(X,T)).

USAGE:
CALL FUNGENERATING (OPG, L, IR, T, K, FKT)

ARGUMENTS:

OPG - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE OPTION
OF THE MENU OF THE GENERATING FUNCTIONS.

L - INPUT REAL MATRIX OF DIMENSION (0:IR-1,0:IL)
CONTAINING, IN THE K+1 FIRST ROWS THE DEFINITIONS
OF THE K+l FIRST FUNCTIONALS L , L ,...,L .
0 1 K

IR - INPUT INTEGER ROWS DIMENSION OF THE MATRIX L.
T - INPUT REAL VALUE. IT REPRESENTS THE POINT WHERE THE
THE FUNCTION F (.)=L (G(X,.)) IS EVALUATED.
K K

K ~ INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE ORDER OF
THE FUNCTIONAL TO BE APPLIED.

FKT - INPUT / OUTPUT REAL VECTOR OF DIMENSION (0:IR-1).
AS INPUT FKT CONTAINS IN THE FIRST K COMPONENTS

THE K VALUES F (T)=L (G(X,T)) ,..., F (T)=L (G(X,T)).
0 0 K-1 K-1
DURING THE CALL OF THE SUBROUTINE F (T)=L (G(X,T)) IS
K K

COMPUTED AND STORED IN THE K+1 COMPONENT OF FKT.
AS OUTPUT FKT CONTAINS IN THE FIRST K+1 COMPONENTS
THE VALUES F (T)=L (G(X,T)) ,..., F (T})=L (G(X,T)).

OOO00O0O0O0O00O000O000000000000000000N000000N00a000n
I I T T T S S S S S N A S S A A A A A I T I T N OE g gt
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10

20

EXTERNAL MODULES:

- FUNCTION ELFUNGEN

REMARKS:

- ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING

PROCEDURE MUST BE IN DOUBLE PRECISION.

SUBROUTINE FUNGENERATING (OPG, L, IR, T, K, FKT)
«++ SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS

INTEGER OFG, IR,K
DOUBLE PRECISION T
DOUBLE PRECISION L(0:IR-1,0:0),FKT(0:0)

... SPECIFICATIONS OF EXTERNAL FUNCTIONS
DOUBLE PRECISION ELFUNGEN
. SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES

INTEGER OPEF,N,I,I1,I2,J
DOUBLE PRECISION S

. EXECUTABLE STATEMENTS
OPEF=IDINT(L(K,0))
. OPEF 1S THE OPTION OF THE FUNCTIONAL Lk

SELECT CASE (OPEF)
CASE(1)
FKT(K):ELFUNGEN (OPGlllL(Kll)ITIOIO)
CASE(2)
J=IDINT(L(K,2))
FKT(K)=ELFUNGB\] (OPGIZIL(KII)ITIJIO)
CASE(3)
FKT(K):ELFUNGEN (OPGI3IL(K11)ITIOIL(K'2))
CASE(4)
N=IDINT(L(K,1))
S=0.0D00
DO 10 I=1,N
J1=N+1+1
S=S+L (K, I+1)*ELFUNGEN (OPG,1,L(K,I1),T,0,0)
CONTINUE

N=IDINT (L(K, 1))
S=0.0D00
DO 20 I=1,N
I2=2*N+1+1
J=IDINT(L(K, I2))
I1=N+1+1
S=S+L (K, I+1)*ELFUNGEN (OPG,2,L(K,I1),T,J,0)
CONTINUE
FKT (K) =S
CASE(6)
N=IDINT(L(K, 1))
S=0.0D00
DO 30 I=1,N
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I1=N+1+1
I2=2*N+1+1
S=S+L (K, I+1)*ELFUNGEN (OPG,3,L(K,I1),T,0,L(K,I2))
30 CONTINUE
FKT(K)=S
CASE DEFAULT
WRITE(9,*)'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE FUNGENERATING'
WRITE(S,*) 'CODE OF FUNGENERATING INCOMPLETE. '
WRITE(9, *) 'FUNCTIONAL Lk UNDEFINED. '
PAUSE
WRITE(1,*)'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE FUNGENERATING'
WRITE(1,*) 'CODE OF FUNGENERATING INCOMPLETE.'
WRITE(1,*) 'FUNCTIONAL Lk UNDEFINED.'®

STOP :

END SELECT

RETURN

END
C
o
CHittttttttttttt+ttttttrttt+tttttttttttttttttrtttttttttbttttttbtttttttt+ttd+te+
C +
C FUNCTION NAME - FUNPOLY +
C +

CHtttttttttttttttttttttttttttttttttttrtttttttttttttttttttttttttr bttt bttt 4

(@]

DESCRIPTION:
DOUBLE PRECISION FUNCTION:

COMPUTES THE APPLICATION OF THE FUNCTIONAL L TO THE POLYNOMIAL U.
J

USAGE:
FUNPOLY (L, IR, J, WV, V)

ARGUMENTS:

L - INPUT REAL MATRIX OF DIMENSION (0:IR-1,0:IL),
CONTAINING THE DEFINITIONS OF THE FUNCTIONALS L ,L ,....
0 1
IR - INPUT INTEGER ROWS DIMENSION OF THE MATRIX L.

J - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE ORDER OF THE
FUNCTIONAL THAT SHOULD BE APPLIED TO THE VECTOR V.

WV - WORKING REAL VECTOR OF DIMENSION (-1:IR-1).

N N Y

V - INPUT REAL VECTOR OF DIMENSION (-1:IR-1). +
+
+
-+
EXTERNAL MODULES: +
+
- SUBROUTINE DERIVEPOLY, INTEGRALPOLY. +
+
- DOUBLE PRECISION FUNCTION HORNER. +
-+
REMARKS: .
+
- ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING +
PROCEDURE MUST BE IN DOUBLE PRECISION. +
+

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
c
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
c
c
C
C
C
C
C

S TR RS a RS a e N S E e B e oL s

APPENDIX A page 22 6 Apr 1994 15:05



DOUBLE PRECISION FUNCTION FUNPOLY (L, IR, J, WV, V)

... SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS

[oNeNo TN

INTEGER IR,J
DOUBLE PRECISION L(0:IR-1,0:0),V(-1:-1),WV(-1:-1)

... SPECIFICATIONS FOR EXTERNAL FUNCTIONS
DOUBLE PRECISION HORNER

.+« SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES

o000 000

INTEGER J1,0FF,I,N,K,K1,KR2
DOUBLE PRECISION S

«+. EXECUTABLE STATEMENTS
OPF=IDINT(L(J,0))

... OPF = OPTION OF THE MENU OF FUNCTIONALS L
J

0ONoOo0 000

SELECT CASE (OPF)
CASE(1)
FUNPOLY=HORNER( V, L(J,1) )
CASE(2)
J1=IDINT(L(J,2))
CALL DERIVEPOLY( V, Jl1, WV )
FUNPOLY=HORNER( WV, L(J,1) )
CASE(3)
CALL PRIMITIVEPOLY (V,WV)
FUNPOLY=HORNER (WV, L(J,2))-HORNER(WV, L(J,1))
CASE(4)
N=IDINT(L(J,1)})
S=0.0D00
DO 10 K=1,N
K1=N+1+K
S=S+L(J,K+1) *HORNER (V, L(J,K1))
10 CONTINUE
FUNPOLY=S
CASE(5)
N=IDINT(L(J,1))
S=0.0D00
DO 20 K=1,N
k2=2*N+1+K
J1=IDINT(L(J,K2))
Kl=N+1+K .
CALL DERIVEPOLY( V, Ji, WV )
S=S+L(J,K+1)*HORNER( WV, L(J,K1l) )
20 CONTINUE
FUNPOLY=S
CASE(6)
N=IDINT(L{(J,1))
$=0.0D00
CALL, PRIMITIVEPOLY( V, WV )
DO 30 K=1,N
K1=N+1+K
K2=2*N+1+K
S=S+L(J,K+1)*( HORNER(WV, L(J,K2))-HORNER(WV, L(J,K1)) )
30 CONTINUE
FUNPOLY=S
CASE DEFAULT
WRITE(9,*) 'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE FUNPOLY.'
WRITE(9, *) 'CODE OF FUNPOLY INCOMPLETE.®
WRITE(9, *) 'FUNCTIONAL Lk UNDEFINED.'
PAUSE
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WRITE(1,*) 'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE FUNPOLY.'
WRITE(1,*) *CODE OF FUNPOLY INCOMPLETE.'
WRITE(1,*) 'FUNCTIONAL Lk UNDEFINED. '

STOP

END SELECT

RETURN

END
C
C
CHttttttttttttttttttttttttttttttttttdtttrttttttttttttdtttttrtttttttttrttt++++
C +
Cc SUBROUTINE NAME - SYSTEM +
C +

CHadttttttttttttttttttttttdtdtttsttttdttttttsttdttstttssdtttttttttdtttstttttt

DESCRIPTION:
COMPUTES THE ROW AND THE COLUMN OF ORDER K+1 OF THE MATRIX M AND
k+1
THE COMPONENT OF ORDER K+1 OF THE RIGHT HAND SIDE D OF THE SYSTEM
K+1
M A =D WHOSE SOLUTIONS 2 = (a8 ,....,8 ) ARE THE
K+l K+l K+1 K+1 0 ) 4
COEFFICIENTS OF THE (K)~TH GENERALIZED PADE-TYPE APPROXIMANT:
. (RK) (T =a*F (T)+ ... +a*F (T)
F 0 0 k k
USAGE:
CALL SYSTEM (L, IR, WV1l, wv2, PB, C, K, M, D)
ARGUMENTS:

L - INPUT REAL MATRIX OF DIMENSIONS (0:IR-1,0:IL),
CONTAINING IN THE K+1 FIRST COMPONENTS THE DEFINITIONS
OF THE FUNCTIONALS L ,.... L .
0 K

IR - INPUT INTEGER ROWS OR COLUMNS DIMENSIONS OF THE
MATRICES L, PB AND M AND THE VECTOR D.

WV1,WV2 - WORKING REAL VECTORS OF DIMENSION (-1:IR-1).

PB - INPUT REAL MATRIX OF DIMENSION (0:IR-1,-1:IR-1),
CONTAINING IN THE K+1 FIRST ROWS THE K+1

O R R I R

DURING THE CALL OF THE SUBROUTINE A NEW ROW AND COLUMN
ARE COMPUTED AND ADDED TO M  TO FORM THE BORDERED
k

POLYNOMIALS P ,..., P OF THE BASIS OF POLYNOMIALS
0 K
CHOSEN BY THE USER .
+
C - INPUT REAL VECTOR OF DIMENSION (0:IR-1), CONTAINING IN +
THE K+1 FIRST COMPONENTS THE MODIFIED MOMENTS +
C +.... C . +
0 K +
+
K - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE ORDER OF THE +
GENERALIZED PADE-TYPE APPROXIMANT TO BE COMPUTED. +
+
M - INPUT / OUTPUT REAL SQUARE MATRIX OF DIMENSION (IR,IR). +
AS INPUT M CONTAINS IN THE FIRST K ROWS AND COLUMS THE +
MATRIX M +
k +
+
+
-+
+

0ANNANNNNANONNANANNAO0NNNNNNNNAANANNNNANNANNNNANNOANNA

MATRIX M .
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K+1
AS OUTPUT M CONTAINS IN THE K+1 FIRST ROWS ANS COLUMNS
THE MATRIX M .
k+1

D - INPUT / OUTPUT REAL VECTOR OF DIMENSION (IR).
AS INPUT D CONTAINS IN THE FIRST K COMPONENTS THE VECTOR

D .
k
DURING THE CALL OF THE SUBROUTINE A NEW COMPONENT 1S
COMPUTED AND ADDED TO D TO FORM THE BORDERED VECTOR D .
k k+1

AS OUTPUT D CONTAINS IN THE K+1 FIRST COMPONENTS THE
VECTOR D .

k+1

EXTERNAL MODULES:

- DOUBLE PRECISION FUNCTION FUNPOLY.

REMARKS:

- ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING
PROCEDURE MUST BE IN DOUBLE PRECISION.

O N N R R R

B R T s a2 S s
SUBROUTINE SYSTEM (L, IR, WV1, wv2, PB, C, K, M, D)

. SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS

0O O0OOO0000000O00O0000NO0OO0O000O0000O0000N

INTEGER IR,K
DOUBLE PRECISION M(IR,1), D(1), PB(0:IR-1,-1:-1),

* L(0:IR-1,0:0),C(0:0),Wv1(-1:-1) ,WVv2(-1:-1)
C
C . SPECIFICATIONS FOR EXTERNAL FUNCTIONS
Cc

DOUBLE PRECISION FUNPOLY
C
C ... SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES
o

INTEGER I,1I11,J
C
C . EXECUTABLE STATEMENTS
C
C
C ... DEFINITION OF THE ROW OF ORDER K+1 OF THE MATRIX M
C

DO 10 I=-1,K

WV1(I)=PB(K,I)

10 CONTINUE

DO 20 J=0,K

M(K+1,J+1)=FUNPOLY (L, IR, J,WV2,WV1)

20 CONTINUE
o
C . DEFINITION OF THE COMPONENT OF ORDER K+1 OF THE VECTOR D
o

D(K+1)=C(K)
C
C ... DEFINITION OF THE COLUMN OF ORDER K+1 OF THE MATRIX M
o]

DO 30 I=0,K-1

DO 40 J=-1,1
Wv1(J)=PB(I,J)

40 CONTINUE

M(I+1,K+1)=FUNPOLY (L, IR,K, WV2,WV1)
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]

30 CONTINUE

RETURN

END
C
o
CHttttttttttttttttttttttttttttttdttttdtttttttttttttttttdttrtttdtttttttstttsts
c +
C FUNCTION NAME - GPADETYPE +
C +
Cttttttttttttttttttttttttdttttttttttttttrttttttdtttttttttrttttrtdttttttsrttt
C +
C DESCRIPTION: +
C +
c DOUBLE PRECISION FUNCTION: +
C 4
C COMPUTES THE VALUE OF THE K-TH GENERALIZED PADE-TYPE +
C APPROXIMANT IN THE POINT T: +
Cc +
C (K (T) =a*F (T) + ... +a*F (T +
C F 0 0 k k +
C +
C USAGE: +
C GPADETYPE (K, FKT, A) +
C +
C ARGUMENTS: +
C +
C K - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE ORDER +
o OF THE GENERALIZED PADE-TYPE APPROXIMANT. +
o +
C FKT - INPUT REAL VECTOR OF DIMENSION (0:IR-1), CONTAINING IN +
C THE K+1 FIRST COMPONENTS THE VALUES F (T),...,F (T). +
C 0 k +
C +
C A - INPUT REAL VECTOR OF DIMENSION (IR), CONTAINING IN THE +
C K+1 FIRST COMPONENTS THE COEFFICIENTS a ,....,a . +
C 0 k +
Cc +
Cc +
C  REMARKS: .
C +
C -~ ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING +
C PROCEDURE MUST BE IN DOUBLE PRECISION. +
C +
CHtttttttttttttttttttttttrtrtttttttrtttttrtttttidttttttttttttttttttttttttttt
Cc

DOUBLE PRECISION FUNCTION GPADETYPE (K, FKT, A)
C
C ... SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS
C

INTEGER K

DOUBLE PRECISION A(1l),FKT(0:0)
o
C ... SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIARLES
C

INTEGER I

DOUBLE PRECISION S
C
C ... EXECUTABLE STATEMENTS
C

S=0.0D00

DO 10 1=0,K

S=S+A(I+1)*FKT(I)
10 CONTINUE

GPADETYPE=S
RETURN
END

C

C
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CHtttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttittdtttrtttttttttttrttttdttttttstt

c +
C SUBROUTINE NAME - WRITING +
C +

Crttttttttttttdttttttdtttttttrdttttttttttttttrttttttttttttttdtttttrttttttttttt
DESCRIPTION:

PRINTS AND WRITES THE K-TH GENERALIZED PADE-TYPE APPROXIMANT

IN THE POINT T ( (K) (T) ), AND THE CORRESPONDING ABSOLUTE AND
F

RELATIVE ERRORS IF THE SERIES IS AVAILABLE.

[sXoXeXe X NeXe)

USAGE:
CALL WRITING (OPD, EPS, T, K, GPT, FT)

ARGUMENTS:
OPD - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE OPTION

OF AVAILABILITY OF THE DEFINITION OF THE SERIES.

EPS - INPUT REAL VALUE USED IN TESTS FOR ZERO.
IF DABS(X) .LT. EPS, THEN X IS CONSIDERED TO BE ZERO.

K - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE ORDER OF THE
GENERALIZED PADE-TYPE APPROXIMANT.

GPT - INPUT REAL VALUE. IT REPRESENTS THE VALUE OF THE
GENERALIZED PADE-TYPE APPROXIMANT IN THE POINT T.

FT - INPUT REAL VALUE. IT REPRESENTS THE VALUE OF THE
SERIES IN THE POINT T, IF THE SERIES IS AVAILABLE.
REMARKS:

- ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING
PROCEDURE MUST BE IN DOUBLE PRECISION.

R I T T T T T S S S S S A A A I Tk T T N S S N U AU A A W A g |

B e o B B E s & B R 2 e L n s
SUBROUTINE WRITING (OPD, EPS, T, K, GPT, FT)

. SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS

OO0 0000000000000 0000000000O00000000000

INTEGER OPD, K
DOUBLE PRECISION EPS,T,GPT,FT

... SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES
DOUBLE PRECISION RELERROR,ABSERROR,Z
... EXECUTABLE STATEMENTS

1 THE SERIES IS AVAILABLE
2 THE SERIES IS NOT AVAILABLE

... OPD
... OPD

0oO0On0O0O0n0 000

SELECT CASE (OPD)
CASE(1)
2=DABS (FT)
ABSERROR=DABS (GPT-FT)

IF(Z.LT.EPS) THEN

WRITE(9,100)K, GPT,ABSERROR

WRITE(1,100)K, GPT,ABSERROR

100 FORMAT('(',I2,')="',D24.16,2X, 'ABS ERROR="',D10.2,/)
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ELSE
RELERROR=ABSERROR/Z
WRITE(9,200)K, GPT, ABSERROR, RELERROR
WRITE(1,200)K, GPT, ABSERROR, RELERROR

200 FORMAT (' (',I2,')=',D24.16,2X, 'ABS ERROR=',
* D10.2,2X, 'REL ERROR=',D 10.2/)
END IF
CASE(2)

WRITE(9,300)K,GPT
WRITE(1,300)K,GPT

300 FORMAT(*(*',I2,')=',D24.16,/)

END SELECT

RETURN

END
C
C
Crttttttttttttttttttttdtttttdtdttttttttttdttttttttdtrtdtttetttdtttttrttd b+
C +
C SUBROUTINE NAME - BLBORD +
C +

CHetttttttttttttttrtittttttttrtttttttttttttttttitttttsttttsttttttttdttdddrtetts

C +
C DESCRIPTION: +
C +
C COMPUTES THE SOLUTION 2z OF THE BORDERED SYSTEM +
C k+1 +
C A z = d IN TERMS OF THE SOLUTION z OF THE PREVIOUS +
c k+1 k+1 k+1 k +
C SYSTEM A 2z =4 . +
C k k k +
C +
C USAGE: +
C CALL BLBORD (A, D, IR, Z, BETA, WK, EPS, INIT, IER) +
C +
C  ARGUMENTS: +
o +
C A - INPUT REAL SQUARE MATRIX OF DIMENSION (IR, IR). +
C +
C D - INPUT REAL VECTOR OF DIMENSION IR. +
C +
o IR - INPUT ROWS DIMENSION EXACTLY AS SPECIFIED IN THE +
(o DIMENSION STATEMENTS IN THE CALLING PROGRAM FOR +
C THE MATRIX A. +
C +
C Z - OUTPUT REAL VECTOR OF DIMENSION IR CONTAINING +
C AFTER THE k-TH CALL, IN THE FIRST k COMPONENTS, +
C THE SOLUTION z OFaz =4d . +
C k k k k +
C . +
C BETA - WORKING REAL MATRIX OF DIMENSION (IR, 2*IR). +
C IF THE MATRIX beta IS NON SINGULAR (INDS.EQ.0) ITS FIRST +
o k -1 +
C COLUMNS CONTAIN, IN OUTPUT, THE MATRIX beta . +
C k +
C +
C WK - WORKING REAL VECTOR OF DIMENSION IR. +
C +
o) EPS - INPUT REAL VALUE USED IN TESTS FOR ZERO. +
C IF DABS(X) .LT. EPS, THEN X IS CONSIDERED TO BE ZERO. +
Cc +
C INIT - INPUT/OUTPUT INTEGER TO BE SET TO ZERO BEFORE THE +
o FIRST CALL OF THE SUBROUTINE. ITS VALUE IS CHANGED +
C TO 1 BY THE SUBROUTINE DURING THE FIRST CALL. +
C FOR A NEW APPLICATION OF THE METHOD INIT MUST SET +
C AGAIN TO ZERO. +
C +
o IER - INPUT/OUTPUT INDEX WARNING/ERROR. +
C IER = 200 CALL OF THE SUBROUTINE WITH A NON ZERO +
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IER VALUE.

IER = 300 ROWS DIMENSION TOO SMALL IN THE CALLING
PROCEDURE COMPARED TO NUMBER_OF_CALLS.
IER = 2100 SINGULAR MATRIX IN THE ALGORITHM.
EXTERNAL MODULES:
- SUBROUTINES BETABOR, RCPROD

REMARKS:

ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING PROGRAM MUST BE
IN DOUBLE PRECISION. THE VECTORS Z AND WK, AND THE MATRIX BETA
MUST NOT BE MODIFIED BY THE USER BETWEEN TWO CONSECUTIVE CALLS
OF THE SUBROUTINE.

IN THE CALLING PROCEDURE, THE ROWS DIMENSION FOR THE MATRICES A
AND BETA MUST BE THE SAME.
WHEN THE SUBROUTINE RETURNS AN IER VALUE OF 2100, THE USER MUST
GIVE AN ADDITIONAL ROW AND COLUMN OF THE A-ARRAY AND SET IER TO
ZERO BEFORE THE NEXT CALL.

IN THE CALLING PROCEDURE THE MINIMAL DIMENSIONS FOR THE
MATRIX AND VECTOR ARGUMENTS (IR=NUMBER_OF_CALLS) ARE:

A(IR,IR)

D(IR)

Z(IR)

BETA (IR, 2*IR)

WK(IR)

R e

B s o o R m i a R e A A LS e a s S S
SUBROUTINE BLBORD (A, D, IR, Z, BETA, WK, EPS, INIT, IER)

... SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS

OO0 O0OO000000O00000000000O00000000NO00N00N0

INTEGER IER, INIT, IR
DOUBLE PRECISION EPS
DOUBLE PRECISION A(IR,1), BETA(IR,1), D(1), Z(1), WK(1)

C
C . SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES AND
o CONSTANTS
C
DOUBLE PRECISION COEFF, MONE, ONE, ZERO
INTEGER I, IFLAGM, IN, INDS, INK, IP, J
SAVE IFLAGM, INK, IP
o
o . SPECIFICATIONS FOR PARAMETER CONSTANTS
C
PARAMETER (ZERO=0.0D0, ONE=1.0D0, MONE=-1.0D0)
C .
C ... EXECUTABLE STATEMENTS
C
IF (INIT .EQ. 0) THEN
C
o ... FIRST CALL OF THE SUBROUTINE
C
IER =0
INIT =1
IFLAGM = O
INK =1
IF (DABS(A(1,1)) .LT. EPS) THEN
INK = INK + 1
IFLAGM = 1
IER = 2100
RETURN
END IF
Z(1) = D(1) /7 A(1,1)
A(l1,1) = 1.0D0 / A(1,1)
RETURN
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END IF

(o
C . NEXT CALLS OF THE SUBROUTINE
Cc
IF (IER .NE. 0) THEN
IER = 200
RETURN
END IF
o
o . IFLAGM = 1 IF PREVIOUS A ARRAY IS SINGULAR
c 1
C
IF (IFLAGM .EQ. 1) THEN
Cc
C . COPIES THE NEW A ARRAY IN BETA ARRAY.
C 1
C
DO 20 I =1, INK
DO 10 J =1, INK
BETA (I,J) = A(I,J)
10 CONTINUE
20 CONTINUE
C
o . CONTROLS THE SINGULARITY OF A
c 1
C
CALL INVERS (BETA, INK, IR, EPS, INDS)
C
C . IF A IS SINGULAR, RETURNS TO CALLING PROGRAM
o 1
Cc FOR ADDITIONAL ROW AND COLUMN
C
IF (INDS .EQ. 1) THEN
INK = INK + 1
IF (INK .GT. IR) THEN
IER = 300
ELSE
IER = 2100
END IF
ELSE
c
C IF A IS NON-SINGULAR, COMPUTES z AND RETURNS
C 1 1
c TO CALLING PROGRAM
Cc
C -1
C . COPIES BETA = A ARRAY IN A ARRAY.
C 1 1
c .
DO 40 I = 1, INK
m 30 J = 11 INK
A(I,J) = BETA (I,J)
30 CONTINUE
40 CANTINUE
IFLAGM = 0
C
C ... COMPUTES 2z
C 1
c
CALL RCPROD (A, 1, 1, IR, D, 1, 1, IR, Z, 1, 1, IR,
* INK, INK, 1, ZERO, ONE, 0, WK)
END IF
RETURN
END IF
c
C . THE A ARRAY IS NON-SINGULAR
Cc 1
C
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INK = INK + 1
IF (INK .GT. IR) THEN

IER = 300
RETURN
END IF
C ... IFLAGM = 0 IF beta IS NON-SINGULAR.
C k
C
IF (IFLAGM .EQ. 0) IP =1
(o]
o ... IFLAGM = 2 IF beta IS SINGULAR.
C k
C
IF (IFLAGM .EQ. 2) IP = IP + 1
C
C . COMPUTES THE NEW beta
(o) k
C
IN = INK - IP
CALL BETABOR (A, BETA, IN, IP, IR, WK, EPS, INDS)
C
C . IF beta 1S SINGULAR, RETURNS TO CALLING PROGRAM
C k
C FOR ADDITIONAL ROW AND COLUMN
C
IF (INDS .EQ. 1) THEN
IFLAGM = 2
IER = 2100
RETURN
END IF
(o
C -1
o . IF beta IS NON-SINGULAR, COMPUTES A AND z
C k k+1 z+1
C
IFLAGM = 0
(o -1
C . COPIES beta 1IN A-ARRAY IN a
C k k
(o
DO 60 I =1, 1IP
DO SO J=1, IP
A(IN+I,IN+J) = BETA(I,J)
50 CONTINUE
60 CONTINUE
C
C -1
C . COMPUTES THE VALUE OF - & u AND
o k k
C STORES IT IN A-ARRAY IN u
C k
o]
CALL RCPROD (A, 1, 1, IR, A, 1, IN+1, IR, A, 1, IN+1, IR,
* IN, IN, IP, ZERO, MONE, 1, WK)
C
(o . COMPUTES THE VALUE OF v 2z AND
C k k
C STORES IT IN Z-VECTOR (ELEMENTS n +1 TOn + p )
C k k k
(o
CALL RCPROD (A, IN+1, 1, IR, 2, 1, 1, IR, Z, IN+1, 1, IR,
* Ip, IN, 1, ZERO, ONE, 0, WK)
C
C . COMPUTES THE VALUE OF f£ - v 2z AND
C k k k
C STORES IT IN Z-VECTOR (ELEMENTS n +1 TOn + p )
C k k k
(o
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DO70I=1, IP
Z{(IN+I) = D(IN+I) - Z(IN+I)

70 CONTINUE
C
(o -1
o ... COMPUTES THE VALUE OF beta v AND
o k k
C STORES IT IN A-ARRAY IN v
Cc k
C M
CALL RCPROD (A, IN+1, IN+1, IR, A, IN+1l, 1, IR, A, IN+1, 1, IR,
* IP, IP, IN, ZERO, ONE, 1, WK)
C
C -1 -1
(o ... COMPUTES THE VALUE OF - beta v A AND
C k k k
C STORES IT IN A-ARRAY IN v
c k
(o
CALL RCPROD (A, IN+1, 1, IR, 2, 1, 1, IR, A, IN+1l, 1, IR,
* IP, IN, IN, ZERO, MONE, 0, WK)
C
C -1 -1 -1 -1
C .. COMPUTES THE VALUE OF A + A u beta v a
o k Xk k ¥ kk
C AND STORES IT IN A-ARRAY
o
CALL RCPROD (A, 1, IN+1l, IR, A, IN+1, 1, IR, &, 1, 1, IR,
* IN, IP, IN, ONE, ONE, 0, WK)
o -1 -1
C . COMPUTES THE VALUE OF - A u beta AND
o k k k
C STORES IT IN A-ARRAY IN u
C k
C
IF (IP .EQ. 1) THEN
D080 I=1, IN
A(I, IN+1) = A(I,IN+1) * A(IN+1,IN+1)
80 CONTINUE
C
C -1 -1
C . COMPUTES THE VALUE OF z - A u beta (f -vz)
C k k k Xk k kk
C AND STORES IT IN Z-VECTOR (ELEMENTS 1 TO n )
C k
C
DO 90 I =1, IN
Z(I) = Z(I) + A(I,IN+1) * Z(IN+1)
90 CONTINUE
C -1
C . COMPUTES THE VALUE OF beta (f-vz ) aND
o k k kk
C STORES IT IN Z-VECTOR (ELEMENTS n + 1 TOn + p )
C k k k
c
Z(IN+1) = Z(IN+1) * A{IN+1,IN+1)
ELSE
(o -1 -1
(o ... COMPUTES THE VALUE OF - A u beta AND
C k k k
C STORES IT IN A-ARRAY IN u
o k
C
CALL RCPROD (A, 1, IN+1, IR, A, IN+1, IN+1, IR, A, 1, IN+1, IR,
* IN, IP, IP, ZERO, ONE, 0, WK)
C
C -1 -1
C . COMPUTES THE VALUE OF z - A u beta (£ ~vz)
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C k k k k k k k
C AND STORES IT IN Z-VECTOR (ELEMENTS 1 TO n )
Cc k
C
CALL RCPROD (A, 1, IN+l, IR, Z, IN+1, 1, IR, 2, 1, 1, IR,

* IN, IP, 1, ONE, ONE, 0, WK)
C -1
C ... COMPUTES THE VALUE OF beta (f - vz ) aAND
C k k k k
o STORES IT IN Z-VECTOR (ELEMENTS n + 1 TOn + p )
C k k k
C

CALL RCPROD (A, IN+1, IN+1, IR, 2, IN+l1, 1, IR, Z, IN+1, 1, IR,

* Ip, IP, 1, ZERO, ONE, 1, WK)

END IF
(o
C -1
C ... SOLUTION 2z AND ARRAY A COMPUTED
C k+1 k+1
C

RETURN

END
C
C
CHt++++t4+++++++t+ttttttttttttdttrtttttttttttttttttttr+ b+ttt bttt bbb+ 4+
C o+
C SUBROUTINE NAME - BETABOR +
C +

CHttrttttttttttttttttttttttttttitttttttttttttttttrttttttttttrtttttttrttttttstttet
DESCRIPTION:

COMPUTES THE ARRAY beta OF DIMENSIONS p x p AND DETERMINES
k k k
IF IT IS OR NOT A SINGULAR MATRIX.

USAGE:
CALL BETABOR (A, BETA, IN, IP, IR, WK, EPS, INDS)
ARGUMENTS:
A - INPUT REAL SQUARE MATRIX OF DIMENSION (IR,IR).
BETA - OUTPUT REAL MATRIX OF DIMENSION (IR,2*IR).
IF THE MATRIX beta IS NON SINGULAR (INDS.EQ.0) ITS FIRST
k -1
COLUMNS CONTAIN, IN OUTPUT, THE MATRIX beta .
k
IN - INPUT INTEGER DIMENSION OF THE SQUARE MATRIX 2 .
k
IpP - INPUT INTEGER DIMENSION p OF THE SQUARE MATRIX beta .
k k
IR - INPUT ROWS DIMENSION EXACTLY AS SPECIFIED IN THE

DIMENSION STATEMENTS IN THE CALLING PROGRAM FOR
THE MATRICES A AND BETA.

OOOONOO0OO0O0OOO00O00O0000000000000000000O00

L L N S L Y

WK - WORKING REAL VECTOR OF DIMENSION IR.
EPS - INPUT REAL VALUE USED IN TESTS FOR ZERO.
IF DABS(X) .LT. EPS, THEN X IS CONSIDERED TO BE ZERQO.
INDS - OUTPUT INTEGER VALUE.
IF INDS = 0 THEN beta IS NON-SINGULAR.
k
IF INDS = 1 THEN beta IS SINGULAR.
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C +
c +
C EXTERNAL MODULES: +
C +
C - SUBROUTINES INVERS, RCPROD +
C +
C REMARKS: +
C +
C - ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING PROGRAM MUST BE +
o IN DOUBLE PRECISION. +
C - IN THE CALLING PROCEDURE, THE ROWS DIMENSION FOR THE MATRIX A +
C AND BETA MUST BE THE SAME. : +
c +
Crtttttttttttttttttttttdtttttttttttttttttdrrttrtttttttttttetttttttttetdttb++++++
(o .

SUBROUTINE BETABOR (A, BETA, IN, IP, IR, WK, EPS, INDS)
C
o ... SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS
C

INTEGER IN, INDS, IP, IR

DOUBLE PRECISION EPS

DOUBLE PRECISION A(IR,1), BETA(IR,1), WK(1)
C
C ... SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES
C

INTEGER I, J
C
o ... EXECUTABLE STATEMENTS
cC

INDS = 0O
C -1
C ... COMPUTES THE VALUE OF v A  AND
C k k
C STORES IT IN BETA-ARRAY
C

CALL RCPROD (A, IN+1, 1, IR, A, 1, 1, IR, BETA, 1, 1, IR,

* IpP, IN, IN, 0.0D0, 1.0D0, 0, WK)
c
C -1
C . COMPUTES THE VALUE OF (VA ) u AND
C k k k
C STORES IT IN BETA-ARRAY
C

CALL RCPROD (BETA, 1, 1, IR, A, 1, IN+1, IR, BETA, 1, 1, IR,

* Ip, IN, IP, 0.0D0, 1.0D0, 0, WK)
C
C -1
C . COMPUTES THE VALUE OF beta =a - Vv A u
C k k kk k
Lo}

DO 203 =1, IP

DO10 I =1, IP
BETA(I:J) = A(IN+LIN+J) - BETA(IIJ)
10 CONTINUE
20 CONTINUE

C -1
C ... COMPUTES THE INVERSE beta OR THE SINGULARITY OF
C beta . k
C k
C

IF {(IP .EQ. 1) THEN
IF (DABS(BETA(1l,1)) .LT. EPS) THEN

INDS = 1
ELSE

BETA({1,1) = 1.0D0 / BETA(1,1)
END IF

ELSE
CALL INVERS (BETA, IP, IR, EPS, INDS)
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END IF

RETURN

END
CHttttttttttttttdtttttttttttttitttttsrttttttdttttttrttttttttttbttdttttttrttrttts
C : +
o SUBROUTINE NAME - GAUSS +
C +

CHttttttttttttttttttttrtttttttttttttettdtttttttittttttttttdtdttbtttrtttttrttttts
DESCRIPTION:

COMPUTES THE SOLUTION OF A SYSTEM OF LINEAR EQUATIONS WITH A AS
COEFFICIENT MATRIX AND WITH THE VECTORS OF THE CANONICAL BASIS
AS RIGHT HAND SIDES.

THE METHOD IS GAUSSIAN ELIMINATION.

IF THE MATRIX A IS NON-SINGULAR THE SOLUTIONS ARE THE ROWS OF
THE INVERSE OF THE MATRIX A.

- ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING PROGRAM MUST BE
IN DOUBLE PRECISION.

+
+

+

+

+

-+

+

+

+

THE COLUMNS N+1,....,2N OF A CONTAIN THE N RIGHT HAND SIDES. +

+

USAGE: +
CALL GAUSS (A, N, IR, EPS, INDS) +

-+

ARGUMENTS: +
+

A - INPUT REAL MATRIX OF DIMENSION (IR,2*IR). +

-+

N - INPUT INTEGER EQUAL TO THE DIMENSION OF THE SYSTEM. +

+

IR - INPUT ROWS DIMENSION EXACTLY AS SPECIFIED IN THE +
DIMENSION STATEMENTS IN THE CALLING PROGRAM FOR +

THE MATRIX A. +

-+

EPS - INPUT REAL VALUE USED IN TESTS FOR ZERO. +

IF DABS(X) .LT. EPS, THEN X IS CONSIDERED TO BE ZERO. +

+

INDS - QUTPUT INTEGER VALUE. +

IF INDS = 0 THEN THE MATRIX A IS NON-SINGULAR. +

IF INDS = 1 THEN THE MATRIX A IS SINGULAR. +

. +

REMARKS: +
+

-+

+

+

B e e m o 2 S A E et s e TR P e
SUBROUTINE GAUSS (A, N, IR, EPS, INDS)

. SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS

0O OOO0000000000000000N00000000000000N0O00N

INTEGER INDS, IR, N
DOUBLE PRECISION EPS
DOUBLE PRECISION A(IR,1)

o
C ... SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES
C
INTEGER I, IPIVOT, J, K
DOUBLE PRECISION TMP, PIVOT
o
C . EXECUTABLE STATEMENTS
C
INDS = 0
C
C . TRIANGULARIZATION
C
DO S0 K =1, N-1
C
C ... SEARCH FOR THE PIVOT (PARTIAL PIVOTING)
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TMP = DABS(A(I,K))
IF (TMP .GE. PIVOT) THEN

IPIVOT =1
PIVOT = TMP
END IF
10 CONTINUE
(=
C . TEST FOR SINGULAR MATRIX
C
IF (DABS(PIVOT) .LT. EPS) THEN
INDS = 1
RETURN
END IF
C
& . EXCHANGES THE ROW K WITH THE ROW
C CONTAINING THE MAXIMUM PIVOT
Cc
DO 20 J = K, N+N
TMP = A(KI J)
A(IPIVOT,J) = TMP
20 CONTINUE
C
(s . APPLIES THE ELEMENTS TRANSFORMATION
C
DO 40 I = K+1, N
T™P = A(I,K) / A(K,K)
DO 30 J = K+1, N+N
A(I,J) = A(I,J) - TMP * A(K,J)
30 CONTINUE
40 CONTINUE
50 CONTINUE
c
(&) .. TEST FOR SINGULAR MATRIX
& (PIVOT OF THE LAST ROW)
&
IF (DABS(A(N,N)) .LT. EPS) THEN
INDS = 1
RETURN
END IF
&
() . SOLVING THE TRIANGULAR SYSTEMS
C FOR THE N RIGHT HAND SIDES
(@
DO B80K=1, N
A(N,N+K) = A(N,N+K) / A(N,N)
DO 70 I = N-1, 1, =1
A(I,N+K) = A(I,N+K)
DO 60 J = I+1, N
A(I,N+K) = A(I,N+K) - A(I,J) * A(J,N+K)
60 CONTINUE
A(I,N+K) = A(I,N+K) / A(I,I)
70 CONTINUE
80 CONTINUE
RETURN
END
CH+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++t+++ttt bttt 4+
C -
c SUBROUTINE NAME - INVERS +
G +
CHt++++++++++++++++++++++++++++++++t+t+++++t++tt bbb+
C +
c DESCRIPTION: -+
c ) -
C DETERMINES IF A MATRIX IS SINGULAR OR NOT. +
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IF THE MATRIX IS NON-SINGULAR THE SUBROUTINE RETURNS THE
INVERSE MATRIX.

USAGE:
CALL INVERS (A, N, IR, EPS, INDS)
ARGUMENTS :
A - INPUT REAL MATRIX OF DIMENSION (IR,2*IR).
N - INPUT INTEGER INDICATING THE DIMENSION OF THE A-ARRAY.

IR - INPUT ROWS DIMENSION EXACTLY AS SPECIFIED IN THE
: DIMENSION STATEMENTS IN THE CALLING PROGRAM FOR
THE MATRIX A.

EPS - INPUT REAL VALUE USED IN TESTS FOR ZERO.
IF DABS(X) .LT. EPS, THEN X IS CONSIDERED TO BE ZERO.

INDS

OUTPUT INTEGER VALUE.
IF INDS = 0 THEN THE MATRIX A IS NON-SINGULAR.
IF INDS = 1 THEN THE MATRIX A IS SINGULAR.

EXTERNAL MODULES:
- SUBROUTINE GAUSS
REMARKS:

- ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING PROGRAM MUST BE
IN DOUBLE PRECISION.

T R L A I I I A I 2 T T T S

OQOOO0O0O0O0000000O00O0OO00O00000000N0O0000000

S m e m S G E E R a s S o o

C
SUBROUTINE INVERS (A, N, IR, EPS, INDS)
C
C . SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS
C
INTEGER INDS, IR, N
DOUBLE PRECISION EPS
DOUBLE PRECISION A(IR,1)
C
C . SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES
C
INTEGER I, J
(o
C . EXECUTABLE STATEMENTS
C
C ... ADDS, TO THE GIVEN MATRIX, N COLUMN VECTORS
C WHICH FORM THE CANONICAL BASIS
C
DO20I =1, N
DO 10 J = N+1, N+N
a(1,J3) = 0.0D0
10 CONTINUE
A(I,N+I) = 1.0D0
20 CONTINUE
(o
C ... SOLVES THE SYSTEM WITH GAUSS METHOD. IF THE MATRIX
c A IS NON-SINGULAR THEN, IN THE SAME ARRAY A,
C ({ROWS 1 TO N AND COLUMNS N+1 to 2*N) THERE IS,
C IN OQUTPUT, THE INVERSE MATRIX. OTHERWISE INDS IS
C SET TO 1 IN OUTPUT.
C
CALL GAUSS (A, N, IR, EPS, INDS)
C
IF (INDS .EQ. 0) THEN
C
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..+ SUPERSEDES THE ORIGINAL MATRIX A WITH THE INVERSE
MATRIX.

0o0nn

DO40I =1, N
A(I,J) = A(I,N+J)

30 CONTINUE
40 CONTINUE
END IF
RETURN
END
CHtttttttttttttttttttttrttttttttttttttrttdttbtetttttbtettitttdetdtttrtsettdtts+t
C +
C SUBROUTINE NAME - RCPROD . +
C +

CHtttttttttttttttttrtdtttitttittttttttttttrtdtttetttttttttrtttirttdtttttttttt++b++
DESCRIPTION:

COMPUTES THE PRODUCT OF TWO MATRICES.

USAGE:
CALL RCPROD (A, IARST, IACST, IRA, B, IBRST, IBCST, IRB,
C, ICRST, ICCST, IRC, NAROW, NACOL, NBCOL,
C1COEF, C2COEF, IFLAG, WK)
ARGUMENTS:

A - INPUT REAL MATRIX OF DIMENSION (IRA,IRB).

IARST - INPUT INDEX OF THE STARTING ROW OF THE MATRIX A.

IACST - INPUT INDEX OF THE STARTING COLUMN OF THE MATRIX A.

IRA - INPUT ROWS DIMENSION EXACTLY AS SPECIFIED IN THE
DIMENSION STATEMENTS IN THE CALLING PROGRAM FOR
THE MATRIX A.

B - INPUT REAL MATRIX OF DIMENSION (IRB,*).

IERST -~ INPUT INDEX OF THE STARTING ROW OF THE MATRIX B.

IBCST - INPUT INDEX OF THE STARTING COLUMN OF THE MATRI).( B.

IRB - INPUT ROWS DIMENSION EXACTLY AS SPECIFIED IN THE
DIMENSION STATEMENTS IN THE CALLING PROGRAM FOR
THE MATRIX B.

c - OUTPUT REAL PRODUCT MATRIX OF DIMENSION (IRA,*).

ICRST - INPUT INDEX OF THE STARTING ROW OF THE MATRIX C.

ICCST - INPUT INDEX OF THE STARTING COLUMN OF THE MATRIX C.

IRC - INPUT ROWS DIMENSION EXACTLY AS SPECIFIED IN THE
DIMENSION STATEMENTS IN THE CALLING PROGRAM FOR
THE MATRIX C.

NAROW -~ INPUT NUMBER OF ROWS OF THE MATRIX A TO BE CONSIDERED.

NACOL - INPUT NUMBER OF COLUMNS OF THE MATRIX A AND NUMBER OF
ROWS OF THE MATRIX B TO BE CONSIDERED.

NBCOL - INPUT NUMBER OF COLUMNS OF THE MATRIX B TO BE CONSIDERED.

INPUT REAL NUMBER.
IF CI1COEF = 0.0D0 THEN THE PRODUCT MATRIX IS STORED IN
THE C-ARRAY.

C1lCOEF

o XeXsXeXeXoXe koo ReRe o ke e oo ke e XeRe ke ReXeRo ke koo ie e Re o ReXokaRoReReRoReXoie e RoXeXeRoReRo Xo e Ro Xe
O Ik T I A T T T T O S S O o L L L A N S G Y'Y
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IF CI1COEF NOT EQUAL TO ZERO, THEN THE PREVIOUS C-ARRAY
IS MULTIPLIED BY ClCOEF AND ADDED TO THE PRODUCT MATRIX.

C2COEF - INPUT REAL NUMBER.
THE PRODUCT MATRIX IS ALWAYS MULTYPLIED BY C2COEF. THUS
THE VALUE OF C2COEF MUST BE SET TO 1.0D0 IN THE NORMAL
USE OF THE SUBROUTINE.

IFLAG - IF IFLAG = 0 THEN THE RESULTANT C-ARRAY IS NOT COINCIDENT
WITH THE B-ARRAY, BUT IT MAY COINCIDE WITH
THE A-ARRAY.
IF IFLAG NOT EQUAL TO ZERO THEN THE RESULTANT C-ARRAY
COINCIDES WITH THE B-ARRAY.

WK - REAL WORKING VECTOR. WK HAS TO BE DIMENSIONED AT LEAST
TO THE GREATEST DIMENSION BETWEEN A AND B.

EXTERNAL MODULE:

DOUBLE PRECISION FUNCTION INNERG

REMARKS:

ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING PROGRAM MUST BE
IN DOUBLE PRECISION.

SUBROUTINE RCPROD (A, IARST, IACST, IRA, B, IBRST, IBCST, IRB,

*
*

C
C . SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS
C
INTEGER IARST, IACST, IRA, IBRST, IBCST, IRB, ICRST, ICCST, IRC,
* NAROW, NACOL, NBCOL, IFLAG
DOUBLE PRECISION C1COEF, C2CCEF
DOUBLE PRECISION A(IRA,1), B(IRB,1), C(IRC,1), WK(1)
C
C . SPECIFICATIONS FOR EXTERNAL FUNCTIONS
o
DOUBLE PRECISION INNERG
C
C . SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES
C
INTEGER I, J, IASTART, IBSTART, INDCROW, INDCCOL
C
C . EXECUTABLE STATEMENTS
C
IF (IFLAG'.EQ. 0 ) THEN
m 30 I = 1[ NARW
IASTART = IARST + I - 1
INDCROW = ICRST + I - 1
DO 10 J = 1, NBCOL
IBSTART = IBCST + J - 1
WK(J) = INNERG (A, IASTART, IACST, IRA,
* B, IBRST, IBSTART, IRB, NACOL)
10 CONTINUE
DO 20 J = 1, NBCOL
INDCCOL = ICCST + J - 1
C (INDCROW, INDCCOL) = ClCOEF * C(INDCROW, INDCCOL)
* + C2COEF * WK(J)
20 CONTINUE
30 CONTINUE
ELSE
DO 60 J = 1, NBCOL
IBSTART = IBCST + J - 1
INDCCOL = ICCST + J - 1
DO 40 I = 1, NAROW
APPENDIX A page 39 6 Apr 1994 15:05

C, ICRST, ICCST, IRC, NAROW, NACOL, NBCOL,
Cl1COEF, C2COEF, IFLAG, WK)

E R A T I I S S S e e R

D R S S S S E S o o L O O R b D S S e



JASTART = IARST + I - 1
WK(I) = INNERG (A, IASTART, IACST, IRA,
* B, IBRST, IBSTART, IRB, NACOL)
40 CONTINUE
DO 50 I =1, NAROW
INDCROW = ICRST + I - 1
C (INDCROW, INDCCOL) = ClCOEF * C(INDCROW, INDCCOL)
+ C2COEF * WK(I)

-

S0 CONTINUE
6D CONTINUE
END IF
RETURN
END
CH+tttttttttttttttttttttttrdtttttdtttttttttettttttttttttttttttttttttttttttbtttt++
o +
C FUNCTION NAME - INNERG +
C +

CHtitttttttttttttttttrtttttttttttttttttttttttttttttttdtttttttdtretdtttttttttt+++

C +
C DESCRIPTION: +
C +
C DOUBLE PRECISION FUNCTION: +
C COMPUTES THE INNER PRODUCT BETWEEN TWO VECTORS WHICH ARE +
C A ROW AND A COLUMN OR A PART OF A ROW OR OF A COLUMN OF TWO +
C GENERAL ARRAYS. +
C +
C USAGE: +
C INNERG (A, IAROW, IACOL, IRA, B, IBROW, IBCOL, IRB, IP) +
C +
C ARGUMENTS: +
C +
C A - INPUT REAL MATRIX WHICH CONTAINS THE ROW VECTOR. +
C +
C JAROW - INPUT ROW INDEX OF THE FIRST ELEMENT OF THE ROW VECTOR +
o IN THE MATRIX A. +
C +
C JACOL - INPUT COLUMN INDEX OF THE FIRST ELEMENT OF THE ROW +
C VECTOR IN THE MATRIX A. +
C +
C IRA - INPUT ROWS DIMENSION EXACTLY AS SPECIFIED IN THE +
C DIMENSION STATEMENTS IN THE CALLING PROGRAM FOR THE +
C MATRIX A. +
o +
C B - INPUT REAL MATRIX WHICH CONTAINS THE COLUMN VECTOR. +
C +
C IBROW - INPUT ROW INDEX OF THE FIRST ELEMENT OF THE COLUMN +
C VECTOR IN THE MATRIX B. +
C +
C IBCOL - INPUT COLUMN INDEX OF THE FIRST ELEMENT OF THE COLUMN +
C VECTOR IN THE MATRIX B. +
C +
C IRB - INPUT ROWS DIMENSION EXACTLY AS SPECIFIED IN THE +
C DIMENSION STATEMENTS IN THE CALLING PROGRAM FOR THE +
C MATRIX B. +
C +
C Ip - NUMBER OF ELEMENTS TO BE CONSIDERED IN EACH VECTOR +
C STARTING FROM THE FIRST ONE. +
C +
C REMARKS: +
C +
C - ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING PROGRAM MUST BE +
C IN DOUBLE PRECISION. +
C - IN THE CALLING PROCEDURE, IF THE DIMENSIONS OF THE TWO MATRICES +
C A AND B ARE A(IRA,ICA) AND B(IRB,ICB) THEN WE MUST HAVE +
C (IAROW.LE. IRA).AND. (IP .LE. ICA).AND. (IP .LE. IRB) +
C .AND. (IBCOL .LE.ICR). +
C +
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CHetttttttttttttttttttttttttttttttttdtttttttttdttttttttttttttetttttttdtttettsttt
o
DOUBLE PRECISION FUNCTION INNERG(A, IAROW, IACOL, IRA,

* B, IBROW, IBCOL, IRB, IP)
C
C ... SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS
C

DOUBLE PRECISION A(l), B(1)

INTEGER IAROW, IACOL, IBROW, IBCOL, IRA, IRB, IP
c ;
C ... SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES
C

DOUBLE PRECISION ACC

INTEGER I, IASTART, IBSTART
C
o ... EXECUTABLE STATEMENTS
C

IASTART = (IACOL - 1) * IRA + JAROW

IBSTART = (IBCOL - 1) * IRB + IBROW

ACC = 0.0DO0

D010 I =1, IP

ACC = ACC + A(IASTART+IRA*(I-1)) * B(IBSTART+I-1)
10 CONTINUE

C
C .. SETS THE RESULT VALUE
C

INNERG = ACC

RETURN

END
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Explications sur Mathematica

Cet annexe a été rédigé dans le but de permettre au lecteur qui ne connait pas Mathematica
de comprendre entiérement les sections 1.3.2 et 1.3.4.

— Commentaires de la section 1.8.2.E

Nous reprenons ici quelques explications de Mathematica [13, pages 93,596,644] :

o Une liste est un objet trés général, qui sert a représenter des collections d’expressions
éventuellement de type différent.

{a,b,c} représente le vecteur (a,b,c).

{{a,b},{c,d}} représente la matrice ( Z 3 ) .

Note Importante : Dans ce travail nous avons supposé que la liste {{a,b},{c,d}}

. . a c
représente la matrice ( b d ) .

e 1[[i]] donne la i&me sous-list de 1.

1{[i,j,-..]] donne la part de 1 correspondant a I[[i]}{[i]]....

Exemple :
In[1):=1={{a,b},{c,d}}
Outl1}={{a,b}.{c.d}}
Inj2):=1[11)]
Out[2]={a,b}
In[3):=1[[1,2]]
Out[3]=b
o Append|liste, élément) donne la liste avec I'élément ajouté a la fin.
AppendTolliste, élément) est équivalent & liste = Append|liste, élément].

Exemple :

In[4]:=v={a,b}
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Out[4]={a,b}
In[5]:=Append[v,c]
Out[5]={a,b,c}
In[6]:=v
Out[6]={a,b}
In[7):=AppendTo[v,c]
Out[7)={a,b,c}
In[8]:=v
Out[8]={a,b,c}

o Les lignes étiquetées par In[n] sont ce que I'utilisateur saisi et celles étiquetées par
g p P

Out[n] sont ce que Mathematica écrit comme réponse.

— Commentaires de la section 1.3.4.E

Nous reprenons ici quelques explications de Mathematica [13, pages 325,330,333,549).
Il y a quatre types de nombres en Mathematica :

e Integer — entier exact de longueur arbitraire.

o Rational — entier/entier dans la forme réduite.

In[1] := 12344/2222

Out[l] = 812

Real — un nombre réel est identifié par la présence explicite d’un point décimal, et
peut avoir n'importe quel nombre de chiffres. :

Mathematica distingue deux types de nombres réels: des nombres réels de basse
précision et des nombres réels de haute précision et agit différemment en présence
de I'un ou de ’autre type.

On dit qu’un nombre réel est de basse précision s’il a un nombre de chiffres sig-
nificatifs non supérieur a la “précision de la machine” (donnée, par exemple, par
Precision[1.0]). Dans le cas oii ce nombre est inférieur a la précision de la machine,
Mathematica ajoute des zéros & droite du dernier chiffre significatif jusqu’a atteindre
cette précision.

On dit qu’un nombre réel est de haute précision s’il a un nombre de chiffres signifi-
catifs supérieur a la précision de la machine.

Mathematica suppose toujours que les chiffres qu’on saisit sont corrects.
In[2] := Precision[1.]
Out[2] =19
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La précision du Macintosh SE/30 est 19.

In[3] := Precision[1.2345]

Out[3] =19

1.2345 a la précision de la machine, parce qu’il est interpreté comme 1.234500000000000000.
In[4] := Precision[1.234567891234567891234567891234456789)

Out[4] = 36

C’est un nombre réel de haute précision.

Note:Precision[z] = nombre de chiffres significatives de x.

Complex — complexe de la forme nombre + nombrel.
In[5):=4+7/81

Out[s] =4+ L

In[6]:=4+561

Out[6] =4+ 5.6 1

Iy a un autre type d’objet indivisible qui s’appelle Symbol. Un symbole est le plus simple
objet Mathematica avec un nom. Le nom d’un symbole est constitué par une suite de
lettres ou chiffres, commencant obligatoirement par une lettre. Mathematica distingue les
lettres majuscules des lettres minuscules. La premiére lettre d’un symbole qui appartient
au systéme est toujours majuscule, par convention.

X, y1, t — symboles définis par 1’utilisateur.

Pi, I — symboles appartenant au systéme.

Les nombres entiers et rationnels sont traités par Mathematica exactement. Cependant,
les nombres réels sont traités approximativement.

Dans un systéme symbolique comme Mathematica, on peut souvent représenter des nom-
bres réels d’une facon exacte. Par exemple, le symbole P: est une représentation exacte
de la constante mathématique 7. Si I’on veut connaitre une approximation de Pt, on est
obligé de se servir de la fonction évaluation numérique N.

N[x,n] — donne une approximation numérique de z, avec au plus n chiffres significatifs
exacts.

In[7] :=N[Pi,6]

Out[7) = 3.14159

In[8] :=N[Pi,30]

Out[8] = 3.14159265358979323846264338328

Une des plus importantes capacités de Mathematica est de faire du calcul symbolique
aussi bien que du calcul numérique. Dans les deux cas on peut avoir des résultats exacts
ou approchés.

e Calcul numérique exact:
In[9] := 1/2 % Sqrt[3] + 123 + 7/2 x Sqrt[3] + 4 + 2/6 * Log[22/2]
Out[9] = 127 + 4 Sqrt[3) + Legltl]
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e Calcul numérique approché de basse précision:

In[10] := 1./2 » Sqrt[3.] + 123. + 7/2 » Sqrt[3.] + 4 + 2/6 * Log[22./2]
Out[10] = 134.728

La présence des points décimaux fait en sorte que Mathematica donne un résultat
approché.

Le calcul est fait dans la précision de la machine, c’est-a-dire avec dix-neuf chiffres
significatifs, et le résultat a lui aussi dix-neuf chiffres significatifs, mais il est écrit,
par convention, avec seulement six. Si ’on veut voir plus de chiffres, on est obligé
d’utiliser la fonction N.

In[11] := N[ 1./2 % Sqrt[3.] + 123. + 7/2 * Sqrt[3.] + 4 + 2/6 * Log[22./2] , 19 ]
Out[11] = 134.7275016545416327

Calcul numérique approché de haute précision:

Si 'on veut obtenir un résultat avec une précision supérieure a la précision de la
machine, on ne doit pas appliquer la fonction N & V’expression 1./2 * Sqrt[3.] +
123. + 7/2 % Sqrt[3.] + 4 + 2/6 * Log[22./2], mais & une expression qui a elle méme
une précision supérieure ou égale 3 la précision désirée.

In[12] := N[ 1./2 % Sqrt[3.] + 123. + 7/2 * Sqrt[3.] + 4 + 2/6 x Log[22./2] , 45 ]
Out[12] = 134.7275016545416327

In[13) := N[ N[ 1/2 * Sqrt[3] + 123 + 7/2 + Sqrt[3] + 4 + 2/6 * Log[22/2],50 ], 45 ]
Out[13] = 134.727501654541632688797099892011865901045123

Nous pouvons obtenir un résultat avec une précision arbitraire si nous appliquons
la fonction N a I’expression exacte:

In[14) := N] 1/2 + Sqrt[3] + 123 + 7/2 * Sqrt[3] + 4 + 2/6 * Log[22/2] , 100 ]

Out[14] = 134.727501654541632688797099892011865901045123
2998873282372960838208512566089396123860162696496965392

Les mémes commentaires sont valables pour les différents types de calcul symbolique:

e Calcul synibolique exact:

In[15]:=2/34+1/3%z—1/2%2+123/4*xz A2+ 2 A2
Out[15] = §—§+ 1274,2

¢ Calcul symbolique approché de basse précision:

In[16):=2./3+1./3+z—1./2%2+123./[4*2 A2+ 2 N2

Out[16] = 0.666667 — 0.166667 z + 31.75 z?

Inf17):= N[2./341./3+2~1./242+123./4 2 A2+ z A 2, 1]
Out(17] = 0.6666666666666666667 — 0.1666666666666666667 = + 31.75 z2
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e Calcul symbolique approché de haute précision:
In[18]:= N[ N[2/3+41/3%z-1/2%2+123/4x2A24+2A2,50], 45]

Out|[18] = 0.666666666666666666666666666666666666666666667 —
0.166666666666666666666666666666666666666666667 = + 31.75 z2

In[19]:= N[2/3+4+1/3%x2-1/2%2+123/4x2zA2+2A2, 100]

Out[19] = 0.66666666666666666666666666666666666666666666
66666666666666666666666666666666666666666666666666666667 —
0.166666666666666666666666666666666666666666666666666666
6666666666666666666666666666666666666666666667 = + 31.75 z?

Quand on fait du calcul de basse précision, Mathematica effectue tous les calculs avec
une précision fixe (la précision de la machine) et donne les résultats sans s’occuper de
leur précision réelle. Quand on fait du calcul de haute précision Mathematica prend en
considération la précision des éléments qui constituent 1’expression a évaluer et donne le
résultat avec la précision qui peut étre justifiée.

In[20] := N[1.111111111111111111 —1.111111111111111000 , 19 ]

Out[20] = 1.11022302462515654 106

Mathematica fait du calcul de basse précision. Les derniers seize chiffres du résultat
n’ont aucune signification.

In[21}:= N[1.11111111111111111111111 — 1.11111111111111111111000 , 24 ]

Out[21)=1.1 102

Mathematica fait du calcul de haute précision, et montre seulement les chiffres du résultat
que ce language considere significatifs.
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(* *)
(* Package GPADETYPE.M *)

(- *)

BeginPackage [ *GPADETYPE'*, "BE'*, "BIF "]

GPADETYPE: :usage="is a package that contains the
definition of the function tablegpt.
It calls the packages BE and BIF."

tablegpt::usage="*

tablegpt k , t , toption , coption , psoption ,
resultprec , preoption , preprec ,
Cprec , aroption , compoption , norm j

calculates the (k+l) first generalized Pade-type

approximants in the point t .

The argument t can be a symbolic expression

{toption == \"VAR\") , or a numerical expression

{(toption \*SCL\*) . In the first case we obtain symbolic
results, in the second case we obtain numerical results.

If coption == \"EC\" , we do exact calculus.

If coption == \"AC\" , we do approximated calculus with

precision cprec. This means that we use the function

N[- , cprec] to do all the intermediate computations.

Jf cprec < = \"machine precision\" , we do 1low precision
computations. If cprec > \"machine precision\" , we do high
precision computations.

If coption == \"AC\", the numerical results or the numerical
part of the symbolic results are printed with resultprec
decimal digits of precision.

The default values of cprec and resultprec are the machine
precision ( given for example by Precision[1.0] ).

If resultprec or cprec are greather than Precision[1.0],
we must have resultprec < = cprec .

If psoption == 1, the partial sums of the series are also
calculated according to the values of toption and coption.
If psoption != 1, partial sums are not calculated. The default

value of psoption is 0.

We remark that it is interesting to calculate the partial sums
of the series especially when toption == \"SCL\*", that is when
we get numerical results. We compare the sequence of
generalized Pade-type approximants with the sequence of

partial sums of the series.

If toption == \"SCL\" and preoption == 1, the relative errors

of the approximants with respect to the series are calculated
with precision cprec, and are written with preprec decimal
digits of precision. Futhermore, if psoption == 1, the relative
errors of the partial sums with respect to the series are
calculated with precision cprec, and are written with preprec
decimal digits of precision.

If toption == \"SCL\" and preoption == 2, the number of the
exact digits of the approximants in comparison with the series
are calculated with precision cprec, and are written with
preprec decimal digits of precision. Futhermore, if

psoption == 1, the number of the exact digits of the partial
sums in comparison with the series are calculated with precision
cprec, and are written with preprec decimal digits of precision.
The default value of preprec is 2.

If compoption == 0 , we do real calculus. If compoption == 1,
we do complex calculus. The default value of compoption is
equal to 0. :

If compoption == 1, toption == \"SCL\*®* and preoption == 1, the
relative errors of the real and imaginary parts of the
approximants, with respect to the real and imaginary parts of
the series, are calculated with precision cprec and are written
with preprec decimal digits of precision. If psoption == 1,

we do the same for the partial sums.

-
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If compoption == 1, toption == \"SCL\* and preoption == 2, we
calculate the number of exact digits instead of the relative
errors.

If compoption == 1 and toption == \*SCL\*, we calculate also
the p-norm ( p >= 1) of the vector of relative errors

( if preoption == 1), or the p-norm ( p >= 1) of the vector of
the number of exact digits ( if preoption == 2 ).

The value of p is given by the argument norm.

If norm == -1, we calculate the infinity norm of the

vector of relative errors ( if precption == 1), or the
component of minimum absolute value of the vector of the

number of exact digits ( if preoption == 2 ).

The default value of norm is equal to -1.

Norms are calculated with precision cprec and are written

with preprec decimal digits of precision.

If toption == \"VAR\®" Or preoption is different from 1 and 2 ,
neither the relative errors nor the number of exact digits are
calculated.

The default value of preoption is 0.

If toption == \*SCL\* and coption == \"EC\", we obtain

the exact numerical expressions of the approximants in the

point t . Futhermore, if psoption == 1, we obtain also the
exact numerical expressions of the partial sums in the point

t. If preoption ==z 1, relative errors of these exact expressions
are calculated with precision cprec .

If preoption == 2, the number of exact digits are calculated
with precision cprec . We should take a sufficiently big value to
cprec in order that the errors or the number of exact digits
could be correctly calculated. Futhermore, if aroption == 1,

the exact expressions just cited are written with resultprec
decimal digits of precision. If aroption != 1 , these values are
not written. The default value of aroption is 0.

The value of the series in t is written with resultprec decimal

digits of precision, if toption == \"SCL\", coption == \"EC\"
and aroption == 1; or if toption == \*"SCL\" and
coption == \"AC\*".

We must give the first four arguments of tablegpt ,
however the last eight ones can be omitted taking their default
values.

Reference: Z. DA ROCHA.
Implementention of the recurrence
relations of biorthogonality.
In C. Brezinski, P. Gonzalez-Vera and
N. Hayek-Calil, eds., Extrapolation and
Rational Approximation. Tenerife 1992,
volume 3 of Numerical Algorithms, pp.
173-183, Basel 1992. J. C. Baltzer.®

Begin{* Private "]

(*

ERROR MESSAGES OF TABLEGPT.

*)

tablegpt::badargl=
swrong value to the first argument
k must be a non negative integer
try again®

tablegpt : :badarg3=
*wrong value to the third argument
toption must be equal to \"SCL\" or \"VAR\"
trxry again®

tablegpt: :badarg4=

*wrong value to the fourth argument .
coption must be equal to \*AC\" or \"EC\"
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try again*

tablegpt: :badarg6=
*wrong value to the sixth argument
resultprec must be a non negative integer
try again®

tablegpt : :badarg8=
*wrong value to the eighth argument
preprec must be a non negative integer
try again*

tablegpt: :badarg9=
*wrong value to the nineth argument
cprec must be a non negative integer
try again®

tablegpt: :badarg69=
*wrong values to the sixth and/or the
nineth arguments.
We must have resultprec < = cprec ,
if at least one of these arguments are greather
than the machine precision.
Try again.®

tablegpt: :badargla=
*wrong value to the twelfth argument
norm must be equal to -1 or
greater than or equal to 1
try again®

(*

DEFINITIONS OF THE PRIVATE FUNCTIONS
OF TABLEGPT

*)

functionalc[poly_,var_):=
Block{{n},
sum{ Coefficient[poly,var,n])*cm|[n+1]] ,
{n, 0,Exponent [ poly ,var 1}
1/: PolynomialQ[poly,var]

(*

DEFINITION OF TABLEGPT.

*)

tablegpt[ k_ , t_ , toption_ , coption_ ,
psoption_:0 ,
resultprec_: (Precision[1.0}) .,
preoption_:0 , preprec_:2 ,
cprec_: (Precision[1.0}) ,
aroption_:0 ,
compoption_:0 , norm_:-1 ]:=

Block[ { am, wnl, wn2, wfl, wf2, w3, wl, wc, wx, wf,
sert, xarray, larray, fpsl, fps2, mpsl, nps2,
regptl, regpt2, regpt, repsl, reps2, reps ,
edgptl, edgpt2, edgpt, edpsl, edps2, edps ,
n,m i),

(*

CONTROL OF ARGUMENTS

*)

If [ Orl[ Not[ IntegerQfk] ] , k< 0],
Return{ Message(tablegpt::badargl] ]
);
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If [ Aand [ toption != *SCL* , toption != *VAR® ] ,

Returm| Message[tablegpt::badarg3] }
J:

If[ And [ coption != “EC", coption != *aAC" } .,

Return{ Message[tablegpt::badarg4] ]
]

If [ Or{ Notl IntegerQ[ resultprec ] ] , resultprec < 0] ,

Return[ Message[tablegpt::badarg6] ]
]l

If [ Or[ Notl IntegerQ[ preprec } J , preprec <0 ] ,

Return[ Message[tablegpt::badarg8] ]
l;

If [ Or[ Not{ IntegerQ[ cprec }] 1 , cprec <01} ,

Return| Message[tablegpt::badarg9] }
1;

Jf1 And] resultprec > cprec ,

Or[ resultprec > (Precision[1.0]) ,
cprec > (Precision({l1.0])
]
1.

Return [ Message [tablegpt::badarg69 ] ]
1:

Jt { and{ norm !1= -1, norm< 1] ,

(*

Return[ Message[tablegpt::badargl2] )
}

computation of the first approximant

computation of c(X[0,0,0,x])

<computation of L{0,0,0,g[x,t],x]

*)

If[ coption == *AC" ,

cm={ NI ¢[0) , cprec ] };

wx={ N[ u[0,x] , cprec ] };

Wf-':( N[ f[olt] . CDIrecC ] }7

wc={ N[ functionalc{ wx[[1]] , x ], cprec ] }:

wl={ N[ initialf[ 0, wx([[1)), x ) , cprec ] };

larray={ { N[ (initialf[ 0, glx,t], x] / wl[[1}] ), cprec ] } }
. {(*coption == “EC" *)

cm={ c[0] };

wx={ uf{0,x] };

wi={ £10,t] }:

we={ functionalcl wx[[1)] , x ] };

wl={ initialf[ 0, wx([[1}]), x 1] };

larray={ { initialf[ 0, gix,t], x] / wl[[1]] 1} }

Y ; (* end of If *)

xarray={ Append[ wc, wll[1]] 1 }:
(*

xarray{[1,1]1}=c(X(0,0,0,x])
larray[[1,1]]=L[0,0,0:9[X:t]:X]
printing of the first approximant
*)
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If[ toption == *SCL® ,
If[ coption == *EC" ,

wfl= xarray([1,1]}*larray[(1,1]] ;
Print{ "fgpt[®", 0, ")=", Expand[ wfl] ] ;
wnl=wfl ;
If[ psoption == 1 ,

fpsl= cm[[1]))*wEf[[1]] ;

Print[ *fps[*,0,")=*, fpsl ] ;

npsl=£fpsl
1 ; (* end of If[ psoption ] *)
If[ aroption == ,

sert= N[ series(t] , resultprec ] ;
Print[ *£[*, t,"]=*, sert ] ;
Print[ *ngpt{*,0,"1=", N[ wnl , resultprec ] ] :
If[ psoption == '
Print[ *nps(*,0,"]=",N[ npsl , resultprec ] ]
1 (* end of If[ psoption ] *)
) (* end of If[ aroption ] *)

, (* coption == "AC" *)

sert= N[ series{t] , resultprec ] ;
Print( "£[", t,*)=", sert ] ;
wnl=N[ xarray([[1l,1}])*larray((1,1)] , cprec ] ;
Print[ *ngpt(®*,0,°)=", N{ wnl , resultprec ] ] ;
If[ psoption == '
npsl=N[ am[[1]]*wE[{1]] , cprec ] ;
Print{ *nps[®",0,*]=", N[ npsl , resultprec ] ]
] (* end of If[ psoption ] *)

] ; (* end of If [ coption }*)

If[ preoption == 1 ,

If[ compoption == '
Print|[ "regpt(*, 0, *]=",
’ N[ N{
Abs[ ( wnl-series(t] ) / series[t] ]
, cprec 1} )
. breprec ]

] (* end of Print *)
] ; (* end of If[ compoption == 0 } *)
If{ compoption == .

regpt1=N[ Abs[ ( Re[ wnl)}-Re[ series(t] ] ) /
Re[ series(t] ]
]

cprec 1
regpt2=N[ Abs[ ( Im[wnl] - Im[ series[t] ] )} /
Im[ series(t] ]
1.,

cprec 1 ;

I1f{ norm == -1,
regpt=N[ Max|{ regptl, regpt2 ] , cprec ]

éegpt=N[ { regptl™norm +
regpt2”norm )}~ (l/norm) , cprec ]
1 ;: (* end of If[ norm ] *)

Print{*regpt[", 0, *"]=[", N[ regptl, preprec ] ,

" + N[ regpt2, preprec } , *} , norm regpt["
0, "l=", N[ regpt, preprec ]

GPADETYPE.M page 5

6 Apr 1994 11:30



] (* end of Print *)
] ; (* end of If[ compoption == 1 ] *)
If{ psoption == 1 ,
If[ compoption == 0 ,

Print[ °*reps[", 0, "l=",
N[ N[
Abs|[ ( npsl-series[t] ) / series{t] ]
¢ Cprec ]
. preprec )
1 (* end of Print *)

1 ; (* end of If[ compoption == 0 ] *)
If[ compoption == 1 ,

repsl=N[ Abs[ ( Re[ npsl ]-Re[ series[t] ] ) /
Re[ series[t] ]
1.,

cprec ] ;
reps2=N{ Abs[ ( Im[ npsl ] - Im[ series[t] ] ) /
Im[ series(t] )
1.,

cprec ] ;

If[ norm == -1,
reps=N[ Max[ repsl, reps2 ] , cprec }
reps=N[ ( repsl”norm +
reps2”norm )~{l/noxrm) , cprec ]
) ; (* end of If[ norm ] *)

Print([*reps{®", 0, *"]=[*, N{ repsl, preprec } ,
*,* , N[ reps2, preprec ] , *} , norm repsi{" ,
0, *l=*, N[ reps, preprec ]
] (* end of Print *)

] (* end of If[ compoption == 1 ] *)
] (* end of If[ psoption ] *)
] ; (* end If[ preoption==1 ] *)
I1f[ preoption == 2 ,
If([ ‘compoption == 0 ,
Print[ "edgpt([*, 0, *}=",
N[ N{
-Log[ 10, Abs[ wnl-series[t] ] ]
, cprec ]
+ preprec ]
] (* end of Print *)
1 ; (* end of If{ compoption == 0 ]*)
I1f{ compoption == 1 ,
edgptl= N[ ~Log[10,
Abs[ Re[ wnl ] - Rel series[t] ] ]
1.
cprec ] ;

edgpt2= N[ -Log[10,
Abs{ Im[ wnl ] - Im[ series(t] ] ]}
3,
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cprec ] ;

If{ norm == -1,
edgpt=N[ Min[ Abs(edgptl], Abs[edgpt2] ] ,
cprec ]

edgpt=N[ ( Abs[edgptl])”norm +
Abs[edgpt2]”norm )~ (1/norm) ,
cprec ]
] ; (* end of If[ norm ] *)

Print["edgpt[*, 0, "]=[", N[ edgptl, preprec ] ,
*,* . N[ edgpt2, preprec } , "] , norm edgpt[* ,
0, *]=" ,N[ edgpt, preprec )
] (* end of Print ¥*)

] ; (* end of If[ compoption == 1 ] *)
If[ psoption == 1 ,
If[ compoption == 0 ,

Print[ "edps(*, 0, "])=",
N[ N{
-Log{ 10, Abs] npsl-series([t] ] ]
, cprec ]
, preprec ]
] (* end of Print *)

] ; (* end of If[ compoption == 0 ] *)
If[ compoption == ,

edpsl=N[ -Log[ 10,
2bs[ Re[ npsl ]-Rel series{t] ] ]
cprec ] '
edps2=N[ -Log[ 10,
Abs[ Im[ npsl ] - Im[ series([t] ] ]
1.,
cprec ] ;

If[ norm == -1,
edps=N{ Min[ Abs[edpsl], Abs([edps2] ] , cprec ]

eéps:N[ ( Abs[edpsl]norm +
Abs[edps2]”norm )~ (1l/norm) , cprec ]
] ; (* end of If[ norm ] *)
Print[*edps(*, 0, *]=[*, N[ edpsl, preprec ] ,
*," ., N[ edps2, preprec 1 , "] , norm edps(* ,
0, "}J=* , N[ edps, preprec ]
] (* end of Print *)
1] (* end of If[ compoption == 1} *)
] (* end of If[ psoption ]} *)
] (* end of If[ preoption==2 ) *)
., (* toption == "VAR" *)
If[ coption == "EC*,
wfl=z xarray[[1,1}}*larray((1,1]) ;
Print{ *“fgpt(*, 0, "1=*, Together[ wfl] 1] ;

If[ psoption == 1 ,
fpsl = em{[[1]]1*wf[[1]] :
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Print[ *fps(*,0,")=", fpsl ]
] (* end of If[ psoption ] *)

. (* coption == "AC* *)

wnl=N[ xarray[[1l,1]])*larray{[1,1]]

. cprec ] ;
Print[ *ngpt{*,0,*)=",N[ Together(wnl], resultprec ] ] ;
If[ psoption == ‘

npsl = N[ am[[1])*wEf([[1]) , cprec ] ;
Print[ *nps([*,0,*)=", N{ npsl , resultprec ] ]
] (* end of 1f[ psoption ] *)
] (* end of 1f [ coption ] *)
}; (* end of If [ toption ] *)
Print[* *];
(* *)

Dof(*{i,2,k+1}*)

(i

computation of the i-th approximant

*)

If[ coption == *AC* ,

AppendTo[ cm, N[ c[i-1) , cprec ] };

AppendTo[ wx, NI uli-1,x] , cprec ) J;

AppendTo[ wf, N{ £[i-1,t] , cprec ] };:

AppendTo[ wc, N[ functionalc[ wx[[i]], x]., cprec) ]:
AppendTo{ wl, NI initialf[ i-1, wx[[1]], x], cprec] ]

. {* coption == “*EC" *)

AppendTol cm, c[i-1] );

2ppendTo[ wx, uli-1,x] 1:

AppendTol wf, £[i-1,t] J;

AppendTo[ wc, functionalcl wx[[i}), x] 1:
AppendTo[ wl, initialf[ i-1, wx[[1]], x] ]

J; (* end of If *)

(*

computation of c(X[0,0,1-1,x])
computation of L({0,0,i-1,g(x,t],x]

computation of the new elements of the
arrays X1 and L1
( first part )
simultaneous computation_
of the new column of the array X ang
the new row of the array L

*)

AppendTo{ xarray , { wc[[i]] } };
Dol (* {n,2,i} *)
If[ coption == *AC" ,

w3=N[ initialf[ n-2, wx[[i]], x ] , cprec ];
Ifin==2,
xarray[[ i-1, 2)1= N[ w3/ xarray([i-1,2]] , cprec ]
1 ; (* end of If *)
AppendTo[ xarray([i]] , w3 1 ;
AppendTol larray[[n-1)1, N[ w3/ wi[[n-1]] , cprec ] ]

, (* coption == "EC* *)
w3=initialf[ n-2, wx[[il], x ] ;

If{n==2, .
xarray([i-1, 2))= w3/ xarray[[i-1,2]]
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] ; (* end of If *)
AppendTo[ xarray[[il] , w3 ] ;
AppendTo[ larrayl([n-1]], w3/ wl[[n-1]] )
] (* end of If *)

/{n,2,1)
1; (*end of Do*)

(*

({ second part )
simultaneous computation__

of the new column of the array L and
the new row of the array X

*)

If[ coption == "AC* ,

AppendTo| larray ,
{ N[in:'n]:ialf[ i-1, glx,t), x 1/ wll([i]]) , cprec ] }

. (* coption == *EC" *)
AppendTol larray , { initialf[ i-1, gx.,t], x )/ wl[[i]] } ]
): (* end of If *)

AppendTo[ xarray([1]}, wl[[il]) J;

Dol (* {n,2,i} *)
If[ coption == *AC" ,

wd= N[initialf{ i-1, wx[[n]], x ] , cprec ];
AppendTo[ larray[[i]] , N[ w4/ wl{[i]] , cprec ] J;

If[ n==2 ,
larray([[i-1,2))=N[ larray[[i,2]]-larray[[i-1,2]] , cprec ]

1; (* end of If *)
AppendTo[ xarray((nl], w4 ]
(* coption == *EC* *)

wé=initialf{ i-1, wx[[n}], x ] ;
AppendTo[ larray[[il] , w4/ wl[[i]] ] ;

If{ n==2 ,
larray([[i-1,2]))=larray((i,2])])-larray[[i-1,2]]

}; (* end of If *)
AppendTo| xarray[[nl], wéd }

1; (* end of If *)

. {n, 2,1}

1; (* end of Do *)
(* *)
Do[(*{m,2,1i}*)

(t

computation of the new elements of the
arrays Xm and Im (m >= 2)

(first part )
computation of the new elements
placed at a same row
of the arrays X and L

*)

Block[{nl},
Do[(* {n,1,i-m} *)
nl=n+1;
If[ coption == *AC*" ,

xarray[[n,i)]= N[ xarray[{(nl,il]-
xarray[[n,m]]*

xarray[(n,i]]
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. Cprec 1 ;
larray[[n,1))=N[ ( larray{[(ni,i}]}-
larray((n,i]]) ) /
larray([n,m)]]
. cprec )

, {* coption == *"EC" *)

xarray[[n,i)]= xarray([[nl,i]]-
xarray[[(n,m}]*
xarray[[n,i]] ;

larray{(n,i])l= ( larray([nl,i)]-

. larray([[n,i]] ) /
larray{[n,m]]
] (* end of If *)

[ {n: 1: i'm}
] (* end of Do *)

1; (* end of Block *)

(*

{second part )
computation of the new elements
placed at a same column
of the arrays X and L

*)

Block[{nl,n2,n3,ml},

nl=i-m+1; n2=nl+l; n3=nl-1; ml=m+l;
If[ coption == "AC" ,

xarray[[nl,1)]=N[ xarray[[n2,1]])-
xarrayf[[nli,mjl*
xarray([nl,1]]
. cprec ];
larray([[n1,1]1=N[( larray[[n2,1]]-
larray[[nl,1])] )/
larray{[nl,m]]
, cprec ]

. (* coption == *EC* *)

xarray[[nl,1)]=xarray[[n2,1]]-
xarray([nl,m]]*
xarray{[nl,1]] ;
larray[[nl,1}]=( larray{[n2,1)]}-
larray[[nl,111 )/
larray(([nl,m})

] ;(* end of If *)
Dol (*{n,ml,i)}*)
If[ coption == *AC" ,

xarray[[(nl,n)}=N[ xarray([n2,n]]-
xarray{[nl,mjl+
xarray([([(nl,n]]
, cprec 1;
larray{[nl,n}]=N[( larray[[n2,n]}-
larray[[nl,nl] )/
larray{(nl,m]]
, cprec ]

, (* coption == "EC* *)

xarray[ [nl,n])]=xarray{[n2,n}]-
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xarray[{nl,m]]*
xarray([(nl,nl]];
larray([(nl,n))=( larray[[n2,n]]-
larrayl[ni,n}} )/
larray[[nl,m]]

}J; (* end of If *)
If[n==ml ,

If( coption == "AC* ,
xarray[[n3,ml]]1=N[ xarray[[nl,mi]] /
xarray[[n3,mi]]
. Cprec };
larray[[n3,ml])= N[ larray([{nl,ml])])-
larray[[n3,ml]]
, cprec ]
' (* coption == "EC* *)
xarray[[n3,ml))=xarray([nl,m1]] /
xarray[[n3,ml]];
larray([[n3,ml)]= larrayl[[nl,ml)]-
larray[[n3,ml]]

1 (* end of If { coption ] *)
] (*end of If*)

'{n,ml,i}
1(* end of Do *)

] (*end of Block*)
,{m, 2,1}

]1: (*end of Do *)
(*

end of the computation of ¢(X[0,0,i-1,x]) and
L[0,0, i'llg[xlt]lx]
xarray[{1,1)}=c(X[0,0,i~1,x])
larray[[1,1]]=L[0,0,i-l,g[x,t],x]

printing of the i-th approximant

*)

If[ toption == *SCL" ,
If[ coption == “EC" ,

wf2= wfl + xarray([1,1)])*larray[[1,1]}] ;
Print ["fgpt([*,i-1,"}=", Expand[ wf2 ] ] ;
wn2= wf2 ;
If[ psoption == 1,
fps2 = fpsl + em[[i))*wE[[i]] ;
Print[ *"fps{*, i-1, *])=*, fps2 ] ;
nps2=£fps2
1
I1f{ aroption == 1 ,
Print{ "£[", t,"}=", sert ] ;
Print[ *ngpt([", i-1, *]=", N[ wn2 , resultprec 1 ] ;
If{ psoption == 1,
Print{ "nps{*,i-1,"}=", N[ nps2 , resultprec ] ]
] (* end of If[ psoption ] *)
] (* end of If[ aroption ] *)

, (* coption == "AC" *)
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Print[ *£[", t,"}=*, sert ] ;
wn2=N[ wnl + xarray[[1,1]]*larray[([1,1]] , cprec ] ;
Print{ *ngpt[", i-1, *)=", N[ wn2 , resultprec ) ] ;
If[ psoption == 1 ,
nps2=N{ npsl + cm[[i))*wE[[i)] , cprec ] :
Print( *nps[*, i-1l, *)=", N{ nps2 , resultprec ] )
] (* end of If[ psoption ] *)

1; (* end of If{ coption ] *)
If{ preoption == 1 ,
If{ compoption == ,
Print[ 'IEgpt[., i-ll .]=.I
N[ N{
Abs[ (wn2-series([t] ) / series[t] ]
, cprec ]
. Dreprec )
1 :(* end of Print *)
1 ; (* end of If [ compoption == 0 ] *)
If[ compoption == 1 ,

regptl=N[ Abs[ ( Re[ wn2 ]-Re[ series([t] ] ) /
Re[ series[t] ]
1.

cprec ] ;
regpt2=N[ Abs{ ( Im[ wn2 ] - Im{ series{t] ] ) /
Im[ series(t] )
J

cprec ] ;

If[ norm == -1,
regpt=N[ Max[ regptl, regpt2 ] , cprec ]

;‘egpt=N[ ( regptl”norm +
] regpt2”norm )~ (l/norm) , cprec ]
] ; (* end of If[ norm ] *)

Print['regpt[*, i-1, "])=[", N[ regptl, preprec ] ,
*,* , N{ regpt2, preprec } , *] , norm regpt([" ,
i-1 , *"]=* , N[ regpt, preprec ]
] (* end of Print *)
1 ; (* end of If[ compoption == 1 ] *)
If[ psoption == .
If [ compoption == 0 ,
Print[ *reps(®, i-1, *}=",
N[ N{
Abs[ (nps2-series([t] ) / series[t] ]
. cprec ]
. preprec ]
] (* end of Print *)
] ; (* end of If[ compoption == 0 ] *)
If [ compoption == 1,

repsl=N[ Abs[ ( Re[ nps2 ]-Re[ series[t] ] ) /
Re{ series[t] ]
1,

cprec ] ;
reps2=N[ Abs[ ( Im[ nps2 ] - Im[ series[t] ] ) /
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Im[ series([t] ]
1.
cprec ] ;

If[ norm == -1,
reps=N[ Max[ repsl, reps2 ] , cprec ]

'reps=N[ { repsl”™norm +
reps2”norm )" (1l/norm) , cprec ]
] ; (* end of If[ norm ] *)
Print["reps([®, i-1, °*]=[", N[ repsl, preprec ] ,
*,* , N[ reps2, preprec ] , *) , norm reps[" ,
i-1, *]=* , N[ reps, preprec ]
)] (* end of Print *)
] ; (* end of If [ compoption == 1] *)
] (* end of If[ psoption ] *)
] ; (* end of If{ preoption==1] *)
I1f{ preoption == '
If{ compoption == .
Print{ "edgpt(", i-1, *]=",
N[ N[
-Log[ 10, Abs[ wn2-series[t] ] ]
, cprec ]
, preprec ]
1 ; (* end of Print *)
] + (* end of If[ compoption ] *)
If[ compoption == 1 ,
edgptl= N[ -Logl[10,
' 1,
cprec ] ;
edgpt2= N[ -Logl[10,

1,
cprec ] ;

Abs[ Re[ wn2 ]- Rel series([t] ] ]
2bs[ Im[ wn2 ] - Im{ series{t] ] ]

If{ norm == -1,
edgpt=N[ Min[ Abs([edgptl], Abs{edgpt2] ] , cprec }

edgpt=N[ ( Abs[edgptl]~norm +
Abs[edgpt2) “norm )*{(1l/noxm) ,
cprec ]

] ; (* end of If[ norm ] *)

Print (*edgpt[*, i-1, *]=[", N[ edgptl, preprec ] ,
«,* , N[ edgpt2, preprec ] , *1 , norm edgpt{" .
i-1 , *]=*, N[ edgpt, preprec ]
] (* end of Print *)

] ; (* end of If[ compoption == 1] *)
If[ psoption == '
If{ compoption == ,
Print[ *edps(*, i-1, *]=",

N{ NI
-Log[ 10, Abs| nps2-series([t] ] ]
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, cprec ]
. preprec )
] (* end of Print *)

] ; (* end of If[ compoption ] *)
If[ compoption == 1 ,

edpsli=N[ -Log[ 10,
Abs[ Re[ nps2 ]-Re[ series[t] ] ]
cprec ) ; '
edps2=N[ -Log[ 10,
Abs[ Im[ nps2 ] - Im{ seriesit] ] )
1.
cprec ] ;

1f[ norm == -1,
edps=N[ Min[ Abs([edpsl), Abs([edps2) ] , cprec ]

ed;las:N[ ( Abs{edpsl]“norm +
Abs[edps2]™norm }”~(1l/noxm) , cprec ]
1 ; (*end of If[ norm ] *)
Print["edps[®", i-1, "l}=[", N[ edpsl, preprec ] ,
*," , N[ edps2, preprec ] , "] , norm edps|" ,
i-1, "}=" , N{ edps, preprec ]
1 (* end of Print *)
] ;5 (* end of If{ compoption == 1] *)
] (* end of If[ psoption ] *)

] (* end of If[ preoption==2 ] *)

., (* toption == "VAR" *)

If[ coption *EC* ,

wf2 = wfl + xarray([[1,1])]*larray((1,1]]
Print[ *fgpt(*, 1-1, "]=", Together[ wf2] ] ;
If[ psoption == 1 ,
fps2 = fpsl + am[[i)]*wEf[[i]]
Print{ *fpsi*, i-1 , "l=", fps2 ]
] (* end of If[ psoption ] *)

, (* coption == *AC" *)

wn2=N[ wnl + xarray[[1l,1]]*larray[[1,1]]
., cprec 1 ;
Print {"ngpt[*,i-1,"]=", N[ Together[wn2] , resultprec ] ] ;
I1f[ psoption == ‘
nps2=N[ npsl + cm[[i))*wf[[i]] , cprec ] ;
Print{ °*nps(*,i-1,*)=*, N[ nps2 , resultprec ] 1}
] (* end of If[ psoption ] *)

1(* end of If [ coption ] *)
J; (* end of If[ toption ] *)
Print["* *];
If[ coption == "EC*,
wfl=wf2;
fpsl=£fps2

wnl=wn2 ;
npsl=nps2
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]

,{1,2,k+1}

J(* end of Do *)
(* *)
] (* end of Block *)

Endl[ ]
Protect[ tablegpt ]
Endrackage( ]
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(*********i*i*t****t*********t***tittttitti*tt*t*i***ittt't)
(*****t***ﬁt***it**ii** Package BE.M ***tﬁ**i******i*t*****)
(**Qii*****ttﬁt******iii****t****tﬁ**t*ti*****t**t*****tt**)

BeginPackage["BE" "]

Clear| series, g, ¢, u, £ ]

BE: :usage="1is a package that contains the definitions of:
- the series of functions

- the generating function

- the modified moments of the functional ¢ , ci=c(Ui(x))

the polynomials Ui
- the functions fi

. that the package GPADETYPE.M needs"

series::usage="series[t] is the closed form of the
’ series of functions*

g::usage="g(x,t] is the closed form of the generating
function*

c::usage="c[i] is the i-th modified moment of
the functional c*

u::usage="uli,x) is the polynomial corresponding
to the moment ci*®

f::usage="£[i,t] are the elementary functions"

Begin[* Private’ "]

(*********t******************************************i**************

o % v o vk gk g ok %k ook ok EXPANSIONS IN POWER SERIES o % % % ok v g ok 3 3k kI v dk e ok o ko

t******t**tt************t*******************************t***********)

‘t*************************t EXAMPLE 1 ****************i*****i).

(#**w*wwx  injtialf(i, £[x],x]=£(-1/(i+1)] , i=0,1,2,...  **%xxwx)
series[t_l:= Logl[l+t]/t ;

glx_,t_):= 1/(1-x*t) ;

cli_l:= (-1)71i/(i+41) ;

ufi_,x_ J:= x*1 ;

£{0,t_1:= 1 ;

fli_,t ):=t"1i ;

(tt'it'******t**t******t** EXAMPLE 5 *it*i*****************i*)

{(erwwwhwn initialf{i, f({x],.x)=£[-1/(i+1)] , i=0,1,2,... *kKxkhx)
(*series([t_]:= BExpl-t] ;

glx_,t_J:= 1/(1-x*t) ;

cli_l:= (-1)"i/it ;

u[i_lx_]:= xAi H

f[ovt_]:= 1;

fli_,t_J:=t™1 ; %)

(**********t**t**i******t** EXAMPLE 9 **********i****t********)
(*xxkERNK initialf[i, fix],x)=£[-1/(i+l1)) , i=0,1,2,... Thkk kK k)
(*series([t_l:= 1/Sqrt[l+t] ;

glx_,t_J:= 1/(1-x*t) ;
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cl0):=1 ;

cli_l:= (-1)"i*Factorial2[ 2*i-1 }/Factorial2[ 2*i ] ;
uli_,x_J:= x*1 ;

£[0,t_):=1 ;

fli_,t_):=t7i ; *)

(ti*******t**i*ﬁ*i*****t*i* EXAMPLE 10 ﬁ**********t**i*t*****t**)

(x#wxxauwx injeialf(di, £(x],x)=£[1/(i+1)] , i=0,1,2,... *ewsewsws)
(*series[t_]):=Exp[7*t] ;

glx_,t_):= 1/(1-x*t) ;

cli_):= 77171 ;

uli_,x_J:= x*1i ;

£10,t_):=1 ;

f[i_rt_]:= tri i *)

(*i***'t*tt******i*t*i****i***t******t*******ttt****t*t*i*****t*

* EXPANSIONS IN THE FIRST KIND TCHEBICHEV POLYNOMIALS *

i*t******t***i*********************************************ttti*)

(t*****t*********ti****** EXAMPLE 11 ******t****t****i*****)

(wxxxxxx  initialfli, f{x),x)=£{1/(i+1)] , i=0,1,2,... *kdokkok k)
(*series[t_]:=Exp[7*t] ;

glx_,t_]:=(1-x*t)/(1-2*xX*t+x*x) ;

c{0]):= BesselI[ 0, 7] ;

cli_l:= 2*BesselI i, 7 ] ;

uli_,x_):=x"1 ;

£[i_,t_):=ChebyshevT[ i, t ] ; *)

(**t********************* EXAMPLE 12 *******i***********i****)

(#*****+  initialf[i, £[x],x]=£[1/(i+1)] , i=0,1,2,...  *x*xwx)
(*series{t_]:=Exp[t]*Cos[Sqrt[l-t*t]] ;
glx_,t_):=(1-x*t)/(1-2*x*t+x*x) ;

clfi_):= 1/1i} ;

uli_,x_J:=x"1 ;

fli_,t_):=ChebyshevT[ i, t ] ; *)

(*t*****************tt*ﬁ** EXAMPLE 13 **ttt**i****************)

(#w*xwx  initialfli, £[x),x)=£[1/(i+1)] , i=0,1,2,...  ****wsx)
(*series[t_):=Expl4*t]*Cos[4*Sqrt[1-t*t]] ;
glx_,t_l:=(1-x*t)/(1-2*x*t+X*x} ;

cli_J:= 4~i/i! ;

uli_,x_J:=x*1 ;

Cf[i_,t_):=ChebyshevT[ 1, t ] ; *)

(*********t********t********tt*******************i*********i*****

v g ok gk g v ok o ok W EXPANSIONS N LAGUERRE POLYNOMIALS K k% sk ok ok ok kW ok

ﬁ*i******it*****tii***ﬁ****ﬁ*it&****t*t****i*****ﬁ*ttt****t******)

(**************t*********** EXAMPLE 14 **i*t*****tt*****t*t******)

(rrwnrs initialf(i,£[x),x)=£[1/(i+2)] , i=0,1,2,... *rkxnw)
(*series[t_]:=Exp{l1]*BesselJ[ 0, 2*Sqxrt{t] ] ;
glx_,t_):=Exp[-x/(1-x)*t]/(1-x) ;

cli_}:= 1/it ;

uli_,x_J:=x"1 ;

fli_,t_l:=LaguerreL{ i, 0, t ] ; *)
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(****itﬁt***t***i*i********* E)(AMPIE 15 *i*tt**itt******i't***i****)
(waxwss initialf (i, f(x],x)=£{1/(i+2)] , i=0,1,2,... LA AL
(*series[t_):=Exp[5)*BesselJ[ 0, 2*Sgrt{5*t] ] ;
glx_,t_):=Expl-x/(1-x)*t]/(1-x) ;

cli_):= 5%i/i! ;

uld_,x J:=x"1 ;

fli_,t_}:=LaguerreL{ i, 0, t ] ; *)

Endl[ ]
EndPackage[ ]
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(**t**t***t**********t****'k*iti******t*t*iii*ti**it*****ttt*i)
(****t*i*i***t*******tt* Package BIF.M ****t*********t******ﬁ)
(*t*tiii***i***tt*********t*******ti**i*i******itt***i*******)

BeginPackage[*BIF "]

Clear[ initialf ]

BIF::usage="is a package,that contains the definitions
of the initial functionals, that the package GPADETYPE.M

needs"*

initialf::usage=*initialf([i,body,var] is the definition of

the i-th initial functional applied to Function[var,body]*

Begin["* Private ")
initialf[i_,body_,var_] :=
Function([var,bodyl [-1/(i + 1)] ;

(*initialf[i_,body_,var_] :=
Function(var,body] [-1/(i + 2)] ;

(*initialf[i_,body_,var_] :=
Function[var,body]) [+1/(i + 1)] ;

(*initialf[i_,body_,var_] :=
Function|[var,body) [+1/(1i + 2)] ;

. (*initialf([i_,body_,var_] :=

Integrate[body, {var,-1/(i+1),-1/(i+2)}) ; *)

End] ]
.EndPackage( ]

BIF.M

*)

*)

*)
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(i

Mathematica SESSION,

WE GIVE BELOW SOME EXAMPLES TO SHOW THE CAPABILITIES
OF THE FUNCTION tablegpt, AND ALSO THE TYPE OF
RESULTS THAT CAN BE OBTAINED, IF THE ARGUMENTS

TOPTION AND COPTION ARE WRONG.

*)

<<GPADETYPE.M
series|[t]

Log{l + t])

initialf[i, f[x],x]

1
£l-(-=--- )]
1+1

(*

Let's remark that the series, the generating
function, the moments, the basis of polynomials,
the elementary functions and the initials
functionals are defined in an exact way.

*)

tablegpt [3,t, "VAR", "EC"]

fapt[0]=1/(1 + t)

fopt[11=2/(2 + t)

fgpt[2]=(6 + 5 t)/(2 (1 + t) (3 + t))
2 3
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fapt[3]1=(144 + 228 t + 108t + 19t )/
(6 (L+t) (2+¢t) (3 +¢t) (4+¢t))

(*

t is a symbolic expression, then we should
take toption == "VAR". Taking coption == "EC",
we get the formal expressions of the
approximants in the variable t.

tablegpt[3,t, *VAR*, "EC", 1]

fapt[0)=1/(1 + t)
fps(0]=1

fopt[11=2/(2 + t)
fps{l)=1 - t/2

fopt[2]=(6 + 5 £)/(2 (1 + t) (3 + t))
2
fpsl2]=1 - t/2 + t /3

2 3
fopt[31=(144 + 228 t + 108t + 19t )/

(6 (L +t) (2+¢t) (3 +¢t) (4+1¢))
2 3
fps[3)=1 - t/2 + t /3 -t /4

(*

Taking psoption == 1, we get also the

formal expressions of the partial

sums of the series.

*)

tablegpt (3,t, "VAR®, *AC*,0,30,0,0,40)

ngpt[1}=(2. + 2. t)}/((1. + t) (2. + 1. t})

2
ngpt [2]1=(6. + B. £t + 2.5t )/

((1. + £) (3. +1.t) (2. + 1. t))

2
ngpt[3)=(24. + 38. t + 18. t +

3
3.16666666666666666666666666667 t )/

((1. +t) (3. + 1. ¢t) (2. + 1. t) (4. + 1. t))

(i

coption == "AC" and cprec == 40, then
the intermediate calculations are made with
precision 40, using the function N[-,40].

resultprec == 30, then the results are printed
with 30 decimal digits of precision.

As toption == "VAR"', the relative errors or

the number of exact digits are not calculated,
and the seventh and the eighth arguments are
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not employed.
*)

tablegpt[3,t, *VAR®, *AC*,1,30,0,0,40)

ngpt[01=1./(1. + t)
nps[0])=1.

ngpt[11=(2. + 2. t)/((1. + t) (2. + 1. t))
nps{l}=1. - 0.5 ¢t

2
ngpt(2]=(6. + B. t + 2.5t )/

(1. + t) (3. + 1. t) (2. + 1. t))

2
nps[2]=1. - 0.5 t + 0.333333333333333333333333333333 t
2
ngpt [3]=(24. + 38. ¢t + 18. t +
3
3.16666666666666666666666666667 t )/
((1. + £) (3. + 1. t) (2. + 1. £) (4. + 1. t))
2
nps[3]=1. - 0.5 t + 0.333333333333333333333333333333 t -
3
0.25 t
(*
Taking psoption == 1 , we get also the
approximated symbolic expressions of the
partial sums of the series.
*)
(* MISTAKE *)

tablegpt [3,t,*SCL*, "EC"]
fopt[0]=1/(1 + t)
Jopt11l=1/(1 + t/2)
fopt{2)=3/(4 (1 + £/3)) + 1/{4 (1 + t))
fgpti31=16/(9 (1 + t/4)) - 9/(4 (1 + t/3)) +
4703 (1 + t/2)) + 5/(36 (1 + t))
(*

TOPTION SHOULD BE EQUAL TO *VAR®", NOT TO *"SCL*

In spite of the error, we obtain the exact
expression of the approximants in the point t.

The missing arguments take their default values.

In particular, preoption == 0 and aroption == 0,

then the relative errors or the number of exact

digits are not calculated, and the numerical

approximations of the exact expressions of the

approximants are not written.

*)

(* MISTAKE, *)

tablegpt{2,t,*sCL*, *EC",1,19,0,0,0,1]
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fopt [01=1/(1 + t)
fps{0]=1
f(tl=Logll. + t}/t
ngpt [0]J=1/(1. + t)
nps[0]=1.

fapt(1)=1/(1 + t/2)
fpsill=1 - t/2
fitl=log(l. + t])/t
ngpt(1]=1/(1. + 0.5 t)
nps[ll=1. - 0.5 t

fapt(2)=3/(4 (1 + t/3)) + 1/(4 (1 + t))
2
fpsi2]j=1 - t/2 + £ /3
fit)=Logll. + t])/t
ngpt(2]=1/(1. + 0.5 t) +
0.125 (6. (1/(1. + 0.3333333333333333333 t) -
1./(1. + 0.5 ¢t)) -
2. (1/7(1. + 0.5 ¢) - 1./(1. + £)))
2
nps(2)}=1. - 0.5 t + 0.3333333333333333333 t

(t

TOPTION SHOULD BE EQUAL TO "VAR", NOT TO *"SCL*

psoption == 1 and coption == *EC", then the
exact expression of the partial sums are also
calculated.

aroption == 1, then the exact expression of
the approximants and the partial sums are
written with resultprec == 19 decimal digits
of precision.

As toption == *SCL", coption == "EC" and

aroption == 1, the value of the series in the
point t is written with resultprec == 19
digits of precision.
*)
* MISTAKE, “)

tablegpt(2,t, "SCL*, *AC*",0,25,0,0,30]

£(t)l=logll. + t)/t
ngpt [0}=1./(1. + t)

flt)l=Logl[l. + t]/t
ngpt[11=1./(1. + £) + 1. (1./(1. + 0.5 t) - 1./(1. + t))

f{t)=log[l. + t]/t
ngpt{2]=1./(1. + t) + 1.

(1./(1. + 0.5 ¢t) - 1./(1. + t)) +
0.125 (6. (1./(1. + 0.3333333333333333333333333 t) -
1./(1. + 0.5 ¢t)) -
2. (1./(1. + 0.5¢t) - 1./(1. + ©)))

(*
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TOPTION SHOULD BE EQUAL TO °*VAR®*, NOT TO *"SCL*

coption == ®"AC" and cprec == 30, then the
intermediate calculations are made with
precision 30, using the function N[-,30].

resultprec == 25, then the results are printed
with 25 digits of precision.

As toption == "SCL®* and coption == "AC" the
value of the series in the point t is written
with resultprec == 25 digits of precision.

We take preoption == 0, then the relative

errors or the number of exact digits are not

calculated.

*)

(* MISTAKE, *)

tablegpt[2,t,*SCL*, *AC*,1,25,0,0,30]

fltl=logll. + t]/t

ngpt[0]=1./(1. + t)

nps[0]=1.

fltl=logll. + t})/t

ngpt{1]=1./(1. + t) + 1. (1./(1. + 0.5 ¢t) - 1./(1. + t))
nps{i]=1. - 0.5 t

fitl=logll. + tl/t
ngpt[2]=1./(1. + t) + 1.

(1./(2. + 0.5 t) - 1./(2. + t)) +
0.125 (6. (1./(1. + 0.3333333333333333333333333 t) -
1./(1. + 0.5 ¢t)) -
2. (1./(1. + 0.5 ¢t) - 1./(1. + t)))

2
nps[2])=1. - 0.5 t + 0.3333333333333333333333333 t

(*

Taking psoption == 1 , we get also the

approximated values of the partial sums

of the series that are calculated with

precision cprec == 30, and are written

with resultprec == 25 digits of precision.

*)

" tablegpt[3,1/10, *SCL*, *EC*,0,19,0,0,0,1)

fgpt [0)=10/11
£[1/101=0.9531017980432485999
ngpt [0]=0.9090909090908090909

fgpt11)=20/21
£{1/10]1=0.9531017980432485999
ngpt [11=D.9523809523809523809

fgpt [2]1=325/341
£{1/101=0.9531017980432485399
ngpt [2]=0.9530791788856304985

fgpt [3)=839495/880803
£[1/10]=0.9531017980432485999
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ngpt [3)=0.9531018854386281609

(*

1/10 is a numerical expression, then we should
take toption == *SCL*".

As 1/10 is exact, and the definitions of g,
ci, ui, fi and initialf are exacts, we can
obtain the exact numerical expressions of the
approximants taking coption == *EC".

aroption == 1, then the exact expressions of
the approximants are written with
resultprec ==19 decimal digits of precision.

We take preoption == 0, then the relative errors
or the number of exact digits are not calculated.

As toption == *SCL*, coption == "EC" and

aroption == 1 the value of the series in the

point 1/10 is written with resultprec == 19

digits of precision.

*)

tablegpt{3,1/10,*sCcL*,"EC*,1,19,0,0,0,1]

fopt [01=10/11

fps{0]=1
£[1/10]1=0.9531017980432485999
ngpt {0)=0.9090909090909090909
nps[0]=1.

fgpt [1])=20/21

fps[13=19/20
£[(1/10)=0.9531017980432485999
ngpt [11=0.9523809523809523809
nps[1]=0.95

fopt [2]=325/341
fps[2]=143/150
£(1/10]=0.9531017980432485999
ngpt [2]=0.9530791788856304985
nps[2]=0.9533333333333333333

fgpt [3]1=839495/880803
fps[3]1=11437/12000
£{1/10)=0.9531017980432485999
ngpt [3)=0.9531018854386281609
nps[3)=0.9530833333333333334

(*

Taking psoption == 1, we obtain also the exact
numerical expressions of the partial sums of the
series.

As aroption == 1, these exact expressions are
written with resultprec == 19 decimal digits of

precision.
*)

tablegpt[3,1/10,"sCL", "EC*,0,19,1,2,19,1]

fopt [01=10/11
£[1/10]1=0.9531017980432485999
ngpt [0)=0.9090909090909090909
regpt [01=0.046

MATHEMATICA SESSION.M page 6 6 Apr 1994 11:34



fgpt [1]=20/21
£[1/10)=0.9531017980432485999
ngpt [1)=0.9523809523809523809
regpt [1]=0.00076

fapt [2)=325/341
£[1/10}=0.9531017980432485999
ngpt [2]1=0.9530791788856304985
regpt [21=0.000024

fapt [31=839495/880803
£[1/10)=0.9531017980432485999
ngpt [3)=0.9531018854386281609

-8
regpt[3]1=9.2 10

(t

As preoption == 1, the relative errors of

the exact numerical expressions of the
approximants with respect to the series are
calculated with precision cprec == 19, and are
written with preprec == 2 decimal digits of

precision.

*)

tablegpt(3,1/10, *sCL*,"EC*,0,19,2,2,19,1]

fgpt [0]=10/11
£{1/10]=0.9531017980432485999
ngpt [01=0.9090909090903090909
edgpt (0)=1.4

fgpt [1]=20/21
£[1/10)=0.9531017980432485999
ngpt [11=0.9523809523809523809
edgpt [1]=3.1

fgpt [2]=325/341
£[1/10]1=0.9531017980432485999
ngpt {2]=0.9530791788856304985
edgpt [2]=4.6

fgpt [3)=839495/880803
£{1/10]=0.9531017980432485999
ngpt {3]=0.9531018854386281609

edgpt [3]=7.1

(*

As preoption == 2, the number of exact

digits of the numerical exact expressions of
the approximants in comparison with the series
are calculated with precision cprec == 19, and
are written with prepre

precision.

== 2 decimal digits of

*)

tablegpt[3,1/10, *sCL*, "EC*,1,19,1,2,19,1]

fopt [01=10/11

fps[0])=1
£[1/10]1=0.9531017980432485999
ngpt [01=0.9090909090309090909
nps[O]:l.

regpt [{0)=0.046

reps[0]=0.049
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fgpt [1)=20/21

fps[1)=19/20
£01/10]1=0.9531017980432485999
ngpt {11=0.9523809523809523809
nps[1])=0.95

regpt [11=0.00076
reps[1]=0.0033

fopt [21=325/341
fps(2]1=143/150
£[1/10)=0.9531017980432485999
ngpt [2]1=0.9530791788856304985
nps[2}=0.9533333333333333333
regpt [2]=0.000024
reps[21=0.00024

fapt [3]1=839495/880803
fps[3]1=11437/12000 '
£[1/10])=0.9531017980432485999
ngpt [3)=0.9531018854386281609
nps([3]1=0.9530833333333333334
-8
regpt [3]=9.2 10
reps[3]=0.000019

(*

As preoption == 1, the relative errors

of the exact numerical expression of the
approximants and the partial sums, with respect
to the series, are calculated with precision
cprec == 19, and are written with preprec ==

decimal digits of precision.
*)

tablegpt{3,1/10,"sCL","EC",1,19,2,2,19,1]

fgpt [0]=10/11

fpS[0]=1
£[(1/10])=0.9531017980432485999
ngpt [01=0.9090909090909090909
nps{0)=1.

edgpt [0]1=1.4

edps{0]=1.3

fapt [1)1=20/21

fps(1])=19/20
£[1/10)=0.9531017980432485999
ngpt [11=0.9523809523809523809
nps{1]1=0.95

edgpt[1]=3.1

edps1])=2.5

fapt [2)=325/341
fps[2]=143/150
£{1/10}=0.9531017980432485999
ngpt [2]=0.9530791788856304985
nps[2]1=0.9533333333333333333
edgpt [2]=4.6

9dp5[2]=3.6

fopt [3]1=839495/880803
fps(31=11437/12000
£{1/101=0.9531017980432485999
ngpt [31=0.9531018854386281609
nps[3]1=0.9530833333333333334
edgpt [3]=7.1

edps[3)=4.7
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(i

As preoptio == 2, we calculate the number of
exact digits instead of relative errors.
*)

tablegpt [2,1/10+1/10, *SCL", *EC",0,19,1,2,19,1,1)

fgpt [01=55/61 - (5 I)/61
£[1/10 + 1/10)=0.9504265828666385413 -

0.04382771085918740628 I
ngpt [01=0.901639344262295082 - 0.08196721311475409836 1
regpt [0]}=[0.051,0.87) , norm regpt[0]=0.87

fgpt[1]=210/221 - (10 I)/221
£{1/10 + 1/10)=0.850426582B666385413 -

0.04382771085918740628 1
ngpt [1]=0.9502262443438914027 -~ 0.04524886877828054299 I
regpt [1]=[0.00021,0.032] , norm xegpt[1}=0.032 :

fgpt [2]1=55775/58682 - (2575 I)/58682
£[1/10 + 1/10)=0.9504265828666385413 -

0.04382771085918740628 I
ngpt [2]1=0.9504618111175488225 -~ D.04388057666746191336 I
regpt [2)=[0.000037,0.0012] , noxrm regpt[2])=0.0012

(*

1/10+41/10 is a complex number, then we should
take compoption == 1,

preoption == 1, then the relative errors of the
real and imaginary parts of the exact numerical
expressions of the approximants, with respect to
the real and imaginary parts of the series, are
calculated with precision cprec == 19 and are
writtén with preprec == 2 decimal digits of
precision.

norm takes his default value (norm == -1), then
the infinity norms of the vectors of relative

errors are calculated with precision cprec == 19
and are written with preprec == 2 decimal digits

of precision.
*)

tablegpt [2,1/10+1/10, *SCL*, *EC*,1,19,1,2,19,1,1)

fgpt [0}=55/61 - (5 I)/61

fps0}=1

£{1710 + 1/10)=0.9504265828666385413 -

0.04382771085918740628 I
ngpt {0]=0.901639344262295082 - 0.08196721311475409836 I

nps{0]=1.

regpt [0}=[0.051,0.87} , norm regpt(0}=0D.87
reps[01=[0.052,1.] , norm reps{0]=1.

fgpt 11]1=210/221 - (10 I)/221
fps(11=19/20 - I/20
£{1/10 + 1/10)=D0.9504265828666385413 -

0.04382771085918740628 I
ngpt [1)=0.9502262443438914027 - 0.04524886877828054299 I
nps{1}=0.95 - 0.05 I
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regpt {11=[0.00021,0.032) , norm regpt([1]=0.032
reps[1)={0.00045,0.14] , norm reps[1]=0.14

fgpt [2)=55775/58682 - (2575 I)/58682
fps(21=19/20 - (13 I)/300
£[1/10 + I/10}=0.9504265828666385413 -

0.04382771085918740628 I
ngpt [2)=0.9504618111175488225 - 0. 04388057666746191336 I
nps(2]=0.95 - 0.04333333333333333333 1
regpt [2]=[{0.000037,0.0012] , norm regpt(2]=0.0012
reps[2]=(0.00045,0.011] , norm reps(2]=0.011

(*

psoption == 1, then we calculate the exact
numerical expressions of the partial sums of the
series.

As aroption == 1, these exact expressions are

written with resultprec == 19 decimal digits of
precision.
norm takes his default value (norm == -1), then

the infinity norms of the vectors of the relative
errors of the partial sums are also calculated
with precision cprec == 19 and are written with
preprec == 2 decimal digits of precision.

*)

tableg‘pt [2, 1/10“‘1/101 .SCL.: .EC.I 1: 191 2: 21 191 1! 1]

fopt [0]=55/61 - (5 I)/61
fps{0]=1
£[1/10 + I/101=0.9504265828666385413 -

0.04382771085918740628 1
ngpt {0]=0. 901639344262295082 - 0.08196721311475409836 I
nps[0]=1.
edgpt[0]1={1.3,1.4]) , norm edgpt[0])=1.3
edps(0]=[1.3,1.4] , norm edps(0]=1.3

fgpt [11=210/221 - (10 I)/221
fps[11=19/20 - 1/20
£{1/10 + I/101=0.9504265828666385413 -

0.04382771085918740628 I
ngpt [11=0.9502262443438914027 - 0.04524886877828054299 I
nps[1]=0.95 - 0.05 I
edgpt [1)=[3.7,2.8} , norm edgpt{1]=2.8
edps(1]=[3.4,2.2] , normm edps([l]=2.2

fgpt [2])=55775/58682 - (2575 I)/58682
fps[2]=19/20 - (13 I)/300
£[1/10 + I/10}=0.9504265828666385413 -

0.04382771085918740628 I
ngpt [21=0.9504618111175488225 - 0.04388057666746191336 I
nps[2]=0.95 - 0.04333333333333333333 1
edgpt [2]=[4.5,4.3) , norm edgpt(2])=4.3
edps[2])=1[3.4,3.3] , norm edps(2]=3.3

(*

preoption == 2, then the numbers of exact digits
of the real and imaginary parts of the exact
numerical expressions of the approximants and the
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partial sums, with respect to the real and imaginary
parts of the series, are calculated with precision
cprec == 19 and are written with preprec == 2 decimal

digits of precision.

norm takes his default value (norm == -1), then
the components of minimum absolute value of the
vectors of the numbers of exact digits of the
approximants and the partial sums are calculated
with precision cprec == 19 and are written with

preprec == 2 decimal digits of precision.

*)

tablegpt[3,1/10, *SCL*, "AC*,0,30,1,2,40]

£[1/101=0.9531017980432486004395212328
ngpt [0}=0.909080909090909090909090909091
regpt [0)=0.046

£{1/10]1=0.9531017980432486004395212328
ngpt [1]1=0.952380952380952380952380952381
regpt{1)=0.00076

£[1/101=0.9531017980432486004395212328
ngpt [2]=0.953079178885630498533724340176
regpt {2]=0.000024

£11/101=0.9531017980432486004395212328

ngpt [31=0.953101885438628160894093230836
-8

regpt [3]=9.2 10

(*

coption == *AC" and cprec == 40, then the
intermediate calculations are done with
precision 40, using the function N[-,40].

resultprec == 30, then the results are printed
with 30 decimal digits of precision.

This is possible, because the precision of
1/10 is greather than 40.
(Precision([1/10] == Infinity)

As toption == "SCL" and coption == "AC" the
value of the series in t == 1/10 is written

with resultprec == 30 decimal digits of precision.
. *)

tablegpt[3,0.1, "sCL", *aC*,0,30,1,2,40]

£[0.1])=0.9531017980432485999
ngpt [01=0.9090909090909090909
regpt [0]=0.046

£[0.1)=0.9531017980432485999
ngpt [11=0.952380952380952381
regpt [11=0.00076

+£10.1)=0.9531017980432485999
ngpt [2]=0.9530791788856304986
regpt [2]=0.000024

£[0.1)=0.9531017980432485999

ngpt [3]1=0.953101885438628161
-8

regpt {31=9.2 10
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(*

If we replace 1/10 by 0.1, which is a low
precision number, calculations are done in
the machine precision, and the results can
not have more than 19 decimal digits of
precision.

Precision[1/10])=Infinity , Precision([0.1]=19

Thus, we should ask for:
*)

tablegpt(3,0.1, *sSCL*, "AC*,0,19,1,2)

£[(0.1)=0.9531017980432485999
ngpt [0)=0.9090909090909090909
regpt {0]1=0.046

£10.13=0.9531017980432485999
ngpt [1)=0.952380952380952381
regpt [11=0.00076

£[0.1)=0.9531017980432485999
ngpt [21=0.9530791788856304986
regpt [2)=0.000024

£[0.1)=0.9531017980432485999
ngpt [31=0.953101885438628161

-8
regpt[3])=9.2 10

(* )

tablegpt{3,0.1, *sCL","AC*,1,19,2,2]

£[0.1]1=0.9531017980432485999%
ngpt [0]=0.9090909090909090909
nps[0]=1. .

edgpt [0])=1.4

edps([0])=1.3

£(0.11=0.9531017980432485999
ngpt [1]1=0.952380952380952381
nps[1]1=0.95
edgpt[1]=3.1
edps([1]=2.5

£[0.1]1=0.9531017980432485999
ngpt [2)=0.9530791788856304986
nps[21=0.9533333333333333333
edpt[2]1=4.6
edps[2]=3.6

£[0.11)=0.9531017980432485999
ngpt [3]=0.953101885438628161
nps[3]=0.9530833333333333334

edgpt [3]=7.1

edps[3)=4.7

(i
Taking psoption == 1, we obtain also the
approximated values of the partial sums of the
series.

*)

tablegpt[2,1/10+1/10, *scL*, *aC*,0,30,1,2,40,0,1,2]
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£[1/10 + I/10)=0.9504265828666385428235291653 ~

0.0438277108591874078396624122 I
ngpt [0]=0.901639344262295081967213114754 -

0.0819672131147540983606557377049 I
regpt [0)=[0.051,0.87] , norm regpt([0)=0.87

£71/10 + I/10)=0.9504265828666385428235291653 -

0.0438277108591874078396624122 I
ngpt [1)=0.950226244343891402714932126697 -

D.0452488687782805429864253393665 I
xegpt [1)=[0.00021,0.032] , norm regpt[1]=0.032

£[1/10 + I/10)=0.9504265828666385428235291653 -

D.0438277108591874078396624122 1
ngpt [2]=0.95046181111754882246685525374 -

D.043880576667461913363552707815 I
regpt [2]1=[0.000037,0.0012] , norm regpt[2]}=0.0012

(*

1/10+I/10 is a complex number, then we should

take compoption == 1.

preoption == 1, then the relative errors of the
real and imaginary parts of the approximants are
calculated with precision cprec == 40 and are
written with preprec == 2 decimal digits of

precision.

norm == 2, then the euclidian norms of the vectors
of relative errors are calculated with precision
cprec == 40 and are written with preprec ==

decimal digits of precision.

tablegpt[2,1/10+I/10,*SCL", *AC*,1,30,1,2,40,0,1,2]

£[1/10 + I1/10]=0.9504265828666385428235291653 -~

0.0438277108591874078396624122 I
ngpt {0]=0.901639344262295081967213114754 -

0.0819672131147540983606557377049 1

nps{0}=1.
regpt [0]=[0.051,0.87] , norm regpt[0)=0.87
xeps[0]=[0.052,1.] , norm reps{0]=1.

£{1/10 + I/10}=0.9504265828666385428235291653 -

0.0438277108591874078396624122 I
ngpt [1]=0.950226244343891402714932126697 -

0.0452488687782805429864253393665 I
nps[1)=0.95 - 0.05 I
regpt[11=(0.00021,0.032] , norm regpt[1}=0.032
reps[11=[0.00045,0.14] , norm reps[11=0.14
£[1/10 + I/10)=0.9504265828666385428235291653 -

0.0438277108591874078396624122 I
ngpt [2]=0.95046181111754882246685525374 -
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0.043880576667461913363552707815 1
nps(2)=0.95 - 0.0433333333333333333333333333333 1
regpt [2)}=[0.000037,0.0012] , norm regpt([2)=0.0012
reps[2]=[{0.00045,0.011] , norm reps{2]=0.011

(*

psoption == 1, then the partial sums of the
series are also calculated with precision
cprec == 40 and are written with

resultprec == 30 decimal digits of precision.

norm == 2, then the euclidian norms of the

vectors of relative errors of the partial

sums are also calculated with precision

cprec == 40 and are written with

preprec == 2 decimal digits of precision.

*)

tablegpt (2,1/10+1/10, "SCL*, "AC*,1,30,2,2,40,0,1,2]
£11/10 + I/10]1=0.9504265828666385428235291653 -

0.0438277108591874078396624122 1
ngpt [01=0.901639344262295081967213114754 -

0.0819672131147540983606557377049 1
nps[0]=1.
edgpt [0]=[1.3,1.4] , norm edgpt[(0]=1.9
edps[0)=[1.3,1.4) , norm edps(0]=1.9

£[1/10 + I/10)=0.9504265828666385428235291653 -

0.0438277108591874078396624122 I
ngpt [1}=0.950226244343891402714932126697 -

0.0452488687782805429864253393665 1
nps[1]=0.95 - 0.05 I
edgpt[1)=[3.7,2.8) , norm edgpt[1]=4.7
edps(11=[3.4,2.2] , norm edps(1])=4.

£[1/10 + I/10)=0.9504265828666385428235291653 -

0.0438277108591874078396624122 1
ngpt [2]=0.95046181111754882246685525374 -

0.043880576667461913363552707815 I
nps[2)=0.95 - 0.0433333333333333333333333333333 1
edgpt [2]={4.5,4.3] , norm edgpt [2]=6.2
edps[2]=[3.4,3.3]) , norm edps(2]}=4.7

(*

preoption == 2, the number of exact digits are
calculated instead of relative errors.

Be careful about the interpretation we give
to the value of the euclidian norm of the vectors
of the numbers of exact digits!

Remark that norm edgpt[2]=6.2 but the real and
imaginary parts of ngpt(2] have non more than
4 correct digits.

*)

(* MISTAKE *)
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tablegpt[3,1/10, "VAR", *EC*,0,19,1,2,19,1]
fgpt [0]1=10/11

fopt[11=20/21

fgpt [2]=325/341

fopt [3]=8394595/880803

(*

TOPTION SHOULD BE EQUAL TO *SCL*, NOT TO °*VAR"

We get only the exact expressions of the
approximants.

preoption == 1, but relative errors are not
calculated, because toption == "VAR®.

aroption == 1, but the numerical approximations
of the approximants are not written, because
toption == *"VAR®.

The values of resultprec and cprec are not
employed.
*)

tablegpt[3,1/10, *VAR*, *EC*,1,19,1,2,19,1]

fopt [0]=10/11
fpS [0]=1

fopt[11=20/21
fps[1}=19/20

fapt [2]=325/341
fps[2]=143/150

fgpt [3]=839495/880803
fps[31=11437/12000

(*

Taking psoption == 1, we get also the exact

numerical expressions of the partial sums.
*)

(* MISTAKE *)

tablegpt [3,1/10, *VAR", "AC*,0,30,2,2,40)

ngpt [01=0.909090909090909090909020909091
ngpt [11=0.952380952380952380952380952381
ngpt [2]=0.953079178885630498533724340176
ngpt [31=0.953101885438628160894093230836

:[font = input; preserveAspect; ]

(*

TOPTION SHOULD BE EQUAL TO *SCL*, NOT TO "VAR*
coption == "AC" and cprec == 40, then the
intermediate calculations are done with
precision 40, using the function N[-,40].

resultprec == 30, then the results are printed
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with 30 decimal digits of precision.

preoption == 2, but the number of exact digits
are not calculated, because toption == *VAR".

Remark: Precision{1/10] >= 40. v
*)

tablegpt [3,1/10, *VAR", "AC",1,30,2,2,40]

ngpt [0}1=0.903090909090909090909090909091
nps{0]=1.

ngpt [11=0.952380952380952380952380952381
nps[1]=0.95

ngpt [2]=0.953079178885630498533724340176
nps[2]=0.953333333333333333333333333333

ngpt [3]1=0.953101885438628160894093230836
nps[3]1=0.953083333333333333333333333333

(*

Taking psoption == 1, we get also the
approximated numerical expressions of

the partial sums, calculated with cprec == 40
digits and written with resultprec == 30 digits.

*)
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(*t***ii***i*i*it*t*tttt*i*'ii***t*tttt****ti*ﬁt**it*itﬁt*****it**i**'*i)
(*i'h**t***i*i***it*t*****t*i* Pac]‘age BRR.M tt***t***i***t*********t****)
(t**'t******ii*ﬁ****ﬁ***********f**t'k*t*****i*****t*******t******tit*t**)

BeginPackage(["BRR'*,"BRE ", "BRIF "]

BRR::usage="Is a package that contains the
definition of the function tabgptrr.
It calls the packages BRE.M and BRIF.M®

tabgptrr: :usage="
tabgptrr([ k, t, toption, roption, psoption,
resultprec, preoption, preprec,
preresprec, aroption, compoption, norm ]
calculates the (k+1l) first generalized Pade-type approximants
in the point t.
_The argument t can be a symbolic expression
(toption == \"VAR\"), or a numerical expression
(toption == \"SCL\"). In the first case we obtain
symbolic results, in the second case we obtain numerical
results.

When we expect exact results, we make roption == \"ER\".

When we expect approximated results, we make

roption == \*AR\".

When roption == \"AR\", the numerical results or the numerical

part of the symbolic results are printed with resultprec decimal
digits of precision.

The default value of resultprec is the machine precision

. ( Precision[1l.0] ).
"If psoption == 1, the partial sums of the series are also
calculated. If psoption is different from 1, partial sums

are not calculated. The default value of psoption is zero.

If toption == \"SCL\" and preoption == 1,

the relative errors of the approximants with respect to the
series are calculated with precision preprec , and are written
with preresprec decimal digits of precision. Futhermore, if
psoption == 1, the relative errors of the partial sums with
respect to the series are calculated with precision preprec ,
and are written with preresprec decimal digits of precision.

If toption == \"SCL\" and preoption == 2,

the number of exact digits of the approximants with respect

to the series are calculated with precision preprec , and are
written with preresprec decimal digits of precision. Futhermore,
if psoption == 1, the number of exact digits of the partial sums
with respect to the series are calculated with precision
preprec, and are written with preresprec decimal digits of
precision.

If compoption == 0 , we do real calculus. If compoption == 1,
we do complex calculus. The default value of compoption is
equal to 0.

If compoption == 1, toption == \"SCL\" and preoption == 1, the
relative errors of the real and imaginary parts of the
approximants, with respect to the real and imaginary parts of
the series, are calculated with precision preprec and are written
with preresprec decimal digits of precision. If psoption == 1,
we do the same for the partial sums.

If compoption == 1, toption == \"SCL\*®" and preoption == 2, we
calculate the number of exact digits instead of the relative
errors.

If compoption == 1 and toption == \"SCL\*®", we calculate also
the p-norm ( p >= 1) of the vector of relative errors

( if preoption == 1 ), or the p-norm ( p >= 1) of the vector of
the number of exact digits ( if preoption == 2 ).

The value of p is given by the argument norm.

I1f norm == -1, we calculate the infinity norm of the

vector of relative errors ( if preoption == 1 ), or the
component of minimum absolute value of the vector of the
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nurber of exact digits ( if preoption == 2 ).

The default value of norm is equal to -1.

Norms are calculated with precision preprec and are written
with preresprec decimal digits of precision.

If toption == \"VAR\®" or preoption is different from 1 and 2,
the relative errors or the number of exact digits are not
calculated.

The default values of preoption, preprec and preresprec are
D, Precision[l1.0] and 2 respectively. ,

If toption == \"SCL\*" and roption == \"EC\", we obtain

the exact numerical expressions of the approximants

in the point t . Futhermore, if psoption == 1, we obtain also
the exact numerical expressions of the partial sums in the
point t. If preoption == 1, relative errors of these exact
expressions are calculated with precision preprec .

If preoption == 2 , the number of exact digits are calculated
with precision preprec. We should take a sufficiently

big value to preprec in order that these values could be
correctly calculated. Futhermore, if aroption == 1,

the exact expressions just cited are written with resultprec
decimal digits of precision. If aroption is different from 1,
these values are not written.

The default value of aroption is zero.

We must give the first four arguments of tabgptrr ,

however the last eight can be omitted taking their default
values.

Reference: Z. DA ROCHA.
Implementention of the recurrence
relations of biorthogonality.
In C. Brezinski, P. Gonzalez-Vera and
N. Hayek-Calil, eds., Extrapolation and
Rational Approximation. Tenerife 1992,
volume 3 of Numerical Algorithms, pp.
173-183, Basel 1992. J. C. Baltzer.*

x::usage="x[1,J,k,var] is a linear expression of
XjseoaeX(3+k) "

l::usage="1[1,j,k,exp,var] is a linear functional
applied to Function([var,exp].*

key::usage="keyl[i, j, k, functionalc, exp,varx,vart]
is a function in the variable vart, calculated
in a recursive way using x[i,j,k,varx] and
1{i,3.k,exp,varx]."

Begin{* Private'*]

(*

ERROR MESSAGES OF tabgptrr

*)

tabgptrr: :badargl=
*wrong value to the first argument
k must be a non negative integer
try again*®

tabgptrr: :badarg3=
swrong value to the third argument
toption must be equal to \"SCL\" or \"VAR\*
try again®

tabgptrr: :badarg4=
*wrong value to the fourth argument
roption must be equal to \"AR\®" or \®ER\*

BRR.M page 2 6 Apr 1994 15:2C



try again®

tabgptrr: :badarg6=
*wrong value to the sixth argument
resultprec must be a non negative integer
try again*

tabgptrr: :badarg8=
*wrong value to the eighth argument :
preprec must be a non negative integer
try again®

tabgptrr: :badarg9=
*wrong value to the nineth argument
preresprec must be a non negative integer
try again*

tabgptrr::badarg89=
*wrong values to the eighth and/or the
nineth arguments.
We must have preresprec < = preprec
Try again.®

tablegpt::badargla=
*wrong value to the twelfth argument
norm must be equal to -1 or
greater than or equal to 1
try again®

(*

DEFINITIONS OF THE AUXILIARY FUNCTIONS
OF TABGPTRR

*)

(i

RELATION X

*)

x[ i_, j_, 0, var_ )l:= x[i,3,0,var]l= urr(j,var) ;

x[ i_, j_, k_, var_):= x[i,3,.k,varl=
x[ i, j+1, k-1, var ]-
initialfrr[ i+k-1, x[i,3j+1,k-1,var], var ]*
x[ 1, j, k-1, var }/
initialfrr([ i+k-1, x[i,j,k-1,var], var ] ;

('k

RELATION L

*)

1{ i_, 3_, 0, body_, var_ }:= 1[ i, 3, 0, body, var ] =
initialfrr[ i, body, var }/
initialfrr[ i, x(i,3,0,var}, var ] ;

1[ i_, j__: k_' body_. var_ ]:= 1[ il j: k, bOdY: var ] =
(1[ i+1, 3, k-1, body, var 1-1[ i, j, k-1, body, var ])/
(1[ i+1, j., k-1, x[i,j+k,0,var], var ]-

1[ il jl k-lr x[ilj+klolvar]l var ]) i

('k

RELATION K

*)

key[ i_, j_, -1, functional_, body_, varx_, vart_ ]:
key!{ i, j, -1, functional, body, varx, vart 1=0 ;

key[ i_, j_, k_, functional_ , body_, varx_, vart_ ]:
key[ i, 3, k, functional, body, varx, vart ]=
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key[ i, j, k-1, functional, body, varx, vart ] +
1[ i1, j, k, body, varx J*functional{ x{ i, j, k, varx ], varx ] ;

(*

DEFINITIONS OF THE PRIVATE FUNCTIONS
OF TABGPTRR

*)

functionalc( poly_, var_ ] :=
Block([{n},
sum{ Coefficient [poly,var,n]*crr(n]
i { n,0,Exponent [poly,var] }
}

(i

DEFINITION OF tabgptrr

*)

tabgptrr( k_, t_, toption_, roption_, psoption_:0,
resultprec_: (Precision[l.]), preoption_:0,
preprec_: (Precision[l.]), preresprec_: (Precision{l.}),
aroption_:0, compoption_:0, norm_:-1 }:=

Block[ { w, i , ps , ergptrrl , ergptrr2 , ergptrr ,
erpsrrl , erpsrr2 , erpsrr , edgptrrl , edgptrr2 ,
edgptrr , edpsrrl , edpsrxr2 , edpsrr },

CONTROL OF ARGUMENTS

*)

I1f [ Or[ Not[ IntegexrQ(k]l 1, k< 0],
Return| Message[tabgptrr::badargl] ]
1:

If [ And [ toption != "SCL" , toption != "VAR" ] ,
Return|[ Message[tabgptrr::badarg3) ]
1:

If{ and [ roption != "ER", roption != "AR" ] ,
Return| Message([tabgptrr::badargd)] ]
1

If [ Or[ Not[ IntegerQ[ resultprec ] ] , resultprec < 0] ,
Return| Message[tabgptrr::badarg6] }
1:

If [ Or[ Not[ IntegerQ[ preprec ) } , preprec < 0] ,
Return{ Message[tabgptrr::badarg8] ]
1:

If [ Or[ Not[ IntegerQ[ preresprec ] ] , preresprec < 0] ,
Return|[ Message[tabgptrr::badarg?] ]
1;

1f [ preresprec > preprec ,
Return [ Message [tabgptrr::badargB89 ] ]
1;

If [ And[ norm != -1, norm<1]) ,
Return{ Message[tablegpt::badargl2] ]
1

(* *)
If[ psoption == 1 ,
ps =0
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1
Do[ (* { i, 0, k )} *)

If[ psoption == 1 ,

(*

CALCULATION OF THE i-th PARTIAL SUM OF THE SERIES

*)
pPs = ps +crr[ i) * frr[ i, t ]
1
(*
CALCULATION OF THE i-th APPROXIMANT
*)
w=key[ 0, 0, i, functionalc, grr[x,t]l, x, t 1 ;
(*
PRINTING OF THE i-th APPROXIMANT
*)
If[ toption == "SCL*,
If[ roption == *ER",

Print[ *fgptrr{", i, *}=*, Expand[w] ] ;
If[ psoption == 1 ,
Print[ *fpsrxr[*, i, "J=", ps ]

1

If[ aroption == 1,
Print[ *ngptrri", i, "}=", N[w,resultprec] ] ;
If[ psoption == 1 ,
Print{ *npsrr[*, i, ")=", Nlps,resultprec] ]
] (* end of If[ psoption ] *)
1] (* end of If[ aroption ] *)

, (* roption == "AR" *)

Print[ *ngptrr(", i, ")=", N{w,resultprec] 1] :
1f[ psoption == 1 ,
Print[ *npsrr[®, i, "]=*, Nlps,resultprec] }
] (* end of If[ psoption ] *)
] ; (* end of If{ roption ] *)

1f[ preoption == 1 ,
- If( compoption == 0 ,

Print[ *"ergptrr([* , i , "}=",
N[ N[ Abs[ (w-seriesrr(t])/seriesrr(t] ]
, preprec )
, preresprec )
] (* end of Print *)

] ; (* end of If[ compoption == 0 ] *)
If[ compoption == 1,

ergptrrl=N[ N[ Abs[ (Re[w]-Rel[seriesrr(t]])/Re[seriesrxr(t] ] ]
, preprec ]
, preresprec ] ;
ergptrr2=N[ N[ Abs[ (Im[w]-Im[seriesrr{t]])/Im[seriesrr[t] ] ]
, preprec |}
. preresprec ] ;

If{ norm == -1,
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ergptrr=N|[ Max{ ergptrrl, ergptrr2 ] , preprec ]
[4
ergptrr=N{ ( ergptrrl”norm +
ergptrr2”norm )~ (l/norm) , preprec )
] ; (* end of If[ norm == -1] *)

Print[ *ergptrr(* , i, *}l=[(" , ergptrrl, *,* , ergptrr2, *]°*,
* , norm ergptrr[® , i, *]=* , N[ ergptrr , preresprec )
1 (* end of Print *)

] ; (* end of If[ compoption == 1 ] *)
If[ psoption == .
I1f[ compoption == 0,

Print[ *erpsrr(® , i ,"]=
N[ N[ Abs[ (ps- senesrr[t])/senesrr[t] ]
, preprec ]
. Dbreresprec )
] (* end of Print *)

] ; (* end of If[ compoption == 0 ] *)
1f] compoption == 1 ,

erpsrri=N[ N[ abs| (Re[ps]-Rel[seriesrr([t]])/Re[seriesrr{t]] ]
. preprec ]
. Dreresprec ] :
erpsrr2=N{ N[ Abs| (Im{ps]-Im[seriesrr(t]])/Im[seriesrrit]] ]
. preprec ]
. preresprec ] ;

If[ norm == -1,
erpsrr=N|[ Max[ erpsrrl, erpsrr2 ] , preprec ]

'erpsrr=N[ ( erpsrrl®norm +
erpsrr2”norm )~ (l/norm) , preprec )
.1 ; (* end of If[ norm== -1 ] *)

Print[ *erpsrr(* ., i, *"}=[*, erpsrrl, *,* , erpsrr2, *]°*,
* , norm erpsrr(*, i , *}J=", N[ erpsrr, preresprec ]
] (* end of Print *)

] {* end of If[ compoption == 1 ] *)

11
1] =)

] (* end of If [ psoption

]
H

] ; (* end of I1f [ preoption
1f[ preoption == '
If] compoption == 0 ,

Print [*edgptrr(*.i,*]=",N[ N[ -Log[10,
Abs[ w-seriesrri{t] 1}

. breprec ]
, preresprec )
] ;(* end of Print *)
] ; (* end of If[ compoption == 0 ] *)
If[ compoption == 1,
edgptrrl=N[ N[ -Log[10, Abs[ Re[w]-Re[seriesrrit]] ] ]

. preprec ]
. preresprec ] ;
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edgptrr2=N[ N[ -Log[10, Abs[ Im[w]-Im[seriesrr(t}] ] ]
, preprec ]
. preresprec ] ;

If[ norm == -1,
edgptrr=N[ Min[ Abs(edgptrrl], Abs[edgptrr2] 1] ,
preprec ]

edgptrr=N[ ( Abs{edgptrrl]”norm +
Abs[edgptrr2]“norm )~ (l/norm) ,
preprec ]
] ; (* end of If{ norm == -1 ] *)

Print{*edgptrr{® , i , *}=[", edoptrrl , *,* , edgptrr2 ,
*]* , * , norm edgptrr(*, i , "J=",
N[ edgptrr , preresprec ]
] (* end of Print *)

1 ; (* end of If[ compoption == 1 ] *)
If{ psoption == .
If{ compoption == 0 ,

Print [*edpsrr([*,i,*]=",N[ N[ -Log[10,
Abs{ ps-seriesrr(t] )

. preprec ]
. preresprec ]
] (* end of Print *)

1 ; (* end of compoption == 0 *)
If[ compoption == ,

edpsrrl=N[ N[ -Log[1l0, Abs|[ Re[ps]-Re[seriesrr{t] ] ] 1}
, preprec ]
, preresprec ] :
edpsrr2=N[ N[ -Log[10, Abs[ Im[ps]-Im[seriesrr(t] ] ] ]
. preprec ]
. preresprec ] ;

If{ norm == -1,
edpsrr=N[ Min[ Abs|[edpsrrl], Abs[edpsrr2] ] , preprec ]

edpsrr=N{[ ( Ab's[edpsrrll"nom +
Abs[edpsrr2] “norm )~ (1l/norm) , preprec ]
1 ; (* end of If[ norm ] *)
Print["edpsrr(* , 1 , *]l=[" , edpsrrl , "," , edpsrr2, *}-,
* , nom edpsrr(*, i, "]=" , N[ edpsrr, preresprec ]
1 (* end of Print *)
] (* end of If[ compoption == 1 ] *)
] (* end of psoption == 1 *)
] (* end of If [ preoption == 2 ] *)
, (* toption == *"VAR" *)
If[ roption == °"ER",
Print[ "fgptrr(*, i, *]=*, Together[w] ] ;
I1f [ psoption == .
Print{ *fpsrr(*, i, *"1=", ps ]
] (* end of If[psoption] *)
, (* roption == *AR" ¥) -
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Print[ "ngptrr(*, i, ")=°*, N[ Together[w], resultprec ] ] ;
If [ psoption == 1,
Print[ *npsrr(®, i, *]l=", N[ ps, resultprec ] ]
] (* end of If(psoption] *)

] (* end of XIf{roption] *)
] ; (* end of If{toption] *)

Print([* *]
(* *)

A1, 0, k)
(* *)

] (* end of Do *)

] (* end of Block *)

End[ ]
Protect [ tabgptrr ]

EndPackage![ ]
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(ﬁ**it****it*****t*ittﬁ**tiititi****t*****tttt*t**i*t*i***t****i******)
(*it'i********‘i*t***i**t*** Package BRE.M it*it**'*i****tt*****'***ti)
(*****ﬁ*t*********itttt***t**t*ﬁ********i**t****Qﬁ*itt**‘*******i**i**)

BeginPackage["BRE" ")
Clear( seriesrr, grr, crr, wrr ,frr ]
BRE: :usage="is a package that contains the definitions of:

the series of functions

the generating function

- the modified moments of the functional ¢ , ci=c(Ui(x))
- the polynomials Ui

the elementary functions fi

1

, that the package BRR.M needs.*

seriesrr::usage="seriesrr[t] is the closed form of the
series of functions®

grr::usage="grr(x,t] is the closed form of the generating
function*

crr::usage="crr[i] is the i-th modified moment of
the functional c*

urr::usage="urr(i,x] is the polynomial corresponding
to the moment ci®

frr::usage="frr[i,t] is the i-th elementary function®

Begin[" Private " *]

(i**t**************iit****i*** EXAMPLE 1 t************ﬁ***i************)
(*****  dnitialfrr{ i, flx], x ] = £[-1/(1i + 1)} ; i=0,1,...  *#**w¥x)

seriesrr[t_J:=Log[l+t]/t ;
grrix_,t_J:=1/(1-x*t) ;
crrfi_l:= crrlil= (-1)"i/(i+l) ;
urr{i_,x_J:= x™i ;

frr(0,t_J:= 1;

frr(i_,t_J:= t*i ;

End[ ]
EndPackage( ]
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(tt****ﬁ**i*t***iii***ii*ﬁ****t**'k*i*l‘**ti****t**i*i************tii***)
(***‘iti*ﬁ**t**tiiit******* Package BRIF.M *itt*iti**t******t**t*ﬁt***)
(**ﬁtt**.tt***t'***ti****"itﬁi**i*tii*ﬁtttﬁﬁ*tt’kt**tiittt*ﬁi***tﬁt***)

BeginPackage{*BRIF" "]
Clear{ initialfrr }
BRIF: :usage="is a package, that contains the definitions
of the initial functionals, that the package BRR.M
needs* :
initialfrr::usage="initialfrr(i,body,var] is the definition of
the i-th initial functional applied to Function{var,body]*

Begin(["‘Private "]

initialfrr{i_,body_,var_] := initialfrr[i,body,var]=
Function(var,body] [-1/(i + 1)] ;

End] ]
EndPackage( ]

BRIF.M page 1 6 Apr 1994 15:1



|

Identités de Sylvester et de
Schweins dans un espace vectoriel

Soient by,...,b, des éléments d’un espace vectoriel sur un corps K, et a;; des éléments de
K.

L’identité de Sylvester est la suivante :

bl Tt bn a “ v a
an - Qi 12 l'n—l _ (E.1)

Apn—22°*"Qn-2n-1
n_311°° ' Qn-1n ’ '

by -+ by by -+ b,
ai2 - ain ajn **° QGimn-1
_ | @1 ' G1n-1 | @zt Gin
Qn-12°" "Qn-1n Qp-11°"*Apn_1n-1
Qn-2,1""*An-2n-1 ! Gp—22°""0p-2n ’

Soient ¢;,...,¢, et €1,...,¢, des éléments de K. L’identité de Schweins est la suivante :

by --- b, . .
11 " A1
CI e CY‘ LR ) . M
a’ll LI alﬂ = (Eo2)
. ... |{On-21"""CGn-2n-1
el o0 eﬂ—l
Gp-2,1"°""Qn-2n
bl e, bn (5} e Cn
€1 ' Gra by -+ b
ai; ' G1n an - Qin
_ aj; 't Gip-1 || @1 00t Gl ,
An-21°"'An-2,n Qp-21°""CGn-2xn
e "o €n Gn-2,1" " Gn-2,n-1 Q21" Qn-2,n-1 e -e- en'

Etant donné que tout corps est un espace vectoriel sur lui méme, les identités de Sylvester
et de Schweins sont encore valables si b,,...,b, appartiennent a K.

L’identité de Schweins est aussi vérifiée quand &;,...,b, sont des éléments de K et
€1,...,Cq des éléments d’un espace vectoriel sur K.

Nous pouvons facilement obtenir des formes équivalentes de 1'identité de Schweins ou les
vecteurs (by,...,b,), (b1,-- ., bn=1), (€1,..-5¢n)s (€15 -y n1), (€1,...,6n) €t (€1,...,€n1)
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occupent des places différentes. Pour cela, nous rappelons que le déterminant d’une ma-
trice change de signe quand on permute des lignes ou des colonnes, et que les déterminants
d’une matrice et de sa transposée coincident.

Dans le premier membre de 1’égalité (E.2), plagons le vecteur (e;,...,e,—1) comme pre-
miére ligne; ceci correspond & faire n — 2 permutations élémentaires, et nous devons
multiplier la matrice correspondante par (—1)"~2. Dans le deuxiéme membre de ’égalité
(E.2) plagons les deux vecteurs (e;,...,e,) comme deuxiémes lignes; ceci correspond a
faire dans les deux cas n — 2 permutations élémentaires, et nous devons multiplier les ma-
trices correspondantes par (—1)"~2. Nous obtenons ainsi la version suivante de I'identité
de Schweins :

b, --- b,
el .6 en—l
@ oG aix - Q-1
ne—
all s e alﬂ ! —1 (E-3)

s o .o

an-2,1"°"8n_2n-1

by --- b o -
. e" e v €y by - byq : :"
1 cc en 1 e n
a;y -+ Qi1n-1 a - Qin-3
== all aln . -'c . - LI} .'- . all Tt aln *
Qp-2,1°"*Apn-2,n-1 Qn-21°*'0n-2n-1
Gn—21'*"'Ap-2,n Qp-2,1°"°"An-2n

Dans chaque matrice des 1’égalités (E.2) et (E.3), inversons ’ordre des colonnes. 1l est
facile de voir que pour inverser ’ordre des lignes ou des colonnes d’une matice de dimension
n, nous devons faire 37" ¢ = n(n—1)/2 permutations élémentaires et multiplier la matrice
correspondante par (—1)""~1/2, Nous obtenons ainsi les versions suivantes de identité
de Schweins :

b, --- b
a - . a

- U | Rt

G -+ an = (E.4)

Qpn-2n-1°"°" an-21
€pne1 *c* €

Qp—2,n°°*an-21

bn s bl cn cv e cl
Chol O boy -+ b
ayp °°c 4n din - a1
S . e . e 0 al'n_l e all — al'"-l Tt all . o0 * o 8
Qp-2n°**Qn-2,1 Qp-2n***Gn-21
" 1{Gn-2;n-1 """ Gn-2,1 Qp—2n-1°*""0pn-21
en D) el eﬂ e e el
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b,I P b1
€n o (2]
=] @n -+ an

e e CRarS

Qn—2n"*"CQn-21

b, -+ b
ch ) cl
aip - an

Qp_2n°"" au-—2,l

c’l-l LY
Gin-1 **° 41

G

Gn-25-1°""8Gn-21

eﬂ-l s e el
a - e o a
In=-1 11 (E5)
Qp-2,n-1°"*'A0n-21
G "t O
bpey 0 by
€p °°° €
ain-1 *°° @n ay, v+ an

s e LY

Qpn-2,n-1""°0n-2,1

Ap—2n'"*CGn-21

Dans le premier membre de 1’égalité (E.2), plagons les vecteurs (by,...,b,) et (¢1,...,¢5)
comme derniére et avant-derniere lignes; ceci correspond a faire respectivement n — 1
et n — 2 permutations élémentaires, et nous devons multiplier la matrice correspon-
dante par (—1)?""3. Dans le deuxiéme membre de (E.2), plagons les vecteurs (by,...,b,),
(c1y---y€n-1), (b1,...,bn-1) €t (c1,...,¢n) comme derniéres lignes; ceci correspond & faire
respectivement n — 1, n — 2, n — 2 et n — 1 permutations élémentaires, et nous devons
multiplier les matrices correspondantes par (—1)"?, (—=1)*2, (=1)""2? et (—1)*"!. Nous
obtenons ainsi la version suivante de 1’identité de Schweins :

a;g - Qi
=1Qpn-21""'An-2,n

e LR

bl ¢ bn

ain

e LAY

all e e

Qp-21"""Qp-2,n

Cl . e C‘n
b b,
a; - a1 n-1

¢ e e

Qp_2,1"""Qn-2,n-1
C crr Cpeg

aiy - Qiap-1
= (E.6)
Qp-2,1""*Apn-2n-1
€ ce €n-1
ai; '+ Qin
all toe al,n_l . e . o
- Qn-21°""Aan-2n
apn-21"""0p-2,n-1 e ' e e '
n
bl s bn—l
cl o s C’1

Dans ’égalité (E.6), plagons les vecteurs (e;,...,e,) et (ej,...,€s—1) comme premiéres
lignes. Nous obtenons ainsi la version suivante de I’identité de Schweins :

aiy -
Gp_21°""Qp-2n
Cl * 0 e

el s eﬂ—l

a1 n-1

all o0 e

(E.7)

An-2,1""°"apn-2n-1
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b -

apn-21°**'°An-2n

bn

an

coe al,'n—l

.

Gn-21°°*"Qpn-2n-1
G G

€ - €,
all v al'n—l all .. al
n
Gn—21""" Gn-2,n-1 Gp-21°""Qn-2n
b1 .o bn—l ' '
cl e v c"-

Dans chaque matrice des égalités (E.6) et (E.7), inversons 1’ordre des colonnes. Nous
obtenons les deux versions suivantes de ’identité de Schweins :

an

Qp_2;m " An-2,1

Ch "+ O
b, -+ b
Q1n an
LR . . al'n—l T all
=|Qp-2n°*"0n-21
Qp_2n-1°""0n-21
en ) el cn C
o1 e X
bn * bl
a1y - an
Apn-2,n"°°*Qn-21
Cn €1
by -+ b
€n e e
' a1,n-1 aiy
ain -** an .
Qnogn " Gng i Qp_2n-1""*C0p-2,1
n-2,n n—2,
Cn-1 (5]
b, - b

Gin-1 **° a1
= (E.8)
Gpn-2,n-1"""0n-2,1
eﬂ‘-l O el
ain - an
ain-1 " an L.
- Gp_2,n " Qp-21
An-2n-1°"'0n-2,1
b . b eﬂ .o el
n—1 . 1
cﬂ- .. c1
€n—1 €1
a1,n-1 ayy | _ (E 9)
Gn_2n—-1*'°°0p-21
€ €
ain-1 an
. Qin **+ a4n
Qn_2n-1'*'Qn-21
b b ! Qpn_2n**"* an—2.1
n-1 ‘" 1
cﬂ Py Cl

Dans Pégalité (E.2), remplagons chaque matrice par sa transposée. Nous obtenons la
version suivante de 1’identité de Schweins : :

biciay - Qn-2,1

bn ChlGin°**0n-2n

.
B . .
. . .

by ay - an-216€1

bn Ain* " Qn-21n€n

Cn-1Q1n-1"""Q0n-2n-1

a Gn-21 €1
E : : = (EIO)
Qin-1"°'CGp-2n-1€n-1
€1 aj *c Gp-21
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b any - Qyp-2,1 Ci1@31°°"Gp-21 €1

bn—l A1n-1""°"Cp—2n-1|{CnQin"**An-2,n €y

Dans le premier membre de ’égalité (E.10), plagons le vecteur (e, .. .,e,-1)7 comme pre-
miére colonne. Dans le deuxiéme membre de (E.10), plagons les deux vecteurs (e;, ..., e,)T
comme deuxiémes colonnes. Nous obtenons ainsi la version suivante de l’identité de
Schweins :

b aii -+ Qp-2,1 €1 a3 °°° an-221

oo . : = (Ell)

bn Cnlin: " Qn-2n||€n-1CQ1n-1"""'8n-2n-1

biejay - Gn-2.1 1 Qi1 - Qp-2

. . . . . . .
= . . . . . . . —
. . . . .

brn€n@in: - Gno2n||Cn-181,n-1""Cn-2n-1

b an --- Qn-2,1 C1 €1 Q11" 0Ap-21

. . . . - . .
— . . . . . . .

. . . - . .

bn—l Q1n-1°°"Ap-2n-1|1Cn€pnQin"-**Apn-2n

Dans chaque matrice des égalités (E.10) et (E.11), inversons ’ordre des lignes. Nous
obtenons ainsi les versions suivantes de I'identité de Schweins :

bn Crnlln*"Qn-2n|{Qin-1"""CGn-2,n-16€n-1
R : : : : = (E.12)

s . . . . . .

bycyag - Qn-2,1 a;y *** Gpn-21 €

bn A1y, * Q-2 €n||Cn-1CQ1n-1"""CQp-2,n-1

. . . . . . .
= . . . . . . . -_—
. . . . . .

by a1y ***Qp-21 € G Q11 °°* Qp-2)

bn—l A1n-1°"'8p-2n-1{|CnQin"°""AQp-2,n €x

. . . . . . .
— . . . . . . .

by ay - Gy -2,1 €1 411 °°°AGp-21 €3

bn Crnlln°*"Gn-2n}|€n-181n-1"""8n-2n-1

biciay - Qn-2,1 €; an *-° QGp-2:1

(E.13)

b, €en 1n°**Cp2n|lCn-1Q1n-1"""CQpn-2,n-1

- . . . - . .
P— . . I3 . . .
. . . . . .

b1 e, an *ctGp-21 G Qi - Qp-2)
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bn-l Qin-1°°""0n-2n-1||(Crn€nlin"'"Qn-2n

by an €1 €1411° " AQp-2,1

Dans le premier membre de 1'égalité (E.10), placons les vecteurs (b, ..., b,)T et (c1,...,cn)7
comme derniére et avant-derniére colonnes. Dans le deuxieme membre de (E.10), plagons

les vecteurs (by,...,5.)T, (¢1y.-.,¢n-1)T, (b1,. .-, bn-1) et (c1,-..,cs)T comme derniéres
colonnes. Nous obtenons ainsi la version suivante de 1’identité de Schweins :

an-2,1

€1

an-21

an

a1 -an-21C1 bl

Qipn**lpn-2n Cn bn

: : : : : (E.14)

d1n-1°**0n-2n-1€n-1

aii*-+ap-21€1 by a Gn-21 €1

.
.
.

.
. .
.

Qin-1°°"0pn-2,n-1 Cn-1

by

Qin***An-2,n €En bn

ay an-2,1

a1y QGpn-21€1C

A1p***Qn_2,n €EnCn

A1n-1°*"An-2n-1 bn-y

Dans ’égalité E.14, placons les vecteurs (e, ..., e,)T et (e1,. .., eqn—1)7 comme premiéres
colonnes. Nous obtenons la version suivante de 1’identité de Schweins :

e

€&k an Qn-2,1

aiy * *apn-21C1 b

.
.

(E.15)

Q1n* *Qp-2nCn b |{€n-1 Qin-1'*'0pn-2,n-1

€1 411 °°-Qn-2, b ajx Q21 G

==t . . . .
. . .

din-1°""0n-2n-1Cn-1

€nQin° " Qn_2n bn

an

Qn-_21 b €143 0n_21C1

. .
. .

.

.
. .

Q1n-1'""C8n-2n-1 bn-l €nlin ' Qp_2nCn

Dans chaque matrice des égalités (E.14) et (E.15), inversons 1’ordre des lignes. Nous
obtenons les versions suivantes des I'identités de Schweins :

Q1n* " Qp-2nCn bn

ay-*+Gn-210C1 b,

Qin***CQp_2n b'n €y

.
.
.

.

.
.

Ain-1-"" Qn-2n-1€n-1

(E.16)

an apn-21 €1

ain-1"*"°"0n-2,n-1Cn-1

. .
.
. .

aiy = ap21 O

ai1* *Qn-21 b ey
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Qin-1"""Cn-2,n-1 bn-1 Q15 ***Gpn-2nCn€n

. . . . . .
— - . . - . . .
. . . .

ail; °*° Gp-2; b €10Q11°°°0Gp-21C1

a °°° Gn-21 by |lay--- Gn-21€C €

Ain°*°Gpna2nCn bn{l€n-1 Cin-1°"""0pn-2,n-1

: R : : : = (E.17)
a1 "+ QGp-21C1 bl €1 Gy *°° QGq-21

€nlin° - *Gn-2,n bn Q1 n-1°"*C0pn=-2,n-1Cn-1

€1 Q11 ***Gn-2, b ay °°° Gn-21 €

Ain-1"°"0pn-2n-1 ba-1{|€n Q1n***Qp-2nCn
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