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INTRODUCTION 

Claude Brezinski dans ses travaux sur les applications de la théorie de la biorthogonalité 
à l'analyse numérique [3], a défini, entre autres, une généralisation des approximants de 
type Padé pour les séries de fonctions et la notion des polynômes biorthogonaux adjacents. 
Il a aussi déduit un ensemble de relations de récurrence qui permettent le calcul de ces 
éléments. 

Il était donc important de faire l'implémentation de ces relations avec comme objectif le 
calcul effectif des approximants de type Padé généralisés et des polynômes biorthogonaux 
adjacents. 

Dans les travaux de cette thèse, nous distinguerons deux parties essentielles. 

Dans la première, nous nous intéresserons au problème du calcul d'une suite d'approxi
mants de type Padé généralisés. Ces approximants sont définis par rapport aux séries 
de fonctions de la même manière que les approximants de type Padé sont définis par 
rapport aux séries de puissances. Cependant, il existe une différence cruciale; à savoir 
que dans les approximants généralisés, nous considérons des fonctionnelles quelconques, 
tandis que dans les approximants de type Padé, les fonctionnelles correspondent toujours 
à l'interpolation de Lagrange ou de Hermite. 

Nous présenterons deux méthodes pour calculer les approximants généralisés. La pre
mière utilise la méthode de bordage par blocs développée par Brezinski et Redivo Zaglia 
[6], et la deuxième utilise les relations de récurrence de la biorthogonalité déduites par 
Brezinski [3]. 

L'implémentation de la deuxième méthode pose des problèmes d'encombrement de mé
moire et de volume de calcul, que nous réussirons à minimiser. 

Nous développerons des logiciels pour implémenter les deux méthodes de calcul. La 
première sera implémentée en Fortran (voir annexe A) et la deuxième sera implémentée 
en Mathematica (voir da Rocha [7] et annexe C). 

Le logiciel Mathematica permet de faire aussi bien du calcul symbolique que du calcul 
numérique. Dans les deux cas nous pouvons faire du calcul exact, du calcul approché de 
basse précision ou du calcul approché de haute précision. 

Faire du calcul exact est très souhaitable, mais cela prend en général trop de temps. 
Par contre, le calcul approché de haute précision est beaucoup plus rapide et permet de 
maîtriser l'effet cumulatif des erreurs d'arrondi de telle sorte que ces erreurs ne viennent 
pas entâcher les chiffres exacts des approximants. 
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Le véritable problème qui se pose par rapport aux approximants de type Padé généra
lisés est de savoir comment choisir les fonctionnelles qui leur sont associées de sorte que 
les approximants convergent vers la série plus vite que la suite des sommes partielles. 
Nous nous demandons aussi sous quelles conditions ces fonctionnelles existent. Est-ce 
qu'elles sont définies de façon unique ou non? Saurions nous choisir les fonctionnelles qui 
produisent la convergence la plus rapide ? 

Le premier pas pour aborder toutes ces questions est de trouver des exemples. 

Nous le ferons à travers plusieurs séries de puissances et séries de fonctions par rapport 
auxquelles nous trouverons des suites de fonctionnelles qui produisent des approximants 
qui convergent vers la série et plus vite que la suite des sommes partielles. 

La deuxième partie de ce travail est consacrée au problème du calcul des polynômes 
biorthogonaux adjacents. 

Ces polynômes admettent comme cas particuliers importants, les polynômes orthogonaux 
adjacents [2, 9], les polynômes orthogonaux vectoriels de dimension d définis et étudiés 
par Van lseghem [10, 11], et les polynômes orthogonaux vectoriels de dimension -1 définis 
et étudiés par Brezinski [4]. 

Nous commencerons par déduire toutes les relations de récurrence d'ordre deux d'un 
certain type. Nous trouverons douze relations parmi lesquelles quatre avaient déjà été 
déduites par Brezinski [3]. Nous écrivons ces relations dans les cas particuliers cités. 

Dans le cas général, l'utilisation simultanée des douze relations de récurrence s'avére 
sans intérêt. En effet, nous ne voyons pas comment on pourrait utiliser l'ensemble des 
relations pour calculer la table des polynômes biorthogonaux ou des suites particulières des 
polynômes biorthogonaux, en ne gardant qu'un nombre fixe de polynômes en mémoire. 
Ceci est possible dans les cas particuliers des polynômes orthogonaux adjacents et des 
polynômes orthogonaux vectoriels de dimension -1 en ne gardant que deux polynômes à 
la fois. 

Nous nous intéresserons aussi au problème du calcul des coefficients des relations de 
récurrence. Et, nous déduirons des algorithmes du type QD, qui permettent leur calcul. 
Enfin, nous écrirons ces algorithmes dans les cas particuliers cités. 
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Approximants de type Padé 
généralisés 

1.1 Définition 
Considérons la série de fonctions 

00 

f(t) = 'E Ci 9i(t) 
i=O 

Il 

où c; E +Cet 9i = 9i(t) est une fonction complexe de la variable complexe. 

(1.1) 

Il existe une et une seule fonctionnelle linéaire c sur l'espace vectoriel des polynômes 
complexes, qui satisfait: 

'i = 0, 1, ... (1.2) 

où ui(x) est un polynôme de degré exactement i. 
En effet, si on écrit ui(x) dans la base canonique 

ui(x) = a~i)xi + a~~1 xi-1 +···+ag> 

les moments di = c(xi) , de la fonctionnelle c, sont les solutions du système 1.2, qui s'écrit 
sous la forme 

a~i)di + a~~1 di-1 + .. · + a~i)do =Ci ,i = 0, 1, ... 

Comme a~i) =f:. 0 , ce système infini triangulaire inférieur admet une et une seule solution. 
Souvent on appelle c;, les moments modifiés de la fonctionnelle c. 
Avec cette défini~ion de c, on peut écrire 

f(t) = c(G(x, t)) 

où c agit sur la variable x, test interprété comme un paramètre et 

00 

G(x, t) = 'E ui(x) 9i(t) (1.3) 
i=O 

est la fonction génératrice de la famille {gi(t)}i dans la base {ui(x)}i. 
Ainsi, le calcul de f(t) pour t fixé, se réduit au calcul de c(G(x, t)), qui peut être interprété 

comme une intégration formelle de la fonction G(x) = G(x, t), obtenue en remplaçant la 
fonctionnelle d'intégration habituelle, par la fonctionnelle plus générale c. 
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En analyse numérique, le calcul approché d'une intégrale définie s'effectue classiquement 
en remplaçant la fonction à intégrer par son polynôme d'interpolation d'Hermite, et en 
intégrant celui-ci. 
Mais, nous pouvons généraliser cette idée, comme il a été fait par exemple par Brezinski 

[3], et considérer un polynôme d'interpolation P," de degré au plus n, pas nécessairement 
d'Hermite, mais qui satisfait les conditions d'interpolation générales suivantes: 

,i=O,l, ... ,n 

où {Li}i=O,t, ... est une famille de fonctionnelles linéaires quelconques 1
• Ensuite, f(t) est 

approché par c{Pn)· 
Cherchons une expression pour l'approximant c(Pn)· 
Écrivons le polynôme Pn dans la base { Ui} 

Pn(x) = b~">uo(x) + · · · + b~">un(x). 

Les conditions générales d'interpolation s'écrivent sous la forme 

{1.4) 

b~n) L;(uo(x)) +···+bi"> Li( un( x))= Li(G(x, t)) , i = 0, 1, ... , n. (1.5) 

Ces équations constituent un système de n + 1 équations linéaires à n + 1 inconnues 
b~n), i = 0, 1, ... , n, les coefficients de Pn. 
Pn existe et est unique ssi 

Lo(uo) 
D (O,O) _ , , • 

n+l - #0. 
Ln(uo) 

A partir de 1.4 et 1.5, nous pouvons écrire Pn comme rapport de deux déterminants: 

0 uo(x) Un( x) 
Pn(x) = _ Lo(G(x, t)) Lo(uo(x)) Lo( Un {X)) /D(O,O) 

n+t· 

Ln(G(x, t)) Ln(uo(x)) 

Finalement, en appliquant caux deux membres de l'égalité précédente, nous obtenons 
l'expression recherchée: 

0 c(uo(x)) c(un(x)) 

c(Pn) =-
Lo(G(x, t)) Lo(uo(x)) Lo(un(x)) 1 D(O,O) (1.6) n+l• 

Ln(G(x, t)) Ln(uo(x)) Ln( un( x)) 

Et nous remarquons que: 

c(Pn) existe ssi Pn existe SSI D(O,O) # 0 
n+l · 

1 Les fonctionnelles Li agissent sur la variable z; t est interprété comme un paramêtre. 
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La question qui se pose maintenant est de savoir quel est l'ordre de la différence c(Pn)-
f(t). 
Dans l'égalité (1.6), remplaçons G(x, t) par son développement en série (1.3). Comme les 

fonctionnelles Li sont linéaires et agissent sur la variable x , et un déterminant est linéaire 
par rapport à chaque colonne, nous obtenons: 

00 

c(Pn) =Lei 9i(t) 
i=O 

' ou 
0 Co Cn 

ei =-
Lo(ui(x)) Lo(uo(x)) Lo(un(x)) /D(o,o) 

n+l• 

Ln(ui(x)) Ln(uo(x)) Ln( un( x)) 

Il est facile de vérifier que ei =Ci , i = 0, 1, ... , n; donc on peut écrire: 

c(Pn) = f(t) + 0(9n+t (t)) 

où 0(9n+t(t)) dénote la série E:n+1(ei- Ci)9i(t). 
Si G(x, t) = 1/(1- xt), fonction génératrice de la famille {ti} dans la base canonique, et 

SI 

Li(!)= J(j>(zk) 

où {zk} est une suite de nombres complexes distincts, {nk} est une suite d'entiers non 
négatifs, k = 0, 1, ... ; j = 0, 1, ... , nk et 

k-1 

i = j + L ( n1 + 1), 
1=0 

alors c(Pn) est l'approximant de type Padé (n/(n + 1)) de la série de puissances f(t) = 
E~o Ci ti, avec polynôme générateur 

, 
Vn+l(x) =(x- z,+l)l+l IJ (x- Zk)n"+I, 

k=O 

où p = -1, 0, 1, ... dépend den et 0 < l < n,+I. Remarquons que le degré de Vn+t est égal 
à n + 1 = 1 + l + Et=0(nk + 1), et que nk + 1 est la multiplicité du point Zk. 

Alors, nous appellerons c(Pn) l'approximant de type Padé généralisé d'ordre n de la série 
de fonctions f(t) et on le dénotera par (n),(t). Nous remarquons que dans le cas général 
(n),(t) n'est pas une fonction rationnelle. 
Les approximants de Padé [2) ne sont pas un cas particulier de cette généralisation. En 

effet, on a retrouvé les approximants de type Padé, à condition que 1/(1 - xt) soit la 
fonction génératrice et les zéros de chaque polynôme générateur soient aussi des zéros du 
polynôme générateur suivant. Or ceci est impossible quand les polynômes générateurs 
sont des polynômes orthogonaux par rapport à une fonctionnelle c. 
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Ces approximants généralisés peuvent être introduits d'une autre façon. En effet, (n ),(t) 
peut être défini comme la combinaison linéaire des fonctions Li( G( x, t)) , i = 0, 1, ... , n, 
dont le développement en série, par rapport à la famille {gi(t)}i, coïncide avec celui de f 
aussi loin que possible, c'est-à-dire compte tenu du nombre de coefficients à déterminer. 
Ainsi, 

(n),(t) = a~n) Lo(G(x, t)) + · · · + a~n) Ln(G(x, t)) (1.7) 

où les coefficients {a~n)h=o,t, ... ,n sont déterminés de façon à ce que 

(n),(t)- f(t) = 0(9n+t(t)). 

Si nous remplaçons dans l'égalité précédente, (n),(t) par son expression (1.7) et ensuite 
f(t) et G(x, t) par leurs développements en série (1.1) et (1.3), nous obtenons: 

00 

~)a~n) Lo(ui(x)) + ... + a~n)Ln(ui(x))- <;)gi(t) = 0(9n+t(t)), 
i=O 

qui est équivalent aux équations: 

Donc, { a!n)}i=O,t, ... ,n sont les solutions du système linéaire suivant: 

(1.8) 

Ce système admet une êt une seule solution ssi son déterminant D~~~) =/= 0, condition 
nécessaire et suffisante de l'existence et de l'unicité de l'approximant (n),(t). 
Remarquons que (1. 7) et (1.8) peuvent être déduits directement de l'expression de (n ),(t) 

comme rapport de deux déterminants et vice-versa. 

1.2 Calcu~ en utilisant la méthode de bordage par 
blocs 

Commençons par rappeler brièvement la méthode de bordage par blocks développée par 
Brezinski et Redivo Zaglia [5, 6), pour résoudre récursivement des systèmes d'équations 
linéaires de dimensions croissantes. 
Soit Mn une matrice de dimensions kn x kn· Considérons la matrice Mn+b (kn +km) x 

(kn +km), donnée par 

où Qn, Pn et Rn sont des matrices de dimensions kn x km, km x kn et km x km respectivement. 
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Supposons que Mn et Mn+I sont inversibles et considérons les systèmes d'équations 
linéaires: 

Mnan = dn 

Mn+Ian+l = dn+l = ( ~= ) , 
où fn est un vecteur de dimension km. 
Alors, an+I peut être calculé récursivement à partir de an, en utilisant l'égalité suivante: 

(1.9) 

où Bn =Rn- PnM;;1Qn est une matrice km x km. 
Si on suppose que Mn est inversible, on peut démontrer que Mn+I est inversible ssi Bn 

est inversible. 
Nous voulons calculer une suite d'approximants de type Padé généralisés en utilisant cette 

méthode. Pour calculer (n),(t), il suffit de résoudre le système (1.8), dont les solutions 
sont les coefficients de la combinaison linéaire (1. 7). 

Supposons que D~~~) :f 0, c'est-à-dire (n),(t) existe et est unique. Si D~~~~~ = 0 pour 
1 = 1, ... , k- 1, où k > 1 est fixé, alors les approximants (n + 1)1(t) n'existent pas. Mais, 
si D~~~+l :f 0, l'approximant (n + k),(t) existe, est unique et ses coefficients sont les 
solutions d'un système qui s'obtient du système (1.8) en ajoutant k lignes et k colonnes 
à la matrice des coefficients et k éléments au terme indépendant: 

Lo(uo) Ln(uo) Ln+I(uo) Ln+k(uo) 
(n+k) 

ao Co 

Lo(un) Ln(un) Ln+I(un) Ln+k(un) a<n+k) 
n Cn 

Lo(Un+J) Ln(Un+J) Ln+J(Un+I) Ln+J.(Un+J) (n+k) -
an+l Cn+t 

Lo(un+k) Ln(Un+k) Ln+J(Un+J.) Ln+k(Un+k) (n+k) 
an+k Cn+k 

La méthode de bordage par blocs calcule les solutions de ce dernier système à partir des 
solutions du système (1.8), d'une façon récursive. 
En effet, l'égalité (1.9) nous permet d'écrire 

(n+k) (n) ao ao 

a<n+k) a(n) 
+ Sn+k, (1.10) n n 

(n+k) - 0 an+l 

(n+k) 
an+k 0 
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où Sn+k est un vecteur de dimensions n + k + 1 donné par 

( ) ( 

(n) ) (o,o) _ 1 (n+I,O) Cn+I ao 
S = ( -(Mn+I,n+I) Mn+I,k ) n-1( : _ M(o,n+I) : ) n+k ] n • k,n+1 . ' 

Cn+k a~n) 

où Bn est une matrice de dimensions k x k donnée par 

B _ M(n+l,n+l) M(O,n+l)(M(O,O) )-1 M(n+I,O) 
n - k,k - k,n+1 n+1,n+1 n+1,k 

et 
Li+m-1(u;) ) 

Li+m-~ ( ~j+n-1) • 

Si nous multiplions scalairement les deux membres de l'égalité (1.10) par 

Fn+k(t) = (Lo( G(x, t)), ... , Ln(G(x, t)), Ln+I(G(x, t)), ... , Ln+k( G(x, t))?, 

nous obtenons : 

Nous remarquons que les conditions d'applicabilité de cette méthode coïncident avec les 
conditions d'existence et d'unicité des approximants à calculer. 

1.2.1 Implémentation et algorithme 

Nous voulons implémenter en Fortran le calcul d'une suite d'approximants de type Padé 
généralisés en utilisant la méthode de bordage par blocs. Cette dernière méthode a été 
implementée par Brezinski et Redivo Zaglia [5] dans la subroutine BLBORD dont nous 
nous en servons. 

Algorithme de calcul de ((n)J(t))n=O,l, ... 

• nm est la valeur maximum de n. 
en~ O. 
• Jo ~ vecteur vide. 
• Mo ~ matrice vide. 
• do ~vecteur vide. 
• lire t 
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1. • Définir Ln. 

• Calculer Ln(G(x, t)). 

• fn+l ..._ (Ln(l(x,t))). 

• Calculer Un· 

• Calculer en. 
• Calculer Pn ..._ (Lo(un), ... ,Ln-t(un)). 

• Calculer 9n ..._ (Ln(uo), ... ,Ln(Un-l))T. 

• Calculer 

Sn+l 4- M n+l an+l = dn+l• 
• Si Sn+t est singulier, alors aller à 2. 

• Si Sn+t est régulier, alors sa solution an+t- (a~n>, ... ,a~n)) est calculé en 
utilisant la subroutine BLBORD. 

• Calculer (n)J(t) = (an+t 1 /n+t)· 
• écrire (n)1(t). 

2. • fn ..... fn+t· 

• Mn ..... Mn+1· 

• dn ..... dn+l· 

•n ..... n+l. 

• Si n <= nm et nous voulons calculer l'approximant suivant, alors aller à 1, si 
non stop. 

Le logiciel Fortran correspondant à cet algorithme est donné dans l'annexe A. Il est 
constitué par : 

e Le program1J1e principal GENPADETYPE. 

e Les subroutines BASISPOLY, BETABOR, BLBORD, DERIVEPOLY, FUNGENERATING, 

GAUSS, INVERS, MODIFIEDMOMENTS, PRIMITIVEPOLY, READPOLY, RCPROD, SYS

TEM, WRITEPOLY et WRITING. 

e Les fonctions PFACT, ELFUNGEN, F, FUNPOLY, GPADETYPE, HORN ER et INNERG. 

Les subroutines BETABOR, GAUSS, INVERS et RCPROD, et la fonction INNERG sont util
isées uniquement par la subroutine BLBORD. Ces modules appartiennent au software de 
[5]. 
Le programme principal établit un dialogue entre l'utilisateur et le logiciel, en com

mençant par proposer les: 
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• Menu des séries. 

• Menu des fonctions génératrices. 

• Menu des bases de polynômes. 

• Menu des fonctionnelles LA:. 

disponibles. 
A chaque menu correspondent plusieurs options au choix de l'utilisateur. 
Le code des modules BASISPOLY, FUNGENERATING, ELFUNGEN, F, FUNPOLY et MODI

FIEDMOMENTS est écrit en accord avec les options des différents menus. 
Quand l'utilisateur veut tester de nouveaux exemples, il doit ajouter les options néces

saires aux menus, et ajouter le code correspondant à ces options aux modules cités ci
dessus. 
Les calculs sont faits en double précision. 

1.2.2 Exemples 

Commençons par l'exemple utilisé par Brezinski [1, 2] pour montrer que les approximants 
de Padé ne sont pas toujours meilleurs que les approximants de type Padé, à condition 
qu'un bon choix des polynômes générateurs soit fait. 
Il s'agit de la série de puissances 

log(1 + t) = Ë (.-1)' ë, 
t i=Ot+1 

pour laquelle la suite 
(((k- 1)/k),(t))A:=1,2, ... 

d'approximants de type Padé 2 
, avec polynôme générateur 

k 1 
Vk(t) =II (t +-:-) 

i=l t 

converge pour tout tE [0, 1]. 
Le choix des zéros 

-1/i' i = 1, ... 'k 

des polynômes générateurs correspond au choix des fonctionnelles initialles 

L,(f) = /(-~1 ) , i = 0, ... , k -1. 
t+ 

A partir de cette série de puissances, nous considérons les exemples 1, 2, 3 et 4 qui 
suivent: 

2La suite d'approximants de Padé ([(k- l)/k],(t))A:=1,2, ... converge pour tout tE C-]- oo, -1). 
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Tableau 1.1: f(t) = log(l + t)ft, G(:r, t) = 1/(1- :rt),ca = ( -1)1/(i + 1), u;(:r) = :r1• 

t = 1/10 t = 1/2 
Exemple 1 Exemple 2 Exemple 1 Exemple 2 

n Choix A Choix B n Choix A Choix B 
0 4.6 10-2 2.4 10-2 0 1.8 w-l 1.0 10-1 
1 7.6 10-4 5.110-4 1 1.3 10-2 9.5 10-3 

2 2.4 lo-s 9.3 l0-6 2 1.7 10-3 7.8 10-4 

3 9.2 lo-s 1.5 l0-7 3 5.6 10-6 5.6 lo-s 
4 2.5 10-s 2.0 10-9 4 3.4 10-s 3.5 10-6 

5 1.3 10-9 2.4 Io-n 5 8.0 10-6 2.0 10-7 

6 1.1 10-10 1.2 10-12 6 2.7 10-6 1.0 10-s 
7 1.3 10-9 3.110-12 7 9.110-7 4.7 I0-10 
8 7.4 lo-s 7.2 10-11 8 4.0 I0-1 2.3 I0-11 

9 2.3 10-6 7.5 10-10 9 2.4 I0-6 1.1 10-10 
10 5.1 10-4 9.3 10-9 10 5.6 I0-4 2.1 w-9 

11 7.1 10-2 4.6 IQ-S Il 1.9 w-2 5.2 w-9 

12 2.3 10+0 2.5 lo-s 12 2.5 w+o 2.1 w-1 

Exemple 1 
f(t) = log(l + t)/t 
G(x, t) = 1/(1 - xt) 
ca= (-1)i/(i + 1) 
u;(x) =xi 
L;(f) =!(-th) (Choix A) 
Les approximants sont de type Padé. 

Exemple 2 
f(t) = log(1 + t)/t 
G(x, t) = 1/(1 - xt) 
Ci= (-1)1/(i + 1) 
u;(:r) =:ri 

Li(!)= f~± f(x)dx (Choix B) 

Les approximants sont de type Padé généralisés. 

Nous avons calculé, pour les exemples 1 et 2, les suites des approximants correspondants 
à plusieurs valeurs de t, et nous observons que le choix B des fonctionnelles produit 
des erreurs relatives plus petites et des résultats plus stables que le choix A, comme 
nous pouvons le constater dans le tableau 1.1, où nous montrons seulement les résultats 
correspondants à t = 1/10 et t = 1/2. 
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Tableau 1.2: f(t) = log(1 + t)ft, G(x, t) = log(1 + xt)ft, e; = 1, ui(x) =xi. 

t = 1/10 
Exemple 3 Exemple4 

n Choix A Choix B 
0 2.1 10+0 1.8 1Q+U 
1 1.6 10-1 1.4 10-1 
2 1.5 10-2 1.2 I0-2 
3 1.4 10-3 1.2 10-3 
4 1.4 10-4 1.2 10-4 
5 1.4 10-5 1.2 10-5 
6 1.4 10-6 4.110-6 

7 1.9 10-6 1.7 10-4 
8 1.2 10-4 5.3 10-3 

9 4.4 10-3 3.8 10-2 

10 1.6 10+0 5.9 10+0 

Le même phénomène ne se vérifie pas si nous assoçions à cette série une fonction généra
trice et une suite de moments différents (voir exemples 3 et 4 et le tableau 1.2). 

Exemple 3 
f(t) = log(l + t)ft 
G(x, t) = log(l + xt)ft 
e;=1 
ui(x)=xi 
Li(!)= !{-dl) (Choix A) 
Les approxirnants sont de type Padé généralisés. 

Exemple 4 
f(t) = log(l + t)ft 
G(x, t) = log(l + xt)ft 
Ci= 1 
ui(x)=xi 

-~ 
Li(!)= I_J: f(x)dx (Choix B) 

Les approxirnants sont de type Padé généralisés. 

Les mêmes essais avec la série f(t) =exp( -t) (voir exemples 5, 6, 7 et 8 et les tableaux 
1.3 et 1.4), n'ont pas révélé de différences entre les résultats correspondants aux choix A 
et B. 
Il est étonnant de remarquer comment le choix A des fonctionnelles, adapté à la série 

f(t) = log(l + t)ft, produit aussi des bons résultats dans le cas de la série f(t) =exp( -t). 
Le choix B des fonctionnelles a été complètement fait au hasard. 
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Tableau 1.3: J(t) = exp(-t),G(x,t) = 1/(1- xt),Ci = (-l)i/i!,ui(x) =xi. 

t = 1/10 t = 1/2 
Exemple 5 Exemple 6 Exemple 5 Exemple 6 

n Choix A Choix B n Choix A Choix B 
0 4.7 10-3 2.8 10-2 0 9.9 10-2 2.0 10.;;1 

1 4.7 10-3 3.7 10-3 1 9.9 10-2 8.0 10-2 

2 7.110-5 5.8 10-6 2 4.9 10-3 8.5 Io-• 
3 4.4 10-6 3.8 10-6 3 2.0 10-3 1.8 10-3 

4 1.0 10-7 4.5 10-8 4 1.9 Io-• 8.4 Io-s 
5 1.3 10-9 1.4 10-9 5 1.4 10-5 1.6 10-5 

6 4.610-n 6.110-n 6 2.2 10-6 1.3 10-6 

7 4.0 10-10 3.3 10-10 7 1.1 10-8 5.4 10-8 

8 3.8 10-10 5.7 10-10 8 1.2 10-8 1.6 10-8 

9 4.7 10-8 2.0 10-7 9 6.7 lo-s 3.9 10-7 

10 5.6 10-7 3.110-7 10 7.8 10-7 1.9 10-8 

11 4.2 10-7 1.8 10-5 11 4.6 10-5 4.7 10-5 

12 1.4 10-5 2.3 10-4 12 3.8 1o-• 1.0 10-3 

13 9.9 10-5 1.3 10-3 13 4.9 10-3 3.7 10-2 

14 8.5 10-4 1.2 10-1 14 1.9 10-1 8.4 10-1 

15 5.6 10-2 5.5 10-1 15 9.9 10-1 7.6 10-1 

Exemple 5 
f(t) = exp(-t) 
G(x, t) = 1/(1 - xt) 
Ci= (-l)i/i! 
ui(x)=xi 
Lï(/) =/(-th) (Choix A) 
Les approximants sont de type Padé. 

Exemple 6 
f(t) =exp( -t) 
G(x, t) = 1/(1 - xt) 
Ci= (-l)i/i! 
Ui(x)=xi 

-~ 
Li(!)= I_:f: f(x)dx (Choix B) 

Les approximants sont de type Padé généralisés. 
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Tableau 1.4: f(t) = exp(-t),G(x,t) = exp(-xt),Cï = 1,u,(x) =x'. 

t = 1/10 
Exemple 7 Exemple 8 

n Choix A Choix B 
0 2.2 10-l 1.9 10-l 
1 1.7 10-2 1.4 10-2 

2 7.5 10-4 6.3 10-4 

3 2.4 10-5 2.0 10-5 

4 5.6 10-7 4.8 10-7 

5 1.110-8 1.2 10-8 

6 7.3 10-8 9.7 10-8 

7 8.7 10-6 5.2 10-6 

8 7.9 10-4 2.6 10-3 

9 3.4 10-2 3.0 10-1 

10 1.8 10-1 4.0 10+1 

Exemple 7 
f(t) =exp( -t) 
G(x, t) =exp( -xt) 
Ci= 1 
u,(x) =x' 
L,(J) = f(- Î!t) (Choix A) 
Les approximants sont de type Padé généralisés. 

Exemple 8 
f(t) =exp( -t) 
G(x,t) = exp(-xt) 
Ci= 1 
ui(x)=x' 

-....4 
L,(J) = LJ: f(x )dx (Choix B) 

Les approximants sont de type Padé généralisés. 

Ces résultats ont été obtenus avec le programme GENPADETYPE, donné dans l'annexe 
A, et le logiciel MacFortran/020, dans un Macintosh II. 

Nous rappelons que les calculs sont faits en double précision, c'est-à-dire avec 16 chiffres. 
Cependant, les tableaux précédents montrent que l'effet cumulatif des erreurs d'arrondi 
entache rapidement les résultats. En effet, les erreurs commençent par décroître, mais à 
partir d'un certain moment elles croissent. Or, nous savons qu'au moins les approximants 
de l'exemple 1 convergent vers la série. 
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1.3 Calcul en utilisant les relations de récurrence de 
la biorthogonalité 

Nous commençons par introduire quelques notations. 
Soit E un espace vectoriel de dimension infinie. 
Soit {xi}i une suite d'éléments de E, telle que V'j,n,{x;, ... ,X;+n} sont linéairement 

indépendants. 
Soit {Li}i une suite de fonctionnelles linéaires de E*, l'espace dual de E, telle que V'i,j, n: 

D(i,j)
n+l- =F o. 

Soit f E E et L E E*. Définissons les déterminants suivants: 

Li( x;) Lï(X;+n) 

N(i,i)-
n+l - Li+n-1 (x;) Li+n-1 (x;+n) 

x· J Xj+n 

Li( x;) Li+n(x;) 
N,(i,j) -

n+l- Li{Xj+n-d Li+n{Xj+n-1) 
Li Li+n 

0 L(x;) L(X;+n) 

N(i,;)(i f)- Li{!) Li( x;) Li{Xj+n) 
n+2 ' -

A partir de ces déterminants, définissons: 

avec les conditions initialles 

x<i,i) = N(i,i)/D(i,i) 
n n+1 n 

L(i.i) _ N,(i.i)/D(i,i) 
n - n+1 n+1 

K(i.i)(L f) - -N(i,i)(L f)/D(i.i) 
n ' - n+2 ' n+1 

..,(i,j) -x. 
"'0 - J 

L~i.i) = Li/ Li( x;) 

K~ii>(L,!) = 0 

(1.11) 

. (1.12) 

(1.13) 

{1.14) 

(1.15) 

(1.16) 
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Si nous comparons les expressions de (n)J(t) et de K~iJ)(L,!) comme rapport de deux 
déterminants, nous obtenons: 

en supposant par exemple, que E est l'espace vectoriel des fonctions complexes de la 
variable complexe, et que Xi= ui(x). 
En appliquant les identités de Sylvester et de Schweins aux déterminants définis ci

dessus, et en utilisant quelques résultats de la théorie de la biorthogonalité, Brezinski [3] 
a obtenu plusieurs relations de récurrence entre des éléments adjacents. Nous utiliserons 
les relations suivantes avec les conditions initialles 1.14, 1.15 et 1.16, pour calculer (n )J(t) : 

K~i,i)(L,!) -

L~·i>(J) 

K!~}(L,!) + L~J>(J)L(x~J>) 
L~:!:.i> (1)-L~:!l (!) 

L(•+1J)( ) L(•,J)( ) 
n-1 Zj+n - n-1 Xj+n 

( . . ) L ( (i,H1)) (' ') L( t,3+1 ) _ i+n-1 zn-1 L( t 13 ) 
- Xn-1 L· ( (•,Jl) Xn-1 • 

•+n-1 zn-1 

1.3.1 Implémentation 

Nous voulons calculer une suite 
( ( k )J( t) )k=0,1, ... 

(K) 
(L) 

(X) 

d'approximants de type Padé généralisés, à partir des relations de récurrence (X), (L) et 
(K) et des conditions initialles (1.14), (1.15) et (1.16) de la section précédente. 
Considérons le problème plus général consistant à calculer la suite 

(/(~i,j)(c, G(x, t)))k=0,1, ... 

avec les indices i et j fixés et x; = u;(x), puisque les raisonnements à appliquer sont 
exactement les mêmes. 
Ce problème se réduit au problème consistant à calculer les suites 

(L (i,i) (G)) t ( ( (i,i) )) k k=0,1, ... e c xk k=0,1, ... 

avec les indices i et j fixés et x;= u;(x). 
Commençons par traiter la première suite. 
Le calcul de 

(iJ) 
(Lk (G))A:=0,1, ... ,n 

à partir de la relation (1), exige le calcul des éléments de la figure 1.1, que nous disposons 
dans n + 1 tableaux correspondants aux différentes valeurs de k. 
Les éléments du premier tableau sont des conditions initialles de la relation (L), puisque k 

vaut 0, et sont calculés à partir de l'égalité (1.15). Chaque élément de chacun des tableaux 
restants est calculé à partir de quatre éléments du tableau précédent, en appliquant la 
relation (L) (voir figure 1.2). 
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Figure 1.1: Tableaux L 

Tableau L1 

Tableau L1 

L}:11(G) 
L~~{> {x H1) 

L (i,j) ( ) 
1-1 Xj+n 

Tableau L1+1 

L}'·'1(G) 
L (i,j)( ) 

1 Xj+l+l 

! 

Lg+n"1(G) 
L~i+n,j) {X j+t) 

L(i+n,j){ . ) 
0 Xj+n 

(n+2-l)2 
L~'+n-'+l"J(G) 1-1 

L(i+n-l+I,j)(x. ) 
1-1 J+1 

L(i+n-l+I,j)( . ) 
1-1 x,+n 

(n+l-1)2 

L(i+n-l,j) ( . ) 
1 x,+n 

Tableau Ln+1 12 
Lk·')(G) 

Figure 1.2: Calcul du tableau L1+1 à partir du tableau Lz 

L1~-~·+1m,J,(G) L,~_1•+1m+t"J(G) 
-+ 1 L,<•+m")(G) 1 

L(i+m,j){ . ) L(i+m+IJ)( ) . . 
1-1 x,+1 l-1 Xj+1 

l = 1, ... , n, rn= 0, 1, ... , n -1 ,p = l + 1, ... , n , i et j fixés. 

17 
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Nous remarquons que chaque tableau a une ligne et une colonne de moins que le tableau 
précédent. 
Supposons maintenant que l'on veuille poursuivre les calculs, c'est-à-dire qu'après avoir 

calculé (L~i,j)(G))k=O,l, ... ,n, nous voulions calculer L~il(G). Ceci correspond à ajouter une 
nouvelle ligne et une nouvelle colonne à chacun des n + 1 tableaux de la figure 1.1, plus le 
tableau Ln+2 constitué par l'élément L~il(G). Nous commençons par calculer ]a nouvelle 
ligne et la nouvelle colonne du tableau L1 , ce que nous appelons les nouvelles conditions 
initialles. La nouvelle ligne et la nouvelle colonne de chacun des tableaux restants sont 
calculées à partir de la deuxième et la dernière lignes et des deux dernières colonnes du 
tableau précédent, auquel nous avions déjà ajouté les nouveaux éléments. Donc, pour 
calculer L~il ( G) nous n'avons besoin que des éléments situés dans la deuxième ligne et 
la dernière colonne des tableaux 11 , ••• ,Ln+l· 
La méthode la plus simple de programmer la relation (L) est de garder dans la mémoire 

les éléments L ~i,j) (-), au fur et à mesure qu'ils sont calculés. Ceci correspond dans le 
calcul de L~J) ( G) à garder les 

éléments de la figure 1.1. Ce calcul peut être fait en Mathematica (voir Wolfram [13]) à 
partir des fonctions suivantes: 

l[i_,j_, 0, body_, var_] := l[i,j, 0, body, var]= 
Expand[initialf[i, body, var]/initialf[i, u[j, var], var]] 

l[i_,j_,n_,body _,var -J :=l[i,j ,n,body, var)= 
Expand[(l[i+ 1J,n-1 ,body,·var]-

l[iJ,n-1 ,body, var])/ 
(l[i+ 1 J,n-1 ,u[j+n,var),var)-
1 [iJ ,n-1 ,u[j +n ,var], var])] 

en appelant l[i,j, n, g[x, t], x]. 
Nous pouvons pr~ndre, par exemple 

et 

u[j_, var-]:= u[j, var]= var 1\ j 

initialf[i..., body_, var-] := initialf[i, body, var]= 

Function[var, body][-If(i + 1 )] 

comme définitions de u; et de Li. 
Ce type de définitions Mathematica garde automatiquement dans la mémoire les éléments 

qu'elle calcule, ce que évite de devoir recalculer des éléments intermédiaires (voir Wolfram 
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Figure 1.3: Tableau L de la méthode 1 

'E bl L a eau (n+1)2 
L~·;>(G) L('+loJJ(G) n-1 ... L1'+n-1,JJ(G) L~•+n.J 1 ( G) 
(") L0'.J (x;+1) L(i+tJ)( ) 

0 Xj+l ... L(i+n-1,j)( . ) o x,+l L(i+n,j)( . ) o x,+l 
(") L~i+1,;)(x;+2) L(i+n-1,j)( . ) L(i+n,j)( ) L1'..7 (x;+2) ... 1 x,+2 0 Xj+2 . . . . . . . . . . . . . . . 

(i,j) 
Ln-2(x;+n-1) 

(i+l,j) 
Ln-2 (X;+n-1) ... L{i+n-1,j)( . ) 1 x,+n-1 L(i+nJ)( ) 

0 Xj+n-1 
(iJ) 

Ln-1 (X;+n) L(i+1,;)(x · ) n-1 J+n ... L(i+n-1J)( . ) 1 x,+n L(i+nJ)( . ) o XJ+n 

(13, pages 202-203]). Ainsi, quand nous appelons l[i,j, n, g[x, t], x] tous les éléments de 
la figure 1.1 sont calculés et gardés dans la mémoire. Si après, nous appelons l[i,j, n + 
1, g[x, t], x] ces mêmes éléments-là demeurent disponibles et ne sont pas recalculés, alors 
que la ligne et colonne d'éléments à ajouter à chaque tableau, plus le nouveau tableau 
vont être calculés et gardés dans la mémoire. 

1.3.1.1 Economie de l'espace mémoire 

Supposons maintenant que l'on désire réduire l'encombrement mémoire. 
Dans l'application de la relation (L) (voir figure 1.2), lorsque l'élément L~i+mJ)(G) 

(L~i+m,j)(X;+p)) est calculé, l'élément Lf~im,j)(G) (L~~im,j)(X;+p)) n'est plus nécessaire 
dans la suite des calculs. Donc, Lfi+m,j)(G) (Lfi+mJ)(X;+p)) peut, après avoir été calculé, 
être gardé dans la place de Lf~'im,j)(G (Lf~im,j)(x;+p)). 
En appliquant ce procédé, c'est-à-dire n faisant ce changement de place après le calcul 

de chaque élément, nous pouvons calcule (L~i,j)(G))k=o,1 , ... ,n, en ne gardant ·que 

éléments, plus un élément temporaire. 
Nous considérons deux méthodes distinctes qui utilisent cette technique de remplacement. 

Méthode 1: Nous commençons par calculer les (n+1)2 conditions initialles du tableau L1 • 

Ensuite, chaque élément du tableau L2, après avoir été calculé, remplace un élément du 
tableau L1 et ainsi de suite pour les autres tableaux. En réalité, nous utilisons un seul 
et unique tableau de dimension fixe n + 1, que nous appelerons tableau L, où vont être 
superposés les tableaux L1 , ... ,Ln+l· A la fin du calcul, le tableau L contient les éléments 
de la figure 1.3. 
Malheureusement cette méthode simple souffre d'un inconvénient majeur: si après avoir 

calculé L~J) ( G), nous voulons calculer L~,11 ( G) nous devons recommencer tous les calculs 
dès le début, en considérant un tableau L de dimension n + 2. 
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Méthode 2: Au lieu de partir d'un tableau de taille fixée à priori, nous considérons un 
seul tableau L, qui a initialement comme dimension 1 x 1, et qui augmente d'une ligne et 
d'une colonne à chaque étape. 
Cette méthode est constituée par deux procédés itératifs emboîtés. A la fin de l'itération 

d'ordre 1, (l = 1, 2, ... ), nous aboutissons au calcul de l'élément Lf~{>(G). Dans la sous
itération d'ordre m de l'itération l, (m = 1, 2, ... , 1), nous calculons certains éléments du 
tableau Lm, qui vont être nécessaires au calcul de Lf~{>(G). 
Voyons en détailles trois premières itérations, pour pouvoir mieux comprendre la procé

dure employée. 
Dans les figures qui suivent les tableaux reliés par des flèches sont destinés uniquement 

à aider le lecteur à mieux suivre les explications relatives à chaque itération. Dans la 
pratique, nous travaillons uniquement avec le tableau L. 

Itération 1 

Sous-itération 1 

Calcul de la condition initialle L~i,j) ( G), qui initie le tableau L. 

Tableau L (sous-iter 1) 

Lg'3>(G) 

Itération 2 

Nous voulons calculer L~i,j)(G). Or, selon la relation (L), L~i,j)(G) est calculé à partir 
des éléments L(i,j)(G) L(i+l,j)(G) L(i,j)(x · ) et L(i+1,j)(x · ) dont le premier à déià été 

0 ' 0 ' 0 J+l 0 J+1 ' ~ 
calculé et gardé dans 1 'itération 1. 

LgJJ(G) Lg+I.iJ(G) 
L~i,j)(x;+1 ) Lg+I.j)(x;+I) 

Sous-itération 1 

Les trois nouvelles conditions initialles sont calculées et placées dans le tableau L, occu
pant une nouvelle ligne et une nouvelle colonne du tableau. 

Tableau L (aoua-iter 1) 

Lg·JJ ( G) Lg+~.J J ( G) 
LgJ>(x;+I) Lg+IJ)(x;+I) 

Sous-itération 2 

L~i,j)( G) est calculé à partir des quatre éléments du tableau L, ensuite il est gardé dans 
la place de l'élément L~iJ)(G). 
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Tableau L (•ous-iter 2) 

L~'"' 1 (G) Lg+~.n(G) 
L~iJ)(x;+t) L~i+IJ)(xj+t) 

Itération 3 

Nous voulons calculer L~iJ)(G). Or, selon la relation (L), L~iJ)(G) est calculé à partir 
des éléments L1iJ)(G), L1i+IJ)( G), L1iJ)(xH2) et L1i+IJ)(Xj+2), dont le premier à déjà été 
calculé et gardé dans l'itération 2. Il reste à calculer les autres. 
L1i+1J)(G) est calculé à partir des éléments Lg+lJ)(G), L~i+lJ)(xH1 ), Lg+2J)(G) et 

L~i+2J)(xH1 ), dont les deux premiers ont déjà été calculés et gardés dans l'itération 2. 
L1iJ)(xH2) est calculé à partir des éléments L~iJ)(xj+1 ), Lg+lJ)(xH1), LgJ>(x;+2) et 
L~i+IJ)(xH2 ), dont les deux premiers ont déjà été calculés et gardés dans l'itération 2. 
Et finalement L~i+I,j)(x;+2) est calculé à partir des éléments L~i+I,j)(xHt), Lg+2J)(xH1), 

L~i+l,j)(xH2 ) et L~'+2,;)(xj+2 ), dont le premier à déjà été calculé et gardé dans l'itération 2. 

x 
L~i,j)(x;+I) 

L~i,j)(Xj+2) 

L1'"'1( G) L1'+1''1( G) 
L1i,j)(x;+2) L~i+t,;)(x;+2) 

Remarque: Dans le premier tableau une croix a été mise à la place de l'élément Lg.;>(G), qui 
n'est plus nécéssaire. 

Sous-itération 1 

Les cinq nouvelles conditions initialles sont calculées et placées dans le tableau L, occu
pant une nouvelle ligne et une nouvelle colonne du tableau. 

Tableau L {.ous-iter 1) 

Sous-itération 2 

L1iJ)(x;+2), L1i+IJ)(G) et L1i+l,j)(xH2) sont calculés à partir des éléments déjà cités et 
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qui se trouvent tous dans le tableau L. Chacun des éléments L~i,j)(x;+2), L~i+t,j)( G) et 
L1i+IJ)(x;+2) après avoir été calculé, est gardé dans la place de L~iJ>(x;+2), L~i+IJ)( G) et 
L~i+IJ)(x;+2) respectivement. 

Tableau L (soua-iter 2) 

Sous-itération 3 

L~iJ)(G) est calculé à partir des quatre éléments déjà cités et qui se trouvent tous dans 
le tableau L, ensuite il est gardé dans la place de L1i,j)( G). 

Tableau L (soua-iter 3) 
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Si nous continuons jusqu'à l'itération n + 1, nous aboutirons au calcul de L~J>(G), et 
le tableau L, qui en ce moment aura comme dimension ( n + 1 )2 , contiendra les mêmes 
éléments que le tableau L de la méthode 1 à la fin de la même itération (voir figure 1.3). 
Mais, avec la méthode 2, il est possible de poursuivre les calculs sans revenir en arrière. Il 
suffit d'ajouter au tableau L les conditions initialles correspondantes à l'itération n + 2, et 
d'effectuer les n + 1 sous-itérations restantes comme nous venons de l'expliquer. Voyons 
en termes plus précis le déroulement du calcul de L~tl(G). 

Itération n ± 2 

Sous-itération 1 

Calcul des nouvelles conditions initialles qui vont occuper une nouvelle ligne et une 
nouvelle colonne du tableau L. 

'r bl a eau L( "t 1) SOUS-1 er (n+2)2 

L~·;>(G) L~~:·'J(G) ... Lg+n,JJ(G) Lg+n+IJJ ( G) 
L~ï,;)( x ;+1) L(i+IJ)( 0 ) o x,+l ... L(i+nJ)( 0 ) o x,+l L(i+n+lJ)( } 

0 Xj+J 
L~i,j)(x;+2) L~i+1 ,j)(Xj+2) ... L(i+nJ)( ) 

0 Xj+2 L(i+n+l.j){ ) 
0 Xj+2 

. : . . . . 
L(ï,;)( ) 

n-2 Xj+n-1 L(i+1,;)( ) 
n-2 Xj+n-1 ... L(i+n,j\x 0 ) 

0 J+n-1 
L(i+n+l,j){ 0 } 

0 XJ+n-1 
L(ï,;)( ) n-1 Xj+n L(i+l,j)(x 0 ) 

n-1 J+n ... L(i+nJ)( 0 ) 

0 XJ+n L(i+n+l.j){ 0 } 

0 XJ+n 
L(ï,;)( ) 

0 Xj+n+1 L(i+1,j)(x 0 ) 

0 J+n+1 ... L(i+n,j)(x 0 ) 

0 J+n+1 
L ( i+n+l,j) ( 0 ) 

0 XJ+n+1 

Sous-itération m + 1 (m = 1, · · ·, n + 1) 

A la fin de la sous-itération m, le tableau L contient les éléments de la figure 1.4. 
Dans la sous-itération m + 1 nous faisons les calculs suivants, effectués avec les éléments 

du tableau L. 
Avec les éléments qui occupent les lignes d'ordres m + 1 et n + 2, de la colonne 1 jusqu'à 

la colonne n - m + 2, nous calculons les éléments L!!·i>(xi+n+I), L!!+lJ)(Xi+n+t) , .•• , 

L!!+n-mJ) (x i+n+ 1 ) , qui vont être gardés à la place des éléments L~'~1 (x i+n+ 1 ) , 
(i+lJ) Lm-1 (Xj+n+t} , .•• , 

L~:;-mJ)(x;+n+1 }, respectivement. 
Avec les éléments qui occupent les colonnes d'ordres n- m + 2 et n- m + 3 de la 

ligne 1 et des lignes m + 1 jusqu'à n + 2, nous calculons les éléments L!!+n-m+IJ)(G), 

L!!+n-m+IJ)(xi+m+l) , .•• , L!!+n-m+lJ)(xi+n+t), qui vont être gardés dans la place des élé-

L (i+n-m+1J)(G) L(i+n-m+1,j)( ) L(i+n-m+tJ)( ) t• ments m-1 , m-1 Xj+m+l , ... , m-1 Xj+n+l , respec IVement. 
Après ceci le tableau L contient les éléments de la figure 1.5. 
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Figure 1.4: Tableau L (itération n + 2- sous-itération m) 

1 2 ... n-m+2 n-m+3 
1 L~J>(G) L<'+l.JJ(G) n-1 

... L{a+n m+1.J}(G) 
m-1 

L(a+n m+2,j){G) 
m-1 

2 Lg.;>(Xj+1) L(i+lJ)( ) 0 Xj+J ... L ( i+n-m+l .j) ( ) 
0 Xj+I 

L (i+n-m+2J) ( . ) 
0 XJ+t 

3 L~i,j)(x;+2) L~i+1,j) (x i+2) ... L(i+n-m+I.j)( . ) 
1 XJ+2 

L (i+n-m+2,j) ( . ) 
1 XJ+2 

: : : : . . . . : 

m+1 L(i,i) ( ) 
m-1 Xj+m 

(i+I.j) 
Lm-1 (x;+m) ... L(i+n-m+l,j)( . ) 

m-1 x,+m L(i+n-m+2J)( . ) 
m-1 XJ+m 

m+2 L~J>(xj+m+I) L~+l,j){Xj+m+I) ... L (i+n-m+l.j) ( ) 
m-1 Xj+m+1 

L (i+n-m+2J) ( ) 
m-1 Xj+m+l 

: : . : . . . . . . 
n+1 L(i,i)( ) 

n-1 Xj+n L(i+1,j)(x· ) 
n-1 J+n 

... L(i+n-m+l,j)( . ) 
m-1 x,+n 

L (i+n-m+2,j) ( . ) 
m-1 x,+n 

n+2 L(i,i) ( ) 
m-1 Xj+n+1 

L(i+t.i)( ) 
m-1 Xj+n+1 ... L (i+n-m+l,j) ( ) 

m-1 Xj+n+1 
L(i+n-m+2,j) ( . ) 

m-1 XJ+n+l 

n-m+4 ... n n+1 n+2 
L (t+n-m+3,j} (G) 

m-2 
... L~•+n 1,J} (G) L~ •+n,J) (G) Lg+n+l,j) (G) 

L ( i+n-m+3,j) ( . ) 
0 XJ+1 ... L (i+n-1,j) ( . ) 

0 XJ+1 
L(i+nJ)( ) 

0 Xj+J L (i+n+IJ) ( . ) 
0 XJ+l 

L ( i+n-m+3,j) ( . ) 
1 XJ+2 ... L (i+n-1,j) ( . ) 

1 XJ+2 L~i+n,j) (x i+2) L(i+n+I,j)( ) 
0 Xj+2 . . 

: : : . 
L ( i+n-m+3,j) ( . ) 

m-2 XJ+m ... L(i+n-1,j)( . ) 
2 x,+m L(i+n.j)( . ) 

1 XJ+m 
L(i+n+IJ)( . ) 

0 x,+m 
L(i+n-m+3,j)( ) 

m-2 Xj+m+1 ... L (i+n-1J) ( . ) 
2 XJ+m+l 

L(i+n,j)(x · ) 
1 J+m+1 

L(i+n+I,j)( . ) 
0 XJ+m+I . . 

: . . . : . . 
L (i+n-m+3J) ( . ) 

m-2 XJ+n ... L(i+n-1J)( . ) 
2 x,+n L(i+nJ)( . ) 

1 XJ+n L(i+n+IJ)( . ) o XJ+n 
L (i+n-m+3,j) ( ·. ) 

m-2 x,+n+l ... L(i+n-1J)( ) 
2 Xj+n+l L(i+nJ)( ) 

1 Xj+n+l L(i+n+IJ)( ) 
0 Xj+n+I 
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1 

2 
3 

Figure 1.5: Tableau L (itération n + 2- sous-itération m + 1) 

1 2 n-m+1 
L!!+n-m,j) (G) 

L
(i+n-m,j) {, ) 
0 \Xj+t 

L
(i+n-m,j) {, . \ 
1 \XJ+2/ 

n-m+2 
L(•+n-m+lJ)(f:ll 

m-1 \'-') 

L
(i+n-m+l,j) 1 ) 
0 \Xj+1 

L
(i+n-m+l,j) ( \ 
0 ..Xi+2J 
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m+l L~·~)1 (Xj+m) L~!;•j)(Xj+m) L
{i+n-m+l,j) ( . ) · 
m-1 \XJ+m 

m+2 L!!•j)(Xj+m+I) L~+l,j)(Xj+m+t) L
( i+n-m+I ,j) 1 . ) 
m-1 \XJ+m+1 

L~+n-m,j) (x j+n) L {i+n-m+l,j) ( . ) 
m-1 XJ+n 

L (i+n-m,j)lx. ) 
m \: J+n+l L

{i+n-m+t,j) 1 . ) 
m-1 \XJ+n+l 

n-m+3 n n+l n+2 
L~!~-m+2,J J ( G) L~•+n 1,''(G) L~•+n,JJ ( G) Lg+n+1.JJ ( G) 

L
(i+n-m+2,j) ( ) 
0 Xj+t L (i+n-l,j)( . ) 

0 XJ+l L ( i+n,j) ( . ) 
0 XJ+l L (i+n+I,j)( ) 

0 Xj+l 

L i+n-m+2,j) ( . ) 
1 XJ+2 L (i+n-1,j)( . ) 

1 XJ+2 L~i+n,j) (X j+2) L (i+n+l,j)( . ) 
0 XJ+2 

L
(i+n-m+2,j) ( . ) 
m-2 XJ+m L (i+n+l,j)( . ) 

0 XJ+m 

L (i+n-m+2,j)( . ) 
m-2 XJ+m+1 L (i+n+l,j)( ) 

0 Xj+m+l 

L
(i+n-m+2,j) ( . ) 
m-2 XJ+n L

(i+n-l,j) ( . ) 
2 XJ+n L( i+n,j) ( . ) 

1 XJ+n 
. L(i+n+l,j)( . ) 

0 XJ+n 

L
(i+n-m+2,j) ( . ) 
m-2 XJ+n+l L (i+n-l,j)( ) 

2 Xj+n+t L (i+n,j)( ) 
1 Xj+n+I L (i+n+I,j)( ) 

0 Xj+n+1 
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Le calcul de la suite 
( ( (i,j))) 
c xk k=0,1, ... 

est fait en appliquant les mêmes techniques employées dans le calcul de la suite 
(L~iJ) ( G) )k=o,1, ... , bien que les éléments des tableaux et la relation de récurrence à appliquer 
ne soient pas les mêmes dans les deux cas. 
Le calcul de 

(iJ) 
(c(xk ))k=0,1, ••. ,n 

à partir de la relation (X) exige le calcul des éléments de la figure 1.6, que nous disposons 
dans n + 1 tableaux correspondants aux différentes valeurs de k. 
Voyons comment ces tableaux sont calculés. 
Nous commençons par le calcul, à partir de l'égalité (1.14), des conditions initialles de 

la relation (X) qui sont présentes dans le premier tableau. C'est-à-dire, nous faisons: 

(iJ+m) 0 1 x0 = x j+m , m = , , ... , n. 

Après cela, les lignes du tableau X1 s'obtiennent en appliquant à ces éléments les fonc
tionnelles c, Li, ... , Li+n-1 , respectivement. 
Le calcul de chaque élément de chacun des tableaux restants est fait à partir de quatre 

éléments du tableau précédent en utilisant la relation (X) (voir figure 1. 7). 
Avec les figures 1.6 et 1. 7 il ne sera pas difficile au lecteur de reprendre ce qui a été 

écrit pour la suite (L~i,j)(G))k=o,1 , ... et de l'appliquer à la suite (c(x~i,j)))k=o,1 , ...• Il suffit 
de remplacer dans le texte et dans les tableaux les éléments d'une suite par les éléments 
correspondants de l'autre suite. Tous les problèmes posés et les raisonnements à appliquer 
demeurent valables. 

1.3.1.2 Economie du nombre de calculs 

Après avoir résolu le problème d'encombrement de mémoire posé par le calcul de ces 
suites, il est conseillé d'économiser le nombre de calculs à effectuer. 
Remarquons que c'est le calcul des tableaux X1 et L1 qui risque de coûter plus cher parce 

qu'il s'agit d'évaluer des fonctionnelles qui peuvent avoir une expression trés compliquée. 
Les tableaux restants sont obtenus en appliquant les relations (L) ou (X); on n'évalue plus 
de fonctionnelles les calculs sont réduits aux quatre opérations arithmétiques. 
Reprenons ici les tableaux X1 et L1 des figures 1.1 et 1.6, après avoir remplacé les 

conditions initialles des relations (X) et (L), par leurs expressions données par les égalités 
(1.14) et (1.15). 

Tableau X1 (n+t)2 
c(xj) c(Xj+t) c(xj+2) ... c(Xj+n) 
Lï(x;) Lï(Xj+1) Lï(X;+2) ... Li(Xj+n) 

Lï+t(Xj) Lï+t(Xj+1) Li+1(x;+2) ... Lï+t(Xj+n) 
. . . . . . . . . . . . . . . 

Li+n-1 (x;) Li+n-1 (X j+I) Li+n-1 (xj+2) ... Li+n-1 (Xj+n) 
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Figure 1.6: Tableaux X 

Tableau X1 

c(xg"1) 

Lï(X~i,j)) 

L ( (i,j)) 
i+n-1 Xo 

Tableau X, 

c(x~•.)J) 
l-l 

L ( (i,j)) 
i+l-1 X1-1 

L ( (i,j)) 
i+n-1 xl-1 

Tableau Xl+ 1 

c( x}•,j)) 

Li+l( x~i,j)) 

L ( (i,j)) 
i+n-1 Xl 

! 

(n+I)2 

L . (x(i,j+nh 
a+n-1 0 } 

(n+2-l)2 

( .~•.J+n-1+1)) c Xz-1 

L ( (i,j+n-1+1)) 
i+l-I X1-1 

L . ( (i,j+n-l+I)) 
•+n-1 x,_l 

{n+1-ll2 

c( x}'·J+n-1)) 

L ( (i,j+n-1)) 
i+l x, 

L . ( ( i,j+n-1)) 
•+n-1 Xl 

Tableau Xn+I 12 

c(x~")) 

Fi.gure 1.7: Calcul du tableau X,+l à partir du tableau X, 

L . (x·~•,J+m)) L· (x·~•.J+m+I)) 
•+P l-1 •+P l-1 

L ( (i,j+m)) L ( (iJ+m+l)) 
i+l-1 x 1_ 1 i+l-1 x 1...:1 

l = 1, ... , n, m = 0, 1, ... , n -1 ,p = l, ... , n- 1 , i et j fixés. 
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i 
L;(z,) 

L;(Zjtl) 
L;(z,) 

L;(Zjt2) 
L;(ZJ) 

i 1 

Litl(Zj) 
Litl(Zitl) 
Litl(ZJ) 

Litl (ZH2) 
L;+J(ZJ) 

ApProximants de type Padé généralisés 

i 2 

L;+2(ZJ) 
Lit2(Zitl) 
L;t2(z,) 

Lit2(Zjt2) 
Lit2(ZJ) 

' n 
Litn(Zj) 

L;tn(Zjtl) 
Litn(ZJ) 

Litn(Zjt2) 
Litn(ZJ) 

Dans chaque étape de la méthode 2, nous calculons une ligne et une colonne de chacun 
de ces tableaux. Faisons spécialement attention à la façon dont ces éléments sont calculés 
parce que, d'une part, nous voulons garder un minimum de calculs intermédiaires et, 
d'autre part, nous ne devons jamais répéter le calcul d'un élément Xj+p, ou de c{xj+,), ou 
de Li+m{G), ou de Li+m{Xj+p)· 
Reprenons les tableaux X et L de la méthode 2, où nous n'allons représenter que les 

éléments correspondants à la sous-itération 1 de chaque itération , les autres éléments 
étant représentés par une croix. 
Commençons par suivre les deux premières itérations pour que nous puissions mieux 

comprendre la procédure employée. 

Itération 1 

Sous-itération 1 

x3 est calculé et gardé dans la mémoire. c(x3) est calculé et placé dans le tableau X. 

Tableau X 

1 c(x3) 

Lï(Xj) est calculé, gardé dans la mémoire et placé dans le tableau X. Nous commençons 
déjà à construire les conditions initialles de l'itération 2, nous verrons plus tard la raison 
de cela. 

Tableau X 

c(x3) 

Lï(G)/ Lï(Xj) est calculé et placé dans le tableau L. 

Tableau L 

1m1 

Itération 2 

Sous-itération 1 



1.3. Calcul en utilisant les relations de récurrence de la biorthogonalité 29 

Xj+t est calculé et gardé dans la mémoire. c(x;+t) est calculé et placé dans le tableau X. 

Tableau X 

Lï(X;+t) est calculé, gardé temporairement dans la mémoire et placé dans le tableau X. 
Les conditions initialles correspondantes à l'itération 2 sont complètes. 

Tableau X 

x 

Lï(X;+1)/Lï(x;) est calculé et placé dans le tableau L. 

Tableau L 

x 
L;(:ri+l) 
L;(:rt) 

Li+ 1 (x;) est calculé et gardé dans la mémoire. Li+ 1 ( G) /Li+ 1 (x;) est calculé et placé dans 
le tableau L. 

Tableau L 

La+1(x;) est placé dans le tableau X. Nous commençons déjà à construire les conditions 
initialles de 1 'itération 3. 

Tableau X 

x c(x;+1) 
Lï(x;) Lï(X;+1) 

Li+l (x;} 

Li+t(x;+1 ) est calculé et gardé temporairement dans la mémoire. La+1(x;+1 )/Li+t(x;) 
est calculé et placé dans le tableau L. 

Thbleau L 

Lï+l (x ;+1) est placé dans le tableau X. 
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Tableau X 

x c(x;+t) 
Li( x;) Li(x;+t) 

Li+t(x;) Li+t(Xj+t) 

Supposons que nous ayons terminé l'itération n + 1. Les tableaux X et L ont l'aspect 
suivant: 

T. bl x a eau (n+2)x{n+l}_ 
x ... x c{Xj+n) 
x ... x Li(Xj+n) 
. . . . 
: : . : . 
x ... x Li+n-1 (x;+n) 

Li+n(x;) ... Li+n (Xj+n-1) Li+n(Xj+n) 

T. bl L a eau (n+1)2 

x ... x ~i+n{GJ 
L;+n(Xi) 

x ... x Li+n(Xi+d 
L;+n(X 0) 

: : : : . . . 
x ... x !-i±n\X,t+n] 

Li+n_ixil_ 

En ce moment, nous av<?ns gardé dans la mémoire les éléments x;, x i+l, . •. , x i+n' 
Li(x; ), Li+t (x;), ... , Li+n(x; ), qui vont être tous nécessaires dans les itérations suivantes. 

Itération n t 2 

Sous-itération 1 

1m Partie: Une I)ouvelle colonne du tableau X et une nouvelle ligne du tableau L sont 
calculées simultanément. 

• Xj+n+l est calculé et gardé dans la mémoire. 

• c(xi+n+I) est calculé et placé dans le tableau X. 

• Pour m = 0 jusqu'à n 

- Li+m(x;+n+I) est calculé, gardé temporairement dans la mémoire, et placé dans 
le tableau X. 

- Li+m(Xi+n+t )/ Li+m(x;) est calculé et placé dans le tableau L. 
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En ce moment les tableaux X et L ont comme dimension (n + 2)2 et (n + 2) x (n + 1) 
respectivement. Nous remarquons que, pour les besoins de la méthode 2, le tableau X est 
déjà complet. 

2Œ Partie : Une nouvelle colonne du tableau L et une nouvelle ligne du tableau X sont 
calculées simultanément. 

• Li+n+l (x;) est calculé et gardé dans la mémoire. 

• Li+n+l ( G) / Lï+n+l (x;) est calculé et placé dans le tableau L. 

• Li+n+l (x;) est placé dans le tableau X. 

• Pour m = 1 jusqu'à n + 1 

- Li+n+l (x;+m) est calculé et gardé temporairement dans la mémoire. 

- Li+n+l (x j+m) / Li+n+l (x;) est calculé et placé dans le tableau L. 

- Li+n+l (x j+m) est placé dans le tableau X. 

Maintenant nous comprenons la raison pour laquelle nous avons calculé une ligne du 
tableau X qui correspond à l'itération suivante. Si nous n'avions pas gardé ces éléments 
dans le tableau X, nous aurions été obligés soit de les retenir temporairement dans la 
mémoire jusqu'à la prochaine itération, soit de les recalculer. Comme cette dernière 
hypothèse est hors de question, il vaut mieux garder ces éléments, tout de suite après leur 
calcul, directement dans le tableau X. 
Montrons finalement les tableaux X et L après la sous-itération 1 de l'itération n + 2 

'I hl x a eau (n+3)x(n+2) 
x ... x c(X;+n) c(Xj+n+I) 
x ... x Lï(X;+n) Li{Xj+n+t) 
. . : . : . . . . . . . . 
x ... x Li+n-1 {x;+n) Li+n-1 (X j+n+l) 

Li+n(x;) ... Lï+n {X j+n-1) Li+n(X;+n) Li+n(Xj+n+1) 

Li+n+I(x;) ... Li+n+1 {Xj+n-1) Li+n+l {X j+n) Li+n+l {X j+n+l ) 

Tableau L 

x x 

x x 



32 Approximants de type Pa.dé généralisés 

Essayons encore d'économiser des calculs. 
Revenons aux tableaux Lt, ••• ,Ln+I de la figure 1.1, et remplaçons, dans la figure 1.2, 

les schémas par les relations correspondantes: 

Figure 1.8: Calcul du tableau L1+1 à partir du tableau L 1 

· · L(ï+m+tJ)(G) - L(ï+mJ)(G) 
L<•+m.J)(G) _ 1-1 1-1 

l - L(i+m+l,j)( ) L(i+m,j)( ) 
1-1 Xj+l - l-1 Xj+l 

L (i+m+l,j)( ) L(i+m,j)( ) 
L(i+m,j)( . ) _ l-1 Xj+p - l-1 Xj+p 

l XJ+P - L(i+m+I,j)( ) L(i+m,j)( ) 
l-1 Xj+l - l-1 Xj+l 

l == 1, ... , n , m == 0, ... , n - l , p = l + 1, ... , n , i et j fixés. 

Nous devons faire en sorte que les différences 

(L(i+m+l,j) ( . ) L(i+m,j) ( . )) 
l-1 XJ+l - l-1 XJ+l 

ne soient calculées qu'une seule fois. 
Si nous remplaçons dans le tableau L, (l == 1, ... , n fixé) la deuxième ligne par la ligne 

suivante: 

(L}~i1 '3 \X;+l)- ... (L~•+n-/+l,j)( . ) 
1-1 x,+l -

L~•+n-/+l,j) ( . ) 
l-1 X3+l 

L (i,;) ( )) 
l-1 Xj+l 

L (i+n-l,j) ( . )) 
l-1 XJ+l 

le calcul de chaque élément du tableau L1+1 se fera à partir, cette fois-ci, de trois éléments 
du tableau L,, comme l'indiquent les schémas: 

L~•+m.JJ(G) 
1-1 

L~•+m+l.J J ( G) 
l-1 

(L~•+m+l,j)( . )-l-1 XJ+l 

L~~~m,j)(X;+l)) 

L}~im,j)(X;+p) L~•+m+l..i)(x. ) 
l-1 J+P 

(L~•+m+l.J)( . )-1-1 x,+l 
L(i+m,j)(x · )) 

l-1 J+l 

Ensuite, la deuxième ligne du tableau L1+1 est remplacée par la ligne suivante: 

(L~•+l,JJ(X;+l )- ... (L~•+n-l+l.J}( ) l Xj+l- L~•+n -l+l.J)( . ) 
1 x,+l r .> 

L,'.J (Xj+!)) L (i+n-l,j) ( ) ) 
l Xj+l 
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Voyons comment ceci se traduit dans la méthode 2. 

Itération 1 

Sous-itération 1 

La première itération reste inchangée. 

Tableau L (aou.iter 1) 

l Lg'3}(G) 

Itération 2 

Sous-itération 1 

LgJ>(xj+t) , L~i+l.i)(G) et Lg+l.i)(Xj+t) sont calculés et placés dans le tableau L, ensuite 
L~i,j)(xH1 ) est remplacé par la différence (L~i+t,j)(xH1 )- LgJ>(xi+l)). 

Tableau L (aous-iter 1) 

L&'·i>(G) Lô'+t,JJ ( G) 
(Lô'+l,JJ(Xj+t)- Lô'+l,J)(Xj+1) 

Lg.j)(Xj+t)) 

Sous-itération 2 

L~i.i)(G) est calculé à partir des trois éléments LgJ>(G) , Lg+l.i)(G) et (Lg+1J)(xi+1 )

L~i.i)(xHt)) , ensuite il e~t placé dans le tableau L. 

Tableau L (aous-iter 1) 

L1'·i>(G) Lô'+t ,JJ ( G) 
(L~'+1,JJ(x ) 0 j+1- Lô'+l,jJ(Xj+t) 

L&'·j)(Xj+J)) 

Itération n ± 2 

Sous-itération m + 1 (rn= 1, · · ·, n + 1) 

A la fin de la sous-itération m, le tableau L contient les éléments de la figure 1.9. 
Avec cette altération de la méthode 2, les différences qui apparaissent comme dénomina

teur dans la relation (L), et qui doivent être utilisées plus d'une fois dans une même sous
itération ou qui sont nécessaires dans la suite des calculs, sont gardées dans le tableau L 
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Figure 1.9: Tableau L (itération n + 2/ sous-itération rn) 

1 2 ... n-m+l 
1 L~.;>(G) L~~:J>(G) ... L~+n-m,j) (G) 

2 (Lg+l•''(x;+t)- (L~'+2"'(x;+t)- ... (L~•+n-m+l.J) ~ ) 0 Xj+t-
(iJ) L~i+t,j) (x ;+t)) L(i+n-mJ)~ 0 )) L0 (x;+t)) ... o x,+l 

3 (L1'+1 "'(x j+2}-- (L~s+:l,J)(Xj+2}- ... (L~•+n-m+l.J J (x j+2}--
(" 0) 

L 1'" (x;+2)) L~i+t,;) (x ;+2)) ... L (i+n-m,j) ~ ~) 
1 Xj+2 . . . . . 

: . : : : . 
m+l (L<•+1,JJ(x 0 )-

m-1 J+m (L<•+2.JJ(x 0 
)-m-1 J+m ... (L ( •+n-m+l .J) ~ 0 }-

m-1 x,+m 
L (i,;) ( )) m-1 Xj+m L(i+t,j)(x 0 )) 

m-1 J+m ... L (i+n-m,j) ( 0 )) 

m-1 x,+m 
m+2 (L~+l,j) (x j+m+l}- (L~+2.i>(x;+m+Ir ... L~+n-m,j) (x j+m+t) 

L~·i>(x;+m+1)) L~+lJ)(Xj+m+t)) 
. . . 
: : : . . 

n+l (L(•+l.JJ(x 0 
)-n-1 J+n 

L<•+I.iJ(x 0 ) 

n-1 J+n ... L~+n-mJ) (x j+n) 

L (ï,;) ( )) n-1 Xj+n 
n+2 L~·.:_J1 (Xj+n+1) L~~;·''(xi+n+1) ... Ll•+n-m,J)( ) 

m-1 Xj+n+1 
n-m+2 n-m+3 ... n+l n+2 

L (t+n-m+1,j) (G) 
m-1 

L(s+n-m+2,J} (G) 
m-1 ... L~•+n,jJ (G) Lg+n+l,j} (G) 

(L~•+n m+2.J} ( ) 
0 Xj+t- (L~•+n m+3,J} ( ) 

0 Xj+t- ... (L~•+n+l.J}( }-0 Xj+I L~s+n+I .J) ~ ) 
0 Xj+l 

L(i+n-m+IJ)( . )) o x,+l L(i+n-m+2,j)( 0 )) 

0 XJ+1 
L(i+n+l,j)( 0 )) o x,+l 

(L!•+n-m+2,j) ( 0 )-

1 XJ+2 
(L!•+n-m+3,j) ( 0 )-

1 XJ+2 ... L~•+nJ)( 0 ~ 1 x,+2 L~•+n+I,j) ( 0 ~ 
0 XJ+2 

L(i+n-m+1,j)( . )) 
1 X3+2 L (i+n-m+2,j) ( )) 

1 Xj+2 
. . . . . . . . . 

(L(t+n m+:l,J}( 0 }-

m-1 x,+m L(t+n m+2,JJ( 0 ) 

m-1 XJ+m ... L~ •+n,J J (x i+m) L~•+n+1,J}~ 0 ) 

0 x,+m 
L ( i+n-m+I,j) ( 

0 
)) 

m-1 Xj+m 
L(t+n-m+I,j)( 0 ) 

m-1 x,+m+1 L (s+n-m+2J) ( 0 ) 

m-1 x,+m+l ... L~•+nJ) (x j+m+t) L~+n+1J)~ ) 
0 Xj+m+l . . . . . 

: . : : . . 
Ll•+n-m+l,J}~ 0 ) 

m-1 x,+n Ll•+n-m+2,j)( 0 ) 

m-1 XJ+n ... L1'+n,j) (x i+n) L~•+n+l,J) ( 0 ) 

0 XJ+n 
L(•+n-m+l,j)( ) 

m-1 Xj+n+1 L ( •+n-m+2,J} ( 0 ) 

m-1 x,+n+1 ... L~s+nJ) (x j+n+t) L~•+n+I,j) ( ) 
0 Xj+n+l 
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tout de suite après avoir été calculées la première fois qu'elles ont été nécessaires. 
Ainsi, le calcul d'un nouvel élément est fait à partir de trois éléments du tableau L, et 

pas quatre comme avant, puisque l'un de ces éléments contient déjà la différence qui figure 
comme dénominateur dans la relation (L ). 
Calculons les éléments correspondants à l'itération rn+ 1.· Après le calcul de l'élément 
L~+n-m+lJ)(Xj+m+t), nous remplaçons l'élément L~+n-mJ)(Xj+m+t) par la différence 

(L(i+n-m+l,j)(.,.. ) _ L(i+n-m,j)(.,.. )) 
m ""'J+m+1 m '"'J+m+l 

puisque celle-ci va être nécessaire dans la suite des calculs. 
A la fin de la sous-itération m + 1, le tableau L contient les éléments de la figure 1.10. 
Dans le cas du calcul du tableau X, cette technique permet de calculer une seule fois les 

rapports qui apparaissent dans la relation (X). 
Plus précisément, si nous reprenons la figure 1. 7 avec les schémas remplacés par les 

relations correspondantes, (voir figure 1.11), ce sont les rapports 

L ( (i,j+m+l)) 
i+l-1 x,_1 

L ( (i,j+m)) 
i+l-1 X1-1 

qui ne vont être calculés qu'une seule fois. 
Et, nous finissons ici notre démarche d'économie des calculs. 
Le coût du calcul de (K~iJ)(c, G))k=O, ... ,n dépend toujours du choix des fonctionnelles 

initialles Li et si nous faisons du calcul symbolique exact, symbolique non exact, numérique 
exact ou numérique non exact. 
Supposons que nous fassions du calcul numérique non exact. Nous cherchons le coût 

du calcul des tableaux X et L de l'itération 1 jusqu'à n + 1. Il est plus facile de nous 
guider par les tableaux Xt, ... ,Xn+l et L~, ... , Ln+b tout en raisonnant selon la méthode de 
calcul2. 
Pour le calcul des tableaux X1 et 11 , nous devons calculer: 

• Xj+m , m = 0, ... , n 

• c(x;+m) ,m=O, ... ,n 

• Li+11(G) ,p = 0, ... , n 

• ( n + 1 )2 divisions 

• n différences et n divisions 

Pour le calcul de chaque élément des tableaux X,+t et L,+h 1 = 1, ... , n, nous effectuons 
respectivement une multiplication et une différence, et une différence et une division. Ceci 
fait un total de (n + 1-1)2 multiplications et (n + 1-1)2 différences pour le tableau x,+h 
et ( n + 1 -1)2 différences et ( n + 1 -1)2 divisions pour le tableau Ll+I· Nous devons encore 
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Figure 1.10: Tableau L (itération n + 2/ sous-itération m + 1) 

1 2 ... n-m+1 
1 L~·i>(G) Ll'+l"'(G) n-1 ... L~+n-mJ) (G) 

2 (Lg+l JJ (x ;+t)- (L~'+2" J (x ;+t)- ... (Li•+n m+l,i) ( ) 0 Xj+t-
(' ., 

L0'.J (x;+t)) L~i+lJ) (x ;+1)) ... L(i+n-mJ)( )) 
0 Xj+t 

3 (L~•+l.JJ(x;+2)- (L~•+2,.7J (x;+2)-- ... (L~•+n-m+ 1 oJ J (x ;+2}-
L1iJ) (x;+2)) L~i+lJ) (x ;+2)) ... L~i+n-m,j) (x ;+2)) 

: : : : : . . . . . 
m+1 (Ll•+l,JJ(x · )-m-1 J+m (Lt•+2,JJ(x. )--m-1 J+m ... (Ll•+n-m+l,j)( . )--m-1 x,+m 

L(ï,;) ( )) m-1 Xj+m 
(i+lJ) Lm-1 (X;+m)) ... L(i+n-m,j)( . )) 

m-1 x,+m 
m+2 (L~+l,J) (x j+m+1)- (L~+2,J J (x j+m+ 1)-- ... (L~+n m+l,JJ(Xj+m+t)-

L~J) (x j+m+t)) L~+lJ)(x;+m+t)) L{i+n-mJ)(x. )) m J+m+1 
. : : . : . . . . 

n+1 (Ll•+l,JJ(x. )-n-1 J+n L~~t"'(x;+n) ... L~+n-m,j) (x j+n) 

L(i,;)( )) n-1 Xj+n 
n+2 L~·i>(x;+n+t) L~+1 '''(x j+n+I) ... L~+n m,JJ(Xj+n+t) 

n-m+2 n-m+3 ... n+1 n+2 
L~+n-m+l ,j) (G) L(s+n-m+2,J)(G) 

m-1 ... L~t+noJJ(G) Lg+n+1oJ)(G) 

(L~t+n mH,JJ ( ) 
0 Xj+l- (L~•+n m+;,,j) ( ) 

0 Xj+l- ... (L~t+n+l,j)( . )-o x,+1 Lg+n+I,j)(x;+I) 

L(i+n-m+IJ)( . )) o x,+I L (i+n-m+2,j) ( . )) 
0 XJ+1 L (i+n+IJ) ( )) 

0 Xj+1 
(L~t+n-m+2.J)( . !}-

1 XJ+2 
(L!•+n-m+3,j)( . !)-1 x,+2 ... L~t+n,J)(x j+2) L~•+n+loJ)( . ) o x,+2 

L (i+n-m+I,j) ( . )) 
1 x,+2 

L (i+n-m+2,j) ( . )) 
1 X3+2 . . . . . . . . . . . . . 

(L (s+n-m+2J) ( . )-- L ( t+n-m+2,j) ( . ) ... L!t+nJJ ( . ) L~•+n+l,j)( . ) 
m-1 x,+m m-1 x,+m 1 x,+m 0 XJ+m 

L(i+n-m+lJ)( . · )) 
m-1 XJ+m 

L~+n-m+1J)(Xj+m+1) L(s+n-m+2,J)( . ) 
m-1 x,+m+l ... L~•+noJ J (x j+m+l) L~•+n+l,jJ (x.. ) 

0 J+m+1 
. : : : : . . . . . 

L(i+n-m+IJ) (x. ) m J+n 
L t•+n-m+2.J) ( . ) 

m-1 x,+n ... L~•+n,J)(Xj+n) Lg+n+loJ)(Xj+n) 

L~+n-m+ 1,j) (x j+n+ 1) L(s+n mH,JJ(x· ) 
m-1 J+n+1 ... Ll'+n,J J (x j+n+ 1) L~•+n+l,JJ(x· ) 

0 J+n+l 
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Figure 1.11: Calcul du tableau X1+t à partir du tableau X1 

L ( (i,j+m+l)) 

( (iJ+m)) ( (iJ+m+I)) i+l-1 xl-1 ( (iJ+m)) c x 1 = c x 1_1 - (i,j+m) c x 1_1 
Li+l-1(x,_1 ) 

L ( (iJ+m+I)) 
L· (x(iJ+m)) _ L· (x(i,j+m+t)) _ i+l-1 X1-1 L· (x(iJ+m)) 

t+p l - •+P l-1 ( (iJ+m)) •+P l-1 
Li+l-1 x 1_1 

1 = 1, ... , n , m = 0, 1, ... , n -1 ,p = 1, ... , n- 1 , i et j fixés. 

effectuer ( n - 1) divisions et ( n - 1) différences pour préparer les deuxièmes lignes des 
tableaux X,+I et L1+1· 

N'oublions pas qu'après le calcul de (L~i,j)(c, G))k=O, ... ,n et de (c(x~i,j)))k=O, ... ,n le calcul.de 
(K!i,j)(c, G))~;:o, ... ,n coûte n + 1 multiplications et n additions. 
Si nous comptabilisons toutes ces opérations, nous obtenons: 

• ~ n3 /3 divisions 

• ~ 2n3 /3 différences 

• ~ n3 /3 multiplications 

• n additions 

1.3.2 Algorithme 

Après avoir discuté en détail tous les problèmes liés au calcul de la suite (K!i,j) ( c, G) )k=o,1, ... , 

nous présentons l'algorithme correspondant, qui a été écrit en envisageant son implémen
tation en Mathematica (voir Wolfram [13]). En effet, nous nous servons déjà de la 
sctructure de liste et des fonctions Append, et AppendTo de ce langage. Le lecteur qui 
n'est pas familiarisé avec Mathematica, est invité à consulter l'annexe B où nous donnons 
toutes les explications nécéssaires pour comprendre l'algorithme. 

Algorithme de calcul de (Kii,j)(c, G))k=O, ... ,n 
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•1 Calcul de Kgj)(c, G) 1 
cm +- {Co, ch ... , c;} 

wx +- {x;} 

wc +- {c(wx[[1]])} 

wl +- {Lï(wx[[1]])} 

larray +- { {Li(g(x, t))/wl[[1]]}} 

xarray +- {AppendTo[wc, wl[[1]]]} 

w1 +- larray[[1, 1]] * xarray[[1, 1]] 

Awroximants de type Padé généralisés 

larray[[1, 1]] = L~J1(G), xarray[[1, 1]] = c(xgJ>) 
w1 = Kgj>( c, G) 

write w1 

• For 1 = 2, ... , n + 1 do: 

1 Calcul de Kf~J{ ( c, G) 1 

AppendTo[cm, c;+l-t] 

AppendTo[wx, x;+l-t] 

AppendTo[wc, c( wx[(l]])] 

AppendTo[wl, Li+l-I ( wx[[l]])] 

j Calcul des nouveaux éléments des tableaux X 1 et L1 l 
1~e Partie: Calcul simultané de la nouvelle colonne 
du tableau X et de la nouvelle ligne du tableau L 

AppendT o[ x a rra y, {wc[[ l]]}] 
For n = 2, ... , 1 do: 

w +- Li+n-2(wx[[l]]) 
If n = 2 then 

xarray[[l-1, 2]] +- wfxarray[[l-1,2]] 
end if 
AppendTo[xarray[[l]], w] 
AppendTo[larray[[n- 1]], wfwl[[n- 1)]] 

end for 
2~e Partie: Calcul simultané de la nouvelle colonne 

du tableau L et de la nouvelle ligne du tableau X 

AppendTo[larray, Li+l-1 (g(x, t))fwl[[l]]] 
AppendTo[xarray[(l]], wl[[fj]] 
For n = 2, ... , l do: 
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w .- Li+l-1 ( wx([n]]) 
AppenTo[1array([1)], wfw1([ij]] 
If n = 2 then 

1array([1- 1, 2)] = larray[[1, 2]]- 1array[[1- 1, 2]] 
end if 
AppendTo[xarray[[n)], w] 

end for 

For m = 2, ... , l do: 

1 Calcul des nouveaux éléments des tableaux Xm et Lm 1 

1.tre Partie: Calcul des nouveaux éléments situés 
dans une même ligne des tableaux X et L 

For n = 1, ... , 1 - m do: 
nl .- n + 1 
xarray[[n, l]] .- xarray[[nl, ~]- xarray[[n, m]] * xarray[[n, 1]] 
larray[[n, 1)] .- (larray[[nl, l]] -larray[[n, ~])/larray[[n, m]] 

end for 
2.tme Partie: Calcul des nouveaux éléments situés 

dans une même colonne des tableaux X et L 
nl .- 1- m + 1 

n2 .- nl + 1 
n3 .- nl-1 

ml .- m+ 1.: 
xarray[[nl, 1)] .- xarray[[n2, 1]]- xarray[[nl, m)] * xarray[[nl, 1]] 
larray[[nl, 1]] .- (larray[[n2, 1]] -larray[[nl, 1]])/larray[[nl, m]] 
For n = ml, ... , 1 do: 

xarray[[nl, n]] .- xarray[[n2, n]]- xarray[[nl, m]] * xarray[[nl, n]] 
larray[[nl, n]] .- (larray[[n2, n)] -larray[[nl, n]])flarray[[nl, m]] 
If .:n = ml then 

xarray[[n3, ml]]= xarray[[nl, ml]]fxarray[[n3, ml]] 
larray[[n3, ml]]= larray([nl, ml]] -larray[[n3, ml]] 

end if 
end for 
w2 .- wl + larray[[l, 1)] * xarray[[l, 1)] 

larray[[1, 1]] = L}:Ji(G) , xarray[[1, 1]] = c(x}~,!) 
w2 = K~~J{(c,G) 

write w2 
wl .- w2 

39 
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end for 

1.3.3 Conditions d'applicabilité 

Nous avons déjà vu que le calcul de 

{K!iJ)(c,G)}k=O, ... ,n, avec les indices i et j fixés 

à partir des relations (K), (L) et (X) exige le calcul des éléments des tableaux Lt, ... ,Ln+l 
et X~, ... ,Xn+I des figures 1.1 et 1.6. 
Le problème que nous posons maintenant est de savoir sous quelles conditions le calcul 

de ces éléments est possible. 
Commençons par le tableau L1 , qui contient les conditions initialles 

Lo(i+p,j)(G) , L
0
(i+pJ)(x,·+

9
) 0 1 , p = , ... , n , q = , ... , n. 

De (1.15) nous écrivons: 

L(i+p,j)(G)- Litp(G) p- 0 n 
0 - Litp(Zj) ' - ' ••• ' 

L(i+p,j)( ) Litp(ZJtq) 0 1 
0 Xj+q = L· ( ·) ,p= , ... ,n ,q= , ... ,n. •±P .rJ 

Le calcul de ces éléments est possible ssi 

Li+p(x;) = D~i+p,j) =J. 0 ,p = 0, ... , n. (1.17) 

Le calcul des tableaux restants (L9+1 ) 9=1 , ... ,n est fait en appliquant la relation (L). Ce 
calcul est possible ssi les différences qui apparaissent comme dénominateur dans la relation 
(L) sont non nulles, c'est-à-dire: 

L(i+p+t,i)( ) L(i+p,;)( ) ..t 0 1 0 
9_ 1 Xj+q - 9_ 1 x;+9 r ,q= , ... ,n,p= , ... ,n-q. 

D'après la définition (1.12), ces conditions sont équivalentes aux conditions: 

fJ(i+P+I,j)(x ·+ )D(i+p,j) - D(i+p+l,j) f/(i+p,j)(x ·+ ) 
9 . ,9 9 q q 19 ..to 

D~i+p+t,;) D~i+pJ) r (1.18) 

, q = 1, ... , n ,p = 0, ... , n- q 

En appliquant 1 'identité de Sylvester (voir annexe E) au déterminant ( -1 )9 D~1:J>, nous 
obtenons: 

Les conditions (1.18) sont équivalentes aux conditions: 

n<ï+PJ) ...J. 0 et D(i+p+tJ) ...J. 0 et D(i+p+IJ) ..t 0 et D(i+p,j) ..t 0 
q+l Î q-1 Î 9 Î q Î ' 

q = 1, ... , n , p = 0, ... , n - q, 
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qui s'écrivent sous la forme3 

D~i+pJ) # 0, q = 1, ... , n + 1 ,p = 0, ... , n- q + 1, 

et englobent les conditions (1.17). 
Le calcul du tableau X1 n'impose pas de conditions. 
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Le calcul des tableaux restants (X9+I)9=1, ••• ,n est fait en appliquant la relation (X). Ce 
calcul est possible ssi les dénominateurs des rapports qui apparaissent dans la relation 
(X) sont non nuls, c'est-à-dire: 

L ( (i,j+p)) ../.. 0 - 1 - 0 1+9-1 x 9_ 1 r ,q- , ... ,n,p- , ... ,n-q. 

D'après la définition (1.11 ), nous écrivons: 

L1+9-1 (NJ'·H">) 
D(i,i+P) :/:0 ,q=1, ... ,n,p=O, ... ,n-q. 

9-1 

(1.19) 

Mais, 
L·+ 1(N(i,i+P)) = D(i,i+P) 

1 9- 9 9 ' 

donc les conditions (1.19) sont équivalentes aux conditions: 

D (i,i+P) ..J. 0 et D(i,i+p) ../.. 0 1 0 9 r 9-1 r ,q= , ... ,n,p= , ... ,n-q, 

qui s'écrivent sous la forme: 

D9
(i,j+p) ../.. 0 1 0 r ,q= , ... ,n,p= , ... ,n-q. 

Voyons que les conditions que nous avons obtenues coïncident avec les conditions d 'existen
ce des éléments des tableaux Lt , ... ,Ln+ 1 , X 1, ... ,Xn+ 1 . 

D'après la définition (1.12), les éléments des tableaux (L9+I)9=o, ... ,n, s'écrivent de la façon 
suivante: 

_N(i+p,i)(G) 
L ('+P.i>(G) = 9+1. . 0 0 

9 (+ ) ,q= , ... ,n,p= , ... ,n-q D 1 ,,, 

9+1 

f{(i+p,j)( ) 
L(i+p,j)( . ) - q+l Xj+r 0 1 0 + 1 

9 X3+r- D(i+pJ) ,q= , ... ,n- ,p= , ... ,n-q,r=q , ... ,n. 
9+1 

Ces éléments existent ssi 

D (i+p,j) ../.. 0 - 0 - 0 
9+1 r 'q - ' ... 'n 'p - ' ... 'n - q. 

D'après la définition (1.11) les éléments des tableaux (X9+I)9=o, ... ,n, s'écrivent de la façon 
suivante: 

a~.~· . > 0 D(iJ) - 1 vl,J , 0 -
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(N(iJ+p)) L (N(iJ+P)) 
c(x(i,j+p)) - c q+l L· (x(i,i+P)) - i+r q+l 

v - D~'J+p) ' •+r v - D~iJ+P) 

q = 0, ... , n ,p = 0, ... , n- q, r = q, ... , n- 1. 

Ces éléments existent ssi 

Dq(iJ+p) ...l 0 1 0 r ,q= , ... ,n,p= , ... ,n-q. 

Le calcul de ((k),(t))~s::o, ... ,n à partir de la méthode de bordage par blocs est possible ssi 
ces approximants existent et sont uniques, c'est-à-dire ssi 

D (O,O) ...l k 
k r 0 , = 1, ... , n + 1. 

Nous constatons que la méthode de calcul qui utilise les relations (K), (L) et (X) exige 
des conditions d'applicabilité plus restrictives que celles correspondantes à l'existence et 
l'unicité des approximants calculés. 
Par exemple, si Li(/) = f(i)(z) , où i > 0 et z E C est fixé, alors D~o,o) # 0 , Vk > 0, 

les approximants ((k),(t))k=O, ... existent, sont uniques et la méthode de bordage permet 
leur calcul. Mais D~p,O) = 0 , Vp > 0 et nous ne pouvons pas calculer ces approximants à 
partir des relations de récurrence. 
Nous devons remarquer que 1 'évaluation de la fonctionnelle c dans les éléments x is ( c( x;,)), 

ou l'évaluation des fonctionnelles Lis dans la fonction G (L,,(G)), ou dans les éléments 
x;. (Lis(x;,)), peut ne pas être possible et par conséquence empêcher le calcul des approx
,jmants (k)J(t), k = 0, ... , n. Nous avons exclu cette possibilité de l'étude précécente. 

1.3.4 Commentaires au programme 

Le lecteur qui n'est pas familiarisé avec Mathematica (voir Wolfram [13]) est vivement 
invité à consulter l'annexe Bavant d'aborder cette section. 
Nous avons développé un logiciel, écrit en Mathematica, qui calcule une suite d'approxi

mants de type Padé généralisés, en utilisant l'algorithme de la section 1.3.2. Ce logiciel 
est constitué par trois packages: GPADETYPE.M, BE.M et BIF.M, que nous donnons 
dans l'annexe C, avec une Session Mathematica qui permet de mieux comprendre le 
fonctionnement du logiciel. 
GPADETYPE.M contient la définition de la fonction tablegpt, qui calcule une suite 

d'approximants de type Padé généralisés. Il appelle les packages BE.M et BIF.M. 
BE.M contient les définitions de la série de fonctions series, de la fonction génératrice 

g, des moments modifiés ct = c(ui(x)), des polynômes ui et des fonctions complexes 
J, = j,(t) de l'exemple que l'utilisateur veut tester. 
BIF.M contient la définition des fonctionnelles initialles L, (initialf) que l'utilisateur a 

choisit. 
Donnons quelques explications sur la fonction tablegpt. 
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tablegpt[ k , t , toption , coption ,psoption , 
resultprec , preoption , preprec , cprec , aroption , compoption , norm ] 

calcule les (k + 1) premiers approximants de type Padé généralisés au point t. 
L'argument t peut être une expression symbolique (toption == "VAR"), ou une expres

sion numérique (toption == "SCL"). Si test une expression symbolique, les approximants 
seront eux aussi des expressions symboliques et nous faisons du calcul symbolique. Si t est 
une expression numérique, les approximants seront eux aussi des expressions numériques 
et nous faisons du calcul numérique. 
Si coption == "EC", nous faisons du calcul exact. Si coption == "AC", nous faisons 

du calcul approché avec précision cprec. Plus précisément, nous faisons tous les calculs 
intermédiaires en utilisant la fonction Nf-, cprec ]. Si cprec <=precision de la machine 
, nous faisons du calcul approché de basse précision. Si cprec > precision de la machine, 
nous faisons du calcul approché de haute précision. 
Les résultats numériques ou la partie numérique des résultats symboliques sont écrits 

avec resultprec chiffres significatifs. Nous devons choisir resultprec <= cprec. 
Si psoption == 1, les sommes partielles de la série sont aussi calculées en accord avec 

les valeurs de toption et de coption. Si psoption ! = 1, les sommes partielles ne sont pas 
calculées. Nous remarquons qu'il est intéréssant de calculer les sommes partielles surtout 
quand toption == "SCL", c'est-à-dire quand nous obtenons des résultats numériques. 
Nous comparons la suite des approximants de type Padé généralisés avec la suite des 
sommes partielles de la série. 
Si toption == "SCL" et preoption == 1, les erreurs rélatives des approximants par 

rapport à la série (l((k),(t)- f(t))/ f(t)IA:=O,t, .. .) sont calculées avec précision cprec et sont 
écrites avec preprec chiffres significatifs. En outre, si psoption == 1, les erreurs rélatives 
des sommes partielles par rapport à la série (l(ps(k)(t)- f(t))f f(t)IA:=O,t, ... ) sont calculées 
avec précision cprec et sont écrites avec preprec chiffres significatifs. 
Si toption == "SCL" et preoption == 2, le nombre de chiffres exacts des approximants 

par rapport à la série ( -log10l(k),(t)- f(t)IA:=O,t, .. .) sont calculés avec précision cprec, et 
sont écrits avec preprec chiffres significatifs. En outre, si psoption == 1, le nombre de 
chiffres exacts des sommes partielles par rapport à la série (-log10lps(k)(t)- f(t)IA:=O,l, ... ) 
est calculé avec précision cprec et est écrit avec preprec chiffres significatifs. 
Si compoption == 0, nous faisons du calcul réel. Si compoption == 1, nous faisons du 

calcul complex. 
Si compoption == 1, toption == "SCL" et preoption == 1, les erreurs rélatives des 

parties réelles et des parties imaginaires des approximants, par rapport aux parties réelles 
et imaginaires de la série sont calculées avec précision cprec et sont écrites avec preprec 
chiffres significatives. Si psoption == 1, nous faisons de même pour les sommes partielles. 
Si compoption == 1, toption == "SCL" mais preoption == 2, nous calculons le nombre 

de chiffres exacts à la place des erreurs rélatives. 
Si compoption == 1 and toption == "SCL ", nous calculons aussi la norme p (p >= 1) 

des vecteurs des erreurs rélatives (si preoption == 1), ou la norme p des vecteurs du 
nombre de chiffres exacts (si preoption == 2). La valeur de pest donnée par l'argument 
norm de la fonction tablegpt. 
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Si norm == -1, nous calculons la norme infinie des vecteurs des erreurs rélatives (si 
preoption == 1 ), ou la composante de valeur absolue minimalle des vecteurs du nombre 
de chiffres exacts (si preoption == 2). 
Les normes sont calculées avec précision cprec et sont écrites avec preprec chiffres signi

ficatives. 
Si toption == "VAR" ou preoption est différent de 1 et de 2, ni les erreurs rélatives, ni 

le nombre de chiffres exacts ne sont calculés. 
Si top ti on == "SCL" et coption == "EC", nous obtenons les expressions numériques 

exactes des approximants au point t. En outre, si psoption == 1, nous obtenons aussi 
les expressions numériques exactes des sommes partielles au point t. Si preoption == 1, 
les erreurs rélatives de ces expressions exactes sont calculées avec précision cprec. Si 
preoption == 2, le nombre de chiffres exacts est calculé avec précision cprec. Nous devons 
choisir une valeur suffisamment élevée de cprec de sorte que les erreurs ou le nombre 
de chiffres exacts puissent être correctement calculés. En outre, si aroption == 1, les 
expressions exactes sont écrites avec resultprec chiffres significatifs. Ce n'est pas le cas, 
si aroption ! = 1. 
La valeur de la série au point t est écrite avec resultprec chiffres significatifs, si 

toption == "SGL", coption == "EC" et aroption == 1, ou toption == "SCL" et coption 
== "AC". 
Les quatres premiers arguments de la fonction tablegpt sont obligatoires et les huit 

derniers arguments sont facultatifs. Si l'utilisateur ne donne pas de valeurs à psoption, re
sultprec, preoption, preprec, cprec, aroption, compoption et norm, ces arguments prennent 
automatiquement les valeurs 0, Precision[J.O}, 0, 2, Precision{J.O}, 0, 0 et -1 respective
ment. 
Nous rappelons que la correspondance des arguments est faite par ordre de la gauche 

vers la droite. Si, par exemple, l'utilisateur sait que les arguments preoption, preprec, 
aroption, compoption et norm ne sont pas nécessaires, mais que cprec est nécessaire, il est 
obligé de donner des valeurs fictives à preoption et preprec, parce que s'il ne donnait que 
sept arguments, le dernier serait interprété comme la valeur de preoption et pas de cprec. 
Cependant l'utilisateur n'a pas besoin de donner des valeures à aroption, compoption et 
norm. 
Voyons à quel genre de calcul correspond toutes les combinaisons possibles des différentes 

valeurs de toption, coption et cprec. Pour chaque cas nous donnons un exemple. Tous les 
exemples sont basés sur l'exemple 1 de la section 1.2.2. 

Jn(1] :=<<GPADETYPE.M 

Lecture du package GPADETYPE.M, qui appelle les packages BE.M et BIF.M. Les 
définitions de la série de fonctions, de la fonction génératrice, des moments modifiés, des 
polynômes correspondants, des fonctions élémentaires et des fonctionnelles initialles sont 
connues: 

Jn(2] := series(t] 
Out[2] = Log[1 + t]jt 
Jn[3] := g(x,t] 
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Out(3] = 1/(1 - .xt) 
/n(4] := c(i] 
Out[4] = ( -1)1 /(1 + i) 
/n(5] := u(i, x] 
Out(5] =.x' 
/n[6] := f[i, t] 
Out(6] =t' 
/n(7] := initialf(i, f(x], .x] 
Out(7] = /(-(1/(1 + i))] 
Nous remarquons que toutes ces définitions sont écrites d'une façon exacte. 

• Calcul symbolique exact. 
And[ toption == "VAR", coption == "EC" ] 

/n(8] := tablegpt[ 3, t, "V AR", "EC"] 

Out(B] = 
fgpt[O] = 1/(1 + t) 
fgpt[1] = 2/(2 + t) 
fgpt[2] = (6 + 5t)/(2(1 + t)(3 + t)) 
fgpt[3] = (144 + 22Bt + 108t2 + 19t3)/(6(1 + t)(2 + t)(3 + t){4 + t)) 
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test un symbole, donc nous devons prendre toption == "VAR". En prennant cop
tion == "EC", nous obtenons les expressions formelles des approximants dans la 
variable t. 

• Calcul symbolique approché de basse précision. 
And[ toption == "VAR", coption == "AC", cprec <=Precision[!.] ] 

/n[9) := tablegpt[ 3, t, "V AR", "AC", 0, 19, 0, 0, 19] 

Out[9] = 

ngpt[O] = 1./{1. + t) 
ngpt(1] = (2. + 2.t)/{{l. + t)(2. + l.t)) 
ngpt[2] = {6. + B.t + 2.5t2)/{{l. + t)(2. + l.t)(3. + l.t)) 

ngpt[3] = {24. + 38.t + 18.t2 + 3.166666666666666666t3
)/ 

{{1. + t)(2. + l.t)(3. + l.t){4. + l.t)) 

coption == "AC" et cprec == 19, donc tous les calculs intermédiaires sont faits 
avec 19 chiffres significatifs, en utilisant la fonction Nf- , 19}, c'est-à-dire nous 
faisons les calculs dans la précision de la machine. resultprec == 19, donc les 
approximants sont écrits avec 19 chiffres significatifs. Comme toption == "VAR", 
les erreurs relatives ne sont pas calculées, et les septième et huitième arguments de 
la fonction tablegpt ne sont pas utilisés. 
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• Calcul symbolique approché de haute précision. 
And[ toption == "VAR", coption == "AC", cprec > Precision[!.] ] 

/n[10) := tablegpt( 3, t, "V AR", "AC", 0, 30, 0, 0, 40) 

Out[10] = 
ngpt[O] = 1./{1. + t) 
ngpt[1] = {2. + 2.t)/((1. + t)(2. + l.t)) 

ngpt[2] = (6. + 8.t + 2.5t2 )/{(1. + t)(3. + l.t)(2. + l.t)) 

ngpt[3] = (24. + 38.t + 18.t2 + 3.16666666666666666666666666666t3
)/ 

((1. + t)(3. + l.t)(2. + I.t)(4. + l.t)) 

Maintenant cprec == ../ 0, donc tous les calculs sont faits avec 40 chiffres significatifs 
en utilisant la fonction Nf- , ../0 ). resultprec == 90, donc les résultats sont écrits 
avec 30 chiffres significatifs. 

• Calcul numérique exact. 
And[ toption == "SCL", coption == "EC" ] 

Jn[ll] := tablegpt[ 3, 1/10, "SCL", "EC", 1, 19, 1 , 2, 19, 1] 

Out[ll] = 
fgpt[O] = 10/11 

fps[O] = 1 

/[1/10] = 0.9531017980432485999 

ngpt[O] = 0.9090909090909090909 

nps[O] = 1. 

regpt[O] = 0.046 

reps[O) = 0.049 

fgpt[1] = 20/21 

fps[1] = 19/20 

( edgpt[O] = 1.4 ) 

( edps[O] = 1.3 ) 

/[1/10] = 0.9531017980432485999 

ngpt[1] = 0.9523809523809523809 

nps[1] = 0.95 

regpt[1] = 0.00076 

reps[1] = 0.0033 

fgpt[2] = 325/341 

fps[2] = 143/150 

( edgpt[1] = 3.1 ) 

( edps[1] = 2.5 ) 
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/[1/10] = 0.9531017980432485999 

ngpt[2] = 0.9530791788856304985 

nps[2] = 0.9533333333333333333 

regpt[2] = 0.000024 ( edgpt[2] = 4.6 ) 

reps[2] = 0.00024 ( edps[2] = 3.6 ) 

fgpt[3] = 839495/880803 

fps[3] = 11437/12000 

/[1/10] = 0.9531017980432485999 

ngpt[3] = 0.9531018854386281609 

nps[3] = 0.9530833333333333334 

regpt[3] = 9.2 10-8 ( edgpt[3] = 7.1 ) 

reps[3] = 0.000019 ( edps[3] = 4.7 ) 
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1/10 est un nombre, donc nous devons prendre toption == "SCL". 1/10 est exact, 
comme les définitions de g, c;, u, et initial! sont aussi exactes, nous pouvons obtenir 
les expressions exactes des approximants au point 1/10 (! gpt[i]). 

Comme psoption == 1 et la définition de j, est exacte, nous obtenons aussi l'expression 
exact des sommes partielles de la série au point 1/10 (fps[i]). 

aroption == 1, donc nous écrivons ces expressions exactes avec resultprec == 19 
chiffres significatives (ngpt[i] = N[ fgpt[i] , 19 ], nps[i] = N[ fps[i] , 19 ]). 

preoption == 1, donc les erreurs relatives des expressions exactes par rapport à la 
série sont calculées avec cprec == 19 chiffres significatifs et sont écrites avec 
preprec == 2 chiffres significatifs : 

regpt[i] = N[ N[ Abs[ (Jgpt[i]- series[t])f series[t]] , 19 ], 2 ], 

regps[i] = N[ N[ Abs[ {fps(i]- series[t])fseries[t]], 19 ], 2 ]. 

Si nous avions pris preoption == 2, nous aurions calculé le nombre de chiffres exacts 
à la place des erreurs rélatives (voir résultats entre parenthèses) : 

edgpt[i] = N[ N[ -Log[ 10 , Abs[ fgpt[i]- series[t]]] , 19 ], 2 ], 

edps[i] = N[ N[ -Log[ 10 , Abs[ fps[i]- series[t]] ] , 19 ], 2 ]. 

• Calcul numérique approché de basse précision. 
And[ toption == "SCL", coption == "AC", cprec <=Precision[!.] ] 

Jn[12] := tablegpt[ 3, 0.1, "SCL", "AC", 1, 19, 2, 2] 

Out[12] = 
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/[0.1 1 = 0.9531017980432485999 

ngpt[O] = 0.9090909090909090909 

nps[O] = 1. 

edgpt[O] = 1.4 

edps[O] = 1.3 

/[0.1] = 0.9531017980432485999 

ngpt[1] = 0.952380952380952381 

nps[1] = 0.95 

edgpt[1] = 3.1 

edps[1) = 2.5 

/[0.1] = 0.9531017980432485999 

ngpt[2] = 0.9530791788856304986 

nps[2] = 0.9533333333333333333 

edgpt[2] = 4.6 

edps[2] = 3.6 

/[0.1] = 0.9531017980432485999 

ngpt[3] = 0.953101885438628161 

nps[3] = 0.9530833333333333334 

edgpt[3] = 7.1 

edps[3] = 4.7 

Approximants de type Padé généralisés 

0.1 est un nombre réel de basse précision, nous devons prendre toption == "SCL". 
Nous n'avons pas donné de valeurs aux arguments cprec et aroption, donc ils valent 
automatiquement Precision[J.O} == 19, c'est-à-dire la précision de la machine, et 
o. 
psoption == 1, donc nous calculons aussi les sommes partielles de la série. 

Tous les calculs intermédiaires sont faits en utilisant la fonction Nf- , 19 }. Les 
approximants et les sommes partielles sont écrits avec resultprec == 19 chiffres 
significatifs. 

preoption == 2, donc nous calculons le nombre de chiffres exacts avec précision 
cprec == 19, et nous les écrivons avec preprec == 2 chiffres significatifs. 

Même si nous faisons les calculs avec 40 chiffres significatifs (cprec == 40), la 
précision des résultats ne sera pas supérieure à 19, parce quet vaut 0.1 et 
Precision[0.1] == 19. 
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Jn[13] := tablegpt[ 3, 0.1, "SCL", "AC", 1 , 30, 2, 2 ,40] 

Out[13] = 

/[0.1] = 0.9531017980432485999 

ngpt[O] = 0.9090909090909090909 

nps[O] = 1. 

edgpt[O] = 1.4 

edps[O] = 1.3 

![0.1] = 0.9531017980432485999 

ngpt[1] = 0.952380952380952381 

nps[1] = 0.95 

edgpt[1] = 3.1 

edps[1] = 2.5 

/[0.1) = 0.9531017980432485999 

ngpt[2] = 0.9530791788856304986 

nps(2] = 0.9533333333333333333 

edgpt [2] = 4.6 

edps[2] = 3.6 

/[0.1] = 0.9531017980432485999 

ngpt[3] = 0.953101885438628161 

nps(3] = 0.9530833333333333334 

edgpt[3] = 7.1 

edps(3] = 4.7 

• Calcul numérique approché de haute p;récision. 
And[ toption == "SCL", coption == "AC", cprec > ·Precision[l.] ] 

Jn[14] := tablegpt[ 3, 1/10, "SCL", "AC", 0, 30, 1, 2, 40] 

Out[14] = 

/[1/10] = 0.9531017980432486004395212328 

ngpt[O] = 0.909090909090909090909090909091 

regpt[O] = 0.046 

/[1/10] = 0.9531017980432486004395212328 

ngpt[1] = 0.952380952380952380952380952381 
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regpt[1] = 0.00076 

/[1/10] = 0.9531017980432486004395212328 

ngpt[2] = 0.953079178885630498533724340176 

regpt[2] = 0.000024 

/[1/10] = 0.9531017980432486004395212328 

ngpt[3] = 0.953101885438628160894093230836 

regpt[3] = 9.2 w-8 

cprec == 40, donc tous les calculs intermédiaires sont faits avec 40 chiffres signifi
catifs en utilisant la fonction Nf- , 40 ]. resultprec == 90, donc les approximants 
sont écrits avec 30 chiffres significatifs. 

Si nous avions utilisé 0.1 à la place de 1/10 les résultats n'auraient pas une précision 
supérieure à 19. Remarquons que (Precision{0.1} == 19 et Precision{1/10} == 
lnfinity). preoption == 1, donc les erreurs relatives sont calculées avec cprec =·= 
4 0 chiffres significatifs, et sont écrites avec pre pree == 2 chiffres significatifs. 

Le logiciel que nous avons écrit exploite les capacités de Mathematica, qui n'existent pas 
en Fortran; c'est-à-dire les capacités de faire du calcul symbolique, du calcul exact et du 
calcul approché de haute précision. 
Le calcul exact, s'il est possible, est très souhaitable, mais prend en général énormément 

de temps. On est souvent obligé de faire du calcul approché. Le calcul approché produit 
des erreurs d'arrondi qui vont entacher les résultats. Quand nous augmentons la précision 
des calculs intermédiaires ces erreurs diminuent. Une bonne manière de savoir si les 
résultats sont affectés par des erreurs d'arrondi est de répéter leur calcul en utilisant des 
précisions croissantes. Tant que les résultats obtenus avec deux précisions t;Onsécutives 
sont différents, les erreurs d'arrondi sont encore présentes et nous devons augmenter la 
précision des calculs intermédiaires. 
Supposons que les définitions de series, g, c;, Ui et fï soient exactes et que t soit une 

expression numérique exacte. Dans ce cas, si nous faisons du calcul exact, nous obtenons 
les expressions numériques exactes des approximants au point t. Si nous faisons du calcul 
approché avec une précision cprec, nous obtenons des approximations numériques des 
valeurs des approximants au point t. Si nous utilisons plusieurs valeurs de cprec, en 
commençant par la précision de la machine et en augmentant cprec à chaque étape, 
nous observons que les erreurs relatives par rapport à la série diminuent jusqu'à égaler 
les erreurs relatives correspondantes aux expressions numériques exactes. Les erreurs 
d'arrondi diminuent au fur et à mesure que cprec augmente jusqu 'à ne plus affecter les 
chiffres corrects des résultats approchés. 
Les tables 1.5, 1.6, 1.7 et 1.8 sont destinées à illustrer ce commentaire. Nous utilisons les 

exemples 1 et 2 de la section 1.2.2. La première colonne de chaque table contient les erreurs 
relatives des expressions exactes des approximants par rapport à la série et constitue notre 
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référence. Les autres colonnes contiennent les erreurs relatives des résultats obtenus en 
faisant du calcul approché avec plusieurs précisions. Dans la dernière ligne des tables, 
nous écrivons les secondes CPU nécessaires au calcul de chaque colonne. Ces valeurs ont 
été obtenues en utilisant la fonction Mathematica Timing (voir Wolfram [13, page 317]). 
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Tableau 1.5: Exemple 1 (t = 1/10) 

exact N[-,19) N[-,30) N[-,40) N[-,50) 
n cprec=30 
0 4.6 10-:.! 4.6 10 ·:.! 4.6 10 "2 4.6 10 "2 4.6 10-2 

1 7.6 10-4 7.6 10-4 7.6 10-4 7.6 10-4 7.6 10-4 

2 2.4 10-5 2.4 10-5 2.4 10-5 2.4 lo-s 2.4 10-5 

3 9.2 10-8 9.2 10-8 9.2 10-8 9.2 10-8 9.2 10-8 

4 2.5 10-8 2.5 10-8 2.5 10-8 2.5 10-8 2.5 10-8 

5 1.3 10-9 1.3 10-9 1.3 10-9 1.3 10-9 1.3 10-9 

6 9.4 10-11 9.4 10-11 9.4 10-11 9.4 10-11 9.4 10-11 

7 6.7 10-12 6.7 10-12 6.7 10-12 6.7 10-12 6.7 10-12 

8 4.9 10-1 .:1 5.0 10 "1" 4.9 10 "1
" 4.9 10 "1

" 4.9 10 ·1 .:1 

9 3.7 10-14 8.5 10-14 3.7 10-14 3.7 10-14 3.7 10-14 

10 2.9 10-15 4.2 10-12 2.9 IQ-15 2.9 10-15 2.9 10-15 

11 2.3 10-16 1.4 10-10 2.3 10-16 2.3 10-16 2.3 10-16 

12 1.9 10-17 5.3 10-9 1.9 IQ-17 1.9 IQ-17 1.9 10-17 

13 1.5 10-18 2.1 10-7 1.5 10-18 1.5 10-18 1.5 10-18 

14 1.3 10-HI 8.1 10-6 0 1.3 10 ·llt 1.3 10 ·llt 

15 1.1 10-20 3.1 10-4 0 1.1 10-20 1.1 10-20 

16 8.9 10-22 1.1 10-2 8.9 IQ-22 8.9 10-22 

17 7.6 10-:.~;:s 4.4 10-1 0 7.6 10 ·2
;j 

18 6.5 10-24 1.8 lQ+l 0 6.5 10-24 

19 5. 7 10-25 5. 7 10-25 

1 sec CPU 1 297 105 79 149 159 

Note: Quand un zéro apparaît dans les tables, ceci ne signifie pas que l'erreur relative 
correspondant soit nulle, mais qu'il n'y a plus assez de précision pour la calculer. 
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Tableau 1.6: Exemple 1 (t = 5/10) 

exact N[-,19] N[-,30] N[-,40] N[-,50] N[-,60] 
n cprec=l9 
0 1.8 10 ·l 1.8 10-1 1.8 10-1 1.8 10-1 1.8 10-1 1.8 lo--r 
1 1.3 10-2 1.3 10-2 1.3 10-2 1.3 10-2 1.3 10-2 1.3 10-2 

2 1.1 10-3 1.7 10-3 1.7 10-3 1.1 10-3 1.7 10-3 1.7 10-3 

3 5.6 10-6 5.6 1o-s 5.610-6 5.6 10-6 5.6 10-6 5.6 10-6 

4 3.4 lo-s 3.4 lo-s 3.4 10-5 3.4 10-5 3.4 1o-& 3.4 lo-s 
5 8.0 10-6 8.0 10-6 8.0 10-6 8.0 10-6 8.o 10-6 8.0 10-6 

6 2.7 10-6 2.7 10-6 2.7 10-6 2.7 10-6 2.7 10-6 2.7 10-6 

7 9.1 10-7 9.1 10-7 9.110-7 9.1 10-7 9.1 10-7 9.1 10-7 

8 3.2 10-7 3.2 10-7 3.2 10-7 3.2 10-7 3.2 10-7 3.2 10-7 

9 1.2 10-7 1.2 10-7 1.2 10-7 1.2 10-7 1.2 10-7 1.2 10-7 

10 4.4 10-8 4.4 10-8 4.4 10-8 4.4 1o-s 4.4 lo-s 4.4 lo-s 
11 1.7 10-8 1.7 10-8 1.7 10-8 1.7 10-8 1.7 10-8 1.7 10-8 

12 6.6 10 ·1:1 9.7 10 ·1:1 6.6 10-9 6.6 10 "9 6.6 10-9 6.6 10-1:1 
13 2.6 10-9 1.5 10-7 2.6 10-9 2.6 10-9 2.6 10-9 2.6 10-9 

14 1.0 10-9 5.8 10-6 1.0 10-9 1.0 10-9 1.0 10-9 1.0 10-9 

15 4.3 10-tO 1.8 10-4 4.3 10-lO 4.3 10-to 4.3 lo-to 4.3 lo-to 
16 1.8 10-tO 2.4 10-3 1.8 10-10 1.8 10-to 1.8 lo-to 1.8 lo-to 

17 7.4 10-11 1.8 10-t 7.4 10-11 7.4 10-11 7.4 lo-n 7.4 lo-n 
18 3.1 10-11 2.0 10+1 0 3.1 10 ·Il 3.1 10-ll 3.1 lo-n 
19 1.3 10-11 0 1.3 10-11 1.3 10-11 1.3 lo-n 
20 5.6 10-t2 5.6 10-t2 5.6 10-12 5.6 lo-t2 

21 2.4 10-t2 2.4 10-t2 2.4 10-12 2.4 lo-t2 

22 1.0 10-t2 1.0 10-12 1.0 10-t2 1.0 lo-t2 
23 4.6 10 -l~ 0 4.6 1o-n- 4.6 1o-n-
24 2.0 10-t3 0 2.0 lO-t3 2.0 lo-t3 

25 8.8 10-t4 8.8 lO-t4 8.8 lo-t4 

26 3.9 10-t4 3.9 10-14 3.9 lo-t4 

27 1.7 10-14 1.7 10-14 1.7 10-14 

28 7.7 10 ·lb 0 7.7 10 ·lb 

29 3.4 10-ts 0 3.4 lo-ts 

30 1.5 10-t5 1.5 10-15 

1 sec CPU 1 2415 106 154 284 500 561 
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Nous observons que jusqu'à un certain point les valeurs de toutes les colonnes des tables 
coïncident. L'effet cumulatif des erreurs d'arrondi, présent dans le calcul approché, n'a 
pas encore affecté les chiffres corrects des résultats. Mais ceci va se produire d'autant plus 
vite que cprec est petit. Dans la dernière colonne des tables, en faisant du calcul approché 
avec précision suffisamment élevée, nous avons réussi à maîtriser l'effet accumulatif des 
erreurs d'arrondi, en obtenant les mêmes erreurs relatives que celles obtenues en faisant 
du calcul exact, mais en prennant beaucoup moins de temps CPU. 
Les résultats de ces tableaux semblent montrer qu'étant donné les temps CPU, le calcul 

exact n'est intéressant que si l'on veut l'expression symbolique des approximants. · 
Si nous voulons placer ·dans les tables 1.5, 1.6, 1. 7 et 1.8 les résultats obtenus en For

tran dans la section 1.2.2 correspondantes aux exemples 1 et 2, nous devons les situer 
immédiatement à gauche des colonnes étiquetées par "N[-, 19]". 
Dans les quatre tables que nous venons de citer, dans la colonne correspondante au 

calcul exact, nous avons mentionné la valeur de cprec utilisée. Quand top ti on == "SCL" 
et coption == "EC", cprec est employée uniquement pour calculer le nombre de chiffres 
exacts ou les erreurs relatives des expressions numériques exactes des approximants par 
rapport à la série. Or, si cprec n'est pas suffisamment grand, ces valeurs risquent d'être 
mal calculées. D'un autre côté, une valeur trop grande de cprec augmente le temps de 
calcul du nombre de chiffres exacts ou des erreurs relatives. Pour trouver la valeur idéale 
de cprec adaptée au nombre d'approximants que nous voulons obtenir, nous avons calculé 
les erreurs relatives avec plusieurs valeurs de cprec, en commençant par la précision de 
la machine, et en augmentant cprec de cinq ou dix unités à chaque fois. Quand nous 
obtenons deux colonnes consécutives égales, nous prenons comme valeur de cprec celle 
correspondante à la colonne de gauche. 
Nous montrons la table 1.9, qui a permit de choisir la valeur de cprec utilisée dans la 

table 1.5. 
A titre comparatif, nous avons écrit un logiciel en Mathematica qui calcule une suite 

d'approximants de type Padé généralisés en utilisant l'implémentation récurf!ive des rela
tions (X), (L) et (K), comme nous l'avons expliqué dans la sous-section 1.3.1. A chaque 
relation correspond une définition Mathematica récursive qui garde automatiquement dans 
la mémoire les éléments qu'elle calcule. 
Ce logiciel est constitué par trois packages: BRR.M, BRE.M et BRIF.M, que nous 

donnons dans l'annexe D. 
BRR.M contient la définition de la fonction tabgptrr qui calcule une suite d'approximants 

de type Padé généralisés. Il appelle les packages BRE.M et BRIF.M. qui contiennent 
les mêmes définitions que les packages BE.M et BIF .M, mais avec la différence que les 
définitions des moments modifiés et des fonctionnelles initialles gardent automatiquement 
dans la mémoire les éléments qu'elles calculent. 
Donnons quelques explications sur la fonction tabgptrr. 
tabgptrr[ k, t, toption, roption, psoption, resultprec, preoption, 

preprec, preresprec, aroption ,compoption ,norm ] 
calcule les k + 1 premiers approximants de type Padé généralisés au point t. 
Si test une expression symbolique, toption == "VAR"; si test une expression numérique, 
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Tableau 1. 7: Exemple 2 (t = 1/10) 

exact N[-,19) N[-,30) N[-,40) N[-,50) 
n cprec=60 
0 2.4 10 "2 2.4 10-2 2.4 10-2 2.4 10-2 2.4 10 '2 

1 5.1 10-4 5.1 10-4 5.110-4 5.1 10-4 5.110-4 

2 9.3 10-6 9.3 10-6 9.3 10-6 9.3 10-6 9.3 10-6 

3 1.5 10-7 1.5 10-7 1.5 10-7 1.5 10-7 1.5 10-7 

4 2.0 10-9 2.0 10-9 2.0 10-9 2.0 10-9 2.0 10-9 

5 2.4 10-11 2.4 10-11 2.4 10-11 2.4 10-11 2.4 10-11 

6 2.6 10 -!;, 2.5 10-l;, 2.6 10 -!;, 2.6 10-l;:! 2.6 10 ·l;:! 
7 2.5 10-15 1.4 10-14 2.5 10-15 2.5 10-15 2.5 10-15 

8 2.2 10-17 3.8 10-14 2.2 10-17 2.2 10-11 2.2 10-11 

9 1.8 10-19 1.4 10-13 1.8 10-19 1.8 10-19 1.8 10-19 

10 1.4 10 -:.:l 3.2 10-13 1.8 10 -:.el 1.4 10 ·:.Il 1.4 10-:.el 

11 9.7 10-24 1.4 10-13 0 9.7 10-24 9.7 10-24 

12 6.4 10-26 2.6 10-12 0 6.4 10-26 6.4 10-2~ 

13 3.9 10-28 1.9 10-12 0 3.9 10-28 3.9 10-28 

14 2.3 10 ·30 8.0 10-11 0 7.1 10 "29 2.3 10-30 

15 1.3 10-32 5.0 10-10 0 0 1.3 10-32 

1 sec CPU 1 46118 117 131 136 158 
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Tableau 1.8: Exemple 2 (t = 5/10) 

exact N[-,19] N[-,30] N[-,40] 
n cprec=40 
0 1.0 10 "1 1.0 10 1 1.0 w-1 1.0 10 '1 

1 9.5 10-3 9.5 w-3 9.5 w-3 9.5 w-3 

2 7.8 w-4 7.8 w-4 7.8 w-4 7.8 w-4 

3 5.6 w-s 5.6 w-s 5.6 w-s 5.6 w-s 
4 3.5 10-6 3.5 w-6 3.5 w-6 3.5 10-6 

5 2.0 w-7 2.0 w-7 2.0 w-7 2.0 10-7 

6 1.0 10-8 1.0 10-8 1.0 w-8 1.0 10-8 
7 4.7 10-10 4.7 10-10 4.7 w-10 4.7 10-10 

8 2.0 w-n 2.0 w-n 2.0 w-n 2.0 10-11 

9 7.9 10 ·l;:! 9.3 w-l;:! 7.9 w-I;:s 7.9 10 ·l;:! 
10 2.9 10-14 3.5 10-13 2.9 w-14 2.9 10-14 

11 9.8 w-16 3.2 to-13 9.8 w-16 9.8 10-16 

12 3.1 10-17 2.6 w-12 3.1 w-17 3.1 10-17 

13 9.4 10-19 1. 7 w-n 9.4 w-19 9.4 10-19 
14 2.7 10 ·:lU 7.1 10-11 3.1 w-ls 2.11o·:lO 
15 7.110-22 2.5 w-10 6.1 10-19 7.1 10-20 

1 sec CPU 1 34301 131 150 155 
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Tableau 1.9: Exemple 1 (t=l/10). Choix de la valeur de cprec. 

exact exact exact exact 
n cprec=19 cprec=25 cprec=30 cprec=40 
0 4.6 10-:.: 4.6 10-:.: 4.6 10-:.: 4.6 10 ' 2 

1 7.6 10-4 7.6 10-4 7.6 10-4 7.6 10-4 

2 2.4 10-5 2.4 10-5 2.4 10-5 2.4 10-5 

3 9.2 10-8 9.2 10-8 9.2 10-8 9.2 10-8 

4 2.5 10-8 2.5 lo-s 2.5 10-8 2.5 10-8 

5 1.3 10-9 1.3 10-9 1.3 10-9 1.3 10-9 

6 9.4 10-11 9.4 10-11 9.4 10-11 9.4 10-11 

7 6. 7 10-12 6.7 10-12 6.7 10-12 6.7 10-12 

8 4.9 10-13 4.9 10-13 4.9 10-13 4.9 10-13 

9 3.7 10-14 3.7 10-14 3.7 10-14 3.7 10-14 

10 2.9 10-15 2.9 10-15 2.9 10-15 2.9 10-15 

11 2.3 10-16 2.3 10-16 2.3 10-16 2.3 10-16 

12 1.8 10-Jf 1.9 10 ·J( 1.9 10 ·Jf 1.9 10-17 

13 2.2 10-18 1.5 10-18 1.5 10-18 1.5 10-18 

14 5.1 10-19 1.3 10-19 1.3 10-19 1.3 10-19 

15 6.3 10-19 1.1 10-20 1.1 10-20 1.1 10-20 

16 5.7 10-19 8.9 10-22 8.9 10-22 8.9 10-22 

17 6.3 10-19 7.6 10-23 7.6 10-23 7.6 10-23 

18 6.3 10-19 6.5 10-24 6.5 10-24 6.5 10-24 

19 6.3 10-19 0 5.7 10-:.::> 5.7 10 ·:0:() 

1 sec CPU 1 294 297 297 299 
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toption == "SCL". Si nous attendons des résultats exacts, coption =="ER"; si nous 
attendons des résultats approchés, coption == "AR". 
Si roption == "AR", les résultats numériques ou la partie numérique des résultats sym

boliques sont écrits avec resultprec chiffres significatifs. 
Si psoption == 1, les sommes partielles de la série sont aussi calculées. Si psoption est 

différent de 1, les sommes partielles ne sont pas calculées. 
Si toption == "SCL" et preoption == 1, les erreurs rélatives des approximants par 

rapport à la série sont calculées avec précision preprec et sont écrites avec preresprec 
chiffres significatifs. En outre, si psoption == 1, les erreurs rélatives des sommes partielles 
par rapport à la série sont calculées avec précision preprec et sont écrites avec preresprec 
chiffres significatifs. Si toption == "SCL" et preoption == 2, nous calculons le nombre 
de chiffres exacts à la place des erreurs rélatives. 
Si compoption == 0, nous faisons du calcul réel. Si compoption == 1, nous faisons du 

calcul complex. 
Si compoption == 1, toption == "SCL" et preoption == 1, les erreurs rélatives des par

ties réelles et des parties imaginaires des approximants, par rapport aux parties réelles et 
imaginaires de la série sont calculées avec précision preprec et sont écrites avec preresprec 
chiffres significatives. Si psoption == 1, nous faisons de même pour les sommes partielles. 
Si compoption == 1, toption == "SCL", mais preoption == 2, nous calculons le nombre 

.de chiffres exacts à la place des erreurs rélatives. 
Si compoption == 1 et toption == "SCL" , nous calculons aussi la norme p (p >= 1) 

des vecteurs des erreurs rélatives (si preoption == 1), ou la norme p des vecteurs du 
nombre de chiffres exacts (si preoption == 2). La valeur de pest donnée par l'argument 
norm de la fonction tabgptrr. 
Si norm == -1, nous calculons la norme infinie des vecteurs des erreurs rélatives (si 

preoption == 1), ou la composante de valeur absolue minimalle des vecteurs du nombre 
de chiffres exacts (si preoption == 2). 
Les normes sont calculées avec précision preprec et sont écrites avec preresprec chiffres 

significatives. 
Si toption == "VAR" ou preoption est différent de 1 et de 2, ni les erreurs rélatives, ni 

le nombre de chiffres exacts sont calculés. 
Si toption == "SCL" et roption == "ER", nous devons obtenir les expressions numériques 

exactes des approximants au point t; si aroption == 1, nous écrivons ces expressions ex
actes avec resultprec chiffres significatifs. Si aroption est différente de 1, ces valeurs ne 
sont pas écrites. 
Les quatre premiers arguments de la fonction tabgptrr sont obligatoires et les huit 

derniers arguments sont facultatifs. Si l'utilisateur ne donne pas de valeurs à psoption, 
resultprec, preoption, preprec, preresprec, aroption, compoption et norm ces arguments 
prennent automatiquement les valeurs 0, Precision[!.], 0, Precision[!.], 2, 0, 0 et -1 
respectivement. 
Le code de la fonction tabgptrr (voir package BRR.M dans l'annexe D) peut être sché

matisé de la façon suivante: 
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tabgptrr[ k, t, toption, roption, psoption, resultprec, preoption, 
preprec, preresprec, aroption, compoption, norm] 

If psoption == 1 then sp +- 0 
For i= 0, ... , k do 

w +- key[ 0, 0, i, functionalc, g[x,t], x, t ] 
If psoption == 1 then sp +- sp + c[i]/[i, t] 
write w 
If psoption == 1 then write sp 
If preoption == 1 then 

compute and write relative error of w 
If psoption == 1 then 
compute and write relative error of sp 

If preoption == 2 then 
compute and write number of exact digits of w 
If psoption == 1 then 
compute and write number of exact digits of sp 
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Les arguments preprec, preresprec, compoption et norm sont utilisés uniquement dans 
l'éventuel calcul des erreurs relatives ou du nombre de chiffres exacts. 
Les arguments toption, roption, resultprec et aroption sont utilisés uniquement dans 

l'écriture de w et de sp pour choisir sous quelle forme les approximants et les sommes 
partielles doivent être écrits, et n'interviennent pas dans le calcul de ces objects. Con
trairement à ce qui se passe avec la fonction tablegpt, avec tabgptrr nous ne pouvons pas 
contrôler la précision des calculs intermédiaires. Le type de calcul effectué est choisi au
tomatiquement par Mathematica et dépend de la nature des définitions de series, g, c;, !Li, 
fi et initialf et de la valeur de l'argument t, c'est-à-dire le type de calcul varie selon que 
ces définitions et la valeur de t sont exactes, approchées de haute ou de basse précision. 
Si nous appelons 
tabgptrr[ n, t, toption,roption,psoption,resultprec,preoption, 

preprec,preresprec,aroption,compoption,norm], 
sont calculés et gardés dans la mémoire: 

• les éléments des tableaux Lt, ... , Ln+l et X 17 ••• , Xn+l des figures 1.1 et 1.6 avec 
t = J =o. 

• les éléments x~m,n) présents dans ces tableaux . 

• Co, ••• ' Cn· 

• (Ki(O,O)(c,g(x, t)))i=O, ... ,n· 

Pour qu'on puisse évaluer en termes pratiques la différence d'efficacité existante entre 
les fonctions tablegpt et tabgptrr, nous avons mesuré le temps d'exécution, et l'espace 
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de mémoire dépensé dans les appels suivants, correspondants à l'exemple 1 de la section 
1.2.2. 

tablegpt[15, 1/10," SCL"," EG",O, 19, 1, 2, 30] 114 sec CPU 44 K bytes. 
tabgptrr[15, 1/10," SC L"," ER", 0, 19, 1, 30, 2] 8660 sec CPU 1540 K bytes. 

tablegpt[15, 1/10," SCL"," AG", 0, 19, 1, 2, 19] 64 sec CPU 28 K bytes. 
tabgptrr[15, 0.1," SGL"," AR", 0, 19, 1, 19, 2] 8661 sec CPU 1531 K bytes. 

Quand k = 19, la fonction tabgptrr avant d'arriver à la fin des calculs épuise toute lamé
moire disponible (environ 4100 K bytes), et provoque une erreur de système. Cependant, 
tablegpt termine rapidement les calculs. 

1 tablegpt[19,1/10," SCL"," EG",0,19,1,2,30] j296 sec CPU 1119 K bytes.j 
1 tablegpt[19,1/10," SCL"," AG",0,19,1,2,19] 1120 sec CPU 137 K bytes. 1 

1.3.5 Exemples 

Commençons par donner l'expression formelle des quatre premiers approximants corre
spondants aux exemples de la section 1.2.2. 

1 Exemple 1 1 

fgpt[O] = 1/(1 +t) 
fgpt[1] = 2/(2 + t) 
fgpt[2] = (6 + 5t)/((2(1 + t)(3 + t)) 
fgpt[3] = (144 + 228t + 108t2 + 19t3)/(6(1 + t)(2 + t)(3 + t)(4 + t)) 

1 Exemple 2 1 

fgpt[O] = (2(Log[-1- t]- Log[-1- t/2]))/t 
fgpt[1] = (Log[-1 - t] + 8Log[-1- t/2]- 9Log[-1- t/3])/(2t) 
fgpt[2] = (7Log[-1- t]- 24Log[-1- t/2]- 81Log[-1- t/3]-

64Log[-1 - t/4])/(6t) 
fgpt[3] = (23Log[-1- t] + 64Log[-1- t/2]- 486Log[-1- t/3]+ 

1024Log[-1 - t/4]- 625Log[-1 - t/5])/(24t) 

1 Exemple 31 

fgpt[O] = Log[1 - t]ft 
fgpt[1] = ( -3Log[1 - t] + 4Log[1 - t/2])/(t) 
fgpt[2] = (6Log(1- t]- 32Log[1- t/2]- 21Log[1- t/3])/t 
fgpt[3] = (-10Log[1- t] + 160Log[1- t/2]- 405Log[1- t/3]+ 

256Log[1 - t/4])/t 

1 Exemple 4 1 
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fgpt[O] = (-t- 2Log[l- t] + 2tLog[l- t] + 2Log[l- t/2]- tLog[l- tf2])ft2 

fgpt[l] = (-2t + 17Log[l- t] -11tLog[l- t]- 80Log[l- t/2]+ 
40tLog[l- t/2] + 63Log[l - t/3]- 21tLog[l- t/3]))/(2t2

) 

fgpt[2] = ( -6t- 133Log[l- t] + 133tLog[l - t] + 1968Log[l- t/2]
-984tLog[l- t/2]- 4779Log[l - t/3] + 1593tLog[l - t/3]+ 
2944Log[l - t/4]- 136tLog[l- t/4])/(6t2 ) 

fgpt[3] = (-12t + 549Log[1 - t]- 549tLog[l - t]- 22144Log[l - t/2]+ 
11072tLog[1 - t/2] + 122472Log[1 - t/3]- 40824tLog[1 - t/3]-
202752Log[1 - t/4] + 50688tLog[1 - t/4] + 101875Log[1 - tf5]-
20315tLog[1 - t/5])/(12t2

) 

1 Exemple 5j 

fgpt[O] = 1/(1 + t) 
fgpt[1] = 1/(1 + t) 
fgpt[2] = (6 + 5t- 2t2}/((1 + t)(2 + t)(3 + t)) 
fgpt[3] = (24 + 26t- 3t2

- 4t3 )/((1 + t)(2 + t}(3 + t}(4 + t)) 

1 Exemple 6 1 

fgpt[O] = (2(Log[-1- t]- Log[-1- t/2]))/t 
fgpt[l] = (7Log[-1- t] -16Log[-1- t/2) + 9Log[-1- tf3]}/(2t) 
fgpt[2] = (-7Log[-1- t] + 288Log[-1- t/2] -729Log[-1- t/3]+ 

+448Log[-1 - tf4])/(6t} 
fgpt[3] = (-23Log[-1- t] + 992Log[-1- t/2]- 2106Log[-1- t/3]+ 

512Log[-1- t/4] + Log[-1- tf5])/(24t) 

1 Exemple 7 1 

fgpt[O] =Et 
fgpt[l] = 4Etf2 - 3Et 
fgpt[2] = 27 Et/3 - 32Etf2 + 6Et 
fgpt[3] = 256Etf4 - 405Etf3 + 160Etf2 - lOEt 

l Exemple 8 1 

fgpt[O] = (2( -Etf2 +Et)) ft 
fgpt[l] = (-63Etf3 + 80Etf2 -17Et}/(2t) 
fgpt[2] = (-2944Et/4 + 4719Etf3 -1968Etf2 + 133Et)/(6t) 
fgpt[3] = (-101875Etfs + 202752Etf4 - 122472Etf3+ 

22144Etf2 - 549Et)/(12t). 
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Nous observons que ce n'est pas raisonable d'approcher une série par une fonction qui 
a une expression plus compliquée que la série elle même. Or, ceci est le cas de tous les 
exemples montrés sauf le premier et le cinquième, où les approximants sont de type Padé. 
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Vu que 
(n)J(t) = a~n) Lo( G(x, t)) + · · · + a~n) Ln(G(x, t)), 

nous devons choisir la suite des fonctionnelles (Li)i=O,t, ... de sorte que les fonctions Fi(t) = 
Li( G(x, t) ), i = 0, 1, ... soient plus simples que la série que nous voulons approcher. 
Le problème qui est derrière ces exemples est le suivant: étant donnés une série de 

fonctions, la fonction génératrice et la suite des moments correspondants, comment choisir 
des formes Li qui produisent des approximants de type Padé généralisés qui convergent 
vers la série, dans un certain domaine du plan complexe, au moins plus vite que la suite des 
sommes partielles. Nous nous demandons aussi sous quelles conditions ces fonctionnelles 
existent. Est-ce qu'elles sont définies de façon unique ou non ? Saurions nous choisir les 
fonctionnelles qui produisent la convergence la plus rapide? 
Une autre question consiste à savoir dans quel domaine du plan complexe les approxi

mants convergent: le domaine de convergence de la série, le domaine d'analiticité de la 
fonction, ou autre ? 
Le premier pas pour aborder toutes ces questions est de trouver des exemples supplé

mentaires 4 • 

Si nous comparons les graphes de f(t) = log(1 + t)/t et de f(t) =exp( -t) (voir figures 
1.12 et 1.13), avec les graphes de F;(t) = Lï(1/(1 - xt)) = 1/(1 + i~t ), i = 0, 1, ... (voir 
figure 1.14), pour t > -1, nous constatons qu'ils ont tous la même forme. Ce fait peut 
peut-être nous aider à trouver d'autres exemples. 
Remarquons que Fi= F;(t) admet un pôle pour t = -(i + 1), i = 0, 1, .... Donc, on ne 

doit pas envisager d'approcher une série par (n),(t), pour tE]- oo, -1). 
La fonction f ( t) = 1/ .Jf'+l, dont le graphe a la même forme que les graphes précédents, 

pour t > -1 (voir figure 1.15), est développable en série de puissances. 
Considérons donc l'exemple 9: 

Exemple 9 
J(t) = 1/vl + t 
G(x, t) = 1/(1 - xt) 
Co= 1 
0- (-1);(2i-1)!! 

Ci - (2i)!! 

ui(x) =xi 
/i(t) =ti 
Lï(f) =!(-dt) 
Les approximants sont de type Padé. 

Ecrivons l'expression formelle des quatre premiers approximants : 

fgpt(O] = 1/(1 + t) 
fgpt[1] = 2/(2 + t) 
fgpt[2] = (24 + 32t -llt2)/(4(1 + t)(2 + t)(3 + t)) 
fgpt(3) = (96 + 152t + 76t2

- 15t3)/(4(1 + t)(2 + t)(3 + t)(4 + t)). 
4 Voir figures et tableaux à la fin de cette section. 
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D'après les tableaux 1.10 et 1.11, nous constatons que, dans ce cas, la suite des fonction
nelles Li(/) = f(- i.;t ), i = 0, 1, ... produit aussi des approximants qui convergent vers la 
série, pour des valeurs de t E]-1, 1). Nous remarquons que le nombre de chiffres exacts des 
approximants est toujours supérieur au nombre de chiffres exacts des sommes partielles. 
La vitesse de convergence diminue au fur et à mesure qu'on s'éloigne de l'origine. 
Considérons maintenant une autre suite de fonctionnelles 

Li(/)= /(~1 ), i = 0,1, .... 1+ 
En appliquant ces fonctionnelles à la fonction génératrice des puissances de la variable x, 
nous obtenons la suite des fonctions 

Fi(t) = Li( 
1 

1 
) = 

1 
1 

t , i = 0, 1, ... , 
- xt - i+t 

dont les graphes sont dessinés dans la figure 1.16, pour t < 1. 
Remarquons que Fi= Fï(t) admet un pôle pour t = i + 1, i = 0, 1, .... Donc, on ne doit 

pas envisager d'approcher une série par (n),(t), pour des valeurs de t E [1, +oo[. 
Considérons la fonction f(t) = exp(7t), dont le graphe (voir figure 1.17) a la même forme 

que les graphes de Fi= Fi(t), i = 0, 1, ... , pour t < 1. Cette fonction est développable en 
série de puissances. 
Considérons donc l'exemple 10: 

Exemple 10 
f(t) = exp(7t) 
G(x, t) = 1/(1 - xt) 
Ci= 7i /i! 
ui(x)=xi 
/i(t) =ti : 

Li(!) = !( ï11) 
Les approximants sont de type Padé. 

Ecrivons l'expression formelle des quatre premiers approximants : 

fgpt[O] = -(1/( -1 + t)) 
fgpt[1] = (2 + llt)/(( -2 + t)( -1 + t)) 
fgpt[2] = ( -6- :ht- 76t2 )/(( -3 + t)( -2 + t)( -1 + t)) 
fgpt[3] = (24 + 118t + 273t2

- 382t3
)/(( -4 + t)( -3 + t)( -2 + t)( -1 + t)). 

D'après les tableaux 1.12 et 1.13, nous constatons que la suite des fonctionnelles Li{!)= 
JC.;

1 
), i = 0, 1, ... produit, dans ce cas, des approximants qui convergent vers la série et 

plus rapidement que la suite des sommes partielles, pour des valeurs de t E [-1, 1[ .. La 
vitesse de convergence diminue au fur et à mesure qu'on s'éloigne de l'origine. 
La fonction f(t) = exp(7t) est aussi développable en série de polynômes de Tchebichev 

(voir Paszkowski [14]). Ecrivons la fonction génératrice de ces polynômes 

1- xt 00 
• 

G(x, t) = 
1 2 

t 2 = E x'Ti(t) , !tl< 1. 
-x+x i=O 
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En appliquant à G ::;.G(x, t) la suite des fonctionnelles Li(!)= !(1/(i + 1)), i = 0, 1, ... , 
nous obtenons la suite des fonctions 

1-xt 1-fr . 
Fi(t)=Li(

1 2 2 )=
1 2, + 1 ,t=0,1, ... , 

- xt + x - i+l + (i+l)2 

dont les graphes sont dessinés dans la figure 1.18, pour t < 1. Nous voyons qu'ils ont la 
même forme que le graphe de f(t) = exp(7t), pour t < 1. 
Remarquons que Fi = Fi(t) admet un pôle pour t = !f- + 2(i~l)' i = 0, 1, .... Donc, on 

ne doit pas envisager d'approcher une série par (n),(t) pour tE [1,+oo[. 
Considérons donc l'exemple 11: 

Exemple 11 
f(t) = exp(7t) 
G(x, t) = (1- xt)/(1- 2xt + x2

) 

Ci = Bessell(O, 7) 
Ci= 2Bessell(i, 7) 
u,(x) =xi 
j,(t) = Tï(t) 
Li(!)= J(.h) 
Les approximants sont de type Padé généralisé. 

Ecrivons l'expression formelle des trois premiers approximants: 

f gpt[O] = Bessell[O, 7]/2 
fgpt[I] = (-llBessell[O, 7] + 4tBessell[O, 7] + 12Bessell[1, 7])/(2( -5 + 4t)) 
f gpt[2] = (55Bessell[O, 7]- 11tBessell[O, 7] + 12t2 Bessell[O, 7]- 60Bessell[1, 7]+ 

+144tBessell[1, 7]- 12tBessell[2, 7])/(2(-5 + 3t)( -5 + 4t)) 

D'après les tableaux 1.14 et 1.15, nous constatons que la suite des fonctionnelles produit, 
dans ce cas, des approximants qui convergent vers la série et plus rapidement que la 
suite des sommes partielles, pour des valeurs de t E [ -1, 1 [. La vitesse de convergence est 
pratiquement la même tout au long de l'intervalle [-1, 1]. 
Il y a une différence fondamentale entre les approximants de type Padé généralisés con

struits d'après une série de puissances et ceux construits d'après un développement en 
polynômes orthogonaux. Le dèveloppement en série de puissances, à partir de laquelle les 
approximants de la fonction sont construits, dépend de la valeur de la fonction et de ses 
dérivées en un seul point et converge plus vite quand on est proche de ce point. Tandis 
que le développement polynomial dépend des moyennes pondérées de la fonction le long 
de l'intervalle d'orthogonalité, et la vitesse de convergence est pratiquement la même tout 
au long de cet intervalle. 
Ces propriétés des séries de puissances et des développements orthogonaux sont trans

mises aux approximants de type Padé généralisés construits d'après eux. 
Si nous représentons les valeurs des tableaux 1.12, 1.13, 1.14 et 1.15 dans des graphes 

(voir figures 1.19, 1.20, 1.21 et 1.22), nous constatons dans ce cas particulier ce que nous 
venons de dire. 
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Dans chaque exemple, les approximants et les sommes partielles correspondantes ont le 
même type de comportement du point de vue de la précision des résultats, c'est-à-dire 
les graphes du nombre de chiffres exacts ont la même forme. Dans le cas de la série de 
puissances ( exemple 10 ), le nombre de chiffres exacts croît des extrêmes de l'intervalle 
[-1, 1] vers l'origine, où les approximants aussi bien que la série donnent la valeur exacte 
de la fonction. Tandis que dans le cas du développement de Tchebichev ( exemple 11 ), 
le nombre de chiffres exacts est pratiquement constant tout au long de l'intervalle. 
Les résultats de l'exemple 10 sont plus précis dans les alentours de l'origine que les 

résultats de l'exemple 11. Par contre, dans la proximité des extrêmes de l'intervalle, la 
situation est inverse. Ce sont les résultats de l'exemple 11 qui sont plus précis que les 
résultats de l'exemple 10. 
Considérons maintenant la série de Tchebichev suivante (voir Paszkowski [14]) 

00 k 

exp(qt)cos(qv'1- t 2) = {; ~!Tk(t), (1.20) 

qui converge pour tout tE [-1, 1] et q ER. 
Faisons q = 1, et observons que le graphe de f(t) = exp(t) cos( v'1 - t2 ) (voir figure 1.23) 

a la même forme que les graphes de Fi= .Fi(t), pour tE [-1, 1[ (revoir figure 1.18). 
Considérons donc l'exemple 12: 

Exemple 12 
f(t) = exp(t) cos( 1- t2) 

G(x, t) = (1- xt)/(1- 2xt + x2
) 

Ci = 1/i! 
ui(x)=xi 
fi(t) = Ti(t) 
Li(!) = !( r,h) 
Les approximants sont de type Padé généralisé. 

Nous omettons les résultats de cet exemple, parce que les approximants convergent vers 
la série, mais pas plus vite que les sommes partielles. 
Notre idée est de ralentir la convergence de la suite des sommes partielles. Pour cela, il 

suffit de choisir, dans (1.20), une valeur de q de sorte que les coefficients qk / k! convergent 
moins vite vers O. Prenons, par exemple q = 4, et considérons l'exemple suivant : 

Exemple 13 
f(t) = exp(4t) cos(4v'1- t2 ) 

G(x, t) = (1- xt)/(1- 2xt + x2
) 

Ci= 4i /il 
ui(x) =xi 
fi(t) = Ti(t) 
Li(!) = !( r,h) 
Les approximants sont de type Padé généralisé. 

Ecrivons l'expression formelle des quatre premiers approximants: 
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fgpt[O] = 1/2 
Jgpt[1) = (13 + 4t)/(2( -5 + 4t)) 
Jgpt[2) = ( -65- 71t + 12t2)/(2( -5 + 3t)( -5 + 4t)) 
Jgpt[3] = (1185 + 695t- 964t2 + 96t3)/(2(-5 + 3t)(-5 + 4t)(-17 + 8t)). 

D'après les tableaux 1.16 et 1.17, nous constatons que la suite des approximants converge 
vers la série et plus vite que la suite des sommes partielles, pour des valeurs de tE [-1, 1[. 
Observons aussi les graphes des figures 1.24 et 1.25, où nous représentons les valeurs des 
tableaux précédents. 
La surprise que renferme cet exemple est que le graphe de J(t) = exp(4t) cos(4.Jï="'i2) 

(voir figure 1.26) n'a pas la même forme que les graphes de Fi= Fi(t) (revoir figure 1.18). 
Considérons finalement la série de Laguerre suivante (voir Lebedev [12]) 

oo a' 
exp(a)Jo(2Vat) = L: -:;L?(t), 

i=O t. 
(1.21) 

qui converge pour tout t > 0 et a > O. 5 

Ecrivons la fonction génératrice des polynômes de Laguerre: 

1 x 00 

G(x,t) = 
1

_ x exp(-
1

_ x t) = ~xiL?(t). 
s=O 

En appliquant à G = G(x, t) la suite des fonctionnelles Li(/) = J(1/(i + 2)), i = 0, 1, ... , 
nous obtenons la suite des fonctions: 

1 x i+2 1 . 
F,(t) = L,(-- exp( --

1
-t)) = -. -exp(--. -t), t = 0, 1, ... , 

1-x -x t+1 t+l 

dont les graphes sont dessinés dans la figure 1.27. 
Remarquons que les fonctions Fi= Fi(t) sont entières. 
Dans (1.21), faisons a = 1, et considérons la fonction J(t) = exp(l)J0 (2Vt), dont le 

graphe est dessiné dans la figure 1.28. Les graphes de f et de Fi ne se ressemblent pas. 
De toute façon essayons l'exemple 14: 

Exemple 14 
f(t) = exp(1)Jo(2v't) 
G(x, t) = l~z exp( - 1~zt) 
Ci= 1/i! 
ui(x) =xi 
j,(t) = Li(t) 
L?(f) = !Clf) 
Les approximants sont de type Padé généralisé. 

Nous omettons les résultats de cet exemple, parce que les approximants convergent vers 
la série, mais pas plus vite que les sommes partielles. Nous sommes dans la même situation 

6 Jo représente la fonction de Bessel d'ordre 0 et {L?}i:O,l, ... la famille des polynômes de Laguerre. 
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que l'exemple 12. Augmentons dans (1.21) la valeur de a. Prenons, par exemple a= 5, 
et considérons l'exemple 15: 

Exemple 15 
f(t) = exp(5)Jo(2v5t) 
G(x,t) = l~zexp(- 1:zt) 
Ci= 5i/i! 
u;(x)=xi 
/;(t) = L?(t) 
L;(f) =/(th) 
Les approximants sont de type Padé généralisé. 

Ecrivons l'expression formelle des quatre premiers approximants : 

fgpt[O] = 2/ Exp[t] 
fgpt[1] = (112- 81Exp[t/2])/(2Exp[t]) 
fgpt[2] = (928- 1917 Exp[t/2] + 1088Exp[2t/3])/(2Exp[t]) 
fgpt[3] = (15392- 66798Exp[t/2] + 97792Exp[2t/3] - 45625Exp(3t/4])/(8Exp[t]). 

D'après le tableau 1.18, nous constatons que les approximants convergent vers la série 
et plus vite que les sommes partielles, pour des valeurs de t > O. Observons aussi les 
graphes des figures 1.29, 1.30, 1.31, 1.32, 1.33, 1.34, 1.35, et 1.36, où nous représentons les 
résultats de cette exemple. Au fur et à mesure qu'on s'éloigne de l'origine, la vitesse de 
convergence diminue progressivement. Nous remarquons que, quand t = 200, au bout de 
38 itérations, ni l'approximant, ni la somme partielle n'exhibe un seul chiffre exact. Pour 
terminer, nous dessinons dans la figure 1.37 le graphe de f(t) = exp(5)J0 (2VSt), qui n'a 
pas du tout la même forme que les graphes de Fi= F;(t) (revoir la figure 1.27.) 
Pour chaque exemple montré, nous avons aussi testé des valeurs de t complexes. Les 

résultats ont le même type de comportement que ceux obtenus pour les valeurs réelles de 
t. Plus précisément, pour t complexe appartenant au domaine de convergence de la série, 
les approximants correspondants convergent. Dans l'ensemble des exemples testés, nous 
n'avons jamais observé le cas, à savoir que la série diverge et la suite des approximants 
converge. Cette situation a lieu pour la série 

log(l + t) = f: (-l)i ti, 
t i=O i + 1 

convergente dans le disque unité, tandis que les approximants de Padé convergent dans 
le plan coupé par la semi-droite réelle]- oo, -1]. 
Les résultats des deux dernières sections ont été obtenus avec le package GPADE

TYPE.M, donné dans l'annexe C, et le logiciel Mathematica 2.0 dans un Macintosh 
SE/90. 
Les résultats symboliques ont été obtenus en faisant du calcul exact. 
Les résultats numériques ont été obtenus en faisant du calcul approché de haute précision 

avec une valeur suffisamment élevée de cprec de sorte que les erreurs d'arrondi n'entachent 
pas les chiffres exacts des résultats (cprec == 65). 
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Les résultats numériques ont été obtenus en faisant des appels comme suit : 

tablegpt[40, 1/10, "SC L", "AC", 1, 35, 2, 2, 65], 

où le premier argument varie selon le nombre maximum d'approximants à calculer et le 
deuxième est la valeur de t. 
Nous rappelons que les définitions de la série, de la fonction génératrice, de la base des 

polynômes, des fonctions élémentaires, des fonctionnelles et de la valeur de t doivent être 
exactes, pour qu'il soit possible de faire du calcul exact et du calcul approché de précision 
arbitraire (voir les packages BE.M et BIF.M donnés dans l'annexe C) . 



1.3. Calcul en utilisa.nt les relations de récurrence de la biortlwgonalité 

-1 

,• 

-1 

Figure 1.12: f(t) = log(I + t)ft. 

-0.5 

6 

5 

4 

0.5 

Figure 1.13: J(t) =exp( -t). 

-0.5 0.5 

1 

1 

69 



70 Approximant.s de type Padé généralisés 

Figure 1.14: Fi(t) = 1/(1 + i~l ), i = 0, 1, 2,3,4,5. 
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Figure 1.15: .f(t) = 1/sqrt(l + t). 
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Figure 1.18: F1(t) = 
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_ _::oh 1 , i = 0, 1, 2, 3, 4, 5 
•+1 + (i+1)2 
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f(t)=exp(7t) , gCx,t>= 1/( 1-xt) 
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f(t)=exp(t), g(x,t)=l/(1-xt) 
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Figure 1.21 : 
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f(t:)=expC7t) , g(x,t)=( 1-xt)/( 1-2xt•x·2) 
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Figure 1.23: f(t) = exp(t) cos(sqrt(l- t2)) 
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Figure 1. 24 : 
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Figure 1.26: f(t) = exp(4t)cos(4sqrt(l- t 2 )) 
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Figure 1.28: f(t) = exp(l)J0 (2sqrt(t)) 
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f( t )a:e xp( 5 )besse 1 J 0( 2sqrt< 5t > > 
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Figure 1.31 : 

f < t )=exp(5 )besse 1 J 0( 2sqrt< 5t > > 

Figure 1.32 : 

f < t )=exp< 5 )besse 1 j 0(2s qrt< 5 t)) 
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•' f( t )=exp(5 )besse 1 j 0( 2sqrt( St)) 
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Figure 1.35 : 
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f( t )=exp< 5 )besse 1 j 0( 2sqrt( St)) 
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Tableau 1.10: Nombre de chiffres exacts de (n),(t) et de ps(n), n = 0, ... , 20. 

f(t) = 1/-/1 + t 
G(x, t) = 1/(1- xt), Ci= ( -1)'(2i- 1)!!/(2i)!! 
ui(x) =x', j,(t) =ti, Li(!)= f(-1/(i + 1)) 

t = -fo t = -!o t = -! t = -fo t= -fo 
n (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) 
0 -.83 -.33 -.18 .083 .23 .38 .63 .71 1.2 1.3 
1 -.13 -.23 .54 .32 1.1 .78 1.7 1.3 2.8 2.4 
2 -.11 -.15 .91 .53 1.7 1.2 2.6 1.9 4.3 3.5 
3 .57 -.072 2.2 .73 4.1 1.5 4.7 2.5 6.6 4.5 
4 .47 -.001 1.9 .92 3.1 1.8 4.6 3.1 7.3 5.6 
5 .64 .068 2.2 1.1 3.7 2.2 5.4 3.6 8.6 6.6 
6 .74 .13 2.5 1.3 4.1 2.5 6.0 4.2 9.7 7.6 
7 .85 . 2 2.7 1.5 4.5 2.8 6.7 4.7 11 . 8.7 
8 .94 . 26 2.9 1.6 4.8 3.2 7.3 5.3 12 . 9.7 
9 1.0 .32 3.2 1.8 5.2 3.5 7.9 5.8 13. 11. 
10 1.1 . 38 3.4 2.0 5.6 3.8 8.5 6.4 14 . 12. 
11 1.2 .44 3.6 2.2 6.0 4.1 9.1 6.9 15. 13. 
12 1.3 . 5 3.8 2.3 6.3 4.4 9.7 7.5 16 . . 14. 
13 1.4 .55 4.0 2.5 6.7 4.8 10. 8.0 17. 15. 
14 1.5 .61 4.2 2.7 7.0 5.1 11. 8.5 18. 16. 
15 1.5 . 66 4.4 2.8 7.4 5.4 11. 9.1 19 . 17. 
16 1.6 .72 4.6 3.0 7.7 5.7 12. 9.6 21. 18. 
17 1.7 .77 4.8 3.2 8.1 6.0 13. 10. 22. 19. 
18 1.8 .83 5.0 3.3 8.4 6.3 13. 11. 23. 20. 
19 1.8 .88 5.1 3.5 8.8 6.6 14. 11. 24. 21. 
20 1.9 .94 5.3 3.7 9.1 6.9 14. 12. 25. 22. 
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Tableau 1.11: Nombre de chiffres exacts de (n)1(t) et de ps(n), n = 0, ... , 20. 

J(t) = 11..;1 + t 
G(x, t) = 1/(1- xt), Ci= ( -1)'(2i- 1)!!/(2i)!! 
u,(x) =x', J,(t) =t', L,(f) = f( -1/(i + 1)) 

t =ta t = fo t =! t = io t = fo t = 1 
n (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n), ps(n) 
0 1.4 1.3 .97 .91 .82 .74 .75 .63 .7 .56 .68 .53 
1 3. 2.5 2.1 1.6 1.8 1.2 1.6 .93 1.4 .76 1.4 .68 
2 4.5 3.5 3.2 2.2 2.7 1.6 2.3 1.2 2.1 .89 2. .77 
3 6.6 4.6 4.8 2.8 4.0 1.9 3.5 1.4 3.2 1.0 3.1 .84 
4 7.5 5.6 5.4 3.3 4.5 2.3 3.9 1.6 3.5 1.1 3.4 .89 
5 8.9 6.7 6.3 3.9 5.2 2.6 4.6 1.8 4.1 1.2 3.9 .93 
6 10. 7.7 7. 4.4 5.6 3.0 4.8 2. 4.3 1.3 4. .97 
7 11. 8.7 7.6 5.0 6.1 3.3 5.2 2.2 4.5 1.3 4.2 1. 
8 12. 9.8 8.3 5.5 6.5 3.6 5.5 2.3 4.7 1.4 4.4 1. 
9 13. 11. 8.9 6.1 7. 3.9 5.8 2.5 4.9 1.5 4.5 1. 
10 14. 12. 9.5 6.6 7.4 4.3 6. 2.7 5.1 1.5 4.7 1.1 
11 16. 13. 10. 7.2 7.8 4.6 6.3 2.9 5.2 1.6 4.8 1.1 
12 17. 14. 11. 7.7 8.2 4.9 6.5 3. 5.4 1.7 ·4.9 1.1 
13 18. 15. 11. 8.3 8.6 5.2 6.8 3.2 5.5 1.7 5. 1.1 
14 19. 16. 12. 8.8 9. 5.5 7. 3.4 5.7 1.8 5.1 1.1 
15 20. 17. 13. 9.3 9.3 5.8 7.3 3.6 5.8 1.9 5.2 1.1 
16 21. 18. 13. 9.9 9.7 6.2 7.5 3.7 5.9 1.9 5.3 1.2 
17 22. 19. 14. 10. 10. 6.5 7.7 3.9 6.1 2.0 5.4 1.2 
18 23. 20. 14. 11. 10. 6.8 8. 4.1 6.2 2.0 5.4 1.2 
19 24. 21. 15. 11. 11. 7.1 8.2 4.2 6.3 2.1 5.5 1.2 
20 25. 22. 15. 12. 11. 7.4 8.4 4.4 6.4 2.1 5.6 1.2 
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Tableau 1.12: Nombre de chiffres exacts de (n),(t) et de ps(n), n = 0, ... ,26. 

f(t) = exp(7t) 
G(x, t) = 1/(1 - xt), Ci = 7' fil 

ui(x) =xi, fi(t) =ti, Li(!)= f(1/(i + 1)) 

t = -1 t =-in t = -fn t= -1 t = -fri 
n (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) 
0 .3 .0004 .28 .0008 .24 .0032 .2 .013 .19 .057 
1 -.18 -.78 -.16 -.72 -.097 -.59 .016 -.4 .25 -.087 
2 -.33 -1.3 -.27 -1.2 -.1 -.91 .16 -.56 .63 .0076 
3 -.23 -1.6 -.12 -1.4 .15 -1.1 .56 -.55 1.3 .25 
4 .22 -1.8 .38 -1.6 .78 -1.1 1.4 -.43 2.3 .6 
5 .56 -1.9 .72 -1.6 1.1 -1. 1.7 -.22 2.8 1. 
6 .25 -1.9 .47 -1.6 1. -.91 1.8 .057 3.1 1.6 
7 .36 -1.9 .63 -1.6 1.3 -.72 2.2 .4 3.8 2.1 
8 .66 -1.8 .98 -1.4 1.7 -.47 2.8 .8 4.6 2.7 
9 1.2 -1.7 1.5 -1.2 2.4 -.18 3.6 1.2 5.6 3.4 
10 2.1 -1.5 2.5 -1. 3.5 . 16 5 . 1.7 7.3 4.1 
11 2.2 -1.3 2.7 -.74 3.7 .54 5.2 2.3 7.6 4.9 
12 2.3 -1. 2.8 -.43 4. .95 5.6 2.8 8.3 5.7 
13 2.7 -.72 . 3.2 -.096 4.5 1.4 6.3 3.4 9.2 6.5 
14 3.3 -.4 3.8 .27 5.2 1.9 7.2 4. 10. 7.3 
15 4. -.049 4.6 .67 6.1 2.4 8.2 4.7 11. . 8.2 
16 5.4 .33 6.1 1.1 7.9 2.9 10. 5.4 14. 9.1 
17 5.2 .73 5.9 1.5 7.6 3.5 10. 6.1 14. 10. 
18 5.6 1.2 6.3 2. 8.1 4.1 11. 6.8 15. 11. 
19 6.1 1.6 6.9 2.5 8.8 4.7 11. 7.6 16. 12. 
20 6.8 '2.1 7.6 3. 9.7 5.3 12. 8.3 17. 13. 
21 7.7 2.6 8.6 3.6 11. 6. 14. 9.1 18. 14. 
22 9.8 3.1 11. 4.1 13. 6.6 16. 10. 20. 15. 
23 9.1 3.6 10. 4.7 12. 7.3 16. 11. 21. 16. 
24 9.5 4.2 11. 5.3 13. 8. 16. 12. 22. 17. 
25 10. 4.7 11. 5.9 14 8.7 17. 13. 23. 18. 
26 11. 5.3 12. 6.5 15. 9.5 18. 13. 24. 19. 
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Tableau 1.13: Nombre de chiffres exacts de (n),(t) et de ps(n), n = 0, ... , 26. 

f(t) = exp(7t) 
G(x, t) = 1/{1 - xt), c; = 7' fi! 

ui(x) =xi, fi(t) =ti, Li(!)= /{1/(i + 1)) 

t = -iô t = fo t = fn t=~ t = fn t = fn 
n (n), ps(n) (n)J ps(n) (n)! ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) 
0 .38 .3 .044 -.0059 -.83 -.86 -1.5 -1.5 -2.1 -2.1 -2.7 -2.7 
1 .97 .71 .7 .5 -.57 -.7 -1.4 -1.5 -2. -2.1 -2.6 -2.7 
2 1.8 1.3 1.6 1.2 -.11 -.46 -1.1 -1.4 -1.8 -2.1 -2.1 -2.7 
3 3. 2.1 2.8 1.9 .63 -.12 -.45 -1.2 -.95 -2. -2.5 -2.7 
4 4.6 2.9 4.7 2.8 2.3 .29 .15 -.96 -1.4 -1.9 -2.8 -2.6 
5 5.3 3.8 5. 3.7 1.8 .78 -.015 -.67 -1.4 -1.7 -2.9 -2.5 
6 6.2 4.8 5.9 4.7 2.2 1.3 .27 -.33 -1.2 -1.5 -2.8 -2.4 
7 7.3 5.9 7. 5.8 2.9 1.9 .75 .056 -.88 -1.2 -2.5 -2.2 
8 8.6 7. 8.4 6.9 3.8 2.6 1.4 .49 -.36 -.92 -2.1 -2. 
9 10. 8.1 9.9 8.1 4.8 3.2 2.3 .96 .43 -.58 -1.3 -1.8 
10 12. 9.3 13. 9.3 7. 4. 3.7 1.5 1.3 -.21 -.83 -1.5 
11 13. 11. 13. 11. 6.6 4.7 3.5 2. 1.2 .0 -.89 -1.2 
12 14. 12. 14. 12. 7.3 5.5 4. 2.6 1.6 .64 -.59 -.84 
13 16 13. 15. 13. 8.2 6.4 4.7 3.2 2.2 1.1 -.12 -.48 
14 17. 14. 17. 14. 9.3 7.2 5.6 3.9 2.9 1.6 .51 -.082 
15 19. 16. 19. 16. 11. 8.1 6.7 4.5 3.9 2.1 1.4 .34 
16 22. 17. 21. 17. 12. 9. 8.1 5.2 5. 2.7 2.2 .78 
17 22. 19 22. 19. 13. 10. 8.2 5.9 5. 3.3 2.3 1.2 
18 23. 20. 23. 20. 14. 11. 8.9 6.7 5.6 3.9 2.7 1.7 
19 25. 21. 25. 21. 15. 12. 9.7 7.4 6.3 4.5 3.3 2.2 
20 27. 23. 26. 23. 16. 13. 11. 8.2 7.2 5.1 4.1 2.8 
21 28. 24. 28. 24. 17. 14. 12. 9. 8.4 5.8 5.2 3.3 
22 31. 26. 30. 26. 19. 15. 13. 9.8 9.4 6.4 6~ 3.9 
23 32. 28. 31. 27. 19. 16. 14. 11. 9.7 7.1 6.3 4.5 
24 33. 29. 33. 29. 21. 17. 15. 12. 10. 7.8 6.8 5.1 
25 35. 31. 35. 31. 22. 18. 16. 12. 11. 8.6 7.6 5.7 
26 37. 32. 36. 32. 23. 19. 17. 13. 12. 9.3 8.5 6.3 
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Tableau 1.14: Nombre de chiffres exacts de (n)J(t) et de ps(n), n = 0, ... , 26. 

f(t) = exp(7t) 
G(x, t) = (1 - xt)/(1 - 2xt + x2

), Ci = 2Bessell[i, 7] 
ui(x) =xi, /i(t) = Ti(t), L,(f) = /(1/(i + 1)) 

t = -1 t= -fn t= -ln t = -~ t = -fn t = -f-o 
n (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) 
0 -1.9 -2.2 -1.9 -2.2 -1.9 -2.2 -1.9 -2.2 -1.9 -2.2 -1.9 -2.2 
1 -1.6 -2.2 -1.5 -2.1 -1.5 -1.7 -1.4 -1.1 -1.2 -1.9 -.61 -2.1 
2 -.4 -2.2 -.009 -1.6 -.25 -1.7 -.61 -2. -.72 -2.1 -.65 -2. 
3 -.41 -1.8 -.033 -.67 -.25 -1.8 -.61 -1.8 -.73 -.81 -.67 -1.7 
4 .64 -1.6 1.6 -1.3 .57 -1.5 .4 -.9 .51 -1.6 1. -1.6 
5 1.1 -1.2 1.8 -1.2 .85 -.52 1. -1.3 .87 -1.1 .34 -1.1 
6 1.3 -.88 1.4 -.89 1.4 -.69 1.2 -.79 .87 -.76 2.7 -.93 
7 2.3 -.47 2.3 -.45 2.7 -.5 2. .058 2.4 -.51 1.6 -.2 
8 3. -.022 3. .13 3. .063 2.7 -.056 2.5 .82 2.3 -.083 
9 3.3 .47 3.2 .98 3. 1.6 3.2 .59 2.8 .41 2.6 .93 
10 4. . 99 4.1 1.8 4 . 1.1 3.7 1.5 3.8 1.3 3.5 .92 
11 6.9 1.6 5.9 1.8 5.5 1.5 5.2 1.5 5.2 1.6 5.1 2.4 
12 5.5 2.1 6.8 2.2 5.5 2.3 5.7 2.3 5.2 2.2 4.7 2.1 
13 6.2 2.8 6.4 2.8 6. 5.6 5.8 3.2 5.7 3.3 5.9 4. 
14 7.5 3.4 7.5 3.4 7.4 3.5 7.4 3.4 7.1 3.4 6.8 3.4 
15 8.1 4.1 8. 4.3 8.3 4.1 9.1 4.3 10. 4.5 7.9 4.7 
16 8.7 4.8 8.6 5.4 8.7 4.9 8.3 5.2 8. 4.8 7.8 4.7 
17 9.8 5.5 9.8 6.2 9.5 6.7 9.4 5.5 9.5 5.6 9.7 5.9 
18 11. 6.3 11. 6.5 11. 6.4 11. 6.4 11. 6.7 10. 6.3 
19 11. 7. 12. 7.1 12. 7. 11. 7.4 11. 7. 11. 7.2 
20 12. 7.8. 13. 7.8 12. 8. 12. 7.8 13. 8.4 12. 7.9 
21 15. 8.6 15. 8.7 15. 9.5 14. 8.8 14. 8.6 13. 8.7 
22 14. 9.4 14. 9.6 14. 9.5 14. 9.8 14. 9.5 14. 9.6 
23 15. .10. 15. 11. 15. 10. 15. 10. 15. 11. 14. 10. 
24 17. 11. 17. 12. 17. 11. 17. 11. 16. 11. 16. 11. 
25 17. 12. 18. 12. 17. 13. 17. 12. 17. 13. 16. 12. 
26 18. 13. 19. 13. 18. 13. 18. 13. 18. 13. 20. 13. 
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Tableau 1.15: Nombre de chiffres exacts de (n),(t) et de ps(n), n = 0, ... ,26. 

f(t) = exp(7t) 
G(x, t) = (1 - xt)/(1- 2xt + x2

), Ci = 2Bessell[i, 7) 
Ui(x) =xi, /i(t) = Tt(t), Li(!) = /(1/(i + 1)) 

t=O t = fn t = fn t = ~ t = !n t = fn 
n (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) 
0 -1.9 -2.2 -1.9 -2.2 -1.9 -2.2 -1.7 -2.1 -1.7 -1.5 -2.7 -2.6 
1 -.45 -2.2 -1.1 -2.3 -1.6 -2.4 -2. -2.5 -2.4 -2.4 -2.9 -2. 
2 -.45 -1.9 1.9 -1.7 -1. -1.7 -1.4 -2.2 -1.4 -2.4 -1.9 -1.8 
3 -.48 -1.9 .61 -1.7 -.98 -1.9 -1.4 -.45 -1.4 -2.1 -1.9 -2. 
4 .34 -1.3 .012 -.25 -.35 -1.7 -.29 -1.7 -.9 -1.3 -.61 -1.9 
5 .26 -1.3 .32 -1.4 .28 -.67 -.38 -1.4 .037 -1.2 -.91 -1.6 
6 .83 -.56 .51 -.51 .49 -1. .13 -.25 .067 -1.1 -.66 -1.2 
7 1.7 -.56 3. -.55 1.3 -.32 1.6 -.55 .97 -.67 .67 -.65 
8 4. .39 2.1 .12 1.9 .012 1.4 -.18 1.2 .15 .48 .061 
9 2.4 .39 2.7 .48 2. .37 2. .93 3.3 .73 1. 1.6 
10 3.7 1.5 3.1 1. 3.3 2.1 3. .99 2.4 .85 2.1 1.2 
11 4.6 1.5 4.4 1.7 4.1 1.4 3.8 1.4 3.4 1.4 3. 1.5 
12 6.2 2.7 4.4 2.1 4.4 2.3 4.4 2.5 3.7 2.3 3.1 2. 
13 5.3 2.7 5.8 3.1 5.1 2.9 4.8 2.8 5. 3.1 3.7 2.6 
14 7. 4. 6.5 3.3 6.2 3.3 6. 3.3 6.1 3.3 5.3 3.3 
15 7. 4. 7.4 4.8 7.1 5.4 7.4 4.4 5.9 4 .. 5.3 4.2 
16 8.5 5.4 7.5 4.7 7.2 4.7 7. 4.9 6.9 5. 6.2 5.7 
17 8.8 5.4 9.6 6.7 8.7 5.7 8.1 5.4 8.3 5.9 7.9 5.8 
18 10. 7. 9.7 6.2 9.4 6.4 9.8 6.6 8.6 6.2 8.3 6.3 
19 10. 7. 12. 7.5 10. 7. 9.6 7.1 9.2 6.9 8.6 6.9 
20 12. 8.6 11. 7.8 11. 9.1 11. 7.7 11. 8.1 9.6 7.7 
21 13. 8.6 13. 8.9 13. 8.6 12. 8.9 12. 9. 11. 8.6 
22 13. 10. 13. 9.5 14. 9.6 12. 9.6 12. 9.4 11. 9.6 
23 14. 10. 14. 10. 14. 10. 13. 10. 13. 10. 13. 11. 
24 17. 12. 16. 11. 15. 11. 16. 11. 15. 11. 15. 12. 
25 16. 12. 17. 12. 16. 13. 15. 12. 15. 12. 15. 12. 
26 17. 14. 17. 13. 17. 13. 16. 13. 16. 13. 15. 13. 
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Tableau 1.16: Nombre de chiffres exacts de (n),(t) et de ps(n), n = 5, ... , 36. 

f(t) = exp(4t) cos(4v'1- t2) 

G(x, t) = (1 - xt)/(1- 2xt + x2), Ci = 4' /i! 
Ui(x) =xi, fi(t) = Ti(t), Li(!)= /(1/(i + 1)) 

t = -1 t = -"*' t = -~ t = -fn t = -fn t = --!n 
n (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) 
5 1.5 -.55 1.9 -.48 1.4 -.36 1.5 -.28 1.1 -.47 .93 -.32 
6 2.5 -.55 2.9 -.34 2.3 .65 2.4 -.37 1.8 -.17 1.7 -.42 
7 2.3 -.047 2.3 -.034 2.5 .054 2.2 .089 2.5 -.11 1.6 .3 
8 2.8 .29 2.8 .43 3.2 .27 2.6 .89 2.3 1.4 2.5 .2 
9 3.9 .68 3.9 1.2 3.7 .79 4.4 .67 3.9 .61 3.2 1.2 
10 4.3 1.1 4.3 2. 4.1 2.2 4.7 1.1 4.5 1.4 3.5 1. 
11 4.7 1.6 5. 1.8 4.6 1.8 4.4 2.6 4.1 1.7 4.1 2.6 
12 5.5 2.1 6.4 2.1 6.4 2.1 5.2 2.2 5.5 2.1 4.7 2. 
13 7.3 2.6 7.9 2.6 7.4 2.7 6.7 2.6 8. 3.2 6.2 3.6 
14 6.9 3.2 6.9 3.2 6.7 3.7 6.8 3.6 6.3 3.1 6. 3.1 
15 7.6 3.8 7.5 4. 7.4 4.1 7.2 4. 7.8 4.2 8.6 4.3 
16 8.7 4.4 8.7 5. 8.9 4.4 8.7 4.4 8.1 4.5 7.9 4.4 
17 9.6 5.1 9.5 5.8 11. 5.1 10. 5.2 9. 5.1 8.8 5.4 
18 10. 5.7 10. 5.9 9.9 6. 9.7 6.4 9.6 6.2 9.1 5.7 
19 11. 6.4 12. 6.5 11. 7.1 11. 6.4 10. 6.4 10. 6.6 
20 13. 7.1 13. 7.1 13. 7.2 13. 7.2 12. 7.7 12. 7.2 
21 13. 7.9 13. 7.9 13. 7.9 13. 8.7 12. 7.9 12. 8. 
22 14. 8.6 13. 8.8 14. 8.8 13. 8.8 13. 8.7 13. 8.8 
23 15. 9.4 15. 10. 15. 11. 15 9.4 14. 9.8 14. 9.4 
24 16. 10. 16. 11. 16. 10. 17. 11. 15. 10. 17. 10. 
25 16. 11. 17. 11. 16. 11. 16. 11. 16. 12. 15. 11. 
26 17. 12. 18. 12. 18. 12. 17. 12. 17. 12. 18. 12. 
27 19. 13. 19. 13. 19. 13. 21. 13. 18. 13. 18. 13. 
28 20. 14. 20. 14. 19. 14. 19. 15. 19. 14. 19. 14. 
29 20. 14. 20. 15. 20. 14. 20. 14. 20. 14. 19. . 14. 
30 22. 15. 22. 16. 22. 15. 21. 15. 21. 16. 21. 16. 
31 24. 16. 23. 17. 24. 17. 24. 17. 23. 16. 23. 16. 
32 24. 17. 24. 17. 23. 18. 23. 17. 23. 17. 23. 18. 
33 25. 18. 25. 18. 24. 18. 24. 18. 24. 18. 24. 18. 
34 26. 19. 27. 19. 26. 19. 27. 19. 25. 19. 25. 19. 
35 27. 20. 27. 20. 28. 20. 27. 20. 27. 21. 27. 20. 
36 28. 21. 28. 21. 28. 22. 27. 21. 27. 21. 27. 21. 
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Tableau 1.17: Nombre de chiffres exacts de (n),(t) et de ps(n), n = 5, ... ,36. 

f(t) = exp(4t) cos(4v'l- t2) 
G(:r, t) = (1 - :rt)/(1- 2:rt + :r2

), Ci= 4' fi! 
Uï{:r) =xi, fï(t) = Tï(t), Lï(f) = /{1/(i + 1)) 

t=O t = fn t =rn t = fn t=~ t = ?n 
n (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) 
5 1. -.64 1.9 -.73 .56 -.3 1. -.87 -.027 -.1 .038 -1. 
6 2.1 -.14 1.7 .2 1. -.54 .55 -.5 .58 -.53 -.23 -.71 
7 1.5 -.14 1.6 -.17 1.2 .16 .98 3. .51 -.35 -.025 -.28 
8 2.4 .59 1.9 .47 2.4 .26 1.8 .16 .98 .083 .6 .36 
9 3.3 .59 3.4 .64 3. .56 3.3 .46 2.3 .92 2.2 2.4 
10 4.6 1.5 3.3 1.1 4.1 1.8 2.7 1.2 2.9 1.3 2.4 1.2 
11 3.7 1.5 4.1 1.7 3.4 1.4 3.5 1.8 2.7 1.4 2.8 i.4 
12 5.3 2.5 4.5 2. 4.3 2.2 3.8 1.9 3.5 1.9 3.3 1.9 
13 5.9 2.5 5.7 2.9 5.3 2.7 5.1 2.6 4.7 2.6 3.9 2.4 
14 6.7 3.7 5.8 3.1 5.5 3.1 6. 6.5 6. 4.4 4.2 3.1 
15 6.6 3.7 7.3 4.4 7.1 4.8 5.8 3.7 5.6 3.8 5. 3.9 
16 8.7 5. 7.6 4.3 7.4 4.3 6.9 4.3 6.7 4.2 6.4 5.4 
17 8.5 5. 8.8 6.6 8.8 5.2 8.7 5.3 7.2 5. 8. 5.3 
18 9.5 6.4 8.8 5.6 8.6 5.8 8.1 5.9 8.4 6.2 7.6 5.7 
19 9.9 6.4 11. 7. 9.5 6.4 8.9 6.3 9. 6.6 8.3 6.3 
20 12. 7.8 13. 7.1 11. 8.2 11. 7.2 10. 7. 9.9 7. 
21 12. 7.8 13. 8.2 11. 7.8 11. 8.6 10. 7.8 9.8 7.8 
22 13. 9.4 12. 8.6 13. 8.8 11. 8.6 12. 8.8 11. 8.8 
23 14. 9.4 14. 9.5 13. 9.5 13. 9.3 13. 10. 12. 10. 
24 15. 11. 15. 10. 15. 10. 14. 11. 13. 10. 14. 11. 
25 15. 11. 16. 11. 15. 12. 14. 11. 14. 11. 14. 11. 
26 17. 13. 16. 12. 16. 12. 15. 12. 15. 12. 14. 12. 
27 18. 13. 18. 13. 18. 13. 17. 13. 17. 14. 16. 13. 
28 19. 14. 18. 14. 18. 14. 17. 14. 17. 14. 16. 14. 
29 19. 14. 19. 14. 19. 14. 18. 14. 18. 14. 17. 15. 
30 21. 16. 20. 16. 20. 16. 20. 15. 19. 15. 19. 16. 
31 22. 16. 22. 16. 22. 16. 21. 17. 21. 17. 20. 17. 
32 23. 18. 22. 18. 22. 17. 21. 17. 21. 17. 21. 17. 
33 24. 18. 23. 18. 23. 18. 23. 18. 22. 18. 21. 18. 
34 25. 20. 25. 20. 25. 19. 25. 19. 24. 19. 23. 19. 
35 26. 20. 26. 20. 25. 21. 25. 20. 26. 20. 24. 20. 
36 27. 22. 27. 21. 26. 21. 26. 21. 25. 22. 25. 21. 
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Tableau 1.18: Nombre de chiffres exacts de (n),(t) et de ps(n). 

f(t) = exp(5)besselj0(2v'5t) 
G(x,t) = 1/((1- x)exp(tx/(1- x))), Ci= 5'/i! 
Uï(x) =xi, fï(t) = L~(t), Lï(J) = /(1/(i + 1)) 

t=O t = Îô t=~ t=1 t=~ t=2 
n (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) 
8 .062 -1. 1.1 -.35 .71 -.6 .44 -.58 1.3 -.64 .39 -.3 
15 4.4 2. 5. 3. 4.9 2.8 5.3 2.7 4.9 2.3 4.8 2.8 
22 9.6 6.2 10. 6.8 10. 6.7 10. 6.7 10. 7.5 10. 6.5 
29 16. 11. 16. 12. 17. 12. 17. 12. 16. 12. 16. 12. 
37 24 18. 24. 18. 24. 19. 24. 19. 24. 19. 24. 19. 

t=~ t=3 t = ~ t=6 t=1 t=8 
n (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) 
8 .43 -.89 1. -.87 .24 .27 -.14 -.87 .26 -1.7 -.29 -1.7 
15 4.8 2.2 4.9 2.2 4.5 2.5 4.6 1.5 4. 2.2 4.3 1.1 
22 9.8 6.8 11. 6.3 9.7 7.5 9.4 5.9 9.6 5.6 9. 5.8 
29 16. 12. 16. 12. 16. 12. 15. 11. 16. 11. 15. 11. 
37 24. 18. 24. 19. 26. 18. 23. 18. 24. 17. 24. 17. 

t=9 t = 10 t = 11 t = 12 t = 13 t = 14 
n (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) 
8 -.56 -1.3 -.31 -2.2 -.52 -2.4 -1. -2.4 -1.1 -2.2 -.94 -2.9 
15 3.7 1.4 4.9 .76 3.4 .52 3.3 1.7 3.5 .11 2.9 -.1 
22 10. 5.1 8.6 5.4 9.3 4.8 8.3 4.7 8.4 4.6 8.1 4.1 
29 15. 10. 15. 10. 14. 10. 15. 9.8 14. 9.6 14. 9.5 
37 23. 19. 23. 17. 23. 17. 22. 17. 24. 16. 22. 16. 

t = 15 t = 20 t = 25 t = 30 t = 40 t =50 
n (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) 
8 -.83 -3.3 -1.7 -4.2 -3.1 -4.2 -3.7 -6.4 -4.1 -8.1 -4.2 -9.2 
15 2.9 .53. 2.2 -1.3 1.1 -2.4 .32 -3.5 -1.5 -5.3 -3.4 -7.2 
22 7.8 4.5 6.9 2.9 6.3 2.8 5.5 .84 3.3 -1.4 1.6 -2. 
29 14. 9.1 13. 8. 12. 7.1 11. 6. 9.3 3.9 7.2 1.6 
37 23. 16. 21. 15. 20. 14. 19. 13. 17. 11. 15. 8.3 

t = 60 t = 70 t = 80 t = 90 t = 100 t = 200 
n (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) (n)J ps(n) 
8 -4. -10. -3.8 -11. -3.5 -11. -3.2 -12. -2.8 -12. -1.1 -15. 
15 -4.6 -10. -5.1 -12. -5.3 -13. -5.2 -14. -6.1 -15. -6.7 -20. 
22 -.28 -5.7 -2. -7.9 -4.6 -9.9 -5.9 -12. -6.9 -14. -11. -22. 
29 5.8 -.068 3.3 -2.7 1.5 -4.6 -.58 -6.6 -2.6 -9.1 -11. -23. 
37 13. 6.3 11. 4. 9.3 2. 7.3 -.25 5.8 -1.7 -9.1 -20. 
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Nous observons que les signes qui apparaissent dans les graphes, où nous représentons 
le nombre de chiffres exacts des approximants (n)J(t)n=O,I, ... , et des sommes partielles 
ps(n)J(t)n=O,l, ... , en fonction de la valeur de t; correspondent aux points donnés dans 
les tableaux correspondants. Les graphes sont construits en unissant ces points par des 
segments de droite. 

1.4 Conclusion 

L'effet cumulatif des erreurs d'arrondi dans le calcul des approximants de type Padé 
généralisés est important. 
Si les approximants ne convergent pas assez vite, les erreurs d'arrondi risquent d'entâcher 

les résultats avant que la convergence ne puisse être observée. 
Les implémentations en Mathematica[13], permettent de faire du calcul approché de 

haute précision et de minimiser l'effet cumulatif des erreurs d'arrondi, permettant ainsi 
d'observer la convergence ou la divergence réelle des approximants et d'en tirer des con
clusions. 

Nous avons montré qu'au moins dans certains cas, il est possible de trouver des suites de 
fonctionnelles qui produisent des approximants de type Padé généralisés qui convergent 
vers la série et plus vite que la suite des sommes partielles. 
Nous avons réussi à approcher des fonctions relativement compliquées, comme celles des 

exemples 13 et 15 de la section 1.3.5, par des approximants généralisés plus simples que 
les séries correspondantes. 

Il est vrai que, les fonétionnelles utilisés dans la section 1.3.5, correspondent toutes à 
l'évaluation de la fonction génératrice dans un point, c'est-à-dire à l'interpolation de La
grange. Cela dit, nous aurions pu essayer des fonctionnelles définies par des intégrales, 
mais dans ce cas les approximants deviendraient plus compliqués que les séries, or nous 
avons jugé raisonnable de ne pas tenir compte des exemples pour lesquels cela se pro
duirait. 

Le calcul des approximants de type Padé généralisés en utilisant les relations de récur
rence de la biorthogonalité, exige des conditions d'applicabilité plus fortes que les condi
tions d'applicabilité de la méthode de bordage par blocs. Ces dernières coïncident avec 
les conditions d'existence et d'unicité des approximants à calculer. 

De ce fait, il serait important de faire l'implémentation de la méthode de bordage par 
blocs en Mathematica[13]. 
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2.1 Définition et cas particuliers 
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Dans la section 1.3 supposons que E est une algèbre commutative, et que x, = x' où 
xE E. 
Alors, 

et 

Supposons que 
D (ij) ...J. 0 u· • IH 

n' Î , v~,J,nEHo, 

et rappelons que 
x<•.;> = N(i,i)/D(i,i) 

n n+l n • 

Définissons le polynôme PJi,j) à partir de l'égalité 

x~J) =x; p~i,j)(x). 

Alors, PJ'J) est un polynôme unitaire, de degré n qui satisfait les n conditions de biorthog
onalité 

L ( ;p(iJ)( )) 0 . . 1 p x n x = ' p = ,, ... 'l + n - . (2.1) 

Réciproquement, tout polynôme unitaire de degré n, qui satisfait ces conditions coïncide 
avec PJ'J>. 
Définissons le déterminant N!i_;!/(x) à partir de l'égalité suivante 

N(iJ) - x; N(iJ)(x)· 
n+l - n+l 1 

alors 
p(i,;)(x)- N(i,;)(x)/D(iJ) 

n - n+l n • 



96 Polynômes biorthogonaux adjacents 

Cette définition des polynômes biorthogonaux adjacents a été donnée par Brezinski [3]. 
Considérons les cas particuliers suivants de cette définition. 

1. Soit L une fonctionnelle linéaire définie sur l'espace des polynômes complexes. 
Définissons les fonctionnelles linéaires L, à partir de L, de la façon suivante 

C'est-à-dire, le moment d'ordre k de la fonctionnelle L, est égal au moment d'ordre 
k + p de la fonctionnelle L, ou d'une autre manière la suite des moments de L, est 
obtenue à partir de la suite des moments de L, en ignorant les p premiers moments. 
Si nous dénotons L(xk+P) par 1k+, , ces suites s'écrivent de la manière suivante 

L .---. 1o, 1t, ... , 1,, 1,+1, ... 
L, .---. 1,, 1,+1, .... 

L, est couramment dénoté par L(P). 

Ecrivons les déterminants N~ij{(x) et D~J) dans ce cas particulier 

Nous voyons que Dii,j) coïncide avec le déterminant de Hankel H~i+i), et que les 
conditions de biorthogonalité de p~iJ) s'écrivent de la façon suivante : 

Alors p(iJ) = p(i+i) où {P(i+i)} > est la famille des polynômes orthogonaux 'n n ' n nO 
unitaires (i + j)-adjacents par rapport à la fonctionnelle L, c'est-à-dire la famille 
des polynômes orthogonaux unitaires par rapport à L(i+i). 

Si i = j = 0, p~o,o) = p~o) = Pn, où {Pn}n>o est la famille des polynômes orthogo-
naux unitaires par rapport à L. -

Disposons dans le plan les polynômes orthogonaux adjacents P!k), n ~ 0, k ~ -n 
comme il est indiqué dans la figure 2.1 : dans chaque colonne, le degré n des 
polynômes est fixé, et dans chaque diagonale descendante, l'indice k est fixé, donc les 
polynômes situés sur la même diagonale descendante sont orthogonaux par rapport 
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Figure 2.1: Disposition des polynômes orthogonaux adjacents dans le plan. 

p(k) 
n-1 

p(k+l) 
n-1 

p(k+2) 
n-1 

p(k-1) 
n 

p(k) 
n 

p(k+1) 
n 

p(k-2) 
n+l 

p(k-1) 
n+1 

p(k) 
n+1 

Figure 2.2: Relations parmi trois polynômes orthogonaux adjacents consécutifs. 
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à la fonctionnelle L(k) . L'indice n croît de la gauche vers la droite, l'indice k croît 
du haut vers le bas. 

En admettant cette disposition des polynômes dans le plan, il existe des relations 
de récurrence parmi trois polynômes orthogonaux adjacents consécutifs, correspon-

. dantes à toutes les directions. Nous schématisons ces relations dans la figure 2.2, 
où nous représentons les polynômes situés dans le membre droite des relations par 
des •, et le polynôme situé dans le membre gauche par des *; c'est-à-dire si les 
polynômes représentés par des • sont connus, les relations permettent le calcul des 
polynômes représentés par des *· 

Une partie de ces relations a été déduite dans [2) pour les polynômes PJk) -
x"PJk>(x- 1 ) dans le cas normal, à savoir le cas où les déterminants de Hankel H~k) 
sont supposés non nuls. Pour le cas non normal voir Draux [9). 

2. Soient L0 , .•. , Ld-l d fonctionnelles linéaires définies sur l'espace des polynômes 
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complexes. Définissons les fonctionnelles d'ordre supérieur à d de la façon suivante 

où p ~ d et r et q sont respectivement le reste et le quotient de la division de p par 
d. 

Commer est un entier positif inférieur à d, le moment d'ordre k de Lp, où p > d, 
est défini comme le moment d'ordre k + q de Lr, où Lr est une des d fonctionnelles 
connues Lo, ..• , Ld-1· 

Dans la table suivante nous représentons les moments des fonctionnelles Li, et nous 
dénotons Lr(xk+q) par lr,k+q· 

Lo Ld-1 Ld L2d-1 L2d L3d-1 
loo ld-t,O lot ld-t,t lo2 ld-t,2 
lot ld-1,t lo2 ld-t,2 lo3 ld-t,3 
lo2 ld-1,2 lo3 ld-t,3 lo4 ld-t,4 

Ecrivons les déterminants N~ij/(x) et D~·j) dans ce cas particulier. 

Calculons le quotient qi et le reste ri de la division de i par d, et le quotient q 
et le reste r de la division de n-d+ ri par d : i = dqi +ri, où 0 ~ ri < d et 
n = d- ri + dq + r, où 0 ~ r < d. 

Lr;(xi+!!i) Lr;(xi+q;+n) 

La-1(xi+9;) Ld-1 (xi+q,+n) 
Lo(xi+q;+l) Lo(xi+q;+n+1) 

Ld-t (xi+q;+l) Ld-1 (xi+q;+n+I) 

N~ij/(x) = Lo(xi+q;+q) Lo( xi+!!;+q+n) 

Ld-t(xi+!li+!!) Ld-1 ( xi+q;+q+n) 
Lo(xi+!!;+q+I) Lo(xi+q;+q+n+1) 

Lr-1 ( xi+q;+q+l) Lr-1 ( xi+!!;+q+n+I) 
1 xn 
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Lr;(xi+q;) Lr; (xi+q;+n-1) 

Ld-1 ( xi+v•) Ld-1 (xHv;+n-1) 
Lo(xHv;+l) Lo( zHv;+n) 

Ld-1 ( xHv;+I) Ld-1 ( xi+v;+n) 
n<ïJ)-n -

Lo(xi+v;+q) Lo(zHv;+v+n-1) 

Ld-1 ( xi+v;+q) Ld-t(zHv;+v+n-1) 
Lo( xi+v;+q+l) Lo(zHv;+v+n) 

Lr-l (xi+v;+v+l) Lr-t ( zHv; +v+n) 

Les conditions de biorthogonalité des polynômes PJiJ) s'écrivent de la façon suiv
ante: 

Lp(xi+v; PJiJ)(x )) = 0 ,p =ri, ... , d- 1 
L ( ... i+v;+kp(i,i)( ... )) - 0 p - 0 d- 1 k - 1 q P"' n "' - ' - , ••• , ' - , ••• , 

Lp( xi+v;+q+l PJi,i) (x)) = 0 , p = 0, ... , r - 1. 

Si r· = 0 alors D(dq;,i) = n<i+v;) et p(dq;,i) = P.(i+v;) où n<Hv;) sont les déter-' ' n (d,n) n (d,n) ' (d,n) 
minants de Hankel généralisés dans le sense de Van Iseghem [10] et {PU.!)')}n>o 
est la famille des polynômes orthogonaux vectoriels unitaires de dimension d, u+ 
qi)-adjacents par rapport aux fonctionnelles { Lr} r=O, ... ,d-t' Si d = 1, nous retrou
vons les polynômes orthogonaux adjacents par rapport à L0 • 

Ces polynômes ont' été définis et étudiés par Van lseghem [10], qui a montré que : 
{P(~~)}n>o satisfait une relation de récurrence d'ordre d + 1, qui se réduit dans le 
cas où d ~ 1 et k = 0 à la relation d'orthogonalité classique et que les deux familles 
{P(~~)}n2!0 et {Pc~!)1)}n2!0 sont liés par un algorithme QD. D'autres relations d'ordre 
d + 1 peuvent aussi être déduites (voir Van Iseghem[10]). 

Quand il n'y aura pas danger de confusion, nous dénoterons P(~~) par PJk), et n&!n) 
par H~k). . 

3. Soit L une fonctionnelle linéaire définie sur span{x1 , l E Z}. Définissons les fonc
tionnelles linéaires Lp à partir de L, de la façon suivante 

Lp(xk) = L(xk-p) ,p, k E No. 

Ecrivons les déterminants N!ij} (x) et D~J) dans ce cas particulier 

L(xi-i) L(xi-i+n) 

N!ij/(x) = L(xi-i-n+l) 

1 

(2.2) 
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L(xi-i+n-1) 
D(i,i) = 

n (2.3) 

Nous voyons que les conditions de biorthogonalité de p~iJ) s'écrivent de la façon 
suivante 

L( j-i-pp(i,j)) 0 0 1 x n = ,p= , ... ,n- . 

Nous remarquons que dans (2.2) et (2.3) ce ne sont pas les indices i et j qui appa
raissent, mais leur difference. Donc, il suffit de dénoter DliJ) par H~-·1, et p~iJ) par 
P,P-il, où {P,P-•l}n>o est la famille des polynômes orthogonaux vectoriels unitaires 
de dimension -1, (i -i)-adjacents par rapport à L. Nous remarquons quej -i E Z. 

Ces polynômes ont été définis et étudiés par Brezinski [4], qui a montré qu'ils sat
isfont plusieurs relations de récurrence d'ordre 2. 

2.2 Relations de récurrence 

Plaçons nous dans le cas normal, c'est-à-dire supposons que 

D<ïi>...to v·. 1\T n' Î , z, ), n E Ho. (2.4) 

Comme {xi}j=O,l, ... est une famille linéairement indépendante, cette condition est équi
valente à la condition : {Li} i=o,1, ... linéairement indépendants (voir Davis [8]). 
A partir de la définition de p~i,i) comme rapport de déterminants, il est facile de voir 

que 
L- (xip(i,j)) = (-l)nn(i-l.i)/D(i,j) • a-1 n n+l n ' 

Donc, dans le cas normal 

L· (xi p(i,;)) = D(i,i)/D(i,i) 
a+n n n+1 n ' 

p~i.i)(O) = ( -1 )n D~iJ+t) / D~i,i). 

Lï-1 (xi P!i,i)) # 0 , 

Li+n(xi P!i,j)) :f 0 , 

P!i,i)(O) :f O. 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

C'est-à-dire, les conditions de biorthogonalité de p~i.i) ne sont pas étendues à p = i - 1 
ou à p = i + n, et le terme indépendant de ces polynômes est non nul. 
Revenons au cas particulier des polynômes orthogonaux adjacents. Il est facile de voir 

que les relations de récurrence de la figure 2.2 permettent le calcul de la table des P!k), n > 
0, k ~ -n, en gardant en mémoire seulement deux polynômes à la fois. 
Les polynômes biorthogonaux sont représentés dans l'espace, puisqu'ils ont trois indices, 

et la table des p~i,i) est une table à trois dimensions. Représentons dans la figure 2.3 
p~i,j) par une *, et ses 26 polynômes voisins par des •· Cherchons toutes les relations 
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Figure 2.3 : * = P!iJ) 

!}--__ , 

~-

qui permettent le calcul de p~i,j) à partir de 2 de ces polynômes. Nous avons C?6 = 325 
possiblités différentes. 
Nous ne devons pas espérer pouvoir trouver des relations de récurrence correspondantes à 

toutes les possibilités, puisque dans le cas général des polynômes biorthogonaux, la seule 
hypothèse qui est faite sur les fonctionnelles L; est qu'elles sont linéairement indépen
dantes. 
La notion de polynômes biorthogonaux voisins ou adjacents consécutifs dépend évidem

ment de la façon dont ces polynômes sont disposés dans l'espace. 
Plaçons les polynômes biorthogonaux adjacents p~i,j) de telle sorte que, quand ces 

polynômes coïncident avec les polynômes orthogonaux adjacents p~k), on obtienne la 
table de la figure 2.1. Soient i et j tels que i + j = k, alors dans le plan i = const, les 
polynômes biorthogonaux se disposent de la façon suivante. 

Première disposition des p~iJ). 

p(i,j) 
n-1 

p(i,j+l) 
n-1 

p(i,j+2) 
n-1 

p(i.i-1) 
n 

p(iJ) 
n 

p(i,j+1) 
n 

p(i,j-2) 
n+l 

p(i,j-1) 
n+l 

p(i,j) 
n+l 

Il est facile de voir que dans cette disposition, nous représentons p~i,i) dans l'espace par 
le point de coordonnées (i,j + n,n). 
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Mais, nous pouvons aussi représenter PJiJ) par le point de coordonnées {i,j, n). Dans ce 
cas, et dans le plan i = const, les polynômes sont disposés de la façon suivante : 

Deuxième disposition des pJiJ). 

p(iJ-1) 
n-1 

p(iJ) 
n-1 

p(iJ+l) 
n-1 

p(iJ-1) 
n 

p(iJ) 
n 

p(iJ+l) 
n 

p(iJ-1) 
n+1 

p(iJ) 
n+1 

p(iJ+l) 
n+1 

Nous laissons au lecteur le soin d'écrire dans la figure 2.3le nom des polynômes représen
tés par des •, dans le cas de la première et de la deuxième dispositions. 
Remarquons que les polynômes P~':!1+2) et P~'j;-2>, l = i- 1, i, i + 1, qui sont adjacents 

consécutifs à PJi,j) dans la première disposition, ne le sont pas dans la deuxième; et que 
les polynômes P~~j1- 1 ) et P~~+l), l = i - 1, i, i + 1, qui sont adjacents consécutifs à PJi,j) 

dans la deuxième disposition, ne le sont pas dans la première. Les polynômes restants 
sont adjacents consécutifs à PJi,j) dans les deux dispositions. 

Première disposition des p~i,j). 

p(i,j-1) 
n-1 

p(iJ) 
n-1 

p(i,j+l) 
n-1 

p(i,j+2) 
n-1 

p(i,j-1) 
n 

p(iJ) 
n 

p(iJ+l) 
n 

p(iJ-2) 
n+1 

p(i,j-1) 
n+1 

p(i,j) 
n+1 

p(i,j+I) 
n+1 

Deuxième disposition des PJiJ). 

p(i,j-1) 
n-1 

p(iJ) 
n-1 

p(iJ+l) 
n-1 

p(i,j+2) 
n-1 

p(iJ-1) 
n 

p(iJ) 
n 

p(iJ+l) 
n 

p(iJ-2) 
n+1 

p(iJ-1) 
n+1 

p(iJ) 
n+1 

p(iJ+l) 
n+1 
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Ecrivons maintenant la définition de P~") comme rapport de déterminants: 

représente les déterminants de Hankel. 
La fonctionnelle Lest définie sur l'espace des polynômes complexes, donc L en principe 

n'est pas définie pour les puissances négatives de la variable. Cependant, nous pouvons 
supposer que 

L(x") = 0 , 'Vk < 0, 

ce qui nous permet de considérer des déterminants de Hankel H~"), avec des valeurs 
négatives de l'indice k. Il est évident que H~") = 0 , 'Vk < -n, mais les déterminants H~">, 
pour les valeurs de k ~ -n, ne sont pas nécessairement nuls. Si nous supposons que 
Hi"> :f 0 , 'Vn ~ 0, 'Vk ~ -n, nous pouvons définir les polynômes P~">, pour les mêmes 
valeurs den et k. 
Voyons que dans le cas des polynômes biorthogonaux cet artifice n'a pas d'intérêt. 
En effet, si nous supposons que 

Lï(x;) = 0 , 'Vi< 0 ou j < 0, 

alors Dli,j) = 0 , 'Vi < 0 O'll j < 0, puisqu'il y aura au moins une ligne ou une colonne de 
valeurs nulles dans le déterminant D~·j), et nous ne pourrons pas définir p~iJ) pour les 
valeurs de i ou j négatives. · 
Ceci implique que dans la première représentation dans chaque plan i = const, il n'y a 

pas de polynômes au dessus de la bissectrice j =O. 

Première disposition des p~i,j). 

P.(i,O) 
n-t 

p( i,t) p( i,O) 
n-t n 

p(i,2) p(i,t) p(i,O) 
n-t n n+t 

Optons pour la deuxième disposition des polynômes biorthogonaux dans l'espace. Dans 
cette disposition deux polynômes biorthogonaux adjacents P!!1 J1 ) et P~!2 ,;2 ) sont appelés 
adjacent consécutifs ssi lit- i2l ~ 1, lit- hl ~ 1 et lnt- n2l ~ 1. Nous dirons aussi que 
p(i1Jd et p(i2 J2 ) sont voisins 

Rl R2 • 
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2.2.1 Déduction 

Le but de cette section est de déduire toutes les relations qui permettent le calcul de PJi,j) 
à partir de deux polynômes biorthogonaux adjacents consécutifs à PJiJ). C'est-à-dire, 
nous voulons trouver toutes les relations de la forme : 

(2.11) 

où les indices i1 et i2 ne peuvent prendre que les valeurs i- 1, i ou i + 1; les indices j 1 
et j 2 ne peuvent prendre que les valeurs j- 1, jou j + 1; les degrés n 1 et n2 ne peuvent 
prendre que les valeurs n- 1, net n + 1; et les facteurs ft eth sont du type: 

~ kt 

ft(X) = ~ am1 Xm1 
, h(x) = ~ bm2 Xm2

, 

m1=-k1 m2=-k3 

où am1 et bm2 sont des nombres complexes, et k1 , k2 , k3 et k4 sont des entiers non négatifs. 
Il est évident que les trois polynômes qui interviennent dans la relation doivent être 
différents. 
Cette relation existe ssi le membre droite de (2.11) représente un polynôme unitaire, de 

degré n, qui satisfait les conditions de biorthogonalité (2.1 ). 
Nous nous situons dans le cas général où la seule hypothèse qui est faite sur les fonc

tionnelles Li est qu'elles sont linéairement indépendantes. Nous ne considérons pas les 
relations qui nous obligent à admettre des conditions suplémentaires sur les fonctionnelles. 
Voyons quel parcours nous devons suivre pour déterminer les valeurs des coefficients am1 

et bm2 , et des indices ih i2, j~, h, n1 et n2. 
Commençons par écrire les conditions de biorthogonalité : 

(2.12) 

p = i, ... , i + n - 1. 

Dans le cas général, si it ::f. j + m1 ou h # j + m2, nous ne pouvons pas utiliser les 
conditions de biorthogonalité de PJ!1'id ou PJ!2·M, respectivement. Et alors, les coeffi
cients am1 et bm2 devont satisfaire le système (2.12) constitué par n équations linéaires 
homogènes, où n est quelconque. Supposer que ce système est consistent, cela équivaut à 
admettre des conditions suplémentaires sur les fonctionnelles Li, ce que nous excluons. 
Supposons que j 1 = j + m1 et h = j + m2. Ceci implique que 3!mt : am1 # 0 et 

3!m2 : bm
2 

::f. 0, sinon j 1 devait être égal à deux valeurs différents, de même que j 2 • En 
outre, comme j 1 eth ne prennent que les valeurs j- 1, jet j + 1, les valeurs de m 1 et 
m 2 tels que am1 et bm2 soient non nuls doivent être choisies parmi -1, 0 et 1. Donc, 

avec a et b non nuls, et m1 et m2 égaux à -1, 0 ou 1. 
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Alors, la relation (2.11) et les conditions de biorthogonalité (2.12) s'écrivent de la façon 
suivante: 

p~i,j)(z) = azm1 P~!J ,j+md(z) + bzm2 P!!2,j+m2)(z ), 

aL (xHm1 p(i1,j+m1)) + bL (zHm2 p(i2,j+m2)) = 0 
JI ftJ JI "2 ' 

p = i, ... , i + n - 1. 

n reste à déterminer a, b, ih i2, mt, m2, nt et n2. 
Commençons par fixer les degrés nt et n2. Il y a plusieurs cas à considérer : 

1. Les deux degrés sont égaux à n - 1 : n1 = n2 = n - 1. 

2. Les deux degrés sont égaux à n : nt = n2 = n. 

3. Les deux degrés sont égaux à n + 1 : nt = n2 = n + 1. 

(2.13) 

(2.14) 

4. L'un des degrés est égal à net l'autre est égal à n- 1 :par exemple n1 = n, n2 = 
n-1. 

5. L'un des degrés est égal à net l'autre est égal à n + 1 :par exemple n1 = n, n2 = 
n + 1. 

6. L'un des degrés est égal à n + 1 et 1 'autre est égal à n - 1 : par exemple nt -
n + 1 , n 2 = n - 1. 

Dans chaque cas, les valeurs de n1 et n2 vont nous permettre de déterminer les valeurs 
possibles de m 1 et m2, de telle sorte que le deuxième membre de (2.13) puisse représenter 
un polynôme de degré n ... Pour chaque paire de valeurs possibles de m1 et m2, le fait que 
p(i,j) p(iJoHmi) et P.(i2,i+m2) soient des polynômes unitaires va nous permettre de fixer 

n ' n1 n2 
un des coefficients a ou b, ou éventuellement les deux. 
Il reste à déterminer les indices i 1 et i2 et un des coefficients a ou b, si les deux n'ont pas 

encore été déterminés. 
Considérons maintenant toutes les valeurs possibles des indices i1 et i2. 
Les conditions de biorthogonalité des polynômes p(iJoi+mJ) et p(i2.i+m2) · 

ftJ "2 • 

L ( ... i+mlp(il,j+ml)) = 0 p ~ ~ + n 1 
JI .... "1 ' = •1' ••• ' •t 1 - ' 

L ( ... i+m2p(i2,j+m2)) = 0 p ~ ~ + n 1 
p .... "2 ' = •2, ••• ' •2 2 - ' 

impliquent que les conditions de biorthogonalité (2.14) sont vérifiées pour les valeurs de 
p=pt, ... ,P2 'où 

Nous remarquons que les conditions qui restent sont en nombre fixe. 
A partir des valeurs possibles de Ït, i2, n 1 et n2, nous savons que p1 > i-1 et P2 < i+n+l. 
Voyons que les cas p1 = i- 1, P2 = i +net P2 = i + n + 1 sont impossibles. 
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Si p1 = i- 1 ou P2 = i + n, alors nous obtenons 

ce qui est absurde, puisque nous sommes dans le cas normal. 
Si P2 = i + n + 1, ce qui est équivalent à i1 = i2 = i + 1 et n1 = n 2 = n + 1, alors m1 

et m 2 doivent être différents, sinon PJ~tJ+ml) = P~!a.Hm2) ce qui est absurde. Nous avons 
trois possibilités pour les valeurs des indices m1 et m2, à savoir: un des indices est égal 
à -1 et 1 'autre est égal à 0, par exemple m1 = -1 et m 2 = 0; un des indices est égal à 
-1 et l'autre est égal à 1, par exemple m1 = -1 et m2 = 1; et enfin un des indices est 
égal à 0 et l'autre est égal à 1, par exemple m 1 = 0 et m 2 = 1. Il est facile de voir que 
dans toutes les trois possiblités, le deuxième membre de (2.13) représente un polynôme 
de degré supérieur à n, ce qui est absurde. 
Donc, P1 2:: i et P2 < i + n - 1. 
Si p1 = i et P2 = i + n - 1, alors toutes les conditions de biorthogonalité (2.14) sont 

vérifiées, et la relation (2.13) existe. 
Si p1 =/:- i or p2 =/:- i + n -1, les conditions de biorthogonalité correspondantes aux valeurs 

de 

ne sont pas assurées. 
Dans le cas où il reste un des coefficients a ou b à déterminer, il doit satisfaire le système 

constitué par les conditions de biorthogonalité correspondantes à ces valeurs de p. Si tel 
système est impossible, la relation (2.13) n'existe pas. 
Et, nous finissons ici le parcours à suivre. 
Avant de commencer à faire cette étude, établissons quelque notation. 
Dénotons les coefficients des polynômes biorthogonaux p~i,j) dans la base canonique par 
(i,j,n) k 0 C 1 ~ t 't . ak , = , ... , n. omme ces po ynomes son um aues 

a(i,j,n) = 1. 
n 

L'égalité (2.7) donne l'expression du terme indépendant 

ag.;.n) = ( -1 t D~J+l) / D~iJ). 

Soit 0 ~ i1 < · · · < in et 0 ~ j 1 < · · · < in, alors nous dénotons 

Nous aurons besoin plus tard de l'expression de 

(i,j,n) _ ( i .. · i + n - 2 i + n - 1 ) /D(i,j) 
an-1 - - j . . . j + n - 2 j + n n . 

(2.15) 

(2.16) 
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Une première observation : voyons que les cas où un seul des indices m1 ou m2 est égal 
à -1 sont toujours impossibles. 
Supposons, par exemple, que m1 = -1 et m2 =1 -1. Le cas m2 = -1 et m1 ::/- -1 est 

absolument analogue. 
Alors, le relation (2.13) s'écrit de la façon suivante : 

p(iJ)(x) = !p(ilJ-l)(x) + bxm2 p(i2J+m2)(x) 
R X Rl R2 • 

Nous constatons que dans le deuxième membre de cette relation il apparaît 

qui devra disparaître, puisque P!iJ) est un polynôme. Or ceci est impossible, parce que 
a # 0 et de (2.15) a~i~J-I,n1 ) # O. 
Commençons par fixer les degrés n1 et n2• 

Il Il 
mt =1 mt - 1 m1 = 1 

' m2=0 
m2 = -1 m2= 1 

- b= 1-a a= 1 

- tt =i-1 lt =i-1 
- '2 = z i2 = i + 1 i2 = i- 1 '2 = l i2 = i + 1 
- - - - - -

Il 

Il 
1 i, = i+ 

1 
Il 

Expliquons en détailles différentes étapes représentées dans ce tableau. 
Nous commençons par fixer les degrés nt = n2 = n -1, c'est-à-dire nous cherchons toutes 

les relations du type : 

A partir des degrés des trois polynômes, nous avons trois possibilités pour les valeurs de 
mt et m2, à savoir: une de ces valeurs est égal à 1 et l'autre est égal à -1, par exemple 
mt= 1 et m2 = -1 (cas 1.1); les deux valeurs sont égaux à 1, mt= m2 = 1 (cas 1.2); ou 
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une des valeurs est égal à 1 et l'autre est égal à 0, par exemple m 1 = 1 et m 2 = 0 (cas 
1.3). 

1.1 - m1 = 1 , m2 = -1. 

Comme m2 = -1 et m1 =f:. -1, ce cas est impossible. 

1.2 - m1 = m2 = 1. 

Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type 

P!i,;) = axP~~f+l) + bxP~~f+l). (2.17) 

A partir de cette relation, nous voyons que le coefficient principal de PJi,j) est égal à 
a+ b. Comme PJiJ) est unitaire a+ b = 1, ou 

b = 1- a. 

Considérons maintenant tous les valeurs possibles des indices i 1 et i 2• Remarquons que 
i 1 et i 2 doivent être différents, sinon les deux polynômes du membre droit de la relation 
(2.17) seraient égaux. Il reste trois cas possibles, à savoir: un des indices est égal à i- 1 
et l'autre est égal à i, par exemple i1 = i - 1 et i 2 = i (cas 1.2.1 ); un des indices est égal 
à i- 1 et l'autre est égal à i + 1, par exemple i 1 = i -1 et i 2 = i + 1 (cas 1.2.2); et enfin 
un des indices est égal à i et l'autre est égal à i + 1, par exemple i 1 = i et i 2 = i + 1 (cas 
1.2.3). 

1.2.1 - il = i- 1 ' 12 = z. 

Dans ce cas p1 = i et p2 = i + n - 3, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i + n - 2 et p = i + n- 1. 
Voyons si la relation 

p(i,j) = axP(i-l,i+l) + (1- a)xP.(i,j+I) 
n n-1 n-1 (2.18) 

existe. 
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes à p = i+n-2 et p = i+n-1 

{ 
aLi+n-2(xi+l P~~~l~+l)) + (1- a)Li+n-2(xi+1 P~~~+l)) = 0 
aLi+n-l(xi+l P~~~lJ+l)) + (1- a)Li+n-1(xi+l P~~~+l)) = 0 · 

De (2.1) et (2.9), nous savons que 

L ( i+Ip(iJ+l)) O L ( i+1p(i-1.i+I)) ..t. 0 i+n-2 x n-1 = ' i+n-2 x n-1 r et 

L ( i+lp(i,j+I)) ..t. 0 
i+n-1 x n-1 r ' 

ce qui implique 

{
a=O 

. ' eq.tmp. 
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qui est un système impossible. Conclusion : la relation (2.18) n'existe pas. 

1.2.2 - it = i - 1 ' i2 = i + 1. 

Dans ce cas Pt = i + 1 et p2 = i + n - 3, ce qui veut dire que toutes les conditions 
de biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i, p = i + n - 2 et 
p=i+n-1. 
Voyons si la relation 

p(iJ) = axP(i-tJ+l) + (1 - a)xP(i+lJ+l) n n-1 n-1 (2.19) 

existe. 
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes à p = i, p = i + n - 2 et 

p=i+n-1: 

{ 

aLi(xi+l P~~tJ+t)) + (1 - a)Li(xi+l P~~~t,j+t)) = 0 

aLi+n-2(xHt P~~lt,j+t)) + (1 - a)Li+n-2(xi+1 P~~~t,j+t)) = 0 

aLi+n-t(xHt PJi-t,j+l)) + (1- a)Li+n-t(xi+l P~~~l,j+t)) = 0 

De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que 

L . (xi+tp(i+tJ+t))- 0 L·(xi+lp(i+t,i+l)) ...t 0 
•+n-t n-t - ' t n-t ï ' 

L· (xHt p(i-tJ+t)) ...t 0 et L· (xHtp(i-t,i+tl) ...t 0 •+n-2 n-t ï •+n-t n ï ' 

ce qui implique 

{ : ~ ' 
a=O 

qui est un système impossible. Conclusion : la relation (2.19) n'existe pas. 

1.2.3 - it = i ' i2 = i + 1. 

Dans ce cas Pt = i + 1 et p2 = i + n - 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i et p = i + n- 1. 
Voyons si la relation 

P (iJ) = axP{i,j+l) + (1 - a)xP(i+t,i+t) 
n n-t n-t (2.20) 

existe. 
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes à p = i et p = i + n- 1 
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De (2.1 ), (2.8) et (2.9), nous savons que 

L ·(xH1p(i,j+I)) _ 0 
1 n-1 - ' L . (xH1p(i+IJ+I)) _ 0 

1+n-1 n-1 - ' 

L·(xH1 p(i+I,j+I)) -t 0 
1 n-1 Î t L ( H1p(iJ+I)) -t 0 e i+n-1 x n-1 Î ' 

ce qui implique 

{ : ~ ' 
qui est un système impossible. Conclusion : la relation (2.20) n'existe pas. 

1.3- m1 = 1, m2 =O. 

Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type 

P.(iJ) = axP.(itJ+I) + bP.(i2J) 
n n-1 n-1 • (2.21) 

A partir de cette relation, nous voyons que le coefficient principal de p~iJ) est égal à a. 
Comme p(i,;) est unitaire n 

a=l. 

Représentons dans le tableau suivant tous les valeurs possibles des indices i 1 et i 2 • 

i2 = i -1 (cas 1.3.1) 
Ït = i- 1 i2 = i (cas 1.3.2) 

i2 = i + 1 (cas 1.3.3) 
i2 = i- 1 (cas 1.3.4) 

1t = 1 i2 = i (cas 1.3.5) 
i2 = i + 1 (cas 1.3.6) 
i2 = i- 1 (cas 1.3.7) 

it = i + 1 i2 = i (cas 1.3.8) 
i2 = i + 1 (cas 1.3.9) 

1.3.1 - it = i- 1 ' i2 = i- 1. 

Dans ce cas p1 = i - 1 et P2 = i + n - 3, ce qui implique 

Li-1 (x; p~iJ)) = 0, 

ce qui est absurde (voir (2.8)). 

1.3.2 - it = i- 1 ' i2 = i. 
Dans ce cas p1 = i et p2 = i + n - 3, ce qui veut dire que toutes les conditions de 

biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i + n - 2 et p = i + n - 1. 
Voyons si la relation 

p(i,j) = xP.(i-lJ+I) + bP.(i,j) 
n n-1 n-1 (2.22) 
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existe. 
Ecrivons les conditions de bi orthogonalité correspondantes à p = i + n-2 et p =. i + n -1 

{ 
L ( ;+tp(i-1J+I)) bL ( ;p(iJ)) 0 

i+n-2 X n-1 + i+n-2 X n-1 = 
L ( H1p(i-1,j+I)) bL ( ;p(iJ)) 0 . 

i+n-1 X n-1 + i+n-1 X n-1 = 

De (2.1) et (2.9), nous savons que 

Li+n-2(xj P~':!{) = 0 , Li+n-2(xH1 P~~1J+l)) =J 0 et 

L ( ;p(iJ)) ...l 0 
i+n-1 X n-1 "ï ' 

ce qui implique 
{ eq.imp , 

qui est un système impossible. Conclusion : la relation (2.22) n'existe pas. 

1.3.3 - i1 = i - 1 ' i2 = i + 1. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n - 3, ce qui veut dire que toutes les conditions 
de biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i, p = i + n - 2 et 
p=i+n-1. 
Voyons si la relation 

p(i,j) = p(i-1,j+1) + bP.(i+1J) (2.23) 
n X n-1 n-1 

existe. 
Ecrivons les conditions. de bi orthogonalité correspondantes à p = i, p = i + n - 2 et 

p=i+n-1: 

{ 

L·(xH1 p(i-1,;+1)) + bL·(x; p(i+IJ)) = 0 
' n-1 ' n-1 

L. (xH1p(i-1,j+I)) + bL· (x;p(i+1,j)) = 0 s+n-2 n-1 •+n-2 n-1 

L . (xH1p(i-1,j+I)) + bL· (x;p(i+1,;)) = 0 s+n-1 n-1 •+n-1 n-1 

De (2.1 ), (2.8) et (2.9), nous savons que 

L ( H 1p(i-1J+I)) 0 v > 3 L ( ;p(i+IJ)) 0 v > 3 i X n-1 = , vn _ , i+n-2 X n-1 = , vn _ , 

L ( ;p(i+IJ)) 0 L ( ;p(i+IJ)) ...t. 0 
i+n-1 x n-1 = ' i x n-1 r , 

L . (x;+Ip(i-1,j+I)) ...t. 0 
s+n-2 n-1 "ï ' 

ce qui implique 

{

b=O 
eq.tmp , 

qui est un système impossible. Conclusion : la relation (2.23) n'existe pas. 
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1.3.4 - it = i ' i2 = i -1. 

Dans ce cas Pt = i et P2 = i + n - 3, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i + n - 2 et p = i + n - 1. 
Voyons si la relation 

p(iJ) = xP.(i,H1) + bP.(i-1,;) 
n n-1 n-1 (2.24) 

existe. 
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes à p = i+n-2 et p = i+n-1 

{ 
L ( H1p(i,j+t)) bL ( ;p(i-1J)) 0 

i+n-2 X n-1 + i+n-2 X n-1 = 
L ( H1p(ï,i+t)) bL ( ;p(i-1J)) 0 

i+n-1 X n-1 + i+n-1 X n-1 = 

De {2.1) et (2.9), nous savons que 

L . (xHtp(i,j+I)) = 0 
•+n-2 n-1 ' L ( ip(i-l,j)) ..J. 0 

i+n-2 X n-1 Î ' 

L . (xi+t p(i,j+l)) ..J. 0 
•+n-1 n-1 Î ' 

ce qui implique 

{
b=O 
eq.imp ' 

qui est un système impossible. Conclusion : la relation (2.24) n'existe pas. 

1.3.5 - i1 = i2 = i. 

Dans ce cas p1 = i et p2 = i + n - 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i + n - 1. 
Voyons si la relation · 

p(i,j) = xP.(i,j+t) + bP.(i,j) 
n n-1 n-1 {2.25) 

existe. 
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i + n- 1 

L ( H1p(ï,j+1)) + bL ( ip(ï,;)) O 
i+n-1 X n-1 i+n-1 X n-1 = · (2.26) 

De {2.6) et (2.9)·, nous savons que 

· c '+1) D(ï,;+t) 
Li+n-1 (x'+l Pn~ ) = D~,j+1) :/:- 0 et 

n-1 

Si nous prenons 
L· (xi+1p(i,i+t)) D(i,i+l)D<'·i> b _ _ •+n-1 n-1 _ _ n n-1 

- L· (xip<•.;>) - D(i,j+1)D(ï,;)' 
•+n-1 n-1 n-1 n 
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la condition (2.26) est satisfaite, et la relation (2.25) vérifiée. 
Dénotons la relation trouvée par F1• 

1.3.6 - it = i ' i2 = i + 1. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et P2 = i + n - 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i et p = i + n - 1. 
Voyons si la relation 

p(iJ) = xP.(iJ+I) + bP.(i+tJ) 
n n-1 n-1 (2.27) 

existe. 
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes à p = i et p = i + n- 1 

{ 
Li(xi+I P~~{+l)) + bLi(xi P~~~1 J)) = 0 

L ( i+tp(i,i+t)) + bL ( ipCi+1J)) 0 i+n-1 X n-1 i+n-1 X n-1 = 

De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que 

Li(xi+I P~~{+l)) = 0 , Li+n-1(xi P~~lJ)) = 0, 

L .( .... iP.(i+tJ)) .J. 0 t L ( i+tp(i,i+t)) .J. 0 
' ..., n-1 Î e i+n-1 x n-1 Î ' 

ce qui implique 

{
b=O 
eq.imp ' 

qui est un système impossible. Conclusion : la relation (2.27) n'existe pas. · 

1.3. 7 - Ït = i + 1 ' i2 = i- 1. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n - 3, ce qui veut dire que toutes les conditions 
de biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i, p = i + n- 2 et 
p=i+n-1. 
Voyons si la relation 

p(iJ) = xP.(i+1J+I) + bP.(i-tJ) 
n n-1 n-1 (2.28) 

existe. 
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes à p = i, p = i + n- 2 et 

p=i+n-1: 

{ 

L·(xi+I p(i+IJ+l)) + bL·(xi p(i-1J)) = 0 
' n-1 ' n-1 

L . (,...H1p(i+tJ+t)) + bL· (xip(i-tJ)) = 0 
•+n-2 "" n-1 •+n-2 n-1 · 

L . (xHlp(i+IJ+1)) + bL· (xiP.(i-1,j)) - 0 
•+n-1 n-1 •+n-1 n-1 -
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De (2.1}, (2.8) et (2.9), nous savons que 

L;(xi P!~l,j)) = 0 , 'tin> 3 , L . (xHlp(i+lJ+l)) _ 0 
a+n-2 n-1 - ' 

ce qui implique 

L . (xHlp(i+lJ+l)) - 0 L·(xHlp(i+lJ+l)) J. 0 
1+n-l n-1 - ' 1 n-1 Î ' 

Li+n-2(xi P!~1,j)) :/; 0, 

{ 

eq.imp 
b=O , 

qui est un système impossible. Conclusion : la relation (2.28) n'existe pas. 

1.3.8 - il = i + 1 ' i2 = i. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n - 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i et p = i + n - 1. 
Voyons si la relation 

p(iJ) = xP.(i+lJ+l) + bP.(i,j) 
n n-1 n-1 (2.29) 

existe. 
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes à p = i et p = i + n- 1 

De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que 

ce qui implique 

L ·(xip(i,i)) = 0 L· (xi+lp(i+l,i+l)) = 0 
1 n-1 ' 1+n-1 n-1 ' 

L·(xi+1 p{i+I,j+l)) J. 0 L· (xi p(i,j)) J. 0 
1 n-1 Î ' 1+n-l n-1 Î ' 

{ 
eq.imp 
b=O ' 

qui est un système impossible. Conclusion : la relation (2.29) n'existe pas. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n- 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i. 
Voyons si la relation 

p(i,j) = xP.(i+l,H1) + bP.(i+1,j) 
n n-1 n-1 (2.30) 

existe. 
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Ecrivons la condition de biorthogona.lité correspondante à p = i 

L·(zH1 p(i+l.i+I)) + bL·(xi p(i+I.i)) = 0 • n-1 a n-1 • (2.31) 

De (2.5) et (2.8), nous savons que 

. . D(i.i+t) 
L·(zi+l p(•+l.J+l)) = (-l)n-1 ~ . 4 0 et 

a n-1 D(t+l.J+l) T 
n-1 

Si nous prenons 
L ·(zi+1 p(i+I.i+I)) D(i,i+I) D(i+1.i) b _ _ ' n-1 _ _ n n-1 

- L·( i p(i+I.i)) - n<ï+1,i+I) n<ï,;)' 
a X n-1 n-1 n 

la condition (2.31) est satisfaite, et la relation (2.30) vérifiée. 
Dénotons la relation trouvée par F2• 

( . . ) D(i,i+l)D(i+1.i) (. .) p<ï,i>(x) = xP •+t,,+t (x)_ n n-1 p •+t,, (x) 
n n-1 D(•+1,J+l)D(•.J) n-1 

n-1 n 

Il Il 
m1 =0 mt =0 mt= 1 

m2 = -1 m2=0 m2= 1 
- b= 1-a -

Il 1~ 
Expliquons en détailles différentes étapes représentées dans ce tableau. 
Nous commençons par :fixer les degrés n1 = n2 = n, c'est-à-dire nous cherchons toutes 

les relations du type : 

A partir des degrés des trois polynômes, nous avons trois possibilités pour les valeurs de 
m1 et m2, à savoir: une de ces valeurs est égal à 0 et l'autre est égal à -1, par exemple 
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m 1 = 0 et m2 = -1 (cas 2.1); les deux valeurs sont égaux à 0, m 1 = m2 = 0 (cas 2.2); et 
les deux valeurs sont égaux à 1, m1 = m2 = 1 (cas 2.3). 

2.1 - m1 = 0 , m2 = -1. 

Comme m2 = -1 et mt ::j:. -1, ce cas est impossible. 

2.2 - m1 = m2 = O. 

Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type 

pJiJ) = aPJ'1 J) + bPJ'2 J). (2.32) 

A partir de cette relation, nous voyons que le coefficient principal de p~iJ) est égal à 
a+ b. Comme PJi.i) est unitaire a+ b = 1, ou 

b = 1- a. 

Considérons maintenant toutes les valeurs possibles des indices i 1 et i 2• Puisque les trois 
polynômes qui interviennent dans la relation doivent être différents, i 1 ::j:. i2, i 1 ::j:. i et 
i 2 :f i. Il reste un seul cas à étudier, à savoir: un des indices est égal à i- 1 et l'autre est 
_égal à i + 1, par exemple i1 = i -1 et i2 = i + 1 (cas 2.2.1). 

2.2.1 -il = i- 1 ' i2 = i + 1. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n - 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i et p = i + n - 1. 
Voyons si la relation 

p(i,i) = aP(i-l,i) + (1 - a)P(i+l,i) 
n n n (2.33) 

existe. 
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes à p = i et p = i + n - 1 

{ 
aLi(xi PJi-lJ)) + (1 -a )L,(xi PJi+l,i)) = 0 
aLi+n-1 (xi PJi-lJ)) + (1 -a )Li+n-l (xi PJi+I,i)) = 0 

De (2.1 ), (2.8) et (2.9), nous savons que 

L ·(xi p(i-tJ)) = 0 Vn > 2 L·+ 1 (xi p(i+t.i)) = 0 Vn > 2 
' n ' - ' ' n- n ' - ' 

ce qui implique 

{:: ~ ' 
qui est un système impossible. Conclusion : la relation (2.33) n'existe pas. 

2.3 - m1 = m2 = 1. 
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Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type 

(2.34) 

A partir de cette relation, nous obtenons 

ce qui est absurde (voir (2.10)). Conclusion : les relations du type (2.34) n'existent pas. 

n1 = n2 = n + 1 
m1 = m2 = -1 m1 = m2 = 0 m1 = m2 = 1 

1~o2 ,,-l,n-tl) 1 a= llg a= -(o;a,J-l,n+l) (•J·J-l,n+l) (tJ,J,n+l) (•;a.J,n+l) 
llo -ao lln -lln 

b=1-a b= -a -
il= i -1 il= i- 1 '1 = t it = i- 1 il = i- 1 '1 =' -

t2 = t i2 = i + 1 i2 = i + 1 '2 =' i2 = i + 1 i2 = i + 1 -
F3 - - F4 - - -

Expliquons en détailles différentes étapes représentées dans ce tableau. 
Nous commençons par fixer les degrés n 1 = n2 = n+ 1, c'est-à-dire nous cherchons toutes 

les relations du type : 

A partir des degrés des trois polynômes, nous savons que m 1 = m2 - -1 (cas 3.1), 
m1 = m2 = 0 (cas 3.2) ou m1 = m2 = 1 (cas 3.3). 

3.1 - m1 = m2 = -1. 

Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type 

(2.35) 

A partir de cette relation, écrivons PJiJ) dans la base canonique : 

Comme PJi,j) est un polynôme unitaire de degré n 
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ce qui est équivalent à 

{ 

(i:~,j-l,n+l) 
- Clg a- (•:~.J-l,n+l) (•1·1-l,n+l) a0 -a0 

(iJ,i-l,n+l) 
b - Clg 

- - (•:~.J-l,n+l) (•J.J-l,nfl) a0 -a0 

Considérons maintenant tous les valeurs possibles des indices i1 et i2. Remarquons que 
i 1 et i 2 doivent être différents, sinon les deux polynômes du membre droit de la relation 
(2.35) seraient égaux. Il reste trois cas possibles, à savoir: un des indices est égal à i- 1 
et l'autre est égal à i, par exemple i 1 = i -1 et i 2 = i (cas 3.1.1); un des indices est égal 
à i- 1 et l'autre est égal à i + 1, par exemple i 1 = i -1 et i 2 = i + 1 (cas 3.1.2); et enfin 
un des indices est égal à i et l'autre est égal à i + 1, par exemple i 1 = i et i2 = i + 1 (cas 
3.1.3). 

3.1.1 - il = i- 1 ' '2 = '· 
Dans ce cas p1 = i et p2 = i + n- 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de 

biorthogonalité sont vérifiées. Donc, nous avons trouvé la relation suivante : 

p(iJ) _ a p(i-l,j-1) + b p(i,j-1) 
n - ; n+l ; n+l ' 

où 

{ 

(i,j-l,n+l) 
- Clg a - (•,,-l,n+l) (o-1,,-l,n+J) a0 -a0 (i-l,J-l,n+l) 

b - Clg 
- {o,J-l,n+l) (• l,J-l,n+l) a0 -a0 

Ecrivons les coefficients a et b comme rapports de déterminants. 
En utilisant (2.15), nous pouvons écrire 

D'après l'identité de Sylvester (E.l) 

D
(i-l,j-1) D(iJ) = n<i-1,;-1) D(ï,;) _ D(i-1,;) D(ï,;-1) 
n+2 n n+l n+l n+l n+l ' 

et alors 

Dénotons la relation trouvée par Fs. 

D
3 

p(i,j)( ) _ D~~~ D~t:,j-l) (! p(i-lJ-1)( ) _ ! p(i,j-1)( )) 
.l"~ n x - v<•-1,,-l)v(•.J) :r n+l x :r n+l x 

n+2 n 
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3.1.2 - it = i- 1 ' i2 = i + 1. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et P2 = i + n - 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i. 
Voyons si la relation 

p(i,j) - ~p(i-l,j-1) + ~p(i+l,j-1) 
n - X n+l X n+l ' (2.36) 

où 

existe. 
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i 

L ·( ;-tp(i-tJ-t)) + bL·( ;-tp(i+tJ-t)) _ o a 1 x n+l 1 x n+1 - . (2.37) 

De (2.1) et (2.8), nous savons que 

Li(x1- 1 P~~1 ·i-l)) = 0, Yn ~ 1 et Li(xi-1 P~~~lJ-1 )) ::J 0, 

donc la condition (2.37) est équivalente à b = 0, qui est impossible. Conclusion la 
relation (2.36) n'existe pas. 

3.1.3- i1 = i ' i2 = i + 1. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n, ce qui implique 

Li+n(x1 p~i,j)) = 0 , 

ce qui est absurde (voir (2.9)). 

3.2 - m1 = m2 =O. 

Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type 

P.(i,j) = aP.(i1J) + bP.(i2 1i) 
n n+1 n+l · 

A partir de cette relation, écrivons p~iJ) dans la base canonique : 

p~iJ) =(a+ b)xn+l + (aa~1 J,n+l) + ba~2,j,n+1))xn + .•. 

Comme p~iJ) est un polynôme unitaire de degré n 

ce qui est équivalent à 

(2.38) 
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Considérons maintenant tous les valeurs possibles des indices i1 et i2. Remarquons que 
i 1 et i 2 doivent être différents, sinon les deux polynômes du membre droit de la relation 
(2.38) seraient égaux. Il reste trois cas possibles, à savoir: un des indices est égal à i - 1 
et l'autre est égal à i, par exemple i 1 = i- 1 et i 2 = i (cas 3.2.1); un des indices est égal 
à i- 1 et l'autre est égal à i + 1, par exemple i 1 = i- 1 et i 2 = i + 1 {cas 3.2.2); et enfin 
un des indices est égal à i et l'autre est égal à i + 1, par exemple i 1 = i et i2 = i + 1 (cas 
3.2.3). 

8.2.1- il= i- 1 ' 12 = '· 

Dans ce cas p1 = i et P2 = i + n - 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées. Donc, nous avons trouvé la relation suivante : 

p(i,j) - (P.(i-l,j) - p(i,j)) 
n -a n+l n+l ' 

où 
1 

a = (i-l,j,n+l) (i,j,n+l). 
an -an 

Ecrivons le coefficient a comme rapport de déterminants. 
D'aprés l'identité de Sylvester (E.1) et l'égalité (2.16) 

(_ 1 )n n<ï-t,;) n<ï,;) _ a<ï-l,;,n+l) D{i-1,;) (-1 )n n<iJ) _ (-1 )n n<•-t.;) a(i,;,n+l) n<•J> 
n+2 n - n n+l n+l n+l n n+l' 

où ( -1 )n n~:;~·j) représente le déterminant ni':;i·j) avec la ( n + 1 )-ème colonne placée en 
première position. 
En divisant les deux membres del 'égalité précédente par ( -1 )n D~'+11 ,;) Di'1l, nous obtenons : 

n<•-1,;) n<•.;> 
n+2 n - a(i-l,j,n+l) - a(i,j,n+l) 

D(i-l,j) D(i,j) - n n ' 
n+l n+l 

et alors 
n<•-t.;) D(i,;) 

n+l n+l 
a = n<i-l,;)D(i,;). 

n+2 n 

Dénotons la relation trouvée par F4 • 

8.2.2 - il = i - 1 ' i2 = i + 1. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n - 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i. 



2.2. Relations de récurrence 121 

Voyons si la relation 
p(iJ) = a(P(i-1.;) _ p{i+lJ)) 

n n+l n+l ' (2.39) 

où 
1 

a = (i-l,j,n+l) (i+l,j,n+l)' an -an 

existe. 

Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i 

(2.40) 

De (2.1) et (2.8), nous savons que 

donc la condition (2.40) est équivalente à a = 0, qui est impossible. Conclusion : la 
relation (2.39) n'existe pas. 

3.2.3 - il = i ' i2 = i + 1. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et P2 = i + n, ce qui implique 

ce qui est absurde. 

Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type 

(2.41) 

A partir de cette relation, nous obtenons 

ce qui est absurde (voir (2.10)). Conclusion: les relations du type (2.41) n'existent pas. 

4 - n 1 = n , n2 = n - 1. 
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Il Il 
m1 =0 m1 = -1 m1 = 0, m2 = 0 m1 = 0, m2 = 1 

m2= -1 m2= 1 
- - a=1 b=1-a 

- - il = i -1 il= i- 1 
- - i2 = i- 1 12 = 1 i2 = i + 1 i2 = i -1 12 = t i2 = i + 1 
- - - Fs - - F1 -
- - il= i + 1 il= i +1 
- - i2 = i- 1 12 = t i2 = i + 1 i2 = i -1 '2 = t i2 = i + 1 
- - - - F6 - - Fs 

Expliquons en détail les différentes étapes représentées dans ce tableau. 
Nous commençons par fixer les degrés n1 =net n2 = n- 1, c'est-à-dire nous cherchons 

toutes les relations du type : 

P (i,j) = axml p(iJ.i+mi) + bxm2p(i2.i+m2) 
n n n-1 • 

A partir des degrés des trois polynômes, nous avons quatre possibilités pour les valeurs 
de m1 et m2, à savoir: m1 = 0 et m2 = -1 (cas 4.1), m1 = -1 et m2 = 1 (cas 4.2), 
m1 = m2 = 0 (cas 4.3), et enfin m1 = 0 et m2 = 1 (cas 4.4). 

4.1 - m 1 = 0 , m2 = -1. 

Comme m2 = -1 et m 1 =f -1, ce cas est impossible. 

4.2 - m1 = -1 , m2 = 1. 

Comme m1 = -1 et m2 =f -1, ce cas est impossible. 

4.3 - m1 = m2 = O. 

Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type 

P.(iJ) = aP(iioi) + bP(i2.i) 
n n n-1 • (2.42) 

A partir de cette relation, nous voyons que le coefficient principal de PJi.i) est égal à a. 
Comme p(i.i) est unitaire n 

a= 1. 

Considérons maintenant tous les valeurs possibles des indices i1 et i2. Remarquons que 
i1 ::/: i, sinon P!iJ) apparaîtrait dans le deuxième membre de (2.42). 
Représentons dans le tableau suivant toutes les valeurs possibles des indices i1 et i 2. 
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i2 = i- 1 (cas 4.3.1) 
il= i -1 i2 = i (cas 4.3.2) 

i2 = i + 1 (cas 4.3.3) 
i2 = i- 1 (cas 4.3.4) 

il= i + 1 i2 = i (cas 4.3.5) 
i2 = i + 1 (cas 4.3.6) 

4.3.1 - il = i - 1 ' i2 = i - 1. 

Dans ce cas Pl = i - 1 et P2 = i + n - 3, ce qui implique 

Li-1(xip~iJ)) = 0, 

ce qui est absurde (voir (2.8)). 

4.3.2 - i1 = i - 1 , i2 = i. 

Dans ce cas p1 = i et p2 = i + n - 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i + n - 1. 
Voyons si la relation 

p(i,;) = p(i-1J) + bP(i,;) 
n n n-1 

existe. 
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i + n- 1 

L ( ip(i-1J)) + bL ( ip(iJ)) - 0 i+n-1 X n i+n-1 X n-1 - · 

De (2.6) et (2.9), nous savons que 

Si nous prenons 

D(i-1,;) 
L ( ip(i-1,j)) _ n+I ../.. 0 t 

i+n-1 X n - D~i-1,j) Î e 

. C .> D(i,;) 
Li+n-1 (x' Pn::~) = ~(. ") :/= 0. 

D'·' n-1 

L· (xi p(i-tJ)) n<ï-1J) n<ïJ) b _ _ t+n-1 n _ _ n+1 n-1 
- L· ( ;p(iJ)) - n<i-tJ>n<ïJ), 

t+n-1 X n-1 n n 

la condition (2.44) est satisfaite, et la relation (2.43) vérifié. 
Dénotons la relation trouvée par Fs. 

D< i-t.;) D(i,j) (. . 
R . p(ï,;>(x) = p<ï-t,;>(x) _ ntt n-1 p '·'>(x) 

5 · n n D~-l.J) D~·J) n-1 

(2.43) 

(2.44) 
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4.3.3 - i1 = i - 1 ' i2 = i + 1. 

Dans ce cas Pt = i + 1 et p2 = i + n- 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i et p = i + n - 1. 
Voyons si la relation 

p(i,j) = p(i-1J) + bP(i+tJ) 
n n n-1 (2.45) 

existe. 
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes à p = i et p = i + n - 1 

{ 
Lï(Xj pJi-1,j)) + bLï(Xj p~~1 ,j)) = 0 

L ( ;p(i-tJ>) + bL ( ;p(i+t,j)) 0 i+n-1 X n i+n-1 X n-1 = 

De (2.1 ), (2.8) et (2.9), nous savons que 

L·(x; p(i-1J>) = 0 Vn > 2 
' n ' -

L ( ;p(i+1,j)) 0 
' i+n-1 X n-1 = ' 

ce qui implique 

{
b=O 
eq.imp ' 

qui est un système impossible. Conclusion : la relation (2.45) n'existe pas. 

4.3.4 - i1 = i + 1 ' i2 = i - 1. 

Dans ce cas Pt = i + 1 et p2 = i + n - 3, ce qui veut dire que toutes les conditions 
de biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i, p = i + n - 2 et 
p=i+n-1. 
Voyons si la relation 

p(ï,;) = p(i+t,;) + bP(i-1J) 
n n n-1 {2.46) 

existe. 
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes à p = i, p = i + n - 2 et 

p=i+n-1: · 

De (2.1), (2.8) et {2.9), nous savons que 

Lï(x; P~~1 ,;)) = 0, Vn > 3 , Lï+n-2(x; p~i+IJ)) = 0 , Vn > 3, 

L. 1 (x; p(i+IJ)) = 0 Vn > 2 L·(x; p(i+t,j)) ..t. 0 et 
a+n- n ' - ' 1 n Î 

L ( jp(i-1J)) ..J. 0 
i+n-2 X n-1 Î ' 
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ce qui implique 

{ 

eq.imp 
b=O , 

qui est un système impossible. Conclusion : la relation (2.46) n'existe pas. 

4.3.5 - il = i + 1 ' i2 = i. 
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Dans ce cas p1 = i + 1 et P2 = i + n- 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biortbogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i et p = i + n - 1. 
Voyons si la relation 

p(iJ) = p(i+IJ) + bP(iJ) 
n n n-1 (2.47) 

existe. 
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes à p = i et p = i + n - 1 

{ 
L·(xi p(i+lJ)) + bL·(xi P.(i,i)) = 0 

t n t n-1 

Li+n-1 (xi p~i+l,i)) + bLi+n-1 (xi P~~1) = 0 

De (2.1 ), (2.8) et (2.9), nous savons que 

ce qui implique 

L·(xi P.(i+l,j)) ...J. 0 et L· (xi P.(i,i)) ...J. 0 
t n Î •+n-1 n-1 r ' 

{ 
eq.imp 
b=O ' 

qui est un système impossible. Conclusion : la relation (2.47) n'existe pas .. 

4.3.6 - il = i + 1 ' i2 = i + 1. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n- 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i. 
Voyons si la relation 

p(iJ) = P.(i+lJ) + bP(i+IJ) 
n n n-1 (2.48) 

existe. 
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i 

Lï(xi P!i+IJ>) + bLï(xi P~~lJ)) =O. (2.49) 

De (2.5) et (2.8), nous savons que 

D(i,i) 
L·(xi p(i+l,i)) = (-1)n ~+1 . ...J. 0 et 

' n D~+l.J) r 
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L ·(xip(i+1,j)) = (-1)n-1 D~J) ..J. 0 
t n-1 (i+l,j) ï · 

Dn-1 
Si nous prenons 

L·(xi p(i+tJ>) n<•J> D(i+1J) b- _ 1 n _ n+l n-1 

- L·( ;p(i+tJ)) - n<'+IJ>n<•J>, 
, X n-1 n n 

la condition (2.49) est satisfaite, et la relation (2.48) vérifiée. 
Dénotons la relation trouvée par F6 • 

D(i,;)D(i+t,;) (" ") 
p(i,j)(x) = p(i+I.i)(x) + n;t;l n-1 P. t+l,J (x) 

n n D~+t.J) D~.J) n-1 

4.4 - m1 = 0 , m2 = 1. 

Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type 

P (iJ) = aP(it.i) + bxP.(i:z,i+l) 
n n n-1 • (2.50) 

A partir de cette relation, nous voyons que le coefficient principal de p~iJ) est égal à 
a+ b. Comme p~i,j) est unitaire a+ b = 1, ou 

b = 1- a. 

Considérons maintenant tous les valeurs possibles des indices i 1 et i 2• Remarquons que 
i 1 :/; i, sinon p~i,i) apparaîtrait dans le deuxième membre de (2.42). 
Représentons dans le tableau suivant toutes les valeurs possibles des indices i 1 et i 2• 

i 2 = i -1 (cas 4.4.1) 
it = i- 1 i2 = i (cas 4.4.2) 

i2 = i + 1 (cas 4.4.3) 
i2 = i- 1 (cas 4.4.4) 

it = i + 1 i2 = i (cas 4.4.5) 
i2 = i + 1 (cas 4.4.6) 

4.4.1 - il = i- 1 , i2 = i- 1. 

Dans ce cas p1 = i - 1 et P2 = i + n - 3, ce qui implique 

Li-t (xi p~iJ)) = 0 , 

ce qui est absurde (voir (2.8)). 

4.4.2 - il = i - 1 , i2 = i. 
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Dans ce cas Pl = i et p2 = i + n - 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i + n- 1. 
Voyons si la relation 

p(iJ) = aP(i-1J) + (1 - a)xP(iJ+I) n n n-1 

existe. 
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i + n - 1 

aLi+n-1(x; p~i-1J)) + (1- a)Li+n-1(xH1 P~~+l)) =O. 

De (2.6) et (2.9), nous savons que 

n<i-1J) 
L ( ;p(i-1,j)) _ n+1 .J. 0 

i+n-1 x n - n~-1,j) r 

et 
. < .. +1) D(i,H1) 

L ( 1+lp '•' ) n .J. 0 i+n-1 x n-1 = (i,j+l) r . 
Dn-1 

Si nous prenons 

a= L· (x;+I p(i,J+1))- L· ( ... ;p,(i-1J))' 
•+n-1 n-1 •+n-1 "' n 

L . (x;+Ip(iJ+I)) 
•+n-1 n-1 

la condition (2.52) est satisfaite, et la relation (2.51) vérifiée. 
Ecrivons a et 1 - a comme rapports de déterminants. 
De (2.53) et (2.54), écrivons 

a = n<ï,j+I)(D(ï,;+t)D(i-1,;) _ n<ï-1J)D(i,j+t)) 
n-1 n n n+1 n-1 

D(i,Hl) D(i-l,j) D(i,j+I) 
n n n-1 

et 
L· (x;+I p(i,;+I)) 

1 a+n-1 n-1 
-a = L· (x; p,(i-l,j))- L· (xj+Ip(iJ+I)) 

a+n-1 n •+n-1 n-1 

= n<ï-1J)(D(i-1J) n<•J+I) _ n<ï-lJ) n<ïJ+I)) 
n n+1 n-1 n n 

n<ï-t,;) D(i-1J) n<ïJ+I) 
n+1 n n-1 

D'aprés l'identité de Sylvester (E.1) 

n<•-1J> n<•.;+I> = n<i-1J) n<•J+I> _ n<•J> n<•-1J+I> 
n+1 n-1 n n n n ' 

et alors 
n<•J+I) n<•-1J) 

n n 

et 
n<ï-1,;) D(i,j+l) 

1 n+1 n-1 
-a = - D~·;> D~i-1J+I). 

(2.51) 

(2.52) 

(2.53) 

(2.54) 
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Dénotons la relation trouvée par F7 • 

( .. ) D(i,.J+l)D(i-l,.J) (. 1 .) v<i-l,i) D(i,i+l) (i J"+l) p. . p '•' (x) - r. n p 1- .J (x) ntl n-1 xP. • (x) 
7 • n - D~·J) D~-l,Jtl) n - D~·') D~-lo~fl) n-1 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n - 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i et p = i + n - 1. 
Voyons si la relation 

p(i,j) = aP(i-tJ) + (1 - a)x.P.(i+lJ+l) 
n n n-1 

existe. 
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondante à p = i et p = i + n- 1 

{ 
aLi( xi PJi-l,i)) + (1- a)Lï(xi+l P~~~IJ+l)) . 0. 

aLi+n-t (xi PJi-t,i)) + (1- a)Li+n-t (xi+l P~~V"'+1 )) = 0 

De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que 

Li( xi p~i-I,i)) = 0 , \ln ~ 2 , Li+n-1 (xi+l P~~ilJ+l)) = 0 , 

Li(xi+l P~~ilJ+l)) :f 0 et Li+n-t(xi pJi-lJ)) :f 0, 

ce qui implique 

{
a= 1 
a= 0 ' 

qui est un système impossible. Conclusion : la relation (2.55) n'existe pas. 

4.4.4 - il = i + 1 ' i2 = i - 1. 

(2.55) 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n - 3, ce qui veut dire que toutes les conditions 
de biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i, p = i + n - 2 et 
p=i+n-1. 
Voyons si la relation 

p(iJ) = aP(i+lJ) + (1 - a)x.P.(i-tJ+l) 
n n n-1 (2.56) 

existe. 
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes à p = i, p = i + n- 2 et 

p=i+n-1 

{ 

aLi( xi PJi+IJ)) + (1- a)Li(xi+l P~~lJ+l)) = 0 
aLi+n-2(xi PJi+tJ)) + (1- a)Li+n-2(xi+l P~~lJ+l)) = 0 
aLi+n-t(xi PJi+l.i)) + (1- a)Li+n-l(xi+l P~~lJ+I)) = 0 
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De (2.1 ), (2.8) et (2.9), nous savons que 

L ·(xHlp(i-l,j+l)) = 0 vn > 3 · {i+l ') 
1 n-1 , v _ , Li+n-2(x' Pn " ) = 0 , Vn ~ 3 , 

L·+ 1 (x; p(i+lJ)) = 0 Vn > 2 L·(x; p(i+l,j)) ../.. 0 et 
1 n- n ' - ' • n Î ' 

L. . ( Hlp(i-lJ+l)) ../.. O 
•+n-2 X n-1 T ' 

ce qui implique 

{

a= 0 

~ = 1 ' 

qui est un système impossible. Conclusion : la relation (2.56) n'existe pas. 

4.4.5 - il = i + 1 ' i2 = i. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n - 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i et p = i + n - 1. 
Voyons si la relation 

p(i,j) = aP(i+l,j) + (1 - a)xP(i,Hl) 
n n n-1 (2.57) 

existe. 
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes à p = i et p = i + n- 1 

{ 
aLi( x; p~i+l,j)) + (1- a)Li(xH1 P~~{+l)) = ~. 
aLi+n-l(x;p~i+lJ)) + (1- a)Li+n-l(xH1 P~~~+l)) = 0 

De (2.1), (2.8) et (2.9),'nous savons que 

Li(xH1 P~~{+l)) = 0 , Li+n-1 (x; p~i+l,j)) = 0 , \ln ~ 2 , 

ce qui implique 

{
a=O 
a= 1 ' 

qui est un système impossible. Conclusion : la relation (2.57) n'existe pas. 

4.4.6 - il = i2 = i + 1. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n- 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i. 
Voyons si la relation 

p(i,j) = aP(i+lJ) + (1 - a)x.P.(i+lJ+l) 
n n n-1 (2.58) 

existe. 
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Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i : 

aLi( xi P!i+IJ)) + (1- a)Lï(xH1 P!~1J+I)) =O. 

De (2.5) et (2.8), nous savons que 

et 
(i "+1) 

L·(xi+l p(i+IJ+l)) = (-1)n-1 Dn" ...J. 0 
1 n-1 D(i+1,j+l) .,- • 

n-1 

Si nous prenons 
L·(xi+l p(i+IJ+l)) 

1 n-1 

a= Li(xi+~P!~1 J+l))- Lï(xiP~i+IJ))' 
la condition (2.59) est satisfaite, et la relation (2.58) vérifiée. 
Ecrivons a et 1 - a comme rapports de déterminants. 
De (2.60) et (2.61 ), écrivons 

a= D(i+I,i+l)(D(iJ+1)D(i+1J) + D(i+1,i+I)D(iJ)) 
n-1 n n n-1 n+1 

D(i,i+l) D(i+1J+I) D(i+1,i) 
n n-1 n 

et 

1 
-a= Li( xi pJi+1J))- Li(xi+l P~~~1 ,j+1)) 

= D(i,;)(D(i+1,i+1) D(i+1,i) + n<ï+1J)D(i,i+t)) 
n+1 n-1 n n n 

D(i,;) D(i+1,i) D(i+1,i+l) 
n+1 n · n-1 

D'aprés l'identité de Sylvester (E.1) 

D(i,i) D(i+1,i+1) = n<i,;) n<ï+1,i+I) _ D(ï+1,;) n<ïJ+I) 
n+1 n-1 n n n n ' 

et alors 
D(i,H1) D(i+IJ) 

n n 

et 
D(i,;) n<ï+1J+1) 

1 
n+1 n-1 

- a = D~+t,i) D~J+I) . 

Dénotons la relation trouvée par F8 • 

(2.59) 

(2.60) 

(2.61) 
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Il Il 
mt =0 m1 = -1, m2= -1 m1 = 1, m2= 0 

m2= -1 
a~'2·J-l,n+JJ 1 - a=- f,l,-i,n+l) a= (•1 oJ+l,n) (•2oJ,n+l) ao a,._1 -a,. 

b=1 b= -a 

Il 
- lt =' lt =' 
- i2 = i -1 '2 =' i2 = i + 1 i2 = i -1 12 = t i2 = i + 1 
- F9 Fto - Fu F12 -
- it = i + 1 it = i + 1 
- i2 = i- 1 '2 =' i2 = i + 1 i2 = i- 1 12 = t i2 = i + 1 
- - - - - - -

Expliquons en détailles différentes étapes représentées dans ce tableau. 
Nous commençons par fixer les degrés n1 =net n2 = n + 1, c'est-à-dire nous cherchons 

toutes les relations du type : 

p(i,j) = axm1 p(i1,Hm1) + bxm2 p(i2J+m2) 
n n ~1 

A partir des degrés des trois polynômes, nous avons trois possibilités pour les valeurs de 
m1 et m 2, à savoir: m1 = 0 et m2 = -1 (cas 5.1), m1 = m2 = -1 (cas 5.2), et m1 = 1 et 
m2 = 0 (cas 5.3). 

5.1 - m1 = 0 , m2 = -1. 

Comme m2 = -1 et m1 # -1, ce cas est impossible. 

5.2- mt= m2 = -1. 

Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type 

p(iJ) = ~p(iJJ-1) + È_p(i2J-l) 
n X n :t n+l · 

A partir de cette relation, écrivons PJiJ) dans la base canonique : 

P (iJ) _ b n + + ( (i1J-1,n) + b {i2J-l,n+1))! 
n - :t • • • aao ao 

:t 

Comme PJiJ) est un polynôme unitaire de degré n 

(2.62) 
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ce qui est équivalent à 

Représentons dans le tableau suivant toutes les valeurs possibles des indices i 1 et i 2 • 

i2 = i- 1 (cas 5.2.1) 
il= i -1 i2 = i (cas 5.2.2) 

i2 = i + 1 (cas 5.2.3) 
i2 = i- 1 (cas 5.2.4) 

tl=' i2 = i (cas 5.2.5) 
i2 = i + 1 (cas 5.2.6) 
i2 = i- 1 (cas 5.2.7) 

il= i + 1 i2 = i (cas 5.2.8) 
i2 = i + 1 (cas 5.2.9) 

5.2.1 -il = i- 1 ' i2 = i- 1. 

Dans ce cas P1 = i - 1 et P2 = i + n - 2, ce qui implique 

ce qui est absurde (voir (2.8)). 

5.2.2 - il = i - 1 ' i2 = i. 
Dans ce cas p1 = i et p2 = i + n - 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de 

biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i + n- 1. 
Voyons si la relation la relation : 

où 

existe. 

p(i,j) = ~ p(i-l,j-1) + .!. p(i,j-1) 
n X n X n+l 

(i,j-l,n+l) 
ao 

a=- .. (t-l,J-l,n)' 
ao 

Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i + n- 1 

L . ( ;-lp(i-lJ-1)) + L· ( ;-lp(iJ-1)) _ o a •+n-1 x n •+n-1 x n+1 - • 

De (2.1) et (2.9), nous savons que 

L . ( j-1p{i,j-1)) - 0 et L· (x;-1p(i-1J-l)) ~ 0 
•+n-1 X n+1 - •+n-1 n T ' 

(2.63) 

(2.64) 

donc la condition (2.64) est équivalente à a = 0, qui est impossible. Conclusion : la 
relation (2.63) n'existe pas. 
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5.2.3- it = i- 1 ' i2 = i + 1. 

Dans ce cas Pt = i + 1 et P2 = i + n - 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i et p = i + n- 1. 
Voyons si la relation 

où 

existe. 

p(i,j) = ~ p(i-l,j-1) + .!. p(i+l,j-1) 
n X n X n+l 

{i+l,j-l,n+l) 
ao a=- .. {t-l,J-l,n) ' 
ao 

(2.65) 

Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes à p = i et p = i + n- 1 

De (2.1 ), (2.8) et (2.9), nous savons que 

L·(xi-l p(i-l,j-l)) = 0 'Vn > 2 
' n ' - ' 

L ( j-lp(i+I,j-1)) 0 u > 2 i+n-1 X n+l = , vn _ , 

ce qui implique 

{ 
eq.tmp. 
a=O 

qui est un système impossible. Conclusion : la relation (2.65) n'existe pas. 

5.2.4- it = i ' i2 = i- 1. 

Dans ce cas p1 = i et p2 = i + n - 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées. Donc, nous avons trouvé la relation suivante : 

où 

p(i,j) = ~p(i,j-1) + .!.p(i-1,j-1) 
n X n :t n+l ' 

a= 
(i-l,j-1,n+l) 

ao 
(i,j-1,n) 

ao 

En utilisant (2.15), écrivons le coefficient a comme rapport de déterminants. 

a = n<i-tJ-t>n<'.;) · 
n+l n 

n<i-tJ> n<'J-1> 
n+l n 

Dénotons la relation trouvée par F9. 
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( . . ) v<i-1,;) v<;.;-1> p<•J>(x) = !p t-1,,-1 (x)+ n.+l . n 1 p(i,j-l)(x) 
n :r n+l D(o-I,J-1) D(•oJ) :r n 

n+1 n 

5.2.5 - il = i ' i2 = i. 

Dans ce cas p1 = i et P2 = i + n - 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées. Donc, nous avons trouvé la relation suivante : 

où 

p(i,j) = ~ p(i,j-1) + .!. p(i,j-1) 
n X n X n+l ' 

a= 
(i,j-l,n+l) 

ao 
(i,j-l,n) ' 

ao 
En utilisant {2.15), écrivons le coefficient a comme rapport de déterminants. 

a= n<•J-t>n<•.;>. 
n+l n 

n<•J> n<•.i-t) 
n+l n 

Dénotons la relation trouvée par F10• 

F1o p(iJ>(x) = !p(i,j-l)(x) + D~±{v~·;-1) !p(i,j-l)(x) 
n :r n+1 v<•.1 1) v<•.1) :r n 

n+1 n 

5.2.6 - il = i ' i2 = i + 1. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n- 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i. 
Voyons si la relation 

où 

existe. 

p(i,j) = ~ p(i,j-1) + .!. p(i+l,j-1) 
n X n X n+l 

(i+l,j-l,n+I) 
ao a = - --=-....,...,... . .,..... -.,....

a~•,;-l,n) ' 

Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i 

aL,(xi-1 p~i,j-1)) + L,(xi-1 p~~~l ,j-1)) =O. 

De (2.1) et (2.8), nous savons que 

L,(xi-1 p~i,j-1)) = 0 et L,(xi-1 p~~~l,j-1)) =/: 0' 

{2.66) 

(2.67) 
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donc la condition (2.67) est impossible. Conclusion : la relation (2.66) n'existe pas. 

5.2. 7 - it = i + 1 ' i2 = i- 1. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n - 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i. 
Voyons si la relation 

où 

existe. 

p(i,j) = ~ p(i+l,j-1) + !. p(i-1,j-1) 
n X n X n+1 

a = - (i+l,j-1,n) ' 
ao 

(i-1,j-1,n+l) 
ao 

Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i 

aL·(xi-1 p(i+1,j-I)) + L·(xi-I p(i-1,j-1)) _ 0 1 n 1 n+l - · 

De (2.1) et (2.8), nous savons que 

Li(xi-1 P~~I,j-I)) = 0 , Vn ~ 1 et Li( xi-I p~i+1 J-I)) f. 0 , 

(2.68) 

(2.69) 

donc la condition (2.69) est équivalente à a = 0, qui est impossible. Conclusion la 
relation (2.68) n'existe pas. 

5.2.8 - it = i + 1 ' i2 = i. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n, ce qui implique 

Lï+n(xi p~i,j)) = 0 , 

ce qui est absurde (voir (2.9)). 

5.2.9 - il = i + 1 ' i2 = i + 1. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n, ce qui implique 

Li+n(xi p~i,j)) = 0 , 

ce qui est absurde (voir (2.9)). 

5.8 - m1 = 1 , m2 = O. 

Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type 

p(iJ) = ax.P.(i1 J+l) + b.P.(i2,i) 
n n n+1 • 

A partir de cette relation, écrivons PJiJ) dans la base canonique : 

p~i,j) = (a+ b)x"+l + (aa~_:i+l,n) + ba~2,j,n+1))x" + ... 

(2. 70) 
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Comme p~i,j) est un polynôme unitaire de degré n 

ce qui est équivalent à 

{ 
a = <•t oJ+l,n) 1 <•:roJ,n+l) 

Gn-1 -Gn • 

b= -a 

Représentons dans le tableau suivant toutes les valeurs possibles des indices i1 et i2. 

i2 = i- 1 (cas 5.3.1) 
i1 = i- 1 i2 = i (cas 5.3.2) 

i2 = i + 1 (cas 5.3.3) 
i2 = i- 1 (cas 5.3.4) 

l1 = l i2 = i (cas 5.3.5) 
i2 = i + 1 (cas 5.3.6) 
i2 = i -1 (cas 5.3.7) 

il= i + 1 i2 = i (cas 5.3.8) 
i2 = i + 1 (cas 5.3.9) 

5.3.1 - il = i- 1 ' i2 = i- 1. 

Dans ce cas p1 = i - 1 et P2 = i + n - 2, ce qui implique 

Li-1 (x; pJi,j)) = 0 , 

ce qui est absurde (voir (2.8)). 

5.3.2 - il = i - 1 ' i2 = i. 

Dans ce cas p1 = i et p2 = i + n - 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i + n - 1. 
Voyons si la relation 

p(i,j) _ a(xP(i-l,j+I) _ p(iJ)) 
n - n n+l (2.71) 

où 
1 

a = (i-l,j+I,n) (iJ,n+I)' 
an-1 -an 

existe. 
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i + n- 1 

(L ( Hlp(i-1.i+l)) L ( ;p(i.i))) _ O a i+n-1 x n - i+n-1 x n+ 1 - . (2.72) 

De (2.1) et (2.9), nous savons que 

Li+n-1 (xj P~'j/) = 0 , Vn ~ 1 et Li+n-1 (xj+1 P!'-1·j+l)) =1 0 , 
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donc la condition (2.72) est équivalente à a = 0, qui est impossible. Conclusion : la 
relation (2.71) n'existe pas. 

5.3.3 - Ït = i - 1 , i2 = i + 1. 

Dans ce cas Pt = i + 1 et P2 = i + n - 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i et p = i + n - 1. 
Voyons si la relation 

p(iJ) = a(zpCi-lJ+l) _ p(i+tJ)) 
n n n+l (2.73) 

où 
1 

a = (i-lJ+I,n) (i+l,j,n+l)' 
an-1 -an 

existe. 
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes à p = i et p = i + n- 1 

{ 
a(Li(xi+1 pJi-t,j+I))- Li( x; P~~~tJ))) = 0 
a(Li+n-t(zHlpJi-l,j+I))- Li+n-t(x;P~1tl,j))) = 0 

De (2.1 ), (2.8) et (2.9), nous savons que 

Li( x; P~~~lJ)) =f 0 et Li+n-1 (xi+1 p~i-l,j+l)) :f:. 0, 

ce qui implique que le système précédent est équivalent à l'équation a= 0, qui est impos
sible. Conclusion : la relation (2.73) n'existe pas. 

5.3.4 - Ït = i , i2 = i - 1. 

Dans ce cas p1 = i et p2 = i + n - 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées. Donc, nous avons trouvé la relation suivante : 

p(iJ) = a(xP(iJ+I) _ p(i-lJ)) 
n n n+l ' 

où 
1 

a = (i,j+l,n) (i-l,j,n+l). 
an-1 -an 

Ecrivons le coefficient a comme rapport de déterminants. 
De (2.16), nous pouvons écrire : 

a= (DCi,;+t) n<ï-tJ))/ 
n n+l 

/( ( i }. 1 .. . ~ + n- 2 ~ + n- 1 ) n~J+l)_ 
... J+n-1 J+n+1 
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- ( ~ . . . ~ + n - 2 i + n - 1 ) n<s-l,j)) 
J • • • J + n - 1 j + n + 1 n+l • 

D'après l'identité de Schweins (E.17) le dénominateur du membre droit de l'égalité précé
dente est égal à 

et alors 
D(iJ+l) n<ï-tJ) 

n n+l 
a = n<ï-t.i+l)D(iJ) 

n+l n 

Dénotons la relation trouvée par F11 • 

Fu 
D(i.it1)D(i-1J) (' .) 

p(i,;)(x) = n n+s. (xP<'J+l)(x)- p •-t, (x)) 
n v<•-l.J±l) v<•.J) n n+l 

n+l n 

5.3.5 - Ît = i ' i2 = i. 

Dans ce cas p1 = i et p2 = i + n - 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées. Donc, nous avons trouvé la relation suivante : 

p(i,j) = a(xP(i,j+l)- p(i,j)) 
n n n+l ' 

où 
1 

a = (i,j+l,n) (i,j,n+l). 
an-1 -an 

Ecrivons le coefficient a 'comme rapport de déterminants. 
De (2.16), nous pouvons écrire : 

a = (D(i,j+t) D(i,;))/ 
n n+l 

/( ( ~ . .. i + n- 1 i + n ) D(i.i+l)_ 
J ... j+n-1 j+n+l n 

_ ( i . .. i + n - 2 i + n- 1 ) D(i.i)) 
j + 1 . . . j + n - 1 j + n + 1 n+l • 

D'après l'identité de Schweins (E.15) le dénominateur du membre droit de l'égalité précé
dente est égal à 

D(i,j+t) D(ï,;) 
n+l n ' 

et alors 
D(ï,;+t) D(ï.i) 

n n+l 
a = D(i,i+l)D(i,i). 

n+l n 

Dénotons la relation trouvée par F12· 
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Dans ce cas Pl = i + 1 et p2 = i + n- 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i. 
Voyons si la relation 

p(iJ) = a(xP(iJ+l) - p(i+lJ)) 
n n n+l (2.74) 

où 
1 

a = (i,j+l,n) (i+l,j,n+l)' 
an-1 -an 

existe. 
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i 

a(L,(xH1 p~i,j+l))- L,(xj P~~~IJ))) = O. (2.75) 

De (2.1) et (2.8), nous savons que 

L,(xH1 p~i,j+l)) = 0 et L,(xj P~~~I,j)) # 0, 

donc la condition (2. 75) est équivalente à a = 0, qui est impossible. Conclusion : la 
relation (2.74) n'existe p~. 

5.3. 7 - il = i + 1 ' i2 = i - 1. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n- 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i. 
Voyons si la relation 

p(iJ) = a(xP(i+I,j+l) _ p(i-IJ)) 
n n n+l ' (2.76) 

où 
1 

a = (i+IJ+l,n) (i-l,j,n+l)' 
an-1 -an 

existe. 
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i 

a(L,(xH1 p~i+IJ+l))- L,(xj P~'.»IJ))) = O. (2.77) 

De (2.1) et (2.8), nous savons que 

L,(xj P~~l,j)) = 0, \ln ~ 1 et L,(xH1 p~i+l,j+l)) :f 0, 
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donc la condition (2. 77) est équivalente à a = 0, qui est impossible. Conclusion : la 
relation (2.76) n'existe pas. 

5.3.8 - il = i + 1 ' i2 = i. 

Dans ce cas Pt = i + 1 et P2 = i + n, ce qui implique 

Lt+n(x; P!iJ)) = 0 , 

ce qui est absurde (voir (2.9)). 

5.3.9 - Ît = i + 1 ' i2 = i + 1. 

Dans ce cas Pt = i + 1 et P2 = i + n, ce qui implique 

Lt+n(xi P!iJ)) = 0, 

ce qui est absurde (voir (2.9)). 

6 - n 1 = n - 1 , n2 = n + 1. 

Il n1 = n - 1 , n2 = n + 1 

ml =0 ml - 1 ml = -1' m2 = -1 
m2 = -1 m2 = -1 

a~'2•1-l,ni-1) 

- - a = - ~il,,-l,n-1) 
ao 

b=1 

Il 

1 .. =.- 1 
Il 

Expliquons en détailles différentes étapes représentées dans ce tableau. 
Nous commençons par fixer les degrés n1 = n-1 et n2 = n+ 1, c'est-à-dire nous cherchons 

. toutes les relations du type : 

P (iJ) _ axm1 p(ilJ+ml) + bxm2 p(i2J+m2) 
n - n-1 n+l • 

A partir des degrés des trois polynômes, nous avons trois possibilités pour les valeurs 
de m1 et m2, à savoir: mt = 0 et m2 = -1 (cas 6.1), m1 = 1 et m2 = -1 (cas 6.2), et 
mt= m2 = -1 (cas 6.3). 
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6.1 - mt = 0 , m2 = -1. 

Comme m 2 = -1 et mt :f -1, ce cas est impossible. 

6.2 - mt = 1 , m2 = -1. 
Comme m 2 = -1 et mt:/: -1, ce cas est impossible. 

6.3 - mt = -1 , m2 = -1. 

Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type 

p(iJ) - ~p(it,j-1) + !p(i2J-l) 
n - X n-t X n+l • (2.78) 

A partir de cette relation, écrivons PJiJ) dans la base canonique : 

P (i,j) _ b n + + ( (itJ-t,n-t) + b (i2,j-t,n+t).!.. 
n - x . . . aa0 a0 • 

x 

Comme p~i,j) est un polynôme unitaire de degré n 

qui est équivalent au système 

Représentons dans le tableau suivant toutes les valeurs possibles des indices it et i 2. 

i2 = i- 1 (cas 6.3.1) 
it = i- 1 i 2 = i (cas 6.3.2) 

i 2 = i + 1 (cas 6.3.3) 
i2 = i- 1 (cas 6.3.4) 

lt = t i2 = i (cas 6.3.5) 
i2 = i + 1 (cas 6.3.6) 
i 2 = i- 1 (cas 6.3.7) 

it = i + 1 i2 = i (cas 6.3.8) 
i2 = i + 1 (cas 6.3.9) 

6.3.1 - it = i- 1 ' i2 = i- 1. 

Dans ce cas Pt = i - 1 et p2 = i + n - 3, ce qui implique 
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ce qui est absurde (voir (2.8)). 

6.3.2 - il = i - 1 , i2 = i. 

Dans ce cas Pl = i et P2 = i + n - 3, ce que veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i + n - 2 et p = i + n - 1. 
Voyons si la relation 

où 

existe. 

p(iJ) - ~ p(i-1,j-1) + .!. p(i,j-1) 
n - z n-1 z n+1 ' 

(i,j-1,n+l) 
ao 

a= -~(i-~1:--,,:-._~1.-n--1=)' 
ao 

(2.79) 

Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes à p = i+n-2 et p = i+n-1 

{ 
aLi+n-2(xi-1 P~~1 ,j- 1)) + Li+n-2(xi-1 P~~-1 )) = 0 

L . ( ;-1p(ï-1J-1)) + L· ( i-1p(i,i-1)) _ o a l+n-1 x n-1 l+n-1 x n+1 -

De (2.1) et (2.9), nous savons que 

L ( j-1p(i,j-1)) 0 \J > 2 
i+n-2 X n+l = , vn _ L ( j-1p(i,j-l)) 0 \J > 1 t , i+n-1 X n+1 = , vn _ e 

L ' ( j-1p(i-l,j-1)) ...J. 0 
1+n-2 X n-1 T ' 

donc le système précédent se réduit à l'équation a = 0, qui est impossible. Conclusion : 
la relation (2.79) n'existe pas. 

6.3.3 - il = i - 1 ' i2 = i + 1. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n - 3, ce que veut dire que toutes les conditions 
de biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i, p = i + n - 2 et 
p=i+n-1. 
Voyons si la relation 

p(i,j) = ~ p(i-1,j-1) + .!. p(i+1,j-1) (2.80) 

où 

existe. 

n z n-1 z n+l ' 

(i+IJ-l,n+l) 
ao 

a = - ~( i-~1:--.,:-. -~1.-n--1=) ' 
ao 

Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes à p = i, p = i + n - 2 et 
p=i+n-1 

{ 

L·( j-lp(i-1J-1)) + L·( j-1p(i+lJ-1)) = 0 a 1 x n-1 1 x n+1 

L . ( ;-1p(i-1J-1)) + L· ( i-1p(i+IJ-1)) _ o a •+n-2 x n-1 l+n-2 x n+1 - . 

L ' ( j-1p(i-1,j-1)) + L· ( j-1p(i+I,j-1)) - 0 a l+n-1 x n-1 •+n-1 x n+1 -
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De (2.1 ), (2.8) et (2.9), nous savons que 

L ·( j-1p(i-1J-1}) - 0 u > 3 , X n-1 - , vn _ , L ( j-1p(i+1,j-1}) 0 u > 3 
i+n-2 X n+1 = ,vn _ , 

L. ( ;-1p(i+1J-1)) _ 0 u > 2 L·( j-1p(i+IJ-1)) .J. 0 et 
•+n-1 X n+ 1 - ' v n - ' • X n+ 1 r 

L . ( j-1p(i-1J-1}) .J. 0 
t+n-2 X n-1 T ' 

donc le système précédent est équivalent au système 

{ 

eq.imp. 
a= 0 , 

qui est impossible. Conclusion : la relation (2.80) n'existe pas. 

6.3.4 - i1 = i ' i2 = i - 1. 

Dans ce cas p1 = i et p2 = i + n - 2, ce que veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i + n- 1. 
Voyons si la relation 

où 

existe. 

p(i,j) = ~ p(i,j-1} + .!. p(i-1,j-1) 
n X n-1 X n+l ' 

(i-l,j-1,n+l} 
ao 

a=-~,..,....-=-.~~~ (t,J-1,n-1} ' 
ao 

Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i + n- 1 

aLi+n-1 (xj-l P~~~-1 )) + Li+n-1 (x;-1 P~~1 .;- 1 )) = O. 

De (2.1) et (2.9), nous savons que 

L . ( j-1p(i-1,j-1)) - 0 
t+n-1 X n+1 - t L ( j-1p(i,j-1)) .J. 0 

e i+n-1 x n-1 Î ' 

(2.81) 

(2.82) 

donc la condition (2.82) est équivalente à l'équation a = 0, qui est impossible. Conclusion : 
la relation (2.81) n'existe pas. 

6.3.5 - it = i2 = i. 

Dans ce cas p1 = i et P2 = i + n - 2, ce que veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i + n - 1. 
Voyons si la relation 

où 

p(i,j) = ~p(i,j-1) + .!.p(i,j-1} (2.83) 
n n-1 n+1 ' x x 

(i,j-1,n+l) 
ao 

a= _.....,.,(i....,.,j--1-,n---1~}' 
ao 
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existe. 
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i + n - 1 

aLi+n-1(xi-1 P~~{-1 >) + Li+n-1(xi-1 P~~-1 )) =O. (2.84) 

De (2.1) et (2.9), nous savons que 

L ( ;-1p(iJ-1)) 0 \J > 1 
i+n-1 x n+l = , vn - t L ( ;-1p(iJ-1)) ..J. 0 

e i+n-1 X n-1 T ' 

donc la condition (2.84) est équivalente à l'équation a = 0, qui est impossible. Conchi"sion : 
la relation (2.83) n'existe pas. 

6.3.6- Ït = i' i2 = i + 1. 

Dans ce cas Pl = i + 1 et p2 = i + n - 2, ce que veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i et p = i + n - 1. 
Voyons si la relation 

où 

existe. 

p(iJ) = ~ p(i,j-1) + .!. p(i+lJ-1) 
n X n-1 X n+1 ' 

(i+1,j-1,n+l) 
ao 

a= -~(..,..i,,.,..._....,..1-,n--..,-,:1)-, 
ao 

(2.85) 

Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes à p = i, et p = i + n - 1 

{ 
L ·( ;-1p(iJ-1)) + L·( ;-1p(i+I,i-1)) _ o a ' x n-1 ' x n+1 -

L . ( ;-1p(i,i-1)) + L· ( ;-1p(ï+1,;-1)) _ 0 a •+n-1 x n-1 •+n-1 x n+1 -

De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que 

Li(X;-1 P~~~-1 )) = 0 , Li+n-1 (x;- 1 P~1t1 'i- 1 )) = 0 , Vn ~ 2, 

L ·( ;-1p(i+1,i-1)) ..t. O t L· ( ;-1p(i,i-1)) ..t. o 
a X n+1 T e a+n-1 X n-1 T ' 

donc le système précédent est équivalent au système 

{ 
eq.imp. 
a= 0 ' 

qui est impossible. Conclusion : la relation (2.85) n'existe pas. 

6.3.7- i1 = i + 1 , i2 = i -1. 

Dans ce cas Pl = i + 1 et P2 = i + n - 1, ce que veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i. 
Voyons si la relation 

p(iJ) = ~p(i+I,j-1) + .!.p(i-1J-1) 
n n-1 n+1 ' x x 

(2.86) 
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où 

existe. 

a = - (i+1,j-1,n-1)' 
ao 

(i-1,j-1,n+I) 
ao 

Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i 
aLï(:ti-1 p~~~1,j-1}) + Lï(zi-1 p~~1,j-1)) = O. 

De (2.1) et (2.8), nous savons que 
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(2.87) 

donc la condition (2.87) est équivalente à l'équation a = 0, qui est impossible. Conclusion : 
la relation (2.86) n'existe pas. 

6.3.8- il = i + 1 , i2 = i. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n- 1, ce que veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i. 
Voyons si la relation 

où 

existe. 

p(i,;) = ~ p(i+1,i-1) + .!. p(i,;-1) 
n :t n-1 :t n+1 ' 

(i,;-1,n+l) 
ao 

a = - ~( i+;_l_.J..,...._...,.1-,n--1...,..) ' 
ao 

Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i 

De (2.1) et (2.8), nous savons que 

Lï(:r;-1 P~~-1>) = 0 et Lï(:r;-1 P~~~1 ,;- 1 )) # 0, 

(2.88) 

(2.89) 

donc la condition (2.89) est équivalente à l'équation a = 0, qui est impossible. Conclusion : 
la relation (2.88) n'existe pas. 

6.3.9 - i1 = i + 1 ' i2 = i + 1. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et P2 = i + n- 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i. 
Voyons si la relation 

p(i,j) = ~p(i+1,j-1) + .!.p(i+1,;-1) 
n :t n-1 :t n+1 ' (2.90) 
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où 

existe. 

(i+IJ-1,n+l) 
ao 

a = - -(~i+_1,_J,...._..,..1,-n--1,..,..)' 
ao 

Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i 

aL ·( ;-1p(i+IJ-1)) + L·( ;-1p(i+IJ-1)) _ o 
1 X n-1 1 X n+1 - • 

De (2.5) et (2.8), nous savons que 

et 

L·(xj-1 p(i+IJ-1)) = (-1)"-1 D~i,j~1) ...J. 0 
1 n-1 D(l+lJ-1) r . 

n-1 

D(iJ-1) 
L ·(xj-1p(i+1,j-1)) = (-1)n+1 n+2 ...J. O 

1 n+I n<ï+t,j-1) r · 
n+1 

De (2.91) et (2.15), nous écrivons 

D(i+IJ) D(i+1J-1) 
a=- n+1 n-1 

n<ï+t,j-1) n<ï+1,;) · 
n+l n-1 

Alors, la condition de biorthogonalité (2.92) s'écrit de la façon suivante 

D(i,j-1) D(i+1J) _ n<ï+tJ) D(i,j-1) 
n+2 n-1 n+1 n _ 0 

qui est équivalent à 

puisque 

D(i+I,j-1) D(i+I,j) - , 
n+1 n-1 

n<i,j-1) n<ï+1J) _ n<ï+tJ> n<'J-t> _ 0 n+2 n-1 n+1 n - l 

D (i+IJ-1)D(i+I,;) ...J. O 
n+1 n-1 r . 

(2.91) 

(2.92) 

(2.93) 

Voyons que 3{L,},=0,1, ... , et 3io,jo, no ~ 0, tels que (2.93) ne se vérifie pas, et par con
séquent la condition de biorthogonalité (2.92) non plus. 
Définissons Li(x;) = 1/(i + j + 1) , i,j = 0, 1, ... et choisissons i 0 = 0, j 0 = 1 et n0 = 1. 
Nous pouvons vérifier en utilisant par exemple Mathematica[13], que 

D~O,O) D~1,1)- D~1,1) D~O,O) = -1/270 #o. 

Pour que ce contre exemple soit valable, nous vérifions aussi l'hypothèse (2.4) pour les 
indices i, jet n correspondants, c'est-à-dire nous vérifions que 

D~iJ) # 0 , n = 1, 2, 3, i,j = 0, ... , 3- n. 

Conclusion: la condition de biorthogonalité (2.92) peut ne pas être vérifiée, donc dans 
le cas général nous ne pouvons pas affirmer que la relation (2.90) existe. 
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Nous finissons ici cette longue étude. 
Remarquons que les polynômes qui apparaîssent dans les deuxièmes membres des 12 

relations que nous avons trouvées, sont adjacents consécutifs à p~iJ) selon les première et 
deuxième dispositions des polynômes biorthogonaux dans l'espace. Donc, si au début de 
cette étude nous avions opté pour la première disposition, nous aurions obtenu toutes ces 
relations. La question que nous nous posons maintenant est de savoir si nous n'aurions 
pas trouvé d'autres relations. Pour répondre à cette question rappelons que P~':!t+2 ) et 
P~i{-2), 1 = i - 1, i, i + 1 sont les seuls polynômes adjacents consécutifs à p~i,j) selon 
la première disposition, qui ne sont pas adjacents consécutifs à p~i,j) par rapport à la 
deuxième disposition. Voyons s'il existe des relations de récurrence où p~i,j) est calculé à 
partir d'un ou deux de ces polynômes. 
Plus précisement, voyons si les relations suivantes existent 

1- p~i,j)(x) = axm1 P~~1 J+md(x) + bx2P~~jH2)(x) 

2- p~iJ)(x) = ax2P~~f+2>(x) + bx2P~~iH2)(x) 

4 _ p(i,j)(x) = a p_(i1.j-2)(x) + b p_(i2,j-2)(x) 
n i'2 n+I i2 n+l 

5 _ p(i,j)(x) = ax2 pCi1.H2)(x) + JLp(i2,j-2)(x) 
n n-1 :z:2 n+I ' 

où m1 ne peut prendre que les valeurs -1, 0 ou 1; n1 ne peut prendre que les valeurs 
n- 1, n ou n + 1; et enfin i 1 et i 2 ne peuvent prendre que les valeurs i- 1, i ou i + 1. 
Les facteurs des polynômes P~~t2> et P~I_j1- 2), 1 = i 1 , i 2 ont été choisis de telle sorte que 

leurs conditions de biorthogonalité puissent être appliquées. 
Commençons à faire cette étude. 

1- p~i,j)(x) = axm1 p~:1 J+md(x) + bx2P~~f+2>(x) 

Comme la deuxième partie du second membre de cette relation est un polynôme de degré 
n + 1, alors m1 + n 1 = n + 1. Il y a deux possiblités pour les valeurs de m 1 et n1 , à savoir: 
m 1 = 1 et n 1 = n ·(cas 1.1); et m1 = 0 et n1 = n + 1 (cas 1.2). 

1.1 - m1 = 1 , n1 = n. 

Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type 

P (iJ) = axP(i1,HI) + bx2 p(i2J+2) 
n n n-1 • (2.94) 

A partir de cette relation, nous obtenons 

ce qui est absurde (voir 2.10). Conclusion : les relations du type (2.94) n'existent pas. 
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1.2 - m1 = 0 , n1 = n + 1. 

Dans ce groupe, nous cherchons toutes les relations du type 

p(i.i) = aP(it.i) + bx2 p(i2,j+2) 
n n+l n-1 • (2.95) 

A partir de cette relation, écrivons p~i,j) dans la base canonique : 

Comme p~i.i) est un polynôme unitaire de degré n 

ce qui est équivalent à 

Représentons dans le tableau suivant toutes les valeurs possibles des indices i 1 et i 2• 

i2 = i- 1 (cas 1.2.1) 
il= i- 1 i2 = i (cas 1.2.2) 

i2 = i + 1 (cas 1.2.3) 
i2 = i- 1 (cas 1.2.4) 

tl= t i2 = i (cas 1.2.5) 
i2 = i + 1 (cas 1.2.6) 
i2 = i- 1 (cas 1.2.7) 

il= i + 1 i2 = i (cas 1.2.8) 
i 2 = i + 1 (cas 1.2.9) 

1.2.1 -il= i2 = i- 1. 

Dans ce cas p1 = i - 1 et P2 = i + n - 3, ce qui implique 

ce qui est absurde (voir (2.8)). 

1.2.2- il= i -1 'i2 = i. 

Dans ce cas Pl = i et p2 = i + n - 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i + n - 1. 
Voyons si la relation 

p(i.i) = a(P{i-t,j) _ x2 p(i.i+2)) 
n n+l n-1 ' (2.96) 
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où 
1 

a = (i-lJ,n+l) (i,j+2,n-1) 
an - an-2 

existe. 
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i + n- 1 

(L ( ip(i-1J)) L ( H2p(i,j+2))) O a i+n-1 x n+1 - i+n-1 x n-1 = . (2.97) 

De (2.1) et (2.9), nous savons que 

L ( ip(i-tJ)) O L ( H2p(iJ+2)) ..t O 
i+n-1 x n+l = et i+n-1 x n-1 Î ' 

donc la condition (2.97) est équivalente à a = 0, qui est impossible. Conclusion : la 
relation (2.96) n'existe pas. 

1.2.3- it = i- 1 ' i2 = i + 1. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et P2 = i + n- 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i. 
Voyons si la relation 

P.(i,j) - (P.(i-lJ) 2p(i+tJ+2)) (2.98) 
n - a n+I - X n-1 ' 

où 
1 

a = (i-lJ,n+l) (i+t,j+2,n-1) 
an - an-2 

existe. 
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i 

a(Li(xi P~~1J))- Li(xH2 P~~"il,i+2))) =O. (2.99) 

De (2.1) et (2.8), nous savons que 

Li( xi P~~I,;)) = 0 , 'r:/n ~ 1 et Li(xi+2 P~~"i1'H2)) =f 0, 

donc la condition (2.99) est équivalente à a = 0, qui est impossible. Conclusion : la 
relation (2.98) n'existe pas. 

1.2.4 - it = i ' i2 = i - 1. 

Dans ce cas p1 = i et P2 = i + n - 3, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i + n - 2 et p = i + n - 1. 
Voyons si la relation 

p~i,;) = a(P~~{- x2 P~~IJ+2>), (2.100) 

où 
1 

a = (i,j,n+l) (i-1J+2,n-l) 
an - an-2 
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existe. 
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes à p = i+n-2 et p = i+n-1 

{ 
(L ( ;p(ï,i)) L ( i+2p(ï-1J+2))) o a i+n-2 x n+1 - i+n-2 x n-1 = 
(L ( ;p<'·i>) L ( i+2p(ï-1J+2) )) O a i+n-1 x n+l - i+n-1 x n-1 = 

De (2.1) et {2.9), nous savons que 

L ' ( ip(i,j)) - 0 \J > 2 
t+n-2 x n+1 - ' v n - L ( ip(iJ)) - 0 v > 1 et , i+n-1 X n+l - , vn _ 

L. ( H2P.(i-1J+2)) .../.. O 
t+n-2 X n-1 Î ' 

ce qui implique 

{ ~= 0 ' 

qui est un système impossible, parce que a doit être non nul. Conclusion : la relation 
(2.100) n'existe pas. 

1.2.5 - i1 = i2 = i. 

Dans ce cas p1 = i et P2 = i + n - 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i + n - 1. 
Voyons si la relation 

p(i,i) = a(P(i,i) _ x2 p(i,i+2)) 
n ntl n-1 ' (2.101) 

où 
1 

·. a = (i,j,ntl) (i,j+2,n-l) 
an - an-2 

existe. 
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i + n- 1 

(L ( ip(i,i)) L ( H2p(i,jt2))) O a i+n-1 x n+1 - itn-1 x n-1 = . (2.102) 

De (2.1) et (2.9), nous savons que 
·. 

i (i,j) . (' "+2) 
Li+n-1 (x Pntl) = 0 , 'Vn ~ 1 et Li+n-1 (x'+2 

Pn':..'1 ) =f 0 , 

donc la condition (2.102) est équivalente à a = 0, qui est impossible. Conclusion : la 
relation (2.101) n'existe pas. 

1.2.6- il= i' i2 = i + 1. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n- 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i. 
Voyons si la relation 

p(iJ) = a(P(i,j) _ x2 p(it1,it2)) 
n n+l n-1 ' (2.103) 
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où 
1 

a = (i,j,n+l) (i+1,j+2,n-1) 
an -an-2 

existe. 
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i 

a(Li(xi P~ij{)- Lï(xH2 P~~"il,j+2))) =O. {2.104) 

De (2.1) et {2.8), nous savons que 

Li( xi P~i_f{) = 0 et Li(;rH2 P~~"ilJ+2)) :f 0 , 

donc la condition (2.104) est équivalente à a = 0, qui est impossible. Conclusion : la 
relation {2.103) n'existe pas. 

1.2. 7- il = i + 1 , i2 = i- 1. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n - 3, ce qui veut dire que toutes les conditions 
de biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i, p = i + n - 2 et 
p=i+n-1. 
Voyons si la relation 

p~iJ) = a(P~~"il,j) - x 2 P~~-;lJ+2>), {2.105) 

où 
1 

a = (i+l,j,n+l) (i-l,j+2,n-l) 
an - an-2 

existe. 
Ecrivons les conditions 'de biorthogonalité correspondantes à p = i, p = i + n - 2 et 

p=i+n-1: 

{ 

a(L,(xi P~1tl,j)) -.L,(xi+2 P~~1·H2))). ~ 
a(L· (xi p(•+l,J)) - L· (xH2p(•-l,J+2))) - 0 •+n-2 n+l •+n-2 n-1 -

a(L . (xip(i+l,i)) _ L· (xH2p(i-1,H2))) _ 0 •+n-1 n+l •+n-1 n-1 -

De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que 

L ·( H2p(i-1J+2)) _ O u > 3 j (i+lJ) 
, X n-1 - , vn _ , Li+n-2(x Pn+l ) = 0, Yn ~ 3, 

ce qui implique que le système précédent est équivalent à l'équation a = 0, qui est impos
sible. Conclusion : la relation {2.105) n'existe pas. 

1.2.8 - il = i + 1 , i2 = i. 
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Dans ce cas p1 = i + 1 et P2 = i + n - 2, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celles correspondantes à p = i et p = i + n- 1. 
Voyons si la relation 

p(iJ) = a(P(i+lJ) _ x2 p(i,j+2)) 
n n+l n-1 ' (2.106) 

où 
1 

a = (i+lJ,n+l) (i,j+2,n-1) 
an -an-2 

existe. 
Ecrivons les conditions de biorthogonalité correspondantes à p = i et p = i + n- 1 

De (2.1), (2.8) et (2.9), nous savons que 

Li( xi P~~~t,j)) =/:- 0 et Li+n-1 (xi+2 P~~{+2)) ::f; 0 , 

ce qui implique que le système précédent est équivalent à l'équation a = 0, qui est imm
possible. Conclusion : la relation (2.106) n'existe pas. 

1.2.9 - it = i2 = i + 1. 

Dans ce cas p1 = i + 1 et p2 = i + n- 1, ce qui veut dire que toutes les conditions de 
biorthogonalité sont vérifiées sauf celle correspondante à p = i. 
Voyons si la relation 

p(i,j) = a(P(i+lJ) _ x2 p(i+t,i+2)) 
n n+1 n-1 ' (2.107) 

où 
1 

(2.108) a = (i+lJ,n+l) (i+1,j+2,n-1) 
an - an-2 

existe. 
Ecrivons la condition de biorthogonalité correspondante à p = i 

(2.109) 

De (2.5) et (2.8), nous savons que 

Lï(xiP~1t1 J)) = (-1t+tD~itJ/D~~:J> =/:- 0 

et 
L·(xi+2 p(i+IJ+2)) = (-1)n-1 D(i,i+2)/D(i+t,i+2) -~. 0 

1 n-1 n n-1 T · 
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De (2.108) et (2.16), nous écrivons 

v<'+tJ) v<•+~J+2) 
a= n+l n-1 . 

(
i + 1 , ... , i + n , i + n + 1 )v<•HJ+2)_D(i+IJ>( i + 1 , ... , i + n - 2, i + n - 1 ) 

. . 1 . 1 n-1 n+1 . 2 . 1 . + 1 J , ... ,;+n- ,;+n+ ;+ , ... ,;+n- ,;+n 

Alors, la condition de biorthogonalité (2.109) s'écrit de la façon suivante 

v<•J> n<'+1,H2) _ D(i+lJ) D(iJ+2) 
n+2 n-1 n+l n = 0. 

(
i + 1, ... , i + n , i + n + 1 )n<•+~J+2>_n<•+~J>(i + 1, ... , i + n- 2, i + n- 1) 

· · 1 · 1 n-l n+l · 2 ' 1 · + + 1 J , ... ,; +n- ,J +n+ J + , ... ,J +n- ,J n 

Voyons que 3{Li}i=O,t, ... , et 3io,jo, no> 0 tels que cette condition ne se vérifie pas. 
Définissons L,(x;) = 1/(i + j + 1) , i,j = 0, 1, ... et choisissons io = 0, jo= 0 et no= 4. 
Nous pouvons vérifier en utilisant par exemple Mathematica[13], que 

D(O,O) D(1,2) - D(l,O) D(0,2) 
6 3 5 4 = 114480 -::/: o. 

1 2 3 4 5 ) v<t,2) _ n<t,o> ( 1 2 3 ) 
01235 3 5 235 

Pour que ce contre exemple soit valable, nous vérifions aussi l'hypothèse (2.4) pour les 
indices i, j et n correspondants, c'est-à-dire, nous vérifions que 

D (i,j) ...t 0 n - 1 6 t' ;· - 0 n - 6 n Î ' - , ••• , ' ' - , ••• , • 

Conclusion: la condition de biorthogonalité (2.109) peut ne pas être vérifiée, donc dans 
le cas général nous ne pouvons pas affirmer que la relation (2.107) existe. 

Nous concluons que le groupe de relations numéro 1 est vide. 

2- P!iJ>(x) = ax2P~~f+2>(x) + bx2P~~f+2>(x) 

A partir de cette relation, nous obtenons 

ce qui est absurde (voir (2.10)). Conclusion : ce groupe de relations est vide. 

3- P!'J>(x) = axm1p~!1 J+m1)(x) + ~P~~f-2>(x) 

Multiplions les deux membres de cette relation par x2 : 

x2P~iJ)(x) = axm1+2P~!1 'j+ml)(x) + bP~~f-2>(x). 

Comme m1 peut prendre que les valeurs -1, 0 et 1, alors m1 + 2 2: 1, et de la dernière 
relation nous obtenons 

p(i2J-2)(0) - 0 
n+l - ' 
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ce qui est absurde (voir (2.10)). Conclusion :ce groupe de relations est vide. 

4 _ p(i,j)(z) = ..!L p(il J-2}(x) + .!.. p(i2J-2}(x) 
n :&2 n+1 :&2 n+1 

A partir de cette relation, écrivons p~iJ) dans la base canonique : 

p~i,j) = (a+ b)xn-1 + ... + (aa~i1,j-2,n+1) + ba~i2J-2,n+1))!.+ 
x 

(aa~i1 ,j-2,n+l} + 00~i2 ,j-2,n+l)) 1
2

• 
x 

Même s'il existe des coefficients a et b non nuls tels que 

{ 

aa~i1J-2,n+1) + ba~i2,j-2,n+1) = O 
(i1 ,j-2,n+l) + 00(i2,j-2,n+l) _ 0 ' aao o -

(2.110) 

le deuxième membre de (2.110) représente un polynôme de degré inférieur à n. Conclusion : 
ce groupe de relations est vide. 

Multiplions les deux membres de cette relation par x2 

x 2 p~i,;)(x) = ax4P~~t+2>(x) + bP~~t-2>(x). 

A partir de cette relation, nous obtenons 

p(i2.i-2)(0) - 0 
n+1 - ' 

ce qui est absurde (voir (2.10)). Conclusion :ce groupe de relations est vide. 

En résumé, nous n'avons pas trouvé de relations nouvelles. 
Reécrivons les relations Ft, ... , F12, en dénotant le 1-ème coefficient de Fk par c(~·j)">, 

où i,j et n sont les indices du polynôme qui figure dans le membre gauche de Fk. Si Fk 
a un seul coefficient ou si ses coefficient coïncident, nous les dénoterons simplement par 
C(i,j,n) 

k • 

p(iJ>(x) = xP(ï,;+t>(x) + c<•J,n) p<•J>(x) 
n n-1 1 n-1 
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Fa p(iJ)(x) = c<i,j,n)! p(i-1,j-l)(x) + c<i,j,n)! p(i,j-1)(x) 
n (3,1) z n+I (3,2) z n+l 

( .. ) v<•.;>v<•-l.J-1) c· . > v<•.J-t>v<•-t.;> C I,J,n _ n;tl ntl C I,J,n _ ntl ntl 
(3,1) - v<•-l,J-1) v<•.,> , (3,2) - - v<•-1,,-l) v<•..,> 

nt2 n nt2 n 

( . . > vU-toi> v<•.J> C I,J,n _ ntl ntl 
• - v<··'> v<•-1..,) n nt2 

( . . ) L. < ,P.<•-t.i>> v<•-t,i> v<•.;> C I,J,n __ otn-1 :r: .n __ ntl n-1 
5 - L· (-Jp(•,,)> - v<•-1·'>v<•.,) •+n-l ~ n-1 n n 

p(i,j)(x) = c<i,j,n) p(i-1J)(x) + c<iJ,n)xp(iJ+I)(x) 
n (7,1) n (7,2) n-1 

( .. > L· <_;...ti-lJ>> v<•-t.i> v<•J+l> C I,J,n _ otn-1 :z:-r;. _ _ ntl n-1 
(7,2) - L· (-iP.<•-l.J))-L·+ (:r:i+lP!'·'+l)> - v<•.J>v<•-l.J±l) •+n-1 ~ n • n-1 n-1 n n 
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F8 p(iJ)(x) = c<iJ,n) p(i+1J)(x) + c<iJ,n)xp(i+l,j+1)(x) 
n (8,1) n (8,2) n-1 

{ .. ) L·( ;..Ji+J.;)~ D(i.;)D(i+t.;+l) c ,,,n - • :r rr. - nf1 n-1 
(8,2) - L·(:ri P.\i+I,i))-L·(:ri+1itt,it1)) - D(;.;)D(i+I,i+l) 

. ' n ' n-1 " n 

p(iJ)(x) = !p(i-IJ-l)(x) + C,(iJ,n)lp(iJ-l)(x) 
n :r n+l 9 :r n 

( 
.. ) D(i-1,;)D(i,;-1) C IJ,n - ntl n 

9 - n(i-1,,-1) nfi,j) 
n+1 n 

p(i,j)(x) = l p(i,j-1)(x) + c(i,j,n) l p(i,j-l)(x) 
n :r n+l 10 :r n 

( 
.. ) D(i,i) n(i,j-t) C ,,,,n - nt1 n 

10 - v<•,,-1) v<•.,) 
ntl n 

( 
.. ) D(i,i±l) v<i-1,;) C t,],n - n ntl 

u - v<•-l,Hl) v<•.,> 
ntl n 

(
. . ) D(i,i±l) D(i,;) C tJ,n - n ntl 

12 - v<•.,±l) v<•.û 
nt1 n 

Les relations F~, F2 , F5 et F6 avaient déjà été déduites par Brezinski (3] en utilisant les 
identités de Sylvester et de Schweins. 

En admettant la deuxième disposition des polynômes biorthogonaux adjacents dans le 
plan, nous schematisons les relations que nous venons d'écrire dans la figure 2.4. 
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Figure 2.4 : Relations parmi trois polynômes biorthogonaux adjacents consécutifs. 

Fl F2 F3 F4 

L. ~ . -"* . -

F5 F6 F7 dF8 <1 . . 

l-----~ : -~ . -
:-- . 

F9 FlO Fll F12 

L 
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2.2.2 Cas particuliers 

Nous nous proposons d'écrire les relations Ft, ... , F12 dans les cas particuliers cités dans 
la section 2.1. 

1. Polynômes Orthogonaux Adjacents 

En sachant que L·(x;)- L(xï+;) D(iJ) - H(i+;) et p(iJ) - p(i+j). c<i,j,n)- c<i+;,n) ' - ' n - n n - n ' (k,l) - (k,l) 
et nous obtenons facilement 1 'expression particulière des relations F1 , ••• , F12• 

p<'>(x) = xP<'+~>(x) + c<t,n) p<'> (x) n n-1 1 n-1 

(1 ) L( l+n p(l+1)) ffi1+1) H(l) C ,n :z: n-1 n n-1 
1 = - L(:z:l+n-1p(l) ) = - H(i+i) H(l) 

n-1 n-1 n 
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p(l)(x) = c<l,n) p(l-1)(x) + c<l,n)xp(l+l)(x) 
n (7,1) n (7,2) n-1 

(1 n) L ( l+n-Jp,(l-1)) It_I-1)H(I+l) C ' - :t: n _ nt1 n-1 
(7,2) - L(:z:l+n-1p,(1-1))-L(:z:l+nÏ'!1±1)) - - H(I)H(I) 

n n-1 n n 

p(l)(x) = c<l,n) p(l+1>(x) + c<l,n) p(l+2)(x) 
n (8,1) n (8,2} n-1 

p(l>(x) = lp(l-2)(x) + c<l,n) lp(l-1)(x) 
n :z: n+l 9 :z: n 

• ..tl-1) • ..tl-1) 

C(l,n) ~'~%!_,1 nr. 
9 = -2)ffil) 

nt1 n 
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Figure 2.5 : Relations parmi trois polynômes orthogonaux adjacents consécutifs. 

F4 

F3 
~F2 

~Fl 

FllH 

~F7 

F12 F8 

F9 FS 

~F6 

FlO~ 

En admettant la disposition habituelle des polynômes orthogonaux adjacents dans 
le plan, que nous avons rappelée dans la figure 2.1, nous schematisons les relations 
que nous venons d'obtenir dans la figure 2.5. 

2. Polynômes Orthogonaux Vectoriels de dimension d 

En sachant que L d (xk) = L (xk+9) 0 < r < d D(dq.,j) = H(i+q,) et p(dq,,j) 
q +r r ' - ' n (d,n) n 

P(~.!)'), nous voyons que Fh F10 et F12 sont les seules relations qui peuvent relier 
uniquement des polynômes orthogonaux vectoriels de dimension d, parce que les 
indices supérieurs droites sont constants dans ces formules. En remarquant que 
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Figure 2.6 : Relations parmi trois polyômes vectoriels de dim. d adjacents consécutifs. 

Fl FlO F12 

~ 1---. L 
c!dq;,j,n) = c!i+v;,n) 'k = 1, 10, 12; nous écrivons facilement l'expression particulière 
des relations Ft, F1o et F12. 

F povd 
10 

F povd 
12 

(/) ( ) (1+1) ( ) (l,n) (/) ( ) 
P(d,n) x = xP(d,n-t) x + Ct P(d,n-1) x 

L ( 1+1p(l+1) ) 

C(l,n) - - n-1 :r fd,n-1) -
1 - () -

Ln-1 (:r1
P(d,n-1)) 

p(l) (x) = ! p(l-1) (x) + c(l,n)! p(l-1)(x) 
(d,n) :r (d,n+1) 10 :r (d,n) 

(1) (1-1) 
C(l,n) _ H(d,n+1)H(d,n) 

10 - H(l-1) H(l) 
(d,n+l) (d,n) 

(/) ( ) (l,n) (1+1) (/) ) 
p(d,n) x = C12 (xP(d,n) (x)- p(d,n+t)(x) 

(1+1) (1) 

C(l,n) _ H(d,n) H(d,n+ll 
12 - H(I+J) H(1) 

(d,n+1) (d,n) 

La relation Ff011
d est une des relations du QD algorithme déduit par Van lseghem 

[10]. 

Supposons que les polynômes P(~~n) sont disposés dans le plan de la même façon 
que les polynômes P~1). Dans la figure 2.6 nous schématisons les relations que nous 
venons d'obtenir. 

3. Polynômes Orthogonaux Vectoriels de dimension -1 
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En sachant que L·(x;) - L(x;-i) D(iJ) - nU-•1 et p(iJ) - pU-•1. c<ïJ,n) - cU-i,nJ 
' - ' n - n n - n ' (k,l) - (k,!) 

et nous obtenons facilement l'expression particulière des relations F1 , ..• , F12· 

plij(x) = x.P.f'+ll(x) + cfl,nJpl~ (x) 
n n-1 1 n-1 

pf~(x) = xPm (x)+ cll,nJpfl-1l(x) 
n n-1 2 n-1 

Hll+1) Hll-1) 
n n-1 
Hill Hill 

n-1 n 

pl~(x) = cf!,n)!pf~ (x)+ cf!,n) !p[l-1)(x) n (3,1) z n+ 1 (3,2) z n+l 

pflJ(x) = cll,n)(.P.[I+l)(x)- p[IJ (x)) 
n • 4 n+l n+l 

Féll-1 
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F pov-1 
10 

Fpov-1 
11 

pm(x) = clt,nJ pll+ll(x) + clt,nJ xPI'+tl(x) n (7,1) n (7,2) n-1 

plij(x) = cll,n] pll-1J(x) + cll,n] pllJ (x) 
n (8,1) n (8,2) n-1 

pm(x) = !pllJ (x)+ cll,n]!p(l-1](x) 
n :r n+1 9 :r n 

p!lJ(x) = !p(l-1](x) + C(l,n]!p(l-1](x) 
n :r n+1 10 :r n 

. (1 ] Hl'l Hll-1) C ,n n~l n 
10 = H -1) H[l] 

n+l n 

163 
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Figure 2.7; Relations parmi trois polynômes vectoriels de dim. -1, adjacents consécutifs. 

F4 

F3 

Fl 

F2 

F12 

F8 

Fll 

FlO 

F6 

F9 

Supposons que les polynômes P!~ sont disposés dans le plan de la même façon que les 
polynômes P~1>. Dans la figure 2. 7 nous schématisons les relations que nous venons 
d'obtenir. 

Certaines de ces relations avaient déjà été déduites par Brezinski (4). 

2.2.3 Conclusion 

Le calcul de la suite 

{PiiJ)h=o,t, ... , avec les indices i et j fixés, (2.111) 
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peut être fait à partir des conditions initialles suivantes : 

P.(i,j) 1 \.J • • AT o = , vt,) E JYO, 

en utilisant uniquement la relation F1 . 

L'implémentation récursive et itérative de cette méthode de calcul, dans le langage Mat
hematica[13] est faite de façon analogue à ce qu'on a fait dans la section 1.3.1, pour les 
suites {L~iJ)(G)h=o,1 , ... et {c(x~iJ))}k=O,I, ... , avec les indices i et j fixés. · 

Pour calculer {PliJ)h=o, ... ,n, avec les indices i et j fixés, nous sommes obligés de passer 
par le calcul des polynômes 

{pp.j+l)} 
k k=O, ... ,n ; l=O, ... ,n-k, (2.112) 

et des scalaires 

{ L· (xi+lp(i,j+l))} 
•+m k k=O, ... ,n; l=O, ... ,n-k; m=k, ... ,n-1. (2.113) 

Ceci entraîne un volume considérable d'espace de mémoire à utiliser et de calculs à faire. 
En outre, les éléments (2.112) et (2.113) doivent exister. 

Le but de ce chapitre était de déduire toutes les relations de récurrence parmi trois 
polynômes biorthogonaux adjacents consécutifs, et d'essayer d'utiliser simultanément ces 
relations pour calculer la table des polynômes biorthogonaux, ou des suites particulières 
de polynômes biorthogonaux, en dépensant moins de mémoire et en faisant moins de 
calculs. · 

L'utilisation simultanée des relations F1, ... , F12 s'avére sans intérêt. 

Dans le cas des polynômes orthogonaux adjacents, nous savons qu' à partir des conditions 
initialles pJn> = 1, Vn ~ 0; en utilisant simultanément les relations Fra, ... , Ff;a; il 
est possible de calculer la table de ces polynômes en ne gardant en mémoire que deux 
polynômes à la fois. Cette méthode de calcul a été implémentée par Brezinski en Fortran 
(voir [2]). Nous pouvons aussi calculer des suites particulières de ces polynômes, en 
utilisant simultanément deux relations et en ne gardant que deux polynômes en mémoire. 

Dans le cas des polynômes orthogonaux vectoriels de dimension -1, il est possible de 
calculer des suites particulières intéréssantes de ces polynômes en utilisant simultanément 
deux relations choisies parmi Frv-I, ... , Ff;"-1

, et en ne gardant que deux polynômes en 
mémoire (voir Brezinski [4]). 
A partir de Fj-1

, ••• , Ff;v-I, il est possible de déduire d'autres relations à trois termes. 
L'utilisation de toutes ces relations, en partant des conditions initialles pJkl = 1, Vk E Z; 
permet le calcul de la table des P!kl, Vn E N0 , Vk E Zen ne gardant en mémoire que deux 
polynômes. 
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2.3 Algorithmes de type QD 

Dans cette section, nous chercherons à résoudre le problème du calcul des coefficients des 
relations de la section précédente. 
Nous ne devons pas envisager de calculer ces coefficients à partir de leurs expressions 

comme rapports de déterminants. Rappelons que le calcul d'un déterminant de dimension 
n coûte n.n! multiplications. Cherchons plutôt des relations parmi ces coefficients afin 
de constituer des algorithmes qui permettent leur calcul de façon efficace et si possible 
stable. 

2.3.1 Déduction 

Voyons que les relations F1, ••• , F12 ne sont pas indépendantes. 
Commençons par montrer que F1 , F10 et F12 sont équivalentes, aussi bien que F2, Fs et 

F11 ; F4 , Fs et F6; et enfin F3, F7 et F8 • Nous divisions ainsi les 12 relations en 4 groupes. 
Choisissons un représentant de chacun de ces 4 groupes, par exemple F1 pour le premier 

groupe, F2 pour le deuxième, F6 pour le troisième et F8 pour le quatrième. Ce choix est 
complètement arbitraire. 
En résolvant Ft, F2, F6 et F8 par rapport à chacun des deux polynômes qui figurent dans 

les deuxièmes membres de ces relations, nous obtenons respectivement : 

.P.(i,j+1)(x) = ! p(i,j)(x) - c(i,j,n)! p(i,j)(x) 
n-1 :r n 1 :r n-1 

p(i,j)(x) = 1 (P(i,;)(x)- xP(i,j+I)(x)) n-1 cr;;,nr n n-1 
l 

p(i+I.i+l)(x) = 1 p(i,i)(x) - c(i,j,n)! p(i+l,j)(x) 
n-1 :r n 2 :r n-1 

p(i+1J)(x) = 1 (P(i,i)(x)- xP(i+1J+I)(x)) 
n-1 c<•.J,n) n n-1 

2 

p~i+1J)(x) = p~i,j)(x)- cJi,j,n)p~~il,j)(x) 

p(i+IJ)(x) = ~(p(iJ)(x)- p(i+1,i)(x)) n-1 c\•J,n, n n 
6 

.P.(i+IJ+I)(x) = 1 lp(i,j).(x) _ ~::{·>"~ lp(i+I,i>(x) 
ft-1 ~z n •,J,n z n 

(8,2) (8,2) 

p(i+I.i>(x) = _1_p<•J>(x)- ~;·,{r~xP<~+IJ+I>(x). 
n c(8 l) n a,J,n n 1 

• (8,1) 

Changeons convenablement les indices i, j et n de telle sorte que le polynôme figurant 
dans le premier membre de ces relations soit p~iJ). 

p(i.i)(x) = lp(i.i-l)(x)- c(i,j-1,n+l)!p(i.j-l)(x) 
n z n+1 1 z n 

p(i.i)(x) = . 1 (P(i,j)(x) - xP(i,j+I)(x)) 
n a•.J,n+l) n+l n 

l 
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p(i,j)(x) = ! p(i-1,j-1)(x) - c<i-1,j-1,n+I)! p(i,j-1)(x) 
n :& n+1 2 :& n 

p(i,j)(x) = 1 (P(i-1J)(x) - xP(iJ+l)(x)) 
n a•-1oJ,n+1) n+1 n 

2 

P!iJ>(x) = P!i-1J>(x)- C~i-1,j,n) p~~{(x) 

P!i,j)(x) = cl•-1~,, .. +1) (P~~1,j)(x)- P~~{(x)) 
6 

. . d,i-1,j-1,n+1) .. 
p(i,j)( > _ 1 1 p(t-1,J-1)( > a··l) 1 p(•.J-1)( > 

n X - d•-1,J-1,n+1) ; n+1 X -•-1.J-l,n+l) ; n+1 X 
~~ ~~ 

p(i,j)(x) = 1 . p(i-1,j)(x)- ~!;;).;,n) xP(i,j+I)(x) 
n d•-1oJ,n) n •-1oJ,n) n-1 

(1,1) (1,1) 

Ces relations sont équivalentes à F1o, F12, F9 , F11 , F5 , F4 , F3 et F1 respectivement. Donc, 
en égalant les coefficients correspondants, nous obtenons : 

c(i,j,n)- 1 
(3,1) - c<i-1,j-1,n+1) 

(8,2) 

c<i-1,j-1,n+l) 
c(i,j,n)- -~(8;.:..;,1-'-) ....,.......,..-.,..,.. 

(3,2) - c<i-1,j-1,n+l) 
(8,2) 

c(i,j,n)- 1 
4 - c~i-1,j,n+I) 

C
(i,j,n) _ C:(i-1,j,n) 
5 -- 6 

( .. ) 1 C ,,,,n - ___,.,,....-.,......,.. 
(7,1) - c<i-1,j,n) 

(8,1) 

c(i-1,j,n) 
c(i,j,n) - - (8,2) 

(7,2) - c<i-1,j,n) 
(8,1) 

c:(i,j,n) - c<i-l,j-1,n+l) 
9 -- 2 

C
(i,j,n) - c(i,j-1,n+1) 
10 -- 1 

C
(i,j,n) _ 
11 -

C
(i,j,n) _ 
12 -

1 

1 

(2.114) 

(2.115) 

(2.116) 

(2.117) 

(2.118) 

(2.119) 

(2.120) 

(2.121) 

(2.122) 

(2.123) 
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Par correspondance avec les relations FI! ... , Ft2 , les coefficients C17 ••• , C12 se divisent 
en quatre groupes, à savoir: {C17 Cto,C12}, {C2 , Cg,Cn}, {C4,Cs,C6} et {C3,C7,Cs}. 
Voyons que dans chaque groupe, deux quelconques des trois coefficients s'écrivent unique

ment en fonction du troisième coefficient. 
Les égalités (2.121) et (2.123) donnent l'expression de C10 et Ct2 en fonction de Ct. A 

partir de ces mêmes égalités, nous écrivons immédiatement Ct et C10 en fonction de Ct2, 
et C1 et Ct2 en fonction de C1o : 

{ 

c<ï,j,n) - - t 
t - d.•o.~,n-1) 

(
• . ) 12 ,,,,n - 1 

Cto - d•,,-1,n) 
12 

{ 
C (i,j,n) - c(i,j+I,n-t) 

t -- to 
' c(i,j,n) - 1 • t2 - a•.i+1,n) 

10 

Les égalités (2.120) et (2.122) donnent l'expression de Cg et C11 en fonction de C2• A 
partir de ces mêmes égalités, nous écrivons immédiatement C2 et Cg en fonction de C11 , 

et C2 et C11 en fonction de C9 : 

{ 

c(i,j,n) t 
2 = - d•+1,J,n-1) 

(
• ) 11 C 1,j,n _ 1 

9 - c<•.J-1,n) 
11 

{ 
C (i,j,n) - c(i+I,j+I,n-t) 

2 -- 9 
' c<i,j,n) - 1 . 

11 - c<•,J+1,n) 
9 

Les égalités (2.116) et (2.117) donnent l'expression de C4 et Cs en fonction de C6 . A 
partir de ces mêmes égalités, nous écrivons immédiatement C4 et C6 en fonction de C5 , 

et Cs et C6 en fonction de C4 : 

{ 

c(i,j,n) - 1 
4 - - c(•.J,n+1) 

C (i,j,n) - ct>(i+1,j,n) 
6 -- s { 

c(i,j,n) 1 
S = - C. (o,J,n-1) 

(
• . ) 4 ' c '·'·" 1 • 6 = d•+1,J,n 1) 

4 

Les égalités (2.114), (2~115), (2.118) et (2.119) donnent l'expression de c3 et c7 en 
fonction de C8 • A partir de ces mêmes égalités, nous écrivons immédiatement C3 et Cs en 
fonction de C1, et C1 et Cs en fonction de C3 : . 

{ 

. . c<•.i-1,n+l) { (•,J,n) _ 7,1) 
c(3,1) - - c~•.J-1,n+l) 

. . (7,2) ' 
c<•.J,n)- 1 (3,2) - c<•,J 1,n+l) 

(7 ,2) 

c(i,j,n)- 1 
(S,1) - c<•+1,J,n) 

(7 ,1) 
. . c<i+1,j,n) , 

c<•.J,n) - - f·2) 
(S,2) - C •+1,J,n) 

(7 ,1) 

{ 

di,i+1,n-1) { . . di+1,j+l,n-1) 
c<i,j,n) ~3,1) c<•.J,n) - -'{~3,F-f2l....,...,..,....,...,,.... 

(7,1) = -a•.J+1,n-1) (8,1) --c(•+l.,+l,n-1) 
(3,2) ' (3,1) 

c<i,j,n) - 1 c<ïJ,n) - 1 
(7,2) - a•.J+1,n-1) (S,2) - 2•+1,J+1,n-1) 

(3,2) (3,1) 

Ainsi, par correspondance avec les formules qui représentent les quatres groupes de rela
tions, nous pouvons représenter le premier groupe de coefficients par .Q1) le deuxième par 
C2 , le troisième par C6 et le quatrième par C8 • Ici, nous dénotons c:~:~)n simplement par 

c". 
Voyons maintenant que les quatre groupes de relations ne sont pas indépendants. En 

effet, 
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1. Ft et F2 ==> F6, Fs 

2. Ft et F6 ==> F2, Fs 

3. Ft et Fs ==> F2, F6 

4. F2 et F6 ==>Ft, Fs 

5. F2 et Fs ==> Ft, F6 

6. F6 et Fs ==> F11 F2. 

Démontrons ces implications. 
N l C (i,j,n) + c(i,j,n) 1 k 3 7 8 ous rappe ons que (k,t) (k,2) = , = ' ' · 

1. Ft et F2 ==> F6, Fs 

Remplaçons dans Ft, i par i + 1 

p~i+t,;>(x) = xP~~~t,j+l)(x) + C~i+tJ,n) p~~~tJ>(x). 

Ceci est équivalent à 

xP~~~tJ+l)(x) = p~i+t,j)(x)- C~i+t,;,n) P~~~t,;)(x). 

169 

(2.124) 

(2.125) 

Remplaçons dans F2 , xP~~~tJ+l)(x) par le deuxième membre de la relation précé
dente 

Cette relation est équivalente à F6 , donc en égalant les coefficients correspondants, 
nous obtenons 

C(i,j,n) - c(i,j,n) c(i+l,j,n) 
6 - 2 - t • (2.126) 

La relation (2.124) peut s'écrire de la façon suivante 

p(i+t,j)(x) = . 1 . (P(i+lJ)(x) - xP(i+lJ+l)(x)). 
n-t c~·+t,J,n) n n-t 

Remplaçons dans F2, P~~~tJ)(x) par le deuxième membre de la relation précédente 

c(i,j,n) c(i,j,n) 
p(iJ)(x) = ~ . p(i+lJ>(x) + (1 - ~ . )xP(i+lJ+l)(x) 

n c1•+1.J,n) n c1•+1.J,n) n-t . 

Cette relation est équivalente à F8 , donc en égalant les coefficients correspondants, 
nous obtenons 

c(i,j,n) 
c(i,j,n) - ~2"'="-=-,_..... 

(8,1) - c<i+t,j,n) 
' t 

(2.127) 
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c(i,j,n) 
c(i,j,n)- 1- --:-2~~ 

(8,2) - c~i+l,j,n). (2.128) 

A partir des égalités de (2.114) à (2.119) , et des égalités (2.126), (2.127) et (2.128) 
que nous venons d'obtenir, les coefficients C3, C4, Cs et C7 peuvent aussi s'écrire en 
fonction de C1 et C2. 

(
. • ) ...1 i,j-1,n+1) C t,J,n _ tl) 

(3,1) - -::r'l"'!', .~J _-..1-=,n'TI+ 1:-r") -::r~, _....,..1 ,~_-..1-=,n..,..,+ 1,.....) 
lii -li2 

c<iJ,n)- 1 
4 - c<•-l,J,n+l) c<•.J,n+l) 

2 - 1 

C(i,j,n) - c(i,j,n) c<i-1,j,n) 
5 - 1 - 2 

( . • ) c(i,J,n) C t,J,n - l 
(7,1) - -,c<~•--=-1,-,,n~) 

2 

( . . ) c(i,j,n) C ,,,,n 1 1 
(7,2) = - -c<.,..• ..,..1-,,,n""') 

2 

2. Ft et F6 :::::::> F2, Fs 

Remplaçons dans F6 , PJi+I,j)(x) par le deuxième membre de (2.124) 

p~i,il(x) = xP~~t,Ht>(x) + (C~i+t,;,n) + C~i,;,n))P~~i1J)(x). 

Cette relation est équivalente à F2 , donc en égalant les coefficients correspondants, 
nous obtenons 

C(i,j,n) - c(i+l,j,n) + c(i,j,n) 
2 - 1 6 ' (2.129) 

qui est équivalente à (2.126). 

La relation (2.124) peut s'écrire de la façon suivante 

p(i+t,;)(x) = . 1 . (P.(i+IJ)(x) - xP.(i+t,j+t)(x)). 
n-1 c~t+l,J,n) n n-1 

Remplaçons dans F6 , P~~~1 ,;)(x) par le deuxième membre de la relation précédente 

c<iJ,n) c(i,j,n) 
p(i,;)(x) = (1 + ~ . )P.(i+l,j)(x)- ~ . xP(i+I,j+l)(x). 

n C~'+t,,,n> n C~'+t,,,n> n-t 
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Cette relation est équivalente à Fa, donc en égalant les coefficients correspondants, 
nous obtenons 

C.(i,j,n) 
c(i,j,n) - 1 + __,.:;::...6 ...,....,...~ 

(a,t) - c1i+I,j,n) 

C.(i,j,n) 
c<i,j,n) - ----:-6~~ 

(a,2) - c1i+t,j,n). 

(2.130) 

(2.131) 

A partir des égalités (2.114), (2.115), (2.118), (2.119), (2.120) et (2.122), et des 
égalités (2.129), (2.130) et (2.131) que nous venons d'obtenir, les coefficients c3, c7, 
Cs et Cn peuvent aussi s'écrire en fonction de Ct et C6. 

(
• • ) ....li,j-1,n+1) c '"·"' - - lij (3,t) - ....;drl-,_-:-1~,,_....,1~,n"~"'+l:T) 

Il 

(
. • ) -fi,j-l,n+l) 

C '"·"' - 1 + lii (3,2) - ....;c~'""i--=1-,,_....,1,.....,n"~"'+1:T) 

(
. . ) -fi,j,n) c '·'·"' - (;l (7 ,t) - -277';,,-:-::,n:"'") + .... d-r!""; --;-1 ,~· ,n=-) 

1 Il 

c.(i,j,n) - c(i,j-t,n+1) c<i-t,j-1,n+l) 
9 -- 1 - 6 

c<i,j,n) 1 
11 = - c(i,J,n+l)+c<•-l,,,n+l) 

1 6 

3. Ft et Fa ==? F2, F6 

Remplaçons dans Fa, PJi+1,;>(x) par le deuxième membre de (2.124) 

pJïJ>(x) = xP~~"*jtJ+I>(x) + c1'+I,;,n>cf!~·)> P~~"*j1 J>(x ). 

Cette relation est équivalente à F2, en égalant les coefficients correspondants, nous 
obtenons 

c(i,j,n) - c<ï+t,j,n)c(i,j,n) 
2 - t (8,t) ' 

qui est équivalente à (2.127). 

Remplaçons dans Fa, xP~~VJ+I>(x) par le deuxième membre de (2.125) 

p(i,j)(x)- p(i+t,j)(x)- c<ï+t,j,n)c(i,j,n) p(i+I,j)(x) 
n - n t (8,2) n-1 • 

(2.132) 

Cette relation est équivalente à F6, donc en égalant les coefficients correspondants, 
nous obtenons 

c.(i,j,n) - c<i+I,j,n)c(i,j,n) 
6 -- t (8,2) ' (2.133) 
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qui est équivalente à (2.131). 

A partir des égalités (2.116), (2.117), (2.120) et (2.122), et des égalités (2.132) et 
(2.133) que nous venons d'obtenir, les coefficients C4 , C5 , C9 et C11 peuvent aussi 
s'écrire en fonction de C1 et Cs. 

C (i.j,n) - c(i,j,n)c(i-l.i,n) 
5 - 1 (8,2) 

c<iJ,n) - -c<•J-l,n+t)c<•-t.;-t,n+l) 
9 - 1 (8,1) 

c<iJ,n) 1 
11 = - a•.J,n+1)2•-1,J,n+1) 

1 (&,1) 

4. F2 et F6 ==> Ft, F8 

Remplaçons dans F2, i pari- 1 

p~i-t,i>(x) = xP~~{+t>(x) + C~i-t,i,n) p~~i{(x). (2.134) 

Rappelons que F6 peut être écrite de la façon suivante 

p(i,j)(x) = p(i-l,j)(x)- c<i-l,j,n) p(i,j)(x) 
n n 6 n-1 · 

Remplaçons dans œtte relation p~i-t,i>(x) par le deuxième membre de (2.134) 

p~i,il(x) = xP~~{+t>(x) + (CJï-t,;,n)- cJï-t,;,n))P~~{>(x) .. 

Cette relation est équivalente à F11 donc en égalant les coefficients correspondants, 
nous obtenons 

C (i,j,n) - c<i-l,j,n) c<i-l,j,n) 
1 - 2 - 6 ' 

qui est équivalent à (2.126). 

Rappelons que F 2 est équivalente à 

p(i+tJ)(x) = ~. (P(i,i)(x)- xP(i+t,j+l)(x)) 
n-1 C~I,J,n) n n-1 • 

(2.135) 

Remplaçons dans F6 , P~~V.J>(x) par le deuxième membre de la relation précédente 
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Cette relation est équivalente à F8 , donc en égalant les coefficients correspondants, 
nous obtenons 

c(i,j,n) 
c<iJ,n) = 2 

(8,1} -0~c,'""'·,;,....,n.,..::) -C.--:-:-(i..,...,. .• ~n) 
2 - 6 

(2.136) 

c.(iJ,n) 
c<iJ,n)-- 6 

(8,2) - -0~(i'""'J-,n.,..::) -C.--:-:-(i..,...,. .• ~n) • 
2 - 6 

(2.137) 

A partir des égalités (2.114), (2.115), (2.118), (2.119), (2.121) et (2.123) , et des 
égalités (2.135), (2.136) et (2.137) que nous venons d'obtenir, les coefficients Cg, C7, 

Cto et C12 peuvent aussi s'écrire en fonction de C 2 et Cs. 

(i,j,n) cfi-l,j,n) 

c(7,1) = 1 - c!•-l,J,n) 

(i,j,n) cfi-l,j,n) 

0(7,2) = cf•-l,J,n) 
2 

C(i,j,n) - c<ï-1,j-1,n+t) c<i-1,j-1,n+t) 
10 - 6 - 2 

c(i,j,n) - 1 
12 - a•-l,J,n+l) a•-l,J,n+l) 

6 - 2 

5. F2 et F8 ===> Fh Fs 

Rappelons que F8 peut être écrite de la façon suivante 

c<i-lJ,n) 
p(i,;)(x) = .1 . p(i-IJ)(x)- (~,2). xP(i,;+t)(x). 

n c<•-l,),n) n c<•-l,J,n) n-1 
(8,1) (8,1) 

Remplaçons dans cette relation p~i-1J>(x) par le deuxième membre de (2.134) 

c<i-l,j,n) 
p(iJ)(x) = xP(iJ+l)(x) + 2 . . p(i,;)(x). 

n n-1 c<•-l,J,n) n-1 
(8,1} 

Cette relation est équivalente à F1 , donc en égalant les coefficients correspondants, 
nous obtenons 

c<i-l,j,n) 
c<iJ,n) - ~2 =--=-~ 

1 - c<i-1,j,n)' 
(8,1} 

(2.138) 
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qui est équivalente à (2.127). 

F2 est équivalente à 

xP.(i+l,j+l)(x) = p(i,j)(x) - c<i,j,n)p(i+1,j)(x) 
n-1 n 2 n-1 • 

Remplaçons dans F8 xP~~~lJ+l)(x) par le deuxième membre de la relation précédente 

c(i,j,n)c(i,j,n) . 
p(i,j)(x) = p{i+l,j)(x) _ 2 .. (8,2) p(i+l.J)(x). 

n n c<•.J,n) n-1 
(8,1) 

Cette relation est équivalente à F6 , donc en égalant les coefficients correspondants, 
nous obtenons 

c(i,j,n)c(i,j,n) 
c(i,j,n) = - 2 (8,2) 

6 c(i,j,n) ' 
(8,1) 

(2.139) 

qui est équivalente à (2.136) ou (2.137). 

A partir des égalités (2.116), (2.117), (2.121) et (2.123), et des égalités (2.138) et 
(2.139) que nous venons d'obtenir, les coefficients 0 4 , 0 5, 010 et 0 12 peuvent aussi 
s'écrire en fonction de C2 et Cs. 

. . di-l,j,n)di-l,j,n) 
c<s,J,n) - 2 (8,2) 

5 - c<•-l,J,n) 
(8,1) 

. . c<i-l,j,ntl) 

C(s,J,n) _ -=-<~a~,1)f-=~ 
12 - - d•-l,J,ntl) 

2 

6. F6 et Fs ::::::} Ft, F2 

Remplaçons dans F6 , i par i - 1 

p~i-l,j)(x) = p~i,j)(x) + c~i-l,j,n)p~~)(x). (2.140) 

Rappelons que F8 peut s'écrire de la façon suivante 

c<i-l,j,n) 
p(i,j)(x) = . 1 . p(i-l,j)(x)- (~,2) . xP(i,j+l)(x). 

n c<•-1,J,n) n c<•-l.J,n) n-1 
{8,1) (8,1) 
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Remplaçons dans cette relation PJ1- 1·i>(x) par le deuxième membre de (2.140) 

c<•-1J,n) 
p(i,j)(x) = xP(iJ+l)(x)- 6. . p(iJ)(x). 

n n-1 c<•-1oJ,n) n-1 
(8,2) 

Cette relation est équivalente à Ft, donc en égalant les coefficients correspondants, 
nous obtenons 

C(i,j,n) _ 
1 -

qui est équivalente à {2.131 ). 

Rappelons que F6 est équivalente à 

c~s-1,j,n) 

c<i-1,j,n)' 
(8,2) 

pJi+1,j)(x) = pJi,j)(x)- c~s,j,n) p~~~1,j)(x). 

(2.141) 

Remplaçons dans F8 , PJ'+I.i)(x) par le deuxième membre de la relation précédente 

. . c(i,j,n)c(i,j,n) . . 
p(iJ)(x) = zp(•+l,J+I)(x)- 6 .. (8,1) p(•+loJ)(x). 

n n-1 c<•.J,n) n-1 
(8,2) 

Cette relation est équivalente à F2, donc en égalant les coefficients correspondants, 
nous obtenons 

C (i,j,n) _ 
2 -

qui est équivalente à (2.136) ou (2.137). 

c(i,j,n) c(i,j,n) 
6 {8,1) 

c(i,j,n) 
(8,2) 

(2.142) 

A partir des égalités {2.120), (2.121), (2.122) et (2.123) , et des égalités (2.141) et 
{2.142) que nous venons d'obtenir, les coefficients C9 , CIO, C11 et C12 peuvent aussi 
s'écrire en fonction de Cs et Cs. 

(i,j,n) d.i-l,j-l,n+l) 

CIO = ~o-l,J-l,n+l) 
(&,2) 

di-l,j,n+l) 
c(i,j,n) - (&,2) 

n - -a~·---;~~,~.nOof+~n->-a~•--:-.1~,-=.":;-;+1;;) 
(&,1) 6 

di-l,j,n+l) 

C(i,j,n) _ -'1~a"",2)r---...,........ 
12 - - d.•-l.J,n+1) 

Il 
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Conclusion : 
- Parmi F1, ••• , F12 il n'y a que deux relations indépendantes. 
- Chaque coefficient peut toujours s'écrire en fonction de deux autres coefficients quel-

conques à condition qu'ils appartiennent tous les trois à des groupes différents. 
Nous venons d'écrire tous les coefficients en fonction soit de C1 et C2, soit de C1 et C6, 

soit de C2 et C6, soit de C1 et Cs, soit de C2 et Cs, soit de C6 et Cs. Donc, à partir des 
tables de chacun de ces paires de coefficients, nous pouvons facilement calculer les tables 
de tous les autres coefficients. 
Dans une première phase, cherchons des algorithmes capables de calculer C1, C2, C6 et 

Cs. 
Comme les C, s'écrivent comme rapports de déterminants, nous pouvons chercher des 

relations entre eux en utilisant les identités de Sylvester, Schweins et autres. Mais nous 
pouvons aussi utiliser une autre méthode, qui consiste à obtenir deux relations différentes 
parmi les mêmes polynômes biorthogonaux, et après à égaler les coefficients correspon
dants. Cette procédure va nous permetre de déduire des relations entre les coefficients C1 

et c2, cl et c6, et c2 et c6. 
Commençons par chercher des relations entre les coefficients C1 et C2. · 
N , . p(i j) b" . l . l d p(i+l,j+2) p(i+1,j+l) t ous pouvons ecrire n.f-1 comme corn maison po ynom1a e e n-1 , n-1 e 
P~~i1 J), en utilisant par exemple les deux méthodes qui suivent : 

1. De F1 
p(i,;) = xP(i,j+l) + C(i,;,n+1) p(i,;) 

n+l n 1 n • 

Remplaçons dans cette relation PJi·i+1l et PJi,j) par leurs expressions données par 
F2, à savoir 

p(iJ+l) = p(i+1,j+2) + c(i,j+l,n) p(i+1,j+1) 
n X n-1 2 n-1 

et 
p(i,j) = xP.(i+1,j+l) + c(i,j,n) p(i+lJ) 

n n-1 2 n-1 · 

Nous obtenons ainsi 

P.(i,;) = 2p(i+1,;+2) + (C(i,j,n+l) + c<i,;+l,n)) p(i+1,j+l)+ 
n+1 X n-1 1 2 X n-1 

+c
(i,j,n+l)C(i,j,n) p(i+1,j) 
1 2 n-1 · 

(2.143) 

p(iJ) = xP(i+I,;+l) + c<iJ,n+l) p(i+lJ) 
n+l n 2 n • 

Remplaçons dans cette relation p~i+I,j+l) et p~i+lJ) par leurs expressions données 
par Fb à savoir 

P
(i+lJ+l) = p(i+1J+2) + c<i+I,j+l,n) p(i+lJ+l) 
n X n-1 1 n-1 

et 
P

(i+lJ) - p(i+1,j+l) + c(i+1J,n)p(i+l,j) 
n - X n-1 1 n-1 · 
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Nous obtenons ainsi 

P<•J> _ 2p<•+~J+2) + (C(i+t,;+I,n) + c<•J,n+I)) p(i+tJ+t)+ 
n+l - X n-1 1 2 X n-1 

+c
(i+IJ,n)c(iJ,n+I)p(i+tJ) 
1 2 n-1 • 

(2.144) 

A partir des relations (2.143) et (2.144) écrivons les trois derniers termes de P~ij{ dans 
la base canonique; nous obtenons respectivement : 

(2.145) 

et 
P~ij{(x) = xn+l+ 

+(a~~i·j+2,n-1) + c~i+I,j+I,n) + c~i,j,n+I))xn+ 

+( 
(i+l,j+2,n-1) + (i+l,j+l,n-l)(C(i+I,j+l,n)+ 

an-3 an-2 1 
(2.146) 

+C~iJ,n+I)) + c~ï+t,;,n>c~i,;,n+t))xn-t + .•.. 

En égalant les coefficients correspondants dans (2.145) et (2.146), nous obtenons : 

(2.147) 
C

(i,j,n+I)c(i,j,n) - c(i+l,j,n)c(i,j,n+l) 
. 1 2 -1 2 . 

Cherchons maintenant des relations entre les coefficients 0 1 et C6 • 

Nous pouvons écrire p(i,j) comme combinaison polynomiale de p(iJ+I) p(i+I,j) et p(i+1l,j) 
n+l n ' n n-

en utilisant par exemple les deux méthodes qui suivent : 

1. De Ft 
p(i,j) = xP(i,j+I) + c(i,j,n+l) p(i,j) 

n+l n 1 n • 

Remplaçons dans cette relation PJi.i) par son expression donnée par F6 , à savoir 

P (i,j) = p(i+I,j) + C:(i,j,n) p(i+l,j) 
n n 6 n-1 • 

Nous obtenons ainsi 

p(i,j) - xP(i,j+l) + c(i,j,n+l) p(i+l,j)+ 
n+l - n 1 n 

+c
(i,j,n+l)C:(i,j,n)p(i+l,j) 
1 6 n-1 • 

(2.148) 



178 Polynômes biorthogonaux adjacents 

p<•J> = xP<'+1,j+l) + c<•J,n+t) p(i+lJ) 
n+1 n 2 n • 

Remplaçons dans cette relation PJ'+1J+l) par son expression donnée par F5 , à savoir 

p(i+lJ+l) = p(i,j+l) + c(i+lJ+l,n)p(i+1,j+l) 
n n 5 n-1 • 

Nous obtenons ainsi 

p(iJ) = xP.(iJ+l) + c<'+1J+l,n)xP.(i+1,j+l) + c<iJ,n+l) p(i+lJ) 
n+1 n 5 n-1 2 n · 

Remplaçons dans cette relation P~~~1 ,j+1) par son expression donnée par F10, à savoir 

p(i+l,j+l) = ! p(i+1,j) + c<'+IJ+l,n-1) !p(i+l,j) 
n-1 n 10 n-1 · x x 

Nous obtenons ainsi 

p(iJ) = xP(i,j+l) + (C(i,j,n+t) + c<'+I,j+I,n))p(i+lJ)+ 
n+l n 2 5 n 

+c
(i+I,j+l,n)c('+I,j+I,n-I)p(i+IJ) 
5 10 n-1 • 

(2.149) 

A partir des relations (2.148) et (2.149) écrivons les trois derniers termes de P~'j/ dans 
la base canonique; nous obtenons respectivement : 

(2.150) 

et 
P~'ft>(x) = xn+l+ 

+(a~~:1,n) + c~i,j,n+l) + c!'+IJ+l,n))xn+ 

+( 
(i,;+t,n) + ('+1,;,n>(c<•.;,n+t) + c<•+~.;+t,n))+ 

an-2 an-1 2 5 
(2.151) 

+c
(i+IJ+l,n)c('+IJ+l,n-1)) n-1 + 
5 10 x .... 

En égalant les coefficients correspondants dans (2.150) et (2.151), nous obtenons : 

c1'J,n+l) = c~i,j,n+l) + c!'+IJ+l,n) 

C(iJ,n+I)c.(iJ,n) - c(i+lJ+l,n)c(i+lJ+l,n-1) 
1 6 - 5 10 

(2.152) 

Rappelons qu'en utilisant (2.121 }, (2.117} et (2.129}, nous pouvons écrire les coefficients 
Cto en fonction de C1 , C5 en fonction de C6, et C2 en fonction de C1 et C6 respectivement. 
Et alors les égalités (2.152} s'écrivent de la façon suivante: 
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(2.153) 
C

(i,j,n+l)c.(i,j,n) - c(i+l,j,n)c(i,j+I,n) 
1 6 - 1 6 • 

Cherchons finalement des relations entre les coefficients C2 et C6 • 

Nous pouvons écrire p(i,j) comme combinaison polynomiale de p(i+1,i+l) p(iJ) et p(i+1
1';) 

n+1 n ' n n-
en utilisant par exemple les deux méthodes qui suivent : 

p(ï,;) = xP(i+IJ+l) + c<ï,;,n+I) pCi+1J) 
n+l n 2 n • 

Remplaçons dans cette relation PJi+lJ) par son expression donnée par F5 , à savoir 

P
(i+l,j) = p(i,j) + c<i+I,j,n) p(i+1,j) 
n n 5 n-1 · 

Nous obtenons ainsi 

p(i,j) = p(i+l,j+l) + c(i,j,n+l)p(i,j) + c(i,j,n+I)c(i+I,j,n)p(i+l,j) 
n+l X n 2 n 2 5 n-1 • (2.154) 

2. De F1 
p(i,i) = xP(i,i+l) + C(i,;,n+I) p(i,i) 

n+l n 1 n • 

Remplaçons dans cette relation PJi,j+I) par son expression donnée par F6 , à savoir 

P (i,j+l) = p(i+l,j+l) + c(i,j+I,n)p(i+l,j+l) 
n n 6 n-1 • 

Nous obtenons ainsi 

pCiJ) = xPCi+I,i+l) + c.Ci,;+t,n)xpCi+I,i+I) + cCi,j,n+I) p(ï,;) 
n+l n 6 n-1 1 n · 

Remplaçons dans cette relation P~~~lJ+l) par son expression donnée par F9 , à savoir 

P
(i+l,j+l) = !p(i,j) + c(i+I,j+I,n-l)!p<i+I,j) 
n-1 n 9 n-1 • x x 

Nous obtenons ainsi 

p(iJ) = xPCi+IJ+I) + (C(iJ,n+I) + c<iJ+l,n))p(i,i)+ 
n+l n 1 6 n 

+c(i,j+I,n)C(i+I,j+I,n-1)p(i+l,j) 
6 9 n-1 • 

(2.155) 
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A partir des relations (2.154) et (2.155) écrivons les trois derniers termes de P!'j/ dans 
la base canonique; nous obtenons respectivement : 

P~'j{(x) = xn+l+ 
+(a~~:,j+l,n) + cJi,j,n+l))xn+ (2.156) 

+( 
(i+l,j+I,n) + (i,j,n)c(i,j,n+l) + c<iJ,n+I)c(i+l,j,n)) n-1 + 

an-2 an-1 2 2 5 x ... 

et 
P!~~>(x) = xn+I+ 

+(a~~:,j+l,n) + c~i,j,n+I) + c~i,j+I,n))xn+ 

+( 
(i+l,j+J,n) + (i,j,n)(C(i,j,n+l) + C:(i,j+t,n))+ 

an-2 an-1 1 6 
(2.157) 

+c
(i,j+l,n)e,(i+I,j+I,n-1)) n-1 + 
6 9 x ...• 

En égalant les coefficients correspondants dans (2.156) et (2.157), nous obtenons : 

c~i,j,n+I) = c~i,j,n+t) + c~i,j+I,n) 
C(iJ,n+l)C(i+I,j,n) _ C:(i,j+l,n)C(i+lJ+t,n-1) 

2 5 - 6 9 

(2.158) 

Rappelons qu'en utilisant (2.117), (2.120) et (2.135), nous pouvons écrire les coefficients 
C5 en fonction de C6, C9 en fonction de C2 , et Ct en fonction de C2 et C6 respectivement. 
Et alors les égalités (2.158) s'écrivent de la façon suivante : 

(2.159) 
C

(i,j,n+l)c(i,j,n)- c(i,j,n)c(i,j+l,n) 
12 6 -2 6 . 

Nous aurions pu déduire plus facilement les relations (2.153) et (2.159). ·En effet, ces 
relations s'obtiennent à partir des relations (2.14 7) en utilisant (2.129) et (2.135) respec
tivement. De la même façon, à partir des relations (2.153) nous pouvons déduire les 
relations (2.147) et (2.159) en utilisant (2.126) et (2.135) respectivement. Et, à partir des 
relations (2.159) nous pouvons déduire les relations (2.147) et (2.153) en utilisant (2.126) 
et (2.129) respectivement. 
Nous allons déduire les relations entre les coefficients C1 et Cs, C2 et Cs, et C6 et Cs à 

partir des relations (2.147), (2.153) et (2.159). 
Commençons par les relations entre les coefficients C1 et Cs. 
Ecrivons les coefficients c2, qui apparaissent dans les relations (2.147), en fonction de 

C1 et C8 en utilisant {2.132); nous obtenons : 

C(i,j,n+I) + c(i+I,j+l,n)c(i,j+I,n) - c(i+IJ+l,n) + c<ï+t,j,n+I)c(i,j,n+l) 
1 1 (8,1) - 1 1 (8,1) (2.160) 

et 
C

(i,j,n+l)c(i+I,j,n)c(i,j,n) - c(i+t,j,n)c(i+l,j,n+l) c<ï,j,n+1) 
1 1 (8,1) - 1 1 (8,1) . (2.161) 
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Dans la relation (2.160) mettons en évidence C~i+IJ+I,n) et dans la relation (2.161) élim
inons le facteur commun c~i+lJ,n); nous obtenons : 

C(iJ,n+l) _ C(i+1J+l,n)(1 _ C(iJ+I,n)) + C(i+1,j,n+I)C(iJ,n+1) 
1 - 1 (8,1) 1 (8,1) 

et 
C(iJ,n+I)C(i,j,n) _ C(i+1J,n+I)C(iJ,n+I) 

1 (8,1) - 1 (8,1) • 

Finalement, dans la relation (2.162), remplaçons (1 - C~~j1'n)) par 
obtenons ainsi : 

C (iJ,n+l) - c<•+IJ+l,n)c(iJ+l,n) + c(i+IJ,n+l)c(iJ,n+l) 
1 - 1 {8,2) 1 (8,1) 

C(i,j,n+l)C(i,j,n) _ C(i+1,j,n+l)C(iJ,n+I) 
1 (8,1) - 1 (8,1) . 

(2.162) 

c<i,j+l,n)., nous 
(8,2) ' 

(2.163) 

Nous pouvons obtenir ces mêmes relations ou des relations équivalentes à celles-ci à partir 
de (2.153) et (2.159) en utilisant (2.133), et (2.132) et (2.133) respectivement. 
Cherchons maintenant des relations entre les coefficients C2 et C8 • 

Ecrivons les coefficients Ct, qui apparaissent dans les relations (2.147), en fonction de 
C 2 et C8 en utilisant (2.138); nous obtenons : 

C
(i-1,j,n+1) c<i,j+1,n) 
2 + c<•J+l,n) - 2 + c<iJ,n+I) 

c<i-1,j,n+l) 2 - c(i,j+I,n) 2 
(8,1) (8,1) 

et 
c<ï-1,j,n+I) c<•J,n) 

2 c<•J,n) - 2 c<ï,j,n+I) 
c<ï-1,j,n+l) 2 - c<i,j,n) 2 • 

(8,1) (8,1) 

Ecrivons ces relations de façon équivalente sans dénominateurs: 

c<ï-1J,n+I)c<•J+I,n) + c<•J+I,n)c(i-1J,n+I)c(i,j+I,n) -
2 (8,1) 2 (8,1) (8,1) - (2.164) 

- c(i,j+I,n)c(i-1J,n+I) + c<ï,j,n+1)c(i,j+I,n)c<•-1J,n+I) 
- 2 (8,1) 2 (8,1) (8,1) ' 

C(i-1J,n+I)c(iJ,n) c<•J,n) - c<•J,n) c<•J.n+I)c(i-1J,n+l) 
2 2 (8,1) - 2 2 (8,1) . (2.165) 

Dans la relation (2.164) mettons en évidence le facteur cJïJ+I,n)c~~)J,n+I) et dans la 

relation (2.165) éliminons le facteur commun cJ•J,n); nous obtenons : 

c<•-1J,n+I)c<•J+I,n) - c<iJ+I,n)c<•-1J,n+l)(1 - c<•J+l,n))+ 
2 (8,1) - 2 (8,1) (8,1) (2.166) 

+
c(i,j,n+1)c(i,j+I,n)c<•-1J,n+1) 

2 (8,1) (8,1) 
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et 
C(i-1J,n+1)C(i,j,n) _ C(i-1J,n+l)C(iJ,n+I) 

2 (8,1) - (8,1) 2 • 

~i~alement, dans la relation (2.166) remplaçons (1-Cf~:{t1 'n)) par C<~~r·n>; nous obtenons 
a.tnSJ : 

(2.167) 

C(i-1J,n+I)C(i,j,n) _ C(i-1J,n+l)C(iJ,n+I) 
2 (8,1) - (8,1) 2 • 

Nous pouvons obtenir ces mêmes relations ou des relations équivalentes à celles-ci à partir 
de (2.153) et (2.159) en utilisant (2.138) et (2.139), et (2.139) respectivement. 
Cherchons enfin des relations entre les coefficients C6 et Cs. 
Ecrivons les coefficients Ct, qui apparaissent dans les relations (2.153), en fonction de 

C6 et Cs en utilisant (2.141 ); nous obtenons : 

c<i-l,j,n+I) c(i,j,n+I) 
6 + c(i,j+I,n) = - 6 + c(iJ,n+l) 

C(i-1J,n+l) 6 C(i,j,n+1) 6 
(8,2) (8,2) 

et 
c<i-l,j,n+I) c(i,j,n) 

6 c(iJ,n) - - 6 c(iJ+I,n) 
c<i-1,j,n+l) 6 - c(i,j,n) 6 • 

(8,2) (8,2) 

Ecrivons ces relations de façon équivalente sans dénominateurs : 

C(i,j+l,n)C(i-l,j,n+1)C(i,j,n+l) + C(i,j,n+I)c(i-1,j,n+l) _ 
6 (8,2) (8,2) 6 (8,2) - (2.168) 

_ C(i,j,n+l)C(i,j,n+1)C(i-1,j,n+1) + Q(i-1,j,n+I)C(i,j,n+l) 
- 6 (8,2) (8,2) 6 (8,2) ' 

c(i-1,j,n+l)c<•.;,n) c(i,j,n) - c<i,j,n)c<•.i+l,n)c(i-1,j,n+1) (2.169) 
6 6 (8,2) - 6 6 (8,2) • 

Dans la relation (2.168) mettons en évidence le facteur c~iJ,n+1 >cf~~~,j,n+ 1 ) et dans la 

relation (2.169) éliminons le facteur commun C~i,j,n); nous obtenons : 

C (i-1J,n+1)C(iJ,n+I) _ Q(iJ+I,n)c(i-1J,n+I)C(iJ,n+I)+ 
6 (8,2) - 6 (8,2) (S,2) (2.170) 

C(iJ,n+I)C(i-1J,n+I)(1 _ C(i,j,n+I)) 
6 (S,2) (8,2) 

et 
Q(i-1J,n+1)c(iJ,n) _ C(iJ+I,n)c(i-1J,n+I) 

6 (8,2) - 6 (8,2) • 

~i~alement, dans la relation (2.170) remplaçons (1-C~~:~·j+I)) par C~~:{·j+I); nous obtenons 
ainSI : 
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(2.171) 

c<i-t,j,n+l) c(i,j,n) - c(i,j+t,n) c<i-t,j,n+l) 
6 (8,2) - 6 (8,2} • 

Nous pouvons obtenir ces mêmes relations ou des relations équivalentes à celles-ci à partir 
de (2.147) et (2.159), en utilisant (2.141) et (2.142), et (2.142) respectivement. 
Voyons comment à partir des relations (2.14 7), (2.153), (2.159), (2.163), (2.167) et (2.171) 

et des conditions initialles convenablement choisies, nous déduisons des algorithmes ca
pables de calculer les coefficients Ct et C2, Ct et C6, C2 et C6, Ct et Cs, C2 et Cs, et C6 
et Cs. 
A partir des définitions des coefficients, nous voyons que quand n = 0 ou n = 1 ils 

s'écrivent de façon simple en fonction des moments des fonctionnelles Li, et sont donc 
facilement calculables. Alors, c~:{)0) ou c(<!~)l) sont les conditions initialles à considérer à 
priori. 
Commençons par l'algorithme C1C2. 
Si nous partons des conditions initialles C~i,;,t) et C~i,;,t), les relations (2.147) ne fonc

tionnent pas. Essayons de déduire d'autres relations à partir de celles-là. 
Dénotons les relations (2.147) par (2.147)-1 et (2.147)-2 respectivement. 
De (2.147)-1 

C (i,j,n+t) - c(i+I,j+I,n) + c(i,j,n+I) c(i,j+I,n) 
1 - 1 2 - 2 

et 
C(i,j,n+I) - c(i,j,n+1) + c(i,j+I,n) c(i+1,j+I,n) 

2 -1 2 -1 . 

(2.172) 

(2.173) 

Remplaçons dans (2.147)-2, cJi,j,n+l) par le deuxième membre de (2.172); nQUS obtenons: 

Cette relation est équivalente à 

que nous écrivons de la façon suivante 

C(i,j+l,n) C(i+t,j+l,n) 
c(i,j,n+l) - c(i,j,n) 2 - 1 

2 - 2 c(i,j,n) c<i+I,j,n) 
2 - 1 

(2.174) 

Remplaçons dans (2.147)-2, c~i,j,n+l) par le deuxième membre de (2.173); nous obtenons: 
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Cette relation est équivalente à 

c1i,j,n+1)( c~i,j,n)- c~i+1,j,n)) = c1i+1,j,n)( c~i,j+t,n) - c~i+l,j+I,n)), 

que nous écrivons de la façon suivante 

c(i,j+I,n) c(i+l,j+l,n) 
c(i,j,n+I) - c<ï+1,j,n) 2 - 1 

1 - 1 c(i,j,n) c<i+I,j,n) 
2 - 1 

(2.175) 

A partir des relations (2.172) et (2.174), nous obtenons l'algorithme suivant : 

• ALGO Ct C2 version 1. 

C(i,j,1) _ C(i,j,l) _ L;(zi+1) 
2 - 1 - - L;(z') 

( . . +1) (' . ) c<•.i+1,n) -c<•+1,j+1,n) C ,,,,n - C ,,,,n 2 f 
2 - 2 a•.J,n) c Ï+1.J,n) 

2 - 1 

C
(i,j,n+I) - c<ï+t,j+l,n) + c(i,j,n+l) c(i,j+t,n) 
1 - 1 2 - 2 

A partir des relations (2.147)-2 et (2.174), nous obtenons l'algorithme suivant : 

• ALGO C1 C2 version 2. 

c<i,j,1) _ c<'·i,1) __ L;(z'+1> 
2 - 1 - L;(z') 

( .. +1) (' . )C(i,;+t,n) c<i+1,;+t,n) C ,..,,n - C ,,,,n 2 - f 
2 - 2 a•.J,n) c •+1,J,n) 

2 - 1 

A partir des rela:tions (2.173) et (2.175), nous obtenons l'algorithme suivant : 

• ALGO C1 C2 version 3. 

C(i,j,l) _ C(i,j,l) __ L;(zi+1 ) 

1 - 2 - L;(z') 

(• . +1) ('+1 . ) ...Ji.j+J,n)_...Ji+1,j+1,n) 
C ,,,,n - c 1 ,,n va a 

1 - 1 a•.J,n)•+1.J,n) 
2 - 1 

C
(i,j,n+l) - c<ï,j,n+l) + c<ï,j+I,n) c<ï+I,j+I,n) 
2 - 1 2 - 1 
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A partir des relations (2.147)-2 et (2.175), nous obtenons l'algorithme suivant : 

• ALGO Ct C2 version 4. 

C(i,j,l) _ C(i,j,l) __ L;(x1+1) 
1 - 2 - L;(xJ) 

( • • +1) ( '+1 · } ..Ji,jfl,n) .....lifl,jfl,n) C t,J,n _ C s .J,n llà -~ 
1 - 1 d•o.~,n)•+l,J,n) 

2 - 1 

L'algorithme C1C6 qui suit est obtenu directement des relations (2.153): 

C(i,j,n+t) - c(i,j,n+t) + c<s,j+t,n) c<'+t,j,n+t) 
6 - 1 6 - 1 

L'algorithme c2c6 qui suit est obtenu directement des relations (2.159): 

C(iJ,n+t) - c<s,j,n+t} + c<'+t,j+t,n) c<'+tJ,n+t) 
6 - 2 6 - 2 

Déduisons maintenant l'algorithme Ct Cs. 
Si nous partons des conditions initialles c~•.;,t>, C~~·:> et c~:~)1 > les relations (2.163) ne 

fonctionnent pas. Essayons de déduire d'autres relations à partir de celles-là. 
Dénotons les relations (2.163) par (2.163)-1 et (2.163)-2 respectivement. 
Remplaçons dans (2.163)-1, c~i+tJ,n+t)c~~')+l) par le premier membre de (2.163)-2; 

nous obtenons : 
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Mettons en évidence C~ï,;,n+I) 

c<s,j,n+1)(1 - c<s,j,n)) - c<•+I.i+l,n)c(i,j+l,n) 
1 (8,1) - 1 (8,2) • 

Remplaçons (1 - c(i,j,n)) par c<iJ,n) 
(8,1) (8,2) 

c<ïJ,n+l)C(i,i,n) _ c<ï+t,;+I,n)C(iJ+t,n) 
1 (8,2) - 1 (8,2) • (2.176) 

A partir de cette relation et de la relation (2.163)-1, nous obtenons l'algorithme sui:vant: 

• ALGO Ct Cs version 1. 

c(i,j,n+I) - c(i+l,j+I,n)c<'·i+l,n);c<ï,j,n) 
1 - 1 (8,2) (8,2) 

c<ï.i,n+I) _ (c<•.i.n+I) _ c<ï+t,i+t,nlc<'·i+I,n))/CCi+tJ,n+I) 
(8,1) - 1 1 (8,2) 1 

c(i,j,n+l) - 1 - c(i,j,n+l) 
(8,2) - (8,1) 

A partir des relations (2.163)-2 et (2.176), nous obtenons l'algorithme suivant : 

• ALGO C1 C8 version 2. 

C(i,j,l) __ L;(x1+1 ) 

1 - L;(x') 

C
(i,j,n+l) - c<i+l,j+l,n)c(iJ+l,n);c<ïJ,n) 
1 - 1 (8,2) {8,2) 

C(i,j,n+I) _ C(i,j,n+l)C(i,j,n)/C(i+l,j,n+l) 
(8,1) - 1 (8,1) 1 

c<iJ,n+l) - 1 - c<ïJ,n+l) 
(8,2) - (8,1) 
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Déduisons maintenant l'algorithme C2C8 • 

Si nous partons des conditions initialles C~ïJ,1 >, C~~·:> et C~~:> les relations (2.167) ne 
fonctionnent pas. Essayons d'obtenir d'autres relations à partir de celles-là. 
Dénotons les relations (2.167) par (2.167)-1 et (2.167)-2 respectivement. 
Remplaçons dans (2.167)-1, c~i,j,n+I)c~~)J,n+I) par le premier membre de (2.167)-2; 

nous obtenons : 

c<i-1,j,n+I)c(iJ+I,n) - c<iJ+I,n)c(i-1,j,n+I)c(iJ+1,n) + c<i-1J,n+1)c(iJ+1,n)c(i,j,n) 
2 (8,1) - 2 (8,1) (8,2) 2 (8,1) (8,1) . 

Mettons en évidence c<ï-1J,n+t>c<iJ+t,n) 
2 (8,1) 

c<i-1,j,n+I)c(iJ+I,n)(1 - c<i,j,n)) - c<iJ+I,n)c(i-1J,n+I)c(iJ+I,n) 
2 (8,1) (8,1) - 2 (8,1) (8,2) • 

Remplaçons (1- c<ï,j,n)) par c<i,j,n) 
(8,1) (8,2) 

c<i-1,j,n+I) c(i,j+1,n) c<i,j,n.) - c(i,j+I,n.) c<i-1,j,n+l) c(i,j+I,n.) 
2 (8,1) (8,2) - 2 (8,1) (8,2) . (2.177) 

Nous observons que cette relation s'obtient de la relation (2.153)-2 en écrivant les coef
ficients C 1 et C6 en fonction de C2 et C8 • 

De cette relation, nous écrivons 

c(i,j+1,n)c(i-1J,n.+l)c(i,j+l,n.) 
c<i-l,j,n+l)c(iJ+I,n.) - 2 (8,1) (8,2) 

2 (8,1) - c<iJ,n.> 
(8,2) 

Remplaçons dans la relation (2.167)-1, C~i- 1 ,;,n.+t)C~~r·n) par le deuxième membre de 
la relation précédente; nous obtenons : 

c<i,j+1,n)c(i-1,j,n.+I)c<i,j+I,n.)- c(i,j+I,n)c(i-l,j,n.+l)c(i,j+I,n)c<i,j,n.)+ 
2 (8,1) (8,2) - 2 (8,1) (8,2) (8,2) 

+
c(i,j,n+1)c(i,j+I,n)c(i-1,j,n.+1)c(i,j,n.) 

2 (8,1) (8,1) (8,2) . 

Mettons en évidence c<ï,j+t,n)C(i-t,j,n+t)C(i,j+t,n) nous obtenons 
2 (8,1) (8,2) ' 

c<iJ+1,n.)c(i-l,j,n+1)c(i,j+l,n)(1 - c(i,j,n)) - c<iJ,n+I)c(i,j+I,n)c(i-1J,n+I)c(i,j,n) 
2 (8,1) (8,2) (8,2) - 2 (8,1) (8,1) (8,2) • 

Remplaçons (1 - c(i,j,n)) par c(i,j,n.) et éliminons le facteur commun c<i-l,j,n+l) nous 
(8,2) (8,1) (8,1) ' 

obtenons: 
C(iJ+I,n)c(iJ+I,n)c(i,j,n) - c<iJ,n+I)c(i,j+I,n)c(iJ,n) 

2 (8,2) (8,1) - 2 (8,1) (8,2) • (2.178) 

Nous observons que cette relation peut-être obtenue à partir de (2.159)-2 en écrivant 
les coefficients C6 en fonction de C2 et Ca. 
A partir des relations (2.167)-1 et (2.178), nous obtenons l'algorithme suivant : 
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• ALGO C2C8 version 1. 

C
(iJ,1) _ L;(z.Hl) 
2 - L;(:r') 

c<ïJ,n+t) _ (C(i,;+1,n)c(ï,;+1,n)C(ï,;,n))/(C<ïJ+t,n)c(ï,;,n)) 
2 - 2 (8,2) (8,1} (8,1} (8,2) 

c(i,j,n+l) - 1 - c(i,j,n+l) 
(8,2) - (8,1) 

A partir des relations (2.167)-2 et (2.178), nous obtenons l'algorithme suivant : 

• ALGO C2Cs version 2. 

C(iJ,n+1) _ (C(i,j+I,n}C(i,j+t,n) C(ï,;,n))/(C(i,HI,n) C(iJ,n)) 
2 - 2 (8,2} (8,1) (8,1) (8,2) 

C(iJ,n+l) _ C(iJ,n+l)C(i+l,j,n)/C(i+lJ,n+l) 
(8,1) - 2 (8,1) 2 

c<iJ,n+l} - 1 - c(i,j,n+l) 
(8,2} - (8,1} 

A partir des relations (2.177) et (2.178), nous obtenons l'algorithme suivant: 

• ALGO C2C8 version 3. 
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c<iJ,1> _ L;<zi+1 > 
2 -- L;(z') 

c<•J,n+l) _ (C(iJ+l,n)c<'J+1,n)c<•J,n))/(C<'J+I,n)c<•J,n)) 
2 - 2 (8,2) (8,1) (8,1} (8,2) 

c<ïJ,n+l) _ (C(iJ,n+1>c<'+IJ+l,n)c<•+IJ,n))/(C<i+IJ+l,n)c<ï+IJ+l,n)) 
(8,1) - 2 (8,1) (8,2) 2 (8,2) 

c(i,j,n+l) - 1 - c<iJ,n+l) 
(S,2) - (8,1) 

Pour le calcul des coefficients C6 et Cs nous n'avons pas trouvé de relations de récurrence 
capables de constituer un algorithme qui utilise les conditions initialles C~iJ,t>, Cc~:{'>1 > et 

c~:~·:>. Cependant, les coefficients C6 et Cs peuvent toujours être calculés en utilisant 
simultanément deux algorithmes C1C6 et CmCs qui fonctionnent avec les conditions ini
tialles correspondantes à l'indice n = 1. 
D'un autre côté si nous supposons que c:<s,j,n+l) c<sJ,n+l) et c<ïJ,n+l) sont connus Yi J. E 

' 6 ' (8,1) (S,2) ' 
N0 et n fixé, à partir des relations (2.171) nous pouvons établir un algorithme capable de 
calculer C:(ï,j,k) C(iJ,k) et C(i,j,k) Vi J. E ~ et k < n· 

6 ' (8,1) ' (8,2) ' ' 0 - • 

• ALGO GaGs, versi9n 1, forme progressive. 

c:<ï,j,n+l) c<ïJ,n+l) et c<ïJ,n+l) sont connus Yi ;· E n et n est fixé 
6 ' (S,1) (S,2) ' 0 

c<i,j,n) - di,j+l,n)c(i-1,j,n+l)/C:(i-1,j,n+l) 
(S,2) - 6 (S,2) 6 

c(i,j,n) - 1 - c(i,j,n) 
(S,1} - (S,2) 

Essayons de trouver un algorithme plus simple que celui-ci. 
Dénotons les relations (2.171) par (2.171)-1 et (2.171)-2 respectivement. 
Remplaçons dans (2.171)-1, c~i,j+l,n)c~;~,j,n+l) par le premier membre de (2.171)-2; 

nous obtenons : 
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c.<iJ,n+l) c<i-1 ,j,n+l) c(i,j,n+l) 
6 (S,2) (S,1) • 

Mettons en évidence c.<i-IJ,n+l)C(i,j,n+l) 
6 (S,2) 

c.<i-l,j,n+I)c(i,j,n+1){1 - c(i,j,n)) - c.(i,j,n+l)c(i-l,j,n+l)c(i,j,n+I) 
6 (S,2) (S,2) - 6 (S,2) (S,l) • 

Remplaçons {1 - c(i,j,n)) par c(i,j,n) 
(S,2) (S,l) 

{2.179) 

Nous observons que cette relation s'obtient de la relation {2.147)-2 en écrivant les coef
ficients Ct et C2 en fonction de C6 et Cs. 

A partir des relations {2.171 )-2 et (2.179), nous déduisons l'algorithme suivant : 

• ALGO C6Cs version 2, forme progressive. 

C.(i,i,n+l) C(i,i,n+t) et C(i,i,n+I) sont connus 'Vi ;· E N, et n est fixé 
6 ' (S,l) (S,2) ' 0 

c(i,j,n) - (C.(i,j,n+l)c(i-l,j,n+l)c(i,j,n+l))/(C.(i-1,j,n+l)c(i,j,n+l)) 
(S,1) - 6 (8,2) (8,1) ' 6 (8,2) 

c(i,j,n) - 1 - c(i,j,n) 
(S,2) - (S,1) 

C.(i,j,n) _ C.(i-I,j-l,n+l)C(i,j-I,n+l)/C(i-l,j-l,n+l) 
6 - 6 (S,2) (S,2) 

Nous pourrions encore déduire d'autres versions des algorithmes CtC2, CtC6 , C2C6, 
Ct Cs, C2Cs et C6Cs. 
Supposons maintenant que nous voulions calculer des coefficients autres que Ct, C2 , C6 

et Cs, par exemple les coefficients C12. 

Voyons que ce calcul peut être fait en utilisant les six algorithmes déjà déduits. 
Rappelons l'identité {2.123) 

C
(i,j,n) _ 
12 -

1 
c~i,j,n+l). 

A partir de cette identité et de (2.135), {2.138), et (2.141), nous écrivons les coefficients 
C12 en fonction de C2 et C6 , de C2 et Cs, et de C6 et Cs respectivement: 

c(i,j,n)- 1 
12 - c.<i-l,j,n+I) c<i-l,j,n+I)' 

6 - 2 

(2.180) 

(2.181) 
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c(i-t,j,n+l) 
c(i,j,n) - (8,2) (2 182) 

t2 - cJi-t,j,n+l). . 

Ennonçons maintenant les différentes méthodes que nous pouvons utiliser : 
-Commencer par calculer les coefficients Ct à partir d'un des algorithmes C1C2 , C1C6 

ou CtCs, et ensuite calculer les coefficients Ct2 à partir de l'égalité (2.123). 
- Commencer par calculer les coefficients C2 et C6 à partir de l'algorithme C2C6, et 

ensuite calculer les coefficients C12 à partir de l'égalité (2.180). 
- Commencer par calculer les coefficients C2 et Cs à partir de l'algorithme C2Cs, et 

ensuite calculer les coefficients Ct2 à partir de l'égalité (2.181). 
- Commencer par calculer les coefficients C6 et Cs à partir de l'algorithme C6Cs, et 

ensuite calculer les coefficients C12 à partir de l'égalité (2.182). 
Mais, nous pouvons aussi calculer les coefficients C12 directement à partir d'un algorithme 

c,ct2 à déduire. 
Il est important de remarquer que ces différents procédés ne sont pas numériquement 

équivalents. 
Montrons que nous pouvons toujours écrire les algorithmes C1 C2, Ct C6, C2C6, Ct C8 , 

C2Cs et C6C8 en fonction de C1 et Cm, à condition que C, et Cm n'appartiennent pas au 
même groupe de coefficients. 
Soit C,C; un des six algorithmes déjà déduits. Nous savons que ces six algorithmes cor

respondent aux combinaisons deux à deux de Ct, C2 , C6 et C8 , qui sont les représentants 
des quatre groupes de coefficients. Alors, il n'y a que trois cas à considérer : 
- C, et C, coïncident ou appartiennent au même ensemble de coefficients, de même que 

C; et Cm· Alors C, s'écrit uniquement en fonction de C, et C; s'écrit uniquement en 
fonction de Cm. 
- C, et C, coïncident ou appartiennent au même groupe de coefficients, mais C; et 

Cm non. Comme C, et C; n'appartiennent pas au même groupe non plus, C;, C, et Cm 
appartiennent tous les trois à des ensembles différents, et alors C; peut s'écrire en fonction 
de C, et Cm. C, s'écrit uniquement en fonction de C,. 
- c, et C; n'appartiennent pas aux mêmes groupes que c, et Cm. Alors ci' c, et Cm' 

et C;, C, et Cm appartiennent à des ensembles différents, donc C, et C; peuvent s'écrire 
en fonction de C, et Cm. 
Nous pouvons essayer de déduire les algorithmes C1Cm, où C, et Cm n'appartiennent pas 

au même ensemble de coefficients, à partir des algorithmes c,c; écrits en fonction des 
coefficients C, et Cm. Si C, et Cm appartiennent au même groupe de coefficients, cette 
méthode ne peut pas être appliquée. 
Donnons deux exemples des algorithmes C,Cm. 
L'algorithme C11C12 qui suit a été obtenu en écrivant la version 2 de l'algorithme C1C2 

en fonction de C11 et C12, en utilisant les égalités 

C(i,j,n) - 1 c(i,j,n) 1 
t - c(i,j,n-1) et 2 = - c<i+t,j,n-1). 

t2 11 

• ALGO C11 C12 version 2. 
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( 

o o ) ..Ji.i+1,n-1) -fi,i+l,n-1) -fi.J,n-1) ....fi,J,n-1) 
C '"•" - Lîa li!J lijt -lif1' 

11 - d.•,,,n-1) ..Jo,,+1,n-1) C ,,,+1,n-1) 
12 liiJ - 12 

( 

o o ) ..Ji+1.J,n-1) -fi+l.i,n) 
C '"•" - via L!, 

12 - d.i+1.J,n-1} 
11 

L'algorithme C9C12 qui suit a été obtenu en écrivant la version 2 de l'algorithme C1 C2 

en fonction de C9 et C12, en utilisant les égalités 

C (i,j,n) - - 1 t c<•J,n) - -C.(i+l,j+l,n-1) 
1 - ( 0 0 1) e 2 - 9 • 

C tJ,ft-
12 

• ALGO CsC12 version 2. 

(

0 0 
) c<•.i.n-1)c(i,i-1,n-1) 1 _ 0 (i,,+1,n-1) .....ti,i,n-1) C ,.,,n - s 12 f L)a 

9 - c<•,,,n 1) 1-C. .,,,n-l)c<··'-1,n-1) 
12 9 12 

(

0 o } .....fi+1,j,n-1),..(i+1.i+1,n-1) c I,J,ft - (./j 2 Vft 
12 - c<i+l,J+1,n) 

9 

2.3.2 Cas particuliers 

Nous nous proposons d'écrire les algorithmes déduits dans la section précédente dans 
les cas particuliers des polynômes orthogonaux adjacents et des polynômes orthogonaux 
vectoriels de dimension -1. 
Nous rappelons que dans le cas des polynômes orthogonaux vectoriels de dimension d, F1 , 

F 10 et F12 sont les seules relations qui existent, et comme Ct, Cto et C12 appartiennent au 
même ensemble de coefficients, nous n'avons pas déduit des algorithmes correspondants 
à ces polynômes. 

1. Polynômes Orthogonaux Adjacents 

En sachant que Lï(xi) = L(xi+i) et cf!·Jr> = C~~i{'n>, nous obtenons facilement 
l'expression particulière des algorithmes deduits dans la section précédente. 

• ALGO C1C2 version 1. 
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C<,,t> _ c<'·t> __ L<:r'~~ > 
2 - 1 - L(:r) 

C(l,n+I) - c<l+2,n) + c<t,n+l) c<t+t,n) 
1 - 1 2 - 2 

• ALGO Ct C2 version 2. 

C<,,t> _ c<'·1> __ L<:r'~~ > 
2 - 1 - L(:r) 

(l,n+l) (l,n) dl+l,n) -c11+2,n) 

C2 = C2 @1,n) ëP+l,n) 
2 - 1 

• ALGO Ct C2 version 3. 

C<,,t> _ c<'·t> _ L<:r'~l > 
1 - 2 -- L(:r) 

C
(l,n+t) - c<l,n+I) + c<l+l,n) c<l+2,n) 
2 - 1 2 - 1 

• ALGO C1 C2 version 4. 

Ccz.t> _ c<'·t> _ L<:r'~ 1 > 
1 - 2 -- L(:r) 
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C(l,l) __ L(r1~1) C(l,l) _ L(r:z~) _ L(r'~l) 
1 - L(r ) ' 6 - L(r ) L(:r ) 

n(l,n+I) _ C(l,n+I) + n(I+I,n) C(I+I,n+I) 
'--'6 - 1 '--'6 - 1 

C(l,l) __ L(r'il) Q(l,l) _ L(:r;+;) _ L(:r'il) 
2 - L(:r ) ' 6 - L(:r + ) L(:r ) 

C(l,n+I) - c(l,n+I) + c<l+2,n) c(l+l,n+l) 
6 - 2 6 - 2 

• ALGO C1 Cs version 1. 

C(l,l) __ L(rl~l) 
1 - L(:r) 

C(l,n+I) _ C(l+2,n)C(I+I,n)/C(I,n) 
1 - 1 (S,2) (8,2) 

C
(l,n+I) _ (C(I,n+I) _ C(l+2,n)C(I+I,n))/C(I+I,n+l) 
(8,1) - 1 1 (8,2) 1 

c<l,n+I) - 1 - c(l,n+I) 
(8,2) - (8,1) 

• ALGO C1 Cs version 2. 
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0(1,1) - - L(xl~t) 
1 - L(z) 

C(l,1) _ L(xl+l)L(zl+l) C(1,1) _ 1 C(1,1) 
(8,1) - L(xi)L(xi+2) ' (8,2) - - (8,1) 

c(l,n+I) - c<l+2,n)c(l+1,n);c<'.n) 
1 - 1 (8,2) (8,2) 

c<l,n+I) - c<l,n+I)c(l,n>;c(l+I,n+l) 
(8,1) - 1 (8,1) 1 

c<l,n+I) - 1- c<l,n+I) 
(8,2) - (8,1) 

• ALGO C2C8 version 1. 

0(1,1) __ L(x1~ 1 ) 
2 - L(z) 

C(l,1) _ L(x1+1)L(z'+1) C(l,1) _ l _ C(1,1) 
(8,1) - L(xi)L(:z:.!+2) ' (8,2) - (8,1) 

C(/,n+I) _ (C(I+I,n)C(I+I,n)C(I,n))/(C(I+1,n)C(I,n)) 
2 - 2 (8,2) (8,1) (8,1) (8,2) 

c<l,n+I) - 1 - c<l,n+I) 
(8,2) - (8,1) 

• ALGO C2C8 version 2. 

0(1,1) __ L(x1~ 1 ) 
2 - L(x) 

C(l,1) _ L(x'+1)L(z'+l) C(1,1) _ 1 _ C(1,1) 
(8,1) - L(xi)L(xi+2) ' (8,2) - (8,1) 

C
(l,n+I) _ (C(I+1,n)C(I+I,n)c(',n))/(C(l+I,n)c(',n)) 
2 - 2 (8,2) (8,1) (8,1) (8,2) 

C(l,n+l) _ C(l,n+I)C(I+I,n)/C(I+1,n+l) 
(8,1) - 2 {8,1) 2 

c(l,n+I) - 1 - c<l,n+I) 
(8,2) - (8,1) 

• ALGO C2C8 version 3. 

195 
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0 cz,1) __ L<:r':, > 
2 - L(z) 

C(l,1) _ L(:r'+l)L(z'+l) C(1,1) _ 1 C(l,1) 
(8,1) - L(:ri)L(:r1+2) ' (8,2) - - {8,1) 

c<z,n+t) _ (C(l+t,n>c<z+t,n>c<z,n))/(C<I+1,n)c<'·">) 
2 - 2 (8,2) {8,1) {8,1) (8,2) 

c<Z,n+t) _ (C(l,n+t>c<l+2,n)c<l+1,n))/(C<'+2,n)c<'+2,n)) 
(8,1) - 2 (8,1) (8,2) 2 (8,2) 

c<l,n+t) - 1 - c<l,n+t) 
(8,2) - (8,1) 

• ALGO C6C8 , version 1, forme progressive. 

C(l,n+1) C(l,n+1) et C(l,n+t) sont connus \IlE n et n est fixé 
6 ' (8,1) (8,2) 0 

c<l-2,n+l) di-J,n+l) -dl-l,n+l) c<l-2,n+l) dl-l,n+l) 
c(l,n) - 6 (8,2) 6 (8~2) (8,1) 

6 - c(l-2,n+I)dl-l,n+l 
(8,2) (8,2) 

C(l,n) _ C(l+t,n)C(I-t,n+t)/C(I-1,n+t) 
(8,2) - 6 {8,2) 6 

C(l,n) _ l _ C(l,n) 
(8,1) - . (8,2) 

• ALGO C6C8 version 2, forme progressive. 

C(l,n+t) C(l,n+t) et C(l,n+t) sont connus \Il E n et n est fixé 
6 . ' (8,1) (8,2) 0 

C
(l,n) _ (C(I,n+1)C(I-1,n+l)C(I,n+l))/(C(l-l,n+l)C(I,n+l)) 
(8,1) - 6 (8,2) {8,1) 6 (8,2) 

C(l,n) _ 1 _ C(l,n) 
{8,2) - {8,1) 

C(l,n) _ C(l-2,n+l)C(I-1,n+l)/C(I-2,n+l) 
6 - 6 {8,2) (8,2) 

• ALGO C11 C12 version 2. 
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C(l,O) _ L(:r1~1) C(l,O) _ L(zl) 
11 - L(:r ) ' 12 - ~ 

(1 ) .JI+1,n-1) -fi+J,n-1) .JI,n-1) -fl,n-1) c ,n _ Lï2 L"J, (. .. .,, -a2 
11 - al,n-1) al+1,n-1) _I+J,n-1) 

12 11 12 

(l ) d.I+J,n-1)dl+1,n) 
C ,n _ 12 u 

12 - dl+1,n-1) 
11 

• ALGO C9C12 version 2. 

C(l,O) _ L(z:-1) C(l,O) _ L(:r1) 

9 - L(:r -2) ' 12 - L(;r+î} 

(l ) d.l+1,n-1)c{l+2,n-1) 
C ,n - 'a 8 

12 - c0+2,n) 
9 

Le fameux QD algorithme des polynômes orthogonaux adjacents est l'algorithme 
Ct Cs. 

Nous pouvons déduire C 1 C 5 à partir par exemple de l'algorithme C 1 C6 , en sachant 
que 

C(l,n) _ -C(I+l,n) 
6 - 5 ' 

puisque C~i,j,n) = -C~i+t,;,n). 
Nous obtenons : 

C(l,l) __ L(:r1~ 1 ) C(l,1) _ Llz') _ L(z'~1) 
1 - L(:r: ) ' 5 - L(?=î} L(:r: ) 

C
(l,n+l) - c<l,n+l) + c<l+I,n) c<l-1,n+l) 
5 - 1 5 - 1 

En faisant 
C(l,n) - (n) t c<l,n) - (n) 1 - -q, e 5 - -e,_l' 

les relations de l'algorithme C1C5 s'écrivent de la façon suivante: 
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q (Z) e(Z) = q(Z+l)e(Z-1) 
n+l n n n 

e(Z) + q(Z) _ q(Z) + e(l+l) 
n+l n+l - n+l n ' 

qui est la notation habituelle du QD algorithme [2]. 

2. Polynômes Orthogonaux Vectoriels de dimension -1 

En sachant que Li(x;) = L(x;-i) et ct!1f' = c~:;tl, nous obtenons facil~ment 
l'expression particulière des algorithmes deduits dans la section précédente. 

• ALGO Ct C2 version 1. 

C[l,l] _ C{l,l] __ L(z1~1) 
2 - 1 - L(z) 

C[l,n+l] - c!l,n] + c[l,n+l] cll+l,n] 
1 - 1 2 - 2 

• ALGO Ct C2 version 2. 

C[l,l] _ C{l,l) __ L(zl~t) 
2 - 1 - L(z) 

• ALGO .C1 C2 version 3. 

C[l,l] _ C[l,l] __ L(zl~t) 
1 - 2 - L(z) 

• ALGO C1 C2 version 4. 
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C(1,1] _ C(1,1] __ L(z'it) 
1 - 2 - L(.r) 

• ALGO CtCs. 

0(1,1) __ L(.r1i 1 ) Q[l,l] _ L(.r1) _ L(.r1i 1 ) 

1 - L(.r ) ' 6 - W=î') L(.r ) 

rr[l,n+I] - cll,n+I) + c!l+l,n) c!l-1,n+l) 
'-'6 - 1 6 - 1 

C[/,1) - - L(.r'il) C[/,1) - LC.r') - L(z'it) 
2 - L(.r ) ' 6 - ~ L(.r ) 

C[l,n+I] - c[l,n+l] + c[l,n] c!l-1,n+1] 
6 - 2. 6 - 2 

• ALGO C1 C8 version 1. 

cr'.1l - - L<z'il > 
1 - L(.r) 

C[/,1) :_ L(zl+t )L(zl-1) C[/,1) _ 1 _ 0(1,1) 
(8,1) - L(zi)L(zl) ' (8,2) - (8,1) 

cll,n+1] - cll,n)c[l+1,n];cll,n) 
1 - 1 (8,2) (8,2) 

C [l,n+I] _ (C[I,n+I) _ cll,nlc!l+1,n])/Cl'-t,n+I) 
(8,1) - 1 1 (8,2) 1 

cll,n+I] - 1 - cll,n+l] 
(8,2) - (8,1) 

• ALGO C1Cs version 2. 
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cr'.11 __ L<:r'~ 1 > 
1 - L(:r) 

cr'.11 _ L(:r'+1 >L<x'-1 > cl',1l _ 1 _ cr'.11 
(8,1) - L(.:ri)L(:rl) ' (8,2) - (8,1) 

C[l,n+l) _ C[l,nJcfl+l,n)/C[I,n) 
1 - 1 (8,2) (8,2) 

cll,n+l) - cll,n+l)c[',n) ;cll-1,n+l) 
(8,1) - 1 (8,1) 1 

cll,n+l) - 1 - cfl,n+l) 
(8,2) - (8,1) 

• ALGO C2C8 version 1. 

cf',1l - - L<x'~1 > 
2 - L(:r) 

cl',11 _ L<x'+l >L<x'-1 > ct'.1J _ 1 _ cf',11 
(8,1) - L(:rl)L(:rl) ' (8,2) - (8,1) 

cfi,n+l] _ (C(l+1,n)C[I+l,n)C[I,n] )/(C[I+1,n)cl'·n]) 
2 - 2 (8,2) (8,1) (8,1) (8,2) 

1 
cll,nt1Jcl'.n) C l,n+1] _ 2 (8,1) 

(8,1) - 0 (1,n] 0 (l,n] +C[I 1,nt1Jc(l,n] 
2 (8,2) 2 (8,1) 

cf1,n+l] _ 1 _ cfl,n+l) 
(8,2) - (8,1) 

• ALGO C2C8 version 2. 

cf',1J __ L(:r'~~ > 
2 - L(:r) 

C(/,1) _ L(.:r1+1 )L(:r1- 1 ) C[/,1] _ 1 _ C(/,1) 
(8,1) - L(:rl)L(r') ' (8,2) - (8,1) 

cfl,n+l] _ (Cfl+1,n]cl'+1,nJcfl,nJ )/(C(1+1,n)C(I,nJ) 
2 - 2 (8,2) (8,1) (8,1) (8,2) 

cll,n+l) - c(l,n+l)cl'-l,nJ;cll-1,n+l) 
(8,1) - 2 (8,1) 2 

C
(l,n+l] - 1 cll,n+l) 
(8,2) - - (8,1) 

• ALGO C2C8 version 3. 
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cll,1J - - L<:r·~~ > 
2 - L(:r) 

0 [,,11 _ L<:r•+l>L<r'-l> cll,1J _ 1 _ cll,1J 
(8,1) - L(:ri)L(:r') ' (8,2) - (8,1) 

cll,n+tJ _ (Cll+t,nJcl'+t,nJcll,nJ )/(C[z+t,nJcl',n1) 
2 - 2 (8,2) (8,1) (8,1) (8,2) 

cll,n+tJ _ (C[l,n+tJcl'·nJ cll-1,nJ)/(Cl',n1clz,nJ) 
(8,1) - 2 (8,1) (8,2) 2 (8,2) 

cll,n+l] - 1 - cll,n+l] 
(8,2) - (8,1) 

• ALGO C6C8 , version 1, forme progressive. 

C[l,n+tJ cll,n+tJ et cll,n+t] sont connus VI E Z et n est fixé 
6 ' (8,1) (8,2) 

[ 
c!l,ntllcl'-l,ntl]_0 !r-t,n+llcl'·n+lJcl'-l,n+l) C l,nJ _ 6 (8,2) 6 (8,2) (8,1) 

6 - cll,ntlJcll-l,ntl] 
(8,2) (8,2) 

cll,nJ _ cll+t,nJcll+t,n+tJ;cll+1,n+1J 
(8,2) - 6 (8,2) 6 

c[l,n] - 1 - cll,n] 
(8,1) - . (8,2) 

• ALGO C6C8 version 2, forme progressive. 

C[l,n+tJ cll,n+tJ et cll,n+1J sont connus VI E Z et n est fixé 
6 • ' (8,1) (8,2) 

C[l,n] _ (C[l,n+l]C[l+1,n+1]C[l,n+l])/(C[l+l,n+l]C[l,n+l]) 
6 - 6 (8,2) (8,1) 6 (8,2) 

cll,nJ _ cll+1,nJcl'+t,n+tJ/C[l+t,n+lJ 
(8,2) - 6 (8,2) 6 

cll,n] - 1 - cll,n] 
(8,1) - (8,2) 

• ALGO 0 11 C12 version 2. 
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C{l,O] _ L(~:;) C(l,O] _ L(z1) 
11 -L( )' 12 -~ 

t' ~ c!'+1,ta-1lc!'+1,•-1) ...JI,•-1) c!'·•-1) c '"J - 13 11 "' .. j, - f2 
11 - ë!'·•-1) cl'+1, .. -1)_0 '+1.•-1) 

12 11 12 

• ALGO CsCu version 2. 

tl , ct•.•-1]c(l-1,ta-1) 1 _0~!1+1,•-1lc!,',·•-1) C ,nJ- a 12 __ 
9 - cil,n-1] 1 c l,n-1Jcli-1,n-1] 

12 - ' 12 

tl , cll-l,ft-l)cl•.n-1) 
C ,nJ- Ja R 

12 - cll,n] 

' 

2.3.3 Conclusion 

Polynômes biortbogonaux adjacents 

L'implémentation des algorithmes de type QD pour le calcul des coefficients des relations 
de récurrence des polynômes biorthogonaux pose de sérieux problèmes d'encombrement de 
mémoire et de volume de calculs. Une étudé de minimisation de ces problèmes, semblable 
à celle qui a été faite dans la section 1.3.1, s'impose. 

En outre, il se pose la question de la stabilité numérique de ces algorithmes. En effet, il est 
connu que l'algorithme QD pour les polynômes orthogonaux adjacents est numériquement 
instable à cause du calcul des différences et des quotients entre des valeurs très proches. 
Nous rema.Tquons que la même situation est susceptible de se produire pour ce qui concerne 
les autres algorithmes de type Q D. 

L'implémentation en Mathematica{13] permet de faire du calcul approché de haute pré
cision et permet ainsi de minimiser l'effet cumulatif des erreurs d'arrondi. 

Cependant, il serait toujours intéressant d'étudier les différentes versions des algorithmes 
du point de vue de la stabilité numérique. 
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C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C PROGRAM NAME - GENPADETYPE ( GENERALIZED PADE-TYPE APPROXIMANTS ) + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C DESCRITPION : + 
c + 
C MAIN PROGRAM THAT COMPUTES A SEQUENCE OF GENERALIZED PADE-TYPE + 
C APPROXIMANTS USING THE BLOCK BORDERING METHOD. + 
C IT IS A CONVERSATIONAL PROGRAM. DURING RUNTIME THE USER IS + 
C INVITED TO CHOSE THE SERIES, THE GENERATING FONCTION, THE BASIS + 
C OF POLYNOMIALS AND THE FUNCTIONALS AMONG OTHERS, OF THE EXAMPLE + 
C HE WANTS TO TEST. + 
c . + 
c + 
C MODULES REQUIRED .+ 
c + 
c + 
c + 
C - SUBROUTINES BASISPOLY, BETABOR, BLBORD, DERIVEPOLY, + 
C FUNGENERATING, GAUSS, INVERS, MODIFIEDMOMENTS, + 
C PRIMITIVEPOLY, RE'ADPOLY, RCPROD, SYSTEM, + 
C WRITEPOLY, WRITING. + 
c + 
c + 
C - rnTEGER FONCTIONS PFACT. + 
c + 
c + 
C - OOUBLE PRECISION FONCTION ELFUNGEN, F, FUNPOLY, GPADETYPE, + 
C HORNER, mNERG. + 
c + 
c + 
C THE CODES OF THE SUBROUTrnES BASISPOLY, FUNGENERATING AND + 
C MODIFIEDMOMENTS, AND THE FUNCTIONS ELFUNGEN, F AND FUNPOLY + 
C ARE WRITTEN ACCORDING TO THE OPTIONS OF THE SERIES, THE + 
C GENERA TING FUNCTIONS, THE BASIS OF POLYNOMIAL$ AND THE + 
C FUNCTIONALS GIVEN IN THE CALLING PROGRAM. + 
c + 
c + 
C WHEN THE USER WANTS TO TEST NEW EXAMPLES, HE MUST ADD + 
C THE NECESSARY NEW OPTIONS TO THE + 
c + 
C - MENU OF SERIES + 
C - MENU OF GENERATING FONCTION + 
C - MENU OF BASIS OF POLYNOMIALS + 
C - MENU OF FONCTIONALS + 
c + 
C IN THE CALLING PROGRAM, AND THE CORRESPONDING NEW CODE TO THE + 
c + 
C SUBROUTINES - BASISPOLY + 
C - FUNGENERATING + 
C - MODIFIEDMOMENTS + 
c + 
C AND THE + 
c + 
C FUNCTIONS - ELFUNGEN + 
C - F + 
C - FUNPOLY • + 
c + 
c + 
C THE BLOCK BORDERING METHOD IS IMPLEMENTED IN THE MODULES BLBORD, + 
C BETABOR, GAUSS, INVERS, RCPROD, AND mNERG, THAT WERE WRITTEN + 
C AND PUBLISHED BY + 
c + 
C C. BREZINSKI, M. REDIVO ZAGLIA, Extrapolation Methods. + 
c Theory and Practice, North-Holland, Amsterdam, 1991. + 
c + 

APPENDIX A page 1 6 Apr 1994 15:05 



C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C Zelia DA ROCHA + 
C Laboratoire d'Analyse Numerique et d'Optimisation + 
C UFR IEEA - M3 + 
C USTL + 
c 59655 - Villeneuve d' Ascq Cedex + 
C FRANCE + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
c + 

PROGRAM GENPADETYPE 
c 
C • . . SPECIFICATIONS FOR EXTERNAL FONCTIONS 
c 

OOUBLE PRECISION F, GPADETYPE 
c 
C • . • SPECIFICATIONS FOR VARIABLES AND CONSTANTS 
c 

INTEGER IER, INIT, IR, IL, I, Il, I2, ILl, N, K, J, OPS, 
* OPD, OPG, OPB, OPF, OPAI, OPCl, OPC2 

DJUBLE PRECISION EPS, GPI', FT, T 
c 
C . . . SPECIFICATIONS FOR PARAMETER CONSTANTS 
c 

PARAMETER (IR=40 , IL=20 , EPS:l.OD-31) 
c 
C IR IS THE MAXIMUM NUMBER OF APPROXIMANTS TO BE CALCULATED 
c 
c 
C . . . SPECIFICATIONS FOR VECTORS AND MATRICES 
c 

c 
c 
c 

c 

DOUBLE PRECISION M(IR,IR),A(IR),D(IR),PB(O:IR-1,-l:IR-1), 
* L ( 0: IR-1, 0: IL) , FKT ( 0: IR-1) , C ( 0: IR-1) , 
* WBETA(IR,2*IR) ,WK(IR) ,WVl(-l:IR-1) ,WV2(-l:IR-l) 

OPEN (1, FILE="RESGENPADETYPE", STATUS="NEW") 

C ... EXECUTABLE STATEMENTS 
c 
100 WRITE(9,*) '***MENU OF SERIES***' 

WRITE(9,*) 

c 
c 
c 

WRITE(9,*)' (1) F(T):EXP(-T)' 
WRITE(9,*)' (2) F(T)=LOG(l+T)/T' 
WRITE ( 9, *) ' ( 4) SUM OF SERIES NOT KNOWN' 
READ(9,*)0PS 
SELECT CASE(OPS) 

CASE(l) 
WRITE(l,*) 'F(T)=EXP(-T)' 

CASE(2) 
WRITE(l,*) 'F(T):LOG(l+T)/T' 

CASE(4) 
WRITE ( 1, * ) ' SUM OF SERIES NOT KNOWN' 

CASE DEFAULT 
WRITE ( 9, *) 'WRCNG VALUE' 
WRITE(9,*) 'TRY AGAIN' 
GO TO 100 

END SELECT 
WRITE(l, *) 

200 WRITE(9,*)' (1) SUM OF SERIES AVAILABLE' 
WRITE ( 9, *) ' ( 2) SUM OF SERIES NOT AVAILABLE' 
READ(9,*)0PD 
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c 
c 
c 

.. 
IF(OPD.NE.1.AN.D.OPD.NE.2)THEN 
WRITE(9~*) 'WRONG VALUE' 
WRITE ( 9 1 * ) 'TRY AGAIN' 
GO TO 200 

END IF 

300 WRITE(9~*) '*** MENU OF GENERATING FUNCTIONS ***' 
WRITE(91 *)' 

c 
c 
c 

WRITE(9~*)' (1) G(X~T):1/(1-XT)' 
WRITE(9 1*)' (2) G(X1T)=EXP(-XT) • 
WRITE(91*) 1 (3) G(XIT):LOG(l+XT)/T 1 

READ ( 91 * ) OPG 
SELECT CASE ( OPG) 

CASE(1) 
WRITE(11*) 1 G(X1T)=1/(l-XT) 1 

CASE(2) 
WRITE(1 1*) 'G(X1T)=EXP(-XT) 1 

CASE(3) 
WRITE(1~*) 1 G(X~T):LOG(1+XT)/T' 

CASE DEFAULT 
WRITE ( 9, * ) 'WRONG VALUE' 
WRITE { 9, * ) 1 TRY AGAIN 1 

GO TO 300 
END SELECT 
WRITE{1, *) 

400 WRITE{9,*) 1 *** MENU OF BASIS OF POLYNOMIALS *** 1 

WRITE{9,*) 

c 
c 
c 

WRITE(9,*) 1 (1) CANONICAL BASIS 1 

WRITE(9,*) 1 (2) FIRST KIND TCHEBYSHEV BASIS 1 

WRITE{9,*) 1 {3) SECOND KIND TCHEBYSHEV BASIS 1 

WRITE ( 9, *) 1 
{ 4) BASIS TO GIVE BY THE USER 1 

READ(9, *)OPB 
SELECT CASE(OPB) 

CASE{1) 
WRITE{1,*) 1 cANONICAL BASIS 1 

CASE(2) 
WRITE(1,*) 'FIRST KIND TCHEBYSHEV BASIS 1 

CASE(3) 
WRITE{1,*) 'SECOND KIND TCHEBYSHEV BASIS 1 

CASE(4) 
WRITE ( 1, *) 1 BASIS TO GIVE BY THE USER 1 

CASE DEFAULT 
WRITE { 9, *) 1 WRONG VALUE 1 

WRITE { 9, *) 'TRY AGAIN 1 

GO TO 400 
END SELECT 
WRITE(1, *) 

500 WRITE { 9, *) 1 POINT WHERE THE APPROXIMANTS ARE CALCULATED ? ' 
READ(9,*)T 
WRITE{1, 15)T 

15 FORMAT(/, 1 T =' ,D10.2,/) 
SELECT CASE(OPD) 

CASE{1) 
FT=F(OPS,T) 

WRITE { 9, 2 5) T, FT 
WRITE(1,25)T,FT 

25 FORMAT{ 1 F{' ,D10.2, 1 )= 1 ,D24.16) 
CASE(2) 

FT=O.ODOO 
END SELECT 
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c 
c 
c 
600 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
ïOO 

WRITE(1,35) 

K=O;INIT=O;IER=O 

COMPUTATION OF THE K-TH GENERALIZED PADE-TYPE APPROXIMANT 
(K) (T). 

F 

CHOICE OF THE FUNCTIONAL Lk 

WRITE ( 9, *) 1 DEFINITION OF THE FUNCTIONAL L 1 
, K 

WRITE(9, *) 
WRITE ( 1, *) 'DEFINITION OF THE FUNCTIONAL L ' , K 
WRITE(1,*) 
WRITE(9,*) '*** MENU OF FUNCTIONALS ***' 
WRITE(9,*) 
WRITE(9, *)' (1) 
WRITE(9, *)' 
WRITE ( 9, * ) ' ( 2 ) 
WRITE(9,*)' 
WRITE(9,*)' (3) 
WRITE(9, *)' 
WRITE(9,*)' (4) 
WRITE(9, *) ' 
WRITE(9,*)' (5) 
WRITE(9,*)' 
WRITE(9,*)' (6) 
WRITE(9,*)' 

L (F)=F(X ) ' 
k k 

L (F)=D(J )F(X )' 
k k k 1 

L (F) =INTEGRAL OF F BETWEEN X AND Y 
k k k ' 

L (F)=A *F(X )+ •.. +A *F(X ) ' 
k kl kl kn kn 1 

L (F)=A *D(J )F(X )+ ••• +A *D(J )F(X ) ' 
k kl kl kl kn kn kn 1 

L (F)=A *INTF(X ,Y )+ .•. +A *INTF(X , Y ) ' 
k kl kl kl kn kn kn ' 

READ ( 9, * ) OPF 
SELECT CASE(OPF) 

CASE(l) 
WRITE(1, *) 'L (F) =F (X ) ' 

WRITE(1, *)' k k ' 
CASE(2) 

WRITE(l, *) 'L (F) =D(J )F(X ) ' 
WRITE(1, *)' k k k 

CASE(3) .· 
WRITE(l,*) 'L (F)=INTEGRAL OFF BETWEEN X AND Y ' 

WRITE(1, *)' k k k 1 

CASE(4) 
WRITE(1,*) 'L (F)=A *F(X )+ .•• +A *F(X ) ' 

WRITE ( 1, *) ' k kl kl kn kn ' 
CASE(5) 

WRITE(1,*) 'L (F)=A *D(J )F(X )+ ... +A *D(J )F(X ) ' 
WRITE ( 1, *) • k k1 kl kl kn kn kn' 

CASE(6) .· 
WRITE(l,*) 'L (F)=A *INTF(X ,Y )+ ••• +A *INTF(X ,Y ) ' 

WRITE(1, *)' k kl k1 kl kn kn kn 
CASE DEFAULT 

WRITE(9,*) 'WRONG VALUE' 
WRITE(9, *) 'TRY AGAIN' 

GO TO 700 
END SELECT 

c 
c 
c 

• • • DEFDUTION OF THE FUNCTIONAL Lk 

L(K,O)=DBLE(OPF) 
IF(OPF.EQ.l.OR.OPF.EQ.2.0R.OPF.EQ.3)THEN 

WRITE(9,*) 'X' ,K, '?' 
WRITE(l, *)'X' ,K, 1 ?' 

READ(9,*)L(K,l) 
WRITE(1,45)L(K,l) 

ELSE 
SELECT CASE(OPF) 

CASE(4) 
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ILl=INT((IL-1)/2) 
CASE(5,6) 

ILl=INT((IL-1)/3) 
END SELECT 

800 WRITE(9,*)'NUMBER OF TERMS <=',ILl,'?' 
WRITE(l,*)'NUMBER OF TERMS <= ',ILl,'?' 
READ(9,*)N 
IF(N.GT.ILl)THEN 

WRITE ( 91 *) 'THE NUMBER OF TERMS MUST BE SMALLER THAN ' , ILl 
WRITE(9, *) 'TRY AGAm'' 
WRITE ( 1 1 *) 'THE NUMBER OF TERMS MUST BE SMALLER THAN ' , ILl 
WRITE(l1*) 'TRY AGAm'' 
GO TO 800 

END IF 
WRITE(l, 55)N 
L(K,l)=DBLE(N) 

900 WRITE(9,*)'Ai=l/(NUMBER OF TERMS)' 
WRITE(9, *) '(1) YES 1 (2) NO' 
WRITE(l,*)'Ai=l/(NUMBER OF TERMS)' 
WRITE(ll*)'(l) YES 1 (2) NO' 
READ(9,*)0PAI 
WRITE(l 1*)0PAI 
SELECT CASE (OPAl) 

CASE(l) 
00 10 I=l~N 

L(KII+l):l.OODOO/N 
10 CONTINUE 

CASE(2) 
00 20 I=l~N 

WRITE ( 9 1 * ) 'A' 1 I 1 ' = ' 
WRITE ( 1 1 * ) 'A' 1 I 1 ' = ' 
READ(9 1*)L(KII+l) 
WRITE(l 145)L(KII+l) 

20 CONTINUE 
CASE DEFAULT 

WRITE ( 9 1 *) 'WRONG VALUE' 
WRITE(9,*) 'TRY AGAm'' 
GO TO 900 

END SELECT 
00 30 I=l~N 

Il=N+l+I 
WRITE(9 1*) 'X' ,I 1 '=' 
WRITE(l 1*) 'X' 1I 1 '=' 
READ(9 1 *)L(K~Il) 
WRITE(li45)L(K~Il) 

30 CONTmuE 
END IF 
SELECT CASE(OPF) 
CASE(l) 

CONTmuE 
CASE(2) 

WRITE ( 9 1 *) 'ORDER OF THE DERIVATIVE ? ' 
WRITE ( 1 1 *) 'ORDER OF THE DERIVATIVE ? ' 
READ(9,*)J 
WRITE(l,55)J 
L(K~2)=DBLE(J) 

CASE(3) 
WRITE(9, *)'Y' 1K1 '=' 
WRITE(l 1 *)'Y' ,K1 '=' 
READ(9,*)L(K,2) 
WRITE(l 1 45)L(K~2) 

CASE(4) 
CONTmuE 

CASE (5) 
00 40 I=l1N 

I2=2*N+l+I 
WRITE(9 1*) 'J' 1 I, '=' 
WRITE ( 1, * ) 'J ' 1 I 1 ' = ' 
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READ(9,*)J 
L(K,I2)=DBLE(J) 

WRITE(l, 55)J 
4 0 CONTINUE 

CASE(6) 
DO 50 I:l,N 

I2=2*N+l+I 
WRITE(9, *)'Y', I, '=' 
WRITE(l,*) 'Y' ,I, '=' 
READ(9,*)L(K,I2) 
WRITE(1,45)L(K,I2) 

50 CONTINUE 
END SELECT 

c 
C • • • END OF THE DEFINITION OF THE FUNCTIONAL Lk 
c 
c 
C ••• CALL FUNGENERATING 
c 

CALL FUNGENERATING (OPG 1 L 1 IR, T 1 K, FKT) 
c 
C • • • CALL BASISPOLY 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 

CALL BASISPOLY (OPB, IR, WV1, K1 PB) 

••• CALL MODIFIEDMOMENTS 

CALL MODIFIEDMOMENTS (OPS, OPG, K1 C) 

• • • CALL SYSTEM 

CALL SYSTEM (LI IR, WV1, WV2, PB, C, K, M, D) 

C • • • CALL BLBORD 
c 

c 

CALL BLBORD (M, D, IR, A, WBETA, WK, EPS, INIT, IER) 
IF{IER.NE.O.AND.IER.NE.2100)THEN 

WRITE { 9, *) 'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE BLBORD' 
WRITE{9,*)' 

WRITE { 1, *) 'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE BLBORD' 
WRITE(1, *)' 

SELECT CASE { IER) 
CASE{200) 

WRITE ( 9 1 * ) 'CALL OF THE SUBROUTINE BLBORD WITH IER<>O ' 
WRITE { 1, '*) 'CALL OF THE SUBROUTINE BLBORD WITH IER<>O ' 

CASE{300) 
WRITE { 9, * ) 'ROWS DIMENSION TOO SMALL COMPARED TO ' 
WRITE { 9, '*) 'NUMBER OF CALLS OF SUBROUTINE BLBORDER' 
WRITE{9,*)'IR < K+1' 
WRITE { 1, *) 'ROWS DIMENSION TOO SMALL COMPARED TO ' 
WRITE { 1 1 '*) 'NUMBER OF CALLS OF SUBROUTINE BLBORDER' 
WRITE{1,*) 'IR< K+1' 

END SELECT 
PAUSE 

STOP 
END IF 
IF{IER.EQ.2100)THEN 

WRITE { 9 1 '*) 'WARNING MESSAGE FROM THE SUBROUTINE BLBORD' 
WRITE{9 1 *) 'SINGULAR MATRIX 1 

WRITE { 1, *) 1 WARNING MESSAGE FROM THE SUBROUTINE BLBORD 1 

WRITE(1,*) 1 SINGULAR MATRIX 1 

IER=O 
GO TO 1000 

END IF 

C ••• CALL GPADETYPE 
c 

GPT=GPADETYPE (KI FKT, A) 
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c 
c 
c 

CALL WRITmG 

CALL WRITmG (OPD, EPS, T, K, GPI', Fr) 
10 0 0 WRITE ( 9, * ) ' ( 1) COMPUTE NEXT APPROXIMANT ' 

WRITE(9,*)' (2) STOP' 
READ(9,*)0PC1 
IF(OPCl.NE.l.AND.OPC1.NE.2 )THEN 

WRITE ( 9, *) 'WRONG VALUE' 
WRITE(9,*) 'TRY AGAm' 

GO TO 1000 
END IF 
IF ( OPCl. EQ.1) THEN 

K=K+1 
IF(K.GT. (IR-1) )THEN 

WRITE(9,*) 'K IS GREATHER THAN ITS MAXIMUM ~UE ',IR-1 
WRITE ( 1, * ) 'K IS GREATHER THAN ITS MAXIMUM VALUE ' , IR-1 
PAUSE 
GO TO 1100 

END IF 
GO TO 700 

END IF 
1100 WRITE ( 9, *) ' ( 1) NEW EXAMPLE' 

WRITE(9, *)' (2) NEW POmT ' 
WRITE ( 9, * ) ' ( 3) SAME EXAMPLE, SAME POINT, ' 
WRITE(9,*) 1 NEW SEQUENCE OF FUNCTIONALS L 
WRITE ( 9, * ) 1 K 1 

WRITE(9,*) '(4) STOP' 
READ(9,*)0PC2 
WRITE(1, 65) 
SELECT CASE(OPC2) 

CASE(1) 
GO TO 100 

CASE(2) 
GO TO 500 

CASE(3) 
GO TO 600 

CASE(4) 
STOP 

CASE DEFAULT 
WRITE ( 9, *) 1 WRONG VALUE 1 

WRITE(9,*) 'TRY AGAIN 1 

GO TO 1100 
END SELECT 

35 FORMAT(70('-')) 
45 FORMAT(D24.16) 
55 FORMAT(I2) 
65 FORMAT(/,70('* 1

),/) 

c 
c 

END 

C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C SUBROUTINE NAME READPOLY + 
c + 
C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C DESCRIPI'ION: + 
c + 
C READS THE DEGREE AND THE COEFFICIENTS OF A POLYNOMIAL + 
c + 
C USAGE: + 
C CALL READPOLY ( P ) + 
c + 
C ARGUMENTS: + 
c + 
C P - OtiTPUT REAL VECTOR + 
c + 
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c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

REMARKS: 

P(X) = p 
0 

+ p 
1 

p = (NI p 
0 

X+ p X**2 + ... + p X**N 

p 
1 

2 N 

p 
2 

1 • • • , p 
N 

- ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING 
PROCEDURE MUST BE IN OOUBLE PRECISION 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

SUBROUTINE READPOLY (P) 

• • • SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 

DOUBLE PRECISION P(-1:-1) 

••• SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES 

INTEGER I1N 

•.. EXECUTABLE STATEMENTS 

WRITE ( 9 1 *) 'DEGREE OF THE POLYNOMIAL ? ' 
1ŒAD(9~*)N 
P(-1)=DBLE(N) 
WRITE(9~*) 'COEFFICIENTS OF THE POLYNOMIAL (ONE BY LINE) ?' 
00 10 I=O~N 

'READ(9~*)P(I) 

10 CONTINUE 

c 
c 

REl'URN 
END 

C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C SUBROUTINE NAME WRITEPOLY + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++.+++++++++ 
c + 
C DESCRIPTION: + 
c + 
C WRITES THE DEGREE AND THE COEFFICIENTS OF A POLYNOMIAL + 
c + 
C USAGE: + 
C CALL WRITEPOLY ( P ) + 
c + 
C AR~S: + 
c + 
C P - INPUT REAL VECTOR + 
c + 
C P(X) = p + p X + p X**2 + ... + p X**N + 
C 0 1 2 N + 
c + 
C P = ( N1 p P p 1 ••• 1 p + 
C 0 1 2 N + 
c + 
c + 
C REMARKS: + 
c + 
C - ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING + 
C PROCEDURE MUST BE IN OOUBLE PRECISION + 
c + 
C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 

APPENDIX A page 8 6 Apr 1994 15: 0~ 



c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 

SUBROUTINE WRITEPOLY (P) 

SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 

DOUBLE PRECISION P(-1:-1) 

• • • SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES 

INTEGER ID, I 

••• EXECUTABLE STATEMENTS 

ID=IDmi'(P(-1)) 
WRITE ( 9, *) 1 

( 
1 

, ID, ( P ( I) , I=O, ID) , 1 
) 

1 

WRITE(9,*) 
PAUSE 
REI'URN 
END 

c 
C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C FUNCTION NAME HORNER + 
c + 
C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c +. 
C DESCRIPTION: + 
c + 
C DOUBLE PRECISION FUNCTION + 
c + 
C EVALUATES A POLYNOMIAL IN A POINT USING HORNER ALGORITHM + 
c + 
C USAGE: + 
C CALL HORNER ( P , X ) + 
c + 
C ARGUMENTS: + 
c + 
C P - INPUT REAL VECTOR CONTAINING THE DEGREE AND + 
C THE ·COEFFICIENTS OF A POLYNOMIAL. + 
c + 
C X - INPUT REAL VALUE. IT REPRESENTS THE POINT WHERE + 
C THE POLYNOMIAL P IS EVALUATED. + 
c + 
c + 
c + 
C REMARKS: + 
c + 
C - ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING + 
C PROCÉDURE MUST BE IN DOUBLE PRECISION + 
c + 
C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

DOUBLE PRECISION FUNCTION HORNER ( P, X ) 

SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 

DOUBLE PRECISION P ( -1: -1) , X 

• • • SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES 

INTEGER ID, I 
DOUBLE PRECISION PX 

• • • EXECUTABLE STATEMENTS 

ID=IDrnT(P(-1)) 
PX=P(ID) 
DO 10 I=1, ID 
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PX=PX*X+P(ID-I) 
10 CONTINUE 

c 

HORNER=PX 
RETURN 
END 

c 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C SUBROUI'rnE NAME PRIMITIVEPOLY + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C DESCRIPTION: + 
c + 
C COMPUI'ES THE PRIMITIVE OF A POLYNOMIAL + 
c + 
C USAGE: + 
C CALL PRIMITIVEPOLY ( P , PRIVP ) + 
c + 
C ARGUMENTS: + 
c + 
C P - INPUT REAL VECTOR CONTArnrnG THE DEGREE AND + 
C THE COEFFICIENTS OF A POLYNOMIAL. + 
c + 
C PRIV - OUTPUT REAL VECTOR CONTArnrnG THE DEGREE AND + 
C THE COEFFICIENTS OF THE PRIMITIVE OF P + 
c + 
c + 
C ~S: + 
c + 
C - ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLrnG + 
C PROC:EOOF.E MUST BE rn DOUBLE PRECISION + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 

SUBROUTrnE PRIMITIVEPOLY (P, PRIVP) 

SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 

DOUBLE PRECISION P(-1:-1), PRIVP(-1:-1) 

. • . SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES 

INTEGER PID, I 

C ... EXECUTABLE STATEMENTS 
c 

PRIVP(-1):P(-1)+1 
PID=IDINT(PRIVP(-1)) 
PRIVP(O):O.ODOO 
DO 10 I=1,PID 

PRIVP(I)=P(I-1)/I 
10 CONTINUE 

c 
c 

RETURN 
END 

C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C FUNCTION NAME PFAÇT + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C DESCRIPTION: + 
c + 
C INTEGER FUNCTION: + 
c + 
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C COMPUTES THE PARTIAL FACTORIAL BE'IWEEN TWO NON NEGATIVE INTEGERS + 
C I AND J ( I <= J ) : + 
C I * (I+1) * •.. * J. + 
c + 
c + 
C USAGE: + 
C PFACT ( I , J ) + 
c + 
C ARGUMENTS: + 
c + 
C I , J - INPUT INTEGER VALUES. + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

INTEGER FONCTION PFACT(I, J) 

• • • SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 

INTEGER I,J 

• . • SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES 

INTEGER K,P 

... EXECUTABLE STATEMENTS 

IF(I.LT.O.OR.J.LT.O)THEN 
WRITE(9,*) 'STOP DUE TO ERROR IN THE FONCTION PFACT' 

WRITE(9,*) 'I AND/OR J ARE NEGATIVE' 
WRITE(9,*) 'I=' ,I, 'J=' ,J 
PAUSE 
WRITE(1,*) 'STOP DUE TO ERROR IN THE FUNCTION PFACT' 
WRITE(1,*) 'I AND/OR J ARE NEGATIVE' 
WRITE(1, *) 'I=' ,I, 'J=' ,J 

STOP 
END IF 
IF(J.LT.I)THEN 

WRITE ( 9, *) 'STOP DUE TO ERROR IN THE FUNCTION PFACT' 
WRITE(9,*) 'J < I' . 

WRITE ( 9, *) 'I=' , I, 'J=' , J 
PAUSE 

WRITE ( 1, * ) 'STOP DUE TO ERROR IN THE FUNCI'ION PFACT' 
WRITE(1,*) 'J < I' 

WRITE(1,*) 'I=' ,I, 'J=' ,J 
STOP 

END IF 
IF(J.EQ.O)THEN 

PFACT=1 · 
RETURN 

END IF 
P=1 
00 10 K:I,J 

P=P*K 
10 CONTINUE 

c 

PFACT=P 
RETURN 
END 

c 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C SUBROUTINE NAME DERIVEPOLY + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C DESCRIPTION: + 
c + 
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C COMPUTES THE DERIVATIVE OF ORDER J OF A POLYNOMIAL. 
c 
C USAGE: 
C CALL DERIVEPOLY ( P 1 J 1 n:TP ) 
c 
C ARGt.JMENTS: 
c 
C P - mPUT REAL VECTOR CONTAmiNG THE DEGREE AND 
C THE COEFFICIENTS OF A POLYNOMIAL. 
c 
C J - ORDER OF THE DERIVATIVE. 
c 
c (J) 
C D P - OUTPUT REAL VECTOR CONTAmiNG THE DEGREE AND 
C THE COEFFICIENTS OF THE POLYNOMIAL DERIVATIVE 
C OF ORDER J OF P. 
c 
c 
C EXTERNAL MODULES: 
c 
C - FONCTION PFACT 
c 
c 
c 
C REMARKS: 
c 
C - ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING 
C PROCEJ:XJRE MUST BE IN DOUBLE PRECISION. 
c 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+. 
+ 
+ 

C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 

SUBROUTINE DERIVEPOLY (Pl J, DJP) 
c 
C . • . SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 
c 

INTEGER J 
DOUBLE PRECISION P(-1:-1),DJP(-1:-1) 

c 
C • • . SPECIFICATIONS FOR EXTERNAL FUNCTIONS 
c 

INTEGER PFACT 
c 
C . • . SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES 
c 

c 

DOUBLE PRECISION Z 
INTEGER ID,DID,I,I1,J1 

C ..• EXECUTABLE STATEMENTS 
c 

c 

ID=IDINT(P(-1)) 
IF(J.LE.O)THEN 

C • • • WE OON 'T DERIVE 
c 

DO 10 I=-1~ID 
n:TP(I)=P(I) 

10 CONTINUE 
ELSE IF(J.GT.ID.OR.ID.EQ.O)THEN 

c 
C ••• P IS A CONSTANT OR THE ORDER OF THE DERIVATIVE 
C IS GREATER THAN THE DEGREE OF P 
c 

DJP(-1)=0.0DOO 
DJP(0)=0.0DOO 

ELSE IF(J.EQ.ID)THEN 
n:TP(-1)=0. ODOO 

DJP(0)=PFACT(11ID)*P(ID) 
ELSE 
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20 

c 
c 

. 
DID=ID-J; DJP(-l):DBLE(DID) 
DO 20 I=O, DID 

DJP(I)=P(I+J)*PFACT(I+l,I+J) 
CON'!' muE 

END IF 
REmJRN 
END 

C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C SUBROUI'INE NAME ~ISPOLY + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c ·+ 
C DESCRIPTION: + 
c + 
C COMPUTES THE POLYNOMIAL OF DEGREE K OF THE ~IS OF POLYNOMIALS + 
C CHOSEN BY THE USER AND STORES IT IN THE (K+l) -TH ROW OF THE + 
C MATRIX PB. + 
c + 
C USAGE: + 
C CALL ~ISPOLY ( OPB, IR, WV, K, PB ) + 
c + 
C ARGUMENTS: + 
c + 
C OPB - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENI'S THE OPTION OF THE MENU + 
C OF POLYNOMIALS. + 
c + 
C IR - INPUT INTEGER DIMENSION EXACTLY AS SPECIFIED IN THE + 
C DIMENSION STATEMENT IN THE CALLING PROGRAM FOR THE + 
C MATRIX PB. + 
c + 
C WV - WORKING REAL VECTOR OF DIMENSION (-l:IR-1). + 
c + 
C K - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENI'S THE DEGREE OF THE + 
C POLYNOMIAL TO BE COMPUTED. + 
c + 
C PB- INPUT 1 OUTPUT REAL MATRIX OF DIMENSION (O:IR-1,-l:IR-1). + 
C AS INPUT PB CONTAINS IN THE K FIRST ROWS, THE K FIRST + 
C POLYNOMIALS P , P , ••• , P OF THE BASIS OF POLYNOMIALS + 
C 0 1 K-1 + 
C CHOSEN BY THE USER. + 
C DURING THE CALL OF THE SUBROUTINE THE POLYNOMIAL P + 
c k + 
C IS COMPUTED AND STORED IN THE (K+1) -TH ROW OF PB. + 
C AS OUTPUT PB CONTAINS, IN THE K+1 FIRST ROWS, THE + 
C K+l POLYNOMIALS P , ••• , P + 
C 0 K + 
c + 
c + 
C EXTERNAL MODULES: + 
c + 
C - SUBROUI'INE READPOLY + 
c + 
c + 
C REMARKS: + 
c + 
C ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING + 
C PROCEOORE MUST BE IN DOUBLE PRECISION. + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 

c 
c 
c 

SUBROUTINE ~ISPOLY (OPB ,IR, WV ,K ,PB) 

• • • SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 

INTEGER OPB,IR,K 
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. 
DOUBLE PRECISION PB(O:IR-1,-1:-1),WV(-1:-1) 

c 
C • • • SPECIFICATIOOS FOR LOCAL VARIABLES 
c 

INTEGER ID, J 
c 
C ••• EXECUTABLE STATEMENTS 
c 

c 

SELECT CASE(OPB) 
CASE(1) 

C ••• CANONICAL BASIS 
c 

PB(K,-1)=DBLE(K) 
DO 10 J=O,K-1 

PB(K,J)=O.ODOO 
10 CCNI'INUE 

c 

PB(K,K)=1.0DOO 
CASE(2) 

C • • • FIRST KIND TCHEBYSHEF BASIS 
c 

SELECT CASE(K) 
CASE(O) 

PB(0,-1)=0.0DOO;PB(0,0)=l.ODOO 
CASE(1) 

PB(1,-1)=1.0DOO;PB(1,0)=0.0DOO;PB(1,1)=1.0DOO 
CASE DEFAULT 

PB(K,-1)=DBLE(K);PB(K,0)=-PB(K-2,0) 
DO 20 J=l,K-2 

PB(K,J)=2.*PB(K-l,J-1)-PB(K-2,J) 
20 CONTINUE 

c 

PB(K,K-1):2.*PB(K-l,K-2) 
PB(K,Kl=2.*PB(K-l,K-1) 

END SELECT 
CASE(3) 

C ••• SECOND KIND TCHEBYSHEF BASIS 
c 

SELECT CASE(K) 

CASE(1) 

CASE(O) 
PB(0,-1)=0.0DOO;PB(0,0)=1.0DOO 

PB(1,-1)=1.0DOO;PB(1,0)=0.0DOO;PB(1,1)=2.0DOO 
CASEDEFAULT 

PB(K,-1)=DBLE(K);PB(K,0)=PB(K-2,0) 
DO 30 J=l,K-2 

PB(K,J):2.*PB(K-l,J-1)+PB(K-2,J) 
30 CONTINUE 

c 

PB(K,K-1)=2.*PB(K-l,K-2) 
PB(K,K)=2.*PB(K-1,K-1) 

END SELECT 
CASE(4) 

C ••• BASIS GIVEN B'i THE USER 
c 

WRITE ( 9, * ) 1 GIVE A POLYNOMIAL OF DEGREE = 1 
, K 

100 CALL READPOLY (WV) 
ID=IDmi' (WV ( -1) ) 
IF(ID.NE.K)THEN 

WRITE ( 9, *) 1 THE DEGREE OF THE POLYNOMIAL IS <> 1 
, K 

WRITE(9,*) 1 TRY AGAIN' 
GO TO 100 

END IF 
DO 40 J=-1, ID 

PB(K,J)=WV(J) 
4 0 CCNI'INUE 

CASE DEFAULT 
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c 
c 

.. 
WRITE ( 91 *) 'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE BASISPOLY. ' 

WRITE(91*) 'CODE OF BASISPOLY INCOMPLETE.' 
WRITE ( 91 *) 'BASIS OF POLYNOMIALS UNDEFINED. ' 

PAUSE 
WRITE ( 11 *) 'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE BASISPOLY. ' 
WRITE(l1*) 'CODE OF BASISPOLY INCOMPLETE.' 

WRITE(l 1 *) 'BASIS OF POLYNOMIALS UNDEFINED.' 
STOP 

END SELECT 
REI'URN 
END 

C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C SUBROUTINE NAME MODIFI~OMENI'S + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C DESCRIPTION: + 
c + 
C COMPUTES THE MODIFIED MOMENT OF ORDER K1 CORRESPONDING TO + 
C THE OPTIONS OF THE SERIES AND THE GENERATING FUNCTION 1 AND + 
C STORES IT IN THE (K+l) -TH COMPONENT OF THE VECTOR C. + 
c + 
c + 
C U~: + 
C CALL MODIFI~OMENTS ( OPS, OPG, K, C ) + 
c + 
c + 
C ARGUMENTS: + 
c + 
C OPS - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE OPTION + 
C OF THE MENU OF THE SERIES. + 
c + 
C OPG - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE OPTION + 
C OF THE MENU OF THE GENERA TING FUNCTIONS. + 
c + 
C C - INPUT 1 OUTPUT REAL VECTOR OF DIMENSION ( 0: IR-1) . + 
C AS INPUT C CONTAINS IN THE K FIRST COMPONENTS, THE K + 
C FIRST MODIFIED MOMENTS C , C , ••• , C + 
C 0 1 K-1 + 
C DURING THE CALL OF THE SUBROUTINE THE MOMENT C IS + 
C K + 
C CALCULATED AND STORED IN THE (K+l)-TH COMPONENT OF C. + 
C AS OUTPUT C CONTAINS, IN THE K+l FIRST COMPONENTS THE + 
C MOMENTS C , ••• , C + 
C 0 K + 
c + 
C K - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE ORDER OF THE + 
C MODIFIED MOMENT TO BE COMPUTED. + 
c + 
c + 
c + 
C REMARKS: + 
c + 
C - ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING + 
C PROCE!XJRE MUST BE IN OOUBLE PRECISION. + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 

SUBROUTINE MODIFIEDMOMENTS (OPS, OPG, K, C) 
c 
C • • • SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 
c 

c 

INTEGER OPS, OPG, K 
OOUBLE PRECISION C(O:O) 
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C • • • SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES 
c 

INTEGER K1 
c 
C ••• EXECUTABLE STATEMENTS 
c 

c 

SELECT CASE(OPS) 
CASE(1) 

C •.• F(T)=EXP(-T) 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 

SELECT CASE ( OPG) 
CASE(1) 

••• G(X,T)=1/(1-XT) 

IF(K.~.O)THEN 
C (0)=1. ODOO 

ELSE 
C(K)=-C(K-1)/K 

'END IF 
CASE(2) 

G (X, T) =EXP ( -XT) 

C (K) =1. ODOO 
CASE DEFAULT 

GO TO 100 
END SELECT 

CASE(2) 

C ••• F(T)=LOG(1+T)/T 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

SELECT CASE ( OPG) 
CASE(1) 

G(X,T)=1/(1-XT) 

C(K)=((-1.0)**K)/(K+1.0D00) 
CASEO) 

••• G(X,T)=LOG(1+XT) 

C (K) =1. ODOO 
CASEDEFAULT 

GO TO 100 
END SELECT 

CASE DEFAULT 
WRITE(9, *)'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE' 
WRITE ( 9, * ) 'MObiFIEDMOMENTS. ' 
WRITE ( 9, *) 'SERIES UNDEFINED. ' 
WRITE(9,*)'CODE OF MODIFIEDMOMENTS INCOMPLETE OR WRONG CHOICES' 
WRITE(9, *)'OF THE GENERATING FUNCTION AND/OR SERIES.' 
PAUSE 
WRITE ( 1 1 *) 'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE' 
WRITE(1 1 *) 'MODIFIEDMOMENTS.' 
WRITE ( 1, *) 'SERIES UNDEFINED. ' 
WRITE(1 1 *)'CODE OF MODIFIEDMOMENTS INCOMPLETE OR WRONG CHOICES' 
WRITE(1,*)'0F THE GENERATING FUNCTION AND/OR SERIES.' 
STOP 

Eml SElECT 
RE'I'URN 

100 WRITE(9,*) 'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE MODIFIEDMOMENTS.' 
WRITE(9 1 *) 'GENERATING FUNCTION UNDEFINED.' 

WRITE(9 1 *) 'CODE OF MODIFIEDMOMENTS INCOMPLETE OR WRONG CHOICES' 
WRITE(9,*)'0F THE GENERATING FUNCTION AND/OR SERIES.' 
PAUSE 
WRITE ( 11 *) 'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE MODIFIEDMOMENTS. ' 
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WRITE ( 1 1 *) 'GENERA TING FUNCTION UNDEFDŒD. ' 
WRITE(1~*) 'CODE OF MODIFIEDMOMENTS INCOMPLETE OR WRONG CHOICES' 
WRITE(1~*)'0F THE GENERATING FUNCTION AND/OR SERIES.' 
STOP 
END 

c 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C FONCTION NAME F + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C DESCRIPI'ION: + 
c + 
C DOUBLE PRECISION FUNCTION: + 
c + 
C COMPtn'ES THE VALUE OF THE SERIES IN A POINT. + 
c + 
c + 
C USAGE: + 
C F ( OPS 1 T ) + 
c + 
C ARGUMENTS: + 
c + 
C OPS - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE OPI'ION + 
C OF THE MENU OF THE SERIES. + 
c + 
C T - INPUT REAL VALUE. IT REPRESENTS THE POINT WHERE + 
C THE SERIES OF FONCTIONS IS EVALUATED. + 
c + 
c + 
C REMARKS: + 
c + 
C ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING + 
C PROCEOORE MUST BE IN OOUBLE PRECISION. + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

DOUBLE PRECISION FUNCTION F(OPSI T) 

• • • SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 

INTEGER OPS 
OOUBLE PRECISION T 

EXECUTABLE STATEMENTS 

SELECT CASE(OPS) 
CASE(1) . 

••• F (T) =EXP ( -T) 

F=DEXP(-T) 
CASE(2) 

••• F(T)=LOG(1+T)/T 

F=DLOG(1+T) /T 
CASE DEFAULT 

WRITE ( 9 1 *) 'STOP DUE TO ERROR IN THE FUNCTION F. ' 
WRITE ( 9 1 *) 'CODE OF F INCOMPLETE. ' 
WRITE(91 *)'SERIES UNDEFINED.' 
PAUSE 
WRITE ( 1 1 *) 'STOP DUE TO ERROR IN THE FUNCTION F. ' 
WRITE ( 1, *) 'CODE OF F INCOMPLETE. ' 
WRITE ( 1, *) 'SERIES UNDEFINED. ' 
STOP 

END SELECT 
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c 
c 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C FtlNCTIOO NAME ELFUNGEN + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C DESCRIPTION: + 
c + 
C DOUBLE PRECISION FONCTION + 
c + 
C ACCORDrnG TO THE VALUE OF OP, COMPUTES THE APPLICATION OF ONE + 
C OF THE FOLLCMING FUNCTIONALS TO THE GENERATrnG FUNCTION + 
C G(X)=G(X,T). + 
c + 
c + 
C - (OP=l) EVALUATION rn A POrnT X. + 
c + 
C - (0P=2) EVALUATION OF THE DERIVATIVE OF ORDER J, WITH + 
C :RESPECT TO THE FIRST VARIABLE, rn THE POrnT X. + 
c + 
C - (OP=3) EVALUATION OF THE rnTEGRAL, WITH RESPECT TO THE + 
C FIRST VARIABLE, BETWEEN THE POrnTS X AND Y. + 
c + 
c + 
C USAGE: + 
C ELFUNGEN ( OPG, OP, X, T, J, Y ) + 
c + 
C ARGUMENTS: + 
c + 
c + 
C OPG - INPUT rnTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE OPTION + 
C OF THE MENU OF THE GENERATrnG FUNCTIONS. + 
c + 
C OP - INPUT rnTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE OPTION + 
C OF THE FUNCTIONALS. + 
c + 
C X - INPUT REAL VALUE. IT REPRESENTS THE POrnT WHERE THE + 
C GENERATrnG FUNCTION OR ITS DERIVATIVE OF ORDER J + 
C ARE EVALUATED, IF OP=1 OR OP=2 RESPECTIVELY. + 
c + 
C T - INPUT REAL VALUE. IT REPRESENTS THE VALUE OF THE + 
C SECOND VARIABLE OF G. + 
c + 
C J - INPUT rnTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE ORDER OF THE + 
C DERIVATIVE, IF 0P=2. + 
c + 
C X, Y - INPUT REAL VALUES. THEY REP:RESENT THE LIMITS OF THE + 
C mi'EGRAL, IF OP=3. + 
c + 
c + 
c + 
C EXTERNAL MODULES: + 
c + 
C - FtJNCTIOO PFACT + 
c + 
c + 
C REMARKS: + 
c + 
C - ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLrnG + 
C PROCEOORE MUST BE rn DOUBLE PRECISION. + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 

DOUBLE PRECISION FONCTION ELFUNGEN ( OPG, OP, X, T, J, Y ) 
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c 
c 
c 

c 

SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 

INTEGER OPG, OP, J 
OOUBLE PRECISION X, T, Y 

C • • . SPECIFICATIONS FOR EXTERNAL FUNCTIONS 
c 

INTEGER PFACT 
c 
C • • • SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES 
c 

INTEGER I, J1 
OOUBLE PRECISION Z1,Z2,Z3,Z4,ZS,GXT1,GXT2 

c 
C ••• EXECtJI'ABLE STATEMENI'S 
c 

c 

IF (OP .NE.1.AND. OP .NE. 2 .AND. OP .NE. 3) THEN 
WRITE ( 9, * ) 1 STOP OOE TO ERROR IN THE SUBROtJI'INE ELFUNGEN. 1 

WRITE ( 9, *) 1 UNDEFINED VALUE OF THE ARGUMENT OP. 1 

PAUSE 
WRITE ( 1, * ) 1 STOP OOE TO ERROR IN THE SUBROtJI'INE ELFUNGEN. 1 

WRITE ( 1, *) 1 UNDEFINED VALUE OF THE ARGUMENT OP. 1 

STOP 
END IF 
SELECT CASE(OPG) 

CASE(1) 

C G(X,T)=1/(1-XT) 
c 

c 

SELECT CASE(OP) 
CASE(1) 

ELFUNGEN=1/(1-X*T) 
CASE(2) 

SELECT CASE(J) 
CASE(O) 

ELFUNGEN=1/(1-X*T) 
CASE DEFAULT 

ELFUNGEN=((T**J)/((1-X*T)**(J+1)))*PFACT(1,J) 
END SELECT 

CASE(3) 
ELFUNGEN=(DLOG(1-X*T)-DLOG(1-Y*T))/T 

END SELECT 
CASE(2) 

C G{X,T)=EXP(-XT) 
c 

c 

SELECT CASE {OP) 
CASE{1) . 

ELFUNGEN=DEXP{-X*T) 
CASE(2) 

ELFUNGEN=((-T)**J)*DEXP(-X*T) 
CASE(3) 

ELFUNGEN=(DEXP{-X*T)-DEXP(-Y*T))/T 
END SELECT 

CASE(3) 

C ••. G(X,T)=L00{1+XT) /T 
c 

SELECT CASE {OP) 
CASE(1) 

ELFUNGEN=DL00(1+X*T)/T 
CASE{2) 

SELECT CASE(J) 
CASE(O) 

ELFUNGEN=DL0G(1+X*T)/T 
CASE(1) 

ELFUNGEN=1/(1+X*T) 
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c 
c 

CASEDEFAULT 
J1=J-1 
Z1=(T**J1)/((l+X*T)**J) 
ELFUNGEN=((-l)**J1)*Z1*PFACT(1,J1) 

END SELECT 
CASE(3) 

Z1=1+X*T; Z2=1+Y*T 
ELFUNGEN=(Z2*(-l+DLOG(Z2))-Z1*(-1+DLOG(Z1)))/(T**2) 

END SELECT 
CASEDEFAULT 

WRITE ( 9, *) 'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE ELFUNGEN. ' 
WRITE(9,*) 'CODE OF ELFUNGEN INCOMPLETE.' 
WRITE ( 9, * ) 'GENERA TING FUNCTION UNDEFINED. ' 
PAUSE 
WRITE ( 1, *) 'STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE ELFUNGEN. ' 
WRITE ( 1, *) 'CODE OF ELFUNGEN INCOMPLETE. ' 
WRITE ( 1, *) 'GENERA TING FUNCTION UNDEFINED. ' 
STOP 

END SELECT 
RETURN 
END 

C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C SUBROUTINE NAME FUNGENERATING + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C DESCRIPTION: + 
c + 
C COMPUTES THE APPLICATION OF THE Lk FUNCTIONAL + 
C TO THE GENERATING FUNCTION G IN THE POINT T + 
C Fk(T)=Lk(G(X,T)). + 
c + 
c + 
C USAGE: + 
C CALL FUNGENERATING (OPG, L, IR, T, K, FKT) + 
c + 
c + 
C ARGUMENTS: + 
c + 
C OPG - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE OPI'ION + 
C OF THE MENU OF THE GENERA TING FUNCTIONS. + 
c + 
C L- INPUT REAL MATRIX OF DIMENSION (O:IR-l,O:IL) + 
C CONTAINING, IN THE K+l FIRST ROWS THE DEFINITIONS + 
C OF THE K+l FIRST FUNCTIONALS L , L , ••• , L + 
C 0 1 K + 
c + 
C IR - INPUT INTEGER ROWS DIMENSION OF THE MATRIX L. + 
c + 
C T - INPUT REAL VALUE. IT REPRESENTS THE POINT WHERE THE + 
C THE FUNCTION F (.) =L (G(X,.)) IS EVALUATED. + 
C K K + 
c + 
C K - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE ORDER OF + 
C THE FUNCTIONAL TO BE APPLIED. + 
c + 
C FKT- INPUT 1 OUTPUT REAL VECTOR OF DIMENSION (O:IR-1). + 
C AS INPUT FKT CONTAINS IN THE FIRST K COMPONENTS + 
C THE K VALUES F (T)=L (G(X,T)) , ••• , F (T)=L (G(X,T)). + 
C 0 0 K-1 K-1 + 
C DURING THE CALL OF THE SUBROUTINE F (T)=L (G(X,T)) IS + 
C K K + 
C COMPUTED AND STORED IN THE K+l COMPONENT OF FKT. + 
C AS OUTPUT FKT CONTAINS IN THE FIRST K+1 COMPONENTS + 
C THE VALUES F (T)=L (G(X,T)) , ••• , F (T)=L (G(X,T)). + 
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c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

0 0 K K 

EXTERNAL MODULES: 

- FUNCTION ELFUNGEN 

REMARKS: 

- ALL THE REAL ARGUME:NTS PASSED FROM THE CALLING 
PROCEIXJRE MUST BE IN DOUBLE PRECISION. 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 

SUBROOTINE FUNGENERATING (OPG, L, IR, T, K, FKT) 
c 
C • . . SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 

INTEGER OPG, IR,K 
DOUBLE PRECISION T 
DOUBLE PRECISION L(O:IR-1,0:0),FKT(0:0) 

SPECIFICATIONS OF EXTERNAL FONCTIONS 

DOUBLE PRECISION ELFUNGEN 

SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES 

INTEGER OPEF,N,I,I1,I2,J 
DOUBLE PRECISION S 

C • • • EXECUTABLE SI'ATEMENTS 
c 

OPEF=IDINT(L(K,O)) 
c 
C . . . OPEF IS THE OPTION OF THE FUNCTIONAL Lk 
c 

SELECT CASE(OPEF) 
CASE(1) . 

FKT(K)=ELFUNGEN (0PG,1,L(K,1),T,0,0) 
CASE(2) 

J=IDINT (L (K, 2) ) 
FKT(K)=ELFUNGEN (OPG,2,L(K,1),T,J,O) 

CASE(3) 
FKT(K)=ELFUNGEN (OPG,3,L(K,1),T,O,L(K,2)) 

CASE(4) 
N=IDINT (L(K, 1)) 
S=O.ODOO 
DO 10 I=1,N 

I1=N+1+I 
S=S+L(K,I+1)*ELFUNGEN (OPG,1,L(K,I1),T,0,0) 

10 CCNI'INUE 
FKT(K)=S 

CASE(5) 
N=IDINT (L(K, 1)) 

S=O.ODOO 
DO 20 I=1,N 

I2=2*N+1+I 
J=IDINT(L(K,I2)) 
I1=N+1+I 

S=S+L(K,I+1)*ELFUNGEN (0PG,2,L(K,I1),T,J,O) 
2 0 CCNI'INUE 

FKT(K)=S 
CASE(6) 

N=IDINT (L (K, 1) ) 
S=O.ODOO 
DO 30 I=1,N 
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I1=N+1+I 
.I2=2*N+1+I 

S=S+L(K,I+1)*ELFUNGEN (OPG,3,L(K,I1),T,O,L(K,I2)) 
3 0 CCNI'INUE 

c 

FKT(K)=S 
CASE DEFAULT 

WRITE ( 9, * ) ' STOP OOE TO ERROR IN THE SUBROtJI'INE FUNGENERATING ' 
WRITE(9, *)'CODE OF FUNGENERATING INCOMPLETE.' 
WRITE ( 9, *) 'FUNCTIONAL Lk UNDEFINED. ' 
PAUSE 
WRITE ( 1, *) 'STOP OOE TO ERROR IN THE SUBROtJI'INE FUNGENERATING' 
WRITE ( 1, *) 'CODE OF FUNGENERATING INCOMPLETE. ' 
WRITE ( 1, * ) 'FUNCTIONAL Lk UNDEFINED. ' 
Sl'OP 

END SELECT 
REI'URN 
END 

c 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C FUNCTION NAME FUNPOLY + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C DESCRIPTION: + 
c + 
C DOUBLE PRECISION FUNCTION: + 
c + 
C COMPtJI'ES THE APPLICATION OF THE FUNCTIONAL L TO THE POLYNOMIAL U. + 
c J + 
c + 
c + 
c + 
C USAGE: + 
C FUNPOLY (L, IR, J, WV, V) + 
c + 
c + 
C ARGUMENTS: + 
c + 
c + 
C L- INPUT REAL MATRIX OF DIMENSION (0:IR-1,0:IL), + 
C CONTAINING THE DEFINITIONS OF THE FUNCTIONALS L , L , • • . . + 
c 0 1 + 
c + 
C IR - INPUT INTEGER ROWS DIMENSION OF THE MATRIX L. + 
c + 
C J - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE ORDER OF THE + 
C F.UNCTIONAL THAT SHOULD BE APPLIED TO THE VECTOR V. + 
c + 
C WV- WORKING REAL VECTOR OF DIMENSION (-1:IR-1). + 
c + 
C V - INPUT REAL VECTOR OF DIMENSION (-1:IR-1). + 
c + 
c + 
c + 
C EXTERNAL MODULES: + 
c + 
C - SUBROUTrnE DERIVEPOLY, INTEGRALPOLY. + 
c + 
C - DOUBLE PRECISION FONCTION HORNER. + 
c + 
C REMARKS: + 
c + 
C - ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING + 
C PROCE!XJRE MUST BE IN DOUBLE PRECISION. + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
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c 
DOUBLE PRECISION FUNCTION FUNPOLY (L, IR, J, WV, V) 

c 
C • • . SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 
c 

INTEGER IR, J 
DOUBLE PRECISION L(O:IR-1,0:0),V(-1:-1),WV(-1:-1) 

c 
C . • . SPECIFICATIONS FOR EXTERNAL FUNCTIONS 
c 

DOUBLE PRECISICN HORNER 
c 
C • . . SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES 
c 

c 

INTEGER J1,0PF,I,N,K,K1,K2 
DOUBLE PRECISION S 

C ••• EXECUTABLE SI'ATEMENTS 
c 

OPF=IDINT(L(J,O)) 
c 
C . • . OPF = OPTION OF THE MENU OF FUNCTIONALS L 
c J 
c 

SELECT CASE (OPF) 
CASE(1) 

FUNPOLY=HO:RNER( V, L(J, 1) 
CASE(2) 

J1=IDINT(L(J,2)) 
CALL DERIVEPOLY ( V, J1, WV ) 
FUNPOLY=HORNER( WV, L(J, 1) ) 

CASE(3) 
CALL PRIMITIVEPOLY (V, WV) 

FUNPOLY=HORNER(WV, L(J,2))-HORNER(WV, L(J,1)) 
CASE(4) 

N::IDINT (L (J, 1)) 
S=O.ODOO 
00 10 K::1,N 

K1=N+l+K 
S=S+L(J,K+'l)*HORNER(V, L(J,Kl)) 

10 CONTINUE 
FUNPOLY=S 

CASE(5) 
N::IDINT(L(J,1)) 

S::O.ODOO 
00 20 K=l,N 

k2::2*N+1+K 
J1=IDINT(L(J,K2)) 
K1=N+1+K 
CALL DERIVEPOLY( V, J1, WV ) 

S=S+L(J,K+1)*HORNER( WV, L(J,K1) ) 
20 CONTINUE 

FUNPOLY=S 
CASE(6) 

N=IDINT(L(J, 1)) 
S=O.ODOO 
CALL PRIMITIVEPOLY ( V, WV ) 
00 30 K=1,N 

K1=N+1+K 
K2=2*N+1+K 

S=S+L(J,K+1)*( HORNER(WV, L(J,K2))-HORNER(WV, L(J,Kl)) ) 
30 CONTINUE 

FUNPOLY=S 
CASEDEFAULT 

WRITE ( 9, *) 1 STOP DUE TO ERROR IN THE SUBROUTINE FUNPOLY. 1 

WRITE(9,*) 1 CODE OF FUNPOLY INCOMPLETE. 1 

WRITE ( 9, *) 1 FUNCTIONAL Lk UNDEFINED. 1 

PAUSE 
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c 
c 

WRITE(l,*) 'STOP IXJE TO ERROR IN THE SUBROUTINE FUNPOLY.' 
WRITE ( 1, *) 'CODE OF FUNPOLY INCOMPLETE. ' 
WRITE ( 1, *) 'FUNCTIONAL Lk UNDEFINED. • 
STOP 

END SELECT 
REI'URN 
END 

C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C SUBROUTINE NAME SYSTEM + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C DESCRIPTION: + 
c + 
C COMPUTES THE ROW AND THE COLUMN OF ORDER K+1 OF THE MATRIX M AND + 
c ~1 + 
C THE COMPONENI' OF ORDER K+1 OF THE RIGHT HAND SIDE D OF THE SYSTEM + 
C K+1 + 
C M A = D WHOSE SOLUTIONS A = (a , ... ,a ) ARE THE + 
C K+1 K+1 K+l K+1 0 k + 
C COEFFICIENTS OF THE (K)-TH GENERALIZED PADE-TYPE APPROXIMANT: + 
c + 
C (K) (T} = a * F (T) + ••• + a * F (T) + 
C F 0 0 k k + 
c + 

·c + 
C USAGE: + 
C CALL SYSTEM (L, IR, WV1, WV2, PB, C, K, M, D) + 
c + 
c + 
C ARGUMENTS: + 
c + 
c + 
C L - INPUT REAL MATRIX OF DIMENSIONS ( 0: IR-1, 0: IL) , + 
C CONTAINING IN THE K+1 FIRST COMPONENTS THE DEFINITIONS + 
C OF THE FUNCTIONALS L , ••• , L • + 
C 0 K + 
c + 
C IR - INPUT INTEGER ROWS OR COLUMNS DIMENSIONS OF THE + 
C MATRICES L, PB AND M AND THE VECTOR D. + 
c + 
C W\Tl,W\72 - WORKING REAL VECTORS OF DIMENSION (-1:IR-1). + 
c + 
C PB- INPUT REAL MATRIX OF DIMENSION (0:IR-1,-1:IR-1), + 
C CONTAINING IN THE K+1 FIRST ROWS THE K+1 + 
C POLYNOMIALS P , ••• , P OF THE BASIS OF POLYNOMIALS + 
C 0 K + 
C CHOSEN BY THE USER • + 
c + 
C C - INPUT REAL VECTOR OF DIMENSION (O:IR-1), CONTAINING IN 
C THE K+1 FIRST COMPONENTS THE MODIFIED MOMENTS 
c c , ... , c 
C 0 K 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

APPENDIX A 

K - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE ORDER OF THE 
GENERALIZED PADE-TYPE APPROXIMANT TO BE COMPUTED. 

M - INPUT 1 OUTPUT REAL SQUARE MATRIX OF DIMENSION (IR, IR) • 
AS INPUT M CONTAINS IN THE FIRST K ReMS AND COLUMS THE 
MATRIX M 

k 
DURING THE CALL OF THE SUBROUTINE A NEW ROW AND COLUMN 
ARE COMPUTED AND ADDED TO M TO FORM THE BORDERED 

k 
MATRIX M 
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C K+1 + 
C AS OUTPUT M CONTArnS rn THE K+1 FIRST ROWS ANS COLUMNS + 
C THE MATRIX M + 
c k+1 + 
c + 
C D - INPUT 1 OUTPUT RFAL VECTOR OF DIMENSION (IR) • + 
C AS rnPUT D CONTArnS rn THE FIRST K COMPONENTS THE VECI'OR + 
C D • + 
c k + 
C DURrnG THE CALL OF THE SUBROUTINE A NEW COMPONENT IS + 
C COMPUTED AND ADDED TO D TO FORM THE BOROERED VECTOR D + 
c k k+1 + 
C AS OU'I'Pl1I' D CONTArnS rn THE K+1 FIRST COMPONENTS THE + 
C VEX:TOR D + 
c k+1 + 
c + 
c + 
C EXTERNAL MOOOLES: + 
c + 
C - DOUBLE PRECISION FONCTION FUNPOLY. + 
c + 
c + 
C REMARKS: + 
c + 
C - ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLrnG + 
C PROCEIXJF.E MUST BE rn DOUBLE PRECISION. + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 

c 
c 
c 

* 
c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 
c 
c 

10 

20 
c 
c 
c 

c 
c 
c 

SUBROUTINE SYSTEM (L, IR, WV1, WV2, PB, C, K, M, D) 

• • • SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 

INTEGER IR, K 
DOUBLE PRECISION M(IR,l), D(l), PB(O:IR-1,-1:-1), 

L(O:IR-l,O:O),C(O:O),WVl(-1:-1),WV2(-1:-1) 

SPECIFICATIONS FOR EXTERNAL FONCTIONS 

DOUBLE PRECISION FUNPOLY 

• • • SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES 

INTEGER I, Il, J 

••• EXECUTABLE SI'ATEMENTS 

••• DEFrniTION OF THE ROW OF OROER K+1 OF THE MATRIX M 

DO 10 I=-1,K 
WV1 (I) =PB(K, I) 

CONTlNUE 
DO 20 J:O,K 

M(K+1,J+1)=FUNPOLY(L,IR,J,WV2,WV1) 
CONTlNUE 

••• DEFrniTION OF THE COMPONENT OF OROER K+1 OF THE VECTOR D 

D(K+1)=C(K) 

••• DEFrniTION OF THE COLUMN OF OROER K+1 OF THE MATRIX M 

DO 30 I=O,K-1 
DO 40 J=-1,I 

WV1(J)=PB(I,J) 
40 CONTINUE 

M(I+1,K+l)=FUNPOLY(L,IR,K,WV2,WV1) 
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30 CONTINUE 

c 

RETURN 
END 

.. 

c 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C FONCTION NAME GPADETYPE + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C DESCRIPI'ION: + 
c + 
C OOUBLE PRECISION FONCTION: + 
c + 
C COMPTJI'ES THE VALUE OF THE K-TH GENERALIZED PADE-TYPE + 
C APPROXIMANT IN THE POINT T: + 
c + 
C (K) (T) = a * F (T) + ••• + a * F (T) + 
C F 0 0 k k + 
c + 
C USAGE: + 
C GPADETYPE (KI FKT 1 A) + 
c + 
C ARGUMENTS: + 
c + 
C K - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE ORDER + ·. 
C OF THE GENERALIZED PADE-TYPE APPROXIMANT. + 
c + 
C FKT - INPUT REAL VECTOR OF DIMENSION ( 0: IR-1) 1 CONTAINING IN + 
C THE K+l FIRST COMPONENTS THE VALUES F (T) 1 ••• 1 F (T) • + 
c 0 k + 
c + 
C A - INPUT REAL VECTOR OF DIMENSION (IR) 1 CONTAINING IN THE + 
C K+l FIRST COMPONENTS THE COEFFICIENTS a 1 ••• 1 a + 
c 0 k + 
c + 
c + 
C REMARKS: + 
c + 
C - ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING + 
C PROCEDJRE MUST BE IN DOUBLE PRECISION. + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 

OOUBLE PRECISION FONCTION GPADETYPE (KI FKT1 A) 
c 
c 
c 

• • • SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 

INTEX>ER K 
DOUBLE PRECISION A(1)~FKT(0:0) 

c 
c 
c 

• • • SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES 

INTIDER I 
OOUBLE PRECISION S 

c 
C ••• EXECUTABLE STATEMENTS 
c 

S=O.ODOO 
00 10 I=O~K 

S=S+A(I+1)*FKT(I) 
10 CONTINUE 

c 
c 

GPADETYPE=S 
RETURN 
END 
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C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C SUBROUTrnE NAME WRITING + 
c + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C DESCRIPTION: + 
c + 
C PRINTS AND WRITES THE K-TH GENERALIZED PADE-TYPE APPROXIMANT + 
C IN THE POINT T ( (K) (T) ) , AND THE CORRESPONDING ABSOLUTE AND + 
C F + 
C RELATIVE ERRORS IF THE SERIES IS AVAILABLE. + 
c + 
c + 
C USAGE: + 
C CALL WRITING (OPD, EPS, T, K, GPl', FT) + 
c + 
c + 
C .ARGUMENTS: + 
c + 
c + 
C OPD - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE OPTION + 
C OF AVAILABILITY OF THE DEFINITION OF THE SERIES. + 
c + 
C EPS - INPUT REAL VALUE USED IN TESTS FOR ZERO. + 
C IF DABS(X) .LT. EPS, THEN X IS CONSIDERED TO BE ZERO. + 
c + 
C K - INPUT INTEGER VALUE. IT REPRESENTS THE ORDER OF THE + 
C GENERALIZED PADE-TYPE APPROXIMANT. + 
c + 
C GPl' - INPUT REAL VALUE. IT REPRESENTS THE VALUE OF THE + 
C GENERALIZED PADE-TYPE APPROXIMANT IN THE POINT T. + 
c + 
C FT - INPUT REAL VALUE. IT REPRESENTS THE VALUE OF THE + 
C SERIES IN THE POINT T, IF THE SERIES IS AVAILABLE. + 
c + 
c + 
C REMARKS: + 
c + 
C - ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING + 
C PROCEIXJRE MUST BE IN OOUBLE PRECISION. + 
c ' + 
C++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 

SUBROUTrnE WRITING (OPD, EPS, T, K, GPl', FT) 
c 
C • . • SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 
c 

INTEGER OPP, K 
OOUBLE PRECISION EPS, T, GPl', FT 

c 
C • • • SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES 
c 

c 
c 
c 
c 
c 
c 

IXXJBLE PRECISION RELERROR,ABSERROR, Z 

EXECUTABLE SI'ATEMENTS 

OPD = 1 THE SERIES IS AVAILABLE. 
OPD = 2 THE SERIES IS NOT AVAILABLE 

SELECT CASE(OPD) 
CASE(1) 

Z=DABS(FT) 
ABSERROR=DABS(GPl'-FT) 

IF(Z.LT.EPS)THEN 
WRITE(9,100)K,GPl',ABSERROR 
WRITE(1,100)K,GPl',ABSERROR 

100 FORMAT ( 1 
( 

1
, I2, 1

) = 1 ,D24 .16, 2X, 1 ABS ERROR= 1
, D10.2, /) 

APPENDIX A page 27 6 Apr 1994 15:05 



ELSE 
RELERROR=ABSERROR/Z 
WRITE(9,200)K,GPT,ABSERROR,RELERROR 

WRITE(1,200)K,GPT,ABSERROR,RELERROR 
200 FO~T(' (' ,I2, ')=' ,D24.16,2X, 'ABS ERROR=', 

* D10.2,2X, 'REL ERROR=' ,D 10.21) 
END IF 

CASE(2) 
WRITE(9,300)K,GPT 

WRITE(1,300)K,GPT 
300 FO~T(' (', I2, ')=' ,D24.16, /) 

c 
c 

END SELECT 
RETURN 
END 

C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C SUBROUTINE NAME - BLBORD + 
c + 
C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C DESCRIPTION: + 
c + 
C COMPUTES THE SOLUTION z OF THE BORDERED SYSTEM + 
c k+l + 
C A z = d IN TERMS OF THE SOLUTION z OF THE PREVIOUS + 
c k+1 k+1 k+1 k + 
C SYSTEM A z = d + 
c k k k + 
c + 
C USAGE: + 
C CALL BLBORD (A, D, IR, Z, BETA, WK, EPS, INIT, IER) + 
c + 
C ARGUMENTS: + 
c + 
C A -INPUT REAL SQUARE MATRIX OF DIMENSION (IR,IR). + 
c + 
C D - INPUT REAL VECTOR OF DIMENSION IR. + 
c + 
C IR - INPUT ROWS DIMENSION EXACTLY AS SPECIFIED IN THE + 
C DIMENSION STATEMENTS IN THE CALLING PROGRAM FOR + 
C THE MATRIX A. + 
c + 
C Z - OUTPUT REAL VECTOR OF DIMENSION IR CONTAINING + 
C AFTER THE k-TH CALL, IN THE FIRST k COMPONENTS, + 
C THE SOLUTION z OF A z = d . + 
c k kk k + 
c + 
C BETA - WORKING REAL MATRIX OF DIMENSION (IR, 2*IR). + 
C IF THE MATRIX beta IS NON SINGULAR ( INDS. EQ. 0) ITS FIRST + 
c k -1 + 
C COLUMNS CONTAIN, IN OUTPUT, THE MATRIX beta . + 
c k + 
c + 
C WK - WORKING REAL VECTOR OF DIMENSION IR. + 
c + 
C EPS - INPUT REAL VALUE USED IN TESTS FOR ZERO. + 
C IF DABS (X) • LT. EPS, THEN X IS CONSIDERED TO BE ZERO. + 
c + 
C INIT - INPUT /OUTPUT INTEGER TO BE SET TO ZERO BEFORE THE + 
C FIRST CALL OF THE SUBROUTINE. ITS VALUE IS CHANGED + 
C TO 1 BY THE SUBROUTINE DUR.ING THE FIRST CALL. + 
C FOR A NEW APPLICATION OF THE METHOD INIT MUST SET + 
C AGAIN TO ZERO. + 
c + 
C IER - INPUT/OUTPUT INDEX WARNING/ERROR. + 
C IER = 200 CALL OF THE SUBROUTINE WITH A NON ZERO + 
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c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

EXTERNAL MODULES: 

IER = 300 

IER = 2100 

IER VALUE. 
ReMS DIMENSION TOO SMALL IN THE CALLING 
PROCEDURE COMPAREr> TO NUMBEILOF _CALLS. 
SINGUIAR MATRIX IN THE ALGORITHM. 

- SUBROUTINES BETABOR, RCPROD 

REMARKS: 

- ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING PROGRAM MUST BE 
IN OOUBLE PRECISION. THE VECTORS Z AND WK, AND THE MATRIX BETA 
MUST NOl' BE MODIFIED BY THE USER BETWEEN 'IWO CONSECUTIVE CALLS 
OF THE SUBROUTINE. 

- IN THE CALLING PROCEIXJRE, THE ReMS DIMENSION FOR THE MATRICFS A 
AND BETA MUST BE THE SAME. 

- WHEN THE SUBROUTINE RETURNS AN IER VALUE OF 2100, THE USER MUST 
GIVE AN ADDITIONAL RCM AND COLUMN OF THE A-AFŒAY AND SET IER TO 
ZERO BEFORE THE NEXT CALL. 

- IN THE CALLING PROCEDURE THE MINIMAL DIMENSIONS FOR THE 
MATRIX AND VECTOR AR.GUMENTS ( IR=NUMBE!LOF _CALLS) ARE: 

A(IR,IR) 
D(IR) 
Z(IR) 
BETA(IR,2*IR) 
WK(IR) 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

SUBROUTINE BLBORD (A, D, IR, Z, BETA, WK, EPS, INIT, IER) 

SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 

mi'EGER IER, INIT, IR 
OOUBLE PRECISION EPS 
OOUBLE PRECISION A(IR, 1), BETA(IR, 1), D(1), Z(1), WK(1) 

• • • SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES AND 
CONSTANTS 

OOUBLE PRECISION COEFF, MONE, ONE, ZERO 
mrEGER I, IFLAGM, IN, INDS, INK, IP, J 
SAVE IFLAGM, INK, IP 

SPECIFICATIONS FOR PARAMETER CONSTANTS 

PARAMETER (ZERO= 0 . ODO, ONE= 1. ODO, MONE= -1. ODO) 

EXECUTABLE STATEMENTS 

IF (INIT .EQ. 0) THEN 

IER = 0 
INIT = 1 
IFLAGM = 0 
INK = 1 

FIRST CALL OF THE SUBROUTINE 

IF (DABS(A(1,1)) .LT. EPS) THEN 
INK =INK+1 
IFLAGM = 1 
IER = 2100 
RE'I'URN 

END IF 
Z(1) = D(1) 1 A(1,1) 
A(1,1) = 1.0DO 1 A(1,1) 
RETURN 
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c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 

10 
20 

30 
40 

END IF 

NEXT CALLS OF THE StJBROUTrnE 

IF (IER .NE. 0) THEN 
IER = 200 
RETURN 

END IF 

••• IFLAGM = 1 IF PREVIOUS A ARFAY IS SINGULAR 
1 

IF ( IFLAGM • EQ. 1) THEN 

00 20 I = 1, INK 

COPIES THE NE-W A A:F:FAY IN BEI'A A:F:FAY. 
1 

00 10 J = 1, INK 
BETA (I,J) = A(I,J) 

CCNI'INUE 
CONTINUE 

..• CONTROLS THE SINGULARITY OF A 
1 

CALL INVERS (BETA, INK, IR, EPS, INDS) 

IF A IS SINGULAR, RETURNS TO CALLING PROGRAM 
1 

FOR ADDITIONAL ROW AND COLUMN 

IF (INDS .EQ. 1) THEN 
INK=INK+1 
IF (INK .GT. IR) THEN 

IER = 300 
ELSE 

IER = 2100 
END IF 

ELSE 

IF A IS NON-SINGULAR, COMPUTES z AND RETURNS 
1 1 

TO CALLING PROGRAM 

-1 
COPIES BETA =A A:F:FAY IN A ARRAY. 

1 1 

DO 40 I = 1, INK 
DO 30 J = 1, INK 

A(I,J) = BE'I'A (I,J) 
CO:tiTINUE 

CCNI'INUE 
IFLAGM = 0 

••• CCMPUTES z 
1 

CALL RCPROD (A, 1, 1, IR, D, 1, 1, IR, Z, 1, 1, IR, 
INK, INK, 1, ZERO, ONE, 0, WK) 

END IF 
RETURN 

END IF 

THE A A:F:FAY IS NON-SINGULAR 
1 
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INK=INK+1 
IF ( INK • GT. IR) THEN 

IER = 300 
F.E'I't.mN 

END IF 
C IFIAGM = 0 IF beta IS NON-SmGULAR. 
c k 
c 

c 
c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 

c 

IF (IFIAGM .EQ. 0) IP = 1 

IFIAGM = 2 IF beta IS SINGULAR. 
k 

IF (IFIAGM .EQ. 2) IP = IP + 1 

m = lNK- IP 

COMPUTES THE NEW beta 
k 

CALL BETABOR (A, BETA, IN, IP, IR, WK, EPS, INDS) 

C IF beta IS SINGULAR, RETURNS TO CALLING PROGRAM 
c k 
C FOR ADDITIONAL ROW AND COLUMN 
c 

IF (mDS .EQ. 1) THEN 
IFIAGM = 2 
IER = 2100 
:RETURN 

END IF 

-1 
c 
c 
c 
c 
c 

IF beta IS NON-SINGULAR, COMPUTES A AND z 
k k+1 Z+1 

IFIAGM = 0 
c -1 
C COPIES beta IN A-ARRAY IN a 
c k k 
c 

c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

c 

DO 60 I = 1, IP 
DO 50 J = 1, IP 

A(IN+I,IN+J) = BETA(I,J) 
50 CONTINUE 
60 CONTINUE 

-1 
COMPUTES THE VALUE OF - A u AND 

k k 
STORES IT IN A-ARRAY IN u 

k 

CALL RCPROD (A, 1, 1, IR, A, 1, IN+1, IR, A, 1, IN+1, IR, 
* m, m, IP, ZERO, MONE, 1, WK) 

C COMPUTES THE VALUE OF v z AND 
c k k 
C STORES IT IN Z-VECTOR (ELEMENTS n +1 TO n + p ) 
c k k k 
c 

CALL RCPROD (A, m+1, 1, IR, Z, 1, 1, IR, Z, IN+1, 1, IR, 
* IP, m, 1, ZERO, CNE, 0, WK) 

c 
C COMPUTES THE VALUE OF f - v z AND 
c k k k 
C STORES IT IN Z-VECTOR (ELEMENTS n +1 TO n + p ) 
c k k k 
c 
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c 

IX) 70 I = 1, IP 
Z(IN+I) = D(IN+I) - Z(IN+I) 

70 CONTINUE 

c -1 
C COMPtJI'ES THE VALUE OF beta v AND 
c k k 
C STORES IT IN A-~Y IN v 
c k 
c 

CALL RCPROD (A, IN+1, IN+1, IR, A, IN+1, 1, IR, A, IN+1, 1, IR, 
* IP, IP, IN, ZERO, OOE, 1, WK) 

c 
c -1 -1 
C COMPUTES THE VALUE OF - beta v A AND 
c k k k 
C STORES IT IN A-~Y IN v 
c k 
c 

CALL RCPROD (A, IN+l, 1, IR, A, 1, 1, IR, A, IN+1, 1, IR, 
* IP, IN, IN, ZERO, MONE, 0, WK) 

c 
c 
c 
c 
c 
c 

-1 -1 -1 -1 

c 
c 
c 
c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 
c 
c 

c 
c 
c 

COMPUTES THE VALUE OF A + A u beta v A 
k k k k kk 

AND STORES IT IN A-Ani.AY 

CALL RCPROD (A, 1, IN+1, IR, A, IN+1, 1, IR, A, 1, 1, IR, 
* IN, IP, IN, ONE, CNE, 0, WK) 

-1 -1 
COMPUTES THE VALUE OF - A u beta AND 

IF (IP .EQ. 1) THEN 
ro 80 I = 1, IN 

STORES IT IN A-~Y IN u 

A(I,IN+1) = A(I,IN+1) * A(IN+1,IN+1) 

k k k 

k 

80 CONTINUE 

90 

-1 -1 
COMPUTES THE VALUE OF z - A u beta (f - v z ) 

k k k k k kk 
AND STORES IT IN Z-VECTOR (ELEMENTS 1 TO n ) 

k 

ro 90 I =1, IN 
Z(I) = Z(I) + A(I,IN+1) * Z(IN+1) 

CONTINUE 
-1 

COMPUTES THE VALUE OF beta ( f - v z ) AND 
k k k k 

STORES IT IN Z-VECTOR (ELEMENTS n + 1 TO n + p ) 

Z(IN+1) = Z(IN+1) * A(IN+1,IN+1) 
ELSE 

k k k 

-1 -1 
COMPUTES THE VALUE OF - A u beta AND 

k k k 
STORES IT IN A-Ani.AY IN u 

k 

CALL RCPROD (A, 1, IN+1, IR, A, IN+1, IN+1, IR, A, 1, IN+1, IR, 
* IN, IP, IP, ZERO, ONE, 0, WK) 

-1 -1 
COMPUTES THE VALUE OF z - A u beta (f - v z ) 
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c 
c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 
c 

c 

* 

* 

k k k k k kk 
AND STORES IT IN Z-VECTOR (ELEME:NTS 1 TO n ) 

k 

CALL RCPROD (A, 1, IN+1, IR, Z, IN+1, 1, IR, Z, 1, 1, IR, 
IN, IP, 1, ONE, ONE, 0, WK) 

-1 
COMPtn'ES THE VALUE OF beta ( f - v z ) AND 

.k k k k 
STORES IT IN Z-VECTOR (ELEMENTS n + 1 TO n + p ) 

k k k 

CALL RCPROD (A, IN+1, IN+1, IR, Z, IN+1, 1, IR, Z, IN+1, 1, IR, 
IP, IP, 1, ZERO, ONE, 1, WK) 

END IF 

-1 
• • • SOLUTION z AND IŒFAY A COMPUTED 

k+1 k+1 

c 
C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c .+ 
C SUBROUTINE NAME - BEI'ABOR + 
c + 
C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C DESCRIPTION: + 
c + 
C COMPUTES THE IŒFAY beta OF DIMENSIONS p x p AND DETERMINES + 
c k k k + 
C IF IT IS OR NOT A SINGULAR MATRIX. + 
c + 
C USAGE: + 
C CALL BEI'ABOR (A, BEI'A, IN, IP, IR, WK, EPS, INDS) + 
c + 
C ARGUMENTS: + 
c + 
C A - INPUT REAL SQUARE MATRIX OF DIMENSION (IR, IR) • + 
c + 
C BETA - OUTPUT REAL MATRIX OF DIMENSION (IR,2*IR). + 
C IF THE MATRIX be ta IS NON SINGULAR ( INDS. EQ. 0) ITS FIRST + 
c k -1 + 
C COLUMNS CONTAIN, IN OUTPUT, THE MATRIX beta . + 
c k + 
c + 
C IN - INPUT INTEGER DIMENSION OF THE SQUARE MATRIX A + 
c k + 
c + 
C IP - INPUT INTEGER DIMENSION p OF THE SQUARE MATRIX beta + 
c k k + 
c + 
C IR - INPUT RCMS DIMENSION EXACTLY AS SPECIFIED IN THE + 
C DIMENSION STATEMENTS IN THE CALLING PROGRAM FOR + 
C THE MATRICES A AND BEI'A. + 
c + 
C WK - WORKING REAL VECTOR OF DIMENSION IR. + 
c + 
C EPS - INPUT REAL VALUE USED IN TESTS FOR ZERO. + 
C IF DABS(X) .LT. EPS, THEN X IS CONSIDERED TO BE ZERO. + 
c + 
C INDS - OUTPUT INTEGER VALUE. + 
C IF INDS = 0 THEN beta IS NON-SINGULAR. + 
c k + 
C IF INDS = 1 THEN beta IS SINGULAR. + 

APPENDIX A page 33 6 Apr 1994 15:05 



c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

k 

EXTERNAL MOroLES: 

- SUBROUTINES mvERS, RCPROD 

JŒMARKS: 

- ALL THE REAL ARGt1MENTS PASSED FROM THE CALLING PROGRAM MUST BE 
IN DOUBLE PRECISION. 

- IN THE CALLING PROCEDURE, THE ReMS DIMENSION FOR THE MATRIX A 
AND BETA MUST BE THE SAME. 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 
c 

c 
·C 
c 
c 
c 
c 

c 

SUBROUTINE BETABOR (A, BETA, IN, IP, IR, WK, EPS, INDS) 

SPECIFICATIONS FOR ARGt1MENTS 

INTEGER IN, INDS, IP, IR 
DOUBLE PRECISION EPS 
IX)UBLE PRECISION A(IR, 1), BETA(IR, 1), WK(1) 

INTEGER I, J 

INDS = 0 

• • • SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES 

••• EXECUTABLE STATEMENTS 

-1 
COMPUTES THE VALUE OF v A AND 

k k 
STORES IT IN BETA-ARRAY 

CALL RCPROD (A, IN+1, 1, IR, A, 1, 1, IR, BETA, 1, 1, IR, 
* IP, IN, IN, O.ODO, 1.000, 0, WK) 

-1 
COMPUTES THE VALUE OF (v A u AND 

k k k 
STORES IT IN BETA-ARRAY 

CALL RCPROD (BETA, 1, 1, IR, A, 1, IN+1, IR, BETA, 1, 1, IR, 
* IP, IN, IP, O.ODO, 1.000, 0, WK) 

c -1 
C COMPUTES THE VALUE OF beta = a - v A u 
c k k kk k 
c 

10 
20 

c 

IX) 20 J = 1, IP 
IX) 10 I = 1, IP 

BETA(I,J) = A(IN+I,IN+J) - BETA(I,J) 
CONTINUE 
CONTINUE 

c 
-1 

COMPUTES THE INVERSE beta OR THE SINGULARITY OF 
c 
c 
c 

beta . k 
k 

:IF (IP .EQ. 1) THEN 
IF (OABS(BETA(1,1)) .LT. EPS) THEN 

INDS = 1 
ELSE 

BETA(1,1) = 1.000 1 BETA(1,1) 
niD IF 

ELSE 
CALL INVERS (BETA, IP, IR, EPS, INDS) 
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END IF 
RETURN 
END 

C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C SUBROUTINE NAME - GAUSS + 
c + 
C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C DESCRIPTION: + 
c + 
C COMPUTES THE SOLUTION OF A SYSTEM OF LINFAR EQUATIONS WITH A AS + 
C COEFFICIENT MATRIX AND WITH THE VECTORS OF THE CANONICAL BASIS + 
C AS RIGHT HAND SIDES. + 
C THE MEI'HOD IS GAUSSIAN ELIMINATION. + 
C IF THE MATRIX A IS NON-SINGULAR THE SOLUTIONS ARE THE ROWS OF + 
C THE INVERSE OF THE MATRIX A. + 
C THE COLUMNS N+1, •••• ,2N OF A CONTAIN THE N RIGHT HAND SIDES. + 
c + 
C USAGE: + 
C CALL GAUSS (A, N, IR, EPS, INDS) + 
c + 
C ARGUMENTS: + 
c + 
C A - INPUT REAL MATRIX OF DIMENSION (IR, 2*IR). + 
c + 
C N - INPUT INTEGER EQUAL TO THE DIMENSION OF THE SYSTEM. + 
c + 
C IR - INPUT ROWS DIMENSION EXACTLY AS SPECIFIED IN THE + 
C DIMENSION STATEMENTS IN THE CALLING PROORAM FOR + 
C THE MATRIX A. + 
c + 
C EPS - INPUT REAL VALUE USED IN TESTS FOR ZERO. + 
C IF DABS(X) .LT. EPS, THEN X IS CONSIDERED TO BE ZERO. + 
c + 
C INDS - OUTPUT INTEGER VALUE. + 
C IF INDS = 0 THEN THE MATRIX A IS NON-SINGULAR. + 
C IF INDS = 1 THEN THE MATRIX A IS SINGULAR. + 
c + 
C REMARKS: + 
c + 
C - ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING PROGRAM MUST BE + 
C IN OOUBLE PRECISION. + 
c + 
C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 

SUBROUTINE GAUSS (A, N, IR, EPS, INDS) 

SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 

INTEGER INDS, IR, N 
OOUBLE PRECISION EPS 
OOUBLE PRECISION A (IR, 1) 

• • • SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES 

INTEGER I, !PIVOT, J, K 
OOUBLE PRECISION TMP, PIVOT 

C • . • EXECUTABLE STATEMENTS 
c 

INDS = 0 
c 
C • . • TRIANGULARIZATION 
c 

00 50 K = 1, N-1 
c 
C SEARCH FOR THE PIVOT (PARTIAL PIVOTING) 
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c 

c 

PIVOT = 0 . ODO 
00 10 I = K, N 

TMP = 01\BS(A(I,K)) 
IF (TMP .GE. PIVOT) THEN 

IPIVOT = I 
PIVOT = TMP 

END IF 
10 CONI'INUE 

C •.• TEST FOR SINGUI.AR MATRIX 
c 

c 

IF (DABS(PIVOT) .LT. EPS) THEN 
INDS = 1 
RETURN 

END IF 

C EXCHANGES THE RCM K WITH THE RCM 
C CONTAINING THE MAXIMUM PIVOT 
c 

c 
c 
c 

c 

20 

00 20 J = K, 
TMP 

N+N 

A(K,J) 
A(IPIVOT,J) 

CONI'INUE 

= A(K,J) 
= A(IPIVOI',J) 
= TMP 

APPLIES THE ELEMENTS TRANSFORMATION 

00 40 I = K+1, N 
TMP = A(I,K) 1 A(K,K) 
DO 30 J = K+1, N+N 

A(I,J) = A(I,J) - TMP * A(K,J) 
30 CONTINUE 
40 CONTINUE 
50 CONTINUE 

C TEST FOR SINGUI...AR MATRIX 
C (PIVOT OF THE LAST ROW) 
c 

c 

IF (DABS(A(N,N)) .LT. EPS) THEN 
INDS = 1 
RETURN 

END IF 

C SOLVING THE TRIANGULAR SYSTEMS 
C FOR THE N RIGHT HAND SIDES 
c 

00 80 K = 1, N 
A(N,N+K) = A(N,N+K) 1 A(N,N) 
00 70 I = N-1, 1, -1 

A(I,N+K) = A(I,N+K) 
DO 60 J = I+1, N 

A(I,N+K) = A(I,N+K) - A(I,J) * A(J,N+K) 
60 CCNI'INUE 

A(I,N+K) = A(I,N+K) 1 A(I,I) 
70 CONI'INUE 
80 CONTINUE 

RETURN 
END 

C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C SUBROUTINE NAME - INVERS + 
c + 
C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 
C DESCRIPTION: 
c 
C DETERMINES IF A MATRIX IS SINGULAR OR NOT. 
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c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
ç 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

USAGE: 

IF THE MATRIX IS NON-SINGUI.AR THE SUBROUTINE RETURNS THE 
INVERSE MATRIX. 

CALL INVERS (A, N, IR, EPS, INDS) 

ARGUMENTS: 

A - INPUT REAL MATRIX OF DIMENSION (IR,2*IR). 

N - INPUT INTEGER INDICATING THE DIMENSION OF THE A-~Y. 

IR - INPUT ReMS DIMENSION EXACTLY AS SPECIFIED IN THE 
DIMENSION STATEMENTS IN THE CALLING PROGRAM FOR 
THE MATRIX A. 

EPS - INPUT REAL VALUE USED IN TESTS FOR ZERO. 
IF DABS(X) .LT. EPS, THEN X IS CONSIDERED TO BE ZERO. 

INDS - OUI' PUT INTEGER VALUE. 
IF INDS = 0 THEN THE MATRIX A IS NON-SINGULAR. 
IF INDS = 1 THEN THE MATRIX A IS SINGULAR. 

EXTERNAL MODULES: 

- SUBROUTINE GAUSS 

REMARKS: 

- ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING PROGRAM MUST BE 
IN OOUBLE PRECISION. 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

c 

c 

SUBROUI'INE INVERS (A, N, IR, EPS, INDS) 

SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 

INTEGER INDS, IR, N 
OOUBLE PRECISION EPS 
OOUBLE PRECISION A (IR, 1) 

• • • SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES 

INTEGER I, J 

00 20 I = 1, N 
DO 10 J = N+l, N+N 

A(I,J) = O. ODO 
10 CONTINUE 

A(I,N+I) = l.ODO 
20 CONTINUE 

EXECUTABLE STATEMENTS 

ADDS, TO THE GIVEN MATRIX, N COLUMN VECTORS 
WHICH FORM THE CANONICAL BASIS 

SOLVES THE SYSTEM WITH GAUSS METHOD. IF THE MATRIX 
A IS NON-SINGULAR THEN, IN THE SAME ~y A, 
(ReMS 1 TO N AND COLUMNS N+1 to 2*N) THERE IS, 
IN OUI'PUT, THE INVERSE MATRIX. OI'HERWISE niDS IS 
SET TO 1 IN OUTPUT. 

CALL GAUSS (A, N, IR, EPS, INDS) 

IF (niDS .EQ. 0) THEN 
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C SUPERSEDES THE ORIGmAL MATRIX A WITH THE INVERSE 
C MATRIX. 
c 

DO 40 I = 1, N 
DO 30 J = 1, N 

A(I,J) = A(I,N+J) 
30 CCNI'INUE 
4 0 CONTINUE 

END IF 
~ 
END 

C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C SUBROUTINE NAME - RCPROD + 
c + 
C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C DESCRIPTIOO: + 
c + 
C COMPUTES THE PRODUCT OF TWO MATRICES. + 
c + 
C USAGE: + 
C CALL RCPROD (A, IARST, IACST, IRA, B, IBRST, IBCST, IRB, + 
C C, ICRST, ICCST, IRC1 NAROW1 NACOL1 NBCOL1 + 
C C1COEF 1 C2COEF 1 IFLAG, WK) + 
c + 
C ARGUMENTS: + 
c + 
C A - INPUT REAL MATRIX OF DIMENSION (IRA, IRB). + 
c + 
C IARST - INPUT INDEX OF THE STARTING ROW OF THE MATRIX A. + 
c + 
C IACST - INPUT INDEX OF THE STARTING COLUMN OF THE MATRIX A. + 
c + 
C IRA - INPUT ROWS DIMENSION EXACTLY AS SPECIFIED IN THE + 
C DIMENSION STATEMENTS IN THE CALLING PROGRAM FOR + 
C THE MATRIX A. + 
c + 
C B - INPUT REAL MA TR!X OF DIMENSION ( IRB, * ) • + 
c + 
C IBRST - INPUT INDEX OF THE STARTING ROW OF THE MATRIX B. + 
c + 
C IBCST - INPUT INDEX OF THE STARTING COLUMN OF THE MATRIX B. + 
c + 
C IRB - INPUT ROWS DIMENSION EXACTLY AS SPECIFIED IN THE + 
C DIMENSION STATEMENTS IN THE CALLING PROGRAM FOR + 
C THE MATRIX B. + 
c + 
C C - OUTPUT REAL PRODUCT MATRIX OF DIMENSION (IRA,*). + 
c + 
C ICRST - INPUT INDEX OF THE STARTING ROW OF THE MATRIX C. + 
c + 
C ICCST - INPUT INDEX OF THE STARTING COLUMN OF THE MATRIX C. + 
c + 
C IRC - INPUT ROWS DIMENSION EXACTLY AS SPECIFIED IN THE + 
C DIMENSION STATEMENTS IN THE CALLING PROGRAM FOR + 
C THE MATRIX C. + 
c + 
C NARCM - INPUT NUMBER OF ROWS OF THE MATRIX A TO BE CONSIDERED. + 
c + 
C NACOL - INPUT NUMBER OF COLUMNS OF THE MATRIX A AND NUMBER OF + 
C ROWS OF THE MATRIX B TO BE CONSIDERED. + 
c + 
C NBCOL - INPUT NUMBER OF COLUMNS OF THE MATRIX B TO BE CONSIDERED. + 
c + 
C ClCOEF - INPUT REAL NUMBER. + 
C IF ClCOEF = 0. ODO THEN THE PRODUCT MATRIX IS STORED IN + 
C THE C-ARRAY. + 
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c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

IF C1COEF NOT EQUAL TO ZERO, THEN THE PREVIOUS C-ARRAY + 
IS MULTIPLIED BY C1COEF AND ADDED TO THE PRODUCT MATRIX. + 

+ 
C2COEF - INPUT RFAL NUMBER. + 

THE PRODUCT MATRIX IS A!JilAYS MULTYPLIED BY C2COEF. THUS + 
THE VALUE OF C2COEF MUST BE SET TO 1. ODO IN THE NORMAL + 
USE OF THE SUBROUTINE. + 

+ 
IFI.AG - IF IFI.AG = 0 THEN THE RESULTANT C-ARRAY IS NOT COINCIDENT + 

WK 

WITH THE B-ARRAY, BUT IT MAY COINCIDE WITH + 
THE A-ARRAY. + 

IF IFI.AG NOT EQUAL TO ZERO THEN THE RESULTANT C-ARRAY + 
COINCIDES WITH THE B-ARRAY. + 

- REAL WORKING VECTOR. WK HAS TO BE DIMENSIONED AT LEAST 
TO THE GREA TEST DIMENSION BETWEEN A AND B. 

EXTERNAL MODULE: 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

- DOUBLE PRECISION FONCTION INNERG + 
+ 

:REMARKS: + 
- ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING PROGRAM MUST BE + 

IN DOUBLE PRECISION. + 
+ 

C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

SUBROUTINE RCPROD (A, IARST, IACST, IRA, B, IBRST, IBCST, IRB, 
* C, ICRST, ICCST, IRC, NAROW, NACOL, NBCOL, 
* ClCOEF, C2COEF, IFI..AG, WK) 

• . . SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 

INTEGER IARST, IACST, IRA, IBRST, IBCST, IRB, ICRST, ICCST, IRC, 
* NAROW, NA COL, NBCOL, IFI..AG 

OOUBLE PRECISION ClCOEF, C2COEF 
DOUBLE PRECISION A(IRA,l), B(IRB,l), C(IRC,l), WK(l) 

••• SPECIFICATIONS FOR EXTERNAL FONCTIONS 

DOUBLE PRECISION INNERG 

SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES 

INTEGER I, J, IASTART, IBSTART, INDCROW, INOCCOL 

EXECUTABLE STATEMENTS 

IF ( IFI..AG · • EQ. 0 ) THEN 
00 30 I = 1, NAROW 

IASTART = IARST + I - 1 
INDCROW = ICRST + I - 1 
DO 10 J = 1, NBCOL 

IBSTART = IBCST + J - 1 
WK(J) = INNERG (A, IASTART, IACST, IRA, 

* B, IBRST, IBSTART, IRB, NACOL) 
10 CCNI'INUE 

DO 20 J = 1, NBCOL 
INOCCOL = ICCST + J - 1 
C (INOCROW, INDCCOL) = C1COEF * C (INOCROW, INOCCOL) 

* + C2COEF * WK(J) 
2 0 CCNI'INUE 
30 CONTINUE 

ELSE 
DO 60 J = 1, NBCOL 

IBSTART = IBCST + J - 1 
INOCCOL = ICCST + J - 1 
DO 40 I = 1, NAROW 
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IASTART = IARST + I - 1 
WK(I) = lNNERG (A, IASTART, IACST, IRA, 

B, IBRST, IBSTART, IRB, NACOL) 
40 CCNI'muE 

DO 50 I = 1, NAROW 
INDCROW = ICRST + I - 1 
C(INDCROW, INDCCOL) = C1COEF * C(INDCROW, INDCCOL) 

• + C2COEF * WK(I) 
50 CCNI'muE 
60 CONI'muE 

END IF 
RE'I'URN 
END 

C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C FONCTION NAME - JNNERG + 
c + 
C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c + 
C DESCRIPTION: + 
c + 
C DOUBLE PRECISION FUNCTION: + 
C COMPtiTES THE JNNER PRODUCT BETWEEN 'IWO VECTORS WHICH ARE + 
C A ROW AND A COLUMN OR A PART OF A ROW OR OF A COLUMN OF TWO + 
C GENERAL ARRAYS. + 
c + 
c u~~= + 
C INNERG (A, IAROW, IACOL, IRA, B, IBROW, IBCOL, IRB, IP) + 
c + 
C ARGUMENTS: + 
c + 
C A - INPUT REAL MATRIX WHICH CONTAINS THE ROW VECTOR. + 
c + 
C IAROW - INPUT ROW INDEX OF THE FIRST ELEMENT OF THE ROW VECTOR + 
C IN THE MATRIX A. + 
c + 
C IACOL - INPUT COLUMN INDEX OF THE FIRST ELEMENT OF THE ROW + 
C VECTOR IN THE MATRIX A. + 
c + 
C IRA - INPUT ROWS DIMENSION EXACTLY AS SPECIFIED IN THE + 

· C DIMENSION STATEMENTS IN THE CALLING PROGRAM FOR THE + 
C MATRIX A. + 
c + 
C B - INPUT REAL MATRIX WHICH CONTAINS THE COLUMN VECTOR. + 
c + 
C IBROW - INPUT ROW INDEX OF THE FIRST ELEMENT OF THE COLUMN + 
C VECTOR IN THE MATRIX B. + 
c + 
C IBCOL - INPUT COLUMN INDEX OF THE FIRST ELEMENT OF THE COUJMN + 
C VECTOR IN THE MATRIX B. + 
c + 
C IRB - INPUT ROWS DIMENSION EXACTLY AS SPECIFIED IN THE + 
C DIMENSION STATEMENTS IN THE CALLING PROGRAM FOR THE + 
C MATRIX B. + 
c + 
C IP - NUMBER OF ELEMENTS TO BE CONSIDERED IN EACH VECTOR + 
C STARTING FROM THE FIRST ONE. + 
c + 
c lŒMARKS: + 
c + 
C - ALL THE REAL ARGUMENTS PASSED FROM THE CALLING PROGRAM MUST BE + 
C IN DOUBLE PRECISION. + 
C - IN THE CALLING PROCEDURE, IF THE DIMENSIONS OF THE 'IWO MATRICES + 
C A AND B ARE A(IRA,ICA) AND B(IRB,ICB) THEN WE MUST HAVE + 
C (IAROW.LE. IRA) .AND. (IP .LE. ICA) .AND. (IP .LE. IRB) + 
C .AND. (IBCOL .LE. ICB). + 
c + 
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C+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

DOUBLE PRECISION FUNCTION rnNERG(A, IARCM, IACOL, IRA, 
* B, IBROW, IBCOL, IRB, IP) 

••• SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 

OOUBLE PRECISION A(1), B(1) 
INTEGER IARCM, IACOL, IBROW, IBCOL, IRA, IRB, IP 

• • • SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES 

OOUBLE PRECISION ACC 
INTEGER I, IASTART, IBSTART 

••• EXECUTABLE STATEMENTS 

IASTART = ( IACOL - 1) * IRA + IARCM 
IBSTART = ( IBCOL - 1) * IRB + IBRCM 
ACC = O.ODO 
00 10 I = 1, IP 

ACC = ACC + A(IASTART+IRA*(I-1)) * B(IBSTART+I-1) 
10 CONTINUE 

Dm'ERG = ACC 
REI'URN 
END 

• • • SETS THE RESULT VALUE 
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lB 
Explications sur Mathematica 

Cet annexe a été rédigé dans le but de permettre au lecteur qui ne connaît pas Mathematica 
de comprendre entièrement les sections 1.3.2 et 1.3.4. 

- Commentaires de la section 1.3.2.Ê 

Nous reprenons içi quelques explications de Mathematica [13, pages 93,596,644] : 

• Une liste est un objet très général, qui sert à représenter des collections d'expressions 
éventuellement de type différent. 

{a,b,c} représente le vecteur (a,b,c). 

{{a,b },{ c,d}} représente la matrice ( : ~ ) . 

Note Importante : Dans ce travail nous avons supposé que la liste {{ a,b}, { c,d}} 

, 1 · (ac) represente a matnce b d . 

• l[[i]] donne la ième s~us-list de 1. 

l[[i,j, ... ]] donne la part de 1 correspondant à l[[i]][U]] .... 

Exemple: 

Jn[l]:=l={ {a,b},{c,d}} 

Out[l]={ {a:,b },{c,d}} 

Jn[2]:=1[[1]] 

Out[2]={a,b} 

1 n[3]:=1[[1 ,2]] 

Out[3]=b 

• Append[liste, élément] donne la liste avec l'élément ajouté à la fin. 

AppendTo[liste, élément] est équivalent à liste = Append[liste, élément]. 

Exemple: 

Jn[4]:=v={a,b} 
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Out[4]={ a,b} 

Jn[5):=Append[v,c) 

Out[5)={a,b,c} 

Jn[6):=v 

Out[6)={a,b} 

Jn[7]:=AppendTo[v,c] 

Out[7)={ a,b,c} 

Jn[S]:=v 

Out[S)={ a,b,c} 

Explications sur Mathematica 

• Les lignes étiquetées par Jn[n) sont ce que l'utilisateur saisi et celles étiquetées par 
Out[n] sont ce que Mathematica écrit comme réponse. 

- Commentaires de la section 1.3.4.Ê 

Nous reprenons içi quelques explications de Mathematica [13, pages 325,330,333,549). 
Il y a quatre types de nombres en Mathematica : 

• Integer - entier exact de longueur arbitraire. 

• Rational- entier/entier dans la forme réduite. 

/n[1] := 12344/2222 

Out[1] = ~ 1111 

• Real- un nombre réel est identifié par la présence explicite d'un point décimal, et 
peut avoir n'importe quel nombre de chiffres. 

Mathematica distingue deux types de nombres réels: des nombres réels de basse 
précision et des nombres réels de haute précision et agit différemment en présence 
de l'un ou de l'autre type. 

On dit qu'un nombre réel est de basse précision s'il a un nombre de chiffres sig
nificatifs non supérieur à la "précision de la machine" (donnée, par exemple, par 
Precision[l.O]). Dans le cas où ce nombre est inférieur à la précision de la machine, 
Mathematica ajoute des zéros à droite du dernier chiffre significatif jusqu'à atteindre 
cette précision. 

On dit qu'un nombre réel est de haute précision s'il a un nombre de chiffres signifi
catifs supérieur à la précision de la machine. 

Mathematica suppose toujours que les chiffres qu'on saisit sont corrects. 

/n[2] := Precision[l.) 

Out[2] = 19 



La précision du Macintosh SE/30 est 19. 

Jn[3] := Precision[1.2345] 

Out[3] = 19 
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1.2345 a la précision de la machine, parce qu'il est interpreté comme 1.234500000000000000. 

Jn[4] := Precision[1.234567891234567891234567891234456789] 

Out[4] = 36 

C'est un nombre réel de haute précision. 

Note:Precision[x] =nombre de chiffres significatives de x. 

• Complex - complexe de la forme nombre + nombre]. 

Jn[5] := 4 + 7/8 1 

Out[5] = 4 + 7/ 

Jn[6] := 4 + 5.6 1 

Out[6] = 4 + 5.6 1 

Il y a un autre type d'objet indivisible qui s'appelle Symbol. Un symbole est le plus simple 
objet Mathematica avec un nom. Le nom d'un symbole est constitué par une suite de 
lettres ou chiffres, commençant obligatoirement par une lettre. Mathematica distingue les 
lettres majuscules des lettres minuscules. La première lettre d'un symbole qui appartient 
au système est toujours majuscule, par convention. 
x, y1, t- symboles définis par l'utilisateur. 
Pi, 1 - symboles appartenant au système. 
Les nombres entiers et rationnels sont traités par Mathematica exactement. Cependant, 

les nombres réels sont traités approximativement. 
Dans un système symbolique comme Mathematica, on peut souvent représenter des nom

bres réels d'une façon exacte. Par exemple, le symbole Pi est une représentation exacte 
de la constante mathématique 1r. Si l'on veut connaître une approximation de Pi, on est 
obligé de se servir de la fonction évaluation numérique N. 
N[x,n]- donne une approximation numérique de x, avec au plus n chiffres significatifs 

exacts. 
Jn[7] :=N[Pi,6] 
Out(7] = 3.14159 
Jn[8] :=N[Pi,30] 
Out[8] = 3.14159265358979323846264338328 
Une des plus importantes capacités de Mathematica est de faire du calcul symbolique 

aussi bien que du calcul numérique. Dans les deux cas on peut avoir des résultats exacts 
ou approchés. 

• Calcul numérique exact: 

Jn[9] := 1/2 * Sqrt[3] + 123 + 7/2 * Sqrt[3] + 4 + 2/6 * Log[22/2] 

Out[9] = 127 + 4 Sqrt[3] + Lo~n] 
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• Calcul numérique approché de basse précision: 

Jn[10] := 1./2 * Sqrt[3.] + 123. + 7/2 * Sqrt[3.] + 4 + 2/6 * Log[22./2] 

Out[10] = 134.728 

La présence des points décimaux fait en sorte que Mathematica donne un résultat 
approché. 

Le calcul est fait dans la précision de la machine, c'est-à-dire avec dix-neuf chiffres 
significatifs, et le résultat a lui aussi dix-neuf chiffres significatifs, mais il est écrit, 
par convention, avec seulement six. Si l'on veut voir plus de chiffres, on est obligé 
d'utiliser la fonction N. 

Jn[ll] := Nl 1./2 * Sqrt[3.] + 123. + 7/2 * Sqrt[3.) + 4 + 2/6 * Log[22./2), 19) 

Out[ll] = 134.7275016545416327 

• Calcul numérique approché de haute précision: 

Si 1 'on veut obtenir un résultat avec une précision supérieure à la précision de la 
machine, on ne doit pas appliquer la fonction N à l'expression 1./2 * Sqrt[3.] + 
123. + 7/2 * Sqrt[3.] + 4 + 2/6 * Log[22./2], mais à une expression qui a elle même 
une précision supérieure ou égale à la précision désirée. 

Jn[12] := N[ 1./2 * Sqrt[3.] + 123. + 7/2 * Sqrt[3.) + 4 + 2/6 * Log[22./2), 45) 

Out[12] = 134.7275016545416327 

Jn[13] := N[ N[ 1/2 * Sqrt[3) + 123 + 7/2 * Sqrt[3) + 4 + 2/6 * Log[22/2), 50], 45] 

Out[13) = 134.727501654541632688797099892011865901045123 

Nous pouvons obtenir un résultat avec une précision arbitraire si nous appliquons 
la fonction N à l'expression exacte: 

Jn[14] := N[ 1/2 * Sqrt[3] + 123 + 7/2 * Sqrt[3) + 4 + 2/6 * Log[22/2] , 100] 

Out[14] = 134.727501654541632688797099892011865901045123 
2998873282372960838208512566089396123860162696496965392 

Les mêmes commentaires sont valables pour les différents types de calcul symbolique: 

• Calcul symbolique exact: 

Jn(15) := 2/3 + 1/3 * :t -1/2 * :t + 123/4 *:tA 2 +:tA 2 

Out[15] = ~ - i + 12~ :e2 

• Calcul symbolique approché de basse précision: 

Jn(16) := 2./3 + 1./3 * :t- 1./2 * :t + 123./4 *:tA 2 +:tA 2 

Out[16] = 0.666667-0.166667 :t + 31.75 z2 

Jn(17) := N{2./3 + 1./3 *x -1./2 * :t + 123./4 *:tA 2 +:tA 2, 19) 

Out[17] = 0.6666666666666666667-0.1666666666666666667 :t + 31.75 z2 



• Calcul symbolique approché de haute précision: 

Jn[18] := N[ N[ 2/3 + 1/3 *x- 1/2 *x+ 123/4 *x A 2 +x A 2 , 50] , 45] 

Out[18] = 0.666666666666666666666666666666666666666666667-
0.166666666666666666666666666666666666666666667 x+31.75 x2 

Jn[19] := N[ 2/3 + 1/3 *x- 1/2 *x+ 123/4 *x A 2 +x A 2 , 100] 

Out [19] = 0.66666666666666666666666666666666666666666666 
66666666666666666666666666666666666666666666666666666667-
0.166666666666666666666666666666666666666666666666666666 
6666666666666666666666666666666666666666666667 x+31.75 x2 
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Quand on fait du calcul de basse précision, Mathematica effectue tous les calculs avec 
une précision fixe (la précision de la machine) et donne les résultats sans s'occuper de 
leur précision réelle. Quand on fait du calcul de haute précision Mathematica prend en 
considération la précision des éléments qui constituent l'expression à évaluer et donne le 
résultat avec la précision qui peut être justifiée. 

Jn[20] := N[ 1.111111111111111111- 1.111111111111111000 , 19] 
Out[20] = 1.11022302462515654 10-16 

Mathematica fait du calcul de basse précision. Les derniers seize chiffres du résultat 
n'ont aucune signification. 

Jn[21] := N[ 1.11111111111111111111111 - 1.11111111111111111111000 , 24] 
Out [21] = 1.1 10-21 

Mathematica fait du calçul de haute précision, et montre seulement les chiffres du résultat 
que ce language considère significatifs. 
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<·---------------------------------------------------------------*> (* Package GPADETYPE.M -------------------*) 
('* *) 

GPADETYPE: :usage=•is a package that contains the 
definition of the function tablegpt. 
It calls the packages BE and BIF.• 

tablegpt::usage=• 
tablegpt [ k , t , toption , coption , psoption , 

resultprec , preoption , preprec , 
cprec , aroption , conpoption , nor:m 

calculates the (k+1) first generalized Pade-type 
approxilnants in the point t • 
The argument t can be a ~lie expression 
(toption == \"v.AR\") , or a numerical expression 
(toption == \ •SCL\ •) • In the first case we obtain syrnbolic 
results, in the second case we obtain numerical results. 
If coption == \ "EC\ • , we do exact calculus. 
If coption == \"AC\ • , we do approximated calculus with 
precision cprec. This means that we use the function 
N[- , cprec) to do all the intermediate computations. 
If cprec < = \"machine precision\" , we do low precision 
computations. If cprec > \"machine precision\" , we do high 
precision computations. 
If coption == \"AC\", the numerical results or the numerical 
part of the ~lie results are printed with resultprec 
decimal digits of precision. 
The default values of cprec and resultprec are the machine 
precision ( given for example by Precision[l.O) ). 
If resultprec or cprec are greather than Precision[l.O], 
we must have resultprec < = cprec . 
If psoption == 1, the partial sums of the series are also 
calculated according to the values of toption and coption. 
If psoption != 1, partial sums are not calculated. The default 
value of psoption is O. 
~We remark that it is interesting to calculate the partial sums 
of the series especially when toption == \"SCL\", that is when 
we get numerical results. We conpare the sequence of 
generalized Pade-type approximants with the sequence of 
partial sums of the series. 
If toption == \"SCL\" and preoption == 1, the relative errors 
of the approximants with respect to the series are calculated 
with precision cprec, and are written with preprec decimal 
digits of precision. Futhermore, if psoption == 1, the relative 
errors of the pàrtial sums with respect to the series are 
calculated with precision cprec, and are written with preprec 
decimal digits of precision. 
If toption == \"SCL\" and preoption == 2, the number of the 
exact digits of the approximants in conparison with the series 
are calculated with precision cprec, and are written with 
pr~rec decimal digits of precision. Futhermore, if 
psoption == 1, the number of the exact digits of the partial 
sums in comparison with the series are calculated with precision 
cprec, and are written with preprec decimal digits of precision. 
The default value of pr~rec is 2. 
If compoption == 0 , we do real calculus. If compoption == 1, 
we do conplex calculus. The default value of compoption is 
equal to O. 
If conpoption == 1, toption == \"SCL\" and preoption == 1, the 
relative errors of the real and imaginary parts of the 
approximants, with respect to the real and imaginary parts of 
the series, are calculated with precision cprec and are written 
with preprec decimal digits of precision. If psoption == 1, 
we do the same for the partial sums. 
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If corrpoption == 1, toption == \"SCL\" and preoption == 2, we 
calculate the number of exact digits instead of the relative 
errors. 
If corrpoption == 1 and toption == \ "SCL\ •, we calculate also 
the p-no:rm ( p >= l) of the vector of relative errors 
(if preoption == 1 ), or the p-norm ( p >= 1) of the vector of 
the nurnber of exact digits ( if preoption == 2 ) . 
The value of p is gi ven by the argument norm. 
:rf norm == -1, we calculate the infinity norm of the 
vector of relative errors ( if preoption == 1 ), or the 
component of minimum absolute value of the vector of the 
nurnber of exact digits ( if preoption == 2 ) . 
The default value of norm is equal to -1. 
~o:rms are calculated with precision cprec and are written 
with preprec decimal digits of precision. 
:rf toption == \"VAR\ • or preoption is different from 1 and 2 , 
neither the relative errors nor the nurnber of exact digits are 
calculated. 
The default value of preoption is O. 
'If toption == \ •seL\ • and coption == \ "EC\ •, we obtain 
the exact numerical expressions of the approximants in the 
point t • Futher.more, if psoption == 1, we obtain also the 
exact numerical expressions of the partial sums in the point 
t. If preoption == 1, relative errors of these exact expressions 
are calculated with precision cprec • 
If preoption == 2, the nurnber of exact digits are calculated 
with precision cprec . We should take a sufficiently big value to 
cprec in order that the errors or the nurnber of exact digits 
could be correctly calculated. Futhermore, if aroption == 1, 
the exact expressions just cited are written with resultprec 
decimal digits of precision. If aroption != 1 , these values are 
not written. The default value of aroption is O. 
The value of the series in t is written with resultprec decimal 
digits of precision, if toption == \"SCL\", coption -- \"EC\" 
and aroption == 1; or if toption == \"SCL\" and 
coption ==\"AC\". 
We must give the first four arguments of tablegpt , 
however the last eight cnes can be omitted taking their default 
values. 

Reference: z. DA ROCHA. 
Inplementention of the recurrence 
relations of biorthogonality. 
In c. Brezinski, P. Gonzalez-Vera and 
N. Hayek-Calil, eds., Extrapolation and 
Rational Approximation. Tenerife 1992, 
volume 3 of Numerical Algorithrns, pp. 
173-183, Basel 1992. J. c. Baltzer.• 

(*------------------------------------------------------------------__________ ___,ERROR MESSAGES OF TABLEGPT ________ _ 

---------------------------------------------------------------*) 
tablegpt::badarg1= 

•wrong value to the first argument 

tablegpt: :badarg3= 

k must be a non negative integer 
try again• 

•wrong value to the third argument 

tablegpt::badarg4= 

toption must be equal to \"SCL\" or \"VAR\" 
try again• 

•wrong value to the fourth argument 
coption must be equal to \"AC\ • or \ "EC\ • 
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try again• 

tablegpt::badarg6= 
•wrong value to the sixth argument 

resultprec must be a non negative integer 
try again• 

tablegpt: :badarg8= 
•wrong value to the eighth argument 

preprec must be a non negative integer 
try again• 

tablegpt::badarg9= 
•wrong value to the nineth argument 

cprec must be a non negative 
txy again• 

integer 

tablegpt::badarg69= 
•wrong values to the sixth and/or the 

nineth arguments. 
We must have resultprec < = cprec 
if at least one of these arguments 
than the machine precision. 
Try again. • 

tablegpt::badarg12= 
•wrong value to the twelfth argument 

norm must be equal to -1 or 
greater than or equal to 1 
try again• 

, 
are greather 

(* _______________________________________________________________ _ 

------------DEFINITIONS OF THE PRIVATE FUNCTIONS. _____ _ 
----------------OF TABLEGPT ____________ __ 

---------------------------------------------------------------*> 
functionalc[poly_,var_]:= 
Block[ {n}, 

Sum[ Coefficient[poly,var,n]*crn[[n+1]] , 
{n,O,Exponent[ poly ,var]} 

]/; PolynomialQ[poly,var] 
] ; 

(*--------------------------------------------------------------------------~DEFINITION OF TABLEGPT _________ __ 

-----------------------------------------------------------*> 
tablegpt[ k_ , t_ , toption_ , coption_ , 

psoption_:O , 
resultprec_:(Precision[l.O]) , 
preoption_:O , preprec_:2 , 
cprec_:(Precision[1.0]) , 
aroption_:O , 
compoption_:O , nor.m_:-1 ]:= 

Block[ { cm, wn1, wn2, wf1, wf2, w3, wl, wc, wx, wf, 
sert, xarray, larray, fps1, fps2, nps1, nps2, 
regpt1, regpt2, regpt, reps1, reps2, reps , 
edgpt1, edgpt2, edgpt, edps1, edps2, edps , 
n, rn, i } , 

<*----------------------------------~~~~----------------------------------~coNTROL OF ARGUMENTS. ___________ __ 

-----------------------------------------------------------------*) 
If [ Or[ Not[ IntegerQ[k) ] , k < 0 ] , 

Return [ Message [ tablegpt: : badarg1] ] 
] ; 
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~f I And t tcption != •seL• , toption != "VAR" ] , 
Retw:n [ Message [ tablegpt: : badarg3) ] 

] ; 

~fi And [ ccption != •EC•, coption != "AC" ] , 
Retw:n[ Message[tablegpt: :badarg4) ) 

] ; 

If I Or[ Not{ IntegerQ[ resultprec ] ] , resultprec < 0 ] , 
Retw:n[ Message [tablegpt: :badarg6] ] 

] ; 

~f 1 Or t Not t IntegerQ t preprec ] ] , preprec < 0 ] , 
Return[ Message[tablegpt: :badarg8] ] 

] ; 

~f [ Or[ Not[ lntegerQ[ cprec ] ] , cprec < 0 ] , 
Return[ Message[tablegpt: :badarg9] 

] ; 

~fi And{ resultprec > cprec , 
Or[ resultprec > (Precision[l.O)) , 

cprec > (Precision[l.O)) 
] 

] , 
Return Message [tablegpt: :badarg69 ) ] 

]; 

If [ And [ norm ! = -1 , norm < 1 ) , 
Return[ Message[tablegpt::badargl2] 

] ; 

(* ________________________ ~--~~--~--------~-------------
--------- corrputation of the first approximant -----

------------------ corrputation of c (X [ 0, 0, 0, x)) -----------
------------- -corrputation of L[O,O,O,g[x,t) ,x)------

--------------------------------------------------------*l If[ coption == "AC" 

~{NI c[O] , cprec ] }; 
wx={ N[ u[O,x] , cprec ] }; 
~={ N[ f[O,t] , cprec ] }; 
wc={ N[ functionalc[ wx[[l)] , x], cprec ) }; 
wl={ N[ initialf[ 0, wx[[1]), x ) , cprec ) }; 
larray={ {.NI (initialf[ 0, g[x,t), x] 1 wl[[1)) ), cprec] } } 

(*coption == •EC• *) 

c:m={ c[OJ }; 
wx={ u[O,x) } ; 
~= { f [ 0, t] } ; 
wc={ functionalc[ wx[[1)] , x] }; 
wl={ initialf[ 0, wx[[1]], x] }; 
larray={ { initialf[ 0, g[x,t], xl 1 wl[[1]] } } 

] ; (* end of If *) 

xarray={ Append[ wc, wl [ [1]) ] } ; 
(* _______________________________ ~-------------------------
---------- xarray [ [1, 1]) =c (X [ 0, 0, 0, x] >---------------
---------larray [ [1, 1)] =L [ 0, 0, 0, g [x, t], x] _______ _ 

_________ rinting of the first approximant. ______ _ 

----------------------------------------------------------*) 
GPADETYPE. M page 4 6 Apr 1994 11:30 



If[ toption == •seL• 1 

If[ coption == •EC• 1 

wf1= xarray[[1~1J)*larray[[1~1J) ; 
Print[ •fgpt[·~ 01 •]=·~ Expand[ wfl) 
wnl=wf1 ; 
If[ psoption == 1 1 

fps1= cm[[1))*wf[[1)) 
Print [ • fps [ • 1 01 •) = • 1 fps1 
nps1=fps1 

J ; (* end of If[ psoption J *) 
If [ aroption == 1 1 

sert= N[ series[t) 1 resultprec ) ; 
Print [ • f [ • 1 t 1 • ) = • 1 sert ) ; 
Print[ •ngpt[·~o~·J=·~ N[ wn1 1 resultprec J J 
If[ psoption == 1 1 

Print[ •nps[•~o~·J=·~N[ nps1 1 resultprec 
) (* end of If[ psoption ) *) 

1 (* end of If[ aroption ) *) 

1 (* coption == •Ac• *) 

sert= N[ series[t] 1 resultprec ] ; 
Print [ • f [ • 1 t 1 • ) = • 1 sert ) ; 
wn1=N[ xarray[[1~1]]*larray[[111]) 1 cprec 
Print[ •ngpt[·~o~·J=·~ N[ wn1 1 resultprec 
If[ psoption == 1 1 

nps1=N[ cm[[1)]*wf[[1]] 1 cprec] ; 
Print[ •nps[•~o~·J=·~ N[ nps1 1 resultprec ] 

) (* end of If[ psoption ] *) 

] ; (* end of If coption ]*) 

If[ preoption == 1 1 

GPADETYPE.M 

If[ compoption == 0 1 

Print[ . • regpt [ • 1 0 1 • ] = • 1 

N[ N[ 
Abs[ ( wn1-series[t] 

1 cprec ] 
1 preprec ) 

(* end of Print *) 

; (* end of If[ compoption == 0 ] *) 

If[ compoption == 1 1 

) 1 series[t] 

regpt1=N[ Abs[ Re[ wn1]-Re[ series[t) ) 1 
Re[ series[t) 

1 

cprec ) ; 
regpt2=N[ Abs[ ( Dn[wn1] - Im[ series[t) ) 1 

Dn[ series[t) 

cprec 

If[ norm == -1~ 
regpt=N[ Max[ regpt11 regpt2 ] 1 cprec 
, 
regpt=N [ ( regpt1 "norm + 

regpt2"norm ) "(1/norm) 1 cprec 
; (* end of If[ norm ] *) 

Print[•regpt[•, 01 "]=[·~ N[ regpt1, preprec ] 1 
·~· , N[ regpt2, preprec] , •] , norm regpt[" 
0 , "]=", N[ regpt, preprec ] 
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] <• end of Print *) 

] ; (* end of If[ compoptian == 1 ] *) 

If[ psoption == 1 , 

If[ compoption == 0 , 

Print[ •reps[•, 0, "]=•, 
N[ N[ 

Abs[ ( nps1-series[t) ) 1 series[t) ] 
, cprec ] 

, preprec ] 
(* end of Print *) 

] ; (* end of If[ compoption -- 0 ] *) 

If[ compoption == 1 , 

reps1=N[ Abs[ Re[ nps1 ]-Re[ series[t] ) 1 
Re[ series[t] 

1 

cprec ] , 
reps2=N[ Abs[ ( lm[ nps1 ] - lm[ series[t] ) 1 

lm[ series[t] 

cprec 

If [ norm == -1, 
reps=N[ Max[ reps1, reps2 ] , cprec ] 

reps=N[ ( reps1Anorm + 
reps2Anorm )A(l/norm) , cprec 

: (* end of If[ norm] *) 

Print[•reps[•, 0, "]=[", N[ reps1, preprec ] , 
•,• , N[ reps2, preprec] , •] , norm reps[• 
0 , •]=•, N[ reps, preprec ] 

] (* end of Print *) 

(* end of If[ compoption == 1 ] *) 

] (* end of If[ psoption ] *) 

] ; (* end If[ preoption==l ] *) 

If[ preoption == 2 , 

GPADETYPE.M 

If [ ·compoption == 0 , 

Print[ •edgpt[•, 0, "]=•, 
N[ N[ 

-Log[ 10, Abs[ wn1-series[t] ] ] 
, cprec ] 

, preprec ] 
(* end of Print *) 

(* end of If[ compoption == 0 ]*) 

If[ compoptian == 1 , 

edgpt1= N[ -Log[10, 

cprec ] ; 
edgpt2= N[ -Log[lO, 

], 

Abs[ Re[ wnl 1 - Re[ series[t] ] ] 
], 

Abs[ lm[ wn1 ] - lm[ series[t] ] ] 
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cprec ] ; 

If [ norm == -1, 
edgpt =N [ Min [ Abs [ edgpt 1] , Abs [ edgpt2] ] , 

cprec ] 
, 
edgpt=N [ ( Abs [ edgpt 1] "norm + 

Abs [ edgpt2] "norm ) " ( 1/norm) , 
cprec ] 

] ; (* end of If[ norm] *) 

Print["edgpt[•, 0, "]=[", N[ edgpt1, preprec ] , 
•,• , N[ edgpt2, preprec] , •] , norm edgpt[• , 
0 , •]=" ,N[ edgpt, preprec ] 
] (* end of Print *) 

] ; (* end of If[ compoption == 1 ] *) 

If[ psoption == 1 , 

If[ compoption == 0 , 

Print[ "edps[•, 0, •]=", 
N[ N[ 

-Log[ 10, Abs[ nps1-series[t] ] J 
, cprec J 

, preprec ] 
] (* end of Print *) 

J ; (* end of If[ compoption == 0 J *) 

If[ cornpoption == 1 , 

edps1=N[ -Log[ 10, 

cprec l ; 
edps2=N[ -Log[ 10, 

cprec ] ; 

If [ norm == -1, 

Abs[ Re[ nps1 ]-Re[ series[t) ) ) 
) , 

Abs[ Im[ nps1 J - Im[ series[t) ) J 
) , 

edps=N[ Min[ Abs[edps1), Abs[edps2) J , cprec) 
, 

edps=N[ ( Abs [edps1) "norm + 
Abs[edps2)"norm )"(1/norm) , cprec 

] ; ( * end of If [ norm ) *) 

Print[•edps[•, 0, ")=[", N[ edps1, preprec ) , 
•,• , N[ edps2, preprec J , •] , norm edps[• , 
0, •]=" , N[ edps, preprec ) 
) (* end of Print *) 

(* end of If[ compoption == 1] *) 

(* end of If[ psoption J *) 

) (* end of If[ preoption==2 J *) 

, (* toption == "VAR" *) 

If[ coption == •EC•, 

GPADEI'YPE. M 

wf1= xarray[[1,1]]*larray[[1,1)] 
Print[ •fgpt[•, 0, ")=", Together[ wf1) 
If[ psoption == 1 , 

fps1 = cm[[1))*wf[[1)] ; 
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Print[ •tps[•,o,•]=•, fps1] 
] (* end of If[ psoption ] *) 

, (* cqption == •AC• *) 

wnl~[ xarray[[1,l]]*larray[[1,1]] 
, cprec ] ; 

Print[ •ngpt[•,o,•]=•,N[ Together[wnl], resultprec 
If [ psoption == 1 , 

nps1 = N[ cm[[1]]*wf[[l]] , cprec] ; 
Print[ •nps[•,o,•]=•, N[ nps1, resultprec] ] 
J (* end of If[ psoption ] *) 

] (* end of If [ coption ] *) 

] ; ( * end of If [ toption ] * ) 

Print r- •]; 

(*----~---------------------------------------------------------*> Do[(*{i,2,k+1}*) 

<*------------------------~--~--~~~----~--------------------_____________ .corrputation of the i-th approximant _______ _ 

--~----~-----------------------------------------------*) If[ coption == •Ac• , 

AppendTo[ cm, N[ c[i-1] , cprec] ]; 
AppendTo[ wx, N[ u[i-1,x] , cprec ] ] ; 
AppendTo [ wf, NI f [ i -1, t] , cprec ] ) ; 
AppendTo[ wc, N[ functionalc[ wx[ [i]], x], cprec] ] ; 
AppendTo[ wl, N[ initialf[ i-1, wx[[1)], x], cprec] ] 

, (* coption == •Ec· *) 

AppendTo[ cm, c[i-1] ] ; 
AppendTo[ wx, u[i-1,x] ) ; 
AppendTo [ wf, f [ i -1, t] ] ; 
AppendTo [ wc, functionalc [ wx [ [i)], x] ] ; 
A~To[ wl, initialf[ i-1, wx[[l]], x) 

]; (*end of If *} 
(* ________________________ ~--~--~~~~~~-----------------
-------------- corrputation of c(X[O, 0, i-1,x]) 
--------------- corrputation of L[O,O,i-1,g[x,t] ,x] 

--------- corrputation of the new elements of the -------
------------- arrays Xl and L1 -----------------------
----------------------......,..-( first part >--,-------------------------
--------------~~·simultaneous corrputatio.~----~------------
-----------------of the new column of the array x and.__ ______ _ 

------------------- the new row of the array L ----------------
---------------------~--......,..~------------------------------*> AppendTo{ xarray , { wc [ [i] J } ] ; 

Do[ {* {n,2,i} *) 
If[ coption == •Ac• 

w3~[ initialf[ n-2, wx[[i]), x ] , cprec ]; 
If[ n == 2 , 

xarray[[ i-1, 2])= N[ w3/ xarray[[i-1,2]) , cprec 
] ; ( * end of If *) 

AppendTo[ xarray[ [i]] , w3 ) ; 
AppendTo[ larray[[n-1)], N[ w3/ wl[[n-1)) , cprec] ) 

, (* coption == •EC• *) 

GPADETYPE .M 

w3=initialf[ n-2, wx[[i)), x] ; 
If[ n == 2 , 

xarray[ [i-1, 2) l= w3/ xarray[ [i-1,2)] 
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) ; (* end of If *) 
AppendTo [ xarray [ [ i) ) , w3 ) ; 
AppendTo[ larray[[n-1)), w3/ w1[[n-1)) 

(* end of If *) 

,{n,2,i} 
) ; (*end of Do*) 

(* ---------------------------------------------------------------
----------------------~~( second part >~------------------------
--------------------simultaneous corrputatio "'------~-------------
--------- of the new column of the array L and --------
------------------- the new row of the array X ------------------

~~----~------~-----------------~---------------------------*> If[ coption == "AC" , 
AppendTo [ larray , 

{ N[initialf[ i-1, g[x,t], x)/ wl[[i]) , cprec) } 
) 

, (* coption == "EC" *) 
AppendTo[ larray, { initialf[ i-1, g[x,t), x)/ wl[[i)) } ) 

]; (*end of If*) 

AppendTo[ xarray[[1)], wl[[i]] ]; 

Do[ (* {n,2,i} *) 
If[ coption == •Ac• 

w4= N[initialf[ i-1,-wx[[n)), x) , cprec ]; 
AppendTo[ larray[[i]] , N[ w4/ wl[[i)] , cprec ) ); 
If[ n==2 , 

larray[[i-1,2]]=N[ larray[[i,2]]-larray[[i-1,2]] , cprec ] 
] ; ( * end of If * ) 

AppendTo [ xarray [ [n) ) , w4 ) 

, (* coption == •EC• *) 

w4=initialf[ i-1, wx[[n]], x] ; 
AppendTo[ larray[[i)] , w4/ wl[[i)) ] ; 
If[ n==2 , 

larray[[i-1,2]]=larray[[i,2]]-larray[[i-1,2]) 
]; (*end of If*) 

AppendTo [ xarray [ [n) ) , w4 ) 

) ; ( * end of If *) 

, {n, 2, i} 
]; (*end of Do*) 

(*------~-------------------------------------------------------*> Do [ ( * {rn, 2 , i} * ) 
(* _____________________ ~----------------------------------------
--------- corrputation of the new elements of the-------------
------------------- arrays Xm and I.Jn (rn >= 2) 

(first part ) 
-------------------corrputation of the new elernents _______________ _ 

---------------------- placed at a same row ---------------------
--------------------- of the arrays X and L ------------

-----------------------------------------------------------*> Block [ {n1}, 
Do[(* {n,1,i-rn} *) 

n1=n+1; 
If[ coption == "AC" 

xarray[ [n, il)= N[ xarray[ [n1, i])-

GPADETYPE.M 

xarray [ [n,rn)) * 
xarray[ [n, i)) 
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larray[ [n, il l=N[ 
, cprec ] ; 

larray [ [nl, ill
larray[[n,ill ) 1 
larray [ [n, ml l 

, cprec l 

, (* coption == "EC" *) 

xarray[ [n, ill= xarray[ [n1, ill-
xarray [ [n, ml l * 
xarray [ [n, ill ; 

larray[[n,ill= ( larray[[n1,ill-
larray[ [n, ill 1 
larray [ [n, ml ] 

l (* end of If *) 

,{n,1,i-m} 
l (* end of Do *) 

];(*end of Block *) 

(*-----------------------------------------------------------------------------------------------(second part ) 
----------------------·corrputation of the new elements ____________ _ 
-----------------~laced at a same column~----------
------------------- of the arrays x and L -----------------

---------------------------------------------------------------------------*) 
Block[ {n1, n2 ,n3 ,ml}, 

n1=i-m+1; n2=n1+1; n3=n1-1; ml=m+1; 
If[ coption == "AC" , 

xarray[ [n1, 1]] =N[ xarray[ [n2, 11 l-
xarray [ [n1, ml ] * 
xarray [ [n1, 11 l 

, cprec l; 
larray [ [nl, 1 l l =N [ ( larray [ [n2, 1 l l -

larray[[n1,1ll )/ 
larray [ [n1, ml J 

, cprec l 

, (* coption == "EC" *) 

xarray [ [n1, 11 l =xarray [ [n2, 11 l-
xarray [ [nl, ml l * 
xarray[[n1,1ll ; 

larray [ [n1, 11] = ( larray [ [n2, 11 l
larray[[n1,1ll )/ 
larray [ [n1, m] l 

J ; (* end of If *) 
Do[ (*{n,ml,i}*) 

GPADETYPE.M 

If[ coption == "AC" 

xarray [ [n1, nl l =N [ xarray [ [n2, nl l-
xarray [ [n1, ml l * 
xarray [ [n1, nl l 

, cprec ] ; 
larray [ [n1, n] l =N [ ( larray [ [n2, n] ] -

larray[[n1,nll )/ 
larray [ [n1, m] J 

, cprec l 

(* coption == "EC" *) 

xarray [ [n1, nl ] =xarray [ [n2, n] J-
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xarray[ [nl,m]] * 
xarray [ [nl, n] ] ; 

1array [ [nl, n] ] = ( 1array [ [n2, n] ] -
1array[[nl,n]) )/ 
1array [ [nl, m] ] 

]; (*end of If*) 

If [ n == ml , 

If[ coption == "AC• 

xarray[ [n3,ml]] =N[ xarray[ [n1,ml]] 1 
xarray [ [n3, ml] ] 

, cprec ] ; 
1array[ [n3,ml]) = N[ 1array[ [nl,ml]]-

(* coption == "EC" *) 

1array[ [n3,ml]] 
, cprec ] 

xarray[ [n3,ml] ]=xarray[ [n1,ml]] 1 
xarray[ [n3,ml]]; 

1array [ [n3,ml]] = larray[ [n1,ml])-
1array [ [n3, ml] ) 

(* end of If [ coption ) *) 

(*end of If*) 

,{n,ml,i} 
] (* end of Do *) 

(*end of Black*) 

,{m,2,i} 
]; (*end of Do*) (* ____________________________________ ___ 

______ ___:end of the corrputation of c(X[O,O,i-1~x)) and ___ _ 
-----------------------------------L [ 0 1 0 1 i -1, g [x, t] , x]-----------
-------------------------:--~rray [ [ 1, 1] ) =c (X [ 0 1 0 1 i -1, x) ) -:--------
------------------------1array [ [ 11 1) ] =L [ 01 01 i -1~ g [x, t) 1 x]----------------------

-----------------------------rinting of the i-th approximant _______ _ 

----------------------------------------------------------------------------------------*> 
If[ toption == •seL• 

If[ coption == "EC" , 

wf2= wf1 + xarray[[1~1)]*larray[[1~1ll ; 
Print[•fgpt[•,i-1,"]=•, Expand[ wf2 ] ] ; 
wn2= wf2 ; 
If[ psoption == 1 , 

fps2 = fpsl + cm[ [ill *wf [[ill ; 
Print[ •tps[•, i-1, "]=", fps2 
nps2=fps2 

] ; 
If [ aroption == 1 , 

Print [ • f [ •, t, •] = •, sert 1 ; 
Print[ •ngpt[•, i-1, •]=", N[ wn2 , resu1tprec ) ) ; 
If[ psoption == 1, 

Print[ •nps[•,i-1~")=", N[ nps2 1 resultprec 1 1 
] (* end of If[ psoption J *) 

(* end of If[ aroption J *) 

, ( * coption == "AC" *) 
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Print [ • f [ • , t, • ] = • , sert ] ; 
wn2=N[ w.n1 + xarray[[1,1]]*larray[[1,1]] , cprec 
Print[ •ngpt[•, i-1, •]=•, N[ wn2 , resultprec ] 
If[ psoption == 1 , 

nps2=N[ nps1 + an[[i]]*wf[[i]J , cprec] ; 
Print[ •nps[•, i-1, •]=•, N[ nps2 , resultprec] 

] (* end of If [ psoption ] *) 

]; (* end of If[ cqption] *) 

If[ preoption == 1 , 

If [ corrpoption == 0 , 

Print[ •regpt[•, i-1, •]=•, 
N[ N[ 

Abs[ (wn2-series[t] ) 1 series[t] ] 
, cprec J 

, preprec ] 
;(*end of Print *) 

J ; ( * end of If corcpoption == 0 J •) 

If[ compoption == 1 , 

regpt1=N[ Abs[ Re[ wn2 ]-Re[ series[t) ) 1 
Re[ series[t] 

, 
cprec ) 

regpt2=N[ Abs[ ( Im[ wn2 J - Im[ series[t) ) 1 
Im[ series[t) 

cprec 

If [ norm == -1~ 
regpt=N[ Max[ regptl1 regpt2 ) 1 cprec 
1 

regpt=N [ ( regpt1 "norm + 
regpt2"norm )"(1/norm) , cprec 

'] ; (* end of If[ norm) *) 

Print[•regpt[•, i-1~ ")=[", N[ regpt11 preprec J 1. 

·~· 1 N[ regpt2, preprec) 1 •] , norm regpt[• 
i-1 1 "]=" , N[ regptl preprec ] 

) ( * end of Print *) 

) ; (* end of If[ compoption == 1 ) *) 

If[ psoption == 1 , 

If [ compoption == 0 , 

Print[ •reps[•, i-1, •]=•, 
N[ N[ 

Abs[ (nps2-series[t) ) 1 series[tJ ) 
, cprec ) 

, preprec ) 
(* end of Print *) 

; (* end of If[ compoption == 0 J *) 

If compoption == 1, 

repsl=N[ Abs [ Re[ nps2 J -Re [ series[t) ) 1 
Re[ series[t] 

, 
cprec ) ; 

reps2=N[ Abs[ ( Im[ nps2 - Im[ series[t) ) ) 1 
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) , 
cprec ) ; 

If [ norm == -1, 

Im[ series [t) ) 

reps=N[ Max[ reps1, reps2 ) , cprec ) 

reps=N [ ( reps1 "norm + 
reps2"norm )"(1/norm) , cprec 

) ; (* end of If[ norm) *) 

Print[•reps[•, i-1, ")=[•, N[ reps1, preprec ) , 
•,• , N[ reps2, preprec) , •] , norm reps[• 
i-1 , •]=• , N[ reps, preprec ) 

) (* end of Print *) 

(* end of If [ corrpoption == 1 ) *) 

(* end of If[ psoption ) *) 

; (* end of If[ preoption==1 ) *) 

If[ preoption == 2 , 

GPADETYPE. M 

If[ compoption == 0 , 

Print[ "edgpt[•, i-1, •]=•, 
N[ N[ 

-Log[ 10, Abs[ wn2-series[t) ) ] 
, cprec ] 

, preprec ] 
) ; (* end of Print *) 

] ; (* end of If[ compoption ) *) 

If[ compoption == 1 , 

edgpt1= N[ -Log[10, 
Abs[ Re[ wn2 ]- Re[ series[t] 

], 
cprec ) ; 

edgpt2= N[ -Log[10, 

], 
cprec ] ; 

If [ norm == -1, 

Abs[ Im[ wn2 ] - Im[ series[t) 

edgpt =N [ Min [ Abs [ edgpt 1] , Abs [ edgpt2] ) , cprec ) 
, 

edgpt =N [ ( Abs [ edgptl) "norm + 
Abs [ edgpt2) "norm ) " ( 1/norm) , 

cprec ) 
] ; (* end of If[ norm ) *) 

Print[•edgpt[•, i-1, •]=[•, N[ edgpt1, preprec ) , 
•,• , N[ edgpt2, preprec) , •] , norm edgpt[• 
i-1 , "]=• , N[ edgpt, preprec ) 

) ( * end of Pririt * ) 

; (* end of If[ compoption == 1 ) *) 

If[ psoption == 1 , 

If[ cornpoption == 0 , 

Print[ •edps[•, i-1, "]=•, 
N[ N[ 

-Log[ 10, Abs[ nps2-series[t) ) 
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, cprec 
, preprec ) 

(* end of Print *) 

) ; (* end of If[ compoption *) 

If[ compoption == 1 , 

edps1=N[ -Log[ 10, 
Abs[ Re[ nps2 )-Re[ series[t) ) ) 

) , 
cprec ) , 

edps2=N[ -Log[ 10, 
Abs[ Im[ nps2 ) - Im[ series[t) ) ) 

] , 
cprec ) 

If [ nonn == -1, 
edps=N [ Min [ Abs [ edps1), Abs [ edps2] ) , cprec ) 

, 
edps=N [ ( Abs [ edps1) "nonn + 

Abs[edps2]"nonn )A(1/norm) , cprec 
) ; (* end of If[ norm ) *) 

Print["edps[•, i-1, "]=[", N[ edps1, preprec ) , 
•,• , N[ edps2, preprec) , •] , norm edps[• 
i-1 , ")=" , N[ edps, preprec ) 

] (* end of Print *) 

) ; (* end of If[ compoption == 1 ] *) 

(* end of If[ psoption ] *) 

) (* end of If[ preoption==2 ] *) 

, (* toption -- "VAR" *) 

If [ coption -- "EC" , 

wf2 = wfl + xarray [ [ 1, 1]) *larray [ [1, 1]] 
Print[ •fgpt[•, i-1, "]=", Together[ wf2] 
If[ psoption == 1 , 

fps2 = fps1 + cm[ [i]) *wf [ [i]] ; 
Print[ •fps[•, i-1 , ")=", fps2 

] ( * end of If [ psoption ) *) 

, (* coption == "AC" *) 

wn2=N [ wn1 + xarray [ [ 1, 1)] *larray [ [1, 1)) 
, cprec ] ; 

Print[•ngpt[",i-1,"]=•, N[ Together[wn2] , resultprec) ) 
If[ psoption == 1 , 

nps2=N[ nps1 + cm[ [il) *wf [ [i)] , cprec ) ; 
Print[ •nps[•,i-1,")=", N[ nps2, resultprec] ) 
(* end of If[ psoption ) *) 

](*end of If [ coption) *) 

]; (*end of If[ toption J *) 

Print [ • •]; 

If[ coption == "EC", 
wfl::wf2; 
fpsl=fps2 

, 
wn1=wn2 ; 
nps1=nps2 
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,{i,2,k+l} 
] (* end of Do *) 

<*------~~--------------------------------------------------*> 
] (* end of Block *) 

End[ ] 

Protect[ tablegpt 

EndPackage [ ] 
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(**********************************************************) 
(********************** Package BE.M **********************) 
(**********************************************************) 

BeginPackage {"BE' •] 

Clear[ series, g, c, u, f ] 

BE::usage=•is a package that contains the definitions of: 

the series of functions 
the generating function 
the modified JOOments of the functional c , ci=c (Ui (x) ) 
the polynomials Ui 
the functions fi 

• that the package GPADETYPE.M needs• 

series::usage=•series{t) is the closed fonm of the 
series of functions• 

g::usage=•g[x,t] is the closed fonm of the generating 
function• 

c::usage=•c[i) is the i-th rnodified moment of 
the functional c• 

u::usage=•u[i,x) is the polynomial corresponding 
to the moment ci• 

f::usage=•f[i,t) are the elementary functions• 

Begin[•'Private'•J 

{******************************************************************* 
**************** EXPANSIONS IN POWER SERIES ******************* 
********************************************************************) 

(*************************** EXAMPLE 1 ***********************) 

(******** initialf[i,f[x),x)=f[-1/(i+l)) , i=0,1,2, ... 
series[t_):= Log[1+t)/t 
g[x_,t_]:= 1/(1-x*t) 
c[i_):= (-1)Ai/(i+1) 
u[i_,x_] := xAi 
f { 0, t_] : = 1 ; 
f [i_, t_]:: tAi 

*******) 

{************************* EXAMPLE 5 ************************) 

(******** initialf[i,f[x),x)=f[-1/(i+1)) , i=0,1,2, ... 
(*series[t_]:= Exp(-t] 
g[~,t_]:= 1/(1-x*t) 
c[i_]:= (-1)Ai/i! 
u[i_,~]:= xAi; 
f [ 0, t_) : = 1 : 
f[i_,t_]:: tAi *) 

*******) 

(************************** EXAMPLE 9 ************************) 

(******** initialf[i,f[x],x)=f[-1/(i+l)) , i=0,1,2, ... 
(*series[t_]:= 1/Sqrt[l+t] 
g[~,t_]:= 1/(1-x*t) 
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c[0):=1; 
c[i_):= (-1)Ai*Factorial2[ 2*i-1 )/Factorial2[ 2*i) 
u[i_,>L) := xAi 
f[O,t_):=1 , 
f[i_,t_):: tAi; *) 

(************************** EXAMPLE 10 *************************) 

(******** initialf[i,f[x),x)=f[1/(i+1)] , i=0,1,2, ... *********) 
(*series[t_):=Exp[7*t) ; 
g[>L,t_):= 1/(1-x*t) 
c[i_):= 7Ai/i! 
u[i_,>L) := xAi 
f[O,t_):=1 ; 
f[i_,t_):: tAi Ï *) 

(*************************************************************** 
* EXPANSICNS IN THE FIRST KIND TCHEBICHEV POLYNOMIAL$ * 
****************************************************************) 

(************************ EXAMPLE 11 **********************) 

(******* initialf [i, f [x), x) =f [1/ (i+1)) , i=O, 1, 2, ... 
(*series[t_]:=Exp[7*t) ; 
g[x_,t_):=(1-x*t)/(1-2*x*t+x*x) 
c[O):= Bessel![ 0, 7) 
c[i_]:= 2*Besseli[ i1 7 ] ; 
u[i_lx._):=x"'i 
f[i_lt_]:=ChebyshevT[ i1 t) *) 

*******) 

(************************ EXAMPLE 12 ************************) 

(******* initialf[i~f[x)~xl=f[1/(i+1)) 1 i=0~1,21·•· 
(*series[t_]:=Exp[t)*Cos[Sqrt[1-t*t)] 
g[x_lt_):=(1-x*t)/(1-t~x*t+x*x) 
c [ i_] : = 1 1 i ! ; 
u [i_lx_): =x"'i 
f[i_,t_):=ChebyshevT[ il t) *) 

******) 

(************************* EXAMPLE 13 ************************) 

(******* initialf[i,f[x]~xl=f[1/(i+1)] 1 i=0~1,2~··· 
(*series[t_]:=~[4*t)*Cos[4*Sqrt[1-t*t]) 
g[>L,t_):=(1-x*t)/(1-2*x*t+x*x) 
c[i_) := 4Ai/i! ; 
u[i_,>L):=xAi 
f[i_lt_):=ChebyshevT[ i1 t] *) 

*******) 

(**************************************************************** 
************* EXPANSIONS IN LAGUERRE POLYNOMIALS ************ 
*****************************************************************) 

(************************** EXAMPLE 14 **************************) 

(****** initialf[i~f[x)~xl=f[1/(i+2)) 1 i=0,1,2~··· 
(*series[t_]:=Exp[1)*Besse1J[ 01 2*Sqrt[t) 
g[x.._,t_]:=Exp[-x/(1-x)*t)/(1-x) 
c [ i_] : = 1/ i ! ; 
u [i_lx_): =x"i 
f[i_lt_]:=LaguerreL[ i, 0~ t J *) 
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(*************************** EXAMPLE 15 ***************************) 

(****** initialf[i,f[x),x)=f[1/(i+2)) , i=0,1,2, ... 
(*series[t_):=Exp[S)*BesselJ[ 0, 2*Sqrt[S*t) ) : 
g[~,t_):=Exp[-x/(1-x)*t)/(1-x) 
c[i_) := S"i/i! : 
u[i_,~) :=x"i 
f[i_,t_):=LaguerreL[ i, 0, t ) *) 

End[ ) 

EndPackage[ 
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(************************************************************) 
(*********************** Package BIF.M **********************) 
(************************************************************) 

BeginPackage[•BIF'•] 

Clear[ initialf ] 

BIF::usage=•is a package,that contains the definitions 
of the initial functionals, that the package GPADETYPE.M 
needs• 

initialf::usage=•initialf[i,boqy,var] is the definition of 
the i-th initial functional applied to Function[var,body]• 

Begin[•'Private'•] 

initialf[i_,boqy_,var_] ·
Function[var,body] [-1/(i + 1)] 

(*initialf[i_,body_,var_] := 
Function[var,body] [-1/(i + 2)] *) 

(*initialf[i_,body_,var_) := 
Function[var,body] [+1/(i + 1)] *) 

(*initialf[i_,body_,var_] := 
Function[var,body] [+1/(i + 2)] ; *) 

(*initialf[i_,body_,var_] := 
Integrate[body,{var,-1/(i+1),-1/(i+2)}) *) 

End[ ] 

EndPackage[ 
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<*------------------------~----~---------------------------------------------------------J-thematica SESSI~'-------------------------

WE GIVE BELCM SOME EXAMPLES TO SH~ THE CAPABILITIES 
OF THE FUNCTION tablegpt, AND ALSO THE TYPE OF 
RESULTS THAT CAN BE OBTAINED, IF THE ARGUMENTS 

TOPTION AND COPTION ARE WRONG. 

------------------------------------------------------------------*> 
«GPADETYPE. M 

series[t) 

Log[1 + t) 

t 

g[x,t) 

1 

1 - t x 

c[i) 

i 
(-1) 

1 + i 

u[i,x) 

i 
x 

f[O,t] 

1 

f[i,t] 

i 
t 

initialf[i,f[x],x] 

1 
f[-(-----)) 

1 + i 

(*--------------------------~----~----~------~----------------Let'S remark that the series, the generating 
function, the moments, the basis of polynomials, 
the elementary functions and the initials 
functionals are defined in an exact way. 

--------------------------------------------------------------*> 
tablegpt[3,t,"VAR","EC") 

fgpt[0)=1/(1 + t) 

fgpt[1]=2/(2 + t) 

fgpt[2]=(6 + 5 t)/(2 (1 + t) (3 + t)) 

2 3 
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fgpt[3)=(144 + 228 t + 108 t + 19 t )/ 

(6 (1 + t) (2 + t) (3 + t) (4 + t)) 

(*------------~--------~--------~------------------------------t is a ~lie expression, then we should 
take toption == "VAR". Taking coption == "EC", 
we get the formal expressions of the 
approximants in the variable t. 

----------------------------------------------------------------*> 
tablegpt[3,t,"VAR","EC",1) 

fgpt[0)=1/(1 + t) 
fps[0)=1 

fgpt[l)=2/(2 + t) 
fps[1)=1 - t/2 

fgpt[2)=(6 + 5 t)/(2 (1 + t) (3 + t)) 
2 

fps[2)=1 - t/2 + t /3 

2 3 
fgpt[3]=(144 + 228 t + 108 t + 19 t )/ 

(6 (1 + t) (2 + t) (3 + t) (4 + t)) 
2 3 

fps[3]=1 - t/2 + t /3 - t /4 

(*----------------------------------------------------------------Taking psoption == 1, we get also the 
formal expressions of the partial 
sums of the series. 

--------------------------------------------------------------*> 
tablegpt[3,t,"VAR","AC",0,30,0,0,40] 

1. 
ngpt[0]=------

1. + t 

ngpt [ 1] = ( 2 . + 2 . t ) 1 ( ( 1. + t ) ( 2 . + 1. t ) ) 

2 
ngpt[2]=(6. + 8. t + 2.5 t )/ 

((1. + t) (3. + 1. t) (2. + 1. t)) 

2 
ngpt[3]=(24. + 38. t + 18. t + 

3 
3.16666666666666666666666666667 t )/ 

((1. + t) (3. + 1. t) (2. + 1. t) (4. + 1. t)) 

<*----------------~--------------------~~~-------------------coption == "AC" and cprec == 40, then 
the inter.mediate calculations are made with 
precision 40, using the function N[-,40]. 

resultprec == 30, then the results are printed 
with 30 decimal digits of precision. 

As toption == "VAR", the relative errors or 
the number of exact digits are not calculated, 
and the seventh and the eighth arguments are 
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not enployed. 

-------------------------------------------------------------*> 
tablegpt[3~t,•VAR•,•Ac•,1,30,010140) 

ngpttOJ=1./(1. + t) 
npsiOJ=l. 

ngpt[l]=(2. + 2. t)/((1. + t) (2. + 1. t)) 
nps{1)=1. - 0.5 t 

2 
ngptt2J=(6. + 8. t + 2.5 t )/ 

( {1. + t) (3. + 1. t) (2. + 1. t)) 

nps[2]=1. - 0.5 t + 0.333333333333333333333333333333 t 

2 
ngpt[3]=(24. + 38. t + 18. t + 

3 
3.16666666666666666666666666667 t )/ 

((1. + t) (3. + 1. t) (2. + 1. t) (4. + 1. t)) 

2 

2 
nps[3)=1. - 0.5 t + 0.333333333333333333333333333333 t 

3 
0.25 t 

(*---------------------------------------------------------------Taking psoption == 1 1 we get also the 
approximated ~lie expressions of the 
partial sums of the series. 

--------------------------------------------------------------*> 
(* ____________________________ MISTAKE~--------------------------*) 

fgpt{0)=1/(1 + t) 

,fgpt [1] =1/ (1 + t/2) 

fgpt[2)=3/(4 (1 + t/3)) + 1/(4 (1 + t)) 

fgpt[3]=16/(9 (1 + t/4)) - 9/(4 (1 + t/3)) + 

4/(3 (1 + t/2)) + 5/(36 (1 + t)) 

(*---------------------------------------------------------------TOPTION SHOULD BE EQUAL TO •VAR• 1 NOT TO •seL• 

In spi te of the errer 1 we obtain the exact 
expression of the approximants in the point t. 

The missing arguments take the ir default values. 
In particular1 preoption == 0 and aroption == 0, 
then the relative errors or the number of exact 
digits are not calculated, and the numerical 
approximations of the exact expressions of the 
approximants are not written. 

---------------------------------------------------------------*> 
(*----------------------------~MISTAKE~--------------------------*) 

tablegpt[2,t~·scL•,•EC•,1,19,o,o,o,1) 
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fgpt[0)=1/(1 + t) 
fps[0)=1 
f[t)=Log[1. + t)/t 
ngpt[0)=1/(1. + t) 
nps[O)=l. 

fgpt[1)=1/(1 + t/2) 
fps[1)=1 - t/2 
f[t)=Log[1. + t)/t 
ngpt[1)=1/(1. + 0.5 t) 
nps[1)=1. - 0.5 t 

fgpt[2)=3/(4 (1 + t/3)) + 1/(4 (1 + t)) 
2 

fps[2)=1 - t/2 + t /3 
f[t)=Log[1. + t)/t 
_ngpt[2)=1/(1. + 0.5 t) + 

0.125 (6. (1/(1. + 0.3333333333333333333 t)-

1./(1. + 0.5 t)) -

2. ( 1/ ( 1. + 0. 5 t) - 1. 1 ( 1. + t)) ) 
2 

nps[2]=1. - 0.5 t + 0.3333333333333333333 t 
(* ______________________________________________________________________________ __ 

TOPI'ION SHOULD BE EQUAL TO "VAR", NOT TO "SCL" 

psoption == 1 and coption == "EC", then the 
exact expression of the partial sums are also 
calculated. 

aroption == 1, then the exact expression of 
the approximants and the partial sums are 
written with resultprec == 19 decimal digits 
of precision. 

As topt1on == "SCL", coption == "EC" and 
aroption == 1, the value of the series in the 
point t is written with resultprec == 19 
digits of precision. 

------------------------------------------------------------------------------*> 
(*---------------------------j•ISTAKE. __________________________________ *) 

tablegpt[2,t,"SCL","AC",0,25,0,0,30) 

f[t)=Log[1. + t)/t 
ngpt[0)=1./(1. + t) 

f[t)=Log[1. + t)/t 
ngpt[1)=1./(1. + t) + 1. (1./(1. + 0.5 t) - 1./(1. + t)) 

f[t)=Log[1. + t)/t 
ngpt[2)=1./(1. +tl + 1. 

(1./(1. + 0.5 t) - 1./(1. + t)) + 

0.125 ( 6. ( 1. 1 ( 1. + 0. 3333333333333333333333333 t) -

1./(1. + 0.5 t))-

2. (1./(1. + 0.5 t)- 1./(1. + t))) 

<*-----------------------------------------------------------------
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TOPl'ION SHOULD BE EQUAL TO "VAR" 1 NOT TO •seL• 

coption == •Ac• and cprec == 301 then the 
intermediate calculations are made with 
precision 301 using the function N[-~30). 

resultprec == 251 then the results are printed 
with 25 digits of precision. 

As toption == •seL• and coption == •Ac• the 
value of the series in the point t is written 
with resultprec == 25 digits of precision. 

We take preoption == 01 then the relative 
errors or the number of exact digits are not 
calculated. 

----------------------------------------------------------------*> 
(*------------------------------~ISTAKE~--------------------------*) 
tablegpti2.t~·sCL·.·Ac·.1~2510ioi30J 

f{t]=Log{l. + t]/t 
ngpt[O}=l./(1. + t) 
nps{O)=l. 

f{t]=Log{1. + t)/t 
ngpt[1)=1./(1. + t) + 1. (1./(1. + 0.5 t)- 1./(1. + t)) 
nps[1)=1. - 0.5 t 

f{t]=Log[1. + t]/t 
ngpt[2]=1./(1. + t) + 1. 

(1./(1. + 0.5 t)- 1./(1. + t)) + 

0.125 (6. (1./(1. + 0.3333333333333333333333333 t) -

1./(1. + 0.5 t)) -

2. <1./(1. + o.5· t>- 1./(1. + t>>> 
2 

nps[2]=1. - 0.5 t + 0.3333333333333333333333333 t 

(* -------------------------------------------------------------------

Taking psoption == 1 1 we get also the 
approximated values of the partial sums 
of the series that are calculated with 
-prec~s~on cprec -- 301 and are written 
with resultprec == 25 digits of precision. 

-------------------------------------------------------------------*> 
tablegpt[311/lO,•SCL•I•EC•,0~191010,0,1) 

fgpt tOJ =10/11 
f[1/10):0.9531017980432485999 
ngpt[0)=0.9090909090909090909 

fgpt{1]=20/21 
f[1/10]=0.9531017980432485999 
ngpt[1)=0.9523809523809523809 

fgpt [2) =325/341 
f{1/10)=0.9531017980432485999 
ngpt[2)=0.9530791788856304985 

fgpt[3)=839495/880803 
f[1/10]=0.9531017980432485999 
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ngpt[3)=0.9531018854386281609 

(*----------~~~~------~~------~~--~------~~~----------1/10 is a numerical expression, then we should 
take toption == •seL•. 

As 1/10 is exact, and the definitions of g, 
ci, ui, fi and initialf are exacts, we can 
obtain the exact numerical expressions of the 
approximants taking coption == "EC". 

aroption == 1, then the exact expressions of 
the approximants are written with 
resultprec ==19 decimal digits of precision. 

We take preoption == 0, then the relative errors 
or the number of exact digits are not calculated. 

As toption == •seL•, coption == "EC" and 
aroption == 1 the value of the series in the 
point 1/10 is written with resultprec == 19 
digits of precision. 

-----------------------------------------------------------------*) 
tablegpt[3,1/1o,•seL•,•Ee•,l,19,o,o,o,1J 

fgpt[0)=10/11 
fps[0]=1 
f[l/10):0.9531017980432485999 
ngpt[0)=0.9090909090909090909 
nps[O)=l. 

fgpt [1) =20/21 
fps[l)=l9/20 
f[1/10]=0.9531017980432485999 
ngpt[1]=0.9523809523809523809 
nps[1)=0.95 

fgpt[2)=325/341 
fps[2)=143/150 
f[1/10]=0.9531017980432485999 
ngpt[2]=0.9530791788856304985 
nps[2)=0.9533333333333333333 

fgpt[3)=839495/880803 
fps[3]=11437/12000 
f[1/10]=0.9531017980432485999 
ngpt [3) =0. 953101·8854386281609 
nps[3]=0.9530833333333333334 

(*------------------------------------------------------------------
Taking psoption == 1, we obtain also the exact 
numerical expressions of the partial sums of the 
series. 

As aroption == 1, these exact expressions are 
written with resultprec == 19 decimal digits of 
precision. 

----------------------------------------------------------------*) 
tablegpt[3,1/10,•seL•,•EC•,0,19,1,2,19,1] 

fgpt[0)=10/11 
f[1/10]=0.9531017980432485999 
ngpt[0]=0.9090909090909090909 
regpt[0)=0.046 
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fgpt[1]=20/21 
f[1/10]=0.9531017980432485999 
ngpt[1]=0.9523809523809523809 
regpt[1]=0.00076 

fgpt[2]=325/341 
f[1/10]=0.9531017980432485999 
ngpt[2]=0.9530791788856304985 
regpt[2]=0.000024 

fgpt[3]=839495/880803 
f[1/10]=0.9531017980432485999 
ngpt[3]=0.9531018854386281609 

-8 
regpt[3]=9.2 10 

<·-----------------~-------~-----~--~--~~-----------~~---------------As preoption == 1, the relative errors of 
the exact numerical expressions of the 
approximants with respect to the series are 
calculated with precision cprec == 19, and are 
written with preprec == 2 decimal digits of 
precision. 

------------------------------------------------------------------------------------------·) 
tablegpt[3,1/10,"SCL","EC",0,19,2,2,19,1] 

fgpt[0]=10/11 
f[1/10]=0.9531017980432485999 
ngpt[0]=0.9090909090909090909 
edgpt [0] =1. 4 

fgpt [1]=20/21 
f[1/10]=0.9531017980432485999 
ngpt[1]=0.9523809523809523809 
edgpt[1]=3.1 

fgpt[2)=325/341 
f[1/10]=0.9531017980432485999 
ngpt[2]=0.9530791788856304985 
edgpt[2]=4.6 

fgpt[3)=839495/880803 
f[1/10)=0.9531017980432485999 
ngpt[3)=0.9531018854386281609 
edgpt[3]=7.1 

<·------------------------------~----------------------------------------------------------As preoption == 2, the number of exact 
digits of the numerical exact expressions of 
the approximants in comparison with the series 
are calculated with precision cprec == 19, and 
are written with preprec == 2 decimal digits of 
precision. 

-----------------------------------------------------------------------------------·) 
tablegpt[3,1/10,"SCL","EC",1,19,1,2,19,1] 

fgpt [0] =10/11 
fps[0)=1 
f[1/10):0.9531017980432485999 
ngpt[0)=0.9090909090909090909 
nps [0) =1. 
regpt[0]=0.046 
reps[0]=0.049 
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fgpt[1]=20/21 
fps[1]=19/20 
f[1/10]=0.9531017980432485999 
ngpt[1]=0.9523809523809523809 
nps[1]=0.95 
regpt[1]=0.00076 
reps[1]=0.0033 

fgpt[2)=325/34l 
fps[2]=143/150 
f[1/10]=0.9531017980432485999 
ngpt[2]=0.9530791788856304985 
nps[2]=0.9533333333333333333 
regpt[2]=0.000024 
reps[2]=0.00024 

fgpt[3]=839495/880803 
fps[3]=11437/12000 
f[1/10]=0.9531017980432485999 
ngpt[3]=0.9531018854386281609 
nps[3]=0.9530833333333333334 

-8 
regpt[3]=9.2 10 
reps[3]=0.000019 

(*------------------------------------------------------------------------------------------
As preoption == 1, the relative errors 
of the exact numerical expression of the 
approximants and the partial sums, with respect 
to the series, are calculated with precision 
cprec == 19, and are written with preprec == 2 
decimal digits of precision. 

------------------------------------------------------------------------------------*) 
tablegpt[3,1/10,•scL•,•EC•,1,19,2,2,19,1l 

fgpt[0)=10/ll 
fps[0]=1 
f[1/10]=0.9531017980432485999 
ngpt[0)=0.9090909090909090909 
nps [0] =1. 
edgpt [0) =1. 4 
edps [0] =1. 3 

fgpt [1) =20/21 
fps[1)=19/20 
f[1/10)=0.9531017980432485999 
ngpt[1]=0.9523809523809523809 
nps[1)=0.95 
edgpt[1)=3.1 
edps[1)=2.5 

fgpt[2]=325/341 
fps[2]=143/150 
f[1/10]=0.9531017980432485999 
ngpt[2]=0.9530791788856304985 
nps[2]=0.9533333333333333333 
edgpt[2]=4.6 
edps[2]=3.6 

fgpt[3]=839495/880803 
fps[3]=11437/12000 
f[1/10]=0.9531017980432485999 
ngpt[3]=0.9531018854386281609 
nps[3)=0.9530833333333333334 
edgpt[3)=7.1 
edps[3)=4.7 
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(*--------------------~------------------~----~--~----------As preoption == 2, we calculate the number of 
exact digits instead of relative errors. 

--------------------------------------------------------------*> 
tablegpt[2,1/10+I/lO,•SCL","EC",0,19,1,2,19,1,1] 

fgpt[0]=55/61- (5 I)/61 
f[1/10 + I/10]:0.9504265828666385413 -

0.04382771085918740628 I 
ngpt[0]=0.901639344262295082 - 0.08196721311475409836 I 
regpt(0]=[0.051,0.87] • nor.m regpt[0]=0.87 

fgpt[l]=210/221 - (10 I)/221 
f[l/10 + I/10]=0.9504265828666385413 -

0.04382771085918740628 I 
ngpt[1]=0.9502262443438914027 - 0.04524886877828054299 I 
regpt[1]=[0.00021,0.032] , norm regpt[1]=0.032 

fgpt[2]=55775/58682 - (2575 I)/58682 
f[1/10 + I/10]=0.9504265828666385413 -

0.04382771085918740628 I 
ngpt[2)=0.9504618111175488225 - 0.04388057666746191336 I 
regpt[2)=[0.000037,0.0012) , nor.m regpt[2)=0.0012 

(*---------------------------------------------------------------------
1/10+1/10 is a complex number, then we should 
take campoption == 1. 

preoption == 1, then the relative errors of the 
real and imaginary parts of the exact numerical 
expressions of the approximants, with respect to 
the real and imaginary parts of the series, are 
calculated with precision cprec == 19 and are 
writtén with preprec == 2 decimal digits of 
precision. 

norm takes his default value (nonn == -1), then 
the infinity norms of the vectors of relative 
errors are calculated with precision cprec == 19 
and are written with preprec == 2 decimal digits 
of precision. 

----------------------------------------------------------------*> 
tablegpt[2,1/10+I/10,•SCL•,•EC•,1,19,1,2,19,1,1) 

fgpt[0]=55/61- (5 I)/61 
fps[O]=l 
f[1/10 + I/10]=0.9504265828666385413 -

0.04382771085918740628 I 
ngpt[0]=0.901639344262295082 - 0.08196721311475409836 I 
nps[O)=l. 
regpt[0]=[0.051,0.87) • nor.m regpt[0]=0.87 
reps[0]=[0.052,1.) , nor.m reps[0)=1. 

fgpt[l]=210/221 - (10 1)/221 
fps[1]=19/20 - 1/20 
f[1/10 + I/10]=0.9504265828666385413 -

0.04382771085918740628 I 
ngpt[l]=0.9502262443438914027 - 0.04524886877828054299 1 
nps[1)=0.95 - 0.05 I 
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regpt[1)=[0.00021,0.032] , norm regpt[1]=0.032 
reps[1]=[0.00045,0.14] , norm reps[1]=0.14 

fgpt[2)=55775/58682 - (2575 I)/58682 
fps[2]=19/20 - (13 I)/300 
f[1/10 + I/10):0.9504265828666385413 -

0.04382771085918740628 I 
ngpt[2]=0.9504618111175488225 - 0.04388057666746191336 I 
nps[2]=0.95 - 0.04333333333333333333 I 
regpt[2]=[0.000037,0.0012] , norm regpt[2]=0.0012 
reps[2]=[0.00045,0.011] , norm reps[2)=0.011 

<*------------------------------------------------------------------------------------------------
psoption == 1, then we calculate the exact 
numerical expressions of the partial sums of the 
series. 

As arqption == 1, these exact expressions are 
written with resultprec == 19 decimal digits of 
precision. 

norm takes his default value (norm == -1), then 
the infinity norms of the vectors of the relative 
errors of the partial sums are also calculated 
with precision cprec == 19 and are written with 
preprec == 2 decimal digits of precision. 

-----------------------------------------------------------------------------------*) 
tablegpt[2,1/10+I/10, "SCL","EC",1,19,2,2,19,1,1] 

fgpt[0)=55/61 - (5 I)/61 
fps[0]=1 
f[1/10 + I/10]=0.9504265828666385413 -

0.04382771085918740628 I 
ngpt[0]=0.901639344262295082 - 0.08196721311475409836 I 
nps[0]=1. ' 
edgpt[0]=[1.3,1.4] , norm edgpt[0]=1.3 
edps[0]=[1.3,1.4] , norm edps[0]=1.3 

fgpt[1]=210/221 - (10 I)/221 
fps[1]=19/20 - I/20 
f[1/10 + I/10):0.9504265828666385413 -

0.04382771085918740628 I 
ngpt[1]=0.9502262443438914027 - 0.04524886877828054299 I 
nps[1)=0.95 - 0.05 I 
edgpt[1]=[3.7,2.8] , norm edgpt[1]=2.8 
edps[1]=[3.4,2.2] , norm edps[1)=2.2 

fgpt[2]=55775/58682 - (2575 I)/58682 
fps[2]=19/20 - (13 I)/300 
f[1/10 + I/10]=0.9504265828666385413 -

0.04382771085918740628 I 
ngpt[2]=0.9504618111175488225 - 0.04388057666746191336 I 
nps[2]=0.95 - 0.04333333333333333333 I 
edgpt[2)=[4.5,4.3] , norm edgpt[2]=4.3 
edps[2]=[3.4,3.3) , norm edps[2)=3.3 

(*---------------------------------------------------------------------------------------
preoption == 2, then the numbers of exact digits 
of the real and imaginary parts of the exact 
numerical expressions of the approximants and the 
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partial sums, with re~ct to the real and imaginary 
parts of the series, are calculated with precision 
cprec == 19 and are written with preprec == 2 decimal 
digits of precision. 

norm takes his default value (norm == -1), then 
the components of minimum absolute value of the 
vectors of the numbers of exact digits of the 
approximants and the partial sums are calculated 
with precision cprec == 19 and are written with 
preprec == 2 decimal digits of precision. 

--------------------------------------------------------------------------------------------------*) 
tablegpt[3,1/10,•scL•,•Ac•,o,3o,1,2,40l 

f[1/10]=0.9531017980432486004395212328 
ngpt[0]=0.909090909090909090909090909091 
regpt[0)=0.046 

f[1/10]=0.9531017980432486004395212328 
ngpt[1)=0.952380952380952380952380952381 
regpt[1]=0.00076 

f[1/10]=0.9531017980432486004395212328 
ngpt[2)=0.953079178885630498533724340176 
regpt[2)=0.000024 

f[1/10)=0.9531017980432486004395212328 
ngpt[3]=0.953101885438628160894093230836 

-8 
regpt[3)=9.2 10 

<*---------------------------------------------------------------------------------------
coption == "AC" and cprec == 40, then the 
intermediate calculations are done with 
precision 40, using the function N[-,40). 

resultprec == 30, then the results are printed 
with 3b decimal digits of precision. 

This is possible, because the precision of 
1/10 is greather than 40. 
(Precision[1/10) == Infinity) 

As toption == "SCL" and coption == "AC" the 
value of the series in t == 1/10 is written 
with resultprec == 30 decimal digits of precision. 

---------------~-----------------------------------------------------------------*) 
tablegpt[3,0.1,"SCL","AC",0,30,1,2,40) 

f[0.1)=0.9531017980432485999 
ngpt[0)=0.9090909090909090909 
regpt[0]=0.046 

f[0.1]=0.9531017980432485999 
ngpt[1)=0.952380952380952381 
regpt[1]=0.00076 

,f[0.1]=0.9531017980432485999 
ngpt[2)=0.9530791788856304986 
regpt[2)=0.000024 

f[0.1]=0.9531017980432485999 
ngpt[3)=0.953101885438628161 

-8 
regpt[3)=9.2 10 
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(*---------------------------------------------------------------If we replace 1/10 by 0.1, which is a low 
precision number, calculations are done in 
the machine precision, and the results can 
not have more than 19 decimal digits of 
precision. 

Precision[1/10]=Infinity , Precision[0.1]=19 

Thus, we should ask for: 

--------------------------------------------------------------*> 
tablegpt[3,0.1,•scL•,•Ac•,o,19,1,2l 

f[0.1]=0.9531017980432485999 
ngpt[0]=0.9090909090909090909 
regpt[0]=0.046 

f[0.1]=0.9531017980432485999 
ngpt[1]=0.952380952380952381 
regpt[1]=0.00076 

f[0.1]=0.9531017980432485999 
ngpt[2]=0.9530791788856304986 
regpt[2]=0.000024 

f[0.1]=0.9531017980432485999 
ngpt[3]=0.953101885438628161 

-8 
regpt[3]=9.2 10 

(*-------------------------------------------------------------*> 
tablegpt[3,0.1,"SCL","AC",1,19,2,2] 

f[0.1]=0.9531017980432485999 
ngpt[0]=0.9090909090909090909 
nps[0]=1. 
edgpt[0]=1.4 
eqps[0)=1.3 

f[0.1]=0.9531017980432485999 
ngpt[1]=0.952380952380952381 
nps[1]=0.95 
edgpt[1]=3.1 
eqps[1]=2.5 

f[0.1]=0.9531017980432485999 
ngpt[2]=0.9530791788856304986 
nps[2]=0.9533333333333333333 
edgpt[2]=4.6 
edps[2]=3.6 

f[0.1]=0.9531017980432485999 
ngpt[3]=0.953101885438628161 
nps[3]=0.9530833333333333334 
edgpt[3]=7.1 
edps[3)=4.7 

(*---------------------------------------------------------------
Taking psoption == 1, we obtain also the 
approximated values of the partial sums of the 
series. 

-------------------------------------------------------------*> 
tablegpt[2,1/10+I/10,"SCL","AC",0,30,1,2,40,0;1,2] 
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f[l/10 + I/10]:0.9504265828666385428235291653 -

0.0438277108591874078396624122 I 
ngpt[0)=0.901639344262295081967213114754 -

0.0819672131147540983606557377049 I 
regpt[0)=[0.05110.87] 1 norm regpt[0)=0.87 

fl1/10 + I/10)=0.9504265828666385428235291653 -

0.0438277108591874078396624122 I 
ngpt[1)=0.950226244343891402714932126697 -

0.0452488687782805429864253393665 I 
regpt[1]=[0.0002110.032] 1 norm regpt[1)=0.032 

f[1/10 + I/10]=0.9504265828666385428235291653 -

0.0438277108591874078396624122 I 
ngpt[2]=0.95046181111754882246685525374 -

0.043880576667461913363552707815 I 
regpt[2]=[0.00003710.0012) 1 norm regpt[2)=0.0012 

(*----------------------------------------------------------------
1/10+1/10 is a complex number, then we should 
take compoption == 1. 

preoption == 1, then the relative errors of the 
real and imaginary parts of the approximants are 
calculated with precision cprec == 40 and are 
written with preprec == 2 decimal digits of 
precision. 

norm == 2, then the euclidian norms of the vectors 
of relative errors are calculated with precision 
cprec == 40 and are written with preprec == 2 
decimal digits of precision. 

--------------------------------------------------------------*) 
tablegpt[2~1/10+I/10,"SCL","AC",1,30,1,2,40,0,1,2) 

f[1/10 + l/10]=0.9504265828666385428235291653 -

0.0438277108591874078396624122 I 
ngpt[0]=0.901639344262295081967213114754 -

0.0819672131147540983606557377049 I 
nps[0)=1. 
regpt[0)=[0.051,0.87) 1 norm regpt[0)=0.87 
,r~s[0]=[0.052,1.] 1 norm reps[0)=1. 

f[1/10 + l/10]=0.9504265828666385428235291653 -

0.0438277108591874078396624122 I 
ngpt[1]=0.950226244343891402714932126697 -

0.0452488687782805429864253393665 I 
nps[1)=0.95 - 0.05 I 
regpt[1]=(0.00021,0.032) 1 norm regpt[1)=0.032 
r~s[1)=[0.00045,0.14) , norm r~s[1)=0.14 

f[1/10 + l/10]=0.9504265828666385428235291653 -

0.0438277108591874078396624122 I 
ngpt[2)=0.95046181111754882246685525374 -
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0.043880576667461913363552707815 I 
nps[2]=0.95 - 0.0433333333333333333333333333333 I 
regpt[2]=[0.000037,0.0012] , nonm regpt[2]=0.0012 
reps[2]=[0.00045,0.011] , nonm reps[2]=0.011 

<*---------------------------------------------------------------------------------------------
psoption == 1, then the partial sums of the 
series are also calculated with precision 
eprec == 40 and are written with 
resultprec == 30 decimal digits of precision. 

nonm == 2, then the euclidian nonms of the 
vectors of relative errors of the partial 
sums are also calculated with precision 
eprec == 40 and are written with 
preprec == 2 decimal digits of precision. 

---------------------------------------------------------------------------------------------*) 
tablegpt[2,1/10+I/10,•SCL","AC•,l,30,2,2,40,0,1,2] 

f[1/10 + I/10]=0.9504265828666385428235291653 -

0.0438277108591874078396624122 I 
ngpt[0)=0.901639344262295081967213114754 -

0.0819672131147540983606557377049 I 
nps [0] =1. 
edgpt[0]=[1.3,1.4] , norm edgpt[0)=1.9 
edps[0]=[1.3,1.4) , nor.m edps[0]=1.9 

f[1/10 + I/10)=0.9504265828666385428235291653 -

0.0438277108591874078396624122 I 
ngpt[1)=0.950226244343891402714932126697 -

0.0452488687782805429864253393665 I 
nps[1]=0.95 - 0.05 I 
edgpt[1)=[3.7,2.8] , norm edgpt[1]=4.7 
edps[1]=[3.4,2.2] , norm edps[1]=4. 

f[1/10 + I/10]=0.9504265828666385428235291653 -

0.0438277108591874078396624122 I 
ngpt[2)=0.95046181111754882246685525374 -

0.043880576667461913363552707815 I 
nps[2]=0.95 - 0.0433333333333333333333333333333 I 
edgpt[2]=[4.5,4.3) , nor.m edgpt[2]=6.2 
edps[2)=[3.4,3.3] , nor.m edps[2]=4.7 

(*--------------------------------------------------------------------------------------------
preoption == 2, the number of exact digits are 
calculated instead of relative errors. 

Be careful about the interpretation we give 
to the value of the euclidian nonm of the vectors 
of the numbers of exact digits! 

Remark that nor.m edgpt [ 2] =6 • 2 but the real and 
imaginary parts of ngpt [2] have non :roore than 
4 correct digits. 

--------------------------------------------------------------------------------------------*) 
(*------------------------------------------~ISTAKE. __________________________________________ *) 
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tablegpt[3,1/lO,•VAR•,•EC•,Q,19,1,2,19,1] 

fgpt[0)=10/ll 

fgpt[1)=20/21 

fgpt[2]=325/341 

fgpt[3]=839495/880803 

<·----------------------------------------------------------------TOPTION SHOULD BE EQUAL TO "SCL", NOT TO "VAR" 

We get only the exact expressions of the 
approximants. 

preoption == 1, but relative errors are not 
calculated, because toption == "VAR • • 
aroption == 1, but the numerical approximations 
of the approximants are not written, because 
toption == "VAR". 

The values of resultprec and cprec are not 
errployed. 

-----------------------------------------------------------------*> 
tablegpt[3,1/lO,•VAR","EC",l,19,1,2,19,1] 

fgpt[0]=10/ll 
fps[OJ=l 

fgpt[1]=20/21 
fps[1]=19/20 

fgpt[2)=325/341 
fps[2]=143/150 

fgpt{3]=839495/880803 
fps[3]=11437/12000 

(*------------------------------------------------------------~--
Taking psoption == 1, we get also the exact 
numerical expressions of the partial sums. 

---------------------------------------------------------------*> 
(*-----------------------------J•ISTAKE. ___________________________ *) 

tablegpt[3,1/10,"VAR","AC",0,30,2,2,40] 

ngpt[0]=0.909090909090909090909090909091 

ngpt[1)=0.952380952380952380952380952381 

ngpt[2)=0.953079178885630498533724340176 

ngpt[3]=0.953101885438628160894093230836 

: [font = input; preserveAspect; ] 

<*----------------------------------------------~----------------TOPTION SHOULD BE EQUAL TO "SCL", NOT TO "VAR" 

coption == "AC" and cprec == 40, then the 
intermediate calculations are done with 
precision 40, using the function N[-,40]. 

resultprec == 30, then the results are printed 
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with 30 decimal digits of precision. 

preoption == 2, but the number of exact digits 
are not calculated, because toption == •VAR • • 

Remark: Precision[1/10] >= 40. 

--------------------------------------------------------------*> 
tablegpt[3,1/10,•VAR•,•AC•,1,30,2,2,40] 

ngpt[0]=0.909090909090909090909090909091 
nps [0) =1. 

ngpt[1]=0.952380952380952380952380952381 
nps[1]=0.95 

ngpt[2]=0.953079178885630498533724340176 
nps[2]=0.953333333333333333333333333333 

ngpt[3]=0.953101885438628160894093230836 
nps[3]=0.953083333333333333333333333333 

(*---------------------------------------------------------------
Taking psoption == 1, we get also the 
approximated numerical expressions of 
the partial sums, calculated with cprec == 40 
digits and written with resultprec == 30 digits. 

--------------------------------------------------------------*> 
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(***********************************************************************) 
(**************************** Package BRR.M ****************************) 
(***********************************************************************) 

BeginPackage [ "BRR' •, "BRE' •, "BRIF' •] 

BRR::usage="Is a package that contains the 
definition of the function tabgptrr. 
It calls the packages BRE.M and BRIF.M" 

tabgptrr::usage=• 
tabgptrr[ k, t, toption, roption, psoption, 

resultprec, preoption, preprec, 
preresprec, aroption, compoption, norm J 

calculates the (k+l) first generalized Pade-type approxûnants 
in the point t. 
The argument t can be a sy.mbolic expression 
(toption ==\"VAR\"), or a numerical expression 
(toption == \"SCL\"). In the first case we obtain 
sy.mbolic results, in the second case we obtain numerical 
results. 
When we expect exact results, we make roption == \"ER\ •. 
When we expect approximated results, we make 
roption ==\"AR\". 
When roption ==\"AR\", the numerical results or the numerical 
part of the symbolic results are printed with resultprec decimal 
digits of precision. 
The default value of resultprec is the machine precision 
( Precision[l.O] ). 

'If psoption == 1, the partial sums of the series are also 
calculated. If psoption is different from 1, partial sums 
are not calculated. The default value of psoption is zero. 
If toption == \"SCL\" and preoption == 1, 
the relative errors of the approximants with respect to the 
series are calculated with precision preprec , and are written 
with preresprec decimal digits of precision. Futhermore, if 
psoption == 1, the relative errors of the partial sums with 
respect to the series are calculated with precision preprec , 
and are written with preresprec decimal digits of precision. 
If toption == \"SCL\" and preoption == 2, 
the nurnber of exact digits of the approximants with respect 
to the series are calculated with precision preprec , and are 
written with preresprec decimal digits of precision. Futhermore, 
if psoption == 1, the number of exact digits of the partial sums 
with respect to the series are calculated with precision 
preprec, and are written with preresprec decimal digits of 
precision. 
If compoption == 0 , we do real calculus. If cornpoption -- 1, 
we do complex calculus. The default value of compoption is 
equal to O. 
If compoption == 1, toption == \"SCL\" and preoption == 1, the 
relative errors of the real and imaginary parts of the 
approximants, with respect to the real and imaginary parts of 
the series, are calculated with precision preprec and are written 
with preresprec decimal digits of precision. If psoption == 1, 
we do the same for the partial sums. 
If compoption == 1, toption == \"SCL\" and preoption == 2, we 
calculate the number of exact digits instead of the relative 
errors. 
If compoption == 1 and toption == \"SCL\", we calculate also 
the p-norm ( p >= 1) of the vector of relative errors 
( if preoption == 1 ), or the p-norm ( p >= 1) of the vector of 
the number of exact digits (if preoption == 2 ). 
The value of p is gi ven cy the argument norm. 
If norm == -1, we calculate the infinity norm of the 
vector of relative errors ( if preoption == 1 ) , or the 
component of min~ absolute value of the vector of the 
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number of exact digits ( if preoption == 2 ) • 
The default value of nonn is equal to -1. 
Nonns are calculated with precision preprec and are written 
with preresprec decimal digits of precision. 
~f toption == \"VAR\ • or preoption is different from 1 and 2, 
the relative errors or the number of exact digits are not 
calculated. 
The default values of preoption, preprec and preresprec are 
D, Precision[1.0] and 2 respectively. 
~f toption == \"SCL\" and roption == \"EC\•, we obtain 
the exact numerical expressions of the approximants 
in the point t • Futhenrore, if psoption == 1, we obtain also 
the exact numerical expressions of the partial sums in the 
point t. If preoption == 1, relative errors of these exact 
expressions are calculated with precision preprec • 
If preoption == 2 , the number of exact digits are calculated 
with precision preprec. We should take a sufficiently 
big value to preprec in order that these values could be 
correctly calculated. Futherroore, if aroption == 1, 
the exact expressions just cited are written with resultprec 
decimal digits of precision. If aroption is different from 1, 
these values are not written. 
The default value of aroption is zero. 
we must give the first four arguments of tabgptrr , 
however the last eight can be omitted taking their default 
values. 

Reference: z. DA ROCHA. 
Implementention of the recurrence 
relations of biorthogonality. 
In C. Brezinski, P. Gonzalez-Vera and 
N. Hayek-Calil, eds., Extrapolation and 
Rational Approximation. Tenerife 1992, 
volume 3 of Numerical Algorithms, pp. 
173-183, Basel 1992. J. C. Baltzer.• 

x::usage="x[i,j,k,var] is a linear expression of 
Xj, ••• ,X(j+k). • 

l::usage=•l[i,j,k,exp,var] is a linear functional 
applied to Function[var,exp].• 

key::usage="key[i,j,k,functionalc,exp,varx,vart] 
is a function in the variable vart, calculated 
in a recursive way using x[i,j,k,varx] and 
l[i,j,k,exp,varx].• 

(*-----------------------------------------~------------------------------------------------~ERROR MESSAGES OF tabgptrr ____________________ __ 

---------------------------------------------------------------------*> 
tabgptrr: :badarg1= 

•wrong value to the first argument 

tabgptrr::badarg3= 

k must be a non negative integer 
try again• 

•wrong value to the third argument 

tabgptrr::badarg4= 

toption roust be equal to \"SCL\" or \"VAR\" 
try again• 

•wrong value to the fourth argument 
roption roust be equal to \"AR\ • or \"ER\ • 
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t:cy again• 

tabgptrr::badarg6= 
•wrong value to the sixth argument 

tabgptrr::badarg8= 

resultprec must be a non negative integer 
t:cy again• 

•wrong value to the eighth argument 
preprec must be a non negative integer 
t:cy again• 

tabgptrr::badarg9= 
•wrong value to the nineth argument 

preresprec must be a non negative integer 
t:cy again• 

tabgptrr::badarg89= 
•wrong values to the eighth and/or the 

nineth arguments. 
We must have preresprec < = preprec 
Try again. • 

tablegpt::badarg12= 
•wrong value to the twelfth argument 

nonn must be equal to -1 or 
greater than or equal to 1 
t:cy again• 

_<_*::::::=========--D-EF---=IN-IT_I_ON_S---:0-=F-T-HE--A-UX____,I-L-=IAR---Y-FUN----CT---=IO--N-S-~~~~~~~~~~::= 
---------------- OF TABGPTRR --------------

-----------------------------------------------------------------*) 
(*-------------------------------------------------------------------
----------------------------- RELATION X -----------------------------
---------------------------------------------------------------------*) 
x[ i_, j_, 0, var_]:= x[i,j,O,var]= urr[j,var] 

x[ i_, j_, k_, var_]:= x[i,j,k,var]= 
x[ i, j+1, k-1, var 1-
initialfrr[ i+k-1, x[i,j+1,k-1,var], var]* 
x[ i, j, k-1, var ]/ 
initia1frr[ i+k-1, x[i,j,k-1,var], var 

(*------------------------------------------------------------------
---------~-------RELATION L --------------
---------------------------------------------------------------------*) 
1[ i_, j_, 0, body_, var_]:= 1[ i, j, 0, boqy, var 1 = 

initia1frr[ i, body, var ]/ 
initia1frr[ i, x[i,j,O,var], var ] ; 

1[ i_, j_, k._, body_, var_ J := 1[ i, j, k, boqy, var J = 
(1[ i+1, j, k-1, body, var ]-1[ i, j, k-1, body, var])/ 
(1[ i+1, j, k-1, x[i,j+k,O,var], var]-
1[ i, j, k-1, x[i,j+k,O,var], var]) ; 

(*-------------------------------------------------------------------------------------------RELATION K _______________________ _ 

---------------------------------------------------*) 
key[ i_, j_, -1, functional_, body_, varx_, vart_ ] := 
key[ i, j, -1, functiona1, body, varx, vart ]=0 ; 

key [ i_, j_, )L, functional_, boqy_, varx_, vart_ ] : = 
key [ i, j , k, funct ional, body, v arx, v art 1 = 
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key [ i, j , k-1, funct ional, body, varx, vart ] + 
1[ i, j, k, body, varx ]*functional[ x[ i, j, k, varx ], varx] 

(*---------------------------------------------------------------------------- DEFINITIONS OF THE PRIVATE FUNCTIONS ------
--------------------- OF TABGPTRR -------------------------------------------------------------------------------------*) 
functionalc [ poly_, var_ ] : = 

Block[ {n}, 
SUrn[ Coefficient[poly,var,n]*crr[n] 

{ n,O,Exponent[poly,var] } 

] ; 

(*--------------------------------------~---------------------------
------------- DEFINITION OF tabgptrr -------------
-------------------------------------------------------------------*) 
tabgptrr [ k._, t_, toption,_, roption,_, psoption.....: 0, 

resultprec_: (Precision[1.]), preoption.....:O, 
preprec_:(Precision[1.]), preresprec_:(Precision[1.]), 
aroption,_:O, compoption.....:O, nor.m_:-1 ]:= 

Block[ { w , i , ps , ergptrr1 , ergptrr2 , ergptrr , 
erpsrr1 , erpsrr2 , erpsrr , edgptrr1 , edgptrr2 , 
edgptrr , edpsrr1 , edpsrr2 , edpsrr }, 

(* ______________________________________________________________ __ 

--------------- CONTROL OF ARGUMENTS ----------
------------------------------------------------------------*) 
If [ Or[ Not[ IntegerQ[k) ] , k < 0 ) , 

Return[ Message[tabgptrr::badarg1) ) 
) : 

If [ And [ toption != •seL• , toption != "VAR" J , 
Return[ Message[tabgptrr::badarg3] ) 

] : 

If[ And [ roption != "ER", roption != "AR" ) , 
Return[ Message[tabgptrr::badarg4) ) 

) : 

If [Or[ Not[ IntegerQ[ resultprec ) ) 1 resultprec 
Return[ Message[tabgptrr::badarg6] ] 

) : 

If [ Or[ Not[ IntegerQ [ preprec ) ] 1 preprec < 0 ] 
Return[ Message[tabgptrr::badarg8] 

) ; 

If [ Or[ Not [ IntegerQ [ preresprec ] ] 1 preresprec 
Return[ Message[tabgptrr::badarg9] ] 

) i 

If preresprec > preprec , 
Return [ Message [tabgptrr: :badarg89 ] ] 

) : 

If [ And[ norm != -1 , norm < 1 ] , 
Return [ Message [ tablegpt: : badarg12 1 

) i 

< 0 ] 1 

1 

< 0 ] 1 

(* _____________________________________________________________ *) 

If[ psoption == 1 , 
ps = 0 
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J ; 

Do[ (* { i, 0, k } *) 

If[ psqption == 1 , 

(* --------------------------~--------------------------------------- CALCULATION OF THE i-th PARTIAL SUM OF THE SERIES---

-------------------------------------------------------*> 
ps = ps + err[ i J * frr[ i, t J 

(* ---------------------------------------------------------'CALCULATION OF THE i-th APPROXIMANT ______ _ 

----------------------------------------------------------*> 
w=key[ 0, 0, i, functionalc, grr[x,t], x, t J ; 
(* ____________________________________________________ _ 

--------PRINTING OF THE i-th APPROXIMANT _______ _ 

----------------------------------------------*> 
If[ toption == •seL•, 

If[ roption == "ER", 

Print[ •fgptrr[•, i1 "]=·~ Expand[w] 
If[ psoption == 1 , 

Print [ • fpsrr [ •, i 1 •] = • 1 ps ] 
J ; 

If[ aroption == 1, 
Print[ •ngptrr[•~ i1 "]=·~ N[w~resultprec] J ; 
If[ psoption == 1 1 

Print[ •npsrr[•, i, "]=·~ N[ps~resultprec] 
] (*end of If[ psoption ) *) 

(* end of If[ aroption l *) 

, (* roption == "AR" *) 

Print[ •ngptrr[•, i1 "]=", N[w~resultprec] ] ; 
If[ psoption == 1 1 

Print[ •npsrr[·~ i1 "]=·~ N[ps,resultprec] 
] (* end of If[ psoption ] *) 

) ; (* end of If[ roption ) *) 

If[ preoption == 1 , 

· If [ compoption == 0 , 

Print [ • ergptrr [ • 1 i , • J = • , 
N[ N[ Abs[ (w-seriesrr[t])/seriesrr[t] 

, preprec J 
, preresprec ] 

J (* end of Print *) 

J ; (* end of If[ compoption == 0 J *) 

If[ compoption == 11 

ergptrr1=N[ N[ Abs[ (Re[w]-Re[seriesrr[t]])/Re[seriesrr[t] 
1 preprec ] 

, preresprec ] ; 
ergptrr2=N[ N[ Abs[ (Im[w)-Im[seriesrr[t)])/Im[seriesrr[t] 

1 preprec ) 
, preresprec ] ; 

If[ norm == -1~ 
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ergptrr=N [ Max [ ergptrr1 1 ergptrr2 ] 1 preprec 

ergptrr=N[ ( ergptrr1 "norm + 
ergptrr2"norm ) "(1/norm) 1 preprec 

] ; (* end of If[ norm == -1] *) 

Print[ •ergptrrt•, i, •J=t· 1 ergptrr1, ·~·, ergptrr21 •]•, 
• , norm ergptrrt• , i 1 "]=• N[ ergptrr 1 preresprec 

] (* end of Print * l 

J ; (* end of If[ compoptian == 1 ] *) 

Ifi psoption == 1 1 

If[ compoption == 0, 

Print[ •erpsrr[• , i ~·]=• , 
N[ N[ Abs[ (ps-seriesrr[t])/seriesrr[t] 

1 preprec ] 
, preresprec ] 

J (* end of Print *) 

] ; (* end of If[ compoption -- 0 ] *) 

If[ compoption == 1 1 

erpsrr1=NI N[ Abs[ (Re[ps)-Re[seriesrr[t)])/Re[seriesrr[t]) 
, preprec ] 

1 preresprec J ; 
erpsrr2=N[ N[ Abs[ (Im{ps]-Im[seriesrr[t]])/Im[seriesrr[t]] 

, preprec ] 
1 preresprec J ; 

If [ norm == -1~ 
erpsrr=N[ Max[ erpsrr11 erpsrr2 ] 1 preprec ) 

1 

erpsrr=N [ erpsrr1 "norm + 
erpsrr2"norm )A(1/norm) 1 preprec 

. ] ; (* end of If[ norm== -1 ] *) 

Print[ •erpsrr[•, i 1 •]=[" 1 erpsrr11 ·~· 1 erpsrr21 •]·~ 
• , norm erpsrr[·~ i 1 "]=·~ N[ erpsrr1 preresprec 
(* end of Print *) 

] (* end of If[ compoption == 1 ) *) 

(* end of If [ psoption == 1 *) 

] ; (* end of If [ preoption == 1 *) 

If[ preoption == 2 , 

If! compoption -- 0 1 

Print[•edgptrr[•~i~•]="~N[ N[ -Log[101 
Abs[ w-seriesrr[t) ) 

] 
1 preprec 

1 preresprec 
;{*end of Print *) 

] ; {* end of If[ compoption == 0 J *) 

If[ compoption == 11 

edgptrr1=N[ N[ -Log[101 Abs[ Re[w)-Re[seriesrr[t]] 
1 preprec J 

, preresprec ) ; 
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edgptrr2=N[ N[ -Log[10, Abs[ Dm[w)-Im[seriesrr[t)) 
, preprec ) 

BRR.M 

, preresprec ) ; 

If [ norm == -1, 
edgptrr=N [ Min [ Abs [ edgptrr1) , Abs [ edgptrr2) ) , 

preprec ) 
1 

edgptrr=N [ ( Abs [ edgptrr1) "'norm + 
Abs [ edgptrr2) "'norm ) " ( 1 /norm) , 

preprec ) 
) ; (* end of If[ norm == -1 ) *) 

Print["edgptrr[• , i , ")=[•, edgptrr1 , •,• , edgptrr2 , 
• l • , • , norm edgptrr [ •, i , •) = • , 
N[ edgptrr , preresprec ) 
) (* end of Print *) 

) ; (* end of If[ compqption == 1 ) *) 

If[ psqption == 1 , 

If[ compoption == 0 , 

Print[•edpsrr[•,i,"]=",N[ 

1 

] (* end of Print *) 

N[ -Log[10, 
Abs[ ps-seriesrr[t) 

) 
, preprec ) 

preresprec ) 

; (* end of compoption == 0 *) 

If[ compoption == 1 , 

edpsrr1=N[ N[ -Log[10, Abs[ Re[ps)-Re[seriesrr[t) 
, preprec ] 

, preresprec l ; 
edpsrr2=N[ N[ -Log[10, Abs[ Im[ps]-Im[seriesrr[t) 

, preprec ) 
, preresprec ) ; 

If[ norm == -1, 
edpsrr=N[ Min[ Abs[edpsrrl], Abs[edpsrr2) ) , preprec 

1 

edpsrr=N[ ( Abs[edpsrrl)"norm + 
Abs [edpsrr2) "'norm ) "(1/norm} , preprec ) 

) ; (* end of If[ norm ) *} 
Print["edpsrr[• , i , ")=[" , edpsrr1, •,• , edpsrr2, •]•, 

• , norm edpsrr[•, i , ")=" , N( edpsrr, preresprec ) 
) (* end of Print *) 

(* end of If[ compoption == 1 ) *) 

(* end of psoption == 1 *) 

(* end of If ( preqption == 2 ) *) 

, (* tOPtion == "VAR" *) 

If[ rqption == "ER", 

Print[ •fgptrr[•, i, ")=", Together[w) 
If psoption == 1 , 

Print [ • fpsrr ( • , i, • ) = • , ps ) 
(* end of If[psqption) *) 

, (* roption == "AR" *) 
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End[ 

Print[ •ngptrr[•, i, "]=•, N[ Together[w], resultprec] 
If [ psoption == 1 , 

Print[ •npsrr[•, i, •]=", N[ ps, resultprec ] ] 
] (* end of If[psoption) *) 

(* end of If[roption] *) 

] ; (* end of If[toption] *) 

Print[• "] 

<*----------------------------------------------------------*> 
, { i, 0, k } 

(* _____________________________________________________________ *) 

] (* end of Do *) 

(* end of Block *) 

Protect[ tabgptrr 

EndPackage[ ] 
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(*********************************************************************) 
(*************************** Package BRE.M ***************************) 
(*********************************************************************) 

BeginPackage [ "BRE' •] 

Clear[ seriesrr, grr, err, urr ,frr ] 

BRE: :usage=•is a package that contains the definitions of: 

- the series of functions 
- the generating function 
- the roodi.fied rranents of the functional c , ci=c (Ui (x) ) 
- the polynamials Ui 
- the elementary functions fi 

, that the package BRR.M needs. • 

seriesrr::usage=•seriesrr[t] is the closed form of the 
series of functions• 

grr::usage=•grr[x,t] is the closed form of the generating 
function• 

crr::usage=•crr[i] is the i-th modified moment of 
the functional c• 

urr::usage=•urr[i,x] is the polynomial corresponding 
to the marnent ci• 

frr::usage=•frr[i,t] is the i-th elementary function• 

Begin["'Private'•] 

(***************************** EXAMPLE 1 ******************************) 
(***** initialfrr[ i, f[x), x] = f[-1/(i + 1)] ; i=0,1,... ******) 

seriesrr[t_]:=Log[1+t]/t; 
grr[~,t-1:=1/{1-x*t) ; 
crr[i_]:= crr[i]= (-1)Ai/(i+1) 
urr[i_,x_]:= xAi 
frr[O,t_]:= 1; 
frr[i_,t_]:= tAi 

End[ ] 

EndPackage [ 
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(*********************************************************************) 
(************************** Package BRIF.M ***************************) 
(*********************************************************************) 

BeginPackage [ "BRIF' •] 

Clear[ initialfrr ] 

BRIF::usage="is a package, that contains the definitions 
of the initial functionals, that the package BRR.M 
needs" 

initialfrr::usage=•initialfrr[i,body,var] is the definition of 
the i-th initial functional applied to Function[var,body.] • 

initialfrr[i_,body_,var_] := initialfrr[i,body,var]= 
Function[var,body] [-1/(i + 1)] 

End[ ] 

EndPackage[ 
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Identités de Sylvester et de 
Schweins dans un espace vectoriel 

Soient b1, ••• , bn des éléments d'un espace vectoriel sur un corps K, et ai; des éléments de 
K. 
L'identité de Sylvester est la suivante : 

(E.l) 

an-1,1 ... an-l,n 
an-2,2 ••. an-2,n-l 

au • · • a1,n-1 

an-2,1 •.. an-2,n-l 
an-1,2 ... an-l,n 

an-2,2 ... an-2,n 
an-1,1 •.• an-l,n-1 

Soient c1, ... , Cn et e 1, ..• , en des éléments de K. L'identité de Schweins est la suivante : 

an • · · a1,n 

an-2,1 ••• an-2,n 

el . . • en 

an-2,1 •.. an-2,n 

Cn-1 

an-2,1 ..• an-2,n-1 

au · · · al,n-1 

an-2,1 ... an-2,n-l 
(E.2) 

el en-1 

an-2,1 ... an-2,n 

el en 
an-2,1 ••• an-2,n-l 

Etant donné que tout corps est un espace vectoriel sur lui même, les identités de Sylvester 
et de Schweins sont encore valables si b1, ••• , bn appartiennent à K. 
L'identité de Schweins est aussi vérifiée quand bt, ... , bn sont des éléments de K et 

Ct, ••• , Cn des éléments d'un espace vectoriel sur K. 
Nous pouvons facilement obtenir des formes équivalentes de l'identité de Schweins où les 

vecteurs (bt, ... , bn), ( bt, ... , bn-l ), (Ct, ..• , en), (Ct, ... , Cn-1), (et, .•• , en) et (et, •.• , en-d 
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occupent des places différentes. Pour cela, nous rappelons que le déterminant d'une ma
trice change de signe quand on permute des lignes ou des colonnes, et que les déterminants 
d'une matrice et de sa transposée coïncident. 

Dans le premier membre de l'égalité (E.2), plaçons le vecteur ( e 1 , ••• , en-l) comme pre
mière ligne; ceci correspond à faire n - 2 permutations élémentaires, et nous devons 
multiplier la matrice correspondante par ( -1)n-2 • Dans le deuxième membre de l'égalité 
(E.2) plaçons les deux vecteurs (eh ... , en) comme deuxièmes lignes; ceci correspond à 
faire dans les deux cas n- 2 permutations élémentaires, et nous devons multiplier les ma
trices correspondantes par ( -1 )n-2 • Nous obtenons ainsi la version suivante de l'identité 
de Schweins : 

(E.3) 

an-2,1 ••. an-2,n 
an-2,1 .•. an-2,n-l 

Cn-1 

an-2,1 ••• an-2,n-1 an-2,1 .•. an-2,n-l 
an-2,1 ... an-2,n 

Dans chaque matrice des l'égalités (E.2) et (E.3), inversons l'ordre des colonnes. Il est 
facile de voir que pour inverser l'ordre des lignes ou des colonnes d'une matice de dimension 
n, nous devons faire E~/ i = n(n-1 )/2 permutations élémentaires et multiplier la matrice 
correspondante par ( -1 )n(n-l)/2. Nous obtenons ainsi les versions suivantes de l'identité 
de Schweins : 

an-2,n .•• an-2,1 

Cn-1 

an-2,n ..• an-2,1 

en el 
an-2,n-l ••. an-2,1 

a1,n-1 • · · au 

an-2,n-l ••. an-2,1 

en-1 • . • el 

an-2,n-l •.• an-2,1 

(E.4) 

an-2,n ••. an-2,1 

en el 
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(E.5) 

an-2,n ••• an-2,1 
an-2,n-1 ••• an-2,1 

Cn-1 
al,n-1 

an-2,n .•. an-2,1 
an-2,n-1 ... an-2,1 an-2,n-1 ••• an-2,1 

an-2,n ..• an-2,1 

Dans le premier membre de l'égalité (E.2), plaçons les vecteurs (bt, ... , bn) et (Ct, ..• , Cn) 

comme dernière et avant-dernière lignes; ceci correspond à faire respectivement n - 1 
et n - 2 permutations élémentaires, et nous devons multiplier la matrice correspon
dante par ( -1)2

n-3 • Dans le deuxième membre de (E.2), plaçons les vecteurs (bt, ... , bn), 
(ct, ... , Cn-1), (b17 ••• , bn-1) et (ct, ..• , Cn) comme dernières lignes; ceci correspond à faire 
respectivement n - 1, n - 2, n - 2 et n - 1 permutations élémentaires, et nous devons 
multiplier les matrices correspondantes par (-1)n-t, (-1)n-2, (-1)n-2 et (-1)n-t. Nous 
obtenons ainsi la version suivante de l'identité de Schweins : 

au · · · a1n 
au · · · a1,n-1 

an-2,1 ... an-2,n 

Ct Cn 
b1 bn 

(E.6) 
an-2,1 •.• an-2,n-1 

el en-1 

an · · · a1n 
au • · · at,n-1 an · · · a1,n-1 

au · · · a1n 

- an-2,1 ... an-2,n 

el en 
bt bn 

an-2,1 ... an-2,n-1 

Ct Cn-1 

an-2,1 ••• an-2,n 

el en 

Ct Cn 

an-2,1 ..• an-2,n-1 

bt bn-1 

Dans l'égalité (E.6), plaçons les vecteurs (et, .•. , en) et (e1, ••• , en-t) comme premières 
lignes. Nous obtenons ainsi la version suivante de l'identité de Schweins : 

an-2,1 .•. an-2,n 

en-1 

al,n-1 

an-2,1 .•. an-2,n-1 

- (E.7) 
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au • • · a1,n-1 au · · · at,n-t 

an-2,1 ••. an-2,n-t 

Ct Cn-t 
an-2,t ... an-2,n 

bt bn 
an-2,t ••. an-2,n 

Ct Cn 

an-2,t •.. an-2,n-t 

b1 bn-t 

Dans chaque matrice des égalités (E.6) et (E.7), inversons l'ordre des colonnes. Nous 
obtenons les deux versions suivantes de l'identité de Schweins : 

a1n • · • au 
at,n-t · • · au 

an-2,n ••. an-2,t 

Cn Ct 

bn b1 

(E.S) 
an-2,n-t ... an-2,t 

en-t el 

a ln ... au at,n . .. an 
at,n-1 . . . au a1,n-t ... an 

- an-2,n ... an-2,1 an-2,n ... an-2,t 

en el 
an-2,n-l ... an-2,1 an-2,n-1 ... an-2,1 

en el 

bn bt 
Cn-1 Ct bn-1 bl 

Ct Cn 

an-2,n ... an-2,1 (E.9) 

an-2,n-1 ... an-2,1 

al,n-1 · · · au a1,n-1 · · · an 

an-2,n-t ... an-2,1 

Cn-1 Ct 
an-2,n ... an-2,1 

bn bt 
an-2,n ... an-2,t 

Cn Ct 

an-2,n-l ... an-2,t 

bn-1 b1 

Dans l'égalité (E.2), remplaçons chaque matrice par sa transposée. Nous obtenons la 
version suivante de l'identité de Schweins : 

(E.IO) 



219 

Dans le premier membre de l'égalité (E.IO), plaçons le vecteur (e1, ... , en-t)T comme pre
mière colonne. Dans le deuxième membre de (E.IO), plaçons les deux vecteurs ( e1 , ••• , en)T 
comme deuxièmes colonnes. Nous obtenons ainsi la version suivante de l'identité de 
Schweins: 

(E.ll) 

Dans chaque matrice des égalités (E.IO) et (E.ll), inversons l'ordre des lignes. Nous 
obtenons ainsi les versions suivantes de l'identité de Schweins : 

(E.12) 

(E.13) 

bt Ct au · · · an-2,1 
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b1 au · · · an-2,1 Ct e1 au · · · an-2,1 

Dans le premier membre de l'égalité (E.lO), plaçons les vecteurs (bt, ... , bnf et (ct, ... , Cn)T 

comme dernière et avant-dernière colonnes. Dans le deuxième membre de (E.lO), plaçons 
les vecteurs (bt, ... , bn)T, (ct, ... , Cn-t)T, (bt, ... , bn_t)T et (ct, ... , en)T comme dernières 
colonnes. Nous obtenons ainsi la version suivante de l'identité de Schweins : 

(E.14) 

al,n-1 ... an-2,n-1 bn-1 aln ... an-2,n en Cn 

Dans l'égalité E.14, plaçons les vecteurs (e1, ... , enf et (e11 ... , en-tf comme premières 
colonnes. Nous obtenons la version suivante de l'identité de Schweins : 

(E.l5) 

e1 an · · · an-2,1 Ct 

al,n-1 ... an-2,n-1 bn-1 en aln ... an-2,n Cn 

Dans chaque matrice des égalités (E.14) et (E.l5), inversons l'ordre des lignes. Nous 
obtenons les versions suivantes des l'identités de Schweins : 

(E.l6) 



·. 

·. 

au 

.. . . 

.. . . 
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(E.l7) 
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