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Introduction 

Soit R un domaine pseudoconvexe Cn, n > 1 et \k une fonction définie dans 
- 
R, et holomorphe dans R. 

Il est intéressant d'étudier le sous-ensemble E du bord de R où 9 atteint le 

maximum de son module. 

Duchamp et Stout en 1981 [D-SI, et Iordan [ I l ]  en 1985 ont décrit la structure 

de E lorsque R est strictement pseudoconvexe. 

En ce qui concerne la régularité de E, le résultat suivant de A .  Nage1 et J.P. 

Rosay [N-R] en 1991 est le point de départ de notre travail : 

Théorème [N-RI.- Soit  R C Cn u n  domaine s tr ic tement  pseudoconvexe, à 

bord réel analytique, et 8 une fonction holomorphe dans 0 ,  de classe C2 jusqu'au 

bord de R. Soi t  E une  sous-variété d u  bord de R, de dimension n et classe Cl.  S i  E 

est le l ieu o ù  9 atteint s o n  module m a x i m u m ,  alors 9 se prolonge analytiquement 

à travers E et E est réel analytique. 

L'objet de notre travail est d'étudier le cas où R est faiblement pseudoconvexe 

et E de classe Cm. 

Rappelons quelques notations et définitions qui seront utilisés dans la suite. 

Notations : 

O(R) : ensemble des fonctions holomorphes dans un ouvert R de Cn. 

Ak(R) : ensemble des fonctions holomorphes dans R, de classe C-ans un 

voisinage de cl(R) (O 5 k 5 w ) .  

T,(S) : espace tangent réel au point p à une sous-variété S de Cn. 

Ty(S)  : espace tangent complexe au point p à une sous-variété S de Cn 

bR : frontière de 0. 

- 
z : conjugaison complexe. 

cl(R) : adhérence de R. 

CC : fonctions indéfiniment différentiables à supports compacts. 

A = %  azaz.  



Définitions : 

- Variété to talement  réelle : une variété E de C n  est dit "totalement réelle" 

s i  T , (E)  n J { T p ( E ) }  = {O) pour tout  p E E, J é tant  la structure complexe pour 

TP(Cn)+ 

- Variété génératrice : u n e  variété E de Cn est "génératrice" 

s i  l'enveloppe linéaire complexe de T p ( E )  est Cn,  pour tou t  p E E .  

- ensemble de module m a x i m u m  : u n  sous-ensemble E C b R  est u n  " A ~  ensemble 

de module m a x i m u m "  ( O  < k 5 w )  s'il esiste u n e  fonction Q de ~ ~ ( 0 )  telle que 

l Q l i E  = 1 et  < 1 SUT c l 0  \ E.  

Dans le ca.s où R est strictement pseudocoiivexe, Th. Diichainp et E.L. Stout 

[D-SI ont montré que, si une sous-variété E de dimension n de bR, de classe CS 

(s 2 2), est un Ak ensemble de module maximum ( k  2 2)' alors E est totalement 

réelle. De plus, toujours dans le cas strictement pseudoconvexe, il est démontré 

par A. Iordan [I.1] qu'un AL ensemble de module maximum (k 2 2) est localement 

contenu dans une sous-variété totalement réelle de dimension n du bord. 

Nous verrons, au fj 2.2, qu'il n'en est rien dans le cas où f2 est faiblement 

pseudoconvexe. 

Signalons aussi que E.M.Chirka [Cl a généralisé le résultat de [Il] en codimen- 

sion supérieure à 1, pour des variétés génératrices de Cn généralisant les domaines 

strictement pseudoconvexes. 

On sait aussi caractériser les ensembles de module maximum en termes 

dc "feuilletages par des sous-variétés d'interpolatioii", dont. nous rappelons la 

définition et les principales propriétés. 

Définition. Une sous-variété M de b R  est dit "d'interpolation'' si, pour tou t  

point p de  M ,  o n  a : T p ( M )  c T F ( b R ) .  

Les sous-variétés d'interpolations analytiques tiennent leur importance du 

résultat suivant : 

Théorème [B.SI : Soit  u n  domaine s tr ic tement  pseudoconvexe borné de 

Cn (bR  de classe C3) .  Alors M est u n e  sous-variété d'interpolation analytique s i  

et seulement  s i  toute fonction réelle-analytique sur  M est la restriction ri M d'une 

fonction holomorphe dans un voisinage de  cl(fi). 



Le lien avec les ensembles de module maximum se trouve dans le résultat 

suivant de Th. Duchamp et L. Stout. 

Théorème [D-S] : Soit  Ci C Cn, un domaine strictement pseudoconvexe 

e t  borné, bCi de classe Cr (T 2 2), e t  E un A2 ensemble de module  mazirn?im 

de classe CS ( s  > 2) ,  de dimension n, de bR.  Alors E est feuilleté, de manière  

unique,  par des sous-variétés d?interpolation compactes. 

Réciproquement,  s i  E est u n e  sous-variété totalement réelle, fermée,  réclle 

analytique de  bR,  admet tant  u n  feuilletage réel-an.alytique par des sous-variétés 

d'interpolation de dimension n - 1, alors E est localement u n  AW ensemble de 

module  m a x i m u m .  

Des caractérisations des ensembles de module maximum pa.r des propriktés 

de la forme de Levi ont été obtenu par Iordan et Boutet de Morivel. 

Théorème [I.2] : Soit  R c Cn un domaine strictement pseudoconvexe à 

frontière réelle analytique ( n  2 3), et E une sous-variété totalement réelle, réelle 

analytique, de dimension n de bR .  Alors E est localement u n  AW ensemble de 

module  m a x i m u m  s i  et seulement s i  la forme de Lévi de bR e n  p est  diagonalisable 

dans  u n e  base de T,(M) n T y ( b R ) ,  pour tout  p E E. 

Théorème [1-BM] : Soient  52 un domaine strictement pseudoconvexe de C'' 

à frontière analytique réelle et E u n e  sous-variété analytique réelle de b R  telle que 

E n'est pas C- tangen te  e n  tous les points de E .  Alors E est localement un ensemble 

de module m a x i m u m  pour O [ c l ( R ) ]  s i  et seulement s i  L(E, 7) est réel pour toutes  

les sections 5 , ~  de T ( E )  n T C ( b R ) .  

Ces résultats tombent en défaut pour les domaines faiblement pseudoconvexes, 

comme le montrent les exemples suivants : 

Exemple 1 : Un ensemble de module maximum qui est une sous-variété réelle 

analytique, de dimension 2, dans le bord lisse d'un domaine pseudoconvexe de C 2 ,  

mais qui n'est pa.s totalement réel en un point de faible pseudoconvexité. 

fi = ( ( 5 ,  G )  E C 2 /  R e 6  + IPI2 < O }  est strictement pseudoconvexe, et est une 

réalisation biholomorphe de la boule euclidienne de C2.  

É = {(Z, tu) E C 2 / G  = -121' + i a ( 2 ) )  où a est réelle analytique, de 

valuation 1, est une sous-variété totalement réelle de b 6 ,  réelle analytique, de 



- 
dimension 2, au voisinage de l'origine. D'après [D-SI, E est le AW ensemble de 

module maximum d'une fonction 6 holomorphe dans un voisinage de (O, 0). 

L'application (z, w) H (5 = z2,W = w) transforme IR = {(z, w) E 

C2/Re(w) + 1zI4 < O) en fi, et E = {(z, w) E C2/w = - 1 . ~ 1 ~  + ia(z2)) en Ë. 

Ici, E n'est pas totalement réelle à l'origine, alors que E est le AW ensemble 
* 

de module maximum de 9 définie par : 9(z,  w) = 9(z2,u) .  

Exemple 2 : Une sous-variété totalement réelle, réelle analytique, de dimen- 

sion 2, dans le bord d'un domaine lisse admet toujours un feuilleta.ge par des 

courbes analytiques d'interpolations. Une telle sous-variété est donc un ensemble 

de module maximum en chaque point de forte pseudo-convexité d'après le théorème 

de [D-SI. 

L'exemple suivant montre qu'il n'en est rien dans le cas faiblement pseudocon- 

vexe. 

Soit R = {Re(w) + 1214 < O} c C2 et les deux sous-variétés totalement réelles 

de bSZ : 

Re(w) + 1zI4 = O Re(w) + 1zI4 = O 
où y = Im(z). 

Re(z) = (1 + f i )  y Re(z) = (1 - &)y 

L'image par 4 : (z, w) H (2 = z 2 , 6  = w )  de El U E2 est la sous-variété 
Re&+ I5I2 = O  

totalement réelle E de bfi, où fi = ((2 '6)  E C2/  Re W + 1212 < 
Re(5) = y 

0). 

D'autre part, E est le AW ensemble de module maximum de la fonction 
W = -121 + i v  

\ l l (z, 6 )  = e ~ - i i 2  , puisque, sur bR : et 161/bfi = eWt2  
Z = Y + t + i Y  

Ainsi, El U E2 est un AW ensemble de module maximum pour la fonction 404 .  

Montrons que El (de même que E2) n'est pas un AW ensemble de module 

maximum. 

Sinon, il existerait 9 E AW(R) telle que (*\/El = 1 et l*l/cl(C2 \ E l )  < 1. Or, 

la fonction $(z, w) = Q(z, w) - 9(-Z,W) a pour module 1 sur El et se factorise à 

travers 4 :  ik = h o 4  où h E ~ ~ ( 6 ) .  

Comme ~ ( E I )  = E n (Re2 2 0) et d(E2) = Ë n (Re5 5 O), que lhI2 - 1 est 



- 
analytique et s'annule sur un 112 espace fermé, il s'ensuit qu'elle s'annule sur E.  

Ainsi, 6 ,  et par conséquent Q a pour module 1 sur El U Ez : ce qui est absurde. 

En admettant provisoirement le théorème principal (cf. Théorème 3)' on peut 

même dire que El (ainsi que E2) n'est pas un Am ensemble de module maximum, 

car : 

To(E1) n ~ F ( b f l )  = {w = 0,Rez = O), AP(i) # O en notant P(z)  = 1zI4, 

et le vecteur de translation (w = i ,  z = 0) n'appartient pas à 

Da,ns ce travail, nous généralisons le théorème de [N-R] à des domaines 

faiblement pseudo-convexes particuliers de C 2  : les domaine rigides. 

Définition. Une hypersurface C est dite "rigide e n  p" ( p  E C) s'il existe 

u n  vecteur u # O transverse d T:(C) tel que, localement, C soit invariante sous 

l'a,ction du groupe additif R . u .  

En prenant comme coordonnées locales, pour C2,  z dans T:(C) et w dans C.u 

(R.u étant identifié à Re w = O), C a une équation locale du type : Re(w)+P(z) = O 

où P s'annule à l'ordre 1 (on supposera que P n'est pas identiquement nul). 

Un domaine R est dit "rigide en p", p E bR, lorsque bR est rigide en p. Comme 

tout ce qui suit est local, on écrira simplement "R est rigide" pour : R est rigide 

en p (supposé égal à O). Comme 0 est supposé pseudoconvexe, on peut écrire 

P(z) = PZk(z) + 0(zZk+l )  où Pzk est un polynôme homogène sous-harmonique de 

degré 2k. On dit, dans ce ca.s, que Q est de type 2k (à l'origine). 

Dans le chapitre 1, nous construisons un invariant qui généralise la forme 

de Lévi, et qui permet de caractériser les sous-variétés totalement réelles de 

dimension 2, réelles analytiques, qui sont des AW ensemble de module maximum 

dans le bord d'un domaine rigide réel analytique de type 2k (k  2 2). Cet invariant 

explique ainsi pourquoi l'exemple 1 n'est pas un ensemble de module maximum 

bien que la sous-variété soit totalement réelle et de dimension égale à 2. 

Dans le chapitre I I ,  on s'inspire de l'idée directrice de [N-RI qui consiste 

à montrer qu'en un point de forte pseudoconvexité, un ensemble de module 



maximum est un ensemble de réflexion. Cette propriété est rappelée au départ 

du chapitre II. Ceci permet, à l'aide du théorème de "l'edge of the wedge" de 

Baouendi-Trèves [B-Tl de prolonger à travers E la fonction holomorphe J[I dont le 

module vaut 1 sur E. La réelle analyticité de E est alors assurée par le théorème 

des fonctions implicites. 

La situation est plus compliquée en un point de faible pseudoconvexit,é ; dans 

ce chapitre, nous construirons une réflexion dans un cône ouvert de sommet (0,O). 

Cette "pseudo-réflexion" ne permet pas de prolonger directement, avec lc théorkme 

de l'edge of the wedge, la fonction Q holomorphiquement à travers E ,  et encore 

moins de montrer que E est réelle analytique. 

Dans le chapitre III, noiis mettons en œuvre une technique de disques ana- 

lytiques qui permet, à l'aide de la pseudo-réflexion, de prolonger anal) tiquement 

ik à travers E .  

Ainsi, E devieiit une sous-variété de contact entre deux hypersurfaces analy- 

tiques réelles ; la réelle analyticité de E résulte alors d'un théorème de B. Malgrange 

[Ml, qui est une des conséqiiences de son théorème de prépara.tion Cm. Nous don- 

nons une preuve directe de cette réelle analyticité, n'utilisant que lc théorème 

préparatoire de Weirstrass, dans le chapitre IV. 
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CHAPITRE 1 

Ensembles de module maximum réel analytique des domaines rigides. 

1.1. On sait ID-SI, [N-RI, qu'une sous-variété génératrice E, totalement réelle 

et de classe C2 d'une hypersurface analytique réelle C de C2 est, en chaque point 

de stricte pseudo-convexit~é, un ensemble de module maximum local pour A"'. 

L'introduction a montré que cette propriété peut être mise en défaut cn un point 

de faible pseudoconvexité. 

Dans ce chapitre, nous construisons un invariant plus fui que la forme de Lévi, 

qui, dans le cas des hypersurfaces rigides C de C2,  permet de caractériser les sous- 

variétés E, totalement réelles et analytiques, qui sont des ensembles de module 

maximum pour Au aux points de faible pseudoconvexité. 

1.2. Présentation de l'invariant. Soit u une vecteur directeur de la 

translation, repérée dans To(C), qui laisse C invariante. On suppose que E 

n'est pas tangente à u. E est alors un graphe au-dessus de T ~ ( c )  : ainsi, 

E = {j(z) = (z, j l(z)),z E TF(C) ) .  En supposant E analytique réel, il en est 

de même pour j. To(E) n T?(C) est de dimension 1 : soit v un vecteur directeur 

de cet espace. 

On plonge maintenant T ~ ( C )  dans 

son complexifié C @ T ~ ( c )  comme sous- 

espace totalement réel, c'est-à-dire que 

T?(C) sera identifié à R2 par [Rv] x 

[Riv]. On note J la nouvelle striicture 

complexe introduite. On considère main- 

tenant le simplexe de C @ défini 

par : 
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Le prolongement holomorphe de j à C @ 

TF(C) sera encore noté  j .  

Alors, pour tout x dans E,  o n  note 

WZgt  l'image par j de jP1(x) + tW : c'est 

un simplexe de sommet  x dans ( C ) .  

Soit (dm) l'image par j de la mesure de Lebesgue dT.dr sur W, et L le 

prolongement holomorphe à M de la restriction de la forme de Lévi de (C) à E 

(considérée ici comme fonction scalaire). 

On introduit : 

: ( x t )  = , ( + 1 . dm(X) 

Si on note encore C l'ex~ression de la forme de Lévi dans la carte locale 

: iw C(Z + Tiv + T Jv)didT. 

Soit x et y les coordonnées de z dans le repère (iv, v). L(z) devient une fonction 

réelle analytique notée encore L(x ,  y), et (1') s'écrit sous la forme : 

En remplaçant v par pu dans (l '), puis dérivant et intégrant en p , on obtient : 

soit : 
t a - a 

e(,, t)  = t2 [-&(.) + 1 J w ( ~ %  + T ~ ) L ( Z  + PTIV + p r ~ v ) d ~ d r d p  . 1 
L'intérêt de cette formule est de mettre en évidence une perturbation de la 

forme de Lévi qui sera fondamentale dans le résultat principal de ce chapitre 

(remarquons qu'ici, la forme de Lévi de (C) est : AP(z) . )  

Théorème 1. ( C )  étant supposé rigide et de type 2k e n  O ,  et E sous- 

variété génératrice, totalement réelle et réelle-analytique de ( C ) ,  contenant l'ori- 

gine, alors : 



a)  s i  E est  tangent  à u ,  alors E n'est pas génériquement u n  AW ensemble de 

module m a x i m u m .  Plus précisément,  c'est le cas s i  s ( 0 )  # 0. 

b) s i  E n'est pas tangent  à u, alors : 

s i  TZk ~ e ~ ( z , t )  garde u n  signe constant pour t # O, alors E est u n  AW 

ensemble de module m a x i m u m  pour 0. 

s i  Tzk ~e z (z ,  t )  change de signe, alors E n'est pas u n  AW ensemble de 

module m a x i m u m  pour 0. (Tzk désigne le polynôme de Taylor d'ordre 2k sur les 

variables z e t  t ) .  

Remarque : L'appellation d'invariant est justifiée par le fait qu'un biholo- 

morphisme entre deux domaines rigides de type 2k échange les ensemble de module 

rnaximurn; donc le signe de TZk ReL(z,t) est, au sens large, invariant par biholo- 

morphisme. 

1.3. Equation de E. 

E est définie, au voisinage de 0, par deux équations réelles indépendantes, 

réelles analytiques 

pl(z, w) = Re(w) + P(z, Z) = O 
avec dpl A dpZ(0) # O. 

pz(z, w) = 0 

Le développement limité de pz à l'ordre 1 en O donne : 

C'est-à-dire : pz(z, w) = Re(az) + cIm(w) + az(z, Im w) pour un complexe a # O 

convenable (car E est totalement réelle). . 

On peut aussi, pour la simplicité des calculs, supposer a = 1, quitte à effectuer 
W = w1 

le changement de coordonnées , ce qui ne change pas la nature de P .  
a2 = z1 

D'où finalement : 

avec 0 2  nulle à l'ordre 1, Cm ou CW suivant E. 



Au moyen du changement de coordonnées 

z = z' + iKw' 
avec K = l + c ,  

w = w' 

on peut donc supposer que 

Ainsi, en appliquant le théorème des fonctions implicites, E est l'intersection de 

bR avec l'hypersurface : Im(w) = Re(z) + aî(z, 2) où uz est analytique réelle et 

s'annule à l'ordrc 1 à l'origine. 

On posera : o = Re z + Ca, de sorte que 

E : w = -P(z + iKw, z + ZICw) + iu(z, 2). 

1.4. Preuve du théorème 1. 

On cherche les couples (P, E )  pour que E soit le AW ensemble de module 

maximum d'une fonction de AW(Q) dans un voisinage de l'origine. 

Soit F cette fonction ; elle s'écrit F = eiG au voisinage de (O, O), et g = G / E  est 

une fonction ailalytique réelle dont les courbes de niveaux définissent un feuilletage 

de E par des sous-variétés d'interpolation de bR de dimension 1. 

Réciproquement, si g, non singulière à l'origine, est une fonction analytique 

réelle sur E ,  elle se prolonge d'une manière unique en une fonction holomorphe G 

dans un voisinage de l'origine; et il s'agit de savoir si Im G > O daris cl(R)/E ou 

non. 

Soit 4 : (2, w) I-+ (7, J) la solution holomorphe, dans un voisinage de O, du 

système aux inconnues (7'6) : 

On a : $(z, w)/E = (2, w). 

On peut prendre ( z ,  5 )  comme coordonnées locales sur E ; ainsi, toute fonction 

g réelle sur E peut s'écrire g(z,Z) et, si g est réelle-analytique, 

G(z, w) = g(z, ~ ( z ,  w)) est le prolongement holomorphe de g. 



Pour a( t )  convenable, à valeurs réelles, y,,,(t) = (z, w + it + a(t))  où 

(z, w) E E définit un feuilletage transverse à E dans bR. 

Soit L(t) = g[z, q(z, w +it+a(t))],  toujours avec (z, w) E E. Il s'agit d'étudier 

le signe de Im L(t) lorsque les courbes de niveau de g définissent un feuilletage de 

E par des variétés d'interpolations, et lorsque t décrit un voisinage de O. 

Lemme 1. a( t )  = t . O z k - l ( ~ , ~ , t ) .  

at(t) = K(Pz + P~)[z+i~(w+it+a(t))] + 04k-2(z, ~ $ 1 .  

Preuve : 

ce qui donne la première égalité. 

Dérivant par rapport à t ,  on obtient la seconde. 

Lemme 2. g définit u n  feuilletage de E par des variétés d'interpolation s i  et 

seulement  si  : 

sur  E .  

(g est évalué en (z, Z ) ,  et P en (z + iKw, z + iKw) avec (z, tu) E E).  

Preuve  : Le feuilletage défini par g admet pour feuilles 

Rew + P ( z  + ICiw) = O  

Im w = a(z) 

g(z,F) = C E R 

L'espace tangent à Fc est : 

dw + dw + P z .  (dz + Kidw) + P~(d2  - iI<dw) = 0. 



L'espace tangent complexe à bR est : 

dw 
(iv) TZ : - + P,(dz + Icidw) = O 2 

Fc est une sous-variété d'interpolation de bR si et seulement si TFc c T& 

(ii) + dw = dw - 2i(a,dz + azd?) 

on remplace dans (i) : 

1 1 
dw(- + KiP,) = [dw - 2i(a,dz + a~dZ)](- - ICiPr) + P,dz + PzdZ = O 

2 2 

d'où, en utilisant (iv) : 

Enfin, en remplaça.nt dans (ii) di? par -kdz ,  on trouve le résultat. 
Si 

Soit X(z, Z) la valeur commune des rapports du lemme 2 (X(z, 5) E iR).  

Lemme 3. L1(t) = iX[z, ~ ( z ,  w + it + a(t)] . [1+ Ozk(z, w,t)]. 

Preuve  : L ( t )  = g[z, q(z, w + it + a(t))] 

donc Lf(t )  = gi[z, 11, w + i t  + a(t))].qw(z, w + it + ( ~ ( t ) )  . (i + af(t)).  

- I 1 + tw + 2[p, . i K  $ p i  . (vu> - = 0. 
Mais (3) 

1 - tw = 2iai.  7, 

d'où, en résolvant : 

donc Lf(t) = X[z, ~ ( z ,  w + it + a(t))] x 1 + ~ ~ ~ ~ )  . (i + af( t ))  d'où le résultat en 

utilisant le lemme 1. w 

Calcul d e  X : 

Si on pose z = x + iy, alors a et y forment un système de coordonnées 

locales sur E ; la valeur de A, donnée par le lemme suivant, est exprimée dans ces 

coordonnées. 



Lemme 4. Soit Q(a, y) = [ ~ A P  - K (F + A P  + %)] 
( ( l - K ) a , y )  

Alors = X o +  Xia+. . . + X 2 k - 1 . ~ ~ ~ - ~ + 2 ~ ~  J: Q ( C Y , Y ) ~ Y + O ~ ~ ( Z ) ,  avec Xi E i R .  

Preuve : Soit A = l+2Kq + ia,. 

D'après le lemme 2, on a : dg = X(Adz - Àd5) et 

Comme A = Pz + ia, + 02k ( z ) ,  on a : 

Adz - Ad2 = P,dz - PrdZ + ida + 0 2 k ( z )  

et d ( ~ d z  - Adz) = dP, A dz - dPi A d~ + 
Or w = -P(z  + Kiw)  + ia (z ) ,  donc dw = ida + <32k-1 (avec a = 2 + . . .) 

et 

Par conséquent : d(Adz - A ~ Z )  = 2i[2AP - II(% + A P  + %)]da ii dy. 

Par abus de notations, on écrira A P ,  P,z et P-z à la place de AP2k, (P2k)=2 

et (Pz k )P .  

L'équation (4) devient : 

P est calculé en z  + IIiw = z  - Ka+ 02k.z) ; donc Re(z + IIiw) est équivalent 

à ( 1  - I I )a  et Im(z + Kiw)  est équivalent à y. 

Le lemme résulte alors du développement en série de X en a et y. 

Lemme 5.- Pour ( z , w )  E E, on a : 

~ [ z ,  w + it + a( t ) ]  = Z + 2t + a( z ,  w,  t ) .  

Preuve : L'examen de la différentielle de (7, [) à l'origine, obtenue à partir 

des relations (2) ,  montre que : 

dJ = -dw 

dq = -dz - 2idw 



donc que : 
( 7, = -z - 2iw + o(2, w) 

Ces estimations, reportées dans (3), fournissent : 

On déduit de ceci et du lemme 1 que, pour (z, w) dans E : 

iu[z, ~ ( z ,  w + it + ( ~ ( t ) ) ]  = iu(z, 2) + it + 02t(z, W ,  t ) .  

Le lemme 5 en résulte immédiatement. 

Fin de la démonstration du théorème 1 : D'après le lemme 4, on a : 

A(z, v(.)) = x;k-l Xjd(z,  v(.)) + 2X0 sOw Q(u(z, q(.))Y)dY. 

Si (.) = w + it + a(t ) ,  on obtient à partir du leinme 5 : 

Ainsi, d'après le lemme 3, on a : 

Puisque Q est holomorphe et &(x  + t ,  Y) est réel pour Y dans [O, Y], on a : 

Enfin, après le changement de variable Y = y + i r ,  on obtient : 

On peut maintenant conclure : 

* Si E est tangent à u,  ce qui se traduit par c = O (ou K = l), on a 

&(a, Y) = 1/2Pyz(0, Y) d'après la définition du lemme 4. 



Donc si P = ayZk +. . . avec a # O, on obtient Im L(t)  = 2iXoa. Re(y + it)2k + 
0 2  k + l ,  qui change de signe. 

* Si E n'est pas tangent à u, ce qui se traduit par c # O, on peut prendre 

c = -1 quitte à effectuer le changement de variables : w = w', z = -cz' et à 

changer P ; mais alors K = O et &(a, Y) = 2AP(a, Y) par définition de Q. . 

Les équations (2) de E donnent : TF(bs2) = {w = O), To(E) = {Rew = 

O; Im w = Re z) 

d'où : T F ( ~ R )  n To(E) = R .  v où v = (-i, O) 

et : (x + T, y + i r )  = (x, y) + T(1,O) + r(0, i) = z + T . iu + T . J u .  

L'expression (5) est alors identique à i ( z ,  t )  comme l'indique la relation ( l n ) ,  

cc qui achève la démonstration. H 

Exemples : 

Lorsque P est de degré 4, on a : P(z)  = a z 3 t  + pz2t2 + 6 2 ~ ~  avec /3 E R et 

2P - 31al 2 O puisque P est sous-ha.rmonique. 

On a : A P  = 3 4  + 4PrE + 3 6 ~ ~  = Ax2 + 2Bxy + Cy2 avec 

A = 6 R e a + 4 P  

B = -12Ima 

C = -6Rea!+4P 

Plaçons-nous dans le cas où E n'est pas tangent à u, E peut être défini par 

w = -P(z) + i(Rez + an(z)). 

On trouve, pa.r application du théorème 1, que E est un AW cnsemble de 
t 

module maximum pour R si la partie homogène d'ordre 4 de Re JO AP(x + T, y + 
i ~ ) d r d T  ne change pas de signe pour t # 0, 

A - C/3 ~ ( A x  + BY) . t + Ax2 + 2Bxy + Cy2 
c'est-à-dire si : 

4 
t 2 +  

2 

garde un signe constant pour t # 0. 

La décomposition en carrés de cette forme quadratique donne : 



Comme A > 0, B2 - AC 5 O cette expression a un signe constant (> O) lorsque 

3A - C > O. Ainsi E est un ensemble de module maximum pour R si 

Reprenons maintenant l'exemple 2 de l'introduction à la lumière des résultats 

du théorème 1; bR:  Rew + 1zI4 = O, E = bR f l  {Rez = (1 + fi) Imz). 

Rew=O 
E est tangent à u car u = (0,i) E To(E)  e t $ # 0  

~ e z  = (1 + f i ) 1mz  
puisque P = 1zI4 Le théorème 1 entraîne donc que E n'est pa.s un A" ensemble 

de module maximum. 

Par contre, E = {w = -12I4+i Re z )  est un AW ensemble de module maximum 

pour S1 = {Rew+ 1214 <O). 
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CHAPITRE 2 

2.1. Introduction. 

Définition : Soit  E c Cn.  U n  coin W+ d'arête E est u n  ensemble obtenu 

de la manière  suivante : Soi t  l? u n  cône ouvert n o n  vide de Cn  et  r > O .  O n  pose 

a l o r s :  W + = { x + y ~ C ~ , x ~ E , y ~ F , l y l < r } .  

Le coin opposé W -  est donné par : 

Définition : Une ensemble E de C n  est un "ensemble de  réflexion" s'il existe 

deux coins opposés W+ et W -  d'arête E ,  e t  deux n-uples fonctions f i , .  . . , f ,  

holomorphes dans W+, et g l , .  . . , g,  holomorphes dans W - ,  de classe C 1  dans les 

adhérences telles que : dfl  A . . . A d f ,  # O et fi = ïjj sur  E .  

Rappelons le résultat suivant de Nage1 et Rosay [N.R] (proposition 3) 

Soi t  R u n  domaine de Cn,  E C bR,  tels que b R  soit  s tr ic tement  pseudo- 

convexe et réel analytique dans u n  voisinage de E .  Supposons qu'il existe u n  

voisinage U de E et u n e  fonct ion Q de classe C v k  > 1) dans cl(0) n U ,  

holomorphe dans R n U ,  telle que 191 = 1 sur  E et 191 < 1 dans cl(n) n U .  

Alors il existe un voisinage V de E et des fonctions g l ,  . . . , g,  de classe Ck-l 

dans cl(a) n V ,  holomorphes dans R n V ,  telles que gj = 3 sur  E.  S i  k 2 2, il 

s 'ensuit  que E est un ensemble de réflexion. 

La démonstration de ce résultat répose, d'une part, sur le fait que 

M = {(X, J) E C2 x P l  ( C ) / X  E bR, [ = 8p) (où p est la fonction définissante de 

R) est totalement réelle si et seulement si la forme de Levi de b R  est partout non 

dégénérée. D'autre part, elle fait intervenir la propriété bien connue suivante qui 

ne dépend pas de la pseudo-convexité. Nous aurons à l'utiliser par la suite, aussi 

nous en donnons une démonstration pour la commodité du lecteur : 

Proposition 1. Soi t  S u n e  hypersurface de classe C1 dans Cn ,  et E u n e  

sous-variété de classe Cl de S. S i  E est u n  ensemble de module m a x i m u m  pour 



une fonct ion 9 holomorphe d'un côté de S ( le  problème est local) et de classe C1 

juspu'au bord, alors ker d* = Tc(S) le long de E. 

Preuve : Plaçons-nous par exemple en O E E et supposons que 9(0) = 1. 

Soit f la fonction définie par : f = 1912 - 1. 

Comme f est plurisousharmonique négative, nulle en O, on a : df(0) # 0, 

d'après le lemme de Hopf, et donc : dQ(0) # O. 

Et puisque f a.dmet en O un maximum relatif : ker df (O) = T(ol S.  

De df (O)  = d f (O) + 8 f (O),  on déduit que : ker d f (O) = ker tEQ = T;) S.  i 

Nage1 et Rosay déduisent l'analyticité de E de la propriét,; de réflexion décrit,e 

plus haut ; rappelons les idées directrices de leur raisonnement, ce qui éclairera la 

suite. 

Soit W- c R n V un coin d'arête E ,  et \i, la fonction définie dans W+ par : 

$(x) = . (il faut évidemment vérifier que g(W-) contient. W+). 
* ( 3 - * ( X ) )  ' 

Q et @, holomorphes respectivement dans W+ et W-, de classe C1 jusqu'au 

bord, coïncident sur E .  Le théorème de l'edge of the wedge perm?t de conclure que 

Q se prolonge analytiquement dans un voisinage de E et que E est réel-analytique 

par le théorème des fonctions implicites. 

Comme on l'a dit plus haut ,la stricte pseudoconvexité joue un rôle fonda- 

mental dans la méthode suivie. Dans le paragraphe suivant, noii: construisons ilne 

réflexion appropriée en un point de faible pseudoconvexité. 

2.2. Pseudo-réflexion à travers une sous-variété génératrice et totale- 

ment réelle de C2 qui est un ensemble de module maximum pour AC". 

Nous étudions la propriété de réflexion dans le cas des domaines rigides de 

C2 de type 2k à l'origine. 

Soit bR l'hypersurface rigide et analytique réelle dans C l ,  de type 2k à 

l'origine, bord de l'ouvert R : Rew + P ( z )  < 0. 

E est une sous-variété dans bR, totalement réelle et C O o ,  de dimension 2, 



passant par l'origine. O n  a vu ,  au paragraphe 1.3, que E pouvait être défini par : 

(4) : 
R e w + P ( z )  = O  

où  0 2 ,  de classe Cm s'annule à l'ordre 1. 
R e z + c I m w  + 0 2 ( I m w , z )  = O 

O n  suppose que E est l'ensemble de module maximum d'une fonction iII E 

A m ( R ) .  Alors, d'après la proposition 1,  o n  a, puisque kerdik = ker dp  : 

9, 
-(z ,  w )  = 2.Pi (z )  le long de E.  
@ w 

Dans la suite, o n  posera : g( z ,  w )  = $ ( z ,  w )  qui est dans A f f i ( R ) .  O n  a donc : 

Si F est une fonction C m ,  Fk désignera la partie homogène de degré k de 

son polynôme de Taylor à l'origine, et O k  désignera une fonction CO= qui s'annule 

à l'ordre k - 1 à l'origine, ou une différentielle dont les coefficients s'annulent à 

l'ordre k - 1. 

Proposition 2. Soit F ( z ,  z ' )  holomorphe dans u n  voisinage de O de C 2  telle 

que F = 0 z k - 1  et (Fzk-l): , ( l ,  -1) # O.  

Soit g dans Am(R) telle que : g( z ,  w )  = F ( z ,  Z) sur E .  Alors il existe u n  cône 

S  défini par : O < Iwl < E ~ ~ Z I  tel que l'équation F ( z , z l )  = g ( z , w )  admette une 

unique solution dans u n  voisinage V de l'origine vérifiant : 

( i )  z' est de la forme : z' = (-2 + 2icw)[ l  + k ( z ,  w ) ]  dans S n  c l ( a ) .  

( i i )  z' est de classe C1 dans V ,  k(0,O) = O ,  et z' admet des dérivées partielles 

d'ordre 2 bornées dans V - { z  = O). 

(iii) z' est holomorphe dans S  n 0. 

Preuve : 

Commençons par établir que g est de  la forme : g( z ,  w )  = F ( z ,  -z + 2icw) + 
0 2 k ( z ,  w ) .  Puisque, sur E : -2 + 2icw = F +  6 2 ( z ,  Im w), la restriction à E de 

g ( z ,  w )  - F ( z ,  -z  + 2icw) est égale à F ( z ,  -z  + 2icw + 0 2 )  - F ( z ,  -Z + 2icw). 



Comme F = 02k- i ,  le développement de Taylor à l'origine jusqu'à l'ordre 

2k - 1 de g(z,w) - F(z,-z + 2icw) est donc nul sur E ;  comme E est 

un ensemble d'unicité pour les fonctions holomorphes, ce développement est 

identiquement nul. On peut donc poser 

g(z, w) - F(z, -z + 2icw) = oZk(z ,  w). 

On introduit la fonction b(z, w) = & . O z k ( ~ ,  w).x($), où E AOC>(0) est 

définie ci-dessus, et x E CC(C) vaut 1 dans le voisinage de l'origine : Itl < eo. 

Soit enf ins  le cône: O 5 Iwl < 121. 

Considérons la fonction G(z, t ,  k), holomorphe dans un voisinage de C3,  définie 

par : 

1 
G(z, t ,  k )  = 22k-1 . [F(z, (-2 + 2icw)(l + k)) - F(z,  -z + 2icw)l (w = t . z). 

D'après le premier point, l'équation en k : 

F(z,  (-z + 2icw)(l+ k)) = g(z, w) (*) 

est équivalente dans S n R à : 

w 
G(z, -, k) = b(z, w). 

z (**) 

Comme G(z,t,O) = O et Gk(O,O,O) = (Fzk-l):,(l, -1) # O, le théorème 

des fonctions implicites assure l'existence d'une fonction @ holomorphe dans un 

voisinage de l'origine de C3 telle que (**) admette une unique solution k de la 

forme : k(z, w) = b(z, U I )  . @(z, :, b(z, w)), à condition que z, I, b(z, w), k(z, W) 

soient assez voisins de O, ce qui est réalisé pour z et assez petit. Il est clair que 

k est COC> dans un voisinage de l'origine diminué du plan z = O. Le fait que b(z, w) 

soit en facteur se justifie par le fait que G(z, t ,  O) = 0. 

Etablissons maintenant les propriétés de différentiabilité de z'. On pose 

k(0, w) = O. De la relation : 

où désigne pour simplifier la fonction @(z, I, b(z, w)), on déduit que : 



02k+l d 2 z 1  = - 02k+l  02k+l  2 
z,k+, ( x  . @) + - d ( x .  @) + -pz+ ( x  . @) 

o r :  c ~ ( ~ . @ ) = W , + ~ . d @ .  

Par ailleurs, un calcul dual donne : 

Il en résulte : 
02k+l  - W d ( x .  @) = - . .2k+2 x ( ~ )  
02k+l  W d 2 ( ~ .  @) = - . z2k+3 g ( ~ )  

X désigne une fonction Cm à support compact, telle que supp 2 c supp X .  

Ainsi dzr  est continue et s'annule sur le plan z = O et d2z' est continue et 

borné en dehors de ce plan. 

Enfin, l'équation (*) admet comme solution évidente z' = z par hypothèse. 

Or, sur E : = ( - z  + 2icro)(i  + i ( z ,  w)) avec i ( z ,  w) = -2ickRe(w)+02(1m w ' z ) .  -r+2icw 
Comme i tend vers O à l'origine sur E n S ,  il résulte de l'unicité que z' = z sur 

E n S. 

Proposition 3. Soi t  S1 u n  domaine rigide de C2, de type 2k à bord réel 

analytique. O n  suppose que To(E) n TF(bS1) n'est pas dans le cône tangent  à 

l'origine aux zéros de la forme de Lévi,  et que E est u n  Am(R) ensemble de 

module max imum,  totalement réel et générateur. 

Il  existe alors un cône S : O 5 Iwl < colzl, et u n  difféomorphisme f de classe 

C1 dans u n  voisinage de l'origine, tels que : 

(i) f est  holomorphe dans S1 n S. 

(ii) f = i d  sur  E n S. 

(iii) f a des dérivées partielles d'ordre 2 bornées e n  dehors de z = 0.  

( i v )  La matrice jacobienne de f à l'origine est  



Preuve : 

L'hypothèse suivant laquelle To(E)  ri ~ F ( b s 2 )  n'est pas dans le cône tangent 

&l'origine aux zéros de la partie principaie de la forme de Levi de bR se traduit sur 

P par la condition APZk(i) # O. 

On peut donc appliquer la proposition 2 à g(z, w) = c ( z ,  tu) et F(z,  z') = 2 .  
Wh 

Pl(z. z') (cf. ( 5 ) ) .  On considère l'application f : (z, w) H (z', UI' = -UI - 2P(z, 2 ) )  

où r' est la solution de l'équation F(z, z ' )  = g(z, w) décrite par la pro!,oçition 2, 

cc qui est licite puisque, par hypothèse, (F2~-l)',,(l, -1) = - . tlIL"i) # O. 



CHAPITRE 3 

Disques analytiques 

R est à nouveau un domaine rigide de C 2  à bord réel analytique de C L  à 

l'origine. E est encore une sous-variété totalement réelle, généra,trice et Cm, dans 

b R  et contenant l'origine. 

Le but de ce chapitre est d'établir le résultat suivant : 

Théorème 2. O n  suppose que T o ( E )  n T p ( b R )  n'appartient  pas a u  cône  

t a n g e n t  à l 'origine des zéros de  l a  f o r m e  de Lév i  de  b R ,  e t  que E n'est pas tangent  

a u  vec teur  de t rans la t ion  de To(bR) laissant bR i nvar ian t e .  

S i  E est  l 'ensemble de module  m a x i m u m  d 'une  f onc t ion  ù e  Am(S1), alors 

UI se prolonge ana ly t i quemen t  dans  u n  voisinage de  O. 

3.1. U n  théorème d e  prolongeiilent analytique. 

L'idée est de construire une famille de disques analytiques dont les bords 

restent dans la région où UI est holomorphe, et dont les centres décrivent un 

voisinage de l'origine. On rappelle qu'un disque analytique D de C n  est une 

application holomorphe, du disque unité A de C ,  dans Cn,  continue jusqu'au 

bord. Par définition, le bord b D  de ce disque est l'image de b A  par D ,  et son 

centre est D ( 0 ) .  

Proposition 4. Soi t  B un domaine  de Cn, to E [O, 1 [  et t H D t  u n e  famille 

de  disques analytiques de Cn, réelle-analytique par rapport  à t E [ to ,  il, telle que : 

( i )  D t ,  C B.  

( i i )  b D t  c B. 

(iii) O E b B  e t  b B  es t  lisse a u  voisinage de O. 

( i v )  d = d i s t (bDi ,  b B )  > dist(c,  0 )  o ù  c = D l ( 0 )  e t  c ( t )  = D t ( 0 )  res tent  dans B. 

O n  suppose,  de  plus, que c es t  assez  vois in  de  l 'origine pour que B ( c ,  d )  n B 

so i t  connexe ,  B ( c ,  d )  dés ignant  la. boule de centre c e t  de  rayon  d.  

Alors  t ou t e  f onc t i on  Q E U ( B )  se  prolonge ana ly t i quemen t  dans  un voisinage 

de l'origine. 



Démonstration : 

Soit g dans O(B). 
La fonction gDt([), holomorphe dans 

B 

A au voisinage de {IJI = l), se pro- 
,// 

longe dans {I[I  < 1) si et seulement si : 

J;CI=i gDt([) . [-fn+') . d[ = O pour tout 

n = -1,-2 ,.... Or, t H hcI=lgDt([) .  

E - ( ~ + ' )  . d[ est analytique réelle, et est 

nulle au voisinage de to, donc est nulle 

partout. 

Par conséquent, g O Dt/bA se prolonge en une fonction holomorphe dans A 

qui sera notée gt,  pour tout t E [to, 11. 

On a évidcmineilt : gt/bA = g/bDt pour tout t E [to, 11, et gt = g 0 Dt pour t 

voisin de to .  

Notons g(n)(a) le polynôme homogène de degré n dans le développement de 

Taylor de g en un point a de B. 

Comme t 9 g(n)(c(t)) - ( g ( n ) ) t ( ~ )  est analytique réelle et nulle dans un 

voisinage de to, on en déduit que : g(n)(c(t)) = (g(n))t (O) pour tout t E [to, 11. 

Par conséquent : 

(g(")(c)l = I(gn)t=i(0)l I sup l(g("))t=11 
bA 

M 
= sup I ~ ( ~ ) I  < - pour une constante M convenable 

bDi - dn 

Ainsi, si c est assez voisin de l'origine, pour que B(c, d) n B soit connexe, les 

hypothèses (iii) et (iv) entraînent que g se prolonge holomorphiquement à la boule 

B(c,d), de centre c, de rayon d. rn 

3.2. L'ouvert B adapté au problème. 

On utilise les coordonnées avec lesquelles bR et E sont décrits à la fin du 

paragraphe 1.3. 

Comme E n'est pas tangent à (O, i), E peut être défini par : 

w = -P(z)+Z[Fk z+u2(z)] où 0 2  s'annule à l'ordre 1 (i.e. c = -1). Pour chaque e et 



a positifs, on considère la courbe te,, de E décrite par le point a(t)  de coordonnées : 

(0 5 t < 1) 
al ( t )  = ia(1 + t + ta  - ita) a2(t)  = i(&tcu + a2(a1)) - P(a1). 

Remarquons que l'argument principal de al est : arctan (9) et que cette 

quantité est proche de 5 lorsque a est petit (indépendemment de E ) .  

Puisque To(E)  n TF(bR) n'est pas dans le cône tangent à l'origine aux zéros 

de la forme de Lévi de ba, les points de te,, sont de stricte pseudo-convexité pour 

E et a assez petits. On note l é , ,  la courbe obtenue en changeant a: en -a ; ses 

points seront notés al(t) .  

Soit A =  IJ 1, et I'={(T1,T2)€C2 /O<&ITlI<ReT2<IT2I<2. /TlI<8~ao).  
l a / < f f o  

Comme A est une région de stricte pseudoconvexité pour E et a:o assez petits, 

le théorème de [N-R] assure que 9 se prolonge holomorphiquement à un voisinage 

de A et que u y est réelle analytique. Soit w un tel voisinage. 

On notera : W = A + î 
Lemme 6. Pour E et a0 assez petit, W est contenu dans f (a  n S )  - cl(0). 

Preuve : Un élément de W s'écrit : (al + Tl ,  a2 + T2)  avec a E A et T E î. 

&(a2 + T2) + P(a1 + Tl )  = Re(T2) + P(a1 + T I )  - P(al)  

2 Re(T2) + O2k-1(&) ' ITlI 
1 

> ITI I . [- + 0 2 k - i ( & ) ]  > O pour E assez petit. 1 O 

donc W c C2 - cl(S2). 

Montrons que f -'(W) c ans; on rappelleque f est le difféomorphisme construit 

dans la proposition 3. 

En effet, a est dans E n  S, donc f -'(a) = a d'après la proposition 3. De plus, 

on sait que les dérivées partielles d'ordre 2 de f sont bornées dans un voisinage de 

l'origine, ce qui justifie le reste (R i ,  R2) = Oz(T) + Ol(a)OI(T). 



D'autre part, la proposition 3 donne : df-'(O) = [O :y] (on rappelle 

que c = -1). 

Ainsi : f -l (a) = ((a, a2) + (-T; - 2i%, -%) + (RI,  R2). 

En notant ses coordonnées (z', w'), on a : 

Si T est dans ï, on obtient : 

w ' 
ct 

a2 -Z+ ~2 < @O + O(&) + O ( ~ O )  
l T /  = 1 1 - ~ ; - 2 i ~ + R l l -  1 + O(@o) 

Ccci Ptablit le lemme pour E et cuo n w e z  petit. Dans la siiite, 00 est ainyi fixi.. i 

En vue d'appliquer la proposition 4, on définit : B = fl U w U W. Considérons 

la fonction h(z, w) = '- holomorphe sur W d'après les lemmes 6 et 
Wf -'(.,w)I > 

proposition 3. Elle coïncide avec 9 sur A puisque A est contenu dans E n  S et que 

sur E n S ,  on a : 9 .T = 1 et f- l  I E n S =  2 d'après la proposition 3. Comme on 

peut choisir w de telle sorte que w n  W soit connexe et comme A est totalement réel 

et de dimension 2, h et V coïncident sur w n W. Ainsi on peut définir une fonction 

holomorphe 6 sur B par : 8 = Q sur R U w et 8 = h sur W. Pour appliquer la 

proposition 4 à 9 = g et B, il reste à construire une famille de disques analytiques 

répondant aux conditions de cette proposition. 
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3.3. Disques analytiques adaptés au problème. 

Nous aurons besoin du résultat suivant : 

Lemme 7. Soit  A le disque uni té  de C et y' u n  arc connexe, fermé de bA, 

distinct de bA. Soit R > O et Ii' u n  eon~pac t  de A. 

Pour tout  ('1 dans Ii7 et tout  L dans C ,  ILI 5 R, il existe une  fonction entière 

p ~ , c ~  telle que : 

De plus, les fonctions   PL,^, sont  bornées dans leur ensemble s x r  tout  compact 

de C .  

Preuve : Le théorème de Runge assure l'existence d'une fonction entière f 

vérifiant )f/I<-11 5 et ]f/y'l 5 &. 
-;r 

Les fonctions ~ L , E ,  = f ( È i )  conviennent. 

On cherche maintenant les disques analytiques Dt sous la forme : (gt(w), w). 

Le point a(t) = (ai(t) ,az(t)) est défini au début du paragraphe 3.2 avec a = ao, 

et la fonction gt par : 

comme p l ( t l  = - 2teta,(i+o(e)), --,2i.tmdl-i) cette fonction est bien définie. 

A(w) est une fonction holomorphe dans le disque de diamètre [ a z ( t ) ,  a:(t)], 

définie par : A(w) = . p (2wi!"a')), où p est holomorphe sui le disque unité 

fermé. 



On remarque que g(a2(t)) = ai(t)  et g(a2(t)) = a;(t). 

Comme il a déjà été remarqué au paragraphe 3.2, les points a(t) et ar(t) 

sont dans une région de stricte pseudoconvexité de bR où E est réelle analytique 

d'après le théorème de [N-RI. Les fonctions al(t)  et u;(t) sont évidemment réelles 

analytiques en t ,  ainsi que az(t) et aL(t) car 0 2  l'est en ai(t)  et ni(t). Ainsi, les 

disques Dt dépendent analytiquement du paramètre t. 

On notera y (resp. y') l'image par Dt de la demi-circonférence "gauche" de 

diamètre [a2(t), ai(t)] (resp. "droite"). 

Choix de cp et des centres des disques Dt. 

Conimençons par remarquer que az(0) = iaz(ie) - P(i&) et qu'ainsi, Dt=o 

dégénère au point a(0) situé dans W .  Il existe donc to(&) dans ]O, 11 tel que Dt 

soit contenu dans w pour t E [O, tO ( E ) ] .  On pose E(t) = *(t) + Jt . w ( t )  où 

Jt = t . c i  + i ( l  - t), Ji étant choisi ultérieurement dans l'intérieur A du disque 

unit6 A de C. 

Pour t E [to(&), 11, JI décrit un segment fermé dans A et E(t) reste dans le 

disque de diamètre [a2(t), ai(t)]. Il existe donc une famille rt d'automorphismes 

du disque A, dépendant analytiquement de t, telle que rt(0) = t . Ji + i(1 - 

t). Le point c ( t )  = (gt(E(t)),E(t)) est alors le centre de la famille de disques 

Dt  [+(t) + ~ ~ ( 0 )  . +(f)] . 

Choisissons Fi = -*(l) + i - &(a) avec E > 61.5) > 0. 



D'autre part : 

a!, - a2 a!, - a2 E(t) - a2( t )  = --- ( t ) ( l  - It) = - 
2 

( t )  [1 - t  . F1 - i (1  - t ) ]  
2 

al + a: al - ai a2 - a!, 
(2) g(c"(t)) = 7 

al+=' 

Soit L, = 
+(l)+t;.(+) ( 1 )  

E .  Lorsque E tend vers O ,  les nombres LE 
(W) ( l) . ( l-cl)2 

sont bornés dans leur ensemble, on note R iin majorant des LE. Dans la suite, on 

supposera IE1 1 < (cf. ( 1 ) )  et on choisit pour cp la fonction c p ~ = , ( ,  fournie par le 

lemme 7, où y' = {e i s ;  6' E [ r ; , 2w] )  et 11' = { F i ;  161 1 < 4). 
Ainsi, les fonctions cp sont bornées dans leur ensemble et on a, par construc- 

tion : g(C(1)) = O et Icpl,,l < 5. 
Dans ces conditions, le centre c(1) = ( O , E ( l ) )  = ( O ,  i6(&) . e ( 1 ) )  est dans 

Q, vu que i 6 (&) .  q ( 1 )  est équivalent à -b(e)eao. 

De plus, lorsque E tend vers O ,  la distance de c(1) à l'origine est infiniment 

petitne par rapport à 6(&) ; la boule de centre c(1) et de rayon 6(&)  contiendra donc 

l'origine, et cette boule aura une intersection connexe avec R pour S ( E )  assez petit. 

Dans la suite, 6 ( & )  est ainsi fixé. 

Ainsi, les disques Dt et leurs centres c ( t )  sont complètement déterniinés. 

Quelques estimations utiles pour la suite : 

On omet la varia.ble t ,  lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté, pour simplifier les 

notations. R~ppelons que : g ( w )  - g(a2)  = ( w  - a2)  [e + ( w  - u!,)A(w)] où 

1  
Ig(w) - s(a2)l < Iw - a21 . [Ji + 5 + O ( € ) ]  sur (7'). 

1  
ILI(..) - s(a2)l 2 Iw - a21 . [Ji - 5 + O(&)] SUT (7'). 

Is(w) - g(a2>1= Iw - a21 - 0 ( 1 )  sur (7). 



Lemme 8. ( T )  est contenu. d a ~ s  5-2 U w .  

Preuve : Evaluons le signe de H = Re(w) + Pg(w) pour w E (Y). 

On a : 

H = Re(w - az) + P[al  + g(w) - g(a2)I - P ( ~ I )  

5 Re(w - + IIdPII[ai,g(w)l . Ig(w) - g(a2)I 

5 [COS 0 + O ( E ~ " - ~ ) ]  . I W  - a2(  d'après (51, 

où a = w - e i e ,  e t  [hg(*) + : , A r g ( q )  +%[.  
Mais a2-a' 2-2 = &tag[i(l+ O(€)) + donc Arg 

R - 
2 '  

Ainsi, H est négatif sur plus de la moitié de (y) à partir de a2. On opère de 

mEme avec a(z rn 

Lemme 9. (y') est contenu d m s  W 

Montrons que (Tl = g(w) - g(a2), T2 = w - az)  est dans r si w est dans y', 

on rappelle que : 

d'après (3). 



Ainsi, ReT2 > &ITi 1 sur plus de la moitié de (y1) à partir de a2 ; 

On opère de même avec ai. 

D'autre part : 1 %  1 < Jz-++o<~> < 2 d'après (4) et [Tl( < 4&aa d'après (3). 

Après les lemmes 8 et 9, il reste à montrer, pour pouvoir appliquer la propo- 

sition 4, que les centres c(t) sont dans S2 pour t E [to, 11, ce qui se vérifie en deux 

étapes. 

Lemme 10. c(t) = Dt(0) E S2 pour t E [ta, $1. 

Preuve  : 

ReE(t) + Pg(E(t)) = Re[E(t) - az(t)] + Pg(E(t)) - P(a1) 

= &tao[1 - t + t ImJl + O(&)] d'après (7), (8) et (9). 

cette expression est bien négative sur [to, $1 pour E assez petit. 

Lemme 11. D,(O) E R POUT t E [a, 11. 

Preuve  : Notons l ( t )  l'expressioii ReE(t) + PgC(t). On étudie le signe de sa 

dérivée sur [:, 11. 

az-a'  Comme E(t) = q ( t )  + Et . +(t), on a : 

D'autre part : [gC(t)]', = O(&) d'après (6). On estime ici cpf avec la formule de 

Cauchy et le lemme 7, It décrivant un compact de A pour t E [:, 11. 

Ainsi, [PgC(t)]i = [PfgE(t)] . [gC(t)]', = O(c2"). 

D'où ll(t) = &ao[2t - 1 - 2t Imt i  + O(&)]. 

Comme IJII < a, ll(t) est strictement positif sur [i, 11. 

Comme l(1) est négatif (c(1) E O), on en déduit que l(t) est strictement 

négatif sur [a, 11. 



Ainsi, la proposition 4 permet de prolonger la fonction 9, qui prend son mo- 

dule maximum sur E, analytiquement dans un voisinage de l'origine. Le théorème 3 

est établi. 



CHAPITRE 4 

Régularité de E. 

E est maintenant définie par les deux équations réelles-analytiques 

car S est holomorplie dans un voisinage de (O, 0 )  

Mais ceci ne suffit pas à affirmer que E est elle-même réelle analytique, car 

les deux hypersurfaces définies par (1) et ( 2 )  sont tangentes à l'origine. En effet, 

en différentiant par rapport à z  la relation : 19(z,  - P ( z )  + ia(z))12 - 1 = O ,  on 
- 

obtient : 9; . 9 - 9 . T;/E = O grâce à ~ I E  = 2.Pi(r) .  

Ce qui donne en ( O ,  0 )  : 9 L ( O )  - T;(o) = O ,  d'où, compte tenu de 

1  
dpi(0) = .(dw + fi) - 

et dpz(0) = dP(0)  + dG(0) = @;(O) . (dw + f i ) ,  

d ~ l ( O )  A dpz(0) = 0. 

Nous allons voir que, malgré tout, E est bien réelle analytique : 

Théorème 4. Soi t  R une  domaine rigide, réel analytique de C 2 ,  S = bR, 

et Q E A m ( R )  qui atteint le m a x i m ~ ~ m  de son  module sur  E ,  sous-variété C m ,  

totalement  réelle e t  génératrice de S.  O n  suppose que T ~ ( E ) ~ T : ( ~ R )  n'appartient 

pas au  cône tangent  à l'origine des zéros de la forme de Lévi de bR, et que E n'est 

pas tangent au  vecteur de translation de To(bR) laissant bR invariante.  Alors E 

est réelle analytique. 

Preuve : Les équations ( 1 )  et (2) de E définissent un germe analytique 

X o  en O dans R4, de dimension 2, et Xo contient E qui est une variété C m  

de dimension 2. La proposition 3.11 de [Ml nous permet de conclure que E est une 

variété analytique. 



Il nous semble intéressant de donner une autre démonstration du t,héorème 4, 

qui n'utilise que le théorème préparatoire de Weirstrass, alors que la proposi- 

tion 3.11 résulte du théorème préparatoire de Malgrange pour les fonctions Cm. 

Nous savons que l'équation en t : 

(3) Rclog 9(z ,  -P(z) + i t )  = O 

a une solution C m  et une seule t = o(z) au voisinage de O. 

Il s'agit de montrer que cette solution est réelle-analytique, ce qui d6montrera 

le théori.me 4 puisque E est a.ussi definie par 

Comme R r  log *(O, z f )  n'est pas identiqiiement niille, on dédiiit di1 théorhrne 

préparatoire de Weierstrass que l'équation (3) est équivalente localerricnt à 

où les ai sont ailalytiques réels et niils en O. 

Proposition 5. Si l 'équation e n  X : xN+a1(x,  y)xN-'+. . . + a ~ ( s ,  y) = 0, à 

coeficients ai n u b  e n  O et  réels analytiques, adme t  u n e  unique solution X = a(x, Y )  

réelle C m ,  alors cette solut ion est réelle o.nalytique. 

Preuve : Commençons par démontrer par récurrence sur IV le : 

Lemme 12. S i  P(X)  = X N  + al(x, y ) ~ N - '  + . . . + aN(x, y )  a u n  seul zéro 

X = o(x, y )  réel, alors ce zéro s'écrit s o w  la forme : o(x, y) = H (ih, (-&)*) 
o ù  H est réelle analytique e t  m, M, M' entiers (les a ,  sont  réels analytiqu,es et nuls 

e n  O). 

C'est évident pour N = 1 et N = 2, à cause de l'unicité du zéro. 

Supposons le lemme vrai jusqu'au rang N - 1 ( N  2 3). 

On peut supposer ai = O, quitte à effectuer la translation X = Y - et 

on écrit ai(i > 2) sous la forme : 



En posant y  = x m . z ,  pour m 2 supoli, on obtient : 

On effectue le changement de variables Y = y" . Z où a = i n f ( y ) .  On a 

alors : 
N 

p= (xm.z)ay[zN+Z ,m(mi-ia*i . z m i i a  ( ~ + O ( X ) + X ~ - ~ '  . z . a{(x, xmz))ZN-' 

i=2 

On pose maintenant /3 = inf {?/mi - i ,  = O) et on effectue le nouveau cliange- 
1 

ment de variables Z = s @ .  T : ce qui donne : 
p = z(m"+P)N. p N .  

i=2 

Comme tous les exposants qui interviennent dans a: sont positifs rationnels, on 

peut écrire : ay(x, z) = Ai xlIM, (_)'IM') où Ai est réelle-analytique, M et iZI1 

entiers. 

D'autre part, par choix de a et /?, il g a au moins un a: vérifiant ay(0, O) # O. 

Donc Q(T, O, 0) = TN + aY(0, O). T ~ - ~  + . . . + ak(0,O). TN-'o + . . . + aN(0, O) 

avec .:(O, 0) # O. 

Par hypothèse, ce polynôme a une racine réelle unique y, et cette racine est 

au plus d'ordre N - 2 (sinon, on aura.it y = O racine d'ordre N : ce qui est absurde 

car a$ (0, O) # O). 

En appliquant le théorème prépa.ratoire de Weirstrass à Q au point (y, O, O ) ,  

on obtient une factorisation du type : 

Q(T) = R((T) . y où deg(R) 5 N - 2 et y(y, 0,O) # O. Ici, les coefficients 

de R sont réels analytiques en (xllM, ($)'lM1). En appliquant l'hypothèse de 

récurrence à ce polynôme, on voit que son unique zéro réel D ( z , y ) + " N -  
yaxB 

est de la 

a(x,  y )  peut donc encore s'écrire sous la forme du lemme. 



Il reste à démontrer le : 

Lemme 13. S i  u(x, y )  est COS au voisinage de (O, O), et s'écrit sotrs la forme : 

O(", y) = H ( X ' I ~ , ( , ) I / ~ ' )  pour 1x1 < r ,  I-&l < r ,  alors O est réelle analytique 

e n  (O, O). 

Comme auraparant, H est ici réelle analytique en O, et m, M, M' entiers. 

En posant , on a : H(u,v) = cs(u",uMm . .yM') pour u,v  

. - 
voisins de O. 

C'est-à-dire, en notant respectivement (aap) et (b,,,,) les coefficients du déve- 

loppement de Taylor de H et a en O : C aap.ua.vP = C b p q  .UMp+Mn,. 
MP+M,,+M; S A  

vM'q + aA(u, 2)). 

En différentiant a fois par rapport à u, et B fois par rapport à v ,  on trouve 

en (0,O) : 

a,, . a! = t: bp, . ~ ! q !  

D'où 6 = q e t  5 - P . x - p ~ N .  MI - 

Par conséquent, H ( x ' / ~ ,  (+)'/M') = a,p. x+-P* . se prolonge en 

une fonct,ion 6 réelle-analytique en (0,O). 

Cette fonction 6 est un zéro du polynôme P pour 1x1 < r et l & l  < r ;  comme 

P est à coefficients réels analytique, 6 est un zéro du polynôme P dans un voisinage 

de l'origine ; enfin P étant supposé n'a,voir qu'un seul zéro dans un voisina.ge de 

l'origine, les germes à l'origine cr et 6 coïncident. 
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domaine R de C2, L'ngide" et faiblnient pseudo-convexe qui yz 

de module maximum. 
, 

Zorsq~ie E est transverse au vecteur de translation u,  laissant i~ invariant, 

la coristnlction d'iin nouvel invariant permet de caractSrbcr lc fait que E mit ta 

ensemble de module maximum ou non ; lorsqiie E est tangent à t r ,  E n'crrt pas 
t 

ghdriqwmmt un asex&& 4ie madule nu&mum. ,- 
.YI- 

Lorsque 1s frontiEre de G! est réelle analytique, il est établi qiic Ia fonction qui 

prcrid son xs+ulc maximum sur E se prolonge holomorphiqitcrncnt au voisinage 

de E, 9 qui force l'analyticité de E. 


