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Introduction
Soit 2 un domaine pseudoconvexe C®, n > 1 et ¥ une fonction définie dans
Q, et holomorphe dans .

1l est intéressant d’étudier le sous-ensemble E du bord de 2 ot ¥ atteint le

maximum de son module.

Duchamp et Stout en 1981 [D-S], et Tordan [I;] en 1985 ont décrit la structure

de E lorsque § est strictement pseudoconvexe.

En ce qui concerne la régularité de E, le résultat suivant de A. Nagel et J.P.

Rosay [N-R] en 1991 est le point de départ de notre travail :

Théoréme [N-R).- Soit  C C" un domaine strictement pseudoconveze, d
bord réel analytique, et ¥ une fonction holomorphe dans Q, de classe C? jusqu’ou
bord de Q2. Soit E une sous-variété du bord de Q, de dimension n et classe C'. i E
est le liew ou U atteint son module mazimum, alors VU se prolonge analytiquement

@ travers E et E est réel analytique.

L’objet de notre travail est d’étudier le cas ou § est faiblement pseudoconvexe
et E de classe C™.

Rappelons quelques notations et définitions qui seront utilisés dans la suite.
Notations :
O(f) : ensemble des fonctions holomorphes dans un ouvert £ de C™.

AF(Q) : ensemble des fonctions holomorphes dans 2, de classe C* dans un
voisinage de cl(Q) (0 < k <w).

T,(S) : espace tangent réel au point p & une sous-variété S de C™.

Tpc (S) : espace tangent complexe au point p & une sous-variété S de C™.
b : frontiere de 2.

Z : conjugaison complexe.

cl(2) : adhérence de Q.

C2 : fonctions indéfiniment différentiables & supports compacts.

A=

8297 "



Définitions :

— Variété totalement réelle : une variété E de C™ est dit “totalement réelle”
st T,(E)N J{T,(E)} = {0} pour tout p € E, J étant la structure complexe pour
T,(C™).

— Variété génératrice : une variété E de C" est “génératrice”

st Uenveloppe linéaire compleze de T,(E) est C*, pour toutp € E.

— ensemble de module mazimum : un sous-ensemble E C b est un “A* ensemble
de module mazimum” (0 < k < w) ¢’il existe une fonction U de A*(Q) telle que
|Plig =1 et |¥] <1 surcll\ E.

Dans le cas ou § est strictement pseudoconvexe, Th. Duchamp et E.L. Stout
[D-S] ont montré que, si une sous-variété E de dimension n de 5Q, de classe C°
(s > 2), est un A* ensemble de module maximum (k > 2), alors E est totalement
réelle. De plus, toujours dans le cas strictement pseudoconvexe, il est démontré
par A. Jordan [.1] qu'un A* ensemble de module maximum (k > 2) est localement

contenu dans une sous-variété totalement réelle de dimension n du bord.

Nous verrons, au § 2.2, qu’il n’en est rien dans le cas ou §2 est faiblement

pseudoconvexe.

Signalons aussi que E.M.Chirka [C] a généralisé le résultat de [I;] en codimen-
sion supérieure a 1, pour des variétés génératrices de C™ généralisant les domaines

strictement pseudoconvexes.

On sait aussi caractériser les ensembles de module maximum en termes
de “feuilletages par des sous-variétés d’interpolation”, dont nous rappelons la

définition et les principales propriétés.

Définition. Une sous-variété M de bS) est dit “d’interpolation” si, pour tout
point p de M, on o : T,(M) C Tf(bQ).

Les sous-variétés d’interpolations analytiques tiennent leur importance du

résultat suivant :

Théoréme [B.S] : Soit @ un domaine strictement pseudoconvezre borné de
C™ (b2 de classe C*). Alors M est une sous-variété d’interpolation analytique si
et seulement st toute fonction réelle-analytique sur M est la restriction ¢ M d’une

fonction holomorphe dans un voisinage de cl($).
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Le lien avec les ensembles de module maximum se trouve dans le résultat

suivant de Th. Duchamp et L. Stout.

Théoréme [D-S] : Soit Q@ C C™, un domaine strictement pseudoconvezse
et borné, bl de classe C7 (r > 2), et E un A? ensemble de module mazimum
de classe C* (s > 2), de dimension n, de b§). Alors E est feuilleté, de maniére

unique, par des sous-variétés d’interpolation compactes.

Réciproquement, si E est une sous-variété totalement réelle, fermée, réelle
analytigue de bS), admettant un feuilletage réel-analytique par des sous-variétés
d’interpolation de dimension n — 1, alors E est localement un A* ensemble de

module mazimum.

Des caractérisations des ensembles de module maximum par des propriétés

de la forme de Levi ont été obtenu par lordan et Boutet de Monvel.

Théoréme [1.2] : Soit @ C C™ un domaine strictement pseudoconveze &
frontiére réelle analytique (n > 3), et E une sous-variété totalement réelle, réelle
analytique, de dimension n de bQ2. Alors E est localement un A ensemble de
module mazimum s1 et seulement si la forme de Lévi de b2 en p est diagonalisable
dans une base de T,(M)NTL(bQ), pour tout p € E.

Théoréme [I-BM] : Soient Q un domaine strictement pseudoconveze de C™
¢ frontiere analytique réelle et E une sous-variété analytique réelle de b2 telle que
E n’est pas C-tangente en tous les points de E. Alors E est localement un ensemble
de module mazimum pour O[cl(2)] si et seulement s1 L(€,n) est réel pour toutes
les sections &, de T(E) N TC(bQ).

Ces résultats tombent en défaut pour les domaines faiblement pseudoconvexes,

comme le montrent les exemples suivants :

Exemple 1 : Un ensemble de module maximum qui est une sous-variété réelle
analytique, de dimension 2, dans le bord lisse d’un domaine pseudoconvexe de C?,

mais qui n’est pas totalement réel en un point de faible pseudoconvexité.

Q = {(z,%) € C?/Rew +|3[*> < 0} est strictement pseudoconvexe, et est une
réalisation biholomorphe de la boule euclidienne de C?.
E = {(3,4) € C¥db = —|3|2 4+ i0(5)} ol o est réelle analytique, de

valuation 1, est une sous-variété totalement réelle de b}, réelle analytique, de
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dimension 2, au voisinage de origine. D’apres {D-S], E est le A“ ensemble de

module maximum d’une fonction ¥ holomorphe dans un voisinage de (0, 0).

L’application (z,w) +— (¢ = 2%,% = w) transforme Q@ = {(z,w) €
C?/Re(w) + |2|* < 0} en @, et E = {(2,w) € C?/w = —|z|* + ic(2?)} en E.

Ici, E n’est pas totalement réelle a l'origine, alors que E est le A“ ensemble

de module maximum de ¥ définie par : ¥(z,w) = \il(zz,w).

Exemple 2 : Une sous-variété totalement réelle, réelle analytique, de dimen-
sion 2, dans le bord d’un domaine lisse admet toujours un feuilletage par des
courbes analytiques d’interpolations. Une telle sous-variété est donc un ensemble

de module maximum en chaque point de forte pseudo-convexité d’apres le théoréme

de [D-S].

L’exemple suivant montre qu’il n’en est rien dans le cas faiblement pseudocon-

vexe.

Soit © = {Re(w) + |2|* < 0} C C? et les deux sous-variétés totalement réelles
de b2 :

ot y = Im(z).

{ Re(w)+ |z|* =0 { Re(w) + |2]* =0
"L Re(:)=(14v2y | Re(z) = (1-2)y

L'image par ¢ : (z,w) — (¢ = 2°

. (Redw+|3>=0
totalement réelle E
Re(%) = §

0}.

D’autre part, E est le A“ ensemble de module maximum de la fonction

, W = w) de E; U E; est la sous-variété

de bQ2, ot 2 = {(Z,%) € C?/Rew + |3 <

~ . L o2 ) ~ QI):_|§[+ZU ~ ~ .2
U(Z,w) = ¥ ™', puisque, sur bQ:{ et [P/ =e7".
Z=g+t+1iy

Ainsi, By UE, est un A* ensemble de module maximum pour la fonction ¥o4.

Montrons que Fy (de méme que E5) n’est pas un A“ ensemble de module

maximuimn.

Sinon, il existerait ¥ € A¥(Q) telle que |¥|/E; = 1 et |¥|/cl(Q\ E1) < 1. Or,
la, fonction ¥(z,w) = ¥(z,w)  ¥(~z,w) a pour module 1 sur E; et se factorise &

travers ¢ : ¥ = ho ¢ ot h € A¥(f)).

Comme ¢(E;) = EN{Rez > 0} et ¢(E,) = EN{ReZ <0}, que |h|2 — 1 est
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analytique et s’annule sur un 1/2 espace fermé, il s’ensuit qu’elle s’annule sur E.

Ainsi, ¥, et par conséquent ¥ a pour module 1 sur E; U Fy : ce qui est absurde.

En admettant provisoirement le théoréme principal (c¢f. Théoréme 3), on peut
méme dire que F (ainsi que E;) n’est pas un A* ensemble de module maximum,

car :
To(B) NTS(09) = {w = 0,Re z = 0}, AP(i) # 0 en notant P(z) = |z|*,

et le vecteur de translation (w = i,z = 0) n’appartient pas a
Rew =240

To(Br) { Imw = (V2 ~-1)Rez.

Dans ce travail, nous généralisons le théoréme de [N-R] a des domaines

faiblement pseudo-convexes particuliers de C2 : les domaine rigides.

Définition. Une hypersurface T est dite “rigide en p” (p € E) s’il existe
un vecteur u # 0 transverse & Tf(E) tel que, localement, 3 soit invariante sous

PVaction du groupe additif R - u.

En prenant comme coordonnées locales, pour C2, z dans TpC () et wdans C-u
(R-u étant identifié 4 Re w = 0), ¥ a une équation locale du type : Re(w)+P(z) = 0

ot P s’annule a lordre 1 (on supposera que P n’est pas identiquement nul).

Un domaine Q est dit “rigide en p”, p € b2, lorsque b2 est rigide en p. Comme
tout ce qui suit est local, on écrira simplement “Q est rigide” pour : Q est rigide
en p (supposé égal a 0). Comme 2 est supposé pseudoconvexe, on peut écrire
P(2) = Py(z) + O(22F+1) olt Py, est un polynéme homogeéne sous-harmonique de

degré 2k. On dit, dans ce cas, que § est de type 2k (a lorigine).

Dans le chapitre I, nous construisons un invariant qui généralise la forme
de Lévi, et qui permet de caractériser les sous-variétés totalement réelles de
dimension 2, réelles analytiques, qui sont des A“ ensemble de module maximum
dans le bord d’un domaine rigide réel analytique de type 2k (k > 2). Cet invariant
explique ainsi pourquoi ’exemple 1 n’est pas un ensemble de module maximum

bien que la sous-variété soit totalement réelle et de dimension égale a 2.

Dans le chapitre II, on s’inspire de 'idée directrice de [N-R] qui consiste

a montrer qu’'en un point de forte pseudoconvexité, un ensemble de module
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maximum est un ensemble de réflexion. Cette propriété est rappelée au départ
du chapitre II. Ceci permet, & 'aide du théoréeme de “V’edge of the wedge” de
Baouendi-Tréves [B-T] de prolonger a travers E la fonction holomorphe ¥ dont le
module vaut 1 sur E. La réelle analyticité de E est alors assurée par le théoréme

des fonctions implicites.

La situation est plus compliquée en un point de faible pseudoconvexité ; dans
ce chapitre, nous construirons une réflexion dans un céne ouvert de sommet (0, 0).
Cette “pseudo-réflexion” ne permet pas de prolonger directement, avec lc théoréme
de l'edge of the wedge, la fonction ¥ holomorphiquement a travers E, et encore

moins de montrer que E est réelle analytique.

Dans le chapitre III, nous mettons en ceuvre une technique de disques ana-
lytiques qui permet, a l’aide de la pseudo-réflexion, de prolonger analytiquement

v 3 travers F.

Ainsi, E devient une sous-variété de contact entre deux hypersurfaces analy-
tiques réelles ; la réelle analyticité de E résulte alors d’un théoréme de B. Malgrange
[M], qui est une des conséquences de son théoreme de préparation C*°. Nous don-
nons une preuve directe de cette réelle analyticité, n’utilisant que le théoréme

préparatoire de Weirstrass, dans le chapitre IV,
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CHAPITRE 1

Ensembles de module maximum réel analytique des domaines rigides.

1.1. On sait [D-S], [N-R], qu'une sous-variété génératrice E, totalement réelle
et de classe C? d’'une hypersurface analytique réelle & de C? est, en chaque point
de stricte pseudo-convexité, un ensemble de module maximum local pour A¥.
L’introduction a montré que cette propriété peut étre mise en défaut en un point

de faible pseudoconvexité.

Dans ce chapitre, nous construisons un invariant plus fin que la forme de Lévi,
qui, dans le cas des hypersurfaces rigides ¥ de C?, permet de caractériser les sous-
variétés E, totalement réelles et analytiques, qui sont des ensembles de module

maximum pour A* aux points de faible pseudoconvexité.

1.2. Présentation de l’'invariant. Soit u une vecteur directeur de la
translation, repérée dans Tp(X), qui laisse ¥ invariante. On suppose que E
n'est pas tangente & u. E est alors un graphe au-dessus de TC(Z) : ainsi,
E = {j(2) = (2,1(2)),z € TE(2)}. En supposant E analytique réel, il en est
de méme pour j. To(E) N TE(X) est de dimension 1 : soit v un vecteur directeur

de cet espace.

On plonge maintenant TC(T) dans
son complexifié¢ C ® TC (L) comme sous-
espace totalement réel, c’est-a-dire que
TE(X) sera identifié & R? par [Rov] x
[Riv]. On note J la nouvelle structure
complexe introduite. On considere main-
tenant le simplexe de C @ TC(T) défini oQOQ\

par :

W={Tiv+rJv; 0<7<T <1}
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Le prolongement holomorphe de j ¢ CQ®

TE(X) sera encore noté j.

Alors, pour tout z dans E, on note

W, Uimage par j de 571 (z)+tW : c’est

un simpleze de sommet ¢ dans ().

Soit (dm) I'image par j de la mesure de Lebesgue dT.dr sur W, et L le
prolongement holomorphe & M de la restriction de la forme de Lévi de (X) a E

(considérée ici comme fonction scalaire).

On introduit :
(1) :L(z,t) = / L(z +X) - dm(X)
W:,t

Si on note encore L l'expression de la forme de Lévi dans la carte locale
j:T9(Z) - E
—z

. , on obtient alors :

(1) :/ L(z + Tiv + rJv)drdT.
tW

Soit z et y les coordonnées de z dans le repere (iv, v). £(z) devient une fonction

réelle analytique notée encore L(z,y), et (1’) s’écrit sous la forme :

(1" / L{z+ T,y + ir)drdT.
tW
En remplagant v par pv dans (1’), puis dérivant et intégrant en p , on obtient :

1
A"y Eet) = / {i / L(z + pTiv + prdv)drdT| dp + 42 - £(2)
o Lde Jiw 2

sott :
" 1 ¢ d 0
L(z,t) =t [EC(Z) + /0 /W(T% + T—éj—g)ﬁ(z + pTiv + prJv)dTdrdp| .
L’intérét de cette formule est de mettre en évidence une perturbation de la
forme de Lévi qui sera fondamentale dans le résultat principal de ce chapitre

(remarquons qu’ici, la forme de Lévi de (1) est : AP(z).)

Théoréme 1. (T) étant supposé rigide et de type 2k en 0, et E sous-
variété génératrice, totalement réelle et réelle-analytique de (X), contenant Uori-

gine, alors :
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a) si E est tangent & u, alors E nest pas génériqguement un A“ ensemble de

module mazimum. Plus précisément, c’est le cas 31 %’E(O) #£0.
b) st E n’est pas tangent d u, alors :

o st Top Reﬁ(z,t) garde un signe constent pour t # 0, alors E est un A%

ensemble de module mazimum pour Q.

e si Thr ReL(2,t) change de signe, alors E n'est pas un A* ensemble de
module mazimum pour Q. (T désigne le polynéme de Taylor d’ordre 2k sur les

variables z et t).

Remarque : L’appellation d’invariant est justifiée par le fait qu'un biholo-
morphisme entre deux domaines rigides de type 2k échange les ensemble de module
maximum ; done le signe de Ty, Re £(z,1) est, au sens large, invariant par biholo-

morphisme.
1.3. Equation de E.

E est deéfinie, au voisinage de 0, par deux équations réelles indépendantes,

réelles analytiques

. { p1(z,w) = Re(w) + P{z,2) = 0

(ew) = 0 avec dp; A dpa(0) # 0.
p2(z, w) =

Le développement limité de p, & 'ordre 1 en 0 donne :
p2(z,w) = aRe(z) + bIm(z) + cIm(w) + 02(2, Im w)

grace a pj.

Cest-a-dire : py(2,w) = Re(az) + ¢Im(w) + 02(2,Im w) pour un complexe a # 0
convenable (car F est totalement réelle).
On peut aussi, pour la simplicité des calculs, supposer a = 1, quitte & effectuer
!
w=w
le changement de coordonnées { , s ce qui ne change pas la nature de P.
az =z

D’ou finalement :
Re(w) + P(z,z) =0
@) B (w) + P(z,%)
Re(z) + cIm(w) + 02(z, Imw) =0

avec o2 nulle a ordre 1, C* ou C* suivant E.
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Au moyen du changement de coordonnées

avec K =1+c¢,
w=w

{ z=z2 +iKuw'

on peut donc supposer que
Q:Rew+ Pz +1Kw,2 +:1Kw) < 0,K € R

Ainsi, en appliquant le théoréme des fonctions implicites, E est l'intersection de
b avec 'hypersurface : Im(w) = Re(2) 4 02(#,%) ol o2 est analytique réclle et

s'annule a ’ordre 1 a Vorigine.

On posera : 0 = Rez 4 04, de sorte que

E:w=-P(z+iKw,z +iKw)+ioc(z,z).
1.4. Preuve du théoréme 1.

On cherche les couples (P, E) pour que E soit le A“ ensemble de module

maximum d’une fonction de A¥(Q) dans un voisinage de Porigine.

Soit F cette fonction ; elle s’écrit F' = ¢*C au voisinage de (0,0), et g = G/ E est
une fonction analytique réelle dont les courbes de niveaux définissent un feuilletage

de E par des sous-variétés d’interpolation de b2 de dimension 1.
Réciproquement, si ¢, non singuliére & l'origine, est une fonction analytique
réelle sur E, elle se prolonge d’une maniére unique en une fonction holomorphe G

dans un voisinage de l'origine; et il s’agit de savoir si InG > 0 dans cl{(Q)/E ou

nom.

Soit ¢ : (z,w) — (7,£) la solution holomorphe, dans un voisinage de 0, du

systéme aux inconnues (7,£) :

w+ &+ 2P(z +iKw,n—iKE) =0
(3)

w— €& =2io(z,7n)

On a: ¢(z,w)/E = (Z,0).

On peut prendre (z, Z) comme coordonnées locales sur E; ainsi, toute fonction
g réelle sur E peut s'écrire g¢(z,z) et, si g est réelle-analytique,

G(z,w) = g(z,n(z,w)) est le prolongement holomorphe de g.
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e Pour a(t) convenable, & valeurs réelles, v, ,(t) = (z,w + it + a(t)) ou

(z,w) € E définit un feuilletage transverse a £ dans 5Q.

Soit L(t) = g[z,n(z, w+it+a(t))], toujours avec (z,w) € E. Il s’agit d’étudier
le signe de Im I(t) lorsque les courbes de niveau de g définissent un feuilletage de

E par des variétés d’interpolations, et lorsque ¢ décrit un voisinage de 0.

Lemme 1. a(t) =t Op—1(z,w,1).
Oz'(t) = I{(Pz + PE)[z+iK(w+it+oz(t))] + 041:—2(2, w,t).

Preuve :

(z,w + 1+ at)) € M2 & Re(w + it + a(t)) + Plz + iKw + i K (it + a(t)] = 0

< alt)+ Plz + tKw + K (it + at))] — Plz +1Kw] = 0.
ce qui donne la premiere égalité.
Dérivant par rapport & ¢, on obtient la seconde. ]

Lemme 2. g définit un feuilletage de E par des variéiés dinterpolation si et

seulement 81 :

9z — gz
P T P o
112iK P, = 1-2iK P; z

sur E.
(g est évalué en (z,Z), et Pen (2 + iIx"w,z—-!-—_ijgw_) avec (z,w) € E).
Preuve : Le feuilletage défini par ¢ admet pour feuilles
Rew + P(z + Kiw) =0

Fe Imw=0o(z)

g(z,z2)=CeR
L’espace tangent a F¢ est :
(i) di;'—dﬂ + P, (dz + Kidw) + P;(dz — iKdw) = 0.
Tr . dw —dw
e - = d
(37) % o

(i11) g.dz + gzdz = 0.
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L’espace tangent complexe a b2 est :
d
(iv) TS 5

5 + P,(dz + Kidw) = 0.

(ii) = dw = dw — 2i(0,dz + 5;dZ)

Fc est une sous-variété d’interpolation de b{) si et seulement si Tr, C Tb%.
on remplace dans (i) :

1 1
dw(§ + KiP,) = [dw — 2i(0.dz + aidi)](E —KiP;)+ P,dz+ P;dz =0
d’ou, en utilisant (iv) :

P, » NS T _ ! ,
dz [— %iI(Pz(1+RZPZ) +P, - 2zaz(§ - Iszz)] +dz- [p; - 210;(5 — KiP;)| =0.
Enfin, en remplagant dans (ii) dz par —gjdz, on trouve le résultat.

| |
Soit A(z,z) la valeur commune des rapports du lemme 2 (\(z, ) € iR).
Lemme 3. L'(t) = iA[z,n(z,w + it + a(t)] - [1 + Ozx(z,w, t)].
Preuve : L(t) = g{z,n(z,w + it + a(t))]

done L'(t) = gz[z,m,w + it + a(t))].nw(z,w + it + a(t)) - (i + &/(2)).

14 &w +2[p: - iK + psz - (nw — 1K€u)] = 0
Mais (3) =>{ +&w +2lp +rz-(n 39)

1_£w=2i02'77w
d’oty, en résolvant :

( ) 1 1+iK(P, — P;)
w(z,w) = — . —. '

! ﬁ:ﬁ———g—wg 1-2K.P;
donc L'(t) = Mz, n(z, w + it + a(t))] x 1+iK(P,~P;

utilisant le lemme 1.

T 3THCP; ). (1 + a'(t)) d’ou le résultat en
Calcul de A :

u
Si on pose z = z + iy, alors o et y forment un systéme de coordonnées
locales sur E; la valeur de A, donnée par le lemme suivant, est exprimée dans ces
coordonnées.
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, _ g (B2 P2
Lemme 4. Soit Q(o,y) = [ZAP K (—g— + AP + =% )]((1—K)a,y)'
Alors A = Ag+A10+. . A Agk—1-02F7142) foy Q(0,Y)dY + 0O (2), avec Aj €iR.

Preuve : Soit 4 = iii%m +i0,.
D’aprés le lemme 2, on a : dg = A(Adz — AdZ) et
(4) ddg = 0 = d)\ A (Adz — Adz) + Md(Adz — Adz).
Comme A = P, +i0, + Oz(z),0on a:
Adz — Adz = P,dz — P;dz + ido + Oy(2)
et d(Adz — Adz) = dP, Adz — dP; AdZ + Ogr—1(s)-
Or w = —P(z + Kiw) + io(z), donc dw = ido + Oyp—y (avec 0 = £+ .. )
et

K

X
dP, = P,s(dz + Kidw) + P,;(dZ — Kid) = [P,2(1 — 7‘) — 5 Pusld

K K _
+ [Pzi(l - ?) - 51322](12] + OZk—l(z)-

Par conséquent : d(Adz — Adz) = 2i[2AP — K(P—;a + AP+ %ﬁ)]da Ady.

Par abus de notations, on écrira AP, P,z et Py & la place de APy, (Par),2
et (Pog)s2.

L’équation (4) devient :

dA A do — 2\[2AP — K(P; +AP+ P2 )dy A do + Og—y =0.

P est calculé en 2+ Kiw = 2 — Ko+ Oy (z) ; done Re(z + Kiw) est équivalent
a (1~ K)o et Im(z + Kiw) est équivalent & y.

Le lemme résulte alors du développement en série de A en o et y. n
Lemme 5.- Pour (z,w) € E, on a :
olz,n{z,w+ it + a(t))] = 0(z,2) + t + Oz(2,0,1).
nlz,w+ it + a(t)] = 2+ 2t + o(z,w, ).

Preuve : L’examen de la différentielle de (7, €) a lorigine, obtenue a partir

des relations (2), montre que :

d¢ = —dw
dp = —dz — 2idw
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donc que :
5= —z — 2w+ o(z,w)
£ =—w+o(z,w)

Ces estimations, reportées dans (3), fournissent :

io(z,m) = w+ Op(z, w).

On déduit de ceci et du lemme 1 que, pour (z,w) dans E :

iofz,n(z, w + it + a(t))] = i0(z, £) + it + Oz, w,1).

Le lemme 5 en résulte immédiatement. |

Fin de la démonstration du théoréme 1 : D’apres le lemme 4, on a :
- : z=a() .
Azn()) = E1 7 Nei(z,n() + 20 Jy 7 Qa(z,n())Y)dY.

Si (+) = w + it + a{t), on obtient a partir du lemme 5 :
) y+it
’\(Zv 'I()) = EA] [U(z7-z_) + t]] +2Xo / Q(II»‘ +1, Y)dY + O2k(za w; t)'
0
Ainsi, d’apres le lemme 3, on a :

y+it
Im L'(¢) = 2i) Im/ Oz +t,Y)dY + Oqi(z,w, t).
0

Puisque @ est holomorphe et Q(z +t,Y) est réel pour ¥ dans [0,y], on a :
y+it

Im L'(t) = 2iXg Im/ Qz + 1, Y)dY + Oz, w, ).
y

Enfin, apres le changement de variable Y = y + ¢7, on obtient :
t[ T
(5) ImL(t) =2iX Re/ / Q(z + T,y +ir)dr| dT + Ozpqa(z, w, t).
o |Jo

On peut maintenant conclure :

* Si E est tangent & u, ce qui se traduit par ¢ = 0 (ou K = 1), on a
Q(0,Y) =1/2P,2(0,Y) d’apres la définition du lemme 4.
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Donc si P = ay?f +... avec a # 0, on obtient Im L(t) = 2idoa- Re(y +it)** +
O2k+1, qui change de signe.

*-Si F n’est pas tangent a u, ce qui se traduit par ¢ # 0, on peut prendre
¢ = —1 quitte & effectuer le changement de variables : w = w', z = —cz' et &
changer P; mais alors K =0 et Q(0,Y) = 2AP(0,Y) par définition de (). .

Les équations (2) de E donnent : TC(6Q) = {w = 0}, To(E) = {Rew =
0;Imw = Rez}
doli : TN NTo(E) =R - v ot v = (—,0)
et: (z+T,y+ir)=(z,y) +T(1,0)+7(0,8) =2+ T-iv+7-Jo.

L’expression (5) est alors identique & Z(z,t) comme 'indique la relation (17),

ce qui achéve la démonstration. ]
Exemples :
Lorsque P est de degré 4, on a : P(z) = «az®z + #222% + @22® avec B € R et
28 — 3la| > 0 puisque P est sous-harmonique.
Ona: AP =302 + 48,5 + 3a2* = Az® + 2Bzy + Cy? avec
A=6Rea+4p
B=-12Ima
C =—-6Rea+4p

Placons-nous dans le cas o F n’est pas tangent a u, E peut étre défini par
w = —P(z) +i{Rez + 02(2)).

On trouve, par application du théoréme 1, que E est un A“ ensemble de
module maximum pour {2 si la partie homogéne d’ordre 4 de Re fut AP(z+ T,y +
i7)drdT ne change pas de signe pour t # 0,

- Ax? 2
A 4C’/3.t2+2(Ax;-By).t+ x +2B;xy+Cy

c’est-a-dire si :

garde un signe constant pour ¢ # 0.

La décomposition en carrés de cette forme quadratique donne :

2.

Al B +_2_t2+AC——BZ.2+A—C/3.
2 |"TAYT3 24 Y 1
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Comme A > 0, B2 — AC < 0 cette expression a un signe constant (> 0) lorsque

3A — C > 0. Ainsi E est un ensemble de module maximum pour 2 si

B+ 3Rea>0.

Reprenons maintenant ’exemple 2 de 'introduction a la lumiere des résultats
du théoréme I; Q2 : Rew + |2|* = 0, E = bQ N {Rez = (1 4+ v/2) Im z}.
Rew =0

Rez = (1+V2)Im2

puisque P = |z|*. Le théoréme 1 entraine donc que E n’est pas un A“ ensemble

E est tangent a v car v = (0,7) € TO(E){ et % #0

de module maximum.

Par contre, E = {w = ~|z{*+iRe 2z} est un A® ensemble de module maximum
pour = {Rew + |z]* < 0}.
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CHAPITRE 2

Pseudo-réflexion

2.1. Introduction.

Définition : Soit E C C™. Un coin Wt d’aréte E est un ensemble obtenu
de la maniére sutvante : Soit T’ un cone ouvert non vide de C™ et r > 0. On pose

alors : WH ={z+yeC:ze E,yeT,|y| <r}

Le coin opposé W™ est donné par :

W ={s—veChzeEvel, |y <r}

Définition : Une ensemble E de C™ est un “ensemble de réflezion” s’il existe
deuz coins opposés W+ et W~ d’aréte E, et deur n-uples fonctions fi,..., fn
holomorphes dans W+, et g1,..., g, holomorphes dans W™, de classe C dans les
adhérences telles que : dfi A... Adfp #0 et f; =7; sur E.

Rappelons le résultat suivant de Nagel et Rosay [N.R] (proposition 3) :

Soit Q@ un domaine de C*, E C bQ), tels que b soit strictement pseudo-
conveze et réel analytiqgue dans un voisinage de E. Supposons qu’il eziste un
voisinage U de E et une fonction ¥ de classe C* (k > 1) dans cl(Q) N U,
holomorphe dans QN U, telle que |¥| =1 sur E et || < 1 dans (Q)NU.

Alors 1l existe un voisinage V de E et des fonctions gy, ..., gn de classe C*¥1
dans cl(Q) NV, holomorphes dans Q NV, telles que gi =% sur E. Sik >2 4l

s'ensuit que E est un ensemble de réflexion.

La démonstration de ce résultat repose, d’une part, sur le fait que
M = {(X,£) € C?* x P1(C)/X € bQ, € = Bp} (out p est la fonction définissante de
) est totalement réelle si et seulement si la forme de Levi de b est partout non
dégénérée. D’autre part, elle fait intervenir la propriété bien connue suivante qui
ne dépend pas de la pseudo-convexité. Nous aurons a 'utiliser par la suite, aussi

nous en donnons une démonstration pour la commodité du lecteur :

Proposition 1. Soit S une hypersurface de classe C' dans C", et E une

sous-variété de classe C* de S. Si E est un ensemble de module mazimum pour
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une fonction U holomorphe d’un c6té de S (le probléme est locel) et de classe C*
jusqu’au bord, alors ker d¥ = TC(S) le long de E.

Preuve : Plagons-nous par exemple en 0 € E et supposons que ¥(0) = 1.
Soit f la fonction définie par : f = |¥|? — 1.

Comme f est plurisousharmonique négative, nulle en 0, on a : df(0) # 0,
d’aprés le lemme de Hopf, et donc : d¥(0) # 0.

Et puisque f admet en 0 un maximum relatif : ker df (0} = T{)S.

De df(0) = 8f(0) + 9f(0), on déduit que : ker df(0) = ker d¥ = T(%)S. ]

Nagel et Rosay déduisent 1’analyticité de E de la propriété de réflexion décrite
plus haut ; rappelons les idées directrices de leur raisonnement, ce qui éclairera la

suite.

Soit W~ C €NV un coin d’aréte E, et ¥ la fonction définie dans W+ par :

\iJ(X )= W; (il faut évidemment vérifier que g(W ™) contient W),

¥ et ¥, holomorphes respectivement dans W+ et W~ de classe C* jusqu’au
bord, coincident sur E. Le théoréme de I’edge of the wedge permet de conclure que
¥ se prolonge analytiquement dans un voisinage de F et que E est réel-analytique

par le théoréme des fonctions implicites.

Comme on ’a dit plus haut ,a stricte pseudoconvexité joue un réle fonda-
mental dans la méthode suivie. Dans le paragraphe suivant, nous construisons une

réflexion appropriée en un point de faible pseudoconvexité.

2.2. Pseudo-réflexion & travers une sous-variété génératrice et totale-

ment réelle de C? qui est un ensemble de module maximum pour A%,

Nous étudions la propriété de réflexion dans le cas des domaines rigides de

C? de type 2k a Vorigine.

Soit b2 Phypersurface rigide et analytique réelle dans C?*, de type 2k &
origine, bord de P'ouvert Q : Rew + P(z) < 0.

E est une sous-variété dans bS2, totalement réelle et C*°, de dimension 2,
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passant par l'origine. On a vu, au paragraphe 1.3, que E pouvait étre défini par :
(4):
Rew+ P(z) =0
E

Rez+clmw + o3(Imw,2) =0

ou o3, de classe C* s’annule 3 l'ordre 1.

On suppose que E est 'ensemble de module maximum d’une fonction ¥ €

A%(Q). Alors, d’aprés la proposition 1, on a, puisque ker ¥ = ker dp :

%(z,w) =2.P(z) lelongde E.

Dans la suite, on posera : g(z,w) = \—I,‘p*w(z, w) qui est dans A(2). On a donc :
(5) g/E = 2Pz

Si F est une fonction €', F} désignera la partie homogene de degré k de
son polynéme de Taylor & Porigine, et O désignera une fonction C*® qui s’annule
a ordre k — 1 & l'origine, ou une différentielle dont les coefficients s’annulent &
Pordre £ — 1.

Proposition 2. Soit F(z,2") holomorphe dans un voisinage de 0 de C? telle
que F = Og_y et (For—1),,(1,-1) # 0.

Soit g dans A®(Q) telle que : g(2,w) = F(z,%) sur E. Alors il existe un céne
S défini par : 0 < |w| < go|z| tel que Péquation F(z,2') = g(z,w) admette une

unique solution dans un voisinage V de lorigine vérifiant :
(i) 2’ est de la forme : 2' = (—z + 2icw)[1 + k(z,w)] dans S0 cl(Q).

(11) z' est de classe C* dans V, k(0,0) = 0, et 2’ admet des dérivées partielles
d’ordre 2 bornées dans V — {z = 0}.

(iii) z' est holomorphe dans SN Q.

(iv) 2//ENS = %.

Preuve :

e Commengons par établir que g est de la forme : g(z,w) = F(z, —2z + 2icw) +
Os1(z,w). Puisque, sur E : —z 4 2icw = 7+ Oz(z,Im w), la restriction & E de

9(z,w) — F(z, —z + 2icw) est égale & F(z, —z+ 2icw+ Oy) — F(z, —z 4 2icw).
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Comme F = Os;_1, le développement de Taylor a 'origine jusqu’a Vordre
2k — 1 de g(z,w) — F(2,—z + 2icw) est donc nul sur E; comme E est
un ensemble d’unicité pour les fonctions holomorphes, ce développement est

identiquement nul. On peut donc poser

g(z,w) — F(z,—z + 2icw) = O (z,w).

¢ On introduit la fonction b(z, w) = sxi=1.O2(z, w)- x(£), ot Oz € A®(Q) est
définie ci-dessus, et x € C°(C) vaut 1 dans le voisinage de Vorigine : || < .

Soit enfin S le come : 0 < |w| < g - |2].

Considérons la fonction G(z, t, k), holomorphe dans un voisinage de C*, définie

par :

Gzt k) = =i - [F(z (—2 + 2icw)(1 + k) — F(z, ~z + 2icw)] (w =t - 2).

D’aprés le premier point, I’équation en % :
F(z,(=z + 2icw)(1 + k)) = g(z,w) ()
est équivalente dans SNQ a :

Gz, =, k) = b(z,0). (+%)

Comme G(z,t,0) = 0 et G(0,0,0) = (Fop—1),(1,—1) # 0, le théoréme
des fonctions implicites assure ’existence d’une fonction & holomorphe dans un
voisinage de l'origine de C? telle que (**) admette une unique solution & de la
forme : k(z,w) = b(z,w) - &(z, 2,b(z,w)), & condition que z, ¥, b(z,w), k(z,w)
solent assez voisins de 0, ce qui est réalisé pour z et ¢ assez petit. Il est clair que
k est C*° dans un voisinage de 'origine diminué du plan z = 0. Le fait que b(z, w)
soit en facteur se justifie par le fait que G(z,¢,0) = 0.

Etablissons maintenant les propriétés de différentiabilité de z'. On pose

k(0,w) = 0. De la relation :

7 = (—z 4 2icw)[1 + 2';(: lw) x(= ~)8]

ou @ désigne pour simplifier la fonction ®(z, %,b(z,w)), on déduit que :

ds — Ozk+1 x- &) ¢ D2k 02k+1 + d(—z + 2icw)
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o
dzz’=.._.222::’11(x-c1>)+ 2’°+‘d(x 3)+ 22:+11d2( . ®)

or:d(x-@)zﬁﬁl—'—q—’—{—x-d@.

' "
d2(X-<I>)=<I>(Xol+X 01) X01d<1>+ d*%

23

Par ailleurs, un calcul dual donne :

O 02kX O2k+1
d<I>:~z7+ 22k + 22k+1 E

0 o O O
2 _ U1 2k 2k+1 2k+2
' =—5+ e X T aEe Xt ares

Il en résulte :

O W
d(x-®) = iy ¥()

02k+1 ~ W
dz(X . (I)) = 22k+3 ! X(—)

X désigne une fonction C* & support compact, telle que supp ¥ C supp .

Ainsi dz' est continue et s’annule sur le plan z = 0 et d?2' est continue et

borné en dehors de ce plan.

Enfin, '’équation (*) admet comme solution évidente 2’ = ¥ par hypothése.
Or,sur B : 7 = (—z + 2icw)(1 + I;(z,w)) avec ic(z,w) = ZZickRe(w)+0s(Imw,z)

—z4+2icw
Comme k tend vers 0 a lorigine sur E N S, il résulte de I'unicité que 2’ = Z sur

EnNS. ]

Proposition 3. Soit Q un domaine rigide de C?, de type 2k 4 bord réel
analytique. On suppose que To(E) N TC(bQ) n'est pas dans le céne tangent 4
lorigine auz zéros de la forme de Lévi, et que E est un A®(Q) ensemble de

module mazimum, totalement réel et générateur.

Il eziste alors un cone S: O < lw| < golz|, et un difféomorphisme f de classe

C? dans un voisinage de Uorigine, tels que :
(i) f est holomorphe dans 2N S.
(ii) f =id sur ENS.
(vi1) f a des dérivées partielles d’ordre 2 bornées en dehors de z = 0.

-1 2z'c]

(iv) La matrice jacobienne de f d lorigine est [ 0 -1
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Preuve :

L’hypothése suivant laquelle To(E) N T (bQ) n'est pas dans le céne tangent
al’origine aux zéros de la partie principale de la forme de Levi de b§ se traduit sur
P par la condition APy;(3) # 0.

On peut donc appliquer la proposition 2 a g(z,w) = %,’L(z,w) et F(z,2')=2-
P(z,2") (cf. (5)). On consideére application f : (z,w) — (zw', w' = —w—2P(z,2"))
ol z' est la solution de I'équation F(z,z') = ¢g(z,w) décrite par la proposition 2,
ce qui est licite puisque, par hypothese, (Fpr_;),,(1,—1) = WZF:Q— CAFy(e) #£0.



23

CHAPITRE 3

Disques analytiques

Q est & nouveau un domaine rigide de C? & bord réel analytique de C? &
Porigine. E est encore une sous-variété totalement réelle, génératrice et C'*°, dans

bQ et contenant l'origine.
Le but de ce chapitre est d’établir le résultat suivant :
Théoréme 2. On suppose que To(E) N TC (b)) n'appartient pas au cone

tangent a lorigine des zéros de la forme de Lévi de b2, et que E n’est pas tangent

au vecteur de translation de To(bQ) laissant D invariante.
Si E est Uensemble de module mazimum d’une fonction ¥ de A®(Q), alors

U se prolonge analytiguement dans un voisinage de 0.

3.1. Un théoréme de prolongement analytique.

L’idée est de construire une famille de disques analytiques dont les bords
restent dans la région ou V¥ est holomorphe, et dont les centres décrivent un
voisinage de lorigine. On rappelle qu'un disque analytique D de C™ est une
application holomorphe, du disque unité A de C, dans C", continue jusqu’au
bord. Par définition, le bord bD de ce disque est 'image de bA par D, et son
centre est D(0).

Proposition 4. Soit B un domaine de C™, ty € [0,1] et t = D, une famille
de disques analytiques de C™, réelle-analytique par rapport d t € [to, 1], telle que :
(i) Dy, C B.
(i) bD; C B.
(311) 0 € bB et bB est lisse au voisinage de 0.
() d = dist(bDy,bB) > disi(c,0) ot ¢ = D1(0) et ¢(t) == Dy(0) restent dans B.

On suppose, de plus, que ¢ est assez voisin de origine pour que B(c,d) N B

soit conneze, B(c,d) désignant la boule de centre ¢ et de rayon d.

Alors toute fonction ¥ € O(B) se prolonge analytiqguement dans un voisinage

de Uorigine.
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Démonstration :

Soit g dans O(B).
La fonction gD¢(¢), holomorphe dans

A au voisinage de {|¢| = 1}, se pro-
longe dans {|{| < 1} si et seulement si :
f|5|=1 gD (€) - ¢~ . d¢ = 0 pour tout
n=-1,-2...0rtm— fIE|=1 gD (£) -
g (nt1) L dE est analytique réelle, et est

nulle au voisinage de tg, donc est nulle

partout.

Par conséquent, g o Dt/bA se prolonge en une fonction holomorphe dans A

qui sera notée g, pour tout t € {tg, 1].

On a évidemment : ¢;/bA = g/bD; pour tout t € [to,1], et g, = g o D; pour t

voisin de tg.

Notons ¢(™(a) le polynéme homogéne de degré n dans le développement de

Taylor de ¢ en un point a de B.

Comme t < g™ (c(t)) — (¢(™)4(0) est analytique réelle et nulle dans un
voisinage de tg, on en déduit que : (™ (¢(t)) = (¢¢™),(0) pour tout t € [tg,1].

Par conséquent :
g™ () = 1(g™)e=1(0)] < sup (g™ o=l

M
= sup [¢(M] < gw Pour une constante M convenable
1

Ainsi, si ¢ est assez voisin de Porigine, pour que B(c,d) N B soit connexe, les
hypothéses (iii) et (iv) entrainent que g se prolonge holomorphiquement a la boule

B(e¢,d), de centre ¢, de rayon d. u

3.2. L’ouvert B adapté au probléme.

On utilise les coordonnées avec lesquelles bQ et E sont décrits & la fin du

paragraphe 1.3.

Comme FE n’est pas tangent a (0,¢), E peut étre défini par :

w = —P(z)+i[Re z+03(2)] ol 02 s’annule a l'ordre 1 (i.e. ¢ = —1). Pour chaque € et
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« positifs, on considere la courbe £, o de F décrite par le point a(t) de coordonnées :
(0<t<1)

a1(t) = (1 +t+ ta —ita)  aq(t) = i(eta + 02(a1)) — P(ay).

Remarquons que ’argument principal de a; est : arctan (L*'—fgt—“) et que cette

quantité est proche de I lorsque o est petit (indépendemment de ¢).

Puisque Ty(E) N TC(b2) n’est pas dans le cone tangent a lorigine aux zéros
de la forme de Lévi de b2, les points de £, , sont de stricte pseudo-convexité pour
¢ et a assez petits. On note [ , la courbe obtenue en changeant o en —a; ses

points seront notés a'(t).

Soit A = U 15 et F:{(TI,TZ)€C2 /O<1—15]T1|<R6T2<|T2l<2[T1|<85a0}

loj<ao
Comme A est une région de stricte pseudoconvexité pour ¢ et ag assez petits,
le théoreme de [N-R] assure que V¥ se prolonge holomorphiquement & un voisinage

de A et que o y est réelle analytique. Soit w un tel voisinage.

On notera : W = A+ T.
Lemme 6. Pour € et ag assez petit, W est contenu dans f(2N ) — cl(Q).
Preuve : Un élément de W sécrit : (a1 + Ty,a2 + T2) aveca € Aet T € T.

. Re(ag +T2)+P(01+T1)=R€(Tz)+P(01 +T1)—P(al)
> Re(Tz) + Ozk-1(e) - T

1
> [Tyl [1—0 + Ogk-1(€)] > 0 pour ¢ assez petit.

donc W C C? — cl(2).

e Montrons que f~1(W) C QNS; on rappelle que f est le difféomorphisme construit

dans la proposition 3.
On a:
FF{a+ D) =@+ df (@) T+ 0(T)
= a+df 0Ty, To) + O2(T) + O2(a)Ox(T)
En effet, a est dans EN S, donc f71(@) = a d’aprés la proposition 3. De plus,

on sait que les dérivées partielles d’ordre 2 de f sont bornées dans un voisinage de

Vorigine, ce qui justifie le reste (R1, Ry) = O2(T) + O1(a)O01(T).
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D’autre part, la proposition 3 donne : df ~1(0) = [—01 —_211] (on rappelle
que ¢ = —1).
Ainsi : f7Ya+T) = (a1,a2) + (=T1 — 2iTz, ~T3) + (R1, R2).

En notant ses coordonnées (z',w'), on a :

Re(w') + P(2') = —ReTy + P(a; — Ty — 2iTy + R;) ~ P(ay) + Re(Ry).

Si T est dans I, on obtient :

Rew' + P(z') < |Ti|[-1/10 4+ O(e)] < O

o |_w_’]~ az — T+ Ry l<010+@(€)+0(060)
' z! ay— Ty~ 2T, + Ry~ 1+ O(ag)
Ceci établit le lemme pour ¢ et aq assez petit. Dans la suite, aq est ainsi fixé. [ |

En vue d’appliquer la proposition 4, on définit : B = Q Uw U W. Considérons

la fonction A(z,w) = ——— holomorphe sur W d’aprés les lemmes 6 et

proposition 3. Elle coincide avec ¥ sur A puisque A est contenu dans EN S et que
sur ENS,ona: ¥ ¥ =1et f~!|gns= 1d d’aprés la proposition 3. Comme on
peut choisir w de telle sorte que wNW soit connexe et comme A est totalement réel
et de dimension 2, h et ¥ coincident sur w N W. Ainsi on peut définir une fonction
holomorphe ¥ sur B par : ¥ = ¥ sur QUw et ¥ = h sur W. Pour appliquer la

proposition 4 & ¥ = g et B, il reste & construire une famille de disques analytiques

répondant aux conditions de cette proposition.

2 5 (2, ~P(2) + io(2))

1€ ax&ﬂ TS
0 ——é

TE (b0 ay(t)
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3.3. Disques analytiques adaptés au probléme.
Nous aurons besoin du résultat suivant :

Lemme 7. Soit A le disque unité de C et 4" un arc connexe, fermé de bA,
distinct de bA. Soit R > 0 et K un compact de A.

Pour tout ¢1 dans K et tout L dans C, [L| < R, il existe une fonction entiére

L telle que :

1
Pral < g s 7 et La(@) =L

De plus, les fonctions @, sont bornées dans leur ensemble sur tout compact

de C.

Preuve : Le théoréme de Runge assure Uexistence d’une fonction entiere f

vérifiant |f/K — 1] < % et |f/7'] < sRlao'

Les fonctions ¢ ¢, = 71(—56- conviennent. ]

On cherche maintenant les disques ahalytiques D, sous la forme : {g(w), w).
Le point a(t) = (a1(t), az(t)) est défini au début du paragraphe 3.2 avec o = ay,

et la fonction g; par :

au(w) = ax(t) + (0 = ) | B=22(6) (w0 = 1) - A(w)].

aj—ay (t) — —2ictag(1—1)

Comme ey Tieiao(170(e)) Cette fonction est bien définie.

A(w) est une fonction holomorphe dans le disque de diametre [aq(t), ah(t)],

définie par : A(w) =19 (2—11%(‘_‘_%5-)-), ol ¢ est holomorphe sur le disque unité
2

fermé.
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On remarque que g(az2(t)) = ai(t) et g(ay(t)) = al(?).

ax(t)
D7y

az + a,
0 2

!
/ D7)
a5(t)

Comme il a déja été remarqué au paragraphe 3.2, les points a(t) et a'(t)

sont dans une région de stricte pseudoconvexité de b§) ol E est réelle analytique
d’apres le théoréme de [N-R]. Les fonctions a1(t) et ¢/ (t) sont évidemment réelles
analytiques en 1, ainsi que a(t) et ay(t) car o, Vest en ay(t) et af(t). Ainsi, les

disques D; dépendent analytiquement du parametre t.

On notera v (resp. 7') 'image par D, de la demi-circonférence “gauche” de
diamétre [as(t), abh(t)] (resp. “droite”).

Choix de ¢ et des centres des disques D;.

Commencgons par remarquer que az(0) = ioa(ie) — P(ie) et qu’ainsi, Deg
dégénere au point a(0) situé dans w. Il existe donc ty(e) dans ]0,1] tel que D,
soit contenu dans w pour t € [0,t5(¢)]. On pose &(t) = #&(t) + & - 2572(t) on
& =1t-& +i(1—1t), & étant choisi ultérieurement dans Uintérieur A du disque
unité A de C.

Pour t € [to(g),1], & décrit un segment fermé dans A et &(¢) reste dans le
disque de diamétre [ay(t), ay(t)]. Il existe donc une famille 7, d’automorphismes
du disque A, dépendant analytiquement de ¢, telle que 7¢(0) = ¢t - & + (1 ~
t). Le point c(t) = (g:(&(t)),&(t)) est alors le centre de la famille de disques
D, [#24(t) + (0) - 12-;_%2@)] .

Choisissons §; = —ﬂﬁ/%(l) +1i-6(e) avec € > §(g) > 0.

az—a,

Ona:

(1) 1611 < O(e) + é(¢)
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D’autre part :

! !
ap ~ Qg = Ay

) 21— &) = 2

&(t) —az(t) = B —t-&—i(1-1)]

1
ay +ay

(@) o) = 200 +6 D500 - (25%2) - a-ed e

#’L(l)ﬂr(i%i)(l)
Soit L, =

— T - €. Lorsque ¢ tend vers 0, les nombres L,
22 (1)-(-6)?

sont bornés dans leur ensemble, on note R un majorant des L.. Dans la suite, on
supposera |¢;] < § (cf. (1)) et on choisit pour ¢ la fonction @1, ¢, fournie par le
lemme 7, ot ' = {€'%; 8 € [r,2n]} et K = {&;]&]| < )

Ainsi, les fonctions ¢ sont bornées dans leur ensemble et on a, par construc-
C _ 1
tion : g(&(1)) = 0 et |p/y| < 74--

Dans ces conditions, le centre ¢(1) = (0,é(1)) = (0,:6(¢) - &;ﬂ(l)) est dans
Q, vu que 16(¢) - @(1) est équivalent & —8(&)eap.

De plus, lorsque ¢ tend vers 0, la distance de ¢(1) a Porigine est infiniment
petite par rapport & 8(¢); la boule de centre ¢(1) et de rayon §(¢) contiendra donc

Porigine, et cette boule aura une intersection connexe avec {2 pour é(¢) assez petit.

Dans la suite, 6(¢) est ainsi fixé.
Ainsi, les disques Dy et leurs centres ¢(t) sont complétement déterminés.
Quelques estimations utiles pour la suite :

On omet la variable £, lorsqu'il n’y a pas d’ambiguité, pour simplifier les
notations. Rappelons que : g(w) — g(az) = (w — a3) gyer (w— a})A(w)| ol

al,—ay
A= 'i‘ o (2w—(a2+a2)) et aj—ai _ 1—i+O(e).

—a’ (s
az—aj a,—az

3) l9(w) ~ glan)] < lw = aal - [VE 4 3 + O(e)] sur (+)).

(4) l9() = g(02)| 2 [ = aal - [VE— 5 + O(e)] sur (4.

(5 lg(w) — g(az)| = lw = az] - O(1) sur (7).
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© s@=20% e (259) - (255) a-er Lo

(7) 9(&) = O(e).
(8) g(¢) — a; = eapt - O(1)
(9) E—az=al2;az-(1—§t)=d2;@-[1—£t—z'(1—t)]

Lemme 8. (v) est contenu dans QU w.

Preuve : Evaluons le signe de H = Re(w) + Pg(w) pour w € (7).

Ona:

H =Re(w — a3) + Play + g(w) — g(az)} — P(ay)
< Re(w — az) + ||dPl|fay ,g(w)) - 19(w) — g(a2)]
< [cos 8+ O(e** )] - |w — ay| dapres (5),

== a0, 0 € g (525 ¢ 50 (255 ¢ 5

2
Mais %’Z = etag[i(1 + O(g)) + O(e?*1)] donc Arg (‘12;“’2) est proche de

[NIE]

Ainsi, H est négatif sur plus de la moitié de (v) & partir de ay. On opere de

méme avec a. n
Lemme 9. (7') est contenu dans W.

Preuve : (g(w), w) = (g(t) — g(az), w — az) +a.

Montrons que {T} = g(w) — g(az2), To = w — ay) est dans ' si w est dans v/,

on rappelle que :

1
I'= {(Tl,Tz) € C2/0 < ElT]] <ReTy < |T2| < 2]T1! < 860[0}. | ]

1 1 1
ReT) — 75IT| 2 [w = aa| - [eosf — 7o(V2+ 5 + O(e))]
d’aprés (3).
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Ainsi, ReTp > £|Ty| sur plus de la moitié de (v') a partir de as;
On opére de méme avec aj.
D’autre part : ]%ﬂ < -—\/2—?%1:5(—5—) < 2 d’aprés (4) et |Ti| < 4eaq d’apres (3).

Apres les lemmes 8 et 9, il reste & montrer, pour pouvoir appliquer la propo-
sition 4, que les centres c(t) sont dans {2 pour t € [tg,1], ce qui se vérifie en deux

étapes.
Lemme 10. ¢(t) = Dy(0) € Q pour t € [tg, 3].

Preuve :
Reé(t) + Pg(&(t)) = Re[é(t) — ax(t)] + Pg(e(t)) — Play)
= etag[l —t +tImé; + O(e)] d’apres (7), (8) et (9).
cette expression est bien négative sur [to, 3] pour € assez petit. [

Lemme 11. D,(0) € Q pour t € [3,1].

Preuve : Notons [{t) U'expression Re &(t) + Pgé(t). On étudie le signe de sa

dérivée sur [£,1].

Comme &(t) = a_z}g’z(t) + & - %Iz(t), ona:

o) = [jam) ) Pt p<a;>];

6 =) [ieta + BT, Pler) S P(E)]

2 2

s+ (1] it + 20 Zaled)y Plo) 2 D]

= eap(2t — 1) + 2iteag - & + O(e?)

D’autre part : [gé(2)]; = O(e) d’apres (6). On estime ici ¢’ avec la formule de
Cauchy et le lemme 7, £ décrivant un compact de A pour ¢ € [%, 1].

Ainsi, [Pg&(t)]; = [P'ge(t)] - [ge(t)]; = O(e7).

D’olt I'(t) = eag[2t — 1 — 2t Im &; + O(e)].

Comme |¢;| < 1, I'(t) est strictement positif sur [3,1].

Comme I(1) est négatif (c(1) € Q), on en déduit que /() est strictement
négatif sur [3,1]. ]
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Ainsi, la proposition 4 permet de prolonger la fonction ¥, qui prend son mo-
dule maximum sur F, analytiquement dans un voisinage de origine. Le théoreme 3
est établi.
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CHAPITRE 4

Régularité de E.

E est maintenant définie par les deux équations réelles-analytiques

(1) pi(z,w) = Re(w) + P() = 0

(2> pg(z,w) = |\Ii(z,w)[2 -1=90

car ¥ est holomorphe dans un voisinage de (0, 0).

Mais ceci ne suffit pas a affirmer que E est elle-méme réelle analytique, car
les deux hypersurfaces définies par (1) et (2) sont tangentes a lorigine. En effet,
en différentiant par rapport a z la relation : |¥(z, —P(2) + i0(2))]* -1 = 0, on
obtient : ¥! -0 — ¥ T;U/E = 0 grace a %:/E = 2.P/(z).

Ce qui donne en (0,0) : ¥,,(0) — 6;(0) = 0, d’ol1, compte tenu de

1
dps(0) = 5 (dw + d)

et dps(0) = dT(0) + dT(0) = ¥',(0) - (dw + d),

dp1(0) A dp2(0) = 0.

Nous allons voir que, malgré tout, E est bien réelle analytique :

Théoreme 4. Soit Q une domaine rigide, réel analytique de C%, S = bQ,
et U € A®(Q) qui atteint le mazimum de son module sur E, sous-variété C,
totalement réelle et génératrice de S. On suppose que To(E)NTE(BQ) wappartient
pas au cone tangent 4 lorigine des 2éros de la forme de Lévi de BS), et que E n'est
pas tangent au vecteur de translation de Ty(bS2) laissant Q) invariante. Alors E

est réelle analytique.

Preuve : Les équations (1) et (2) de E définissent un germe analytique
X, en 0 dans R*, de dimension 2, et X, contient E qui est une variété C™
de dimension 2. La proposition 3.11 de [M] nous permet de conclure que E est une

variété analytique. n



34

Il nous semble intéressant de donner une autre démonstration du théoreme 4,
qui n'utilise que le théoréme préparatoire de Weirstrass, alors que la proposi-

tion 3.11 résulte du théoreme préparatoire de Malgrange pour les fonctions C*.

Nous savons que ’équation en ? :
(3) Relog ¥(z,—P(z)+1t) =0

a une solution C'*° et une seule t = o(z) au voisinage de 0.

1l s’agit de montrer que cette solution est réelle-analytique, ce qui démontrera

le théoréme 4 puisque E est aussi définie par

{Re(w) = —P(z)
Im(w) = o(z)

Comme Relog ¥(0,t) n’est pas identiquement nulle, on déduit du théoréme

préparatoire de Weierstrass que 1'équation (3) est équivalente localement a
tN f a2,V 4+ an—1(2, 5t +an(2,Z) =0
ou les a; sont analytiques réels et nuls en 0.

Proposition 5. §i l’équation en X : XN 4ay(z,y) XV +. . +an(z,y) =0, d
coefficients a; nuls en 0 et réels analytiques, admet une unique solution X = o(z,y)

réelle C™, alors cette solution est réelle analytique.
Preuve : Commencons par démontrer par récurrence sur N le :

Lemme 12. §i P(X) = XV + a;(2, )XV + ...+ an(2,y) @ un seul zéro

L
X =o(z,y) réel, alors ce zéro s’écrit sous la forme : o(z,y) = H (zllT, (%) M’)

Im
ot H est réelle analytique et m, M, M' entiers (les a; sont réels analytiques et nuls
en 0).

Clest évident pour N = 1 et N = 2, & cause de 'unicité du zéro.
Supposons le lemme vrai jusqu’au rang N —1 (N > 3).

On peut supposer a; = 0, quitte a effectuer la translation X =Y — M:,’—y) et

on écrit a;(4 > 2) sous la forme :

ai(z,y) = y™ - [d*(1+0(z)) +y - ai(=,y)]
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ou m; € N et a; € N*.
En posant y = 2™ - z, pour m > sup o4, on obtient :
N
P=vV4 Zza‘+m'm‘ 2™ 14 0(z) + 2™ % zal(z, 2™ )Y VL
=2
On effectue le changement de variables Y = y* - Z ou o = inf(%4). On a

alors :

N
ZN+Z gm{mi—iorai ZMT140(z)+ 2™ - 2 - al(z, 2 ™2)) 2N T

1=2

P=(z™.z)>N.

On pose maintenant 3 = inf {%’— Jmi —ie = 0} et on effectue le nouveau change-

ment de variables Z = 2 - T : ce qui donne :
P = gp(matf)N  aN,

N
TN + in[m(—z}h——a)+9;‘-—ﬂ] , Zm;—ia(1+0(x)+xm—a; cz. a; (l‘,(lfmz)) TN—i
=2

N
= g(mat® o, Qou@Q=TN+ Z al(z,z) - TN
=2
Comme tous les exposants qui interviennent dans af sont positifs rationnels, on
peut écrire : a(z,z) = A; (ml/M, (;%)I/M') ou A; est réelle-analytique, M et M’

entiers.
D’autre part, par choix de a et 8, il y a au moins un ¢} vérifiant a!/(0,0) # 0.

Donc Q(T,0,0) = TN +a4(0,0)- TV=2+...4al (0,0)- TV + ... +a/(0,0)
avec a (0,0) # 0.

Par hypothese, ce polynéme a une racine réelle unique v, et cette racine est
au plus d’'ordre N — 2 (sinon, on aurait v = 0 racine d’ordre N : ce qui est absurde

car a; (0,0) # 0).

En appliquant le théoréme préparatoire de Weirstrass & ¢ au point (v, 0,0),

on obtient une factorisation du type :

Q(T) = R((T) - ¢ o deg(R) < N —2 et (7,0,0) # 0. Ici, les coefficients
de R sont réels analytiques en (zl/ M (2 M’). En appliquant ’hypothése de

o(z,y)+ i)
¥z

récurrence a ce polyndme, on voit que son unique zéro réel est de la

o\ 1/ M
_ 1M
forme : H ((zI/M)l/M, (%7)?)7) )

o(z,y) peut donc encore s’écrire sous la forme du lemme. ]
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o Il reste a démontrer le :

Lemme 13. Si o(z,y) est C™ au voisinage de (0,0), et s’écrit sous la forme :
o(z,y) = H(zl/M,(;%)l/M’) pour |z| < 1, || < 7, alors o est réelle analytique
en (0,0).

Comme auraparant, H est ici réelle analytique en 0, et m, M, M’ entiers.

1/M

T =1U

En posant on a: H(u,v) = o(uM yMm AvMI) pour u,v

YoM
(S =
voisins de 0.

C’est-a-dire, en notant respectivement {aqg) et (byq) les coefficients du déve-

loppement de Taylorde Het cen0: 3 a,5-u®v? = > bpgruMetMma.
Myt Mot M <A

oM'9 4 o a(u,v).
En différentiant « fois par rapport a u, et 8 fois par rapport a v, on trouve
en (0,0) :
Oa, - ol = Z byq - Plg!
Mp+Mmg=a
Mlg=p

Dot 0 =qet & —B-Z =peN.

Par conséquent, H(z'/M, (;%)I/M') = Eaaﬂmff—ﬂﬁm’ ~y'1~%’ se prolonge en

une fonction & réelle-analytique en (0,0).

Cette fonction & est un zéro du polynéme P pour |z| < r et |-%| < r; comme
P est a coefficients réels analytique, & est un zéro du polynéme P dans un voisinage
de Torigine ; enfin P étant supposé n’avoir qu’un seul zéro dans un voisinage de

Vorigine, les germes a Vorigine ¢ et & coincident. n
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RESUME

Ce travail a pour objet : I’étude des sous-variétés E ¢
domaine 2 de C2?, “rigide” et faiblement pseudo-convexe qui sc

de module maximum.

Lorsque E est transverse au vecteur de translation u, laissant $. invariant,
la construction d’un nouvel invariant permet de caractériser le fait que E soit un
ensemble de module maximum ou non ; lorsque E est tangent a u, E n’est pas

génériquement un ensemble de module maximum.

Lorsque la fronticre de 2 est réelle analytique, il est établi que la fonction qui
prend son module maximum sur E se prolonge holomorphiquement au voisinage

de E, ce qui force analyticité de E.



