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Une application ¢ : D — G ou (D C R"™ ¢t G C RY) est propre si
limage réciproque ¢~ '(K) de tout compact I de G est un compact de D.
Ainsi, une telle application, si elle se prolonge par continuité a D. transforme
le bord de D en le bord de G. Rappelons quelques résultats de base sur les
applications holomorphes propres. Soient €y et Q2 deux domaines de C" (n > 1)
et soit f : ©; — Qy une application holomorphe propre. Cette application est
fermée car propre et continue, ouverte car propre et holomorphe. Elle est done
surjective. Les images réciproques des points de Q, sont finies, car ce sont des
ensembles analytiques compacts dans €. Le lieu de branchement de f, ¢’est-a-
dire Pensemble Vy =: {z € Q; : det f'(z) = 0}, est un ensemble analytique de
Q; et Ton montre qu'il existe une fonction holomorphe dans £, dont enserble
des uéros cst exactement f(Vy). Plus généralement. un théoreme de Renumert
stipule que 'image par f de toul ensemble analytique de €y est un ensembic
analytique de 5. Pour tout point w appartenant a Q, \ f(Vy) le nombre des
ages réeiproques de e est fing of indépendant de w. I s’cusuit que Tapplication
FooQ N FUAVA] — Qo \ f(Vy) est un rev@tement find, et le théoreme de
monodromie montre que f est bijective des lors que 'on a Vy = § et Q, simplement
connexe. On trouve des preuves dlémentaires de ces propriétés dans le itvre de W,

Rudin {17], chap. XV.

Parmi les applications holomorphes propres, celles dont le domaine d arrivée
coincide avee le domaine source occupent une place particuliere, nous les appele-
rons auto-applications holomorphes propres. Ainsi, il est bien connu i une auto-
application holomorphe propre du disque unité de C est un produit de Blaschke
fini :

Foa =+ Aholomorphe propre < 360 < R, Ja; € A

De méme pour le bi-disque de C2.
i A XA — A x A holomorphe propre < f = (By, By)

oit B; (7 = 1,2) est un produit de Blaschke fini.

En 1974, H. Alexander [1] a mis en évidence un phénomene nouveau et typique

de la situation multidimensionnelle.
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Théoréme (H. Alexander) : Toute application holomorphe propre de la boule

unité de C" (n > 1) dans clle-méme est un automorphisme.

La démonstration originale d’Alexander était ardue car il ne disposait pas
de théoreme de prolongement C°° au bord pour les applications holomorphes
propres. Mais, comme nous le verrons plus loin, les travaux de S. Bell 5] sur les
problémes de prolongement ont considérablement simplifié 'abord de cos questions
et la preuve du théoreme d’Alexander est maintenant standard. Ainsi les exemples
de la boule de C? et du bi-disque laissent penser que la “régularité” du bord est
une obstruction au branchement des auto-applications holomorphes propres en

dimension n > 1. La conjecture suivante a été émise :

Conjecture : Soit 2 wn domaine borné a bord lisse de C* (n = 1). Alovrs

towic auto-application holomorphe propre de 0 est wi automorphisme e §.

Cette conjecture n'est actuellement vérifice que pour certaines classes de
domaines pseudo-convexes bornés. De fagon vague, les démonstrations reposent
sur un principe conunun : lorsque application f se prolonge différentiablement au
bord on peut étudier Uinteraction de Vannulation du Jacobien de f et e la forme
de Levi en un point du bord. Ainsi, lorsque la structure de Pensemble des points
de faible pseudoconvexité n’est pas trop compliquée, il est possible d en déduire
certaines informations sur la structure du lieu de branchement Vi de [ . Grosso-
modo, la “taille” du lieu de branchement est limitée par celle de 'ensemble des
points de faible pseudoconvexité. Puisque le lieu de branchement crott lorsque U'on
remplace [ par une itérée, le controle a priori de “taille” de V¢ peut. dans certains
cas. conduire a la conclusion que ¥y = . Alors, si le domaine est simplement
connexe, application f est un automorphisme. Notons que lorsque le domaine
n'est pas simplement connexe, la conclusion demeure valable des que la frontiere

est régulitre, comme le montre un résultat de S. Pinchuk [16].

Passons maintenant en revue les principaux résultats obtenus dans cette
direction. Les domaines que nous considérerons sont connus pour satisfaire la
“condition R” ¢’est-a-dire que le projecteur de Bergman préserve la régularité
au bord. Les travaux de Bell et Catlin [7] nous apprennent que les applications
holomorphes propres entre de tels domaines se prolongent différentiablement &
la frontiere. Tout d’abord, K. Diederich et J.E. Fornaess [12] ont montré qu’une

application holomorphe propre entre domaines & bords lisses ne peut brancher en
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un point de stricte psendoconvexité ; ils en déduisent le résultat général suivant :

Théoréme (K. Diederich-J.E. Fornaess): Soient Qy et Qy deuzr domaines
bornés de C™ a frontiére de classe C™°. Si §2y est strictement pseudoconveze, alors
toute application holomorphe propre f : Q1 — g se prolonge de fagon C ei sans
brancher o Qq et Qy est strictement pseudonconveze, si de plus Qy est simplement

conneze f est un biholomorphisme.

Le résultat d’Alexander apparait donc comme un cas particulier de ce
théoréeme. Notons que S. Bell a montré dans [6] que toute application holomorphe
propre d’'un domaine de Reinhardt borné et complet sur un autre se prolongc ho-
lomorphiquement au travers de la fronticre du domaine source. 11 est facile d’en
déduire le théoreme d’Alexander. Pour les domaines strictement pseudoconvexes
a bord C? les théorémes de prolongement tombent en défaut. Néanmoins, en uti-
lisant un procedé de dilatation [16], S. Pinchuk ramene cette situation a celle de

la boule. En utilisant le résultat.d’Alexander il en déduit le théorcme suivant :
Théoréme (S. Pinchuk) : Soit Q@ € C™ (n > 1) un domaince striciement

pseudoconveze, borné a bord C?, alors toute application holomorphe propre de

dans lui-méme cst un automorphisme.

Les méthodes évoquées ci-dessus ne se généralisent pas aux poiuts de faible
pscudoconvexité. Neanmoins, pour certains domaines faiblement pseudoconvexes

et de type fini, la conjecture ¢noncée plus haut a requ une réponse positive.

Pour les domaines de type fini, il cst posible de définir une application

7 : 0§ — N qui satisfait les propriétés suivantes :

1) 7 est semi-contine supéricurement {s.c.3.);

13V

) 7 est invariante par biholomorphisme local ;

3) pour toute auto-application holomorphe propre f de 2 se prolongceant différen-
tiablement au bord, et pour tout p € b2, on a : 7(p) > 7(f(p)) et, en outre,

7(p) = 7(f(p)) si ct seulement si p & Vy (voir [15], page 291).

La fonction 7 mesure en fait Pordre d’annulation du déterminant de Levi
de la frontiere de 2. Elle permet donc de “stratifier” ensemble des points de
faible pseudoconvexité. Lorsque cette stratification a de bonnes propriétés, la
propri¢t¢ 3) permet a nouveau de controler la taille de Vy. Par exemple, les

domaines pscudoconvexes a fronticre analytique réelle sont de type fini ([13]) et.
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de plus, 'analyticité réelle “rigidifie” la stratification par le type car certaines
composantes sont des ensembles analytiques réels. C’est en se basant sur cette

observation que Bell et Bedford ont établi le résultat suivant [2].

Théoréme (E. Bedford-S. Bell) : Soit & C C* (n > 1) un domaine borné
faiblement pseudoconveze, 4 frontiére réelle analylique. Alors toute application

holomorphe propre de Q0 dans lus-méme est un automorphisme.

Notons que la question reste ouverte pour les domaines de type fini a bord

lisse, méme dans C2.

Pour certains domaines le probléme peut étre résolue sans hypothose de
régularité. Ainsi F. Berteloot ¢t S. Pinchuk ont récemment établi le résuliat

suivant [11].

Théoréeme (F. Berteloot-S. Pinchuk) : Parmi les domaines de Reinhardi
complet de C? le bi-disque est le seul ¢ admettre des auto-applications holomorphes

propres qui ne soient pas des automorphismes.

Ils ¢tablissent également une classification des applications holomorphes
bropres entre les domaines de Reinhardt complets de C2. Pour les domaines de
Reinhardt pseudoconvexes et de type fini dans C" (n > 1), Y. Pan a cxploite
Iinvariance du domaine par action de (S1)* et les propriétés de v pour mon-
trer que le lieu de branchement est nécessairement contenu dans les hyperplans de

coordonnées. Il en déduit le résultat suivant [15].

Théoréme (Y. Pan) : Soit Q C C"™ (n > 1) un domaine de Reinhardt borné
pscudoconveze d bord lisse. 5i 'ordre d’annulation du déterminant de Levi de
est fint en tout point de bSY (ce qui est le cas st b est de type fini), alars toute

application holomorphe propre f: Q0 — Q est un automorphisme.

Dans ce mémoire, nous présenterons deux travaux portant sur ces questions.
Nous donnons d’abord une preuve simplifiée du théoréme de Y. Pan. Dans le
second, nous traitons le cas d’une classe de domaines non bornés. Nous établissons

le résultat suivant :
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Théoréme 1. Soit P(z,Z) un polynéme sous-harmonique et sans terme
harmonique. Soit Q un domaine de C* définie par Q@ = {(w,z) € C? : Rew+
P(z,%) < 0}. Alors toute application holomorphe propre de 0 dans lui-méme est

un automorphisme.

Le principe de base de la démonstration est analogue a celui utilisé par Y. Pan.
Nous exploitons simultanément la finitude du type de la frontiere et I'existence
d’un groupe & un parammetre d’automorphismes du domaine afin de préciser la
structure du lieu de branchement de Papplication. Cependant, comme les domaines
que nous considérons sont non bornés et présentent moins de symétries que les
domaines de Reinhardt, de nouvelles difficultés surgissent. En particulier, il est
impossible d’établir directement que le lieu de branchement possede au plus
un nombre finl de composantes connexes. Ces obstacles sont surmontés gréce
a une étude locale précise de 'application au voisinage de certains points du
bord. Quelques résultats de nature plus générale w¢ détachent de cette étude.
Par exemple, la proposition 2.1 déerit la structure de certains biholomorphismes
locaux préservant des hypersurfaces rigides analytiques réelles et le théoreme 2,
énoncé ci-dessus, fournit quelques éléments pour une éventuelle classification des

applications holomorphes propres entre domaines rigides polynomiaux <le C2.

Théoréme 2. Soicnt Qq et Qy dews domaines de la forme Q; = {(w.z) €
C? : Rew + Pj(2,%) < 0} ot Py et Py apparticnnent @ P. Soit f: Q) — Qg unc

application holomorphe propre telle que :

1) f = (f1. f2) se prolonge en un biholomorphisme local dun voisinage Uy de

Vorigine de C? sur wn autre, noté Us.
2) falw.0) =0 et £(0,0) = 0.
Alors on se trouve dans 'un des trois cas suivants :
i) filw, z) = Twi(T > 0) et folw,z) = fo(2).
i) fi(1w,2) = Tws (T > 0) et Py(z,%) = Py(|2], |#1).

i) fi(w.2) = 784 (T > 0, € R*) et Py(5,%7) = M[2>™ avee M > 0,
m € N*.



B.
LE CAS DES DOMAINES
DE REINHARDT PSEUDOCONVEXES ET DE TYPE FINI :

Une preuve élémentaire d’un résultat de Y. Pan
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L’objet de cette partie est de simplifier la démonstration du théoréme de Y.
Pan évoqué dans I'introduction en évitant d’étudier le comportement “générique”
du lieu de branchement de Papplication holomorphe propre f pres de 6. Com-

mencons par préciser quelques notations et rappeler quelques faits bien connus.
Soit 2 C C" (n > 1) un domaine de Reinhardt borné, pseudoconvexe a bord
lisse. Définissons (02)* par :
(Y = {n c b | ny...nn # 0}, et posons pour tout 7 € (bQ2)* :
T, = {(eig‘ m, e g, . et y,):; 6; € R}

Soit f :  — £ unc application holomorphe propre, on désigne par f* la k'™

itérée de f et, on notera encore f le prolongement C™ de f a Q2 (cf. [5]).
- " I & . 17

Pour toute fonction r, de classe C°° et définissante pour £2, on posc :

Pour tout p € b2, on désigne par 7{p) le plus petit entier naturel m pour
lequel existe un opérateur T, tangentiel au bord d’ordre m, tel que TA.(p) # 0.

Ainsi 7 satisfait les propriétés suivantes :
1) 7 est indépendant de la fonction définissante choisie.
2) 7 est semi-continue supérieurement (s.c.s.).
3) 7 est mvariant par biholomorphisme.

4)Y¥p € b on a: r(p) > 7(f(p)) et, en outre, 7(p) = 7(f(p}) si et seulemnent
si p € Vy (voir [15], page 291).

Le théoréme de Y. Pan résultera des deux lemmes suivants :

Lemme 1.- Soit 2 C C" (n > 1) un domaine borné pseudoconveze a bord
lisse tel que 7 501t find sur b2, Soit f : @ — Q une application holomorphe propre
se prolongeant différentiablement @ V2. Si Ve = Visqr pour un certain entier k

alors Vi = .

Lemme 2.- S0it @ C C™ (n > 1) un domaine de Resnhardt borné, pscudocon-
vexe & bord lisse et tel que T soit fing sur b2, Alors, on ¢ : Vi C {z1...2, = 0}

pour toute application holomorphe propre f: Q — €.
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Preuve du théoréme : La suite (V) est croissante. Puisque d’apres le
lemme 2, on a Vi C {zy...2, = 0} pour tout k, cette suite est stationnaire. Le
lemme 1 montre qu’alors Vy est vide et, d’aprés un résultat de Pinchuk [16], cela

entraine l'injectivité de f. n

Preuve du lemme 1 : On peut sans perte de généralité supposer que k = 1,
on a alors V; = sz =VyUf1(Vy) et donc f1(V}) C V. Supposons V; non vide
et posons Ky = f=5(V;)NbQ otr f~ (Vi) = (f*)""(V¥). La famille (Is)s>0 est une
suite décroissante de compacts contenus dans b{2. Ces compacts sont non vides car
sinon I'on aurait f~¢(Vy) € Q puis, f° étant surjective, Vf C 30V @ .
ce qui n'est pas. Ainsi ﬂ8>0 K, # 0. Considérons K, =: o (Vy)nbQ; puisque
'on a K, C Ixs, on peut trouver a € ﬂs>0 I\s En d’autres termes : Ja € 0
tel que Vs > 0, f*(a) ¢ Lf M 5Q. La suite d’entiers 7[f%(a)] est alors strictement

décroissante ce qui est absurde. [

Preuve du lemme 2 : D’aprés [5], f et done det f', se prolongent différen-
tiablement & €. Le principe du maximum appliqué A la restriction de la fonction
{z1...2,) & Vy montre qu’il suffit d’établir que V;ﬁ 08 C {z12y .. =0}.8iyc¢
{(00)* V7, alors 7{n) > 7(f(n)). Par ailleurs, det f' n’étant pas identhuement nul
dans 2, le théoréme dunicité de Pinchuk garantit Uexistence d’une suite (78 >
sur 7, telle que det f'{ 7];,) # 0 et limn, = n. Ainsi, 7(n) = ™(ne) = 7(f(n1)) pour
tout & > 1 et, 7 étant s.c.s . T(f(n)) > 7(n). Ceci est absurde done Vin(o)* =g

Remarque : L'argument élémentaire suivant permet d’éviter de recourir au
théoreme d’unicité. On se ramenc au cas d'une fonction identiquement nulle sur
T, en remplagant la fonction ¢ de départ par un produit fini de certaines de sos
“translatées” : @( )= Hk 1 fle L S LAY #n). Le bord du domaine Q étant
régulier, il existe un voisinage V de 1 et un réel ug > 0 tels que I'on ait, aprés une
permutation des variables, (V N T,) + (u,0, ... ,0) C Q pour tout u €]0, ug] (ou
[—ug,0[). Pour tout 7 € V 75, la fonction z — J)(z,ﬁQ, -+« 1n) est identiquement
nulle sur la couronne {|f;| < |z| < Il +uo} (ou {|f;] —up < lz| < i }) puisque
nulle sur le cercle {|2] = |f;;|}. Il s’ensuit que ¢ est nulle sur la variété totalement

réelle maximale {(V N Ty) + (u0,0,...,0)} et cela suffit pour conclure.
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C.
LE CAS DES DOMAINES POLYNOMIAUX RIGIDES
DE C?
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Nous donnons ici les preuves des théorémes 1 et 2 énoncés en introduction.
Nous adoptons la notation suivante : P désigne ’ensemble des polynomes sous-

harmoniques et sans termes harmoniques sur C.

1. La structure du lieu de branchement.

L’objet de cette partie est d’établir la proposition sulvante qui décrit le lieu de
branchement des applications holomorphes propres du type de celles considérées

dans cet article.
Proposition 1.1. Sotent y et Qy deuz domaines de C* de la forme :

Q= {{w.2) € C* :Rew + Pi(z,2) <0} 0w Py et Py appartiennent d P.

Soit f: Q1 — Qo une application holomorphe propre alors il exisic une swiic

{z,in de nombres complezes telle que :

Vf = UHGN{(\U" ':71) :Rew < ~Py(zy, En)}'

La démonstration de cette proposition repose essenticllement sur les deux
lemmes énoneés ci-dessous. Le premier précise la structure locale de V4 N b2y, Le
second exhibe des fonctions p.s.h. négatives de 5 ct 2 qui serviront 4 déduire la

structure de V¢ de celle de Vf N b8y,

Lemme 1.2. Soit f : Q1 — Qo une application holomorphe propre satisfassant

les hypothéses de la propositron 1.1 et soit (wy, zo) un point de Q.

Si Uom a (wy,z0) € Vb et ( m (I filw,2)] + | falw, 2)]] < +oc

w,z)—{wq,z0)
alors Uensemble {(w, zp) tel que Rew < —Pi{z0,Z0)} est contenu dans V.

Lemme 1.3. S0it Q@ =: {(w,2) € C* : Rew +P(z,Z) < 0} ou P &€ P. Alors 1l

eziste une fonction p.s.h. o : 2 =] — o0, 0], telle que lim o(w,z) = —c0.
(jwl+{z))—>+oc

De plus, pour toute suite de mombres complezes (2n)n<y, tout @ € {z,;n > 1}

et tout (wq,a) € 8, la fonction o peut éire assujettie 4 satisfaire les conditions

swvantes :
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1) o(wq,a) # —oc.

2)Vn > 1, Y(wy, z,) € B, lim o(w,z) = —co.

w,2)—+(Wn ,2n)

(Dans ce cas la fonction o prend ses valeurs dans [—o0,0[).

Commencons par donner la preuve de la proposition 1.1. Supposons Vy
non vide. Soit

A= {(wp.2) EV;NbY : lim [[f1{w, 2)} + | fo(w, 2)]] < 400}

(w,z)—(wo,%0)

et Ag laprojection de A sur le plan de la variable z. Le lemme 1.2 montre que 45 est
localement fini. En effet, si cela n’était pas, 'ensemble analytique V; contiendrait
unc famille de demi-plans de la forme {(1,7,) : Rew < —Pi(5,,%,}, (%) étant
convergente modulo extraction. Ces demi-plans s’accumuleralent nécessairement
sur un demi-plan de la méme forme. On en déduirait facilement que Vy = Q) ce
qui est impossible. Ainsi 4, est dénombrable et nous noterons (z,)a.>1 la suite

ordonnée de ses ¢léments.

Soit C une composante connexe de Vy. Nous acheverons la démounstration en
montrant que C coincide avec un demi-plan de la forme
{{(w,2,): Rew < —Py(z,,7,)} ol 2, € Az. Pour cela, procédons par 'absurde ct

supposons qu’il existe (wq,a) € C tel que a & {z,,n > 1}.

Soit o une fonction p.s.h. et négative sur € associée par le lemme 1.3 &
la suite (z,,),>1 et au point (wg,a). D’apres le méme lemme, il existe également
une fonction o2, p.s.h. négative sur Qs et telle que lim oa(w,z) = —o0.

(lw|+]2})—4o0
Considérons alors la fonction & définie par & =: exp(oy + gy o f). Cette fonction

est p.s.i. sur 4 et prend ses valeurs dans [0,1]. De plus, clle satisfait les proprictés

suivantes :
o< lim Flw, z) < lim eo1(wz) —
(\w|(+lz|>)e~c+<x (Jwl+{z])—+oo
w.z

2) 8i (wp.2n) € CNUQ et 2, € Ay alors on a

0< lim  &(w,2) < lim eft(w?) —
(“’vz)"(;“nc-’n) ) (w,z)—(wn,2s)
(w,z)€

3) S1 (wo,20) € CNbY et z ¢ A, alors par définition de A, on a :
lim )Hfl(w,z)} + fo(w, 2)] = 400 et donc

(w,z)—(wo, 20

0< lim Flw,z) < lim eo2of(w2) —
(w,l()*‘()“éocvzo) (w,2)—(wo,20)
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Il résulte des conditions 1), 2) et 3) et du principe du maximum que la restric-
tion de & a C est identiquement nulle. Ceci est absurde puisque, par construction,

0 (w,,a) > 0. La preuve de la proposition est donc achevée. n

Preuve du lemme 1.3.
Notons 2m le degré du polynéme P et posons

1 8 P )
Q:n(2,2) =t P(z + 20,2+ Z,) — 2Re Z Sor (naZn)2! = Plzn, 20,

j= 1

L’automorphisme de C? défini par @, (w,z) = (w’,z') ou
Zn 9 bl
i p — : | ’ qe ot
o =w—2 ZJ ) %IJ (2n.Zn)2z? — P(zn,2,) et 2/ = 2z + z, réalise un biholomor-

phlsme du domaine Q. =: {{w,z): Rew 4+ Q;, (z,3) < 0} sur Q.

Le polyndéme ¢, étant sous-harmonique et sans terme harmonique, sa partic

homogene de plus haut degré Uest également, nous la noterons M.,

Pour ¢ > 0 fixé, on vérifie sans peine qu’il existe « > 0 tel que H, (z,2) ~
Q:,(2.2) < a+el
D, défini par :

D, =: {(w,z): Re(w — a) + H,,(2;2) — £lz|*™ < 0}. Dapres E. Bedford ct

J.E. Fornaess ({3}, Main theorem), il existe une fonction g, holomorphe sur D_

[*™ pour tout z € C. Ainsi {1, est contenu dans un domaine

et continue sur D, satisfaisant les propriétés suivantes : pour (w,z) € D, «

Ny, € N assez grand on a

27y < g., (w, 2)|V < A, (Jw—al+ [2[2™) onl A, et B, sont

o

1) Bp{jw—al+

des constantes strictement positives.
) arg g (w.z) € [—. ]
n)arg g.,(w.z) € |—7. 7]
Soit, ¢ la fonction ainsi obtenue lorsque z,, =

En posant o = log ‘71; {1 — (%%%)]

assez grand, on obtient une fonction p.s.h. dans € prenant ses valeurs dans | —oc, 0]

ot & > 0 est assez petit et K > 0 est

et telle que lim o{w,z) = —oo.
Uwl+{z))—+eo

Nous terminons en modifiant la fonction ¢ de facon & obtenir une fonction
p.s.h. négative sur §) prenant la valeur —oo sur les droites complexes {z = z,}.

g ZQm
G (w,2)’
morphe de module strictement inférieur & 1 sur D, . La fonction h,, =: &, o®?

“1

Posons, a cet effet, h, (w,z) = on définit ainst unc fonction holo-

est alors holomorphe au voisinage de €2 et satisfait les propriétés suivantes :
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i) Y(w,z) € Q, |k, (w,z)] < 1.
it) Y(w,z) € Q, on a h,, (w,z) = 0 si et seulement si z = zy.

Choisissons une suite \,, > 0 telle que 372 X, log |k, (wa,a)| > ~oo; alors

E:S An log |, (w, z)| définit une fonction p.s.h. négative sur 2 et la fonction

1 ag—1 =
= l1- Ap log |k,
K {1 <ag+1>]i+; & [h-.|

remplit les conditions requises. »

o =log

Preuve du lemme 1.2.

Soit ((w,l,,,zn))71>1 une suite de points de €; qui converge vers un point
(g, zg) de by, Si linx_n[if;(w.,,,zn)l + [ f2(wn.20)|] << +o0 alors, application [
étant propre, la suite (f{wn, 2n))n>1 converge veis un point (wg.z,) de b€,
aprés une ¢ventuclle extraction. Le bord de Qi ctant de type fini, un résultat
de F. Berteloot {9] montre que application f se prolonge contintunent & 0y sur
un voisinage de {(wp, z). (On notera qu’aucune hypothese globale sur Q5 n'est

nécessaire, comme cela est precisé dans [9]). Nous aurons également besoin de la

différentiabilité du prolongement de f, celle-ci découle des résultats de [8].

Pour tout p € bQ;, (j = 1 ou 2), on note 7(p) Vordre d’annulation du déter-

minant de Levi de 52 en p. Plus précisément, pour toute fonction p, définissante

locale de #Q; en p, on posc A, = — det [ 0 pau } et 7(p) est le plus petit en-

zy ZiZg

tier m pour lequel existe un opérateur T', tangentiel au bord d’ordre m, tel que

TA,(p)#0.
Ainsi, 7 satisfait les propriétés suivantes :

1) 7 est indépendant de la fonction définissante choisie.

2) 7 est semi-continue supérieurcment (s.c.s.).

3) 7 est invariant par biholomorphisme.

4)Vp € b on a 7(p) > 7(f(p)) et, en outre, 7(p) = 7(f(p)) si et seulement si
pgVy.

Nous sommes maintenant en mesure de terminer la preuve du lemme. Il
suffit d’é¢tablir que Jp(wq + it,z) est identiquement nul au voisinage de t = 0.

Si cela n’était pas, on trouverait une suite (f,),en telle que lim¢, = 0 et
n

Jf('u)o -|— itn,Zo) # 0
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Pour tout n > 1, on aurait alors 7[f(wy + s, 20)] = 7{(wo + #4n,20)] =
r(we, z0) et 7 étant s.c.s, 7{wo, z0) < 7(f(wo, 2z0)). Comme, par ailleurs, on a
7(f(wg, z0)) < T(wa, 20), il en résulterait que 7(f(wq,z0)) = T(ws, 20} et done que

J(wg,z0) # 0, ce qui est contraire aux hypotheses.

2. Etude de certains biholomorphismes locaux.

Nous étudions ici les biholomorphismes locaux échangeant deux germes d’hy-
persurfaces analytiques réelles, rigides et de type finis. Nous supposons en outre
que ces biholomorphismes préservent une droite complexe transverse nux hyper-

surfaces. La proposition suivante résume les résultats de cette partie.
Proposition 2.1. Soit f = (fy, fa) un btholomorphisme lacal d’un voisinage
V' de lorigine dans C? sur un autre et tel qgue f1(0.0) = 0, fo(2w,0) =0
Soient deus hypersurfaces Hy et Hy définies par :
Hy ={p1(w,z) = Rew + p(z,7) = 0}.
Hy = {p2{w,z) = Rew + ¥(z,2) = 0}.

ot p et ¥ sont des fonclions analytiques réelles sous-harmonigues difinies au

'z:r)éx'maje de lorigine, telles que : ‘%Zf(0,0) = 0, ?;T‘f((],()) = 0 pour tout k > 0

et ‘) i i; s’annulent 4 un ordre fint en 0. On suppose que f(Hy V) C H,y.

Alors :

a) fi ne dépend que de w.
b) Si, de plus, fi{w)=Tw (I' > 0) alors :

fo (32 7 =iy d -+ B(z )% ou B est une fonction holomorphe en = telle que
B0) =0e B (()) =183, # € R. La fonction B cst identiquement nulle s1 ct
seulement s B'(0) = 0.

Preuve de a).

Notons u et v les parties réelles et imaginaires de la variable w. Soit A(v, z) =:

(—o(z)+ z'v,;) un parametrage de Hy. Le champ de vecteurs L défini par L =:

—%55‘?—” + ;,-3— est tangent a Hy et donc L{py o f) = 0 sur H; N V. En posant
gw,z) = o= O (pyof)= —2—5{; + 5}7;(\1, o f3), on obtient :

v O 10f1 oV 3f2

1 —-—— oA =

(1) ( 62) o A) + 55, oA+ — 7 o(fr04)- oAl =0
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au voisinage de v =0, z = 0.
La démonstration consiste a dériver (1) par rapport & 2 & un ordre arbitraire.

Commencons par quelques préliminaires. En observant que, d’apres la défini-

tion de A, l'on a
ofs

a9
_a_:(fZOA): a— A)

5f2 af'z

et hod)=—(Loa) 221 oy

on obtient

&)

7] (9\11 Ity
{2) —5;{ o(fzoA)} [a]+]o(f>oA)] [—iz-ozl]

9fs oIty ity
¥_£[<am°”4) FETR O(f““““a g5 ("C"’O‘Ll)]'

On montre maintenant par récurrence que

ak [av o1y Ofs g
(3) 87 [ O(fQOA)} [0 ey O(ng )] [EOA:I
& . a
2::{ -._o(fzoAHh,a““}

Les fonctions g; et hj sont analytiques réelles an voisinage de (0,0) mais nous ne
cherchons pas & les expliciter.
Pour k = 1, il s’agit de la formule (2) avec j = 1 et ¢; = 0. En utilisant (2).

on voit immédiatement que

0 e~ 07T o oy . Qi
3 [Zgg(—a”; o(f20A))+h; a;ﬂ =3 g 557 ° (f204))+ /zj—;;,

7=1
1l reste donc a noter que :
o [[o+ry 8 g 8 01w 3 g
RO T AL R

k+1
+ {g mr o(fz0 A)} {0 e OA)k} .
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D’autre part, une récurrence immédiate donne :

k al
® Z’?z_k[a]; ]“(ak AHZ(

La encore, les [; sont des fonctions que nous n’explicitons pas. En utilisant

Ihypothese f2(w,0) = 0, on tire de (3) et (4) :

k
(5) _89;—’" [6\1} o(fa OA)} (v,0) =0, pour k > 0;
k k+1
(6) 55;[ [8](’1 } v, 0) = 082,\,7;’;1 (iv,0) pour k> 0.

En %pphquant 4or & l'équation (1) et en tenant compte de (3), (6), on trouve

5 k4
alors (-amf)—(u,,()) = 0 pour k£ > 0, cc qui étabhit a).
Passons maintenant & la preuve de b).

Nous utiliserons des champs de vecteurs holomorphes tangents aux hypersur-
faces Hj, ce qui désignera ici des champs de la forme a(w, :)-a% + b(w, :);; ott les
fonctions a, b sont holomorphes et dont les parties réelles sont des champs tan-
gents au sens usuel. Rappelons que cette classe de champs de vecteurs est stable
par image directe par un biholomorphisme ainsi que par crochet de Lie. La propo-
sition suivante, extraite de [4], sera utile a la démonstration. Pour la commodité

de lecteur, nous en donnerons la preuve a la fin de cette partie.

Proposition 2.2. Soit X = h(w:)% un champ de wecteur holomorphe
tangent @ Ho défini au votsinage de U'origine et non identiquement nul. Alors
la partie homogene de plus bas degré de h en z est égale 4 182 (8 € R*) et celle
de U 4 M|z]*™, avec M > 0 et m € N*.

Notons f(w,z) =: (I'w, fo(w, z)) et considérons le champ de vecteur holo-

morphe tangent a H, c’est-a-dire f,(7 du) = A(w, z)-2- 5= + Blw, Z)a

On a [f*( )] flw,z )”Z%%aaw‘HE%a%

d’outt

(7) B(Tw, fo(w, z)) :i%(w,z) et A =qT.
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Puisque I‘i% est tangent & Hy, B(w,z)2 lest également.

Supposons B non identiquement nul. Alors en appliquant la proposition 2.2
aux champs B(w, z)% et [ 3, B(w, z)az} = zgg aaz on voit que le développement

de B est de la forme suivante :

(8) B(w,z)={(iBz+ Zb )+ aw(z + Z bizk) + Zcqwq( + Z bz k)

E>2 k>2 g>2 k>2

ot 3 et « sont des réels qui ne sont respectivement nuls que si B =0 ou %g =0.

Ecrivons le développement de f3(w, z) sous la forme suivante.

(9) f (IU ) — ((L~+Z U L)+u7(b~ +Z 1\‘\}_*_102(0/:_%_2([%:]\”)

k>2 k>2 E>2
! g wi(d,z + g alzb)
>3 k>2

En identifiant les termes en z puis en w2 dans chacun des deun membres
de (7), on obticnt : b = 18a et 2ic = i8b + al'a puis donc b = Pa et « = va, ol
s 1032 5o
v = 5{3% —dal).

Traduisons maintenant 'inclusion f(H,) C H, :
(10) Uifo(—p +wv,2)] = Tp(z,2).
Les termes de degré 1 en z dans fa(—¢ + iv, z) proviennent de :

az + b(—p +iv)z + c(—p + iv)2z + Z dy{—p + 1)1z
g23

La partie de degré 1 en z dans fo(—¢ + v, z) est donc égale a:
az(1+ Biv — yv? 4+ 0(1)2)).

D’apres la proposition 2.2, la partie homogene de plus bas degré dans U est
égale & Blz|*™ (B > 0). Par symétrie, celle de ¢ est égale & Alz)?™ (4 > 0).

L'identité des termes de degré 2m en z dans (10) donne alors :

Bla)?™|z|*™|1 4 Biv — 0% + o(v?)|*™ = TA|z|*™, d’ou :

|1+ Biv —v0? +o(v®)? =1
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et donc : (8% — 2v)v? + o(v?) = ialv? + o(v?) = 0.
11 s’ensuit que oo = 0 et donc gf = (. Ceci achéve la preuve de la proposition 2.1.

Nous terminons cette partie en donnant la démonstration du proposition 2.2

Cette derniere résulte de la lemme technique suivant :

Lemme 2.3. Soit Q(z,2) un polyndme & valeurs réelles homogéne de degré

2m, sans terme harmonigue, et soit (A, k) € R x N.
1) §iIm (:k%%) = ARe (zk—‘?a—?> ; alors :
i) Sik=1, onaQ=M4zP"(M>0) et \ =0,
i) Sik#£1ona@Q=0.
2) §iRe (J%‘i) =0, alors Q = 0.

Commengons par la preuve du lemine 2.3.

Notous :
i Jd
Q = E Apez'z0 et Q) = aQ.
pHg=2m ~
7,921

On a alors, en posant [ = &k — 1,

Z‘VQI: Z pquzPHEq

ptg=2m
pa21

ot
1 == E qA,,qufq“.

pq=2m
Pg21

at
ko
O

On a, par hypothase :

1 - A, g —
5 (" —7"Q)) = 5(5’@1 +7°Q))

ou encore

(11) Z p(1 = M) Apy2Ptizd = Z 91+ Xi) Ay P20,
p+a=2m ptg=2m
a2l p.g21

Lorsque k # 1 (i.e. | # 0), on voit directement sur (11) que Q = 0. En effet,
sipo = min{p € (1,2m — 1] tels que 4, , # 0, ¢+ p = 2m} alors les termes de plus
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petit degré en z de chacun des deux membres de (11) sont respectivement égaux

& po(1 — Ai)Apeqo 2?20 et go(1 + Ai)Apego 27029 ott go = 2m — py.

Lorsque k = 1 (i.e. I = 0) (11) devient :

(1= x) = g(1 + Ai) A, zPE =0,

rtg=2m
p.g21

d'ou Ay =0 pour p#gq et,si @ F0,A=0.

Ceci établit la premiére assertion. La seconde s’obtient de fagon analogue.
Preuve de la proposition 2.2.

Soit @ la partie homogene de plus bas degré dans le développement de ¥ an
voisinage de origine. En vertu des hypotheses sur W, Q(z, ) est un polynéme de

degré 2m sous-harmonique et sans terme harmonique.

Donnons a w (et @) le poids 2m et a z (et z) le poids 1. Ainst le poids d'un

mondme wF1pF2z0 792 eyt égal a (ky +k2)2m 4+ (1 + ¢2).

Soit B(w, z) la partie homogene de plus bas poids dans le développement
de h au voisinage de (0,0). Le champ h(w,z)% est holomorphe tangent a H»
c’est-a-dice :

\Il(:z) =0.

(13) Re [ h(~2(z. )+ iv.2) O

5 ,
En notant @ = Fzz, et cn collectant les termes de plus bas degré en = dans

(13), on obtient :

(14) Re[B{—Q +iv,2)Q1] = 0.

Supposons que B soit de poids ¢ ou ¢ € {0,...,2m — 1}. On a donec
B(w,z) = vz9 ou vy = a+ i # 0 et (14) donne : aRe(27Q1) = FIm(=7Q ).
Le lemme 2.3 montre alors que ¢ = 1, a = 0 et @ = M|z]?™.

Si maintenant B est de degré ¢ > 2m, on a

B(w,2) = bgz? + bywz? ™ + ...+ byw®z97 ™ Péquation (14) devient :
(15) Re [Q1 (boz? + by 2" (—=Q +iv) + ... + bez TP (—Q + w)*)] = 0.

Supposons d’abord s > 0, en derivant s fois 'équation (15) par rapport & v, on
obtient :

Re [bss!iszq_Z"”Ql] =0 et le lemme 2.3 montre que :
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(16) Q=M|z]*";g=2ms+1 et bysli® =i), on A€ R"

Dérivons maintenant (s — 1) fois 'équation (15) par rapport a v, on obtient :
Re { {bs_lzs—l(s —)lpm2m) pop sl 4 z‘v)zq—zmﬂ Ql} =0
d’otl, en tenant compte de (16) :

Re [0, 157 (s — D22 (mM[2)2™) = AmM? )™ 4 Miv(mM|z2™)] = 0.
L (

On a alors Am - M? = 0, ce qui est absurde puisque b, # 0. Lorsque s = 0, la
contradiction découle immédiatement du letame 2.3. Ceci termine la preuve de la

proposition 2.2

3. Applications holomorphes propres entre domaines polynomiaux ri-

gides et fixant une droite complexe.

Dans cette partie. nous étudions la forme des applications holomorphes
propres entre deux doraines polynomiaux rigides de C? qui fixent une droite
de la forme {z = cte} non contenue daus le lieu de branchement. Nous établissons

la proposition suivasnte.

Proposition 3.1. Sasent Q; et Qy deus domuaines de la forme :

Q= {(w,z) € C*: Rew + Pj(z,z) < 0} ot P, et P, appartiennent ¢ P.
Soit f Q4 — Qo une application holomorphe propre telle que -

1) f=(f1,f2) se prolonge en un biholomorphisme local d un voisinage U de

Uorigine de C? sur un autre, noté Us.
2) fo(w,0) = 0 et f1(0,0)=0.
Alors l'une des trois possibilités suivantes est vérifiée :
1) fi(w,z) = Tw; (T > 0) et fo(w, 2) = fa(z).
1) fi(w,z) = Twi (T > 0) et Pa(z,2) = Py(lz],|2().

iz) fi{w,z) = I_E;Kw s (T >0 et e RY et Po(2,2) = Mz|* +Q avee
M >0 meN*et Q=0 ouQ ne contient que des termes de degré > 2m.
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La forme précise des applications qui font 'objet de cette proposition sera

donnée par le théoréme 2 (cf. § 4).
Dans cette partie, nous adoptons les notations suivantes :

Soit P(z,%) € P, P(z,Z) peut s’écrire sous la forme

P(z,Z) = Z;N:m |z]# Re Vi(2) ou Vi(z) = ;V:'O aj1z?. Notons alors
V(2) =: Viu(2).

V*(z) = V(z) = V(0).
, |
Wi(z)=: zg—z(z).
Lorsque la partie hamogene de plus bas degré de P n'est pas équilibrée (et

done ReV(0) = 0) on dira que P € P, “est équilibrée” veut dire “est de la forme
Mz|*™, M € R*, m € N*".

La proposition résultera des deux lemmes techniques suivants :

Lemme 3.2. Soient v € R, P(z,Z) € P et A(z) une fonction holomorphe

nulle & Uorigine.

33 les termes de la forme |2)2™ 2P ou |2]P™Z7 04 (p, ¢ > 0) sont identiqguement

nuls dans Uczpression
(%) ~~P(2,%Z) + Re <A(‘z) . %I;(zj ) 7
on ¢ alors :

(2v — ma)V*(z) + 2m - a Re V(0}

Alz) == W(z) +m(V*(z) +2Re V(0))

. avec a = A'(0).
Lemme 3.3. Soit f : 4 — Qg une application holomorphe propre satisfeisant
les hypothéses de la proposition ct soit X = f*(z'%).

Supposons que sur un voisinage Uy de Uorigine le chamyp X soit donnd par :
X‘(u,’z) = 4(w)% + B(z)(aw + b)%, ot (a,b) € C?, 4 étant une fonciion enticre

et B ume fraction rationnelle. Alors B est un polynéme holomorphe.

Ces deux lemmes seront démontrés ultérieurement.
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Commencons par montrer que f1 est de la forme générale f; = 1—-1;1%5 ou
I' > 0 et A\ € R. D’aprés la proposition 2.1, on a fi(w,z) = fi{w). Notons
D =: {w € C: Rew < 0}; f étant un biholomorphisme local au voisinage de
Porigine, d’aprés la proposition 1.1, on a J¢(w, 0) # 0 pour tout w € D. Donc f; est
un biholomorphisme local sur D. D’autre part, f; est une application holomorphe
propre de D sur lui-méme et donc f; est un revétement fini de D sur lui-méme.
Comme D est simplement connexe, f; est donc un automorphisme de D. Il s’ensuit

que fi(w) = 1—{;—:’\{; oul >0et A€ R puisque f;(0) = 0.

Passons maintenant a la preuve de i) et ii). D’aprés ce qui précede, si A = 0,
on a f1(w) = Tw, (I" > 0). Notons dans ce cas f = (Tw, f2(w, 2)) et considérons le
champ f.(isZ). C’est un champ de vecteurs holomorphe défini sur U, et tangent
a b82y. D’aprés la proposition 2.1, f*(z—a%) est de la forme
{:f*(i—aiw)](w,z) = ifg% + B(z)g);, ot B est une fonction holomorphe dans un
voisinage de Porigine, et on a B(z) = ¢fz+---(8 € R) avec 8 # 0 si et seulement
si B # 0.

. -9
ZPB-% + Z‘a‘%(wsz)aﬁ;v

D’autre part, on a [f*(i-a%)]f(w 9=

d'ont (Bo fy)(w,z) = iZ2(w, 2).

Si B =0, alors %Jz%—(w,z) =0 et folw,z) = fo(z) ce qui correspond au cas 1).
Supposons maintenant B # 0. Puisque il’g% est tangent a b, B(z)gz Pest

également.

Cela se traduit par : Re (B(2)Z (Rew + Py(z,%))) = 0 pour tout (w,z) tel

que Rew + Py(z,%) = 0 ou encore par :

8P,
Oz

(1) Re[B(z).

(z,2z)] =0, pour =z assez voisin de Vorigine.

*(2)+2Re V(0)
m(V*(z)+2Re V(0)) "

D’apreés le lemme 3.2, on a alors, B(z) = ifmz T

Or, d’aprés le lemme 3.3, B est un polyndéme et, comme d°V* = d°W, on a

B(z) = ifz, § € R*.

L’équation (1) devient Re [i8z - 661:2 (z,é)] = 0, ce qui entraine P,(z,%) =

Py(|zl, |2]) puisque

., 0 - i _
Re zﬂza Z Ay, P70 = 5 Z Apep — q)2P70.

p.g21 pg2>1
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Pour la preuve de iii), nous allons montrer que si A # 0, alors Py(z,%)
n’appartient pas a P. Nous procédons par ’absurde et supposons que Py(z,%) € P.

Rappelons qu’au voisinage de 'origine, on a

f(w,2) = (fi(w), fa(w, 2))
ful(wvz) = (Fl(w)’FQ(wvz))

avec f1<w) = m et Fl(w) —TE

Considérons le champ de vecteurs holomorphe
R = fuli) = A, 2) e + Bl )5
=g w,z (w,z 2

On a P
2 @f1 9f2 0
Xy, = 5w dw te Jw 0z

d'ou A{w.,z) = L(%‘% o F)(w) = IL(P idw)?. Les champs X et za“ sont. holo-

morphes tangents (dans le sens évoqué juqte avant la proposition 2.2) a 6§25 donc

les crochets de Lie [X:’ia%_} t [[f,iaw], ig-1 le sont également.
Or,ona [X,i2] =22 — Mw)Z +iZ2 L

7 _ o) 8 828 8
[X Zaw] dw} =2 T 3w  Bw?dz"

Puisque ZZ—F% est tangcnt a by, gug Baz Vest également. Comme par hy-

potheses, I, €

2 . .
3 B = (. On a ainsi :

B(w,z) = A{z) - w+ Ag(z) ou Ay et Ay sont deux fonctions holomorphes au

voisinage de l'origine.

Le champ X étant holomorphe tangent a 02y, on a :

Re(X(Rew + Pg(z Z))) =0 pour tout (w,z) tel que Rew + Py(2,Z) =0

c’est-a-dire Re[ﬁ(f‘ —dw)? + (A1(2)-w + Ag(z)) (z Z)=0

pour w = —Py(2,%) + iv, (2,v) variant dans un voisinage de (0,0) dans C x R.

Cela se traduit par :

(1) v (—/\—ZPz(z,z)—i—Re [iAl(z) 6P2(z Z)D

—APy(z,Z)+ Re [(Ao(z) Aq1(2)Py(=, z)) 5, (z z)} =0
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et 'on en déduit :

(2) -—/\—Pg(z Z) + Re[tA(2) - ———(z z)]=0
et
(3) —AP,(z,2) + Re[(Ao(z) — A1(2)Pa( 2, z))——(z )] =0

Désignons par Hap,(z,%Z) la partie homogeéne de plus bas degré dans Pa(z,%).
De (2), on tire : Re [zAl(O)a—Iim(z,E)] = 0. Ceci, d’apres le lemme 2.3, entraine
A1(0) = 0. On peut alors appliquer le lemme 3.2 4 Péquation (2) et en déduire
que :

| e e o,
(4) Al(Z) = —7 (—F—‘ + zma1> W ou aj = .41(0)

(on a utilisé le fait que Re V(0) = 0 puisque P, € ﬁ)

D’autre part, B(fi(w), fo(w,z)) = i%’;—f(w,z) done B(0,0) = 0 puisque
f2(w,0) = 0 et f1(0) = 0. On a donc Ag(0) = 0. En observant que les termes
‘Zm

de la forme {z{>™2F ou |2|*™%? du membre gauche de (3) ne peuvent provenir que

de —APz(z,Z) + Re [Ag( aP Sz, z)], on peut & nouveau utiliser le lemme 3.2 et

obtenir
— (9} V*(z) Y
(5) Ag(z) = (2\ - mdy)= W)+ mVee) ou ag = Ag(0).
En définitive f, (z'—aa—w) est donné par :
R P V*(z) a
O Rligg)= gl =Xl got (v + O s o

ou ¢ et b sont des constantes complexes. Nous pouvons donc appliquer le lemme

W(Z)V%Zx)/*—(z) est un polynéme holomorphe. Comme V* et

W ont méme degré, ce polynome est de la forme az, o € C. De (4) et (5), on tire

3.3 et en déduire que z
alors :

(7N Ao(z) =apz et Ay(z) = a1z

Pour terminer, nous revenons a l'identité (2). Tenant compte de (7), on a :

(8) ~/\—P2(z z)+Rﬁ[za1z ER (z =0
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Posons Py(2,Z) = 3, .51 Apg#?Z?; en reportant dans (8), on obtient :

(9) Z Apg [~H —(p+¢@Ima; +i(p—g)Reas| 2PZ! =0.
p.g21

Comme A # 0 par hypothése, on obtient facilement de (9) que P, est homogene
c'est-a-dire Py = Hyp,. Tenant compte de (7), 'identité (3) devient alors

6H2m

(10) —AHym(z,2) + Relz(ag — a1 Hom(2,7) —5—(2,7)] =0

On en deduit que :

\ OHo,,
(11) ~A\Hym(z,Z) + Re <a9~ 2 (”;)) =0
et
H m o, p— ‘
(12) HQ'!??(Z,?) Re ((leaai (,Z.i“) =

D’aprés le leimme 2.3, (12) force Hap, a étre équilibré. Ce qui est absurde.
Preuve du lemme 3.2.

On pose

+oo
(z) = z{a+ S(z)) ou S5(z) = Zakzk_].
k=2
En tenant compte des notations adoptées, les termes de la forme [z{*™2” ou

[z]2MZ4 (p,q > 0) dans (%) ne peuvent provenir que de :
1 2m v 0 4 y
1) (" Re V() + Re [4G) - (27 ReV(2))

Par ailleurs, on a :

(2) Afz)- % (|27 ReV(2)) = [z[*™(a + 5) <m ReV + %W)

et

+5

(3) Re {(HS) <mRev+%W)] — (Rea+ >

(m(——-—v*;v +ReV(0)) (W+W)> S N W).

}x
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Les termes harmoniques de (3) sont :

(Rea)ReV(0)

5 J

2Re %(mV* +2mReV(0) + W) +%W + %(Re a)-V*+m

=: 2Re[K(z)).

Donc les termes de la forme |2[*™2? ou |2|*™Z9 (p,q > 0) dans (1) sont :

lz*™ Re[—+V(2) + 2K(z)]. Par hypothése, ils sont identiquement nuls, d’ou :
(4) —V(z) + 2K (z) = —yV(0) + 2K(0).
En remplagant K par son expression et V par V*+V(0) dans (4), on obtient :
(5) g(mV* +2mRe V(0) + W)+ gW +V*(mRea—n7) =0
ou encore :

_ 2(mRea—V*(2) + aW(z)
W(z) +mV*(z) +2mRe V(0)

Puisque A(z) = z(a + S(z)), on a donc :

S(z) =

_(2y = m@)V*(z) + 2maRe V(0)
T W(z)+mV*(z) +2mRe V(0)

Alz) = ou a = A'(0). ]

Preuve du lemme 3.3.
Supposons que B ait des poles.
Soit & I'ensemble des poles de B dans 0y, c’est-a-dire S = Q, N (B (0)).

Soient z; un élément de S, wy un nombre complexe tel que (wy, ;) € S et,
en outre, awy + b # 0. (Ce dernier choix est toujours possible quitte a faire une

translation en Imwy ).

Soit (wg,ze) un point fixé dans U, \ f(V); puisque Q \ (f(V,) U S) est
connexe et dense dans Q, il existe un chemin continu « : [0,1] — Q3 tel que :
M0} = (wo,20) 1 9(1) = (w1, 21) et VE € [0,1,%(t) & F(V)US.

L'application f étant holomorphe propre, f : Q4 \ f71[f(Vy)] — Q2 \ f(V})
est un revétement fini, il existe donc 4 : [0, 1[— Q1 \ Vy un relévement de v par f
c’est-a~dire Vt € [0, 1], (f o 7)() = v(B).

Par hypotheése, au voisinage de Vorigine le champ de vecteurs holomorphes
X=*f (i2) est de la forme : jz(w,z) = A(w)2 + B(z)(aw + b)Z ot A est une

fonction entiére et B est une fraction rationnelle.
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L’existence du relévement ¥ permet de prolonger holomorphiquement f*(z'g%)
-
le long de ¥([0,1]) en un champ X tel que

8f1 g | .Of

ve 01k Ko =[] =iTRG + G0

(2}

Par ailleurs, puisque {([0,1]) C £, \ &, le champ A(w) -+ B(z)(aw + b)
cst également un prolongement de X le long de ([0, 1]).

Par unicité du prolongement, on a donc :

) ¥ € (0,111 %2 (5(0)) = AC(e)
et
(3) vt € (0,1]: 'i (v(i) By (t))(an(t) +b) ouy = (71,72)

Comme (aw; + b) # 0, on déduit immédiatement de (3) que |B{z1)] < +20

ce qui est nnpossible. =

4. Preuve des théoréemes 1 et 2.

Preuve du théoréme 2. On se place dans le cas iii) de la proposition 3.1.
La partie homogene de plus bas degré de P, est égale & M|z[*™ (M > 0) ot conune
le montre un caleul élémentaire celle de Py est aussi égale a M'|z|*™ (M’ > 0).
Notons 2k le degré du polynoéme Py et Hyy sa partie homogene de plus haut degré,
il nous faut montrer que & = m.

Nous utiliserons pour cela la méthode de dilatation des coordonnées. Consi-
dérons & cet cffet la suite de points de @y : (—2 + i 0), la suite de points de Q2 :
f(—}—l + &, 0) = (:,L)\E — %, 0) et deux suites de dilatations (S,), et (A, ), définics
par :

Splw, z) =: (nw, zn#> .

Ap(w,z) = )\ (— ~il—>
n nzk

Soit k Papplication holomorphe propre de §2; sur §; donnée par :

h‘Ql——)QQ

(w,2) f(w+ ,2) + (P 0)
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On définit alors une suite d’applications holomorphes propres (Fy), de S$,(€1)
sur A, (§22) par Fr, = Apo0ho St

On vérifie sans peine que :

1) Fp(w,z) = (—11;, ’\Tzn_”}k’fz(% + -;j,zn"ilﬁ))

2) Pour tout n : F,,(w,0) = (L,0) et F,,(—1,0) = (—1,0).

3) Pour tout n, la multiplicité de F, est égale a celle de f.

4) S.(§) converge vers Dy =: {(w,2) € C? : Rew + M'|z]*™ <« 0}.

5) An(§2y) converge vers Dy =: {(w,2) € C? : Rew + (§)* "1 Hyi(2,7) < 0}

D’autre part, d’apres ([10], Lemme 2.3) et apres une éventuelle extraction, la
suite (Fy ), converge uniformément sur tout compact de D; vers une application

holomorphe : F': Dy — D5 telle que -
a) Flw,z) = (%}-,Fz(u;,z)).
b) Fg(w,O) =0.

Admettons momentanément que pour w, fixé, Fy(w,-) est surjective finie. Il

en va alors de méme pour F. Montrons que I est propre. Posons :
p1(w,2) =: Rew + M'|z|*™
T, o
pa(w,z) =: Rew + (X)Zk How(2, 7).

On a:
Dy = {(w,z) € C?: pi(w,z) <0}
Dy = {(w,2) € C? : py(w,z) < 0}
sur Dy, on définit la fonction o(w,z) =: sup  p1{u,v). Puisque F est

Flu,v)=(w,?)
surjective et finie o est p.s.h. et strictement négative sur D,.

Supposons qu’il existe une suite (wy,, 2, ), de points de D; qui converge vers
un point de bD; et telle que (F(wp, 2n))n converge vers un point de D,. Deux
cas sont a distinguer. Commencons par supposer que la limite de (w0,,z,) est
finie, soit (wo,29) cette limite et soit (wy,z) la limite de (F{w,, 2,))n. On a :
F(F(Wn,2n)) = pr{wn, z,), €t puisque o est (s.c.s) o(wy,z1) > pr(we, z) = 0.
Ce qui est absurde puisque o est strictement négative. Supposons maintenant que

(Jwr] + 2|} — +00, (Wn,2n)n étant dans Dy on a |we] — +oco et d’aprés a)
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F(wy, z,) — (0, z), par hypothese (0,2) € D, donc il existe N € N* tel que pour
n > N:(0,z) € Ap(Q2). Comme F), est propre, il existe (u,v) € Sp(;) tel que
F,(u,v) = (0,%), d’aprés 1) ceci est impossible. Nous avons donc montré que F

est propre. Etablissons maintenant que m > k.
Soit, (wy, 0) une suite de points de Dy qui converge vers un point (wo, 0) de bDy

ot wy # 0. La suite (F(wp, 0)), converge vers le point (% 0) de bDy, le bord de D,

o 3
étant de type fini, on sait d’apres {9} que 'application F' se prolonge contintiment
4 Dp sur un voisinage de (wo,0), et d’aprés Bell et Catlin [8] F se prolonge
différentiablement & D sur un voisinage de (wp,0). Donc si 7 (respectivement

75 ) désigne la fonction type de bDy (respectivement de bD,) alors :
, . 1
le'll,?g,()) 2 ’/—‘Z(F(“"Ovo)) = TZ(—*,O)S
o

dott m > k.
Ceei termine {a preuve du théoreme 2.
Montrons maintenant que pour w fixé, Fp(w, ) est finie.

On vérifie facilement que :

Sa(Q) = {{w, 2} € C*: Rew + M'|2]*™ + Q,(2,7) < 0}.

et
T, .
Ap() =: {(w,z) € C*: Rew + (X)“—lfiﬂ(z,z) +Qn(2.7) < 0}

ou Qnl(z.Z) et Qn(z, %) sont des polynoémes qui convergent uniformément sur tout

compact de C vers le polyndéme nul.

Soit w € C*, un point fixé tel que Rew < 0. On notera :

Qn,w = {Z eC: ]\l,|2’i2m + Qn(z,?) < = Rew}.

Rew

T, 3
Dpow=1{2€ C: ()* "Hy(2,7) + Qu(=,7) < —
A fwl?

}.
SzOO(w =: {Z € C: MI|Z|2m < *Rew}.
| TR _ Rew
Do =: {z € C: (X)Zk VHy(2,7) < _W}'

A(0,R)=:{z € C:|z|] < R}.
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F, =: (£;Fn2) la suite d’applications holomorphes propre de S,({y) sur
An(§22).

Soit R > 0 tel que Rew + R*™ > 0. Pour n assez grand, on a
Qnw N {lz] = R} = 0, on en déduit que la composante connexe de P'origine de
Qn,w est contenue dans {(z| < R}. Notons 2, ,, cette composante, il est clair que

Q0 converge vers {oo,. La composante connexe, DY

nw de Yorigine dans D, ,,

w?

coincide avec F, (€25, ,,). En observant que Dy, est connexe (étoilé par rapport a

lorigine) on vérifie facilement que DJ ,, converge vers Dog v
Ainsi la suite d’applications holomorphes propres

By : Q8 — DO

n,w n,w

7z Fopo(w,z)
est telle que (modulo extraction)
1) hn(0) = 0, Vn.
2) hy, est de multiplicité finle.

3) hy converge vers Fa(w, )t Qoo w ~> Doo,w uniformément sur tout compact,

ct il existe R > 0 tel que Q?l’u, C {]z| < R} pour tout n.

On en déduit par des arguments standards que Fy(w, -} est surjective et finie

{(cf. Appendice).
Preuve du théoréme 1 :

Nous supposons V¢ # § et montrons que cela conduit & une comtradiction,

nous procédons en trois étapes.

lére étape : Il existe deux automorphismes de C2, ¢y et 5 tels que

Papplication f = w71 o f oy satisfait les hypotheéses du théoréme 2.

Pour tout z € C, notons 7 le demi-plan {(w,z):w € C} N Q, et désignons
par f" la n'®™¢ itérée de f. Comme Vy est supposé non vide, la proposition 1.1
assure lexistence d’un demi-plan 7., contenu dans Vy. En utilisant I'inclusion
F7H(Vpn) C Vinar et le fait que, toujours d’aprés la proposition 1.1, V= est une
réunion de demi-plan, on construit par récurrence une suite (z,), de nombres

complexe telle que :

HVe>1l:m,, CVin.



32
1)Vn2>1: f(me,,) C Tap-

) - . 1

On observera pour cela que : sl (Wai1,2ne1) € fH{ms,) N 7y, alors
fl7mz ) C 7y En effet, dans le cas contraire, w,4; serait un zéro isolé de
fo(w, 2u41) — zn €t (Wpt1, Zny1) serait un zéro isolé de fo(w,z) — zn puisque

f (=, est contenu dans une réunion de demi-plan 7.

Notons 1, la valeur de 7 sur le bord de 7. Il résulte de ii) et des propriétés
de 7 que la suite (75,)n>1 est croissante. Comme les valeurs de 7 sont entieres et
majorées par le degré de P. Il existe ng € N* tel que 7,41 = 7p,. Pour fixer les
idécs, nous supposons que ng = 1. Alors f(7.,) C 7., et, puisque 7, = 7y, 7, ¢ V.
Quitte a composer f avece des translations (w, z) v (w + ity, z), on peut supposcr
que f induit un difféomorphisme local sur 6§ an voisinage de {(—P(z2), 22) ot que
F(—-P(zy), 22} = {(—P(#1).21). Définissons les automorphismes de C?, ¢ ot o,
par :

i, 2) = (0, 2"

ol

2m
! 9 137 2
— 0 — P
w w— P(z;,Z;) ~ E 7' ER 1\ 5250zt

IIs induisent des automorphismes de £; sur € ot
Q; = {(w,2) € C*: Rew + Q;(2,7) < 0},

2m ;
'P
Qi(z,%) = Pz + 2,7+ 7z} — P(2;,%;) — 2Re z Ozt (25.%5)"

=1

Par construction, application f = @071 o fopy est propre de Qy sur €.
fixe la droite complexe z = 0 et Porigine (0,0). D’aprés [14], f se prolonge en

biholomorphisme local au voisinage de (0,0).

2eme étape : V; cst contenu dans une réunion d’au plus (2m) = degP

droites complexes.

Soit f Papplication fournie par la premiere étape. D’apreés le théoreme 2, deux
cas sont a distinguer. Commencons par supposer que f est de la forme (T, fg(:))
Alors f, est une fonction entiére telle que fg(O) =0 et %%(0) = A £ (. L'inclusion

f(sz) C b2y se traduit au voisinage de Vorigine par l'identité :
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(1) T'Q(2,%) = Q1 0 fa(2)
Décomposons les polynomes @1 et Q2 sous la forme suivante
Qi(z,7) = zhi [h;j(2) + ZR,(2,%)|
ou k; € N*, hj est un polynéme holomorphe et R; un polynoéme en z,7.
En identifiant les termes de plus bas degré en 7 dans (1), on obtient :

(3) T8y (2) = X2 by (fol2)).

On déduit alors de (3) que by = ky =tk et

~*k r
(4) th(z):)\ h10f2<2’)
Ceci montre que le nombre de zéras de %[ZZ— est majoré par le degré de hy ct
donc par 2m. 1l g’ensuit que Vf est constitué d’au plus 2m demi-plans de la forme
7,. Il en va de méme pour Vy, puisque les automorphismes ¢y et ¢y échangent ce

type de demi-plans.

Il nous reste & envisager le cas ou @; ne dépend que de |z[. Considérons

I'application holomorphe propre de € sur lui-méme définie par g =: p; ' o fo o).

Si (wq,20) € V4 N bQs alors d’apres la proposition 1.1, on a 7, C V,. Quitte
a composer g avec une translation (w,z) — (w + iy, z), on peut supposer que ¢ se
prolonge différentiablement au voisinage de {wg, zp). Alors pour € > 0 assez petit,

on a

(5) {(wo, e'2q),t € [—¢,€]} C Vg N Q.

En effet, sinon, on trouverait une suite (f,)nen telle que limt, = 0 et
n
Jg(wg, ettn) £ 0.

Pour tout n > 1 : on aurait alors T[g(wo, e 20)] = T(wy, €7 2) = T(wy, 20)
et 7 étant s.c.s., T(wo, zg) < 7(g{wo,20)). Comme, par ailleurs, 7(g(wo,z0)) <
7(wo, 20), il en résulterait que 7(g{wg, z0)) = T(wo, 20) et donc que Jg(wy,z) # 0,

ce qui est contraire aux hypothéses.

Donc si zp # 0, (5) contredit la proposition 1.1, donc V; = 7 ou encore

Vf:ﬂ';,l.



34

3eme étape : Conclusion.

D’apres la 2eme étape, les lieux de branchement Vg~ ont au plus 2rm compo-
santes connexes. Comme Vinyr = Vin U f71H(Vpn) D Vi, il s’ensuit que la suite

(Vi) est stationnaire.

On supposera sans perte de généralité que Vi = Vy2, ce qui signifie que
f~Y(Vy) © V. Notons mq,...,7y les composantes connexes de Vj. Puisque
F(m;) est un ensemble analytique dans 2 contenu dans Vj il existe o(j) €
{1,...,N} tel que m,;y C f~!(m;), on voit alors facilement que f induit une
permutation sur {7y,...,7x}. Alors V() C 71 et donc, d’apres la preuve du
letnme 1.2, 7y ¢ Vyweo Ainsi Vy = 0 et, Q étant simplement connexe, f est un

automorphisme.
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APPENDICE
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Notations et définitions.

Une suite de domaines (Dy), de C converge vers un ouvert D de C si et

seulement si : pour tout compact K de C :

KCcD=KCD, pour n assez grand
KCcC\D= K CC\D, pourn assez grand

On note :
A le disque unité de C.

Ala, ) le disque de centre a € C et de rayon € > 0.

Proposition. Soient (w,)n et (,)n deuz suites de domaines de C telles
que : (wn) C A0, R) pour un certain R > 0, wy, converge vers A et §,, vers un

ouvert §2 de C.
Soit fo 1w, - Q, une swite d’applications holomorphes propres telle que :
1)¥n =1, fa(0) =0.
2)¥n > 1, la multiplicité de f, est finie et indépendante de n.

3) (fn)n comverge uniformément sur les compacts de A wvers une application

f:A—-Q.

Alors [ est surjective ¢t finie.

Preuve de la proposition : Commengons par montrer que f est surjective.
Notous m la multiplicité commune des applications f, ¢t notons Vy, le lien de

branchement de f; Vy, = {z € wy : f1,(z) = 0}.

Pour tout n > 1, Papplication

frniwn \ f,:l[fn(an )} - Qn(vfn)

est un revétement a m feuillets.

La construction suivante est classique. Pour tout zo € Q. \ fu(Vy, ), il existe
m fonctions holomorphes Us n(2),...,Um {2) définies sur un voisinage ¥, de zg
ct telles que f7(2) =: {Uyn(2),...,Um,n(2)} pour tout z dans Vy. On définit le

polynome Py,(u,z) par :

Yu € C,Vz € Qu \ fu(Vy,) : Pulu, 2) = 7L (v — ujn(2)).
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On vérifie facilement que Pp(u,2) = u™ + P, 1(z)u™ 1 + ... + P, o(z) ot les
P, ;j(z) sont des fonctions holomorphes bornées sur 2, \ fu(Vy,). Ainsi les Py ;

sont en fait holomorphes sur 2, et, par construction :

Vz € Qp,Vu € C: folu) = 2 & Po(u,2) =0.

Puisque la suite de domaines (wy). est uniformément bornée, les suites
( Pk )n sont uniformément bornées sur les compacts de 2, et le théoréme de Montel
montre que (P, ), converge vers Py pour la topologie de la convergence uniforme

sur sur les compacts de §2, aprés une éventuelle extraction.
Pour tout z € € et pour tout u € C, on notera :

Plu,z) = u™ + Pl(z)um_l + ...+ Po(z)
E,=:{u€C: Plu,z)=0}.

La surjectivité de f résulte du fait suivant que U'on établira plus loin.

NE, CA
* {ii)Ez NA#D

Pour tout z € Q

En effet, soit €9 € € et soit up € E,,NA. Ona P{ug, z9) = 0, puisque Pi(-, z5)
converge uniformément sur tout compact de C vers P(-;z5) d’aprés le théoréme
&'Hurwitz, il existe une suite u, € A(ug, L) et une suite d’entiers k(r) telle que :
Pr(ny(tn, z0) = 0, ceci est équivalent & frn)(un) = 20. Ainsi f(ug) = zp et done f

est surjective.

Montrons maintenant que f est finie. Soit zp un point de Q et soit Uy un

¢lément de f(zg). Sur A on définit :

w(u) =: f(u) — 2
wn(u) =: folu) — 2.

On a: w(ug) =0 et v # 0, d’apres le théoréme d'Hurwitz, pour £ > 0 assez
petit il existe une suite (Up)n C A(ug, ) telle que :

pn{un) =0 cest-a-dire f,(u,) = zo. Comme pour n assez grand, zy € ,, on

en déduit que f7*(z) C f77(20). Ce qui montre que f est finie.
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Nous terminons par la preuve de (*). Commengons par établir I'assertion i).

Nous procédons par Vabsurde, supposons qu’il existe un point zp €  tel que
E., ¢ A

Soit ug € E., \ &, puisque ug ¢ A, il existe € > 0 tel que Aup,e) C C\ wy
pour n assez grand. Par ailleurs, zg € Q, et donc P,(u,z0) # 0 sur A(ug, <),

pour n grand. Le théoreme d’Hurwitz montre que ceci est impossible puisque
P(UO, Z()) =0.

Passons maintenant & la preuve de ii).

Supposons 'existence d’un point z; de §2 tel que E,, NbA # @. Soit ug un
élément fixé de E,, N OA, up est un zéro de P(:, zo) dont nous notons m(z) la
multiplicité. Montrons que pour tout z € €2, ug est un zéro de P(-, z) de multiplicité

supéricure ou égale a m{zg).

Pour tout z € , P(+, z) peut s’écrire sous la forme : P(u, z) =: (u — up)™*) -

P(u,z) avec m(z) > 0 ct 15(:11‘0, z) # 0.
Soit z; € Q tel que m(z1) = min,eq m(z);m(z1) > 0. Posons :

o,z = —LUE) 6 oicxa)

= (u — UO)”l(zl) ;

Soit ¢ une fonction sous-harmonique pic pour A en up. Sur §2, on: considere

la fonction définie par :

o(z) =t sup ¢(u){uec|Q(u,)=0};

o est sous-harmonique sur Q. Etablissons maintenant que m(zy) = m{z). Si
m(z1) < m(zg), alors o(zg) = 1 et le principe du maximum montre que ¢ = 1, ceci
implique que Q(uo, 21) = 0 et ce qui est absurde. Ainsi pour tout z € 2, ug est un
zéro de P(-,2) d’ordre supérieur ou égal & m(zg). Nous terminons maintenant la
preuve de ii). Supposons qu’il existe z§ € Q tel que E., C bA, d’apres ce que l'on
vient d’établir on aurait E, C bA pour tout z € £, ceci est impossible, puisque

0 € Ey (fu(0) = 0 pour tout n).
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Résumé

Nous présentons deux travaux concernant les auto-applications holomorphes
propres de domaines de C". Le premier porte sur les domaines de Reinhardt
pseudoconvexes et de type fini, nous donnons une preuve élémentaire d’un résultat
de Y. Pan : “toute auto-application holomorphe propre d'un domaine de Reinhardt
a bord lisse pseudoconvexe et de type fini dans C™ est un automorphisme”. Ce

résultat est, a ce jour, le seul de cette nature concernant les domaines de type fini.

Le second traite le cas des domaines polynomiaux rigides de C?, c’est-a-dire
les domaines de la forme : {(w, z) € C? : Re w4 P(z,2) < 0} ot P est un polynéme
sous-harmonique et sans terme harmonique. On notera que ces domaines ne sont
pas bornés et ne sont en général pa équivalents a des domaines bornés. On obtient
deux théoremes m; le premier montre qu'une auto-application holomorphe propre
d'un domaine polyndmial rigide de C? est un automorphisme ; le second fournit
quelques ¢léments pour une éventuelle classification des applications holomorphes
propres entre de tels domaimnes, plus précisément nous caractérisons les applica-
tions holomorphes propres entre deux domaines polynomiaux rigides de C? qui

fixent une droite de la forme {z = cte} non contenue dans le lieu de branchement.



