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A. 

INTRODUCTION 



Une applica.tioil g : D  + G où ( D  C Rn ct G C R ~ )  est propre si 

l'iniage réciproque g-' (IC) d r  t,oiit compact I< tic G est ilil compact de D. 

Aiiisi; iine t,clle application, si elle se prolonge pa.r continuité à. D. t,raiisforiilc 

le bord de D  en le bord de G. Ra.ppelons cluelqiies résii1ta.t.s de hase sur Ics 

al>r>licat,ions holoiriorphcs propres. Soient Ri et R2 deus domaines de C'' ( 1 7  > 1) 

et soit f : Cll 1- R2 iine application liolomorphe propre. Cette npplica.tian est 

ferii1i.e car propre et continue? ouverte car propre ct lioloniorplie. Ellc ~ s t  doiic 

surjcct,ive. Les iiila.gcs réciproqiics des points de Cl2 sont finies, car sont. d(as 

i-ilsciiiblcs aniilyticliics compact,s dn.iis Ri. Le lieu CI(: brailclic~m~nt de f .  c'est -à- 

diri. l'cilsciiiltlc 15 =: {; E R i  : det f f ( z )  = O}. est un c!nsciiil>le aiii:iyt,iqiit, t l ~  

Cll c,t l'oii iiioiitrc. qii'il ( ~ s i s t i ~  uni: foilct,iori iiolomc)r.l)he dniir: Ijî iloiit i'ei1sc~iiil)lc~ 

tit.s z4ri>s cst cs;ic.tc,iiiciii j ' ( l f>). Pliis g6ri6riil~~iii(+i??. 1111 thi~:>r;~iiii~ cil Rt.iiii;ic.r~ 

sri1)iilc CIIK' i'iilliig~~ i)ix ,f tlc tout eiisciii1)lt~ ai;alj: :~li i t~ dc $ 2 ,  i,st 11:~ (~iis(~iiil>i<~ 

;iii;il';ticlw' tic Cl2. I'oiir toiit l~oiilt u! appnrtciiaiit :i '\ f ( l j> )  lc ~~oiiil>rc. (1i.s 

iii~;ig(,s ~Cc.il)ro(~i:('s tl(. ii. (.i,i fiiii c % t  iiiil~1)c~u(liiiit tlt, ( t . .  11 s'ciisiiii (111~' l',ii)l>li(,a.iioii 

f : 5 ' f l j ' ( j )  -+ il2 \ f ( T f  j est iiii rc.vî.teiiii~iit fini, c,t le tlt(:ori~iiic~ tic, 

iiioi~oilroiiii(, i1loiiti.c qiic, ,f cst bijective dès lors qiir l'on ii T T f  = Cj ct (2' :.iiiil~lciiic~iit 

c.oiiiic.sc. 011 tri>iivi~ c l i ~  l>i.t>ii~-es <:l;'lll(~itaircs ci(' ces l)ropri6t,6s tlillis 1~ i1:7ri' (le TT-. 

Rii<li;i il:], cli;ilx SI-. 

Piiïilii 1i.s al~p!icat~io~~ioloiiiorplies i)ropi.es, celles doilt le doiiia.ii,l d';rrri~-Cc\ 

coïiii:i<l(, iivcc 1r doiiiiiiile soiirci~ occiipcrit iiilc pla.cc particiiliCri~, iioiis -:,s irpl)c.lc.-- 

i.o~is :iiit,o-a.l~l)lic:",io1is Iir>loiiiorl)lles propres. Aiilsi, il est hicil connu il:i'~iiir aiito- 

:ipl~lic;rtic)ii holoiiiorl~lii~ propre (lii clis<lnc rinit4 de C vst un lprodiiii (:(, BIasclik(~ 

fini : 

1 '  : A - -3 1ioloniorl)lir 1)roprc G+ 30 -- R. 3(t1 c -3 

oii Bj ( j  - 1,2) est 1111 prcdiiit dc Blaschke fini. 

Eii 1974, H. Alexander [l] a niis en évidcnce iiii pl~Cnonii.iic iioiivcilii i.t typiclut, 

d~ 1;i iituatioii iiiultidimeilsio11i1cllc. 



Tliéorèilîe (H.  Alexa.iider) : To,~rte c~pplication h,olomorph,e. propre. d e  l n  bo,ttle 

1~r~ i tC  d e  CIL (1% > 1 )  dans  c l l e -même  est  un a ~ ~ t o m o r p h i s m e .  

La dén~oilst~ration origiiiale d'Xlexa.iider était iirdu<: car il i ~ e  t1isl)osait pas 

de tli6orèine de l~roloilgeiriciit CCo au bord pour les applicatioiis liolomorplies 

propres. Alia.is, coinine iioiis le verrons plus loin, les trava.iis de S. Bcll [a] siir 1c.s 

l)robli-nic~s de proloiigeiiieiit ont corisidérablemeiit siiiiplifié 1'a.bord (le c<,i qiicstioiis 

et la prciive di1 tliéorèiiie d'Alcxa.iider est ina,iiiteilaiii standas(1. Ainsi lt.7 eseiilgl(,s 

dc la boiil(: de C' et dii bi-ciisquc laisseiit peilser qiic ln "régiila.riti." dii bore! vst 

iiilc ol.jstructioii RLI l ~ r i ~ . i i ~ l i ~ i i ~ ~ i i f  ci<:s aiito-ap~1icatic)ils 1loloinorplic.i ;iroprcs cil 

cliiiic~iisioii 72 > 1. La coiijcctiire siiivarite a 4ti' &lilisc : 

Coïlject,tire : Soit O II.,/! (io~nu,i,ne O O T T L ~  ;, b o r t l  lisse (le CI' .. i). A1o.1.~. 

t o i~~c .  «,i~,to-«p~j!icci.ti~~i, / > O ! O T I I « T . ~ ~ C '  ~ T O ~ T C  d~ Ct  CS^. ( L I ;  ~ i . ? ~ t o ~ r ~ , ~ r p l ~ , i ~ , r ~ ~ , t ;  i . ~  !?. 

i'c%tt(. coiljc'ci urc. ii'csi iict i~cllciii~ilt v6rific.c <lu(' i)<)iir c ~ r t  i~iii(%s i.iii~scs r 1 ~  

doiii;iiii<~a 1~s~l.ielo-coii~-~xt~s 110riii.s. Dc faqoii vague: les di.iiloiistr;it,ioi!\ r<\l>os(*ii: 

siiï iiii ljrii~cil)c <oiiiiiiiiii : lorsqii<~ l'al)l>licat,ivn f sc proloiigc diffi.rc~iit~i:ii)lc:i1<~1it ail 

;~oi.<l <>il l ) ( ~ ~ t  i:tuciicr l'iiit<:ia(.tioii tic. l'ililllillatioii (lu Ja.col~ici1 clc f c't :i(: 12 for i~i~ '  

tl(3 1,c.l-i c.11 uil poiiit <III 1~oi.tl. iliiisi, lorçcliic la str~ictiirt: clc l'~:iiseiiiljl<~ < l ~ s  l)oiiits 

<ic% fail>l(% l)sciicloc.oilv(.siti. ir'<'st l)ns trop coiiil)li<lui.c~. il cst possible di t.11 di.(liiirc 

c<~rt,zi.iiic~s iiifi)i.iiia.tioiis siir ln itruct~iirc: du licii de hranclieincnt 1) j (le /' . Grosso- 

i~lotio, la .'t,a.ille" du licii dc brariclieiilciit est liiiiitée par celle de l'ciiseml)l<: des 

poiiits <le hihlc: pseudocoiivesitb. Puiscliie lc iicii dc brancllement croît Iorsqu? l'on 

reiiiplnce ,f i>ilï uiic it,i.ri.c, le coiit,rôlc. a priori de "taiiic." de V j  l~,eiit,. <l;ins cc r t a i :~~  

<ils. c.oil<liiii.c. A la cc>iicliisioii r1:it. 1.f = O .  Alors, si lc doiiriiiiic c:st -iiiii)lc.i1i(-rit 

~oiiii(>>:(~. l'nl)l>licntion f csî i t i i  :~ i i to i i~or l~hism.  Wotoiis (~i ic  l<)rsclii<~ !v <l«ii~i~iiic. 

i i ' ~ s t  1x1s siiiil)lciil<~iit cr)iiiicys<T, In (:oilcliisioii clciileurc, ~raliible cii~s c~iic lil froiit,ii,rc. 

est ri.giilii:rc. c»inilie lc inoilt,re uii rbsiiltat dc S. Piricliiik [16]. 

Pnssoiis iiiainteili~,rlt <:il rcviic les priiicipa.iis ri.siilt,ats ol,t,cilus ilaiis cet,t,c 

ciircction. Lt:s dorilaiiies que noiis coi~sidéreroils soilt coililus poiir siitisfaire la 

"coiidit,ioii R" c'est,-à-dire que lc projecteur de Bergrilan 13rrliserve la régiilarit,; 

aii ljorcl. Les trab-a.ux de Bell et Cat,liri [7] iioiis appreiinent que les a.pplicatioils 

holoniorplies prolxes eiitrc dc t,els doma.ines se proloiigeiit différeiitiablerrie~it, i 

la. frontii-re. Tout d'abord, I<. Diedericli et, J.E. Forniiess [12] ont inoiitrb qu'iiile 

applicat,ion liolo~iiorphe propre ent,re domaines à bords lisses ne peut brancher en 



un point de stricte pscudocoiivc~xité; ils en déduisent le résultat génkral siiivant : 

Théorèilie (K. Diedrrich-J.E. Fornaess): Soient Ri et fi2 de?rx dom.cl,in,cs 

bornés de C7' à frontière de classc Cm. Si RI est strictement pseu.doconvexe, alors 

tonte upplication holomorph,e propre f : fil -t se prolon,ge de fa,çon Cm et san,s 

brnn.cher à n1 et R2 est strictem.en,t pseudonconvexe, si de plus R2 est sinzp1cm.cn.t 

connexc f est un biholomorphismc. 

Le résiiltat d'Alexa.nder a.pparaît doiic coinme lin cas pa~t~iculier dc cc, 

tli6orèmc. Notons qiie S. Bcll a 1i~i0nt1.i' da.ns [G] que toute application holomorplic 

propre d'un doinaine de Rei11h;irdt borné et complet sur un aiitre sc l~roloii& 110- 

Ioiiiorl~l~iclueiileilt a,ii t,ravers à(-: la  froiit,iCrc dii doniniiic source. Il est filcile tl'r,ii 

di.diiire le thi.ori-iiic. d'Alcxaii<ler. Pour Ics doinaines strict,<~iiiciit l~scutlocoiir-(~x~~~ 

à 1)ord ICS tlli '~)ri~n1~s ( 1 ~  pi-oloiigeii~eiit t ~ i ~ i l x ~ l t  cil dCfaut. N<:ailiiioiiis. (.il iit,i- 

lisailt iii! prori'd6 d<. dililtation [ l e ] ;  S. P i i i ~ l i ~ l i  ra.ini.ile <:ct,t,e situ:it,ioil à ci~11(~ (1:. 

ia i i l  )iil~i. EII ut ilisaiit I r  r(:biilt :i t < l ' A l ~ ~ ~ i ~ i i d ~ ~  il CIL tlcdui t Ic. t.l~~ori\ilic, hiii~-:iilt : 

Tliéorèine (S .  Piiicliiil<) : Soit R c Cf' ( 7 7  > 1 )  71,n dom.uinc strictclr~cnt 

p.~cirdoconvczc, born,i?' ii l~orrr! C'. alors to,ir.i.e uppliccc.tion holom.orpii,c: p~op,i.r d r  5 )  

drins lici-m.êrn,c: cst ?Ln, ci?cto?iror]Ihinni,c. 

LVS iili~liodcs i'voqii6cs ci-tlcssus ile se g6116ralisciit pas aux poiilts tlc fail)lc 

1-'wc"docoiivoxiti.. Ni.aiiiiioiiis, poiir ccrt,airls doillaiil~s fail)l~incilt ~ ) S C I I ~ O C O ~ ~ ~ - < ~ S ( ' S  

v t  dc tylw fh i ,  l;i :.oilj(:c:tiir<~ <:iloilc.6c l>Iiis liaiit :i rcyu une r6ponse posit,ivc. 

Pour les doinaiiles de t,ypc fini, il cst posiblr dc défiiiir iiiic a.l>plicztic,il 

r : b l l  -+ N qui satisfait Ics l)rol)rii.ttis siiiv:iiit,c*s : 

3 j ; est iilv:iri:~i~t~e l)ar biholi~ii~orphisiilc local ; 

3 )  11c)ur tolite aiito-npplica.t,im I-ioloiiiorplic propre .f de (2 se pi~oloiigcn.iit clifGr<~ii- 

t,iablemcilt ail bord, t.t poiir toiit 71 E bfl, on a : ~ ( p )  2 ~ ( , f ( , ~ ) )  (,t. cil oi~trc., 
- 

~ ( p )  = ~ ( , f ( p ) )  si et, sc:iil~:mc;it si p @ T/> ((voir [15] ,  pag? 291). 

La. fonction T I I~ICSII~C cl1 fait I 'c)s~I-c <i'ariiiula~tion du dilt,crriliriaiit (ic Levi 

dc 1;i. fi-oilt.ii!ri, dc 0. Ellc pcrrnct doiic de "st~rat,ificr" l'eilsei~iljle dcs 13oiiits dt' 

f:iil~lc pseiidocoilrr<-xit,i.. Lorsc]iic> ccttc str;ttificat,ioii a de bonncs propri6ti.s. la, 

propriiltk 3) pcrmct a. iioiiv(~i.ii tic contrôler la t#aille de Vf. Par cxciiiplc, les 

doma.iiles l~sciidoconvcxc.~ à. froritii.rc. a.nalyt,iqiie réelle sont de typc fini ( [ 1 3 ] )  ~ t .  



de pliis, l'analyticité réelle "rigidifie" ln stratification par le type car certaines 

coinposantes sont des enseml>les cilialytiques réels. C'est en se basant siir ccttc, 

observatioil que Bell et Bedford ont établi le résultat suivant [2]. 

Tliéorèine (E. Bedford-S. Bell) : Sort  R c C n  ( n  > 1 )  un d o m a i n e  bornC 

faiblcrnent pseudoconvexe,  à frontière réelle analytique.  Alors  tou.te application 

ho lomorphe  propre de 62 dans  l u i - m ê m e  est u.n au tomorph i sme .  

Notoi-~s qiie la question reste ouverte pour les domaines <le tj-l>t fini 11 hor(1 

lisse, niênle dans C 2 .  

Poiii certains dorriaines le problème peut Gtre résoliie sani 11' pot l i ; ~  tic  

régulariti.. .4iiisi F. Berteloot ct S. Pinchuk ont ri.ceninieiit Ctnbli Ic r&iili,it 

>uiv:~ilt [ I l ] .  

Tliéoïème (F. Berteloot-S. Pinchuk) : P a r m i  les rloirro.ir~es dc Reinh,~~,rcilt 

corrcplet d e  C q e  bi-disq.rcc est le seu.1 Ù admet tre  des  n,uto-applicati»n..;tio~~ ho lor t~o~p l r i : .~  

propres q.ir?. n e  so i en t  pas (tes a.u.tomorphism,es. 

Ils Ctablissent Cg;~lemeiit une cla.ssification des applications holoiiiorPlic~.-: 

1iroljrc:s ciitrc lcs doinaiiic:s dc Rciiiliardt complets de C 2 .  Pour li's d<>lnilill<'s tic. 

Rciiiliarclt pseudocoaveses et (le type fini dans C" jn. > l), Y.  Pan a csploit,; 

l'iilva,rintice di1 doinailie par l'action de (5'')'' et les progriét,i.s de r pour iiioii- 

trcr cluc le lieu de brailclieincnt est iiCccssa.ircilicilt c»ilt,enii da.ns 1~:s liygcrplaiis 

coordoiiii6cs. II en déduit le r6siiltat suivant [la]. 

Tliéorèime (Y. Pari) : Soi t  R C C'Yn  > 1) 71.n domain,e de Reinhardt  born,e' 

psc7~doconvexe i hord lisse. S i  l'ordre d'an.n,lrlnliion d l ~  de'term.inan,t dc L c ~ i i  dc  R 
cslf , f ini  e n  tmct poin t  (le bR (cc q7ri est le cr~s  si b f l  est de type  j?il,i), «.lors to ' i~ tc  

npplication. holomorphe  propre f : C1 + R est un, a~rtorn.orpliis.mc. 

Da.11~ ce méinoirr. noris l>ri.sciit~croris ciciix trav.va.ux l~ortant sur ces qiit~stioils. 

Nous doniioiis d'abord iiiie preuve sirril>lifiée di1 théorèine de Y. Pa.11. Daiis le 

second, nous traitons le cas d'une çla.sse dc doniaiiles non born6s. Noiis ét,ablissoiis 

le résu1ta.t siiiva.nt : 



Théorème 1. S o i t  P ( z ,  2 )  yin polynôme soîr?;-h,arm,onique et san,s term.e 

harmoniqî ie .  Soi t  R ,un domaine  de  C L  définie par R =: {(ut, z )  E C2 : R.e~i!+ 

P ( z , 2 )  < O ) .  A lors  t ou t e  application hoEomorphe propre de dans  l u i - m ê m e  est 

71n a.i i tomorphisme. 

Le ~rii lcipc de hase de la démonstratiori est analogue à. celui utilisi: par Y. Pan. 

Noiis exl)loitoris sirnultanéiiieiit la finitude du type (le la frontière ct I'existcrice 

d'uii g1-01ipc à 11n parammètre d'a.uton~orphisines dii dos~iaiiie afin tie préciser la 

structiire du lieu de brancliciileilt de l'applicatioii. Cependant, conlme le5 doiiiaiilcs 

qii<: iloiis coiisitliroiis sont non bornés et présentent moins t1e syrilétri<,s tliie 1 ~ s  

d~ll iaines (le Reiiillardt, dc nouvelles tfifficultés siirgisserit. Eri pa.rticiilicr, il 'st, 

iiiip~ssil)lc tl'btablir tlircctciilent que le lieu de bi-:i~iciic:ineiit l~ossi.<!c, ail pliis 

iiii noin1)rc. fi iii (le coiilpos:iiit,cs coilncsc:~. Crs obstacles soilt siir~norités grsce 

à 7.111~ Gtutic locale pr6cisc dc 1'ül)plication au voisi~iagc de ccrtairis poiiits clii 

l > o 1 ~ 1 .  (Jiiel(l~ics 16s1iltüts clc nature plus g&riCralc bt. détacli(1nt dc cc,:t,c Ctii<lc.. 

Pur exci~iljlc. Iir 1)rvl)ositioii 2.1 d6crit la structiire de certains biliolo~iior~>liism<.i 

locaux 1~r"x'rx-ant <Ieshhp~crsiirfaccs rigides aiialyti<lucs récllcs et le tlii.or?,riic, 2, 

biioiici. ci-dessus, fourilit quclqurs é1i.11-lents polir une 6ventiirlic~ c1:tssifiiation d ~ s  

;il)l'lic:itioiis iioloiiiorpllc~s l>roprc.s clitjrc doma.iiics rigitles polynominiix .,le C 2 .  

Tliéorèiiie 2 .  Soicnt cl1 ct  Rz r l c ~ z  donrain,es de la f o r n ~ f  fi,, =- { ( W .  z )  6 

CL : R ~ z I !  )$ Pj( .3;Z) < 0 )  O . I L  Pl et P2 appnrtien.nent ri 'P. S o i t  f : Ri -t Cl2 n n c  

~ p p l i c a t i o n  holorn,orp/~e propre telle q7re : 

Alors on. s e  trorive dans  E ' I L ~  des trois cas su ivants  . 

i i i )  ,f, (,ll!. 2 )  = JhL. . 
I + Z X ~ U  ' (r > 0,X E R*) et Pz(--,-) = MlzlZm avcc Ad > 0, 

n-i. t N*. 



B. 

LE CAS DES DOMAINES 

DE REINHARDT PSEUDOCONVEXES ET DE TYPE FINI : 

Uiie preuve éléi~ieiitaire d7u11 résultat de Y. Paii 



L'objet de cette partie est de simplifier la démonstration du théorème de Y. 

Pan évoqué dans l'introduction en évitant d'étudier le coinportement "génériqiie" 

du lieu de branchement de l'applicatioil holoinorphe propre f près de h R .  Coni- 

mençons par préciser quelques notations ct rappeler quelques faits bien coiiiius. 

Soit R c C n  (IL > 1) un doniaine de Reinhardt borné, pseudocoilvese à bord 

lisse. Définissons (bQ)* par : 

( b R ) *  = {q E b R  1 ql . . . qn # O ) ,  et posons pour tout 17 E ( h o ) *  : 

TII = ( (eZei  ei82172, . . . , ei0n177,); E R). 

Soit f : R -i. R iiiic al>plicat,iori 1iolonic)rplie groprr, oii ci4sigiic par f "  la 1~'""" 

itkrbe dc f et. on 1iotei.a cXncore f le prolongenierit Cm de f à bR (cf. [SI). 

Pour toiitc fi~iict~ioil r ,  de ciasse Cm .c,t défiiiissa~it~e pour 12, or1 1)osc. : 

Pour tout $1 E b R ,  on désigne par r ( p )  lc 11111s petit entier iiatiisci )n  1)oiir 

lcqucl existe 1111 opérateiir T, t,arigciiticl ail bord d'ordre 77%; tel cjii? T:1,.(l)) # O. 

Aiiisi r satisfait les propriétks siii~-antes : 

1) T est iiidépeiida.nt <le la fon<:tio~i défiiiissaiit~e choisie. 

2 )  T cst seilii-continue supbrieuucllient (s.c .S.) 

3) Ï cst irivnriaalt par hii~oloiilorpliisriie. 

4 )  b'p E b R  on a : r ( p )  2 r( f ( p ) )  et, cn oiit,re, ~ ( p )  = ~ ( , f ( p ) )  si <'t s<'~ilv~;l('~it 

si p $ 6 (voir [15], page 191). 

Lc tl~éor&mr de Y. Pan résultera des deux lenlrries suivaiit,s : 

Lenliile 1.- Soi t  $2 c Cr' (1% > 1) un. domaine  borné pse.irdocon,ucxe à bord 

l i ~ s e  tel  ~ ? L C  T so i t  j ini  sur  bR. Soi t  f : R -i. R u n e  application holomorphe  propîe 

se  prolon,gec~n,t di,fféren,tiablement à hR. S i  1 / S b  = T f f b k ~  po'ir z i 7 ~  cer ta in  c ~ t i c r  k 

alors Vf = 0. 

Lemine 2.- S o i t  R c CC" (n > 1 )  îc.n domaine  d e  Re inhard t  borne', pse7rdocon,- 

v exe  à bord lisse e t  tel  que T soi t  ,finfi sur 110. Alors ,  o n  a : Vf C { z l  . . . z ,  = 0 1 
pour toute application holomorphe  propre f : R -t R. 





C. 

LE CAS DES DOMAINES POLYNOMIAUX RIGIDES 

DE C2 



Nous doiiiioiis ici les preuves des théorèmes 1 txt  2 énoncés eri iiitroductiori. 

Nous adoptons la notation suivante : P désigne l'crisemble des polj-ilônies sous- 

harinoiiiqiies et salis termes l~arriioniques sur C .  

1. La structiire du lieu de brai~cliement. 

L'objet de cette partie cst d'établir la  propositioii suivailtc qiii tléciit le lirii dc 

brtwichrincilt des applicntioiis lioloniorplies propres du type de celles (.oiisidi-ii.c\ 

daiis cc6 aiticle. 

L:I tii:iiloiistr:it,ioi; de cette l>ropositiori repose csseiit~icllcmciit s;:? 1c.s cleiis 

Iciniiic~s 4rioi-1ci.s <-i-clessoiis. Le prrii~ier précise la str~icturt: localc tic n bill.  Lc 

secoiid csliil~c des foiictioiis p.s.11. négatives d e  Ri ct CLz qui serviroiit ti6diiire ln 

strl.ictiire de Vf tle ccfle dc Vf n hR,. 

Lemnie 1.2. So i t  d : Ri -+ Cl2 îrne applic«.tl.on h3?lom.orphe propre: iatisfr~,inarit 

les  hypot l ihsc .~  da ii~. p~~opor;ii.ion 1.1 et soit  (ru1,. z O )  il,{: po2n.t dr. bR1 . 

- 
Si l'on ci. ('u:". 2") E Iff n bQ, ct  lin1 [ j  f l  i (0, z ) ]  + l.f2(u1, z)]; < +x 

(w ,z ) ' (w~ .z~)  

niors l'cnse,m.ble {(W. io] tel  q î ~ e  Rew < -Pl(zo,  Z o ) )  est c o n t c n î ~  dan,s T i f .  

Leiilme 1.3. Sozt !2 =: {(w, z) E C 2  : Re tu + P ( z ,  2 )  < O )  oli P E P.  A lor s  zl 

ex is te  î tne fonction,  p.s.h. a : R -11 - cm? O[, tel le qu.e lim a ( î o , )  = -m. 
(lwl+l2l)++cr: 

D e  plus,  p o z r  t ou t e  su i te  S c  nombres  complexes  (zn)nli,  t o u t  a @ {-,;lx 2 1) 

et  t o u t  a )  g fl, ln f onc t i on  o peut être assu3etf ie à satisfaire les condit ioits  

su i van t e s  : 



2) VIX 2 1, Q(w,, z,) E bR, lim o(w, z )  = -m. 
( w , z ) + ( w n  , t r i )  

( D a m  ce cas la fonction a  prend ses valeurs dans  [-m,O[). 

Comrileiiçons par donner la preuve de la propositioi~ 1.1. SiipI)osoii:, 5 )  

nori vide. Soit 

A = { ( l u o .  z,,) E Vf n bQi : lirn [Ifl(w, z) /  + lf2(7u, z)l] < +m) 
( ~ L ~ , z ) + ( w o , ~ o )  

e t  -Az la projection de A sur le plan de la variable z. Le lerrime 1.3 niontre que -42 cst 

localcilient fini. E n  eff(,t, si cela n'était pas, l'eiiscmble analgtiquc 1.j conticil(1r;iit 

iisic fiiinill<, (le dciili-plans de la forme {(~i, ,  zPj : Re ui < -Ps(xp, zP). (71,)  Gtaiit 

convergerite niodulo ext,ract,ioii. Ces deiiii-plans s'accuiiluleraient iiécess;iircri-iciit 

sur un tleriii-plaii de la ~iiêrilc fornie. 011 en déduira.it fncileriient yiic \ 7 = RI cc 

qui cst iml~ossiible. Aiiisi Az est d611oriihri1hle et iious rloterons (;,,),,>, - la si~iit, 

c.,rdoilii& dc ses 616irlcilts. 

Soit C une coinposnntr coniicxc de Vf. Noiis achi.vnons la di~iiio~istrat,ioli rii 

rrioritra.iit que C coïncitie avec iiri deini-plail de la fornlc 

{ ( t o ,  I,,) : Re ii l  i -Pl j r,,; ,?,%)) uù "I,~ E AZ. Pour cela, procédoiis 1x11. l'absiir(1~. c.t 

supposons existe ( w , , a )  E C tel que u '$ (r,, 11, 2 1). 

Soit a, une fonction p.s.11. et iikgative sur Ri  associ6e par lc l<~iiliiie 1.3 à 

l a  suite (:,,),,>i - et au lmiiit (PL.", a ) .  D'après le snême lcrnnie, il cxist(, égtileiiiciit 

une fonction a z ,  p.s.11. iiégativc sur f12 et tcllc que liin a ( )  = m .  
( Iu~ l+Iz I ) -++m 

CoiisidCroiis alors la foiiction 6 tlGfiiiic par 6 =: exp(ol + a2 G f ) .  C(.tte f(iilcti<in 

est p.s.li. siir 52, et  ~ r c n d  ses valeurs dans [0,1]. De pli.is, elle satisfait 1c.s ~)ro~~rii.ti.s 

2 )  Si (20,~. z n )  E C n bal et 2,,  E AL alors on a 

O 5 lim &(tu,%) _< lim cu ' (u"2)  = 0. 
~ ~ , z ) - ( t " ~ . Z ? ~ )  <w,z!-(.., , A < )  

I ' L ' > z ) E C  

3 )  Si   PLI^: z g  ) E C n bol et zo '$ Az alors pa.r définition de A, on a. : 

liin [l f i (ul ,  z)/ + ,f2(ul, z)] = +m et donc 
(w,z)-(wo,zo) 

liin 5 ( w ,  z )  5 lim e u 2 0 f ( w > Z )  = 0. 
O (w,.)-(wo,zo) ( w , z ) + ( w o , ~ o )  

( w , z ) E C  



Il résulte des conditions l), 2) et 3) et di1 principe di1 maxiilium que la restric- 

tion de 5 à C est identiqueincnt nulle. Ceci est absurde puisqiic, par constructioii, 

5(w,, a )  > O.  La preuve de la proposition est donc achevée. 

Preuve du leiliilie 1.3. 

Notons 2m le degré du polynôine P et posoris 

2m 133P 
Q ~ ~ ( ~ , z )  =: P ( z  + z, ,  t + Z,,) - 2 ~ e x  - - ( ~ n , i , ) z '  - P(x,,, 2,). 

j=1 J !  3-3 

L'automorpliisine de C%léfiiii pa,r a t , ( w ,  z )  = ju,', z ' )  où 
Zm ûIp 

~ i i '  = 711 - 2 Cj=i x ( ~ n , ~ n ) ~ . '  - P ( z n ,  z , , )  et z' = z + z,, réalise iiil 1)ihoIoinoi.- 

pliisiiie di1 dorixaiiie CLZn =: { ( I I ) ,  Z )  : Re w + QZr7 (2. 2 )  < O)  sur R. 

Lc ~>olynûlne Qz,, ;;tant soiis-liarinoiiicjue et salis tcrrile liarn~oni<lii<~, si i>iiïtic> 

lioiiiogl.nc dc plus liaiit. degré l'est égaleinent, rioiis la iiotcrons If;,> . 

Pour E > O fisé. on vérifie saris peiiic cju'il existe a > O tel quc H,,,jz, ;) - -  

Q,,, (s: i) < a + -/zi2"' P O U ~  tout z E C.  Ainsi az,, est cont,enu dans uii <iolrlainc 

D,," tiéfiili par : 

Dtn =: {(u), Z )  : Re(11: - a )  + H I I L  (z; S) -- E ! Z / ~ ~ "  < O). D'aprCs E. BeclYcx-tl ct 

J.E. Foriiaess (131, Main t,heoreiii), il existe une fonct,ioil g,,% l~oloiiiosplic siir DL,L 
- - 

ct coi~tiniie sur D Z n  satisfa.isailt les propïirtés s~iivant,es : pa i r  ( { i l ,  2 )  t Dzr1 ~t 

ni, E N assez grailcl on a 

N" < A  1) Bn(j1i, - 0 1  + / z / ' ~ ' )  5 Jg,,, (W. z)l - ,,(Iw -al + jzjL7'') oii A,, et B,, wilt 

des constantes strictenieilt positives. 

ii) asg gz,L ( 2 1 7 .  X) E [-Fr y ]  
Soit g la, fonction ainsi obtenue lorsque zn == O 

~ i i  posant a = log 1 - [ 1 - (s) 1 / i?u o > O est a,ssez pct,il ct I< > O est 

assez grand, oil obtient une fonction p.s.11. dans R pïena.iit ses valeiirs daiis ] -x,. O[ 

et telle yur lin1 a(w. z )  = -m. 
( lzu l+ l= l ) -+m 

Nous terminons cil inoclifiant la fonctioii a dr façon à obtenir une foiictioii 

p.s.11. négative siir R prenant la valeur -co sur les droitcs corilplexci { z  = z , ]  

Posons, à cet effet, h,, ( w ,  z )  = Bnr2m on définit ainsi uilc fonction holo- 
s" (w,.) ' 

morphe de module strictement inférieur à 1 sur D,". La fonction hZn  =: hzvZ O a>;: 
est alors holomorphc ai1 voisinage de a et satisfait les propri6tés suivantes : 



- 
ii) V(u1, z) E 0, on a  IL^, ( T V ,  Z) = O si et seulemelit si z  = 2,. 

Choisissoiis iine siiite A,, > O telle que ~2 A, log I ~ , , ( T L ~ ~ ,  a)I > -CC ; alors 

c:: A, log lIzZ,(u~, z)j définit une fonctioii p.s.11. n(:gative sur R et la fonctioii 

reiiiplit les coilditioiis requises. 

Preuve du leinme 1.2. 

Soit ((?LI,,, 37i))71>1 ~ 1 1 1 ~  qiiite de points de Ri cjui converge vci-5 uii poiiit 

( c r u .  <le bS2, . Si h[i fi(n . , , ,  z,,)/  + ld2(1r,. t,,)l] : +m alors. 1'alq)lication f 

&tant piol,x\ 1;i sliitc (,f ( ~ r , ,  zn convi>re;e v < , ~  un point (IO;. :,) dc bQ2 

al)i-i-s iiile i.vciitii<~llt~ cstractioii Le bord dc RI Ctant type fiiii, i,n rbsii1t;it 
- 

<IV fi'. I3citcloot [9] iliontic qiie I 'al)l~lic;îtio~~ f piolciiig<~ contiiiiiii~(~iii à 111 5ui 

1111 voiiiii;~gc de (ulo.  z o )  (On notera qu'aucune liypothkse globale siir fi2 ii'est 

iii.cessaiic, co111111~ cela est lx.bcis4 dans [9]). Nous aiiroiis égaleineiit 1)c.soiii de IR 

tliE&rciitiabilité du proloiigcin~iit de f ,  celle-ci découle des résultats <le [8]. 

Poils toiit p E 1>i23, ( j  = 1 oii 2 ) ,  on note ~ ( p )  l'ordre d'anniilatioil du d&t,cr- 

iiiiiiaiit de Levi dc OII, en p. Plus préciséinent,, pour t;oute foil~t~ion p, t16fiilissiiilte 

locale de b113 c.11 11, oii posc = - clet [i, et ~ ( p )  est IC pliir prtit <,ri 

tic1 I I %  pour lcquel ('siste iin opérateur T, taiigenticl au bord d'ordrc i n ,  tel qiie 

1) T cst iiidé1)Fiid;int cl(, la  fonctioii dbfinissaiitt- ~.lioisic~. 

2 )  T est semi-coilt,iriue supiJrieiircinei1t (s.c.s.). 

3) r est invariant par 1,ilioloinorphisnie 

4) \J?r E 6fi 011 a ~ ( p )  1 ~ ( f  (p)) et, en outre, ~ ( p )  = r ( f ( p ) )  si et sPlilemei~t si 

13 !2 v,. 
Nous soiilmes inaiiiteilant en mesure de terrniilcr la preuve du leinilîc. Il 

suffit d'btablir que J f ( w o  + zt, z o )  est identiquement nul au  voisinage cle t = 0. 

Si cela ii'était pas, on trouverait une siiite ( t n ) n E ~  telle que limf,, = O et 
11 

J f  (wo + ztn,  zo j # 0. 



Pour toiit n > 1, on aurait alors r [ f  ( w o  + zt,,, zo)] = ~ [ ( w o  + z f n r  ' O ) ]  = 

r( tuO,  zO)  et r étant S.C.S. r(ulo,  z o )  5 r ( f ( w o ,  z o ) )  Conlme, par ailleiirs, on a 

~ ( f  ( w o ,  z 0 ) )  < 7 ( w 0 ,  z O ) ,  il en résulterait que r ( f  (uio, z o ) )  = r ( w o ,  zo)  et donc que 

J f ( w o ,  7 0 )  # O ,  CC qui est coiltraire aux hypotlièses. 

2. Étude de certains biliolomorpliismes locaux. 

Nous étiiclioiis ici les biholomorphisnles locaux échangeant deux geriiles d'l~y- 

persurfa.ces analytiques réelles, rigides et de type finis. Xoiis supposons en oiitre 

qiic c ~ s  hilioloi~iorphisines prbservent ilne droite complexe transverse ;i:is Iiy3rpcr- 

si~rfacr.~. La prol~ositioii suivant~e ri.surrie les résiiltats de cette partie. 

Propositioil 2.1. Soi t  f  = ( f i ;  f 2 )  ,un biho10rnor~h~ism.e 1ocr~l d ' i ~ ~ i .  ooisin,«.,g(< 

1. (le l 'origine daxs  C' sur (Ln a,utre et tel  que f l (O.O)  = O, f 2 j t o , 0 )  - O .  

Hi = {pl j ec i ;  zj =: Re ZLI + p(z. 5) = O}. 

Na = { p î ( u : ,  2 )  =: Re U )  + @ ( z ,  5) = 0). 

oii ,- ct  :P son t  dcs fonctions nnalytiq.i~,es réclles s o ~ c s - h , a r n ~ . o n , i ~ ~ e s  citifinie.~ «a 
ükq , o o i s i ~ ~ a g e  (Le l .origine,  telles que  : --(0,O) = O, g ( 0 , O )  = O po71,r f o u t  X. 2 O 

ilZ* <?'y e t  m. s 'annrrlcn.t 6 ?Ln ordre f ini  e n  O. O n  .~?r.ppose q7~e f (Hi  I-! y) C Hz. 
Alors  : 

f* (&) = + B(- ) -  
i ) ? i )  au; mi B es t  u n e  , fonct ion  h o l o m o r p l ~ e  e n  i tel le qite 

B ( 0 )  = O et B r ( O i  = 73: L i  E R. Ln. f onc t i on  B v.5t iden,tiquem.ent ~ ~ ~ c . l l e  s i  ct  

se.i~lemen,t s i  B r ( 0 )  = O .  

Preuve de a). 

Notoiis ir ct t l  les partie\ réelles et imaginaires de la variable ui. Soit A(u, x )  =: 

( -? ( z )  + lu, r)  uil paramétrage de Hi. Le chainp de vecteurs L défini par L =: 

-%& $ ;& est tangent à Hl et donc L(p2 O f )  E O sur Hi n V .  El1 posant 

g(zi3,z) = & ( P 2  O f )  = +$$ + &(@ o .fi), on obtient . 



au voisinage de t, = 0, z = 0. 

La d6monstra.tion consiste à dériver (1) par rapport à z à uil ordre arbitraire. 

Cornmençoils par quelques préliminaires. En observant quc, d'après la. ddfirii- 

tion de A,  l'on a 

d a fi 89 df2 
- ( f 2  OA) = - ( - O  A ) .  - +(- 0 A) az aw az az 

on obtient 

011 inoiltrc niaiilteliant par rccurreilce cjuc 

Les fonctions gJ ct I z j  sont ai~alyt, iq~~es réclics au voisiiiage de (0,0) niais noiis i ~ c  

chr~rclioris pas  A les explic.itrr. 

Pour k = 1, il s'a.git tle LI foriliiile (2) avcc j = 1 ct gi z O. Eil iitilisaiit ( 2 ) .  

on voit imiiii.cli~tteineiltt quc3 

11 restc donc à noter que : 



D'autre part, une récurrence immédiate donne : 

Là encore, les 1, sont des fonctions que nous n'explicitons pas. En iitilisalit 

l'liypothèse f 2 ( 7 u ,  O) - O. on tire de (3)  et (4) : 

ak ase - 0 (h 0 A)] ( i o .  0 )  a 0 ,  pour P 2 O ;  
d z k  

En np1)liyiiarit & à l'éyiiation (1) et eii tenant conipte <le (5). ( 6 ) .  o i ~  t io i i~ ( '  
L + l  

aloi5 w ( l c ,  0 )  r O pour k 2 O. ce qui établit a). 

Passoiis niairiteilaiit A la preuve de b). 

Yous iitiliseïons des clxiinps tle vecteurs 1ioloiiit)rphcs tangeilts aiix Iiyl><~isiir- 

f i i c e ~  H I ,  ce qui designera ici dcs chninps de la forme, a(u:, zj-& + I > ( c o .  ,-)z o;i 1c.s 

fvilct,ioils a, b sont liolon~orphes et  dont les partics réelles sont des cilailips t;iii- 

geilts a11 sens iisiiel. Rappelons que cett,e classe de champs de uecteiirs est sta1,lc 

par iniage dirccte pa.r lin biholoiiiorphisrile a.insi que par crocliet tle Lie. La prol)o- 

sit,ioil suivante, extraite de 141, sera utile à la déinonst,ration. Pour la coiniiiodit,6 

. de lecteur. nous en donnerons la preuve à la  fi11 de cettepaït,ic. 

P ropos i t ion  2 . 2 .  Soi t  2 = h( ,u>.z)& ,un c l~arnp de ~,cctelrr holoncorpli,r: 

t a n g e n t  à Hz  d i f i n i  al(, voisin.agc de l'origine e t  n o n  identiq,rem.cn.t nul. Aiors 

la. partie homogène  d e  plus bas degré d e  h e n  2 es t  Ggc~le à i/?z (9 t R*) et  celle 

dc  @ à M(zj2m: avec A f  > O e t  7n E N*. 

Notons , f ( w ,  z) =: (ru;, ,fz(u), 2 ) )  ct considérons lc champ de vecteiir holo- 

iuorphe tangent à HZ c'est-à-dire f ,(i&) =: A(w, z)& + B(w. i )&. 

On a [ f * ( ~ & ) ] ~ ( ~ , ~ ~  = + 
d'où 

(7) 
a f 2  B(I'zo, . f2(tu, z ) )  = i-(w, Z )  et  A r iI' 
dw 



Piiisque rz&, est taiigeiit à Hz, B(w, z)& l'est égalcment. 

Supposons B non ideiltiqucmeiit nul. Alors en appliquant la propositioii 2.2 
a a aiis chainps B ( m ,  z ) g  et [ax, B ( w ,  z ) % ]  = a$$&. on voit que le dévcloppemciit 

de B est de la forme suivante : 

oii ,3 ct cu sont des réels qui ne soiit rcspectivenlent nuls qiic si B c O oii e O. 

Ecrivoiis 1~ ddvcloppcii~ciit dc ~f2(t11, z )  soiis in forme siiiva.iite. 

Eii idcritifiaiit lcs teriiics cil z puis rii u,: daris cl~acuii (ic5 tlciii iiic.iiil)ics 

de ( 7 ) .  01: obtient : zb = zùa  ct 2 ~ c  = LSII + ara pilis donc b = ct = -,o. où 

3 = S(,12 -  LU.^). 

Traduisoiis inaintrnant l'iilclusion f ( H i )  C H2 : 

( 1 0 )  \l[/[f2(-p + Z V ,  i)] E I ' ~ ( z ,  2 ) .  

Lcs t,erilies de degré 1  rn i dans ,f2(-y + iv, z )  provieilrient dc, : 

Lu parti<, dc dcgrG 1 cil o daris f2(-y + zv, z )  est doiic égale à . 

U Z ( ~  + / 321 '  - Y ~ 2  + 0 ( v 2 ) ) .  

D'apri.s la propositioii 2.2, la partic homogkile tic plus bas ticgré (lails Q est 

égalc à B/zlZrn ( B  > O ) .  Par syinétrie, celle de p est égale à A / z / ~ " '  (il > O). 
L'identitC des termes de d e g ~ é  2m en z  dans (10)  donne alors : 



et donc : (pz - 2y)v2 + o(v2)  = iocrv2 + o(v2)  r O.  

Il s'ensuit qiie N = O et donc 2 =. O .  Ceci achève la preuve de la propositioil 2.1. 

Nous teririiilons <:et.t,e partie en doi~ila.nt la dén~onstration di1 proposition 2.2. 

Cette dernière résulte de la lemme techiiiqiie suivant : 

Lenliiîe 2.3. Soi t  Q(z, 5) 7~n  p o l y ~ ô r n e  à valeltrs réelles l~om.ogi:n,e d e  degr6 

%TL, sans  terrne harmon ique ,  e t  soit  (A, b )  E R x N. 

1 )  S i  1111 (zkg) = X Re ( zk%)  ; ~ , l o ~ s  : 

i) S i  1; = 1. o n  a & = ~\fIz/~'"jM > O )  e t  X = O .  

i i )  Si k f 1 071 O, ,Q = 0. 

2) S i  Rr (l*g) = O ,  alor, Q = 0 ,  

Coiiiiiiciiçolis pas la preuve du leiiliile 2.3. 

011 a ,  par hypotll;\sc . 

Lorsque k # 1 (i.e. 1 # O ) ,  on voit directement sur (11) que Q z O. En effet,, 

si po = min{p E [ l ,  2m - 11 tels que Ap,y # O ,  q + p  = 27n) alors les termes de plus 



petit degré cn z de cha.cun des deux membres de (11) sont respectiven~ent Cigaus 

à po(l  - Xi)ApOq,zP0+'2q0 et qo(l + X Z ) A , , ~ , ~ P ~ Z ~ ~ + '  ; où q, = 2m - p,. 

Lorsque k = 1 (i.e. 1 = 0) (11) devient : 

1 [p(l - Xi) - q(l + Xi)]ApqzPzq E 0 ,  
p+r=Zm 

P , s > ~  

d'où APq = O pour y # q et, si Q $ O, X = 0. 

Ceci éta.blit la preinière assertion. La seconde s'obtient de façoil analogue. 

Preuve de la propositioii 2.2. 

Soit Q ln pa.rtie 1iornogCiic dc plus bas degr& da.ns le dévelol>peiiicnt dc (1) a11 

voisiiiage de l'origine. En vert,ii des l-iypotliCses sur Q, Q ( z ,  z) est 1111 1)0ly1iôn1<~ dc 

dcgsC 2117 sous-harnioriiq~ie et sans ternlc llarixioiiiqii<:. 

Doiinoiis à tc (et L E )  le poids 2712 et, à. z (et z )  le poids 1. Ainsi lc poids cl'riri 

irioiiôrnc wk1~ï jb2q1 Q 4 ?  est 6gal à ( k t  + k2)2,-r-c + (q i  + a) .  

Soit B(u1, z) 121. partie l-ioniogiirie de plus bas poids dans le <lCvcloy>~>ciiic~ilt 

tic I L  au voisinage de ( 0 . 0 ) .  Lc cliainp hju,, z ) $  est holoiiiorpl-le t,;arigcsiit à H 2  

c'est,-à.-dit-e : 

!13) Jt,(-lijz; 2 )  + i v .  z ) - ( z l  i )  = O. 37 1 
Eii iiotniit QI = 2, ~t en coll<,ctailt les ternies d e  pli15 bas dvgrt: cil : diiiii 

(13), oii obtient : 

Supl>oçonsq9iit B soit dc pc)ids q où q E { O , .  . ,2rn - 1).  On n donc 

B j l o , ~ )  = ?z%où y = cu + zB # O ct (14) donne . n Rc(zQ1)  = +jIl~l(zqd)~ j .  

Le lemme 2.3 rnontrc alors <lue q = 1, n = O et Q = .ldlz)2m. 

Si maintenaiit B est de degrt q 1 2 m .  on a 

B(îo, z) = b02q + + . . . + l > , . ~ ~ ~ q - ~ ~ ~ ~ ~  l'équation (14) dcvient : 

Supposons d'abord s > O, en derivairt s fois l'équation (15) par rapport à O ,  011 

obtient : 

R~ [ b  sti3zq-2n~3 
S .  QI] E O et le lemme 2.3 montre que : 



Dérivons ma,inteiiailt (s - 1 )  fois l'équatioii ( 1 5 )  pas ra.pp0i.t à v,  oil obtient : 

e { [ i s  - î ) ! zq - zn ' ( s - l )  + bsis- 's!(-Q + i v ) i q - 2 m s ]  Q ~ }  - 0 

d'oii, el1 tciiaiit compte de (16) : 

011 a alors X ~ L  . I\I'L = 0. ce cjui est absurde puisque 1>, # O. Lorsqiic s - O. jn 

coilt,radiction découle iinrriédiat~elilent (lu leinriie 3.3. Ccci teriiiiiit la preiivc: cl<. i;! 

p~opositioii 2.2. 

3. Applicatioiis Iiolomorplies propres  e n t r e  domaines  polyi~oi l i iaux ri- 

gides e t  f ixant u n e  droit-e complexe. 

Dails ccttc. partie. iioiis 6t,iiclioiis la formc dcs applica.tioils Iioloiilcirl>llcs 

proprcs entre deux domailies polynorriiaux rigides de C Z  qui fiselit i~ilt. droite 

clc la forme { z  = ct,e) IIOII contenue dails le lieu de branchement. Xoiis ét,al~lissorlb 

la l>roposition suivante. 

Soi t  d : CLi i i l2 m e  appiicnt2.07~ holorr/,o~.pfi,e propre telle quc. 

1 )  f = ( , f i  ; f z )  .se prolon,ge c n  7~n  bih.oiorn.orphism,e local (l'un, ,iioisl.n.a,ge ITi d e  

l 'origine de C 2  sur  u n  autre; n o t é  112. 

2) , f? ( î r : ,  O) E O e t  j l ( O ,  O )  = O .  

Alors  1;2l.ne des trois possibilités suivan,tes est  vérifiée : 

a )  f l ( w , z j  = r w ;  ( r  > O )  et f 2 ( w , z )  = f 2 ( 5 ) .  

i i )  f i (m ,  z )  = T w ;  ( r  > O )  e t  P 2 ( z ,  2) = P 2 ( / z / ,  1 ~ 1 ) .  

. . .  
zzz) . f ~ ( ~ o , z )  = & ; ( r  > O e t  X E R*) et & ( z , z )  = 1\f1zi27n + Q 

M > 0; m E N* et  Q O 071 Q n e  cont ient  que des  t e r m e s  de degré > 2rn. 



La forille précise des applications qui font l'objet de cette proposition sera 

doililée par le théorème 2 (cf. 5 4). 

Da,ils cette partie, nous adoptons les notations siiivaiites : 

Soit P(z,  2 )  E P, P(z,Z) peut s'écrire sous la forine 
- N 

P(z '  z )  = IA2'ReX(z) où K ( z )  = xZo n j l z j .  Notons alors 

Lorscl~i~~ ln partic licmiogeiic de pliis bas degré Je P ri'cst pas 6<liiilil~r4e (c't 

(ioiic RP l ' ( O )  = O )  on tiira ciuc P E P. "cst éqiiilibi6-" \eut cliic "cst tic la foriiir 

1\1/71'"'. 111 E R*, I l l  E N*.. . 

La propohitioii rés~iltei-il des tieiis lerrlnics tecli~lic~iies suivalits : 

Leilime 3.2. Soient  7 E R. P ( 2 , T )  E P et A(s) u n e  fon,ction ii.olom.orphe 

n ~ ~ l l e  6, 1 'origine.  

S i  les t e r m e s  de la. f o rme  o u  / s / 2 m ~ q  O ~ L  ( p ;  y > 0)  dont  iden%àq?~ern.~nt 

7~1~l.ç dan,s Z7exPre~~ i< în .  

('77 - m ~ j V * ( z )  +2na.aRcV(Oi  
A(:) = 2 . avec. a = -4'jO) 

T/V(z) + m(T7*( z )  + 2 Rr l'(O)) 

Leiliiile 3.3. So i t  f : RI -t R2 u n e  application holomorphe  propre sa t i s fa isar~~t  

les hypothèses de la proposit ion e t  soit  Xf = f , ( i&) .  
4 

Supposons  que  sur  .u,n vois inage  U2 de l'origine le c h a m p  X' soi t  S o n n é  par : 

_71'<,,,,,, =: i l (w)& + B ( z ) ( n t u  + b)&,  où ( a ,  b )  E C? -4 é tan t  u n e  f onc t ion  entière 

e t  B u n e  f rac t ion  rationnelle.  Alors  B est u n  polyn,ôme holom,orphe. 

Ccs deux lemmes seront démontrés ultérieuremcilt. 



Commençons par montrer que f i  est de la forme générale f i  = & où 

I' > O et X E R. D'après la proposition 2.1, on a fi(w, z) = fl(w). Notons 

D =: {w E C : Re w < O )  ; f étant un biholomorphisme local au voisinage de 

l'origine, d'après la proposition 1.1, on a Jf(w, O) # O pour tout w E D. Donc fi est 

un biholomorphisme local sur D. D'autre part, fi est une application holomorphe 

propre de D sur lui-même et donc fi est un revêtement fini de D sur lui-même. 

Comme D est simplement cqnnexe, fi est donc un automorphisme de D. Il s'ensuit 

que fi (w) = - où l? > O et X E R puisque fi(0) = O. 

Passons maintenant à la preuve de i) et ii). D'après ce qui pri.cède, si X = 0, 

on a fl(w) = r w ,  (l? > O). Notons dans ce cas f = (I'w, .fi(u>, z)) et considérons lc 

champ f * (~&; ; ) .  C'est un champ de vecteurs holomorphe défini sur Q ct tangent 

à bOz. D'après la proposition 2.1, f,(i&) est de la forme 

[ f * ( ~ & ) ] ( ~ , ~ )  = zI'& + ~ ( z ) & ,  où B est une fonction holornorplir dans uii 

~oisinagc de l'origine, et on a B(z) = 7 / 3 2  + . . . ( p  E R )  avec /3 # O si et sculcinciit 

si B $ 0. 

D'autrc part, on a [f*(i&)]fb,i) = ir's + i g ( w , ~ ) & ,  

. " f 2 ( W ,  z). d'où (B O f2)(w, z) = z 

Si B r O, alors E ( w ,  z) - O et f2(w, z) = fi(z) ce qui correspond aii cas i) .  

Supposons maintenant B + O. Puisque z ï &  est tangent à 602, ~ ( z ) s  l'est 

également . 

Cela se traduit pas : Re ( ~ ( z ) g  (Rew + P ~ ( z ,  2 ) ) )  = O pour tJout (ru,  z )  tel 

que Rew + P. (z ,z )  = O  ou encore par : 

(1) 
3p2 Re[B(z).-(z, ,?)] = O, pour z assez voisin de l'origine. az 

V'(2)+2 Re V ( 0 )  D'après le lemme 3.2, on a alors, B(z) = iPmz Ic.(z)+m(v*(r)+ane vjo)).  

Or, d'après le lemme 3.3, B est un polynôme et, conune doV* = doW, on a 

B(z) = i p z ,  ,4 c R*. 

L'équation (1) devient Re [ipz . %(z, z)] = O, ce qui entraîne Pz(z, 2 )  = 

Pz(l~I,IzI) puisque 



Pour la preuve de iii), nous allons montrer que si X # O, alors Pz(z,Z) 

n'appartient pas à P. Nous procédons par l'absurde et supposons que P2(z,Z) E p. 
Rappelons qu'au voisinage de l'origine, on a 

w avec flr(w) = & et Fl(w) = -. 

Considérons le champ de vecteurs holomorphe 

d'où ,4(w, z )  = i j s  o F)(w) = + ( r  - iX10)~. Les champs 2 et i& sr~iit liolo- 

morphes taiigents (dans le sens évoqué juste avant la proposition 2.2) ?L 1>Q2 donc 

les crochetas de Lie [ -  X ,  i a  au,]  et [ [x. - i&], le sont également. 

.a13 a  Or, on a [X, i&] = 2 F ( r  - Xiw)-$- w + ta- w az 

- -2fi  a  a 2 ~  a  et [x_i&,i,i&] - aw a , i a z .  

Puisque 2 i g  & est tangent à bR2, @ & l'est égalemeiit. Comine pa.r liy- 

potlikses, Pz E P ,  la proposition 2.2 inolltre alors que = 0. On a ainsi : 

B(w, z) = Al  (z) . w + Ao(z) où ilo et Ai sont deux fonctions holomorphes ail 

voisiiiagc de l'origine. 

Le cliainp Xf étant holomorphe tangent à Ml2, on a : 

~ e ( X f ( ~ e  w + Pz(z, 1))) = O pour tout (w, z) tcl que Rc w + PL(-,?) = O 

z dP2 
c'est-à-dire Re[-(r - IXIU)' + ( A I ( z ) .  w + Ao(2))-(z,F)] O 

2r az 
pour u1 = -Pz(z,Z) + iv ,  (z,v) variant dans uri voisinage de (O, 0) dans C x R. 

Cela se traduit par : 



et l'on en déduit : 

Désignons par H2,(z, Z) la pa.rtie homogène de plus bas degré dans q ( z ,  2). 

De (2), on tire : Re [~A~(O)*(Z,Z)] O. Ceci, d'après le lemme 2.3, entraîne 

Al(0) = O. On peut alors appliquer le lemme 3.2 à l'équation (2) et eil déduire 

que : 

(on a utilisé le fait que Re V(0) = O puisque P2 E @) 

D'autre part, B(fl(w), fz(w,z)) = z ~ ( w ,  z) donc B(0,D) = O puisque 

f2(w, O) f O et fl(0) = 0. On a donc Ao(0) = O. En obscrvarit qiic les terincs 

de la forme ( ~ / ~ * ' . z p  ou I z ~ ~ ~ z ' J  du membre gauclie de (3) ne peuveilt provenir que 

de -XP2(z,Z) + Re [ ~ o ( z ) z ( z ,  F)] , on peut à nouveau utiliser le leiniile 3.1 et 

obtenir 

(5) i lo(z)  = (2X - mao)z où a,, = AB(0). 
W(z) + mV*(z) 

En définitive f, ( i& )  est donné par : 

(6) 
d i d Tf*(z) d 

f*(i-) = -(r - X ~ W ) ~ -  $ (aw + b)z r a w  W ( Z )  + ~ v * ( z )  Z 

où a et 6 sont des constantes complexes. Nous pouvons donc appliquer le lemme 

3.3 et en déduire que r , , , ~ ~ ~ . , , l  est un polynôine liolomorphe. Cornme V *  et 

W ont même degré, ce polynôme est de la forme a z ,  a E C. De (4) et (5), on tire 

alors : 

Pour terminer, nous revenons à l'identité (2). Tenant compte de (7)' on a : 



Posons P2(z,?) = Cp,q>l ApqzP?Q ; en reportant dans (8), on obtient : 

Coirime X # O par hypothèse, on obtient facilement de (9) que P2 est 1ioinogi.iie 

c'est-à-dire Pz = Hz,, Tenant compte de (7)' l'identité (3) devient alors 

011 en dbduit que : 

(11) -XH2,,jz,?) + Re 

D';i1>ri'sl1r, lciilnic 3.3. (12) force Hz,,, a être équilibré. Ce qui est absurde. 

011 pose 
+cc 

EII tenant coniptc des not,ations adoptées, les termes de la forme lzl'mzl' oii 

/ z / ~ " ~ ? " ~ .  q 2 0) dails ( * )  ne peuvent provenir que de : 

Par ;iillciiis, on a 

s -3  w - w  
+(iIina+-)(---- 

2 4 ) 



Les termes harinoniques de (3) sont : 

m (Re a )  Re V ( 0 )  + 21n Re V ( 0 )  + W )  +q w + 2(Re a )  V*  + m 
2 1 

Donc les terines de la fornie Iz127nzp 011 Iz)21n~q ( p , q  2 O )  dans ( 1 )  sont : 

lzjzn' Re[ -yV(z )  + 2I<(z)].  Par hypothèse, ils sont identiquement nuls. d'où : 

En ren~pla~aiit  I i  par son expression ct V  par V' + V ( 0 )  dails (4)' on obtient : 

S 
(5 )  - [ /UV* + 2777 R r t r ( 0 )  + T l )  + :II + V L ( , n  Rea - y )  = O 

2 - 

Preuve du lemilie 3.3. 

Supposo~ls quc B ait des pôles 

Soit S l'cnscrnble des pôles de B dails Cl2, c'est-à-dirc S = Cl2 r) ( F 1 ( m ) ) .  

Soient lin élbiiicnt de S, zi.1 un noinbre coniplexe tel que (wi .  "1) E S et, 

e11 outrc, au11 t O # O. (Ce de~riicr choix est toujours possible quittr, A f aire ' iiiie 

traiislatioii cil Ini u.1 ). 

Soit (2c0, zO)  un ~ o i ~ l t  fixé dans U2 \ \ f ( V f )  ; puisque R \ ( f  (5) U S) cst 

connese et dense dails Clz, il existe un cheinin continu y : [O, 11 -+ R 2  tel que : 

yj0) = ( ? f i o ,  zo)  ; ?(l) = (u] ,  , z l )  et 'v't E [ O ,  1[, y ( t )  $ f ( V f )  U S.  

L7applicatioii f étant holomorphe propre, f : RI \ f -' [ f  ( V f ) ]  + 122 \ f ( V f )  

est uii revêtement fini, il existe donc -i : [O,  l[+ Ri \ V f  un relèvemciit de y par f 

c'est-à-dire W E [ O ,  1 [ ,  j f O Y ) ( t )  = y ( t ) .  

Pas hypothèse, au voisinage de l'origine le cha.mp de vecteurs holon~or~hes 

..f = f* (i&) est de la forme : -?(,.,;) = A(ZU)& + B(z)(o,w + b)g où A est une 

fonction entière et B est une fraction rationnelle. 



L'existence du r<lli.vement y permet de prolonger holomorphiquernerit . f * (~  &) 
-2 

le long de y([O, 1[) en un champ X tel que 

d 
Par ailleurs, piiisquc. y([O, 1[) c Rz \ S ,  le clianip A(w)& + B(x)(uzc, + h ) x  

+ 

est égalcricnt un prolongtment de X le lorig de ?([O, 1[). 

Par unicitk du prolongement, on a donc : 

ct 

(3)  
af2 - 

'dt t [O.?[: i-(?(t)) = Bjîz j f ) ) ( ( ly i ( f )  + b )  où 2 ( Î I , ? ? )  i3 70 

Coiiin,~. (na, ,  -+ h )  # O ,  on déduit iiiirn6diatcincrit de (3) quc 1Bj:l ) i  < + X  
.c qui est iiill~obbiblc. 

4. Preiive des tliéorèi~~es 1 et 2. 

Preuve du tliP,orèiile 2. On se place daiis lc cas iii) de la prol~usitioil 3.1. 

La partie lioriiogèiie de plus bas degré de Pz est égale à Aflzl" ((M > O )  ct  coiiiirio 

le irioiit,re un calciil él4mciitSairc cclle dc Pl est aiissi égale à i2I1'lzj"" (hf' > 0). 

Notoris 2 k  le degr& di1 polyri6mc P2 cct fizk sa, partie liornog?:ric de ~)liis lia.iit (ic.gr6, 

il iioiis faut  iiioiit,rcr quc 1; = m .  

Noiis utiliscroiis poiiï cela. la iilétllodc de <iila.ta.tioii <Ics coordo1liii.c~~. Coiihi- 

dkroiis cet cffrt la siiite dc poiilts de RI  : (-i + i. O ) ,  la suit<. cfc p»iiit,s de R2 : 

f (- n + A '  0)  = ( - - $, O )  et cleux siiit,es tlc dilatations (Sn) , ,  et (A,, j,, c16fiilic-s 

par : 

Soit h l'application liolomorphe propre dc sur CL2 donnée par : 

h : RI  -+ R:, 



On définit alors une suite d'applications holomorphes propres (F,,), de Sn(R1) 

sur An(Qa) par Fn = A, O h O 5';'. 

On vérifie sans peine que : 

1) F,(w, 2) = (&, $$n-$j2(- n + i A ,  i n - 5  ' 1). 
2) Pour tout n : F,(w, 0) = (6, O )  et PT,(-1,O) = (-1,O). 

3) Pour tout 12, la multiplicité de Fn est égale à celle de f .  

4) Sn(Ri) converge vers Di =: {(w,r) E C 2  : Rew + M ' ( z / ~ "  < O}. 

5) A,(Rz) coilverge vers D2 =: {(w,z)< C 2  : Reui + ( X ) 2 k - 1 ~ z k ( ~ , z )  < 0). 

D'autre part, d ' ap r s  ([IO], Leiilme 1.3)  et apri.5 une érciltuellc extraction, 1;: 

suite (F,),, converge iiniforn~éiilelit siir tout coinpact de Dl  vers iinc applicatioii 

l-ioloiliorphc : F : Dl + D2 telle qur : 

iidmettoiis ~ ~ l o i l i e ~ ~ t  anéinent que pour w ,  fixi., F2(ro, .) est surjcctivc fiiiic. Il 

cil va alors dc inên~e pour F hloiltrons que F est propre. Posons : 

sur D2, on d6fiilit la forictioil a(w, z )  =: sup pl(u, 1 ) ) .  Piiisque F cst 
F ( U , U ) = ( I U , Z )  

surjective et finie a est 13.s.h. et stricterncnt négative sur D2. 

Supposons qu'il existe une suite (w,, z , ) ,  de points de Dl qui converge vers 

un point de bDl et telle que (F(w,, z,)), convergc vers lin poillt de D2.  Deux 

cas sont à distinguer. Commençons par supposer que la limite de ( IV, ,  z,) est 

finie, soit (wo,zo) cette limite et soit (w1,zl) la limite de (F(wn, z,)),. On a : 

a(F(wn, 2,)) L pl(wn, zn), et puisque a est (s.c.s) a(w1, zl) L pl(?so, zo) = 0. 

Ce qui est absurde puisque a est strictement négative. Supposons maintenant que 

(]wnI + Iznl) -+ +oo, (wn,zn), étant dans Di on a IwRJ -f +CO et d'après a)  



F(tu,, z,) --+ (O, z), par hypothèse (O, z)  E D2 donc il existe N E N* tcl que pour 

n > N : ( 0 , ~ )  E An(CL2). Comme F, est propre, il existe ( u , ~ )  E Sn(Ri)  tel que 

F,(u, u )  = (O, z), d'après 1) ceci est impossible. Noiis avons donc montré que F 

est propre. Etablissons maintenant que m 2 k.  

Soit (w,, , O)  une suite de points de Di qui converge vers un point (111~, 0) de OD1 

oii iuo # O. La suite (F(w,, O)), converge vers le point (&. O) de bDz, le bord de D2 

étant de type fini, on sait d'après [9] que l'application F se prolonge coiltinîiment 
- 

à D i  sur iiii voisiilage de (wo,O), et d'aprgs Bell et Catlin [SI F sc prolongc 

diffi.reiitiableiiiciit à Di sur un  voisiiiage de (wa ,  O). Donc si 71 (rcspc~ctivcmcili 

T ~ )  désigne la foiiction type de bD1 (respecti~einent de OD2) alors 

T,(U,~:O) 2 ~~{Fjt~!, , ,o))  = T ~ ( ~ , O ) .  
1l1o 

<l'où 117 > 1,'. 

Ccri teriliiilce la. yrc:uvc di1 t lii.oi.;:ii~c~ 2. 

I\loiit,roris iiiaint~ciiaiit quc polir tu fis&, F2( lu ,  .) est finie. 

011 v6rific facileiiici~t que : 

<,t 
r 

A,,(Q,) =: {(ii>,z) E c2 : R c w  + ( - ) L b - 1 ~ 2 ~ ( ~ , 7 )  + Qn(:,4) < 0) 
X 

où O,,( :.. 5) s t  Q1,! z ;  5) sont d ~ s  polyiiôrnes qui <:onvc~rgeilt uriiforin6m<~i1t, siir tout, 

~ O l l l ~ ~ ~ I ~ t  ( L b  c \-<>1-s le ~ ~ c ) l ~ ~ l ~ l ~ l c  s1t1l. 

Soit 11 ,  E C*, un poirit fisi. tcl qiic Rcto < O .  On liotera : 

,,,,, =: { Z  E C : ~ ~ l z / ~ ~  + Qn(z,z)  < -- Re p i : ) .  

I- Re U J  
Dla,cu =: {i- t C : ( - ) 2 k - 1 ~ z k ( ~ , z )  + &niz rz )  < 

X Iw l 

fl,~,,, =: {Z E C : M'Iz12m < - Rew). 

F Re w 
Dm,, =: {z E C : ( - )2k-1~2k(*,2)  < 

X lwl 

A(0, R) =: { z  E C : lzl < R). 



F, =: ( 5 ;  F,,,z) la suite d'applications holomorphes propre de S,,(Qi) sur 

An(Q2). 

Soit R > 0 tel que R e ~ u  + RZm > O. Pour n assez grand, on a 

a,,, n (IzI = R) = 0, on en déduit que la composante connexe de l'origine de 

O,,,, est contenue dans { [s i  < R). Notons Rn,, cette composaiite, il est clair qiie 

Ri,,, converge vers R ,,,,. La coinposarite connexe, Dn,,, de l'origine dans D ,,,, 
coïiicide avec F,,(R:,,,). En observant que D,,, est connexe (étoilé par rapport à 

l'origine) on vérifie facilement que Dn,, converge vers D,,,. 

Aiilsi ln suite d'applications liolomorphcs propres 

est telle qiie (iiiodulo extraction) 

1) /?,,(O) = O,Y!2. 

2)  hn est dc multiplicité finie. 

3 )  h ,  coilvergc vcrs Fzjw. .) : CL, ,, i D,,,, uniformén~ent sur toiil coinpact. 

ct il csiste R > O tel que Cl:,,, C { lz l  < R) poiir tout 12. 

0x1 en d6duit par des arguments standards que F2(w, .) est surjective et finie 

(cf. Appendice). 

Preuve du tlzéorèiile 1 : 

Xous supposons TTf # 0 et montrons que cela conduit à unc coiitradictioii, 

11011s procédons en trois étapes. 

lère étape : Il csiste deux automorphismes de C 2 ,  ct .pz tels que 

l'application .f = p;l o f o 9 2  satisfait les hypotlièses du théorème 2. 

Pour tout ,- E C,  iiotons T ,  le demi-plan {(w, z ) : w E C) n 0, et désignons 

par f n  1% niCrne itérée de f .  Coinrnc Vj. est supposé non vidc, la proposition 1.1 

assure I'existcnce d'un demi-plan T,, contenu dans Vf. En utilisant l'iilclusion 

f-l(Vf") c Vfn+l et le fait que, toujours d'après la proposition 1.1, Vfn est une 

réunion de demi-plan, 011 construit par récurrence une suite de nombres 

complexe telle que : 



ii) Vn 2 1 : f (T~,+~ ) C TZ,, . 

011 observera pour cela que : si ( w , , + ~ ,  z,+l) E fW1(rzn) n nz,+l alors 

f ( ~ ~ , , + ~ )  c  TC^,,. En effet, dans le cas contraire, w,+l serait iin zéro isolé de 

f2(ul, Z,L+I) - z, et (w,+i, z,+l) serait un zéro isolé de f2(ui, z )  - zn piiisqiie 

f -' (nzn ) est cont,enu dans une réunion de demi-plan T, . 

Notoils r, la valeur de T sur 1c bord dc T~,. Il résulte dc ii) ct  des propriétés 

de T que la suite ( ~ , ) , , ~ i  est croissa,nte. Comnle les valeurs de r sont entières et  

majorbes par le degré de P. Il existe 120 E N* tel que T,,,+X = r,,. Pour fixer 1c.s 

idées, nous siipposons que 77.0 = 1. Alors f (xf2) C nzl et ,  puisque r2 = T I ,  nf2 @ 1.7. 

Quit,t,c à coinposer f avec des tîa.iislations jw, z) ct ( u )  + i f o ,  i ) ,  011 pciit siiy>l)osci. 

que f induit 111.1 difféomorl>l~isliic local sur hR au voisi~iage <ic (-P(z2). 22  ) ~t (111~~ 

, f ( - -13 j r ;2 ) :  1 2 )  = ( - -P(z i ) ,  21). DCfiliiss~iis les a~itoiliorpliisrnes tic C< c.t q,. 

1>ar : 

q , J ( l , b .  z )  = ( ~ 0 ' .  2 ' )  

Ils indiiiseiit d<:s aiitomorphisri~es <le RJ sur S2 o!i 

Par constriict,iori. l'a1,plicatiori ,f = py'  o f o pz est propre dc CL2 siir f2,. 

fixe la droite coml~lexe z = O et l'origine (O, O ) .  D'après [14]. f se l>roloiige cil iiii 

bil~oloii~oryl~isrnc local 3.u voisinagc~ d r  (O,  O ) .  

2ème étape : I f f  cst contcnii daris ime réiniion d'ail plus (Zn%) = d c g P  

droites con1p1exc.s. 

Soit f l'applicatiori fournie par la premii-re étape. D'après Ir tliéorèine 2. driis - 
cas sont à distinguer Commenqons par supposer que f est de la forin? ( I ' r r ,  f2(z)) .  

Alors .f2 est ilne fonction entière telle que Fz(0) = O et, %(O)  = X # O. L'ii~clusiori 

.f(bR2) c bQi se traduit au voisinage de l'origine par l'identité . 



Décomposons les polynômes QI et Q z  sous la forme suivante 

où k j  E N*, h j  est un polynôme holon~orphe et Rj un polynôme en z ,Z .  

En identifiant les termes de plus bas degré en 2 dans (l), on obtient : 

(3) .rp2 122(z) = X"'ZI hi(f2(4).  

011 déduit alors de (3) que XI = k z  =: k et 

-1. 
(4) phz@) = A hl O f2(zi. 

Ceci iiioi~tre que le nombre de zércü. de 2 est majoré par ie dcgr6 dc i i 2  cr 

donc par 2m. Il s'ensuit que 1.f est constitué d'au plus 2m demi-plans de la forriicl 

x;. Il cil va de même pour Vf, puisque les automorphisi~~es p l  et p2 échangcilt cc 

type de demi-plans. 

Il nous reste à envisager le cas où QI ne dépend que de jzj. Consid<:rons 

l'application holonlorphe propre de RI sur lui-rnêine définie par y =: O f G 91 .  

Si (wo, zo) E 7 n hRl, alors d'après la proposition 1.1, on a x,, c V,. Quittc 

à composer g avec une translation (w, z) -+ (w + zy, z), on peut supposer que y SV 

prolonge différentiablenlent au voisinage de (wo, z o )  Alors pour E > O asscz petit, 

on a : 

(5) {(wo,~"tzo),t E [-E,E]) c Vg n bn,. 

En effet, sinon, 011 trouverait une suite (tn)nEN telle que limt,, = O et 
n 

Jg(wo, ei tn)  # O. 

Pour tout n >_ 1 : on aurait alors r[g(wO, eztnzo)] = T(WO, e't7~zg) = T(WO,  io) 

et .r étant s.c.s., r(w0,zo) 5 ~(g(wo,zo)). Comme, par ailleurs, r(g(w0,zo)) < 
r(wo, zo), il en résulterait que r(g(wo, zo)) = r(wo. zo) et donc que Jg(wo, zo) # O,  

ce qui est contraire aux hypothèses. 

Donc si zo # 0, (5) contredit la proposition 1.1, donc Vg = xo ou encore 

Vf = Xrl. 



3ème étape : Coiiclusioii. 

D'après la 2ème étape, les lieux de branchement Vfn ont au plus 21n compo- 

santes connexes. Comiiie Vfn+l = Vf - U f (Vf * )  > Vfn , il s'ensuit que la suite 

(Vf>dn est stationnaire. 

On siipposera sans pert,e de généralité que Vf = Vf2, ce qui signifie que 

,f -l(Vf j c Vf. Notons T I ,  . . . , n~ les composantes connexes de Iff. Puisqiic 

f - ' ( T ~ )  est 1111 ciiscinble analytique dans R conteiiu dans Vf il existe a ( j )  E 

(1:. . . ,A - }  tel que T , ( ~ )  C f - l ( r j ) ,  on voit alors facilement qiie f induit iine 

~eriuut~atioii sur { X I ,  . . . . T ~ } .  Alors f N ! ( ~ T T 1 )  C 7i1 et donc, d'apri.s 1;i prciive du 

l~iiiriie 1.2, xl 6 T>,v,. iliiisi Vf = fl et, 12 étant siiriplen~erit coriiiexc. f est 1111 

;iiitoiiiospliisn~<~. 



APPENDICE 



Nota t ions  e t  défiiiitions. 

Une suite de domaines (D,) ,  de C converge vers un ouvert D de C si et 

seiilement si : pour tout compact K de C : 

I< c D =+ Ii c D ,  pour n assez grand 
IC C C \ D =+ Ii c C \ D,, pour n assez grand 

On note : 

A le disque unité de C. 

A(u,E) le disque de centre a E C et de rayon t- > 0. 

Propositioii. Soien,t jw,,), e& (O,) ,  d e l ~ x  suites de domo,ine.q de C tcl les 

q u e  : (u),,) C A ( 0 ,  R )  pour un cer ta in  R > 0,  u), converge vers A et R,, ,vers .un 

o u v e r t  0 de C .  

Sort  ,f,, : iu,, -+ Rn ILne s l ~ i t e  d'applications l~o lomorphes  propre,$ tr:llc q7rc : 

1) v,rz 2 1, . f n (0 )  = o. 

2) 'dn >_ 1, la mu,ltiplicité de f,, est  fin,ie e t  indépendante  d e  n .  

3) ( f , ) ,  converge un i fo r rnéme~r t  su r  les compa,cts de A ,tiers un,e application 

. f :  a + o. 

Alors  .f est  surjective et finie. 

Preuve  de la propositioii : Conimençons par rnoiitrer que f pst si~rjccti\c,. 

Yotons 771 la iiiultiplicit6 comnluiic drs ayplications f ,  ct iiotoil\ T j,, 1~ li<lii ( I t  

brniichciiieilt de f,, ; V f ,  =. { z  E w,, : f:,(z) = O}. 

Pour tout I L  2 1, l'applicatioil 

est un revêterrient à nz. feuillets. 

La construction suivante est classique. Pour tout, zo E O, \ f7,(Vf,,), il existe 

m foiictions holornorp1-ies UI , , ( z ) ,  . . . , Um,,(z) définies sur un voisinage Vo de zo 

ct telles que f - ' ( z )  =: {Ul,,,(z), . . . , U,,,(z)) pour tout z dans Vo. On défiiiit le 

polynôme P, ( I L .  -7) par : 



On vérifie fa.cilement que Pn(u, z) = um + Pn,l(z)um-l + . . . + P,,o(z) oii les 

P,,j(z) sont des fonctions holomorphes bornées sur Rn \ fn(Vf,,) Ainsi les Pn,j 
sont en fait holomorphes sur R, et, par construction : 

Puisque la suite de domaines (w,), est uniformémerit bornée, les suites 

sont ui~iforiilénieilt bornées sur les compacts de fl, et le théorème de Montel 

montre cliie (P,,n), convcrge vers Pk pour la topologie de la convergence iiiiiforiiie 

sur sur les coinpacts de R, après une Cveiltuelle extraction. 

Pour tout z E fl et pour t,out u E C ,  on notera 

P(l1,~) =: ?lm + P,(Z)U~-~ + . . . + Pm(--). 
Ez =: {u C : P(u ,  z) = O}. 

La surjectivitG de f résulte du fait suivant que 1.011 établira plils loiil. 

Pour tout. z E 0 

En effet, soit co E R ct soit ,uo E E,, na. 011 a P(uo, zo) = 0 ,  puisque Pk(.,zo) 

converge uiliformément sur tout compact de C vers P(., zo) d'après lc t,hi.orèrne 

d'Hiirwitz, il existe iiiie suite u n  E A(uo, $) et une suite d'entirrs k ( n )  tclle que : 

Pk(n)(un, 20) = O, ceci est équivaleilt à fk(,)(u,) = so. Ainsi ,f(tro) = 20 et donc ,f 

est surjective. 

Montrons niaintenant que f cst finic. Soit 70 1111 point de 51 et soit C i o  un 

bléinent de f (zo). Sur A on définit : 

011 a : p(uo) = O et p $ 0, d'après le théorème d'Hurwitz, pour E > O assez 

petit il existe une suite (Un), C A(uo, E )  telle que : 

pn(u,) = O c'est-à-dire f,(u,) = zo. Comme pour n assez grand, zo E On, on 

en déduit que f-'(zo) C fll(zo). Ce qui montre que f est finie. 



Nous terminons par la preuve de (*). Commençons par établir l'assertioil i). 

Nous procédons par l'absiirde, supposons qu'il exist,e un point 20 E R tel que 

E,, c a. 
Soit uo E E,, \ n, puisque uo $? a, il existe E > O tel que A ( P L ~ , E )  C C \ ton 

pour n. assez grand. Par ailleurs, zo E Rn et donc Pn(u, zo )  # O sur A(u,o, E) ,  

pour 12 grand. Le théorème d'Hurwitz montare que ceci est impossible puisque 

P ( u o ,  io) = O. 

Pa.ssons iilaintena,nt à la preuve de ii). 

Siip11osons l'existence d'un point zo de R tel que E,, n bA # 0. Soit eio un 

4li.niciit fixé dc E,, n bA, 110 est un zéro de P(., zo) dont nous ilotoiis m ( z o )  la 

iiliiltipliciti' i\Ioiitronb que poiir tout z  E R, uo est un /4ro de P( . ,  2 )  dc niiiltipliciti. 

\iil>i.rit.iiir oii i.galr à m ( zo  ). 

Poiir toiit z  E R,  P(., x )  peut s'écrire sous ln foriiie : P(u.  2 )  =: (7, - u ~ ) ~ ' ( ' )  

P ( u , z )  avec m ( z )  2 O rt P ( v o , z )  # 0 

Soit 71 E R trl  qiie nzjzl)  = miiiZEr2 n7(2); T ~ ( Z ,  ) 2 O.  Po9ons : 

Soit p une fonction soiis-liarri3oi1iclue pic pour a en uo. Siir R, on considère 

la foiiction dbfiilic par : 

n cst sou?-1i;iinioiiique sur Q .  Etal>lissoiis ~ r i a i i i t ~ i l ~ ~ ~ i t  qiic m ( z l )  = 1 1 7 ( x ~ )  Si 

777(zi) < i n ( z o ) ,  alors a(--,,) = 1 et lc principe du maxi~iliiin iiîoiltrc quc a = 1, crci 

impliqiic que Q ( u o ,  zi ) = O et ce qui est absurde. ilinsi pour tout z  E R, uo cst 1111 

zéro de P(. ,  z )  d'ordre supérieur ou égal à m ( z o ) .  Nous terininoils mnintenaiit la 

preuve de ii). Supposons qu'il existc 2; E S2 tel que EZo c bA, d'après r e  que 1'011 

vient d'établir on aiirait E, C bA pour tout z E R, ceci est iinpossible, puisque 

O E Eo (fn(0) = O pour tout n). 
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