N° d'ordre : 1387

N
présentée a

L’UNIVERSiTE DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES DE LILLE

pour obtenir

LE TITRE DE DOCTEUR DE L'UNIVERSITE

SPECIALITE : MATHEMATIQUES PURES
par

Momo BANGOURA

QUASI-BIGEBRES JACOBIENNES ET

GENERALISATIONS DES GROUPES DE LIE-POISSON

Soutenue le 13 janvier 1995 devant la Commission d'Examen :

Président : P. CARTIER, Ecole Normale Supérieure, Paris
Directeur de Recherche : Y. KOSMANN-SCHWARZBACH, Université de Lille I
Rapporteurs : J. H. LU, University of Arizona (USA)
A. MEDINA, Universit¢ de Montpellier I
Membres : R. GERGONDEY, Université de Lille I
J. HUEBSCHMANN, Université de Lille I



A la mémoire de mon pére,
a ma chére meére a qui je dois tout,
a ma famille et

a mes amis.



REMERCIEMENTS

Je remercie trés vivement Madame Y. Kosmann-Schwarzbach qui m'a initié
a la théorie des bigebres de Lie et groupes de Lie-Poisson en me
confiant ce sujet. Son aide et ses encouragements m'ont permis de mener
a bien ce travail. Je tiens & la remercier non seulement pour ses qualités
pédagogiques, mais aussi pour ses qualités sociales.

Je tiens a remercier le Professeur P. Cartier qui a bien voulu présider le
jury de cette these.

Madame J. H. Lu s'est intéréssée de prés a mon travail lors de notre
rencontre au printemps 1994 a Paris. Je saisis cette occasion pour lui
exprimer ma profonde gratitude pour les séances de travail qu'elle m'a
accordées et pour avoir bien voulu juger ce travail

Je remercie le Professeur A. Medina pour avoir accepté de juger ce
travall et pour sa présence a la soutenance de cette these.

Je remercie Monsieur R. Gergondey pour laide quil m'a apporté dans
le cadre de la rédaction de cette thése et pour avoir accepté d'examiner le
travail final.

Le Professeur J. Huebschmann en détachement a Bonn a accepté de
faire partic du jury de cette thése en mhonorant de sa présence a la
soutenance. Je l'en remercie vivement.

Jexprime ma profonde gratitude a tout le corps professoral de 1UF.R
de Mathématiques de |'Université de Lille I pour avoir assuré ma formation,
ainsi qu'aux autorités universitaires de Lille I et de Conakry (Rép. de Guinée)
pour [l'établissement d'un accord de coopération entre leurs deux Universités,
cadre dans lequel jai préparé cette thése.

Mes remerciements vont ¢galement a la Mission Frangaise de Coopération
et d'Action Culturelle a Conakry (Rép. de Guinée) pour le soutien matériel
et financier qu'elle m'a accordé durant la préparation de cette these.

Enfin je remercie tous ceux qui, de prés ou de loin m'ont apporté,
a un moment ou a un autre, leur soutien tant moral que matériel du
début ala fin de ce travail



TABLE DES MATIERES

0. INTRODUCGTION..... .ttt srerere e s e seinressees s are s e b s snne e s e e s 1
L PRELIMINAIRES. .. ..ottt e s 5
1.Crochet de Nijenhuis-Richardson, grand crochet
et crochets de SChOULEN. .......oeeciie e 5
2.Relations entre les différents crochets............. et 11
II. STRUCTURES DE QUASI-BIGEBRES DE LIE........cccccocviiniienneen. 15
1.Proto-bigebres de Lie, quasi-bigébres jacobiennes
€1 CO-JACODICTINES. ....eeviireeeeeeie et ee e e s e e e e s n et esereeenneeeeas 15
2.Relation de modification ("twisting”" ) pour les
quasi-bigebres JACODICNNES. .....cvviieeiieecieriierr e e s e e ere e 19
3.Quasi-bigébres jacobiennes exactes et quasitriangulaires............ccccuenn.en... 23
4.Double d'une quasi-bigébre jacobienne.............ccccoveiiieeeeiiiiieeeicee e 27
5.Double d'une quasi-bigébre jacobienne quasitriangulaire...........ccccerueen.ee. 33
6.Comparaison des doubles de quasi-bigebres jacobiennes
équivalentes par mMOdification .........cccccoocvviiiiiiiininie e e 35
T EXCMIPIES. ..ceiii e 38
III. GROUPES DE LIE QUASI-POISSON......ccccomriiiiirirecnieceecanne 43
1.Groupes de Lie quasi-Poisson et quasi-bigebres jacobiennes.................... 43
2.Relation de modification pour les groupes de Lie quasi-Poisson............ 47
3.Groupes de Lie quasi-PoisSOn €XactS........cccvveiirviiienieeensnneeereneeneeneenenee 47
4.Groupes de Lie quasi-Poisson affines............ccooovveeiiiieiiiiiceciiinenienenee 49
TS EXEMPLES. ...t YRR 55
IV. QUASI-GROUPES DE LIE -POISSON.......ccooiiirrrirrereeeenieeee e 59
1.Rappels sur les boucles de Lie mono-alternatives a droite.........oceeees 59
2.Construction de la connexion CanNOMIQUE............c.cccoevueeevereeeerereaereaaeaannns 64
3.Quasi-groupes de Lie-Poisson et quasi-bigébres co-jacobiennes............... 72
B EXCIMPLES. c.veveetreeeiieeeeeeee et e et te et et et s ettt ete e e s enaeee et ateanenae s 81
CONCLUSION. ...ttt ettt ta e e b e s saresneesaeees 83

REFERENCES..... ...ttt e s 85



Chapitre 0 : INTRODUCTION.

Les quasi-algébres de Hopf ont été introduites par Drinfeld [Dr2]
comme généralisations des algebres de Hopf. Plus précisément une
quasi-algebre de Hopf sur un corps commutatif X est un quadruplet
(4, A, & D), ou 4 est une  K-algébre  associative avec unité,
A: 4> 404 un homomorphisme d'algebres, £: 4> K un
homomorphisme et @ un élément inversible de AR AR 4, satisfaisant
certaines conditions dont les principales sont l'axiome de quasi-co-

associativité
(id @AY A(a)) = D(AQid)Aa)).®?, a e 4
et lidentité du pentagone
(id ®id @ AND).(ARid Rid) (D) = (1OD).(id ® AR id)(D).(DPR1).

Comme dans le cas des algébres de Hopf, Drinfeld définit dans
[Dr2], [Dr3], [Dr4] les notions correspondantes de quasi-algébres de
Hopf quasitriangulaires, triangulaires, et introduit une opération nouvelle
dans I'étude des quasi-algébres de Hopf, qu'il appelle le “twisting",
que nous préférons appeler ici la modification. La modification consiste
a4 construire une nouvelle quasi-algébre de Hopf a partir d'une quasi-
algebre de Hopf donnée. Ce qui simplifie beaucoup l'étude des quasi-
algcbres de Hopf par rapport aux algébres de Hopf.

Nous appellerons ici quasi-bigébres jacobiennes ce que Drinfeld appelle
les quasi-bigebres de Lie. Ce sont les limites classiques des quasi-
algebres de Hopf, les axiomes les définissant se déduisent de ceux
de ces demniéres en faisant tendre le paramétre de déformation h
vers zéro. Dans [Dr3], Drinfeld établit une correspondance biunivoque,
a modification prés, entre les quasi-algébres de Hopf quasitriangulaires
et leurs  analogues  classiques, les  quasi-bigebres Jjacobiennes
quasitriangulaires, par le moyen du systtme des équations de
Knizhnik-Zamolodchikov [Dr3], [Dr4], ce qui permet de construire des

solutions de I'équation suivante

Ry @31, Rys( q)uz)-lRu Dyy3 = Py Rps( cDz:n)—lRm DR, (4YBQ),



appelée équation quasi-Yang-Baxter quantique [Dr3]. Rappelons que, si

P =>XQrQZ € AQAQA et R= Y 4, OB € AQA, ol 4

est une quasi-algebre de Hopf, alors par définition

Dy, = ZX:®Z;'®Y;, D;y = ZZi®Yx®Xx’ Dy = ZK®X1®ZH
(DBIZZY:'@Zi@Xi’ ‘Dm:ZZ,-‘@Xi@}?-

Ry= 2 4®B®L, R,=3 A®I®B, R, =3 10408,

Les quasi-algébres de Hopf étant des généralisations des algebres de
Hopf, leurs limites classiques, les quasi-bigeébres jacobiennes, sont des
généralisations des  limites  classiques des algebres de Hopf, les
bigtbres de Lie [Drl]. Ici, nous ¢étudions les diverses généralisations
de la notion de bigébre de Lie et les objets globaux -correspondants
généralisant la notion de groupe de Lie-Poisson. La notion de quasi-
bigébre jacobienne n'étant pas auto-duale, nous avons considéré l'objet
dual, que nous appelons une quasi-bigébre co-jacobienne, en plus
nous considérons la notion plus générale de proto-bigebre de Lie,
dont les quasi-bigébres jacobiennes et leurs duaux ainsi que les
bigébres de Lie sont des cas particuliers. Nous illustrons tout cela

par le diagramme suivant :

Groupes de Lie
Poisson

Groupes de Lie Quasi-groupes de

quasi-Poisson Lie-Poisson

Bigebres de
Lie

Quasi-bigebres Quasi-bigebres

jacobiennes co-jacobiennes

Proto-bigebres
de Lie




Dans le chapitre I, nous faisons un rappel des différents outils de
notre travail, notamment le crochet de Nijenhuis-Richardson [N-R], le
grand crochet [KS1], [KS2], et les crochets de Schouten, tout en
mettant l'accent sur les différentes relations entre eux. Nous insistons
surtout sur le grand crochet, qui a [lavantage de simplifier les
calculs et démonstrations sur les objets que nous considérons dans
la suite. I a ét¢ défim d'abord par Kostant et Sternberg [Ko-S] et
introduit dans la théorie des bigebres de Lie par Lecomte et Roger [L-Ro].
Nous démontrons une formule explicite du grand crochet pour les
éléments décomposables dans A(F @ F) dont certains cas particuliers
ont été établis dans [L-Ro] et dans [KS2].

Dans le chapitre II, nous ¢étudions diverses généralisations des
bigcbres de Lie que nous convenons de regrouper sous le nom de
quasi-bigcbres de Lie, nom que Drinfeld attribue dans [Dr2], [Dr3] aux
seules quasi-bigebres jacobiennes. Nous étudions la relation d'équivalence
sur les quasi-bigcbres jacobiennes, appelée la modification ("twisting” en
anglais, [KS2], [Ba-KS]), qui est l'analogue classique de la modification
("twisting”, [Dr2]) sur les quasi-algébres de Hopf et nous établissons le
lien avec les couples de Manin. En fait, Drinfeld a prouvé [Dr3], que si
(F,, F) est un couple de Manin, alors tout choix dun supplémentaire
isotrope de F dans F, définit sur F une structure de quasi—bigébre‘
jacobienne et que les structures de quasi-bigébre jacobienne obtenues
par le choix de deux supplémentaires isotropes de F dans F, sont
équivalentes modulo modification. Nous définissons les structures de
quasi-bigébres jacobiennes  exactes et  quasitriangulaires, et  nous
démontrons que toute proto-bigcbre de Lie admet un double qui est
muni d'une structure de quasi-bigébre jacobienne quasitriangulaire. Cette
construction du double généralise celle du double classique dans le
cas des bigebres de Lie [Drl], [A-KS], [A]. Nous comparons les
doubles de quasi-bigébres jacobiennes équivalentes par modification. La
derniére partie du chapitre est consacrée a des exemples.

Dans le chapitre III, nous étudions les groupes de Lie quasi-
Poisson; ils ont été définis par Kosmann-Schwarzbach [KS1], [KS2],
comme étant les objets globaux correspondant aux  quasi-bigebres
Jjacobiennes. Plus précisément un groupe de Lie quasi-Poisson est un
triplet (G, P, ¢) ou G est un groupe de Lie, P un champ

multiplicatif de bivecteurs sur G, "quasi-Poisson" relativement A



@ € NTG. Dans [KS2] on démontre [lexistence d'une correspondance
biunivoque entre les groupes de Lie quasi-Poisson  connexes et
simplement connexes, et les quasi-bigebres jacobiennes. Ici, nous
définissons 1a notion de groupe de Lie quasi-Poisson affine
généralisant celle de groupe de Lie-Poisson affine introduite par Dazord
et Sondaz [Da-So], et ¢étudiée par Lu [Lu], nous établissons le lien
entre cette notion et la modification sur les groupes de Lie quasi-
Poisson.

Le chapitre IV est consacré a la description de lobjet dual dun
groupe de Lie quasi-Poisson; plus précisément il s'agit de l'objet global
comrespondant & une quasi-bigébre co-jacobienne, que nous convenons
d'appeler un quasi-groupe de Lie-Poisson. On se¢ sert de la théore des
boucles de Lie [Du], [Ho-St], plus particuliérement des boucles de Lie
mono-alternatives a droite [Sa-Mil], [Sa-Mi2] qui sont munies de fagon
naturelle d'une connexion linéaire, que nous appelons la connexion
canonique, généralisant la  connexion classique de Cartan sur les
groupes de Lie. Une boucle de Lic est une wvari€té analytique munie
d'une loi de composition interne wvérifiant toutes les propriétés d'un
groupe excepté l'associativité. Dans une boucle de Lie mono-alternative a
droite, les  crochets  commutateur et associateur  s'expriment
respectivement en fonction de la torsion de la connexion canonique
et de sa dérivée covariante. Nous définissons un quasi-groupe de
Lic-Poisson comme une boucle de Lie mono-alternative a droite G
munic  dune structure de Poisson compatible avec sa loi de
composition et d'un élément de A’T’G mesurant dans un certain sens
le défaut dassociativité de la loi de composition de G. Nous
démontrons que l'espace tangent en lidentité a tout quasi-groupe de

Lie-Poisson est une quasi-bigébre co-jacobienne.



Chapitre I : PRELIMINAIRES.

Dans ce chapitre on rappelle les notions de base et les résultats s'y

rapportant, qui seront utilisés dans toute la suite.

1.Crochet de Nijenhuis-Richardson, grand crochet
et crochets de Schouten.

Soit F un espace vectoricl de dimension finie sur un corps X, K =R ou
C. Désignons par AP(F), l'espace vectoriel des (p+1)-formes sur 7 a valeurs

dans F et posons

A(F) =@ AXF).
pz-i
Pour ac AP(F), BeA?(F) définissons (i,a) € A7*(F) par:
(iﬂa)(xl,...,xp,,qﬂ) = Z(Signcr)a(ﬂxa(l),...,xo(qﬂ)),xdq+2),...,xg(p+q+l))

oi o est une permutation de {1,..., p+qg+1}, telle que o(1) <... <o(q+l),

o(q+2)<...<o(p+q+l) et Signoc est la signature de o.

Posons

(@B, = isa—(-D"i

Définition 1.1 : L'opération [.,.];_R ainsi définie est appelée crochet

de Nijenhuis-Richardson .

Dans [N-R], on a le résultat suivant :

Proposition 1.1 : Le crochet [.,.]F définit une structure d'algébre de

N-R
Lie graduée sur A(F) .

Remarquons que sur A%°F) le crochet de Nijenhuis-Richardson
coincide avec le commutateur des endomorphismes. De plus, on a le résultat

suivant :



Lemme 1.1: Une 2-forme & valeurs vectorielles pcA'(F) satisfait

l'identité de Jacobi si et seulement si [/1, ,u];_ <=0

Démonstration : Soit zc A'(F) et x, y, z des ¢éléments de F. En

utilisant la définition du crochet [., .];_ L ona:

[t ]y, o (x> 3, 2) = 2§ ulustx, »), 2),

ou § désigne la somme sur les permutations circulaires des éléments

x, ¥, z. Dou le lemme.

Soit ueA'(F) un crochet d'algébre de Lie sur F. On définit, une
application linéaire de degré 1 de A(F)dans elle-méme, 5,, par:

ptl

(8,@)(xpp-er ) = §(—1)"ad,‘/*(a(xo,...,x,,...,xp,l))

+ (=DM (X, X, ), Xy e Xiyerer X 5enes X )

1<j
ou a e A°(F), xp,...,x,, €F, le signe A indique l'omission de largument

et ad’y=u(x,y), pour x,y € F.

Remarque : On peut définir un tel opérateur pour tout élément
peA'(F). En général &, =0, ot
52=0

7]

si et seulement si g définit une structure d'algebre de Lie sur F [N-R]. Par
abus de langage, on dit que &, est 'opérateur cobord associé a ue AN(F).

Soit maintenant F* le dual de F. Considérons l'algébre extérieure A(F @ F)
avec la bigraduation

AP (Fy= ATF*Q APIF,
o p>-1 g>-1 et la graduation
A(k)(F) — @ A(Pq)(F),

p+q:k

ou k>-2.



Définition 1.2 : Le grand crochet est la structure d'algébre de Lie
graduée [,] sur l'espace vectoriel gradué

AF @F) =@ 49(F)

k22
définie par les conditions :

-Si o et O sont tous deux éléments de KOF, ou de K®F , alors
[0', o‘]zO,

-Si oceF eto'eF, alors [0',0']=< o,0'>, ou <.,.> est la dualité
naturelle entre F et F

-Si 0 A®(F), dcA¥N(F) et o' A¥NF), alors

(0,0 n0"[=[0,0]n 0" +H(-1)* &’ A6, 0"].

Ainsi lespace vectoriel A(F ® F) = k@z AW (F) est muni a la fois
>

d'une structure d'algébre commutative graduée et d'une structure
d'algebre de Lie graduée, les deux structures étant compatibles. Une telle
algébre est appelée une algébre de Poisson (voir par exemple [Ko] ou
le cas Z,-gradué est traité ).

Dans la suite, le crochet ainsi défini jouera un grand rdle dans la
démonstration de nombreux résultats. Nous allons dtablir une formule
pour les éléments décomposables dont certains cas particuliers sont
établis dans [L-Ro] et dans [KS2].

Propesition 1.2 ([Ba-KS)) : La formule explicite pour le grand crochet
des éléments décomposables dans AN(F° @ F) est donnée par :
Pour £ xeN*™F" @AP'F, &'Q x'eAT'F QAP'F,

[E®@x, &®x']= (—l)p(q'”)zp:(—l)j(f/\ixjf')®xo/\.../\x:/\.../\xp Ax—
=0

a ~
(- -1y G, ENEYR X N Xg N N X A N,

j=0

ou i & désigne le produit intérieur d'une forme & par un vecteur x et

A désigne [l'omission de l'argument .



Démeonstration : Raisonnons par récurrence.
-Pour p = p' =-1, g gq' quelconques ou g=¢g'=-1, p p

quelconques, la formule est évidente.
-Pour p=p'=¢g=¢q' =0, la formule est encore vérifi€c. En effet pour
fQx, P®x' cF ®F on a:
[£®x, £® x| = <&, x>E&Qx' - <&, x'>I®x.

-Pour ¢>0, ¢'>0,®x € NN'"F'QF, £Qx'e N"F'®F on a:

(Eni,&)®x' —(-)¥ (£ ni d)® x
(Eni &)®x" — (1) (i,En &)@ x.

[§® X, §'®x']

Ce qui prouve la formule pour p=p'=0, ¢>0, ¢'>0. De méme on
prouve la formule pour ¢ =¢'=0 et p>0,p'>0.

- Supposons vraic la formule pour un certain couple (p, p) quelles que
soient les valeurs prises par g et g’, et montrons qu'elle reste vraie pour

(p+1, p'+1), q,q' quelconques.

Pour £Qx e A'F'QAFF, £®x' € NMF Q APHF, Xpu0 Xpyy €F om a:

[§®x A X §‘®x'/\x;,.ﬂ]
= [E®xnx,,, £OxAx,,
+ (CYEVED 2R x A [E®x A x
EQxn [xp+1 , §‘®x'] A x;,.ﬂ
+(=DFV[ERx, E@x"IA X, A x sy
~(~1)®HDE) £ x'/\[§®x, x;,.ﬂ] N Xy

EQx [xpﬂ, 5‘]@ x’/\x;,,,1

ptlr xp'u]

il

AX,

p
1@t te(g' ) J : a
+(-DFreTr Z(—l)’(f/\zxié‘)®xo/\.../\xj/\.../\xp/\x’/\xp+1 -

J=0

»

_(—1P'+a)tpgt s ' ~ ‘ ,

(=Dfrrartee QZ(—I)’(IX;(,*/\§')®x/\x0/\.../\xj/\.../\xp./\xpﬂ/\xp.,l
J=0

—(—])P*TDE ) p- ' '
(-)EENED P LRl L i, [®x Az,



ptl ~

D(g'+1 ] . R

= (-DEVEDZ (1) (En £, EYO XN AT N AKX A X g AKX Ay

j=0
p'tl ~

+H)g'+ P * ¥ ’ *

— (~1)Pae Zo(—l)’(zx.j ENEYR XN X,y A XA A Nl AXy A Xy

]:

La formule est donc démontrée.

Soit g = (F, #) une algébre de Lie, ou g : A’(F)— F est le crochet de
Lie sur F.

Définition 1.3 : Le crochet de Schouten algébrique est la structure d'algébre
de Lie graduée, [.,.]/‘, sur l'algebre extérieure, Ag= P N g de g qui:

p2-1
(i) s'annule si l'un des arguments est dans K,
(i) étend le crochet d'algébre de Lie sur g, et
(i) satisfait
(o,0na"f =[0, 0] A " +(-1)"*"V o N[5, 0]

pour oceN'g, deNg, o'eNTg

En particulier, si a €A’F, alors [a,a]” est I'élément de A’F tel que,
pour ¢&,,4,4 eF’,

[a,a (4,80, 8) = 2§ < &, m(aty a,) >,

ou § désigne la somme sur les permutations circulaires des indices 1, 2, 3

et a considéré comme application linéaire de F~ dans F est défini par :
<m,a(§)>=a(5O 1) ;
ou dans lanotation en termes de produits tensoriels triples,

[a,a]" = —2([an, a13]+ [au, aB]+ {au, Ay ]).
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Si a=)a®b,, alors par définition,
a,=2.a9b81 a;=24a01Q%b, a; =2 10a, ®5b,,

[au, an] = Z,u(a,., aj)®b,. Xb,, [an, an] = Zai®,u(b,., aj)®bj,
LJ

5J

(a3, a] = D a,®a,Qu(b, b)).

L
Rappelons a présent la définition du crochet de Schouten sur une variété.

Définition 1.4 : Soit M wune variété de classe C”. Le crochet de
Schouten est le crochet d'algébre de Lie graduée [,] s Sur l'espace des

champs de  multivecteurs (tenseurs contravariants antisymétriques) de

classe C% sur M,

AM =@ N M,

p2-1

ou N'M désigne lespace des champs de (p+I1)-vecteurs, qui
(i) s'annule quand les deux arguments sont dans N M =C®(M),
(ii) étend le crochet de Lie des champs de vecteurs,
(iif) satisfait

(0,0 n0"], =[0, 0], A ' +(-1)P"V o’ A[ 0, 0],
pour oM, e NM, o'eNM.

En particulier st la variété M est un groupe de Lie G, les champs
de multivecteurs invariants a gauche (resp., a droite) sur G constituent
une sous-algébre de (AG,[.,.] ;) qui est isomorphe (resp., anti-isomorphe) a
(Ag,[,-]) ou g est lalgtbre de Lie de G et u le crochet dalgeébre de
Lie sur g défini & laide des champs de vecteurs invariants a

gauche.
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2- Relations entre les différents crochets.

Nous allons a présent rappeler les différentes relations entre les

crochets définis ci-dessus.
Considérons lespace, AF° ®F (resp., ' ®AF), des formes i valeurs

vectorielles sur F (resp., F~ ). Chacun des deux espaces est une sous-algébre de

A(F" ® F) et la restricion du grand crochet a ces sous-espaces coincide,

au signe pres, avec le crochet de Nijenhuis-Richardson [KS2]. Plus précisement :
-Pour £ecANMF', neA"™F’, x,ycF on a:

F

[£©x, 19 y]=~(-D)"[¢@x, 1®y],

en particulier pour g, u'c A’)F ®F,

F

()={mu], . -
-Pour &, neF’, xeN"F, yeAN™F,

P

[£®x, 18 y]= (-1 [e®@x, 1By,

en particulier pour y,y'cF ®AF,

7 7)=-[n7Tns -

Lemme 2.1: Soient F,, F, deux espaces vectoriels de dimensions finies

sur le corps K. Soient :

a, € Hom(N"'F,, N*'F,)), «,'e Hom(AN"'F,, "' F)
a, € Hom(A*"F,,A*"'F,)), «,'c Hom{A""'F,, N*"'F,)
et @ une application linéaire de F, dans F, ftels que:
(ANP'w)oa, = a, o (AT o)

(N w)o a)'= @, o( AT ).
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Alors on a :

(NP a)o[ay, o] =[ay, @, [o (A" ).

Ce lemme, qui sera utilisé dans le chapitre II, se démontre par

récurrence en utilisant les relations entre le grand crochet et le crochet

de Nijenhuis-Richardson ou en utilisant la formule de la proposition 1.2
pour les éléments décomposables.
On pose

a,=[m ) 4,=[r]

Théoréme 2.1([KS2]): Soit pecNF ®F tel que [uu]=0. Alors:
(i) pour o,0c€AF on a:

(o[ 0])=[o: T

(i) l'opérateur d, est un morphisme dalgébres de Lie de (AF, [.,.]”)
dans (F'® AF,[.,.]).

Théoréme 2.2 (KS2]) : Supposons que ucA’F'QF

et yeF QNF
satisfont [p1, p]=0 et [p,y]=0. Alors :

(7) dd, +dd, =0,
(#) l'opérateur d, est une dérivation de dégré 1 de (AF, [.,.]” ) et

de (F"®AF,[.,])
(iii) les opérateurs d, (resp., d, ) et &, (resp., 6,) sont liés par les
relations :
dﬂaz—é'po;

dra:: (-1)? 5,0',

pour oceAFQAF,
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Soit G un groupe de Lie et g=(F, n) son algebre de Lie et soit
o’ (resp., 6°) le champ de multivecteurs invariant a gauche (resp., &
droite) défini par ccAg. Alors comme on I'a vu a la fin du paragraphe 1
le crochet de Schouten algébrique et le crochet de Schouten des
champs de multivecteurs sur G sont li€¢s comme suit :

[*,0*] =&, 0])",

[o",o’p]s =—([aclY.
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Chapitre II : STRUCTURES DE QUASI - BIGEBRES DE LIE.

Dans ce chapitre, nous étudions différentes généralisations de la notion
de bigebre de Lie. Nous définissons la notion plus générale de proto-
bigebre de Lie en faisant remarquer que les quasi-bigebres jacobienncs
et leurs objets duaux, les quasi-bigébres co-jacobiennes, en sont des cas
particuliers. Nous définissons une relation d'équivalence sur les quasi-
bigebres jacobiennes, appélée modification ("twisting” en anglais) et nous
¢tablissons la correspondance entre les couples de Manin et les classes
d'équivalence de quasi-bigébres jacobiennes modulo modification. Nous
démontrons [l'existence du double pour chaque proto-bigébre de Lie
donc en particulier pour une quasi-bigébre jacobienne et nous montrons
que ce double est dans tous les cas muni d'une structure de quasi-
bigebre jacobienne quasitriangulaire. Aprés avoir défini la notion de
morphisme de quasi-bigébres jacobiennes nous interprétons I'injection
d'une quasi-bigébre jacobienne dans son double comme un morphisme
de quasi-bigebres jacobiennes. Puis nous comparons les doubles de
quasi-bigébres  jacobiennes équivalentes par modification. Enfin nous
déterminons les stuctures de  quasi-bigébres jacobiennes exactes et
quasitriangulaires les plus générales sur une algebre de Lie complexe
simple quelconque, sur gI(2, C) et gI3, C). Certains résultats de ce
chapitre figurent déja dans [Dr2], [Dr3], [KS1], [KS2], [Ba-KS].

1. Proto-bigébres de Lie, quasi-bigébres jacobiennes

et co-jacobiennes.
1.1 Définitions générales.

Soit F un espace vectoriel de dimension finie surun corps X, K=Rou C.

Les notations sont celles du chapitre 1.

Définition 1.1: Un élément de dégré 1, Mc AY(F) est une structure
s'il est de carré nul dans (A(F @ F), [,] ), Le.,

[M,M]=0. (1)
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L'élément de dégré un le  plus général de A(F @®F) scrit
M=u+y+p+y, ot ucNF ®F, yeF QNF, pcNF, weANF

La condition pour que M soit une structure s'écrit :
[u+ v+ o+ @, p+y+o+ y]=0.

En tenant compte des bidegrés, on voit que cette condition est

équivalente aux suivantes :

Hwul+ry]=0

Hr o+l ol=0

[, 7)+[o, ¥]=0 (2)
(4 w]=0

[r.0]=0

Définition 1.2 : Pour F, p 3 @ W donnés, satisfaisant les conditions

(2), on dit que (F, 1 3, @ W) est une proto-bigébre de Lie.

Remarque : Les proto-bigebres de Lie ont ¢été¢ d'abord définies dans
[KS1] sous le nom de quasi-bigebres de quasi-Lie.

On voit que si (F, 4 3 @ w) est une proto-bigcbre de Lie, alors
(F', 3 1 w @) est aussi une proto-bigébre de Lie. On peut dire que
la notion de proto-bigtbre de Lie est auto-duale. Le cas ou yw = 0

conduit a la définition suivante

Définition 1.3 : Le quadruplet (F, 1 % @), avec pcANF QF,
yeF " QNF et @elF satisfaisant :

(3)

est appelé une quasi-bigébre jacobienne.

En utilisant les propriétés du grand crochet, on obtient :
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Proposition 1.1 : Un quadruplet (F, u, % @) est wune quasi-bigébre
Jjacobienne si et seulement si F est un espace vectoriel muni d'un crochet
pcHom(NF F), d'un co-crochet y €« Hom(F,N*F) et dun élément ¢ dans
N'F tels que :

(1.4.1) g=(F, ) est une algébre de Lie,

(1.4.2) y est un Il-cocycle de l'algébre de Lie g = (F, p), a valeurs
dans N*F, pour l'action adjointe définie par p

(1.4.3) ilrr]+d.e=0,

(1.4.4) dp=0.

4
En explicitant ces conditions, on voit que ce que mnous appelons
"quasi-bigébres jacobiennes" coincide avec les "quasi-bigébres de Lie"
définies par Drinfeld dans [Dr2].
En échangeant les roles de F et F * on est conduit a la définition

suivante, correspondant au cas od @ =0 :

Définition 1.4:Le quadruplet (F, p y,¥) avec peN'F ®F,
yeFQNF et ye NF satisfaisant :

(4)

est appelé une quasi-bigébre co-jacobienne.

Remarques :

a) Dans le cas ol ¢ =y =0, le tiplet (F, g j) avec pe N’F ®F
et ¢ F QA'F satisfaisant :

[1]=0, [117]=0, [#7]=0

n'est autre qu'une bigébre de Lie (voir, par exemple, [A]).
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b)Si (F, 1, 3 ¢) est une quasi-bigebre jacobienne, alors (F , 5, 4 ¢) est
une quasi-bigébre co-jacobienne. Par conséquent ces deux notions sont
duales fune de lautre et ne sont pas auto-duales, alors que comme
nous l'avons wu, les notions de proto-bigébre de Lie et de bigebre de

Lie sont auto-duales.
1.2 Morphismes de quasi-bigébres jacobiennes.

Comme pour les bigebres de Lie, on peut définir les notions de
morphisme et d'anti-morphisme pour les quasi-bigeébres jacobiennes et co-

jacobiennes.

Définition 1.5 : Soient (F,14,7,9,) et (Fyi,,%,,9,) deux quasi-
bigébres jacobiennes et @ une application linéaire deF, dans F,. On
dit que @ est un morphisme (resp. anti-morphisme) de quasi-bigébres
Jacobiennes de (F,u,v,,@,)dans (F,,10,,v,,9,) si :

(i) @op = mo(Nw),

(i) 72°a):(A2a’)°Y1 (resp. 7205‘):_(/\2@)"}’1 ),

(iii) @, =(Na)p,).

Dans le cas des quasi-bigébres co-jacobiennes les notions de morphisme
et d'anti-morphisme sont définies de fagon similaire, la conditon (i77) étant
remplacée par v, = v, o (N w).

Remarque : Dans le cas des quasi-bigebres jacobiennes la condition (7)
signific que @ est un morphisme d'algébres de Lie de (F,,x) dans (F,, u,).

En utilisant ces définitions, on obtient la

Proposition 1.2 : Soient (F,u,7,9) (Fpth,¥,,9,) deux quasi-
bigébres jacobiennes et @ une application linéaire de F, dans F,. Alors @
est un morphisme de quasi-bigébres jacobiennes de (F,i,v,,@,) dans
(Fy by, ¥y, 0,)  si et seulement si l'application transposée '@ est un

morphisme de quasi-bigébres co-jacobiennes de (F;,}fl, ,, @, ) dans

AN D)

La démonstration de  cette proposition découle dune  simple
transposition et de la dualité entre les notions de quasi-bigébre

jacobienne et quasi-bigebre co-jacobienne.
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Ces définitions s'appliqueront dans la’ suite pour la démonstration de
certains résultats, notamment les propositions 3.2, 4.2 et 6.1.

2 . Relation de modification (‘'twisting'') pour les

quasi-bigébres jacobiennes.
Nous allons définir 2 présent une relation sur les quasi-bigebres
jacobiennes appelée modification ("twisting" en anglais) et montrer que la
dite relation est une relation d'équivalence [Dr2], {KS2]. Pour cela nous

commengons par ¢énoncer le résultat suivant, contenu dans [Dr2] et
énoncé sous cette forme dans [KS1], [KS2]:

Proposition 2.1 : Soit (F, u, y, @) une quasi-bigébre jacobienne et
fe A’F. Posons

y'=y+d,f (§)
o'=o+d f-3[f. /] (6)
Alors (F, u 9, ¢') est encore une quasi-bigébre jacobienne.

Rappelons que les ¢léments d.f, d.f, [ 5 f ]” , considérés comme

des applications bilinéaires  antisymétriques s'écrivent comme suit :

(d,uf)(gv 77) = ad;’l(‘r,)g - ad;’/(‘.f) 777
df)E M =ad!f(E—adlf(m) + [ 0,

7, FTE m = 2f adign - adl &) — i1 (D), [(M)).

Définition 2.1: Une quasi-bigébre jacobienne (F, p, 3', ¢') est dite liée
a (F, 1 3, @) par modification ("twisting") s'il existe feAF tel queles

relations (5) et (6) soient vérifides.

On note alors (F, 4 3, ¢') ~(F, 1 3 ¢)(mod.f).
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Proposition 2.2 : La relation de modification est unme relation

d'équivalence sur les quasi-bigébres jacobiennes.

Démonstration : La réflexivité et la symétric sont évidentes. Il ne reste

plus 3 montrer que la transitivité. Soient

(F, 1 ¥, @)~ (F, p 5 @)(mod.f)
et

(Fpy,e")~ (F g ¥ ¢)(mod.f),
alors

Y=y d ()

PAYAIRE

(][

p'=g+ d (/)3T -100T -
En utilisant les propriétés du grand crochet, on obtient :
(Fop 3" ¢") ~(F,u, 7, 9)mod. (f+1)).

D'ou la transitivité.

Nous allons maintenant établir le lien entre la relation de modification
sur les quasi-bigébres jacobiennes et les couples de Manin. Pour cela
rappelons tout d'abord la définition d'un couple de Manin [Dr3].

Définition 2.2 : Un couple de Manin consiste en un couple (F,, F) ou

F, est une algébre de Lie munie d'un produit scalaire invariant non
dégénéré <<.,.>> et F une sous-algébre de Lie isotrope de dimension

maximale de F .

Lemme 2.1 ([D13] ): Si (F,, F) est un couple de Manin, alors le choix

d'un supplémentaire isotrope de F dans F, définit sur F une structure

de quasi-bigébre jacobienne.

Nous verrons plus en détail au paragraphe 4 la réciproque de ce lemme

avec la construction du double d'une quasi-bigeébre jacobienne.
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Proposition 2.3 ({Dr3]): Soit (F,, F, ) un couple de Manin. Alors les
structures de quasi-bigébre jacobiemne obtenues par le choix de deux
supplémentaires isotropes de F, dans F, sont équivalentes modulo une

modification.

Démonstration : En effet soient F, et F, deux sous-espaces isotropes de
F, tels que F,= F®F, et F, = F, @ F,. D'aprés le lemme précédent, a
ces deux décompositions de F,, correspondent deux structures de quasi-
bigebre jacobienne (F,u, v, @) et (F, 1, ', ¢'). Explicitons a présent les
relations entre ces deux structures.

Remarquons tout d'abord que F, et F, sont isomorphes & F, . Soit j
(resp., ;) lisomorphisme de F, (resp., F,) sur Fl*. Soient 7z, et =z, les
projections respectives de F, sur F, relativement aux deux décompositions
F,=F,®F, et F,=F, ®F, ; soient =, et x, les projections respectives
de F, sur F, et F, parallélement 3 F,. Soit k (resp., 1) la projection de
F, sur F, (resp., F,) paralélement & F, (resp., F,) dans la décomposition
F,=F @F,. On a les relations suivantes :

T+ m=1g 7z;+7r'2:1%, j=j oA, k=7r1|Fz, 2.--—75'2F2

k+ad=1g, m=m+kom,, =, =Aon,=(1-k)on,.

Désignons par [.,.]0 le crochet de Lie sur F, et par u le crochet de Lie
sur F. Par construction des deux structures de quasi-bigebres jacobiennes
(F, 1,7, 9) et (F,uy,p), pour £neF,, on a:

7 &M=Com)i (&, ],  Y(EM=(om)i™ (&, 7 (m)],
oS ==&, 7 (M), @& m=m[77 (&, ()]

En utilisant les relations entre les différentes projections, on obtient :

7' (& m=("om)[ /7 (8, i (] = (e m)[-K)i &, A-k) ™ (m)]
=n(&m—adk 0+ adl ¢

ol ad* =-'(ad").
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Posons f=kojt':F —>F .

Remarquons que f est antisymétrique, c'est-a-dire que f identifié 3 un
tenseur dordre 2 est un élément de A’F. En effet, par définition
<<j N &, x>>=<&x> pour tout £cF, et tout x € F,. Pour tout §GFI*,
J O~ f(&) € F; comme F, est isotrope, on a:

<jNO-F(O, S (-Ff(m>>=0,V neF,.
D'ou
<& f(p>+<n f(H>=0,
ie, f eAF,.

Par ailleurs de ce qui précéde, on a
(dWE m=—(8, /)& m=adi, & - adliyn.

Ce qui nous permet d'écrire
y'=y+d,f, f e A’F,.

En utilisant encore une fois les relations entre les différentes projections,

on obtient :

P& =77 (D7 (D] = (m+ ko m)[A-K)i (D, A-k)i™ ()]
=& m—ad) f(m)+ad) f(E)+ (K f(E), (M) + f(¥' (&)
= & m)+(ad) f(E) - ad, f(m+ f(y(& M)+ fladli)&—ad iy n)
+p(f (&), f(m)
= (& M+ dSNE -1, 1 (& n

ie., ¢'=o+df-11.r1,

ou [ Hf ]” désigne le crochet de Schouten algébrique de f avec lui-méme,
considéré comme une application bilinéaire de A’F, dans F,.
Par conséquent (F,u, ¥', @) ~(H, i, ¥, @) (mod. f).

Corollaire : Les classes d'équivalence de quasi-bigébres jacobiennes
modulo modification sont en correspondance biunivoque avec les couples

de Manin.
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3.Quasi-bigébres jacobiennes exactes et quasitriangulaires.

Définition 3.1 : Une quasi-bigébre jacobienne (F, u, 3y, ) est dite exacte

s'il existe ac N°F tel que :
y = da. (7)

7

Remarque: Si g =(F, u) est une algebre de Lie semi-simple, tout 1-
cocycle de g est un cobord, donc toute structure de quasi-bigebre
jacobienne sur g est exacte.

Si (F, & 3 @) est exacte, alors il existe un élément ac A’F et un
élément ad” -invariant @, ¢ A’F tels que :

]/:d#a, ¢:_%[aaa]'a+ @5

et inversement si acA’F et pcA’F sont tels que 1[a,a]’+¢@ est
ad* -invariant, alors (F, 4 d,a, ¢) est une quasi-bigebre jacobienne exacte.

En effet, soit (F, 1, ¥, @) une quasi-bigébre jacobienne exacte; alors
par définition y =d,a pour un certain a € A’F.D'une part, par le

théoréme 2.1 du chapitre I, on a
Hrr]=d.E[a,a]),
et d'autre part on a par définition

Hrrl=-de.

Par conséquent,
d(o + %[a, a]'u) =0,

cela signific que ¢ + 1[a, a]” est ad”-invariant. En raisonnant dans

le sens inverse, on démontre ainsi la seconde partic de notre

affirmation.
Posant ¢, = ¢ + 1[a,a]" on obtient le fait que

(Fa H Y, ¢) ~ (Fs s Oa gol) (mOd a)'
D'on
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Proposition 3.1 : Une quasi-bigébre jacobienne (F, 1, 3, @) est exacte
si et seulement si elle est équivalente par modification @ une quasi-

bigébre jacobienne a co-crochet nul .

Définition 3.1 : Une quasi-bigébre jacobiemne (F, y, 3, @) est dite

strictement exacte s'il existe ac NF tel que :
y= dpa, go:-%[a,a]ﬂ. (8)
Pour les quasi-bigebres jacobiennes strictement exactes on a le résultat suivant :

Proposition 3.2 : Soit (F,, p,, d,a,, - +[a,,a,]") i=1,2, des quasi-bigébres
jacobiennes strictement exactes. Soit @ un morphisme d'algébres de Lie
de (F, ) dans (F,, p,) tel que a, = (No)a,). Alors @ est un

morphisme de quasi-bigebres jacobiennes.

La démonstration de la proposition 3.2 est une conséquence immédiate
du lemme 2.1 du chapitre 1.
Soit » =a+ s un élément de F®F ou a et s désignent respectivement

ses parties antisymétrique et symétrique. Déterminons les conditions sur r
et pcA’°F pour que (F, 4, d,r, @) soit une quasi-bigebre jacobienne.

D'abord remarqons que les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) d,reF ®\’F,
(i) d,r=d,q
(i) d,s=0.

Nous supposons désormais que r satisfait ces conditions et nous posons

y =dr.

7

De ce qui précéde, il suit que 3[y,7]+d,p =0 si et sculement si

¢ =-1a,al"+ ¢ o @ est un €¢lément ad”-invarant dans A’F.

Définition 3.3 : Soient r eFQF, @cNF. Le couple (r, ¢) est dit
quasi-jacobien si la partie symétrique de r est ad”-invariante et (F, i, d a, @)

est une quasi-bigebre jacobienne, ou a est la partie antisymétrique de r.



Soit r=a+s €¢ F®F. Comme s est un élément ad” -invariant, alors
<s,s>* défini par

<S,S>#(§7ﬂ7§):~2<é’7 H(Sf,sﬂ)>,

pouré, 7, (€ F', ol s est considéré comme l'application linéaire de F°
dans F définiec par <7, s(&>= s(£® n), est un élément ad” -invariant dans
A’F (voir par exemple [A]). Si s=) a,®b,, alors

<s,s >H = —2ZZai®a}.®/l(b“bj),

J
ainsi
13 23
<s,s>":~2[s ,S ]

L'élément
K* (ry=1(a,a]”+<s,s>*) (9)

dans A’ F est appelé courbure de Schouten de r [KS-Ma], [A]
Ainsi, un couple (r, @) est quasi-jacobien si et seulement si s et K¥(r) + ¢

sont ad* -invariants.
On dira aussi que (r, ¢) satisfaisant d,s = O et

d,K*(n+e)=0 (qYBG) (10)

est une solution de l'équation quasi-Yang-Baxter classique généralisée. Si en
particulier (r, @) satisfait les conditions d,s=0 et

KfE(+ =0, (qYBC) (11)

on dira que (r, ¢) est une solution de I'équation quasi-Yang-Baxter classique.

Evidemment, les solutions de (qYBC) sont tous les couples (r, —K “ (7)),
ol reF®F est a partiec symétrique ad”-invariante, alors que les
solutions de (QYBG) sont les couples (r, -K*“(r)+ @, ), o r eF QF
est a partie symétrique ad”-invariante et @, est un élément ad” -invariant
dans A’ F.
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Définition 3.4 : Une quasi-bigébre jacobienne (F, u, 3y, @) est dite
quasitriangulaire (resp., triangulaire) s'il existe un élément r=a+s de

F®F, dont la partie symétrique s est ad" -invariante (resp., nulle), tel
quey=d, a et le couple(r, @) est solution de (QYBC).

Ainsi, toute structure de quasi-bigébre jacobienne quasitriangulaire sur g =
(F, y) est dela forme (F, u, d, a,-K*(a+s)), 00 a est dans A’ F et s
est un élément symétrique ad” -invariant dans FQF. On remarque qu'une
quasi-bigébre jacobienne quasitriangulaire (resp., triangulaire) est exacte
(resp., strictement exacte). Toute bigébre de Lie  quasitriangulaire est
quasitriangulaire en tant que quasi-bigébre jacobienne, et, inversement, une
quasi-bigébre jacobienne  quasitriangulaire est une  bigébre de Lie
quasitriangulaire si et sculement si la courbure de Schouten associée,
K*(r), est nulle.

La relation de modification préserve la propriété de quasitriangularité des
quasi-bigébres  jacobiennes. Iz  d'autres termes, toute quasi-bigébre
jacobienne équivalente par modification a une quasi-bigébre jacobienne

quasttriangulaire est encore quasitriangulaire.

Proposition 3.3 ([Ba-KS]) : Une quasi-bigébre jacobienne (F, u, 3 ,¢)
est quasitriangulaire si et  seulement si  elle est équivalente par
modification a wune quasi-bigébre jacobienne a co-crochet nul de la

forme (F, u 0, -1<s,s5>") ou s est un élément symétrique ad” -

~ invariant dans FQF .

Démonstration : Lorsque la quasi-bigébre jacobienne (F, u, 0, - 1 <s, 5>%)
est modifiée par a € A’F, on obtient (F, u, d,a, —K*(a+s)) qui est

en fait quasitriangulaire.
Inversement, si (F, 4, d,a, —K*(r)) est une quasi-bigebre jacobienne

quasitriangulaire, alors

(F, p, da,—K*(a+5)) ~(F, g, 0, -} <s, s>*)(mod.a).

En particulier, une quasi-bigébre jacobienne est triangulaire si et
sculement si elle est équivalente par modification a la bigebre de Lie
triviale (F, 1, 0,0). Un autre cas particulier est le cas ou r = a + s

est une solution de lI'équation de Yang-Baxter classique : la bigebre de
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Lie quasitriangulaire (F, 4, d,a) est équivalente comme une quasi-

bigébre jacobienne, a (F, g, 0,-1<s, 5>%).

Proposition 3.4 ((Ba-KS]): Si g =(F, ) est une algebre de Lie simple
complexe, toute structure de quasi-bigébre jacobienne sur g = (F, p) est

quasitriangulaire.

Démonstration : Sur une algebre de Lie simple complexe, £, toute
structure de quasi-bigcbre jacobienne est exacte (du fait que sur g tout
l-cocycle est un cobord) et tout élément ad”-invariant dans A’g est

de la forme - 1<s, s> pour un certain élément symétrique ad”-
invariant s dans g®g.De ce qui précéde, il suit que toute structure
de quasi-bigébre jacobienne sur une algébre de Lic simple complexe est

quasitriangulaire.
4 . Double d'une quasi-bigébre jacobienne.

Pour définir la notion de double d'une quasi-bigébre jacobienne, nous
allons définir celle plus générale de double dune proto-bigébre de Lie,
dont les notions de double pour les quasi-bigebres jacobiennes et co-

jacobiennes seront des cas particuliers.

4.1. Structure d'algébre de Lie du double
d'une proto-bigébre de Lie.

Soit (F, # 3 @ w) une proto-bigtbre de Lie. Interprétons les
éléments uec A’ F QF, yc F ®A*F, pec A’Fet we A’F comme des
applications bilinéaires antisymétriques :

p:AN*FoF, 3 :A*F >F |, ¢ :A*F 5F, y :A*Fo>F
¢

en posant

<GA&M>=AKS, ¢ et <z y(x,y)>= Y(x,¥,2)

pour x,y,z dans F et &7, dans F .

Nous avons le résultat suivant :
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Théoréme 4.1 ([KS2)) : Le crochet M sur F=F®F défini par

(4.1.1) M(x,y)=(x,y)+ wUx,p)
(4.1.2) M(x, §)=—ad;’x + adt&
(4.1.3) M m = @& m + K1)

o adty=ihx,y) ad¥ =-"(ad), adin=1(, n), adf = - "(ad])

est un crochet d'algébre de Lie laissant invariant le produit scalaire

canonique.

De fagon plus précise, on montre dans [KS2], que les structures de
proto-bigebre de Lie sur un espace vectoriel /7 sont en correspondance
bijective avec les structures d'algébre de Lie sur I'espace vectoriel F@® F°

laissant invariant le produit scalaire canonique.

Définition 4.1 : L'algébre de Lie (F,M) est appelé le double de
la proto-bigébre de Lie (F,u 3 @ ).

Si w=0 (resp.,, 0=0), (F, 1 3 @) (resp., (F, i, 3, w)) est une quasi-
bigebre jacobienne (resp., co-jacobienne) et (F, Af) est appelé le double de la
quasi-bigebre jacobienne (F, 4 5, @) (resp., co-jacobienne (F, 4, 3, y)). Dans
le cas ou ¢ = y=0, on retrouve le double d'une bigébre de Lie.

Dans le cas dune proto-bigébre de Lie, F et F  sont des sous-espaces
vectoriels  isotropes de F, alors que dans le cas dune quasi-bigebre
jacobienne (resp., co-jacobienne), F (resp., F ) est une sous-algébre de Lie
isotrope de F et F  (resp., F) est tout simplement un sous-espace
vectoriel isotrope de F. Ainsi le double de toute proto-bigébre de Lie
est une algcbre de Lie hyperbolique au sens de Medina et Revoy
[Me-Re], dont F et F  sont des sous-espaces vectoriels isotropes.
Inversement, toute algébre de Lie hyperbolique est le double dune
proto-bigebre de Lie. En effet, Soit (A, <,>) une algébre de Lie
hyperbolique de dimension 2m, c'est-a-dire que la forme bilinéaire <,>
sur A est symétrique invariante non dégénérée de signature (mm, m). Soit
(ay,...,a,, b,...,b,) une base orthogonale de A, telle que
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<a,a,>=0,, <a,b>=0,<b,b>=-6, Vi, j e{t,...,m}.

jj’ 1]')
Posons
A=a+b, B=a-b, iecfl,..,m}.

1 3 1

Alors (4,,...,4,, B,,..., B,) est unc base de A telle que

<4,4,>=0, <A4,B >=26, <B,B,>=0, Vi, je{l,...,m}.

Soit F, (resp. F,) le sous-espace vectoricl de A engendré par les
A (resp. B), ie{l,..,m}. Amsi F, et F, sont deux sous-espaces

vectoriels isotropes supplémentaires de A, de dimension m, duaux l'un
de lautre. Par conséquent F et F, sont tous deux munis d'une

structure de proto-bigecbre de Lie dont A est le double. Remarquons
que F, (resp. F,) est une quasi-bigcbre jacobienne si et seculement si

la restriction de la forme trilinéaire alternée

afa, b, c) = <[a,bl,c>, a,b,ce A

& N’F, (resp. A’°F,) est nulle. Enfin 7, ou de fagon <équivalente F,

devient une bigébre de Lie si et seulement si les restrictions de la
forme trilindaire @ & A’F, et a A’F, sont toutes deux nulles.

L'action co-adjointe associée a la structure d'algébre de Lie A sur F est

donnée par la formule :

ad} 5 (1,y) = (& M+ w(x,y)+ad* n—ad "¢
+ %, 9)+ (&, M +ady—ad x (12)

pour x,y dans F et &7 dans F . En effet pour ze€F,{cF on a:

(ads(m ¥), (2, Q) = — (7, ¥), ady 5(z, &)

=—((m ) (Wx, 2)-ad)x+ad)z+ (& {), W& Q) —ad E+ad S+ y(x, 2))
=~ (1, ulx, 2) + A& &) —ad’x +ad, )~ (¥(&, ) + w(x, z) —ad,"E+ad’S, y)
= (W& )+ W(x, y) —adE+adln, 2)+(( ix, )+ A& m)— ad)’x + adyy)
= (7 W+ W(x,y)-ad Evad n, 1x, )+ A& D)—adx+ ady'y), (z, O).

D'ot la formule (12).
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L'identit¢ de Jacobi pour le crochet M donne explicitement les
conditions définissant la  proto-bigebre de Lie. Dans le cas d'une

quasi-bigebre jacobienne (F, g4 5 @), on a les relations suivantes :
$rrEm O =-fadl; ¢ (13)
$o(rn& MO = §ad) o(m,) (14)

ad* (&, 1) = y(ad*E, m)+ p(& ad " )+ aaf;‘;,xé— ad:z 7 (15)

[ady?,ad? (x) = Had*& my+ (& ad n)+ (@& My x)+adlyyx (16)

ady ix,y) = pady %, y) + px,adyy) + ad 7, x — ad 7,y (17)
ad,  =[ad}, ad*] (18)

pour x,y dans F et & n,¢ dans F , ol § désigne la somme sur les

permutations circulaires des éléments & 7, £.

On a les équivalences suivantes :

-(13) et (16) sont équivalentes et traduisent 1'équation %[y, y]+d 9=0,
-(14) traduit I'équation d e=0,
- (15) et (17 ) sont équivalentes et traduisent la condition de cocycle d =20,

- (18 ) traduit tout simplement le fait que 4 est un crochet de Lie sur F.

4.2 .Structure de quasi-bigébre jacobienne quasitriangulaire
du double d'une proto-bigébre de Lie.

On a déa montré que si (F, u) est une algebre de Lie, tout élément
r dans FQF, dont la partic symétrique est ad” -invariante, définit une quasi-
bigébre jacobienne quasitriangulaire (F, 4, d,a, ~K*(r)), ou a est la partie
antisymétrique de r. Appliquons ce résultat au double (F, M) d'une proto-
bigtbre de Lie (F, 4 3 @ w).
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Soit (5, 4 3 @ w) une proto-bigebre de Lie. Soit

r: F=FO®F->FQ®F =F
& x)—> (x0) (19)

Les parties symétrique et antisymétrique de » sont définies respectivement

par :

s(&,x)=73(x,%), a(&,x)=1(x,-¢). (20)

Remarquons que s est égale & 15, ou s, est le produit scalaire canonique

sur F. Donc d'aprés la construction de la structure d'algébre de Lie M sur
F, s est ad-invariante, et par conséquent ( F, M, d,,a, —K *(r)) est une
quasi-bigebre jacobienne quasitriangulaire.

Déterminons a présent les expressions explicites du co-crochet I =d, r

=d,.a considéré comme un crochet sur F° et I'élément correspondant
®=-K M), ou

KM(@r) = %([a,a]M+ <s, s>y .
Le crochet sur F~ défini par dya est noté [.,.]° et est donné par [KS-Mal:
(&%), ()] = ad (s, (&%) - ad 5 (1),

pour (& x),(77,y) dans F~. En utlisant la formule ( 12 ) pour l'action
co-adjointe et la définition de a4, on obtient :

(&), ()] = HE M- w(x,p)— p(x, )+ & 1) (21)

et
Od=-K"(r)y= 9+ vy (22)

On a ainsi démontré le résultat suivant [Ba-KS]:

Proposition 4.1 : Toute proto-bigébre de Lie (F, 1, 3, @, W) a un double
qui est une quasi-bigébre jacobienne quasitriangulaire, (F, M, T, ® ), ou
F=FDF , M est donné par les formules (4.1.1y-(4.1.3), T =d a est

donné par la formule (21) et © =g+ .



32

Ce résultat généralise la construction de la structure de bigcbre de Lie
quasitriangulaire du double d'une bigébre de Lie. Pour retrouver cette
demiére il suffit de prendre ¢ = y=0.

Prenant en compte les définitions de morphisme et d'anti-morphisme de

quasi-bigébres jacobiennes, on obtient [Ba-KS]:

Proposition 4.2 : Si (F, 1, 3, ¢) (resp., (F, p, y, W) ) est une quasi-
bigeébre jacobienne (resp., co-jacobienne), alors l'injection canonique de F
(resp., F* ) dans le double de F est un morphisme (resp., anti-morphisme)

de quasi-bigébres jacobiennes.

Démonstration : Considérons tout d'abord le cas d'une quasi-bigébre
jacobienne (F, 4 3 ¢). En prenant w = O dans les formules (4.1.1), (21) et
(22) on a :

M(x,y)=px,y)
[(Zx), ()] = 1(& ) — e, )+ A, )
d=-K"r)=g¢
Il est clair que linjection de F dans F préserve les structures d'algébre de

Lie, ¢ est appliqué en ® et la projection de F~ sur F (qui est la
transposée de linjection de F dans F) envoie I’ =d,a sur 5. Ce qui
démontre la premiére partie de la proposition.

Considérons maintenant le cas d'une quasi-bigébre co-jacobienne
(F, iy, w), alors (F , 5 g y) est une quasi-bigébre jacobienne. En
prenant @ =0 dans les formules (4.1.3), (21),(22), on a :

*‘M(é’ 77):7(5’ 7])
[(§3x))(”5y)]a: 7’(5’ 77)“ l//(x7 y) —,U(xy}’)

¢ =-KM(ry=w
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En utilisant le méme raisonnement, on voit que linjection de F* dans F
est un anti-morphisme de quasi-bigebres jacobiennes.

Ce qui compléte la preuve de la proposition.

En particulier, on retrouve le résultat bien connu :Si (F, 4 3) est une
bigébre de Lie, alors linjection de F (resp., F~ ) dans le double de F, est
un morphisme (resp., anti-morphisme) de bigebres de Lie [A].

4.3. Approche R-matricielle.

Comme dans le cas des bigébres de Lie, dans le cas quasi, on peut
encore définir Il'application lindaire de F dans F, R=a o s™. Cette
application est la différence 7, — 7z, des projections de F sur F et F
mais R ne satisfait pas en général I'équation de Yang-Baxter modifi¢e
[STS]. Lorsqu'on identific F~ avec F par le moyen du produit scalaire

canonique, le crochet sur F* défini par d,a est identifié avec l'opposé
du crochet [.,.]. sur F défini par R, dans le sens de Semenov-Tian-

Shansky [STS], ou

[(%,9,(, D], = L (R(x, 8,7, W] +[(x, O, (R, D]

Explicitement [.,.] est donné par :

R

[(xa 5)7 (y7 ﬂ)]R = ,u(x,y)— ¢(§, 77)— }/(5, 77)+ !//(x,y),

et Ton vérifie ainsi quil coincide avec l'opposé du crochet |[.,.]° donné

par la formule (21).
5. Double d'une quasi-bigébre jacobienne quasitriangulaire.

Supposons que (F, 4 3 @) est elle-méme une quasi-bigebre jacobienne
quasitriangulaire définie par » = a + s, o0 a est dans A*F et s est un
¢lément symétrique ad” -invariant dans F & F. Supposons que s est

1

inversible et posons R =g os . Alors on peut montrer que lalgebre de

Lie (F, M) est une somme directe.
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Proposition S.1: Soient I l'identité de F et J, l'endomorphisme de FOF
défini par:
JR(x:y) = (x_zynx—zy-)

ou y, =X (RtI)y). Alors l'application Jyol ® s) est un morphisme
d'algébre de Lie de (F, M) dans l'algébre de Lie somme directe de (F, u)

avec elle-méme.

La preuve de cette proposition suit celle du cas des bigébres de Lie,
donnée dans [A-KS].

I existe une caractérisation des  quasi-bigeébres  jacobiennes
quasitriangulaires en termes d'idéaux dans le double [Dr2]. Pour tout
élément r de FQF, définissons le sous-espace vectoriel de F® F

a, ={¢&oéeF'],

qui est complémentairc a4 F. Supposons que la partie symétrique de r est

ad” -invariante.
Considérons une quasi-bigébre jacobienne (F, p, d,r, @) et soit M la

structure d'algebre de Lie du double F. Alors

Proposition 5.2 : Le sous-espace a, est un idéal dans (F, M) si et
seulement si la  quasi-bigébre jacobienne exacte (F, up,d,r, @) est

quasitriangulaire .

Démonstration : En utilisant l'expression du crochet défini sur F~ par
. * M
d,a on voit que, pour xeF et £, peF ,le crochet [(x,cf),(rn, 77)] est de

la forme (z, ¢) ou

z= g, ri)+ad (r) ~ ad))x + (&, 7))

ct

{=adl n-adyé .

En utilisant I'ad” -invariance de s,

7 _ *p
adlos = soad ¥,

on obtient la relation
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z- (r;) = K#(r)(g’ ﬂ)+ ¢(§, 77)7
ce qui prouve la proposition.

6. Comparaison des doubles de quasi-bigébres jacobiennes

équivalentes par modification.

Sotent (F, 1, 3, @) et (F, p 3, ¢ ) deux quasi-bigeébres jacobiennes
équivalentes par modification; soit f€A? F I'élément de modification, i.e.,

y'=y+d,f

(0': o+ dyf_'lz'[f7f]‘u-

Soit r lapplication linéaire définic par la formule (19) et soient @ ets
respectivement ses parties antisymétrique et symétrique. Soient (F, M)
(resp., (F,M')) le double de la quasi-bigebre jacobienne (F, y 3, @)

(resp., (F, 1 7,9")) .
Soit
r: F=F®F>F®F =F .
&, x) > (x-f(5,0) (23)

Ses parties symétrique et antisymétrique sont respectivement :
(¢, x)= 3(x, &) a(&,x)= 3(x=2f(8,-¢). (24)
On a le résultat suivant :

Propesition 6.1 : (F, M’ d,.a’, ~-K*'(r") est une quasi-bigébre

jacobienne quasitriangulaire et 'application
J q U pp

w: F > F
(x,&)> (x+f(9), <) (25)

est un  isomorphisme de  quasi-bigébres  jacobienmnes de
(F, M, dya,-K"@r)) dans (F, M', d.a’, —K"' ().
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Démonstration : Remarquons tout d'abord que s’ est égal a s, donc s’ est
ad™-invariant par définition de la structure d'algébre de Lie M’ sur F,
par conséquent (F, M’, d,.a’, —K™(r)) est une quasi-bigtbre jacobienne
quasitrangulaire.

D'autre part il est clair que @ est une bijection de F sur F. I reste
a montrer que @ est un morphisme de quasi-bigébres jacobiennes (définition
1.5); pour cela il suffit de vérifier que c'est un morphisme d'algebres de
Lie de (F,M) dans (F, M) et que r'=woro‘w (ou de fagon
équivalente r' = (w®w)(r)). Montrons tout d'abord que r'=woro ‘w. En
effet

r(é,x)=(x-7(),0)

x, = (x+/(5),3)

‘o( ¢, x)=(, x-f(©),
et
(woro'w)&,x)=(wor) <&, x—f(§)=ax-1(5), 0)
=(x-f(9,0)=r'(¢ x),

pour tous x dans F et £ dans F-.D'od r'=woro'w qui sécrit
encore sous forme tensorielle r’'= (aQw)(r).

Montrons maintenant que @ est un morphisme d'algébres de Lie
de (F,M) dans (F,M'). En effet :

-Pour x,yeF on a :

(woM)(x,y)=o(ix,y),0)=(L(x,y),0),
MoAN w)(x,y)=M(Xx,0),a(y,0)=M(x,0),(y,0))
=({x,y)0).

-Pour xeF, £eF on a:

(woM)(x, &)= X~ adlx, ad}s) = (-ad [x+ f (ad}l), ad ),
M o A* o)(x &) =M(aX(x,0), &0, £))=M((x0),(f(& &)
=(u(x A& - ad(x, ad s ).

Or, d'apres la relation y'= y+ d,f et lexpression de d,f, on obtient,
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adlx = adlx - f(ad}&) + px, RO),
ce qui permet d'écrire
(M'0o A? 0)(x, &) = (-ad}x + [ (ad\), ad ¥E ).
-Pour & neF” on a:

(@o MY E M) =a( & n), /(& m)=(Em+ f(HEm),y(E m),

WMo A* w)(¢, = }/f'(w((), 5),*(0(0, m=M'((f(5),E),(f( 772: m) .
= (W[ (O, f(m)+ady” f(m)—ad,” f(O)+ @'(& ), ¥'(& m+adliyn-adl) &)

= (4 f (), f (M) + f(adgn — ad}iy &)+ ad] {(m)—ad (O + ¢ (& 1), 1(& ).

Or, daprés [lexpression de [ i f ]" considéré comme application de
NF" dans F,

[f, £1C& ) = 2(f (adfiyn — adfy &) — i (D), f(m)),

on obtient,

P(&EM= W E+(@NED-L( . FINEm=
= (& m+ad f(E) — ad f (1) + £ (W& )~ fadfiyn — adiiy O+ 1(f (8, (),

ce qui entraine

Mo A* &)( &, 1) = (K& M+ f(r(&m), 1 m).

En comparant les valeurs de woM et de M'oA”>® on trouve
®oM =M'oA*w®, ie., ® est un morphisme d'algébres de Lie de
(F, M) dans (F,M").

En définitive @ est un morphisme d'algébres de Lie tel que r’ = (aQw)(r).
La conclusion découle du lemme 2.1 du chapitre 1.



38

7. Exemples.

Dans ce paragraphe, si € =(F, p) est une algébre de Lie, (A’ g)™
(resp. (V? €)™), désignera  lespace vectoriel des ¢éléments invariants
dans A’g (resp., dans Vg, le produit tensoriel symétrique). Dans
[Dr2], Drinfeld définit une structure de quasi-bigébre jacobienne exacte
(resp., quasitriangulaire) sur g comme la donnée de @ e (A’)™ (resp.,
s €(V*2)™). En fait nous avons montré au paragraphe 3 (propositions
3.1et3.3) que toute quasi-bigebre jacobienne exacte (resp., quasitriangulaire)
est équivalente par modification a une quasi-bigébre jacobienne de Ia
forme (F, 1,0, @) (resp., (F, 4, 0, —3<s,5>“)) ou ¢ (resp., s)est un
élément ad” -invariant dans A’F (resp., symétrique ad” -invariant dans
F®F). Ainsi, la définition des structures de quasi-bigébres jacobiennes
exactes et quasitriangulaires sur une algébre de Lie donnée g se ramene
a la description des éléments de (A’g)™ et de (V? g)™.

7.1. Exemples de quasi-bigébres jacobiennes.

7.1.1. Algébres de Lie simples: Si g = (F, ) est une algébre de Lie
simple complexe, alors, 3 facteur multiplicatif et modification pres, & a une

unique structure de quasi-bigébre jacobienne qui est quasitriangulaire
(proposition 3.4). Désignons par ¢ la forme de Killing de g et soit:

(0(t)=—K"(t)=—%<t,t>“ = [tls’tzs]’

qui est un générateur de (A* g )™. Alors (F, g 0, ¢(¢)) est une quasi-
bigébre jacobienne quasitriangulaire, de sorte que (F, p d, a, —L[a,a] +@(®)
lest, pour tout acA?F. La solution générale de I'équation quasi-Yang-
Baxter classique sur & est le couple (7, ¢) avec

r=a+ At
ou acA*F, AeC,et
g=-1ia,al’ + 2> o(t).
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7 .1.2. Structures de quasi-bigébre jacobienne sur g/(2, C) : Soit
g£=8I2, C) avec sa base canonique (H,K,X,Y) ou

R R

La structure de quasi-bigebre jacobienne strictement exacte sur g2, C) la

plus générale est (r, @) avec

r= AHAK+ A HANX + AHANY+ A RKANX + A KNY + A X NY (26)
et
p= (A, — A A+ LA+ A A)HANKAX
+(A A= A A+ A A+ AADHAKAY
27

+(2A, A5~ A A5~ A Ay — YK A X NY
(A Ay + A A+ B =20, ) HAX NY

oules A, ,i=1,..,6 ,sont des constantes complexes arbitraires.

Dans ce cas le co-crochet y considéré comme crochet sur g/(2, C)° est
défini par :
y(H K)= (A + AV = (A + A) X,
y(H , X7) = L,(H -K') + (44— 2)X,
YH YY) = = 2(H =K = (A + AT,
(K, X )=+ A)X +A,(H -K),
HK Y )==A(H —K )= (A= AT,
Y(X*aY*):‘(ﬂs‘ls)X*“‘(ﬂz‘}m)Y* .

Une condition nécéssaire et suffisante pour que r définisse une structure de

bigebre de Lie exacte est donnée par le systéme suivant :

Adg— A A+ A ds+ AAs =0
Ay = A Ay + Ay A+ A, A6 =0
Aghs— A, 2, =0

r satisfera 1'équation de Yang-Baxter classique si et sculement si de plus

Aphs + Ay + K = 2,4,
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(V> g™ est bidimensionnel et est engendré par :
L=HOH+KQK+XQY+r®X

et
= HOK+KQH - (XQY+¥Y®X).

La forme de Killing s'écrit sous la forme
t=2(t,-t,)=2HOH+KQK)+ (X QY+ O X)-2(HOK+ KQH).
Un calcul montre que

<t b >P=—<t, 1, St=<ty,t, SE=2X NY AN (H - K).

Ainsi, la  structure de quasi-bigébre jacobienne quasitriangulaire la plus
générale sur g/2, C), & modification pres, est (, @) avec

r= o +a,l,,

ou les «,7=1,2, sont des constantes complexes arbitraires, et
p=—(a,— a,) (X AY A(H-K)).

En particulier si » = ¢, alors
p=—-16 X" N(H~-K).

7.1.3. Structures de quasi-bigébre jacobienne sur g3, C) : Soit
g =gI(3, C) avec sa base canonique

H=E,, H,=F,,, H,=E,
X, =E X,
Y, =E

—

Les deux générateurs de (V2 2)™ sont
g
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3
h=) (H®H +X,®Y,+Y,QX,)

i=1

et
3

L=) H®H - ) (X,®F+,®X,).

12) =1
La forme de Killing s'écrit sous la forme :
t=41 -2t .

La structure de quasi-bigebre jacobienne quasitriangulaire la  plus
générale sur g/ 3, C), a modification pres, est (r, ¢) avec

r= ot +a,t,,
ou les «,,i=1, 2, sont des constantes complexes arbitraires, et

p=—(a,- ) (X, AL A(H - H)+ X, NG, A (Hy - H)+ X, A YA (H - Hy) +
+ Xy Ak Al =X AL AL )

7.2. Exemples de quasi-bigébres co-jacobiennes.

Des exemples de quasi-bigebres co-jacobiennes sont fournis par les duaux
des  quasi-bigébres  jacobiennes. Par conséquent on peut dualiser les
structures de quasi-bigebre jacobienne étudiées dans 7.1 pour obtenir des
quasi-bigebres co-jacobiennes. Nous donnons d'abord un exemple plus

naturel.

7.2.1. Structure de quasi-bigébre co-jacobienne sur l'espace vectoriel
réel sh(n) des matrices hermitiennes nxn de trace nulle : Considérons
la décomposition polaire de l'algebre de Lie réelle si(n, C) des matrices
complexes nxn de trace nulle, sl(n, C) = su(n) © sh(n), ou su(n) désigne
l'algébre de Lie réelle des matrices anti-hermitiennes »nxn de trace nulle et
sh(n) l'espace wvectoriel réel des matrices hermitiennes nxn de trace nulle.
Soient 3 le crochet de Lie sur su(n) et w la restriction a sh(n) du

crochet de Lie de si(n, C), qui est a valeurs dans su(n). Comme su(n)



42

s'identifie au dual (sh(n))” de sh(n) par lintermédiaire de la forme
bilinéaire non dégénérée définie sur si(n, C) par

<x, y> = Im trace(xy),

on peut identifier ¥ a un éément de A’su(n) = A’(sh(n))’ . Par
conséquent (sh(n), 0, 3 ) est une quasi-bigeébre co-jacobiecnne dont le
dual est la quasi-bigébre jacobienne (su(n), 3, 0, w) et lalgebre de Lie
réelle si(n, C) en est le double.

Plus généralement la décomposition de Cartan d'une algébre de
Lie semi-simple complexe quelconque de dimension finie définit une
structure de quasi-bigebre jacobienne sur lun des facteurs et une
structure de quasi-bigébre  co-jacobienne  sur  lautre, les  deux

structures étant duales l'une de lautre.

7.2.2. Structure de quasi-bigébre co-jacobienne sur un vectoriel E de
dimension 4 : Soit £ un espace vectoriel sur K=R ou C de dimension
4 dont une base est fournic par les éléments e, , e,, e;, e, . Définissons
un crochet ucHom(A’E,E), un co-crochet y<cHom(A2E',E") et
weNE" par :

.u(epez): 2(94 _eg)’ /1(91,93): € —é,,
M(e,e,)=—e +e, —2e, ple,,e;)=e —e,+e;,
/—‘(ezae4):_el+eza /l(e3,e4):O>

* * * * * * * *
v(e,e,)=0, e ,e)=e;, ¥(e,e)=—e,,
*

* * * * * * * * *
}’(62,63)’—‘—63, }’(ez,e4):e4: }’(63,84)261—62.
w=2e ne,n(e;+e)+(e, —e,)Ne, Ne,,

ol (e,e,,e,¢e ) estla base duale de (e, ,e,,e,,e,).

Alors (£, 1, ¥, w) est une quasi-bigébre co-jacobienne. En fait elle
est duale a la structure de quasi-bigébre jacobienne exacte sur gi(2, C)
de 7.1.2 avec A =1, i=1,..4
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Chapitre III: GROUPES DE LIE QUASI-POISSON

Dans ce chapitre, nous définissons l'objet géométrique correspondant 3
une quasi-bigébre jacobienne que nous appelons groupe de Lie quasi-
Poisson. Un groupe de Lie quasi-Poisson est un groupe de Lie muni
d'un champ multiplicatif de bivecteurs [Lu-We], dont le crochet de
Schouten avec lui-méme est, dans un certain sens, un cobord. Les
groupes de Lie quasi-Poisson sont apparus pour la premicre fois dans le
travail de Kosmann-Schwarzbach [KS1]; comme pour les groupes de Lie-
Poisson et les bigebres de Lie, nous établissons par un résultat de [KS2],
une correspondance biunivoque entre les groupes de Lie quasi-Poisson
connexes et simplement connexes, et les quasi-bigébres jacobiennes. Aprés
avoir défini la notion de morphisme de groupes de Lie quasi-Poisson et
établi la correspondance avec la notion de morphisme de quasi-bigébres
Jjacobiennes, nous montrons que le morphisme de groupes de Lie, obtenu
en intégrant l'injection canonique d'une quasi-bigébre jaéobicnnc dans son
double, est un morphisme de groupes de Lie quasi-Poisson. Ensuite nous
définissons la relation de modification pour les groupes de Lie quasi-
Poisson, ainsi que les groupes de Lie quasi-Poisson exacts et affines.
Nous meftons en ¢évidence le lien entre groupes de Lie quasi-Poisson
équivalents par modification et groupes de Lie quasi-Poisson dont les
bivecteurs quasi-Poisson proviennent d'un méme champ affine de bivecteurs.

1. Groupes de Lie quasi-Poisson et quasi-bigébres jacobiennes.
La définition suivante est due a Lu et Weintein [Lu-We] [Lu).

Définition 1.1 : Un champ de multivecteurs Q sur un groupe de Lie G
est dit multiplicatif si, pour tous g et h dans G,

Q(gh) = 2,0(M+p,0(8) (1)

ou A, (resp., p,) deésigne la puissance extérieure de la différentielle de

la translation & gauche (resp., a droite) par l'élément g de G.



Définition 1.2 : Soit G un groupe de Lie d'algébre de Lie g. Un

champ de bivecteurs P sur G est dit quasi-Poisson relativement a
peNg, s'il vérifie les deux conditions suivantes :

{P. Pl =0 -9 (2)
[P ¢t] =0 (3)

ou [.,.]s désigne le crochet de Schouten des champs de multivecteurs sur

G défini dans le chapitre 1

Remarques : a) D'aprés la condition (2 ), la condition (3 ) est équivalente
i [P,gf] =0. Ceci est immédiat en utilisant la  relation

[[P, P] s P] = 0 qui est une conséquence de lidentit¢ de Jacobi
S

graduée pour le crochet de Schouten.

b) Si P est quasi-Poisson relativement 3 @eA'g, alors il est quasi-
Poisson relativement 3 ¢+ @, pour tout élément AdC-invariant ¢, e A’g
tel que [P, gpf]S:O.

Définition 1.3 : Un groupe de Lie quasi-Poisson est un triplet (G, P, @),
ou G est un groupe de Lie, P un champ multiplicatif de bivecteurs
quasi-Poisson relativement & @ € N’g, g étant l'algébre de Lie de G.

I est évident que tout groupe de Lie-Poisson est un groupe de Lie
quasi-Poisson; il suffit de prendre ¢ = 0.
On définit de maniére naturelle les notions de morphisme et d'anti-

morphisme de groupes de Lie quasi-Poisson comme suit :

Définition 1.4 : Soient (G,, P, @) et (G,, P, ¢,) deux groupes
de Lie quasi-Poisson et u une application lisse de G, dans G,.
On dit que u est un morphisme (resp. anti-morphisme) de groupes
de Lie quasi-Poisson de (G,, B, @) dans (G,, B, @,) si:

(i) u est un morphisme de groupes de Lie de G, dans G,,

(i) P(u(g) = (NTu)B(2) (resp, B(u(g)) = —(NTu)(A(g)),
pour tout g dans G,
(iii) @, = (NTu)(@), ou e est lidentité de G,.
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Dans le cas ou ¢, = @, =0, nous retrouvons les notions de
morphisme et d'anti-morphisme de groupes de Lie-Poisson [A].
Soit Q un champ de multivecteurs sur un groupe de Lie G. alors
on peut définir les applications suivantes :

AQ):G—> Ag
g—> Qg)e™ =p Q) (4)
MOD)G— Ag
g > —gQEehH= —ﬂgQ(g_l) (5)
Soient
NQ: g —> Ag (6)
NQ:g—> Ag (7)

les applications linéaires tangentes respectives a Q) et a A(Q) en
Iidentité e de G.
Si QO est multiplicatif, on a Q(e) =0, ce qui entraine

AQ) = AQ) (8)
et par conséquent
NQ=AQ . (9)

Désignons leur valeur commune par AQ.
Le résultat suivant établit une correspondance entre les groupes de

Lie quasi-Poisson et les quasi-bigeébres jacobiennes :

Théoréme 1.1 ([KS2]): L'algébre de Lie d'un groupe de Lie quasi-
Poisson (G, P, ¢) est la quasi-bigébre jacobienne (F, u, 3, -@), ou
g=(F, y) est l'algébre de Lie de G, et

y=AP. (10)

Inversement, il correspond un unique groupe de Lie quasi-Poisson

connexe et simplement connexe a chaque quasi-bigébre jacobienne.
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Comme conséquence directe de ce théoréme, on démontre la
correspondance entre morphismes de groupes de Lie quasi-Poisson et
morphismes de quasi-bigébres jacobiennes.

Corollaire : Soient u un  morphisme (resp., anti-morphisme) de
groupes de Lie quasi-Poisson de (G, P, @) dans (G,, B, @,). On
désigne par (F, w, n.— @) et (F, i, ¥,,—@,) les quasi-bigebres
Jacobiennes  correspondantes. Alors @ = T,u est un morphisme (resp.,
anti-morphisme) de quasi-bigébres jacobiennes de (F,, py, 7, —®,)
dans (Fy, t, 75, — @)

Inversement a tout morphisme (resp., anti-morphisme) de quasi-
bigébres jacobiennes, il correspond un unique morphisme (resp., anti-
morphisme) de groupes de Lie quasi-Poisson connexes et simplement

connexes.

La démonstration de ce résultat suit celui du cas des groupes de Lie-
Poisson. Elle est basée sur la comrespondance entre morphismes de
groupes et morphismes d'algebres de Lie, et la correspondance entre

cocycles de groupe et cocycles d'algebre de Lie.

Ainsi, prenant en compte les définitions de morphisme et danti-

morphisme de groupes de Lie quasi-Poisson, nous obtenons :

Proposition 1.1 : Soient (F, u, v, @) (resp. (F, u, v, y)) une quasi-
bigébre jacobienne (resp., co-jacobienne) et (F, M, I, @) son double.
Soient (G, P;, - 9), (resp., (G, P., ~w), (D, P,-®) les groupes de
Lie quasi-Poisson connexes et simplement connexes correspondants. Alors

I'homomorphisme de groupes de Lie i; (resp. i_.) de G (resp. G") dans

D obtenu en intégrant l'injection canonique de F (resp., F') dans F, est

un morphisme (resp., anti-morphisme) de groupes de Lie quasi-Poisson.

La démonstration de cette proposition découle de la proposition 4.2
du chapitre II et du corollaire du théoréme 1.1 du présent chapitre.

Dans l'esprit de la théorie des groupes de Lie-Poisson [Lu-We], nous
pouvons dire que (G, P,) dans le cas jacobien (resp., (G, —-P_.) dans

le cas co-jacobien) est un sous-groupe de Lie quasi-Poisson de (D, P).
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2. Relation de modification pour les groupes
de Lie quasi-Poisson.

De méme que sur les quasi-bigébres jacobiennes, il existe sur les
groupes de Lie quasi-Poisson une relation d'équivalence que nous

appellerons la modification ("twisting”, en anglais ).
Proposition 2.1 ((KS2]) : Soit (G, P, ¢) un groupe de Lie quasi-Poisson

et soit feAN*g, on g est l'algébre de Lie de G. Alors le champ de

bivecteurs P' sur G et l'élément ¢'eN’ g tels que
P'=P+ft— f* (11)
¢ =9-6f+ f T (12)
ou 3=AP, définissent un nouveau groupe de Lie quasi—Poisson G, P, ¢).
Définition 2.1: Le groupe de Lie quasi-Poisson (G, P', ¢') ou P' et ¢
sont définis par les formules (11) et (12) est dit li¢ a (G, P, ¢) par

modification .

Proposition 2.2 : La relation de modification  est une relation

d'équivalence sur les groupes de Lie quasi-Poisson .

La démonstration est similaire a celle de la proposition 2.2 du chapitre II.

Il est clair que les quasi-bigeébres jacobiennes tangentes a des
groupes de Lie quasi-Poisson équivalents par modification sont équivalentes.

3. Groupes de Lie quasi-Poisson exacts.

Définition 3.1 : Un groupe de Lie quasi-Poisson (G, P, ¢) est dit exact
s'il existe un élément a dans A* g et un élément AdC -invariant @, dans
A’ g, ou g est l'algébre de Lie de G, tels que :

P = a-qg (13)

o=@ + a,al" (14)
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Ainsi, tout groupe de Lie quasi-Poisson exact est équivalent par
modification a un groupe de Lie quasi-Poisson de la forme (G, 0, ¢, ) ou
@, est un élément AdC -invariant dans A’ g. De ce qui précéde, il suit
quun groupe de Lie quasi-Poisson est exact si et seulement si la
quasi-bigébre jacobienne tangente est exacte.

Remarquons que P =a* - a”, o0 acA’g, si et seulement si oP) est

un cobord [KS1]. En effet :

AP)=pa* —a’)=6%aou (8%a)g)=Ad.a-a, geG.

Puisque dans un groupe de Lie semi-simple connexe tout 1-cocycle est

un cobord, on a le résultat suivant :

Proposition 3.1 : Toute structure quasi-Poisson multiplicative sur un

groupe de Lie semi-simple connexe est exacte.

Comme dans le cas des quasi-bigébres jacobiennes, il existe une notion de

groupe de Lie quasi-Poisson quasitriangulaire.

Définition 3.2 : Un groupe de Lie quasi-Poisson (G, P, @) est dit
quasitriangulaire s'il existe r € gOZ, ou g est l'algébre de Lie de G, tel
que
(3.2.1) la partie symétriqgue s de r est Ad° -invariante,

(3.2.2) P=a"-a” oit a est la partie antisymétrique de r,

(3.2.3) ¢=K*(r).

La correspondance entre groupes de Lie quasi-Poisson et quasi-bigebres
jacobiennes permet d'énoncer le résultat suivant :

Proposition 3.2 : Soit (G, P, ¢) un groupe de Lie quasi-Poisson. Alors
(G, P, ¢) est quasitriangulaire si et seulement si la quasi-bigébre

Jacobienne associée est quasitriangulaire.

En accord avec la proposition 4.1 du chapitre 11 et le théoréme 1.1 du
présent chapitre, le double (F, M, I', ®) de toute proto-bigébre de Lie
(F, 1, v, o, ) s'intégre en un unique groupe de Lie quasi-Poisson
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quasitriangulaire connexe et simplement connexe D dont le champ de

bivecteurs quasi-Poisson est défini par
P= a'-a”,

ot a est lapplication de F° dans F définie par la formule (20) du
chapitre II. Lorsque [l'application @& est vue comme un élément de A’F,

ou comme forme bilindaire sur F', elle s'écrit sous la forme
a(é+x, n+y) = §(< mx>—<&y>)

pour S+x, n+y € F = F @ F. L'éément de A’F par rapport
auquel P est quasi-Poisson est -® = —(p+ y). En plus D est un
groupe de Lie muni d'une métrique riemannienne Dbi-invariante [Me],
donc un groupe hyperbolique au sens de Medina et Revoy [Me-Re].
On donnera des exemples de groupes de Lie quasi-Poisson au
paragraphe 5.
4. Groupes de Lie quasi-Poisson affines.

Nous allons définir ici la notion de groupe de Lie quasi-Poisson affine,
qui généralise celle de groupe de Lie-Poisson affine définie dans [Da-So],
[Lu]. Rappelons pour cela quelques notions relatives aux champs de
multivecteurs affines [Lu], [KS2].

Définition 4.1 : Un champ de multivecteurs, Q, sur un groupe de Lie G

est dit affine si pour tous g, h dans G,
Qlgh)y =2, QW) + p, Ag)— A, £, Q) . ' (15)

Ainsi, a la fois, les champs multiplicatifs de multivecteurs et les champs de
multivecteurs invariants a gauche ou a droite sur G apparaissent comme
des types particuliers de champs affines de multivecteurs.

Pour tout champ de multivecteurs Q sur un groupe de Lie G, posons:
Q,=0 - (@) (16)

Q,= 0~ Q) (17)
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On a le résultat suivant [Lu] [KS2]:

Proposition 4.1: Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Q, est multiplicatif,

(i) Q, est multiplicatif,
(i) Q est affine.

Proposition 4.2 : Si P est un champ dffine de bivecteurs sur un groupe

de Lie G, quasi-Poisson relativement a @eN’g, alors les champs
multiplicatifs de bivecteurs P, et P, sont quasi-Poisson relativement au

méme élément g@.
La démonstration de cette proposition résulte du lemme suivant :

Lemme 4.1 : Soient Q et Q' des champs affines de multivecteurs sur un

groupe de Lie G. Alors on a :
[0..0.];= (2.2 (18)

(2,2,].=02.21),- (19)

Démonstration : Rappelons tout d'abord que pour deux champs affines de
multivecteurs QO et Q', ona [KS2]:

[0.0)(e)=[2'0,q']+[¢. 40 ]+ [4. 4"
= [A"Q, q'] + [q, A”Q'] - [q, q']”. (20)

ou l'on a posé Q(e) =¢q, Qe)=¢q’.

Comme Q et Q' sont affines et ¢*, 4'* sont invarants 4 gauche,
alors [Q, q'*]s et [q‘ ,0' ]S sont invariants a gauche ; donc

i

l0.¢'].=([o. "), [ 2].=(d 0]

S___
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[2.2];,-|2 %], -[¢% 2], + (a.aT)
[0.0),-(0 ¢*],(+]¢" 2] -[a. ¢T)"

[Q,l’ Q'l]s

En appliquant la formule (20) et la relaton A*q* = 0, on obtient :

1

[0.0),-([40.¢]+[a.a} +[e.6Q]+[a, a1 -4, F)
=[0.0),-(2.2),@) = (2 21,)..

[Q).’ Q'l ]s

ce qui démontre la formule (18). De la méme maniére, on démontre la
formule (19) en se servant de la formule (20), et du fait que le crochet
de Schouten d'un champ affine de multivecteurs et d'un champ de
multivecteurs invariant a droite est invariant a droite, et de la relation
Aq” =0, pour tout g dans AZ.

Démonstration de la proposition 4.2 : 11 suffit de prendre Q = Q' =P
dans le lemme 4.1 et de remarquer que [P,P]S(e):() di au fait que P

est quasi-Poisson . On obtient
[Pl’ Pi]s = [P’ P]s = [Pp’ Pp]g :

Corollaire : Soit P un champ affine de bivecteurs sur un groupe de Lie
G tel que (G, P,, ¢) soit un groupe de Lie quasi-Poisson . Alors P est

quasi-Poisson relativement a ¢ si et seulement si:

[P,P]S(e):O. (21)

En vue de généraliser la notion de groupe de Lie-Poisson affine définie
dans [Da-So]et [Lu], nous allons adopter la définition suivante :

Définition 4.2 : Un groupe de Lie quasi-Poisson affine est un groupe
de Lie G muni d'un champ de bivecteurs P, quasi-Poisson relativement
G un élément @ dans N°g, tels que (G, P ,» ¥) soit un groupe de Lie

quasi-Poisson.
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Remarque : La proposition 4.2 permet de remplacer dans la définition 4.2,
G, P, par (G, P, 9).

La proposition suivante montre que pour tout champ affine de
bivecteurs P non nécessairement quasi-Poisson, P, est quasi-Poisson si et

seulement si P, est quasi-Poisson.

Proposition 4.3 : Soit P un champ affine de bivecteurs sur un groupe
de Lie G. Si (G, P,, 9) est un groupe de Lie quasi-Poisson, alors

(G, P,, ¢') est un groupe de Lie quasi-Poisson, o
¢'= ¢~ 8, Ple)+ L[P(e), P()Y (22)
avec y, = AP, .
Démonstration : Par définition on a

PA:P‘(P(Q))'{,

P,=P~(P(e)y.
En exprimant P en fonction de P,, P  s'écrit sous la forme :

P,= B+ (P(e))* - (P(o))”

D'ou

21[PP’ PP]S :

A s} il
= [P, P], +[PP@) - (Y] + [P, P@T) - H{P(e), P@])
= ¢~ o +([82, P@))) - ([aP,, P@]F + 4([P(), PV - 4{[P(e). P} )
= (p+[aP, P(e)] +3[P(e), P@T) -(0+[2aP, P(e)]+ 1 P(e), P
= ¢ ~p”.

En utilisant les propriétés du crochet de Schouten et le fait que
[Pl,go’l]s =0, on démontre la condition [Pp, (p"]s =0. En effet, de ce

qui précéde, on a
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Pp = P,T. +P1_Pp,

ot lon a posé Ple) = p, et la formule (20) permet d'écrire "
sous la forme
ot = ¢+ [P, P*] + 3P P

En utlisant le fait que le crochet de Schouten dun champ de
multivecteurs  invariant a droite avec un champ de  multivecteurs

invariant a gauche est nul, on a

(2 %), = [ o), + (2[5 2], + [ @))

e 2L [ e L) <4 1L,

En utilisant l'identité de Jacobi graduée du crochet de Schouten et le fait
que P, est quasi-Poisson relativement a @, on obtient [Pp, o ]S = 0.

En définitive (G, P,, ¢') est un groupe de Lie quasi-Poisson.

Définition 4.3 : On dit que deux champs multiplicatifs de bivecteurs P,
et P, proviennent d'un méme champ dffine de bivecteurs P si P, =P,
et P,=P,.

Le résultat suivant établit une correspondance entre la relation de
modification et la provenance de deux champs multiplicatifs de bivecteurs
d'un méme champ affine et généralise celui de [Lu] sur les structures de

Poisson affines.

Proposition 4.4 : Si deux groupes de Lie quasi-Poisson (G, P,, ¢, ) et
(G, P,, @,) sont équivalents par modification, alors il existe un champ
affine de bivecteurs P sur G, tel que P, =P,, P,=P

o
Inversement, si les champs de bivecteurs de deux groupes de Lie quasi-
Poisson proviennent d'un méme champ affine de bivecteurs, alors ils sont

équivalents par modification, a un élément Ad® - invariant de A3g pres.
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Démonstration : Soient (G, P,, ¢, ) et (G, P,, ¢, ) deux groupes de

Lie quasi-Poisson équivalents par modification, ce qui implique que
P,=P, +f * -f*
pour un certain f dans A’g. Posons
P=P +f.
P, étant multiplicatif, P(e) =f; ce qui nous permet d'écrire P, et P, sous
la forme
P, =P -f*=P-(Pe)' =P,

P,=P - f*=P-(P(e)y =P,.

Donc P, et P, proviennent de P; le caractére affine de P vient du fait
que P, et P, sont multiplicatifs. Ce qui démontre la premiére partic de
la proposition.

Inversement, supposons que (G, P,, ¢, ) et (G, P,, @¢,) sont deux
groupes de Lie quasi-Poisson tels que P, et P, proviennent dun méme

champ affine de bivecteurs P sur G, ie.,

pP,=P, et P,=P .

Alors, on a de toute évidence

P, =P, +fl -
ou f= P(e).
Par ailleurs
%[%’les:‘?’i_(pp
ou

p=g¢, -6, f+if.f] avec y,=AP,.
D'autre part, comme P, est quasi-Poisson relativement 3 ¢, , on a :

%[PZ’PZ]S = ¢; - %7_
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Donc @, - ¢ est un élément Ad°-invariant dans A’g. Ce qui achéve la

démonstration de la proposition.

5. Exemples de groupes de Lie quasi-Poisson.

Une large classe d'exemples de groupes de Lie quasi-Poisson est fournic par
les groupes de Lie quasi-Poisson exacts. Si G est un groupe de Lie de
dimension finic et g son algébre de Lie, alors tout élément r dans A’g

définit une structure de groupe de Lie quasi-Poisson sur G. Dans ce
cas, il suffit de poser

P=r—r

p = ir, rl,

ou u désigne le crochet de Lie sur g. Considérons le cas de GL(2, R).
Soit G=GL(2,R) et g2 =gI2,R) son algebre de Lic avec sa base

I R R

La structure quasi-Poisson exacte la plus générale sur GL(2, R) se
déduit de celle de gl(2, R). Elle est déterminée par un couple (r, @)
ou r et ¢ sont donnés par les formules (26) et (27) du chapitre II

canonique

(@, pris avec le signe opposé et les 4, i=1, .., 6, sont des constantes
réelles arbitraires). Considérons le cas particulierou A, =4,=4,=2, 4, =0
pour i%1,2,5.0n a :

r=2HAK + 2HAX + 2KAY

¢ =4KANAN(X +Y )+ 4(K-H)AXAY .
Le champ multiplicatif de bivecteurs défini par r, quasi-Poisson relativement
a ¢ est:

P=rt-rr.

Déterminons a présent les crochets quasi-Poisson des fonctions

coordonnées sur GL(2, R).
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En éffectuant les produits tensoriels de matrices, » s'écrit sous la

forme
01 -10
01 0 O
r=
0 0 -1 0
0 -1 1 O
Soit

un élément de GL(2, R), ad - bc # 0. Une méthode pour calculer les
crochets quasi-Poisson des fonctions coordonnées q, b, ¢, d, est d'utiliser la
notation tensorielle dans le sens de Semenov-Tian-Shansky [STS]:

{eXg} =[98, 1]
ou

e
_l1ia,c a,d b,c b,d
(eS8 Y (es) {dia} {ap}]

{c,c} {c,d} {a’,c} {d,d}

a® ab ba b
ac ad bc bd
ca cb da db
¢ ecd de d
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0 a(a+b-d)-bb-¢) a(d—a-b)+b(b-¢c) 0

[ g® | —ac ac—bd —(a+2b)c+bd -bd
g 7] ac (a+2b)c—bd —ac+bd bd
0 cla-b+d)+d(a-d) c(b—a-d)y+d(d-a) 0
D'ou

{a,b}=a(a+b-d)-bb-c), {a,c}=-ac

{a,d} =ac-bd, {b,c} =—(a+2b)c+bd,

{b,d}=-bd, {c,d} =ca~-b+d)+da-d).
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Chapitre IV : QUASI-GROUPES DE LIE-POISSON.

Dans ce chapitre, nous définissons I'objet dual d'un groupe de Lie
quasi-Poisson que nous convenons d'appeler quasi-groupe de Lie-Poisson.
Un quasi-groupe de Lie-Poisson est la donnée dune boucle de Lie G munie
d'une structure de Poisson, dont la loi de composition interne Vérifiant
une certaine associativité faible (mono-alternativité a droite), est un
morphisme de Poisson, et dun élément de A’7T,G mesurant dans un
certain sens le défaut d'associativité de la loi de G et vérifiant d'autres
conditions. Nous rappelons quune boucle de Lie est une variété
analytique munie d'une loi de composition interne Vérifiant toutes les
propriétés d'un groupe de Lie exceptée l'associativité, et nous faisons un
appercu général sur la théorie des boucles de Lie [Du] [Ho-St] [Sa-Mi 1,2],
notamment la description des différentes structures algébriques sur ['espace
tangent en lidentité d'une boucle de Lie (algebre d'Akivis, hyper-algebre) et
les connexions linéaires définies sur les boucles de Lie locales, qui
généralisent la connexion classique de Cartan sur les groupes de Lie
(vérifiant V,Y = O pour tout champ de vecteurs X, si ¥ est un champ
de vecteurs invariant a gauche), tout groupe de Lie pouvant é&tre considéré
comme un espace a connexion linéaire de courbure nulle et de torsion
V-constante. Enfin nous démontrons que l'espace tangent en lidentité a
tout quasi-groupe de Lie-Poisson est une quasi-bigebre co-jacobienne.

Une partie des résultats de ce chapitre ont été annoncés dans [Bal.

1. Rappels sur les boucles de Lie mono-alternatives a droite.

Nous reprenons les définitions et certains résultats de [Sa-Mil,2], [Du] et
[Ho-St] qui seront utiles pour la suite.

Définition . 1.1: Une boucle est un ensemble G muni d'une opération

interne

m:GxG—->GCG
(g,h) > g.h = m(g,h)

admettant un élément neutre e, vérifiant

ge =eg =g
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pour tout g dans G, telle que les équations
g.a=h, a.g =h
admettent des solutions uniques (notées respectivement g\h et hg).

Une telle boucle est dite analytique (ou de Lie) si G est une variété
analytique et les applications

&h - gh, & h —>gh, (& nm —>Mg
sont analytiques.
Ainsi tout groupe de Lie est une boucle de Lie.
Rappelons que si G ne posséde pas d'élément neutre, alors on

lappelle tout simplement un quasi-groupe. Ainsi, une boucle peut étre
définie comme un quasi-groupe admettant un élément neutre.

Définition 1.2 : Si G est un ensemble sur lequel sont définies localement

au voisinage de l'élément neutre e, les trois opérations analytiques
g h) — gh, (g, h) — g/h, (g I~ Mg
vérifiant les propriétés ci-dessus, on dit que G est une boucle de Lie locale.
Remarque: L'unicit¢ des solutions dans une boucle de Lie des équations
g.a= h, a.g = h,

signifie que les translations a gauche 1, et a droite p, sont des difféomorphismes.

L'outil nécéssaire pour la démonstration des principaux résultats sur les

boucles de Lie locales est fourni par le lemme suivant :
Lemme 1.1 ([Du)]) : Soit G une boucle de Lie locale d'élément neutre e.

Il existe sur un voisinage de e des coordonnées locales nulles en e telles

l'expression locale de la loi de compositon soit

x.y=x+y+ B(x,y) + r(x,x,3) + s(x,y,y) + &x,y), (1)
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ou B est bilinéaire antisymétrique, r et s sont trilinéaires et telles que
r(x, x, x) + s(x, x, x) =0,
et & est d'ordre 3 avec
gx, 0)= 40, x) = &x, x)= 0.

L'espace tangent en lidentité a toute boucle de Lie est muni d'une
structure algébrique, généralisant la structure d'algebre de Lie, et dont les
propriétés découlent de celles de la boucle de Lie donnée.

Définition 1.3 : Une algébre d'Akivis (A, [.,.],<.,.,.>) est un espace

vectoriel A muni d'une application bilinéaire antisymétrique

[.,.] tAx4—> A4
(x, ) = [x, ¥]
et d'une application trilinéaire
<>t AxAxA > A

(x,3,2) > <x,y,2>

telles que

2. (Signo) <X,y Xpays Xop > = ﬂ[xl, X, x3] (2)
o€,

ou S; désigne le groupe des permutations de (1, 2,3), Signo Ia

signature de oceS; et j; désigne la somme sur les permutations

circulaires de xy, x,, x; .

Ainsi toute algebre de Lie détermine une structure d'algebre d'Akivis, sur

l'espace sous-jacent en prenant <,.,.>=0.
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Exemple : Soit (F, 1, ¥, ¥) une quasi-bigébre co-jacobienne. Posons
[x, ¥] = p(x, ),
<X, ¥, 2> :—%ad;{y’z)x

pour x,y,ze F. Alors (F,y <,.,.>) est une algebre d'Akivis. Nous
obtenons une seconde structure d'algébre d'Akivis sur F en posant

v _ 1 ba
<x,y,z> = 2aa';(x,y)z.

Considérons une boucle de Lie locale G. Soit A= I.G l'espace tangent
a la variété G au point e. Posons pour tous x, y, z € A,

[, ] = $ (B BO)2(1)))]. 3

L{((@ADBNHO) (aDBOA o (4)

<X, ¥,Z> =

O

ou aft), At), y(t) sont des courbes de classe C* (k >3) dans G, passant

par le point e avec les wvecteurs tangents x, y, z respectivement. Les
applications [.,.] et <.,.,.> sont appelées respectivement crochet commutateur

et crochet associateur associés a l'opération de G. On a le résultat

suivant [Du]:

Proposition 1.1: Pour toute boucle de Lie locale G, 4, [.,., <,.,.>), ou
A =TG, |.,.] et <.,.,.> sont définis respectivement par les formules (3)

et (4), est une algébre d'Akivis.

Explicitement, dans des coordonnées locales vérifiant (1), les applications
[.,.] et <.,.,.> sont données par les formules suivantes :

[x,»] = 2B(x, »), (5)

<x,y,z> = B(B(x,y),2) + B(B(y,2), ¥) + r(x, ¥, 2)

(6)
+ r(ya X, Z)— S(x> Y, Z)—S(xa Z7y)'
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Définition 1.4 : L'algébre d'Akivis ainsi décrite est appelée algebre
d'Akivis de la boucle de Lie locale G.

Nous allons définir & présent une classe de boucles de Lie locales avec

laquelle nous travaillerons dans la suite.

Définition 1.5: On dit qu'une boucle de Lie G est morno-alternative a

droite si pour tous entiers k, 1 €Z et pour tous a, b dans G on a
(ab* )bt = ab*™ . (7)

Remarques: La formule (7) exprime d'une part une associativité faible de la

multiplication définie sur G, d'autre part l'existence d'un inverse a droite
pour tout élément g, noté g~'. Par convention on a, pour tout g dans
G, g =e¢ g* = (gh", et donc p! = P -

Exemple : Soit G [l'ensemble des matrices symétriques réelles définies

positives nxn. Posons
m(a,b) = Vba’b

pour aet b dans G. Alors (G, m) est une boucle de Lie mono-alternative

a droite.

L'ensemble des matrices hermitiennes définies positives nxn est aussi
muni d'une structure de boucle de Lie mono-alternative a droite, la
multiplication m étant définie comme dans le cas des matrices réelles
symétriques définies positives.

Pour les boucles de Lie mono-alternatives a droite, on a :

Lemme 12 : Si G est une boucle de Lie mono-alternative a
droite, alors

<X, ¥, z2>+<x,z, y> = 0, (8)

pour tous x,y, z € I,G.
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Démonstration : Soit G une boucle de Lie mono-alternative a

droite; alors d'aprés (7) on a
(ab)b = a(bb) = ab?,
pour tous g b dans G. Par la formule (4) on trouve
<x,y,y> =0, (9)
pour tous x, y dans 7,G. Ainsi pour tous x, y, z dans TG, on a
<x,y+z,y+z> = 0.

En développant le premier membre de cette égalité en utlisant la

trilinéarit¢ du crochet associateur et tenant compte de (9), on obtient
<X, ¥, 2>+ <x, z, y> =0,
d'ou la formule (8).
2. Construction de la connexion canonique.

Nous allons définir des connexions linéaires sur les boucles de Lie locales.

Soit G une boucle de Lie locale. On suppose donnée une famille
1(a,b)(,pyeoxc OO a et b sont voisins de e dans G et

Ha,b): G - G

est un difféomorphisme local tel que (g, b, g) = Kaq, b)(g) est analytique et
Ha, a)=1Id,, ta b)b) = a pour tous q, b, g voisins de ¢ dans G. Pour

chaque telle famille on obtient une famille d'isomorphismes linéaires
p(a,b): I,G > T.G

en posant p(a,b) = T,(t(a,b)). Cette famille satisfait p(a, a) = Id,, pour
tout a voisin de e dans G. Une telle famille est appelée une famille de
transports linéaires sur G. A chaque famille de transports linéaires p on
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associc une connexion V sur G comme suit [Du], [Ho-St]. Si X et ¥
sont des champs de vecteurs définis au voisinage de g € G, on pose,

(Vib), = £(p(r(, £ )0 (10)

ou y est la courbe qui est l'unique solution du systéme :

70) =g
(1)) = X 9

On défnit bien ainsi une connexion linéaire sur la variété G [Ho-St].
Lemme 2.1 ([Du)): On a les formules suivantes
V1), = —(Dp)g gXX,®F) + Y,(X,) (11)
Ix,r), = (Dp)g, )T, QX, - X _®F) (12)

ou T désigne la torsion de la connexion V, D, désigne la dérivée par
rapport a la premiére variable et les champs de vecteurs sont considérés

comme des applications d'un ouvert de R" dans R".

Nous avons au moins deux familles naturelles de difféomorphismes liées

aux translations a gauche sur une boucle de Lie locale :
t (a b)(g) = a(bl) (13)
t,(a,b)(g) = (a/b)g. (14)

Dans un groupe de Lie (local) les deux familles coincident mais dans une
boucle de Lie locale, en général, elles sont différentes. En utilisant les
formules (11) et (12) on a le résultat suivant :

Théoréme 2.1 ((Ho-St]) (Du]): Soit  (Z,G, [} <,.,.>) Falgébre d'dkivis

de la boucle de Lie locale G. Alors la torsion et la courbure des

connexions associées aux familles t et t, sont domnées par :
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T(X,Y)e) = —-[Xe, Ye] dans les deux cas, (15)
0 pour
R(X,YXZ)(e) = (16)
-<X,,Y,,2,>+<X,,Z,,Y,> pour t,
pour tous champs de vecteurs X, Y, Z définis au voisinage de e.
la connexion

on démontre de plus que la courbure de

Dans [Du],
associée a la famille 7, est identiquement nulle.

Proposition 2.1: Dans une boucle de Lie locale, pour tous champs de

vecteurs X, Y, Z définis au voisinage de l'identité, on a:

Z>+<X, Z,¥> (17)

(Vi IXY, Z)(e) = -<X,, I,

ou V désigne la dérivation covariante par rapport a la connexion
si G est mono-alternative a

associée a la famille t, . En particulier

droite, on a :
(18)

<X,Y,Z>=-L(V,TYY, Z)(e)

Démonstration : Soit G une boucle de Lie locale. Soient X, Y, Z des
champs de vecteurs définis au voisinage de e. Les formules (5) et (6)

donnent ;

<X,Y,2z,>=4x,r] 2]+ 2] X.]+r(X,, 1., Z,)
+r, X, Z)-s(X,, Y., Z,) - s(X,, Z,, 1)

Par ailleurs on a:
(ViI)XT, Z) = V(T(X, 2)) - T(V,Y, Z) - T(X, V,Z).

En utilisant les formules (11) et (12) on obtient :
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Ve(T, 2))(g) = - (Dp)g eNX, BT, Z)(8)) + (I(T, Z)) (eXX,)
= —(Dp)(g eNX BT, Z)(g))
+(D(Dp)Ng, X, BZ,QF - X QL OZ)
+ (DipXg, ENZ(X,)®Y, — F(X,)®Z,)
+ (Do), 8NZ, O (X,) - 1, ®Z (X,)),

T(V, Y, ZX(g) = —(Dp)(8:eNZ, O (D,p)(g, )X, ®Y,) - Z, B (X,))
+ (DipX(g, eX((Dp)(g: eNX, B OZ, — V(X ,)®Z)),

T(Y, V,Z)g) = —(Dp)g, e)X((Dp)g, )X, OZ)NOY, - Z(X,)®Y,)
+ (Dp)(g, )X, ®(Dp) (g, eNX,®Z,) - ¥, ®Z (X,)).

D'ou

(VL IXY, ZXg) = - (Dp)(8, e)X B T(X, Y Xg))
+ (D(Dp)Ng, )X B, QZ, - X, QZ,SF,)
+(Dyp)(g, )2, D (Dyp)(g, )X, BL,))
- (Dip)(8, e)X((Dyp)(8, eNX, QY )OZ,)
+ (Dp)(g, )N((Dyp) (g, )X, B Z,)QT,)
- (Dip)(g, )X, ©(Dyp)(g, g) X, B Z,)).

En utilisant la formule (1) et lidentitd g = b(b\g), nous obtenons
un développement limit€ de blg a lordre 3 (en 0) sous la forme

b‘g = g_b_%[b, g] - r(ba b: g) - S(b, b, g) —S(b, g, b) + S(b, £, g) + ..
Ce qui nous permet d'avoir, en utilisant encore la formule (1) :

tl(aa b)(g) =a _b+g——%[aa b] + %[a’ g] - %[b; g] - %[a7[b7 g]]
—r(a, a, b) + r(ay a, g) - r(b’ b’ g) + s(a, b’ b)
- s(a, b, g) — s(a, g, 8) + 5(a, 8, 8) — 5(b, b,2)
+ s(b, g, g) +...
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plabY(w) = £(t,(a, b)), - (W)
=w+ %[a, w] - —;—[b, w] - %[a, [b, w]]
+ r(a, a, w) — r(b, b, w) — s(a, b, w)
- s(a, w, b) + s(a, w, b) + s(a, b, w)
- s(b, b, w) + s(b, w, b) + s(b, b, w)+...
= w+ [a, w] - L[, w] - %[a, [, w]]
+ r{a, a, w) — r(b, b, w) + s(a, b,w) + s(b, w, b) +...

(D,p)(a, b)(v®w) = L[v, w] - %[v, [b, w]] +r(v, a, w)

+r(a,v,w)+ s(v,b, w) + ...
(Dp)e, e)(v®w) = §[v, w],
(D\(Dyp))(a, b)(u®vOw) = r(u, v, w) + r(v, u, w) +...,
(D(D,p))(e, e) = r(u, v, w) + r(v, u, w).
Tenant compte de tout qui précéde, nous obtenons

(VeD)Y, Z)e) = X, [V, 2]+ 4|1, [2., x.]] + 4| 2., [X., 1]
-r(X,, Y, 2,)-r{Y,, X,, Z,)+r(X,, Z,r)

er “e?

+rZ,,X,, 1)

D'ou
VIYY,Z)We)=-<X,,Y,,Z,>+<X,,Z,, T, >.
Ce qui prouve la formule (17).
Dans le cas ou G est mono-alternative a droite, d'aprés (8 ) on a

<X,,Z,Y,>=-<X,Y,2Z,>,

e “ eI

d'ou la formule ( 18 ).

Dans le cas ot G est un groupe de Lie on voit bien que la
torsion de la connexion canonique définie sur G est V-constante et

sa courbure est nulle.
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Ainsi, tenant compte des formules (15), (16) et (17), la formule (2) exprime
la premicre identité de Bianchi pour la connexion associée d la famille ¢,.

D'autre part, des formules (15) et (18), on remarque que dans une boucle
de Lie locale mono-alternative a droite G, la stucture d'algébre d'Akivis sur
I.G est complétement déterminée par la torsion de la connexion associée
a la famille 7, et sa dérivée covariante. Ce qui nous conduit a la définition

suivante :

Définition 2.1 : La connexion associée a la famille t, est appelée la
connexion canonique définie sur la boucle de Lie locale mono-

alternative a droite G.

Remarquons que dans le cas ou G est un groupe de Lie, Ia
connexion  canonique définie sur G n'est rien dautre que la
connexion classique de Cartan.

Nous allons définir une structure algébrique sur l'espace tangent en lidentité

d'une boucle de Lie locale G mono-alternative a droite.

Définition 2.2 ([Sa-Mil,2]) : Une hyper-algébre est un espace vectoriel

réel @ de dimension finie, muni d'un ensemble d'opérations multilinéaires.
Sy y>, L ETXZXEg > g m=0,1,2, ...
vérifiant pour tout m
Xy ey X3 Yy 2 = — < Xpyeees X3 2, ¥V >,
et satisfaisant les conditions :
Vm=20,1,.., Vr<m ¥V X, .,X, X 10X, UV, V,Z EQ

<Xy Xy UV X ey X3 Yy 224 —

4 =Xy Xy Vy Uy Xy ey Xy 3 Vs 2500 + (19)

,
+ZZ <X oty +or Xo)r < Xogreaty s s Xa(r) s Yo V> s Xpags oo s X3 V3 2 > = 0,
k=0 «a

\
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Vr=01..,Vx,.,x,uyzcg
: F(<Hryr 15,250 + (20)
upz
,
D Y < Xoyr s X3 < Xgpan s s X arys Vs 2> popr #>,) = 0
\ k=0 «o

ou a est une permutation de (1, ..,1) telle que a(l)<...<a(k), et

alk+)<..<a(r), et § désigne la somme sur les permutations circulaires

des éléments u,y, z de &.

Remarquons que toute algébre de Lie réelle (2, 1) de dimension finie est

munie d'une structure d'hyper-algébre en posant :

<,.>0 = 4

Cyeenyyer >y = 0, V. m>0.

Théoréme 2.2 ([Sa-Mi2]) : Soit G une boucle de Lie Ilocale mono-
alternative & droite. Alors TG est muni d'une stucture d'hyper-algébre

dont les opérations multilinéaires sont définies par :
Vm=0,1.., Vx,.,x,,y2<clG,
<Xpyeos X3 1,22, = (VTNX, 0 X33, 2) (21)

ou V" désigne la dérivation covariante d'ordre m par rapport a la

connexion canonique définie sur G et T sa torsion.

Définition 2.3 : L'hyper-algébre ainsi définie est appelée I'hyper-algébre

tangente a la boucle de Lie locale mono-alternative a droite G.

De nombreux résultats de la théorie des groupes de Lie (locaux) et
algebres de Lie s'étendent aux boucles de Lie locales mono-altematives a
droite et aux hyper-algébres [Sa-Mi2], notamment [lintégrabilité des hyper-
algebres en des boucles de Lic locales mono-alternatives a droite.
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Nous allons a présent établir la relation entre les quasi-bigébres co-
jacobiennes réelles de dimension finie et les hyper-algébres en nous servant
de la construction du double d'une quasi-bigébre co-jacobienne.

Soit (F, u, 7, w) une quasi-bigebre co-jacobienne réelle de dimension finie.
Soit F= F®F" son double; rappelons que la structure d'algébre de Lie

M sur F est définie comme suit (voir chapitre II):

M(x,y) = ix,y) + Y(x,»), x,yeF,
M(x, &) = —ad/x + ad*¢, xeF, EcF,

M(& m) = n& ), & neF .

Dans le langage de [Sa-Mi2], on peut dire que le couple (F, F' ) est
un couple enveloppant de F. Dans la proposition suivante, on montre que
sur toute quasi-bigtbre co-jacobienne réelle (F, 4, y, ) existe une

structure dhyper-algébre. Considérons en effet les opérations multilinéaires
(-s-ees.),, définies comme suit :

(Xpyeees Xy )y = TeM(x), M(xy,...., M(x,_,x,))...) (22)
Vx,..%, €F, m=2,3,..
ou ny désigne la projection de F sur F.

Proposition 2.2 : Soit (F, 4, ¥, v) une quasi-bigébre co-jacobienne réelle
de dimension finie. Alors sur l'espace vectoriel F, une structure d'hyper-

algébre est déterminée de facon unique par les formules itératives

( YV yzekF, <y,z2> + (¥, 2), =0,
Ym=12,.., Vx,.,x,y, z2€F,
ﬁ CXpyeeis X3 952>, + (Xppers Xy Yy Z)ay + (23)

m
+ZZ(xa(l)""axw(k)7< X atiest)>--> X amy> Vs Z i a1 = 0
| k=1 &

o « est une permutation de (1,..., m) telle que o(l)<..<a(k) et

a(k+1) <...<a(m), et (.,...,.), sont les opérations définies par (22).

m
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Cette proposition est un cas particulier du résultat de [Sa-Mi2] sur la
détermination d'une structure dhyper-algébre a partir de la décomposition
d'une algebre de Lie en somme directe d'une sous-algébre de Lie et d'un
sous-espace vectoriel. Des calculs explicites donnent pour m =0, 1,2:

<x,y>0:—ﬂ(X,y), <x;y,2>1=adw}(’,,z)x,

. - *r — *r
<X, X%,3¥,2>, = ad ) (x,, ad j, yx,).

Ainsi, d'aprés le théoréme d'intégration des hyper-algébres en des boucles
de Lie locales mono-alternatives a droite ([Sa-Mi2]), toute quasi-bigébre co-
jacobienne réelle de dimension finie admet une structure dhyper-algebre qui
sintégre en une unique boucle de Lie locale mono-altemative a droite.
Ainsi les quasi-bigébres co-jacobiennes réelles de dimension finie peuvent
servir 4 construire de nombreux exemples de boucles de Lie locales mono-
alternatives a droite.

3. Quasi-groupes de Lie-Poisson et quasi-bigébres

co-jacobiennes.

Nous allons a présent définir la notion de quasi-groupe de Lie-
Poisson, et ¢tablir la comrespondance entre les quasi-groupes de Lie-

Poisson et les quasi-bigébres co-jacobiennes.

Définition 3.1: Un quasi-groupe de Lie-Poisson est un quadruplet
(G m, P, yw) oun:

(i) (G, m) est une boucle de Lie mono-alternative a droite,

(i) P est une structure de Poisson sur la variété G telle que la loi

de composition m est un morphisme de Poisson,
(iii) yw est un élément de NT,G tel que

(dy')e) =0,

ot y* est l'unique 3-forme V-constante associée a vy, V étant la

connexion canonique définie sur G,
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) (D’T)e) = d,y, ou DY désigne la différentielle  extérieure

covariante et y la linéarisation de P en l'identité.

Remarques :

a) Tout groupe de Lie-Poisson est un quasi-groupe de Lie-Poisson. I
suffit de prendre yw = 0.

b) Rappelons que la différenticlle extérieure covarante D dune -
forme o 3 valeurs tensorielles sur une variété M munie d'une connexion

linéaire V est définie par la formule suivante :

(DY) (X X3) = DD (Vi @)(Kgyerrs X ypeeer X s

0<isk

ou les X, sont des champs de vecteurs sur M.

¢) La compatibilit¢ de P avec m s'exprime par la relation
P(gh) = A,P(h) + p,P(g), (24)

pour tous g h damns G, ou A (resp, p, ) désigne la puissance
extériecure seconde de la différentielle de la translation a gauche
(resp., a droite) par un élément g de G. ’
d) Comme daprés c), P(e) = 0, on peut parer de la linéarisation
y = d,P de P en lidentité [We], définic par:

dP :TG—> NT.G
x = (L, P)(e) (25)

ou X est un champ de wvecteurs quelconque tel que X, = x. Le
bivecteur P étant de Poisson, la transposée de d P définit une
structure d'algebre de Lie sur JL*G ([We], [Lu]).

d) On associe a P lapplication

AP):G —» NIG (26)

définie par

AP)g) = pP(g). (27)
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La différenticlle en lidentité de lapplication o(P) coincide avec la

linéarisation de P en [l'identité, i.e,
d,P = T,(XP)). (28)

Proposition 3.1: Soit (G, m, P, y) un quasi-groupe de Lie-Poisson. Si
u désigne le crochet commutateur sur T.G induit par m, et si l'on

pose y = d,P, alors u et y sont liés par la relation :

y(i(x, ¥)) = (x, y(¥)) + 1(y(x), ¥), (29)

pour tous x, y dans TG.

Démonstration : Pour tous g, 4 dans G, la formule (24 ) permet

d'écrire :

APY(p o2 )(h) = AP)(ghg™)
= P P(gME™)
= Pigng" (A P(&7) + (B 2 A)P(h) + (8} °p,)P(8))
= —(Ppe © Aen 0 A IA(PYE)
+ Py ©F5 0 A5 0 PIAPY(R)
+ (Pgygs © Pz °P)IP().

Plagons-nous dans des coordonnées locales vérifiant les conditions du
lemme 1.1. Soit a(z), [&Xt) des courbes situées dans un voisinage de

Iidentité telles que :
a(0) = A0) =0

4(80))

d(ait)) ,
dt t=0 at

:x’ t=0:y'

En utilisant l'expression locale de la loi de composition m et des

développements limités a l'ordre 2 (on identifiera e avec 0), nous obtenons :
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4 2 (APY(O ey © Aot BN | ee0 = 7(ailx, ),

t=s=0 —

B

%((p(‘;(t)ﬂ(s))(w»_, © A s © Fagy X Pt )))
#(y, y(x)),

-1 -1
((p(a(t)ﬂ(s))(a(t))'l ® Pagy ° A o) ° Pacsy )p(P Y& )))lt =s=0
x, (1),

e
Bl

I
X

= 0.

%%((p(_;(,)ﬁ(s))(w))-x °p;}t) °Pﬂ(s))P(a(t)))

t=s=0

D'ou
y(lx, y)) = x, y(»)) + (y(x), ¥).
Ce qui prouve la formule (29).

Remarque : En utilisant les propriétés du grand crochet, la formule (29 )
sécrit encore sous la forme d,y = 0 ou du = 0. Elle exprime
que 4 est un cocycle pour y.

Le résultat suivant associe a tout quasi-groupe de Lie-Poisson une

quasi-bigébre co-jacobienne.

Théoréme 3.1: L'espace tangent en lidentité a tout quasi-groupe de
Lie-Poisson (G, m, P, yw) est muni d'une structure de quasi-bigébre
co-jacobienne (F, 1 3 W) ou F=TG, u est le crochet
commutateur défini a partir de la loi de composition m et y = d,P.

Inversement, a toute quasi-bigébre co-jacobienne réelle (F, u, y, y),
il correspond (a isomorphisme prés) une unique boucle de Lie locale
mono-alternative a droite (G, m) munie dun champ de bivecteurs
P, s'annulant en lidentité telle que (I.,G, [,], d,P,, y) est une
quasi-bigébre co-jacobienne qui  coincide avec celle donnée, ou [,]
désigne le crochet  commutateur  associé a m et dP; la

linéarisation de P; en lidentité.
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Démonstration : Soit (G, m, P, y) un quasi-groupe de Lie-Poisson et
considérons la connexion canonique V définie sur G. Nous savons que
sa courbure est nulle et sa torsion 7 en lidentité coincide au signe
prés avec le crochet commutateur g, c'est-a-dire 7'(x, y) = — u(x, y), pour
tous x, y € I.G. D'aprés la premicre identit¢ de Bianchi, on a

$T(TX, 1), Z) = - §(V, D, 2),

ou § désigne la somme sur les permutations circulaires des champs

de wvecteurs X, ¥, Z. D'autre part, par définition de la différenticlle

extérieure covariante DY, on a

(D'TXX, ¥, Z) = §(V,IXY, Z)

et par définition du crochet de Nijenhuis-Richardson,
G
[t Bl (X Es 2,) = 2§(T(T(X, T), 2))e).

Ainsi lidentité de Bianchi ci-dessus évaluée en l'identité s'écrit sous la
forme

1 IS v -

Ha vy, + (D)) = 0.

Tenant compte de I'identité (chapitre I)

(1] = [ w

et de I'hypothése (D'T)(e) = d,y de la définition d'un quasi-groupe

de Lie-Poisson, on obtient
Mu, u) +dy = 0.

Par ailleurs P étant de Poisson avec P(e) = 0, donc y = 4,P induit
d'aprés ce qui précéde une structure d'algeébre de Lie sur 7. G, i.e,

[ 7] =0.
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D'aprés la proposition 3.1, on a :

dy = 0.

I

Enfin rappelons que la différenticlle extérieure covariante D' et Ila
différenticlle extérieure d, des formes a wvaleurs tensorielles sur une

variéte M munie d'une connexion linéaire sont liées par la relation

~ ~

(D" - dg)a)(Xgyees Xp) = (DY UT(X,, X)) Xgyeoos Ky ees X ooy X))

186< <k
ou cest une k-forme sur M et A désigne l'omission de l'argument.
Pour les formes différenticlles ordinaires, dy coincide avec la différenticlle

de de Rham d. Prenant pour M la boucle de Lie G avec sa connexion
canonique et pour o la 3-forme différentielle V-constante y* associée a

w(y'(e) = v, Vy* = 0), on obtient

~

—(dllfl)(XO,"'rXS) = Z(_I)“j V/{(T(Xn Xj )7X07'--7)?r9"'any-‘-’XJ)'

1€i<; <3
En évaluant cette &galité¢ en lidentité et tenant compte de la condition
(dy*)e) = 0 et de la formule (15), nous obtenons

dy = 0.

En définitive (F, 4, 7, w) est une quasi-bigébre co-jacobienne.
Inversement soit (F, 4, ¥, ¥) une quasi-big¢bre co-jacobienne réelle.
Son dual (F', y, #, w) est une quasi-bigébre jacobienne et d'aprés la
proposition 4.1 du chapitre II, elle admet un double (F, M, I, ®) qui est
muni d'une structure de quasi-bigebre jacobienne quasitriangulaire. Soient
G, P.,—y) et (D, P,-®@) les groupes de Lie quasi-Poisson connexes
et simplement connexes correspondant aux quasi-bigébres jacobiennes
(F*, v, , ) et (F, M, T, ®). Soient II:D — G\D la projection
naturelle et ¢ la restriction a F de lapplication Iloexp:F — G \D.
Alors ¢ est un difffomorphisme d'un voisinage V de 0 dans F dans
un voisinage de la classe Il(e) dans G \D [He]. Posons G = expV et

introduisons sur G une loi de composition interne définie par

m(a, b) = T (ab), (30)
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ou ab est le produit dans D des éléments a et b, et II, est la

projection locale sur G parallélement a G', ie., dans la décomposition
d=ug, deD, gcG, ueG. Alors (G, m) est une boucle de Lie

locale mono-alternative a droite [Sa-Mi2]. En effet
m(m(a, b°), b') = TI;((Tg(ab*)b') = T;((ab")b") = T4 (ab™),
et comme pour b suffisamment proche de e dans G on a b e G,
m(a, m(b*, b')) = I (a(d*d")) = 1 (ab"").
Par conséquent
m(m(a, b*),b") = m(a, b*").

Ainsi (G, m) est une boucle de Lie locale mono-alternative a droite
telle que 7.G = F.
Si lon désigne par 4, (resp., p,) la translation a gauche (resp., a droite)

par g dans G, on a

A, = MgoL,, p, = TR,

-4
ou L, (resp., R,) désigne la translation a gauche (resp., a droite) par
g dans D.

Considérons a présent limage directe de P par I, et désignons-la par

P,, c'est-a-dire
Pe(Ilg(d)) = (N (LTI )NP(d)), (31)

pour deD. Montrons que P, est bien défini. En effet, soient
d, d, € D tels que Il;(d) = Il;(d,), c'est-a-dire d, = ud, pour un
certain u dans G'. En utilisant le fait que P est multiplicatif, nous

obtenons :
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(NTIINP(d,)) = (AT, I )(P(ud,))
= (N(TI)NLP(E,) + R, P(w)
= (N(T, (T 0 L)XP(d)) + (N(T,TINR, P(w)).

Remarquons que

et
(AT, TI; YR, P(x)) = 0, pour tout u dans G

En effet lidentité I1;0L, = Il; est une évidence. D'autre part, d'aprés
la proposition 1.1 du chapitre III, (G, - P.) est un sous-groupe de
Lie quasi-Poisson de (D, P), donc P(u) = - P_..(u) € ANT,G" pour tout

u dans G'. Par ailleurs pour d=1ug, u €G, gg€G et pour toute
courbe lisse ¢ — o(t) dans G telle que a(0) = @'”0 =X,on a:

(LIT)R,X) = £(To((a()d))],=0
= 4(Io((a(t)) )]0

= %(gl)L:O = 0

H

En appliquant ce fait a P(x), nous obtenons :
(AT, T16))(R, P(w)) = 0.

Ce qui démontre [lidentité (AZ(Z;‘I‘IG))(P(dl)) = (AZ(I;ZHG))(P(dZ));
donc P; est bien défini. Ainsi, P, peut é&tre défini de fagon plus

simple comme suit :
Py(g) = (A(TI15)P(g),

pour tout geG. Il est clair que PFg(e) = 0.

Pour montrer que (I,G,[,], d,P;, ) est une quasi-bigtbre co-
Jacobienne, il suffit de montrer que le crochet commutateur associé
a m coincide avec u et que d,P;, = y. En effet, identifiant les
cléments de G avec les éléments de J c F grace a lexponentielle
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et utilisant la formule de Campbell-Hausdorff dans le double, on a
par définition, “
[x, 5] = +&(T((2)(3)) - T((3)()): -0
LE (e + v + LM(sx, ) +..))|co
(e + 1 + 1My, ) +...))|oco
14 (30T M(x, ) + $ETL(M(x, )|
= (M(x, »)) = ix, »), x,y €F.

[ ~

Nln-a

&|m

i

D'ou [,] = U

Montrons a présent que y est la linéarisation de P, en lidentité. En effet
Py Po(g) = (A1) o RIN(ANTII)P(2)) = (NTI )R, P(g)),
pour tout g dans G, ou F = I'G. Par différentiation, nous obtenons
dP, = (N'Tl;)od,P.
Mais par la formule (21) du chapitre II, on a
ap =T =y-y-pu

D'ou

dP. = (NIl )ed P =y

En définitive (.G, [ , ], d,P;, w) est une quasi-bigebre co-jacobienne
qui n'est en dautre que la quasi-bigébre co-jacobienne donnée.

Amnsi la seconde partic du théoréme 3.1 est l'amorce d'une éventuelle
intégration des quasi-bigébres co-jacobiennes réelles en des quasi-
groupes de Lie-Poisson. Précisément pour une intégration compléte il
reste a définir une structure de  Poisson sur G qui  soit
compatible avec la loi de composiion m de G et dont la
linéarisation en [lidentité est y. Ceci doit probablement venir de la

construction du groupe double.
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4. Exemples.

Nous avons déja fait remarquer que tout groupe de Lie-Poisson est

un quasi-groupe de Lie-Poisson.

4.1. Exemple trivial : L'ensemble G des matrices symétriques définies
positives nxn muni de sa structure naturelle de boucle de Lie mono-
alternative 4 droite et de la structure de Poisson nulle est un
quasi-groupe de Lie-Poisson. Son groupe de Lie quasi-Poisson dual
est lespace vectoriel 1éel TG muni de sa structure additive de
groupe de Lie et de la structure de Poisson nullle.

Plus généralement, toute boucle de Liec mono-alternative a droite,
dont la torsion de la connexion canonique s'annule en lidentité,
munic de la structure de Poisson nulle est un quasi-groupe de

Lie-Poisson.

4.2. Considérons la décomposition polaire du groupe de Lie réel SL(2, C),
Le.,
SL2, C) = SUQR)xSHDP(2)

ou SHDP(2) désigne lensemble des matrices hermitiennes définies
positives 2x2 de déterminant un. Cette décomposition permet de
définir une structure de boucle de Lie mono-alternative a droite sur
SHDP(2) par :

m: SHDP(2) x SHDP(2) —>» SHDP(2)

(a, b) —  Vba’b .

L'espace tangent en l'identit¢é a SHDP(2) est l'espace sh(2) des matrices
hermitiennes 2x2 de trace nulle, qui sidentific au dual de lalgébre de
Lie su(2). Soit y I'élément de A’su(2) défini par la restricion & sh(2)
du crochet de Lie de s/2, C). Alors il existe une structure de
Poisson P sur SHDP(Q2) telle que (SHDP(2), m, P, y) soit un quasi-
groupe de Lie-Poisson. La quasi-bigébre co-jacobienne tangente est
(sh(2), 0, 7, ¥) ou » désigne le crochet de Lie sur su(2). Le groupe
de Lie quasi-Poisson dual est (SU(2), 0, ).
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CONCLUSION.

Dans ce travaill nous avons ¢étudi€ diverses généralisations des
notions de groupe de Lie-Poisson et de bigebre de Lie, en
montrant que les notions de groupe de Lie quasi-Poisson et de
quasi-groupe de Lie-Poisson correspondent  respectivement a un
affaiblissement de la propriété du champ de bivecteurs d'étre de
Poisson, et de [lassociativité de la loi de groupe dans Ila
définition d'un  groupe de Lic-Poisson, alors que les notions de
quasi-bigébre jacobienne et de quasi-bigébre co-jacobienne correspondent
a laffaiblissement d'une des deux structures d'algebre de Lie en
dualit¢ dans la définition dune bigébre de Lie. De plus nous
avons montré en quel sens la loi de composiion m et le
champ de bivecteurs P d'une part et dautre part la différentielle
de Lichnerowicz-Poisson d, et la différenticlle de de Rham d,
jouent des roles duaux. Ce qui nous pennét de mettre en
paralléle les propriétés des groupes de Lie quasi-Poisson et des quasi-
groupes de Lie-Poisson dans le tableau ci-dessous :

Groupe de Lie-Poisson
(G, m, P)

(1) m associative: VT = 0 (en particulier (D'T)(e) = 0)

(Z) m et P compatibles,
(3) P Poisson [P, P]. = 0.

Groupe de Lie quasi-Poisson. Quasi-groupe de Lie-Poisson.
G m P, ¢ G m P, v
(1) m  associative : (1) m quasi-associative :
VT = 0 (donc (D'T)(e) = 0). (D'T)e)=d,v.
(2) m et P compatibles. (2) m et P compatibles.
(3) P quasi-Poisson : (3) P Poisson :
3P, Pl,=0" - ¢ [P, P, = 0.
(4) g satisfait l'identité du (4)y satisfait lidentité co-
pentagone : (d,¢")(e) = 0. pentagone : (dyt)(e) = 0.
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Au niveau infinitésimal, on retrouve les définitions des quasi-
bigébres jacobiennes et co-jacobiennes et la dualit¢ devient encore

plus claire.
Bigébre de Lie
E 17
[ #] =0,
[, 7] =0,
[, 71 =0
Quasi-bigebre jacobienne Quasi-bigebre co-jacobienne.
(F, 1, v, ®) (F, 1, v, W)
[, 4] =0, Hu p) +d v =0,
(1, 7] = 0, [, 4] =0,
ity vl +de =0 [, 7] =0,
dp=0. d,y = 0.

Si les définitions et résultats démontrés  concordent avec
lesprit de la théorie des bigébres de Lie et groupes de Lie-
Poisson, des questions restent encore ouvertes notamment
I'interprétation  algébrique de maniére globale du défaut d'associativité
de la loi de composition pour les quasi-groupes de Lie-Poisson,
Iintégrabilit¢ des quasi-bigébres co-jacobiennes réclles en des  quasi-
groupes de Lie-Poisson, la géométrie des groupes de Lie quasi-
Poisson et des quasi-groupes de Lie-Poisson, en particulier le lien
des nouveaux objets définis avec la théorie des systémes intégrables

ou plus généralement avec la géométrie symplectique.




85

REFERENCES.

[A] R. Aminou, Bige¢bres de Lie et groupes de Lie-Poisson. Thése
Université¢ de Lille, 1988.

[A-KS] R. Aminou et Y. Kosmann-Schwarzbach, Bigebres de Lie, doubles
et carrés, Annales Inst. Henri Poincaré, Série A (Physique Théorique),
49, (4), (1988), 461-478.

[Ba] M. Bangoura, Quasi-groupes de Lie-Poisson, Comptes rendus Acad.
Sci. Paris. Série I, 319, (1994) 975-978.

[Ba-KS] M. Bangoura and Y. Kosmann-Schwarzbach, The double of a
Jacobian quasi-bialgebra, Lett. Math. Physics. 28, 13-29, 1993.

[Da-So] P. Dazord and D. Sondaz, Groupes de Poisson affines, in
Séminaire Sud-Rhodanien a Berkeley, P. Dazord and A. Weinstein
eds, Publ. M.S.R.I, Springer 1991, 99-127.

[Dr1] V.G. Drinfeld, Quantum groups, Proc. ICM, Berkeley, 1 (1986), 789-820.

[Dr2] V. G. Drinfeld, Quasi-Hopf algebras, Leningrad Math. J. 1 (6) 1990
1419-1457.

[Dr3] V. G. Drinfeld, Quasi-Hopf algebras and Knizhnik-Zamolodchikov
equations, Preprint ITP-89-43E, Kiev, (1989).

[Dr4] V. G. Drinfeld, On quasitriangular quasi-Hopf algebras and a group
closely connected with Ga((Q/Q), Leningrad Math. J. 2 (4) 829-860
(1991).

[Du] J. P. Dufour, Introduction aux tissus. Séminaire GETODIM, Université
de Montpellier, 1990-1991, 55-76.

[He] S. Helgason, Differential geometry, Lie groups, and symmetric spaces,
Academic Press, New York (1978).

[Ho-St] K. H. Hofmann and K. Strambach, Topological and analytic loops,
in Quasigroups and loops. Theory and applications, O. Chen, P. O.
Pflugfelder, J.D.H. Smith (eds), Heldermann Verlag, Berlin 1990, Chap. 9.

[KS1] Y. Kosmann-Schwarzbach, Quasi-bigebres de Lie et groupes de Lie
quasi-Poisson, Comptes rendus Acad. Sci. Paris Série I 312, (1991)
391-394

[KS2] Y. Kosmann-Schwarzbach, Jacobian quasi-bialgebras and quasi-Poisson
Lie groups, in M. Gotay, J. E. Marsden, and V. Moncrief (eds),
Mathematical Aspects of Field Theory ( Proc. Seattle 1991),
Contemporary Mathematics 132, Amer. Math. Soc., Providence, 1992,
pp. 459-489.



86

[KS-Ma] Y. Kosmann-Schwarzbach and F. Magr, Poisson Lie groups
and complete integrability I, Drinfeld bialgebras, dual extensions
and their canonical representations, Annales Inst. Henri Poincaré,
Série A (Physique Théorique), 49 (4) (1988), 433-460.

[Ko] B.Kostant, Graded manifolds, graded Lie theory, and prequantization,
Differential geometrical methods in mathematical physics (Bonn 1975),
Lecture Notes Math. 570, Springer 1977, 177-306.

[Ko-S] B. Kostant and S. Sternberg, Symplectic reduction, BRS cohomology
and infinite-dimensional Clifford algebras, Ann. Phys. (N.Y.) 176
(1987) 59-113.

[L-Ro] P. Lecomte et C. Roger, Modules et cohomologic des bigebres
de Lie, Comptes rendus Acad. Sci. Pars Série 1 310 (1990),
405-410 et 311 (1990), 893-894.

[Lu] J.-H. Lu, Multiplicative and affine Poisson stuctures on Lie groups,
Ph. D. Thesis, Univ. Calif. Berkeley 1990.

[Lu-We] J.-H. Lu and A. Weinstein, Poisson Lie groups, dressing transfor-
mations, and Bruhat decompositions, J. Diff. Geometry 31 (1990),
501-526.

[Me] A. Medina, Groupes - de Lie munis de métriques bi-invariantes,
Tohoku Math. Journal, 37 (1985), 405-421.

[Me-Re] A. Medina et Ph. Revoy, Groupes de Lie-Poisson et double
extension, Séminaire GETODIM, Universit¢é de Montpellier, 1990-
1991, 87-105.

[N-R] A. Nijenhuis and R. W. Richardson Jr., Deformations of Lic algebra
structures, J. Math. and Mech. 17 (1) (1967) 89-105. ‘

[Sa-Mil] L. V. Sabinin and P. O. Mikhéev, On the infinitesimal theory of
local analytic loops, Soviet. Math. Dokl. 36 (1988), 345-348.

[Sa-Mi2] L. V. Sabinin and P. O. Mikhéev, Quasigroups and differential
geometry, in Quasigroups and loops. Theory and applications, O. Chen,
H. O. Pflugfelder, J. D. H. Smith (eds), Heldermann Verlag, Berlin,
1990, Chap. 12.

[STS] M. A. Semenov-Tian-Shansky, What is a classical r-matrix? Funct.
Anal. Appl. 17 (4) (1983), 259-272.

[We]l A. Weinstein, The local structure of Poisson manifolds, J. Diff.
Geometry 18 (1983), 523-557.



