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Résumé 

La modélisation des plaques et des coques se rencontr~ dans l'étude de nombreuses 
structures en génie civil. Ce travail a pour objectif de valider des éléments de 
plaques et coques minces et épaisses, isotropes et multicouches, afin de traiter une 

large classe de problèmes dans ce domaine. 

Le cadre formel s'appuie sur la théorie de Mindlin-Reissner; les phénomènes de 

blocage observés avec les structures très minces sont traités par la technique des 
champs de substitutions. 

Deux éléments plaques et deux éléments coques ont été étudiés et introduits dans un 

code de calcul développé à cet égard. De nombreux tests de validation en statique et 
en dynamique ont été effectués avec ces éléments. lis ont porté sur différents aspects 
tel que l'élancement, le degré d'anisotropie, la capacité des éléments à décrire des 
champs de déformations et des contraintes complexes, les problèmes de jonctions et 
des raccords. Quelques applications d'intérêts pratiques ont été abordées et ont 
permis de mettre en évidence la fiabilité des modèles élaborés. 

MOTS CLES 

PLAQUES, COQUES, ELEMENTS FINIS, MULTICOUCHES, DYNAMIQUE, EPAIS, 

BLOCAGE, APPUIS ELASTIQUES. 
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Abstract 

Plates and shells are frequently used in civil engineering structures. This work is 
intended to study thin and thick shell and plate finite elements for various 

applications in civil engineering. 

Theoretical framework lies on the Mindlin-Reissner theory, locking phenomena are 
overcome by the assumed strain fields method. 

Two plate elements and two shell elements have been studied and implemented in a 
computer program. V arious validation tests were performed in order to study sorne 
aspects su ch as anisotropy, capacity to predict complex strain and stress fields and 

junction between shells. Finally, these elements are used in sorne practical 
applications. 
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INTRODUCTION GENERALE 

Les plaques et les coqu,es sont des éléments de structures très répandus en génie 
civil. On les rencontre dans de nombreuses structures, notamment, les dalles et les 
parois, les coupoles, les réservoirs, les enceintes de réacteurs, les tours de 
refroidissement, les barrages, les ponts courbes et les couvertures. Compte tenu de 
la complexité de la modélisation de ces éléments, de nombreux modèles ont été 

proposés et l'ingénieur praticien se trouve confronté à un problème délicat, celui du 
choix de l'élément approprié pour la résolution d'un problème donné. 

Les plaques et les coques utilisées en génie civil présentent certaines particularités 
de calcul et de modélisation. En effet, la résistance de ces structures exige 
généralement une épaisseur relativement importante. Cette exigence est encore 
justifiée par le besoin d'un enrobage correct des aciers et des granulats et par une 
bonne isolation thermique et acoustique. Les problèmes posés dans l'étude des 
structures mixtes nécessitent la modélisation des coques multicouches. Le calcul 

des ouvrages de fondation requiert la modélisation du sol environnant. Enfin, la 
prise en compte des effets sismiques et des autres effets dynamiques comme le vent 

et les chocs ou les explosions nécessitent une étude en vibration libre. 

Le comportement des plaques et de coques épaisses est fortement influencé par 
l'effet de l'effort tranchant. Cet effet est encore plus important si ces structures sont 

faites de matériaux composites. De ce fait, la théorie de Love-Kirchhoff n'est pas 
souvent convenable à l'étude de ce genre de structures. La théorie de Mindlin
Reissner qui prend en compte de manière approchée les déformations dues à l'effort 
tranchant semble plus adéquate et plus convenable. Toutefois, la discrétisation 
basée sur cette théorie, doit être bien élaborée au risque d'aboutir au blocage en 
cisaillement, dans le cas des structures très minces. La modélisation des surfaces 
courbes peut conduire à un autre type de blocage dit; blocage en membrane. Par 

conséquent, un élément fiable, efficace et sûr, doit être libre de ces deux types de 
blocage à la fois. 

Le travail présenté dans cette thèse constitue une contribution à la modélisation 

par éléments finis de plaques et coques isotropes et multicouches dans les domaines 
statiques et dynamiques, avec la possibilité de prendre en compte des appuis 
élastiques. L'objectif est de valider des éléments plaques et coques pouvant servir à 
traiter de nombreuses structures de génie civil. Les modèles proposés sont basés sur 

la théorie de Mindlin-Reissner, les phénomènes de blocages sont traités par 
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l'utilisation des champs de substitution. Le présent rapport se décompose en quatre 

chapitres : 

Le premier chapitre comporte un rappel des éléments théoriques nécessaires à la 
formulation d'un problème de plaque en flexion. La discrétisation est effectuée à 

l'aide des éléments Mitc4 et MiteS. 

Le deuxième chapitre comporte une présentation des tests de validation en statique 
et en dynamique des éléments plaques. Il se termine par une application sur l'étude 
en vibration libre d'une plaque avec appuis ponctuels. 

Le troisième chapitre comporte une présentation des éléments coques. Après une 
analyse des différentes approches utilisées dans la modélisation des coques, on 
décrit les éléments qui ont servi à la discrétisation, à savoir, les éléments Mitc4 et 
Mitc9. 

Le dernier chapitre contient les tests de validation des éléments coques décrits au 
troisième chapitre et une application en statique portant sur le calcul d'un radier 
bêche. Une conclusion clôturera ce travail. 
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CHAPITRE 1 

ETUDE DES PLAQUES EN FLEXION 

Ce chapitre comporte des éléments sur la formulation du problème de flexion de 
plaque en utilisant la théorie de Mindlin-Reissner. La discrétisation est effectuée à 
l'aide de deux éléments basés sur la technique des champs de substitution. Il s'agit 

de l'élément Mitc4 proposé par Bathe et Dvorkin ( 19S5) et de l'élément MiteS qui 
a été déduit de l'élément coque MiteS des mêmes auteurs (Bathe et Dvorkin 19S6). 

Le premier élément a été publié pour le calcul des plaques linéaires isotropes dans 
le domaine statique, et le second, pour le calcul des coques isotropes à 

comportements linéaire ou non linéaire. Nous les étendons aux cas des plaques 
isotropes et composites en statique et en dynamique et aux plaques sur appuis 
élastiques. 

1.1 Hypothèse cinématique de Mindlin-Reissner 

L'hypothèse de Mindlin et Reissner suppose que tout élément normal au plan 
moyen de la plaque se comporte comme un solide rigide (Figure 1.1 ). En se 
plaçant dans les cas de petits déplacements et d'une plaque sous sollicitations de 
flexion, on peut écrire : 

{ um} = w(x,y){k} (1.1b) 

met M sont situés respectivement sur la surface moyenne et dans l'épaisseur, 
{ um} et { uM} sont les vecteurs déplacements des points m et M; { 9} et {k} 

représentent respectivement le vecteur rotation et le vecteur normal unitaire au 
plan moyen. En projetant la relation (1.1a) sur les axes du système des 
coordonnées et en tenant compte de la relation (1.1b) nous avons: 

{

U(x,y,z)} { z9y(x,y)} 
V(x,y,z) = -z9x(x,y) 

VV(x,y,z) w(x,y) 

(1.2) 

U , V, W sont les composantes du vecteur déplacement au point M. La relation 
(1.2) fait apparaître trois inconnues cinématiques : une translation et deux 
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rotations, qui représentent respectivement la flèche de la plaque et les rotations de 

la normale autour des axes x et y du plan moyen. 

Composantes du tenseur des déformations 

A partir du champs de déplacements (1.2), on peut calculer le tenseur de 
déformations. Pour les composantes de flexion Ef on trouve : 

l :: )= z 
'Yxy 

dey 
dX 

- d8x 
dy 

d8y _ d8x 
dy dX 

=z{x} (1.3) 

où {x} représente le vecteur des courbures. 

Les composantes du cisaillement transversal s'écrivent sous la forme: 

dW 

fxz}= 
8y+-

dX (1.4) 
'Yyz dW 

-ex+-
dy 

Pour les plaques très rmnces, les déformations de cisaillement ( "( xz "( yz) 

deviennent négligeables et on retrouve l'hypothèse de Love Kirchhoff : tout 
segment normal au plan moyen avant déformation demeure normal à la déformée 
de ce plan après déformation . La relation (1.4) implique que ces composantes 
sont constantes dans l'épaisseur. Dans ce cas les contraintes axz et O'yz ne 

respectent pas les conditions aux limites sur les faces supérieure et inférieure. 
Pour corriger cette situation, on introduit des facteurs de correction afin de mieux 
prendre en compte la variation réelle de ces contraintes. 

1.2 Principe des travaux virtuels 

Considérons une plaque occupant un domaine volumique V de frontière 
r =ra + r c (figure 1.2) où ra est la surface qui réunit les faces supérieure et 
inférieure, r c =Cu [ -h 1 2 h 1 2] représente la surface latérale de la plaque. On 

6 



suppose que la courbe C est la réunion de deux courbes Cf et Cu sur lesquelles 

sont imposées respectivement les forces et les variables cinématiques . 

Considérons un champ de déplacement virtuel ôu cinématiquement admissible 

(Ôu=O sur Cu); le principe des travaux virtuels donne: 

Le premier membre représente le travail virtuel des forces intérieures; les termes du 

second membre représentent respectivement les travaux virtuels des forces 

d'inerties et des forces extérieures. 

Travail virtuel des forces intérieures 

Le travail virtuel des forces intérieures est donné par l'expression: 

ôw i = Jff cr ijÔEijdv (1. 6) 
v 

En remplaçant les relations (1.3) et (1.4) dans la relation (1.6) et en intégrant dans 
l'épaisseur on obtient: 

ôwi =If (ôx){Mt}dA + fJ (&y){T}dA (1. 7) 
A A 

où {Mf} et {T} sont les vecteurs qui regroupent respectivement les efforts 

flexionnels et de cisaillement transversal par unité de longueur. Ils sont donnés 

par les expressions suivantes : 

(1.8) 

{T}= = J z {Txz} h/2 {<ïxz r 
Tyz -h/2 <iyz 

(1. 9) 

Ces efforts sont visualisés sur la figure ( 1.3). 
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Section plane 
avant déformation 

Figure 1.1 - Champ de déplacement 
dans une plaque. 

Face supérieure 

Section plane 
après déformation 

mM=m 1 ~ =z 

Face inférieure 

Figure 1.2 - Description d'une plaque 

T xz 

T 
yz 

Figure 1.3 Efforts résultants 



Les équations d'équilibre donnent les relations suivantes : 

(1.10) 

Travail virtuel des forces d'inertie 

D'après le principe de d'Alembert, le travail virtuel des forces d'inertie s'écrit sous 

la forme: 

ôw j = - JJJ p( üMôuM + vMôvM + wMôwM )dY (1.11) 
v 

En remplaçant les relations (1.2) dans la relation (l.ll.) et après intégration dans 

l'épaisseur, on obtient: 

ôwj = -JJ[pMwôw+pp(ëxôex +ëyôey)]dA (1.12) 
A 

h/2 h/2 2 
ou' PM= Jpdz, PF = f pz dz. 

-h/2 -h/2 

1.3 Loi de comportement 

On considère une plaque présentant une symétrie matérielle par rapport à son 
plan moyen. On suppose qu'elle est constituée par un empilement de couches 
orthotropes ayant l'axe z comme axe d'orthotropie. <:;haque couche est définie 
par l'angle e entre l'axe L et l'axe des x et par les cotes Zi et Zi+ 1 de ses faces 

supérieure et inférieure par rapport au plan moyen ( Fig 1.4 ). 

Étant donné la symétrie matérielle par rapport au plan moyen, ce dernier est le 
plan neutre (un effort de flexion ne produit pas de déformation de membrane 
dans ce plan, et réciproquement, un effort de membrane n'y produit pas de 
courbure). 

Dans la suite de ce travail, on suppose que le comportement de chaque couche 
est basé sur l'hypothèse des contraintes planes et d'anisotropie plane, et que les 
couches sont en parfaite adhérence. 
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z 

Plan moyen 

x 
Z. 1 Z 1+ . 

1 

x 

Repère d'orthotropie de la couche i 

Figure 1.4- Plaque multicouche 



Relations entre les composantes de flexion 

La relation contraintes - déformations entre les composantes de flexion d'une 

couche s'écrit sous la forme: 

{ crr} =[Hl{ Er}= z[H]{x} (1.13) 

HL est la matrice de comportement de la couche dans le repère d' orthotropie. Elle 

est donnée par : 

EL VLTET 0 
1-VLTVTL 1-VLTVTL 

[HL]= 
VLTET ET 0 

1-VLTVTL 1-VLTVTL 
0 0 GLT 

La symétrie de la matrice de souplesse implique la relation vLT = vTL · 
EL ET 

Q est la matrice de passage entre le repère d'orthotropie de la couche et le repère 

cartésien. 

[Q] = [ :~ :~ 
-2cs 2cs 

cs l -cs c =cose 
c2 -s2 

s =sine 

En remplaçant la relation (1.13) dans la relation (1.8), on obtient: 

h/2 
{M}=( f z2 [H ]dz){x}=[Hr]{x} (1.15) 

-h/2 

comme les caractéristiques sont constantes par couche, l'expression de Ht est 

donnée par: 
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[Hf]= _Izr z2 [Hï]dz= .~1/3(zf+l -zr)[ Hi] 
1=1~ 1=1 

où ne est le nombre des couches de la plaque. Pour un matériau isotrope on a : 

ce qui donne la forme classique de [Hf] : 

[

1 v 

(Hf]=D v 1 

0 0 

où D = Eh3 1 12(1- v2 ) est la rigidité à la flexion de la plaque. 

Comportement pour les composantes du cisaillement transversal 

La relation de comportement entre les composantes de cisaillement transversales 
est donnée par : 

(1.16) 

{y }est donné par la relation (1.4) 

[QI]= [ c s] 
-s c 

La relation (1.16) indique que les contraintes du cisaillement transversales sont 
discontinues à l'interface entre couches. Cette discontinuité est physiquement 

inacceptable et elle sera évitée par la recherche d'une distribution des contraintes 
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de cisaillement basée sur les équations de l'équilibre locale (Owen et Figueiras 

1983; Batoz et Dhatt 1990, Noor et Peters 1989). En remplaçant la relation (1.16) 

dans la relation (1.9) on obtient: 

h/2 
{T} = ( J [H't]dz){ y}= [He]{ y} (1.18) 

-h/2 

Pour un matériau isotrope on a: 

[Hi ] = [E 1 2(1 +v) 0 ] \fi 
't 0 E 1 2(1 +v) 

ce qui implique la forme classique de [He]: 

Comme nous venons de le signaler au (1.1) l'hypothèse de Mindlin-Reissner 

nécessite l'introduction de coefficients de correction permettant de tenir compte 

de la distribution réelle des contraintes de cisaillement dans l'épaisseur. Dans le 

cas des plaques isotropes, le facteur couramment employé est 5/6. Ce facteur est 

obtenu par comparaison de la densité d'énergie de déformation de cisaillement 

obtenue, d'une part, par la théorie d'élasticité, et, d'autre part, à partir des 

contraintes de cisaillement induites par la théorie de Mindlin-Reissner (Cohen 

1978; Reissner 1945). 

Certains auteurs (Mindlin 1951; Mindlin et al 1966) ont préféré le calcul du 

facteur correcteur à partir des considérations dynamiques (équivalence de 

fréquence propre associée au mode de vibration en cisaillement transversal ou 

vitesse de propagation d'ondes de flexion). Le facteur employé dans ce cas est 

égal à 1t
2 112. 

Pour les plaques composites, deux facteurs de correction sont généralement 

introduits : Owen et Figueiras (1983) ont fixé ces facteurs en partant des 

équations de l'équilibre locale et en adoptant l'hypothèse de la flexion cylindrique 
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suivant deux directions orthogonales. Batoz et Dhatt (1990) ont eu une 
démarche similaire. En abandonnant l'hypothèse précédente, ils aboutissent à une 
matrice de comportement faisant apparaître ces facteurs de correction de manière 
implicite. Notre démarche s'inscrit dans le même cadre. Elle est basée sur les 
hypothèses suivantes : 

(i)-équivalence de la densité d'énergie de cisaillement déduite, d'une part, de la 
théorie de l'élasticité tridimensionnelle, et, d'autre part de la théorie des plaques de 
Mindlin-Reissner; 

(ü)-utilisation des équations de l'équilibre locale . 

soit U1 la densité surfacique d'énergie de déformation en cisaillement transversal 
obtenue par la théorie de l'élasticité: 

h/2 1 
u1 =112 f('t)[Rrr {'t}dz (1.19) 

-h/2 

Soit U2 la même quantité déduite de la théorie des plaques : 

U2 = 11 2(y){T} = 11 2(T}[Hcr
1 
{T} (1.20) 

Les équations de l'équilibre locale donnent: 

En intégrant ces équations dans l'épaisseur et en utilisant les conditions aux 
limites crxz = cryz = 0 pour z=-h/2, on obtient : 

z d() dO' 
O'xz =- f (--x+~ )dz 

-h/2 dX dy 
(1.21) 

z d() dO' 
O'yz =- f (~+-Y)dz 

-h/2 dX dy 
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Les relations (1.13) et (1.15) donnent: 

{ crt} = z[H(z) ]{x}= z[ A(z) ]{M} (1.22) 

[ A(z)] = [H(z) ](Hr)-1 (1.23) 

En remplaçant la relation (1.22) dans les relations (1.21), on obtient: 

{ 't(z)} =[Dl (z) ]{T} + [D2 (z) ]{)~.} (1.24) 

où: 

[Dl (z)] = f -z 12 z [A11 + A33 A13 + A32 }z 
-h/2 A31 + A23 A22 + A33 

Aij sont les éléments de la matrice A(z) définie par (1.23). En remplaçant la 

relation (1.24) dans (1.19), on obtient: 

En posant que U1 est égale à U2, on obtient : 
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Pour la vérification de cette condition, Batoz et Dhatt ont proposé : 

[ C11 ] = [He r 1 

Cette hypothèse consiste à négliger les composantes du vecteur À devant celles 

du vecteur T. 

Finalement la relation de comportement en cisaillement transversal est donnée par 
la matrice He défmie par la relation (1.26). 

1.4 Discrétisation 

Nous présentons dans ce paragraphe une discrétisation basée sur l'élément Mitc4 

(Bathe et Dvorkin 1985). Cet élément est un quadrilatère à quatre noeuds 

identique à l'élément Q4 classique pour le comportement en flexion. Le 

comportement en cisaillement transversal est introduit en utilisant un champ de 

substitution ( Hinton et Huang 1986). 

1.4.1 Élément Mitc4 

Approximation de la géométrie et des variables cinématiques 

La géométrie et les variables cinématiques peuvent être approximées par: 

{x}= Î.hk(r,s){xk} (1.27) 
Y k=l Yk 

La relation (1.28) peut s'écrire encore sous la forme : 
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) k =là4 

(û) = ( ) représente le vecteur de déplacement et de 

rotation aux noeuds de l'élément. 

] 

Les fonctions (hk), k=l à 4, sont les fonctions d'interpolation de l'élément Q4. 

Matrice de rigidité élémentaire 

La matrice de rigidité élémentaire est obtenue à partir de l'expression du travail 

virtuel des forces intérieures à l'échelle élémentaire. D'après (1.7) on peut écrire: 

(1.29) 

Le premier terme représente la contribution de la flexion, le second représente la 

contribution du cisaillement transversal. En utilisant les relations (1.3) et (1.28), on 

peut écrire: 

{x}= [Bf]{û} (1.30) 

la matrice Bf est donnée par : 

0 0 ahk 
ax 

[Bf]= 0 _ ahk 0 
a y 

k=1,4 

0 
_ ahk ahk 

a x a y 
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En remplaçant la relation (1.30) dans la relation (1.29), on obtient la matrice de 
rigidité Kf qui représente la contribution des termes de flexion. Cette matrice est 

donnée par l'expression : 

(1.31) 

Le remplacement direct de la relation (1.28) dans (1.4) conduit quand la plaque 

devient très mince à un blocage en cisaillement (Onate et al 1992). Pour traiter ce 

phénomène, plusieurs techniques sont utilisées : la technique de l'intégration 

réduite et sélective, la formulation mixte, l'utilisation de l'hypothèse de Kirchhoff 

sous forme discrète, l'utilisation d'un champ de substitution (Hinton et Huang 

1986). La technique de l'intégration réduite et sélective améliore le comportement 

mais introduit des modes parasites. La formulation mixte exige une certaine 

cohérence dans l'approximation des variables. L'utilisation de l'hypothèse de 

Kirchhoff limite le champ d'application de l'élément aux plaques minces. Afin de 

surmonter ce phénomène de blocage, nous avons utilisé la méthode proposée par 

Bathe et Dvorkin qui consiste à utiliser le champs de substitution suivant : 

1 A 1 C 
Yrt =-(l+s)Yrt +-(1-s)yrt 

2 2 
(1.32) 

1 D 1 B 
Y st = - (1 + r) Y st + - (1- r) Y st 

2 2 
Les points A , B , C , D sont représentés dans la figure (1.5) 

r 

3 

Figure 1.5 : Élément Mitc4, points d'interpolation des composantes 

de cisaillement transversal. 
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Les composantes covariantes aux points A, B, C et D sont déterminées 

directement à partir des relations reliant les déformations aux déplacements 

(chapitre 3 et annexe A ): 

(1.33) 

h { }t aw y st = - ( a2 ( { 9} A {k}) + :\) 
2 us 

Les vecteurs a1 et a2 sont donnés dans l'annexe A. 

Les relations (1.32) permettent de satisfaire l'hypothèse de Love Kirchhoff, sans 

entraîner le blocage en cisaillement (Batoz et Dhatt 1990 ). 

Le passage des composantes covariantes aux composantes cartésiennes est 

fournie par les relations suivantes : 

f112 . R (222 . 
Y xz = y rt 'V a~~ -sm ..., - y st -v a-- -sm a 

h h 

Yyz = -Yrt ~ 2 cos~+Yst {;.22 2 
cos a 

h h 

a et~ sont les angles qui font respectivement { a1} et { a2 } avec l'axe des x . 

En remplaçant y rt et y st par leurs valeurs tirées de (1.32) et en explicitant le calcul 

des quantités a a~ (annexe A), on obtient les relations reliant les composantes du 

cisaillement transversal aux déplacements aux noeuds: 

{Y xz} = [Be]{ Û} 
Yyz 

(1.34) 

La matrice Be est donnée par l'expression: 

où: 
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[Q] = 2 [ sinf3..faiT -sina{;;22] 
h -cosf3..faiT cosa{;;22. 

] 

k h D h B B21 =-(1+r)hk 8 +-(1-r)hks 
4 ' 4 ' 

a1x , a1y, a1z sont les composantes du vecteur a1; a2.x, a2y, a2Z sont celles du 

vecteur a2. 

En remplaçant la relation (1.34) dans le travail virtuel des forces intérieures, on 
obtient la matrice de rigidité Kc qui représente la contribution du cisaillement 

transversal. Celle-ci est donnée par l'expression: 

(1.35) 

Les matrices Kt et Kc sont calculées numériquement en utilisant un schéma de 

Gauss à quatre points. 
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Matrice de masse élémentaire 

La matrice de masse élémentaire est obtenue à partir du travail virtuel des forces 
d'inertie. En remplaçant la relation (1.2S) dans la relation (1.11 ), on obtient : 

ôwj =-(ôû)[M]{fi} (1.36) 

[M] est la matrice de masse cohérente de l'élément. Elle est donnée par : 

Vecteur force élémentaire 

Soit p la pression appliquée sur la face supérieure ou inférieure de la plaque, le 
travail virtuel de cette force vaut : 

ôw~ = JI pôwdA (1.38) 
Ae 

En remplaçant la relation (1.2S ) dans la relation ( 1.3S), on obtient le vecteur 
force élémentaire : 

1.4.2 Élément MiteS 

Dans ce paragraphe, on donne une brève description de l'élément plaque MiteS 
déduit de l'élément coque MiteS de Bathe et Dvorkin ( 1986). Cet élément est 
identique à l'élément Q8 classique pour le comportement en flexion; le 
cisaillement transversal est introduit selon la démarche adoptée pour l'élément 
Mitc4. 

On se limite à la présentation des schémas d'interpolation pour les composantes 
du cisaillement transversal dans le système des coordonnées (r,s). Ces 
composantes sont données par les relations suivantes: 

~hrt i 1 hrt( RA RB) 
Ert = ~ i Ert + - 5 Ert + Ert 

i=l 2 
(1.39a) 
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~hst i 1 hst( SA SB) êst = ~ i êst +- 5 êst +êst 
i=l 2 

(1.39b) 

Les points d'interpolation sont illustrés dans la figure (1.6) 

2 

RB 
x 

3 

a ....... 
s 
j~ 

s 
j ~-

1 

2 
~ ~SA 

5 RA r ., .... 5 

~ x SB 3 

4 

(a) (b) 

Figure 1.6- Élément Mitc8 

a) Points utilisés pour l'interpolation de êrt 

b) Points utilisés pour l'interpolation de ê 81 

1 
~ 

·~a 
1 

.... r -
~ 

4 

Les composantes e~ e?r e~B e~t eff efrB sont calculées directement à 

partir des formules d'interpolation des déplacements pour l'élément Q8 et des 

relations (1.33). 

Les fonctions d'interpolation ( (hr, hf1; i = 1à5) sont données par : 

rt 1 r lrt h1 =-(1+-)(l+s)--h5 4 a 4 

rt 1 r 1rt 
h2 =-(1--)(1+s)--h5 4 a 4 

20 



rt 1 r 1rt h3 =-(1--)(1-s)--h5 4 a 4 

rt 1 r 1 rt h4 =-(1+-)(1-s)--h5 4 a 4 

st 1 s 1 st h1 =-(1+r)(1+-)--h5 4 a 4 

st 1 s 1 st h2 =-(1-r)(1+-)--h5 4 a 4 

st 1 s 1 st h3 =-(1-r)(1--)--h5 4 a 4 

st 1 S 1st h4 =-(1+r)(1--)--h5 4 a 4 

avec: 
1 

a=-
-J3 

D'autres éléments plaques à huit noeuds utilisant le schéma d'interpolation 

précédent ont été publiés. Parmi ces éléments nous citons l'élément Quad8* de 

Hinton et Huang (1986) et l'élément CL8 de Polit, Touratier et Lory (1994). La 

différence entre les éléments précédents et MiteS réside dans la base polynomiale 
utilisée par les fonctions d'interpolation. 

En appliquant la démarche suivie pour l'élément Mitc4, on obtient la matrice de 

rigidité due au cisaillement transversal. Dans ce cas, l'intégration des termes de la 

matrice de rigidité nécessite l'utilisation de neufs points de Gauss. 
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CHAPITRE ll 

V ALIDA TI ON DES ELEMENTS PLAQUES 

Les éléments plaques présentés dans le chapitre 1 ont été introduits dans un 

programme de calcul développé au cours de ce travail. IJ traite les plaques et coques 

isotropes et multicouches. En analyse statique, il traite des chargements mécaniques 

et thermiques. En analyse dynamique, il permet la recherche des modes propres et 

pulsations propres en utilisant l'algorithme d'itérations par sous-espace (Bathe 
1982). 

Le programme permet aussi de modéliser les plaques et les coques sur appuis 

élastiques, la raideur des appuis peut être introduite sous forme discrète ou 

consistante. La zone de contact est déterminée d'après un calcul itératif. 

Dans un premier temps, des tests de validation en statique ont été effectués sur des 

plaques homogènes et isotropes. Ensuite ils ont été étendus aux plaques stratifiées et 

multicouches ainsi qu'aux plaques sur appuis élastiqu~s. La dernière partie de ce 
chapitre est consacrée aux tests de validation en dynamique sur de plaques isotropes 

et composites et à l'étude du comportement en vibrations d'une plaque sur appuis 

ponctuels. 

11.1 Chargements statiques 

Trois séries de tests ont été effectuées. La première a concerné des tests sur des 

plaques carrées ou biaises. La seconde a porté sur des plaques multicouches et 

stratifiées; la dernière a comporté des tests sur des plaques sur appuis élastiques. 

11.1.1 Plaques isotropes 

Plaque Carrée 

Le premier test a été effectué sur une plaque carrée. Deux cas sont envisagés : (i) 

une plaque simplement appuyée sur son contour et uniformément chargée et (ii) une 

plaque encastrée sur son contour et chargée au centre par une force concentrée. Les 

caractéristiques géométriques et mécaniques de cette plaque sont données dans la 
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figure (2.1a). Pour ces deux cas, on dispose des solutions analytiques (Timoshenko 
1959) représentées dans le tableau (2.1): 

Plaque carrée Flèche au centre Moment au centre Moment 
d'encastrement 

Plaque appuyée 0,00406qa41D 0,047qa2 

charge uniforme q 

Plaque encastrée 0,0056Pa21D 0,1257P 
charge au centre P 

Eh3 
D = est la rigidité à la flexion de la plaque. 

12(1- v2 ) 

Tableau 2.1 : solutions analytiques d'une plaque carrée 

En raison de la symétrie, on modélise un quart de la plaque. Les conditions aux 
limites sont les suivantes: 

pour la plaque appuyée : 

w = 0 sur BD et CD; 
ex = 0 sur AB et 8y = 0 sur AC 

pour la plaque encastrée: 

w = ex = 8y = 0 sur BD et CD; 

ex = 0 sur AB et 8y = 0 sur AC 

Les figures (2.1b) et (2.1c) montrent les résultats obtenus avec les éléments Mitc4 
et MiteS pour la plaque simplement appuyée. On observe une convergence très 
rapide avec l'élément MiteS sur la flèche: l'erreur est inférieure à 0,2% pour un 

maillage de 2x2 éléments. La flèche donnée par l'élément Mitc4 est aussi 

satisfaisante, l'écart est de 0,5% avec un maillage de 4x4 éléments. Pour le calcul 
du moment au centre, les deux éléments donnent de bons résultats avec un écart 

inférieur à 0,5% pour un maillage en 4x4 éléments. 
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Les figures (2.2a) et (2.2b) montrent les résultats obtenus avec les deux éléments 
pour la plaque encastrée. On observe une convergence très rapide de l'élément 
MiteS: l'erreur sur la flèche est inférieure à 1% pour un maillage de 2x2 éléments, 
et inférieure à 3% sur le moment d'encastrement pour 4x4 éléments. 

Pour l'élément Mitc4, la convergence sur la flèche est bonne avec une erreur 
voisine de 4% pour un maillage de 4x4 éléments. La convergence sur le moment 
d'encastrement est très lente : l'erreur est proche de 20% avec 6x6 éléments. 
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Figure 2.1 : Tests des éléments Mitc4 et MiteS sur une plaque carrée 
simplement appuyée et chargée uniformement. 
a) Caracteristiques géometriques et mécaniques 
b) Flèche au centre 
c) Moment au cente. 
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Figure 2.2 Tests des éléments Mitc4 et Mitc8 sur une plaque 
carrée encastrée et chargée au centre par une force concentrée. 
a) Flèche au centre 
b) Moment d'encastrement 



Plaques biaises 

Nous présentons dans ce paragraphe deux tests sur des plaques biaises losanges 

dont les caractéristiques géométriques et mécaniques sont données dans la figure 

(2.3). Le premier cas est celui d'une plaque biaise à 60° soumise à une charge 

uniformément répartie. On suppose qu 'elle est simplement appuyée sur deux côtés 

opposés et libre sur les deux autres côtés. La solution de référence (tableau 2.2) a 

été obtenue par différences finies (Razzaque 1973). 

Le second test concerne une plaque biaise à 30° simplement supportée sur ses bords 

et uniformément chargée. La solution de référence (tableau 2.2) a été proposée par 

Morley (1963). Ce test constitue un cas sévère puisque le moment fléchissant 

comporte une singularité au niveau de l'angle obtus. 

Charge 

uniforme 

Plaque à 60° 

Plaque à 30° 

Flèche au centre Moment My Moment 

au centre minimal au 

centre 

0,007945qL 4JD 0,095S9qL2 

0,40S*10-3qL 4JD 1,0S*10-2qL2 

Tableau 2.2 : Solutions de référence pour les plaques 

biaises à 60° et à 30° 

Moment 

maximal au 

centre 

1,91 *10-2qL2 

Les figures (2.3) et (2.4) montrent les résultats obtenus avec les éléments Mitc4 et 

MiteS. Pour la plaque à 60°, on constate que l'élément MiteS converge rapidement 

sur la flèche avec une erreur inférieure à 1% pour un maillage de 4x4 éléments. Sa 

convergence sur le moment est également bonne avec une erreur inférieure à 1% 

pour un maillage de 8xS éléments. L'élément Mitc4 montre dans ce cas une 

convergence plus lente avec une erreur sur la flèche et sur le moment de l'ordre de 

5% pour un maillage de 8xS éléments. 

Pour la plaque à 30°, les deux éléments convergent lentement. On observe un 

meilleur comportement d'ensemble de l'élément Mitc4, notamment pour le calcul du 

moment minimal. Pour un maillage de 14x14 éléments, l'erreur moyenne donnée 

par l'élément MiteS est de 3%, alors que celle de l'élém~nt Mitc4 est de 5%. 
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Figure 2.3 - Tests des éléments Mitc4 et Mitc8 sur une plaque biaise à 60° et 
uniformement chargée. 
a) Caractéristiques géométriques et mécaniques 
b) Flèche au centre 
c) Moment My au centre 
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11.1.2 Plaques composites 

Nous présentons dans ce paragraphe des tests sur deux plaques composites : une 

plaque multicouche et une plaque stratifiée. 

Plaque carrée multicouche simplement appuyée 

On considère une plaque simplement appuyée et soumise à une charge doublement 

sinusoïdale. On étudie deux séquences d'empilement des couches : la première 

séquence est de trois couches 0°/90°10° et la seconde est de neuf couches 

0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°. Les caractéristiques mécaniques des couches sont 

représentées dans la figure (2.5). 

On dispose pour ce test d'une solution de référence basêe sur l'élasticité 3D (Pagano 

et Hatfield 1972). Les tableaux (2.3) et (2.4) montrent une comparaison des résultats 

des éléments Mite4 et MiteS avec la solution de référence. Nous y avons également 

joint les résultats obtenus par Lardeur et Batoz (19S9). Une analyse de ces résultats 

montre que l'élément MiteS donne de bons résultats dans le cas de trois couches 

avec les grands élancements : l'erreur constatée sur la flèche et les contraintes 

normales est proche de 2% pour afh=50. Pour les faibles élancements( alh=4), on 

observe un écart important par rapport à la solution de référence qui atteint 45% sur 

les contraintes normales et S% sur la flèche. Pour la plaque avec neuf couches, on 

observe la même tendance avec des erreurs moins importantes dans le cas des 

faibles élancements: l'erreur est de 24% sur les contraintes normales et de 5% sur la 

flèche. Les contraintes de cisaillement (voir les relations (1.24) du chapitre 1) sont 

relativement bien calculées pour les deux séquences d'empilement et pour les 

différentes valeurs de l'élancement. En effet, l'erreur moyenne observée est de 

l'ordre de 10%. Elle s'atténue avec la diminution de l'épaisseur et l'augmentation du 

nombre des couches. ll est à noter que l'élément DST (Lardeur et Batoz 19S9) 

donne parfois pour ces contraintes une erreur de l'ordre 200% pour la séquence de 

trois couches. 

En ce qui concerne l'élément Mitc4, on observe un comportement similaire à celui 

de l'élément MiteS mais avec des meilleurs résultats sur la flèche, notamment dans 

le cas des faibles élancements : l'erreur est de 6% avec trois couches et de 2,5% 

avec neuf couches. 

On note globalement une certaine sensibilité des éléments à l'anisotropie qu'elle soit 

locale(EL/ET=25) ou globale( rigidité différente suivant x et y). Cette sensibilité est 
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importante quand l'élancement est faible et concerne davantage les contraintes 

normales que les déplacements. Par ailleurs, on remarque que l'augmentation du 

nombre des couches se traduit par un comportement global se rapprochant de 

l'isotropie : en effet l'écart de rigidité entre les deux directions x et y se réduit et les 

deux coefficients ki et k2 sont presque identiques (0,67). 

Plaque stratifiée 

Le deuxième cas étudié est celui d'une plaque carrée stratifiée constituée par 

l'empilement de trois couches orthotropes. Nous regardons dans ce test l'effet de 

l'anisotropie provenant du changement des caractéristiques entre le coeur et la peau. 

La plaque est supposée carrée, simplement appuyée et uniformément chargée. Ses 

caractéristiques mécaniques et géométriques sont données dans la figure (2.6). La 

solution de référence a été proposée à partir d'une analyse tridimensionnelle 

(Srinivas 1973). On fournit également à titre de comparaison, les résultats obtenus 

par Owen et Figueiras (1983) et Lardeur et Batoz (1989). Le tableau (2.5) montre 

les résultats donnés par les différents éléments et par la solution de référence. On 

observe des résultats proches entre les éléments Mitc4 et Mitc8 et la solution de 

référence pour C=l et C=IO. En effet, l'erreur est proche de 1,5% sur la flèche et de 

2,5% sur la contrainte maximale. Pour C=50, le résultat de la flèche est très bon, 

mais la contrainte maximale est sous-estimée avec une erreur de l'ordre de 15%. On 

note que l'élément Hétérosis fournit pratiquement les mêmes résultats que les 

éléments Mitc4 et Mitc8; l'élément DST donne généralement de bons résultats sauf 

pour C=IO où on constate une erreur de l'ordre de 10% sur la contrainte maximale. 
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h0°=hll0 

h90°=hl8 

z· 

(a) 

Caractéristiques géométriques et mécaniques : 

a=1000 alh=4; 10; 50; 10000 

EL= 25 ET =1 GLT =0,5 GLz =0,5 

GTz =0,2 VLT=0,25 VTZ =0,25 

Figure 2.5 Plaque carrée multicouche 

a) Empilement de trois couches 0 /90/0 

b) Empilement de neufs couches 0/90/0/90/0/90/0/90/0 

x 



- cry 
-

alh Modèle (Jx (Jxz 

(a/2, a/2, -h/2) (a/2, a/2, -h/4) (0 a/2 0) 

4 DST lOxlO * 0,518 0,296 0,202 

4 Mitc4 8x8 0,343 0,711 0,25 

4 Mitc8 8x8 0,4 0,74 0,252 

4 El asti cité 0,72 0,66 0,219 

3D* 

10 DST lOxlO * 0,549 0,253 0,213 

10 Mitc4 8x8 0,473 0,411 0,326 

10 Mitc8 8x8 0,53 0,439 0,326 

10 Elasticité 0,559 0,403 0,301 

3D* 

50 DST lOxlO* 0,494 0,331 0,16 

50 Mitc4 8x8 0,532 0,2747 0,36 

50 Mitc8 8x8 0,5515 0,284 0,3624 

50 Elasticité 0,539 0,276 0,337 

3D* 

10000 Mitc4 8x8 0,535 0,2676 0,3626 

10000 Mitc8 8x8 0,54 0,27 0,365 

10000 El asti cité 0,539 0,269 0,339 

3D* 

facteurs de correction du cisaillement transversal : k1 =0,57 

a S=
h 

cryz 

(a/2 0 0) 

0,422 

0,284 

0,293 

0,292 

0,409 

0,17 

0,184 

0,196 

0,436 

0,118 

0,127 

0,141 

0,1158 

0,1217 

0,138 

k2=0,882 

Tableau 2.3: Validation des éléments Mitc4 et MiteS sur une 

plaque carrée avec trois couches 01 90 1 O. 

(*)Valeurs tirées de: Lardeur et Batoz (1989) 

-w 
(a/2 a/2 0) 

4,49 

4,76 

4,85 

4,491 

1,727 

1,74 

1,839 

1,709 

1,067 

1,029 

1,057 

1,031 

0,997 

1 

1 



s modèle Gx Gy Gxz Gyz w 
( a/2, a/2, -h/2 ) ( a/2, a/2, -2h/5 ) ( 0, a/2, 0) ( a/2, 0, 0) (a/2, a/2, 0) 

4 DST lûxlû* 0,547 0,419 0,225 0,231 4,242 

4 Mitc4 8x8 0,468 0,507 0,239 0,24 4,176 

4 Mitc8 8x8 0,52 0,548 0,242 0,246 4,267 

4 Elasticité 0,684 0,628 0,223 0,223 4,079 

3D* 

10 DST lûxlû* 0,541 0,425 0,219 0,257 1,526 

10 Mitc4 8x8 0,5075 0,4612 0,257 0,22 1,513 

10 Mitc8 8x8 0,556 0,498 0,26 0,227 1,594 

10 El asti cité 0,551 0,477 0,247 0,213 1,512 

3D* 

50 DST lûxlû 0,541 0,447 0,19 0,263 1,020 

50 Mitc4 8x8 0,534 0,43 0,269 0,2068 1,018 

50 Mitc8 8x8 0,548 0,4416 0,2712 0,21 1,038 
-

50 El asti cité 0,539 0,433 0,258 0,219 1,021 

3D* 

10000 Mitc4 8x8 0,535 0,428 0,27 0,206 1 

10000 Mitc8 8x8 0,54 0,4323 0,2712 0,2089 1 

10000 El asti cité 0,539 0,431 0,259 0,219 1 

3D* 

Facteurs de correction : k1=0,67 k2=0,666 

Tableau 2.4 : Validation des éléments Mitc4 et MiteS sur une plaque carrée 

avec neuf couches0/90/0/90/0/90/0/90/0. 

(*)Valeurs citées dans Lardeur et Batoz (1989) 



Matériaux: 

Caractéristiques de la peau : 

EL=3,4156 ET=1,7931 GLT=1 
GZT =1,015 GLz =0,608 VLT =0,44 

Caractéristiques du coeur : 

mêmes modules que la peau divisés par un facteur 

C=l, 10 et 50. 

facteurs correcteurs : 

C=l, kl=k2=0,833 

C=lO, kl=k2=0,3525 

C=50, kl=k2=0,09385 

W = W GLT(coeur) 
hq 

-------

Caractéristiques géométriques: 
Epaisseur des peaux=O,lh 

Epaisseur du coeur=0,8 h 

llh=10 

Figure 2.6: Caractéristiques de la plaque stratifiée 

- - -c modèle w cr x cr x <>x 

(1/2,1/2) (112,1/2, -4h +Il 0) (112,1/2, -4h-11 0) (112,1/2,-h/2) 

1 DST6X6 * 180,88 27,48 27,48 34,34 

1 Hétérosis 4x4** 183,99 28,98 28,98 36,22 

1 Mite4 8x8 181,2 28,48 28,48 35,60 

1 MiteS 8x8 183,87 28,66 28,66 35,83 

1 Elasticité 3D*** 181,05 28,45 28,45 35,94 

10 DST 6x6* 41,92 4,71 47,06 58,82 

10 Hétérosis 4x4** 41,92 4,87 48,73 65,23 

10 Mite4 SxS 41,98 5,048 50,48 63,10 

10 MiteS SxS 42,53 5,12 51,2 64,04 

10 Elasticité 3D*** 41,91 4,86 48,61 65,08 

50 DST 6x6* 16,65 1,06 53,05 66,32 

50 Hétérosis 4x4** 16,85 0,93 46,65 58,31 

50 Mite4 SxS 16,85 0,927 46,375 57,96 

50 MiteS SxS 16,97 0,943 47,15 58,95 

50 Elasticité 3D*** 16,75 0,74 37,15 66,90 

Tableau 2.5 :Déplacements et contraintes de la plaque carrée stratifiée 

(*) Lardeur et Batoz 1989 (**)Owen et Figueuiras 1983 

(***) Srinivas 1973 



ll.1.3 Plaques sur appuis élastiques 

Nous étudions dans ce paragraphe deux cas de plaques sur appuis élastiques. On 

rencontre ce type de liaison par exemple dans le calcul des radiers et dallages où le 
sol de fondation est modélisé par des appuis élastiques. 

Plaque épaisse 

Le premier test concerne une plaque carrée soumise à une charge uniforme et 
reposant sur un sol élastique; la surface d'impact de la charge est un carré centré de 
0,5x0,5m2 (Figure 2.7a). Le sol de fondation développe une réaction 

proportionnelle au tassement; le coefficient de proportionnalité est le module de 
réaction du sol ( K ). 

La solution de référence a été proposée par Shi et al (1994). Elle est fondée sur la 
théorie des plaques de Mindlin-Reissner et consiste en la superposition de trois 

solutions élémentaires. La première résulte de l'étude d'une plaque, soumise au 
même chargement et possédant les conditions d'appuis suivantes :Effort tranchant 
T=O; moment de torsion Mxy =0; rotation dans le plan (n, z) e =0, n étant la 

normale extérieure au bord de la plaque. 

Les deux autres solutions sont celles d'une plaque dont deux côtés opposés sont 
soumis aux conditions d'appuis définies précédemment et les deux autres sont 
sollicités par deux moments de flexion inconnus. La solution est obtenue chaque 
fois par un développement en double série de Fourier; les moments inconnus sont 
déterminés par les conditions de bords libres après sûperposition des différentes 
solutions élémentaires. 

On modélise le quart de la plaque avec un maillage de lOxlO éléments Mitc4 ou 
Mitc8. La figure (2.8a) montre les résultats obtenus. On observe un très bon accord 

entre les éléments Mitc4 et Mitc8 et la solution de référence avec un écart au centre 
inférieur à 2%. 

La figure (2.8b) montre l'évolution de la contrainte normale sur la face inférieure en 

fonction de la variable x. Les résultats obtenus avec les éléments Mitc4 et Mitc8 

sont presque identiques ce qui prouve que la convergence est atteinte. L'écart 

maximal par rapport à la solution de référence est de 9% et se situe au centre de la 
plaque. Cet écart peut être attribué à la différence d'approximation utilisée dans les 
deux simulations. 
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Caractéristiques de la plaque épaisse : 

a=lm c=0,5m h=0,4m t 
E=300e6 N/m2 v=0,35 K=50e6N/m3 c 

Chargement: 

q=lN/m2 appliquée sur le carré 
centré de côté c=0,5m 

Caractéristiques de la plaque 
mince: 

a=2,5m h=0,12m 

E=2e6T/m2 v=0,25 K=7864T/m3 

P=lOOT 

V ale urs adimensionnelles : 

w=W/a p=Pa/D k=Ka4/D=1000 

y 

a 

~ Xp~ 

2a 

Figure 2.7 :Plaques carrées sur appuis élastiques 

a) Plaque épaisse soumise à une charge uniforme 
appliquée sur un carré centré 

b) Plaque mince soumise à une force concentrée 
appliquée sur l'axe des x 

(a) 

x 

(b) 
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Figure 2.8 Validation des éléments Mitc4 et Mitc8 sur 
une plaque épaisse sur appuis élastiques. 
a) Evolution de la flèche le long de l'axe des x 

0,5 

0,5 

b) Evolution de la contrainte normale le long de l'axe des x 

(a) 

(b) 



Plaque mince 

On étudie dans ce cas une plaque carrée mince sur appuis élastiques dont les 
caractéristiques géométriques et mécaniques sont illustrées dans la figure (2.7b ). 

Elle est sollicitée par une force concentrée d'intensité lOOT située sur l'axe x à une 
distance Xp du centre. 

Ce problème a été traité par Celep (1988) en utilisant la méthode de Galerkin et en 
choisissant comme fonctions de base les modes propres d'une poutre libre. 

Nous avons modélisé la moitié de la plaque avec un maillage de 20x10 éléments. 
Les figures (2.9a ) et (2.9b) comparent les flèches obtenues avec l'élément Mitc4 et 
la solution de référence. On observe un bon accord qualitatif entre les deux résultats 
mais l'élément Mitc4 donne une solution plus souple que la solution de référence. 
Pour expliquer cette différence, une deuxième simulation a été effectuée avec un 
maillage comportant peu d'éléments et pour une force appliquée au centre. Les 
résultats de cette simulation sont plus proche de la solution de référence, ceci 
montre que cette dernière comportait un faible nombre d'éléments d'approximation. 
Les figures (2.10a et 2.10b) montrent les courbes délimitant les zones de contact 

entre la plaque et le sol. Quand la charge se trouve au centre, cette zone est 
délimitée par un cercle de rayon égal à 0,49a et de centre confondu avec la position 

de la charge. En déplaçant cette dernière vers la droite, le cercle précédent subit une 
translation dans la même direction. Au fur et à mesure que la charge se rapproche 

du bord la zone de contact se réduit et la plaque a tendance à tourner autour de son 
bord. Cette conclusion est en bon accord avec la solution de référence. 
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e Xp=O (20X10) 
b. Xp=O (8x4) 

10 
0 Xp=0,5a 
e Xp=0,6a 
)( Xp=0,8a 

Xp=0,9a 
6 

Cl. -
0 - (a) x 2 
3:: 
~ 

-2 

-6 

- 1 -0.6 -0.2 0.2 0.6 1 
x/a 

(b) 

x/a 

Figure 2.9 : Evolution de la flèche le long de l'axe x pour une plaque 
carrée mince sur appuis élastiques soumise à une force 
concentrée située sur l'axe x 
a) Solution de l'élément Mitc4. 
b) Solution de référence 



1 e Xp=O 
8 Xp=0,5a 

0.8 $ Xp=0,6a 
)( Xp=0,8a 
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y/a 
0.4 

(a) 
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x/a 

(b) 
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Figure 2.10 : Evolution de la zone de contact pour une plaque carrée 
mince sur appuis élastiques soumise à une force 
concentrée située sur l'axe x 
a) Solution de l'élément Mitc4. 
b) Solution de référence 



ll.2 Vibration libre 

Cette partie comporte des tests de validation de l'élément Mitc4 sur le 

comportement en vibration libre des plaques isotropes et multicouches, et une étude 

dynamique d'une plaque sur appuis ponctuels rigides. 

1!.2.1 Plaque isotrope 

Plaque console 

Il s'agit d'une plaque en console dont les caractéristiques géométriques et 

mécaniques sont données dans la figure (2.11). On étudie cette plaque pour deux 

géométries: carré et biais à 15°. 

Ce problème a été traité par une approximation de champ de déplacements par des 

polynômes en x, y et z (Mc Gee 1992). Les tableaux (2.6) et (2.7) montrent les 

valeurs de six premières fréquences, obtenues avec l'élément Mitc4 et la solution de 

référence. On constate une parfaite concordance entre les deux solutions. L'erreur 

observée est inférieure à 1% pour la plaque carrée et inférieure à 2% pour la plaque 

biaise. Ce test prouve l'efficacité de l'élément Mitc4 à prédire des modes élevés, 

pour une plaque située à la limite de validité de la théorie des plaques modérément 

épaisses. 

ll.2.2 Plaque multicouche 

Dans cet exemple, on considère une plaque simplement appuyée dont les 

caractéristiques sont données dans la figure (2.12). L' objectif de ce test est 

d'analyser l'influence sur la pulsation fondamentale d'un certain nombre de 

paramètres, à savoir: les dimensions de la plaque, les séquences d'empilement, le 

degré d'orthotropie des couches et l'orientation des fibres. 

Effet de l'épaisseur de la plaque 

Dans le premier volet du test qui concerne l'effet de l'épaisseur, on dispose de deux 

solutions de référence basées sur des théories de plaques d'ordre supérieur : la 

première est une solution par éléments finis propsée par Mallikarjuna et Kant 

(1989) et la seconde est une solution analytique due à Reddy et Phan (1985) 

30 



Etude vibratoire d'une plaque losange 

a=l 

bord encastré 

x 
a=b=1 blh=S 

E=l v=0.3 p=1 

valeur adimensionnelle de la pulsation propre : 

ro = roa2 ~ph 1 D 

D = Eh3 /12(1-v2 ) 

Fig 2.11: Caractéristiques de la plaque console 

mode1 mode2 mode3 mode4 

MC GEE 1992 3,36 7,4 10,9S 17,76 

MITC4 12x12 3,342 7,39 10,93 17,74S 

modeS 

22,64 

22,714 

Tableau 2.6 : Validation de Mitc4 sur une plaque carrée console 

calcul des six premiers modes propres. 

mode1 mode2 mode3 mode4 modeS 

MC GEE 1992 3,47 7,SS 11,04 18,3 21,81 

MITC412x12 3,438 7,S4 11,016 18,27 21,87 

mode6 

24,13 

24,1S 

mode6 

2S,6S 

26,12 

Tableau 2.7: Validation de Mitc4 sur une plaque console biaise- angle de biais 15° 

calcul des six premiers modes propres. 



La plaque est supposée carrée et constituée par un empilement de quatre couches de 

même épaisseur avec des fibres orientées respectivement à 0°190°190°10°. Les 

analyses ont été effectuées pour trois valeurs de l'épaisséur (a!h=4; 5 et 10) 

Le tableau (2.8) montre les résultats obtenus par les différents modèles. On observe 

une bonne concordance entre les résultats obtenus avec l'élément Mitc4 et les 

solutions de référence. L'écart maximal (2%) a été obtenu pour la plus grande 

épaisseur. 

Le tableau (2.8) montre également la solution obtenue avec la théorie de Love

Kirchhoff. On constate dans ce cas que l'erreur atteint 90% avec les faibles 

élancements ce qui signifie que les effets de l'effort tranchant et de l'inertie de 

rotation sont loin d'être négligeables. On observe une erreur toujours importante (de 

l'ordre de 22%) quand l'épaisseur diminue ( a!h=lO). Ceci montre que cette théorie, 

valable uniquement pour les plaques très minces, n'est pas adaptée à ce genre de 

problèmes. 

Effet du degré d'orthotropie et des séquences d'empilement 

Dans le deuxième volet du test, la valeur de l'épaisseur est fixée à a/5. On étudie les 

trois séquences suivantes: trois couches 0°/ 90°/ 0°; cinq couches 0°/90°/0°/90°/0° 

et neuf couches 0°190°10°190°/0°/90°10°/90°/0°. Les solutions de référence sont la 

solution par éléments finis de Mallikarjuna et Kant (1989) et la solution basée sur 
l'élasticité 3D (Noor 1973). 

Le rapport des modules (E11E2 ) varie de 3 à 40. Les tableaux (2.9a ), (2.9b) et 

(2.9c) montrent un bon accord entre les résultats obtenûs par l'élément Mitc4 et les 

solutions de référence. En effet, un écart maximal de 4% est observé pour un degré 

d'orthotropie élevé et pour un faible nombre des couches. L'écart se réduit 

sensiblement si on augmente le nombre des couches. La théorie de Love-Kirchhoff 

donnent des ecarts très importants nottament quand le rapport des modules 

augmente et ses resultats sont insensibles à l'augmentation du nombre des couches. 

Effet de l'orientation des fibres 

On s'intéresse dans le dernier volet à une plaque rectangulaire de rapports a!b=1,5 et 

alh=10. Elle est constituée par l'empilement de trois couches à fibres orientées 
suivant le schéma 8/-8/ e; l'angle eprend les valeurs: 30°, 45° et 60°. 
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Caractéristiques géométriques et 

mécaniques : 

a=b=1000 

E1=40 E2=1 V12= 0,25 

z 

G12=0,6 G13=0,6 G23=0,5 
Séquence d'empilement des couches : 

p=1 
0/9019010 

V ale ur adimensionnelle de la pulsation propre : 

ro = (roa2 1 h) /p 
~E2 

Figure 2.12 : Test dynamique d'une plaque carrée multicouche

caractéristiques géométriques et mécaniques. 

Coefficients correcteurs: k1=0,8081 k2=0,7116 k12=0 

. 
a/h 4 5 10 

Mallikarjuna et Kant 1989 9,258 10,74 15,09 

Théorie classique des plaques* 17,907 18,215 18,65 

Mitc4 (8X8) 9,31 10,807 15,26 

Reddy et Phan ( 1985)* 9.497 10.989 15.27 

Tableau 2.8: Validation de l'élément Mitc4 sur une plaque carrée multicouche

effet de l'épaisseur sur la pulsation fondamentale. 

(*) Valeurs tirées de Mallikarjuna et Kant (1989) 



a=b=1000 alh=5 

Caractéristiques du matériau inchangées 

valeur adimensionnelle de la pulsation : 

!il= ro~ph2 
E2 

El/E2 3 10 

Mallikrujuna et Kant 1989 0,26126 0,32528 

Théorie classique des plaques * 0,29198 0,41264 

Mitc4 (8X8) 0,2689 0,3329 

Noor (1973) 0,26474 0,3284 

(a) 

E1/E2 3 10 

Mallikarjuna et Kant 1989 0,26255 0,33621 

Théorie classique des plaques* 0,29198 0,41264 

Mitc4 (8X8) 0,27 0,3438 

Noor (1973) 0,26587 0,34089 

(b) 

E1/E2 3 10 

Mallikarjuna et Kant 1989 0,26298 0,34035 

Théorie classique des plaques* 0,29198 0,41264 

Mitc4 (8X8) 0,2674 0,3448 

Noor (1973) 0,2664 0,34432 

(c) 

20 30 40 

0,37253 0,39884 0,41521 

0,5404 0,64336 0,73196 

0,375 0,39807 0,413 

0,3824 0,41089 0,43006 

20 30 40 

0,39192 0,42482 0,44695 

0,5404 0,64336 0,73196 

0,399 0,4319 0,454 

0,39792 0,43140 0,45374 

20 30 40 

0,40107 0,43755 0,4622 

0,54043 0,64336 0,73196 

0,4052 0,4413 0,4656 

0,40547 0,44210 0,46679 

Tableau 2.9 : Validation de Mitc4 sur la plaque carrée multicouche, 
effet du rapport des modules d'Young et du nombre des 
couches sur la pulsation fondamentale 
a) trOiS COUCheS 0°/90°/0° 
b) cinq couches 0°/90°/0°/90°/0° 
c) neuf couches 0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°/90°/0° 



E1/E2 3 10 20 30 40 

k1 0,7969 0,7989 0,7994 0,7995 0,7996 

k2 0,8556 0,8191 0,7739 0,7407 0,7162 

k12 0 0 0 0 0 

(a) 

E1/E2 3 10 20 30 40 

k1 0,8281 0,8352 0,8368 0,8373 0,8376 

k2 0,8005 0,7406 0,7148 0,7042 0,6984 

k12 0 0 0 0 0 

(b) 

E1/E2 3 10 20 30 40 

k1 0,8344 0,842 0,8438 0,8444 0,8447 

k2 0,8088 0,7847 0,7767 0,7737 0,7721 

k12 0 0 0 0 0 

(c) 

Tableau 2.9bis : Valeurs des coefficients correcteurs en fonction du rapport des 
modules et du nombre des couches 
a) trois couches 0/90/0 
b) cinq couches 0/90/0/90/0 
c) neuf couches 0/90/0/90/0/90/0/90/0 



Caractéristiques géométriques et mecaniques : 

a=1500 b=1000 

Mêmes caractéristiques des matériaux que dans les cas précédents. 

alh=10 

Séquence d'empilement 8/-8/8 

valeur adimensionnelle de la pulsation : 

8 k1 k2 k12 

30° 0,7039 0,726 4,437 

45° 0,7112 0,7112 - 3,872 

60° 0,726 0,7039 4,437 

Tableau 2.10a : Valeurs des cofficients correcteurs du cisaillement 

transversal en fonction de l'orientation des fibres. 

8/-8/8 30/-30/30 45/-45/45 60/-60/60 

Mallikarjuna et Kant 1989 20,656 23,088 24,774 

Mitc4 20,763 23,24 24,66 
-

Tableau 2.1 Ob : Validation de Mitc4 sur une plaque rectangulaire multicouche -

effet de l'orientation des fibres sur la pulsation fondamentale. 



Le tableau (2.10b) montrent les résultats obtenus avec l'élément Mitc4 et la solution 
par éléments finis de Mallikarjuna et Kant (1989). On observe que l'écart est de 

l'ordre de 1% obtenu pour un angle des fibres de 45°. 

Cette étude montre un bon comportement de l'élément Mitc4, en comparaison avec 
des solutions fondées sur des théories d'ordre supérieur qui sont censées être plus 
performantes que la théorie de Mindlin-Reissner. 

11.3 Application à l'analyse du comportement dynamique d'une plaque 
sur appuis ponctuels 

L'application qui suit concerne une étude dynamique d'une plaque carrée reposant 
sur des appuis ponctuels et possédant différentes conditions de bord. Ce type 
d'applications peut concerner les planchers champignons et les semelles sur pieux. 

La configuration des appuis ponctuels est schématisée dans la figure (2.13), leur 
espacement est défini par un paramètre a qui varie entre 0 et 1. 

Le premier cas traité concerne une plaque carrée mince (h/a=0,001). Dans un 
premier temps, nous avons analysé le comportement d'une plaque avec un appui 
central et à bords libres, appuyés ou, encastrés. Dans un deuxième temps, une 
plaque à bords libres avec quatre appuis ponctuels a été analysée pour deux valeurs 
de a (0,2 et 0,6). Nous disposons pour ce problème d'une solution de référence 

proposée par Liew et al (1994). Il s'agit d'une solution semi-analytique basée sur la 

construction des fonctions de déplacements et sur la minimisation de la 
fonctionnelle de Lagrange. 

La plaque est discrétisée avec un maillage en 20x20 éléments. Les tableaux (2.11) et 
(2.12) donnent une comparaison des huit premières pulsations obtenues avec 
l'élément Mitc4 et la solution de référence. On observe une parfaite concordance 

' entre ces deux solutions avec un écart inférieur à 1,5%. 

Étude paramétrique 

Dans ce qui suit nous présentons une étude paramétrique sur l'influence de 

l'épaisseur, des conditions de bord et de la position des appuis ponctuels sur les 

fréquences propres de la plaque. 
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Figure 2.13 : Plaque carrée avec appuis internes 
a) un appui central 
b) trois appuis ponctuels 
c) quatre appuis ponctuels 

(a) 

(b) 

(c) 



Paramètre de Â.1 Â.2 Â.3 Â.4 Â.5 Â.6 Â-7 Â.8 

fréquence 

Mitc4 2,813 3,37 4,913 8,73 8,73 11,6 15,49 15,49 

solution de 2,831 3,367 4,899 8,7 8,7 11,7 15,27 15,27 

référence 

(a) 

Paramètre de Â-1 Â.2 Â.3 Â.4 Â.5 Â.6 Â-7 Â.8 

fréquence 

Mitc4 12,46 12,46 13,39 19,95 25,29 32,76 32,76 37,821 

Solution de 12,34 12,34 13,53 19,74 24,67 32,08 32,08 37,71 

référence 

(b) 

Paramètre de Â-1 Â.2 Â.3 Â.4 Â.5 Â.6 Â-7 Â.8 

fréquence 

Mitc4 18,66 18,66 20,15 27,53 34,11 42,53 42,53 48,53 

Solution de 18,35 18,35 20,22 27,05 32,89 41,25 41,25 47,80 

référence 

(c) 

Tableau 2.11 Comparaison des huit premières fréquences pour une plaque carrée 
mince avec un appui central : 
a) bords libres 
b) bords appuyés 
c) bords encastrés 

Paramètre de fréquence: 



Paramètre de À1 À2 À3 À4 À5 À6 À7 À8 

fr~quence 

Mitc4 3,322 3,411 3,411 4,055 4,91 9,42 9,42 13,39 

Solution de 3,327 3,478 3,48 4,217 4,899 9,407 9,408 13,37 

référence 

(a) 

Paramètre de À1 À2 À3 À4 À5 À6 À7 À8 

fréquence 

Mitc4 4,91 5,789 8,118 8,118 11,894 11,894 12,85 13,788 

Solution de 4,899 5,756 8,095 8,096 11,96 11,96 13 14,01 

référence 

(b) 

Tableau 2.12 : Comparaison des huit premières fréquences pour une plaque carrée 
mince à bords libres avec quatre appuis ponctuels : 
a) paramètre de position a=0,2 
b) paramètre de position a=0,6 



(i) Influence de l'épaisseur et des conditions de bord 

La plaque est supposée carrée reposant sur un appui central. Nous envisageons trois 
valeurs de l'épaisseur : h/a=O,OOl, 0,1 et 0,2 et nous admettons que les bords 
peuvent être libres, encastrés ou appuyés. Les tableaux (2.13a, 2.13b, 2.13c) 
montrent les fréquences propres obtenues par l'élément Mitc4 en utilisant le même 
maillage que dans le cas précédent. On observe une diminution du paramètre de 
fréquence avec l'augmentation de l'épaisseur. Cette diminution est plus importante 
dans le cas des bords rigides. Ces résultats peuvent être expliquées de la manière 
suivante: les fréquences propres augmentent avec l'épaisseur mais le paramètre de 
fréquence garde une valeur constante tant que la plaque est relativement mince. 
Quand l'épaisseur atteint une valeur tels que les effets de l'effort tranchant et de 
l'inertie de rotation cessent d'être négligeables, les fréquences augmentent moins fort 
à cause de la déformabilité supplémentaire apportée par l'effort tranchant ce qui fait 
que le paramètre de fréquence se met à décroître. Il apparaît d'après ce qui précède 
que les effets de l'effort tranchant et de l'inertie de rotation sont plus importants 
quand les bords sont rigides. 

(ii) Influence conjuguée de l'épaisseur, de la position des appuis internes et des 
conditions des bords 

On suppose que la plaque possède trois et quatre appuis ponctuels. Elle peut être 
libre et appuyée sur ses bords. On envisage deux valeurs de l'épaisseur: hla=O,OOl et 
0,1 et on fait varier la position des appuis internes en donnant à a des valeurs allant 

de 0,1 à 0,6. Les figures (2.14 a, 2.14b, 2.15a et 2.15b) donnent l'évolution des trois 
premières fréquences propres. On observe comme dans le cas précédent une 
diminution du paramètre de fréquence avec l'augmentation de l'épaisseur. On 
remarque une différence de comportement selon que la plaque est libre ou appuyée. 
En effet; quand la plaque est libre et possède trois appuis, la première fréquence 
augmente jusqu'à une certaine valeur de a et au delà elle commence à décroître; les 

effets sur cette fréquence, de l'effort tranchant et de l'inertie de rotation semblent 
s'estomper avec l'augmentation de la distance entre appuis. Par contre, les deux 
autres fréquences augmentent avec l'augmentation de la distance entre les appuis. 
Pour la plaque libre avec quatre appuis, les fréquences augmentent avec a mais on 

note une légère rechute ou un certain infléchissement pour les écartements 
importants. Dans ce cas, les effets de l'effort tranchant et de l'inertie de rotation ne 
semblent pas affecter sensiblement la première fréquence quand l'écartement des 
appuis devient très important. Pour la plaque à bords appuyés avec trois ou quatre 
appuis, les trois fréquences présentent un pic dont la position semble indépendante 
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de l'épaisseur. Ces pics sont la preuve qu'une augmentation de l'écartement des 

appuis ne conduit pas nécessairement à l'augmentation des fréquences de vibrations. 

En effet, on peut observer une certaine assouplissement_ dans le comportement de la 
plaque à partir d'une certaine valeur de a. 
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hia À1 À2 À3 À4 À5 À6 À7 À8 

0,001 2,813 3,37 4,913 8,73 8,73 11,6 15,49 15,49 

0,1 2,56 3,19 4,75 8,035 8,035 9,51 14,02 14,02 

0,2 2,066 2,93 4,36 6,92 6,92 7,13 11,43 11,43 

(a) 

hia À1 À2 À3 À4 À5 À6 À7 À8 

0,001 12,45 12,45 13,39 19,95 25,29 32,76 32,76 37,82 

0,1 9,98 11,23 11,23 17,07 21,46 26,5 26,5 26,86 

0,2 6,87 9,31 9,31 13,32 16,28 18,6 19,37 19,37 

(b) 

hia À1 À2 À3 À4 À5 À6 À7 À8 

0,001 18,66 18,66 20,16 27,53 34,11 42,53 42,53 48,53 

0,1 14,14 15,72 15,72 22 26,27 31,61 31,61 31,77 

0,2 9,376 11,68 11,68 15,68 18 20,33 21,3 21,3 

(c) 

Tableau 2.13 : Comparaison des huit premières pulsations propres pour une plaque 
carrée avec un appui central et avec differentes valeurs du rapport h/a. 
a) bords libres 
b) bords appuyés 
c) bords encastrés 



0 Mode 1 hla=0,001 
• Mode 2 h/a=0,001 
6 Mode 3 h/a=0,001 

6 o e a-' --·-- Mode 2 h/a=0,1 
--'6-- Mode 3 h/a=O ~ 5 (.) 

5 g.. 
'Q) 
<!:= 4 
~ 

"0 

g 
3 -~ 

(a) 

~ ,; 
;.... ., --o------o-----ro "' ...... 
~ 2 .,"' ,o--"' , ,,, , 

1~~--~~~r-~~--~~~~~ 

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 
Paramètre de position des appuis internes 

(b) 

o+-~--r-~~r-~~--~~~~, 

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 
Paramètre de position des appuis internes 

Fig 2.14: Plaque carrée avec trois appuis internes- évolution 
des trois premières fréquences en fonction 
de l'épaisseur et de la position des appuis: 
a) les bords sont libres 
b) les bords sont appuyés. 



0 Mode 1 h/a=0,001 
• Mode 2 h/a=0,001 
1111 Mode 3 h/a=0,001 

10 o e a- ' --·-- Mode 2 h/a=0,1 
--'16-- Mode 3 h/a=0,1 Q.) 8 u :::: 

Q.) g. 
'Q.) 
<.!::: 6 

Q.) 
"0 (a) 
.ê 4 ,Q.) 

~ 
1-< ce 

p.. 2 

0 
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 

Paramètre de position des appuis internes 

30~------------------------~ 

(b) 

0+-~--,-~--,-~--,-~--,-~~ 

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 
Paramètre de position des appuis internes 

Fig 2.15: Plaque carrée avec quatre appuis internes- évolution 
des trois premières fréquences en fonction 
de l'épaisseur et de la position des appuis 
a) les bords sont libres 
b) les bords sont appuyés. 



CHAPITRE III 

ETUDE DES COQUES 

Ce chapitre comporte des éléments pour la modélisation par éléments finis des 
coques de forme générale. Après une analyse bibliographique des approches 

théoriques utilisées dans la modélisation des coques, on décrit la méthodologie 
adoptée dans ce travail et les éléments de discrétisation retenus. 

111.1 Analyse bibliographique 

Le développement des éléments coques est directement lié à l'approche théorique 
utilisée et à la formulation variationnelle adoptée (déplacement, mixte, hybride). On 

peut citer trois approches théoriques distinctes: 

(i)-l'approche par éléments tridimensionnels dégénérés ôu non; 

(ii)-l'approche par facettes planes; 

(iii)-l'approche par éléments de coques courbes. 

L'approche par éléments tridimensionnels consiste à modéliser la coque par un 

assemblage d'éléments tétraèdres ou hexaèdres. Afin de modéliser les structures de 
forme complexe, des éléments isoparamétriques courbes ont été employés (Irons et 
Ahmad 1980). L'utilisation sans modification de ce type d'éléments présente de 
sérieuses difficultés (Zienkiewicz et Taylor 1991, Gallager 1976). En effet, pour 
aboutir à des résultats précis, le nombre d'éléments utilisés doit être élevé ce qui 
conduit à des problèmes numériques de très grandé taille. Une autre difficulté 
apparaît dans l'étude des coques minces, le calcul peut conduire à un système 
d'équations mal conditionné car les coefficients de rigidité correspondant au 

déplacement transversal sont beaucoup plus grands que ceux correspondant aux 
déplacements longitudinaux. Enfin des erreurs sont introduites dans l'analyse car 
l'énergie de déformation correspondant aux contraintes normales dans l'épaisseur est 
erronée. 

Les difficultés précédentes sont surmontées par le concept du modèle tridimensionnel 

dégénéré introduit par Ahmad et al (1970). Dans cette approche on suppose que la 

normale à la surface moyenne reste droite et inextensible. De même, la contrainte 

normale dans la direction de l'épaisseur est négligeable: Ces hypothèses ont été 
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utilisées au chapitre 1 dans la formulation des éléments plaques. Ce concept a 

l'avantage de la généralité et d'étendre le formalisme des éléments isoparamétriques 

utilisés dans les milieux bidimensionnels aux éléments coques. En effet, la 

géométrie, les déplacements et les rotations de la surface moyenne sont interpolés 

comme dans l'analyse d'un milieu continu classique. Malheureusement, cette 

simplicité de modélisation se heurte à des difficultés inhérentes aux coques minces : 

en plus du risque de blocage en cisaillement soulevé au chapitre 1, vient s'ajouter un 

risque de blocage en membrane. Ce dernier apparaît surtout dans une description 

curviligne pour le champ de déplacements et se traduit par une domination artificielle 

des termes de flexion par ceux de membrane. En effet, si des approximations non 

cohérentes sont utilisées, l'annulation des déformations de membrane quand ces 

dernières sont négligeables ou nulles (flexion simple) a pour effet de restreindre les 

composantes de déplacements résultant de la flexion. 

L'approche par facettes planes consiste à remplacer la géométrie de la coque par un 

assemblage d'éléments plans dont les noeuds sont situés sur la surface moyenne. 

L'élément coque résultant est constitué par la superposition d'un élément de flexion et 

d'un élément de membrane, le couplage étant réalisé par le passage aux degrés de 

liberté globaux. Beaucoup d'éléments dans la littérature ont été construits suivant 

cette modélisation. On peut citer par exemple les éléments DKT18 et DST18 (Batoz 

et Dhatt 1992) où la partie membrane est décrite par l'élément triangulaire T3 et la 

partie flexion par les éléments DKT (Batoz, Bathe et Ho 1980) et DST (Lardeur 

1990). Cette approche est très attrayante par sa simplicité. En effet, elle permet 

d'étendre directement le calcul des plaques au calcul des coques, de même il suffit de 

peu de données pour décrire la géométrie de la coque. Elle se prête aussi bien au 

calcul des structures plissées. On peut très bien dans ce cas, superposer à l'élément 

Mitc4 étudié au chapitre 1 l'élément de membrane Q4. Cette approche présente 

d'autres avantages, notamment la bonne convergence des résultats et la bonne 

représentation des modes rigides. Les avantages précédents s'accompagnent d'un 

certain nombre d'inconvénients. En effet, la polygonisation de la coque nécessite un 

maillage relativement fin pour assurer une bonne convergence, si non, on a une 

déviation par rapport à la géométrie réelle. De même, cette polygonisation crée des 

arêtes artificielles responsables de l'apparition des sollicitations parasites. Ces 

dernières s'atténuent normalement avec la finesse du maillage. L'assemblage en un 

noeud du réseau d'éléments coplanaires nécessite l'introduction d'une rigidité fictive 

pour la rotation normale, si non, des singularités risquent d'apparaître au niveau de la 

matrice globale. Cette rigidité fictive peut être évitée par la construction d'éléments 

de membrane possédant des degrés de liberté de rotation (drilling rotations). On peut 

citer dans ce domaine, les travaux d'Allman (1984, 1988), Bergan et Felippa (1985, 
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1986), lbrahimbégovic, Taylor et Wilson (1990), lbrithimbégovic Frey et Rebora 

(1993). Cette approche, tout en évitant l'introduction de la rigidité fictive, améliore 

considérablement le comportement inembranaire de l'élément. Elle permet aussi une 

connexion aisée de la coque à d'autres éléments de structures, par exemple, les 

problèmes rencontrés dans l'étude des coques avec raidisseurs, des jonctions colonne

plaque et mur-poutre. Cependant, il est important de s'assurer qu'un élément construit 

suivant cette technique est libre de tout blocage en membrane. En effet, il était 

constaté un certain blocage en membrane (vitesse de convergence lente) dans des 

problèmes où la flexion est importante (Carpenter, Stolarsky et Belytschko,1985; 

Nygard (1986); Aminpour (1992). 

L' approche par éléments de coques courbes est en général décrite dans le cadre de la 

théorie classique des coques; nous distinguons en générâl deux modèles: 

(i)-le modèle dit de Koïter-Sanders ( Koïter 1960,1966 et 1970; Sanders 1963) basé 

sur les hypothèses de Love-Kirchhoff. Ce modèle a été utilisé par plusieurs auteurs 

(Argyris 1986, Bemadou 1986, Cowper, Lindberg et Olson 1971); 

(ii)-le modèle dit de Reissner-Nagdi où l'influence des déformations de cisaillement 

transversal est prise en compte ( Nagdi 1957, 1963 et 1972; Reissner 1952, 1969 et 

1974). Ce modèle sert de base pour construire des éléments courbés où les 

hypothèses de Kirchhoff sont prises sous forme discrète ( Batoz 1977, Batoz et 

Dhatt 1978, Dhatt 1970 et Wempner 1968 ). 

La formulation de ces éléments est élégante, mais délicate. On peut exprimer le 

champ de déplacement de deux façons : 

(i)-par les composantes curvilignes de déplacements de la surface moyenne, elle 

même définie analytiquement par le rayon vecteur R(r,s). Cette solution permet de 

modéliser la surface moyenne avec exactitude sans introduire d'arêtes artificielles 

aux frontières, mais ne permet généralement pas l'exacte représentation des modes 

rigides. De même le risque de blocage en membrane est élevé si les approximations 

des déplacements ne sont pas cohérentes; 

(ii)-par les composantes cartésiennes des déplacements de la surface moyenne, elle 

même définie par une fonction Z=Z(x,y) par rapport au plan de référence (x,y). Cette 

solution permet une exacte représentation des modes rigides, mais fait apparaître, des 

arêtes artificielles aux frontières, à cause de l'idéalisation de la surface par une forme 

prédéterminée. 
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D'un point de vue pratique, ces éléments sont d'un emploi laborieux (spécification 
très lourde des données). Ils nécessitent souvent une description analytique de la 
coque, et ne se prêtent pas, ou mal, au calcul des intersections des coques. 

Au vu des difficultés, certains chercheurs ont proposés des simplifications en 
utilisant une approche intermédiaire entre les approches par facettes planes et les 
éléments courbes. Il s'agit de la théorie des coques surbaissées (shallow shells) ou 

théorie de Marguerre (Marguerre 1938) où chaque élément coque est décrit par un 

petit déplacement normal à partir d'un plan de référence. 

Les deux approches curviligne et cartésienne décrites précédemment s'appliquent à 

la théorie des coques surbaissées. L'approche curviligne est très peu recommandée, 
car la solution peut converger vers une solution différente de la vraie solution, si la 
coque est profonde; par contre l'approche cartésienne converge vers la bonne solution 
que la coque soit profonde ou quasi plate (Frey et Jirousek 1992). Cependant, malgré 

la popularité de l'approche cartésienne, un blocage en_membrane peut apparaître à 
cause de la géométrie initiale courbe, il peut être traité par la méthode de la 
décomposition modale (lbrahimbégovic et Frey 1994; Chahrour 1991 ). 

111.2 Choix d'une approche 

La méthodologie suivie dans ce travail est basée sur l'approche du solide 
tridimensionnel dégénéré et sur la description isoparamètrique (description 
cartésienne). La formulation variationnelle adoptée est une formulation en 
déplacement, les phénomènes de blocage en cisaillement et en membrane sont traités 
par l'emploi des champs de substitution. Les contraintes, les déformations et les 
relations de comportement sont exprimées dans la base paramétrique, que la coque 
soit isotrope ou composite. Cette démarche, utilisée dans le cas d'un matériau 
isotrope (Basar et Ding 1990), s'avère originale dans le cas des coques multicouches. 

Après une description sommaire du champ de déplacements en utilisant l'hypothèse 
de Mindlin-Reissner, on donne les composantes du tenseur de déformation. Ensuite 

on présente la construction des relations contraintes-déformations et le calcul des 
facteurs de correction de cisaillement. La discrétisation est effectuée à l'aide de deux 
éléments: l'élément Mitc4 (Dvorkin et Bathe 1984) et l'élément Mitc9 (Bucalem et 

Bathe 1993). Ces éléments ont été publiés pour le calcul des coques isotropes dans 

les domaines linéaire et non linéaire sous chargement statique. Dans ce travail, on 

propose de les étendre aux coques composites sous sollicitations statiques et 
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dynamiques et sur appuis élastiques. La programmation de ces éléments fait 
intervenir cinq degrés de liberté par noeud : les trois composantes du déplacement 
(U, V, W) de la surface moyenne et les rotations (a et~) de la normale. Dans le cas 

d'intersection des coques, les noeuds situés aux arêtes communes possèdent six 
degrés de liberté au lieu de cinq. Ce procédé quoique délicat sur le plan informatique, 
évite l'utilisation d'une rigidité fictive. 

Le calcul des matrices et vecteurs élémentaires se fait par intégration numérique dans 
le plan et suivant l'épaisseur. Cette démarche quoique peu économique a le mérite de 
la généralité car aucune hypothèse ne sera faite sur la variation des composantes de 
déformation et sur la loi de comportement. 

111.2.1 Cinématique des coques 

Champ de déplacement - Hypothèse de Mindlin Reissner 

Il s'agit de l' hypothèse énoncée au premier chapitre pour les plaques. En se plaçant 
en petits déplacements, nous avons(Figure 3.1) : 

Les points rn et M sont situés respectivement sur la surface moyenne et dans 
l'épaisseur de la coque. Ils sont reliés par la relation : {mM}= z{ n}, { n} étant le 

vecteur unitaire normal au plan moyen en rn., { uM} et { um} représentent 

respectivement les vecteurs déplacements aux points M et rn ; { e} est le vecteur 

rotation de la normale à la coque en m; t est la coordonnée paramétrique de 
l'épaisseur, elle varie entre -1 et+ 1. 

La relation (3.1) implique que cinq paramètres sont nécessaires pour définir l'état 
cinématique d'une coque: les trois composantes( u, v, w ) du vecteur déplacement au 
point m dans le repère cartésien ( 0 X Y Z) et les deux rotations ( a , ~ ) de la 
normale { n} autour de deux axes appartenant au plan tangent à la surface moyenne. 

La définition de ces axes sera précisée plus loin . 

111.2.2 Champ des déformations de la coque 

Le champ des déformations est défini par ses composantes covariantes dans la base 
paramétrique ( g1, g2 , g3 ): 
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Les composantes Eïj sont définies par ( Sédov 197 5) : 

Les indices i et j varient de 1 à 3 (1 =r , 2 = s , 3 = t), r et s sont les coordonnées 
paramétriques de la surface moyenne. Les termes (gij )1 et (gij )0 désignent 

respectivement les composantes covariantes du tenseur métrique dans les 

configurations déformée et initiale: 

En remplaçant la relation (3.4) dans la relation (3.3) et en négligeant les termes du 
second ordre en uM, on obtient : 

Les vecteurs gi dans la relation (3 .5) sont ceux de la configuration initiale. 

Composantes de déformations membrane - flexion 

En s'intéressant aux composantes de déformations dans le plan, nous avons : 

Les indices a et ~ varient de 1 à 2. 

En remplaçant la relation (3 .1) dans la relation précédente on obtient : 

Ea~ = ~ ( {ga } t { Um },~ + { g~ } t { Um },a)+ 

~ z( {ga r. ( {e} 1\ { n n,~ + { g~ r. ( {e} 1\ { n} ),a) (3 .. 7) 
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Si la coque est de faible épaisseur, les termes de second ordre en z deviennent 

négligeables: 

Le tenseur (eaJ3) représente le premier tenseur de déformation de la surface 

moyenne, il caractérise la déformation d'extension. 

(3.10) 

Xa~ représente le second tenseur de déformation _de la surface moyenne, il 

caractérise la déformation de flexion. 

Dans le cas d'une plaque en flexion, il n'y a pas d'extension de la surface moyenne, et 

la normale reste inchangée : 

{n } =0 
,a 

Xa~ = 1 1 2( { aa} t. ( { e} 1\ { n} ),~ + {a~} t. ( { e}" { n} ),a) (3.11) 

Les relations(3.11) sont identiques aux relations (1.3) du chapitre 1. 

Composantes du cisaillement transversal 

Les composantes du cisaillement transversal sont données par : 

(3.12) 

D'après (3.1) on peut écrire: 
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(3.13) 

(3.14) 

En remplaçant les relations (3.13) et (3.14) dans la relation (3.12), on obtient: 

"( a3 = h / 2( { aa} t. ( { e} 1\ { n}) + { n} t. { Um },a) (3.15) 

La relation (3.15) conduit à des contraintes de cisaillement transversal incompatibles 

avec les conditions aux limites sur les faces supérieure et inférieure de la coque. Pour 

remédier à cette situation, nous suivons le raisonnement utilisé au chapitre I, en 

faisant appel à des coefficients de correction. 

Déformation normale suivant l'épaisseur 

La relation (3 .1) implique qu'un segment normal au plan moyen est inextensible : 

(3.16) 

III.2.3 Principe des travaux virtuels 

Considérons une coque élastique délimitée par une surface S constituée d'une partie 

( Su ) soumise à des déplacements imposés et d'une autre partie ( Sf ) soumise à des 

forces imposées: 

Soit ôu un champ des déplacements virtuels cinématiquement admissible définie sur 

la coque: ôu=O sur (Su). D'après le principe des travaux virtuels: 

Le premier membre représente le travail des forces intérieures, le second membre 

représente la somme des travaux des forces extérieures et des forces d'inertie. 
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Le travail des forces intérieures est donnée par : 

ÔW· = jjJ SijÔE··dV 1 v 1] 
(3.18) 

sij représente les composantes contravariantes du tenseur des contraintes, &ij 

représente les composantes covariantes du tenseur des déformations du champ de 

déplacement virtuel. 

(3.19) 

Le travail des actions extérieures s'écrit sous la forme: 

Ôwe = fffvpg{ ig}t .{ ôuM ~v+ ffs -p{n}t .{ ôus }ds+ 

_t{Fï r .{ ôumi} +{Mi }t .{ ôei} + JfJv(Sa~)th ôea~dv (3.20) 
1=1 

Les termes du second membre représentent respectivement les travaux virtuels du 

poids propre, des forces surfaciques, des actions concentrées et des forces d' origine 

thermique. 

Le travail des forces d'inerties peut s'exprimer sous la forme: 

ôWj = fffv -p{ YM} t. { ÔuM }dv (3.21) 

'YM représente le vecteur accélération au point M . 

III.2.4 Loi de comportement 

La coque est supposée constituée de matériaux isotropes ou multicouches; dans ce 

dernier cas chacune des couches est constituée de matériaux renforcés de fibres 
orientées d'un angle e par rapport à l'axe local g1 de la couche (Figure 3.2). La 
normale {n} à la surface moyenne constitue un axe d' orthotropie pour l'ensemble 

des couches. 

On définit pour chaque couche trois repères : 
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(i)-le repère d'orthotropie (1, t, n) dans lequel les contraintes normales sont 
découplées des déformations de cisaillement et inversement, 

(ii)-le repère (ti, t2, n) qui joue le rôle du repère (x, y, z) utilisé dans les plaques 

pour le calcul des facteurs de correction du cisaillement, 

-le repère paramétrique (g1,g2,g3) dans lequel sont exprimées les contraintes et les 

déformations intervenant dans le principe des travaux virtuels. 

Les vecteurs t1 et tz sont définis de la manière suivante : 

Relations contraintes déformations dans le plan 

On se place dans l'hypothèse des contraintes planes : s33- =0 

Les relations reliant les contraintes (s11 ,s22 ,s12 ) aux déformations (e11,e22 ,e12 ) en 

un point d'une couche sont données par la matrice H telle que : 

(3.24) 

La matrice H tient compte des caractéristiques mécaniques de la couche dans le 
repère d'orthotropie et de l'orientation de ce dernier par rapport au repère (ti,t2, n). 

En utilisant les matrices de passage entre les différents repères, on a : 

(3.25) 

(3.26) 

Les matrices HL et Q ont été définies au chapitre I, la matrice T CF est exprimée par : 
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Figure 3.2a: Coque constituée de trois couches. 

n 

Figure 3.2b: Repères associés à une couche. 



[ A2 
c2 

A*C l [Tep]= B2 D2 B*D (3.27) 

2*A*B 2*C*D A*D+C*B 

où: 

A ={gl r {tt} B = { g1 r { t2} 

c = { g2 r {ti} D = {g
2 r { t2} 

Si on suppose que le matériau est isotrope et sujet à d_es variations thermiques, les 
relations (3.24) deviennent: 

(3.28) 

_ Tsup(r,s)+Tinf(r,s) t , 
T(r,s,t)- +-(Tsup(r,s)-Tinf(r,s)), ou Tsup et Tïnf sont 

2 2 
respectivement la variation de température sur les faces supérieure et inférieure de la 
coque. ÂL est le coefficient de dilatation linéaire du matériau. 

Relation contraintes déformations de cisaillement transversal 

Ces relations sont définies par la matrice He tel que : 

{s13
} _ [ l{r13 } s23 - He 'Y23 (3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

Les matrices HLT et Q1 ont été définies au chapitre I, la matrice Tc est définie par : 
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(3.32) 

Les éléments diagonaux de la matrice HLT seront multipliés par les coefficients 

correctifs kl et k2 définis ci dessous. 

Calcul des coefficients correcteurs 

Le calcul des coefficients k1 et k2 est semblable au calcul effectué au 
paragraphe(l.3). Pour cela on néglige l'effet de la courbure et on admet l'hypothèse de 
la flexion cylindrique (Owen et Figueiras 1983, Vlachoutsis 1992). 

On s'intéresse tout d'abord à la flexion dans le plan (x, z); cherchons la position zn 

du plan neutre par rapport au plan moyen. L'effort normal Nx étant nul, on peut 

écrire: 

h/2 
fHn (z- Zn )dz = 0 

-h/2 

car: 

(3.33) 

aey 
O"x = Hn (z- Zn )Xl= Hn (z- Zn) ax (3.34) 

H11 est tiré de la relation (1.14) du chapitre 1. 

h/2 
f zH11dz 

-h/2 Zn = -h~/~2--

JHndz 
-h/2 

(3.35) 

La relation reliant le moment fléchissant à la contrainte cr x est donnée par : 

h/2 
Mx= fcrx(z-zn)dz 

-h/2 
(3.36) 

En remplaçant les relations (3.34) et (3.35) dans la relation (3.36) on obtient: 

(3.37) 
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h/2 2 
R1 = JH11 (z- Zn) dz (3.38) 

-h/2 

a cr 
En tenant compte de l'hypothèse de la flexion cylindrique ( ();y = 0 ), l'équilibre 

locale donne : 

(3.39) 

En intégrant la relation (3.39) dans l'épaisseur et en utilisant les relations (3.34 ) et 
(3.37), on obtient: 

z 
gl (z) =- JH11 (z- Zn )dz 

-h/2 
(3.41) 

1 h/2 1 h/2 cr 2 1 T 2 h/2 g 2 
U =- Jcr "' dz =- J ..=...Y.._<Jz = _ _g_ J ~z (3.42) 1 2 XZIXZ 2 G 

-h/2 2 -h/2 Gxz 2 R1 -h/2 xz 

(3.43) 

Le coefficient de correction k 1 est donné par : 

h/2 
Txz =k1( JGxzdZ)"fxz =k1Gxz'Yxz 

-h/2 

h/2 
Gxz = JGxzdZ (3.45) 

-h/2 

(3.44) 

En remplaçant la relation (3.44) dans la relation (3.43) on obtient: 

(3.46) 
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En comparant U1 à U2, on trouve pour le coefficient k1: 

R2 
k - 1 
1- h/2 2 

G J g1 dz 
xz ) 

-h/2 Gxz (z 

(3.47) 

Par un raisonnement analogue, on peut déterminer le deuxième coefficient 

correcteur: 

R2 
k - 2 
2- h/2 g 2 - 2 

Gyz J dz 
-h/2 Gyz(Z) 

(3.48) 

avec: 
h/2 
J zH22dz h/2 

zn1 = -~~~ , R2 = JH22 (z-zn1)2dz, g2(z)=- JH22 (z-zn1)dz 
JH22dz -h/2 -h/2 

-h/2 

h/2 
Gyz = J Gyzdz. 

-h/2 

Pour un matériau isotrope, on retrouve k1 = k2 = 1 et la relation (3.29) devient: 
6 

Les coefficients correcteurs calculés dans ce paragraphe sont valables pour un 
empilement des couches quelconque. 

Ill.3 Modélisation par éléments finis 

Nous présentons dans ce paragraphe une discrétisation en utilisant l'élément Mitc4 
(Dvorkin et Bathe 1984) et l'élément Mitc9 (Bucalem et Bathe 1993). On décrit en 

détailla formulation de l'élément Mitc4 et on donne la démarche pour la formulation 
de l'élément Mitc9. 
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III.3 .1 Élément Mitc4 

L'élément Mitc4 est un élément à qùatre noeuds non nécessairement coplanaires et à 

cinq degrés de liberté par noeud. Le comportement en membrane et en flexion est 

identique à l'élément classique Q4. Le comportement en cisaillement transversal est 

basé sur la construction d'un champ de substitution en utilisant le schéma de 

l'élément Mitc4 plaque. Par conséquent, l'élément Mitc4 coque est identique à 

l'élément Mitc4 plaque quand il est appliqué à une plaque en flexion. 

Approximation de la géométrie et des variables cinématiques 

Soit mun point appartenant à un élément, de coordonnées (X, Y, Z), on peut écrire: 

4 
X(r,s)= Ihk(r,s)Xk 

k=l 

4 
Y(r,s) = Ihk(r,s)Yk 

k=l 

4 
Z(r,s) = Ihk(r,s)Zk 

k=l 

(3.49) 

(Xk, Yb Zk) représentent les coordonnées du noeud k de l'élément. {nk} 

représente la normale unitaire à la surface moyenne au noeud k; le calcul de ce 
vecteur sera précisé par la suite; hk est la fonction d'interpolation associée au noeud 

k. 

Soit Mun point situé dans l'épaisseur, on a d'après (3.49): 

lX(r,s, t) ) {Xk} ~n~) 
Y(r,s,t) = ~ hk(r,s) Yk +th ~ hk(r,s) n~ 

k=l 2 k=l k 
Z(r,s,t) Zk nz 

(3.50) 
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Calcul de la normale 

Les vecteurs tangents aux lignes des coordonnées de la surface au noeud k sont 

donnés par: 

(3.51) 

{i }, {j} et {k} sont les vecteurs unitaires du système d'aXes (0, X , Y , Z ). 

Le vecteur normal unitaire est donné par : 

(3.52) 

Ce vecteur est généralement discontinu quand on passe d'un élément à un autre. Pour 

obtenir une approximation de ce vecteur, on effectue une moyenne des vecteurs 

normaux aux éléments entourant le noeud k: 

(3.53) 

L'approximation des grandeurs cinématiques est donnée d'après (3.1) par 

l'expression: 

avec: 

({e} A {n })k = -ak{ e~ }+ ~k{ ef} (3.55) 
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ak et ~k représentent la rotation de la normale { n k} autour des deux vecteurs 

orthonormés { ef} et { e~} appartenant au plan tangent à la coque au noeud k. Du fait 

que ces vecteurs ne sont pas uniques, un des choix possibles, consiste à passer par 

une matrice de rotation QR (Batoz et Dhatt 1992) définie de la manière suivante: 

c+-1-(nk )2 1 k k n~ ---nxny 
l+c Y l+c 

[QR]= 1 k k c+-1-(nk )2 n~ (3.56) ---nxny 
l+c l+c x 

k -nx k -ny n~ 

avec: 

{ k}t k c= n {k}=nz 

Cette matrice représente la matrice de passage du repère cartésien au repère nodal au 

noeudk: 

[QR]{i}={ef} [QR]{j}={e~} 

Dans le cas particulier où le vecteur { n k} est opposé au vecteur { k}, on trouve c= -1, 

on prend alors pour QR l'expression: 

[QR]=[~ ~1 ~J 
En projetant la relation (3 .54) sur les axes du système cartésien, on obtient : 

{ k} { k} { k} U(r,s, t) 4 U th 4 e2x e1x 

{ V(r,s,t)}= I hk yk +-Ihk(-ak e~y +~k efy) 
W(r s t) k=l wk 2 k=l k k 

' ' e2z e1z 

(3.57) 

ou, sous une forme équivalente : 
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{ ~S}=[N]{û} 
avec: 

hk 0 0 
th k 

-2hke2x 
th k 
-hkelx 
2 

[N]= 0 hk 0 
th k th k 

-2hke2y -hkely 
2 

0 0 hk 
th k th h. k 

-2hke2z - kelz 
2 

Ce vecteur regroupe les degrés de liberté de l'élément. 

Matrice de rigidité élémentaire 

On décompose le travail virtuel des forces intérieures en deux parties : la première 

représente la contribution des efforts de membrane et de flexion, et la seconde 

concerne la contribution des efforts de cisaillement transversal. 

(3.58) 

La partie membrane-flexion s'écrit: 

(3.59) 

D'après les relations (3.7) et (3.57), on peut écrire: 

(3.60) 

La matrice de déformation [Bmf] est donnée par l'expression: 
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Br1 Bf2 

B~l B~2 
B~l B~2 

l (3.61) 

La relation contrainte-déformation s'exprime sous la forme : 

(3.62) 

En remplaçant les relations (3.60) et (3.62) dans (3.59), on obtient la matrice de 

rigidité correspondant aux efforts de membrane et de flexion : 

(3.63) 

Le travail des efforts de cisaillement transversal s'écrit sous la forme: 

(3.64) 
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Pour contrôler le blocage en cisaillement, Bathe et Dvorkin (1984) proposent 
d'utiliser le champ de substitution utilisé pour l'élément plaque Mitc4: 

1 A 1 C y13 = -(1 + s)y13 + -(1- s)y13 2 2 
(3.65) 

1 D 1 B 
î'23 =- (1 + r)î'23 + -(1- r)Y23 

2 2 

Les termes yf3 yf3 y~3 y~3 sont calculés à partir des relations (3.15) et (3.57) 

aux points A, B, C, D. Ces points ont été définis au chapitre 1. 

En remplaçant chaque terme par sa valeur dans (3.65) on obtient l'expression: 

(3.66) 

La matrice Be a la forme suivante: 

k B c14 

Bkc24 

k B c15 

Bkc25 
] (3.67) 
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k 1 DD 1 BB 
Bc23 = 

2 
(1 + r)hk,sg3z + 

2 
(1- r)hk,sg3z 

La relation contrainte-déformation donne : 

(3.68) 

D'où l'expression de la matrice de rigidité due au cisaillement transversal: 

[Kc] = JJJ[Bcr[Hc][Bc]dv (3.69) 
ve 

Matrice de masse élémentaire 

Le travail virtuel des forces d'inertie s'écrit sous la formé: 

(3. 70) 

En remplaçant la relation (3.57) dans (3.70), on obtient: 

(3. 71) 

avec: 

[M] = JfJ p[N]t [N]dv (3. 72) 

[M] est la matrice de masse cohérente de l'élément. 
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Travail des forces extérieures 

Le travail des forces extérieures est donné par : 

Les termes du second membre de (3.73) représentent respectivement la contribution 
des forces surfaciques, du poids propre et des contraintes thermiques : 

{ RP } = ff - p{ NP }-viadrds 
se 

0 0 ) 

) 

{ ig} est le vecteur directeur de la pesanteur, pg représente le poids volumique du 

matériau constituant la coque. 

III.3 .2 Élément Mitc9 

Les éléments à faible ordre d'interpolation tel que l'élément Mitc4 nécessitent un 
maillage fin pour modéliser correctement la géométrie, et souffrent d'une 

convergence lente (formulation déplacement) dans le cas où les efforts de 
membranes sont prépondérants. Afin d'améliorer la modélisation tant géométrique 
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que mécanique, des éléments d'ordre supérieurs ont été proposés tels que les 

éléments à huit, neuf, douze et seize noeuds (Bathe et Bolourchi 1980). Ces éléments 

sont bons sur le plan de la représentation géométrique, mais ils doivent s'affranchir 

des blocages en cisaillement et en membrane (Bathe et Dvorkin 1986, Huang et 

Hinton 1986, Stolarski et Belytschko 1982). Ce dernier type de blocage n'affecte pas 

l'élément Mitc4. 

Pour remédier au blocage en membrane, différentes approches sont utilisées. Parmi 

les plus connues, on peut citer la technique de l'intégration réduite et sélective, la 

formulation mixte, la décomposition modale, et l'utilisation d'un champ de 

substitution. La technique de l'intégration réduite et sélective améliore le 

comportement dans certains cas mais introduit de modes parasites. En revanche, elle 

ne peut pas être appliquée en présence de couplage entre les termes de membrane et 

de flexion. A cela s'ajoute le risque de blocage quand les conditions aux limites sont 

très rigides. La formulation mixte quoique intéressante dans la prédiction des 

sollicitations exige une certaine cohérence dans la représentation des sollicitations et 

des déplacements. Des travaux récents (lbrahimbegovic, Taylor et Wilson 1990, 

lbrahimbegovic et Wilson 1991) utilisant des principes variationnels mixtes 

modifiés, ont aboutis à des éléments de membrane~ robustes libres de blocage 

moyennant une certaine modification. 

L'utilisation des champs de substitution pour les composantes de déformation est une 

technique très suivie à l'heure actuelle : Huang et Hinton (1986) ont développé un 

élément à neuf noeuds en se servant d'un champs de substitution pour les 

composantes de membrane après leur séparation de celles de flexion dans un système 

de coordonnées cartésiennes locales; Bathe et Dvorkin (1986) ont utilisé des 

interpolations mixtes des composantes tensorielles dans le plan pour l'élément MiteS. 

Jank et Pinsky(1987) ont de leur part construit un élément à neuf noeuds doté d'un 

champ de substitution pour les composantes covariantes de déformation dans le plan 

L'élément Mitc9 proposé par Bucalem et Bathe (1993) pour le calcul non linéaire des 

coques est basé sur la technique des champs de substitution. Nous présentons 

brièvement, ci-après, la construction de cet élément. Il s'agit d'un élément à neuf 

noeuds identique à l'élément Q9 pour l'interpolation des variables cinématiques. Sa 

matrice de rigidité est construite à partir des champs de substitution adéquats aussi 

bien pour les composantes dans le plan que pour les composantes de cisaillement 

transversal. 
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Interpolation des composantes Err et Ert 

Les composantes de déformation sont définies par interpolation de leurs valeurs 

calculées aux points de la figure (3.3a). Cette interpolation est linéaire suivant ret 

quadratique suivant s : 

Les fonctions d'interpolation associées sont: 

- 1 r s s 
hlr =-(1+-)(-)(1+-) 

4 a b b 

- 1 r s s 
h2r = 4 (1- a)( b )(1 + b) 

Interpolation des composantes Ess et Est 

On utilise pour ces composantes le schéma inverse du schéma précédent: 

l'interpolation est linéaire suivant s et quadratique suivant r. Les points 

d'interpolations sont donnés dans la figure (3.3b): 
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Les fonctions d'interpolation associées sont: 

- 1 s r r 
hl =-(1+-)(-)(-+1) 

s 4 a b b 

- 1 s r r 
h2 =-(1+-)(-)(--1) 

s 4 a b b 

- 1 s r r 
h3 = -(1--)(-)( --1) 

s 4 a b b 

- 1 s r r 
h4 =-(1--)(-)(-+1) 

s 4 a b b 

- 1 s r 2 
hss =-(1+-)(1-(-) ) 

2 a b 

- 1 s r 2 h6 =-(1--)(1-(-) ) 
s 2 a b 

Interpolations des composantes ers 

Dans ce cas on utilise les quatre points de la figure (3.3c), par conséquent 
l'interpolation est bilinéaire suivant r et s. 

4_ . 
ers (r, s, t) = I,hirs (r,s)e~s (ri, si, t) 

i=l 

Les fonctions d'interpolation sont: 

- 1 r s 
hl =-(1+-)(1+-) rs 4 a a 

- 1 r s 
h2 = - (1--)(1 +-) 

rs 4 a a 
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- 1 r s 
h3 = - (1--)(1--) rs 4 a a 

- 1 r s 
h4rs = 

4 
(1 +-)(1--) 

a a 

Les composantes des déformations aux points d'interpolation sont calculées à partir 

des relations (3.7) et (3.15) et des formules d'interpolation de type (3.57) utilisant les 

fonctions d'interpolation de l'élément Q9. 

La construction des matrices et vecteurs élémentaires est effectuée selon la démarche 

utilisée pour l'élément Mitc4. L'intégration numérique est effectuée avec 3x3x2 

points dans les directions r, s, et t. 

Malgré l'absence des preuves théoriques à l'heure actuelle sur le bon comportement 

de cet élément, les tests de validation que nous présentons dans le chapitre IV 

montrent sa haute performance. 
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CHAPITRE IV 

VALIDATION DES ELEMENTS COQUES 

Les éléments Mitc4 et Mitc9 ont été introduits dans le code décrit au chapitre II. 
Dans un premier temps, des tests ont été effectués sur des coques homogènes. 
Ensuite, ils ont été étendus aux plaques composites présentant des dissymetries 
matérielles ou géométriques. En deuxième partie_ nous présentons l'analyse 
dynamique d'une structure formée par un assemblage de plaques, le chapitre se 
termine par l'étude d'un système de fondation en radier-bêche. 

IV.1 Coques isotropes 

Structure plissée console sous charge linéïque 

Il s'agit d'une structure composée par un assemblage de deux plaques rectangulaires 
faisant chacune un angle de 30° avec le plan horizontal. Les caractéristiques 
géométriques et mécaniques sont données dans la figure (4.1). Deux cas de 
chargement ont été étudiés : 
(i) une densité linéïque de force verticale, 
(ii) une densité linéique de force horizontale. 

La solution de référence est une solution par éléments fmis (lbrahimbegovic, Frey et 
Rebora 1993) basée sur une formulation variationnelle non conventionnelle du 
milieu continu classique et sur l'utilisation d'un champ de rotation indépendant. Le 
tableau (4.1) montre le déplacement du point A obtenu avec l'élément Mitc4, la 
solution de référence, la théorie des poutres et une solution par éléments finis 
(Bemadou 1989). On observe une très bonne concordance entre le résultat de 
l'élément Mitc4 et les autres solutions. En effet, l'erreur maximale par rapport à la 
solution de référence est de l'ordre de 1,2%. 

Poutre caisson en torsion 

Le deuxième exemple porte sur l'étude d'une poutre caisson en torsion. Les 
caractéristiques géométriques et mécaniques sont données dans la figure (4.2). Le 
moment de torsion appliqué est introduit sous forme de flux cisaillement. La 
solution de référence résulte de la moyenne de plusieurs logiciels d'éléments finis 

(Afnor 1990). Un maillage de quatre vingts éléments Mitc4 est utilisé, soit 10x2 
mailles pour chaque plaque. Le tableau (4.2) montre les déplacements et les 
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Structure plissée en console 

Caractéristiques géometriques et mécaniques : 

L=1,26 B=1 h=0,124 a=30° 

E=3e7 v::::O 

Chargement: pz=1000 qy=1000 

L 

z 

pz=lOOO 

A 

Figure 4.1 : Caractéristiques géométriques et mécaniques de la plaque plissée 

Modéle Maillage Charge pz Charge pz Charge qy Charge qy 

UA*lo4 WA*I04 VA*1o4 WA*104 

Solution de 6x3 -1817 -8349 -1362 -542 

référence 

Mitc4 6x3 -1816,8 -8345 -1345,7 -542,8 

Théorie des -1817 -8395 

poutres 

poutres avec -1817 -8407 

effort tranchant 

Bernadou (89) 6x3 -1817 -8372 

Tableau 4.1 : Validation de Mitc4 sur une structure plissée, 
déplacement du point A. 



l=lm b=O,lm épaisseur= 0,005m 

v=0,3 

Chargement 

Moment de torsion : Mt = 1 ON x rn 

z 

A_,. Y -
x 

...J------

1 -- -.:...-- -1 - -- -s-

Figure 4.2: Caractéristiques de la poutre caisson. 

Solution de Mitc4 
référence 

v(m) -0,617e-6 -0,616e-6 
A(O,S/0/0,05) Ox (rd) 0,123e-4 0,123e-4 

O'xy (Pa) -O,lle6 -O,lle6 

W(m) -0,987e-6 -0,986e-6 
B(0,8/-0,05/0) Ox (rd) 0,197e-4 0,197e-4 

O'xz (Pa) -O,lle6 -0,108e6 

Tableau 4.2 : Test de validation de Mitc4 sur une poutre 
caisson en torsion - déplacements et contraintes 
aux points A et B. 



contraintes aux points A et B obtenus par l'élément Mitc4 et la solution de référence. 

On observe un bon accord entre les deux solutions. En effet, l'écart maximal constaté 
est inférieur à 0,5% sur les déplacements et à 2% sur les contraintes. 

Cylindre pincé avec diaphragmes 

Il s'agit d'un cylindre sollicité par deux forces diamétralement opposées et qui repose 

à ses extrémités sur deux diaphragmes rigides dans leur plan. Les caractéristiques 
géométriques et mécaniques sont données dans la figure (4.3). La solution de 
référence est une solution analytique basée sur la théo~e de Kirchhoff (Lindberg et 
al, 1969). 

Ce test constitue un des tests les plus sévères pour vérifier la capacité d'un élément 
de coque à décrire des champs de déformations de membrane complexes avec une 
part importante de flexion sans extension de la surface moyenne. Il est souvent 

utilisé pour vérifier l'absence de blocage en membrane pour des éléments coques. 

Un huitième de la coque est modélisé avec des éléments Mitc4 ou Mitc9. Les 
conditions aux limites sont données dans la figure 4.3. Les tableaux (4.3a, 4.3b, 

4.3c) montrent les résultats obtenus avec les éléments Mitc4 et Mitc9 pour le 
déplacement transversal en C, le déplacement axial en D et l'effort normal 
circonférentiel en C. Nous avons également indu d~s ces tableaux les résultats 
obtenus par les éléments Q8-48, DKQ24 et Q4y24 ( Batoz et Dhatt 1992). Ce 

dernier élément est semblable à l'élément Mitc4 mais il est construit avec une 

intégration explicite dans l'épaisseur et possède six degrés de libérté par noeud. 

En ce qui concerne l'élément Mitc9, la convergence est rapide sur les déplacements: 

on obtient pratiquement les valeurs de référence avec un maillage de 8x8 éléments. 
Pour le même maillage, l'effort normal au point de Gauss le plus proche du point C 
donne une valeur inférieure de 17% à la valeur de référence. Un calcul direct au 
noeud donne une valeur 20% supérieure à cette dernière. 

Le figures (4.4a et 4.4b) montrent l'évolution de l'effort normal et du moment 
fléchissant circonférentielle long du côté DC, obtenue avec l'élément Mitc9 avec le 
maillage de 8x8 éléments. On observe un gradient très important pour ces 
sollicitations au voisinage du point C. 

On note que l'élément Mitc4 converge très lentement mais d'une manière monotone 
sur les déplacements et sur l'effort normal. Avec un maillage de 20x20 éléments, les 
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Cylindre pincé avec diaphragmes 

Caractéristiques géométriques et mécaniques 

L=6m R=3m h=0,03m E=3e10 Nfm2 

Chargement: 

P=lN 

Conditions aux limites : 

U=V=~=O sur AD 

V=a=O surBC 

W=~=O 

U=~=O 

sur AB · 

sur CD 

v=0,3 

Figure 4.3 : Cylindre pincé avec diaphragmes rigides soumis 
à deux forces diamétralement opposées. 



- Eh 
Valeur de référence : 164,24 Wc=-Wc p 

Modèle 4X4 8X8 12X12 16X16 20X20 

Q4y24 60,93 121,95 143,37 

DKQ24 101,24 154,84 164,95 

Q8 48 151,67 161,05 

MITC4 62,01 122,4 143,85 152,8 157 

MITC9 158,31 164,25 

Tableau 4.3a: Test de validation des éléments Mitc4 et Mitc9 sur un cylindre pincé
déplacement du point C dans la direction de la charge. 

- Eh 
Valeur de référence: 4,114 VD=-VD p 

Modèle 4X4 8X8 12X12 16X16 20X20 

Q4y24 3,98 4,19 4,16 

DKQ24 5,96 4,44 4,26 

Q8 48 3,78 4,11 4,11 

MITC4 3,97 4,21 4,17 4,15 4,138 

MITC9 3,816 4,106 

Tableau 4.3b : Test de validation des éléments Mitc4 et Mitc9 sur un cylindre pincé
déplacement du point D suivant l'axe du cylindre. 

N -RN ne Valeur de référence: 18,6 llC- p 

Modèle 4X4 8X8 12X12 16X16 20X20 

Q4y24 1,83 10,98 14,58 

DKQ24 8,83 17,65 20,32 

MITC4 * 5,09 11,09 14,7 16,76 17,91 

MITC9* 9,93 15,54 

Tableau 4.3c : Test de validation des éléments Mitc4 et Mitc9 sur un cylindre pincé
effort normal circonférentiel en C. 

(*) Valeur calculée au point de Gauss le plus proche du point C 
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Figure 4.4 : Test de l'élément Mitc9 sur un cylindre pincé soumis 
à deux forces diamétralement opposées. 
a) Effort normal circonférentielle long de DC 
b )Moment fléchissant circonférentielle long de DC 

(a) 

(b) 



erreurs sur le déplacement et l'effort normal en C sont respectivement de 4,5% et 
3,7%. Ce comportement de l'élément Mitc4 peut s'expliquer par la faiblesse bien 
connue de l'élément Q4 à bien prédire les efforts membranaires et par une rigidité 

importante à la flexion dans ce cas. 

Etude d'une tour de refroidissement 

Dans cette section, nous allons tester le programme sur un problème de tour de 
refroidissement en béton armé articulée à sa base. Les caractéristiques géométriques 
de la tour sont données dans la figure (4.5). Le béton est consideré comme un milieu 
élastique linéaire caractérisé par un module d'Young de 211x105kNJm2 et un 
coefficient de poisson de 0,2. Le coefficient de dilatation et le poids volumique sont 
fixés respectivement à 12x1o-6rc et 24kN/m3. 

Ce problème fût traité par Fonder (1972) et Larsen (voir référence précédente) pour 
le cas poids propre, et Frey et al (1974) pour le poids propre et pour un chargement 
thermique correspondant à une distribution uniforme de temperature (e= 50°c). Les 

résultats de ces travaux seront utilisés comme référence. 

Nous avons modélisé un quart de la tour avec deux maillages. Le premier comporte 
une discrétisation avec l'élément Mitc4 comportant 30 éléments suivant la 

méridienne avec une progression géometrique de 1,15 appliquée sur la zone étendue 
de la base à la gorge, et 18 éléments suivant le parallèle; soit au total 540 éléments 
de maillage. 

Le second maillage contient 19 éléments Mitc9 suivant _la méridienne avec la même 
progression géometrique et 8 éléments suivant le parallèle, soit au total 152 

éléments. 

Le tableau 4.4a montre les déplacements et les rotations aux points A et C obtenus 
par les différents modèles pour le cas du poids propre. On observe une bon accord 

entre les résultats donnés par l'élément Mitc9 et la solution de référence hormis la 
rotation eA où la solution obtenue par l'élément Mitc9 est plus proche de celle de 
Larsen. L'écart constaté sur eA (18%) peut être attribué au maillage. L'élément 

Mitc4 donne dans ce cas une solution très précise pour le déplacement vertical au 

point A. pour les autres déplacements, on observe un écart par rapport à la solution 
de référence de 21% sur UA, 68% sur e A et de 6% sur ec Ces écarts peuvent être 

attribués aux erreurs d'approximation géometrique intrQduites avec l'élément Mitc4 

et à l'insuffisance du maillage en tête de la tour. La figure 4.6a montre les 
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38,95m 

Equation canonique de la méridienne: 

2 2 2 
x - 0,18 y = (21,424) 

Figure 4.5 :Tour de réfroidissement-caractéristiques 
géométriques. 

101,14m 



Modèle UAxl04(m) VAx1o2 (rn) 8Ax106 (rad) ecx105 (rad) 

Frey et al 1,2 -0,521 5,019 -8,33 

Fonder 1,233 -0,521 -8,86 

Larsen 1,194 -0,521 4,398 -8,23 

Mitc4 1,45 -0,522 8,45 -7,82 

Mitc9 1,19 -0,521 4,13 -8,22 

Tableau 4.4a: Validation des éléments Mitc4 et Mitc9 sur une tour de refroidissement
déplacements en tête et en pied de la tour sous le poids propre. 

N = - --- Nll référence 
--- N22 référence -= . - • Nll Mitc9 

oc o N22 Mitc9 
--- --•---- Nll Mitc4 --e N - ----G---- N22 Mitc4 

'"' -= -= ~ -.s oc 
~ = "CS -.:1' 
~ -·~ u -.:1' 

= N 

= 
20 -30 -80 -130 -180 -230 -280 

Efforts normaux circonférentiel et méridional N11 et N22 (KN/m) 

Figure 4.6a: Validation des éléments Mitc4 et Mitc9 sur une tour de refroidissement
efforts normaux sous le poids propre. 



Modèle UAxl02(m) VAxlO(m) 8Axl05 (rad) ecxl02 (rad) 

Frey et al 1,428 0,69 0 1,292 

Mitc4 1,428 0,69 1,6 1,2 

Mitc9 1,428 0,69 0,0432 1,29 

Tableau 4.4b: Validation des éléments Mitc4 et Mitc9 sur une tour de refroidissement
déplacements en tête et en pied sous une élévation de temperature. 
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8 -900 
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"ë:i -= E 
loo -350 Q 
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~ -
-; 19.33 = Q 
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"i: 14 'QI 

E ... 
= 8.667 QI 

E 
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~ 3.333 
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0 

--- Référence 
o Mitc9 

······· ·· Mitc4 

2 4 6 8 1 0 

Côte par rapport à la base (m) 

(b) 

Référence 
0 Mitc9 

·········· Mitc4 

1.94 3.88 5.82 7.76 9.7 

Côte par rapport à la base (m) 

(c) 

Figure 4.6: Validation des éléments Mitc4 et Mitc9 sur une tour de refroidissement 
sous charge thermique. 

b) évolution de l'éffort normal circonférentiel 
c) évolution du moment fléchissant méridional 



sollicitations obtenues avec les éléments Mitc4 et Mitc9 et la solution de référence 

pour le cas du poids propre. On observe un bon accord entre les trois solutions avec 

un écart maximal de 2%. 

Le tableau (4.4b) montre les déplacements et les rotations aux points A etC pour le 

cas de charge thermique. On observe un bon accord entre les éléments Mitc4 et 

Mitc9 et la solution de référence sauf pour la rotation en A. Cet écart est attribué à 

l'insuffisance du maillage en tête de la tour et il est plus important avec l'élément 

Mitc4 qu'avec l'élément Mitc9. Les figures 4.6b et 4.6c montrent une comparaison 

des sollicitations obtenues par les trois solutions pour le chargement thermique. On 

observe la même allure de variation avec un bon accord sur les valeurs maximales. 

En effet, les écarts entre les résultats de l'élément Mitc9 et la solution de référence 

sont de l'ordre de 1% sur l'effort normal circonférentiel et de 3,5% sur le moment 

méridional. Les écarts avec l'élément Mitc4 sont de 2,5% sur l'effort normal et de 

11,5% sur le moment méridional. 

IV .2 Plaques dissymétriques 

Deux cas de plaques composites sont étudiés dans ce paragraphe. Il s'agit de plaques 

présentant une dissymétrie résultant d'une variation de l'épaisseur, ou de l'orientation 

des fibres des couches disposées de part et d'autre du plan moyen. 

Plaque stratifiée orthotrope 

La plaque est simplement appuyée sur ses quatre côtés et soumise à une charge 

uniformément répartie. Les caractéristiques mécaniques et géométriques sont 
données dans la figure (4.7). 

Pour ce test, nous disposons d'une solution de référence donnée par Srinivas (1973). 

Il s'agit d'une solution analytique basée sur la théorie de l'élasticité. Le tableau (4.5) 

montre les résultats obtenus avec l'élément Mitc4, la solution de référence et une 

solution obtenue à l'aide de l'élément Héterosis (Owen et Figueiras, 1983). On 

constate un bon accord entre les résultats de l'élément Mitc4 et de Owen et Figueiras 

avec un écart inférieur à 1,5%. L'écart entre les résultats de l'élément Mitc4 et la 

solution de référence est inférieur à 1% sur la flèche. Il est de l'ordre de 1,8% sur la 

contrainte en face supérieure et de 11% sur la contrainte en face inférieure. 
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Plaque stratifiée carrée soumise à une charge uniforme 

Caractéristiques géométriques et mécaniques : 

alh=10 

~~~~~~~ .... •-Peau supérieure: épaisseur 0,1h 

-1 .... --Coeur: épaisseur 0,6h 

~~ .... --Peau inférieure: épaisseur 0,3h 

Caractéristiques mécaniques de la peau : 

EL =3,4156 Er =1,7931 GLr =1 

Gzr =1,015 GLz = 0,608 VLT = 0,44 

Le rapport entre les modules des peaux et du coeur est fixé à 10. 

Coefficients correcteurs: k1=k2=0,245 

Figure 4. 7 : Plaque stratifiée - caractéristiques géométriques 
et mécaniques. 

cr x 1 q au centre de la plaque 
-w Face Peau sup coeur coeur Peau inf 

supérieure interface Interface Interface Interface 

SuP inf 

calcul exact 34,549 63,756 50,236 5,0409 -0,3360 -3,4028 

plaque mince 25,342 67,06 56,199 5,6199 -0,8973 -8,973 

Owen et 34,921 63,504 53,218 5,3218 -0,8497 -8,497 . 
Figueiras 

1983 

Mitc4coque 34,7 62,66 52,5 5,25 -0,838 -8,38 

Face 

inférieure 

-43,771 

-41,56 

-39,354 

-38,83 

Tableau 4.5 : Validation de l'élément Mitc4 sur une plaque stratifiée soumise à une 
charge uniforme-flèche et contrainte au centre. 

La valeur adimensionnelle de la flèche est : 

W = W GLT(coeur) 
hq 



Plaque multicouche 

Les tests ont été effectués sur deux séries de plaques multicouches. Dans la première 
série, on étudie le comportement des panneaux simplement appuyés sur les quatre 
côtés avec des conditions supplémentaires sur les déplacements dans le plan moyen. 
Les nappes des fibres sont orientées alternativement par rapport à l'axe x de la 
plaque; les couches ont toutes la même épaisseur. La plaque est soumise à un 
chargement doublement sinusoïdale. Ses caractéristiques géometriques et 
mécaniques sont données dans la figure (4.8). Deux séquences d'empilement des 
couches ont été examinées, à savoir deux couches ( -8/+8) et six couches ( -8/+8/-
8/+8/-8/+8). 

Un maillage de 16x16 éléments Mitc4 a été adopté pour la plaque complète. Les 
conditions aux limites sont: 

W=V=O sur AB et CD 

W=U=O sur AD et CB 

La solution de référence est une solution en double séries basée sur la théorie de 
Love-Kirchhoff (Leissa et Whitney 1969). Nous avons également comparée notre 
solution à celle de Geoffroy et Girard (1993) obtenue à l'aide de l'élément coque 
dégéneré à huit noeuds avec integration réduite. Le tableau (4.6) montre les résultats 
de la flèche au centre. On observe un très bon accord entre les trois solutions avec un 
écatmaximal inférieur à 1,8%. 

La deuxième série concerne une plaque à plis croisés respectivement à 0° et 90°. 
Elle est simplement appuyée et soumise au cas de charge précédent. Deux 
séquences d'empilement ont été considerées : deux couches (0° /90°) et quatres 
couches (0°/90°/0°/90°). 

Les caractéristiques mécaniques sont données dans la figure (4.9). Les conditions 
aux limites sont les suivantes: 

W=U=O sur ABetCD 

W=V=O sur AD etCB 
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Plaque carrée simplement appuyée à plis alternés 

y Caractéristiques mécaniques: 

D c 

' 
EL =40 ET =1 VLT = 0,25 

' 
GLT =1 GLz =1 GTz =1 

' Chargement doublement sinusoïdal: 

' 

A 

~ 

.1tX.7ty 
p=p0 sm-sm-

a a 

Elancement : alh= 100 

' 90- x 
B 

a ..... 

Figure 4.8: Plaque multicouche à plis altémés- caractéristiques 
géométriques et mécaniques. 

Deux couches: -616 k1=k2=0,833 

e oo 15° 30° 

W ( ana!yt:ique) 2,704 4,271 4·,838 

W (Geoffroy et Girard) 2,723 4,291 4,858 

W(Mitc4) 2,70 4,27 4,847 

45° 

4,667 

4,688 

4,69 

Tableau 4.6a : Validation de l'élément Mitc4 sur une plaque simplement appuyée 
avec deux couches à plis alternés - flèche au centre 
pour différentes orientations des fibres. 

Six couches: -61+61-61+61-61+6 k1=k2=0,833 

e oo 15° 30° 45° 

W (analytique) 2,704 2,377 1,819 1,622 

W (Geoffroy et Girard) 2,723 2,4 1,84 1,64 

W(Mitc4) 2,70 2,382 1,84 1,65 

Tableau 4.6b: Validation de l'élément Mitc4 sur une plâque simplement appuyée 
avec six couches à plis alternés - flèche au centre 
pour différentes orientations des fibres. 



Plaque carrée simplement appuyée à plis croisés 

A 

.... 

--
--

a 

- -
- -
- -

c 

B 

.... 

Caractéristiques mécaniques des 
couches: 

GLT =0 5 
ET ' 

GLz =0 5 
ET , 

GTZ =0 5 
ET ' 

VLT =0,25 

Elancement: alh=100 

Chargement doublement sinusoïdal: 

. 1tX . 1ty 
p=p0sm-sm-

a a 

Figure 4.9 : Plaque multicouche à plis croisés à 0° et 90°
caractéristiques géométriques et mécaniques. 

Deux couches : 0°190° 

ErfET 10 20 30 40 

W (analytique) 1,589 1,194 0,959 0,802 

W (Geoffroy et Girard) 1,59 1,197 0,964 0,807 

W(Mitc4) 1,588 1,193 0,959 0,802 

Tableau 4. 7 a : Validation de l'élément Mitc4 sur une plaque avec deux couches à plis 
croisés à 0° et 90°- flèche au centre en fonction du rapport des 
modules. 

. 
Quatre couches : 0°/90°/0°/90° 

ErfET 10 20 30 40 

W (analytique) 1,017 0,608 0,434 0,337 

W (Geoffroy et Girard) 1,021 0,613 0,438 0,341 

W(Mitc4) 1,016 0,608 0,434 0,338 

Tableau 4. 7b : Validation de l'élément Mitc4 sur une plaque avec quatre couches à plis 
croisés à 0° et 90°- flèche au centre en fonction du rapport des 
modules. 

3 
W =WET\ x102 

Poa 



Er.JET 10 20 30 40 

k1 0,74875 0,65053 0,59299 0,55727 

k2 0,74875 0,65053 0,59299 0,55727 

(a) 

Er.JET 10 20 30 40 

k1 0,70615 0,67439 0,66207 0,65555 

k2 0,70615 0,67439 0,66207 0,65555 

(b) 

Tableau 4. ?bis : Plaque carrée dissymétrique à plis croisés, valeurs des coefficients 

correcteurs en fonction du rapport des modules et du nombre des 

couches 

a) deux couches 0/90 

b )quatre couches 0/90/0/90 



La solution de référence est comme dans le test précédent due à Leissa et Whitney 
(1969).Le maillage utilisé est celui du test précédent. Les résultats sont donnés dans 
le tableau (4.7). On observe l'influence du rapport EI)ET (EL et ET designent 

respectivement le module d'Young dans le sens des fibres et dans le sens 
perpendiculaire) et du nombre des couches sur le comportement de la plaque. On 
constate un très bon accord entre les trois solutions avec des écarts inférieurs à 1%. 

IV.3 Test en dynamique d'un assemblage de plaques 

On présente dans ce paragraphe un test en vibrations libres sur une structure formée 
par un assemblage de plaques. Les caractéristiques géometriques et mécaniques de 
la structure étudiée sont données dans la figure (4.10). Elle est supposée non 
appuyée ce qui implique la présence de six modes de corps rigide. 

Un maillage en 240 éléments Mitc4 est adopté: 8x10 éléments pour les plaques 
supérieure et inférieure et 4x10 éléments pour les plaques entretoises. Le paramètre 
de décalage appliqué (le shifting) dans l'algorithme d'itérations par sous espace est 
égal à -1000. 

La solution de référence est obtenue par la moyenne des résultats de plusieurs codes 
de calcul (Afnor 1990). Ce test a fait aussi l'objet de vérifaction expérimentale dont 
les résultats sont donnés par l'Afnor. 

Le tableau (4.8) montre les fréquences des six premiers modes avec déformation 
obtenus par l'élément Mitc4 et par la solution de référence ainsi que les valeurs 
données par l'expérimentation. On note un bon accord entre les résultats obtenus 
avec l'élément Mitc4 et la solution de référence. En effet, l'écart maximal est de 
l'ordre de 7% sur la sixième fréquence. 

Les mesures expérimentales s'accordent relativement bien avec les solutions 
précédentes hormis la deuxième fréquence. En effet, on observe un écart de l'ordre 
de 12% entre l'élément Mitc4 et l'expérimentation et de l'ordre de 9% entre la 
solution de référence et cette dernière. Cet écart peut être dû à un problème 
d'expérimentation. 
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Figure 4.10: Structure composée d'un assemblage de plaques
caractéristiques géométriques et mécaniques. 



mode1 mode2 mode3 mode4 mode5 mode6 

Hz Hz Hz Hz Hz Hz 
résultat experimental 606 760 865 944 1113 1144 

solution de référence 584 826 855 911 1113 1136 

MITC4 598 848,7 894 954 1153 1214 

Tableau 4.8 : Test en dynamique de l'élément Mitc4 sur un assemblage de plaques

valeurs des six premières fréquences propres. 

IV.4 Application à l'étude d'un radier à bêches périphériques 

Présentation 

-
Dans cette section, on présente une application des éléments coques à l'analyse du 

comportement d'un système de fondation utilisé dans les habitations légères. Il s'agit 

d'un système d'un radier renforcé par des bêches (Figure 4.11 ). Ce type de fondation 

est généralement soumis à deux types de charges: une charge uniformément répartie 

agissant sur le radier et des charges linéiques appliquées sur les bêches. 

L'analyse du comportement de ce type de fondation a été effectuée avec des 

hypothèses simplificatrices en considérant une modélisation plane de la partie 

centrale du radier. Cet type analyse ne tient pas compte de l'effet tridimensionnel 

qui peut être important dans ce cas (Shahrour et al 1989). Pour analyser l'effet 

tridimensionnel, nous proposons d'assimiler le radier et ses bêches à un assemblage 

de plaques; l'interaction entre le radier et le sol a été modélisée par des appuis 

élastiques. 

Modélisation 

Le modèle de référence est constitué d'un radier carré de 1 Om de côté et de 12cm 

d'épaisseur reposant sur quatre bêches péripheriques de 70cm de hauteur et de 20cm 

d'épaisseur. On suppose que le béton est élastique linéaire caractérisé par un module 

d'élasticité de 12e3MPa et un coefficient de Poisson de 0,25. Le sol de fondation est 

caractérisé par un module de réaction de 50000kN/m3. Les charges agissant sur le 

radier et sur les bêches ont été prises égales respectivement à 1 ,5kPa et 40kN/ml. 
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Un quart de la structure a été modélisé en utilisant un maillage en 560 éléments 
Mitc4. Les figures 4.12 et 4.13 montrent la déformée de l'ensemble ainsi que le 
tassement et la rotation de la bêche. On observe une rotation importante de cette 
dernière vers l'intérieur mobilisant la butée du sol. Cette rotation est maximale dans 
la zone centrale et commence à diminuer au delà de 2,20m du bord. Le tassement 
est important sous la bêche et à l'inverse de la rotation elle augmente en 
s'approchant du bord (1,2mm dans la zone centrale et 1,5mm au bord). 

Analyse du comportement global 

Les déplacements operés par la bêche montrent que le comportement du radier est 
plan dans la zone centrale et qu'à une certaine distance du bord, il devient 
tridimensionnel. Ceci est dû aux gradients de rotation et de tassement de la bêche au 

voisinage du bord. Ils ont pour effet de mobiliser la torsion du radier et de la bêche 
dans cette zone. 

Pour étayer notre observation nous avons réporté dans les figures 4.14a, 4.14b et 
4.14c les sollicitations subies par le radier dans la zone centrale, à L/10 et L/20 du 
bord (L étant la longueur du radier). On observe un moment important à sa jonction 
avec la bêche résultant de la mobilisation de la butée _du sol (figure 4.14a) et qui 
augmente au voisinage du bord (fig 4.14b) à cause de la torsion subie par la bêche. 

La figure (4. 15b) qui montre les sollicitations de la bêche dans cette zone confinne 
cette analyse. Le moment en travée est aussi important et augmente au voisinage du 

bord à cause de la torsion subie par le radier (figure 4.14c). Cette étude nous permet 
de conclure donc que l'effet du bord devient nègligeable au délà d'une distance de 

l'ordre de 2,20m et que dans cette zone du radier une analyse bidimensionnelle de 

type déformation plane semble suffisante. Ceci est d'ailleurs confirmée en observant 
la figure (4.16), où on compare le moment agissant dans la zone centrale du radier 

au moment obtenu par une analyse en déformation plane. 

Etude du Comportement de la zone centrale 

Le mécanisme de déformation montre que le comportement de la zone centrale du 

radier depend de la rigidité du radier, des dimensions de la bêches et de la nature du 

sol. Nous allons ci-après, analyser l'influence de ces facteurs sur le comportement 
du radier-bêche. Les figures 4.13 et 4.17 montrent les résultats obtenus. On constate 
qu'une augmentation de la longueur du radier de 100% n'a pas beaucoup d'effet sur 

son comportement; qu'une augmentation de la hauteur de la bêche de 42% a pour 

effet d'augmenter de 70% le moment à la jonction entre le radier et la bêche et de 
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baisser de 13% le moment maximal en travée. Ce changement s'explique par 

l'augmentation du moment des forces de butée sur la bêche. En effet, malgré la 

chute de rotation de la bêche de 54% et une chute de son tassement de 9%, le 

moment des forces en question augmente puisqu'il est proportionnel au carré de la 

hauteur. 

Ces figures montrent egalement qu'une augmentation de l'épaisseur du radier de 

67% a pour effet d'augmenter sa raideur. En effet, la rotation de la bêche diminue, et 

par conséquent, le moment sur appui (52%); le moment en travée va à son tour 

augmenter (120%) suite à la diminution d'une part du moment sur appui et d'autre 

part de la flèche du radier. Enfin, Un défaut de compactage (K=5000kN/m3) se 

traduit par une forte augmentation de la rotation de la bêche (540%) et de son 

tassement (630%). Étant donné que le module du sol a été divisé par 10, le moment 

à la jonction entre le radier et la bêche chute de l'ordre de 34,5%. Le moment en 

travée subit une très forte augmentation (170%) à cause d'une part de la diminution 

du moment sur appui et d'autre part à la baisse des forces de réactions du sol; il 

s'attenue plus lentement dans le radier. 
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Figure 4.12b : Défonnée du radier-bêche. 
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CONCLUSION GENERALE 

Ce travail a été entrepris dans le but d'étudier et de valider des éléments plaques et 
coques destinés au calcul des structures minces et épaisses rencontrées en génie 
civil. Dans cet objectif, nous avons étudié et programmé deux éléments plaques : les 
éléments Mitc4 et Mitc8, et deux éléments coques : lés éléments Mitc4 et Mitc9. 
Ces éléments ont fait l'objet de nombreux tests de validation en statique et 

dynamique sur des plaques et coques isotropes et multicouches et sur des plaques 
avec appuis élastiques. Ces tests ont porté sur différents aspects tels que 
l'élancement, le degré d'anisotropie, la capacité des éléments à décrire de champs 
de déformations et de contraintes complexes, le problème de jonctions et de 

raccords. Ils ont montré la capacité des modèles utilisés à résoudre une large classe 
de problèmes rencontrés en génie civil. Ils ont permis également de vérifier la 

démarche adoptée, en particulier le bon choix des facteurs de correction du 
cisaillement transversal et la bonne stratégie utilisée dans la programmation des 
éléments. Une analyse de ces tests permet de tirer un certain nombre de 

commentaires : 

- L'élément Mitc4 est un bon élément de flexion, qui a donné de résultats 
satisfaisants avec les plaques isotropes et composites, en statique et en vibration 
libre. Les tests effectués sur des plaques très minces n'ont pas révélés de blocage en 
cisaillement. Sa faiblesse réside dans une convergence lente quand le gradient des 
efforts résultants est important. Avec l'élément MiteS, des bons résultats ont été 

obtenus avec les plaques isotropes et composites et aucun blocage en cisaillement 
n'a été observé. En revanche, les tests effectués sur les plaques composites épaisses 
ont montré parfois une surestimation de la flèche, l'écart a été d'autant plus 
important que la plaque est fortement anisotrope. 

- En ce qui concerne l'élément Mitc4 coque, les résultats sont satisfaisants d'une 
manière générale, surtout dans les problèmes où la flexion est importante. L'élément 
est libre de tout blocage en cisaillement et en membrane. Le test sur le cylindre 

pincé a fait apparaître une convergence lente qui ne peut pas être attribuée à un 

blocage en membrane. On l'attribue plutôt à une faible capacité de cet élément à 
décrire de fort gradient des sollicitations accompagné d'une importante rigidité à la 
flexion. Enfin, le test sur la tour de refroidissement a montré la nécessité d'un 
maillage fin pour décrire correctement la géométrie. Pour ce qui est de l'élément 

Mitc9, les tests effectués ont été très satisfaisants. Ils montrent que cet élément est 

prometteur. 

70 



En conclusion de ce travail, nous mettons l'accent sur les différentes possibilités de 

simulation offertes par les modèles développés. Ces possibilités ont été illustrées à 
travers les applications traitées, notamment l'étude de l'aspect tridimensionnel du 
radier-bêche et le comportement dynamique d'une plaque avec appuis ponctuels. 
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ANNEXE A 

GEOMETRIE DES SURF ACES 

Description géométrique des coques 

Définitions 

Une coque est définie par une sutface courbe appelée sutface moyenne (longueur 
L, largeur B, rayon de courbure minimum Rmin ) et une épaisseur h telle que h < 
min (L, B, Rmin). Valeurs typiques: 

h 1 Rmin < 1/16 h/L< 1/4 

Tenseur métrique de la surface 

La sutface moyenne d'une coque est décrite par deux coordonnées paramétriques 

non nécessairement orthogonales r et s . En tout point rn de cette sutface, on peut 
définir la base paramétrique {a 1 } { a2 } { n}, par (Batoz et D ha tt 1992) : 

(A.1) 

{ n} étant le vecteur normal à la surface moyenne en m. 

La métrique de la sutface est caractérisée par un tenseur, appelé le tenseur métrique 

dont les composantes covariantes sont données par ( Batoz et Dhatt1992) : 

(A.2) 

(dans tout le texte les lettres grecques prennent les valeurs 1 ou 2) 

En écriture matricielle nous avons: 
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(A.3) 

A cette base covariante on associe une autre base dite la base contravariante, 
(Batoz et Dhatt 1992) par les relations: 

(A.4) 

[a a.~] étant la matrice inverse de la matrice [a a.~] : 

(A.5) 

a est le déterminant de [ aa.~] 

Les éléments de la base covariante et de la base contravariante sont liés par les 
relations: 

ô~ étant le symbole de kronecker 

De même nous avons : 

(A.7) 

Calcul de l'élément de surface 

Par définition, l'élément de surface est donné par: 

dA= ( { a1} A { a2 } )t. { n }dr. ds 
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soit: dA = -v'a.dr. ds (A.8) 

Tenseur des courbures de la sutface 

La courbure d'une sutface est associée au taux de variation du vecteur normal { n} 

sur cette surface. On la caractérise par le tenseur des courbures défini par ses 
composantes covariantes (Basar 1993): 

(A.9) 

En faisant appel aux composantes contravariantes du tenseur métrique, on peut 
définir par la procédure habituelle le représentant mixte du tenseur des courbures 
par: 

(A.lO) 

On a en outre les relations suivantes (formules de W eingarten) : 

{n},a = -b~.{bJ.} = -baJ. {a).} (A. 11) 

Une surface est souvent caractérisée par sa courbure moyenne et sa courbure 
gaussienne défmies respectivement par (Basar 1993) : 

H =1/2.b~ 

(A.12) 

b, étant le déterminant de la matrice [ba~] 

Si K=O, la surface est dite parabolique; elle est elliptique si K>O et enfin 
hyperbolique si K <0 . 
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Description de la base covariante en un point de l'épaisseur 

Soit Mun point situé dans l'épaisseur de la coque, défini par son vecteur position: 

{oM} ={ om}+z{n} = {om}+ t.h /2{n} (A.l3) 

ou te [ -1, + 1] est la coordonnée paramétrique de l'épaisseur. 

Par définition, la base covariante en ce point est détenninée par : 

{ g } = d{ oM} = { oM} (A.14) 
a. aa ,a. 

D'après (A. 11) nous avons: 

(A.15) 

(A.16) 

On remarque que: 

(A.l7) 

Calcul de l'élément de volume 

Par définition, l'élément de volume est donné par la relation: 

or: 

En utilisant (A.8) et (A.15) nous avons: 

(A.18) 
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où: 

(A.l9) 

Finalement on a pour l'élément de volume dv l'expression : 

dv = 1-1 -v'adr. ds. dz (A.20) 

Base contravariante en un point de l'épaisseur 

En tout point M de l'épaisseur, on peut définir une base contravariante de la même 

manière que la base contravariante de la surface : 

(A.21) 

(A.22) 

La matrice [ga.~] représentant contravariant du tense~r métrique de la coque est 

obtenue comme aal3 par: 

33 1 4 
g =-=2 

g33 h 

Les relations suivantes sont vérifiées : 

{ gi } t • { g j } = 0 

{ gi } t • { g j } = 1 

Sll=t=j 

. . . 
Sl 1 = J 

(A.23) 

(A.25) 
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ANNEXE B 

CALCUL DES EFFORTS RESULTANTS 

Les éléments de réduction des sollicitations appliquées sur la face r=cste se réduisent 

à: 

(B.l) effort résultant 

(B.2) moment résultant 

sont des efforts physiques par unité de longueur 

On défmit de façon analogue les éléments de réduction sur la face s=cste , soit: 

(B.3) effort résultant 

(B.4) moment résultant 

sont des efforts physiques par unité de longueur 

En projetant ces efforts sur la base covariante de la surface ( al ,a2,n) nous avons: 

{ M< a.)} = M( a.l) {a< 2 ) } - M( a.2 > {a ( 1) } (B. 6) 

N(ll) N< 22 > N< 12> N< 21 > sont des efforts membranaires par unité de longueur; 

q<l) q< 2
> sont des efforts de cisaillement transversal par unité de longueur; 
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M(ll) M< 22 > sont des moments fléchissants par unité de longueur; 

M<12 > M< 21 > sont des moments de torsion par unité de longueur. 

Tous ces efforts sont des efforts physiquement interprétables. 

D'une manière générale les efforts appliqués sur la face ea. = este avec, 

e1 = r e2 = s 

sont: 

{ N< a.>} h de~ = {Na. }.vide~ 

{ M< a.>} h de~ = {Ma. }-vide~ 

où: 

{Na.}= { N(a.) }~ 

{Ma.}= { M( a.>}~ 

(B.ll) 

(B.12) 

(B.9) 

(B. lü) 

Les efforts précédemment introduits sont des efforts intermédiaires faciles à relier 

aux composantes contravariantes du tenseur des contraintes. En projetant ces efforts 

sur la base paramétrique de la surface nous avons : 

{Na.}=Na.~{a~}+qa.{g3 } (B.13) 

{Ma.}=Ma.p{n}A{ap} (B.14) 

soit: 

N(a.~) =Na.~ ~a~~ 1 aa.a. (B.15) 
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(B.17) 

(B.18) 

Relations entre les efforts résultants et les contraintes 

Par définition nous pouvons écrire: 

(B.19) 

( Batoz et Dhatt 1992; Basar 1993) 

où {Ta} est le vecteur contrainte agissant sur la face ea= este 

(B.20) 

or: 

{Ta}= sïj{gi }®{ gj} ·{ga}! ~gaa (B.21) 

En remplaçant (B.13) (B.14) et (B.21) dans (B.19) et (B.20) et par identification des 

termes, on obtient : 

h/2 
Na~= f j.lj..L~S<XI'dz (B.22) 

-h/2 p 

h/2 
qa = f j.!Sa3dz (B.23) 

-h/2 

(B.24) 

on remarque que dans le cas général : 
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Relations entre Ma.~ et Na.~ dans le cas d'une coque de faible épaisseur 

Quand la coque est supposée mince, on peut écrire en première approximation : 

par conséquent: 

h/2 
Ma.~ = M~a. = J j..lSa.~zdz (B.25) 

-h/2 

L'expression (B.22) devient: 

(B.26) 

avec: 

h/2 
Na.~ = J j..lSa.~dz (B.27) 

-h/2 

Relations efforts résultants - déformations dans le cas d'un matériau isotrope 

On se place dans l'approximation suivante : 

h/2 
Na.~= J sa.~dz 

-h/2 

h/2 
Ma.~ = J sa.~zdz 

-h/2 

h/2 
qa. = J sa.~dz 

-h/2 

Les relations contraintes - déformations deviennent : 

avec: 
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T +T- f t T= sup m +-(T -T- ) 
2 2 sup mf 

Â.L représente le coefficient de dilatation linéaire du matériau. 

(B.30) 

or: 

En remplaçant les relations (B.29) (B.30) dans ( B.28), on obtient (Basar 1993): 

N- a~ _ D Ha~~ Eh 1 a~ ( T sup + T inf ) - eÂ. ---~~,La 
Il 1-v 2 

2 
aA aRÂ.!l Eh aA1 M'"'=BH'"' X'} .. - a'"'~~,L(T. -Tf) 

'"~-" 12(1- v) sup m 

(B.33) 

où: 

Ha~Âf.! = 1- v (aaÂ.a~!l + aa!la~Â. +~aa~a!lÂ.) 
2 1-v 

D- Eh 
-1-v2 (B.35) 

(B.31) 

(B.32) 

(B.34) 

A partir de ces relations et en utilisant (B.25) à (B.27) il est facile de passer au calcul 

des efforts physiquement interprétables qui sont donnés par (B.15) à (B.18). 

Remarque: 

Dans le cas des coques multicouches les résultats du calcul seront fournis sous forme 

des contraintes agissant sur les faces supérieure et inférieure de chacune des couches. 
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