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0 Introduction 
Le travail que nous présentons ici s'inscrit dans un domaine largement 

étudié durant les 25 dernières années: Nous cherchons à préciser la structure 
d'algèbre de Hopf des lacets sur un espace X à partir d'informations sur des 
caractères de finitude pour X. 

Plus précisément, si X est un espace topologique muni d'un point de 
base x 0 ; l'espace f!X des lacets de Moore pointés sur X est un monoïde 
topologique pour la composition des lacets. Il est défini par : 

f!X = {w: [0, t]--+ X continue telle que w(O) = w(t) = x 0}. 

En outre, pour tout espace topologique X et pour tout corps JK, nous 
pouvons considérer l'objet algébrique H.(X, lK) appelé homologie de X qui 
supporte des structures d'espace vectoriel gradué et de coalgèbre graduée. 
En particulier, H.(f!X, lK) est une algèbre graduée dont la multiplication 
provient de la composition des lacets ; cette structure d'algèbre est compati
ble avec la structure de coalgèbre: H,(f!X,lK) est une algèbre de Hopf. 

Plus généralement, dans la suite, nous nous intéresserons au cas d'une 
application f : Y --+ X entre espaces topologiques 1-connexes de types finis 
(l'homologie est finiment engendrée en chaque degré). A une telle application 
sont classiquement associés les invariants homotopiques suivants : 

Définition 0.1 : La catégorie de Lusternik-Schnirelmann de l'application 
f est le plus petit entier m ~ oo tel que Y peut être recouvert par m + 1 
ouverts U; qui vérifient la condition : la restriction de f à chaque U; est 
homotopiquement nulle. 

Dans le cas où f = id : X --+ X, nous retrouvons la définition de la catégorie 
de Lusternik-Schnirelmann de l'espace X. 

Remarque 0.2 : 

(i) cat(f) = 0 si et seulement si f est homotope à l'application nulle. 

(ii) cat(X) = 0 si et seulement si X a le type d'homotopie d'un point. 
(f = idx) 

(iii) cat(X) = 1 si et seulement si X est un co-R-espace. 
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Définition 0.3 : La fibre homotopique de f est le produit fibré F 
Y x 1P X ; elle est munie d'une opération canonique : 

{ 
(Yx 1P X) x nx 
((y,Î),w) 

appelée opération d'holonomie. 

En particulier, pour tout corps de coefficients OC, cette application induit une 
unique structure de H.(OX; OC)-module sur H.(F; K) que nous appelerons 
module d'holonomie. 

D'autre part, en géométrie algébrique, il est classique d'associer à un mo
dule gradué }tl[ sur une algèbre graduée A les invariants numériques suivants : 

Définition 0.4 : Le grade du A-module M : 

grade AM= inf{kiExt~*(M, A)# 0}. 

Si M = lK est un A-module trivial, nous retrouvons la 

Définition 0.5 : La profondeur de l'algèbre A est définie par : 

prof(A) = inf{kiExt~*(r<:,A) # 0}. 

Lorsque f : Y ---+ X désigne une application de fibre homotopique F, la 
structure de H.(OX; oc)-module sur H.(F; JK) permet de définir : 

Définition 0.6 : le grade de l'application f : 

gradei.'!:(f) = gradeH,(!1X;li!:)(H.(F;lK)). 

Dans la suite, nous nous placerons toujours sur un corps quelconque lK et nous 
écrirons souvent grade(!) au lieu de gradeoc(f), H.(X) au lieu de H.(X; lK) ... 

Si f =id: X---+ X, alors H.(F) = lK en tant que H.(OX)-module trivial et 
nous retrouvons la définition de la profondeur de H.(OX). 

En 1989, Y. Félix, S. Halperin, J.-M. Lemaire et J.-C. Thomas ont établi 
un lien entre invariant algébrique et invariant homotopique : 
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Théorème de la profondeur : [8] Si X est un espace topologique sim
plement connexe tel que chaque H;(X;K) soit finiment engendré, alors pour 
tout corps de coefficients JK : 

prof(H.(DX;IK))::::; cat(X). 

Ce résultat a aussi été démontré quelques années plus tard (1992) dans le 
cas relatif : 

Théorème du grade : (18] : Si f : Y --4 X est une application continue 
entre espaces topologiques 1-connexes de types finis alors pour tout corps JK : 

grad~(f) ::::; cat(f). 

Ces deux théorèmes s'inscrivent bien dans le cadre de recherche évoqué 
en début d'introduction ; ils permettent en effet, d'une part de préciser la 
structure d'algèbre de Hopf de H.(DX) à partir d'informations topologiques 
sur la "finitude" de X, d'autre part de préciser la structure de H.(DX)
module du module d'holonomie H.(F) grâce à des informations topologiques 
sur la "finitude" de f. 
Le caractère essentiel des invariants profondeur et grade dans ces deux types 
d'étude apparaît notamment dans les articles [12], [13], (17], [19], [15], [29] 
et [14]. 

Dans cette thèse, nous cherchons, modulo une hypothèse supplémentaire, à. 
affiner les théorèmes du grade et de la profondeur en remplaçant la catégorie 
de Lusternik-Schnirelmann par l'invariant de Toomer (cf 2.2.3) ex(!) qui 
vérifie : 

cupll!:(f) :S eoc(f) ::::; cat(f), 

où eup(!) désigne la eup-longueur de f (i.e. la longueur maximale d'un eup
produit non-nul dans l'image de l'application induite par fen cohomologie). 
Pour cela, nous définissons la notion d'application d'évaluation d'une appli
cation f (Déf. 2.3.1) ; notre résultat s'énonce alors: 

Théorème 1 : Si f : Y --4 X est une application continue entre espaces 
topologiques 1-connexes de types finis et si evf -=f. 0 alors pour tout corps JK : 

grad~(f) :S eoc(f). 

4 



Dans le cas particulier où f =id: X -+ X, nous retrouvons le 

Théorème A : ([2]) Si X est un espace topologique 1-connexe de type fini 
tel que ev x =f- 0, alors pour tout corps lK : 

prof(H.(lîX; 1K)) ~ em:(X). 

Remarque O. 7 : Ces théorèmes améliorent les théorèmes du grade et de la 
profondeur pour les raisons suivantes : 

(i) em:(f) est plus facile à calculer que cat(f). 

(ii) em:(f) minore cat(f). 

(iii) Au moment où nous écrivons, nous ne savons pas s'il existe un espace X 
de L.S. catégorie finie tel que la condition evx =f- 0 ne soit pas vérifiée. 
En outre, le théorème A apparaît comme une vraie amélioration de 
l'inégalité "prof~ cat" ; en effet, dans [32), les auteurs donnent l'exemple 
d'un espace X pour lequel el!!( X) = 2 et cat(X) = 3. Remarquons aussi 
([10]) qu'il existe des espaces pour lesquels cat(X) = oo et ell!(X) = 2. 

Dans la dernière partie de ce travail, nous montrons que dans nos deux 
théorèmes, les cas d'inégalité stricte et d'égalité peuvent tous deux se pro
duirent (la différence entre les deux invariants est parfois infinie). Cette 
section contient aussi des résultats découlant du théorème I. Nous déduisons 
en particulier les propositions suivantes : 

Proposition ( 4.3.5) : Si f : Y -+ X est une application continue de fibre 
homotopique F entre espaces topologiques 1-connexes de types finis avec X 
elliptique d'évaluation non nulle, alors, pour tout corps de coefficients JK, 

1) pg(H.(llX))- crH.(OX)(H.(F)) ~ e(X). 

2) Si de plus H.(F) est un H.(llX)-module finiment engendré alors 

pg(H.(F)) + gradeu.(ox)(H.(F)) ~ e(X). 

(La croissance polynomiale pg, la croissance cr et la notion d'ellipticité seront 
définies dans la quatrième partie.) 
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Proposition ( 4.5.8) : Si f : Y -+X est une application continue de fibre 
homotopique F entre espaces topologiques 1-connexes de types finis avec 

1) (Of). : H.(OY) -+ H.(OX) est injective, 

2) ev! :/= 0, 

alors 
gradeH,(ox)(H.(F)) = prof(H.(OX)) ~ e(f) 

En particulier, si prof(H.(OY)) = gldim(H.(OY) )alors on obtient un "pseudo 
mapping theorem" : 

M-cat(Y) ~ e(X). 

(Nous définirons l'invariant M-eat dans la quatrième partie). 

Le texte s'organise de la manière suivante : Dans une première partie, 
nous mettons en place les conventions et outils nécessaires. Les invariants 
sont alors définis dans une seconde partie, puis le théorème I est démontré 
dans la troisième partie. Enfin, nous consacrons une quatrième partie à des 
exemples et applications. 
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1 Notations et rappels. 
1.0 Conventions. 

OC désigne un corps quelconque et nous écrirons - Q9- et Hom(-,-) au lieu de 
-@JK;- et HomK( -,-). 

Un espace vectoriel gradué est une famille M = {M;};Ez de OC-espaces vec
toriels. Un élément x E M est un élément dans un certain M;. Nous dirons 
alors que x est de degré i et nous noterons lxi = i. 

Une application linéaire f : M --+ N de degré k est une famille d'applications 
linéaires J; : M; -+ Ni+k· 

Une différentielle dans M est une application linéaire d : M -+ M de 
degré -1 telle que d2 = 0, et l'espace vectoriel gradué quotient H(M,d) = 
ker(d)/im(d) est appelé homologie de M (noté souvent H(M)). 

La suspension de (M, d) est l'espace vectoriel gradué différentiel (EVGD) 
s(M,d) défini par (.sM);= M;_ 1 et s(dx) = -d(sx). 

Un morphisme c/!: (M, d)-+ (N, d) est une application linéaire de degré 0 <ft;: 
M;-+ N;, commutant aux différentielles. Il induit H(<f) : H(M)-+ H(N). 
Si H( cjJ) est un isomorphisme, cjJ est appelé quasi-isomorphisme et est noté 
M-=. N. 

Nous utiliserons la convention Mi = j\1_;. Nous aurons alors d: JvJi-+ Mi+l 
et ( sJvi)i = Mi+l. 

Le produit tensoriel d'espaces vectoriels gradués est défini par : 

Si f : M -+ M' et g : N -+ N' sont des applications linéaires de degrés 
respectifs k et l, alors f Q9 g : M ® N-+ M'® N'est l'application linéaire de 
degré k + l définie par: 

(f@ g)(x ®y)= ( -l)lxi-IBIJ(x)@ g(y). 

En particulier, (M, dM)® (N, dN) est l'espace vectoriel gradué M ® N muni 
de la différentielle dM@ idN + idM@ dN. 
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Une algèbre graduée differentielle ( ADG), est une algèbre graduée (associa
tive) A= {A;}iEz avec unité 1 E A0 et munie d'une différentielle satisfaisant 
d(xy) = (dx)y + (-l)fxfx(dy) (d est une dérivation). Il s'ensuit que l'image 
Im(d) est un idéal de la sous-algèbre graduée du noyau Ker(d). H(A) possède 
donc une structure d'algèbre graduée: l'algèbre d'homologie de A. 

Un morphisme cjJ : (A, d) -+ (B, d) d'ADG est un morphisme d'EVGD qui 
préserve les produits et l'unité ; ainsi, H( cjJ) est un morphisme d'algèbres 
graduées. Si H( c/J) est un isomorphisme, alors cjJ est un quasi-isomorphisme 
d'ADG (noté.=:.). 

Nous distinguons deux sous-classes importantes parmi les ADG: Une algèbre 
de cochaînes est une ADG de la forme (A, d) avec A= {k};>o et une algèbre 
de chaînes est une ADG de la forme (A, d) avec A= {A;}i2:0~ Nous noterons 
respectivement ADG* et ADG. ces deux sous-classes. 

Un module gradué différentiel (MGD) (à gauche) sur une ADG (A,d), est 
un EVGD (M, d) muni d'une application linéaire de degré zéro A 129 M-+ A, 
a 0 m,.... a.m, telle que (aa').m = a.(a'.m), l.m =met d(a.m) = da.m + 
( -1 )fafa.drn. 

Un morphisme de (A,d)-modules est une application linéaire cjJ: (M,d)-+ 
(N,d) telle que c/J(a.m) = ( -1)1af..Pa.c/J(m). 

Définissons maintenant une coalgèbre graduée différentielle (CGD). C'est un 
espace vectoriel gradué différentiel ( C, d) muni de deux morphismes; la co
multiplication 6. : ( C, d) -+ ( C, d) @ ( C, d) et la co-unité E : ( C, d) -+ lK tels 
que les diagrammes suivants : 

C®C 
l ide 0 t. ( coassociativité) 

C®C®C 

et 

C®C 
t. c t. 

C®C f-- --+ 

<®ide l Il l ide®' (condition de co-unité) 

:OC®C ~ c ~ c ®:OC 
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commutent. 
En outre, la différentielle est une codérivation Ceci est exprimé par la 
commutativité du diagramme : 

C ~ C@C 
d l l d 0 id+ id 0 d 

C ~ C@C 

(Avec la convention de Koszul rappelée en début de paragraphe: (d@id)(x@ 
y) = dx @ y et (id @ d) (x @ y) = ( -1) lxi x @ dy.) 

Un morphisme de CGD est un morphisme de IK-EVGD f : C---+ D tel que 
les diagrammes suivants commutent : 

C __!__, D C __!__, D 
<c 
'\, 

Une coalgèbre coaugmentée est une coalgèbre ( C, b.c, Ec) munie d'un mor
phisme de coalgèbres de degré zéro 'f/C : lK ---+ C (la coaugmentation). Nous 
noterons C = co ker 'f]c. 

Si C est coaugmentée, C ~ lK EB C en tant qu'espaces vectoriels ; la diagonale 
réduite Li est alors définie de manière unique par b.x = Ax + 1 0 x +x @ l. 

Un élément x E C est dit primitif si Lix = O. 

Un morphisme de coalgèbres coaugmentées est un morphisme de coalgèbres 
f : C ---+ D tel que f o 'f/C = 'f/D· 

Supposons maintenant que ((C,d),b.c,cc) est une CGD sur IK. Un C
comodule gradué différentiel (à gauche) (N, dN, b.N) est un IK-EVGD (N, dN) 
muni d'un morphisme de JK-EVGD de degré zéro, b.N: N---+ C@ N, tel que 
les diagrammes suivants : 

C®N N 
l Ac 0 idN et ~c 0 idN l 
C@C@N C®N 
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commutent. En outre, la différentielle doit vérifier le diagramme commutatif 
suivant : 

N ~ C&;N 
dzv 1 1 ide® dN +de® idzv 

N ~ C®N 

Un morphisme de C-comodules gradués différentiels à gauche est un mor
phisme de degré zéro f: M--+ N de :K-EVGD tel que !J.Nof = (idc®f)o!J.M. 

Nous appelerons algèbre de Hopf (A, !J., c, 17, 11), une coalgèbre coaugmentée 
munie d'une multiplication associative 11 : A@ A --+ A qui est un morphisme 
de coalgèbres. Cette condition, souvent appelée condition de Hopf, s'exprime 
par la commutativité du diagramme : 

(A® A)~ (A® A) 
ÀA0A1 

A®A 

(Notons que, si ( C, !J.c) et ( D, !J.n) sont des coalgèbres, on définit une dia
gonale sur le produit tensoriel en posant !J.c0D = (1 ® T@ l)(!J.c Q9 !J.D) où 
T(x®y) = (-l)lxl/yly®x). 

1.1 Les T-modèles. 
Rappelons que, si V est un espace vectoriel gradué, on note 

TV = lK Œ V Œ (V® V) Œ (V® V Q9 V) EfJ ... 

l'algèbre tensorielle sur V. 

Définition 1.1.1 : 

(i) Un modèle libre dans la catégorie des algèbres de cochaînes ou T-modèle 
d'une ADG* A est un quasi-isomorphisme (TV, d) -='t A dans lequel 
V= {Vi};:::1 est un JK-espace vectoriel gradué. . 

(ii) Un modèle libre ou T-modèle d'un espace topologique X est un T
modèle de l'ADG* C*(X) des cochaînes singulières sur X. 
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Proposition 1.1.2 : [16](prop.4.2 et cor.2 du Th.5) 

(i) une ADG* A possède un T-modèle simplement connexe si et seulement 
si H<0 (A) = 0, H 0 (A) = lK et H 1 (A) =O. 

Si ces conditions sont satisfaites, et si chaque Hi(A) est un K-espace 
vectoriel finiment engendré, alors TV peut être choisi de type fini (i.e. 
fini en chaque degré). 

(ii) Un espace simplement connexe X de K-type fini admet un T-modèle 
(TV, d), dans lequel 

Im(d) c (TV)+.(TV)+ 

(On dit alors que le T-modèle est minimal) 

0 

Lemme 1.1.3 : [16](lemma 4.3) Si (TV, d) est un T-modèle 1-connexe (i.e. 
H 0 (TV) = OC,et H 1(TV) = 0) alors il existe une décomposition en somme 
directe V = EB;~ 1 V ( i) telle que 

d: V(i) __... T(Œi<;V(j)). 

0 

Proposition 1.1.4 : [16](prop.4.6) Si (TV,d) ~ (A,dA) est un T-modèle 
1-connexe de l 'ADG (A, dA), et si M est un A -module tel que H<n ( M) = 0, 
alors il existe un quasi-isomorphisme de MGD de la forme 

(TV Q9 W,d) ~ M 

avec W = {Wih~n· Si en outre, H(M) et TV sont des OC-espaces vectoriels 
de type fini, alors W peut aussi être choisi de type fini. 

0 

Remarque 1.1.5 : Si Y--+ X est une application continue de fibre homo
topique F, l'application induite sur les cochaînes singulières fait de C*(Y) 

11 



un C*(X)-module. Kous pouvons alors appliquer la proposition précédente 
avec 

TV..=. C*(X) et TV é>9 W..=. C*(Y). 

Nous avons alors la 

Proposition 1.1.6 : [16]( cor.3 du Th.5) Sous les hypothèses de la remarque 
précédente, le modèle libre TV (>9 W ~ C*(Y) peut être choisi de telle sorte 
que 

d : W -+ (TV)+ Q9 W. 

(On dit alors que TV (>9 W est minimal). 

D 

Proposition 1.1. 7 : [16] (prop.4. 7) Si (TV, d) e.st un modèle libre 1-connexe 
et .si (TV® W, d) e.st un (TV, d)-module tel que W == {Wi}i>n, alors W e.st 
de la forme W == EBj:>:oW(j) avec -

d: W(j)-+ TV Q9 (EBi<jW(i)). 

0 

Nous nous intéressons maintenant au T-modèle d'une application. Pour 
cela, remarquons que l'on peut construire les coproduits : 

dans la catégorie des algèbres graduées. De plus, si B == TV, AU TV ~ 
EBk'=oA (>9 (V (>9 A)0 k en tant que A-modules. 
Si (A, d) et (B, d) sont des ADG alors il existe une ADG unique, de la forme 
(AU B, d) telle que o et fJ soient des morphismes d'ADG. C'est le coproduit 
d'ADG de (A,d) et (B,d). 

Définition 1.1.8 : Une extension est un morphisme d'ADG de la forme 

(A, d) ..i.. (A U TV, d) 

où 
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(i) i est l'inclusion 

(ii) V peut être écrit comme l'union V= Uho V(k) d'une famille V(O) C 
V(1) C ... de sous-espaces vectoriels gradués. 

(iii) d : V ( 0) ~ A et d : V ( k) ~ A u TV ( k - 1), k ~ 1. 

Nous pouvons maintenant énoncer la : 

Proposition 1.1.9 
factorise en 

[20](prop.3.1) Tout morphisme (A, d) ~ (B, d) se 

(A, d) __i__. (AU TV, d) ~ (B, d) 

où i est une extension et m est un quasi-isomorphisme surjectif d'ADG ((*) 
est un (A, d)-modèle de f). 

0 

Soit une ADG* (TV, d), nous avons alors la proposition d'existence suivante: 

Proposition 1.1.10 : Il existe un quasi-isomorphisme : 

(TV 181 (oc EB sV), 8) ~ lK. 

(TV 181 (lK EB sV), 8) est appelé clôture acyclique de l'algèbre (TV, d). 

Démonstration : Rappelons d'abord que l'isomorphisme s : V ~ sV 
s'étend en un isomorphisme 

s : T+v ~TV 0 sV 

donné par 

s : V1 181 V2 181 ... 0 Vk 1-+ ( -1 )lv,[+ ... +[vk-ll( v1 0 V2 0 ... 0 Vk-1) 0 SV k. 

La multiplication à gauche fait de TV 0 (IK EB sV) un module sur l'algèbre 
graduée TV, et ce module est la somme directe de TV et TV 181 sV. Nous 
étendons la différentielle d dans TV en une application linéaire de degré 1 
sur TV 0 (K EB sV) en posant pour tous les v E V et b E TV : 

8(b 0 sv)= ( -1)lblbv 01- ( -1)lblb.s(dv) +db 0 sv 
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(Ceci est fait en écrivant que 8s + sd =id). 
Définissons 

t. : TV 0 (JK œ sV) -+ JK 

par E(1) = 1 et f = 0 sur T+v œ (TV 0 sV). 

Lemme 1.1.11 : 

(i) (TV® (JK œ sV), 8) est un (TV, d)-module à gauche. 

(ii) t. est un quasi-isomorphisme de (TV, d)-modules. 

Démonstration du lemme: 
(i) Posons M =TV 0 (JK E& sV). Pour a E TV et x E M, nous voulons 

montrer que : 
d(x.a) = dx.a + ( -1)/xlx.da. 

Soit x = b ®sv, d'une part 

8( ab® sv) = ( -1 )/ablab.v + ( -1 )la/+/b/+lab.s( dv) + da.b@ sv+ ( -1 )lala.db@ sv. 

D'autre part, 

da.(b 0 sv)= (da.b) ®sv 

et 

(-1)1a/(a.8(b@ sv))= ( -1)/al(( -1)/b/a.bv + (-1)/b/+ 1a.bs(dv) + a.db ®sv). 

Ceci permet de conclure à l'égalité annoncée. 
(ii) Soit z =a+ b0sv, un cocycle dans r+v œ (TV ®sV). Montrons que 

c'est aussi un cobord. 

0 = 8z =da+ ( -l)lb/bv + ( -1)/b/+Ib.s(dv) +db@ sv. 

D'où da=-( -1)/blbv puis, 

s(da) -( -l)/bls(bv) 

-( -l)lb/( -1)/b/b 0 sv 

-b® sv 
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Ceci implique : 

z a- s(da) 

Osa. 

1.2 Algèbre homologique. 
1.2.1 modules semi-libres. 

0 

Supposons que (A,d) est une ADG et soit (M,dM) et (N,dN) des (A,d)
modules. On rappelle qu'un morphisme de (A, d)-modules ou application A
linéaire (de degré i) est une application linéaire f : N --+ M (de degré i) telle 
que f(a.n) = ( -l)i./ala.(J(n )). Ces applications A-linéaires (HomA(N, M), D) 
forment un sous-espace vectoriel gradué différentiel de (Hom(N, M), D) avec 
la différentielle 

Dj =dM 0 f- (-1)'1'! 0 dN. 

De même, si (Q,dq) est un (A,d)-module à droite, alors (Q®AM,D') est 
le module quotient (Q, dq) 0 (M, dM )/(q.a 0 rn- q 0 a. rn). 
Les foncteurs HomA( -, -) et -®A- ne préservent pas les quasi-isomor
phismes. Nous allons donc introduire les résolutions semi-libres qui sont 
les analogues différentielles des résolutions projectives. 

Définition 1.2.1.0 : Un module gradué M sur une algèbre graduée A est 
appelé A-libre si il est de la forme M ~ A® V avec V espace vectoriel gradué. 

Définition 1.2.1.1 : 

(i) Un (A, d)-module ( P, d) est une extension semi-libre d'un (A, d)-module 
(M,d) s'il peut s'écrire comme l'union d'une famille de (A,d)-sous
modules P( -1) C P(O) C ... , tels que P( -1) = (M,d) et chaque 
P(k)/P(k -1), k 2: 0, soit A-libre sur une base de cycles. SiM= 0, 
(P, d) est un (A, d)-module semi-libre. 

(ii) Soit f : (M, d) --+ (N, d), un morphisme de (A, d)-modules. Une 
résolution semi-libre de fest une extension semi-libre (P, d) de (M, d) 
muni d'un quasi-isomorphisme de (A, d)-modules (P, d) _::. (N, d) se 
restreignant à f sur (M,d). 
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(iii) Une résolution semi-libre d'un (A, d)-module (N, d) est une résolution 
semi-libre de 0--. (N, d). 

Nous pouvons alors énoncer la 

Proposition 1.2.1.2 : [20](prop.2.1 et prop.2.4) 

(i) Tout morphisme f : ( M, d) --. ( N, d) de (A, d) -modules admet une 
résolution semi-libre ( Q, d) -='+ ( N, d). En particulier, tout (A, d) -module 
admet une résolution semi-libre. 

(ii) Si (P, d) est un (A, d)-module se mi-libre, alors HomA(P,-) préserve 
les quasi-isomorphismes. 

(iii) Si (A,d)-='+ (B,d) est un quasi-isomorphisme d'ADG, alors les MGD 
HomA(P, N) et HomB(P, N) sont aussi quasi-isomorphes. 

0 

Exemple 1.2.1.3 : La construction acyclique sur (TV, d) définie en 1.1.10 
par 

(TV 0 (oc E9 sV), b)-='+ oc 

est un (TV, d)-module semi-libre (Il suffit d'appliquer la proposition 1.1.7). 

1.2.2 Le foncteur Ext différentiel. 

Rappelons d'abord brièvement que, si R est un anneau, on utilise les 
résolutions projectives ([3]) pour calculer ExtR( -,-),le foncteur dérivé de 
HomR( -, -): 

où P. ~ M est une résolution projective du R-module M (qui permet de 
définir la différentielle D). 
Dans le cadre différentiel, il est classique de définir l'analogue Ext* du fonc
teur Ext*•* : 
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Définition 1.2.2.1 : Si (M, dM) et (N, dN) sont des (A, d)-modules à droite, 
et si (P, dp) --'=r (M, dM) est une (A, d)-résolution semi-libre, alors 

Il résulte de 1.2.1.2 (ii) le 

Lemme 1.2.2.2 : Cette définition est indépendante du choix de P. 

0 

La proposition 1.2.1.2 implique la 

Remarque 1.2.2.3 : Soit A --'=r B un quasi-isomorphisme de JK-ADG aug
mentées. Nous pouvons alors identifier ExtA(K,A) avec ExtB(K,B) via les 
isomorphismes: 

1.3 La Bar construction. 
Une ADG augmentée est une ADG, (A, d) munie d'un morphisme fA 

(A, d) -l- K (1' augmentation). L'idéal A =ker EA est l'idéal d'augmentation. 
Désignons (sA)®k par Tk(sA) et le produit tensoriel d'éléments sa; E sA par 
[sali ... isak] E Tk( sA). 
La bar construction acyclique sur l'ADG augmentée (A, d) est alors le (A, d)
module à gauche B(A, A) = (A Q9 T(sA), D) dans lequel 

(i) T(sA) = EBk'=oTk(sA). 

(ii) D = D 1 + D2 (définies ci-dessous). 

La bar construction acyclique peut être munie de l'augmentation 

E: B(A, A) -lo lK 

définie par 

t(a QSil) = EA(a) et t(A Q9 Tk(sA)) = 0, k ~ 1. 
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Plus généralement, si (M, d) est un (A, d)-module à droite et (N, d) un (A, d)
module à gauche, Nous pouvons définir 

B(M,A,N) = (M,d)®AB(A,A)®K(N,d) = (M ® T(sA) ® N,D) 

avec D = D 1 + D 2 telle que 

et 

Dt(m[satJ ... Jsak]n) = dm[sa 1 J ... Jsak]n 

-L:=l ( -1)''m[satJ ... Jsda;J ... Jsak]n 

+( -l)'k+1m[sa1J ... Jsak]dn 

( -1 )lmlmal [sa2J ... Jsak] 

+ L;=2( -1 )''m[satJ ... Jsa;-ta;J ... Jsak]n 

-( -1 )'•m[sa1 J ... Jsak-1]akn. 

avec E; = JmJ + Lj<iJsajl· 

Conventions : 

1) Nous écrirons 
BA= B('K, A,'K) 

et 
B(M,A) = B(M,A,JK:). 

2) Nous pouvons bigraduer B(M, A, N) par 

Lemme 1.3.1 : [20](1emma 4.3) Avec les notations précédentes, 

(i) E est un quasi-isomorphisme. 

(ii) Si (A, d) est JK:-semi-libre, alors B( A, A) est (A, d)-semi-libre. 
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D 

Lemme 1.3.2 : [20](example 4.6) Si A est une IK-ADG, alors BA est une 
CGD pour le coproduit : 

-+ EBr+s=nBr A 0 B' A 
1--t I:j=0 [sall···lsaj] 0 [saj+li···isan] 

D 

Lemme 1.3.3: Avec les notations précédentes, B(M, A) est un BA-
cornodule à droite pour l'opération : 

Démonstration : Ecrire la condition de comodule pour B(M, A) revient 
à écrire la condition de coassociativité pour BA. 

D 
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2 Les invariants. 

2.1 Grade d'une application et profondeur d'un 
espace. 

Soit f : Y --+ X, une application continue entre espaces topologiques 1-
connexes de types finis. Supposons X pointé en x 0 et notons PX l'espace 
des chemins de X d'extrémité x0 • Nous noterons F la fibre homotopique de 
f définie comme le produit fibré : 

où PX --+ X est l'évaluation d'un chemin en son origine. Ceci implique : 

Définition 2.1.0 : La fibre homotopique de l'application fest : 

F = {(y,1) E Y x PX!f(y) = 1(0)}. 

La composition des chemins permet de définir une opération de l'espace des 
lacets !1X sur F : 

Définition 2.1.1 : Nous appelerons opération d'holonomie associée à f 
l'action: 

{ 
(Yx 1PX) x nx 
((y, Î ), w) 

Remarque 2.1.2 : Dans le cas particulier où 

est une fibration de base X pointée par x 0 , désignons par l: F--+ YxpPX, 
l'application envoyant y sur (y, Cx0 ) où Cx0 désigne le chemin constant en 
Xo. L'injection canonique F x nx-+ YxpPX se factorise à homotopie près 
par F fournissant ainsi un morphisme v : F x !1X --+ F appelé opération 
d'holonomie de p. Il existe alors une équivalence d'homotopie F ~ Yx1PX 
et l'isomorphisme 

H.(F) ~ H.(YxxPX) 

20 



induit pour tout corps de coefficients une structure de H.(nX) module à 
droite sur H.(F) que nous appelerons module d'holonomie. 

D 

Proposition 2.1.3 : [43JL'opération d'holonomie v: F x nx-+ F est une 
opération du monoïde nx sur l'espace F. 

D 

Remarque 2.1.4 : Dans le cas de la fibration des chemins D,X -+ PX -+ X, 
l'opération d'holonomie v : nx x nx se réduit à la composition des lacets. 

D 

Remarque 2.1.5 : vl{•}xllX: nx-+ F s'identifie au connectant/): nx-+ 
F de la suite de Puppe. 

D 

Définition 2.1.6 : 

(ii) Si M est A-module, on définit 

gradeA(M) = inf{kiExt~'*(M,A) of. 0}. 

(ii) Nous appelerons grade de f l'invariant 

grade(!)= gradeH.(nx)(H.(F)). 

Remarque 2.1.7: D'après l'isomorphisme ([3]): 

ExtA(M,A) ~ ( TorA(M,Av)t, 

nous pouvons identifier 

gradeA(M) = inf{kl Tor~,.(M,Av) of. 0}. 

D 

Définition 2.1.8 : 
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(i) On définit la profondeur d'une algèbre A : 

prof(A) = inf{kiExt~*(oc,A) =1- 0}. 

(ii) En particulier, prof(H.(DX)) = inf{kiExt~:(nx)(oc,H.(DX)) =1- 0}. 

Si f = id : X -t X, la fibre homotopique F est réduite à un point et on 
retrouve la définition de la profondeur de H.(DX) comme grade du module 
trivial !K. 

Remarque 2.1.9: SiM est un A-module libre nous obtenons (par définition): 

D 

Lemme 2.1.10 : Si la dimension d'un A-module A1 est non nulle et finie, 
alors 

gradeA(M) = prof(A). 

Démonstration : Soit x de degré maximum dans M, alors, pour des raisons 
de degré, A.x = 0 et IKx est un sous A-module de M. Nous avons alors une 
suite exacte courte : 

0 -t IKx -t M ---+ N -t 0 

avec dim(N) = dim(}\1) - 1. D'où une longue suite exacte en cohomologie : 

---+ ExtA'-1 (N, A) -+ ExtA'-1 (M, A) --+ ExtA'-1 (oc, A) 

1 
+- Ext:4'(1K, A) +- Ext:4'(M, A) <-- ExtA'(N, A) 

Supposons maintenant comme hypothèse de récurrence que prof(A) = m et 
gradeA(N) = m; par suite, 

0 -t ExtA'(N, A) =/:- 0 ---+ ExtA'(M, A) ---+ ... 

Il en résulte que ExtA'(M, A) =1- 0 et, tous les précédents étant nuls, 
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Enfin, La récurrence "démarre" bien : si dim M = 1, le lemme est vrai par 
définition. 

0 

Lemme 2.1.11 : Soit f :Y---. X, une application continue entre espaces 
topologiques 1-connexes (de fibre homotopique F). Si le morphisme 

induit par le connectant de la suite de Puppe vi{•}xnx : DX ---. F est nul, 
alors : 

Démonstration : Il existe une décomposition d'espaces vectoriels 

H.(F) = lK ffi H+(F), 

où H+(F) désigne l'homologie réduite de la fibre homotopique. H+(F) est 
bien un sous module du module d'holonomie, mais ceci n'est pas automa
tiquement vérifié pour JK. Pour montrer que l'égalité précédente est vraie en 
tant que H.(DX)-modules, il suffit de remarquer que, sous nos hypothèses, 
H.(DX) agit trivialement sur H0 (F,JK) = lK puisque le morphisme: 

à. : H.(DX)---. H.(F) 

est nul. La somme annoncée est donc une somme de H.(DX)-module et, 
puisque Ext commute aux sommes directes : 

gradeH.(OX)( H.(F)) = inf(prof(H.(DX)), gradeH.(nx)(H+(F))). 

0 

2.2 L.S. catégorie et invariant de Toomer. 
Si on note ~ n-l le ( n - 1 )-simplexe standard 

n 

~n-l ={(tl, ... tn) E l!Rnjt;:::: 0 et I> = 1}. 
i~l 
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Les opérateurs face CXj : .6. n-2 ----+ .6. n-t, 1 :::; j :::; n - 1, sont définis par 
CXj(tt, ... tn-1) = (t1, ... , tj-b 0, t;, ... , tn-1)· Le joint A1 * A2 * ... *An de n 

espaces topologiques pointés (A1 , * ), (A2 , * ), ... , (An,*) est alors défini par 

A A 
A _(AlxA2x ... xAn)x.6_n-l 

1 * 2 * ... * I1n - _,__.::..._ _ __::_ ___ ----'-":..._---

où pour tout j, 

((al, ... , aj, ... ,an),aj(t)) ~((at, ... ,*, ... ,an),t). 

A1 * A2 * ... *An est l'ensemble des "barycentres" 

où t; 2:: 0, 2::;'=1 i; = 1, le tout soumis à la condition : 2:::'=1 i;a; = 2::;'=1 t:a; 
si pour chaque i soit t; = t: soit a; = *· 
Soit A un espace. Le joint itéré (n- 1) fois de l'espace A avec lui même est 
noté ~ A. Notons Pii = Ai ----+ Ai-l, 1 :::; j :::; i :::; n, l'application définie par 

On a alors : 

avec (a,aj(t)) ~ (p;j(a),t), a E Ai. 
Notons ln =~ !1X. La composition à droite par un lacet définit une action 
de nx sur ln: 

CE t;g;, g) _____. :L t;g;g. 

Désignons alors par !1X P( n -1) l'espace des orbites pour cette action. Nous 
obtenons une fibration !1X ----+ ln ----+ !1X P( n - 1) représentée par une appli
cation classifiante 

!1XP(n- 1) ~BOX~ X. 

Convertissons Pn-l en fibration ; nous obtenons un diagramme de fibrations: 
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nx = J1 Jz Jn 
kn 

Jn+l ~ ~ ~ 

l l l l 
!lXP(O) ~ !1XP(1) ~ !lXP(n- 1) ~ !lXP(n) 

l l ! ! 
x x x x 

Remarquons que Jn est normalement inclus dans Jn+l· Lorsque n tend vers 
l'infini, J( oo) = UnJn est contractile ([35]). Il en résulte des équivalences 
d'homotopie 

!lXP(oo) ~ B!lX ~X. 

Proposition 2.2.1 : ([25]) Soit X un espace normal bien pointé, alors 
cat(X) :S n si et seulement si la fibration Pn : !lXP(n) --t X a une section 
homotopique. 

0 

De même, si f : Y ---> X est une application continue entre espaces topologiques 
1-connexes de fibre homotopique F, nous avons le produit fibré suivant : 

Yxx!lXP(n) ~ 
jnJ 
y~ 

!lXP(n) 

! 
x 

Proposition 2.2.2 : Si X est un espace normal bien pointé, alors cat(f) :S 
n si et seulement si Jn admet une section homotopique. 

0 

Définition 2.2.3 : 

(i) e(f) :S n si et seulement si Jn est injective en cohomologie. e(f) est 
appelé invariant de Toomer de f 

(ii) Si f = idx, nous obtenons une définition de l'invariant de Toomer 
de X dont nous verrons (2.2.6) qu'elle est équivalente à celle donnée 
par [42] : e(X) :S n si et seulement si !lX P( n) ---> X est injective en 
cohomologie. 
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Il vient donc immédiatemment la 

Proposition 2.2.4 : 

(i) e(f) :=; cat(j). 

(ii) Si f =id x, nous retrouvons le résultat de [42] : e(X) :=; cat(X). 

0 

Nous allons maintenant interpréter algébriquement l'invariant de Toomer. 
f induit J: C* X ___.. C*Y et nous pouvons choisir 

cf;: (TV,d)..::. C*X, 

un T-modèle minimal des cochaînes singulières sur X. Puis, J faisant de 
C*(Y) un C*(X)-module, il existe (1.1.4 et 1.1.6) un modèle minimal : 

C*(Y) i=- (TV@ W, d). 

Le théorème 1 de [5] affirme que (TVjT>nv) et C*(DXP(n)) ont même 
modèle minimal ; donc, 

e(J) est le plus petit entier n tel qu'il existe un homomorphisme d'espaces 
vectoriels différentiels l rendant commutatif le diagramme suivant : 

(TV,d) 
pl 

(TVjT>nv, d) 

L (TV@W,d) 
jz 

-t C*(Yxxf!XP(n)) 

En considérant le diagramme précédent en cohomologie, il vient la 

Propriété 2.2.5 : e(f) est le plus grand entier n tel qu'il existe une classe de 
cohomologie non nulle dans H*(TV) représentée par un cocycle dans Tè::nV 
dont l'image par j* soit non nulle. 

0 

Cette propriété nous permet de faire quelques remarques évidentes : 
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Remarque 2.2.6: Si f =id: X-+ X, on retrouve ([2] prop.2.6) l'invariant 
de Toomer e(X) qui peut se calculer comme le plus grand entier k tel qu'il 
existe une classe non triviale dans H*(TV) représentée par un cocycle dans 
T~kv. 

D 

Remarque 2.2.7: 

eup(!) :::; e(f) :::; inf( e(X), e(Y) ), 

où eup(!) désigne la eup longueur de f i.e. la longueur maximale d'un 
eup-produit non nul dans Im (H*(f)). En particulier, si f =id: X-+ X, 

cup(X) :::; e(X). 

D 

Remarque 2.2.8 : 

e(f) = 0 si et seulement si H+(f) = 0 

et 
e(X) = 0 si et seulement si H+(X) =O. 

D 

2.3 L'application d'évaluation. 
Définition 2.3.1 : 

(i) Soient (A, dA) une iK-ADG et (M, dM) un (A, dA)-MGD. On définit 
l'application d'évaluation de M: 

de la manière suivante: soit a E [xtA(lK, M); a est représenté par un 
cocycle f : P -+ M où P est une résolution semi-libre de IK. On pose 
alors evM(a) = [f(z)] où z est un cocycle représentant 1 dans P. 
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(ii) On notera evA l'application d'évaluation de l'algèbre (A, dA) considérée 
comme un A-module sur elle même. 

(iii) Soit X un espace topologique, nous appelerons application d'évaluation 
de X et nous noterons ev x, l'application d'évaluation eve• x des cochaî
nes sur X. 

(iv) Soit f: Y--> X, une application continue entre espaces topologiques, 
Nous définissons l'application d'évaluation de f par : 

ev1 = f* o evx. 

(!* désigne l'application induite par fen cohomologie.) 

Des interprétations topologiques de l'application d'évaluation sont données 
dans [39] et [22]. 
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3 Preuve du théorème 1. 
Soit f : Y ---+ X, une application continue entre espaces topologiques 

1-connexes de types finis. 
Nous pouvons alors former le diagramme 

evx ! 1 evy 

H*(X) H*(Y) 

qui est commutatif puisqu'il opère de la manière suivante : 

[g] ---4 [f 0 g] 
1 1 

[g(l )] ---4 [(f o g)(l )] = evJ(g) 

L'énoncé de notre théorème s'écrit alors : 

Théorème I : Si f : Y ---+ X est une application continue entre espaces 
topologiques 1-connexes de types finis et si ev! -=f 0, alors pour tout corps JK, 

Remarque 3.0 : Si f =id: X---+ X, on retrouve le Théorème A de [2]. 

Démonstration : Elle s'articule en trois parties. Nous établissons d'abord 
quelques lemmes ; nous construisons ensuite une suite spectrale dans la
quelle grade(!) apparaît naturellement au niveau E 2 • Enfin, nous montrons 
comment lire e(f) dans l'aboutissant de cette suite spectrale. 

3.1 Quelques lemmes. 
Lemme 3.1.1 : Soit A, une ADG et N un A-MGD à droite. Il existe alors 
un isomorphisme d'espaces vectoriels gradués différentiels : 

HomA(V Q9 A, N) ~ Hom(V, N). 

Démonstration : Dans la suite, nous utiliserons les notations : 
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v: N ®A-. N, 

l'opération de A-module, 
i, l'inclusion V -. V ®A définie par 

i(v)=idv®l(v)=v®l; 

et nous identifierons V et V ® IK, N et N ® !K. 

Si flA désigne la multiplication de l'algèbre A, V® A possède une structure 
de A-module à droite naturellement définie par : 

( ) 
idv®~tA 

vveA : V ® A ® A ----+ V ® A. 

Définissons 
p: HomA(V ® A,N)-. Hom(V,N) 

par 
p(f) = f 0 i 

et 
a: Hom(V, N)-. HomA(V 0 A, N) 

par 
o:(g) =V 0 (g 0 idA)· 

Vérifions que a et p sont des isomorphismes inverses l'un de l'autre. 

Œ 0 p(f) 

puisque fest A-linéaire. 

v o ((! o i) 0 idA) 

v o (! o (idv 01) ®idA) 

f o (idv ®idA) 

f 

Remarquons qu'il peut paraître plus clair de travailler sur les éléments. Nous 
préférons travailler sur les flèches car la démonstration du lemme suivant sur 
les coalgèbres s'obtiendra alors en "renversant" les flèches. Ainsi, l'assertion 
précédente peut se résumer en remarquant que le diagramme : 
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est commutatif (la commutativité du carré gauche est la condition d'unité, 
celle du carré droit exprime la linéarité de f). 
D'autre part, 

po a(g) (v o (g@ idA)) o (idv@ 1) 
v 0 (g@ 1) 
g. 

Il suffit en effet d'utiliser que n.l = n pour tout n E N. Ce qui peut encore 
se traduire par la commutativité du diagramme : 

N@OC 

9!1 
N 

Montrons maintenant que a et p commutent aux différentielles. Si D 
désigne la différentielle sur 

et D', la différentielle sur 

Hom((V, dv ), (N, dN)), 

alors (1.2.1) 

et 
D'g =go dv- ( -1)19ldN o g. 

On vérifie alors facilement : 

p(DJ) dN of o (idv@ 1)- (-1)111J o (dv@ idA+ idv@ dA) o (idv@ 1) 

dN of o (idv@ 1)- (-1)1fiJ o (dv ® 1 + idv@ (dAo 1)) 
dN of o (idv@ 1)- (-l)lfiJ o (dv ® 1). 
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D'autre part, 

D'(pf) dN of o (idv 1191)- ( -1)111j o (idv 119 1) o dv 

dN of o (idv 1191)- ( -1)111j o (dv ® 1). 

Ainsi, p(Df) = D'(pf). De plus, pétant bijectif, il est inutile de vérifier 
l'égalité D(ag) = a(D'g) qui est automatiquement vraie. 

D 

Dans le paragraphe 1.2.1, nous avons défini les applications A-linéaires. 
Nous pouvons de même définir pour une CGD Cet pour deux C-comodules 
gradués différentiels (M, dM) et (N, dN) la notion de C-colinéarité. Nous 
appellerons application C-colinéaire ou morphisme de C-comodules gradués 
différentiels (1.0), une application f: M -+ N telle que le diagramme : 

commute. 

M ~ M®C 
!l l !®ide 

N ~ NII9C. 

Le sous-EVGD de (Hom(M,N),D) constitué des applications C-colinéaires 
de M dans N sera noté (Hom0 (M,N),D). 

Lemme 3.1.2 : Soient C, une CGD et M un C-comodule à droite. Il existe 
alors un isomorphisme d'espaces vectoriels gradués différentiels : 

Hom0 (M, V 119 C) ~ Hom(M, V). 

Démonstration : Nous utiliserons les notations : 

tc C -+ OC, la co-unité, 
b.c C -+ C 119 C, la co diagonale, 
b.M M-+ M 119 C, l'opération de comodule. 

V 119 C est un C-comodule à droite par l'opération : 

b.vec : V 119 C id~c V 119 C 119 C. 
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Définissons 
f3: Hom0 (M, V@ C)-+ Hom(M, V) 

par 
f3(f) = (idv@ Ee) of 

et 
f.l : Hom(M, V) -+ Hom0 (M, V 129 C) 

par 

Vérifions que f3 et f.l sont des isomorphismes inverses l'un de l'autre. 

(id v @ Ec) o (g @ ide) o !:lM. 

(g@ Ec) 0 f::lM 

g 

puisque le diagramme suivant commute : 

M ~ M@C 
Il lidM 0 'e 

"" M -=-> M@IK 

(C'est la condition de co-unité). 
Inversement, 

f.l o (3(!) = (((idv@ Ec) o!)@ ide) o !:lM. 

Comme dans le lemme précédent, f.l o (3(!) = f provient de la C-colinéarité 
de f et de la condition de co-unité qui s'expriment par la commutativité du 
diagramme: 

]®ide 
----+ 
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Montrons maintenant que (3 commute à la différentielle. Si D désigne 
la différentielle sur Hom0 (M, V Q9 C) et D' la différentielle sur Hom(M, V), 
alors : 

(3(Df) (id v ®cc) o ( dv ®ide +id v Q9 de) of 

-( -l)lfl(idv ·:9 cc) of o dM 

(3(!) o dM- ( -1)111(dv Q9 cc) of 

+(idv ®(cc ode)) of 

or Im(dc) cc+ et cc(C+) =O. Donc 

(3(Df) (3(!) o dM- (-l)lfl(dv ®cc) of 

(3(!) o dM- ( -1)111dv o (idv@ cc) of 

(3(!) o dM- ( -l)lfldv o (3(!) 

D'(f3f). 

Ainsi, comme dans le lemme précédent, l'isomorphisme commute à la diffé
rentielle. 

0 

Dans le paragraphe 3.2, nous définissons une suite spectrale dans laquelle 
grade(!) apparaît au niveau E 2 • La lecture de grade(!) résulte d'une suite 
d'isomorphismes établis dans les corollaires 3.1.4 et 3.1.5, puis dans le para
graphe 3.2.2. Aussi, pour une meilleure lisibilité de la preuve, nous joignons 
le schéma récapitulatif suivant : 

Schéma 3.1.3 : Si M1 = H.(F) et A = M 2 = H.(nX), nous établirons 
que: 

Homp,q(B(M1, A), Mz) 
3.1.4 ~r 

Hom~q(B(M1,A, A), Mz) 
.!Jdorme en cohomologie 

Ext~;(ox)(K(F), H.(nX)) 
3.1.5 et 3.2.2.1 ~1 

Ep,q 
2 

(HomBA(B(M1, A), B(Mz, A)))P,q 
l~ 3.1.5 

Homj;~A(Bv(Mz, A), Bv(M1, A)) 
l ~ 3.2.2.1 

Hom(J?v,d
2
J ( ((TV® (IK E9 sV), 8z), (TV® W, d2)) 

donne en cohomologie.ij. 

t'xt(J?v,d
2
)(K, (TV® W,d2)) 
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Corollaire 3.1.4 : Soient A, une ADG; M1 et M 2 deux A-modules. Alors 

Démonstration : Pour obtenir l'isomorphisme annoncé avec la graduation 
totale, il suffit d'appliquer : 

le lemme 3.1.1 avec A~ A 
V~ B(MhA) 
N~M2 

puis le lemme 3.1.2 avec C ~BA 
v~M2 

M ~ B(M1 ,A). 
Voyons maintenant que cet isomorphisme préserve le premier degré. C'est 

évident pour le premier morphisme : 

qui est en fait une restriction (3.1.1). 
La seconde étape (3.1.2) 

transforme une application JK-linéaire en une application BA = T(sA}co
linéaire. Ceci influe sur la longueur des mots : 
soit g: M 1 Q9 TP(sA) ~ M2 , alors 

fl(g) (g (/$)id BA) 0 6_B(M1 ,A) 

(g@ idBA) 0 (idM1 @ LlBA) 

g n'étant définie que sur les mots de longueur p, ceci revient à calculer pour 
tout m 2: 0, 

0 
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Nous sommes maintenant en mesure d'établir le 

Corollaire 3.1.5 : Si Y --+ X est une application continue de fibre homo
topique F, 

Démonstration : Remarquons d'abord que Ext n'a pas été défini comme 
un objet bigradué. La bigraduation annoncée apparaîtra naturellement au 
cours de la preuve. 

Si nous choisissons M1 , A et M2 sans différentielles dans le corollaire 
précédent, la résolution de M 1 : 

B(M1,A,A) __:::_. M 1 

permet de calculer Ext~9 (J\!I1 , M2 ) grâce à Hom~+9 (BP(M1 , A, A), M2). Ainsi, 
l'homologie de 

calcule 
Ext~q(M1 , Mz). 

Notons maintenant M1 =Met choisissons A12 =A. Ext~9 (M,A) est alors 
calculé par l'homologie de 

EBm;::o(HomBA(Bm+P(M, A), Bm(A, A)))P+q 

qui, par passage au dual, est isomorphe à 

Or 
Bv(A, A)= T(sAY 129 Av -='.oc 

donc, d'après 1.1.7, Bv(A, A) est Ev A-semi-libre. Ceci implique 

Ext~q(M,A) ~ Extj;tA(JK,Bv(M,A)). 

Il suffit alors de remplacer M par H.(F) et A par H.(f!X) pour obtenir le 
résultat annoncé. 

D 
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3.2 La suite spectrale. 
3.2.1 Construction. 

Nous voulons maintenant construire une suite spectrale (E;, Df) telle que 

et d'aboutissant 
Exta•x(OC, C*Y). 

Pour cela, considérons les T-modèles : 

C*(X) 
o-:i 

(TV, d) 

__, C*(Y) 

et filtrons 

jo-: 
(TV 0 W,d) 

A= (Homrv((TV 0 (oc EB sV), 8), (TV 0 W, d), D) 

par 

FP(A) ={fE Alf(TmV 0 (oc EB sV)) C T~m+pv 0 W, m 2:: 0}. 

Nous avons évidemment FP+ 1 C FP. 
Montrons que DFP C FP. Pour cela, rappelons d'abord que la différentielle 

D sur A s'écrit 
D f = f o 8- ( -1 )lfld of. 

De plus, comme TV est minimal, 

(où d = d2 + d3 + ... ,avec di: Tm V -t Tm+i- 1V) 
Si a E TkV, alors va E Tk+1 (V) et da E T~k+l V. 
D'autre part, si on pose 
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alors, 

d'où, a.s( dv) E T'?.k+l V 0 (JK ffi sV). 
Enfin, la minimalité de TV 0 W implique do f E FP+l et donc, 

DFP c pP+l. 

Les premiers termes de la suite spectrale vérifient alors 

Eg·q ={fE AP+qlf(Tmv 0 (JK ffi sV)) c Tm+pv 0 w, m 2 0} 

avec ng = 0; 

Soit f E Ef•g, 
j: Tm V 0 (lK ffi sV)-+ Tm+pv 0 W 

Calculons Df f : Tm V 0 (lK ffi sV) -+ Tm+p+l V 0 W qui est défini comme 
le connectant de la longue suite exacte associée à la courte suite exacte de 
complexes: 

Dans notre cas, 

D f(Tmv 0 (JK ffi sV)) c T'?.m+P+lV 0 W 

Ceci implique que, pour obtenir Df, il suffit de ne considérer que les parties 
quadratiques des différentielles, c'est à dire de remplacer d par d2 et fJ par fJ2 
dans l'expression de D (b;: Tm V 0 (lK ffi sV)-+ Tm+i-l V 0 (lK ffi sV)). 
De plus, il est clair d'après l'expression de fj que la différentielle fJ2 obtenue 
est alors la différentielle de la construction acyclique à partir de (TV, d2 ). 

Ainsi, 
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E~,q = Ext(it,d
2
)(1K, (TV 0 W,d2)). (3.2.1) 

L'aboutissant de la suite spectrale est : 

Ext(TV,d)(lK, (TV 0 W, d)). 

3.2.2 Lecture du grade. 

Si on désigne par Ev (-) = Hom( B(-), lK) le dual de la bar construction, 
alors, d'après [16] (4.10), 

et 
TV 0 W::::: C*Y::::: Bv(C.(F'),C.(flX)). 

D'après la remarque (1.2.2.3), nous avons donc un isomorphisme : 

Nous cherchons maintenant à prouver le 

Lemme 3.2.2.1 : 

Démonstration : D'après la remarque (1.2.2.3), il suffit de prouver que: 

et 

pour obtenir l'isomorphisme (non bigradué). 
Les filtrations T9Vv et wv 0 T9Vv sur (TVv, dv) et (Wv 0 TVv, dv) 

induisent des suites spectrales (Eii, d'i) et (E'\ d"i). 
Il existe alors([16] (Theorem V)(ii)) des isomorphismes 

B(H.(flX)) ~ E'1 (3.2.2.2) 
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et 
B(H.(F),H.(f!X)) ~ E111

• (3.2.2.3) 

D'autre part, nous avons les identifications évidentes pour tout k 2:: 0 : 

et 
(EZ~,d"0 ) = (Wv, dW) 129 Q9\vv, d~) 

qui donnent les isomorphismes : 

et 
H(Wv) 129 Tk(H(Vv)) ~ EZ~ •. 

Ici, les parties linéaires des différentielles étant nulles, nous obtenons : 

et 
EZ~ ~ wv 129 Tkvv = E"0

. 

Il reste à observer que d'1 = d':{. 
En effet, dk : TiV ----+ Ti+k-rv donc d't, : Ti+k-rvv ----+ Tivv. (Si f E 

Ti+k-rvv, d't,(f) = f o dk)· 
Ici d1 = 0 implique d'{ = O. D'autre part, d'1 : TPVv ----+ TP- 1 vv est un 
quotient de JV; ainsi, d'1 = d~. Nous obtenons donc (E'\d'1 ) ~ (TVv,d~). 
D'où, d'après (3.2.1), (TV,d2) ~ Bv(H*(f!X)). 
De même, on montre que (TV® W, d2 ) ~ Bv(H.(F),H.(f!X)). 

Il reste à vérifier que l'isomorphisme annoncé respecte la bigraduation. 
Pour cela, rappelons les deux isomorphismes suivants([16] (Theorem V(i)) : 

et 
) ~ ( v) v H.(F ----+ H. W = W , 

qui permettent d'écrire les identifications : 
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L'isomorphisme suivant est alors clair : 

Il résulte du corollaire 3.1.5 et de 3.2.1 que : 

D'où, d'après la définition 2.1.6, 

Lemme 3.2.2.4 : 
grade(!)= inf{piE~·q =/: 0}. 

0 

3.3 Conclusion. 

3.3.1 Convergence de la suite spectrale. 

Rappelons d'abord que si A est une ADG et que M et N sont deux A
MGD, on définit : 
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où D est la différentielle donnée dans le paragraphe 1.0 et P une résolution 
semi-libre de M. Ce Tor différentiel possède des propriétés semblables au 
[xt différentiel défini en 1.2.2. 

Lemme 3.3.1.1 : La suite spectrale définie en 3.2.1 converge. 

Démonstration : Nous utiliserons le cap-produit défini par : 

qui, pour cE CP(X) et z E Cp+q(X) est défini par : 

g(znc)=cUg(z), 

Nous avons alors la propriété [26] (24.20) : n fait de C.Y un C*Y-module à 

droite. Ici, Y i..r X fait de C*Y un C* X -module à droite ; d'où : 

C.Y est un C*X-module. 

D'autre part, avec les notations usuelles, il existe un isomorphisme [3] : 

Ici, 
t:xte• x (oc, C*Y) 3! (Tore' x (oc, C.Y) t. 

Cet isomorphisme est équivalent à : 

t:xtrv(lK, TV Q9 W) 3! (T orrv (oc, TVv Q9 wvw. 

Or, vv 3! sH+(OX) (cf 3.2.2) et 

Rn-l(OX) = (sH(OX))n, 

d'où, comme X est 1-connexe, 

Nous avions (cf 3.2.1) la filtration sur: 

A= (Homrv((TV Q9 (lK EB sV), 8), (TV Q9 W, d), D): 
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FP(A) ={fE Alf(Tmv@ (lK œ sV)) c T~m+pv@ w, m ~ 0} 

qui donne une filtration de 

B =(TV@ (oc EB sV))0rv(TVv@ Wv) : 

f'r,(B) = (TmV@ (oc EB sV))0Tv(T~m+pvv@ Wv). 

La remarque précédente permet de conclure que cette filtration est bornée 
en chaque degré k : 

B = Fo,k :::> F1,k-l :::> ... :::> Fl,k-l = 0 

dès que l > k. Ceci implique ([33]) que la suite spectrale converge. 

0 

3.3.2 Lecture de e(f). 

Rappelons que nous avons supposé f* o evx # O. D'après (1.2.2.3), ceci 
est équivalent à f* o evTv # 0 dans le diagramme : 

t'xtTv(lK,TV) L t'xtTv(lK,TV@ W) 
evrv 1 

H*(TV) f* 
---+ H*(TV@ W) 

Il existe donc une classe [g] -/:- 0 dans t'xtTv(lK, TV) telle que, dans le dia
gramme commutatif suivant, 

[g] ---+ 

1 
[g(l)] ---+ 

[f 0 g] 
1 

[(fog)(l)J 

[g(l)] = [/3] et[(! o g)(l)] =[a] soient non nulles. 
Supposons maintenant que j3 E T~1 V. Il vient alors immédiatement, 

puisque fest TV-linéaire: a E T~ 1V@ W 
Il suffit alors d'utiliser la propriété 2.2.5 de l'invariant de Toomer de f 

pour conclure : 
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e(f) 2: l. 

Remarquons enfin que (f o g )(1) E T2: 1V Q9 W implique que f o g représente 
une classe non nulle dans E!;; (i.e. D(f o g) = 0). D(f o g) = 0 implique 
D~(f o g) =O. D'où, f o g "vit" dans E;·•. 
Ainsi, d'après (3.2.2.4), 

e(f) ;::: l 2: grade(!). D 
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4 Exemples et applications. 

4.1 Calculs dans le cas absolu. 
Dans quelques exemples, nous utilisons les modèles de Sullivan définis dans 

[41]. Les propriétés classiques de ces modèles sont développées dans [28]. 

Exemple 4.1.1 : prof(H.(f!X)) < e(X). 
Si ne = QJ, X = cpn admet pour modèle de Sullivan l'algèbre libre 

(A(x,y),d) = (AV,d) avec lxi= 2, IYI = 2n + l,dx = 0 et dy= xn+l. 
e(X) étant la longueur maximale d'un cocycle non trivial, nous obtenons : 

e(X) = n. 

D'autre part, d'après [7] (prop. 3.2), 

prof(H.(f!X)) = dim Vimpair = 1. 

0 

Exemple 4.1.2 : prof(H.(DX)) = e(X). 
ne = \()), X = Sp(5)/ SU(5) est de dimension 31 et admet pour modèle de 

Sullivan : 
(AV, d) = (A(/36, (310, '/'n, !15, /19), d), 

avec df36 = d/310 = 0, d!n = (3~, d/15 = (35(310 et d119 = f3Îo· 
Ceci implique ([7](prop. 3.2)), 

prof(H.(f!X)) = dim Virnpair = 3. 

Pour le calcul de e(X), il nous faut rappeler qu'une algèbre graduée H* 
est dite à dualité de Poincaré si elle vérifie les conditions : 

(i) dim H < oo. On notera alors fdim H = n = sup{kiHk ::f. 0}, la 
dimension formelle de H. 

(ii) dim Hn = 1 ; Hn = wne. w est appelé classe fondamentale. 

(iii) L'application Hi Q9 Hn-i --t ne qui à x 0 y associe Àx,y tel que xy = Àx,yW 

est une forme bilinéaire non dégénérée. 
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Nous utilisons maintenant un théorème ([27]) qui affirme que si V et 
H*(AV, d) sont de dimensions finies, alors H*(AV, d) est une algèbre à dualité 
de Poincaré, puis un lemme de [6] selon lequel e(X) peut être lu en longueur 
des mots sur la classe fondamentale (ici en degré 11 + 15+ 19-5-9=31 ([9])). 

Un calcul montre que Îuf3io - ÎlS/36/310 représente une classe non nulle 
dans H*(X) ; d'où : 

e(Sp(5)/SU(5)) = 3. 

0 

Remarque 4.1.3 : Nous noterons cupm;(X) la eup-longueur de X (i.e. la 
longueur maximale d'un eup-produit non nul dans H*(X,JK)). [2](1emma 2.7) 
permet d'affirmer que 

pourtant, on ne peut espérer améliorer le théorème A en 

prof(H.(!îX;JK)):::; cupm;(X) 

puisque cupey(8p(5)/SU(5)) = 2 < prof(H.(!1X;<Ql)) = 3. 
En effet, il suffit de calculer la cohomologie de 8p(5)/8U(5) qui est définie 

par générateurs et relations par : 

H = A(x,y,a,b) 
( x2, y 2 , x y, ax, a y+ bx, by, ba) 

avec lxi = 6, IYI = 10, lai = 21 et lbl = 25. 
Cependant, l'inégalité "prof:::; eup" est vraie pour les espaces formels ; en 

effet, ils vérifient "eup = e" (une algèbre différentielle graduée commutative 
(au sens gradué) (A,d) est dite formelle si (A,d) et (H(A,d),O) ont même 
modèle minimal). 

0 

Lemme 4.1.4 : Soit X et Y deux espaces topologiques 1-connexes. Alors 

prof( X V Y) = l. 
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Démonstration : H.(f!(X V Y))= H.(nX) U H.(f!Y) =Au B. En effet, 
en théorie des modèles d'Adams Hilton ([1]), 

(T(V EB W), D) =(TV, d) U (TW, d'). 

Puis, d'après [31], si A et B sont des JK-algèbres connexes non triviales, nous 
avons la courte suite exacte de AU B-modules : 

0 -+ AU B-+ (AU B)0AIK EB (AU B)08 IK-+ IK-+ 0 

qui fait apparaître un élément non nul dans 

([21]). 

4.2 Calculs dans le cas relatif. 
Exemple 4.2.1 : grade(!)= e(f) =O. 

0 

Soit une application continue f : Y -+ X de fibre homotopique F. Si f 
est homotope à l'application nulle, alors 

e(f) = 0 

et F a le type d'homotopie de f!X x Y. Par suite, H.(F) est un H.(f!X)
module libre, d'où : 

grade(!) = O. 

0 

Exemple 4.2.2 : Condition nécessaire pour qu'une application Y ~ X 
d'évaluation ev! #- 0 admette une fibre homotopique finie. 

Soit f : Y-+ X de fibre homotopique F. Supposons que dim H.(F; IK) < 
oo et ev1 #- 0 ; alors (2.1.9) 

grade(!)= prof(H.(f!X)). 
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D'où: 
prof(H.(!lX)) $ e(f) $ min(e(X),e(Y)). 

D 

Exemple 4.2.3 : grade(!) = 0 < 1 = e(f). 
K = lF5 • Considérons 

xpr 
sm{pr}-+ sm -+ sm, 

où sm{pr} désigne la fibre homotopique de sm ~sm. 
D'après [4](lemma 11.3), H.(Sm{pr}, lFs) est un H.(nSm, JF.)-module libre 
engendré par 1 et v avec /v/ = 2n + 1. 
Ceci implique (2.1.9) : 

D'autre part, f étant non nulle en cohomologie, nous obtenons d'après 2.2. 7: 

0 < e(f) = e(Sm) = 1. 

D 

Exemple 4.2.4 : grade(!)= 0 < r = e(f). 
K = Q. Soient X un espace 1-connexe et a E H2n(X,Q). Alors, d'après 

la théorie de l'obstruction, a = [!], avec f : X -+ K(Q,2n). En outre, 
H*(K(Q,2n)) = IK[y] avec /y/= 2n, f*(y) =a. Supposons que ar+l = 0 et 
ar =/= 0, alors 

e(f) = r. 

Il nous faut maintenant rappeler que, si X n'a qu'un nombre fini de groupes 
d'homotopie non nuls, alors .QX est un système de Postnikov stable à r 
étages ([38], [24]). En outre, si nx est un système de Postnikov stable à r 
étages, alors l'algèbre de Hopf H.(!lX) est p-résoluble ([38]) ; puis, d'après 
[24](lemma 3), tout module M de grade fini sur une algèbre de Hopf p
résoluble G a un grade nul. 

Appliquons ceci à f: X-+ K(Q,2n). Nous obtenons: grade(!)$ e(f) = 
r < oo implique : 

grade(!) =O. 
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0 

Exemple 4.2.5 : grade(!) fini et e(f) = oo. 
Soient IK un corps, G un groupe topologique et P ~ Bun G-fibré principal. 

Alors P s'identifie à la fibre homotopique de l'application classifiante 

B~BG 

et, de plus, l'opération d'holonomie de f!BG = G s'identifie à l'action (libre) 
de G sur P. Il en résulte que dans tous les cas où il existe une section de 
P~B, 

grade( ka)= O. 

D'autre part, 

avec led pair. lm k0 est appelé anneau caractéristique du fibré. Remarquons 
qu'on peut écrire H.(BG) = H,((A(ct, ... , cr),O) et que tous les cocycles sont 
envoyés sur des cocycles par k0. Ceci entraîne : 

e(ka) = cup(lm (kâ)) =nil (lm+(kâ)) s; cup(H*(B)). 

(lm+ désigne l'idéal d'augmentation). 
En particulier, si G est un groupe de Lie compact connexe de tore maximal 

T, nous avons la fibration : 

G/T--. ET!... BG 

où f =Bi (i :T'--+ G) on a e(f) = oo. En effet, 

(1) H*(BT) = IK[t1 , ... q, avec r =dim(T) et jt;J = 2. 

(2) H*(BG) = (IK[tl, ... ,trj)W(G) =IK[cl,···,cr] 

((lK[t1 , ... ,tr])W(G) désigne les invariants par le groupe de Weyl). 

En outre, lm f* = IK[c1, ... cr], d'où : 

e(f) = oo. 
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D'autre part, G = OBG opère sur G fT par translation à gauche et, comme 
dim H.(G/T) < oo, 

grade(!)= prof(H.(OBG)) = prof(APa) = dim Pa 

(Pa désigne l'espace des primitifs de G). 

D 

Exemple 4.2.6 : Fixons un corps IR: et considérons la projection : 

A v B l:., A. 

Dans la suite, nous travaillerons à homotopie près et les signes d'égalité seront 
souvent utilisés pour indiquer des équivalences d'homotopie. L'application p 
est définie par 

p( x) = x si x E A, 

p( x) = * si x E B. 

Nous pouvons alors calculer la fibre homotopique F : 

F = {(x,'Y)ix E A V B,'Y E PA,'Y(O) = p(x),'Y(l) = *}. 

D'où, F = PAUT avec 

T {(b,w),w E OA,b E B} 

BxOA. 

puis, F =PAU (B x OA). 
Avant de contracter PA au point base, remarquons que PAn (B x OA) = 
{ *} x OA. Ceci implique : 

BxOA 
F ={*}x nA· 

L'holonomie sur la fibre homotopique est induite par la composition des lacets 
(2.1.1) : 

B x OA x OA ~ B x f!A . 
{ *} x OA { *} x OA 
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Pour calculer le grade de H.(F), remarquons que le connectant de la suite 
de Puppe: 

à= vl{•}xnA : { *} x flA-+ F 

est nul. Ceci implique (2.1.11): 

gradeH,(nA)(H.(F)) = inf(prof(H.(!1A)), gradeH,(nA)(H+(F) ). 

Dans le cas particulier où B = V 01 Sna, nous sommes dans le cas d'un attache
ment cellulaire simple ; Y. Félix et J.-C. Thomas ([23]) ont montré qu'alors 
H+(F) est libre. Ainsi, d'après 2.1.9, 

grade(p) = O. 

Exemple 4.2.7 : Soit F, la fibre homotopique de l'inclusion: 

XVY~XxY. 

Alors, homotopiquement, 

F {(u,('!'x,!Y))hx E PX,/y E PY,u EX V Y,(lx,')Y)(O) = u} 
(PX x flY) UnxxnY (!1X x PY) 

(C!1X x flY) UnxxnY (HX x Ci1Y) 

nx*ny 
~(!1X A flY) 

(d'après un résultat de Ganea ( [25], [43])). 
Remarquons que, de plus, l'opération d'holonomie : 

(nx * nY) x (nx x Y) -+ nx * ny 

0 

est la composition des lacets sur chacun des facteurs du joint (2.1.1). Il 
résulte alors de notre théorème que, si ev; =/= 0, 

gradeH,(n(XxY))(H.(~(HX 1\ flY)))::; inf(e(X), e(Y)). 
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D 

4.3 Croissance du rnodule d'holonomie. 
Avant de décrire cette prochaine application, nous donnons brièvement 

quelques définitions. 

Définition 4.3.1 : Un CW complexe simplement connexe X est dit OC

elliptique s'il satisfait les conditions suivantes 

(i) cat(X) < oo. 

(ii) Chaque Hi(X;K) est finiment engendré. 

(iii) Il existe un entier N et une constante C tels que 

dim Hr(OX;IK):::; CrN, r = 1,2, ... 

Remarque 4.3.2 : A. Murillo ([39]) a démontré que si X est un espace 
tel que dim(1r.(OX) ® IQI) < oo; alors, X est !QI-elliptique si et seulement si 
evx =f. O. 

Définition 4.3.3 : Soit un JK-EVG E = ŒiEi, on dit que E a une croissance 
polynomiale égale à r et on note pg(E) = r s'il existe des constantes cet C 
telles que : 

n 

en' :::; L dim Ei :::; Cnr. 
i=O 

Définition 4.3.4 : Si A est une ADG qui possède une croissance polyno
miale (en tant qu'EVG), et siM est un A-MGD, on appelle croissance de M 
et on note 

crA(M) = sup pg(Aa). 
CIEM 

Nous pouvons maintenant énoncer la 

Proposition 4.3.5 : Si f : Y __... X est une application continue entre 
espaces topologiques 1-connexes de fibre homotopique F avec X elliptique 
d'évaluation non nulle, alors, pour tout corps de coefficients JK, 
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1) pg(H.(DX))- crH.(OX)(H.(F)) $ e(X). 

2} Si de plus H,(F) est un H.(OX)-module finiment engendré alors 

pg(H.(F)) + gradeH.(nx)(H.(F)) $ e(X). 

Démonstration : La condition X elliptique entraîne que H,(OX) admet 
une croissance polynomiale. Nous obtenons donc, d'après [14](lemma 4.3), 

prof(H.(OX))- cr(H.(F)) :s; grade(!)::::; prof(H.(OX)). 

L'égalité pg(H.(OX)) = prof(H.(OX)) ([11]) et la version absolue du théorème 
I permettent de conclure la première partie de la proposition. 
La deuxième affirmation est immédiate si on remarque ([14](Theorem C)) 
que 

pg(H.(F)) + gradeH.(nx)(H.(F)) = prof(H.(OX)). 

En effet, il suffit encore d'appliquer le cas absolu du théorème I pour obtenir 
l'inégalité annoncée. 

0 

4.4 Fibre homotopique d'un attachement cel
lulaire simple. 

Lemme 4.4.1 : Soit Y ~ YUq,(V "'en.,) = X un attachement cellulaire de 
fibre homotopique F. Nous avons le résultat : Si prof(H.(OX)) 2': 2 ou 
prof(H.(OX)) = 0 alors grade(!)= O. 

Démonstration : Nous noterons H.(F) = H et H.(OX) = G. Pour des 
raisons de degré, l'homologie réduite de F, notée H+ est un sous-G-module 
de H et nous pouvons former la courte suite exacte de G-modules 

(HfH+ = IK est un G-module trivial). 
Cette courte suite exacte donne naissance à une longue suite exacte de co
homologie: 

53 



Ext;:,-1 (H+, G) <-

l 
Ext;:,(IK, G) -----> Ext;:,(H, G) -----> Ext;:,(H+, G) 

l 
<---- Ext;:,+1 (IK, G) 

D'autre part, d'après [23], H+ = G 1/9 V est un module libre donc (2.1.9) 

Ext0(H+, G) = 0, n > 0, 

Ext~(H+, G) ~ Homa(H+, G) ~ Hom(V, G). 

D'où, sin ?:: 2, Exta(IK, G) ~ Ext0(H, G). 
Étudions le cas n = 1. 

Ext~(H+, G) <---- Ext~(H, G) ~ Ext~(IK, G) <---- 0 
l 

Ext~(IK, G) -----> Ext~(H, G) ---. 0 

Nous obtenons donc, si prof(G) ?:: 2, les isomorphismes 

Ext~(H,G) ~ Ext~(H+,G) ~ Hom(V,G). 

Or Hom(V, G) =/= 0, donc 
gradeaH =O. 

Si prof( G) = 1, l'observation de la suite spectrale ne permet pas de conclure 
dans le cas général. Cependant, l'indétermination peut parfois être levée "à 
la main" (cf exemple 4.4.2). 
Enfin, si prof( G) = 0, Il suffit de considérer l'injection 

0--+ Ext~(IK, G) =/= 0--+ Ext~(H, G) --+ ... 

pour conclure que Ext~(H, G) =/= 0 et donc 

gradeaH =O. 

0 

Exemple 4.4.2 : grade(!) = 0 < e(f) = 1. 
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Soit OC un corps quelconque. Considérons 

où f = "pinching map" ([4]). Nous avons encore 

Ici, G = H.(nSn) = T(u) avec lui = n- 1. On montre classiquement que 
prof(G) = 1. Nous sommes donc dans le cas "douteux" du lemme précédent. 
Pourtant, d'après [4], il existe une courte suite exacte : 

qui donne une longue suite exacte de cohomologie : 

Ext~(G, G) 
&l 

Ext~(oc, G) 

i 
+-- Ext~(H,G) 

Ext~(H,G) 

avec Ext~( G, G) ~ Homa( G, G) ~ G. 

0 

Nous cherchons maintenant à calculer explicitement Ext~(oc, G) grâce à la 
résolution de OC : 

0 ---+ T( u) 0 su ---+ T( u) ---+ oc ---+ O. 

Un simple calcul montre que toutes les applications T( u )-linéaires f de T( u )0 
su dans T( u) sont des cocycles et que f est un cobord s'il existe un élément g 
dans T(u) tel que u.g = f(su). Or nous pouvons toujours écrire f(su) = u.g 
sauf si f(su) = 1. D'où: Ext~(oc, G) ~{su}. 
Ceci permet de décrire l'application a : à gE G ~ Ext~( G, G), on associe 0 
si g E y+ ( u) et su si g = 1. 
Ceci implique lm i =ker a= T+(u) =f.O. Or, i étant injective, Ext~(H,G) =f. 
0 et 

gradeaH == O. 

D 
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4.5 Calculs et résultats utilisant la structure 
de coalgèbre. 

Pour les notions de base sur les algèbres de Hopf, nous utiliserons sans 
référence explicite les articles [36) et [38]. 

Plaçons nous sur un corps quelconque lK. Nous pouvons affirmer que, 
l'opération d'holonomie 

v : F x nx _. F 

provenant de la géométrie ; l'application induite en homologie : 

v. : H.(F) ® H,(OX) -+ H.(F) 

est un homomorphisme de coalgèbres et donc préserve les primitifs. 
Or, 

donc, 

P(H.(F) ® H.(OX)) = PH.(F) E8 PH.(OX), 

{
v(IK®PH.(OX)) c PH.(F), 
v(P H.(F) ® IK) C P H.(F). 

Considérons la restriction de v. à JK@ H,(OX) : 

qui est un homomorphisme de degré 0 respectant les primitifs. 
Si nous supposons en outre que dim P H.(F) < oo, alors il existe un entier 
n tel que 

â.((P H.(OX))>n) =O. 

Donc, si a E (PH.(OX))>n, alors v( a@ 1) =O. Ceci entraîne le 

Lemme 4.5.1 
PH.(F). 

Si a E (PH.(OX))>n et xE PH.(F) alors v(a®x) E 

Démonstration : Il suffit d'écrire que la codiagonale est un morphisme de 
coalgèbres (nous noterons toutes les codiagonales 6.). 

6.(v(a@ x))= (v@ v) o To (6.@ 6.)(a@ x). 

(où T(a@ b) = ( -l)lallblb@ a). 
Puis, a et x étant primitifs, 
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~(v( a 0 x)) (v 0 v) o T((a 01 + 10 a) 0 (x 01 + 10 x)) 
(v 0 v)( a 0 x 0101 +a 01010 x 

+( -l)l"llxll 0 x 0 a 01 + 1010 a 0 x) 

v(a0x)01+10v(a0x), 

puisque a E (PH.(f!X)hn 

0 

Notons 1, l'idéal engendré par (PH.(f!X)hn dans H.(f!X). Il est facile de 
voir que 1 est un idéal de Hopf i.e. : 

{ 
p(1 0 A+ A 0 1) C 1 
~(!) C 1 0 A + A 0 1 

(A= H.(f!X) ; p désigne la multiplication dans l'algèbre A). 
Nous pouvons donc considérer l'homomorphisme d'algèbres de Hopf suivant: 

H.(flX) ~ H.(flX)/ 1. 

Soit H le Hopf noyau de p défini par : 

H = {a E H.(f!X)!~a- a 0 1 E H.(f!X) 0 1} ; 

rappelons que H est une sous algèbre de Hopf normale de H.(flX) = G et 
qu'une sous algèbre normale H d'une algèbre de Hopf G vérifie H+G = GH+ 
([36]). 
Notons G// H = G/ 1. Alors : 

(i) G ~ H 0 G// H en tant que H-module à gauche et G// H-module à 
droite ( [36)). 

(ii) H est primitivement engendré ([29]). 

(iii) P H.(F) est un H-module. 
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Nous avions supposé que dim P H.(F) < oo d'où : 

gradeH(P H.(F)) = prof(H); 

enfin, d'après [15], si G est elliptique, 

prof( G) = prof( H) + prof( G // H). 

Ceci entraîne la : 

Proposition 4.5.2 : Soit Y--+ X, une application continue de fibr-e homo
topique F telle que : 

(i) G = H.(flX) est elliptique, 

(ii) dimPH.(F)<oo, 

alors, si H désigne le Hopf noyau défini précédemment, 

gradeH(P H.(F)) = prof(H) =prof( G)- prof( G // H). 

D 

Supposons maintenant que G est une algèbre de Hopf graduée connexe et 
que H est une sous algèbre de Hopf normale ; alors G // H est une algèbre de 
Hopf. Sous ces hypothèses, nous prouverons la 

Proposition 4.5.3 : Si 

(i) G/ /H = K[x], 

(ii) M est un G-module sur lequel x opère librement (M ~ M est injec
tive), 

alors 
grade0 (M) ;:::: prof(H) 

Démonstration Considérons la courte suite exacte d'algèbres de Hopf 
([36]) : 

H-+G--+G//H 
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à laquelle on associe classiquement la suite spectrale de Hoschild-Serre : 

E~,q = Tor;I/H (lK, Tor: (M, av))=? Tor;+q(M, av). 

D'autre part, aj /H = lK(x] opèrant librement sur M, il existe un isomor
phisme: 

TorG//H(lK TorH(M av))~ TorGffH(M TorH(lK av)) 
p ' q ' p ' q ' . 

Alors d'après 2.1.9, 

Tor;IIH(M, Tor:(JK,av)) = 0 si p > 0, 

et E6,q = EO:q· Il en résulte que : 

M 12Ja; fHTor: (lK, av) 

MI2Ja;;HTor: (lK, (H ({) aj / Ht) 

puis, aj / H étant de type fini, (H 0 aj / H)v = Hv 0 (aj / H)v. Enfin, H 
opère trivialement sur a;/ H d'où: 

et 
gradea(M) ~ prof(H). 

0 

Nous proposons maintenant une application de ce résultat qui permet 
d'obtenir des grades arbitrairement grands. 

Exemple 4.5.4 : Plaçons nous sur un corps lK fixé. Soit F la fibre homo
topique de l'inclusion : 

X~XxY. 
Alors, homotopiquement, 

F {(x, (ix,/Y) =!)lx E X,/x E PX,')'y E PY,1(0) = x,1(l) = *} 
= PX x nY 

nY 
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Nous pouvons alors identifier l'opération d'holonomie : 

à 

F x D(X x Y) -+ F 

{ 
!1Y x (!lX x DY) --+ 

(w, (wx,wy )) f-----7 

F 
W*Wy 

En effet, d'après 2.1.4, la "vraie" holonomie est : 

{ 
(X x; P(X x Y)) x !l(X x Y) --+ (X x; P(X x Y)) 

((x, (/x,/Y)), (wx,wy )) f-----7 (x, (ix* wx,/Y * wy)) 

Si nous posons G = H.(D(X x Y)) = H.(!lX) Q9 H.(DY), M = H.(F) et 
H = H.(DX) avec Y= 5 3

, alors : 

(avec lui= 2). 

G H Q9 H.(HS3
) 

HQ9T(u) 
HQ9oc(u), 

Il est alors clair que u opère librement sur M = H.(F) = H.(HY) = OC(u) 
puisque 

{ 
H.(!lY) Q9 H.(G) --+ H.(!lY) 

( uk' (3 Q9 ul) f-----7 uk+l 

Il résulte donc de la proposition précédente que : 

gradeH.(O(XxY))H*(F) ;:::: prof(H.(!1X)). 

Si nous supposons en outre que X = S 5 x ... X S 5 (produit de n sphères), 
alors, prof(H.(DX)) = n = e(X). Or, ev;= i* o evxxY-=!= 0 ; donc: 

prof(H.(îlX)):::; grade(i):::; e(i):::; e(X), 

d'où: 
grade( i) = e( i) = n. 

0 
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Avant d'énoncer la dernière proposition, rappelons trois définitions : 

Définition 4.5.5 : La dimension globale d'une ADG A est définie par 

gldim A== sup{k/Ext~*(lK,lK) =/= 0}. 

Soit B* une ADG de T-modèle (TV, d). Considérons un modèle libre de 
la projection naturelle p 

TV J 
---7 

p 

":. 

TVUTW 

! ~ 
TVjT>mv 

Définition 4.5.6 : [30] M-cat(B) est le plus petit entier m tel que j admette 
une rétraction de TV-module à gauche. Si X est un espace topologique, on 
notera M-cat(X)=M-cat(C*(X)). 

Dans la preuve de la proposition suivante, nous utiliserons aussi la notion 
de produit tensoriel complété qui se définit comme suit : 

Définition 4.5.7 : (Hom(M, N)@P)i = TI. E9tHom(M•, N•+i-t) Q9 pt. 

Proposition 4.5.8 : Si f : Y -+ X est une application continue entre 
espaces topologiques 1-connexes de fibre homotopique F avec 

1} (f!f). : H,(f!Y) -+ H.(f!X) est injective, 

2} ev1 =/= 0, 

alors 

gradeH,(Ox)(H,(F)) == prof(H.(f!X)) :<::; e(J) 

En particulier, siprof(H.(f!Y)) == gldim(H.(f!Y))alors on obtient un "pseudo 
mapping theorem" : 

M-cat(Y) :<::; e(X). 

Démonstration : La condition (1) implique que la suite spectrale de Serre 
de la fibration 

nY-+ nx-+ F 
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dégénère au terme E 2 ([40]) d'où 

H.(f!X) = H.(f!Y)@ H.(F) et H.(F) = lK ®H.(!1Y) H.(OX). 

Or, G = H.(f!X) est un H = H.(r!Y)-module libre et donc on a les isomor
phismes de coalgèbres graduées : 

H.(F) ~ IK®H G ~ G/ /H. 

Donc, si P. ~ lK est une résolution du corps lK par des H-modules libres (à 
droite) alors P. ®H G ~ IK ®H G = G // H est une résolution de G // H par 
des G-modules libres (à droite). On en déduit les isomorphismes d'espaces 
vectoriels gradués : 

Exta( G // H, G) ~ Extii(IK, G) ~ Extii(IK, H)@G // H. 

(Ils résultent de l'isomorphisme Homa(P ®HG,-) ~ HomH(P,-) et de la 
courte suite exacte d'algèbres de Hopf H--+ G-+ G/ / H.) 
Donc, 

gradea( G // H) = prof( H). 

Or, d'après notre théorème, 

prof(H) :::; e(f). 

Ceci démontre la première assertion. 

Si on suppose en outre que prof(H.(f!Y)) = gldim(H.(f!Y)), alors, d'après 
[8](theorem A) on a que 

prof(H.(f!Y)) = M-cat(Y), 

d'où la dernière partie de la proposition. 

0 
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