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0 Introduction

Le travail que nous présentons ici s’inscrit dans un domaine largement
étudié durant les 25 dernieres années : Nous cherchouns a préciser la structure
d’algébre de Hopf des lacets sur un espace X a partir d'informations sur des
caracteres de finitude pour X.

Plus précisément, si X est un espace topologique muni d’un point de
base zp ; espace X des lacets de Moore pointés sur X est un monoide
topologique pour la composition des lacets. Il est défini par :

QX = {w:]0,1] = X continue telle que w(f) = w(t) = zo}.

En outre, pour tout espace topologique X et pour tout corps K, nous
pouvons considérer l'objet algébrique H.(X,K) appelé homologie de X qui
supporte des structures d’espace vectoriel gradué et de coalgebre graduée.
En particulier, H,(QX,K) est une algébre graduée dont la multiplication
provient de la composition des lacets ; cette structure d’algébre est compati-
ble avec la structure de coalgebre : H,(QX,K) est une algébre de Hopf.

Plus généralement, dans la suite, nous nous intéresserons au cas d’une
application f : Y — X entre espaces topologiques 1-connexes de types finis
(Phomologie est finiment engendrée en chaque degré). A une telle application
sont classiquement associés les invariants homotopiques suivants :

Définition 0.1 : La catégorie de Lusternik-Schnirelmann de Dapplication
f est le plus petit entier m < oo tel que Y peut étre recouvert par m + 1
ouverts U; qui vérifient la condition : la restriction de f & chaque U; est
homotopiquement nulle.

Dans le cas ot f =1d: X — X, nous retrouvons la définition de la catégorie
de Lusternik-Schnirelmann de 'espace X.

Remarque 0.2 :
(i) cat{f) = 0 si et seulement si f est homotope a I’application nulle.

(il) cat{X) = 0 si et seulement si X a le type d’homotopie d’un point.
(f =idx)

(il1) cat(X) =1 si et seulement si X est un co-H-espace.
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Définition 0.3 : La fibre homotopique de f est le produit fibré : F =
Y xsPX ; elle est munie d’une opération canonique :

((y,7),w) - {y,7*w)

appelée opération d’holonomie.

{(YfoX)xQX - 0X

En particulier, pour tout corps de coefficients K, cette application induit une
unique structure de H,(02X;K)-module sur H,(F;K) que nous appelerons
module d’holonomie.

D’autre part, en géométrie algébrique, il est classique d’associer & un mo-
dule gradué M sur une algébre graduée A les invariants numeériques suivants :

Définition 0.4 : Le grade du A-module M :
grade, M = inf {k|Ext’"(M, A) # 0}.

Si M = K est un A-module trivial, nous retrouvons la
Définition 0.5 : La profondeur de 'algébre A est définie par :
prof(A) = inf{k|Ext%"(K, ) # 0}.
Lorsque f : Y — X désigne une application de fibre homotopique F', la
structure de H,(2X;K)-module sur H,(F;K) permet de définir :

Définition 0.6 : le grade de 'application f :

gradex(f) = gradey, qx g (H.(F;K))-

Dans la suite, nous nous placerons toujours sur un corps quelconque K et nous
écrirons souvent grade(f) au lieu de gradeg(f), H.(X) au lieu de H.(X;K)...

Si f=1id: X — X, alors H.(F) =K en tant que H.(2X)-module trivial et
nous retrouvons la définition de la profondeur de H.(Q2X).

En 1989, Y. Félix, S. Halperin, J.-M. Lemaire et J.-C. Thomas ont établi
un lien entre invariant algébrique et invariant homotopique :



Théoréme de la profondeur : [8] Si X est un espace topologique sim-
plement conneze tel que chaque H(X;K) soit finiment engendré, alors pour
tout corps de coefficients K :

prof( H.(QX;K)) < cat(X).

Ce résultat a aussi été démontré quelques années plus tard (1992) dans le
cas relatif :

Théoréme du grade : [18] : Si [ : Y - X est une application continue
entre espaces topologiques 1-connezes de types finis alors pour tout corps K :

gradeg(f) < cat(f).

Ces deux théorémes s’inscrivent bien dans le cadre de recherche évoqué
en début d’introduction ; ils permettent en effet, d’une part de préciser la
structure d’algebre de Hopf de H.(QX) & partir d’informations topologiques
sur la “finitude” de X, d’autre part de préciser la structure de H.(2.X)-
module du module d’holonomie H,(F) grace & des informations topologiques
sur la “finitude” de f.

Le caractere essentiel des invariants profondeur et grade dans ces deux types
d’étude apparait notamment dans les articles [12], [13], [17], [19], [15], [29]
et [14].

Dans cette these, nous cherchons, modulo une hypothese supplémentaire, &
affiner les théorémes du grade et de la profondeur en remplagant la catégorie
de Lusternik-Schnirelmann par invariant de Toomer (cf 2.2.3) ex(f) qui
vérifie :

cupg(f) < ex(f) < cat(f),

ot cup(f) désigne la cup-longueur de f (i.e. la longueur maximale d’un cup-
produit non-nul dans I'image de I'application induite par f en cohomologie).
Pour cela, nous définissons la notion d’application d’évaluation d’une appli-
cation f (Déf. 2.3.1) ; notre résultat s’énonce alors :

Théoreme I : Si f : Y — X est une application continue entre espaces
topologiques 1-connexes de types finis et si evy # 0 alors pour tout corps K :

gradeg(f) < ex(f).
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Dans le cas particulier olt f =id: X — X, nous retrouvons le

Théoréme A : ([2]) Si X est un espace topologique 1-conneze de type fini
tel que evy # 0, alors pour tout corps K :

prof( H.(0X;K)) < ex(X).

Remarque 0.7 : Ces théorémes améliorent les théorémes du grade et de la
profondeur pour les raisons suivantes :

(i) ex(f) est plus facile & calculer que cat{[).

(i1) ex(f) minore cat(f).

(1i1) Aumoment ol nous écrivons, nous ne savons pas s’il existe un espace X
de L.S. catégorie finie tel que la condition evx # 0 ne soit pas vérifiée.
En outre, le théoreme A apparait comme une vraie amélioration de
Pinégalité “prof < cat” ; en effet, dans [32], les auteurs donnent I'exermnple
d’un espace X pour lequel eg(X) = 2 et cat{X) = 3. Remarquons aussi
([10]) qu’il existe des espaces pour lesquels cat(X) = oo et eg(X) = 2.

Dans la derniére partie de ce travail, nous montrons que dans nos deux
théorémes, les cas d’inégalité stricte et d’égalité peuvent tous deux se pro-
duirent (la différence entre les deux Invariants est parfois infinie). Cette
section contient aussi des résultats découlant du théoreme I. Nous déduisons
en particulier les propositions suivantes :

Proposition (4.3.5) : Si f : Y — X est une application continue de fibre
homotopique F' entre espaces topologiques 1-connezes de types finis avec X
elliptique d’évaluation non nulle, alors, pour tout corps de coefficients K,

1) pg(H. (X)) — cra.ax)(Ha(F)) < e(X).
2) 51 de plus Ho (F') est un H (QX)-module finiment engendré alors

pg(H.(F)) + gradep, (ax) (H-(F)) < e(X).

(La croissance polynomiale pg, la croissance cr et la notion d’ellipticité seront
définies dans la quatriéme partie.)



Proposition (4.5.8) : Si f : Y — X est une application continue de fibre
homotopique F enire espaces topologiques 1-connezes de types finis avec

1) ().  H(QY) — H.(QX) est injective,

2) €Vy ?é 0,

alors

gradeH,(Qx)(H*(F)) = prof(H,.(QX)) < c(f)

En particulier, st prof(H.(QY)) = gldim(H.(QY"))alors on obtient un “pseudo
mapping theorem” :

M-cat(Y) < e(X).
(Nous définirons ’invariant M-cat dans la quatriéme partie).

Le texte s’organise de la maniére suivante : Dans une premiere partie,
nous mettons en place les conventions et outils nécessaires. Les invariants
sont alors définis dans une seconde partie, puis le théoréme I est démontré
dans la troisieme partie. Enfin, nous consacrons une quatrieme partie a des
exemples et applications.



1 Notations et rappels.

1.0 Conventions.

K désigne un corps quelconque et nous écrirons — ® — et Hom(-,-) au lieu de
*‘@K— et HornK(——, —)

Un espace vectoriel gradué est une famille M = {M,},c; de K-espaces vec-
toriels. Un élément =z € M est un élément dans un certain M;. Nous dirons
alors que z est de degré ¢ et nous noterons |z| = 1.

Une application linéaire f : M — N de degré k est une famille d’applications
linéaires f; : M; — Niyg.

Une différentielle dans M est une application linéaire d : M — M de
degré -1 telle que d* = 0, et 'espace vectoriel gradué quotient H{M,d) =
ker(d)/im(d) est appelé homologie de M (noté souvent H(M)).

La suspension de (M, d) est Pespace vectoriel gradué différentiel (EVGD)
s(M,d) défini par (sM); = M;_; et s{dz) = —d(sz).

Un morphisme ¢ : (M, d) — (N, d) est une application linéaire de degré 0 ¢; :
M; — N;, commutant aux différentielles. Il induit H(¢) : H(M) — H(N).
Si H(@) est un isomorphisme, ¢ est appelé quasi-isomorphisme et est noté

M3 N.

Nous utiliserons la convention M* = M_;. Nous aurons alors d : M* — Mi+1

et (sM)' = M+,
Le produit tensoriel d’espaces vectoriels gradués est défini par :
(M@ N}, = ®irj=nM; @ N;.

Sif:M — M e g: N— N sont des applications linéaires de degrés
respectifs k et [, alors fR@¢g: M @ N — M' Q@ N’ est 'application linéaire de
degré k + [ définie par:

(F®9)(z@y) = (-1 f(z) @ g(y).

En particulier, (M, dar) ® (N, dy) est Pespace vectoriel gradué M @ N muni
de la différentielle dp ® 1dy + tdpy ® diy.
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Une algébre graduée differentielle (ADG), est une algébre graduée (associa-
tive) A = {A;}icz avec unité 1 € Ay et munie d’une différentielle satisfaisant
d(zy) = (dz)y + (-1)Plz(dy) (d est une dérivation). Il s’ensuit que 'image
Im(d) est un idéal de la sous-algébre graduée du noyau Ker(d). H(A) possede
donc une structure d’algébre graduée : l'algébre d’homologie de A.

Un morphisme ¢ : (A,d) — (B,d) ’ADG est un morphisme d’EVGD qui
préserve les produits et I'unité ; ainsi, H(¢) est un morphisme d’algébres
graduées. Si H(¢) est un isomorphisme, alors ¢ est un quasi-isomorphisme

d’ADG (noté ).

Nous distinguons deux sous-classes importantes parmi les ADG: Une algébre
de cochaines est une ADG de la forme (A, d) avec A = {A'};>0 et une algébre
de chaines est une ADG de la forme (A, d) avec A = {A;}i»0. Nous noterons
respectivement ADG* et ADG, ces deux sous-classes.

Un module gradué différentiel (MGD) (¢ gauche) sur une ADG (A, d), est
un EVGD (M, d) muni d’une application linéaire de degré zéro AQ M — A,
a®m +— a.m, telle que (aa’).m = a.(¢.m), L.m = m et d{a.m) = da.m +
(=1)kla.dm.

Un morphisme de (A,d)-modules est une application linéaire ¢ : (M, d) —
(N, d) telle que ¢(a.m) = (=1)1l9q.¢(m).

Définissons maintenant une coalgébre graduée différentielle (CGD). Clest un
espace vectoriel gradué différentiel (C,d) muni de deux morphismes; la co-
multiplication A : (C,d) — (C,d) ® (C,d) et la co-unité € : (C,d) — K tels

que les diagrammes suivants :

C = Cec
al lidcwa (coassociativité)

cgeC 22 cgreC
et

cec & ¢ & ogC
e@ide | I | ie®e (condition de co-unité)

KC = (¢ = (@K



commutent.
En outre, la différentielle est une codérivation : Ceci est exprimé par la
commutativité du diagramme :

c 2 0®cC
al ldgid+idgd
c & cwecC

(Avec la convention de Koszul rappelée en début de paragraphe : {(d®:d)(¢®
y) =dzRyet ((d®d)(zR®y)=(-1)"z ®dy.)

Un morphisme de CGD est un morphisme de K-EVGD f : C — D tel que

les diagrammes suivants commutent :

c L b ¢ L b
Acl ,LAD et < ch
cec 2L pegbp K

Une coalgébre coaugmentée est une coalgebre (C, Ac,ec) munie d'un mor-
phisme de coalgebres de degré zéro ¢ : K — C (la coaugmentation). Nous
noterons C' = coker 7¢.

Si C est coaugmentée, C = K C en tant qu’espaces vectoriels ; la diagonale
réduite A est alors définie de maniére unique par Az = Az +1Q@z+zr ® L.

Un élément z € C est dit primitifsi Az = 0.
Un morphisme de coalgébres coaugmentées est un morphisme de coalgebres
f:C — Dtel que fone =1p.

Supposons maintenant que ((C,d),Ac,¢ec) est une CGD sur K. Un C-
comodule gradué différentiel (d gauche) (N,dy, An) est un K-EVGD (N, dy)
muni d’un morphisme de K-EVGD de degré zéro, Ay : N — C Q@ N, tel que
les diagrammes suivants :

N AN ceN N = N
Ay ) L ac@idy et mo®idy | ' i
CoN ‘28 coCeN CoN N xgnN



commutent. En outre, la différentielle doit vérifier le diagramme commutatif
suivant :
Ay

N =5 C&N
dy | | ide ®dy +dc @ idy
N Ay CQN

Un morphisme de C-comodules gradués différentiels a gauche est un mor-

phisme de degré zéro f : M — N de K-EVGD tel que Ayof = (ide®@f)oAy.

Nous appelerons algébre de Hopf (A,A,¢,n, 1), une coalgebre coaugmentée
munie d'une multiplication associative 1 : A ® A — A qui est un morphisme
de coalgeébres. Cette condition, souvent appelée condition de Hopf, s’exprime
par la commutativité du diagramme -

(A9 A @ (AnA) 25 ApA
AA@Al .LAA

AgA 5 A

(Notons que, si (C,Ag) et (D, Ap) sont des coalgébres, on définit une dia-
gonale sur le produit tensoriel en posant Acgp = (1 QT ® 1)(Ac ® Ap) ol
Tz®y) = (-1)My o 2).

1.1 Les T-modeles.
Rappelons que, si V' est un espace vectoriel gradué, on note
TV=KaVe(VeV)e(VaveV)s..
I'algebre tensorielle sur V.

Définition 1.1.1 :

(i) Un modéle libre dans la catégorie des algebres de cochaines ou T-modéle
d’'une ADG* A est un quasi-isomorphisme (I'V,d) = A dans lequel
V = {V*}i>1 est un K-espace vectoriel gradué.

(ii) Un modéle libre ou T-modéle d'un espace topologique X est un T-
modele de PADG* C*(X) des cochaines singulieres sur X.
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Proposition 1.1.2 : [16](prop.4.2 et cor.2 du Th.5)

(i) une ADG* A posséde un T-modéle simplement conneze si et seulement
si HO(A) = 0, HY(A) =K et H'(A) = 0.
Si ces conditions sont satisfaites, et si chaque H'(A) est un K-espace
vectoriel finiment engendré, alors TV peut étre choisi de type fini (i.e.
fini en chaque degré).

(1) Un espace simplement conneze X de K-type fini admet un T-modéle
(TV,d), dans lequel

Im(d) C (TV)*(TV)*

(On dit alors que le T-modéle est minimal)

0O

Lemme 1.1.3 : [16](lemma 4.3) Si (TV,d) est un T-modéle I-conneze (i.e.
HY(TV) = K,et HY(TV) = 0) alors il existe une décomposition en somme
directe V = @;»1V(2) telle que

d: V(i) = T(®;V ()

0

Proposition 1.1.4 : [16](prop.4.6) Si (TV,d) 5 (A,d4) est un T-modéle
I-conneze de PADG (A, dya), et si M est un A-module tel que H<*(M) = 0,

alors il eziste un quasi-isomorphisme de MGD de la forme
(TVeW,d) S M

avec W = {W'}is,,. Sien outre, H(M) et TV sont des K-espaces vectoriels
de type fini, alors W peut aussi étre choisi de type fini.

0

Remarque 1.1.5 : SiY — X est une application continue de fibre homo-
topique F', I'application induite sur les cochaines singuliéres fait de C*(Y)
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un C*(X)-module. Nous pouvons alors appliquer la proposition précédente
avec

TVSCHX)et TVOW 5 CHY).
Nous avons alors la

Proposition 1.1.6 : [16](cor.3 du Th.3) Sous les hypothéses de la remarque
précédente, le modéle libre TV @ W 5 C*(Y') peut étre choisi de telle sorte
que

d:W—(TV)teWw.

(On dit alors que TV @ W' est minimal).
O
Proposition 1.1.7 : {16](prop.4.7) Si (T'V,d) est un modéle libre 1-conneze

et si (TV @ W, d) est un (T'V,d)-module tel que W = {W'}is,,, alors W est
de la forme W = @jgow(j) avec

d: W(5) = TV ® (Bic; W(3)).

]

Nous nous intéressons maintenant au T-modéle d’une application. Pour
cela, remarquons que I'on peut construire les coproduits :

A% AuBL B

dans la catégorie des algebres graduées. De plus, si B =TV, AUTV =
02 ,A® (V ® A)3* en tant que A-modules.

Si(A,d) et (B,d) sont des ADG alors il existe une ADG unique, de la forme
(AU B, d) telle que a et 8 soient des morphismes d’ADG. C’est le coproduit
d’ADG de (A,d) et (B,d).

Définition 1.1.8 : Une extension est un morphisme d’ADG de la forme
(A,d) S (AUTV,d)
ol
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(i) 1 est I'inclusion

(i) V peut étre écrit comme 'union V = U,V (k) d'une famille V(0) C
V(1) C ... de sous-espaces vectoriels gradués.

(iii) d:V(0) > Aet d: V(k) — AUTV(k 1), k > 1.

Nous pouvons maintenant énoncer la :

Proposition 1.1.9 :  [20](prop.3.1) Tout morphisme (A,d) 4 (B,d) se
factorise en

(A,d) — (AUTV,d) =5 (B,d) {*)

ou 1 est une extension el m est un quasi-isomorphisme surjectif d’ADG ((*)
est un (A, d)-modéle de f).
]

Soit une ADG™ (T'V, d}, nous avons alors la proposition d’existence suivante :

Proposition 1.1.10 ;: Il existe un quasi-isomorphisme :
(TV R (K @sV),6) SK.
(TV ® (R & sV),8) est appelé cléture acyclique de Dalgebre (TV, d).

Démonstration : Rappelons d’abord que lisomorphisme s : V 3 sV
s’étend en un isomorphisme

s:T*VETV@sV
donné par
$101 QU ® o @ v > (=)A=l () @ 0, ® L @ vily) ® svR.

La multiplication & gauche fait de TV ® (K @ sV) un module sur P'algebre
graduée TV, et ce module est la somme directe de TV et TV @ sV. Nous
étendons la différentielle d dans T'V en une application linéaire de degré 1
sur TV ® (K @ sV) en posant pour touslesv e Vet be TV :

§(b® sv) = (=1)Plbw @ 1 = (=1)"b.s(dv) + db ® sv
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(Ceci est fait en écrivant que 8s + sd = id).
Définissons

e:TVREosV) -k
pare(l) =let e=0sur 7TV @ (TV @ sV).
Lemme 1.1.11 :
(1) (TV @ (K @ sV),8) est un (I'V,d)-module & gauche.
(%) € est un quasi-isomorphisme de (T'V,d)-modules.
Démonstration du lemme :

(i) Posons M =TV @ (K@ sV). Pour ¢« € TV et ¢ € M, nous voulons
montrer que :

d(z.0) = dz.a + (-1)"z.da.

Soit ¢ = b ® sv, d’une part

5(ab® sv) = (=1)1%lgb.v + (1) gh s(dv) + da.b @ sv+ (—1)1a.db @ sv.
D’autre part,
da.(b ® sv) = (da.b) ® sv
et
(=1)1Ha.6(b ® sv)) = (=1)((=1)¥a.bv + (1) a.bs(dv) + a.db & sv).

Ceci permet de conclure a ’égalité annoncée.
(i) Soit z = a+ b® sv, un cocycle dans TV @& (T'V ® sV). Montrons que
c’est aussi un cobord.

0=06z=da+(—1)"bv+ (—1)"*1b.s(dv) + db ® sv.
Dot da = —(—1)"lbw puis,
s(da) = —(=1)Pls(bv)

_(_1)lb|(_1)lbfb ® sv
= —bR sv
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Ceci implique :
z = a—s(da)
8sa.

1.2 Algebre homologique.
1.2.1 modules semi-libres.

Supposons que (A, d) est une ADG et soit (M, dpr) et (N, dy) des (A, d)-
modules. On rappelle qu’un morphisme de (A, d)-modules ou application A-
linéaire (de degré 1) est une application linéaire f : N — M (de degré 1) telle
que f(a.n) = (=1)"la.(f(n)). Ces applications A-linéaires (Hom4(N, M), D)
forment un sous-espace vectoriel gradué différentiel de (Hom(N, M), D) avec
la différentielle

Df =dyof—(-1)ffody.

De méme, si (@, dg) est un (A, d)-module & droite, alors (Q®4M, D'} est
le module quotient (Q,dg) ® (M,dnm)/(g.a® m — g ® a.m).

Les foncteurs Hom,(—,—) et —®4— ne préservent pas les quasi-isomor-
phismes. Nous allons donc introduire les résolutions semi-libres qui sont
les analogues différentielles des résolutions projectives.

Définition 1.2.1.0 : Un module gradué M sur une algébre graduée A est
appelé A-libre siil est de la forme M & AQV avec V espace vectoriel gradué.

Définition 1.2.1.1 :

(i) Un (A,d)-module (P, d) est une eztension semi-libre d’un (A, d)-module
(M,d) sl peut s’écrire comme 'union d’une famille de (A, d)-sous-
modules P(—1) C P(0) C ..., tels que P(—1) = (M,d) et chaque
P(k)/P(k—1), k > 0, soit A-libre sur une base de cycles. Si M =0,
(P, d) est un (A, d)-module semi-libre.

(i) Soit f : (M,d) — (N,d), un morphisme de (A,d)-modules. Une
résolution semi-libre de f est une extension semi-libre (P,d) de (M, d)
muni d’un quasi-isomorphisme de (4, d)-modules (P,d) 5 (N,d) se
restreignant a f sur (M,d).
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(ili) Une résolution semi-libre d’un (A, d)-module (N,d) est une résolution
semi-libre de 0 — (N, d).

Nous pouvons alors énoncer la
Proposition 1.2.1.2 : [20](prop.2.1 et prop.2.4)

(i) Tout morphisme f : (M,d) — (N,d) de (A,d)-modules admet une
résolution semi-libre (Q,d) 5 (N,d). En particulier, tout (A, d)-module
admet une resolution semi-libre.

(1) Si (P,d) est un (A,d)-module semi-libre, alors Homu(P,—) préserve
les quasi-isomorphismes.

(iii) Si (A,d) = (B,d) est un quasi-isomorphisme d’ADG, alors les MGD
Homa(P,N) et Homg(P, N) sont aussi quasi-isomorphes.

]

Exemple 1.2.1.3 : La construction acyclique sur (T'V, d) définie en 1.1.10
par

(TV@(E®sV),8) SK
est un (7'V, d)-module semi-libre (Il suffit d’appliquer la proposition 1.1.7).

1.2.2 Le foncteur £xt différentiel.

Rappelons d’abord brievement que, si R est un anneau, on utilise les
résolutions projectives {[3]) pour calculer Extg(—,—), le foncteur dérivé de
Homp(—,~) :

Ext%(M,N) = H***(Homp(P,, N), D)

ou P, =5 M est une résolution projective du R-module M (qui permet de
définir la différentielle D).

Dans le cadre différentiel, il est classique de définir ’analogue £zt* du fonc-
teur Ext™* :



Définition 1.2.2.1: Si(M,dy) et (N,dn) sont des (A4, d)-modules 4 droite,
et si (P,dp) 5 (M, da) est une (A, d)-résolution semi-libre, alors

gthA,d)((M’ dum), (N, dN)) = H*(Hom(Awd)((P7 dp), (N, dN)’D))

Tl résulte de 1.2.1.2 (ii) le
Lemme 1.2.2.2 : Cette définition est indépendanie du choiz de P.

La proposition 1.2.1.2 implique la

Remarque 1.2.2.3 : Soit A 5 B un quasi-isomorphisme de K-ADG aug-
mentées. Nous pouvons alors identifier £z14(K, A) avec Eztg(K, B) via les
isomorphismes:

Exta(R, A) 5 Eata(k, B) & Extp(K, B).

1.3 La Bar construction.

Une ADG augmentée est une ADG, (A, d) munie d’un morphisme €4 :
(A, d) — K ('augmentation). L’idéal A =ker e4 est lidéal d’augmentation.
Désignons (sA)®* par T*(sA) et le produit tensoriel d’éléments sa; € sA par
[sa1]...]sax] € T*(sA).

La bar construction acyclique sur 'ADG augmentée (A, d) est alors le (A, d)-
module & gauche B(A, A) = (A® T(sA), D) dans lequel

(i) T(sA) = B, T*(sA).
(ii) D = Dy + D, (définies ci-dessous).
La bar construction acyclique peut étre munie de ’augmentation
¢: B(A,A) = K
définie par

(a®1) =ea(a) et (AR THsA) =0, k>1.
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Plus généralement, si (M, d) est un (4, d)-module & droite et (N, d) un (A, d)-
module & gauche, Nous pouvons définir

B(M,A,N) = (M,d)®4B(A,A)@x(N,d) = (M @ T(sA) @ N, D)
avec D = D; + D, telle que

Dy(m[say]...]sagln) = dm|sai]...|sa|n

=S (=)Smlsay]...|sdai]...|sapn
+{(~1)*+'m[sa;]...|sar]dn

et

Dy(mlsayl...[sar)n) = (=1)™may[say|...|sax)

E v
+Zi:2(—1)"m[sal]...!sai-lail...lsak]n

_(_1)‘km[5a1 [...lsak_ﬂakn-

avec € = [m| + 3", ilsa;].
Conventions :

1) Nous écrirons

BA = B(K, A,K)

et
B(M,A) = B(M, A,K).

2) Nous pouvons bigraduer B(M, A, N) par
(B(M, A, N)y® = (B*(M, A, N)y"* = (M ® T?(sA) ® N)7+.

Lemme 1.3.1 : [20](lemma 4.3) Avec les notations précédentes,
(i) € est un quasi-isomorphisme.

(i) Si (A, d) est K-semi-libre, alors B(A, A) est (A, d)-semi-libre.

18



]

Lemme 1.3.2 : [20](example 4.6) Si A est une K-ADG, alors BA est une
CGD pour le coproduit :

ABA:{BA - @ BAR BA

[sai]..[san] = Tlolsarl...|sa;] ® [sajqq]..|sa,]

Lemme 1.3.3:  Avec les notations précédentes, B(M,A) est un BA-
comodule & droite pour ’opération :

Apa,a) = idy @ Apa.

Démonstration : Ecrire la condition de comodule pour B(M, A) revient
a écrire la condition de coassociativité pour BA.
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2 Les invariants.

2.1 Grade d’une application et profondeur d’un
espace.

Soit f : Y — X, une application continue entre espaces topologiques 1-
connexes de types finis. Supposons X pointé en zy et notons PX ’espace
des chemins de X d’extrémité xo. Nous noterons F' la fibre homotopique de
f définie comme le produit fibré :

F=Yx:PX,
ot PX — X est I’évaluation d’un chemin en son origine. Ceci implique :

Définition 2.1.0 : La fibre homotopique de 1'application f est :

F={(y,7) €Y x PX|f(y) = ~(0)}.

La composition des chemins permet de définir une opération de I'espace des

lacets QX sur F .

Définition 2.1.1 : Nous appelerons opération d’holonomie associée a f
I’action :

{(YfoX)xQX - QX
((,7)w) - (y,7*w)

Remarque 2.1.2 : Dans le cas particulier ou
F=pHz} -V 5 X

est une fibration de base X pointée par o, désignons par | : F' — Y x,PX,
Papplication envoyant y sur (y,cs) ol ¢y, désigne le chemin constant en
29. L'injection canonique F' x X — Y x,PX se factorise & homotopie pres
par F fournissant ainsi un morphisme v : F' x QX — F appelé opération
d’holonomie de p. 1l existe alors une équivalence d’homotopie F >~ Y xsPX
et isomorphisme

H.(F)= H,(Y xxPX)
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induit pour tout corps de coeflicients une structure de H.(QX) module &
droite sur H.(F') que nous appelerons module d’holonomie.

O

Proposition 2.1.3 : [43]L’opération d’holonomie v: F x QX — F est une
opération du monoide QX sur [’espace F.

O

Remarque 2.1.4 : Dans le cas de la fibration des chemins X — PX — X,
Popération d’holonomie v : X x X se réduit a la composition des lacets.

]

Remarque 2.1.5 : v|n)cox 1 @X — F s’identifie au connectant 6 : QX —

F de la suite de Puppe.
[

Définition 2.1.6 :
(i) Si M est A-module, on définit
grade, (M) = inf{k|Ext}y" (M, A) # 0}.
(i) Nous appelerons grade de f I'invariant

grade(f) = gradeH*(QX)(H*(F)).

Remarque 2.1.7 : D’apres I'isomorphisme ([3]) :
Ext (M, A) = ( Tor*(M,A))",
nous pouvons identifier

grade (M) = inf{k| Tory (M, A") # 0}.

Définition 2.1.8 :
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(i) On définit la profondeur d’une algebre 4 :
prof(A4) = inf{kIExtﬁ‘*(K, A) £ 0}.

(ii) En particulier, prof( H.(QX)) = inf{k|Ext}’ o (K, H.(2X)) # 0}.

Si f =id: X — X, la fibre homotopique F est réduite a un point et on
retrouve la définition de la profondeur de H,(0X) comme grade du module
trivial K.

Remarque 2.1.9 : Si M est un A-module libre nous obtenons (par définition) :

grade (M) =0

Lemme 2.1.10 : Si la dimension d’un A-module M est non nulle et finte,
alors

grade, (M) = prof(A).

Démonstration : Soit z de degré maximum dans M, alors, pour des raisons
de degré, A.z = 0 et Kz est un sous A-module de M. Nous avons alors une
suite exacte courte :

0-Kz— M —>N-0

avec dim(N) = dim(M) — 1. D’ol1 une longue suite exacte en cohomologie :

— ExtpYN,A) — ExtTT'(M,A) — Exti UK, A)
l
—  Ext}(K,A) — Ext}(M,A) «— Ext}(N,A)

Supposons maintenant comme hypotheése de récurrence que prof(A) = m et
grade,(IN) = m ; par suite,

0 — Exth(N,A) # 0 — Ext} (M, A) — ..
1l en résulte que Ext (M, A) # 0 et, tous les précédents étant nuls,

grade, (M) = m.
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Enfin, La récurrence “démarre” bien : si dim M = 1, le lemme est vrai par
définition.
]

Lemme 2.1.11 : Soit f : Y — X, une application continue entre espaces
topologiques 1-connezes (de fibre homotopique F'). Sile morphisme
O,  H(QX) — H(F)

induit par le connectant de la suite de Puppe v|pyxax @ X — F est nul,
alors :

gradey, qx)(H.(F)) = inf(prof( H,(QX)), gradey, (q.x) (H+(F))).

Démonstration : Il existe une décomposition d’espaces vectoriels :
H(F)=K& H(F),

ou Hy(F) désigne 'homologie réduite de la fibre homotopique. H,(F) est
bien un sous module du module d’holonomie, mais ceci n'est pas automa-
tiquement vérifié pour K. Pour montrer que I’égalité précédente est vrale en
tant que H,(QX)-modules, il suffit de remarquer que, sous nos hypotheses,
H.(2X) agit trivialement sur Ho(F,K) = K puisque le morphisme :

8. : H(QX) — H.(F)

est nul. La somme annoncée est donc une somme de H,(QX)-module et,
puisque Ext commute aux sommes directes :

gradey, qx)(H.(F)) = inf(prof( H.(Q.X)), gradeg, o x)(H+(F))).

2.2 L.S. catégorie et invariant de Toomer.

Si on note A"! le (n — 1)-simplexe standard

AMV = {(ty, . 1,) ERMt; > 0 et 3t =1}

i=1
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Les opérateurs face o; : A" 2 — A1 1 < 5 < n ~ 1, sont définis par
a(ty, o tnc1) = (f1, e tior, 0,85, 0y tnon). Le joint Ay * Ag * ... x A, de n
espaces topologiques pointés (As, *), (Az, %),..., (A, *) est alors défini par

(A X Az X ... x A,) x A™?

~

ApxAgx . x A, =

ou pour tout 7,

((a1, ey @y ey @n)y i (8)) ~ (@1, ooy ¥, oy @)y ).

Aj * Ay % ... x A, est U'ensemble des “barycentres”
tiay + taaq + ... + tha,

out; 20, 3,4 =1, le tout soumis & la condition : Y, tia; = Y0, ta;
si pour chaque ¢ soit {; = ¢} soit a; = *.

Soit A un espace. Le joint itéré (n — 1) fois de I’espace A avec lni méme est
noté ¥ A. Notons p;; = A* —» A1, 1 < j <i < n, lapplication définie par

p,‘j(al, siey a,') = (al, seey &j, seey az-).

On a alors :
n

Ui<s A x A
A= 1<i<n

avec (@, (1)) ~ (pi;(a),t), a € AL
Notons J, =% QX. La composition & droite par un lacet définit une action

de QX sur J, :
J.ox QX — J,

(3 tiging) = D _tigig.
Désignons alors par QX P(n—1) l’espace des orbites pour cette action. Nous

obtenons une fibration X — J, — QX P(n — 1) représentée par une appli-
cation classifiante

OXP(n—1) 23 BOX ~ X.

Convertissons p,_; en fibration ; nous obtenons un diagramme de fibrations:
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X = J1 — J2 — .. Jn Jn+1
l 1) l 1
QXPO) — QXP(1) — .. QXPn-1) — NQXP(n)
i 1 1 1
X = X = .. X = X

Remarquons que J, est normalement inclus dans J,.;. Lorsque n tend vers
Vinfini, J(oo) = U,J, est contractile ([35]). Il en résulte des équivalences
d’homotopie

QX P(oo) ~ BOX ~ X,

Proposition 2.2.1 : ([25]) Soit X un espace normal bien pointé, alors
cat(X) < n si et seulement st la fibration p, : QX P(n) — X a une section
homotopique.

a

De méme, si f : Y — X est une application continue entre espaces topologiques
1-connexes de fibre homotopique F, nous avons le produit fibré suivant :

YxxQXP(n) — QXP(n)
inl
y L x

Proposition 2.2.2 : Si X est un espace normal bien pointé, alors cat(f) <
n si et seulement si j, admet une section homotopique.

Définition 2.2.3 :

(i) e(f) < n si et seulement si j, est injective en cohormologie. e(f) est
appelé invariant de Toomer de f.

(i) Si f = idx, nous obtenons une définition de !l'invariant de Toomer
de X dont nous verrons (2.2.6) qu’elle est équivalente a celle donnée
par [42] : e(X) < n si et seulement si QX P(n) — X est injective en
cohomologie.
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Il vient donc immédiatemment la
Proposition 2.2.4 :
() e(f) < cat(f).
(ii) Si f =1dx, nous retrouvons le résultat de [42] : e(X) < cat(X).

0
Nous allons maintenant interpréter algébriquement l'invariant de Toomer.
finduit f: C*X — C*Y et nous pouvons choisir
¢:(TV,d) S C*X,

un T-modele minimal des cochaines singulieres sur X. Puis, f faisant de
C*(Y) un C*(X)-module, il existe (1.1.4 et 1.1.6) un modéle minimal :

C*Y) & (TV @ W, d).
Le théoréme 1 de [5] affirme que (TV/T>"V) et C*(1X P(n)) ont méme

modele minimal ; donc,

e(f) est le plus petit entier n tel qu’il existe un homomorphisme d’espaces
vectoriels différentiels [ rendant commutatif le diagramme suivant :

(Tv,d) L (Tvewd
»l 11

(IV/T>"V,d) — C*(YxxQXP(n))

En considérant le diagramme précédent en cohomologie, il vient la

Propriété 2.2.5 : e(f) est le plus grand entier n tel qu’il existe une classe de
cohomologic non nulle dans H*(TV) représentée par un cocycle dans T2"V
dont Uimage par f* soit non nulle.

Cette propriété nous permet de faire quelques remarques évidentes :
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Remarque 2.2.6 : Si f =1id: X — X, on retrouve ([2] prop.2.6) l'invariant
de Toomer e(X) qui peut se calculer comme le plus grand entier k tel qu’il
existe une classe non triviale dans H*(TV') représentée par un cocycle dans
T2ky,

O

Remarque 2.2.7 :

cup(f) < e(f) < inf(e(X),e(Y)),

ol cup(f) désigne la cup longueur de f i.e. la longueur maximale d’un
cup-produit non nul dans Im (H*(f)). En particulier, si f =¢d: X — X,

cup(X) < e(X).

Remarque 2.2.8 :
e(f) = 0si et seulement si H*(f) =0

et
e(X) = 0 si et seulement si HT(X) = 0.

2.3 L’application d’évaluation.
Définition 2.3.1 :

(i) Soient (A,d4) une K-ADG et (M,dar) un (A,ds)-MGD. On définit
Uapplication d’évaluation de M :

evy : Exta(R, M) — H*(M)

de la maniére suivante : soit o € Ext4(K, M); o est représenté par un
cocycle f : P — M ol P est une résolution semi-libre de K. On pose
alors evps(a) = [f(2)] ol z est un cocycle représentant 1 dans P.
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(i) On notera evy Papplication d’évaluation de Palgébre (A, d4) considérée
comme un A-module sur elle méme.

(iil) Soit X un espace topologique, nous appelerons application d’évaluation
de X et nous noterons evy, 'application d’évaluation evps«x des cochai-
nes sur X.

(iv) Soit f:Y — X, une application continue entre espaces topologiques,
Nous définissons l'application d’évaluation de f par :

evs = f* o evy.

(f* désigne l'application induite par f en cohomologie.)

Des interprétations topologiques de Papplication d’évaluation sont données
dans [39] et [22].
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3 Preuve du théoréme 1.

Soit f : Y — X, une application continue entre espaces topologiques
1-connexes de types finis.
Nous pouvons alors former le diagramme

Eatoex(K,C*X) Lo Extoy(K,C*Y)
evyx l l evy
H*(X) L H(Y)

qui est commutatif puisqu’il opere de la maniére suivante :

g —  [foygl
! i
g()] — [(fog)1)] = evslg)

L’énoncé de notre théoréme s’écrit alors :

Théoreme I : Si f : Y — X est une application continue entre espaces
topologiques 1-connezes de types finis et st evs # 0, alors pour tout corps K,

gradeg(f) < ex(f).

Remarque 3.0 : Si f =id: X — X, on retrouve le Théoréme A de [2].

Démonstration : Elle s’articule en trois parties. Nous établissons d’abord
quelques lemmes ; nous construisons ensuite une suite spectrale dans la-
quelle grade(f) apparait naturellement au niveau E,. Enfin, nous montrons
comment lire e{ f) dans 'aboutissant de cette suite spectrale.

3.1 Quelques lemmes.

Lemme 3.1.1 : Soit A, une ADG et N un A-MGD a droite. Il existe alors
un isomorphisme d’espaces vectoriels gradués différentiels :

Homu(V ® A, N) & Hom(V, N).
Démonstration : Dans la suite, nous utiliserons les notations :
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v:NQA— N,

lopération de A-module,
t, inclusion V — V @ A définie par

i) =idy @1v)=v®1;

et nous identifierons Vet VRK, N et N QK.
St p4 désigne la multiplication de lalgébre A, V ® A posséde une structure
de A-module a droite naturellement définie par :

rvea (VR A ALY @A

Définissons
p: Homus(V ® A,N) — Hom(V, N)
par
p(f)=1Ffoi
et
o : Hom(V, N) — Homu(V ® A, N)
par

alg) =vo(g®@idy).

Vérifions que a et p sont des isomorphismes inverses I'un de 'autre.

aop(f) = vo((foi)®@ida)
vo(folidy ®@1)®ida)
fo(idy ®ida)

f

puisque f est A-linéaire.
Remarquons qu’il peut paraitre plus clair de travailler sur les éléments. Nous
P
préférons travailler sur les fleches car la démonstration du lemme suivant sur
les coalgébres s’obtiendra alors en “renversant” les fleches. Ainsi, 'assertion
?
précédente peut se résumer en remarquant que le diagramme :
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VoreAd VRN yvoaga Y Ng4
“ iidV®A ll/N

Ve A - VeAd L. N

est commutatif (la commutativité du carré gauche est la condition d'unité,
celle du carré droit exprime la linéarité de f).
D’autre part,

(vo(g®ida))o(idy ®1)
vo(g®1)
= g.

poalg)

i

Il suffit en effet d’utiliser que n.1 = n pour tout n € N. Ce qui peut encore
se traduire par la commutativité du diagramme :

N@K ‘2% Ng4

Sl lu
N = N

Montrons maintenant que « et p commutent aux différentielles. Si D
désigne la différentielle sur

Homya,a,)((4,da) ® (V. dv), (N, dn))
et D', la différentielle sur
Hom((V,dv), (I, dn)),
alors (1.2.1)
Df=fol(dy ®ids+idy @ds)— (-1)Pldyo f

et
D'g=gody —(~1)¥dyog.

On vérifie alors facilement :

Il

dyofolidy ®1)—(=1Vfo(dy ®ids + idy ® da)o (idv ® 1)
dyofolidy ®1)—(—1)fo(dy ® 1 +idy ® (daol))
dyofol(idy @1)—(=1)¥If o (dy @1).

p(Df)

It

31



D’autre part,

dyofolidy®1)— (=) fo(idy @ 1) ody
= dyofo(idy®1)—(=D)¥fo(dv ®1).

Ainsi, p(Df) = D'(pf). De plus, p étant bijectif, il est inutile de vérifier
légalité D(ag) = a(D'g) qui est automatiquement vraie.

i

D'(pf)

0

Dans le paragraphe 1.2.1, nous avons défini les applications A-linéaires.
Nous pouvons de méme définir pour une CGD C et pour deux C-comodules
gradués différentiels (M, dys) et (N,dy) la notion de C-colinéarité. Nous
appellerons application C-colinéaire ou morphisme de C-comodules gradués
différentiels {1.0), une application f : M — N telle que le diagramme :

M 2 MeC
7l | r@ide
N &Y% NgC.

commute.
Le sous-EVGD de (Hom(M, N), D) constitué des applications C-colinéaires
de M dans N sera noté (Hom®(M, N), D).

Lemme 3.1.2 : Soient C, une CGD et M un C-comodule a droite. Il existe
alors un isemorphisme d’espaces vectoriels gradués différentiels :

Hom“(M,V @ C) = Hom(M, V).
Démonstration : Nous utiliserons les notations :
e¢ : C —K,laco-unité,

Ac : C—=C®C,la codiagonale,
Ay : M — M@ C, Vopération de comodule.

V ® C est un C-comodule & droite par 'opération :
Avge : VRC 2 VeCeC.
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Définissons

B : Hom®(M,V ® C) — Hom(M, V)

par
B(f) =(idv®e)of
et,
p: Hom(M, V) — Hom®(M,V ® C)
par

w(g) = (9 @idc) o Apy.

Vérifions que § et u sont des isomorphismes inverses |'un de Pautre.

(ldV & 60) o] (g & ch) o Apym-
(g ® 60) 9] AM
=g

B o ulg)

puisque le diagramme suivant commute :

M 2% MecC
” lidu e
M = MK

(C’est la condition de co-unité).
Inversement,

uo lB(f) = (((Zdv ® 60) o] f) ® 'de) o Aum.

Comme dans le lemme précédent, p o B(f) = f provient de la C-colinéarité
de f et de la condition de co-unité qui s’expriment par la commutativité du
diagramme :

M L vec = Vec
anl A lavec ' ) ”
Mec Y vgogo “ELEC ygrec
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Montrons maintenant que 8 commute a la différentielle. Si D désigne
la différentielle sur Hom®(M,V ® C) et D' la différentielle sur Hom(M, V),
alors :

B(Df) {tdy ® e¢) o (dy Q ide +idv @dg) o f
—(—1)|f|(idv ® 60) ofody
= B(f)odu—(-)(dv@ec)of
+(ldV X (Cc 0 dc)) 0 f
or Im(dg) € C* et e¢{Ct) = 0. Donc

BDf) = B(f)ody—(-1)dv®@ec)of
B(f) o dn — (=1)Wdy o (idv ® ec) o f
= B(f) o da — (-1)"ldv 0 B(f)

D'(B).

Ainsi, comme dans le lemme précédent, I'isomorphisme commute & la diffé-
rentielle.

Il

a

Dans le paragraphe 3.2, nous définissons une suite spectrale dans laquelle
grade(f) apparall au niveau F,. La lecture de grade(f) résulte d’une suite
d’isomorphismes établis dans les corollaires 3.1.4 et 3.1.5, puis dans le para-
graphe 3.2.2. Aussi, pour une meilleure lisibilité de la preuve, nous joignons
le schéma récapitulatif suivant :

Schéma 3.1.3 : Si My = H.(F) et A = M; = H,(QX), nous établirons
que :

Hom™*(B(My, A),My) - (Hom™*(B(My, 4), B(Mz, A)))*

314l leais
Hom®?(B(Ma, A, A), M) Hom?! ,(BY(My, A), B¥(M,, A))
U«donne en cohomologie l ~3.2.2.1
Bxtif o (HL(F), (X)) Homify, (TV ® (K& sV),5), (TV @ W,dy)
3.1.5 et 3.2.2.1 E‘i donne en cohomologieJJ,
By = gattf, (K (TV @ W,ds))
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Corollaire 3.1.4 : Soient A, une ADG ; My et M; deuz A-modules. Alors

Omyo(HomP4(B™*( My, A), B™(M,, A)))P+e & Hom% (B (M, A, A), My).

Démonstration : Pour obtenir I'isomorphisme annoncé avec la graduation
totale, il suffit d’appliquer :
le lemme 3.1.1 avec A~ A
V ~ B(My, A)
N ~ M,
puis le lemme 3.1.2 avec C ~» BA
V ~ M2
M ~ B(M,, A).
Voyons maintenant que cet isomorphisme préserve le premier degré. C’est
évident pour le premier morphisme :

Hom?"™*(BP(Mj, A, A), Mz) % Hom"**(B?(My, A), M)

qui est en fait une restriction (3.1.1).
La seconde étape (3.1.2)

Hom? (B (My, A), Mz) 5 @mso(Hom®4(B™P(My, A), B™(M,, A)))P*?
transforme une application K-linéaire en une application BA = T{sA)-co-
linéaire. Ceci influe sur la longueur des mots :

soit g : My @ T?(sA) — M, alors

u(g) = (9®1idpa)o Ap,a)
(9 ®idpa) o (idp, ® Apa)

g n’étant définie que sur les mots de longueur p, ceci revient a calculer pour
tout m > 0,

tdar, ®ABa

My @ T+ (sA) 2257 M, @ T7(sA) @ T (sA) "84 M, @ T (s A).
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Nous sommes maintenant en mesure d’établir le

Corollaire 3.1.5 : SiY — X est une application continue de fibre homo-
topique F,

Extl ox) (Hu(F), Hy (X)) = Etl gy, (o)) (K, BY (Ha(F), H(QX))).

Démonstration : Remarquons d’abord que £zt n’a pas été défini comme
un objet bigradué. La bigraduation annoncée apparaitra naturellement au
cours de la preuve.

Si nous choisissons My, A et M, sans différentielles dans le corollaire
précédent, la résolution de Afy :

B(My, A, A) =5 M,y

permet de calculer Ext%?( My, M;) grace & Hom’H(BP(My, A, A), M,). Ainsi,
Phomologie de

Omzo(HomP4(B™¥?(My, A), B™ (M, A)))7*

calcule
Extf{q(Ml, Mg)
Notons maintenant M; = M et choisissons My = A. Ext%?(M, A) est alors
calculé par '’homologie de
Bmzo(Hom™4(B™7(M, A), B™ (A, A)) )+
qui, par passage au dual, est isomorphe a
DmoHomz (B™(4, 4))", (B™7(M, A))").
Or
BY(A,A) =T(sA)¥ @ AY 3K
donc, d’apres 1.1.7, BY(A, A) est BY A-semi-libre. Ceci implique
Bxtf (M, A) = Exthl (K, BY (M, A)).

Il suffit alors de remplacer M par H.(F) et A par H,(Q2X) pour obtenir le

résultat annoncé.
W]
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3.2 La suite spectrale.
3.2.1 Construction.
Nous voulons maintenant construire une suite spectrale (E;, DY) telle que
By = Exty qx)(H(F), H,(2X))

et d’aboutissant

Extoex (K, C*Y)

Pour cela, considérons les T-modeles :

Cr(X) —  CNY)

@y avewd
et filtrons
A = (Hompy ((TV @ (K@ sV),6),(TV @ W, d), D)
par

FP(A) = {f € Alf(T™V ® (K ® sV)) C TZ™*V @ W, m > 0}.

Nous avons évidemment FP* C F?,
Montrons que DF? C FP. Pour cela, rappelons d’abord que la différentielle
D sur A s’écrit

Df=foé—{(-1)Vldo f.
De plus, comme TV est minimal,
6(a ® sv) = (=1)llav ® 1 — (=1)"a.s(dyv + dav + ...) + da @ sv.

(ot d = dy + d3 + ..., avec d; : T™V — T™H-1Y)
Sia € T*V, alors va € TFHH(V) et da € TZ*+1V.
D’autre part, si on pose

_ i
dyv = Eiv2,l‘v2,2a

- ii i
dzv = Zivm.vsyz.v&a,
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alors,

a.s(dyv +dgv+...) = a.s(ziv;l.v%)

+a.s(ziv§',yl.v;2.v§’3) +..

> (~D)alawd ) (sv]5)
—{-Zi(—l)“’éxlIH"&?'a.v;,lvéyz.(svés) + ..

Il

d’ot, a.s(dv) € T2V @ (K @ sV).
Enfin, la minimalité de TV @ W implique d o f € FP*! et donc,

DF? C FPHL,

Les premiers termes de la suite spectrale vérifient alors

B3 = {f € ATIf(I"V @ ®D$V)) CT™ PV @ W, m > 0}

avec D§ =0 ;

Bt = BRT et ED? 25 prte,
Soit f € EPY,
TPV RQEDsV) TPV oW

Calculons D f : T™V @ (K ® sV) — T™PHV @ W qui est défini comme
le connectant de la longue suite exacte associée a la courte suite exacte de
complexes :

00— Friigete __, ppgrte Eg,q —0

Dans notre cas,

Df(T™V ® (K& sV)) C T2™H1Y @ W.

Ceci implique que, pour obtenir Dy, il suffit de ne considérer que les parties
quadratiques des différentielles, c’est a dire de remplacer d par d, et § par ;
dans D'expression de D (6; : T™V ® (K & sV) — T™ 'V @ (K @ sV)).

De plus, il est clair d’aprés I'expression de § que la différentielle 6, obtenue
est alors la différentielle de la construction acyclique a partir de (T'V, ds).
Ainst,
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B3 = Eatliy 1 (K, (TV @ W, dy)). (3.2.1)

L’aboutissant de la suite spectrale est :

Smt(Tud) (K, (TV ® I/V, d))

3.2.2 Lecture du grade.

Si on désigne par BY(—) = Hom({B(—),K) le dual de la bar construction,
alors, d’apres [16] (4.10),

TV ~ C*X ~ BY(C.(QX))

et
TVQW ~ C*Y ~ BY(C.(F), C.(0X)).

D’aprés la remarque (1.2.2.3), nous avons donc un isomorphisme :
Extirya)(K, (TV @ W,d)) = Extpy(o.iax) (K BY(C.(F), C.(0X))).
Nous cherchons maintenant & prouver le

Lemme 3.2.2.1:
B} = Extl g, ax)) (K, BY (HL(F), H(QX))).
Démonstration : D’apres la remarque (1.2.2.3), il suffit de prouver que:
(TV,ds) ~ BY(H.(2X))

et
(TV @ W,dy) ~ BY(H.(F), H{QX)))
pour obtenir I'isomorphisme (non bigradué).
Les filtrations T<*VV et WY @ T<FVY sur (TVY,dY) et (WY @TVY,dY)
induisent des suites spectrales (E",d") et (E",d").
1l existe alors([16] (Theorem V)(ii)) des isomorphismes

B(H.(0X)) = E" (3.2.2.2)
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et
B(H.(F),H(QX)) = E". (3.2.2.3)

D’autre part, nous avons les identifications évidentes pour tout k£ > 0 :

(B, d°) = Q" (V",dy)
et .
(B d®) = (WY, dp) @ Q (VY. dy)
qui donnent les isomorphismes :
THH(VY)) = Ef,
et
HWY)@T*H(VY)) = E{..

Ici, les parties linéaires des différentielles étant nulles, nous obtenons :

E”l,‘ o Tk(VV) — E!O
et
E”,l* ~y WV ® Tkvv — EIIO.

Il reste & observer que d" = dJ.
En effet, dp : TV — TV done dY : TH-1WVY — TVY. (Si f ¢
THEIYY Y (f) = fody).
Ici d; = 0 implique df = 0. D’autre part, d* : TPVV — T?P71VV est un
quotient de d¥ ; ainsi, d" = dj. Nous obtenons donc (E?,d?) = (TVV, dy).
D’on, d’aprés (3.2.1), (TV,d;) = BY(H.(1X)).
De méme, on montre que (T'V ® W, dy) = BY(H.(F), H.(X)).

11 reste & vérifier que l'isomorphisme annoncé respecte la bigraduation.
Pour cela, rappelons les deux isomorphismes suivants([16] (Theorem V(i)) :

sHA(OX) S H(VY) =V

et

HJ(F)3 H,(W") =W,

qui permettent d’écrire les identifications :
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DmzoHomilly, qx) (B™ (H.(QX), H.(2X))", B™*(H,(F), H.(QX))")

o™

BmroHompy o) (T™(sHy (0X)Y © H*(QX), T (s H1(2X))Y @ H*(F))

ja

EBmZOHom(TVde)((TmV ® (K o) SV), (52), (Tm'””V ® I/V, dz))

L’isomorphisme suivant est alors clair :
Extliy u (K, (TV @ W, dy)) = Extpl 7, axy) (K, BY (Ho(F), H(QX))).
Il résulte du corollaire 3.1.5 et de 3.2.1 que :
BP9 Ext’;}‘i(nx)(ﬂ*(F),H*(QX))‘
D’ou, d’apres la définition 2.1.6,

Lemme 3.2.2.4 :
grade(/) = inf {p| E}" # 0}.

3.3 Conclusion.

3.3.1 Convergence de la suite spectrale.

Rappelons d’abord que si A est une ADG et que M et N sont deux A-
MGD, on définit :
Tor*(M,N) = H(P®4N, D),
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ou D est la différentielle donnée dans le paragraphe 1.0 et P une résolution
semi-libre de M. Ce T or différentiel possede des propriétés semblables au
Ext différentiel défini en 1.2.2.

Lemme 3.3.1.1 : La suite spectrale définie en 3.2.1 converge.

Démonstration : Nous utiliserons le cap-produit défini par :
N2 (X)) x CP(X) — Cy(X)
qui, pour ¢ € CP(X) et z € Cpy4(X) est défini par :
g(zNe) =cUg(z), Vg € CYX).

Nous avons alors la propriété [26] (24.20) : N fait de C.Y un C*Y-module &
droite. Ici, YV 4, X fait de C*Y un C*X-module & droite ; dou

C.Y est un C* X -module.

D’autre part, avec les notations usuelles, il existe un isomorphisme [3] :
Exts(M,NY) = (Tor*(M,N))".

Ici,

Extoex (K, C*Y) = (Tor” ¥ (x,C.Y))V.

Cet isomorphisme est équivalent & :

Extyrv(K, TV @ W) & (Tor™V(K, TVY @ WY))".
Or, VYV 2 sH, (QX) (cf 3.2.2) et

Hy (X)) = (s H(QX))us
d’ott, comme X est 1-connexe,
(TP(sH (X))@ WY}, =0 dés que p > k.
Nous avions (cf 3.2.1) la filtration sur :

A = (Hompy (TV & (X & sV),8),(TV ® W,d), D) :
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FP(A) = {J € AIf(T™V & (@ sV)) C 2™V @ W, m > 0}
qui donne une filtration de
B=(TV®X®sV)Qm(TV'eW"):

Fy(B) = (T™V @ (K@ sV))@rv(TZ"PVY @ WY).
La remarque précédente permet de conclure que cette filtration est bornée
en chaque degré k :

B = Fo,k D Fl,k—l D..D Fl,k—z =0

dés que [ > k. Ceci implique ([33]) que la suite spectrale converge.

3.3.2 Lecture de e(f).

Rappelons que nous avons supposé f* o evx # 0. D’aprés (1.2.2.3), ceci
est équivalent a f* o evry # 0 dans le diagramme :

Eotry (B, TV) - Extry(K,TV @ W)
evTV l .L CUTVRW

H(rvy L g Ivew)

Il existe donc une classe [g] # 0 dans Eztry (K, TV) telle que, dans le dia-
gramme commutatif suivant,

o)  —  [fod
! !
()] — (Fog))]

[g(D)] = [Bl et [(f 0 g)(1)] = [o] solent non nulles.
Supposons maintenant que 8 € T2'V. 1l vient alors immédiatement,

puisque f est T'V-linéaire : « € T2'V @ W.
Tl suffit alors d’utiliser la propriété 2.2.5 de Vinvariant de Toomer de f
pour conclure :
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e(f) 21

Remarquons enfin que (fog)(1) € T2'V @ W implique que fog représente
une classe non nulle dans B4 (i.e. D(fog) =0). D(fog) = 0 implique
D5(fog)=0. Do, fog “it” dans EY*.

Ainsi, d’apres (3.2.2.4),

e(f) > 1 > grade(f). o
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4 Exemples et applications.

4.1 Calculs dans le cas absolu.

Dans quelques exemples, nous utilisons les modéles de Sullivan définis dans
[41]. Les propriétés classiques de ces modéles sont développées dans [28].

Exemple 4.1.1 : prof(H.(1X)) < e(X).
SiK = Q, X = CP" admet pour modéle de Sullivan Palgébre libre
(A(z,y),d) = (AV,d) avec |z| = 2,|y| = 2n + 1,dz = 0 et dy = 2”1,
e(X) étant la longueur maximale d’un cocycle non trivial, nous obtenons :
e(X) = n.
D’autre part, d’apres [7] (prop. 3.2),

prof( H,.(QX)) = dim yimpair _

Exemple 4.1.2 : prof(H,.(Q2X)) = e(X).
K =Q, X = Sp(5)/SU(3) est de dimension 31 et admet pour modele de
Sullivan :

(AV, d) = (A(ﬂea B10, 7115 V155 719), d),

avec dfs = dfio = 0, dy1y = B3, dyis = BeBro et dmio = B
Ceci implique ({7](prop. 3.2)),

prof( H.(QX)) = dim V™peir = 3,

_ Pour le calcul de ¢(X), il nous faut rappeler qu’une algebre graduée H*
est dite @ dualité de Poincaré€ si elle vérifie les conditions :

(i) dim H < co. On notera alors fdim H = n = sup{k|H* # 0}, la

dimension formelle de H.
(i) dim H" =1 ; H” = wK. w est appelé classe fondamentale.

(iii) L’application H'@ H"™* — K qui 4 @y associe A,y tel que zy = Ay yw
est une forme bilinéaire non dégénérée.
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Nous utilisons maintenant un théoréme ([27]) qui affirme que si V et
H*(AV, d) sont de dimensions finies, alors H*(AV, d) est une algébre & dualité
de Poincaré, puis un lemme de [6] selon lequel e(X) peut é&tre lu en longueur
des mots sur la classe fondamentale (ici en degré 11+15+19-5-9=31 ([9])).

Un calcul montre que 11 8% — msBeBio Teprésente une classe non nuile
dans H*(X) ; d’ou :

o(Sp(3)/SU(5) = 3.

D

Remarque 4.1.3 : Nous noterons cupg(X) la cup-longueur de X (ie. la
longueur maximale d’un cup-produit non nul dans H*(X,K)). {2)(lemma 2.7)

permet d’affirmer que
cupg(X) < ex(X);

pourtant, on ne peut espérer améliorer le théoréme A en
prof( H (QX;K)) < cupg(X)

puisque cupg(Sp(5)/SU(5)) = 2 < prof(H,(2X;Q)) = 3.
En effet, il suffit de calculer la cohomologie de Sp(5)/SU(5) qui est définie
par générateurs et relations par :

_ Alz,y,a,b)
(22,92, 2y, az, ay + bz, by, ba)
avec Jz| = 6, |y| = 10, |a] = 21 et |b] = 25.

Cependant, I'inégalité “prof < cup” est vraie pour les espaces formels ; en
effet, ils vérifient “cup = ¢” (une algebre différentielle graduée commutative
(au sens gradué) (A, d) est dite formelle si (A4,d) et (H(A,d),0) ont méme
modele minimal).

0

Lemme 4.1.4 : Soit X et Y deuz espaces topologiques 1-connezes. Alors

prof(X VY) =1.
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Démonstration : H,(Q(XVY)) = H.(QX)U H.(QY) = AU B. En effet,
en théorie des modeles d’Adams Hilton ([1]),

(T(V @ W), D) = (TV,d)U (TW, d).

Puis, d’aprés [31), si A et B sont des K-algebres connexes non triviales, nous
avons la courte suite exacte de AU B-modules :

0> AUB — (ALUB)®4K @ (AUB)®K - K — 0
qui fait apparaitre un élément non nul dans
EXt;}(.)m(va))(Kv H(QXVY))).

(21))-

4.2 Calculs dans le cas relatif.

Exemple 4.2.1 : grade(f) = e(f) = 0.
Soit une application continue f : ¥ — X de fibre homotopique F. Si f
est homotope a ’application nulle, alors

e(fy=0
et F' a le type d’homotopie de 30X x Y. Par suite, H.(F) est un H,{(QX)-

module libre, d’ou :

grade(f) = 0.
0

Exemple 4.2.2 : Condition nécessaire pour qu’une application Y 4 x
d’évaluation evy # 0 admette une fibre homotopique finie.

Soit f:Y — X de fibre homotopique F. Supposons que dim H,(F;K) <
oo et evy # 0 ; alors (2.1.9)

grade(f} = prof(H.(QX)).

47



D’oti :
prof( H. (X)) < e(f) < min(e(X),e(¥)).

Exemple 4.2.3 : grade(f) =0< 1= e(f).
K = F,. Considérons

Sm{pr} s g™ >_‘£; Sm’

olt ™ {p"} désigne la fibre homotopique de 5™ X gm,

D’apres [4](lemma 11.3), H.(S™{p"},Fs) est un H.(QS™, F,)-module libre
engendré par 1 et v avec |v| = 2n + 1.

Cecl implique (2.1.9) :

gradeH.(QSm)(H*(Sm{Pr})) =0.

D’autre part, f étant non nulle en cohomologie, nous obtenons d’apres 2.2.7 :

0<e(f)=e(S™)=1.

Exemple 4.2.4 : grade(f) =0<r = e(f).

K = Q. Soient X un espace l-connexe et o € Hy,(X,Q). Alors, d’aprés
la théorie de V'obstruction, o = [f], avec f : X — K(Q,2n). En outre,
H*(K(Q,2n)) = K[y] avec |y| = 2n, f*(y) = a. Supposons que o’ = 0 et
o # 0, alors

o(f) = .

Il nous faut maintenant rappeler que, si X n’a qu’un nombre fini de groupes
d’homotopie non nuls, alors @X est un systéme de Postnikov stable & r
étages ([38], [24]). En outre, si QX est un systéme de Postnikov stable & r
étages, alors lalgébre de Hopf H,(2X) est p-résoluble ([38]) ; puis, d’aprés
[24](lerama 3), tout module M de grade fini sur une algebre de Hopf p-
résoluble GG a un grade nul.

Appliquons ceci & f : X — K(Q,2n). Nous obtenons : grade(f) < e(f) =
r < oo implique :

grade(f) = 0.
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Exemple 4.2.5 : grade(f) fini et e(f) = oo.
Soient K un corps, G un groupe topologique et P % B un G-fibré principal.
Alors P s'identifie 3 la fibre homotopique de 'application classifiante

B *¢ BG

et, de plus, l'opération d’holonomie de QBG = G s'identifie & ’action (libre)
de G sur P. Il en résulte que dans tous les cas ou il existe une section de
P4 B,

grade(kg) = 0.

D’autre part,
"

H*(BG) =Klcy, .., &r] 2 H*(B),

avec |¢;| pair. Im &7 est appelé anneau caractéristique du fibré. Remarquons
qu'on peut écrire H,(BG) = H,((A{cy, ..., ¢r),0) et que tous les cocycles sont
envoyés sur des cocycles par kf. Ceci entraine :

e(kg) = cup(Im (k%)) = nil (Im4 (k%)) < cup(H*(B)).
(Imy désigne I'idéal d’augmentation).

En particulier, si G est un groupe de Lie compact connexe de tore maximal
T, nous avons la fibration :

G/T — BT L BG
ot f=Bi(i :T < G)onae(f)=o0. En effet,
(1) H*(BT) = Klt,...t,], avec r =dim(T) et |t;| = 2.

(2) H(BG) = (K[t1, ., )@ = K[ey, ..., &)
((K[t1, .-, t,))"(©) désigne les invariants par le groupe de Weyl).

En outre, Im f* = K[es, ...cr], Aol :

e(f) = co.

49



D’autre part, G = QBG opére sur G/T par translation & gauche et, comme
dim H.(G/T) < oo,

grade(f) = prof(H,(QBG)) = prof(APg) = dim FPg

{Pg désigne P'espace des primitifs de G).

Exemple 4.2.6 : Fixons un corps K et considérons la projection :
AVvB S A

Dauns la suite, nous travaillerons & homotopie prés et les signes d’égalité seront
souvent utilisés pour indiquer des équivalences d’homotopie. L’application p
est définie par

p(z)=zsiz €A,

p(zy=xsiz € B.

Nous pouvons alors calculer la fibre homotopique F :
F= {(z,’y)‘m €EAVByE€ PA?’Y(O) Zp(l'),"}’(l) = *}
Dou, F = PAUT avec

T = {(bw)weRAbe B}
B x QA.

puis, F' = PAU (B x QA4).
Avant de contracter PA au point base, remarquons que PAN (B x QA4) =
{*} x QA. Ceci implique :

P B x QA
T x4

L’holonomie sur la fibre homotopique est induite par la composition des lacets

(2.1.1) :

B x0A COA Y B x QA
{x} x Q4 {x} x4’
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Pour calculer le grade de H.(F'), remarquons que le connectant de la suite
de Puppe :
0= V!{*}XQA : {*} x A= F

est nul. Ceci implique (2.1.11) :
gradeH.(QA)(H «(F)) = inf(prof( H.(2A4)), gmdeH,(nA)(H+(F ))-

Dans le cas particulier o B = V5™, nous sommes dans le cas d’un attache-
ment cellulaire simple ; Y. Félix et J.-C. Thomas ([23]) ont montré qu’alors
H,(F) est libre. Ainsi, d’aprés 2.1.9,

grade(p) = 0.

Exemple 4.2.7 : Soit F, la fibre homotopique de Pinclusion :

XVY S X xY.

Alors, homotopiquement,

F = {{u,(vx,w))lx € PX,w € PY,u e X VY, (yx,7)(0) = u}
(PX x QY) Ugxxar (X x PY)

(COX x Q) Ugx xay (X x CQY)

QX QY

S(QX A QY)

i

(d’apres un résultat de Ganea ({25}, [43])).
Remarquons que, de plus, 'opération d’holonomie :

(QX *QY) x (X x ¥) = QX QY

est la composition des lacets sur chacun des facteurs du joint (2.1.1). 1l
résulte alors de notre théoréme que, si ev; # 0,

gradep, a(x xv)) (H«(Z(QX A QY))) < inf(e(X), e(Y)).
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4.3 Croissance du module d’holonomie.

Avant de décrire cette prochaine application, nous donnons brievement
quelques définitions.

Définition 4.3.1 : Un CW complexe simplement connexe X est dit K-
elliptique sl satisfait les conditions suivantes :

(1) cat(X) < co.
(i) Chaque H;(X;K) est finiment engendré.
(iii) Il existe un entier N et une constante C tels que

dim H,(QX;K) < Crl, r=1,2,..

Remarque 4.3.2 : A. Murillo {[39]) a démontré que si X est un espace
tel que dim(m,(2X) ® Q@) < oo ; alors, X est Q-elliptique si et seulement si
evx # 0.

Définition 4.3.3 : Soit un K-EVG E = &, E;, on dit que E a une croissance
polynomiale égale ¢ r et on note pg(F) = r s’il existe des constantes ¢ et C
telles que :

en” < Zdim E;, <Cn'.
1=0
Définition 4.3.4 : Si A est une ADG qui possede une croissance polyno-

miale (en tant qu'EVG), et si M est un A-MGD, on appelle croissance de M
et on note

cra(M) = sup pg(Aa).
aeM
Nous pouvons maintenant énoncer la

Proposition 4.3.5 : Si f : Y — X est une application continue entre
espaces topologiques I-connezes de fibre homotopique F avec X elliptique
d’évaluation non nulle, alors, pour tout corps de coefficients K,
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1) pg(Hu(QX)) = crm,x)(Hu(F)) < e(X).
2) Si de plus H,(F) est un H.(2X)-module finiment engendré alors

pg(Hu(F)) + gradey, (qx)(H.(F)) < e(X).

Démonstration : La condition X elliptique entraine que H,(2X) admet
une croissance polynomiale. Nous obtenons donc, d’aprés [14](lemma 4.3),

prof( H.{QX)) — cr(H.(F)) < grade(f) < prof( H,(2X)).

Légalité pg( H.(QX)) = prof( H.(2X)) ([11]) et la version absolue du théoréme

I permettent de conclure la premiere partie de la proposition.

La deuxiéme affirmation est immeédiate si on remarque ([14](Theorem C))

que

pe(H.(F)) + gradey, (qx)(H.(F)) = prof(H,(QX)).

En effet, il suffit encore d’appliquer le cas absolu du théoréme 1 pour obtenir

I'inégalité annoncée. '
O

4.4 Fibre homotopique d’un attachement cel-
lulaire simple.

Lemme 4.4.1 : Soit Y % YUg(Vae™) = Xun attachement cellulaire de
fibre homotopique F. Nous avons le résultat : Si prof(H, (X)) > 2 ou
prof(H. (X)) = 0 alors grade(f) = 0.

Démonstration : Nous noterons H.(F) = H et H.(QX) = G. Pour des
raisons de degré, ’homologie réduite de F, notée H, est un sous-G-module
de H et nous pouvons former la courte suite exacte de G-modules :

0—-*H+-—>H_’H/H+'*>0
(H/H; =K est un G-module trivial).

Cette courte suite exacte donne naissance & une longue suite exacte de co-
homologie :
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Eth—l(H-H G) —
!
Exta(X,G) — Extg(H,G) — Extg(H;,G)

{

— ExtF(x,G)
D’autre part, d’apres [23], Hy = G ® V est un module libre donc (2.1.9)
Exta(Hy,G) =0, n>0,

Ext%(H4, G) & Homg(Hy, G) = Hom(V, G).

Do, si n 2 2, Extg(K, G) = Extz(H, G).
Etudions le cas n = 1.

Extd(Hy,G) +— Exty(H,G) «— Exti(K,G) «— 0
1
Extg(K,G) — Exti(H,G) — 0
Nous obtenons donc, si prof(G) > 2, les isomorphismes

Ext%(H,G) 2 Extg(Hy, G) = Hom(V, G).

Or Hom(V, G) # 0, donc
gradegH = 0.

Si prof(G) = 1, Pobservation de la suite spectrale ne permet pas de conclure
dans le cas général. Cependant, I'indétermination peut parfois étre levée “a
la main” (cf exemple 4.4.2).

Enfin, si prof{G) = 0, Il suffit de considérer l'injection

0 — Extd(K,G) # 0 — ExtS(H,G) — ...
pour conclure que Ext%(H,G) # 0 et donc

gradegH = 0.

Exemple 4.4.2 : grade(f) =0 < ¢(f) = L.
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Soit K un corps quelconque. Considérons
F - Pn(pr) — Sn—lupren i) Sn
ou f = “pinching map” ([4]). Nous avons encore :

0< e(f) < e(5™) = 1.

Ici, G = H.(15") = T(u) avec |u| = n — 1. On montre classiquement que
prof(G) = 1. Nous sommes donc dans le cas “douteux” du lemme précédent.
Pourtant, d’aprés [4], il existe une courte suite exacte :

0— H(QS™) - H(F) > K—0
qui donne une longue suite exacte de cohomologie :

Ext3(G,G) «— ExtY(H,G) — 0 «—
8]
Extg(k,G) — Extgi(H,G) —

avec Ext3(G, G) & Homg(G, G) = G.
Nous cherchons maintenant & calculer explicitement Ext(K,G) grice 4 la
résolution de K :

0— T{u)®su— T(u) > K—0.

Un simple calcul montre que toutes les applications T'(u)-linéaires f de T{u)®
su dans T'(u) sont des cocycles et que f est un cobord s'il existe un élément g
dans T(u) tel que u.g = f(su). Or nous pouvons toujours écrire f(su) = u.g
sauf si f(su) = 1. D’olt : Ext&(K, G) & {su}.
Ceci permet de décrire I’application 8 : & g € G = Ext3(@G, G), on associe 0
sige TH(u) et susig=1.
Ceci implique Tm = ker 8 = T+ (u) # 0. Or, ¢ étant injective, Extg(H, G) #
0 et

gradegH = 0.
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4.5 Calculs et résultats utilisant la structure
de coalgebre.

Pour les notions de base sur les algebres de Hopf, nous utiliserons sans
référence explicite les articles [36] et [38].

Placons nous sur un corps quelconque K. Nous pouvons affirmer que,
P’opération d’holonomie

v  FxQX - F

provenant de la géométrie ; 'application induite en homologie :
v,  H(F)® H(QX) — H.(F)

est un homomorphisme de coalgeébres et donc préserve les primitifs.
Or,
P(H(F)® H.(QX)) = PH.(F)® PH,(0QX),

donc,
{u(K@PH*(QX)) C PH,(F),
v(PH,(F)®K) C PH.(F).

Considérons la restriction de v, & K @ H,(02X) :
O,  H(QX) — H.(F)

qui est un homomorphisme de degré 0 respectant les primitifs.
Si nous supposons en outre que dim PH,(F) < co, alors il existe un entier
n tel que

8.((PH.X))s) = 0.
Donc, si @ € (PH, (X)) 5n, alors v(a@ ®1) = 0. Ceci entraine le

Lemme 4.5.1 : Sia € (PH.(OQX))s, et 2 € PHJ(F) alors v(a ® z) €
PH.(F).

Démonstration : Il suffit d’écrire que la codiagonale est un morphisme de
coalgtbres (nous noterons toutes les codiagonales A).

Av(fe@z))=(r®@v)oTo(A®A)aQ ).
(ot T(a @ b) = (-1)11Flp © a).

Puis, a et z étant primitifs,



I

Alv(a® )) r@)oT((a®1+1®a)@(z®1+1Q<z))

= RV)(a®zRIRI+a®1RIQ:
(- greegl+181Ra® 1)
= va®r)®1+1Qrv(a® z),

puisque o € (PH.(O0X))s,

O

Notons I, l'idéal engendré par (PH.(2X))s, dans H(QX). 1l est facile de
voir que I est un idéal de Hopf i.e. :

pIQA+ARICI
AN)CI®RA+ARI

(A= H.(OQX) ; u désigne la multiplication dans I’algébre A).
Nous pouvons donc considérer ’homomorphisme d’algebres de Hopf suivant :

H,(0X) -2 H.(QX)/I.
Soit H le Hopf noyau de p défini par :
H={aec H(OX)[Aa-a®le H.(QX)®I};

rappelons que H est une sous algébre de Hopf normale de H.(QX) = G et
qu’une sous algébre normale H d’une algebre de Hopf G vérifie H.G = GH,

([36)).
Notons G//H = G/I. Alors :

(i) G 2 H® G//H en tant que H-module & gauche et G//H-module &
droite ({36]).

(i) H est primitivement engendré ([29]).
(iii) PH.(F) est un H-module.
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Nous avions supposé que dim PH,(F) < oo d’ou :
gradess (PH.(F)) = prof(H)
enfin, d’aprés [15], si G est elliptique,
prof(G) = prof(H) + prof(G//H).
Ceci entraine la :

Proposition 4.5.2 : Soit Y — X, une application continue de fibre homo-
topique F' telle que :

(i) G = H.(X) est elliptique,
(ii) dim PH,(F) < oo,
alors, si H désigne le Hopf noyau défini précédemment,

gradey (PH,(F)) = prof(H) = prof(G) — prof(G// H).

[}

Supposons maintenant que G est une algébre de Hopf graduée connexe et
que H est une sous algebre de Hopf normale ; alors G//H est une algebre de
Hopf. Sous ces hypotheéses, nous prouverons la

Proposition 4.5.3 : Si
(i) G//H =Klz],

(it) M est un G-module sur lequel x opére librement (M =% M est injec-
tive),

alors

grades (M) > prof( H)

Démonstration : Considérons la courte suite exacte d’algebres de Hopf

(I361) :
H—-G->G//H
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a laquelle on associe classiquement la suite spectrale de Hoschild-Serre :

EZ‘(] = TOI'S//H(K, TOI‘qH(M’ GV)) = TQI'G (M’ GV)

p+q

D’autre part, G//H = K[z] operant librement sur M, il existe un isomor-
phisme :

G//H H ~ TG/ /H H
Tor; /HH (g, Tor) (M, GY)) = Tor§//#(M, Tor] (K, GV)).
Alors d’apres 2.1.9,
Tord//H (M, Tor(&,GY)) = 0 sip>0,

et Ef, = Eg. Il en résulte que :

Toqu(M, GY) M®G//HTorf(K, GY)

M®gygTor, (K, (H ® G//H)Y)

puis, G//H étant de type fini, (H @ G//H)Y = HY @ (G//H)V. Enfin, H
opere trivialement sur G//H d'ou :

Tory (M, G") = M@gnTorl (K, HY) ® (G//H)",

grade; (M) > prof(H).
0

Nous proposons maintenant une application de ce résultat qui permet
d’obtenir des grades arbitrairement grands.

Exemple 4.5.4 : Plagons nous sur un corps K fixé. Soit F la fibre homo-
topique de Vinclusion : ‘
XS X xY.

Alors, homotopiquement,

F {(z,(vx,7¥) =)z € X,vx € PX,vy € PY,%(0) = z,~(1) = *}
PX x QY

QY
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Nous pouvons alors identifier 'opération d’holonomie :

FxQYUX xY)—=F

{QYX(QXXQY) — F

(w, (wX,wY)) — WX Wy

En effet, d’aprés 2.1.4, la “vraie” holonomie est :

{ (X <, PXxY)xQUX XY) — (X x; P(X xY))
((z, (vxs1r)) (wxsev)) = (2, (7x x wx, y *wy))

Si nous posons G = H (X xY)) = H(OX) ® H(QY), M = H(F) et
H = H,(QX) avec Y = 53, alors :

G H @ H.(Q5°)
H @ T(u)

HQK(u),

H

It

(avec |ul = 2).
Tl est alors clair que u opére librement sur M = H,(F) = H.(QY) = K(u)
puisque

(uk, ﬂ ® ul) N uk-H

11 résulte donc de la proposition précédente que :

{H*(QY)@)H*(G) —  H.(OY)

gradey, (q(xxv)Hs(F) 2 prof(H,(Q1X)).

Si nous supposons en outre que X = 5% x ... x $% (produit de n sphéres),
alors, prof( H.(QX)) = n = e(X). Or, ev; = i* o evxyy # 0 ; donc :

prof( H,(1X)) < grade() < e(7) < e(X),

d’ou :

grade(i) = e(i) = n.
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Avant d’énoncer la derniere proposition, rappelons trois définitions :

Définition 4.5.5 : La dimension globale d’une ADG A est définie par :

gldim A = sup{k|Ext%"(K,K) # 0}.

Soit B* une ADG de T-modele (T'V,d). Considérons un modele libre de
la projection naturelle p :

TV -1 TVUTW
P
N
TV/T>"™V

Définition 4.5.6 : [30] M-cat(B) est le plus petit entier m tel que j admette
une rétraction de TV-module a gauche. Si X est un espace topologique, on

notera M-cat(X)=M-cat(C*(X)).

Dans la preuve de la proposition suivante, nous utiliserons aussi la notion
de produit tensoriel complété qui se définit comme suit :

Définition 4.5.7 : (Hom(M, N)®P) =[], &;Hom(M*, N*+i~t) @ P*.

Proposition 4.5.8 : Si f : Y — X est une application continue entre
espaces topologiques 1-connezes de fibre homotopique F avec

1) (Qf). : H(OQY) — HQX) est injective,

2) evs #0,
alors
gradey, o x)(H(F)) = prof(H.(2X)) < e(f)

En particulier, st prof( H.(QY)) = gldim(H.(QY))alors on obtient un “pseudo
mapping theorem” :
M-cat(Y) < e(X).

Démonstration : La condition (1) implique que la suite spectrale de Serre
de la fibration
QY - QX - F
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dégénére au terme E? ([40]) d’ot
H.(QX) = H(QY) @ H(F) et Hi(F) =K ®m,av) H(0X).

Or, G = H,(QX) est un H = H,(2Y)-module libre et donc on a les isomor-
phismes de coalgebres graduées :

H(F)=2xeyG=G//H.

Donc, si P. = K est une résolution du corps K par des H-modules libres (3
droite) alors P, 5 G = K ®y G = G//H est une résolution de G//H par
des G-modules libres (a droite). On en déduit les isomorphismes d’espaces
vectoriels gradués :

Eth(G//H, G) = EXtH(]K, G) = EXt}:[(]K, H)@G//H

(Ils résultent de Visomorphisme Homg(P ®y G,—) = Homg(P,—) et de la
courte suite exacte d’algébres de Hopf H — G — G//H.)
Donc,

grades(G//H) = prof(H).

Or, d’apres notre théoréme,

prof(H) < e(f).

Ceci démontre la premieére assertion.

Si on suppose en outre que prof( H,(QY)) = gldim(H,(QY)), alors, d’apreés
[8](theorem A} on a que

prof( H,(QY)) = M-cat(Y),

d’otl la derniere partie de la proposition.
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