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Introduction

Cette thése se décompose en trois parties concernant des domaines différents mais reliés entre
eux par un outil de base en informatique théorique, les automates finis.

La théorie des automates a pour origine un article de S.C. Kleene datant de 1954 ([25]). Elle
est issue de la tentative de décrire le comportement de certains systémes (comme les réseaux
de neurones par exemple) a I’aide d’un modéle de machine de taille finie et ne pouvant donc
prendre qu’un nombre fini d’états. Par la suite, les automates finis ont été utilisés pour mod-
éliser des problémes informatiques liés aussi bien a I’aspect matériel qu’a I’aspect logiciel.
Concernant Paspect matériel, on peut citer la conception des circuits logiques séquentiels.
Concernant ’aspect logiciel, il est connu que certaines fonctionnalités de ’éditeur de texte
EMACS sont basées sur I'utilisation d’automates finis. De fagon plus générale, toute ap-
plication nécessitant la manipulation de chaines de caractéres, peut utiliser tous les outils
algébriques mis 3 disposition par la théorie des automates finis. Ainsi, ces outils sont bien
adaptés pour certaines phases de la compilation d’un programme, pour la compression d’un
texte, ou pour ’analyse d’une séquence de molécules, qui peut étre vue comme une chaine
de caractéres. Le nombre élevé d’applications des automates finis rend intéressante I’étude
mathématique de leur structure et de leurs propriétés pour eux-mémes, indépendamment des
applications possibles.

De facon générique, un automate fini est une structure comportant un nombre fini d’états
reliés par des transitions. Chacune de ces transitions est étiquetée par un élément d’un certain
ensemble. Le nom que 'on donnera a 'automate dépendra de la nature de cet ensemble.
Ainsi, le mot automate sera plus spécialement réservé aux automates dont les transitions
sont étiquetées par des lettres. Si les transitions sont étiquetées par des couples de mots,
on parlera de transducteur. On parlera d’automate avec multiplicités si chaque transition est
munie, en plus de I’élément qui 1’étiquette, d’un nombre appelé sa multiplicité ou son poids.

Lorsque les transitions sont étiquetées par un seul élément, on peut utiliser ’automate comme
moyen de décrire un ensemble ou de tester ’appartenance a celui-ci. Dans le cas ou plusieurs
éléments étiquettent les transitions, on peut considérer les différents éléments comme un n-
uplet, et voir ’automate comme le moyen de décrire une relation, qui peut elle-méme étre
utilisée dans certains cas pour décrire une fonction, en attribuant a certains éléments le role
d’argument et aux autres le role de résultat d’une fonction. Ainsi, un transducteur doit
son nom au fait que pour chaque couple de mots étiquetant une transition, le premier mot
posseéde le rdle de mot d’entrée et le second le role de mot de sortie. L’automate décrit alors le
comportement d’une transduction, c’est-a-dire une fonction qui & un mot associe un langage.
De méme, un automate avec multiplicités décrit une fonction qui a un mot associe un nombre.



Cette fagon d’utiliser les automates avec multiplicités sera utilisée dans le premier chapitre
pour décrire des fonctions de [0, 1] dans R. Classiquement ([19]), on appelle K-Z-automate
un automate dont les transitions sont étiquetées par une lettre d’un alphabet X, et munies
d’une multiplicité qui est un élément d’un semi-anneau K. Un K-X-automate définit donc
une fonction qui a tout mot fini sur I’alphabet ¥, associe un élément de K. La théorie des
séries formelles (cf. [6], [34]) se base sur de tels automates. Certains problémes concernant
le graphisme sur ordinateur ([12], [10], [3], [1]), en particulier la représentation et la manip-
ulation d’images formées de pixels, peuvent étre traités en utilisant des automates. Par un
codage approprié, on peut représenter chaque pixel par un mot, et la couleur ou le niveau
de gris de ce pixel par un nombre. On peut alors utiliser un automate avec multiplicités
pour représenter la fonction qui, & chaque pixel, associe sa couleur ou son niveau de gris.
C’est un probléme lié & ce type de fonction, qui a motivé I’étude théorique dans [11}], des
automates finis pondérés, qui ont été définis comme des JR-T-automates acceptant des mots
infinis en entrée. Un mot infini pouvant étre vu comme la représentation d’un nombre réel
de Pintervalle [0,1], un automate fini pondéré définit donc une fonction de [0,1] dans RR.
On trouve dans {11] certains résultats concernant la continuité ou la dérivabilité de telles
fonctions, ainsi que des algorithmes permettant, & partir d’une fonction donnée par un auto-
mate qui la représente, de construire un automate définissant la dérivée ou la primitive de la
fonction de départ. Une famille d’automates permettant de représenter tout polynéme a une
ou plusieurs variables, y est également décrite.

Le premier chapitre contient la poursuite de I’étude des fonctions de [0,1] dans IR définies
par des automates finis pondérés. On donne en particulier une condition, due a la structure
de 'automate, que doivent vérifier de telles fonctions. Ceci permet de mieux préciser la
frontiere entre les fonctions qui peuvent et celles qui ne peuvent pas étre représentées par un
automate fini pondéré. Ainsi, on peut montrer que les seules fonctions infiniment dérivables
représentables par un automate sont les polyndmes, ce qui permet de décider si une fonction
donnée par un automate est infiniment dérivable ou non.

L’étude des fonctions continues est poursuivie, en particulier celles qui sont définies par des au-
tomates particuliers définis dans [11] et appelés automates é niveauz. Un automate & niveaux
qui définit une fonction continue pour toute distribution initiale est dit fortement continu. On
donne une construction effective, qui permet, a partir d’un automate a niveaux représentant
une fonction continue, d’obtenir un automate i niveaux fortement continu représentant la
méme fonction, et qui contient le nombre minimal d’états que doit posséder un automate a
niveaux pour représenter cette fonction. On peut donc considérer ’automate obtenu comme
étant de forme normale, ce qui donne un algorithme permettant de décider si une fonction
définie par un automate a niveaux est continue ou non.

Enfin, plusieurs exemples de fonctions continues définies par des automates ne différant que
par la valeur du poids de certaines transitions sont donnés. Ces exemples montrent que des
automates trés proches peuvent définir des fonctions compléetement différentes. De plus, un
des exemples montre qu’un automate assez simple (quatre états) peut définir une fonction
au comportement complexe, en ’occurrence une fonction continue partout et dérivable nulle
part.

Le deuxiéme chapitre est consacré a ’autre type d’automate définissant des fonctions qui
a été mentionné plus haut, c’est-a-dire aux transducteurs. Les transductions rationnelles,
c’est-a-dire les transductions représentables par un transducteur ayant un nombre fini d’états
et de transitions, sont des outils fondamentaux permettant la manipulation de mots, et plus
généralement de langages. Comme dans de nombreux problémes, il est intéressant de décom-



fini maximal est décidable. On posséde une réponse a cette question pour certaines familles
de codes finis. Ainsi, tout code préfixe-suffixe-composé, c’est-a-dire tout code fini obtenu par
composition de codes préfixes et de codes suffixes, peut étre plongé dans un code maximal
fini. On sait (cf. [31]) que tout code de deux mots est préfixe-suffixe-composé, et que le
code de quatre mots qui ne peut étre plongé dans un code maximal ne peut a fortiori étre
préfixe-suffixe-composé. En vue de savoir si tout code de trois mots peut étre ou non plongé
dans un code maximal fini, il est naturel de se demander d’abord si tout code de trois mots
est préfixe-suffixe-composé ou non. A. Restivo et al. ([31]) ont conjecturé que oui.

Le troisieme chapitre contient une étude des codes préfixe-suffixe-composés et apporte une
réfutation a cette conjecture. On donne dans la premiére partie du chapitre une méthode
pour décomposer un code préfixe-suffixe composé en un nombre minimum de codes préfixes
et suffixes. En utilisant cette méthode, il est possible de prouver que tout code préfixe-
suffixe composé de n mots (n > 3) peut étre exprimé comme la composition d’au plus 2n — 3
codes préfixes et suffixes. Pour tout entier n, cette limite est atteinte, c’est-a-dire qu’il
existe un code préfixe-suffixe-composé de n mots qui ne peut pas étre exprimé comme la
composition de moins de 2n — 3 codes préfixes et suffixes. On donne dans la derniére partie
du chapitre un contre-exemple a la conjecture de A. Restivo et al., en construisant une famille
de codes de trois mots qui ne sont pas préfixe-suffixe composés, le plus petit d’entre eux étant
{a,aba,babaab}. Ce code est finiment complétable. On peut par contre conjecturer que le
code de trois mots {a, aba, baabababaab} ne peut pas étre plongé dans un code maximal fini.

Le quatrieme chapitre est consacré, suite & une conjecture formulée par Roman Konig, a
certaines questions concernant les codes maximaux. Le probléme initial qu’il étudiait était
le suivant : soit C ’ensemble de tous les codes définis sur un alphabet fini quelconque. Soit
la relation d’ordre définie sur C par X <Y <= X* C Y*. Pour tout code X défini sur un
alphabet fini A et tout code Y défini sur un alphabet fini B, on définit alors X VY comme
la base du plus petit sous-monoide libre de (AU B)* contenant X UY et X AY comme la
base de X*NY™. Il a été montré ([26])) que I’ensemble C muni des opérations V et A est un
treillis. La question était de savoir s’il en était de méme pour I’ensemble des codes rationnels
maximaux de C. Toujours d’aprés [26], on sait que X VY n’est pas un code maximal en
général, mais est maximal si X et Y sont définis sur le méme alphabet. Il restait donc le
probleme de la maximalité de X AY, la base de X* NY*. Roman Koénig avait conjecturé
que si X et Y sont deux codes rationnels maximaux, alors la base de X* N'Y* est un code
rationnel maximal (sur son alphabet).

Des contre-exemples & cette conjecture sont donnés, ainsi que certaines méthodes permettant
de construire des familles de contre-exemples. L’existence de ces contre-exemples améne
a se poser d’autres questions, par exemple celle de savoir quel est le treillis engendré par
Pensemble des codes rationnels maximaux, et en particulier, quel est I’ensemble des codes qui
peuvent étre obtenus comme base de I’intersection de deux monoides engendrés par des codes
rationnels maximaux. On montre de facon constructive que tous les codes rationnels peuvent
étre obtenus de cette maniére. L’autre question qui se pose est de trouver une condition
nécessaire et suffisante que doivent vérifier deux codes rationnels maximaux X et Y pour que
la base de X* NY™* soit un code rationnel maximal. Une telle condition est donnée. Cette
condition indique en particulier que pour que deux codes rationnels maximaux vérifient la
propriété, il suffit qu’au moins I’'un des deux soit un code préfixe et qu’au moins 'un des
deux soit un code suffixe.



poser certaines opérations en opérations plus simples. Ainsi, les transductions rationnelles
ont été caractérisées par M. Nivat ([29]) comme la composition d’un morphisme inverse, d’une
intersection avec un langage rationnel, et d’un morphisme. Une autre caractérisation (cf. [24],
[36]) consiste & exprimer une transduction rationnelle comme la composition d’un marquage
de fin suivi d’une composition (que 'on peut supposer de longueur quatre, cf. [27], [28], [37])
de morphismes et de morphismes inverses. Certaines familles de transductions, comme par
exemple celle des fonctions rationnelles, possédent une caractérisation similaire, dans laque-
lle les morphismes et morphismes inverses peuvent étre choisis d’un type particulier. Afin
d’éviter la présence d’un marquage de fin, il est intéressant d’étudier la famille des transduc-
tions qui peuvent étre obtenues par composition de morphismes et de morphismes inverses,
et que ’on appelle transductions étoilées ou simples, car elles peuvent étre représentées par
un transducteur simple, c’est-a-dire ayant 1’état initial comme unique état terminal.

L’étude menée dans le deuxiéme chapitre concerne les compositions de morphismes injectifs
et de morphismes injectifs inverses. On y montre qu’une telle composition peut toujours étre
exprimée comme une composition de morphismes injectifs et de morphismes injectifs inverses
de longueur quatre commengant par un morphisme, ou de longueur cinq commengant par
un morphisme inverse. Si on se restreint & des compositions de morphismes préfixes et de
morphismes préfixes inverses, on obtient un résultat un peu différent : une telle composition
peut étre exprimée comme une composition de morphismes préfixes et de morphismes préfixes
inverses de longueur six commencant par un morphisme. Enfin, on généralise un résultat déja
connu pour les compositions de morphismes injectifs, en montrant que les compositions de
morphismes injectifs et de morphismes injectifs inverses ne peuvent pas toutes étre obtenues
comme composition de morphismes préfixes ou suffixes et de morphismes préfixes ou suffixes
inverses.

La notion de morphisme injectif est fortement liée a celle de code. Un code est un langage L tel
que tout mot obtenu par produit de mots de L admet une unique factorisation en mots de L.
Autrement dit, tout message codé par des mots de L admet un décodage unique. Ce sont des
probléemes de transmission de message qui sont 2 I'origine de I’étude des codes. Les travaux
menés vers le début des années 1950, en particulier par Shannon ([32]), et relatifs 4 la théorie
de l'information et de la communication, concernaient surtout les codes de longueur fixe. La
théorie des codes telle que nous la connaissons aujourd’hui concerne également les codes de
longueur variable, et a pour origine I'idée qu’a eue M.P. Schiitzenberger ([33]) d’exprimer les
problémes relatifs aux codes en termes algébriques.

Une classe particuliérement intéressante de codes est celle des codes maximaux. Un code est
dit maximal sur un alphabet A s’il n’est strictement inclus dans aucun autre code défini sur
P’alphabet A. Lorsque ’alphabet n’est pas précisé, cela signifie que le code est maximal sur
son propre alphabet. Tout code étant inclus dans un code maximal, la connaissance de la
structure des codes maximaux nous renseigne sur la structure de tous les codes. Un probléme
général en théorie des codes est de savoir si un code possédant une certaine propriété peut
étre plongé dans un code maximal possédant la méme propriété. Le probléeme a été résolu
positivement pour des propriétés telles que ”étre un code préfixe”, ”étre un code rationnel”
([18}), "étre un code rationnel & délai de déchiffrage fini” ([8]), et plus récemment ™étre
un code bipréfixe rationnel” ([35]), mais I’a été négativement pour la propriété ”étre fini”.
Une famille de codes finis ne pouvant étre plongés dans un code fini maximal a en effet été
construite par A. Restivo ([30]). Le plus petit code de cette famille contient quatre mots.
On ne sait toujours pas si la propriété pour un code fini de pouvoir étre plongé dans un code



Chapitre 0

Définitions et notations

Ce chapitre indique les notations et les définitions de base utilisées dans les chapitres suivants.

0.1 Monoides

Un alphabet est un ensemble dont les éléments sont des lettres. Un mot est une succession de
lettres. La longueur d’un mot w est notée |w|.

La concaténation est une opération binaire associative qui, a deux mots a; - --a, et by - - - by,
associe le mot a; - - -a,b; - - -b,. L’élément neutre de la concaténation est le mot vide, noté €.

Un semi-groupe est un ensemble muni d’une opération binaire associative. Un monoide est
un semi-groupe possédant un élément neutre.

Par commodité, on peut considérer une lettre comme un mot de longueur 1, et ’alphabet A
comme ’ensemble des mots de longueur 1 sur A. On peut ainsi identifier I’ensemble des mots
de longueur finie sur ’alphabet A et le monoide libre engendré par A, noté A*. De méme,
’ensemble des mots non vides de longueur finie sur A, c’est-a-dire A*\ {€}, est le semi-groupe
libre engendré par A, noté A*. La concaténation, considérée comme opération dont est muni
un monoide ou un semi-groupe, sera donc aussi appelée produit et éventuellement notée par
un point si le contexte ’exige. De méme, si un mot w est obtenu comme concaténation des
mots w;, wy,..., Wy, alors chaque w; sera appelé facteur du produit wyws---w,. Les mots
w; et w, serons dits respectivement facteur gauche et facteur droit de w.

L’ensemble des mots de longueur infinie sur A est noté A“.

Un ensemble de mots sur ’alphabet A est un langage sur A.

L’alphabet d’un langage X, défini comme ’ensemble des lettres apparaissant dans au moins
un mot de X, se note Alph(X).

L’ensemble des facteurs (resp. facteurs gauches, facteurs droits) d’un langage L de A*, c’est-
a-dire I’ensemble des mots de A* qui sont facteurs (resp. facteurs gauches, facteurs droits)
d’au moins un mot de L, se note F(L) (resp. FG(L), FD(L)).

Soit M et N deux monoides ayant respectivement £ps et ey pour élément neutre. Un mor-
phisme de M dans N est une fonction f de M dans N vérifiant

e f(uv) = f(u)f(v), pour tout u,v de M,
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e flem)=¢n.

Les trois opérations suivantes, définies sur les sous-ensembles d’un monoide M, sont connues
sous le nom d’opérations rationnelles. Soit X et Y deux sous-ensembles de M.

e Punionde X et Y est notée XUY ou X +Y.

o le produit de X par Y, noté XY ou X -Y, est ’ensemble des mots obtenus par produit
d’un mot de X et d’un motde Y : XY = {zy,z € X,yeY}.

e |’étoile de X, notée X* est ’ensemble des mots obtenus par un nombre fini de produits
de motsde X : X* = {z122-:-2,,2; € X}.

La famille des sous-ensembles rationnels d’un monoide M est la plus petite famille de sous-
ensembles de M contenant les sous-ensembles finis de M et fermée par union, produit et
étoile.

En particulier, si A est un alphabet, un langage rationnel de A* est un langage obtenu, en
-un nombre fini d’étapes, par union, produit et étoile a partir des langages finis de A*.

Une partie X d’un monoide M est dite reconnaissable dans M s’il existe un monoide fini N
et un morphisme ¢ de M dans N tel que ¢~ 1¢(X) = X.

0.2 Automates

Soit A un alphabet fini. Un automate est un objet permettant de représenter tout langage
de A*.

Par exemple, sur I’alphabet A = {0,1,2}, le langage L = ((0 + 2)*1(0 + 2)*1)*, qui est
Pensemble des nombres pairs écrits en base 3, peut étre représenté par ’automate de la figure
0.1. Les ronds sont des états et les fleches des transitions entre les états. Chaque transition
est éliquetée par une lettre. Chaque état initial est pointé par une fleche (non étiquetée).
Chaque état terminal est représenté par un double rond, ou parfois par une fleche sortante
(non étiquetée).

Dans le cas le plus général, un automate est un quintuplet {Q, 4,4, I, F}, ol

e () est un ensemble d’états,

e A est un alphabet,

e J est un sous-ensemble de Q x A x Q,
e | est un sous-ensemble de Q,

e F est un sous-ensemble de Q.



0,2 0,2

Figure 0.1 : Automate représentant le langage L = ((0 4+ 2)*1(0 + 2)*1)*.

L’ensemble Q) des états peut étre fini ou infini.

L’alphabet A est I’alphabet sur lequel est défini le langage représenté par ’automate. Ce
sont les lettres de A qui étiquettent les transitions.

L’ensemble & représente I’ensemble des transitions de ’automate. Un triplet (p, a, ¢) est dans
4 s’ill existe dans Pautomate une transition partant de I’état p, étiquetée par la lettre a, et
arrivant dans I’état ¢. On dira parfois que la transition lit la lettre a.

L’ensemble I est ’ensemble des états initiaux de ’automate.

L’ensemble F est ’ensemble des états terminaux de automate.

Un chemin est une suite de transitions consécutives dans ’automate. Un chemin est étiqueté
par un mot, qui est la succession des lettres étiquetant les transitions formant le chemin. Ainsi,
les n transitions consécutives (p1,a1,p2), (P2, @2,P3), .-, (Pn,@n,s Pn+1), forment un chemin
étiqueté par le mot a;a; - -a,. Comme pour les transitions, on dira parfois que le chemin lit
le mot a;a5-- - as,. -

Un chemin est dit réussi s’il part d’un état initial et arrive dans un état terminal.

Un mot est reconnu par ’automate s’il existe dans ’automate un chemin réussi étiqueté par
ce mot. Le langage reconnu par I’automate est ’ensemble des mots qu’il reconnait.

On peut définir pour un automate {Q, A, é, I, F}, une fonction, appelée fonction de transition,
et que Pon notera aussi 4, qui, a un état g de et & une lettre a de A donnés, associe un
sous-ensemble de @, qui est I’ensemble des états atteints & partir de ¢ en lisant a. On notera
donc de fagon équivalente que p est un état de §(g,a) ou que (g, a, p) est une transition de 4.

Un automate (Q, A, 8,1, F) est déterministe s’il ne posséde qu’un seul état initial et si pour
tout état ¢ de Q et toute lettre a de A, il existe au plus une transition de é partant de q et
étiquetée par a, ce qui signifie que &(g,a) contient au plus un état. On pourra donc, dans
le cas d’un automate déterministe, considérer la fonction de transition comme une fonction
partielle de @ x A dans Q. On notera donc 4(g, a) = p plutét que (g, a) = {p}.

Un automate (Q, A,d,I, F) est complet si pour tout état g de Q et toute lettre a de A, il
existe au moins une transition de § partant de g et étiquetée par a, ce qui signifie que é(g, a)
contient au moins un état.

Un état est accessibles’il existe un chemin dans ’automate menant d’un état initial 2 cet état.



Un état est coaccessible s’il existe un chemin dans automate menant de cet état & un état
terminal. Un automate est émondé si tous ses états sont a la fois accessibles et coaccessibles.
Un état ¢ d’un automate déterministe reconnaissant un langage de A* est récurrent si tout
mot de A* peut étre lu a partir de ¢ et méne dans un état & partir duquel on peut revenir
dans 1’état g en lisant un mot de A*.

Il existe une construction effective, permettant, i partir d’un automate fini donné, de con-
struire un automate fini déterministe et complet reconnaissant le méme langage.

La définition de la reconnaissabilité d’une partie d’un monoide est équivalente, dans le cas
d’un monoide libre a la définition suivante : un langage de A* est dit reconnaissable s’il existe
un automate ayant un nombre fini d’états qui reconnait ce langage.

Le théoreme fondamental suivant est di a S.C. Kleene :

Théoréeme 0.1 Soit A un alphabet fini. Un langage de A™ est reconnaissable si et seulement
st il est rationnel.

Grace a ce théoréme, on peut facilement voir que ’ensemble des langages rationnels de A*
-est fermé par intersection et complémentaire.

0.3 Transducteurs

Si A et B sont deux alphabets, le produit cartésien A* x B* est un monoide, dont le pro-
duit est défini par (u, v). (u v’) = (uv', vv’), et dont les sous-ensembles sont des relations de
A*® x B*.

Les relations rationnelles de A* x B* sont donc les relations de A* X B* qui sont obtenues, en
un nombre fini d’étapes, par union, produit et étoile a partir des relations finies de A* x B*.
Le théoréme de Kleene est vrai pour les langages de A*, mais n’est plus vrai pour les rela-
tions de A* x B*. Toute relation reconnaissable de A* x B* est rationnelle, mais il existe des
relations rationnelles de A* x B* qui ne sont pas reconnaissables. L’ensemble des relations
rationnelles de A* x B* n’est fermé ni par intersection, ni par complémentaire.

Une relation de A® x B* est le graphe d’une application de A* dans les parties de B*. Une
telle application, qui, & tout mot de A*, associe un langage de B*, est appelée transduction
de A* dans B*. Une transduction de A* dans B* est rationnelle si son graphe est une relation
rationnelle de A* x B*.

On peut représenter une relation de A* x B* grice 2 un automate dont les transitions sont éti-
quetées par des éléments de A* x B*. En attribuant un role particulier 2 chaque composante
des couples étiquetant les transitions, c’est-a-dire le role d’entrée a la premiére composante
et le réle de sortie 4 la seconde, on attribue a ’automate le role de transducteur, qui réalise
une transduction de A* dans B*.

Par exemple, la relation (((0,0)+(2,1))*(1,0)((0,1)+(2,2))*(1,2))* est le graphe de la trans-
duction qui, & une représentation en base 3 d’un entier n pair associe une représentation en
base 3 de ’entier n/2 (en rajoutant éventuellement un zéro initial pour que Pargument et
Pimage soient deux mots de méme longueur). Cette transduction est réalisée par le trans-
ducteur de la figure 0.2, qui est a rapprocher de I’automate de la figure 0.1.
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0/0 0/1
2/1 2/2

1/0

1/2

Figure 0.2 : Transducteur effectuant la division par 2 d’un nombre pair écrit en base 3.

De méme qu’un langage rationnel de A* est reconnu par un automate ayant un nombre fini
d’états et de transitions (le nombre de transitions est for¢ément fini si le nombre d’états
et le cardinal de I’alphabet A sont finis), une transduction rationnelle de A* dans B* est
réalisée par un transducteur ayant un nombre fini d’états et de transitions (le nombre de
transitions est ici potentiellement infini puisque I'ensemble des éléments pouvant étiqueter
une transition est I’ensemble infini A* x B*). On considérera dans la suite que, si le contraire
n’est pas précisé, un transducteur réalise une transduction rationnelle, et posséde donc un
nombre fini d’états et de transitions.

Ainsi, un transducteur est un sextuple (Q, A, B, 4, I, F) ol

e () est un ensemble (fini) d’états,

A est un alphabet,

B est un alphabet,

& est un sous-ensemble (fini) de @ x A* x B* x Q,

I est un sous-ensemble de @,

e F est un sous-ensemble de Q.

L’alphabet A est appelé alphabet d’entrée et ’aphabet B alphabet de sortie.

L’ensemble é représente ’ensemble des transitions du transducteur. Un quadruplet (p, u, v, q)
est dans 4 s’il existe dans le transducteur une transition partant de I’état p, arrivant dans
’état q, et étiquetée par le couple (u,v) de A* x B*, c’est-a-dire, étiquetée en entrée par le
mot u de A* et étiquetée en sortie par le mot v de B*. On dit alors que la transition Uit le
mot u et écrit le mot v.
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L’ensemble I est ’ensemble des états initiaux du transducteur.
L’ensemble F est I’ensemble des états terminaux du transducteur.

Un chemin est une suite de transitions consécutives dans le transducteur. Un chemin est
étiqueté par un couple de A* x B*, qui est le produit des couples de A* x B™ étiquetant les
transitions formant le chemin. Un chemin est donc étiqueté en entrée par le mot de A* obtenu
comme produit des premiéres composantes des couples étiquetant les transitions formant le
chemin, et il est étiqueté en sortie par le mot de B* obtenu comme produit des deuxiémes
composantes des-couples étiquetant les transitions formant le chemin.

Ainsi, les n transitions consécutives (p1,ay,b1,p2), (p2,a2,b02,93),-- -, (Pn,@n,bn, Prs1), for-
ment un chemin étiqueté en entrée par le mot a;a; - - - a, et en sortie par le mot byby - -b,.
Comme pour une transition, on dit qu’un chemin étiqueté par le couple (u,v) de A* x B* lit
le mot u et écrit le mot wv.

Un chemin est dit réussi s’il part d’un état initial et arrive dans un état terminal.

Le transducteur réalise la transduction dont le graphe est I’ensemble des couples étiquetant
un chemin réussi.

Soit 7 une transduction de A* dans B*, réalisée par un transducteur . Le domaine de 7,
noté Dom(r), est ’ensemble des mots de A* ayant une image non vide par 7, c’est-a-dire
I'ensemble des mots lus par un chemin réussi de T. Le codomaine (ou image) de 7, noté
Codom(t) (ou Im(7)), est ensemble des mots de B* obtenus comme image par 7 d’au
moins un mot de Dom(7), c’est-a-dire I’ensemble des mots écrits par un chemin réussi de T'.

Le domaine (resp. le codomaine) de 7 est le langage reconnu par ’automate obtenu a partir
du transducteur T en ne gardant dans Pétiquette d’une transition que la premiére (resp.
deuxiéme) composante du couple étiquetant cette transition. Le domaine et le codomaine
d’une transduction rationnelle sont donc deux langages rationnels.

0.4 Automates finis pondérés

Les automates finis pondérés sont des automates finis dont chaque transition est munie d’un
poids. Nous nous plagons dans le cas particulier ou ce poids est un nombre réel.

Un R-A-automate (cf. [19]) est un quintuplet (Q, A,W,1,T) o :

e () est un ensemble fini d’états,

e Aest un. alphabet fini,

o W est une fonction de @ x A x Q dans IR,

e ] est une fonction de @ dans IR,

o T est une fonction de @ dans IR.
La fonction W est une fonction de poids, qui associe un nombre réel a chaque transition. Un
poids nul associé & une transition peut étre interprété comme l’inexistence de cette transition.

La fonction I est la distribution initiale de ’automate. Cette fonction associe a chaque état
un nombre réel. Un état est initial si son image par I est un nombre réel non nul.
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La fonction T est la distribution finale de I’automate.
Un état est terminal si son image par T est un nombre réel non nul.

Dans la figure 0.3, on a2 Q = {90,91,92,93,94} et A = {a,b}. Les valeurs non nulles des
fonctions W, I et T sont W(go,a,q1) = 3, W(q1,b,¢92) = 5, W(q0, a,¢3) = 1, W(q3,b,q4) = 6,
1(¢0) = 2, T(q2) = 3, et T(gd) = 4.

1"" ’ /_\\\\\ b’5 /—A\ 3
a3 ;q LA__( q
,//—\\ ] // \\_/
2/
./‘ \ qO
h g ST TN
N~ /\> / /_\\\

Figure 0.3 : Exemple de IR-A-automate.

a1 a,i

1 M a,1 /Q\ 1
=~

Figure 0.4 : Autre exemple de IR- A-automate.

0.5 Monoides de matrices

Les automates, les transducteurs et les JR-A-automates ont une structure commune : tous
trois sont formés d’états et de transitions reliant ces états. Seule la nature des éléments
étiquetant les transitions les différencie. On peut représenter cette structure commune a
Paide de matrices.

Plagons nous par exemple dans le cas des IR-A-automates. Considérons un IR-A-automate
(Q,A,W,1,T). On définit pour chaque lettre a de A une @ x Q-matrice M,, c’est-a-dire une
matrice carrée dont les indices de ligne et de colonne sont les éléments de Q. Les éléments de
chaque matrice seront les élements associés aux transitions de ’automate, c’est-a-dire ici des
nombres réels. L’élément d’indice de ligne p et d’indice de colonne ¢ de la matrice M, est le
nombre réel associé i la transition partant de I’état p, arrivant dans 1’état ¢ et étiquetée par
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la lettre a, c’est-a-dire M, (p, q) = W(p, a,q). La distribution initiale I est représentée par un
vecteur-ligne indicé par les éléments de @ et la distribution terminale T est représentée par un
vecteur-colonne indicé par les éléments de Q. Pour un mot w = a,a; - - -a,, de A*, considérons
la matrice My, = My, M,, - - - M,, (Dans le cas ot il existe des transitions étiquetées par le mot
vide, on considérera pour chaque lettre a de A la matrice M; M, M} plutdot que la matrice
M,). Le nombre réel M, (p,q) est la somme des poids de tous les chemins partant de p,
arrivant dans ¢ et étiquetés par w. Le poids du mot w est IM,T.

Dans la figure 0.3, le poids du mot abest 2-3-5-34+2-1-6-4 = 138. Dans la figure 0.4, il
existe pour tout entier n exactement n chemins qui lisent le mot a™. Chacun de ces chemins
a pour poids 1. Le poids du mot a” est donc =n.

On peut considérer un automate comme un B-A-automate. Pour chaque lettre a de A, la
matrice M, est une matrice de booléens ot M,(p, ¢) indique I’existence ou non de la transition
(p, a, g) dans 'automate. Le vecteur I est un vecteur-ligne de booléens ou I(g) indique si ¢
est ou non un état initial, et le vecteur () est un vecteur-colonne de booléens ot T'(g) indique
si ¢ est ou non un état terminal.

Un transducteur peut étre vu comme un 2B°-A-automate. Pour chaque lettre a de A, la
matrice M, est une matrice de mots (en fait de langages ne contenant qu’un seul mot) de
"B*, ot M,(p,q) = w si (p,a,w,q) est une transition du transducteur. Le vecteur I est un
vecteur-ligne ou I(g) est le mot vide ou I’ensemble vide selon que ¢ est ou non un état initial,
et le vecteur T est un vecteur-colonne ou T'(g) est le mot vide ou I’ensemble vide selon que ¢
est ou non un état terminal.

0.6 Sous-monoides, codes

Un sous-semi-groupe d’un semi-groupe M est un sous-ensemble de M stable par Popération
de M. Un sous-monoide d’un monoide M est un sous-ensemble de M stable par 'opération
de M et contenant I’élément neutre de M.

St X est un langage sur A, alors le sous-monoide et le sous-semi-groupe engendrés par X se
notent respectivement X* et X+.

Un sous-monoide M d’un monoide libre A* est libre s’il existe un morphisme bijectif d’un
monoide libre B* dans M.

Soit A un alphabet et X un langage de A*. Une factorisation d’'un mot w de A* est une suite
(w1, w2, -, w,) de mots de A* telle que w = wyw; - --wy, et une X-factorisation d’un mot
z de X* est une suite (z,,22,--,%,) de mots de X telle que z =z,25---z,,.

Soit C un langage de A*, B un alphabet, et a un morphisme de B* dans A* tel que a(B) = C,
et tel que I’alphabet B en bijection avec le langage C. Le langage C est un code sur A s’il
vérifie une des conditions équivalentes suivantes :

e Tout mot de C*+ admet une seule C-factorisation.
o Le sous-monoide C* est un sous-monoide libre de A*.

e Le morphisme « est injectif.
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L’ensemble minimal de générateurs d’un sous-monoide libre M de A* est un code, qu’on
appelle la base de M.

Un langage P de A* est préfize (resp. suffize) si et seulement si P N PAY = @ (resp.
PN A*P = 0), c’est-a-dire, si et seulement si aucun mot de P n’est facteur gauche (resp.
droit) propre d’un autre mot de P. Un langage a la fois préfixe et suffixe est dit bipréfize.
On peut remarquer qu’un langage préfixe (resp. suffixe) différent de {¢} est un code.

Soit L et M deux langages de A*. Le quotient a gauche (resp. quotient @ droite) de L par M
est le langage M~'L = {u € A*,Mun L # 0} (resp. LM~ = {u € A*,uM N L # 0}).

Un sous-monoide N d’un monoide M est unitaire é droite (resp. unitaire @ gauche) dans M
si et seulement si N"'N = N (resp. NN~} = N), autrement dit, si deux mots v et v de
M sont tels que u et uv (resp. u et vu) sont dans N, alors v est également dans N. Un
sous-monoide N d’un monoide M a la fois unitaire a droite et unitaire a gauche dans M est
dit biunitaire dans M.

La proposition suivante montre les relations existant entre les sous-monoides unitaires a droite
(resp. unitaires & gauche, biunitaires) et les codes préfixes (resp. suffixes, bipréfixes).

Proposition 0.1 ([{, p. 46, prop. 2.5]) Un sous-monoide de A* est unitaire @ droite (resp.
unitaire @ gauche, biunitaire) si et seulement si son ensemble minimal de générateurs est
un code préfize (resp. suffize, bipréfire). En particulier, un sous-monoide de A* unitaire a
droite (resp. unitaire d gauche, biunitaire) est libre.

L’opération de composition peut étre définie pour des codes satisfaisant une certaine condition
de compatibilité : les codes X et Y sont composables si on peut mettre ’alphabet de X en
bijection avec Y. Soit X C At et Y C B* deux codes composables. Le morphisme A tel
que h(A) = Y, qui définit la bijection entre I’alphabet de X et Y, est un morphisme de
A* dans B* qui est injectif puisque Y est un code. La composition de X et Y selon A,
notée X o, Y (ou X oY quand il n’y a pas ambiguité), est le code h(X), c’est-a-dire le code
obtenu en remplagant chaque lettre de X par le mot correspondant de Y. On peut remarquer
que Card(X oY) = Card(X). L’opération de composition est associative : X o(Y 0 Z) =
(XoY)oZ. ‘

La composition de deux codes préfixes (resp. suffixes) est un code préfixe (resp. suffixe).

Si X =Y o Z est un code préfixe (resp. suffixe), alors Y est aussi un code préfixe (resp.
suffixe).

0.7 Codes maximaux

Un code C de A” est mazimal sur A ([4, p. 41]) s’il n’est strictement inclus dans aucun code
de A*. Lorsque ’alphabet n’est pas précisé, cela signifie que C est maximal sur son alphabet,
c’est-a-dire ’ensemble des lettres apparaissant dans les mots de C.

Soit L un langage de A*. Un mot de A* est complétable (resp. complétable a droite, com-
plétable é gauche) dans L s’il est facteur (resp. facteur gauche, facteur droit) d’un mot de L.
Un langage L de A* est dense (resp. dense d droite, dense a gauche) dans A* si tout mot de
A* est complétable (resp. complétable a droite, complétable a gauche) dans L.
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Un langage L de A* qui n’est pas dense (resp. dense a droite, dense & gauche) est dit coupant
(resp. coupant a droite, coupant a gauche).

Un langage L de A* est complet (resp. complet a droite, complet é gauche) dans A™ si le
sous-monoide L* est dense (resp. dense & droite, dense a gauche) dans A*, c’est-a-dire si tout
mot de A" est facteur (resp. facteur gauche, facteur droit) d’au moins un mot de L*.

La propriété suivante nous sera treés utile :

Proposition 0.2 ([4, p. 68-69, th. 5.10 et prop. 5.12]) Un code coupant de A* est mazimal
sur A st et seulement si il est complet dans A*. En particulier, tout code rationnel est coupant.

16



Chapitre 1

Automates finis pondérés

Les automates finis constituent une méthode simple et fondamentale pour décrire un com-
portement d’entrée-sortie, en d’autres mots, pour calculer des fonctions. Une maniére dif-
férente d’utiliser les automates finis pour calculer des fonctions a été présentée dans [11].
Dans cette approche, les automates finis sont utilisés pour calculer des fonctions réelles ordi-
naires de P’intervalle unité [0, 1] dans I’ensemble des nombres réels. On utilise pour cela des
automates finis non déterministes ordinaires munis d’une fonction de poids, c’est-a-dire que
chaque transition posséde, en plus du symbole d’entrée qui I’étiquette, un nombre réel appelé
son poids. De tels automates ont été appelés dans [11] des automates finis pondérés, et des
IR-Y-automates dans [19].

" Un automate fini pondéré calcule une fonction réelle de [0,1] dans IR comme suit. D’abord,
Pentrée z de [0,1] est identifiée au mot infini binaire bin(z) de {0,1}“, sa représentation
binaire. Ensuite, le poids associé a bin(z) est calculé par 'automate. Ceci est la valeur de la
fonction au point 2. Pour que la définition soit correcte, certaines précautions concernant la
convergence sont nécessaires.

Une classe particulierement intéressante d’automates finis pondérés, a savoir celles des au-
tomates 3 niveaux, a également été définie dans [11]. Les fonctions réelles calculées par ces
automates sont toujours définies. L’importance de cette classe a été démontrée dans [11].

La premieére section de ce chapitre est consacrée aux principales défintions et notations util-
La deuxiéme section contient un lemme de base qui sera souvent utilisé dans les autres
sections.

Dans la troisiéme section, nous considérons les propriétés de croissance des fonctions calculées
par des automates finis pondérés. On peut remarquer, en autres choses, que, bien que I’on
ne puisse réaliser exactement la fonction racine-carrée a l’aide de ces automates, on peut, a
I’aide de tels automates quasiment les plus simples possibles, définir une fonction coincidant
avec la fonction racine-carrée en un nombre infini de points.

Dans la quatriéme section, nous prouvons que les seules fonctions lisses, c’est-a-dire infiniment
dérivables, qui peuvent é&tre définies par un automate fini pondéré sont les polynémes, qui
eux-mémes étajent déja connus comme pouvant étre définis par des automates & niveaux (cf.
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(11)).

Dans la cinquiéme section, nous approfondissons la connaissance que nous avons sur la fagcon
dont les polyndmes peuvent étre calculés par des automates finis pondérés, en montrant qu’un
polynéme de degré n nécessite un automate fini pondéré de degré au moins n, en particulier,
ayant au moins n+ 1 états. Comme conséquence de ces deux résultats, nous montrons qu’on
peut décider si un automate a niveaux donné définit une fonction lisse.

Dans la sixiéme section, nous étudions certaines propriétés relatives a la continuité des fonc-
tions définies par un automate fini pondéré. En particulier, nous établissons une méthode
pour construire des automates finis pondérés (en fait, des automates a niveaux) de plus en plus
complexes calculant des fonctions continues. Cette méthode est basée sur la description d’une
condition suffisante pour un automate a niveaux de définir une fonction continue. En fait
notre construction produit exactement la classe des automates 4 niveaux fortement continus,
c’est-a-dire les automates & niveaux calculant des fonctions continues pour toute distribution
initiale. De plus, nous prouvons que si un automate 3 niveaux calcule une fonction continue
pour une distribution initiale donnée, on peut construire un automate a niveaux fortement
continu calculant la méme fonction. Ceci donne un algorithme immédiat pour décider la
continuité d’une fonction calculée par un automate a niveaux (cf. [11}).

Dans la septiéme section, nous appliquons la construction de la sixieme section pour définir
un automate 3 niveaux de quatre états calculant une fonction qui n’a de dérivée en aucun
point. Ceci indique clairement que les automates finis pondérés sont puissants pour définirs
des fonctions compliquées. Soulignons que non seulement I’automate calculant notre fonction
compliquée est simple, mais aussi les calculs nécessaires a I’obtention des valeurs (ou de leur
approximation) de la fonction ne sont pas difficiles ; ils sont essentiellement aussi compliqués
que pour calculer les valeurs d’un polynéme de degré trois.

1.1 Définitions et notations

Soit X I’alphabet binaire {0,1}. )
Les automates finis pondérés ont la méme structure que les IR-3-automates. La seule dif-
férence entre les deux réside dans le fait que les automates finis pondérés admettent des mots
infinis en entrée. Un automate fini pondéré a donc été défini dans [11] comme un quintuplet
(Q,Z,W,1,T) ot :

o ( est un ensemble fini d’états,

e X est un alphabet fini,

e W:Q xX x Q — IR est une fonction de poids,

o I:Q — IR est la distribution initiale,

e T:Q — IR est la distribution finale.

On peut représenter un automate fini pondéré avec des matrices : pour chaque lettre a de T,
on définit une Q x Q-matrice W, de réels, dans laquelle W, (p, ¢) = W(p, a, ) pour tout p, g €
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Q. De plus, I est représenté par un vecteur-ligne et T par un vecteur-colonne. Par convention,
si le contraire n’est pas précisé, on suppose que I = (1,0,---,0) et T = (0,---,0,1).

Un automate fini pondéré peut étre utilisé pour calculer des fonctions réelles sur l’intervalle
[0,1] de la fagon suivante :

Soit w un mot de {0,1}* ol w = wywy---wy,--- avec w; € {0,1}. Alors w est interprété
o0
comme le réel © = E w;2™', et cette correspondance est biunivoque si on suppose que

i=1
w ¢ °01¥. L’automate fini pondéré A définit donc les fonctions :

fa:T¥ = R fa(w) = lim T-Wa, - Way -+ Wa, - T (1.1)

fA :{0,1] — R,f;(z) = fa(w), ol W =z et w ¢ T*01“.

Ces définitions supposent ’existence de la limite (1.1). Par la suite, nous éviterons de telles
considérations, soit en nous restreignant a des familles d’automates pour lesquels I'existence
de la limite est garantie, ou en travaillant sous I’hypothese que la limite existe. Une classe
d’automate fini pondéré garantissant I’existence de la limite (1.1) a été présentée dans [11].
Ces automates, baptisés automates d niveaur ont été définis comme des automates finis
pondérés vérifiant :

1. Les seules boucles dans ’automate sous-jacent de A sont de la forme p - p.

2. 0 < W(p,a,p) < 1 pour toute lettre a de T et tout état p de Q) a partir duquel part
une transition de poids non nul arrivant dans un état différent de p, et autrement
W(p,a,p)=1.

3. I et T sont des vecteurs de IR7, od n = Card(Q).

4. L’automate sous-jacent de A est réduit, c’est-a-dire n’a pas d’états inutiles.

Notons que nous modifions légérement la définition donnée dans [11] puisque nous autorisons
ici des poids négatifs dans les transitions connectantes.

Le degré d’un état dans un automate a niveaux A est le maximum des longueurs des chemins
sans boucle dans A partant de cet état, et le degré de A est le plus grand degré de ses états.

Nous ne considérerons dans la suite, sans perte de généralité, que des automates ne possédant
qu’un seul état de degré 0.

Un automate fini pondéré est appelé automate linéaire si et seulement si pour tout entier n
de {0,1,---,Card(Q) — 1}, il existe exactement un état de degré n.

1.2 Résultats de base

Le lemme suivant va beaucoup nous servir par la suite.
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Lemme 1.1 Soit A un automate fini pondéré définissant vne fonction f4. Il eziste un entier
t > 1 et des réels Ag,- -+, Ay non tous nuls tels que

t
S afaz)=0 pour tout réel z de (0, 1).
=0 2

Preuve Soit z un réel de (0, 1] fixé et supposons que
fale)=1-M,-T.

Si le réel z a pour représentation binaire le mot w de £*, alors le réel 3= a pour représentation
binaire le mot 0"w. On a donc, pour tout entier n,

JaG) =1-W§-M.-T. (1:2)

Si t est le nombre d’états de A, alors les t + 1 vecteurs I, IWg, - - -, IW§ doivent étre linéaire-
ment dépendants, i.e.

t
S MIWE=0

=0

pour des A; non tous nuls. Le résultat s’en déduit grace a (1.2). O

Bien siir, le lemme 1.1 peut également étre adapté a d’autres séquences de ’argument que la
séquence (£);>o0. En effet, si on remplace Wy par W) dans la preuve précédente, on obtient
le résultat du lemme 1.1 pour la séquence (£ + 1 — &)i>0.

1.3 Croissance locale et globale

Cette section est consacrée a I’étude des différents types de croissance que 1’on peut observer
pour des fonctions réalisées par des automates finis pondérés. Nous considérons aussi bien la
croissance locale que la croissance globale. Croissance ”locale” siginifie fagon de varier des
valeurs d’une fonction au voisinage d’un point particulier, et est donc en étroite relation avec
la dérivée (a droite ou a gauche) en un point donné. Croissance "globale” signifie croissance
sur tout ’intervalle. Les deux types de croissance peuvent étre basés soit sur toutes les valeurs
possibles de I’argument, soit sur un ensemble discret de valeurs de I’argument. Une séquence
de valeurs particuliéerement intéressante est obtenue par itération de divisions par 2.

Pour une fonction f de [0, 1] dans IR, on appelera séquence dichotomique de f, une séquence
(%:)izo ol yi = f(5?) pour un réel zo de }0,1]. La dualle de cette séquence est une séquence
(2:)ip0, définie par la condition z = f(1 — 15%).

Nous nous intéressons tout d’abord aux automates linéaires de degré 1.

Lemme 1.2 Toute fonction continue définte par un automate linéaire de degré 1 est mono-
tone.
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0,1
{0 ) .
1,B 1,1

Figure 1.1 : Automate linéaire de degré 1

Preuve Considérons I’automate linéaire général de degré 1 de la figure 1.1.

Comme montré dans [11), il définit une fonction continue si et seulement si il définit une
fonction continue au point 1/2, c’est-a-dire si et seulement si a+f = 1 ou §(1—a) = y(1-).
De plus, dans le dernier cas, il définit une fonction constante.

Si la derniére condition est satisfaite, le résultat est vérifié.
Si elle n’est pas satisfaite, considérons un réel § > 7-;-:—5—.

Décomposons A en deux automates A; et A; montrés dans la figure 1.2 ('autre cas étant
symétrique).

¢ 0:1 0;0 0y 0;1
1 0
1;6-7v Fﬁ
-0
1;v l_—ﬁ_
1;1 1;B l1-a 1;1

1;B

A - Ajy

Figure 1.2 : Automates .4; and A,

Puisque f4 = fa, + fa, €t fa, est une fonction constante, il suffit de prouver le lemme pour
des automates de type A;, ot le poids de la transition connectante est un réel arbitraire €. On
peut voir directement qu’un tel automate définit une fonction croissante de facon monotone,
puisque

1. chaque entrée 1 ajoute quelquechose de ’état 1 au poids de ’état 0;

2. les poids de ’état 0 sont 1;

3. par continuité, f4, (01¥) = agiy =€ = f4,(10%).

O

Il n’est pas difficile de voir que pour les automates de type A;, ’hypothése de continuité
a+ B =1 dans le lemme 1.2 peut &tre affaiblie a ’hypothese a4+ 8 < 1.
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Le lemme suivant est un outil caractérisant les séquences dichotomiques des automates
linéaires de degré 1.

Lemme 1.3 Soit A un automate linéaire de degré 1 tel que la transition connectante est éti-
gquetée par le symbole d’entrée 1 seulement ( cf Fig. 1.3). Alors, toute séquence dichotomique

de fa est celle d’'une fonction de la forme f(x) = Kz9 avec ¢, K € Ry.

Preuve Soit 2o un réel de (0, 1] et A I’automate de la figure 1.3. Clairement, on a

0;a 0:;1

1;8

1;8 : 151

Figure 1.3 : Automate A

fa(3) = o' f4(z0) pour i> 0.
D’autre part,
f(38) = K(32)7 = (279) f(z0) pour 20,

et donc en choisissant ¢ = log,( %), le résultat s’ensuit. [J

En combinant les considérations des lemmes précédents (et leurs preuves), on obtient

Théoréme 1.1 Pour tout automate linéaire A de degré 1 satisfaisant f4(0) < f4(1) (resp.
fa(0) > fa(1)), ses séquences dichotomiques (resp. dualles de ses séquences dichotomiques)
sont celles des fonctions de la forme

Ko+ K,z° (1.3)
avec Ko, Ky, ¢ E R,.

Le théoréme 1.1 caractérise quelle sorte de croissance "globale discréte” peut étre observée
dans une fonction définie par un automate linéaire de degré 1. C’est toujours de I’ordre
de z9 pour un certain ¢ > 0. Il est également immédiat de «voir que tous ces ordres de
croissance, ou toutes les séquences dichotomiques de fonctions de (1.3), sont réalisables par
un tel automate linéaire. De plus, d’aprés la caractérisation de la continuité dans [11],
ils peuvent étre réalisés dans la famille des automates définissant des fonctions continues.
Pourtant, parmi les fonctions de (1.3), seules celles avec ¢ = 1 sont effectivement des fonctions
définies par des automates linéaires de degré 1 sur tout I'intervalle. Ceci se déduit directement
des considérations de [11)].
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Exemple 1.1

Considérons I’automate de la figure 1.3. En choisissant a =2 ", f=1-aetéd=1-fFon
obtient un automate pour lequel fA(.}-,) = (%)", pour i > 0. Par conséquent, f4 coincide
avec la fonction puissance-n pour les points considérés (mais pas sur tout I'intervalle).

De méme, en choisissant @ = § = ;}5 et § = 1 - é on obtient un automate réalisant une
fonction continue satisfaisant f4(%) = /(3)", pour i > 0.

Nous avons vu que la croissance globale pour les fonctions définies par des automates linéaires
de degré 1 est assez restreinte. L’exemple suivant montre que localement, la croissance peut
étre extrémement rapide.

Exemple 1.2

Considérons I’automate linéaire de la figure 1.4.

0;1/4 0;1

1;3/4 1;1

Figure 1.4 : Automate A.

Il définit une fonction continue monotone croissante. De plus,

fa(®) = 1. 3-4
n w 1—( )n+l —_ 3 n
fa(1n+iov) .2( ——%——_4-3(4-) :

Par conséquent,

fa(l¥) — fa(1**'0v) _3-
d(1v, 1n+1Qw) - (

d’oli la dérivée a gauche au point 1 est égale a .

Considérons maintenant des automates finis pondérés arbitraires. Il a été montré dans [11]
que les fonctions de (1.3) pour lesquelles ¢ = 1, ou plus généralement tous les polynémes,
sont définissables par des automates a niveaux. Par contraste avec cela, nous allons montrer
que la fonction racine-carrée ne peut pas étre réalisée par un automate fini pondéré. Ceci est
a comparer avec la seconde partie de I’exemple 1.1.

Lemme 1.4 la fonction f : [0,1] = IR définie par f(z) = +/z n’est pas réalisable par un
automate fini pondéré.
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Preuve Nous donnons ici une preuve directe. Dans la suite, nous verrons comment ce résultat
peut étre retrouvé comme conséquence du théoréme 1.2.

Supposons au contraire que f = f4 pour un automate fini pondéré A. Soit z un réel arbitraire
de P'intervalle [0, 1) et considérons la séquence (z;)i>o définie par

g = T
Tipy = %+ lz;, pour 1 > 0.

Alors, clalrement z;i=1- 2,2 pour i > 0. De plus, si f4(zo) = 7M., alors fa4(z;) =
7 M} M,7. Par conséquent, dans l’esprit du lemme 1.1, il existe un entier ¢ (inférieur ou égal
au nombre d’états de A) et des nombres réels Mg, - -, A; non tous nuls tels que

t
zf\if.A(zz) =

1=0

Ici, les A; sont indépendants de z de sorte que, d’aprés I’hypothése f = f4, on obtient

ZA fd-= + —z) =0 pour tout réel z de [0, 1],

1=0

ol au moins un A; est non nul. On peut écrire ceci

t
26,-\/0,' +z=0 pour tout réel z de [0, 1],

=0

ol a¢ > ay_3 > -+- > @9 = 0 et au moins un é; est non nul. En prenant la dérivée niéme des
deux cotés, on obtient

EA &+ :c)"'" =0 pour tout réel z de [0, 1].
i=0

En particulier, en choisissant z = 0, on déduit Iidentité

Mais ceci est impossible puisque au moins un §; est strictement positif et les ¢; sont disjoints
deux a deux et positifs. [

pour tout n > 1.

afs
ll

La derniére observation de cette section est que les automates finis pondérés ne peuvent pas
définir de fonctions exponentielles. On a méme plus que cela : la séquence dichotomique
d’une fonction définie par un automate fini pondéré ne peut pas étre celle d’une fonction
exponentielle. On peut toutefois remarquer que pour approximer avec un précision donnée
une fonction exponentielle ou toute fonction admettant une série de Taylor, il suffit de prendre
un automate fini pondéré réalisant un polynoéme de Taylor de la fonction considérée.

Lemme 1.5 Il n'eziste pas d’automate fini pondéré A tel que pour un réel z de ]0,1] et un
réel k > 0, on ait

fA( =) = k3 pour i > 0. (1.4)
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Preuve Supposons au contraire qu’on puisse trouver A, z et k tels que 1.4 soit vérifiée. Soit
I = {27%|i > 0}. En appliquant le lemme 1.1 on conclut qu’il existe un entier ¢ et des nombres
réels A; non tous nuls tels que

t
Z/\;fA(i.)=O pour z € I.
4 2
=0

D’aprés notre hypothese, on peut réécrire ceci

t

EA;kf‘ =0 pour z € I,
1=0

ou de fagon équivalente,

t .
ST =0 pour z € I.
=0
Mais ceci signifie qu’une équation polynémiale de degré au plus 2! posséde une infinité de
racines, ce qui est contradictoire. [J

La preuve précédente montre que le lemme 1.5 est encore valide dans une forme plus forte : .
on peut remplacer dans le lemme "automate fini pondéré” par "automate fini pondéré de n
états” et (1.4) par

(147)  fa(E) = k¥ pour i=1,---, N,

ol N est une constante qui ne dépend que de n.

Par conséquent, nous avons montré qu’il est non seulement impossible de réaliser des fonc-
tions exponentielles avec des automates finis pondérés, mais aussi que méme une séquence
dichotomique d’une fonction définie par un automate fini pondéré ne peut suivre la fonc-
tion exponentielle que pendant un nombre borné d’étapes. En particulier, cela signifie que
les fonctions définies par des automates finis pondérés ne peuvent pas avoir de croissance
"globale discrete” exponentielle. Ceci est & comparer avec ’exemple 1.2, qui montre que la
croissance locale peut &tre arbitrairement rapide.

1.4 Fonctions lisses

Dans la section précédente, nous avons montré que les automates finis pondérés ne peuvent
pas définir des fonctions communes telles que la fonction racine-carrée ou la fonction ex-
ponentielle. D’autre part, il a été montré dans [11] que toutes les fonctions polynémiales
(d’une ou plusieurs variables) peuvent étre réalisées par des automates finis pondérés possé-
dant une structure particuliére, a savoir les automates a niveaux (d’un certain type). Nous
montrons ici que les polynomes sont les seules fonctions lisses (d’une variable) qui peuvent
étre réalisées par des automates finis pondérés généraux. Ici lisse signifie que la fonction doit
posséder toutes ses dérivées dans un intervalle ouvert contenant proprement I'intervalle [0, 1].
Par conséquent, la fonction exponentielle est lisse, mais la fonction racine-carrée ne l’est pas.

Théoréme 1.2 Soit f une fonction lisse et A un automate fini pondéré. Si
f(z) = fa(x) pour tout réel z de [0, 1], (1.5)

alors f est un polynéome.
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Preuve Supposons que (1.5) soit vraie. Utilisons de nouveau le lemme 1.1 pour conclure
P’existence d’un entier ¢ et de nombres réels Ag, - -+, A; non tous nuls tels que

t
ZA.-fA(%) =0 pour tout réel z de (0,1]. (1.6)

Puisque f est lisse, elle posséde une série de Taylor

=)(0) 4"
zf, o

pour |z| < §,

ol § est une constante positive. Par conséquent

LAWIR ¥ A (U

f(2i - — n!(2)"

pour |z] < 4.
D’apres (1.5) et (1.6), on obtient

f(n)(o
"= our |z| <4,
g nz_% 2)n” pour |z] <
ou de facon équivalente,
00 ¢
()
() \i=—==)z"=0 our |z| < 4.

D’apreés I'unicité de la série de Taylor, ceci implique que

- L29 pour n > 0. (17)

1=0
Supposons maintenant que pour ¢+ 1 valeurs différentes de n;, le premier facteur du membre
gauche de (1.7) soit nul, i.e.

t
ZA;(-;—i)"i =0 pour j =0,---,t

=0
Puisque ce systéme linéaire d’équations a une solution non triviale, nécessairement le déter-
minant du systéme est égal a 0, en symboles

1 a9 03 --- o

2 t
1l g o ---

=0, (1.8)
1 oy a? oo ag
ol aj=5,l,—jpourj=0,- -t

Mais le membre gauche de 1.8 est le bien connu déterminant de Vandermonde, et est donc
différent de 0 puisque les a; sont disjoints deux a deux.

1l s’ensuit que dans (1.7) le second facteur est égal a zéro pour toutes sauf au plus ¢ valeurs
de n. Cecdi signifie que f est un polyndme sur lintervalle [-§,48], et donc également sur
I’intervalle unité considéré. [J
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Comme nous ’avons déja mentionné, la fonction racine-carrée n’est pas lisse et par conséquent
le lemme 1.4 n’est pas un corollaire direct du théoréme 1.2.- Mais il peut étre conclu du
théoréme 1.2 comme suit. Si un automate fini pondéré réalise la fonction /z, alors un autre

réalise la fonction 1/ + 1z, qui est lisse mais n’est pas un polynéme.

1.5 Deécider si une fonction est lisse

Il 2 été montré dans [11] qu’on peut décider si un automate & niveaux donné définit une
fonction continue. Nous prouvons qu’on peut également décider si un automate a niveaux
définit une fonction lisse. Pour cela, nous prouvons d’abord un résultat auxiliaire qui est
intéressant en lui-méme : tout automate a niveaux réalisant un polyndome de degré n doit
contenir un état de degré n. Par conséquent, les automates 3 niveaux construits dans [11)
pour les polyndmes sont optimaux : ils sont de taille minimale dans le sens de la définition
suivante.

La taille d’un automate a niveaux .A de degré n est le vecteur (¢,,,...,%g), ol ¢; est le nombre
d’états de degré i dans .A. Nous définissons la relation ”inférieur ou égal 3a”, en symboles <,
dans la famille des automates a niveaux, comme suit :

On a A <X A’ si et seulement si le vecteur (t,,...,%0) associé & A est lexicographiquement
inférieur ou égal au vecteur (t,,...,t5) associé & A’, autrement dit, soit n < m soit n = m
et dans ce cas on a pour un certain j > —1 V'inégalité ¢; < t; et les égalités ¢, = t; pour tout
k>j.

Clairement, pour chaque paire d’automates & niveaux (A,A’), soit A < A’ soit A’ < A, et
ces deux relations sont vérifiées simultanément si et seulement si A et A’ sont de la méme
taille.

Nous pouvons maintenant prouver le résultat suivant :

Théoréme 1.3 Tout automate a niveauz réalisant un polynome de degré n avec une distri-
bution initiale quelconque est de degré au moins n.

Preuve Supposons que le théoréme 1.3 soit faux, et soit n fixé de telle maniére qu’il contredise
de maniére minimale ’énoncé du théoréme. Alors il existe un polynéme

P,(z) = a,z" + Q12" '+t ap avec a, # 0

réalisé par un automate 2 niveaux (réduit) .A,, de degré m < n. Nous choisissons P, de telle
maniére que A,, soit de taille minimale. Ceci est, bien siir, possible.

Assertion 1.1 Sig LN q est une transition dans A,, et le degré de q est m, alors o = -217

Preuve Soit 7 = (z1,- -+, Z,) le vecteur initial de A,,,, ol sans perte de généralité, la premiére
composante correspond a q. Puisque A, est réduit, z, est non nul. L’automate A,, avec la
distribution initiale 7Mp — ar réalise le polyndme P,(}i+ £) — aP,(z). Mais la premiere
composante du vecteur 7w My — an est nulle, de sorte que dans 'automate A,,, ’état ¢ peut
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étre supprimé. D’ou, par le choix de P, le degré du polynéme P, (2z + 2:z:) aP,(z) doit
étre au plus n — 1. Par conséquent, on a 2,. swan — aa, = 0, et ’assertion s’ensuit.

En vue d’achever la preuve, nommons les états de A, de telle facon que exactement les ¢
premieres composantes dans 7 correspondent aux états de degré m. D’ou, par I'assertion
1.1, dans les deux vecteurs My — 27 et TM; — =, seules les composantes correspondant
aux états de degré inférieur 3 m dans A, ont des valeurs non nulles. Par conséquent,
les fonctions réalisées par .A,, avec ces distributions initiales peuvent étre réalisées par un
automate a niveaux de degré au plus m — 1. Mais ces fonctions sont

z 1 T PR |

Bl -ghl) = 5™+

1 1 n a,,_ n—1
P( +2 ) 2nPﬂ(z) - (2—nan ) +-

La minimalité de n implique que ces polyndmes sont de degré au plus n — 2. Dol @,y =
0 = a,,, ce qui est contradictoire avec le choix de F,,. [J

Le théoreme 1.3 a une conséquence immédiate.

Corollaire 1.1 Tout automate & niveauz réalisant un polynéme de degré n contient au moins
n+ 1 états.

Le théoreme 1.3 a également un autre corollaire intéressant.

Corollaire 1.2 Soit A, un automate linéaire de degré n réalisant un polynéme de degré n.
Alors les deuz boucles dans l’état de degré i sont pondérées par 1/2" pour 1 =0,---,n

Preuve Se déduit directement du théoréme 1.3 et des considérations prouvant |’assertion

1.1. O

Notons que le corollaire 1.2 est en coincidence avec I’automate construit dans [11] pour les
polynémes. Notons également que dans le corollaire 1.2, il est nécessaire de supposer que les
degrés de A, et du polynéme coincident, c’est-a-dire que A, est de degré minimal. L’exemple
suivant le montre.

Exemple 1.3

Considérons ’automate A, montré dans la figure 1.2. Il réalise un polynéme de degré 0,
les poids sur les boucles de I’état 1 pouvant étre arbitraires. Bien siir, 'automate de degré
minimal réalisant la fonction constante est I’automate a niveaux ayant un seul état et dont
les deux seules transitions sont des boucles (I’une étiquetée par 0, 'autre par 1) toutes deux
pondérées par 1. Des exemples non triviaux supplémentaires montrant la nécessité de la
condition précédente sont obtenus en ”intégrant” le précédent automate Az, cf. [11].

Nous pouvons maintenant prouve notre résultat de décidabilité.
Théoréme 1.4 On peut décider si un automate a niveauzr donné réalise une fonction lisse.

28



Preuve Soit A un automate donné. Par le théoréme 1.2, le probléme du théoréme 1.4 est
équivalent 3 celui de décider si f4 est un polynéme. Pour cela, on calcule d’abord =, le degré
de A. Ensuite, par le théoreme 1.3, nous savons que, si f4 est un polynome, il est de degré
au plus n, c’est-a-dire qu’il est de la forme

anz™ +ap_12"" ' + .-+ aq.

Les coefficients inconnus sont déterminés de maniére unique en calculant f4 en n+ 1 points
différents. Ceci est de nouveau dii au déterminant de Vandermonde. Soit P le polynéme
ainsi obtenu. La fonction f4 est un polynéme si et seulement si elle est égale & P, ce qui peut
étre décidé en calculant un automate a niveaux .Ap pour P, par exemple avec les méthodes
de [11], et en testant ensuite I’équivalence de A et Ap, cf. de nouveau [11]. [

1.6 Construction d’automates calculant des fonctions con-
tinues

Dans cette section nous étudions les conditions dans lesquelles un automate a niveaux définit
une fonction continue.

Clairement les automates a niveaux a deux états sont des automates linéaires. D’ol, au point
de départ de nos considérations, nous rappelons que la continuité de la fonction définie par
un tel automate (montré dans la figure 1.1) est caractérisée par la condition

a+f=1,0u(1-0)y=(1-a)d (1.9)
oll a et f§ sont les poids des boucles dans I’état de degré 1, cf. [11].

Soit .A un automate a niveaux arbitraire et o et § des nombres réels de [0, 1] fixés. Appelons
Q Vensemble des états de A et n la cardinalité de Q). Pour chaque état g de Q, appelons A,
le sous-automate de A constitué des états de (J qui sont accessibles de ¢ et des transitions de
A qui relient ces états.

Nous définissons une famille A(a, §) d’automates, dont les éléments peuvent étre vus comme
des extensions de A, comme suit : chaque automate A,,; de A(a, §) contient, en plus de tous

les états et toutes les transitions de .A, un nouvel état initial r accompagné des transitions

r 29 r,r 28 et r W) g pour toute lettre i de ’alphabet {0,1} et tout état ¢ de Q.

Ici, les W (3, ¢) sont des nombres réels arbitraires. Il s’ensuit que chaque A.,: de A(a, B) est
complétement spécifié par le vecteur de dimension 2n

(W(0,9),W(1,9)) € R™. (1.10)

Comme nous avons dit, nous considérons r comme le seul état initial de A.,y, et par conven-
tion, nous supposons que chaque A, est réduit. Par conséquent, A.;¢ est de degré n+1 si et
seulement si il existe une lettre d’entrée j et un état g de A de degré n tels que W (j,¢) # 0.
Cette construction est trés générale : chaque automate a niveaux peut &tre obtenu de cette
maniére & partir de ’automate a niveaux a un état.

Avec la terminologie ci-dessus, nous allons montrer
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Théoréme 1.5 Soit A, a et B fizés comme ci-dessus et supposons que pour chaque €état g, A,
definisse une fonction continue. Alors Aeyt d partir de A(e, B) representé par (1.10) définit
une fonction continue si et seulement si une des conditions suivantes est vérifiée :

() a+ =1 et pour tout état q de Q, f4,(0%) = fa,(1*).

(i) D AW(0,9)+ > pW(l,g)=0. (1.13)
9€Q 9€Q

pour des nombres réels A\, et p, firés de telle maniére qu’au moins un d’entre euz soit non
nul.

Dans le cas (i), les W (i, q) sont arbitraires. Dans le cas (it), (W(0,q), W(1,q)) appartient a
un hyperplan fizé de IR*".

Preuve Soit un automate arbitraire A.,: de A(a, B) représenté par les 2n composantes du
vecteur (W(0,q), W (1,q)). Nous supposons d’abord que f4.,, est continue. Il en est ainsi au
point %, et donc nécessairement

f.Aez: (Olw) = fAezt(lOw)' (112)

Le membre gauche de (1.12) peut étre écrit comme
w 1 w w
fa..,(01¥) = a[mzw(l,Q)qu(l )+ > _W(0,9)f4,(1%).
9€Q 9€Q

Clairement, une formule similaire est valable pour le membre droit de (1.12). On obtient
donc (1.11) avec :

do = 14,14) = 2= 14, (0),

e = Top 40 (1) = £4,(04).

Notons que les Ay et les p, peuvent &tre tous nuls. Ceci se produit si et seulement si a +
B=1et f4,(09) = fa, (1) (cas (i)). Le vecteur (W(0,q), W(1,q)) peut alors étre choisi
arbitrairement.

Supposons maintenant les A, et les . ainsi fixés. Nous devons montrer que I’automate
Azt représenté par un vecteur (W (0, g), W(1,g)) satisfaisant (1.11) définit bien une fonction
continue. Pour cela, considérons séparément trois cas :

Y . 1
Cas 1.1 Continuité au point 3.

Par le choix des A\, et des g, Aext satisfait (1.12). De plus, en utilisant des arguments
similaires 3 ceux dans [11], ceci implique la continuité au point % (Notons que nous avons a
modifier légérement les considérations de [11], puisque nous autorisons dans un automate &
niveaux des poids négatifs dans les transitions connectantes).

Cas 1.2 Continuité auz points ayant une représentation binaire finie,
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c’est-a-dire deux représentations w01 et w10“ pour un mot w de X*. Vérifier la continuité
en ce point se réduit a vérifier la continuité de f4,,,(w) au point 3 3+ Oll Aext(w) est 'automate

Aezt avec la distribution initiale (1 0,---,0)W,. Mais f.A,,.(w) est clairement continue au

point 2 3, puisque, par le cas 1.1, f,(m ’est et chaque f,Aq est continue (méme dans tout
P’intervalle) par nos hypothéses.

Cas 1.3 Continuité auz points ayant seulement une représentation binaire infinie.
De nouveau, comme dans [11], ceci est toujours vrai pour les automates & niveaux de notre

type. 0O

Le théoréme 1.5 mérite plusieurs remarques. Premierement, il illustre trés clairement, comme
cela a déja été noté dans [11], qu’un automate & niveaux définit trés peu souvent une fonction
continue. On peut le voir plus concrétement dans ’exemple suivant.

Exemple 1.4

Considérons I’automate a niveaux de la figure 1.5.

1,x

1 N B l Py 1 "Y 1 L] 1
Figure 1.5 : Un automate a niveaux de degré 2

Puisque v + (1 — v) = 1, 'automate .A; définit une fonction continue. Puisque f4, (0¥) =
0 # fa,(1“), par le théoréme 1.5, il existe un unique hyperplan de IR2?, c’est-i-dire une
ligne passant par l'origine, tel que A définisse une fonction continue si et seulement si (z, y)
appartient a cette ligne. Cela signifie que le ratio z /y est unique. En partlcuher siy est fixé,
disons y = 2, alors une seule valeur de z rend fA continue. Pour vy = 2, a=f= 4, cette
valeur est , et A réalise la fonction f(z) = z?

Ce qui précede conduit_a ’observation intéressante suivante. Supposons que dans A les
valeurs z et y rendant f4 continue soient toutes deux non nulles. Alors la décomposition
la plus naturelle de A en deux sous-automates se fait en prenant pour .A'1 le sous-automate

excluant P’état 1 et pour .A2 le sous-automate excluant seulement la transition 2 15 0.
Clairement, on a fA f AL + f AL Et bien que fA soit continue, ni f 4 o f A’, ne le sont. En

1
particulier, si nous fixons les pararnetres de A de telle maniere qu’elle réalise la parabole, nous
obtenons une décomposition de la parabole en la somme de deux fonctions qui sont toutes
deux non continues. Un point intéressant ici est que ’automate donné pour la parabole est le
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plus simple possible, et la décomposition est la seule natu-elle du point de vue de la théorie
des automates.

Notre seconde remarque est que le théoreme 1.5 fournit une méthode simple systématique
pour construire des automates de plus en plus compliqués réalisant des fonctions continues.
Cette méthode est déja illustrée dans ’exemple 1.4, et nous l'utilisons a nouveau dans la
section 1.7.

Notre troisiéme remarque est que les conditions pour que les sous-automates A, définissent des
fonctions continues ne sont pas nécessaires, c’est-3-dire qu’un automate i niveaux ou méme
un automate linéaire peut définir une fonction continue pour la distribution initiale standard
sans pouvoir étre abtenu par une application récursive de la construction du théoréme 1.5.
On peut le voir dans I’exemple suivant :

Exemple 1.5

Considérons 'automate linéaire A montré dans la figure 1.6. D’apres le critere décrit dans

1,12

1,1/4

0,12

A 2

1.1n 1,1/4 1,1

Figure 1.6 : Automates linéaires A et. A’

(1.9), le sous-automate .A; définit une fonction non continue. Il est facile de voir que pour
tout mot w de &7, si Pg(w) = (o, B,7,6) alors 8 = 7. On peut donc supprimer I’état 1 et
les transitions concernant cet état, et remplacer W;(2,0) par W;(2,0) + W;(1,0). Ce nouvel
automate A’ réalise la méme fonction que A et il peut étre obtenu par la construction de
continuité. On peut vérifier que la fonction réalisée est z2.
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Nous allons maintenant prouver que la transformation précédente peut toujours étre faite.

Un automate est dit fortement continu s’il réalise des fonctions continues pour n’importe
quelle distribution initiale.

Y

Théoréme 1.6 Soit A un automate & niveauzr réalisant une fonction continue pour une
distribution snitiale I. Si A n’est pas fortement continu, on peut construire un automate d
niveauzr fortement continu ayant moins d’états que A et réalisant la méme fonction.

Preuve Nous allons raisonner par induction sur k, le nombre d’états de A. Si k=1, A est
clairement fortement continu. Soit Q@ = {go,---,gn} I’ensemble des états de A tel que go soit
le seul état de degré 0 et pour 0 < 7 < j < n, le degré de g; n’est pas plus grand que le degré
de g;. Considérons D = {P4(w)/w € £*}. Pour la distribution initiale d = P4(w), A réalise
une fonction continue, fA(a’-’ﬂ + ). Clest encore vrai pour toute distribution initiale dans
E = {Moy+ -+ Aap/X € R,d; € D}, 'espace linéaire engendré par D. Si E = R™*!,
nous obtenons le résultat. Sinon, il existe un vecteur colonne g = (g, -+, n) # 0, tel que
pour tout d de E on a ud = 0.

Soit ig le plus petit entier tel que pu;, # 0. On peut supposer que p;, = 1. Alors, pour tout
d=(do, --,dn) de E, diy = —(pig+1dip41 + * - - + pindy).

Si {p = 0, nous allons montrer que f4 est la fonction constante 0. En effet, puisque pour les
états de degré > 0 les poids des boucles sont plus petits que 1, pour tout £ > 0, il existe
un entier n tel que si |w] > n,d = P4(w) = (do, dy,+-,d,) alors |dy|,---,|d,] < €. D’ou
|do] < €(pt1 + + - -+ pn), de sorte que f4 est la fonction zéro.

Si 19 # 0, nous allons supprimer 1’état g;, et les transitions concernant g¢;,. Ensuite nous
devons modifier les poids de certaines transitions connectantes de telle fagon que cette auto-
mate A’ réalise la méme fonction.

Nous posons Q' = Q — {g;,} et nous définissons la Q' x Q' matrice W,, pour a = 0,1, par
W, (gi,9;) = Wal(gi,q;) — #iWa(gig, g;)- 1l est facile de vérifier que A’ est un automate 3
niveaux de n états réalisant f4 et nous pouvons terminer notre construction par ’hypothese
d’induction. [J )

1.7 Un exemple : une fonction dérivable nulle part

Dans cette section, nous allons considérer un automate a niveaux .A(t) montré dans la figure
1.7. Nous allons d’abord prouver que pour toute valeur de t et z(t), A(t) définit une fonction
continue. Ensuite, pour certaines valeurs particuliéres de ¢, nous regardons ’ensemble des
points ol .A(t) posséde une dérivée. En particulier, si t = 2, nous obtenons un automate
3 niveaux réalisant une fonction continue n’ayant de dérivée en aucun point de lintervalle
[0,1].

Assertion 1.2 A(t) est fortement continu.

Preuve Soit g : ¥ — IR la fonction réalisée par I’automate .A(t) pour une distribution

arbitraire (a,3,8,7). Alors, g = ofapy + Bfa, + ﬂ'fA,, + v ou A; (resp. Ay) est le
sous-automate contenant seulement les états 1 et 0 (resp. 1’ et 0). D’aprés [11], A(t) est
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1,x(t)

Figure 1.7 : Automate & niveaux .A(t)

fortement continue si et seulement si g(10“) = g(01%). Cette condition est vérifiée puisque
Sa,(10%) = f4,(01¢), f4,,(10“) = fa,,(01%) et fa(:)(10¥) = f4(2)(01). En effet, A; et Ay
sont fortement continus et I'égalité f4(;)(10“) = f(;)(01*) découle de la symétrie de A(t). O

Bien que .A(t) soit fortement continu pour toute valeur de ¢, le sous-automate .A’ (resp. .A")
contenant seulement les états 2, 1 et 0 (resp. 2, 1’ et 0) ne définit une fonction continue que
pour une valeur particuliére de z(¢). La condition pour z(t) est déterminée par f4/(;(10) =
far(1y(01¥) c’est-a-dire par

1 1 4
ty—2®) + 7= -1 3] =2(8),
ou de fagon équivalente,
(1 - 2t)a(t) = %t. (1.13)

Exemple 1.6

Considérons A(t) pour ¢t = 3. L’égalité (1.13) donne z(t) = —2. Nous allons vérifier que
pour tout mot fini w de I*, la dérivée de la fonction f AG3) n’existe pas au point w0¥ et est

nulle au point w(’OT)‘”. Remarquons d’abord que pour toute distribution initiale (y, 2y, 2y, 2,
A(3) réalise une fonction constante. Ensuite, on a

@B 7)W= (a(3)"20()" -~ 20(3)" + A7 (3" 2)

= (4:2,20,2)+ 0, (8- 26)(3)", (r = 2a)(3)",0)
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pour y = af 49)“ et pour une certaine valeur de z. Par conséquent, si pour un mot w de &*,
la distribution PA(% )(w) est (o, ,7,4), alors

Ta(80°0°) = Fa)(00"1) = (31" - ()"20) -5 = (D)™~ (§)"20) - 5.

Il découle directement par induction que v < 2a, de telle sorte que la limite

|fA(1)(WO"0 ) = Sayy(w0™1¥)] 420 - 7 @)
ny2o Iwonow_wonlwl ~ noo ( 1)l ( » = 0%
prouvant que' f A )(wO“’) n’existe pas.
Similairement,
(a,ﬂ,-y,é)W(m)n
= (@200~ ") + A 2061 - () + ()" )

(v,2y,2y,2)+ (0,5, 7,0)

pour une certaine valeur z et pour y = a(§)2"
B = B2)" ~ 223 (5)" = (8- 20)(o5)"
ety =(y- 20’)(&) .

Il

16

La fonction réalisée par ’automate .A(%) pour la distribution initiale (0,8’,4,0) est bornée
par 4|8 + 9| < 4(4a+ B+ 7)(&)". Par conséquent, si, pour un mot w de =*, on a
PA(Z)( w) = (a, 8,7, 8) alors pour tout mot w’ de ¥, on a

£ a2y (w(01)(01)) = fy(3y(w(01)"w)| < 2-4- (4a+ﬁ+7)( )
Puisque pour w’ € 1X“ U 00Z“, on a

|w(017"\(01)w._ w(Ol)nw'l > —_ ( )|w|+2n

nous voyons que
fap @019 =0.

Le graphe de la fonction f:(\%) aveé z = —2 est montré dans la figure 5.

Exemple 1.7

Pour t = 1, P’égalité (1.13) donne z(t) = £ et on peut tirer des conclusions similaires a celles
de ’exemple 1.6. En effet, le graphe de f A(3) montré dans la figure 6 est en un certain sens

dual de celui de f;(\%).

Exemple 1.8
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Pour t = £, I’égalité (1.13) donne z(t) = —%. le graphe de la fonction f:(\%) est montré dans
la figure 7. e e -

Le comportement de f 2) est plus compliqué que ceux des fonctions f A(3) et f A(): Nous
allons montrer que, bien que, par construction, f;(\%) est continue sur tout 'intervalle [0, 1},

elle n’a de dérivée en aucun point de cet intervalle. Pour cela, fixons un point dans [0, 1], et
supposons qu’il a une représentation binaire w. Notons w, le préfixe de w de longueur n.
Nous considérons les mots infinis suivants :

wo(n) = w,0,
wy(n) = w,10%,
we(n) = w,110“,
wa(n) = w,l“.

Alors, clairement,

— 1

| = w;(n)] < on pour i =0,1,2,3. : (1.14)

Considérons la distribution donnée par w, sur A(%), disons
P.A(.g.)(wn) = (an’ﬂna'fm‘sn)-
Ceci permet de calculer les valeurs fA(_g_)(w;(n)). En effet,

Sa@y(wo(n)) = aqf3- (g- - g-)] + -g—ﬂn + 4,

4
= —4a,+ gﬂn + 511,

et similairement,

16

f_A(';_‘)(wl(n)) = “‘?an + Bn + n + 6711
47 3 5
fA(%)(w2(n)) = -_g_a’n + Zﬂn + 2711 + 611,
4
fA(%)(wa(n)) = —4an,+ §7n + 6n~
Ici la valeur de ay, est facile 2 déterminer :
20n
Qn = (g) ’

indépendamment de w.

Considérons maintenant les deux différences

Fagey(ao(n)) = Fazy(ws(n)) = 5 (6 = 20),
et

Ly wr(n)) = Fay(wa(m)) = ~ e + 3 (B = ).
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Il s’ensuit que pour chaque entier n, la valeur absolue d’au moins une de ces différences est
au moins f—san. Par 12 méme, pour chaque entier n, il existe un indice i, de {0,1,2,3} tel
que

azy(w) = fazy(win(n))] 2 56—30" (1.15)
Puisque i, prend ses valeurs sur un ensemble fini, (1.15) est en fait vraie pour un #g fixé et

pour une infinité de valeurs de n. C’est-a-dire qu’il existe un sous-ensemble infini I de IV et
une valeur g tels que

lfA(%)(u;) f.A( )(wxo(n))l < 316 3

En combinant ¢eci avec (1.14), on obtient,

i pour n € I.

1fazy(0) = Ja2 )(w,o(n))] 1 4.,
b — wig (n)] 235G pour n € I.

Puisque I est infini, cela prouve que fA(g) ne posséde aucune dérivée (ni méme une dérivée
3
finie 4 droite ou 3 gauche) au point présenté par w.

Conclusion

L’étude du type de croissance qui peut ou ne peut pas étre réalisé par un automate fini pondéré
montre que peu de fonctions ayant un bon comportement au sens traditionnel du terme
peuvent étres réalisées par de tels automates. En fait, la plupart des fonctions qui peuvent
étre réalisées sont de type fractal. Ceci est dii 4 la structure des automates, qui est beaucoup
mieux adaptée pour exprimer la notion de récurrence que celle de continuité. Les exemples
1.6 4 1.8 montrent qu’un petit changement dans les poids d’un automate change radicalement
le comportement de la fonction qu’il réalise. L’exemple 1.8 montre que méme une fonction
dont le comportement peut paraitre aléatoire, peut étre réalisée avec un automate tres simple,
ici, un automate ne contenant que quatre états, c’est-a-dire autant d’états qu’un automate
définissant un pdlynome de degré trois. Ceci implique que calculer les valeurs d’une fonction
au comportement complexe (ou leur approximation avec une précision donnée) n’est parfois
pas plus compliqué que calculer les valeurs d’un polynéme de degré trois.

Certaines questions naturelles restent ouvertes. On peut en particulier se demander si le
corollaire 1.2 et le théoréme 1.4 peuvent étre étendus aux automates finis pondérés généraux.
De méme, le probléme de décider si un automate fini pondéré donné définit une fonction
continue reste ouvert.
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Chapitre 2

Composition de morphismes
injectifs et de morphismes injectifs
inverses

De nombreux travaux tendent a définir des opérations a I’aide d’autres opérations plus sim-
ples. Une caractérisation fondamentale d’une transduction rationnelle est son expression
en termes d’intersections avec un langage rationnel, de morphismes et de morphismes in-
verses [29]. D’autres caractérisations ont été trouvées, utilisant uniquement un marquage de
fin suivi par une composition de morphismes et de morphismes inverses [24, 36]. Dans [21,
'22], un résultat similaire est établi pour les fonctions rationnelles (resp. fonctions sous-
séquentielles gauches). Dans ces compositions, le morphisme inverse est I'inverse d’un mor-
phisme injectif (resp. préfixe).

Certains de ces résultats ont été établis grace aux études des transducteurs simples, dans
lesquels 1’état initial est I’'unique état final. Les transductions réalisées par ces transducteurs
sont des compositions faites uniquement de morphismes et de morphismes inverses. Ces
compositions peuvent étre supposées de longueur quatre [27, 28, 37].

Dans ce chapitre, nous restreignons notre étude a la composition de morphismes injectifs
(préfixes) et morphismes injectifs (préfixes) inverses. L’ensemble des morphismes injectifs
est la famille des morphismes qui donne, par composition de ses éléments ou de leur inverse,
des transductions fonctionnelles. Dans le cas des morphismes injectifs, les compositions peu-
vent étre supposées de longueur quatre : toute composition de morphismes injectifs et de
morphismes injectifs inverses est réalisée par un morphisme injectif, suivi d’'un morphisme
injectif inverse, un morphisme injectif et un morphime injectif inverse. Par contre, dans le
cas des compositions de morphismes préfixes et de morphismes préfixes inverses, les compo-
sitions de longueur quatre ne représentent pas la totalité de la famille de ces compositions.
La longueur cinq est nécessaire et la longueur six est suffisante (en commencgant avec un
morphisme préfixe).
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2.1 Définitions et notations

Rappelons qu’un transducteur T' est un sextuple (Q,Z, A, 4,5, F) ol Q est un ensemble fini
d’états, ¥ ’alphabet d’entrée, A 1’alphabet de sortie, § ’ensemble fini des transitions inclus
dans Q@ X Z* x A* x @, S € Q Pensemble des états initiaux et F C @ I’ensemble des états
terminaux.

Nous appelerons I (resp. Wr) le morphisme de é* dans =* (resp. de 6* dans A*) associant &
chaque chemin du transducteur T le mot lu (resp. écrit) par ce chemin. Les morphismes It et
Wr sont donc définis sur les transitions de T par (g,z,y,p)Ir =z et (¢,2,y,p)Wr=1y. Par
convention, il existe pour tout état ¢ un chemin vide allant de ¢ vers lui-méme. L’ensemble
de tous les chemins (resp. chemins réussis) de T forme un ensemble régulier de 4*.

Soit T un transducteur défini comme ci-dessus. On dit que T réalise la transduction ra-
tionnelle 7 de £* dans A* définie par son graphe 7 = {(nIr, 7Wr)/m € At} (cf. [19, 29]).

On note z7 I'ensemble {y/(z,y) € 7}.

Le transducteur T est dit non ambigu si pour tout mot = de £*, il existe au plus un chemin
réussi de T lisant z.

Le transducteur T réalise une fonction rationnelle T si T est une fonction partielle de £* dans
A*, c’est-a-dire, si tout mot = de X a pour image par 7 un langage de A* contenant au plus
un mot.

Clairement, tout transducteur non ambigu réalise une fonction rationnelle. Réciproquement,
toute fonction rationnelle peut étre réalisée par un transducteur non ambigu.

Un a-gsm gauche T est un transducteur possédant un unique état initial, dont chaque tran-
sition lit une lettre de T (et écrit un mot de A*), et tel que pour tout état ¢; de Q et toute
lettre z de L, il existe au plus une transition partant de ¢; et lisant z. Un a-gsm gauche
réalise une fonction rationnelle déterministe.

La fonction de transition d’un a-gsm gauche sera notée par un point. Ainsi ’égalité g;-z = ¢;
signifie que g; est I’(unique) état atteint a partir de ¢; en lisant z.

Une transduction rationnelle 7 est dite sous-séquentielle gauche, s’il existe un a-gsm gauche
T réalisant 7, et une fonction partielle p de F dans A* telle que pour tout mot z de X*,
z7 = 271 (go - z)p. Un transducteur sous-séquentiel gauche T est un 6-uple (Q,X, A, 4, g0, p)
ol (Q,X, A, g, Dom(p)) est un a-gsm gauche et p une fonction partielle de () dans A*.

Une transduction 7 de £* dans A* est fidéle si, pour tout mot y de A*, yr~! est un langage
fini de &*. ‘

Un transducteur T est simple si I’'unique état initial est aussi I’'unique état final. Une trans-
duction est simple si elle peut étre réalisée par un tranducteur simple.

Un morphisme o : £* — A* est dit non effagant (resp. alphabétique, strictement alphabe-
tique), si 'image par a de toute lettre de X est un mot de A” de longueur supérieure ou égale
3 1 (resp. inférieure ou égale & 1, exactement égale a 1).

Un morphisme o : =* — A* est dit préfize (resp. suffize), si 'image de 1’alphabet ¥ par o
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est un langage préfixe (resp. suffixe).

De plus, si £ et A sont deux alphabet disjoints, alors un morphisme a : Z* — (S U A)” est
uniforme (resp. uniforme d gauche), 8’il existe un mot u de A* avec aa = au (resp. aa = ua)
pour toute lettre a de X.

Soit H (resp. H,, Hsa, Hype, Hy, Hiy, H;, Hy, H,) la famille des morphismes (resp. mor-
phismes alphabétiques, strictement alphabétiques, non effagants, uniformes, uniformes a
gauche, injectifs, préfixes, suffixes). Pour les ensembles de morphismes ci-dessus, on note
H:! Pensemble des inverses des morphismes de H.

Un marguage a droite p,, est une application qui ajoute un symbole spécial m a la fin de
chaque mot, c’est-a-dire, y,, de X* dans (ZU{m})* est défini par zy,, = zm, pour tout mot
z de £*. On note M, la famille des marquages a droite.

Il est souvent possible d’établir une relation entre les mots d’entrée et les chemins d’un
transducteur T en utilisant la composition d’un morphisme uniforme A, et d’un morphisme
inverse h~!. Le morphisme uniforme ajoute & chaque lettre une représentation des états. Les
morphismes peuvent étre soit

zh, = ZgNgN-1-..9190
(¢i,Z,v,¢))h = Gi—1...190ZGNGN=1---G;
soit
zh, = za?"
(girz,0,g)h = o "lzo? ¥+

Nous utiliserons dans les preuves la premiéere méthode.

Dans toutes les preuves, nous considérerons que les transducteurs sont choisis émondés (ne
comportant que des états accessibles et coaccessibles).

2.2 Résultats précédents

Rappelons les récents résultats sur ce sujet. Nous portons une attention particuliére aux
résultats concernant les transductions simples.

Clairement, les compositions de marquages, de morphismes et de morphismes inverses sont
des transductions rationnelles. La réciproque est également vraie, cf. [24, 36].

Pour les transductions rationnelles, ce qui suit a été prouvé dans [27, 28, 37].

Théoréme 2.1 L’ensemble des transductions rationnelles est égal &
M,H'HH'H= (M, +H+H Y =MHH'HH™..
L’ensemble des transductions rationnelles simple est égal a

(H+H™)" =H'HH'H=HH'HH.
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Les résultats suivants ont été prouvés pour des fonctions rationnelles dans [21, 22].

Théoréme 2.2 L’ensemble des fonctions rationnelles est égal a
M. HH'H= (M, +H+H™)".
L’ensemble des fonctions sous-séquentielles gauches est égal @

M. HH;'H = (M, + H+ H;')".
Le résultat a été amélioré dans [23].

Théoréme 2.3 L’ensemble des fonctions rationnelles est égal a
M.H,H;'H'H,.
L’ensemble des fonctions sous-séquentielles gauches est égal a

M,Hqu“Ha.

L’étude des compositions de morphismes est liée a celle des transductions simples. Concernant
les transductions simples, les résultats suivants ont été prouvés dans [21, 22].

Théoréme 2.4 L’ensemble des transductions simples non ambigiies est égal @
U.=HH7H = (H+ H™)".
L’ensemble des transductions déterministes simples est égal a

D.=H,H;'H = (H + H;)".

2.3 Compositions de morphismes injectifs et de morphismes
injectifs inverses

Nous allons caractériser ’ensemble des bijections rationnelles simples entre monoides libres
comme étant égal aux compositions de morphismes injectifs et de morphismes injectifs in-
verses. Cet ensemble est également celui des transductions rationnelles injectives simples non
ambigiies.

En effet, le domaine et le codomaine d’une transduction rationnelie injective simple non
ambigiie sont tous deux des monoides libres. Puisque la transduction 7 appartient a U,, le
domaine est un monoide libre [21]. Il a une base unique qui est un code C. Le codomaine est
C*7. Puisque la transduction est une fonction simple, le codomaine est aussi égal & (C7)™.
Puisque la transduction est injective et que C est un code, (C7)* est un monoide libre.

Par conséquent, une transduction rationnelle injective simple non ambigiie est une bijection
entre monoides libres. Réciproquement, une bijection simple entre monoides libres est une
transduction rationnelle injective simple non ambigiie.

Rappelons d’autre part que
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o Ii existe des bijections rationnelles simples pour lesquelles le domaine et le codomaine ne
sont pas des monoides libres, comme par exemple la transduction réalisant 'intersection
avec le langage (a + ab + ba)*.

o ]l existe des transductions rationnelles simples non ambigiies pour lesquelles le codomaine
n’est pas un monoide libre, comme par exemple le morphisme défini par zh = a,yh =
ab, zh = ba.

o Il existe des bijections rationnelles pour lesquelles le domaine et le codomaine sont des
monoides libres, mais qui ne sont pas simples, comme par exemple la transduction
définie par €7 = £, a7t = a?,a%r = a, et pour i > 2, @'t = a'.

Le premier lemme montre une construction qui apparait souvent dans ce chapitre. Cette
construction a été utilisée entre autres dans [27] et [21].

Lemme 2.1 Soit T un transducteur simple non ambigu. Il eziste une bijection rationnelle
simple appartenant ¢ H,H ' entre les mots d’entrée et les chemins correspondants.

Preuve Soit T = (Q, X, Y, 6,{g0}, {g0}) un transducteur simple non ambigu. Le transducteur
peut étre choisi tel que chaque transition lit une lettre, c’est-a-dire tel que 4 est inclus dans
Q@ x X xY* xQ (cf. [21]). Donc aucune transition ne lit le mot vide. On peut également
supposer le transducteur émondé.

Soit h, le morphisme uniforme défini sur X par zh, = zgngn_1...q1g0 ot N = ||Q|| — 1.
Soit h; le morphisme défini sur é par (¢, z,v,¢;)h1 = gi—1...q0ZgN .. .g;.

Puisque le transducteur est non ambigu, pour chaque mot dans le domaine, il existe un
unique chemin réussi. Puisque le transducteur est simple, chaque chemin réussi commence
et termine dans I’état go.

Si un mot wh, = wWigN...q1Q0W2gN ---§1JOW3 . ... .. Wjy|gN - --G190 appartient au domaine
de hy!, son image (why,)h]! correspond au chemin réussi de w dans le transducteur T.
Réciproquement, si un mot w appartient au domaine du transducteur, le chemin réussi =,
du mot w a une image par h; qui appartient a X*h,.

Soit g;,..g0Z1.-.-TngN-.Gi, appartenant & (6h;)*. Si deux lettres z;, ;41 ne sont pas séparées
par gn ...q14o, toute factorisation a une seule possibilité entre z; et z;4;. Si chaque z;,
zj4+1 sont séparées par gn ...q19o0, la non ambiguité implique I’existence d’une factorisation
unique. Le morphisme h; est donc injectif. O

Le méme raisonnement reste valable quand T est un transducteur simple déterministe. On a
donc :

Lemme 2.2 Soit T un tranducteur simple déterministe. Il éziste une bijection rationnelle
simple appartenant ¢ H,H;! entre les mots d’entrée et les chemins réussis correspondants.

On peut maintenant prouver la proposition suivante :
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Proposition 2.1 L’ensemble des bijections rationnelles simples entre monoides libres est
égal a (H;+ H')* = H,H'H;H!.

Preuve Nous prouvons d’abord que I’ensemble des bijections rationnelles simples entre
monoides libres est inclus dans HuHi‘lH.-H;’ 1,

Soit 7 une bijection rationnelle simple entre un monoide inclus dans X* et un autre inclus dans
Y*. Puisque la transduction 7 est une fonction simple ayant pour domaine un monoide libre,
elle appartient & U. (cf. [21]). Soit T = (Q, X,Y,6,{g0}, {go}) un transducteur simple non
ambigu réalisant 7. Le transducteur peut étre choisi tel que § est inclus dans @ x X xY* x Q
(cf. [21]). 11 est également supposé émondé. Puisque 7 est une bijection simple, 77! = &.
Chaque chemin réussi non vide est donc non effagant. On peut construire un transducteur
simple non ambigu T, = (Q2, X, Y, 62, {(g0,€)}, {(g0,€)}) tel que chaque transition qui méne
dans I’état (go,€) est non effacante. Ceci est fait par la construction suivante :

2 = Q1 x ({e}uY),
((q.',e),z,e, (qjse)) € 62 qua'nd (qivzaquj) € 51,
((qiay)’z7e? (qj? y)) € 62 quand (q;,:c,e, Qj) € 61 et q; :Ié qo,
((gi,€),2,v,(g;,9)) €S2 quand (gi,z,vy,q5) € & et g; # go,
(g5, 91), 2, 11v, (g5, %2)) € &2 quand (gi, Z,vy2,9;) € & et g; # qo,
((qiv y)aza yv, (qu 5)) € 52 quand (qia z, U,QO) € 5la

Dans cette définition, on suppose que v est un mot (éventuellement vide) de Y*, et que y,y;
et y, sont des mots non vides de Y.

Supposons donc que T = (Q, X, Y, 6, {qo}, {go}) posséde cette propriété.

Nous allons établir deux bijections. Le lemme 2.1 montre qu’il en existe une premiére entre
les mots d’entrée et les chemins réussis correspondants dans le transducteur T'. La seconde
sera une bijection entre les mots de sortie et les chemins réussis correspondants dans le
transducteur T'.

Soit g, le morphisme uniforme défini sur Y par yg, = ygn..-q1go ot N = ||Q|| - 1.

Puisque la transduction 7 est une bijection, elle est fidéle. Tout chemin plus long que ||Q|| est
donc non effagant. Tout chemin non effacant est donc une succession ¢jcz - - - ¢, de chemins
consécutifs ol chaque ¢; est une succession d’au plus ||Q|| transitions consécutives dont seule la
derniére est non effacante. On représente I’ensemble des chemins ¢; par I’alphabet I suivant :

T'= {[qil 11 «TmaY1---Yn, qim+1]/ 1 S m S ”Q”’ (Qi; y T1,E, qiz) e (qt'm_1 1y Im-1,&, q!'m) est
un chemin effagant de T menant de ¢;, & g;,, et (¢ip,» Tm, Y1Y2 - - -Yns Gipny, ) €St Une transition
non effagante de T menant de g;,, 2 ¢;,.,, }-

Soit g; le morphisme défini pour chaque lettre [g;,21...Zm,¥1...¥Yn,q;] de T par

[gisZ1- - Zmy Y1« -Ynr §5)91 = Gim1---GOY1GN---GOY2 - - - GN ---GOYn gN ---G;-

Puisque la transduction est une bijection et le transducteur étant non ambigu, I'g; définit
un code. En effet, si un mot de (I'g;)* avait deux factorisations, on pourrait supposer que
chaque y; est séparé du y;41 suivant par gn...q1go. Les deux factorisations correspondent aux
chemins d’un état ¢; & un état ¢;. Ces chemins ont la méme sortie. Puisque la transduction
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est une bijection, les mots d’entrée sont égaux. La non ambiguité implique que ce sont
deux factorisations basées sur un chemin unique. La définition de I" prenant en compte les
transitions non effacantes de é, la factorisation doit étre unique.

Le morphisme g, est donc injectif.
Soit g, le morphisme défini pour chaque lettre [¢;yZ1...Zm Y1 -..Yn,¢;] de T par

lgi21Z2 . Zmy1¥2 - - Yns Q5192 =
(9:21,€, 901 )(911 22,6, Gi2) - - - (Gim 21 Em—11E1 Gk} (Ghs T Y182 -+ - Y G5)

Puisque le transducteur est non ambigu, I'gs définit un code. Le morphisme g, est donc
injectif.

Si 7 est un chemin réussi dans T', on a 1Wrg.gy 19, = n. Si wg, appartient a (I'g;)*, le mot
wg,g; 1g, est un chemin de T écrivant w et menant de go 2 go. La composition g,g; 195 est
une bijection entre le codomaine et les chemins réussis correspondants dans 7.

1l existe une bijection rationnelle appartenant & H, H;"! entre les mots d’entrée et les chemins
réussis correpondants. Il existe une bijection rationnelle appartenant a H;” YH;H! entre les
chemins réussis et les mots de sortie correspondants. Donc T appartient a H H;" IH,'H; L

(Hi+ HT 1)* est inclus dans I’ensemble des fonctions rationnelles simples ayant un monoide
libre pour domaine. Puisque la transduction inverse appartient aussi a cet ensemble, le
codomaine est un monoide libre. Chaque transduction de (H;+ H; l)" est une bijection. Par
conséquent (H; + H 1)* est inclus dans I’ensemble des bijections rationnelles simples entre
monoides libres, qui est inclus dans H, H ' H;H!. O

Afin de compléter le résultat, nous prouvons que I’ensemble (H;+ H;!)* contient strictement
H,-'IH;H,-' 1H,. Soit Rat, I’ensemble des langages rationnels préfixes. L’intersection avec
un langage rationnel R de Rat; est toujours une bijection rationnelle simple entre monoides
libres, mais elle n’appartient pas toujours & H7'H;H ' H;.

Lemme 2.3 La famille des transductions réalisant lintersection avec un langage de Rat;
n’est pas incluse dans H‘-‘IH.‘HFIH{.

Preuve Le langage a*b est un langage préfixe rationnel. Supposons que I’intersection avec
le langage (a*b)* soit une transduction 7 pouvant se mettre sous la forme hylhyhz'hy, ol
chaque morphisme h; est injectif.

Soit X alphabet sur lequel est défini le morphisme h; et X; = Xh;. Tout mot de (a*b)*,
et en particulier tout mot de a*b possede une X,-factorisation unique. Soit = la longueur du
plus long mot de X;. Le premier facteur de la X;~factorisation de a™b est une puissance de a,
disons a". Le morphisme h; étant injectif, I’ensemble X; ne peut contenir qu’une puissance
de a. Pour tout entier i de {0,1,...,r — 1}, la X;—factorisation du mot a"**b ne peut donc
étre que a"tb = a’ - a'b. Puisque tout mot de (a*b)* peut étre obtenu comme produit de
mots de {b,ab,...,a""1b,a"}, Pensemble X; ne contient aucun autre mot. On peut donc
définir X et h; par X = {z¢,Z1,-.-yZr-1,%a}, Toh1 = a" et z;h; = a'b pour tout entier 4 de
{0,1,...,r—1}.

Définissons le morphisme h; sur I’alphabet X par z,hy = u et z;hy; = u; pour tout entier ¢
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de {0,1,...,r—1}.

Symeétriquement, le morphisme hy est défini pour un certain entier s sur ’alphabet ¥ =
{¥0,¥1,- -1 ¥s-1,Ya} PAr Yohy = a® et y;hq = a'b pour tout entier i de {0,1,...,5—1}.
Définissons le morphisme h3 sur ’alphabet Y par y,h3 = v et y;hz = v; pour tout entier ¢ de

{0,1,...,s-1}.
Des égalités
@ tbh hoh hy = o™t
a"tbhthy = uly
ara+ibh;1h3 = UTU,'

on déduit que v®u; = v"v;.
Des égalités
a2ra+ibhl—lh2h;1 ha
a27‘8+t bhl—l hg quui

2rs+ipg ~1 2
a +'bh4 hs = vy

on déduit que u2%u; = v?" ;.

On a donc u® = v" et puisque
arshl—l hg = ut
arsh;lha = o
ar.shl—lhzhs—lh4 = a°

le mot a"® appartient au domaine de 7, ce qui est contradictoire. O

Corollaire 2.1 Hi'IH;Hf]H; est strictement inclus dans I{;H,-'IH.-H,T'1 = (H; +H,~'1)'.

2.4 Compositions de morphismes préfixes et de morphismes
préfixes inverses

Nous allons maintenant prouver que la hiérarchie est plus compliquée pour les morphismes
préfixes. Notre résultat positif indique que (Hp+ H,)* est égal A H H ' H H; ' H H ! De
plus, cet ensemble coincide avec D.-), ’ensemble des transductions simples et déterministes
telles que les transductions inverses sont également simples et déterministes.

Nous savons que I’ensemble des fonctions simples déterministes est égal & H H 1H et est
clos par composition {22]. Ainsi les morphismes préfixes et inverses de morphismes préfixes
sont des fonctions déterministes simples. L’ensemble (H,+ H;')* est clos par inversion. On
a donc le lemme suivant :

Lemme 2.4 (Hp,+ H;')* C Duy

Le lemme suivant va nous servir de point de départ pour montrer que l’inclusion inverse est
également vraie.
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Lemme 2.5 D.., C H,H;'H,,

Preuve Puisque les égalités H H; 'H,e = (Hpe + H;')* = H,H;'H,, sont connues [23],
nous avons juste & prouver que D..y C Hy H; ' H,,..

Soit T une transduction de D.-;. Puisque 7! est une fonction simple, on a e7~! = ¢.
Par conséquent, le mot vide ne peut étre I'image par 7 d’un mot non vide. De plus, la
transduction 7 est fidéle car 7! est une fonction. Soit T un transducteur émondé réalisant
7; aucun chemin plus long que le nombre d’états ne peut étre effacant.

On peut construire un transducteur déterministe et simple T = (Q, X,Y, 4, {go}, {go}) dont
chaque transition menant a 1’état go est non effagante (cf. la preuve de la proposition 2.1, le
transducteur résultant est également déterministe).

La transduction 7 est réalisée par hy,h; 1k, ol

e le morphisme uniforme h,, est défini sur X par zh, = zgngn-1...q1g0 00 N = ||Q]| - 1.

¢ le morphisme préfixe h, est défini par
[9i), Z1Z2 - . . Tm, Y12 - - - Yns Giny1 Jp = €y =1--Q0T1GN --G0T2GN -G0 - - -GN +-GOTnGN +- iy, O
(9511 %1,6,Gi3) « + < (Giys Tm~1+€, Gi,) €St un chemin effagant dans T de ¢;, vers g;,, et
(GimsTmrY1Y2 - - -Yn Gimy,) €St Une transition non effagante dans T de g;,, vers g;,,,, -

o le morphisme h,. est défini par [g;, 21Z2...Zm, Y1¥2- - - Yn1 Gi)Ap = Y1Y2 - . - Yn. 0O

La derniére partie de la composition H H, 1H,, est un morphisme strictement alphabétique
appliqué a un langage rationnel. Nous nous intéressons donc aux transductions déterministes
préservant les longueurs.

Soit 7 une transduction préservant les longueurs réalisée par un transducteur déterministe
T = (Q,X,Y,6,{qg0},QF). On peut associer & chaque état ¢; de Q un délai r; qui est la
différence entre la longueur de ’entrée et la longueur de la sortie de tout chemin de T menant
de I’état go a cet état ¢;. Les états initiaux et terminaux ont un délai 0.

Si le délai d’un état ¢; de Q est ry, alors le délai r; de ’état g; atteint a partir de ¢; par la
transition (gi,z,v,g;) estr;=r; + 1~ |v|.

Définition 2.1 Une transduction déterministe préservant les longueurs est de délai d si elle
peut étre réalisée par un transducteur déterministe T tel que, pour tout chemin m partant
de Détat initial, le mot lu et le mot écrit par m ont leurs longueurs liées par la relation
0< |nlz| - [=Wr| < d.

Supposer que le mot écrit par un chemin partant de P’état initial n’est jamais plus long que le
mot lu par le méme chemin n’est pas une vraie contrainté puisqu’on peut toujours construire
un transducteur dont tous les états ont un délai positif ou nul.

Définition 2.2 Pour un transducteur déterministe préservant les longueurs, le délai d > 0
est permanent si les états initiauz et terminauz sont de délai 0, et pour toute transition
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(gi, z,v,49;) qui ne méne pas @ un état terminal, le délai de l’état g; est

.= ri+1 sir;<d,
I d sir,-:d.

Quand le transducteur est de délai permanent 1, les transitions appartiennent a

{90} x X xY x{g0} U {@}xXxexQ\y U Qo XX XY XQ\py U Q\go XX xY?x{go}

Quand le transducteur est de délai permanent-d, on peut regrouper les transitions de la
maniére suivante {go} X X' x Y x {go} U {go} X X¢xeXQ\gy U Qyg X X¢xY? x
Q\Qo U Q\qo x X! x Yyt x {qo} oul1<i<d.

Nous prouvons d’abord qu’un transducteur de délai permanent d existe pour chaque trans-
duction de délai d.

Lemme 2.6 Toute transduction de D,.; préservant les longueurs de délat d peut étre réalisée
par un transducteur déterministe simple de délai permanent d.

Preuve Soit 7 une transduction préservant les longueurs réalisée par le transducteur T' =
(P, Y, X,é,{po}, {po}). Soit d le délai de la transduction. Si le délai est 0, il est permanent
par définition. Supposons le délai supérieur & 0. On construit un nouveau transducteur
Ty = (R,Y, X, 8, {(po, )}, {(po, €)}) qui va décaler la sortie de d lettres jusqu’a ce que le
chemin atteigne I’état (po,€). Quand le délai est obtenu, la sortie d’une transition sera une
lettre. Quand la transition atteint ’état (po,€), les lettres stockées sont sorties.

L’ensemble §; des transitions du transducteur T; est défini par

o ((pi,vi),y,€, (pjs viv)) € &1 si (pi,y, v, pjzo) €S et rit+|vif < d

o ((pi,€),y,z,(p;,v)) € &y si (pi,y,zv,pjzo) Ed et ri=d

o ((piyzvs), ¥, Z, (pj, viv)) € &1 si (pi,y, v, pjz0) €Eb et ri+ |zvi| =d

o ((piyvi), Y, viv, (po,€)) € &1 si (pi,y,v,p0) € 6 et ri+ v} < d.
On peut prouver par récurrence sur la longueur des chemins que les transducteurs T et T}
réalisent la méme transduction. Soit 7 un chemin du transducteur T' menant de ’état pg a

Pétat p; et m; un chemin du transducteur T) menant de 1’état (po,€) a ’état (p;, v;). Si les
chemins 7 et 7, lisent le méme mot, alors les mots qu’ils écrivent vérifient n1Wp = (m,Wr, )v;.

Ceci montre aussi que le délai d’un état (p;,v;) de T} est R; = r; + |vi] ol r; est le délaj de
I’état p; dans T'.

L’évolution du délai dans T était r; = r; + 1 — |v| pour une transition (p;,y,v,p;). Une
transition ((pi, %), ¥, Z, (Pj, v;)) qui ne méne pas 3 (po,€) change donc le délai de la maniére
suivante :

e quand R; = r; + |v;] < d, la transition est ((p:, v;), y,€, (pj, viv)).
OnaR;= rj+[v,-vl= rit+l-vl+|vvl=ri+|l+1=R;+1
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e quand R; = r; + |v;| = d, la transition est
- soit ((pi,€), ¥, Z, (Pjsv)). On a alors
Ri=rij+lv|=ri+1—|zv|+ |vj=r;=R;=d.

— soit ((pi, zv}), ¥, Z, (pj, vv)). On a alors
Rij=rj+|viv|=ri+1—|v]+|vv|=ri+|v]|+1=R;=d.

Par conséquent, le nouveau transducteur est de délai permanent d. O

Lemme 2. 7 Soit 71 une transduction de D.-; préservant les longueurs. Il eziste une trans-
duction de D..; préservant les longueurs 15 de (XoUX,;)"* dans (YoUY))", ot Xo et X (resp.
Yo et Y1) sont deuz alphabets disjoints, telle que

o Le domaine de 73 est inclus dans (X;Xo)*,

Le codomaine de T3 est inclus dans (Y["Yp)™,

T2, T{l sont de mémes délais que 1y, T{l,

n € HH;'nyH H'.

Preuve Soit 7; une transduction préservant les longueurs réalisée par le transducteur 7} =
(Q,X,Y,81,{q0},{g0}) et dont la transduction inverse est réalisée par le transducteur T_; =

(Pa Ya Xa 6—1) {PO}, {PO})

La transduction 7, sera définie sur les transitions de T; et T;. L’alphabet du domaine de 7; est
ComPOSé de Xo = {[qia z, v1q0]/(qi»zs v, qO) € 51} et X) = {[q;',l', v, qj;fO]/(qivzvva qJ'#O) € 61}
L’alphabet du codomaine de 7, est composé de Yy = {[pi,y, u, po]/(pi,y, 4, po) € 8.1} et
Yl = {[pi, y,u, p_7¢0]/(pu Y, Uan;éO) € 6—1}'

Il existe une bijection f5, (resp. fs_,) entre le domaine (resp. le codomaine) de 7y et les
chemins reussxs correspondants dans T1 (resp T.;). Les bijections f5, et f,g_l appartiennent
a H, H C D.-1. Définissons 7, par 72 = fa m1fs_,- Alors 7 appartient & D,.;.

Puisque 7; (resp. 7y !) est simple, ’ensemble des chemins réussis dans T) (resp. T.;) est
inclus dans (X{Xo)* (resp. (¥;"Yo)*). Puisque f5, (resp. f5_,) est une bijection entre le
domaine (resp. codomaine) de 7; et les chemins réussis correspondants dans T; (resp. T.;),
le domaine de 7, est inclus dans (X7 X¢)" et le codomaine de 73 est inclus dans (Y;*Yp)*.

Puisque f5, (resp. fs_,) est une bijection avec un domaine égal au domaine (resp. codomaine)
de 71, la transduction 7, est égale & f5, 72 f5 et appartient a H H, T2H HD.

Puisque 7, est déterministe, la transformation f5, (resp. fs5_,) des mots d’entrée (resp. de
sortie) en leurs transitions associées est faite avec un délai 0. La transformation inverse fj; !

(resp. fs'_:) a aussi un délai 0. Donc 7, (resp. 75') a les mémes délais que 7y (resp. 77%). [

Lemme 2.8 Soit 1; une transduction de D,y préservant les longueurs de délai 0 de (Xon)*
dans (Y;'Yo)*, ot Xo et X; (resp. Yo et Y1) sont deuz alphabets disjoints. Il eziste une
transduction de D..; préservant les longueurs t, de délai 0 telle que 75! est de délai < 1 et

T € HP_ITQHP
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Preuve Soit 7 une transduction préservant les longueurs de délai 0 appartenant a D,.,.
Supposons le domaine de 7; inclus dans (X;Xo)* et le codomaine de 7; inclus dans (Y;Yg)*,
ol Xo et X; (resp. Yy et Y)) sont deux alphabets disjoints. La transduction 7; est réalisée
par un transducteur Ty = (Q, X,Y,6;,{q0},{g0}) de délai 0. La transduction 7! est de
délai d et est réalisée par un transducteur Iy = (P,Y, X, 4.1, {po}, {po}) de délai d. Par le
lemme 2.6, on peut choisir les tranducteurs tels que les délais sont permanents. Supposons
le délai de T.; plus grand que 1.

Définissons h,, et h,, par

[I,',, ...,:t;d] hy, = z;..7i, Vz,‘l‘, T, € X,
[Ziyy oo Tip 2] hpy, = ZTiyeoZiyZj Y2z € X1,0< < det z; € Xo.

Wisr s Ui hp, = Yiyoeliy Wiy ¥iy € Y4,
Wiy s oo ¥y y5] Bpy Yip ¥ Wiy, €N,0<I<dety; €Y.

Puisque les alphabets X et X, (resp. Y et Y1) sont disjoints, les morphismes h,, et h;, sont
préfixes.

La transduction 1, est définie par 7, = h,, rlh;;. La transduction h;ll'rgh,,2 est égale a
h;l‘ hm'rlh;zlhm. La composition hjlh,, est équivalente & une intersection avec le langage
rationnel (X Xo)*(X{)*. La composition h;!hy, est équivalente A une intersection avec le
langage rationnel (Y;*Yo)*(Y?)*. Le domaine de 7; est inclus dans (X;Xo)* et le codomaine

de 7y est inclus dans (Y;Ys)". La transduction 7y est donc égale & h;l7oh,,.

La transduction 7, préserve les longueurs et a un délai 0. Elle sort un d-uple (resp. l-uple)
pour chaque d-uple (resp. l-uple) en entrée.

Le transducteur 7', ayant un délai permanent égal a d, on peut regrouper les transitions de
la maniére suivante : {po} X Y{¥o X X{Xo X {po} U {po} x Y xex R, U P, xY{x
X¢ x P, U R, X Y]Yy x Xf‘HXo % {po} ot 1 <1< d. La transduction 75! a alors un
délai permanent 1. O

Lemme 2.9 Si 7 est une transduction de D..; préservant les longueurs de délai 0 telle que
=1 est de délai < 1, alors
T€ HH'H,H'H H !

Preuve Soit 7 une transduction de D,-; préservant les longueurs de délai 0 telle que 77! est
de délai < 1. Ainsi la transduction 7~! a un délai 1.

La transduction T est réalisée par un transducteur émondé T = (Q, X,Y, 8, {qo}, {go}) qui est
de délai 0.

La transduction 7~ est réalisée par un tranducteur émondé I, = (P, Y, X, &4, {po}, {po})
qui est de délai permanent 1. '

Comme vu dans le lemme 2.2, il existe une bijection entre X™* (resp. Y*) et les chemins
réussis dans T (resp. T.;) realisée par hy, h;ll (resp. hth;Ql .
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On définit alors hy, et hy, sur & et 8.y considérés comme des alphabets.

(9i,2,9,9)hpy = Gi—1-.G0YPn...P0ZTqm..qj pour (g, Zz,y,q;) €6
(po, ¥, €, Pjz0)hpy, = YPn..-p; pour  (po, Y, €, Pizo) € 8.1
(piz0, ¥, 2, Pizo)hp, = Pi—1.-PoZqm...Q0YPn-.P; pour  (pizo,¥,Z,Pjxzo) € 6.
(pizo, ¥, 7122, p0)hp, = Pi-1.-P0T1gm---Q0YPn---P0T29m-.-go POUr  (Pizo,Y,Z1Z2, Po) € 6.1
(o, v, 2, P0)hp, = YPn---PoTGm..-Go pour  (po, Y, Z,Po) € -1

Puisque le tranducteur T, est de délai permanent 1, les transitions appartiennent & {po} X
Y x X x{po} U {po}xY xexP, U By xYXxX xR, U R, XY xX%x {po}.
Donc toutes les transitions de é.; apparaissent dans la définition de h,,.

Les tranducteurs T et T_, étant déterministes, les morphismes hp, et hy, sont préfixes.

1l est facile de vérifier que, si 7 est un chemin du transducteur T menant de ¢o a qo, lisant le
mot 7lr = z;,...z;, et écrivant le mot nWp = y;,...y;,, 0on a

wlrh,, h;llh,,3 = Yi, PneP0Ti, GmeeeQ0 e vn e Yi, Pr--P0Ti Gm -+-G0

Si 7 est un chemin du transducteur T menant de ¢o & gp, il existe dans le transducteur 7°,
un chemin 7_; menant de pg a po, lisant le mot écrit par 7 et écrivant le mot lu par 7. On a
alors

*Wrhy,ho by, = wy I Ry b Ry, = Yi, Poe- PoTi Gm- G0 - - - - Yir Pr---Po%i, G ---G0

‘Réciproquement, si Z;, ...Ti, b, by Ay ho Ry, oY = yi) .94, O peut voir que ;.24 by, h;!

est un chemin du transducteur T menant de go a go et écrivant le mot y;,...y;, .

Donc, 7 = hy, h5 by ho h, A7) 0

uy'*py "'P3'tpy TYP2" Uy

Lemme 2.10 Soit T une transduction de NRat H,, telle que 71 est simple et déterministe.
La transduction T appartient ¢ H . H;'H H; H H .

Preuve La transduction 7 appartient a D..; et préserve les longueurs. Le délai de 7 est
0. Le délai de 77! est d. On peut donc appliquer les lemmes précédents. En combinant les
lemmes 2.7 et 2.8, il existe une transduction de D,.; préservant les longueurs 7; de délai 0
telle que Tl"l est dedélai< letona

T € H,‘H,l,'lHﬂ','l-rlH,L,H,DH.,,'1 lemmes 2.7, 2.8
€ HH'H'H H'HH'HH'H H H,!  lemme 2.9

I a été prouvé dans [23] que H;'H, C H,H;'. On adonc 7 € HH'HHIHH'. 0O
Proposition 2.2 D, = (H, + H;')* = H H;'H,H;'H H .

Preuve Soit 7 une transduction de D..;. Nous avons prouvé que D,.; C Hqu'lH,a
(lemme 2.5). L’image d’un morphisme uniforme suivi par ’inverse d’un morphisme préfixe
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est un langage rationnel appartenant & Rat;. Il existe donc une transduction 7y de NRaty H,,,
un morphisme umforme h, et un morphxsme preﬁxe hy tels que 7 = h,hy 1. On a donc
hohZlt = hphglh, h;17i. La composition hph h,ho?! est équivalente 3 une mtersectlon avec
un langage ratnonnel qui est le domaine de 7. La transductlon 71 est donc égale & hyhZl7T
et appartient & D.-;. On peut appliquer le lemme précédent : m, € H,H,'H H; IH,,H“‘ 1.
Puisque 7 = h,h;17,

Du1 € HuH ' H H H H  H HY C H H H H H H € (Hy + B

Le lemme 2.4 donne les égalités. 0

Nous allons maintenant prouver que ’ensemble des compositions de morphismes préfixes et
de morphismes préfixes inverses n’est inclus ni dans Hy'H,H; 1 H,, ni dans HyH, ' H H!.

Proposition 2.3 D,.; contient strictement HP'IH,,H;IHP.

Preuve Rat, étant ’ensemble des langages rationnels préfixes, on a NRat; inclus dans D..;.
on peut méme vérifier que NRat; C H Hy'H H '

Utilisons H, H, ! pour construire les chemins réussis dans I’automate déterministe reconnais-
sant le langage rationnel préfixe. Utilisons H,H ! pour faire I'inverse.

Le lemme 2.3 montre que NRat; n’est pas inclus dans H; 1H; HS 1H,, encore moins dans
H;'H,H;'H,. Donc D.y = (H + H;')* contient strictement H, ' H,H; ' H,. O

La proposition suivante montre que (Hp + Hp” )* n’est pas plus dans HpHp'alHp'l.
Proposition 2.4 D..; contient strictement HyH, ' H,H.''.

Preuve Soit 7 la transduction définie par le transducteur suivant

welS Y

/8%y &/y

Supposons la transduction 7 égale & hyh; hahy!. Nous allons essayer de définir les différents
morphismes.
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ah1 =1Uu O’h4 =U
ah, =v o'hy =U'
bhy =v Bhy =V
chy =wo 7hy =W
chy =0 Fhy =W

Les morphismes h, et h3 sont définis sur un alphabet IT'.

Les mots uv™wp, uv™hy, u'v™wp, u'v™ Wy appartiennent au domaine de h;®.

Soit I la plus. grande longueur des mots de T'h,. Alors, pour n plus grand que ! % |v), il
existe une factorisation uv™wo = (uv*wv;)(v2v¥~1v;)(vav*wo) et une factorisation w'v"wp =
(u'v*ovs)(vev*' ~1uz)(vgviwo) telles que chaque partie des factorisations appartient & (Thy)*™.
L’ensemble Thy étant préfixe, il existe des factorisations (uv*ov;)(vov*~1v;)(voviwo) et des
factorisations (u’vk5v3)(v4v""lv3)(v4vjwo) pour 0 <i<k-1let0<j<k'—1telles que
chaque partie des factorisations appartienne a (I'h2)*. Selon ces factorisations, nous allons
construire des morphismes g; et g3 tels que h;1hs = g5 1gs sur le langage (uv*wp + uv™@o +
u'v*wo+u'v™g)". Les factorisations dépendent du début de wg et wg. Puisque le morphisme
h, est préfixe, v n’est pas un préfixe de wp (resp. Wg) mais v; ou vz pourrait.

Cette transduction étant ‘symétrique’ (relativement & a et a'), supposons que |v;| < |vs]. 1l
y a neuf cas

1. Supposons d’abord que wp = viw et Wy = vV; . (wp = vaw' ou wy # v3w', We = V3w’
ou Wo # vazw').

On définit alors g, et g3 par

Xg2 = uvkovl Xgs = uvk"vlhglhs

X'g2 = u’v"c’: V3 X’g3 = u'vké v3h2'1h3

Yg, =uvvF 1y, Ygs = vpv*luhsth;

Yig, = vw'f"'lvs Ygs = v4v'_°"1v3h2'1h3

Zig2 =uvv'nw Z;gs = vpv'vywhy’hs pour tout i de {0,...,k — 1}
Zk—_lgz =w Zk-;lga = whglh;;

Zig2 =vv'n0 Z:g3 = vpvtvwhy hs pour tout i de {0,...,k — 1}
Zk-192 =W Zik-193 = wh3'hs

Les morphismes h; et hz étant injectifs, g3 est un morphisme.

Certains mots uv*wg, uv'wo, u'v'wp, u'v'Wy, avec 0 < 1 < kg, ou v4v'*wy, V4V We, avec
0 < i < k' — 1, interviennent pour obtenir I’équivalence h;'hs = g; g3 sur le langage
(uv™wo + uv* o + u'v*wo + v'v*We)*. Mais ces mots n’interferent pas avec la preuve du
premier cas.

Il est facile de vérifier que

XY"Z;gshy! = XY"Zigohi't = apFotkntitly pour tout i de {0,...,k — 1}
XY"Zragshy! = XY Zragohi'r = offotiny
XY"Z;gshy! = XY*Z;g:hilr = afkotkn+i+35 pour tout ¢ de {0,...,k— 1}

XYnZk—lg3h;l —_ XYﬂZk-lgzhl—lT = aﬂk""'k"‘”'?
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Donc,

XY"Zigs = UVktkrti+lgy nour tout i de {0,...,k — 1}
XY"Z_193 Uvketknpy,

XY"Z;gs UVketkntit3g nour tout i de {0,...,k— 1}
XY"Zi_1gs = UVktkntzgy

Ces équations étant vérifiées pour tout n, on doit avoir Y g3 = V,V¥~1V;. Nous distin-
guons deux cas.

Quand k= 1,0naYgs = V,V; et XY"Zog3 = UVko+n+21¥),. Donc soit Zogs appartient
3 VoV*W, soit il est un facteur droit de Wo. Si Zoga appartient a VoVHWo, le mot
Y g3 est un préfixe de Zggs, ce qui signifie que vu by 1hs est un préfixe de why 1hs. Les
morphismes h, et hz étant préfixes, le mot v,v; devrait étre un préfixe de @ et le mot
v devrait étre un préfixe de v;@ = g ; ceci est impossible car h; est un morphisme
préfixe. Donc Zogs est un facteur droit de VoWo. On a X Zogs = UV*+2W,. Donc par
g3, X génére au moins UV*11V;, ce qui contredit XZog:;h:{l = afko-y.

Quand k > 1, on a Yg3 = VLVFA 1] et XY™ Z, 593 = UVkotkntk+1ff, Donc soit
Zk_2g3 appartient 2 VoV*W, soit il est un facteur droit de Wy. Si Zx_2g3 appartient
3 VoVEV*W,, le mot Y g3 est un préfixe de Zy_,gs, ce qui signifie que vgvk"lvlh{lhg
est un préfixe de vgv"’zvlwhglhg. Les morphismes hy et hz étant préfixes, le mot
vov) devrait étre un préfixe de w et le mot v devrait étre un préfixe de v;w = wg ;
ceci est impossible car k) est un morphisme préfixe. Donc Z;_2g3 est un facteur droit
de VoVF-1W,. On a XZi_og3 = UVktktI,. Donc par g3, X génére au moins
UVk+1V,, ce qui contredit XZk_1g3h4—1 = afko.

. Supposons maintenant que wp = v w et Wy # V1. (wo = vaw’' ou wp # vaw').

On a juste & changer-la définition de Z;g; et Z;gs.

Z;9, = vav'g et Z;g, = vov'Woh; ths pour tout i de {0,...,k — 1}.

Donc, XY"Z;gshy! = ._X'Y:‘Z'gghl‘l-r = afketkn+i+35 pour tout ¢ de {0,...,k— 1}, et
XY"Zigz = UVktknti+31, pour tout 4 de {0,...,k— 1}.

On a donc X Zj_yg3 = UVketk+2yy,

Le mot Z;_, g3 doit étre un facteur droit de VoV*=1W,. Donc X génére par g3 au moins
UVk+2V,, ce qui contredit X Zogah;! = a8y quand k = 1 et X Zogsh;! = afffotly
quand k£ > 1.

. Supposons maintenant que wo # v;w et Wo = VW = v,

En utilisant les transformations de X'Y"Z! et X'Y'Z!, on obtient une contradiction
similaire 3 celle du cas précédent. La lettre Y’ doit générer par gz un mot V,V*~1V;.
En utilisant I'image de X'Z},_,, on obtient que X’ génére par g3 au moins U'vket2y;,
ce qui contredit X'Z}gsh;! = o/f%05 quand k' = 1 et X'Z}gsh;! = o/ BFo+1y quand
K>1.

. Supposons maintenant que wp # v w €t Wo = VW F vaW'.

En utilisant la méme méthode, on obtient que X’ génére par gz au moins U'Vk+2y;,
e me oot
ce qui contredit X'Z}gshy! = o/ fFot15.
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5. Supposons maintenant que wg # vy w et Wo # v W.

En utilisant I’image de X Zi_,, on obtient que X génére par g3 au moins UV5+2V;, ce
qui contredit X Zogzhy! = afketly,

Donc la transduction 7 n’appartient pas a HpH_ lH,,Hp' 1. Cependant les transductions 7
et 7~ sont déterministes et simples. Par conséquent, H,H;'H,H; est strictement inclus
dans D..;. O

2.5 Liens entre le cas injectif et le cas préfixe-suffixe

Il a été montré dans [21, 23] que les fonctions rationnelles peuvent étre caractérisées comme
une composition faisant intervenir aussi bien un morphisme injectif que des morphismes
préfixes et suffixes : M,H,H 'H, = M, H,H; H;'H,. D’autre part, on sait aussi que
H'# H;YH;!. Nous allons terminer ce chapitre par I’étude de la relation entre (H;+H; 1)
et (Hp+ Hp'1 + H, + H;')*. Notons H, s I’ensemble H, + H,.

Proposition 2.5 (H;+ H')* contient strictement (H, s + ) g

Preuve Afin de prouver l'inclusion stricte, nous allons utiliser le morphisme h; défini par
zh; = a, yh; = ab, zh; = b%a et th; = b3ab?. Ce morphisme est construit sur un code qui
n’est pas une composition de codes préfixes et de codes suffixes [4].

Supposons que h,-'l appartienne a (Hp, + H, 1)*. Puisque les morphismes préfixes et les
morphismes suffixes sont des morphismes non effagants, et puisque I'identité appartient a
Hpe et Hyl, on a (Hp,+ Hy 1) C (HpeH; M)

Les morphismes non effagants peuvent étre exprimés comme compositions de morphismes uni-
formes, morphismes préfixes ou suffixes inverses, et morphismes strictement alphabétiques:
H,.C H,,H;le et H,. C Hi H;'H,,. De plus, on a certaines propriétés de commutation
sur ces sortes de morphismes: H,o H;' C Hy'H,, et Hoo H7' C H7'H,, (cf. [23]).
En utilisant ces propriétés, on obtient

HneH;l(Hner.,:)nZOHne c HuH;leaH;l(anHp_,sl)nZOHne
Hqu-lea(Hner_,sl)nonne
HH; Y (Hn H; })"2°H,,

N N

HuH (HneH;Y)"2%Hoe

N

HluHs—'l (Hner-,s‘)nZOHne

Soit D = {a,ab,b? b%ab*}. Si h; ! appartient a huh;l(Hner‘,;)"ZoHne, le domaine de A}’
est D* et doit étre inclus dans le domaine de h,h;!. Puisque le mot a (resp. ab) appartient
a D, le mot ah, (resp. abh,) appartient au domaine de h; 1. Par conséquent, le mot bh,
appartient aussi au domaine de h;'. Le domaine de h,h;! est {a,b}* et hyh;! est équiva-
lent & un morphisme non effacant. Donc k]! devrait appartenir a Hpe(HnH;1)"2°H,, =
(HneH; 1)"2Hpe..
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Si h;! appartient & hiuh;! (Hne H, 1 )"2%H,,, le domaine de h7! doit étre inclus dans le
domaine de hj,h;!. Puisque le mot a (resp. bZ%a, b3ab*) appartient & D, le mot ah,
(resp. b%ahy,, b2ab*h;,) appartient au domaine de h;!. Par conséquent, les mots b2hy,,
b3ab®hyy, b3ahyy, b3hiy, bhy, appartiennent aussi au domaine de h7!. Le domaine de hy,h!
est {a,b}" et hy,h;! est équivalent 3 un morphisme non effagant. Donc h! devrait appartenir
 Hye(Hoe H,2)"2°H,,e = (HpH; 1) 20 Hpe.

Par induction, le morphisme inverse ! devrait appartenir & Hy,., ce qui est impossible. [J

Conclusion .

Nous avons prouvé dans ce chapitre que la famille (H; + H!)* des compositions de mor-
phismes injectifs et de morphismes injectifs inverses est égale 4 la famille (H;H; 1)2 et contient
strictement la famille (H;'H;)%. Nous avons également prouvé que la famille (H, + H;!)"
des compositions de morphismes préfixes et de morphismes préfixes inverses n’est autre que
la famille D,.; des transductions simples et déterministes telles que les transductions in-
verses sont également simples et déterministes, et est égale & (H,H;')3. Ayant montré que
cette famille contient strictement (H,H?)? et (H; ' Hy)?, il reste comme problémes ouverts
les questions de savoir quelles sont les positions de (H, + H, 1)5 et (Hy 1H,)3 dans cette

hiérarchie.

56



Chapitre 3

Codes préfixe-suffixe composés

Ce chapitre est consacré aux codes préfixe-suffixe-composés, c’est-a-dire aux codes obtenus
par composition de codes préfixes et suffixes. Sauf précision contraire, les codes que 'on
considerera seront supposés finis.

Cette étude a été motivée par ’existence d’une conjecture formulée dans [31] dans le cadre de
I’étude d’un des principaux problémes ouverts dans la théorie des codes, qui est de caractériser
les codes qui sont inclus dans un code maximal fini, c’est-a-dire les codes ayant une complétion
finie. Le plus petit exemple connu de code n’ayant pas de complétion finie, construit dans
[30], est le code de quatre mots {b,ab,ba? a°}. 1l a été montré dans [31] que tout code
préfixe-suffixe composé a une complétion finie, et que tout code de deux mots est préfixe-
suffixe composé, et a donc une complétion finie. En relation avec la question de savoir si tout
code de trois mots a une complétion finie ou non, les auteurs de [31] ont conjecturé que tout
code de trois mots est préfixe-suffixe composé. Un contre-exemple a cette conjecture sera
donné dans sixieme section.

La premiére section est consacrée aux notations et aux définitions.
La deuxiéme section contient les outils de base qui serviront dans les sections suivantes.

Dans la troisieme section, on trouve un algorithme permettant de décider si un code fini est
préfixe-suffixe-composé ou non, et donnant explicitement une décomposition en codes préfixes
et suffixes du code de départ, si celle-ci existe.

Dans la quatriéme section, on prouve que I’algorithme présenté dans la troisieme section donne
la plus courte décomposition en codes préfixes et suffixes d’un code préfixe-suffixe-composé.

Dans la cinquiéme section, on établit que la plus courte décomposition en codes préfixes et
suffixes d’un code préfixe-suffixe-composé de n mots (n > 3) contient au plus 2n — 3 codes, et
que, pour tout n > 3, cette limite est atteinte, c’est-a-dire qu’il existe un code préfixe-suffixe-
composé de n mots qui ne peut pas étre exprimé comme la composition de moins de 2n — 3
codes préfixes et suffixes.

Enfin, la sixiéme section est consacrée a I’étude du cas particulier des codes de trois mots :
on y donne un exemple de code de trois mots qui n’est pas préfixe-suffixe composé, réfutant
ainsi la conjecture proposée par A. Restivo et al. dans [31]. On y propose également un code
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que 'on peut conjecturer étre un exemple de code de trois mots n’ayant pas de complétion
finie.

3.1 Définitions et notations

On notera P (resp. &) l'ensemble des codes préfixes (resp. suffixes) et P, (resp. S,)
P’ensemble des codes préfixes (resp. suffixes) de n mots.

Soit F et G deux familles de codes. La composition de F et G est FoG = {fog,f€ F,9€ G, f
et g composables }. L’union de F et G est notée F + G. La famille 7" est ’ensemble des

codes composés de n codes de F. La famille 7™ est U Fn.
n>0

Un code est décomposable s’il peut étre exprimé comme une composition de deux codes non
réduits 3 un alphabet. Un code est préfize-suffize composé (ou p-s-composé) s’il peut étre
exprimé comme la composition de codes préfixes et suffixes. Un code préfixe (resp. suffixe) est
considéré étre un code préfixe-suffixe composé. Un code qui n’est pas préfixe-suffixe composé
est dit préfize-suffize indécomposable (ou p-s-indécomposable).

Soit C un code de A*. Le plus petit sous-monoide de A~ unitaire & droite (resp. a gauche)
contenant C est noté Mp(C) (resp. Ms(C)). La base de Mp(C) (resp. Ms(C)) est appelée
la base préfize (resp. base suffize) de C et est notée Bp(C) (resp. Bs(C)).

Soit B la base préfixe (resp. suffixe) de C. Soit Z un alphabet tel que Card(Z) = Card(B).
Soit h un morphisme injectif tel que ~(Z) = B. Le code Q C Z* tel que C = Qo}, B est appelé
le quotient préfize (resp. quotient suffize) de C et est noté Qp(C) (resp. Qs(C)). Quand
PPalphabet Z et le morphisme h sont fixés, le code @ est unique. Ces définitions donnent la
relation de base suivante :

C = Qp(C) o BR(C) = Qs(C) o Bs(C). (3.1)

L’algorithme suivant, présenté dans {5], calcule P* = Mp(C).
Soit (T;)ienv la suite définie par :
To == C',

Ona P = UT,,. Le langage Bp(C) = P est facilement construit a partir de P*.
n>0

Pour construire @ p(C) A partir de C et de Bp(C), on doit d’abord :

o définir un alphabet Z tel que Card(Z) = Card(Bp(C)),

e définir un morphisme h tel que h(Z) = Bp(C).
A partir de la définition de la composition, de I’égalité (3.1), et du fait que Bp(C) est un code
préfixe, on peut déduire que h est un morphisme préfixe, c’est-a-dire un morphisme injectif,

et que C = h(Qp(C)). 1l reste juste i calculer A~1(C) pour obtenir Qp(C).
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Exemple 3.1 Soit E = {a,aaba, abaaba}. Les constructions présentées ci-dessus permettent
de vérifier que :

Mp(FE) = (a+ba)".

Bp(E) = {a,ba}.

Qp(E) = {z,zzy,zyzYy}.

Ms(FE) (a + ab)".

Bs(E) = {a,ab).

Qs(E) = {z,zyz,yzyz}.

i

Un code C est fortement p-s-indécomposable s’il est p-s-indécomposable et si Bp(C) =
Bg(C) = Alph(C). Notons que tout code p-s-indécomposable est la composition d’un code
fortement p-s-indécomposable et d’un code (p-s-composé).

Exemple 3.2 Le code C = {b, ab, ba? a°} est fortement p-s-indécomposable.

On sait que ce code n’a pas de complétion finie (cf. [30]), et est donc p-s-indécomposable (cf.-
[31] ou proposition 3.4). De plus, on peut vérifier que la base préfixe et la base suffixe de C
sont toutes deux égales & P’alphabet {a,b}.

Exemple 3.3 Le code C = {b,bab, bbaba, (ba)®} est p-s-indécomposable mais n’est pas forte-
ment p-s-indécomposable, puisque d’une part, la base préfize de C est lalphabet {a,b}, et
d’autre part, la base et le quotient suffize de C sont respectivement le code {b, ba} et le code
de l’ezemple 3.2.

Notons qu’un alphabet n’est pas fortement p-s-indécomposable puisqu’il est p-s-composé.

La derniére (resp. premiére) lettre d’un mot w de A* est Last(w) = AN (A*)"'w (resp.

First(w) = AN w(A*)"!). Cette notion peut étre étendue & un langage : I’ensemble des
derniéres (resp. premiéres) lettres d’un langage X de A* est Last(X) = {Last(w),w€ X} =

AN (A*)71X (resp. First(X) = {First(w),w € X} =ANnX(4")™).

3.2 Résultats de base

Dans cette section sont établis des résultats de base qui sont utiles pour ’étude de la décom-
position d’un code p-s-composé en codes préfixes et suffixes.

Le premier d’entre eux est évident puisqu’il découle directement des définitions :

Fait 3.1 La base préfize (resp. suffize) d’un code préfire (resp. suffize) X est le code X
lui-méme.

Un résultat dual peut é&tre déduit du fait précédent :
Fait 3.2 Le quotient préfize (resp: suffize) d’un code préfize (resp. suffize) est un alphabet.
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Le lemme suivant est une égalité concernant le monoide préfixe (resp. suffixe) de la compo-
sition de deux codes. Presque tous les résultats de ce chapitre sont basés sur ce lemme.

Lemme 3.1 Soit X etY deuz codes composables. On a :
Mp(XoY) = Mp(Bp(X)oY). (3.2)
Ms(X o Y) = Ms(Bs(X) o Y). (3.3)
Preuve Soit h le morphisme tel que h(X)= X oY.
Soit (T;)ien la suite définie par :
T = X,
Torr = (T2T,)".

On peut montrer par récurrence que pour tout entier i, h(T;) C Mp(h(X)).

e cas initial : A(Tp) = h(X*) = (h(X))" C Mp(h(X)).

e cas général : supposons le résultat vérifié pour i = n.

MTar)) = B(T5'Tn)")
= (AT T
C (h(Tn)h(T,))"
C (Mp(h(X)T'Mp(h(X))" = (Mp(h(X)))"
= Mp(h(X)).

Puisqu’il existe un entier i tel que Mp(X) = T;, on a h(Mp(X)) C Mp(h(X)), et donc
Mp(h(Mp(X))) € Mp(h(X)). L’inclusion inverse Mp(h(X)) € Mp(h(Mp(X))) est évi-
dente. On a donc Mp(h(X)) = Mp(h(Mp(X))). Puisque

Mp(h(Mp(X))) = Mp(h((Bp(X))"))
Mp((h(Bp(X)))’)
Mp(h(Bp(X))),
on obtient finalement Mp(h(X)) = Mp(h(Bp(X))), c’est-a-dire, I’égalité (3.2). L’égalité
(3.3) se prouve d’une maniére symétrique. [J

Des relations similaires peuvent étre établies pour la base d’un monoide préfixe ou suffixe.
Voici des relations de base concernant la base préfixe ou suffixe et le quotient préfixe ou
suffixe de la composition de deux codes :

Lemme 3.2 Soit X etY deur codes composables. On a :

Bp(XoY) = Bp(Bp(X)oY) (3.4)
= Bp(XoQp(Y))oBp(Y). (3.5)
Qr(XoY) = Qp(XoQp(Y)) (3.6)
= Qp(X)oQr(Bp(X)oY). (3.7)
et symétriquement
Bs(XoY) = Bg(Bs(X)oY) (3.8)
= Bs(XoQs(Y))oBs(Y). (3.9)
Qs(XoY) = Qs(XoQs(Y)) (3.10)
= Qs(X)oQs(Bs(X)oY). (3.11)
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Preuve L’égalité (3.4) est directement déduite de (3.2).
L’égalité (3.5) se prouve facilement :

Bp(XoY) = Bp(XoQp(Y)oBp(Y)) (d’aprés (3.1))
= Bp(Bp(X oQp(Y))o Bp(Y)) (d’aprés (3.4))
= Bp(XoQp(Y))oBp(Y) (d’apres le fait 3.1)

L’égalité (3.6) se prouve de la maniére suivante : Partant de (3.1), on obtient
XoY = XoQp(Y)oBp(Y),

et en appliquant (3.1) & X oY dans le membre gauche et 3 X o Qp(Y) dans le membre droit,
on obtient

Qp(XoY)oBp(XoY) = Qp(XoQp(Y))oBp(XoQp(Y))oBp(Y). (3.12)
En appliquant (3.5) au membre droit de (3.12), on obtient

Qr(XoY)oBp(XoY) = Qp(XoQp(Y))oBp(XoY),
C’est-a-dire I’égalité (3.6), puisque Bp(X oY) est un code (préfixe).
Symétriquement, en partant de (3.1), on obtient

XoY = Qp(X)oBp(X)oY,

et en appliquant (3.1) 2 X oY dans le membre gauche et & Bp(X) oY dans le membre droit,
on obtient

Qr(XoY)oBp(XoY) = Qp(X)oQp(Bp(X)oY)o Bp(Bp(X)oY). (3.13)
En appliquant (3.4) au membre droit de (3.13), on obtient
Qp(XoY)oBp(XoY) = Qp(X)oQp(Bp(X)oY)oBp(XoY),

c’est-a-dire I’égalité (3.7), puisque Bp(X oY) est un code (préfixe).
Les égalités (3.8) a (3.11) se prouvent de maniére symétrique. [J

Dans le cas particulier ou Y est un code préfixe ou suffixe, le lemme précédent donne :

Lemme 3.3 Soit X etY deuz codes composables. SiY est un code préfize, on a :

Bp(X oY) = Bp(X)oY : (3.14)

Qpr(XoY) = Qp(X) (3.15)
et symétriquement, si Y est un code suffize, ona:

Bs(XoY) = Bs(X)oY (3.16)

Qs(XoY) = Qs(X) | . (3.17)

Preuve L’égalité (3.14) découle de (3.4) et du fait 3.1 appliqué au code préfixe Bp(X)oY.
L’égalité (3.15) est facilement déduite de (3.14). Les égalités (3.16) et (3.17) se prouvent de
maniére symétrique. [J
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3.3 Décider si un code fini est préfixe-suffixe-composé ou
non

Il existe un algorithme trivial pour décider si un code fini C est p-s-composé ou non : il suffit
de calculer tous les codes p-s-composés ayant la taille de C et de vérifier si C est un des codes
obtenus ou non. L’algorithme qui suit permet de décider plus directement si un code fini
C est p-s-composé ou non. Les codes de la décomposition sont donnés de droite & gauche,
c’est-a-dire, si, étant donné un code C, I’algorithme construit successivement Xy, Xs,..., Xy,
alorsC = X,0X,,-y0---0X];.

La décomposition d’un code préfixe-suffixe-indécomposable contient au moins un code préfixe-
suffixe-indécomposable. Mais la composition d’un code et d’un code p-s-indécomposable peut
étre un code p-s-composé. L’exemple suivant montre plus particulierement que méme un
code préfixe ou suffixe peut étre le résultat de la composition d’un code préfixe ou suffixe et
d’un code p-s-indécomposable . Le code p-s-indécomposable qui apparait ici est le code de
Pexemple 3.2.

Exemple 3.4 {z%,y, 2,t} 0 {b,ab, ba? a®} = {b?, ab, ba? a%}.

Une condition suffisante pour un code d’étre p-s-indécomposable est plus forte que la présence
d’un code p-s-indécomposable dans une de ses décompositions. Le lemme suivant permet de
trouver cette condition suffisante.

Lemme 3.4 La composition d’un code p-s-indécomposable et d’un code est un code p-s-
tndécomposable .

Preuve On sait que tout code p-s-indécomposable peut étre écrit comme la composition
d’un code fortement p-s-indécomposable et d’un code (p-s-composé). La preuve du lemme
peut donc étre restreinte au cas de la composition d’un code fortement p-s-indécomposable
et d’un code. Nous supposons que le lemme est faux, et nous allons voir que ceci méne a une
contradiction.

Soit (Z) la propriété suivante : un code p-s-composé vérifie (Z) si et seulement si il peut
étre écrit comme la composition d’un code fortement p-s-indécomposable et d’un code. Soit
X le plus petit code p-s-composé vérifiant (Z), et donc réfutant le lemme. Soit I un code
fortement p-s-indécomposable et C un code tel que X = T o C. Si le code X était préfixe
(resp. suffixe) alors le code I serait également préfixe (resp. suffixe). Il existe donc un code
préfixe ou suffixe P # Alph(P) et un code p-s-composé U # Alph(U) tels que X = Uo P.
Supposons que P soit préfixe (le cas " P est suffixe” est symétrique). D’aprés (3.4), on a
Bp(X) = Bp(IoC) = Bp(Bp(I)oC) = Bp(C). D’aprés (3.14),0on a Bp(X) = Bp(U)oP, et
donc C = Qp(C)oBp(U)oP. L’égalité X = IoC peut se réécrire UoP = JoQp(C)oBp(U)oP,
et donc on a U = IoQp(C)oBp(U), puisque P est un code. Donc U est un code p-s-composé
vérifiant (Z) et ayant une taille strictement inférieure a celle de X, ce qui contredit I’hypothese
de minimalité de la taille de X.

L’algorithme consiste & décomposer un code C en Q; o By, ot B, est la base préfixe ou
suffixe de C, et & décomposer successivement chaque Q; en Q;41 o B4 en utilisant la méme
procédure, jusqu’a ce que @; soit un alphabet ou un code fortement p-s-indécomposable. Soit
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B = B;o---0B;. Si Q; est un alphabet, alors C = B est un code p-s-composé. Si @Q; est
fortement p-s-indécomposable, alors C = Q; o B, et d’aprés le lemme 3.4, C est un code
p-s-indécomposable.

Une décomposition dont le dernier code est un code préfixe (resp. suffixe) différent d’un
alphabet est dite ultimement préfize (resp. ultimement suffize).

Si la base préfixe (resp. suffixe) d’un code C est un alphabet, alors le seul code préfixe (resp.
suffixe) qui peut étre le dernier d’une décomposition de C est un alphabet, ce qui signifie que
C n’a pas de décomposition ultimement préfixe (resp. suffixe).

Des égalités (3.1) et (3.14), on peut déduire que Bp(C) = Bp(Qp(C)) o Bp(C), et donc que

Bp(Qr(C)) = Alph(Qp(C)). (3.18)
et symétriquement
Bs(Qs(C)) = Alph(Qs(C)). (3.19)

Ceci siginifie que la décomposition du quotient préfixe (resp. suffixe) de C ne peut pas étre
ultimement préfixe (resp. suffixe), et donc seule la décomposition ultimement suffixe (resp.
préfixe) du quotient préfixe (resp. suffixe) de C a besoin d’étre calculée. Les codes calculés
par ’algorithme sont donc alternativement préfixes et suffixes, sauf éventuellement le dernier,
qui peut étre fortement p-s-indécomposable.

Voici algorithme en question :

Decompose(C)
it 0
Si Bp(C) = Bs(C) = Alph(C) alors
Si C = Alph(C) alors
X i B C
Ecrire "Le code est un alphabet, et est donc p-s-composé.”
Sinon
X i C
Ecrire "Le code est fortement p-s-indécomposable.”
FinSi
Sinon
Si Bp(C) = Alph(C) alors
Ecrire "Le code n’a pas de décomposition ultimement préfixe.
Sinon
Ecrire "Décomposition ultimement préfixe : ”
Decompose_pref(C)
FinSi
Si Bs(C) = Alph(C) alors
Ecrire "Le code n’a pas de décomposition ultimement suffixe.”
Sinon
Ecrire "Décomposition ultimement suffixe :
Decompose_suff(C)
FinSi

”

n
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FinSi
Fin_Decompose(C)

Decompose_pref(C)
Si Bp(C) # Alph(C) alors
t 1+ 1;X; « Bp(C)
Decompose_suff(Qp(C))
Sinon
Si C = Alph(C) alors
Ecrire ”Le code est p-s-composé.”
Sinon
i1+ 1;X;C
Ecrire ”Le code est p-s-indécomposable.
FinSi
FinSi
Fin _Decompose_pref(C)

”

Decompose.suff(C)
Si Bs(C) # Alph(C) alors
t+ i1+ 1; X; « Bs(C)
Decompose_pref(Qs(C))
Sinon
Si C = Alph(C) alors
Ecrire ”Le code est p-s-composé.”
Sinon
1«14+ 1;X;«C
Ecrire ”Le code est p-s-indécomposable.”
FinSi
FinSi
Fin_Decompose_suff(C)

L’exemple suivant montre qu’un code p-s-composé peut avoir 3 la fois une décomposition
ultimement préfixe et une décomposition ultimement suffixe :

Exemple 3.5 Le code C = {a,aaba,abaaba} a pour base préfize le code {a,ba} et pour
base suffize le code {a,ab}. L’application de l’algorithme conduit auz deuzr décompositions
suivantes :

C = {z,zzy,zyzy}o{a,ba}.
C = {z,zt,tt} o{z,yz} o {a,ab}.

3.4 La décomposition la plus courte en codes préfixes et suf-
fixes d’un code préfixe-suffixe-composé

Dans cette section, nous prouvons que l'algorithme présenté dans la section 3.3 donne la
décomposition la plus courte en codes préfixes et suffixes d’un code p-s-composé. Pour le
prouver, nous avons besoin de ces résultats préliminaires :
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Lemme 8.5 Soit S un code suffize et P un code préfize. La décomposition ultimement
préfize du code C = So P est C = Qp(C) o Bp(C), ou Qp(C) est un code suffize.

Preuve D’aprés Iégalité S = Qp(S) o Bp(S), Qp(S) est un code suffixe. D’apres (3.15),
QpP(C) = Qp(S o P) =Qp(S), et donc Qp(C) est un code suffixe. [

Lemme 3.6 Soit S un code suffize et P un code préfize. La décomposition ultimement suffize
du code C ='SoP est C = Qp(Qs(C)) o Bp(Qs(C)) o Bs(C), ot Qp(Qs(C)) est un code
suffize, et Qs(C) est un code de S o P.

Preuve De C = Qs(C) o Bs(C) et (3.7), on déduit

Qp(C) = Qr(Qs(C)) o Qpr(Bp(Qs(C)) o Bs(C)). (3:20)

D’aprés le lemme 3.5, Qp(C) est un code suffixe, et donc, d’aprés I’égalité précédente,

Qpr(Qs(C)) est également un code suffixe. Puisque Qs(C) = Qp(Qs(C)) o Bp(Qs(C)),
Qs(C) est un code de So P. ]

Le cas général peut maintenant étre prouvé :

Lemme 3.7 Pour tout enlier n > 1, st C est un code de (S + P)"* o P, alors

Qr(C) € (S+P)* oS, (3.21)
Qs(C) € (S+P)"oP, (3.22)

et symétriqguement, si C est un code de (S + P)" oS, alors

Qs(C) € (S+P)"loP, (3.23)
Qr(C) € (S+P)"oS. (3.24)

Preuve Les lemmes 3.5 et 3.6 permettent de prouver le résultat pour n = 1. Supposons que
le résultat soit vérifié jusqu’a n = i — 1. Soit C un code de (S + P)* o P. S'il existe un entier
j < i tel que C est un code de (S + P)7 o P, alors le résultat est vérifié par hypotheése de
récurrence. On peut donc supposer que C = X o P, ol X est un code de (S + P)“l oS et
P est un code préfixe. D’aprés (3.15), on a Qp(C) = Qp(X). Par hypothése de récurrence,
Qp(X) est un code de (S + P)~? 0 S, et donc (3.21) est vérifiée pour C. D’apres (3.11), on
a Qs(C) = Qs(X) o Qs(Bs(X) o P). Par hypothése de récurrence, Qs(X) est un code de
(S + P)"20P. D’apres le lemme 3.6, Qs(Bs(X) o P) est un code de S o P. Finalement,
Qs(C) est un code de (S+P)"20PoSoP, d’oli (3.22). Un raisonnement symétrique permet
de prouver (3.23) et (3.24). O

Il n’est pas difficile de prouver, en utilisant le lemme 3.7, que si C est un code obtenu en
composant n codes préfixes et suffixes dont le dernier est préfixe (resp. suffixe), alors la
décomposition ultimement préfixe (resp. suffixe) de C contient au plus n codes préfixes et
suffixes, ce qui signifie que algorithme de la section 3.3 donne la plus courte décomposition
en codes préfixes et suffixes.
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3.5 Codes de n mots

Nous allons maintenant étudier les relations existant entre le cardinal d’un code p-s-composé
et le nombre de codes apparaissant dans sa (ses) décomposition(s) en codes préfixes et suffixes.

Rapellons d’abord un résultat prouvé dans [5)] :
Soit C un code et B la base préfixe (resp. suffixe) de C. Tout mot de B est facteur droit
(resp. gauche) d’au moins un mot de C, et donc :

Card(B) < Card(C). (3.25)

En particulier :

Fait 3.3 Soit C un code. Si Bp(C) = Alph(C) alors Last(C) = Alph(C). Symétriquement,
st Bs(C) = Alph(C) alors First(C) = Alph(C).

Si un code C contient autant de mots que sa base préfixe (resp. suffixe), alors la décomposition
ultimement préfixe (resp. suffixe) de C contient au plus deux codes :

Lemme 3.8 Soit C un code de n mots, B la base préfize (resp. suffize) de C et Q le quotient
préfize (resp suffize) de C. Si Card(B) = Card(C) = n alors Q@ est un code suffize (resp.
préfize) de n mots, et donc C est un code de S, 0 Py, (resp. Pr 0Sp).

Preuve Soit C un code de n mots. Soit B = Bp(C) et Q = Qp(C). On sait que Card(Q) =
Card(C) = n et Card(Alph(Q)) = Card(B). D’aprés (3.18), on a Bp(Q) = Alph(Q).
D’apres le fait 3.3, on a Last(Q) = Alph(Q), et donc Card(Last(Q)) = Card(B). Si
Card(B) = n, alors Card(Last(Q)) = Card(Q) = n, et donc, @ est un code suffixe. Le
résultat symétrique se prouve de la méme maniere. [J

Une conséquence du lemme 3.8 est que la décomposition ultimement préfixe (resp. suffixe)
d’un code de deux mots contient au plus deux codes :

Proposition 3.1 La famille C; des codes de deuz mots est égale ¢ Co = P208; = Sa0Ps.

Preuve Soit C un code de deux mots et B la base préfixe (resp. suffixe) de C. D’aprés
(3.25), B contient au plus deux mots. Si B ne contient qu’un mot a, alors C contient deux
puissances de ce mot a, ce qui contredit ’hypothese que C est un code. Le langage B contient
donc exactement deux mots, et d’apres le lemme 3.8, on conclut que C est un code S; 0P,
(resp. P20S3). O

Considérons D’algorithme présenté dans la section 3.3. Soit C le code initial & décomposer.
Soit Xi,...,X; les i codes obtenus aux i premiéres étapes de I’algorithme. Soit Y le code
courant & décomposer aprés la téme étape. On a C =Y o X;---X;. Supposons que ni X;;1,
ni X;42 ni X;;3 ne soit un alphabet. Alors X;4; = Bp(Y), Xiy2 = Bs(Qp(Y)) et Xi43 =
Bp(Qs(Qp(Y))). Le lemme 3.9 permet de montrer que pour tout entier ¢, Card(X;;1) 2
Card(X;). Le lemme 3.10 montre qu’au plus deux codes consécutifs calculés par I’algorithme
peuvent avoir le méme cardinal, c’est-a-dire que pour tout entier 7, si Card(X;) = Card(X;41)
alors Card(X;2) > Card(Xi41).
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Lemme 3.9 Soit C un code. On a :

Card(Bs(Qp(C))) 2 Card(Bp(C)), (3.26)
Card(Bp(Qs(C)) 2 Card(Bs(C)). (3.27)

Preuve Soit C un code, X = Qp(C) et n = Card(Bp(C)).

Par construction, Card(Alph(X)) = n. De X C (Bs(X))*, on déduit que pour chaque
lettre @ de Last(X), il existe au moins un mot w, de Bs(X) tel que Last(w,) = a, et
donc Card(Bs(X)) > Card(Last(X)). D’apres (3.18), on a Bp(X) = Alph(X). D’aprés
le fait 3.3, on a Last(X) = Alph(X), d’ov Card(Bs(X)) > Card(Alph(X)), c’est-a-dire,
Card(Bs(X)) > n. L’inégalité (3.27) se prouve de maniére symétrique. [

Lemme 3.10 Soit C un code p-s-composé ayant au moins trois codes dans sa décomposition
en codes préfizes et suffizes. Sila base préfire de C est un code de m mots, alors

e Card(Bs(Qp(C))) 2 m,
e 5i Card(Bs(Qp(C))) = m alors Card(Bp(Qs(Qp(C)))) > m.

Symélriquement, si la base suffize de C est un code de m mots, alors

e Card(Bp(Qs(C))) 2 m,
e si Card(Bp(Qs(C))) = m alors Card(Bs(Qp(Qs(C)))) > m

Preuve Soit C un code p-s-composé de n mots ayant au moins trois codes dans sa décompo-
sition en codes préfixes et suffixes. On suppose que Bp(C) # Alph(C) et Card(Bp(C)) =
Soit X = Qp(C), S = Bs(X) et Q = Bp(Qs(X)). Puisque C est composé d’au moins
trois codes, ni X, ni S, ni  ne peut étre un alphabet. D’apres le lemme 3.9, on a
Card(Q) 2 Card(S) > m. D’apres (3.4), Bp(X) = BP(BP(QP(Qs(X)) 0Q o S). D’apres
(3.18), Bp(Qp(Qs(X)) = Alph(Qp(Qs(X))). D’aprés (3.18), Bp(X) = Alph(X). On ob-
tient finalement Bp(Q o S) = Alph(X). Par construction, Card(Alph(X)) = m, et donc
Card(Bp(QoS)) = m. Le cas Card(Q) = m ne peut pas se produire. En effet, si on suppose
que Card(Q) = m alors Card(Q o S) = m et d’apreés le lemme 3.8, Q o S est un code suffixe,
ce qui siginifie que soit Q = Alph(Q) soit S # Bs(X), ce qui est contraire & I’hypothése. Le
résultat symétrique se prouve de la méme maniére. [J

La structure générale de la décomposition d’un code p-s-composé donnée par I’algorithme de
la section 3.3 peut étre écrite comme ceci :

Lemme 8.11 Soit T; la famille ((P;08;)+(SioP;)), c’est-a-dire la famille des codes obtenus
par la composition d’un code préfize de i mots et d’un code suffize de i mots, ou la composition
d’un code suffize de i mots et d’un code préfize de i mots. Si C est un code p- s—compose de
n mots tel que Card(Bp(C)) = m < n, alors C est dans la famille

TnoTilo"'oTiko( m © Pm),
oun>1t >ig> > >m,

et symétriquement,
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st C est un code p-s-composé de n mots tel que Card(Bg(C)) = m < n, alors C est dans la
famille

TnoTilo”'onko(pmosm)a

oUN>iH S>> ---D>i>m.

Preuve Pour tout entier i, on a clairement
P € SioP, (3.28)
S; C PioS;. (3.29)
puisqu’un alphabet de 7 lettres est un code préfixe (resp suffixe) de ¢ mots. La preuve peut

étre faite par récurrence : le cas n = m est traité par le lemme 3.8. Le cas général est
facilement traité en utilisant (3.28), (3.29), le lemme 3.10 et I’algorithme de la section 3.3. O

Proposition 3.2 Soit C un code p-s-composé de n mots (n > 3). La plus courte décomposi-
tion de C en codes préfizes et suffizes contient au plus 2n — 3 codes. Cette limite est atteinte
pour tout n > 3.

Preuve Le lemme 3.11 montre qu’un code p-s-composé de n mots dont la base préfixe est
un code m mots peut étre décomposé en au plus 2(n — m + 1) codes préfixes et suffixes. Le
maximum de cette valeur est atteint pour m = 2 (le cas m = 1 ne peut pas se produire) et
devrait étre 2n—2. Mais cette valeur peut étre légérement améliorée en utilisant la proposition
3.1. En effet, pour tout entier i, on a P;0S20P; = P;oPy08; = P;08; et symétriquement,
SioPy08; = S;0P,. Finalement, on voit que 2n — 3 codes suffisent. Pour tout entier n > 3,
il existe des codes qui atteignent cette limite, c’est-a-dire qui ne peuvent pas étre décomposés
en moins de 2n — 3 codes préfixes et suffixes.

Soit A;; le code défini sur P’alphabet {a;,...,a;} par
Aij={ar, -5 50w, 0oy %ing, 07 Ui )

ou u; = aj1a;a; et u; = uk_lal'luk-lal pour k > 1.

Soit X ; le code défini sur Palphabet {z,...,z;} par
Xij= {21, Tjm1, 1Ty U1, -+ Uimjy T] “Uimjgr}

ol u) = Z17;Z;T) et up = uk_,zl'luk._l.'cl pour k > 1.

Un calcul facile nous meéne a :

Bp(Ai;) = {a1,...,0j-1,05a1,}
Bs(A,',j) = {al,...,aj,}

Bs(X;J) = {zl,...,zj_l,zlzj,zja:,-,}
BP(X,"J‘) = {11,...,2:)'.}

De plus, on a A;; = X;_1,;0 Bp(Ai;) et X;; = Aix15410 BS(Xi,j)-

Puisque 1’algorithme de la section 3.3 donne la plus courte décomposition en codes préfixes
et suffixes, le code A, 2 ne peut pas &tre décomposé en moins de 2n — 3 codes préfixes et
suffixes. O
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3.6 Codes de trois mots

Le probleme de décider si un code fini donné peut étre plongé dans un code maximal fini est
toujours ouvert. Le résultat suivant, établi dans [31], permet de donner une réponse partielle
a ce probleme :

Proposition 3.3 Un code fini obtenu par composition de codes ayant une complétion finie
a une complétion finie.

Preuve Soit X = X o4, ---0p,_, Xn la composition de n codes ayant une complétion finie.
Soit Y; une complétion finie de X;, pour i € {1,...,n}. Les Y; ne peuvent pas étre composés
puisque la condition Card(Alph(Y;)) = Card(Yi4+1) n’est pas vérifiée. Pour obtenir cette
condition, il suffit de prendre Z, =Y, et pour chaque i < n, de construire un code complet
Z; contenant Y; et défini sur un alphabet A; tel que Card(A;) = Card(Z;4,;) (cela signifie
que Z;41 doit étre construit avant Z;). Pour chaque ¢ de {1,...,n — 1}, on construit un
morphisme h; tel que hl(Alph(Z;)) = Zi4, et tel que toute lettre de Alph(X;) a méme image
par h! et h;. Par construction, Z; Opt «+-Opt _ Zn est une complétion finie de X.

Pour étendre un code complet C défini sur 'alphabet {a;,...,a,} & un code complet C’
contenant C et défini sur 'alphabet {a,,...,@n,...,a,}, on peut par exemple prendre C’' =
s(C), ou s est la substitution finie définie par s(a;) = a;, pour t € {1,...,n - 1} et s(a,) =
@+ Gnyy + - -+ ap. 1l n’est pas difficile de vérifier que si C est complet et est un code, alors
s(C) est complet et est un code également. J

Puisque tout code préfixe (resp. suffixe) a une complétion finie (cf. [31]), on obtient :
Proposition 3.4 [31] Tout code fini préfize-suffize composé a une complétion finie.

Le code de quatre mots {b, ab, ba?, a®}, construit dans [30], est le plus petit exemple connu
de code n’ayant pas de complétion finie. La proposition 3.1 montre que tout code de deux
mots est préfixe-suffixe composé (Une autre preuve est donnée dans [31]). Donc, d’aprés la
proposition 3.3, tout code de deux mots a une complétion finie. La question reste ouverte
pour les codes de trois mots. Les auteurs de [31] ont implicitement proposé la conjecture
suivante :

Tout code de trois mots a une complétion finie. (C1)
En fait, ils ont explicitement conjecturé que

Tout code de trois mots est préfize-suffize composé. (C2)
D’aprés la proposition 3.4, la vérité de (C2) implique la vérité de (C1).

Pour trouver le plus petit contre-exemple & la conjecture (C2), il n’est pas utile de chercher
des codes de trois mots p-s-indécomposables définis sur un alphabet contenant plus de 2
lettres. En effet, un code de trois mots p-s-indécomposable défini sur un alphabet de k lettres
contient dans sa (ses) décomposition(s) donnée(s) par l'algorithme de la section 3.3 un code
de trois mots p-s-indécomposable plus petit et défini sur un alphabet a deux lettres :
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Proposition 3.5 Tout code de trois mots p-s-indécomposable défini sur un alphabet ¢ k
lettres est la composition d’un code de trois mots p-s-indécomposable défini sur un alphabet
deuz lettres et d’un code de deuz mots (préfize ou suffize) défini sur un alphabet a k lettres.

Preuve Soit C un code de trois mots p-s-indécomposable tel que Card(Alph(C)) =k > 2.
Soit B la base préfixe (resp. suffixe) de C. Le code B contient au plus trois mots. Si B ne
contient qu’un mot, alors C n’est pas un code, ce qui contredit I’hypothése. Si B est un code
de trois mots, alors, d’aprés le lemme 3.8, C est un code de S3 0 P5 (resp. P30 S3) et donc
C n’est pas p-s-indécomposable, ce qui contredit I’hypothése. Donc B est un code de deux
mots défini sur un alphabet a k lettres. Soit @ le quotient préfixe (resp. suffixe) de C. Si Q
était p-s-composé, alors C, égal & Q o B, le serait aussi. Donc Q) est un code de trois mots
p-s-indécomposable défini sur un alphabet & deux lettres. [

Le code suivant est le plus petit contre-exemple a la conjecture (C2).
Proposition 3.6 Le code de trois mots {a, aba, baba®h} n’est pas préfize-suffize composé.

Preuve Soit C = {a, aba,baba?}. Le code C n’est ni préfixe ni suffixe et on peut vérifier,
en utilisant la méthode présentée dans la section 3.1, que la base préfixe et la base suffixe de
C sont toutes deux égales a I’alphabet {a,b}. 0

Le code de la précédente proposition est I’élément particulier Lo, de la famille suivante de
codes de trois mots qui ne sont pas préfixe-suffixe composés. En effet, on peut étendre la
preuve précédente pour vérifier que pour tout entier n et tout mot u de (a + ab)*, le langage

L., = {a,aba,(ba)"*?uab}
est un code dont la base préfixe et la base suffixe sont toutes deux égales a I’alphabet {a,b}.
La réfutation de la conjecture (C2) ne donne pas une réfutation de la conjecture (C1). En
effet, un code inclus dans un code maximal p-s-composé est p-s-composé, mais la réciproque
de la proposition 3.4 est fausse : il existe des codes maximaux (p-s-)indécomposables qui
ne sont ni préfixes ni suffixes. Le premier exemple d’un tel code a été donné dans [9]. Une

famille de tels codes a été construite dans [7]. Le plus petit exemple d’un tel code, donné
dans [13], est

{b, aba, ab?, a*, bab, aba®, ab®a?, ba>b, ba®ba?, ba®ba?, ba®}.
Le code Lo, a une complétion finie
My = {a,aba, b2, b3a, baba®, baba>ba, baba®h, baba®ba, babab?, babab3a, babababa}.
Plus généralement, chaque L, , a une complétion finie. Soit M, , le code
(a+b% + (ba)"*2(a® + ab + b*)(a + b)) (e + ba + (ba)? + - - - + (ba)™**) + (ba)*"*.
Il n’est pas difficile de vérifier que M,, , est un code maximal fini contenant L, ,,.

La plupart des codes de trois mots p-s-indécomposables que nous avons pu construire (pas
seulement les L, ,) ont une complétion finie. Mais il existe des codes de trois mots pour
lesquels on ne sait pas encore si ils ont une complétion finie ou non. L’un d’entre eux est le
code palindrome {a, aba, ba?bababa?b}. On peut conjecturer que :

Conjecture 3.1 Le code de trois mots {a,aba,ba%ababa®b} n’a pas de complétion finie.
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Chapitre 4

Codes maximaux

Ce chapitre a pour but I’étude de la maximalité de la base de ’intersection de deux monoides
libres engendrés par des codes rationnels maximaux.

Cette question a été posée par Roman Konig, qui étudiait le probleme général suivant :

Soit C ’ensemble de tous les codes définis sur des alphabets finis quelconques. Soit la relation
d’ordre définie sur C par X <Y <= X* C Y*. Pour tout code X défini sur un alphabet fini
A et tout code Y défini sur un alphabet fini B, on définit alors X VY comme la base du plus
petit sous-monoide libre de (AU B)* contenant X UY et X AY comme la base de X*NY*.
L’ensemble C muni des opérations V et A est un treillis. On peut se demander s’il en est de
méme pour ’ensemble des codes rationnels maximaux de C. Il a été montré ([26]) que X VY
n’est pas un code maximal en général, mais est maximal si X et Y sont définis sur le méme
alphabet. Il restait donc le probleme de la maximalité de X AY, la base de X*NY*.

La maximalité d’un code étant définie par rapport & un alphabet, il est important de préciser
certains points concernant les alphabets des différents langages considérés dans le probléeme.
Considérons deux codes rationnels maximaux X et Y et appelons A Palphabet de X, B
Palphabet de Y, Z la base de X*NY™* et C I’alphabet de Z.

Les alphabets C et AN B peuvent coincider. Par exemple, si X et Y sont des codes finis
maximaux, ils contiennent tous deux une puissance de chacune des lettres de leur alphabet
respectif, et Z contient donc une puissance de chaque lettre de A N B, ce qui signifie que C
contient chaque lettre de AN B. L’inclusion de C dans AN B étant évidente, on obtient bien
I’égalité entre C et AN B. Mais il existe des cas ou C ne contient pas toutes les lettres de
AN B, comme le montrent les exemples suivants :

En prenant X = a*b sur A = {a,b}
et Y=a sur B = {a}
on obtient X*NY* = {e}, et donc Z =0,
ce qui donne ANB={a}#C=0. -

Exemple 4.1

Dans I’exemple ci-dessus, A et B sont des alphabets différents. Méme en prenant deux codes
X et Y définis sur le méme alphabet, on peut obtenir un exemple du méme type :
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En prenant X = a*b sur A = {a,b}
et 'Y =0b sur B = {a, b}
on obtient X*NY* = {e}, et donc Z =0,
ce qui donne ANB={a,b}#C=0.

Exemple 4.2

Enfin, voici un exemple ou ’alphabet de Z n’est pas vide :

En prenant X =a+ ba + bb sur A = {a,b}
' et Y= (a+b)a*b sur B = {a,b}
on obtient X*NY* = (bb)*, et donc Z = bb,
ce qui donne AN B = {a,b} # C = {b}.

Exemple 4.3

Un code est maximal s’il est maximal sur son alphabet. Un code est maximal sur A s’il est
maximal et si son alphabet est A. Ainsi, dans chacun des exemples 4.1 a 4.3, la base de
X*NY" est un code maximal, mais n’est pas un code maximal sur AN B, puisque C et ANB
ne coincident pas.

On peut formuler de la maniére suivante la conjecture que Roman Kénig a proposée :

Conjecture 4.1 Si X etY sont deuzr codes rationnels mazimauz, alors la base de X*NY™*
est un code rationnel mazimal.

On connait déja le résultat suivant, qui indique que la conjecture est vraie si parmi les deux
codes rationnels X et Y, définis sur le méme alphabet, on trouve au moins un code bipréfixe :

Proposition 4.1 ([{, p. 259, ez. 6.4],[26]) Soit X un code coupant bipréfize mazimal sur
A. Pour tout code coupant Y mazimal sur A, la base de X*NY* est un code coupant mazimal
sur A.

Nous montrons dans la deuxiéme section que la conjecture 4.1 est par contre fausse dans
le cas général, en donnant quelques contre-exemples, et en présentant une méthode, basée
sur les automates, permettant de construire facilement des couples (X,Y) de codes préfixes
rationnels maximaux qui réfutent la conjecture.

Inversement, nous proposons dans la troisiéme section une méthode qui, pour tout code
(préfixe) rationnel Z, permet de construire, de fagon effective, deux codes (préfixes) rationnels
maximaux X et Y tels que Z soit la base de X*NY™.

Enfin, nous donnons dans la quatriéme section une condition nécessaire et suffisante pour que
la conjecture 4.1 soit vraie. Cette condition indique en particulier que pour que deux codes
maximaux rationnels vérifient la conjecture, il suffit qu’au moins I’'un des deux soit un code
préfixe et qu’au moins 'un des deux soit un code suffixe.

4.1 Résultats précédents

Rappelons les résultats suivants, concernant les codes préfixes :
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Proposition 4.2 ([{, p. 102, prop. 8.9]) Soit X un code préfize coupant défini sur ’alphabet
A. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) X est préfize mazimal.
(ii) Uautomate minimal de X* est complet.
(iii) tous les états de l’automate minimal de X* sont récurrents.
(iv) Uétat initial de Uautomate minimal de X* est récurrent.

1l est clair que D’intersection de deux monoides unitaires & droite est un monoide unitaire 3
droite. On déduit alors de la proposition 0.1 que :

Proposition 4.3 Si X et Y sont deuz codes préfizes, alors la base de X* NY™ est un code
préfize.

Proposition 4.4 ([4, p. 95, prop. 2.2]) Soit P un sous-ensemble de A*. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) P est un sous-monoide unitaire @ droite.

(ii) lautomate minimal de P a pour unique état final l’état initial.

Proposition 4.5 ({4, p. 101, th. 8.7]) Soit X un code coupant de A*. Les conditions
suivantes sont équivalentes :
(i) X est préfize et mazimal sur A.

(ii) X est complet a droite dans A”.

Proposition 4.6 ([4, p. 264, prop. 2.1]) Soit X un code préfize coupant mazimal sur A et
A={Q, A,6 {9}, {g0}} un automate déterministe émondé reconnaissant X*. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :
(i) X est un code bipréfize marimal sur A.
(ii)) Pour tout mot w de A*, §(Q,w) contient go.
(iii) Pour tout mot w de A*, si 6(q, w) = §(qgo, w) alors ¢ = go.

4.2 Construction de contre-exemples

Dans de nombreux problemes concernant les codes, il est plus facile de commencer 1’étude en
se restreignant au cas particulier des codes préfixes. On peut ainsi utiliser avec profit les pro-
priétés particuliéres, rappelées dans la section 4.1, que possedent les automates représentant
de tels codes. Ce n’est donc pas un hasard si, dans le premier contre-exemple & la conjecture
4.1 qui a été trouvé, les deux codes rationnels maximaux X et Y sont deux codes préfixes.
Ce contre-exemple est :

Exemple 4.4 Soit les deur codes mazimauz
X =a’+ab+ba*b etY = ba+ b?+ ab*a.
La base de X*NY* est le code non mazrimal
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a? 4+ b2,

Dans 'exemple ci-dessus, X et Y sont des codes infinis. Méme dans le cas ot X et Y sont
deux codes préfixes maximaux finis, la conjecture 4.1 est encore fausse, comme le montre
Pexemple suivant :

Exemple 4.5 Soit les deuz codes mazimauz finis
| X=(a+d)(a+ba+b?) etY = (a+ba+b?)(a+d).
La base de X*NY™ est le code non mazimal
b%a+ % + a(b%a + b%)"a.

Il est possible, 2 partir de tout code rationnel préfixe non bipréfixe X maximal sur A, de
construire un code rationnel préfixe non bipréfixe ¥ maximal sur A, tel que Z, la base de
X*NY", ne soit pas un code maximal sur A. L’alphabet de Z n’étant pas nécessairement
égal 3 A, il est malgré tout possible que Z soit maximal. Cette construction est décrite dans
I’énoncé du lemme 4.1. La proposition 4.6 permet de justifier I’existence de ’état ¢; et du
mot u utilisés dans le lemme 4.1.

Lemme 4.1 Soit X un code rationnel préfize, non bipréfize et mazrimal sur A, et Ax =
{Q, A,6,{g},{g0}} Vautomate déterministe minimal reconnaissant X*. Soit ¢; un état de
Q\ {9} et u un mot de A* tels que §(go,u) = 8(gi,u). Soit Y* le langage reconnu par
Vautomate Ay = {Q, A, 8,{¢:},{q:}}. Soit Z la base de X* NY*. Si Ualphabet de Z est A,
alors Z est un code préfize non mazimal.

Preuve Les automates reconnaissant X et Y* ne différant que par leur état initial et leur état
final, on peut raisonner sur leur fonction-de transition é qui leur est commune. Ainsi, X*NY™*
est I’ensemble des mots w de A" tels que §(go, w) = go et 8(gi, w) = ¢;. De §(go, u) = 8(gi, u),
on déduit que pour tout mot v de A*, on a 8(go, uv) = 6(g:, uv). Puisque ¢; # go, le mot uv
ne fait partie de X* NY™ pour aucun mot v de A", et donc, Z, la base de X*NY*, est un
code qui n’est pas complet & droite. Or, d’apres la proposition 4.3, Z est un code préfixe.
Puisque Z est un code rationnel, donc coupant, d’apres la proposition 4.5, si I’alphabet de Z
est A, alors Z n’est pas un code maximal. []

Il existe des cas assez généraux ol ’on peut affirmer que si X et Y sont deux codes maximaux
sur A, alors ’alphabet de (la base de) X*NY ™ est encore A. 1l suffit par exemple que X et
Y contiennent tous deux une puissance de chacune des lettres de A, ce qui est le cas lorsque
X et Y sont finis. La construction du lemme 4.1 permet donc de généraliser I’exemple 4.5 de
la maniére suivante :

Proposition 4.7 Soit Py et P, deuz codes préfizes finis mazimauz sur A tels que (P, P;)* N
(P,P)*P: #£ 0. Soit X = PP, etY = P,P;. Les langages X etY sont deuz codes préfizes
finis mazimauz sur A, et la base de X*NY™ est un code préfize de A* non mazimal.
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Preuve Le produit de deux codes préfixes est non ambigu. Si P, et P, sont deux codes
préfixes finis maximaux sur A, alors les langages X = PP, et Y = P, P, sont également deux
codes préfixes finis maximaux sur A. Soit Ay = {Q, A, 4, {go}, {g0}} 'automate déterministe
minimal reconnaissant X*. Le produit de P; par P, étant non ambigu, I’ensemble des états
atteints 3 partir de go en lisant un mot de P, est un singleton {g¢;}, ot ¢; # go. L’ensemble
des états atteints a partir de ¢; en lisant un mot de P, est évidemment le singleton {go}.
On voit clairement sur la figure 4.1 que le langage Y™ est reconnu par 'automate Ay =
{Q, A, 4, {g:}, {q:}}. L’ensemble des mots atteignant 1’état go 3 partir de go (resp. g¢;) est le
langage (P P;)" (resp. (PoPy)"P;). Si (PP)* N (P,P)*P; # 0, alors il existe un mot u de
A" tel que 6(qgo, u) = 8(gi, u) = go. L’alphabet de la base de X* NY™" est bien A puisqu’une
p