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Introduction 

Cette thèse se décompose en trois parties concernant des domaines différents mais reliés entre 
eux par un outil de base en informatique théorique, les automates finis. 

La théorie des automates a pour origine un article de S.C. Kleene datant de 1954 ([25]). Elle 
est issue de la tentative de décrire le comportement de certains systèmes (comme les réseaux 
de neurones par exemple) à l'aide d'un modèle de machine de taille finie et ne pouvant donc 
prendre qu'un nombre fini d'états. Par la suite, les automates finis ont été utilisés pour mod
éliser des problèmes informatiques liés aussi bien à l'aspect matériel qu'à l'aspect logiciel. 
Concernant l'aspect matériel, on peut citer la conception des circuits logiques séquentiels. 
Concernant l'aspect logiciel, il est connu que certaines fonctionnalités de l'éditeur de texte 
EMACS sont basées sur l'utilisation d'automates finis. De façon plus générale, toute ap
plication nécessitant la manipulation de chaînes de caractères, peut utiliser tous les outils 
algébriques mis à disposition par la théorie des automates finis. Ainsi, ces outils sont bien 
adaptés pour certaines phases de la compilation d'un programme, pour la compression d'un 
texte, ou pour l'analyse d'une séquence de molécules, qui peut être vue comme une chaîne 
de caractères. Le nombre élevé d'applications des automates finis rend intéressante l'étude 
mathématique de leur structure et de leurs propriétés pour eux-mêmes, indépendamment des 
applications possibles. 

De façon générique, un automate fin~ est une structure comportant un nombre fini d'états 
reliés par des transitions. Chacune de ces transitions est étiquetée par un élément d'un certain 
ensemble. Le nom que l'on donner~ à l'automate dépendra de la nature de cet ensemble. 
Ainsi, le mot automate sera plus spécialement réservé aux automates dont les transitions 
sont étiquetées par des lettres. Si les transitions sont étiquetées par des couples de mots, 
on parlera de transducteur. On parlera d'automate avec multiplicités si chaque transition est 
munie, en plus de l'élément qui l'étiquette, d'un nombre appelé sa multiplicité ou son poids. 

Lorsque les transitions sont étiquetées par un seul élément, on peut utiliser l'automate comme 
moyen de décrire un ensemble ou de tester l'appartenance à celui-ci. Dans le cas où plusieurs 
éléments étiquettent les transitions, on peut considérer les différents éléments comme un n
uplet, et voir l'automate comme le moyen de décrire une relation, qui peut elle-même être 
utilisée dans certains cas pour décrire une fonction, en attribuant à certains éléments le rôle 
d'argument et aux autres le rôle de résultat d'une fonction. Ainsi, un transducteur doit 
son nom au fait que pour chaque couple de mots étiquetant une transition, le premier mot 
possède le rôle de mot d'entrée et le second le rôle de mot de sortie. L'automate décrit alors le 
comportement d'une transduction, c'est-à-dire une fonction qui à un mot associe un langage. 
De même, un automate avec multiplicités décrit une fonction qui a un mot associe un nombre. 
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Cette façon d'utiliser les automates avec multiplicités sera utilisée dans le premier chapitre 
pour décrire des fonctions de [0, 1] dans IR. Classiquement ([19]}, on appelle K-E-automate 
un automate dont les transitions sont étiquetées par une lettre d'un alphabet I;, et munies 
d'une multiplicité qui est un élément d'un semi-anneau /(. Un /(-E-automate définit donc 
une fonction qui à tout mot fini sur l'alphabet E, associe un élément de K. La théorie des 
séries formelles (cf. [6], [34]) se base sur de tels automates. Certains problèmes concernant 
le graphisme sur ordinateur ([12], [10), (3], [1]), en particulier la représentation et la manip
ulation d'images formées de pixels, peuvent être traités en utilisant des automates. Par un 
codage approprié, on peut représenter chaque pixel par un mot, et la couleur ou le niveau 
de gris de ce pixel par un nombre. On peut alors utiliser un automate avec multiplicités 
pour représenter la fonction qui, à chaque pixel, associe sa couleur ou son niveau de gris. 
C'est un problème lié à ce type de fonction, qui a motivé l'étude théorique dans [11], des 
automates finis pondérés, qui ont été définis comme des IR-:E-automates acceptant des mots 
infinis en entrée. Un mot infini pouvant être vu comme la représentation d'un nombre réel 
de l'intervalle (0, 1], un automate fini pondéré définit donc une fonction de [0, 1] dans IR. 
On trouve dans [11] certains résultats concernant la continuité ou la dérivabilité de telles 
fonctions, ainsi que des algorithmes permettant, à partir d'une fonction donnée par un auto
mate qui la représente, de construire un automate définissant la dérivée ou la primitive de la 
fonction de départ. Une famille d'automates permettant de représenter tout polynôme à une 
ou plusieurs variables, y est également décrite. 

Le premier chapitre contient la poursuite de l'étude des fonctions de (0, 1) dans IR définies 
par des automates finis pondérés. On donne en particulier une condition, due à la structure 
de l'automate, que doivent vérifier de telles fonctions. Ceci permet de mieux préciser la 
frontière entre les fonctions qui peuvent et celles qui ne peuvent pas être représentées par un 
automate fini pondéré. Ainsi, on peut montrer que les seules fonctions infiniment dérivables 
représentables par un automate sont les polynômes, ce qui permet de décider si une fonction 
donnée par un automate est infiniment dérivable ou non. 
L'étude des fonctions continues est poursuivie, en particulier celles qui sont définies par des au
tomates particuliers définis dans [11] et appelés automates à niveaux. Un automate à niveaux 
qui définit une fonction continue pour toute distribution initiale est dit fortement continu. On 
donne une construction effective, qui permet, à partir d'un automate à niveaux représentant 
une fonction continue, d'obtenir un automate à niveaux fortement continu,représentant la 
même fonction, et qui contient le nombre minimal d'états que doit posséder un automate à 
niveaux pour représenter cette fonction. On peut donc considérer l'automate obtenu comme 
étant de forme normale, ce qui donne un algorithme permettant de décider si une fonction 
définie par un automate à niveaux est continue ou non. 
Enfin, plusieurs exemples de fonctions continues définies par des automates ne différant que 
par la valeur du poids de certaines transitions sont donnés. Ces exemples montrent que des 
automates très proches peuvent définir des fonctions complètement différentes. De plus, un 
des exemples montre qu'un automate assez simple (quatre états) peut définir une fonction 
au comportement complexe, en l'occurrence une fonction continue partout et dérivable nulle 
part. 

Le deuxième chapitre est consacré à l'autre type d'automate définissant des fonctions qui 
a été mentionné plus haut, c'est-à-dire aux transducteurs. Les transductions rationnelles, 
c'est-à-dire les transductions représentables par un transducteur ayant un nombre fini d'états 
et de transitions, sont des outils fondamentaux permettant la manipulation de mots, et plus 
généralement de langages. Comme dans de nombreux problèmes, il est intéressant de décom-
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fini maxima.l est décidable. On possède une réponse à cette question pour certaines familles 
de codes finis. Ainsi, tout code préfixe-suffixe-composé, c'est-à-dire tout code fini obtenu par 
composition de codes préfixes et de codes suffixes, peut être plongé dans un code maximal 
fini. On sait (cf. [31]) que tout code de deux mots est préfixe-suffixe-composé, et que le 
code de quatre mots qui ne peut être plongé dans un code maximal ne peut a fortiori être 
préfixe-suffixe-composé. En vue de savoir si tout code de trois mots peut être ou non plongé 
dans un code maximal fini, il est naturel de se demander d'abord si tout code de trois mots 
est préfixe-suffixe-composé ou non. A. Restivo et al. ([31]) ont conjecturé que oui. 

Le troisième chapitre contient une étude des codes préfixe-suffixe-composés et apporte une 
réfutation à cette conjecture. On donne dans la première partie du chapitre une méthode 
pour décomposer un code préfixe-suffixe composé en un nombre minimum de codes préfixes 
et suffixes. En utilisant cette méthode, il est possible de prouver que tout code préfixe
suffixe composé den mots (n ~ 3) peut être exprimé comme la composition d'au plus 2n- 3 
codes préfixes et suffixes. Pour tout entier n, cette limite est atteinte, c'est-à-dire qu'il 
existe un code préfixe-suffixe-composé de n mots qui ne peut pas être exprimé comme la 
composition de moins de 2n - 3 codes préfixes et suffixes. On donne dans la dernière partie 
du chapitre un contre-exemple à la conjecture de A. Restivo et al., en construisant une famille 
de codes de trois mots qui ne sont pas préfixe-suffixe composés, le plus petit d'entre eux étant 
{a, aba, babaab}. Ce code est finiment corn pl étable. On peut par contre conjecturer que le 
code de trois mots {a, aba, baabababaab} ne peut pas être plongé dans un code maximal fini. 

Le quatrième chapitre est consacré, suite à une conjecture formulée par Roman Konig, à 
certaines questions concernant les codes maximaux. Le problème initial qu'il étudiait était 
le suivant : soit C l'ensemble de tous les codes définis sur un alphabet fini quelconque. Soit 
la relation d'ordre définie sur C par X ::::; Y ~ X'* Ç Y*. Pour tout code X défini sur un 
alphabet fini A et tout code Y défini sur un alphabet fini B, on définit alors X V Y comme 
la base du plus petit sous-monoïde libre de (AU B)* contenant X U Y et X A Y comme la 
base de X* n Y*. Il a été montré ([26]) que l'ensemble C muni des opérations V et A est un 
treillis. La question était de savoir s'il en était de même pour l'ensemble des codes rationnels 
maximaux de C. Toujours d'après [26], on sait que X V Y n'est pas un code maximal en 
général, mais est maximal si X et Y sont définis sur le même alphabet. Il restait donc le 
problème de la maximalité de X A Y, la base de X'* n Y*. Roman Konig avait conjecturé 
que si X et Y sont deux codes rationnels maximaux, alors la base de X* nrY* est un code 
rationnel maximal (sur son alphabet). ·· 

Des contre-exemples à cette conjecture sont donnés, ainsi que certaines méthodes permettant 
de construire des familles de contre-exemples. L'existence de ces contre-exemples amène 
à se poser d'autres questions, par exemple celle de savoir quel est le treillis engendré par 
l'ensemble des codes rationnels maximaux, et en particulier, quel est l'ensemble des codes qui 
peuvent être obtenus comme base de l'intersection de deux monoïdes engendrés par des codes 
rationnels maximaux. On montre de façon constructive que tous les codes rationnels peuvent 
être obtenus de cette manière. L'autre question qui se pose est de trouver une condition 
nécessaire et suffisante que doivent vérifier deux codes rationnels maximaux X et Y pour que 
la base de X* n Y* soit un code rationnel maximal. Une telle condition est donnée. Cette 
condition indique en particulier que pour que deux codes rationnels maximaux vérifient la 
propriété, il suffit qu'au moins l'un des deux soit un code préfixe et qu'au moins l'un des 
deux soit un code suffixe. 
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poser certaines opérations en opérations plus simples. Ainsi, les transductions rationnelles 
ont été caractérisées par M. Nivat ([29]) comme la composition d'un morphisme inverse, d'une 
intersection avec un langage rationnel, et d'un morphisme. Une autre caractérisation (cf. (24), 
[36]) consiste à exprimer une transduction rationnelle comme la composition d'un marquage 
de fin suivi d'une composition (que l'on peut supposer de longueur quatre, cf. (27), [28), [37]) 
de morphismes et de morphismes inverses. Certaines familles de transductions, comme par 
exemple celle des fonctions rationnelles, possèdent une caractérisation similaire, dans laque
lle les morphismes et morphismes inverses peuvent être choisis d'un type particulier. Afin 
d'éviter la pr~ence d'un marquage de fin, il est intéressant d'étudier la famille des transduc
tions qui peuvent être obtenues par composition de morphismes et de morphismes inverses, 
et que l'on appelle transductions étoilées ou simples, car elles peuvent être représentées par 
un transducteur simple, c'est-à-dire ayant l'état initial comme unique état terminal. 

L'étude menée dans le deuxième chapitre concerne les compositions de morphismes injectifs 
et de morphismes injectifs inverses. On y montre qu'une telle composition peut toujours être 
exprimée comme une composition de morphismes injectifs et de morphismes injectifs inverses 
de longueur quatre commençant par un morphisme, ou de longueur cinq commençant par 
un morphisme inverse. Si on se restreint à des compositions de morphismes préfixes et de 
morphismes préfixes inverses, on obtient un résultat un peu différent : une telle composition 
peut être exprimée comme une composition de morphismes préfixes et de morphismes préfixes 
inverses de longueur six commençant par un morphisme. Enfin, on généralise un résultat déjà 
connu pour les compositions de morphismes injectifs, en montrant que les compositions de 
morphismes injectifs et de morphismes injectifs inverses ne peuvent pas toutes être obtenues 
comme composition de morphismes préfixes ou suffixes et de morphismes préfixes ou suffixes 
inverses. 

La notion de morphisme injectif est fortement liée à celle de code. Un code est un langage L tel 
que tout mot obtenu par produit de mots deL admet une unique factorisation en mots deL. 
Autrement dit, tout message codé par des mots de L admet un décodage unique. Ce sont des 
problèmes de transmission de message qui sont à l'origine de l'étude des codes. Les travaux 
menés vers le début des années 1950, en particulier par Shannon ([32]), et relatifs à la théorie 
de l'information et de la communication, concernaient surtout les codes de longueur fixe. La 
théorie des codes telle que nous la_ connaissons aujourd'hui concerne également les codes de 
longueur variable, et a pour origine l'idée qu'a eue M.P. Schützenberger ([33]) d'exprimer les 
problèmes relatifs aux codes en termes algébriques. 

Une classe particulièrement intéressante de codes est celle des codes maximaux. Un code est 
dit maximal sur un alphabet A s'il n'est strictement inclus dans aucun autre code défini sur 
l'alphabet A. Lorsque l'alphabet n'est pas précisé, cela signifie que le code est maximal sur 
son propre alphabet. Tout code étant inclus dans un code maximal, la connaissance de la 
structure des codes maximaux nous renseigne sur la structure de tous les codes. Un problème 
général en théorie des codes est de savoir si un code possédant une certaine propriété peut 
être plongé dans un code maximal possédant la même propriété. Le problème a été résolu 
positivement pour des propriétés telles que "être un code préfixe", "être un code rationnel" 
([18]), "être un code rationnel à délai de déchiffrage fini" ([8]), et plus récemment "être 
un code bipréfixe rationnel" ([35]), mais l'a été négativement pour la propriété "être fini". 
Une famille de codes finis ne pouvant être plongés dans un code fini maximal a en effet été 
construite par A. Restivo ([30]). Le plus petit code de cette famille contient quatre mots. 
On ne sait toujours pas si la propriété pour un code fini de pouvoir être plongé dans un code 
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Chapitre 0 

Définitions et notations 

Ce chapitre indique les notations et les définitions de base utilisées dans les chapitres suivants. 

0.1 Monoïdes 

Un alphabet est un ensemble dont les éléments sont des lettres. Un mot est une succession de 
lettres. La longueur d'un mot west notée lw!. 
La concaténation est une opération binaire associative qui, à deux mots a 1 • • ·an et b1 • • • bp, 
associe le mot a 1 • • ·anb1 • • ·bp. L'élément neutre de la concaténation est le mot vide, noté ê. 

Un semi-groupe est un ensemble muni d'une opération binaire associative. Un monoïde est 
un semi-groupe possédant un élément neutre. 
Par commodité, on peu_t considérer une lettre comme un mot de longueur 1, et l'alphabet A 
comme l'ensemble des mots de longueur 1 sur A. On peut ainsi identifier l'ensemble des mots 
de longueur finie sur l'alphabet A et le monoïde libre engendré par A, noté A•. De même, 
l'ensemble des mots non vides de longueur finie sur A, c'est-à-dire A .. \ {ê}, est le semi-groupe 
libre engendré par A, noté A+. La concaténation, considérée comme opération dont est muni 
un monoïde ou un semi-groupe, sera donc aussi appelée produit et éventuellement notée par 
un point si le contexte l'exige. De même, si un mot w est obtenu comme concaténation des 
mots W}, w2, •• • , Wn, alors chaque Wi sera appelé facteur du produit w1w2 • • ·Wn· Les mots 
w1 et Wn serons dits respectivement facteur gauche et facteur droit de w. 
L'ensemble des mots de longueur infinie sur A est noté A"''. 
Un ensemble de mots sur l'alphabet A est un langage sur A. 
L'alphabet d'un langage X, défini comme l'ensemble des lettres apparaissant dans au moins 
un mot de X, se note Alph(X). 
L'ensemble des facteurs (resp. facteurs gauches, facteurs droits) d'un langage L de A .. , c'est
à-dire l'ensemble des mots de A .. qui sont facteurs (resp. facteurs gauches, facteurs droits) 
d'au moins un mot deL, se note F(L) (resp. FG(L), FD(L)). 

Soit Met N deux monoïdes ayant respectivement êM et EN pour élément neutre. Un mor
phisme de M dans N est une fonction f de M dans N vérifiant 

• f(uv) = f(u)f(v), pour tout u, v de M, 
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Les trois opérations suivantes, définies sur les sous-ensembles d'un monoïde M, sont connues 
sous le nom d'opérations rationnelles. Soit X et Y deux sous-ensembles de M. 

• l'union de X et Y est notée X U Y ou X+ Y. 

• le produit de X par Y, noté XY ou X· Y, est l'ensemble des mots obtenus par produit 
d'un mot de X et d'un mot de Y: XY = {xy,x EX, y E Y}. 

• l'étoile de X, ·notée X* est l'ensemble des mots obtenus par un nombre fini de produits 
de mots de x: x·= {xlx2 .. ·Xn, XiE X}. 

La famille des sous-ensembles rationnels d'un monoïde M est la plus petite famille de sous
ensembles de M contenant les sous-ensembles finis de A1 et fermée par union, produit et 
étoile. 

En particulier, si A est un alphabet, un langage rationnel de A* est un langage obtenu, en 
un nombre fini d'étapes, par union, produit et étoile à partir des langages finis de A*. 

Une partie X d'un monoïde M est dite reconnaissable dans M s'il existe un monoïde fini N 
et un morphisme~ de M dans N tel que ~-1 ~(X) =X. 

0.2 Automates 

Soit A un alphabet fini. Un automate est un objet permettant de représenter tout langage 
de A*. 

Par exemple, sur l'alphabet A = {0, 1, 2}, le langage L = ((0 + 2)*1(0 + 2)*1)*, qui est 
l'ensemble des nombres pairs écrits en base 3, peut être représenté par l'automate de la figure 
0.1. Les ronds sont des états et les flèches des transitions entre les états. Chaque transition 
est étiquetée par une lettre. Chaque état initial est pointé par une flèche (non étiquetée). 
Chaque état terminal est représenté par un double rond, ou parfois par une flèche sortante 
(non étiquetée). 

Dans le cas le plus général, un automate est un quintuplet { Q, A, 8, 1, F}, où 

• Q est un ensemble d'états, 

• A est un alphabet, 

• 8 est un sous-ensemble de Q x A x Q, 

• 1 est un sous-ensemble de Q, 

• Fest un sous-ensemble de Q. 
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0,2 0,2 

Figure 0.1 : Automate représentant le langage L = ((0 + 2)*1(0 + 2)*1)*. 

L'ensemble Q des états peut être fini ou infini. 
L'alphabet A est l'alphabet sur lequel est défini le langage représenté par l'automate. Ce 
sont les lettres de A qui étiquettent les transitions. 
L'ensemble o représente l'ensemble des transitions de l'automate. Un triplet (p, a, q) est dans 
o s'il existe dans l'automate une transition partant de l'état p, étiquetée par la lettre a, et 
arrivant dans l'état q. On dira parfois que la transition lit la lettre a. 
L'ensemble 1 est l'ensemble des états initiaux de l'automate. 
L'ensemble Fest l'ensemble des états terminaux de l'automate. 

Un chemin est une suite de transitions consécutives dans l'automate. Un chemin est étiqueté 
par un mot, qui est la succession des lettres étiquetant les transitions formant le chemin. Ainsi, 
les n transitions consécutives (pt,al,P2), (p2,a2,p3), .. . , (pman,Pn+t), forment un chemin 
étiqueté par le mot a1a2 ···an. Comme pour les transitions, on dira parfois que le chemin lit 
le mot a1a2 ···an. 
Un chemin est dit réussi s'il part d'un état initial et arrive dans un état terminal. 
Un mot est reconnu par l'automate s'il existe dans l'automate un chemin réussi étiqueté par 
ce mot. Le langage reconnu par l'automate est l'ensemble des mots qu'il reconnaît. 

On peut définir pour un automate {Q, A, o, 1, F}, une fonction, appelée fonction de transition, 
et que l'on notera aussi o, qui, à un état q de Q et à une lettre a de A donnés, associe un 
sous-ensemble de Q, qui est l'ensemble des états atteints à partir de q en lisant a. On notera 
donc de façon équivalente que pest un état de o(q, a) ou que (q, a, p) est une transition de o. 
Un automate (Q, A, o, 1, F) est déterministe s'il ne possède qu'un seul état initial et si pour 
tout état q de Q et toute lettre a de A, il existe au plus une transition de o partant de q et 
étiquetée par a, ce qui signifie que o(q, a) contient au plus un état. On pourra donc, dans 
le cas d'un automate déterministe, considérer la fonction de transition comme une fonction 
partielle de Q x A dans Q. On notera donc o(q, a) = p plutôt que o(q, a)= {p }. 
Un automate (Q, A, o, 1, F) est complet si pour tout état q de Q et toute lettre a de A, il 
existe au moins une transition de o partant de q et étiquetée par a, ce qui signifie que o(q, a) 
contient au moins un état. 
Un état est accessible s'il existe un chemin dans l'automate menant d'un état initial à cet état. 

9 



Un état est coaccessible s'il existe un chemin dans l'automate menant de cet état à un état 
terminal. Un automate est émondé si tous ses états sont à la fois accessibles et coaccessibles. 
Un état q d'un automate déterministe reconnaissant un langage de A* est récurrent si tout 
mot de A* peut être lu à partir de q et mène dans un état à partir duquel on peut revenir 
dans l'état q en lisant un mot de A*. 

Il existe une construction effective, permettant, à partir d'un automate fini donné, de con
struire un automate fini déterministe et complet reconnaissant le même langage. 

La définition de la. reconna.issa.bilité d'une partie d'un monoïde est équivalente, dans le cas 
d'un monoïde libre à la. définition suivante : un langage de A* est dit reconnaissables 'il existe 
un automate ayant un nombre fini d'états qui reconnaît ce langage. 

Le théorème fondamental suivant est dû à S.C. Kleene : 

Théorème 0.1 Soit A un alphabet fini. Un langage de A· est reconnaissable si et seulement 
si il est rationnel. 

Grâce à ce théorème, on peut facilement voir que l'ensemble des langages rationnels de A* 
·est fermé par intersection et complémentaire. 

0.3 Transducteurs 

Si A et B sont deux alphabets, le produit cartésien A* x B* est un monoïde, dont le pro
duit est défini par (u, v).(u', v')= (uu', vv'), et dont les sous-ensembles sont des relations de 
A* x B*. 
Les relations rationnelles de A* x B* sont donc les relations de A"' x B* qui sont obtenues, en 
un nombre fini d'étapes, par union, produit et étoile à partir des relations finies de A* x B*. 
Le théorème de Klee ne est vrai pour les langages de A*, mais n'est plus vrai pour les rela
tions de A* x B*. Toute relation reconnaissable de A* x B• est rationnelle, mais il existe des 
relations rationnelles de A* x B* qui ne sont pas reconnaissables. L'ensemble des relations 
rationnelles de A* x B* n'est fermé ni par intersection, ni par complémentaire. 
Une relation de A* x B* est le graphe d'une application de A* dans les parties de B*. Une 
telle application, qui, à tout mot de A*, associe un langage de B*, est appelée transduction 
de A* dans B*. Une transduction de A* dans B* est rationnelle si son graphe est une relation 
rationnelle de A* x B*. 
On peut représenter une relation de A* x B* grâce à un automate dont les transitions sont éti
quetées par des éléments de A"' x B*. En attribuant un rôle particulier à chaque composante 
des couples étiquetant les transitions, c'est-à-dire le rôle d'entrée à la première composante 
et le rôle de sortie à la seconde, on attribue à l'automate le rple de transducteur, qui réalise 
une transduction de A* dans B"'. 
Par exemple, la relation (((0, 0) + (2, 1))*(1, 0)((0, 1) + (2, 2))*(1, 2))* est le graphe de la. trans
duction qui, à une représentation en base 3 d'un entier n pair associe une représentation en 
base 3 de l'entier n/2 (en rajoutant éventuellement un zéro initial pour que l'argument et 
l'image soient deux mots de même longueur). Cette transduction est réalisée par le trans
ducteur de la figure 0.2, qui est à rapprocher de l'automate de la figure 0.1. 

10 



0/0 
2/1 

1/2 

0/1 
2/2 

Figure 0.2 : Transducteur effectuant la division par 2 d'un nombre pair écrit en base 3. 

De même qu'un langage rationnel de A* est reconnu par un automate ayant un nombre fini 
d'états et de transitions (le nombre de transitions est forçément fini si le nombre d'états 
et le cardinal de l'alphabet A sont finis), une transduction rationnelle de A* dans B* est 
réalisée par un transducteur ayant un nombre fini d'états et de transitions (le nombre de 
transitions est ici potentiellement infini puisque l'ensemble des éléments pouvant étiqueter 
une transition est l'ensemble infini A* x B*). On considèrera dans la suite que, si le contraire 
n'est pas précisé, un transducteur réalise une transduction rationnelle, et possède donc un 
nombre fini d'états et de transitions. 
Ainsi, un transducteur est un sextuple (Q, A, B, ô,I, F) où 

• Q est un ensemble (fini) d'états, 

• A est un alphabet, 

• B est un alphabet, 

• ô est un sous-ensemble (fini) de Q x A* x B* x Q, 

• 1 est un sous-ensemble de Q, 

• Fest un sous-ensemble de Q. 

L'alphabet A est appelé alphabet d'entrée et l'aphabet B alphabet de sortie. 
L'ensemble o représente l'ensemble des transitions du transducteur. Un quadruplet (p, u, v, q) 
est dans ô s'il existe dans le transducteur une transition partant de l'état p, arrivant dans 
l'état q, et étiquetée par le couple (u, v) de A* x B*, c'est-à-dire, étiquetée en entrée par le 
mot u de A* et étiquetée en sortie par le mot v de B*. On dit alors que la transition lit le 
mot u et écrit le mot v. 
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L'ensemble 1 est l'ensemble des états initiaux du transducteur. 
L'ensemble Fest l'ensemble des états terminaux du transducteur. 

Un chemin est une suite de transitions consécutives dans le transducteur. Un chemin est 
étiqueté par un couple de A* x B*, qui est le produit des couples de A* x B* étiquetant les 
transitions formant le chemin. Un chemin est donc étiqueté en entrée par le mot de A* obtenu 
comme produit des premières composantes des couples étiquetant les transitions formant le 
chemin, et il est étiqueté en sortie par le mot de B• obtenu comme produit des deuxièmes 
composantes des·couples étiquetant les transitions formant le chemin. 
Ainsi, les n transitions consécutives (pba1,bt,p2),(p2,a2,b2,P3), .•. ,(pman,bn,Pn+l), for
ment un chemin étiqueté en entrée par le mot a1a2 ···an et en sortie par le mot b1b2 · · ·bn. 
Comme pour une transition, on dit qu'un chemin étiqueté par le couple (u, v) de A* x B* lit 
le mot u et écrU le mot v. 
Un chemin est dit réussi s'il part d'un état initial et arrive dans un état terminal. 
Le transducteur réalise la transduction dont le graphe est l'ensemble des couples étiquetant 
un chemin réussi. 

Soit T une transduction de A* dans B*, réalisée par un transducteur T. Le domaine de T, 

noté Dom(r), est l'ensemble des mots de A* ayant une image non vide par r, c'est-à-dire 
l'ensemble des mots lus par un chemin réussi de T. Le codomaine (ou image) de T, noté 
Codom(r) (ou /m(r)), est l'ensemble des mots de B* obtenus comme image par T d'au 
moins un mot de Dom(r), c'est-à-dire l'ensemble des mots écrits par un chemin réussi de T. 

Le domaine (resp. le codomaine) de Test le langage reconnu par l'automate obtenu à partir 
du transducteur T en ne gardant dans l'étiquette d'une transition que la première (resp. 
deuxième) composante du couple étiquetant cette transition. Le domaine et le codomaine 
d'une transduction rationnelle sont donc deux langages rationnels. 

0.4 Automates finis pondérés 

Les automates finis pondérés sont des automates finis dont chaque transition est munie d'un 
poids. Nous nous plaçons dans le cas particulier où ce poids est un nombre réel. 

Un IR-A-automate (cf. [19]) est un quintuplet (Q, A, W, 1, T) où : 

• Q est un ensemble fini d'états, 

• A est un alphabet fini, 

• W est une fonction de Q x A x Q dans IR, 

• 1 est une fonction de Q dans IR, 

• T est une fonction de Q dans IR. 

La fonction West une fonction de poids, qui associe un nombre réel à chaque transition. Un 
poids nul associé à une transition peut être interprété comme l'inexistence de cette transition. 
La fonction 1 est la distribution initiale de l'automate. Cette fonction associe à chaque état 
un nombre réel. Un état est initial si son image par 1 est un nombre réel non nul. 
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La fonction T est la distribution finale de l'automate. 
Un état est terminal si son image par T est un nombre réel non nul. 

Dans la figure 0.3, on a Q = { qo, q1, q2, q3, q4} et A = {a, b}. Les valeurs non nulles des 
fonctions W, 1 et Tsont W(qo,a,q1) = 3, W(ql,b,q2) = 5, W(qO,a,q3) = 1, W(q3,b,q4) = 6, 
l(qO) = 2, T(q2) = 3, et T(q4) = 4. 

-~, b5 
\ . 

q \ ">. 1 /1-, --/-';!o/----i 

a,1 

/~, 
'-~\ 

\ '-, // \\ 

> ' \1~) ) // 

b,6 \~4 

Figure 0.3 : Exemple de JR-A-automate. 

a,1 a,1 

Figure 0.4: Autre exemple de JR-A-automate. 

0.5 Monoïdes de matrices 

Les automates, les transducteurs et les JR-A-automates ont une structure commune : tous 
trois sont formés d'états et de transitions reliant ces états. Seule la nature des éléments 
étiquetant les transitions les différencie. On peut représenter cette structure commune à 
l'aide de matrices. 

Plaçons nous par exemple dans le cas des JR-A-automates. Considérons un JR-A-automate 
(Q, A, W, 1, T). On définit pour chaque lettre a de A une Q x Q-matrice Ma, c'est-à-dire une 
matrice carrée dont les indices de ligne et de colonne sont les éléments de Q. Les éléments de 
chaque matrice seront les élements associés aux transitions de l'automate, c'est-à-dire ici des 
nombres réels. L'élément d'indice <;le ligne pet d'indice de colonne q de la matrice Ma est le 
nombre réel associé à la transition partant de l'état p, arrivant dans l'état q et étiquetée par 
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la lettre a, c'est-à-dire Ma(P, q) = W(p, a, q). La distribution initiale 1 est représentée par un 
vecteur-ligne indicé par les éléments de Q et la distribution terminale Test représentée par un 
vecteur-colonne indicé par les éléments de Q. Pour un mot w = a1a2 ···an de A*, considérons 
la matrice Mw = Ma1 Ma2 • • ·Man (Dans le cas où il existe des transitions étiquetées par le mot 
vide, on considèrera pour chaque lettre a de A la matrice M; MaM; plutôt que la matrice 
Ma)· Le nombre réel Mw(P, q) est la somme des poids de tous les chemins partant de p, 
arrivant dans q et étiquetés par w. Le poids du mot w est 1 MwT· 

Dans la figure 0.3, le poids du mot ab est 2 · 3 · 5 · 3 + 2 · 1 · 6 · 4 = 138. Dans la figure 0.4, il 
existe pour tout entier n exactement n chemins qui lisent le mot an. Chacun de ces chemins 
a pour poids 1. Le poids du mot an est donc n. 

On peut considérer un automate comme un B-A-automate. Pour chaque lettre a de A, la 
matrice Ma est une matrice de booléens où Ma(P, q) indique l'existence ou non de la transition 
(p, a, q) dans l'automate. Le vecteur 1 est un vecteur-ligne de booléens où l(q) indique si q 
est ou non un état initial, et le vecteur Q est un vecteur-colonne de booléens où T(q) indique 
si q est ou non un état terminal. 

Un transducteur peut être vu comme un 2B"-A-automate. Pour chaque lettre a de A, la 
matrice Ma est une matrice de mots (en fait de langages ne contenant qu'un seul mot) de 
B*, où Ma(p,q) = w si (p,a,w,q) est une transition du transducteur. Le vecteur 1 est un 
vecteur-ligne où l(q) est Je mot vide ou l'ensemble vide selon que q est ou non un état initial, 
et le vecteur Test un vecteur-colonne où T(q) est Je mot vide ou l'ensemble vide selon que q 
est ou non un état terminal. 

0.6 Sous-monoïdes, codes 

Un sous-semi-groupe d'un semi-groupe M est un sous-ensemble de M stable par l'opération 
de M. Un sous-monoïde d'un monoïde M est un sous-ensemble de M stable par l'opération 
de M et contenant l'élément neutre de M. 
Si X est un langage sur A, alors le sous-monoïde et le sous-semi-groupe engendrés par X se 
notent respectivement x· et x+. 
Un sous-monoïde M d'un monoïde libre A* est libre s'il existe un morphisme bijectif d'un 
monoïde libre B* dans M. 
Soit A un alphabet et X un langage de A*. Une factorisation d'un mot w de A* est une suite 
(wt,w2,···,wn) de mots de A* telle que w = w1w2···Wn, et une X-factorisation d'un mot 
X de X* est une suite (xl! X2 1 • • ·, Xn) de mots de X telle que X= X1X2 • • ·Xn. 

Soit C un langage de A*, Bun alphabet, et a un morphisme de B* dans A* tel que o:(B) = C, 
et tel que l'alphabet B en bijection avec le langage C. Le langage C est un code sur A s'il 
vérifie une des conditions équivalentes suivantes : 

• Tout mot de c+ admet une seule C-factorisation. 

• Le sous-monoïde C* est un sous-monoïde libre de A*. 

• Le morphisme a est injectif. 
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L'ensemble minimal de générateurs d'un sous-monoïde libre M de A* est un code, qu'on 
appelle la base de M. 

Un langage P de A* est préfixe (resp. suffixe) si et seulement si P n PA+ = 0 (resp. 
P nA+ P = 0), c'est-à-dire, si et seulement si aucun mot de P n'est facteur gauche (resp. 
droit) propre d'un autre mot de P. Un langage à la fois préfixe et suffixe est dit bipréfixe. 
On peut remarquer qu'un langage préfixe (resp. suffixe) différent de {E} est un code. 

Soit Let M deux langages de A*. Le quotient à gauche (resp. quotient à droite) deL par M 
est le langag~ M-1L = {u E A*,MunL ::f 0} (resp. LM-1 = {u E A*,uM nL ::f 0}). 
Un sous-monoïde N d'un monoïde M est unitaire à droite (resp. unitaire à gauche) dans M 
si et seulement si N-1 N = N (resp. N N-1 = N), autrement dit, si deux mots u et v de 
M sont tels que u et uv (resp. u et vu) sont dans N, alors v est également dans N. Un 
sous-monoïde N d'un monoïde M à ]a fois unitaire à droite et unitaire à gauche dans M est 
dit bi unitaire dans M. 
La proposition suivante montre les relations existant entre les sous-monoïdes unitaires à droite 
(resp. unitaires à gauche, biunitaires) et les codes préfixes (resp. suffixes, bipréfixes). 

Proposition 0.1 ([4, p. 46, prop. 2.5]) Un sous-monoïde de A* est unitaire à droite (resp. 
unitaire à gauche, biunitaire) si et seulement si son ensemble minimal de générateurs est 
un code préfixe (resp. suffixe, bipréfixe). En particulier, un sous-monoïde de A* unitaire à 
droite (resp. unitaire à gauche, biunitaire) est libre. 

L'opération de composition peut être définie pour des codes satisfaisant une certaine condition 
de compatibilité : les codes X et Y sont composables si on peut mettre l'alphabet de X en 
bijection avec Y. Soit X Ç A+ et Y Ç B+ deux codes composables. Le morphisme h tel 
que h(A) = Y, qui définit la bijection entre l'alphabet de X et Y, est un morphisme de 
A* dans B* qui est injectif puisque Y est un code. La composition de X et Y selon h, 
notée X oh Y (ou X o Y quand il n'y a pas ambiguïté), est le code h(X), c'est-à-dire le code 
obtenu en remplaçant chaque lettre de X par Je mot correspondant de Y. On peut remarquer 
que Card(X o Y) = Card(X). L'opération de composition est associative : X o (Y oZ) = 
(X oY) oZ. 
La composition de deux codes préfixes (resp. suffixes) est un code préfixe (resp. suffixe). 
Si X = Y oZ est un code préfixe (resp. suffixe), alors Y est aussi un code préfixe (resp. 
suffixe). 

0.7 Codes maximaux 

Un code C de A* est maximal sur A ([4, p. 41)) s'il n'est strictement inclus dans aucun code 
de A*. Lorsque l'alphabet n'est pas précisé, cela signifie que C est maximal sur son alphabet, 
c'est-à-dire l'ensemble des lettres apparaissant dans les mots de C. 

Soit L un langage de A*. Un mot de A* est complétable (resp. complétable à droite, com
plétable à gauche) dans L s'il est facteur (resp. facteur gauche, facteur droit) d'un mot deL. 
Un langage L de A* est dense (resp. dense à droite, dense à gauche) dans A* si tout mot de 
A* est complétable (resp. complétable à droite, complétable à gauche) dans L. 
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Un langage L de A* qui n'est pas dense (resp. dense à droite, dense à gauche) est dit coupant 
(resp. coupant à droite, coupant à gauche). 
Un langage L de A* est complet (resp. complet à droite, complet à gauche) dans A* si le 
sous-monoïde L• est dense (resp. dense à droite, dense à gauche) dans A*, c'est-à-dire si tout 
mot de A* est facteur (resp. facteur gauche, facteur droit) d'au moins un mot deL*. 

La propriété suivante nous sera très utile : 

Proposition 0.2 ([4, p. 68-69, th. 5.10 et prop. 5.12}) Un code coupant de A* est maximal 
sur A si et seulement si il est complet dans A*. En particulier, tout code rationnel est coupant. 
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Chapitre 1 

Automates finis pondérés 

Les automates finis constituent une méthode simple et fondamentale pour décrire un corn
portement d'entrée-sortie, en d'autres mots, pour calculer des fonctions. Une manière dif
férente d'utiliser les automates finis pour calculer des fonctions a été présentée dans [11]. 
Dans cette approche, les automates finis sont utilisés pour calculer des fonctions réelles ordi
naires de l'intervalle unité [0, 1] dans l'ensemble des nombres réels. On utilise pour cela des 
automates finis non déterministes ordinaires munis d'une fonction de poids, c'est-à-dire que 
chaque transition possède, en plus du symbole d'entrée qui l'étiquette, un nombre réel appelé 
son poids. De tels automates ont été appelés dans (11] des automates finis pondérés, et des 
JR-~automates dans [19]. 

· Un automate fini pondéré calcule une fonction réelle de (0, 1] dans .IR comme suit. D'abord, 
l'entrée x de [0, 1] est identifiée au mot infini binaire bin(x) de {0, 1}"", sa représentation 
binaire. Ensuite, le poids associé à bin(x) est calculé par l'automate. Ceci est la valeur de la 
fonction au point x. Pour que la définition soit correcte, certaines précautions concernant la 
convergence sont nécessaires. 

Une classe particulièrement intéressante d'automates finis pondérés, à savoir celles des au
tomates à niveaux, a également été définie dans [11). Les fonctions réelles calculées par ces 
automates sont toujours définies. L'importance de cette classe a été démontrée dans [11). 

La première section de ce chapitre est consacrée aux principales défintions et notations util
isées. 

La deuxième section contient un lemme de base qui sera souvent utilisé dans les autres 
sections. 

Dans la troisième section, nous considérons les propriétés de croissance des fonctions calculées 
par des automates finis pondérés. On peut remarquer, en autres choses, que, bien que l'on 
ne puisse réaliser exactement la fonction racine-carrée à l'aide de ces automates, on peut, a 
l'aide de tels automates quasiment les plus simples possibles, définir une fonction coïncidant 
avec la fonction racine-carrée en un nombre infini de points. 

Dans la quatrième section, nous prouvons que les seules fonctions lisses, c'est-à-dire infiniment 
dérivables, qui peuvent être définies par un automate fini pondéré sont les polynômes, qui 
eux-mêmes étaient déjà connus comme pouvant être définis par des automates à niveaux (cf. 
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[11)). 

Dans la cinquième section, nous approfondissons la connaissance que nous avons sur la façon 
dont les polynômes peuvent être calculés par des automates finis pondérés, en montrant qu'un 
polynôme de degré n nécessite un automate fini pondéré de degré au moins n, en particulier, 
ayant au moins n+ 1 états. Comme conséquence de ces deux résultats, nous montrons qu'on 
peut décider si un automate à niveaux donné définit une fonction lisse. 

Dans la sixième section, nous étudions certaines propriétés relatives à la continuité des fonc
tions définies par un automate fini pondéré. En particulier, nous établissons une méthode 
pour construire des automates finis pondérés (en fait, des automates à niveaux) de plus en plus 
complexes calculant des fonctions continues. Cette méthode est basée sur la description d'une 
condition suffisante pour un automate à niveaux de définir une fonction continue. En fait 
notre construction produit exactement la classe des automates à niveaux fortement continus, 
c'est-à-dire les automates à niveaux calculant des fonctions continues pour toute distribution 
initiale. De plus, nous prouvons que si un automate à niveaux calcule une fonction continue 
pour une distribution initiale donnée, on peut construire un automate à niveaux fortement 
continu calculant la même fonction. Ceci donne un algorithme immédiat pour décider la 
continuité d'une fonction calculée par un automate à niveaux (cf. [11)). 

Dans la septième section, nous appliquons la construction de la sixième section pour définir 
un automate à niveaux de quatre états calculant une fonction qui n'a de dérivée en aucun 
point. Ceci indique clairement que les automates finis pondérés sont puissants pour définirs 
des fonctions compliquées. Soulignons que non seulement l'automate calculant notre fonction 
compliquée est simple, mais aussi les calculs nécessaires à l'obtention des valeurs (ou de leur 
approximation) de la fonction ne sont pas difficiles ; ils sont essentiellement aussi compliqués 
que pour calculer les valeurs d'un polynôme de degré trois. 

1.1 Définitions et notations 

Soit~ l'alphabet binaire {0, 1}. . 
Les automates finis pondérés ont la même structure que les IR-E-automates. La seule dif
férence entre les deux réside dans le fait que les automates finis pondérés admettent des mots 
infinis en entrée. Un automate fini pondéré a donc été défini dans [11] comme un quintuplet 
(Q,~, W,l,T) où: 

• Q est un ensemble fini d'états, 

• ~ est un alphabet fini, 

• W : Q x ~ x Q -+ IR est une fonction de poids, 

• 1 : Q -+ IR est la distribution initiale, 

• T : Q -+ IR est la distribution finale. 

On peut représenter un automate fini pondéré avec des matrices : pour chaque lettre a de ~. 
on définit une Q x Q-matrice Wade réels, dans laquelle Wa(P, q) = W(p, a, q) pour tout p, q E 
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Q. De plus, 1 est représenté par un vecteur-ligne et T par un vecteur-colonne. Par convention, 
si le contraire n'est pas précisé, on suppose que 1 = (1, 0, · · ·, 0) et T = (0, · · ·, 0, 1). 

Un automate fini pondéré peut être utilisé pour calculer des fonctions réelles sur l'intervalle 
[0, 1] de la façon suivante : 

Soit w un mot de {0, 1}"' où w = w1w2 • • ·Wn ···avec Wi E {0, 1}. Alors west interprété 
00 

comme le réel tô = LWï2-i, et cette correspondance est biunivoque si on suppose que 
i=l 

w tt ~'"01"'. L'automate fini pondéré Â définit donc les fonctions : 

!.A.:~-+ Dl, /.A.(w) = lim 1 · Ww1 • Wtt12 · · · Ww,. · T 
. n-+oo 

(1.1) 

[A: [0, 1]-+ Dl,[t(x) = f.A.(w), où tô =x et w tt ~'"01"'. 
Ces définitions supposent l'existence de la limite (1.1). Par la suite, nous éviterons de telles 
considérations, soit en nous restreignant à des familles d'automates pour lesquels l'existence 
de la. limite est garantie, ou en travaillant sous l'hypothèse que la limite existe. Une classe 
d'automate fini pondéré garantissant l'existence de la limite (1.1) a été présentée dans [11]. 
Ces automates, baptisés automates à niveaux ont été définis comme des automates finis 
pondérés vérifiant : 

1. Les seules boucles dans l'automate sous-jacent de Â sont de la forme p ..2t p. 

2. 0 ~ W(p, a,p) < 1 pour toute lettre a de ~et tout état p de Q à partir duquel part 
une transition de poids non nul arrivant dans un état différent de p, et autrement 
W(p,a,p) = 1. 

3. 1 et T sont des vecteurs de Dl+, où n = Card(Q). 

4. L'automate sous-jacent de Â est réduit, c'est-à-dire n'a pas d'états inutiles. 

Notons que nous modifions légèrement la définition donnée dans [11) puisque nous autorisons 
ici des poids négatifs dans les transitions connectantes. 

Le degré d'un état dans un automate à niveaux Â est le maximum des longueurs des chemins 
sans boucle dans A partant de cet état, et le degré de Â est le plus grand degré de ses états. 

Nous ne considèrerons dans la suite, sans perte de généralité, que des automates ne possédant 
qu'un seul état de degré O. 

Un automate fini pondéré est appelé automate linéaire si et seulement si pour tout entier n 
de {0, 1, · · ·, Card(Q)- 1}, il existe exactement un état de degré n. 

1.2 Résultats de base 

Le lemme suivant va beaucoup nous servir par la suite. 
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Lemme 1.1 Soit .A un automate fini pondéré définissant t·ne fonction];.. n existe un entier 
t ~ 1 et des réels .Ào, • • ·, .Àt non tous nuls tels que 

pour tout réel x de (0, 1]. 

Preuve Soit x un réel de (0, 1] fixé et supposons que 

Si le réel x a pour r~présentation binaire le mot w de l:•, alors le réel 2X, a pour représentation 
binaire le mot on w. On a donc, pour tout entier n, 

{1.2) 

Si t est le nombre d'états de .A, alors les t + 1 vecteurs 1, IW0 , · • ·, IWJ doivent être linéaire
ment dépendants, i.e. 

t 

L..XJW~ = 0 
i=O 

pour des .Ài non tous nuls. Le résultat s'en déduit grâce à (1.2). 0 

Bien sûr, le lemme 1.1 peut également être adapté à d'autres séquences de l'argument que la 
séquence (;: )i~O· En effet, si on remplace Wo par W 1 dans la preuve précédente, on obtient 
le résultat du lemme 1.1 pour la séquence (~ + 1- ~. )i~o-

1.3 Croissance locale et globale 

Cette section est consacrée à l'étude des différents types de croissance que l'on peut observer 
pour des fonctions réalisées par des automates finis pondérés. Nous considérons aussi bien la 
croissance locale que la croissance globale. Croissance "locale" siginifie façon de varier des 
valeurs d'une fonction au voisinage d'un point particulier, et est donc en étroite relation avec 
la dérivée (à droite ou à gauche) en un point donné. Croissance "globale" signifie croissance 
sur tout l'intervalle. Les deux types de croissance peuvent être basés soit sur toutes les valeurs 
possibles de l'argument, soit sur un ensemble discret de valeurs de l'argument. Une séquence 
de valeurs particulièrement intéressante est obtenue par itération de divisions par 2. 
Pour une fonction f de (0, 1] dans IR, on appelera séquence dichotomique de f, une séquence 
(Yi)i~o où Yi = f( "W) pour un réel xo de ]0, 1). La dualle de ce~te séquence est une séquence 
(zi)i~o, définie par la condition Zi = f(1- 12~0 ). 

Nous nous intéressons tout d'abord aux automates linéaires de degré 1. 

Lemme 1.2 Toute fonction continue définie par un automate linéaire de degré 1 est mono
tone. 
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O,a 0,1 

O,y 

1, a 

1, p 1 • 1 

Figure 1.1 : Automate linéaire de degré 1 

Preuve Considérons J'automate linéaire général de degré 1 de la figure 1.1. 

Comme montré dans [11), il définit une fonction continue si et seulement si il définit une 
fonction continue au point 1/2, c'est-à-dire si et seulement si o+/3 = 1 ou <5(1-o) = ")'(1-,8). 
De plus, dans le dernier cas, il définit une fonction constante. 

Si la dernière condition est satisfaite, le résultat est vérifié. 
Si elle n'est pas satisfaite, considérons un réel 8 > 1!=::~. 

Décomposons A en deux automates A 1 et A2 montrés dans la figure 1.2 (l'autre cas étant 
symétrique). 

O;a 0;1 

1 ; 13 

1 ;li-y l:Ji 
1-a 

1 ; 1 

Figuré 1.2 : Automates A 1 and A2 

Puisque !.A. = !.A.t + f.A.2 et f.A.2 est une fonction constante, il suffit de prouver le lemme pour 
des automates de type A 1 , où le poids de la transition connectante est un réel arbitraire é. On 
peut voir directement qu'un tel automate définit une fonction croissante de façon monotone, 
puisque 

1. chaque entrée 1 ajoute quelquechose de l'état 1 au poids de l'état 0; 

2. les poids de l'état 0 sont 1; 

3. par continuité, !.A.t (Olw) = o 1_:13 = é = f.A. 1 (lOw). 

0 

Il n'est pas difficile de voir que pour les automates de type A~, l'hypothèse de continuité 
o + f3 = 1 dans le lemme 1.2 peut être affaiblie à l'hypothèse o + f3 ::; 1. 
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Le lemme suivant est un outil caractérisant les séquences dichotomiques des automates 
linéaires de degré 1. 

Lemme 1.3 Soit A un automate linéaire de degré 1 tel que la transition connectante est éti
quetée par le symbole d'entrée 1 seulement (cf Fig. 1.9). Alors, toute séquence dichotomique 
de !.A est celle d'une fonction de la forme f(x) = Kxq avec q, K E JR+· 

Preuve Soit xo _un réel de (0, 1] et A l'automate de la figure 1.3. Clairement, on a 

O;a 0; 1 

1; ô 

1; ~ 1 ; 1 

Figure 1.3 : Automate A 

pour i 2:: O. 

D'autre part, 

pour i 2:: 0, 

et donc en choisissant q = log2 (~), le résul_tat s'ensuit. 0 

En combinant les considérations des lemmes précédents (et leurs preuves), on obtient 

Théorème 1.1 Pour tout automate linéaire A de degré 1 satisfaisant f.A(O) $ /.A(1) (resp. 
/.A(O) 2:: f.A(1)}, ses séquences dichotomiques (resp. dualles de ses séquences dichotomiques) 
sont celles des fonctions de la forme 

Ko+K1x9 

avec Ko, Kh q E IR+· 

(1.3) 

Le théorème 1.1 caractérise quelle sorte de croissance "globale discrète" peut être observée 
dans une fonction définie par un automate linéaire de degré 1. C'est toujours de l'ordre 
de xq pour un certain q 2:: O. Il est également immédiat de •voir que tous ces ordres de 
croissance, ou toutes les séquences dichotomiques de fonctions de (1.3), sont réalisables par 
un tel automate linéaire. De plus, d'après la caractérisation de la continuité dans [11], 
ils peuvent être réalisés dans la famille des automates définissant des fonctions continues. 
Pourtant, parmi les fonctions de (1.3), seules celles avec q = 1 sont effectivement des fonctions 
définies par des automates linéaires de d~gré 1 sur tout l'intervalle. Ceci se déduit directement 
des considérations de [11). 
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Exemple 1.1 

Considérons l'automate de la figure 1.3. En choisissant a = 2-n, (3 = 1 - a et 6 = 1 - (3 on 
obtient un automate pour lequel /.A(:.)= (;.)n, pour i ~O. Par conséquent, /.A coïncide 
avec la fonction puissance-n pour les points considérés (mais pas sur tout l'intervalle). 

De même, en choisissant a = 6 = ~ et (3 = 1 - 6 on obtient un automate réalisant une 

fonction continue satisfaisant !.A(~;)= j{fF, pour i ~O. 

Nous avons vu que la croissance globale pour les fonctions définies par des automates linéaires 
de degré 1 est assez restreinte. L'exemple suivant montre que localement, la croissance peut 
être extrêmement rapide. 

Exemple 1.2 

Considérons l'automate linéaire de la figure 1.4. 

0; 114 0; 1 

1 ; 1 

1; 3/4 1 ; 1 

Figure 1.4 : Automate A. 

Par conséquent, 

/.A{lw)- /.A(ln+low) _ 3 · (~)n _ 
6 

(3)n 
d(lw, tn+low) - (!)n+l - . 2 ' 

d'où la dérivée à gauche au point 1 est égale à oo. 

Considérons maintenant des automates finis pondérés arbitraires. Il a été montré dans [11] 
que les fonctions de (1.3) pour lesquelles q = 1, ou plus généralement tous les polynômes, 
sont définissables par des automates à niveaux. Par contraste avec cela, nous allons montrer 
que la fonction racine-carrée ne peut pas être réalisée par un automate fini pondéré. Ceci est 
à comparer avec la seconde partie de l'exemple 1.1. 

Lemme 1.4 la fonction f : (0, 1] -7 IR définie par f(x) = .JX n'est pas réalisable par un 
automate fini pondéré. 
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Preuve Nous donnons ici une preuve directe. Dans la suite, nous verrons comment ce résultat 
peut être retrouvé comme conséquence du théorème 1.2. 

Supposons au contraire que f = !.A pour un automate fini pondéré A. Soit x un réel arbitraire 
de l'intervalle [0, 1) et considérons la séquence (xi)i~o définie par 

pour i;::: O. 

Alo~, clairement, Xi = 1 - i. + i• x pour i ;::: O. De plus, si !.A (x0) = 1r Mw1J, alors !.A (xi) = 
1r M~ MwfJ· Par conséquent, dans l'esprit du lemme 1.1, il existe un entier t (inférieur ou égal 
au nombre d'états de A) et des nombres réels Ào, • • ·, Àt non tous nuls tels que 

t 

LÀd.A(Xï) =o. 
i=O 

Ici, les Àï sont indépendants de x de sorte que, d'après l'hypothèse f = f.A, on obtient 

t 1 1 
?:Àïf(1- 2i + 2ix) = 0 
t=O 

pour tout réel x de [0, 1[, 

où au moins un Àï est non nul. On peut écrire ceci 

t 

l:<Sïv'ai +x = 0 pour tout réel x de [0, 1[, 
i=O 

où at > at-1 > · · · > ao = 0 et au moins un <Si est non nul. En prenant la dérivée nième des 
deux côtés, on obtient 

t 

LÀï(éi + x)î-n = 0 pour tout réel x de [0, 1[. 
i=O 

En particulier, en choisissant x = 0, on déduit l'identité 

pour tout n ;::: 1. 

Mais ceci est impossible puisque au moins un éi est strictement positif et les ai sont disjoints 
deux à deux et positifs. 0 

La dernière observation de cette section est que les automates finis pondérés ne peuvent pas 
définir de fonctions exponentielles. On a même plus que cela : la séquence dichotomique 
d'une fonction définie par un automate fini pondéré ne peut pas être celle d'une fonction 
exponentielle. On peut toutefois remarquer que pour approximer avec un précision donnée 
une fonction exponentielle ou toute fonction admettant une série de Taylor, il suffit de prendre 
un automate fini pondéré réalisant un polynôme de Taylor de la fonction considérée. 

Lemme 1.5 Il n'existe pas d'automate fini pondéré A tel que pour un réel x de ]0, 1] et un 
réel k > 0, on ait 

pour i;::: O. (1.4) 
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Preuve Supposons au contraire qu'on puisse trouver .A, x et k tels que 1.4 soit vérifiée. Soit 
1 = {2-ili ~ 0}. En appliquant le lemme 1.1 on conclut qu'il existe un entier tet des nombres 
réels >.i non tous nuls tels que 

t x 
I:>.d...t(2i) = 0 
i=O 

pour xE/. 

D'après notre hypothèse, on peut réécrire ceci 
t 

I:>.ik~ = 0 
i=O 

ou de façon équivalente, 
t 

I:>.i(kfï)21
-i = 0 

i=O 

pour xE /, 

pour xE/. 

Mais ceci signifie qu'une équation polynômiale de degré au plus 2t possède une infinité de 
racines, ce qui est contradictoire. 0 

La preuve précédente montre que le lemme 1.5 est encore valide dans une forme plus forte :. 
on peut remplacer dans le lemme "automate fini pondéré" par "automate fini pondéré den 
états" et (1.4) par 

% 

{1.4') f...t(t.)=k2' pour i=1,···,N, 
où N est une constante qui ne dépend que den. 

Par conséquent, nous avons montré qu'il est non seulement impossible de réaliser des fonc
tions exponentielles avec des automates finis pondérés, mais aussi que même une séquence 
dichotomique d'une fonction définie par un automate fini pondéré ne peut suivre la fonc
tion exponentielle que pendant un nombre borné d'étapes. En particulier, cela signifie que 
les fonctions définies par des automates finis pondérés ne peuvent pas avoir de croissance 
"globale discrète" exponentielle. Ceci est à comparer avec l'exemple 1.2, qui montre que la 
croissance locale peut être arbitrairement rapide. 

1.4 Fonctions lisses 

Dans la section précédente, nous avons montré que les automates finis pondérés ne peuvent 
pas définir des fonctions communes telles que la fonction racine-carrée ou la fonction ex
ponentielle. D'autre part, il a été montré dans [11] que toutes les fonctions polynômiales 
(d'une ou plusieurs variables) peuvent être réalisées par des automates finis pondérés possé
dant une structure particulière, à savoir les automates à niveaux (d'un certain type). Nous 
montrons ici que les polynômes sont les seules fonctions lisses (d'une variable) qui peuvent 
être réalisées par des automates finis pondérés généraux. Ici lisse signifie que la fonction doit 
posséder toutes ses dérivées dans un intervalle ouvert contenant proprement l'intervalle [0, 1]. 
Par conséquent, la fonction exponentielle est lisse, mais la fonction racine-carrée ne l'est pas. 

Théorème 1.2 Soit f une fonction lisse et .A un automate fini pondéré. Si 

f(x) = f...t(x) po~r tout réel x de [0, 1], (1.5) 

alors f est un polynôme. 
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Preuve Supposons que (1.5) soit vraie. Utilisons de nouveau le lemme 1.1 pour conclure 
l'existence d'un entier tet de nombres réels >.0 , • • ·, Àt non tous nuls tels que 

t x 
L:>.d.A(2i) = 0 
i=O 

pour tout réel x de (0, 1]. (1.6) 

Puisque J est lisse, elle possède une série de Taylor 

pour lxi :5 6, 

où 6 est une constante positive. Par conséquent 

pour lx 1 :5 6. 

D'après {1.5) et {1.6), on obtient 

t oo j(n){O) 
?=>.iLn!(2i)nxn = 0 
s=O n=O 

pour lxi :5 6, 

ou de façon équivalente, 

pour lxi :5 6. 

D'après l'unicité de la série de Taylor, ceci implique que 

(t>.i( li )n) . J(n)I{O) = 0 
i=O 2 n. 

pour n ~O. (1.7) 

Supposons maintenant que pour t + 1 valeurs différentes de ni, le premier facteur du membre 
gauche de (1.7) soit nul, i.e. 

pour j = 0, · · ·, t. 

Puisque ce système linéaire d'équations a une solution non triviale, nécessairement le déter
minant du système est égal à 0, en symboles 

=0, (1.8) 

1 O<t ar .. · a~ 
' 1 . 0 t ou O'j = 2nj pour J = , · · ·, . 

Mais le membre gauche de 1.8 est le bien connu déterminant de Vandermonde, et est donc 
différent de 0 puisque les O'j sont disjoints deux à deux. 

Il s'ensuit que dans (1.7) le second facteur est égal à zéro pour toutes sauf au plus t valeurs 
de n. Ceci signifie que f est un polynôme sur l'intervalle [-6, <5), et donc également sur 
l'intervalle unité considéré. 0 
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Comme nous J'avons déjà mentionné, la fonction racine-carrée n'est pas lisse et par conséquent 
le lemme 1.4 n'est pas un corollaire direct du théorème 1..2. Mais il peut être conclu du 
théorème 1.2 comme suit. Si un automate fini pondéré réalise la fonction ..fi, alors un autre 

réalise la fonction v!+ !x, qui est lisse mais n'est pas un polynôme. 

1.5 Décider si une fonction est lisse 

Il a été montré dans [11] qu'on peut décider si un automate à niveaux donné définit une 
fonction continue. Nous prouvons qu'on peut également décider si un automate à niveaux 
définit une fonction lisse. Pour cela., nous prouvons d'abord un résultat auxiliaire qui est 
intéressant en lui-même : tout automate à niveaux réalisant un polynôme de degré n doit 
contenir un état de degré n. Par conséquent, les automates à niveaux construits dans [11] 
pour les polynômes sont optimaux : ils sont de taille minimale dans le sens de la définition 
suivante. 

La taille d'un automate à niveaux A de degré n est le vecteur (tn, .. . , t0 ), où ti est le nombre 
d'états de degré i dans A. Nous définissons la relation "inférieur ou égal à", en symboles -<, 
dans la famille des automates à niveaux, comme suit : 

On a A ::5 A' si et seulement si le vecteur (t71 , ••• , t 0 ) associé à A est lexicographiquement 
inférieur ou égal au vecteur ( t:n, ... , t0) associé à A', autrement dit, soit n < m soit n = m 
et dans ce cas on a pour un certain j ~ -ll'inégalité t; < tj et les égalités t~c = t~ pour tout 
k > j. 

Clairement, pour chaque paire d'automates à niveaux (A,A'), soit A ::5 A' soit A' ::5 A, et 
ces deux relations sont vérifiées simultanément si et seulement si A et A' sont de la même 
taille. 

Nous pouvons maintenant prouver le résultat suivant : 

Théorème 1.3 Tout automate à niveaux réalisant un polynôme de degré n avec une distri
bution initiale quelconque est de degré au moins n. 

Preuve Supposons que le théorème 1.3 soit faux, et soit n fixé de telle manière qu'il contredise 
de manière minimale l'énoncé du théorème. Alors il existe un polynôme 

réalisé par un automate à niveaux (réduit) Am de degré m < n. Nous choisissons Pn de telle 
manière que Am soit de taille minimale. Ceci est, bien sûr, possible. 

Assertion 1.1 Si q i,o) q est une transition dans Am et le degré de q est m, alors a= 2I... 

Preuve Soit 1r = (x11 • • ·, x 8 ) le vecteur initial de Am, où sans perte de généralité, la première 
composante correspond à q. Puisque Am est réduit, x 1 est non nul. L'automate Am avec la 
distribution initiale 1rMo- a1r réalise le polynôme Pn(!i + ~)- aPn(x). Mais la première 
composante du vecteur 1r Mo- a1r est nulle, de sorte que dans l'automate Am, l'état q peut 
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être supprimé. D'où, par le choix de Pn, le degré du polynôme Pn(!i + !z)- a-Pn(z) doit 
être au plus n- 1. Par conséquent, on a 2

1
nan- oan = 0, et l'assertion s'ensuit. 

En vue d'achever la preuve, nommons les états de .Am de telle façon que exactement les t 

premières composantes dans 1r correspondent aux états de degré m. D'où, par l'assertion 
1.1, dans les deux vecteurs 1r Mo - 2~ 1r et 1r M 1 - 2

1" 1r, seules les composantes correspondant 
aux états de degré inférieur à m dans .Am ont des valeurs non nulles. Par conséquent, 
les fonctions réalisées par .Am avec ces distributions initiales peuvent être réalisées par un 
automate à niveaux de degré au plus m - 1. Mais ces fonctions sont 

La minimalité de n implique que ces polynômes sont de degré au plus n- 2. D'où an-I = 
0 =an, ce qui est contradictoire avec le choix de Pn. 0 

Le théorème 1.3 a une conséquence immédiate. 

Corollaire 1.1 Tout automate à niveaux réalisant un polynôme de degré n contient au moins 
n + 1 états. 

Le théorème 1.3 a également un autre corollaire intéressant. 

Corollaire 1.2 Soit Ân un automate linéaire de degré n réalisant un polynôme de degré n. 
Alors les deux boucles dans l'état de degré i sont pondérées par 1/2i pour i = 0, · · ·, n. 

Preuve Se déduit directement du théorème 1.3 et des considérations prouvant l'assertion 
1.1. 0 

Notons que le corollaire 1.2 est en coïncidence avec l'automate construit dans [11) pour les 
polynômes. Notons également que dans le corollaire 1.2, il est nécessaire de supposer que les 
degrés de .An et du polynôme coïncident, c'est-à-dire que .An est de degré minimal. L'exemple 
suivant le montre. 

Exemple 1.3 

Considérons l'automate .A2 montré dans la figure 1.2. Il réalise un polynôme de degré 0, 
les poids sur les boucles de l'état 1 pouvant être arbitraires. Bien sûr, l'automate de degré 
minimal réalisant la fonction constante est l'automate à niveaux ayant un seul état et dont 
les deux seules transitions sont des boucles (l'une étiquetée par 0, l'autre par 1) toutes deux 
pondérées par 1. Des exemples non triviaux supplémentaires montrant la nécessité de la 
condition précédente sont obtenus en "intégrant" le précédent automate .A2, cf. [11). 

Nous pouvons maintenant prouve notre résultat de décidabilité. 

Théorème 1.4 On peut décider si un automate à niveaux donné réalise une fonction lisse. 
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Preuve Soit A un automate donné. Par le théorème 1.2, le problème du théorème 1.4 est 
équivalt:!nt à celui de décider si !.A. est un polynôme. Pour cela, on calcule d'abord n, le degré 
de .A. Ensuite, par le théorème 1.3, nous savons que, si !.A. est un polynôme, il est de degré 
au plus n, c'est-à-dire qu'il est de la forme 

Les coefficients inconnus sont déterminés de manière unique en calculant /.A. en n + 1 points 
différents. Ceci est de nouveau dû au déterminant de Vandermonde. Soit P le polynôme 
ainsi obtenu. La fonction !.A. est un polynôme si et seulement si elle est égale à P, ce qui peut 
être décidé en calculant un automate à niveaux Ap pour P, par exemple avec les méthodes 
de [11], et en testant ensuite l'équivalence de .A et .Ap, cf. de nouveau [11]. 0 

1.6 Construction d'automates calculant des fonctions con
tinues 

Dans cette section nous étudions les conditions dans lesquelles un automate à niveaux définit 
une fonction continue. 

Clairement les automates à niveaux à deux états sont des automates linéaires. D'où, au point 
de départ de nos considérations, nous rappelons que la continuité de la fonction définie par 
un tel automate (montré dans la figure 1.1) est caractérisée par la condition 

a+ /3 = 1, ou (1 - {3)-y = {1 - a)8, {1.9) 

où a et f3 sont les poids des boucles dans l'état de degré 1, cf. [11]. 

Soit A un automate à niveaux arbitraire et a et /3 des nombres réels de [0, 1[ fixés. Appelons 
Q l'ensemble des états de .A et n la cardinalité de Q. Pour chaque état q de Q, appelons .A9 

le sous-automate de A constitué des états de Q qui sont accessibles de q et des transitions de 
A qui relient ces états. 

Nous définissons une famille .A(a, /3) d'automates, dont les éléments peuvent être vus comme 
des extensions de A, comme suit: chaque automate Âut de .A( a, /3) contient, en plus de tous 
les états et toutes les transitions de .A, un nouvel état initial r accompagné des transitions 

O,o l,/3 i,W(i,q) 1 . d l'al h b {0 1} , d Q r ~ r, r ~ r et r ~ q pour toute ettre ' e p a et , et tout etat q e . 
Ici, les W(i, q) sont des nombres réels arbitraires. Il s'ensuit que chaque Aut de .A( a, /3) est 
complètement spécifié par le vecteur de dimension 2n 

(W(O, q), W{1, q)) E IR2
n. {1.10) 

Comme nous avons dit, nous considérons r comme le seul état initial de Âut 1 et par conven
tion, nous supposons que chaque Âe:rt est réduit. Par conséquent, Aext est de degré n+ 1 si et 
seulement si il existe une lettre d'entrée jet un état q de A de degré n tels que W(j, q) #O. 
Cette construction est très générale : chaque automate à niveaux peut être obtenu de cette 
manière à partir de l'automate à niveaux à un état. 

Avec la terminologie ci-dessus, nous allons montrer 
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Théorème 1.5 Soit A, a et {3 fixés comme ci-dessus et supposons que pour chaque état q, A 9 
definisse une fonction continue. Alors Aext à partir de .A( a, {3) representé par ( 1.10} définit 
une fonction continue si et seulement si une des conditions suivantes est vérifiée : 

(i) a+ {3 = 1 et pour tout état q de Q, f.A
9
(0"') = f.A

9 
(1"'). 

(ii) LÀqW(O,q) + LILqW(1,q) =o. (1.11) 
qEQ qEQ 

pour des nombres réels Àq et /Lq fixés de telle manière qu'av. moins un d'entre eux soit non 
nul. 
Dans le cas (i), les W(i,q) sont arbitraires. Dans le cas (ii), (lV(O,q), W(1,q)) appartient à 
un hyperplan fixé de JR2n. 

Preuve Soit un automate arbitraire Âext de .A( a, {3) représenté par les 2n composantes du 
vecteur (W(O, q), lV(1, q)). Nous supposons d'abord que~~ est continue. Il en est ainsi au 
point !, et donc nécessairement 

f.Aezt {01"') = f.Ae:r:t (10"'). {1.12) 

Le membre gauche de (1.12) peut être écrit comme 

f.Ae:rr {01"') =a[ 
1 
~ {3 LW(1, q)f.Aq(1"')] + LW(O, q)f.Aq(lw). 

qEQ qEQ 

Clairement, une formule similaire est valable pour le membre droit de (1.12). On obtient 
donc (1.11) avec: 

Notons que les Àq et les /Lq peuvent être tous nuls. Ceci se produit si et seulement si a+ 
{3 = 1 et f.A

9
(0"') = f.A

9
(1"') (cas (i)). Le vecteur (W(O,q), W(1,q)) peut alors être choisi 

arbitrairement. 
Supposons maintenant les Àq et les /Lq ainsi fixés. Nous devons montrer que l'automate 
Âut représenté par un vecteur (W(O, q), W(1, q)) satisfaisant (1.11) définit bien une fonction 
continue. Pour cela, considérons séparément trois cas : 

Cas 1.1 Continuité av. point!· 

Par le choix des Àq et des p9 , Aut satisfait (1.12). De plus, en utilisant des arguments 
similaires à ceux dans [11), ceci implique la continuité au point !· (Notons que nous avons à 
modifier légèrement les considérations de [11), puisque nous autorisons dans un automate à 
niveaux des poids négatifs dans les transitions connectantes). 

Cas 1.2 Continuité aux points ayant une représentation binaire finie, 
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c'est-à-dire deux représentations w01"' et w10"' pour un mot w de E•. Vérifier la continuité 
en ce point se réduit à vérifier la continuité de f.A.-:::c.w) au point !, où Aut(w) est l'automate 

Aut avec la distribution initiale (1,0, · ··,O)Ww. Mais f.A.::C.w) est clairement continue au 

point !, puisque, par le cas 1.1, l;;:%t l'est et chaque ~ est continue (même dans tout 
l'intervalle) par nos hypothèses. 

Cas 1.3 Continuité aux points ayant seulement une représentation binaire infinie. 

De nouveau, comme dans [11), ceci est toujours vrai pour les automates à niveaux de notre 
type. D 

Le théorème 1.5 mérite plusieurs remarques. Premièrement, il illustre très clairement, comme 
cela a déjà été noté dans [11), qu'un automate à niveaux définit très peu souvent une fonction 
continue. On peut le voir plus concrètement dans l'exemple suivant. 

Exemple 1.4 

Considérons l'automate à niveaux de la figure 1.5. 

1. x 

1. p 1,1-y 1 • 1 

Figure 1.5 : Un automate à niveaux de degré 2 

Puisque 1 + (1 - 1) = 1, l'automate A1 définit une fonction continue. Puisque fAt (0"') = 
0 # fAt (1"'), par le théorème 1.5, il existe un unique hyperplan de JR2, c'est-à-dire une 
ligne passant par l'origine, tel que A définisse une fonction continue si et seulement si (x, y) 
appartient à cette ligne. Cela signifie que le ratio xjy est unique. En particulier, si y est fixé, 
disons y= !, alors une seule valeur de x rend !À continue. Pour 1 = !, a= {3 = !, cette 
valeur est !, et A réalise la fonction f(x) = x2 • 

Ce qui précède conduit à l'observation intéressante suivante. Supposons que dans A les 
valeurs x et y rendant fÀ continue soient toutes deux non nulles. Alors la décomposition 
la plus naturelle de A en deux sous-automates se fait en prenant pour A~ le sous-automate 

excluant l'état 1 et pour A; le sous-automate excluant seulement la transition 2 l,x) O. 
Clairement, on a fÀ = T; + T;. Et bien que !À soit continue, ni T; ni ~ ne le sont. En 

t 2 t 

particulier, si nous fixons les paramètres de A de telle manière qu'elle réalise la parabole, nous 
obtenons une décomposition de la pp.rabole en la somme de deux fonctions qui sont toutes 
deux non continues. Un point intéressant ici est que l'automate donné pour la parabole est le 
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plus simple possible, et la décomposition est la seule natu-elle du point de vue de la théorie 
des automates. 

Notre seconde remarque est que le théorème 1.5 fournit une méthode simple systématique 
pour construire des automates de plus en plus compliqués réalisant des fonctions continues. 
Cette méthode est déjà illustrée dans l'exemple 1.4, et nous l'utilisons à nouveau dans la 
section 1. 7. 

Notre troisième remarque est que les conditions pour que les sous-automates A9 définissent des 
fonctions continues ne sont pas nécessaires, c'est-à-dire qu'un automate à niveaux ou même 
un automate linéaire peut définir une fonction continue pour la distribution initiale standard 
sans pouvoir être obtenu par une application récursive de la construction du théorème 1.5. 
On peut le voir dans l'exemple suivant : 

Exemple 1.5 

Considérons l'automate linéaire A montré dans la figure 1.6. D'après le critère décrit dans 

1 • 1/2 

A 

1. 1/4 

0' 112 

A' 

1.1n 1. 1/4 1 • 1 

Figure 1.6 : Automates linéaires A et. A' 

(1.9), le sous-automate A 1 définit une fonction non continue. Il est facile de voir que pour 
tout mot w de~·, si P.A(w) == (a, /3, -y, b) alors {3 == 1· On peut donc supprimer l'état 1 et 
les transitions concernant cet état, et remplacer W1 (2, 0) par W1 (2, 0) + W1 (1, 0). Ce nouvel 
automate A' réalise la même fonction qoe A et il peut être obtenu par la construction de 
continuité. On peut vérifier que la fonction réalisée est x2 • 
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Nous allons maintenant prouver que la transformation précédente peut toujours être faite. 

Un automate est dit fortement continu s'il réalise des fonctions continues pour n'importe 
quelle distribution initiale. 

Théorème 1.6 Soit A un automate à niveaux réalisant une fonction continue pour une 
distribution initiale 1. Si A n'est pas fortement continu, on peut construire un automate à 
niveaux fortement continu ayant moins d'états que A et réalisant la même fonction. 

Preuve Nous allons raisonner par induction sur k, le nombre d'états de A. Si k = 1, .A est 
clairement fortement continu. Soit Q = { q0 , • • ·, qn} l'ensemble des états de A tel que q0 soit 
Je seul état de degré 0 et pour 0 $ i $ j $ n, Je degré de qi n'est pas plus grand que Je degré 
de q;. Considérons D = {P.A(w)fw E E*}. Pour )a distribution initiale d = P.A (w),.A réalise 
une fonction continue, J.:((2fwr + w). C'est encore vrai pour toute distribution initiale dans 
E = p.1a1 + ···+ Àpap(>..i E IR,di E D}, l'espace linéaire engendré par D. SiE= JRn+I, 
nous obtenons Je résultat. Sinon, il existe un vecteur colonne p. = (f.Lo, • · ·, J.Ln) # 0, tel que 
pour tout d de E on a pd= O. 
Soit io Je plus petit entier tel que f.Lio # O. On peut supposer que P.io = 1. Alors, pour tout 
d =(do,·· ·,dn) de E, dio= -(f.Lio+ldio+I + ·· ·+ P.ndn)· 
Si i0 = 0, nous allons montrer que !.A est la fonction constante O. En effet, puisque pour les 
états de degré > 0 les poids des boucles sont plus petits que 1, pour tout é > 0, il existe 
un entier n tel que si lwl > n,d = P.A(w) = (do,d~~···,dn) alors ldtl, .. ·,ldnl < é. D'où 
!dol $ é(f.LI + · · · + J.Ln.), de sorte que !.A est la fonction zéro. 
Si io # 0, nous allons supprimer l'état qi0 et les transitions concernant qio. Ensuite nous 
devons modifier les poids de certaines transitions connectantes de telle façon que cette auto
mate A' réalise la même fonction. 
Nous posons Q' = Q- {qï0 } et nous définissons la Q' x Q' matrice w;, pour a= 0, 1, par 
w;(qï, q;) = Wa(qi, q;) - f.LïWa(qï0 , q;). Il est facile de vérifier que .A' est un automate à 
niveaux de n états réalisant /.A et nous pouvons terminer notre construction par l'hypothèse 
d'induction. 0 

1. 7 Un exemple : une fonction dérivable nulle part 

Dans cette section, nous allons considérer un automate à niveaux A(t) montré dans la figure 
1.7. Nous allons d'abord prouver que pour toute valeur de tet x(t), .A(t) définit une fonction 
continue. Ensuite, pour certaines valeurs particulières de t, nous regardons l'ensemble des 
points où .A(t) possède une dérivée. En particulier, si t = ~, nous obtenons un automate 
à niveaux réalisant une fonction continue n'ayant de dérivée en aucun point de l'intervalle 
[0, 1]. 

Assertion 1.2 .A(t) est fortement continu. 

Preuve Soit 9 : Ew -+ IR la fonction réalisée par l'automate A(t) pour une distribution 
arbitraire (a,(3,(3',/)· Alors, 9 = af.A(t) + f3/.A 1 + f3'/.A

1
, + 1 où .A1 (resp . .Al') est le 

sous-automate contenant seulement les états 1 et 0 (resp. l' et 0). D'après [11], A(t) est 
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0, x(t) 

1 , x(t) 

Figure 1.7: Automate à niveaux A(t) 

fortement continue si et seulement si g(lOw) = g(Olw). Cette condition est vérifiée puisque 
f.A 1 (lOw) = f.A 1 (Olw), !.A,, (lOw) = f.A

1
, (Olw) et f.A(t)(lOw) = f.A(t)(Olw). En effet, A1 et A1' 

sont fortement continus et l'égalité f.A(t)(lOw) = f.A(t)(Olw) découle de la symétrie de A(t). 0 

Bien que A(t) soit fortement continu pour toute valeur de t, le sous-automate A' (resp. A") 
contenant seulement les états 2, 1 et 0 (resp. 2, l'et 0) ne définit une fonction continue que 
pour une valeur particulière de x(t). La condition pour x(t) est déterminée par f.A'(t)(lOw) = 
f.A'(t)(Olw) c'est-à-dire par 

1 1 4 
t[

1 
_ t x(t) + 

1
_ t · 1 · 31 = x(t), 

ou de façon équivalente, 

4 
(1 - 2t)x(t) = 3t. 

Exemple 1.6 

(1.13) 

Considérons A(t) pour t = ~· L'égalité (1.13) donne x(t) = -2. Nous allons vérifier que 
pour tout mot fini w de :r:•, la dérivée de la fonction ~) n~existe pas au point WOW et est 

nulle au point w(oi)w. Remarquons d'abord que pour toute distribution initiale (y, 2y, 2y, z)', 
A(~) réalise une fonction constante. Ensuite, on a 

(a,/3,j,~)W0n - (a(~)n,2a(~t-2a(~)n+f3(~)n,j(~t,z) 
1 3 

- (y, 2y, 2y, z) + (0, (/3- 2a)(4 )n, (i- 2a)(4 )n, 0) 
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pour y= a(~)n et pour une certaine valeur de z. Par conséquent, si pour un mot w de :r:·, 
ladistribution P.A(i)(w) est (a,{j,"}',o),alors 

f.A(i)(w0 710"')- f.A(!)(w0n1"') =((~)np- (~)n2a) · ~- ((~)n"Y- (~)n2a) · ~· 
Il découle directement par induction que "Y < 2a:, de telle sorte que la limite 

. lf.A(l)(wono"')- f.A(l)(w0n1"')1 . i(2a- "Y) (~)n 
hm 4 4 = hm 3 

• -
4
- = oo 

n~oo jwonow _ wOn1"'1 n-+oo (!)lwl (!)n ' 

prouvant que f~( t) ( Wi:)W) n'existe pas. 

Similairement, 

(a, {j, "}', o)W(OI)" 

(a(~)2n,2a(~)2n(1- (~)n) + fj(l36)n,2a(~)2n(l- (~)n) +"Y(l36t,y) 

- (y, 2y, 2y, z) + (0, {j', "}'1, 0) 

pour une certaine valeur z et pour y= a(~)2n, 

{j' = {j ( ~) n _ 2a ( ~) 2n (!) n = ({j _ 2a) ( ~) n 
16 4 3 16 

et "}'1 = ("Y - 2a: ){ ~) n. 
16 

La fonction réalisée par l'automate A(~) pour la distribution initiale (O,{j',"}'',O) est bornée 
par 4IP' + "Y'I $ 4(4a + {j + "}'){~6 )n. Par conséquent, si, pour un mot w de ~·, on a 
P.A(i)(w) = (a,{j,')',O) alors pour tout mot w' de E"', on a 

lf.A(t)(w(01)n(01)"')- f.A(t)(w(Olrw')l $ 2 · 4 · (4a + {j + "}')( :
6

)n. 

Puisque pour w' E 1:E"' U OO:E"', on a 

- - 1 111 lw(01)n(01)"'- w(01)nw'l ~ 
12 

· (2) w +2n, 

nous voyons que _,-
f.A(t) (w(01)"') =O. 

Le graphe de la fonction ~) avec x= -2 est montré dans la figure 5. 

Exemple 1.7 

Pour t = !, l'égalité (1.13) donne x(t) =~et on peut tirer des conclusions similaires à celles 

de l'exemple 1.6. En effet, le graphe de f~) montré dans la figure 6 est en un certain sens 

dual de celui de ~ )• 

Exemple 1.8 
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Pour t = i, l'égalité (1.13) donne x(t) = -!· le graphe de la fonction /~) est montré dans 
la figure 7. 
Le comportement de~) est plus compliqué que ceux des fonctions~) et Cci>· Nous 

allons montrer que, bien que, par construction, /~) est continue sur tout l'intervalle (0, 1), 
elle n'a de dérivée en aucun point de cet intervalle. Pour cela, fixons un point dans [0, 1], et 
supposons qu'il a une représentation binaire w. Notons Wn le préfixe de w de longueur n. 
Nous considérons les mots infinis suivants : 

wo(n) = WnOw, 

WI(n) - Wn10w, 

w2(n) - Wn110w, 

w3 (n) = Wn1w. 

Alors, clairement, 

pour i = 0, 1, 2, 3. 

Considérons la distribution donnée par Wn sur .A(~), disons 

P.A(f)(wn) = (an, .Bn, 'Yn 1 8n)· 

Ceci permet de calculer les valeurs /.A(f)(wi(n)). En effet, 

et similairement, 

f .A( f) ( w1 ( n)) 

f .A(f )( w2(n)) 

/.A(f) ( w3(n)) 

4 8 4 
- an[3·(J-J))+J.Bn+8n 

4 
- -4an + 3.Bn + 8n, 

16 
- -3an + .Bn + 'Yn + 8n, 

47 3 5 
- --gan+ 4.Bn + 4'Yn + 8n, 

4 
- -4an + 3'Yn + 8n• 

Ici la valeur de an est facile à déterminer : 

an= (~)n, 

indépendamment de w. 

Considérons maintenant les deux différences 

et 
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Il s'ensuit que pour chaque entier n, la valeur absolue d'au moins une de ces différences est 
au moins 1

1
8 o:n. Par là même, .pour chaque entier n, il existe un indice in de {0, 1, 2, 3} tel 

que 

{1.15) 

Puisque Ïn prend ses valeurs sur un ensemble fini, (1.15) est en fait vraie pour un io fixé et 
pour une infinité de valeurs den. C'est-à-dire qu'il existe un sous-ensemble infini 1 de IN et 
une valeur i 0 tels que 

pour nE/. 

En combinant ceci avec (1.14), on obtient 

1/.A(l)(w)- /.A(l)(wio(n))l 1 4 
3 __:_ ~ -(-)n 

lw- wio (n)l 36 3 
pour nE/. 

Puisque 1 est infini, cela prouve que Cci> ne possède aucune dérivée (ni même une dérivée 
finie à droite ou à gauche) au point présenté par w. 

Conclusion 

L'étudedu type de croissance qui peut ou ne peut pas être réalisé par un automate fini pondéré 
montre que peu de fonctions ayant un bon comportement au sens traditionnel du terme 
peuvent êtres réalisées par de tels automates. En fait, la plupart des fonctions qui peuvent 
être réalisées sont de type fractal. Ceci est dû à la structure des automates, qui est beaucoup 
mieux adaptée pour exprimer la notion de récurrence que celle de continuité. Les exemples 
1.6 à 1.8 montrent qu'un petit changement dans les poids d'un automate change radicalement 
le comportement de la fonction qu'il réalise. L'exemple 1.8 montre que même une fonction 
dont le comportement peut paraître aléatoire, peut être réalisée avec un automate très simple, 
ici, un automate ne contenant que quatre états, c'est-à-dire autant d'états qu'un automate 
définissant un pôlynome de degré trois. Ceci implique que calculer les valeurs d'une fonction 
au comportement complexe (ou leur approximation avec une précision donnée) n'est parfois 
pas plus compliqué que calculer les valeurs d'un polynôme de degré trois. 

Certaines questions naturelles restent ouvertes. On peut en particulier se demander si le 
corollaire 1.2 et le théorème 1.4 peuvent être étendus aux automates finis pondérés généraux. 
De même, le problème de décider si un automate fini pondéré donné définit une fonction 
continue reste ouvert. 
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Chapitre 2 

Composition de morphismes 
injectifs et de n1orphismes injectifs 
• Inverses 

De nombreux travaux tendent à. définir des opérations à l'aide d'autres opérations plus sim
ples. Une caractérisation fondamentale d'une transduction rationnelle est son expression 
en termes d'intersections avec un langage rationnel, de morphismes et de morphismes in
verses [29]. D'autres caractérisations ont été trouvées, utilisant uniquement un marquage de 
fin suivi par une composition de morphismes et de morplùsmes inverses [24, 36). Dans [21, 
22), un résultat similaire est établi pour les fonctions rationnelles (resp. fonctions sous
séquentielles gauches). Dans ces compositions, le morphisme inverse est l'inverse d'un mor
phisme injectif (resp. préfixe). 

Certains de ces résultats ont été établis grâce aux études des transducteurs simples, dans 
lesquels l'état initial est l'unique état final. Les transductions réalisées par ces transducteurs 
sont des compositions faites uniquement de morphismes et de morphismes inverses. Ces 
compositions peuvent être supposées de longueur quatre [27, 28, 37). 

Dans ce chapitre, nous restreignons notre étude à la composition de morphismes injectifs 
(préfixes) et morphismes injectifs (préfixes) inverses. L'ensemble des morphismes injectifs 
est la famille des morphismes qui donne, par composition de ses éléments ou de leur inverse, 
des transductions fonctionnelles. Dans le cas des morphismes injectifs, les compositions peu
vent être supposées de longueur quatre : toute composition de morphismes injectifs et de 
morphismes injectifs inverses est réalisée par un morphisme injectif, suivi d'un morphisme 
injectif inverse, un morphisme injectif et un morphime injectif inverse. Par contre, dans le 
cas des compositions de morphismes préfixes et de morphismes préfixes inverses, les compo
sitions de longueur quatre ne représentent pas la totalité de la famille de ces compositions. 
La longueur cinq est nécessaire et la longueur six est suffisante (en commençant avec un 
morphisme préfixe). 
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2.1 Définitions et notations 

Rappelons qu'un transducteur Test un sextuple (Q, E, A, 6, S, F) où Q est un ensemble fini 
d'états, E l'alphabet d'entrée, Â l'alphabet de sortie, 6 l'ensemble fini des transitions inclus 
dans Q xE* x tl.* x Q, S Ç Q l'ensemble des états initiaux et F Ç Q l'ensemble des états 
terminaux. 

Nous appelerons Ir (resp. Wr) le morphisme de 6* dansE* (resp. de 6* dans tl.*) associant à 
chaque chemin du transducteur T le mot lu (resp. écrit) par ce chemin. Les morphismes Ir et 
Wr sont donc définis sur les transitions de T par (q, x, y, p)/r =x et (q, x, y,p)Wr =y. Par 
convention, il existe pour tout état q un chemin vide allant de q vers lui-même. L'ensemble 
de tous les chemins (resp. chemins réussis) de T forme un ensemble régulier de 6*. 

Soit T un transducteur défini comme ci-dessus. On dit que T réalise la transduction ra
tionnelle T de E* dans tl.* définie par son graphe f = {(1r/r, 1rWr)/1r E Ar} (cf. [19, 29]). 

On note xr l'ensemble {yf(x, y) E f}. 

Le transducteur Test dit non ambigu si pour tout mot x de E*, il existe au plus un chemin 
réussi de T lisant x. 

Le transducteur T réalise une fonction rationnelle T si Test une fonction partielle de E* dans 
tl. •, c'est-à-dire, si tout mot x de E* a pour image par T un langage de tl.* contenant au plus 
un mot. 

Clairement, tout transducteur non ambigu réalise une fonction rationnelle. Réciproquement, 
toute fonction rationnelle peut être réalisée par un transducteur non ambigu. 

Un a-gsm gauche T est un transducteur possédant un unique état initial, dont chaque tran
sition lit une lettre de E (et écrit un mot de tl.*), et tel que pour tout état qi de Q et toute 
lettre x de E, il existe au plus une transition partant de qi et lisant x. Un a-gsm gauche 
réalise une fonction rationnelle déterministe. 

La fonction de transition d'un a-gsm gauche sera notée par un point. Ainsi l'égalité qi ·x= qi 
signifie que qi est l'(unique) état atteint à partir de qi en lisant x. 

Une transduction rationnelle Test dite sous-séquentielle gauche, s'il existe un a-gsm gauche 
T1 réalisant r 1 et une fonction partielle p de F dans A • telle que pour tout mot x de E*, 
xr = xr1 (q0 • x)p. Un transducteur sous-séquentiel gauche Test un 6-uple (Q, E, tl., 6, qo, p) 
où (Q,E,t:i,6,q0 ,Dom(p)) est un a-gsm gauche et p une fonction partielle de Q dans tl.*. 

Une transduction T de E* dans A* est fidèle si, pour tout mot y de tl.*, yr-1 est un langage 
fini de E*. 

Un transducteur T est simple si l'unique état initial est aussi l'unique état final. Une trans
duction est simple si elle peut être réalisée par un tranducteur simple. 

Un morphisme a : E* -+ tl.* est dit non effaçant (resp. alphabétique, strictement alphabe
tique), si l'image par a de toute lettre de E est un mot de tl.* de longueur supérieure ou égale 
à 1 (resp. inférieure ou égale à 1, exactement égale à 1). 

Un morphisme a: E*-+ tl.* est dit préfixe (resp. suffixe), si l'image de l'alphabet Epar a 
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est un langage préfixe (resp. suffixe). 

De plus, si :E et Â sont deux alphabet disjoints, alors un morphisme a: :E* -4 (:EU Â)* est 
uniforme (resp. uniforme à gauche), s'il existe un mot u de Â* avec aa =au (resp. aa =ua) 
pour toute lettre a de :E. 

Soit H (resp. Ha., H11a. 1 Hne 1 Hu, Htu 1 Hi, Hp, H11 ) la famille des morphismes (resp. mor
phismes alphabétiques, strictement alphabétiques, non effa.çants, uniformes, uniformes à 
gauche, injectifs, préfixes, suffixes). Pour les ensembles de morphismes ci-dessus, on note 
H;1 l'ensemble des inverses des morphismes de H:r. 

Un marquage à droite J.Lm est une application qui ajoute un symbole spécial m à la fin de 
chaque mot, c'est-à-dire, J.Lm de :E* dans (:EU { m} )*est défini par XJ.Lm = xm, pour tout mot 
x de :E*. On note Mr la famille des marquages à droite. 

Il est souvent possible d'établir une relation entre les mots d'entrée et les chemins d'un 
transducteur T en utilisant la composition d'un morphisme uniforme hu et d'un morphisme 
inverse h-1 . Le morphisme uniforme ajoute à chaque lettre une représentation des états. Les 
morphismes peuvent être soit 

x hu - xqNqN-1 · · .q1qo 

(qi, x, v, qj)h - qi-1 •.. qlqoxqNqN-1 •.. qi 

soit 

x hu - xo?N 

(qi, x, v, qj)h 2;-1 2N -2i +1 - a xa 

Nous utiliserons dans les preuves la première méthode. 

Dans toutes les preuves, nous considèrerons que les transducteurs sont choisis émondés (ne 
comportant que des états accessibles et coaccessibles). 

2.2 Résultats précédents 

Rappelons les récents résultats sur ce sujet. Nous portons une attention particulière aux 
résultats concernant les transductions simples. 

Clairement, les compositions de marquages, de morphismes et de morphismes inverses sont 
des transductions rationnelles. La réciproque est également vraie, cf. [24, 36]. 

Pour les transductions rationnelles, ce qui suit a été prouvé dans [27, 28, 37]. 

Théorème 2.1 L'ensemble des transductions rationnelles est égal à 

L'ensemble des transductions rationnelles simple est égal à 
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Les résultats suivants ont été prouvés pour des fonctions rationnelles dans [21, 22]. 

Théorème 2.2 L'ensemble des fonctions rationnelles est égal à 

MrHiHi-1H = (Mr + H + Hi-1t. 
L'ensemble des fonctions sous-séquentielles gauches est égal à 

MrHpH; 1H = (Mr + H + H;1t. 

Le résultat a été amélioré dans [23]. 

Théorème 2.3 L'ensemble des fonctions rationnelles est égal à 

MrHuH;1 H;1 Ha. 

L'ensemble des fonctions sous-séquentielles gauches est égal à 

MrHuH;1Ha· 

L'étude des compositions de morphismes est liée à celle des transductions simples. Concernant 
les transductions simples, les résultats suivants ont été prouvés dans [21, 22). 

Théorème 2.4 L'ensemble des transductions simples non ambigües est égal à 

V.= HiHi-I H = (H + Hi-1)*. 

L'ensemble des transductions déterministes simples est égal à 

D. = H,H; 1 H = (H + H;1)*. 

2.3 Compositions de morphismes injectifs et de morphismes 
injectifs inverses 

Nous allons caractériser l'ensemble des bijections rationnelles simples entre monoïdes libres 
comme étant égal aux compositions de morphismes injectifs et de morphismes injectifs in
verses. Cet ensemble est également celui des transductions rationnelles injectives simples non 
ambigües. 

En effet, le domaine et le codomaine d'une transduction rationnelle injective simple non 
ambigüe sont tous deux des monoïdes libres. Puisque la transduction T appartient à V., le 
domaine est un monoïde libre [21). Il a une base unique qui est un code C. Le codomaine est 
C*r. Puisque la transduction est une fonction simple, le codomaine est aussi égal à (Cr)*. 
Puisque la transduction est injective et que C est un code, (Ci)* est un monoïde libre. 

Par conséquent, une transduction rationnelle injective simple non ambigüe est une bijection 
entre monoïdes libres. Réciproquement, une bijection simple entre monoïdes libres est une 
transduction rationnelle injective simple pon ambigüe. 

Rappelons d'autre part que 
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• Il existe des bijections rationnelles simples pour lesquelles le domaine et le codomaine ne 
sont pas des monoïdes libres, comme par exemple la transduction réalisant l'intersection 
avec le langage (a + ab + ba) •. 

• Il existe des transductions rationnelles simples non ambigües pour lesquelles le codomaine 
n'est pas un monoïde libre, comme par exemple le morphisme défini par xh = a, yh = 
ab,zh =ba. 

• Il existe des bijections rationnelles pour lesquelles le domaine et le codomaine sont des 
monoïd~ libres, mais qui ne sont pas simples, comme par exemple la transduction 
définie par ëT = ë, aT = a2, a2T = a, et pour i > 2, aiT = ai. 

Le premier lemme montre une construction qui apparaît souvent dans ce chapitre. Cette 
construction a été utilisée entre autres dans [27] et [21]. 

Lemme 2.1 Soit T un transducteur simple non ambigu. Il existe une bijection rationnelle 
simple appartenant à HuHi-l entre les mots d'entrée et les chemins correspondants. 

Preuve Soit T = (Q, X, Y, o, {90}, {90}) un transducteur simple non ambigu. Le transducteur 
peut être choisi tel que chaque transition lit une lettre, c'est-à-dire tel que o est inclus dans 
Q x X x y• x Q (cf. [21]). Donc aucune transition ne lit le mot vide. On peut également 
supposer le transducteur émondé. 

Soit hu le morphisme uniforme défini sur X par xhu = X9N9N-l .. ·9190 où N = IIQII- 1. 

Soit h1 le morphisme défini sur o par (9i,x,v,9j)ht = 9i-l···9oX9N···9i· 

Puisque le transducteur est non ambigu, pour chaque mot dans le domaine, il existe un 
unique chemin réussi. Puisque Je transducteur est simple, chaque chemin réussi commence 
et termine dans l'état 90 • 

Si un mot whu = w1 9N . .• 9I 9oW29N ... 91 9oW3 . ..... Wjwj9N ••• 91 9o appartient au domaine 
de hï1

, son image (whu)hï 1 correspond au chemin réussi de w dans le transducteur T. 
Réciproquement, si un mot w appartient au domaine du transducteur, le chemin réussi 'lrw 

du mot w a une image par hl qui appartient à x·hu. 

Soit 9io··9oXl····Xn9N··9in appartenant à (oht)*. Si deux lettres Xj, Xj+I ne sont pas séparées 
par 9N . .• 9190 , toute factorisation a une seule possibilité entre x j et x j+I. Si chaque x j, 
Xj+l sont séparées par 9N .. ·9I9o, la non ambiguïté implique l'existence d'une factorisation 
unique. Le morphisme h1 est donc injectif. 0 

Le même raisonnement reste valable quand Test un transducteur simple déterministe. On a 
donc: 

Lemme 2.2 Soit T un tranducteur simple déterministe. fl existe une bijection rationnelle 
simple appartenant à HuH;; 1 entre les mots d'entrée et les chemins réussis correspondants. 

On peut maintenant prouver la proposition suivante : 
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Proposition 2.1 L'ensemble du bijections rationnelle.s simples entre monoïdes libres est 
égal à (Hi+ Hi1 )* = HuHi-1 HiH;1 • 

Preuve Nous prouvons d'abord que l'ensemble des bijections rationnelles simples entre 
monoïdes libres est inclus dans HuH;1 HïH;1• 

Soit T une bijection rationnelle simple entre un monoïde inclus dans X* et un autre inclus dans 
Y*. Puisque la transduction Test une fonction simple ayant pour domaine un monoïde libre, 
elle appartient à. U. (cf. (21]). Soit T = (Q,X,Y,<5,{q0},{q0}) un transducteur simple non 
ambigu réalisant T. Le transducteur peut être choisi tel que <5 est inclus dans Q x X x y• x Q 
(cf. (21]). Il est également supposé émondé. Puisque T est une bijection simple, ëT-1 = ë. 

Chaque chemin réussi non vide est donc non effaçant. On peut construire un transducteur 
simple non ambigu T2 = (Q2, X, Y, o2, {(qo, ë)}, {(q0, ë)}) tel que chaque transition qui mène 
dans l'état ( q0 , ë) est non effaçante. Ceci est fait par la construction suivante : 

Q2 
((qi,ë),x,ë, (qj,ë)) 
((qi, y), x, ë, (qj, y)) 
((qi,ë), x, v, (qj, y)) 

((qi, yi), x, Y1 v, (qj, Y2)) 
((qi,y),x,yv, (qo,ë)) 

=Qt x ({é}uY), 
E 62 quand (qi,x,ë,qj) 
E 62 quand (qi, x, ë, qj) 
E 62 quand (qi, x, vy, qj) 
E 62 quand (qi, x, vy2, qi) 
E 62 quand (qi, x, v, qo) 

E 81, 
E 81 et qi =/= qo, 
E 81 et qj =/= qo, 
E 81 et qi =/= qo, 
E 611 

Dans cette définition, on suppose que v est un mot (éventuellement vide) de y•, et que y, y1 

et Y2 sont des mots non vides de y•. 

Supposons donc queT= (Q, X, Y, 8, { q0}, { q0 }) possède cette propriété. 

Nous allons établir deux bijections. Le lemme 2.1 montre qu'il en existe une première entre 
les mots d'entrée et les chemins réussis correspondants dans le transducteur T. La seconde 
sera une bijection entre les mots de sortie et les chemins réussis correspondants dans le 
transducteur T. 

Soit 9u le morphisme uniforme défini sur Y par Y9u = yqN ... q1qo où N = IIQII- 1. 

Puisque la transduction Test une bijection, elle est fidèle. Tout chemin plus long que IIQII est 
donc non effaçant. Tout chemin non effaçant est donc une succession c1c2 • • ·Cn de chemins 
consécutifs où chaque Ci est une succession d'au plus IIQII transitions consécutives dont seule la 
dernière est non effaçante. On représente l'ensemble des chemins Ci par l'alphabet r suivant : 

r = {[qipXl••rXm,Yl···Yn,qim+1]/ 1::; m::; IIQII, (qipX},ê,%) ... (qim-PXm-bé,qim) est 
un chemin effaçant de T menant de% à qim et (qim,xm,Y1Y2 ···Yn,qim+1 ) est une transition 
non effaçante de T menant de qim à qim+J }. 

Soit 9tle morphisme défini pour chaque lettre (qi, Xl· •. Xm,Yl···Yn,qj] der par 

(qi, Xt • •• Xm, YI··· Yn, qj]9I = qi-l···qOYl qN ... qoY2: · · qN •.. qoynqN ... qj. 

Puisque la transduction est une bijection et le transducteur étant non ambigu, fg1 définit 
un code. En effet, si un mot de (fgt)• avait deux factorisations, on pourrait supposer que 
chaque Yi est séparé du Yi+l suivant par· qN ..• q1qo. Les deux factorisations correspondent aux 
chemins d'un état qi à un état qi. Ces chemins ont la même sortie. Puisque la transduction 
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est une bijection, les mots d'entrée sont égaux. La non ambiguïté implique que ce sont 
deux factorisations basées sur un chemin unique. La définition de r prenant en compte les 
transitions non effaçantes de o, la factorisation doit être unique. 

Le morphisme 91 est donc injectif. 

Soit 92 le morphisme défini pour chaque lettre [qi, Z1· •• Zm, Yl •• ·Ynl qj] der par 

[qi, Z1Z2 • • • Zm, Y1Y2 • • • Yn1 qj]92 = 
(qi, Zt, E, qiJ(qil' Z2, E, qi2) · • · (qim-2' Zm-11 E, qk)(qk, Zm, Y1Y2 • • • Yn1 qi) 

Puisque le transducteur est non ambigu, rg2 définit un code. Le morphisme 92 est donc 
injectif. 

Si 1r est un chemin réussi dans T, on a 7rWT9u9Ï192 = 1r. Si wgu appartient à (rg.)*, le mot 
wgugï 192 est un chemin de T écrivant w et menant de qo à qo. La composition 9u9Ï192 est 
une bijection entre le codomaine et les chemins réussis correspondants dans T. 

Il existe une bijection rationnelle appartenant à HuHi-l entre les mots d'entrée et les chemins 
réussis correpondants. Il existe une bijection rationnelle appartenant à Hi-l HiH;1 entre les 
chemins réussis et les mots de sortie correspondants. Donc T appartient à HuHi-l HiH;1• 

(Hi+ Hi-l t est inclus dans l'ensemble des fonctions rationnelles simples ayant un monoïde 
libre pour domaine. Puisque la transduction inverse appartient aussi à cet ensemble, le 
codomaine est un monoïde libre. Chaque transduction de (Hi+ Hi1 )* est une bijection. Par 
conséquent (Hi+ Hi-l )* est inclus dans l'ensemble des bijections rationnelles simples entre 
monoïdes libres, qui est inclus dans HuHi-l HiH;1 • 0 

Afin de compléter le résultat, nous prouvons que l'ensemble (Hi+ Hi-l )*contient strictement 
Hi-l HiHi- 1 Hi. Soit Ratp l'ensemble des langages rationnels préfixes. L'intersection avec 
un langage rationnel R de Rat; est toujours une bijection rationnelle simple entre monoïdes 
libres, mais elle n'appartient pas toujours à Hi-t HiHi1 Hi. 

Lemme 2.3 La famille des transductions réalisant l'intersection avec un langage de Rat; 
n'est pas incluse dans Hi-l HïHi-l Hi. 

Preuve Le langage a*b est un langage préfixe rationnel. Supposons que l'intersection avec 
le langage (a*b)* soit une transduction T pouvant se mettre sous la forme hï1h2h'31h4 , où 
chaque morphisme hi est injectif. 

Soit X l'alphabet sur lequel est défini le morphisme h1 et X 1 = Xh1• Tout mot de (a*b)*, 
et en particulier tout mot de a*b possède une X1-factorisation unique. Soit n la longueur du 
plus long mot de X 1. Le premier facteur de la X 1-factorisation de anb est une puissance de a, 
disons ar. Le morphisme hl étant injectif, l'ensemble xl ne peut contenir qu'une puissance 
de a. Pour tout entier ide {0,1, ... , r- 1}, la X 1-factorisation du mot ar+ib ne peut donc 
être que ar+ib = ar · aib. Puisque tout mot de (a*b)* peut être obtenu comme produit de 
mots de {b,ab, ... ,ar-lb,ar}, l'ensemble X 1 ne contient aucun autre mot. On peut donc 
définir X et h 1 par X = { xo, z1, ... , Xr-1! X a}, Zahl = ar et Zihl = aib pour tout entier i de 
{0,1, ... ,r-1}. 
Définissons le morphisme h2 sur l'alphabet X par Zah2 = u et zih2 = Ui pour tout entier i 
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de {0,1, ... ,r-1}. 
Symétriquement, le morphisme h4 est défini pour un certain entier s sur l'alphabet Y = 
{yo, Y11 ..• , Ye-lt Ya} par Yah4 = a• et Yih4 = aib pour tout entier ide {0, 1, ... , s- 1}. 
Définissons le morphisme h3 sur l'alphabet Y par Yah3 = v et Yih3 = Vi pour tout entier ide 
{0,1, ... ,s-1}. 
Des égalités 

ar•+ibhï1 h2h'31 h4 -
are+ibhï1h2 -
ar•+ibh41 h3 -

on déduit que u'ui = vrvi. 
Des égalités 

ar•+ib 

u•ui 

VrVi 

a2rs+ibhïl h2h31 h4 = a2r•+ib 

a2r•+ibhï1 h2 = U2sUi 

a2rs+ibh4Ih3 - V2rVi 

on déduit que u211 ui = v2,.vi. 
On a donc u8 = vr et puisque 

arsh-lh 
1 2 - us 

arsh41h3 - v,. 

arshïlh2h3lh4 - ars 

le mot ars appartient au domaine de T, ce qui est contradictoire. 0 

2.4 Compositions de morphismes préfixes et de morphismes 
préfixes inverses 

Nous allons maintenant prouver que la hiérarchie est plus compliquée pour les morphismes 
préfixes. Notre résultat positif indique que (Hp+ H;1 )* est égal à HuH;1 HpH;1 HpH;1• De 
plus, cet ensemble coïncide avec V- 11 l'ensemble des transductions simples et déterministes 
telles que les transductions inverses sont également simples et déterministes. 

Nous savons que l'ensemble des fonctions simples déterministes est égal à HpH;1 H et est 
clos par composition [22]. Ainsi les morphismes préfixes et inverses de morphismes préfixes 
sont des fonctions déterministes simples. L'ensemble (Hp+ H;1 )*est clos par inversion. On 
a donc le lemme suivant : 

Le lemme suivant va nous servir de point de départ pour montrer que l'inclusion inverse est 
également vraie. 
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Preuve Puisque les égalités HuH; 1 Hne = (Hne + H;1)* = HuH; 1 H.a sont connues [23], 
nous avons juste à prouver que 'D.-1 Ç HuH;1 Hne· 

Soit T une transduction de 1),...1. Puisque r-1 est une fonction simple, on a ëT-1 = ë. 

Par conséquent, le mot vide ne peut être l'image par T d'un mot non vide. De plus, la 
transduction T est fidèle car r-1 est une fonction. Soit T un transducteur émondé réalisant 
T; aucun chemin plus long que le nombre d'ét~ts ne peut être effaçant. 

On peut construire un transducteur déterministe et simpleT= (Q,X,Y,ô,{qo},{qo}) dont 
chaque transit.ion menant à l'état q0 est non effaçante (cf. la preuve de la proposition 2.1, le 
transducteur résultant est également déterministe). 

La transduction Test réalisée par huh;1hne où 

• le morphisme uniforme hu est défini sur X par xhu = X9N9N-I .• ·9190 où N = IIQII-1. 

• le morphisme préfixe hp est défini par 
[9ip XJX2 • • • Xm, YIY2 • • ·Yn, 9im+t)hp = 9it-1••90XI9N··90X29N ··90 • • ·9N··90Xn9N··qim+t OÙ 

{9ip x11 ë, 9i2 ) ••• (9im-P Xm-b E", 9im) est un chemin effaçant dans T de 9i1 vers 9im et 
(9im,xm,YIY2 .. ·Yn,9im+t) est une transition non effaçante dans T de 9im vers 9im+t· 

• le morphisme hne est défini par [qi,XIX2···Xm,YlY2···Yn,q;]hp = Y1Y2 •• ·Yn· 0 

La dernière partie de la composition HuH;1 H.a est un morphisme strictement alphabétique 
appliqué à un langage rationnel. Nous nous intéressons donc aux transductions déterministes 
préservant les longueurs. 

Soit T une transduction préservant les longueurs réalisée par un transducteur déterministe 
T = (Q, X, Y, 6, {q0}, QF)· On peut associer à chaque état qi de Q un délai ri qui est la 
différence entre la longueur de l'entrée et la longueur de la sortie de tout chemin de T menant 
de l'état q0 à cet état qi. Les états initiaux et terminaux ont un délai O. 

Si le délai d'un état 9i de Q est r,, alors le délai r; de l'état q; atteint à partir de qi par la 
transition (qi, x, v, q;) est r; = r, + 1- lvi. 

Définition 2.1 Une transduction déterministe préservant les longueurs est de délai d si elle 
peut être réalisée par un transducteur déterministe T tel que, pour tout chemin 1r partant 
de l'état initial, le mot lu et le mot écrit par 1r ont leurs longueurs liées par la relation 
0 ~ l1r hl - l1rWTI ~ d. 

Supposer que le mot écrit par un chemin partant de l'état initial n'est jamais plus long que le 
mot lu par le même chemin n'est pas une vraie contrainte puisqu'on peut toujours construire 
un transducteur dont tous les états ont un délai positif ou nul. 

Définition 2.2 Pour un transduc~eur déterministe préservant les longueurs, le délai d ~ 0 
est permanent si les états initiaux et terminaux sont de délai 0, et pour toute transition 
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(qi, x, v, qj) qui ne mène pas à un état terminal, le délai de l'état qj est 

{ 
ri+ 1 si ri < d, r·-

3- d si ri= d. 

Quand le transducteur est de délai permanent 1, les transitions appartiennent à 

{qo}xXxYx{qo} U {qo}xXxExQ\qo U Q\90 xXxYxQ\qo U Q\90 xXxY2 x{q0 } 

Quand le transducteur est de délai permanent ·d, on peut regrouper les transitions de la 
manière suivante {qo} X X 1 X yl X {qo} U {qo} X Xd XE X Q\qo U Q\qo X Xd X yd X 

Q\qo u Q\qo x X 1 x yd+l x {qo} où 1 :s l $ d. 

Nous prouvons d'abord qu'un transducteu~ de délai permanent d existe pour chaque trans
duction de délai d. 

Lemme 2.6 Toute transduction de 'D,..1 préservant les longueurs de délai d peut être réalisée 
par un transducteur déterministe simple de délai permanent d. 

Preuve Soit T une transduction préservant les longueurs réalisée par Je transducteur T = 
(P, Y,X,d,{p0},{Po}). Soit d le délai de la transduction. Si le délai est 0, il est permanent 
par définition. Supposons le délai supérieur à O. On construit un nouveau transducteur 
T1 = (Pt, Y, X, dt. {(p0, E)}, { {p0, E)}) qui va décaler la sortie de d lettres jusqu 'à ce que le 
chemin atteigne l'état (p0,E). Quand le délai est obtenu, la sortie d'une transition sera une 
lettre. Quand la transition atteint l'état (po,E), les lettres stockées sont sorties. 

L'ensemble d1 des transitions du transducteur T1 est défini par 

• ((pi, Vi), y, ë, (pj, Viv)) E dt si (pi, y, v, Pi:;!=O) E d et ri+ lvii < d 

• ((pi,E),y,x, (pj,v)) E d1 si (pi,y,xv,p#o) E d et ri= d 

• ((pi, xvi), y, x, (pj, Viv)) E 81 si (pi, y, v, PJ:;!:o) E t5 et ri+ lxvii= d 

• ((pi, vi), y, Viv, (po,E)) E 81 si (pi, y, v, po) E t5 et ri+ lvii$ d. 

On peut prouver par récurrence sur la longueur des chemins que les transducteurs T et T1 
réalisent la même transduction. Soit 1r un chemin du transducteur T menant de l'état Po à 
l'état Pi et 1r1 un chemin du transducteur T1 menant de l'état (Po, ë) à l'état (Pï. Vi)· Si les 
chemins 1r et 1r1 lisent le même mot, alors les mots qu'ils écrivent vérifient 1rWT = (1r1 WT1 )vi. 

Ceci montre aussi que le délai d'un état (pi, Vi) de T1 est Ri = ri+ lvii où ri est le délai de 
l'état Pi dans T. 

L'évolution du délai dans T était rj = ri+ 1- lvi pour une transition (pi, y, v,pj)· Une 
transition ((Pit vi), y, x, {pj, Vj)) qui ne mène pas à (po,ë) change donc le délai de la manière 
suivante: 

• quand Ri= ri+ lvii< d, la transition est ((pi, Vi), y,E, (pj, Viv)). 
On a Rj = rj + lvivl =ri+ l-Ivi+ lvivl =ri+ lvii +1 =Ri+ 1 
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• quand Ri = ri+ lvii = d, la transition est 

- soit ((pï. E), y, x, (pb v)). On a alors 
R; = r; +lvi = ri+ 1 - lxvi+ lvi= ri= Ri = d. 

-soit ((pi,xvi),y,x,(p;,v!v)). On a alors 
R; = r; + lv:vl =ri+ 1 -lvi+ lv:vl =ri+ lv:l + 1 =Ri= d. 

Par conséquent, le nouveau transducteur est de délai permanent d. 0 

Lemme 2. 7 Soit T1 une transduction de 'D.-1 préservant les longueurs. Il existe une trans
duction de 'D.-1 préservant les longueurs T2 de (X0 UX1)* dans (YoUYI)*, où Xo et XI (resp. 
Y0 et Y1) sont deux alphabets disjoints, telle que 

• Le domaine de T2 est inclus dans (Xi Xo)*, 

• Le codomaine de T2 est inclus dans (Yt""Yo)*, 

-l t d • d 'l 0 -l • T2, T2 son e memes e ats que T1 , r 1 , 

Preuve Soit T1 une transduction préservant les longueurs réalisée par Je transducteur T1 = 
(Q,X, Y,6}, {qo}, {qo}) et dont la transduction inverse est réalisée par le transducteur T-1 = 
(P, Y, X, 6-I, {po}, {Po}). 

La transduction r2 sera définie sur les transitions de T1 et T-1 . L'alphabet du domaine de r2 est 
composé de Xo ={[qi, x, v, qo]f(qi, x, v, qo) E oi} et X1 ={[qi, x, v, q;:;:o]/(qi, x, v, q;-:to) E ot}. 
L'alphabet du codomaine de T2 est composé de Yo = {[pi,y,u,po]/(pi,y,u,po) E 6-d et 
YI= {(pi, y, u,p;:;:o]/(Pi, y, u,p;-:f;o) E 6-d· 

Il existe une bijection h 1 (resp. h_
1

) entre le domaine (resp. le codomaine) de Tt et les 
chemins réussis correspondants dans T1 (resp. T-I}. Les bijections h 1 et h_

1 
appartiennent 

à H~.~H;t C 'D•-t· Définissons r2 par -T2 = fl!~trdl!_ 1 • Alors r2 appartient à 'D•-I· 

Puisque Tt (resp. r}t) est simple,· l'ensemble des chemins réussis dans T1 (resp. T-t} est 
inclus dans (Xi Xo)* (resp. (YtYo)*). Puisque h 1 (resp. h_

1
) est une bijection entre le 

domaine (resp. codomaine) de T1 et les chemins réussis correspondants dans T1 (resp. T-1), 

le domaine de T2 est inclus dans (Xi Xo)* et le codomaine de T2 est inclus dans (YtYo)*. 

Puisque h 1 (resp. h_
1

) est une bijection avec un domaine égal au domaine (resp. codomaine) 
de TI. la transduction T1 est égale à h 1 T2fi..~ et appartient à H~.~H;1T2HpH;1 • 

Puisque Tt est déterministe, la transformation h 1 (resp. h_
1

) des mots d'entrée (resp. de 
sortie) en leurs transitions associées est faite avec un délai O. La transformation inverse fit 1 

(resp. fi_~) a aussi un délai O. Donc T2 (resp. r;1
) a les mêmes délais que T1 (resp. TÏt ). 0 

Lemme 2.8 Soit r 1 une transduction de 1).,_1 préservant les longueurs de délai 0 de (Xi X0)* 
dans (YtYo)*, où Xo et xl (resp. Yo et YI) sont deux alphabets disjoints. n existe une 
transduction de 1).,_1 préservant les longueurs r2 de délai 0 telle que T21 est de délai$ 1 et 

TI E H; 1r2Hp 
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Preuve Soit Tt une transduction préservant les longueurs de délai 0 appartenant à 'D•-t· 
Supposons le domaine de Tt inclus dans (Xi Xo)* et le codomaine de Tt inclus dans (Yt""Y0 )*, 
où Xo et Xt (resp. Yo et YI) sont deux alphabets disjoints. La transduction Tt est réalisée 
par un transducteur Tt= (Q,X,Y,611 {qo},{qo}) de délai O. La transduction TÏt est de 
délai d et est réalisée par un transducteur T-t= (P,Y,X,6-11 {p0},{p0}) de délai d. Par le 
lemme 2.6, on peut choisir les tranducteurs tels que les délais sont permanents. Supposons 
le délai de T-t plus grand que 1. 

Définissons hp1 et hp2 par 

[x;1, ••. , x;d] hp1 = Xi1 ••• Xid Vx;1, ••• ,X id E X t, 

[xil' •.• , Xjp x;] hPl - Xjl ••. XjzXj Vxil' ••• , Xjl E xl! 0 :S l < d et Xj E Xo. 

[Yil, ••• , Yid] hp2 = Yi1 ···Yid Vyi1, .•. , Yid E Yt, 

(Yi1 , ••• , Yip Y;] hp2 - Yi1 ···Yi1Yi '<~Yi 1 , ••• , Yi1 E Yt, 0 :$ l < d et Yi E Yo. 

Puisque les alphabets Xo et X 1 (resp. Yo et YI) sont disjoints, les morphismes hp1 et hp2 sont 
préfixes. 

La transduction T2 est définie par T2 = hp1 Tth~
1 • La transduction h;/T2 hp2 est égale à 

h;/ hp1 Tt h;f hp2 • La composition h;/ hp1 est équivalente à une intersection avec le langage 
rationnel (Xi Xo)'" (X ft. La composition h;

2
1 hP2 est équivalente à une intersection avec le 

langage rationnel (Yt""Yo)"'(Yl)*. Le domaine de T1 est inclus dans (XiXo)* et le codomaine 
de T1 est inclus dans (Yt'"Yo)'". La transduction Tt est donc égale à h;

1
tT2hp2 • 

La transduction T2 préserve les longueurs et a un délai O. Elle sort un d-uple (resp. 1-uple) 
pour chaque d-uple (resp. 1-uple) en entrée. 

Le transducteur T-t ayant un délai permanent égal à d, on peut regrouper les transitions de 
la manière suivante : {po} x YlYo x XfXo x {po} U {po} x Yl xE x P\Po U P\Po x Yl x 
xt x p\Po u ~Po x Y/Yo x xt+l Xo x {Po} où 1 :S l < d. La transduction T21 a alors un 
délai permanent 1. 0 

Lemme 2.9 Si T est une transduction de V .. -t préseroant les longueurs de délai 0 telle que 
T-t est de délai :S 1, alors 

Preuve Soit Tune transduction de 'D..-t préservant les longueurs de délai 0 telle que T-1 est 
de délai :S 1. Ainsi la transduction T-t a un délai 1. 

La transduction Test réalisée par un transducteur émondé T = (Q,X, Y,6, {qo}, {q0}) qui est 
de délai O. 
La transduction T-1 est réalisée par un tranducteur émondé 1'..1 = (P, Y, X, 6_11 {Po}, {p0}) 

qui est de délai permanent 1. 

Comme vu dans le lemme 2.2, il existe une bijection entre X* (resp. Y*) et les chemins 
réussis dans T (resp. T-t) realisée par hu1 h;

1
1 (resp. hu2 h;}). 
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On définit alors hp3 et hp,. sur 6 et 8-1 considérés comme des alphabets. 

(qi, x, y, q;)hP3 - 9i-1··qoYPn···PoXqm··qj pour (qi, x, y, q;) E 6 

(Po, y, E, Pi:Fo)hp4 - YPn···Pi pour (Po,y,E,P;:Fo) E 0-1 
(Pi:FO, y, x, P;:Fo)hp4 - Pi-1··PoXqm···qoYPn··Pi pour (Pi:Fo, y, x,p]:Fo) E 0-1 

(Pi:FQ, y, x1x2, Po)hp,. - Pi-l••POX1qm···qoYPn···PoX2qm···qO pour (pi:Fo, y, x1x2, Po) E O-t 
(po, y, x, Po)hp4 - YPn···PoXqm···qo pour (Po, y, X,Po) E 0-1 

Puisque le tranducteur T-1 est de délai permanent 1, les transitions appartiennent à {p0 } x 
Y X X X {po} U {Po} X Y X ê X p\Po U ~Po X Y X X X ~Po U ~Po X Y X X 2 

X {po}. 
Donc toutes les transitions de 6_ 1 apparaissent dans la définition de hp4 • 

Les tranducteurs Tet T_1 étant déterministes, les morphismes hp3 et hp4 sont préfixes. 

Il est facile de vérifier que, si 1r est un chemin du transducteur T menant de qo à qo, lisant le 
mot 1r h = Xi 1 ... Xi" et écrivant le mot 1rlVr = Yi1 ... yik' on a 

Si 1r est un chemin du transducteur T menant de qo à qo, il existe dans le transducteur T-1 

un chemin 'Tr-I menant de p0 à po, lisant le mot écrit par 1r et écrivant le mot lu par 1r. On a 
alors 

R, . t . h h-1h h-Ih h-1 t . h h-1 · ectproquemen , SI Xi1 ••• Xik u 1 Pt p3 P• p 2 u2 = Yi1 ···Yi,., on peu vou que Xi1 ••• xi,. 111 Pt 

est un chemin du transducteur T menant de qo à qo et écrivant le mot Yi 1 ···Yi,.· 

0 

Lemme 2.10 Soit T une transduction de nRat;nsa telle que r-1 est simple et déterministe. 
La transduction r appartient à nv.n;1 npn;I nPn;1. 

Preuve La transduction T appartient à V.-I et préserve les longueurs. Le délai de T est 
O. Le délai de r- 1 est d. On peut donc appliquer les lemmes précédents. En combinant les 
lemmes 2.7 et 2.8, il existe une transduction de 'D.-1 préservant les longueurs TI de délai 0 
telle que rï1 est de délai ~ 1 et on a 

T E nun;1 n;1rlnpnpn;;1 lemmes 2.1, 2.8 

E n n-1 n-In n-1 n n-In n-t n n n-1 lemme 2.9 u p p u p p p p u p p u 

Preuve Soit T une transduction de 'D-1· Nous avons prouvé que V.-I Ç nv.n;1 nsa 
(lemme 2.5). L'image d'un morphisme uniforme suivi par l'inverse d'un morphisme préfixe 
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est un langage rationnel appartenant à Rat;. ll existe donc une transduction TI de nRat;H11a, 

un morphisme uniforme hu et un morphisme préfixe h, tels que T = huh;I TI· On a donc 
h,h;;IT = h,h;;Ihuh;1T1• La composition h,h;;Ihuh;1 est équivalente à une intersection avec 
un langage rationnel qui est le domaine de T1• La transduction TI est donc égale à h,h;;IT 
et appartient à 'D•-I· On peut appliquer le lemme précédent : T1 E HuH;I H,H;I H,H;I. 
Puisque T = huh;1

Tll 

Le lemme 2.4 donne les égalités. 0 

Nous allons maintenant prouver que l'ensemble des compositions de morphismes préfixes et 
de morphismes préfixes inverses n'est inclus ni dans H;1 H,H;I H,, ni dans H,H; 1 H,H;1• 

Proposition 2.3 'D .. -1 contient strictement H;I H,H;I H,. 

Preuve Rat, étant l'ensemble des langages rationnels préfixes, on a nRat; inclus dans 'D .. -1• 

on peut même vérifier que nRat; C HuH;I H,H;1• 

Utilisons HuH;1 pour construire les chemins réussis dans l'automate déterministe reconnais
sant le langage rationnel préfixe. Utilisons H,H;1 pour faire l'inverse. 

Le lemme 2.3 montre que nRat; n'est pas inclus dans Hi-1 HiHi-I Hi, encore moins dans 
H;1 H,H; 1 H,. Donc 'D .. -1 = (H, + H;I )* contient strictement H;I H,H; 1 H,. 0 

La proposition suivante montre que (H, + H;1 )* n'est pas plus dans H,H;1 H,H;I. 

Proposition 2.4 1),._1 contient strictément H,H;1 H,H;I. 

Preuve Soit T la transduction définie par le transducteur suivant 

afa ,!r a' La' 

bffJCÔ b-:::Jb!P 
c/1 

0 cj{P/ 
\. }\ ) 

ë/{32;:y ë/7 

Supposons la transduction T égale à hih21 h3h;I. Nous allons essayer de définir les différents 
morphismes. 
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ah1 =u ah4 =U 
a'h1 = u' a'h4 = U' 
bhl =v fjh4 =V 
ch1 =wo -yh4 =Wo 
ëhi = wo ih4 =Wo 

Les morphismes h2 et h3 sont définis sur un alphabet r. 
Les mots uvnwo, uvnwo, u'vnwo, u'vnw0 appartiennent au domaine de h21 • 

Soit 1 la plus. grande longueur des mots de fh2• Alors, pour n plus grand que l * lvi, il 
existe une factorisation uvnw0 = (uvkov1)(v2vk-1vi)(v2viwo) et une factorisation u'vnwo = 
(u'vk~v3)(v4 vk'- 1 v3)(v4vjw0) telles que chaque partie des factorisations appartient à (fh2)"'. 
L'ensemble fh2 .étant préfixe, il existe des factorisations (uvkov1)(v2vk-1v1)(V2viwo) et des 
factorisations (u'vk~v3)(v4vk'- 1 v3)(v4vjw0) pour 0 ~ i ~ k- 1 et 0 ~ j ~ k'- 1 telles que 
chaque partie des factorisations appartienne à (fh2)"'. Selon ces factorisations, nous allons 
construire des morphismes 92 et 93 tels que h2Ih3 = 9'2193 sur le langage (uv"'wo + uv"'wo + 
u'v"'w0 +u'v"'w0 )"'. Les factorisations dépendent du début de wo et w0 • Puisque le morphisme 
h1 est préfixe, v n'est pas un préfixe de w0 (resp. w0 ) mais VI ou v3 pourrait. 

Cette transduction étant 'symétrique' (relativement à a et a'), supposons que lvii ~ lv31· Il 
y a neuf cas 

- ? - ? _, 
Wo = v1w= v3w 

1. Supposons d'abord que wo = v1w et Wo = v1w. (wo = V3W1 ou wo # V3W1
, ibo= V3W1 

ou ibo # V3üi'). 

On définit alors 92 et 93 par 

X92 
X'92 
Y92 
Y'92 
Zï92 

Zk-192 
Zï92 

Zk-192 

= uvkov1 
= u'vk~v3 
= v2vk-Ivi 
= v4vk'-1v3 

= V2ViVIW 
=w 
= v2viv1 w 

=üi 

X93 
X'93 
Y93 
Y'93 
Zï93 

Zk-193 
Zï93 

Zk-193 

= uvkovih2Ih3 
= u'vk~v3h'2 1 h3 
= v2vk-lv1h'2 1h3 
= v4vk'-1v3h'2Ih3 
= v2vivi wh2I h3 pour tout i de {0, ... , k- 1} 
= wh'21h3 
= v2viv1 üih21 h3 pour tout i de {0, ..• , k- 1} 

-h-1h =w 2 3 

Les morphismes h2 et h3 étant injectifs, 93 est un morphisme. 

Certains mots uviw0 , uviüio, u'viwo, u'viwo, avec 0 ~ i < ko, ou v4viwo, v4viwo, avec 
0 ~ i ~ k' - 1, interviennent pour obtenir l'équivalence h21 h3 = 92193 sur le langage 
(uv•w0 +uv•w0 +u'v"'wo+u'v"'w0 )"'. Mais ces mots n'interfèrent pas avec la preuve du 
premier cas. 

Il est facile de vérifier que 

= xyn Zi92hï 1
T 

= xyn Zk-I92hï1 
T 

= xyn Zi921}ï1
T 

= xyn Zk-I92hï1
T 

= apko+kn+i+l'Y pour tout ide {0, .. . ,k -1} 
= 0 pko+kn"Y 
= apko+kn+i+3-y pour tout ide {0, ... , k- 1} 
= apko+kn+2.:y 
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Donc, 

XYn Zï93 - uvko+kn+i+l W0 pour tout ide {0, ... , k- 1} 

xyn Zk-193 - uvko+knwo 

xyn Zï93 - uvko+kn+i+3wo pour tout ide {0, ... , k -1} 
xyn Zk-193 - uvko+kn+2wo 

Ces équati()nS étant vérifiées pour tout n, on doit avoir y 93 = v2 vk-1 vl. Nous distin
guons deux cas. 

Quand k = 1, on a Y 93 = V2 V1 et xyn Zo93 = uvko+n+2Wo. Donc soit Zo93 appartient 
à V2V*Wo sciit il est un facteur droit de W0 • Si Z093 appartient à V2V+Wo, le mot 
Y 93 est un préfixe de Zo93, ce qui signifie que v2v1 h21 h3 est un préfixe de wh21 h3. Les 
morphismes h2 et h3 étant préfixes, le mot v2v1 devrait être un préfixe de w et le mot 
v devrait être un préfixe de v1 w = w0 ; ceci est impossible car h1 est un morphisme 
préfixe. Donc Zo93 est un facteur droit de V2W0 • On a XZ093 = uvko+2W 0 • Donc par 
93, X génère au moins UVko+ 1 v~. ce qui contredit XZo93h'41 = af3ko'Y· 

Quand k > 1, on a Y93 = V2Vk- 1V1 et xynzk-293 = UVko+kn+k+I'Wo. Donc soit 
Zk-293 appartient à V2 V*Wo soit il est un facteur droit de Wo. Si Zk-293 appartient 
à V2 vkv·wo, le mot Y 93 est un préfixe de Zk-293, ce qui signifie que v2vk-1v1h2'1h3 
est un préfixe de v2vk-2v1 wh21 h3. Les morphismes h2 et h3 étant préfixes, le mot 
v2v1 devrait être un préfixe de w et le mot v devrait être un préfixe de v1 w = w0 ; 

ceci est impossible car h1 est un morphisme préfixe. Donc Zk-293 est un facteur droit 
de V2vk-1Wo. On a XZk-293 = uvko+k+l'Wo. Donc par 93, X génère au moins 
uvko+lv}, ce qui contredit xzk-193h4 1 = af3ko'Y· 

2. Supposons maintenant que wo = v1w et wo #- v1w. (wo = V3W1 ou wo #- v3w'). 

On a juste à changer la définition de Zi92 et Zï93· 

Zi92 = v2viwo et Zi92 = v2viwoh'21h3 pour tout ide {0, ... , k- 1}. 

Donc, xyn Zi93h4 1 = xyn Zi92hï1T = a,Bko+kn+i+3.:y pour tout ide {0, ... , k- 1}, et 
xynzi93 = uvko+kn+i+3Wo pour tout ide {O, ... ,k-1}. 

On a donc X Zk-193 = uvko+k+2'Wo. 

Le mot Zk-I93 doit être un facteur droit de V2vk- 1Wo. Donc X génère par 93 au moins 
UVko+2Vt. ce qui contredit X Zo93h'41 = af3ko'Y quand k = 1 et X Zo93h'41 = a(3ko+l'Y 
quand k > 1. 

3. Supposons maintenant que wo #- v1 w et wo = v1 w = v3w'. 

En utilisant les transformations de X'Y'n z: et X'Y'n z:, on obtient une contradiction 
similaire à celle du cas précédent. La lettre Y' doit générer par 93 un mot V4 Vk'-l V3. 
En utilisant l'image de X'Zic,_ 1, on obtient que X' génère par 93 au moins U'Vk~+2 V3, 
ce qui contredit X'Z~93h'4 1 = d(3k~.:y quand k' = 1 et X'Z~93h'4 1 = a',Bk~+l.:y quand 
k' > 1. 

4. Supposons maintenant que wo #- v1 w et wo = v1 w #- V3W
1

• 

En utilisant la même méthode, on obtient que X' génère par 93 au moins U'Vk~+2V3 , 
ce qui contredit X'Z~93h'4 1 = d(3k~+l.:y. 
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5. Supposons maintenant que w0 :f; VI w et w0 :f; VI w. 
En utilisant l'image de X Zk-1! on obtient que X génère par g3 au moins UVko+2Vb ce 
qui contredit X Z0g3h41 = cxf3ko+Ly. 

Donc la transduction T n'appartient pas à H11H; 1 H11H; 1• Cependant les transductions r 
et r-1 sont déterministes et simples. Par conséquent, H11H;1 H 11H;1 est strictement inclus 
dans V-I· 0 

2.5 Liens entre le cas injectif et le cas préfixe-suffixe 

Il a été montré dans [21, 23] que les fonctions rationnelles peuvent être caractérisées comme 
une composition faisant intervenir aussi bien un morphisme injectif que des morphismes 
préfixes et suffixes : MrHu.Hi-l Ha = MrHu.H;1 H; 1 Ha. D'autre part, on sait aussi que 
Hi-l # H;1 H;1• Nous allons terminer ce chapitre par l'étude de la relation entre (Hi+ H;-1 )* 
et (H11 + H; 1 + H$ + H;I)•. Notons Hp,s l'ensemble Hp+ H5 • 

Proposition 2.5 (Hi+ Hi-I )'" contient strictement (Hp,s + H;,! )•. 

Preuve Afin de prouver l'inclusion stricte, nous allons utiliser le morphisme hi défini par 
x hi = a, yhi = ab, zhi = b2a et thi = b3ab4• Ce morphisme est construit sur un code qui 
n'est pas une composition de codes préfixes et de codes suffixes [4]. 

Supposons que hi1 appartienne à (Hp,s + Hp,!)'". Puisque les morphismes préfixes et les 
morphismes suffixes sont des morphismes non effaçants, et puisque l'identité appartient à 
Hne et Hp,!, on a (H11,s+H;,!)* Ç (HneH;,!)•. 

Les morphismes non effaçants peuvent être exprimés comme compositions de morphismes uni
formes, morphismes préfixes ou suffixes inverses, et morphismes strictement alphabétiques: 
Hne C Hu.H;1 HJla et Hne C H1u.H;I Hsa· De plus, on a certaines propriétés de commutation 
sur ces sortes de morphismes: HJlaH; 1 C H; 1 Hsa et HsaH; 1 C H;I Hsa (cf. [23]). 

En utilisant ces propriétés, on obtient 

HneH;I(HneH;,:)n?.O Hne Ç Hu.H; 1 HJlaH;I(HneHP,:)n?.O Hne 

Ç Hu.H; 1 Hsa (HneH;,: t?.0 Hne 

Ç Hu.H; 1 (HneH;,:)n?.OHne 

Soit D = {a,ab,b2,b3ab4 }. Si hi1 appartient à huh;I(HneHP,!)n?.OHne, le domaine de hi1 

est n• et doit être inclus dans le domaine de huh;1
• Puisque le mot a (resp. ab) appartient 

à D, le mot ahu (resp. abhu) appartient au domaine de h;1 • Par conséquent, le mot bhu 
appartient aussi au domaine de h;1 • Le domaine de huh;1 est {a, b }• et huh;I est équiva

lent à un morphisme non effaçant. Donc hi1 devrait appartenir à Hne(HneH;,! )n?.O Hne = 
(HneHP,! )n?.O Hne· 
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Si hi1 appartient à h1uh;1 (HneH;,! )n~o Hne 1 le domaine de hi1 doit être inclus dans le 
domaine de h1uh;1

• Puisque le mot a (resp. b2a, b3ab4 ) appartient à D, le mot ah1u 
(resp. b2ah1u, b3ab4h1u) appartient au domaine de h;1 • Par conséquent, les mots b2h1u, 
b3ab2h1u, b3ah1u, b3h1u, bh1u appartiennent aussi au domaine de h;1• Le domaine de h1uh;1 

est {a, b} • et h1uh;1 est équivalent à un morphisme non effaçant. Donc hi1 devrait appartenir 
à Hne{HneH;,!t~0 Hne = (HneHP,!)n~O Hne· 

Par induction, le morphisme inverse hi1 devrait appartenir à Hne, ce qui est impossible. 0 

Conclusion . 

Nous avons prouvé dans ce chapitre que la famille (Hi+ Hi 1
)"' des compositions de mor

phismes injectifs et de morphismes injectifs inverses est égale à la famille (HiH;1 ) 2 et contient 
strictement la famille (Hi-l Hi) 2 • Nous avons également prouvé que la famille (Hp+ H;1 )'" 

des compositions de morphismes préfixes et de morphismes préfixes inverses n'est autre que 
la famille 'D.-1 des transductions simples et déterministes telles que les transductions in
verses sont également simples et déterministes, et est égale à (HpH; 1 ) 3 • Ayant montré que 
cette famille contient strictement (HpH;1) 2 et (H;1 Hp) 2 , il reste comme problèmes ouverts 
les questions de savoir quelles sont les positions de (Hp+ H;1 ) 5 et (H;1 Hp)3 dans cette 
hiérarchie. 
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Chapitre 3 

Codes préfixe-suffixe composés 

Ce chapitre est consacré aux codes préfixe-suffixe-composés, c'est-à-dire aux codes obtenus 
par composition de codes préfixes et suffixes. Sauf précision contraire, les codes que l'on 
considèrera seront supposés finis. 

Cette étude a été motivée par l'existence d'une conjecture formulée dans [31] dans le cadre de 
l'étude d'un des principaux problèmes ouverts dans la théorie des codes, qui est de caractériser 
les codes qui sont inclus dans un code maximal fini, c'est-à-dire les codes ayant une complétion 
finie. Le plus petit exemple connu de code n'ayant pas de complétion finie, construit dans 
[30], est le code de quatre mots {b, ab, ba2, a5}. Il a été montré dans [31] que tout code 
préfixe-suffixe composé a une complétion finie, et que tout code de deux mots est préfixe
suffixe composé, et a donc une complétion finie. En relation avec la question de savoir si tout 
code de trois mots a une complétion finie ou non, les auteurs de [31] ont conjecturé que tout 
code de trois mots est préfixe-suffixe composé. Un contre-exemple à cette conjecture sera 
donné dans sixième section. 

La première section est consacrée aux notations et aux définitions. 

La deuxième section contient les outils de base qui serviront dans les sections suivantes. 

Dans la troisième section, on trouve un algorithme permettant de décider si un code fini est 
préfixe-suffixe-composé ou non, et donnant explicitement une décomposition en codes préfixes 
et suffixes du code de départ, si celle-ci existe. 

Dans la quatrième section, on prouve que l'algorithme présenté dans la troisième section donne 
la plus courte décomposition en codes préfixes et suffixes d'un code préfixe-suffixe-composé. 

Dans la cinquième section, on établit que la plus courte décomposition en codes préfixes et 
suffixes d'un code préfixe-suffixe-composé den mots (n ~ 3) contient au plus 2n- 3 codes, et 
que, pour tout n ~ 3, cette limite est atteinte, c'est-à-dire qu'il existe un code préfixe-suffixe
composé den mots qui ne peut pas être exprimé comme la composition de moins de 2n- 3 
codes préfixes et suffixes. 

Enfin, la sixième section est consacrée à l'étude du cas particulier des codes de trois mots : 
on y donne un exemple de code de trois mots qui n'est pas préfixe-suffixe composé, réfutant 
ainsi la conjecture proposée par A. Restivo et al. dans [31]. On y propose également un code 
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que l'on peut conjecturer être un exemple de code de trois mots n'ayant pas de complétion 
finie. 

3.1 Définitions et notations 

On notera 'P (resp. S) l'ensemble des codes préfixes (resp. suffixes) et Pn (resp. Sn) 
l'ensemble des codes préfixes (resp. suffixes) de n mots. 

Soit :F et Ç deux familles de codes. La composition de :F et Ç est :FoÇ ={log, fE :F,g E Ç, f 
et g composables }. L'union de :F et Ç est notée :F + Ç. La famille ;:n est l'ensemble des 
codes composés den codes de :F. La famille :F* est U ;:n. 

n;:::o 

Un code est décomposable s'il peut être exprimé comme une composition de deux codes non 
réduits à un alphabet. Un code est préfixe-suffixe composé (ou p-s-compose1 s'il peut être 
exprimé comme la composition de codes préfixes et suffixes. Un code préfixe (resp. suffixe) est 
considéré être un code préfixe-suffixe composé. Un code qui n'est pas préfixe-suffixe composé 
est dit préfixe-suffixe indécomposable (ou p-s-indécomposable). 

Soit C un code de A*. Le plus petit sous-monoïde de A" unitaire à droite (resp. à gauche) 
contenant C est noté Mp(C) (resp. Ms(C)). La base de Mp(C) (resp. Ms(C)) est appelée 
la base préfixe (resp. base suffixe) de Cet est notée Bp(C) (resp. Bs(C)). 
Soit B la base préfixe (resp. suffixe) de C. Soit Z un alphabet tel que Card(Z) = Card(B). 
Soit h un morphisme injectif tel que h(Z) = B. Le code Q Ç Z* tel que C = Qoh B est appelé 
le qÙotient préfixe (resp. quotient suffixe) de Cet est noté Qp(C) (resp. Qs(C)). Quand 
l'alphabet Z et le morphisme h sont fixés, le code Q est unique. Ces définitions donnent la 
relation de base suivante : 

C = Qp(C) o Bp(C) = Qs(C) o Bs(C). 

L'algorithme suivant, présenté dans [5], calcule P* = Mp(C). 

Soit (Ti)ieN la suite définie par : 

{ 
To = C*, 
Tn+l = (T; 1Tn)*. 

On a P* = UTn. Le langage Bp(C) =Pest facilement construit à partir de P*. 
n;:::o 

Pour construire Qp(C) à partir de Cet de Bp(C), on doit d'abord : 

• définir un alphabet Z tel que Card(Z) = Card(Bp(C)), 

• définir un morphisme h tel que h(Z) = Bp(C). 

(3.1) 

A partir de la définition de la composition, de l'égalité (3.1), et du fait que Bp(C) est un code 
préfixe, on peut déduire que h est un morphisme préfixe, c'est-à-dire un morphisme injectif, 
et que C = h(Qp(C)). Il reste juste à calculer h-1 (C) pour obtenir Qp(C). 
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Exemple 3.1 Soit E ={a, aaba, abaaba}. Les constructions présentées ci-dessus permettent 
de vérifier que : 

Mp(E) = (a+ ba)*. 

Bp(E) - {a, ba}. 

Qp(E) - {x,xxy,xyxy}. 

Ms(E) - (a+ ab)*. 

Bs(E) - {a, ab}. 

Qs(E) - {x, xyx, yxyx}. 

Un code C est fortement p-s-indécomposable s'il est p-s-indécomposable et si Bp(C) = 
Bs(C) = Alph(C). Notons que tout code p-s-indécomposable est la composition d'un code 
fortement p-s-indécomposable et d'un code (p-s-composé). 

Exemple 3.2 Le code C = {b, ab, ba2, a5} est fortement p-s-indécomposable. 

On sait que ce code n'a pas de complétion finie (cf. [30]), et est donc p-s-indécomposable (cf. 
[31] ou proposition 3.4). De plus, on peut vérifier que la base préfixe et la base suffixe de C 
sont toutes deux égales à l'alphabet {a, b }. 

Exemple 3.3 Le code C = {b, bab, bbaba, (ba) 5} est p-s-indécomposable mais n'est pas forte
ment p-s-indécomposable, puisque d'une part, la base préfixe de C est l'alphabet {a, b}, et 
d'autre part, la base et le quotient suffixe de C sont respectivement le code { b, ba} et le code 
de l'exemple 9.2. 

Notons qu'un alphabet n'est pas fortement p-s-indécomposable puisqu'il est p-s-composé. 

La dernière (resp. première) lettre d'un mot w de A* est Last(w) = An (A*)-1w (resp. 
First(w) = An w(A*)-1 ). Cette notion peut être étendue à un langage : l'ensemble des 
dernières (resp. premières) lettres d'un langage X de A* est Last(X) = {Last(w), w EX}= 
An (A"')-1 X (resp. First(X) = {First(w), w EX}= An X(A*)-1). 

3.2 Résultats de base 

Dans cette section sont établis des résultats de base qui sont utiles pour l'étude de la décom
position d'un code p-s-composé en codes préfixes et suffixes. 

Le premier d'entre eux est évident puisqu'il découle directement des définitions : 

Fait 3.1 La base préfixe (resp. suffixe) d'un code préfixe (resp. suffixe) X est le code X 
lui-même. 

Un résultat dual peut être déduit du fait précédent : 

-
Fait 3.2 Le quotient préfixe (resp. suffixe) d'un code préfixe (resp. suffixe) est un alphabet. 
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Le lemme suivant est une égalité concernant le monoïde préfixe (resp. suffixe) de la compo
sition de deux codes. Presque tous les résultats de ce chapitre sont basés sur ce lemme. 

Lemme 3.1 Soit X et Y deux codes composables. On a : 

Mp(X o Y) - Mp(Bp(X) o Y). 

Ms(X o Y) = Ms(Bs(X) o Y). 

Preuve Soit h le morphisme tel que h(X) = X o Y. 
Soit (Ti)ieN la suite définie par : 

{ 
To = x·, 
Tn+l = (T; 1Tn)•. 

On peut montrer par récurrence que pour tout entier i, h(Ti) Ç Mp(h(X)). 

• cas initial : h(To) = h(X*) = (h(X))• Ç Mp(h(X)). 

• cas général : supposons le résultat vérifié pour i = n. 
h(Tn+I) h( (T;1Tn)*) 

- (h(T; 1Tn))* 
Ç (h(Tn)- 1h(Tn))* 
Ç (Mp(h(X))- 1Mp(h(X)))* = (Mp(h(X)))* 

= Mp(h(X)). 

(3.2) 

(3.3) 

Puisqu'il existe un entier i tel que Mp(X) = Til on a h(Mp(X)) Ç Mp(h(X)), et donc 
Mp(h(Mp(X))) Ç Mp(h(X)). L'inclusion inverse Mp(h(X)) Ç Mp(h(Mp(X))) est évi
dente. On a donc Mp(h(X)) = Mp(h(Mp(X))). Puisque 

Mp(h(Mp(X))) - Mp(h((Bp(X))'")) 

= Mp((h(Bp(X)))'") 

= Mp(h(Bp(X))), 

on obtient finalement Mp(h(X)) = Mp(h(Bp(X))), c'est-à-dire, l'égalité (3.2). L'égalité 
(3.3) se prouve d'une manière symétrique. 0 

Des relations similaires peuvent être établies pour la base d'un monoïde préfixe ou suffixe. 
Voici des relations de base concernant la base préfixe ou suffixe et le quotient préfixe ou 
suffixe de la composition de deux codes : 

Lemme 3.2 Soit X et Y deux codes composables. On a: 

Bp(X o Y) - Bp(Bp(X) o Y) 

- Bp(X o Qp(Y)) o Bp(Y). 

Qp(XoY) - Qp(XoQp(Y)) 

- Qp(X) oQp(Bp(X) o Y). 

et symétriquement 

Bs(X o Y) - Bs(Bs(X) o Y) 

- Bs(XoQs(Y))oBs(Y). 

Qs(X o Y) - Qs(X o Qs(Y)) 

- Qs(X) o Qs(Bs(X) o Y). 
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(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 



Preuve L'égalité (3.4) est directement déduite de (3.2). 

L'égalité (3.5) se prouve facilement : 

Bp(X o Y) - Bp(X oQp(Y) o Bp(Y)) (d'après (3.1)) 

- Bp(Bp(X o Qp(Y)) o Bp(Y)) (d'après (3.4)) 

- Bp(X oQp(Y)) o Bp(Y) (d'après le fait 3.1) 

L'égalité (3.6) se prouve de la manière suivante: Partant de (3.1), on obtient 

XoY = XoQp(Y)oBp(Y), 

et en appliquant (3.1) à X o Y dans le membre gauche et à X oQp(Y) dans le membre droit, 
on obtient 

Qp(XoY)oBp(XoY) = Qp(XoQp(Y))oBp(XoQp(Y))oBp(Y). (3.12) 

En appliquant (3.5) au membre droit de (3.12), on obtient 

Qp(X o Y) o Bp(X o Y) = Qp(X o Qp(Y)) o Bp(X o Y), 

c'est-à-dire l'égalité (3.6), puisque Bp(X o Y) est un code (préfixe). 

Symétriquement, en partant de (3.1), on obtient 

XoY = Qp(X)oBp(X)oY, 

et en appliquant (3.1) à X o Y dans le membre gauche et à Bp(X) o Y dans le membre droit, 
on obtient 

Qp(X o Y) o Bp(X o Y) = Qp(X) o Qp(Bp(X) o Y) o Bp(Bp(X) o Y). {3.13) 

En appliquant (3.4) au membre droit de (3.13), on obtient 

Qp(X o Y) o Bp(X o Y) = Qp(X) o Qp(Bp(X) o Y) o Bp(X o Y), 

c'est-à-dire l'égalité (3.7), puisque Bp(X o Y) est un code (préfixe). 
Les égalités (3.8) à (3.11) se prouvent de manière symétrique. 0 

Dans le cas particulier où Y est un code préfixe ou suffixe, le lemme précédent donne : 

Lemme 3.3 Soit X et Y deux codes composables. Si Y est un code préfixe, on a : 

Bp(X o Y) = Bp(X) o Y 

Qp(X o Y) = Qp(X) 

et symétriquement, si Y est un code suffixe, on a : 

Bs(X o Y) - Bs(X) o Y 

Qs(X o Y) = Qs(X) 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

. (3.17) 

Preuve L'égalité (3.14) découle de (3.4) et du fait 3.1 appliqué au code préfixe Bp(X) o Y. 
L'égalité (3.15) est facilement déduite de (3.14). Les égalités {3.16) et (3.17) se prouvent de 
manière symétrique. D 
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3.3 Décider si un code fini est préfixe-suffixe-composé ou 
non 

Il existe un algorithme trivial pour décider si un code fini C est p-s-composé ou non : il suffit 
de calculer tous les codes p-s-composés ayant la taille de Cet de vérifier si C est un des codes 
obtenus ou non. L'algorithme qui suit permet de décider plus directement si un code fini 
C est p-s-composé ou non. Les codes de la décomposition sont donnés de droite à gauche, 
c'est-à-dire, si, étant donné un code C, l'algorithme construit successivement XI, X 2, ••• , Xn, 
alors C = Xn o X n-I o · · · o XI· 
La décomposition d'un code préfixe-suffixe-indécomposable contient au moins un code préfixe
suffixe-indécomposable. Mais la composition d'un code et d'un code p-s-indécomposable peut 
être un code p-s-composé. L'exemple suivant montre plus particulièrement que même un 
code préfixe ou suffixe peut être le résultat de la composition d'un code préfixe ou suffixe et 
d'un code p-s-indécomposable . Le code p-s-indécomposable qui appanüt ici est le code de 
l'exemple 3.2. 

Une condition suffisante pour un code d'être p-s-indécomposable est plus forte que la présence 
d'un code p-s-indécomposable dans une de ses décompositions. Le lemme suivant permet de 
trouver cette condition suffisante. 

Lemme 3.4 La composition d'un code p-s-indécomposable et d'un code est un code p-s
indécomposable . 

Preuve On sait que tout code p-s-indécomposable peut être écrit comme la composition 
d'un code fortement p-s-indécomposable et d'un code (p-s-composé). La preuve du lemme 
peut donc être restreinte au cas de la composition d'un code fortement p-s-indécomposable 
et d'un code. Nous supposons que le le~me est faux, et nous allons voir que ceci mène à une 
contradiction. 
Soit (Z) la propriété suivante : un code p-s-composé vérifie (Z) si et seulement si il peut 
être écrit comme la composition d'un code fortement p-s-indécomposable et d'un code. Soit 
X le plus petit code p-s-composé vérifiant (Z), et donc réfutant le lemme. Soit 1 un code 
fortement p-s-indécomposable et C un code tel que X = 1 oC. Si le code X était préfixe 
(resp. suffixe) alors le code 1 serait également préfixe (resp. suffixe). Il existe donc un code 
préfixe ou suffixe P # Alph(P) et un code p-s-composé U # Alph(U) tels que X = U oP. 
Supposons que P soit préfixe (le cas "P est suffixe" est symétrique). D'après (3.4), on a 
Bp(X) = Bp(1oC) = Bp(Bp(1)oC) = Bp(C). D'après (3.14), on a Bp(X) = Bp(U)oP, et 
donc C = Qp(C)oBp(U)oP. L'égalité X= loC peut se réécrire UoP = 1oQp(C)oBp(U)oP, 
et donc on aU= 1 oQp(C)oBp(U), puisque Pest un code. Donc U est un code p-s-composé 
vérifiant (Z) et ayant une taille strictement inférieure à celle de X, ce qui contredit l'hypothèse 
de minimalité de la taille de X. 0 

L'algorithme consiste à décomposer un code C en Q1 o B 11 où BI est la base préfixe ou 
suffixe de C, et à décomposer successivement chaque Qi en Qi+l o Bi+l en utilisant la même 
procédure, jusqu'à ce que Qi soit un alphabet ou un code fortement p-s-indécomposable. Soit 
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B = Bio··· o B1 • Si Qi est un alphabet, alors C = B est un code p-s-composé. Si Qi est 
fortement p-s-indécomposable, alors C = Qi oB, et d'après le lemme 3.4, C est un code 
p-s-indécomposable. 

Une décomposition dont le dernier code est un code préfixe (resp. suffixe) différent d'un 
alphabet est dite ultimement préfixe (resp. ultimement suffixe). 

Si la base préfixe (resp. suffixe) d'un code C est un alphabet, alors le seul code préfixe (resp. 
suffixe) qui peut être le dernier d'une décomposition de C est un alphabet, ce qui signifie que 
C n'a pas de .décomposition ultimement préfixe (resp. suffixe). 

Des égalités (3.1) et (3.14), on peut déduire que Bp(C) = Bp(Qp(C)) o Bp(C), et donc que 

Bp(Qp(C)) = Alph(Qp(C)). (3.18) 

et symétriquement 

Bs(Qs(C)) = Alph(Qs(C)). (3.19) 

Ceci siginifie que la décomposition du quotient préfixe (resp. suffixe) de C ne peut pas être 
ultimement préfixe (resp. suffixe), et donc seule la décomposition ultimement suffixe (resp. 
préfixe) du quotient préfixe (resp. suffixe) de C a besoin d'être calculée. Les codes calculés 
par l'algorithme sont donc alternativement préfixes et suffixes, sauf éventuellement le dernier, 
qui peut être fortement p-s-indécomposable. 

Voici l'algorithme en question : 

Decompose( C) 
i ~ 0 
Si Bp(C) = Bs(C) = Alph(C) alors 

SiC= Alph(C) alors 
x1 f-C 
&rire "Le code est un alphabet, et est donc p-s-composé." 

Sinon 
Xt f-C 
&rire "Le code est fortement p-s-indécomposable." 

FinSi 
Sinon 

Si Bp(C) = Alph(C) alors 
&rire "Le code n'a pas de décomposition ultimement préfixe." 

Sinon 
&rire "Décomposition ultimement préfixe : " 
Decom pose_pref( C) 

FinSi 
Si Bs(C) = Alph(C) alors 

&rire "Le code n'a pas de décomposition ultimement suffixe." 
Sinon 

&rire "Décomposition ultimement suffixe : " 
Decom pose..suff( C) 

Fin Si 
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Fin Si 
Fin.Decompose(C) 

Decom pose_pref( C) 
Si Bp(C) :/: Alph(C) alors 

if- i + l;Xi f- Bp(C) 
Decompose..suff(Qp(C)) 

Sinon 
SiC= Alph(C) alors 

Ecrire "Le code est p-s-composé." 
Sinon 

i +- i + 1; xi f- c 
Ecrire "Le code est p-s-indécomposable." 

Fin Si 
Fin Si 

Fin..Decompose_pref(C) 

Decompose...suff( C) 
Si Bs(C) :/: Alph(C) alors 

if- i+ l;Xi t- Bs(C) 
Decom pose_pref( Q s ( C)) 

Sinon 
SiC= Alph(C) alors 

Ecrire "Le code est p-s-composé." 
Sinon 

i+-i+l;Xït--C 
Ecrire "Le code est p-s-indécomposable." 

FinSi 
Fin Si 

Fin.Decompose_suff( C) 

L'exemple suivant montre qu'un code- p-s-composé peut avoir à la fois une décomposition 
ultimement préfixe et une décomposition ultimement suffixe : 

Exemple 3.5 Le code C = {a, aaba, abaaba} a pour base préfixe le code {a, ba} et pour 
base suffixe le code {a, ab}. L'application de l'algorithme conduit aux deux décompositions 
suivantes: 

C = {x,xxy,xyxy}o{a,ba}. 

C = {z,zt,tt}o{x,yx}o{a,ab}. 

3.4 La décomposition la plus courte en codes préfixes et suf
fixes d'un code préfixe-suffixe-composé 

Dans cette section, nous prouvons que l'algorithme présenté dans la section 3.3 donne la 
décomposition la plus courte en codes préfixes et suffixes d'un code p-s-composé. Pour le 
prouver, nous avons besoin de ces résultats préliminaires : 
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Lemme 3.5 Soit S un code suffixe et P un code préfixe. La décomposition ultimement 
préfixe du code C = S oP est C = Qp(C) o Bp(C), ou Qp(C) est un code suffixe. 

Preuve D'après l'égalitéS = Qp(S) o Bp(S), Qp(S) est un code suffixe. D'après (3.15), 
Qp(C) = Qp(S oP)= Qp(S), et donc Qp(C) est un code suffixe. 0 

Lemme 3.6 Soit S un code suffixe et P un code préfixe. La décomposition ultimement suffixe 
du code C = 'S oP est C = Qp(Qs(C)) o Bp(Qs(C)) o Bs(C), où Qp(Qs(C)) est un code 
suffixe, et Q s ( C) est un code de S o P. 

Preuve De C = Qs(C) o Bs(C) et (3.7), on déduit 

Qp(C) = Qp(Qs(C)) o Qp(Bp(Qs(C)) o Bs(C)). (3.20) 

D'après le lemme 3.5, Qp(C) est un code suffixe, et donc, d'après l'égalité précédente, 
Qp(Qs(C)) est également un code suffixe. Puisque Qs(C) = Qp(Qs(C)) o Bp(Qs(C)), 
Qs(C) est un code deS oP. 0 

Le cas général peut maintenant être prouvé : 

Lemme 3. 7 Pour tout entier n ~ 1, si C est un code de (S + P)n oP, alors 

Qp(C) E (S + P)n-1 oS, 

Qs(C) E (S+PtoP, 

et symétriquement, siC est un code de (S + P)n oS, alors 

Qs(C) E (S + P)n-1 oP, 

Qp(C) E (S + P)n oS. 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

Preuve Les lemmes 3.5 et 3.6 permettent de prouver le résultat pour n = 1. Supposons que 
le résultat soit vérifié jusqu'à n = i -1. Soit C un code de (S + P)i oP. S'il existe un entier 
j < i tel que C est un code de (S + P)i oP, alors le résultat est vérifié par hypothèse de 
récurrence. On peut donc supposer que C = X oP, où X est un code de (S + P)i-1 oS et 
Pest un code préfixe. D'après (3.15), on a Qp(C) = Qp(X). Par hypothèse de récurrence, 
Qp(X) est un code de (S + P)i-1 oS, et donc (3.21) est vérifiée pour C. D'après (3.11), on 
a Qs(C) = Qs(X) o Qs(Bs(X) oP). Par hypothèse de récurrence, Qs(X) est un code de 
(S + P)i-2 oP. D'après le lemme 3.6, Qs(Bs(X) oP) est un code deS oP. Finalement, 
Qs(C) est un code de (S+P)i- 2 oPoSoP, d'où (3.22). Un raisonnement symétrique permet 
de prouver {3.23) et (3.24). D 

Il n'est pas difficile de prouver, en utilisant le lemme 3.7, que si C est un code obtenu en 
composant n codes préfixes et suffixes dont le dernier est préfixe (resp. suffixe), alors la 
décomposition ultimement préfixe (resp. suffixe) de C contient au plus n codes préfixes et 
suffixes, ce qui signifie que l'algorithme de la section 3.3 donne la plus courte décomposition 
en codes préfixes et suffixes. 

65 



3.5 Codes den mots 

Nous allons maintenant étudier les relations existant entre le cardinal d'un code p-s-composé 
et le nombre de codes apparaissant dans sa (ses) décomposition(s) en codes préfixes et suffixes. 

Rapellons d'abord un résultat prouvé dans [5] : 
Soit C un code et B la base préfixe (resp. suffixe) de C. Tout mot de B est facteur droit 
(resp. gauche) d'au moins un mot de C, et donc: 

Card(B) ~ Card(C). (3.25) 

En particulier : 

Fait 3.3 Soit C un code. Si Bp(C) = Alph(C) alors Last(C) = Alph(C). Symétriquement, 
si Bs(C) = Alph(C) alors First(C) = Alph(C). 

Si un code C contient autant de mots que sa base préfixe (res p. suffixe), alors la décomposition 
ultimement préfixe (resp. suffixe) de C contient au plus deux codes : 

Lemme 3.8 Soit C un code den mots, B la base préfixe (resp. suffixe) de Cet Q le quotient 
préfixe (resp suffixe) de C. Si Card(B) = Card(C) = n alors Q est un code suffixe (resp. 
préfixe) de n mots, et donc C est un code de Sn o Pn (resp. 'Pn o Sn)· 

Preuve Soit C un code den mots. Soit B = Bp(C) et Q = Qp(C). On sait que Card(Q) = 
Card(C) = n et Card(Alph(Q)) = Card(B). D'après (3.18), on a Bp(Q) = Alph(Q). 
D'après le fait 3.3, on a Last(Q) = Alph(Q), et donc Card(Last(Q)) = Card(B). Si 
Card(B) = n, alors Card(Last(Q)) = Card(Q) = n, et donc, Q est un code suffixe. Le 
résultat symétrique se prouve de la même manière. 0 

Une conséquence du lemme 3.8 est que la décomposition ultimement préfixe (resp. suffixe) 
d'un code de deux mots contient au plus deux codes : 

Proposition 3.1 La famille C2 des codes de deux mots est égale à C2 = 'P2 o S2 = S2 o 'P2. 

Preuve Soit C un code de deux mots et B la base préfixe (resp. suffixe) de C. D'après 
(3.25), B contient au plus deux mots. Si B ne contient qu'un mot a, alors C contient deux 
puissances de ce mot a, ce qui contredit l'hypothèse que C est un code. Le langage B contient 
donc exactement deux mots, et d'après le lemme 3.8, on conclut que C est un code S2 o 'P2 
(resp. 'P2 oS2). 0 

Considérons l'algorithme présenté dans la section 3.3. Soit C le code initial à décomposer. 
Soit X 1! .•• , Xi les i codes obtenus aux i premières étapes de _l'algorithme. Soit Y le code 
courant à décomposer après la ième étape. On aC= Y o Xi·· ·X1• Supposons que ni Xi+11 

ni Xï+2 ni Xï+3 ne soit un alphabet. Alors Xï+l = Bp(Y), Xi+2 = Bs(Qp(Y)) et Xi+3 = 
Bp(Qs(Qp(Y))). Le lemme 3.9 permet de montrer que pour tout entier i, Card(Xi+l) ~ 
Card(Xï)· Le lemme 3.10 montre qu'au plus deux codes consécutifs calculés par l'algorithme 
peuvent avoir le même cardinal, c'est-à-dire que pour tout entier i, si Gard( Xi) = Card(Xi+l) 
alors Card(Xi+2) > Card(Xi+I)· 
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Lemme 3.9 Soit C un code. On a : 

Card(Bs(Qp(C))) ~ Card(Bp(C)), 

Card(Bp(Qs(C))) > Card(Bs(C)). 

Preuve Soit C un code, X= Qp(C) et n = Card(Bp(C)). 

(3.26) 

(3.27) 

Par construction, Card(Alph(X)) = n. De X Ç (Bs(X))+, on déduit que pour chaque 
lettre a de Last(X), il existe au moins un mot W 11 de Bs(X) tel que Last(wa) = a, et 
donc Card(~s(X)) ~ Card(Last(X)). D'après (3.18), on a Bp(X) = Alph(X). D'après 
le fait 3.3, on a Last(X) = Alph(X), d'où Card(Bs(X)) ~ Card(Alph(X)), c'est-à-dire, 
Card(Bs(X)) ~ n. L'inégalité (3.27) se prouve de manière symétrique. 0 

Lemme 3.10 Soit C un code p-s-composé ayant au moins trois codes dans sa décomposition 
en codes préfixes et suffixes. Si la base préfixe de C est un code de m mots, alors 

• Card(Bs(Qp(C))) ~ rn, 

• si Card(Bs(Qp(C))) =rn alors Card(Bp(Qs(Qp(C)))) >m. 

Symétriquement, si la base suffixe de C est un code de m mots, alors 

• Card(Bp(Qs(C))) ~rn, 

• si Card(Bp(Qs(C))) =rn alors Card(Bs(Qp(Qs(C)))) >m. 

Preuve Soit C un code p-s-composé den mots ayant au moins trois codes dans sa décompo
sition en codes préfixes et suffixes. On suppose que Bp(C) =fi Alph(C) et Card(Bp(C)) =m. 
Soit X = Qp(C), S = Bs(X) et Q = Bp(Qs(X)). Puisque C est composé d'au moins 
trois codes, ni X, ni S, ni Q ne peut être un alphabet. D'après le lemme 3.9, on a 
Card(Q) ~ Card(S) ~ m. D'après (3_.4), Bp(X) = Bp(Bp(Qp(Qs(X)) o Q oS). D'après 
(3.18), Bp(Qp(Qs(X)) = Alph(Qp(Qs(X))). D'après (3.18), Bp(X) = Alph(X). On ob
tient finalement Bp(Q oS) = Alph(X). Par construction, Card(Alph(X)) = m, et donc 
Card(Bp(QoS)) =m. Le cas Card(Q) =rn ne peut pas se produire. En effet, si on suppose 
que Card(Q) =rn alors Card(Q oS)= met d'après le lemme 3.8, Q oS est un code suffixe, 
ce qui siginifie que soit Q = Alph(Q) soit S =fi Bs(X), ce qui est contraire à l'hypothèse. Le 
résultat symétrique se prouve de la même manière. 0 

La structure générale de la décomposition d'un code p-s-composé donnée par l'algorithme de 
la section 3.3 peut être écrite comme ceci : 

Lemme 3.11 Soit Ti la famille (('PioSï)+(Sio'Pi)), c'est-à-dire la famille des codes obtenus 
par la composition d'un code préfixe de i mots et d'un code suffixe de i mots, ou la composition 
d'un code suffixe de i mots et d'un code préfixe de i mots. SiC est un code p-s-composé de 
n mots tel que Card(Bp(C)) = m < n, alors C est dans la famille 

Tn o Ti1 o · · · o Tik o (Sm o 'Pm), 

où n > i1 > i2 > · · · > Îk > m, 
et symétriquement, 
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siC est un code p-s-composé den mots tel que Card(Bs(C)) = m < n, alors C est dans la 
famille 

Tn o Tï1 o · · · o Tï~c o (Pm o Sm), 

où n > i1 > i2 > · · · > ik > m. 

Preuve Pour tout entier i, on a clairement 

Pï Ç Si .o Pï, 
Si c Pï oSi. 

(3.28) 

(3.29) 

puisqu'un alphabet dei lettres est un code préfixe (resp suffixe) dei mots. La preuve peut 
être faite par récurrence : le cas n = m est traité par le lemme 3.8. Le cas général est 
facilement traité en utilisant (3.28), (3.29), le lemme 3.10 et l'algorithme de la section 3.3. 0 

Proposition 3.2 Soit C un code p-s-composé den mots {n ~ 3). La plus courte décomposi
tion de C en codes préfixes et suffixes contient au plus 2n - 3 codes. Cette limite est atteinte 
pour tout n;::: 3. 

Preuve Le lemme 3.11 montre qu'un code p-s-composé de n mots dont la base préfixe est 
un code m mots peut être décomposé en au plus 2(n- m + 1) codes préfixes et suffixes. Le 
maximum de cette valeur est atteint pour m = 2 (le cas m = 1 ne peut pas se produire) et 
devrait être 2n-2. Mais cette valeur peut être légèrement améliorée en utilisant la proposition 
3.1. En effet, pour tout entier i, on a Pi oS2 oP2 = 'Pio'P2 oS2 = PioS2 et symétriquement, 
Si oP2 oS2 =Si o P2. Finalement, on voit que 2n- 3 codes suffisent. Pour tout entier n ;::: 3, 
il existe des codes qui atteignent cette limite, c'est-à-dire qui ne peuvent pas être décomposés 
en moins de 2n - 3 codes préfixes et suffixes. 

Soit Ai,j le code défini sut l'alphabet {ab ... , aj} par 

Ai,j = {at,···,aj-bUt,···,Uï-j,aï1ui-j+t} 

où Ut= a1ajat et uk = Uk-taï1uk-Ia1 pour k > 1. 

Soit XiJ le code défini sur l'alphabet { x1, ... , x j} par 

Xi,j = {XI!··· 1 Xj-1 1 X1Xj 1 U11 · · • 1 Ui-j 1 XÏ
1Ui-j+I} 

OÙ Ut = XIXjXjXI et Uk = Uk-1XÏ
1
Uk-IX1 pour k > 1. 

Un calcul facile.nous mène à: 

Bp(AiJ) - {at, ... ,aj-bajai,} 

Bs(AiJ) - {at, ... ,aj,} 

Bs(XïJ) - {x1, ••• ,Xj-1• XtXj, XjXj,} 

Bp(Xi,j) - {xb ... ,xj.} 

De plus, on a Ai,j = Xï-tJ o Bp(AiJ) et Xï,j = Ai+IJ+I o Bs(Xi,j)· 

Puisque l'algorithme de la section 3.3 donne la plus courte décomposition en codes préfixes 
et suffixes, le code An,2 ne peut pas être décomposé en moins de 2n- 3 codes préfixes et 
suffixes. 0 
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3.6 Codes de trois mots 

Le probleme de décider si un code fini donné peut être plongé dans un code maximal fini est 
toujours ouvert. Le résultat suivant, établi dans [31), permet de donner une réponse partielle 
à ce problème : 

Proposition 3.3 Un code fini obtenu par composition de codes ayant une complétion finie 
a une complétion finie. 

Preuve Soit X= X1 oh1 • • • ohn-t Xn la composition den codes ayant une complétion finie. 
Soit }'i une complétion finie de X;, pour i E {1, ... , n}. Les }'i ne peuvent pas être composés 
puisque la condition Card(Alph(l'i)) = Card(l'i+I) n'est pas vérifiée. Pour obtenir cette 
condition, il suffit de prendre Zn= Yn, et pour chaque i < n, de construire un code complet 
Z; contenant }'i et défini sur un alphabet A; tel que Card(A;) = Card(Zi+l) (cela signifie 
que Z;+l doit être construit avant Z;). Pour chaque i de {1, ... , n- 1}, on construit un 
morphisme hi tel que hi(Alph(Z;)) = Z;+l et tel que toute lettre de Alph(X;) a même image 
par h~ et h;. Par construction, Z1 oh' ···oh' Zn est une complétion finie de X. 

1 n-1 

Pour étendre un code complet C défini sur l'alphabet {a1, ••• ,an} à un code complet C' 
contenant C et défini sur l'alphabet { a11 ••• , an, ... , a,}, on peut par exemple prendre C' = 
s(C), où s est la substitution finie définie par s(a;) =a;, pour i E {1, ... , n- 1} et s(an) = 
an +an+I +···+a,. Il n'est pas difficile de vérifier que siC est complet et est un code, alors 
s(C) est complet et est un code également. 0 

Puisque tout code préfixe (resp. suffixe) a une complétion finie (cf. [31]), on obtient : 

Proposition 3.4 {31} Tout code fini préfixe-suffixe composé a une complétion finie. 

Le code de quatre mots {b, ab, ba2, a5}, construit dans [30), est le plus petit exemple connu 
de code n'ayant pas de complétion finie. La proposition 3.1 montre que tout code de deux 
mots est préfixe-suffixe composé (Une autre preuve est donnée dans [31]). Donc, d'après la 
proposition 3.3, tout code de deux mots a une complétion finie. La question reste ouverte 
pour les codes de trois mots. Les auteurs de [31] ont implicitement proposé la conjecture 
suivante: 

Tout code de trois mots a une complétion finie. (Cl) 

En fait, ils ont explicitement conjecturé que 

Tout code de trois mots est préfixe-suffixe composé. (C2) 

D'après la proposition 3.4, la vérité de (C2) implique la vérité de (Cl). 

Pour trouver le plus petit contre-exemple à la conjecture (C2), il n'est pas utile de chercher 
des codes de trois mots p-s-indécomposables définis sur un alphabet contenant plus de 2 
lettres. En effet, un code de trois mots p-s-indécomposable défini sur un alphabet de k lettres 
contient dans sa (ses) décomposition(s) donnée(s) par l'algorithme de la section 3.3 un code 
de trois mots p-s-indécomposable plus petit et défini sur un alphabet a deux lettres : 
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Proposition 3.5 Tout code de trois mots p-s-indécomposable défini sur un alphabet à k 
lettres est la composition d'un code de trois mots p-s-indécomposable défini sur un alphabet à 
deux lettres et d'un code de deux mots (préfixe ou suffixe) défini sur un alphabet à k lettres. 

Preuve Soit C un code de trois mots p-s-indécomposable tel que Card(Alph(C)) = k > 2. 
Soit B la base préfixe (resp. suffixe) de C. Le code B contient au plus trois mots. Si B ne 
contient qu'un mot, alors C n'est pas un code, ce qui contredit l'hypothèse. Si B est un code 
de trois mots, alors, d'après le lemme 3.8, C est un code de S3 o P3 (resp. P3 o S3 ) et donc 
C n'est pas p-s-indécomposable, ce qui contredit l'hypothèse. Donc B est un code de deux 
mots défini sur un alphabet à k lettres. Soit Q le quotient préfixe (resp. suffixe) de C. Si Q 
était p-s-composé, alors C, égal à Q oB, le serait aussi. Donc Q est un code de trois mots 
p-s-indécomposable défini sur un alphabet à deux lettres. 0 

Le code suivant est le plus petit contre-exemple à la conjecture (C2). 

Proposition 3.6 Le code de trois mots {a, aba, baba2b} n'est pas préfixe-suffixe composé. 

Preuve Soit C = {a, aba, baba2b }. Le code C n'est ni préfixe ni suffixe et on peut vérifier, 
en utilisant la méthode présentée dans la section 3.1, que la base préfixe et la base suffixe de 
C sont toutes deux égales à l'alphabet {a, b }. 0 

Le code de la précédente proposition est l'élément particulier Lo,e de la famille suivante de 
codes de trois mots qui ne sont pas préfixe-suffixe composés. En effet, on peut étendre la 
preuve précédente pour vérifier que pour tout entier net tout mot u de (a+ ab)"', le langage 

Ln,u = {a,aba,(bat+2uab} 

est un code dont la base préfixe et la base suffixe sont toutes deux égales à l'alphabet {a, b}. 

La réfutation de la conjecture (C2) ne donne pas une réfutation de la conjecture (Cl). En 
effet, un code inclus dans un code maximal p-s-composé est p-s-composé, mais la réciproque 
de la proposition 3.4 est fausse : il existe des codes maximaux (p-s-)indécomposables qui 
ne sont ni préfixes ni suffixes. Le premier exemple d'un tel code a été donné dans [9). Une 
famille de tels codes a été construite dans [7). Le plus petit exemple d'un tel code, donné 
dans [13], est 

{b aba ab2 a4 ba2b aba3 ab2a2 ba3b ba2ba2 ba3ba2 ba6
} , , , ' , , , ' ' , . 

Le code Lo,e a une complétion finie 

Mo,e = {a, aba, b2
, b3a, baba3

, baba3ba, baba2b, baba2b2a, babab2
, babab3a, babababa }. 

Plus généralement, chaque Ln,u a une complétion finie. Soit Mn,u le code 

(a+ b2 + (ba)n+2 (a2 +ab+ b2 )(a + b)lul)(é +ba+ (ba)2 + · · · + (ba)n+l) + (ba) 2n+4. 

Il n'est pas difficile de vérifier que Mn,u est un code maximal fini contenant Ln,u· 

La plupart des codes de trois mots p-s-indécomposables que nous avons pu construire (pas 
seulement les Ln,u) ont une complétion finie. Mais il existe des codes de trois mots pour 
lesquels on ne sait pas encore si ils ont une complétion finie ou non. L'un d'entre eux est le 
code palindrome {a, aba, ba2bababa2b }. On peut conjecturer que : 

Conjecture 3.1 Le code de trois mots {a, aba, ba2bababa2b} n'a pas de complétion finie. 
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Chapitre 4 

Codes maximaux 

Ce chapitre a pour but l'étude de la maximalité de la base de l'intersection de deux monoïdes 
libres engendrés par des codes rationnels maximaux. 

Cette question a été posée par Roman Konig, qui étudiait le problème général suivant : 

Soit C l'ensemble de tous les codes définis sur des alphabets finis quelconques. Soit la relation 
d'ordre définie sur C par X ~Y<==> X* Ç Y*. Pour tout code X défini sur un alphabet fini 
A et tout code Y défini sur un alphabet fini B, on définit alors X V Y comme la base du plus 
petit sous-monoïde libre de (AU B)* contenant X U Y et X A Y comme la base de X* n Y*. 
L'ensemble C muni des opérations V et A est un treillis. On peut se demander s'il en est de 
même pour l'ensemble des codes rationnels maximaux de C. Il a été montré ([26]) que X VY 
n'est pas un code maximal en général, mais est maximal si X et Y sont définis sur le même 
alphabet. Il restait donc le problème de la maximalité de X A Y, la base de X* n Y*. 

La maximalité d'un code étant définie par rapport à un alphabet, il est important de préciser 
certains points concernant les alphabets des différents langages considérés dans le problème. 
Considérons deux codes rationnels maximaux X et Y et appelons A l'alphabet de X, B 
l'alphabet de Y, Z la base de X* n Y* etC l'alphabet de Z. 
Les alphabets Cet An B peuvent coïncider. Par exemple, si X et Y sont des codes finis 
maximaux, ils contiennent tous deux une puissance de chacune des lettres de leur alphabet 
respectif, et Z contient donc une puissance de chaque lettre de An B, ce qui signifie que C 
contient chaque lettre de An B. L'inclusion de C dans An B étant évidente, on obtient bien 
l'égalité entre C et A n B. Mais il existe des cas où C ne contient pas toutes les lettres de 
An B, comme le montrent les exemples suivants : 

Exemple 4.1 

En prenant X= a*b 
et Y= a 

on obtient X* n Y*= {ê}, et donc Z = 0, 
ce qui donne An B ={a}=/= C = 0. 

sur A= {a,b} 
sur B ={a} 

Dans l'exemple ci-dessus, A et B sont des alphabets différents. Même en prenant deux codes 
X et Y définis sur le même alphab~t, on peut obtenir un exemple du même type : 
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Exemple 4.2 

En prenant X= a*b 
et Y= b*a 

on obtient x· n y• = {e'}, et donc z = 0, 
ce qui donne An B = {a, b} ::f. C = 0. 

Enfin, voici un exemple où l'alphabet de Z n'est pas vide : 

Exemple 4.3 

En prenant 
et 

on obtient 
ce qui donne 

X= a+ba+bb 
Y= (a+ b)a*b 
x· n y• = (bb)*, et donc z = bb, 
A n B = {a, b} :f C = { b}. 

sur A= {a,b} 
sur B = {a,b} 

sur A= {a,b} 
sur B = {a,b} 

Un code est maximal s'il est maximal sur son alphabet. Un code est maximal sur A s'il est 
maximal et si son alphabet est A. Ainsi, dans chacun des exemples 4.1 à 4.3, la base de 
X*nY"' est un code maximal, mais n'est pas un code maximal sur A nB, puisque Cet A nB 
ne coïncident pas. 

On peut formuler de la manière suivante la conjecture que Roman Konig a proposée : 

Conjecture 4.1 Si X et Y sont deux codes rationnels maximaux, alors la base de X"' n Y* 
est un code rationnel maximal. 

On connait déjà le résultat suivant, qui indique que la conjecture est vraie si parmi les deux 
codes rationnels X et Y, définis sur le même alphabet, on trouve au moins un code bi préfixe : 

Proposition 4.1 ([4, p. 259, ex. 6.4],{26}) Soit X un code coupant bipréfixe maximal sur 
A. Pour tout code coupant Y maximal sur A, la base de x·nY• est un code coupant maximal 
sur A. 

Nous montrons dans la deuxième section que la conjecture 4.1 est par contre fausse dans 
le cas général, en donnant quelques contre-exemples, et en présentant une méthode, basée 
sur les automates, permettant de construire facilement des couples (X, Y) de codes préfixes 
rationnels maximaux qui réfutent la conjecture. 

Inversement, nous proposons dans la troisième section une méthode qui, pour tout code 
(préfixe) rationnel Z, permet de construire, de façon effective, deux codes (préfixes) rationnels 
maximaux x et y tels que z soit la base de x· n y•. 

Enfin, nous donnons dans la quatrième section une condition nécessaire et suffisante pour que 
la conjecture 4.1 soit vraie. Cette condition indique en particulier que pour que deux codes 
maximaux rationnels vérifient la conjecture, il suffit qu'au moins l'un des deux soit un code 
préfixe et qu'au moins l'un des deux soit un code suffixe. 

4.1 Résultats précédents 

Rappelons les résultats suivants, concernant les codes préfixes : 
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Proposition 4.2 {U, p. 102, prop. 3.9}) Soit X un code préfixe coupant défini sur l'alphabet 
A. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) X est préfixe maximal. 
(ii) l'automate minimal de x· est complet. 

(iii) tous les états de l'automate minimal de x· sont récurrents. 
(iv) l'état initial de l'automate minimal de x· est récurrent. 

Il est clair que l'intersection de deux monoïdes unitaires à droite est un monoïde unitaire à 
droite. On d~uit alors de la proposition 0.1 que : 

Proposition 4.3 Si X et Y sont deux codes préfixes, alors la base de x• n y• est un code 
préfixe. 

Proposition 4.4 {U, p. 95, prop. 2.2}) Soit P un sous-ensemble de A*. Les conditions 
suivantes sont équivalentes : 

(i) P est un sous-monoïde unitaire à droite. 
(ii) l'automate minimal de P a pour unique état final l'état initial. 

Proposition 4.5 {U, p. 101, th. 3. 7}) Soit X un code coupant de A+. Les conditions 
suivantes sont équivalentes : 

(i) X est préfixe et maximal sur A. 
(ii) X est complet à droite dans A •. 

Proposition 4.6 {U, p. 264, prop. 2.1}) Soit X un code préfixe coupant maximal sur A et 
.A= {Q, A, o, {q0}, {q0}} un automate déterministe émondé reconnaissant X*. Les conditions 
suivantes sont équivalentes : 

(i) X est un code bipréfixe maximal sur A. 
(ii) Pour tout mot w de A •, o ( Q, w) contient q0 . 

{iii) Pour tout mot w de A*, si o(q, w) = o(qo, w) alors q = CJO· 

4.2 Construction de contre-exemples 

Dans de nombreux problèmes concernant les codes, il est plus facile de commencer l'étude en 
se restreignant au cas particulier des codes préfixes. On peut ainsi utiliser avec profit les pro
priétés particulières, rappelées dans la section 4.1, que possèdent les automates représentant 
de tels codes. Ce n'est donc pas un hasard si, dans le premier contre-exemple à la conjecture 
4.1 qui a été trouvé, les deux codes rationnels maximaux X et Y sont deux codes préfixes. 
Ce contre-exemple est : 

Exemple 4.4 Soit les deux codes maximaux 

X = a 2 +ab+ ba*b et Y = ba+ b2 +ab* a. 

La base de X* n y• est le code non maximal 
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Dans l'exemple ci-dessus, X et Y sont des codes infinis. Même dans le cas où X et Y sont 
deux codes préfixes maximaux finis, la conjecture 4.1 est encore fausse, comme le montre 
l'exemple suivant : 

Exemple 4.5 Soit les deux codes maximaux finis 

La base de X* n Y* est le code non maximal 

Il est possible, à partir de tout code rationnel préfixe non bipréfixe X maximal sur A, de 
construire un code rationnel préfixe non bipréfixe Y maximal sur A, tel que Z, la base de 
X* n Y*, ne soit pas un code maximal sur A. L'alphabet de Z n'étant pas nécessairement 
égal à A, il est malgré tout possible que Z soit maximal. Cette construction est décrite dans 
l'énoncé du lemme 4.1. La proposition 4.6 permet de justifier l'existence de l'état qi et du 
mot u utilisés dans le lemme 4.1. 

Lemme 4.1 Soit X un code rationnel préfixe, non bipréfixe et maximal sur A, et .Ax = 
{Q, A, o, {q0}, {q0}} l'automate déterministe minimal reconnaissant X*. Soit qi un état de 
Q \ {q0 } et u un mot de A* tels que o(q0 , u) = o(qi, u). Soit Y* le langage reconnu par 
l'automate Ay = {Q, A, o, {qi}, {qi}}. Soit Z la base de X* n Y*. Si l'alphabet de Z est A, 
alors Z est un code préfixe non maximal. 

Preuve Les automates reconnaissant X* et Y* ne différant que par leur état initial et leur état 
final, on peut raisonner sur leur fonction·de transition 6 qui leur est commune. Ainsi, X*nY* 
est l'ensemble des mots w de A* tels que o(qo, w) = qo et o(qi, w) =qi. De o(qo, u) = o(qi, u), 
on déduit que pour tout mot v de A*, on a o(q0 , uv)= o(qi, uv). Puisque qi # q0 , le mot uv 
ne fait partie de X* n Y* pour aucun mot v de A*, et donc, Z, la base de X* n Y*, est un 
code qui n'est pas complet à droite. Or, d'après la proposition 4.3, Z est un code préfixe. 
Puisque Z est un code rationnel, donc coupant, d'après la proposition 4.5, si l'alphabet de Z 
est A, alors Z n'est pas un code maximal. D 

Il existe des cas assez généraux où l'on peut affirmer que si X et Y sont deux codes maximaux 
sur A, alors l'alphabet de (la base de) X* n Y* est encore A. Il suffit par exemple que X et 
Y contiennent tous deux une puissance de chacune des lettres de A, ce qui est le cas lorsque 
X et Y sont finis. La construction du lemme 4.1 permet donc de généraliser l'exemple 4.5 de 
la manière suivante : 

Proposition 4.7 Soit P1 et Pz deux codes préfixes finis maximaux sur A tels que (P1Pz)* n 
(PzPI)* Pz # 0. Soit X = P1Pz et Y = P2P1. Les langages X et Y sont deux codes préfixes 
finis maximaux sur A, et la base de X* n Y* est un code préfixe de A* non maximal. 
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Preuve Le produit de deux codes préfixes est non ambigu. Si P1 et P2 sont deux codes 
préfixes finis maximaux sur A, alors les langages X= PtP2 et Y= P2Pt sont également deux 
codes préfixes finis maximaux sur A. Soit .Ax = {Q, A,é, {qo}, {qo}} l'automate déterministe 
minimal reconnaissant X*. Le produit de Pt par P2 étant non ambigu, l'ensemble des états 
atteints à partir de q0 en lisant un mot de Pt est un singleton {qi}, où qi ::/; q0 • L'ensemble 
des états atteints à partir de qi en lisant un mot de P2 est évidemment le singleton {q0}. 

On voit clairement sur la figure 4.1 que le langage Y* est reconnu par l'automate .Ay = 
{Q,A,é, {qi}, {qi}}. L'ensemble des mots atteignant l'état q0 à partir de q0 (resp. qi) est le 
langage (P1P2)* (resp. (P2P1)* P2). Si (PtP2)* n (P2Pt)* P2 # 0, alors il existe un mot u de 
A* tel que é(qo, u) = é(qi, u) = qo. L'alphabet de la base de X* n Y* est bien A puisqu'une 
puissance de chacune des lettres de A apparait dans x· n y•. Il ne reste donc qu'à appliquer 
le lemme 4.1 pour obtenir le résultat. 0 

Figure 4.1 : Automate minimal de X* et Y*. 

On peut toutefois remarquer que, si on se donne un code maximal préfixe fini X de la forme 
P1P2, et tel que la base de X* n (P2Pt)* est un code maximal, cela ne signifie pas forcément 
que la base de x• n Y* sera maximale pour tout code maximal préfixe fini Y. Par exemple, 
pour 

X= aA5 + baA4 + bbA2
, où A= {a,b}, 

on peut prendre 

On peut vérifier par le calcul que la base de X* n (P2Pt)* est un code maximal. Mais X se 
décompose également en X = Qt Q2 où 

Dans ce cas, la proposition 4.7 indique que la base de X*n(Q2Qt)* n'est pas un code maximal. 

La proposition suivante montre le rôle particulier joué par les codes bipréfixes maximaux 
vis-à-vis de la conjecture 4.1 : 

Proposition 4.8 Soit X un code rationnel maximal sur A. Il y a équivalence entre 
(i) La base de X* n Y* est un code maximal sur A pour tout code rationnel Y maximal 

sur A. 
(ii} X est un code bipréfixe. 
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Preuve Grâce à la proposition 4.1, on sait que (ii) implique (i). Pour montrer la réciproque, 
considérons un code X rationnel maximal sur A non bipréfixe et montrons qu'on peut toujours 
construire un code Y maximal sur A tel que la base de X* n Y* n'est pas un code maximal 
sur A. On peut supposer X non suffixe (le cas où X est non préfixe est symétrique). Puisque 
X est un code coupant qui n'est pas un code suffixe maximal, d'après la proposition 4.5, il 
n'est pas complet à gauche. Il existe donc un mot u qui n'est facteur droit d'aucun mot de 
X*. Comme tout code de la forme A • S \A • SA+, où S est un sous-ensemble non vide de A+, 
le code Y= A*u \ A*uA+ est un code préfixe maximal (cf. [4, p. 108, prop. 5.1]). Tout mot 
de Y* se terminant paru, on a X* n Y*= {ë}, dont la base n'est pas un code maximal sur 
A.o 

La proposition 4.8 n'est plus valable si on rem place maximal sur A par maximal. Par exemple, 
le code X =a+ ba+ b2 est un code préfixe maximal vérifiant la condition A*a Ç X*. Le 
code X est non bi préfixe, et pourtant, pour tout code maximal Y, la base de X* n Y" est un 
code maximal, comme le montre la proposition suivante : 

Proposition 4.9 Soit X un code rationnel maximal sur A= {a,b}. Si A·a Ç X", alors 
pour tout code rationnel Y maximal, la base de X* n Y" est un code maximal. 

Preuve Soit X un code rationnel maximal sur A= {a,b} tel que A"a Ç X". Comme tous 
les codes synchronisants (cf. [4, p. 115]), X est un code préfixe maximal. Soit Y un code 
rationnel maximal sur B. Soit Z la base de X* n Y* et C l'alphabet de Z. L'alphabet 
C, nécessairement inclus dans A n B, contient au plus deux lettres. S'il contient zéro ou 
une lettre, alors Z est un code maximal. On suppose donc maintenant que C contient deux 
lettres, c'est-à-dire C = {a,b}. Le monoïde X* nY* contient donc un mot de la forme vaw, 
où v et w sont deux mots de A*. Le monoïde X* étant unitaire à droite et contenant les 
deux mots va et vaw, contient donc le mot w. Tout mot de A" facteur d'un mot u de Y* 
est également facteur du mot uvaw de X* n Y*. Si Y est un code rationnel complet, Z est 
également un code rationnel complet et est donc maximal. 0 

4.3 Réciproque de la conjecture 

La conjecture 4.1 étant fausse, on peut se demander quels sont les codes qui peuvent être 
obtenus comme base de l'intersection de deux monoïdes libres engendrés par des codes ra
tionnels maximaux. La réponse, surprenante, est : tous les codes rationnels peuvent être 
obtenus. On peut prouver cela en montrant que, pour tout code rationnel Z, on peut con
struire, de manière effective, deux codes rationnels maximaux X et Y tels que Z soit la base 
de X*nY*. 

Proposition 4.10 Soit Z un code rationnel non vide de A*. Pour tout alphabet B contenant 
A, on peut construire, de manière effective, deux codes rationnels X et Y maximaux sur B 
tels que z· = x· n y•. 

Preuve Soit Z un code rationnel non vide de A* et Bun alphabet contenant A (Le codeZ 
est supposé non vide car la proposition est fausse dans le cas ou Z est le code vide et B est 
un alphabet d'une lettre). Si Z est un code maximal sur B, on obtient le résultat en prenant 
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X= Y= Z. On suppose maintenant que Z n'est pas maximal sur B (mais peut l'être sur 
A). Soit D un code rationnel maximal sur B et contf'nant Z. Le code D peut être obtenu 
de manière effective comme résultat d'une complétion du codeZ+ (B \A) obtenue grâce à 
la construction de Ehrenfeucht et Rozenberg ({18], {4, p. 62, prop. 5.2]). On peut toujours 
trouver dans D deux mots distincts u et v qui ne sont pas dans Z. Soit 

X= Z + u + (D \ Z \ u)(D \ u)*u 

et 

Y= Z +v+ (D\Z \ v)(D\ v)*v. 

On peut, grâce à la proposition 4.13, voir la maximalité des codes X et Y comme une 
conséquence de·Ja maximalité des codes A 1 et A2 de l'exemple 4.6. Tous les mots de X et Y 
sont des mots de D'". Tout mot de X* n y• est donc également un mot de D'", qui admet une 
décomposition unique à la fois sur X, Y et D. Soit w un mot de X* nY• se décomposant sur 
Den w = d1 • • ·dn. Le mot w ne peut se décomposer de manière unique à la fois sur X et 
sur Y que si tous les di sont dans Z. En effet, supposons que certains di ne soient pas dans 
Z et considérons j l'indice tel que d; n'est pas dans Z et pour tout indice i supérieur à j, di 
est dans Z. On a alors d; = u = v, ce qui contredit l'hypothèse que u et v sont distincts. 
Tout mot de x• n Y* est donc dans Z*. Réciproquement, il est clair que tout mot de z· est 
dans X* n Y*. On obtient donc finalement z· = x· n y•. 0 

On obtient un résultat similaire à celui de la proposition précédente si on se restreint à la 
famille des codes préfixes rationnels : 

Proposition 4.11 Soit P un code préfixe rationnel non vide de A*. Pour tout alphabet B 
contenant A, on peut construire, de manière effective, deux codes préfixes rationnels X et Y 
maximaux sur B tels que P* = X* n y•. 

Preuve Il suffit d'apporter quelques modifications à la preuve de la proposition 4.10. En 
effet, bien que le résultat de la construction de Ehrenfeucht et Rozenberg soit un code qui 
n'est jamais préfixe, il n'est pas difficile, pour un code préfixe rationnel P donné, de construire 
un code préfixe rationnel maximal D contenant P et au moins deux mots distincts u et v qui 
ne sont pas dans P. On voit clairement que si D est un code préfixe rationnel, alors 

X= P + u + (D \ P \ u)(D \ u)*u 

et 

Y= P +v+ (D \ P \ v)(D \ v)*v 

sont deux codes préfixes rationnels maximaux tels que p• = x· n y•. 0 

La proposition 4.11 peut également être prouvée grâce à une construction basée sur des 
automates: 

Soit P un code préfixe rationnel de A* et B un alphabet contenant A. 
Soit A= {Q, B, o, {/}, {J}} l'automate déterministe minimal reconnaissant p• comme partie 
de B*. 
Soit A1 = {Qit B, olt {/t}, {h}} et .A2 = {Q2, B, 62, {/2}, {h}} deux copies de .A, c'est-à-dire 
deux automates obtenus à partir de A par simple renommage des états. 
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Soit S1 (resp. S2) l'état puits de .A1 (resp . .A2). 
Nous allons construire deux automates .Ax et .Ay possédant les mêmes états et les mêmes 
transitions, et ne différant que par leur état initial et terminal. Leur ensemble d'états commun 
Q x,Y est obtenu en réunissant les états de .A1 et de .A2 et en fusionnant leur état puits respectif 
en un seul état Sx,Y· On a donc Qx,Y = (Q1 \{SI}) U (Q2 \ {S2}) U Sx,Y· Leur ensemble 
de transitions commun ox,Y s'obtient en deux étapes : on réunit d'abord les transitions 
de .Al et de Â2, dans lesquelles les états sl et s2 ont été renommés en Sx,Y· Ceci achève 
l'opération de fusion des deux états puits. On modifie ensuite les transitions partant du nouvel 
état Sx,Y de manière à ce qu'au moins une d'entre elles arrive dans un état de QI \{SI} 
(resp. Q2 \ {S2}). Par construction, le graphe composé des états de Qx,Y et des transitions 
de ox,Y est fortement connexe. Les automates .Ax = {Qx,y,B,ox,Y,{lt},{lt}} et .Ay = 
{Qx,Y, B, ox,y, {12), {12}} reconnaissent donc deux langages X* et Y*, où X et Y sont des 
codes préfixes maximaux. On peut voir que le produit cartésien .Ax,Y des deux automates 
.Ax et .Ay est un automate équivalent à .A. En effet, par construction, toutes les transitions 
de l'automate produit non concernées par l'état Sx,Y sont de la forme ((q11 q2), a, (ri, r 2)), 

où (q, a, r) est une transition de .A non concernée par l'état puits S. Aux transitions arrivant 
dans l'état puits S dans .A, correspondent les transitions arrivant dans l'état (Sx,v,Sx,Y) 
dans l'automate produit. Le seul état terminal de Ax,Y est l'état initial (lt, /2). Tous les 
états atteints à partir de (Sx,v,Sx,Y) sont de la forme (q,q), où q est un état de Qx,Y, et 
sont donc non terminaux. Ils sont donc tous équivalents à l'état puits S de .A. Finalement, 
l'automate Ax,Y est équivalent à .A, c'est-à-dire que l'intersection de X* et Y* n'est autre 
que le langage P"'. 

La figure 4.2 représente l'automate .Ax,Y construit à partir du langage P = a2 + b2 • On 
peut remarquer que les langages X et Y tels que X* n Y* = P"' que l'on obtient alors sont 
différents de ceux de l'exemple 4.4. 

a a 

b b 

Figure 4.2: Automate .Ax,Y pour P = a"l + b2• 

En vue de montrer que la construction proposée dans la preuve de la proposition 4.10 n'est 
pas la seule possible, la proposition suivante nous sera utile : 
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Proposition 4.12 Soit l'alphabet A = { a11 ••• , an}. Soit { M11 00., Mn} une partition en 
n codes rationnels d'un code rationnel M mazimal sur l'alphabet B. Soit s la substitution 
rationnelle définie par s(ai) = Mi, pour i E {1, 00 ., n}. Soit X et Y deuz codes rationnels 
mazimauz sur A, et Z la base de X* n Y*. Les langages s(X) et s(Y) sont deuz codes 
rationnels mazimauz sur B et s(Z) est la base de (s(X))* n (s(Y))*. 

Preuve Soit p• le monoïde de langages de M* engendré par P = { M1, ... , Mn}. Chaque 
mot de M appartenant à un seul langage de P, et chaque mot de M* se factorisant de manière 
unique sur M., il existe donc pour chaque mot w de M*, un seul langage de P* contenant w. 
Cela signifie que deux éléments distincts de P* définissent deux langages de M* disjoints. Le 
monoïde P* est donc libre, et on peut voir la substitutions comme un morphisme injectif de 
A'" dans P*, qui renomme chaque lettre de A en une lettre de P. Il est alors évident que si 
Z est la base de X* n Y'", alors s(Z) est la base de (s(X)t n (s(Y))*. Montrons maintenant 
que si X est un code complet sur A, alors s(X) est un code complet sur B. Le code M étant 
complet sur B, tout mot de B"' est facteur d'un mot de M*. Tout mot de M* appartient à 
un langage de P*. Si X est un code complet sur A, alors s(X) est un code complet sur P, 
et tout langage de P'" est facteur d'un langage de (s(X))*, et donc, tout mot d'un langage 
de p• est facteur d'un mot d'un langage de (s(X))*. Finalement, tout mot de B* est facteur 
d'un mot (d'un langage) de (s(X)t, et donc s(X) est un code complet sur B. 0 

La proposition suivante est un corollaire de la proposition précédente. 

Proposition 4.13 Soit Z un code rationnel de A*, B un alphabet contenant A, et D un 
code rationnel mazimal sur B et contenant Z. Soit {Z,D11 ••• ,Dn} une partition de Den 
codes rationnels. Soit A1 et A2 deuz codes maximaux sur C = { ao, a1, ••• , an}, tels que 
Ai n Ai = a0. Soit s la substitution définie sur C par s(ao) = Z et s(ai) = Di, pour 
i E {1, ... , n}. Les codes X= s(A1 ) et Y= s(A2 ) sont deux codes rationnels mazimauz sur 
B et Z est la base de X* n Y*. 

La proposition 4.13 permet de trouver-plusieurs constructions prouvant la proposition 4.10. 
Soit Z un code rationnel de A-, Bun alphabet contenant A, et Dun code rationnel maximal 
sur B et contenant Z. Ces donnéeS sont communes aux trois exemples qui suivent. Chacun 
des exemples contient comme données un alphabet C, deux codes A1 et A2, et une substitution 
s et comme résultats deux codes X et Y. Les données de chaque exemple sont telles que 
l'on puisse leur appliquer la proposition 4.13 : on peut vérifier que A1 et A2 sont deux codes 
maximaux sur C, que la base de Ain Ai est une lettre de C dont l'image par s est Z, et 
que les images par s des lettres de C forment une partition de D. Les codes X et Y obtenus 
en résultat sont les codes X = s(A1 ) et Y = s(A2), qui, d'après la proposition 4.13, sont 
maximaux sur B et tels que Z est la base de X* n Y*. 

Exemple 4.6 Soit C = {a, b, c, d}. Les codes mazimaux sur C 

A 1 = a + b + ( c + d)( a + c + d) * b 

et 

A 2 - a+c+(b+d)(a+b+d)"'c 
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et la substitution s définie sur C par 

s(a) = Z, 

s(b) = {u}, 
s(c) = {v}, 

s( d) = D \ Z \ { u} \ {v}, 

permettent de construire, grâce à la proposition 4 .19, les codes maximaux sur B 

X = Z + u· + ( D \ Z \ u) (D \ u) * u 

et 

Y= Z +v+ (D \ Z \ v)(D \ v)*v. 

qui sont tels que z est la base de x· n y•. 
On retrouve ici les codes X et Y utilisés dans la preuve de la proposition 4.10. 

Exemple 4. 7 Soit C = {a, b, c}. Les codes maximaux sur C 

A1 = a+ b + c(a + c)*b 

et 

et la substitution s définie sur C par 

s(a) = Z, 
s(b) = {u}, 

s(c) = D\Z\{u}, 

permettent de construire, grâce à la propos_ition 4.18, les codes maximaux sur B 

X = Z+u+(D\Z\u)(D\u)*u 

et 

Y = (D\u)+u(Z+u)'*(D\Z\u), 

qui sont tels que Z est la base de X'* n Y*. 

Exemple 4.8 Soit C = {a, b}. Les codes maximaux sur C 

A1 = a+ b(ba*b)*a 

et 

A2 = a+ b(aa*b)*b 

et la substitution s définie sur C par 

s(a) = Z, 

s(b) = D\Z, 
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pennettent de construire, grâce à la proposition 4.13, les codes maximaux sur B 

X = Z + ( D \ Z)( (D \ Z) z• (D \ Z)) * Z 

et 

Y = Z + (D \ Z)(ZZ*(D \ Z))*(D \ Z), 

qui sont tels que z est la base de x· n y•. 

Les propositions 4.10 et 4.11 ne sont plus valides si on remplace rationnel par fini. Il existe 
en effet des codes (préfixes) finis qui ne peuvent être obtenus comme base de J'intersection 
de deux monoïdes libres engendrés par des codes (préfixes) finis maximaux. 

Exemple 4.9 Le code (préfixe) fini P = a+ ba, comme tout code fini ne contenant pas 
une puissance de chaque lettre de son alphabet, ne peut être la base de l'intersection de deux 
monoïdes libres engendrés par des codes finis maximaux, qui contiennent nécessairement une 
put:ssance de chaque lettre de leur alphabet. 

Dans toutes les méthodes présentées ci-dessus qui permettent, à partir d'un code rationnel 
Z, de construire deux codes maximaux X et Y tels que Z soit la base de x• n y•, les codes 
X et Y obtenus sont infinis. De même, il semble que tous les codes non maximaux obtenus, 
grâce à la proposition 4.7, comme base de l'intersection de deux monoïdes libres finiment 
engendrés, soient eux aussi infinis. On peut donc se demander s'il existe des codes (préfixes) 
finis non maximaux qui peuvent être obtenus comme base de l'intersection de deux monoïdes 
libres engendrés par des codes (préfixes) finis maximaux. 

Proposition 4.14 n existe des codes préfixes finis X et Y maximaux sur A tels que la base 
de x• n Y* est un code préfixe fini non maximal sur A. 

Preuve Soit P1 = (a+ b)(a +ba+ bb) et P2 =(a+ ba+ bb)(a + b). La base de Pin P2 est 
le langage Z = a2 + b2a + b3 + abb(ab2 + b3 )*(aa +ba). Appelons partie finie de Z Je langage 
F = P1nP2 = a2+b2a+b3 , et partie infinie de Z Je langage 1 = Z\F = abb(ab2+b3 )*(aa+ba). 
Si X est un code inclus dans Pi et Y un code inclus dans P2, alors X* n Y* est un monoïde 
inclus dans Z*. On peut construire X et Y de telle manière que tout mot de z• contenant 
dans sa décomposition sur Z un facteur appartenant à la partie infinie, ne puisse appartenir 
à la fois à X* et à Y*. Pour cela, on place d'abord tous les mots de F 2 dans X et Y, puis 
on s'arrange, si cela est possible, pour que la parité du nombre de mots de F apparaissant 
après la dernière occurence d'un mot de 1 dans la décomposition sur Z d'un mot de z• soit 
différente dans x• et dans y•. On obtient alors X* n Y*= (F2 )*. Cette synchronisation est 
possible dans le cas qui nous intéresse: soit W = ab2(Pt -a2 +a2P1 -b3+b3 (P1 -ba+baPI)), 
X= aba+ba+ W +F(F+aba+baPI + W) et Y= ab+bab+ba2 +F(F+ab+bab+ba2P2 ). 

Les langages x et y sont deux codes préfixes finis maximaux et la base de x· n y• est le 
code préfixe fini non maximal (a2 + b2a + b3) 2• 0 
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4.4 Condition nécessaire et suffisante de maximalité 

Une autre question intéressante vis-à-vis de la conjecture 4.1 est de savoir quelles conditions 
doivent vérifier X et Y pour qu'elle soit vraie. On sait déjà que le fait que X ou Y soit 
bipréfixe est une condition suffisante. Nous donnons ici une condition nécessaire et suffisante 
pour qu'elle soit vérifiée. 

Nous avons besoin pour cela des définitions et des résultats préliminaires suivants : 

Définition 4.1 Soit X un code de A*. Un mot p de A* est prolongeable à droite (resp. à 
gauche) dans X* si pour tout mot w de A*, il existe un mot v de A* tel que pwv (resp. vwp) 
est dans x·. 

Définition 4.2 Un mot s de A* est simplifiant à droite (resp. à gauche) pour X* si pour 
tout mot x de X"' et tout mot v de A*, l'appartenance de xsv (resp. vsx) à X* entraîne celle 
de sv (resp. vs) à X*. 

Proposition 4.15 ([4, p. 319, ex. 3.1]} Soit X un code coupant complet. Un mot est 
prolongeable à droite (resp. à gauche) dans X* si et seulement si il est simplifiant à droite 
(resp. à gauche) pour X*. 

Proposition 4.16 Soit X un code coupant. Si z est un mot prolongeable à droite et à gauche 
dans X*, alors il existe une puissance de z dans X*. 

Preuve Soit X un code coupant de A • et z un mot prolongeable à droite et à gauche dans 
X*. Soit u un mot de A* qui n'est facteur d'aucun mot de X. Puisque z est prolongeable à 
droite dans X"', il existe pour tout entier i non nul un mot Vi de A* tel que wiuvi est dans 
x·. Puisque u n'est facteur d'aucun mot de x 1 il existe un facteur gauche Ui de u tel que 
wiui est dans x•. Le nombre de facteurs gauches de u étant fini, il existe deux entiers non 
nuls n et p tels que n > p et Un = Up. Soit m = n - p et x = wPup· Les mots x et zmx 
sont tous deux dans X*. D'après la proposition 4.15, le mot z étant prolongeable à gauche 
dans X*, est simplifiant à gauche pour X*. Puisque X* contient x et zmx, il contient donc 
également zm. 0 

Les faits suivants découlent directement des définitions. 

Fait 4.1 Soit X un code de A*. Si un mot p de A* est prolongeable à droite (resp. à gauche) 
dans X*, alors pour tout mot w de A*, le mot pw (resp. wp) est prolongeable à droite (resp. 
à gauche) dans X*. 

Fait 4.2 Soit X un code de A*. Si un mot p de A* est prolongeable à droite (resp. à gauche) 
dans x·' alors pour tout mot x de x·' le mot xp (resp. px) est prolongeable à droite (resp. 
à gauche} dans x·. 

On peut maintenant prouver la proposition suivante : 
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Proposition 4.17 Soit X et Y deuz codes rationnels de A*. La base de X* nY* est un code 
mazimal sur A si et seulement si il eziste un mot zo de X* prolongeable à gauche dans Y* 
et un mot Yo de Y* prolongeable à droite dans X*. 

Preuve Soit X et Y deux codes rationnels de A* et Z la base de X* n Y*. Si Z est un code 
maximal sur A, alors il existe un mot z de Z* prolongeable à gauche dans Z* et un mot y de 
Z* prolongeable à droite dans Z*. Puisque Z* est inclus dans X* et Y*, il suffit de prendre 
z 0 = z et !lo = y. 
Réciproquement, supposons l'existence de deux mots zo et Yo vérifiant les conditions de la 
proposition. ·Pour montrer que Z est un code maximal sur A, nous allons montrer qu'il est 
complet dans A*. Le mot Yo de Y* étant prolongeable à droite dans X*, tout mot w de A* 
est facteur d'un mot yowv de x·, et donc le code X est complet. Il existe donc un mot z 1 de 
A* prolongeable à gauche dans x·. De même, le mot Zo de X* étant prolongeable à gauche 
dans Y*, le code Y est complet et il existe un mot y1 de A* prolongeable à droite dans Y*. 
Posons z = z 1zo et y= y0y1 • D'après les faits 4.1 et 4.2, z est prolongeable à gauche dans 
X* et Y*, et y est prolongeable à droite dans X* et Y*. Soit w un mot quelconque de A*. 
D'après le fait 4.1, le mot ywz est prolongeable à la fois à droite et à gauche à la fois dans 
X* et Y*. D'après la proposition 4.16, X* et y• contiennent donc tous deux une puissance. 
de ywx. Le monoïde z· = X* n Y* contient donc également une puissance de ywx. Tout 
mot w de A* étant facteur d'un mot de z·, Z est complet et donc maximal. 0 

Si X est un code préfixe (resp. suffixe) maximal sur A, alors tout mot de A* est prolongeable 
à droite (resp. à gauche) dans x•. La proposition 4.17 a donc pour corollaire immédiat la 
proposition suivante : 

Proposition 4.18 Si X est un code préfixe maximal sur A et Y est un code suffixe maximal 
sur A, alors la base de X* n Y* est un code maximal sur A. 

La proposition 4.1 est un autre corollaire de la proposition 4.17. En effet, si X est un code 
rationnel bipréfixe maximal sur A, alors pour tout code rationnel Y maximal sur A, tout mot 
de Y* est prolongeable à droite dans X*, et Y étant complet, il contient un mot y prolongeable 
à gauche dans Y*. II existe alors un mot wy de X* qui est également prolongeable à gauche 
dans Y*. 

Les propositions 4.1 et 4.18 ne sont plus vraies si on remplace maximal sur A par maximal, 
comme le montre l'exemple suivant : 

Exemple 4.10 Soit le code préfixe maximal sur A = {a, b, c} 

X= a+c+bc+b2 +ba(a+b)*c 

et le code bi préfixe maximal sur B = {a, b} 

Y = a+b 

La base de X* n Y* est le code non maximal 
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Nous dirons qu'un code X maximal sur A conserve sa maximalité sur ses sous-alphabets, si 
pour tout alphabet B inclus dans A, X nB* est un code maximal sur B. La proposition 
[4, p. 67, prop. 5.9] nous indique que tout code fini conserve sa maximalité sur ses sous
alphabets. Il n'est pas difficile de voir, grâce à la proposition [4, p. 146, prop. 2.2], que 
tout code bipréfixe coupant possède la même propriété. On peut remplacer maximal sur A 
par maximal dans les propositions 4.1 et 4.18 si les codes X et Y considérés conservent leur 
maximalité sur leurs sous-alphabets. En effet, considérons deux tels codes X maximal sur A 
et Y maximal sur B, et appelons C l'alphabet de X* n Y*. Soit Xc la base de X* n C* et 
Yc la base de Y* n C*. Les codes Xc et Yc sont maximaux sur C et X* n Y* = Xê n Yë. 
On peut alors appliquer les propositions 4.1 et 4.18 pour conclure à la maximalité de la base 
de x· n Y*. On a donc en particulier les deux corollaires suivants : 

Proposition 4.19 Si X est un code prefixe fini maximal et Y est un code suffixe fini maximal 
alors la base de x· n y• est un code maximal. 

Proposition 4.20 Si X est un code bipréfixe coupant maximal et Y est un code fini maximal 
alors la base de x· n y• est un code maximal. 

Conclusion 

Suite aux résultats de ce chapitre, les principales questions qui se posent concernent surtout 
les codes finis. Par exemple, on peut se demander si la réciproque de la proposition 4.7 
est ·vraie, c'est-à-dire si deux codes préfixes finis P1 et P2 maximaux sur A sont tels que 
(P1P2)* n (P2Pl)* P2 = 0, alors la base de (P1P2)* n (P2Pl)* est-elle un code maximal? Elle 
l'est dans tous les exemples rencontrés jusqu'à maintenant. 
De même, lorsque la base de (P1P2)* n (P2P1)* n'est pas un code maximal, il semble qu'elle 
soit alors toujours infinie. Une preuve ou un contre-exemple reste à trouver. 
Enfin, est-il possible de trouver d'autres exemples plus simples prouvant la proposition 4.14? 
Ici "plus simple" ne signifie pas forcément "de taille inférieure". En effet, pour savoir s'il 
existe ou non un exemple plus petit, il reste un nombre fini de cas à tester. Il serait en fait 
intéressant d'avoir un exemple ayant une structure plus simple (plus symétrique par exemple), 
ou obtenu à partir d'une méthode plus facile à appréhender. 
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