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Introduction :

Le théme essentiel de ce travail est I'utilisation systématique des méthodes d’extrapolation pour construi-
re des méthodes de prédiction. En effet, de la connaissance des premiers termes d’une suite (c'est-a-dire
50,51, -..,SN), nous pouvons estimer la limite S de cette suite en utilisant des procédés d’extrapolation,
mais aussi prédire les termes suivants de cette suite (c’est-a-dire Sy 41,5842, .)-

On entend par méthode de prédiction un procédé qui transforme un vecteur (S;)ocicn en une suite
(Si,n)ixo telle que S; = S; v, Vi€ {0,1,...,N}. Dans ce cas, on dit que la suite (S; n)io est une suite
prédite a partir du vecteur (S;)o<i<n.

Utiliser une méthode d’extrapolation pour construire une méthode de prédiction est une idée qui a
déja été exploitée par C. Brezinski dans [6] ainsi que par C. Brezinski et M. Redivo Zaglia dans [8. pp.
392-395]. Ils ont, en effet, développé la E-prédiction (chapitre 1) qui est une méthode de prédiction trés
générale. Et, pour une bonne utilisation de cette méthode, la suite a prédire doit avoir un développement
asymptotique sur une échelle de comparaison connue. .

Cependant, un cas particulier de cette méthode de prédiction, & savoir Pe-prédiction (chapitre 2).
n’emploie pas cette connaissance. En conséquence, de tous les algorithmes de prédiction que nous pro-
posons dans ce travail, c’est celui de I’e-prédiction qui est le plus simple & mettre en oeuvre.

En identifiant le vecteur (S;)o<icny au vecteur des sommes partielles (Z;.-:USJU‘)K,Q\, et la suite

prédite (Si n)i>o a la suite des sommes partielles (Z;.—.o Sj nt?)i»o, nous pouvons prédire le vecteur
des sommes partielles au lieu du vecteur initial. Ainsi, a partir d’une série formelle dont les premiers
coeflicients (c’est-a-dire Sg,S,,...,Sn) sont connus, J. Gilewicz dans [11, pp. 424-43Y] forme la série
tronquée Zﬁo S;t!, puis développe en série formelle un approximant de Padé de cette série tronquée
pour prédire les coefficients inconnus (c’est-a-dire Syy41,Sn42,...) de la série formelle initiale. Cette
méthode de prédiction est appelée la Padé-prédiction (chapitre 3). D’autre part, dans [20], utilisant la t-
transformation, A. Sidi et D. Levin étudient la t-prédiction. En substituant un approximant de type-Padé
particulier & I’approximant de Padé, ils se servent en fait du méme procédé que J.Gilewicz. Dans cette
thése, nous généralisons ces deux méthodes en considérant les approximants de Padé-partiels englobant
les approximants de Padé et de type-Padé. Nous définissons ainsi, de fagon algébrique. une méthode de
prédiction appelée la Padé-partiel-prédiction (chapitre 3).

Ensuite, nous voyons comment généraliser une méthode de prédiction (chapitre 4) a 'aide d une trans-
formation inversible. Les différentes transformations évoquées nous permettent d’éclairer divers liens
entre les méthodes de prédiction ainsi que nombre de leurs propriétés.

Il s’ensuit que |’c-algorithme nous permet de mettre en oeuvre non seulement la Padé-prédiction. mais
encore la Padé-partiel-prédiction {chapitre 5). Cet exposé contient I’algorithme que nous utilisons pour
cette derniére. Cet algorithme emploie |'c-algorithme duquel il nous a semblé nécssaire de discuter la
stabilité (chapitre 5).

En mettant a profit des résultats d’accélération de la convergence. nous établissons des théorémes con-
cernant la consistance des méthodes de prédiction (chapitre 6). Ceux-ci sont primordiaux dans cette
analyse car la définition choisie pour une méthode de prédiction est trés faible.

Enfin, cette these contient quelques exemples numériques (chapitre 7) destinés principalenient a mettre
en valeur les résultats de consistance. Ils nous permettent aussi de discuter du choix de I'utilisation de
telle ou telle méthode de prédiction.



Domaines d’application des méthodes de prédiction :

Les domaines d’application des méthodes de prédiction sont variés : nous les utilisons en économétrie,
en statistique, ou dans la résolution de problémes paraboliques comme 'ont fait M. Morandi Cecchi. M.
Redivo Zaglia et G. Scenna dans [14], ou encore dans 1'étude de la structure des bandes dans les semi-
conducteurs ainsi que G. Allan le propose dans [1] et que A. Trias, M. Kiwi et M. Weissmann I’exposent
dans (21}, ... ‘

Notations :

IN est ’ensemble des entiers positifs au sens large.

n! est la fonction factorielle évaluée en n (n! = n.(n — 1)! avec 0! = 1).
; k! . .
Cl = ———— sont les coefficients binémiaux.

'k = 5)! ) . :
A A B est défini comme étant le plus grand commun diviseur des entiers A et B.

IR est le corps des réels.
L’écriture d’un réel a.10® est abrégée en aEb (par exemple 1000 = 1E3, 0.001 = 1E - 3, .. ).
[z] € IV est défini tel que [z] <z < [z]+1, Vz € R.

€ est le corps des complexes.

Nous notons les fonctions usuelles de fagon tout a fait traditionnelle (max. min. |.|, sup. inf, le logarithme.
Pexponentielle, .. .).

IK désigne un corps commutatif (en général R ou().

IR, [t] est ’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal & n, & coefficients dans I\, en la variable t.
P(t) A Q(t) est défini comme étant le plus grand commun diviseur des polynémes P(t) et Q(t).
O(t") désigne une fonction telle que 3M € IR tel que |O(t")} < M.|t"| pour t voisin de zéro.

[p/4qls (1) représente Papproximant de Padé (lorsqu'il existe) de la série formelle f(t), dont le numérateur
est au plus de degré p et dont le dénominateur est au plus de degré ¢ (p.45).

KX représente I’ensemble des applications de V’ensemble X dans /K (en particulier si X = n. w®
représente ’ensemble des suites a éléments dans ).

A est opérateur de différence agissant indifféremment sur les suites et sur les vecteurs par AS; = S+, —S;

(p-15).

Différents ensembles de vecteurs et de suites :

TM : ensemble des suites totalement monotones (p.26).

TO : ensemble des suites totalement oscillantes (p.28).

MS : ensemble des suites de moments de Stieltjes (p.32).

MMS : ensemble des suites de moments de Markov-Stieltjes (p.32).
MH : ensemble des suites de moments de Hamburger (p.32).

TMF : ensemble des vecteurs totalement monotones finis (p.27).
TOF : ensemble des vecteurs totalement oscillants finis (p.28).
TME : ensemble des vecteurs totalement monotones extraits (p.27).
TOE : ensemble des vecteurs totalement oscillants extraits (p.28).
MSE : ensemble des vecteurs de moments de Stieltjes (p.33).
MMSE : ensemble des vecteurs de moments de Markov-Stieltjes (p.33).
MHE : ensemble des vecteurs de moments de Hamburger (p.33).
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Tableau récapitulant les différentes méthodes de prédiction et leurs principales particularités

méthode de prédiction suite prédite | condition parametres page
d’existence
la E — prédiction (algorithmique) ((y)Sg)EN)),-ZO ((y)H,(VE)) N e [N, (g) table p.12
d’éléments de Iy
la E — prédiction (algébrique) ((Q)Sffvs)),-zo ((g)Hg,Esj) N e IV, (g) famille p.13
d’8léments de IV
I'e — prédiction (algorithmique) (5%)ix0 (HY) NeN p.18
V'e — prédiction (algébrique) (S5R)ix0 (H ™y KelN p.19
V'e, — prédiction (algorithmique) (S5 )iz0 | (HNP) [ NelN pe{o01,..., N} |pa2
I'e, — prédiction (algébrique) (SS9 )iso | (HY”) [ Ne N, pe{0,1,...,N} | p4a3
la Padé — prédiction (algébrique) (S%)izo HY [ New pefor. . v} | p.46
la Padé — partiel — prédiction calculée (Sff’,?,),-zo (H) NeNlN pe{0,1....,N},| p.63
a laide de z(t) et y(t) (algébrique) z(t) € It y(t) € Ih,[Y
la Padé — prédiction (algorithmique) | (S\3¥)izo | (HN'P) | Ne N, pefu.),... N} | pa7
la Padé — partiel — prédiction calculée | (S)ixo | (HY'®) |N€ N, pe{0,1,...,N}, | p.87
a Vaide de z(2) et y(t) (algorithmique) z(t) € I, [t], y(t) € I,[t]

Démarche observée pour analyser une méthode de prédiction

Dans ce travail, nous partons d’une définition assez faible pour une méthode de prédiction. En effet,
un algorithme est dit de prédiction s’il reproduit les données initiales d’une suite tout en lournssant une
approximation des prochains.

Ensuite,

1. nous définissons la méthode de prédiction algébriquement,
2. nous lui associons un algorithme qui ne nécessite pas d’avoir a résoudre de systeme linéaire,
3. nous tentons d’énumérer les propriétés qui se reconduisent de la suite initiale a la suite prédite.

4. enfin, nous énongons des résultats de consistance.
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Chapitre 1
La E-prédiction

A partir d’une méthode d’extrapolation, a savoir le E-algorithme, exposé par C. Brezinski dans (& p.
59], nous construisons la E-prédiction. Cette méthode de prédiction a déja été définie par C. Brezinski
et M. Redivo Zaglia dans [8, pp. 392-395] et par C. Brezinski dans [6]. Cependant. la E-prédiction a
Pinconvénient de n’étre efficace que si la suite a prédire posséde un développement asymptotique sur une
échelle de comparaison connue.

Dans ce travail, nous avons pu-améliorer 1’algorithme de la E-prédiction en ce sens qu’il est inutile de
réinitialiser la table des suites auxiliaires a chaque étape.

1.1 Développement asymptotique sur une échelle de compa-
raison

S’il existe des suites g;(7), ga(i), ... telles que S, = S+ a;91{i)+ aaga(¢) + ... pour ( voisiu de linfini et

. ?

que lim ‘ﬂii(—l
1= 00 gk(l) )

posséde un développement asymptotique sur une échelle de comparaison g, (i),, g2(¢), - .-

=0, Yk € IV avec par convention go(:) = 1, Vi € IV, alors, on dit yue la sumite (5,50

1.2 Les méthodes d’accélération de la convergence

Une transformation T : (Si)iyo € IKW — (Ti)ixo € E\'W est dite transformation d'accélération de la
convergence si

lim.-_.m 5,‘ =S5
limi—o. T; =

et lim;_

Un algorithme permettant de calculer T; a partir de Sg, Sy, ..., Si+x est appelé algorithine d’accélération
de la convergence.
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1.3 Les méthodes de prédiction

Une transformation T : (Si)ocicy € KNt (Ti)iso € IKW est dite une transformation de prédiction
s1
Si=T;, Yie {0,1,...,N}.

Un algorithme permettant de calculer T; a partir de Sp, Sy, ..., S~ est appelé algorithme de prédiction.
(Si)ogi<n est le vecteur a prédire, (T;)i>o est la suite prédite.

Dans ce travail, le vecteur a prédire est toujours indicé de 0 & N. Dans le cas ol le vecteur a prédire est
indicé de N; & N,, on translate les indices pour se ramener a un vecteur a prédire indicé de ( & Ny — Ny,
on lui applique ensuite la transformation de prédiction, et on translate les indices pour se ramener a une
suite prédite indicée de N; a I'infini. On dit que deux méthode de prédiction sont identiques si elles ont
méme transformation de prédiction et que seul I’ensemble des indices sur lequel nous agissons change.

1.4 Le E-algorithme

Le E-algorithme est un algorithme d’extrapolation trés général. Il a été obtenu indépendamment par T.
Havie dans [10] et par C. Brezinski dans [5).

Soit la suite initiale (S;)i>o0 € H\'W.
Soient (g;j())i>0 € H\'w, Vj € {1,2,.... k), k suites auxiliaires (k est fixé).
On construit alors la suite (E,(:)),-ZQ € EN en définissant Ei') comme solution du systeme linéaire
suivant :

S, = E,(cf)+algl(i)+...+ukyk(i)
S,'+1 = Ei,')+algl(i+1)+...+akgk(i+1)
Siek = EY+aigii+ k) + .+ argeli+ k)
ou les autres inconnues sont aj,asq,...,ax.

Nous obtenons immédiatement l’écriture de E\") sous forme d’un rapport de deux déterniinants, commne
k
sult :

Si Si+k
gty .. gi(i+k)
92(1) ... ga(i+k)
EO = gkl(i) gk(i1+ k) vie IV
gii) ... g1 +k)
92(8) ... ga(i+k)
(i) ... geli+k)

Ceux-ci peuvent étre générés par le E-algorithme de la maniére suivante :
On initialise la premiére colonne de la table du E-algorithme par

EM =5, Vie I,
et la table des suites auxiliaires par

gl = aili), Yie IV, Vie {1.2,... k).
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Ensuite, on calcule récursivement les E,(') par

BV - B
—— e, Vie N, Ve (1,2, k),
G+ _ 0
Ji-10 ~ 9i-1y

B = 50, -

en utilisant la table des suites auxiliaires donnée par

G+1) _ (9

G) _ ) _9i-11 T 9i-11 (i)

9i0 =9i-10 " Gy Ji-Li
=14 ~ 9i-1,

Les éléments E,(') sont donnés sous forme d’un rapport de deux déterminants comme suit :

S,' S,"+1

£ 915") 9’(i1+’) L Vie IV, Vie {0,1,... k).
gg(i) gg(i+1)
al) ... gli+l)

VielN, Vie{l,2,....k-1}, Vie{j+1,j+2,...

k.

Et, les éléments de la table des suites auxiliaires sont eux aussi donnés sous forme d'uu rapport Jde deux

déterminants par

a@) ... g@i(i+))
91(®)) .. @i +7)
92()) ... ga(i+])
o= "ffi) gf(i;'” L VieN, Ve {01, k1), VIe [j+1 42 .. k)
g1(d) ... gi(i+J)
g2(3) ... g20i+7)
6iG) . gili+))

D’autre part, on dit que le E-algorithme est linéaire. En effet, si u est une application qui & r fait
correspondre u(z) = a.z + b et si nous appliquons u a chaque élément de la suite initiale. alors nous

appliquons u a chaque élément de la table du E-algorithme.

1.5 La E-prédiction du point de vue algorithmique

Soient le vecteur (Si)oci<n € N+ et des éléments gi(i) € K, vie IN, Vje{l,2,...,N}.

Nous formons la table (1) :
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So = E”
0 o} — E(O)
1

S=E \

ERL,
N
1

E;V)—l /

Sn_ =E(N—l)
N=1 0 ~— E(N'l)
1

Sy=EM  _—
a l’aide de la régle classique du E-algorithme :

EY) =8, vie{0,1,...,N}

M = g 50—, o)

t 1 1 . .

et,E,‘ =Ek-l —(-t+—l)_(T)——k Lk VLE{IZ N}, VtE{U,l,...,.’\—k}
=1k ~ k-1

(¥)

ou les g;, sont calculés dans la table (g) des suites auxiliaires comme dans le E-algorithue :

&) = g;(d), VieﬂV Vie{1,2,...,N}
ol (g;(i))i>0 € KN , Vi €{1,2,..., N} sont N suites auxiliaires,
i+1 B
— 0 9£ 13‘95:)11 ()
et, 91:, Je-1i T TGrD 0 Yk-1e
E=1k ~ Jk1k
VieIN,Vke {1,2,... N=1}, Vi€ {k+1,k+2,. ... N}

Ensuite, nous formons la table (2) :

E©
EY IIVI
N-1

K EYY

(N) EgN_l)/ E‘(’vz')-l / I‘I

Sy = E} ' / ; EY
N 3

} M) EY, I

en utilisant la régle progressive du E-algorithme :

(EQ =EQ vi>1
(la E — prédiction est obtenue en attribuant la méme valeur & tous les termes de la colonne la plus a
droite et en redescendant la table a l'aide de la regle progressive du E — algoritlinne)

4 (Ei)_E(i) (i+1) _ (1)
et, E'(Cx+11) E(z) _ L k21961 k gk 1,k

, Vke{1,2,...,N},

(¢
9k )1 k
L Vi>N-k+1
ou les g( ) sont calculés dans la table (g) définie précédemment.
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Définition de la E-prédiction du point de vue algorithmique
Nous définissons la suite prédite par la E-prédiction ((g)ng\,)),-ZO a partir du vecteur (S;)o<igny par

@SR =EP, Yie .

Nous notons ((9)5553)-‘20 cette suite prédite, parce que chaque terme de celle-ci dépend de la table (g) et
de la valeur de N (E indique que cette suite est obtenue par la E-prédiction).

Condition d’existence de la E-prédiction du point de vue algorithmique
Lorsque g¢ ') #9004, YE€{1,2,...,N}, Vi€ {0,1,...,N —k},
et lorsque
gt #0  YEE(L2. . N =1}, ¥i> ¥ —k +1
9 A0, YkEe{1,2,.. N}, Vi2 N—k+1 ’

la E-prédiction existe, ce qui veut dire qu’il ne se produit pas de division par zéro dans P'algorithue.
Nous notons cette condition ((g)vaE)) parce qu’elle dépend de la table (g) et de la valeur de N'. Cette
condition d’existence est toujours associée a une table en particulier.

Remarque a propos de la E-prédiction définie de fagon algorithmique
L’algorithme de la E-prédiction et donc la condition d’existence peuvent étre simplifiés dans de nombreux
exemples. En effet, si dans la table (1), la colonne d’indice Ny (Np € {0,1,..., N}) est constante et égale
a S, on peut s’abstenir de calculer les termes des colonnes d’indice supérieur ou égal & Ny dans les tables
(1) et (2), et supposer que la colonne d’indice Ny dans la table (2) est constante et égale & S (dans ce
cas, P’algorithme de la E-prédiction est raccourci, et la condition d’existence en est d’autant allégée).

. . . E , .
De par la construction méme de la suite ((g)Sf',N))iz(h nous énongons ceci :

Sotent le vecteur (Si)o<i<n € KN Y et la table (g) satisfaisant la condition ((g)H‘f)), alors ((y,b'ff\-’)izo
est une suile prédite @ partir du vecteur (Sijocicn-

De cette fagon, nous justifions 'attribution du mot prédiction & cette méthode.

1.6 La E-prédiction du point de vue algébrique

Soit le vecteur (Si)ocicn € K"*'.

Soit (g) une famille de N suites auxiliaires :

(9) : (gi(¥zo € BN, Wi {1,2,..., N}

On définit alors (bg, by, . .., by ) comme solution du systéme linéaire suivant :
So = bo+b151(0)+ ...+ bngn(0)
S = botbigi(l)+...+bngn (1)
Sy = bo+bigi(N)+ ... +bngn(N)
qui admet une solution si et seulement si
91(0) gn(0)
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Définition de la E-prédiction du point de vue algébrique
Nous définissons la suite prédite par la E-prédiction ((g)S,-(fvs)),-Zo a partir du vecteur (Si)ocign par :

@OSUR) = bo +b1g1(i) + ... + brgn (i), Vi € IV.

Nous notons ((g)Sfl}:vs))gzo cette suite prédite, parce que chacun de ses termes dépend de la table (g) et
de la valeur de N (E indique que cette suite est obtenue par la E-prédiction, et S que la résolution d’un
systéme linéaire est indispensable).

Condition d’existence de la E-prédiction du point de vue algébrique

Lorsque
1 ¢:(0) ... gn(0)
1 gi(1) ... gn(1)
I ai(N) .. gn(N)

la E-prédiction existe.

Nous notons cette condition ((g)H,(VES)) parce qu’elle dépend de la table (g) et de la valeur de N. Cette
condition d’existence est toujours associée a une famille en particulier.

. . . S ” .
De par la construction méme de la suite ((g)S,.U}:,, )),-Zo, nous énongons ceci :

Soient le vecteur (S;)ocicn € IN*Y et la famalle {g) satisfaisant la condition ((y,H}fS)), alors ((g)S}'is))izo

est une suite prédile a partir du vecleur (S;)oci<N-
De cette fagon, nous justifions I’attribution du mot prédiction a cette méthode.

Remarque a propos des conditions d’existence
Lorsqt{e la condition .((g)Hﬁ,E)) est satisfaite pour la table (g), il s’emsuit que la condition (,y)H}fS)) est
satisfaite pour la famille (g). Cette propriété provient du fait que le déterminant non nul de la condition
((g)H(FS)) est précisément le dénominateur de E&?) quand celui-ci est donné sous forme d’un rapport de
deux déterminants.

Théoréme 1.1 Soient le vecteur (S;)ocicn € IYN*Y et la table (g) satisfarsant lu conddion ((g,H,(\,vE))_.

alors - -
OSSN =@ Sin Vie N

Ce théoreme établit que la E-prédiction définie algorithmiquement. lorsqu’elle existe. est exactement la
E-prédiction définie algébriquement.

Remarque concernant la constance de la colonne la plus & droite dans 'algorithime de la
E-prédiction

Dans le point de vue algorithmique de la E-prédiction, le choix que nous faisons d’attribuer la meme
valeur & tous les termes de la colonne la plus a droite est motivé par la simplicité du point de vue
algébrique. Nous pourrions choisir d’égaler cette colonne & une suite non constante. mais dans ce cas. le
point de vue algébrique en serait d’autant plus compliqué. Par exemple, si nous connaissons la limite de
la suite prédite, nous pourrions égaler la colonne la plus & droite & une suite convergeant vers la menic
limite.

Remarque a propos des deux algorithmes existants pour la E-prédiction
Le point de vue algébrique de la E-prédiction est rédigé par C. Brezinski et M. Redivo Zaglia dans [8.
pp. 392-395], mais I’algorithime qui y est proposé differe de celui que nous établissons principalement en
deux points :
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1. il n’est pas basé sur la constance d’une des colonnes du E-algorithme.

2. Dinitialisation de la table des suites auxiliaires dépend de I'indice du terme calculé de la suite prédite.
Ceci entraine donc une complexité en temps plus importante que celle de P'algorithme détaillé ici.

Dans {8, pp. 392-395], C. Brezinski et M. Redivo Zaglia nous donnent une expression de (g)S,(VEﬁ’,N, Vie

IN, sous forme d’un rapport de deux déterminaunts.
Nous rappelons cette égalité, dans le théoréme suivant, sans sa démonstration qui est triviale car provenant

directement du systeme de Cramer.

Théoréme 1.2 Soient le vecteur (Sidoci<n € KN ¢t la famille (g) satisfaisant la condition ( H{ES)),
2 (gt N

alors
0 1 g(N+i) ... gn(N+19)
So 1 91(0) e an(0)
S 1 gy .. gn(l)
Sv 1 a(N) ... gu(N) .
(8s) _ _1°ON 91 Vie N
(!)SN+:,N 1 ¢(0) ... ga(0) » VEEL

Log() - gn(l)

1 og(N) .. gw(N) ]



Chapitre 2
L’c-prédiction

L’c-algorithme permet de construire une méthode de prédiction appelée I’e-prédiction. L’s-algorithme
est un cas particulier du E-algorithme. 1] en est de méme pour I’e-prédiction vis & vis de la E-prédiction.
Cependant, I’e-prédiction, contrairement a la E-prédiction, ne requiert pas de développement asympto-
tique sur une €chelle de comparaison pour la suite & prédire.

Notons cependant que d’autres méthodes d’extrapolation, succinctement référées dans [8. pp. 57-58],
pourraient aussi étre utilisées pour obtenir des méthodes de prédiction, telles le procédé de Richardson,
la G-transformation, ou encore des procédés de sommation. Les méthodes de prédiction aiusi obtenues
sont, elles aussi, des cas particuliers de la E-prédiction.

C. Brezinski et M. Redivo Zaglia exposent dans [8, pp. 390-391] la AZ-prédiction qui est un cas
particulier de I’e-prédiction (au méme titre que le A2-d’Aitken est un cas particulier de I's-algorithme).

2.1 L’opérateur de différence A

Soit (Si)i>o € K une suite, on définit A par
AS; = Sit1 - Si.

Les itérés successifs (A¥+1S; = A¥S, | — AkS;, Wk > 1) de cet opérateur de différence sont donnés par
k o
AkS,' = Z(—I)JCiS,‘.H'.
j=0

— sont les coefficients bindmiaux.

o Cl= —E
Jik =)

Lorsque la suite sur laquelle agit l'opérateur A possede plusieurs indices, oun convieut Loujours que
Pindice sur lequel il agit est i. D’autre part, on s’autorise & noter cet opérateur A. qu'il agisse sur une
suite ou sur un vecteur car il s’applique indifféremment sur ces deux éléments.

15
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2.2 L’c-algorithme

L’z-algorithme est un algorithme d’extrapolation. Il a été obtenu par P. Wynn dans [23].

Soit la suite initiale (S;);i>0 € K.
On construit alors la suite (5(2',‘)),-20 € KN (k fixé) en définissant sg_,'k) comme solution du systéme linédaire
suivant :

Sepi = 6(2?+015i+ oo+ aESeyioy
Siyivr = 65;,3 +a1Sip1+ ..+ 4k Skt
Soegi = 6%',,) +a1Sk4i + .+ @S2k 4ia1

ol les autres inconnues sont a;,as,...,ak.

. , 1 P 1 . .
Nous obtenons immédiatement I’écriture d’e(zk) sous forme d'un rapport de deux déterminants. comme
suit :

S; Sk i
Siv1 -+ Sk4is1
(i) Sedi o Sk .
Eqf = = = .Yie IV
% A5, ASima ] '€
A25j+1 e A25k+,
A%Sepicy oo A2Syipios

Ceux-ci peuvent étre générés par I’c-algorithme de la maniére suivante :
On initialise les deux premiéres colonnes de la table de I’c-algorithme par

=35, viem,

et

Ensuite, on calcule récursivement les s§i) par
i i+1) 1 . . .
Sg ) :65_2 + NSV Vie N, Vle {1,2,‘..,213}.
IS R

Les éléments e(',) et e sont donnés sous forme d’un rapport de deux déterminants par

2 2041
S;‘ Sl+i
Si+1 SI+£+1
: Sii - Sumi
() - 1+ 244 Vie IV VI 01 i
€2l A?Si A25l+i_1 ’ le ' E{ R S },

A25{+1 PR AQSI+,‘

A%Sipic oo A'Sagioa
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et
A3S; o A3S
A35§+1 ‘e ASSI.H
. A3Siit ... A3Sya
() _ I+i-1 20+i-2 .
Egip1 = AS, . A5, , Vie IV, vle {0,1,...,k—1}.

AS.'.H Ve ASl+i+l
AS[.H' FEPEN ASQH,,'

D’autre part, on dit que l’c-algorithme est semi-linéaire. En effet, soit u une application qui a z fait
correspondre u{z) = a.z+b, et soit v une application qui & z fait correspondre v{z) = z/a. Alors. si nous
appliquons u a chaque élément de la suite initiale, nous appliquons u a chaque élément d'une colonne
d’indice pair de la table de 1’c-algorithme, et nous appliquons v & chaque élément d’une colonne d’indice
impair de cette méme table.

De plus, les colonnes paires de I’e-algorithme peuvent étre générées par la regle de la croix de P. Wynu,

donnée dans [24], de la fagon suivante :
L’initialisation de I'e-algorithme est alors assurée par

eV =S, vie N

et

8 =00, Vi1
Ensuite, on calcule sg‘;’“ par la regle de la croix :

1 1 1 1

- - -+ — - = - - + — -
) GFD T G+2) _ _G4D) () _ Gt T (42 G+D)
Ealyo — € €m0 — €&y Eg —Ey €y T —Ey

Vie IN, Vie{u,1..... k—1}.

2.3 L’c-prédiction du point de vue algorithmique

Soit le vecteur (Si)OSiSN € HX’N'H.

Nous formons la table (1) :

So = EE)O)
\
0 %
Sl = Egl) o \
5(A(1))1
£ T~
N-=2 “N

Snor=¢§ " '
. 0 ~ -
€y

SN';E(ON) /
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a laide de la régle classique de 1’e-algorithme :

e =0, vie{1,2,...,N}
=5, vie{0,1,...,N}

() — i+ 1 . . o
et, €; €,y +—(71—)——-(—)—1 vie{l,2,....,N}, vie{0,1,...,N —j}

] 1

Ensuite, nous formons la table (2) :

&0
W ¥

EN-1
(2) { (1

€ €
N*z \,(“ — N| |
Ny ¢ — (2!
\ N / N~
0 & s(l ) sg\‘,‘) 9 l
60 \

en utilisant la régle progressive de I’e-algorithme :

( e()—es\‘,)) Vi>1
(Ve — prédiction est obtenue en attribuant la méme valeur a tous les termes de la colonne la plus a
J droite et en redescendant la table & l'aide de la régle progressive de I's — algorithine)
e =0, Vi> N +1 1
1 i—-1
et, 65—‘) = ES- ) + —(—,—1-)'—77,
\ €41 -1

Vie{0,l.....N=1}, Vi> N —j+1.

Définition de I’c-prédiction du point de vue algorithmique
Nous définissons la suite prédite par ’e-prédiction (Sfcl.\),)izo a partir du vecteur (S;)ogi<n par

S =€), vie .

Nous notons (Si-("}z,){zo cette suite prédite, parce que chaque terme de celle-ci dépend de la valeur de NV
(¢ indique que cette suite est obtenue par I'e-prédiction).

Condition d’exxstence de ’c-prédiction du point de vue algorithmique
Lorsque es ) #€8,, Vi€ {1,2,..‘,N}, Vie {0,1,...,N - j},
et el #eg')l, vj € {0,1,. —1}, Vi> N =j+1,
’e-prédiction existe, ce qui veut dlre qu’il ne se produit pas de division par zéro dans ['algorithie.

Nous notons cette condition (H ) patce qu’elle dépend de la valeur de N. Cette condition d’existence
est toujours associée A une suite en particulier.

Remarques a propos de I’s-prédiction définie de fagon algorithmique

1. L’algorithme de Pe-prédiction et donc la condition d’existence peuvent étre simplitiés dans de nom-
breux exemples. En effet, si dans la table (1), la colonne d’indice Ng (Ng € {0.1.....: V1) est



2.4. L’e-prédiction du point de vue algébrique 19

constante et égale a S, il nous est impossible de calculer les termes des colonnes d’indice supérieur
ou égal & Ny dans les tables (1) et (2). Dans ce cas, nous supposons que la colonne d’indice Ny (plutét
que celle d’indice N') dans la table (2} est constante et égale & S (I’algorithme de ’z-prédiction est
raccourci et la condition d’existence en est d’autant allégée).

2. La condition (H,(:)) peut étre affaiblie dans beaucoup d’exemples. Formellement a [’aide d’un logiciel
de calcul formel utilisant les régles de calcul usuelles concernant Vinfini (ie. £ =0, § = 0,...).
Numériquement, en se servant des régles particuliéres de I’e-algorithme exposées dans [8, pp. 34-38],

et dans [9], qui permettent de contourner les singularités.

3. Quand N est pair, au lieu d’utiliser les régles classique et progressive de I's-algurithme pour
I’algorithme de I’e-prédiction, nous pouvons utiliser la régle de la croix de Ps-algorithme de P.
Wynn donnée dans [24].

De par la construction méme de la suite (Sff,f,)gzg, nous énongons ceci :

Soit le vecteur (S;)oci<N € KN+ satisfaisant la condition (Hx)), alors (S},E/\)')izo est unc suile prédile
d partir du vecteur (S )ogi<n-

De cette facon, nous justifions I’attribution du mot prédiction & cette méthode.

2.4 L’e-prédiction du point de vue algébrique

Soit le vecteur (S;)ocicax € 2K+

On définit alors (bg,b1,...,bx) comme solution du systéme linéaire suivant :
Sk = boSo+01 S+ .. .+ bk 1Sk + bk
Ske1 = 0SS +615 4+ ... +bx_ Sk + bk
SQK = b05K+b15K+1+...+bK_1S'_>K._1+bK

qui admet une solution si et seulement si

So S oo Sk 1

S, S, Sk 1
o TR

Sk Sk4+1 . Sak-r 1

Définition de ’e-prédiction du point de vue algébrique
Nous définissons la suite prédite par ’e-prédiction (Sffz'?),-zo a partir du vecteur (S;)u<,cun par

SR = Si, Vi€ {0,1,...,2K),

et
S S ) S .
Sch-G)-l',ZK = b05§5+2‘.2x + b 5§<E+3+1.2K +...F bK—lséi\'ls-l,zx +bx. Vi 1

s . - L .
Nous notons (55;,\2){20 cette suite prédite, parce que chaque terme de celle-ci dépend de la valeur de I
(e indique que cette suite est obtenue par I'z-prédiction, et S que la résolution Jd'un systenie linéaire est
indispensable).
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Condition d’existence de I’c-prédiction du point de vue algébrique
Lorsque

So S Sk-1 1
Si S, Sk 1

i £0,
Sk Sk+i Sok-1 1

P’e-prédiction existe.

... s , , . - .
Nous notons cette condition (Hg‘K )) parce qu’elle dépend de la valeur de K. Cette condition d'existence
est toujours associée a une suite en particulier.

. . . 5) . .
De par la construction méme de la suite (5;(521‘{ )i>0, nous énongons ceci :

~(eS)

KK+ satisfaisant la condition (Héj{s)), alors (S; 5 )izo esl une sude

Soit le vecteur (S,‘)os,’ng €
prédite d partir du vecteur (Si)o<i<2kK -

De cette fagon, nous justifions 'attribution du mot prédiction a cette méthode.

Remarque a propos des conditions d’existence

Lorsque la condition (H.S{)) est’ satisfaite pour le vecteur (S;)ocicox € KK+ Ja condition (Hé,i(s))
est satisfaite pour le méme vecteur. Cette propriété provient du fait que le déternunant non nul de la
condition (Hg;(s)) est précisément le dénominateur d’s(;z_l quand celui-ci est donné sous forme d'un

rapport de deux déterminants.

Théoréme 2.1 Soit le vecteur (S;)ogi<2x € I+ satisfaisant la condition (H.(_,;\f), alors

G = S5 vien

Ce théoréme établit que ’e-prédiction définie algorithmiquement, lorsqu’elle existe. est exactement 1's-
prédiction définie algébriquement.

Remarque concernant la constance de la colonne la plus a droite dans 1'algorithie de la
e-prédiction
Dans le point de vue algorithmique de ’e-prédiction, nous choisissons d’attribuer la méme valeur a tous les
termes de la colonne la plus & droite. De ce choix découle la simplicité du point de vue algébrique. Nous
pourrions tout aussi bien choisir d’égaler cette colonne la plus & droite a une suite non constante. Par
exemple, si nous connaissons la limite de la suite prédite, nous pourrions I'égaler & une suite convergeant
vers la méme limite.

Nous donnons, dans le théoréme suivant, une expression de 5551\:94)--'.21(' Vi € IV, sous forme d un rapport
de deux déterminants, sans la démonstration qui est triviale car provenant directement du systéme de
Cramer.
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Théoréme 2.2 Soit le vecteur (Si)ocic2kx € KK+ satisfaisant la condition (H.‘_,';‘,S)). alors

s s
0 1 SEDoe o Shioiak
Sk 1 So Sk -1
Sk 1 Sk ... Sw.
s 2K K 2K -1 .
Sgi{ii,zk =- T %% . Sk , Vie IV.
S ... Sk
1 Sk ... Sk

2.5 Connection entre e-prédiction et E-prédiction

Dans l'introduction de ce chapitre, il est dit que I’e-prédiction est un cas particulier de la E-prédiction.
Nous le vérifions du point de vue algébrique depuis ’expression de chacun des termes des suites prédites
sous forme d’un rapport de deux déterminants (en comparant les théorémes 1.2 et 2.2).

En effet, si (SS;?),'ZO est la suite prédite par I’e-prédiction a partir du vecteur (S;)y<ican et si
(T..(ﬁs)),-zo est la suite prédite par la E-prédiction a partir du vecteur (Ti)ocign (telque S;pn =T, Vi €
{0,1,..., K}) a l'aide de la table (y) des suites auxiliaires (données par ¢,{j) = S,(j_f)_l';,,\-, Ve LN, Vi
1), alors

Cn = S, Vi {01, K - 1),

et
S =T viz 0,

Nous ne donnons pas, dans cette theése, la démonstration de cette propriété du point de vue algorithmi-
que, celle-ci ne présentant pas grand intéret, a notre avis.

2.6 Quelques exemples théoriques de 1’s-prédiction

Etudions sur de simples exemples (i.e. pour de petites valeurs de N) ’expression des termes de la suite
prédite par I’e-prédiction.

Exemple 2.1 La A%-prédiction (lorsque N = 2) :

s - 552 = St= (52 - 518
5,2 SO — Sl

et, Sffz) = S; pouri€ {0,1,2}.

pour ¢ > 3, lorsque Sp — 51 # 0,

Exemple 2.2 Lorsque N = 4 :
St = 505254 + 25,553 — S3 — 5184 — 5052 ~ (SoS) + S2S3+ 5152 — S453 — 5,84 - S;:’)st_), 4
b SoS2+ 5153+ 5152 — 53 — S — SoS3
5153 + 5254 + 5253 — 5154 — 5} - 53)S%), ,
T 505:4 51834 515, — S2 - 52— 5453

pour i > 5,
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lorsque SoSz + S1S53 + S152 = 52 - S2 — 5053 # 0,
et, S(‘,,) = S; pour i € {0,1,...,4}.

"

2.7 Extrapolation exponentielle et ¢-prédiction

Le fait que des systémes exponentiels puissent étre transformés en des systémes linéaires est déja connu
sous le nom de méthode de Prony. Les renseignements concernant la méthode de Prony et la définition
des systémes exponentiels peuvent étre trouvés dans {12, pp. 272-280].

Avant d’établir le lien entre extrapolation exponentielle et £-prédiction, nous énongons quelques lemmes
préliminaires :
Lemme 2.1 V{ay,az,...,ak,b1,b2,...,5:) € K* ona
a; +ar+...+ax alb’f+agb§+.,.+akb£
ayby +azbo +...+apd, ... alblf-H + azb§+l + ...+ akb‘;‘H

=0

a,b¥ +a2b§+...+akb£ a b +a.b2 + . 4 a bt

Démonstration

Considérons les k vecteurs de K**! :

—
[y
ot

Bi=| . |,Ba=| |, .. . etBr=

Définissons A par

ay+ay+ ...+ a; mybf-é-czgﬁ -—}-..A%ﬂmbi

k
. {
arby +azby + ...+ axbe .. @bt FasbET 4 b

Ap=
arbt +aobh + .. +arbt . arbiF +axbd 4+ arbiE

Alors A, est le déterminant de (k + 1) vecteurs (les Vi = a1biBy + ... + akbin. vie {0.1.. ..k} qui
sont combinaison linéaire de k vecteurs {les B;, ¥i € {1,2,...,k}). Donc, zes (k + 1) vecteurs sont liés,
et Ay = 0.
Lemme 2.2 V(a;,az2,...,ak,b1,ba,...,0:) € I** on a

ay+az+...+ax arby +asbo+ .. Fapbe ... albf"ﬁ-agbf;""-,aA,,+a‘.bf“‘

a1b1+a2b2+...+akbk albf+agblj+...+akbi a[bf+agb§+ ‘.+u;\.b:“:

alb’l‘"'l+(12b’.;'1-+-...+akb‘,§"l alb’f+agb§+,..+akbf alb'fk'2+agb::,

=( J[ @) 11 (b; — b:)*).
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Démonstration

On a le résultat suivant :

1 1 1 a; albl (11[71;7_l
bl bz bk as azbg agb:ﬁ_l
b1 pE-l L k! ar apbe ... axbf”?
( ay+ar+...4+a; albf'1+a2b§_1+...+akb:°l
arby + agby + ...+ apbs alb’{+a2b§+...+akb’,§
\ albf'l+a2b§_l +...+akb:'l albfk_2+a2b._2,k'2+...+akbzk°2
Donc .
ai+ar+ ...+ ag albl{’l-i—azbg—l-i-...-i—akbz-l
a1b1+a2b2+...+akbk a;bf+a2b§+...+ukb£
albf-l + agbgnl +...4+ akb:-l a]b?k—z + agbgk-z + ...+ (Ikb'f,k—?
1 1 1 ay albl alb'f'l
by b . bk as azby ... axbi”!
b=t eyt k! ar aebr ... apbf”!
1 1 .1 2
b, by e be
=( H a;). ) ) )
i€{1,2,....k} . e et
byt ot L b
=( JI e I1 (65 = b:)*),
i€{1,2,...,k} i€{1,2,. .k} je{i+1,i+2,.. .k}

en utilisant I’expression du déterminant de Vandermonde.

Théoréme 2.3 Soi{ le vecteur (S;)osgsgk € I+ satzsfaisayt la co.nditz'on (H._EEK}). Lorsque le sysiéme
(S) admet une solution, l'e-prédiction est une méthode de prédiction identique d de l’extrapolation expo-

nentielle dont une des puissances est fizée égale a 1 ; cect signifie que, st on définit (T; ax )ivo par

T}'ngalb'i-{-...+aKb’k +c;. VieN

ot ay,as,...,ak,by,ba, ... bg,cy, sont délerminés comme solutions du sysiéme (S) non lmiéaire suivant :
So = a+...+ax +C1
ST = a4+ ... +agbg +c
Sog = alb?K+..4+a}{b";\»K+(’1

alors

Tiox = S\, Vi€ V.

Démonstration
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Il suffit de montrer que si (T; 2k )i>o0 est une suite donnée par
T2k = arbi + ...+ axbi +c1, Vi € IV, alors, lorsque nous appliquons I’e-algorithme & cette suite, nous

obtenons : g’}r = 5(2 =c, Vie N

L’c-algorithme étant semi-linéaire, nous pouvons supposer ¢; = 0. Ensuite, le lemme 2.1 nous permet
d’annuler le numérateur dans ’expression des éléments de la table de I’e-algorithme sous forme d’un
rapport de deux déterminants. On obtient alors aisément le résultat du théoréme.

Remarque a propos de ’extrapolation exponentielle
Pour de I’extrapolation exponentielle, les a; et les b; n’appartiennent pas nécessairement au corps K,
comme nous le constatons dans ’exemple suivant :

Exemple 2.3 si K=R, N=4

et si (Si)ogcic4 est donnée par Sp = 1 +sin0, S} = 1 +sinl, S = L +sin2, S3 =1 + sin 3, 334 =
1 + sin4, alors, d’aprés le théoreme 2.3 , S,(:g =1+ —},—e“ - 5‘76‘“ = 1 +sink. et -_,,—1— g IR e ¢
IR,—-,}[ gReT¢R

2.8 Propriétés de relations entre :-prédictions

Cette section est reprise dans sa majeure partie dans le chapitre 4. Cependant, il nous faut suuligner
lintérét que comporte le présent théoreme, celui-ci étant de nous procurer, a 'aide des points (i). (11),
(iii) et (iv), de nouvelles méthodes de prédiction.

Théoreéme 2.4 [l existe des vecleurs (S;)oci<n € KN+ et (Ti)ocicn € KN+ vérifiant tous les deuz
la condition (HI(J)) et un élément a de IK tels que :

(%) S,(E T(jv #U N ou (Ui)ogicn est un vecteur donné par U; = S; +T;, Vi € {0,1,...,N}.
fournissant la suite (U;"y)i>0 par I'e — prédiction
I,N 2
i) S« T £ v on Vidoci<n est un vecteur donné par V; = §; =Ty, Ve e {0,1,..., .V}
io,N iN i,N S
fournissant la suite (V, (‘));>0 par I'e — prédiction

1
(m) # W(EA), ol (Wi)oci<n est un vecteur donné par Wy = 5 Vie {0,1...., N},
n N i
fournissant la suite (VV‘(EN )izo par l'e — prédiction
(iv) aiSl(f,e, # X'(EA), ol (Xi)ocicn est un vecteur donné par X; = a'S;, vie{0,1....,. VY,

fournissant la suite (Xf‘,\),),-zo par Ve — prédiction.

AN 41

D’auire part, sotent le vecteur (S;)ogi<n € IN et le couple (a,b) € I alors :

(v) a- S,(‘g, +b= Y.(;? ou (Y;)ocicn est un vecteur donné par ¥; =a - S; +b, Yi € {0.1,...,2k},

fournissant la suite (Y,-(fv)),-zo par l'e — prédiction.

Démonstration

Pour montrer 'existence dans les points (i), (ii), (iii) et (iv), il nous suffit de donner des exemples :



2.9. Propriétés de positivité et de monotonie pour ’e-prédiction 25

i)PrenonsN-? So=181=4% 8=} Tv=1 Ti=1 Tr =4}, alors

ry
(e T('-’) 83 (¢) _ 599
5'33 = et = 595 et Uz, = {55, et donc

S+ TS £ U,

(11) Prenons N =2, So-l S = ;, Szzé, To =1, T1=%, Tz:%, alors

2
S:gtz2 =15 €t Ts( 2) = 55 et Vs("z) = 70827 € donc
(5) ¢
(iii) Prenons N =2, So =1, 85 =3 S = %, alors
(
S:(;‘% = e Wstz) = 32 et donc

1/85) # Wi3.
(iv) Prenons N =2, So =1, Sy =3, 52 = 3, alors, si a=-1, 5§‘3 =35 et Xé‘g = — < et donc

a3 (‘) :’é X(‘).

Le point (v) est une conséquence directe de la semi-linéarité de l’c-algorithme.

2.9 Propriétés de positivité et de monotonie pour I’s-prédiction

Pour cette section, on impose en plus au corps commutatif K d’étre totalement ordonné.

Quelles sont les propriélés d supposer sur les composanies du vecteur a prédire pour que les lermes de
la suite prédite posséde les mémes propriétés ?

Dans cette section, nous constatons que ni la propriété de positivité ni celle de monotonie ue répondent
a cette question.

N +1

Théoreme 2. 5 1l existe un vecteur (Si)o<icn € I} ¥ satisfaisant la condition (HY') (! que

( .-,N)izo ¢ K
Démonstration

Pour montrer Pexistence, il suffit de donner un exemple.
Prenons N =2, So =9, 5; =8, S; =1 alors

S§)=—48 <0.

-N+1

Théoréme 2.6 Il ertste un vecteur (S;)o<icn € W7 satisfaisant la condition (H‘(,\f)) lel que

(S.'(fzx)/)izo ¢ KW

Démonstration

C’est une conséquence directe des théorémes 2.5 et 2.4, (v).
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Théoréme 2.7 Il eziste un vecteur (S;)ocicn € KN+ vértfiant S;py — Si € Iy el salisfuisant la

condition (HI(\;)) tel que (Si,N)’ZO € H\ﬂv, et cependant S'_H N~ Sf‘,3, ¢ IN,.

Démonstration

Pour montrer Pexistence, il suffit de donner un exemple

Prenons N =4, Sp = -1, §; = —cos &+ T Sz--cosu, S3=-cos? Sy=—cosE

£ alors

g

4
s¢) = —cos = < s¢).

Théoréme 2.8 Il eziste un vecteur (S;)oci<n € KN+ vérifiant Sy — S; € I_ et satisfaisant la

condilion (HI(VE)) tel que (S( )),>0 € H\W, el cependant St+1 N (5) é K_.

Démonstration

C’est une conséquence directe des théorémes 2.7 et 2.4, (v).

2.10 Totale monotonie et totale oscillation

Pour cette section, on impose K = IR. Nous rappelons ici la définition et les principales propriétés des
suites totalement monotones et des suites totalement oscillantes. Pour de plus amples renseiguements,
nous pouvons, par exemple, nous reporter a {11, chap. 2).

2.10.1 Totale monotonie
Définition N
Soit u = (u,-),-zg £ R"", on dit que u est totalement monotone si

V(i,j) € IV, (-1Y AT u; > 0.

Notation
On note TM I'ensemble des éléments de lR qui sont totalement monotones.

Théoréme 2.9 (de Hausdorff)

u={(u;)io € TM <= 3 g une fonction non décroissante a variation bornée sur [0,1)
telle que : u; = fo zidg(z), Vi€ IV.
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Théoréme 2.10 St (u;),>0 € TM, alors

Uy R Up4k-1
Un41 . Un+k
. . >0, Vne IV, Vk > 1.
Ungk-1 ... Uny2k-2

Nous allons maintenant définir un vecteur totalement monotone fini et un vecteur totalement monotone
extrait. Ces deux notions sont effectivement distinctes.

Définition
Soit u = (ui)o<i<n € R™*!, on dit que u est un vecteur totalement monotone fini si

Y (i,j) € IN?, tel quei+j <n, (-1YA%u; >0.

Notation
On note TMF l’ensemble des éléments de R™*! qui sont totalement monotones finis.

Définition
Soit u = (u.-)o_<_,-£,l € R™*!, on dit que u est un vecteur totalement monotone extrait s'il existe une suite
v = (v)iyo € TM telle que v; =, Vi€ {0,1,...,n}.

Notation
On note TME ’ensemble des éléments de IR™*! qui sont totalement monotones extraits.

Théoréme 2.11 TMECTMF et TME # TMF.

Démonstration
Soit u = (u;)oci<n € TME, alors, par définition, il existe v = (v;)i»0 € TM telle que :
vie {0,1,...,n}, v; = u;.
On a alors (—1) AJy; > 0, V(4,7) € IN?, et donc
(=1 A%u; >0, Y(i,j) € IN? tel que i+ j < n.
Ainsi u € TMF, ce qui montre l'inclusion.

Soit u = (u;i)ogic2 donnée par up = 20, u; =10, vz = 1.
u€TMF carug 20, u; 20, up 20, —Aup >0, —Au; >0, A%y, > 0.
Montrons par I’absurde que u ¢ TME.
Si u € TME, alors, il existe v = (v,—);zo € TM telle que vo = 20, v; = 10, vo = 1. Comme v € TM,
nécessairement, v est une suite positive décroissante, donc v est telle que v; € [0,1], Vi > 3.
Mais alors, A3vg=v3—3+30—20=1v3+ 7> 0, ce qui contredit le fait que v € TM.
Donc, il existe u € TMF telle que v ¢ TAM E| ce qui montre que inclusion est stricte.

L’exemple précédent est bien entendu construit pour que la suite v soit trop rapidement décroissante
sur ses premiers termes.
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2.10.2 Totale oscillation

Définition N
Soit u = (u;)i>0 € R™, on dit que u est totalement oscillante si

V(i,j) € IV?, (=1 A7 v > 0,

avec
v = (=1)'y;, Vi€ IV,

c’est-a-dire que u est totalement oscillante si v = (v;);>0, définie par v; = (=1)u;, Vi € IV, est totalement
monotone.

Notation

On note TO I'ensemble des éléments de H\"W

qui sont totalement oscillants.

La similarité des suites totalement monotones et des suites totalement oscillantes nous permet de définir
les vecteurs totalement oscillants finis et les vecteurs totalement oscillants extraits, par analogie avec les
vecteurs totalement monotones finis et les vecteurs totalement monotones extraits.

Définition
Soit u = (ui)ogi<n € R™*1 on dit que u est un vecteur totalement oscillant fini si le vecteur
v = (v;i)ogi<n € R™! tel que v; = (—1)'u;, Vi € {0,1,...,n} est totalement monotone fini.
Notation

On note TOF ’ensemble des éléments de R™*! qui sont totalement oscillants finis.

Définition

Soit u = (ui)oci<n € R™!, on dit que u est un vecteur totalement oscillant extrait si le vecteur
v = (vi)ogi<n € R™* tel que v; = (=1)'u;, Vi€ {0,1,...,n} est totalement monotone extrait.
Notation

On note TOE ’ensemble des éléments de R™*! qui sont totalement oscillants extraits.
Théoréme 2.12 TOE CTOF et TOE # TOF.

Démonstration

C’est une conséquence directe du théoreme 2.11 et de la définition méme de la totale oscillation en
regard de celle de la totale monotonie.

2.11 Propriétés de totale monotonie et de totale oscillation
pour ’c-prédiction
Pour cette section, on impose K = IR.

Reprenons la question précédemment émise : Quelles sont les propriétés a supposer sur les composantes
du vecteur d prédire pour que les termes de la suile prédite posséde les mémes proprictés ?
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Cette section nous montre que la suite prédite a partir d’un vecteur totalement monotone fini n’est
pas nécessairement totalement monotone. Cependant, lorsque le vecteur a prédire par I’c-prédiction est
totalement monotone extrait; la suite prédite est alors totalement monotone. Cette propriété motive la
séparation qui existe entre les ensembles TMF et TME.

2.11.1 Totale monotonie

Commengons par voir si ’e-prédiction fournit une suite totalement monotone a partir d’un vecteur to-
talement monotone fini.

Théoréme 2.13 Il eziste un vecteur (Si)ocicn € TMF satisfaisant la condition (Hx)) tel que
(SE)iz0 € TM.

Démonstration

Pour montrer I'existence, il suffit de donner un exemple.
Prenons N=2, So=3%, S; = 3 S =4

(Si)ocic2 € TMF,

mais
(5iz0 ¢ TM,

car S':(,‘z) =-3 <0.

Ensuite, voyons si I’e-prédiction fournit une suite totalement monotone a partir d’un vecteur totalement
monotone extrait (dans le cas ol le nombre de termes du vecteur initial est impair).

Théoréme 2.14 Soit le vecteur (Si)o<i<2x € TME satisfaisant la condition (Hé;\?), alors

(5:(.‘2)1{)»'20 eETM.

Démonstration
D’apreés le théoréme 2.3 et le théoréme 2.9 de HausdorfT, on extrait
Si=ab+...+agby +e = /01 z*dg(z), Vie {0,1,...,2K},
avec g non décroissante & variation bornée sur [0,1]. On obtient donc
S}fgx = alb'i +...+agbl +¢, Yie N,
Mais dans ce cas,
AS; = ay(by — DB + ...+ ag(bg - 1)bl = /o1 z'(z — 1)dg(z), Vi € {0,1,...,2 - 1},

et
A5 = ar(by = 16 + ...+ ax (b — )b, Vi € IN.

Ainsi, d’aprés les résultats connus sur la quadrature de Gauss et puisque g est non décroissante a variation
bornée sur [0,1],0n a
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1. b; €[0,1], Vie {1,2,...,K}
2. a;(1-8)20, Vie{1,2,...,K}.

On peut supposer dés lors que b; # 1, Vi € {1,2,...,K}. Eneflet,si & = 1, Vi € {1,2,..., A"} et si
bi #1, Vie {K'+1,K’'+2,...,K}, alors on peut remplacer ¢; par ¢; +a; +az + ... + ak-.
Il s’ensuit :

1. b; €01, Vie{1,2,...,K}
2. a;>0,Vie{1,2,...,K}.

Pour montrer que la suite (Si(,tz)K)t'ZO est totalement monotone, il nous reste 4 montrer que c¢; est une
constante positive au sens large.
On a le systéme suivant :

ai+...+ag+c; = fldg(x)
arby+...tagbg +¢; = fo zdg(z)
ab3® + . +agbi +e = fol ¥ dg(z)

Il suit, par l'opération i¥™¢ ligne — 2b, (i - 1)¢me ligne + b3(i — 2)*™¢ ligne, Yi€ {3.4....,2K + 1} :

az(bz —b1)2 + ... +ax(bx —b)2+ci(l=8)? = [, (z~ b1)2dg(z)
azba(by — b))% + ...+ axbr(bx — b1)% + c1(1 - ;)2 fol z(z — by)%dg(z)

202K (by — 51)2 + ... +agbZ 2ok - b))+ (1= b)) = [} 22K-2(z — by)%dg(x)
Ensuite, par 'opération i®™¢ ligne — 2b,(i — 1)*™¢ ligne + b3(i — 2)™* ligne, Vi€ {3,4,...,2K — 1} :

( a3(b3 - bl)z(ba - b2)2 +...+ aK(bK - bl)z(bK - b2)2 + 61(1 - bl)z(l - bg)",

= [o(z = b1)*(z — bs)?dg(z)
aaba(bs — bl)z(ba - 62)2 + ... +agbg(bg — by )2(61\' - b2)2 +c(1- bl)z(l - 03)2
) =[5 2(z = b1)*(z - b2)?dg(z)

azbik=4(bs — b))% (b3 — b2)* + ... + aKbi(Kq(bK = b1)%(bk — b2)% + c1(1 — b1)*(1 = b2)?
L = [} 52K =4(z - b,)2(z - by)*do(a)

Puis, par l'opération i¥™¢ ligne — 2b3(i — 1)*™* ligne + b3(i — 2)*™ ligne, Vi € {3,4,...,2K — 3},
puis, par l'opération i*me ligne — 2b4(i — 1)®™° ligne + b3(i — 2)*™* ligne, Vi€ {3,4, ..., 2K -5}
g:lxll:: ;e;lhn, par lopération i¢™¢ ligne — 2bg (i — 1)*™¢ ligne + b% (i — 2)®™¢ ligne, Vi € {3} :
c(1=6)2(1=b2)2... (1 —bg)? = /01(1: —b1)%(z - b2)%.. . (z - bk)*dg(z).
Donc, comme g est une fonction non décroissante a variation bornée sur [0,1] :
a(l—b)2(1-b)%. .. (1-bg)?>0.
D'oit, comme b; # 1, Vi € {1,2,..., K}, &1 > 0. Ainsi, (S{9¢)iz0 € TM, et de plus, lini—o St = 1.

Remarque concernant la construction d’une suite totalement monotone
Nous pouvons donner un procédé de construction d’une suite totalement monotone comme suit :
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Nous nous donnons une fonction a non décroissante a variation bornée sur {0,1].
Nous calculons ¢; = fol z'da(z) pour i € {0,1,...,2m}.
Ainsi, d’aprés le théoréme 2.14, on a (cg'?m).-zo €ETM.

Enfin, regardons si I’e-prédiction fournit une suite totalement monotone a partir d’un vecteur totalement
monotone extrait (dans le cas ou le nombre de termes du vecteur initial est pair).

Théoréme 2.15 Il existe un vecteur (Si)oci<2x+1 € TME satisfaisant la condition (H.f,;\)H) tel que
(5.-(,'2);(“)-'20 g€TM.

Démonstration
Pour montrer P'existence, il suffit de donner un exemple.
Prenons K =1, S =2, 5 = %, Se = ;—‘2, S3 = %.
(Si)ogi<a € TME,
car la suite (3 + 3 )i0 est totalement monotone, mais
(51)iz0 ¢ TM,

(¢) _ _ 8551439
car 56,3 = — 735000000 < 0-

2.11.2 Totale oscillation

Nous établissons les théoréemes concernant la totale oscillation en vis-a-vis de ceux concernant la totale
monotonie.

Théoréme 2.16 Il eziste un vecteur (Si)oci<n € TOF satisfaisant la condition (H}J)) tel que
(5 )iz0 ¢ TO.

Démonstration

Pour montrer ’existence, il suffit de donner un exemple.
Les exemples des théorémes 2.17 et 2.18 conviennent d’apres le théoréme 2.12.

Contrairement a ce que 'on attend au vu du théoreme 2.14 traduisant qu’une propriété qui est vérifié
pour la totale monotonie I’est automatiquement pour la totale oscillation, nous devons exhiber le théoréme
suivant :

Théoréme 2.17 Il eziste un vecteur (S;)ocicax € TOE satisfaisant la condition (H._(,j\g) tel que
(89x)izo ¢ TO.

Démonstration

Pour montrer existence, il suffit de donner un exemple.

Prenons K =1, Sp=1, §; = —%, Sy =1,

=3
(Si)oci<2 € TOE,
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car la suite (i:..—l)-).-zo est totalement oscillante, mais

(5)ix0 ¢ TO,

() — 7073

car 573 = 354359

Théoréme 2.18 Il eziste un vecteur (Si)ogi<2x+1 € TOE satisfaisant la condition (Hz(ri{)ﬂ) tel que
(Sug,"é’)K+1)i20 ¢ TO.

Démonstration

Pour montrer I’existence, il suffit de donner un exemple.
Prenons K =1, So=1, S1=-%, Ss =%, Ss=-1
(Si)oci<a € TOE,
car la suite (gl:-)—i),-zo est totalement oscillante, mais
(55iz0 ¢ TO,

(¢) _ _ 12909
car S6,3 -— _-97808 < 0.

2.12 Moments de Markov-Stieltjes et moments de Hamburger

On impose IK = IR. Le théoréme 2.9 de Hausdorff induit une définition des suites totalement monotones a
’aide de moments modifiés. A partir de celle-ci, une généralisation basée sur une modification du support
de la mesure est assez simple a établir. C’est ainsi que nous sommes amenés & considérer les moients de
Markov-Stieltjes et les moments de Hamburger.

Définition
S’il existe ¢ une fonction non décroissante a variation bornée sur un intervalle réel Q telle que la suite
u = (u)ixo0 € KN soit donnée par u; = [ z'dy(z), Yi € NN, on dit que u est

1. totalement monotone si Q = [0,1].
2. totalement oscillante si Q = [-1,0].
3. une suite de moments de Stielijes si Q = [0, cof.
4. une suite de moments de Markov-Stieltjes si @ = [0, Bl (o R est un réed positif fini).
5. une suite de moments de Hamburger si 2 =|2;, fof {olt R, et A sont des réels non nécessairement
finis tels que R; < Rj).
Notation
On note

1. MS I’ensemble des suites de moments de Stieltjes.

2. MMS V’ensemble des suites de moments de Markov-Stieltjes.
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3. MH P’ensemble des suites de moments de Hamburger.

Définition
$’il existe g une fonction non décroissante a variation bornée sur un intervalle réel 2 telle que le vecteur
u = (u;)oci<N € KNt soit donnée par u; = fn z'dg(z), Vi € {0,1,..., N}, on dit que u est

1. totalement monotone extrait si Q = [0, 1].

2. totalement oscillant extrait si Q = [-1,0).
3. un vecteur de moments de Stieltjes si Q = [0, o0].
4. un vecteur de moments de Markov-Stieltjes si Q = [0, R] (oi R est un réel positif fini).
5. un vecteur de moments de Hamburger si Q =]R,, R»[ (ol R; et R» sont des réels non nécessairement
finis tels que R; < R3).
Notation
On note

1. MSE DP’ensemble des vecteurs de moments de Stieltjes,
2. MMSE J’ensemble des vecteurs de moments de Markov-Stieltjes,

3. MHE l’ensemble des vecteurs de moments de Hamburger,

olt le E évoque le mot extrait (par exemple, un vecteur appartenant & MSE est extrait d’une suite de
Pensemble MS).

Remarque concernant quelques inclusions

On a

1. MMS C MS.
2. MMSE C MSE.

2.13 Propriétés des moments de Markov-Stieltjes et des mo-
ments de Hamburger pour ’c-prédiction

On impose IK = IR. Nous analysons ici une possibilité pour généraliser le théoreme 2.14, notre souci
étant toujours de répondre a la question : Quelles sont les propriétés ¢ supposer sur les composantes du
vecieur @ prédire pour que les termes de la suile prédile posséde les mémes propriétés ¢

Théoréme 2.19 Il eziste un vecteur (S;)o<i<ax € MSE satisfaisant la condition (Hé;}) tel que

(S )izo & MS.

Démonstration
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Pour montrer P’existence, il suffit de donner un exemple.
N 1 _ T _ 3 37
7 51 T S2= 6" S3= 32’ 54—E§--
(Si)oci<a € MSE,
car 5; =27 ye~Wldy = f:"(%)‘e”,dz.
Cependant,

Prenons K =2, Sp =

(S)iso ¢ MS,

car S©) = —5700/7 — 14407 + 3884(y/7)* + 100872 — 841(,/7)° <
64 ™ 102400 — 163840/ + 778247 + 114688(,/7)3 — 5017672

0.

Théoréme 2.20 Il eziste un vecteur (S;)ogiczxk € MMSE satisfaisant la condition (H.S,;()) tel que
(S )izo & MMS.

Démonstration

Pour montrer I’existence, il suffit de donner un exemple.
Si [0, R] C [0,1], on ne peut pas trouver d’exemple car dans ce cas, le vecieur est totalement monotone
extrait.
In10

Prenons K =1, S5 = arctand, S; = - S, =3 —arctan 3.

(Si)ogi<za € MMSE,
s =
car S,‘ = fo 1—+—?d2.
Cependant,
(5)izo ¢ MMS,

(=6 + 2arctan3 +In 10)2
2(2arctan 3 — In 10)

car S:(;g =3 —arctan3 —

< 0.

Théoréme 2.21 Il eziste un vecteur (S;)oci<ox € M HE satisfaisant la condition (H.}) tel que

(889K )izo & MH.

Démonstration

Pour montrer l’existence, il suffit de donner un exemple.
Les exemples des théorémes 2.17 et 2.20 conviennent en prenant respectivement |2, Ry[=] — 1,0[ et
JR1, R2[=]0,3[.

2.14 Propriétés concernant les suites polynomiales pour D’e-
prédiction

Quelles sont les propriétés & supposer sur les composantes du vecteur d prédire pour que les termes de la

suite prédite posséde les mémes propriétés ?

Dans cette section, nous établissons que la propriété d’étre donné sous une forme polynomiale de degré
suffisamment petit répond a cette question.
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Voyons préalablement quelques lemmes.

Lemme 2.3 Si P, (z) € Knlz), Vi € {0,1,...,m + 1}, alors, Vs € IK, ¥(ro,71,--.,rms1) € K™+,
on a ,

©Pp,.(ro) W Py(r) e M+ P (rpis1)
(U)Pm(f‘o + S) (I)Pm(rl + 5) RN (m+1)Pm(7'm+l + 5) 0
OP (ro+(m+1)s) DP (ri+(m+1)s) ... PHUP (rpp1+ (m+1)s)
Démonstration

La preuve de ce lemme se fait par récurrence sur m :
-sim =0, alors (O Py(z) = a et (D Py(z) = b avec (a,b) € IK*. On a donc bien

a b
a bl'—o'

- on suppose la propriété vraie au rang (m-1) et on montre qu’alors elle reste valide au rang m :

©p,.(ro) WP, (r) (M) P (Pme1)
O P (ro + 8) W Pp(ry +5) ... (M) P (a1 + )
OP (ro+(m+1)s) WPp(ri+(m+1)s) ... PP (ro+(m+1)s)
(O)Pm(rO) (I)Pm(rl) .o ) (m+l)Pm(7'm+1) ‘
Q- 1(ro) MQm-1(r) (M0 1 (7 41)
(O)Qm-l(r0+ms) (I)Qm—l(rl +ms) (m+l)Qm—l(7'm+l + ms)

par opération i¥™¢ ligne — (i — 1)°™¢ ligne, Vi € {2,3,...,m+ 2} et o
(‘)Qm_l(:z:) = (‘)Pm(z +s)— (‘)Pm(z) € K[z}, Vie {0,1,...,m+1}.

En effet si le terme de degré m de () P,(z) est a;z™, celui de ) Ppy(z + 5) est a;2™, et douc le terme de
degré m de ()Q,,_1(z), qui est a priori un polynéme de degré m, est nul.
On développe ensuite le déterminant obtenu suivant la premiére ligne, et on couclut par hypothese de

récurrence que le déterminant qui est facteur de (‘)Pm(r.-) est nul, Vi € {0,1,...,1n+ 1}, et done
©) P(ro) W Pn(ry) (m+1) P (rmer)
O P (7o + 5) W Pu(r + 5) (M+D P (rme1 + 8)
. . . = 0.
OP (ro+(m+1)s) DPp(ri+(m+1)s) ... ™D (rpi + (m+1)s)

Lemme 2.4 Si O P, (z) € Knlz), Vi€ {0,1,...,m+ 1}, alors,

Y(ro,T1s- -y Tm+1,50,515--+,Sm41) € K™*% ona
(O)Pm(ro+50) (l)Pm(T‘l =+ sq) (m+l)Pm(7'm+1 + s0)

O P, (ro + 51) WPL(r1+51) ... HUP (rpp+51)
. . . = 0.

O Pp(ro+ sme1) VPmlri+sme1) ..o UTDP (i) + s0041)
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Démonstration

D’aprés le lemme 2.3, il existe (Ao, A1,...,Am+1) € K™*2 tel que
AO (O)Pm(fo + 2-') + A (I)Pm(rl + I) + ...+ Am+1 (m+1)Pm(7'm+l + -l-)

soit un polynéme de degré inférieur ou égal a m qui est nul pour au moins (m + 2) valeurs de r a savoir
0,s, ..., (m+1)s. :

Donc .
Ao OP,(ro+2z)+ Ay WPu(ri+2)+ ...+ Ay "tV P(rme1 +2) = U, V2 € A
Ainsi, si 'on prend successivement pour z les valeurs sq,s;,...,5m+1, on obtient
OB, (ro + s0) WPa(ry+50) ... ™DP(rmy1 +50) ’
O P (ro + 51) WPL(r1+51) ... PHDP (rpgr +51) —0
OPn(ro + sm41) DPm(ri+sme1) .. (m+1)Pm(r”;+1 + Sm+1)

Lemme 2.5 Si Pp(z) = Soingaiz’ € (2], alors, ¥s € IK, Y(ro,r1,...,7m) € K™% on a

Pr(ro) Pn(r1) .. P(rm)
P(rg + 8) Pu(ri+s) ... Pp(rm+s)
Pm(r0'+ ms) Pm(r1‘+ ms) ... Pm(rm‘+ ms)
m(m+ 1)
=antls 2 ( JI X I1 (i = 73)).

i€e{1,2,...,.m} i€{0,1,...,m}, je{i+1,i+2,...,m}

Démonstration

La preuve de ce lemme se fait par récurrence sur m :
-sim =0, alors Py(rg) = aq.
- on suppose la propriété vraie au rang (m — 1) et on montre qu’'alors elle resie valide au rang i :

Pr(ro) Pn(ry) Pralrm)
Pr(ro + ) Po(ri+s) ... Pa(rm+s)
Pr(ro+ms) Pm(ri+ms) ... Pn(rm+ms)
P (o) Pr(r1) Pr(rm)
_ Qm-1(ro) Qm-1(r1) Qm-1(rm)
Qner(ro+ (m=1)s) @moa(i+(m=1)5) .. Qmoi(m +(m=1)s)
par Popération i#™ ligne — (i — 1)*™¢ ligne, Vi€ {2,3,...,m+1}, 00 Qm_1(z) = Pu(z+5) - Pu(z) €

Km_l[Z].
En effet puisque le terme de degré m de Pp(z) est amz™, celui de Pm(z + 5) est a;na™, et donc le terme
de degré m de Qm-1(z), qui est & priori un polynome de degré m, est nul.
D’oil, on obtient '
Pn(ra) Pn(ry) e Pon(rm) .
Pu(ro + 5) Prn(r1i+s) ... Pulrm+s)

Pn(ro+ms) Pm{(ri+ms) ... Pn(rm + ms)
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(m—-1)m

m
=(msam)™s 2 ( JI &) (=1Puir)
i€{1,2,.,m=1} i=0 £€{0.1,..m}, JE{b+1 k42 m]. ki, 3%

(re —75)),

en appliquant ’hypothése de récurrence & Qum-1(z) = z:';;l b;z' avec by = 1msan,, et en développant

ce déterminant suivant la premiére ligne.

Cependant,
ry rT ..o
ro~! r;"l N
. . = H (r;—rj) s V(TO,TI,...,T”)6”&””’1, Yn e IV,
: : : i€{0,1,..,n}, j€{i+1,i+2,...,n}
l 1 1 1

car c’est un déterminant de Vandermonde.

On en déduit que
Pr(ro) Pn(r1) Pr(rm)
Pr(ro + 9) Pn(ri+s) ... Pup(rm+s)
Pr(ro +ms) Pn(ry + ms) Pr(7m + ms)
Pn(ro) Pn(r1) ... Puo(rm)
(m—=1)m o T !
= (msan,)™s 2 ( H i*)
i€{1,2,..,m=-1} ro ) Tm
1 1 1
AmTy AmT] I
m(m + 1) rg Tl e
=ans 2 (I ) ,
t€{1.2. ..m} " " . i
1 1 1

par changement de la 1¢7¢ ligne en 1¢¢ ligne — 31> 7} a;(m + 1 — i)™ ligne.

Et donc
P {rg) Pn(r1) Pr(rm)

Pm(r0+3) Po(r1 + 5) Pm(7'm+5)
Pu(ro+ms) Pu(ri+ms) ... Py(rm+ ms)
m(m + 1)
=ap*tts 2 ( J] X II (ri = ),
i€{0,1, .,m}, je{i+1.i+2, .m}

i€{1,2, . ,m}

par mise en facteur de a,, dans la 1°7¢ ligne, et d’apres la valeur du déterminant de Vauderinonde.

Lemme 2.6 Si Py(z) =Y v, aiz' € Kpz], alors Vr € K, on a

Pr(r) Pn(r+1) P, (r+m)
Pu(r+1)  Pp(r+2) ... Pu(r+m+1)

Po(r4+m) Pu{r+m++1) Po (1 + 2m)

m(m+ 1)
=apti-1) 2 J[ @)
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Démonstration

Dans le lemme 2.5, 0onpose s =1, r; =i+ r, Vie {O,kl,...,m+ 1}, et, comme
, II (ri-rj) = II (i-37)
i€{0,1,...m}, je{i+1,i+2,...m} i€{0,1,...m}, je{i+1,i+2;...,m}
m(m + 1)
(-1 2 II (=)

i€{0,1,...,m}, je{i+1,i+2. .m}

m(m+ 1)
= (-1) 2 H !,
ie{1,2,..m}
on obtient directement le résultat suivant :
Pr(r) Pyh(r+1) Pn(r+m)
Pn(r+1) Po(r+2) coo Pp(r+m+1)
Pa(r+m) Pp(r+m+1) ... Pg(r+2m) |
m(m+ 1)
=apti(-1) 2 ( [ ).
i€{1,2,...m)

Lemme 2.7 Sia;; € K, Vi€ {1,2,...,m}, Vj€{1,2,...,m}, alors, Vb € IK, on a

an 5201,2 bm-lal,m a1 ay2 ... 41 m
b(12,1 b az 2 e b"‘ag_m a2 a2 e Uam
- b(m -1)m
-1 2m-— ]
b am,1 bmdm,? b 2am,m Qm,y Qam.2 Urn 1
Démonstration

En mettant b*~! en facteur dans la i*™¢ ligne, Vi € {1,2,...,m}, puis, en mettant b*~* en facteur dans
la i¥™¢ colonne, Vi € {1,2,...,m}, on obtient directement le résultat du lemme.

Nous constatons dans le théoréme suivant que, si les composantes du vecteur initial sont données par

une expression polyndmiale de degré assez petit, alors les termes de la suite prédite par P’e-prédiction
sont eux aussi donnés par cette expression.

Théoréme 2.22 Soit le vecteur (S;i)ocic2x -1, donne’ par S; = Z,Koa,i', Vi € {0,1,...,2K = 1},
satisfaisani la condilion (Hzx—x)r alors, la suite (S, 2K—1)=>0 est donnée par

,(‘2),( | = Za;z Vie IN.

Démonstration

On peut supposer ax # O carsia; =0, Vi € {Ko+1,Ay+2...., K} avec ap, # U. on est ranmend a

démontrer qu’e(ﬂ){ —1 =0, Vi € IN au lieu de montrer qu’e(,,)\ =0, Vie IN.
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D’aprés la section introductrice sur ’e-algorithme,

A5

A3, e,

ASs(‘) .

85 e
£
A35K+i—1,?i\’~1

(€
ASSQ;\'-'H—‘I,?K—I

E(ztl)( L= K+i-22K-1
B A'S?Z)K—l

(
AS{il,'.’K—l

ASE;-)H—I,QK—I

(¢)
ASK‘+|'—1.2K—1
€
ASkiiok-1

Asg;()+i—2,2K—l

On suppose que 55,52)1{—1 =YK aiil = Px(i), Vie IV.
Alors, A3S{ ) _1 = Px(i+3) = 3Pk (i + 2) + 3Pk (i + 1) - Px(i).
Cependant, Px(z +3) —3Pk(z +2)+ 3Px(z + 1) — Px(z) € kg -3[z], car ce polyndme qui est a priori

de degré K, a

1. son coefficient de degré K nul puisque ax — 3ax + 3ag — ag = 0,

2. son coefficient de degré (K — 1) nul puisque (3K ax + ag-1) — 3(2Nag + ax-1)

+3(Kak + ag-1)—ak-; =0,

3. son coefficient de degré (K — 2) nul puisque (QL',,I—)—&aK +3(R — l)ax-1 + an-2)
- 3455 ag + 2K ~ Dag -y +ak-2) +3

Donc, d’apres le lemme 2.3,

(¢)
Aa‘?ﬂ;ﬂ\’-l
£
A35i+1,2K-1

€@
AaS}(‘-{-i—?.'.’l\'-l

De plus, AS,.(fQ)K_l = Pg(i+1) - Pg(s).

(K=K

3¢le)
A5k ic22K -1

3 e
A Sk tic12k-1

A3 ole)
Aok picaok -1

, Vie IV,

ag + (K — ljag 1+ ag-2)—ug_; = 0.

= 0.

Et cependant, Px(z + 1) — Px(z) € Ik 1 [z]\ [Nk -2[z]. car ce polyndme qui est & priori de degré A a

1. son coefficient de degré K nul puisque ag — ag = 0,

2. son coefficient de degré (K-1) non nul puisque (Nag + ax_)) —ax_1 = Nay # 0.

Donc, d’aprés le lemme 2.6,

(€)
AS:';?K—I

(€
AS'+I,2K—1

1

()
ASkiic1aK

Ainsi, e} _, =0, Yie IV

(¢)
ASKhi12K-1
A ole)
“YK4i,2K-1

#0.

S(5)
AS K 4icaok-1

Le théoreme suivant constitue une généralisation de ce dernier.
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Théoréme 2.23 Soit Ie vecteur (S; )0<:<2K; donné par S; = a* Z, -0 Yaiit, Vie {0,1,...,2R}, satis-
faisant la condition (H , alors, la suite (S, 2K)'>0 est donnée par

S“zK—a Ean, Vie IV.
1=0

Démonstration

On peut supposer ag—; # 0 carsia; =0, Vi € {Ko,Ko+1,...,K — 1} avec ag,-1; # 0, on est ramené

a démontrer qu sg,)(o =0, Vi € N au lieu de montrer qu’s(z,)( = 0 Vie V.

D’aprés la section introductrice sur ’e-algorithine,

sf e 55;1,. 2K
x+l 2K SK+‘+1 2K
o
G _ SK‘L 2K - S§2+i,2K .
€2K— A2S 25(‘) y Vi € IN.
(:52}( .. A K(+;-l,2K
3
A2S; T+1,2K A‘2~5'1(+x',21'(
A’S(‘) A5
K+i-12K - 2K+i-2.2K

On suppose que S K =a E Yail = a*Pk_1(i), Vi e V.
Donc, d’apres les lemmes 2.3 et 2 7:

.(9,‘;’,( sﬁ:i; 2K
Ss‘+1.2K SK+:+12K _0
)

Sﬁ:+i,2K S§2+i,2K

D’autre part, A25(9, = a*+2Pg_y (i + 2) = 2" Py (i + 1) + a* Pk -1 (i)

Et cependant, a?Px_ (2 +2) = 2aPx-1(z + 1) + Px_1(z) € Kk _1[z]\[Kk-2[z], car ce polynome qui
est a priori de degré (K - 1) a son coeflicient de degré (K — 1) non nul (en effet, on peut supposer yue
a # 1 car sinon on est dans le cadre du théoréme 2.22 et par conséquent, a’ax -, — 2aag_| + -y =
ag-1(a—1)2#0).

Donc, d’aprés les lemmes 2.6 et 2.7,

A A?s§;)+,_l oK
A"’S, o A
+1,2K K+i,2K # 0’ Vie V.
SK+t 12K - A2 2K+l 22K

Ainsi, 521{ =0, Vie N.

2.15 L’,-prédiction du point de vue algorithmique

L’ep-prédiction est une méthode de prédiction qui généralise la e-prédiction. L’¢,-prédiction est obtenue
de la maniére suivante : selon la valeur de p, soit nous précédons le vecteur a prédire de composantes
nulles, soit nous lui tronquons ses premiéres composantes. Nous lui appliquons ensuiie I'e-prédiction.
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Soit le vecteur (S;)oci<n € EN*letpe{0,1,...,N}.

Nous formons la table (1) dépendante de p :

-2) (2p-N)

0 = EoN-4
0 Te— (1_1) p-2
\ -
So = el < e
0 6(10) - (2p-N)
S5 = Egl) et 6215-213
SN — E(N 2)
. 2 0 \ E(N"z)
1 \
Sn-1 =€y V=1) < E(ZN“Z)
0 (VD

a aide de la regle classique de I’e-algorithme :

€Y = 0, Vi € {maz(0.2p ~ N),maz(0,2p ~ N)+1,..., N}
) = 8y, Vi€ {maz(0,2p - N),maz(0,2p— N)+1,...,N}
eg(, =0, Vie{l,2, : N —2p}
< et 5(*) - 5(t+1)+ RCGR vje {1,2,...,2N - 2p},
£ £,
j=-1 J-1
Vi € {maz(2p— N,-1-[5* 1), maz(2p- N,-1-[52 =D +1....,N ~j}
(ob, Vz € R, [z]EﬂVesttelque[ J<z<[z]+1).

Ensuite, nous formons la table (2) dépendante aussi de p :

(")»—N+l) | |
Zl\ 2p—
(2p=N+2)

5"N P2 _ SO

22",,,*’-;’/ X
r(IN—l) ('.kv Nﬁf/ } AZp= Nt
£ Sun-a Tun-y
Sy=e (N) ; | W S)j(_:\ﬂ( ¥ P

0 i T 2o NeT P!
r & EoN—2p-2 [
€ : I
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en utilisant la régle progressive de 1’e-algorithme :

(o =SHIN), Vi2 2p= N +1
(Vep — prédiction est obtenue en attribuant la méme valeur & tous les termes de la colonne la plus a
droite et en redescendant la table & I'aide de la régle progressive de I'c — algorithie)
e =0, Vi>N+1
‘) (i-1)
et, 5,'. =€j <+ 1 —_—
&n — 6

vie{0,1,....2N -2p—-1}, Vi> N —-j+ 1.

L

Définition de I’¢p-prédiction du point de vue algorithmique
Nous définissons la suite prédite par V'c,-prédiction (S,(‘A}p ) )i>o 3 partir du vecteur (5;)o<ign par

S,(f,’vp) = e(()i), Vi > maz(0,2p — N),
et
S = 5;, vie{0,1,...,2p— N - 1}.
Nous notons (S,(f,f));?_o cette suite prédite, parce que chaque terme de celle-ci dépend des valeurs de N
et de p (¢ indique que cette suite est obtenue par I'c,-prédiction).

Condition d’existence de I’¢,-prédiction du point de vue algorithmique
Lorsque 650 # ¢, Vi € {1,2,...,2N — 2},
Vi€ {maz(2p— N,-1-[1F]), maz(2p - N, -1 = [ +1,... N - j)
et £ Vi€ {0,1,... 2N ~2p~1}, Vie{N—j+1LN~-j+2,..)
I’e,-prédiction existe, ce qui veut dire qu’il ne se produit pas de division par zéro dans algorithie.
Nous notons cette condition (Hx'p)) parce qu'elle dépend des valeurs de N et de p. Cette condition
d’existence est toujours associée a une suite en particulier.

Remarques a propos de I’¢,-prédiction définie de fagon algorithmique

1. L’algorithme de 1’e,-prédiction et donc la condition d’existence peuvent étre simplifiés dans de
nombreux exemples. En effet, si dans la table (1), la colonne d’indice N (Ng € {0,1,...,N}) est
constante et égale 4 S, il nous est impossible de calculer les termes des colonnes d’indice supérieur
ou égal & Ny dans les tables (1) et (2). Dans ce cas, on suppose alors que la colonne d’indice V4 dans
la table (2) est constante et égale & S (I’algorithme de I’e-prédiction est raccourci et la condition
d’existence en est d’autant allégée).

2. La condition (HI(\;"’)) peut étre affaiblie dans beaucoup d’exemples. Formellement a l'aide d’un

logiciel de calcul formel utilisant les régles de calcul usuelles concernant linfini (ie. & = 0,
% = 00,...). Numériquement, en se servant des régles particuliéres de I’e-algorithme exposées dans

(8, pp. 34-38), et dans [9], qui permettent de contourner les singularités.

3. Quand N est pair, au lieu d’utiliser les régles classique et progressive de |’c-algorithme pour
Valgorithme de I’ep-prédiction, nous pouvons utiliser la régle de la croix de I'z-algorithme donnée
par P. Wynn dans {24].

4. L’e,-prédiction n’est I’e-prédiction que lorsque p = K et N = 2K.
De par la construction méme de la suite { ‘?ftﬁ )ipo, nous éuongons ceci

Soit le vecteur (Si)oci<n € KN+ satisfaisant la condition (H,(\f'm}, alors {Sff,l;p))i?_o est une suite
prédite & partir du vecteur (Si)oci<n -

De cette fagon, nous justifions I’attribution du mot prédiction a cette méthode.
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2.16 L’c,-prédiction du point de vue algébrique

Soit le vecteur (Si)ocicn € KM

On définit alors (bo,b1,...,bn-p) comme solution du systéme linéaire suivant :
Sp = boSap-n +b1Sop-Nir . FON-po1Spo1 b
Sp+1 = boSzpans1+ 1SNtz + . A Npo1Sp + N

l SN = b05p+b15p+1+~~-+bN—p—lSN—1 +bN—p

avec par convention S; = 0 lorsque i < 0.
Le systéme précédent admet une solution si et seulement si

Sp-N  Szp-N41 oo Spar 1
S2p-.N+l S?p-iN+2 s Sp 1 # 0.
S, Sper .. Sney 1

Définition de I’c -prédiction du point de vue algébrique
Nous définissons la suite prédite par I’e,-prédiction (5}35"”).-20 a partir du vecteur (S;)o<icn par

SR =8, vie {0,1,...,N}

et

eS$, s, Sp) oleS, ;
SNack = bOS;(aii,}l)\z RIENATVE SIS S OVINIRE) ANV SN [ S

Nous notons (Sf",\f'p))izo cette suite prédite, parce que chaque terme de celle-ci dépend des valeurs do
Netdep (6 in'dique que cetle suite est obtenue par I’c,-prédiction, et S que la résolution ' uu systéeme
linéaire est indispensable).

Condition d’existence de I’e,-prédiction du point de vue algébrique

Lorsque
Sop-N  Sop-N41 ... Spor 1
SZp-N+1 b?p—.N+2 5 1 40
S, Spsr ... Swoy 1

’ep-prédiction existe.
Nous notons cette condition (Hj(és'p)) parce qu’elle dépend des valeurs de N et de p. Cette condition
d’existence est toujours associée a une suite en particulier.

De par la construction méme de la suite (S{*37))

i N )i>0, nous énongons ceci :

Soit le vecteur (Si)ocicn € KN+ satisfaisant la condition (HY ")), alors (S1%7))in0 est une suite
prédite d partir du vecteur (S;)o<i<n- ’

De cette fagon, nous justifions P’attribution du mot prédiction a cette méthode.

Remarque a propos des conditions d’existence
Lorsque la condition (H,(\f’p)) est satisfaite pour le vecteur (Si)ocicn € IEN* i <ensuit que- la condition
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(H,(\;S‘p )) est satisfaite pour le méme vecteur. Cette propriété provient Jdu fait que le déterminant non
nul de la condition (Hgs,p)) est précisément le dénominateur d’s(z";\’,’:g)_l quand celui-ci est donné sous

forme d’un rapport de deux déterminants.
Théoréme 2.24 Soit le vecteur (S;)ogi<n € KN*! satisfaisant la condition (H,(V"P)), alors
(e,p) _ o(eSip) s
St',N —Si,N s VIEW
Ce théoréme établit que l'ey-prédiction définie algorithmiquement, lorsqu’elle existe. est exaclement
I’ep-prédiction définie algébriquement.

Nous donnons, dans le théoréme suivant, une expression de Sﬁf_;p,)v, Vi € IN, sous forme d’un rapport

de deux déterminants, sans la démonstration qui est triviale car provenant directement du systéme de
Cramer.

Théoréme 2.25 Soil le vecteur (S;)o<i<n € KN+ satisfaisant la condition (H,(Js"”), alors
S,p) (¢S, S.p)
0 1 SEN OSSN . SNIPLN
Sp 1 SZP-N SQP_N+1 e Sp—]
Sp+1 1 Spp-nN41 Sp-nNi2 .- S,
Sx 1§ Sper ... Sn-
Witk = -—= ? s Noi L oview,
' 1 S2P"N SZP_N+1 Sp_l
1 S2p-N+l SZp-N+2 cee Sp
1 Sp Sp+1 —ee SN—I

avec par convention S; = 0 lorsque i < 0.

De nombreuses propriétés associées a l’e-prédiction demeurent valides pour I'e,-prédiction. Par conséquent.
nous ne les détaillons pas.



Chapitre 3

La Padé-prédiction et la
Padé-partiel-prédiction

La Padé-prédiction a déja été étudiée par J. Glewicz dans [11, chap. 8]. Cette méthode de prédiction est
obtenue & partir des approximants de Padé. Dans ce chapitre, nous utilisons les approximants de Padé
partiels pour construire une méthode de prédiction appelée la Padé-partiel-prédiction.

Alors que la E-prédiction et I’e-prédiction sont des méthodes agissant directement sur le vecteur
(Si)og<ign, la Padé-prédiction et la Padé-partiel-prédiction agissent sur le vecteur des soniines partielles

(Z_',-_—_o S;t)o<i<n -

Nous ne voyons ici que le point de vue algébrique de cette méthode de prédiction. Son aspect algori-
thmique est étudié au chapitre 5.

Nous étudions tout d’abord la Padé-prédiction qui possede de nombreuses propriétés. Nous essayons
ensuite de définir si celles-ci restent valables pour la Padé-partiel-prédiction.

3.1 Les approximants de Padé

Les approximants de Padé sont définis par H. Padé dans [15]. Un récapitulatif concernaut ces approxi-
mants nous est donné dans [4, p. 35].

Définition _
Soit f(t) = Zc,-t' une série formelle.
i>0
S’i] existe un couple (v(t), w(t)) € I [t] x IK,p[t] tel que

v(0) =1

v(i)Aw(t)=1

w(t) _ +9+1
= S0y

45
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on dit que %((3 est I’approximant de Padé [p/q] de f(t).
. w(t)
Aussi, on note o) = [p/d)s(1)-
L’existence du couple (v(t),w(t)) € IK,[t] x K,[t] est assurée par la condition :
Cp—g41 --- Cp
. . # 0,
Cp e Cp+q_1

avec par convention ¢; = 0 si ¢ < 0.

Théoréeme 3.1 Pour les approzimants de Padé, on a la formule de Jacobt :

P=9 . 4q+i T0P=9-1 _ g—1+4i P i
Thoe citd™ TR et S iz Gil’
Cp—g+1 Cp—g+2 R Cp+1
[p/ ] _ Cp Cp+l e Co4q
= Al -1 1
Cp-qt1 Cp—g+2 .- Cp+1
p Cp+1 -+ Cptg

avec par conveniion ¢; = 0 s1 i< 0.

3.2 La Padé-prédiction

Soit (S;)o<i<n € KN*!. On pose alors

: N
Pn(t) =) Sit' € Iinlt]
i=0
w(t)
vit)’

Soit (lorsqu’il existe) ’approximant de Padé [p/N-p] de Py (2).

Définition de la Padé-prédiction du point de vue algébrique
Nous définissons la suite prédite par la Padé-prédiction (Sfph);).‘go a partir du vecteur (5)ocicn telle
que, formellement, on ait
i wl)
2SR =
i»0 v
Nous notons (S§53).~20 cette suite prédite par la Padé-prédiction, parce que chaque terme de celle-ci
dépend des valeurs de N et de p.

Condition d’existence de la Padé-prédiction du point de vue algébrique
Lorsque

Sopp-N41 Spp-N2 ... S

Sapp-N+2 Spp-N43 oo Spyr

Sp Sp+1 SN—[
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avec par convention S; = 0 si 7 < 0, la Padé-prédiction (Sl.(";\),),-zo calculée a partir du vecteur (Si)ocicn
existe.

Nous notons cette condition (H,(G’)) parce qu’elle dépend des valeurs de N et de p. Cette condition
d’existence est toujours associée a une suite en particulier.

Soit le vecteur (Si)ocicN € KN+ satisfaisant la condition (H,(f)), alors (Sff’,?,),’zo est une suile prédite
é partir du vecteur (Si)ogi<N-

De cette fagon, nous justifions I'attribution du mot prédiction a cette méthode.

La Padé-prédiction a déja été donnée par J. Gilewicz dans [11, chap. 8], sous la forme suivante :
soit f(z) la série tronquée

n+m

flz)= 3" Si'.
i=0

On note
po+piz+...+pm2™
[m/nly) = - —
I+qz4 ...+ qnz
On résoud le systéme linéaire suivant a4 n inconnues qui sont ¢;,¢s,...,¢n €t & n équations :
n
ZS,-_jqj =-S5, Vie{m+1l,m+2,...,m+n},
j=1
et on déduit les pg,p;,...,pm & partir des égalités :

n
—pi +25:'-ij ==, vie {0,1,...,m},
i=1

avec par convention §; = 0si j <0.
La résolution de ce systéeme linéaire impose

Sm_n+1 Sm

#0.

Sm Sn+m—l

On pose Si ntm = S; pour 0 < i< n+m,eton définit S; nym pouri > n+m+1 par

n .
Z Si—-j,n+mQj = _Si,n+m-

j=ti

Lorsque I'on pose m = pet n+m = N, on vérifie que la suite (Si nym)ipo définie par J.Gilewicz est égale
a la suite prédite par la Padé-prédiction (Sf‘p,\),),-zo.

D’autre part, sim—n 2> 0, Si nym pour i > n+m+1 est trivialement (au vu du systéeme qui détermine
les ¢1,92,...,¢n) indépendant des valeurs de Sg,S5),...,Smon-1 €t Sm—n. Cetle propriété est mise en
forme dans le théoréme suivant : :

Théoréme 3.2 Soit le vecteur (S;)o<i<n satisfaisant la condition (H,(\’,’)), alors si 2p— N > 0, la partee
prédile de la suile (Sff’h),)i?_o, c’est-d-dire (Sff’,\),),-ZNH, est indépendante de So, Si,...,Sop-n—1 €t Sap_N.

Remarque
Pour que la partie prédite dépende de toute la suite, il faut et il suffit que 2p — N < 0.
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3.3 Quelques exemples théoriques de la Padé-prédiction

Nous étudions ici, sur de simples exemples (i.e. pour de petites valeurs de N) I’expression des termes de
la suite prédite par la Padé-prédiction.

Exemble 3.1 N=2, p=1
Py(t) = So + Sit + Sqt?.

Sit

-
l—ﬁt

[1/1]pss) = Sot +

Stz = So
(1) _ si-t .
S;2 = $=r pour i > 1 lorsque Sy # 0.
1

Exemple 3.2 N=2, p=0
Py(t) = So + Sit + Sat’.

So
[0/2]p,0y = .
O TR P B
D’ou
5% = So
Sia =S

S.('oz) = %:552)1'2 - if-gﬁiﬁ’ﬁs,(i)m pour i > 2 lorsque Sy # 0.

Exemple 3.3 N=§, p=2
P3(t) = So + Sit + Sat? + Sst°.

Sat?
{2/1]}:3(,) =So+ Sit+ —_l YR
Sa
D’ou
553 = Sa
Si3=51
(1) = 57 ouri> 21l Sa #0
i3 = Si=vpour ¢ 2 2 lorsque S5y # 0.

Exemple 3.4 N quelconque, p=N
N
Pn(t)=)_Sit"

1=0
[N/0)py(ey = Pn(t).
D’od
N =S pour i € {0,1,..., N}
SN =0pouri> N+1.
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3.4 Extrapolation exponentielle et Padé-prédiction

L’extrapolation exponentielle, exposée dans [12, pp. 272-280], et la Padé-prédiction sont connectées de
fagon élémentaire.

Théoréme 3.3 Cn suppose préalablement que 2p— N > —1.

Soit le vecteur (Si)ocicn € KN+ salisfaisant la condition (H}f)). Lorsque le systéme (S) admetl une
solution, la Padé-prédiction est une méthode de prédiction identique d de l'extrapolation erponentielle du
vecteur initial tronqué de ses (2p — N + 1) premiers lermes ; cect signifie que si on définat (Ti(f})\),),'zo par

T‘(P) =S;, vie{0,1,...,2p- N}
71(';3 = alb'f‘-N_zlp-1 + ... +0N—pbi1¢-{:-2p_l’ Viz2p- N+l

ot ay,az,...,aN_p, by, ba, ..., bN_p, sont déterminés comme solutions du systéme (S) non linéaire sur-
vant :

Sop-N+1 aj+...+an—p

i

S2P_N+2 . ahy+...+ aN-pr_,,
Sy o= aBVTPT ey bR
alors
I’( = , Vie IN.
Démonstration
Ona
N .
Py(t) = Y St
i=0
2p-N
- Tsee 3o
1=2p=-N+1
2p~N N )
= Z S:itt + Z (a 1b'1+N—2p-1+...+a}\' sz:-_l-\;-"p Hyt
i=0 i=2p—N+1
2p-N 2N-2p-1
= D St NN (abl 4t an_pbiv )t
i=0 1=0
) anN-p
t, N - = NGt 4 geeNey AL —zr
e /N - ey = £i25 Tt 1o o)
D’ou, formellement,
2p=-N
[p/N = plpyy = Z S+ PPN bl 4 an bt
i>0
Ce qui implique que
SFy =S, Vi€ {0,1,...,2p~ N}
ST = a bV b an bR Wi 2p - N4

et donc, T{%) = S, Vie IN.
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Théoréme 3.4 On suppose préalablement que 2p — N < —1.

Soit le vecteur (SiJoci<n € KN+ satisfaisant la condition (Hg’,’)). Lorsque le systéme (S) adinet une
solution, la Padé-prédiction est une méthode de prédiction identique ¢ de Ueztrapolation exponentielle du
vecteur inilial precede de (N —2p — 1) zéros ; ceci signifie que si on définit (Tf.’,’\),)iz(, par

TR = e s ey b vie

ot a1,83,...,8N-p,b1,b2,...,bN_p, sont déterminés comme solutions du systéme (S) non linéuire sui-
vant :

( 0 = a3 + ...+ aN-p

0 = ah +.‘.+aN_,,bN_p

0 = bN P2+ a)v_pbngp—2
* So a, bN -1 +. -+(1N_pl7x-pp'-l !
Sl ale 2P-l- +a~..,,b~

2N-2p- N-2p-1
| Sy = a eVl +aN_,!,l>2 ==

alors
TR = S, Vi€ IV.

Démonstration

On a

N
PN(t) = ZS,’ti
=0
N
= Z Sit* avec S; = 0sij<0
k=2p-N+1
N
= Z (a bk+N 2p~1 +. +aN—pbk+N 2%p- 1)tk
k=2p-N+1 _
2N ~-2p~1 .
Z (albtl +...+aN_pb}V_p)tx+2p_N+‘
i=0

2N-2p~1
PN N (a1b] + .+ an—pblvop )T
i=0

et, [P/N — Plpyiy = PN (B + . + =)
D’ou, formellement,
p/N - pPlpnge) = 2PN+l z:(albi1 + ...+ aN_pb‘}v_p)t‘
i>0
Ce qui implique que . ‘
SE =@tV T 4 pan b NPT vie N,

et donc, T-(,p) = S,(’;\),, Vie V.

Remarque i propos de 'extrapolation exponentielle
Pour de extrapolation exponentielle, les @; et les b; n’appartiennent pas nécessairement au corps I,
comme nous le constatons dans ’exemple suivant :
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Exemple 3.5 Soit K=R, N=3, p= 1.
Soit (S;)ocic3 donnée par Sp = sin0, S; = sinl, S; = sin2, S3 = sin3, alors, d’aprés le théoréme 3.9

ou le théoréme 3.4 , S,(clg = grefl — e~k =sink, et, L ¢ R,e/ ¢ R, —o; ¢ N, e™' ¢ Iit.

3.5 Propriétés de relations entre Padé-prédictions

Cette section est reprise dans sa majeure partie dans le chapitre 4. Un des attraits motivant le théoréme
suivant est de procurer de nouvelles méthodes de prédiction grace aux points (1), (ii), (iil) et (iv).

Théoréme 3.5 [l eziste des vecteurs (S;)ogi<n € KN+ et (T Jo<i<n € KN+1 vérifianl fous les deur
la condition (Hﬁ)) el fournissant respeclivement les suites( ).>0 et (T, N)1>U pur la Padé-prédiction,
el un élément a de IK tels que :
(3) S(p) (P) N F U(p) ol (Us)ogicn est un vecteur donné par U; = S; + T;. Vie {0,1....,N},
fournissant la suite (U(p)),>0 par la Padé — prédiction
(i1) 5§.N (P) N F V(P) ol (Vi)ogign est un vecteur donné par V; = S; «T;, Vie {0.1..... N},
fournissant la suite (V‘(";V)),ZO par la Padé — prédiction

1 . . 1 .
(itd) g(—m- W,-(",e ol (W;)oci<n est un vecteur donné par W; = 5 Vie {0.1,..... V).
NN :

fournissant la suite (in(,}l,\g )i>o par la Padé — prédiction
(iv) S( +a# X( ol (Xi)ogicn est un vecteur donné par X; =S; +a, Vi€ {0,1..... N},

fourmssam la suite (Af’}\),),zo par la Padé — prédiction.

D’autre part, soient le vecteur (Si)ogi<n € KN+ vérifiant la condition (H}f,’)) et fournissant la suite

(S;'(,N)'./:O par la Padé-prédiction, et a € I, alors :

(v) a S(p) Y( ol (Yi)oci<n est un vecteur donné par Y; =a-S;, Vi€ {0,1,... N},
fourmssant la suite (Y, (p)),zo par la Padé — predlcuon
(vi) a S,(p,\), = p) ol (Z;)oci<n est un vecteur donné par Z; = ¢' - S;, Vi€ {0,1...., N},

fournissant la suxte (fo}\), ),20 par la Padé — prédiction.

Démonstration
Pour montrer V’existence dans les points (1). (i), (iii) et (iv). il nous suffit de donner des cxemples :
(1) PrenonsN—Q p=1 S=18§=1 5, =%, To=0, T, = 15, T, = %,alurs
S:(ng =Zet Té’z) =% et U:gl,_,) = 1 et donc
s+ T34 # UgY.

(ii)PrenonsN_.4,p=2, So=185=25=358=2 8S:=1,Ty=1,T, =
2, T4—1 alors

S =2et T = 4 et V{3 =1 et donc

=
[}
1~
i
wl—
o
I

2 2 2
Sg,q) * T5(,4) # V5(,4)-
(1ii) Prenons N =4, p- 2,5 =1 5=2,58=3,5=2, §4=1, alors
Séa =Zet W5(24) = 2 et donc

1/853 # wii.
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(iv) Prenons N =2, p=1, So =1, §i =}, S2 =}, alors, si a=1, S:(,lg) =Zet Xé,_, = £ et douc
+ 559 # x{.
Montrons maintenant les points (v) et (vi).
(v)Yi=a-5, Vie{0,1,...,N} 2 YR =a-SH, vien,
; N o

car zfio Y‘t' = a'Zi=0 Sit: lmphque que [p/N—p]ZN Yt = [p/N_p]a-zN S, = a[p/N—p]ZN S

et donc formellement, = = =
Y =a. TSt
i20 i20

(i) Zi =d*-5;, Vie {0,1,...,N} = ZF) =d' . S%), Vie N,

car Z.'A;o Zit* = 2?;0 Si(a -t)' implique que formellement,

Y ZRE =Y SRy =Y o SRt

i>0 i>0 i>0

3.6 Propriétés de positivité et de monotonie pour la Padé-
prédiction

Pour cette section, on impose en plus au corps commutatif I’ d’'étre totalement ordonué. Nous constatons,
par exemple, que la suite prédite par la Padé-prédiction a partir d’un vecteur a coiuposautes positives
n’est pas nécessairement a termes positifs.

Théoréme 3.6 Il eziste un vecteur (S;i)oci<n € H\'f“ satisfaisant la condition (H\) tel que
(5F)izo ¢ KL,
Démonstration

Pour montrer existence, il suffit de donner un exemple.
Prenons N =4, p=2, So =1, 5§ = %, So = %, S3= %, Si= -2%, alors

(9 _ 1T
534 = ~ 2096 <
Théoréme 3.7 [l existe un vecteur (Si)oci<n € IKN+Y sauisfaisant la condition (H‘f\’,')) lel que

(S§§\)J)i20 ¢ K.
Démonstration
C’est une conséquence directe des théorémes 3.6 et 3.5, (v).

Théoréme 3.8 [l eziste un vecteur (Si)oci<n € KN+ vértfiant Sipy — Sy € IN, et salisfursant la

condilion (H,(\f)) tel que (555\)1)1'20 € H\'w, et cependant 5'(1)1,1\" - Sff’,\), ¢ .

3

Démonstration
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Pour montrer ’existence, il suffit de donner un exemple.
Prenons N=2,p=1, So=-1, 81 = —:’,_-, S, = %, alors

Théoréme 3.9 Il eziste un vecteur (S;)oci<n € KN+ vériflant S;p1 — Si € IN_ et salisfarsant lu

condition (Hx)) tel que (S§33,),’20 € K, et cependant S}_’;)l N— S}Iph), ¢ IN_.

Démonstration

C’est une conséquence directe des théorémes 3.8 et 3.5, (v).

3.7 Propriétés de totale monotonie et de totale oscillation pour
la Padé-prédiction

Pour cette section, on impose K = R.

Il existe une grande différence entre les vecteurs totalement monotones finis el les vecteurs totalement
monotones extraits. Dans cette section, celle-ci transparait de maniere limpide. En effet. nous consta-
tons que la suite prédite par la Padé-prédiction & partir d’un vecteur totalement monotone extrait est
totalement monotone alors que la suite prédite par la Padé-prédiction a partir d’un vecteur totaletnent
monotone fini ne ’est pas nécessairement.

3.7.1 Totale monotonie

Commeng¢ons par voir si la Padé-prédiction fournit une suite totalement monotone a partir J'un vecteur
totalement monotone fini (lorsque 2p — N > ~1).

Théoréme 3.10 On suppose préalablement 2p — N > —1.
Il eziste un vecteur (Si)ociscn € TMF satisfaisant la condition (H}\',’)) tel que (-q,(,;j\)-)lzu =V

Démonstration

Pour montrer |'existence, il suffit de donner un exemple.
Prenons N =4, p=2, §5,=97, 5§ =22, 5; = %, Sy = -14—3, S4=1.

(Si)ocica € TMF,

mais
5% )is0 ¢ TM
(Si4)iz0 & ,
c(2) _ _ 2003400
car S5y = —%3760000 < O-

Nous voyons maintenant dans les deux prochains théoremes que la suite prédite par la Padé-prédiction
calculée a partir d’un vecteur totalement monotone extrait n’est pas nécessairement totalenient monotone.
mais que sa queue (i.e. la suite tronquée de ses premiers termes) l'est (lorsque 2p — N > —1).
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Théoréme 3.11 On suppose préalablement 2p - N > —1.
Soit le vecteur (S;)ocicn € TME satisfaisant la condition (H,(f)), alors

(S,‘(ﬁer)igzp-Nﬂ €TM.

Démonstration

D’apreés le théoréme 3.3 et le théoréeme 2.9 de Hausdorff, comme on a
. . l I3
Sizabi+...+an_pby_, = / z'dg(z), Vie {2p-N+1,2p—-N+2.... ! N},
0

avec g non décroissante a variation bornée sur [0, 1), on obtient
SEY = abl + . +an_pbly_,, Vi22p- N+ 1.

Et, d’aprées les résultats connus sur la quadrature de Gauss, on a, puisque g est non décroissante a
variation bornée sur [0, 1]
i) b; € [0,1)], Vie {1,2,...,N —p}
ii)a; >0, Vie {1,2,...,N —p}.
Il s’ensuit que :
(555\)1)i22p—N+1 eETM.

Remarque concernant la construction d’une suite totalement monotone
Nous pouvons donner un procédé de construction d’une suite totalement monotone comme suit :
Nous nous donnons une fonction o non décroissante a variation bornée sur [0, 1].

Puis, nous calculons ¢; = fol z'da(z) pour i € {0,1,...,2m — 1}.

Ainsi, d’apres le théoréme 3.11, on a (CE:;';}_)I),‘ZQ €TM.

Théoréme 3.12 On suppose préalablement 2p -~ N > —1.
Il eziste un vecteur (Si)oci<n € TME satisfusant la condition (H}\’,’)) tel que (Sff\{),zn ¢ TA

Démonstration

Pour montrer 'existence, il suffit de donner un exemple.
Prenons N =3, p=2, So =12, 51 =8, S =6, 53 =5.

{(Sidacica € TME,
car la suite (44 8- 3r)i>0 est totalement monotone, mais
(513)iz0 € TM,
car ASSSA =8 >0.
Nous allons maintenant considérer les précédents théorémes lorsque 2p — N < —1. Sous cette coudition,

le théoréme 2.10 n’est plus vérifié parce que, lorsque nous précédons un vecteur totalement monotone
extrait de zéros, celui-ci ne demeure en général pas totalement monotone extrait.

Théoreéme 3.13 On suppose préalablement 2p — N < —1.
Il eziste un vecteur (Si)o<icny € TMF satisfaisant la condition (H;f,’)) tel que (Sff’,\),),-zu ¢ TA.
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Démonstration

Pour montrer I'existence, il suffit de donner un exemple.
Prenons N =2, p=0, So =292, §; =117, S, = 1.

(Si)ogic2 € TMF,

mais
(59)iz0 ¢ TM,

(0) _ 1533285
car S35 s5561- < 0.

Théoréme 3.14 On suppose préalablement 2p— N < —1.
Il eziste un vecteur (Si)oci<cn € TME satisfaisant la condition H(p)) tel que b“N)oo ¢ 1I'M.

Démonstration

Pour montrer Pexistence, il suffit de donner un exemple.
Prenons N =2, p=0, So=6, $51 =3, S, =2.

(Sidocica € TME,

. 6 .
car la suite (i—ﬁ);zo est totalement monotone, mais

(Sf,oz))izo ¢TM,

car A3S§°2’ =2 > 0.

3.7.2 Totale oscillation

Les théorémes 3.10, 3.11, 3.12, 3.13 et 3.14 trouvent leur analogue dans cette section. Du fait du lien
entre les définitions de totale monotonie et de la totale oscillation, et grace au théoreme 3.5, (vi), nous
pouvons énoncer ces analogues sans démonstration.

Théoréme 3.15 On suppose préalablement 2p— N > 1.
Il existe un vecteur (S;)ocicn € TOF salisfaisant la condztzon (H(p)) tel que (5,°5)i»0 € T0.

Théoréme 3.16 On suppose préalablement 2p — N > —1.
Soit le vecteur (S;)ocicn € TOE satisfaisant la condution (Hl(\’,’)), alors

(S )iz2p-n+1 € TO.

Théoréme 3.17 On suppose préalablement 2p— N > —
Il existe un vecteur (S;i)ocicn € TOE satisfaisant la condition (H}f)) tel que (Sf"j,\),),»zu ¢ T0.

Théoréme 3.18 On suppose préalablement 2p— N < —1. :
Il existe un vecteur (S;)oci<n € TOF satisfarsant la condition (Hﬁ)) tel que (.:'}_’1'\),),-20 g 10.

Théoréme 3.19 On suppose préalablement 2p— N < —~1.

Il eziste un vecleur (Si)ocicn € TOE salisfursant la condition (H‘(\m) tel que (N

A )41\: ‘z 1o
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3.8 Propriétés des moments de Markov-Stieltjes et des mo-
ments de Hamburger pour la Padé-prédiction

On impose ici K = R.

Nous analysons ici une possibilité pour généraliser les théorémes 3.11 et 3.186.

Théoréme 3.20 On suppose préalablement 2p — N > —1.
Soit le vecteur (Si)ocicn € MSE satisfaisant la condition (Hﬁ)), alors

(SH )izzp-n41 € MS.

Démonstration
D’apreés le théoréme 3.3 et la définition des moments de Stieltjes, comme on a
3 . oo .
Si=abi+ ... +avpby_, =/0 z'dg(z), Vie {2p-N+1,2p—N+2....,N}.
avec g non décroissante & variation bornée sur [0, cof, on obtient

ST =i+ . tanpby_,, ViZ - N+ 1L

Et, d’aprés les résultats connus sur la quadrature de Gauss, on a, puisque ¢ est non décroissante a
variation bornée sur [0, oof

1. b; € [0,00], Vi€ {1,2,...,N - p}
2.a;>0,Vie{l,2,...,N-p}.

Il s’ensuit que :
(S )izzp-N+1 € MS.

Théoréme 3.21 On suppose préalablement 2p — N > ~1.
Soit le vecteur (Si)ocicny € MMSE satisfaisant la condition (H}(\f)), alors

(5%)is2p-N41 € MMS.

Démonstration

D’apres le théoréme 3.3 et la définition des moments de Markov-Stieltjes, comme on a
. . R N
Sg=a1b1+...+aN_pij_p =/ 'dg(z), Vie{2p- N+ 1,2p—-N+2,...,N},
0

avec g non décroissante a variation bornée sur [0, R], on obtient
SE = bl + ... +an-pbiy_,, ViZ2p- N +1.

Et, d’aprés les résultats connus sur la quadrature de Gauss, on a, puisque g est non décroissante a
variation bornée sur [0, R]



3.9. Propriétés concernant les suites polynémiales pour la Padé-prédiction 57

1. 4 €[0,R], Vie {1,2,...,N - p}
2.a;,>0, Vie{1,2,...,N —p}.

Il s’ensuit que :
(Sﬁf,)\)/)izi’p-NH e MMS.

Théoréme 3.22 On suppose préalablement 2p — N > —1.
Soit le vecteur (S;)o<i<n € M HE satisfaisant la condition (H,%’)), alors

(Sgﬁx);)igzp-N-n EMH.

Démonstration

D’aprés le théoréme 3.3 et la définition des moments de Hamburger, conune on a
. - R2 .
S = albll + ...+ aN—Pb,[V—p = L .’L"dg(.’L‘), Vi€ {21' - N+1,2p=-N+2,... ’_\,}’
1

avec g non décroissante a variation bornée sur ]R;, R2[, on obtient

SE) = a4 +an by, Vi> - N+1,

L}

Et, d’aprés les résultats connus sur la quadrature de (Gauss, on a, puisque ¢ est non décroissante a
variation bornée sur |R;, Ra|

1. b € [Ry, Ra], Yi€{1,2,...,N - p}

2.a;, >0, Vie{1,2,...,N —-p}.

Il s’ensuit que :
(S )iz2p-ns1 € MH.

3.9 Propriétés concernant les suites polynémiales pour la Padé-
prédiction

Si I = @, le théoréme qui suit montre en particulier que toute série entiére, centrée en l'origine, a
coefficients polynémiaux complexes (donc de rayon de convergence €gal a 1). est sur son disque de
convergence une fonction rationnelle.

Théoréme 3.23 Soit le vecteur (Si)ogicok—1, donné par S; = Z{‘;Bluli". vie {0.1..... 2K - 1},

salisfaisant la condition (Hé’,:,:i)), alors, la suile (5}2-;1)]),‘20 est donnée par

K-1
K~1 . .
i(.'_’l\’—)l = E aii’, Vie IV
. 1=0
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Démonstration

Onas; = ,—o a,:,VzG{O 2K - 1},

+1)(i+2 i+ .
avec 2,-0 a;il = Z;-o j (’ )(z -)l)' G +J), Vi € IN, par changement de basc.

Le polyndme Pk _1(t) est défini par

Pty = LIS
= yuK- 121 =1y, ('+1)(1;'.2)1)| (i+j)ti
+1)}i+2 i+ 7).
- 2;(.01 ?.l.(u lb (2 ]—)1 ' (2 J)t

- 21_0 Z:>0b (1+1)(1(j' 2)) (1+j)ti+0(t2K)

= ;(=-ol Za>ob.1((t+';§,1,+0( 21(}

= EIS T (g 05 + 06%)

= K-1 1 2K
= Y=o b:m+0(t ),

mais alors, par définition de I’approximant de Padé,

K-
(K - 1/K]Pm-x(t z=: ’(1-—t)1+1

11 s’ensuit, formellement, que :

K-1
. t41)(14+2 L+ )
[K'—l/IX]PgK-l(l) - Z ( )(l ) ' (l+J)t1
j=0 i%0 G-t
K-1
= ajth'
120 j=0

Donc

SERD =S e, vie N
i=

Corollaire 3.1 Soit Pp-1(z) € Km-1[z], alors, ¥z € K,

z™m z 1
Pm_l(i‘l—l) P,,,_l(i-{-m) Pm_l(i+m+1)
. : . =a.(z__l)"l

Pm_l(i+m) Pm_l(i+2m— 1) Pm_l(i+2m)

ou . .
Pm-1(1+2) Pm_1(1+m+1)
a= € K.
Pm_l(i+m+ 1) Pm_l(i+2m)

Démonstration

Dans la démonstration du théoréme 3.23, [N — 1/K]p,,_,(z) est un approximant de Padé dont le
dénominateur est (z — 1)™ & un facteur pres.
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Mais, d’aprés le théoréme 3.1, Pexpression du dénominateur est donnée sous la forme d’un déterminant
& un facteur pres, et donc

™ .. T 1
Pm_l(i-}-l) Pm_l(i+m) Pm_l(i+m+l) .
. . ) =a(z—-1)" ot a € K.
Po_i(i+m) ... Pn1(i+2m—-1) Pyu_1(i+2m)
Ainsi, en calculant de part et d’autre de ’égalité le coefficient du terme en z™, on obtient
Pm_1(1+2) Pm_1(1+m+1)
a= : : € I
Ppnoai+m+1) ... Pp_o1(i+2m)

Théoréme 3.24 Soit le vecteur (Si)oci<ak -1, donne par S;=a Z,_o ai', Vi € {0,1,...,2K — 1},
satisfaisant la condition (H2}\ 1)) alors, la suite (S K- 1)t>0 est donnée par

K-1
S,“;h 1)1 a* Z aii', Vie IN.
=0

Démonstration

C’est une conséquence directe des théorémes 3.23 et 3.5, (vi).

Corollaire 3.2 Soit Pp_1(z) € Km-1]z], alors, Vz € IK, Va € K,

zm ™1 1
P._1(i+1) aPn_1(i+2) vee @™Ppq(i+m+1)
aPm_l(i+2) asz_l(i+3) a"‘+]Pm_1(i+m+2) - Q’((L.’L‘— l)m
a™ 1P, _1(i+m) a™P,i(i+m+1) ... a* 1P, i(i+2m)
ot
Po_1(i+ 2) vee Ppoi(i4+m+ 1)
a = gim-Hm e IK.
Pnoi(i+m+1) ... Po_i1(i+2m)

Démonstration

Le principe de la démonstration est le méme que pour le corollaire 3.1.

On se propose de généraliser les théorémes 3.23 et 3.24.

Théoréme 3.25 Soit le vecteur (Si)o<ic2k—1, donné par
J =0 b Z, 20 aIJ , Vie {0,...,2K - 1}, saizsfazsani la condition (H(K 1)) (k; € lN\{O} Vj€
{ ,...,p} est tel que ijo k; < K ), alors, la suite (S( K- 1)¢>o est donnée par

ki-1

‘(Iz(Kl)l Zb Z a,,jil, Vi € IN.

j=0 =0
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Démonstration

C’est principalement une conséquence des théorémes 3.23, 3.24 et 3.5 (vi).
Cependant, elle utilise la propriété suivante :
< oG 2% ‘—1 k-1 . .
Eoolki — l/kj]P;(i;,:(')’ ol Pé‘,’:z_l(t) = Yioh Yoi2o aji'(bit)', est une fonction rationnelle en la

variable t dont le numérateur est un polynéme de degré (K — 1) au plus, et dont le dénominateur est un
polynéme de degré K au plus.
D’aprés I'unicité de I'approximant de Padé,

p

> ki — 1/k ]pm L = W =1/ K]pue )

3=0

ol Pog_1(t) = Z?fo'l Feo zf__’_;l a1 ji'(b;t)", car d’aprés les théorémes 3.23 et 3.24, on a foriellement

k-1
ki = 1/kilpo (o) = DN ity
’ i>0 1=0
et
P P kj-1
1 i
Z[ l/k ]P(’) 1(1) = ZZ Z ajjt (bji)
j=0 j=0i>0 I1=0
p ki-1
= SN ayiteey
120 5=0 =0
= [K=1/Klpyoyr)
Donc,
k;—1
,U;Kl)l _Zb’ Z ap;i', Vi € IN.
j=0 1=0

3.10 Lien entre I’c-algorithme et les approximants de Padé

Nous rappelons ici que le calcul d’un approximant de Padé peut étre mis en oeuvre par P’s-algorithme.
Ce résultat provient de l’expression sous forme d’un rapport de deux déterminants des termes calculés
par la transformation de D. Shanks. Cette expression est donnée dans [19] et rappelée dans [4. p. 159).

Théoréme 3.26 On se donne f(1) = 3,5, cil* une série formelle.
On pose -
e¥) =0, vie N,
g,-' Y=o, vie N,
=Y iocit!, Vi€ INV.
Et on définut 55:11 par

0) (i+1) 1 . . k
Eed1 =€k +m, Vke N, ¥i2 ~1-[3].
P T €

Il s’ensuil :
e = [n+ k/k]y0), VE € IV, ¥n > k.
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3.11 Lien entre P¢,-prédiction et la Padé-prédiction

Le théoréme que nous énongons et démontrons maintenant, nous permet d'obtenir un algorithme pour
la Padé-prédiction qui ne requiert pas la résolution d’un systéme linéaire. 1i dérive directeinent du lien
existant entre ’e-algorithme et les approximants de Padé. Le fait de ne pas avoir a résoudre de systéme
linéaire représente un gain en complexité en temps dans Palgorithme qui n’est pas & négliger.

Théoréme 3.27 Soit le vecteur (Si)oci<n € IKN'”
Soit aussi le vecteur (T;)oci<N € KN donné par T; = 2_1—0 S;, Vi€ {0,1,...,N} et satisfaisant la
condition (H,(V’p)), alors,

SE =TSP T8y, viz |,

el
SE = TP

Démonstration

Commencgons cette démonstration par une remarque : il n’est gueére utile de supposer que le vecteur
(Sio<ci<n € KN+ satisfasse la condition (H,(\f)) car, si le vecteur (T;)ogci<n € IKN*! douné par T; =
E;:O S;j, Vie {0,1,..., N} satisfait la condition (H,(J’p)), alors automatiquement, le vecteur (Si)oci<a
satisfait la condition (HI(\‘,’)). En effet, Je déterminant qui doit étre non nul dans la condition (H,(\f’)) est

(2p—-N)

exactement le dénominateur d’ey (lorsque Pe-algorithme est appliqué a la suite (’E‘f\;f"),zf,).

-2p=-1
Si on pose maintenant
ft)= Tino SRt
i>0 N
€ =0, vie
( D=, Vz S 1N
= Z =09 , Vi€ IN,

et, si on deﬁmt 55:-);1 par
(5) (i+1) 1 , k
€ph1 = €iy +(iTl)_(i)’ Yk € IN, Vlz—l-—[i],

e T &

il s’ensuit, d’apreés le théoréme 3.26, que :
-N
€5 oy = [p/N = plyy, ¥p € N, YN > p,

et,
e o) = [p+i/N = plyuy, Yp € IV, YN > p, Vi € IV.

Or [p+i/N — plyay = /N — ply(), car formellement f(t) = [p/N — p]y(y), par définition méme de la
Padé-prédiction.
Maintenant, si on prend
(t) - El>0 S(P)
el 1 =0, Vie N,
eV =0, vie N,
EE,')-Z =0 S (p) , Vie N,

et, s1 on deﬁmt Eill par

i+1) 1 . . k
Ei‘ll = 52 o+ m, Veke N, Vi>—-1- [5],
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alors,
et ot = p+i/N = plyy = [p/N = plysy, ¥p € IN, YN 2 p, Vi € IV, pour £ =1,
et donc la colonne d’indice 2N — 2p est constante, ce qui montre que
SE =T =Ty, viz 1,
et

Sy =T

En guise de conclusion : nous pouvons mettre en oeuvre la Padé-prédiction par ’e-algorithme.

3.12 Les approximants de Padé-partiels

Nous pouvons trouver la définition de ces approximants de Padé-partiels dans [7] ou cocore daus [16].

Définition
Soit f(t) = Zc.-t‘ une série formelle.
On se donneizzol,zg, ee s Te, Y1, Y2, -+, Ys des éléments de IN, et on pose
z(t) = (1 — 2381 — zat) ... (1 — z,.1) € K, 1]
et

y(t) = (1 — yit)(1 = yat) ... (1 - yst) € K, [t].
S’il existe un couple (v(t), w(t)) € I,[t] x Kp[t] tel que

v(0) =1
v(t) Aw(t) =1
w(t) _ y(t) pHy+l
o0 = a0+ ow
. w(t)z(t) , . . . .. ) ]
on dit que m est ’approximant de Padé-partiel [p/q] de f(t) calculé a partir des polynomes a(t)
et y(1).
w(t)

Aussi, on note v_(t-)— = [p/q]%}%j“)-

L’existence du couple (v(1),w(t)) € I [t] x I, [t] est assurée par la condition

dp—g41 ... dp
. : # 0’
d, oo dpgga
) . n s i ()
avec par convention d; = 0 si i < 0, et formellement Zd,t = == f(1).
i>0 =(1)

Lorsque z(t) = y(t) = 1, Papproximant de Padé-partiel [p/q] de f(t) calculé & partir des polynoines z(t)
et y(t), est exactement ’approximant de Padé [p/q] de f(t).
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Théoréme 3.28 Pour les approzimanis de Padé-partiels, on a la formule de Jacob: :

SIS At ST e L T
dp—g+1 dp—g+2 s dp+1
dp dp+1 o dpyy
br/alsgg 0 = TS
dp—g41 dp—gy2 - dpy
dP dp+l T dp+q
; t
avec par convention d; = 0 si i <0, et formellement Zd,-t’ = -f:—%;—f(t).
i>0

3.13 La Padé-partiel-prédiction
Soit (Si)oci<n € IKNT1. On pose alors

N
Pn(l) = ZSJ{ € IKinft).

i=0

On se donne z1,22,...,Z,,Y1,¥2,-.-,Ys des éléments de IK.
Soit (lorsqu’il existe) %’—((%‘g‘)l, P’approximant de Padé partiel [p/N-p] de Py(t) calculé a partir des

polynémes z(t) = (1 — z12)(1 —z2t) ... (1 — z,t) et y(1) = (1 — yat)(1 = yat) ... (1 — yst).

Définition de la Padé-partiel-prédiction du point de vue algébrique
Nous définissons la suite prédite par la Padé-partiel-prédiction (Sff’,\),)izo calculée & partir des polynémes
z(t) = (1= zt)(1—zat) ... (1 —z.t) et y(I) = (1 = y1t)(1 — yat) ... (1 — y,t) du vecteur (5 )y<icn telle

que, formelizment

gy = wzt)
2 5 = 0

Nous notons (Sff}e,)gzo cette suite prédite par la Padé-partiel-prédiction calculée a partir des polynomes
z(t) et y(t), parce que chaque terme de celle-ci dépend des valeurs de NV et de p.

Condition d’existence de la Padé-partiel-prédiction du point de vue algébriquc
Lorsque

Topontr ToponNg2 .. T,
T2p-N+'.' T‘Zp-N+3 B Tp+l # 0
Tp Tp+1 . TN._1
. . i y(t) , A . T
avec par convention T; = 0 si i < 0, et formellement Tit' = —=Pyn(1), la Padé-particl-prédiction
p z(1) |
i>0

(5,(’}?1);'20, calculée a partir du vecteur (S;)ocicn et a partir des polynomes (1) et y(1). existe.

Nous notons cette condition (H,(\’,’)) parce qu’elle dépend des valeurs de N et de p. Cette condition
d’existence est toujours associée 4 une suite en particulier.
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Soit le vecteur (Si)o<i<n € KN+ satisfaisant la condition (H}\’,’)), alors la suite (b,('x, )ivo. calculée @
parlir des pelynémes (1) = (1 — z3t)(1 — zot) ... (1 — z,1) et y(t) = (1 = ynl)(} — yat) .. {1 — yot), est
une suite prédite a partir du vecteur (Si)o<i<N.

De cette fagon, nous justifions I’attribution du mot prédiction a cette méthode.

Remarques concernant la Padé-partiel-prédiction et ses cas particuliers

1. La Padé partiel-prédiction calculée & partir des polynémes z(t) = (1 — z1t)(1 — zat)...(1 — 2,1) et
y(t) = (1 —y1t)(1 — yat) ... (1 — yst) généralise

' (a) la Padé-prédiction qui est la Padé-partiel-prédiction calculée & partir des polyndmes x(1) = 1
et y(t) = 1.

(b) la type-Padé-prédiction calculée & partir du polynéme y{(1) = (1 —y1t)(1 —yo1) ... (1 = y.1), qui
est la Padé-partiel-prédiction calculée a partir des polynomes z(t) = 1 et y(1) = (1 — g1t)(1 —
yat) ... (1= y,t).

2. Un cas particulier de la type-Padé-prédiction a déja été établi par A. Sidi et D. Levin dans [20],
sous la forme suivante.
Soit le vecteur (a;)ogi<n’ € Hx’"l’“, tel que ap = 0.
On pose alors

Ao(t) = 0
et
j .
Ai(t) =Y ittt e I yft), Vi€ {1.2,...,n').
i=1
On définit alors Tk (1) par R
Tkn(t) Y=o MK gy (1)
K,n = K Kn -
Ej:O Ag )tK I
en posant /\%{‘") =1
rameni ; (K.n)y. -V (Kmn)
Il s’ensuit que la suite (a;""’)i>0 € K", telle que ag "’ = 0 et telle que formellement

Tk n(t) = Lis: o™ ti-1 st une suite prédite a partir du vecteur (ai)o<i<n-

D’une part, sion a n’ = n+ 2K — 1 et si les A;K’") (lorsqu’ils existent) sont déterminés de telle
maniére que Tk (t) = Apr(1)+ O™ +1), alors T (1) est I’approximant de Padé [p/N-p)] de 4,.(1)
(on a avec nos notations p=n+ K —2et N —p = K). Et, il s’ensuit que la méthode de prédiction
ainsi définie est une Padé-prédiction.

D’autre part,sionan’' =n+ K — 2 et siles z\g-K'") sont déterminés par

n+J K-18n+K
n+ K Qnyj

MM = (—1)K T C( ,Vi€{0,1,..., K}

la méthode de prédiction ainsi définie, appelée la t-prédiction car issue de la t-transformation. vst une
type-Padé-prédiction calculée (puisque M%™ = 1) & partir du polynéme y(1) = Z]":U /\‘jl‘ "IK-j
(on a avec nos notations p=n+ K —2et N—p=20).

Théoréme 3.29 Soit le vecteur (Si)ogicn satisfaisant la condition (H,(\f)), alors s1 2p—N—-52>0, la
partie prédile par la lype-Padé-prédiction de la suile (Sf,’?,);zo, calculée & partir du polynome y(t) = (1~
yvit)(1—yat)... (1—y,t), c’est-d-dire (Sg‘})]\)l)iZN+l, est indépendante de So, Sy,..., 50 N-s—1 €L Sop Ny,
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Démonstration

D’aprés le théoreme 3.2, (1 —yit)(1 = y2t) ... (1= ¥st) i v S,(";e,t‘ ne dépend ni de Sy, nide Sy, ...,

ni de Sop_n_1, ni de Sy, n. :

Si on pose .
(I=—yit)1=yot)...(1=—y,t) = yt* + 40V~ 4+ 4@

avec y(® = 1, alors on obtient que

D WO AYISEL y 4 Ay IS+ ST

i>N+1
ne dépend ni de Sp, ni de Si, ..., ni de S2p_N_1, ni de Szp_p.
Il suit que 2:‘>N+l S,-("}z,t" ne dépend ni de Sg, ni de Sy, ..., nide Szp—N—s-1, ni de Sy~ -, et donc la
partie prédite ne dépend ni de Sp, ni de Sy, ..., ni de Sap_n—,-1, ni de Szp_nN_,.

3.14 Quelques exemples théoriques de la Padé-partiel-prédiction

Etudions sur de simples exemples (i.e. pour de petites valeurs de N) ’expression des termes de suites
prédites par la Padé-partiel-prédiction.

Exemple 3.6 La type- Padé-prédiction calculée & partir du polynéme y(t) = 1—1, en prenant N = 2 el
p=1
Ps(t) = So + Sit + Sat®.

So(S1 = So) + (SZ + SZ — SoS1 — SoSa)t

(1/1)1-0p0) = 5= S — (8 =51
D’ou
563 = So
sH =5
S8 =5
(

_c.\2 _c.\3 g yi-1 .
Si,lz) =S+ (?,_ig’o) + %ﬁj_igg, +...+ %——h‘;f_‘;: =, Vi > 3, lorsque S; # Sy.

Exemple 3.7 La Padé-partiel-prédiction calculée d pariir des polynémes z(1) = 1+ 1 el y(1) = 1, en
prenant N =2 et p=1.
Ps(t) = So + Sit + Sat?.
[l/l]P 1y = So(S1 = So) + (Sl2 — 5051 — S0S52)t
sy Sy =86 — (S2 — S1 + So)t

=, =

Il
n
[=1

I
N

2

-1 -2
(S2=5:%50) (-;1(.315:;5'0_);52—5”50) , Vi > 3, lorsque S5; # So.

Lo Mty n
Cwulelol
1
n
v

©

3.15 Extrapolation exponentielle et Padé-partiel-prédiction

L’extrapolation exponentielle, exposée dans [12, pp. 272-280] , et la type-Padé-prédiction sont connectées
de facon élémentaire.
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Théoréme 3.30 On suppose préalablement que 2p— N —s > —1.

Soit le vecteur (Si)oci<n € KN*! satisfaisant la condition (H,(\f)). Lorsque le systéme (S) admet une
solution, la lype-Padé-prédiction calculée a partir du polynéme y(1) = (1 — yit)(1 — ya2t) ... (1 — y,t),
en supposant que y; # y; lorsque i # j, est une méthode de prédiction identique a de lezirapolaizon
ezponentielle & s puissances tmposées du vecteur mnitial tronqué de ses (2p— N — s+ 1) premurers termes

; cect signifie que st on définil (T,-(,%)izo par

T =S, Vie {0,1,...,2p— N - 5}
T(’;\), = a; byt 3 + ot aN_pb;"_’_‘;'H-?p—l

3
eyt cogyT VT L eyt Nl i > p - N~ s+ )

ot ay,as,...,aN_p, b1, bs,...,bn_p,c1,02,...,¢c,, SOl délerminés comme solutions du systéme (S) non
linéaire sutvant :

S2p—N—:+l = ay+...tany-ptcrtc2+...4+¢
Sop-Nosy2 = athi+...+an_pbn_ptayi+ 2y + ...+ Y,
SN - b2N+s-2p— +an- pb2N+a 2p-1
+¢; y2N+a 2p- 1 +e y2N+s 2p~ + + c,y2N+""'”“
:
alors 70) _ )
TN =5, Yie .

Démonstration
On a

TN St
22}7 N-sSt, + St
EON Z‘ 7PNzt i+N+s—2p-1 i+N+s—2
- -3 1 8- 1 $ - -

= il Stt"*'zx—vp n-s+1(a1b] T+ tane pONZ, ¥

+c; y|+N+a 2p— 1+C 1+ N+s—2p— 1+ + e y;+1v+,,_2p_1)t,
_ 2p N”’St’ t?p—N—s+122N+3 2r-l(a b b
= Z'—o U 2uiz0 19+ Fan—pOn_,
+c1y) + czy., + .. 4yt

Pn(t)

1

et formellement

2p~N-—s
- aN- a 2 cs
Pn(t) = Siti 2= N-e+l a; p N,
N() tz_% + (1‘b1t+ +1_bN—pt+l"y1t+l—yzt+ +1"yst)+ ( )

On pose maintenant

( u((t)) = YN Sitt € Kope nost]
a(t a; an—p
50 - 1-bit T T by
{ oua(t)€ E\N_p_l[t] et b(t) € H\’N_p[i]
C(t) Cy C2 + + Cs
‘y(t) -yt I—yst 11—yt
(o ¢(t) € I,_1[t] et y(t) = (1 — gut)(1 - yat) ... (1 — yst) € K1)

Il s’ensuit que, formellement :

b()u(t)y(t) + 1%~ N (a()y(t) + b()e(t))

N+1
MOV 0.

Pn(t) =

Ce qui implique que

b(t)u(t)y(t) + P~ N+ (a(t)y(t) + b(t)c(t))
b(t)

[p/N = plypuy =
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parce que b(t)u(t)y(t)+12~N=*+1(a(t)y(t)+b(t)c(t)) € K,(t], que b(t) € K n_,[t]. et d’aprés la définition
méme des approximants de Padé.
Ainsi, formellement,

2p—N-—3s
ZS"(.})A)"t' = Z Sith 27N z(ulbll + .t anopbv_p iyl ey T Gy,
i20 i=0 i>0
puis,
SH = S, Vie{0,1,...,2p— N—s)
SE = BN gy N

+Clyi+N+‘-2p_1 + c2y;+N+a—2p—1 +... +C’y:'+N+s—2p—1, Vi>2p—N-s+1

et donc, T-(,’;g = ff’,\),, Vie IN.

1

Nous généralisons le théoreme précédent par le suivant :

Théoréme 3.31 On suppose préalablement que 2p — N — s > —1.
Soit le vecteur (Si)oci<n € KN satisfaisant la condition (HI(G’)). Lorsque le systéme (S) admetl une
solution, la type- Padé-prédiction calculée d partir du polynéme y(t) = (1—y11)°1 (1 —y21)22 .. (1 —yot)°e,
en supposant que y; # y; lorsque i # j et que s = 3 7_, a;, est une méthode de prédiction identique d
une dégénérescence de Uextrapolation exponentielle d s puissances imposées du vectewr inddial lrongué de

ses (2p— N — s+ 1) premiers termes ; ceci signifie que si on définit (7}%)520 par
TH =8, Vie{0,1,...,2p— N — s}

’I;”}\), - a]b§+!\'+s—2p-l +”.+aN—pb¢]';,+;\;+s_'._lp_1-
+ 3 ei(Bro+ Brai+... + dl,o,_li“"‘)y;+/\+s""'l, Vi>2p— N —s+ |

0u a3,az,...,8N_p,B10,811, - Pra,-1:820,- - Bo-1.0s_1-1:86.0: B3+ - - Baa,—1. sont déterminés
comme solutions du systéme (S) non linéaire suivant :

( Sp-N-s4+1 = a1 t.ootan-p .
+3 -1 Bio+B12p=N=s+1)+...4 Bra-1(2p~ N —s+ 1)1
S2p-N—s+2 = albl;}' -‘~+aN—pr—p
) + 30 (Bo+Bi1(2p—N=s+ 2+ ...+ B0 -N—s+2)"" )y
S - alb?N+s«—2p—1 R aN_PbIZVN_-;s-2P—l N
\ + 37 (Bro+ BiaN + .o+ Bra Nom )y He-2r-1
alors » u
TR = S%., Vi€ IN.
Démonstration
On a
Pu(t) = TlLSit!

i

Z:“ZEN—S Sit' + Zﬁz;»-/\'-;w Siti_ _

ZZEN—S Sit' + Zi?p—N‘s+l(albll+N+s_.2p-l +...+ “A’-pb)\ﬂ\;ﬂ—z"-]

+ T (Bio+ Biait .+ Big ity T2y

= Z?ﬁ;l\«-—s S{ti + t?p-N-a+l z?zNo-{-s—?p-l(alb,i +..+ aN—pbl}\'_}.

+ 5 Bio+Biai+2p-N=s+D+ ...+ Ba-1i+ 20— N — s+ 1) V)i,
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et, formellement

2p—N-~3s a
Pn(t) = ti t2p—N—l+l N-p
N (1) = E_% Si (1—b1t+ T ot
71,0 71 Y,a;-1 N+1
TR L1 Tk S t
+Z(1—y1t (1-yt)? T (1= yt)n )+ 0 >
ol fio+Bia(i+2p—N—s+1)+...+Ba-1(i+2p=—N—s+ 1)~
=mo+ (i + 1)+ 71,2911%@ + .ot Yoy ('H)@?:,)_l(;.%' DY
On pose maintenant
[ u(t) = 22N St € Koypon-s]l]
a(t) _  a +. aN—p
B) T T—bit T 1 bopt
{ ot a(t) € KN_p-l[t] et b(t) € IKn_plt)
Y0 TYia Ya;-1
+...+
y(t Z(l -yt (1 - yit)? (1= yit) )
[ ou c(t) € E\s 1t] et y(t) = (1 = yat)* (1 — yat)%2 ... (1 — yot)?° € IN,[t]

Il s’ensuit que, formellement :

Pr(t) = b(t)u(t)y(t) + tb—:(;)s;(li()a(t)y(t) + b()e(t)) + O+,

Ce qui implique que
b(1)u(t)y(t) + 1~ N+ 1(a(t)y(t) + b(t)c(t))
b(2)
parce que b(t)u(t)y(t)+t2P~ N2+ (a(t)y(t)+ b(t)e(t)) € Kp[t], que b(t) € Kn_p[t], et d’apres la définition

méme des approximants de Padé.
Ainsi, formellement,

[p/N = Plyypny =

2p~N-—3
SRR S S b ol
i>0 i=0 i20

o
+3 Bro+Biali+2p—N=s+1)+...+ Bro-1(i+ 2~ N—s+1)°")yi)t',
puis,

s}
s

Si, Vi€ {0,1,. - s}
bz+N+s 2p—- 1+ +aN_pbx+N+a 2p-1

+ 301 (Bro+Biyi+ ...+ Bra-11™71) ;+N+"2p'l, Vi>2p—-N—-s+1

et donc, T(’B = 5(’2, Vie IN.

4 13

Théoréme 3.32 On suppose préalablement que 2p— N — s < —1.
Sott le vecteur (Si)oci<n € KN+ satisfaisant la condition (H}\’,’)). Lorsque le systéme (S) admet une
solution, la type-Padé-prédiction calculée & partir du polynome y(t) = (1 — yit)(1 — yat) ... (1 — y,t),
en supposant que y; # y; lorsque ¢ # j, est une méthode de prédiction identique d de lextrapolation
ezponentielle d s puissances tmposées du vecleur inilial précédé de (N + s — 2p — 1) z2€ros ; cect signifie
que si on définil (7:'(,};3)‘20 par

71(53 — albi1+N+s-2p—1 +.

f4+N+s—2p-1
'*‘Cly1 p=

i+ Nts—2p=1
+aN-pb p

+c2 y'+N+" Pl oyttt e IV
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ot aj,az,...,aN-p,b1,b2,...,bN_p,c1,Ca,...,C,, sOnt déterminés comme solutions du sysiéme (S) non
linéatre sutvant :
(0 = aj+...+anv—ptctc2+...+¢
0 = abj+...+an_pbyvptcayi+ec2yz+...+CYs
0 = a bN+a—2p—2+ ~-+aN-prts_2p_2
+clyN+a 2p—- 2+c N+a—2p— +. +c3y_f’+"2"‘2
{ SO = bN+a 2p—-1 + +aN—pr+; 2p..
+c1 yN+s 2p—- 1+C yN+a 2p—1 +...+4¢, yN+a 2p-1 )
Sl = bN‘H 2 +...4 aN_pbxt;-h’
+c1y{\’+a-2p + C2y;}>_v+’-2p +...4 c“y‘{v-}'s—?p
Sv = a sz+s—2p-»1 o +an pb2N}s—2p—l
L +c y2N+a 2p-1 +c y2N+s 2p— +...4c, y2N+,_-)p_1 .
alors
TR = S®., vie IV.
Démonstration
On a
Pn(t) = E_OSt‘

I

Z;?p-N ,+1 Sit*, avec pour convention S; = 0 lorsque i < 0

Nts—2p—1 Nts—2p—1
z‘ <2p-N s+l(albt+ +s~2p~ +. +aN—pb1+ p+3 2p—

1+ N+4s—2p-1 c+N+s 2p - l i+ N+s—2p—1\4i
+c1y, + cay + ...+ csyl )t

— t?p—N—s+lZ‘?i_VO+3 2p- l(alb11+

o+ aN?pij_p
+ayl +eayh + ...+ eyt

et, formellement

Py(t) = ¢2p-N-st1 4 ON-p a c2 o N+,
~ (1) Gt T T Tont T Togt Tiogm T T 1o T

On pose maintenant

M _a + an-p

b(t) T l=bit T 1 =bnopt

ou a(t) € Kn-p-1[t] et b(t) € IKn_p[t]
C(I & 2 Cs
W T Togt  Togt T Ty

ot c(i) € By_y[t] et y(t) = (1 —yit)(1 — yat) ... (1 — yst) € Ih,[t]
Il s’ensuit que, formellement :

2P~ Voot a(t)y(t) + b(t)e(1))

Pult) = BOw(0)

+0o@aNth).

Ce qui implique que N
2P~ N5t (a(t)y(t) + b(t)c(t))
[p/N = Plywypn() = D)

parce que 1P~ N=1+1(q(t)y(1) + b(1)c()) € IK,[t], que b(1) € IKn_p[t], et d’aprés la définition méme des
approximants de Padé.
Ainsi, formellement,

> SEIE = ¢2r-N-sh Y (abi + .. anopbly_, +ayh +covh + .+ eyl
i>0 i>0
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puis,
bi+N+s—2p-l

S(p) = a bi+N+s—2p-l+ +an—p
+c yH‘N‘H e y'+N+° L% o yitNte--l yie N

et donc, T, ,(',’3 = S‘(’}e,, Vie INV.

Nous généralisons le théoréme précédent en le suivant :

Théoréme 3.33 Onr suppose préalablement que 2p~ N — s < —1.

Soit le vecteur (Si)o<i<n € IEN*Y satisfaisant la condition (H(p)) Lorsque le systéme (S) admet une
solution, la type-Padé-prédiction calculée & partir du polynéme y(t) = (1—y1)* (1~—yat)°? ... (1—yot)%?,
en supposani que y; # y; lorsque i # j et que s = Y ., @i, esl une méthode de predtctzon identique @
une dégénérescence de lextrapolation ezxponentielle a s puissances imposées du vecleur inilial précédé de

(N + 8 —2p—1) zéros ; ceci signifie que si on définit (T;.(,‘;g)‘zo par
T;(”;g = alb§+N+’—2p'1 +...+an_ pbi+Nf’—2p-1
+ =1 (Bro + Brai+ .. +ﬂza - l).141'+N+"'2’”'1, vie IN

ot a,as,... :aN-—p; 181,01,61,1)' .. 1ﬂ1,01-1aﬁ2,01 cee aﬂO—l,Og..]-lyﬂa,Ov Bo,l’ sy ﬁo,a,—-l . sont dilcrminés
comme solutions du systéme (S) non linéaire suivant :

([ 0 = aj+...+an-p
+3 7 1 Bro+Bii(2p—N—=s+1)+...4 Bre-1(2p— N — s+ 1)o7 1)
0 = abi+...+anv_pbnv_p

+ 371 Bio+Bii(2p=N=s+2)+...4 Bra-1(2p— N — s+ 2)*~ )y,

0 — albff+.s-2p—-2+ +aN_pb1\+a 2p~2
+3 -1 Bo=Bia+ ...+ Bra-1(— 1)ei=1)yNte-2e-2
- - -
< So = bN‘H =1y +‘1N—pr/:'t; o
N
+Zl (Bro)yr T L N
S1 = abYFT* 4 tan- pb M

+ Zf:x(ﬁl,o +B8i1+...+ 86 a:-l)yN+’ %

Sy = albe+s-2p-1 4. . +an. pb2N+s 2p-1 )
\ + 3 (Bro+ [31,1N + it Bl lNa,—l)yz +5-2p-1
alors o o
TN = SifN, Vie V.
Démonstration
Ona
Pn(t) = E{io St

N i e .
Z‘.=2P_N_s+l S;1*, avec pour convention S; = 0 lorsque i < 0

i+N+s-2p-1 i+ N+s—-2p—-1
Liz2p-N-s41(010) +...+anv_pby_y

+ 3, (Bio+ Brai+ .. +ﬁl,o,-lia'_l)y#yﬂ—zp—l)ii
= g2p-N-st1 Y2201 5 4 an-pbin_p _ :
+ 2 Bro+Bali+2p = N—s+1) 4.+ Braa(i+2p= N —s+ 1))yt
et, formellement

Pn(t) = 12— N-s+1 s S _AN-p
n (1) S SR gy o
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71,0 B! T,a1—-1 N+l
L o[t .
+Zl—y,t Towg T T Oy O

ou ﬂ1,o+,31,1(i'+2p— N—~s+ 1)+ ...+ﬂ1,a,_x(i+2p N-—-s+ l)a'-l

= ot a4+ 1)+ G T a6 (e,

On pose maintenant

( it) - ay + AN-p
b(t) 1-b5t ~ 1-bn_pt
. ol a(t) € Kn-p-1f] et b(t) € Jin—p[t]
c(t) 71,0 7,1 Tai-1
u(t) Z(l-yzi (1 - yit)? ree (l—yzt)“‘)

ol ¢(t) € H( _1[1] et y(1) = (1 —yit)* (1 — yot)2? ... (1 — yot)%° € IK,[t]

\

1l s’ensuit que, formellement :

2P~ N=s+1(q(t)y(t) + b(t)c(1))
b(t)y(t)

Pn(t) = + 0N ).

Ce qui impligue que

2P~ N4 (a(t)y(t) + b(1)e(t))
b(t) '
parce que 2P~ N=*+1(q(t)y(t) + b(t)c(t)) € I,[t], que b(t) € Iin_p[t], et d’aprés la définition méme des

approximants de Padé.
Ainsi, formellement,

[p/N = plywypniy =

ZS§§31‘ = ¢2p-N-st1 Z(alb'i + ...+ ﬂN-—pbﬁv-p

i>0 i>0

o
+ (Bro+Bali+20 =N =s+1)+ ...+ Bra1(i+2p— N — s+ 1)~ )it

puis,
S,-(ﬁ\), — albt1+N+s—2p—l+.

+aN bl+N+3 2p-1
.- -p

+E;7=](ﬂl,0+131,1i+ +ﬂl 0‘-1201 l)yt+N+s—"P 1 Vl e ﬂ\/

et donc, T(’;\), = .S'( Vie IN.

13

Dans le cas ol la Padé-partiel-prédiction est calculée a P’aide des polynémes 2:(1) et y() et que z(1) # 1.
le lien entre ’extrapolation exponentielle et cette Padé-partiel-prédiction n’est encore pas établi.

3.16 Propriétés de relations entre Padé-partiel-prédictions

Le chapitre 4 reprend certaines de ces propriétés. Cependant, le théoréme suivant fournit Je nouielles
méthodes de prédiction a ’aide des points (i), (ii), (iii) et (iv).

Théoréme 3.34 Jl eziste des vecteurs (Si)oci<n € KN e (Ti)o<i<n € KN vérifiant tous les deu

la condition (H(p)) el fournissant respectivement les suiles (S(p)) i>0 €l (T !\')7>0 par la Padé-partiel-
prédiction calculée & Vaide des polynémes z(t) = (1 — z1t)(1 — zat)... (1= &,1) € I, [1) et y(t) =
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(1-nt)1=yat)...(1 — yst) € KK,[t], et un élément a de I\ tels que :

(#) S + T( # U(p) ou (Ui)oci<n est une vecteur donné par U; = S; + T;, Vi€ {0,1,... N},
fourmssant la suite (U, N).>o par la méme Padé — partiel — prédiction

(#1) S‘(f’) « T\5) # V(P) ol (Vi)o<icN est un vecteur donné par V; = S; «T;, Vi € {0.1..... \'}.
(P))

fournissant la suite ( i'N )i>0 par la méme Padé — partiel — prédiction

1
(#11) 70 # W‘(,’;e, olt (W;)o<i<n est un vecteur donné par W; = vie {0,1,....N},

1
S’
fourmssant la suite (W, N),>0 par la méme Padé — partiel — prédiction

(iv) S(p) +a# X(N ol (X,)OS,SN est un vecteur donné par X; = §; +a, Vi€ {0.1,... N}.

fourmssant la suite (Xi,N)iZU par la méme Padé — partiel — prédiction.

D’autre part, soient le vecteur (S;)ocicn € KN+ vérifiant la condition (H,(\f,’)) el fournissan! la suile
(Sfpg,),‘?_o par la Padé-partiel-prédiction calculée a l'aide des polynémes z(t) = (1 — 21t)(1 — ast)...(1—
z,1) € IK,[t] et y(t) = (1 — y12)(1 = 1) ... (1 = y,t) € IK,[t], et a € KK, alors

(v) a Sf’;g, = Y(”) ot (Y;)o<i<N est un vecteur donné par ¥; =a-S;, Vi€ {0,1....,N},
fourmssant la suite (Y,(N)).>o par la méme Padé — partiel — predlcnon

(vi) @ S,(f’) = ‘(,’}3 ol (Z;)oci<N est un vecteur donné par Z; =a*-S;, Vi€ {0,1,...,/ NJ.
fournissant la suite (fo’,?,),-zo par la Padé — partiel — prédiction calculée a l'aide des polynoiies
it)=(1—-a-zyt)(1—a-zot)...(l—a-zt)et Fgt)=(1—a-yt)(1—a-yst)... (1 —a-y.1).

Ou encore, soient le vecteur (Si)oci<n € IKNTY vérifiant la condition (H}\f)) el fournissani la suite

N)i>0 par la type-Padé-prédiction calculée a laide du polynéme y(t) = (1~ 1)1 —yat) .. (1 -y d) €
H( [t), et a € I, alors

(viZ) (on impose que y; # y; si i # j)

(dly’i +doyh+ ...+ dyi)+ S,(p,z, = pr,z, oll (Q)oci<n est un vecteur donné par

Q= (d1y§+d2y2 A+ d,y)+ S, Yie{0,1,..., N},

fournissant la suite (QETIL)"ZO par la méme type — Padé — prédiction

(viii) (on impose, pour z; # zj lorsque ¢ # j, que

A=-yt)Q-yat)...(1 =y t) = (1 = z;0)(1 ~- th)02 (L= 2zp1)% avec 3.7 a; =)

Zf oyt 4 o Y 11T 1)z + S'(p) @( & ou (©; )0<:5N est un vecteur donné par
;=3[ 1710+711l+ ot Va1 1)21+5n V1€{01 N},

fournissant la suite (@( )i>o par la méme type — Padé — predlctlon

Démonstration

Nous ne donnons pas d’aut:es exemples pour montrer les points (i), (ii), (iii) et {iv} que ceux qui ont
été détaillés dans la démonstration des points (i), (ii), (i) et (iv) du théoreme 3.5.
Montrons maintenant les points (v), (vi), (vii) et (viii).
(V) Yi=a -5, vie {0,1,...,N} = ¥R =a S‘ ™ Yie I
En effet, Y1 Yit' = a- Yo Sit* implique que ’ :
[p/N —P]é% SN Y = [p/N - P]:l((%a,z'_os'(. =a-[p/N - P]i((% N g et donc. formellement.

(vi) Z;=d* - S;, Vie{O,l,.. N} = Z) = d s}’;’,,wew
En effet, E, 0 Zit' = Z, o Sila-t) 1mp]1que que [p/N — p]%(._,%z . =[p/N - ]_v.}"_% N o an

.._o I{a t
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et donc, formellement,
D ZiNt =) _Sihia-t) =3 a SRt
i>0 i>0 i>0

Le point (vii) est une conséquence directe des théoremes 3.30 et 3.32.
Le point (viii) est une conséquence directe des théorémes 3.31 et 3.33.

3.17 Propriétés de positivité et de monotonie pour la Padé-
partiel-prédiction

Pour cette section, on impose en plus au corps commutatif IK d’étre totalement ordonné. Dans les
sections de méme nom qui concernent ’e-prédiction et la Padé-prédiction, nous établissons uniquement
des propriétés d’existence. Comme la Padé-prédiction est un cas particulier de la Padé-particl-prédiction,
les théorémes 3.6, 3.7, 3.8 ou encore 3.9 restent valides. En eflet. les exemples donnés pour inontrer ces
existences demeurent convenables.

3.18 Propriétés de totale monotonie et de totale oscillation
pour la Padé-partiel-prédiction

Pour cette section, on impose I = IR. La Padé-prédiction est un cas particulier de la Padé-partiel-
prédiction. 1l n’est par conséquent pas utile de considérer ici les analogues aux théorémes 3.10, 3.12,
3.13, 3.14, 3.15, 3.17, 3.18 ou encore 3.19. En effet, les exemples proposés pour montrer I'existence dans
ces théorémes restent valables. Pour cette raison, nous ne tentons ici que de donner des analogues aux
théoremes 3.11 et 3.16.

3.18.1 Totale monotonie

La premiere question que ’on est amené & se poser est : Que se produit-il lorsque le polyninie r(1) vaut |
et lorsque le polynome y(t) = (1—y;1)(1 — yat) .. .(1—y,t) est tel que les y; soient distincls ¢l appartenan!
a J0,1], pour toui i de {1,2,...,s} ¢ :

Nous répondons a cela dans le théoréme suivant :

Théoréme 3.35 On suppose préalablement 2p— N —s > —1.

Il existe un vecleur (S;)o<isn € TME, fournissant la suite (S}“};’, Ji>o par la type-Padé-prédiction calculée
d partir du polynéme y(t) = (1 —yit)(1 —yat) ... (1= yst) € IK,[t] (on impose y; €)0.1] et y, # y; lorsque
i # j) et satisfaisant la condition (Hg\’,’)), telle que cependant

(S§f}3')i22p—N-s+l ¢TM.

Démonstration

Pour montrer Pexistence, il suffit de donner un exemple.

1 17 169
Prenons N =2, p=1, y(t)_l—i, So = 2, 51—1—5-, 52_2—23.

(Si)oci<c2 € TME,
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car la suite (-31— + g—:);zo est totalement monotone, mais

(5)iz0 ¢ TM,

(1) _ 60917
car AS33 = 1620000 > O-

Une autre question : Que se produil-il si les y; sonl & Deriérieur de J0,1[ au lieu d’éire & I'intérieur ?
Nous considérons & cet effet le théoréme suivant :

Théoréme 3.36 On suppose préalablement 2p—~ N — s > —1.

Il eziste un vecteur (S;)o<isn € TME, fournissant la suite (Sff’,?,),-zo par la type-Padé-prédiction calculée
a partir du polynéme y(t) = (1=y1t)(1 —yot) ... (1 —yst) € K,[t] (on impose y; ¢ [0,1] et y; # y; lorsque
i # j) el satisfaisant la condition (H,(\’,’)), telle que cependant

(Sggﬁz')iZ'.’p—N—s-&-l ¢TM.

Démonstration

Pour montrer ’existence, il suffit de donner un exemple.
Prenons N=2,p=1, y(t)=1-2-1, 5,=2, 51 =%, S, = &
(Si)oci<2 € TME,
car la suite (% + :—51-,—);20 est totalement monotone, mais

(5)iz0 € TM,

(1) _ 2008457
car AS; 5 = Yi3aesg > O

Encore une question : Que se produii-il si les y; sonl lous égaur ¢ 1 ¢
Pour répondre a ceci, nous établissons le théorciue suivant :

Théoréme 3.37 On suppose préalablement 2p— N — s > ~1.
Il eziste un vecteur (S;)o<i<n € TME, fournissant la suite (SQ’,&);ZO par la type-Padé-prédiction calculée

1

a@ partir du polynome y(t) = (1 —1)* € IK,[t] et satisfaisant la condition (H,(\f)), telle que cependant

(S:(,pls)l)iz?p-N-s+l ¢TM.

Démonstration

Pour montrer Pexistence, il suffit de donner un exemple.
Prenons N =3, p=2, y(t) =(1-1), S0=2, S51=%, Sa= £, Ss= 3.

(Si)oci<2 € TME,
car la suite (% + 31—,),-20 est totalement monotone, mais
(Siiz0 € TM,

(2) _ _ 8551439
car 56,3 = ~ 725000000 < 0.

Pourtant, on a le théoréme suivant :
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Théoréme 3.38 On suppose préalablement 2p -~ N —1 > —1.

Soit le vecteur (Si)ociscn € TME, fournissant la suite (Sfﬁ\),),vzo par la type-Padé-prédiction calculée a

w)
N

partir du polynéme y(t) = 1 —t € IKy[t] et satisfaisant la condition (Hp’), alors

(S}ﬁ\),),'zzp_n €TM.

Démonstration
L’obtention ce résultat se fait de fagon similaire & la démonstration du théoreme 2.14.

Cependant, le théoréme suivant établit la nécessité de I’hypothése 2p—~ N -1 > —1:

Théoréme 3.39 COn suppose préalablement 2p - N — 1 < —1.

Il existe un vecteur (S;)ocisn € TME, fournissant la suite (S,'(f}\)l)izo par la type-Padé-prédiction calculée

(»)
N

d partir du polynéme y(t) = 1 —1 € IK,[t] et setisfaisant la condition (Hy"), telle que cependant

(5F)iso ¢ TM.

Démonstration

Pour montrer P'existence, il suffit de donner un exemple.
Prenons N=2,p=0, y({)=1-1t, So =2, 51 = %. Sy = %

(Si)ocico € TME,
car la suite (517 + gl.-),-zo est totalement monotone, mais

(5is0 ¢ TM,

32
(0) _ 9
car ASz’z = 96 > 0
Inversement, nous sommes amenés a répondre a la question Que se produit-il lorsque le polynéme 2(t)

n’est pas €gel d 1 ?
Le théorém- suivant établit la réponse :

Théoréme 3.40 Il eziste un vecteur (S;)ocisn € TME, fournissant la suite (5,-(5\);)520 par la Padé-
partiel-prédiction calculée @ partir des polynomes z(t) = (1 —zyt)(1—zot) ... (1~2,1) € I, [t] ety(t) =1
et satisfaisant la condition (H}\',’)), telle que cependant

(S%)izo € TM.

Démonstration

Pour montrer Pexistence, il suffit de donner un exemple.
Prenons N=3,p=1, z(t)=1+t, So=1, S1=3, S2 =4, S3=13.

(Si)oci<a € TME,

i

. 1 .
car la suite ( 1).-20 est totalement monotone, mais

]
(1)y
(Si,B )120 ¢ TM,

car AzSg’lg = -5 <0.



76 La Padé-prédiction et la Padé-partiel-prédiction

3.18.2 Totale oscillation

Pour la totale oscillation, nous pouvons énoncer sans donner les démonstrations (celles-ci dérivant du
théoréme 3.34, (vi) et de la définition méme de la totale oscillation en regard de celle de la totale
monotonie) les analogues des théorémes concernant la totale monotonie.

Théoréme 3.41 On suppose préalablement 2p ~ N — s > —1.

Il existe un vecteur (Si)o<i<n € TOE, fournissant la suite (ng)]?;)igo par la lype-Padé-prédictivn calculée
@ partir du polynéme y(t) = (1 — y1t)(1 — yot) ... (1 — yst) € K[t} (on impose y; € [—1.0[ et y; # y;
lorsque i # j) et satisfaisant la condition (Hl(\f)), telle que cependant

(Sf_’}3);zzp_~_,+1 ¢ TO.

Théoréme 3.42 On suppose préalablement 2p — N — s > —1.

Il existe un vecteur (Si)o<i<n € TOE, fournissant la suite (Sf,p,\),),-zg par la type-Padé-prédiction calculée
d partir du polynéme y(t) = (1 — yit)(1 — yat)...(1 — y,t) € K,[t] (on tmpose yi ¢ [—1,0] ¢! yi # y;
lorsque © # j) et satisfaisant la condition (H,(\f)), telle que cependant

(Sg}e')i22p—N—s+1 ¢ TO.

Théoréme 3.43 On suppose préalablement 2p— N — s > —1.
Il existe un vecteur (Sy)o<i<n € TOE, fournissant la suite (S,-(f;\),),-?_o par la type-Padé-prédiction calculée

@ partir du polynéme y(t) = (1 +1)* € IK,[t] et satisfaisant la condition (H,(\f)), telle gue cependant

(S§f}\)l)522p-N—a+1 ¢ T0.

Théoréme 3.44 On suppose préalablement 2p— N — 1 > —1.
Soit le vecteur (Si)ocicn € TOE, fournissant la suite (S,U;\), )i>o par la type-Padé-prédiction culculée a

partir du polynéme y(1) = 1+t € IK,[t] et satisfuisant la condition (H}\i))), alors

(S§";\)})i22p—N e TO.

Théoréme 3.45 On suppose préalablement 2p— N — 1 < —1.
Il eziste un vecteur (S;)o<i<n € TOE, fournissant la suite (Sff’h),)izo par la type-Padé-prédiction calculée

a partir du polynome y(t) = 1+t € IK,[t] et satisfaisant la condition (H%’)), telle que cependant

(SH)izo & TO.

Théoréme 3.46 Il existe un vecteur (Si)oci<n € TOE, fournissant la suite (S-(f;\), )i>o par la Padé-

13
partiel-prédiction calculée @ partir des polynomes 2(t) = (1 —z1t)(1—~zot)...(1—z,1) € W, [t] et y(t) = 1

el salisfaisant la condition (H,(Vp)), telle que cependant

(S¥))iso ¢ TO.
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3.19 Propriétés des moments de Markov-Stieltjes et des mo-
ments de Hamburger pour la Padé-partiel-prédiction

On impose K = IR. Nous analysons ici une possibilité pour généraliser les théorémes 3.38 et 3.44.
Cependant, pour un vecteur totalement monotone extrait, nous considérons le polyndme y(t{) = 1 ~¢(
et, pour un vecteur totalement oscillant extrait, nous considérons le polynome y(f) = 1 + /. Aiunsi, pour
un vecteur de moments de Markov-Stieltjes, nous considérons le polynéme y(t{) = 1 — Jfif, nais pour
un moment de Stieltjes, nous ne pouvons pas généraliser ’écriture du polynome y(t) (car 1 — R{ tend
vers —oot lorsque R tend vers Vinfini, 4 ¢ fixé). Pour un vecteur de moments de Hamburger. lorsque
de plus, maz(|R,|,|R2|) est fini, nous considérons consécutivement les polynomes y(t) = 1 — Ry, puis
y(t) = 1 — Rat, puis encore y(t) = (1 = Ryt)(1 — Rot).

Théoréme 3.47 On suppose préalablement 2p— N — 12> —1.
Soit le vecteur (S;)ocicn € MMSE, fournissant la suile (S,-('ph),),-zo par la type-Padé-prédiction calculée

(r)
N

@ partir du polynéme y(t) = 1 — Rt € IK[t) et satisfaisant la condition (Hy'’), alors

(St(,}}z’)‘Z?P-N e MMS.

Démonstration

L’obtention ce résultat se fait de fagon similaire & la démonstration du théoreme 2.14, sj ce n’est qu’au
lieu d’appliquer ’opérateur —A pour faire disparaitre la constante ¢;, on applique 'opérateur T défini
par T.S; = —Si4+1 + RS; pour faire disparaitre le terme en ¢, R*.

Théoréme 3.48 On suppose préalablement 2p — N —1 > -1,
Soit le vecteur (Si)oci<cn € MHE, fourmissant la suite (ng,\),);zo par la type-Padé-prédiction calculée

1

partir du polynéme y(t) = 1 — Ryt € IK\[t] (Ry est supposé fini) et satisfatsant la conditeon (Hy’), alors

(S®) )iz2p-n € MH.

Démonstration

L’obtention ce résultat se fait de fagon similaire & la démonstration du théoréme 2.14, si ce n’est qu’au
lieu d’appliquer ’opérateur —A pour faire disparaitre la constante ¢;, on applique 'opérateur T défini
par T.S; = Si41 — Ry S; pour faire disparaitre le terme en ¢ Rj.

Théoréme 3.49 On suppose préalablement 2p— N — 1> —1.
Soit le vecteur (Si)oci<n € MHE, fournissant la suite (ng}g,);zo par la type-Padé-prédiction calculée d
partir du polynéme y(t) = 1 — Rt € IK1[t] (Ra est supposé fini) et satisfaisant la condition (Hﬁ)), alors

(S%)iz2p-n € M.

Démonstration

L’obtention ce résultat se fait de facon similaire 4 la démonstration du théoréme 2.14. si ce n’est qu’au
lieu d’appliquer 'opérateur —A pour faire disparaitre la constante ¢;, on applique 'opérateur T défini
par T.S; = —S;41 + RyS; pour faire disparaitre le terme en ¢y RY.
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Théoréme 3.50 On suppose préalablement 2p— N -2 > —l

Soit le vecteur (Si)ocichn € MHE, fournissant la suite (S, N)=>0 par la type-Padé-prédiction calculée a
partir du polynéme y(1) = (1 — Ryt)(1 — Rot) € IK,[t] (Rl el Ry sont supposés finis) el satisfarsant la
condition (HS’)), alors

(S )iz2p-n-1 € MH.

Démonstration

L’obtention ce résultat se fait de fagon similaire & la démonstration du théoréme 2.14, si ce n'est qu’au
lieu d’appliquer Iopérateur —A pour faire disparaitre la constante c;, on applique 'opérateur T défini
par T.S; = —S; 42 + (R; + R2)Si4+1 — Ri R2S; pour faire disparaitre les termes en ¢; R} et en ¢o RS.
Ona:

. 3 . - R2 o
Si=abi+...+an_pby_p, +c1 R} + 2R} =/ z'dg(z), Vi€ {2p- N -1.2p- N... N},
R,

avec

1. b; €]Ry,Ro[, Vi€ {1,2,...,N — p}

2.4;>0, Vie {1,2,...,N - p}.

Par le méme procédé que dans la démonstration du théoréme 2.14, on obtient

e1(1= 1) (1= bo)* . (1= bx)*R{ + ea(1 = b1)*(1 = b2)? .. (1= bk )* Ry
=f::(x—bl)?(z—bzp...(::-bK) 5dg(1‘), Vi € {0,],,_.‘ N}

D’oit c(1 = b1)%(1 = b2)2...(1 = bk )?(R2 — R R}
= f,fj(x— Ri)(z = b)) (z — by)2...(z — bk )2z'dg(z), Vi € {0,1,...,2p— N}.

Et, Cl(l—b1)2 1—62)2 1- bK) (R2 - Rl)Rl
= lez(Rz-l')(l'—bl)z(l'—bz) . (z = bg)2idy(z), Vie {0,1,...,2p - N}.

Et il s’ensuit que ¢; > 0 et que ¢ > 0.

3.20 Propriétés concernant les suites polynomlales pour la Padé-
partiel-prédiction

Théoréme 3.51 Soit Ie vecteur (Si)ogic2k -1, donné par S; = a* zl -0 a,z Vi e {0,1,...,2K —~ 1},
fournissant la suite (S¢ 2K l),>0 par la type-Padé-prédiction calculee a partzr du polyuome y(t) =(1-

at)® € IK[t] et salisfaisant la condition (sz‘ 1)) alors, la suite ( 2K 1);>0 est dounée par

K-1
S,(I.jkl)l = E ai', Vie W
1=0

Démonstration



3.20. Propriétés concernant les suites polynémiales pour la Padé-partiel-prédiction 79

Onas$;=a [ a;il, Vi€ {0,...,2K -1},
avec SK7 a;if = TKL (z+1)(1(+—2)1)' (i+J4)
Le polynéme Py _;(t) est défini par

, Vi € IN, par changement de base.

PgK_.l(i) = Z S,'ti

1+ (+)

(1+1)1+2) AT+ 7)
(7=

(at)’

En remarquant que ’on peut identifier formellement y(t) 2002

et E:>0 Z (l + 1)(1;‘_2)1)! (i+7) (at)’, on déduit

(1+1)(?+2) (i+J)

( t)l+()(t.'l\)

i M3
[\/J>'

y(t) Pag 1 (1)

j=0 =0 (J-.l)
K-1 . . . .
_ (+DE+2). (G +)), . TN
= ,_Zo izocj G- (at)' + O@*")
K-1 . . ;
i+ e 2K
= : -0
j:ogca(]_l) e
R di 1 ti ok
= MZ_‘, % g T a7+ O™)
= ] 1 2K

mais alors, par définition de Papproximant de Padé,

h~1

. . 1
[]\ - 1/1\]y(1)P2K_1(1) = JZ; ij‘
11 s’ensuit, formellement, que :
K-1
1, 1 E4+DE+2)...(1+7)
—[K -1/K . — ¢ at
o~ EboRo = o =57 (G -1 (e
K-1 . .
_ E+1E+2) . (+4),
= Zb, , (at)
i=0 i>0 (G-
K-1
= a_,i-’(at)'
120 j=0
Donc
K-1
Sl =d Y g, vie .
j=0

Théoréme 3.52 Il existe un vecteur (S;)o<i<ak~1, donné par S; = a* Zl —0 Yol Wie {0.1..., 2K -1},
fournissant la suite (Si,ZK—)l)‘ZO par la type-Padé-prédiclion calculée @ partir du polynonmie y(1) = (1 —
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yit)(1 — yot) ... (1 = yst) € IK,[t] et satisfaisant la condition (HQA l)) telle que lu suilc (.S'“‘,;l_)l )i>0 ne

soit pas donnée par

K-1
S,(’;KI) al z ai', Vie IN.
=0

Démonstration

Pour montrer existence, il suffit de donner un exemple.
Prenons K =1, y()=1-2t, So =1, §1=3, So =5, S3=17.
(S )o<.<3 est donnée par S; = 1+ 2i{,Vi € {0,1,2,3}, mais la suite (5,3)z>o n’est pas donnée par

5% =142 Vie Ncar S{) =13 # 0.

A plus forte raison, il n’est pas utile ici de regarder ce qu’il en est pour une Padé-partiel-prédiction
calculée a partir des polyndmes z(1) et y(t) ol z(f) ne serait pas constant et égal a 1.



Chapitre 4

Généralisation d’une méthode de
prédiction .

Au lieu de prédire le vecteur initial, nous pouvons prédire une transforiation de cclui-ci. tout en induisant
une prédiction du vecteur initial par la transformation inverse. Ainsi, nous obtenons une geéneralisation
d’'une méthode de prédiction par I'intermédiaire d’une transformation inversible. Cette généralisation
présente I’avantage de pouvoir tenir compte des propriétés analytiques de la suite & prédire Ceopendant.
nous ne donnons pas de théoreme indiquant quelle est. pour une suite donnée. la méthode e prédiction
la plus appropriée.

Afin de généraliser une méthode de prédiction de départ, nous construisons le schéma suivant :

So
Sl € m’N-f-l

SN P'=h'oPojyohojn

JN, (une extension)

(S0,81,---,8n,...) € KN (So.n,SiNy--,SNN,. ) € KN
h (une application bijective) h?
(To,Th, .\ Tn,...) € KW (Ton,Tins - T, .) € W

JN, (une projection)

P (une méthode de prédiction)

Tp ie. Tin =T, Vi€ {0,1,....N}

Tl € ”\’N +1
Tn

81
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En général, P' = h~' o PojnN o hojy n’est pas une méthode de prédiction.
Aussi, nous imposons a Papplication bijective h d’étre telle que P’ soit une méthode de prédiction (i.e.
telle que S; v = S;, Vi € {0,1,...,N}).

Nous allons maintenant donner quelques exemples de transformations vérifiant cette propriété. Ces
exemples sont accompagnés de remarques concernant leur utilité.

4.1 Généralisation par une translation agissant sur les vari-
ables séparées

On se donne a € I, et on considere I’application h suivante :

b H\]N —_ \’W
(ag,ay,...,an,...) — (ap+a,a1+a,...,an +a,...).

Remarques concernant la translation agissant sur les variables séparées

1. Lorsque h est la translation agissant sur les variables séparées et lorsque P est la E-prédiction. alors
P'=h"1oPojyohojy est aussi la E-prédiction.

2. Lorsque h est la translation agissant sur les variables séparées et lorsque P est ’e-prédiction, alors
P'=h=1oPojn ohojn est aussi ’e-prédiction (voir théoréme 2.4, (v) ).

3. Lorsque h est la translation agissant sur les variables séparées et lorsque P est la Padé-prédiction,
alors P’ = h~1 o Pojy o hojn est une méthode de prédiction qui généralise la Padé-prédiction
(voir théoréme 3.5, (iv) ).

4.2 Généralisation par une similitude agissant sur les variables
séparées

On se donne a € IK, et on considére ’application h suivante :

N N

h:
{(ao,al,..‘,aN,...) — (a-ag,u-ay,...,a-an,...).

—

Remarques concernant la similitude agissant sur les variables séparées

1. Lorsque h est la similitude agissant sur les variables séparées et lorsque P est la E-prédiction. alors
P'=h"10Pojn o hojy est aussi la E-prédiction.

2. Lorsque h est la similitude agissant sur les variables séparées et lorsque P est I’c-prédiction, alors
P'=h"loPojn ohojy est aussi e-prédiction (voir théoréme 2.4, (v) ).

3. Lorsque h est la similitude agissant sur les variables séparées et lorsque P est la Padé-partiel-
prédiction calculée & partir de n’importe quels polynomes z(t) et y(1) , alors P’ = hi™'oPojyohiojn
est aussi la Padé-partiel-prédiction calculée a partir des polynomes z(?) et y{t) (voir théorcine 3.34,

(v))-
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4.3 Généralisation par une application transformant le n¢"

terme d’une suite z, en a"z,,

On se donne a € IK, et on considére Vapplication h suivante :

KN KN

h:
{(ag,al,...,aN,...) — (ao,a-al,...,aN-aN,...).

e

Remarques concernant Uapplication transformant le n°™¢ terme d’une suite r, en a"z,,

1. Lorsque h est Papplication transformant le n®™¢ terme d’une suite 2, en a"x, et lorsque P est
la E-prédiction, alors P/ = h™' o P o jy o h o jy est une méthode de prédiction généralisaut la
E-prédiction.

2. Lorsque h est ’application transformant le n®™¢ terme d’une suite z,, en a™z, et lorsque P est I’e-
prédiction, alors P/ = h~1o Pojyohojn est une méthode de prédiction généralisant 1'z-prédiction
(voir théoreme 2.4, (iv) ).

3. Lorsque h est application transformant le n®™¢ terme d’une suite z,, en "z, et lorsque P est la
Padé-prédiction, alors P’ = h=' o Pojn o ho jy est aussi la Padé-prédiction (voir théoreme 3.5,

(vi) ).

4. Lorsque h est I'application transformant le n®™¢ terme d’une suite z, en a™z, et lorsque P est
la Padé-partiel-prédiction calculée a partir de n’importe quels polynéomes (1) et y({) . alors P’ =
h=Yo Pojn ohojy est la Padé-partiel-prédiction calculée a partir des polynomes (a 1) et y(a 1)
(voir théoreme 3.34, (vi) ).

4.4 Généralisation par une bijection agissant sur les variables
séparées

On se donne u : JK — I, oll u est supposée étre une application bijective, et on considere I'application
h suivante : '
/ /
h ( ﬂ\'m — H\'IA
i (ao,ay,...,an,...) — (ulao).u(ar),....u{an),...).

Remarques concernant la bijection agissant sur les variables séparécs

1. On peut considérer aussi des applications u qui ne sont pas bijectives sur tout I, mais cela entraine
une restriction quant a I’ensemble des vecteurs auxquels on peut appliquer la inéthode de prédiction

P'. Par exemple, soit Papplication v : £ — 7 aui est bijective de IN\{0} sur IN\{0}. On peut
avoir vecteur initial (S;)o<icn @ composantes non nulles et donc tel que la construction'du vecteur
(Ti)o<icnv et de la suite (T; n)ipo soit possible, alors que celle de la suite (S; n)i>o ne le soit pas
car certains des termes de la suite (7i,n)i>0 sont nuls.
Ainsi, on peut aussi considérer les applications

|
Uiz — -, bijective de IN\{0} sur IN\{0},

z+c

uiE— o, bijective de IN\{—d} sur IK\{1}, ....
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2. Lorsque h est la bijection agissant sur les variables séparées et lorsque P est soit la E-prédiction. soit
I’e-prédiction, soit la Padé-prédiction, soit la Padé-partiel-prédiction calculée & partir de 1 unporte
quels polyndmes z(t) et y(t), alors, en général, P’ = h™' o Pojy o h o jy est une méthode de
prédiction qui n’est ni la E-prédiction, ni I’e-prédiction, ni la Padé-prédiction, ni encore la Padé-
partiel-prédiction calculée & partir de n’importe quels polynémes Z(t) et §(1).

4.5 Généralisation par Papplication qui permet de passer de
la Padé-prédiction a la Padé-partiel-prédiction calculée a
partir des polynémes z(t) et y(t)

On pose
z(t) = (1 — z1t)(1 — z9t) ... (1 — z,1) € IK.[t]

et
y(t) = (1= 1)1~ yat) ... (1 - wst) € It

et on considere 'application h suivante :

/AR
(S0, 51,..vSNny.. ) — (To,Thy ..., Tn,...) telle que formellement

HOROR
TizoTit' = is0 Si yig

Remarques concernant l'application qui permet de passer de la Padé-prédiction a la Padé-
partiel-prédiction calculée a partir des polynomes a(t) et y(t)

1. Le nom donné a cet exemple est du a la propriété suivante : lorsque P est la Padé-prédiction, alors

P'= hz(lx) v(t)© Pojno hz(1)y(ty© jn est la Padé-partiel-prédiction calculée & partir des polynomes

z(1) et y(1).

2. Cette application semble étre difficile & mettre en oeuvre algorithmiquement a cause du produit
de séries formelles. Cependant, on peut éviter ce calcul pénible. Nous proposons de voir sur le
prochain exemple qui est un cas particulier de celui-ci comment éviter le calcul du produit de séries
formelles. Et, lorsque les polynémes z(t) et y(t) ont une forme plus compliguée que dans |'exemple
& suivre on peut utiliser par exemple, la propriété suivante :
lorsque l’on considére les polynomes z(t), x9(t), y1(f), et y2(t), on a

hz‘x(').yl(t) ° hfz(t).yz(t) = hx;,(t),y;(t) ° h-‘h(')»yl(') = hl‘x(t)'r'z(l).!ll(ﬂ-y:'(t)'

4.6 Généralisation par ’application qui permet de passer de
I’e,-prédiction a la Padé-prédiction

On considére Papplication h suivante :

N . W
h:
(So,Sl,...,SN,...) — (50,50+Sl,...,50+51+...+SN,...).

Remarques concernant application qui permet de passer de le,-prédiction a la Padé-
prédiction
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1. Le nom donné a cet exemple est di a la propriété suivante :
lorsque P est I’ep-prédiction, alors P/ = h=' o Pojy o ho jn est la Padé-prédiction (voir théoreme
3.27).
En conséquence, comme nous possédons un algorithme ne nécessitant pas la résolution d’un systeme
linéaire pour chaque Padé-prédiction , nous en possédons un aussi pour chaque Padé-partiel-
prédiction calculée a partir des polyndmes z(t) et y(t) en utilisant Vapplication h, ), définie
dans la section 4.5.

2. Cette application h est un cas particulief de application h;(;y (1) donnée précédemment, en con-
sidérant les polynomes z(t) =1 —1t et y(t) = 1.

3. L’application réciproque hA~! est donnée par
Rt KV gl
(To, Th,-.-,ITN,..) — (To,Ti ~To,.- ., In—=Tn-1,-- ).

Nous pouvons représenter h par une matrice infinie H définie par

10 ... 0
11 0
H=] : :
1 1

/ 1 0 0 0 0 0 0 0 \
-11r 0 O ... 0 O O O
6o -1 1 0 ... 0 0 0 0
H'!'=
0 0 —-i i 0 ...
\ )

Le premier point des remarques nous conduit directement au chapitre suivant.



Chapitre 5

Algorithme et stabilité pour la
Padé-partiel-prédiction

Nous avons déja établi un lien entre la Padé-prédiction et I’e,-prédiction, dans le théoréme 3.27, et le lien
entre la Padé-prédiction et la Padé-partiel-prédiction dans le précédent chapitre. Il ne nous reste plus
maintenant qu’a constituer Palgorithme & Yaide de ces deux propriétés.

De la méme maniére que Ve-algorithme est utilisé pour engendrer la table des approximants Jde Padé
(voir le théoreme 3.26), nous voyons dans ce chapitre comment il sert a générer la Padé-partiel-prédiction.

Les outils nécessaires pour la composition de cet algorithme sont ’e-prédiction et Papplication éléinentaire.
Cette derniére rend inutile le calcul du produit d’une série formelle par une fonction rationnelle

5.1 L’application élémentaire

D’une part, on considere I’application h, suivante :

IKIN — HXJN
h, :
(50,51,...,51\/,...) — (So,ZSo-l-51,...,ZNSQ+ZN—151+...+5N,...).

Alors, 'application réciproque de celle-ci, notée k!, est donnée par
PP p 2

( KN . g

h;l:
© 7 (S0.S1,-e 880 ) = (So,=2S0+ S1,...,—2Sn-1 + S, ..

D’autre part, on considere 'application h, suivante :

v+ N+

h,:{ (50,51,...,51\1) —— (50‘250-}'51,‘...3N50+ZN-151 +...4 8y).

. . . . , o=l .
Alors, I’application réciproque de celle-ci, notée h, , est donnée par

-1 KNV — N
: { (S0, S1,---,SN) — (So,=250+ S1,...,=2Sn-1 + SN).

86



-

5.2. Mise en oeuvre de la Padé-partiel-prédiction par 1’c-algorithme 87

5.2 Mise en oeuvre de la Padé-partiel-prédiction par 1’s-algo-
rithme

On pose
z(t) = (1 = z1t)(1 — zat) ... (1 — z,t) € K, [t),

et,
y(t) = (1= wnt)(1 —yat)...(1 — yst) € IK,[t].
On se donne le vecteur S = (Si)ocicn a prédire par la Padé-partiel-prédiction calculée a partir des
polynémes z{t} et y(t).
Puis, on construit le vecteur T = (T;)ocin donné par

T T T -1 -1 —1 T
T=hg ohg,0...0h; ohyl ohy, o...0h,, o hy(S).
On utilise ensuite P’ep-prédiction :

T = (T,.(j\’,"}),'?‘g est la suite prédite par I'c,-prédiction & partir du vecteur (T))i<,< v

Enfin, on donne la suite §' = (Sff,\),(p)),-zo par

S = h;} oh;: o...oh;'ohy ohy,0...0hy ohTHT").

Ainsi constituée, (S‘-(tp),(p));zo est la suite prédite a partir du vecteur (S;)o<i<n, par la Padé-partiel-

rédiction calculée & partir des polynémes z(1) et y(1). Nous notons cette suite (S°)"),5, car elle
P p AN 2

dépend des valeurs de N et de p (¢ indique Iutilisation de I’e-algorithme).

Cet algorithme que nous avons déterminé ici est performant car il ne requiert pas la résolution de systéme
linéaire.

La Padé-partiel-prédiction est donc ainsi définie de fagon algorithmique, et l'existence de la Padé-
partiel-prédiction définie algorithmiquement découle directement de celle de 1’e,-prédiction définie, elle
aussi, algorithmiquement. Il n’est donc pas utile de décrire cette condition d’existence. condition que
nous notons (H,(J)(p)) puisqu’elle dépend des valeurs de N et de p. Cependant. nous avons la propriété
suivante (qui provient de ’expression des termes de I’c-algorithme sous forme d’un rapport de deux
déterminants) :
si le vecteur (Si)o<i<n, & prédire par la Padé-partiel-prédiction calculée & partir des polynomes x(1) et
y(t), satisfait la condition (H}J)(p)), alors, automatiquement, il satisfait la condition (Hy'").

5.3 Programmation de la Padé-partiel-prédiction

Pour programmer la Padé-partiel-prédiction, il suffit donc de définir trois procédures, a savoir Ja procédure.
EPSILON, la fonction HBARRE et la fonction HBARREINVERSE. Le programme principal n’utilise en

fait que ces trois procédures que nous détaillons ici.

EPSILON(N, p, S, Npred, Sbarre)

Début de commentaire
Cette procédure met en oeuvre ’e,-prédiction.
Les parametres d’entrée sont :
N, le nombre diminué de 1 de composantes du vecteur a prédire.
p, parameétre de I’e,-prédiction.
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S, le vecteur initial a prédire, a N 4+ 1 composantes.

Npred, un nombre qui définit combien de termes on veut déterminer pour la suite prédite

Le parameétre de sortie est :

Sbarre, le vecteur prédit (constitué des N + Npred+ 1 premieres composantes de la suite prédite).
Fin de commentaire

Parametres internes :
U un vecteur a 2N — 2p + 1 composantes.
V et W deux vecteurs a 2N — 2p + 2 composantes.

Début de commentaire
U ne contient que des valeurs puisées dans les colonnes d’indice pair de la table de I’e-algorithme.
V ne contient que des valeurs puisées dans les colonnes d’indice impair de la table de ’e-algorithme.
W ne contient que des valeurs puisées dans les antidiagonales (i.e. la. somme des deux indices est

constante) de la table de I’e-algorithme.

Fin de commentaire

Début de procédure

Début d’initialisation

Pouri=2p— N ai= N + 1, faire
V(i) —0

Fin pour.

Pouri=2p— N ai= N, faire
si 7 < 0 alors

U(i)) — 0
sinon
U(7) — S(1)
Fin si
Fin pour.

Pouri=0a17= N, faire
Sbarre(i) — S(i)

Fin pour.
Fin d’initialisation.

Pouri=1ai= N — p, faire
Pour j=2p— N aj= N —2i+1, faire
si V(j + 1) = infinity, alors
V(j) — infinity
sinon
si U(j+ 1) = infinity ou si U(j) = infinity, alors
V(i) — V(i +1)
sinon
siU(j+1)=U(j), alors
V(j) — infinity
sinon

. . 1
| Vi) —V3Gi+1)+ TGT =00
Fin si
Fin si
Fin si
Fin pour
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Pour j =2p— N a j = N — 2i, faire
st U(j + 1) = infinity, alors
U(j) — infinity
sinon
st V(j + 1) = infinity ou st V{j) = infinily, alors
V() — UG +1)
sinon
si V(j+1)=V{(j), alors
U(j) — infinity
sinon

Uiy — UG+ +

Fin si

1
Vi+1)-V({)

Fin si
Fin si
Fin pour
Fin pour.

Début de commentaire

Si on se référe a la définition algorithmique de I’e,-prédiction, nous avons jusqu’ici calculé tous les
termes de la table (1). Nous calculons maintenant ceux nécessaires de la table (2).
Fin de commentaire

Début d’initialisation

Pouri=04ai= N — p, faire
W(2p—-N+21) — U@2p— N+ 2)
W2p-N+2i+1)— V(2p-N+2i4+1)
Fin pour.

Fin d’initialisation.

Pour i =1 4 i = Npred, faire
Pour j=2p—- N +14aj= N, faire
st W(j — 1) # infinity, si W{j) # infinity, et si W(j + 1) # infinity, alors
siW(i+1)=W(j- 1), alors '
W(j) — infinity
sinon

W) — W(j) + 1

Wi-1)-Ww(i+1)

Fin si
Fin si
Fin pour
Sbarre(N + i) — W(N)
Fin pour.

Fin de procédure.
HBARRE(N, S,2,T)

Début de commentaire
Cette procédure calcule la fonction h,.
Les paramétres d’entrée sont :
N, le nombre diminué de 1 de composantes du vecteur S.
S, un vecteur donné a N + 1 composantes.
2, un parameétre propre a la fonction.
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Le parametre de sortie est :
T, le vecteur 3 N + 1 composantes, défini par T = h,(S).
Fin de commentaire

Début de procédure

Début d’initialisation
T(0) — S(0)

Fin d’initialisation.

Pouri=1ati= N, faire
T(i) — zxT(i— 1) + S(i)

Fin pour.
Fin de procédure.

HBARREINVERSE(N, S, z,T)

Début de commentaire

Cette procédure calcule la fonction 7, .

Les parameétres d’entrée sont :

N, le nombre diminué de 1 de composantes du vecteur S.

S, un vecteur donné a N 4 1 composantes.

z, un paramétre propre a la fonction.

Le parametre de sortie est :

T, le vecteur a N + 1 composantes, défini par T = 71—:1(5).
Fin de commentaire

Début de procédure

Début d’initialisation
7(0) — S(0)

Fin d’initialisation.

Pouri=1ai= N, faire
T(i) — —2 + S(i — 1) + S(3)
Fin pour.

Fin de procédure.
PROGRAMME PRINCIPAL

PADEPARTIELPREDICTION(X,r,Y,s,N,S,p, Npred, Sbarre)

Début de commentaire

Cette procédure met en oeuvre la Padé-partiel-prédiction.

Les parametres d’entrée sont :

X, un vecteur de taille r contenant les inverses des racines du polynéme z(t).

Y, un vecteur de taille s contenant les inverses des racines du polynéme y(t).

N, le nombre diminué de 1 de composantes du vecteur initial S & prédire par la Padé-partiel-
prédiction calculée a 'aide des polynomes z(t) et y(t).

S, un vecteur donné 3 N 4 1 composantes.

p, un parameétre propre a la Padé-partiel-prédiction.

Npred, un nombre qui définit combien de termes on veut déterminer pour la suite prédite

Le parameétre de sortie est :
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Sbarre, le vecteur prédit (constitué des N 4+ Npred+ 1 premiéres composantes de la suite prédite).
Fin de commentaire

Début du programme principal

Pouri=14ai=r, faire
HBARRE(N, S, X (i), S)
Fin pour.

Pouri=14a1i=s, faire
HBARREINVERSE(N, S, Y (4),5)
Fin pour.

HBARRE(N,S,1,5)
EPSILON(N,p, S, Npred, Sbarre)

Pouri=1a1i=r, faire
HBARREINVERSE(N + Npred, Sbarre, X (i), Sbarre)
Fin pour.

Pouri =141 = s, faire
HBARRE(N + Npred, Sbarre, Y (i), Sbarre)
Fin pour.

HBARREINVERSE(N + Npred, Sbarre, 1, Sbarre)

Fin du programme principal.

5.4 Stabilité de la Padé-partiel-prédiction

Pour étudier la stabilité de la Padé-partiel-prédiction, il suffit de considérer celle de I's -prédiction.
En effet, ’e-prédiction est le seul outil qui pourrait poser des problémes de stabilité dans la Padé-
partiel-prédiction, puisque I'autre outil, I'application élémentaire, n’est constituée que d additions et de
multiplications.

La stabilité numérique de I'c-algorithme a déja été analysée par P. Wynn dans [25] ol ['auteur déclare
faire une erreur sur l’un des termes de la table de I’e-algorithme et observe de quelle manicre celle-ci se
propage sur les autres termes de cette méme table. Dans la présente section, nous étudiouns la propagation
de Verreur due a 'arithmétique de 'ordinateur ou encore a la précision-machine, c’est-a-dire que nous
supposons faire un certain type d’erreur non pas sur un terme uniquement, mais sur chacun des termes
calculés par I’algorithme. '

Observons maintenant ce qu’il en est de la stabilité pour deux des fagons de générer I'c-algorithme
(classique et progressive).

On note sscj) les éléments exacts de la table de ’e,-prédiction et E-ij) les élémeunts calculés de cette menne
table. On pose e — )] < 60 et on se propose d’évaluer les 647
La regle classique de I’e-algorithme donne
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()
EkJ—l

o
T~ sﬁj + 1y —"

Et,on a
] i +1
62, + 6%
E(L-lel) "511—)112

59) - 6£j_+21) +6+ 0(62)

ol & est I'erreur que l’on fait lorsque ’on stocke un nombre en machine.

La régle progressive de ’e-algorithme donne

Et,on a
, - 6(_.7) +5U-1)
870 = 8771 4 AL L 454 0(8%).
Gy _ G-1)2
€¢l1 = €ig1 |

On a donc un algorithme permettant de calculer les 6,(3) :
Ceux calculés grace a la régle classique

( 652:6, Vi € {maz(0,2p— N),maz(0,2p—~ N)+1,...,N}
68'); 6, Vi € {maz(0,2p —~ N),maz(0,2p— N)+1,...,N}
85y =6, Vi€ {1,2,...,N —2p})

2(i-1
< : i §0) 6(_|+1)
et 8V = 6§ + FAHE 46+ 0(8%), Vi € {1,2,...,2N = 29),
=1 =1

Vi € {maz(2p—- N,-1 - [L—;—]]),mu‘(?p - N, -1~ [-%]]) +1,....V -}
(ob,Vz € IR, [z] € INest tel que [z] <z < [z]+1)

\

Et ceux calculés grace a la régle progressive
8% 5y = O ), Vi 2p— N +1
§8) =6 Vi>N+1
G) _ cG-1) , 64, +slnY 2 v SN — g
et, 6 = é; +|71'7—7'L'—’TI;+6+0(6 ), Vie{0,],... 2N =2p—1}, Vi> N -5+

£5-17 854

. . i .
Maintenant, nous nous proposons de donner les valeurs prises par 68) sur deux exemnples numériques
particuliers.

Exemple 5.1 On impose au vecteur (S;)ocicn d'élre donné par S; = ﬁll-, Vie {0,1,...,N} (cc vecteur
est exirail d’une suile @ convergence logarithmique).

Nous donnons dans un 1ableau d double entrée les valeurs prises par 68") d 6 prés.
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N=2 N=4 N=6 N=8
1=0 6 6 6 é
i=1 é 6 é 6
=2 '] é é )
1=8 5.6 6 é é
=4 13.6 6 é é
=5 23.6 14.6 6 o
i=6 39.6 49.6 6 6
=7 63.6 123.6 36.6 6
=8 98.6 267.6 170.6 é
i=9 | 15046 537.6 549.6 92.8
=10 | 226.6 | 1027.6 1476.6 561.6
=11 3406 | 1902.6 3565.6 2210.6
=12 | 508.6 | 3{46.6 8028.6 7039.6
=18 7576 | 6150.6 | 17201.6 | 19727.6
=14 | 11256 | 10864.6 | 35535.6 | 50715.6
1=151 1670.6 | 19052.6 | 71420.6 | 1225126
1=16 | 2478.6 | 88241.6 | 1{0571.6 | 282324.6

Exemple 5.2 On tmpose au vecleur (Si)ocicn d’élre donné par S; = ﬁ

vecteur est ezirait d’une suile @ convergence linéaire).

Vie{U.1....,N} (ce

Nous donnons dans un tableau a double entrée les valeurs prises par 680 ab prés.

N=2 N=4 N=6 N=§
i=0 6 0 6 6
i=1 ) ) ) 6
i=2 é 6 ) 6
i=3 6.6 6 é 6
=4 14.6 6 ) 6
i=5 | 276 16.6 é é
1=6 | 49.6 60.6 ) 6
1=7 | 85.0 162.6 43.6 0
i=8 | 143.6 | 3786 221.6 8
=9 | 2376 | 816.6 763.6 113.6
=10 | 890.6 | 1678.6 | 2192.6 747.6
1=J1 | 638.6 | 3336.6 | 5643.6 31576
1=12 | 1041.6 | 6486.6 | 13521.6 | 10740.6
i=13 | 1695.6 | 12408.6 | 30799.6 | 32010.6
i=14 | 2758.6 | 23456.6 | 67596.6 | 672476
i=15 | 4483.6 | 43954.6 | 144237.6 | 222955.6
i=16 | 7285.6 | 81825.6 | 301131.6 | 5{2743.6

Remarques concernant ces deux exemples numériques

1. Ces termes nous indiquent une évaluation de la propagation des erreurs dues & informatique de
Pordinateur. Cependant, il nous faut tout de méme signifier que les calculs, qui sont basés sur des
majorations d’erreurs, ne tiennent absolument pas compte des possibles compensations d’erreurs.

2. Dans les colonnes de ces deux tableaux (i.e.. oii N est constant). la croissance des crreurs paran

relativement forte.

3. Sion s’attarde sur les diagonales (i.e. ou la différence entre les indices i et N est coustante), nous
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pouvons constater que les erreurs croissent avec N. En effet, plus on utilise de données, meilleures
sont les approximations, mais plus elles nécessitent de calculs, et donc, plus la propagation des
erreurs dues a P’arithmétique de 'ordinateur est importante.

4. Le sujet de la stabilité numérique renaitra lorsque nous discuterons des exemples numériques.



Chapitre 6

Consistance des méthodes de
prédiction

Qu’est-ce que la consistance pour une méthode de prédiction ?

Le terme consistance illustre la propriété suivante : lorsque la suite a prédire converge. alors la suite
prédite converge vers la méme limite.

Avant d’énoncer des propriétés, il semble important tout d’abord de différencier les deux types de
consistance : consistance en colonne et consistance en diagonale. Le vocabulaire utilisé provient de
celui usité dans les méthodes d’extrapolation, et il semble tout naturel de rapprocher. d’une part, la
notion d’accélération en colonne de celle de consistance en colonne et, d’autre part, celle d’accélération
en diagonale de celle de consistance en diagonale. La consistance en colonne est, en fait, la consistance a
partir d’un nombre fini de termes de plus en plus loin de ’origine d’une suite. La consistance en diagonale
est, quant & elle, la consistance a partir d’'un nombre de termes de plus en plus grand. La principale
différence (au niveau des démonstrations de résultats) entre consistance en diagonale et cousistance en
colonne réside en ce point : pour une suite prédite exprimée sous forme d’un rapport de deux déterminants,
la taille des déterminants est fixe si ’'on considére la consistance en colonne, mais elle croit infiniment
dans le cas de la consistance en diagonale.

Cette étude est capitale dans ce travail car la définition choisie pour une méthode de prédiction est
faible.

6.1 Consistance en colonne

Nous n’étudions ce phénomeme que pour P’e-prédiction et la E-prédiction.

Dans ce mémoire, nous avons simplifié I’écriture de la suite prédite en supposant que le vecteur a prédire
était toujours indicé a partir de zéro. En conséquence, il nous est difficile d’exprimer le fait que ’on prédit
des termes de plus en plus loin de Vorigine et les écritures des définitions de la consistance en colonne
sont lourdes.
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6.1.1 Consistance en colonne pour ’e-prédiction

Définition
Si
52K+i+m 1 Sglum,'zl{,m T Sésl()+i—1+m,2K,m
SK+m 1 Sm T SK—1+m
S 1 S Sok—
1 2K+4+m K4m 2K-14m — 0, Vi > 1’
m—s00 1 Sm . SK-1+m

1 Sl+m .. SK+m
1 SK+m S2K-l+m

ou Sig:-)mﬂK,m = 7}(,‘2)}0 Vi € IN et ou (T,-(;)K),-ZQ est I’e-prédiction calculée a partir du vecteur (1) )o<i<2n

tel que T; = Sitm, Vi€ {0,1,...,2K}, alors ’e-prédiction est consistante en colonne.

Remarques concernant la consistance en colonne pour l’c-prédiction

1. Cette définition de la consistance en colonne de ’e-prédiction implique directement que

ml‘i_fnoo(sylz+i+m,2K,m = S2k+i+m) =0, Vi 2 1.

2. Si le-prédiction est consistante en colonne pour une suite convergeant vers S, alors la suite prédite
converge ()| et converge vers la limite S ()| lorsque le vecteur a prédire est extrait de plus en plus
et infiniment loin de Vorigine :

1 (€ I3
) parce que IS2}\)'+i+m,2K,m - SgK)+m,2K,m|

(¢) (€) .
SASok 4iem 2K.m — 52K+i+m‘+lS2K+i+m - 52K+ml+ |S2k4m = Sog g 2kml < 2€

—— —

<e <e =0

2 € (€) B
) parce que lSéK)+|'+m,2K,m -5|< |52K+i+m,21\’,m - 52K+i+m|+152K+i+:rz - 51 < 2¢

v v

<t <€

Commengons directement par donner un résultat ou K = 1 (la AZ-prédiction) qui est présenté par C.
Brezinski et M. Redivo Zaglia dans [8, p. 391].

Théoréme 6.1 Soil (S;);>0 une suite convergeant vers S.

Si3M,3J, tels que ¥j > J, on ait A1

——

¢

< M, alors, la A2-prédiction est consistante en colonne.

Nous généralisons ce théoréme en le suivant :

Théoréme 6.2 Soit (S;)i>0 une suite convergeant vers S.
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St 3M,, 3M,, 3J, tels que ¥j > J, on ail :

ASJ ASj+1 . e ASK.H'
ASJ'.H ASj+2 ASK+j+1
ASk4i-1 ASk4; .. ASokiji-a
M < d d L0 < My, Vi€ {12, K,
AS; ASjp1 ... ASkija
ASjn AS;ya ... ASk4;
ASK+j_1 ASK+j A52K+J'—2
a;1 @12 ... G1n4l
@z1 Q@22 ... G2n4l )
ot . . . , Vm € {1,2,...,n + 1} représente le délerminant de la mairice des
An1 dpn2 --. GQpn4t (m)

(ak,1)1<k<n, 1<i<n+1,igm, alors, le-prédiction est consistante en colonne.

Démonstration
Ona:
(¢) (¢)
S:’K+m 1 SK+i+m,2K,m s SQ}\'-fz-1+m,'.’l\',m
SK+m 1 Sm B 5}\’—1+m
S(;) S 52K+m 1 SK+m .- S’.']\’—l-{-m
i — DJ2K4m = —
2K+i+m 2K m 1 Sm o SK—1+m
1 Sl+m cen SK+m
1 Sk4m .. Sok—14m
(<) o(€)
S2K+m 1 S {+i+m 2K m ‘52K+i-l+m,2K,m
_ASK+m 0 _Asm .. —ASK+77I—1
—AS2K+m-1 0 —ASK+m~l . —A52h'+711—2
Gle) Cléy
_ 0 0 Sk+m = Sktiymakm -+ S2K-14m = S3itic14m,2K,m
ASn  ASmi: . ASmir-1
A5m+1 ASnH—'.! L ASm+K
ASm-f—K—l ASn1+K ce ASm+2K—2
ASm ce- ASK+m—l ASK-{-rn
ASK4m-1 e ) AS2K+m-2 ' ASyK4m-1
(€) (¢
_ SK+i+m,2K,m - SK+m e S2K+i—l+m,2}\’,m = SoKk-14m 0

ASm  ASmei ... ASmik-1

ASn)-vH ASm+'.? . A5111+1\'

ASmik-1 ASmyk ... ASmiok-2
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( ASn,  ASmyi ... ASkem \
ASm+1 ASm+2 v ASl\’+m-4)-1
- : : ’.
=— 1 (-1FH (S S(:) Kom — SK+m+j) B B
perd +i+m+j3,2K,m ] ASm ASm+l ASm+K—1
\ ASpik-1 ASmyk ... ASngok-s | )
Donc, Ym > J,

lS§2+i+m,2K,m - 52K+m| < ma.x(|Ml], |M2|) Z Isﬁ(e-)ﬁ-i+m+j,2K,m - SK+m+J‘| ’
j=0

et il s’ensuit, par récurrence sur 7, que
; (¢) =
mhm Sk vitmzkm — SeK4ivm =0,

et donc P’e-prédiction est consistante en colonne d’apres le premier point des remarques précéderntes.

6.1.2 Consistance en colonne pour la E-prédiction

Définition
Si
SN+i+m 1 gl(N+z'+m) gN(N+i+m)
Sn 1 91(m) e gn(m)
s 1 N N
lim Nm 9N +m) ov(V+m) |_, Vi> 1,
m— 00 1 gl(m) gN(m) )
1 gi(m+1) ... gn(m+1)
1 ¢i(N+m) ... gn(N+m)

alors la E-prédiction calculée 4 I’aide de la table (g) est consistante en colonne.

Remarques concernant la consistance en colonne pour la E-prédiction

1. Cette définition de la consistance en colonne de la E-prédiction calculée a 'aide de la ldble (9)
implique directement que

. E .
"}l{nw((g)sﬁvzi+m,N,m — SN+itm) =0, Vi 2 1,

ol (Q)Sl+mNm = (g)T Ny Vi € IN et ol ((g) Y );>o est la E-prédiction calculée & l'aide de la
table (§) & partir du vecteur (Ti)ocign donné par T; = S,+m, Vi € {0,1,....N} (la table (3)
est telle que lorsque (g) est la table des g;(n),Vi € {0,1,...,N}, Vn € NN, (g) est la table des
gi(n) = gi(n+m),Vie {0,1,...,N}, Vne IN).
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2. Si la E-prédiction calculée & partir de la table (g) est consistante en colonne pour une suite con-
vergeant vers S, alors la suite prédite converge (1), et converge vers la limite S (2), lorsque le vecteur
a prédire est extrait de plus en plus et infiniment loin de Porigine :

E E
) parce que |(;)SN P ism N.m = (6)SN tm.N,m]

E E
< 1(9)S(N-2i+m,N,m - SN+i+ml+15N+s+m - SN+mL+!5N+m — S5 ] < 2€

<e <t =0

E E ~ -
(2) parce que I(g)sj(v.z.'+m’N’m - SI < I(y)SI(V-+)i+m,N,m - SN+i+m|+le+i+rn — Sl < 2

-~

—

<¢ <e

Pour argumenter cette section, nous expososns ici sans démonstration un théoreme qui nous est démontré
par C. Brezinski et M. Redivo Zaglia dans [8, p. 393].

Théoréme 6.3 Soit (S;)i>0 une suile convergeant vers S, telle que Sy, = S+aygy(n)+azga(n)+..., Vn €

St lim MJ—+“) =b #1, Vi2> 1, avec b; # b pouri # j et si lim git1J) “(.J)
e gi(f) j—eo gi(j)
go(7) =1, Vj € IN, alors, la E-prédiction esl consistanie en colonne.

=0, Vi € IN. cu imposanl

Le théoréme suivant concerne des suites auxiliaires qui ne rentrent pas dans le cadre du théoréme
précédent.

Préalablement, donnons ici un lemme qui est présenté et démontré par A. C. Matos et M. Prévost sous
le nom de théoréme 2, dans [13]. Celui-ci sera utile a la démonstration du théoréme de consistance a
suivre.

Lemme 6.1 Soit (g:(n)), v, Vi € IV un ensemble de suiles telles que :

(i)
lim £ o vie v
N == 00 gi(n)
(12)
Gi+p(J) Givp-1(J) .. 4i(y)
Gisp(J+1) Gigp—1(+1) ... gi(j+1
Vpe IN, Vie IN, 3J € Ntel quesi j > J, alors, | " ) Fitp-rli ) +h >
GieplJ+P) Givp1lG+p) .. 9 (j+p)
alorsVk € IN, VI > k+ 1, Vie N,
Fi+i+1(n) Gi+k(n) gi+k-1(n) - gi(n)
gitvi41(n+1) gi+k(n+1) gite-1(n+1) ... gi(n+1)
lim givigi(n+k+1) gipe(n+k+1) gippiln+k+1) ... gn+k+1) ! 0
n—oo gi+i(n) gi+k(n) Fivk-1(n) e gi(n)

giv1(n+1) gitk(n+1) givk-1n+1) ... gi(n+1)

givt(n+k+1) gipx(n+k+1) gippr(n+k+1) .0 glu+hk+1)
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Enon¢ons maintenant un théoreme qui concerne plutot la Richardson-prédiction (ce procédé provient
de la E-prédiction, mais la table (g) des suites auxiliaires est donnée par g;(j) = 2}, Ve > 1, Vj € IV) :

Théoréme 6.4 Soit (S;)i>o0 une suite convergeant vers S, (elle que Si= S+aiz;+arzf+.... Vi€ N
Si la table des suites auziliaires est donnée par : g;i(j) = zj, Vi 2> 1, Vj € IN, ot (2:)i>0 est unc suite
d lermes posilifs el qui décroil strictement, alors, la E-prédiction calculée & aide de la tablc (g) est
consisiante en colonne.

Démonstration

Comme Sp, = S+ a12, + a2z2 +..., Vn € IV, on déduit :

N
SNti+m 1 TN4itm oo TNiigm
Sm 1 Tm “ee xﬁ
SN+m 1 IN+m . 1‘,[5_““
P
N
1 Tm+1 Ce Zin41
1 zngm ... z%+m
j N
zl, Tm Tm 1
] N
ZJN+m 1:N+m P $N+m l
J . .
_ (_1)N+1 Z a INti+m TN+i4m - TN4i+m 1
= ] X .
i>N$1 :]tvm oo I 1
:L'm_H N Tm+1 l
N
TN4m - TN4+m 1
zpt! zh Zm 1
N1 N ' ,
IN4m IN4m <+« IN4m 1
IN+- xN . x . 1
— (_1)N+1 N+i4+m N4i4+m - N+i4m
- N
:Icvm e Tm 1
‘Tm+1 A Im+l l
N e
.'L"N+m “ee -LN+,-n l
N -
1.1(;1 a’m Ly 1
o N
j IN+m TN4m IN+m 1
a .
Z _ H TN4iem ZIN4i4m - IN4iem 1
x a; pa-l N z 1
j®>N+1  o=N42 m m m
a-1 N - ’ :
TN +m :;'VN+m co. ZN4m 1
a—
xN+i+m xN+i+7n oo IN4i4m 1
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zm zh T, 1
a N . e
m+N j zN+m $N+m s TN 4 1
o . .
— (—1)V+? . ) _ IXpitm  EINgitm oo IN+itm 1
=(-1) (zp = TN4+m+i) aj zo-1 N - |
B=m j2N+1 az=N 42 m m T "
-1
x?\’-{-m leV-Q-m e J:N-i-ru l
%! N Ty, 1
N4i+m Ntitm o Natitm

Et, donc, d’apres le lemme 6.1, la série converge et on obtient directement le résultat suivant :

N
SN+i+m 1 IN4i+m -+ TN4igm
Sm l Tm cee . 1:,1;/‘
. SN+m 1 INtm ;L'x+m
lim - -0
m—s0o 1 Tm C Z,
N

1 Im4l oo Ty

. ) N

l xN+m ‘e IN+m

6.2 Consistance en diagonale

La consistance en diagonale n’est étudiée ici que pour deux méthode de prédiction. a savoir la Padé-
prédiction et la E-prédiction.

6.2.1 Consistance en diagonale pour la Padé-prédiction

Définition
Lorsque ,}E‘;(S(ﬂk.fv — Sn+k) =0, Yk > 1, on dit yue la Padé-prédiction est cousistaute en diagonalc.
Remarques concernant la consistance en diagonale pour la Padé-prédiction

1. Sila Padé-prédiction est consistante en diagonale pour une suite convergeant vers S, alors la suite
prédite converge (1) et converge vers la limite S (?)| lorsque le nombre de composantes du vecteur
a prédire croit infiniment :

@) parce que |S¥) 4 v = STNI < ISEAe N = Swakl+|Shar = Sn|+1Sn = ST\ | < 2
DN+~ Nkl 3 ,
<t <e . =0

() parce que ]S,(\’,’_)‘_k'N -5/ < IS,(J’_),,,C_N ~ SN+l +15N+k - Sl < 2

——

<« <

—~

2. Nous n’étudions ici que des suites constituées de moments de Hamburger.

Dans cette section, nous établissons quelques théorémes de consistance pour la Padé-prédiction. Le
théoréme suivant nous procure directement quelques résultats de consistance en diagonale pour la Padé-
prédiction.
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Théoréme 6.5 Si (Ui)i>o € MH (R = maz(|R)|,|R2|) est supposé fini), et si (U;)ucicn sulisfarl la
condition (H](f)) (p = p(N) est une fonction de N lelle que 2p— N > —1), alors la suute (U,-("j\;)izu prédate
par la Padé-prédiction @ partir du vecteur (Us)ocicn € MHE est telle que :

U(P) — Un+k
lim —NtEN TN

Jim o =0, Vp>R, Vke IN.

Démonstration

D’aprés le théoreme 3.22, (U,-(";g);zgp_NH € M H. Donc, nous avons :

U(P) )
lim —2 =0, vp> R, Vke N
N—oo P

et, comme

U
lim 24 =0, ¥p> R Vke NN,
N—o p
il s’ensuit que

U(P) —Un
lim —NtEN N+k

Jim N =0, Vp> R, Vke N

Nous déduisons directement les trois corollaires (pour lesquels la valeur de p dans le théoremie 6.5 vaut
exactement 1) suivants :

Corollaire 6.1 Si (U;)i>o € TM est une suite a convergence linéaire, et si (U)oci<n satisfuit la con-
dition (HJ(\’I’)) (p = p(N) est une fonction de N telle que 2p — N > —1), alors la suute (U}’,'\),),-z(, prédute
par la Padé-prédiction d partir du vecteur (Us)oci<cn € TME est telle que :

: (r) —_
ngonooU;"'k’N ~Un4r =0, VkEe IN.

Corollaire 6.2 5i (U;)i»o0 € TO est une suite a convergence linéawre, et st (Us)ocicn sulesfurt la conde
tion (H)(\f,’)) (p = p(N) est une fonction de N telle que 2p — N > —1), alors la sutle (! ',-(il'),\?v)izu predede par
la Padé-prédiction d partir du vecteur (U;)ocicn € TOE est telle quc :

) _ Py
NIEI;QUN-{-LN—UN*"‘_U’ Yk € IN.

Corollaire 6.3 5t (U;)i>o € MH (on suppose ~1 < Ry < Ry < 1) et st (U;)ocicn satisfart la condition
(H](\’,’)) (p = p(N) est une fonction de N telle que 2p — N > —1), alors la suite (U,-”f\)v)izu prédiue par la
Padé-prédiction ¢ partir du vecteur (U;)oci<cn € MHE est telle que :

Jim URlon —Unsk =0, Vk€ V.

En ce qui concerne 'accélération de la convergence en diagonale par I’e-algorithme, nous ne soninies pas
encore en possession de résultats autres que ceux pour les suites totalement monotones (ou totalement
oscillantes, ...) & convergence linéaire. Le lien qui a été établi entre I’c-algorithme et la Padé-prédiction,
nous laisse donc & penser qu’il faudrait toujours imposer au vecteur a prédire d’étre extrait de inoments
de Hamburger pour pouvoir conclure quant a la consistance en diagonale de la Padé-prédiction.
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6.2.2 Consistance en diagonale pour la E-prédiction
Définition

Si
. E
Jim (()Si 7N — Sna) =0, VE 21,

alors la E-prédiction calcuiée a I’aide de la table (g) est consistante en diagonale.

Remarques concernant la consistance en diagonale pour la E-prédiction

1. Pour montrer des résultats de consistance en diagonale pour la E-prédiction caleuldc i Faide de 1
table (g), il nous suffit donc de montrer que

Snyi 1 gi(N+1) ... gn(N +1)
S0 1 91(0) . gn(0)
. . . : : 7
bim Sy 1 @i(N) ... gn(N) 0. Vi> L.
N—x 1 ¢1(0) ... ga(0)
1 gi(1) ... gn(1)
I gi(N) ... gn(N)

2. Si la E-prédiction calculée a l'aide de la table (g) est consistante en diagonale pour une suite
convergeant vers S, alors la suite prédite converge (!, et converge vers la limite 5 '*'. lorsque le
nombre de composantes du vecteur a prédire croit infiniment :

E E E o o g (E) .
™) parce que |(o) SRk = (9SNNS lig)SNakn = SNkl + |Snak = S|+ 158 =, SRR < 2e

<¢ <¢ =0

E ~(E - 0o
() parce que |(y)S§V-3k,N -5 < !(ﬂ)bgw)k.N - SN+kl+ [ISN4x — 5} < 2

<t <

Le seul théoréme que nous allons énoncer concerne en fait la Richardson-prédiction. Cependant. vovons
d’abord le lemme préliminaire suivant, qui est établi par M. Prévost dans [18)}, sous 'appellation lenine

1, (i).

Lemme 6.2 S13J € IN tel que Vj > J, Vp € IV, V-i e N,

g.-+,,.(j) 9i+p—1_(j) e y,:(j)
giep(U+1) Gisp1(G+1) ... gi(G+1)
9i+p(J+P) Givp—1(G+p) ... 9:(J+p)
alors la suite des éléments
gi(n1) g (ny) ... g, (ni)
w1 gi(n2)  gu(n2) ... gi(n2)
T gi(m) : :
gi(ne+1) gn(nis1) ... g (negy)
est croissante avec 1 > Iy, V(ny,ng, ... ,npq1) tel que J <my < ng < ... < npyy. V(U1 Ic) tel que

0<h<lh<...<.
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Théoréme 6.6 Soit (S;)i>o une suile convergeant vers S, telle que S; = S+ ajz; + aszi+ ..., Vie IN.
St on tmpose |zo| < r ot r est le rayon de convergence de la série entiére 3, ait’. ef si lu tablc des
sutles auziliaires est donnée par : g;(j) = z;, Vi> 1, Vj€ N, ot (z;)i>0 est une suile @ termes posilifs
el qut décroit strictement en convergeanl vers z€ro, alors, la E-prédiction calculée 4 l'arde de lu tuble (g)
est consistanie en diagonale.

Démonstration

Puisque S; = S + a1z, + azx +..., Vi€ IN, on déduit :

. N
SN+,' 1 L7 VN S .’ENIJ_’-
So 1 Lo ‘o Zy
S S(E) SN 1 IN AN :L‘,NV
N4i — ‘N —
(PN+i,N 1 zo ... z¥
1 I PN .'Biv
. N
1 2y ... 2§
1 zo = z)
1 a2y N Iy
o N o
_ Z o oanys o Iy TNy
- J N
P>l 1 =z ::?v
1 = z3
1 zn =N
Cependant, la suite des éléments
oz ... =z 1
Ty fvx zy 1
J )
Tnyi TN4i oo TN 1
T4

est une suite qui croit avec j, d’aprés le lemme 6.2. Chaque terme de cette suite est donc mfeneur asa
limite lorsque j tend vers l'infini, et donc :

j N l 1'0 PR 1‘0 1

o z; ... o 1 0 z{" A z, I ad £ 1

1 . .

0<—=1 : < =] :

J . - .
20 x';v fv% .« N 1 0 z% zN 1 fv]]& N 1
j ) - . -

zN+i IN+i oo N+ 1 . 0 1'%+i e IN4i 1 IN'H cor IN4 1
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Donc :
J,"lv I 1
o zy 1
_ (E) LY INti ]
ISn+i = ()Snzint < Z a;z N ,
. 1 =zo zp
J2N+1 N
1 = z)
1 TN LN
et finalement,
. (E) IN+i — 71 ol
ISN4i — ()SNgin| < H p—— E a;rp| -

1€{1,2,...,N} i>N+1

Or |zo| < r, dome, 37;5 Ny @;2p < 00, et comme (;)ipo décroit strictement en convergeant vers zéro,

IN4i — I} R . .
H ZH 7! tend vers zéro quand N tend vers Vinfini, et donc :
T —z
le{1,2,..,N} 1T 70

; ) (E)  _
N!-l-l-];o SN-H - (g)S +i N = 0.

Les résultats concernant la consistance donnent un sens a ce mémoire, mais il y a certainement encore
beaucoup a faire dans cette voie ...



Chapitre 7

Quelques applications numériques

Dans ce dernier chapitre, nous allons comparer deux méthodes de prédiction au travers de deux exemples
numériques. Celles-ci dépendent énormément du choix des paramétres, et il nous sera difficile d’émettre
un avis sur la sélection de ces derniers. En effet, la meilleure Padé-prédiction est liée au choix du meilleur
approximant de Padé ; la meilleure Padé-partiel-prédiction requiert, en plus, un choix approprié pour les
polynémes z(1) et y(t) ; la meslleure E-prédiction, quant a elle, exige la connaissance d’une échelle de
comparaison sur laquelle la suite & prédire posséde un développement asymptotique. Pour le choix du
meilleur approximant de Padé, J. Gilewicz nous fournit un exposé dans [11, chap. 8]. D’autre part. nous
pouvons, afin de tester la E-prédiction, trouver des suites possédant un développement asymptotique sur
une échelle de comparaison connue dans [18].

7.1 Premier exemple

Nous considérons ici que le vecteur a prédire (S;)o<i<n est donné par S; = Z;-=0 (]-—_-,,lﬂs, vie {0,1,...,N}.

2
Il est bien connu que lorsque N tend vers 'infinl, Sy tend vers {(2) = T

6

Pour ce vecteur, parmi toutes les Padé-partiel-prédictions, c'est I'e-prédiction {avec N = 24') que nous
choisissons d’exhiber. La suite dont est extrait le vecteur a prédire convergeant vers une limite non
nulle, il semble raisonnable d’imposer a la Padé-partiel-prédiction d’avoir un comportement du type
Sn = a1b] 4+ axb} + ...+ ax bk + 1, Vn € IN (voir théoreme 2.3), en espérant que ¢; lende vers ((2) et
que les b; prennent des valeurs comprises dans ] — 1,1].

Ensuite, nous donnons le résultat de la E-prédiction calculée a I’aide des suites auxiliaires correspondant
a P’échelle de comparaison connue sur laquelle la suite & prédire (S;)i»>0 donnée par S; = 2;-=0 ﬁ, Vi€
IN admet un développement asymptotique.

L’c-prédiction :
Nous rappelons que la suite (S,-(?,v)izo est 'e-prédiction calculée & partir du vecteur (Si)ocicn.

Nous notons cette suite (_S{iflzv),'zo lorsqu’elle est programmée en arithmétique exacte {avec MATHE-

MATICA} et (5'f‘,2,),~20 lorsqu’elle est programmeée avec la précision machine (19 chiffres avec MATHE-
MATICA).

106
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On définit les tableaux a double entrée suivants :

EPS\(i,N) = =logio|S{}, - Sil, ¥i> N +1

et
EPS;(i, N) =[S =S¥, vi> N+ 1.
N=2|N=4|N=6|N=8
i=3 1.9
i= 1.5
i=5H 1.3 3.1
i=6 1.2 2.6
EPS\(i,N) | i=7] 11 | 23 | 43
i=38 1.0 2.1 3.7
i= 1.0 1.9 3.3 5.5
i=10| 1.0 1.8 3.0 4.8
i=11] 09 1.7 2.8 4.3
i=12 0.9 1.6 2.6 4.0
et
N=2 N=4 N=6 N=38
t=3 [1IE-19|1FE-19|1F—-19}1F-19
i= 1E-19|(1FE-19|1E—-19{1E-19
i=5 ([IE-19|1E-19|1E—-19}{1E~19
i=6 |1IE-19|2E—-16|1E—-19|1F -19
EPS;(i,N) :| i= 1E-19 |4E-16{1E-15|1FE-19
1= 1E—-1912E-15|2E-15|1E—-1Y
i=9 |[IE~19|2E-15|2E—-16|3FE-15
i=10(1F-19}|3E-15|(6E—-16 3E-15
i=11|1E-15|2E-15{2E—-15|1E-15
i=12|6E-17|3E-15|2E—-15|3E-15

Une E-prédiction :

Nous rappelons que la suite ((y)Si(,tljv))iZO est la E-prédiction calculée & ’aide de la table (g). & partir du ‘

vecteur (Si)o<i<N-

. E , . L.
Nous notons cette suite ((g)_.s_’f_]\?);zo lorsqu’elle est programmée en arithmétique exacte (avec MA-

THEMATICA) et ((9)5:‘(5\’))"20 lorsqu’elle est programumée avec la précision machine (19 chitires avec

MATEEMATICA).

Nous définissons la table (g) des suites auxiliaires par

. 1 .
g; (1) = Gy Vi €{1,2,...,N}

car nous connaissons ’expression du développement asymptotique de la suite (S;);i>¢ donnée par S; =
Yizo 611—157’ Vi € IN, sur Véchelle de comparaison g,(i), g2(i),. ..

On définit les tableaux a double entrée suivants :

Eq(i,N) = ~logiolySt) = Sil, Vi > N +1

et

. E = .
Es(i,N) = lig)Sin — 0)SE), vi> N+ 1.
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N=2|N=3{N=4|N=5|N=6

i=3 2.8

i=4 | 24 43

i=5| 23 39 6.7

i=6 | 22 3.7 6.2 7.0
Ei(i,N) :| i=7 ] 21 35 5.9 6.5 8.5

i=8 | 21 34 5.7 6.2 8.0

i=9 | 20 34 5.5 6.0 7.7

i=10{ 2.0 33 5.4 59 7.4

i=11] 20 33 5.3 5.7 7.3

i=12] 1.9 3.2 5.2 5.6 7.1

et

N=2 N=3 N =4 N=5 N=6
1i=3 |1E-19{1E-19|1E-19|1FE-19|1F-19
i=4 |1E-19|1E-19|1E-19|1E-19]|1E-19
i= 1E-19|1E-19{1EF-19{1E-19|1F-19
i=6 |1E-19]1FE-19|[1E-19|1E-19|1F-19
Ey(i,N) :] i=T7 |1E-19{1E-19|1F-19(1F-19|1E~-1Y
i=8 |1E-19[1E~19|1E-19[1E—-19}{1FE-19
i=9|1E-19|1E-19|2E-19|1E-19|1F-19
i=10|1E-19|1F-19|2E-19|1F-19 | 1FE-19
i=11|1F-19]1E-19|3FE-19}1E~-19|1EF-19
i=12|1FE-19|1E-19|3FE-19|1E-19|3E-15

Quelques remarques a propos de cet exemple

1. Les tableaux EPS; (i, N) et Ei(i, N) indiquent le nombre de décimales exactes de la suite prédite
comparativement a la suite (Si)izo donnée par S; = Z}:o Z,Wll')" vie IN.

- . : . 1S)° .
2. Nous notons aussi qu’il n’est ni utile de considérer les EPS3(i, N) = —loglo——'—g——. ni encore

S - s
les Es(i, N) = —logml(”—””—--—’I

proches des EPS1(i, N) et les E3(i, N) proches des E;(i, N).

, parce que S; € [1,¢(2)]. Par conséquent, les £ PS54,V ) sont

3. La E-prédiction donne de meilleurs résultats que I’e-prédiction, mais elle utilise la connaissance du
développement asymptotique de la suite a prédire sur V’échelle de comparaison ¢;(n), ga(n). ...

4. Le tableau EPS»(i, N) (respectivement E3(i, N)}) nous donne des renseigneinents sur la stabilité

de I’e-prédiction (respectivement la E-prédiction) puisqu’il évalue Perreur due a 'arithindétique de
Pordinateur. Pour cette suite, les deux méthodes de prédiction étudiées semblent assez stables.

7.2 Second exemple
Nous considérons ici que le vecteur a prédire (S;)uci<n est donné par S; = z;’:u (-J::—J’J vie {0.1 NI
11 est bien connu que lorsque N tend vers 'infini, Sy tend vers In(2).

Pour ce vecteur, parmi toutes les Padé-partiel-prédictions, c’est encore I’e-prédiction (avec N = 2K)
que nous choisissons d’exhiber. La raison en est que cette suite aussi converge vers une limite non nulle.
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Ensuite, nous donnons le résultat de la E-prédiction calculée a I’aide des suites auxiliaires correspondant a

I’échelle de comparaison connue sur laquelle la suite a prédire (S;)i>0 donnée par S; = 2;-=(, ‘—;Tllﬁ Vie N
admet un développement asymptotique.

L’e-prédiction :
Nous rappelons que la suite (S,(‘,), )i>o est 'e-prédiction calculée a partir du vecteur (Sj)o<i<n-

Nous notons cette suite (_S—ng,);zo lorsqu’elle est programmée en arithmétique exacte (avee MATHE-

MATICA) et (5,-(;3,)52{] lorsqu’elle est programmée avec la précision machine (19 chiflfres avec MATHE-
MATICA).

On définit les tableaux a double entrée suivants :

EPS(i,N) = —logsolS{% — Sil, ¥i 2 N +1

et
EPSy(i, N) = [Si% — S0, ¥i> N + 1.
N=2|N=4|N=6|N=8§
i=3 1.6
i=4 1.6
i=51] 14 2.8
i=6 1.5 2.5
EPS,(i,N) :| i=7| 13 23 4.0
i=8] 15 2.1 3.5
i=9 | 13 2.0 3.2 5.2
i=10 1.5 19 3.0 4.6
i=11 14 1.9 2.8 4.2
i=12 1.6 1.9 2.7 3.9
et
N=2 | N=4 | N= N=8
1=3 [1IFE-19{1E-19|1E-19|1E-1Y
i= IE-19|1E-19]|1E~19{1E-19
i=5 |1E-19|2E-19|1E-19{1F~-19
i= IE-19|3E-19{1E-19}1E-19
EPSy(¢,N) | i=7 |[1E-19|5F-19]2E-19|1F-19
i= IE~19|6E-19|1E~-18}1E-19
i= 1E-19|7E-19{2F-18|4E - 19
i=101E-19|7TE—-19 |4F - 18 |2E-19
i=11|1E-19|TE-19{6F - 18| 2F~18
t=12|1E-19|7TE-19|9E~ 18} TE - 18

Une E-prédiction : .
Nous rappelons que la suite ((g)S.(,EAI))iZO est la E-prédiction calculée a I'aide de la table (y). a partir du
vecteur (S;)o<i<N-

. E . . o
Nous notons cette suite ((g)-S_fy,\?),-zo lorsqu’elle est programmée en arithmétique exacte {(avec MA-

THEMATICA) et ((y)gff\,)),-zo lorsqu’elle est programmeée avec la précision miacliine (19 chiffres avec
MATHEMATICA).
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Nous définissons la table (g) des suites auxiliaires par

g (i) = (5111))1., Vi€ {1,2,...,N}

car nous connaissons |’expression du développement asymptotique de la suite (S;);>q donnée par 5; =
' -1)7 . , . . . -
Li=o %;I-IL, Vi € IN, sur P’échelle de comparaison ¢1(7), g2(i),...
On définit les tableaux & double entrée suivants :

E\(i,N) = —logiol()S{ R = Sil, Vi> N + 1

et
Ey(i, N) = |(g)§§ﬁ1) — @SR iz N+ 1.
N=2|N=3|N=4|N=5|N=6
i=3 | 25
i=4 | 30 | 46
i=5 | 24 o0 48
i=6| 3.0 | 48 47 | 5.9
E\i,N) :|i=7| 25 | 50 45 | 57 7.7
i=8 | 3.1 54 45 | 55 7.6
i=9 | 25 | 47 44 | 54 7.4
i=10] 33 | 56 44 | 53 7.3
i=11{ 25 | 46 43 | 53 7.2
i=12| 35 | 52 4.4 5.2 7.3
et

N=2 N=3 N= N=5 N=6¢6
i=3 |1E-19|1F-19|1F-19}1E-19|1F-19
i=4 |[IE-19|1E-19|1E-19]1E-19|1F - 1Y
i=5 |1E-19|1E-19(2F~19|1E~19|1£-19
i=6 [IFE-19|1E-19|1E~19|2FE-19|1FE-19
E,i,N) :| i=7T [1E-19 | 1E-19}13E—-19|3E—-19{2E-1Y
i=8 [1E-19|1E-19|3FE-19|6E—-19|{TE-19
i=9 |1E-19|2E-19|35E~-19|9E - 19| 2E - 18
1=10|1E-19|3E~19 | 5FE-19|2E - 18 |4E - 18
i=11|1E-19|7TE-19|6E-19|3E ~ 18 |6E — 18
i=12|1E—-19|9F-19|bF -19[4F - 18 |9E - 18

Quelques remarques a propos de cet exemple

1. Les tableaux EPS;(i, N) et E1(7, N) indiquent le nombre de décimales exactes de la suite prédite
comparativement & la suite (S;)i>0 donnée par S; = Z;.:O G-_f-]v Vie IN.

ole) o
. . .. s . IS, x — Sil
2. Nous notons aussi qu’il n’est ni utile de considérer les EPS4(i, N) = —logyp ’.AS !
i

l)SIR - Sil
JJoy2in — Ol

, Wl cneore

les Es(i, N) = —log, -
proches des EPS, (i, N) et les E(i, N) proches des E;(i, N).

, parce que S; € [In(2),1]. Par conséquent, les EPSy(i. V') sont

3. La E-prédiction donne de meilleurs résultats que I’e-prédiction, mais elle utilise la connaissince du
développement asymptotique de la suite a prédire sur |'échelle de comparaison gy (n), go{n). ...
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4. Le tableau EPSy(i, N) (respectivement E3(z, N)) nous donne des renseignements sur la stabilité
de ’e-prédiction (respectivement la E-prédiction) puisqu’il évalue I'erreur due & Parithmétique de
Pordinateur. Pour cette suite, les deux méthodes de prédiction étudiées seniblent tres stables.

7.3 Conclusions sur les deux exemples précédents

1. Consistance
Sur ces exemples numériques, il semble que I’e-prédiction et la E-prédiction calculée a 'aide des
suites auxiliaires gi(n),g2(n),... solent consistantes en diagonale pour cette suite. En effet. les
diagonales (i.e. ou la différence entre les deux indices est constante) des tableaux L'PS) (i, 1) et
E,(i,n) ont air de tendre vers 'infini avec N, et ce sur les deux exemples.

2. Stabilité
Les méthode de prédiction paraissent plus stables pour le second exemple que pour le premier.
La raison réside vraisemblablement daus le comportement des suites : la premicre st sirictenient
croissante tandis que la seconde oscille autour de sa limite.
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CONCLUSIONS

Ce travail comporte nombre de méthodes de prédiction. Nous pouvons maintenant les regrouper en
deux familles : les E-prédictions et les Padé-partiel-prédictions.

La E-prédiction est déja définie par C. Brezinski dans [6] ainsi que par C. Brezinski et M. Redivo Zaglia
dans [8, pp. 392-395]. Cependant, la thése nous apporte un nouvel algorithme et de nouveaux résultats
de consistance.

La Padé-prédiction est étudiée par J. Gilewicz dans {11, pp. 424-439], la t-prédiction, par A. Sidi et D.
Levin dans [20] et la A2-prédiction, par C. Brezinski et M. Redivo Zaglia dans [8, pp. 390-391]. loutes
ces méthodes de prédiction sont englobées dans la famille des Padé-partiel-prédictions.

La Padé-partiel-prédiction est largement étudiée dans ce mémoire. Définie & partir des approximants de
Padé partiels, elle est liée & I’extrapolation exponentielle (ce lien permet, entre autres, de déternuner la
forme de la suite prédite par la Padé-partiel-prédiction). Nous lui associons ensuite un algorithme (basé
sur ’e-algorithme) ne nécessitant pas la résolution d’un systeme linéaire.

Enfin, nous considérons quelques résultats de consistance pour ces deux familles de méthodes de prédiction.

Les exemples numériques proposés semblent promettre un bel avenir aux méthodes de prédiction ...

PERSPECTIVES

1. 1l reste encore beaucoup a faire dans I’étude de la consistance des méthodes de prédiction
2. 11 faudrait tester les méthodes de prédiction sur de réels problémes ...

3. 1l demeure & regarder ce que devient ce travail dans le cas vectoriel (seul le cas scalaire est ici étudié)

4. Il conviendrait d’établir un lien entre prédiction et prévision ...
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