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Introduction 

Le thème essentiel de ce travail est l'utilisation systématique des méthodes d'extrapolation pour construi­
re des méthodes de prédiction. En effet, de la connaissance des premiers termes d'une suite (c'est-à-dire 
So, S1, ... , SN), nous pouvons estimer la limiteS de cette suite en utilisant des procédés d'extrapolation, 
mais aussi prédire les termes suivants de cette suite (c'est-à-dire SN+l,SN+2 , .. • ). 

On entend par méthode de prédiction un procédé qui transforme un vecteur (Si)o<i<N en une suite 
(S;,N);;::o telle que S; = S;,N, 'ViE {0, 1, ... ,N}. Dans ce cas, on dit que la suite (S;,~)~;::o est une suite 
prédite à partir du vecteur (S; )D$i$N. 

Utiliser une méthode d'extrapolation pour construire une méthode de prédiction est une idée qui a 
déjà été exploitée par C. Brezinski dans [6] ainsi que par C. Brezinski et M. Redivo Zaglia dans [8. pp. 
392-395]. Ils ont, en effet, développé la E-prédiction (chapitre 1) qui est une méthode de prédiction très 
générale. Et, pour une bonne utilisation de cette méthode, la suite à prédire doit avoir un développement 
asymptotique sur une échelle de comparaison connue. 

Cependant, un cas particulier de cette méthode de prédiction, à savoir l'é-prédiction (chapitre 2). 
n'emploie pas cette connaissance. En conséquence, de tous les algorithmes de prédictiou lJ ue uous pro­
posons dans ce travaiL c'est celui de l'e:-prédiction qui est le plus simple à mettre en oeuvre. 

En identifiant le vecteur (S;)O$i$N au vecteur des sommes partielles c~=J=U SJti )O$tS.\· et la suite 

prédite (S;,N );;::o à la suite des sommes partielles (L~:o Sj,Nti );;:: 0 , nous pouvons prédire le vecteur 
des sommes partielles au lieu du vecteur initial. Ainsi, à partir d'une série formelle dont les premiers 
coefficients (c'est-à-dire S0 ,S1, .•• ,SN) sont connus, J. Gilewicz dans [11, pp. 4:24-409] forme la série 

tronquée 'Lf:o Sjti, puis développe en série formelle un approximant de Padé de cette série tronquée 
pour prédire les coefficients inconnus (c'est-à-dire SN+l,SN+ 2 , .• . ) de la série formelle initiale. Cette 
méthode de prédiction est appelée la Padé-prédiction (chapitre 3). D'autre part, dans [20), utilisant la!­
transformation, A. Sidi et D. Levin étudient lat-prédiction. En substituant un approximant de type-Padé 
particulier à J'approximant de Padé, ils se servent en fait du même procédé que J .Gilewicz. Dans cette 
thèse, nous généralisons ces deux méthodes en considérant les approximants de Padé-partiels englobant 
les approximants de Padé et de type-Padé. Nous définissons ainsi, de façon algébriyue. tJJle méthode de 
prédiction appelée la Padé-partiel-prédiction (chapitre 3). 

Ensuite, nous voyons comment généraliser une méthode de prédiction (chapitre 4) à l"a1Je J"uue tram,­
formation inversible. Les différentes transformations évoquées nous permettent d'éclairer divers liens 
entre les méthodes de prédiction ainsi que nombre de leurs propriétés. 

Il s'ensuit que l'e:-algorithme nous permet de mettre en oeuvre non seulement la Padé-prédiction. mais 
encore la Padé-partiel-prédiction (chapitre 5). Cet exposé contient l'algorithme que nous utilisons pour 
cette dernière. Cet algorithme emploie l'e:-algorithme duquel il nous a semblé uécssaire de discuter la 
stabilité (chapitre 5). 

En mettant à profit des résultats d'accélération de la convergence. nous établissons des théorèmes COll­

cernant la consistance des méthodes de prédiction (chapitre 6). Ceux-ci sont primordiaux dans cette 
analyse car la définition choisie pour une méthode de prédiction est très faible. 

Enfin, cette thèse contient quelques exemples numériques (chapitre i) destinés principalen1ent à mettre 
en valeur les résultats de consistance. Ils nous permettent aussi de discuter du choix de 1 'utilisation de 
telle ou telle méthode de prédiction. 
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Domaines d'application des méthodes de prédiction : 

Les domaines d'application des méthodes de prédiction sont variés : nous les utilisons tn économétrie, 
en statistique, ou dans la résolution de problèmes paraboliques comme l'ont fait M. Morandi Cecchi. M. 
Redivo Zaglia et G. Scenna dans (14], ou encore dans l'étude de la structure des bandes dans les semi­
conducteurs ainsi que G. Allan le propose dans (1] et que A. Trias, M. Kiwi et M. Weissmann l'exposent 
dans (21], ... 

Notations : 

IN est l'ensemble des entiers positifs au sens large. 
n! est la fonction factorielle évaluée en n (n! = n.(n- 1)! avec 0! = 1). 

ct = . ( k! ')' sont les coefficients binômiaux. 
;! k- J . 

A 1\ B est défini comme étant le plus grand commun diviseur des entiers A et B. 

IR est le corps des réels. 
L'écriture d'un réel a.10b est abrégée en aEb (par exemple 1000 = 1E3, 0.001 = lE- 3, ... ). 
[x] E IN est défini tel que [x]~ x< [x]+ 1, Vx E IR. 

(C est le corps des complexes. 

Nous notons les fonctions usuelles de façon tout à fait traditionnelle (max. min. 1-1. su p. inf. le logarithme. 
l'exponentielle, ... ). 

JI( désigne un corps commuta tif (en général m. ou (J). 

Jl(n[t] est l'ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à n, à coefficients dans u\·. en la variable t. 
P(t) 1\ Q(t) est défini comme étant le plus grand commun diviseur des polynômes P(t) et Q(t). 
O(t") désigne une fonction telle que 3Af E IR tel que JO(t")l < M.lt"l pour t voisin de zéro. 

[p/ q]J(t) représente l'approximant de Padé (lorsqu ïl existe) de la série formelle f( t). dont le numérateur 
est au plus de degré p et dont le dénominateur est au plus de degré q (p .45). 

Jl(x représente l'ensemble des applications de l'ensemble X dans JI( (en particulier si X = iN. nJX 
représente l'ensemble des suites à éléments dans IK). 
a est l'opérateur de différence agissant indifféremment sur les suites et sur les vecteurs par !:l.Si = Si+1 -Si 
(p.l5). 

Différents ensembles de vecteurs et de suites : 
TM : ensemble des suites totalement monotones (p.26). 
TO : ensemble des suites totalement oscillantes (p.28). 
MS : ensemble des suites de moments de Stieltjes (p.32). 
MMS : ensemble des suites de moments de Markov-Stieltjes (p.32). 
MH : ensemble des suites de moments de Hamburger (p.32). 
TMF : ensemble des vecteurs totalement monotones finis (p.27). 
TOF :ensemble des vecteurs totalement oscillants finis (p.28). 
TME: ensemble des vecteurs totalement monotones extraits (p.27). 
TO E : ensemble des vecteurs totalement oscillants extraits (p .:28). 
MSE :ensemble des vecteurs de moments de Stieltjes (p.33). 
MMSE: ensemble des vecteurs de moments de Markov-St.ieltjes (p.33). 
MHE :ensemble des vecteurs de moments de Hamburger (p.33). 



Table des matières 

1 La E-prédiction 8 

1.1 

1.2 

1.3 

1.4 

1.5 

1.6 

Développement asymptotique sur une échelle de comparaison 

Les méthodes d'accélération de la convergence . 

Les méthodes de prédiction 

Le E-algorithme ...... . 

La E-prédiction du point de vue algorithnùque 

La E-prédiction du point de vue algébrique .. 

2 L't:-prédiction 

2.1 L'opérateur de différence ~ 

2.2 L't:-algo<ithme 

2.3 L't:-prédiction du point de vue algorithmique 

2.4 

2.5 

2.6 

L't:-prédiction du point de vue algébrique .. 

Connection entre t:-prédiction et E-prédiction 

Quelques exemples théoriques de l't:-prédiction 

2. 7 Extrapolation exponentielle et €-prédiction 

2.8 

2.9 

Propriétés de relations entre t:-prédictions . 

Propriétés de positivité et de monotonie pour l't:-prédiction 

2.10 Totale monotonie et totale oscillation . 

2.10.1 Totale monotonie ....... . 

4 

8 

8 

9 

9 

10 

12 

15 

1.') 

l(j 

li 

19 

21 

21 

:t2 

24 

25 

26 

:2() 



3 

Tableau récapitulant les différentes méthodes de prédiction et leurs principales particularités 

méthode de prédiction suite prédite condition paramètres page 
d'existence 

la E - prédiction (algorithmique) <c 9 )sL~k::o ((g)H1JT) N E IN, (g) table p.l2 
d' élémeuts de u\· 

la E- prédiction (algébrique) ((g)S~.~~ J);~o ((g)HWSJ) N E IN, (g) famille p.13 
d'éléJJJelll:, J,. u,· 

l' ë - prédiction (algorithmique) (S~'~ );~o (H~J) NEIN p.l8 

l'ë- prédiction (algébrique) (s~·2~);~a (H~sr) 1\ E IN p.l9 

l'ëp- prédiction (algorithmique) (s<• ,p)). 
iN •>O (H~,fJ) N E IN, p E { 0, 1, ... , N} p.42 

l' ëp - prédiction (algébrique) (S(cS,p J). 
iN •>O 

(H~S,p)) NEIN, pE{O,l, ... ,N} p.43 

la Padé - prédiction (algébrique) (S}P~ );~o (H}Jl) N E IN. p E { 0. 1 .. ... \'} p.46 

la Padé - partiel - prédiction calculée (S}~~ );~o (H}J!) NE IN, p E {0, 1. .... N}, p.63 
à l'aide de x(t) et y(t) (algébrique) x(t) E lll.r[t], y(t) E U1·,[t] 

la Padé - prédiction (algorithmique) (Sl' J(p)) 
iN •>0 (H~!tP!) NEIN, pE{U.l, ... ,N} p.87 

la Padé - partiel - prédiction calculée (S~.·~(p))i~o (H~JCPl) N E IN, p E { 0, 1, ... , N}, p.87 
à l'aide de x(t) et y(t) (algorithmique) x(t) E Dï,.(t), y(t) E ll\,[t] 

Démarche observée pour analyser une méthode de prédiction 

Dans ce travail, nous partons d'une définition assez faible pour une méthode de prédiction. En effet. 
un algorithme est dit de prédiction s'il reproduit les données initiales d'une suite tout eu founussant une 
approximation des prochains. 

Ensuite, 

1. nous définissons la méthode de prédiction algébriquement, 

2. nous lui associons un algorithme qui ne nécessite pas d'avoir à résoudre de système linéaire, 

3. nous tentons d'énumérer les propriétés qui se reconduisent de la suite initiale à la suite prédite, 

4. enfin, nous énonçons des résultats de consistance. 
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Chapitre 1 

La E-prédiction 

A partir d'une méthode d'extrapolation, à savoir le E-algorithme, exposé par C. Brezinski dans [8. p. 
59], nous construisons la E-prédiction. Cette méthode de prédiction a déjà été définie par C. Brezinski 
et M. Redivo Zaglia dans [8, pp. 392-395] et parC. Brezinski dans [6]. Cependant. la E-prédiction a 
l'inconvénient de n'être efficace que si la suite à prédire possède un développement asymptoti4ue sur une 
échelle de comparaison connue. 

Dans ce travail, nous avons pu-améliorer l'algorithme de la E-prédiction en ce sens qu'il est inutile de 
réinitialiser la table des suites auxiliaires à chaque étape. 

1.1 Développement asytnptotique sur une échelle de con1pa-. 
raison 

S'il existe des suites g1 (i), g2 (i), ... telles que 5, = 5 + a 1!1l(i)+ a2g2 (i) + ... pour 1 \uisll! Je lïufiui et 

1. 9k+l(i) 0 '-'k TTIT • ( ') 1 \.J' IN j d' 1 . . que 1m . = , v· E JH avec par conventiOn go t = , vt E , a ors, on lt 4ue a suite (.'), )1 >u 
i-oo g~e(t) -

possède un développement asymptotique sur une échelle de comparaison g1(i),, g2(i), ... 

1.2 Les méthodes d'accélération de la convergence 

Une transformation T : (Si)i~o E !KIN - (Ti)i~O E !KIN est dite transformation d'accélération de la 
convergence si 

{ 

lim;-00 S; = S 
limi-oo 'n = S 

T,- s 
et lim;_ 00 s: _ S = O. 

Un algorithme permettant de calculer T; à partir de 5 0 , 5 1 , ... , S;+k est appelé algorithme d'accélération 
de la convergence. 

8 
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1.3 Les méthodes de prédiction 

Une transformation T : (S;)o::;i:SN E JKN+l - (T;);~o E !KIN est dite une transformation de prédiction 
SI 

S;=T;, 'tiE{O,l, ... ,N}. 

Un algorithme permettant de calculer T; à partir de S0 , S1 , ... , SN est appelé algorithme de prédiction. 
(S;)o<i<N est le vecteur à prédire, (1i)i>O est la suite prédite. 
Dans -c~ travail, le vecteur à prédire est toujours indicé de 0 à N. Dans le cas où le vecteur à prédire est 
indicé de Nt à N2, on translate les indices pour se ramener à un vecteur à prédire indicé de U à N2- Nt, 
on lui applique ensuite la transformation de prédiction, et on translate les indices pour se ramener à une 
suite prédite indicée de Nt à l'infini. On dit que deux méthode de prédiction sont identiques si elles ont 
même transformation de prédiction et que seuil 'ensemble des indices sur lequel uous agissous change. 

1.4 Le E-algorithme 

Le E-algorithme est un algorithme d'extrapolation très général. Il a été obtenu indépendamment par T. 
Havie dans [10] et par C. Brezinski dans [5]. 

Soit la suite initiale (Si);>o E !KIN. 

Soient (9j ( i) );~ 0 E !KIN, 'tJ E { 1, 2, ... , k}, k suites auxiliaires (k est fixé). 

On construit alors la suite (Eki));~o E n/N en définissant EiiJ conune solution du systèllle linéaire 
suivant : 

= E(i) (') (') k +a191 t + ... +at!lk t 

Eki) + al9t(i + 1) + ... + ak9k(i + 1) 

où les au tres inconnues sont a1, a2, ... , ak. 
Nous obtenons immédiatement l'écriture de Eki) sous forme d'un rapport de deux détenuiuauts, comnk· 
suit : 

S; si+k 
gJ( i) gJ(i+k) 
92( i) 9'2(i + k) 

E(i)- 9d i) 9k(i + k) 
, ViE /A'. k - 1 1 

!/! ( i) 9l(i+k) 
92 ( i) 92(i + k) 

9di) 9di + k) 

Ceux-ci peuvent être générés par le E-algorithme de la manière suivante : 
On initialise la première colonne de la table du E-algorithme par 

E6iJ=S;, 'tiEJN, 

et la table des suites auxiliaires par 

9b~Î7=9I(i), 'ViE LV, 't/E{l.2, ... ,k}. 
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Ensuite, on calcule récursivement les E}i) par 

(i+l) (i) 

E
(ï) E(i) E,_t - E,_1 (i) ...,. IN '"'l { 2 k} 
1 = 1-1- (i+l) (il 91-t,l• vt E , v E 1, , ... , , 

91-1,1 -91-1,1 

en utilisant la table des suites auxiliaires donnée par 

(i+l) (i) 
(i) _ (i) 9j-1,1- 9j-1,1 (i) . IN · { 2 k } 

9j,l-9j-1,1- (i+l) (i) 9j-1,i• "'zE ,'VJE 1, , ... , -1; "'IE{j+l,j+2, ... ,k}. 
9j-1,i - 9j-1,j 

Les éléments E?) sont donnés sous forme d'un rapport de deux déterminants comme suit : 

S; s,.tl 
91 ( i) 91(i+l) 
92(i) 92(i + /) 

e(i)- 91( i) 9/(i+l) 
, "'iEIN, 'V/E{0,1, ... ,k}. 1 - 1 1 

91 ( i) 9tU + l) 
92(i) 92(i+l) 

9l(i) 91(i+l) 

Et, les éléments de la table des suites auxiliaires sont eux aussi donnés sous forme d'till rapport ,J, dt·ux 
déterminants par 

g,(i) 91(i+j) 
91(i) 9t(i + j) 
92(i) 92(i + j) 

(') 9i(i) 9i(i+j) 
9/1 = .;---;:....;

1
-'----;...:...;..-

1
--7, "'i E IN, 'Vj E {0, 1, ... , k- 1}, '1/ E {J + l,J + 2 ..... k} 

9t(i) 9t(i + j) 
92(i) 92(i+j) 

D'autre part, on dit que le E-algorithme est linéaire. En effet, si u est unt> application qui à .x fait 
correspondre u(x) = a.x + b et si nous appliquons u à chaque élément de la suite initiale. &lors nous 
appliquons u à chaque élément de la table du E-algorithme. 

1.5 La E-prédiction du point de vue algoritlunique 

Soient le vecteur (S;)o<i<N E ff(N+l et des éléments 9j(i) EU(, "'i E IN, 'Vj E {1, 2, ... , N }. 
Nous formons la table (1) : 



1.5. La E-prédiction du point de vue algorithmique 

-------------
s - E(N-1) ------------
N-1- 0 ---

e(N-1) 
1 ---

à l'aide de la règle classique du E-algorithme: 

E(l) ---­N-1 

{ 

E~i) = S;, ViE {0,1, ... ,N} 
(i+1) (i) 

(i) (iJ Ek-! - E~:-t (iJ • . . 
et,E~: =E~:_ 1 - (i+ll (i) 9~:- 1 ,~:,VkE{1,2, ... ,N},VzE{U,l, ... ,i\-k} 

gk-1,k- gk-l,k 

où les/;~ sont calculés dans la table (g) des suites auxiliaires comme dans Je E-algoritluue : J, 

g~~] = 9j(i), ViE IN, Vj E {1, 2, ... , N} 

où (9j(i));~o E !KIN, Vj E {1, 2, ... , N} sont N suites auxiliaires, 
(i+l) (i) 

(i) - (i) gk-l,j- 9J,:-1,j (i) 
et, 9k,j- Dk-!,1 - (i+I) (iJ Yk-!,k• 

9k-1,k- 91.:-1,1: 

ViEIN, VkE{l,2, ... ,N-l}, VjE{k+l,k+2, .... S} 

Ensuite, nous formons la table (2) : 

en utilisant la règle progressive du E-algorithme : 

E~l = E.~l, Vi~ 1 

11 

(la E- prédiction est obtenue en attribuant la même valeur à tous les termes de la colonne la plus à 
droite et en redescendant la table à l'aide de la règle progressive du E - algoritlwa:) 

(E(i) _ E(i) )( (i+IJ _ (iJ ) 

t E (i+!J = E(i) _ k k-! Dk-i,k 9~:-1,1: \.Jk E { 1 2 .N'} 
e • k-1 k-1 (i) , v • • · • ·, • 

gk-i,k 

Vi~ N- k + 1 

où les 9):k sont calculés dans la table (g) définie précédemment. 
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Définition de la E-prédiction du point de vue algorithmique 
Nous définissons la suite prédite par la E-prédiction ((g)S},-~/);;:: 0 à partir du vecteur (Si)o~i~N par 

(g)Si_E,j = E~il, 'ii E IN. 

Nous notons ((g)srEJ)ï~o cette suite prédite, parce que chaque terme de celle-ci dépend de la table (y) et 
de la valeur de N (E indique que cette suite est obtenue par la E-prédiction). 

Condition d'existence de la E-prédiction du point de vue algorithmique 
Lorsque g~iit1 # 9ki2l,A:• '1k E {1, 2, ... , N}, 'ii E {0, 1, ... , N- k}, 
et lorsque 

{ 
g~iit~ # uii2t,k• '1k E {1. 2, ... , N -!}, 'Vi? N- k + 1 

g~i2l,k # 0, '1k E {1,2, ... ,N}, 'ii?. N- k +1 ' 

la E-prédiction existe, ce qui veut dire qu'il ne se produit pas de division par zéro dam; 1 'algontl1111e. 

Nous notons cette condition ((g)H~E)) parce qu'elle dépend de la table (g) et de la valeur de .\'. Cette 
condition d'existence est toujours associée à une table en particulier. 

Remarque à propos de la E-prédiction définie de façon algorithmique 
L'algorithme de la E-prédiction et donc la condition d'existence peuvent être simplifiés dans de nombreux 
exemples. En effet, si dans la table (1), la colonne d'indice No (NoE {0, 1, ... , N}) est constante et égale 
à S, on peut s'abstenir de calculer les termes des colonnes d'indice supérieur ou égal à No dans les tables 
(1) et (2), et supposer que la colonne d'indice No dans la table (2) est constante et égale à S (dans ce 
cas, l'algorithme de la E-prédiction est raccourci, et la condition d'existence en est d'autant allégée). 

De par la construction même de la suite ((gJs;,~);~o. nous énonçons ceci : 

Soient le vecteur (Si)o::;;::;N E JKN+l et la table (g) satisfaisant la conditwn ((g)H~E'). alors (! 11 s;,~.1 );~ 0 
est une suite prédite à partir du vecteur (Si)o::;.::;N. 

De cette façon, nous justifions l'attribution du mot prédiction à cette méthode. 

1.6 La E-prédiction du point de vue algébrique 

Soit le vecteur (S;)o<i<N E JKN+l. 
Soit (g) une famille de-N suites auxiliaires : 

(g) : (gi(i));~.o E /KIN, 'lj E {1,2, ... , N}. 

On définit alors (bo, b1 , ... , bN) comme solution du système linéaire suivant : 

bo + bt9t(0) + ... + bN9N(0) 
bo + bt9t(1) + · .. + bN9N(l) 

qui admet une solution si et seulement si 

Yt (0) 
1 91 ( 1) 

1 9t(N) 

9N(O) 
YNO) 

9N(N) 
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Définition de la E-prédiction du point de vue algébrique 
Nous définissons la suite prédite par la E-prédiction ((gJsrr;.s))i~o à partir du vecteur (Si)usiSN par: 

(g)S~~) = bo + b191(i) + ... + bN9N(i), \:fiE IN. 

Nous notons ((g)Sj~5 ))i~o cette suite prédite, parce que chacun de ses termes dépend de la table (g) et 
de la valeur de N (E indique que cette suite est obtenue par la E-prédiction, et S que la résolution d'un 
système linéaire est indispensable). 

Condition d'existence de la E-prédiction du point de vue algébrique 
Lorsque 

la E-prédiction existe. 

1 91 ( 0) 
1 91 ( 1) 

1 91 (N) 

9N(O) 
9N(1) 

9N(N) 

;é 0, 

Nous notons cette condition ((g)H~ES)) parce qu'elle dépend de la table (g) et de la valeur deN. Cette 
condition d'existence est. toujours associée à une famille en particulier. 

De par la construction même de la suite (r 9 Jsi<,E,.Slk?.o, nous énonçons ceci: 

Soient le vecteur ( Si)osiSN E IKN + 1 et la famille (9) satzsfaisant la condition ((g )H~~s J), alors ((g )Si(.~S J k?.o 
est une suite prédite à partir du vecteur (S;)osiSN· 

De cette façon, nous justifions l'attribution du mot prédiction à cette méthode. 

Remarque à propos des conditions d'existence 
Lorsque la condition ((g)H~E)) est satisfaite pour la table (9), il s'en-suit que la condition ( 191 H~ES)) est 
satisfaite pour la famille (9). Cette propriété provient du fait que Je déterminant 11011 nul Je Ja conditio11 

((g)H~~S)) est précisément le dénominateur de E~) quand celui-ci est donné sous forme d'un rapport de 
deux déterminants. 

Théorème 1.1 Soient le vecteur (S;)osiSJ\' E If{N+l él la iablt (g) satisfazsant lu coudtlwu (rglH~E)). 
alors 

S(E) S(ES) \,./" ,..., 
(g) i,,'\" =(g) i,.fl.' . vl Eu>. 

Ce théorème établit que la E-prédiction définie algorithmiquement. lorsqu'elle existe. est exactement la 
E-prédiction définie algébriquement. 

Remarque concernant la constance de la colonne la plus à droite dans l'algorithme de la 
E-prédiction 
Dans le point de vue algorithmique de la E-prédiction, le choix que nous faisons d'attribuer la même 
valeur à tous les termes de la colonne la plus à droite est motivé par la simplicité du puiut de vue 
algébrique. Nous pourrions choisir d'égaler cette colonne à une suite non constante. mai~ da11~ ce cas. f,, 
point de vue algébrique en serait d'autant plus compliqué. Par exemple, si nous connaissons la limite de 
la suite prédite, nous pourrions égaler la colonne la plus à droite à une suite cuiiver~eaiJt \•.·r, la IIJC:Ill< 
limite. 

Remarque à propos des deux algorithmes existants pour la E-prédictiun 
Le point de vue algébrique de la E-prédiction est rédigé par C. Brezins ki et M. Redivo Zaglia dans [8. 
pp. 392-395], mais l'algorithme qui y est proposé diffère de celui que nous établissons priucipalement eu 
deux points : 
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1. il n'est pas basé sur la constance d'une des colonnes du E-algorithme. 

2. l'initialisation de la table des suites auxiliaires dépend de l'indice du terme calculé Je la :suite prédite. 
Ceci entraîne donc une complexité en temps plus importante que celle de l'algorithme détaillé ici. 

Dans (8, pp. 392-395], C. Brezinski et M. Redivo Zaglia nous donnent une expression de (g JS~E:/N, ViE 
IN, sous forme d'un rapport de deux déterminauls. 
Nous rappelons cette égalité, dans le théorème suivant, sans sa démonstration qui est triviale car provenant 
directement du système de Cramer. 

Théorème 1.2 Soient le vecteur(S;:)O$"$N E JKN+! et la famille (g) satisfaisant/a condition ((!J 1 H\~
5 )), 

alors 
0 1 g1(N+i) 9N(N + i) 

So 1 91 (0) 9N(O) 
51 1 91 ( 1) 9N(1) 

(ES) SN 1 g!(N) 9N(N) 
, ViE IN. (g)SN+i,N =-

!/1 ( 0) gs(O) 
1 !/1 ( 1) 9N(l) 

1 !JJ(N) 9N(N) 



Chapitre 2 

L't:-prédiction 

L'[-algorithme permet de construire une méthode de prédiction appelée !'[-prédiction. L ·~-algorithme 
est un cas particulier du E-algorithme. II en est de même pour !'[-prédiction vis à vis de la E-prédiction. 
Cependant, 1 '[-prédiction, contrairement à la E-prédiction, ne requiert pas de développement asympto­
tique sur une échelle de comparaison pour la suite à prédire. 

Notons cependant que d'autres méthodes d'extrapolation, succinctement référées dans [8. pp. 57-58]. 
pourraient aussi être utilisées pour obtenir des méthodes de prédiction. telles le procédé Je lüchardsou. 
la G-transformation, ou encore des procédés de sonm1ation. Les méthodes de prédictiou aiusi obtenues 
sont, elles aussi, des cas particuliers de la E-prédiction. 

C. Brezinski et M. Redivo Zaglia exposent dans [8, pp. 390-391] la ~2-prédiction qui est un cas 
particulier de 1 '[-prédiction (au même titre que le ~ 2-d 'Aitken est un cas partie ulier de 1'~- algorithme). 

2.1 L'opérateur de différence ~ 

Soit (S;);;::o E D{IN une suite, on définit ~ par 

Les itérés successifs (~k+ 1 S; = ~kSi+l- ~kS;, 'Vk? 1) de cet opérateur de différence sont donnés par 

k 

~kS; = 2:)-lFC~Si+;· 
j=O 

. k' 
où q = j!(k ~ j)' sont les coefficients binômiaux. 

Lorsque la suite sur laquelle agit l'opérateur ~ possède plusieurs indices, 011 comieut touJours que 
l'indice sur lequel il agit est i. D'autre part. on s'autorise à noter cet opérateur ~. quïl agisse sur uue 
suite ou sur uP- vecteur car il s'applique indifférenm1eut sur ces deux éléments. 

15 
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2.2 L'€-algorithme 

L'e:-algorithme est un algorithme d'extrapolation. Il a été obtenu par P. Wynn dans [23]. 

Soit la suite initiale (S; );>o E !KIN. 

On construit alors la suite (,~;l);;:~o E !KIN (k fixé) en définissant é~;J comme solution du système linéaire 
suivant : 

où les autres inconnues sont a1, a2, ... , a~:. 
Nous obtenons immédiatement l'écriture d'ë~ij sous forme d'un rapport de deux déterminants. comme 
suit : 

S; s"+i 
S;+l sk+i+l 

ê(i)- S"+; s:!k+• 
ViE IN. 21:- fl.2 S; tl. 2 S.~:+•-l 

6 2Si+l 6 2Sk+, 

tl.2Sk+i-l .l2 S~I.:+•-• 

Ceux-ci peuvent être générés par l'ë-algorithme de la manière suivante : 
On initialise les deux premières colonnes de la table de I'ë-algorithme par 

(il S "'. IN ë 0 = ;, vz E , 

et 

ë~{ = 0, Vi?. 1. 

Ensuite, on calcule récursivement les ë~i) par 

(i) (i+l) 1 
êt =ë1_ 2 + (i+ll li), ViE IN, VIE{l,2, ... ,2k}. 

êt-1 -él-I 

L "1. t (i) t (i) d . {" d' d d d. . es e emen s e:
21 

e ë21+1 
sont onnes sous torme un rapport e eux etermmants par 

S; St+i 

si+l sr+i+l 
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et 

A3
51+i-l 

A3
Sl+i 

lï 

D'autre part, on dit que l't-algorithme est serni-linéaire. En effet, soit u une applicatiou qui à x fait 
correspondre u(x) = a.x+b, et soit v une application qui à x fait correspondre v(x) = 3.'/a :\lors. si nous 
appliquons u à chaque élément de la suite initiale, nous appliquons u à chaque élément d'une colonne 
d'indice pair de la table de l't-algorithme, et nous appliquons v à chaque élément d'une colonne d'indice 
impair de cette même table. 

De plus, les colonnes paires de l't-algorithme peuvent être générées par la règle de la cruix de P. \\'yuu. 
donnée dans [24], de la façon suivante : 
L'initialisation de l't-algorithme est alors assurée par 

et 

~~~ = oo, Vi ~ 1. 

Ensuite, on calcule t~~~ 2 par la règle de la croix : 

1 1 1 1 
(i) <•+ 1) + (•+ 2) (i+l) = (i) (i+IJ + (i+ 2) (i+ll, ViE IN, VIE {U, 1, .... k- 1}. 

[21+2- [21 [21-2 - [21 [21 - [2/ [21 - [2/ 

2.3 L 'E-prédiction du point de vue algoritluuique 

Soit le vecteur (S;)o:::;;:::;N E JKN+I. 
Nous formons la table (1) : 

5 - t(O) 
0- 0 

-----0 
(0) 

[1 

s - t( 1) 1 - 0 --- -------------(1) 
tN-2 

S _ (N-1) 
N-1 -ta 

-----0 (N-1)------------
[1 

5 - t(N) 
N- 0 ---

(0) 
tN-1 

----- (U J 
[N 

(1) 
tN-1 ---
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à l'aide de la règle classique de l'ê-algorithme : 

{ 

ê~~ = 0, 'ViE {1, 2, ... , N} 

e:~i) =Si, 'ViE {0, 1, ... ,
1
N} 

(i) - (i+1) et, e:i - êi_ 2 + (i+ 1) (i) , 'Vj E {1, 2, ... , N}, 'ViE {0, 1, ... , N- j} 
êj-1 - êj-1 

Ensuite, nous formons la table (2) : 

0---
0---
en utilisant la règle progressive de l'e:-algorithme : 

e:<;} = ê~), 'Vi ?. 1 

------

L '€-prédiction 

(0) 
êN 

Il 
ê(1) 

N 

Il 
ê(2,l 

N 

Il 

l 

(l'ê- prédiction est obtenue en attribuant la même valeur à tous les termes de la rolollJil' la plus à 
droite et en redescendant la table à l'aide de la règle progressive de l' E - alg,ori tiJJill') 
_.(il = 0 'Vi > N + 1 "-1 , -

(i)- (i-1) 1 
et, êi - e:i + (i- 1) (iJ , 'r/j E {0, 1. ... , N- 1}, 'Vi?. N- j + l. 

êj+1 - êj-1 

Définition de l'ê-prédiction du point de vue algorithmique 
Nous définissons la suite prédite par l'ê-prédiction (S},'~ );::::o à partir du vecteur (S; )o~i~N par 

,.,(.) ( i) '"'. rll' 
,:,i' N = t: 0 , vl E JJ>. 

Nous notons (S}'~ );>a cette suite prédite, parce que chaque terme de celle-ci dépend Je la valeur de N 
(ê indique que cètte ~uite est obtenue par l'ê-prédiction). 

Condition d'existence de l'ê-prédiction du point de vue algorithmique 

Lorsque êY!1
1
) :f. êJ~ 1 , 'Vj E {1, 2, ... , N}, 'ViE {0, 1, ... , N-i}, 

et êJ~/) :f. e:)i2 1 , 'Vj E {0, 1, ... , N- 1}, 'Vi?. N- j + 1, 
l'ê-prédiction existe, ce qui veut dire qu'il ne se produit pas de division par zéro dans l'algorith1ne 
Nous notons cette condition (H~)) parce qu'elle dépend de la valeur deN. Cette co11Jitiou J'existence 
est toujours associée à une suite en particulier. 

Remarques à propos de l'ê-prédiction définie de façon algorithmique 

1. L'algorithme de l'e:-prédiction et donc la condition d'existence peuvent être simplifiés Ja11" dt> nom­
breux exemples. En effet, si dans la table (1), la colonne d'indice No (No E {0.1. ..... V}) est 
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constante et égale à S, il nous est impossible de calculer les termes des colonnes d'indice supérieur 
ou égal à No dans les tables (1) et (2). Dans ce cas, nous supposons que la colonne d'indice N0 (plutôt 
que celle d'indice N) dans la table (2) est constante et égale à S (l'algorilhme de l'ë-prédiction est 
raccourci et la condition d'existence en est d'autant allégée). 

2. La condition (H~)) peut être affaiblie dans beaucoup d'exemples. Formellement à l'aidt· d'un logiciel 
de calcul formel utilisant les règles de calcul usuelles concernant l'infini (i.e. ~ = 0, i = oo, ... ). 
Numériquement, en se servant des règles particulières de l'e-algorithme exposées dans [8, pp. 34-38], 
et dans [9], qui permettent de contourner les singularités. 

3. Quand N est pair, au lieu d'utiliser les règles classique et progressive de 1':-algurilhme pour 
l'algorithme de l'e-prédiction, nous pouvons utiliser la règle de la croix de l'r-algorithme de P. 
Wynn donnée dans [24). 

De par la construction même de la suite (S}·~ );>o, nous énonçons ceci : 

Soit le vecteur (S;)o<i<N E JKN+l satisfaisant la condition (H~\ alors (S~~~, );~ 0 tsf un< :;uite prédite 
à partir du vecteur (§;)~~i~N· 

De cette façon, nous justifions l'attribution du mot prédiction à cette méthode. 

2.4 L'e-prédiction du point de vue algébrique 

Soit le vecteur (S;) 0 ~;~ 2K E Jl(2K+I. 

On définit alors (ho, b1, ... , bK) comme solution du système linéaire suivant : 

= boSo + b1S1 + ... + bK-ISK-l +bK 

= boSI + b1S2 + ... + bK-ISK +bK 

qui admet une solution si et seulement si 

#o. 

Définition de l'e-prédiction du point de vue algébrique 
Nous définissons la suite prédite par l'e-prédiction (St2.s;J);~o à partir du vecteur (S; )u~'S"'' par 

et 
S (tS) - b S(tS) b S(tS) b S(tS) b \../' 

2K+i,2K- 0 K+i,2K + 1 K+i+I,2K + · · · + K-l 2K+i-1,2K + K• vz ~ 1. 

Nous notons (S}'2~ )i>O cette suite prédite, parce que chaque terme de celle-ci dépend de la valeur de 1\· 
(ë indique que c~tte suite est obtenue par ]':-prédiction, et s que la résolution d\lli systèJJJl' linéaire est 
indispensable). 
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Condition d'existence de l'~-p1·édiction du point de vue algébrique 
Lorsque 

1'~-prédiction existe. 

1 
1 

# 0, 

L '~-prédiction 

Nous notons cette condition (H~C:)) parce qu'elle dépend de la valeur de/{. Cette condition d'existence 
est toujours associée à une suite en particulier. 

De par la construction même de la suite (Sf'2-'i )i>o, nous énonçons ceci : 

Soit le vecteur (Si)o<i<2K E /K2
K+l satisfaiijant la condition (H~~\ a/on (5~~2~1 

),::: 0 t~l tlllt .sulle 

prédite à partir du vede-ur (Si)o~i~2K. 

De cette façon, nous justifions l'attribution du mot prédiction à cette méthode. 

Remarque à propos des conditions d'existence 
Lorsque la condition (H~~) est satisfaite pour le vecteur (S;)oSi$2K E II\·2K+I. la conditio11 (H~!,/)) 
est satisfaite pour le même vecteur. Cette propriété provient du fait que le déternttttallt 11011 llld de la 
condition (H~C:)) est précisément le dénominateur d'~~~L 1 quand celui-ci est donné sous folïlte d'un 
rapport de deux déterminants. 

Théorème 2.1 Soit le vecteur (S;)o~i9K E II\2K+l satisfaisant la conditwu (H;~), u.Lur~ 

S(c) - S(cS) v· E Cl i,'lK- i,2K• z · 

Ce théorème établit que !'~-prédiction définie algorithmiquement, lorsqu'elle existe. e:,l exactetttent !'.:­
prédiction définie algébriquement. 

Remarque concernant la constance de la colonne la plus à droite dans l"<dgorithuw de la 
~-prédiction 
Dans le point de vue algorithmique de l'e-prédiction, nous choisissons d'attribuer la même valeur ù tous les 
termes de la colonne la plus à droite. De ce choix découle la simplicité du point de vue algébrique. Nous 
pourrions tout aussi bien choisir d'égaler cette colonne la plus à droite à une suite 11011 co11sta11te. Par 
exemple, si nous connaissons la limite de la suite prédite, nous pourrions l'égaler à une ::;uite cottl•:rgeant 
vers la même limite. 

Nous donnons, dans le théorème suivant, une expression de S~~~i. 2K, 'ti E LV, sous for Ille J ·utt rapport 
de deux déterminants, sans la démonstration qui est triviale car provenant directelllent du système de 
Cramer. 
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Théorème 2.2 Soit le vecteur (S;)o$i$2K E /K2K+l satisfaisant la conditwn (H~~f!). a/urt; 

0 1 s<ESJ K+i,2K 
S(cS) 

2K+i-1,2K 
SK So SK-l 

s<cs) _ s2K 1 SK S2K-1 
2K+i,2K-- 1 So SK-l 

, 'ViE IN. 

1 s1 SK 

1 SK S2K-1 

2.5 Connection entre e-prédiction et E-prédiction 

Dans l'introduction de ce chapitre, il est dit que l't:-prédiction est un cas particulier de la C-prédictioJJ. 
Nous le vérifions du point de vue algébrique depuis l'expression de chacun des termes des suites prédites 
sous forme d'un rapport de deux déterminants (en comparant les théorèmes 1.2 el :2.:2). 

En effet, si (Si~25J);~o est la suite prédite par l't:-prédiction à partir du vecteur (5, )u 5 ; 521, et s1 

(11.~5 ))i~O est la suite prédite par la E-prédiction à partir du vecteur (T;)O$i$K (tel 4Ue s,+l\ = T;, ViE 

{0, 1, ... , K}) à l'aide de la table (g) des suites auxiliaires (données par y,(j) = s::~~!,:tA, '":jE 1\', Vi~ 
1), alors 

et 

S (tS) y(ES) . 
i+l\,2K = i,K , Vz ~O. 

Nous ne donnons pas, dans cette thèse, la démonstration de cette propriété du point de \'li<' algorithmi­
que, celle-ci ne présentant pas grand intéret, à notre avis. 

2.6 Quelques exe1nples théoriques de l'E-prédiction 

Etudions sur de simples exemples (i.e. pour de petites valeurs de N) l'expressiou des terllles de la suite 
prédite par l't:-prédiction. 

Exemple 2.1 La ll. 2 -prédiction (lorsque N = 2): 

(cJ _ SaS2- s;- (S2- sJ)stJI,2 
S 2 - pour i ~ 3, lorsque So - S 1 #- 0, 

'· Sa- S1 
et, stJ = S; pour i E {0, 1, 2}. 

Exemple 2.2 Lorsque N = 4 : 

s<c) _ SoS2S4 + 2S1S2S3- sg- SfS4- SaSj- (SoS!+ S2S3 + S1S2- S0 S3 - 5 1S4 - SJ)Sl~\ 4 

;,
4 

- SoS2 + S1S3 + S1S2- Si-S[- SoS3 

S1S3 + S2S4 + S2S3- S1S4- Sj- Si)S}~>2 .4 
---:---:--:---:--:-----,~...::....,-...:__:_...:.;..:. pour i ~ 5, 

SoS2 + S1S3 + S1S2- Si- Sf.- SuS3 
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lorsque SoS2 + S1Sa + S1S2- Sj- S[- SaSa :f. 0, 

et, st) =Sa pour i E {0, 1, ... ,4}. 

2. 7 Extrapolation exponentielle et é-prédiction 

L '€-prédiction 

Le fait que des systèmes exponentiels puissent être transformés en des systèmes linéaires est déjà connu 
sous le nom de méthode de Prony. Les renseignements concernant la méthode de Prony et la définition 
des systèmes exponentiels peuvent être trouvés dans [12, pp. 272-280]. 

Avant d'établir le lien entre extrapolation exponentielle et E-prédicüon, nous énonçons quelques lemmes 
préliminaires : 

a1 + a2 + ... + ak bk bk bk a1 1 + a2 2 + · · · + ak k 

a1b1 + a2b2 + ... + a~cb~c bk+i bk+i bk+i a1 1 + a2 2 + ... + ak k 
=o. 

bk bk bk al 1 + a2 2 + ... + a~c k b2k b2k b~k a1 1 +a" 2 + · · · + ak k 

Démonstration 

Considérons les k vecteurs de lh"' + 1 

Définissons Ak par 

a 1 + az + ... + ak 

a1b1 + a2b2 + ... + a~cb~: 
<J 1 b~ + a 2b~ ·+ . + a~;,b~ 

a 1bf+ 1 + a2b;H + ... + e~cb~+J 

Alors Ak est le déterminant de (k + 1) vecteurs (les ~ = a1b\B1 + ... + akb~Bk. 1::/i E {O. 1. .. "'} qui 
sont combinaison linéaire de k vecteurs Oes B;, Vi E { 1, 2, ... , k} ). Donc. r.:es ( k + 1) vecteurs sont liés, 
et A~c =O. 

a1 + az + ... + a~c a1b1 + azbz + ... + akbk 

a1b1 + a2b2 + ... + akbk a1bÎ + azb~ + ... + akbi 

b k-1 bk-1 + + bk-1 al 1 + a2 2 . . . ak k bk bk bk al 1 + az 2 + ... + a~c k 

= < II a;).( II 
iE{l,2, .. ,k} iE { 1,2, .. ,k} ,jE { i+ l.i+2.. ,k} 
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Démons tra ti on 

On a le résultat suivant : 

( 1 

1 1 

) ( 
al albi 

b! 02 bk a2 a2b2 

b~~! bk-! bk-! ak a~cbk 2 k 

( 

a1+a2+ ... +a~c 
a1b1 + a2b2 + ... + a~cb1c 

a1b~- 1 + a2b;-! + ... + a~cb!-! 
) 

b2k-2 b2k-2 b2k-2 
a1 1 + a2 2 + ... +a~.; 1.: 

Donc 
a1 + a2 + ... + ak 

a 1b1 + a2b2 + ... + a~cbk 
bk-1 bk-! bk-1 

a1 1 + a2 2 + .. · + Uk le 

bk bk bk a1 1 + a2 2 + · · · + ak k 

bk-! bk-1 bk-1 
a1 1 + a2 2 + ... +a~.: k b2k-2 b2k-2 b'lk-'2 

a1 1 +a2 2 + ... +ak k 

1 1 a1 al bt bk-1 a1 1 
b! b2 bk 02 a2b2 bk-1 

02 2 
= 

bk-! 
1 

b;-! bk-! 
k a~.: a~cbk bl·-1 

a~.: k 

= ( II o;) ( 
b! b2 bk r iE{l,2, ... ,k} 

bk-! b~-1 bk-! 
1 k 

=( II a;).( II (bj -bd), 
iE{1,2, ... ,k} iE{ 1,2, .. ,k} J E{i+l ,i+2, ... ,/c} 

en utilisant 1 'expression du déterminant de Vandermonde. 

Théorème 2.3 Soit le vecteur (S; )osi9K E Ih·ZK + 1 satzsfaisant la condition ( H ~~ ). Lorsque le système 
(S) admet une solution, le-prédiction est une méthode de prédiction identique à de l'extrapolation expo­
nentielle dont une des puissances est fixée égale à 1 ; ceci signifie que, si on définit (T;, 2g );2: 0 par 

où a 1, a 2 , ... , aK, b1, b2 , ... , bK, c 1 , sont déterminés comme solutions du système (S) 11 on ll11 éaire suivant : 

alors 

Démonstration 

al+ ... + DK + C! 

a1b1 + ... + aKbK +Ct 

T. S (€) \.J' TAT 
i,2K = i,'2K• vl E JJ'-



24 L ':-prédiction 

Il suffit de montrer que si (Ti,2K )i>O est une suite donnée par 
n,2K = al bi + ... + aKbk +cl' 'r/i Ë IN, alors, lorsque nous appliquons 1 '€-algorithme à cette sui Le, llO US 

b (i) (o) \.1' IN o tenons: €2K = ~2K = c1 , vz E . 

L'~-algorithme étant semi-linéaire, nous pouvons supposer c1 =O. Ensuite, le lemme 2.1 nous permet 
d'annuler le numérateur dans l'expression des éléments de la table de !'~-algorithme sous forme d'un 
rapport de deux déterminants. On obtient alors aisément le résultat du théorème. 

Remarque à propos de l'extrapolation exponentielle 
Pour de l'extrapolation exponentielle, les ai et les bi n'appartiennent pas nécessairement au corps ![(, 
comme nous le constatons dans l'exemple suivant : 

Exemple 2.3 si IK = IR, N = 4 
et si (Si)O$i$4 est donnée par So = 1 +sin 0, sl = 1 +sin 1, 52 = 1 +sin 2, 53 = 1 +sin 3, 54 
1 + sin4, alors, d'après le théorème 2.3 ' sk<•4) = 1 + .l..ekl- .l..e-k1 - 1 +sin k et .l.. d m e1 d 21 21 - . ' 2/ ~ ' ~ 

IR, -.Jr tt IR, e-1 tt IR 

2.8 Propriétés de relations entre :.:-prédictions 

Cette section est reprise dans sa majeure partie dans le chapitre 4. Cependant, il nous faut souligner 
1 'intérêt que comporte le présent théorème, celui-ci étant de nous procurer, à l'aide des points ( i). (ii), 
(iii) et (iv), de nouvelles méthodes de prédiction. 

Théorème 2.4 Il existe des vecteurs (Si)o<i<N E JKN+l et (Ti)o$i$N E ff{N+l vérifiant tou.s les deux 

la condition (H~)) et un élément a de IK teÏs -que : 

(i) st~ +Ti(,~# Ui<,•~ où (Ui)os;SN est un vecteur donné parU;= Si+ T;, 'rfi E {0, 1, ... , .V}. 

fournissant la suite (Ui<<););>o par 1'€- prédiction 

(ii) S~~~ * T;(,'J # V;~~ ~ù (Ïi; )o$i$N est un vecteur donné par V; = S; * T;, 'rfi E { 0, 1. ... , .\'}. 

fournissant la suite (V;~~);~o par l'~- prédiction 

(iii) s<1
•) # W;~~ où ( W;)o$i$N est un vecteur donné par W; = ~- , Vi E { 0, 1. .... N}. 

i,N 1 

fournissant la suite (W/~ );>o par l'~- prédiction 

(iv) aiS~~~# Xi_<~ où (,Xi);$i$N est un vecteur donné par X;= aiS;, ViE {0,1 ... .\'}, 

fournissant la suite cxt~ );~o par 1'€- prédiction. 

D'autre part, soient le vecteur (S;)o::;i$N E IJ("+ 1 et le cuuplt (a, b) E ll1·2 , u.lun;: 

(v) a· sr•~ + b =Y/~ où (Yi)o$i$N est un vecteur donné par Y;= a· Si+ b. 'rfi E {0.1, .... 2k}. 

fournissant la suite (}i~~)i~O par l'€- prédiction. 

Démonstration 

Pour montrer l'existence dans les points (i), (ii), (iii) et (iv), il nous suffit de donner des exemples : 
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(i) Prenons N = 2, So = 1, St = ~' S2 = !, To = 1, Tt= t, T2 = t• alors 

S Ct) _ s .....(2) _ 83 uCt) _ 599 d 
3,2 - 18 et 1 3,2 - 972 et 3,2 - 1620' et one 

s<'l + T<') =/:ut') 3,2 3,2 3,2. 

(ii) Prenons N = 2, So = 1, St = ~. S2 = !, To = 1, Tt = t, T2 = t• alors 

S(t) s T(2) _ 83 v,Cr) _ 11s1 d 
3,2 = 18 et 3,2 - 972 et 3,2 - 40824 et one 

(iii) Prenons N = 2, So = 1, S1 = t, S2 = t• alors 
s(t) - _g_ et w,(t) - 52 et donc 

3,2 - 972 3,2 - 3 

( ) N 2 S 1 S 1 s 1 1 . ,..,{c) 5 x(t) 7 d iv Prenons = , o = , 1 = 2• 2 = 3• a ors, st a=-1, ~3.2 = 18 et 3,2 =-54 et one 

a3. s(t) =/: x(t) 
3,2 3,2· 

Le point (v) est une conséquence directe de la serni-linéarité de l'E:-algorithme. 
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2.9 Propriétés de positivité et de 1nonotonie pour l'E-prédiction 

Pour cette section, on impose en plus au corps commutatif ll{ d'être totalement ordonné. 

Quelles sont les propriétés à supposer sur les composantes du vectèur à prédir·e pour que les termes de 
la suite prédite possède les mêmes propriété.\ :7 

Dans cette section, nous constatons que ni la propriété de positivité ni celle de 1110notonit> JI!' répondent 
à cette question. 

Théorème 2.5 Il e:tiste un vecteur (S;)o:5;.s:s E D\~+l satisfaisant la coudilwu (H\"J Ir! que 

(S~.cJ );~o tf. D\f. 

Démonstration 

Pour montrer l'existence, il suffit de donner un exemple. 
Prenons N = 2, Sa = 9, St = 8, S2 = 1 alors 

stJ = -48 <o. 

Théorème 2.6 Il existe un vecteur (Si)o<i<N E D\':,+ 1 satisfaisant la conditiou (Ht; l) !tl qut 
(c)) .JN --

(S; N &> o tf. ll\ _ . 

Démonstration 

C'est une conséquence directe des théorèmes 2.5 et 2.4, (v). 
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Théorème 2.7 Il existe un vecteur (Si)o<i<N E l/{N+! vénfiant Si+! - S; E Il\.+ et :;alt4ut:;ant la 

condition (H~)) tel que (S~~~ );~o E !KIN, ;t ~ependant S~~l,N- sr~~ ~ D\+. 

Démonstration 

Pour montrer l'existence, il suffit de donner un exemple. 
PrenonsN=4, So=-1, S1=-cost1, S2=-cos~~. S3=-cosii. S4=-cosif,alors 

(t) 45 (t) 
s5,4 =-cos ïï < s4,4• 

Théorème 2.8 Il existe un vecteur (Si)o<i<N E JKN+l vérifiant Si+\ - S; E l/1·- et satisja1sar!l la 

condition (H~)) tel que (S~~~ );~o E !KIN, ;t ~ependant S~~l,N- st~ ~ IK_. 

Démonstration 

C'est une conséquence directe des théorèmes 2.ï et 2.4, (v). 

2.10 Totale monotonie et totale oscillation 

Pour cette section, on impose IK = m.. Nous rappelons ici la définition et les principales propriétés des 
suites totalement monotones et des suites totalement oscillantes. Pour de plus amples renseig,uements, 
nous pouvons, par exemple, nous reporter à (11, chap. 2]. 

2.10.1 Totale monotonie 

Définition 
Soit u = ( u;);~o E IRIN, on dit que u est totalement monotone si 

Notation 
On note TM l'ensemble des éléments de m.IN qui sont totalement monotones. 

Théorème 2.9 {de Hausdorff) 

u = (u;);>o E TM <==> 3 g une fonction non décroissante à variation bornée sur (0, 1] 

telle que : u; = J0
1 

xidg(x). ViE IN. 
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Théorème 2.10 Sz (u;);:::o E TM, alors 

~ 0, "'nE IN, "tk ~ 1. 

Un+k-1 Un+2k-2 

Nous allons maintenant définir un vecteur totalement monotone fini et un vecteur totalement monotone 
extrait. Ces deux notions sont effectivement distinctes. 

Définition 
Soit u = ( u; )o:Si:Sn E JRn+l, on dit que u est un vecteur totalement monotone fini si 

Notation 
On note TMF l'ensemble des éléments de JRn+l qui sont totalement monotones finis. 

Définition 
Soit u = (u;)o<i<n E JRn+l, on dit que u est un vecteur totalement monotone extrait s'il existe une suite 
v= (v;);:::o ËÏ'Mtellequev;=u;, "tiE{0,1, ... ,n}. 

Notation 
On note TME l'ensemble des éléments de JR"+ 1 qui sont totalement monotones extraits. 

Théorème 2.11 TM E C TM F et TM E ::j; TM F. 

Démonstration 

Soit u = (u;)o:Si:Sn E TM E, alors, par définition, il existe v= (v;);:::o E TAf telle que: 

"ti E { 0, 1, ... , 11}, v; = u;. 

On a alors (-l)i.cliv; ~ 0, "t(i,j) E IN2
, et donc 

(-1)i.cliu; ~ 0, "t(i,j) E JN2 tel que i+j::; n. 

Ainsi u E TM F, ce qui montre l'inclusion. 

Soit u = ( u; )o<i<2 donnée par uo = 20, UJ = 10, u2 = 1. 
u E TM F car ;;o -~ 0, u1 ~ 0, u2 ~ 0, -~uo ~ 0, -.ilu1 ~ 0, .il2uo ~O. 
Montrons par l'absurde que u ~TM E. 
Si u E TME, alors, il existe v= (v;);>o E TM telle que vo = 20, v1 = 10, v2 = 1. Comme v E TM, 
nécessairement, v est une suite positiv~ décroissante, donc v est telle que v; E [0, 1], "ti ~ 3. 
Mais alors, ~3 v0 = v3 - 3 + 30- 20 = v3 + 7 > 0, ce qui contredit le fait que v ET M. 
Donc, il existe u E TM F telle que u ~ TM E, ce qui montre que l'inclusion est stricte. 

L'exemple précédent est bien entendu construit pour que la suite v soit trop rapidemeut Jécroissante 
sur ses premiers termes. 
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2.10.2 Totale oscillàtion 

Définition 
Soit u = (u;);~o E IRIN, on dit que u est totalement oscillante si 

'V(i,j) E JN2
, ( -l)j 6_i v; 2:: 0, 

avec 

c'est-à-dire que u est totalement oscillante si v = ( vi);~o, définie par v; = ( -1 ); u;, Vi E IN, est totalement 
monotone. 

Notation 
On note TO l'ensemble des éléments de IKIN qui sont totalement oscillants. 

La similarité des suites totalement monotones et des suites totalement oscillantes nous permet de définir 
les vecteurs totalement oscillants finis et les vecteurs totalement oscillants extraits, par analogie avec les 
vecteurs totalement monotones finis et les vecteurs totalement monotones extraits. 

Définition 
Soit u = (u;)o<i<n E /Rn+l, on dit que u est un vecteur totalement oscillant fini si le vecteur 

v= (v;)o$i$n Ë ïR.n+l tel que v;= ( -l)iu;, ViE {0, 1, ... , n} est totalement monotone fini. 

Notation 
On note TOF l'ensemble des éléments de IR."+ 1 qui sont totalement oscillants finis. 

Définition 
Soit u = ( u; )o<i<n E JR"+1, on dit que u est un vecteur totalement oscillant extrait si le vecteur 

- n+t · v= (v;)o<i<n E IR tel que v;= ( -l)'u;, ViE {0, 1, ... , n} est totalement monotone extrait. 

Notation 
On note TOE l'ensemble des éléments de IR"+ 1 qui sont totalement oscillants extrait:;. 

Théorème 2.12 TOE C TOF et TOE # TOF. 

Démonstration 

C'est une conséquence directe du théorème 2.11 et de la définition même de la totale oscillation en 
regard de celle de la totale monotonie. 

2.11 Propriétés de totale lTIOllotonie et de totale oscillation 
pour l'c-prédiction 

Pour cette section, on impose ]}{ = IR. 

Reprenons la question précédemment émise: Quelles sont les propriétés à supposa sur lts con'J'osantes 
du vecteur à prédire pour que les termes de la suite préditt possède les mêmes propnités '? 
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Cette section nous montre que la suite prédite à partir d'un vecteur totalement monotone fini n'est 
pas nécessairement totalement monotone. Cependant, lorsque le vecteur à prédire par l'r-prédiction est 
totalement monotone extrait, la suite prédite est alors totalement monotone. Cette propriété motive la 
séparation qui existe entre les ensembles TMF et TME. 

2.11.1 Totale monotonie 

Commençons par voir si )'!-prédiction fournit une suite totalement monotone à partir d'un vecteur to­
talement monotone fini. 

Théorème 2.13 Il existe un vecteur (S;)o::;;::;N E TM F satisfaisant la condition (H~)) tel que 

(St~);~o (/.TM. 

Démonstration 

Pour montrer l'existence, il suffit de donner un exemple. 
Prenons N = 2, Sa=~. SI= i. s2 = 1

1
2. 

mais 

S(c) 1 0 car 3,2 = -24 < . 

Ensuite, voyons si )'!-prédiction fournit une suite totalement monotone à partir d'un vecteur totalement 
monotone extrait (dans le cas où le nombre de termes du vecteur initial est impair). 

Théorème 2.14 Soit le vecteur (S;)o:s;::;2K E TM E satisfaisant la condition (H~~), alors 

(StiK );~o E TM. 

Démonstration 

D'après le théorème 2.3 et le théorème 2.9 de Hausdorff, on extrait 

S; = a1b~ + ... + aKbk + c1 = la1 

xidg(x), 'ViE {0, 1, ... , 2K}, 

avec g non décroissante à variation bornée sur [0, 1]. On obtient donc 

Mais dans ce cas, 

et 

S (t) bi bi 1,.1• 11\T 
i 2K = a1 1 + ... + aK K + CJ, vz E .u>. 

AS~.'{K = a1(b1- l)b~ + ... + aK(bK- l)bk, 'ViE IN. 

Ainsi, d'après les résultats connus sur la quadrature de Gauss et puisque g est non décroissallte à variatioll 
bornée sur [0, l],on a 
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1. bi E [0, 1], ViE {1, 2, ... , K} 

2. Oi(1- bi)~ 0, ViE {1, 2, ... , K}. 

On peut supposer dès lors que bi # 1, ViE {1, 2, ... , I<}. En effet, si bi = 1, 'ViE { 1, 2, ... , A"'} et si 
bi# 1, ViE {K' + 1, K' + 2, ... , K}, alors on peut remplacer c1 par c1 + a 1 + a2 + ... + aK'· 

Il s'ensuit : 

1. bi E [0, 1[, 'ViE {1, 2, ... , K} 

2. ai~o. 'Vie{1,2, ... ,K}. 

Pour montrer que la suite (StJK )i:!O est totalement monotone, il nous reste à montrer que c1 est une 
constante positive au sens large. 
On a le système suivant : 

l 
a1 + ... + aK + Ct = 

albt+ ... +aKbK+Ct = 

a1byK + ... + aKbJ{ +Ct = 

f~dg(x) 
f0 xdg(x) 

Il suit, par l'opération ;ème ligne- 2bt ( i - 1 )ème ligne + by(i - 2)ème ligne, 'Vi E { 3, 4 .... , 21\ + 1} : 

l 
a2(b2 - bt)2 + ... + aK(bK - bt) 2 +Cl ( 1- bt)2 = 

a2b2(b2- bl)2 + · ·. + aKbK(bK- b1)2 + Ct(1- bt)2 = 

a2b~K-2 (b2- bt? + ... + aKb~K-2(bK- bt)2 + ct(1- b1)2 = 

fol(x- 61)2dg(x) 

f0
1 x( x- 61 )

2dg(x) 

Ensuite, par l'opération ième ligne - 2b2( i - 1)ème ligne + b~(i- 2)ème ligne, 'Vi E { 3, 4, ... , 2K - 1} : 

a3(b3- 61)2(b3- b2)2 + ... + aK(6K- bi)2(bK- b2)2 + C!(1- 61) 2(1- b2f 

= J0\x- bl)2(x- b2)2dg(x) 
a3b3(63- bt)2(b3- 62? + ... + aKbK(6K- 61)2(6K- 6:!)2 + c1(1- 61) 2(1- b"2f! 

= J; x(x- bt?(x- b2)2dg(x) 

a3b~K-4(b3- 61)2(63- 62)2 + ... + aKb-:r-4(bK- bi)2(bK- 62)2 + c1(l- bi) 2(l- b:!) 2 

= J; x2K-4(x- bt)2(x- b2)2dg(x) 

Puis, par l'opération ième ligne- 2b3(i- 1)ème ligne+ b§(i- 2)ème ligne, 'ViE {3, 4, ... , 2]{- 3}, 
puis, par l'opération ième ligne - 2b4( i- 1)ème ligne + 6~(i - 2)ème ligne, 'Vi E { 3, 4, ... , 21\ - !'">}. 

puis, ... 
puis, enfin, par l'opération ième ligne- 2bK(i- l)ème ligne+ b'k(i- 2)ème ligne, 'ViE {3} : 

Ct(1- bt)2(1- b2)2 ... (1- bK )2 = fo\x- bt)2(x- b2) 2 ... (x- bK )2dg(x). 

Donc, comme g est une fonction non décroissante à variation bornée sur [0,1] : 

D'où, comme bi# 1, ViE {1,2, ... ,K}, c1 ~O. Ainsi, (St{Kk~o E TM, et de plus, litll;-oo S~~-}1,. = c1. 

Remarque concernant la construction d'une suite totalement monotone 
Nous pouvons donner un procédé de construction d'une suite totalement monotone cotume suil : 
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Nous nous donnons une fonction o non décroissante à variation bornée sur [0, 1]. 

Nous calculons c; = J; z•do(z) pour i E {0, 1, ... ,2m}. 

Ainsi, d'après le théorème 2.14, on a (ctJm)i2:0 E TM. 
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Enfin, regardons si !'!-prédiction fournit une suite totalement monotone à partir d'un vecteur totalement 
monotone extrait (dans le cas où le nombre de termes du vecteur initial est pair). 

Théorème 2.15 Il existe un vecteur (Si)o:Si9K+ 1 E TM E satisfaisant la condition (H~~+ 1 ) tel que 

(StiK +1 )ï2:0 (/.TM. 

Démonstration 

Pour montrer l'existence, il suffit de donner un exemple. 
Prenons K = 1, So = 2, S1 = ~. S2 = ~~. S3 = 23156 • 

(Si)o:s:;:SJ E TME, 

car la suite ( i. + f, )i2:0 est totalement monotone, mais 

(S~1)i2:o ft_ TM, 

S (c) _ 8551439 0 
car 6,3 - - 729oooooo < · 

2.11.2 Totale oscillation 

Nous établissons les théorèmes concernant la totale oscillation en vis-à-vis de ceux coucemaul la totale 
monotonie. 

Théorème 2.16 Il existe un vecteur (Si)o:Si:SN E TOF satisfaisant la condition (H~J) itl que 

(St~' );2:o ft_ TO. 

Démonstration 

Pour montrer l'existence, il suffit de donner un exemple. 
Les exemples des théorèmes 2.17 et 2.18 conviennent d'après le théorème 2.12. 

Contrairement à ce que l'on attend au vu du théorème 2.14 traduisant qu'une propriét.é qui est vérifié 
pour la total~ monotonie l'est automatiquement pour la totale oscillation, nous devons exhiber le théorème 
suivant : 

Théorème 2.17 Il existe un vecteur (Si)O:Si:S2K E TOE satisfaisant la conditio11 (H~~j) ltl que 

(StiK )i2:0 ft TO. 

Démonstration 

Pour montrer l'existence, il suffit de donner un exemple. 
Prenons J{ = 1, Sa= 1, S1 = -!, S2 = ~· 

(Si)o:s:;:S2 E TOE, 
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car la suite ( (-il); )ï~o est totalement oscillante, mais 

S(c) _ 7073 0 
car 7,2 - 354294 > . 

Théorème 2.18 Il existe un vecteur (Si)O$i$2K+l E TOE satisfaisant la condition (H~i+ 1 ) tel que 

(.stJK+l)ï~O ~ TO. 

Démonstration 

Pour montrer l'existence, il suffit de donner un exemple. 
Prenons K = l, So = 1, SI= -t, s2 =k. s3 = -t. 

(Si)osiS3 E TOE, 

car la suite ( ( -? );~ 0 est totalement oscillante, mais 

S(c) _ 12909 0 
car 6,3 - -978o8 < . 

2.12 Moments de Markov-Stieltjes et moments de Han1burger 

On impose IK = IR. Le théorème 2.9 de Hausdorff induit une définition des suites totalement monotones à 
l'aide de moments modifiés. A partir de celle-ci, une généralisation basée sur une modification du support 
de la mesure est assez simple à établir. C'est ainsi que nous sommes amenés à considérer les mouaents de 
Markov-Stieltjes et les moments de Hamburger. 

Définition 
S'il existe g une fonction non décroissante à variation bornée sur un intervalle réel n telle que la suite 

u = (u;);~o E !KIN soit donnée paru;= fnxidg(x), ViE IN, on dit que u est 

l. totalement monotone sin= [0, 1]. 

2. totalement oscillante sin= [-1,0]. 

3. une suite de moments de Stieltjes sin= [0, oo{ 

4. une suite de moments de Ma.rkov·Stieltjes si fi= {0, Rl (o·ù Rest un :red positif fini). 

5. une suite de moments de Hamburger si D :.:=JRr, R2f (oil R 1 e·t R2 sont des ,réds non nécessairement 
finis tels que R1 < R2). 

Notation 
On note 

l. MS l'ensemble des suites de moments de Stieltjes. 

2. MMS l'ensemble des suites de moments de Markov-Stieltjes. 
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3. MH l'ensemble des suites de moments de Hamburger. 

Définition 
S'il existe g une fonction non décroissante à variation bornée sur un intervalle réel n telle que le vecteur 

u = (u;)o;Sï:SN E JKN+l soit donnée paru;= fn zidg(:c), 'ViE {0, 1, ... , N}, on dit que u est 

1. totalement monotone extrait si n = [0, 1). 

2. totalement oscillant extrait sin= [-1,0). 

3. un vecteur de moments de Stieltjes si n = [0, oo[. 

4. un vecteur de moments de Markov-Stieltjes sin= [0, R] (où Rest un réel positif fini). 

5. un vecteur de moments de Hamburger si n = )R1, R2 [ (où R1 et R2 sont des réels non nécessairement 
finis tels que R1 < R2). 

Notation 
On note 

1. MSE l'ensemble des vecteurs de moments de Stieltjes, 

2. MMSE l'ensemble des vecteurs de moments de Markov-Stieltjes, 

3. MHE l'ensemble des vecteurs de moments de Hamburger, 

où le E évoque le mot extrait (par exemple, un vecteur appartenant à MSE est extrait d'une suite de 
l'ensemble MS). 

Remarque concernant quelques inclusions 
On a 

1. MMS C MS. 

2. MMSE C MSE. 

2.13 Propriétés des 1110111ents de Markov-Stieltjes et des nlo­
ments de Hamburger pour l't:-prédiction 

On impose IK = IR. Nous analysons ici une possibilité pour généraliser le théorème 2.14, notre souci 
étant toujours de répondre à la question : Quelles sont les propriétés à supposer· sur les compusantes du 
vecteur à prédire pour que les termes de la suite prédlte possède les même~> pmpnété~> r 

Théorème 2.19 Il existe un vecteur (S;)o;Si$2K E M SE satisfaisant la contlztwn (H~i) tel que 

(Sr'fKk~.o ft MS. 

Démonstration 
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Pour montrer l'existence, il suffit de donner un exemple. 
Vi 1 ..fi 3 3..fi 

Prenons K = 2, So = 2' S1 = 4' S2 = Ï6' S3 = 32 , s.= 12s· 

(S;)o:5;i54 E MSE, 

roo . • 2 roo . 2 
carS;= 2 Jo y•e-.. " dy= Jo (!)'e-.: d:r:. 
Cependant, 

. (stlk~o ~ Ms, 

car s<c) - --~5~7o..,....o,...:v;;_1f'...,.-__,..,1...,.44-:-0-:1f'=-+_3 __ 8 __ 84.,..;('-!,..fi)_1f'..:..
3
_+_1 o_o_8.,...11'2-=-=-=-84_1_:.(..:..Ji)_11':_5~ 

6•4 - -102400- 163840.ji + 778241f' + 114688( Ji)3- 501761f'2 < o. 

Théorème 2.20 Il existe un vecteur (S;)OSiS2K E MM SE satisfaisant la conditiou ( H~~) tel que 

(s}~JKk~.o ~ MMS. . 

Démonstration 

Pour montrer l'existence, il suffit de donner un exemple. 
Si [0, R] C [0, 1], on ne peut pas trouver d'exemple car dans ce cas, le vecteur est totalement Juouotone 
extrait. 

Prenons K = 1, So =arc tan 3, S1 = ln
2

10
, 52 = 3- arctan3. 

3 xi 
carS;= fo -

1
--2 d:r:. +x 

Cependant, 

(Si)o952 E M MSE, 

(St{k:o ~ MMS, 

S
(c) _ 

3 3 
(-6 + 2arctan3 +ln 10) 2 

0 car 3 2 - - arctan -
2
(
2 3 1 10

) < . 
· arctan - n 

Théorème 2.21 Il existe un vecteur (Si)os;9K E M HE ~atisfaisant la conditwn ( H~i) tel qut 

(S;~iK );~o ~ M H. 

Démonstration 

Pour montrer l'existence, il suffit de donner un exemple. 
Les exemples des théorèmes 2.17 et 2.20 conviennent en prenant respectivement ]R1 , R:![ =] - l, 0( et 
]R1, R2[=]0, 3[. 

2.14 Propriétés concernant les suites polynô1niales pour 1'6-
prédiction 

Quelles sont les propriétés à supposer sur les composantes du vecteur à prédire pour que les tenu es de la 
suite prédite possède les mêmes propriétés ? 

Dans cette section, nous établissons que la propriété d'être donné sous une forme polynomiale de degré 
suffisanunent petit répond à cette question. 
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Voyons préalablement quelques lemmes. 

Lemme 2.3 Si (i) Pm(x) E .Œm[x], ViE {0, 1, ... , m + 1}, alors, Vs E 8(, V(1·o, 7'1, ... , 7'm+I) E JI..'"'+ 2
, 

on a 

(O)Pm(ro) 
(li)Pm(ro + s) 

(1) Pm(rt) 
(1)Pm(r1 + s) 

(O) Pm(ro + (m + l)s) (1) Pm(rl + (m + l)s) 

Démonstration 

La preuve èe ce lemme se fait par récurrence sur m : 

(m+1)Pm(rm+1 +(nt+ 1)s) 

-sim= 0, alors (0)P0 (x) =a et (l)P0 (x) = b avec (a,b) E .Œ2 . On a donc bien 

=o. 

-on suppose la propriété vraie au rang (m-1) et on montre qu'alors elle reste valide au rang rn : 

(O)Pm(ro) (1) Pm( rl) (m+ 1) Pm(1'm+1) 
(O)Pm(ro + s) (1)Pm(r1 + s) (m+I)pm(1'm+I + s) 

(O)Pm(ro + (m + 1)s) (1) Pm(rl + (m + 1)s) (m+ 1)Pm(rm+l +(m+ 1)s) 

(O)Pm(ro) (l)Pm(rJ) (m+I)pm(rm+l) 
(O)Qm-J(ro) (l)Qm-l(rl) (m+l)Qm-,{7·,.,+1) 

= 

(O)Qm-I(ro +ms) (l)Qm-J(rJ +ms) (m+I)Q (7· + m~) m-1 m+l 

par l'opération ième ligne- (i- 1)ème ligne, ViE {2, 3, ... , m + 2} et où 

(i)Qm-l(x} = (i) Pm(X + s)- (i) Pm(x) E ff(m_I[x], ViE {0, 1, ... , m + 1 }. 

En effet si le terme de degré m de (i) Pm(x) est a;xm, celui de (i) Pm(x + s) est a;xm, et doue le terme de 
degré m de (i)Qm-I(x), qui est à priori un polynôme de degré m, est nul. 
On développe ensuite le déterminant obtenu suivant la première ligne, et on couclut par IIypothèse Je 
récurrence que le déterminant qui est facteur de (i)Pm(r;) est nul, ViE {0, 1, ... , m + 1}, el donc 

(O) Pm(ro) 
(O)Pm(ro+s) 

(l)Pm(rl) 
(l)Pm(rt+s) 

(m+l)P, (r ) m m+l 
(m+t)pm(7'm+l + s) 

(O)Pm(ro+(m+l)s) (l)Pm(rt+(m+1)s) (m+l)Pm(rm+l +(rn+ l)s) 

Lemme 2.4 Si (i) Pm(x) E .Œm[x], ViE {0, 1, ... , m + 1}, alors, 
V(ro,rJ, ... ,rm+l•so,s1, ... ,sm+d E .Œ2m+4, on a 

(O) Pm(ro +sa) 
(O)Pm(ro + sl) 

(l)Pm(rl + so) 
(l)Pmh +si) 

(m+l)Pm(rrn+l +sn) 
(m+l) Pm(rm+l + ~1) 

(m+I)Pm(7'm+l + ~•u+ 1) 

= U. 

= U. 
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Démonstration 

D'après le lemme 2.3, il existe (Ao,At. ... ,Am+l) E ff<"'+2, tel que 

Ao (O) Pm(ro +x)+ A1 (l) Pm(rl +x)+ ... + Am+l (m+l) Pm(7'm+l +x) 

soit un polynôme de degré inférieur ou égal à m qui est nul pour au moins ( m + 2) valeurs de x à savoir 
0, s, ... , (rn+ l)s. 
Donc 

Ainsi, si l'on prend successivement pour x les valeurs .~0 ,s 1 , ... ,sm+!• on obtient 

(O)Pm(ro + so) 
(O)Pm(ro + st) 

(l)Pm(rl + so) 
(l)Pm(rl +si) 

(m+llPm(rm+l + so) 
(m+l) Pm(rm+l +si) 

=o. 

Lemme 2.5 Si Pm(x) = L~o a; xiE ff(m[x]. alors, 'Vs E //(, 'V(ro, ri' ... ' 1"m) E ucn+l. 011 a 

Pm(ro) 
Pm(ro + s) 

Pm(ro +ms) Pm (TI+ ms) 

m(m+ 1) 

= a~+ 1 s 2 ( II ë)( rr (r;- ri)). 
iE{l,2, ... ,m} iE{O,l, .. ,m}, jE{i+l,i+2, .. ,m} 

Démonstration 

La preuve de ce lenune se fait par récurrence sur m : 
-sim= 0, alors Po(ro) = ao. 
-on suppose la propriété vraie au rang (m- 1) et on montre qu'alors elle reste valiJe au raug 111 : 

Pm(ro) Pm(rl) Pm(rm) 
Pm(ro + s) Pm(1'1 + s) Pm(rm + s) 

Pm(ro +ms) Pm(rl +ms) Pm(rm +ms) 

Pm(ro) Pm(rl} Pm(1'm) 
Qm-l(ro) Qm-l(rl) Qm-l(rm) 

= 

Qm-l(ro + (m- 1)s) Qm-l(rl + (m- 1)s) Qm-l(rm + (m- l)s) 

par l'opération ième ligne- (i -1)ème ligne, 'ViE {2,3, ... , m+ 1}, où Qm-l(x) = P.n(x + s)- P.n(x) E 
.IKm_I[x]. 
En effet puisque le terme de degré m de Pm(x) est amxm, celui de Pm(x + s) est am .tm, et donc le terme 
de degré m de Qm_ 1(x), qui est à priori un polynôme de degré m, est nul. 
D'où, on obtient 

Pm(ro) 
Pm(ro + s) 

Pm(ro +ms) Pm(rm +ms) 
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(m- 1)m m 

= (msam)m s 2 ( II ë) L(( -1); Pm(ri) II 
iE{1,2, ... ,m-1} i:O kE{O,I, ... ,m}, jE{k+l,k+~ .. ,m). k-:i:i. J-:i:• 

en appliquant l'hypothèse de récurrence à Qm- 1(x) = 2:::~ 1 b;xi avec bm-1 = msam, et eu développant 
ce déterminant suivant la prenùère ligne. 
Cependant, 

rn 
0 

n-1 ro 

rn 
1 

n-1 
ri 

rn 
n 

r~-1 

= II 
i€{0,1, .. ,n}, jE{i+l,i+2, .,n) 

1 1 1 

car c'est un déterminant de Vandermonde. 
On en déduit que 

Pm(ro +ms) 

(m- 1)m 

= (msam)ms 2 ( II 
iE{I,2, ... ,m-1} 

m(m + 1) 

= a:s 2 ( I1 
iE { 1.:! .m} t·u 

ro 
1 

an1 1·::: 
7.m-l 

'" 

1'1 
1 

par changement de la 1ère ligne en 1ère ligne - 2:7~~ 1 ai( m + 1 - i )ème ligne. 
Et donc 

Pm(ro) 
Pm(ro + s) 

Pm(ro +ms) 

m(m + 1) 

Pm(rl) 
Pm(7'J+s) 

Pm(rm) 
Pm(1'm + s) 

rm 

2 ( I1 ë)( II (7';- 1'; )), 

i€{1,2. ,m} iE{O,I, .,m}, jE{i+l.i+2. ,m} 

par nùse en facteur de am dans la 1ère ligne, et d'après la valeur du déterminant de \'auJermoude. 

Lemme 2.6 Si Pm(x) = I:::o a;xi E IKm[x], alors 'Vr E ]]{, on a 

Pm(r) 
Pm(r + 1) 

Pm(r + m) 

Pm(r+l) 
Prn(r + 2) 

Prn(r+m+ l) 

m(m + 1) 

= a~~+ 1 
( -1 ) 2 ( II 

Prn(r+m) 

Pm(r + m + 1) 

Pm(t· + 2m) 

(i! )ë ). 
i€{1,2, .. ,m} 
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Démonstration 

Dans le lenune 2.5, on poses= 1, Ti = i + r, 'ViE {0, 1, ... , m + 1}, et, conune 

II 
iE{O,l, ... ,m}, jE{i+l,i+2, ... ,m} 

II 
iE{O,l, ... ,m}. jE{i+l,i+2, .. ,m} 

m(m + 1) 
(-1) 2 

(i- j) 

II 
iE{O,l, .. ,m}, jE{i+l,i+2 .. rn} 

m(m + 1) 

= <-1) 2 II i!, 

on obtient directement le résultat suivant : 

Pm(r) 
Pm(r + 1) 

Pm(r+ m) Pm(r+m+l) 

m(m + 1) 
= a;::!+1(-1) 2 ( II 

iE{l,2, ... ,m} 

Pm(r+ m) 
Pm(r+m+ 1) 

Pm(r + 2m) 

( '1) ·i) L% • 

iE{1,2, ... ,m} 

Lemme 2.7 Si a;,; E JK, 'ViE {1, 2, ... , m}, Vj E {1, 2, ... , m}, alors, Vb E /J{, on a 

bm-lal,m a1,1 a1,2 

bma2.m = b(m-J)m 
a2.1 a2.2 

b2m-2am,rn am,l a,n,2 a,,,, 

Démonstration 

L ·~-prédiction 

(j-i) 

En mettant bi-l en facteur dans la ième ligne, ViE {1,2, ... ,m}, puis, en mettant b'- 1 en facteur dans 
la ième colonne, ViE {1, 2, ... , m}, on obtient directement le résultat du lemme. 

Nous constatons dans le théorème suivant que, si les composantes du vecteur initial sont doniiPt>S par 
une expression polynômiale de degré assez petit, alors les termes de la suite prédite par !'~-prédiction 
sont eux aussi donnés par cette expression. 

Théorème 2.22 Soit le vecteur (S;)o~;~ 2K-l• donné parS; = 'L:':o a1i
1

, Vi E {U, 1, ... , '21\. - 1}, 

satisfaisant la condition (H~~- 1 ), alors, la suite (SLcdK-l)i?_o est donnée par 

K 

s}~dK-1 = L a,i
1
' ViE IN. 

1:0 

Démonstration 

On peut supposer aK ::f 0 car si a; = 0, ViE {K0 + 1, J\'u + 2 .... , J\} avec ar.·u ::j: U. ot1 e:;t r<~tllelle a 

d ' ' (i) 0 "'. E IN l' d ' ti J 0 "'. IN emontrer qu ~2Ko-l = , vz au teu e montrer qu ~'.!K-t= , vz E . 
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D'après la section introductrice sur l'ë-algorithme, 

A 3s<'> 
~ i 2K-1 

.:l
3 s~~~ .2x -1 

A 3s<'> 
~ K+i-2,2K-1 
"3S(c) 
~ K+i-I,:?K-1 

A 3s<') "Js<') 
(i) _ ~ K+i-2,2K-1 ~ 2K+i-4,2K-1 

ê2K-l- ___ A_S.;..,("""c)-'------"-S_(.,..c.,...) -'----'---, 'ViE 1\'. 
~ i 2K-1 ~ K+i-1,2K-l 

AS(t) s(t) 
~ i+l,2K-l ,:l K+i,2K-l 

As<'> 
~ K+i-l,2K-l 

.:lS(c) 
2K +i-2,2K -1 

On suppose que stlx-l = L~o a,i1 = Px(i), 'ViE IN. 

Alors, .:l3Stix-t = Px(i + 3)- 3Px(i + 2) + 3Px(i + 1)- Px(i). 
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Cependant, Px(x + 3)- 3Px(x + 2) + 3Px(x + 1)- Px(x) E ll{K-3[x], car ce polynôme qui est à priori 
de degré J{, a 

1. son coefficient de degré I< nul puisque aK - 3ax + 3ax - ax = 0, 

2. son coefficient de degré (/{- 1) nul puisque (3!{ al\ +a x_ I) - 3(21{ a x + u K _ 1 ) 

+ 3(1\ax + ax-d- ax-1 = 0, 

3. son coefficient de degré(!\- 2) nul puisque (9(K-:/>K ax + 3(/{- I)a1,_ 1 + ul\·-:!) 

3(4 (K-I)K 2'(1' 1) ) ''((1\.:.'lih' (J. 1) U 
- 2 aK + \- aK-l + UK-2 + .J 2 aK + \- UK-l + UK-'2)- Clf\-1 = · 

Donc, d'après le lemme 2.3, 

A3S(c) 
~ i 2/\-1 

A 3s<ci 
~ i+1,2K-1 

A3s<•> 
~ K+i-2.:!1\-1 

A 3 ~(cJ 
~ .':;K+i-2,2K-1 
"3 ~('c) 
~ .':;K+i-1,2K-1 

3 ~(c) 
.:l .':;2K +i-4.2/\- 1 

=o. 

De plus, .:lS;l'jK-I = PK(i + 1)- Px(i). 
Et cependant~ PK(x + 1)- PK(x) E H\·K-dx]\HÎ/\-2[x], car ce polynôme qui est à priori d·~ Jegré 1\· a 

1. son coefficient de degré ]{ nul puisque ax - ax = 0, 

2. son coefficient de degré (K-1) non nul puisque (/{aK + ax-d- aK-I = l\·aK -:f.O. 

Donc, d'après le lemme 2.6, 

A • · (i) Û \../' TI\T 
lDSl, ê 2/\-l = , v! E JJL 

"S(c) 
~ i2K-l 

"S(c) 
~ i+I,2J(-l 

As<<> 
~ K+i-1.2/\-1 

S (t) 
Â K+i-1,2K-1 

" ~(c) 
.:.l,.) 1\ +•.'2K- 1 

Le théorème suivant constitue une généralisation de ce dernier. 

-:f.o. 
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Théorème 2.23 Soit le vecteur (S; )o~i~2K, donné par S; = ail:~~ 1 
a1i1, 'Vi E { 0, 1, ... , 21-.·}, satis­

faisant la condition (H~~), alors, la suite (StJK );~o est donnée par 

K-1 

stiK =ai I: a1ë, 'ViE IN. 
/:0 

Démonstration 

On peut supposer aK-1 =/: 0 car si a;= 0, 'ViE {I<o,I<o + 1, ... ,I< -1} avec aKo- 1 # 0, on est ramené 
à démontrer qu'ê~~o = 0, 'ViE IN au lieu de montrer qu'ê~~ = 0, 'ViE IN. 
D'après la section introductrice sur l'ê-algorithme, 

.-.( c) 
::::\2« 
~~1,2K 

S(c) 
K+i,2K 

s<r) 
K+i+l,2K 

s<r) s<r) 
( i) K +i,2K 2K +i,2K 

ê2K = _ __:_.;.;;.,..:...;.:.=..:..:......---..::.:.::....:..,;.~__:--' 'Vi E IN. 
A2S(r) A2.-.lr) 
u i\2K u ~K+i-1,2K 

A 2S(t J A 2S(r) 
u i+1,2K u K+i,2K 

Â 2S(c) 
K+i-1,2K Â 2s<'> 

2K+i-2,2K 

0 S(c) ;"K-1 ·/ ip (") v· IN n suppose que ;, 2K =a L...I=O a1z =a K-1 z , vz E . 
Donc, d'après les lemmes 2.3 et 2.7 : 

s<r) 
il2K s<r, 

i+1,2K 

s<r) 
K+i,2K 

s<r) 
K+i+1,2K 

S(c) s<r) 
K+i,2K 2K+i,2K 

=o. 

D'autre part, A2 S~.rJK = ai+2 PK-1(i + 2)- 2ai+l PK-1(i + 1) +ai PK -t(i). 

Et cependant, a2 PK-1(x + 2)- 2aPK-1(x + 1) + PK-1(x) E D<I<-dx]\D<K-2[x], car ce polyn0nw qui 
est à priori de degré (K- 1} a son coefficient de degré (1\- l} non nul (en effet, ou peut SUPI'""er que 
a :f 1 car sinon on est dans le cadre du théorème 2.22 et par conséquent, a2aK-1- :2aaK-t + UJ<-1 = 
aK-1(a- 1)2 # 0). 
Donc, d'après les lemmes 2.6 et 2.7, 

A. . (i) 0 v· IN ms1, ê 2K = , vl E . 

A2S(c) 
il2K 

Â 2S(CJ 
i+1,2K 

Â 2s<•> 
K+i-1,2K 

Â 2s<r> 
K+i-1,2K 

Â 2s<•> K+i,2K 

Â
2.-.lt) 
~2K +i-2,2K 

# 0, 'ViE IN. 

2.15 L'r:p-prédiction du point de vue algorithmique 

L'êp-prédiction est une méthode de prédiction qui généralise la ê-prédiction. L'êp-prédiction est obtenue 
de la manière suivante : selon la valeur de p, soit nous précédons le vecteur à prédire de composantes 
nulles, soit nous lui tronquons ses premières composantes. Nous lui appliquons ensuite l'ê-préJi~:tiou. 



2.15. L'ép-prédiction du point de vue algorithmique 

Soit le vecteur (S;)o$i$N E IJ{N+ 1 et p E {0, 1, ... , N}. 

Nous formons la table ( 1) dépendante de p : 

0- (-1) 0 = €~-2) - éo --- ( -1) 
0 é1 

--- (-1) So = é~o) < é2 

0 €(0) ---1 

0 (2p-N) 
----- = é2N-4p-2 

S1 = é~1 > ---

0 
S (N-2) 

N-2 = é 0 
--- (N-2) 

-------- é1 

S _ (N-1) < --- (N-2) 
N-t-éo € 2 

(N-1) _..-
€1 __..-0 

SN= [~N) ---

à l'aide de la règle classique de l'c-algorithme : 

é~i = 0, ViE {max( O. 2p- N), max(O, 2p- N) + 1, ... , N} 
c~i) = S;, ViE {max(O, 2p- N), max(O, 2p- N) + 1, ... , N} 

é~(i~l)=O, ViE{1,2, ... ,N-2p} 
(i) _ (i+1) 1 '-'. { .. 2N 2 } et éj - c1_2 + (i+ 1) (i) , v) E 1,2, ... , - p, 

éj-1 - éj-1 

ViE {max(2p- N, -1- [9)), max(2p- N, -1- [9]) + 1. ... , N- j} 
(où, 'ix E IR, [x] E IN est tel que [x]::; x< [x]+ 1 ). 

Ensuite, nous formons la table (2) dépendante aussi de p : 

0 -----

0 -----

_12p-N) 
c~N-2p 

Il 
l~p-N+l) 

: '!.\'- 2p 

Il 
,1:!!•-N+~! 
: :;.\'-:tp 

Il 

1 

41 
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en utilisant la règle progressive de l't-algorithme : 

~) (--N) ~· 2 N 1 !2N-2p = !2N-2p' vi ~ P- + 
(l'tp- prédiction est obtenue en attribuant la même valeur à tous les termes de la colonne la plus à 
droite et en redescendant la table à l'aide de la règle progressive de l' t - algorithme) 
iiJ = 0 Vi > N + 1 -1 , -

(i) - (i-1) 1 et,t; -t; + (i- 1) (i), VjE{0,1, ... ,2N-2p-1}, 'Vi~N-j+l. 
ei+1 - 'i-1 

Définition de l'tp·prédiction du point de vue algorithmique 

Nous définissons la suite prédite par l'Ep-prédiction (S}~}f)k~.o à partir du vecteur (Si)o$i$N par 

Att,p) (i) ~·> (0 2 N) ::Ji,N = t 0 , vi _ max , p- , 

et st:> = S;, ViE {0, 1, ... , 2p- N- 1}. 

Nous notons (S}~if))i2:0 cette suite prédite, parce que chaque terme de celle-ci dépend des valeurs de N 
et de p (! indique que cette suite est obtenue par l'tp-prédiction). 

Condition d'existence de l'tp-prédiction du point de vue algorithmique 
(i+ 1J ..J. (i) ~. { 2 2N 2 } Lorsqueti_ 1 réj_ 1 , vJE 1, , ... , - p, 

ViE {max(2p- N, -1- [?]), max(2p- N, -1- [?]) + 1, ... , N- j} 
et t);;/> # t);2 1, 'Vj E {0, 1, ... , 2N- 2p- 1}, 'ViE {N- j + 1, N- j + 2, ... ) . 
l'!p-prédiction existe, ce qui veut dire qu'il ne se produit pas de division par zéro clau:; l'alg,oritiJJJJ<:!. 

Nous notons cette condition (H~,p)) parce qu'elle dépend des valeurs de N et de p. Cett.: condition 
d'existence est toujours associée à une suite en particulier. 

Remarques à propos de l'tp·prédiction définie de façon algorithmique 

1. L'algorithme de l'tp-prédiction et donc la condition d'existence peuvent être simplifiés dans de 
nombreux exemples. En effet, si dans la table (1), la colonne d'indice N0 (NoE {0, 1, ... , N}) est 
constante et égale à S, il nous est impossible de calculer les termes des colonnes d'indice supérieur 
ou égal à N0 dans les tables (1) et (2). Dans ce cas, on suppose alors que la colonne d'indice No dans 
la table (2) est constante et égale à S (l'algorithme de l't-prédiction est raccourci et la condition 
d'existence en est d'autant allégée). 

2. La condition (H~·P)) peut être affaiblie dans beaucoup d'exemples. Formellement à l"<11de d'un 
logiciel de calcul formel utilisant les règles de calcul usuelles concernant l'infini (i.e. t = 0, 
l; = oo, ... ). Numériquement, en se servant des règles particulières de l't-algorithme exposées dans 
(8, pp. 34-38], et dans (9], qui permettent de contourner les singularités. 

3. Quand N est pair, au lieu d'utiliser les règles classique et progressive de I'E-algorithme pour 
l'algorithme de l'tp-prédiction, nous pouvons utiliser la règle de la croix de l'ê-algoritluue Jannée 
par P. Wynn dans (24]. 

4. L 'e,-prédiction n'est !'!-prédiction que lorsque p = f{ et N = 2!{. 

De par la construction même de la. suite (Si·.~, );?v, nou:s eoonçons ceci : 

Soit le vecteur (Si)o$i$N E D{N+l satisfaisaut la condition (Hj:·P>), alors (S~~J'J)i~O est uue suite 
prédite à partir du vecteur (S;)o$i$N. 

De cette façon, nous justifions l'attribution du mot prédiction à cette méthode. 
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2.16 L'êp·prédiction du point de vue algébrique 

Soit le vecteur (Si)0$i:SN E JKN+I. 

On définit alors (bo, b1, ... , bN-p) comme solution du système linéaire suivant : 

{ 
Sp = boSzp-N + b1S2p-N+1 + ... + bN-p-ISp-1 + VN-p 

Sp+l boSzp~N+1 + b1S2p-N+2 + ... + bN-p-ISp + bN-p 

SN = boSp + b1Sp+l + ... + bN-p-ISN-1 + bN-p 

avec par convention S; = 0 lorsque i < O. 
Le système précédent admet une solution si et seulement si 

Szp-N Szp-N+I Sp-I 1 
Szp-N+1 Szp-N+2 Sp 

#0. 

Sp Sp+l SN-I 

Définition de l'êp·prédiction du point de vue algébrique 

Nous définissons la suite prédite par l'êp-prédiction (St~·P));~o à partir du vecteur (S; )u~i~lV par 

S~'~·P! = S;, 't/i E {0, 1, ... , N} 

et 
S (cS,p) _ b S(cS,p) b S(<S,p) b -,(cS,p) b 

N+i,N- 0 p+i,N + 1 P+•+l.N + · · · + N-p-1:,N+i-1,N + N-1" Vi 2: 1. 

Nous notons (S~'~·P))i>O cette suite prédite, parce que chaque terme de celle-ci Jép..:uJ Je, valeur::; de 
Net de p (ê indique q~e cette suite est obtenue par l'.~p-prédiction, et S que la ré::;olutio11 d'uu systèiiJ<~ 
linéaire est indispensable). 

Condition d'existence de I'êp·prédiction du point de vue algébrique 
Lorsque 

l'êp-prédiction existe. 

S2p-N+1 
S2p-N+2 

Nous notons cette condition (H~S,p)) parce qu'elle dépend des valeurs de Net de p. Cette condition 
cl 'existence est toujours associée à une suite en particulier. 

De par la construction même de la suite (Sr~:·P));~o, nous énonçons ceci 

Soit le vecteur (S;)o:::;;:::;N E I!(N+I satisfaisant la condition (H~~S,p)), alors (5)'~·1'));~ 0 tsi une sullt 
prédite à partir du vecteur (S; )o~i:SN. 

De cette façon, nous justifions l'attribution du mot prédiction à cette méthode. 

Remarque à propos des conditions d'existence 
Lorsque la condition (H~·P)) est satisfaite pour le vecteur (S; )o:::;.:::;s E Il\N+ 1

. il ~\·ns11it , 1,,,. la ronditio,, 
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(H~S,p)) est satisfaite pour le même vecteur. Cette propriété provient Ju fait que le déterminl\nt non 

nul de la condition (H~S,p)) est précisément le dénominateur d'<:~~=~~~ quand celui-ci est donu..: sous 
forme d'un rapport de deux déterminants. 

Théorème 2.24 Soit le vecteur (Si)o~i~N E JKN+l satisfaisant la condition (H~·Pl), alors 

S (c,p) _ S(cS,p) v· E IN 
i,N - i,N • va · 

Ce théorème établit que l'êp-prédiction définie algorithmiquement, lorsqu 'elle existe. e:;l ex<1d etneut 
l'ëp-prédiction définie algébriquement. 

Nous donnons, dans le théorème suivant, une expression de S~!f.1, 'ViE IN, sous forme d'uu rapport 
de deux déterminants, sans la démonstration qui est triviale car provenant directetnent du sy;;tème de 
Cramer. 

Théorème 2.25 Soit le vecteur (Si)O$àSN E o.;N+i satisfaisant la condition (H~S.p 1 ), a/on; 

0 1 S(cS,p) 
p+i,N 

S(cS,p) 
p+i+i,N 

S(cS,p) 
N+i-i,N 

Sp 1 S2p-N S2p-N+1 Sp-1 
Sp+t 1 S2p-N+1 S'Jp-N+'J Sp 

S(cS,p) _ SN 1 Sp Sp+t SN-1 
N+i,N- 1 S2p-N S2p-N+i Sp-1 

, ViE l\', 

1 S2p-N+1 S2p-N+2 Sp 

1 Sp Sp+1 SN-1 

avec par convention Si = 0 lorsque i < O. 

De nombreuses propriétés associées à )'.:-prédiction demeurent valides pour 1'.:r-prédiniou. Par .-u,,,...:quent. 
nous ne les détaillons pas. 



Chapitre 3 

La Padé-prédiction et la 
Padé-partiel-prédiction 

La Padé-prédiction a déjà été étudiée par J. Glewicz dans [11, chap. 8]. Cette méthode de prédiction est 
obtenue à partir des approximants de Padé. Dans ce chapitre, nous utilisons les approxin1ants de Padé 
partiels pour construire une méthode de prédiction appelée la Padé-partiel-prédiction. 

Alors que la E-prédiction et l'é-prédiction sont des méthodes agissant directement sur Je vecteur 
(S;)o<i<N• la Padé-prédiction et la Padé-partiel-prédiction agissent sur le vecteur des SOllliiJes partielles 

(2:~=-o Si ti )osiSN. 

Nous ne voyons ici que le point de vue algébrique de cette méthode de prédiction. Son aspect algori­
thmique est étudié au chapitre 5. 

Nous étudions tout d'abord la Padé-prédiction qui possède de nombreuses propriétés. ;\ous essayons 
ensuite de définir si celles-ci restent valables pour la Padé-partiel-prédiction. 

3.1 Les approxin1ants de Padé 

Les approximants de Padé sont définis par H. Padé dans [15]. Un récapitulatif concemant ces approxi­
mants nous est donné dans [4, p. 35]. 

Définition 
Soit f(t) = L:c;ti une série formelle. 

i>O 

S'il existe un ~ouple (v(t), w(t)) E DÎ9 [t] x DÎp[t] tel que 

v(t) A w(t) = 1 

{ 

v(O) = 1 

u:(t) = J(t) + ow+q+l) ' 
v( t) 

45 
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on dit que :g; est l'approximant de Padé [p/q] de f(t). 

• w(t) 
Aussa, on note v(t) = [pfq]J(t)· 

L'existence du couple (v(t), w(t)) E .IK9 [t] x ./Kp[t] est assurée par la condition: 

;é 0, 

avec par convention Ci = 0 si i < O. 

Théorème 3.1 Pour les approximants de Padé, on a la formule de Jacobi : 

"1:'-9 c·tq+i 
L-•=0 1 

Cp-q+1 

'"p-q-1 ·tq-l+i 
L..i:O c, 

Cp-q+2 

[p / q]J( 1) = .:..__.._:cP'---:---t-q ---!~::..-~:..,::----1-...,.-C..!.p....:.+~q--....:. 

avec par convention Ci = 0 si i < O. 

3.2 La Padé-prédiction 

Soit (Si)o~i~N E JKN+l. On pose alors 

N 

PN(t) = L S;ti E ll..:'N[t]. 
i:O 

Soit (lorsqu'il existe) ::;; , l'approximant de Padé [p/N-p] de PN(t). 

Définition de la Padé-prédiction du point de vue algébrique 
Nous définissons la suite prédite par la Padé-prédiction (S~P~ );>o à partir du vecteur (S; )o<; <"' telle 

que, formellement, on ait ' - - -

"' ctPJ • - w(t) 
~ .J;,Nt - '1/t). 
i:?û \ 

Nous notons (S~;~ )i~O cette suite prédite par la Padé-prédiction, parce que chaque terme dP celle-ci 
dépend des valeurs de N et de p. 

Condition d'existence de la Padé-prédiction du point de vue algébrique 
Lorsque 

S2p-N+1 S2p-N+2 Sp 

S2p-N+2 S2p-N+3 Sp+l 
;éO 

Sp Sp+t SN-1 



3.2. La Padé-prédiction .:Jï 

avec par conventionS;= 0 si i < 0, la Padé-prédiction (Si:,~ k::o calculée à partir du vecteur (S; )o$i:S.'\' 
existe. 
Nous notons cette condition (H<J)) parce qu'elle dépend des valeurs de N et de p. Cet te condition 
d'existence est toujours associée à une suite en particulier. 

Soit le vecteur (S;)o$i$N E JKN+l satisfaisant la condition (Hj:)), alors (Sj;h);~o est uue suite prédite 
à partir du vecteur (S;)o$i$N. 

De cette façon, nous justifions l'attribution du mot prédiction à cette méthode. 

La Padé-prédiction a déjà été donnée par J. Gilewicz dans (11, chap. 8], sous la forme sui\·ante : 
soit f(z) la série tronquée 

n+m 

f(z) = L S;z;. 
i:O 

On note 

( 1 l 
_ Po+ P1Z + · .. + PmZm 

m n f(z) - ~ n 
1 + q1 .. + ... + qn Z 

On résoud le système linéaire suivant à n inconnues qui sont q1, qz, ... , qn et à n équations : 

n 

,L:s;-iqi=-S;, 'ViE{m+l,m+2, ... ,m+n}, 
j=l 

et on déduit les Po, Pl, ... , Pm à partir des égalités : 

n 

-p; + L S;-iqi = -S;, 'ViE {0, 1, ... , m}, 
j=l 

avec par convention Si = 0 si j < O. 
La résolution de ce système linéaire impose 

#o. 

On pose Si,n+m = S; pour 0 ~ i ~ n + m, et on définit Si,n+m pour i ~ n + m + 1 par 

n 

L si-j,n+mqj = -S;,n+m· 
i=l 

Lorsque l'on pose m =pet n + m = N, on vérifie que la suite (S; n+m );>o défin1e par J .Gilewicz est égale 

à la suite prédite par la Padé-prédiction (S~;h );~ 0 . • -

D'autre part, sim- n ~ 0, S;,n+m pour i ~ n + m + 1 est trivialement (au vu du système qui détermine 
les q1 , q2 , ... , qn) indépendant des valeurs de So, 5 1 , ... , Sm-n- 1 et Sm-n. Cette propriét,:· est mise en 
forme dans le théorème suivant : 

Théorème 3.2 Soit le vecteur (S;)o$i$N satisfaisant la condition (H<J\ alors si 2p- N ~ 0, la partie 

prédite de la suite (si;J);~o, c'est-à-dire (s;;J );~N+l• est indépendante de 5 0 , S1 , ... , S 2p-f\. _1 et S2p-N· 

Remarque 
Pour que la partie prédite dépende de toute la suite. il faut et il suffit que 2p- X < O. 
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3.3 Quelques exemples théoriques de la Padé-prédiction 

Nous étudions ici, sur de simples exemples (i.e. pour de petites valeurs de N) l'expression des termes de 
la suite prédite par la Padé-prédiction. 

Exemple 3.1 N=2, p=l 

D'où 

Exemple 3.2 N=2, p=O 

D'où 

Exemple 3.3 N=9, p=2 

D'où 

{ 

(2) 
S0 ,3 = So 

(2) 
sl,3 = s1 

2 s•-2 sU = s;-s pour i ~ 2 lorsque s2 -:p o. 

Exemple 3.4 N quelconque, p=N 

D'où 

N 

PN(t) = L Sjtj 0 

i:O 

{ 
sf:) = S; pour i E {0, 1, ... , N} 

S~:J} = 0 pour i ~ N + 1. 



3.4. Extrapolation exponentielle et Padé-prédiction 4!) 

3.4 Extrapolation exponentielle et Padé-prédiction 

L'extrapolation exponentielle, exposée dans [12, pp. 272-280), et la Padé-prédiction sont connectées de 
façon élémentaire. 

Théorème 3.3 On suppose préalablement que 2p- N ;::: -1. 
Soit le vecteur (S;)o$i$N E JKN+l satisfaisant la condition (H}:)). Lorsque le système (S) admet une 
solution, la Padé-prédiction est une méthode de prédiction identique à de l'extrapolation exponentielle du 

vecteur initial tronqué de ses (2p- N + 1) premiers termes ; ceci signifie que si on définit ( T;(';J )i>O par 
' -

où a 1 , a 2 , ... , aN -p, b1 , b2 , ... , bN -P• sont déterminés comme soluti&ns du système (S) 11011 linéaire sur­

va nt : 

{ 

S2p-N+l 

S2p-N+2 

SN 

= al+ ... +aN-p 

a1b1 + ... + aN-pbN-p 

b
2N-2p-1 b2N-2p-l 

a11 + ... +aN-PN-p 

alors 

Démonstration 

On a 

i=O 

i:O i:'2p-N+i 

2p-N N 

= "" S,·ti + "" ( bi+N-2p-1 + + . bi+N-'2p-1 )ti L...,. L...,. OJ 1 . . . Gf\ -p N-1' 

i:O i:2p-N+l 

2p-N 2N-2p-i 

"" S,·ti + t'2p-N+l "" ( bi + + b' )t' L L GJ 1 . . . GN-p N-]' . 
i:O i:O 

et, (piN - ) - '\'2p-N S· ; '2p-N+J(_a_J- aN-p 
p PN(t) - L...i:O ,t + t 1 b + ... + 1 b ). 

- 1t - N-pt 
D'où, formellement, 

2p-N 

(pfN- P]PN(t) = L s,e + t'2p-N+I I)alb; + ... + as-pb:,_p)ti. 
i:O i~O 

Ce qui implique que 

{ 
SiP~ =S;, ViE {0,1, ... ,2p-N} 

S
(p) _ bi+N-2p-i bi+N-'2p-i 1..1· 2 ,. 
i,N -GJ l + ... +aN-p N-p , vz2: 'p-H+ 1 

d rCPl- s(p) v· IN et one, i,N - i,N• z E . 
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Théorème 3.4 On suppose préalablement que 2p- N ~ -1. 
Soit le vecteur (S;)o~i~N E JKN+l satisfaisant la condition (Hj:>). Lorsque le liYiiltlnt (S) ud111d une 
solution, la Padé-prédiction est une méthode de prédiction identique à de l'extrapolation exponeulielle du 
vecteur initial précédé de (N- 2p- 1) zéros ; ceci signifie que si on définit (rf.~~)i?o par 

...tp) =a bi+N-2p-l + +a bi+N-2p-l \.J" E IN "li',N 1 1 · · · N-p N-p , vt 

où at, a2, ... , aN -P• b1, b2, ... , bN-p 1 sont déterminés comme solutions du système {S) non linéaire sui­
vant: 

alors 

Démonstration 

On a 

= 

= 

0 = a1 + ... +aN-p 
0 = a1b1 + ... + aN-pbN-p 

0 = bN-2p-2 bN-2p-2 
a1 1 + ... +aN-p N-~ 

So = bN-2p-l bN- p-1 
al 1 + ... +aN-p N-p 

51 = bN-2p bN-2p 
a1 1 + ... + aN -p N-p 

SN = a b2N-2p-l + + b2N-2p-l 
1 1 · • · aN-p N-p 

Tf.'2 = s<P ~, Vi E IN. a, a, 

i:O 

N 

L: 
.1::2p-N+l 

N 

L: 
.1::2p-N+l 

2N -2p-l 

( bk+N-2p-l + + bk+N-2p-l)tk 
a1 1 · · · aN-p N-p 

""' ( bi + + bi )ti+2p-N+! L..J al 1 . . . aN-p N-p 
i:O 

2N-2p-l 

= t2p-N+l ""' ( bi + + bi )ti L.. a1 1 · · · aN-p N-p • 
i:O 

t [piN ] - t2p-N+l(~ + + aN-r ) e , - P PN(t)- 1-b1t · · · 1-bN_,t · 

D'où, formellement, 

Ce qui implique que 

[pfN- P]PN(IJ = t2p-N+l L(a1b~ + ... + aN-pb~-p)t'. 
i?O 

S(p) _ bi+N-2p-l + +a bi+N-Zp-1 \.J; E IN. 
i,N -al l ··· N-p N-p 'v. 

et donc Tf.P) - s\P) Vi E IN. ' a,N- a,N' 

Remarque à propos de l'extrapolation exponentielle 
Pour de l'extrapolation exponentielle, les a; et les bi n'appartiennent pas nécessairement au curps U\·, 
comme nous le constatons dans l'exemple suivant : 
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Exemple 3.5 Soit JK =IR, N = 3, p = 1. 
Soit (S;)o<;< 3 donnée par So =sin 0, S1 = sin 1, S2 =sin 2, S3 =sin 3, alors, d'après Je théorème 3.1 

1 th ·- :- 3 , s<1l _ 1 ki _ 1 -ki _ · k t 1 d IR 1 d IR 1 d o> -I d Dl ou e eoreme ·i , A:,3 - 2Te 2Te -sm , e , 21 ~ , e v:: , - 21 v:: L, e v:: . 

3.5 Propriétés de relations entre Padé-prédictions 

Cette section est reprise dans sa majeure partie dans le chapitre 4. Un des attraits motivant le théorème 
suivant est de procurer de nouvelles méthodes de prédiction grâce aux points (i), (ii), (iii) et (iv). 

Théorème 3.5 Il existe des vecteurs (S;)o<i<N E JKN+l et (T;)o<i<N E [gN+! vérifiauf fous les deu1· 

la condition (H<Jl) et fournissant respective~1;nt les suites (S~P~ );>~ ~t (T?~ );>u pur lu l'adc'-prédzctwu, 
et un élément a de IK tels que : ' - ' -

(i) S}~ + r,<_r;J # u,<,PJ où (U;)os,;s,N est un vecteur donné parU;= S; + T,. ViE {0, 1. ... , N}, 
fournissant la suite cu?'~ )i>O par la Padé- prédiction 

(ii) s}:~ * T,~PJ # V/r;} ~ù (-Vi)os,;s,N est un vecteur donné par Vi= S; * T;, ViE {0.1. .... N}, 
fournissant la suite (V/r;});>o par la Padé- prédiction 

(iii) -(
1

) -::J: w,<PN) où (,W;):<i<N est un vecteur donné par W; =~.ViE {0.1, ..... \'). 
S p ' -- ::,. 

i,N ' 
fournissant la suite (W/jJ );>o par la Padé- prédiction 

(iv) S}Ph +a -::j: x}PJ o~ (X~)o<i<N est un vecteur donné par X;= S; +a, ViE {0, 1. .... N}, 

fournis~ant la suit~ (Xjr>J );>o ~a~ la Padé- prédiction. 

D'autre part, soient le vecteur (S;)oS,i$N E ll{N+ 1
, vérifiant la condition (H<J>) et fournissant la suite 

cs,<:~ )i~O par la Padé-prédiction, et a E 0{, alors : 

(v) a· S}Ph = Y/r;) où (Y;)o<i<N est un vecteur donné par Y;= a· S;, ViE {0, 1, .... N}, 
fournissa~t la s~ite (}·:<r;]),;o -par la Padé- prédicti~n 
(vi) a1 

· s};h = z;:~ o~ (Z:)oS,i$N est un vecteur donné par Z; =a'· 5;, 'ViE {U, 1. ... N }, 

fournissant la suite (z};~ );~ 0 par la Padé- prédiction. 

Démonstration 

Pour montrer l'existence dans les points (i). (ii), (iii) et (iv). il nous suffit de do11ner de,- ··xemples: 

(i) Prenons N = 2, p= 1, Sa= 1, S1 = ~. S2 =~~Tu= 0, T1 = ~. T~ = ~. dlur:; 

S~~J = i et T~.1f = ~ et u?J = 1 et donc 

(ii) Prenons N = 4, p = 2, So = 1, S1 = 2, S2 = 3, S3 = 2, S4 = 1, Tu= 1, T1 = ~· 1~ = ~. T3 = 
~~ T4 = 1, alors 

S(2) 2 ....(2\ 21 v.(2) 1 d 
5 ,4 = 5 et 15,.4 = ïO et 5 ,4 = et one 

s<2J r.<2J # v.<2J 
5,4 * 5,4 5,4 . 

(iii) Prenons N = 4, p = 2, So = 1, S1 = 2, S2 = 3, S3 = 2, 54 = 1, alors 

s~~1 = t et wi~l = i~ et donc 
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(iv) Prenons N = 2, p = 1, So = 1, St = t. S2 =!,alors. si a=1, S~~J = ~ et xà~d = ~~ et dour 

1 + s< 1> ::p x< 1> _ 3,2 3,2 

Montrons maintenant les points (v) et (vi). 

(v)Yi=a·S;, \fiE{0,1, ... ,N} ~Y;~~=a·S!~J, 'rliEIN, 

car :Lf:o Yit' = a·:Lf:o s,ti implique que [pjN -pJ:L:o Y; l' = [pjN -p]a·:L:o 5,1' = a·(pf N -p]L~:u 5,1'' 

et donc formellement, 

L Y;~';Jti = a . L Sf.Nti. 
·~o i~o 

3.6 Propriétés de positivité et de 1nonotonie pour la Padé­
prédiction 

Pour cette section, on impose en plus au corps conmmtatif Il\ d'être totalement ordonué. Nous coustatons, 
par exemple, que la suite prédite par la Padé-prédiction à partir d'un vecteur à COIII!JOsaute:s po:sitives 
n'est pas nécessairement à termes positifs. 

Théorème 3.6 Il existe un vecteur (S;)os;$N E IJ\~+l satisfaisant la condition (H~')) tel que 

(s}~J )i~O ft JKf!. 

Démonstration 

Pour montrer l'existence, il suffit de donner un exemple. 
Prenons N = 4, p = 2, Sa= 1, St = t. S2 = ~. Sa= /6 , S.t = 2 ~6 , alors 

(2) 17 
Ss,4 = -4096 < O. 

Théorème 3.7 Il existe un vecteur (S;)o$i$N E JK~+I satzsfaisant la conditwn (H 1~.'J) tel qut 

( s}~J )i~ o ft IK!!Y. 

Démonstration 

C'est une conséquence directe des théorèmes 3.6 et 3.5, (v). 

Théorème 3.8 Il existe un vecteur (Si)o<i<N E Il\N+I vérzfiant si+l - si E ul·+ et !>Ull~}lll~UIIl la 

condition (H}J'>) tel que (S!~J );~o E /KIN, ;t ~ependant S;(~Jt,N - s}:J ft_ Il~·+. 

Démonstration 



3. 7. Propriétés de totale monotonie et de totale oscillation pour la Padé-prédil"t ion .j.) 

Pour montrer l'existence, il suffit de donner un exemple. 
Prenons N = 2, p = 1, Sa= -1, SI=-~. s2 = /o, alors 

(!)_ 1 (1) 
s3,2-- 50 < s2.2· 

Théorème 3.9 Il existe un vecteur (Si)o<i<N E ll(N+I vérifiant si+! - S; E ll(_ et ::;ali4aisaut la 

condition (H):)) tel que (S};~ );~o E ll(IN, ;t ~e~endant S}~)I,N- s};~ fi_ il(_. 

Démonstration 

C'est une conséquence directe des théorèmes 3.8 et 3.5, (v). 

3. 7 Propriétés de totale n1onotonie et de totale oscillation pour 
la Padé-prédiction 

Pour cette section, on impose il(= IR. 

Il existe une grande différence entre les vecteurs totalement monotones finis et les vecteur, totalellleut 
monotones extraits. Dans cette section, celle-ci transparaît de manière li111pid··· E11 t>ff.-1. lt•Jus co11sta­
tons que la suite prédite par la Padé-prédiction à partir d'un vecteur totalement monoto11e extrait est 
totalement monotone alors que la suite prédite par la Padé-prédiction à partir J' uu vec- t ··ur tutale1ueut 
monotone fini ne l'est pas nécessairement. 

3. 7.1 Totale monotonie 

Commençons par voir si la Padé-prédiction fournit une suite totalement monot Oll<' à partir .1'u11 vecteur 
totalement monotone fini (lorsque 2p- N?: -1). 

Théorème 3.10 On suppose préalablement 2p- N?: -1. 
Il existe un vecteur (S;)osiSN E TM F satisfaisant la condition (H'f)) tel qut (<',1 ~:~ L:::u if_ '/'.\/ 

Démonstration 

Pour montrer l'existence, il suffit de don11er un exemple. 
Prenons N = 4, p = 2, So = 9ï, SI = 22, 52 = ~3 , s;j = ~3 , 54 = 1. 

mais 
(5t 2J) · d TM 

a,4 a~O ~ ' 

ç(2) - 2!'03409 0 
car ~s.4 - - 5476oooo < · 

Nous voyons maintenant dans les deux prochains théorèmes que la suite prédite par la Padé-prédictio11 
calculée à partir d'un vecteur totalement monotone extrait n'est pas nécessairement totalelllt>lll mo not one. 
mais que sa queue (i.e. la suite tronquée de ses premiers termes) l'est (lorsque '2p- N ?: - J ). 
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Théorème 3.11 On suppose préalablement 2p- N ~ -1. 
Soit le vecteur (Si)o~i~N E TM E satisfaisant la condition (H},f>), alors 

(S~~J)i~2p-N+l E TM. 

Démonstration 

D'après le théorème 3.3 et le théorème 2.9 de Hausdorff, comme on a 

avec g non décroissante à variation bornée sur [0, 1], on obtient 

Et, d'après les résultats connus sur la quadrature de Gauss, on a, puisque g est non décr01::.:;a11Le à 
variation bornée sur [0, 1] 
i)biE[O,l], 'ViE{l,2, ... ,N-p} 
ii)ai~o, 'Vie{I,2, ... ,N-p}. 
Il s'ensuit que : 

Remarque concernant la construction d'une suite totalement monotone 
Nous pouvons donner un procédé de construction d'une suite totalement monotone comme suit : 
Nous nous donnons une fonction a non décroissante à variation bornée sur [0, 1]. 
Puis, nous calculons Ci= J; xi da( x) pour i E {0, 1, ... , 2m- 1}. 

Ainsi, d'après le théorème 3.11, on a (c~;,::>1 )i~o E TM. 

Théorème 3.12 On suppose préalablement 2p- N ~ -1. 
Il existe un vecteur (Si)o~i~N E TM E satisfazsant la condition (H}:)) tel que (S}~~· L~o tl. Ti\/ 

Démonstration 

Pour montrer l'existence, il suffit de donner un exemple. 
Prenons N = 3, p = 2, So = 12, S1 = 8, Sz '= 6, Sa= 5. 

car la suite (4 + 8 · i. k::o est totalement monotone, mais 

(SfJ\~o ~TM, 

Nous allons maintenant considérer les précédents théorèmes lorsque 2p- N < -1. Sous cette condition, 
le théorème 2.10 n'est plus vérifié parce que, lorsque nous précédons un vecteur totalement IIIOIIOtone 
extrait de zéros, celui-ci ne demeure en général pas totalement monotone extrait. 

Théorème 3.13 On suppose préalablement 2p- N < -1. 
Il existe un vecteur (Si)osi~N E TM F satisfai~;ant la condition (H~)) tel que (S~:2 );~u ~TM. 



3. 7. Propriétés de totale monotonie et de totale oscillation pour la Padé-prédiction 

Démonstration 

Pour montrer l'existence, il suffit de donner un exemple. 
Prenons N = 2, p = 0, Sa= 292, S1 = 117, S2 = 1. 

ma1s 

Car S (a) __ 1533285 < Ü 
3,2 - 85264 . 

(Si)a$i9 E TMF, 

S(a)) 
( ;,2 ;~a~ TM, 

Théorème 3.14 On suppose préalablement 2p- N < -1. 
Il existe un vecteur (Si)a$i$N E TM E satzsfaisant la condition ( HJ:)) tel que ( Sj 1~ );>a fi 'J'M. 

Démonstration 

Pour montrer l'existence, il suffit de donner un exemple. 
Prenons N = 2, p = 0, Sa = 6, S1 = 3, S2 = 2. 

(S;)a$i$2 E TME, 

car la suite ( ~1 );>a est totalement monotone, mais 
t+ -

(a) 
(S; 2 );>a~ TM, 

' -
A3S(a)- 1 0 car ~ 1.2 - 24 > · 

3. 7. 2 Totale oscillation 

5.5 

Les théorèmes 3.10, 3.11, 3.12, 3.13 et 3.14 trouvent leur analogue dans cette section. D11 fait du lie11 
entre les définitions de totale monotonie et de la totale oscillation, et grâce au théorème:\.:). (vi). nous 
pouvons énoncer ces analogues sans démonstration. 

Théorème 3.15 On suppose préalablement 2p- N 2: -1. 
Il existe un vecteur (S;)a$i$N E TOF satisfaisant la conditzon (H~)) tel que (S,IJ:~. ),~ 0 fi TO. 

Théorème 3.16 On suppose préalablemtltl 2p- l'v' 2: -1. 

Soit le vecteur (S;)o$i$N E TOE satisfaisant la condition (H~\ alor·s 

(s;:~ )i~2p-N+I E ro. 

Théorème 3.17 On suppose préalablement 2p- N 2: -1. 

Il existe un vecteur (S;)a$i$N E TOE satisfaisant la condition (H~)) tel que (5: 1~ );~u ~ TO. 

Théorème 3.18 On suppose préalablement 2p- N < -1. 

Il existe un vecteur (S;)o$i$N E TOF sat1sfazsant la condztzon (H~')) tel que (~t~ );~o fi 'lU. 

Théorème 3.19 On suppost préalablout~il '2p- .\' < -1. 

Il existe u11 vecteur (S;)os;ss E TOE salt~Jèusautla coudlltutl (H.~' 1 ) Id q1u ( '-":':~ l.:::u 'f_ 1 ( 1 
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3.8 Propriétés des moments de Markov-Stieltjes et des tno­
ments de Hamburger pour la Padé-prédiction 

On impose ici lK = m.. 

Nous analysons ici une possibilité pour généraliser les théorèmes 3.11 et 3.16. 

Théorème 3.20 On suppose préalablement 2p- N ~ -1. 
Soit le vecteur (S,)o:Si:SN E MSE satisfaisant la condition (H}.rl), alors 

(5}~~ )i~2p-N+l E MS. 

Démonstration 

D'après le théorème 3.3 et la définition des moments de Stieltjes, comme on a 

5, = a1b{ + ... + aN-pb',y_P = 100 

xidg(x), "r/i E {2p- N + 1, 2p- N + 2 .... , N}. 

avec g non décroissante à variation bornée sur [0, oo[, on obtient 

5~~~-= a1bi + ... +aN-pb',y_P' "r/i 2: 2p- N + 1. 

Et, d'après les résultats connus sur la quadrature de Gauss, on a, puisque g est uou décroi:ssante à 
variation bornée sur [0, oo[ 

1. b, E [O,oo[, "r/i E {1,2, ... ,N-p} 

2. a,~O, '1iE{1,2, ... ,N-p}. 

Il s'ensuit que : 

Théorème 3.21 On suppose préalablement 2p- N ~ -1. 
Soit le vecteur (S;)o<i<N E MM SE satisfaisant la conditio1l (H}tl), alors 

Démonstration 

D'après le théorème 3.3 et la définition des moments de Markov-Stieltjes, comme on 11 

R 

5, = a1b1 + ... + aN-pb',y_P = 1 xi dg( x), \;fiE {2p- N + 1, 2p- N + :l .... , N }, 

avec g non décroissante à variation bornée sur [0, R], on obtient 

s};~ = a!b1 + ... + aN-pb't.-p. "r/i 2: 2p- N + 1. 

Et, d'après les résultats connus sur la quadrature de Gauss, on a, puisque g est non décroissante à 
variation bornée sur [0, R] 
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1. b;E(O,R], 'v'iE{l,2, ... ,N-p} 

2. a;~O, 'v'iE{l,2, ... ,N-p}. 

Il s'ensuit que : 

Théorème 3.22 On suppose préalablement 2p- N ~ -1. 
Soit le vecteur (S;)osiSN E M HE satisfaisant la condition (H<t>), alors 

(Si~ );~2p-N+1 E M H. 

Démonstration 

D'après le théorème 3.3 et la définition des moments de Hamburger, couHue uu a 

avec gnon décroissante à variation bornée sur ]R1 ,R2 (, on obtient 

Et, d'après les résultats connus sur la quadrature de Gauss, on a, pUisque y est non décroissante à 
variation bornée sur ]R1, R2[ 

1. b;E(R1,R2], 'v'iE{l,2, ... ,N-p} 

2. a;~ 0, 'ViE {1,2, ... ,N-p}. 

Il s'ensuit que : 

3.9 Propriétés concernant les suites polynômiales pour la Padé­
prédiction 

Si ][{ = (], le théorème qui suit montre en particulier que toute série entière. centrée en l'origine, à 
coefficients polynômiaux complexes (donc de rayon de convergence égal à 1 ). est sur so11 disque de 
convergence une fonction rationnelle. 

Théorème 3.23 Soit le vecteur (5;)osi5:!K-l, donné parS; = L~~~ u,i1_. ViE {0.1 ... 2/\- 1}. 

satisfaisant la condition (H~Z=~>), alors, la suite (5;~j{~ 11 );:~o est donuét [1(11' 

K-1 

S (K-1) """ ·1 \.J' 17\T 
i.'2K- 1 = ~ ap, vl E JJ•. 

1=0 
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Démonstration 

On aS, = L:f:'7>1 a; ii, ViE {0, ... ,2K- 1}, 
"'K-1 ·j -"'K-1b (i+1)(i+2) ... (i+j) . 

avec /..Jj:O ajl - /..Jj:O i (j _ 
1
)! , 'rh E IN, par changement de bru:;t:. 

Le polynôme P2K-1(t) est défini par 

~K-1(t) = "'~K-1 S·ti 
/..J,:Q ' 

= "'2K-1 "'K-1 b· (i + l)(i + 2) ... (i + j) i 
/..Ji:O L..-j:O 1 (i _ 1 )! t 

= "'K-1 "'2K-1 b· (i + 1)(i + 2) ... (i + j) ; 
I..Jj:O L..-i:O 1 (j _ 1)! t 

= "'K-1"' b· (i + l)(i + 2) ... (i + j) i O( 2K) 
I..Jj=O t..-i;::o 1 (i _ 1 )! t + t 

(' ')1 i 

= L:f:'7>1 
Li?Obi (;.~ ~); ~ + O(t

2
K). 

"'K -1"' d' ( 1 t' 2K = t..Ji=O t..-;;::o bi dti ( 1 _ t)i+ 1 )(O)T! + O(t ) 

"'K-1 1 2K 
= I..Ji=O bi (1- t)i+1 + O(t ), 

mais alors, par définition de l'approximant de Padé, 

Il s'ensuit, formellement, que : 

Donc 

~l"b·(i+1)(i+2) ... (i+j) i 

= L- L- 1 ( . )' t 
i=O ;;::o J- 1 · 

K-1 
= L: L: ajiiti. 

;;::o J=O 

K-1 

S (K-1) " ·j .... ,.., 
i,2/(-1 = L- ajl , viE 1.11. 

j=O 

Corollaire 3.1 Soit Pm-1(x) E .Œm_t[x], alors, Vx E JK, 

xm x 1 
Pm-l(i + 1) Pm-1(i + m) Pm-1(i + m + 1) 

=a·(x-l)rn 

Pm-1(i + m) Pm-1(i + 2m- 1) Pm-l(i + 2m) 

où 
Pm-1(i + 2) Pm-tU+ m + 1) 

a= E JK. 

Pm-1(i + m + 1) Pm-l(i + 2m) 

Démonstration 

Dans la démonstration du théorème 3.23, (/\ - 1/ /{]p2 n--•(rJ est un approxima11t de PaJt; Jont. le 
dénominateur est (x- 1)m à un facteur près. 
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Mais, d'après le théorème 3.1, l'expression du dénominateur est donnée sous la forme d'uu déterminant 
à un facteur près, et donc 

1 x 
Pm-1(i + m) Pm-1(i + m + 1) 

= a(x -1)m où a E IK. 

Pm-1(i + m) Pm-1(i + 2m- 1) Pm-1(i + 2m) 

Ainsi, en calculant de part et d'autre de l'égalité le coefficient du terme en xm, on obtient 

Pm-1(i + m + 1) 

a= 

Pm-1(i +rn+ 1) Pm-1(i + 2rn) 

Théorème 3.24 Soit le vecteur (Si)o~i$2K _11 donné par S; = ai '2:~~ 1 a,i1, 'Vi E { 0, 1, ... , 2/{ - 1}, 

satisfaisant la condition (H~~=i)), alors, la suite (S},~;~)1 k:::o est donnée par 

K-1 

S (K-1) i "'\" ·1 \..1' IN 
i,2K-1=a ~an, vzE . 

/:0 

Démonstration 

C'est une conséquence directe des théorèmes 3.23 et 3.5, (vi). 

Corollaire 3.2 Soit Pm-l(.x) E .ll\m-1[.x], alors, \:/xE .Il{, 'Va E JK, 

,xm-l 1 
am Pm-1(i +rn+ 1) Pm-l{i + 1) 

aPm-l(i + 2) 
aPm-1(i + 2) 
a2Pm-1(i+3) am+1 Pm-1(i +rn+ 2) = o:(ax- 1)m 

a 2m- 1 Pm-1 (i + 2m) 

où 
Pm-di+ 2) Pm-r(i + m + 1) 

0: = a<m-l)m E IK 

Pm-l(i +rn+ 1) Pm-r(i + 2rn) 

Démonstration 

Le principe de la démonstration est le même que pour le corollaire 3.1. 

On se propose de généraliser les théorèmes 3.23 et 3.24. 

Théorème 3.~5 Soit le vecteur (S;)o<i<2K-l> donné par 

S; = L~=O b~ 't;~~~~ a1,ii', 'ViE {0, ... ~ Ù{- 1}, satisfaisant la condition (H~~::}) ( kj E LN\{0}, 't/j E 

{O, ... ,p} est tel que L~=oki $]{),alors, la suite (S}~;_:)1 );~o est donnée par 

p l:j-1 

S( K- 1) "'\" bi "'\" ·1 \..1 • IN 
i,2K-1 = ~ i ~ al,jl , vz E . 

j:O /:0 
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Démonstration 

C'est principalement une conséquence des théorèmes 3.23, 3.24 et 3.5 (vi). 
Cependant, elle utilise la propriété suivante : 
"P [k 1/k) ' P.(j) (t) - " 2k'- 1 "kJ-1 "1(b t)i r · · ll l ~j=O j - j p<i> (t)' ou 2k,- 1 - ~i=O ~I=O a1,jl i , est une ,onctiOn rat10nne e en a 

~·,-· 
variable t dont le numérateur est un polynôme de degré(!<- 1) au plus, et dont le dénominateur est un 
polynôme de degré /{ au plus. 
D'après l'unicité de l'approximant de Padé, 

et 

Donc, 

p 

L[kj- 1/kj)p~t>_.(t) = [I<- 1/ J{]p2K-t(t) 
j=O J 

p p kj-1 

Elki- 1/kj)p~~J>_ 1 (t) ;=0 
E 2:: I: al./(bjt)i 
j=O i?O 1=0 

p kj-1 

EL: I: al,ji1(bjt)i, 
i?O j=O 1=0 

[J(- 1jJ{]p2K-t(t)· 

p kj-1 

S(K-1) '"'bi'""' ·1 \,./" IN 
; ,2K _ 1 = L...... i L...... al,j z , v z E . 

j=O 1:0 

3.10 Lien entre l'c-algorith1ne et les approxhnants de Padé 

Nous rappelons ici que le calcul d'un approximant de Padé peut être mis en oeuvrP par 1'~-al.!!;nrithme. 
Ce résultat provient de l'expression sous forme d'un rapport de deux déterminants des termes calculés 
par la transformation de D. Shanks. Cette expression est donnée dans (19) et rappelée dau;;, [4. p. 159). 

Théorème 3.26 On se donne f(t) = L;;::o c;ti une série formelle. 
On pose 

ê~i = 0, 'Vi E IN, 
(-i- 1)- 0 \,./" E IN ê 2; - , vl , 

ê~i) = L~=O Cjti' 'Vi E IN. 

Et on définit ê~i~ 1 par 

Il s'ensuit : 

ê~~) = [n + kjk]J(t)• 'Vk E IN, Vn ~-k. 
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3.11 Lien entre I'êp-prédiction et la Padé-prédiction 

Le théorème que nous énonçons et démontrons maintenant, nous permet d'obteuir uu algunthme pour 
la Padé-prédiction qui ne requiert pas la résolution d'un système linéaire. Il dérive directeu1ent du lieu 
existant entre l'ê-algorithme et les approximants de Padé. Le fait de ne pas avoir à résoudrP de système 
linéaire représente un gain en complexité en temps dans l'algorithme qui 11 'est pas à uégliger. 

Théorème 3.27 Soit le vecteur (S;)o<ï<N E JKN+l. 
Soit aussi /e vecteur (T; )os; sN E IKNf.C donné parT; = L;=O Si, 'Vi E {0, 1, ... , N} et ;:;a tisfaisant la 

condition (H~·P)), alors, 

et 

Démonstration 

s<PJ - r,l•,pJ 
O,N- O,N · 

Commençons cette démonstration par une remarque : il n'est guère utile de supposer que le vecteur 

(S;)osïSN E JKN+ 1 satisfasse la condition (H};l) car, si le vecteur (7i)o:Si:SN E JJ(N+I douné parT; = 
I:;=O Sj, 'ViE {0, 1, ... , N} satisfait la condition (H~·Pl), alors automatiquement, le vert•·ttr (Si)us;sA 

satisfait la condition (H}:\ En effet, le déterminant qui doit être non nul daus la condit.iou (H}:l) est 

exactement le dénominateur d'é~~=~~~ (lorsque !'€-algorithme est appliqué à 1<-~ suit.P (~1 \1'\2" 0 ). 
Si on pose maintenant 

f(t) = Li>o si;Jti 
(i) 0 ~- IN ê_ 1 = , vz E , 
(-i-l)- 0 \.1' E IN ê 2; - , vl , 

(iJ ~i s<PJ ti ~,.~. IN 
ê 0 = L...,j:O j,N , vt E , 

et, si on définit énl par 

il s'ensuit, d'après le théorème 3.26, que: 

ê~~=~) = [pfN- P]J(t)• 'Vp E IN, 'VN ~ p, 

et, 

é~~=~+i) = [p+ ifN- P]J(t)• 'Vp E IN, 'VN ~ p, 'ViE IN. 

Or [p + ifN- P]J(t) = fpjN- p)j(t)• car formellement f(t) = [p/N- P]J(t)• par définitiou même de la 
Padé-prédiction. 
Maintenant, si on prend 

f(t) = Li>o siPJti 
(i) 0 ~· IN, 

ê_ 1 = , vl E , 
(-i- 1)- 0 \.1' E IN é 2; - , vl , 
(iJ ~i s(p) ~,.~· IN 

ê 0 = L...,j:O j,N• vt E , 
> d'fi . (i) et, SI on e mt êk+ 1 par 

(i) - (i+l) 1 k . [k] 
ék+ 1 - êk_ 1 + (i+ 1) (i), 'V E IN, 'Vt ~ -1- 2 , 

ék - ék 
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alors, 

~~~~=~+i) = [p+ i/N- P]J(t) = fpjN- P]J(t)• 'Vp E IN, 'VN ~ p, 'ViE IN, pour t = 1, 

et donc la colonne d'indice 2N- 2p est constante, ce qui montre que 

s~p) = r.<E,p)- r.<E,p) 'Vi> 1 
a,N a,N a-l,N• - • 

et 
s<P) _ r.<c,p) 
O,N- O,N · 

En guise de conclusion : nous pouvons mettre en oeuvre la Padé-prédiction par 1'~-algorit.hrne. 

3.12 Les approxhuants de Padé-partiels 

Nous pouvons trouver la définition de ces approximaJJts de Padé-partiels JaJJs [ï] uu ,.,,curt d"''" :tG]. 

Définition 
Soit f(t) = :~:::>;ti une série formelle. 

i>O 
On se donne -x 1, x2, ... , Xr, Yl, Y2, ... , y. des éléments de JI{, et on pose 

et 

y(t) = (1- Y1t)(l- Y2t) ... (1- y.t) E JK.[t). 

S'il existe un couple (v(t), w(t)) E Jl{9 [t] x Jl{p[t] tel que 

{ 

v(O) = 1 
v(t) 1\ w(t) = 1 

w(t) = y(t) /(t) + ow+~+l) 
v(t) x(t) 

. w(t)x(t) 
on d1t que v(t)y(t) est l'approximant de Padé-partiel [p/q] de f(t) calculé à partir des polyuollll'S x(t) 

et y(t). 
. w(t) 

Auss1, on note v(t) = fpjq]~f(t)' 

L'existence du couple ( v(t), w(t)) E Jl(9 [t] x ll\p[t] est assurée par la condition 

# 0, 

avec par convention d; = 0 si i < 0, et formellement Ld;ti = ~((!)) f(t). 
i~O 

Lorsque x(t) = y(t) = 1, l'approximant de Padé-partiel [p/q] de f(t) calculé à partir des polyJJollles x(t) 
et y(t), est exactement l'approximant de Padé [p/q] de f(t). 
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Théorème 3.28 Pour les approximants de Padé-partiels, on a la formult de Juc:oln : 

'1\"1' i 
L...i=O d;t 

dp+l 

dp dp+l dp+q 
[p 1 q] *t /( t) = .:...._ _ _:_-:--_t_q __ t...:.q...:.-1::-----1 ----=----=---=----...:. 

dp-q+l dp-q+2 dp+l 

avec par convention d; = 0 si i < 0, et formellement Ld;ë = ~((:))f(t). 
i~O 

3.13 La Padé-partiel-prédiction 

Soit (S;)o$i$N E D(N+l. On pose alors 

N 

PN(i) = L S;ti E ff(N [t]. 
i=O 

On se donne x 1, x2, ... , Xr, y,, Y2, ... , y, des éléments de ff(. 

6:3 

Soit (lorsqu'il existe) ~gj;gj, l'approximant de Padé partiel [pfN-p) de PN(t) calculé à partir des 
polynômes x(t) = (1- x1t)(1- x2t) ... (1- xrt) et y(t) = (1- y,t)(1- Y2i) ... (1- y,t). 

Définition de la Padé-partiel-prédiction du point de vue algébrique 
Nous définissons la suite prédite par la Padé-partiel-prédiction (S~P~);>o calculée à partir des polynômes 

x(t) = (1- Xtt)(1- x2t) ... (1- xrt) et y(t) = (1- Ylt)(1- Y2t). ' .. (C- y,t) du vecteur (.S'; )u$i$N telle 
que, formel!êment 

""'S(P).ti = w(t)x(t). 
~ o,JI, u(t)y(t) 

Nous notons (S}P~ );>o cette suite prédite par la Padé-partiel-prédiction calculée à partir Jes polynômes 
x(t) et y(t), par~e q;;-e chaque terme de celle-ci dépend des valeurs de N et de p. 

Condition d'existence de la Padé-partiel-prédiction du point de vue algébrique 
Lorsque 

T2p-N+I T2p-N+2 Tp 

T2p-N+'2 T'2p-N+3 Tp+l 
#0 

Tp Tp+t TN-1 

avec par convention T; = 0 si i < 0, et formellement LT;t; = y(t) PN(t), la Padé-port i.-1-prédictiou 
i~o x(t) 

(S;(~~ );~ 0 , calculée à partir du vecteur (S; )o$i$N et à partir des polynômes x( t) el y( t), exi,te. 

Nous notons cette condition (H~)) parce qu'elle dépend des valeurs de N et de p. Cette condition 
d'existence eEt toujours associée à une suite en particulier. 
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Soit le vecteur (S;)o$i$N E JJ(N+l satisfaisant la conditwn (HfJl), alors la suite (S)~~ )i?U· calculit à 
partir des polynômes x(t) = (1- x1t)(1- ;z;2t) ... (1- Xrt) et y{t) = (1- y1t){l- Y:tl) ... ( 1- y_,/), est 
une suite prédite à partir du vecteur (S;)O$i$N· 

De cette façon, nom: justifions l'attribution du mot prédiction à cette méthode. 

Remarques concernant la Padé-partiel-prédiction et ses cas particuliers 

1. La Padé·partiel-prédiction calculée à partir des polynômes ;z;(t) = (1- ;z: 1t)(l- x 2 t) ... (1- xrt) et 
y(t) = (1- Y1t)(l- Y2t) ... (1- y.t) généralise 

(a) la Padé-prédiction qui est la Padé-partiel-prédiction calculée à partir des polynômes x( t) = 1 
et y(t) = 1. 

(b) la type-Padé-prédiction calculée à partir du polynôme y(t) = (1- y1t)( 1- y2t) .. . ( 1- y,,t), qui 
est la Padé-partiel-prédiction calculée à partir des polynômes ;z:(t) = 1 et y( t) = ( 1 - y1 l )( 1 -
Y2t) ... (1- y.t). 

2. Un cas particulier de la type-Padé-prédiction a déjà été établi par A. Sidi et D. Leviu Jau::; [::!0], 
sous la forme suivante. 
Soit le vecteur (a;)o$i$n' E 11(1'+ 1

, tel que ao =O. 
On pose alors 

Ao(t) = 0 

et 
j 

Aj(t) = La;ti-l E JJ(i_![t], 'r/j E {1, 2, ... , n'}. 
i=l 

On définit alors Tx,n(t) par 

"K ~<.K.n)tK-iA . (t) T i _ L.-;:0 J n+;-1 
K,n( ) - "K ,(K,n) K-. ' 

Lj:O "i t J 

en posant ~<J·n) = 1. 

Il s'ensuit que la suite (a~K,n));;::o E !KIN, telle que a~K,n) = 0 et telle que formellement 

Tx,n(t) = Li>l a~K,n)ti-l, est une suite prédite à partir du vecteur (a;)o$i$n'· 

D'une part, si on a n' = n + 2!{- 1 et si les ÀJK,n) (lorsqu'ils existent) sont détermiués Je telle 

manière que Tx,n(t) = An•(t)+O(tn'+1
), alors Tx,n(t) est l'approximant de Padé [p/N-p] de .4,.,(t) 

(on a avec nos nctations p = n + ]{- 2 et N-p= I<). Et, il s'ensuit que la méthode de prédiction 
ainsi définie est une Padé-prédiction. 
D'autre part, si on a n' = n + ]{- 2, et si les ÀJK,n) sont déterminés par 

,(K,n) _ (-l)K-ici ( n+j )K-1an+K ...,. E {O 1 J'} 
"; - K }" ' v) ' ' ... ' \ , n + \ a,.+i 

la méthode de prédiction ainsi définie, appelée lat-prédiction car issue de la t·lrall,.;fvrtt~<ll Îu11. • ,;t Ulll' 

Pd • 'd'· J )' (. ,(K,n) 1)' · d ) · () """ 111'" 1 /\ ;' type- a e-pre ICtlOn ca cu ee pUisque "K = a partir u po y nome y t = "-i=U "i 1 -
(on a avec nos notations p = n + K- 2 et N-p= 0). 

Théorème 3.29 Soit le vecteur (S;)o$i$N satisfaisant la condition (HJP). alo1·s si '2p- N- .s 2' 0, la 

partie prédite par la type-Padé-prédiction de la suite (Sj;~)i?O, calculée à partir du pulynome y(t) = (l­

Ylt)(l-y2t) ... (1-y.t), c'est-à-dire (S~:~ )i?N+l· est indépendante de So, sl,' .. ,S:?p-N-s-1 el ::;'!.p-N-•' 
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Démonstration 

D'après le théorème 3.2, (1-y1t)(1- Y2t) ... (1-y,t)L;~N+!S}~~ti ne dépend ni de So, ui de St, ... , 
ni de S2p-N -1, ni de S2p-N. 
Si on pose 

avec y(o) = 1, alors on obtient que 

""' (y<0Js~p) + y(l)s~p) + ... + y<•-t)s~p) + y<•Js~pJ )ë 
~ s,N •-1,N •+1-•,N •-•,N 

i?;N+l 

ne dépend ni de So, ni de St, ... , ni de S2p-N-1, ni de S2p-N· 

Il suit que Li>N+! sjPJti ne dépend ni de So, ni de St, ... , ni de S2p-N-•-l· llÎ de S"lp-.11.'-• et donc la 
partie prédite ne dépe~d ni de So, ni de St, ... , ni de S2p-N-•-1• ni de S2p-N-•· 

3.14 Quelques exe1nples théoriques de la Padé-partiel-prédiction 

Etudions sur de simples exemples (i.e. pour de petites valeurs de N) l'expression des termes de suites 
prédites par la Padé-partiel-prédiction. 

Exemple 3.6 La type-Padé-prédiction calculée à partir du polynôme y(t) = 1- t, en pre11a11t N = 2 et 

p = 1. 
P.2(t) = So + S1t + S2t2

• 

[1/l] _ So(St- Sa)+ (Sr+ S5- SoSt- SaS2 )t 
(t-t)P2 (t) - St - So - (S2- Sl)t . 

D'où 

lorsque S1 =/: Su. 

Exemple 3. 7 La Padé-partiel-prédiction calculée à partir des polynômes :x(t) = 1 + t t 1 y( t) = 1, eu 

prenant N = 2 et p = 1. 
P2(t) =Sa+ S1t + s2e. 

[1/ 1]P <n = Sa(St- So) +(Sr- SoSt- SoS2)t 
f?f.t sl - So- (52- SI+ So)t 

D'où 

lorsque S 1 =/= So. 

3.15 Extrapolation exponentielle et Padé-partiel-prédiction 

L'extrapolation exponentielle, exposée dans [12, pp. 272-280] , et la type-Padé-prédiction sont connectées 
de façon élémentaire. 
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Théorème 3.30 On suppose préalablement que 2p- N - s ~ -1. 
Soit le vecteur (S;)osïSN E JKN+l satisfaisant la condition (H}r>). Lorsque le système (S) udmtl une 
solution, la type-Padé-prédiction calculée à partir du polynôme y(t) = ( 1 - y1 t )( 1 - Y2t) ... ( 1 - y, t), 
en supposant que Yi =F Yi lorsque i =F j, est une méthode de prédiction identique à de l'extrapolation 
exponentielle à s puissances imposées du vecte·ur mitla/ tronqué de ses (:lp- N - s + 1) ]n'tmtt1"8 termes 
; ceci signifie que si on définit (T;(';J)i>O par 

' -

{ 

r;<jJ =S;, ViE {0,1, ... ,2p-N-s} 

T (p) _ bi+N+•-2p-l + + bi+N+•-2p-l 
i,N-:-- a1 1 . · · · aN-p N-p 

+ •+N+•-2p-l + •+N+•-2p-1 + + i+N+•-2p-l CtY1 C2Y2 · · · c,y, , 'Vi 2: 2p - N - s + 1 

où a11 a2, ... , a N-p• b11 b2, ... , bN-p, c1 , c2, ... , c., sont déterminés comme solutions du système (S) non 
linéaire suivant : 

alors 

S2p-N-•+1 = 
S2p-·N-6+2 = 

a1 + ... + aN-p +Ct+ C2 + ... + C, 

albl + ... + aN-pbN-p + CtYl + C2Y2 + ... + c,y, 

b2N+•-2p-l + + b2N+•-2p-l 
a1 1 · · · aN-p N-
+ 2N+•-2p-l + 2N+•-2p-f+ + 2N+•-'2p-l CtYt C2Y2 · · · c,y, 

Démonstration 

On a 

= 

et formellement 

N i 
Li:O S;t 
.._.2p-N-• 5 i .._.N 5 i 
L....i:O ;t + L....i:2p-N-•+l ;t 
.._.2p-N-• S i .._.N ( bi+N+•-2p-1 bi+N+•-2p-l 
L....i=O ;t + L....i:2p-i\"-s+l a1 1 + · · · + G,l\'-p s- 1, 

+ i+N+•-2p-l + i+N+•-2p-1 + + i+N+•-2p-l)ti c1Y1 c2Y2 . ·. c,y, 
.._.2p-N-• S·ti + t2p-N-•+I '"'2N+•-2p-l( bi + + bi 
L....,:o. •. . .L....&:O al 1 · · · aN-p N-f• 
+ctYÎ + C2Y2 + · · · + c,y;)t', 

2p-N-• 
PN(t) = 'L: S;ë+t2p-N-•+l(_a_l_+ ... + aN-p +-c_l -+-c_2_+ ... + c, )+O(IN+l). 

i=O 1-blt 1-bN-pt 1-ylt 1-y2t 1-y,t 

On pose maintenant 

u(t) = L;~~N-• S;ti E lK2p-N-.[t] 
a(t) a1 aN-p -- = --- + ... + --~-
b(t) 1-blt 1-bN-pi 
où a(t) E .IKN-p- 1 [t] et b(t) E ff(N-p(t] 

c(t) CJ C2 c, 
et -- = --- + --- + ... + ---

y(t) 1-ylt 1-y2t 1-y,t 
où c(t) E ff(,_t[t] et y(t) = (1- Ytt)(l- Y2t) ... (1- y,t) E ff(,[t] 

Il s'ensuit que, formellement : 

P () _ b(t)u(t)y(t) + t2p-N-•+ 1(a(t)y(t) + b(t)c(t)) O( N+l) 
N t - b(t)y(t) + t . 

Ce qui implique que 

[pl ] 
_ b(t)u(t)y(t) + t 2p-N-•+ 1(a(t)y(t) + b(t)c(t)) 

N-p y(t)PN(t)- b(t) 
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parce que b(t)u(t)y(t)+t2p-N-'+ 1(a(t)y(t)+b(t)c(t)) E 1Kp[t], que b(t) E ff{N_ 1,[t]. et d'apri·,.; la définition 
même des approximants de Padé. 
Ainsi, formellement, 

2p-N-' 
""s<P)ti ""' sti+t'2p-N-•+l""< bi+ bi , i 'Jt' ~ i,N = ~ i ~ al 1 · · · + aN-p N-p+ CJ!IJ T C:tY:t T · · · -r C,,y,, , 
i~O i:O i~O 

puis, 

{ 
s<") = i,N 
s<P) 

i 1N 

S;, V'i E {0, 1, ... ,2p- N- s} 
bi+N+•-2p-l + + bi+N+•-'2p-l 

al 1 . . . aN-p N-p 
+cly~+N+•-:?p-1 + c2y;+N+•-2p-l + ... + c,y!+N+•-2p-l' V'i? 2p- N- s + 1 

et donc T(p) = S(p) V'i E IN 
, t,N t,N' · 

Nous généralisons le théorème précédent par le suivant : 

Théorème 3.31 On suppose préalablement que 2p- N- s? -1. 
Soit le vecteur (S;)o:5i:5N E JKN+l satisfaisant la condition (H~)). Lorsque le système {S) admet une 
solution, la type-Padé-prédiction calculée à partir du polynôme y(t) = (1-y1t) 01 

( 1-y2 t) 02 ... ( 1- y 0 t ) 0 ~, 
en supposant que Yi f:. Yi lorsque if:. j et que s = Lf: 1 a;, est une méthode dt prédictirm identique à 
une dégénérescence de l'extrapolation expouentielle à s puissances imposées du rtcttur wtllilf irunqu{ dt 

ses (2p- N- s + 1) premiers termes; ceci signifie que si on définit (T?~ )i>D 71ar· 

où a1, a2, ... , aN -p, (31,0> (31 ,1, ... , f3l,a,-l, f32,0• ... , f3o-1.a~_,-1, f3o.O• f3o,l, .... B, "~ -1. souf déterminés 
comme solutions du système (S) non linéaire suivant: 

S2p-N-•+l = a1 + ... + aN-p 
+ L7:1 ((31,0 + f31,1 (2p- N- S + 1) + ... + f3i,a 1-l (2p- l\' - S + 1 )"'- 1

) 

S2p-N-•+2 a1b1 + ... + aN-pbN-p 
+ L~:J ({31,0 + f31,1(2p- N- S + 2) + ... + /3i,a 1-1(2p- .'\'- S + :!)"'- 1 )YI 

alors 

Démons tra ti on 

On a 

N ; 
Li:OS;t 

= '\'2p-N-• s ti '\'N S·ti 
L....i:O 1 + L....i:2p-/l.'-•+l • 
'\'2p-N-• S·ti + '\'N ( bi+N+•-2p-l + + . bi+N+•-'21'-l 
L....i:O 1 L....i:2p-N-•+l a1 1 . · · · a/1.-p /1.'-p 

+ '\'o (/3 +a '+ f3 ·a 1-1) 1+N+1-2p-l)ti 
L...l=l /,0 }.J/,11 .. · +. /,a 1 -11 y1 

'\'2p-N-• S·ti + t2p-N-•+l '\'2N+•-2p-l( bi + + bi 
L....i:O 1 L....i:O a1 1 · · · GN-p N-p 

+ 2::7:1 (.81,0 + f31,1 (i + 2p- N - s + 1) + ... + .Bi,OJ -1 (i + 2p- ,\" - ::; + 1 )'"- 1 )yf )li' 

= 
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et, formellement 

t1 

+ "(~+ "YI,l + ... + "YI,o 1-l ))+O(tN+l), 
~ 1- Yti (1- Yti)2 (1- Yti)01 

où /31,0 + f3t,l(i + 2p- N- S + 1) + ... + f3t,o,-l(i + 2p- N- S + 1)01 -l 
_ + ('~l)+ (i+l)(i+2)+ + (i+l)(i+2) ... (i+o,-l) 
- "YI,O "YI,l l , "YI,2 2 · · · "YI,o1-l (o,-1)! · 

On pose maintenant 

Il s'ensuit que, formellement : 

p ( ) = b(t)u(t)y(t) + t2p-N-•+1(a(t)y(t) + b(t)c(t)) O( N+I) 
N t b(t)y(t) + t . 

Ce qui implique que 

[pl ] 
_ b(t)u(t)y(t) + t2p-N-•+ 1(a(t)y(t) + b(t)c(t)) 

N-p y(t)PN(t)- b(t) 

parce que b(t)u(t)y(t)+t2p-N-•+1(a(t)y(t)+b(t)c(t)) E D\p[t], que b(t) E D\N-p[t], et d'après la ddinition 
même des approximants de Padé. 
Ainsi, formellement, 

2p-N-• 
""'S(p) ti - ""' S ti+ t2p-N-•+I "( bi + + bi L....- i,N - L i L al 1 . . . aN-p N-T' 
;;::o i=O 

t1 

+ L(f3t,O + f3t,I(i + 2p- N- S + 1) + ... + f3t,o 1-I(i + 2p- N- S + 1t'-J )Y! )ti, 
1=1 

pUis, 

{ 
s<P) = i,N 
s<P) 

i,N 

S;, 'ViE{0,1, ... ,2p-N-s} 

bi+N+•-2p-l + + bi+N+•-2p-l 
a1 1 • · · aN-p N-p 

'\'t1 ({3 f3 . f3 ·o,-1) i+N+•-2p-l \.1' > 2 N 1 +L..I=l l,o+ 1,11+ ... + l,a1-Il Yt , vz_ p- -s+ 

t d T (p) - S(p) \.1' E IN e one, i,N- i,N' vl . 

Théorème 3.32 On suppose préalablement que 2p- N- s S -1. 
Soit le vecteur (S;)o<i<N E D\N+I satisfaisant la condition (Hj:)). Lorsque le système {S) admet une 
solution, la type-Pad{:prédiction calculée à partir du polynôme y(t) = ( 1 - y1 t )( 1 - Y2i) ... ( 1 - y,t ), 
en supposant que !Ji # Yi lorsque i # j, est une méthode de prédiction identique à de l'exi1'11JIO/ation 
e::;ponentielie à s puissances imposées du vecteur initial précédé de (N + s- 2p- 1) zéros ; cui signifie 

que si on définit (T;<j$ );>o par 
> -

T (p) _ bi+N+•-2p-1 + + bi+N+•-:tp-1 
i,N - a1 1 · · · aN-p N-p 

+ i+N+•-2p-1 + i+N+•-2p-l + + i+N+•-2p-l \.1.' E I\' CJYI C2Y.2 . . . C1 Y1 , vi 
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où a1,a2, ... ,aN-p,b1,b2, ... ,bN-p,c1,c2, ... ,c,, sont déterminés comme solutions du sysli:mt (S) non 
linéaire suivant : 

alors 

0 
0 

0 

So 

= a1 + ... + aN-p +Ct+ C2 + ... + c, 

a1b1 + · · · + aN-pbN-p + CtYl + c2Y2 + · · · + c,y, 

= 

= 

-- b2N+•-2p-1 + + b2N+•-2p-l 
a1 1 · · · aN-p N-f 
+ 2N+•-2p-l + 2N+•-2p- + + 2N+•-2p-l CtY1 c2y2 . . . c,y, 

Démonstration 

et, formellement 

PN(t) = t2p-N-•+l(_a_l_ + ... + aN-p + CJ + _c_2_ + ... + _c_._) + ouN+I). 
1-blt 1-bN-pt 1-ylt 1-y2t l-y,t 

On pose maintenant 

a(t) a1 aN-p -=--+ ... +-__.:.,.....!;___ 
b(t) 1- b1t 1- bN-pt 
où a(t) E D\·N-p-l[t] et b(t) E ll(N-p[t] 

c(t) Ct C2 C, 
et - = -- + + ... + -:----

y(t} 1 - Ytt 1 - 1nt 1- y,t 
où c(t) E Œ.-t(i] et y(t) = (1- Ytt)(l- y2t) . .. (1- y,t) E n~·.[t] 

Il s'ensuit que, formellement : 

Ce qui implique que 

P () 
= t2p-N-•+ 1(a(t)y(t) + b(t)c(t)) O( N+I) 

N t b(t)y(t) + t . 

t2p-N-•+ 1 (a(t)y(t) + b(t)c(t)) 
(pf N- P]y(t)PN(t) = b(t) 

parce que t 2P-N-•+ 1(a(t)y(t) + b(t)c(t)) E D<p[t], que b(t) E D(N-p[t], et d'après la définition même des 
approximants de Padé. 
Ainsi, formellement, 

""s(p)ti t2'>-N-•+I ""( bi+ + bi i + i + ;)ti ~ i,N = . ~ a1 1 ••• aN-p N-p+CtYt C2Y2 ... +c,y, , 
i~O i~O 
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[ s<P) l •,N = 

La Padé-prédiction et la Padé-part.iel-prédirtion 

bi+N+•-2p-l + + bi+N+s-2p-l 
a1 1 . . . aN-p N-p 

+ i+N+s-2p-l + i+N+•-2p-i + + •+N+•-2p-i '"'t' E lA; c1y1 c2y2 . . . c,y, , v u• 

et donc T~p) = S(p) 'Vi E /N. 
' a,N a,N' 

Nous généralisons le théorème précédent en le suivant : 

Théorème 3.33 On suppose préalablement que 2p- N- s ~ -1. 
Soit le vecteur (S;)o$i$N E JKN+l satisfaisant la condition (H~)). Lorsque le système {S) adutet une 
solution, la type-Padé-prédiction calculée à partir du polynôme y(t) = ( 1- y1 t)"'' ( 1- y2t )"' 2 ••• ( 1- Yo t )"'", 
en supposant que y; # Yi lorsque i # j et que s = L::=l a;, est une méthode de prédiction idwtique à 
une dégénérescence de l'extrapolation exponentielle à s puissances imposées du vecteur initial p1·tcédé de 

(N + s- 2p- 1) zéros ; ceci signifie que si on définit <rf.~);~o par 

T (p) _ bi+N+•-2p-1 + + bi+N+•-2p-l 
iN-ali ··· aN-PN-p 

+ ~o ({3 +f3 .+ {3 ·<>•-1) i+N+•-2p-l \../;E/N L.../:1 1,0 l,lt ... + 1,<>,-lt YI ' V• 

où al,a2,···•aN-p 1 /3I,0 1 /31,1>···•f31,<>,-l,/32,0 1 ···•f3o-l,<>a-l-l'f3o,O,f3o,l 1 ••• ,/30 ,o,.-i· so11t dflrTïT1i11és 
comme solutions du système (S) non linéaire suivant : 

0 a1 + ... + aN-p 

+ L~:l (/31,0 + f31,1(2p- N- S + 1) + · · · + f31,o,-1(2p- N- S + l )01 -l) 
0 albl+ ... +aN-pbN-p 

+ L~=l ({31,0 + /31,1 (2p- N- S + 2) + .. · + f31,<> 1-I(2p- N- S + L) 01 -l )YI 

alors 
T (p) - S(p) \../; E IN 
i,N- i,N' V• • 

Démonstration 

On a 

PN(t) = L::":o S;ti 
= L::": 2p-N-•+l S;ti, avec pour convention S; = 0 lorsque i < 0 

""N ( bi+N+•-2p-1 + + bi+N+•-2p-l 
L..i:2p-N-•+l a1 1 · · · aN":'p N-p 

+ L~:l (/31,0 + /31,1 i + · · · + f3l.a 1 -1 i"'•-l )y;+N+s-
2
p-l W 

t2p-N-•+l ""~N+•-2p-1(a bi + +a bi 
L...a:O 1 1 · · · N-p N-p 

+ L~=l (/31,0 + /3J,l(i + 2p- N- S + 1) + ... + /31,<> 1-!(i + 2p- N- .s + 1) 01
-l )yj )li, 

et, formellement 
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OÙ /31,0 + f31,l(i + 2p- N- S + 1) + ... + f31,o,-l(i + 2p- N- S + 1)<>•-l 
_ + ('+1)+ (i+1)(i+2)+ + (i+l)(i+::?) .(i+a 1 -1) 
- /1,0 /1,1 l /1,2 2 · · · /l,o,-1 (01 1)' 

On pose maintenant 

a(t) _ a1 aN-p ----+ ... +-~~ 
b(t) 1- b1t 1- bN-pi 
où a(t) E D<N-p-l[t] et b(t) E D<N-p[t] 

et c(t) = ~( ~ + /1,1 + ... + /l,o,-1 ) 
y(t) {;r 1- y1t (1- y1t)2 (1- Yli) 01 

où c(t) E ff<,_l(t] et y(t) = (1- Yli) 0 '(1- Y2t)02 
... (1- Yoi) 0

" E ll\,(t] 

Il s'ensuit que, formellement : 

P ( ) 
_ t2r>-N-•+ 1(a(t)y(t) + b(t)c(t)) O( N+ 1 

N t - b(t)y(t) + t ). 

Ce qui implique que 
t2p-N-•+ 1(a(t)y(t) + b(t)c(t)) 

[pjN- P]y(t)PN(tl = b(t) 

ïl 

parce que t 2r>-N-•+ 1(a(t)y(t) + b(t)c(t)) E D\p[t], que b(t) E ll{N-p[t], et d'après la définitiou même des 
approximants de Padé. 
Ainsi, formellement, 

puis, 

0 

+ L(/31,0 + /31,1(i + 2p- N- S + 1) + ... + f31,o,-1(i + 2p- N- S + 1)01
-

1 )yf)ti, 
1=1 

s<r>) = 
i,N bi+N+•-2p-l + + bi+N+•-2p-l 

a1 1 . . . aN-p N-p 
+ L~=l (/31,0 + f31,li + · · · + f31,o 1-1Ï01 -l )y;+N+•- 2p- 1

, ViE IN 

et donc y(r>) = s<r>) ViE IN 
' a,N a,N' · 

Dans le cas où la Padé-partiel-prédiction est calculée à l'aide des polynômes x( 1) et y( t) et que x(t) =f 1. 
le lien entre l'extrapolation exponentielle et cette Padé-partiel-prédiction n'est encore pas ~~ abli. 

3.16 Propriétés de relations entre Padé-partiel-prédictions 

Le chapitre 4 rP.prend certaines de ces propriétés. Cepeudaul, le tliéorèult: sui\dlll fuuu.it Je llvu\.db, 
méthodes de prédiction à l'aide des points (i), (ii), (iii) et (iv). 

Théorème 3.34 Il existe des vecteurs (S;)o<i<N E ll(N+l et (T;)o<i<N E JJ(N+ 1 vérifiaut lous les deux 

la condition (H~)) et fournissant respective~;nt les suites (Sj:~ );~~ et (7i~';J );~ 0 par la Padé-partiel­
prédiction calculée à l'aide des polynômes x(t) = (1- x1t)(1- xzt) .. . (1- .crt) E .n~·,.[t] et y(t) = 
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(1- Ylt)(1- y2t) ... (1- y,t) E D<,[t], et un élément a de ff{ tels que : 

{i) siP~ + r?;J f. U;<"J où (U;)o<i<N est une vecteur donné parU;= S; + T;, ViE {0, 1, ... , N}, 
fournissant l~ suite ( uP'~ )i>O p~r Ïa même Padé- partiel - prédiction 

(ii) sj;~ * 1j~';J f. V/'JJ ~ù {l.-i)osiSN est un vecteur donné par V;= S; * T;. ViE {0. 1 ..... Y} 

fournissant la suite (V;C'JJ);>o par la même Padé- partiel- prédiction 

(iii) S~P) f. Wi~",J où (,Wi):$i$N est un vecteur donné par W; =~,ViE {0,1, .... N}, 
i,N l 

fournissant la suite (Wi<."tJ )i~O par la même Padé- partiel- prédiction 

(iv) sj;~ +a f. xj;J où (X;)a$i$N est un vecteur donné par X;= S; +a, ViE {0.1, ... , .N}. 
fournissant la suite (Xi;J );~ 0 par la même Padé- partiel- prédiction. 

D'autre part, soient le vecteur (Si)O$i$N E Jh·N+l, vérifiant la condition (H~)) et foumissaut la suite 

(~P~);~o par la Padé-partiel-prédiction calculée à l'aide des polynômes x(t) = (1- x1t)(1- X:ti) .. . (1-
Xrt) E D<r[t) et y(t) = (1- Ylt)(1- Y2t) ... {1- y,t) E D<, [t], et a E D<, alors 

(v) a· S;<;J = Y;~'JJ où (Yi)os;sN est un vecteur donné par Y;= a· Si, ViE {0, 1, ... , N}, 

fournissant la suite (Y;('JJ);>o par la même Padé- partiel - prédiction 

(vi) ai · SjP~ = zjP~ o~ (Z:)o<i<N est un vecteur donné par Z; = ai · S;, Vi E {0, 1. ... , .N}. 

fournissan~ la suit~ (zi;J );~ 0 -p~r la Padé- partiel- prédiction calculée à l'aide des polylluJJJes 
x(t) = ( 1 - a · x1 t)( 1 - a · xzt) ... ( 1 - a · Xr t) et y(t) = ( 1 - a · Y1 t )( 1 - a · Y2tl ... ( 1 - a · y_, t ). 

Ou encore, soient le vecteur (S;)o$i$N E ff{N+l, vérifiant la condition (H}J)) et fournissant la suite 

(Sip~)i>o par la type-Padé-prédiction calculée à l'aide du polynôme y(t) = (l-y1t)(l-y:!l). ( 1- y,l) E 
D<.'[t], ;t a E D\, alors 

(vii) (on impose que Yi ::f. Yi si i ::f. j) 
(d1Yl +dzy;+ ... +d,y~)+SlP~ = n)P~ où (Ü;)osiSJ\" est un vecteur donné par 

0; = (d1Yl +d2y;+ ... +d,y~)+S;, ViE {O,l, ... ,N}, 

fournissant la suite (0~~~ );~a par la même type- Padé- prédiction 
(viii) (on impose, pour z; f. ::j lorsque i ::f. j, que 
(1- Ylt)(1- yzt) ... (1- y,t) = (1- z1t) 01 (1- Zzt)02 

•.. (1- Z0 i) 0~ avec 2:;= 1 u; = s) 
"'0 ( . + ·a,-1) i s(p) e(p) . ce) d . L..../:l /l,o+/1,11+ ... /l,a1-11 z1 + i,N = -i,N ou -; O$i$N est un vecteur onne par 
6; = 2:r=l (11,0 + /1,1i + ... + /l,a1-l ia,-l )zi +Si, ViE {0, 1, ... , N}, 

fournissant la suite (6~~~ );~ 0 par la même type- Padé- prédiction. 

Démonstration 

Nous ne donnons pas d'aut1es exemples pour montrer les points (i), (ii), (iii) et (iv) que ceux qui ont 
été détaillés dans la démonstration des points (i), (ii), (iii) et (iv) du théorème 3.5. 
Montrons maintenant les points (v), (vi), (vii) et (viii). 

(v) Y;= a· S;, ViE {0, 1, ... , N} :::} }i(~ =a S,(p~, ViE 1\'. 
N · N · ' ' 

En effet, Li:O Y;t' = a · Li=O S;t' implique que 
fpjN- P]fltl "'N Y,t• = fpjN- p).(n 0."'N S,t' =a· fp/N- p).(rl "\"N 51 ,. et donc. formellt>IIWIII. 

'i"ffl ~•=o 'iT7T '-'•=o i'Ti1' ~•=o ' 

L_Y/If.Jti =a· L_s?~t;. 
i~O i~O 

(vi) Zi =ai· S;, ViE {0, 1, ... , N} :::} z}P~ =ai· S}P~, ViE IN. 

En effet, I:t':o Z;ti = I:t':o S;(a · t)i implique que fpfN- p] !): :1 L~=o Z;t' = fpjN- p] ~): :1 L~=·· S,(a t)•, 



3.17. Propriétés de positivité et de monotonie pour la Padé-partiel-prédiction 

et donc, formellement, 
"'ztP)ë = "'S~p) (a· t)' ="'a'· 5\Pit•. 
~ a,N ~ a,N ~ a,N 
i~O i~O i~O 

Le point (vii) est une conséquence directe des théorèmes 3.30 et 3.32. 
Le point (viii) est une conséquence directe des théorèmes 3.31 et 3.33. 
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3.17 Propriétés de positivité et de monotonie pour la Padé­
partiel-prédiction 

Pour cette section, on impose en plus au corps commutatif IK d'être totalement ordonné. Dans les 
sections de même nom qui concernent l'e--prédiction et la Padé-prédiction, nou:; établissous uuiquerllelll 
des propriétés d'existence. Comme la Padé-prédiction est un cas particulier de la Padé-pan j,•l-prédictiou, 
les théorèmes 3.6, 3.i, 3.8 ou encore 3.9 rt>stent validt>s. En effet. les exemplt>s dnn rH~s P"'' r mn nt rPr· ct>;; 

existences demeurent convenables. 

3.18 Propriétés de totale n1onotonie et de totale oscillation 
pour la Padé-partiel-prédiction 

Pour cette section, on impose JJ{ = IR. La Padé-prédiction est un cas particulier de la Padé-partiel­
prédiction. Il n'est par conséquent pas utile de considérer ici les analogues aux théorè!lles 3.10, 3.12, 
3.13, 3.14, 3.15, 3.1i, 3.18 ou encore 3.19. En effet, les exemples proposés pour uroJJtrer l"exi:,teuce Jau:, 
ces théorèmes restent valables. Pour cette raison, nous ne tentons ici que de douner des aualogues aux 
théorèmes 3.11 et 3.16. 

3.18.1 Totale monotonie 

La première question que l'on est amené à se poser est: Que se produit-il lorsque le polyutÎIIII J·(t) i'ltuf 1 
et lorsque le polynôme y(t) = ( 1- y1 t )( 1- Y2t) ... ( 1- y, t) est tel que les Yi soù:ul dadmct::; tl appa rtenau/ 
à]O,lj, pourtouti de {1,2, ... ,s}? 
Nous répondons à cela dans le théorème suivant : 

Théorème 3.35 On suppose pr-éalablement 2p- N - s 2:: -1. 
Il existe un vecteur (Si)o<i<N ET ME, foumissant la ::;ulie (S;\P~ )i>O par la typt-Pudé-pn'dlt 11011 calculit 
à partir du polynôme y(t); (1- Ylt)(1- Y'2t) ... (1- y.t) E D\~[t] (on impose y, E]O, 1[ tf y, i= Yj lor·::;qu< 

i :j: j) et satisfaisant la co11dition (H~l), telle que cependant 

~<Pl) dT 
(::,i,N i~'2p-N-•+l 'l" M. 

Démons tra ti on 

Pour montrer l'existence, il suffit de donner un exemple. 
t 1 i 169 

Prenons N = 2, p = 1, y(t) = 1- 2' So = 2, S1 = 
15

, S2 = 
225 

· 

(S;)o$i$2 E TM E, 
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car la suite (f, + p. )i;::o est totalement monotone, mais 

(1)) d (Si 2 i>O ~TM, 
' -

AS(1)- 60917 0 
car L.l. 3,2 - 1620ooo > · 

Une autre question : Que se produit-il si les Yi sont à l'extérieur de }0,1{ au lieu d'être à l'intérieur '! 
Nous considérons à cet effet le théorème suivant : 

Théorème 3.36 On suppose préalablement '2p- N- s 2: -1. 
Il existe un vecteur (Si)o:s;:sN E TM E, fournissant la suite (s;;,.(, );;::o par la type-Padé-prédiction ('a/culée 
à partir du polynôme y(t) = (1- Y1 t)(1- Y2t) ... ( 1- y$t) E .IK$ [t] {on impose Yi ft [0, 1) et Yi -:/; Yi lorsque 

i ::/= j) et satisfaisant la condition (HjJ)), telle que cependant 

(S}~ )i>21•-N-$+1 ft TM. 

Démonstration 

Pour montrer l'existence, il suffit de donner un exemple. 
Prenons N = 2, p = 1, y(t) = 1- 2 · t, So = 2, S 1 = ~. S2 = ;~. 

(Si)o:Si$2 E TM E, 

car la suite ( ~ + f. )i;::o est totalement monotone, mais 

AS(1) - 2908457 0 
car L.l. 4.2 - 53335584 > · 

Encore une question : Que se produit-il si les Yi sont tous égaux à 1 '! 
Pour répondre à ceci, nous établissous le théor~llle suivaut : 

Théorème 3.37 On suppose préalablement 2p- N- s 2: -1. 
Il existe un vecteur (Si )o;Si$N E TM E, fournissant la suite (S};,.(, )i;::o par la type-Padf-prédictum calculée 

à partir du polynôme y(t) = (1- t)$ E ff($[t] et satisfaisant la condition (H~J), telle que cependant 

(5};,.(,);;~21•-N-$+1 ft TM. 

Démonstration 

Pour montrer l'existence, il suffit de donner un exemple. 
Prenons N = 3, p = 2, y(t) = (1- t) 2

, So = 2, S1 = ~. S2 = ;~, S3 = i1
5
6. 

(Si)o;Si$2 E TME, 

car la suite ( ~ + f, );;::o est totalement monotone, mais 

S (2) - 8551439 0 
car 6,3 - - 729oooooo < · 

Pourtant, on a le théorème suivant : 
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Théorème 3.38 On suppose préalablement 2p- N- 1 2: -1. 
Soit le vecteur (Si)o<i<N E TM E, fournissant la suite (S~~ )i>O par la type-Padé-prédicltou calculée à 

-- ! -

partir du polynôme y(t) = 1 - t E D\1 [t] et satisfaisant la condition (H';)), alors 

(S};h);;::2p-N E TM. 

Démonstration 

L'obtention ce résultat sa f&it de façon similaire à la démonstration du théorème 2.14. 

Cependant, le théorème suivant établit la nécessité de 1 'hypothèse 2p- N - 1 2' -1 : 

Théorème 3.39 On suppose préalablement 2p- N- 1 < -1. 
Il existe un vecteur ( S;)o<i<N E TM E, foumissant la suite (S;(~ );>o par la type-Padé-prédzctzon calculée 

à partir du polynôme y(t) : 1- tE ff(1 [t] et satisfaisant la co~diti'on (H;r\ telle que cepeudant 

(S;(~)i>o ~TM. 
' -

Démonstration 

Pour montrer J'existence, il suffit de donner un exemple. 
Prenons N = 2, p = 0, y(t) = 1- t, So = 2, SI = ~· s'.!= ~-

(Si)o$i$2 E TME, 

car la suite ( f, + io );;::o est totalement monotone, mais 

(S!.~l);;::o ~ TM, 

AS(O)- 91 0 car .u 2,2 - 96 > . 

Inversement, nous sommes amenés à répondre à la question Que se produit-il lorsque lt fJulynômt x(t) 
n'est pas égal à 1 ? 
Le théorèm; suivant établit la réponse : 

Théorème 3.40 JI existe un vecteur (S;)o<i<N E TM E, fournissant la suite (S?~ )i>o par la Padé­
partiel-prédiction calculée à partir des polynbries x(t) = ( 1-x 1 t )( 1- x2t) ... ( 1- xrt) E Jï\·r [t] et y(t) = 1 

et satisfaisant la condition (H<Jl), telle que cependant 

(sf;J );;::o ~ TM. 

Démonstration 

Pour montrer l'existence, il suffit de donner un exemple. 
Prenons N = 3, p = 1, x(t) = 1 + t, Sa= 1, SI=~. s'1 = k, 53=~-

(S;)O$i$3 E TME, 

car la suite (-. -
1
-);>o est totalement monotone, mais 

l + 1 -

A 2S(l)- 1 0 car .u 2,3--126 < · 
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3.18.2 Totale oscillation 

Pour la totale oscillation, nous pouvons énoncer sans donner les démonstrations (celles-ci dérivant du 
théorème 3.34, (vi) et de la définition même de la totale oscillation en regard de celle de la totale 
monotonie) les analogues des théorèmes concernant la totale monotonie. 

Théorème 3.41 On suppose préalablement 2p- N- s ~ -1. 
Il existe un vecteur (S;)o$i$N E TOE, fournissant la suite (S};~);;::o par la type-Padi-prédictwu calc·ulée 
à partir du polynôme y(t) = (1- Ylt)(1- Y2t) ... (1- y,t) E .IK,[t] {on impose Yi E [-1.0[ et Y;# Yi 

lorsque i # j) et satisfaisant la condition (HJJ\ telle que cependant 

(Sj~ )i>2p-N-•+l tt TO. 
' -

Théorème 3.42 On suppose préalablement 2p- N - s ~ -1. 
Il existe un vecteur (S;)osiSN E TOE, fournissant la suite (S}:~ );;::o par la type-Padi-pridlciiou calculée 
à partir du polynôme y(t) = (1- Ylt)(1- Y2t) ... (1- y,t) E .IK,[t] {on impose y; tt [-1, 0[ tl y, 1 Yi 

lorsque i # j) et satisfaisant la condition (HlJ)), telle que cependant 

Théorème 3.43 On suppose préalablement 2p- N - s ~ -1. 

Il existe un vecteur (S;)o$i$N E TOE, fournissant la suite (S;(;~);;::o par la type-Padé-prédictiou calculée 

à partir du polynôme y(t) = ( 1 + t)• E D<, [t] et satisfaisant la condition ( HlJ)), telle que ce peu dan! 

Théorème 3.44 On suppose préalablement 2p- N- 1 ~ -1. 

Soit le vecteur (S;)o$i$N E TOE, fournissant la suite (S?~ );;::o par la type-Padé-prédzctwn calculée à 

partir du polynome y(t) = 1 +tE D\l[t] et satzsfaisant la condition (H]:!), alor·s 

Théorème 3.45 On suppose préalablement 2p- N- 1 < -1. 
Il existe un vecteur (S;)o<i<N E TOE, fournissant la suite (S}P~);>o par la type-Padé-prédiction calculée 

-- 1 -

à partir du polynôme y(t) = 1 +tE JKI[t] et satisfaisant la condition (HJJ\ telle que cependant 

Théorème 3.46 Il existe un vecteur (S;)osiSN E TOE, fournissant la suite (S;(~~ )i?O par la Padé­
partiel-prédiction calculée à partir des polynômes x(t) = ( 1- xlt)( 1- x2t) ... ( 1- Xrt) E u~·r [t] tl y(t) = 1 

et satisfaisant la condition (HJJ\ telle que cepwdant 
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3.19 Propriétés des mo1nents de Markov-Stieltjes et des mo­
nlents de Ha1nburger pour la Padé-partiel-prédiction 

On impose IK = IR. Nous analysons ici une possibilité pour généraliser les théorèmes 3.38 et 3.44. 
Cependant, pour un vecteur totalement monotone extrait, nous considérons le polyuôllle y( t) = 1 - l 

et, pour un vecteur totalement oscillant extrait, nous considérons le polynôme y(/) = 1 + 1 Ainsi, pour 
un vecteur de moments de Markov-Stieltjes, nous considérons le polynôme y(l) = 1 - RI, mais pour 
un moment de Stieltjes, nous ne pouvons pas généraliser l'écriture du polynôme y(t) (car 1- Ri teuJ 
vers -oot lorsque R tend vers l'infini, à t fixé). Pour un vecteur de moments de Hamhur~er. lorsqu~' 
de plus, max(IRtl, IR21) est fini, nous considérons consécutivement les polynômes y(t) = 1- R 1t, puis 
y(t) = 1- R 2t, puis encore y(t) = (1- R 1t)(1- R2t). 

Théorème 3.47 On suppose préalablemwt 2p- N- 1 2: -1. 
Soit le vecteur (S;)o9SN E MM SE, fournissant la suite (S?~ );~ 0 par la type-Padé-prtdu·tum calculie 

à partir du polynôme y(t) = 1- RtE D(J[t] et satisfaisaut la condition (H~'\ al01·s 

(S~~)i~2p-N E MMS. 

Démonstration 

L'obtention ce résultat se fait de façon similaire à la démonstration du théorème 2.14, si ce n'est qu'au 
lieu d'appliquer l'opérateur -~ pour faire disparaître la constante Ct, on applique 1 'opér1:1teur T défini 
par T.S; = -S;+ t + RS; pour faire disparaître le terme en Ct Ri. 

Théorème 3.48 On suppose préalablement 2p- N- 1 2: -1. 

Soit le vecteur (S;)osiSN E M HE, fourui::;sant la suite (S}:~ );~o par· la typt-PaJ{-pdd/( !wu ca/culù ù 

partir du polynôme y(t) = 1- R1t E D(1 [t] (Rt est supposé fini) et satisfaisant la condliwu (Hj:,'!), a/or·s 

(S?~ )i~2p-N E M H. 

Démonstration 

L'obtention ce résultat se fait de façon similaire à la démonstration du théorèr11e 2.14, si ce n'est qu'au 
lieu d'appliquer l'opérateur -~ pour faire disparaître la constante c1 , on applique l'op<;ral<>ur T défini 
par T.S; = Si+t- RtS; pour faire disparaître le terme en CtRi. 

Théorème 3.49 On suppose préalablement 2p- N- 1 2: -1. 

Soit le vecteur (Si)oSiSN E M HE, fournissant la suite (S}:~ )i~O par la type-Padé-prédtcfwn calculée à 

partir du polynôme y(t) = 1- R 2t E ff(t[t] (R2 est supposé fini) et satisfaisant la condttwu (H)Jl), ulor!i 

(S;P~ );>2p-N E M H. 

Démonstration 

L'obtention ce résultat se fait de façon similaire à la démonstration du théorème 2.14. si ce n'est qu'a 11 

lieu d'appliquer l'opérateur -~ pour faire disparaître la constante c1 , on applique l'opérateur T défini 
par T.S; = -Si+l + R2S; pour faire dispara1tre le terllle en ctR2. 
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Théorème 3.50 On suppose préalablement 2p- N - 2 ~ -1. 
Soit le vecteur (Si)O$i$N E M HE, fournissant la suite (Sj;~ );~o par la type-Padé-prédiction calculée à 
partir du polynôme y(t) = (1- R1t)(1- R2t) E D<2[t] {Rt et R2 sont supposés fint::;} et satt::;}at:>ant la 
condition (H;:)), alors 

(SjP~ )i>2p-N-t E M H. 
' -

Démonstration 

L'obtention ce résultat se fait de façon similaire à la démonstration du théorème 2.14, si ce n·est qu'au 
lieu d'appliquer l'opérateur -A pour faire disparaître la constante Ct, on applique l'opérateur r défini 
par T.S, = -Si+2 + (R1 + R2)Si+l- RtR2 S, pour faire disparaître les termes en c1 R\ et en c'!R2. 
On a: 

.. \'}. 

avec 

1. biE]Rt,R2[, 'v'iE{1,2, ... ,N-p} 

2. a,~O, 'v'iE{1,2, ... ,N-p}. 

Par le même procédé que dans la démonstration du théorème 2.14, on obtient 

2 2 )2 . 2 2 )2 . Ct(l-bl) (1-b2) ... (1-bK Ri+c2(1-b!) (1-b2) ... (1-bK m 
= J:.~(x- bl)2(x- b2)2 ••• (x- bK )2xidg(x), 'v'i E {0, 1, ... , 2p- N}. 

D'où c2(l- bl) 2(1- b2)2 •.. (1- bK )2(Rz- R, )R~ 
= J:.~(x- RI)(x- bt)2(x- b2 )2 ... (x- bK )2xidg(x), 'v'i E {0, 1, ... , 2p- N}. 

Et il s'ensuit que c1 ~ 0 et que c2 ~O. 

3.20 Propriétés concernant les suites polynô1niales pour la Padé­
partiel-prédiction 

Théorème 3.51 Soit le vecteur(S;)o5i$2K-t, donné parS,= aiL~~ 1 a1i 1 , 'v'i E {ü,l, ... ,:ll\ -1}, 

fournissant la suite (S~~j(~)1 );>o par la type-Padé-prédiction calculée à partir du polynome y(t) = (l­
at)3 E lK3[t] et satisfais,ant la ;ondition (H~~=!)), alors, la suite (Sj~j(~_}1 );~o est donnée par 

Démonstration 

K-i 
S(K -1) i ""' ·1 ~,.~. IN 

i,2K-t =a ~ a1t , vt E . 
1=0 
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0 S i "K-l ·j u· {0 21.. 1} na ;=a ~i=O aiz, vtE , ... , \- , 

"K-l ·j "K-lb (i+1)(i+2) ... (i+j) . 
avec L-j=O ap = L.-j:;:.O i (j _ I)! , 'Vz E IN, par changement de base. 

Le polynôme P21< -l (t) est défini par 

2K-l 
P2K-1(t) = L: sië 

i=O 

2~l~lb·(i+l)(i+2) ... (i+j)( )i 
~ ~ 1 (. _ 1)1 at . 
i=O j=O J . 

E l ' 'd ·fi r Il ( )" "K-1b {i+l)(i+2) ... (i+j) ); n remarquant que on peut 1 ent1 er ,orme ement y t L-i~O'-i=O j (j _ l)! (at 

" "K-l .(i+1)(i+2) ... (i+j)( )' d'cl. 
et L..-;;::o L-j=O c1 (j _ 1)! at , on e u1t 

y(t )P2K -1 (t) 
K-12K-1 (' l)(' 2) (' ') 
"" "' 1 + 1 + . . . 1 + J ( 1 . ~}\' = ~ ~ Cj ('-l)! at) +U(t ) 
j=O i:O J 

= EL Cj (i + l)(i: ~)1.;. (i + j) (aqi + O(t"J\) 
j=O i~O (J ). 

~"' ;(i + j)! ti 2K 
~~cja ('-l)!i!+O(t ) 
j=O i~O J 

K -1 di 1 ti '.!K 

= ?:Lcidti((1-at)i+1)(0)if+O(t ) 
J=O 1~0 

K-l 

"" 1 2K = f;:o Cj (1- at)i+1 + O(t ), 

mais alors, par définition de l'approximant de Padé, 

Il s'ensuit, formellement, que : 

Donc 

h' -1 

[K- 1/ K]y(t)PoK-1(1) = ""Cj 1 +1. ~ (1-at)J 
;=0 

1 ~l"' (i+1)(i+2) ... (i+j) i 

= -(t)L~Cj ('-1)! (at) 
y j:O i~O J 

~1 "b (i+1)(i+2) ... (i+j) i 
~ ~ j ( . - 1) 1 (at) 
j:O 12:0 J . 

K-1 

L L ajii(at)i. 
i2:0 j=O 

K-1 
S(K -1) ; "" ·j u· IN i,2K-l =a ~ ajt , vl E . 

j:O 
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Théorème 3.52 Il existe un vecteur (S; )o~i$2K _1 , donné parS; = a1 L:~~~ a1i1, Vi E {O. 1. . , 2/( -1}. 

fournissant la suite (S~~~~_}1 );>o par la type-Padé-prédiction calculée à partir d11 polyn(nu< y(t) = ( 1 -
' -
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Ylt){1- y2t) ... (1- y,t) E ll\,[t] et satisfaisant la conditiou (H~Z=:l), telle qut la t;tlll< (5)~1~~\ L;::u ne 
soit pas donnée par 

Démonstration 

K-1 

5(K-l) ; '"" ·1 ~.~· IN 
. ;,2K-l =a ~ a1t, v7 E . 

1=0 

Pour montrer l'existence, il suffit de donner un exemple. 
Prenons /{ = 1, y(t) = 1- 2t, 5o= 1, 51 = 3, 52= 5, 53= 7. 

(5;)o<i<3 est donnée par 5; = 1 + 2i,'Vi E {0,1,2,3}, mais la suite (5},~)i2:0 n'est pas donnée par 

5}V ,: ï + 2i, \:li E IN car 5~~~ = 13 # 9. 

A plus forte raison, il n'est pas utile ici de regarder ce qu'il en est pour une Padé-partiel-prédiction 
calculée à partir des polynômes .x(t) et y(t) où x(t) ne serait pas constant et égal à 1. 



Chapitre 4 

Gé11éralisation d'une métl1ode de 
prédiction 

Au lieu de prédire le vecteur initial, nous pouvons prédire uue Lransforwatiou Je ct:lui-ci. t.uut <:Il iuJui,aul 
une prédiction du vecteur initial par la transformation inverse. Ainsi, nous obteuons une généralisation 
d'une méthode de prédiction par l'intermédiaire d'une transformation inversible. Cette généralisation 
présente l'avantage de pouvoir tenir compte des propriétPS analytiquPs d<' li! suit" il pr,;dir·· (',,JWtidrtlll 
nous ne donnons pas de théorème indiquant quelle est.. pour une suite donnée. li! tnPt.hode dr· prédiction 
la plus appropriée. 

Afin de généraliser une méthode de prédiction de départ, nous con_struisons lt> schéma slli\·ilnt 

SN 

jiN, (uneoxten•ion) 

(So,S1, ... ,SN, ... ) E !KIN 

J h (un< application bijeoti .. ) 

(To, T1, ... , TN, .. . ) E Jl{JN 

j iN, (un• pmj&tion) 

l h-' 

(To,N, Tl,N, ... , TN,N, .. . ) E nJN 

P (une méthode de prédiction) 
i.e. T;,N = T,, Yi E {0,1, ... , N} 

81 
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En général, P' = h-1 o P o iN oh o iN n'est pas une méthode de prédiction. 
Aussi, nous imposons à l'application bijective h d'être telle que P' soit une méthode de prédiction (i.e. 
telle que S;,N = S;, 'ViE {0, 1, ... ,N}). 

Nous allons maintenant donner quelques exemples de transformations vérifiant cette propriété. Ces 
exemples sont accompagnés de remarques concernant leur utilité. 

4.1 Généralisation par une translation agissant sur les vari­
ables séparées 

On se donne a E ll(, et on considère J'application h suivante : 

h . { D<IN ---. ll(IN 
· (ao,at,···,aN, ... ) ---. (ao+a,at+a, ... ,aN+a, ... ). 

Remarques concernant la translation agissant sur les variables séparées 

1. Lorsque h est la translation agissant sur les variables séparées et lorsque Pest la E-prédict iu11. alors 
P' = h- 1 oP o iN oh o iN est aussi la E-prédiction. 

2. Lorsque h est la translation agissant sur les variables séparées et lorsque Pest !'€-prédiction, alors 
P' = h- 1 oP o iN oh o iN est aussi l'E-prédiction (voir théorème 2.4, (v) ). 

3. Lorsque h est la translation agissant sur les variables séparées et lorsque P est la Padé-prédiction, 
alors P' = h- 1 oP o iN oh o iN est une méthode de prédiction qui généralise la Padé-pr•"·dirtion 
(voir théorème 3.5, (iv) ). 

4.2 Généralisation par une si1nilitude agissant sur les variables 
.. .. 

sepa:.:ees 

On se donne a E D\, et on considère 1 'applicatiou h suivante : 

{ 
Il ,JN 

h: \ -
(ao,a1, ... ,aN,···) --

ll(IN 

(a · ao, a · a 1 , ... , a · aN , ... ) . 

Remarques concernant la similitude agissant sur les variables sépal'ées 

1. Lorsque h est la similitude agissant sur les variables séparées et lorsque Pest la E-prédict ion. alors 
P' = h-1 oP o iN oh o iN est aussi la E-prédiction. 

2. Lorsque h est la similitude agissant sur les variables séparées et lorsque Pest I'E-prédiction, alors 
P' = h- 1 oP o JN oh o iN est aussi l'g-prédiction (voir théorème 2.4, (v) ) .. 

3. Lorsque h est la similitude agissant sur les variables séparées et lorsque P est la Padé-partiel­
prédiction calculée à partir de n'importe quels polynomes x(t) et y(t) , alors P' = lt- 1 oPoj.\ olt o iN 
est aussi la Padé-partiel-prédiction calculée à partir des polynômes x(t) et y( t) (voir t hf.or;.,,,, · :)34. 
(v) ). 
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4.3 Généralisation par une application transforn1.ant le 11f:mt 

ter1ne d'une suite X 71 en anx 11 

On se donne a E JI{, et on considère l'application h suivante : 

Remarques concernant l'application transformant le nème terme d'une suite :r, en a":r 11 

1. Lorsque h est l'application transformant le nème terme d'une suite x, ~''' a" J~ 11 Pt l<>rsquP P Pst 

la E-prédiction, alors P' = h-1 oP o iN o h o jN est une méthode de préJictiou gL·uéralisaut la 
E-prédiction. 

2. Lorsque h est l'application transformant le nème terme d'une suite Xn en anxn et lorsque Pest)'.:­
prédiction, alors P' = h- 1 oPoiN ohoiN est une méthode de prédiction généralisant !'.:-prédiction 
(voir théorème 2.4, (iv) ). 

3. Lorsque h est l'application transformant le nème terme d'une suite Xn en a11 Xn et lorsque Pest la 
Padé-prédiction, alors P' = h- 1 oP o iN oh o iN est aussi la Padé-prédiction (voir théorème 3.5. 
(vi) ) . 

4. Lorsque h est l'application transformant le nème terme d'une suite Xn en a" Xn et lorsque P est 
la Padé-partiel-prédiction calculée à partir de n'importe quels polynômes x(t) et y(/). alors P' = 
h-l oP o iN oh o iN est la Padé-partiel-prédiction calculée à partir des polynômes .1'( o 1) et y( a 1) 
(voir théorème 3.34, (vi) ). 

4.4 Généralisation par une bijection agissant sur les variables 
"' "' separees 

On se donne u : lK- 0{, où u est supposée étre une application bijective, et. ou considère l'application 
h suivante: 

( DIJN 
h:< l (ao,al, ... ,aN, ... ) 

- Dl lN 
(u(ao). u(aJ), .... u(Dt>' ), ... ). 

Remarques concernant la bijection agissant sur les variables séparées 

1. On peut considérer aussi des applications u qui ne sont pas bijectives sur tout fl(, mai:; cela entraine 
une restriction quant à 1 'ensemble des vecteurs aux4uels on peut appliquer la inéthode de prédictiou 

P'. Par exemple, soit l'application u: x-.!. qui est bijective de D\\{0} sur D1\{U}. On peut 
x 

avoir vecteur initial (Sdo<i<N à composantes non nulles et donc tel que la construction du vecteur 
(7i)o$i$N et de la suite (T;N )i?;O soit possible, alors que celle de la suite (Si.N );;::o tw le soit pal' 

car certains des termes de la suite (1i.N )i?;O sont nuls: 
Ainsi, on peut aussi considérer les applications 

u: x-.!., bijective de fl{\{0} sur JJ{\{0}, 
x 

u: x- x+ de, bijective de li\'\{-d} sur lh\{1}, .... 
x+ 
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2. Lorsque h est la bijection agissant sur les variables séparées et lorsque Pest soit la E-prédirtion. soit 
l'é-prédiction, soit la Padé-prédiction, soit la Padé-partiel-prédiction calculée à partir de u llli!JOrte 
quels polynômes x(t) et y(t), alors, en général, P' = h- 1 oP o iN oh o iN est une méthode de 
prédiction qui n'est ni la E-prédiction, ni l'é-prédiction, ni la Padé-prédiction, ni encore la Padé­
partiel-prédiction calculée à partir de n'importe quels polynômes x( t) et jj( t) 0 

4.5 Généralisation par l'application qui pennet de passer de 
la Padé-prédiction à la Padé-partiel-prédiction calculée à 
partir des polynômes x(t) et y(t) 

On pose 
x(t) = (1- Xti)(l- X2t) 0 0 0 (1- Xrt) E D<r[t] 

et 

et on considère l'application h suivante : 

{ 

!VIN 
h . (Sa, S1, ... ,SN,.~ .. ) 

z(t),y(t) · 

D\IN 
(Ta, T1 , ... , TN, .. . ) telle que formellement 

. y(t) . 
Li>a Tit' =Li> a Si-( )t' 0 

- - x t 

Remarques concernant l'application qui permet de passer de la Padé-prédiction à la Padé­
partiel-prédiction calculée à patti7· des polynômes x( t) et y( t) 

1. Le nom donné à cet exemple est dû à la propriété suivante : lorsque Pest la Padé-prédictiou, alors 
P' = h;(~),y(t) oP o iN o hz(t),y(t) o iN est la Padé-partiel-prédiction calculée à partir des polyuômes 
x(t) et y(t). 

2. Cette application semble être difficile à mettre en oeuvre algorithmiquement à cause du produit 
de séries formelles. Cependant, on peut éviter ce calcul pénible. Nous proposons de voir sur le 
prochain exemple qui est un cas particulier de celui-ci comment éviter le calcul du produit de séries 
formelles. Et, lorsque les polynômes x(t) et y(t) ont une forme plus compliquée que dau:; l·t·Xeluple 
à suivre on peut utiliser par exemple, la propriété suivante : 
lorsque l'on considère les polynômes x 1(t), x2(t), y1(t), et y2(t), on a 

4.6 Généralisation par l'application qui pennet de passer de 
Pep-prédiction à la Padé-prédiction 

On considère l'application h suivante : 

D<IN 

- (So, So + sl' 0 00 'So + St + 00 0 +SN' 00 .). 

Remarques concernant l'application qui permet de passer de l'cP-prédiction à la Padé­
prédiction 
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1. Le nom donné à cet exemple est dû à la propriété suivante : 
lorsque Pest l'êp-prédiction, alors P' = h- 1 oP o )No ho )N est la Padé-prédictio11 ( ,·oir théorème 
3.27). 
En conséquence, comme nous possédons un algorithme ne nécessitant pas la résolutio11 d'un système 
linéaire pour chaque Padé-prédiction , nous en possédons un aussi pour chaque Padé-partiel­
prédiction calculée à partir des polynômes x(t) et y(t) en utilisant J'application hJ!tJ,y!t)> définie 
dans la section 4.5. 

2. Cette application h est un cas particulier de l'application h.,(t),y(t) donnée précédemment, en con­
sidérant les polynômes z(t) = 1 - t et y(t) = 1. 

3. L'application réciproque h- 1 est donnée par 

Il ,JN 
\ 

(To, T1- To, ... , TN- TN-1, .. . ). 

Nous pouvons représenter h par une matrice infinie H définie par 

1 0 0 
1 1 0 

H= 
1 1 

et h- 1 par une matrice infinie H- 1 définie par 

1 0 0 
-1 1 0 
0 -1 1 

0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 -1 1 

0 
0 
u 

0 

Le premier point des remarques nous conduit directement au chapitre suivant. 



Chapitre 5 

Algorithme et stabilité pour la 
Padé-partiel-prédiction 

Nous avons déjà établi un lien entre la Padé-prédiction et l'[p-prédiction, dans le théorème 3.2ï, et le lien 
entre la Padé-prédiction et la Padé-partiel-prédiction dans le précédent chapitre. Il ne nous re::;Le plus 
maintenant qu'à constituer l'algorithme à l'aide de ces deux propriétés. 

De la même manière que !'[-algorithme est utilisé pour engendrer la table des approxilllaJJh dl' Padé 
(voir le théorème 3.26), nous voyons dans ce chapitre comment il sert. à générer la Pad~-partiel-pr•;dJct1on. 

Les outils nécessaires pour la composition de cet algorithme sont 1 '[-prédiction et 1 'application élé111elllaire. 
Cette dernière rend inutile le calcul du produit d'une série formelle par une fonc-tion ration nell•· 

5.1 L'application élémentaire 

D'une part, on considère l'application h, suivante : 

Alors, l'application réciproque de celle-ci, notée h; 1 , est donnée par 

h;l : r !KIN - !KIN l (So,St, ... ,SN, ... ) - (So,-zSo+SJ, ... ,-zSN-!+SN, ... ). 

D'autre part, on considère l'application ïi., suivante : 

Alors, l'application réciproque de celle-ci, notée ïï.; 1 , est donnée par 

fl{N+J 

(So, -zSo + S1, ... , -zSN-1 + s,,,. ). 
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5.2 Mise en oeuvre de la Padé-partiel-prédiction par l'c-algo­
rithine 

On pose 

et, 
y(t) = (1- y1t)(1- Y2t) ... (1- y,t) E .Œ,(t]. 

On se donne le vecteur S = (S;)o$i$N à prédire par la Padé-partiel-prédiction calculée à partir des 
polynômes x(t) et y(t). 
Puis, on construit Je vecteur T = (T;)o:Si$N donné par 

- - - -1 --1 -1 -
T=h:r 1 oh:r 2 o ... oh:r.oh111 oh112 o ... oh

11
, oh1(S). 

On utilise ensuite l'tp-prédiction : 

T' = (T?/));>o est la suite prédite par !':_..-prédiction à partir du vecteur {T, )"<,<.s. 

Enfin, o~ don~e la suite S'= (S~Wp));~o par - -

Ainsi constituée, (Sth(p))i~o est la suite prédite à partir du vecteur (S;)o:Si:SN, par la Padé-partiel­

prédiction calculée à partir des polynômes x(t) et y(t). Nous notons cette suite (5:.~~_~,,\?u car ell·· 
dépend des valeurs de N et de p (t indique l'utilisation de l't-algorithme). 

Cet algorithme que nous avons déterminé ici est performant car il ne requiert pa<> la résolution de systèmP 
linéaire. 

La Padé-partiel-prédiction est donc ainsi définie de façon algorithmique, et 1 'existence de la Padé­
partiel-prédiction définie algorithmiquement découle directement de celle de 1 'ep-prédictiou définie, elle 
aussi, algorithmiquement. Il n'est donc pas utile de décrire cette condition d'existence. condition que 
nous notons (nt )(p )) puisqu'elle dépend des valeurs de N et de p. Cependant. nous avons la propriété 
suivante (qui provient de l'expression des termes de l'e-algorithme sous forn1e d'un rapport de deux 
déterminants) : 
si le vecteur ( S; )o<i<N, à prédire par la Padé-partiel-prédiction calculée à partir de:; pulyuoutes .t( t) et 
y(t), satisfait la c;ndition (H}J)(p)), alors, automatiquement, il satisfait la condition (H~,''). 

5.3 Programmation de la Padé-partiel-prédiction 

Pour programmer la Padé-partiel-prédiction, il suffit donc de définir trois procédures, à savoir la procédure 
EPSILON, la fonction HBARRE et la fonction HBARREINVERSE. Le programme principal n'utilise en 
fait que ces trois procédures que nous détaillons ici. 

EPSILON(N,p, S, Np1·ed, Sbar1·e) 

Début de commentaire 
Cette procédure met en oeuvre 1'ep-prédiction. 
Les paramètres d'entrée sont : 
N, le nombre diminué de 1 de composantes du vecteur à prédire. 
p, paramètre de l'tp-prédiction. 
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S, le vecteur initial à prédire, à N + 1 composantes. 
Npred, un nombre qui définit combien de termes on veut déterminer pour la suite pr.;dit• ·. 
Le paramètre de sortie est : 
Sbarre, le vecteur prédit (constitué des .V+ Np1·ed+ 1 premières composant.es dl' la suit• · J>I•'·ditc) . 

Fin de commentaire 

Paramètres internes : 
U un vecteur à 2N - 2p + 1 composantes. 
V et W deux vecteurs à 2N- 2p + 2 composantes . 

Début de commentaire 
U ne contient que des valeurs puisées dans les colonnes d'indice pair de la table de l'E-algorithme. 
V ne contient que des valeurs puisées dans les colonnes d'indice impair de la table de l'E-algorithme . 
W ne contient que des valeurs puisées dans les antidiagonales (i.e. la somme des deux indices est 

constante) de la table de l'E-algorithme. 
Fin de commentaire 

Début de procédure 

Début d 'initialisation 

Pour i = 2p- N à i = N + 1, faire 
V(i) ....._ 0 

Fin pour . 

Pour i = 2p- N à i = N, faire 
si i < 0 alors 

U(i)- 0 

Fin si 
Fin pour. 

sm on 
U(i)- S(i) 

Pour i = 0 à i = N, faire 
Sbarre( i) +- S( i) 

Fin pour . 

Fin d'initialisation . 

Pour i = 1 à i = N - p , faire 
Pour j = 2p- N à j = N - 2i + 1, faire 

si V(j + 1) = infinity , alors 

Fin si 
Fin pour 

V(j) +- infinity 
sm on 

si U(j + 1) = infinity ou si U(j) = infinity, alors 
V(j) ~ V(j + 1) 
sm on 

Fin si 

si U(j + 1) = U(j) , alors 
V(j) ~ infinity 
SlllOn 

V(j) ,_ V(j + 1) + U(j + 1~- U(j} 
Fi n si 
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Pour j = 2p- N àj = N- 2i, faire 
si U(j + 1) = infinity, alors 

U(j) +- infinity 

Fin si 
Fin pour 

Fin pour. 

sm on 

Début de commentaire 

si V(j + 1) = infinity ou si V(j) = infinity, alors 
U(j)- U(j + 1) 
sm on 

Fin si 

si V(j + 1) = V(j), alors 
U(j) +- infinity 
sm on 

U(j) ,_ U(j + 1) + V(j + 1~- V(j) 
Fin si 

89 

Si on se réfère à la définition algorithmique de l'ép-prédiction, nous avons jusqu 'ici calculé tous les 
termes de la table (1). Nous calculons maintenant ceux nécessaires de la table (:2). 
Fin de commentaire 

Début d'initialisation 

Pour i = 0 à i = N - p, faire 
W(2p- N +2i) +- U(2p- N +2i) 
W(2p- N +2i+ 1)- V(2p- N +2i+ 1) 

Fin pour. 

Fin d'initialisation. 

Pour i = 1 à i = N pred, faire 
Pour j = 2p - N + 1 à j = N, faire 

si W(j- 1) :f infinity, si W(j) :f infinity, et si W(j + 1) :f injïnity, alors 

Fin si 
Fin pour 

si W(j + 1) = W(j- 1), alors 
W(j) - infinity 
sinon 

W(j) - W(j) + W(j- 1) ~ W(j + 1) 
Fin si 

Sbarre(N + i) +- W(N) 
Fin pour. 

Fin de procédure. 

HBARRE(N, S, z, T) 

Début de commentaire 
Cette procédure calcule la fonction hz. 
Les paramètres d'entrée sont : 
N, Je nombre diminué de 1 de composantes du vecteur S. 
S, un vecteur donné à N + 1 composantes. 
z, un paramètre propre à la fonction. 
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Le paramètre de sortie est : 
T, le vecteur à N + 1 composantes, défini par T = ÏÏ, ( S). 

Fin de commentaire 

Début de procédure 

Début d'initialisation 
T(O)-- S(O) 
Fin d'initialisation. 

Pour i = 1 à i = N, faire 
T(i) .._ z * T(i- 1) + S(i) 

Fin pour. 

Fin de procédure. 

HBARREINVERSE(N, S, z, T) 

Début de commentaire 
--1 

Cette procédure calcule la fonction h2 • 

Les paramètres d'entrée sont : 
N, le nombre diminué de 1 de composantes du vecteur S. 
S, un vecteur donné à N + 1 composantes. 
z, un paramètre propre à la fonction. 
Le paramètre de sortie est : 

T, le vecteur à N + 1 composantes, défini par T = ïï; 1 
(S). 

Fin de commentaire 

Début de procédure 

Début d'initialisation 
T(O) -- S(O) 
Fin d'initialisation. 

Pour i = 1 à i = N, faire 
T(i)- -z * S(i- 1) + S(i) 

Fin pour. 

Fin de procédure. 

PROGRAMME PRINCIPAL 

PADEPARTIELPREDICTION(X, r, Y, s, N, S,p, Npred, Sbarre) 

Début de commentaire 
Cette procédure met en oeuvre la Padé-partiel-prédiction. 
Les paramètres d'entrée sont : 
X, un vecteur de taille r contenant les inverses des racines du polynôme x(t ). 
Y, un vecteur de taille s contenant les inverses des raciues du polynôme y( t ). 
N, le nombre diminué de 1 de composantes du vecteur initial S à prédire par la Padé- partiel-

prédiction calculée à l'aide des polynômes x(t) et y(t). 
S, un vecteur donné à N + 1 composantes. 
p, un paramètre propre à la Padé-partiel-prédiction. 
Npred, un nombre qui définit combien de termes on veut déterminer pour la ,;uit.t' préd1l•· 

Le paramètre de sortie est : 
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S'barre, le vecteur prédit (constitué des N + N pr·ed + 1 premières composantes de la suite prédite). 
Fin de commentaire 

Début du programme principal 

Pour i = 1 à i = r, faire 
HBARRE(N,S,X(i),S) 

Fin pour. 

Pour i = 1 à i = s, faire 
HBARREINVERSE(N, S, Y(i), S) 

Fin pour. 

HBARRE(N,S, 1,S) 

EPSILON(N,p, S, Npred, Sbarre) 

Pour i = 1 à i = r, faire 
HBARREINVERSE(N + Npred,Sbarre,X(i),Sbarre) 

Fin pour. 

Pour i = 1 à i = s, faire 
HBARRE(N + Npred,Sbar1·e, Y(i),Sbar1·e) 

Fin pour. 

HBARREINVERSE(N + Npred,Sbarre, 1,Sbarre) 

Fin du programme principal. 

5.4 Stabilité de la Padé-partiel-prédiction 

Pour étudier la stabilité de la Padé-partiel-prédiction, il suffit de considérer ct>lle de 1":
1
,-prédictiou 

En effet, !'€-prédiction est le seul outil qui pourrait poser des problèmes de stabilité dans la Padé­
partiel-prédiction, puisque l'autre outil, l'application élémentaire, n'est constituée que d aJdnions et de 
multiplications. 

La stabilité numérique de !'€-algorithme a déjà été analysée par P. Wynn claus [25] où l'auteur déclare 
fa.ire une erreur sur l'un des termes de la table de l'é-algorithme et observe de quelle mauii?re celle-ci se 
propage sur les autres termes de cette même table. Dans la présente section, nous étudious 1<1 propagatio11 
de l'erreur due à l'arithmétique de l'ordinateur ou encore à la précision-machine, c'est-à-dire que nous 
supposons faire un certain type d'erreur non pas sur un terme uniquement, mais sur chacun des termes 
calculés par l'algorithme. 

Observons maintenant ce qu'il en est de la stabilité pour deux des façons de générer l'é-algorithme 
(classique et progressive). 

On note é~) les éléments exacts de la table de l'ép-prédictiou et tj> les élémeuts calculés J ... cette lllelllt:' 

table. On pose lé~)- l~)l < 6~) et on se propose d'évaluer les Ôkj). 

La règle classique de 1 '€-algorithme donne 
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Et, on a 

où o est l'erreur que l'on fait lorsque l'on stocke un nombre en machine. 

La règle progressive de l't;-algorithme donne 

Et, on a 

On a donc un algorithme permettant de calculer les oin : 
Ceux calculés grâce à la règle classique 

o~~ = 6, 'ViE {max(O, 2p- N), max(0,2p- N) + 1, ... ,N} 
o~i) = o, 'ViE {max(0,2p- N),max(0,2p- N) + 1, ... ,N} 
6;(;~ 1 ) = o, 'ViE {1, 2, ... , N- 2p} 

Cl C+ 1) 6<•> +6<•+1J 
et 6/ = 6/_ 2 + lc<~~;)_;t:/ 12 + 6 +0(62

), 'Vj E {1,2, ... ,2N- 2p}, 
J-1 J-l 

'Vi E { max(2p- N, -1 - [ i..:;;-!]), llta.L(2p - A, -1 - [ ~]) + 1, .... .\" - j} 
(où, 'ix E Dt, [x] E DV est teÏ que [x]~ x< [x]+ 1 ) -

Et ceux calculés grâce à la règle progressive 

{ 

c(i) .(2p-N) -w· 2 N l 
0 2N-2p = 0 2N-2p ' vl 2: P- + 
6~~ = 6, 'Vi 2: N + 1 

(i) (i-1) 6~~1+6~~-/) 2 . . ' . 
et,6i =6i + 0) 0- 1>,+6+0(6),'VJE{0,1, ... ,2N-2p-1},'V12:N-;+1 

l<i-1-<;+1 1 

Maintenant, nous nous proposons de donner les valeurs prises par 6~;) sur deux exemples nuJuéw.1ues 
varticuliers. 

Exemple 5.1 On impose au vecteur (S;)osiSN d'être donné parS;= i~l, 'ViE {0, 1, ... , N} (et vecteur 
est extrait d'une suite à convergence logarithmique). 

Nous donnons dans un tableau à double ~ntrée les valeurs prises par 6~i) à 6 près. 
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N=2 N=4 N=6 N=8 
i=O 6 6 6 6 
i=1 6 6 6 6 
i=2 6 6 6 6 
i=3 5.6 6 6 6 
i=4 13.6 6 6 6 
i=5 23.6 14.6 6 6 
i=6 39.6 49.6 6 6 
i=7 63.6 123.6 36.6 6 
i=8 98.6 267.6 170.6 6 
i=9 150.6 537.6 549.6 92.6 

i=10 226.6 1027.6 1476.6 561.6 
i=11 340.6 1902.6 3565.6 2210.6 
i=12 508.6 3446.6 8028.6 7089.6 
i=13 757.6 6150.6 17201.6 19727.6 
i=14 1125.6 10864.6 35535.6 50715.6 
i=15 1670.6 19052.6 714:d0.b U2512.b 
i=16 2478.6 33241.6 140571.6 282324.6 

Exemple 5.2 On impose au vecteur (S;)o$i$N d'être donné parS;= 2.c/+n· 'ViE {U.l. ... , N} (ce 
vecteur est extrait d'une suite à convergence linéaire). 

Nous donnons dans un tableau à double entrée les valeurs prises par 6~i) à 6 près. 

N=2 N=4 N=6 N=8 
i=O 6 6 6 6 
i=1 6 6 6 6 
i=2 6 6 6 6 
i=3 6.6 6 6 - 6 
i=4 14.6 6 6 6 
i=5 27.6 16.6 6 6 
i=6 49.6 60.6 6 6 
i=7 85.6 16:d.6 4:J.6 b 

i=8 143.6 378.6 221.6 6 
r=9 237.6 816.6 763.6 113.6 

i=10 390.6 1678.6 2192.6 747.6 
i=11 638.6 3336.6 5643.6 3157.6 
i=12 1041.6 6486.6 13521.6 10740.6 
i=13 1695.8 12408.6 30799.6 32010.6 
i=14 2758.6 23456.6 67596.6 87247.6 
i=15 4483.6 43954.6 144237.6 222955.6 
i=16 7285.6 81825.6 301131.6 542743.8 

Remarques concernant ces deux exemples numériques 

1. Ces termes nous indiquent une évaluation de la propagation des erreurs Jues à l'illl'"rnlatique de 
l'ordinateur. Cependant, il nous faut tout de même signifier que les calculs, qui sont basés sur des 
majorations d'erreurs, ne tiennent absolument pas compte des possibles compensatious d'erreurs. 

2. Dans les colonnes de ces deux tableaux (i.e. où ·"' est constant). la croissaure J,.,., ··rTeurs parall 
relativement forte. 

3. Si on s'attarde sur les diagonales (i.e. où la différence entre les indices i et N est coustante), nous 
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pouvons constater que les erreurs croissent avec N. En effet, plus on utilise de données, 1ntlileures 
sont les approximations, mais plus elles nécessitent de calculs, et donc, plus la propagation des 
erreurs dues à l'arithmétique de l'ordinateur est importante. 

4. Le sujet de la stabilité numérique renaîtra lorsque nous discuterons des exemples numériques. 



Chapitre 6 

Consistance des méthodes de 
prédiction 

Qu'est-ce que la consistance pour une méthode de prédiction ? 

Le terme consistance illustre la propriété suivante : lorsque la suite à prédire converge. alors la suite 
prédite converge vers la même limite. 

Avant d'énoncer des propriétés, il semble important tout d'abord de différencier les deux types de 
consistance : consistance en colonne et consistance en diagonale. Le vocabulaire utilisé provient de 
celui usité dans les méthodes d'extrapolation, et il semble tout naturel de rapprocher. d'une part, l11 
notion d'accélération en colonne de celle de consistance en colonne et, d'autre part, celle d'accélération 
en diagonale de celle de consistance en diagonale. La consistance en colonne est, en fait, la consistance à 
partir d'un nombre fini de termes de plus en plus loin de l'origine d'une suite. La consistance en diagonale 
est, quant à elle, la consistance à partir d'un nombre de termes de plus en plus grand. La principale 
différence (au niveau des démonstrations de résultats) entre consistance en diagouale et cvusistauce eu 
colonne réside en ce point: pour une suite prédite exprimée sous forme d'un rapport de deux déterminants, 
la taille des déterminants est fixe si l'on considère la consistance en colonne, mais elle croît infiniment. 
dans le cas de la consistance en diagonale. 

Cette étude est capitale dans ce travail car la définition choisie pour une méthode de prédiction est 
faible. 

6.1 Consistance en colonne 

Nous n'étudions ce phénomème que pour l'é-prédiction et la E-prédiction. 

Dans ce mémoire, nous avons simplifié l'écriture de la suite prédite en supposant que le vecteur à prédire 
était toujours indicé à partir de zéro. En conséquence, il nous est difficile d'exprimer le fait que l'on prédit 
des termes de plus en plus loin de l'origine et les écritures des définitions de la consistance en colonne 
sont lourdes. 

95 
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6.1.1 Consistance en colonne pour I'é-prédiction 

Définition 

Si 

S2K+i+m 1 

SK+m 1 

s<t) 
K+i+m,2K,m 

Sm 

s<t) 
2K+i-!+m,2K,m 

SK-!+m 

lim 
m-oo 

S2K+m 1 SK+m 

1 Sm 

S2K-1+m 
'----'----;----=--'---~s~-----,-----'--- = o, "'i 2 1, 

K-l+m 
1 sl+m SK+m 

où s~~)m,2K,m = r;~;~' \:liE IN et où (1';<,;~ );;:::o est l'E-prédiction calculée à partir du \ccleur (l:)u:s;.:s;:t.l\ 
tel queT;= Si+m, \:liE {0, 1, ... , 2J<}, alors !'<-prédiction est consistante en colonnP 

Remarques concernant la consistance en colonne pour l'E-prédiction 

1. Cette définition de la consistance en colonne de l'é-prédiction implique directement que 

lim (S~~+i+m 2K m- S2K+i+m) = 0, \:li 2 1. 
m-oo ' ' 

2. Si l'E-prédiction est consistante en colonne pour une suite convergeant vers S, alors la suite prédite 
converge (l), et converge vers la limite S (2), lorsque le vecteur à prédire est extrait de plus en plus 
et infiniment loin de l'origine : 

(1) IS<c) s<t) 1 parce que 2K+i+m,2K,m- 2K+m,2K,m 

<< << =0 

<< << 

Commençons directement par donner un résultat où J{ = 1 (la ~2-prédiction) qui est préseutè par C. 
Brezinski et M. Redivo Zaglia dans [8, p. 391]. 

Théorème 6.1 Soit (S;);>o une suite convergeant vers S. 

Si 3M,3J, tels que \:lj?:;, on ait ~~~~; 1 1::; M, alors, la ~2-prédiction est consistante en colonne. 

Nous généralisons ce théorème en le suivant : 

Théorème 6.2 Soit (S;);>o une suite convergeant vers S. 
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Si 3M1 , 3M2 , 3J, tels que "</j ~ J, on ait: 

a1,1 a1,2 

où 
a2,1 a2,2 

\:lm E { 1, 2, ... , n + 1} représente le déterminant de la matrice des 

an,l an,2 an,n+l (m) 

(ak,lh$k$n,l$1$n+l,l;tm, alors, /'[-prédictwn est consistante en colonne. 

Démonstration 

On a: 

1 
1 

5(€) 
2.1\+•-l+m,:!./\,,, 

SK-l+m 

5(c) 5 - 52K+m 5K+m 5:!1\-l+m 
2K +i+m ,2K ,m - 2K +m - - .:.___::.::.::....:...~........,--___:5:..::.....:._:_:_ ___ 5 ___ _::;:.:.._.::....:..._:_:__~ 

-fl.52K+m-1 

0 

1 m K-1+m 

1 51+m 5K+m 

1 
0 

5<d 
K+i+m,2K,m 

-fl..Sm 

0 -fl..5K+m-l 

o s 5\EJ K+m- K+i+m,2K,m 

fl..5m ~Sm+l 
fl..5m+l ~Sm+:! 

-fl..5'2h+m-2 

5 -·(i) 

2K-l+m- .)21\+i-l+m,2K,m 

fl..5K+m-l 

~Sm+2K-2 

~521\+m-1 
0 
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K-1 

=-L: 
j:O 

Consistance des méthodes de prédiction 

i:l.SK+m 
i:l.SK+m+l 

Donc, 'Vm ;::: J, 

K-1 

IS~~+i+m,2K,m- s2K+mi < max(IM11, IM21) L ls~~i+m+j,2K,m- SK+m+il' 
i=O 

et il s'ensuit, par récurrence sur i, que 

1. sCtl s - o 
lm 2K+i+ru 2K m - ~1\ +i+m - ' m-oo ' ' 

et donc l't:-prédiction est consistante en colonne d'après le premier point des remaryues précéJe11tes. 

6.1.2 Consistance en colonne pour la E-prédiction 

Définition 

Si 
SN+i+m 1 91(N+i+m) 9N(N+i+m) 

Sm 1 91(m) 9N(m) 

SN+m 1 g1(N + m) 9N(N + m) 
lim =0,'Vi;:::1, 

m-oo 91(m) 9N(m) 
1 91(m+1) 9N(m + 1) 

1 91(N + m) YN(A' + m) 

alors la E-prédiction calculée à l'aide de la table (g) est consistante en colonne. 

Remarques concernant la consistance eu colonne pour la E-prédictiou 

1. Cette définitior, de la consistance en colonne de la E-prédiction calculée à 1 'aide de la ln ble (g) 

implique directement que 

lim ((g)S}f+)i+m Nm- SN+i+m) = 0, 'Vi;::: 1, 
m-oo ' ' 

où (g)Si!~.N,m = mT;~IJ), 'Vi E IN et où (mT;~IJ});~o est la E-prédiction calculée à l'aide de la 
table (g) à partir du vecteur (T;)O$i$N donné par T; = Si+m, 'ti E {0, 1, ... , N} (la table (g) 
est telle que lorsque (g) est la table des g;( n), 'Vi E { 0, 1, ... , N }, 'tn E IN, (g) est la table des 
g;(n) = g;(n + m), 'ViE {0, 1, ... , N}, 'tn E IN). 
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2. Si la E-prédiction calculée à partir de la table (g) est consistante en colonne pour une suite con­
vergeant vers S, alors la suite prédite converge (l), et converge vers la limite S lZ), lors4ue le vecteur 
à prédire est extrait de plus en plus et infiniment loin de l'origine : 

(1) 1 s<E) s<E> 1 parce que (g) N+i+m,N,m- (g) N+m,N,m 

<< << 

<< 

=0 

<< 

fÊii'i\ 
~ 

Pour argumenter cette section, nous expososns ici sans démonstration un théorf>nw qui nous Pst démontré 
par C. Brezinski et M. Redivo Zaglia dans [8, p. 393}. 

Théorème 6.3 Soit (S;);>o une suite convergeant vers S, telle que Sn= S+a1y1(n)+a2g2 (11)+ ... , Vn E 
IN. -

S .l. g;(j+l) b..J.}">-~">1 b 4 b ...... ·1· Yi+J(j) 0'-'" 1\ . . 
!.lm (") =ir, vl_ ,avec ir jPOUrlrJeisl.ll11--(-.)-=, vtE .tllllllpo:;au/ 
;-oo g; J ;-oo g; J 

g0(j) = 1, 'Vj E IN, alors, la E-prédictio11 est consistante en colonne. 

Le théorème suivant concerne des suites auxiliaires qui ne rentrent pas dans le cadre du théorème 
précédent. 

Préalablement, donnons ici un lemme qui est présenté et démontré par A. C. Matos et !\1. Prévost sous 
k nom de théorème 2, dans [13]. Celui-ci sera utile à la démonstration du théorème de consistance à 
SUIVre. 

Lemme 6.1 Soit (g;(n))nEIN' ViE IN uu ensemble dt ~;uites telles que : 
(i) 

{ii) 

lim Y•+l(u) = 0, ViE IN 
n-oo g;(n) 

9i+p(j) 9i+p-r(i) 

'Vp E IN, 'Vi E IN, 3J E IN tel que si j 2:: J, alors, 
Yi+rU+1) 9i+p-r(i+1) 

y;(j) 

g;(j + l) 

Yi+v(j+p) Yi+p-J(j+p) g,(j+p) 

alors 'Vk E IN, V/ 2:: k + 1, ViE IN, 

9i+l+I(n) 9i+k(n) 9i+k-r(n) g;(n) 

9i+l+l(n + 1) 9i+k(n + 1) 9i+A:-r(n + 1) g;(n + 1) 

lim 
Yi+l+I(n + k + 1) g;+k(n + k + 1) 9i+k-J(n + k + 1) g;(n + k + 1) 1 =o. 

n-oo Yi+l(n) 9i+k(n) 9i+k-r(n) g;(n) 

9i+l(n + 1) Yi+k(n + 1) 9i+k-r(n + 1) g;(n + 1) 

Yi+l(n + k + 1) Yi+k(n + k + 1) Yi+k-l(n + k + 1) g,(n + /..· + 1) 

;:::: o. 
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Enonçons maintenant un théorème qui concerne plutôt la Richardson-prédiction (ce procédé provient 
de la E-prédiction, mais la table (g) des suites auxiliaires est donnée par g;(j) =x~, 'ii~ 1, 'r/j E IN): 

Théorème 6.4 Soit (S;);>o une suite convergeant vers S, telle que S; = S + a 1 x;+ a2.xl + .... 'ii E IN. 
Si la table des suites auxiliaires est donnée par: g;(j) =x~, 'ii~ 1, 'ij E IN, où (x;)i2:0 est une sutte 
à termes positifs et qui décroît strictement, alors, la E-prédiction calculée à l'aidt dt la taldt (g) est 
consistante en colonne. 

Démonstration 

Comme Sn = S + a1Xn + a2x~ + ... , 'r/n E IN, on déduit : 

x 

SN+i+m 1 XN+i+m 

Sm 1 Xm 

1 Xm 

1 Xm+1 

N 
XN+m 

N 
XN+m 

N 
XN+m 

Xm 

Xm 

1 

xZ!:n X~+m XN+m 1 
N+l N 1 

= ( _ 1 )N + 1 .:__x...:N~+.:.i+.;...m:.:..:__-,.,X..:.;N~+'-.:i...!.+.:.:m.:..._ ___ x_N___:_+_i+7-m--_..:. 

x:/. Xm 1 
.,N x 1 
"m+l •u+l 

;r·~+m XN+m 

xu 
m 

J:N 
m J: m 

XN+m 
N 

XN+m 
j 

XN+m 

XN+i+m 
N 

XN+i+m L: II XN+i+m 
Uj o-1 XN 

i2:N+1 o=N+2 
Xm m Xm 

o-1 N 
.XN+m XN+m XN+m 
o-1 N 

XN+i+m XN+i+m XN+i+m 

1 

1 

1 
1 
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x~-1 

J.•.'\'+/1/ 

XN+i+,, 

o-1 N 
XN+m XN+m XN+m 
o-1 N 

XN+i+m XN+i+111 3'.'\'+i+•u 

Et, donc, d'après le lemme 6.1, la série converge et on obtient directement le résultat sui\'ant : 

SN+i+m XN+i+m 
N 

XN+i+m 
Sm Xm XN 

rn 

SN+m 1 XN+m J:N 
lim N+m =o. 

rn-oc Xm x;j. 
Xm+1 

N 
Xm+1 

XN+m 
N 

XN+m 

6.2 Consistance en diagonale 

1 
1 

101 

La consistance en diagonale n'est étudiée ici que pour deux méthode de prédiction. à sn mir la Padé­
prédiction et la E-prédiction. 

6.2.1 Consistance en diagonale pour la Padé-prédiction 

Définition 

Lorsque lim (SX'~k N- SN+k) = 0, Vk 2: 1, on dit 4ue la Padé-prédictiou est cousistaui<' •·JJ Jiagouak. 
N-oe ' 

Remarques concernant la consistance en diagonale pour la Padé-prédiction 

1. Si la Padé-prédiction est consistante en diagonale pour une suite convergeant vers S. alors la suite 
prédite converge (1), et converge vers la lirrùte S (2), lorsque le nombre de composantes du vecteur 
à prédire croît infiniment : 

(
1

) parce que IS~~k,N- s~.~l:::: ISX'~k,N- SN+kl+ ~ + ~ < 2c 

<t <t =0 

(
2

) parce que IS~+) k N- SI :S IS~+) k N- SN +ki+ ISN+k- SI< 2t 
' ' "-----" 

<• <• 

2. Nous n'étudions ici que des suites constituées de moments de Hamburger 

Dans cette section, nous établissons quelques théorèmes de consistance pour lrt PHdP-pr•;dinion. L•· 
théorème suivant nous procure directement quelques résultats de consistance eu diagonalt" pour la Padé­
prédiction. 
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Théorème 6.5 Si (Ui);>o E MH {R = max(IRtJ,IR21) est supposé fini), et si (U;)u<i<N solu~faztla 

condition (H},:)) (p = p(N) est une Jonction deN telle que 1.p- N;::: -1), alors la sullt (uJ'j.$ )i>u pr·idtte 
par la Padé-prédiction à partir du vecteur (Ui)o~i~N E M HE est telle que : ' -

u<P) u 
lim N+J.:,N;; N+k = 0, Vp > R, Vk E IN. 

N-oo p 

Démonstration 

D'après le théorème 3.22, (U;(~ );>2p-N+l E M H. Donc, nous avons : 

et, corrune 

il s'ensuit que 

u<P) 
ll·m N+k.N ·o "' R k "'' 

N-oo p 
N = , vp> , 'V·EJJ• 

lim 
N-oo 

. UN+k 
hm -N- = 0, 'Vp > R. Vk E IN, 

N-oo p 

U
(p) ,. 
N+k,N- 0 N+k 

N = 0, 'Vp > R, 'Vk E IN. 
p 

Nous déduisons directement les trois corollaires (pour lesquels la valeur de p dans k t héort>lll<' fi "1 \·a ut 
exactement 1) suivants : 

Corollaire 6.1 Si (U;);>o E TM est une suite à convergence linéaire, et si (Ui)o<i<N sattsfutl lu con· 

dition (H~)) {p = p(N) -est une fonction de N telle que 2p- N ;::: -1), alors la s~t;t (U;(:~ );~u pridttt 
par la Padé-prédiction à partir du vecteur ( U;)o~i~N E TM E est telle que : 

lim UJJ~J.: N- UN+k = 0, Vk E IN. 
N-oo ' 

Corollaire 6.2 Si (U;);>o E TO est une suite à couverytn<:t linéazn, et st (U;)o<i<S sults}uli lu cundt· 

tian (H~)) (p = p(N) est une fonction deN tellt que 2p- N;::: -1), alors la sutÏt (t ) 1~ );~ 0 Jm.dtlt par 
la Padé-prédiction à partir du vecttur· (U,)u~i~.\ E TOE l'si ttflc qu( 

lim UJJ~k N- UN+k = U, Vk E J}i. 
N-oo ' 

Corollaire 6.3 Si (U;);>o E MH (on suppose -1 < R1 < R'2 < 1) et sz (U;)u<•<J\' ~;altsfalf lu cuudilwn 

(H~)) (p = p(N) est un~ fonction deN telle que 2p- N ;::: -1), alors la suzÏe (ui'~ };>u pridtlt par la 
Padé-prédiction à partir du vecteur (U;)o~;~N E M HE est telle que: ·· -

1. U(p) U - 0 "'k IN 1111 N+k N- N+k- , v· E . 
N-oo ' 

En ce qui concerne l'aet:élération de la convergence en diagonale par l'é-algorithme, uous ne SOli Illies pas 
tncore en possession de résultats autres que ceux pour les suites totalement monotones (ou 1 u1 ;denJent 
oscillantes, ... ) à convergence linéaire. Le lien qui a été établi entre l'é-algorithme et la Padé-pr,;diction, 
nous laisse donc à penser qu '1! faudrait toujours imposer au vecteur à prédire d'être extrait de llloments 
de Hamburger pour pouvoir conclure quant à la consistance en diagonale de la Padé-prédict.io11. 
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6.2.2 Consistance en diagonale pour la E-prédiction 

Définition 

Si 
lim ((g)S~Jk N- SN+k) = 0, 't/k ~ 1, 

N-oo ' 
alors la E-prédiction calculée à l'aide de la table (9) est consistante en diagonale. 

Remarques concernant la consistance en diagonale pour la E-prédictiou 

L Pour montrer des résultats de consistance en diagonale pour la E-pr,;dirl i"11 calet do'·, ;, 1":-tid·· d·· Lt 
table (9), il nous suffit donc de montrer que 

SN+i 1 91(N + i) 9N(N + i) 
Sa 1 91 (0) 9N(0) 

SN 1 g1(N) YN(N) 
li rn = 0, Vi~ L 

N-oo 1 !JI (0) !JN(O) 
91(1) 9N(l) 

Y1(N) 9/I.·(N) 

2. Si la E-prédiction calculée à l'aide de la table (g) est consistante en diagonale pour une suite 
convergeant vers S, alors la suite prédite converge (1), et converge vers la limite S '" '. lorsque le 
nombre de composantes du vecteur à prédire croît infiniment : 

<E <( =u 

Le seul théorème que nous allons énoncer concerne en fait la Richardson-prédictiou. ( '"I''''"Llul. voyo11~ 
d'abord le lemme préliminaire suivant, qui est établi par M. Prévost dans [liS). :sous l'appellat.Jou lei III Ile 
1' (i). 

Lemme 6.2 Si 3J E IN tel que 't/j 2 J, Vp E IN, ViE IN, 

9i+p(j) Yi+p-1 (j) 
9i+p(j + 1) 9i+p-1(j + 1) 

9i+p(j + p) 9i+p-1(j + p) 

alors la suite des éléments 

(k) 1 
U· =--

' g;(n1) 

g;(j) 
g;(j+1) 

g;(j + p) 

est croissante avec i ~ h, 't/(n1,n2, ... ,nk+J) tel que J ~ n 1 < n2 < ... < nk+l· 't/(11.1:!·· .li.-) tel q11r 
0 ~ 11 < /2 < ... < l~c. 



104 Consistance des méthodes de prPdiction 

Théorème 6.6 Soit (S;);~o une suite convergeant vers S, telle que S; = S + a1x; + a2xf + ... , 'r/i E IN. 
Si on impose lxol < r où r est le rayon de co11vergence de la série entière Li>u a;l;. d t;i la luhlr dt:> 
suites auxiliaires est donnée par: g;(j) =x), 'Vi~ 1, 'Vj E IN, où (x;);;::o est u;;e sullt à if1'111f., fi08liifs 
et qui décroît strictement en convergeant vers zém, alors, la E-prédiction calculée à l"atdt dt la la &lt (g) 
est consistante en diagonale. 

Démonstration 

Puisque S; = S + a1x; + a2xl + ... , 'ViE IN, on déduit : 

SN+i 1 XN+i 

So 1 xo 

(E) SN 1 XN 
SN+i- (g)SN+i,N = 1 xo 

1 xl 

1 

1 XN XN 
N 

xi 
.N 

1 .I:N+i 
N J! 

I: XN+i N+i = Uj N 
i?:N+I 

Xo Xo 

1 XN X) 1 

1 XN XN 
N 

Cependant, la suite des éléments 

xo 1 

~N XN 
N XN 1 

J 
XN+i 

N 
XN+i XN+i 1 

xia 

est une suite qui croît avec j, d'après le lemme 6.2. Chaque terme de cette suite est donc inférieur à sa 
limite lorsque j tend vers l'infini, et donc : 

xi XN 1 1 XN xo XN xo 0 
0 0 0 XN XJ 

1 .l:j 

1 
1 

0 < _...,.. < = 
XJ xi x~ XN 1 XN 

XN XN 1 0 .N 0 XN 1 N 
J N N N 

XN+i XN+i XN+i 1 0 N 1 XN+i x."'+i 
XN+i XN+i 
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Donc: 
Xl 1 

XN 

XN+i 

XN 
0 

XN 
1 

J:N 
N 

et finalement, 

(E) rr 1 XN+i -Xli ISN+i- (g)SN+i Ni< 
' Xj- Xo 

IE{l,2, ... ,N} 

Or lxol < r, donc, Ln~N+l aixÎ < oo, et comme (xi)i;:::o décroît strictement en convergeant vers zéro, 

rr XN+i- Xl d . J N d l'' fi . d ten vers zero quan ten vers 111 m, et one : 
X/- Xo 

IE{l,2, ... ,N} 

Les résultats concernant la consistance donnent un sens à ce mémoire, mais il y a certainement encore 
beaucoup à faire dans cette voie ... 



Chapitre 7 

Quelques applications 
, . 

numeriques 

Dans ce dernier chapitre, nous allons comparer deux méthodes de prédiction au travers de deux exemples 
numériques. Celles-ci dépendent énormément du choix des paramètres, et il nous sera difficile d'émettre 
un avis sur la sélection de ces derniers. En effet, la meilleure Padé-prédiction est liée au choix du meilleur 
approximant de Padé ; la meilleure Padé-partiel-prédiction requiert, en plus, un choix approprié pour les 
polynômes .x( t) et y(t) ; la meilleure E-prédiction, quant à elle, exige la connaissance d'une échelle de 
comparaison sur laquelle la suite à prédire possède un développement asymptotique. Pour le choix du 
meilleur approximant de Padé, J. Gilewicz nous fournit un exposé dans [11, chap. 8]. D'autre part. nous 
pouvons, afin de tester la E-prédiction, trouver des suites possédant un développemem é:lSymptotiyue sur 
une échelle de comparaison connue dans [18]. 

7.1 Pre1nier exen1ple 

Nous considérons ici que le vecteur à prédire (S;)o$i$N est donné parS;= L~=O (i~l)2, ViE {0, 1, ... , N}. 

2 

Il est bien connu que lorsque N tend vers l'infiui, SN tend vers ((2) = ~ . 

Pour ce vecteur, parmi toutes les Padé-partiel-prédictions, c ·est 1 '€-prédiction (avec A = "21\") que uous 
choisissons d'exhiber. La suite dont est extrait le vecteur à prédire convergeant vers une limite non 
nulle, il semble raisonnable d'imposer à la Padé-partiel-prédiction d'avoir un comportement du type 
Sn= a 1bï + a2b2 + ... + aKb'k + c1, \ln E IN (voir théorème 2.3), en espérant que c1 tende vers ~(:.t) et 
que les b; prennent des valeurs comprises dans]- 1, 1[. 

Ensuite, nous donnons le résultat de la E-prédiction calculée à l'aide des suites auxiliaires correspondant 
à l'échelle de comparaison connue sur laquelle la suite à prédire (Si);?o donnée parS;= L~=O (j~IJ 2 , ViE 
IN admet un développement asymptotique. 

L'é·prédiction : 
Nous rappelons que la suite (St~ )i?O est !'€-prédiction calculée à partir du vecteu~ (S;)o$i$N. 

Nous notons cette suite (~~~· )i?O lorsqu'elle est programmée en arithmétique exnrlt> (nvt>c \1.·\ THE­

MATICA) et (St~)i?O lor:>qu'elle est programmée avec la précision machine (19 chiffres avec 1\IATHE­
MATICA). 
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7.1. Premier exemple lOï 

On définit les tableaux à double entrée suivants : 

et 

N = 2 N=4 N=6 N=8 
i=3 1.9 
i=4 1.5 
i=5 1.3 3.1 
i=6 1.2 2.6 
i=7 1.1 2.3 4.3 
i = 8 1.0 2.1 3.7 
i=9 1.0 1.9 3.3 5.5 
i = 10 1.0 1.8 3.0 4.8 
i = 11 0.9 1.7 2.8 4.3 
i = 12 0.9 1.6 2.6 4.0 

et 
N =2 N =4 N = 6 N = '0 

i = 3 lE- 19 lE -19 1E-19 lE- 19 
i=4 lE- 19 lE -19 1E-19 lE- 19 
i = 5 lE- 19 lE -19 lE- 19 lE- 19 
i = 6 1E-19 2E-16 lE- 19 lE- 19 

EPS·2(i,N) i = 7 lE-19 4E-16 lE -15 lE- 19 
i=B lE- 19 '2E- 15 2E-15 lE- HJ 
i = 9 lE-19 2E -15 2E-16 3E-15 
i = 10 lE- 19 3E -15 6E- 16 3E -15 
i = 11 lE -15 2E -15 2E-15 lE -15 
i = 12 6E-17 3E -15 2E-15 3E- 15 

Une E-prédiction : 
Nous rappelons que la suite ((g)st';Jk~o est la E-prédiction calculée à l'aide de la table (y). à partir du 
vecteur (S;)o<i<N· 

Nous notons cette suite ((g)'Si~);~o lorsqu'elle est programmée en arithmétique exacte (avec MA­

THEMATICA) et. ((g)Sf;lf.J);~o lorsqu'elle est progranunée avec la précision machine (lV chiH'res avec 
MATHEMATICA). 

Nous définissons la table (g) des suites auxiliaires par 

Yi(i)= (i: 1)i' VjE{l,2, ... ,N} 

car nous connaissons 1 'expression du développement asymptotique de la suite (Si);~ 0 do1111ée par 5; = 
L:~=O (j_;l),, ViE IN, sur l'échelle de comparaison g1(i), g2(i), ... 

On définit les tableaux à double entrée suivants : 

et 
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N = 2 N =3 N =4 N =5 N =6 
i = 3 2.8 
i = 4 2.4 4.3 
i = 5 2.3 3.9 6.7 
i = 6 2.2 3.7 6.2 7.0 

E1(i, N) i = 7 2.1 3.5 5.9 6.5 8.5 
i = 8 2.1 3.4 5.7 6.2 8.0 
i = 9 2.0 3.4 5.5 6.0 7.7 
i = 10 2.0 3.3 5.4 5.9 7.4 
i = 11 2.0 3.3 5.3 5.7 7.3 
i = 12 1.9 3.2 5.2 5.6 7.1 

et 
N=2 N =3 N =4 N=5 N = 6 

i=3 lE- 19 lE-19 lE -19 lE- 19 lE- 19 
i=4 lE-19 lE-19 lE -19 lE- 19 lE- 19 
i=5 lE -19 lE- 19 lE -19 lE- 19 lE- 19 
i = 6 lE -19 lE- 19 lE- 19 lE- 19 lE- 19 
i = 7 lE- 19 lE- 19 lE- 19 lE- 19 lE- 19 
i=8 lE-19 lE-19 lE -19 lE-19 lE- 19 
i = 9 lE- 19 lE -19 2E -19 lE- 19 lE- 19 
i = 10 lE -19 lE -19 2E -19 lE- 19 lE- 19 
i = 11 lE-19 lE-19 3E -19 lE- 19 lE- 19 
i = 12 lE -19 lE -19 3E-19 lE- 19 3E- 15 

Quelques remarques à propos de cet exemple 

1. Les tableaux EP51 (i, N) et E1(i, N) indiquent le nombre de décimales exactes de la suite prédite 

comparativement à la suite (5;);~o donnée par 5; = L~=O (j~l) 2 , ViE IN. 

lçl<) - ç 1 

2. Nous notons aussi qu'il n'est ni utile de considérer les EPS3 (i,N) = -log10 ·-···', ~,.nt encore 
.); 

1 E ( · N) l i(gl5~;/- 5;1 s· [1 -(2. )) P . 1 ,_. u . \ es 3 t, =- og10 S; , parce que i E ,(, · . ar consequent, es c_,~3 (t .. ) sont 

proches des EP51 ( i, N) et les E3(i, N) proches des E 1 (i, N). 

3. La E-prédiction donne de meilleurs résultats que l'é-prédiction, mais elle utilise la connai:;:;altce du 
développement asymptotique de la suite à prédire sur 1 'échelle de comparaison g1 ( n ), g2 (11) .... 

4. Le tableau EP52(i,N) (respectivement E2(i,N)) nous donne des renseigneweuts sur la stal.oil1té 
de l'é-prédiction (respectivement la E-prédiction) puisqu'il évalue l'erreur due à l'arithllJ<~tiyue de 
l'ordinateur. Pour cette suite, les deux méthodes de prédiction étudiées semblent assez stables. 

7.2 Second exe1nple 

Nous considérons ici que le vecteur à prédire (5; )u<i<N est donné par 5; = ~i-o r-+11
11 ViE {0. 1 .'\'}. 

- - '---;- J 

Il est bien connu que lorsque N tend vers l'infini, SN tend vers ln(2). 

Pour ce vecteur, parmi toutes les Padé-partiel-prédictions, c'est encore 1 'é-prédiction (avec .\' = 2/{) 
que nous choisissons d'exhiber. La raison en est que cette :::.uite aussi couverge vers uttl' lilJlitl' tJvt• uulle. 
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Ensuite, nous donnons le résultat de la E-prédiction calculée à l'aide des suites auxiliaires correspondant à 
l'échelle de comparaison connue sur laquelle la suite à prédire (S; );~ 0 donnée parS; = L:j =n 1j;( , \li E IN 
admet un développement asymptotique. 

L'ê-prédiction : 
Nous rappelons que la suite (S?J );>o est l'ê-prédiction calculée à partir du vecteur (S;)o<i<N. 

' - - -

Nous notons cette suite (S~t1)i>O lorsqu'elle est programmée en arithmétiquP Pxacte (m·<'c MATHF­

MATICA) et (S't).);~o lorsq~'ell; est programmée avec la précision machine (Hl chiffres avec MATHE­
MATICA). 

On définit les tableaux à double entrée suivants : 

EPS1(i,N) = -log 10 IS}~).- S;l, \li~ N + 1 

et 

N = 2 N =4 N = 6 N = 8 
i = 3 1.6 
i=4 1.6 
i=5 1.4 2.8 
i=6 1.5 2.5 

EPS1(i,N) i = ï 1.3 2.3 4.0 
i=8 1.5 2.1 3.5 
i = 9 1.3 2.0 3.2 5.2 
i = 10 1.5 1.9 3.0 4.6 
i = 11 1.4 1.9 2.8 4.2 
i = 12 1.6 1.9 2.ï 3.9 

et 

N =2 N =4 N = 6 N = 8 
i=3 1E- 19 lE -19 lE- 19 1E- Hl 
i=4 1E- 19 1E -19 lE- 19 1E- 19 
i = 5 1E- 19 2E -19 lE- 19 1E- 19 
i = 6 1E- 19 3E- 19 1E- 19 1E- Hl 

i = 7 lE- 19 5E -19 2E-19 lE- 19 
i = 8 lE -19 6E -19 lE- 18 lE -19 
i=9 1E- 19 7E -19 2E- 18 4E -19 
i = 10 lE -19 7E -19 4E-18 2E- 19 
i = 11 1E- 19 7E -19 6E-18 2E- 18 
i = 12 1E- 19 ïE -19 9E- 18 ïE-Iti 

Une E-prédiction : 
Nous rappelons que la suite ((g)Si,Efj);~o est la E-prédict.ion calculée à l'aide de la table (!J!. à parLir Ju 
vecteur (S;)o$i$N· 

Nous notons cette suite ((g)~~k~o lorsqu'elle est programmée en arithmPtÎqut> exacte• (avPc MA­

THEMATICA) et ((g)S~;fj));~o lorsqu'elle est programmée avec la précision 111achiue ( 1\J d1iffres avec 
MATHEMATICA). 



110 Quelques applications IJUlllériques 

Nous définissons la table (9) des suites auxiliaires par 

Ui(i)= /-l\·· "/jE {1,2, ... ,N} 
z + 1 1 

car nous connaissons l'expression du développement asymptotique de la suite (S;);2'o donné.., pnr ,..,·; = 
""i i=..!.2:. ..... TJ\T l'' h Il d . (') ( ') ~i=O j+l , vz E 11>, sur ec e e e comparaison 91 z , 92 z , ... 

On définit les tableaux à double entrée suivants : 

et 

N =2 N =3 N =4 N = 5 N = 6 
i = 3 2.5 
i = 4 3.0 4.6 
i = 5 2.4 00 4.8 
i = 6 3.0 4.8 4.7 5.9 
i = 7 2.5 5.0 4.5 5.7 7.7 
i = 8 3.1 5.4 4.5 5.5 7.6 
i = 9 2.5 4.7 4.4 5.4 7.4 
i = 10 3.3 5.6 4.4 5.3 7.3 
i = 11 2.5 4.6 4.;5 5.3 7.'2 
i = 12 3.5 5.2 4.4 5.2 7.;5 

et 
N = 2 N = 3 N = 4 N = 5 .ro..· = (j 

i = 3 lE -19 lE- 19 lE -19 lE- 19 lE- 19 
i=4 lE -19 lE- 19 lE -19 lE- Hl lE- l!:J 
i=5 lE- 19 lE- 19 2E -19 lE- 19 lE- 19 
i=6 lE- 19 lE -19 lE -·19 2E- 19 lE- 19 
i=7 lE -19 lE- 19 3E- 19 3E- Hl '2E- IV 
i = 8 lE -19 lE- 19 3E- 19 6E- 19 7E- 19 
i=9 lE- 19 2E- 19 5E-19 9E- 19 2E- 18 
i = 10 lE -19 3E- 19 5E -19 2E- 18 4E- 18 
i = 11 lE- 19 7E- 19 6E -19 3E- 18 6E- 18 
i = 12 lE-19 9E- 19 5E-19 4E -18 9E- 1~ 

Quelques remarques à propos de cet exemple 

1. Les tableaux EPS1(i, N) et E1(i, N) indiquent le nombre de décimales exacte:; de la su ill' prédite 

comparativement &. la suite (S;);~o donnée par S; = 2::;=0 (j;J)2, ViE IN. 

2 N . ''1 ' . '1 d 'd' 1 EPS(' ~') 1 IS:'~.- S;l . ous notons auss1 qu 1 n est 111 ut1 e e coliS! erer es ::s z, J\ = - og10 · S; , 111 cucore 

. lc 9)5}~- S;l 
les Es(z, N) = -log10 ' , parce yue S; E (/n('2),1). Par co11:séyueut. h E PS';j(i . . \') so11t 

S; 
proches des EPS1(i,N) et les Es(i,N) proches des E 1(i,N). 

3. La E-prédiction donne de meilleurs résultats que !'€-prédiction, mais elle utilise la con!lais,.,auce du 
développement asymptotique de la suite à prédire sur l'échelle de comparaison g1 ( u ), Y2( 11 J ••.. 
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4. Le tableau EP S2( i, N) (respectivement E2( i, N)) nous donne des renseignements sttr la stabilité 
de )'[-prédiction (respectivement la E-prédiction) puisqu'il évalue l'erreur due à l'<n·itl11nétique de 
l'ordinateur. Pour cette suite, les deux méthodes de prédiction étudiées selltiJieut tr;., stables. 

7.3 Conclusions sur les deux exen1ples précédents 

1. Consistance 
Sur ces exemples numériques, il semble que )'[-prédiction et la E-prédict.ion calcul•;,. à l'aide d .. s 
suites auxiliaires g1(n),g2(n), ... soient consistantes en diagonale pour cette suite. En effet. les 
diagonales (i.e. où la différence entre les deux indices est constante) des tableaux LPS1(i,n) el 
E 1(i,n) ont l'air de tendre vers l'infini avec N, et ce sur les deux exemples. 

2. Stabilité 
Les méthode de prédiction paraissent plus stables pour le second exemple que pour le premier. 
La raison réside vraisemblablement daus le com!Jorlellleut des suites : la pr<.OlllÎl:rc ,.,, '' rid.<:JJauli 

croissante tandis que la seconde oscille autour de sa limite. 
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CONCLUSIONS 

Ce travail comporte nombre de méthodes de prédiction. Nous pouvons maintenant les regrouper en 
deux familles : les E-prédictions et les Padé-partiel-prédictions. 

La E-prédiction est déjà définie parC. Brezinski dans (6] ainsi que parC. Brezinski et M. Redi''' Zaglia 
dans (8, pp. 392-395]. Cependant, la thèse nous apporte un nouvel algorithme et de nouveaux r···sultats 
de consistance. 

La Padé-prédiction est étudiée par J. Gilewicz dans (11, pp. 424-439], lat-prédiction. par A. Stcll et O. 
Levin dans (20] et la ~2-prédiction, parC. Brezinski et M. Redivo Zaglia dans (8, pp. J~U-J\:11]. foutes 
ces méthodes de prédiction sont englobées dans la famille des Padé-partiel-J.nédictiuu, 

La Padé-partiel-prédiction est largement étudiée dans ce mémoire. Définie à partir des approxilltants de 
Padé partiels, elle est liée à 1 'extrapolation exponentielle (ce lien permet, entre autres, de déteiï11iner la 
forme de la suite prédite par la Padé-partiel-prédiction). Nous lui associons ensuite un algoritlt1ne (basé 
sur l'E-algorithme) ne nécessitant pas la résolution d'un système linéaire. 

Enfin, nous considérons quelques résultats de consistance pour ces deux familles de méthodes de prédiction. 

Les exemples numériques proposés semblent promettre un bel avenir aux méthodes de prédiction ... 

PERSPECTIVES 

1. Il reste encore beaucoup à faire dans l'étude de la consistance des méthodes J,· préJ ic t iu11 

2. Il faudrait tester les méthodes de prédiction sur de réels problèmes ... 

3. Il demeure à regarder ce que devient ce travail dans le cas vectoriel (seul le cas scalaire est ici étudié) 

4. Il conviendrait d'établir un lien entre prédiction et prévision ... 
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