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RÉSUMÉ 

La plupart des roches sont anisotropes. L'anisotropie des roches se traduit par une 

variation directionnelle des propriétés ct caractéristiques macroscopiques. 

Beaucoup d'ouvrages souterrains sont réalisés dans des formations anisotropes. Dans la 

conception et l'analyse de la stabilité de ces ouvrages il est nécessaire d'avoir une bonne 

connaissance des mécanismes de déformation et de rupture du milieu rocheux. 

C'est dans cc contexte que se situe l'objectif de cette étude portant sur la formulation 

d'un modèle élasto-viscoplastique pour une roche initialement orthotrope de révolution: 

l'argilite de Tournemire. 

La première partie comporte une étude bibliographique sur les roches anisotropes à 

structure planaire. L'accent est mis sur la caractérisation de l'anisotropie du domaine élastique 

ct des résistances. 

Dans la deuxième partie nous proposons une modélisation du comportement élastique 

non-linéaire de l'argilite de Tournemire. 

Les deux dernières parties de ce mémoire sont consacrées au développement d'un 

modèle de comportement viscoplastique ct d'un critère de rupture anisotrope pour ce matériau. 

L'anisotropie du comportement irréversible est décrite à l'aide d'un tenseur d'ordre quatre 

constant qui respecte les symétries du matériau. En utilisant les résultats de la théorie de 

représentations (Wang, 1970; Boehler (1979), Liu (1982)) nous donnons l'écriture invariante 

du critère viscoplastique, de la loi d'écoulement ct du critère de rupture à courte terme de 

I'argilite. 

Une vérification du modèle développé est effectuée à travers des essais en compression 

hydrostatique et triaxiale de révolution. 

MoLe;; clés: anisotropie, élasticité non-linéaire, élasto-viscoplasticité, rupture 
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ABSTRACT 

Isotropie rocks seldom occur in nature. Oriented internai structures, such as oriented 

crystallographic axes, grains fissuration, cracks result on the macroscopic level in a directional 

mechanical response of rocks. Thus, the design and the stability analysis of underground 

constructions (oil weil drilling, nuclcar and chemical waste disposais, etc ) require a good 

knowledge of the mechanical behavior of anisotropie rocks. 

This study is aimed at formulating a general elastic/viscoplastic constitutive equation for 

an initially transversely isotropie rock : Tournemire shale. From the experimental investigation 

conducted in our laboratory by Niandou (1994) on Tournemire shale, we can conclude that the 

variation of the mcchanical characteristics with respect to the oriented structure of the material, 

may be considcred continuous. 

In the first part of this study wc briefly present sorne essen ti al features of the anisotropie 

mechanical bchavior of rocks possessing only one apparent direction of anisotropy (orthotropic 

or transverscly isotropie) and sorne analytical modcls which describc thcse properties. 

In the second part we charactcrize the instantaneous (elastic) response of Tournemire 

shale. The elastic behavior is strongly non-linear.We analyse in detail which are the restrictions 

to be fulfilled by the laws of variation of the el as tic parameters with the stress state, in order to 

obtain a conservative elastic response (i.e., no energy dissipation occurs if the material 

undergoes a closed stress cycle). 

The last part is devotcd to the formulation of a viscoplastic model for Tournemire shale. 

The anisotropy of the irreversible deformation is described by means of a constant, anisotropie 

fourth order tensor. The viscoplatic critcrion, the flow rule and a short-tcrm failure criterion are 

expressed in a general invariant form. No a priori assumption concerning the existence of a 

viscoplastic potcntial is made. 

Finally the modcl is checked against data obtained in hydrostatic and in conventional 

triaxial tests performed at different confining pressures and various orientations of the strata 

with respect to the axialloading. 

Keywords: anisotropy,non-linear clasticity, clastic/viscoplastic constitutive equation,failure 

critcrion 
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INTRODUCTION 

Beaucoup d'ouvrages souterrains, tels que les puits pétroliers, les galeries de dépôts de 

déchets nucléaires ou chimiques sont réalises dans des formations anisotropes. Une bonne 

compréhension et une description appropriée de la réponse anisotropes des milieux rocheux aux 

sollicitations mécaniques, sont d'une grande importance dans l'analyse de la stabilité de ces 

ouvrages. 

L'objet de cette étude est de formuler un critère de rupture à courte terme d'une part et, de 

développer un modèle viscoplastique d'autre part, capable décrire l'évolution du comportement 

mécanique d'une roche anisotrope, l'argilite de Tournemire. L'étude expérimentale du 

comportement de l'argilite de Tournemire, réalisée dans notre laboratoire par Niandou (1994), 

nous amène à dire que l'anisotropie de l'argilitc se traduit, dans une première approche, par une 

anisotropie de formation. II a été montré raisonnable de supposer que l'argilite est un milieu 

initialement orthotrope de révolution dont le plan d'isotropie est le plan de stratification. 

Notre étude comporte, en première partie, une présentation succincte des données 

physiques ct expérimentales sur les roches anisotropes à structure planaire et une revue 

bibliographique des principaux modèles théoriques proposées pour décrire l'influence de 

l'anisotropie de structure sur les différentes domaines du comportement mécanique. 

L'étude est ensuite spécialisée à la description du comportement élastique non-linéaire du 

matériau. On analyse en particulier les restrictions que les lois de variation des coefficients 

élastiques en fonction de l'état de contrainte doivent respecter afin qu'il n'y ait pas de 

dissipation d'énergie sur un cycle fermé quelconque dans l'espace des contraintes. 

La troisième partie de ce mémoire est consacrée à la formulation invariante d'un critère de 

rupture anisotrope. Dans une première approche nous généralisons le critère de rupture isotrope 

de Stassi au cas de l'orthotropie de révolution, en utilisant la procédure de Boehler et Sawczuck 

(1970). Dans une deuxième variante, le même critère isotrope est généralisé en suivant la 

méthode proposée par Olszak ct U rbanowschi (1956) pour généraliser les deux premiers 

invariants du tenseur de contrainte au cas anisotrope. Une comparaison est faite entre les deux 

variantes proposée ct le critère de Tsai et Wu (1971). 

Le modèle viscoplastique que nous développons dans la dernière partie de notre étude est 
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une généralisation du modèle elasto-viscoplastiquc isotrope proposé par Cristcscu 

(1987,1994). Le critère de rupture obtenu suivant la démarche de Bochlcr et Sawczuck (1970) 

est retenu comme critère de rupture à court terme dans le modèle général viscoplastique. Notre 

modèle rend compte de l'anisotropie du champ de déformation sous sollicitation isotrope et 

permet d'interpréter ct de prévoir les résultats expérimentaux sur l'argilite pour des chemins de 

sollicitation triaxiaux classiques. 
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CHAPITRE I 
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GENERALITES SUR LE 

COMPORTEMENT MÉCANIQUE DES 

ROCHES ANISOTROPES 
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Dans ce chapitre nous présentons une revue bibliographique sur le comportement 

mécanique des roches anisotropes. 

Nous débutons par une présentation succincte des structures initiales qu'on peut 

rencontrer dans les roches. Ensuite nous donnons un aperçu des principaux résultats des 

essais effectués sur les roches anisotropes à structure planaire (de type orthotrope de 

révolution) ct les modèles analytiques proposés pour décrire l'influence de l'anisotropie de 

structure sur les différents domaines du comportement mécanique. 

1.1 ANISOTROPIE DE STRUCTURE 

La plupart des roches sont anisotropes. La directionalité des propriétés physiques des 

roches est le résultat d'une part de leur mode de formation et, d'autre part, des 

transformations naturelles subies. 

La notion d'échelle est un facteur important dans l'analyse des mécanismes anisotropes 

mis en jeu. L'anisotropie de structure peut être due à 1' anisotropie des minéraux constitutifs, à 

l'anisotropie des agrégats ou à la présence des microfissures. A l'échelle de l'agrégat on 

distingue deux types fondamentaux de structures initiales dans les roches: structures linéaires 

et structures planaires. 

La structure initiale des roches sédimentaires est de type planaire caractérisée par une 

stratification horizontale par suite du dépôt dans le champ gravitaire. Pour les roches 

schisteuses les principaux minéraux constitutifs sc sont disposés à plat, parallèlement à un 

même plan, au cours du processus de formation. En ce qui concerne les structures linéaires, 

on rencontre soit une linéation d'allongement qui apparaît avec la schistosité de flux et de 

foliation, soit une linéation d'intersection (qui apparaît quand une schistosité se superpose sur 

une surface plus ancienne) soit, une linéation minérale(correspondant à des cristallisations 

métamorphiques qui se produisent en même temps que la schistosité). 

Liées à ces deux types principales de structures initiales on distingue les systèmes de 

symétrie suivantes : 

• Symétrie orthorhomhiquc(orthotropie): la roche présente trois plans de symétrie 

orthogonaux. 
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• Symétrie axiale(orthotropie de révolution): c'est un cas particulier de 

1' orthotropie , la structure est isotrope dans un des plans de symétrie. 

• Symétrie triclinique: la roche ne présente pas d'éléments de symétrie. 

• Symétrie sphérique : matériau isotrope. 

1. 2. OBSERVA TI ONS EXPÉRIMENTALES 

L'étude de l'influence de l'anisotropie de structure sur le domaine élastique et sur les 

caractéristiques à la rupture a été développée par de nombreux auteurs tels que : Muller 

(1930), Lepper (1949), Pricc(l958), Hobbs(1960), Donath (1961,1964,1972), Hoek (1964), 

McLamore et Gray(l967), Attewell et Sandford(l974), Allirot et Boehler(1979) 

principalement sur des roches à structure planaire (de type orthotrope de révolution). Pour 

caractériser l'anisotropie mécanique, il suffit pour ce type de symétrie, de faire varier l'angle 

de prélèvement des échantillons cylindriques de 0° à 90° dans un plan défini par l'axe de 

révolution de l'orthotropie et un axe du plan d'isotropie. Les résultats des essais de 

compression simple sur des roches sédimentaires ou métamorphiques nous permettent de 

faire les observations générales suivantes : 

• le comportement à la rupture dépend de manière importante de l'orientation du 

champ de contraintes par rapport à la structure du matériau; 

• la résistance minimale est atteinte pour ~ comprise entre 30° et 45°, ~ étant 

défini comme l'angle entre la contrainte principale majeure et la normale au plan d'isotropie; 

• la résistance maximale est obtenue soit dans la direction perpendiculaire à la 

stratification (le plus fréquemment) soit, dans la direction parallèle au strates (Tableau 1.1). 

Nature de la roche ~ , pour <J'c90 Auteurs 

<Je max <J'emin 

Ardoise de Martinsburg Donath( 1964) 

90° 13.46 

Argilite 90° 2.33 Chcncvcrt ct Gatlin (1965) 

A'l!ilite de Green River 1 oo 1.62 McLamore ct Gray (1964) 
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Argilite de Green River II oo 1.41 MeLamare et Gr'!Y_ ( 1964) 

Argilite de Green River oo,9oo 1.37 Chenevert et Gatlin (1965) 

Ardoise (Afrique du Sud) 00 3.68 Hoek (1964) 

Grès (Kota) oo 1.12 Rao (1984) 

Ardoise(Texas) 900 3 MeLamare et Gray (1964) 

Charbon 90° 5.18 Pomero_y et al ( 1971) 

Tableau 1.1 Anisotropie de la résistance des différentes roches en compression simple 

(d'après Ramamurthy (1993)) 

• Les roches anisotropes soumises à une pression isotrope subissent des 

distorsions (Allirot et al. (1977) ). 

En compression uniaxiale on peut observer trois types de mécanismes de rupture 

suivant l'orientation (Masure, 1970) : 

• pour ~ < 25° la rupture se produit par extension le long ou en travers des plans 

de stratification. 

• pour ~ E (25°, 60°) il y a fermeture des fissures majeures; la rupture se fait par 

glissement sur les plans. 

• pour ~ E ( 60°, 90°) il y a serrage important des plans de stratification ; la 

rupture sc fait par extension à travers la matrice. 

Cependant, les valeurs sont indicatives car les angles définissant les phases d'extension et de 

glissement varient suivant la roche testée. 

En compression triaxiale, les mécanismes de rupture et le comportement du matériau 

dépendent de l'orientation et de la pression de confinement. En général, l'anisotropie des 

résistances à la rupture ainsi que l'anisotropie des modules élastiques diminue avec 

l'augmentation de la pression de confinement. Par exemple, dans le cas de l' argilite de 

Green-River 1, le rapport entre la résistance minimale (qui correspond à ~ = 30°) et la 

résistance maximale ( ~ = 0°) est égale à 0.63 pour un confinement de 100 psi ; à 0.89 pour 

25000 psi (MeLamare et Gray, 1967). Une variation similaire de l'anisotropie avec le 

confinement a été observé par Donath(l964, 1972) pour l'ardoise de Martins burg et un 

schiste. Cependant, il faut noter les observations d'Allirot et Boehler (1979) sur la diatomite 
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de la montagne d'Andance (France), à savoir que }"anisotropie des résistances, comme 

l'anisotropie des modules élastiques, augmente avec la pression de confinement. 

(Figures 1.1, - 1.2) 

Figure 1.1 : Évolution de l'anisotropie des résistances limites suivant la pression 

de confinement [d'après Allirot et Boehler (1979)] 

E9 MN/ml 

? 
? e-90" 

?? 

SOOf-

• 
e-60" 

~ 
~9sJO" 

1 1 1 1 
~e-o p 

0 1 2 3 4 s 6 MNfrn2 

Figure 1.2 : Évolution des modules élastiques en fonction de la pression de confinement 

[d'après Allirot et Boehler (1979)] 
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L'analyse du mécanisme de rupture de l'argilite de Tournemire (Niandou, 1994) nous 

permet de faire les constatations suivantes : 

• à ~ =90°, quel que soit le confinement la rupture se produit par cisaillement, 

l'angle de rupture étant au environs de 55°; 

• à ~=0°, pour un confinement de 1 MPa la rupture se fait par extension le long 

des plans de stratification. En augmentant la pression de confinement on constate que la 

rupture a lieu à travers les strates; le plan de rupture fait un angle d'environs 30° avec la 

direction de la contrainte principale. Pour 20 MPa de confinement la rupture se fait par 

cisaillement suivant deux plans symétriques à la contrainte principale majeure. 

• pour les orientations comprises entre 15° et 60° la rupture se produit par 

glissement le long des plans de stratification. 

1.3 CARACTÉRISTIQUES PHYSIQUES ET COMPORTEMENT MÉCANIQUE DE 

L 'ARGILITE DE TOURNEMIRE 

1. 3.1 PRÉSENTATION DU MATÉRIAU 

Un vaste programme expérimental a été mené dans le Laboratoire de Mécanique de 

Lille (URA CNRS n" 1441) par H. Niandou (Niandou, 1994) afin de caractériser le 

comportement rhéologique de l'argilite de Tournemire. 

L'argilite de Tournemire est une roche sédimentaire, à granulométrie très fine, 

provenant de Tournemire (France). 

La porosité et la densité suivant la température de séchage sont données dans le 
Tableau 1.2 : 

Séchage Porosité Densité 

65"C 8.35% 2.72 

80" c 8.53% 2.73 

150" c 13.7% 2.76 

Tableau 1.2 : Mesures de la porosité et de la densité de solide en fonction de la température 

de séchage [ d'après Schmitt, 1994] 

La teneur en cau varie de 4,5% à 8% (Fourmaintraux D., 1990). 

Les études par diffractométric X (Schmitt, 1994) relèvent la composition minéralogique 

suivante: minéraux argileux 55%, Quartz 19%, Calcite 15%, et autres 11% dont feldspaths 6 
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à 7%, pyrite 3-4%, sidérite. Les minéraux argileux se repartissent comme suit: Kaolinite 50%, 

lllite 30%, Intérstratifiés 1/S 15% et Chlorite 5%. 

1.3.2 RtSULTATS DES ESSAIS DE COI\IPRESSION HYDROSTATIQUE 

Les essais de compressibilité hydrostatique ont été réalisés sur des échantillons 

cubiques, découpés en tenant compte des symétries du matériau (Figure 1.3). 

Jauge 3(ou 3') 

Figure 1.3 : Essai de compressibilité, position des jauges d'extensométrie 

sur un échantillon cubique (5 x 5 x 5 cm3). Id' après Niandou, 1994] 

La figure 1.4 présente les courbes contrainte-déformation obtenues dans un essai 

qui comporte un cycle de déchargement après que la pression maximale de 50 MPa soit 

atteinte. 
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Figure 1.4 : Essai de compressibilité, comparaison entre les déformations dans les trois 

directions du repère structural 
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A partir de ces résultats on peut faire les remarques suivantes : 

• les courbes pression - déformation sont non - linéaires (notamment la courbe 

pression- déformation suivant la direction SI) 

• le cycle complet de chargement- déchargement met en évidence l'irréversibilité 

du comportement du matériau. 

• les déformations dans les directions S2 et S3 peuvent être considérées comme 

identiques, compte tenu des incertitudes des mesures; la déformation dans la direction S 1 , 

normale à la stratification est plus importante que les déformations dans le plan. 

On peut conclure que les directions principales des déformations irréversibles 

coïncident avec les directions privilégiées de la structure initiale du matériau. Ainsi, le type 

d'anisotropie initiale est conservée. Suite au dépôt sédimentaire l'argilite présente une 

anisotropie initiale (anisotropie de structure) de type orthotrope de révolution dont le plan 

isotrope est le plan de stratification. Ceci a été identifié également à partir de la 

détermination des vitesses d'ondes dans des cubes d' argilite (tableau 1.3), [Cuxac, 1991]. 

En effet, la mesure de la vitesse de propagation des ondes longitudinales dans 

différentes directions permet de mettre en évidence l'anisotropie des roches. On peut définir : 

• une anisotropie majeure : ..1 M% = 100[1-
2

V1 
]· qui représente le rapport 

v2 + v3 
entre la vitesse de propagation moyenne dans le plan des strates et la vitesse de propagation 

perpendiculairement à ce plan, 

• • • A nt 100 2(V3- V2) • une amsotropte mmeure : Ll m-;o = 
v2 + v3 

permettant de distinguer la 

linéation dans le même plan (V 1 <V2<V3 ) (Guyadcr ct al, 1986). 

CUBE !lM% !lm% 

A 48.93 2.74 

B 50.94 0.28 

c 50.52 1.54 

Tableau 1.3 :Paramètres d'anisotropie Il M% et Il rn% mesurés sur des cubes d'argilite 

[d'après Cuxac, 1991] 
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Un essai de compression hydrostatique dont le chemin de chargement sc compose 

d'incréments de charge suivis de paliers de fluage ct de décharge met en évidence le 

comportement différé de l'argilite. 

La figure 1.5 présente la courbe pression - déformation volumique obtenue. 

70~--------------------------~ 
60 

20 

10 

0~~~----q---~~--~~--r---~ 
0 3000 6000 9000 12000 15000 18000 

Déformation Volumique (E-6) 

Figure 1.5 : Essai de compressibilité, courbe pression isotrope - déformation volumique 

Après l'application de chaque incrément de charge i\ p une augmentation instantanée 

de la déformation volumique est constatée. En gardant ensuite la pression constante, le fluage 

du volume est observé. Quand le fluage atteint une certaine stabilisation (l'intervalle de 

temps est de 1' ordre de 20 à 30 minutes) une décharge est effectuée. On constate que 

la décharge est quasi - linéaire et peut être considérée élastique. Cependant, le module de 

compressibilité n'est pas constant, l'analyse des pentes de déchargement montre une 

augmentation de ce module avec la pression. 

La non- linéarité du comportement en charge peut s'expliquer par le serrage des plans 

qui introduit une augmentation de la raideur du matériau avec la pression. 

Cependant, on observe que le taux d'accroissement de ce module diminue avec la pression 

(Tableau 1.4). 
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Pression Hydrostatique K (MPa) 

(MPa) 

12 5590 

22 6965 

32 8915 

42 9675 

53 11180 

63 11915 

Tableau 1.4 : Variation du module de compressibilité en fonction de la pression 

Ceci nous fait supposer l'existence d'un seuil au-delà duquel le module de 

compressibilité K devient constant et la réponse du matériau approche un comportement 

élastique linéaire. Ainsi nous sommes menés à considérer la loi d'évolution suivante du 

module K: 
K(p)= K 0 -aexp(-bp) ( 1.1) 

où: Ka= 20890 MPa, a=l9070, b=0.009. K 0 représente la valeur asymptotique du module 

qui correspond à la pression de fermeture des plans. Cependant, pour vérifier cette hypothèse 

un essai de compressibilité allant à des pressions plus élevées est nécessaire. Il est à noter 

que pour un matériau anisotrope le module de compressibilité n'est pas un paramètre 

représentatif, car le caractère anisotrope du matériau n'est pas exprimé par ce paramètre. 
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Figure 1.6 : Évolution du module de compressibilité en fonction de la pression 
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1.3.3 COMPORTEMENT DE L'ARGILITE EN COMPRESSION TRIAXIALE 

Les essais de compression triaxiale ont été réalises sur des échantillons cylindriques 

(diamètre 37 mm et un élancement voisin de 2) pour différentes orientations 8 et à 

différentes pressions de confinement ( 8 représente l'angle entre l'axe de révolution de 

l' orthotropie et la contrainte principale majeure). La figure 1.7 présente les courbes 

contrainte - déformation correspondant aux trois orientations représentatives : 8 = 0°, 45° et 

90°, pour différentes pressions de confinement. 
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Figure 1.7: Courbes contrainte déviatorique- déformation axiale (LVDn en fonction de la 

pression de confinement, et de l'orientation: (a) 8=0·, (b) 8=90·, (c) 8=45". 

Ces courbes mettent en évidence l'influence de l'orientation et du confinement sur le 
comportement du matériau. Pour toutes les orientations, la surcharge axiale cr1 - cr3 et la 

déformation augmentent avec la pression de confinement. 
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D'une manière générale nous pouvons faire les observations suivantes, concernant le 

comportement de courte durée de l'argilite: 

• les courbes contraintes -déformations sont fortement non - linéaires ; 

• après déchargement, la déformation permanente enregistrée est de l'ordre de 50% de 

la déformation totale (voir Niandou, 1994); 

• les déformations transversales parallèles au plan de stratification e311 sont nettement 

moins élevées que les déformations transversales perpendiculaires aux strates 
e3p , pour 8 '# 0° (Figure 1.8) 
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Figure 1.8 : Courbe contrainte - déformation, orientation 8 =90°, pression de confinement 

10 MPa. [d'après Niandou, 1994]. 
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• les déformations dans le plan de stratification peuvent être considérées comme 

identiques, pour 8 = o·. On peut considérer que l'anisotropie de déformation est du même 

type que l'anisotropie de formation ; 

• Des essais de compression triaxiale avec relaxation ont été aussi réalisés. Avant 

chaque cycle de chargement - déchargement, une phase de relaxation ayant une durée 

relativement courte (de 30 minutes à 1 heure) a été effectuée. Ccci a permis de déterminer 

d'une façon plus précise les modules élastiques et d'évaluer l'importance des déformations 

liées à la viscosité du matériau (voir figure 1.9). 

80 

- 75,83 90/30/3 
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Figure 1.9 : Résultat représentatif de la viscosité de l'argilite de Tournemire : 

palier de relaxation ( e =0· ). 

• Pour l'orientation 8 = 90·, la courbe contrainte déviatorique - déformation volumique 

montre que l'argilite de Tournemire est un matériau plutôt contractant. La zone de dilatance 

qui précède la rupture est très instable: une décharge - recharge effectuée après le point où la 

variation de la déformation volumique est nulle, provoque la rupture précoce de la roche 

(Figure 1.1 0). 
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Figure 1.10 : Courbe contrainte- déformation, orientation 8 =90., pression de confinement 

50 MPa. [d'après Niandou, 1994]. 

On peut conclure que l'argilite de Tournemire a un comportement élasto- viscoplastique et 

anisotrope (de type orthotrope de révolution). 

1.4. MODÈLES ANALYTIQUES 

Pour décrire le caractère directionnel de la résistance des roches stratifiées plusieurs 

modèles ont été proposés. Les principales contributions seront présentées ci-dessous. 

1.4.1 THÉORIE DE LA COHÉSION VARIABLE DE JAEGER 

J aeger ( 1960) suppose que la résistance au cisaillement d'une roche stratifiée à structure 

planaire peut être décrite par un critère type Mohr-Coulomb modifié : 

(1.2) 

où, tg<j> - "le coefficient de frottement interne"- est supposé constant et, C -"la cohésion" 

est une fonction de l'orientation : 

C = A - B cos 2( Ç - 8) (1.3) 
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Dans l'équation (1.3), A ct B sont des paramètres du modèle, 8 représente l'orientation du 

plan d'isotropie par rapport à la direction de la contrainte principale majeure cr1, Ç est la 

valeur de l'angle 8 qui correspond à la cohésion minimale. 

Pour chaque orientation, on détermine les valeurs de C et tg<!> à partir des résultats 

d'essais triaxiaux à différentes pressions de confinement suivant la méthode des cercles de 

Mohr. Ensuite, on identifie les constantes A et B par une procédure de type moindres carrés. 

Cependant, pour la plupart des roches tg<!>, n'est pas constant. 

Selon l'équation (1.3) la cohésion C varie continûment entre les valeurs (A-B) et 

(A+B). Les résistances à la rupture, calculées en utilisant (1.2), pour 8=0° et 8=90°, sont 

égales. 

Ceci est en contradiction avec les observations expérimentales sur la majorité des roches 

stratifiées. 

A la différence de la théorie de Mohr- Coulomb, la théorie de Jaeger prédit un seul 

plan de rupture qui se situe entre le plan incliné à 8 par rapport à la contrainte axiale et le 

plus proche des plans de Mohr. La rupture se produit le long d'un plan incliné à 45-! par 

rapport à 0'1' si et seulement si, 8 = 45-!. 

1.4. 2 THÉORIE DE LA COHÉSION VARIABLE DE JAEGER MODIFIÉE PAR 

McLAMORE ET GRAY 

McLamore et Gray (1967) propose une modélisation du comportement à la rupture des 

argilites (Green River Shale 1 et 2) et d'une ardoise par un critère de type Mohr- Coulomb à 

cohésion variable et angle de frottement variable. Quoique ces auteurs présentent leur 

approche comme étant une adaptation de la théorie de la cohésion variable de Jaeger(l960), 

la procédure utilisée pour déterminer la "cohésion" et "l'angle de frottement" interne n'est 

pas la méthode usuelle des cercles de Mohr. 

Plus précisément, leur démarche consiste à approcher pour chaque orientation donnée 
la courbe expérimentale (cr1- cr3)rupture en fonction de cr3 par une droite. Ainsi, la cohésion 

Cet l'angle tg<!> sont déterminés. McLamore et Gray proposent ensuite, les lois empiriques 

suivantes pour la variation de ces paramètres avec l'orientation: 

(1.4) 
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(1.5) 

où : A1, B1, T1, T2,m,n sont des paramètres de calage, Ç et Ç sont les valeurs de 8 qui 

correspondent aux minimums de Cet tg<!>, respectivement. La valeur de n varie de 1 à 6, 

selon le type de roche anisotrope considéré. Sur la courbe de variation de C en fonction de 8, 

la largeur de la partie angulaire diminue avec l'augmentation de n.(McLamore et Gray, 

1967). Souvent un seul ensemble de constantes A1, B1, T1, T2ne permet de décrire 

l'évolution de C et tg<!> sur l'ensemble du domaine (0°, 90°). Les théories présentées 

décrivent assez correctement la rupture par cisaillement des roches anisotropes sous un état 

de contrainte de type triaxial de révolution. Cependant, comme toute théorie empirique elles 

nécessitent un travail de calage assez important. 

Basés sur des études au niveau microscopique des mécanismes de rupture fragile dans 

les roches, plusieurs critères ont été dérivés du modèle original de Griffith (Walsh et 

Brace(1964), Hock(1964), Barron(1971)). Dans ces critères on suppose l'existence de deux 

populations de microfissures : des microfissures "longues " orientées préférentiellement 

(parallèlement aux plans des strates) et des microfissures " petites " réparties aléatoirement 

dans le matériau. A la différence de Griffith, ces fissures peuvent être fermées sous l'action 

des contraintes de compression donnant lieu à des frottements sur les lèvres des fissures. 

McLamore et Gray (1967) montrent que dans le cas de l'argilite de Green River (1) le 

coefficient de frottement est le même pour toutes les orientations. Pour le même matériau, 

l'hypothèse que les coefficients de frottement pour les petites fissures Jl.s et pour les longues 

fissures Ill coïncident, semble confirmée. De plus, on a : Jl.s= Jl.t = tg<j>. Cependant, dans le 

cas d'une ardoise (McLamore et Gray, 1967) les prédictions de la théorie de Walsh-Brace ne 

sont pas satisfaisantes pour les valeurs extrêmes de 8 et, en général, sont moins bonnes que 

les prédictions de la théorie de Jaeger modifiée. 

1. 4.3 CRITÈRE DE NOV A ET SACCHI (1979) 

C'est une généralisation du critère de Mohr-Coulom b au cas de l' orthotropie de 

révolution. 

Le critère prédit la rupture, si ct seulement si, la contrainte de cisaillement le long d'un 

plan dans le matériau atteint une valeur limite notée S(m), rn étant la normale à ce plan. 

On suppose que S (rn) est la somme de deux termes fmm ct Cmm, définis par : 
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où : <!Jmnrs est un tenseur d'ordre quatre lié au frottement interne et cmn est un tenseur 

d'ordre deux caractérisant la cohésion. 

Ainsi, la condition de rupture s'écrit: 

Œmn = S(m) (1.7) 

Les tenseurs de résistance C et <l> doivent respecter les propriétés de symétrie du 

milieu. 

ll en résulte que le tenseur C est caractérisé par deux valeurs propres distinctes CT et 
CR où , CT représente la cohésion minimale et CR la cohésion maximale; dans le repère 

principal de C, le tenseur <l> est défini par deux composantes indépendantes : le coefficient 

de frottement minimale 2J1 r et le coefficient de frottement maximale 2J1 R. 

L'identification de ces quatre paramètres se fait à partir des résultats d'essais triaxiaux 

de révolution. On suppose que : 

• les plans des strates sont les plans de résistance minimale, 

• pour chaque pression de confinement , la résistance minimale s'obtient dans la même 

direction e par rapport à la contrainte principale majeure. 

Il en résulte que, pour 8 = 45°-"Î tg-1( 2~T ), le rapport ~~ à la rupture est égal au 

rapport ~~~ d' un matériau isotrope ayant la cohésion égale à CT et le coefficient de 
l rupture 

frottement 2~T· 

Ainsi, pour déterminer CT ct 2~T· il suffit d'approcher la courbe CJ1ruprure versus CJ3 

par une droite. ( crlrupture est la résistance axiale minimale obtenue pour le confinement 

cr3)· 

Les paramètres CR et ~R se déterminent, par une procédure de calage, à partir des 

résistances à e = 0° et e = 90°' pour différentes pressions de confinement. 

Notons que cette théorie repose sur l'hypothèse que le tenseur <l> ne dépend pas de 

l'état de contrainte. Ceci implique une variation quasi linéaire de la contrainte axiale à la 

rupture en fonction du confinement. Expérimentalement, ccci n'est vérifié que pour des 

valeurs modérées de la pression de confinement. 
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1.4.4 CRITÈRE DE HILL 

C'est une généralisation du critère de la limite élastique de Mises au cas anisotrope. 

Pour des milieux orthotropcs parfaitement plastiques Hill (Hill, 1950) propose la forme 

suivante de la surface de charge: 

F, G, H, L, M, N sont des constantes caractéristiques du matériau et criisont les composantes 

du tenseur de contraintes dans un repère ayant les axes parallèles aux plans de symétrie. 

Observons que 'P est une forme quadratique en contraintes ayant les propriétés 

suivantes: 

- V'( a+ pl)= V'( a), quel que soit la pression p , i.e. 'P est indépendante de la 

contrainte hydrostatique ; 

-'P est invariante dans le groupe de symétrie du matériau. 

Si le matériau est isotrope dans un des plans de symétrie, le plan (1, 2) par exemple, 'P doit 

être invariante par rapport à toute rotation autour de l'axe 1. Il en résulte: 

F=G, L=M ct N= 2F+4H. (1.9) 

Le nombre de constantes indépendantes sc réduit ainsi, à trois. Si en plus, l'axe 3 est un axe 

de symétrie ( un matériau orthotrope de révolution dont l'axe de révolution est un axe de 

symétrie est isotrope) nous obtenons : 

F= G=H, L=M=N, L=6F (1.10) 

et le critère (1.8) sc réduit au critère isotrope de von Mises. 

Si la condition d'associativité s'applique, à partir de (1.8) nous obtenons: 

(1.11) 

où, dtij représente le taux de déformation plastique. Réciproquement, si on suppose que le 

potentiel plastique est une forme quadratique en contraintes, invariante dans le groupe de 
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symétrie du matériau, la condition d'incompressibilité plastique implique que le potentiel ait 

nécessairement la forme (1.8). 

De ce fait, le critère de Hill, ne semble pas applicable aux roches, dont le comportement 

plastique dépend de la pression hydrostatique. 

Pour rendre compte de cet effet, Pariseau (Pariseau, 1972) ajoute un terme linéaire en 

contraintes à la condition de plasticité (1.8). 

Avant de passer à la présentation du critère de Pariseau, notons que le critère de Hill a 

été utilisé aussi en tant que critère de rupture anisotrope, pour des matériaux supposés 

élastiques jusqu'à la rupture. Les paramètres F, G, H, L, M, N sont liés, dans ce cas, aux 

résistances ultimes du matériau. 

Pour identifier ces coefficients il suffit d'effectuer une série d'essais de compression 

simple suivant les directions des axes d'anisotropie et des essais de cisaillement dans les 

plans de symétrie. Nous obtenons ainsi les relations suivantes: 

F+G = 1/Z2 

F+H= 1/Y2 

G+ H = 1/X2 

N = 1/S2 

M = 1 1 R2
, L = 1 1 Q2 

(1.12) 

où, : X, Y, Z sont les résistances en compression simple suivant les directions 1, 2, 3 ; S, R, 

Q sont les résistances en cisaillement le long des plans (1, 2), (2, 3) et (3, 1) respectivement. 

Notons que ce critère prédit des résistances identiques en traction et en compression. 

Le rapport entre les résistances à la rupture en compression et en traction varient de 20 à 100 

pour certaines roches ( Lama et Vutukuri (1978) ). Ainsi, ce critère ne peut pas décrire 

correctement la rupture des géomatériaux. 

1. 4. 5 CRITÈRE DE TSAI ET WU 

Un critère de rupture qui rend compte de l'effet de la contrainte moyenne et prédit des 

résistances différentes en traction et en compression a été proposé par Tsai et Wu (1971). En 

notations de Voigt, ce critère s'écrit: 

i,j=1,6 (1.13) 
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F; et F ij sont des tenseurs symétriques d'ordre 2 et 4, respectivement. Dans le cas le plus 

général6 constantes Fi et 21 constantes Fij interviennent dans le critère. 

Considérons le cas orthotrope. En faisant l'hypothèse que le signe des contraintes de 

cisaillement ne modifie pas les propriétés de résistance du matériau, nous sommes amenés à 

annuler tous les termes linéaires en crj, j = 4,6. Il en résulte que : 

(1.14) 

En supposant que les résistances au cisaillement sont non - couplées nous obtenons : 

(1.15) 

Ainsi dans le cas orthotrope, nous n'avons que 9 composantes Fii et 3 composantes Fi 

indépendantes. Dans le repère de structure le critère s'écrit: 

F 1 CT! + F 2 0"2 + F 3 0"3 + F 11 CT~ + F 22 ai + F33 cri + 2F 12 CT! 0"2 

+2F 230"3 0"2 + 2FI3CTI 0"3 + F 44 a;+ F 55 a;+ F 66 a:= 1 
(1.16) 

Des essais de compression ct de traction simple suivant les directions des axes 

d'anisotropie permettent d'identifier les composantes (F1p F 1), (F 22,F2) et (F 3:vF3). En 

effectuant des essais de cisaillement dans les plans de symétrie on détermine les valeurs des 

paires de composantes F44 et F4, F 55 et F 5 , F 66 ct F 6 en fonction des résistances au 

cisaillement. Les composantes hors - diagonale du tenseur Fij peuvent être obtenues à partir 

des essais de traction ct de compression biaxiale dans les plans (2, 3), (3, 1) ct (1, 2), 

respectivement. 

Observons qu'avec les notations de Tsai et Wu, le critère de Hill (1.8) correspond à: 

(1.17) 

et 
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1 
F12= --( F11+ F 22- F 33) 

2 

1 
F 23= --( F 33+ F 22- F11J 

2 

1 
F 13= --(Fu+ F 33- F 22) 

2 

(1.18) 

On peut remarquer que, dans le critère de Hill, les composantes hors diagonale du tenseur Fij 

sont des combinaisons linéaires des termes diagonaux. Ceci est une conséquence directe de 

l'hypothèse que le comportement n'est pas influencé par la contrainte moyenne. De ce fait, la 

forme quadratique 'l' (équations (1.8) et (1.9) ) n'est caractérisée que par 6 composantes 

indépendantes. 

Le critère de Tsai-Wu a été surtout appliqué pour décrire l'anisotropie du 

comportement à la rupture des matériaux composites unidirectionnels. Dans le cas des roches 

anisotropes, vu les difficultés liées à la réalisation des essais nécessaires à l'identification 

des paramètres du modèle (essais de traction directe et de cisaillement), l'utilisation du critère 

de Tsai-Wu est assez limitée. 

1.4. 6 CRITÈRE DE PARISEAU 

Pariscau (1972) généralise pour les géomatériaux le critère de Hill (1950) pour deux 

types de symétrie matérielle: orthotropie ct orthotropie de révolution. 

Pour un matériau orthotrope le critère s'écrit: 
" 

IF( cr2 - cr3J2 +cr cr3- cri i + H( cr! - cr2 i + Lcr~ +Mer;+ Ncr~rï 
(1.19) 

où, F, G, H, L, M, N, u, v, w sont des constantes matérielles et n ~ 1. 

Remarquons que pour n = 2 on retrouve le critère Tsai - Wu, avec les restrictions (1.18) 

concernant les expressions des termes hors - diagonaux F 12·F 13 ct F 23. 
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1.4. 7 CRITÈRE DE KAAR et al (1987) 

C'est une généralisation aux milieux ortho tropes et ortho tropes de révolution de la 

condition de rupture isotrope suivante : 

(1.20) 

C1, C2 , C3 sont des paramètres de résistance, 11 est la contrainte moyenne et{f2 le 

deuxième invariant du déviateur des contraintes. Conformément au critère de rupture (1.20), 

on a la rupture quand le niveau de distorsion ( {f2) atteint une certaine valeur limite ; cette 

valeur limite est une fonction exponentielle de la contrainte moyenne. 

La généralisation de la condition (1.20) au cas anisotrope est faite en utilisant la notion 

d'énergie de distorsion généralisée. La notion d'énergie de distorsion généralisée a été 

introduite par Olszak et Urbanowschi (1956). Un matériau anisotrope soumis à une pression 

isotrope subit des distorsions. Ainsi, à la différence du comportement isotrope, on ne peut pas 

séparer l'énergie de déformation d'un matériau anisotrope en deux composantes 
indépendantes: cP. et C/>1 , dont cP. caractérise la déformation du volume et, <I>r décrit le 

changement de forme. 

Pour des matériaux élastiques linéaires et anisotropes, ces auteurs proposent la 

décomposition suivante de l'énergie de déformation cl> : 

(1.21) 

dont, cl> 
1 

préserve certaines des propriétés de l'énergie de distorsion isotrope. Ainsi, cl> 
1 

doit 

s'annuler pour un état de contrainte hydrostatique. cl> 
1 

ct cl> v sont définies par : 

(1.22) 

<I>f est nommée énergie de distorsion généralisée. Aijkl est un tenseur d'ordre quatre lié au 

tenseur d' élasticité Cijkl et, V est un scalaire défini comme suit: 
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<l>ë , c'est l'équivalent anisotrope de l'énergie de distorsion isotrope <l> f, définie par : 

1 
cpt = G 12 (1.24) 

G, étant le module de cisaillement. Pour que <l>f s'annule pour un état de contrainte 

hydrostatique des conditions supplémentaires s'imposent sur la forme du tenseur A. 

Dans le but d'établir une condition de rupture pour des matériaux écrouissables et 

anisotropes, (Kaar et al, 1987 ) supposent que le tenseur A, intervenant dans les expressions 

(1.22) caractérise l'anisotropie des résistances du matériau ( à la différence de Olszak et 

Urbanowschi (1956) où le tenseur A rend compte de l'anisotropie des propriétés élastiques). 

Les seules restrictions imposées au tenseur A sont de respecter les symétries du milieu. 

Ainsi, le critère anisotrope s'obtient en remplaçant dans le critère isotrope ( 1.20) le deuxième 

invariant du déviateur par <l>f et la contrainte moyenne par un terme linéaire en cr. Ce terme 

linéaire fait intervenir un deuxième tenseur de résistance, indépendant du tenseur A. 

Pour un matériau ortho trope, dans le repère de structure, le critère s'écrit : 

( 1.25) 

1.4. 8 CRITÈRES DE MISES ET DE MOHR- COULOMB ANISOTROPES 

BOEHLER (1975) 

Une formulation invariante de critères de limite élastique et de critères de rupture pour 

des sols et des roches anisotropes a été développée par Boehler et Sawczuck(l970, 1977), 

Alli rot ct Bochlcr(l979) dans le cadre de la mécanique non-linéaire des solides anisotropes et 

la théorie de représentation des fonctions tensorielles invariantes. Nous allons présenter dans 

cc qui suit des généralisations proposées par Boehlcr(l975) pour les critères de Mises et de 

Mohr-Coulomb. Soit un milieu anisotrope parfaitement plastique. On suppose que 

l'anisotropie plastique est spécifiée par un tenseur d'ordre quatre possédant les symétries: 

Aijkl = Aja:r = Aijlk = Awj (1.26) 

Le tenseur A intervient dans la loi d'écoulement par double contraction avec le tenseur de 

contrainte sous la forme d'un tenseur transformé: 
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a=Aa (1.27) 

Pour assurer le passage continu du cas anisotrope au cas isotrope la relation (1.27) avec 
Iijkl (tenseur isotrope d'ordre quatre) à la place de A;ikl doit donner (à un coefficient près) le 

tenseur cr ij : 

a .. = /. ... 1 air.! = k a .. 9 9~ 9 
(1.28) 

Nous sommes ainsi amenés à annuler dans le tenseur A les composantes: 

~ikl = 0 si i = j, k = l et i ~ k (1.29) 

La généralisation des critères isotropes est proposée en faisant jouer au tenseur 

transformé cr le même rôle dans le cas anisotrope, qu'au tenseur de contrainte cr en cas 

isotrope. Ainsi, les généralisations des critères de von Mises et de Mohr - Coulomb sont 

données par : 

(1.30) 

où, S est le déviateur de cr , K et C sont constantes de matériau. 

Pour un milieu orthotrope de révolution le tenseur A, soumis aux restrictions (1.26) et 

(1.29) et respectant les symétries du milieu n'a que 3 composantes indépendantes. 

L'expression de cr en fonction de cr peut s'écrire sous la forme: 

a = [ (a + y - 2 f3) tr Ma) M + y a + ( f3 - y)( Ma + aM) (1.31) 

où, M est un tenseur de structure d'ordre deux et a,~. y sont les composantes 

indépendantes du tenseur A : 

(1.32) 

Pour évaluer les constantes qui interviennent dans les critères (1.30) généralement on 

utilise les résultats d'essais triaxiaux réalisés à différentes pressions de confinement et pour 

différentes orientations (au moins quatre orientations différentes). 
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1. 5 CONCLUSION 

Les essais de compression triaxiale de révolution sur des roches sédimentaires et 

métamorphiques montrent que la résistance à la rupture dépend de manière importante de 

l'orientation des plans des strates par rapport à la contrainte de compression majeure. Pour 

décrire cette dépendance des critères de rupture ont été proposés par Jaeger (1960), 

McLamorc et Gray (1967), Hoek (1964), Walsh et Brace (1964), etc. Des formulations plus 

générales qui font intervenir des tenseurs d'anisotropie de résistance de différents ordres ont 

été proposé par Goldenblat (1962), Tsai ct Wu (1971) pour des composites unidirectionnels 

et, par Boehler ct Sawczuck (1970), Pariscau (1971), Nova ct Sacchi (1979) pour des 

géomatériaux. Ces théories ont été détaillées dan notre revue bibliographique car elles 

permettent de décrire de manière satisfaisante le comportement à la rupture des roches 

stratifiées. 

En ce qui concerne la théorie de la plasticité des milieux anisotropes, des critères de 

limite élastique basés sur la notion d'énergie critique de la déformation élastique ont été 

formulés par Hill (1950), Olszak et Urbanowschi (1956). Une théorie de la plasticité parfaite 

des milieux anisotropes a été développé par Boehler (197 5), Boehlcr et Sawczuck (1977, 

1978) dans le cadre de la théorie de représentation des fonctions tensorielles invariantes. Des 

lois de comportement plastique anisotrope avec écrouissage ont été également proposé par 

Bochlcr ct Radin (1984). Leurs applicabilité est cependant restreinte aux métaux initialement 

prcdéformés. 

Nova (1986) a proposé un modèle clasto-plastique anisotrope qui est une généralisation 

du modèle Cam-Clay. Cependant ce modèle ne rend pas compte de l'anisotropie du champ de 

déformation sous contrainte hydrostatique. Des défauts importants de ce modèle ont été 

démontrés sur certains chemins de sollicitation (surtout en extension latérale, voir Niandou, 

1994). 

Dans la suite de cc mémoire, nous ferons référence à des éléments de cette étude 

bibliographique, pour mieux situer notre approche. 
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La plupart des études sur le comportement élastique des roches anisotropes mettent en 

évidence la variation des modules élastiques en fonction de l'état de contrainte (Hoffmann 

(1958), Handin et Haeger (1957), Deklotz et al (1965), McLamore (1966), Allirot et Boehler 

(1979), Niandou (1994), etc.). Pour les roches isotropes, des lois de variations du module de 

Young E et du coefficient de Poisson v avec le confinement ont été proposées (Duncan et 

Chang (1970), Kulhawy (1975), Santarelli (1987), etc. ). Rappelons que dans le cas d'un 

matériau isotrope, les modules élastiques ne dépendent de la contrainte que par l'intermédiaire 

des invariants. Ainsi, les lois de variation des modules élastiques en fonction du confinement, 

citées ci- dessus, quoique correctes sur des chemins de compression triaxiale de révolution, 

sont souvent difficile à justifier pour un chargement quelconque. Si en plus les modules 

élastiques sont considérés comme des fonctions de l'état de contrainte, des restrictions 

supplémentaires doivent être vérifiées afin que l'énergie de déformation et l'énergie 

complémentaire soient indépendantes du trajet de chargement suivi. L'une des conséquences de 

ces restrictions est que ces modules ne dependent plus du troisième invariant du tenseur de 

contrainte (et du troisième invariant du tenseur de déformation, respectivement) (voir Loret 

(1985), Suliciu (1989) ). Les conséquences de l'utilisation des modules élastiques variables sur 

la réversibilité de la déformation et sur l'énergie stockée dans le matériau après un trajet fermé 

dans l'espace des contraintes ont été examinées par plusieurs auteurs, tels que : Zytinski et al 

(1978), Nova et Wood (1978), Boyce (1980). 

Dans cc chapitre nous nous proposons d'analyser dans le cas des matériaux orthotropes 

de révolution subissant des déformations infinitésimales, les conséquences de la dépendance en 

contrainte des modules élastiques. Nous formulons un modèle élastique non-linéaire en 

généralisant la relation élastique linéaire correspondante. Plus précisément, nous supposons 

que les modules élastiques sont des fonctions des deux premiers invariants du tenseur de 

contrainte. Cette hypothèse semble être raisonnable dans le cas du matériau étudié. On formule 

les conditions nécessaires et suffisantes que doivent respecter les lois de variation de ces 

modules afin qu'il n'y ait pas de dissipation d'énergie sur un cycle fermé quelconque dans 

l'espace des contraintes. Nous montrons que ces conditions entraînent des limitations sévères 

pour le choix des lois décrivant la dépendance de ces modules en fonction de contrainte. 

L'application des résultats obtenus à l'étude du comportement élastique de l'argilite est 

finalement présentée. Les défauts du modèle sont discutés et des possibles améliorations sont 

suggérées. 

2.1 NOTE HISTORIQUE 

Cauchy (1828), en se basant sur la théorie moléculaire des solides, obtient les équations 
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de l'élasticité linéaire. Dans le cas général, 21 constantes caractérisent le comportement 

élastique. Cependant, parmi ces 21 constantes seulement 15 sont indépendantes, les six autres 

étant liées aux conditions initiales en contraintes; ainsi, dans le cas isotrope le nombre de 

constantes élastiques est réduit de 2 à 1. 

Poisson (1829), admettant l'existence des forces moléculaires entre les particules qui 

forment un solide, retrouve les équations d'équilibre formulées par Navier (1821) et Cauchy 

(1828) ainsi que les équations de l'élasticité linéaire. En appliquant ces équations générales au 

cas isotrope, Poisson démontre qu'en traction le rapport entre la déformation transversale et la 

déformation axiale d'une barre prismatique est égal à 114. Il en déduit que ce rapport, nommé 

coefficient de Poisson, a la même valeur pour tous les matériaux. Cette théorie (à 15 

constantes, dans le cas général) a été soumise aux critiques de Green et Stokes. 

Green contestait les hypothèses de nature physique sur lesquelles la théorie été basée 

(i.e.- la théorie moléculaire et surtout l'hypothèse de l'existence des forces centrales actionnant 

entre les "molécules" du solide) tandis que les critiques de Stokes étaient portées sur les 

résultats obtenus en appliquant cette théorie aux problèmes statiques (voir Love (1944)).Green 

(1839), propose une autre méthode de déduction des équations générales de l'élasticité basée 

sur le principe de conservation de l'énergie. Il suppose l'existence d'un potentiel (l'énergie de 

déformation) d'où dérive la contrainte et en déduit ainsi que le comportement élastique linéaire 

est caractérisé par 21 constantes indépendantes. 

La controverse concernant le nombre de constantes élastiques indépendantes a duré une 

moitié de siècle. Dans cette période, presque toute expérience, dont les résultats étaient en 

désaccord avec la théorie des "rariconstantcs" (cf. à l'appellation donnée par Pearson (1886) à 

la théorie de Cauchy (1828) ) était contestée, sous raison que le matériau testé n'est pas 

Isotrope. 

Pour le verre ct le cuivre, Wertheim (1848) obtient une valeur du coefficient de Poisson proche 

de 1/3. II détermine le coefficient de Poisson par des méthodes statiques (indirectement, à partir 

des valeurs du module de compressibilité K, obtenues dans des essais hydrostatiques et à 

partir des résultats des essais de traction sur cylindre creux) et par des méthodes dynamiques 

( Bell (1973) ). Cependant, les résultats de Wertheim ont été contesté unanimement par 

théoriciens et par expérimentateurs. Notons avec Bell (1973) que, 80 ans après Wertheim, 

Kaster (Kaster, 1943), en se basant sur les résultats d'essais effectués sur 46 éléments du 

système périodique, montre que pour la plupart des métaux v est proche de 1/3. 

Dans la controverse des constantes élastiques une réponse décisive a été apportée par les 

études expérimentales de Voigt. Ses essais ( 100 essais de flexion, 32 essais de torsion ) sur le 

sel invalide la théorie de Cauchy ( 1828). Le cristal de sel est caractérisé par une symétrie 
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cubique. Si la théorie de Cauchy s'applique alors : c12-c44 . Cependant, Voigt obtient les 

valeurs expérimentales suivantes: 

c 11 =4753 kg/mm2, C44=1313 kg/mm2 ct c12=1202 kg/mm2(Bell, 1973). 

Le traité de Voigt de 1910, qui rassemble les résultats des essais réalisés sur 7 classes 

cristallines, représente la première étude expérimentale d'ampleur sur l'anisotropie élastique. 

Les équations de l'élasticité linéaire des milieux homogènes et anisotropes, exprimées 

sous la forme d'une relation tensorielle linéaire entre les tenseurs de contrainte et de 

déformation ont été décrites par Love (1944), Lekhnitski (1963), Malvern (1969), etc. La 

formulation des équations de l'élasticité linéaire des milieux anisotropes dans le cadre de la 

théorie des représentation des fonctions tensorielles anisotropes a été donné par Smith et Rivlin 

(1958), Boehler (1975, 1987), Spencer (1971, 1987), etc. 

2.2 ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE LA THÉORIE DE 

L'ÉLASTICITÉ DES SOLIDES ORTHOTROPES DE RÉVOLUTION 

Dans ce qui suit nous allons présenter les équations générales de l'élasticité linéaire des 

milieux orthotropes de révolution dans le cadre de la théorie de représentation des fonctions 

tensorielles (Boehler, 1987). Nous donnons ensuite, les conditions nécessaires et suffisantes 

pour qu'un matériau orthotrope de révolution élastique et linéaire soit hyperélastique. Le 

passage de la formulation invariante à la formulation classique (loi de Hooke généralisée) est 

présentée en détail. 

Pour un matériau élastique, l'état de contrainte ne dépend que de l'état de déformation et 

vice versa : 

u = F(e) ou e =G(u) (2.1) 

Les fonctions de réponse F ct G sont des bijections et G = F-1• Pour un matériau orthotrope 

de révolution, la forme invariante la plus générale de la fonction de réponse G est (Boehler, 

1987): 

(2.2 ) 

où, M = S1 0 S1• S 1 représente le vecteur unité de l'axe de révolution et les ai, (i= 1 ,6) sont 

des fonctions à valeurs scalaires d'arguments les invariants suivants : trcr, trcr2, trcr3, trMcr, 

trMcr2. 

Il en résulte que le comportement élastique linéaire est décrit par les termes du premier 
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ordre du développement de Taylor de a1 et de a6 et, pour ai constantes (i '# 1,6) : 

a1 = b0 +b1tra+b2trMa 

~ =b3 

a3 = 0 

a4 = b4 

a5 = 0 

a6 = b~ + b5trM a+ b6tra 

(2. 3) 

et les bi sont des constantes réelles. En imposant que les déformations résiduelles soient nulles, 

i.e. (a= 0 ~ e = 0), il en résulte que: 

b01 + b~M = 0 (2.4) 

soit, 

A partir de (2.4) nous en déduisons: 

{
tr(b01 + b~M) = 0 

tr((b01 +b~M)M) =0 
(2.4 )' 

(2.5) 

L'élasticité linéaire des milieux orthotropes de révolution est donc caractérisée par six 

constantes bi indépendantes : 

(2. 6) 

En ce qui suit, nous nous proposons d'examiner quelles sont les conditions nécessaires et 

suffisantes pour que le solide élastique défini par (2.6) soit hyperélastique (les déformations 

dérivent d'un potentiel élastique). 

L'énergie complementaire Wc et l'énergie de déformation W sont définies par les 

relations incrementales suivantes : 

ôWc = eiJdaiJ 

8W = aiJdeiJ 

(2. 7) 

En introduisant (2.6) dans (2.7) nous obtenons l'expression de l'énergie complementaire 8W c 
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pour la classe de matériaux définie par l'équation (2.6) : 

où 

tr( C1) 
p=--

3 

~ 
q =y-ÏlrJ 

m = trMcr 

n = trMcr2 

Pour établir la relation (2.8) nous avons utilisé les différentielles suivantes : 

{

d( trcr) = 1: dcr; d( trcr2
) = 2 cr: dcr, 

d(trMcr2
) = ( Mcr + crM ): dcr 

d(trMcr) = M:dcr 

(2. 8) 

(2.9) 

où, tr désigne l'opérateur trace et le symbole " : " dénote un produit deux fois contracté.Ainsi, 

la condition nécessaire et suffisante pour que ùW c soit une différentielle exacte ( i.e. le 

matériau élastique défini par (2.6) soit hyperélastique) est obtenue en appliquant la formule de 

Stokes. En tenant compte du fait que bi sont des constantes, cette condition se réduit à la 

relation suivante : 
(2.10) 

ll en résulte qu'un matériau hyperélastiquc linéaire et orthotrope de révolution est caractérisé par 

5 constantes indépendantes, soit : 

(2.6)' 

Nous allons donner par la suite le passage de la formulation invariante (2.6)' à la 

fonnulation classique (loi de Hooke généralisée).Soit (SI> S2, S3) le repère de structure, où S1 

représente le vecteur unité de l'axe de révolution et (S2, S3) est parallèle au plan d'isotropie. 

Dans ce repère la relation (2.6)' peut être écrite sous la forme suivante : 
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e33 0'33 

=[A] 
2e23 (1'23 

2e3, (1'31 

2e12 (1'12 

où, les composantes non nulles de A sont définies par: 

A12 = A21 =An= A3, = b, +b2 

A22 = A33 = b, + b 4 

(2. 11) 

(2.12) 

Les significations physiques des composantes du tenseur d'élasticité A, s'identifient à partir 

d'une série d'essais de compression simple suivant les directions S 1 et S2 et, d'un essai de 

cisaillement dans le plan d'isotropie (S2, S3), (Lehnitskii, 1963). 

Dans un essai de compression simple suivant S1, les relations entre contraintes et 

déformations sont: 

soit, 
A <" __ 21 ... 

c.2 - c.l 
Au 

Il en résulte que: 

A e =-3' e 
3 A 1 

Il 
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(2. 14) 

où Et est le module de Young suivant la direction St. 
Le coefficient de Poisson vii caractérise l'allongement dans la direction Sj dû à une 

compression simple dans la direction Si. 

Pour une compression simple suivant S2 nous avons les relations contrainte -

déformation suivantes: 
(2. 15) 

De même, en compression simple suivant S3, nous obtenons : 

(2. 16) 

À partir des relations (2.15) - (2.16) on en déduit : 

(2. 17) 

E2, le module de Young suivant la direction S2 est égal au module de Young dans la 

direction s3 et ' : 

(2. 18) 

De même, A55 = ~6 = -
1
- caractérise la variation de l'angle droit entre St et S2 due à 

G12 

une contrainte de cisaillement cr12 appliquée dans le plan (S 1, S2). 

En résumant, les relations (2.13)-(2.18) conduisent à la forme suivante de la loi de 

comportement (2.11) : 
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-~ -~ 0 0 0 
E2 E2 

_1 -~ 0 0 0 
E2 E2 

-~ 1 0 0 0 
E2 E2 

0 0 0 (2.11)' 

0 0 

0 0 0 0 0 

2.3 MODÉLISATION DU COMPORTEMENT ÉLASTIQUE 

DE L'ARGILITE DE TOURNEMIRE 

2.3.1 LOIS EMPIRIQUES D'ÉVOLUTION DES COEFFICIENTS 

ÉLASTIQUES EN FONCTION DE L'ÉTAT DE CONTRAINTE 

L'argilite de Tournemire peut être assimilée à un matériau orthotrope de révolution. Par 

conséquent, si nous nous plaçons dans le cadre de l'hypcrélasticité linéaire nous devons 
déterminer cinq paramètres élastiques indépendants : E1 E2 V12 (ou V21 ) V23 et G12 • 

La détermination de ces paramètres sera faite à partir des résultats des essais de compression 

triaxiale de révolution. Avant de procéder à la discussion des résultats de ces essais il convient 

de préciser les repères utilisés : (X 1, X2, X3) et (S t. S2, S3). 

Le repère (X 1, X2, X3) est le repère des contraintes principales dans un essai de 

compression triaxiale de révolution ct (St,S2, S3) représente le repère de structure du matériau. 

L'angle 8 est l'angle entre la direction de la contrainte principale majeure et l'axe S1 (Fig. 2.1) . 
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(Jl 

Figure 2.1 : Définition de l'essai triaxial 

2.3.1a. ÉVALUATION DU MODULE DE YOUNG Et 

Dans un essai triaxial classique avec des cycles de chargement - déchargement les 

courbes contrainte - déformation présentent des importantes boucles d'hystérésis (Fig. 2.2). 
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Déformation axiale (E-6) 

Figure 2.2a : Résultat d'un essai de chargement- déchargement classique 

(d'après Niandou (1994)) 

la décharge n'est pas élastique. Il en résulte que la détermination des constantes élastiques à 

Partir de la pente de la courbe de décharge est entachée d'erreur. Pour éliminer les effets dus à 
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la viscosité, la méthode proposée par Cristescu (Cristcscu, 1989) a été appliquée. Ainsi, avant 

d'effectuer la décharge, la déformation est maintenue constante pendant un certain intervalle de 

temps pour permettre au matériau d'atteindre par relaxation un état stable. Si ensuite on 

recharge on constate la quasi disparition des boucles d'hystérésis. (Fig. 2.2b). 
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Figure 2.2b: Résultat d'un essai de chargement- déchargement avec paliers 

de relaxation 

Le module de Young E1 se détermine en mesurant la pente de la décharge sur la courbe 

contrainte déviatorique (<11 - <13 ) -déformation axiale, pour l'orientation 8=0· (Fig. 2.2b). 

Les valeurs expérimentales de E1 sont reportées sur une grille dans le plan déviatorique ( -r, <1), 

ou -r représente la contrainte octaédrique ct <1 la contrainte moyenne (Fig. 2.3). Pour un essai 

de compression triaxiale de révolution, ces invariants s'expriment en fonction des contraintes 

Principales sous la forme: 

(2. 19) 

Sur la figure 2.3 les lignes en trait pointillé représentent les chemins de sollicitation 

suivis ct les symboles, les valeurs de E 1 pour différentes valeurs du déviateur appliqué. On 

constate que : 

• au cours d'un essai donné E1 augmente avec la contrainte déviatorique appliquée. 

• E1 varie sensiblement avec la pression de confinement. 
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• E
1 

tend vers une valeur limite constante pour des pressions élevées. 
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Figure 2.3 : Évolution du module de Young E 1 (MPa) dans le plan (cr, T) 

Pour l'orientation 8 =0°. la contrainte déviatorique est orthogonale aux strates. Ceci 

Produit le serrage de ces plans et induit une augmentation de la raideur du matériau qui se 

traduit par l'augmentation de E
1 

en fonction du déviateur appliqué. 

Pour rendre compte de la variation du module de Young E avec le confinement pour un 

rnatériau isotrope, Kulhawy ( 1975) a proposé la loi suivante: 

(2.20) 

Remarquons que pour un confinement nul cette expression prédit un module de Young nul. 
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Pour éliminer cette anomalie, Santarclli ( 1987) modifie cette loi, en utilisant une puissance de 

(1 + 0'3) : 

(2.21) 

En prenant les valeurs moyennes de E1 pour un essai donné, Niandou (1994) obtient pour 

l'argilite de Tournemire : 

{

E0 = 6723 MPa 

n =0.2 
(2.22) 

Observons que cette dépendance ne rend pas compte de l'évolution du module avec le déviateur 

appliqué au cours d'un même essai. En plus, la loi (2.22) prédit pour cr3 --7 oo, E1 --7 00 • 

Dans ce qui suit, nous allons proposer une loi de variation de ce module en fonction des 

premiers invariants du tenseur de contrainte. 

En effet, le programme expérimental a été conçu tel que les cycles de chargement -

déchargement se situent approximativement au même niveau de la contrainte octaédrique pour 

des essais à différentes pressions de confinement. Ainsi, on peut étudier la variation de ce 

module avec la contrainte moyenne et avec r, indépendamment. 

Nous constatons que pour'!= constante, E1 est une fonction croissante de la contrainte 

moyenne. Nous supposons en plus, que le module de Young E1 approche pour des niveaux 

élevés de contrainte d'une valeur limite constante E1_. Ceci nous conduit à proposer 

l'approximation suivante : 

(2.23) 

où, E1_ = 15900 MPa et b = 0.0313 MPa-1. On observe que le coefficient a varie avec r. 
Pour décrire cette variation, nous proposons l'expression suivante : 

(2.24) 

où E1a= 0.09 MPa-1, E1fJ = 2.5·105 MPa2 ct E18 = 16 MPa. 

Sur la figure 2.4 nous présentons la variation théorique de E1 avec la contrainte moyenne 

obtenue avec les relations (2.23) ct (2.24) pour différents paliers r = constante, en 

comparaison avec les valeurs expérimentales. 
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Figure 2.4 : Évolution du module de Young E1 en fonction de la contrainte moyenne 

pour différents paliers r =constante 

2.3.1.b MODULES ÉLASTIQUES E2, Y21 ET V23 

Le module de déformation élastique E 2 dans le plan d'isotropie (S2,S3 ) se détermine à 

Partir des mesures de la déformation axiale t:1 pour l'orientation 8=90°. Comme 

Précédemment, les valeurs expérimentales du module E2 , obtenues à partir des essais avec 

Phase de relaxation, sont reportées sur une grille dans le plan déviatorique ( r, CT). (Fig. 2.5). 

On constate une dispersion expérimentale assez importante. Ccci nous conduit à 

considérer dans un premier temps que E 2 est indépendant de la contrainte octaédrique r. 
Ainsi, nous allons prendre en compte, dans l'approximation proposée que l'évolution de E2 

avec la contrainte moyenne, soit: 

E = E - {3 · exp(-E CT) 2 2- 2c (2.25) 

où, E2_= 45000 MPa, {3= 23561 MPa et E2c= 0.0147 MPa-1. 
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Notons que le module de Young dans les plans des strates E2 est toujours supérieur à 

E 1 , le rapport E2 / E1 étant d'environs 3. 
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Figure 2.5: Évolution du module de Young E2 (MPa) dans le plan (cr, T) 
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Figure 2.6 : Évolution du module de Young E 2 en fonction de la contrainte moyenne 

Le module de Poisson v21 se détermine à partir des déformations latérales e3P avec 

8==90°. En examinant la figure 2.7, où nous avons reporté les valeurs expérimentales de V21 , 

nous constatons que V21 augmente essentiellement avec la contrainte moyenne. Vu la dispersion 

expérimentale, il est impossible de préciser une variation de ce module avec la contrainte 

octaédrique. Ainsi, dans un premier temps, nous allons négliger cette dépendance. 

Nous proposons la loi de variation suivante : 

(2.26) 
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Figure 2.7 : Évolution du coefficient de Poisson V21 dans le plan ( r, cr) 
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La comparaison entre l'approximation théorique proposée ct les valeurs expérimentales de v21 

est présentée sur la figure 2.8. 
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Figure 2.8 : Évolution du coefficient de Poisson v21 avec la contrainte moyenne 

Le coefficient de Poisson V23 se détermine à partir des réponses des déformations 

latérales e311 dans un essai à 8=90°. L'examen de la figure 2.9, où nous avons présenté les 

valeurs expérimentales de v23 montre que : 

• v23 augmente avec la contrainte moyenne ; 

• v23 reste sensiblement constant au cours d'un essai triaxial donné. 

La loi d'évolution suivante semble reproduire correctement l'évolution de ce coefficient 

élastique avec la contrainte moyenne : 

(2.27) 

où, V~3 = 0.19, v~3 =0.084 ct v~3 = 0.0216 MPa-1. 

La comparaison entre l'approximation théorique proposée et les valeurs expérimentales de v23 

est présentée sur la figure 2.10. 
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Figure 2.9 : Évolution du coefficient de Poisson v23 dans le plan (cr, T) 
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Figure 2.10 : Évolution du coefficient de Poisson v23 avec la contrainte moyenne 

2.3.1.c COEFFICIENT DE POISSON V12 

Le coefficient de Poisson v 12 est égal au rapport des variations de E 3 et E 1 pour une 

Variation de COntrainte donnée, pour l'orientation 8 =0". Les valeurs expérimentales de ce 

coefficient sont regroupées sur la figure 2.11. 
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Figure 2.11 :Évolution du coefficient de Poisson V12 dans le plan (cr, T) 
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L'analyse d~ cette figure montre que v12 varie avec la contrainte moyenne et la contrainte 

octaédrique. À partir des résultats expérimentaux, pour chaque niveau 'r= constante, nous 

approchons la variation v12 avec la contrainte moyenne par une loi exponentielle: 

(2.28) 

Le coefficient v~2 peut être considéré constant : v~2 = 0.23 ; les paramètres va et B dépendent 

de 't. Nous exprimons la variation de ces paramètres avec -r sous la forme suivante : 

{
va ( 'r) = a0 ·exp( -a1 'r) 

B( 'r) = b0 ·exp( -b1 'r) 
(2.29) 

où a0=0.163, a1= 0.019 MPa-1 et b0 =0.02 MPa- 1, b1= -0.04 MPa- 1. 

La comparaison entre les valeurs expérimentales et les valeurs calculées en utilisant les relations 

(2.29) - (2.30) est présentée sur la figure 2.12. 
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Figure 2.12 : Variation du coefficient de Poisson v12 avec la contrainte moyenne 
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2.3.1.d. VÉRIFICATION DE LA SYMÉTRIE DU TENSEUR D'ÉLASTICITÉ 

Vérifions si la condition de symétrie du tenseur d'éla-;ticité est satisfaite, à savoir: 

(2.30) 

Expérimentalement, on constate systématiquement que: v12 > v21 (Figure 2.13). 
E1 E2 

Cet écart peut s'expliquer par l'existence d'une structure orientée des défauts dans le 

matériau. Pour des pressions élevées, quand la majorité des défauts est fermée, l'écart entre 

v12 ct v21 semble diminuer (Figure 2.13). 
E1 E2 

Les approximations des paramètres élastiques que nous avons proposé, à savoir la 

dépendance de E1 ct v12 de la contrainte moyenne et de la contrainte octaédrique, tout en 

supposant que E2 et v21 ne dépendent que de la contrainte moyenne, s'éloignent de 

l'hypothèse d'hyperélasticité (2.30). Sur la figure 2.13 nous présentons les courbes théoriques 

(vEll. versus a) pour différents niveaux 't'= constante ct la courbe théorique ( v21 versus 0'), 
1 ~ 

en comparaison avec les valeurs expérimentales (les points expérimentaux sont représentés par 

des symbolcs).Nous pouvons constater que les lois de variation des coefficients élastiques en 

fonction de l'état de contrainte proposées semblent reproduire correctement le fait que pour des 

pressions élevées le matériau tend vers un comportement élastique linéaire. 
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Figure 2.13 : Vérification de la symétrie du tenseur d'élasticité 
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2.3.1.e MODULE DE CISAILLEMENT G12 

Les essais de cisaillement directs sur l'argilite sont pratiquement impossible à réaliser à 

cause de la fragilité des échantillons. Des mesures dynamiques complémentaires ont été 

effectuées par Cuxac( 1991) pour caractériser le type d'anisotropie de l'argilite et pour évaluer 

les modules élastiques dynamiques. La valeur moyenne du module de cisaillement dynamique 

G12 trouvée, est : G,2 =5995 MPa Cependant, le dispositif expérimental utilisé ne permet pas la 

mesure des célérités des ondes de compression et de cisaillement au cours d'un essai triaxial. 

Ainsi, la variation de G, 2 dynamique en fonction de l'état de contrainte n'a pas été évaluée. 

Le module de cisaillement G12 statique peut être déterminé à partir des mesures des jauges 

longitudinales ( e,) et des jauges transversales ( e3p), placées perpendiculairement au plan de 

stratification, dans un essai de compression tri axiale à 8 = 45° : 

(2.31) 

On constate une importante dispersion expérimentale qui est liée aux difficultés que 

présente la mesure de ( e3P) (Niandou, 1994). 

Dans un essai hors -axe les mesures des jauges longitudinales sont plus précises. 
Ces mesures permettent l'estimation du module de Young E9 avec la formule: 

(2.32) 

E9 s'exprime en fonction des coefficients élastiques principaux et 8 sous la forme 

suivante (Lehnitschii, 1963) : 

(2.33) 

Sur la figure 2.14 nous présentons les valeurs de G12 , obtenues à partir de (2.33) en 

Utilisant les valeurs expérimentales de E6o. E3o et E45 pour un confinement de 40 MPa et les 

Valeurs des coefficients élastiques principaux E" E2, v12 , v21 calculées avec les approximations 

théoriques proposées ((2.24-2.30)). Nous constatons une importante dispersion des valeurs de 

G12 • 
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Pour cette raison nous allons estimer GI2 à partir de la formule suivante [Saint - Venant 

(1863)] : 

(2.34) 

G12 
1 

+ 
1 1 

+ 

MPa 30° 
+ 

1"104 - -
+ 

§00 
+ 

-·· .. c c 
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5000 1- e= ~5° -
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t< 1 'Il 

40 45 50 55 
cr MPa 

60 

Figure 2.14: Comparaison entre les valeurs expérimentales (cr3=40 MPa) du module G12 

obtenues à partir de (2.33) ct l'approximation théorique de Saint -Venant. 

Nous allons démontrer par la suite que l'approximation (2.34) du module de cisaillement 

G1 2 s'avère approprié dans le cas du matériau étudié. En effet, des calculs trigonométriques 

simples conduisent à la forme suivante de (2.33) : 

(2.35) 

OÙ: 
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(2.35)' 

Les quantités Vi (i=1,3), sont des combinaisons linéaires des coefficients élastiques principaux 

et, par conséquent sont invariantes par rapport à tout changement de repère. Si la formule de 

Saint -Venant (2.34) s'applique il en résulte : 

et, 

{ 

1 1 1 vl =-(-+-J 
2 E1 E2 

v -o 3-

(2.35)" 

(2.36) 

Dans l'expression (2.36) " ' " désigne la première dérivée de E9 • Comme El < E2 , on en 

déduit que E9 croit continûment de o· à 90". 

Dans le tableau 2.1 sont données les valeurs expérimentales moyennes du module de 
Young E9 à un confinement donné pour différentes orientations. 

P (MPa) E(O) E(30) E(45) E(60) E(90) 

5 8990 12501 13347 17322 26190 

40 14455 16177 25842 (?) 23633 34127 

50 15013.7 17600 20358 22818 36784 

lablcau 2.1 :Valeurs expérimentales du module élastique E(8) en fonction de la 

pression de confinement 

Malgré la dispersion expérimentale, nous pouvons constater que la rigidité de l'argilite croit 

avec l'orientation. Ccci montre que dans le cas de l'argilite l'approximation de Saint -Venant 
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semble s'appliquer. 

2.3.2 CONSIDÉRATIONS THÉORIQUES SUR LA DÉPENDANCE EN 

CONTRAINTE DES MODULES ÉLASTIQUES DES ROCHES ORTHOTROPES 

DE RÉVOLUTION : 

APPLICATION À L'ARGILITE DE TOURNEMIRE 

Les essais de compression triaxiale ont montré que la réponse élastique de l'argilite est 

fortement non -linéaire. Les modules élastiques principaux dépendent de l'état de contrainte. 

Pour décrire le comportement du matériau dans le domaine élastique nous proposons une 

généralisation de la loi élastique linéaire en considérant que les modules élastiques principaux 

ne dépendent que des deux premiers invariants du tenseur des contraintes p et q, i. e. : 

bi =bi(p,q). 

Les expressions des coefficients bi en fonction des modules élastiques principaux sont données 

par: 

b = - v23 b2 = v23 - v2. 
1 E ' E E 2 2 2 

b 
__ 1 __ 1+ v23 

3-
2GI2 E2 

(2.38) 

La question qui se pose est de savoir quelles sont les restrictions à imposer aux fonctions 

bi afin que les principes de la thermodynamique ne soient pas violés. Dans ce qui suit, nous 

tentons de répondre à cette question pour des processus isothermes. 

E.n effet, pour la classe de matériaux définie par l'équation (2.37) l'énergie complémentaire 

élastique s'exprime par: 

(2.39) 

Par conséquent l'énergie complémentaire est une différentielle exacte si et seulement si: 
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a a (2 ) 3 aq [(b3 + 3b,)p + b2m] = ap 3b3q 

a a 
3-[(b3 +3b1)p+ b2m] = -(b5m+3b6p) 

am ap 

3~[(b3 + 3b,)p+ b2m] = aa (b4) 
an 'P 

2 ab3 a 
-q-=-(b m+3b p) 
3 am aq 5 6 

2 ab3 ab4 -q-=-
3 an aq 

ab4 =~(bsm+3b6p) 
am an 

(2.40) 

Le système (2.40) exprime le fait que les dérivées croisées des coefficients de dp, dq, dm 

et dn doivent être égales. Comme bi=bi(p, q), on en déduit: 

a 2 a 
3-[(b3 +3b1)p+b2m]=--a (b3q) (2.41a) 

aq 3 'P 

3b = ab5 m + 3b + 3p ab6 (2. 41b) 
2 ap 6 ap 

ab4 = 0 (2.41c) 
ap 

ab5 m + 3 ab6 p = 0 (2.41 d) 
aq aq 

ab4=0 (2.41e) 
aq 

la dernière équation (2.40), conduisant à l'identité : 0=0. 

À partir des équations (2.4lc) ct (2.41e) nous obtenons: 

(2.42) 

où C1 est une constllilte matérielle. 

L'équation (2.41d) peut être écrite sous la forme équivalente suivllilte: 
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Comme b6 est fonction de pet q seulement, on en déduit que : 

A partir de l'équation (2.41 b ), un raisonnement similaire conduit à : 

abs = o 
ap 

ab6 b b 
P ap = 2- 6 

(2.41d') 

(2.43) 

(2.44) 

En combinant (2.43) ct (2.44) on obtient que b5 = C2 , où C2 est une constante matérielle 

L'équation (2.41a) donne: 

(2.45) 

En remplaçant dans les relations (2.43)-(2.45) les coefficients bi par leurs expressions en 

fonction des modules élastiques principaux, nous obtenons les conditions nécessaires et 

suffisantes pour qu'il n'y ait pas de dissipation d'énergie : 
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(2.46a) 

(2.46b) 

(2.46 c) 

(2.46d) 

(2.46e) 

Observons que le module de cisaillement n'est plus un paramètre élastique indépendant. Ce 

module s'exprime en fonction des autres paramètres élastiques comme suit : 

(2.46b') 

Si V2 1/E2 = v 12/E 1 (i.e. la condition de symétrie du tenseur des compliances est vérifiée) et 

Ct=O, la relation (2.46b') coïncide avec l'approximation de Saint-Venant (voir (2.34)). 

Le système d'équations (2.46) est complexe. Dans la suite nous allons donner une 

solution analytique de ce système dans le cas où les hypothèses supplémentaires suivantes 

s'appliquent : 

(HO) 

(Hl) 

où C3 est une constante matérielle. 

Si v23 = C (2.46e) devient : E 3• 
2 
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(3p}_- 2q J._)(-1 J = 0. 
dq 3 dp E2 

soit, 

[
-(2q /3) 3p][J(1 1 E2 )jJp] = [ 0 ] 

dp dq J(1!E2 )jJq d(11EJ (2.47) 

Résoudre ce système différentiel dans l'esprit de la théorie des caractéristiques revient à annuler 

le détcnninant : 

L1 = -(2/3)qdq- 3pdp 

II en résulte la restriction suivante concernant la fonnc de l/E2 : 

Pa étant une constante (la pression atmosphérique). 

• (2.46 c) ct (2.46d) se réduisent à: 

p ~ ( i:) = i: -i: 
%Ji,} a 

s· v21 vl2 
1 nous supposons que E = E (l'hypothèse (H 1) ) le système (2.50) conduit à : 

2 1 

où C4 est une constante. 
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• Ensuite, par soustraction de (2.46 a) ct (2.46h) on élimine 1 /G12 • Nous obtenons la relation 

suivante entre les modules élastiques E1 ct Ez: 

Ainsi, un solide élastique défini par (2.37) ct vérifiant les : 

v ·__.ll-c - 3 
E2 

est hypcrélastiquc, si ct seulement si : 

où: 

x= .!.(.!LJ2 + l(.P...J2 
3 Pa 2 Pa 

(2.52) 

(HO) 

(Hl) 

(2.53) 

• f est une fonction continue quelconque qui doit être déterminée à partir des données 

expérimentales. 

Par la suite, nous allons utiliser le modl::lc (2.53) pour décrire la partie élastique de 

la déformation de l'argilitc de Tournemire. 

L'hypothèse (HO) semble très raisonnable pour cc matériau: C3 =4.765·10-6 MPa- 1• 

Notons que l'hypothèse (H 1) n'est pas vérifiée expérimentalement ( § 2.3.1.d ). Cependant, 

on peut supposer que : 

(H3) 

où C5 =1.551·I0-5MPa-1 ct C4=1.152·I0-5MPa·l . 
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Avec les hypothèses (HO) et (H3), à partir des .!quations (2.46a), (2.46b) ct (2.46e) 

nous obtenons : 

{
1 1 E2 = f( x) 

1 1 E1 - 1 1 E2 = C2 + 2( C1 + C3 J - c4 - C5 

(2.54) 

La dispersion des valeurs expérimentales du module de Young E 1 est moins importante 

que celle des autres paramètres élastiques. Pour cette raison nous déterminons la fonction f à 

partir des valeurs expérimentales de ce module. 

L'évolution du module de Young E1 en fonction de x= ..!..(!L)
2 

+ l(_p_)
2

, (pa = 
3 Pa 2 Pa 

1 MPa) est donnée sur la Figure 2.15 (les symboles représentent les valeurs expérimentales de 

Et ). 
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1 1 1 1 
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1 1 1 1 
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x 

Figure 2.15 : Évolution de E1 en fonction de x, comparaison entre les résultats 

expérimentaux ct la loi (2.55). 

Nous proposons la forme spécifique suivante pour la fonction f: 

E1 = 15900 -7936exp(-4.11·10-4 x) (2.55) 
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Notons que pour p ~ oo, E1 ~ 15900. Ccci est en accord avec les observations 

expérimentales (le module approche pour des niveaux élevés de pression une valeur limite 

constante). Dans un essai triaxial classique (cr3 =constante) le chemin de chargement est défini 

par: 

(2.56) 

Pour ce type de sollicitation, en introduisant (2.56) dans (2.55) nous obtenons l'expression de 

E1 en fonction de p : 

(2.55)' 

Dans la figure 2.16 nous présentons une corn parai son entre différentes courbes (2.55)' et les 

données expérimentales. 

L'équation (2.54) peut s'écrire sous la forme : 

E(x)---
1
--

2 -1/EJx)-C 
(2.57) 

avec C=C2+2(C1+C3)-C4-C5. A partir de (2.55) et des valeurs expérimentales de E2 nous 

déterminons C par approximation par moindres carrées. Pour l'argilite, C = 3.822·10-5 MPa-1. 

Ensuite, à partir des relations (HO), (H 1) ct (2.57) nous en déduisons les lois de variation des 

coefficients de Poisson v12.v21 et V23 : 

{ 

V12 ( p, q) : C5 • E1 ( p, q) 

v2l ( p, q) - C4 · E2 ( p, q) 

v23( p, q) = C3 · E2( p, q) 

(2.58) 

Les approximations théoriques (2.58) ct (2.59) sont comparées avec les valeurs 

expérimentales de ces coefficients obtenues sur des chemins de compression triaxiale à 

différentes pressions de confinement. (Figures (2.17)-(2.20) ). Nous observons une bonne 

concordance générale entre les approximations théoriques proposées et l'expérience. 

~itre II: Modélisation Du Comportement Éla<;tigue 2.34 



El 
MPa 

0 

0 

1( i 

1( : / 

' f- 10 
:o 

1 
i . 

VI 

8000 1- x0 

-

-
1( 

-

-

6ooo '-:-----:'L:-----L-I ___ L_I ___ L..!:IP:_:M.:.::..:Pa::......J 
5 24 43 62 81 100 

Figure 2.16 : Évolution de E1 avec la contrainte moyenne obtenue avec la loi (2.55)' en 

comparaison avec les valeurs expérimentales 

4"10
4 

1-
1 _1 -- .. 1 .---·· -cr3=5 MPa 

/ 
o /~/ "so E2 ~ 

0 

MPa 1 /rt/ 0 0 

35" 10 
4 
~ 

1 
! j+ tJ -

0 
X+>t +x + 1( +. / 

. 1 

1(1( xx 

3"10
4 

1- -
"4o 

t-+ 

25"1 0 
4 

1- + -

+ 
1 "Jo 

2"10
4 

1- -

15" 10
4 
~ -

1 

1 1 1 1 1 p MPa 

20 40 60 80 100 

Figure 2.17 : Évolution de ~ avec la contrainte moyenne obtenue avec la loi (2.57) en 

comparaison avec les valeurs expérimentales 
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Figure 2.18 : Évolution de v21 avec la contrainte moyenne obtenue avec la loi (2.59) 

en comparaison avec les valeurs expérimentales 
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Figure 2.19 : Évolution de v23 avec la contrainte moyenne obtenue avec la loi (2.59) 

en comparaison avec les valeurs expérimentales 
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Figure 2.20: Évolution de v1:! avec la contrainte moyenne obtenue avec la loi (2.59) 

en comparaison avec les valeurs expérimentales 

Nous pouvons constater que pour des pressions de confinement élevées ( cr3 = 40 MPa et cr3 = 

50 MPa) le modèle reproduit correctement le comportement du matériau. Cependant, pour des 

faibles pressions de confinement les simulations sont moins satisfaisantes. Pour valider les lois 

de variation proposées des données expérimentales supplémentaires sont nécessaires. 

Ensuite, en introduisant (2.58) dans (2.46b) nous obtenons la loi de variation du 

coefficient de cisaillement G1:!: 

(2.46b') 

La comparaison entre les valeurs expérimentales de G1:! (obtenues à partir des essais de 

compression triaxiale pour 8=45°) et l'approximation (2.46b') ( C:!=O et C1 = 1.5·10-8 ) est 

présentée sur la Figure 2.21. 

Notons que le modèle non-linéaire proposé pour l'argilite (équations (2.55)-(2.59) et 

(2.46b') est hypoélastique. En effet, dans les hypothèses (HO-H3), (2.46d) s'écrit : 

0 = 4 ° 10-6
' donc cette condition n'est pas respectée. 
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0 = 4 · 10--{j, donc cette condition n'est pas respectée. 
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Figure 2.21 : Évolution du module de cisaillement G 12 en fonction de la contrainte moyenne 

2.4 CONCLUSIONS 

Le comportement élastique de l'argilite de Tournemire est non-linéaire et anisotrope 

(orthotrope de révolution). En nous basant sur les résultats d'une série d'essais de compression 

triaxiale, nous avons proposé des lois empiriques de variation des modules élastiques 

principaux Et. E2.v12.Y21 ct Vn Le module de cisaillement G 12 a été approché par la formule 

de Saint-Venant (1834). Nous avons montré que si l'hyphothèse de Saint-Venant s'applique il 

en résulte que Ee crôit continûment de 0° à 90°. Pour l'argilite de Tournemire ceci a été 

confirmé expérimentalement (Tableau 2.1 ). Un modèle élastique non-linéaire a été ensuite 

proposé. Une hyphothèsc de base de cc modèle est de considerer que les paramètres élastiques 

ne dépendent que des deux premiers invariants du tenseur des contraintes. Une telle hypothèse 

reduit au minimum la complexité formelle du problème et neanmoins reste suffisante pour 

décrire les données expérimentales sur les roches sédimentaires. Nous avons formulé les 

restrictions que les lois d'évolution des modules élastiques doivent satisfaire afin que les 

principes de la thermodynamique soient respectés. Ainsi, si nous supposons que : 
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il en résulte que le matériau est hypcrélastiquc si ct seulement si : 

l/E1 -l/E2 =C 

l/G12 = 2/ E2 + C' 

où C3, C, C' sont des constantes. On en déduit donc, que les coefficients élastiques sont des 

fonctions de l'expression : 

Des résultats expérimentaux supplémentaires sur des chemins de chargement plus 

généraux seront nécéssaires pour valider les approximations choisies. Cependant, nous 

estimons que les lois proposées permettent de décrire d'une manière satisfaisante le 

comportement réel du matériau. 
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CHAPITRE III 

, ' 
ETUDE DU COMPORTEMENT A LA RUPTURE 

DE L'ARGILITE DE TOURNEMIRE 
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3.1.1 INTRODUCTION 

Dans la première partie de cc chapitre nous proposons un critère de rupture pour des 

roches à structure initiale de type orthotrope de révolution. Dans le cas isotrope, le critère 

proposé se réduit au critère du paraboloïde de Stassi. Six paramètres interviennent dans ce 

critère. Une procédure d'identification ainsi que l'interprétation physique de ces paramètres est 

présentée. Le critère est ensuite appliqué à l'étude du comportement à la rupture de l'argilite. 

Afin de comparer la performance du critère proposé à d'autres critères couramment 

utilisés pour les matériaux anisotropes nous allons appliquer le critère de Tsai et Wu (1971) à la 

modélisation du comportement à la rupture de l'argilite. Le choix de ce critère est motivé par la 

différence entre la méthode utilisée par Tsai et Wu pour décrire l'anisotropie des propriétés de 

résistance et celle que nous avons suivi dans le critère développé. 

Enfin, dans le souci de comparer les différentes possibilités de prendre en compte 

l'anisotropie de la rupture nous généralisons le même critère isotrope de Stassi au cas de 

l'orthotropie de révolution en utilisant la démarche proposée par Olszak et Urbanowschi 

(1956). 

3.1.2 DÉVELOPPEMENT D'UN CRITÈRE DE RUPTURE ANISOTROPE 

La résistance ultime d'un matériau peut être influencée par plusieurs facteurs, tels que : le 

temps, l'histoire de chargement, la température, l'humidité. Pour une vitesse de chargement 

donné, on peut considérer que le critère de rupture ne dépend que de l'état de contrainte et, 

d'une manière générale peut s'exprimer par : 

j(cr)=O (3.1) 

où cr représente le tenseur de contraintes. 

Pour un milieu anisotrope, f doit être invariante dans le groupe de symétrie du matériau. En 

utilisant les théorèmes de représentation de Shih Liu (1982) il en résulte que la forme invariante 

la plus générale du critère de rupture d'un solide orthotrope de révolution est donnée par: 

f' ( trcr, trcr2
, trcr3

, trMcr, trMcr2
) = 0 (3.2) 

f' étant une fonction isotrope ct M = S1 ® S1 ( S 1 - l'axe de révolution du matériau). 
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La forme générale (3.2) doit être spécifiée pour chaque classe de matériaux orthotropes de 

révolution. 

Nous proposons un nouveau critère de rupture pour des roches orthotropes de révolution 

sous la forme spécifique suivante : 

l tr( L' l - m tr( L) - 1 = 0 
2 3 

(3.3) 

où, rn est une constante du matériau et le tenseur .I: est défini par la transformation suivante 

(Goldenblat (1962), Boehler et Sawczuck(1970)): 

L .. = A .. kt (jlcl IJ IJ 
(3.4) 

Dans le critère (3.3), l'anisotropie est introduite à l'aide du tenseur d'ordre quatre constant 

A, qui satisfait les conditions de symétrie suivantes : 

(3.5) 

Parmi les premiers auteurs qui ont suggéré l'utilisation d'un tenseur d'ordre quatre pour 

décrire l'anisotropie des propriétés de résistance nous pouvons citer Goldenblat et Kopnov 

(1966), Boehler et Sawczuck (1970). À la différence de Boehler et Sawczuck 

(1970,1977,1978), nous supposons que la seule restriction à imposer sur la forme du tenseur 

A, est celle d'invariance dans le groupe de symétrie du matériau. Ainsi, pour un milieu 

orthotrope de révolution, le tenseur A a 5 composantes indépendantes. La forme matricielle de 

A dans le repère de structure CS1,S2,S3) est donc, donnée par: 
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a b b 0 0 0 

b d e 0 0 0 

b e d 0 0 0 

A= 0 0 
d-e 

0 --0 0 
2 (3.6) 

0 0 0 0 
c 
- 0 
2 

0 0 0 0 0 
c -
2 

où a, b, c, d, e, sont des constantes, ct (S2,S3) définit le plan d'isotropie du matériau. 

En utilisant les relations (3.4) et (3.6) nous obtenons les expressions des invariants de r 
en fonction de cr ct M : 

où: 

et 

{
tri= (a+ b-d -e)trMa+ (b + d + e)tra 

(3.7) t tr( I' i = A( trM a/ + B( tra i + C( tra )( trM a) + D( trM a 2
) 

A= x2 + 2ax+ 4f3x+ 3u2 + 2xu + 4f3u 

B = l + 3v2 + 2 yv + 2 a 

C = 2xy+ 2ay + 4f3y+ 6uv+ 2(xv+ yu)+ 2ua+ 4f3v 

D = 4{32 + 4f3a 

x = a+ d- 2c- 2b 

y= b-e, 

a=d-e, 

f3=c-d-e 

u = ~(2b- 2e- a+ d) 

v=t(2e-b-d) 

(3.8) 

(3.9) 

Ensuite en introduisant (3.7) dans (3.3), nous obtenons l'expression du critère proposé en 

fonction des invariants de contraintes ct des invariants mixtes trMa et trMa2
• Notons que le 

critère proposé est une forme spécifique du critère général (3.2) ne faisant intervenir que des 

termes jusqu'à l'ordre deux en contraintes. 
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Dans le repère de structure (S 1 ,Sz,S3), le tenseur d'anisotropie M, ( cf. &2.1, équation 

(2.2) ) est donné par : 

(
1 0 OJ 

M= 000 

000 

(3.10) 

Ensuite en utilisant les formules (3.7)-(3.9) nous obtenons l'expression du critère (3.3) dans le 

repère (S 1>Sz,S3) : 

AAcr~ + BB( cri+ cri)+ CC( cri cr2 +cri 0"3 ) + DDcr2 cr3 + 3c2 (cr;+ cr~)+ 3( d-e/ cr;

-m 13[{ a+ 2b )cri+ ( b + e + d)( cr2 + cr3J] -1 = 0 

où: 

AA =(a -b)2 

BB =.!.[rb -e/ +(d-ei+ (b -dl] 
2 

CC= (b -a)(e- 2b+ d) 

DD=(2b-d-ei -2BB 

(3.11) 

(3.11)' 

Observons que les coefficients des composantes du tenseur de contraintes ayant les indices 2 et 

3 (associés au plan d'isotropie (Sz,S3) ) sont identiques. 

Dans le cas isotrope, le critère (3.3) se réduit au critère de Stassi (Henry, J.P et Parsy,F 

1982): 
(3.12) 

c1, c2 étant des paramètres du matériau. 

En effet, le passage au cas isotrope se fait en remplaçant le tenseur A par le tenseur d'ordre 4 

isotrope 1 ayant les mêmes symétries, i.e. : 
(3.13) 

Le tenseur isotrope de quatrième ordre 1, est défini par : 
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1= 

a b b o o o 

b a b o o o 

b b a o o o 

a-b oo o--o o 
2 

0 0 0 

0 0 0 

a-b 
0 -- 0 

2 

a-b 
0 0 --

2 

(3.13)' 

Ainsi, dans le cas isotrope, les invariants du tenseur transformé .I:, se réduisent à : 

(3.14) 

où, S est le déviateur du tenseur des contraintes. Il en résulte que, dans le cas isotrope, le 

critère proposé (3.3), s'écrit : 

3( a - b / s2 m( a + 2b) 1 0 
~-__;__ tr - tra- = 

2 3 
(3.15) 

Notons que (3.15) est une forme équivalente du critère de Stassi (voir (3.12)). 
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3.1.3 INTERPRÉTATION PHYSIQUE DES COMPOSANTES DU 

TENSEUR D'ANISOTROPIE A 

La signification physique des paramètres intervenant dans le critère de rupture (3.3) 

s'identifie à partir des essais suivants : 

• compression et traction simple suivant la direction sl ; 

• compression et traction simple suivant une direction quelconque du plan d'isotropie ; 

• cisaillement pur dans le plan d'isotropie (S2,S3) ; 

• cisaillement pur dans le plan (S1.S2). 

Pour un état de sollicitation uniaxiale suivant la direction Sb les invariants du tenseur l: 

s'écrivent: 

{
;'E = (a+ 2b)tra = (a+ 2b)a1 

- tr( 'E' i = (a - bi a 2 

2 1 

TI en résulte que, trcr et tŒ ont le même signe si ct seulement si : 

a+2b > 0 

En utilisant (3.16), le critère (3.3) devient: 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

Nous adoptons la convention de signe utilisée dans la mécanique des roches (une contrainte 

compressive est considérée positive). Soit Xc et (-Xt), les résistances à la compression et à 

la traction simple suivant S1. La fonnule (3.18) nous conduit aux relations suivantes : 

2 1 (a-b)=-
X,Xc 

(3.19a) 
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et 

m 1 1 
--(a+2b)=---

3 xc x, 
(3.19b) 

D'une façon similaire, pour un état de sollicitation uniaxiale suivant Sz, nous obtenons: 

{

tri= (b + d + e)a2 = (b + d + e)tra 

3 1 
-tr( I') 2 = -[(b- di +(b- e)2 + (d-ei] 
2 2 

(3.20) 

On en déduit que : 

b+d+e>O (3.21) 

1 [ 2 2 2] 1 -(b-d) +(b-e) +(d-e) =-
2 ~~ 

(3.22a) 

et, 

m 1 1 
--(b+e+d)=---

3 Yc Y, 
(3.22b) 

où, -(Y1), Yc sont les résistances à la traction et à la compression simple suivant la direction 

Sz. 

Pour un état de cisaillement pur dans le plan (Sz,SJ) le critère prédit rupture, quand: 

2 1 
Q = 3(d-e/ 

(3.23) 

Q, étant la résistance au cisaillement dans ce plan. 

La signification physique du paramètre~ est identifiée à partir d'un essai de cisaillement 

dans le plan (S1,S2) : 
2 1 c =-

3R2 
(3.24) 
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À partir des formules (3.18) - (3.24) nous allons ensuite exprimer les paramètres du modèle 

en fonction des résistances limites du matériau. 

Faisons tout d'abord, les notations suivantes : 

Si d > e, alors : 

C= (1/Xc)-(1/X,) 
(1 / Yc) - (1 / Y1 ) 

1 
a=--== ..jx,xc 

1 
{J=Q-J3 

d-e= {3 (cf. (3.23)) ~ b-d= (b-e)- {3 

Introduisons (3.26) dans (3.22a). On en déduit : 

(b- e)2
- {3(b- e)+ {3 2 

--
1
- = 0 

Y,Yc 

Le discriminant tl de cette équation s'exprime comme suit : 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

II en résulte que, (b-e) est réel, si et seulement si, la relation suivante, entre les résistances du 

matériau, s'applique : 

4 1 
--->0 2 -
Y,Yc Q 

Pour tl >0, nous obtenons les solutions suivantes : 

(3.28)' 
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b-e= -{3+~ 
2 

soit, 

b - e = _,-f3'---_..JX_.1_ 
2 

En divisant membre par membre les équations (3.19b) et (3.22b), on obtient: 

C= a+2b 
b+e+d 

Les restrictions (3.17) et (3.21) impliquent : C >O. 

Posons x=b-e : si a> b, (3.30) s'écrit sous la forme équivalente suivante : 

soit, 

C= 3x+3e+a 
b+3e+x 

3e( C -1) =a+ 3x- (x+ f3)C 

D'où, pour C;t: 1, il en résulte : 

a+ x1 (3- C)- f3 C 
e = 1 3(C -1) 

ou, 

a+ x2 (3- C)- f3C 
e = 2 3(C-1) 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

(3.31)' 

(3.32a) 

(3.32b) 

Ensuite, (3.25) et (3.22) conduit à l'expression de .d en fonction des résistances du 

matériau: 
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(3.33a) 

ou, 

(3.33b) 

Les relations (3.25), (3.29) et (3.32) donnent les solutions suivantes pour les paramètres .a. 
et ...b..: 

{

b1 = e1 +x1 

ou, 

b2 = e2 + x2 

(3.34a) 

et, 

ou (3.34b) 

Le paramètre rn se détermine à partir des relations (3.22b), (3.31)-(3.33). Les coefficients 

d'anisotropie sont soumis aux restrictions (3.17) et (3.21).En remplaçant dans (3.17) ct (3.21) 

les coefficients a, b, d, e par leurs expressions (équations (3.32)-(3.34)) nous obtenons les 

conditions restrictives suivantes : 

1

__!;_( a+ 2x- f3) > 0 
C-1 

a+2x-f3 > 0 
C-1 

On en déduit que, pour C >1: 

a+2x-f3 > 0 
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Pour a >b, cette condition est identiquement vérifiée par la solution x1, tandis que la solution 

x2 conduit à une relation restrictive supplémentaire entre les résistances du matériau 

(3.37) 

Nous sommes ainsi conduis à retenir les solutions a1, b1, dt, e1. 

En conclusion, pour : C >1, .ll > 0, a >b, d > e nous avons les solutions suivantes : 

x= 
-{3+-fX 

2 

x(3- C) +a- C/3 e = --------''-
3(C -1) 

b=e+x 

d=e+f3 (3.38) 

a=b+a 

En procédant d'une manière similaire, nous obtenons : 

-{3+..fX x=--:.. __ _ 
2 

e= 
x(3-C)+a+Cf3 

3(C -1) 

b=e+x 
• Pour C >1, .ll > 0 , a >b, d < e : 

d=e-/3 
(3.39) 

a=b+a 

• Pour C > 1, .ll > 0 , a < b, d < e : 
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-{3-~ x=___:_ __ 
2 

x(3- C)- a+ C/3 
e = -----"'--

3(C -1) 

b=e+x 

d=e-{3 

a=b-a 

• Pour C >1, 1!!. > 0 , a < b, d > e : 

• Pour C >1, /). > 0 , a < b, d < e : 

{3 +..fX x=.:..__ __ 
2 

x(3- C)- a- C/3 
e = -------'--

3(C-1) 

b=e+x 

d=e+/3 

a=b-a 

x 
-{J+..fX 

2 
x(3- C)- a+ C {3 

e 
3(C -1) 

b=e+x 

d=e-{3 

a=b-a 

Le cas C < 1 se traite d'une manière analogue. 

Si C = 1, le système d'équations (3.18)-(3.24) n'est pas déterminé. 

(3.40) 

(3.41) 

(3.42) 

3.1.4 APPLICATION DU CRITÈRE À l'ARGILITE DE TOURNEMIRE 
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Dans cette partie nous allons appliquer le critère de rupture (3.3) pour décrire l'anisotropie 

des propriétés de résistance de l'argilitc de Tournemire. 

Les essais de compression triaxiale de révolution réalises par Niandou ( 1994) montrent que 

pour une pression de confinement donnée, la résistance du matériau varie continûment avec 

l'orientation en passant par un minimum pour 8 comprise entre 45° ct 50° (figure 3.1) 

cr, 
MPa 1 1 1 

~ 150 r- )( -
)( )( 

)( 50 )( 

"" "" 
)( 

"" 
"" 

"" 40 "" "" 
100 r- 0 0 -

0 0 

0 :w 0 

<> 
50 r- <> <> 

<> -
1 <> 5 MPa ? 1 <> 1 

0 20 40 60 so eo 

Figure 3.1 : Évolution de la résistance à la rupture en fonction de l'orientation 8 pour 

différentes pressions de confinement 

La résistance maximale est atteinte dans la direction normale à la stratification. Cependant, 

dans la direction parallèle aux strates on a aussi un maximum relatif. De manière générale, on 

peut constater que l'anisotropie de la résistance diminue avec l'augmentation de la pression de 

confinement. Pour une orientation donné, la résistance limite croit avec le confinement. 

Nous ne disposons pas des valeurs des résistances au cisaillement du matériau. Ainsi, 

l'identification des coefficients du critère (3.3) sera faite à partir des résultats d'essais en 

compression triaxiale. 

Notons (X 1, X2, X3) le repère principal des contraintes pour un chemin de chargement 

triaxial de révolution. Le passage de ce repère au repère de structure sc fait par une rotation 

d'angle 8 autour de S2 (voir &2.2, figure 2.1 ). Par conséquent, le tenseur de contraintes dans 
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le repère (S1,S2,S3) est donné par la matrice: 

cr1cos2 8+cr3 sin2 8 0 (cr1 -cr3)sin8cos8 

cr= 
0 O'J 0 (3.43) 

En introduisant (3.43) dans l'expression (3.11) du critère nous obtenons: 

..!!__( cr1 cos2 8 + cr3 sin2 8 )2 +~[cri + ( 0"1 sin
2 8 + cr3 cos2 8 i] 

~ ~ 

+z ~( cr1 cos2 8+ cr3 sin
2 8 )( cr1 sin2 8+ cr3 cos2 8 + cr3 ) + v xc (3.44) 

+3c2 sin2 8cos2 8( 0"1 - cr3P +al 0"1 sin
2 8+ 0"3 cos2 8 )( z2

- 2v lYe)+ 

( ~, -u} cr, cos' li+ cr, sin' li)+ ( ;, -v} cr, sin' li+ cr, cos' li+ cr,)= 1 

où les notations suivantes ont été utilisées : 
1 1 

u = -, v =- et z = 2b- e - d. 
X, Y, 

(3.44)' 

Pour l'argilite Xc= 39 MPa, Y c = 47 MPa, Xt = 3.927 MPa ct Yt = 4.167 MPa. 

En utilisant les valeurs des contraintes au pic obtenues dans les essais à 50 MPa de 

confinement pour les orientations : 0°, 30°, 45", 60° et 90°, nous déterminons les paramètres z 

etc à partir de (3.44) par approximation par moindres carrées. Nous obtenons les valeurs 

suivantes: 

z=-0.08 MPa-1 , 3c2=0.037 MPa-2. 
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La détermination des paramètres a, b, d, e, rn s'opère comme suit : 

• Comme C '# 1, en supposant, a > b les relations (3.19)-(3.21) conduisent à : 

b = z( u - 1 1 xc) + (v - 1 1 yc JFIX: 
( U - 1 /Xc) - (1 / Yc - V) 

a= b+~u/Xc 

m = __;3(_u_-_1_1 x__,c""-) 
a+2b 

• il en résulte que (3.22a) s'écrit : 

6e2
- 6(z- 2b)e + (6b 2 + 2z2

- 2v/Y) = 0 

(3.45) 

Les valeurs des paramètres a, b, d, e, obtenues suivant la procédure décrite, sont : 

a=0.05983MPa-1, b=-0.02097MPa-1, c=0.111 MPa-1, d=0.05322MPa-1, 

c=-0.01516 MPa-1 ct, m=38.4MPa-1. 

Sur la figure 3.2, nous présentons la variation de la contrainte limite cr1 en fonction de 

l'orientation, obtenue à l'aide du critère, pour les pressions de confinement de 5, 20,40, 50 

MPa, en comparaison avec les résultats expérimentaux. Les courbes théoriques sont 

représentées en trait continu, et les valeurs expérimentales par des symboles. 

Nous constatons que l'anisotropie du comportement à la rupture du matériau est 

correctement décrite. Cependant, pour des pressions de confinement élevées, le critère sous

estime légérement les résistances du matériau pour des orientations proches de 8=90" .Sur la 

figure 3.3, nous présentons la projection de la surface de rupture (3.3) dans le plan (cr, 't) 

pour différentes orientations. La concordance entre la théorie et l'expérience nous parait très 

satisfaisante (cr est la contrainte moyenne ct 't le déviateur de contraintes). 
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Figure 3.2 : Évolution des résistances à la rupture en fonction de l'orientation 
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Figure 3.3 : Projection de la surface de rupture dans le plan (cr, T) pour différentes orientations 
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3.2 APPLICATION DU CRITÈRE DE TSAI ET WU À L'ARGILITE DE 

TOURNEMIRE 

Le critère de Tsai ct Wu (1971) a été initialement proposé pour les milieux orthotropcs.Pour 

un matériau orthotropc de révolution, dans le repère de structure, ce critère est exprimé par : 

(3.46) 

L'application du critère (3.46) aux essais de compression et de traction simple dans la 

direction S 1 et dans la direction S2 conduit aux relations suivantes: 

ct respectivement, 

1 
Fu=-

X,Xc 

F =-1 __ 1 
1 xc x, 

1 
F =-22 y y 

1 c 

(3.47a) 

(3.47b) 

La constante F55 s'exprime en fonction de la résistance au cisaillement dans le plan 

(S2,S3) par : 
1 

F =-
55 2Q2 (3.48) 

L'évaluation de F 12 est plutôt délicate. En effet, si on effectue un essai de cisaillement à 
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8=45" (Figure 3.4) : 

(3.49) 

on en déduit que : 

F12 = -~[1-(-1 +-1 Jv:- v.(-1 __ 1 __ 1 +-1 JJ 
V+ X,Xc Y,Yc Xc X, Yc Y, 

(3.50) 

V+ est la n?sis:ance au cisaillement. Si nous appliquons un cisaillement négatif: 

(3.51) 

Fl2 =- :2 [t-(x Ix + _I_)v:- v_(-I -_I -_I + _!_)] 
- , c Y,Yc X X Y y c 1 c 1 

(3.52) 

'r_ --

-- -r_ 

/ 
Figure 3.4 : Essais de cisaillement à 8 = 45" : V+ :t- V_ 

Tsai ct Hahn (1980) montre que F12 doit être compris entre les limites suivantes: 

(3.53) 

Cette restriction est ohtcnuc en imposant que (3.46) soit une courbe fcnnée dans le plan 

(cr1.cr2) (i.e. que les résistances directionnelles du maté1üu soient finies). 
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Vu les difficultés expérimentales liées à la détermination de F 12 ces auteurs 

recommandent l'approximation de ce coefficient par l'expression suivante : 

(3.54) 

qui correspond au critère isotrope de Mises. 

Dans le cas de l'argili te, nous calculons les coefficients F 12.F 55 et F22 à partir des 

résultats en compression triaxiale pour les orientations : o·, 30·, 45·, 60. et 90· et sous 

pression de confinement de 50 MPa 

L'application du critère (3.46) aux essais de compression triaxiale dans la direction 8 et 

sous la pression de confinement cr3, conduit à l'expression : 

( ;, -u} CT1 cos' 9 + CT3 sin2 9)+ (:,-v} CT1 sin' 9+ CT3 cos2 9+ cr,)+ 

...!!...._( (11 cos2 e + (13 sin2 e )2 + ~u (11 sin2 e + (13 cos2 e / + cri]+ 
Xc Yc 

+2F12 ( C11 cos2 8 + C13 sin2 8 )( cr1 sin2 8 + C13 cos2 8 + cr3 ) + 

+2F23 C1l C11 sin2 8 + C13 cos2 8) + F55 ( cr1 - cr3 / sin2 8 cos2 8 = 1 

À partir de (3.55) par approximation par moindres carrés, nous obtenons : 

F12 =- 0.004 (MPa)-2, F55= 0.033(MPa)-2 et F23= -O.OOl(MPa)-2. 

(3.55) 

Sur la figure 3.5, nous présentons les courbes théoriques obtenues en appliquant le critère de 

Tsai-Wu en comparaison avec les points expérimentaux. Nous pouvons constater un bon 

accord entre les prévisions théoriques et les données expérimentales. 
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Figure 3.5 : Résistances directionnelles en compression triaxiale: comparaison entre les valeurs 

expérimentales (symboles) ct le critère de Tsai ct Wu (trait continu) 

Le critère de Tsai et Wu fait intervenir deux tenseurs de résistance : le tenseur d'ordre 

deux (Fi) ct le tenseur d'ordre quatre (Fij). Cependant, ces deux tenseurs ne sont pas 

indépendants. En effet, les relations (3.47a) ct (3.47b) peuvent s'écrire sous la forme : 

{
F, = (X,- Xc)Fu 

F2 =(Y,- Y)F22 

(3.56) 

Dans la formulation du critère (3.3) nous avons décrit l'anisotropie du comportement à la 

rupture à l'aide d'un seul tenseur de résistance d'ordre quatre. Avec les notations du critère de 

Tsai ct Wu, le critère proposé au &3.1.2 correspond à: 
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et, 

F22 = .!_ [ ( b - e / + ( d - e / + ( b - d )2
] 

2 

(2b -d -eP -2F 
F - 22 

23-
2 

F _ (b-a)(e-2b+d) 
12- 2 

F44 =3(d-eP 

F1 =--(a+2b) 

l 
m 

F, =-~ (b+e+d) 

Observons que dans notre critère : 

(3.57a) 

(3.57b) 

(3.58) 

le nombre de constantes indépendantes de notre critère sc réduisant ainsi a six. 

Notons que la restriction (3.53) est automaùqucmcnt saùsfaite. 

En effet: 

F1
2
2 _ ( e - 2b + d P 

F11 F22 - 2[(b-e/ +(d-e/ +(b-d/] 
(3.58b) 

(3.59) 
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3.3 GÉNÉRALISATION DU CRITÈRE DE STASSI SUIVANT 

LA PROCÉDURE DE OLSZAK ET URBANOWSCHI 

Dans cette section nous proposons une généralisation du critère isotrope de Stassi aux 

milieux orthotropes de révolution en suivant la procédure utilisée par Olszak et Urbanowschi 

(1956) pour généraliser le critère de von Mises au cas orthotrope. 

Ainsi, dans l'expression du critere de Stassi (3.12) nous remplaçons le deuxième 

invariant du déviateur par l'énergie de distorsion généralisée 1;, définie par : 

(3.60a) 

et. la contrainte moyenne par : 

(3.60b) 

B est un tenseur symétrique constant d'ordre quatre invariant dans le groupe de symétrie 

du matériau. 

Le critère que nous proposons s'exprime alors sous la forme suivante: 

m 
BldSSkl --Bk1ak1ô .. -1 = 0 

IJ lj 3 IJ IJ 
(3.61) 

Pour un matériau orthotrope de révolution, dans le repère de structure le tenseur B 

s'exprime comme suit : 

al bi bi 0 0 0 

bi dl el 0 0 0 

bi el dl 0 0 0 

B= 
d - e 

0 0 0~0 0 
2 (3.62) 

0 0 0 0 Elo 
2 

0 0 0 0 0 .s. 
2 
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À partir d'essais de compression et de traction simple suivant les directions St et S2 

nous obtenons les relations suivantes entre les constantes du critère et les résistances du 

matériau: 

où, 

9 
2~ -4b1 +d1 +e1 =--

2X,Xc 

9 
a1 -2b1 +5d1 -4e1 =--

Y,Yc 

a1 +(2-C)b1 -Cd1 -Ce1 =0 

C = (1 /X)- (1 /X,) (cf. (3.25)). 
(1/Y)- (li Y,) 

(3.63) 

Soit P la matrice du système d'équations (3.63).Dcs calculs algébriques simples 

conduisent à : 

rang(P) = 3, (V) C e R. (3.64) 

Il en résulte que le système (3.63) est compatible si et seulement si tous les mineurs 

d'ordre 4 de la matrice augmentée sont nulles. Ccci conduit à la relation suivante entre les 

résistances du matériau : 

4 1 1 
(3.65) 

Si la condition (3.65) s'applique, le système (3.63) admet les solutions suivantes : 

a = bJ5C-2)+ U1C 
1 

2C+l 

• Pour C;t:-l/2 : 

d = (UI +9bi)(4-C) +VI 
1 9(2C+l) 9 

(3.66a) 

VI 9bl ( 4 - c) + UJ c + 5) e = --+ -=------'----
1 9 9(2C + 1) 
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b =-u~ 
1 9 

• Pour C = -1/2: 
d 

_ 9a-2U1 - V1 
1-

9 (3.66b) 

-9a+3U- V 
e - 1 1 
1-

9 

où 

• On constate que seulement 3 parmi les 4 coefficients d'anisotropie a~o b~o dt. e1 sont 

indépendants. Ainsi, le critère (3.61) ne fait intervenir que 5 paramètres indépendants. La 

détermination du coefficient c 1 est faite à partir des résultats des essais triaxiaux en 

compression. 

L'application de la condition de rupture proposée aux essais de compression axiale <11 

dans la direction définie pare ct sous la pression de confinement (13 résulte dans l'expression : 

où, 

(a- ai 1 1 . 1 3 F( (}) + (-- -)( a1 cos2 
(} + a 3 sm 2 

(}) 

9 xc x, 

+(-1 
- _!_ )( a 3 + a 3 cas2 

(} + a 1 sin2 
(}) -1 = 0 

Yc Y, 

F({}) =su!- VI (3cos2 (}-Il+ 2v1- ul [1 +(3cos2 (}- 2i]+ 
9 9 

+ 9c1 sin2 28 

(3.67a) 

(3.67b) 
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L'identification du coefficient c1 sc fait à partir des relations (3.67a)-(3.67b) en utilisant 

une procédure d'approximation par moindres carrés. Les mêmes données expérimentales qui 

ont servi à l'identification des coefficients du critère de Tsai et Wu (3.46) et du critère (3.13) 

ont été utilisées. 

Pour l'argilite de Tournemire, les valeurs numériques de ces coefficients sont : 

a•=0098 MPa-2, b1=-10-4MPa-2, c1=0.0013MPa-2 d1=8.I0-3MPa-2, e 1=0.0012 MPa-2 et 

m=71.52MPa-l. 

Observons que, dans les notations du critère de Tsai et Wu (1971) le critère (3.61) 

correspond à : 

(3.68a) 

et, 

(3.68b) 

Les relations (3.68b) montrent que les composantes hors-diagonale F12 ct F23 

sont des combinaisons linéaires des termes diagonaux FIl et F22. 

En regroupant les termes ct en tenant compte des relations (3.68b) nous pouvons 

exprimer le critère (3.61) sous la forme équivalente suivante: 

F( cr2 - cr3)2 + H[( cr1- cr3P + ( cr1- cr2P] + M( al+ al) 

+Lcrl +fi cri+ F2( cr2 + a3) -1 = 0 
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avec: 

1 
H = -9( ai - 2bi +Sei - 4di) (3.70) 

M=2ci 

L=2F+4H 

Nous pouvons constater que (3.69) est une forme particulière du critère de Pariseau 

(1972) pour un milieu isotrope transverse (conforme à l'équation ( 1.18)). 

À la différence du critère de Pariseau, dans (3.53) les constantes F 1 et F2 associées à la 

forme linéaire en contraintes, ne sont pas indépendantes. 

Sur la figure 3.6 nous présentons une comparaison entre les valeurs expérimentales et les 

prédictions théoriques obtenues en utilisant le critère (3.61) pour le chemin de compression 

tri axiale. 

Nous constatons que le modèle sous-estime largement les résistances du matériau dans 

les directions 8=0° et 8=90°. Le critère ne permet pas de prévoir le comportement réel du 

matériau. Quelle que soit la pression de confinement l'anisotropie des propriétés de résistance 

de l'argilite n'est pas décrite correctement. 
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Figure 3.6 : Comparaison entre les prévisions du critère (3.61) ct les résultats expérimentaux. 
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3.4 CONCLUSIONS 

Pour décrire l'anisotropie de résistance de l'argilite de Tournemire nous avons utilisé trois 

critères de rupture ayant la forme générale suivante : 

• Terme quadratique en contraintes +Terme linéaire en contraintes - 1 

Dans le critère développé (3.3) nous avons considéré: 

{

-le terme quadratique: ll:~.l:~ .• où: 1:~. = A .. klak1 - A klak18 8 .. 2 lJ lJ lJ lJ , mn , mn lJ 

-le terme linéaire: A .. klak18 .. 
lj, lj 

L'anisotropie est introduite à l'aide d'un seul tenseur d'ordre quatre symétrique A. 

Notons que pour un état de sollicitation isotrope le terme quadratique est non nul. De ce fait on 

peut reproduire les caractéristiques à la rupture des solides orthotropes de révolution pour des 

chemins de sollicitation complexes. 

Nous avons généralisé le même critère isotrope de Stassi suivant la procédure de Olszak 

et Urbanowschi (1956) (critère (3.61) ). Ainsi: 

le terme quadratique: lA .. kl<T.k
1

<T.. 2 lj' ' lj 

le terme linéaire: A. "klak18 .. 
lj, lj 

=> 5 cons tan tes indépendantes 

Observons qu'un seul tenseur anisotrope rend compte de l'anisotropie de résistance du 

matériau. Le terme quadratique est une généralisation de l'énergie de distorsion du cas isotrope 

(deuxième invariant du déviateur du tenseur de contraintes). De cc fait, il s'annule pour un état 

de contrainte isotrope. 

Le critère de Tsai ct Wu (1971) fait intervenir deux tenseurs de résistance. L'identification 

des constantes rend difficile l'application de cc critère aux geomatériaux. 
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Le critère (3.3) semble le plus performant. Il reproduit correctement l'anisotropie des 

résistances de l'argilite en compression triaxiale de révolution. Ce critère sera utilisé comme 

critère de rupture à court terme dans le modèle général élasto-viscoplastique que nous 

proposons au Chapitre 4. 
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CHAPITRE IV 

, 
MODELISATION DU COMPORTEMENT 

VISCOPLASTIQUE 

Les résultats expérimentaux en compression triaxiale (voir &1.3.2 -&1.3.3) montrent 

l'influence du temps sur le comportement irréversible de l'argilite. Cet effet de temps se traduit 

par des phénomènes de fluage et de relaxation. Nous sommes ainsi conduis à adopter une 

approche viscoplastique pour la modélisation du comportement de ce matériau. 
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4.1 LOIS DE COMPORTEMENT DES ROCHES EN FONCTION 

DU TEMPS 

Le point commun entre le comportement viscoplastique et le comportement plastique est 

le fait qu'il subsiste une déformation permanente après décharge. Par contre, en différence à la 

plasticité, le temps influence les déformations irréversibles. Ainsi, il n'y a pas d'unicité de la 

courbe de déformation pour différentes vitesses de chargement. En général, plus la vitesse de 

chargement est élevée, plus la contrainte est grande pour une même déformation. Cependant, 

l'influence de la vitesse de chargement diminue pour les vitesses très élevées ou très faibles. 

Sous sollicitation dynamique la réponse instantanée du matériau est élastique, pour des vitesses 

très faibles la réponse tend vers un comportement plastique indépendant du temps. 

L'étude expérimentale de l'influence du temps sur le comportement mécanique des 

roches est réalisée généralement, au moyen de deux types d'essais : essais de fluage et essais 

de relaxation. Selon les applications envisagées, les durées d'essais sont de quelques heures 

(comportement à court terme) à plusieurs années (comportement à long terme). 

Pour les métaux, la courbe de fluage classique, représentant l'évolution de la 

déformation avec le temps sous contrainte uniaxiale constante, comporte, en général, trois 

étapes (Figure 4.1): 

• une étape de fluage primaire au cours de laquelle la vitesse de déformation diminue, 

• une étape de fluage secondaire où la vitesse de déformation peut être considérée 

constante (compte tenu des erreurs de mesure), 

• une étape de fluage tertiaire pendant laquelle la vitesse de déformation augmente, 

conduisant à la rupture. 
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Figure 4.1 : Interprétation classique de la courbe de fluage classique en traction (métaux) 

[d'après Dusseault,1993] 

Pour les roches, selon le niveau de contrainte appliquée et le type de roche étudiée, ces 

phases sont plus ou moins prépondérantes. Ainsi, si la contrainte appliquée ne dépasse pas un 

certain seuil ( entre 0.5 cre et 0.7 cre, cre étant la résistance en compression simple) seul le 

fluage primaire est observé ; au-delà de ce seuil, uniquement le fluage secondaire et tertiaire 

sont enregistrés (Figure 4.2). Dans le sel gemme on n'observe que le fluage secondaire, par 

contre pour les roches plus dures (comme: granites, gneiss, etc.) uniquement le fluage primaire 

et le fluage tertiaire sont mis en évidence (Dusseault,l993). 
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Figure 4.2: Courbe de fluage en compression d'un grès [d'après Cristescu,1993] 
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L'essai de relaxation consiste à effectuer une mise en charge (vitesse de déformation 

contrôlée) suivie du maintien à déformation constante. On constate que la contrainte chute 

(Figure 1.9 chapitre 1 &1.3.3). 

La valeur résiduelle de la contrainte lorsque la diminution de contrainte est pratiquement 

stoppée, correspond à la limite supérieure du domaine d'élasticité, appelée " frontière de 

stabilisation "(D. François et al, 1992). 

Différentes approches ont été suivies pour décrire l'évolution temporelle irréversible des 

déformationsdanslcsroches: 

• formulation de lois empiriques de fluage, 

• utilisation de modèles rhéologiques, 

• formulation de modèles élasto-viscoplastiques. 

4.1.1 LOIS EMPIRIQUES DE FLUAGE 

Les lois proposées pour décrire le fluage sont généralement de la forme : 

t\ = e0 + f(t)+ Ct (4.1) 

où, eo représente la déformation élastique instantanée du matériau et f(t) caractérise le fluage 

primaire et le troisième terme décrit le fluage secondaire. 

Les formulations les plus fréquemment retenues pour f(t) sont : 

• f(t) = At11
q - loi d'Andrade (1910), (4.1a) 

• f(t) = C2 ln(1 + t) - loi en logarithme du temps, (4.lb) 

• f(t) = Cdl- e-d,,) - loi en exponentielle amortie. (4.1c) 

où A, Ct. C2 et dt sont des constantes de matériau et t représente la durée de l'expérience. 
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Ce sont des lois uniaxiales faisant intervenir la variable temporelle explicitement De ce 

fait. la validité de ces lois est restreinte au type particulier d'histoire de chargement (le fluage) 

et aux conditions spécifiques du test qui ont servi à leurs identification. Des lois triaxiales, 

exprimées en fonction de l'état de contrainte, ont été proposées pour décrire le fluage 

secondaire. Par exemple, pour le sel, on utilise des lois de la forme 

(J - (J 

( J
ll 

Ê = A 1 Go 3 exp( -Q 1 RT) (4.2) 

(Dusseault, 1993; Hunsche, 1994), où Q représente l'énergie d'activation, R la constante 

universelle des gazes, T la température absolue( exprimée en degrés Kelvin). 

Ce type de loi est une adaptation de la loi d'Odquist (1934) : 

(4.3) 

J2, étant le deuxième invariant du déviateur des contraintes s;i. Notons que les lois (4.2) ne 

rendent pas compte ni de l'écrouissage du matériau, ni de la différence de comportement en 

compression et en traction. 

4.1.2 MODÈLES ANALOGIQUES 

Une autre approche du problème de la modélisation du comportement visqueux consiste 

à réaliser des modèles analogiques à partir d'éléments mécaniques dont les réponses sont 

similaires à celles des matériaux (le ressort qui schématise l'élasticité linéaire, l'amortisseur 

pour la viscosité newtonienne, etc.). En fonction du type et du nombre d'éléments de base 

utilisés et du groupement de ces éléments (en série, en parallèle, soit en groupement mixte) on 

distingue une grande variété de modèles analogiques. Généralement on constate des larges 

divergences entre ces modèles théoriques et le comportement du matériau réel. 

4 .1. 3 ÉQUATIONS CONSTITUTIVES ÉLASTO-VISCOPLASTIQUES 

La formulation générale du comportement viscoplastique est similaire à celle de la 

plasticité dont il emprunte les éléments de base. Il s'agit de définir : 

• la forme actuelle du domaine d'élasticité ; 
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• la règle d'écoulement ; 

• l'évolution des variables d'écrouissage. 

Si, dE;i représente l'incrément de déformation infinitésimale, alors : 

(4.4) 

où, dEij représente la composante élastique ou réversible de la déformation et dE: la 

composante irréversible. 

Le domaine d'élasticité est défini à l'aide d'une fonction de charge, qui dépend de l'état 

de contrainte et de l'écrouissage. Ceci permet de décrire la forme initiale et les variations 

éventuelles de ce domaine au cours du chargement La règle d'écoulement précise la façon dont 

évoluent les déformations irréversibles. Le problème de l'activation de l'écoulement 

viscoplastique se pose de manière plus simple qu'en plasticité puisqu'il ne subsiste que deux 

régimes : le régime élastique et le régime viscoplastique. Pour un point de charge donné, hors 

du domaine d'élasticité, la vitesse de déformation viscoplastique est indépendante de la vitesse 

de contrainte. Elle ne dépend que des valeurs actuelles du tenseur des contraintes et des 

variables d'écrouissage. 

La condition de consistance n'existe plus. (en plasticité, cette condition impose que le 

point de charge soit et reste sur la surface de charge, la déformation plastique étant une fonction 

positivement homogène d'ordre un, par rapport à la vitesse de contrainte). 

Dans le cas classique de la viscoplasticité associée, l'écoulement viscoplastique est 

défini par rapport à la fonction de charge. Dans le tableau 4.1 nous présentons les principaux 

modèles élasto-viscoplastiques isotropes, en précisant la fonction de charge, le potentiel 

viscoplastique (si la loi d'écoulement est non-associée) ainsi que les variables d'écrouissage 

(pour les modèles avec écrouissage). 

Chapitre IV : Modélisation du Comportement Viscoplastigue 4. 6 



Auteurs 

Bingham (1922) 

Hohenesmer 

& 

Prager (1932); 

Frcudenthal 

(1958) 

Perzyna( 1966) 

Cristescu( 1967) 

Fonction de charge 

F=..JY: -k 

k - cons tan te 

F=..JY:-k 

(von Mises) 

F(CJ )= /(CJ,,) -1 
v 1( 

critère de von Mises 

Dragon & Mroz F = 211 - 2P(W,f3 )( 1•
0

- CJ) 

(1979) p(W./3) =P.+ W- f3l 

K1, P •• l 1°- constantes 

f3 décrit l'endommagement 

W décrit l'écrouissage 

Cristcscu(1983) H = H(CJ, 'G, A) 

Équations constitutives 

Tf- paramètre de vis cos ité 

o of: oVf' 
e 00 =eu + e~ 

1} 

oE 1 so 0 (J e =- e =-v 2G u• ' K 

r- coefficient de vis cos ité 

Commentaires 

• rigide viscoplastique; 

• modèle associé. 

loi élasto-viscoplastique 

associée, 

• incompressibilité 

irréversible. 

loi élasto-viscoplastique 

associée avec 

écrouissage 

{ 

N 1 ( k )} groupement d'un 
é: = !-. 2 Tf. 

1
- Fz Su nombre fmi d'éléments 

O<k. <klooo<kN 

of:. t so e =-
'' 2G '

1 

•loi d'écoulement 

associé, 

W- travail plastique 

irreversible 

F = F( CJ, 'G, A) 

viscoplastiques 

décrit le fluage 

secondaire et tertiaire 

des roches, 

modèle non-associé 

décrit le fluage primaire 

des roches 

Tableau 401 : Résumé des lois viscoplastiques représentatives 
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4.2. PRÉSENTATION DU MODÈLE 

CHOIX DES ÉQUATIONS CONSTITUTIVES ET D'ÉVOLUTION 

4.2.1 HYPOTHÈSES DE BASE 

Cette partie est consacrée à la présentation d'un modèle élasto-viscoplastique pour un 

matériau initialement anisotrope: l'argilite de Tournemire. Dans ce modèle, l'anisotropie sera 
introduite à l'aide d'un tenseur d'ordre quatre, Aijkl ayant les propriétés de symétrie suivantes: 

(4.5) 

Ce tenseur est supposé constant: il ne dépend ni du temps, ni de l'état de déformation . 
Aijkl intervient dans les expressions de la surface de charge, de la règle d'écoulement et du 

critère de rupture, par double contraction avec le tenseur des contraintes sous la forme d'un 

tenseur transformé I:, défini par : 

(4.6) 

Notons que l'idée d'utiliser un tenseur d'ordre quatre pour caractériser l'anisotropie du 

comportement irréversible n'est pas nouvelle. On la retrouve dans les travaux de Olszack et 

Urbanowschi (1956),Sedov(1966). La notion de tenseur transformé (4.6) a été introduite par 

Bochlcr et Sawczuk (1970) (et aussi Goldenblat (1962), avec une notion semblable ). 

Néanmoins, à la différence de Boehler et Sawczuk ( 1970,1977, 1978), dans notre approche, la 

seule restriction imposée au tenseur A est celle de respecter les symétries du milieu. Ainsi, 

pour un milieu orthotrope de révolution, le tenseur A est caractérisé par cinq composantes 

indépendantes (au lieu de 3 ). 

La forme matricielle de A dans le repère de structure (S 1,S2,S3) est donc, donnée par: 
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0 0 0 
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c 
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2 
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0 0 2 

(4.7) 

où, a, b, c, d, e, sont des constantes, et (S2,S3) définit le plan d'isotropie du matériau. 

À l'aide des définitions (4.6) - (4.7) nous pouvons exprimer le tenseur transformé ~en 
fonction du tenseur d'anisotropie M = S1 ® S1 et de cr sous la forme suivante: 

I = M[( a+ d- 2c- 2b)trMa+ (b- e)tra] + 

+ [(b- e)trMa + etra]l + ( d- e)a 

+[c-(d-eJ](Ma+ aM) 

où, 1 est le tenseur identité d'ordre deux. 

(4.8) 

Le tenseur A caractérise l'anisotropie du comportement irréversible et des propriétés de 

résistance du matériau. Pour décrire la rupture (à courte terme) de l'argilite nous retenons le 

critère de rupture anisotrope (3.3) proposé au Chapitre 3 ( &3.1.1 ). 

Ainsi, les composantes du tenseur A ont été déterminées à partir des résistances à la 

rupture du matériau. Les valeurs suivantes ont été obtenues : a=0.05983, b=-0.002097, 

d=O.OS322, c=O.lll et e=-0.0156 (voir &3.1.4). 

4.2.2a FONCTION DE CHARGE 

Nous supposons que l'écrouissage du matériau est gouverné par le travail irréversible 

W1
' défini par : 

W 1 (T) = J: a(t) t 1 (t)dt (4.9) 

où e' représente la partie irréversible de la déformation . 
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Pour un milieu anisotrope, la loi de comportement est soumise à une double exigence : 

d'une part, de respecter le principe d'objectivité (c'est à dire d'être invariante par rapport à tout 

changement de coordonnées de référence) et, d'autre part, d'être invariante dans le groupe de 

symétrie du matériau. 

Ainsi, pour un solide simple orthotrope de révolution, conformément au théorème de 

représentation de Liu (1982), la fonction de charge admet la représentation générale suivante : 

F(a,M, W1
) = H(a,M)- W1 (4.10) 

où H est une fonction scalaire isotrope par rapport à ces arguments. 

Nous allons supposer que la fonction H( a, M) admet la décomposition suivante: 

H(a,M) = Hm(p)+Ha(a,M) (4.11) 

tel que : Ha( a, M JI = 0, cri étant les composantes principales du tenseur de contraintes 
O't•O'z •a1 

et p, la contrainte moyenne. Autrement dit, pour un chemin de contrainte isotrope 

(0'1 = cr2 = cr3) la fonction de charge se réduit à Hm qui ne dépend que de la contrainte 

moyenne p. La forme spécifique de cette fonction sera déterminée à partir des résultats 

expérimentaux en compression hydrostatique. 

Nous proposons l'expression suivante pour la fonction Hd(cr, M) : 

(4.12) 

où, tr désigne l'opérateur de trace et L' est le déviateur du tenseur transformé L (défini par la 

relation ( 4.8) ). Dans l'équation ( 4.12) B1 et B2 sont des fonctions scalaires d'arguments : la 

contrainte moyenne pet la contrainte octaédrique 't. Les fonctions B 1 et B2 seront 

déterminées à partir des essais de compression triaxiale pour l'orientation e = 90° et à 

différentes pressions de confinement 
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En utilisant ( 4.11) - ( 4.12), nous obtenons l'expression de la surface de charge : 

(4.13) 

Les deux premiers invariants du tenseur transformé l: sont donnés par : 

{
tri= (a+ b-d- e)trMa+(b +d + e)tra 

t tr( .E' )2 = A( trM ai + B( tra i + C( tra )( trM a) + D( trM a 2
) 

(4.14) 

Les constantes A, 8, C, D et E sont des combinaisons algébriques des coefficients 

d'anisotropie a, b, c, d, e précisées par les équations (3.7) du &3.12. Il en résulte que les 

invariants du tenseur transformé sont des combinaisons linéaires, jusqu'à l'ordre deux en 

contraintes, des invariants scalaires : 

De ce fait, la fonction de charge satisfait automatiquement la condition d'invariance dans le 

groupe de symétrie du matériau. 

4.2.2 b RÈGLE D'ÉCOULEMENT 

Nous proposons la forme suivante pour la règle d'écoulement : 

t'= k1(t- wt )(.E +ur p, -rJI) 
H(a,M) 

(4.15) 

Dans l'équation (4.15) k 1 est le coefficient de viscosité du matériau, H(cr,M) est 

définie par les équations (4.11) et (4. 12) et 1 représente le tenseur identité d'ordre deux. 

Comme le tenseur transformé l: est une combinaison linéaire des tenseurs générateurs 

1, cr, Mcr+crM (équation (4.8)) on en déduit que l'équation (4.15) est invariante par 

rapport à toute transformation appartenant au groupe de symétrie (conforme au théorème de 

Liu (1982)). 
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La fonction U(p,'t) sera déterminée à partir des résultats d'essais de compression 

hydrostatique et d'essais de compression triaxiale de révolution pour l'orientation e = 90°. 

4.3. DÉTERMINATION DES FONCTIONS CONSTITUTIVES 

4.3.1 ÉVALUATION DE LA FONCTION Hm(P) 

Nous avons supposé que pour un chemin de chargement hydrostatique 
(cr,= cr2 = cr3 = p), la fonction de charge se réduit à Hm(p). 

Ainsi, il y a écoulement viscoplastique si et seulement si: 

(4.16) 

La détermination de la fonction Hm (p) est faite à partir d'un essai de compression 

hydrostatique. Le chemin de sollicitation pour cet essai se compose d'incréments de charge 

suivis de paliers de fluage (p =constante) puis de décharge. Seul le fluage primaire a été mis en 

évidence (pour une durée de maintien de charge de 45 à 60 minutes). De ce fait seul ce 

mécanisme de fluage est pris en compte dans la modélisation. 

La surface de charge (4.16) est déterminée en considérant les états ( p, e)qui 

correspondant à la stabilisation pour chaque palier de fluage. Pour ces états on calcule le taux de 

travail irréversible dWI avec la formule : 

(4.17) 

où, de~ représente le taux de déformation volumique irréversible. 

Sur la figure 4.3 nous présentons les valeurs expérimentales du travail irréversible W1 • 

calculées en utilisant la formule ( 4.17) , en fonction de la contrainte moyenne. 
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Figure 4.3 : Variation du travail plastique Wl en fonction de la contrainte moyenne cr (MPa) 

Du fait qu'à la stabilisation nous avons H rn (p) = W 1 il est donc possible de déterminer 

la fonction Hm ( p) en approchant la courbe (WI - p) . On obtient : 

( 4.18) 

où c0 ,c"w ,cp sont des constantes . La pression p0 = 1 MPa est utilisée comme contrainte de 

référence, afin de rendre le paramètre w sans di men sion dans l'expression ( 4.18). 

Pour l'argilite les valeurs numériques de ces paramètres sont: 

C0 = 0.38 MPa, 

c, =0.377 MPa, 

w =0.15 

cp =-1.348 radians. 
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Nous avons imposé la condition: HAcr,M)la,=az=a) =0. De ce fait. la surface de 

charge définie par l'équations ( 4.18) est indépendante de l'orientation e. 
Cette nous semble raisonnable. pour un chargement hydrostatique la sollicitation est la 

même dans toutes les directions . 

4.3.2 ÉVALUATION DE LA FONCTION Hd(cr. M) 

L'identification des fonctions B1 et B2 • qui interviennent dans l'équation (4.12) de la 

fonction Hd (cr) sera faite à partir des résultats des essais de compression triaxiale pour 

l'orientation e = 90" et pour différentes pressions de confinement 

Afin d'exploiter ces résultats expérimentaux. nous allons spécialiser l'équation (4.12) 

pour des états de contrainte triaxiaux de révolution. Soit 0'3 la pression de confinement. 0'1 la 

contrainte axiale et 8 l'angle entre l'axe de l'échantillon et la normale au plan de stratification 

St. 

Les arguments de la fonction Hd (cr) s'expriment par rapport aux variables 0'1, 0'2 , 0'3 

par: 

.fi 
't'=-( 0'1- 0'3) 

3 
(4.19) 

trM cr = 0'1 cos2 
(} + cr3 sin

2 
(} 

trM 0'
2 = of cos2 

(} + cri sin2 
(} 

ll en résulte que pour ce type d'essai les invariants (4.19) ne sont plus indépendants. car : 

trMcr2 = p· trMcr+(trMcr- p)( p+ -r/..fi) + r (4.20) 

Il ne subsiste donc. que trois invariants indépendants : p. 't • trMcr. 

De plus. nous avons : 
3-r 2 't' 

trMcr =.fi cos (} + p- .fi (4.21) 
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Ainsi, pour ce type d'essai la fonction de charge Hd (cr, M) a comme arguments indépendants 

p,'t et e. 

En utilisant les relations (4.14) et (4.19) nous obtenons les expressions des invariants 

du tenseur transformé L pour l'orientation 8 =go· : 

3 
2tr( I' il 8=90 =(a +b-d -e)o-3 [ o-l a-b)+ o-i(2b- e- dJ] + (4.22) 

~ [(b- d)2 + (b- a)2 + (d- e)2
]( cri- cr3 )

2 

Pour la partie déviatorique d'un essai tri axial ( cr2 = cr3 =constante, cri > 0) le taux de 

travail irréversible des contraintes s'exprime par : 

(4.23) 

où de; représente le taux de déformation axiale irréversible et, de: est le taux de déformation 

volumique irréversible. 
La fonction Hd (cr) doit s'annuler pour des états de contrainte hydrostatiques. 

Ainsi, pour chaque confinement , nous déterminons les paramètres B 1 et B2 par la méthode des 

moindres carrés, en utilisant les valeurs expérimentales du travail irréversible Wl (calculées avec 

(4.23) ) et l'équation : 

~[invl(p, -r, 90)- invl(p, 0, 90)] + B2[inv2(p, -r, 90)- inv2(p, 0, 90)]- W1 = 0 

(4.24) 

Dans l'expression (4.24), invl et inv2 désignent le premier et le deuxième invariant du tenseur 

transformé L exprimés en fonction des arguments : p,'t et 8 (équation (4.22) ). 

Nous constatons que, pour l'argilite, le coefficient B 1 dépend de la pression de confinement 

(Tableau 4.2) : 
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C1'3 (MPa) Bt 

5 -0.02 

40 -0.11 

50 -0.13 

Tableau 4.2 : V ale urs du coefficient B 1 en fonction du confinement 

Nous proposons l'approximation suivante de cette variation: 

(4.25) 

avec: bu= -0.08688, b12 = -9.714·10-5 MPa-2. Le coefficient B2 peut être considéré constant: 
B2 = 0.0065MPa-3. Ensuite, nous exprimons la contrainte principale u3 en fonction de p;t 

par: 

(4.26) 

Finalement, nous obtenons l'expression en invariants de la fonction Hd (cr, M) : 

(4.27) 

les expressions des invariants du tenseur transformé étant données par ( 4.14 ). 

Sur la figure 4.4, nous présentons l'évolution du travail irréversible (calculé avec la 

formule (4.23)) en fonction de la contrainte déviatorique, pour un confinement de 50 MPa et 

les orientations e = 30°, 45° et 90°, en comparaison avec les approximations théoriques. Pour 

tracer les courbes théoriques pour les différentes orientations nous avons utilisé l'équation 

(4.27). Nous constatons que la concordance entre la théorie et l'expérience est acceptable. 
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Figure 4.4 : Évolution du travail irréversible en fonction de la contrainte octaédrique pour 
C13 = 50 MPa ct différentes orientations 

En additionnant les formules ( 4.18) et ( 4.27) nous obtenons l'expression finale de la 

fonction de charge H(cr, M) : 

c0 sin( w 1!... + cp)+ c1 
Po 

(4.28) 

Pour un essai triaxial de révolution les surfaces (H=constante) peuvent être 

représentées dans le plan des invariants (p, 't) par une famille de courbes paramctrées par 

l'angle e qui coupent l'axe hydrostatique au même point. 

Sur la figure 4.5 nous représentons dans le plan (p, 't) une famille de courbes 

(H=0.24 MPa) pour les orientations e = o· ,60· ,45. et go·. Ces courbes ont été calculées en 

utilisant ( 4.28). Les surfaces de rupture, calculées en utilisant le critère de rupture anisotrope 

(3.3) sont également représentées sur la figure (pour une orientation donnée, la surface de 

charge et la surface de rupture sont représentées par le même type de ligne). 
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Figure 4.5 : Représentation des surfaces H=0.24 MPa pour différentes orientations 

4.3.3 DÉTERMINATION DE LA FONCTION U(cr) 

4.3.3 a DÉTERMINATION DE LA FONCTION Uh(p) 

Nous avons proposé la loi d'écoulement: 

i 1 = k1(1-~)(r +V( p, r)I) 
H( a) 

( 4.15) 

Faisons en plus l'hypothèse que la fonction U admet la décomposition suivante: 

(4.29) 

tel que: V= Vh( p), pour un état de sollicitation hydrostatique. 
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De ce fait. nous pouvons déterminer la fonction Uh( p) directement à partir des résultats 

des essais de compression hydrostatique. Afin d'exploiter ces résultats expérimentaux nous 

allons spécialiser l'équation ( 4.15) pour des états de contrainte isotrope. 

Dans le repère de structure (St.S2,S3) la loi d'écoulement s'exprime comme suit : 

(4.30) 

On peut constater que notre modèle prédit un champ de déformation à déviateur non nul sous 

un état de contrainte isotrope. 

En éliminant ~ (1- W
1 

) nous obtenons l'expression de Uh : 
Hm(p) 

(4.31) 

Ensuite, en nous basant sur les données d'un essai de compression hydrostatique jusqu'à 50 

MPa , nous calculons les valeurs expérimentales de Uh à l'aide de la formule ( 4.31 ). 

Sur la figure 4.6, nous présentons la variation de Uh en fonction de la contrainte 

moyenne. Nous proposons une loi en puissance pour approcher cette variation: 

(4.32) 

avec Uth = 1.098·l0-4MPa·1 et u2h= 0.025MPa. 
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Figure 4.6 :Variation de Uh en fonction de la contrainte moyenne 

Les valeurs des constantes a et b que nous avons utilisé pour l'identification de Uh 

sont légèrement différentes de ceux qui caractérisent la rupture du matériau. Ces valeurs sont : 

a'=0.083255, b'=-0.041. Elles ont été obtenues par calage à partir des valeurs des constantes a 

ct b. 

Sur la figure 4.7 nous comparons la simulation de l'essai hydrostatique faite avec le 

modèle, avec l'expérience. La valeur du coefficient de viscosité utilisée est : kt= 1.95·104 s·1 

On peut constater que le modèle reproduit d'une façon satisfaisante le comportement du 

matériau. 
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Figure 4.1 : Comparaison entre courbes théoriques ct expérimentales pour un essai de 

compression hydrostatique 

4.3.3 b DÉTERMINATION DE LA FONCTION Ud(cr) 

L'évaluation de la fonction Ud(cr) est faite à partir des essais de compression triaxiale 

en phase déviatorique (cr2 = cr3 =constante, cr1 > 0) pour les pressions de confinement de 5, 

40 ct 50 MPa, effectués sur un échantillon prélevé à 8=90°. 

Dans le repère des contraintes principales (X 1,X2.X3) la loi d'écoulement s'écrit: 

(4.33) 

.Çhapitre IV : Modélisation du Comportement Viscoplastiguc 4. 21 



où, l:1, l:2,l:3 sont les composantes du tenseur transformé dans le repère des contraintes 

principales. 

Les expressions de ces composantes en fonction des contraintes principales, obtenues 

en particularisant la relation (4.8) pour 0=90· sont· 

I 1 =ba1 +(a+b)a3 

I 2 =ea1 +(b+d)a3 

I 3 = da1 +(b+e)a3 

(4.34) 

ë{ représente la déformation irréversible axiale, ë~ la déformation irréversible transversale 

parallèle aux plans des strates et t: est la déformation transversale perpendiculaire aux plans 

des strates. 

En combinant les relations (4.33), nous obtenons: 

(4.35) 

Ensuite, pour un confinement donné, nous calculons les valeurs expérimentales de Ud en 

utilisant la relation (4.35). 

Sur la figure 4.8 nous illustrons la variation de Ud en fonction de la contrainte 

octaédrique, pour une pression de confinement de 40 MPa. 
Nous approchons la variation de Ud avec 't par l'expression suivante: 

U - 2 
4 - n-r+ m-r (4.36) 

où, n et rn sont des paramètres du matériau. 

Les valeurs de n et rn, obtenues pour différentes pressions de confinement, sont 

données dans le Tableau 4.3. 

a3 rn n 

5MPa 0.027 MPa-1 -0.001 

40MPa - O.OlMPa-1 3.9·10-4 

50MPa - 0.021 4.1·10-4 

Tableau 4.3 :Valeurs des coefficients rn ct n en fonction du confinement 
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On remarque la dépendance de ces paramètres du confinement. Pour en tenir compte 

nous exprimons (4.36) sous la forme: 

avec: 

Pour les paramètres rn et n, nous considérons les approximations suivantes : 

avec m1=0.026 MPa-1, 

m2=-2.6·10·5MPa-3 

n1= -0.0012 

n2=3.579·I0-5 MPa-1. 

Ainsi, tous les coefficients du modèle sont déterminés. 
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Figure 4.8 : Variation de Uct en fonction de la contrainte octaédrique 

(4.36) 

(4.37) 

[les points expérimentaux (symboles) sont obtenus dans un essai triaxial (8=90° cr3=40 MPa)] 
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4.4 TEST DU MODÈLE SUR DES RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX 

Nous allons tester le modèle sur des chemins de contraintes homogènes, en utilisant les 

paramètres constitutifs précédemment obtenus. Il s'agit de simuler des essais triaxiaux 

classiques. 

Les variations des modules El' E2 , V21 ct v23 sont respectivement décrits par les 

relations empiriques suivantes (Chapitre 2, &2.3.1) : 

Et= 15900-[0.09't2 + 
2

·
5

.
105

]cxp(-û.Ol3p) 
't + 16 

E2 = 45000- 2.35· 104 exp(-û.Ol47p) 

V2t =O. 75-0.501 exp( -o.0058p) 

v23 = 0.19-0.084 exp( -o.0216p) 

(4.38) 

En outre, nous supposons que v12 1 Et= v21 1 E2 et que la formule de Saint-Venant 

s'applique. 

La figure 4.9 représente les graphes donnés par les résultats expérimentaux et ceux de la 

simulation numérique du modèle pour l'orientation 8=90" pour une pression de confmement de 

5 MPa. Rappelons que la détermination des paramètres du modèle proposé a été faite à partir 

des essais de compression triaxiale pour cette orientation. 
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Figure 4.9 : Simulation d'un essai de calage des paramètres (8=90. ; <J3= 5 MPa) 
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Nous constatons que la déformation parallèle aux strates f-311 est parfaitement simulée. 

Les déformations axiales théoriques et expérimentales sont assez proches. La déformation 

transversale perpendiculaire au plan de stratification est surestimée. Malgré ceci, la simulation 

nous paraît satisfaisante. 

Pour 8 =0·, la comparaison entre la théorie et l'expérience est très bonne tant pour des 

pressions de confinement faibles ainsi que pour des pressions de confinement élevées 

(Figures 4.10 a-4.10 b). 
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Figure 4.10 a: Comparaison entre courbes théoriques et expérimentales pour 8=0· 
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Figure 4.10 b: Comparaison entre courbes théoriques et expérimentales pour 8=0·, 

cr3= 50 MPa (les valeurs expérimentales sont représentées par des symboles) 
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Cependant, lorsqu'on s'approche du pic de contrainte l'écart entre la simulation et 

l'expérience devient plus important. Expérimentalement on constate une petite zone de dilatance 

très proche de la rupture (courbe contrainte-déformation volumique, Figure 4.10 a). Le modèle 

proposé ne décrit cependant qu'un comportement contractant. Nous envisageons dans la suite 

de ce mémoire d'adapter le modèle présenté pour pouvoir décrire la phase dilatante. 

Afin de tester si le modèle décrit correctement l'anisotropie du comportement du 

matériau nous avons simulé des essais à 8=45" (Figure 4.11 ).De nouveau, il y a une bonne 

concordance entre les déformations transversales parallèles aux strates expérimentales et 

théoriques . Les déformations transversales perpendiculaires aux strates sont inférieures aux 

valeurs expérimentales, les courbures des courbes ne sont pas simulées. Les déformations 

axiales sont qualitativement assez bien reproduites. 

SI-53 
MPa _,. el 

·" 30 ~ 

20 45/5 

10 
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-4000 -2000 0 2000 4000 6000 8000 

Figure 4.11 :Comparaison entre courbes théoriques et expérimentales pour 8=45., 

0'3 = 5 MPa (les valeurs expérimentales sont représentées par des symboles) 

Il est utile de rappeler que nous avons supposé que le matériau est caractérisé par une 

anisotropie fixe. En effet, pour décrire l'anisotropie du matériau nous avons introduit un 

tenseur d'ordre quatre constant (invariant dans le groupe de symétrie du matériau).La 

détermination des 5 composantes indépendantes de ce tenseur a été faite à partir des résistances 

en compression (compression simple et compression triaxiale) du matériau. 
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Cependant expérimentalement on constate que l'anisotropie du matériau diminue avec 

l'augmentation de la contrainte. Il serait intéressant d'étudier l'évolution du degré d'anisotropie 

en fonction de l'histoire de chargement. 

Nous avons observé que si nous modifions légèrement les valeurs des coefficients 

d'anisotropie obtenus à partir des contraintes au pic nous obtenons des meilleures corrélations 

entre la théorie et l'expérience. En effet, nous avons considéré pour un chemin de chargement 

déviatorique ( (J 2 = (J 3 =cons tante, cr, > 0) les valeurs suivantes des coefficients d'anisotropie : 

a'=0.08325, b'=-0.041, d'= 0.051554, e'=-0.009 et 3c'2=0.0588. (4.39) 

au lieu de: a=0.05983, b=-0.002097, d=0.05322, 3c2=0.037 et e=-0.0156 (voir &3.1.4). 

Ensuite, en procédant de la même manière qu'au &4.3 et à partir des mêmes résultats 

expérimentaux (à 8=90.) nous identifions les fonctions constitutives B1 et B2 : 

(4.40) 

avec : b'11=-0.0168, b'12 = -2.007·1Q-6 MPa-2 et b'21=0.00537 MPa-1, b'22 = 1.9·10-7 

MPa-3. 

Observons que dans le modèle de base 8:!= 0.0065 MPa-3. 

La fonction Ud peut être approchée par: 

et: 

{m'(cr 3 ) =m1'+m~(cr3 / 

ln'(cr ) =n'+ n'cr 3 1 2 3 

avec: 

(4.41) 

(4.42) 

rn '1= 4.35·1Q-5 MPa- 1, m'2 = 1.162·1Q-5 MPa-3 et n'1=-0.003 ,n'2 = 2.026·1Q-5 MPa-1 

Sur la figure (4.12a-4.12b) nous présentons une comparaison entre les courbes 

théoriques obtenues en utilisant les valeurs ( 4.39) des coefficients d'anisotropie et les 
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paramètres constitutifs ( 4.40-4.42) et les courbes expérimetitales pour 8=4Y. Nous constatons 

que l'accord entre la théorie est l'expérience est très bon. 
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Figure 4.12a: Comparaison entre courbes théoriques et expérimentales pour 8=4Y, 

a3= 5 MPa (les valeurs expérimentales sont représentées par des symboles) 
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Figure 4.12b :Comparaison entre courbes théoriques ct expérimentales pour 8=4Y, 

cr3= 5 MPa (les valeurs expérimentales sont représentées par des symboles) 
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES 

L'objet de cette étude a été de modéliser le comportement mécanique dépendant du temps 

d'une roche fortement anisotrope, l'argilite de Tournemire. 

Suite au dépôt sédimentaire l'argilite présente une anisotropie de formation de type 

orthotrope de révolution, le plan d'isotropie étant le plan de stratification. À cette anisotropie de 

texture correspond une anisotropie des caractéristiques mécaniques. 

L'étude expérimentale réalisé par H. Niandou (Niandou, 1994) montre que la réponse 

élastique de l'argilite est fortement non-linéaire et anisotrope. Nous avons formulé des lois 

empiriques de variation des modules élastiques principaux avec l'état de contrainte. Les 

conséquences de l'utilisation de modules élastiques variables (supposés fonctions des deux 

premiers invariants du tenseur des contraintes) sur l'énergie stockée dans le matériau sur un 

chemin fermé quelconque dans l'espace des contraintes ont été analysé en détail. Ainsi, nous 

avons montré que les choix des lois de variation des modules élastiques ne peuvent pas être 

indépendants. 

Pour caractériser le comportement irréversible dépendant du temps de l'argilite nous 

avons élaboré un modèle élasto-viscoplastique. Expérimentalement on constate (essais de 

compression triaxiale) que les directions principales des déformations irréversibles coïncident 

avec les directions privilégiées de la structure initiale du matériau. On peut supposer que le type 

d'anisotropie initiale est conservé. Ainsi, dans notre approche l'anisotropie du matériau est 

décrite à l'aide d'un tenseur d'ordre quatre invariant par rapport à toute transformation 

orthogonale appartenant au groupe de symétrie du matériau. Ce tenseur est supposé constant : 

il ne dépend ni du temps, ni de l'état de déformation(i.e. nous faisons l'hypothèse que le 

matériau est caractérisé par une anisotropie fixe).Il intervient dans les expressions de la surface 

de charge, de la règle d'écoulement et du critère de rupture (à court terme). 

La détermination des composantes indépendantes de ce tenseur est faite à partir des 

résistances en compression simple et triaxiale de l'argilite. Les relations constitutives proposées 

(la fonction de charge et la loi d'évolution de la déformation viscoplastique) ont été déterminées 
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à partir des résultats expérimentaux en compression hydrostatique et en compression triaxiale 

pour l'orientation 8=90 •. 

Le critère de rupture (à court terme) retenu dans la fonnulation du modèle viscoplastique 

est une généralisation du critère isotrope du paraboloïde de Stassi. La signification physique 

des paramètres du critère proposé ainsi qu'une procédure d'identification a été décrite. 

Notre modèle rend compte de l'anisotropie du champ de déformations sous sollicitation 

isotrope et permet d'interpréter et de prévoir le comportement du matériau sur des chemins de 

sollicitation triaxiale classiques. Cependant l'exploitation complète du modèle exige des 

résultats expérimentaux complémentaires : des essais de compression à différentes vitesses de 

chargement et des essais de fluage à long terme. 

Certaines parties de ce mémoire demande à être développées. Nous envisageons : 

• effectuer des essais complémentaires qui nous permettrons de valider le modèle 

élastique non-linéaire développé; 

• l'étude de l'évolution du degré d'anisotropie en fonction de l'histoire de chargement 

(l'évolution des coefficients du tenseur d'anisotropie A en fonction du taux de déformation) 

• l'étude du tenseur vitesse de déformation irréversible. Ceci doit permettre de mieux 

préciser la fonction tensorielle U (équation (4.15) et de mieux prévoir le comportement du 

matériau. 

• introduire le modèle élasto-viscoplastique dans un code d'élements finis en vue de son 

application aux problèmes de stabilité des ouvrages souterrains. 
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