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Notations 

lx J : partie entière de x 
r x 1 : partie entière supérieure de x définie par : r x 1 E 1\J et 

rxl- 1 <x~ !xl 

i.i.d. : indépendantes et identiquement distribuées 
i.s. : infiniment souvent 
v .a. : variable aléatoire 
a() : tribu engendrée par les v.a. ou les événements se trouvant entre les 

parenthèses 
E() : espérance de la v.a. entre les parenthèses 
À : mesure de Lebesgue. 
ln : logarithme népérien 
ln2{x): ln(ln(x)) 
max() : maximum des termes entre les parenthèses 
min{) : minimum des termes entre les parenthèses 
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Chapitre 1 

Introduction générale 

Ce travail concerne les extrêmes de certains processus de Markov régénératifs. Le point 
de départ est un résultat de Rootzen(1988), rappelé ci-après, donnant une approximation 
de la loi du maximum, basée sur la décomposition des processus régénératifs en cycles, 
lorsque les cycles sont indépendants. Dans ce cas, l'étude de la loi du maximum se ramène 
à celle du maximum des maximums partiels sur les cydes qui sont des v .a. indépendantes 
équidistribuées (i.i.d.). Ceci place le problème dans un cadre classique. 

Mais en général les cycles sont !-dépendants. 
(Rappelons qu'un processus {Zn,n 2: 0} est rn-dépendant (m 2: 1) si quels que soient 
les entiers 0 ~ il < i2 ... < ik et ik + m < jl < ... < ji les vecteurs ( zi,' ... 'zik) et 
(Zi,, ... , Zi1 ) sont indépendants). 
D'où l'idée de ce travail qui est d'appliquer certaines techniques et résultats obtenus dans 
Haiman(1987 a)) pour les extrêmes des suites stationnaires rn-dépendantes aux processus 
de Markov considérés. 

Des références classiques de travaux ayant trait aux extrêmes des processus de Markov 
sont Serfozo(1980), O'Brien(1987) et plus récemment Smith(1992) et Jakubowski(1993). 
(L'article précité de Rootzen contient une liste de références très importante sur le sujet.) 

La thèse comporte quatre parties relativement distinctes (chapitres 2,3,4,5) chacune 
possédant une introduction. 

Au chapitre 2 on commence par étudier en détail la décomposition en cycles d'une 
chaîne de Markov régénérative, en suivant la méthode introduite par Asmussen(1987) 
(voir aussi Nummelin (1978)). 

Au chapitre 3 on particularise cette décomposition aux processus de Markov que nous 
considérons, à savoir les processus admettant une densité de transition f(x, y) par rapport 
à la mesure de Lebesgue, telle qu'il existe un entiers 2: 1, deux constantes 0 < TJ < 1, 
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M > 1, et une densité de probabilité par rapport à la mesure de Lebesgue g(y), tels que 
pour tout x, y E IR, on a 

'f/g(y) ::=; j(s)(x,y) et J(x,y) ::S Mg(y). (1.1) 

Des exemples de tels processus sont donnés et des propriétés utiles dans la suite, (en 
particulier l'ergodicité géométrique en valeur relative) sont démontrées. 
La propriété (1.1) est également discutée en termes de propriété de mélange. 

Au chapitre 4, après le rappel du résultat de Rootzen(1988) nécéssitant les prélimi
naires du chapitre 2, on démontre le résultat plus précis suivant : 

Soit {Zn, n ~ 0} le processus de Markov stationnaire dont la probabilité de transition 
vérifie (1.1 ). Soit w = sup{ u; P{ Z0 < u} < 1} et soit Un une suite définie pour tout r > 0 
fixé par 

T 
P{Zo >un}=-, n > r. 

n 

Théorème 1.1 Il existe n0 (r) et une constante C(r) > 0 telle que pour tout n ~ n0 , on 
a 

~n = max jP{max(Zo, ... ,Zn) <x}- (P{Zo < x}t+1
j ::S C(lnn)n-t (1.2) 

Un~X~W 

Ce théorème améliore légèrement le résultat de [ Haiman, Kiki, Puri, 1994] (voir annexe 
2). 

Notons comme application que si la loi de Z0 est dans le domaine d'attraction d'une 
loi limite extrême, alors ( 1.2) permet cl 'estimer la vi tesse de convergence de la loi des 
maximums partiels normalisés de la chaîne vers cette loi limite, à condition que cette 
vitesse soit connue clans le cas i.i.d. 

On montre ensuite le 

Théorème 1.2 Pour tout B E (0, 1) et 1 > 1 fixés, il existe x0 ( B, 1) E IR et une 
constante NI0 ( 1) tels que pour tout Xo < u < v < w < b, on a 

1 

P{max(Zo, ... , Zn-d ::Su, v< Zn< w} 1 
sup -1 

nEE(u) (P{Zo ::S u})nP{v < Zo < w} 

:::; NI0 ( (ln2 Gtu)) (ln Gtu)) -(I+-rl) ( 1.3) 

avec G(u) = P{Zo > u}, ln2 (x) = ln(ln(x)) et 

{ 
1 1 1 } 

E(u) = nE N: (G(u))B ::Sn:::; G(u) ln2(G(u)) · 
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La démonstration de ce résultat est plus compliquée et son intérêt réside dans le fait que 
l'on peut en déduire un principe d'invariance presque sûr pour les maximums analogue à 
celui démontré pour la première fois dans Haiman( 1987 a)) (voir introduction du chapitre 
4). 

Au chapitre 5, on démontre ce principe d'invariance pour les chaînes de Markov 
considérées. 

Notons que très récemment G. Haiman(travaux encore non publiés) a étendu, sous des 
hypothèses plus générales (exprimées essentiellement en terme d'ergodicité) l'application 
des méthodes et résultats présentés ici à une classe de processus de Markov plus large, 
comprenant en particulier les processus récurrents de la forme Xn+t = pXn + En+b avec 
{En, n 2: 1} i.i.d. et 0 < p < 1. Dans l'annexe 1, on démontre quelques résultats énoncés 
dans les chapitres 2,3 et 4. 

L'annexe 2 est l'article (Haiman, Kiki, Puri, 1994] précité, à paraître dans J.S.P.I. 
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Chapitre 2 

Décomposition en cycles d'un 
processus de Markov régénératif 
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2.1 Introduction 

Rappels Soit F un sous-ensemble mesurable de IR muni de la tribu trace de la tribu 
borélienne sur F qu'on note :F. 

On appelle probabilité de transition sur F, toute fonction Q( ., . ) définie sur F x :F, à 
valeurs dans [0, 1], telle que pour tout A E :F fixé, Q(., A) est une fonction mesurable et 
pour tout xE F fixé, Q(x, .) est une probabilité surF. On dit qu'un processus {Xn, n 2: 0} 
à valeurs dans F est une chaîne de Markov si pour tout n E lN*, il existe une probabilité 
de transition Pn(., .) définie sur (F,F), telle que: 

P{Xn E A 1 Xo = Xo, ... , Xn-1 = Xn-d = Pn(Xn-1' A). 

La chaîne de Markov { Xn, n 2: 0} est homogène si pour tout n E lN*, il existe une 
probabilité de transition indépendante de n, P( ., . ), sur ( F, :F) telle que : 

P{Xn E A 1 Xo = Xo, ... , Xn-1 = Xn-d = P(xn-1• A). 

Dans ce cas, on vérifie par récurrence que pour tout k E lN*, la probabilité de transition 
en k pas associée p(kl(., .) (P(ll(x, A)= P(x, A)) 

P{Xt+k E A 1 Xo = Xo, ... , xt = xt} = p(k)(xt, A) 

est telle que : 

p(u+s)(x, A)= j p(s)(y, A)P(u)(x, dy). (2.1) 

(Cette égalité est appelée équation de Chapman-Kolmogorov.) 
La loi d'une chaîne de Markov homogène est déterminée par la probabilité de transition 

et la loi de X0 (loi initiale). Lorsque la loi de X 0 est Ji, on désigne par Pf.l. la probabilité 
définie sur O"(Xn, n 2: 0) par 

Pf.l. {X0 E A0 , ... , Xn E An} = { p(dx0 ) { P(x0 , dxt) .. · { P(xn_1, dxn), 
lAo JA1 JAn 

n E lN, Ao, ... An E :F. 

Lorsque la loi de X 0 est la mesure de Dirac au point x, cette probabilité est notée Px· 
Il est clair que pour tout n E lN, Ao, ... , An E F, on a 
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Toutes les chaînes de Markov définies dans la suite sont homogènes. 
Définition 2.1 Soit {Zn, n 2: 0} une suite de v.a. à valeurs dans F . 
On dit que {Zn, n 2: 0} est régénératif s.' il existe une suite croissante de v .a. à valeurs 
dans N, {Sn, n 2: 0}, (on pose S0 = 0) définies sur le même espace de probabilité telles 
que: 

1) Quels que soient les entiers positifs n, Y1, .. . , Yn et A1, ... , Asn, Ai E :F, i = 1, ... , Sn 
avec Sk = L::7=l Yi, k E { 1, ... , n}, les événements 

sont indépendants 

2) Pour tout 1:::; k < l, u et A1, ... ,Au, A; E :F, i = l, ... ,u on a 

Remarque 2.1 a) On peut construire une famille croissante de tribus An, n 2: 1, telles 
que a-(-··, Zn) C An, n 2: 1 et les Sn sont des temps ~'arrêt adaptés aux An· Dans notre 
cas, l'inclusion précédente serait stricte car An comporterait o-( · ··,Zn) et des facteurs 
indépendants qui eux seuls rentrent dans la construction des Sn-
Par conséquent, l'introduction de ce formalisme n'apporterait rien car seules les propriétés 
1) et 2) sont utiles. 
Remarque 2.2 

a) Les conditions 1) et 2) sont exprimées dans [Asmussen 1987] sous la forme "il existe 
un processus S0 , S1 , ••• constituant les instants d'arrivée d'un processus de renou
vellement tel que les cycles Ck = {Zt; Sk-t :::; t < Sk} sont i.i.d." 

b) On voit que sous ces conditions {Sn,n 2: 0} constitue les instants d'arrivée d'un 
processus de renouvellement. 

En effet 1) entraîne que les v.a. {Yk. k 2: 1} sont indépendantes et 2) qu'elles sont 
identiquement distribuées. 

Définition 2.2 On dit que {Zn, n 2: 0} est 1-dépendant régénératif s'il existe un processus 
de renouvellement {Sn,n 2: 0}, (S0 = 0) vérifiant les conditions l') et 2) où l') est la 
condition 

1 ') Quels que soient les entiers n 2: 2 , k 2: 1, les tri bus o-( B1 , ... , Bk) et 
o-(Bk+2 , ••• , Bk+n) sont indépendantes. 
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Les v.a. {Sn, n ;:::: 0} sont appelées les instants de régénération du processus 
{Zn, n;:::: 0}. 

Soit F un sous ensemble mesurable de IR tel que >.(F) > 0 et :F la tribu trace de la 
tribu borélienne sur F. 
Soit {Xn, n ;:::: 0} une chaîne de Markov homogène à valeurs dans F, de probabilité de 
transition telle que pour tout x E F, P(x, .) admet par rapport à la mesure de Lebesgue 
). sur F, une densité de transition J(x, .). On désigne alors par J(r)(x, .) la densité par 
rapport à). de p(r)(x, .). On déduit de (2.1) que pour tout rE N*, on a 

(2.2) 

Soit Hr l'hypothèse suivante : 
Hr) Il existe R appartenant à F et une loi de probabilité A sur F telle que : 

(i) Rest récurrent pour {Xn, n;:::: 0}. Ceci est équivalent à: 

Pour tout x E F, 
Px(inf{t;:::: 1 : Xt ER}.< oo) = 1. 

(ii) Il existe r E N* et t: E (0, 1) tels que pour tout x E R, pour tout B E :F, 

p(rl(x, B) ;:::: t:A(B). 

(iii) La loi de la v.a. X 0 est A. 

(Tout ensemble satisfaisant comme R à Hr( i et ii) est appelé ensemble régénératif) 

Remarque 2.3 On peut montrer que l'hypothèse Hr( i) est équivalente à: 

Vx E F, Px{Xn ER i.s.} = 1. 

On montre dans cette partie le 

Théorème 2.1 Sous l'hypothèse Hr, on peut construire simultanément sur l'espace de 
probabilité sur lequel est défini le processus {Xn,n;:::: 0}, une chaîne de Markov {Zn,n ~ 
0} appelée Processus régénératif associé à {Xn, n ~ 0}, à valeurs dans F, de même 
loi que {Xn, n ~ 0} et un processus {Sk, k ~ 1} constituant les temps d'arrivée d'un 
processus de renouvellement tels que : 

- Lorsque r = 1, {Zn, n ~ 0} est régénératif. 
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- Lorsque r > 1, {Zn, n ~ 0} est 1-dépendant régénératif 

-Les v.a. {Sk,k ~ 1} sont les instants de régénération du processus {Zn,n ~ 0}. 

- Pour tout n ~ 0, {Zsn+i,j ~ 0} est une chaîne de Markov de loi initiale A et de 
probabilité de transition P(., .) identique à celle de {Xn, n ~ 0}. 

On déduit du théorème 2.1 que si on pose (0 = max(Zj, 0 :S j <50 ) et pour i ~ 1, 
(i = max( Zh Si-l :S j < Si) alors { (i, i ~ 1} est un processus stationnaire !-dépendant 
lorsque r > 1 et les v.a. {(;,i ~ 1} sont i.i.d. lorsque 1· = 1. 
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2.2 Construction du processus 

( {Zn, n > 0}, {Sn, n > 1}) 
Ce procédé de construction est celui succintement décrit dans Asmussen(1978), p.150, 

de la manière suivante : 
On construit le processus ( {Zn}, {Sn}) par étapes de sorte qu'il y ait régénération r pas 

après une visite dans R avec une probabilité t:. Pour cela, sin :S: r(R): = inf{t ~ 1;Xt E 
R}, on pose Zn = Xn; puis on construit Z.,.(R)+r de sorte que sa loi conditionnelle sachant 

Zr(R) = Xr(R) = x 0 soit, avec la probabilité 1- t:, p(rl(x~~~-e.A(.) et avec la probabilité t:, elle 
soit indépendante de Z 0 , ... , Zr(R) et sa loi soit A. Dans ce dernier cas, il y a régénération 
en r(R) + r. Lorsque r > 1, on construit ensuite Zr(R)+b ... , Zr(R)+r-1 de manière que sa 
loi soit la même que celle de X 1 , •.. , X .,._ 1 sachant X o = Zo et X.,. = Z.,.. Puis on considère 
une chaîne de Markov {X~, n ~ 0} de probabilité de transition identique à celle de 
{Xn, n ~ 0}, ne dépendant des v.a. construites précédemment qu'à travers xg = Zr(R)+r· 

On pose r 2 (R) = inf { t ~ 1; X[ E R} et on repète la procédure, etc ... Les diverses, étapes 
de la construction peuvent être détaillées comme suit : 
Première étape de construction. Construction de {Zj,O :S: j :S: r 1(R) + r}. 

Soit {Qn,n ~ 1} une suite de v.a. de Bernoulli i.i.d., indépendante du processus 
{Xn,n ~ 0}, telle que: 

P{Qn = 1} = t:. 

Pour tout n inférieur à r 1(R), posons Zn = Xn. 

Pour tout j E IN*, on désigne par {Qi =qi} l'événement {Qt = q1, ... , Qi =qi} avec 
qi E { 0, 1 } , i = 1 ... j. 
Soit V1,1 une v.a. définie sur le même espace de probabilité que {Xn, n ~ 0}, indépendante 
de Q1 , de loi de probabilité définie de sorte que pour tout A E :F, 

P{V1,1 E A, r 1(R) = p 1 Zo = zo, ... , Zp = zp} 

= A(A)P{r1(R) = p 1 Zo = zo, ... , ZP = zp} 

et V2,1 une v.a. définie sur le même espace de probabilité que {Xn, n ~ 0}, indépendante 
de VJ.,1 et Q1 , de loi définie de sorte que pour tout A E :F, 

P{V2,1 E A, r 1(R) = p 1 Zo = zo, ... , Zp = zp} 

= p(rl(zp, .) - t:A(.) P{ r 1(R) = p 1 Zo = zo, ... , Zp = zp}· 
1- t: 
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Posons 

Zrl(R)+r =QI V1,1 + (1- QI)\12,1· 

Lorsque r > 1, on définit la probabilité de l'événement 

{Zp+l E Al, ... ,Zp+r-1 E Ar-t,T1(R) = p}, A E :F, i ~ r -1 

de sorte que : 

P{Zp+I E A1, ... , Zp+r-1 EAr-l' T1(R) = p 1 Zo = Zo, ... , Zp = Zp, Zp+r = Zp+r' QI =qi} 

_ (1 d 1 d f(zp,Zt)···f(zr-I,Zp+r)) 
- Zt · · · Zr-1 X 

A 1 Ar-! J(r)(zp, Zp+r) 

P{ T1(R) = p 1 Z0 = zo, ... , Zp = zp}· 

Ceci achève la première étape de construction. 
Ième étape de construction. Pour passer de la (i-1) ième étape à la ième, supposons 
{ Zj, 0 ~ j ~ t;_I} construites. 
Soit {X~, n 2: 0} une chaîne de Markov définie sur le même espace de probabilité que 
{Xn, n 2: 0}, de probabilité de transition identique à celle du processus {Xn, n 2: 0}, ne 
dépendant des v.a. précédemment construites qu'à travers 

zti-! =x~. 
Soit 

Ti(R) = inf{t 2: 1: Xf ER}. 

Pour tout 1 ~ n ~ Ti(R), posons 

Soit V1,i une v.a. définie sur le même espace de probabilité que {Xn, n 2: 0}, indépendante 
de Q;, de loi définie de sorte que pour tout A E :F, 

P{Vt,i E A, Ti(R) = p, ti-l = t 1 Zo = zo, ... , Zt+p = Zt+p, Qi-I = q;-d 

= i\(A)P{ Ti(R) = p, ti-l = t 1 Zo = zo, ... , Zt+p = Zt+P' Qi-1 = qi-d 

et V2,; une v .a. définie sur le même espace probabilité que { Xn, n 2: 0}, indépendante de 
V1,; et Q;, de loi définie de sorte que pour tout A E :F, 

P{V2,i E A, Ti(R) = p, ti-l = t 1 Zo = zo, ... , Zt+p = Zt+P' Qi-1 = qi-d 

(
p(r)(zt+p' A)- EA(A)) i 

P{ T (R) = p, ti-l = t 1 Zo = zo, ... , Zt+p = zt+P• 
1- E 

Qi-1 = qi-d· 
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Posons 

Lorsque r > 1, on définit la probabilité de l'événement 

de sorte que : 

P{ Zt+k+l E A~, ... , Zt+k+r-1 E Ar-b ti-l = t, ri(R) = k 1 Zo = zo, ... , Zt+k = Zt+k, 

Zt+k+r = Zt+k+r, Qi =qi} _ (1 d. 1 d f(zt+k,zt)···f(zr-l,Zt+k+r)) 
- Z1 • • · Zr-1 X 

A1 Ar-1 J(r)(zt+k' Zt+k+r) 

P{ti-l = t,ri(R) = k 1 Zo = zo, ... ,Zt+k = Zt+k,Qi =qi}. 

Ceci achève la ième étape de construction. 

Définition de {Sn, n ~ 1} 

Soit 

- Tï(R,O) = -r 

- Ti(R, 1) = inf{k > 0: zk+i ER} 

- Tï(R,j) = inf{k > Tï(R,j- 1) + r: zk+i ER}, j > 1 

- k1 = inf{j > 0: Qi= 1} et kn = inf{k > kn-1: Qk = 1}, n > 1. 

Il est clair que lors de la ième étape, on construit { Zi, ti-l < j ~ ti} où 

ti= ro(R,i) + r, i ~ 1. 

La définition de la suite {Sn, n ~ 1} est donnée par : 
Y1 = r0 ( R, kt) + r , S1 = Yl et 

j 

Yj = Tsj-l(R,kj- kj-1) +r' si= LYJ = ro(R,kj) +r, j > 1. 
i=l 

Pour tout k,n E lN*, l'évènement {Sn= k} dépend de {Zi,O ~ i ~ k} et de 
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{Qi, 1 :Si :S k}. Par conséquent les v.a. {Sn,n 2: 1} ne sont pas des temps d'arrêt adaptés 
à a(Zo, ... , Zn, n 2: 1). 

La vérification que la loi du processus {Zn, n 2: 0} ainsi construit est identique à celle 
de {Xn, n 2: 0} est faite dans l'annexe. 

On montre également dans l'annexe les propriétés, utiles dans la suite, suivantes : 

Proposition 2.2 Quels que soient les entiersj 2: 1, r <sr< s2 < ... <si, Sï-Si-r > r, 
i = 1, ... ,j, (so = 0) et Yi+r > r, pour tout Az E F, 0 ~ l :S si-r et Cm E F, 
0 :S m :S Yi+I' on a 

D = P{Zo E Ao, ... 'Zs;-T E As;-T' Sr= sr, ... si =si, 

Zs1 ECo,···, Zs;+Y;+ 1 -r E CY;+I-r, YJ+r = Yi+d 

- P{Zo E Ao, ... 'Zs;-T E As;-Tl Sr= sr, ... ' si= si} x 

P{Zo E Co, ... ,ZYi+l-r E CYi+ 1 -r,Yr = Yi+d· (2.3) 

Pour tout xE F, 
Px {Sn < 00} = 1. (2.4) 

On déduit aisément de la proposition 2.2 et de (2.4) les corollaires suivants : 

Corollaire 2.1 Quels que soient les entiers naturels n E lN* et i > r, pour tout Ai E F, 
0 :S j < i, on a 

P{Zs,. E Ao, ... , Zs,.+i-1 E Ai-l' Yn+r = i} = P{Zo E Ao, ... , Zi-r E Ai-l, Yr = i}. 

Corollaire 2.2 Les v.a. {Yn, n 2: 1} sont i.i.d. 

Corollaire 2.3 Lorsque r > 1, pour tous n,j E lN*, les tribus a(Bk, 1 :S k < n) et 
a(Bn+p' 2 :S p ~ j) sont indépendantes. de la définition 2.1 sont indépendantes. 

Preuve : On déduit de (2.3) que : 

Les tribus a(B1 , ••• ,En, {Yn+r = Yn+I}) et a(Bn+2) étant indépendantes, les tribus 
a(Br, ... , Bn) et a(Bn+p' 2 ~ p :S j) le sont également car a(Bn+p' 2 ~ p :S j), ne dépend 
de a(Br, ... , En, {Yn+l = Yn+I}) qu'à travers Bn+2· • 
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Corollaire 2.4 Lorsque r = 1, les événements { Bn, n 2:: 1} sont indépendants. 

Remarque 2.4 Lorsque la loi de la v.a. X 0 n'est pas A, le procédé de construction de 
( {Zn}, {Sn}) est encore valable . On désigne alors respectivement par C0 et Y0 le premier 
cycle et la v.a. dont la valeur est le premier instant de régénération et on a : 

- Les tribus a(Bk, k 2:: 1) ont les mêmes propriétés que lorsque la loi de X 0 est A. 

- Pour tout k ~ 1, pour tout y0 E JN*, pour tout Ai E :F, i = 1, ... , y0 , les événe
ments Bo = {Yo = Yo,Zo E A1, ... ,Zy0 - 1 E Ay0 } et {Y0 = Yo} ont en général une 
probabilité différente respectivement de {Yk = yo, Zsk-l E At, ... , Zsk-1 E Ay0 } et 
{Yk = Yo}, k ~ 1. 
Lorsque r = 1, les tribus a(Bo) et a(Bk, k ~ 1) sont indépendantes. 
Lorsque r > 1, les tribus a(B0 ) et a(Bk, k ~ 2) sont indépendantes. 

Corollaire 2.5 Soit ( 0 = max(Zj, 0 ~ j <50 ) et (i = max(Zj, Si-t ~ j <Si). {(i, i ~ 1} 
est un processus stationnaire 1-dépendant lorsque r > 1, et indépendant lorsque r == 1. 

Proposition 2.3 Pour tout n ~ 0, le processus {Zsn~i,j 2:: 0} est une chaîne de Markov 
de loi initiale A, et de probabilité de transition P(.,.) identique à celle de {Xn,n 2:: 0}. 

Preuve : Le procédé de construction du processus {Zsn+i,j ~ 0} est identique à celui 
du processus {Zn, n ~ 0}, lorsqu'on remplace Zo par Zsn = VI,kn· La v.a. kn étant 
indépendante de la suite de v.a. i.i.d. de loi A {VJ.,j,j 2:: 1}, on vérifie aisément que la loi 
de la v.a. Zsn = Vt.kn est A. Le processus {Zsn+),j 2:: 0} est donc une chaîne de Markov 
de loi initiale A et de probabilité de transition P(., .). • 

On montre dans l'annexe que si { Xn, n 2:: 0} est une chaîne de Markov de densité de 
transition J( ., . ) par rapport à la mesure de Lebesgue vérifiant l'hypothèse suivante : 

00 

Vx E F, VA E :F tel que .\(A) > 0, L p(n)(x, A)= oo 
n=l 

alors, {Xn, n ~ 0} est régénérative. 
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Chapitre 3 

Etude de l'ergodicité et de certaines 
propriétés de la loi de probabilité de 
la classe de processus de Markov 
considérée 
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3.1 Introduction 

Une loi de probabilité 1r est stationnaire pour {Xn, n 2:: 0} si pour tout A appartenant 
à:F on a 

1r(A) = J P(x, A)1r(dx). 

On vérifie que si la loi de probabilité stationnaire 1r existe, et si P( x, dy) = f( x, y )dy, 
alors elle admet par rapport à >. une densité 

J(y) = L j(x,y)1r(dx) >.p.s. 

On montre facilement que {Xn, n 2:: 0} est strictement stationnaire sous PJr. 
Supposons qué {Xn, n 2:: 0} est à valeurs dans un intervalle (a, b), -oo ~a< b ~ oo, muni 
de la tribu trace de la tribu borélienne sur (a,b) qu'on note B(a,b). Soit Hl l'hypothèse 
suivante : 
Hl) Il existes E lN*, une densité de probabilité (par rapport à>.) g(y) définie sut (a, b), 
et deux constantes ry E (0, 1) et NI> 1, telles que pour tout x, y E (a, b), 

ryg(y) ~ f(s)(x,y) ~ lv!g(y) 

On démontre d'abord le 

Théorème 3.1 Sous H 1, il existe une loi de probabilité stationnaire unique 1r, de densité 
J(y) par rapport à>., telle que pour tout x, y E (a, b), pour tout entie1· n 2:: s, on a 

(3.1) 

avec Ao = 2((1~~)'7)2 et p = (1- rt)~. 

Comme conséquence du théorème 3.1, dans la section 3.3, on montre que pour tout r 2:: 
r 0 = inf { n E lN* : A0 pn < 1} et E E (0, 1 - A0 pr), il est possible d'adapter le procédé 
de construction du théorème 2.1 pour construire simultanément une chaîne de Markov 
stationnaire {Zn,n 2:: 0} et un processus {Sn,n 2:: 1} constituant les temps d'arrivée d'un 
processus de renouvellement tels que : 

1) {Zn,n 2:: 0} est régénérative de densité de transition f(x,y). 

2) Les v.a. {Sk,k 2:: 1} sont les instants de régénérations du processus {Zn,n 2:: 0}. 
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3) La suite de v.a. {Yn =Sn- Sn_ 1 ,n 2: 1}, (Sa= 0), est i.i.d., à valeurs dans riN*, 
de loi de probabilité définie par : 

P{Yn =kr}= P{Y! =kr}= (1- ~l- 1 t:, kEN*. (3.2) 

Remarques Si on remplace Hl par l'hypothèse plus forte H2 suivante : 
H2) Il existes E lN*, une densité de probabilité (par rapport à À) g(y) définie sur (a,b), 
et deux constantes TJ E (0, 1) et M > 1, telles que pour tout x, y E (a, b), 

ryg(y):::; f(s)(x,y) et f(x,y):::; Mg(y), 

on montre que celle-ci est équivalente à la propriété : 
Pour tout x, y E (a, b) et n 2: 1, on a 

(3.3) 

A - ('>(_M_)z _M_ __ 1 __ 1_) avec - max - (1-TJ)TJ , TJPs-1 p•-1, p•-1 • 

Soit {Un,n 2: 0} une suite de v.a. définie sur un espace de probabilité (O,B,P). Pour 
tout m,n E N,m:::; n, soit M~ la tribu engendrée piu {Ui,m:::; i:::; n} et M~ la tribu 
engendrée par {Ui,i 2: n}. On dit que {Un,n 2: 0} est 'ljJ-mélangeante s'il existe n0 E lN 
et une fonction décroissante f, définie pour les entiers n 2: n 0 , telle que lim f( n) = 0 et, 

n-+oo 

pour tout n 2: no, A E M~ et B E Jvt~+n• on a 

IP(A nB) - P(A)P(B)I :::; f(n)P(A)P(B). 

On montre (voir Blum (1963)) qu'une chaîne de Markov {Un, n 2: 0} est ~-mélangeante 
si pour tout n 2: n 0 , mEN, A E M: et BE M::t~, on a 

IP(A nB)- P(A)P(B)I :::; f(n)P(A)P(B). 

Si la chaîne {Un, n 2: 0} est stationnaire et 'ljJ-mélangeante, on montre (voir Blum (1963)) 
qu'il existe deux constantes C > 0 et 0:::; Î < 1, telles que pour tout n 2: n 0 , A E M;r et 

BE M~+n' on a 
IP(A nB)- P(A)P(B)I :::; CÎn P(A)P(B). 

On déduit facilement du théorème 3.1 que toute chaîne de Markov stationnaire vérifiant 
Hl est ~-mélangeante. 

Dans la section 3.4, on donne des exemples de processus vérifiant H2 et par conséquent 
(3.3). 
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Dans la section 3.5, on estime les densités marginales et bivariés avant et entre deux 
instants de régénérations, d'une chaîne stationnaire vérifiant (3.3). Les résultats de ces 
estimations sont utilisés dans le chapitre suivant. 

Pour alléger les formules, on suppose que le réel E choisi pour construire {Zn, n 2: 0} 
est :=:; ~' que r satisfait 

{ 
Apn } 

r 2: r 1 = inf n E N : -- < 1 
1- t 

et on démontre la proposition suivante : 
Pour tout k et t appartenant à N* fixés, désignons respectivement par g'(z;) et g'(z;,zj), 
0 :=:; i < j :=:; kr, la densité conditionnelle par rapport à la mesure de Lebesgue de la v.a. Z; 
et celle du couple de v.a. (Z;, Zi) sachant {S1 =kr}. De manière analogue, soient g"(z;) 
et g" ( z;, Zj), 0 :=:; i < j :=:; ( k + t )r, respectivement la densité conditionnelle par rapport à 
la mesure de Lebesgue de la v.a. Z; et celle du couple (Z;, Zi) sachant 
{St = kr,S2- S1 = t1·}. On a alors la 

Proposition 3.2 Pouf tout s E {0, ... , kr}, on a 

( ( 
ApT· )) 

g'(zs) = 1 + 0 
1

_ ApT f(zs) 

11 

( ( ApT )) g (zs) = 1 + 0 
1 

_ Apr f(zs) 

s et s' étant deux entieTs naturels tels que 0 :=:; s < s' :::; kr, on a 

( 
Ar )

2 

g'(zs,zs'):S2f( 1+0(1_:pr) f(zs)f(zs') 

g"(zs,zs'):::; 2!((1 + o(1 ~~pr)) 
2

/(zs)f(zs') 

où f( = 1 + Ap et IO(x )1 :::; lxi. 
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3.2 Démonstration du théorème 3.1. 

Montrons que Hl est équivalente à l'hypothèse H' suivante : 
H')Il existe une unique loi de probabilité stationnaire 1r, de densité J(y) par rapport à.\, 
telle que pour tout x, y E (a, b), pour tout entier n 2:: s, 

(3.8) 

avec Ao = 2(( 1 ~)'1) 2 et p = (1-7])~. 
On vérifie aisément que H' implique Hl avec g = f. 

Montrons que Hl implique H'. 
Pour tout rE lN* et y E (a,b), posons 

m(rl(y) = inf J(r)(x, y) et M(r)(y) = sup J(r)(x, y). 
xE(a,b) xE(a,b) 

D'après (2.2) p.9, les suites (m(rl(y))r et M(rl(y)r sont respectivement croissantes et 
décroissantes. D'où on déduit que pour tout i,j E lN* et y E (a, b), on a 

Pour tout x,y E (a,b) fixés, pour tout u E (a,b), soit 1/Jx,y(u) = J(ml(x,u)- J(ml(y,u). 
Posons 

s:.y = {u E (a,b): 1/Jx,y(u) 2:: 0} et S;_y = {u E (a,b): 1/Jx,y(u) < 0}. 

On a alors 

o::; r 1/Jx,y(u)du=1-1 f(s)(x,u)du- r f(s)(y,u)du 
J s:.y s;,y J s:,y 

La combinaison de l'égalité précédente et de la première inégalité de Hl entraîne que : 

0::; r 1/Jx,y(u) du::; 1-7] r g(u) du= 1 -7]. 
J s"I,y J(a,b) 

(3.9) 

D'après Hl, pour tout u E (a, b), on a 
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Pour tout k E IN* et u E (a, b), on a 

M((k+1)s)(u)- m((k+l)s)(u) = sup [J((k+l)s)(x,u)- J((k+1)s)(y,u)] 
x,yE(a,b) 

sup ( r f(ks)(z,u)(J(s)(x,z)- j(s)(y,z)) dz) 
x,yE(a,b) J(a,b) 

= sup (1 j(ks)(z, u) 1/Jx,y(z) dz + 1 j(ks)(z, u)1/Jx,y(z) dz) 
x,yE(a,b) Si,y s;,y 

:::; sup ( { M(ksl(u)1/Jx,y(z) dz + { m(ksl(u)1/Jx,y(z) dz) 
x,yE(a,b) J s;,y J s;,y 

(3.10) 

car 1/Jx,y( z) 2: 0 sur s:y et 1/Jx,y( z) < 0 sur s;,y. 
Observons que fs+ 1/;(z) dz = - fs- 1/;(z) dz. Ceci combiné à (3.10) implique que pour 

:x,y x,y 

tout u E (a,b), on a 

M((k+1)sl(u)- m((k+1)sl(u):::; (M(ksl(u)- m(ksl(u)). sup ( { 1/Jx,y(u) du). (3.11) 
x,yE(a,b) J Si,y 

On déduit de (3.9) et (3.11) que pour tout k E 1N* et u E (a, b), on a 

M(ks)(u)- m(ks)(u):::; (1 -ry)k-1Mg(u). 

Lorsque s > 1, pour tout i E {1, ... ,s -1}, k E 1N"' et u E (a,b), on a 

M(ks+i)(u) _ m(ks+i)(u) = sup (J(ks+i)(x,u) _ j(ks+i)(y,u)) 
x,yE(a,b) 

< J fil(z, u)(M(ks)(z)- m(ks)(z)) dz 
(a,b) 

< M(1 -ry)k- 11 J(il(z,u)g(z) dz 
(a,b) 

< M(1 -ry)k-1 { j(il(z,u)J(sl(x,z) dz 
J(a,b) 1J 

M M 2 

-(1 -ry)k-1j(i+s)(x,u):::; -(1-ry)k-1g(u). 
1J 1J 
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Il en résulte que pour tout n ~ s, on a 

(3.13) 

Les suites (M(n)(u))n et (m<n>(u))n sont donc adjacentes, telles que pour tout nE lN* et 
x, u E (a,b), on a 

(3.14) 

Par conséquent, leur limite commune f 1(u) coïncide avec limn--+oo J<n>(x,u). Il est clair 
que J1(u) ~ 0, fta,b) f1(u) du= 1 et 1]g(u) ~ f 1(u) ~ Mg(u). Observons que pour tout 
n E IN* et x, u E (a, b), on a 

J1(u) = lim { f(m)(x,z)j{n)(z,u) dz 
m--+oo J(a,b) 

lim J(m+n)(x, u) 
m--+oo 

{ JI(z)f(n)(z, u) dz = J(u). 
J(a,b) . 

Ceci combiné à (3.13) et (3.14) entraîne que pour tout n ~set x, y E (a, b), on a 

IJ(n)(x,y)- J(y)l ~ IJ(n)(x,y)- m<n>(y)l + IJ(y)- m(n)(y)l 

~ 2(M(n)(y)- m(n)(y)) ~ 2C(1 -1])!}-lg(y) 

g(y) étant inférieur à 1..hl. on déduit (3.8). 
Tl • 

On adapte dans la partie suivante le procédé de construction décrit dans le chapitre 
précédent aux processus de Markov vérifiant Hl. 

3.3 Adaptation du procédé de construction à 
la classe de processus considérée 

Soit { Xn, n ~ 0} une chaîne de Markov stationnaire, à valeurs dans (a, b ), dont la 
densité de transition vérifie H 1 et 

ro = inf{n E IN: Aopn < 1}. 

On a alors la 
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Proposition 3.3 Pour tout r ~ r0 fixé, pour tout € E (0, 1- A0 pr0 ), il est possible d 'adap
ter le procédé de construction du théorème 2.1 pour construire un processus régénératif 
({Zn,n ~ O},{Sn,n ~ 1}) tel que: 

{Zn,n 2: 0} a même loi que {Xn,n ~ 0} et comme instants de régénération 
{Sn, n 2: 1}. 

-La suite de v.a. i.i.d {Yn =Sn- Sn-I,n ~ 1} (So = 0) est à valeurs dans rlN* et 
de loi de probabilité définie par : 

P{Yn = kr} = P{Yi = kr} = (1 - t:l-1
€, n 2: 1, k ~ 1. 

Preuve : D'après le lemme précédent, pour tout x, y E (a, b), on a 

J(r)(x,y) ~ (1- Aol)J(y) 2: t:f(y). 

Ceci entraîne que tout xE R = (a,b), pour tout A E B(a,b), on a-

p(r)(x, A) ~ €7r(A).-

On déduit alors du théorème 2.1 qu'il existe une chaîne de Markov régénérative {Zn, n 2: 
0} de même loi que {Xn, n 2: 0} . D'après le théorème 3.5 p. 153 de Asmussen (1978), 
lorsqu'une chaîne de Markov régénérative {Zn, n ~ 0} admet une loi de probabilité sta
tionnaire 1r, celle-ci est unique. 
Construction de ({Zn,n 2: O},{Sn,n ~ 1}). Soit {Qn,n ~ 1} une suite de v.a. de 
Bernoulli i.i.d, indépendante du processus {Xn,n ~ 0}, telle que: 

P{Qn =0} = 1-€. 

Pour tout j 2: 1 désignons par {Qi = tli} l'événement 

Le processus {Zn, n ~ 0} se construit en plusieurs étapes pouvant être résumées de la 
manière suivante : 
on pose Z0 = X 0 puis on construit Zr de sorte que sa loi conditionnelle sachant Z0 = 
X 0 = x 0 soit p(rl(x~~~-fA(.) avec la probabilité 1 - E, et avec la probabilité €, elle soit 
indépendante de Z0 et sa loi soit A(.). Dans ce dernier cas, il y a régénération en Zr· 
On construit ensuite Z1 , ... , Zr-l de sorte que {Zn,O ~ n ~ r} ait la loi souhaitée. Puis 
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on repète cette procédure. Les diverses étapes de la construction peuvent être détaillées 
comme suit: 
Première étape de construction. On pose Z0 = X 0 • 

Soit Vi,1 une v.a. à valeurs dans (a, b), indépendante Q1, de loi de probabilité définie de 
sorte que pour tout A E B(a, b), 

P{VJ.,1 E A 1 Zo = zo} = 7r(A) 

et l/2,1 une v.a. à valeurs dans (a, b), indépendante de V1,1 et Q1 , de loi de probabilité 
définie de sorte que pour tout A E B(a, b), 

P{V2,1 E A 1 Zo = zo} = { J(rl(zo,y)- Ej(y) dy. 
}A 1- E 

Posons 

Pour tout AiE B(a,b), 1 ~ i ~ r -1, définissons la probabilité de l'événement 
{ Z1 E A~, ... , Zr-1 E Ar-d de sorte que : 

P{Zl E A1, ... , Zr-1 E Ar-1 1 Zo = Zo, Zr =Zr, Ql =qi} -1 d 1 d f(zo, zi) · · · f(zr-1 1 Zr) 
- Z1 .. • Zr-1 j(r)( ) · 

A1 Ar-1 Zo, Zr 

Ceci achève la première étape de construction. 
(k+l)ième étape de construction. Pour passer de la kème étape à la (k+1)ième, 
Supposons Zï, 0 ~ i ~ kr, k 2: 1 construites. 

Soit Vi.k+I une v.a. à valeurs dans (a, b), indépendante de Qk+I, de loi de probabilité 
définie de sorte que tout A E B(a, b), 

et V2,k+ 1 une v .a. à valeurs dans (a, b), indépendante de V1,k+ 1 et Q k+ 1 , de loi de probabilité 
définie de sorte que tout A E B(a, b), 
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Posons 

Pour tout AiE B(a, b), 1 ~ i ~ r- 1, définissons la probabilité de l'événement 
{ Zkr+l E A11 ... , Z(k+l)r-1 E Ar-d de sorte que : 

P{Zkr+l E A1, · · ·, Z(k+l)r-1 E Ar-1 1 Zo = Zo,. · ·, Zkr = Zkr 1 Z(k+l)r = Z(k+l)r 1 

Q- _- }-1 d 1 d f(zkr,z1)···f(zr-1 1 Z(k+1)r) 
k+l - qk+l - Z1 • · • Zr-1 j(r)( ) · 

A1 Ar-1 Zkr, Z(k+l)r 

Ceci achève la construction. 
Soit 

k1 = inf { i ~ 1 : Qi = 1} et kn = inf {j > kn-1 : Q j = 1}, n > 1. 

Le processus {Sn, n ~ 1} est défini par Sn = rkn. 
On vérifie que les v .a. { Zsn, n ~ 1} sont indépendantes de S1, ... , Sn, Z0 , ••• ,. Zsn-l, 

et qu'elles ont comme densité f(y). 
Les v.a. {Sn,n ~ 1} sont des instants de régénération·du processus {Zn,n ~ 0}. 
Si on pose 

{Yn =Sn- Sn-l,n ~ 1} 

on vérifie que pour tout n E IN*, pour tout k E IN*, on a 

On déduit alors 

r r 2 ( 1 - E) 
E(Yn) = E(Y) =- et Var(Yn) = Var(Y) = 

2 
• 

é é 

Proposition 3.4 L'hypothèse H2 est équivalente à la propriété : 
Pour tout n ~ 1, pour tout x, y E (a, b), on a 

IJ(n)(x, y)- J(y)l ~ Apn J(y) 

avec A= max(2( {lM) )2 , "'f_1 - ,:_ 1 , }_ 1 ) et p = (1 - 17)~. 
-7) '1 TJP p p 
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Preuve : On vérifie aisément que la propriété précédente implique H2. 
Réciproquement, on déduit de la seconde inégalité de H2 que pour tout x, y E (a, b), 

Il vient 

0::; f(i)(x, y) ::; M J(y). 
1J 

l
j(i)(x,y)- f(y)i::; max( !vit- __!__t'~t)pif(y), i E {1, ... ,s -1}, p E (0,1). 

TJ ps- ps- ps-
(3.16) 

De (3.8) et (3.16) on déduit (3.15) • 
On donne dans la partie suivante des exemples de processus vérifiant H2. 

3.4 Exemples 

Considérons un processus {Xn, n 2: 0} défini récursivement par : 

où T désigne une fonction à valeurs dans un ensemble borné inclus dans [-Mt, !vit] 
(Mt étant une constante strictement positive), O" est une fonction à valeurs dans IR, et 
{En, n 2: 1} une suite de v.a. i.i.d., à valeurs dans IR, de densité G continue, strictement 
positive, et bornée. 

On suppose qu'il existe deux constantes A et B strictement positives telles que : 

1 
A< IO"(x)l <B. 

On peut alors effectuer la remarque suivante : 
Remarque 3.1 :t;} est à valeurs dans un ensemble borné qu'on suppose inclus dans 
[-.N/2, lv/2]. Pour tout y E IR, on a 

P{Xn+t::; y 1 Xo = Xo, ... ,Xn-t = Xn-t,Xn =x}= P{T(x) + O"(x)En+t::; y} 

{Xn, n 2: 0} est donc une chaîne de Markov de densité de transition 

1 (y-T(x)) 
f(x,y) = IO"(x)IG O"(x) . 
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Exemple 3.1 Si G(y)"' Clyi-a (IYI ~ +oo), a> 1, C > 0, alors {Xn,n ~ 0} vérifie 
H2 avec s = 1. 
La demonstration est faite dans l'annexe. 
Exemple 3.2 Si u est constante et G(y) "'CiyiP exp( -aiyl"~), a> 0 ,p ~ 0, C > 0, 
0 < 1:::; 1, (!YI~ +oo) , alors {Xn,n ~ 0} vérifie H2 avec s = 1. 
La demonstration est faite dans l'annexe. 
Exemple 3.3 Soit {Xn, n ~ 0} une chaîne de Markov à valeurs dans un intervalle (a, b), 
-oo < a < b < +oo. On suppose qu'il existe s E .IN* et deux constantes 8 E (0, 1) , 
M 1 >b-a telles que pour tout x, y E (a, b), 

alors, {Xn, n ~ 0} vérifie H2. 
Preuve : Il suffit de poser 

1 
g(y) = -b -, Tf= 8(b- a) et M = M1(b- a) 

-a 

et d'appliquer la proposition 3.4. 

En particulier le processus { Xn, n ~ 0} défini récursivement par : 
• 

(où {En}n est une suite de v.a. i.i.d. de densité h, de fonction de répartition associée H, 
et X 0 une v.a. à valeurs dans (0, 1)) 
admet pour densité de transition 

f(x, y)= x (lx h(z) dz) -l h(xy). 

Si h est bornée et supérieur à un réel positif E, pour tout x, y E (0, 1), on a 

EX E 
f (x, y) > > = 8 et , 

- (supxE(O,l] h(x))(x) - supxE(O,l] h(x) 

(supxE(O,l] h(x))(x) supxE(O,l] h(x) 
f(x,y):::; = =NI 

EX t 

{Xn, n ~ 0} vérifie donc H2 avec s = 1. 
On montre dans l'annexe que si h(z) = 2(1- z), 0 < z < 1, H2 n'est pas vérifiée avec 
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s = 1 mais elle l'est avec s = 2. 
Remarque 3.2 Il n'existe pas de processus de Markov stationnaire de la forme 

(0 < a < 1) qui vérifie Hl. 
La démonstration est faite dans l'annexe. 

On estime dans la partie suivante les densités marginales et bivariés avant et entre 
deux instants de régénérations. 

3.5 Démonstration de la proposition 3.2. 

Première étape : Estimation de la densité d'une v.a. avant et entre deux 
instants de régénération. 
Soit g'(z0, ... ,Zir) la densité conditionnelle du vecteur aléatoire (Z0, ... ,Zlr) sachant 
{SI= kr}. Soit g'(zir 1 zo, ... ,z(i-I)r), i E {1, ... ,/}, la densité conditionnelle de Zir 
sachant {Zo = zo, ... ,Z(i-I)r = Z(i-I)r} et {SI= kr}. 
Montrons que pour tout l E {0, ... , k }, on a 

(3.17) 

Observons que pour tout lE {O, ... ,k -1}, on a 

/ 

g' ( Zo, Zn ... , Z[r) = g' ( zo) II g' ( Zir 1 Zo, Zr, ... , Z(i-I)r) 

i=I 

Ceci implique 

' II/ ( E f(z;r)-J(r)(Z(i-l)r.Zir)) 
g(zo,Zr, ... ,Zir)=h(zo, ... ,zlr) 1--- j(r)(. ·) (3.18) 

. 1 - E Z(•-I)r 1 Z,r 
•=I 

avec 
/ 

h(zo, ... , Zir) = f(zo) II J(r)(z(i-I)r. Zir ). 
i=I 
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On déduit de (3.18) que pour tout 1 E {0, ... , k- 1 }, on a 

g' ( Z[r) = lb dzo · · ·lb dz{l-l)r9
1 

( Zo, Zr, ... , Ztr) = J( Z[r) 

car 

Observons que conditionnellement à { S1 = kr}, la v.a. Zkr a pour loi de probabilité 1r. 

Donc, 

• 
Il est clair que pour touts E {lr+ 1, ... ,(/+ 1)r-1}, lE {O, ... ,k-1}, on a 

g'(zs) =lb lb g'(zs 1 Z[r,Z(l+I)r)g'(ztr,Z(l+I)r) dztr dz(l+I)r . (3.19) 

avec 

! (s-Ir)( )J((I+I)r-s)( ) '( l ) _ Z[r, Zs Zs, Z(l+l)r 
g Z3 Z[r, Z(l+I)r - j(r)( ) 

Z[r, Z(l+I)r 
(3.20) 

Montrons que si s = Ir+ i, 0 ~ l < k- 1, 0 < i ~ r- 1, on a 

, ( ( t: Apr )) . g (zs) = 1 + 0 - A r f(zs)· 
1-d- p 

(3.21) 

On vérifie que : 

D'après (3.3) on a 

IJ(r)(x, y)- J(y)l < Apr 
( l( ) , x,y E (a,b). J r X, Y - 1- Apr 
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Ceci entraîne que : 

g' (ztT, Z(l+l)T) = ( 1 + 0 C ~ d ~~PT)) f(ztT )J(T) ( Z[r, Z(l+l)T) (3.22) 

avec IO(x)l ::=;lxi. 
En combinant (3.19), (3.20) et (3.22) on obtient (3.21). • 

Montrons que si s = ( k - 1 )r + i , 0 < i ::=; r - 1, on a 

Observons que : 

D'après (3.3) on a 

J(y) J(y) _ J(Tl(x,y) (. ApT ) 
Jr(x,y) = 1 + j(Tl(x,y) = 1 + 0 1- ApT 'x,y E (a,b) 

avec IO(x)l :S lxi. 
En combinant (3.19), (3.20), (3.24), et (3.25) on obtient (3.23). 

La combinaison de (:3.17), (3.21), (3.23) et de l'inégalité 1 ~( ::=; 1 entraîne (3.4). 

Rem.arque 3.3 Soit s un entier naturel appartenant à {0, ... , (k + t)r }. 
Si 0 ::=; s ::=; kr, on a 

Si s = j r, k ::; j ::=; ( k + t), on a 

Sis= jr + i, k ::=; j < (k + t- 1), 0 < i::; r- 1, on a 

, ( ( E Apr )) g (zs) = 1 + 0 1 _ E 1 _ApT f(zs)· 
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Si s = ( k + t - 1 )r + i, 0 < i ~ r - 1, on a 

n ( ( ApT )) g (zs) = 1 + 0 
1 

_ApT f(zs) 

avec JO(x)J ~ JxJ. 
Seconde étape : majoration de la densité conditionnelle d'un couple avant et 
entre deux instants de régénérations. 
Pour tout couple d'entiers naturels (l,t') tels que 0 ~ l <l' ~ k, désignons par 
g' (ztr, Z(l+l)T, ... 'Zt'T) la densité conditionnelle du vecteur aléatoire ( Ztn Z(l+l)Tl ... 'zl'r) 
sachant { S1 = kr}. Pour tout i E { 1 + 1, ... , t'}, soit g' ( ZiT 1 Z[r, .. . , Z(i-I)r) la densité de 
la v.a. Zir sachant {Ztr = Ztn ... ,Z(i-I)r = Z(i-t) 1·} et {St =kr}. On vérifie que: 

Soit g(zs, zs' ), 0 ~ s <s' ~ h, la densité du vecteur aléatoire (Zs, Zs' ). 
Montrons que si 0 ~ l < l' ~ k - 1, on a 

1 

avec j3 = 1- (1- ~:) 1 
-l et JO(:r)J ~ JxJ. 

On déduit de (3.26) que si 0 ~ l < l' ~ k- 1, on a 

On déduit de (3.28) par un calcul par récurrence que : 

Le processus {Zn,n 2:: 0} vérifiant (3.3), observons que: 

Ap(l
1 

-l)r 
< 1 • 
- 1 - Ap(/ -l)r 
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La combinaison de (3.29) et (3.:30) donne 

'( ) ( 1 _ (1- (1- t/'-1
) f(zt•r)- JW'-I)r)(ztr, Zt•r))J(z )J((/1 -/)r)(z. Z, ) 

g ZITl Zt',. = (1 - )1'-1 j((l'-l)r)( ) -Ir /7' l r 
t Z[r 1 Zt'r 

( ( 
/3 Ap(t' -l)r ) ) ((/1 -/)r) 

= 1 + 0 1 - /31 - Ap(t'-l)r j(ztr )J (ztr, Zt•r) 

1 

avec f3 = 1- (1- c)1 
-/ et IO(x)l ~lx!. • 

Montrons que si 0:::; s:::; (k- 1)r, on a 

g' (zs, Zkr) = g' (zs)g' (zkr) = g' (zs)f(zkr ). (3.31) 

D'après (3.26) on a 

, (kil-t J<rl(zu-t)r,Zjr)- cf(zir)) 
9 (Ztr, Z(l+l)r, ... , Zkr) = f(ztr) 

1 
_ t f(zkr)· 

j=l+l 

Il vient 

g' ( Z[n Zkr) = lb dz(l+l)r · ··lb dz(k-l)r9
1 

(;ln· · · , Zkr) = J( Ztr )J( Zkr ). 

Ce résultat était prévisible car conditionnellement à {SI = kr·}, la v .a. zk-r = v~,~, a pour loi 
1r indépendamment des v .a. { Zj, 1 :::; j :::; ( k- 1 )r}. Ceci entraîne que si 0 :::; s :::; ( k - 1 )r, 

g' (zs, Zkr) = g' (zs)f(zkr ). 

• 
Montrons que sis et s'sont tels que (k- 1)r:::; s <s':::; kr, (s,s') #- ((k -1)r, kr) 

on a 

g'(zs,zs') = (1 + o(1 ~~pr) )g(zs,Zs•). (3.32) 

Sis= (k- l)r alors s' =f kr. Il résulte alors de (3.25) et (3.31) que: 
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Si s' = kr alors s # (k- 1 )r et on déduit de la même manière (3.32). 
Si s # ( k - 1 )r et s' # kr on a 

g'(zs,Z8') = lb lb g'(z(k-t)nZs,Z8',Zkr) dz(k-t)rdZkr 

lb lb g'(zs,Z8
1 1 Z(k-t)r,Zkr)f(z(k-t)r)f(zkr) dz(k-t)rdZkr· 

On vérifie que : 

Ceci combiné à (3.25) entraîne que : 

9
1 

(zs, Zs') = ( 1 + 0 C ~~pr)) lb J( Z(k-l)r )jls-(k-l)r)( Z(k-l)n Z 8 ) X 

j(s' -s)(Z8 , Z3
1 ) dz(k-t)r = ( 1 + 0 ( 

1 
~~pr)) g(zs, Zs' ). 

Si s et s' ne font pas partie des cas étudiés précédemment et sont tels que 
• 

0 :::; s < s' :::; kr, en appliquant les raisonnements et les résultats précédents, on déduit 
que: 

sis= Ir+ i, s' = (l + 1)r ou s =Ir, s' = 11· + i, 0:::; l < k- 1, 0 < i :::; r- 1, on a 

(3.33) 

Sis= lr + i, s'= l'r, 0:::; l <l' -1, l'< k, 0 < i :=:; r- 1, on a 
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avec {3 = 1 - ( 1 - t /-1- 1 . 

Sis= lr, s'= l'r + j, 0 ~ l <l', t'< k, 0 < j ~ r- 1, on a 

(3.34) 

1 

avec {3 = 1 - ( 1 - E ) 1 -l. 

Sis= lr + i, s'= l'r + j, 0 ~ l <t'< k, 0 < i,j ~ r- 1, on a 

1 

avec {3 = 1- (1- t)l-l- 1. 

Si s = h· + ·i, s' = lr + j, 0 ~ ·i < j ~ r- 1, 0 ~ l < k- 1, on a 

lb lb g'(zs,Zs' 1 ZlnZ(I+1)r)g'(zlr 1 Z(I+1)r)dzlrdZ(I+1)r 

(1 +oC ~~pr) )g(zs,zs'). 

On sait que 0 < é:::; min(l- Apr, t). A étant supérieur à 1, pour tout i E IN*, il vient: 

Apri ~ (Apr)i ~ (1- t)i. On a donc 1 ;~~~~!' ~ 1 et par conséquent, 

( 
o(1-(1-t)i Apri )) (Apr)il-(1-t)i . IN 

l+ (1-t)i 1-Ap'·i ~l+ 1-t 1-Apri :::; 2,zE. 

En combinant (3.27), (:3.31)-(3.35) et l'inégalité suivante: 
quels que soient s, s' E IN tels que s < s', 

on obtient (3.6). 
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Remarque 3.4 Soient s et s' étant deux entiers tels que 0 :::;: s < s' :::;: (k + t)r. Si 
0 :::;: s < s' :::;: kr, on a 

Si 0:::;: s:::;: (k- l)r, kr :::;: s' :::;: (k + t)r, on a 

g" (zs, Z
8
') = g" (zs)g" (zs' ). 

Si kr:::;: s <s' :::;: (k + t)r, on a 

g("~ z ) désignant la densité par rapport à la mesure de Lebesgue de la loi de pro-
.5-kr, /-kr 

habilité conditionnelle de (Zs-knZs'-kr) sachant {S1 = tr}. 
Sis et s' sont tels que 0:::;: s:::;: (k + t- l)r et s'= (k + t)r, on a alors 

Dans les autres cas, (k -l)r < s <kr< s'< (k + t)r··et on a 

avec !3 = 1- (1- E) l ~ j -k et JO(x)J :::;: JxJ. 
lx J étant la g entière de x. 
Preuve : Montrons (3.36). 
Si s et s' sont tels que ( k - 1 )r < s < kr < s' < ( k + t )r, on a 
s = (k- 1)r + i,O < i < r- 1. On vérifie alors que: 

" rb " " 
9 (zs,Z8') =la 9 (zs' J Zkr)9 (zs,Zkr) dzkr· 

On déduit de (3.32) que : 
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D'après (3027) et (3034) on a 

r( .L -k) l 'j 
, ( ( Ap'" ) ) ( ( j3 Ap • ) ) , g(zs'Jzkr)= 1+0 1 -Apr 1+0 1 _

13 
r(l~J-k) J(s-kr)(zkr 1 Z 5

1
) 

1- Ap 

avec j3 = 1 - ( 1 - é) l ~ J -k 
0 

La combinaison de (3037), (3038) et (3039) entraîne (3036)0 
De (3035)-(3036) on déduit (307) 0 
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. Chapitre 4 

Etude des extrêmes des chaînes de 
Markov considérées 
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4.1 Introduction 

Soit {Zn, n :::: 0} une chaîne de Markov régénérative à valeurs dans (F, F) . Soit 
{Sn, n ~ 0} les instants de régénération associés obtenu par la construction précédente 
(théorème 2 .1.). 
Soit 

D'après les résultats du chapitre 2, sir= 1, {(n,n ~ 1} est une suite i.i.d. et sir> 1, 
{ (n, n ~ 1} est une suite stationnaire !-dépendante. 
Soit 

Vn = min{k:::: O;Sk ~ n},n = 0, 1, 

et 

iV!n = max(Zo, ... , Zn)· 

Théorème 4.1 (Rootzen,1988,p. 375) Supposons que r = 1 et f-l = E(Y!) < oo 

(YI = S1 -Sa). Alors, pour tout 8 > 0, on a 

IP{Nfn~x}-(P{(l~x});l < f-l(8+~)+P{I~-~~~8} 
+ P { (o > max ( ( 1 , ... , ( l; +S J ) } . 

lx J étant la partie entière de x. 

Il en résulte que si limk-oo P { (o > max( (1, ... , (k)} = 0, 
(comme c'est par exemple le cas lorsque la loi de X 0 est A ou lorsque 
stationnaire.) 
alors 

En effet, d'après la loi des grands nombres, pour tout {) > 0, on a 

lim P { 1 Vn - ~ 1 > 8} = O. 
n-oo n f-l 
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On considère dans la suite de ce chapitre que {Zn, n 2:: 0} est une chaîne de Markov 
stationnaire et régénérative, à valeurs dans (a, b), de densité marginale f par rapport à 
À, vérifiant l'hypothèse (H2) du chapitre 3 . Le réel ~ servant à sa construction est :::;; t. 
On choisit pour cela r tel que : 

r 2:: r2 = inf { n E N : Apn < ~} . 

Soit w = sup{u: P{Zo < u} < 1} et (un)n>r une suite définie pour tout T > 0 fixé par: 

On montre d'abord le 

T 
P{Zo >Un}=-, n > T. 

n 

Théorème 4.2 Il existe n0( T) et une constante C0 ( T) telle que pour tout n 2:: n0, on a 

Une idée naturelle est de tenter d'obtenir, en utilisant les mêmes techniques, un principe 
d'invariance comme celui démontré dans Haiman (1987 a) pour les processus m-dépen
dants, et dans Haiman ( 1987 b) pour les processus Gaussiens. Ce principe s'énonce de la 
manière suivante : 

Théorème 4.3 Sous des hypothèses adéquates, on peut construire sur l'espace de proba
bilité SU/' lequel est définie { Z," n 2:: 0}, élargi de facteurs indépendants, une suite de V.a. 
i.i.d. {Zn,n 2:: 0} de loi marginale identique à celle de la v.a. Z 0 , telle que si on pose 
!vin= max(Z0 , ... , Zn) et JV!n = max(Z0 , ... , Zn), il existe presque sûrement un entier n 0 

tel que pou1· n 2:: n 0 , on a 

( 4.1) 

On se propose de suivre les grandes lignes de la démonstration des travaux précités. 
Dans Haiman(1987 a), le théorème 4.3 a été démontré pour les processus stationnaires 

m-dépendants, en supposant {Zn, n 2:: 0} de fonction de répartition continue vérifiant 
l'hypothèse : 
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Il existe f3 > 0 tel que pour tout 1 < i ~ m, 

lim sup 
z-+b 

Pour les processus gaussiens stationnaires, l'hypothèse qui remplace ( 4.2) dans 
Haiman(1987 b) est que la fonction de covariance f(n) (f(O) = 1) vérifie: 

f lf(n)l < ~' et lim sup lf(n)J n4+{ < oo pour un certain E >O. 
n=l n-oo 

( 4.2) 

Ce résultat a été étendu dans Haiman et Puri ( 1993) à la suite des vecteurs des J plus 
grandes valeurs parmi X1, ... , Xn, J 2: 1 fixé, en ajoutant d'autres jeux d'hypothèses du 
même type que les précédentes. 

Dans le cas des suites stationnaires rn-dépendantes vérifiant ( 4.2), l'élément clé de la 
démonstration du théorème 4.3 est le 

Théorème 4.4 (Haiman 1981 a)) Il existe C' > 0 et u 1 E (a, b) tels que pour tout 
uE(u1,b), 

1 

P{max(Zl, ... ,Zn):::; u,v ~ Zn+l ~ w} 
1

1 
max { 

u ~v< w ~ b (M(u))n(1- M(u))P{v ~ Z1 ~ w}(P Z1 2: u})-1 

n 2: 1 

~ c' ( p { zl 2: u} )rnin(/3,1) 

avec 
M(u) = 1- P{max(Zb ... , Zm-d:::; u, Zm 2: u} + 01(P2 {Z1 2: u}) 

et IOl(x)l:::; cl lxi. (Cl etc' étant deux constantes universelles.) 

Un résultat analogue est à la base de la démonstration dans le cas gaussien. 
Dans le cas des processus de Markov considérés, le résultat permettant de démontrer 

le théorème 4.3 est le : 

40 



Théorème 4.5 Pour tout BE (0,1) et 1 > 1 fixés, il existe x 0 (B,1) E (a,b) et une 
constante Mo( 1) tels que pour tout xo < u < v < w < b, on a 

1 

P{max(Zo, ... , Zn_t)::::; u, v< Zn< w} 1 
sup -1 

nEE(u) (P{Zo::::; u})nP{v < Zo < w} 

~Mo( (ln2 G;u)) (ln G;u)) -(l-h)) ( 4.3) 

avec G(u) = P{Z0 > u}, ln2 (x) = ln(ln(x)) et 

Le choix de la plage de variation de u, v et w dans le théorème 4.5 est lié aux propriétés 
classiques suivantes des temps de records et des records, jouant un rôle essentiel dans la 
démonstration du théorème 4.3. 
Les temps de records et les records (Tn, Bn) étant définis par 

soit G = 1- F. Lorsque {Zn, n ~ 0} est i.i.d., on a les propositions suivantes : 

Proposition 4.6 Pour tout 0 < a < 1, 

P{G(Bn) > exp(-an) i.s.} =O. 

Proposition 4.7 Pour tout 1 > 1, 

Proposition 4.8 Pour tout 0 < B < 1, 

Une démarche similaire à celle utilisée dans Haiman (1987 a) permet de démontrer (4.1) 
pour la classe de processus de Markov considérée à partir du théorème 4.5 .. 

Pour démontrer les théorèmes 4.1 et 4.5, on a besoin du 
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Théorème 4.9 (Haiman(1987 a)) Soit {(k,k 2: 1} une suite de v.a. stationnaire 
rn-dépendante de fonction de répartition continue. Il existe une fonction M (x), 
0 < M(x) < 1, définie pour x 2: ua, ua vérifiant l'équation P{(1 :::; ua} = p0 (Po étant 
une constante universelle appartenant à (0, 1)) telle que : 

M(x) = 1- P{(I >x}+ P{(I > x,(2 >x}+ 01((P{(1 >x}?), x 2: u0 

et 

max IP {max (k <x} (M(x))-n- 11:::; M1P{(1 >x, (2 >x}, x 2: u0 (4.4) 
n~l 1$k~n 

avec IOI(x)l :::; cl lxi, cl et JV[l étant deux constantes universelles. 

La structure de ce chapitre est la suivante : 
Afin d'appliquer le théorème 4.9, on commence par estimer M (x) et par majorer 
P{(I > x,(2 >x}. 
On démontre ensuite le théorème 4.2 en utilisant les résultats du théorème 4.9. 
Puis on estime P{max(Zo, ... , Zn-d < u, v< Zn< w}. 
Enfin on démontre le théorème 4.5 en utilisant conjointement l'estimation de 
P{max(Zo, ... , Zn-d < u, v< Zn< w} et le théorème 4.9. 
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4.2 Présentation des résultats préliminaires . 

Pour démontrer les théorèmes, on a besoin des résultats intermédiaires suivants : 
Soit, avec les notations du théorème 4.9, 

M(x) = 1- P{max(Zo, ... , Zs1-d >x}+ P{max(Zo, ... , Zs2 -d >x}+ 

0 1(P({max(Zo, ... ,Zs1-d > x})2
), xE (a,b) avec I01(x)l:::; C1lxl {4.5) 

C1 étant une constante universelle. Pour tout entier r 2 r2 , on a le 

Lemme 4.1 

r ( r
2 

) M(x) = 1 - ~P{Zo > x }(1 + 0(2Apr)) + 0 4~(8I< + Ct)(P{Z0 >x} )2 
( 4.6) 

avec IO(x)l:::; lxi. (On rappelle que J( = 1 + Ap est tel que pour tout x, y E (a,b), pour 
tout n 2 1, J(n)(x, y) :::; I< f(y).) 

Preuve: 

Soit M(x) = 1- P{max(Z0 , ••• , Zs1 - 1) >x}+ P{max(Zo, ... , Zs2 -d >x} 

Appliquons aux événements 

1 - P(At) + P(A1 n A2 ) = 1 - P(AD + P(A~ nA~) vraie pour tout A1 et A2 tel que 

Il vient 

M(x) = 1- P{max(Zo, ... , Zs1-d::; x}+ P{max(Zo, ... , Zs2 -d:::; x}. 

D'où on déduit que : 

00 00 [ 

M(x) = 1 + {; ~ -P{max(Z0 , ... , Zkr-d :::; x 1 S1 =kr, S2- S1 = tr} + 

P{max(Z0 , ••• , Z(k+t)r-1):::; x 1 S1 =kr, S2 - S1 = tr} l P{S1 =kr, S2- S1 = tr }. 
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Ceci combiné aux inégalités de Bonferroni entraîne que : 

oo oo [ (k+t)r-I 

M(x) = 1 + t; ~ - ~ P{Zi >x 1 SI= kr, s2- SI= tr }+ 

0 ( L P{Zi1 > x,Zi2 >x 1 SI= kr,S2- S1 = tr})] 
O$i1 <i2 :5(k+t)r-I 

P{SI=kr,Sz-SI=tr} avec IO(x)l:::;lxl. (4.7) 

On déduit de ( 4. 7), de la proposition 3.2 et de la majoration I~~:, :::; 1 que : 

M(x) = 1- ~P{Zo > x}(1 + 0(2Apr)) + o(32K::(P{Z0 > x}) 2
) 

avec IO(x)l :::; lxi. (4.8) 

De même, il résulte de la proposition 3.2 que : 

00 

P{max(Zo, ... , Zs1-d >x} = L P{max(Zo, ... , Zir-d >x, SI =ir} 
i=I 

oo ir-I 

LP(U{Zi>x,SI =ir}) 
i=I j=O 

oo ir-I 

< L L P{Zj >x 1 SI= ir}P{SI =ir} 
i=I j=O 

r 2r 
(1 + 0(2Apr))-P{Z0 >x}:::; -P{Zo >x}. (4.9) 

E E 

La combinaison de ( 4.8) et ( 4.9) entraîne ( 4.5) • 
Montrons ensuite que pour tout entier r 2: r 2 , pour tout xE (a, b), on a 

0 bservons pour cela que : 
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(X) 00 

P{(1 > x,(2 >x} L L P{max(Zo, ... 'Zkr-1) >x, max(Zkr, ... 'z(k+t)r-d >x, 
k=l t=l 

St = kr, S2 - S1 = tr} 
oo oo kr-1 (k+t)r-1 

LLP(U U {Zi>X,Zj>X,St=kr,S2-S1 =tr}). 
k=l t=l i=O j=kr 

Il résulte alors de la proposition 3.2 que : 

oo oo kr-1 (k+t)r-1 

P{(1>x,(2>x} :S 2J(L L L L: 
k=l t=1 i=O j=kr 

2 

(1- t:)k+t-2E2:::; 8J{r2(P{Zo > x})2. 
E 

( 4.11) 

• 
Lemme 4.2 Pour tout 8 > 0 et nE N* tel que l. < 8 < l, on a 

n Il 

{ 
Vn 1 } ( EJ.l8 ) ( E ) 

p -; > ; + 8 :::; 1 + 1 - E - qt8 exp - 2( 1 - E) nJ.l82 + 1 (4.12) 

et 

{ 
Vn 1 } ( 1 WJ.l8

2 
( E ) ) P - < - - 8 < exp 

11 
- 1 - --Jl-8 . 

n J.l - 1 - J.l8-; 2(1 - t:) 1 - E 
(4.13) 

Preuve : La démonstration est faite dans l'annexe. 

4.3 Démonstration du théorème 4.2. 

Présentation des résultats préliminaires. 

Pour tout a E IR+, on note fa l sa partie entière supérieure définie par : 
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Il est clair que pour toute v.a. X à valeurs dans IN, P{X;::: a}= P{X;::: fal}. 
On suppose dans la suite que pour tout i E IN, Yi E riN· et on pose : 

j 

{Yj = Yj} = {iî =YI,· .. , }j = YJ}, Sj = LYi, jE IN·. 
i=l 

Lemme 4.3 Pour tout 0 < 8 < 7; et tout entier n > 2 (7; - 8) -l, on a 

P{Mn <x} < (1 - ~::)f~l-l + P { max (k <x} + P { Vn < ]:_- 8} 
1$k$ln(~-c5)j-1 n J-l 

( 4.14) 

et 

(4.15) 

Preuve : Observons que : 

P{Mn <x} P{!vln < x,Vn = 1} + P{Mn < X 1 Vn > 1} 
00 

P{!vln < x,vn = 1} + L 

On vérifie que : 

00 

k=2 Y1 + ... +Yk-1 <n 
00 

k=2 Y1 +···+Yk-1 <n 

( 4.16) 

Il vient 
P{!vln <x}~ P{vn = 1} + P{max((I, ... , (v,.-1) <x, Vn > 1}. (4.17) 
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On obtient (4.14) en remarquant que: 

P{max((I, ... ,(vn-d < X,lln > 1} = P{max((1, ... ,(vn-d < X,lln > 1, 

lin 1 } { ( ) lin 1 } - <-- 8 + p max (t, ... '(vn-1 <x, lin> 1,-?:. -- 8 
n ~ n ~ 

~ P {lin < ..!:_- 8} + P { max (k <x} 
n ~ 1~k~ lnt1;-Slj -1 

et 
P{lln = 1} = (1- ~:)f~l- 1 • 

La démonstration de ( 4.15) est pratiquement similaire car 

00 00 

P{Mn <x} > L L P{Y k-1 = ffk_ 1, Yk = j, max(Zo, ... , Zsk) <x} 
k=l Yl + ... +Yk-1 <n j=n-sk-1 

P {max((t, ... , (vJ <x}. 

• 
La loi de la chaîne { Zj, j ?:. 0} étant indépendante de la valeur de r ?:. r 2 choisie pour 

la construire, on considère dans la suite de la démonstration de ce théorème que pour 
tout nE IN* assez grand, r dépend den de sorte que r = r(n) = lalnnJ, a étant une 
constante positive fixée et n un entier supérieur à : 

n 1 = inf { n E N : Aplolnnj < ~}. 

Alors pour tout x,y E (a,b), 

On peut donc fixer E = !· (ce choix qui n'est pas indispensable a été fait pour adopter les 
mêmes notations que celles de l'article) 
D'après ( 4.6) p. 43 on a alors 

M(x) = 1- 2rP{Z0 > x}(1 + 0(2Apr)) + 0(16r2(8K + CI)(P{Z0 > x}) 2
), 

x?:. u0 (4.18) 

1 1 

Posons H(x) = (M(x))P: = (M(x))ïr. On a alors le 
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Lemme 4.4 Pour tout entier n > 2fl et 0 < 8 < 1 - 1, on a 
f.J. n 

( 4.19) 

et 

( 4.20) 

Preuve : Posons Z = Hn(x). Observons que pour 0 < 8 <~-~'on a 

avec 1 = 11(8 + *) < 1 et on déduit (4.19) en majorant Z 1 -"~- Z ~ 1(1- 1)~-l ~ 1, 
0 ~ Z ~ 1. La démonstration de ( 4.20) est similaire. • 

On a également les lemmes suivants : 

Lemme 4.5 Pour 0 ~ v ~ t et 0 <a < 1, on a 

1- av+ 2a(a- 1)v2 ~ (1- v)a ~ 1- av. ( 4.21) 

Lemme 4.6 Pour tout() > 0 fixé, u tel que lui < t, n 2: 4r et() tel que nO ~ r, on a 

( 4.22) 

avec IO(x)l ~lxi. 

Démonstration du théorème. 

Soit 

(voir le théorème 4.9 pour la définition de u0 ) 

On vérifie aisément que pour tout x 2: un, n 2: n2 , on a 1- M(x) < t. 
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En posant v= 1- M(x) et a= 2
1r, on déduit de (4.21) que: 

1 

H(x) = (M(x)F = 1- av+ O(av2
) 

= 1- P{Zo >x }(1 + 0(2Al)) + 02(r(P{Z0 >x} )2), 

n 2: n2, x 2: Un 

avec IO(x)l ~ lxi et I02(x)l ~ C2lxl où c2 = 8(8I< +Ct)+ 8(1 +(SI<+ Ct))2 

car pour n 2: n2, 2rP{Z0 >x}~ 2a*lnn ~ !· 
Soit 

( ) . { A a In n-1 C 2ln n 1 } n 3 a, T = mm n 2: n2 : 2 p + 2aT ~ < 2 . 

0 , "fi > t > ~1-H(x) 11 1 n ven e que pour n _ n3 e x _ Un, on a P{Zo>x} - < 2· 

( 4.23) 

Ceci combiné à (4.22) entraîne si on pose u = ~{z~;xJ}- 1 et 0 = P{Z0 >x} que pour 
n 2: n3 et x 2: Un, on a 

(H(x)t=(P{Zo < x}t+0(2Texp( nP{Z~ >x})) (0(2Apr)+02(rP{Z0 >x})). 

( 4.24) 

De (4.4) , (4.9) et (4.19) on déduit que pour n > n4 = max(n3 , 2J.L), 0 < 8 < f;- ~ et 
x 2: Un, on a 

P{ max (k<x}- (M(x))ln(;-s)J- 1 (1+0(lvf1P{(1 >x})) 
1:5k:5ln(;·-8)j-1 . -

< ((H(x))n + J.L8 + 
2:)(1 + 4MtrP{Zo > x}).(4.25) 

De même on obtient 

P{ max (k<x}2:((H(x)t-J.L8)(1-4M1rP{Z0 >x}). (4.26) 
19:5 ln( ;+8) J 

En combinant (4.14), (4.15), (4.24), (4.25) et (4.26) on déduit l'encadrement suivant : 
Pour n > n4 , x 2: Un et 0 < 8 < ; - ~' on a 

P{Mn <x} 2: (P{Zo < x}t+0(2Texp(- nP{Z~ >x})) (0(2Apr)+02(rP2{Z0 >x})) 

-4M1rP{Z0 > x}(H(x)t-J.L8+4M1rJ.L8P{Z0 > x}-P { ~ > ~ + 8} 

et 
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P{Mn <x}~ (P{Zo < x}t+0(2Texp(- nP{Z~ >x})) (0(2Al)+02(rP{Z0 >x})) 

+4NI1rP{Z0 > x}(H(x))n + J18 + 
2

J1 + 4NI1rj18P{Zo >x} 
n 

+8Mtr_t:P{ Zo > x}+ P { Vn < .!. - 8} + (1- t)~- 1 . 
n n J1 

D'après l'encadrement précédent et l'inégalité lxn+1 - xnl ~ n~ 1 , 0 ~ x ~ 1, pour n > n4 
et 0 < 8 < l - 1. on a 

JJ. n' 

~n ~ 2T(2Apr + C2rP{Zo <x}) +J.L8+8M1rP{Zo >x}+ 
2
: + 

J1 n 1 { 1 Vn 1 1 } 1 8Nf1r-P{Zo >x}+ (1- tF- + P --- > 8 + -- (4.27) 
n n J1 n+1 

car J.L8 < 1 et (H(x))n < 1. 

Posons 8 = n-~ et a = 21~P 1 . Sans restreindre la généralité, on peut supposer que p E 

(~, 1). On a alors a>~-
Soit 

no= no(r) = • {· • 1 1 2 1 2 
mm J > n4 : Vn ~ ],8 = n-2 < -

2 
-- = l 

1 
J --, 

p n 2 a nn n 

1 1} et a(1- 2an-2lnn) > 2 . 

On vérifie aisément que pour n ~ n0 , on a 

(1- E)~-l 2 (.!.) ~ ~ 2 exp( __ n_ln 2) 
2 alnn 

n -
1 

ln n ( 2a al: n exp (-al: n ln 2)) ~ ( e ~: 2) n -
1 

ln n, 

car xexp(-xln2) ~ et~ 2 x> O. 
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- On déduit de (4.12) et (4.13) que: 

p { vn > ~ + o} ::; (1 + J.LO o) exp (- nJ.L82 + 1) ::; 2 exp(2) 
n Il 1 - Il 2 na 

1 
::; 2 exp(2)n-2 

car pour tout n ~ no, on a J.LO < t 
Il est clair que pour tout n ~ n0 , on a J.LO + ;; < !· Il vient : 

( 
1 ) ( nJ.L8

2 
nJ.L283) < exp exp --- + --

1- J.LO-; 2 2 

< exp(3)exp( -o:lnn(l- 2o:n-t lnn)) 

exp(3)n-a( 1- 2an-! lnn) ::; exp(3)n-t. 

Il résulte de ( 4.27) et des majorations précédentes que pour n ~ n0 , on a 

( ) 
1 ( ( 1 ) 1 2c 1 1 1 ,6.n ::; ln n n-2 4r A p n n - + 2r 2o:n-2 + _2o: + 8M1arn-2 + 4o:n-2 

+16N/1 ro:2(ln n )n -~ +n-t (2o:)( e ln 2)- 12 exp(3)(ln n )- 1 +n-t (ln n )- 1) . 

• 

4.4 Démonstration du théorème 4.5. 

Avant d'entamer la démonstration, résumons la démarche qui nous guide. 
On commence par estimer P{max(Z0 , .•• , Zn-d < u, v < Zn < w} en donnant un en
cadrement de cette probabilité faisant intervenir les v.a. {(;,i ~ 1}, Vn et un réel 8 > 0 
arbitraire (voir proposition 4.10 p. 52). Ceci nous permet par la suite d'utiliser les résultats 
du théorème 4.9. 

Ensuite on prouve que pour tout B E (0, 1) et 1 > 1 fixés, il existe deux constantes 
M2 (1) et M3 (1) telles que pouru E (a,b) assez grand fixé et nE ((G(~))B' a(u) ln2 a(u))' 
on a 

P { max (k < u} 
1 SkSmax( ln( ;-o) J -3,1) -

(P{Zo::;u})n ( 
1 ) ( 1 ) -(1+-y) 

::;l+M2 ln2 G(u) lnG(u) 
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et 

p { I$k$ L~f+•>J +l (k <: u} ( 1 ) ( 1 ) -(1+'1') 

(P{Zo~u})n ~1-M3 ln2G(u) lnG(u) . 

On remarque pour cela que la loi de la chaîne {Zn, n ~ 0} est indépendante de la valeur de 
r ~ r 2 choisie pour la construire et du réel 8 servant à encadrer P{max(Z0 , ••• , Zn-d < 
u, v < Zn < w} et, on montre les assertions précédentes en attribuant à r et 8 les valeurs 
suivantes : 

2 + 1 1 r ( 1 ) -(1+'1') 
r=r(u)= lnl ln2 G(u) et p8=-;_b= lnG(u) . 

p 

Enfin on combine les résultats de l'encadrement de P{En} et les majorations et minora
tions précédentes pour démontrer le théorème. 

Présentation des résultats préliminaires. 

Posons 

En= {Zo < u, ... ,Zn-1 < u,v <Zn <.w}, a< u <v< w < b 

u, v et w étant fixés. 
On a la 

Proposition 4.10 Quels que soient les entiers n E lN*, r ~ r 2 , pour tout b > 0, on a 
l'encadrement suivant : 

P{v<Zo<w}[P{ max (k<u}-(P{Ivn_.!_,>b} 
19~ l n(i;-+Slj +1 n f-l 

+ (1 + 0 (2Al))
2 41~r P{Zo > u}P{ max (k < u} 

é. 1~k~max(ln(;-s)j-3,1) 

+ (; + lr (1- é.)~- 1 ) l (4.28) 

et 

P{En} < P{v < Zo < w} [P{ max (k < u} + P { Vn <!.,- 8} 
1~k~max( H;-s)j -3,1) n J1 

+ (; + 1)
2 

(1- é.)~- 1 ] (4.29) 

avec IO(x)l ~lxi. 
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Pour faciliter la compréhension de la démonstration de ce résultat, il est nécessaire avant 
de l'entamer de commençer par la résumer. 

Il est clair que : 

On vérifie que : 

P{En,Vn 2:: 4} = LP{En,Sk-1 < n,Sk 2:: n} 
k;:::4 

k>4 Yi+···+Yk-i <n 

"'""" "'""" [p { rpax zi < u,v <Zn< w, Yk-1 = Yh-1, yk 2:: n- Sk-1} L L O<t<s~ç_2 
k;:::4 Yi + ... +Yk-1 <n -

-P { rpax zi < u, m~x Zj > u, v< Zn< w, yk-1 = Yh-1, yk 2:: n- Sk-1}]. 
O~t<sk-2 sk-2~J~n-1 

La dernière égalité permet d'utiliser la !-dépendance des cycles pour séparer 
P{ v < Zn < w, yk 2:: n -Sk-1} de p { maxO$i<sk-2 zi < u, y k-1 = Yh-1}. Le même procédé 
sert à majorer le second terme qui est inférieur à 

L'inégalité P{En, Vn ~ 3} ~ P{ v ~ Zn :::; w, Vn :::; 3} permet de majorer P{En, Vn ~ 3}. 
On combine ensuite ces majorations pour obtenir l'encadrement énoncé. 
Pour abréger les notations, on pose dans la suite : 

( 4.30) 

et 

BCfh-1) = { rpax zi < u, m~x Zj > u, v< Zn< w, yk-1 = Yh-1, yk 2:: n- Sk-1}. 
O~t<sk-2 SJc-2~]~n-1 

( 4.31) 

On a besoin besoin pour démontrer la proposition, des résultats intermédiaires suivants : 
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Lemme 4.7 

k>4 YI +···+Yk-1 <n 
( 4.32) 

Pour tout 8 > 0, on a 

2::: 
k>4 

"'""' [4/{r 2 L P{B(]h_1 )}:::; P{v < Zo < w} 7 (1 + 0 (2Apr)) x 
YI +···+Yk-1 <n 

P{Zo > u}P{ max (k < u} + P{ lin < ..!:_- 8}] (4.33) 
1$k$max(n( l1;--a)j -3,1) n f-l 

avec IO(x)l :::; lxi. 
Preuve: 

Montrons d'abord (4.32). 

On vérifie que : (voir la proposition 2.2 p. 14) 

P{A(!h_1)} = P{ q1ax Zi<u,v<Zn<w,Yk-1=]h_ 1}x 
0$1<sk-2 

P{v <Zn-sk-I < w, Y1 ~ n- sk_t}. (4.34) 

Montrons que pour tout n E lN*, on a 

P{v <Zn< w,Y1 ~ n} = P{v < Zo < w}P{Y1 ~ n}. ( 4.35) 

Observons que pour tout n E lN, on a 

P{ v < Zn < w, Yi ~ n} = P {v < Zn < w, Y1 = r; l r} + P {v < Zn < w, Y1 > r; l r}. 
( 4.36) 

Pour alléger les formules, posons m = f~l· D'après (3.17) p. 28, la densité avant régénéra
tion des v.a. (ZLr) est f. Par conséquent, 

P {v< Zn< W 1 Y1 = mr} =lb dx(m-1)r lw dxn lb dxmr 

!( )!( ) 
J(n-(m-l)r)(X(m-1)n Xn)J(mr-n)(Xn, Xmr) 

X(m-l)r Xmr j(r)( ) ( 4.37) 
X(m-1)r, Xmr 
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et 

P {v< Zn< W 1 Yi> mr} =lb dx(m-I)r lw dxn lb dxmr J(x(m-I)r) X 

(f(r)( ) J( )) J(n-(m-I)r)( )J(mr-n)( ) X(m-l)r 1 Xmr - € Xmr X(m-I)r 1 Xn Xn, Xmr 
1- € j(r)(X(m-I)r 1 Xmr) 

( 4.38) 

On déduit de ( 4.36) que : 

P{v <Zn< w, Yi 2: n} = P {v< Zn< w 1 YI= mr} P {Yi= mr} + 
P {v < Zn < w 1 YI > mr} P {YI > mr} 

- [P {v< Zn< w 1 YI= mr} P {Qm = 1} + P{v <Zn< w 1 YI> mr}x 

P {Qm = 0}] P {QI= 0,. · ·, Qm-I = 0} · (4.39) 

La combinaison de ( 4.37), ( 4.38) et ( 4.39) entraîne que : 

P{v <Zn< w, Yi 2: n} = [lb dx(I71-I)r lw dxn lb dxl71r J(x(I71-I)r) X 

J(n-( l7l-I)r)(x(I71-I)r' Xn)J' l71r-n)(Xn, X 17.1 r) l p {QI = 0, ... 'Q 171-I = 0} 

= P {v < Z0 < w} P {Yi > ( r; l - 1 )r} 
= P{v < Z0 < w}P{Y1 2: n}. 

La combinaison de ( 4.34) et ( 4.35) implique 

P{A(Yk-I)}=P{v<Z0 <w}P{ rpax Zï<u,Yk-I=Yk-I,Sk2:n} 
o:::;.<sk-2 

d'où on déduit ( 4.32). 

Montrons ( 4.33) 

Observons que : 

P{B(Yk-d} + 

• 

( 4.40) 
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a) Montrons d'abord que : 

L: 4Kr L P{B(]h_ 1)}:::; -
2 

P{Zo > u}P{v < Z0 < w} x 
é 

YI +···+Yk-1 <n k?:max( 4, Ln( {;-8) J) 

(1 + 0 (2Apr))2 P { max (k < u}(4.41) 
1 ::;k::;rnax( Ln( f;-o) J -3,1) 

Remarquons que pour tout entier k supérieur à 4, on a 

P{B(1h_ 1)} :::; P{ max Zi < u, m~x Zi > u, v< Zn < w, 
O:::;t<Sk-3 Sk-2::;)::;n-1 

Yk-1 = fh- 1, Yk 2::: n- Sk-1 }· 

En combinant ( 4.42) et la proposition 2.2 on obtient 

< 

P { rpax Zi < u, Y k-2 = ffk_ 2 } P{ .max Zi > u, 
o:::;t<sk-3 o:::;;<n-sk-2 

v < Zn-sk-2 < w, Yi = Yk-1, y2 2::: n- Sk-1} 

n-sk-2-1 

L p { rpax zi < u, yk-2 = fh-2} P{zj > u, O<t<sk-3 
j=O -

v< Zn-Sk-2 < w, y1 = Yk-1, y2 2::: n- Sk-1 }· 

La combinaison de ( 4.43) et de la proposition 3.2 donne 

P{B(]h_ 1 )} :=; 2KP{Zo > u}P{v < Zo < w} (1 + 0(2Al))2 (n- sk_2) x 

( 4.42) 

( 4.4:3) 

p { rp.ax zi < u, y k-2 = fh-2} P{Y1 = Yk-1, Y2 2::: n- Sk-d· o:::;t<sk-3 
( 4.44) 

k étant supérieur à max( ln(!;- t5) J ,4), on a 

P{B(]f"k_ 1 )} :::; 2K[1+0(2Apr)]2 P{Zo>u}P{v<Zo<w} x 

(n- Sk-2)P { . max zi < u, yk-2 = fh-2} x 
O<t<s l J - max( n( -f; -6) -3,1) 

P{Y1 = Yk-1, Y2 2::: n- sk-d = CCfh-1 ). 
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Il vient 

k?:max(4, ln( -t;-o) J) YI +···+Yk-1 <n 

< 
k?:max(4,ln(-t;-o)j) 1$j<n-2r Yk-1<n-j YI+ ... +Yk-2=i 

< 2!( [1 + 0 (2Apr)] 2 P{Zo > u}P{v < Zo < w} [ L 
k?:max(4, ln( -t;-o) J) 

"' P{ . max Z;<u,Yk-2=fh-2} 
~ O<•<s l J 

YI, .. ·,Yk-2ErN• - m.u( n(-f;-6 ) -J,I) 

L L (n- j)P{Y1 = Yk-1, Y2 ~ n- (Yk-1 + j)}]. (4.45) 
1$j<n-2r Yk-1 <n-j 

Le terme entre les crochets étant inférieur à 

"' n - J n - J f!!.=Ll 2 { } ( r ·1 ) r ·1 p max (; < U Tf. ~ -- - 1 -- (1 - E) r - • 

1$i<max( l n(-t;-o)j -3,1) 1$j<(n-2r) r r 

On vérifie que : 

n .L (rn~j1-1) rn~jl (1-t)f7l- 2 

1$J<(n-2r) 

~rE f i(i -1)(1- E)i-
2 = ~:. 

i=l 

La combinaison de (4.45), (4.46) et (4.47) entraîne (4.41). 

b) Montrons ensuite que : 

(4.46) 

( 4.4 7) 

• 

2: 
4$k<ln(-t;-olJ 

L P{BOh- 1)} ~ P{v < Zo < w}P { ~ < ~- 8 }(4.48) 
YI + ... +Yk-1 <n 
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0 bservons que : 

< I: L P{Yk-1 = fh_ 1 ,v <Zn< w, Yk ~ n- Sk-d 
49< l n(t-o)j Y1 +···+Yk-1 <n 

2: L P{Y k-1 = Ïfk-1 }P{ V< Zn-sk-I < w, Y1 ~ n- Sk-d· 
49< ln( ~-o)j Y1 +···+Yk-1 <n 

( 4.49) 

D'après (4.35) et (4.49) on a 

P{B(ïh_ 1)} < P{v < Zo < w} P{vn=k} 
4~k< l n(t-S)j 

< P{v<Zo<w}P{vn<n(~-8)}'· 

La combinaison de (4.40), (4.41) et (4.48) entraîne (4.33). 

Montrons enfin que : 

P{v <Zn< w,vn :S 3} :S P{v < Z0 < w} (~ + 1)
2 

(1- t:)~- 1 • 
On prouve à l'aide d'un raisonnement identique au précédent que : 

P{v <Zn< W,Vn :S 3} = P{v < Zo < w}P{vn :S 3} 

On vérifie que : 

3 

P{vn:S3}- I:cr~i-1 (1-t:)f~l-jt:j-l 
j=l r 

(1 - t:) r~l-1 ~ Cj~l (-E-)j-1 ::; ~~12 (1- t:) f7l-1 
~ f;:-l- 1 1-t: Ir 
J=1 

< (~+1)2(1-t:)~-1. 
r 

D'où on déduit (4.50). 
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Démonstration de la proposition 4.10 

Il est clair que : 

P{En} = P{En, Vn ~ 4} + P{En, Vn ::; 3}. (4.51) 

On déduit de (4.32) que: 

< P{v < Zo < w}P{max((t, ... ,(vn-2) < u,vn ~ 4}. (4.52) 

Observons que : 

D'après ( 4.50) on a 

P{En,vn::;3} < P{v<Zn<w,vn::;3} 

< (~ + 1)2(1- E)~- 1 P{v < Zo < w}. (4.54) 
r 

En combinant (4.51), (4.52), (4.53) et (4.54) on déduit (4.28). 
D'après (4.30) et (4.31) on a 

L [P{A(Yk-l)}- P{B(Yk-1)}].(4.55) 
k:::4 YI+ ... +Yk-1 < n 

Appliquons aux événements 

A= { max (k < u} et B = {vn ::; n( ~ + 8), Vn ~ 4} 
t::;k::; HtH)j +1 ,... 

l'inégalité 
P{A nB}~ P{A}- P{Bc}. 
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Il vient 

De (4.32) ,(4.33), (4.55) et (4.56) on déduit (4.29). • 

Soit G(u) = P{Z0 > u} et 

a = inf { u E (a, b) : G( u) < ~} . 

On suppose dans la suite que u E (a, b ). On a alors le 

Lemme 4.8 Pour tout B E (0, 1) et 1 > 1 fixés, il existe w 1 (!, B) E (a, b) et deux 
constantes M 2(1) et M3 (!) telles que pour tout u E (w1,b) et nE ((G(~))B'~ln2 a(u)), 

sir = r( u) = l ::? ln2 a(u) J et 8 = 8( u) est choisi de sorte que 

_ r( u) _ ( _1_) -(H-y) 

J.L8- E [y_ lnG(u) ' 

on a 

P { max (k < u} 
1:-:;k~ma.x( ln( ~-8) J -3,1) -

F (n' u) = ( p { Zo :::; u}) n ( 
1 ) ( 1 ) -(1+-y) 

:s;1+M2 ln2G(u) lnG(u) 

( 4.57) 

et 
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Preuve : On vérifie qu'il existe v0 E (a, b) tel que la fonction 

est croissante pour tout u supérieur à v0 • 

Soit 

Posons 

et vl = max(ul, u). 
Il est clair que : 

E 1 
1 E (1, "4(ln -p)h(u)- 2), u ~ v1 . 

On vérifie facilement que pour tout u E (v1,b) et nE (c(~)B' c(u) ln2 c(u)), on a 

n(~-8)~4. 
Il vient 

p L.$=·(r.~*-·lJ-3.t) ç, :o: u} = p L.$L~*~·JJ-3 ç, :o: u} · 

( 4.59) 

(4.60) 

La fonction de répartition des v .a. { (n, n ~ 1} étant continue sur (a, b), on déduit du 
théorème 4.9 qu'il existe u2 E (u0 , b), une constante M 1 et une fonction M(u) à valeurs 
dans (0,1), telles que pour tout nE IN*, pour tout u E (u 2 ,b), on a 

( 4.61) 
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D'après (4.10), (4.60) et (4.61) on a 

( (M(u))(~-S))n 3 ( 2 1 2) 
F(n,u)::; P{Zo::; u} (M(u)t 1 + K 0(G(u)) (ln2 G(u)) ( 4.62) 

et 

(4.63) 

en posant 

On déduit des inégalités 

xz 
x-

2
(
1 

+x)< ln(1 +x)< x, xE (-1,1) et 

1 - x ::; exp( -x) ::; 1 - x + x2
., x 2: 0 

qu'on a: 

et 

1..+.5 (l+p8) ( (1-M(u))
2

) 
(A1(u))~ 2: 1- Jl (1- M(u)) + 2(M(u))2 · ( 4.65) 

Observons que : 

(~- 8) (1- M(u)) 2: G(u)- p8G(u)- 2AprG(u)- 4~(8K + CI)(G(u)) 2 

et 
~(1- M(u)) :::; 2G(u) + 4r (8K + Ci)G(u)::; 6~(8K + CI)G(u). 
JL t t 

Il résulte alors de ( 4.64) que : 
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On vérifie aisément l'existence de u3 E (u 2 ,b) tel que pour tout u E (u3 ,b), on a 
1- M(u) < ~· Un calcul simple montre que pour tout xE (0, ~)et a> 1, on a 

x (ln~)':.::=; a 0 exp(-a). 

Il en résulte que pour tout u E (u3 ,b), on a 

en posant 

Il vient 

en posant 

1-M(u) , 1 
M(u) :S 2(1- M(u)) :S li1G(u) ln2 G(u) 

l , 2 + 1 ( ( l' c ) 2 + 1 1) 
\1 = 4-1-1 1 + 8 \ + 1 --1- . 

E n- E ln- e 
p p 

1 (1 +po) (1-M(u))
2 

_, ( 1 ) 2 2 
11 

M(u) :S l\z lnz G(u) (G(u)) , u 2: u3 

l{ - J"2 ( 1 + 1) -1 
2- \lE 1 1 n-

P 

car u3 étant supérieur à u1 , on a r = r( u) 2: ~+[ln2 alu). 
p 

Un calcul simple montre que pour tout u E ( u3 , b), on a 

( 4.67) 

( 4.68) 

(4.69) 

(
1 +po) r p (1- M(u)) ::=; G(u) + 2poG(u) + 2AprG(u) + 8(8I< + CI)-;(G(u)) 2

• 

De (4.65), (4.69) et (4.70) on déduit que pouru E (u3 ,b), on a 

(M(u));H 2: 1- G(u)- 2poG(u)- 2AprG(u) 

( 4. 70) 

- (s(SI< +CI)~+ I<z (lnz ctu))) (G(u))
2
. (4.71) 

Le réel G( u) appartenant à (0, ~ ), d'après ( 4.66) on a 

(M(u));-s = (M(u));-s (1 + G(u) + (G(u))
2

) ::=; 1 + H1(u) (4.72) 
P{Z0 :Su} 1-G(u) 
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en posant 

De même, 

(M(u));,H = (M(u));,H (1 + G(u) + (G(u))
2

) ~ 1- H2(u) (4.73) 
P{Z0 ~ u} 1- G(u) 

en posant 

( ) 

-(1+"'1) 
( On vérifie que pr ~ ln a{u) , u ~ ui-) 

Soit 

On vérifie que si x et n sont tels que lnxl < 1, on a 

n lnxl l(l+x) -11~ l 1. 1- nx 

De (4.72), (4.67) et (4.74) on déduit que pour tout u E (w1, b) et 

nE ((G(~))B' a(u) ln2 a{u)), on a 

en posant 
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et 

en posant 

~ (24 2 +'Y ) J\ 4 = 2!(2 + 2A) + ~(8K +Ct) ln; + 2K2 ) (2 + 1) exp( -(2 + 1 )). 

Pour tout u E (w1 ,b), M(u) > t· Il résulte alors de (4.68) que: 

( 
1 )

3 
( 1- M(u))

3 
1 - M(u) ~ 1 

M(u) = 1 + M(u) :::; 1 + 7 M(u) :::; 1 + 7l\ 1G(u) ln2 G(u)" (4.77) 

La combinaison de (4.62) , (4.75) et (4.77) entraîne (4.57). 
On vérifie aisément que : 

M(u) 2:: 1 - K5 G(u) ln2 Gt·u) (4.78) 

en posant K = 2+-r (2 + 4(SK+CI) 2+-r). 5 dnl f elnl 
p p 

De (4.63), (4.76) et (4.78) on déduit (4.58). • 
Démonstration du théorème 4.5. 

On suppose dans la suite que les hypothèses du lemme précédent sont vérifiées. On a donc 

et d'après ( 4.59), 

l2 +'Y 1 J 1 +'Y 1 
r = r( u) = ln; ln2 G( u) 2:: ln; ln2 G( u )' 

( 
1 ) -(1+-y) 1 'Y 1 

J18= lnG(u) et G(u)B ::;n::; G(u)ln2G(u)" 

En combinant les résultats de la proposition 4.10, (4.57) et (4.58) on déduit que: 
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1 

P {max(Zo, ... , Zn-d ~ u, v< Zn< w} _ 11 < C (ln
2 
_1_) (ln _1_) -(1+-r) 

(P{Zo~u})nP{v<Zo<w} - G(u) G(u) 

1 { 11/n 1 1 } 4/{ ï r 2 
+ (P{Zo ~ u} )nP -;- p >Ô + 7 (1 + 2Ap ) G(u) x 

P { max (k < u} 
1$k$rnax( l n(i;--S)j -3,1) - 1 (n ) 2 .!!._ 1 

(P{Zo ~ u})n + (P{Zo ~ u})n -;: + 1 
(1 - t:)r ( 4. 79) 

en posant C = max(.N/2, .NI3 ). 

On déduit de (4.57) que pouru E (w1,b) et nE ( 0(~)8' ~ln2 elu))' on a 

P { max (k < u} 
4/{ ï r 2 1$k$rnax(lnft-S)j -3,1) -

7 [1 + 2Ap] G(u) (P{Zo ~ u} )n 

( 
1 ) ( . 1 ) -(1+-r) 

~ /{6 ln2 G(u) ln G(u) ( 4.80) 

en posant 
, 161(2+1 ( .f\;/2) 

l\6 = - 2 - 1- (1 + 1)1+-r exp( -(1 + !)) +- . 
«: ln- e p 

Soit 

= . { f1- 2+1( 1 ) B w2 mf v E (w1 , b): VuE (v, b),;; ~ dn 1 ln2 G(u) G(u) <fl-Ô= 
p 

( ln-1-)-(I+-r) et fl-Ô+!!:._< 2(1n-1-)-(1+-r) < ~} 
G(u) n - G(u) - 2 

et 

{ 
1 ( 1 ) - 1 ( 1 ) (1 +-r) 

x0 = inf v E (w2,b): VuE (v,b), (G(u))2 ln2 G(u) ln G(u) x 

( [ 
€2 1( 1 )-1( 1 )-2(1+-r) 

exp -(G(tt)t
8 

2(1 - t:) lnp ln2 G(u) ln G(u) x 

1 ( ( 1 )-(1+-r)) (G(u))
2 

] ) } 
2 + 1 1 - ln 2 G ( u) - G ( u) - 2 ( 1 - G ( u) )2 < 1 . 
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On vérifie facilement que : 

P{~<;-o} 
(P{Zo::;u})n 

= P{~ <;-8}exp(-nln(1-G(u)) 

{
Vn 1 } ( ( (G(u))

2 
)) 

< P -;;<;-8 exp n G(u)+ 2(1 -G(u))2 . 

La combinaison de (4.13) et (4.81) entraîne que pour tout u 2: x 0 et 

n E ( (G(~))B, c(u) ln2 a(u) ), on a 

P{~<~-8} 
(P{Zo::;u})n 

( ( 
E (fl-8) 2 

. (G(u)) 2 
)) 

< exp(2)exp -n 2(1 -E) Il (1-fl8)-G(u)- 2(1 -G(u))2 

1 ( 1 ) -(1+-y) 

< exp(2)ln2 G(u) ln G(u) . 

On déduit de la même manière de (4.12) que sous les ·hypothèses précédentes, on a 

p {-": > t + 8} 1 ( 1 ) -(1+-y) 

(P{Zo::; u} )n ::; 2exp(1) ln2 G(u) ln G(u) . 

On vérifie aisément que : 

(1 - E)~ 
< 

(P{Zo::; u})n - ( (
t (G(u))

2 
)) 

exp -n ; - G(u)- 2(1 _ G(u))2 x 

( 4.81) 

( 4.82) 

( 4.83) 

( ( 
ln~ ( 1 )-r (G(u))

2 
)) 

exp -n t: 2 + 
1 

ln2 G(u) - G(u)- 2(1 _ G(u))2 · 

Il en résulte que pour u 2: Xo et n E ( G(~)B, c(u) ln2 c(u) ), on a 

7; - E r < ( __±_1 tl+ 1 (1- Etl X 
(n + 1)2(1 )!!.-I ( 1 )2 

( P { Zo ::; u}) n -
1 ln ~ 

1 ( -B( ln~ ( 1 )-1 (G(u))
2 )) 

(G(u))2 exp -(G(u)) E2 + 1 ln2 G(u) - G(u)- 2(1- G(u))2 

1 ( 1 ) -(1+-y) 

::; K1ln2 G(u) ln G(u) ( 4.84) 
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en posant K1 = (t( ~:n- 1 + 1)
2

(1 - tt1
. 

p 

En combinant (4.79), (4.80), (4.82), (4.83) et (4.84) on déduit (4.3). • 
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Chapitre 5 

Etude du comportement 
asymptotique des temps de records 
et de records des chaînes de Markov 
considérées 
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5.1 Introduction 

Soit {Zn, n ~ 0} une chaîne de Markov stationnaire et régénérative vérifiant l'hy
pothèse H2 du chapitre 3. 

()0 E (a, b) étant un seuil initial donné, on définit les temps de records et de records 
relatifs à 00 par 

et pour tout n ~ 1 

Tn+l = Tn +min { k ~ 1 : ZTn+k > On}, On+! = Zrn+l. 

On rappelle que si {Zn,n ~ 0} est i.i.d., {(Tn,On),n ~ 1} est un processus de Markov tel 
que: 

Proposition 5.1 (Deheuvels 1914) 

i) Pour tout entiers~ 0 et r 1 E (Oo,b) on a: 

ii) Quels que soient les entiers n ~ 1, 1 < s1 < ... < Sn < sn+I et 
Oo < r1 < ... < rn < rn+l < b, on a : 

(5.1) 

P{Tn+l- Tn = Sn+l- Sn,On+l > T"n+l 1 Tl= sl,Ol = rl, ... ,Tn =Sn, on= rn} 

= P{Tn+l - Tn = Sn+l -Sn, On+I > rn+l 1 ()n =rn} 

= (P{Zo ~ rn})sn+I-sn-Ip{zo > rn+d· (5.2) 

On démontre dans ce chapitre le théorème 4.2. On montre que (voir Haiman 1993) ce 
théorème est équivalent au 

Théorème 5.2 Il existe BoE (a,b) et une suite {(Sn,Rn),n ~ 1} de v.a. définies sur le 
même espace de probabilité que {Zn, n ~ 0} élargi de facteurs indépendants, Sn étant une 
suite croissante d'entiers et Rn une suite croissante à valeurs dans ( 00 , b) telle que : 

i) {(Sn, Rn), n ~ 1} vérifie {5.1) et {5.2) avec Sn à la place de Tn et Rn à la place de 
Bn. 

ii) Presque sûrement, il existe n0 E lN tel que pour tout n ~ n0 , on a 

Tn =Sn, Bn =Rn· 
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Pour cela, on commence par construire une suite {(Sn,Rn),n ~ 1} satisfaisant (5.1) et 
(5.2) telle que : 
presque sûrement pour tout entier naturel assez grand on a la 

Proposition 5.3 

et on déduit le théorème du 

Lemme 5.1 (Haiman 1987 a)) Soit {(T'n,ll'n),n ~ 1} une suite telle que presque sûre
ment il existe p ~ 1 tel que pour tout n ~ p, on a : 

1 1 • { 1 } 1 

T n+l = T n +mm k ~ 1 : zT, n+k > (} n ' (} n+l = zT, n+l 

alors presque sûrement, il existe un entier n 0 E lN tel que pour tout n ~ n 0 , on a : 

L'élément clé de la construction de {(Sn, Rn), n ~ 1} 'est le 

Lemme 5.2 (Haiman 1987 a)) Soit Y une v.a. à valeurs dans un ensemble Y. Soit cp un 
sous-ensemble de Y et P une probabilité sur Y telle que 0 < F( <p) < 1. On suppose que 
sur <p la loi de Y est absolument continue par rapport à P et 

max -, (y) - 1 ( 1 - P( <p) t = q < 1. 
1 

dPy 1 ' 1 

YE'P dP 

Soit Q une variable de Be-rnoulli, indépendante de Y et telle que P{ Q = 0} = q. Il existt 
deux v. a. y' à valeurs dans <p et Y à valeurs dans <pc {le complémentaire de <p dans Y) 
indépendantes de Y et Q, telles que si l'on pose 

alors la loi de Y est P. 

Y si Q = 1 et Y E <p 

Y si Q = 1 et Y E <pc 

y' si Q = 0 

Les propositions 4.6, 4.7, 4.8 sont utilisées dans la démonstration du théorème. 
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5.2 CONSTRUCTION DE {(Sn,Rn),n > 1} 

Pour tout B E (0, 1) fixé, soit x0 E (a, b) et 1 > 1 tel que pour tout u supérieur à x0 , 

le théorème 4.5 soit vérifié. Soit r E ( 1, 1) fixé. 
Pour tout FE (x0 , b) on pose dans la suite: 

{ 
1 T 1 } 

H(r) = (t,p) E lN x (r,b) : (G(r))B ::S t ::S G(r) ln2 G(F) (5.3) 

H(F)c étant le complémentaire dans lN x (F, b) de H(F). 

T = T(r) = inf { k ~ 1 : Zk > r} et () = O(r) = Zr. 

Soit Pla loi de probabilité de Y= (T,O) lorsque les v.a. {Zk,k ~ 0} sont indépendantes. 
Observons que la densité de Pest : 

dP 
dp (s,p) = (1- P{Zo > F}Y-1f(p), (s,p) E lN* x·(r,b). 

En utilisant les conventions d'écriture précédentes, on a le 

Lemme 5.3 La loi de p7"0babilité de la v.a. Y notée Py est absolument continue par 
rapport à P et, il existe une constante /( 1 > 0 telle que pou1· tout F E ( x0 , b), on a 

1 

dPv 1 · 1 , ( 1 ) max_ -. (s,p) -1 [P(H(rt)t ::; At log2G(-) 
(s,p)EH(r) dP r ( 

1 ) -(1+"1-7") 

log G(r) 

(5.4) 

Preuve : D'après le théorème 4.5, pour tout fE (x0 , b), on a 

1 

dPy 1 ( 1 ) ( 1 ) -(1+"1) 
max_ -. (s,p) -1 ::; Mo log2G(-) loge(-) 

(s,p)EH(r) dP r r 
(5.5) 

On déduit aisément de (5.3) que : 

P(H(r)c) > p { T(r) > G~F) ln2 G~f)} ~ (P{ Zo ::; r}) a(r) ln
2 

Gtr) 

> exp(- G~r) (ln2 G~f)) ( G(F) + 2(1 ~(2;F))2) )· 
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(On rappelle que pour tout x> x0 , G(x) <~.)Ceci combiné à l'inégalité 

1 1 1 
x ln2 - ::; -, 0 <x < -

x e e 

entraîne que : 

P(H(rt) ~ (ln G~r)) -r exp(- 2e(1 ~ ~)2) (5.6) 

La combinaison de (5.5) et (5.6) entraîne (5.4). 

• 
Soit 

x1 = inf { r ~ xo : I<1 (1n2 G~r)) (rn G~r)) -(I+-r-r) < 1} 
Pour tout 00 E (x 1 , b), considérons la v.a. Yo0 ,s2 à valeurs dans lN x (00, b) définie par 

Soit Fo0 ,s2 la loi de la v.a. Yo0 ,s2 lorsque les v.a. {Zs2+j,j ~ 0} sont i.i.d. et, Q1 une v.a. 
de Bernoulli indépendante des v.a. précédentes, telle que : 

_ ( 1 ) ( 1 ) -(l+-r-r) 
P{Q1 = 0} = I<1 ln2 G(Oo) ln G(Oo) < 1. 

On a le 

Lemme 5.4 n existe deux v. a. y;o,S2 et Yoo,S2 définies sur le même espace que {Zn, n ~ 0} 

elargi de facteurs indépendants, à valeurs dans lN x ( Bo, b)' indépendantes de Yoo,S2 et QI' 
telle que la v.a. 

Yo,,s, = { 

a pour loi de probabilité Po0 ,s2 • 
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Preuve : On a montré que le processus {Zs2+j,j ;::: 0} est une chaîne de Markov de 
même loi que {Zn, n;::: 0}. D'après le lemme précédent, 

max ldPy~o.s2 (s,p) -11 [P(H(Oo)c)tl 
(s,p)EH(Bo) dPy 

< [{, (tog, G(~oJ (log G(~o) f'h-•1 
On déduit le résultat annoncé en appliquant le lemme 5.2. • 

CONSTRUCTION DE (S1 ,RI) 

Soit Yo0 = (Yo0 )I, (Yo0 )2) une v.a. à valeurs dans IN* x (00 , b), ne dépendant des v.a. 
précédentes qu'à travers la v.a. s2, dont la densité de probabilité est définie par 

dPyeo A A (P{Zo ~ Oo})sf(p) . 
-d-(s, p 1 S2 =kr)= P(s, p 1 (Yoo)I ~ kr.- 1) = 1 _ (P{Z < O } )kr 

p . 0- 0 

( s, p) E { 0, ... , kr - 1 } x ( 00 , b). 
Soit L 1 une v .a. de Bernoulli définie sur le même espace que {Zn, n ;::: 0}, ne dépendant 
des v.a. précédentes qu'à travers· 52 , de loi définie par 

Posons 

{ 
s, = L,(~, + (Ye,,s,)tl + (1 ~ Lt)(Y,,), 

R1 = Ll(Yo0 ,s2 h + (1- LI)(Yeoh-

On montre dans l'annexe que pour tout (s,p) E IN x (00 ,b), 

P{S1 = s,R1 > p} = (P{Zo ~ Oo})"P{Zo > p}. 

CONSTRUCTION DE (52 , R2) 

Soit 
ïï1 = inf{k E IN: 5k > St}. 
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On montre dans l'annexe que la loi de la v.a. Zs., est 1r. Le procédé de construction du "1+1 
processus { Z%1+l+j,j ~ 0} étant identique à celui de {Zj,j ~ 0}, { Zs.v1+1+j,j ~ 0} est 

donc une chaîne de Markov stationnaire de même loi que {Zj,j ~ 0}. Pour tout r 1 > ()0 , 

soit Y-;1 s., une v.a. à valeurs dans IN x (r1 , b) définie par ' "1 +1 

{ Y;:-1 ,%1+1 = (t, p)} <* { max(Z%1+1, ... , Zs.v
1
+1+t-d ~ r 1 , Zs;;

1
+l+t = p}. 

Soit P;:-1 s., la loi de la v.a. Y-;1 s- lorsque les v.a. {zs- +J·,j > o} sont i.i.d. et, ' "t+1 ' "1+1 "1+1 -
Q2(rt) une v.a. de Bernoulli indépendante des v.a. précédentes telle que : 

On déduit du lemme 1 la majoration suivante : 

max 
(s,p)EH(rt) 

Ceci entraîne (d'après le lemme 5.2) l'existence d'une v.a. 

={ 
Y;:-1,S;;1+1 = ((Y-rt.%1+1h, (Yr1.%1+1 h) 

Y;:-1 ,%1+1 si Q2(rt) = 1 et Y;:-1,%1+1 E H(rt) 
Y;:-1,%1+1 

si Q2(rt) = 1 et Y;:-1 ,%1+1 E H(rt)c 
Y~ s,., si Q2(rt) = 0 

T1' "1 tl 

à valeurs dans IN* x (r1 , b), dont la loi de probabilité est P-;1 s., . 
' l.ll +1 

Soit Yr1 = ((YrJll (Y-;1 h) une v.a. définie sur le même espace que {Zn, n ~ 0}, à valeurs 
dans IN* x (r1 , b), ne dépendant des v.a. précédentes qu'à travers Sïï1+t - S1 , dont la 
densité est définie par 

dPy-;:1 - . (P{Zo~rd)s-lj(p) 
---;;:p(s,p J Sïï1+t- St =J) = 1 _ (P{Zo ~ rt})i-t 

(s,p) E {1, ... ,j -1} x (rt,b). 
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Soit L2 (r1 ) une v.a. de Bernoulli définie sur le même espace que {Zn, n ~ 0}, ne dépendant 
des v.a. précédentes qu'à travers Sv1+1- S1, de loi définie par 

Posons 

{ 

tJ.S2 = L2(Rt) (sïi1+1- s1 +CYR. ~ )I) + (1- L2(RI)) (YR. )1 1' "1 +1 1 

!J.R2 = L2(Rt)('YR. ~ )2 + (1- L2(Rt)) (YR. )2 1' "1 +1 1 

et 

On vérifie aisément que pour tout (s2 - 81 , p) appartenant à lN* x (ri, b), on a 

P{!J.S2 = s2- s1,!J.R2 > p 1 SI= si, RI= ri}:::; (P{Zo::; ri})52 -s1-
1P{Z0 > p}. 

La construction de (S2 , R2 ) définit un algorithme qu'on utilise pour construire 
{(Sn, Rn), n > 2}. Supposons { (S;, R;), 1 ::; i::; n} déja construites. 

CONSTRUCTION DE (Sn+I• Rn+d 

Soit 
ïïn = inf{k E lN: Sk >Sn}· 

On vérifie que le processus { Zs.vn+
1
+j,j ~ 0} est une chaîne de Markov de même loi que 

{Zn, n ~ 0}. Pour tout rn > 00 , soit Yrn,S-vn+
1 

une v.a. à valeurs dans lN x (rn, b) définie 
par 

{ Yrn.Svn+ 1 = (t, p)} {::} { max(Zs.vn+ 1 , ••• , Zs.vn+ 1+t-d ::; rn, Zsvn+ 1+t = p}. (5.8) 

Soit Pr:n.Svn+
1 

la loi de la v.a. Yrn,S"Vn+ 1 lorsque les v.a. {Zs.vn+ 1+j,j ~ 0} sont i.i.d. et, 

Q n+ 1 (rn) une v .a. de Bernoulli indépendante des v .a. précédentes telle que : 
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On déduit du lemme 1 la majoration suivante : 

Ceci entraîne (d'après le lemme 5.2) l'existence d'une v.a. 

={ (5.10) 

à valeurs dans lN* x (rn, b) dont la loi de probabilité est Pr s- . 
"' vn+l 

Soit Yr-n = ((YrJb (Yr-n)nh) une v.a. définie sur le même espace que {Zn, n 2 0}, à 
valeurs dans lN* x (Fn, b), ne dépendant des v.a. précédentes qu'à travers Svn+I- S~, dont 
la den si té est définie par 

dPv,n - . (P{Zo::; rn})s- 1 f(p) 
--;ip(s, P 1 Svn+I- Sn= J) = 1- (P{Zo::; rn} )i-t 

(s,p) E {1, ... ,j -1} x (rn,b). 

Soit Ln+I(rn) une v.a. de Bernoulli définie sur le même espace que {Zn,n > 0}, ne 
dépendant des v.a. précédentes qu'à travers Siïn+I -Sn, de loi définie par 

Posons 

et 

{ 

Sn+l =Sn+ 6-Sn+l 

Rn+! = .6.Rn+1· 
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On vérifie aisément à l'aide d'un raisonnement similaire à celui utilisé dans l'annexe pour 
montrer (5.7) que pour tout (sn+l -sn, p) appartenant à JN* x (rn, b) , 

P{~Sn+t =sn+1 -sn,~Rn+t > p 1 S1 =s1 ,R1 =1\, ... ,S" =sn,Rn =rn} 
= (P{Zo::; rn})8n+t-sn-lP{Zo > p}. (5.13) 

Il est nécessaire pour faciliter la compréhension de la suite d'effectuer au préalable les 
remarques suivantes : 
Remarque 5.1 S1 et R1 sont construites de manière telle que : 

{S1 =8t,Rt =rd E a(Zo, ... ,ZsJ x a(S2) x a(Lt,Q 1 ,Yo0 ,s2 ,Y;
0

,52 ,Yo0 ) 

Lt,Q1, Yo0 ,s2 , Y;
0

,
52

, Yo0 étant choisies de sorte qu'elles ne dépendent de {Zj,j :2: 0} et 

{S1,j :2: 1} que par l'intermédiaire de S2 et, pour tout n :2: 1, il existe une tribu a~ telle 
que: 

{St = 81, Rt = r1 =, ... , Sn+t = sn+t =, Rn+t = rn+d E 

a(Zo, ... ,Zsn+l) X 0"~ X a(Ln+t(Rn),Qn+l(Rn),Y.R s,.. ,Y-R' s,.. ,YR ). 
"' "'n+l "' vn+l n 

(5.14) 

Lesv.a.Ln+t(Rn),Qn+l(Rn),Y.n s,.. ,Y-R' co ,YR étantchoisiesdetellesortequ'elles 
"' Yn+l nt....:J'j;n+l n 

ne dépendent de { Zj, j :2: 0}, { Sj, j :2: 1} et de a~ que par l'intermédiaire des v .a. 
Svn+t -Sn et Rn. 
Remarque 5.2 De (5.10) et (5.12) on déduit que: 

{ ~Sn+t = Sïï,.+t -Sn+ min{ t ~ 0: Zs,.. +t >Rn}, ~Rn+t = Z-5 } 
vn+l n+l 

= {Ln+t(Rn) = 1} n {Qn+1(Rn) = 1} n {YJ~ s- E H(Rn)}. (5.15) 
"' "n+l 

5.3 Démonstration de la proposition 5.3 

Présentation des résultats préliminaires 

Lemme 5.5 

P{(~Sn+l,~Rn+t) = (Sn+t-Sn,Rn+d-:/-

( Sïïn+l - Sn +min { t :2: 0 : Zs'Vn+t +t > Rn}, Zsn+l) i.s.} = O. 
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Preuve : On montre successivement que : 

et on déduit (5.16) de (5.15). 
Montrons que 

P{Ln+t(Rn) = 0 i.s.} =O. (5.17) 

On sait d'après le lemme (2.8) P 31 de (Haiman 1993) que pour tout a E (0, 1 ), 

P{G(Rn) > exp(-an) i.s.} =O. 

Ceci implique 

P{Ln+l(Rn) = 0 i.s.} = P{Ln+t(Rn) = O,G(Rn):::; exp(-an) i.s.}. 

Observons que : 

P{Ln+t(Rn) = O,G(Rn):::; exp(-cm)} 

= { P{Ln+t(Rn) = 0 1 Rn= T}dPR,.(r). J G(r)$_exp( -on) 

On déduit de (5.11) que 

00 

P{Ln+t(Rn) = 0 1 Rn= T} - L P{Ln+t(Rn) = 0, Svn+1- Sn= j 1 Rn= T} 
j=r+l 

00 

= L(l- (P{Zo:::; r})i-1)P{Svn+t- Sn= j}. 
j=l 

On montre dans l'annexe que pour tout rE (00 , b), on a 

Ceci combiné à l'inégalité 

1 - xi-t :::; (j - 1) ( 1 - x), 0 < x < 1, j ~ 2 
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entraîne que : 
00 

i=l 

G (r) ( 1 - E) ~ 2 1 • 

(1-E) (1-(1-E)r) 

Il vient 

- - exp( -an) 2 2 
P{Ln+I(Rn) = 0, G(Rn) :s; exp( -an)} :s; ( ) (1- E}r 1 

1 - E (1 - (1 - E)r)3 

et on déduit (5.17) du lemme de Borel Cantelli. • 
Un raisonnement similaire au précédent permet de montrer que 

car 1 + 1 - r > 1. 

Montrons que 

P {Yn s- E H(Rn)c i.s.} =O. (5.18) 
n, vn+l 

D'après le lemme (2.8) p 31 de Haiman 1993, pour tout a E (0, 1) on a: 

P {Yn s- E H(Rn)c i.s.} = P {Yn 8_ E H(Rn)c, G(Rn) :s; exp( -an) i.s.}. 
nt vn+l "' vn+l 

Observons que : 

P {Yn s- E H(Rnt, G(Rn) :s; exp( -an)} 
n, vn+l 

= { [1- P{Yr,Svn+ 1 E H(r)}] dPnJr). 
} G(T)~exp( -an) 

Le processus { ZSvn+
1
+j,j ~ 0} étant une chaîne de Markov stationnaire de même loi que 

{Zj,j ~ 0}, (la preuve est faite dans l'annexe) en combinant (5.3) et (5.8) on déduit que 
pour tout rE (00 ,b), on a 

P {Yr~ E H(r)} = 
' vn+l 

P{max(Z0 , ... , Zi-d :s; r, Zi > r}. (5.19) 
1 < '< T ln 1 

( G(T))B _J- G(T) 2 G(T) 
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D'après le théorème 4.5, il existe une fonction 

( 
1 ) 

2 
( 1 ) -(l+"Y) 

f(r) =Mo log2 G(r) log G(r) < 1, r > Oo 

telle que pour tout j E ( (G(}))s, a(r) ln2 a(r) ), on a : 

P{max(Z0 , ... , Zi-d ~ r, Zi > r} ~ (1- f(r))(P{Z0 ~ r} )i P{Z0 ~ r} (5.20) 

La combinaison de (5.19) et (5.20) entraîne que : 

P{Yr.Svn+• E H(r)} > (1- j(r))[(P{Z0 ~ r})(G(r))-
8
+1

- (P{Z0 ~ r})ati'"lln2 alr>] 

> (P{ Zo ~ r} )(G(r))-B+l - (P{ Zo ~ r}) a(i') ln2 ali') - J(r). 

Il vient 

1- P{Yr,S-vn+• E H(r)} < 1- (P{Z0 ~ r})(G(rW
8
+1 + (P{Zo ~ r})a(r>ln2 ali')+ f(r). 

( 5.21) 

On déduit des inégalités 

x2 
ln(1-x)~-x- 2 ( 1 -x)2'0<x<l et exp(-x)2:1-x,x>0 

que: 

(P{Z < r} )(a(r-))-B+I > 1 - ((G(r))l-B + (G(r))2-B + G(r) + G(r)2 ) 
0

- - 2(1- G(r))2 2(1- G(r)) 2 • 

(5.22) 

D'après l'inégalité 
ln(l- x)< -x; 0 <x< 1, 

on a 

_T ln _1 ( 1 ) -T 

(P{Zo ~ r})a<i'"l 2 a<i'"l ~ ln G(r) (5.23) 
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La combinaison de (5.21) (5.22) et (5.23) entraîne que pour n assez grand, on a 

{ 
- - } exp( -a(2- B)n) 

P YR..~ EH(RnY,G(Rn)~exp(-an) ~exp(-a(1-B)n)+ 2 ( 1 ( ))2 
• "n+t -exp -an 

exp( -2an) ( ) 
+exp(-an) + + (antr + M1(lnan)(na)- 1+"1 

2(1 -exp( -an))2 
'"V exp( -a(1- B)n) +exp( -a(2- B)n) +exp( -an)+ exp( -2an) 

+(antr + M1 (lnan)(na)-(l+"') 

ret 1 étant strictement supérieurs à 1, on en déduit (5.18) du lemme de Borel Cantelli. • 

Démonstration de la proposition 5.3. 

La combinaison de la majoration 

- e_l 
P{8vn+t+t- Sn+t = p} ~ p(1- t)r , n ~ 1 

qu'on montre dans l'annexe et du lemme de Borel Cantelli entraîne que : 

,G(Rn) ~ exp(-an) i.s.} =O. 

Ayant démontré (5.16), pour montrer la proposition 5.3, il ~uffit de prouver que : 

P{max(ZSn+l' ... ,ZSvn+l-1) >Rn i.s.} =O. ( 5.24) 

Soit 

An+l = {max(Z-8 +l' ... , Zs- _t) > Rn+l• Ln+l(Rn) = 1, Qn+l (Rn) = 1, n+l "n+t+l 

YRn,S;;n+l E H(Rn),G(Rn) ~ exp(-an),Svn+t+l- Sn+l ~ (G(~n))B }· 
D'après les résultats précédents il est équivalent de démontrer (5.24) et 

P{An+l i.s.} =O. (5.25) 
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0 bservons que 

P{An+l} = 1 r P{An+I 1 Rn= r,Siïn+l = s}dPcn. S- )(r,s) 
8 la(r)-5:exp(-cm) n. vn+

1 

1 r L L P{max(Z8, ... ' z8+i-d ~ r, 
8 JG(r)<exp(-o:n) 1 < .< T ln 1 .< 1 

- (G(r))B-J-G(f) 2 G(f) 
1
-(G(f))B 

Z8+i > r, max(Zs+i+t, ... , Z8+i+i-d ~ Zs+i• Zs+i+i > Zs+i }dP(R. s,., l(r, s ). 
"' vn+l 

(5.26) 

Le processus { Zs.vn+
1
+i•j 2: 0} étant une chaîne de Markov stationnaire de même loi que 

{Zn,n ~ 0}, on déduit de (5.26) que: 

P{An+,} <; L[i')$e>p(-on) ' -~ ' "< 0 
(G(f))B '5:;'5: G(f) ln2 G(f) 1

- (G(r))B 

P{max(Zo, ... , Zi-d ~ r, Zi > r, Zi+i > r}dPR.n (r). 

Il résulte des hypothèses initiales que : 

P{max(Zo, ... , Zi-d ~ r, Zi > r, Zi+i > r} 
~ f{ P{max(Z0 , ... , Zi-d ~ r, Zi > r}P{Zi+i > r}. 

D'après le théorème 4.5, pour tout r > 00 et j E ( (G(~))B, a(r) ln2 G~r)) < 1 on a 

P{max(Z0 , ••• , Zi-d ~ r, Zi > r} ~ (1 + f(r))(P{Zo ~ r} )i P{Z0 ~ r}, 

0 ~ f(r) < 1, r > 00 . 

D'où on déduit que : 

L P{max(Zo, ... 'Zj-d ~ r, Zj > r, Zj+i > r} 
1 <·<-T-In _1_ ·< 1 

(G(i'))B-J-G(r) 2 G(i') 
1
-(G(r))B 

1 <"<-T-In _1_ ·< 1 
(G(r))B-J-G(r') 2 G(i') 

1
-(G(i'))B 

(5.27) 

~ (G~~~)8 (G(r)) [(P{Zo ~ r})(G(r))-a- (P{Z0 ~ r})a(f)ln2 a(f)+I] .(5.28) 
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Il vient 

(5.29) 

La combinaison de (5.27) et (5.29) entraîne que : 

P{An+d ::::; 2I< exp( -an(l- B)) 

et on déduit (5.25) du lemme de Borel Cantelli. • 

5.4 Démonstration du théorème 5.2 

Le théorème est un corollaire immédiat de la proposition 5.3 et du lemme 5.1., • 
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Chapitre 6 

Annexe 
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6.1 Démonstrations du chapitre 2. 

Proposition 6.1 Le processus {Zn,n;::: 0} construit est une chaîne de Markov de même 
loi que {Xn, n ;::: 0}. 

Xn =X~ W1 V21 x2 W2 V2,2 v;,j-1 Xi Wi 
1 n 1 ' n 1 n 1 n n 1 1 1 

Vi· 1 ,J 

0 ro(R, 1) ro(R, 1) + r ro(R,2) ro(R,2) + r ro(R,j- 1) + r ro(R,j) ro(R,j)+r 

Ql = 0 Q2 = 0 Qj = 1 

Preuve : Pour abréger les notations, Pour tout n E JN•, pour tout A E :F, posons 

{Zo = z0 , .•. ,Zn =Zn}= {Zn =zn} 

An,k = P{Zn E A, To(R, k) + r < n ~ To(R, k + 1) 1 Zn-1 = Zn-d 

et 

Bn,k = P{Zn E A, To(R, k + 1) < n ~ To(R, k + 1) + r 1 Zn-1 = Zn-d· 

Observons que : 

P{Zn E A 1 Zn-1 = Zn-d 

= P (ü {Zn E A, To(R, k) + r < n ~ To(R, k + 1) + r 1 Zn-1 = Zn-d) 
k=O 

= 2)An,k + Bn,k). 
k=O 

On vérifie aisément que pour tout k E JN•, 

Ceci implique 

t~.:=To(R,k)+r;:::k(r+1) et T0 (R,k+1)=t~.:+Tk+ 1 (R). 

n-1 

An,k = L Bj 
j=l.:(r+l) 
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où 
Bi = P{Zn E A, tk = j, rk+1(R) ~ n- j 1 Zn-1 = Zn-d· 

D'après la formule de Bayes, on a 

Bi = P{zn E A 1 tk = j, rk+1(R) ~ n- j, Zn-1 = 'Zn-d x 

P{ tk = j, Tk+ 1(R) ~ n- j 1 Zn-1 = Zn-d· 

Le processus ( {Zn, n ~ 0}, {Sn, n ~ 1}) est construit de sorte que : 

P{Zn E A 1 tk = j, rk+1(R) ~ n- j, Zn-1 = 'Zn-d 

= P{X!~.i E A 1 x;+1 = Zj, ... , X!~J-1 = Zn-d = P(zn-1, A). (6.3) 

Il vient 
Bj = P(zn-1 1 A)P{tk = j, Tk+1(R) ~ n- j 1 Zn-1 = Zn-d· (6.4) 

La combinaison de (6.2) et (6.4) entraîne que: 

An,k = P(zn-1 1 A)P{ ro(R, k) + r < n S ro(R, k + 1) 1 Zn-1 = Zn-d· (6.5) 

Il est clair que : 

r 

Bn,k = L P{Zn E A, n- ro(R, k + 1) = j 1 Zn-1 = Zn-d· (6.6) 
j=1 

Montrons que pour tout j E {1, ... , r }, on a 

P {Zn E A, n - ro( R, k + 1) = j 1 Z n-1 = Zn- t} 
= P(zn-1 1 A)P{n- ro(R, k + 1) = j 1 Zn-1 = Zn-d· (6.7) 

On vérifie que pour tout A, Ai E :F, i = 0 ... n- 1, pour tout j E {1, ... , r- 1}, r > 1, 
on a 

P{Zo E Ao, ... , Zn-1 E An-1,n- ro(R, k + 1) = j, Zn E A} 

= { ··· { P{Zn-i+1EAn-i+1, ... ,Zn-1EAn-1,n-ro(R,k+1)=j, 
} Ao }An-J 
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D'après la formule de formule de Bayes, on a 

P{Zn-i+l E An-i+b ... , Zn-1 E An-1, n- ro(R, k + 1) = j, Zn E A 1 Zn-i = 'Zn-i} 

[l P{Zn-i+I E An-i+1, ... , Zn-1 E An-1, Zn E A 1 Zn-i = Zn-i' Zn-i+r = zn-i+r, 

n- r0(R, k + 1) = j}dP{z 1-z ·-- _ (R k+1)- .}(zn-J'+r )] X 
n-J+r n-J-Zn-J,n TO , -J 

P{n- To(R, k + 1) = j 1 Zn-j = Zn-Jl· (6.9) 

Observons que pour tout BEF, pour tout r 2 1, pour tout jE {1, ... ,r}, on a 

P{Zn-j+r E B, Qk+l = 0 1 Zn-j = Zn-j, n- To(R, k + 1) = j} 
= P{V2,k+1 E B, Qk+1 = 0 1 Zn-j = Zn-j, n- To(R, k + 1) = j} 

= [p(rl(zn-i' B)- tA(B)] P{ Qk+1 = 0} (6.10) 
1- é 

et 

P{Zn-j+r E B, Qk+1 = 1 1 Zn-j = Zn-j, n _:_ To(R, k + 1) = j} 
= P{V1,k+1 E B, Qk+1 = 1 1 Zn-j = Zn-j 1 n- To(R, k + 1) = j} 
= P { Q k+ 1 = 1 } A ( B). ( 6.11 ) 

En combinant (6.10) et (6.11) obtient 

P{Zn-i+r E B 1 Zn-i = 'Zn-i• n- ro(R, k + 1) = j} = p(rl(zn-i' B) (6.12) 

{Zn,n 2 0} est construit de manière telle que pour tout jE {1, ... ,r- 1}, r > 1, pour 
tout A, Ak E F, k = n - j + 1 ... n - 1, on a 

P{Zn-i+1 E An-i+1, ... , Zn-1 E An-t, Zn E A 1 Zn-i = Zn-i, n- ro(R, k + 1) = j, 

Zn-j+r = Zn-j+r} -1 d . . . ·1 d 1 d f(zn-j, Zn-i+d · · · J(zn-1, Zn)J(r-j)(zn, Zn-j+r) 
- Zn-J+l Zn-1 Zn ( )( ) · 

An-J+l An-! A J r Zn-j, Zn-j+r 

(6.13) 

De même, on montre que si j = r, 1' > 1, l'égalité précédente est encore valable en 
supposant que J(0l(x, x)= 1. 
De (6.9), (6.12) et (6.13), on déduit que pour tout j E {1, ... , r }, r 2 1, on a 
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P{Zn-j+I E An-j+I, ... ' Zn-1 E An-I, n- To(R, k + 1) = j, Zn E A 1 Zn-j = Zn-j} 

= [ r dzn-j+I · · · r dzn-1 r dzn r dzn-j+rf(zn-j, Zn-j+I)''' f(zn-I, Zn) X 
lAn-J+l }An-! }A lF 

fr-j)(zn, Zn-j+r)] P{n- To(R, k + 1) = j 1 Zn-j = Zn-j} 

= r . dzn-j+I ... r dzn-1 [P(zn-I, A)P{n- To(R, k + 1) = j 1 Zn-j = Zn-j}] 
1 An-J+l } An-! 

f(zn-j, Zn-j+I) · · · f(zn-2, Zn-d· (6.14) 

Il résulte de (6.8) et (6.14) que pour tout jE {1, ... ,r}, r 21, on a 

P{Zn E A,n- To(R,k+ 1) = j,Zo E Ao, ... ,Zn-1 E An-d 

= r dzo ... r dzn-dP(zn-1, A)P{ n- To(R, k + 1) = j 1 Zn-j = Zn-Û] x 
lAa }An-! 

J( Zn-j, Zn- j+I) · · · J( Zn-2, Zn- I)dP(za, ... Zn-j) ( Zo, · · · Zn-j) 

= r dzo ... r dzn-dP(zn-1, A)f(zn-j, Zn-j+d ... f(zn-2, Zn-dl 
}Aa }An-! 

Il vient 

P{Zo E Ao, ... , Zn-1 E An-1 1 n- To(R, k + 1) = j, Zn E A} 

= r dzo ... r dzn_I[P(zn-l' A)dP(Za, ... ,Zn-l·n-To(R,k+I))(Zo, ... 'Zn-1,j)] 
lAa }An-! 

Par conséquent, 

P{Zn E A 1 Zn-1 =zn-l' n- ro(R, k + 1) = j} = P(zn-1, A); 

d'où on déduit que : 

P{Zn E A, n- ro(R, k + 1) = j 1 Zn-1 = "Zn-d 

= P(zn-l, A)P{n- To(R, k + 1) = j 1 Zn-1 = Zn-d· 
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La combinaison de (6.6) et (6.7) donne 

T 

j=l 

P(zn-I,A)P{To(R,k + 1) < n ~ To(R,k + 1) + r J Zn-1 = Zn-d· (6.15) 

D'après (6.1), (6.5) et (6.15) on a 

P{Zn E A 1 Zn-1 = zn-d = P(zn-1, A). 

Il en résulte que {Zn, n ~ 0} est une chaîne de Markov de loi initiale A et de probabilité 
de transition identique à celle de {Xn, n ~ 0}. {Zn, n ~ 0} est donc un processus de même 
loi que {Xn, n ~ 0}. 

Démonstration de la proposition 2.2. 

On vérifie aisément que pour tout i E lN*, 

Il vient 

avec 

Soit 

On a alors 

T;(R,l) + r ~ l(r + 1). 

E( -/n) 
D= L 

{ZoE Ao, ... ,Zs
1
-r E As

1
-r,kl = ll,···,kj = lj,To(R,lr) = 

81- r, ... ,To(R,lj) = Sj -r,Z31 E Bo,··. ,Zs1+YJ+I-l E ByJ+ 1 -I, 

Ts1 (R,l) = Yj+l- r,Qt1+1 = 0,. ·· ,Qt1+t-l = O,Qt
1
+t = 1}. 
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(6.17) 



en posant 

{ZoE Ao, ... ,Zs1 -r E As1 -r,k1 = l1,···,kj = lj,To(R,1) = u1, ... , 

To(R,/j) = u1;} 

et 

F11 ,1 {Zs1 = Vi,l1 E Bo, · · ·, Zs1 +y1t 1-1 E BYi+i-1' Qlj+1 = 0, · · ·, 
Qli+l-1 = 0, Qlj+l = 1, Ts1 (R, 1) = V1, ... , Ts1 (R, l) = VJ = Yi+1 - r }. 

Le processus ({Zn,n 2:: O},{Sn,n 2:: 1}) est construit de manière telle que: 

Il vient 

Soit 

avec 

et 

P{FI
1
,I} = P{Zo E Bo, ... ,Zy

1
+1-1 E By

1
+1-I,Q 1 = O, ... ,QI-l = 0, 

QI= 1,ro(R, 1) = v1, ... ,ro(R,l) =VI= Yi+I- r}. 

a(Fl) = { 
a((Xkh~iS/;. OSkSu.-u,_,-r, (vVf, ... 'w:_1)ISiSI;-d 
a( ( Xkh~iSJ1 , O~k~u,-u,_,-r) 

X~= \12,i-l,i E {2, ... ,/J- {lo + 1, ... ,/j-1 + 1} 

sir> 1 
si r = 1 

(6.18) 

(6.19) 

Le vecteur aléatoire (lVj, ... , w:_ 1 ) ne dépendant des autres v.a. engendrant a(Fi) qu'à 
travers x~i-Ui-1-r et x~+l de sorte que que pour tout A E F, 1 :::; i :::; r - 1' on a 

91 



Soit u(9t
1

) = u( QI, ... , QIJ· 
Observons que l'événement Et1 ••• lj E u(FI) x u(Ç1

1 
). 

Soit 

avec Vo = -r ' x~j+I = Vl,lj et X~1 +k = Vz,lj+k-I, k E {2, ... '/} 
Soit 

u(Çi1 +I,l) = u(Qi1+I, ... , Qi1+t)· 

On vérifie que Fi
1

,t E (u:Fz) x u(9t
1
+I.t). 

sir> 1 

sir= 1 

Observons que la tribu u(F2 ) x u(9t
1
+I,t) ne dépend de u(FI) x u(Ç1J qu'à travers la v.a. 

X~1 +I = Vi,1
1 

qui est indépendante des v.a. engendrant u(FI) x u(Ç1
1 

). 

Les tribus u(FI) x u(Ç1J et u(F2 ) x u{Çt
1
+1,1) sont donc indépendantes. Ceci entraîne que 

les événements E1 1 ... 11 
et F1

1
,1 le sont. De (6.17) et (6.19) on déduit que 

YJ+l-r-1 
(vJ, ... ,vt)EE

1 

= P{Zo E Aa, ... ,Zs1-r E As1 -r,kl = li, ... ,kj = lj,SI =si,··· ,Sj = Sj} x 

P{Zo E Ba, ... , Zy1+1 -I E By
1
+1-I, Yi= Yi+I, ki=/} (6.20) 

La combinaison de (6.16) et (6.20) entraîne que : 

D = P{Zo E Ao, ... ' Zsj-T E AsJ-r' SI= SI, ... ' sj = Sj} x 

P{Zo E Ba, ... ,Zy1+1-I E ByJ+ 1-I,YI = Yi+d· 

• 
Proposition 6.2 Pour tout n E lN*, pour tout x E F, Px{Yn < oo} = 1. 

Preuve : Raisonnons par récurrence. Pour tout x E F, on a 

00 

Px{lî = 00} = Px{ To(R, ki)= 00} = L Px{ To(R, ki)= oo, ki = j} 
j=I 

00 

< 2:::= Px{ To(R,j) = 00} + Px{kl = 00 }. 
j=I 
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On déduit de l'hypothèse Hr( i) du chapitre 2 que : 

Px{To(R,j) = oo} =O. 

On vérifie que pour tout x E F, on a 

Il vient 
Px{Yi = oo} =O. 

Admettons l'hypothèse jusqu'au rang n. Pour tout xE Fon a donc 

Il est clair que : 

Px{Y~+l = 00} Px{ Tsn(R, kn+l- kn) = 00} 
00 

< L Px{TsJR,j) = oo} + Px{kn+l- kn = oo}. 
j=l 

Ceci d'après l'hypothèse de récurrence implique 

00 

Px{Yn+l = oo} ~ LPx{Tsn(R,j) = oo,Sn < oo} + Px{kn+l- kn = oo} 
j=l 

On vérifie aisément qu'on a : 

et 

00 00 00 

j=l j=l i=l 

00 00 00 00 

j=l i=l j=l i=l 
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(Pz; étant la loi de {Zn, n ~ 0} lorsque la loi initiale est celle de la v.a. Zi) 
Il résulte alors de l'hypothèse Hr( i) que : 

00 

L Px{ rsn(R,j) = oo, Sn < 00} =o. 
j=l 

On déduit alors des résultats précédents que 

Px{Yn+t = oo} = 0, xE F. 

• 
Proposition 6.3 Soit {Xn, n ~ 0} une chaîne de Markov à valeurs dans (F, F) de den
sité de transition f par rapport à la mesure de Lebesgue satisfaisant à : 

00 

Vx E F, VA E F tel que -\(A)> 0, L p(n)(x, A)= oo 
n=l 

alors {Xn, n ~ 0} est régénérative. 

Preuve : L'hypothèse précédente impliquant que la chaîne {Xn, n ~ 0} est À irréductible, 
(.,\(A) > 0 :=;. Vx E F, L(x, A) > 0), d'après le théorème 2.1 p7 de [Orey(1971)], il 
existe un élément C de F de mesure de Lebesgue positive, r E lN* et j3 > 0 tel que 
inf frl(x, y) > /3. 

x,yEC 

Soit A la loi de probabilité surF définie par A(.)= A(~Q~) et E = j3.-\(C). 
Pour tout xE C, pour tout A E F, on a 

p(rl(x, A) ~ { j(rl(x, y) dy ~ j3.-\(A n C) =ci\( A) 
JAnG 

Montrons que tout élément R de F de mesure de Lebesgue positive vérifie l'hypothèse 
Hr(i). Il résultera alors du théorème 2.1 que la chaîne {Xn,n 2: 0} est régénérative et 
admet C comme ensemble régénératif. 

Pour tout B E F, posons 

r(B) = { inf { t ~ 1 : Xt E B} 
oo si { t ~ 1 : Xt E B} = 0 
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sup{ t ~ 0 : Xt E B} 
-oo si { t ~ 0 : Xt E B} = 0 

Pour tout x E F, posons 

00 00 

Q(x, B) =Px( n U {Xn E B}) 
m=l n=m 

et 

00 

L(x,B) = Px(U{Xn E B}) 
n=l 

Soit 
Boo= {xE F: Q(x,B) = 1} ={xE F: Px{Xn E B is} = 1}. 

Il est clair que pour tout x E Boo, Px{ r(B) < oo} = 1. 
Observons que pour tout x E F , pour tout B E F, on a 

00 

k=O 

= f1[1-L(y,B)]P(k)(x,dy) (P( 0l(x,.)=bA.)). 
k=O B 

Il vient 

Q(x, B) = 1- f 1 [1- L(y, B)]P(kl(x,dy), xE F, BEF (6.21) 
k=O B 

Montrons d'abord qu'il existe x E F tel que Q(x, R) = 1. 
Raisonnons par l'absurde. Supposons que pour tout x E F, Q(x, R) < 1. 

Soit 

f{ ={y ER: L(y, R) < 1} et f{i ={y ER: L(y, R) :S 1- ~ }. 
z 

Il est clair que f{ = u;:l f{j· 

La probabilité Q(x, R) étant < 1 montrons qu'il existe jE lN tel que >.(Kj) >O. 
Soit 

K 0 ={y E F: L(y,K) = 0}. 
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Montrons que 1<0 = 0. 
Raisonnons par l'absurde. Supposons que 1<0 =/:. 0. Alors pour tout x E 1<0

, on a 

0 = L(x, I<) = P(x, I<) +le P(x, dy)L(y, I<) = lcKoc P(x, dy)L(y, 1<). 

La fonction L(., I<) étant > 0 sur I<c J(0c, pour tout xE /(0 , on a 

P(x,J<cf(oc) =O. 

Il vient 
P(x, I<0 c) = P(x, I<c /(0 c) = 0, xE 1<0

• (6.22) 

Observons que F = (I( 0 J<c)U(I(0 J<ct. D'après (6.22), pour tout xE 1<0 , on a 

1 P(x, F) = P(x, 1<0 J(c) + P(x, I<0 c) + P(x, I<) - P(x, J(0c K) 
P(x, J(o J(c). 

D'où on déduit que ]( 0 J(c =/:. 0. Le Borélien ](0 J(c étant fermé, ('ix E !{0 [(c, P(x, !(0 f{c) = 
1), on vérifie à l'aide de (6.21) que pour tout xE /( 0 f(c on a Q(x, R) = 1. 
Ceci contredit l'hypothèse pour tout xE F, Q(x, R) < 1. Il en résulte que !(0 = 0 • 

Par conséquent, pour tout xE F, L(x, K) >O. Il existe donc i,j et k E lN tels que 

p(il(x, Ki) ~ ~ ce qui entraîne >.(I(j) >O. 

• 
Pour tout y E Kj, on a 

L(y,Ki):::; L(y,R):::; 1- ~ ce qui entraîne 1- L(y,Ki) ~ ~. (6.23) 
J J 

De (6.21) et (6.23), on déduit que pour tout x E R, on a 

Il vient 
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Il en résulte que 
00 

LP(kl(x, I<i)::; j < oo. 
k=O 

Ceci d'après l'hypothèse de l'énoncé est impossible car >..(I<j) >O. 
Il existe donc x E F tel que Q(x, R) = 1. Il vient Roo i= 0. 

Montrons que 
Rooc = 0 <=? R00 = F 

Il en résultera que R vérifie l'hypothèse Hr( i). 
Observons que sur R00

, Q(., R) = 1. Pour tout xE R00
, on a donc 

Il vient 

1 = Q(x, R) =loo Q(y, R)P(x, dy)+ Looc Q(y, R)P(x, dy) 

looJ(x,y)dy+ Looc Q(y,R)J(x,y)dy. 

P(x, R'X)c) = { f(x, y)Q(y, R)dy, xE Roo. 
}Rooc 

Par conséquent, 

f [1 - Q(y, R)]f(x, y) dy =O. 
}Rcoc 

• 

(6.24) 

La fonction Q(., R) étant< 1 sur Rooc, pour tout xE R00
, pour À presque tout y E Rooc 

on a 
J(x,y) =O. 

D'où on déduit (par récurrence) que pour tout x E Roo, pour tout n E IN*, 

p(n)(x, Rooc) =O. 

La chaîne {Xn, n 2 0} étant >.. irréductible, (>..(A) > 0 =} L(x, A) > 0) on a 

.\(Rooc) =O. 

Supposons que R=c f:. 0. Alors, pour tout x E Rooc, on a 

Il en résulte que pour tout xE Rooc, Q(x, R) = 1 (ce qui est impossible) 
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Remarque 5.1 D'après le théorème 2 P 390 de [Tweedie 1975b)], l'hypothèse 

00 

Vx E F, VA E Ftel que ,.\(A)> 0, L p(n)(x, A)= oo 

n=l 

est vérifiée s'il existe une fonction non négative mesurable h : F --t lR et un borélien /{ 
de F de mesure de Lebesgue positive tels que : 

Vx tf. K, l h(y)P(x, dy) :S h(x) et 

VM > 0, "?JJ(M E F: >.(KM)> 0 et h(x) ~ M pour tout xE Kft. 

On a en particulier l'exemple bien connu suivant : 
Soit p un réel compris dans (0, 1) et { Un}n une chaîne de Markov définie récursivement 

par: 

Un+1 = pUn + En+l 

{ En}n désignant une suite de v.a. i.i.d. de loi N(O, a 2 = 1 - p2
). 

On montre que {Un, n ~ 0} est une chaîne de Markov dont la probabilité de transition 
en n pas p(nl(x, .) admet par rapport à la mesure de Lebesgue sur lR une densité de 
transition en n pas 

Montrons que toute chaîne de Markov {Xn, n ~ 0} de densité de transition identique 
à celle de {Un, n ~ 0} est régénérative. 

Soit s+ = {A: >.(A) > 0}. 

00 

VA Es+' L p(n)(x, A)= 00 

n=1 

( l. p(n)( A) - l' J 1 (y-p"x)2 d - J _1 (d) 0) car 1mn--+oo X, - 1ffin--+oo A vh1r(l-p2" exp- 2(l-p2") y - A .,;2;exp 2 > . 
(La remarque 5.1 est vérifiée avec h(y) = IYI). • 
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6.2 Démonstrations du chapitre 3. 

Démonstrations de la section exemples 

Montrons que si G(y),...., Cjyj-CI', (jyj-> +oo), a> 1, C > 0, alors {Xn,n ~ 0} vérifie 
H2 avec s = 1. 

Il existe une fonction t:1 (y) vérifiant 

Il vient 

Soit 

lim E1(y) = 0 telle que G(y) = C(l + EI(Y))jyj-CI'. 
y->+oo 

c (v-T(x)) c ( (v-r(x)))lv-r(x)~-CI' 
f(x,y) = ia(x)IG o-(x) = io-(x)l 1 +El o-(x) o-(x) (6.25) 

S = sup IT(x)l 
xe IR 

et y0 un réel fixé strictement supérieur à S . Pour tout x, y E IR tels que jyj ~ y0 , on a 

Pour tout 0 < E < 1, il existe y1 ~ Yo tel que pour tout x, y E IR tels que !YI~ Y1, on a 

1 El (y :(~j X)) 1 < E. 

Ceci combiné à (6.25) et (6.26) entraîne que : 

c ( s) -C> c ( s ) -Cl' 

jo-(x)l(1- t:) 1- Yo IYI-CI' ::=; J(x,y) ::=; ja(x)l(1 + E) 1 + Yo jyj-~.6.27) 

Posons 
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On déduit de (6.27) que pour tout x, y E IR tels que IYI > y1 , on a l'encadrement 

(6.28) 

On vérifie aisément que pour tout x, y E IR tels que IYI :S y11 

Sur le compact [-~ - M2,' + ..1\1/2], la fonction continue G admet un maximum M3 et 
un minimum m 3 strictement positifs. Il vient 

Soit 
h( ) = { E1 IYI-a pour IYI > YI 

y Am3 pour IYI :S y1 

et ..1\1/1 = sup(~~;,t). 
En combinant (6.28) et (6.29) on obtient 

h(y) :S f(x, y) ~ M1h(y), x, y E IR. 

Ceci entraîne H2 avec s = 1, TJ E (O,J h(y) dy), g(y) = 

M > max(1,M1 J h(y) dy). 

h y) et 
h(y) dy 

• 
- Montrons que Si a- est constante et G(y)"' ciyiP exp( -a iyl"~) , a > 0 , p ~ 0 c > 0, 

0 < 1 ~ 1 lorsque IYI ~ +oo , alors {Xn, n ~ 0} vérifie H2 avec s = 1. 

(On peut dans ce cas supposer que a-= 1). 
On a alors 

f(x, y) = G(y- T(x)). 

Il existe une fonction t:2(y) vérifiant lim E2(y) = 0 telle que pour tout y E IR, 
IYI-+oo 

100 



Soit y0 un réel fixé strictement supérieur à S = sup IT(x)l. Pour tout x, y E IR tels que 
xe IR 

IYI ;::: Yo, on a l'encadrement 

(6.30) 

D'après la formule de Taylor Lagrange, pour tout x, y E IR tels que IYI ;::: y0 , il existe 
0 :s; ()(x,y) :s; 1 tel que: 

(1 - T~x) r = 1- -l~x) + i't(?- 1) ( 1- OT~x) f' (T~x) )' 

Il en résulte que pour tout x, y E IR tels que IYI ;::: Yo, 

exp(-aiy- T(x)!"~) exp( -aiyl"~ (1- T~x))"~) 

et 

< exp (-a IYI"~ (1 - _i_ ~ ~ (1 - ~) -y-

2 52

2 )) 

IYI 2 Yo IYI 

< exp ( aSyJ-1 +~a ( 1 - ~) -y-

2 

S2yJ- 2
) exp ( -alyl"~) 

(6.31) 

exp(-a !Y- T(x)l"~) exp( -a IYI"~ (1- T~x)) "~) 

> exp (-alyl"~ ( 1 + l~l)) 
> exp( -aSyJ- 1

) exp( -alyl"~). (6.32) 

De plus, pour tout 0 < é < 1, il existe y1 ;::: Yo tel que pour tout réel y vérifiant IYI ;::: Yll 
on a 

Posons : 
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et 

( s) p ( 1 ( s )"!-2 ) E4 = c(1 + c:) 1 + Yo exp aSy;ri + 2a 1 - Yo S2 y;r
2 

• 

De (6.30), (6.31) et (6.32) on déduit que pour tout x, y E IR tels que IYI > y1 , on a 

E4 
E3 exp ( -alyl'~') IYIP ::; f(x, Y) ::; E

3 
(E3 exp ( -alyl"~) lyjP). (6.33) 

On vérifie aisément que : 

A l'intérieur du compact [-yi - S, YI + S]la fonction continue G admet un maximum M4 

et un minimum m 4 positif. Il vient 

Soit 
h( ) = { E31YIP exp ( -alyl"~) pour IYI >YI 

y m 4 pour IYI ::; YI 

et M = max(!:::b.. Iii.) 
m4' E3 

La combinaison de (6.33) et (6.34) entraîne 

Vx,y E IR, h(y)::; f(x,y)::; Mh(y). 

Montrons que si h(z) = 2(1- z), 0 < z < 1, 
{Xn, n ~ 0} ne vérifie pas H2 avec s = 1 et satisfait à cette hypothèse avec s = 2. 
On vérifie aisément que pour tout x, y E (0, 1), 

!( )
=xh(xy)=2(1-xy) 

x,y H(x) 2-x · 

Montrons qu'il n'existe pas de réel 8 > 0 tel que Vx,y E (0, 1), 

f(x,y)>8. 
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Il est clair que : 

V0<8<1,VxE ((1-~),1), VyE (~(1-~),1), 
1 8 

J(x, y)::; 2(1- xy) ::; 2(1- x;(l- 2)) = 8. 

• 
Montrons qu'il n'existe pas de fonction mesurable g et de constante M telles que 

Vx,y E (0, 1),g(y)::; f(x,y)::; Mg(y) (6.36) 

Observons que 

g(y)::; f(x,y)::; Mg(y) {::} 1- Mg(y)(1- i)::; xy::; 1- g(y)(1- i)· 
Si on pose x = ~' n E 1N*, il vient 

1 - M g(y) (1 - 2_) ::; y_ ::; 1 - g(y) (1 - 2_) . 
2n n 2n 

En faisant tendre n vers +oo, la première inégalité donne 

1- Mg(y)::; O. 

Il en résulte que sig vérifie (6.36), on a 

1 
g(y)?:. M' yE(0,1). 

Ceci d'après le résultat précédent est imiJossible. {Xn, n?:. 0} ne vérifie donc pas H2 avec 
s=l. • 

Montrons que {Xn, n?:. 0} vérifie H2 avec s = 2. 
On vérifie que pour tout x, y E (0, 1), on a 

Soit 

f( 2l(x, y)= -
4

- (ln 2- (2ln 2- 1)(y +x)+ (4ln 2- ~)xy). 
2-x 2 

5 
G(x,y) = -(2ln2 -1)(y +x)+ (4ln2- 2)xy. 
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Un calcul simple montre que pour tout (x, y) E (0, 1) x (0, 1), 

ac ac 
ax (x, y) =1- 0 et ay (x, y) =1- o. 

Ceci entraîne que la fonction continue C admet sur le compact [0, 1] x [0, 1] un maximum et 
un minimum sur le bord de ce compact. Une étude des fonctions C(x, 0), C(O, x), C(x, 1), 
C(1,x), xE [0, 1] montre que 

Il vient 

1 
Vx,y E (0, 1],C(x,y) 2:: - 2. 

Vx,y E [0,1],j(2)(x,y) 2:: 2(1n2- ~) = 8 >O. 

La fonction continue f( 2
) étant majorée par une constante lv12 , on a 

V x, y E (0, 1), 8 ~ j(2)(x, y) ~ max(2, M2) et f(x, y) ~ 2 ~ max(2, M2) 

Montrons qu'il n'existe pas de processus de Markov stationnaire de la forme 
• 

( { [, n 2:: 0} étant une suite de v.a. i.i.d. à valeurs dans un intervalle de IR de densité C 
strictement positive.) 
qui vérifie l'hypothèse Hl. 

Remarquons que dans ce cas, les v.a. 

n-1 n-1 

Xn =an Xo + L aiEn-j et Yn =an Xo + L ai[j+l 
j=O j=O 

ont la même loi de probabilité. La suite de v .a. stationnaire { Yn, n 2 1} converge presque 
sûrement vers la v.a. L:_i=o ai[i qui a donc pour loi de probabilité 11'. 

Si le support de En est un intervalle borné (c,d), le support de 1r est ( 1 ~a' l~a)· 
Pour tout r dans IN*, pour tout X 0 = x fixé dans l'intervalle ( l~a, 1~J, on vérifie que le 
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r-1 r-1 

support de la loi de probabilité p(r)(x, .) est [arx+ cL ai, arx+ dL ai]. 
i=O i=O 

Posons 
r r-1 r 

E; = (max(ar+1x +cL ai,arx +dL ai), ar+ 1x +dL ai]. 
i=O i=O i=O 

Observons que pour À presque tout y E E; 

Raisonnons par l'absurde. Supposons Hl satisfaite. Alors, pour tout n > s, pour tout 
x E ( 1 ~a, 1 ~J, pour À presque tout y E ( 1 ~a, 1 ~a), on a 

Soit n0 un entier supérieur à s suffisamment grand pour que Apno < 1. Alors, pour tout 
x E ( 1 ~a, l~a ), pour À presque tout y E E;o, on a ' 

il vient J(y) = 0 

et par conséquent f(y) > O. 
Ceci est impossible. {Xn, n ~ 0} ne vérifie donc pas Hl. 

Si le support des v.a. En n'est pas borné, remarquons que : 

entraîne que pour tout entier m ~ s, pour tout C, D E F, 

(1- Apm)P{Xn E C}P{Xm+n E D} ~ P{Xn E C, Xm+n E D} ~ 

(1 + Apm)P{Xn E C}P{Xm+n E D}. 

Il en résulte que pour tout C, DE F tel que P{Xn E C} > 0, on a 

(1- Apm)P{Xm+n E D} ~ P{Xm+n E D 1 X.,. E C}::; (1 + Apm)P{Xm+n E D} (6.37) 
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Montrons que (6.37) n'est pas vérifié lorsque le support des v.a. En n'est pas borné. 
Supposons d'abord que : 

V x E IR, P {En > x} > O. 

Posons C = [a-m(l + M), oo) et D = ( -oo, L). 
Les réels M ET L étant choisis suffisamment grands pour que : 

(6.38) 

et 

(6.39) 

où 8 E (0,~) 
Le processus {Xn, n ~ 0} étant stationnaire, pour tout nE lN, on a 

P{Xn E C} = P {f aiEi+I E c} > 0 et 
J=O 

P{Xm+n E D 1 Xn E C} = P{X~ E D 1 Xo E C}. 

Il vient 
m-1 

j=O 

m-1 

P{ am Xo + L ai[m-j ~ L 1 Xo ~ a-m(L +Nf)} 
j=O 

m-1 

< P { L ai [i ~ - M} < 8 (6.40) 
j=O 

((6.40) résulte de (6.39)). 
Le processus { Xn, n ~ 0} étant stationnaire, on a 

P{Xm+n E D} = P{Xm+n ~ L} = P{Xn ~ L} ~ 1-8 (6.41) 

((6.41) résulte de (6.38)). 
En combinant (6.40) et (6.41) on obtient 

IP{Xm+n E D 1 Xn E C}- P{Xm+n E D}l ~ 1-28 (6.42) 
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( 6.37) n'est donc pas vérifié dans ce cas. 
Un raisonnement symétrique permet de conclure dans le cas où il existe x tel que : 

P{t'n >x}= 0 et pour tout y E IR, P{t'n <y}> O. 

6.3 Démonstrations du chapitre 4 

Démonstration du lemme 4.2 

Montrons que pour * < 8 < ~, on a 

p { Vn > ~ + 8} ~ (1 + Efl
8 

8
) exp (- ( E ) np82 + 1) . 

n p 1 - t - tp 2 1 - t 

Observons que quel que soit q E JN*, 

Il vient 

P{Sq < n} ~ E(exp(u(n- Sq))) =exp( un)( E(exp(-ulî))r, u >o. 

Un calcul simple montre que : 

tq exp( u(n- qr·)) 
E(exp(u(n- S,))) = ( )' 

1- (1- t)exp(-ur) 

Il en résulte que si qr < n < qp, E (exp( u( n - Sq))) atteint son minimum en 

u = -~ln n(~~:). Par conséquent, si qr· < n < qp, on a 

P{Sq < n} ~ (:~) q exp( (q- ~)ln n~l--q:)) 
On vérifie aisément que : 

P { ~ > ; + 8} = P { Sln<~H)j < n}. 

• 

(6.43) 

(6.44) 

Il est clair que si * < 8 < ~ on an < [n( ~ + 8)- l]p. Il résulte alors de (6.44) que : 
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(6.45) 

la combinaison de (6.45) et de l'encadrement 

x2 
-x-

2
(
1 

_x) < ln(1 -x) < -x, 0 < x < 1 

donne 

< (1 + Ef-lO o) exp( -no+ 1) x 
1- E- Ef-l 

exp(-E (~+no-.::_) (-f-lO- .:_ (!-lo)
2 

)) 
1 - E f-l Ef-l 2 1 - E- Ef-lO 

( 1 + Ef-lO o) exp(- 2( E ) nf-t02 + 1) 
1- E- Ef-l 1- E 

- Si ln("!;+ o) J r ~ n on a 

{
lin 1 } 

p -;;>J;+o =0 

et la majoration est encore valable. • 
Montrons que pour .!. < 0 < .!. , on a 

n 1-L 
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Il est clair que pour tout q E N", on a 

l{sq~n}:::; exp(u(Sq- n)). 

Il vient 

P{Sq 2:: n}:::; E(exp(u(Sq- n))) = exp(-un)(E(exp(uYi))r, u >O. 

Un calcul simple montre que pour u < ~ln 1 ~(, on a 

tq exp ( u( n - qr)) 
Eexp(u(S, -nl) = ( r 

1- (1- c::) exp( ur) 

Il en résulte que E(exp(u[Sq- n])) atteint son minimum en u =~ln n(~~:). 
Par conséquent, pour tout n > qj.l, on a 

p { Sq 2:: n} :::; ( :~) q exp ( ( q - ; ) ln n~ 
1
- _q:)) · 

Observons que pour~< 8 < ;, n > ln(;- 8) J J.l· 
Il résulte alors de (6.46) que: 

P { ~ <;- 8} :::; P {vn:::; ln(;- 8) J} = P { Sln(;-s)J 2:: n} 

(6.46) 

( 
c::n )n(;-s) ( 1 n n- n(-!;- 8)tj.l) 

< (n(~-6) -l)r exp (n(;;-•) --;:)ln n(l-E) 

( 
1 ) n ( l_s) ( 1 1 ) 

8 
Jl. ~' exp n(--8--)ln(1+-é-J.l8). 

1 - J.l - ; J.l éj.l 1 - é 
(6.47) 

D'après (6.47) et l'encadrement x- ~
2 

< ln(1 +x) <x, x > 0, on a 

P{Vn <~-8} :::; exp(n8+1+ ((n8+1
)Jl.)) x 

n J.l n 1- J.l8-; 

exp (n (~- 8- 2_) (-E-J.l8- ~ E
2 

(J.L8)z)) 
fl éj.l 1-E 2(1-t:)2 

exp(1- fl~- ;) exp( -2(1 ~ c::)np82(1- 1 ~ Ep8) )· 

• 
109 



6.4 Démonstrations du chapitre 5 

Montrons que pour tout (8, p) E IN x (00, b) on a 

P{St = 8,R1 > p} = (P{Zo ~ Oo}YP{Zo > p}. (6.48) 

Il est clair que 

On vérifie que 

P{S2 + CYoo.s2 h = 8,R1 > p,L1 = 1} 

L P{(Yo0 ,sJ1 = 8-82, R1 > p, L1 = 1, S2 = 82}. 
2r~s2 ~s 

Il résulte de la définition des v.a. Lt. 5 1 , R 1 et de l'égalité précédente que: 

P{S1 = 8,Rt > p,S2 ~SI}= L P{CYso,s2h = 8- 82,(Yo0 ,s2 h > p,L1 = 1,52 ~ 82} 
2r~S2~S 

= L (P{Zo ~ Oo} Y2 P{ (:Yo0 ,s2)t = 8-82, (:Yo0 ,s2h > p, S2 = 82 }. 
2r~S2~S 

Observons que 

Yoo,S2 E a(Yoo,s2,Ql,Yoo,s2,Y;o,S2) C a({Zs2+hj 2: O},Ql,Yoo,s2,Y;
0
,s2). 

Ceci d'après la définition des v.a. Q1 , Yo0 ,s2 , Y;
0
,s

2 
et la proposition (2.2) entraîne que les 

v.a. Î'o0 ,s2 et S2 sont indépendantes. 
- Il vient 

P{S1 = s,R1 > p,S2 ~SI}= (P{Zo ~ Oo}YP{Zo > p}P{S2 ~ s}. (6.49) 

Observons que 

P{S1 = 8,R1 > p,S2 >Sr}= P{S1 = 8,Rt > p,S2 > 8,Lt = 0} 

= L P{(Yooh = s, (Yooh > p, S2 = j, L1 = 0} 
i>s 

=~( 1 -(P{Z O})i)(P{Zo<Oo})
3

P{Z0 >p}P{S = .} 
~ 0 < 0 1 - ( P { Zo < Oo} )i 2 J · 
J>S 
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Par conséquent, 

La combinaison de (6.49) et (6.50) entraîne (6.48). • 

Montrons que la loi de la v.a. Z& est 1r. 
"!+! 

Observons que pour tout A E F, 

00 

P{Z.s:v
1
+1 EA} = LP{Zs1+ 1 EA,Si-t~St<Si} 

j=l 
00 

L L P{ Zs1+1 E A,S1 = s1, ... ,si =si, 
j=l s1<s2<···<s1<s1+1 

Sj-1 ~ (Yooh < Sj, sj+l = Sj+h Lt = 0} 
00 

+ L: L P{ Zs
1

+.! E A,S1 = s1, ... ,si =si, 
j=3 SJ <s2< ... <s1<sJ+! 

Sj-1 ~ s2 + (Yoo,s2h < Sj, sj+l = Sj+ll Lt = 1 }.6.51) 

Par définition, les v.a. (Yo0 ) et L1 ne dépendent de {Zj,j 2: 0} et {Sj,j 2: 1} qu'à travers 
s2 qui d'après la proposition(2.2) est indépendante de ZsJ+I' j 2: 1. Ceci entraîne que 
pour tout j 2: 1, on a 

P{ZsJ+i E A,S1 = s1, ... ,Si = s1,s1_1 ~ (Yooh < si,Si+I = si+t,Lt = 0} 

= 1r(A)P{S1 = St, ... , Sj = Sj, Sj-1 ~ (Yooh < Sj, Sj+1 = Sj+I, L1 = 0}. (6.52) 

On déduit de la définition de la v.a. (Yo0 ,sJ, que pour tout j 2: 3, l'événement 

{Sl = St, ... 'sj = Sj, Sj-1 ~ s2 + CYoo,s2h < Sj, sj+1 = Sj+1l L1 = 1} E 

appartient à la tribu 

qui d'après le choix de L 1 , et la proposition(2.2) est indépendante de Zs
1
+1 • 
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Il en résulte que pour tout j ;::: 3, on a 

P{Zs;+1 E A,S1 = s1, ... ,Si = Sj,Sj-1:::; Sz + (Yo0 ,sJ1 < Sj,Sj+1 = si+1,L1 = 1} 

- 1r(A)P{S1 = s1, ... , Si= Sj, Sj-1:::; Sz + (Yo0 ,s2 h < Sj, Si+1 = Sj+b L1 = 1} (6.53) 

La combinaison de (6.51), (6.52) et (6.53) implique 

00 

P{Zs.v1+1 E A}= 1r(A) 2:: P{sj-1:::; s1 < sj} = 1r(A) 
i=1 

• 
Montrons que pour tout n;::: 1, {Zs.vn+ 1+j,j ;::: 0} est une chaîne de Markov de même 

loi que {Z;,j;::: 0}. 
Pour tout A E :F, on a : 

00 

P{Zsvn+1 E A} = L P{Zs,n+l E A, ÏÏn =in} 
Ïn=l 

D'après (5.14) p.78, l'événément 

appartient à la tribu 

o-( { Zo, .. • 'Zsn}) X o-' n-1 X o-(Ln, Qn(Rn-d, Y Rn-1•%n-1 +1' Yi_1,%n-1 +1' YRn_) X 

o-(I{S1=sd' · · · 'I{sin =sin}' I{s;n+1 =s;n+1}) 

qui d'après le choix des v.a. l'engendrant et la proposition (6.2) de l'annexe est indépen

dante de Zsin+1. 
Il en résulte que pour tout n E IN*, 

P{Zsvn+l E A}= 1r(A). 

Le procédé de construction de {Zs.vn+
1
+j,j ;::: 0} étant identique à celui de {Zj,j ;::: 0} 

lorsqu'on remplace Z0 par Zs-:, , {Zs- +J. ,j ;::: 0} est une chaîne de Markov de même vn+l vn+1 
loi que {Zj,j;::: 0}. • 
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Montrons que pour tout n, p E N*, 

Il est clair que pour tout p ~ r, P{Siin+l- Sn= p} = 0 ~ p(l- t)~-3 • 
Pour tout p > r on a : 

00 

P{Sïïn+l- Sn= p} = 2: P{Sïïn+l -Sn= p, S1-1 ~Sn <Si}. 
j=l 

Il vient 
Sn = S1- 1 + i, Si = Sn+ k = S1-1 + i + k, Si+1 = S1-1 + i + p 

où k;::: 1, i + p, i + k E rN*, i + k + r ~ i + p, et i + k;::: r. 
Par conséquent, 

00 

2: P{ Sïïn+1- Sn= p,vn = j} 
j=l 

00 

(6.54) 

2: 2: 2::: 2: P{ s1 = s1, ... , s1_1 = s1-1, 

j=l SJ <s2<---<Sj-! iEE1 kEf? 

Sn = Sj-1 + i, sj = Sj-1 + i + k, Sj+l = Sj-1 + i + p} (6.55) 

en posant 
E 1 = { i E N: i + p E rN*} 

et 
E 2 ={kEN: max(l,r- i) ~ k ~ p- r et i + k E rN*}. 

Observons que pour tout i E E 1 et k E E 2 on a : 
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P{ s1 = 81, 0 0 0, sj-1 = Sj-1, Sn= Sj-1 + i, Sj = Sj-1 + i + k, sj+1 = Sj-1 + i + p} 
p { s 1 = s 1 , 0 0 0 , s j -1 = s j -1 , sn = s j -1 + i, Q r • J -ri+ il = 0, Q r • J -ri+ il + 1 = 0, 0 0 0 , 

Q 'i-l +i+k = 0, Q •j-I +i+k = 1, Q •j-1 +i+k 
1 
= 0, o o o l Q •j-I +i+p 

1 
= 0, Q •j-lr+i+p = 1} o 

r 1 r r + r 

(6056) 

On vérifie que l'évènement 

(qui ne dépend qui ne dépend de voao { Qr·,-r1+il+k'k 2:0} qu'à travers 

est indépendant de la tribu engendrée par les Voao { Q r·J-rl+'l +l' l 2: 1} 0 Il résulte alors 

de (6056) que : 

(6057) 

(on rappelle que €::; 1- €)o De (6055) et (6057) on déduit que: 

P{ siin+1- Sn = p} ::; L (1 - €);- 1 
::; (p- r)(1- €);- 1 

::; p(1- €);- 1 

kEE2 

• 
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1.1. Preliminaries 

Let {X~: n=O, 1, ... } be a (IR,~) valued Markov chain (where ~ is the rr field 
generated by the Borel sets of R) with stationary transition probability P( ·, · ). 

The distribution of {X, },.,0 is determined by the transition probability and the 
distribution of X 0 (initial distribution). A probability 1t is stationary for P( ·, ·) if 
rt(A) = J P (x, A) dn(x) for ali A e~ and then {X 1 }, :..o is strictly stationary under P •. 

Let ReYt and set 

t(R)=inf {t~ 1, X,eR}. ( 1.1) 

Ris called recurrent if P .. (t(R)<c:c)= 1 for ali xeR (We denote P .. the distribution of 
the chain with initial probability which gives probability 1 to the set {x}, xeR.) 

R is ca lied a regeneration set if it is recurrent and if there exist an integcr r ~ 1, 
te(O, 1) and a probability À. on ~ such that 

P'(x,A)~û(A) VxeR, Ae~. (1.2) 

This terminology is justified by the fa ct (Asmussen, 1987, p. 151) th at if a regenera ti on 
set R exists, th en it is possible to construct {X,} simultaneously with a renewal pro cess 
S0 ,S 1 , ... with respect to which {X,} becomes regenerative ifr=1 and !-dependent 
regenerative if r> 1. 

{X,} (not necessarily Markov) i~ ca lied regenerative if the re exists a positive in te ger 
valued random sequence { Y,}";~so defined on the same probability space such thal: 

(i) For any positive integers n~ 1 and y0 ,y1, ... ,y~ and any Alt···•AJ.e~. the 
events 

t 

s1 = L y1, k=O, •.• ,n, ·s_ 1 =0 
1•0 

are independent. 
(ii) For any integers 1 ~k <1 and u > 0 and any A1 , ... , A.e~. 

(1.3) 

( 1.4) 

Remark 1.1. This definition i~ described in Asmussen (1987) as 'there exists a renewal 
process So. S 1 , ••• such thal the cycles c1 = {X,: S1 _ 1 ~ t < S1 }, k;;:::: 1, are i.i.d.'. Cie~ ri y 
(i) and (ii) imply that Y,,n;;:::: 1, are i.i.d. and {S1 := Yo+ .•• + Yth>t is a renewal process. 

The sequence {X,} is called 1 -dependent regenerative if the re exists a renewal 
process {S.~:= Yo + ··· + Yt h;z:o su ch th at the events B1 in ( 1.3) are !-dependent (i.e. for 

t·. 



any k ~ 0 and n ~ 2. a(B 1o ••• , 8 1 ) and a(B1 +l• ••• , Bt+.) arc indcpcndcnt) and condi
tion (ii) holds. Asmusscn's construction of{ X, }c;;::o simultaneously with {St}k;.o is thcn 
briefly thc.followi ng .. 

.. . . Realise X 0 (w) = .'1: and takc the us'ual version of {Xc} up to ti mc t(R) wherc R is hit. 
Then with probability e l~t a renewal occur at t(R)+r (i.e. S0 =t(R)+r) and then 
let x.(R)~; be indeP<:ndent of Xo.X,, ... ,X,cRl and have distribution À.. Let, with 
probability 1- e, X <CRl+r have distribution (no rcncwal at t(R) + r in this case) 

(P'(Xr(r)• · )-û( · )]/1-e. (1.5) 

After thal defi ne x,(R)+II 0 <s <r, in order it has the righi distribution. 
Then repcat the procedure with the new initial value X,CR>+r:=x and so on. lt is 

clear th at at any rcncwal cpoch s •. n ~ 0, the distribution of X s. is À. and X s. is 
independent of X 0 , ••• , X s,.,. 

Let {X,}c;;::o be a Markov process with a regeneration set R ({Xc} is then also callcd 
Harris recurrent) and Jet {S.},.;;::o be the rencwal proccss obtaincd by the previous 
construction. Let 

C:0 =max(X0 , ••• ,Xs.-1) and for n~ 1, C:.=max(Xs,_ 1, ••• ,Xs.-d. (1.6) 

lt is not difficult to check th at if r = 1 th en by ( 1.3) and (1.4){ Ç.},. ., 1 is an i.i.d. sequence 
and if r> 1, then {Ç.},.,. 1 is a !-dependent stationary sequence. . 

Since the distributionof X 0 is not necessarily )., the distribution of Ç0 is in generai' 
different from the common distribution of Ç1 ,Ç1 ,_, •• Let 

v,=min{k~O; S1 ~c} (1.7) 

and . 

. M.= Max{X0 , ... ,X.). 

Theo rem 1.1 (Rootzén, 1988 p. 375). Supposer= 1 in (1.2), .u := E( Ytl < oo ( Y1 =S 1 -S0 ) 

and pue G(x)=P(Ç~x) 11 ... Thenfor any o>O we have 

( 1.8) 

wich [x]= inceger parc of x. H ence, if lim1_"' P(Ç0 > max(Ç" ... , Ç1)) = 0 (chis is che case 
for example if che distribution of X 0 is À.), chen, si nee by che law of large numbers 
li m.-"' P(l v./n -1/.ul > o) =0, we have 

sup IP(A.f.~x)-G(:c)•+ll-+0 as n-+co. (1.9) 
x 
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1 .2. The results 

In the following wc considcr a Markov process {X,}
1
;.o with transition dcnsity 

f(x,y) with respect to the Lebesgue measure (i.e. P(x, dy) =f(x, y) dy). We suppose thal 
the k step transition density ft(x,y) (f 1(x,y)=f(x,y)), given rcçursively by 

(1.1 0) 

satisties the following hypothesis (H): 

(H) The re exists an integer s;?; 1, two constants 0 < 11 < 1 and M > 1 and a probabil
ity density with respect to the Lebesgue measure g(y) such that 

'19(Y) ~f'(x,y)~Mg(y), x,yeR 
(1.11) 

· Wc tirst prove the following result 

'J'beQrcm 1~ Let {X. }ft;;.o sacisfy hypolhesis (H). Th en, there exists a unique slationary 
distribution which has a density f(y) with respect to the Lebesgue measure such that, 
for n ~s. 

1/"(x, y)-f(y)l ~ Ap"f(y), -cc <x, Y< co, 

where A =2(Al/(1-1J)IJ) 2 and p::(l-1]) 1''· 

Proor. See Section 3. 

( 1.12) 

Let {X, }1 ;.o .satisfy hypothesis (H) and X 0 have the stationary dcnsity /(y). Ifs> 1, 
suppose further tb at the re exists y0 <w := sup {:c; P(X 

0 
<x)< 1} and a function h(y), 

dctinc:d for y;?; y0 , such !hat 

f(x, Y)~ h(y), Y~ Yo 
( 1.13) 

and 1(1 ;. 1• 1h{y) is Lebesgue integrable. 

Let t>O be tixed and define u,=u.(t) by P(X
0

>u.)=r/n, n>r. Put 

.d.= max IP(M.~x)-P(X0 <x)"+ 1 l. 
"•.;; x ~QI (1.14) 

Our main result is the following theorem. 

ThCQrem 1.3. Vnder the aboL·e hypotheses, ifs> 1 and 

(f ... )( J"' )-3/l(J.. )1/l li~-s~p • h(y) dy -log • g(y) dy • g(y) dy > 0, ( 1.15) 

i·. 
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then there e;dsts a constant C>O such that 

f 
.. 

Li.~ c h(y) dy,_ .n ~ 1. 
. . . ~ . . .. .. . . . . . . ... -.: .· .. "· ·. _ ...... ·. ... . .. 

(1.16a) 

. · lf tl1e limit above is zero o~ s = L then,Jor any 0 < {3 < 1, there e;cists n0 (r, {3) such that. 
for ri :;::: no,·: ; . : .. . . . . . " . - . . 

Proof. Sec Section 2. 

We concludc this section by sorne remarks and examples. 

Remark 1~ (a) Let, with A and p as in (1.14), 

r0 :=min{n; Ap"< 1}. 

By Theorem 1.2, for any r~r0 ande~ 1-Ap', 

f'(x,y)~ef(y), x,yeR 

(l.l6b) 

(1.17) 

Th us, {X, },., 0 satisfy (1.2) where). is the stationary distribution and R is R In this case 
Asmussen's construction may be simplified. 

Realise X 0 (w) =.'1: and thcn let with probability e a rcnewal occur at r (i.e. S0 = r) and 
th en let X, be independent of X 0 , ••• , X,_ 1 and have probability density f(y). Let, with 
probability 1-e, X, have density (no renewal at r in this case) 

f'(x.. y)- t[(y) 

1-E: 

After thal definc X,, O<s~r-1 in order it has the right distribution. Then repeat the 
procedure with the new initial value X,=x and so on. ln this case the probability 
distribution of the rcnewal process is such that 

and hence 

E(~)=p.=rfe and V(Y.)=p.1 (1-e). (1.19) 

(b) Observe that using (1.17), Ç0 and Ç., n~ 1 in (1.6) have the same distribution so 
th at { Ç.} ~;;.ois stationary !-dependent. (This is not the case in general if the construc
tion is based on the first inequality in (1.11), with d).(y) =g(y)dy, e='l and r=s.) 

These facts play an important role in the proof of Theo rem 1.3. 
(c) If we compare Theorems 1.1 and 1.3, on the one ha nd sorne of the hypotheses of 

Theorem 1.3 are stronger (existence of transition density, right-hand inequality in 
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(1. 11) and the fact that R = R). On the other ha nd Theo rem 1.3 includes the caser> 1 
and (l.l6a), (1.16b) are much more explicit than (1.8). 

(d) Note that (1.16a) and (l.16b) imply that if the stationary probability is in the 
domain of attraction of an extreme value distribution, then, for sorne constants a.> 0 
and b. (which are the sa me as in the independent case), a.(M.- b.) converges weakly 
to a timit bclonging to the same domain of attraction. If the speed of convergence in 
the independent case is known (sec Gala rn bos, 1 987), th en ( 1.16a) and (1.16b) pro vide 
estimat~s of the speed of convergence in the Markov case. 

1.3. Examples 

lt may be check cd that the following examples of processes satisfy the hypotheses of 
Theorem 1..3. 

Example 1. {X.}n 11 o is defined recursively by 

X.+ 1 = T(X.)+a(X.)e,.+ 1 , n;?:O, (1.20) 

where T and u are su ch th at the re exist C ~ 0 and 0 <A< 8 su ch th at sup .. l T(x)l ~ C 
and A< 1/l u(:c)l < 8, :ce R 

{ e..}n 111 is an i.i.d. sequence with corn mon density h(y) with respect to the Lebesgue 
measure such that 

h(y)-CIY!-•, IYI-+co, o:>O, C>O. ' 

Then the transition density is 

!(x __ 1-h(y-T(:c)) 
. ,y)-lu(:c)l u(x) , x,yeH 

and one can find '1· 1\.f and g(y) such that (1.11) holds with s= l. 

"Example 2 (Variant of Example 1). {X.}n;.o is defined recursively by (1.20) with u(x) 
a constant and T bounded. Then one can take h(y)- Cl YI Pexp( -o:lyl), IYI- cx:l, o: > 0, 
p:;?:O, c>O. 

Example 3. {X.}n;.o takes values in (a,b), -co <a<b<co, and bas a bounded (or 
continuous on (a,b) 2

) transition density f(:c,y) such that, for sorne integer s;?; 1 aod 
O<e<l, 

f'(:c, y);?: e. (1.21) 

This is in particular the case if a= 0, b = 1 and 

f(x,y)=:ch(:cy)(f: h(z)dz r1 

:c,ye(O, 1), ( 1.22) 
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where h(x) is a bounded _(or continuous) probability density on (0, 1) such that 
. . . '. . . . . . - . . .. 

h(x)~e. xe(Ô,l): ... 
. .... .... 

for.some e>o.: · 
:Th en it may be seen th at the re exist 0 < '1 <M su ch th at 

.: : .. :' :: . ~ ... ·• : . 

rJ~f(x,y)~M. · x,ye(0,1), (l.23) 

which implies (1.11) with s= 1 and g(y)= 1, ye(O,l). 
If f(x,y) satisfy (1.22) with h(x)=2(1-x), O<x < 1, then f(x,y)=2(1-xy)/(2-x) 

and :t may be seen th at (1.11) does not hold for s = 1 but (1.21) holds for s = 2. 
Condition (1.13) is also satisfied sincef(x,y)~2. x,ye(O,l). 

2. Proof of Thcorem 1.3 

The proof consists in showing first that an inequality similar to (1.8) (without the 
last tcrm) may be established also in the case under consideration, and then, in giving 

explicit expressiOQS for G(x), p. and P{lv./n-1/p.l~o}. 
Roughly, P{M.<x}-P{max1 ~ •• Ç1<x},. v.-n/p. with p.=E(Yo)=rfe and by 

Theorem 2.1 (the key of the proof), if {Ç1} is a stationary !-dependent sequence, then '' 

P{n:ax Ç1<x}-G'(x), 
1~1 

. ~. 

where an explicit expression of G(x) may be given. 
In arder to get the result we then evaluate the differences between 'equivalent' 

terms. 

We need the follov,ing preliminary results. 

Lemma 2.1. With the definitions in (1.8), (l.9) and (1.19), for any 0<o<1/p. and 
n>(l/p-o)- 1, we have 

P(M.<x)~(l-e)"1'- 1 +P { Max Ç1 <x}+P {~<~-a} (2.1) 
O~k~(n(l/}1-d))-1 n P. 

and ,for any o > 0, 

(2.2) 

where [u] = integer part of u. 
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Proof. We have 

and 

P {.\.!.·<x}= P(M. <.'(, v.= 0)+ P(M. <x, v.~ 1) 

~P{v.=O}+P{ Max <•<x, v.~1} 
· O,k,•,-1 

Thus we obtain (2.1) by observing lhat P{v.=O} =(1-e)fnfrl·• where 
f:cl-1<x~fx1 

The proof of (2.2) is similar and simpler since 

ln the following lemmas we develop expressions for the last two terms in (2.1) and 
(2.2). We need the following theorem. 

Thcorem 1.1 (Haiman, 1981). Let {Çt}k;.o be a 1-de;~ndent stationary sequence wich 
concinuous marginal distribution function. 

Th en the re exists a function ..lt(x), 0 < Jt(x) < 1, defined for :c ~ :c
0

, where .'(
0 

is gir:en 
by ~ { Ç0 > x 0 } = p0 , wich Po universal constant, 0 < p

0 
< 1, su ch chat 

and 

Max/P( Max Ç4 <x)x..~t-C•+t>(x)-11~C2 P(Ç0 >x, Ç1
>x), :c~x0 , (2.4) 

n;;.O O~k~n 

wich IO(x)I~Cdxl and C~oC2 universal constants. 

LellUrul 2~ For lfn<o< 1/p., where p.=rfr., we have 

wich 

{ v. 1 } { 1 (nr) 1
'
2 

o-l/n } P -<--o ~Cexp -- - , 
n Jl t t (1-op) 1' 2 (2.5) 

=exp -C 
(

1 (1-t)e ) 
2 (1-e(l-eW 
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. ~ .. . .: . : i .. 

and 

wich C'=exp((l-r.)/2t. 2). 

Proof. We have, since v. is an integer, 

Put q:=(n(I/J.C-0)]. Then 

P (v. ~q} = P{S,~n} = P(S,-(q+ I)J.C~n-(q + I)J.C} 

~P {s.-(q+ ilJ.C~nJ.C(s-~) }· 

since q~n(1/J.C-O), which implies n-(q+ l)J.C~nJ.C(0-1/n). 
We now apply Bernstein's incquality 

p{; c+logAf<('l)} _, .,> . <e , 
'1 

C>Ü, ']>0, 

with Ç=S,-(q+ 1)J.C and 

M ('])=E(e"<)=(e''(l-1/•l r. )'+i·.· 
< 1-e''(1-e) 

Since we have 1-e<e- 1, Af<('l) is defined for '7<1/r. 

Next, using Taylor's fonnula, we get 

log M~(v) '7' 2 (1-e)e 1 
'1 ~(q+ 1 )2(l-e(l-e))2 ' '7<;· 

Let ']=(1/r)(q+ 1) 112. Then (2.7) implies 

P(Ç>r(q+ 1) 112 (c+C)} <e-•, t>O, 

from which (2.5) follows. 

The proof of (2.6) is completcly similar. 0 

{2.6) 

(2.7) 

In the proof of Theo rem 1.3, for any integer n we will consider the construction of 

the renewal process (see Section l) made with r = r(n) =[ex log n], where ex is a fixed 

positive constant to be chosen later. 

Then, for n~n0 large enough, Ap'<i. Wc then take a fixcd e=!. 
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Lemma 2.3. For n ~ n0 and x~ max(x0 , y0 ), wirh y0 in (1.15), ..lt(:c) in (2.3) has theform 

..K(:c) = ..lt(n,:c)= 1- 2rP(X 0 > :c{ 1 + 20 1 (Ap')+ 2s0
2 

( J. .. h(y) dy) J 
+03 [16r

1 
P

2
(X0 >:c)(5M +Ct)], IO,(:c)l ~l:cl. i= 1,2, 3. (2.8) 

Proof. Since P{Ç0 >x}=P{Ç 1 >x}, if we put 

A ={Max(Xo •... , Xs.-tl<x} and B= {Max(X0 , ••• ,Xs,-d<:c}, 

we have 

1- P{Ç0 >:c} + P{Ç0 >x: Ç1 >x}= 1-P{A} + P{B}. 

Next, since P{A1Yo=kr}=P{AIY0 =kr, Yi=tr}, wc have 

Cl) Cl) 

P(A)-P(B)= L P{Y1 =tr} L [P{AIYo=kr, Yi=tr} 

-P{BIYo=kr, Y1 =tr}]P(Y0 =kr) 

with Yo=S 0 , Y1 =S 1 -S0 • 

Put 

.% =_,V(:c, k, c):= P {Al Yo =kr, Y1 =tr} -P{BI Yo =kr, Yj = rr} 

(2.9) 

and let X ô, ... , X(t+ 11 , be random variables with ·joint distribution cqual to the 
conditional distribution of X 0 , ••• , X<t+rlr given }~=kr and Y

1 
=cr. 

We thcn have, by Bonferroni's inequalities, 

. .% = P{Max(Xô, ... , Xb- tl<x}- P {max(X0, ..• , X(t+,,,_ t) <x} 

= P(Xk,>x)+ ··· + P(X(t+r)r-t >x) 

+O(I L P(Xi>x, Xj>:c)) 
0,;; i < J "(k + l)r- 1 

with IO(:c)l~lxl. 

(2.10) 

Remark 2.1. Observe that by Theorem 2.1 and since r=r(n)=[alogn], x
0 

tn 
Lemma 2.3 also depends on n. 

Next, 

Cl) 

P{Ço>."C}= L P(Ço>xiS1 =kr)P(S
1
=kr) 

t•l 

Cl) 

~ L krP{X0 >x}P(S 1 =kr)=Pi\"?>x)x~. t•t e 
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Let x,=x,1•1 satisfy (r/e)P(X0 >x)=p0 • Then the above inequality implies that for 
n large enough Lem ma 2.3 holds for x~ x,. 

In order to evaluai~ the terms of (2.10), we need the following !emma. 

umma 2A. Pue i=lri-m, O~l<k, -Q~m~r-1. Then che probabilicy density of 

Xjgi(x) is 

!
f(x) if i=lr, O~l<k, 

g!{.:c) = A , . 

f(x)(1+0(( 1 _~P.))) if i=lr+m, 0~/~k-1, O<m~r-1, 
(211) 

wheref(:c) is the densicy of X 0 and IO(x)l ~lx!. The joint probabilicy densicy of(Xi, Xj~ 
0 ~ i < j ~ (k + c)r- 1, denoted b y g11(x, y), is su ch chat 

and, in the complementary case for i and j, 

1_, {8Mf(x)f(y) if j-i~s. 
9ii(x,y) ~Sf(x)f (x, y)~ 8f(x)h(y) if 1 ~j-i<s, s> l. (2.12) 

Proof. See Section 3. 

Proof of Lcmma 2.3 (Conclusion). Combining (2.10)-{2.12) (and observing that the 

probability distribution of (X~ .... , X(t+ 11 ,_ d is the sa me as the distribution of 

X 0 , ... ,X,.- 1 given Yo=tr) wc get 

+03 [(k+t)rsP(X0 >x) L"' h(y)dy] 

with IO,(x)l ~lxi, i= 1,2, J. · 
From (2.9) and since e=! we obtain 

<D <D 

P(A)-P(B)= L L %(k,t)P{Yo=kr}P{Y1 =tr} 
1•1 ~ •1 

=2rP(X0 >x{1+20L(Ap')+03 (2s L"' h(y)dy)l 

+02(80Mr 2 P 2(X 0 >x)) 

(213) 

(2.14) 
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and, using (2.11), 

~4rP(X0 >:c). 

Combining (2.3), (2.14) and (2.15) we get (2.8). 0 
(2.15) 

and 

max l..lt(:c)ftll/.u-d)-I_Hft(:c)l ~op.+!: 
~ n (2.16) 

(2.17) 

Proof. Put Z=H(:c)ft. Then, for 0<0<1/p.-1/n, wc have 

IJt(:c)ftCIJ.u-dl-t_ H(.t)"l = IZ 1-7 -ZI =Z •-r -z, Y=p. ( o+~) < 1 

and (2.16) follows by maximising Z I-r- Z subject to 0 ~ Z ~ 1. The proof of (2.17) is 
completely similar. 0 

The following lem mas are easy applications of Taylor's formula. 

Lem ma 2.6. For 0~ v~ i and 0 <a< 1 we have 

l-au+ 2a(a -l)v 2 ~(1 -u)" ~ 1-av. 

Lemrna 2.7. For any.fixed r>O and u, lui<! we have,for n~4r, 

(1-~(l +u))"=(1-~Y+0(2re-'12 )u, IO(:c)l~lx!. 

(2.18) 

(2.19) 

Proof of Theo rem 1.3. Let r > 0 be fix cd and uft = u.(r) be defined by P(X 
0 

> u.) = -r/n, 
n>-r. 

Then, by Remark 2.1, for n~n0 (r) large enough u.>x, and since 
rP(Xo>uft)~alogn!-+0 as n-+oo we have 1-...H(x)<!, x~u •. Thus, using (2.18) 
with v=1-M(x) and a=1/2r we get 

H(x)= 1-P(X,>x{ 1 + 20 0(Ap')+O, ('P(Xo>x)+ r h(y)dy) J x;, u. 

with I01(x)l ~lxi and I02(:c)l ~ K lxi, K universal constant. 
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Next, applying (2.19) with u=(I-H(x))/P(X0 >x)-l, we obtain that for n~n 1 ('r) 
large enough 

H "(.:c) = P(X0 <x)"+ oà-r e-'12
) ( 20 1 (Ap') + 0 2 (rP(X 0 >:c) + f.."' h(y) dy)). 

(2.20) 

Combining (2.4), (2.15) and (2.16) we have 

P{ Max c!t<x}=..N(x)1"< 11
"-

111 (1 +0(C2P(Ç0 >.:c))) . 
o~l:~(n(l/11 -m-t 

~...N(."C)"III~<-d)-1(1 +cl P(c!o>x)) 

~( H(x)"+JIJ+~)(l +4C2 rP(X0 >:c)) 

and simi1arly, using (2.17), 

P { Max c!t <x}~ (H(:c)" :._po-~) (1-4C 2 rP(X 0 >x)). (2:22) 
o ~l: .;(n(l/p+cSI] n 

Observe th at, for x;;?! u., 

P(X0 <x}·~(1-~y~c-·~ n-+co 

and, si nee 1 + u ~ 1/(1- u) ~ 1 +lu, 0 < u <!. for .n large enough, 

P(X 0 <x)"= P(X 0 <x)"+ 1(1-P(X 0 >.-c))- 1 

= P(X o <.-c)"+t ( 1 +20 G) ). IO(x)l ~l:cl. 
Let r(n) =ex log n with ex=! 1/lfog p 1. Th en, in (2.20) wc ha vc p' = n- 112

• Let 

c5=~(e
3

logn)''
2

• 
2 ex n 

(1.23) 

(2.24} 

Th en the right-hand terms in (2.5) and (2.6) are O(n- 1
'
2 

). We now evalua teLl. of (1.14), 
by corn bining (2.1), (2.2), (2.4H2.6) and (2.20)-(2.24). 

In (2.21) and (2.22} we have 

JIJ=Co~ny12 (llogepln)''2 and. ~=o(pc5), n-+co. 

Next, the contribution of the term J; h(y) dy in (2.20) is J~ h(y) dy. If the limit in 
(1.15) is strictly positive, then, since by (1.11) '1 J; g(y)dy~J; f(y)dy~M J; g(y)dy, 
we have 0 <li rn su p.-.., (J,;' h(y) dy)(pô)- 1 ~ 00. 

If the limit is zero, then j~ h(y)dy=o(pc5), n-+00. 
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Since the other tcrms are ali o(pJ), n-.co, either o.=O(fv"' h(y)dy) or 
lim.-,., o.fJJJ = 1. In the second case, since e. is arbitrary, we get (1.16b). The fact that 
no depends on f3 (through e.) may be seen in particular from (2.1). 0 

3. Proofs of Thei>rem 1.2 aod Lemma 2.4 

J.J. Proof of Theorem /.2 

For any r;:::: 1 and y put 

m<'
1
(y)=inf /'(x, y) and Ml'1(y)=max f'(x,y). 

~ ~ (3.1) 

Formula ( 1.1 0) th en implies th at {m'(y)} and { Af'(y)} are, respectively, increasing and 
decreasing. Then, since for any ym'(y)~M'(y) wc deduce that 

m 1(y)~Ml(y), i,j?t: 1, yeR. 

For any fixed x and y, let r/Jz.,(u):=f'(x,u)-f'(y,u), ueR, and put 

S~={u; rp"7(u)~O} and s;,={u; r/Jz
1
(u)<O}. 

Wc then have 

o~i r/l~,(u)du= 1- r /'(x,u)du- r f'(y:u)du, 
s:, Js;. Js:. 

which combined with the first inequality in ( 1.13) pro vides 

o~L:. "'zy(u)du~1-'1 fg(u)du=1-1]. 

Next, 0 ~ M '(u)- m'(u) ~ M '(u) ~ M g(u) and for any k ~ 1, 

A fil+ 
11

'(u) -rn CH ll•(u) = sup [J!l+ 1''(x, u) -/1t+ 11 '(y, u)] 

~ '~!' [ J f "(z, u)(f '(x, z)-f' (y, z)) dz J 
=sup [f J.u(:,u)r/Jz: 1(:)dz+i _f.u(z,u)tf!z.

1
(:)dz] 

~1 ~ ~ 

since t/lz1 ?::0 ons:, and t/Jzy<O ons;,. 

(3.2) 
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Observe that Js• 1/r(z)dz=- Js- ljr(z)dz which combined with (3.3) provides 
~ ~ . 

. ~·Mil+ 1 l•~uj ~~ct+.1 ''(u) ~(J~fu(u) -mu(u>} sup J 1/r..,(z)dz. 
. x., s:. 

Th us, using (3.2) with À.= 1-'1. we obtain 

Mu(u)~mu(u)~À.t-l x Mg(u), k';:1: 1, ueiR. 

If 1 ~i~s-1, we have 

Mu+t(u)-mu+l(u) =sup uu+I(."C, u)-fu+l(y. u)) 
x., 

~ J f'(z, u)(J\.Iu(z)-mu(z)) dz 

~ M À. t-l f /'(.:, u)g(z) d:: ~ M À. t-l J f'(z, u)f'~, z) dz 

=M ,tt-lf''+•l(."C,u)~Ml ,tl-lg(u). , , 
Th us, for any n ';:1: s, we have 

Ncx:t 

m"(u)~J"(x,u)~A·f"(u), n';:1: 1, x, ueR, 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

and since m"{u) is increasing and M"(u) decreasing, these sequences have a common 
limit,f(u), which coïncides, for any :c, with lim.- 00 f"(x,u). It is clear thatf(u)';:1:0, 
J /(u) du= 1 and 71g(u) ~f(u) ~Al g(u). Moreover, from (3.6) and (3.5) we have, for n ';:1:s, 

lf"{x, Y)-f(y)l = 1/"{:c, y)-m"{y) +m"(y)-f(y)l 

~f"(x, y)-m"(y) +f(y) -m"(y) 

~ 2(M"(y) -m"(y)) ~2CÀ. •t•-l g(y), x, y eR. 

Since g(u)~f(u)/'1. we obtain (1.14). 0 

Proof of Lenuna 2.-t. Let i=lr, O~l<k and denote by g(z0 ,z,, ... ,z~r) the joint 
density of X0, x;, ... , X~. We have 

(- ) -J(- ) /'(zo. z,)- ef(z,) f(z!l-tlr• z~r)- t/(z~r) g •O• z,, ... 'Ztr - -o • .. ;;.....;.....:;__;:.!..;..... ___ _ 

l-e 1-e 
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and thus, the density of X~ evaluated at x is 

by a recurrence over 1. 

Let i=lr+m, O~i<k-1, O<m~r-1. Then, by the classical conditional density 
formula, the density 9ï(X) of Xj, ~va(uated at X, ÎS 

g,(x) =If f(z~)f"'(z~, x)f'-"'(x, z11 + 11,) x (/(z~)f'(z,, z(t+ 1),))- 1 

!( ) f'(z~. z11 + 0 ,)-e/(:11 + 0,)d~ d-
x z, l -1 '"(1+ 1)r -e 

since, by (1.14), 

1 /'(x,y)-f(y)l~ Ap' . 
f'(x,y) 1-Ap' 

The case i =(k-l)r+m, 0 <m ~r-1 is similar and since &=! we get (2.11). 
The first equality in (2.12) is straightforward by the construction of {X.}. 
Next, if i=lr+m,j=l'r+m', O~i<j~(k-l)r, we obtain in the same way 

gij(x,y)=f(x)f1- 1(x,y)(l +0(-e- Ap' ,))
1 

l-e 1-Ap 

( ( 
'7 Apll"-l)r )) 

x 1+0' - ' 
1-'7 1-Ap(l-l')r 

where IO(:c)l ~lxi, IO'(x)l ~x and '7 = 1-(1-e)'"- 1• 

Thus we deduce the first inequality in (2.12). The second inequality follows from the 
fa ct th at ( 1.15) implies 

fk(x,y)~h(y), XEIR, y~y0 , k~ 1. 

For more details see Kiki (1994). 0 
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