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Notations

|z] : partie entiére de z
[z] : partie entiére supérieure de z définie par : [z2] € N et

2] -1 <z < [z}

i.i.d. : indépendantes et identiquement distribuées

i.s. : infiniment souvent

v.a. : variable aléatoire

o() : tribu engendrée par les v.a. ou les événements se trouvant entre les
parentheses

E() : espérance de la v.a. entre les parentheses

A : mesure de Lebesgue.

In : logarithme népérien

Ina(z) : In(ln(z))

max() : maximum des termes entre les parentheses

min() : minimum des termes entre les parenthéses



Chapitre 1

Introduction générale

Ce travail concerne les extrémes de certains processus de Markov régénératifs. Le point
de départ est un résultat de Rootzen(1988), rappelé ci-apres, donnant une approximation
de la loi du maximum, basée sur la décomposition des processus régénératifs en cycles,
lorsque les cycles sont indépendants. Dans ce cas, I’étude de la loi du maximum se rameéne
a celle du maximum des maximums partiels sur les cycles qui sont des v.a. indépendantes
équidistribuées (i.i.d.). Ceci place le probleme dans un cadre classique.

Mais en général les cycles sont 1-dépendants.

(Rappelons qu’un processus {Z,,n > 0} est m-dépendant (m > 1) si quels que soient
les entiers 0 € 2 < #3... < ret i+ m < j1 < ... < 3 les vecteurs (Z;,,...,2Z;,) et
(Zj,-.-,2;) sont indépendants).

D’ou I’idée de ce travail qui est d’appliquer certaines techniques et résultats obtenus dans
Haiman(1987 a)) pour les extrémes des suites stationnaires m-dépendantes aux processus
de Markov considérés.

Des références classiques de travaux ayant trait aux extrémes des processus de Markov
sont Serfozo(1980), O'Brien(1987) et plus récemment Smith(1992) et Jakubowski(1993).
(L’article précité de Rootzen contient une liste de références tres importante sur le sujet.)

La theése comporte quatre parties relativement distinctes (chapitres 2,3,4,5) chacune
possédant une introduction.

Au chapitre 2 on commence par étudier en détail la décomposition en cycles d’une
chaine de Markov régénérative, en suivant la méthode introduite par Asmussen(1987)
(voir aussi Nummelin (1978)).

Au chapitre 3 on particularise cette décomposition aux processus de Markov que nous
considérons, a savoir les processus admettant une densité de transition f(z,y) par rapport
a la mesure de Lebesgue, telle qu’il existe un entier s > 1, deux constantes 0 < n < 1,



M > 1, et une densité de probabilité par rapport & la mesure de Lebesgue g(y), tels que
pour tout z,y € IR, on a

n9(y) < fOz,y) et f(z,y) < Mg(y). (1.1)

Des exemples de tels processus sont donnés et des propriétés utiles dans la suite, (en
particulier ’ergodicité géométrique en valeur relative) sont démontrées.
La propriété (1.1) est également discutée en termes de propriété de mélange.

Au chapitre 4, apres le rappel du résultat de Rootzen(1988) nécéssitant les prélimi-
naires du chapitre 2, on démontre le résultat plus précis suivant :

Soit {Z,,n > 0} le processus de Markov stationnaire dont la probabilité de transition
vérifie (1.1). Soit w = sup{u; P{Zy < u} < 1} et soit u, une suite définie pour tout 7 >0
fixé par

P{Z0>un}=%, n>T.

Théoréme 1.1 Il existe no(7) et une constante C(1) > 0 telle que pour tout n > ng, on
a

A, = max |P{max(Zo,...,Z,) <z} - (P{Zy < z})"*!| < C(lnn)n'% (1.2)

un<TW
Ce théoreme améliore légérement le résultat de [ Haiman, Kiki, Puri, 1994] (voir annexe
2).

Notons comme application que si la loi de Z; est dans le domaine d’attraction d’une
loi limite extréme, alors (1.2) permet d’estimer la vitesse de convergence de la loi des
maximums partiels normalisés de la chaine vers cette loi limite, & condition que cette
vitesse soit connue dans le cas i.i.d.

On montre ensuite le

Théoréme 1.2 Pour tout B € (0,1) et v > 1 fizés, il existe zo(B,y) € IR et une
constante My(7y) tels que pour tout zo < u <v<w < b, on a

P{max(Zy,...,Zp-1) Su,v < Z, < w} .
(P{Zo < u})"P{v < Zp < w}

< MO((m G(lu)) (i G(lu))_(””) (1.3)
avec G(u) = P{Zy > u}, Iny(z) = In(In(z)) et

' 1 ¥ 1
Pl = {” N GwE =" Gw l“Z(G(u))}'

sup
n€E(u)




La démonstration de ce résultat est plus compliquée et son intérét réside dans le fait que
I’on peut en déduire un principe d’invariance presque sir pour les maximums analogue a
celui démontré pour la premiére fois dans Haiman(1987 a)) (voir introduction du chapitre
4).

Au chapitre 5, on démontre ce principe d’invariance pour les chaines de Markov
considérées.

Notons que tres récemment G. Haiman(travaux encore non publiés) a étendu, sous des
hypothéses plus générales (exprimées essentiellement en terme d’ergodicité) Papplication
des méthodes et résultats présentés ici a une classe de processus de Markov plus large,
comprenant en particulier les processus récurrents de la forme X, 1, = pX, + €,41, avec
{€.,,n > 1} iid. et 0 < p < 1. Dans I'annexe 1, on démontre quelques résultats énoncés
dans les chapitres 2,3 et 4.

L’annexe 2 est larticle [Haiman, Kiki, Puri, 1994] précité, a paraitre dans J.S.P.L.



Chapitre 2

Décomposition en cycles d’un
processus de Markov régénératif



2.1 Introduction

Rappels Soit F' un sous-ensemble mesurable de IR muni de la tribu trace de la tribu
borélienne sur F' qu’on note F.

On appelle probabilité de transition sur F', toute fonction Q(.,.) définie sur F' x F, a
valeurs dans [0, 1], telle que pour tout A € F fixé, Q(., A) est une fonction mesurable et
pour tout z € F' fixé, Q(z,.) est une probabilité sur . On dit qu’un processus {X,,n > 0}
a valeurs dans F' est une chaine de Markov si pour tout n € IN¥, il existe une probabilité
de transition P,(.,.) définie sur (F,F), telle que :

P{Xn € A I XO = Tgy.- - 7Xn—1 = xn-—l} = Pn(IL'n_l,A).

La chaine de Markov {X,,n > 0} est homogeéne si pour tout n € IN*, il existe une
probabilité de transition indépendante de n, P(.,.), sur (F,F) telle que :

P{Xn € A | XO :Io,...,Xn_l = xn—-l} = P(.’L‘n_l,A).

Dans ce cas, on vérifie par récurrence que pour tout k € IN*, la probabilité de transition

en k pas associée P¥)(,,.) (PW(z, A) = P(z, A))
P{XH-k € A l Xo = fL'o,...,Xt = IL‘t} = P(k)(a:t,A)

est telle que :
Pt (g A) = /P(s)(y,A)P(“)(x,dy). (2.1)

(Cette égalité est appelée équation de Chapman-Kolmogorov.)

La loi d’une chaine de Markov homogene est déterminée par la probabilité de transition
et la loi de Xy (loi initiale). Lorsque la loi de X, est p, on désigne par P, la probabilité
définie sur o(X,,n > 0) par

PM{X()EA(),...,X"EA"}:/
A

/l(d:lfo)/ P(a:o,dzl)---/ P(z,_q,dz,),
0 Ay ' n
ne N, Ag,... A, € F.

Lorsque la loi de Xj est la mesure de Dirac au point z, cette probabilité est notée P,.
Il est clair que pour tout n € N, A,..., A, € F,on a

PAXo € Ag,..., Xn € Ay} = / u(dz)Py{Xo € Ao,..., Xn € Ar).
F
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Toutes les chaines de Markov définies dans la suite sont homogenes.

Définition 2.1 Soit {Z,,n > 0} une suite de v.a. & valeurs dans F .

On dit que {Z,,n > 0} est régénératif s’il existe une suite croissante de v.a. & valeurs
dans N, {S,,n > 0}, (on pose Sy = 0) définies sur le méme espace de probabilité telles
que :

1) Quels que soient les entiers positifs n, y1,...,yn et A1,..., A5, A€ F, i =1,...,3,
avec s = Zle yi, k € {1,...,n}, les événements

Bk = {Yk = Sk - Sk—l = Yk, Zsk—l € Ask—l" . -,Zsk—l € Ask—l}
sont indépendants
2) Pourtout 1 <k<luet Ay,..., Ay, Ai€F,i=1,...,uona

P{)/k = u’ZSk—x € Al,... 3ZSk—1 € Au} = P{Y[ = u, ZS'__1 € Ala""ZS(—l € Au}-

Remarque 2.1 a) On peut construire une famille croissante de tribus A,, n > 1, telles
que o(-++,2Z,) C An,n > 1 et les S, sont des temps d’arrét adaptés aux A,. Dans notre
cas, Vinclusion précédente serait stricte car A, comporterait o(---, Z,) et des facteurs
indépendants qui eux seuls rentrent dans la construction des S,,.

Par conséquent, I'introduction de ce formalisme n’apporterait rien car seules les propriétés
1) et 2) sont utiles.

Remarque 2.2

a) Les conditions 1) et 2) sont exprimées dans [Asmussen 1987] sous la forme il existe
un processus Sp, Sq,... constituant les instants d’arrivée d’un processus de renou-
vellement tel que les cycles Cy = {Z;; Sk-1 <t < Sk} sont i.i.d.”

b) On voit que sous ces conditions {S,,n > 0} constitue les instants d’arrivée d’un
processus de renouvellement.

En effet 1) entraine que les v.a. {Y, k > 1} sont indépendantes et 2) qu’elles sont
identiquement distribuées.

Définition 2.2 On dit que {Z,,n > 0} est 1-dépendant régénératif s’il existe un processus
de renouvellement {S,,n > 0}, (So = 0) vérifiant les conditions 1°) et 2) oi 1°) est la
condition

1’) Quels que soient les entiers n > 2 | k > 1, les tribus o(By, ..., By) et
0(Biyz,-- -, Bryn) sont indépendantes.

8



Les v.a. {S,,n > 0} sont appelées les instants de régénération du processus
{Z,,n > 0}.

Soit F' un sous ensemble mesurable de R tel que A(F) > 0 et F la tribu trace de la
tribu borélienne sur F.
Soit {X,,n > 0} une chaine de Markov homogene & valeurs dans F', de probabilité de
transition telle que pour tout = € F', P(z,.) admet par rapport & la mesure de Lebesgue
A sur F, une densité de transition f(z,.). On désigne alors par f()(z,.) la densité par
rapport 3 A de P{)(z,.). On déduit de (2.1) que pour tout r € N*, on a

fO(z,y) = /F Fo 0z, 2) f(z,9) de. (22)

Soit H, I’hypothese suivante :
H,) Il existe R appartenant & F et une loi de probabilité A sur F telle que :

(i) R est récurrent pour {Xn,,n > 0}. Ceci est équivalent & :

Pour tout z € F,
Pp(inf{t >1 : X; € R} <o0) = 1.

(ii) Il existe r € IN" et € € (0,1) tels que pour tout z € R, pour tout B € F,
P (z,B) > eA(B).

(i) La loi de la v.a. X est A.

(Tout ensemble satisfaisant comme R a H,(i et ii) est appelé ensemble régénératif)

Remarque 2.3 On peut montrer que ’hypothése H,.(7) est équivalente 3 :
Vee F, P.{X,€R is.} =1.
On montre dans cette partie le

Théoreme 2.1 Sous l’hypothése H,, on peut construire simultanément sur l’espace de
probabilité sur lequel est défini le processus {X,,n > 0}, une chaine de Markov {Z,,n >
0} appelée Processus régénératif associé & {X,,n > 0}, d valeurs dans F, de méme
lot que {X,,n > 0} et un processus {Sx,k > 1} constituant les temps d’arrivée d’un
processus de renouvellement tels que :

- Lorsque r =1, {Z,,n > 0} est régénératif.

9



— Lorsque r > 1, {Z,,n > 0} est I-dépendant régénératif.
- Les v.a. {Sk, k > 1} sont les instants de régénération du processus {Z,,n > 0}.

— Pour tout n > 0, {Zs,+j,7 > 0} est une chaine de Markov de loi initiale A et de
probabilité de transition P(.,.) identique d celle de {X,,n > 0}.

On déduit du théoréme 2.1 que si on pose (p = max(Z;,0 < j < Sp) et pouri > 1,
G = max(Z;,Si-1 < j < S;) alors {(;,7 > 1} est un processus stationnaire 1-dépendant
lorsque r > 1 et les v.a. {(;,7 > 1} sont i.i.d. lorsque r = 1.

10



2.2 Construction du processus
({Znyn 2 0}, {Sn,n > 1})

Ce procédé de construction est celui succintement décrit dans Asmussen(1978), p.150,
de la maniére suivante :

On construit le processus ({Z,},{S.}) par étapes de sorte qu’il y ait régénération r pas
apres une visite dans R avec une probabilité e. Pour cela, sin < 7(R): =inf{t > 1; X, €
R}, on pose Z, = X, puis on construit Z+(r)+- de sorte que sa loi conditionnelle sachant

Zr(r) = X-(r) = ¥ soit, avec la probabilité 1 —¢, fﬂ—’;’—_—{“i\—u et avec la probabilité e, elle
soit indépendante de Zj,..., Z;(r) et sa loi soit A. Dans ce dernier cas, il y a régénération
en 7(R)+r. Lorsque r > 1, on construit ensuite Z;(r)41,. -, Z-(R)}+r-1 de maniere que sa
loi soit la méme que celle de X1, ..., X,_; sachant Xo = Zp et X, = Z,. Puis on considere
une chaine de Markov {X2,n > 0} de probabilité de transition identique & celle de
{X.,n > 0}, ne dépendant des v.a. construites précédemment qu’a travers X2 = Zr(R)+r-
On pose 72(R) = inf{t > 1; X? € R} et on repéte la procédure, etc... Les diverses étapes
de la construction peuvent étre détaillées comme suit : \
Premiére étape de construction. Construction de {Z;,0 < j < 7!(R) +r}.

Soit {@n,n > 1} une suite de v.a. de Bernoulli i.i.d., indépendante du processus
{X,,n > 0}, telle que :

P{Q, =1} =¢

Pour tout n inférieur & 7'(R), posons Z, = X,.

Pour tout j € IN*, on désigne par {Q; = §;} 'événement {Q; = q,...,Q; = ¢;} avec
¢ €{0,1},i=1...5.

Soit V;; une v.a. définie sur le méme espace de probabilité que {X,,n > 0}, indépendante
de @1, de loi de probabilité définie de sorte que pour tout A € F,

P{Vl,l € A,TI(R) =p| ZO‘——an---aZp:ZP}
= AA)P{TYR)=p| Zo=20y---,2Zp = 2,}

et V;,; une v.a. définie sur le méme espace de probabilité que {X,,n > 0}, indépendante
de Vi1 et @, de loi définie de sorte que pour tout A4 € F,

P{Vap € A, 7' (R)=p| Zo = 20,-.., 2, = 7}
_ PU(z,,.) — €Al
B 1 —-¢

)P{TI(R)ZPI Zo = 20y...,2p = Zp}.

11



Posons

Zo(ryer = Q111+ (1 = Q1)Vza.
Lorsque r > 1, on définit la probabilité de I’événement
{Zpt1 € Avy.. . Zppror € A, T (R) =p), Ai€ F,i<r—1
de sorte que :

P{Zp+1 € Ala"'7Zp+'r—1 c A,._l,Tl(R) =Pp | Zo = Zo,...,Zp = Zp)Zp+r = zp+ran = ql}

= (/ dzl.../ dzr_lf(zp’zl()"'f(zr—l’zp+r)) y
A1 Aroy FONzp, 2p4r)
P{r'(R)=p| Zo = z0,..., 2y = 2,}.

Ceci acheve la premiere étape de construction.

Iéme étape de construction. Pour passer de la (i-1) ieme étape a la ieme, supposons
{Z;,0 < j <t;_1} construites.

Soit {X!,n > 0} une chaine de Markov définie sur le méme espace de probabilité que
{X,,n > 0}, de probabilité de transition identique & celle du processus {X,,n > 0}, ne
dépendant des v.a. précédemment construites qu’a travers

Zl,'_.l = X(l)

Soit _ .
(R) =inf{t > 1: X] € R}.
Pour tout 1 < n < 7'(R), posons
th'—1+n = X:l

Soit V}; une v.a. définie sur le méme espace de probabilité que { X,,n > 0}, indépendante
de Q;, de loi définie de sorte que pour tout A € F,

P{Vl,,‘ € A,Ti(R) = p,t,'_l =t l Zo = 209y Zt+p = zt+pa Qi—l = q,'_l}
= A(A)P{TI(R) =p,ti1=t | Zo = 29y..., Zt+p = ZH-paQi—l = @'-1}

et V2; une v.a. définie sur le méme espace probabilité que {X,,n > 0}, indépendante de
V1.i et @i, de loi définie de sorte que pour tout A € F,

P{‘/?,i € AaTi(R) =p ti—l =t | ZO =20y, ZH—p = Zi4ps Qi—l = (ii—l}

P(T) z ’A —eA(A [
= ( ( t+p1 —)e ( )> P{tY(R) =p,tic1 =t | Zo = 20,- .-, Zttp = Zt4p

Qi-1 = i-1}-

12



Posons
Zy e = QiVii+ (1 - Qi) V2,
Lorsque r > 1, on définit la probabilité de ’événement
{Ziskt1 € Aty oy Zigkgra1 € Arcytin = 6T (R) =k}, A; € F,1<j<r—1
de sorte que :

P{Zt+k+1 c Al, L. ,Zt+k+r—-l c Ar-—l,ti—l = t, ‘ri(R) =k | ZO = 205000y Z¢+lc = Zt+ky
Zt+k+r = Zt4k+ry Qi = ql}

N (,/ d21 o / dz,_, f(ZH-k’ 21) - f(zr"l’ z‘+k+1‘)) X
Ay Ar f(r)(zt+ka Zt+k+r)

P{ti—l = t,Tl(R) =k l Zo= 20y Ly = zt+kaQi = (75}-

Ceci acheéve la ieme étape de construction.
Définition de {S,,n > 1}

Soit

i(R,0) = —r

:(R,1) = inf{k > 0: Zyy; € R}

|

n(R,j)=inf{k >n(R,j—1)+r: Zrpi € R}, 7> 1
ki =inf{j >0:Q; =1} et k,=inf{k > k,_1: Qr =1}, n> 1.

Il est clair que lors de la ieme étape, on construit {Z;, ¢,y < j < ¢;} ol
ti=71(R,t)+r, 121

La définition de la suite {S,,n > 1} est donnée par :
Yi=m(R.k)+r, Si1=Y et

J
Y} = Tsj—l(R’kj —_ kj_1)+T ) SJ = ZY] =T0(R,kj)+7', ]> 1

=1
Pour tout k,n € IN*, I’événement {S, = k} dépend de {Z;,0 < i <k} et de

13



{Q;,1 < i < k}. Par conséquent les v.a. {S,,n > 1} ne sont pas des temps d’arrét adaptés
a O'(Zo,. . .,Zn,n 2 1)

La vérification que la loi du processus {Z,,n > 0} ainsi construit est identique & celle
de {X,,n > 0} est faite dans 'annexe.

On montre également dans ’annexe les propriétés, utiles dans la suite, suivantes :

Proposition 2.2 Quels que soient les entiers j > 1,7 <81 < s3 < ... < §j, $i—8i—1 > T,
i=1,...,7, (s5o=0) et yj41 >, pour tout A, € F,0<1<s; —r et Cp, € F,
0<m< yj41, 0na

D = P{ZQEA(),...,ZS)_TEASJ_T,Sl’:Sl,...Sj = S,
ZsJ € Co,---,Zs,+yJ+,—1 € Cy,+1—lan+l = yj+1}
= P{Z0€A07---,Zsj—reAs]—rasl :Sl,...,S]‘ZSj} X
P{ZO € CO" : "Zyj+1—1 € Cyj+1-17yl = y.i+l}' (23)

Pour tout z € F, ._
P{S, <o} =1 (2.4)

On déduit aisément de la proposition 2.2 et de (2.4) les corollaires suivants :

Corollaire 2.1 Quels que soient les entiers naturels n € N* et i > r, pour tout A; € F,
0<j<t,ona

P{Zs" € Ag,. ..,an+i_1 € Ai—len-}-l = Z} = P{Zo € Ag,..., L1 €A_,Y] = Z}
Corollaire 2.2 Les v.a. {Y,,n > 1} sont i.i.d.

Corollaire 2.3 Lorsque r > 1, pour tous n,j € IN", les tribus o(Bk,1 < k < n) et
0(Bn4p,2 < p < j) sont indépendantes. de la définition 2.1 sont indépendantes.

Preuve : On déduit de (2.3) que :
P{Bl, ey Bn, {Yn+1 = yn+1}, Bn+2} = P{Bl, [ ,Bn, {Yn+1 = yn+1}}P{Bn+2}.
Les tribus o(By,. .., Bn, {Yat1 = Yns1}) €t 6(Bny2) étant indépendantes, les tribus

o(By,...,B,) et 0(Bntp,2 < p < j) le sont également car 0(Byp,2 < p < j), ne dépend
de o(By,- -y Bny{Ynt1 = Yn+1}) qu’a travers By . n
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Corollaire 2.4 Lorsque r = 1, les événements {B,,n > 1} sont indépendants.

Remarque 2.4 Lorsque la loi de la v.a. X n’est pas A, le procédé de construction de
({Z.},{Sn}) est encore valable . On désigne alors respectivement par Cy et Yp le premier
cycle et la v.a. dont la valeur est le premier instant de régénération et on a :

— Les tribus o(Bg, k£ > 1) ont les mémes propriétés que lorsque la loi de Xy est A.

- Pour tout k¥ > 1, pour tout yo € IN*, pour tout A4; € F, i =1,...,y0, les événe-
ments By = {Yo = 90,20 € A1,...,Zy-1 € A, } et {Yo = 3o} ont en général une
probabilité différente respectivement de {Yi = yo,Zs,_, € A1,...,Zs,-1 € Ay} €t
{Ye = o}, k> 1.

Lorsque r = 1, les tribus o(By) et (B, k > 1) sont indépendantes.
Lorsque r > 1, les tribus o(By) et o(By, k > 2) sont indépendantes.

Corollaire 2.5 Soit {; = max(Z;,0 <j < Sp) et (; =max(Z;,5;-1 <j < Si). {¢,2 > 1}
est un processus stationnaire I-dépendant lorsque v > 1, et indépendant lorsque r = 1.

Proposition 2.3 Pour tout n > 0, le processus {Zs,4+j,j > 0} est une chaine de Markov
de loi initiale A, et de probabilité de transition P(.,.) identique a celle de {X,,n > 0}.

Preuve : Le procédé de construction du processus {Zs, 1,7 > 0} est identique & celui
du processus {Z,,n > 0}, lorsqu’on remplace Z, par Zs, = Vj4,. La v.a. k, étant
indépendante de la suite de v.a. i.i.d. de loi A {V} ;,7 > 1}, on vérifie aisément que la loi
de la v.a. Zs, = Vi, est A. Le processus {Zs,+;,J > 0} est donc une chaine de Markov
de loi initiale A et de probabilité de transition P(.,.). ]

On montre dans ’annexe que si {X,,n > 0} est une chaine de Markov de densité de
transition f(.,.) par rapport a la mesure de Lebesgue vérifiant ’hypothése suivante :

Vr € F, VA€ F tel que A\(A4) > O,ZP(")(x,A) = 00

n=1

alors, {X,,n > 0} est régénérative.
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Chapitre 3

Etude de l’ergodicité et de certaines
propriétés de la loi de probabilité de
la classe de processus de Markov
considérée
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3.1 Introduction

Une loi de probabilité 7 est stationnaire pour {X,,n > 0} si pour tout A appartenant
aFona

(A) = /P(m,A)W(dm).

On vérifie que si la loi de probabilité stationnaire 7 existe, et si P(z,dy) = f(z,y)dy,
alors elle admet par rapport & A une densité

f(y)=/Ff(x,y)7r(d:c) Ap.s.

On montre facilement que {X,,n > 0} est strictement stationnaire sous P,.

Supposons qué {X,,n > 0} est a valeurs dans un intervalle (a, b), —co < a < b < 0o, muni
de la tribu trace de la tribu borélienne sur (a,b) qu'on note B(a,b). Soit H1 I’hypothese
suivante :

H1) Il existe s € IN", une densité de probabilité (par rapport a A) g(y) définie sur (a, b),
et deux constantes 7 € (0,1) et M > 1, telles que pour tout z, y € (a,b),

ng(y) < fO)(z,y) < Mg(y)
On démontre d’abord le

Théoréme 3.1 Sous H1, il eziste une loi de probabilité stationnaire unique 7, de densité
f(y) par rapport @ X, telle que pour tout z, y € (a,b), pour tout entiern > s, on a

|/ (z,y) = F(¥)| < Aop™f(v) (3.1)

avee Ao = 2hlo)? et p = (1—n)*.

Comme conséquence du théoreme 3.1, dans la section 3.3, on montre que pour tout r >
ro = inf{n € IN* : Agp™ < 1} et € € (0,1 — Agp”), il est possible d’adapter le procédé
de construction du théoréme 2.1 pour construire simultanément une chaine de Markov
stationnaire {Z,,n > 0} et un processus {S,,n > 1} constituant les temps d’arrivée d’un
processus de renouvellement tels que :

1) {Z.,n > 0} est régénérative de densité de transition f(z,y).

2) Les v.a. {Sk,k > 1} sont les instants de régénérations du processus {Z,,n > 0}.
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3) La suite de v.a. {Y, = S, — S,_1,n > 1}, (5o = 0), est i.i.d., & valeurs dans rIN*,
de loi de probabilité définie par :

P{Y,=kr} =P{Yi=kr} =(1—-¢€)* e, ke N~ (3.2)
Remarques Si on remplace HI par ’hypothese plus forte H2 suivante :

H2) Il existe s € IN™, une densité de probabilité (par rapport & A) g(y) définie sur (a, b),
et deux constantes 7 € (0,1) et M > 1, telles que pour tout z, y € (a,b),

ng(y) < f(z,y) et f(z,y) < Mg(y),

on montre que celle-ci est équivalente a la propriété :
Pour tout z,y € (a,b) et n > 1,0na

|f™M(2,y) = f(y)] < A" f(y) (3-3)

M )2 M 1 1 )

avec A = max(?((l_n)n s 7T ™ =T peeT

Soit {U,.,n > 0} une suite de v.a. définie sur un espace de probabilité (2, B, P). Pour
tout m,n € N,m < n, soit M, la tribu engendrée par {U;,m <1 <n} et M la tribu
engendrée par {U;,7 > n}. On dit que {U,,n > 0} est -mélangeante s’il existe ng € IN
et une fonction décroissante f, définie pour les entiers n > ng, telle que lim f(n) =0 et,

n—oo
pour tout n > ng, A € My et B e MY

m+n?

|P(AN B) — P(A)P(B)| < f(n)P(A)P(B).

on a

On montre (voir Blum (1963)) qu’une chaine de Markov {U,,n > 0} est -mélangeante
si pour tout n > ng, me N, A€ M™ et B€ M1 ona

m+n?
|[P(AN B) — P(A)P(B)| < f(n)P(A)P(B).

Si la chaine {U,,n > 0} est stationnaire et )-mélangeante, on montre (voir Blum (1963))
qu’il existe deux constantes C' > 0 et 0 < y < 1, telles que pour tout n > ng, A € M7 et
Be Mz,  ,ona
[P(AN B) — P(A)P(B)| < Cy"P(A)P(B).

On déduit facilement du théoreme 3.1 que toute chaine de Markov stationnaire vérifiant
H1 est ip-mélangeante.

Dans la section 3.4, on donne des exemples de processus vérifiant H2 et par conséquent
(3.3).
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Dans la section 3.5, on estime les densités marginales et bivariés avant et entre deux
instants de régénérations, d’une chaine stationnaire vérifiant (3.3). Les résultats de ces
estimations sont utilisés dans le chapitre suivant.

Pour alléger les formules, on suppose que le réel ¢ choisi pour construire {Z,,n > 0}
est < %, que r satisfait

An
r2r1=inf{n€]N:1p <1}
—€

et on démontre la proposition suivante :

Pour tout k et ¢t appartenant a IN* fixés, désignons respectivement par g'(z;) et g (z,2;),
0 <1 < j <kr,ladensité conditionnelle par rapport & la mesure de Lebesgue de la v.a. Z;
et celle du couple de v.a. (Z;, Z;) sachant {S; = kr}. De maniere analogue, soient g" (2;)
et g (2i,2;), 0 < i< j < (k+t)r, respectivement la densité conditionnelle par rapport &
la mesure de Lebesgue de la v.a. Z; et celle du couple (Z;, Z;) sachant

{S1 =#kr,S2 — Sy =tr}. On a alors la

Proposition 3.2 Pour tout s € {0,...,kr}, on a

7= (1+0(125) ) £ (3.4
;

') = (1+0(725) ) e (3.5)

s ets étant deux entiers naturels tels que 0 < s < s < kr, on a

§ (z020) < 21"<1 +0(5 fip,))zf(zs)f(zs') (3.6)

9 (2, 20) s21’(1+o(1 A )>2f(zs)f(zs') (3.7)

ou K =1+ Ap et |O(z)| < |z].
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3.2 Démonstration du théoreme 3.1.

Montrons que HI est équivalente & I’hypothése H' suivante :
H')1l existe une unique loi de probabilité stationnaire 7, de densité f(y) par rapport & A
telle que pour tout z, y € (a,b), pour tout entier n > s,

£ (z,y) — f(¥)] < Aop™f(v). (38)

b

1
s .

avec Ap = 2((1—-_4’!%)2 et p=(1-17)
On vérifie aisément que H' implique HI avec g = f.

Montrons que H1 implique H'.

Pour tout r € IN* et y € (a,b), posons

m(y) = inf fO)(z,y) et M (y)= sup fU)(z,y).
z€(a,b) z€(a,b)

D’apres (2.2) p.9, les suites (m((y)), et M()(y) sont respectivement croissantes et
décroissantes. D’olt on déduit que pour tout ¢, € N* et y € (a,b), on a

m®(y) < MU)(y).

Pour tout z,y € (a,b) fixés, pour tout u € (a,bd), soit ¥ ,(u) = f™(z,u) — FI™)(y,).
Posons

Sty = {w € (a,b) : hay(u) 20} et SI, = {u € (a,b): vsy(u) <0}

On a alors

0< /s+ Yry(u)du=1- f(s)(:v,u) du — f(s)(y,u) du

- +
Sr,y S-’t'y

La combinaison de 1’égalité précédente et de la premiére inégalité de HI entraine que :
0< / Yry(u) du < 1— 77/ g(u) du=1~—1. (3.9)
sty (a.b)

D’apres HI, pour tout u € (a,b), on a

0 < MO (u) = m(u) < M®(u) < Mg(u).
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Pour tout k € IN* et u € (a,b), on a

MDD ) () = sup [+ (g 0) — fUEFD (g o))
a:,yE(a,b)

= ([ () - 00,) )
(a:6)

z,y€(a,b)

= sup ( FENz2,u) sy (2) dz +
sty

z,y€(a.b)

f(ks)(z,u)zl}x,y(z) dz)

Sy
m*) (u)i, ,(2) dz)
(3.10)

z,y€(a,b)

< sup <S+ MOy (2) d2 + |
Yy z,y

car Pz4(2) > 0 sur SF et ;. (2) <0 sur S,

Observons que fs+y P(z) dz = — [, (z) dz. Ceci combiné & (3.10) implique que pour
z, Yy

tout u € (a,b), on a

MDD () — G+ () < (ME) (u) — m*)(w)) sup ( Yo,y (u) d“) . (3.11)
z,y€(a,b) S;"y
On déduit de (3.9) et (3.11) que pour tout k¥ € N et u € (a,b), on a
M) () = m*)(w) < (1 =) Mg(u). " (3.12)

Lorsque s > 1, pour tout 7 € {1,...,s =1}, k € N* et u € (a,b), on a

MBI () —m 0 w) = sup (fE(e,u) = FEHg,u)
Iyye("'rb)
< fO,u) (M%) (z) — mF)(2)) dz
(a,b)
< MU-np)Ft [ fO(z,u)g(2) dz
(a.,b)
, (s)
S M(l _ T])k—l f(')(z,u).f_gx’_z). dz
() 7
M , M?
= —n‘(l =)z, u) < 7(1 — )9 (u).

21



Il en résulte que pour tout n > s, on a
M?
C (1 =)

Les suites (M ™ (u)), et (m{™(u)), sont donc adjacentes, telles que pour tout n € IN* et
z,u € (a,b),on a

M®(w) —m™(u) < C(1 - n)FSg(u), C (3.13)

m () < fO(z,u) < MP (). (3.14)

Par conséquent, leur limite commune f(u) coincide avec lim,_.o, f(z,u). Il est clair
que fi(u) >0, f(a py J1(u) du =1 et ng(u) < fi(u) < M g(u). Observons que pour tout
n €N etz ué€(ab),ona

lim f*)(z,u) = f(u)= lim F™(z,2) f™(z,u) dz

m—0o0 m—00 (a b)

Ceci combiné a (3.13) et (3.14) entraine que pour tout n > set z, y € (a,b), on a

|2, y) = f)| < 1™z, y) = mP )| + | fy) — mT ()]
< MM (y) - mM(y)) < 20(1 — 1) g(y)

g(y) étant inférieur a ﬂnﬂ on déduit (3.8). n

On adapte dans la partie suivante le procédé de construction décrit dans le chapitre
précédent aux processus de Markov vérifiant H1.

3.3 Adaptation du procédé de construction a
la classe de processus considérée

Soit {X,,n > 0} une chaine de Markov stationnaire, & valeurs dans (a,b), dont la
densité de transition vérifie HI et

ro = inf{n € N : Agp" < 1}.

On a alors la
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Proposition 3.3 Pourtoutr 2 ry fixé, pour tout € € (0,1— App™), il est possible d’adap-
ter le procédé de construction du théoréme 2.1 pour construire un processus régénératif

({Z.,n 2 0},{Sn,n > 1}) tel que :

- {Z.,n > 0} a méme loi que {X,,n >0} et comme instants de régénération
{Sn,n > 1}.

- La suite de v.a. i.i.d {Y, = Sp — Su—1,n > 1} (So = 0) est ¢ valeurs dans rIN* et
de loi de probabilité définie par :

P{Yo=kr}=P{Yi=kr}=(1—-¢"", n>1, k>1

Preuve : D’apres le lemme précédent, pour tout z, y € (a,b), on a
FO(z,y) > (1= Aop") f(y) = €f (y).
Ceci entraine que tout ¢ € R = (a,b), pour tout A € B(a,b), on a -
POz, A) > er(A)..

On déduit alors du théoreme 2.1 qu'il existe une chaine de Markov régénérative {Z,,n >
0} de méme loi que {X,,n > 0} . D’aprés le théoréme 3.5 p. 153 de Asmussen (1978),
lorsqu’une chaine de Markov régénérative {Z,,n > 0} admet une loi de probabilité sta-
tionnaire m, celle-ci est unique.

Construction de ({Z,,n > 0},{S,,n > 1}). Soit {@Qn,n > 1} une suite de v.a. de
Bernoulli i.i.d, indépendante du processus {X,,n > 0}, telle que :

P{@Q,=0}=1-c
Pour tout j > 1 désignons par {Q; = §;} ’événement

{Q1=q1,.--,Q; = ¢;} avec ¢; € {0,1}, i=1...5.

Le processus {Z,,n > 0} se construit en plusieurs étapes pouvant étre résumées de la
maniere suivante :

on pose Zg = Xp puis on construit Z, de sorte que sa loi conditionnelle sachant Zy =
Xo = z¢ soit -P(—r)(—ﬁ’—_)c—'e—/\(—l avec la probabilité 1 — ¢, et avec la probabilité ¢, elle soit
indépendante de Z, et sa loi soit A(.). Dans ce dernier cas, il y a régénération en Z,.
On construit ensuite Z, ..., Z,_; de sorte que {Z,,0 < n < r} ait la loi souhaitée. Puis
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on repete cette procédure. Les diverses étapes de la construction peuvent étre détaillées
comme suit :

Premiére étape de construction. On pose Z; = X,.

Soit ¥}, une v.a. a valeurs dans (a, b), indépendante @, de loi de probabilité définie de
sorte que pour tout A € B(a,b),

P{Vip € A| Zy = 2} = n(A)

et V3, une v.a. & valeurs dans (a,b), indépendante de V;, et Q;, de loi de probabilité
définie de sorte que pour tout A € B(a,b),

P{V21€A|Zo—zo}—/f (20,9 —ef()

1 —e¢
Posons
Z,=Vig+ (1 - Q1) Vz-

Pour tout A; € B(a,bd), 1 <1 <r —1, définissons la probabilité de ’événement
{Z,€ Ay,...,Z,-1 € A,_1} de sorte que :

P{Zl € Al,---aZr—l GA,_I | ZOZZO,ZT :zran :q’l}

_ flz0,21) -+ f(2r-1,20)
4 der /r-l der-n F) (20, 2,) |

Ceci achéve la premiere étape de construction.

(k+1)ieme étape de construction. Pour passer de la kéme étape & la (k+1)ieme,
Supposons Z;,0 <t < kr,k > 1 construites.

~ Soit Vy 441 une v.a. a valeurs dans (a, ), indépendante de Q44;, de loi de probabilité
définie de sorte que tout A € B(a,b),

PVips1 € Al Zo=20,..., Zkr = 2kr, Qi = G} = 7(A)

et V, k41 une v.a. a valeurs dans (a, b), indépendante de V; 41 et Q41, de loi de probabilité
définie de sorte que tout A € B(a,b),

f()zkray —€f( )d

P{‘/Z,k-{-leAIZO:zO’" _zkerk_Qk}_ 1—e

Y.
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Posons

Ziesyr = Q1 Vit + (1 — Qr1) Vot

Pour tout A; € B(a,b), 1 <1 <r -1, définissons la probabilité de I’événement
{Zkrt1 € Av,y. oo Z(kg1yr-1 € Ar—1} de sorte que :

P{Zkr+1 € Al,. ey Z(k+1)r-—l € Ar—l l Zo = 204 .,Zk,. = Zkr, Z(k+1)r — z(k+1)r,
P _ Zkr,z e ZT- 7zk -,
Qk+1=4k+1}=/ dzl.../ dz,_lf( 1) - Sz (+1)).

1 A

A f(r)(zknz(k-}-l)r)

Ceci acheve la construction.
Soit
ky=inf{t>1:Q;=1} et ky =inf{j > kacq1:Q; =1}, n> L.
Le processus {S,,n > 1} est défini par S, =rk,.
On vérifie que les v.a. {Zs,,n > 1} sont indépendantes de Sy,..., S, Zo,.--,Zs,_,,
et qu’elles ont comme densité f(y).
Les v.a. {S,,n > 1} sont des instants de régénération du processus {Z,,n > 0}.

Si on pose
{Yn = Sn - Sn—lan > 1}

on vérifie que pour tout n € IN*, pour tout £ € IN*, on a
P{Y,=kr} = P{Y; = kr} = ¢(1 — )" 1.

On déduit alors

r?(1 —¢)
E(Y,)=E(Y)=~ et Var(¥,) = Var(Y) = >
€ €
n
Proposition 3.4 L’hypothése H2 est équivalente a la propriété :
Pour tout n > 1, pour tout z, y € (a,b), on a
| ™2, 9) = f(y)] < Ap"f(y) (3.15)
avec A = max(?((l—f’—ﬁ)z, #4:7 - p—,l_T, p,—l_r) et p=(1-— 77)1?~
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Preuve : On vérifie aisément que la propriété précédente implique H2.
Réciproquement, on déduit de la seconde inégalité de H2 que pour tout z, y € (a, b),

0< f9z,y) < %f(y)-

Il vient
M 1 1

@) z,Y) — < max )
|fO(z,9) = f(y)] < (T~ o e

)pif(y), 1€ {17"',3 - 1}’ pE (Oal)'

(3.16)
De (3.8) et (3.16) on déduit (3.15) u

On donne dans la partie suivante des exemples de processus vérifiant H2.

3.4 Exemples

Considérons un processus {X,,n > 0} défini récursivement par :

Xn+l = T(Xn) + U(Xn)£n+1

ou T désigne une fonction & valeurs dans un ensemble borné inclus dans [—M;, M;]
(M, étant une constante strictement positive), ¢ est une fonction & valeurs dans IR, et
{€.,mn > 1} une suite de v.a. i.i.d., & valeurs dans R, de densité G continue, strictement
positive, et bornée.

On suppose qu’il existe deux constantes A et B strictement positives telles que :

A< < B.

1
|o(z)]

On peut alors effectuer la remarque suivante :
Remarque 3.1 f_((f)l est & valeurs dans un ensemble borné qu’on suppose inclus dans

[— M2, M;). Pour tout y € R, on a
P{Xn+1 S Yy | Xo = Zg,.-. 7Xn—1 = xn_l,Xn = Il?} = P{T(l‘) -+ 0'($)gn+1 S y}

{Xn,n > 0} est donc une chaine de Markov de densité de transition




Exemple 3.1 Si G(y) ~ Cly[™ (ly| = 4+o0), @ > 1, C > 0, alors {X,,n > 0} vérifie
H2 avec s = 1.

La demonstration est faite dans I'annexe.

Exemple 3.2 Si o est constante et G(y) ~ Cly|’ exp(—aly|’) ,a>0,p >0, C > 0,
0<v<1, (Jyl = +o0) , alors {X,,n > 0} vérifie H2 avec s = 1.

La demonstration est faite dans I’annexe.

Exemple 3.3 Soit {X,,n > 0} une chaine de Markov & valeurs dans un intervalle (a, b),
—00 < a < b < +oo. On suppose qu’il existe s € IN* et deux constantes 6 € (0,1)
M; > b — a telles que pour tout z,y € (a,b),

bl

§< fOz,y) < My et f(z,y) < M,

alors, {Xn,n > 0} vérifie H2.
Preuve : Il suffit de poser

g(y) = bia’ n=260b~a) et M=M1(b—q)

et d’appliquer la proposition 3.4. . =

En particulier le processus {X,,n > 0} défini récursivement par :

mﬂ=%ﬂﬂmmwmm»

(ot {€,}n est une suite de v.a. i.i.d. de densité h, de fonction de répartition associée H,
et Xo une v.a. a valeurs dans (0,1))
admet pour densité de transition

flz,y) =z (/ozh(z) dz>—l h(zy).

Si h est bornée et supérieur & un réel positif €, pour tout z,y € (0,1), on a

€T €
z,y) > > =6 et,
1@ 2 o H@)@ = supaepn (®)
flz,y) < (SUPxe[o,l]h(l'))(x) _ SUPe0,1) h(z) - M

€x €
{X,,n > 0} vérifie donc H2 avec s = 1.
On montre dans 'annexe que si h(z) = 2(1 — 2), 0 < z < 1, H2 n’est pas vérifiée avec

27



s = 1 mais elle 'est avec s = 2.
Remarque 3.2 Il n’existe pas de processus de Markov stationnaire de la forme

Xn+1 = aXn + gn-H

(0 <a<1) quivérifie HI
La démonstration est faite dans ’annexe.

On estime dans la partie suivante les densités marginales et bivariés avant et entre
deux instants de régénérations.

3.5 Démonstration de la proposition 3.2.

Premiére étape : Estimation de la densité d’une v.a. avant et entre deux
instants de régénération.
Soit ¢'(z0,...,2;) la densité conditionnelle du vecteur aléatoire (Z,...,Z;,) sachant
{S, = kr}. Soit ¢'(z;, | Zoy-+-523-1)r), ¢+ € {1,...,1}, la densité conditionnelle de Z;,
sachant {Zo = z0,...,Z(i-1)r = 2(i-1)r} €t {S1 = kr}.
Montrons que pour tout [ € {0,...,k},on a -

!

g9 (z1r) = f(znr). (3.17)
Observons que pour tout [ € {0,...,k—1},on a

!
g (201 Ly er) = g (ZO) Hg (zir l 20y 2y az(i—l)r)

) 2(i-1)ry2ir) — €J(Zir
— f(ZO)Hf (( )1—2 f( )

Ceci implique

; € f(Zir) - f(r)(z i— r»zir)
G (20, 20y oy 21r) = h(zo,...,z,,)H(1 B f<r)(z(~_1)( ;)) ) (3.18)

avec

h(ZOa v ,er) = f(ZO) H f(r)(z(i—l)ra Zir)'

i=1
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On déduit de (3.18) que pour tout I € {0,...,k—1},ona

'

b b
g (zlr) :/ dzO' : / dz(l—l)rg (ZOazr,' .. vzlr) = f(zlr)

car

[ 1@ (102 ~ £ (120 ~ e, 22)) ) dio= S

Observons que conditionnellement & {S; = kr}, la v.a. Zi, a pour loi de probabilité =
Donc,

g (2r) = f(zke)-

=
Il est clair que pour tout s € {Ir+1,...,({+1)r—1},1€{0,...,k—1},0ona
"(2,) / / (2s | 2ziry 2041y )g (er, 2(1+1)r) dzi dz(y1) (3.19)
avec
' FE 2y, z,) fOFD=9) (2 2144),)
zs | 2ir,2 )= . 3.20
g ( l : (t+1) ) f(r)(zlraz(l+l)r) ( )
Montrons quesis=Ilr+:,0<!<k—-1,0<i<r-1,ona
' € Ap” .
S = 1 ( ) S/ .21
e = (1+0(15125) ) e (321)

On vérifie que :

, M (21, zganye) — €f (21
g (Z[,.,Z(1+1)r) = f(zlr)<f ( { (1+1) ) 6f( [ ))

1 —c¢

_ (1_ e flz) = [ 2, 2041))
l—e f( (2lr,2(l+1)r)

)f(zlr)f(r)(zlrv Z(l+1)r)-

D’apres (3.3) on a

Fe,w) — S| _ _Ae

b).
oy S1-ap Ve
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Ceci entraine que :

' € Apr r
g (zlr,z(1+l)r) = (1 + 0(1 —el — Apr)>f(zlr)f( )(zlr’z(“*'l)r)

avec |O(z)| < |z].
En combinant (3.19), (3.20) et (3.22) on obtient (3.21).

Montrons quesi s = (k—=1)r+:¢,0<i<r—1,ona

g(z) = (1 + 0(1 fip,))f(zs)-

Observons que :

! !

9 (Z(k=1)rs 2r) = § (200-1)r)9 (20r) = F(2(k=1)r) f (2kr)-
D’apres (3.3) on a
W _ I = Oy
fr(z,y) f(z,y)

avec |O(z)| < |z|.
En combinant (3.19), (3.20), (3.24), et (3.25) on obtient (3.23).

r

La combinaison de (3.17), (3.21), (3.23) et de I'inégalité = < 1 entraine (3.4).

Remarque 3.3 Soit s un entier naturel appartenant a {0,...,(k +t)r}.
Si0<s<kr,ona

Sis=jr,k<j<(k+t),ona

g () = f(z)

Sis=gr+,k<j<(k+t-1),0<i:<r—1,ona

¢ (e = (1+0(r 12020 ) e
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Sis=(k+t—-1)r+i,0<it<r—1,ona
" Ap
(e = (1+0(252) ) e
avec |O(z)] < |z].

Seconde étape : majoration de la densité conditionnelle d’un couple avant et
entre deux instants de régénérations.

Pour tout couple d’entiers naturels (I,{') tels que 0 < ! < I' < k, désignons par

g (21, Z(1+1)r> - - - 2,) la densité conditionnelle du vecteur aleatoxre (Zry Zagryrs -+ 2p)
sachant {S; = kr} Pour tout i € {{ +1,...,0'}, soit ¢'(zir | zir, ..., 2(i-1),) la densité de
la v.a. Z;, sachant {Z), = z,,...,Zi1), = z(,_l),} et {S; = kr}. On vérifie que :

’

{
gl(zlra z(l-{-l)ra seey zl'r) = gl(zlr) H gl(zir I Zry ooy z(i—l)r)- (326) .
i=l+41

Soit g(zs,2,), 0 < s <s < kr, la densité du vecteur aléatoire (Zs, Zy).
Montronsquesx0<l<l<k—1ona "

, 8 Apr(l'-l)
9 (zry2p,) = (1 + O<1 . Ap’("—’)) 9(ziry 2p1,) (3.27)

avec f =1~ (1- e)’l" et |O(2)| < |z|.
On déduit de (3.26) quesi 0 < I <! <k—1,0na

!

{

SOz zi) — Cf(zir)_

9 (2 2s1yrs - 200) = flze) [] - (3.28)
i=l+1
On déduit de (3.28) par un calcul par récurrence que :
, 1 ' , -

9 (s 2,) = o (o) (2 a2, = (L= (1= D f(zr,) . (3:20)

Le processus {Z,,n > 0} vérifiant (3.3), observons que :
Flaeg) = FE 2y 20) | A 3.30
f((ll_l)r)(zlr’zl'r) N I—Ap("")r ( . )
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La combinaison de (3.29) et (3.30) donne

(1 - (1 - e)l —I) f(zl'r) — f((l —l)r)(zlr’ zl'r)
(1 - e)ll—l f((ll_l)r)(zlr,zl'r)

_ B AP('I'I)T ("= 1yr)
= <1 + O(]_ _ IB 1 _ Ap(l,—l)r) f(zlr)f (ZIT, le,-)

9 (sirvzpy) = (1 - )fm)f‘“ )z, 2,)

avec f=1—(1—¢) ! et |O(z)| < |z]. -
Montrons que si 0 < s < (k—1)r,on a
gl(zsvzkr) = gl(zs)g'(zkr) = g'(ZS)f(Zkr)~ (3.31)

D’apres (3.26) on a

! oL (r) Z(j-1)rs2jr) — Zjr
9 (Ztry 204 0)rs o - o2 Zhr) = f(zlr)( H fUU (5-1) ) — ef( ))f(zkr)~

1—c¢
j=Il+1

Il vient

!

b b .
9 (2trs 2kr) = / dz(gyr - / dz(k-1yrg (Zirs- s 2ke) = f(200) f(20r)-

Ce résultat était prévisible car conditionnellement & {S, = kr},lav.a. Zy, = V1 a pour loi
7 indépendamment des v.a. {Z;,1 < j < (k—1)r}. Ceci entraine que si 0 <s < (k—1)r,

gl(zsa zkr) = g’(z-*)f(zkf)'

Montrons que si s et s sont tels que (k — 1)r <s < s < kr,(s,8') # (k- D), kr)
on a

l Apr .
§lenz) = (1+0(125) ) oten =) (332
Sis = (k—1)ralors s # kr. Il résulte alors de (3.25) et (3.31) que :

1

b
g (Z_,-, Zsl) = / g (zs' l zsazkr)g (zsazkr) dzkr
a

B /b f(s'_s)(zs’ zs,)f(kr_s’)(zs,, zkr)
B a f(r)(ZS’ Zk,-)

(1 +O<1f€;pr))g(z“ <)
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Si s" = kr alors s # (k — 1)r et on déduit de la méme maniere (3.32).
Sis#(k—1)rets #krona

!

b b
g (Zs’ Zsl) = / / g (z(k—-l)ra Zsy 24, zkr) dz(k—l)rdzkr
a Ja

b b
= / / 9 (26,2, | Z(e—1yrs 2ke ) f(2(k—1)r) F(2kr) d2(k-1)rd2kr.

On vérifie que :

gI(Z A | Zk=1)rs %k ) = f(s—(k_l)r)(z(k_l)r’z")f(s —8)(23’zs')f(kr—s )(zs"zkr)
Sy ~g (k=1)r> T f(r)(z(k—l)razkr) .

Ceci combiné a (3.25) entraine que :

1

Ap” b k1)
g (z5,24) = (1 +O(1—[;1p'))/ f(z(k—l)r)f(s =D (2 (em1yes 25) X

' o Apr
(s —s) - 00 — O ,
f (Zs, “g ) d (k-1)r (1 + (1 _ Apr))g(zs’ s )

Si s et s' ne font pas partie des cas étudiés précédemment et sont tels que
0 < s < s < kr,en appliquant les raisonnements et les résultats précédents, on déduit
que :

siszlr—i-i,s'=(l+1)r0us:lr,s'=l7‘-|—z',0§l<k—l,0<i§r—1,ona

/ Ap”
o) = (14 0(7255) ot (3.33)

Sis=lr+i,s =Ir,0<l<l -1,I'<k,0<i<r—1,ona

’

b
9 (2s,2y) = / 9 (zrr | z0e1)0)9 (Zirais 2g41yr ) d2 41y

A 3 r(l'=t-1)
(1 + 0(1 ffilp")) (1 * 0(1 /—j 81 fil;f("-l'-”))g(z”zs')
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avecﬂzl——(l—e)ll““l.
Sis=lr,s =lr+j,0<l<l','<k,0<j<r—1l,ona

'

b
g (Zs,Zsl) = / g (zl'r+j I Zl'r)g (zlrvzl'r) dzl'r
a

e (r o)) (0l 2 ) 30

avecﬂzl—(l—c)’l‘l.
Sis=lr+i, s =0Ir+j,0<l<l <k 0<i,j<r—1,ona

!

g (25,24) = / / g (zg | zr,)9 (2, | z(l+1)r)gl(zlr+i7Z(H-l)r) dzlrdz(l+1)r

= (1 +O(1 -/—4/;;)’))2(1 —i-O(1 fﬂl jlpr [‘—,l—_t) 1))>g(zs,zs’?

avecB——-l—(l—e)’"l1 :
Sis=1Ilr+i, s =Ir+jy, 0<L<]<r—10<l<k—lona

!

9 (25y24) = / / 9 (zss2¢ | 21r, 2041)r)9 (2iry 2041)r ) dzird 241y

(102 Yt

On sait que 0 < ¢ < min(l — Ap”, ) A étant supérieur a 1, pour tout ¢ € IN*, il vient :

Ap™ < (Ap")' < (1 —¢€). On a donc .l——(,l‘—l_/;%)—— < 1 et par conséquent,

1—(1—¢f Ap™ Ap’)il-(l—e)i _
- - < — < . -
<1+O( T 1-—Ap“))_1+(1—6 Ty ShieN. (339)

En combinant (3.27), (3.31)-(3.35) et I'inégalité suivante :
quels que soient s,s" € N tels que s < s,

9z 20) = F(E2)FC Nz 2,) < (L4 Ap)f(2)f(2y) = K f(22)f(2)

on obtient (3.6). n
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Remarque 3.4 Soient s et s étant deux entiers tels que 0 < s < s' < (k +t)r. Si
0<s<s <kr,ona
g”(zsa zy) = g,(zs’ z).
Si0<s< (k—=1)r, kr < <(k+t)r,ona

"

g (zsv Zs') = g"(ZS)g

“(zs,)'
Sikr<s<s < (k+t)r,ona

" Ht

g (23’23’) :g(Z_,_k,-,Z’l_ )(Zs,zs/).

kr

"

9(2,..z., . ) désignant la densité par rapport a la mesure de Lebesgue de la loi de pro-
s—krol 1 _ Lo
babilité conditionnelle de (Z;_4., Z

o _r) sachant {S; =tr}.
Sisets sonttels que 0 <s<(k+t—1)rets =(k+t)r,on aalors

(z,)-

Dans les autres cas, (k —1)r < s < kr <s' < (k+t)retona

"

9 (20 20) = 9" (2)g

"

r( [éJ —k)
" Apr 2 ,H Ap >
25,20) =140 ) <1+O 25, 2t
g (2 2) ( (=) (=7 "H""> 9(zer2y)
1—Ap
(3.36)
i)
avec f=1—(1~-¢) et |O(z)] < |z|.
|z] étant la g entiere de z.
Preuve : Montrons (3.36).
Sisets sont telsque (k—1)r<s<kr<s <(k+t)r,ona
s=(k—-1)r+1¢0<1i<r—1. On vérifie alors que :
b
g (25,2y) =/ 9 (20 | 22)9 (25, 2kr) d2Zgr (3.37)
On déduit de (3.32) que :
¢ (2o z) = [ 1+ o( Ar ) 925, 280)- (3.38)
’ 1— Ap
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D’apres (3.27) et (3.34) on a

g"(zs: | z1r) = (1 +O(1 fiﬂ)) (1+O(1 .y

RIE
(3.39)
)
avec f=1-(1—-¢)t 1 .
La combinaison de (3.37), (3.38) et (3.39) entraine (3.36).
De (3.35)-(3.36) on déduit (3.7) . |
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Chapitre 4

Etude des extrémes des chaines de
Markov considérées
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4.1 Introduction

Soit {Z,,n > 0} une chaine de Markov régénérative a valeurs dans (F,F) . Soit
{Sn,n > 0} les instants de régénération associés obtenu par la construction précédente
(théoreme 2.1.).

Soit

C,‘ = max(Zt;Si_l <i< S,'), 1= 0,1,-'-

D’aprés les résultats du chapitre 2, si r = 1, {(,,n > 1} est une suite i.i.d. et si r > 1,
{Cn,n > 1} est une suite stationnaire 1-dépendante.
Soit

v, = min{k > 0; S, > n},n=0,1,
et
M, = max(Zy,...,Z,).

Théoreme 4.1 (Rootzen,1988,p. 875) Supposons quer =1 et u = E(Y]) < o0
(Y1 = 51 — So). Alors, pour tout 6 >0, on a
120

< ,u<5+l>+P{
n

+ P{Co > max(Cl,.. CL"+5J)}

P{M, <z} — (P{G < z})*

|z] étant la partie entiére de x.

Il en résulte que si limy_oo P{(o > max((1,...,(x)} =0,

(comme c’est par exemple le cas lorsque la loi de Xg est A ou lorsque {Z;,t > 0} est
stationnaire.)

alors

(P{¢: < x})ﬁ — 0

En effet, d’aprés la loi des grands nombres, pour tout 6 > 0, on a

lim P{ >5}

1

noop
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On considere dans la suite de ce chapitre que {Z,,n > 0} est une chaine de Markov
stationnaire et régénérative, a valeurs dans (a,b), de densité marginale f par rapport a
A, vérifiant I’hypotheése (H2) du chapitre 3 . Le réel € servant a sa construction est < %
On choisit pour cela r tel que :

1
r2m:inf{n€]N:Ap"<;)-}.
Soit w = sup{u: P{Zy < u} < 1} et (u,)n>- une suite définie pour tout 7 > 0 fixé par :

P{Z0>un}=%, n>r.

On montre d’abord le

Théoreme 4.2 [l existe no(7) et une constante Co(T) telle que pour tout n > ng, on a

A, = max |P{max(Z,...,Z,) <z} — (P{Z < z})"*|

up <r<w

< Co(ln n)n"%.

Une idée naturelle est de tenter d’obtenir, en utilisant les mémes techniques, un principe
d’invariance comme celui démontré dans Haiman (1987 a) pour les processus m-dépen-
dants, et dans Haiman (1987 b) pour les processus Gaussiens. Ce principe s’énonce de la
maniere suivante :

Théoréme 4.3 Sous des hypothéses adéquates, on peut construire sur [’espace de proba-
bilité sur lequel est définie {Z,,n > 0}, élargi de facteurs indépendants, une suite de v.a.
i.i.d. {Zn,n > 0} de loi marginale identique a celle de la v.a. Zy, telle que st on pose
M, = max(Zy,...,Z,) et M, = max(Zo, ceey Zn), il existe presque surement un entier ng
tel que pour n > ng, on a

~

M, = M,. (4.1)

On se propose de suivre les grandes lignes de la démonstration des travaux précités.

Dans Haiman(1987 a), le théoreme 4.3 a été démontré pour les processus stationnaires
m-dépendants, en supposant {Z,,n > 0} de fonction de répartition continue vérifiant
I’hypotheése :
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Il existe 8 > 0 tel que pour tout 1 < < m,

P{Z, <u,v < Z; <w}

lim sup sup . o
2=b z<v<w<b(P{leu})ﬁP{USZgSw} (4.2)
z<u<b

Pour les processus gaussiens stationnaires, I’hypothése qui remplace (4.2) dans
Haiman(1987 b) est que la fonction de covariance I'(n) (I'(0) = 1) vérifie :

o0

1
Z IT'(n)| < 2 et lim sup [[(n)|n*** < co pour un certain € > 0.

n=——ocd
n=1

Ce résultat a été étendu dans Haiman et Puri (1993) & la suite des vecteurs des J plus
grandes valeurs parmi Xy,..., X,, J > 1 fixé, en ajoutant d’autres jeux d’hypothéses du
méme type que les précédentes. ‘

Dans le cas des suites stationnaires m-dépendantes vérifiant (4.2), I’élément clé de la
démonstration du théoreme 4.3 est le

Théoréme 4.4 (Haiman 1987 a)) Il existe C' > 0 et u; € (a,b) tels que pour tout
u € (Ul,b),
ax P{max(Z1,...,Z;) S u,v < Zp41 S w} .
u<v<w<b (M) (1= Mu)P<Z < wh(P{Z 2 u})?
n>1
< C'(P{Zy 2 u})mn@n

avec

M(U) =1- P{ma'x(Zl,' . 'aZm—l) S uaZm > u} + OI(P2{ZI 2 U})
et |O1(z)] < Cylz|. (Cy et C' étant deux constantes universelles.)

Un résultat analogue est a la base de la démonstration dans le cas gaussien.
Dans le cas des processus de Markov considérés, le résultat permettant de démontrer
le théoreme 4.3 est le :
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Théoréme 4.5 Pour tout B € (0,1) et v > 1 fizés, il existe zo(B,v) € (a,b) et une
constante Mo(y) tels que pour tout o < u <v<w < b, on a

sup
ne€E(u)

P{max(Zo,...,2,-1) L u,v < Z, < w} )
(P{Zo < u})"P{v < Zy < w} B

< M, <(ln2 G—(lzl—)-) (ln G—(lzj)-) —(Hﬂ) (4.3)

avec G(u) = P{Zy > u}, Iny(z) = In(In(z)) et

=<n —1——- n 7 ng !
B = {n € N e << gyt |-

Le choix de la plage de variation de u,v et w dans le théoreme 4.5 est lié aux propriétés
classiques suivantes des temps de records et des records, jouant un rdle essentiel dans la
démonstration du théoreme 4.3.

Les temps de records et les records (7},,0,) étant définis par

Ty=1, 0, =0y, Tppr=inf{k>T,: 2> 0.}, 0py1 = Z1,,,,
soit G =1 — F. Lorsque {Z,,n > 0} est i.i.d., on a les propositions suivantes :
Proposition 4.6 Pour tout 0 < a <1,

P{G(0,) > exp(—an) is.} =0.

Proposition 4.7 Pour tout v > 1,

Y 1.
- > s.p = 0.
P {Tn+l Tn - G(On) 1[12 G(Hn) 1.8 } 0

Proposition 4.8 Pour tout0 < B < 1,

P{T,,+1—Tn < = 0.

m i.s.}

Une démarche similaire & celle utilisée dans Haiman (1987 a) permet de démontrer (4.1)
pour la classe de processus de Markov considérée a partir du théoréme 4.5. .
Pour démontrer les théoremes 4.1 et 4.5, on a besoin du
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Théoréme 4.9 (Haiman(1987 a)) Soit {(x,k > 1} une suite de v.a. stationnaire
m-dépendante de fonction de répartition continue. Il existe une fonction M(z),

0 < M(z) < 1, définie pour x > ug, ug vérifiant ’équation P{(; < uo} = po (po étant
une constante universelle appartenant a (0,1)) telle que :

M(:L') =1- P{Cl > CE} +P{<1 > .'II,CQ > :L‘} +01((P{<1 > .’13})2), z Z Ug

et

max
n>1

P { max (; < :1:} (M(z))™ - ll SMP{(; >z,(> 2}, 22>y (4.4)

1<k<n
avec |Oy(z)] < Ci x|, Cy et M, étant deux constantes universelles.

La structure de ce chapitre est la suivante :

Afin d’appliquer le théoreme 4.9, on commence par estimer M(z) et par majorer
P{¢ > z,(; > z}.

On démontre ensuite le théoreme 4.2 en utilisant les résultats du théoréme 4.9.
Puis on estime P{max(Zp,...,2Zn-1) < u,v < Z, < w}.

Enfin on démontre le théoréme 4.5 en utilisant conjointement |’estimation de
P{max(Zo,...,Zn-1) < u,v < Z, < w} et le théoréme 4.9.
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4.2 Présentation des résultats préliminaires .

Pour démontrer les théoréemes, on a besoin des résultats intermédiaires suivants :
Soit, avec les notations du théoreme 4.9,

M(z) = 1~ P{max(Zy,...,Zs,-1) > ¢} + P{max(Zy,...,Zs,-1) >z} +
Oy (P({max(Zy,...,Zs,_1) > z})?), z € (a,b) avec |0y(z)| < C; |z| (4.5)

C, étant une constante universelle. Pour tout entier r > r,, on a le

Lemme 4.1
M(z)=1— EP{ZO >z}l + O24p7)) + 0(4:—:(81( + C)(P{Zo > x})2) (4.6)

avec |O(z)] < |z|. (On rappelle que K = 1+ Ap est tel que pour tout z,y € (a,b), pour
tout n > 1, f™)(z,y) < Kf(y).)

Preuve :
Soit M(z) =1 — P{max(Zo,...,Zs,-1) > z} -i-..P{max(Zo, oy Zs,-1) > ¢}

Appliquons aux événements

{max(Zy,...,Zs,-1) > z} et {max(Zs,,...,Zs,~1) > z}. 'identité
1 — P(A))+ P(A [ A2) =1 — P(AS) + P(A{ [ AS) vraie pour tout A; et A, tel que

P{A,} = P{A,}.

Il vient

M(z) =1 - P{max(Zy,...,Zs,_1) < z} + P{max(Zo,..., Zs,~1) < z}.
D’ou on déduit que :

:1+ZZ[ P{rna.xZo, Zkr*l)szlsl=k7',52—51=tr}+

k=1 t=1

P{max(Zo,..., Z(kstyr-1) S & | Sy = kr,S; — Sy = tr}| P{S; = kr, Sy — §; = tr}.
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Ceci combiné aux inégalités de Bonferroni entraine que :

k=1 t=1 i=kr

o oo (k+t)r—1
1+ZZ[— Z P{Z;>z|S =kr,S;— S =tr}+

0] ( Z P{Zil>(L’,Z,‘2>.’II|51=ICT,52—51=t7‘})}

0<ir<ia<(k+t)r—1
P{S, =kr,S5; — S, =tr} avec |O(z)| < |z]. (4.7)
On déduit de (4.7), de la proposition 3.2 et de la majoration 1—_’}:{7 <1 que:
—_— T T‘2 2
Mi(z) = 1= ZP{Z > <}(1+ 0(24¢)) + 0(321(25(17{20 > z}) )
avec |O(z)| < |z]. (4.8)

De méme, il résulte de la proposition 3.2 que :

™3

P{max(Zo,...,Zg,-1) >z} = P{max(Zy,...,Zir_1) > z,5; = 1ir}

i=1

ir—1

P(U{Z > 2,8 = ir})

1 1=0

I
s

1

._.

ir—

M

.
Il
[}

P{Z >$'51=iT}P{51=iT}

1

-+ O(2Ap’))£P{Z0 > 2} < L P{Zy > 2}, (49)

1

La combinaison de (4.8) et (4.9) entraine (4.5) (]
Montrons ensuite que pour tout entier r > ry, pour tout = € (a,b), on a

2

P{max(Zo, ..., Zs,-1) > v,max(Zs,, ..., Zs,-1) > v} < 81(:—2(P{Z0 > z})2.
(4.10)

Observons pour cela que :
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P{(i>z,(>2) = Z Z P{max(Zo,..., Zkr-1) > z,maX(Zr, - ., Z(ktt)r-1) > T,

kr—1 (k+t)r—l

= iiP<U U {Zi>-73,Zj>-’13,51=k1‘,52—Sl=tr}),

k=1 t=1 1= j=kr

Il résulte alors de la proposition 3.2 que :

P{(; >z,{o>2} < 2[\’50: i Z [14+ 024" (P{Zo > z})? x
=1 t=1 =0  j=kr

(1 —e)+=2e2 < SI{Z—j(P{ZO > z})2. (4.11)
| n

Lemme 4.2 Pour tout § > 0 et n € IN" tel que % <éb< %, on a
P{ﬁ>l+5} < <1+L‘S) exp <_ ‘ ny52+1> (4.12)

nou 1 —€—eud 2(1 —¢)

o 1 1 %

Pleci-tpsen (s - oy (- 7=)). G

Preuve : La démonstration est faite dans I’annexe.

4.3 Démonstration du théoréme 4.2.

Présentation des résultats préliminaires.

Pour tout a € R, on note [a] sa partie entiére supérieure définie par :

[a] -1<a < fa].
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Il est clair que pour toute v.a. X & valeurs dans N, P{X > a} = P{X > [a]}.
On suppose dans la suite que pour tout 2 € IN, y; € rIN" et on pose :

{V }_{Yl"yla cey ‘—y] Zyu ]EIN
-1
Lemme 4.3 Pour tout 0 < § <i et tout entier n > 2 (i —6) , On a

P{M, <z} < (1_€)fﬂ-x+p{ max Ck<a:}+P{%l<.1._6}

1<k< [ n(L-6)] -1 K
(4.14)
et
P{M,<z}>P max Gk <z —P{ﬁ>—1-+5}. (4.15)
1<k [n(L+6)] n ju

Preuve : Observons que :
P{M, <z} = P{M,<z,v,=1}+P{M, <z,v, >1}

= P{M,<zva=1}+) Yo P{M,<3,Yi =T,

k=2 yi+..tyc—1<n
Yie 2 n—si_1}.

On vérifie que :

Z Z P{A/[n <$a?k—l =yk—17)/k Zn_sk-l}
k=2 y1+...Fyp—1<n

< Z Z P{max(Zo, ceny Zsk_l) < .’IJ,?k_l = ijk_l,Yk >n— Sk—l}

k=2 wy1+..+y_1<n

= P{max((1y-..,(un-1) < T,vn > 1}. (4.16)

Il vient

P{M, <z} < P{v, =1} + P{max({1,...,(p 1) < 2,0y > l}. (4.17)
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On obtient (4.14) en remarquant que :

P {max((y,--.,(p—1) < T,0p, > 1} = P{max((,,. vy Co1) < zTun > 1,

n 1 n 1
o ———6} +P{max((1,...,(yn_1) <z, U > l,U— > ——5}
nou noop
Un, 1
SP{-—-<——5}+P max (k< z
n M 1<k | n(£-6) | -1
et
Plv, =1} =(1 - e)‘-ﬂ—l.
La démonstration de (4.15) est pratiquement similaire car
P{Mn<$} 2 Z Z Z P{T/_k—l=yk—1,Yk=j)ma'x(Z0’-”1Zsk)<x}

k=1 yi+..+yk—1<n j=n-—sr_

= P {max((y,...,(,) <z}.

La loi de la chaine {Z;,j > 0} étant indépendante de la valeur de r > r, choisie pour
la construire, on considere dans la suite de la démonstration de ce théoreme que pour
tout n € IN* assez grand, r dépend de n de sorte que r = r(n) = |alnn], a étant une
constante positive fixée et n un entier supérieur a :

1
n; = inf {n e N: Aplelnnl < 5} .

Alors pour tout z,y € (a,b),

FOe,) 2 (1L~ 497) 1) 2 5(0)

On peut donc fixer € = % (ce choix qui n’est pas indispensable a été fait pour adopter les

mémes notations que celles de ’article)
D’apres (4.6) p. 43 on a alors

M(z) = 1=2rP{Z > z}(1 + O(24p")) + O(16r*(8K + C,)(P{Z, > z})?),
T > up (4.18)

= (M(z))7. On a alors le

h

Posons H(z) = (M(z))
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Lemme 4.4 Pour tout entiern > 2u et 0 < < % - %, on a

(M) 59— (H (&))" < b + 22 (4.19)

max
et

max |(M(2))"=+) - (H(z))"

< ué. (4.20)

Preuve : Posons Z = H™(z). Observons que pour 0 < § < ﬁ -2 ona

max

(M(@)" 7 — HMa)| = |27 — 2| = 277 - 2,

avec ¥ = (6 + 2) < 1 et on déduit (4.19) en majorant Z'™" — Z < (1 - 7)%_1 <7,
0 < Z < 1. La démonstration de (4.20) est similaire. |

On a également les lemmes suivants :

Lemme 4.5 Pour0<v <2 et0<a<l,ona
l—av+2a(a -1 < (1 -v)* <1 - av. (4.21)

1

Lemme 4.6 Pour tout 6 > 0 fizé , u tel que |u| < 3,

n>4r et f tel quend <7, ona

0
(1-0(1+u)*=(1 —0)'1+O(27exp(—%))u (4.22)
avec |O(z)| < |z|.
Démonstration du théoréeme.
Soit
ny = ny(1,a) = rnin{j >ng:vVn > j,—T—(2a Inn(l+ 2Ap"l“”") +
n
201 2T 1
16a*(8K + Cy)(Inn) —~)< =, et u, > ugp.
n 2

(voir le théoreme 4.9 pour la définition de ug)
On vérifie aisément que pour tout > u,, n > ny,ona 1l — M(z) < 1.
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En posant v = 1 — M(z) et a = 3=, on déduit de (4.21) que :

H(z) = (M(z))* =1~ av + O(av?)
= 1= P{Zy> z}(1 + O240")) + Ox(r(P{Z0 > 7})?),
n>ng, T2>U, (4.23)

avec |O(z)| < |z| et |0z(z)| < Cy |z} ot Cy = 8(8K + Cy) + 8(1 + (8K + Cy))?
car pour n > ny, 2rP{Zy >z} <2aZlnn < 2.

Soit | .
na(a, ) = min {n > g 24p%0" 1 4 C'garﬂ"n—;2 < -2-} .
n
On vérifie que pour n > n3 et > u,, on a 1;_{—2}':_(:_:)}' — 1‘ < %

M [ r) e D N — 1-H 1‘) _
Ceci combiné a (4.22) entraine si on pose u ———LP{ZO>1:}

n>nzetr > u,,ona

let § = P{Zy > z} que pour

(H(z))"=(P{Z, < :1:})"+O<27 exp (_ﬂi_Z§>_x}>) (O(?Ap’)-{—Og(rP{Zo >z})>
(4.24)

De (4.4) , (4.9) et (4.19) on déduit que pour n > ny = max(nz,2u), 0 < 6 < i — 2 et
T > Up,ON a

P{ max  (x < 7:} = (M(z))tn<ﬁ—5)J-‘(1 + O(MP{¢, > z}))

1<k n(L-6) | -1
n 2
< ((H(x)) +ub+ 7)(1 +4MyrP{Zs > z}).(4.25)
De méme on obtient
P max (. <z 2> ((H(z))" —ud)(1 —4MrP{Zy > z}). (4.26)
1<k [n(£+8) |
En combinant (4.14), (4.15), (4.24), (4.25) et (4.26) on déduit I’encadrement suivant :

Pourn>n4,:v?_unet0<5<-b——%,ona

P{M, <z} > (P{Zy < :E})”-i-O(QT exp(—ﬂ%—?i}» (O(?Ap’)-i—Oz(rP?{Zo > x}))

—AMrP{Zy > z}(H(z))" —pb+4MyruéP{Zy > z} — P {ﬁ > L + 5}
n " op
et
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P{M, <z} < (P{Z < m})"+0<2rexp(—f{—zg—>x—})) (O(2Ap’)+02(rP{Zo > x}))
FAMrP{Zo > 2}(H(z))" + b + 27" + AMyrusP{Zy > )
n no

D’aprés ’encadrement précédent et l'inégalité [z"+! — z7| < HLH,O <z <1, pourn > ny
et0<6<%—%,ona

2
A, £ 27 (QAp’ + CorP{Zy < ac}) + ub+8MirP{Zy > z} + 7“ +

8./\/117'§—P{Zo >z} +(1—e)F 4 P{

v, 1 1
——=|>6 4.27
n u‘> }+n+1 (4.27)

car pé < let (H(z))" < 1.

Posons § = n 1

et a = gy Sans restreindre la gégéralité, on peut supposer que p €
(1,1). On a alors a > L.

e’ 2
Soit

=

ng =no(r) = min{j>n4:\7’n2j,5:n

I
et a(l —2an"%lnn) > 5} .

On vérifie aisément que pour n > ng,on a

Apr < Apalnn—l —

(1 - e)%'1

1\* n
-] < -
2(2) < 2exp( o In2)

n n 2a
- < -1
alnneXp( alnnln2)> - (eln?)n lnn,

= nllnn <2a

1

S &> 0.

car zexp(—zln2) <
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- On déduit de (4.12) et (4.13) que :

§ 2
P ﬁ>-1-+5 < 1+”—- exp —nﬂé +1 _<_2€)(p(2)
noou 1—ub 2 ne

<2 exp(?)n'%

car pour tout n > ng, on a pé < 3
Il est clair que pour tout n > ng, on a ué + & < % Il vient :

ve 1 1 nué?  nup?sd
I o G - _
P{n<,u } < exp(l_#é._%)exp< 5 +

2
exp(3) exp (—a In n(l —2an~% In n))

IN

= exp(3)n_“(1'2°’"-%h‘") < exp(3)n“%.

Il résulte de (4.27) et des majorations précédentes que pour n > ng, on a

™

A, < (In n)n"% (4TA(pln n)"! 4 2T2C20m"% + 2a + 8Mla7'n"% +4an”

+16M; 7% (In n)n'% + n'%(Qa)(eln 2)"'2exp(3)(Inn)~! + n'%(ln n)'l>.

4.4 Démonstration du théoreme 4.5.

Avant d’entamer la démonstration, résumons la démarche qui nous guide.
On commence par estimer P{max(Zy,...,Zs-1) < u,v < Z, < w} en donnant un en-
cadrement de cette probabilité faisant intervenir les v.a. {(;,4 > 1}, v, et un réel § > 0
arbitraire (voir proposition 4.10 p. 52). Ceci nous permet par la suite d’utiliser les résultats
du théoréme 4.9.

Ensuite on prouve que pour tout B € (0,1) et v > 1 fixés, il existe deux constantes
Ma(7y) et M5(y) telles que pour u € (a,b) assez grand fixé et n € ((G(};))B’ G?u) In, G(lu)),
on a

a0 L BRIy
(P{Zo < u})" - N2 G(u) G(u)
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P max G <u
1<k< I_n(%+5)_l+1

>1- M1 ! )(1 ! )_(M)
PlZo<u)r = PG\ Gw/)
On remarque pour cela que la loi de la chaine {Z,,n > 0} est indépendante de la valeur de
r > 1o choisie pour la construire et du réel § servant a encadrer P{max(Zo,...,Z,_1) <
u,v < Z, < w} et, on montre les assertions précédentes en attribuant & r et § les valeurs
suivantes :
244 1 T 1 -0+
= r(u) = 1 tus="5=1 )
r=r(u) i Gw © T TG

Enfin on combine les résultats de I’encadrement de P{E,} et les majorations et minora-
tions précédentes pour démontrer le théoreme.

Présentation des résultats préliminaires.
Posons
En={Zo <ty...,Zr 1 <u,v<Zy<w}, a<u<v<w<b

u, v et w étant fixés.

On ala

Proposition 4.10 Quels que soient les entiers n € IN*, r > 1y, pour tout 6 > 0, on a

encadrement suivant :
.1
P{ max Ck<u}——<P{V———l>6}
1<k [ n(L+6) [ +1 noop

? 4I”‘P{Zo > u}P{ max Gk < u}

€2 1<k<max( I.n(:‘——t?)_l -3,1)

+ (2 + 1)2(1 - e)?“ﬂ (4.28)

P{E,} > P{v< Zy<w}

+(1+ 0407

r
et
1
P{E,} < P{v<Z P P —-—6}
) < < 0<w}[ {ISkSmax(T::-‘if—tS)J—S,l)Ck<u}+ {n < “
+ (g + 1)2 (1- e)*‘l] (4.29)

avec |O(z)]| < |z|.
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Pour faciliter la compréhension de la démonstration de ce résultat, il est nécessaire avant
de ’entamer de commenger par la résumer.
Il est clair que :

P{E,} = P{E,,v, > 4} + P{E,,v, <3}
On vérifie que :

P{En, v, >4} =Y P{E,,Sk1 <n,5 > n}
k>4
Z Z P{Em?k—l = yk—la}/k 2n-— Sk—l}

k>4 yit.otyk—1<n

=2 X

k>4 yi+..typg—1<n

P{ max Z;<u,v< Z,< w,?k_l =Y, Yx 2N —sk_l}
0<1<s2

—-P {Oggf . Z; < u,sk 2rr<1?2<n_1 Zi>u,v< Zy<w, Y 1 =Y, Y 20— sk_l}}.

La derniére égalité permet d’utiliser la 1-dépendance des cycles pour séparer
Plv< Z,<w,Y, >n—s,_1}de P {mamxos,-<,k_2 Zi<u,Ye 1 =Ty } Le méme procédé
sert & majorer le second terme qui est inférieur a

P{ max Zi<wu, max Z;>uv<Z,<w,Yy>n—Sk_1,.
0<i<sk3 sk—2<j<n~1

L'inégalité P{E,,v, <3} < P{v £ Z, < w, v, < 3} permet de majorer P{E,,v, < 3}.

On combine ensuite ces majorations pour obtenir I’encadrement énoncé.
Pour abréger les notations, on pose dans la suite :

AlYe,) = {0<r.riax Zi<uv<Zy<w, Y= Y1, Y 20 — sk_l} (4.30)
<i<sg—2
et

B(yk—-l) = {o<r:rgf ) Zi < u’sk gng.?‘é(n—l Zj > u,v< Zn <w, Yk—l =yk—1’Yk _>_ n— Sk—l} .

(4.31)

On a besoin besoin pour démontrer la proposition, des résultats intermédiaires suivants :
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Lemme 4.7

> > P{A@-1)} = P{v < Zo < w}P {max((r,. .-, (upm2) < Uy v > 4}

k>4 yi+..tyk-1<n

(4.32)

Pour tout 6 > 0, on a

2. Y P{B(F_1)} < P{v< Zp < w}

k>4 yi+.4yp-1<n

P{Zo>u}P{ max I- 31)(k<u}+P{-TT <——6H (4.33)

1<k<max(n L-l-—6)

4[& 7'

avec |O(z)] < |z].
Preuve :
Montrons d’abord (4.32).
On vérifie que : (voir la proposition 2.2 p. 14 )

P{A(W:-1)} = P{o<rriax Z; <uyv < Zn <w,Yo1 = Tpo 1}
1<Sg—2

Plv< Z, s, <w,Y1 > n =54} (4.34)

Montrons que pour tout n € IN*, on a

P{v< Z, <w,Y; >2n} = Plv< Zy <w}P{Y) > n}. (4.35)
Observons que pour tout n € IN, on a
: n n
P{v< Z, <w Y, Zn}:P{v<Zn <w, Y= [;-‘ r}+P{v< Z, <wY; > [;] r}.
(4.36)

Pour alléger les formules, posons m = [2] . D’apreés (3.17) p. 28, la densité avant régénéra-
tion des v.a. (Z,) est f. Par conséquent,

b
P{v<Zn<w|Y1=mr}-——/d:c(m_1)/ dmn/dmm

f(n—(m—l) )(m(m l)r,xn
f(r)( (m—l)raa:mr)

(M=) (g, Tpnr)

f(@m-1))f(Tmr) (4.37)
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et

b w b
Plv<Z,<w|Y,>mr}= / d:c(m_l)r/ dzn/ ATy f(T(m-1)r) ¥

f(r)(x(m-l)rs xmr) - ff(:vmr) f(n—(m—l)r)(w(m_l)r, mn)f(mr—n)(mn, mmr)
l—e f(r)($(m—l)r1 zmr)

(4.38)
On déduit de (4.36) que :

Plv<Z,<wY2n}=P{v<Z,<w|Yy=mr}P{Y, =mr}+
P{v<Z,<w|Ys>mr}P{Y; >mr}
= [Plv<Z,<w|Yi=mr}P{Qn=1}+P{v<Z,<w|Y; >mrfx
P{Qm=0}P{Q=0,...,Qm1 =0}.

La combinaison de (4.37), (4.38) et (4.39) entraine que :

b w b
Plv<Z,<wY;>2n} = [/ dﬂ”([g]qﬁ/ d‘”n/ dz[-}]rf(x([z;-]-l)r)x

f(n—(fL:] _l)r)(x([-ﬂ—1)r’x")f([%]r—n)(mmml—ﬂr)} P {Ql =0,... ’Q['?]—l = 0}

- P{v<Zo<w}P{Yl > (m —l)r}
= P{v < Zy <w}P{Y, > n}.

(4.39)

La combinaison de (4.34) et (4.35) implique

0<i<sk—-2

P{A(i_1)} =P{v< Zs < w}P{ max Z; < u, Y 1 =Gp_1, Sk > n}
d’ot on déduit (4.32).
Montrons (4.33)

Observons que :

o> P{B@E.)) = 3 S P{BG.)} +

k>4 yit+.tyr—1<n k>max(4,|n(1-8)|) ¥v1t-Fuk-1<n
= * m

2 Y. P{B@i.)}  (440)

4<k< l_"(ﬁ_é)J yit-Fyr-1<n

%)



a) Montrons d’abord que :

4K
> Y P{B@E.)} < 62’“13{20 > u}P{v < Zo < w} x
kgmax(4,|_n(;‘;—6)_|) i+ tye—1<n
(14+0(24p7))* P { max Cr < u}(4.41)
1<k<max( I_n(%—-é‘).] -3,1)

Remarquons que pour tout entier k supérieur a 4, on a

P{B(7,_1)} < P{ max Z; <u, max

1 ; Z; >u,v < Zy, <w,
0<i<sk-a sk~-28j<n—1

Yio= Yi1p Yk 21 — 3k—1}~

(4.42)
En combinant (4.42) et la proposition 2.2 on obtient
P{B@-1)} < P {osrirgf_s Zi <Y = y"‘z} P{os:’?fik_a 2> \
v < Zn-—sk_g < wayl = yk—la},/Z >n-— sk—l}
n—sg_2—1
< . VYV — .
< ZO P {ogrirgf_s Zi <u,Yi_, yk_2} P{Z] > u,
J:
V< Lpesy, <W, Y] = Yoy, Yo 20 — Sk—-l}- (4.43)

La combinaison de (4.43) et de la proposition 3.2 donne
P{B(@,_,)} < 2KP{Z;>u}P{v< Zy<w}(l+O0(2407)) (n — s4_2) x
P { max Z; <u,Yj_p= ?k_z} P{Y1=y1, Y2 2 n —sp_1}.
0<i<sk—3

(4.44)
k étant supérieur a max( [n(i - 6)J ,4), on a

P{B(@,_1)} < 2K[14+0(24p"))° P{Zy > u}P{v < Zy < w} x

(n — sg-2)P o< max Zi<u,Yip = Yk—2
—t<3max( l_n(-L-—&)J -3,1)

P{Yi=y_1,Ya 21— sk} = C(Fi_y)-

X
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Il vient

> Y P{B@..)}

k>max(4, Ln(ﬁ—&)‘] ) vitetys-1<n

>, > 2 Y C@n)

k>max(4,[n(+-6)]) 1<j<n—2r yr1<n—3 y1+..+yk—2=j
= u

IA

< 2K[1+ 02492 P{Zo > u}P{v < Zo < w) >
k>max(4,|n(L-6)])
Z P{ ‘ max Zi<u, Y o= yk_z}
et S S acgn

> Y e-dPtizuadize-Geatdl] @)

1<j<n=2r yp_1<n—j

Le terme entre les crochets étant inférieur a

P {1§i<max(l—LI:LE(L§—6)J—3,1)<i < u} re Y ((n -T— j] 3 1) {n ;—J} (1ol

1<j<(n=2r)
(4.46)
On vérifie que :
) n—J| _ n—j N
5 () e
1<j<(n—2r)
< = .. ig 27
< rez;z(z ~)(1-e7 = (4.47)
La combinaison de (4.45), (4.46) et (4.47) entraine (4.41). |

b) Montrons ensuite que :
1
> > P{B@-1)} < Plv< Zo <w}P {% <o 6}(4.48)

4<k< Ln(%_s)J 1t tyr—1<n
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Observons que :

> > P{B(Fi1)}

4<k< L"(}]I“S)J 1t typ-1<n

< Z Z P{Yk—l=yk—11v<Zn<waYk2n—3k—l}
a<k< | n(L-8)] vrt-tvroi<n
= > Y P{Vict =5 3P0 < Zuy, <0, Yy 20— 554 )

4<k< | n(L-5)] vrttye-a<n

(4.49)
D’apres (4.35) et (4.49) on a

> > PB@-1)} < Plu<Zy<w) D Plu.=k)

a<k<[n(L-6)| wtFue—1<n agk< [n(2-5)]

IN

P{v < Zo < w}P {un < n(% _ 5)}‘.

La combinaison de (4.40), (4.41) et (4.48) entraine (4.33). N

Montrons enfin que :

2 n
P{v < Z, < w,v, <3} < Plv < Zo < w} (; n 1) (1—e)% 1 (4.50)
On prouve a l'aide d’un raisonnement identique au précédent que :
P{v< Z, <w,v, <3} =P{v < Zp < w}P{vn, <3}

On vérifie que :

Pl <3) = Y0 (- gl

- u-of S (7)ot
< (C+D1-9F
D’ol on déduit (4.50). =
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Démonstration de la proposition 4.10
Il est clair que :
P{E.} = P{E.,v, > 4} + P{E,,v, < 3}. (4.51)
On déduit de (4.32) que :

P{E,va24} < ) Y P{AGw1)}

k>4 y1+..=yg—1<n
< P{v < Zy <w}P {max({y,..., n-2) <u,vn >4}. (4.52)

Observons que :

P {max((y,. .., Copm2) < u,vp >4} < P{max((l,...,(u;,_z) <u,v, >4,v, > n(l - 5)}
U

I

+P {I/n < n(l ~ 6)}
. U, 1
SP{ max Ck<u}+P{—<——5}(.4.53)
1<k<max( Ln 7’;—6)_’ -3,1) n jz
D’apres (4.50) on a
P{E,,vn, <3} < P{v< Z, <w,v, <3}
< (17:‘- + 1)1 - €)' P{v < Zo < w). (4.54)

En combinant (4.51), (4.52), (4.53) et (4.54) on déduit (4.28).
D’apres (4.30) et (4.31) on a

P{E} 2 P{Enva24} =) > [P{A@e1)} - P{BFi-1)}]-(4.55)

k>4 yi+..tyk_i1<n

Appliquons aux événements

1<kg | n(L48) ] +1 K

1
A={ max Ck<u} et Bz{unﬁn(—-f—&),z/nzél}

Pinégalité

P{AN B} > P{A} — P{B").
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Il vient
P {max((y,...,(y,—2) < u,v, >4} > P{AN B}

n 1
> P{ max Ck<u}—P{K—>—+5}—P{Vn§3} (4.56)
1<k [ n(L+6)] +1 nop

De (4.32) ,(4.33) , (4.55) et (4.56) on déduit (4.29). .

Soit G(u) = P{Zy > u} et

a‘:inf{ue (a,b) : G(u) <l}.

e
On suppose dans la suite que u € (@,b). On a alors le

Lemme 4.8 Pour tout B € (0,1) et v > 1 fizés, il existe wi(y,B) € (a,b) et deuz
constantes M,(v) et M3(y) telles que pour tout u € (w,b) et n € ((G(i))ﬁ;, &t 102 ()

1
u

sir=r(u) = r—ﬂllng G(IU)J et 6 = 6(u) est choisi de sorte que

ln;
_ r(u) _ 1 —(14+7)

P {1<k< (ntla(’)i(_ )J -3 1) G < u} 1 1 =(147)
Flnu) = P{Z < ul)" < L <‘“2 G(u)) (1“ G(u))
(4.57)
et
P { max (e Lu
1<k (L +8)] +1 } 1 1\~
G(n,u) = PlZs<a)r >1-—M; (ln2 _G(u)> (ln G(u)) . (4.58)
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Preuve : On vérifie qu'il existe vy € (@, b) tel que la fonction

h(u) = G(u)~B <1n2 G(lu))—l (1 - (m G(lu))_l>

est croissante pour tout u supérieur a vg.

Soit
@ = inf {u € (vo,b) : € (ln l) h(u) > 4(2 +’y)} )
p
Posons
. o 1 1
u, = mf{u € (a,b): Gu)p < et In, G et

2 1 1
ln% lnz G(u) 2 m%(lng G(u)) -+ 1 Z 7‘2} (459)

et v; = max(uq, ).
Il est clair que :

1
= (l,i(ln;)h(u) —2), u> .

On vérifie facilement que pour tout u € (v;,b) et n € (G(:L)Bv G?u) In, G(lu)), on a

n(i—6>24.

Il vient
P max G<up=P max G <uyp. (4.60)
1<k<max( | n(L-6)| -3,1) 1<k< [n(L-6)] -3

La fonction de répartition des v.a. {(,,n > 1} étant continue sur (a,b), on déduit du
théoréme 4.9 qu'il existe u; € (uo,b), une constante M; et une fonction M(u) & valeurs
dans (0, 1), telles que pour tout n € IN*, pour tout u € (us,b), on a

P <
{m G s

| S PG> w6 ) (4.61)
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D’aprés (4.10), (4.60) et (4.61) on a

aNGEO\" 2
F(n,u) < (%) (M(u))‘3(1+K0(G(u))2(ln2 G(lu)) ) (4.62)

et
G(n,u) > (M(u))':?” nM(u) 1-K (G(u))z(ln Ly (4.63)
T\ P{Z <u} ° ? G(u) .
en posant
. BEM (24 7)
0T e (ln%)2 '
On déduit des inégalités
2
TS <Iln(l+z)<z ze(-1,1) et
1 — z < exp(—17) Sl—-m+m2‘_,:c20
quon a :
s 1 1 :
(M) ¥ <1 - (; - 6) (I -=M(u))+ (; - 5) (1 - M(u))? (4.64)
et

(M(u))%+6 >1- (1 + ué) <(1 - M(u)) + (_127—/\11\?1;(—;‘))2)2) . (4.65)

Observons que :

(% — 6) (1 - M(u)) 2 G(u) — pbG(u) —24p"G(u) — 42(8[&' + C1)(G(u))?

%(1 — M(u)) < 2G(u) + 4{(81{ +C)G(w) < 65(8K + C1)G(w).

Il résulte alors de (4.64) que :

2
27‘

(M(u))%"s <1-G(u) + pdG(u) + 24p"G(u) + (108K + Cy)) 6—2(G(u))2. (4.66)
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On vérifie aisément 'existence de uz € (u2, b) tel que pour tout u € (us, b), on a
1 — M(u) < 1. Un calcul simple montre que pour tout z € (0, Neta>1,ona

z (m %)a < a®exp(—a). (4.67)

Il en résulte que pour tout u € (us,b), on a

1 — M(u) 1

<2(1 = M(u)) € K1G(u) Ing (4.68)

en posant , 1
.42t , 2+91
K, _4dn% (1 + (8K +cl)€ln% e),

Il vient

1 /14 pub 1 — M(u) 2 ’ 1 ,

Z < 1 N

2 ( p ) ( M(u) S Kz | lng G(u) (G(u)"s w2us  (4.69)
en posant

-1
1
Ky = KZe ( +17> .
In ;

1
G(u)*

Un calcul simple montre que pour tout « € (u3,b), on a

car uz étant supérieur & u;, on a r = r(u) > :n—*'} In,
r

(1 :MS) (1 = M(w)) < G(w) +2u6G(w) + 245" G(u) + 88K + C1)=(G(u))*.

| (4.70)
De (4.65), (4.69) et (4.70) on déduit que pour u € (ug, b), on a
(M) > 1 - G(u) - 248G (u) — 249" G(u)

_ (8(81( + CI)E + K <ln2 5%17)» (G(u))2. (4.71)

Le réel G(u) appartenant & (0,1), d’aprés (4.66) on a

1_¢ 2
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en posant

2
27’

Hy(u) = péG(u) + 2Ap"G(u) + 10(10(8K + C))) 6—2(G(u))2.
De méme,

(M(u))s*®
P{Zo S U}

(M(u))s+? <1+G(u)+ (G)’ > >1— Hy(u)  (4.73)

en posant

Hy(u) = 2u8G(u) + 240" G(u) + <24(8K + cl)g + 2K, In, ﬁ) (G(u))?.

=(147)
) y U 2 u]')

( On vérifie que p” < (ln G(lu)
Soit

wy = inf{v € (us, b) : Vu € (v,b), (G'(Yu)-lnz -

(qu) In, -5(1—1-5) Hy(u) < -;—}

On vérifie que si z et n sont tels que |[nz| < 1,0n a

[(1+z)" -1 <

(4.74)

De (4.72), (4.67) et (4.74) on déduit que pour tout u € (wy, b) et
" € (@t ot 12 gy on 2

(M(u))%—s i : 1 1\ -+

en posant

10

2 ~)2
Ks =2y (1 + 24+ 008K + oy Bt

(In1)2 (3+7)°" exp(—(3 + ’Y))) .
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et

(M(u)=*\" , 1 L \-04)
(P{ZO < u}) 21+ 2nH2(u) >1- 1&4 (1112 @) <1I1 G—(u—)-> (4.76)
en posant
Ki=2v(24+24) + (2?4(8[( + 01)21:17 + 21(2)) (2 +7)exp(—(2 +7)).

Pour tout u € (wy,b), M(u) > 7. Il résulte alors de (4.68) que :

1 \° 1— M(u)\° 1 — M(u)
) = (1+ 2 Z=22Y)) < 472 =Y e 47K . (4.
(M(u)) ( + M) ) <1+ M) = + 7K,G(u) In, G (4.77)
La combinaison de (4.62) , (4.75) et (4.77) entraine (4.57).
On vérifie aisément que :
. 1
M(U) >1- 1\5G(u) 1112 m)- (478)
en posant K5 = %(2 + 4—(%6;01):1%)
De (4.63), (4.76) et (4.78) on déduit (4.58). | .

Démonstration du théoréme 4.5.

On suppose dans la suite que les hypothéses du lemme précédent sont vérifiées. On a donc

u € (wy,b), 1<v< i (ln-l—) h(u) — 2,
p

et d’apres (4.59),

1 —-(1+7) 1 5 1
o= () o GwE S e

En combinant les résultats de la proposition 4.10, (4.57) et (4.58) on déduit que :
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ey 5o (oaa) ()

1 va 1 4Kr N oty
+(P{ZOSU})" {g—ﬂ‘>6}+ ) (1+2407)" G(u) x
P{ (f[lax | )Ck < u}
1<k<max n(-:-;—&) -3,1 1 n ) -
(P{Zo S u})m + (P{Z, < u})" (; + 1) (1—¢)r (4.79)

en posant C = max (M, M3).
On déduit de (4.57) que pour u € (w,b) et n € (5(%)7;, -G—'(Yu—)lng G—(lu—)), on a

P max (r<u
1<k<max(|n(L-6)]-3.1)

T G —
1 1 ~(1+7)
< K, (1112 G—(uﬂ (1“5(?3> (4.80)
en posant )
Fo = Tt (o= 4 )+ 22).
Soit

2+7(1n 1
eln 2 2 G(u)

1 =4 < |
G(u)) - 5}
1

. -1 (147}
Ty = inf {v € (wq,b) : Yu € (v,b), EOE (ln2 Ggu)) <ln _Cﬁ) + X
€ 1

exp (—(G(u))‘B { el (1n, 5(17))_1 (in Z;(l—u)) BN
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wy = inf{v € (wy,b) : Vu € (v,b),% <

1 )—(1+~/)

(lnG_(uj et ,u5+%§2(1n

et




On vérifie facilement que :

Pla<i-s} P

1
(P{Z, < u})" Y < ; - 5}exp(—n In(1 — G(u))

IN

vp 1 (G(u))?
pPln o2 —— ). (4.
{ —~ < p 5}exp(n(G(u) + 501 = G(u))Q) (4.81)
La combinaison de (4.13) et (4.81) entraine que pour tout u > zq et
" € (G oty 102 ) 00 @

Pla<i-g

(P{Zo Su})"

€ (po) _(G(w)?
< - - — R ok Y S
< exp)exp( - (5= L0 - ) - 6(w) - )
1 1 -(14+7)
< 2) In. . (4.82
< exp(2)in, o) (ln G(u)) (4.82)
On déduit de la méme maniere de (4.12) que sous les hypothéses précédentes, on a
P{m>1Lys) ) L\~
< 2e . .
iz <2 g () )
On vérifie aisément que :
(1-¢)* ¢ (G(u))®
< expl-n(=- N Sl Suet2 A
(P{Zy <u})» ~ exp n(r Glw) 2(1 - G(u))"’) X

Inl -1 u))?
exp (——n (62 +”7 (1112 G(lu)) - G(u) — XLC—;LL)>

1-G(w))?
Il en résulte que pour u > zpet n € (G( VB G

(2+1)° (1—e)7! 1 4+ 2 L
(P{Zp < u})™ < (’7( ln%) +1> (l—€)™" x

5 Ins G(u)) on a

sy, I} . (G()?
(G(Z)V exp (’(G(“)) B(e 2+ (1“2 G(lu)> —Gv) - 201 —G(u))2>>
1 1 =(14%)
< Krln, i ( (u)> (4.84)
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en posant K7 = (¥ (ln:’) +1)%(1 — €)!
P

En combinant (4.79), (4.80), (4.82), (4 .83) et (4.84) on déduit (4.3).
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Chapitre 5

Etude du comportement
asymptotique des temps de records
et de records des chaines de Markov
considérées

69



5.1 Introduction

Soit {Z,,n > 0} une chaine de Markov stationnaire et régénérative vérifiant I’hy-
pothese H2 du chapitre 3.
0o € (a,b) étant un seuil initial donné, on définit les temps de records et de records
relatifs & 6y par v
Ty =min{k >0: Z; > 6o}, 0, = Z7,

et pour tout n > 1
Tn+l = Tn + ITUII{IC 2 1: ZT".*./C > Gn}, 0n+1 = ZTn+1'

On rappelle que si {Z,,n > 0} est i.i.d., {(T,,0,),n > 1} est un processus de Markov tel
que :

Proposition 5.1 (Deheuvels 1974)

i) Pour tout entier s > 0 et vy € (6o,b) on a :

P{T\ = s,0, >} = (P{Z < 00})°P{Zy > r1}. | (5.1)

i) Quels que sotent les entiers n > 1,1 <51 < ... < 8, < Spy1 €l
by<m<...<rp<rpp1<b ona:
P{Toy1 =T = $nt1 — Sy 01 >t | T = 81,00 =11, .. T = 5,0, =1}
= P{Tn+1 - Tn = Sn+1 — Snagn-f-l > Th+il I Hn = Tn}
= (P{ZO S rn})3n+l—8n—1P{Z0 > 7'n+1}. (52)

On démontre dans ce chapitre le théoreme 4.2. On montre que (voir Haiman 1993) ce
théoréme est équivalent au

Théoréme 5.2 [l existe Oy € (a,b) et une suite {(?n,ﬁn),n > 1} de v.a. déﬁnies sur le
méme espace de probabilité que {Z,,n > 0} élargi de facteurs indépendants, S, étant une
sutte croissante d’entiers et R, une suite croissante & valeurs dans (0o,b) telle que :

i) {(Sn,Rn),n > 1} vérifie (5.1) et (5.2) avec S, & la place de T,, et R,, & la place de
0,..

ii) Presque sirement, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, on a

T.=3S, 0,=R,.
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Pour cela, on commence par construire une suite {(S,, R.),n > 1} satisfaisant (5.1) et
(5.2) telle que :
presque sirement pour tout entier naturel assez grand on a la

Proposition 5.3
Fn = ?n_l +min{k >1: Z§n—1+k > Rn}, _En = Zgn
et on déduit le théoréme du

Lemme 5.1 (Haiman 1987 a)) Soit {(T',,0',),n > 1} une suite telle que presque sire-
ment il existe p > 1 tel que pour tout n > p, on a :

T'pr =T o4min{k>1:Zp >0}, 0p1=2Zp
alors presque stirement, il existe un entier ng € IN tel que pour tout n > ng, on a :
T,=T, et 0,=0,.
L’élément clé de la construction de {(S,, R,),n > 1} est le

Lemme 5.2 (Haiman 1987 a)) Soit Y une v.a. d valeurs dans un ensemble ). Soit ¢ un
sous-ensemble de Y et P une probabilité sur Y telle que 0 < P(p) < 1. On suppose que
sur ¢ la loi de Y est absolument continue par rapport a P et

max ﬁ/-(y) - 1\ (1—P(p)t=¢g<1.

yEp

dP

Soit Q une variable de Bernoulli, indépendante de Y et telle que P{Q = 0} = q. Il existe
deur v.a. Y' @& valeurs dans p et Y a valeurs dans ¢° (le complémentaire de » dans ))
indépendantes de Y et Q), telles que si l’on pose

YsiQ=1etY €p
Y = YsiQ=1etY €¢°
Y s5iQ=0
alors la loi de Y est P.

Les propositions 4.6, 4.7, 4.8 sont utilisées dans la démonstration du théoreme.
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5.2 CONSTRUCTION DE {(S,,R,),n > 1}

Pour tout B € (0,1) fixé, soit z¢ € (a,bd) et v > 1 tel que pour tout u supérieur & z,,
le théoréme 4.5 soit vérifié. Soit 7 € (1,7) fixé.
Pour tout ¥ € (z¢, b) on pose dans la suite :

HF) = {(t,p) €N x (7,b) (T;(i-)ﬁ <t< GzF) In, GEF)} (5.3)

H(7) étant le complémentaire dans IN x (7, b) de H(T).

T=T() =inf{k >1:2Z >7} et 0=0(F) = Zr.

Soit P la loi de probabilité de Y = (T,0) lorsque les v.a. {Z;,k > 0} sont indépendantes.
Observons que la densité de P est :

i—f(s,p) = (1= P{Z0 > 7)™ f(p), (s,0) € N* x(T,b).

En utilisant les conventions d’écriture précédentes, on a le

Lemme 5.3 La loi de probabilité de la v.a. Y notée Py est absolument continue par
rapport @ P et, il existe une constante K1 > 0 telle que pour tout 7 € (zo,b), on a

dPy 1 1\~
—U[P(H@E) ' <Ky [ logg==] | log== .
o 2P 1’[ P < £ <"920(r)) (OgG(F))
(5.4)
Preuve : D’apres le théoréme 4.5, pour tout ¥ € (zo, b), on a
dPy 1 1\ 0

1| < — . .

| 300 1] < 0 (55 ) (o057 (52)

On déduit aisément de (5.3) que :

P(H(T)) > P{T(F) 4 ln2 }r)} (P{Z0<r})c3(‘)1“2 o(-)

(7)?
(G( C(T))2)>'

!

)

b

o]

TN

Pt

=1

~
Q
\_/



(On rappelle que pour tout z > zg, G(z) < %) Ceci combiné a l'inégalité

1 1 1
zlnp— < -, 0<z< -
T e e

entraine que :

P(HF)) > (m %)_ exp(-ze(l—T_%)?) (5.6)
La combinaison de (5.5) et (5.6) entraine (5.4).

Soit

z7 = Iinf {F >zo: K, (ll’lg GEF)) (In GEF))_(HW—T) < 1}

Pour tout 8y € (21, b), considérons la v.a. Yy, s, & valeurs dans IN x (6, b) définie par
{Y90,52 = (t, 7'1)} =4 {ma.x(Zsz, ey Z52+¢_1) S 90, Z52+t = 7'1} .

Soit Py, s, la loi de la v.a. Yp,.s, lorsque les v.a. {Zs,4;,7 > 0} sont i.i.d. et, Q; une v.a.
de Bernoulli indépendante des v.a. précédentes, telle que :

P{Q, =0} = K, <ln2 ’é(loT,S) <ln G(lgo))—(m_f) <1.

Onale

Lemme 5.4 [l existe deuz v.a. Y, g et Yo, s, définies sur le méme espace que {Z,,n > 0}

élargi de facteurs indépendants, & valeurs dans IN x (8o, b), indépendantes de Yj, s, et Q,
telle que la v.a.

X Z%.S'z si-c)-_l =1 et Ygo,s2 € H(&o)
Y90,52 = Y?OVS'Z Si_@l =1 et Yoo_52 € H(00)°
}/90,82 Si Ql = 0

a pour loi de probabilité Py, s,.
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Preuve : On a montré que le processus {Zs,;j,7 = 0} est une chaine de Markov de
méme loi que {Z,,n > 0}. D’apres le lemme précédent,

max | Do (s,p) = 1| [P(H(6)9)]™" = max By s (s,p)—l‘[P(H(Ho)c)]"l
(s.0)€H (%) | dPy, s, (s0)€H () | dPy
1 1\ ")
< Ky | logg——— log—+—
=0 ("%(m) C=)
On déduit le résultat annoncé en appliquant le lemme 5.2. [

CONSTRUCTION DE (S}, R;)

Soit Yy, = (¥3,)1,(V3,)2) une v.a. i valeurs dans IN* x (6p,b), ne dépendant des v.a.
précédentes qu’a travers la v.a. S3, dont la densité de probabilité est définie par

P,-,g0

dp
(s,p) € {0,...,kr — 1} x (6o, b).

Soit L; une v.a. de Bernoulli définie sur le méme espace que {Z,,n > 0}, ne dépendant
des v.a. précédentes qu’a travers S,, de loi définie par

P{Li=1|S;=kr} = (P{Zy < 6})".
Posons
S1 = Li(S2 + (Yap.)1) + (1 = Li) (Yo )1
{ Ry = Li(Yoe,5,)2 + (1 = L1)(Ya,)2-
On montre dans ’annexe que pour tout (s,p) € IN x (6o, b),
P{S, =s,Ry > p} = (P{Zy < 60})°P{Zy > p}. (5.7)
CONSTRUCTION DE (5, R,)

Soit _
7, =inf{k € N: Sy > 5:}.
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On montre dans ’annexe que la loi de la v.a. Zs_ , est w. Le procédé de construction du

U1+l
Processus {Z5‘51+1+j’j > 0} étant identique & celui de {Z;,;7 > 0}, {ZSF1+1+j’j > 0} est
donc une chaine de Markov stationnaire de méme loi que {Z;,j > 0}. Pour tout 7; > 6o,

soit Y7, ,s; ,, une v.a. a valeurs dans IN x (71, b) définie par

{}/Flvsﬂl-f-l = (t, p)} -~ {ma‘X(ZS;‘_H,...,stl+l+t_1) S Fl’stl+l+t = p} .

Soit pﬂ.sv,,u la loi de la v.a. YRS;]“ lorsque les v.a. {ZSBI+1+J"j > 0} sont i.1.d. et,

Q_Z(Fl) une v.a. de Bernoulli indépendante des v.a. précédentes telle que :

P{Q,(r,) = 0} = K, (m2 ﬁ) (ln -(-;—(%5) e

On déduit du lemme 1 la majoration suivante :

dP

Yo
155, 41

dbs, s, .,

[P(H()) <K, <1n2 5(-1%1—)) 2 (m F(%)) e _

Ceci entraine (d’apres le lemme 5.2) P’existence d’une v.a.

max (s,p)—1

{s.0)EH(T1)

~ ~

?1'571-{»-1 = (( ?lyS;l+1)1’(}/?lus’;l+1 )2)

s

Yo 55,4, S @(Fl) =letYrs, , €H(M)
= Y71'571+1 Sigz(TI) =1et Y71v571+1 € H(FI)C
Ya,s;m si @Qa(T1) =0

A valeurs dans IN* x (71, b), dont la loi de probabilité est 15;1,5;1“.

Soit Y?; = ((¥z)1, (}7;1)2) une v.a. définie sur le méme espace que {Z,,n > 0}, a valeurs
dans IN* x (71,b), ne dépendant des v.a. précédentes qu’a travers Sz, 41 — S1, dont la
densité est définie par

Py s _ o _ (P{Zo T} f(p
i (0S4 —S1=3)= 1 — (P{Zy <7})1
(5,0) € {10 0§ — 1} x (71, b).
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Soit Ly(7;) une v.a. de Bernoulli définie sur le méme espace que {Z,,n > 0}, ne dépendant
des v.a. précédentes qu’a travers Sz, 41 — 51, de loi définie par

P{Ly(F1) = 1| Sp01 = S1 =5} = (P{Zo <T}) "

Posons
ASy = Ly(Ry) (Su1+l S1+ (Yh‘l,sgl+,)1) + (1 - L2(R1)) ( ~ﬁl)l
AR: = L) (Tg, s;.,, )2 + (1= La(R1) (Yg)),
et
Sy =8+ A5,
R, = AR,.

On vérifie aisément que pour tout (3, — 3y, p) appartenant & IN* x (7;,6), on a
P{Agg = §2 —gl,Aﬁz > ,0 I .S—;l == _S.l,ﬁl = F]} = (P{Zo S 71})32-31—1P{Z0 > p}

La construction de (52, Ry) définit un algorithme qu’on utilise pour construire
{(S», R.),n > 2}. Supposons {(S;, R;),1 <i < n} déja construites.

CONSTRUCTION DE (Sn+1, Rut1)
Soit _
Up, =inf{k € N: S5, > S,}.

On vérifie que le processus {st,,+1+i7j > 0} est une chaine de Markov de méme loi que

{Zn,n > 0}. Pour tout 7,, > b, soit Y5, s
par

,; une v.a. a valeurs dans IN x (7,, b) définie
n

{Y;msvm - (t,p)} = {max(Zg_ oo Do b)) STuy Zs = p} . (5.8)

Vn vn

-

Soit

Soit P, s, la loi de la v.a. Y5, 5, ,, lorsque les va. {Zs, | 4;,7 > 0} sont iid. et,
@n41(Tr) une v.a. de Bernoulli indépendante des v.a. précédentes telle que :

P(Q.,,(Tx) =0} = K, (1112 5(-1%—))2 <1n - (; n))—mw) .
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On déduit du lemme 1 la majoration suivante :

dPY— s A 1 2 1 ~(14~v—71)
vVn _ - c\1—-1 <
A 4B, P HPEHE))] —K‘(l"”(;(n)) <l°~"G(n)) '

(5.9)

Ceci entraine (d’apres le lemme 5.2) ’existence d’une v.a.

-

}/FH,S;",H = (( Tn SB,,.H)I’(Y_ 57,.4.1)2)
Y, s . i —Q:__H(Fn) =letYs, s ., € H(Ty)

=S Yrs si_QnH(F ) =let Yr, 5, ., € H(Tn)" (5.10)

a valeurs dans IN* x (7,,b) dont la loi de probabilité est P?n,S;,,H-

Soit f/;n = ((Y/F")l,(?;‘n)n)g) une v.a. définie sur le méme espace que {Z,,n > 0}, &
valeurs dans IN* x (75, b), ne dépendant des v.a. précédentes qu’a travers Sy, 41 — Sn, dont
la densité est définie par

dPy, = _ o (P{Z0 ST}y f(p)
——dp_(s’p l Svn+1 =S, = ]) T 1= (P{Zo < ;-‘n})j—l

(S,P) € {1 v] - 1} (T'n, )

Soit Ln4+1(T,) une v.a. de Bernoulli définie sur le méme espace que {Z,,n > 0}, ne
dépendant des v.a. précédentes qu’a travers Sy, 41 — Sn, de loi définie par

P{Lop1=1|Ss,01—Sa =7} = (P{Z <To}) " (5.11)
Posons
A-gn.}.l = Ln+1(ﬁn) (SU"+1 —?n + (?E"‘S;n+l)l>+ (1 - Ln+1(.--R-n)) (Y/ﬁ")l
, (5.12)
ARny1 = Lnyi(Ra )(YR",SUN+1)2 + (1 - Ln+l(Rn)) ( E,,)z
et

{ §n+1 = .S—n + AS;n+l
Ry = AR,
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On vérifie aisément a ’aide d’un raisonnement similaire & celui utilisé dans I’annexe pour
montrer (5.7) que pour tout (3,41 — Sn, p) appartenant & IN* x (7, 0) ,

P{Ag-n-i-l = 3n+1 "gnvA_R.n+l >p |—S—1 =‘—§17EI =Tl .. 7§n ‘_‘gnaﬁn = Fn}
= (P{Zo < Fp})™ """ 1P{Z > p}. (5.13)

Il est nécessaire pour faciliter la compréhension de la suite d’effectuer au préalable les
remarques suivantes :
Remarque 5.1 5; et R, sont construites de maniere telle que :

{gl = gl,ﬁl = Fl} € U(Zo,.. . ,Z;;l) X 0‘(52) X C’(LI,@u?eo,Sg,Yelo,s,,Y/eo)

L1,Q1,Y 0,5, Yo, s,» Yo, 6tant choisies de sorte qu'elles ne dépendent de {Z;,j > 0} et
{S;,7 > 1} que par Pintermédiaire de S, et, pour tout n > 1, il existe une tribu o, telle
que :

{Si=35,Ri=7T1=,...,5u41 = 8uq1 =, Ruy1 =Tnt1} €
f —
0(Zoy..., Z5,,,) X 0, X 0(Lny1(Ry),

(5.14)

Les v.a. Lns1(Rn), @nin(Bn): Y7, 5, , 0 Y5 o .
ne dépendent de {Z;,; > 0}, {Sj,j > 1} et de 0., que par l'intermédiaire des v.a.
S‘;".H - Sn et Rn.

Remarque 5.2 De (5.10) et (5.12) on déduit que :

’Yﬁn étant choisies de telle sorte qu’elles

{A—gn-f-l = S5,41 — S+ min{t > 0: Zs, 41> R}, AR,y = Z§n+1}

= {Loi(B) =} 0 (@B = 1} 0 { ¥ s, € H(RD}.  (5.15)

5.3 Démonstration de la proposition 5.3

Présentation des résultats préliminaires

Lemme 5.5

P{(A§n+laAEn+l) = (§n+l - ngn-H) 7£

(57n+1 - S, + min{t >0: stn+1+‘ > E"’},Zgn-}-l) i.s.} =0. (5.16)
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Preuve : On montre successivernent que :
P{Lai(Fa) =0 is} =P {Quu(R) =0 is}=P{¥5 o € HR.) is.} =0

et on déduit (5.16) de (5.15).
Montrons que .
P{L.4+1(R,) =0 is.} =0. (5.17)

On sait d’apres le lemme (2.8) P 31 de (Haiman 1993) que pour tout o € (0,1),
P{G(R,) > exp(—an) is.} = 0.
Ceci implique
P{Lnt1(Ry) =0 is.} = P{Lot1(R,) = 0,G(R,) < exp(—an) is.}.
Observons que :

P{

h

n+l(ﬁn) = 07 G(-En) < exp(—an)}
= P{Ln41(R.) =0| R, =7}dPg (7).

G(7)<exp(-an)

On déduit de (5.11) que

= Y (1= (P{Z S 7)) ™)P{Spa1 — S = j}.

On montre dans 'annexe que pour tout 7 € (g, b), on a
P{Sp,41 =5 =5} < j(1— )7,
Ceci combiné a 'inégalité

1-2 <G -1)(1-2),0<z<1,j22
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entraine que :

P{Lo1(Ra) =0| R =7} < > j(G —1)(1 - ¢ °G(F)

i=1
GF
- T gi—2
(1—¢) (1=(1-er)
Il vient
— — exp(—an) 2 2
P{L..1(R,) =0,G(R,) < exp(—an)} < €)r -
{ +1( ) ( ) ( )} (1 _ 6) ( ) (1 _ (1 — 6)7)3
et on déduit (5.17) du lemme de Borel Cantelli. m
Un raisonnement similaire au précédent permet de montrer que
P{Q..1(R,)=0is.}=0
carl+~v—7>1.
Montrons que
P{Y s, € HE) is}=0. (5.18)
D’apres le lemme (2.8) p 31 de Haiman 1993, pour tout « € (0,1) on a:
P{¥a,s,.,, € HR) is)=P{¥5 o € HE), GR.)<exp(-an) is.}.

Observons que :

P {YE"'SFVVH

€ H(R,)",G(R,) < exp(—an)}
- [ 1= Pl¥ss, . € HY] dPy (7).
G(F)<exp(~an)

Le processus {Zs;n“,”,j > 0} étant une chaine de Markov stationnaire de méme loi que

{Z;,7 > 0}, (la preuve est faite dans ’annexe) en combinant (5.3) et (5.8) on déduit que
pour tout 7 € (6p,b), on a

P{¥s,, € H{)} = S P{max(Zo,...,Z;_1) <7,2; > 7). (5.19)

1 [ < L -1
GeE SSem M T
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D’apres le théoreme 4.5, il existe une fonction

f(T) =M, <10925%>2 (hq%) o <1, 7> b

telle que pour tout j € (W, -5(—;—)-1n2 5%7—))’ on a:
P{max(Zo,...,Z;.1) <7, 2; >7} > (1= f(®)(P{Zo <7} P{Z, > 7} (5.20)
La combinaison de (5.19) et (5.20) entraine que :

P{Ys, . € HF)} > (1— fF)(P{Z <THOEO "+ _(P(Z, < 7})3 ™ &)
> (P{Zo <F)COTH —(P{Z, <7) T ES — f(7).

Il vient
1= P{¥es,,,, € H) < 1= (P{Z <7D 4 (P2 <7)T™F 4+ f(7).
. (5.21)
On déduit des inégalités
| i
— > - - — t —-z)>1-—
n(l —z) >~z 2(1__1:)2,0<$<1 et exp(—z)>1—z,2>0
que :
) . G(r)*~* — G{F)’
< F ) (CEN T+ 5 | _ -5, (G077 _ G\
(P12 <7) 2 1= (60D + 5 s + Gl + o
(5.22)
D’apres l'inégalité
In(l-z)<—-z;0<z<1,
on a
(P{Zo < 7))@ ™35 < (ln G%) . (5.23)
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La combinaison de (5.21) (5.22) et (5.23) entraine que pour n assez grand, on a

exp(—a(2 — B)n)
2(1 — exp(—an))?

+ (en)™" + M;(In an)(na)~ 0+

P {YE.S-,;,,H € H(R,)",G(R,) < exp(—an)} <exp(~a(l — B)n)+

exp(—2an)
2(1 — exp(—an))?
~ exp(—a(l — B)n) + exp(—a(2 —~ B)n) + exp(—an) + exp(—2an)
+(an)™" + My (ln an)(na)~+Y

+exp(—an) +

T et v étant strictement supérieurs & 1, on en déduit (5.18) du lemme de Borel Cantelli. m

Démonstration de la proposition 5.3.
La combinaison de la majoration
el B_
P{SVn+1+1 ~ Sn41 =P} < p(l - 6)’ 1’ n 21

qu’on montre dans ’annexe et du lemme de Borel Cantelli entraine que :

- 1
P SE 1 bl Sn —_— .. .
G i}
1

=P {57n+1+1 - Snt1 > m ,G(R,) < exp(—an) i.s.} =0.

Ayant démontré (5.16), pour montrer la proposition 5.3, il suffit de prouver que :

P {max(ZgnH,...,Zs;n“_l) >R, i.s.} =0 (5.24)
Soit
An+l = {maX(Z§n+l+1’ . "’Z37n+1+1_1) > -Rn+17Ln+l(En) = 1’_Q-n+l(.[_£n) = 1’
— — - 1
Y5 € H(R,),G(R,) < exp(—an), 55,141 — Sn S*‘T"—}-
Rn,Sg, 41 (Bn), G(Ra) < exp(—an), 55,,,41 +1 (G(R.))®
D’apres les résultats précédents il est équivalent de démontrer (5.24) et
P{A.4 18} =0. (5.25)
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Observons que
P{An1} = // P{An1 | Ry =T, 55,11 = S}dP )(F’S)
G(r)<exp(—an) St

- // Z Z P{max(Zs,..., Zopjo1) < T,
G(T)<exp(—an)

GHFSISEm I 5E  SEmP
(7, s).

(5.26)

Zoyj > Tymax(Zsyjprs oy Dstjrio1) S Zogjs Lspjvi > Zs+1}d (Rn,S5,41)

Le processus {Zs; 41+i1J 2 0 étant une chaine de Markov stationnaire de méme loi que
n

{Z,,n > 0}, on déduit de (5.26) que :

Pltna} < | 3 >

G(7)<exp(—an) 1 1
EHFSISam™En SemP

P{max(Z,...,Z;-1) <7,Z; > T, Zj1; >T}dPy (7). (5.27)
Il résulte des hypothéses initiales que :

P{max(Zo,.. . ,Zj_l) <, ZJ >T, Zj+i > F}
< I(P{max(Zo,. . -aZj-l) <, ZJ‘ > F}P{ZJ’.H’ > F}.

D’apres le théoreme 4.5, pour tout 7 > g et 7 € (W, -Cﬁ In, Ez—ﬂ) <lona

P{max(Zo,...,Zj'_l) <7,Z; >7) < (L4 f(F))NP{Z < 7} P{Z, > T},
0< f(F) <1, 7> 6,

D’ol on déduit que :

z > P{max(Zo,...,Zi1) ST5 2> F, Zips > T
e SIS Bt am SEmE
<2K(G(7))? >, Y (P{Z <T})

1 re T 1 : 1
G P SISEm i am  SEm)P

2O [(P(2 < FHEO — (P{2, <)) o) (5.28)

(G()?

<
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Il vient

> Y P{max(Z,...,Z;-1) S 7, Z; > T, Zjpi > T
G SISER I aE  SamE
< 2K(G(F))' 5. (5.29)

La combinaison de (5.27) et (5.29) entraine que :
P{An41} £ 2K exp(—an(l — B))

et on déduit (5.25) du lemme de Borel Cantelli. =

5.4 Démonstration du théoréeme 5.2

Le théoreme est un corollaire immédiat de la proposition 5.3 et du lemme 5.1. [ ]
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Chapitre 6

Annexe
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6.1 Démonstrations du chapitre 2.

Proposition 6.1 Le processus {Z,,n > 0} construit est une chaine de Markov de méme
loi que {X,,n 2> 0}.

1 1 V. 2 2 Vs Vo . ]
e Xn=X, W, gl Xo o Wi Je2 241 X3 e ™
0 To(R,1) to(R,1) + 1 o(R,2)  1(R,2)+r ro(Rj=1)+r n(R,j)  1(R.j)+r
Q1 =0 Q2=0 QJ‘ =1

Preuve : Pour abréger les notations, Pour tout n € IN*, pour tout A € F, posons

{ZOZZOa"'aZn :_"zn}: {7n:En}
Apnk =P{Z, € A,o(R k) + 7 <n<1o(Ryk+1) | Znoy =Zn)
et -

Bor=P{Z, e A,ro(Rk+1) <n<1o(Rok+ 1) +7 | Znsy =Z0_1}.
Observons que :
P{Zn S A |7n—1 = _z-n—l}

=P (U{Zn € A’TO(Ra,‘:)_*_T <n STo(R,k+1)+7‘ |7n—l :En—l}>

k=0
Z nk+Bnk (61)
k=0

On vérifie aisément que pour tout k& € IN¥,
=1o(R, k) +r > k(r+1) et To(Rk+1)=t,+ 7 (R).

Ceci implique

Ane= Y B, (6.2)



ol

Bj=P{Z, € Aty =, 7™ (R)>n—j | Zn_y = Zn1}.

D’apres la formule de Bayes, on a

B; = Plzm€ Alti=5,7"" " (R)>n—34,2Zn 1 =Fn_1} X
Pl =4, R)>n—j | Zny =Z,_1).

Le processus ({Z,,n > 0}, {Sn,n > 1}) est construit de sorte que :

P{Zn €A ] i —ja k+1(R) 2n _j)7n—l = Zn- 1}
= P{XM e A| X5 = zj,.. ., Xt = 2001} = P(2a-1, A). (6.3)

Il vient _
B] = P(Zn—la A)P{tk = j, Tk+l(R) 2 n —] | Zn—l = En—l}- (64)

La combinaison de (6.2) et (6.4) entraine que :
An,k = P(zn—l’ A)P{To(R, k) + r<n S To(R,k + ].) | 7,1_1 = En—l}' (6.5)

Il est clair que :

Bk =Y P{Zn€An—1o(Rk+1)=j|Zn1 =7} (6.6)
j=1
Montrons que pour tout j € {1,...,r}, on a

P{Z,cAn—1o(Rk+1)=j|Zn =%}
= P(zp-1, AP{n —1o(Rk+1) =5 | Zn_y = Zn_1}. (6.7)

On vérifie que pour tout A, A; € F,i=0...n~ 1, pour tout j € {1,...,r =1}, r > 1,
on a

P{Z()EA(),... n_.leAn_l,Tl—To(R k+1)——],Z EA}
/ / P{Zn ]+1€An —j+1- ..,Zn_l €An_1,n—7’0(R,k+1):
Ao An—y

Zn € A| Znj =Znj}dPzy.. 7. (20, -+, Znj)- (6.8)
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D’apres la formule de formule de Bayes, on a
P{Zn—j+1 € An—j+17 v aZn—l € An—-l,n - TO(Rak + ]-) = j, Zn €A l 7-n—j = En-—j}

= [/ P{Zn—j+1 € An—j+11 .- -aZn—l € An-—l,Zn €A |7n—j = En—jaZ'n—j-+-r = Zn—jtry
F R

n — TO(R, k + 1) = j}dP{Zn_J+r|-Z—n._,'=?n_,,n—-‘ro(R,k+l)=j}(z""‘j+") X
P{n—To(R,k+1)=] lin—j ZEn_]'}. (69)
Observons que pour tout B € F, pour tout r > 1, pour tout j € {1,...,7}, on a

P{Zn—j+r € B)Qk+1 =0 I 711—_]' :En—jan - TO(R$k+ 1) =]}
= P{V‘Z,k+1 € B,Qk+l =0 | Zn—j =En—j)n - TO(R1k+ 1) =]}

P(r)(zn_]-l, 1_3)6— eA(B) P{Qus1 = 0} (6.10)

et

P{Zn—j-H‘ € Bva+1 =1 |7"—j =E7l—j7n _‘.TO(R’k + 1) ZJ}

= P{Viks1 € B, Q41 = 1| Znoj = Zujyn — 1o(R, k + 1) = j}

= P{Qk+1 = 1}A(B). (6.11)
En combinant (6.10) et (6.11) obtient

P{Zp_jsr € B| Zp_j=Znjn—1o(Rk+1)=j} =P (z,_;,B) (6.12)
{Z,.,n > 0} est construit de maniere telle que pour tout j € {1,...,r =1}, r > 1, pour
tout A, Ay € F,k=n—j3+1...n—1,0ona
P{Zn—j-H € An—j+1,-' . aZn—l € An-—l,Zn €A | 711-]' =-2—'n—j’n - To(R,k + 1) :j,

Zncjir = 2mjar)

. ) o (r=3)( 5 .
_ / dzn—j+1 . / dz,_, / dz, f(zn—17 Zn—1+1) f(Zn—1, zn)f ( ny<n J+T)'
An_jh An—1 A

f(r)(zn—j ) zn—j+r)

(6.13)

De méme, on montre que si j = r, r > 1, égalité précédente est encore valable en
supposant que f@(z,z) = 1.
De (6.9), (6.12) et (6.13), on déduit que pour tout y € {1,...,7}, 7> 1,0n a
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P{Zn—j+l € An-—j+la'--aZn—l € An—lvn - TO(R$k+ 1) = j> Zn €A l 7n—j = En—j}

= [/ dzn_j+1-~-/ dzn_l/ dzn/ dzn-jpr f(Zn—j, Znjt1) =+ f(Zn=1,2n) X
An—ji1 Any A F
F o zncgan)| P = Bk 1) = 1 Zocy =)

:/ dzn—j-{—l o / dzn—l [P(zn-l) A)P{n - TO(R'J k+ 1) :j | 7n—j = En-j}
Aﬂ-—j+1 An—l
f(2n-js zn—jr1) -+ f(2n—2, Zn-1)- (6.14)
Il résulte de (6.8) et (6.14) que pour tout j € {1,...,r},7>1,0n a
P{Zn € A,n — Tg(R,k+ 1) Zj,Zo € AO,--',Zn—l € An—l}
= [ das [ dnealPlaans, AP = (R 1) = 5| Ty = Fcy}] %
Ag Ap-1
f(zn-jyzn-—j+l) ot f(zn-% zn—l)dP(Zo,...Z"_j)(‘zO, R zn—j)

- / dzo--- / dznr [P(znt A) f(2ngs 2neii1) -+ Flznozs 2nn)]
Ao Anay

Il vient
P{ZO € Ao,. . -aZn—-l € An—lan_TO(R’k + 1) =j7Zn € A}

= [ dzp--- / dzn1[P(2n-1, A)dPz,,.. 20—\ m—ro(RE+1)) (205 - - - » Zn=1,7)]
Ao An_a

Par conséquent,
P{Zn € A |7n—1 = En—lan - TO(Ra k + 1) = ]} = P(zn-hA);
d’ou on déduit que :

P{Z,c An—1(Rk+1)=37 | Zpoy =Zn_1}
= P(Zn_l,A)P{TL - To(R,/C + ].) =] |7n—1 :En—l}-
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La combinaison de (6.6) et (6.7) donne

Bag = P(za,A)Y  P{n—ro(Rk+1) =] | Znoy =Zau)

i=1

= Pzno1, A)P{ro(Rk+1) <n < 1o(Ryk+ 1)+ 7| Znoy =Za1}. (6.15)
D’aprés (6.1), (6.5) et (6.15) on a
P{Zn I~ A I 7,1_.1 =En_1} = P(Zn_l,A).

Il en résulte que {Z,,n > 0} est une chaine de Markov de loi initiale A et de probabilité
de transition identique & celle de {X,,n > 0}. {Z,,n > 0} est donc un processus de méme
loi que {X,,n > 0}.

Démonstration de la proposition 2.2.
On vérifie aisément que pour tout ¢ € IN™,
(R, +r > 1(r+1).

Il vient

S; Yir .
b kyar — by < 2L .
T'+1 € 7+1 J_T+1,]€N

car S; = To( R, k) +ret Yy =75 (R kjyr — k;) + 1.

Par conséquent,

k; <

B(5%) B(h)

D= Z Z Z P{Ay. 4,1} (6.16)

=i i<h<o.<l,  i=1
avec
All...ljl = {ZO € AO,' . -7Zs_,—r € As]—-rakl = lla- . ')kj = lijO(Ra ll) =
s1 =7 To(R ;) =55 =1, 2, € Boy. .., Zs;4y;31-1 € By, -1,
TSJ’(R11) =Yi+y1— T Qlj-}-l = 0,' . 'anj-H—l = O’Qlj-H = 1}
Soit .
Ef = {(il’---,ij—laij = k‘) € ‘(]N*)] 2i[+1 - i[ > T',l S { S ] - 1}

On a alors

| P{A, i} = > > P{E, .1,, 1,1} (6.17)



en posant

E = {(ul,...,u,j) GEZ?—T:UII =81 =Ty, =s; 1},

El;...l, = {ZO € AO)H-aZsJ'—r € AsJ‘—-r,kl = lla"'»kj = lj’TO(R’]-) =Upy.e. vy
TO(R’ lJ) =u11}

et

F[JJ = {ZsJ = Vl,[] € Bo,.. -,Zsj+y1+1—l € Byj+1_1,Q1]-+1 =0,...,
Ql_,'+l—l = Oan]‘+l = 1’T3] (Rv 1) =V1y--. aTs,(Ra l) =V = Y41 — 7"}.

Le processus ({Z,,n > 0},{S,;,n > 1}) est construit de maniére telle que :

P{FIJ,I} = P{ZO € BO’-' "Zy]+1—l € ByJ.H—lan - Oa' . '7Ql—1 = 03
Qi =1,7(R,1)=v1,...,70(R1) = v = yj41 —T}. (6.18)

Il vient '
Z P{_F[JJ} — P{ZO € BOa cees Zy,.“—l € By,.;.l—la Yi = Yi+1, kl = l}
(v1yeens vx)€57ly"+1 ’
(6.19)
Soit
0'(}- ) = J((Xi;)ls"slﬁOSkSu.—ut_l—rw(‘/Vli,..-,Wri—l)lfiflj"l) sirT > 1
1 o((X)1gigt,, 0<k<u—uy-r) et
avec
(X} =X (Xo™ = Vigicici,
et

Xg=Voue,t €42, Y= {lo+1,..., [y +1}

Le vecteur aléatoire (W,...,W!_,) ne dépendant des autres v.a. engendrant o(F;) qu’a

travers X, . _ et X4t de sorte que que pour tout A;€ F, 1 <i<r—1,ona
P{WieA,...Wi_ €A | X, . . =2,XH=2,,Qi=q,...,Q: = ¢;}

_ /A oy /A dxr_lf(wo,wfl()r - Of(::?)lw)
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Soit 0(Gy;) = a(Q1,..., Q1)
Observons que I'événement E,_,; € o(F1) x a(Gy,)-
Soit

1k L4k 1k .
(X7 ichctocicor—ves—r (WP Wi ) ickat) sir > 1

O-(fZ) = s TR .
{ 0((A:J+k)ISkS[vOSiSUk—vk—x—r) sir=1

avec vg = —r XéjH = Vi, et X(l,"Hc = Vo 4k-1,k € {2,...,1}
Soit
U(gl,-+1,l) = U(Q1,+1, SRR QI,-+1)-

On vérifie que  Fi, 1 € (0F2) X 0(Gi,41.4)-
Observons que la tribu o(F3) x 0(Gi,41,) ne dépend de o(F;) x o(Gy,) qu’a travers la v.a.

X(I)’+1 = V1,1, qui est indépendante des v.a. engendrant o(F;) x o(Gy,).
Les tribus o(F1) x 0(Gy,) et o(F2) X 6(Gi,41,1) sont donc indépendantes. Ceci entraine que
les événements E;,_ et Fi; le sont . De (6.17) et (6.19) on déduit que

P{All...ljl} = Z P{Ehml]} Z .‘P{Fl]vl}

(ul,...uIJ)EE (
:P{ZOEAO,...,Zsj-TEAsj_T,kl=ll,...,lcj=l]',51=31,...,Sj=‘-8]'} X
P{ZO € BOa"'7Zy,'+1—l € By;+1—1’}/1 = yj-l-lakl = l} (620)

La combinaison de (6.16) et (6.20) entraine que :

D = P{ZQ € AO,---,Zsj—r € As]'—rasl = 81,...,S]' = S]'} X
P{ZO S BO" . va].H—l € By_,.H—laYl = yj+1}-

Proposition 6.2 Pour tout n € N*, pour tout z € F, P,{Y, < o0} =1.

Preuve : Raisonnons par récurrence. Pour tout ¢ € F, on a

PAY; =00} = P {r(Rk)=00}= ZPz{ro(R,kl) = oo,k = j}
< Z P{7o(R,7) = 0o} + P {ky = o0}.
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On déduit de ’hypotheése H,.(¢) du chapitre 2 que :
P {m(R,j) = o0} =0.
On vérifie que pour tout z € F,on a
P {k; = o0} = P{k; = 00} = 0.

Il vient
P{Y1 = o0} =0.

Admettons ’hypothése jusqu’au rang n. Pour tout z € F' on a donc
P S, <0} =1
Il est clair que :
PAYns1 =00} = Po{rs, (R, knp1 — ky) = o0}

< Y P{rs.(R,j) = 0} + Prfkni — kn = 00},
Ceci d’apres ’hypothése de récurrence implique
Pz{Yn+1 = OO} < ZPI{TSn(Raj) = 00,5, < OO} + Pa:{kn+l —kn = OO}

On vérifie aisément qu’on a :
Polkny1 — kn =00} = Pe{k1 =0} =0

et

ZPI{TSH(R,j):oo,Sn<oo} ZZP{T R,j) = =1}

j=1 i1=1

Y Pn(R,j) =00} =Y Y Pz{n(R,j) = c}.

1 i=1 j=1 i=1

"M8

J
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(Pgz, étant la loi de {Z,,n > 0} lorsque la loi initiale est celle de la v.a. Z;)
Il résulte alors de ’hypotheése H, (i) que :

> Po{rs,(R,j) = 00,5, < 00} = 0.
J=1

On déduit alors des résultats précédents que

PAY,p1 =00} =0, z€F.

Proposition 6.3 Soit {X,,n > 0} une chaine de Markov ¢ valeurs dans (F,F) de den-
sité de transition f par rapport d la mesure de Lebesque satisfaisant a :

Vo € F,YA € F tel que \(A)>0, Y P™(z,A) =00

n=1

alors {X,,n > 0} est régénérative.

Preuve : L’hypothese précédente impliquant que la chaine {X,,,n > 0} est A irréductible,
(AMA) > 0 = Vz € F,L(z,A) > 0), d’aprées le théoreme 2.1 p7 de [Orey(1971)], il
existe un élément C de F de mesure de Lebesgue positive, 7 € IN* et 3 > 0 tel que
xi;lefc f(z,y) > B.

Soit A la loi de probabilité sur F' définie par A(.) =
Pour tout = € C, pour tout A € F, on a

AC1]9)

—D—;\(C) et € = BA(C).

POz, A) 2 [ fU(z,y) dy = BA(A[)C) = eA(A)
ANC

Montrons que tout élément R de F de mesure de Lebesgue positive vérifie ’hypothese
H,(i). Il résultera alors du théoreme 2.1 que la chaine {X,,n > 0} est régénérative et
admet C' comme ensemble régénératif.

Pour tout B € F, posons

_ inf{t >1: X, € B}
T(B)‘{ cosi{t>1: X, €B)=0
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_ sup{t > 0: X, € B}
TI(B)_{ —ooSl{tZOXtéB}zw

Pour tout z € F', posons

co oo

Q(z,B) = P[] |J {X. € B})

m=1n=m

et

L(z, B) = P.(|_J{X. € B})

Soit
B*={zeF:Q(z,B)=1}={z € F: P.{X, € B is} =1}.

Il est clair que pour tout z € B®, P.{r(B) < 0o} = 1.
Observons que pour tout z € F', pour tout B € F, on a

1-Q@,B) = PAn(B)<oo} =Y P{n(B) =k}

S _ #) (g O)(z, ) = 6,()).
> [l b BIP e d) (PO, ) = ()
I vient -
Q(z,B)=1- Z/u — L(y,B)]PW(z,dy), z€ F, B€ F (6.21)
k=0 B

Montrons d’abord qu'’il existe z € F' tel que Q(z, R) = 1.
Raisonnons par I’absurde. Supposons que pour tout z € F, Q(z,R) < 1
Soit

1
K={yeR:L(y,R)<1} et K;={yeR:L(y,R)<1 —?}
Il est clair que K = (J;2, K;.
La probabilité Q(z, R) étant < 1 montrons qu’il existe j € IN tel que A\(K;) > 0.
Soit
={yeF:L(y,K)=0}.
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Montrons que K° = {.
Raisonnons par I’absurde. Supposons que K° # . Alors pour tout z € K%, on a

0=L(z,K) = P(z,K) +/

S

P(z,dy)L(y,K) = /];’e[(OC P(z,dy)L(y, K).

La fonction L(., K) étant > 0 sur K°K°, pour tout z € K° on a
P(z, K°K°) = 0.

Il vient
P(z,K°) = P(z,K°K°) =0, z € K°. (6.22)
Observons que F = (K°K°¢)J(K°K*)® . D’aprés (6.22), pour tout z € K°, on a
1 = P(z,F)=P(z, K°K°) + P(z, K°) + P(z,K) — P(z, KK)
= P(z,K°K°).
D’oti on déduit que K°K° # 0. Le Borélien K°K° étant fermé, (Vz € K°K®, P(z, K°K¢) =

1), on vérifie a l’aide de (6.21) que pour tout z € K°K° on a Q(z,R) =1,
Ceci contredit ’hypothese pour tout z € F, Q(z, R) < 1. Il en résulte que K° = @ [

Par conséquent, pour tout z € F, L(z, K') > 0. Il existe donc 2,7 et k£ € IN tels que

- 1
POz K;) > 7 ce qui entraine A(K;) > 0.

Pour tout y € K, on a

1
Ly, K;) < L(y,R) <1 - 7 ce qui entraine 1— L(y, I;) > l (6.23)

~

De (6.21) et (6.23), on déduit que pour tout z € R, on a

Q(z, K; —I—Z [1— (y, K; ]P(k)(mdy)<1——2p (z, Kj).

Il vient



Il en résulte que

Zpk)z K;)<j<oo.

k=0

Ceci d’apres ’hypothése de I’énoncé est impossible car A(K;) > 0.
Il existe donc = € F tel que Q(z, R) = 1. Il vient R® # {.

|
Montrons que
=)o R*=F
I en résultera que R vérifie 'hypothese H, (7).
Observons que sur R®, Q(., R) = 1. Pour tout z € R*, on a donc
1 = Qz,R) / Qy, R)P(z dy)+/R Qly, R)P(z,dy)
=/ f(z,y) dy + e Qy, R)f(z,y) dy.
I vient
P(z, R*°) = fz,y)Q(y, R)dy, = € R, (6.24)

Rec

Par conséquent,
/ 1= Qly, R)f(=,y) dy =

La fonction Q(., R) étant < 1 sur R™°, pour tout € R*, pour A presque tout y € R>°
on a

f(z,y) =0.

D’olt on déduit (par récurrence) que pour tout z € R*, pour tout n € IN,
P™(z, R®°) = 0.
La chaine {X,,n > 0} étant A irréductible, (A(4) > 0= L(z, A) > 0) on a
A(R™€) =0.
Supposons que R # (. Alors, pour tout z € R®, on a
1 = P(z, F) = P(z, R®) + P(z, R®°) = P(z, R™)
Il en résulte que pour tout z € R™°, Q(z, R) =1 (ce qui est impossible) u
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Remarque 5.1 D’apres le théoreme 2 P 390 de [Tweedie 1975b)], I’hypothese

Va € F,VA € Ftel que A\(4)>0,) PM(z,A) =00

n=1

est vérifiée s’il existe une fonction non négative mesurable A : ' — R et un borélien K
de F de mesure de Lebesgue positive tels que :

Vz ¢ K, / h(y)P(z,dy) < h(z) et
F
VM >0, 3Ky € F: MKp) >0 et h(z) > M pour tout z € K.

On a en particulier ’exemple bien connu suivant :
Soit p un réel compris dans (0, 1) et {U,}. une chaine de Markov définie récursivement
par :

Unt1 = pUn + Ennr

{€.}. désignant une suite de v.a. 1.i.d. de loi N(0,0% =1 — p?).

On montre que {U,,n > 0} est une chaine de Markov dont la probabilité de transition
en n pas P™(z,.) admet par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR une densité de
transition en n pas

f(")(x,y) — ———1——€$P (y — p".’L‘)2 |
27 (1 — po) 2(1 - p?)
Montrons que toute chaine de Markov {X,,n > 0} de densité de transition identique
a celle de {U,,n > 0} est régénérative.
Soit Bt = {A: \(A) > 0}.

VA€ B, PM(z,4) =00

n=1

_ an _
(car limo—co PNz, 4) = lit—oo [, bz exp ~$52585 dy = [ Frmean(F) > 0).

"(1_p2n
(La remarque 5.1 est vérifiée avec h(y) = |y|). =
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6.2 Démonstrations du chapitre 3.
Démonstrations de la section exemples

Montrons que si G(y) ~ Cly|™®, (ly| = +o0) , @ > 1, C > 0, alors {X,,,n > 0} vérifie
H2 avec s = 1.

Il existe une fonction ¢;(y) vérifiant

lim €(y) =0 telle que G(y) = C(1 + e1(y))|y|™°.

y—+o0

Il vient

-

c y —T(z) C y—T(=)\\ |y —T(=z)
flz,y) = G( >= <1+e 6.25
=0 =5\ m ) = rail o)) | e
Soit
S = sup |T'(z)|
.Z‘€]R, -
et yo un réel fixé strictement supérieur & S . Pour tout z,y € IR tels que |y| > yo, on a
S\ -a -a S\ e
(-3 wre -t s (142) T )
Yo Yo

Pour tout 0 < ¢ < 1, il existe y; > yo tel que pour tout z,y € R tels que |y| > y1, on a

. (5)

Ceci combiné & (6.25) et (6.26) entraine que :

< €.

C
|o(z)]

Ca-a(1-2) T s s <

S\
o) : 49 (14 2) ez

Posons

Ey,=CAB™(1 —¢) (l—ﬁ) et Ko =CBA™*(1+¢) <1+§—) .
Yo Yo
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On déduit de (6.27) que pour tout z,y € IR tels que |y| > y;, on a encadrement

e E i
Ey ly| Sf(z,y)sff(Ellyl : (6.28)

On vérifie aisément que pour tout z,y € R tels que |y| < y,,

y —T(z) [ 28
y=TE) 1y By
Sur le compact [—4 — M, & + M), la fonction continue G admet un maximum Mj et
un minimum m3y strictement positifs. Il vient
_ BM;

Soit,
Ey ly|™® pour |y| > 1
h(y) =
) { Amg pour |y| <y

et M; = sup(%l,il)

En combinant (6 28) (6.29) on obtient
h(y) < f(z,y) < Mih(y), z,y € R.

Ceci entraine H2 avec s = 1, 7 € (0, [ h(y) dy), 9(y) = :(y))d
Yy)ay

M > max(1, M, [ h(y) dy). m

Montrons que Si o est constante et G(y) ~ clyf’ exp(—a(y]") ,a >0, p >0 ¢> 0,
0 < v <1 lorsque |y| — +oo , alors {X,,n > 0} vérifie H2 avec s = 1.

On peut dans ce cas supposer que ¢ = 1).
p pPp q
On a alors

f(z,y) = Gy - T(z)).

Il existe une fonction €(y) vérifiant | Ilim €2(y) = 0 telle que pour tout y € IR,
y|—+oo

G(y) = c(1 + e2(y) |yl exp(—aly[").
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Soit yo un réel fixé strictement supérieur & S = sup |T(z)|. Pour tout z,y € R tels que
IGIR
ly| > yo, on a encadrement

S\ i S\
1—— ) WP <ly-TE)P <(1+—) lyP. (6.30)
Yo Yo

D’apres la formule de Taylor Lagrange, pour tout z,y € IR tels que |y| > yo, il existe
0<6(z,y) <1 tel que:

y Y y

Il en résulte que pour tout z,y € IR tels que |y| > yo,

exp(—aly - T(@)[) = eXp(—alyP (1—T_ff))”)

oo{cenr (-5 -30-2)75)

IN

4 1 S\"7? ., o
< exp(aSya’ l+§a<1 —%) S*yg 2> exp (—aly[")
(6.31)
et
N
exp(-aly = 7@ = esp(~abl (1-12))
S
> — "1+~—)
eXP( aly] ( |y|)
> exp(—aSyy ) exp(—aly["). (6.32)

De plus, pour tout 0 < € < 1, il existe y; > yo tel que pour tout réel y vérifiant |y| > yi,
on a

le2(y — T(z))| <€
Posons :

S\? 4ol
Es=c¢(l-¢){1- ” exp(—aSyy )
0
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_ S\° y-1, 1 S\ 2, -2
E4—c(1+e)<1+y—o) exp(aSyO +§a(1—%> S*yg )

De (6.30), (6.31) et (6.32) on déduit que pour tout z,y € IR tels que |y| > y;,0on a

E
Esexp (—aly]”) [yl < f(z,y) < F:(E3 exp (—aly") [y[*). (6.33)
On vérifie aisément que :
V(z,y) € R x [~yi,»1], y = T(z) € [~y1 = S,p1 + S].

A lintérieur du compact [~y — S, y; + 5] la fonction continue G admet un maximum M,
et un minimum my positif. Il vient

M
my < f(z,y) S My = m_4m4’ (z,y) € R x [~y1, 1] (6.34)
4

Soit

h(y) = Esly|"exp (—aly[’) pour |y| >y
! my pour |y| <y,

My E
et M = max(3%, £)

La combinaison de (6.33) et (6.34) entraine

Ve,y € R, h(y) < f(z,y) £ Mh(y).

[
Montrons que si A(z) =2(1 —z),0< 2 < 1,
{Xn,n > 0} ne vérifie pas H2 avec s = 1 et satisfait a cette hypothese avec s = 2.
On vérifie aisément que pour tout z,y € (0, 1),
zh(zy 2(1 —zy
fley) = S0 2 —2y) (6.35)

H(z) 2-z
Montrons qu’il n’existe pas de réel § > 0 tel que Vz,y € (0, 1),

flz,y) > 6.
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Il est clair que :

VO<6<1,Vze ((1—5),1), Vy € (é(l —525-),1),

fle,) S 21— 2y) S2AL-at(1- D)= 4
z
|
Montrons qu’il n’existe pas de fonction mesurable g et de constante M telles que
Vz,y € (0,1),9(y) < f(a,y) < Mg(y) (6.36)

Observons que
9(y) < flz,y) < Mgly) & 1 Mg(y)(l - g) <zy <1 —g(y)(l — g)

Si on pose z = %, n € IN*, il vient

1—Mg(y)(1—zi) S%S 1 —g(y)(l—-z—l;l)-

n

En faisant tendre n vers +o00, la premiere inégalité donne
1 - Mg(y) <0.

M ’

Ceci d’apres le résultat précédent est impossible. { X,,,n > 0} ne vérifie donc pas H2 avec
s=1. [

Montrons que {X,,n > 0} vérifie H2 avec s = 2.
On vérifie que pour tout z,y € (0,1), on a

f@(z,y) = % (ln2 —(2In2-1)(y+z)+(4ln2 - g)a:y> .

Soit 5
G(z,y) =—-(2lm2-1)(y+z)+ (4In2 - §)wy
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Un calcul simple montre que pour tout (z,y) € (0,1) x (0,1),

oG oG
T @) #£0 & Zhzy) £0.

Ceci entraine que la fonction continue G admet sur le compact [0, 1] x [0, 1] un maximum et
un minimum sur le bord de ce compact. Une étude des fonctions G(z,0), G(0,z), G(z, 1),
G(1,z), z € [0,1] montre que

1
Vz,y € [0,1],G(z,y) > —5

Il vient 1
Ve,y € [0,1], fO(z,y) > z(mz _ 5) =550

La fonction continue f(? étant majorée par une constante M,, on a

Vz,y € (0,1), § < fB(z,y) < max(2, My) et f(z,y) <2 < max(2,M,) °

Montrons qu’il n’existe pas de processus de Markov stationnaire de la forme
Xnp1=aX, + &, 0<axl

({€,n > 0} étant une suite de v.a. i.i.d. & valeurs dans un intervalle de IR de densité G
strictement positive.)
qui vérifie I’hypotheése H1.

Remarquons que dans ce cas, les v.a.

n—1 n—1
Xp=a"Xo+ Zafgn-j et Yo =a"Xo+ Z @&
j=0 7=0

ont la méme loi de probabilité. La suite de v.a. stationnaire {¥,,,n > 1} converge presque
siirement vers la v.a. Z;‘;o a’€; qui a donc pour loi de probabilité =.

Si le support de &, est un intervalle borné (c, d), le support de 7 est (<, Tf—a)

< ), on vérifie que le

1-a’1l-a

Pour tout r dans IN*, pour tout X, = z fixé dans 'intervalle (
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r—1 r—1
support de la loi de probabilité P{")(z,.) est [a’:c + cZ a’,a"z + dz aj] .

j=0

r r—1 r
El = [max(a”’lz + CZ a,dz+ dz a),a" ' + dz aj] .
j=0 1=0 7=0

Observons que pour A presque tout y € E7

fO(e,y) =0 et fH(z,y) > 0.

Raisonnons par I’absurde. Supposons HI satisfaite. Alors, pour tout n > s, pour tout
z€ (512 a) pour A presque tout y € (+&=,—<4-), on a

1<¢’1-a

|F(=z,y) - fly)| < Ap™f(y).

Soit ng un entler supérieur a s sufisamment grand pour que Ap™ < 1. Alors, pour tout
T € (75 ) pour A presque tout y € E7° on a

z

Posons

(1= Ap™)f(y) < f0(z,y) < (1 + Ap™) f(y)
il vient f(y) =0
(1= Ap™ ™ f(y) < fU(z,y) < (1 + Ap™ ) f(y)

et par conséquent f(y) > 0.
Ceci est impossible. {X,,n > 0} ne vérifie donc pas H1I.
Si le support des v.a. &, n’est pas borné, remarquons que :

(1= Ap")f(y) < f™(2,y) < (1+ Ap") f(y)

entraine que pour tout entier m > s, pour tout C, D € F,

(1 - Ap™)P{X, € C}P{Xpnin € D} < P{X, € C, Xpn4n € D} <
(14 Ap™)P{X, € C}P{Xmsn € D}.

Il en résulte que pour tout C, D € F tel que P{X, € C} >0, 0n a

(1= Ap™)P{Xpyn € D} < P{Xpyn € D

X, €C}<(1+ Ap™)P{Xmsn € D} (6.37)
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Montrons que (6.37) n’est pas vérifié lorsque le support des v.a. £, n’est pas borné.
Supposons d’abord que :
Vz € R, P{€, >z} > 0.
Posons C = [a™™({ + M),00) et D = (—o0, L).
Les réels M ET L étant choisis suffisamment grands pour que :

P{X,<L}>1-6 (6.38)
et
m-1 '
P{Z &y < —M} <6, (6.39)
7=0

ou § € (0,1)
Le processus {X,,n > 0} étant stationnaire, pour tout n € IN, on a

P{Xn € C} =P{20j6j+1 € C} >0 et
=0

P{Xmin€D|X,eC}=P{Xn€D|X,€C}.

Il vient

m=1
P{Xpin € D| X, €C} = P{a"Xo+ Y d'en_; € D| X € C}

3=0

m~1
- P{amXo + Y @ Eni S L Xo > a (L + M)}

j=0
m~—1
< P{Z dE < —M} <6 (6.40)
7=0

((6.40) résulte de (6.39)).
Le processus {X,,n > 0} étant stationnaire, on a

((6.41) résulte de (6.38)).
En combinant (6.40) et (6.41) on obtient

|P{Xmin €D | Xn € C} = P{Xpyn €D} >1-26 (6.42)
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(6.37) n’est donc pas vérifié dans ce cas.
Un raisonnement symétrique permet de conclure dans le cas ol il existe z tel que :

P{&, >z} =0 et pour tout y € R, P{£, <y} >0.

6.3 Démonstrations du chapitre 4

Démonstration du lemme 4.2

Montrons que pour + < § < L ona
n H

7| o €
P{i—>~-+é6, < (14— - 2 ) .
{n>ﬂ+ }_<+1—6—6u5)exP( 2(1—6)71”6“) (6.43)

Observons que quel que soit ¢ € IN¥,

Iis,<ny S exp(u(n — S)), u>0.
Il vient ..
q
P{S, < n} < E(exp(u(n — 5,))) = exp(un)( Blexp(-ut1)))’, w > 0.
Un calcul simple montre que :
e’ exp (u(n - qr))
(1 —~(1—¢) exp(—ur))q.

E(exp(u(n — 5,))) =

Il en résulte que si gr < n < qu, E(exp(u(n - Sq))) atteint son minimum en

u = —1In 2= Par conséquent, si gr < n < qu,on a

n(i-q)"
P(s, << (2) ex((s-2) m 22 (6.44)

On vérifie aisément que :

Un 1 _
P{?>;+5} —P{SL”(I;‘*‘&)J <n}.

Il est clair que si & <6 <+ on an < [n(;; +6) — lu. Il résulte alors de (6.44) que :
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- Si [n(%+5)Jr<n, on a

P{% > ;+5} :P{Sln(%-{—é')‘l <n}

() O e -t

1
st+6

_ <m)n(%+6)—l exp<(n (% +6)—1- %) In(1 - 16’156)) (6.45)

la combinaison de (6.45) et de I'encadrement

2

_x—le:x—)<ln(1—:v)<-—:v, O0<zr<l
donne
w1 ]
P{Zs 46y < (14— exp(—nb + 1) x
n o ou 1l —e—eud

2
(T (- ) (-ui- § 22

_ epd € 2
= (1+——————1_6_€#5>exp( 2(1—e)nﬂ5 +1)

et la majoration est encore valable. [ ]

Montrons que pour%<5<%, on a
v 1 1 € €
Pl 6l <exp(—r - & (1- 6) ).
{n P }—eXp(1_p5_§>exP< M —e) -
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Il est clair que pour tout ¢ € IN*, on a

I(s,2n) < exp(u(S; — n)).

Il vient
q
P{S,>n} < E(exp(u(S’q - n))) = exp(—un)(E(exp(qu))) , u>0.
Un calcul simple montre que pour u < %ln Ti_u on a
€? exp (u(n - qr))

(1 — (1 —¢) exp(ur))q'

Il en résulte que E(exp(u[S; — n])) atteint son minimum en u = In g
Par conséquent, pour tout n > qu, on a

P{S, > n} < (%)qexp<<q - ;) ln n’zl__q:)) ‘(6.46)

Observons que pour * < 6 < 5, n> [n (i - 6)} L.
Il résulte alors de (6.46) que :

P{%<%—5}§P{un§{n(%—é)J}:P{SLn(%_s)JZn}

R O N G
((”(i—‘s)—l)") exP<(n<ﬂ 6) r)ln n(l —e€) )
_ (ﬁ__g(“&) exp(n.(l—ll- . i) In(1+ — e”5>)' (6.47)

D’aprés (6.47) et ’encadrement z — ’;—2 <ln(l+z)<z, £>0,ona

v, 1 p(né +1) >
P{—<—--4§ < §+1
{n p } - eXp<n MY (e

exp (== 32) (T2 - 5o’

1 € 9 €
— _— - — §) ).
exp<1_u5_%>exp< 2(1_6)71/15 (1 A ))
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6.4 Démonstrations du chapitre 5

Montrons que pour tout (s, p) € N x (6o, b) on a
P{S; = s,Ry > p} = (P{Z0 < 05})°*P{Zo > p}. (6.48)
Il est clair que
P{Si=s,R >p}=P{S1=5R >p,5 <5 }+P{Si=35,R >pS,>5}
On vérifie que
P{Si=5F>p8 <8} = P{S+ Voosh=sF >p L =1)
= Y P{Yps)i=s—sB>pLi=1,5=s).

2r<s2<s

Il résulte de la définition des v.a. Ly, S, R, et de I’égalité précédente que :

P{gl = Sv_Rl > p7S2 < 3’-1} = Z P{(Yfeo.52)1 =85—= 32’(}‘}90,52)2 > p’Ll = 1a52 ‘:52}

2r<s2<s

= Z (P{Zo < 90})32P{(f/90,52)1 =Ss—- 52,(%0.52)2 > p, 52 = 82}-

2r<s2<s

Observons que
Y9o,32 € 0'()/00,52’@—1’?90,5231/90,52) - a({ZSQ+j’j 2 0}7@17?90.52’ Y%,Sg)'

Ceci d’apres la définition des v.a. Q,, Yy, s,, Yolo,sz et la proposition (2.2) entraine que les
v.a. Yy, s, et Sy sont indépendantes.
Il vient

P{S, = s, Ry > p, Sy < L_S'_l} = (P{Zo < 00})°P{Zo > p}P{S2 < s}. (6.49)
Observons que
P{Si=5R, >p,S8,>5}=P{Si=5R >pS>s,L =0}
= Y P{(Ya)1 = 5,(Yar)2 > p, Sz = j, Ly = 0}
i>s

=Y (1= (P{Zo < b}))

>s

(P{Zo < 00})3P{Z0 > p}
1 —(P{Zy < bp})

P{Sz :j}~
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Par conséquent,
P{Fl = S,Rl > P, 52 > ?1} = (P{Zo < 00})8P{Zo > p}P{Sz > 3}. (650)

La combinaison de (6.49) et (6.50) entraine (6.48). n

Montrons que la loi de la v.a. ZS;1+1 est .
Observons que pour tout A € F,

P{Zgz1+1 € A} = iojp{zs,+l €A,51<8 < Sj}

j=1
— Z Z P{ZSJ_HEA,SIZSIa"'vstSj’
1=1

31<32<...<s] <SJ+1

sj-1 < (Yoo < 84,81 = 841, Ly = 0}

s > P2 ea8=5,..,5=5,

J=3  51<82<...<5;<38541

Sj-1 < s+ (Y/GO,SQ)l < sjaSj+1 = 5j+1,L1 = 1}<~6~51)

Par définition, les v.a. (Yy,) et L, ne dépendent de {Z;,7 > 0} et {S;,7 > 1} qu'a travers
Sz qui d’apres la proposition(2.2) est indépendante de Zs,,, j > 1. Ceci entraine que
pour tout 3 > 1, 0n a

P{Zs;,, € A, 51 =81,...,5; = 8j,8j-1 < (Yao)1 < 851 i1 = 8j41, Ly = 0}
=71(A)P{S1 = 51,...,5; = s;,8521 < (Yo < 85,841 = 8541, L1 =0} (6.52)

On déduit de la définition de la v.a. (¥4,.s,), que pour tout j > 3, événement
{S1=s1,..,8;=55,81-1 < 82+ (Yoo5,)1 <85,Sj41 = 8541, L1 =1} €
appartient a la tribu
0(Q1, Yoo,52 Y 00500 Zogs -+ s Zoys Lisimarys - - - Lis =, 10 LS, 41 28,011 L1)

qui d’apres le choix de Ly, et la proposition(2.2) est indépendante de Zs_, .
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Il en résulte que pour tout 7 > 3, 0n a
P{Zs,,, € A,51 =s1,...,5;=5j,8;.1 < 5o + (Yoo.52)1 < 85y Si1 = sj41, L1 = 1}
= W(A)P{Sl = 8i1,. ,SJ = 85,851 S S2 + (Y90,52)1 < 3j,Sj+1 = Sj+1,L1 = 1} (653)
La combinaison de (6.51), (6.52) et (6.53) implique

P{ZSV1+1 € A} = W(A)iP{Sj_l SFI < S]} =7T(A)

Montrons que pour tout n > 1, {Zs; , ,+;,J > 0} est une chaine de Markov de méme
loi que {Z;,7 > 0}.
Pour tout A € F,on a:

P{ZSFnH € A}

i

Z P{ZS.H.H € A,I/-n = Zn}
n=1

Z s.‘i—:l s,-i—:l

1<11 €0 <Kin1<1n 1€51<82<.<84i,, 5 =5 -1 Sn=Sip—1

P{Zsin-H EA,Sl =Sl,...,S

in _—‘Si",Sl :.gla'--asn:gn}-

s

...
1l
—

n

D’aprés (5.14) p.78, ’événément
{S1 = Sl,...,S,' = Sinagl =§1,...,Sn =.§n}

n

appartient a la tribu
o({Zo,...,Z5,}) X 0 n=1 X 0(Ln, @y

n—1
U(I{Sl=sl}’ e ’I{Sin:’in}’I{Sin+x=s‘n+1})

— —_— ' -~

Y+ Yo Y5 X
)’ Rn—l»SB"_l +1'  Rno .Sgn_l 41 Baa )

qui d’apres le choix des v.a. ’engendrant et la proposition (6.2) de annexe est indépen-
dante de Zs, _,.

Il en résulte que pour tout n € IN*,
P{Zs, ,, € A} =(A).

Le procédé de construction de {Zszn+1+f’j > 0} étant identique & celui de {Z;,5 > 0}
lorsqu’on remplace Zo par Zs; _ , {Z53n+1+1"j > 0} est une chaine de Markov de méme

loi que {Z;,7 > 0}. ' ]
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Montrons que pour tout n,p € IN*,

P{Sz,41—~Sn=p} <p(1—€)">. (6.54)

1l est clair que pour tout p <7, P{Sp,41 —Sn =p} =0 < p(l —€)F 2.

Pour tout p > r on a:

P{Sz,+1 — S, = p} = Z P{57,+1 -5, = Py Si-1 < Sa < Si}-
1=1

Il vient

gn: j_l+i’5j:§"+k:‘9j—1+i+k,5j+1:Sj_1+i+p
ounk>1,i+pit+kerN,i+k+r<i+tpeti+k>r.

Par conséquent,

P{Sv,.+1 —gn = P}

en posant

et

P(Souns~ o= 7 =)

Z Z ZP{Slz‘Slv"'vsj—d:Sj_l,

1 31<s2<...<3;1 i€E! keE?

= St 46,85 = 85y F itk Sy = ;o1 i+ p} (6.55)

e

1

.
1]

uMg

ol g

E'={{icN:i+perN7}

EF*={keN:max(l,r—i)<k<p-ret i+kerN}

Observons que pour tout : € E' et k € E* on a:
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P{Sl = S1,... ,S]‘_l = .S]'_l,gn = 8;-1 +i,Sj =5;_1+t+ /C,SJ'_H =51+ -}-p}
+1

= P{Sl=31,...,S -1 = $§;- 1,5 = §;- 1+Z Q[ _1+-~I—0 QI' _1+x'| =O,...,

Q’z’-—l'*"‘“‘ = O Q 1+‘+" = 17Q’:’—1+‘+"+1 = 07 ceey Q’l'—1+‘+1’_1 = Oa Q’z'—1+l'+p = 1}
r r T r

(6.56)
On vérifie que I'évenement

{Sl = S814.- 'aSj—l = 8]'_1,—5;71 =S85 + 7,}

<qui ne dépend qui ne dépend de v.a. {Q[’!“‘+']+k’ k> O} qu’a travers

{Zo""’Z31‘1+i’Q1""’Q[;l:;ii]}>

est indépendant de la tribu engendrée par les v.a. {QI—,Z_1+x-’+1,l > 1}. Il résulte alors
de (6.56) que :

P{Sl = S81,.. .,Sj_l = Sj—lv-gn =S8;1+ i,SJ‘ =s;.1+ 1+ /C,Sj+1 =35;.1 + z +p}
S (1 - C)E_IP{Sl = 814+ .,Sj_l = Sj_l,gn = S;-1 + 2} (657)

(on rappelle que ¢ <1 — ¢). De (6.55) et (6.57) on déduit que :

P{Ss1=Sa=p} < 3 (1= S (p-)1 - F <pll =97~

keE?
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Abstract

This paper establishes bounds for

4.,= max IP{Max(Xo, XJ)<x)=P(Xo<x)' Y,
v, {xCa

where {X,)aa0 s a stationary Markov sequenee with transitioa deasity f(x, y) satisfyiag some
regularity conditions, w=sup{u; P(Xo<u)<1}, and u, is defined for aay fixed >0 by
P{Xo>u}=t/n, n>r In particular, if there cxists 2 probability deasity g(y) such that

‘no{y) S (=< Mgyl x,yeR,

then for any 0< 8 < there exists ng(r, B) such that for n2n,
d. sﬁn'”’(log n)’“.

Key words: Extremes; Regenerative and Markov processes

1. Introduction 2od resalts

The starting point of this paper is a result of Rootzen (1988), recalled below,
concerning the maxima of stationary Markov chains. Earlier classical references
more or less closcly connected with this topic are Serfozo (1980) and O'Bren (1987)
(for a complete bibliography sec Rootzen's paper). More recent papers are
Smith (1992) and Jakubowski (1993). In order to present out results, we need some
preliminaries.
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1.1. Preliminaries

Let {X,.; n=0,1,...} be a (R, R) valued Markov chain (where R is the o field
generated by the Borel sets of R) with stationary transition probability P(-,*).

The distribution of {X,},30 is determined by the transition probability and the
distribution of X, (initial distribution). A probability = is stationary for P(-,-) il
n(Ad)={ P(x, A)dn(x) for all AeR and then {X,},50 is strictly stationary under P,.

Let Re® and set

t(R)=inl{t>1, X,eR). . (L1)

R is called recurrent if P,(1(R)< ®) =1 for all xeR. (We denote P, the distribution of
the chain with initial probability which gives probability 1 to the set {x}, xeR))

R is called a regeneration set if it is recurrent and if there exist an integer r>1,
£e(0, 1) and a probability A on & such that

P'(x,A)Zel(A) VxeR, AdeR. (12)

This terminology is justified by the fact (Asmussen, 1987, p. 151) that il a regencration
set R exists, then it is possible to construct { X, } simultancously with a renewal process
So,S1, ... with respect to which {X,} becomes regenerative if r=1 and 1-dependent
regenerative if r> 1.

{X.} (not necessarily Markov) is called regenerative if there exists a positive integer
valued random sequence {Y,},50 defined on the same probability space such that:

(i) For any positive integers n>1 and yg, ¥y, ..-.y. and any Ay,..., 4, e, the
events

-B.={}1=yt,X GA:,_l.-u’X:.-—lEA:.-l}» (1-3)

Siey

k
St:z Y k=0,...,n, 'S_l=0
=0
are independent.
(i) For any integers 1<k <!and u>0 and any 4,,..., A%,

P{Yi=u, X, _,€dy, ..., X, _1€4.)}

= =P{}?=ll, X,l_‘GAh...,X,'_lEA.}. . (1.4)

Remark 1.1. This definition is described in Asmussen (1987) as ‘there exists a renewal
process So, Sy, ... such that the cycles ¢, ={X,; S;-; <t <S,}, k=1, are i.id.’. Clearly
() and (i) imply that ¥, ,n>1,arciid.and {S,:= Y, + --- + Y; Jis( is a renewal process.

The sequence {X,} is called /-dependent regenerative if there exists a rencwal
process {Se= Yo+ -+ K }150 such that the events B, in (1.3) are 1-dependent (i.c. for
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any k>0and n2>2, ¢(By,.... B) and 0(By+2, ..., Br+a) are independent) and condi-
tion (ii) holds. Asmussen’s construction of{,\’,},;o simultaneously with {Sy }s 30 is then
bncﬁy the following.

Realise Xo(w)= x and take the usual version of {X, } up to time t(R) where R is hit.
Then with probability & let a renewal occur at t(R)+r (i.e. So=1(R)+r) and then
let X+, be independent of Xo.X,....,lX,(g,'and have distribution A. Let, with
* probability 1 —&, X, (z)+, have distribution (no renewal at t(R)+r in this case)

(P (Xene ) —A(-)]/1 —& (1.5)

After that define X (zy+,. 0<s<r, in order it has the right distribution.
Then repeat the procedure with the new initial value X, (zy+,:=x and so on. It is

clear that at any renewal epoch S,, n20, the distribution of Xy, is 1 and Xy, is
independent of Xo,..., Xs__,.

Let {X,};30 be a Markov process with a regeneration set R ({X,} is then also called

Harris recurrent) and let {S,}a50 be (hc renewal process obtained by the previous
construction. Let

{o=max(Xo,...,X5,-1) and forn>1, {e=max(Xs, _,,...,Xs 1) (1.6)

[t is not difficult to check that if r=1 then by (1.3) and (1.4) {{,}.» is an i.id. sequence
and if r>1, then {&,}.» is a 1-dependent stationary sequence.

Since the distributionof X, is not necessarily A, the distribution of &, is in gcncrai‘
difficrent from the common distribution of £, &,,,.. Let

=min{k>0; S,>t} (1.7
and .

“M.=Max(Xo, ..., X.).

Theorern 1.1 (Rootzén, 1988 p. 375). Supposer=1in(1.2), u:=E(Y;) <o (Y, =S;—35,)
and put G(x)=P(§ <x)'%. Then for any §>0 we have

IP(M.$X)—G(X)‘l<#(5+%>+P(IV./H— 1/u24)

+P(Eo>max($y, .y Epaqrusan) (1.8)

with [x] =integer part of x. Hence, if limy., P(§o>max(¢y, ..., &) =0(this is the case
Jor example if the distribution of Xg is 1), then, since by the law of large numbers
limyag P(lve/n—1/u]>3)=0, we have

sup |P(M,<x)~G(x)** |0 as n—co. (1.9)
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1.2. The results

In the following we consider a Markoy process {X,},50 with transition density
S{x, y)with respect to the Lebesgue measure (ic. P(x.dy)=/(x,y) dy). We suppose that
the k step transition density /*(x,3) (/' !(x,y) =f (x,)). given rocursively by

SHxy)= j SN Sy dr, k>, (1.10)

satisfies the following hypothesis (H):

(H) There exists an integer s> l,two constants 0<n <1 and M>1 and a probabil-
ity density with respect to the Lebesgue measure g(y) such that

NS/ ))<Mg(y), x,yeR (1.1
" We first prove the following result.

Theorem 1.2, Let {X.}as0 satisfy hypothesis (H). Then, there exists a unique stationary

distribution which has a density f(y) with respect to the Lebesgue measure such that,
for n>s,

NSNS 40" (), —0<x,y<o, (1.12)
where A=2(M/(L=n)n)? and p=(1~n)th,

Proof. See Section 3.

Let {X,},;o‘satisfy hypothesis (H) and X, have the stationary density f(y). If s> 1,

suppose further that there exists Yo<w:=sup{x; P(X,<x)< 1} and a function h(y),
defined for y 2 y,, such that

J=x<h(y), y=y, , (1.13)

and 1y,;,1h(y) is Lebesgue integrable. .
Let 1>0 be fixed and define Uy=u,(7) by P(Xo>u,)=1/n, n>1. Put

4.= max IP(M.<x)—P(Xo<x)e* ). (1.14)
Y SxSa

Our main result is the following theorem.

Theorem 13, Under the above hypotheses, if s>1 and

L] @ -3712 ] 12
limsup(J h(y)dy)(—logj g(y)dy) I(J‘ g(y)dy) >0, (1.15)
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then there exists a constant C>0 such that

asc| g R

vl

“If the hmrt aboue is zero or s— l then, for any 0<ﬁ< L, there exists no(t, f) such that,
CfornZng : :

(log n)>?

4B (1.16b)

,Proof_. Sec Section 2.
We conclude this section by some remarks and examples.

Remark 12, (a) Let, with A and p as in (1.14),

ro:=min{n; Ap"<1}.

By Theorem 1.2, for any r2rg and e<1—Ap’,
I'xzef(y, xyeR (1.17)

Thus, {X,},30satisly (1.2) where 1 is the stationary distribution and R is R. In this case
Asmussen's construction may be simplified. .

Realise Xy(w)=x and then let with probability ¢ a renewal occur at r (i.e. So=r) and
then let X, be independent of X4, ..., X, -1 and have probability density f(y). Let, with
probability 1 —¢ X, have density (no renewal at r in this case)

S (x, y)—sf(y)

[—¢

After that define X,, 0<s<r—1in order it has the rght distribution. Then repeat the
procedure with the new initial value X,=x and so on. In this case thc probability
distribution of the renewal process is such that

P{Yo=So=kr}=P{Y,=S;=So=kr}=(1—¢)*"'e, k=1,2,... (1.18)
and hence
E(M)=p=rle and V(Y)=p*(l—e). (1.19)

(b) Observe that using (1.17), & and &,, n> 1 in (1.6) have the same distribution so
that {£,}a»0 is stationary -dependent. (This is not the case in general if the construc-
tion is based on the first inequality in (1.11), with dA(y)=g(y)dy, e=n and r=s)

These facts play an important role in the proof of Theorem 1.3.

(c) If we compare Theorems 1.1 and 1.3, on the one hand some of the hypotheses of
Theorem 1.3 are stronger (existence of transition density, right-hand inequality in
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(1.11) and the fact that R=R). On the other hand Theorem 1.3 includes the case r> 1
and (1.16a), (1.16b) are much more cxplicit than (1.8).

(d) Note that (1.16a) and (1.16b) imply that il the stationary probability is in the
domain of attraction of an extreme value distribution, then, for some constants a,>0
and b, (which are the same as in the independent case), a,(M.—b,) converges weakly
to a limit belonging to the same domain of attraction. If the speed of convergence in
the independent case is known (see Galambos, 1987), then (1.16a) and (1.16b) provide
estimates of the speed of convergence in the Markov case.

1.3. Examples

It may be checked that the following examples of processes satis{y the hypotheses of
Theorem 1.3.
Example 1. {X,}.z0is defined recursively by ‘
Xos1=T(X)+0(X,)eqsy, n20, (1.20)

where T and o are such that there exist C20and 0 <4 <B such that sup, |T(x)|<C
and A<1/|a(x)| < B, xeR.

{e}a31is an i.id. sequence with common density h(y) with respect to the Lebesgue
measure such that .

h(y)~Cly|™% |yl o, a>0, C>0. N

Then the transition density is

U (y=T)
= h 1
S(xy) o] ( pr ), x,yeR

and one can find 5, M and g(y) such that (1.11) holds with s=1.

"Example 2 (Variant of Example 1). {X,},50is defined recursively by (1.20) with o(x)
a constant and T bounded. Then one can take h(y)~ C|y|?exp(—a|y}]), |y|—= o, «>0,
p=0, c>0. ’

Example 3. {X,}.50 takes values in (a,b), — 0 <a<b<co, and has a bounded (or

continuous on (a, b)?) transition density f(x, y) such that, for some integer s> 1 and
O<e<],

[ y)ze ' (1.21)

This is in particular the case if a=0, b=1 and

x -1
ﬂnn=mum(Lth0 x,ye(0, 1), (1.22)
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where h(x) is a bounded (or continuous) probability density on (0, I) such that
m._e);g xe@)

for some ¢>0.-
“Then lt may be seen that thcrc cxxst 0<r1 <M such that -

;1<f(xy)<M xye(Ol) T | (1.23)

which implies (1.11) with s=1and g(y)=1, ye(0, 1).
If f(x,y) satisfy (1.22) with h(x)=2(1 —x), 0<x <1, then f(x, y)=2(1 —=xy)/(2—x)
and it may be seen that (1.11) does not hold for s=1 but (1.21) holds for s=2.
Condition (1.13) is also satisfied since f(x,y)<?2, x, ye(0, 1).

2. Proof of Theorem 1.3

The proof consists in showing first that an inequality similar to (1.8) (without the
last tcrm) may be established also in the case under consideration, and then, in giving
explicit expressions for G(x), p and P{|v./n—1/u}=6}.

Roughly, P{M,<x}~P{maxig, &<x}, vo~n/p with p=E(Yo)=r/e and by
Theorem 2.1 (the key of the proof), if {&;} is a stationary 1-dependent sequence, then ™

P {max f,<x}~ G*(x),
i<t

where an explicit expression of G(x) may be given.

In order to get the result we then evaluate the differences between ‘cquivalent’
terms.

We need the following preliminary results.

Lemma 2.1. With the definitions in (1.8), (1.9) and (1.19), for any 0<é<1/u and
n>(l/u—6)"!, we have

1
P(M.<x)<(1—e)“"“+P{ Max §.<x}+P{ <——a} @.1)
0k < n(l/u—8)) -1 K
and, for any §>0,
P(M,,<x)>P{ Max fk<x}—P{E>l+6}. (2.2)
0k < (n(}/u=-8))~1t nop

where (u]=integer part of u.
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Proof. We have

P{M, <x}=P(M, <x, v=0)+P(M.<x, v,2 1)

sP{v,=O}+P{ Max ¢§,<x, v.;l}
: 0<kgy, ~|
and

P( Max f,<x,v.>l)=P{ Max fx<x.v.21.ﬁ<l—6}
- n #

0<kgy, -1 Ogkgy, =1

+P{ Max c,<x.v,>1.ﬁai—a}.
0Kk, ~1 nop

Thus  we obtain (2.1) by observing that Plve=0}=(1—g/ "1 where
[x]-1<xg[x]

The proof of (2.2) is similar and simpler since

P(M,.<x)2P( Max {k<:c). a
0gkgr, =1

In the following lemmas we develop expressions for the last two terms in (2.1) and
(2.2). We need the following theorem. '

Theorem 2.1 (Haiman, 1981). Let {&,}is be a l-depéndent stationary sequence with
continuous marginal distribution Junction,

Then there exists a function A(x).0<.4(x)<]1, defined for x> x,, where Xo is given
by P{¢y>x4}=pg, with Po universal constant, 0 < po < 1, such that

AR =1=P{{o>x}+P{&>x, ¢, > 1) +O(PY (¢, > X)), x> (2.3)
and

Max P( Max £k<x)x.l(“"”(x)-—l SCiP(lo>x, &>x), x2x,, (2.9)

an0 0<kgn

with |O(x)| < Cy|x| and C1,C, universal constants,

Lemma 22, For I/n<é<1/y, where u=rle, we have

ve | 1/nr\M 5 1/n
Pi—=<--63<C -—=l=] —=s>, 2.
{ﬁ,‘ } °""{ e() (t—m‘“} )

(1 (=ge
C—CXP(Z(I—c(l—e))z)

with
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and

. v, 1 #)/2 ~1/2

P ;—>;+5 QC'CXp -—n”’é—T—(H—M) 5, (2.6)
with C'=exp((l —¢)/2¢?).

Prool. We have, since v, is an integer,

frderfe )

Put q:=[n(l/u—4)]. Then

P{v.<q)=P{S,2n}=P(S,—(q+Du=n—(q+ 1)y}

<P {S.—(q+ i)u>ﬂ# (6—%)},

since q<n(1/u~§), which implies n—(q+ 1)u=nu(é —1/n).
We now apply Bernstein's incquality

P{é>t+'-log M ()

}<e", t>0, n>0, ’ 2.7
n .

with {=S,—(¢+1)u and

1—e™

g+ .
M(('I)=E(cl<)=(c"'“-”‘,——6(1—_:)'> B

Since we have l—e<e™t, M,(n) is defined for n<1/r.
Next, using Taylor’s formula, we get

log M ,(v) ﬁ (1—¢)e L
@ T

Let n=(1/r)(g+1)"% Then (2.7) implies
P{E>r(g+ 1) (t+C)}<e™, >0,

from which (2.5) follows.
The proof of (2.6) is completely similar. O

In the proof of Theorem 1.3, for any integer n we will consider the construction of
the renewal process (see Section 1) made with r=r(n)=[xlogn], where « is a fixed
positive constant to be chosen later,

Then, for n>n, large enough, Ap” <}. We then take a fixed e=}.
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Lemma 23. Forn>ngand X Z2max(xo, yo), with ys in(1.15), A (x)in(2.3) has the form
.l(x):./((n,x):l--2rP(X°>x)[l+20l(Ap’)+Zst<J‘ h(y)dy)]
+O;[16r’P2(X°>x)(5M+C.)], [0dx)| <LIx), i=1,2,3. (2.8)

Proof. Since P{§o>x}=P{{,>x}, if we put
A={Max(X°....,Xs'_l)<x} and B={Max(X°,....Xsl_l)<x},
we have
1—P{:o>x}+P{¢o>x.’¢l>x}=1-P{A}+P{B}.
Next, since P{AIYo=kr})=P{A|Yy=kr, Yi=tr}, we have
P(A)~P(B)= i P{Y,=tr) .ix [P{AlY=kr, ¥, =tr)

t=1
—P{B|Yo=kr, Y, =1r}]P(Y,=kr) (2.9)

With },°=So, Yl=Sl'_SO~
Put

A =N (x, k1) =P {A| Yy=kr, Yi=tr}—P{B|Yy=kr, Y=t}

and let Xos.ees Xt 4y, be random variables with-joint distribution cqual to the
conditional distribution of Xoveeen X4y, given Y.=kr and Y, =1,
We then have, by Bonferroni’s inequalitjes,

.-’V=P{M3X(X6.--..XL,-,)<x}—-P{max(,\'(,....‘X('H,,,_l)<x}
=P(XL,>X)+~--+P(X('“,,,_l>x)

+o(z T P(Xisx X,’>:c)> (210

0<i<]s(k+c)r—l
with [O(x)| < x].

Remark 2.1. Observe that by Theorem 2.1 and since r=r(n)=[alogn], x4 in
Lemma 2.3 also depends on n

-

Next,

P(fo>.‘<}= z P(f°>x|Sl=kr)P(S, =kr)
k=1

Slz krP{X°>X}P(S|=kf)=P‘.\’°>x)x'r'-
= €
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Let x, =X, satisfy (r/e) P(Xo > x)=po. Then the above inequality implies that for
n large enough Lemma 2.3 holds for x> x,.

In order to evaluate the terms of (2.10), we need the following lemma.

Lemma 24. Put i=Ir4m, 0gl<k,-Q<m<r—~1. Then the probability density of
Xigix)is

f if i=lr, 0<I<k,
gi(x)= ' @11)

SEU+O(GEDN) i i=lrtm, 0<I<k—1, 0<msr—1,

where [(x) is the density of Xo and |O(x)| <|x|. The joint probability density of (X1, X}),
0<i<j<(k+t)r—1, denoted by g,(x,y), is such that

gii(x.Y)=gi(x)g,(y) ifi<(k—1)r andj>kr,
and, in the complementary case for i and j,

SMS(x)f(y) i j-izs,

8f()h(y) i L<j—i<s, s> L. (2.12)

9if(x, 1) <8 (x) [ (x, ,v)s{

Proof. See Section 3.

Proof of Lemma 23 (Conclusion). Combining (i.lO)—(2.12) {and observing that the

probability distribution of (X4,,..., X +qyr-1) is the same as the distnibution of
Xoy.enXp=y given Yo=tr) we get

(k'“)z 2p2
A =1rP(Xo>x)(1+20,(4p") + 03| 8M——5—r?PH(Xo>x) |

+O,[(k+l)rsP(X°>x) r h(y)dy] ' 2.13)

x

with |O(x){<lx], i=1,2,3.
From (2.9) and since =4 we obtain

@ @

P(A)=P(B)= Y. ¥ H(k1)P{Yo=kr}P(Y,=tr)
1

(=1 k=

=2rP(X, >x)[l +20,(4p")+0; (25 r h(y) dy)]

+0,(80MrPY(X > x)) (2.14)
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and, using (2.1 1),

kr-1

P(Eo>x)=P(A9)< T ( ) P(x;>x)P(Yo=kr)<zr1>(xo>x)(l+20(Ap'))
k=t {=0

S4rP(Xo>x). (2.15)
Combining (2.3), (2.14) and (2.15) we get (2.8). O

Lemms 25, Put H(x)=H(n, X)=M(x) "= g (x) 1, Then, for n>p,

max |4 (x)"(Uu=4)=1 —H"(x)lsé,u+§ (2.16)
and

max l-/((x)"“’“""’*’—H'(x)lséy+§. 2.17)
Proof. Put Z=H(x)" Then, for 0<§< 1/u—1/n, we have

A O H ey =21z 211 g r=#(6+,,1)<1

and (2.16) follows by maximising Z!-1_ 72 subject 0 0 Z <. The proof ol {2.17) is
completely similar, O

The following lemmas are casy applications of Taylor's formula.

Lemma 2.6. For O<v<iand 0<a<1 we haye

' I—av+2a(a—1)o2g(l—v)* <] —a, (2.18)
Lemma 2.7, For any fixed t>0 and yu, lul <} we have, for nx4r,

(1‘5“+”’>l=(l“5)~+0(2rc"“)u. 10 <] x] (2.19)

Proof of Theorem 13, Let >0 be fixed and u,=u,(t} be defined by P(Xo>u)=1/n,
n>rt,

“Then, by Remark 2.1, for n2zne(tr) large cnough u,>x, and since
rP(Xo>u)<alogni~0 as n-soo we have | —.#(x)<}, x>u,. Thus, using (2.18)
with v=1~M(x) and a= 1/2r we get

H(x)=1 —P(X°>x)[l +201(Ap’)+02 (rP(Xo>x)+Ja h(y)dy)]. x2u,

with [O(x)|<[x| and [0:(x)|<K|x|, K universal constant.
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Next, applying (2.19) with u=(1 = H(x))/P(Xo>x)— |, we obtain that for n2>n,(z)
large enough

H*(x)=P(Xo<x)" +O(2t e~"?) (20‘(.4p’)+ 0, (rP(X°>x)+ IQ h(y)dy)),

x=u,. . (2.20)
Combining (2.4), (2.15) and (2.16) we have
P{ Max ¢x<X}=-/f(-‘=)"“"'"”'(l +0(C2P($o>x)))
o<k < n(t/u—-8)]—1 '

SA(x) =71+ Cy P(§o>x))

s(H(x)‘+;uS+§)(l +4CyrP(Xy> X))

and similarly, using (2.17),

P{ Max & <x};(ﬁ(x)'—p5-5)(1 —4C,rP(X o> x)). (2:22)
0k <(n(l/p+4)] n

Observe that, for x> u,,
P(X, <x)";(l —-;1) ~e”", n—oo (2.23)

and, since 1 +u<1/(l—u)<142u,0<u<}, for n large enough,

P(Xo<x)"=P(Xo<x)"* (1 =P(Xo>x))"!

=P(Xo<x)““(l +20 G)) 10| <[xl- (2.24)
Let r(n)=alogn with a=}1/{log p|. Then, in (2.20) we have p"=n""2, Let
1/e>logn\'/2
6—5(: n ) )
Then the right-hand terms in (2.5) and (2.6) are O(n ™ !/?). We now evaluate 4, of (1.14),

by combining (2.1), (2.2), (2.4)+2.6) and (2.20)—(2.24).
In (2.21) and (2.22) we have

|og',, e 1E) e 12 2
“‘5"( 2) (l!ogpln> and * T=o(d). n—co.

Next, the contribution of the term [ h(y)dy in (2.20) is [, h(y)dy. I the limit in
(L.15) is strictly positive, then, since by (LI g I:’g(y)dysfff(}')dy<M I: g(»dy,
we have 0<limsup,., ({2 h(y)dy)(ud)~ ! < 0.

If the limit is zero, then j: h(y)dy=o(us), n—oco.
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Since the other terms are all o(ud), n—co, either 0.=0([ h(y)dy) or

lim,., 8,/u8=1. In the second case, since ¢ is arbitrary, we get (L.16b). The fact that
no depends on g (through ¢) may be seen in particular from (2.1). O

. 3. Proofs of Theorem 1.2 aod Lemma 2.4
3.1. Proof of Theorem 1.2
Forany r>1 and y put
M=) and MU= max Sy, (.0

Formula (1.10) then implies that {m'(»)} and {M"(y)} are, respectively, increasing and
decreasing, Then, since for any ym"(y)<M'(y) we deduce that

mNSMAy) i j21, yer

For any fixed x and y, let Way(u)i=f(x, u)—f*(y,u), ueR, and put
Sy ={u; ¥o)>0} and So={u: ¥, (u) <0).

We then have

Osf .,b,,(u)du:l_f f’(x,u)du-j S () dy,
S5 5, o

which combined with the first inequality in (1.13) provides

OSJ- l//,,(u)dusl—qu(u)du=l—q. (3.2)
S,

Next, OsM’(u)—m’(u)sM’(u)sMg(u) and for any k> 1,

M) = m 2) = sup [ £ s,y e, 1
=sup [ f L) D —f (. 2)) dz]

=sup [ [ et mas fs_f“(z,U)¢x.,(:)d2]

X7

<5UP<A’1h(U)f t//,,,(z)dz+m*’(u)£ \b,_,(z)dz) (3.3)
xy Sy P

since ¥,,>0 on S} and ¥+ <0on S5
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M) 4 D3 < (M (a) - m™(u)) sup I YD)z
. Xy S:y

Thus, using (3.2) with A=1--5, we obtain

MM =mSu) <A x Mg(), k31, ueR.

H1<i<s~1, we have

ME* ) —m* ) =sup (S5 (1) =M (y, 1))

sjf'(:. ) (M*(2) = m™(2)) d:

<M Jf‘(:. u)g(z)dz <M If‘(z, u)f———-—-'(:' e

2
=_Ai{_)‘k—lf(Hx)(x'u)sﬁ!_ll—lg(u)-
n - n

Thus, for any n>s, we have
M) —m"(u) S CAMg(y), Co=——.
Next

mMu) < fM(x u)SM(u), n>l, xueR,

Observe that Is:, Y(z)dz= "Is;, Y(z)dz which combined with (3.3) provides

15

(3.4)

(3.5)

(3.6)

and since m*{u) is increasing and M *(u) decreasing, these sequences have a common
limit, f(u), which coincides, for any x, with lim,.q f"(x,u). It is clear that f(u)>0,
jf(u) du=1and ng(u) < f(u) < Mg(u). Moreover, [rom (3.6) and (3.5) we have, for n =5,

L= =1x, p) = m™(y) +m* () =S ()]
<M ) =m (N + (1) —m*(y)
sZ(AAi“(y)—m"(y))<2Cl"”"g(y). x,yeR.
Since g(u)< f(u)/n, we obtain (1.14). O

Proof of Lemma 2.4. Let i=lr, 0<i<k and denote by g(z¢,2,,...,2;,) the joint

density of X3, X;, ..., XI,. We have

9(z0. 25, ... .Z;,)=f(:o)f'(z°'z')—sf(z’) . L euon ) —ef(z)

1 —¢ l—¢
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and thus, the density of X/, evaluated at x is

J’"' J'g(zo- cee s Z(t~ l)nx)d:O'"d:l—l)r=f(x)

by a recurrence over I,

Leti=Ir+m, 0<l<k—1,0<mgr—1. Then, by the classical conditional density
formula, the density g;(x) of Xi, evaluated at x, is

9:(-“)=-Uf(zzr)f"'(zuox)f'_"(x- Zae ) X (S(26) (240 24 )" !

dz, df(u- Ur

xf(z,,)f'(z'" i+ 11)'-)-—€f(-'-u+ 1)

4

- Hf(zb)f"(zhx)f”"(x. Zueny)

x(l + £ f’(:ln :(H:l)r)_f(zlz)-

dz, d: .
l—¢ f’(:lnz(l*l)r) ) Ly

_f(x)(ul_eo(“__zp,))). 0(I<Ixl

since, by (1.14),

SN =f(y) < A’
Sxy) | T l=dp
The case i=(k—1)r4+m, 0<m<r—1 is similar and since e=1} we get (2.11),

The first equality in (2.12) is straightforward by the construction of {X.).
Next, il i=lr+m, j=l'r + m’, 0<i<jg(k—1)r, we obtain in the same way

r 2
gu(x'y)=f(X)f"‘(x,y)(1+0(L Ap ))
l—el~Ap’

("=
x(l+0’ 1 A .
[~n L=Ap(l-I')r

where [O(x)[<[x], [O"(x)| < x and n=l—(1-g"-1,
Thus we deduce the first inequality in (2.12). The second inequality follows from the
fact that (1.15) implies

S e<h(y), xeR, y2y,, ko1,
For more details see Kiki (1994). 0O
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