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Introduction 

Le point de départ de ce travail est un article dû à C. Brezinski et M. Redivo 
Zaglia "Hybrid procedures for solving linear systems" (11] où est définie la "procédure 
hybride" et où sont suggerées plusieurs utilisations possibles de cette méthode. 

L'idée essentielle consiste à combiner deux approximations de la solution d'un système 
linéaire pour en déduire une autre approximation meilleure (au sens de la norme du résidu 
associé) ; la linéarité du système implique que la combinaison des deux approximations 
est identique à la combinaison des résidus associés. 

Les resultats numériques de (11] montrent que lorsque la procédure hybride est 
appliquée à deux méthodes itératives on constate deux phenomènes : 

un effet "lissant" (les résidus associés à la procédure hybride décroissent d'une 
manière monotone), 

de plus la procédure hybride se comporte comme la meilleure des deux méthodes 
itératives. 

La procédure hybride semble pleine de promesses et C. Brezinski m'a confié la tâche 
d'explorer les différentes extensions et propriétés de cette procédure ; c'est ce qui fait 
l'objet de ce mémoire. 

En premier lieu nous nous sommes interessé à des propriétés d'accélération de con
vergence, ce qui impose pratiquement que les deux méthodes combineées par la procédure 
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hybride soient liées par l'intermédiaire d'une matrice B (elle même associée à la matrice 
initiale, et dont les valeurs propres sont plus ou moins connues). Nous proposons ensuite 
une procédure hybride généralisée, et ceci dans le but d'avoir à la fois des formules de 
calcul recursives et des resultats d'accélération de convergence et enfin nous situons la 
procédure hybride dans le cadre des méthodes de projection. 

Nous commençons ce travail par l'introduction de quelques définitions et notations 
et par la démonstration de quelques lemmes qui nous sont utiles par la suite. 

Dans le 1 premier chapitre 1 nous rappelons la définition de la procédure hybride, 
nous étudions son comportement asymptotique et ses propriétés géométriques. Nous 
appliquons ces résultats dans deux cas particuliers qui sont illustrés par des exemples 
numériques. 

Dans le second chapitre nous étudions l'itération de la procédure hybride ap
pliquée à une seu e met o e. ous étudions de nouvelles propriétés de la procédure 
hybride iterée ainsi définie dans le cas général et dans un cas particulier. Nous donnons 
également des conditions nécéssaires pour que la procédure hybride iterée accélère la con
vergence d'une méthode particulière. Ce cas est illustré par des exemples numériques. 

Dans le troisième chapitre nous donnons une définition de la procédure hy
bride générahsee. es propnetes de cette méthode, que nous étudions, généralisent 
les propriétés de la procédure hybride définie dans le premier chapitre. Nous com
parons également la procédure hybride généralisée avec là procédure hybride itérée 
définie dans le chapitre précédent appliquée à la même méthode. Comme dans les 
chapitres précédents nous étudions des possibilités d'accélération de la convergence de 
la procédure hybride généralisée par rapport à une méthode particulière, lesquelles sont 
illustrées par des exemples numériques. Dans ce chapitre nous proposons également 
d'autres généralisations possibles de la procédure hybride mais sans les étudier plus 
profondément. 

Dans le 1 quatrième chapitre 1 nous étudions des possibilités du calcul récursif du 

vecteur résidu r~k) correspondant à la procédure hybride généralisée définie dans le 
chapitre précédent. Pour cela nous nous servons de l'identité de Sylvester, de l'iden
tité de Schweins, du H-algorithme et du RPA algorithme. Ce chapitre est terminé par 
une comparaison du coût des algorithmes ainsi obtenus. 

Pour terminer ce travail nous étudions dans le cinquième chapitre les liaisons 
entre la procédure hybride généralisée et les métho es e proJeCtiOn. 
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que certaines d'entre elles ne sont autres que des cas particuliers de la procédure hybride 
généralisée. 
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Notations 

Soit à résoudre un système linéaire, de la forme 

Ax = b (0.1) 

où A E 1Rmxm est une matrice inversible et b E 1Rm un vecteur arbitraire. Nous con
sidérons des méthodes itératives de résolution du système (0.1). Nous notons 

-x 
- Xn 
-en= X- Xn 
-rn= b- Axn 

la solution du système (0.1). 
solution approchée à l'étape n. 
l'erreur à l'étape n. 

: le résidu à l'étape n. 

Soit G = zT Z une matrice symétrique définie positive. Le G-produit scalaire et la 
G-norme vectorielle correspondante sont respectivement définis par : 

(x,y)a=(x,Gy) 

et 
llxlla = V(x, x )a· 

La G-norme matricielle correspondante est définie par : 

IIAIIa = IIAxlla sup 
#O llxlla 
V e((ZAZ-1)T ZAZ-1 ) 

IIZAZ-1IIr 
Nous allons aussi utiliser la notation xl..aY si (x,y)a =O. Dans ce travail, lorsqu'il n'y 
a pas de confusion l'indice G sera supprimé. 
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Le choix de la matrice G n'est pas restrictif pour obtenir des resultats d'accélération. 
En effet en utilisant l'equivalence des normes nous pouvons deduire que 

lim llxnlla = 0 n-+oo IIYnlla SSl 

pour des matrices G et H symétriques définies positives. Par contre si lim \\Xn Ilia = c n-+oo Yn G 

( ~ ) 1 d d · l' llxniiH c r 0 et oo a ors nous ne pouvons pas en e u1re que 1m Il Il = c n-+oo Yn H 

Contre-exemple 

Soit x= [1, OjT, y = [0, ljT, Z = [ ~ ~ l et G = zr Z. Il est facile de voir que 

et 

Définition 0.1 

llxlla _ J2 
IIYIIa- 2 

Soient (un) et ( vn) deux suites réelles de limite nulle. Si nous avons 

nous écrirons alors Vn = o( un)· 

Définition 0.2 

lim lvnl = 0 
n-+oo Junl 

Soient (un) et ( vn) deux suites réelles de limite nulle. Si 3N, 3C > 0 tels que Vn > N 
nous aurons 

nous écrirons alors Vn = 0( Un). 

Définition 0.3 
Soit P E JRmxm une matrice carrée. Nous dirons que la matrice P est un projecteur 
G-orthogonal si elle vérifie les conditions suivantes : 

1. p2 = p 

2. (GP? = GP. 
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Lemme 0.1 
Si la matrice P E IR..mxm est un projecteur G-orthogonal, alors, 

IIPIIa = L 

Preuve: 
Nous en rappelons bienevidemment la démonstration, bien que ce soit un résultat connu. 

• D'une part, puisque P 2 = P, nous avons 

donc 

1 ::; IIPIIa· 

• D'autre part nous avons le résultat suivant : 

Chaque vecteur v E 1Rm non nul peut être décomposé de la manière suivante 

v = Pv + (v - Pv) 

or P( v - Pv) = 0 ; nous déduisons que 

donc 

(Pv,v- Pv) 0 = 0 

llvll; IIPvll; + 2(Pv,v- Pv) 0 + llv- Pvll; 
IIPvll; + llv- Pvll;. 

Nous pouvons dire que pour tout vecteur v E 1Rm non nul nous avons : 

et nous obtenons 

IIPvllo < 1 
llvllo -

IIPvllo 
li Plia= sup Il Il ::; L 

v#O V G 

Nous avons démontré que IIPIIo ~ 1 et que IIPIIo ::; 1, donc nous obtenons le résultat 
IIPIIo = 1 ce qut termtne ta a~monstration. • 
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Dans ce travail, nous allons faire souvent appel à la méthode de résolution du système 
(0.1) définie par (14], [17], [40], (22]: 

Xn+l = Bxn + b } 
rn+l = Brn 

avec B = I - A, x0 quelconque et r0 = b - Ax0 • 

Remarque 0.1 : 

(0.2) 

Le choix de la matrice B = 1 - A n'est pas restrictif. En effet, s1 nous voulons 
considérèr une décomposition régulière de la matrice A 

A=M-N 

avec M une matrice inversible, nous obtenons 

M-1A = 1- M-1N. 

La matrice M-1 peut être considérée alors comme un préconditionnement de la ma
trice A. Si A (M) = M-1 A désigne la matrice du système transformé, alors à ce système 
nous pouvons aussi associer la méthode définie par l'équation (0.2) avec 

Dans ce travail, nous ne considérons que le cas où la matrice B E 1Rmxm est une 
matrice diagonalisable. Nous supposons en outre que la matrice B admet q ( q ;::: 2) 
valeurs propres distinctes ordonnées dans le sens décroissant des modules 

q 

Dans ce cas, nous savons qu'à chaque valeur propre ,.\i de multiplicité mi (L mi = m ), 
i=l 

correspondent mi vecteurs propres linéairement indépendants, notés par ~~i), ... , ~~~. 
Soit Vi = span { ~~ i), ... , ~~n le sous-espace propre associé à la valeur propre ,.\i. Nous 
noterons ::Yi, un vecteur quelconque appartenant au sous-espace Vi, déterminé par ses 

d ' (') ( i) d 1 b ( i) ( i) . coor onnees c1 , ... , cm, ans a ase 11 , ... , 1 m;, Le., 

;:;. = c(i)""(i) + ... + c(i)""(i) 
Il 1 11 m; 1 m; • 

Nous avons 

La matrice B étant diagonalisable, 1Rm peut s'écrire comme une somme directe des 
sous-espaces propres de B 
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Ainsi à chaque vecteur v E JRm, nous pouvons associer une décomposition en somme de 
vecteurs ,:Yi( v) E Vi· Les vecteurs ,:Yi( v) sont choisis de telle sorte que 

Pour simplifier la notation, nous noterons 

Evidemment à chaque fois que nous allons nous servir de cette décomposition pour un 
vecteur v il ne faudra pas oublier que les vecteurs ;yi ne sont pas arbitraires mais qu'ils 
dépendent du vecteur v. 

Etant donné un vecteur v, la suite des vecteurs (rn) obtenue en utilisant la méthode 
(0.2) avec r0 =v sera de la forme 

Pour certains calculs, nous n'aurons besoin que des k + 1 premières valeurs propres 
( k ::::; q - 2). Pour cela, nous allons introduire une suite auxiliaire ( a~k+2 l) associée au 
vecteur v, qui sera définie par : 

Ceci nous donne : 
a~k+l) = Àk+2,:Yk+2 + · · · + À;;yq· 

En utilisant l'inégalité triangulaire, nous obtenons 

ce qui nous donne : 

lla~k+l)ll < IÀ~.:+2Inii,:Yk+211 + · · · + IÀqlnii,:Yqll 
< (q- k- l)IÀk+21n maf( II,:Yill, 

k+2~1~q 

(n ~ oo). 

Pour un indice k fixé, nous pouvons décomposer la suite (rn) de la manière suivante 

\ n- \ n - (k+2) 
rn = "t /1 + · · · + "k+t /k+l +an · 

Dans la suite de ce travail, nous allons, à chaque fois que nous aurons à utiliser la 
méthode définie par l'équation (0.2), associer à la suite (rn) une décomposition identique 
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à celle faite précédemment. Il est clair que les coefficients Ci ainsi que les vecteurs ;yi 

vont toujours dépendre du vecteur initial r0 • 

Dans les deux premiers chapitres nous choisirons k = 0 et la suite ( a~2)) sera sim
plement notée an. 

Dans le troisième chapitre nous traitons le cas où k est un indice quelconque compris 
entre 0 et q - 2. 
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Chapitre 1 

Procédure hybride 

Soit à résoudre un système régulier d'équations linéaires 

Ax =b. (0.1) 

La procédure hybride définie par C. Brezinski et M. Redivo Zaglia dans [11] consiste 
à combiner deux méthodes de résolution de ce système afin d'obtenir une méthode qui 
va mieux approcher la solution x. Le critère d'approximation choisi consistera à ce que 
la norme du vecteur résidu obtenu par la nouvelle méthode soit le plus petit possible. 
Bien que cette idée soit nouvelle, les méthodes qui peuvent être considerés comme des 
cas particuliers de la procédure hybride ont été définis et étudiés dans [20), [36], [37], 
[42], [43]·, [45], [48). Dans ce travail nous nous plaçons dans un cadre général permettant 
d'obtenir des résultats nouveaux qui généralisent des résultats déjà connus (voir [1 ]). 

Dans ce chapitre, en [!}] nous allons rappeler la notion de procédure hybride. 

En !1.2.11 en utilisant la relation bien connue 

(x, y)= llxiiiiYII cosO 

où 8 est l'angle aigu compris entre le vecteur x et le vecteur y, nous allons donner 
les conditions nécessaires et suffisantes pour que la méthode obtenue par la procédure 
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hybride accélère la convergence des méthodes initiales dans le sens 

1. llrn Il 
n~~ llr~ll = O 

et 

1. llrnll 
n~~ 11<11 = O 

où (r~), (r~) et (rn) désignent les vecteurs résidus donnés respectivement par la première 
méthode, la deuxième méthode et la procédure hybride. Nous allons étudier deux cas : 

L ' 1· Il r~ Il 1 ' d" ' ·1 f · · d · E .cr e cas ou n~~ llr~ll > ne sera pas etu Ie carI ait partie u premier cas. n euet, 

il suffit d'échanger les rôles du vecteur r~ et du vecteur r~ pour obtenir des résultats 
similaires. Pour démontrer ces résultats, nous allons introduire une suite auxiliaire (On) 
vérifiant 

(r~, r~) = llr~llllr~ll cos On 

et une suite auxiliaire ( t?n) vérifiant 

(r~, r~ - r~) = Jlr~llllr~ - r~ll cos t?n. 

Les théorèmes ainsi obtenus vont nous donner des conditions d'accélération qui seront 
équivalentes. 

Nous allons également démontrer dans lt.2.2lles propriétés géométriques de la 
procédure hybride qui généralisent certains résultats deR. Weiss donnés dans [42] dans 
le cas particulier de la procédure hybride : "Minimal Residual Smoothing" algorithme. 

Dans la partie[!]], nous allons étudier deux cas particuliers de la procédure hybride 
dans lesquels nous pouvons donner des conditions suffisantes d'accélération. Dans le 
premier cas, nous étudierons également un cas où la procédure hybride peut nous donner 
une certaine amélioration. Dans ce cas, nous ne pouvons pas parler d'accélération de la 
convergence car, la méthode initiale étant à convergence finie, la procédure hybride sera 
aussi à convergence finie. 
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A la fin de ce chapitre en [!]], nous donnons des exemples numériques illustrant 
les deux cas particuliers de la procédure hybride pour lesquels nous pouvons obtenir une 
accélération de la convergence. 
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1.1 Définition 

Nous supposons que nous utilisons deux méthodes itératives de résolution du système 

Ax =b. (0.1) 

Nous notons leurs itérés respectifs x~ et x~ et les vecteurs résidus correspondants r~ = 
b...:. Ax~ et<= b-Ax~. 

La procédure hybride définie dans [11] par C. Brezinski et M. Redivo Zaglia 
consiste à construire le nouvel élément Xn et le nouveau résidu rn = b- Axn par : 

( 1.1) 

avec 

Quand r~ = < nous posons rn = r~ = <· Le coefficient an est choisi de telle façon que 

Le vecteur rn ainsi défini, vérifie : 

Dans ce qui suit, nous allons souvent nous servir de la quantité r~- r~. Pour simplifier 
les notations, nous allons désigner cette quantité par Pn· Posons donc 

1 Il 

Pn =rn- rn, 

alors ( 1.1) peut être réécrit comme 

( 1.2) 
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Nous vérifions facilement que 

( 1.3) 

( 1.4) 

( 1.5) 

1.2 Propriétés 

Dans cette section, nous allons étudier, dans le cas général, les propriétés asymp
totiques ainsi que les propriétés géométriques de la procédure hybride. Pour cela, nous 
allons nous servir des formules (1.3) et (1.5) pour étudier les possibilités d'accélération 
de la convergence de la procédure hybride. Pour démontrer les propriétés géométriques, 
nous nous servirons de la propriété suivante : 

1.2.1 Comportement asymptotique 

Soient r~ et r~ les vecteurs résidus respectifs des deux méthodes itératives de résolu
tion du systéme (0.1) et G une matrice définie positive se factorisant en G = zTz. Soit 
Bn l'angle aigu compris entre le vecteur Zr~ et le vecteur Zr~. 

jRELATIONS :j 
Puisque, 



1.2 Propriétés 

nous obtenons, 

et 
2 1Jr~ll 2 ll<ll 2 (1 - cos2 On) 

Jlrnll = JJr~ll 2 - 2JJr~IIJJr~JI cos On+ JJr~JJ 2 . 
En posant 

f2n = JJr~ll/11<11, 

les expressions de Ctn et de ::~:::: deviennent : 

et 

f2n COS On - 1 
Ctn = ---::-------

{}~ - 2f}n COS On + 1 

{}~ - 2f}n COS On + 1 

1 
_ (f2n - COS On) 2 

(f2n -cos On) 2 + sin2 On 

sin 2 On 
(f2n -cos On)2 + sin2 On 

sin2 On 

A partir de ces relations, nous obtenons immédiatement 

Théorème 1.1 
Supposons que la suite (On) converge et soit 0 sa limite, alors, nous avons 

1. Si lim f2n = 0 alors lim Ctn = 1. 
n-+oo n-+oo 

2. Si lim f2n = 1 et 0 # 0, 1r alors lim Ctn = 1/2. 
n---+oo n-+oo 

3. Si lim f2n = oo alors lim Ctn = O. 
n-+oo n-+oo 

17 

(1.6) 

( 1. 7) 

(1.8) 

(1.9) 

Nous remarquons que lorsqu'une des deux méthodes initiales converge plus vite que 
l'autre, la procédure hybride coïncide asymptotiquement avec la meilleure des deux 
méthodes initiales. 
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En utilisant les relations {1.6), (1.7), (1.8) et (1.9), nous allons étudier la conver
gence du rapport llrnll/llr~ll· De la relation (1.9), nous obtenons immédiatement 

Théorème 1.2 
Supposons que la suite (en) et la suite (On) convergent et que leurs limites soient 
respectivement e et 0. Si g2 

- 2e cos () + 1 # 0, alors, nous avons 

Remarque 1.1 : 
Si la limite f! de la suite (en) est inferieure ou égale à 1, alors nous avons également 

D 1. llrnll · 11 ' · 1 
one, n.:_.~ min( Il r~ Il, Il r~ Il) ex1ste et e e n est pas supeneure que . 

Dans le cas où e 2: 1, nous considérons le rapport llrnll 2 111<11 2 et nous obtenons des 
résultats similaires. Nous remarquons aussi que le rapport llrnll 2 /llr~ll 2 tend vers 1 si 
et seulement si e = cos 0 et e # 1. Ce résultat peut être obtenu directement à partir 
de 1 'équation ( 1. 7). Remarquons que si f! = cos() et f! # 1, alors, lim an = 1 ce qui 

n-+oo 

signifie qu'à l'infini, rn est equivalent à r~. De même, en utilisant l'équation (1.7), nous 
obtenons : 

Théorème 1.3 
Une condition nécessaire et suffisante pour que 3N tel que Vn 2: N 

est : pour le même indice N et Vn 2: N, (r~- <, r~) #O. 

Preuve: 
Supposons que 3N : Vn 2: N (r~- r~, r~) #O. Nous avons donc 
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et, d'après (1. 7), nous obtenons 
llrnll2 
!lr~ll2 < 1. 

La réciproque se démontre d'une façon identique ce q'lLi termine ta à~monstration. • 

Maintenant nous allons étudier le cas où la suite (rn) converge vers zéro plus vite que 
les suites (r~) et (<). D'après l'équation (1.8), nous avons 

Théorème 1.4 
S'il existe un réel lj et un indice N tels que Vn ~ N, 0 ~ f2n ~ lj < 1, alors, une 
condition nécessaire et suffisante pour que la suite (rn) converge plus vite que la suite 
(.r~), i.e, 

1. llrnll 
n~~ llr~ll = O 

est que la suite (On) tende vers 0 ou 1r ce qui signifie qu'à 1 'infini le vecteur r~ et le 
vecteur r~ sont colinéaires. 

Preuve: 

• D'abord, montrons que la condition est suffisante. Supposons que la suite (On) 
tende vers 0 ou 1r. Alors, puisque f2n ~ lj < 1, nous déduisons immédiatement de 
l'équation (1.8) 

1. llrnll 
n~~ llr~ll =O. 

• Montrons maintenant que la condition est nécessaire. Supposons que Ji,.~ ::~::: = O. 

La condition f2n ~ lj < 1 implique que la suite (sin On) tend vers 0, 

ce q'lLi termine ta àemonstration. • 
Remarque 1. 2 : 
Puisque f2n < 1, alors Vn ~ N, llr~ll < 11<11· De plus, nous avons 

donc la procédure hybride accélère les deux méthodes. 

Maintenant nous allons étudier le cas où la suite (en) tend vers 1. A partir de 
l'équation (1.9) nous obtenons d'une façon immédiate le résultat suivant : 
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Théorème 1.5 
Supposons que la suite (en) converge. Si lim en = 1, alors une condition nécessaire n-+oo 
et suffisante pour que la suite (rn) converge plus vite que la suite (r~), i.e., 

lim llrnll = 0 
n-+oo llr~ll 

est que la suite (On) tende vers 1r. 

Remarque 1.3 : 
Puisque lim en = 1, alors la procédure hybride accélère les deux méthodes : n-+oo 

1. llrnll 
n~ min(llr~ll, llr~ll) =O. 

Un autre résultat dans le cas où la suite (en) tend vers 1 est donné par : 

Théorème 1.6 
Si llr~ll/11<11 = 1 +an avec lim an= 0, alors une condition nécessaire et suffisante n-+oo 
pour que la suite (rn) converge plus vite que la suite (r~), i.e., 

lim llrnll = 0 
n-+oo llr~ll 

est que On = o( an). 

Preuve: 
Nous avons 

llr~ll 
llr~ll 

02 
- 1 + 

2
n + 0( O!) 

= On+ 0(0~). 

En remplaçant les quantités en, cos On, sin On par leurs expressions dans la formule (1.9), 
nous obtenons 

llrnll sin2 On 
llr~ll e~- 2en cos On+ 1 

(On(1 + 0(0;))) 2 

(1 + an)2- 2(1 + an)(l- 0~/2 + 0(0~)) + 1 
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a;+ e; + ane; + (1 + an)O(O~) 
1 + o(e;) 

(an/Bn) 2 + 1 +an+ (1 + an)O(O;). 

21 

D 1. llrnll O . l . 1. an , ' d () ( ) one Im -
11

-,-

11 

= SI et seu ement SI Im -
0 

= oo c est-a- ire si n = o an ce qui n-oo rn n-oo n 

termine La a~monstration. • 

Remarque 1.4 : 
Puisque lim (!n = 1, alors la remarque 1.3 (p. 20) reste toujours vraie c'est-à-dire que n-oo 
la procédure hybride accélère les deux méthodes. 

Nous pouvons également considérer l'angle aigu {)n compris entre le vecteur Zr~ et 
le vecteur ZPn· A partir de la formule (1.5), nous obtenons 

Directement de cette équation nous obtenons 

et 

Théorème 1. 7 
Supposons que la suite ( {)n) converge et que sa limite soit égale à {). Si {) -=/= 1r /2, 
alors 

1. llrnll . .a 1 n~~ llr~ll =sm v < . 

Théorème 1.8 
Une condition nécessaire et suffisante pour que la suite (rn) converge plus vite que 
la suite (r~), i.e., 

l. llrnll 
n~~ llr~ll = O 

est que la suite (1Jn) tende vers 0 ou 1r ce qui signifie qu'à l'infini les vecteurs r~ et 
r~ - r~ sont colinéaires. 

Ces résultats sont plus simples à démontrer que les résultats précédents, en particulier 
les résultats du théorème 1.3 (p. 18) et du théorème 1.4 (p. 19). 

Dans le théorème 1.7 (p. 21), la condition{)= 7r/2 signifie qu'à l'infini, les vecteurs 
r~ et Pn = r~- r~ deviennent orthogonaux (voir la figure 1.1). Dans ce cas-ci la méthode 
qui détermine la suite (r~) se rapproche bien de la méthode optimale qui est la procédure 
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Figure 1.1 : 

hybride. Nous rappelons que la suite (rn) est construite par la procédure hybride de telle 
sorte que 

Dans le théorème 1.8 (p. 21 ), la condition que la suite (-an) tende vers 0 ou 1r signifie 
qu'à l'infini les vecteurs r~ et Pn = r~- < deviennent colinéaires (voir la figure 1.2). 
Remarquons que dans ce cas, les vecteurs r~ et r~ deviennent aussi colinéaires à l'infini 

Figure 1.2 : 

ce qui signifie que la suite (On) tend vers 0 ou 1r. Cette condition a été utilisée dans le 
théorème 1.4 (p. 19). Ces deux théorèmes nous donnent ainsi des conditions équivalentes 
pour que la procédure hybride accélère la convergence de la suite (r~). Dans les appli
cations faisant à l'un ou l'autre de ces théorrhes, nous allons nous servir de celui dont 
les conditions nécessaires et suffisantes sont plus faciles à vérifier. 

Remarque 1.5 : 
De même, si nous notons par 'Pn 1' angle aigu entre le vecteur Z < et le vecteur Z Pn, 
nous obtenons llrnll = 11<11 sin 'f'n· 
Evidemment, nous avons On = 'Pn- -an. 
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La dépendance entre les angles On, 1'Jn et 'Pn dans le triangle engendré par le vecteur 
Zr~ et le vecteur z< peut être schématisée par la figure 1.3. 

Figure 1.3 : 

1.2.2 Propriétés géométriques 

Nous noterons Y 0 ( q, r) la sphère de centre q et de rayon r, dans 1 'espace vectoriel 
1Rm muni de la G-norme et définie par : 

Yo(q,r) ={y E 1Rm, IIY- qllo = r}. 

La procédure hybride vérifie les propriétés suivantes : 
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Propriété 1.1 
Le vecteur rn appartient à l'intersection de deux sphères dans 1Rm muni de la G-

1 

r 
norme. La première a pour centre le point ; et son diamètre est llr~lla, la deuxième 

Il 

a pour centre le point r
2
n et son diamètre est Il r~ Il 0 

r ET (r~ llr~lla) nT (< llr~lla) 
n G 2' 2 G 2' 2 • 

Preuve: 
Le vecteur rn est calculé de telle sorte que [ll]les égalités suivantes soient vérifiées : 

1 Il 

(rn, rn- rn) 
1 

(rn, rn- rn) 
Il 

(rn, rn- rn) 

Donc le vecteur rn vérifie également : 

En calculant llr•- r; Il' nous obtenons 

1 2 
rn 

r--
n 2 

De la même façon, nous montrons que 

= 0 

= 0 

= o. 

(rn,r~) 
(rn, r~). 

donc le vecteur rn appartient bien à l'intersection des deux sphères mentionnées aupar
avant ce qut termtne La. a~monstra.tton. • 

Nous expliquons cette propriété par la figure 1.4. 

N 11 - 1 - 1 Il - Il 1 t ous a ons noter en = x - Xn, en = x - xn, en = x - xn es vec eurs erreurs 
correspondant respectivement aux vecteurs Xn, x~, x~. En utilisant la relation entre le 
vecteur résidu et le vecteur erreur ( r = Ae) et la propriété précédente nous obtenons le 
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Figure 1.4 : 

résultat suivant : 

Propriété 1.2 
Le vecteur en appartient à l'intersection de deux sphères dans 1Rm muni de la ATGA-

' 
norme. La première a pour centre le point e

2
n et son diamètre est JJe~JIATaA' la 

Il 

deuxième a pour centre le point e
2
n et son diamètre est JJe~IIATaA 

Dans ce qui suit, nous allons montrer que la procédure hybride peut être considerée 
comme une méthode de projection; nous allons aussi montrer que c'est la méthode de 
projection G-orthogonale. En effet nous avons : 
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Propriété 1.3 

Soit ~n = 1- T~ PnP~G. Nous avons 
Pn Pn 

, 
rn ~nr n , 

= ~nrn. 

Preuve: 
En réécrivant l'équation (1.2) nous obtenons 

Le G-produit scalaire est défini par 

et nous avons 

TG, , Pn rn 
rn- TG Pn 

Pn Pn 

1. 

, 1 T , 
- rn- TG PnPnGrn 

Pn Pn 

Posons donc 

nous avons 

( /- T~ PnP~ G) r~ 
Pn Pn 

1 T 
Pn = f - TG PnPn G 

Pn Pn 

De la même façon nous montrons que 

ce qut termtne La ctêmonstratton. 

PROCÉDURE HYBRIDE 

• 
Nous montrons facilement que la matrice ~n vérifie les propriétés suivantes 
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Donc, d'après la définition 0.3 (p. 6), la matrice rn est un projecteur G-orthogonal. 
En utilisant la définition de la matrice rn nous obtenons 

SJnV =V SI v.laPn 

rnv = 0 SI v E span{pn}· 

Si nous prenons comme choix particulier du vecteur r~ 

Il 

rn= rn-1 

nous retrouvons la méthode applée "Minimal Residual Smoothing" de la forme 

Pour ce cas particulier nous retrouvons les propriétés données parR. Weiss dans [42]. 
Nos résultats peuvent être donc considerés comme une généralisation de ceux donnés 
parR. Weiss. 

Nous avons rencontré des difficultés pour donner plus de résultats théoriques sur la 
convergence de la procédure hybride dans le cas général. Dans la partie suivante nous 
étudierons les cas particuliers afin de donner des conditions plus pratiques à vérifier pour 
obtenir l'accélération de la convergence. 

1.3 Applications 

Considérons une méthode arbitraire de résolution du système (0.1). Soit (r~) la 
suite des vecteurs résidus déterminée par cette méthode. Dans cette section nous allons 
considérer deux choix particuliers du vecteur r~ : 

1. r~ = Brn-1 

2. <=Br~ 
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avec B = I- A. 
Le choix de la matrice B = I- A n'est pas restrictif. En effet, si nous voulons considérer 
une décomposition régulière de la matrice A 

A=M-N 

avec M une matrice inversible, nous obtenons 

La matrice M-1 peut être considérée alors comme un préconditionnement de la matrice 
A. Si A(M) = M-1 A désigne la matrice du système transformé, alors à ce système nous 
pouvons aussi associer la méthode définie par l'équation (0.2) avec 

Dans le premier cas nous allons également étudier le cas B = I. 

Dans ce travail, nous ne considérons que le cas où la matrice B E 1Rmxm est une 
matrice diagonalisable. Nous supposons en outre que la matrice B admet q ( q 2: 2) 
valeurs propres distinctes ordonnées dans le sens décroissant des modules 

q 

Dans ce cas, nous savons qu'à chaque valeur propre Ài de multiplicité mi (L mi = m ), 
i=l 

correspondent mi vecteurs propres linéairement indépendants, notés par 1ii), ... , ,g!. 
Soit Vi = span {ri i), ... , ~~!} le sous-espace propre associé à la valeur propre .\i. Nous 
noterons ::Yi, un vecteur quelconque appartenant au sous-espace Vi, déterminé par ses 

d ' ( 1) ( i) d l b { 1) ( i) . coor onnees c1 , ... , cm; ans a ase 11 , ... , lm;, I.e., 

Nous avons 
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1.3.1 1er cas 

Dans cette partie nous allons déterminer le vecteur rn à partir du vecteur< = Brn-l 
et du vecteur r~ en utilisant la procédure hybride. Le vecteur rn peut être écrit comme 

(1.10) 

Dans ce cas nous obtenons le résultat suivant : 

Lemme 1.1 
Soit ( r~) une suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit 
rn le vecteur résidu correspondant à la procédure hybride, déterminé par l'équation 
(1.10). Si r0 = r~ alors, Vn 2: 1 

n 
(a) r = L a~n) Bn-irl n 1 1 'H1(n) 

i=O n 
( b) L:a~n) = 1. 'H2(n) 

i=O 

Preuve: 
La démonstration des propriétés 'H1 ( n) et 'H2 ( n) se fait par récurrence simultanée. 

• Nous avons par construction r0 = r~ et a~o) = 1, ce qui prouve 'H1 (0) et 'H2(0). 

• (a) Supposons que 'H1(n- 1) soit vraie. En utilisant la définition du vecteur rn 
et 1{1 ( n - 1) nous obtenons 

rn O:nr~ + (1- O:n)Brn-1 
n-1 

1 (1 )B"" (n-l)Bn-1-i 1 O:nrn + - O:n L.. ai ri 

La propriété 'H1 ( n) est donc verifiée. 

(b) Les coefficients a~n) sont calculés par 

(n) 
a· 1 

a(n) 
n 

(1 ) 
(n-1) 

- O:n ai 

i=O 

i = 0, ... , n- 1 
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n 

Nous calculerons L a~n) en utilisant la définition réc~rsive de coefficients a~n) 
i=O 

et H 2(n- 1). Nous avons 

n-1 

L a~n) + a~n) 
i=O 

n-1 

(1 ) "' (n-1) -an L..... ai +an 
i=O 

1. 

La propriété H 2 ( n) est donc vérifiée 

ce qui termine ta à~monstratton. 

Remarque 1.6 : 
Lorsque le vecteur r~ est calculé par une méthode polynomiale de la forme r~ 
Pn(B)r~ alors le vecteur rn est aussi calculé par une méthode polynomiale rn 
Qn(B)r~ avec le polynôme Qn donné par 

Supposons que les polynômes Qn-1 et Pn sont liés par la relation 

Dans ce cas nous obtenons 

tQn-1(t) = Pn(t) Vn. 

Qn(t) = Pn(t) 

= tQn-1(t) 
= tnQo(t). 

• 

La procédure hybride déterminée par l'équation (1.10) et appliquée à la méthode du type 

(0.2) 

coïncide avec la méthode initiale. 

Dans ce qui suit, nous allons étudier, la convergence de la méthode définie par 
l'équation (1.10). 
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Théorème 1.9 
Soit ( r~) la suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit 
rn le vecteur résidu correspondant à la procédure hybride, déterminé par l'équation 
(1.10). Soit À une valeur propre de la matrice B et 1 un vecteur propre correspondant. 
Supposons que le vecteur rn se décompose de la façon suivante 

· 1R t mm t z 1· llanll o s· 1· (!,r~) Il Il 1 1 avec en E e an E es que 1m -- = . z 1m Il , Il = 1 a ors a n-oo Cn n-oo rn 

procédure hybride accélère la convergence de la suite ( r~), z. e., 

Preuve: 
Soit G = zT Z. Soit On l'angle aigu compris entre le vecteur ZBrn-l et le vecteur Zr~. 
Nous avons 

donc 

et nous obtenons notre résultat à partir du théorème 1.4 (p. 19), ce qui termine ta 
à~monstration. • 

Dans ce qui suit, nous montrons que sous certains conditions la méthode déterminée 
par l'équation (1.10) minimise la norme de vecteur résidu dans chaque iteration. En 
utilisant la propriété du vecteur rn de minimisation de la G-norme nous obtenons 
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Remarque 1. 7 : 
Si IIBII < 1 alors lim llrnll = 0 et donc la procédure hybride converge. 

n-oo 

En particulier, si nous considérons une décomposition régulière de la matrice A 

A= M-N, 

où la matrice M est régulière et si nous prenons B = M-1 N alors M-1 A = 1- B. Donc 
un bon choix de la matrice B est équivalent à un bon choix du préconditionnement M 
de la matrice A. 

Quand B = I cette méthode est appelée "Minimal Residual Smoothing" (MRS) 
algorithme. Elle a été introduite dans (36],[37] et appliquée à des méthodes déjà connues; 
pour plus de détails voir [20], (42], (43],[44],(45],[48]. 

Maintenant nous allons appliquer cette méthode à une méthode de minimisation 
d'erreur (26]. Posons e~ =x- x~ et en= x- Xn. Soit <pest une norme dans 1Rm. Pour 
x E JRm nous notons par z( x) un vecteur tel que 

(z(x),x) = <p(x). 

On appelle cette méthode la décomposition de la norme <p [21]. Soit x~ un vecteur donné. 
"The Transformed Norm Decomposition Method" (TNDE) est définie par (24], (26] : 

r~ =b-Ax~ 

' T Po= A zo 

pour n = 0, 1, · · · 

n 
1 T """ (i) 1 

Pn+I = A Zn+l + L..J În+1Pi 
i=O 
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où le vecteur Zi est choisi de tel sorte que ( Zi, r;) = <p( r} Les coefficients f3n et ~~i~ 1 
sont donnés par : 

( i) 
fn+l 

(p~,e~) 
(p~,p~) 

(p:, AT Zn+t) 

(p;' p;) 

La suite e~ = x- x~ vérifie les propriétés suivantes 

1 1 { 1 1 } 1. en E Un = e0 + span Po, ... , Pn 

3. ile~!! =min llell 
eEUn 

i = 0, ... ,n. 

Si nous appliquons le MRS algorithme à la méthode TNDE, c'est-à-dire à la suite 
(r~) définie précédemment avec r 0 = r~, nous obtenons le théorème suivant : 

Théorème 1.10 
Soit (r~) la suite de vecteurs résidus déterminée pat' la méthode TNDE. Soit Ctn le 
coefficient utilisé par la procédure hybride dans la combinaison 

1 

rn = Ctnr n + (1 - Ctn)rn-1· 

Si Ctn E]O, 1[ alors 

Preuve: 
Le vecteur en_ 1 s'exprime comme une combinaison du vecteur e~_ 1 et du vecteur en-2 

avec le coefficient Ctn-1 

donc pour tout indice n nous avons, 

n-1 
'"" (n-1) 1 

en-1 =~ai ei E Un-1· 
i=1 
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D'après la propriété 3 de la méthode TNDE nous pouvons déduire que 

En utilisant également la propriété 4 de la méthode TNDE, nous obtenons 

llenll < anlle~ll + (1- an)llen-111 
< anlle~-1ll + (1- an)llen-111 
< anllen-111 + (1- an)llen-111 

llen-1ll 

ce qui termine ta <.t~monstration. 

' 1.3.2 2eme cas 

• 

Supposons que le vecteur Tn soit déterminé par la procédure hybride à partir du 
vecteur r~ et du vecteur Br~. Nous pouvons voir que 

(1.11) 

avec B = I- A. Nous pouvons réécrire le vecteur Tn comme 

Remarque 1.8 : 
Si nous considérons un choix particulier de la suite (r~) tel que r~ = rn_ 1 , alors la 
procédure hybride devient "the Minimal Residual Method" (14], (40]. 

Dans ce qui suit nous allons donner une définition et un lemme dont nous nous 
servirons ultérieurrnent. 
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Définition 1.1 
Considérons deux suites de vecteurs (un) E 1R..m et ( vn) E 1R..m telles que lim Un = u 

n--oo 
et lim Vn = v. Nous disons que la suite (Un) et la suite ( Vn) convergent avec la 

n--oo 

même vitesse si il existe une suite de matrices (Ain) E JR..mxm et une suite de vecteurs 
(an) E 1Rm qui converge vers zéro avec : 

Lemme 1.2 
Soit ( <) une suite convergente de vecteurs résidus obtenue par une méthode arbitraire. 
Soit rn le vecteur résidu correspondant à la procédure hybride déterminé par l'équation 
(1.11). Supposons qu'il existe une suite de matrices (Mn) bornée telle que r~+l = Mnr~ 
avec AMn = MnA. Si la suite de coefficients (an) converge alors la suite (rn) converge 
avec la même vitesse que (r~). 

Preuve: 
Si la suite (an) converge, alors il existe une suite ( ên) de limite nulle telle que 'Vn, 

Soit an = ênAMnr~, donc nous obtenons à partir de la définiton du vecteur rn+I 

rn+l r~+l - (1 - an+I)Ar~+l 
Mnr~- (1 -an+ ên)AMnr~ 
Mn(r~- (1- an)Ar~) + ênAMnr~ 
l\1nrn +an. 

Puisque la suite (Mn) est bornée alors il existe un réel positif tel que IIMnll :S M donc 

llanll llenAMnr~ll 
< MIIAIIJenlllr~ll 

or lim ên = 0 et lim llr~ll = 0 donc nous avons lim an - O. De plus d'après les 
n--+oo n--+oo n--+oo 

hypothèses du lemme nous avons : 

donc la suite (rn) converge avec la même vitesse que (r~) ce qui termine ta a~monstra
tton. • 
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Dans le cas où la suite initiale (r~) est déterminée par la relation r~+l =Br~ (B = I- A) 
nous avons AB= BA. Donc si la suite (an) converge alors la suite (rn) converge avec 
la même vitesse que ( r~ ). 

Pour la suite des calculs nous supposons que le vecteur r~ peut être décomposé de 
la manière suivante 

1 

rn= Cn/ +an 

où Cn E JR, an E JRm et 1 est un vecteur propre de la matrice B. Dans ce cas nous 
avons le résultat suivant : 

Lemme 1.3 
Soit (r~) une suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit 
rn le vecteur résidu correspondant à la procédure hybride déterminé par l'équation 
( 1.11). Soit 1 un vecteur propre de la matrice B avec la valeur propre associée .À. Si 
on exprime le vecteur r~ de la façon suivante 

alors il existe une suite de matrices (l'\1n) E JRmxm, bornée telle que rn s'exprime : 

Preuve: 
Dans la propriété 1.3 (p. 26) nous avons démontré qu'il existait une matrice Pn, vérifiant 
la condition PnPn = 0 avec 

1 

Pn - Arn 

(1 -..\)en/+ Aan 

telle que 
1 

rn= Pnrn. 

Puisque le vecteur r~ peut être décomposé, nous avons 

rn = CnPnl + Pnan. ( 1.12) 

En multipliant le vecteur Pn par la matrice Pn nous obtenons 

0 - PnPn 

(1 - À)CnPnl + PnAan. 

Puisque nous supposons que la matrice A est régulière, alors forcément .,\ -=/= 1, et nous 
obtenons 
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En remplaçant le vecteur CnSJnl par son expression dans la formule (1.12) et en posant 

Nin = SJn ( 1 -
1 
~ ,\A) nous obtenons 

La matrice SJn est un projecteur G-orthogonal; donc, d'après le lemme 0.1 (p. 7) nous 
avons !ISJnll = 1 et nous pouvons majorer !!Mn!! pour tout indice n : 

ce qui termine La à~monstration. • 

Remarque 1. 9 : 
Une conséquence du lemme 1.3 (p. 36) est que 

En utilisant le théorème 1.8 (p. 21) nous obtenons un résultat d'accélération pour 
ce cas particulier : 

Théorème 1.11 
Soit ( r~) une suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire.· Soit 
rn le vecteur le vecteur résidu correspondant à la procédure hybride déterminé par 
l'équation (1.11). Soit À une valeur propre de la matrice B et 1 un vecteur propre 
assocze. Si la suite (r~) se décompose de la façon suivante 

1. !lan!! l avec 1m -- = 0 a ors 
n-oo Cn 

1 

rn= Cn/ +an 

1
. ,\ 
lill On=--

n-+oo 1- ,\ 

et la procédure hybride accélère la convergence de la suite ( r~), i.e., 

Preuve: 
Nous avons 
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Br~ ÀCn! +Ban 

Ar~ (1- >..)en/+ Aan 

lim û'n 
n-oo 

Soit On l'angle aigu entre les vecteurs Zr~ et ZAr~. En remplaçant r~ et Ar~ par leur 
expressions ci-dessus, nous obtenons aussi 

et, d'après le théorème 1.8 (p. 21 ), le résultat est vrai ce qui termine ta à~monstration. • 

Remarque 1.10 : 
Dans le cas idéal où le vecteur an est un vecteur nul 

1 

rn= Cn/ 

nous obtenons rn = O. Il est donc intéressant d'utiliser une méthode de résolution du 
système (0.1) telle que le vecteur r~ approche bien un vecteur propre de la matrice B. 

Les conditions du lemme 1.3 (p. 36) et du théorème 1.11 (p. 37) ne sont pas difficiles à 



1.3 Applications 39 

vérifier dans un cas particulier. Nous allons donner un exemple où nous pouvons appli
quer ces résultats. 

j Exemplej 

Soit B = I - A une matrice diagonalisable. Soient { .Ài }r=1 ( q 2:: 2) les valeurs pro
pres distinctes de la matrice B ordonnées par ordre décroissant des modules 

et soient { 1d~1 les vecteurs propres correspondants. Les vecteurs propres de la matrice 
B forment une base de JRm. Soit (r~) la suite détérminée par la méthode 

(0.2) 

et soit rn le vecteur résidu, correspondant à la procédure hybride, détérminé par l'équation 
( 1.11). Nous noterons i'i, un vecteur appartenant au sous-espace propre Vi correspon

q 

dant à la valeur propre .Ài tel que r~ = L ,:Yi; en faisant une décomposition du vecteur 
i=1 

r~ comme dans la section "Notations" nous avons 

q 

r~ - L"'i1i 
i=1 

q 

- "'~11 + L: "'i1i· 
i=2 

Remarque 1.11 

Si q = 1 (la matrice B admet une seule valeur propre) alors r~ est un vecteur 
propre de la matrice B et nous obtenons r0 = O. 

Si dans la décomposition du vecteur r~ nous avons ,:Y1 = 0 alors il faut reperer la 
première composante telle que ,:Yi =/= O. 

Si nous posons 

Cn - .,\n 
1 
q 

an - L: "'i1i 
i=2 

alors nous obtenons d'après la remarque 1.9 (p. 37) et le théorème 1.11 (p. 37) 
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Théorème·1.12 
Soit (r~) la suite des vecteurs résidus déterminée par la méthode (0.2). Si le vecteur 
rn est déterminé par la procédure hybride à partir du vecteur r~ et du vecteur r~+l, 
en utilisant l'equation (1.11), alors 

De plus si nous avons l.\2! < l.\1! alors la suite (rn) converge plus vite que la suite 
(r~), i.e., 

Remarque 1.12 : 
Le théorème 1.12 (p. 40) est aussi verifié si l.\2! < 1 < l.\1l· Dans ce cas la suite (r~) 
ne converge pas vers zéro. 

Remarque 1.13 : 
La suite (o:n) converge alors, d'après le lemme 1.2 (p. 35), la suite (rn) converge avec 

la même vitesse que la suite (r~). Dans ce cas le test théorique est lo:n + À\ 1 ~ €, 
1- 1 

où € est une précision arbitraire. Evidemment si nous ne connaissons pas la valeur 
de ,\1 cette test est impossible à utiliser. Faute de mieux les iterations doivent être 
arrêtées quand lo:n - O:n+II ~ €. Nous devons noter que, à cause de possibilité de 
stagnation, ce test ne peut pas nous garantir que la suite ( o:n) est proche de sa limite. 

1.4 Exemples numériques 

Dans cette section nous donnons des exemples numériques pour illustrer deux cas 
particuliers de la procédure hybride étudiée précédemment. 

Pour tous les exemples nous prenons G = I, A = I - B et x~ = O. Le vecteur b est 
toujours choisi tel que la solution soit x = [1, ... , m]T. Chaque figure montre log llr~ll 
et log llrn Il en fonction du nombre n d'itérations. La courbe en tiréts correspond à la 
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procédure hybride. Afin de connaître les valeurs propres de la matrice B dans chaque 
exemple nous choissisons arbitrairement une matrice diagonale notée D, une matrice 
inversible pet nous prenons A= p DP-1 fa. Soit Pd~l l'ensemble des valeurs propres 
de la matrice B. Les valeurs IIP DP-1IIoo, liB li ont été calculées par Matlab (voir le 
tableau 1.1 et le tableau 1.2). 

1 1 
Exemple 1.1 1 Exemple 1.21 Exemple 1.31 

a IIP DP-1 IIoo = 100 1 1 

liB li 1.0050 2.0297 46.5926 

l-\11 0.9900 1.5427 0.9102 

l-\21 0.9701 1.0102 0.7213 

Tableau 1.1 : 

1.4.1 1er cas 

Soit r~ calculé par la méthode de décomposition de norme de Gastinel (21] avec 
m 

<p1(r) = L lril· Cette méthode est définie par: 
i=l 

l' Exemple 1.4 Exemple 1.5 Exemple 1.6 Exemple 1. 7 J 
a IIP DP-1 IIoo = 200 1 1 1 

liB li 0.9996 55.2837 207.8772 175.5453 

l-\11 0.9950 0.9000 1.0472 1.2247 

l-\21 0.9900 0.9000 0.5236 0.8660 

Tableau 1.2 : 
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pour n = 0, 1, · · · 

1 _ 1 1 T 
rn+l- rn+ o:nAA Zn 

où le vecteur Zn est choisi tel que (zn, r~) = 'f' 1 (r~) et 

Nous supposons que la suite des vecteurs résidus (rn) est déterminée par la procédure 
hybride à partir du vecteur r~ et du vecteur Brn-I en utilisant l'équation (1.10). Bien 
que toutes les coudions du théorème 1.9 (p. 31) n'ont pas été verifiées les exemples 
numeriques montrent que pour ces cas la méthode de Gastinel peut être accelérée. 
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Exemple 1.1 

Cet exemple a été pris dans [23]. Soit m = 100 et soit A = P DP-1 /IIP DP-1 IIoo 
avec 

1 /3 
1 /3 0 

p 

0 

1 
1 +a 0 

D = 3 

0 

avec a= 0, /3 = 0.9. Nous avons 

Exemple 1.1 

2 

0 

/3 
1 

100 

~ ~ ; ,------------------~--_j 
~ -2 ..... 
ë 
g 

,, ~ -4 
-8 
0 

i -6 .... .... 
.... 

-8 

.... .... .... .... 
' ' ' ' 

-1 0'----'------'---'----'-:----L...----'':-:---L-.---' 
0 500 1 000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 

nombre d'~erations 
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Exemple 1.2 

Cet exemple a été pris dans [23]. Soit m = 200 et soit A= P np-l avec 

p = 

D 

1 {3 
1 {3 0 

0 

1 
1.

1 + ln(2) 

0 

{3 
1 

1 
1.1 + ln(3) 0 

1 
1.

1 + ln(201) 

avec {3 = 0.9. Nous avons 

2 

:> 
'0 .. 
E 
0-2 
c: 
.!!! 
~ 
0 

:B'-4 

-6 

Exemple 1.2 

-6~~--~--~--~--~~--~--~--~~ 
0 ~ ~ ~ ~ ,~ ,~ ,~ ,~ ,~ ~ 

nombre d'iterations 
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Exemple 1.3 

Soit m = .500 et soit A= P DP-1 avec P une matrice aléatoire inversible et 

1 
1 

- ln(3) 

D= 
0 

Nous avons 

6 

4 

2 

~ e 0 
::s 
'C .. e -2 0 c: 
.!!! .. 
'C -4 0 

j 
-6 

-8 

-10 
0 50 100 

1 
1

- ln(4) 

Exemple 1.3 

............. 

150 200 
nombre d'~erations 

0 

1 - 1 
ln(502) 

.......... Jii. .... 

250 300 350 

45 
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1.4.2 2ème cas 

Soit (r~) la suite des vecteurs résidus déterminée par la méthode 

(0.2) 

Soit (rn) la suite des vecteurs résidus déterminée par la procédure hybride à partir 
du vecteur r~ et du vecteur r~+l en utilisant l'équation (1.11). 

Dans les exemples 1.4, 1.6, 1. 7 nous avons choisi les matrices B de telle sorte que 
l-\2 1 < l-\11, donc les conditions du théorème 1.12 (p. 40) sont verifiées. Nous obtenons 

'l' · d 1 (l' llrnll 0) b' l ' h d · · · 1 · une acce eratwn e a convergence n~~ llr~ll = 1en que a met o e 1mtla e ne sOit 

pas convergente ( lim llr~ll = oo) ; voir l'exemple 1.6. Dans l'exemple 1.7 la procédure 
n-oo 

hybride n'est plus efficace à partir du rang n = 80, ceci provient du fait que la suite 
(an) a atteint sa limite à l'itération 80. Il sera donc préférable d'arrêtér les itérations à 
l'étape 80. 
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Exemple 1.4 

Cet exemple a été pris dans [23]. Soit m = 200 et soit A = P DP-1 /IIP DP- 1 IIoo 
avec 

1 f3 
1 f3 0 

p 

0 f3 
1 

1 
1+a 0 

D 3 

0 
200 

avec a= 1, f3 = 0.9. Nous avons 

Exemple 1.4 
4,---~-----r----~----r---~----~----. 

2 

~ e 
::> 
~ -2 
Ë 
g 

..!! -4 
-8 
0 

j -6 
-- -- -- --

-8 --
-1 0'-------'------'------'-----L...-----'------'-------' 

0 200 400 600 800 1 000 1200 1400 
nombre d'~erations 
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Exemple 1.5 

Soit m = 500 et soit A= P DP- 1 avec P une matrice aléatoire inversible et 

1-0.9 
1 + 0.9 

D= 0 

0 

0.9 
1--

250 
0.9 

1 + 250 

Nous avons 

Exemple 1.5 

;;) 2 
~ 
i!! 
;;) 
"0 0 
Cil 

ë 
0 c: 

]! -2 .... 
.g 
0 

~-4 

~~--~~--~--~--~--~--~--~--~~ 
0 ~ ~ ~ 00 100 1~ 1~ 1~ 100 ~ 

nombra d'iterations 
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Exemple 1.6 

Soit m = 500 et soit A= P DP-1 avec P une matrice aléatoire inversible et 

Nous avons 

6 

4 

~ 
2 

Cil 

!'? 
::> 
'C 0 
Cil 

ê 
g 

! -2 
'C 
0 

j-4 

-ô 

-8 
0 

D= 

1 

'~--

5 

7r 
1--

3 

0 

' ' ... ... 

10 

... 

7r 
1--

6 

Exemple1.6 

... 
' ' ' ' ... 

' ' ... ... 

15 20 

... ... 
' 

25 
nombre d'iterations 

0 

7r 
1 - 1500 

... 

... ... ... ... ... ... 

... ... 

30 35 40 

49 
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Exemple 1.7 

Soit m = 500 et soit A = PD p-t avec P une matrice aléatoire inversible et 

1- via 

D= 
1-~ 0 

0 

1-{fo 
avec a = 1.5. Nous avons 

Exemple 1.7 

10 

8 

CD g 2 

j 
0 

-2 

~~--~--~~~--~~--~--~--~--~--~ 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

nombre d'i1erations 



Exemples numériques 51 

CONCLUSION : 

Pour obtenir les resultats d'accélération il est important d'utiliser deux méthodes dont 
les vecteurs résidu deviennent colinéaires (ou presque colinéaires) à partir d'un rang. 
D'où l'intérêt d'appliquer la procédure hybride aux méthodes du type (0.2) avec le 
choix r~ = r~+t· De plus il est important d'avoir une inégalité stricte entre les modules 

d \ \ l " 2 l.' ' l . ' d l' 'l' . e A 1 et A 2 car e rapport Àt est te a a quantite e acce eratwn. 

( 

Il 

Le choix particulier de la procédure hybride étudié dans le premier cas rn 
n'est pas efficace pour ce méthodes. 
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Chapitre 2 

Itération de la procédure hybride 
dans un cas particulier 

53 

Dans ce chapitre nous nous plaçons dans un cas particulier de la procédure hybride 
suivant. Nous disposons uniquement d'une méthode c'est à dire d'une suite (xn) (et 
celle des résidus assicieés (rn)). Même dans ce cas "limite", il est possible d'utiliser 
la procédure hybride en jouant.rur les suites "décalées" de terme général x~ = Xn et 
x~ = Xn+J· Il est egalement possible de faire jouer aux nouvelles suites ainsi construites 
le rôle de (x~) ou (x:) de la procédure hybride. 

Soit une méthode de résolution du système 

Ax =b. (0.1) 

Nous noterons (rn) la suite des vecteurs résidus correspondant à cette méthode. Nous 
noterons (r~k)) la suite des vecteurs résidus correspondant à la procédure hybride iterée 
construite à l'étape k. Pour k = 0 nous poserons r~o) =rn. A chaque étape k nous allons 
déterminer le vecteur r~k) a partir du vecteur r~k- 1 ) et du vecteur r~~-;_1 ) en utilisant la 
procédure hybride définie dans le chapitre précedent. 

En [II], nous donnons la définition de la procédure hybride iterée. 
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En~' nous donnons les propriétés de la suite (r~k)) en faisant varier l'indice kou 
l'indice n. Nous traitons également le cas où la procédure hybride itérée coïncide avec la 
méthode initiale. Ce cas sera illustré par des exemples de méthodes avec lesquelles nous 
ne gagnerons rien en appliquant cette procédure. Dans le cas général, nous n'allons pas 
donner de nouveaux résultats sur l'accélération de la convergence de la méthode définie 
amst car nous pouvons les déduire directement de théorèmes donnés dans le premier 
chapitre. 

En J2.3l, nous allons étudier l'application de la procédure hybride itérée à la méthode 
définie par 

(0.2) 

avec B = I- A et nous donnerons les théorèmes d'accélération de la convergence de la 
méthode initiale, dans ce cas particulier, par les suites (r~k))n et (r~kl)k. 

Pour terminer ce chapitre nous donnons en J2.4l des exemples numériques illustrant 
l'accélération de la convergence dans deux cas différents : en comparant la convergence 
de la suite (r~k))k par rapport à la suite (rn+k)k et en comparant la convergence de la 
suite (r~k))n par rapport à la suite (rn+k)n· 
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2.1 Définition 

Soit une méthode arbitraire de résolution du système (0.1). Supposons qu'à cette 
méthode corresponde la suite (xn) de ses itérés et la suite (rn) de vecteurs résidus. 
Posons, pour tout indice n, x~o) = Xn et r~o) = rn. Nous définissons l'itération de la 
procédure hybride par : 

(2.1) 

avec 
( 

(k) (k) (k) ) 
(k) _ _ rn - r n+l' r n+l 

an - ( (k) (k) (k) (k) ) · 
rn - r n+l' rn - r n+l 

Cela revient à former un tableau Tx avec les éléments x~k) et un tableau T, avec les 
éléments r~k), chaque colonne du tableau 'Tx et du tableau 'Fr est déterminée à partir de 
la colonne précédente en appliquant la procédure hybride usuelle. Ceci nous donne un 
schéma récursif pour calculer les éléménts du tableau 'Fr (voir le tableau 2.1). 

rn = r(o) n 
'\. 

r(l) n 
/ '\. 

rn+l 
(0) r(2) rn+l n 

'\. / 
(1) 

rn+l 

/ 
rn+2 

(0) 
rn+2 

Tableau 2.1 

Dans la section suivante nous allons étudier les propriétés de la procédure hybride 
ainsi définie. 
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2.2 Propriétés 

Puisque chaque colonne du tableau Tr est calculée par la procédure hybride usuelle, 
définie dans le premier chapitre, nous pouvons, d'une façon immédiate, donner des 
résultats d'accélération de la convergence de la colonne (k + 1) par rapport à la colonne 
( k) dans le cas général, c'est-à-dire donner les conditions nécéssaires et suffisantes pour 
que 

et 

· llr~k+l) Il 
hm (k) =O. 

n-oo llr n+tll 

Soit G une matrice définie positive se factorisant en G = zr Z. Soit '!9~k) l'angle aigu 
compris entre le vecteur Zr~k) et le vecteur Zp~k) = Z(r~k)- r~~ 1 ). Bien évidemment, 
nous avons, directement à partir du théorème 1.4 

Théorème 2.1 
Soit (rn) la suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit 
r~k) le vecteur résidu correspondant à la procédure hybride itérée, déterminé par 
l'équation (2.1). Une condition nécessaire et suffisante pour que la colonne ( k + 1) 
du tableau Tr converge plus vite que la colonne ( k), i.e., 

est que la suite ( 19~k)) converge vers 0 ou rr ( n -+ oo). 

Dans ce qui suit, nous allons démontrer les propriétés qui sont vérifiées par des 
éléments du tableau 7;., calculés en appliquant la procédure hybride itérée à une méthode 
arbitraire. D'une façon immédiate nous obtenons : 
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Propriété 2.1 
Soit (rn) une suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Si les 
éléments r~k) du tableau T,. sont calculés en appliquant la procédure hybride iterée a 
cette méthode en utilisant l'équation (2.1) alors 

Vk,n. 

Preuve: 
La preuve vient directement de la construction du vecteur r~k+l). Nous avons 

ce· qui termine La à~monstration. 

D'une façon identique, nous montrons 

Propriété 2.2 
Soit (rn) une suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Si les 
éléments r~k) du tableau T,. sont calculés en appliquant la procédure hybride iterée à 
cette méthode en utilisant l'équation (2.1) alors 

Vk,n. 

• 

Nous avons donc une propriété de minimisation de la norme sur la diagonale montante 
et descendante. 

Dans ce qui suit nous allons démontrer que le vecteur r~k) déterminé par l'équation 
(2.1) s'exprime comme une combinaison des vecteurs rn, ... , rn+k· En effet, nous avons: 

Propriété 2.3 
Soit (rn) une suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Pour 
le vecteur résidu r~k), correspondant à la procédure hybride itérée, déterminé par 
l'équation (2.1) nous avons 

k 

(a) r(k) = ""'a(i,k)r . 
n ~ n n+1 

i=O 
k 

( b) L:a~·k) = 1. 
i=O 

Preuve: 
La démonstration des proprietés 'H3 ( k, n) et 'H4 ( k, n) se fait par récurrence simultanée. 
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• Pour k = 0 et pour tout indice n nous avons r~0 ) = rn et a~o,o) = 1, ce qui prouve 
H3(0, n) et H 4 (0, n ). 

• (a) Supposons que H3( k, n) soit vraie pour tout indice n. En utilisant la définition 
du vecteur r~k+l) et H 3 (k, n) nous obtenons 

r(k+l) - a(k)r(k) + (1 - a(kl)r(k) 
n n n n n+l 

k k 

a~k) L a~i,k)rn+i + (1 - a~k)) L a~:{rn+l+i 
i:O i=O 

k k+l 

a~k) L a~i,k)rn+i + (1 - a~k)) L a~~{·k)rn+i 
i=O i=l 

La propriété H3 ( k + 1, n) est donc vérifiée. 

(b) Les coefficients a~i,k+l) sont calculés par : 

a(i,k+l) 
n 

a(k+I,k+l) 
n 

k 

i = 1, ... 'k 

Par un simple calcul nous pouvons vérifier que si L a~·k) = 1 (H4 ( n, k)) alors 
i=O 

k+l 

L a~i,k+l) = 1 donc H4( n, k + 1) est vérifiée 
i=O 

ce qut termtne La a~monstratton. • 

Dans la partie suivante nous traitons le cas où la procédure hybride iterée définie par 
l'équation (2.1) n'améliore pas la convergence de la suite (r~). Nous pouvons démontrer 
que 
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Propriété 2.4 
Soit (rn) une suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit r~k) 

le vecteur résidu, correspondant à la procédure hybride itérée, déterminé par l'équation 
(2.1). Si la suite (rn) est telle que, pour tout indice n, la condition suivante est 
vérifiée : 

alors nous avons 

Hs(k, n). 

Preuve: 
La démonstration de cette propriété se fait par récurrence. 

• Pour k = 0 nous avons par construction, pour tout indice n 
prouve H 5 (0, n) pour tout indice n. 

• Supposons que H 5 ( k, n) soit vraie pour tout indice n, c'est-à-dire 

(k) 
rn = rn+k· 

En utilisant la définition du vecteur r~k+l) et 7-l5 ( k, n) nous obtenons 

a(k)r(k) + (1 - a(k))r(k) 
n n n n+l 

a~k)rn+k + (1 - a~kl)rn+k+l 

avec 

( 
(k) (k) (k) (k) ) 

rn -rn+!, rn - rn+l 

(rn+k -rn+k+l,rn+k+l) 

(rn+k- rn+k+I,rn+k- rn+k+l) 
o. 

d'où nous obtenons 

donc 1-l5 (k + 1, n) est vérifié 

ce qui termine La. ct~monstra.tion. • 
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Nous pouvons déduire de cette propriété que si nous avons une méthode de résolution 
du système (0.1) dont la suite des vecteurs résidus vérifie la condition suivante 

pour tout indice n alors 
(k) 

rn = rn+k· 

Dans ce cas, le tableau Tr devient 

rn 

rn+l 
/ 

rn+l rn+2 

/ 
rn+2 

/ 
rn+2 

Tableau 2.2 : 

Prenons une méthode dont la suite des vecteurs résidus est déterminée par : 

(2.2) 

La suite (Pn) est une suite non nulle choisie de telle façon que la condition suivante soit 
vérifiée pour tout indice n : 

Nous pouvons donc déduire que 

(rn+l -rn, rn+l) = 0 

et que la procédure hybride iterée appliquée à la méthode ainsi définie coïncide avec la 
méthode initiale. Dans le tableau 2.3 nous donnons des exemples de méthodes où la 
suite (rn) vérifie l'équation (2.2). 

Pour s-step GCR nous pouvons montrer [12] que (rn, AiPn-l) = 0 pour i = 1, ... , s 
et donc nous avons la propriété (rn+l -rn, rn+t) =O. 

Remarque 2.1 : 
Il n'y a aucun intérêt à appliquer la procédure hybride définie précédemment sur ces 

' h d l' ' ' d. l h . 1 
" met o es a, c est-a- 1re avec e c OlX rn= rn+l et rn= rn. 
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méthode ru 

GCR rn = rn-1 -
(rn-!, Ap~_ 1 ) A 1 

(A 1 A 1 ) Pn-I Pn-1' Pn-1 

Minimal Residual Method 
_ (rn-!, Arn-d A 

rn - rn-1 - rn-1 
(Arn-1, Arn_I) 

( Il 

Orthomin( i) 
rn-I, Apn_1) , 

rn = rn-1 - (A , A , ) Apn-1 
Pn-1• Pn-1 

procédure hybride avec r~ = rn-I rn= rn-1-
(rn-l' rn-1 - r~) ( 1) 

( 1 1) rn-1 -rn 
rn-1- rn,rn-1- rn 

s 

s- step GCR _ 2: (i) i 
rn - rn-1- an-lA Pn-1 

i-1 

Tableau 2.3 : 

2.3 Applications 

Dans cette section nous allons étudier l'application itérée de la procédure hybride 
correspondant à la sui te (rn) déterminée par la méthode, 

= Bxn + b} 
= Brn 

(0.2) 

avec B = 1- A. 

Supposons que le vecteur initial r 0 puisse être décomposé de la façon suivante : 

r0 = 1 + ao 

où 1 désigne un vecteur propre de la matrice B avec ,\ la valeur propre correspondante. 
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Alors, le vecteur rn peut être réécrit comme 

avec 

Dans la partie suivante nous allons étudier les propriétés d'accélération de la suite 
(r~k)) obtenue en appliquant la procédure hybride iterée à la méthode définie par l'équa
tion (0.2). Pour cela nous allons utiliser les lemmes suivants : 

Lemme 2.1 
Soit (rn) une suite de vecteurs résidus déterminée par la méthode (0.2) avec B = I- A 
une matrice inversible. Soit À une valeur propre de la matrice B et 1 un vecteur propre 
correspondant. Soit r~1 ) le vecteur résidu correspondant à la procédure hybride itérée, 
déterminé par l'équation (2.1). Si le vecteur rn se décompose de la façon suivante 

alors 

Preuve: 
Pour démontrer ce lemme, nous allons montrer qu'il existe une suite de matrices (Mn) 
telle que 

et que la suite (IIMnll) est majorée par une constante. 

D'après la construction du vecteur r~1 ) et d'après la propriété 1.2 nous avons 

r~l) - p~0)rn+l 

- Àn+l p~O)I + p~o)an+l 

avec p~0) = 1- T 
1 PnP~G où Pn =rn- rn+t· La matrice p~o) est construite de telle 

PnGPn 
façon que p~0>pn = O. En multipliant le vecteur Pn par la matrice p~o), nous obtenons 

0 P~0)Pn 
- (Àn- Àn+l)p~0)1 + p~0>(an- an+I) 

- 1 ~À Àn+l p~o)l + P~o)(B-1 - l)an+l· 
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(Nous pouvons diviser par À car la matrice B est supposée inversible et donc À =1 O.) 
Alors, puisque la matrice A est non-singulière, donc forcément À #1 et nous avons : 

Àn+1 n(ü)-v = __ À_.,(Ol(B-1 _ J)a 
o~n 1 l _ À o~n n+1· 

Posons Mn = p~o) ( l- l ~À (B- 1 -!)), nous obtenons 

La matrice r~o) est un projecteur G-orthogonal et, d'après le lemme 0.1 (p. 7), nous 
avons Il r~o) Il = 1 et nous obtenons une majoration de la norme de la matrice Mn pour 
tout indice n 

IIM.II ll~>~'l ( I + J ~A s-1 A) Il 
< (~+~ 1 ~A~IIAIIIIB- 1 11) 

et donc 

ce qui teTinine La a~monstration. • 
Dans le lemme suivant nous allons généraliser ce résultat pour un indice k quelconque. 

Lemme 2.2 
Soit (rn) une suite de vecteurs résidus déterminée parla méthode (0.2) avec B = I -A 
une matrice inversible. Soit À une valeur propre de la matrice B et 1 un vecteur propre 
correspondant. Soit r~k) le vecteur résidu correspondant à la procédure hybride itérée, 
déterminé par l'équation (2.1) à partir de la suite (rn)· Si le vecteur rn se décompose 
de la façon suivante 

alors 
Hs(k, n). 

Preuve: 
La démonstration de cette propriété se fait par récurrence. 

• Nous avons démontré H 6 (1,n) pour tout indice n dans le lemme 2.1 (p. 62). 
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• Supposons que 'H6 (k, n) soit vraie pour tout n. D'après la définition de la procédure 
hybride nous avons 

La propriété 'H6 ( k + 1, n) est donc vérifiée pour tout indice n 

ce q1Lt termtne La <i~monstratton. • 
Dans ce qui suit nous allons présenter un lemme dont nous nous servirons ultérieurement. 

Lemme 2.3 
Soit (rn) une suite de vecteurs résidus déterminée par la méthode (0.2). Soit ,.\ une 
valeur propre de la matrice B et 1 un vecteur propre correspondant. Si le vecteur rn 
se décompose de la façon suivante 

1. iianll l 
avec 1rn -

1 
\l = 0 a ors 

n~oo 1\ n 

Preuve: 
En utilisant l'inégalité triangulaire de la forme : 

(1,.\lniiJII - lian Il )2 
:::; li rn 11 2 

nous obtenons le résultat suivant : 

0 

ce q1Lt termtne ta <i~monstratton. • 

En utilisant le lemme 2.2 (p. 63) et le lemme 2.3 (p. 64), nous pouvons donner un 
théorème sur l'accélération de la convergence de la procédure hybride dans ce cas parti
culier. 
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Théorème 2.2 
Soit (rn) une suite de vecteurs résidus déterminée par la méthode (0.2) avec B = 

I - A une matrice inversible. Soit À une valeur propre de la matrice B et 1 un 
vecteur propre correspondant. Soit r~k) le vecteur résidu, correspondant à la procédure 
hybride itérée, déterminé par l'équation (2.1) à partir de la suite (rn)· Si le vecteur 
rn se décompose de la façon suivante 

avec lim 1 11~n1 11 = 0 alors la suite (r~k))n converge plus vite que la suite (rn+k)n, i.e., 
n~oo .1\ n 

et la suite (r~k))k converge plus vite que la suite (rn+k)k, i.e., 

Preuve: 
D'après le lemme 2.2 (p. 63) nous avons 

llr~k)ll = O(llan+kll) Vn, k 

ou bien encore il existe une constante M telle que 

Vn,k. 

Nous pouvons conclure, d'après le lemme 2.3 (p. 64), que si lim lll~nlll = 0 alors 
n~oo .1\ n 

ce qui veut dire aussi 

lim llan+kll = 0 
n-oo llrn+kll 
lim llan+kll =O. 
k-oo llrn+kll 

Nous obtenons ce résultat en fixant l'indice k (respectivement l'indice n) et en faisant 
varier 1 'indice n (respectivement 1 'indice k). Nous obtenons ainsi 
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ce qui termine ta à~monstration. 

Remarque 2.2 : 
Le vecteur r~1 l est exactement le vecteur rn defini dans le théoréme 1.12 (p. 40), nous 
avons ainsi démontré autrement ce théorème. 

• 

Comme dans le chapitre 1, nous allons donner un exemple où la suite (rn) peut être 
décomposée de la façon suivante : rn = ÀnÎ +an. 

J ExempleJ 

Soit B une matrice diagonalisable. Soient {,\i} r=1 ( q 2:: 2) les valeurs propres distinctes 
de la matrice B = 1- A ordonnées dans le sens décroissant des modules 

avec les vecteurs propres correspondants {1i}7,;1 • Les vecteurs propres de la matrice B 
forment une base de 1Rm. Soit rn le vecteur déterminé par la méthode 

= Bxn + b} 
= Brn 

(0.2) 

avec B = I- A. 

Nous noterons :Yi, un vecteur appartenant au sous-espace propre Vi correspondant 
q 

à la valeur propre Ài tel que r~ = L ::Yi; en faisant une décomposition du vecteur rn 
i=l 

comme dans la section "Notations" nous avons 

q 

rn - L .\f::Yi 
i=l 

q 

- ,\~11 + "L: .\i::Yi· 
i=2 
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Remarque 2.3 

Si q = 1 (la matrice B admet une seule valeur propre) alors r0 est un vecteur 
propre de la matrice B et nous obtenons rh1

) = O. 

Si dans la décomposition du vecteur r 0 nous avons ·~ii = 0 alors il faut reperer la 
première composante telle que :Yi f:. O. 

Si nous posons 

À À1 
q 

an - L:Ài::Yi 
i=2 

alors nous obtenons d'après le lemme 2.2 (p. 63) et d'après le théorème 2.2 (p. 65) le 
résultat suivant : 

Théorème 2.3 
Soit B une matrice diagonalisable dont les valeurs propres vérifient l'inégalité suiv
ante : 

jÀll ~ jÀ21 ~ ... ~ jÀq'· 

Soit (rn) la suite des vecteurs résidus déterminée par la méthode (0.2). Si le vecteur 
résidu r~k), correspondant à la procédure hybride itérée, est déterminé par l'équation 
(2.1) à partir de la suite (rn) alors 

De plus si jÀ2j =J.IÀ1j alors la suite (r~k)) converge plus vite que la suite (rn+k) aussi 
bien pour un indice k fixé que pour un indice n fixé, z. e., 
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2.4 Exemples numériques 

Dans cette section nous donnons des exemples numériques illustrant deux cas par
ticuliers de la procédure hybride étudiée précédemment. 

Pour tous les exemples nous prenons G = I, A= I- B et x 0 =O. Le vecteur b est 
toujours choisi tel que la solution soit x= [1, ... , mjT. Chaque figure montre log llrn+kll 
et log llr~k) Il en fonction du nombre d'itérations. La courbe en tirets correspond à la 
procédure hybride. Afin de connaître les valeurs propres de la matrice B dans chaque 
exemple nous choissisons arbitrairement une matrice diagonale notée D, une matrice 
inversible P et nous prenons A = PD p-1 

/ u. Soit { .\i}~1 l'ensemble des valeurs propres 
de la matrice B. Les valeurs IIPDP-1IIoo, IIBII ont été calculées par Matlab (voir le 
tableau 2.4 et le tableau 2.5). 

1 1 
Exemple 2.1 1 Exemple 2.21 Exemple 2.3, 

u IIPDP-1IIoo = 200 1 1 

liB li 0.9996 55.2837 52.0067 

l.\11 0.9950 0.9000 1.0472 

l.\21 0.9900 0.9000 0.5236 

Tableau 2.4 : 

Soit (rn) la suite des vecteurs résidus déterminée par la méthode 

Xn+1 = Bxn + b } (0.2) 
rn+1 = Brn 

avec B = 1- A. Soit r~k) le vecteur déterminé par la méthode (2.1) à partir de la 
suite (rn)· 

Dans les exemples 2.1, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6 nous avons choisi les matrices B de telle 
sorte que I-X2 1 < l.\1 1, donc les conditions du théorème 2.3 (p. 67) sont verifiées. Nous 
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1 1 
Exemple 2.4 j Exemple 2.5j Exemple 2.6\ 

(j IIP DP-1 IIoo = 100 100 1 

liB li 1.0050 802.2189 2.3585e08 

jÀll 0.9900 0.9900 1.5427 

IÀzl 0.9700 0.9700 1.0102 

Tableau 2.5 : 

llr(k)ll llr(k)ll 
obtenons une accélération de la convergence ( lim Il n Il = 0 et lim Il n Il = 0) bien 

n-oo r n+k k-oo r n+k 
que la méthode initiale ne soit pas convergente ( lim llrnll = oo) ; voir les exemples 2.3, 

n-oo 
2.6. 

Dans l'exemple 2.1, l'exemple 2.2 et l'exemple 2.3 nous comparons la convergence 
de la suite llrn+k Il et de la suite llr~k) Il pour k = 0, 1, 2, 3. La courbe continue correspond 
à la méthode initiale. La courbe en tirets correspond à la suite (Il r~1 ) Il). La courbe 
point-tirets correspond à la suite (lir~2 )11). La courbe pointillée correspond à la suite 
(llr~3)11). 
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Exemple 2.1 

Cet exemple a été pris dans [23]. Soit m = 200 et soit A = P DP-1 /IIP DP-1 !!oo 
avec 

1 /3 
1 /3 0 

p -

0 /3 
1 

1 
1+a 0 

D 3 

0 
200 

avec a= 1, {3 = 0.9. Nous avons 

Exemple 2.1 
4~---r----~--~----~--~----~--~ 

2 

0 100 200 300 400 500 600 700 
nombre d'iterations 
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Exemple 2.2 

Soit m = 500 et soit A= P DP-1 avec P une matrice aléatoire inversible et 

Nous avons 

1-0.9 
1 + 0.9 

D= 
0 

Exemple 2.2 

0 

1- 0.9 
250 

1 0.9 
+ 250 

6r------------r------------r-----------~ 

~ .1 ! -.... _ 

-6 0 
Q) 

E g 
.!!! -2 

-6 

··· ... 
·· ... 

·· ... 

~~----------~------------~----------~ 0 ~ 100 1~ 
nombre d'iterations 

71 
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Exemple 2.3 

Soit m = 500 et soit A= PDP- 1 avec P une matrice aléatoire inversible et 

Nous avons 

D= 

1f' 
1--

3 

0 

1f' 
1--

6 

Exemple2.3 

0 

1f' 
1--

1500 

4~~--.------.----~------T------r-----. 

\: 
·,· ... --.:::.~ 

·-~~ .... 
'. ... 

2 

':. ' .... 
·.\, 

·.' 
' '· .... 

' .... 

'· ' '· ' 
'· 

'· 
...... 

'· 

-6 '· 
' '· 

-8 '· 
'··· .. 

0 5 10 15 20 25 30 
nombre d'iterations 
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Dans les exemple 2.4, 2.5, 2.6 nous comparons la convergence de la suite llrkll et 
celle de la suite llrbk)ll· 

avec 

Exemple 2.4 

Cet exemple a été pris dans [23]. Soit m = 100 et soit A = P np-t !IIP DP-1 11= 

1 (3 
1 (3 0 

p = 
0 

1 
1 + Q: 0 

D - 3 

0 

(3 
1 

100 

avec a= 0, (3 = 0.9. Nous avons 

Exemple 2.4 
4.----.--~----r---~--~----r---~---, 

2 

~ 
!! 
-6 -2 

§ 
g 
~-4 

.g 
0 

i...a 

-8 

-..... '-

- 1 0oL..._ __ _.so ____ 1 .... 00----1 so....._ __ 200......__ ___ 2_._so __ -'3oo.__--:3:-:-so::--~40o 

nombre d'~erations 
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Exemple 2.5 

Cet exemple a été pris dans [23]. Soit m = 100 et soit A= PDP- 1 /100 avec 

1 J3 
1 f3 0 

p 

0 

1 
1 +a 0 

D = 3 

0 

f3 
1 

100 

avec a = 0, f3 = 1.1. Nous avons 

4 ' 

2 

~ 
l'! 0 
::> 
"0 
Q) 

E 
g -2 

..!11 

-8 
0 

j-4 

-6 

\ 

1 
1 
1 
\ 

' ' 
' \ 

' 
' ., 

' 

Exemple 2.5 

' , 
'-

', 
' ,_ 

1 

'-, 
'~ -,_ 

-sL-~--~--~--~~--~--~--~~--~~ 
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 

nombre d'iiBrations 
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Exemple 2.6 

Cet exemple a été pris dans (23]. Soit rn= 200 et soit A= P DP-1 avec 

1 /3 
1 /3 0 

p 

0 /3 
1 

1 
1.

1 + ln(2) 
1 

1.
1 + ln(3) 0 

D 
0 

1 
1.

1 + ln(201) 

avec /3 = 1.1. Nous avons 

Exemple 2.6 
20.------.-----r----.-----..,...---..,...-----, 

15 

~ 
~10 

' '0 
CD ' ê ' 
g 
<Il 

~ 5 
' ' ' ' ' 0 

i ' ' 
0 

' ' ' ' 

- 5L----'----..L.---..L.-----L----L5:------'30 
0 5 10 15 20 2 

nombre d'iterations 

75 
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CONCLUSION : 

Pour obtenir les resultats d'accélération de méthodes du type (0.2) par la procédure 
hybride iterée il est important d'avoir une inégalité stricte entre les modules de À1 et 
À2. 

La procédure hybride iterée coïncide avec la méthode initiale pour GCR, MR, Or
thornin(i), s-step GCR. 



Chapitre 3 

Généralisations de la procédure 
hybride 

Soit une méthode de résolution du système 

Ax =b. 

77 

(0.1) 

Nous noterons (rn) la suite des vecteurs résidus associée aux itérés ( Xn) de cette méthode. 

En [!}] nous allons donner une généralisation de la procédure hybride, appelée 
procédure hybride généralisée. Son résidu sera noté r~k). Cette méthode consiste à 
calculer le vecteur r~k) à partir des vecteurs rn, ... , rn+k (les k + 1 éléments de la suite 
donnée (rn)) avec la condition que la G-norme du vecteur r~k) soit minimale. Même si 
nous utilisons la même notation r~k) pour le vecteur résidu correspondant à la méthode 
définie dans le deuxième chapitre et pour le vecteur résidu correspondant à la méthode 
définie dans ce chapitre il ne faut pas les confondre. Nous allons comparer la méthode 
définie dans le chapitre 2 (son résidu sera noté par 71kl) avec la méthode définie dans 
ce chapitre (son résidu sera noté par r~kl). Nous allons montrer que ces deux méthodes 
sont équivalentes seulement dans un cas très particulier. 

Nous allons étudier les propriétés de la méthode définie ainsi dans le cas général, et 
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également dans le cas particulier où la suite (rn) déterminée par la méthode 

= Bxn + b} 
= Brn 

(0.2) 

avec B = I - A. Lorsque k = 1 nous retrouvons bien sûr la procédure hybride ini
tiale étudiée dans le chapitre 1. 

Nous allons également démontrer, comme pour la procédure hybride définie dans 
le chapitre 1, que la procédure hybride généralisée peut être considérée comme une 
méthode de projection G-orthogonale. Ce résultat nous servira à donner un théorème 
d'accélération de la convergence dans le cas particulier où la suite (rn) est détérminée 
par la méthode (0.2). Ce cas particulier sera illustré par des exemples numériques. Dans 
le cas général nous avons éprouvé des difficultés à obtenir des théorèmes d'accélération. 
Nous allons donner seulement un théorème mais dont la condition nécessaire et suffisante 
d'accélération de la convergence est difficile à vérifier. 

En j3.2l nous proposerons d'autres généralisations possibles de la procédure hy
bride. Nous allons donner certaines propriétés de ces généralisations sans preuves en les 
déduisant directement des propriétés du vecteur r~k) défini au debut de ce chapitre. 

Puisque le vecteur r~k) s'exprime comme un rapport de deux déterminants nous 
pouvons envisager d'utiliser un algorithme récursif pour le calculer. Cette possibilité 
sera étudiée dans le chapitre suivant. 
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3.1 Procédure hybride généralisée 

3.1.1 Définition 

Soit une méthode itérative de résolution du système (0.1). Nous notons Xn son itéré 
et rn le vecteur résidu correspondant (rn = b- Axn)· La procédure hybride généralisée 
consiste à construire le nouveau itéré, noté x~k) avec le vecteur résidu correspondant 
r(k) = b - Ax(k) par 

n n ' 

(3.1) 

Si, dans la formule 

nous remplaçons les vecteurs résidus par leur définitions nous obtenons 

b- Ax(k) 
n a~O,k)(b- Axn) + a~l,k)(b- Axn+t) + · · · + a~k,k)(b- Axn+k) 

(t a~·k)) b-A (t a~·k)Xn+i). 
t=O t=O 

Donc pour pouvoir calculer le vecteur x~k) à partir des vecteurs Xn+i ( i = 0, ... , k) avec 
les mêmes coefficients a~·k) ( i = 0, ... , k) et sans utiliser A-t nous devons imposer la 
condition 

a~o,k) + a~l.k) + ... + a~k,k) = 1. 

Les coefficients o:~·k) sont choisis de telle façon qu'ils minimisent la fonction 

f : JRk+l ---+ 1R 
a ~ (r~kl,r~kl). 

P ( (o) (k)) t 1 1 f( ) Bj t 
82! Nous avons osons a = a ' ... 'a e ca cu ons a ' 8a(i) e 8a(il8aU>. 
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8a(i)8a(j) 
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(~ c,l'1(rn+i - rn+k) + rn+k, Ë, al!l(rn+J - rn+k) + rn+k) 

k-1 k-1 

" "' (i) (j) ~~a a (rn+i- rn+k, rn+j- rn+k) 
i=O j=O 

k-1 

"' (i) +2 ~a (rn+i - rn+k. rn+k) + (rn+k, rn+k) 
i=O 

k-1 

2 L aUl(rn+i- rn+k. rn+j- rn+k) + 2(rn+i- rn+k, rn+k) 
j=O 

Dans ce qui suit, nous allons souvent nous servir de la quantité rn+i - rn+k pour z = 
0, ... , k - 1. Pour simplifier les notations, nous poserons 

Trouver un vecteur a qui minimise la fonction f( a) est équivalent à résoudre le système 
d'équations linéaires 

[ 

(pn, Pn) 

(Pn+k~1' Pn) 

(3.2) 

D'après la règle de Cramer, la solution du système (3.2) est 

(Pn' Pn+k-1 ) 

(Pn+k-1, Pn)· · ·(Pn+k-1, Pn+i-1 )(Pn+k-1, rn+k )(Pn+k-1, Pn+i+1 )· · ·(Pn+k-1, Pn+k-1) 

(Pn' Pn) (Pn' Pn+k- I) 

(Pn+k-1 'Pn) (Pn+k-1' Pn+k-1 ) 

(pn, rn) (pn, rn+i-1) (Pn, r n+i+l) (pn,rn+k) 

(-1f 
(Pn+k-1, rn) (Pn+k-1, rn+i-d (Pn+k-1 , r n+i+ 1) (Pn+k-1, rn+k) 

1 1 
(pn,rn) (pn,rn+k) 

(Pn+k-1,rn) (Pn+k-1 , r n+k) 
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Nous la noterons o:~i,k) puisqu'elle dépend en fait des indices n et k. Le vecteur r~k) peut 
être écrit comme 

T'n T'n+k 
(pn, rn) (pn,T'n+k) 

r(k) = (Pn+k-1,rn) (Pn+k-1,T'n+k) 
(3.3) n 1 1 

(pn,rn) (pn,T'n+k) 

(Pn+k-1, T'n) (Pn+k-1,T'n+k) 

Dans ce qui suit, nous allons introduire une nouvelle quantité Pn+i définie par : 

pour i = 0, ... , k - 1, et ne dépendant que de l'indice ïnférieur n + i. Ceci va nous 
permettre d'obtenir une définition récursive du vecteur r~k). Evidemment nous avons 

- -Pn+i = Pn+i - Pn+i+1 i = 0, ... ,k- 2 

Pn+k-1 Pn+k-1· 

En remplaçant, dans les deux déterminants de la formule (3.3), la ième ligne par la ième 

soustraite de la ( i + 1 )ème ligne pour i = 2, ... , k - 1, nous obtenons 

Ïn Ïn+k 
(pn,ïn) (pn,Ïn+k) 

ï(k) = (Pn+k-1, ïn) (Pn+k-1,ïn+k) 
(3.4) n 1 1 

(Pn,ïn) (pn,T'n+k) 

(Pn+k-1, in) (Pn+k-1 ' T' n+k) 

Cette définition du vecteur r~k) sera utilisée dans nos prochains calculs. 

Remarque 3.1 : 
Le vecteur r~k) est bien défini SI et seulement SI les vecteurs Pn, .. . , Pn+k-1 sont 
linéairement indépendants. 

Remarque 3.2 : 

[ 
82! l La matrice aa(i)aaU> est toujours définie positive. Donc la solution du système 

(3.2) est un minimum global de la fonction f(o:). 
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Théorème 3.1 
Soit (rn) une suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Pour 
le vecteur r~k) correspondant aux coefficients a~·k), solution du système (3.2), nous 
avons : 

( (k) (k)) < . ( ) rn 'rn - . min rn+i· rn+i . 
t=O, ... ,k 

Preuve: 
Soit a~k) = (a~O,k), ... , a~k,kl). D'après la remarque 3.2 (p. 81) nous avons, pour tout 
vecteur v E 1R k+ 1 

f(an)::; f(v). 

Soit Vi le ième vecteur de la base canonique de JRk+1
, nous avons donc pour i = 1, ... , k+1 

Nous pouvons déduire que pour i = 0, ... , k l'inégalité suivante est vérifié : 

Nous avons donc démontré que 

( (k) (k)) < . ( ) rn , rn _ . min r n+i, r n+i 
t=O, ... ,k 

ce qtLi termine La <t~monstration. • 
Nous pouvons également montrer que la condition 

( (k) - ) 0 rn ,Pn+i = (i=O, ... ,k-1) 

est équivalente à la résolution du système (3.2) donc que le vecteur r~k) est la hauteur de 
la pyramide dans le sous-espace Pk C 1Rm de dimension k + 1 construit par les vecteurs 
rn+i (i = 0, ... , k), c'est à dire la distance du sommetS de la pyramide à l'hyperplan 

Hk = span{Pn+i; i = 0, ... , k- 1} 

- span {Pn+i ; i = 0, ... , k - 1} 

de la pyramide Pk· Dans 1R3 ceci peut être représenté par la figure 3.1 
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Figure 3.1 : 

3.1.2 Propriétés 

·. 

La procédure hybride généralisée garde toutes les propriétés de la procédure hybride 
définie dans le chapitre 1. D'après la définition (3.4) du vecteur rn nous avons : 

r~k) E span{rn, ... ,rn+k} 

r~) E span{pn,···,Pn+k-1}~0 
r (k) E {- - }~G n span Pn,···,Pn+k-1 

et nous pouvons déduire les propriétés suivantes : 

Propriété 3.1 
Soit (rn) une suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Pour 
le vecteur r~k), défini par l'équation (3.4) à partir de la suite (rn), nous avons, pour 
i = 0, ... , k, le résultat suivant : 
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Preuve: 
Calculons (r~k), r~k) - rn+d en utilisant la propriété suivante: 

( (k) - ) 0 rn 'Pn+J = j = 0, ... ' k- 1. 

Nous obtenons, 

k 

(r~k), r~k) - rn+i) - (r~kl, L a~·klrn+j- rn+i) 

ce qui termine La a~monstratiOn. 

Propriété 3.2 

j=O 

k 

(r~k), L a~·k>rn+j - rn+k + rn+k - rn+i) 
j=O 

k-1 

l:a~·kl(r~kl,Pn+j)- (r~kl,Pn+i) 
j=O 

0 

Soit (rn) une suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Le 
vecteur r~k), défini par l'équation (3.4) à partir de la suite (rn), appartient à l'inter
section de k + 1 sphères dans 1Rm muni de la G-norme. Chacune a pour centre le 

r . 
point ;+1 

et son diamètre est llrn+illa (i = 0, ... , k), i.e., 

Preuve: 

• 

Calculons le G-produit scalaire (r~k) - rn
2
+i, rn - r;+i) pour i = 0, ... , k et utilisons la 

propriété 3.1 (p. 83). Nous obtenons 

( 
(k) _ rn+i (k) _ rn+i) 

rn 2 ,rn 2 

donc 

ce qui termine La a~monstration. • 
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Nous notons en+i = x- Xn+i (i = 0, ... , k) et e~k) = x- x~k) les vecteurs erreur cor
respondant respectivement au vecteur Xn+i et au vecteur x~k). En utilisant la propriété 
précédente et la relation entre le vecteur erreur et le vecteur résidu ( Ae = r) nous 
obtenons, 

Propriété 3.3 
Le vecteur erreur e~k) correspondant à la procédure hybride généralisée appartient à 
l'intersection de k + 1 sphères dans 1Rm muni de la AT GA-norme. Chacune a pour 

centre le point en+i et son diamètre est Il en+i Il r ( i = 0, ... , k) 2 A GA 

En utilisant la propriété 3.1 (p. 83) nous pouvons calculer la G-norme du vecteur r~k). 
Nous avons, 

( r(k) r(k)) = (r(k) r ) 
n ' n n ' n 

(rn, rn+k) 
(pn,rn+k) 

(Pn+k-1 , r n+k) 

(Pn+k-l,rn) (Pn+k-t,rn+k) 

(rn, rn+k) (rn, rn) 

( -1) k _L-..;..( r_n_:.+_k_, r_n_:.) __ _:..( r_n_:.+_k_, _r n__:+_k..:....) ....!,....___ 

1 1 
(pn,rn) (pn,rn+k) 

(Pn+k-l,rn+k) 

Une autre présentation de la G-norme du vecteur r~k) peut être donnée par 

k-1 

llr~k)ll 2 = iirn+kli 2 + L a~·k)(Pn+i,rn+k)· 
i=O 

Dans ce qui suit nous allons démontrer que la G-norme du vecteur r~k+l) est inferieure 
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ou égale à la G-norme du vecteur r~k) et du vecteur r~~ 1 , puis nous allons comparer la 
procédure hybride généralisée avec la procédure hybride itérée définie dans le deuxième 
chapitre appliquée à une suite donnée (rn)· 

En utilisant la remarque 3.2 (p. 81) nous pouvons obtenir les résultats suivants : 

Propriété 3.4 
Soit (rn) la suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Pour 
le vecteur r~k) correspondant aux coefficients a~·k) solution du système (3.2) pour des 
indices n et k quelconques nous avons le résultat suivant : la G-norme du vecteur 
r~k+l) est inferieure ou égale à la G-norme du vecteur r~k) et du vecteur r~~ 1 , i.e., 

Preuve: 
Soit S~k+t> le sous-espace vectoriel défini par 

Sn(k+l) --{v + + + + 1} : v= aorn · · · ak+lrn+k+l ; ao · · · ak+l = . 

De même nous définissons les sous-espaces S~k) et S~~1 par 

v= aorn + · · · + akrn+k ; ao + · · · + ak = 1} 

v= aorn+l + · · · + akrn+k+l ; ao + · · · + ak = 1}. 

Pour les sous-espaces S~~1 , S~k), S~k+t) les inclusions suivantes sont verifiées, 

D.'après la construction du vecteur r~~~ et du vecteur r~k) nous pouvons constater que 

r~~~ E S~~1 C S~k+t) 
r~k) E S~k) c S~k+t). 

Le vecteur r~k+l) est construit de telle sorte qu'il minimise la G-norme dans le sous-espace 
S(k+l) nous avons donc 

n ' 

llr~k+l)ll < llr~k)ll 

llr~k+l)ll < llr~~tll 

ce qui termine La à~monstration. • 
En utilisant la remarque 3.2 (p. 81) nous pouvons également comparer la procédure 
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hybride itérée définie dans le deuxième chapitre avec la procédure hybride généralisée. 

Propriété 3.5 
Soit (rn) la suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit r~k) 
le vecteur détérminé par la procédure hybride itérée définie dans le deuxième chapitre 
à partir de la suite (rn) et soit r~k) le vecteur déterminé par la procédure hybride 
généralisée à partir de la même suite (rn)· La G-norme du vecteur r~k) est plus petite 
ou égale à la G-norme du vecteur r~kl, i.e., 

Preuve: 
Soit SAk) le sous-espace defini par : 

s~k) ={v : v= aorn + ... + akrn+k; ao + ... + ak = 1}. 

D'après la propriété 2.3 (p. 57) il existe des coefficients a~·kl tels que 

k 
pk) = """a-(i,k)r . n ~ n n+a 

i=O 

et 

k 

L:a~·k> = 1. 
i=O 

Nous pouvons alors déduire que 
r~k> E SAk>. 

Puisque le vecteur r~k) E SAk) minimise la G-norme dans le sous-espace SAk), nous 
obtenons 

ce q'lLt termtne La d.êmonstration. • 
En comparant la procédure hybride itérée (définie dans le deuxième chapitre) avec la 
généralisation de la procédure hybride (définie dans ce chapitre) appliquée à la même 
suite (rn) nous pouvons dire que l'itération de la procédure hybride est plus simple à 
calculer mais nous ne pouvons pas toujours obtenir une norme minimale du vecteur ~k) 
comme c'est le cas pour la procédure hybride généralisée. 

Dans le théorème suivant nous allons donner une condition suffisante pour que 

pk) = r(k) 
n n ' 

c'est-à-dire pour que le vecteur r~k) minimise la G-norme dans le sous-espace vectoriel 
SAk) ={v : v= aorn + · · · + akrn+k; ao + · · · + ak = 1}. 
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Théorème 3. 2 
Soit (rn) la suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit 
J1k) le vecteur détérminé par la procédure hybride itérée définie dans le deuxième 
chapitre à partir de la suite (rn) et soit r~k) le vecteur détérminé par la procédure 
hybride généralisée à partir de la même suite (rn)· Soit le vecteur Pn+i défini par 
Pn+i = rn+i - rn+i+I· Si, V n et k, nous avons 

i = 0, ... ' k- 1 

alors 
r-(k) = r(k) 

n n · 

Preuve: 
• D'une part d'après la propriété 2.4 (p. 59) nous avons le résultat suivant : 
si pour chaque indice n nous avons 

alors pour tous les indices n et k l'égalité suivante est verifiée: 

;:-{k) -rn - rn+k· 

Le vecteur r~k) vérifie alors la condition suivante : 

i = 0, ... 'k -1 

ce qui signifie que le vecteur r~k) minimise la G-norrne dans le sous-espace défini par : 

• D'autre part nous savons également que les coefficients a~i,k) sont choisis de telle façon 
que le vecteur 

minimise la G-norrne dans Sàk). Donc, puisque la fonction f définie précédemment 
atteind un minimum global unique, nous avons 

r:'k) = r(k) 
n n 

ce qut termtne La à~monstratton. • 
Nous pouvons conclure de ce théorème la remarque suivante : 
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Remarque 3.3 : 
Si, V net k, nous avons (rn+k,Pn+d = 0 pour i = 0, ... , k- 1 alors 

(k) rn =rn+k· 

Dans la propriété suivante nous allons démontrer que, lorsque l'indice n est fixé la suite 
(r~k)) est à convergence finie. En effet nous avons la propiété suivante : 

Propriété 3.6 
Soit (rn) la suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit r~k) 
le vecteur détérminé par la procédure hybride généralisée à partir de la suite (rn)· Soit 
m la dimension du système (0.1). Pour k ~ m, s'il existe des coefficients {ai}7;~ tels 

k-1 

que rn+k = L airn+i alors 
i=O 

Preuve: 

r(k) = O. 
n 

Nous savons que le vecteur r~k) peut être écrit comme un rapport de deux déterminants 
de la forme 

rn rn+k 
(rn,Pn) (rn+k,Pn) 

r(k) = (rn, Pn+k-d (rn+k, Pn+k-d 
n 1 1 

(rn,Pn) (rn+k, Pn) 

(rn, Pn+k-1) (rn+k, Pn+k-1) 
k-1 

En remplaçant le vecteur rn+k par sa définition rn+k = L airn+i nous obtenons au le 
i=O 

numérateur un déterminant dont la (k + l)ème colonne s'exprime comme combinaison 
des colonnes précédentes et donc 

r(k) = 0 
n 

ce qui termine La âemonstration. • 

Remarque 3.4 : 
S'il existe un indice J( tel que les vecteurs rn, ... , rn+K-l soient linéairement 

K-1 

indépendants et des coefficients ai tels que rn+K = L airn+i alors 
i=O 

Vk ~ [( 

En conclusion de cette propriété nous obtenons : 
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Théorème 3.3 
Soit (rn) la suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit r~k) 
le vecteur déterminé par la procédure hybride généralisée à partir de la suite (rn). 
Soit m la dimension du système (0.1). Nous avons, Vn 

r(m) =O. 
n 

Dans la partie suivante nous allons montrer que la procédure hybride peut être con
sidérée comme une méthode de projection G-orthogonale. En effet nous avons : 

Théorème 3.4 
Soit (rn) la suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit r~k) 
le vecteur déterminé par la procédure hybride généralisée à partir de la suite (rn)· Il 
existe une matrice notée p~k) telle que pour i = 0, ... , k nous avons 

r(k) = M(k)r +. 
n ~n n 1• 

Preuve: 
Le vecteur r~k) est défini par, 

r( k) = _(_P_n+_k-_1_,_r_n_) ___ (_P_n+_k_-_1_,_r_n+_k_)---::-
n 1 1 

(pn,rn) (pn,rn+k) 

En remplaçant dans les deux déterminants la ième colonne par la ième soustraite de la 
( i + 1 )ème colonne pour i = 1, ... , k dans cette formule et en posant Ci,j = (Pn+i, Pn+j) 
nous obtenons 

Pn Pn+k-1 rn+k 
Co.o Co,k-1 (pn, rn+k) 

r(k) Ck-1,0 Ck-1,k-1 (Pn+k-1 , r n+k) 
-n 0 0 1 

Co,o Co.k-1 (pn, rn+k) 

Ck-1,0 Ck-1,k-1 (Pn+k-1 , r n+k) 
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k-1 
+ I: 13(i.k) rn+k n Pn+i 

i=O 

avec 

co,o co,i-1 (pn,rn+k) Co,i+I Co,k-1 

f3(i,k)p . Ck-1,0 Ck-1,i-1 (Pn+k-1 , r n+k) Ck-1,i+1 
n n+1 

Co,o Co,k-1 

Ck-1,k-1 
~--------------~~--------------~----------~~Pn+i 

Ck-1,0 Ck-1,k-1 

co,o Co,i-1 Pn+i(Pn)TG Co,i+1 Co,k-1 

Ck-1,0 Ck-1,i-1 Pn+i (Pn+k-1) TG Ck-1,i+I 
- Ck-1,k-1 

~--------------~----------------~------------~~rn+k· 

Co,o Co,k-1 

Ck-1,0 Ck-1,k-1 

Posons 

Co,o co,i-1 Pn+i(PnfG Co,i+I Co,k-1 

M(i,k) = Ck-1,0 Ck-1,i-1 Pn+i(Pn+k-1 fG Ck-1,i+1 
n 

Ck-1,k-1 

co,o Co,k-1 

Ck-1,0 Ck-1,k-1 

Cette matrice peut être calculée en développant son numérateur par rapport à la ( i+ 1 )ème 

colonne par les régies habituelles. En utilisant cette notation nous pouvons écrire le 
vecteur r~k) comme suit : 

où la matrice r~k) est définie par : 

k-1 

r~kl = I - L M~i.kJ. 
i=1 

Afin de démontrer que r~k) = r~klrn+i pour i = 0, ... , k-1 nous allons utiliser la relation 
suivante 

k-1 

rn+k = rn+j - L Pn+i· 
i=j 
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Cette relation nous permet de réécrire les coefficients ;J~i,k) comme 

Co,o co,i-1 (pn,1'n+j) Co,i+I co,k-1 

Ck-1,0 Ck-1,i-1 (Pn+k-1' 1'n+j) Ck-1,i+1 Ck-1,k-1 
i < j 

Co,o Co,k-1 

Ck-1,0 Ck-1,k-1 

Co,o Co,i-1 Co,i+l Co,k-1 

Ck-1,0 Ck-1,i-1 (Pn+k-1, 1'n+i) Ck-1,i+1 Ck-1,k-1 .!....--------.-___;_-___ ..;___....,..:... ____ __;_ _ ___l + 1 i ?. j. 
Co,o Co,k-1 

Ck-1,0 Ck-1,k-1 

Ecrivons le vecteur r~k) comme 

k-1 

r~k) = 1'n+k + L f3ii,k)Pn+i 
i:O 

k-1 k-1 

r +. _ ""'p . + ""' a(i,k)p . - n J L...... n+t L...... /Jn n+• 
i=j i=O 

j-1 k-1 

- 1'n+j + L f3ii,k)Pn+i + ~);Jii,k)..:... 1)Pn+i· 

i=O 

Si nous utilisons les relations précédentes et nous procédons comme pour i 
nous obtenons pour j = 0, ... , k - 1 

ce qtLi termine La d.~monstratton. 

k, alors 

• 
Nous voyons bien que la matrice ~~k) définie précédemment vérifie les propriétés suivantes 

SI v E span {pn, ... , Pn+k-1 }.l.a 
SI v E span {Pn, ... , Pn+k-1 } · 

La matrice ~~k) peut être écrite sous une forme plus simple. En utilisant la définition de 
l'inverse d'une matrice nous pouvons donner le résultat suivant : 
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Théorème 3.5 
Soit p~k) = [pn, ... , Pn+k-1]. Si ~~k) désigne la matrice définie dans le théo
rème 3.4 (p. 90) alors 

~~kl = I _ p~kl((P~klfGP~k))-1(p~klfG. 

Preuve: 
Soit PJk) = [pn, ... , Pn+k-d· Calculons l'inverse de la matrice (PJkl)TGpJk). Nous avons 

[ 

(pn, Pn) 

(Pn+k~1,Pn) 

(Pn' Pn+k-1) l 
(Pn+k-1:Pn+k-1) . 

Posons Ci,j = (Pn+i,Pn+i) et soient Ci,j les cofacteurs de la matrice (P~klfGPJkl. En 

utilisant cette notation nous obtenons ((P~klfGP~k)t 1 [l~i,j1l. Ceci nous permet 
I,J 

d'obtenir une nouvelle expression de la matrice ~~k) 

k-1 
~~k) = I - L M~i,k) 

i=O 

1 k-1 k-1 T 

- 1- -le· ·l L LPn+i(Pn+i) GCi,j 
I,J i=O j=O 

k-1 

L C1,j(Pn+j f 
j=O 

k-1 

L Ck-1,j(Pn+j f 
j=O 

et nous a v ons 
~~k) = I- p~kl((P~klfGP~k)t1(p~klfG 

ce qut termtne La a~monstratton. 

G 

le· ·1 I,J 

• 
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Remarque 3.5 : 
D'après le théorème 3.5 (p. 93) nous pouvons déduire les propriétés suivantes de la 
matrice p~k) 

1. ( Gp~k) )T = Gp~k) 

2. ( r~kl )2 = P~k). 

Donc, d'après la définition 0.3 (p. 6), r~kl est un projecteur G-orthogonal. 

Pour terminer cette section nous allons donner un résultat sur l'accélération de la con
vergence de la suite (rn+k) par la suite (r~k)) pour un indice k fixé. Pour cela nous aurons 
besoin du résultat suivant : 

Lemme 3.1 
Soit (rn) la suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit r~k) 
le vecteur déterminé par la procédure hybride généralisée à partir de la suite (rn). 
Soit Z une ~atrice et G = zr Z. Si nous notons tJ~k) l'angle aigu compris entre les 
vecteurs Z(I- p~kl)rn+k et Zrn+k alors 

( (k) (k)) ( ) . 2 {)(k) rn ,rn a= rn+k,rn+k a Sin n . 

Preuve: 
Posons Q~k) = I - r~k). La matrice Q~k) vérifie les propriétés suivantes 

(GQ~k))T 

( Q~k))2 

En utilisant les propriétés de la matrice Q~k) pour calculer la quantité ( Q~k)rn+k, rn+k )~ 
nous obtenons 

ce qui nous donne 

- ( Q~k)rn+k, Q~k)rn+k )a(rn+kl rn+k )a cos2 {)~k) 

- ( Q~k)rn+k, GQ~k)rn+k) 1 ( r n+k, rn-tk )a cos2 t9~k) 
- ( ( GQ~klf Q~k)rn+k• rn+k L ( rn+k, rn+k )a cos2 t9~k) 
- ( GQ~k)Q~k)rn+k' rn+k) 1 (rn+k' rn+k )a cos2 t9~k) 

(GQ~k)rn+k, rn+kL(rn+k' rn+k)a cos2 {)~k) 
- ( Q~k)rn+k, rn+k )a(rn+k' rn+k )a cos2 tJ~k) 

(Q(k) ) ( ) 2 .a(k) n rn+k, rn+k a= rn+k, rn+k a COS Vn . 

Nous pouvons déduire de cette expression 

( (k) ) rn ,rn+k a 

(rn+k, rn+k )a - ( Q~k)rn+k, rn+k )a 
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- (rn+kl rn+k)a(l- cos2 t?~k)) 
- (rn+kl rn+k)a sin2 19~k) 

ce qut termtne La ct~monstratton. 

Directement du lemme 3.1 (p. 94) nous obtenons 

Théorème 3.6 
Soit (rn) la suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit r~k) 
le vecteur déterminé par la procédure hybride généralisée à partir de la suite (rn). 
Soit Z une matrice et G = zT Z. Soit J9~k) l'angle aigu compris entre les vecteurs 
Z(I - p~kl)rn+k et Zrn+k Une condition nécessaire et suffisante pour que la suite 
(r~kl) conve·rge plus vite que la suite (rn+k) pour un indice k fixé, z.e., 

est que la suite ( t?~k)) tende vers 0 ou 1r ( n - oo). 

3.1.3 Applications 

• 

Dans cette section nous allons étudier l'application de la procédure hybride générali
sée à la méthode définie par : 

(0.2) 

avec B = I - A. Pour la suite nous allons supposer que la matrice B est inversible. 
Comme dans les chapitres précédents nous allons nous servir de la décomposition d'une 
suite définie dans la section "Notations". 

Soit B une matrice diagonalisable. Soient { .\i} r=t ( q ~ 2) les valeurs propres dis
tinctes de la matrice B = I- A ordonnées dans le sens décroissant des modules 

l.\tl ~ ... ~ l.\ql 
et { 1d~1 les vecteurs propres correspondants. Les vecteurs propres de la matrice B 
forment une base de 1Rm. Nous associons au vecteur r0 sa décomposition en somme des 
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vecteurs ::Yi(ro) 

où le vecteur ::Yi(r0 ) appartient au sous-espace propre Vi correspondant à la valeur propre 
Ài. Pour alléger la notation, cette décomposition sera notée par 

Remarque 3.6 

Si q = 1 (la matrice B admet une seule valeur propre) alors r0 est un vecteur 
propre de la matrice B et nous obtenons rb1

) = O. 

Si dans la décomposition du vecteur r 0 nous avons 11 = 0 alors il faut reperer la 
première composante telle que ::Yi =f O. 

En utilisant la définition du vecteur abk+
2

) = 1k+2 + · · · + ::Yq nous décomposons le vecteur 
r0 comme ceCI 

- - (k+2) 
ro = II + · · · + /k+I + ao 

ce qui nous donne également la décomposition du vecteur rn : 

\n- \n - (k+2) rn= "t /1 + ... + "k+t"Yk+l +an 

avec 

a(k+2) 
n 

lla~k+2)11 (n- oo). 

Nous allons revenir à cette notation plus tard. Tout d'abord nous allons présenter un 
lemme, dont nous nous servirons ultérieurement. 
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Lemme 3.2 
Etant donnés les quantités {Xi }7=1 vérifiant un système d'équations linéaires 

(3.5) 

alors la somme x 1 +· · ·+xk peut être exprimée comme un rapport de deux déterminants 

Yk a2,k - a1,k ak,k - ak-1,k 
Xt + ... + X k = .:...._----.----------.---------'-

Preuve: 
En utilisant la règle de Cramer nous pouvons écrire la solution Xi du système (3.5) 
comme 

a1,1 ai-1,1 Y1 ai+1.1 ak,t 

a1,k ai-l,k Yk ai+l,k ak,k 
Xi 

a1,1 ak,l 

a1,k ak,k 

Yt al,l ai-1,1 ai+l,l ak,l 

( -1)'-1 
Yk a1,k ai-1,k ai+l,k ak,k 

-
a1,1 ak,1 

a1,k ak,k 
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Calculons x 1 + x2 

YI a2,1 a3,1 ak,I YI al.l a3,1 

XI+ X2 
Yk a2,k a3,k ak,k Yk a1,k a3,k 

a1,1 ak,I a1,1 

a1,k ak,k a1,k 

YI a2,1 - a1,1 a3,1 ak,I 

Yk a2,k - a1,k a3,k ak,k 

a1,1 ak,I 

a1,k ak,k 

Supposons donc que 

YI a2,1 - a1.1 

XI+'··+ Xi= 
Yk a2,k- a1,k 

et calculons x1 + · · · + Xi+I· Nous avons 

YI a2,1 - a1,1 

XI + · · · + Xj + Xi+t -

YI a1,1 

+( -l)i 
Yk a1,k 

ai,I - ai-1,1 ai+I,I 

ai,k- ai-I,k ai+I,k 

a1,1 ak,I 

a1,k ak,k 

ai,I ai+2,I 

ai,k ai+2,k 

a1,1 ak,I 

a1,k ak,k 

ak,I 

ak,k 

ak,I 

ak,k 

ak,I 

ak,k 

ak,I 

ak,k 
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YI a2,I- ai,I ai,I - ai-I,I ai+U ak,I 

Yk a2,k - a1,k ai,k - ai-l,k ai+l,k ak,k 

a1,I ak,I 

ai,k ak,k 

YI a2,I - ai,I ai,I- ai-I,I ai,I ai+2,I ak,I 

Yk a2,k- ai,k ai,k- ai-I,k ai,I ai+2,k ak,k 

ai,I ak,I 

a1,k ak,k 

et par récurrence nous obtenons 

Yk a2,k - ai,k ak,k - ak-I,k 
xl + ... + x k = -'-----;----------,------' 

ak,I 

ce qut termtne ~a a~monstratton. • 
Dans ce qui suit, nous allons étudier des possibilités d'accélération de la convergence 
de la suite (rn+k) par la suite (r~k)) pour un indice k fixé. Nous rappelons que le vecteur 
rn peut être décomposé de la manière suivante 

,n- \n - (k+2) 
rn = "'Iti + ... + "'k+Itk+I +an 
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avec 
(n-+oo). 

Le résultat principal de cette section est donné par le théorème suivant 

Théorème 3. 7 
Soit (rn) la suite de vecteurs résidus déterminée par la méthode ( 0.2) avec B = I- A 
une matrice inversible. Soient { Ài} ;=1 les valeurs propres distinctes de la matrice B 
ordonnées dans le sens décroissant 

et {li} ~1 les vecteurs propres correspondants. Soit r~k) le vecteur déterminé par la 
procédure hybride généralisée à partir de la suite (rn)· Si le vecteur rn se décompose 
de la façon suivante 

\n- \n - (k+2) rn = /\111 + ''' + /\k+llk+1 +an 

alors nous avons le résultat suivant : 

(n-+oo). 

Preuve: 
Nous avons 

\ n+k+1- \ n+k+l- (k+2) 
rn+k+l = /\1 11 + ... + /\k+1 lk+1 + an+k+1• 

Dans le théorème 3.4 (p. 90) nous avons montré qu'il existe une matrice p~k+l) telle que 
pour i = 0, ... , k + 1 nous avons 

En particulier pour i = k + 1 nous obtenons 

r~k+l) p~k+l)rn+k+1 

_ \n+k+lV"l(k+l);y + ... + \n+k+lV"l(k+l);::; + V"l(k+l)a(k+2) 
- "'1 l)"n 1l /\k+1 l)"n 1k+1 l)"n n+k+l' 

Nous utilisons la relation 

a~~k~I = Bk+l-i a~~2) j = 0, ... , k 

pour démontrer que les vecteurs .\f+k+lg:J~k+t);yi pour i = 1, ... , k+ 1 vérifient le système 
suivant 

1- ,.\1 1- Àk+l 
,.\k+l 

1 
,.\k+l 

k+l 

1 - ,.\1 1 - Àk+1 

Àt ,.\k+l 
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Ce système est obtenu à partir de la condition p~k+l)Pn+i = 0 pour i = 0, ... , k où Pn+i = 
rn+i -1'n+i+1 = (B-1-/)rn+i+1· Nous pouvons alors déduire d'après le lemme 3.2 (p. 97) 
que 

Àn+k+1 V'l(k+l);:y + ... + Àn+k+1 V'l(k+l);:y _ 
1 O'"'n 11 k+1 o-n 1k+1.-

1 

Si nous posons 

1 - Àk+1 

Àk+1 

1 - Àk+1 

Àit~ 

1 - Àk 

Àk (k+2) 
an+k+t· 

1 
1 - À2 1 - Àt 1- Àk+l 1- Àk 

M(k+I) = (B-t -!) À2 Àt Àk+t 

1 - Àt 1- Àk+t 

À~+l Àk+l 
k+l 

1 - Àt 1- Àk+l 

Àt Àk+t 

alors nous obtenons une nouvelle représentation du vecteur r~k+t) 

r(k+l) = V'l(k+1)(1 _ M(k+l))a(k+2) 
n O'"'n n+k+t· 

Àk 

La matrice M(k+l) peut être calculée en faisant un développement de son numérateur 
par rapport à sa première colonne. Le dénominateur apparant dans la définition de la 
matrice M(k+1) est lié au déterminant de Vandermonde. Il est donc facile de calculer 
son expression. Puisque la matrice p~k+t) est un projecteur G-orthogonal, d'après le 
lemme 0.1 (p. 7), nous avons IIP~k+l)ll = 1 et nous obtenons donc 

llr~k+ 11 ll:::; (1 + IIM(k+l)ll)lla~~+k22tll 
ce qui termine La a~monstration. • 



102 3. GÉNÉRALISATIONS DE LA PROCÉDURE HYBRIDE 

Directement du théorème 3. 7 (p. 100) nous obtenons une condition suffisante pour que 
la suite (llr~k+l)JI) converge plus vite que la suite (Jirn+k+tli) pour un indice k fixé 

Théorème 3.8 
Soit (rn) la suite de vecteurs résidus déterminée par la méthode (0.2) avec B = I- A 
une matrice inversible. Soient { .\i} r=t les valeurs propres distinctes de la matrice B 
ordonnées dans le sens décroissant 

et bi}~1 les vecteurs propres correspondants. Soit r~k) le vecteur résidu déterminé 
par la procédure hybride généralisée à partir de la suite (rn)· Si le vecteur rn se 
décompose de la façon suivante 

\n- \n- (k+2) 
rn= "til+ ... + "'k+llk+l +an 

et si l.\k+2l < j.\1 1 alors pour un indice k fixé la suite (r~k+l)) converge plus vite que 
la suite (rn+k+d, i.e., 

Preuve: 
Nous pouvons décomposer le vecteur rn+k+l comme 

\ n+k+l- \ n+k+I- (k+2) 
rn+k+l = "'1 11 + · · · + "k+l lk+1 + an+k+t· 

Pour alléger la notation de cette démonstration, nous allons.poser 
b(k+l) _ _\n+k+l;y + ... + Àn+k+l;y n+k+l - 1 1l k+l 1k+1· 

Nous avons donc 
b(k+l) (k+2) 

rn+k+l = n+k+l + an+k+l · 
Nous rappelons qu'il existe une constante C(k) ne dépendant pas den telle que 

lla~'1k~tll ~ C( k) l.\k+2Jn+k+l 

- o. 
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En utilisant l'inégalite triangulaire (llb~':k~ 1 ll -lla~':k2l 1 11) 2 ::; llrn+k+dl 2 et du résultat 
précédent nous pouvons conclure : 

= 0 

. llr~k+ 1 )11 Il (k+
2

> Il 
et nous avons hm Il Il < ( 1 + Il M(k+l) Il) lim an+k+

1 

n-+oo rn+k+1 n-+oo llrn+k+lll 0 ce qui termine La 

à~monstratl.on. • 
Nous pouvons remarquer que la procédure hybride généralisée appliquée à la méthode 
définie par l'équation (0.2) est mathématiquement équivalente à l'algorithme RRE (Re
duced Rank Extrapolation) appliquée à la même méthode. Pour ce cas particulier du 
RRE A. Sidi a demontré [38], sous la condition l.\k+ll > l.\k+21, que 

x~k+l)- x= F(n).\1:+2 [1 + o(l)] (n ~ oo) 
avec IIF(n)ll::; K (!<étant une constante strictement positive) ce qui implique 

llx~k+l)- xli = O(l.\k+21n) (n ~ oo). 
Le théorème 3. 7 (p. 100) nous donne même resultat mâis avec des conditions plus faciles 
à verifier. 

Dans la partie suivante nous allons étudier dans quelles circonstances nous avons 
pour tout indice n, r~k) = O. Nous allons utiliser les valeurs propres et les vecteurs 
propres de la matrice B pour exprimer la condition suffisante. 

Lemme 3.3 
Soit B une matrice admettant q valeurs propres distinctes notées : À1 , •.. , Àq. Soit Wq 

le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs propres de la matrice B 11 , ... , :Yq 
associés chacun à une valeur propre Ài, linéairement indépendants. Si xt:Wq est un 
vecteur arbitraire tel que toutes ses coordonnées dans la base 11 , •.. , :Yq soient non 
nulles, alors les vecteurs x, Bx, ... , Bq-1 :1· sont linéairement indépendants. 

Preuve: 
Supposons que le vecteur x possède les coordonnées (c1 , ... ,cq) dans la base {:Yi}i 

x = c1:Y1 + · · · + cq:Yq· 
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Nous avons 
Bix = c1.\~11 + · · · + cq.\~1q· 

Trouver les coefficients f3i tels que 

est équivalent a résoudre le système d'équations linéaires suivant 

Les valeurs propres .\1 , •.• , Àq étant distinctes, le déterminant de ce système est non nul 
et nous avons la solution 

f3o = · · · = f3q-1 = O. 

Les vecteurs x, Bx, ... , Bq-lx sont donc linéairement indépendants ce qut termtne ta 

à~monstratton. • 

Remarque 3. 7 
Dans le cas où le vecteur x admet l coordonnées nulles dans la base 11 , ... , 1q alors 
les vecteurs x, Bx, ... , Bq-I-l x sont linéarement indépendants mais x, Bx, ... , Bq-lx 
sont linéairement dépendants. 

Théorème 3.9 
Soit (rn) la suite de vecteurs résidus déterminée par la méthode (0.2) avec B = 
I - A une matrice inversible. Soit r~k) le vecteur déterminé par la procédure hybride 
généralisée à partir de la suite (rn)· Si la matrice B admet q valeurs propres distinctes 
alors, V n, nous avons 

r(q) =O. 
n 

Preuve: 
Le vecteur r~q) est défini par 

(3.7) () (rn,Pn+q-t) (rn+q,Pn+q-t) · r q = .:......... __ __:_ _____ _;:_ _ __:_ __ 
n 1 1 

(rn, Pn) ( r n+q, Pn) 

( rn+q, Pn+q-t) 
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avec p; = r; - ri+I· Soit Wq le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs .:YI, ... , ,:Yq. 
Nous avons 

rn E Wq 

dans le cas où le vecteur rn admet toutes ses coordonnées non nulles dans la base 
.:YI, ... , ,:Yq, d'après le lemme 3.3 (p. 103) les vecteurs rn, ... , rn+q-I forment une base du 
sous-espace Wq. Le vecteur rn+q appartient également au sous-espace Wq alors il existe 
des coefficients {3; tels que 

q-I 

rn+q = "L:f3irn+i· 
i=O 

En remplaçant le vecteur rn+q dans la formule (3. 7) par son expression nous obtenons 
dans le numérateur un déterminant dont la dernière colonne s'exprime comme une com
binaison linéaire de q - 1 colonnes précédentes alors 

r~q) =O. 

Si le vecteur rn admet l coordonnées nulles dans la base ,:Y1 , ... , ,:Yq alors d'après la 
remarque 3. 7 nous avons pour tout indice n 

r(q-l) = 0 
n 

ce qut termtne La a~monstratton. • 

3.1.4 Exemples numériques 

Dans cette section nous donnons des exemples numériques pour illustrer deux cas 
particuliers de la procédure hybride étudiée précédemment. 

Pour tous les exemples nous prenons G = 1, A = 1 - B et x 0 = O. Le vecteur 
b est toujours choisi tel que la solution soit x = [1, ... , m]T. Chaque figure montre 
log llrn+k Il et log llr~k) Il en fonction du nombre d'itérations. Afin de connaître les valeurs 
propres de la matrice B dans chaque exemple nous choisisons arbitrairement une matrice 
diagonale notée D, une matrice inversible? et nous prenons A= PDP- 1 fa. Soit {,\;}~ 1 
l'ensemble des valeurs propres de la matrice B. Les valeurs IIP DP-1 IIoo, liB li ont été 
calculées par Matlab (voir le tableau 3.1). 
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1 1 
Exemple 3.1 

1 
Exemple 3.21 Exemple 3.3 1 

cr IIP DP-1IIoo = 200 1 1 

liB li 0.9996 55.2837 49.6635 

I.Xd 0.9950 0.9000 1.1000 

l.-\21 0.9900 0.9000 0.6000 

I.X31 0.9850 0.4500 0.4333 

l.-\41 0.9800 0.4500 0.3500 

Tableau 3.1 : 

Soit (rn) la suite des vecteurs résidus déterminée par la méthode 

X n+l = B X n + b } 
Tn+l = Brn 

(0.2) 

avec B = I - A. Soit r~k) le vecteur résidu correspondant à la procédure hybride 
généralisée determiné à partir de la suite (1·n). Dans les exemples 3.1, 3.3 nous avons 
choisi les matrices B de telle sorte que 

donc les conditions du théorème 3.8 (p. 102) sont verifiées. Nous obtenons une accélération 

d l ( 1. llr~k+l)ll 0) b" 1 ' h d · ·t· 1 "t e a convergence 1m (k) = ten que a met o e mt ta e ne sm pas conver-
n-oo llrn Il 

gente ( lim llr~ll = oo); voir l'exemple 3.3. Dans l'exemple 3.2 nous avons I.X41 = I.X31 < n-oo 
I.X2I = I.Xtl et nous obtenons l'accélération de la méthode initiale par la procédure hybride 
généralise du rang 2 et 3. 

Dans l'exemple 3.1, l'exemple 3.2 et l'exemple 3.3 nous comparons la convergence 
de la suite llrnll et de la suite !lr~k)ll pour k = 1, 2, 3. La courbe continue correspond 
à la méthode initiale. La courbe en tirets correspond à la suite (Jir~1 )1!). La courbe 
point-tirets correspond à la suite (JJr~2 >Ji). La courbe pointillée correspond à la suite 
(1Jr~3>11). 
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Exemple 3.1 

Cet exemple a été pris dans (23]. Soit m = 200 et soit A= PDP- 1 /IIPDP- 1 11 00 

avec 

1 /3 
1 /3 0 

p -

0 /3 
1 

1 
1+a 0 

D 3 

0 
200 

avec a= 1, /3 = 0.9. Nous avons 

Exemple 3.1 
4r---~---r---,----~--~---r---,----~ 

2 

-So 100 200 300 400 500 600 700 800 
nombre d'iterations 
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Exemple 3.2 

Soit m = 500 et soit A= P DP-1 avec P une matrice aléatoire inversible et 

1-0.9 
1 + 0.9 

D= 0 

0 

0.9 
1--

250 
0.9 

1 + 250 

Nous avons 

Exemple 3.2 
5.----r----~--~----,----.~---r---, 

' ., ' 
.. ·--~,.. ... ---: - - -------- - -

'· '· 

'· 
'· '· '· '· '· '· 

----- ------

'· ·,. 
'· ·,. 

'· '· 

-
----

'· '· 

-1 OL------'-----'------1.---'----':----::':-------:'. 
0 5 10 15 20 25 30 35 

nombre d'iterations 
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Exemple 3.3 

Soit m = 500 et soit A= P DP- 1 avec P une matrice aléatoire inversible et 

Nous avons 

0.9- 1 

D= 
0 

1 
0.9-2 

Exemple 3.3 

0 

1 
0•9 - 500 

4"----~-----.------~-----.------r-----, 

~...._____-----1 
2 

-6 

-8 

0 

.:-:.~.~,- .... ~ .... 
'• .... ..... 

5 

.... .... .... .... 
'· .... 

10 

'· .... 
'· '· .... .... .... 

.... 

15 
nombre d'itsrations 

'· 

20 

'· .... 
'· 

'· .... 
'· 

25 30 

109 
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CONCLUSION : 

Pour obtenir les resultats d'accélération de méthodes du type (0.2) par la procédure 
hybride généralisée de rang k il est important d'avoir une inégalité stricte entre les 
modules de .\1 et Àk+l· 

La procédure hybride généralisée coïncide avec la méthode initiale pour GCR. 
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3.2 Autres généralisations possibles de la procédure 
hybride 

Dans cette section nous allons proposer d'autres possibilités de généralisation de la 
procédure hybride. L'idée de deux possibilités vient directement de la définition de la 
procédure hybride généralisée. La troisième généralisation est la procédure hybride en 
cascade, qui a été définie par C. Brezinski et M. Redivo Zaglia dans [11]. Dans 
chaque cas nous allons étudier certaines propriétés théoriques sans donner d'exemples 
numériques. 

3.2.1 Procédure hybride multiple de rang k + 1 

Cette généralisation de la procédure hybride consiste à supposer que nous avons 
k + 1 méthodes itératives, différentes entre elles, pour la résolution du système 

Ax =b. (0.1) 

Leurs itérés seront notés Xn,i ( i = 0, ... , k) et les vecteurs résidus correspondants 
T'n,i = b - Axn,i ( i = 0, ... , k ). A chaque itération n, nous allons construire un nou
vel itéré x~k) avec un vecteur résidu correspondant r~k) à partir des vecteurs Xn,i de telle 
façon que la G-norme du vecteur r~k) soit minimale. En procédant comme au début 
de ce chapitre nous voyons que le vecteur r~k) peut s'écrire comme un rapport de deux 
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déterminants 
rn,O 

(Pn,O, r n,O) 

r( k) = _(P_n_,_k-_1_,_r n_,_o ) ___ (_P_n,_k-_1_,_r_n,_k_) -'-
n 1 1 

(Pn,o, rn,o) (Pn,o, rn,k) 

(Pn,k-1 , r n,O) (Pn,k-1, r n,k) 

avec le vecteur Pn,i défini par : 

Pn,i = rn,i- rn,i+1 i = 0, ... ' k- 1. 

Evidemment si nous remplacons rn+i par rn,i et Pn+i par Pn,i les résultats du théo
rème 3.1 (p. 82), de la propriété 3.1 (p. 83), de la propriété 3.2 (p. 84), de la pro
priété 3.3 (p. 85), de la propriété 3.6 (p. 89), de la propriété 3.3 (p. 90), du théo
rème 3.4 (p. 90), du théorème 3.5 (p. 93) et du théorème 3.6 (p. 95) sont vérifiés. 

Nous pouvons envisager l'utilisation de cette méthode dans le cas où nous pouvons 
programmer les k + 1 méthodes parallèlement et le rapport de deux déterminants qui 
définit le vecteur rik) peut être calculé facilement. 

La méthode ainsi définie peut être considérée comme un cas particulier de "Com
posite Sequence Transformation" définie par C. Brezinski dans [9]. D'autres cas par
ticuliers de "Composite Sequence Transformation" ont été é'tudié dans [34], [35]. 

3.2.2 Procédure hybride avec une suite auxiliaire 

Nous pouvons également envisager une méthode qui utilise une méthode itérative 
de résidu rn et une suite auxiliaire ( wn) de telle façon que 

r(k) = a(O,k)r + a(1,k)r +1 + ... + a(k,k)r +k n n n n n n n• 

Les coefficients aii,k) sont calculés de telle sorte que le vecteur rik) vérifie, pour i -
0, ... , k - 1, la condition suivante : 

(r~k), Wn+i) =O. 
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En résolvant un système d'équations linéaires nous obtenons 

Ïn Ïn+k 
(wn, ïn) (wn, Ïn+k) 

ï(k) = ( Wn+k-l, ïn) (wn+k-l, Ïn+k) 
n 1 1 

(wn,ïn) ( Wn, Ïn+k) 

( Wn+k-l, ïn) ( Wn+k-l , r n+k ) 

Posons Pn+i = rn+i - rn+i+l (i = 1, ... , k- 1), p~k) = [pn, ... ,pn+k-d et W~k) = 
[wn, ... , Wn+k- 1]. En procédant comme dans le théorème 3.4 (p. 90) et dans le théo
rème 3.5 (p. 93) nous obtenons : 

( i = 0, ... 'k) 

où la matrice p~k) est définie par : 

La matrice p~k) définie ainsi vérifie les conditions suivantes 

(p~k))2 - p~k) 

p~k)v v si v E span { Wn, ... , Wn+k-l }.lG 
p~k)v - 0 si v E span{pn, .. :, Pn+k-d· 

Dans ce cas nous n'avons plus la propriété de minimisation de la G-norme du vecteur 
r~k), mais nous pouvons choisir la suite ( wn) de telle sorte que le vecteur r~k) vérifie 
d'autres propriétés intéressantes. 

3.2.3 Procédure hybride en cascade 

Supposons que nous ayons k + 1 méthodes, différentes entre elles, pour la résolution 
du système 
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Ax =b. (0.1) 

Leurs itérés seront notés Xn,i (i = 0, ... , k) et leurs vecteurs résidus correspondants 
rn,i = b - Axn,i ( i = 0, ... , k ). La procédure hybride en cascade consiste à appliquer 
dans chaque iteration n la procédure hybride aux deux premières méthodes, puis appli
quer la procédure hybride au résultat et à la troisième méthode et ainsi de suite. Pour 
un indice n fixé nous obtenons alors une règle récursive pour calculer le vecteur r~k) 

i = 0, ... 'k- 1. 

Les coefficients a~l sont calculés par 

Remarque 3.8 : 
Si nous prenons seulement une méthode de résolution du système (0.1) (la suite des 
vecteurs résidus correspondant à cette méthode sera notée (rn)) et si nous posons 
rn,k = rn+k alors, pour un indice n fixé la procédure hybride en cascade devient la 
méthode "Minimal Residual Smothing" (MRS) (36], [37]. 

Le vecteur r~k) peut être écrit comme une combinaison des vecteurs rn,o, ... , rn,k· Nous 
avons le lemme suivant : 

Lemme 3.4 
Soient k + 1 suites de vecteurs résidus, notées par ( rn,i) pour i = 0, ... , k, déterminées 
park+ 1 méthodes arbitraires. Si le vecteur r~k) est detérminé par la procédure hybride 
en cascade à partir de ces suites alors nous avons 'r/n 

k 

(a) r~k)='La~·k)rn,i H1(k) 
i=O 

k 

( b) l:a~·k) = 1. Hs(k) 
i=O 

Preuve: 
La démonstration de ces propriétés se fait par récurrence simultanée. 

• Pour k = 0 nous avons par construction r~o) = rn,o et a~o,o) = 1, ce qm prouve 
H1(0) et 'Hs(O). 

• (a) Supposons que 'H7( k - 1) soit vraie. En utilisant la définition du vecteur r~k) 
et 'H1( k - 1) nous obtenons 

r(k) = a(k-l)r(k-1) + (1 - cP-ll)r k 
n n n n n, 
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a(k-1) "'a(i,k-1)r . + (1 _ cP-1l)r 
[

k-1 l 
n ~ n n,t n n,k 

i=O 

k 
""a(i,k)r . 

- L...., n n,t· 
i=O 

La propriété 1-l7 ( k) est donc vérifiée. 

(b) Les coefficients a~·k) sont calculés par 

a(i,k) 
n 

a(k-1)a(i,k-1) 
n n i = O, ... ,k- 1 

a(k,k) 
n 

1- O:'~k-1). 

Supposons que 1-l8 ( k - 1) soit vraie. Nous avons 

i=O 
k-1 

= L [a~k-1)a~,k-1)] + (1 _ a~k- 1 )) 
i=O 

k-1 
= a~k-1 L a~,k-1) + ( 1 _ a~k-1)) 

i=O 

O:'~k-1) + (1 - O:'~k-1)) 

1. 

La propriété 1-l8 ( k) est satisfaite 

ce qut termtne La à~monstratton. 
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• 
Dans la partie suivante nous allons comparer la procédure hybride en cascade avec la 
procédure hybride multiple de rang k + 1. Nous allons noter comme auparavant 

Pn,i = Ïn,i- Ïn,i+1 i = 0, ... 'k- 1. 

Soit r~k> le vecteur résidu obtenu par la procédure hybride multiple de rang k + 1 à 
partir de k + 1 suites (rn,i) pour un indice n fixé. Nous savons, d'après la construction 
du vecteur ~k), que 

( F(k) p ·) = 0 
n ' n,1 i = 0, ... 'k- 1 

et que le vecteur ~k) minimise la G-norme dans le sous-espace défini par 
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Nous avons donc les résultat suivant 

Propriété 3. 7 
Soient k + 1 suites de vecteurs résidus, notées ( rn,i) pour i = 0, ... , k, déterminées par 
k + 1 méthodes arbitraires. Si le vecteur J1kl est déterminé par la procédure hybride 
multiple de rang k + 1 à partir des k + 1 suites (rn,i) et le vecteur r~k) est déterminé 
par la procédure hybride en cascade à partir des mêmes suites ( rn ,i) alors la G-norme 
du vecteur J1k) est plus petite ou égale à la G-norme du vecteur r~k), i.e. , 

Preuve : 
D'après le lemme 3.4 (p. 114) 

r(k) E S(k) 
n n 

{v v = ao1'n,o + · · · + a kr n,k ; ao + · · · + ak = 1}. 

Nous savons aussi que 
f{kl E S(k) 

n n 

et puisque r~k) minimise la norme dans SAk), nous obtenons 

ce qui termine la a~monstratton. • 
Pour terminer cette partie nous allons donner une condition suffisante pour que 

r (k) = r::{k) 
n n · 

Il suffit de donner une condition suffisante pour que (r~k) , Pn , i) = 0 (i = O, . .. , k -1) 
avec Pn ,i = rn,i- rn,i+l (i = 0, . . . , k- 1). Nous avons le résultat suivant : 

Théorème 3.10 
Soient k+l suites de vecteurs résidus , notées (rn,;) pouri = 0, .. . , k , déterminées par 
k + 1 méthodes arbitraires. Soit r~k) le vecteur déterminé par la procédure hybride 
en cascade à partir des k + 1 suites (rn,d· Si pour i = 0, .. . , k- 1 nous avons 
( rn,k, Pn,i) = 0 alors 

(r(k) p ·) = 0 
n ' n,1 i = 0, ... 'k- 1 

Preuve : 
La démonstration de cette propriété se fait par récurrence. 
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• Pour k = 1 nous avons par construction 

(r~1 l,r~0)- rn,I) (r~l),rn,O- rn,I) 

= (r~1 ), Pn,o) 

0 

ce qui prouve 'H9 (1). 

• Supposons que 1i9 (k- 1) soit vraie. Nous avons 

{ 

( r(k-1) p ·) = 0 n , n,t 

(rn,k,Pn,i) = Ü 

i = 0, ... ' k- 2 
i = 0, ... ' k- 1 

donc puisque r(k) = a(k)r(k- 1) + (1 - a(k))r k nous obtenons n n n n n, 

( r(k) p ·) = 0 n , n,t i = 0, ... 'k- 2. 

Il faut donc encore montrer que (r~k),Pn,k-d = O. D'après le lemme 3.4 nous 
pouvons dire que 

k-1 
(k-1) 

rn = "'a(i,k-1)r . 
~ n n,t 
i=O 
k-2 
"'-(i k-1) + - ~an' Pn,i rn,k-1 
i=O 

où les coefficients a~,k-l) sont calculés en foncti-on des coefficients a~i,k- 1 ). En 
calculant la quantité ( r~k), r~k- 1 ) - rn,k) nous obtenons 

0 = (r~kl,r~k- 1 )-rn,k) 
k-1 

( r(k) "'a(i,k-l)r . - r ) 
n '~ n n,a n,k 

i=O 
k-2 

( (k) "'-(i,k-1) + ) rn , ~an Pn,i rn,k-1- rn,k 
i:O 

k-2 

L [a~,k- 1 )(r~kl,Pn,d] + (r~k),Pn,k-d 
i=O 

( (k) ) 
rn , Pn,k-1 · 

Nous avons donc montré que 

( r(k) p ·) = 0 n ' n,& i = 0, ... 'k- 1, 

la propriété 'H9 ( k) est donc verifiée 
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ce q1.1t termine La a~monstratton. 

Dans ce cas nous pouvons montrer également : 

Propriété 3.8 
Soient k + 1 suites de vecteurs résidus, notées (rn,i) pour i = 0, ... , k, déterminées 
par k + 1 méthodes arbitraires. Soit r~k) le vecteur calculé par la procédure hybride en 
cascade à partir des k + 1 suites ( r n,i), Soit Pn,i = rn,i- r n,i+l. Si pour i = 0, ... , k- 1, 
nous avons (rn,k,Pn,i) = 0 alors 

r(k) = r k n n, 1{10( k). 

Preuve: 
La démonstration de cette propriété se fait par récurrence. 

• Pour k = 0 nous avons par construction r~o) = rn,o ce qui prouve 1{10(0). 

• Supposons que 1{10( k) soit vraie c'est-à-dire 

Calculons r(k+l) 
n ' 

avec 

d'où 

r~k+l) o:~k)r~k) + (1- o:~k))rn,k+I 

= a~k)rn,k + (1- O:~k))rn,k+l 

(r~k)- rn,k+l, r~k)- rn,k+I) 

(rn,k- Tn,k+b rn,k+d = Ü. 

(rn,k- rn,k+l• rn,k- rn,k+I) 

r(k+l) - r n - n,k+I 

la propriété 1{10 ( k + 1) est donc verifiée 

• 

ce q1.1t termine La a~monstratton. • 
Nous pouvons donc conclure par la remarque suivante 
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Remarque 3.9 : 
Soit ~k) le vecteur calculé par la procédure hybride multiple de rang k + 1 à partir 
de k + 1 suites données ( rn,i) ( i = 0, ... , k) et r~k) le vecteur calculé par la procédure 
hybride en cascade à partir des mêmes suites (rn,i) (i = 0, ... , k). Si pour i = 
0, ... , k- 1 nous avons (rn,b Pn,i) = 0 alors 

r(k) = F(k) = r k n n n, . 
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Chapitre 4 

Calcul récursif du vecteur résidu 

Dans ce chapitre, nous allons étudier les possibilités de calcul récursif du vecteur 
r~k) obtenu par la procédure hybride généralisée définie dans le chapitre 3. Le vecteur 
r~k) peut être exprimé comme un rapport de deux déterminants d'où l'intérêt de trouver 
un algorithme récusif qui calcule ce vecteur pour des !ndices n et k quelconques. Tout 
d'abord, en J4.1l nous allons rappeler l'identité de Sylvester et l'identité de Schweins 
pour des déterminants vectoriels ainsi que le H-algorithme et le RPA algorithme qui nous 
permettent de calculer d'une façon récursive certains rapports de deux déterminants. 

Ce rappel nous servira en 14.21 pour obtenir un algorithme calculant le vecteur r~k). 
Nous proposons quatre algorithmes différents qui seront notés At, A 2 , A3 , A4 • L'algo
rithme At utilise l'identité de Sylvester, l'algorithme A2 utilise l'identité de Schweins, 
l'algorithme A 3 utilise le H-algorithme et l'algorithme A 4 utilise le RPA algorithme. 

Nous allons étudier en particulier l'algorithme A 1 et l'algorithme A 2 car ces algo
rithmes n'utilisent pas d'autres algorithmes déjà connus. L'algorithme A3 et l'algorithme 
A 4 peuvent être consideré comme des cas particuliers de certains algorithmes bien con
nus (le H-algorithme, le RPA algorithme); c'est pour cette raison que nous n'allons pas 
les étudier d'une façon profonde. Nous allons clore ce chapitre en comparant le coût des 
algorithmes A 1 , A 2 , A3 , A4 en fonction du nombre d'opérations effectuées pour le calcul 
du vecteur r~k). 
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·. 
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4.1 Rappel 

Dans cette partie, nous allons rappeler les identités de déterminants définies dans 
un espace vectoriel, ainsi que des algorithmes récursifs qui calculent le rapport de deux 
déterminants, c'est-à-dire nous allons rappeler l'identité de Sylvester [8], l'identité de 
Schweins [8], le H-algorithme [7] et le RPA algorithme [6],[8]. Pour d'autres algorithmes 
voir [10], [19],[25], [5]. 

4.1.1 Identité de Sylvester 

Etant donnés des vecteurs Xi E 1Rm, et des coefficients mj,i E 1R où i E {0, · · ·, k} 
et j E { 0, · · · , k - 1}, nous allons considerer la matrice M de la forme 

M= 

Xo 
mo,o 

mk-1,o 

C'est une matrice carrée de dimension ( k + 1) x ( k + 1) dont les éléments de la première 
ligne sont des vecteurs. Le déterminant de la matrice M peut être calculé en faisant un 
développement par rapport à la première ligne. Nous allons noter Mf la sous-matrice 
de M obtenue en supprimant la ième ligne et la jème colonne et Ml,'/ la sous-matrice 
obtenue en supprimant la ième et tème ligne et la lme et sème colonne. Comme exemple, 
nous avons 

ivfl 
1 
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J\111,k+l 
1.k+1 

4· 

[ m~~-:., 5:., 1 

[ 

Xo Xk-1 

mo,o mo,k-1 

ffik~2.0 ffik-2,k-1 

[ 

mo,1 

ffik~2,1 
mo,k-1 

ffik-2,k-1 

1 
] . 

CALCUL RÉCURSIF 

En utilisant ces notations, l'identité de Sylvester nous donne 

det(M)·det(M{:it{) = det(M{ )·det(M:tf )-det(Mt+l)·det(Mf+l ). 

4.1.2 Identité de Schweins 

Etant donnés des vecteurs XiE 1Rm et des coefficients mj,i E 1R où i,j E {0, · · ·, k}, 
nous allons considérer la matrice généralisée M de la forme 

[ 

Xo · · · Xk 1 
M = m~,o · · · m~,k . 

mk,o mk,k 

C'est une matrice rectangulaire de dimension (k + 2) x (k + 1) dont les éléments de la 
première ligne sont des vecteurs. Nous allons noter Mi la sous-matrice de M obtenue en 
supprimant la ième ligne et M,.t. la sous-matrice obtenue en supprimant les ième et jème 

,] 

lignes et la tème colonne. Le déterminant de la matrice Mi et de la matrice Ml.J peut 
être calculé en faisant un developpement par rapport à la première ligne. En utilisant 
ces notations l'identité de Schweins nous donne : 
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det(N/i) 
det(M1 ) 

4.1.3 H-algorithme 

det(Ml,s) 

det(ML) 
det( Ms) det( Mi,d 
det(MI) . det(ML). 
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Soient des vecteurs Xn+i E 1Rm et des coefficients mj,n+i E 1R où i E {0, · · ·, k} et 
j E {1, · · ·, k }. Nous allons noter H~k) le rapport de deux déterminants défini par 

Xn Xn+k 

ml,n ml,n+k 

H(k) = 'ffik,n mk,n+k 
n 1 1 

m1,n ml,n+k 

mk,n mk,n+k 

Pour calculer le vecteur HAk), nous pouvons appliquer le H-algorithme défini par les re
lations suivantes : 

n = 0, 1,· · · 
i = 1, 2, · · ·; n = 0, 1, · · · 

(n) 
H(k)=H(k-t) _ 9k-t,k . (H(k-t) _ H(k-t)) 

n n (n+l) (n) n+I n 
9k-l,k - 9k-1,k 

k = 1, 2, · · ·; n = 0, 1, · · · 

(n) 
(n) _ (n) 9k-l,k ( (n+l) (n) ) 

9k,i -9k-l,i - (n+l) (n) · 9k-l,i - 9k-l,i 
9k-l,k - 9k-l,k 

k = 1, 2, · · ·; n = 0, 1, · · ·; i > k. 
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4.1.4 RPA algorithme 

Soient les vecteurs Xn E mm, Pn+i E mm et Wn+i E mm, où n est un entier fixé 
et i E { 0, · · · , k - 1} avec k un entier quelconque. Nous allons noter T~k) le rapport de 
deux déterminants donné par : 

Pn+k-l 
(Pn+k-l' Wn) 

y( k) = _(_x_n_, W-.n+_k_-_l_)_(_P_n_, w_n_+_k-_l_)_~_(_P_n+_k_-_1_, _w,n_+_k_-_1)_ 

n (pn, Wn) (Pn+k-l' Wn) 

(Pn, Wn+k-1) (Pn+k-1, Wn+k-1) 

Afin de calculer T~k) pour un indice n fixé, nous pouvons appliquer le RPA algorithme 
défini par les relations suivantes 

T~O) - Xn 

90,i Pn+i-l i = 1, 2, ... 

T(k) 
n 

T(k-1) (wn+k-1, T~k-1)) 
n - · 9k-1,k 

( Wn+k-1, 9k-l,k) 
k = 1,2,· .. 

9k,i 
( Wn+k-l, 9k-1,i) 

- 9k-1,i - . 9k-l,k 
( Wn+k-1, 9k-1,k) 

k = 1, 2, ... ; i > k. 

4.2 Algorithmes du calcul récursif du vecteur résidu 

Soit r~k) le vecteur calculé par la procédure hybride généralisée définie dans le 
chapitre 3. Nous avons démontré que le vecteur r~k) peut être écrit sous la forme d'un 
rapport de deux déterminants notés par NAk) et D~k), où NAk) est un vecteur. Nous 
avons donc 
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(Pn+k-I, r n+k) 

Nous rappelons que les vecteurs Pi sont définis par Pi = ri.- ri+I· 

D'une façon identique, nous pouvons écrire les vecteurs r~~1 et r~k+I) comme un 
rapport de deux déterminants de la forme 

(k) 
rn+! 

r(k+I) = n 

= 

N(k) 
n+l 

D(k) 
n+l 

rn+! 
(Pn+I, rn+t) 

(Pn+kl rn+I) 

1 
(Pn+I, rn+!) 

(Pn+k, rn+I) 

N(k+I) 
n 

D~k+t) 

rn 
(pn,rn) 

(Pn+k, rn) 

1 
(pn,rn) 

(Pn+kl rn) 

rn+k+I 
(Pn+I' rn+k+d 

rn+k+I 
(pn, rn+k+l) 

(Pn+kl r n+k+I) 

Dans la partie qui suit, afin d'obtenir un algorithme récursif calculant le vecteur r~k), 
nous allons étudier 

1. l'application de l'identité de Sylvester 
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2. l'application de l'identité de Schweins 

3. l'application du H-algorithme 

4. l'application du RPA algorithme. 

4.2.1 Application de l'identité de Sylvester 

Dans cette partie, nous allons introduire un nouveau vecteur qui sera noté y~~ 1 ,n· 
Nous obtenons ce vecteur à partir du vecteur r~k+l) en supprimant la première colonne et 
la dernière ligne dans le numérateur et dans le dénominateur qui définissent le vecteur 
r~k). Nous allons noter par N~~1 ,n le numérateur du vecteur y~~1 ,n et par D~~1 ,n le 

dénominateur du vecteur y~~1 ,n· Nous avons alors 

(k) 
(k) Nn+l,n 

Yn+1,n (k) 
Dn+l,n 

rn+1 rn+k+l 
(pn, Tn+d (Pn, r n+k+l) 

(Pn+k-1 , r n+l ) (Pn+k-1, r n+k+ 1) 
= 

1 1 
(pn,rn+l) (pn, Tn+k+d 

(Pn+k-1,rn+l) (Pn+k-1, r n+k+l) 

Nous pouvons alors remarquer facilement que les égalités suivantes sont verifiées 

(Pn+k,rn) 
(pn,rn) 

(Pn+k-1, rn) 

(pn,rn) 

(Pn+k, r n+k+l) 
(Pn, r n+k+1) 

(Pn+k-1, Tn+k+l) 

(Pn, r n+k+l) 
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(k) 
(Nn+l,nl Pn+k) 

(Pn+k, rn+d 
(pn, rn+l) 

(Pn+k-l,rn+I) 

(pn, rn+l) 

(Pn+k' rn+k+d 
(Pn, r n+k+l) 

(Pn+k-l, rn+k+l) 

(pn, rn+k+I) 
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En utilisant ces deux égalités et en appliquant l'identité de Sylvester aux déterminants 
N(k+I) et D(k+l) nous obtenons 

n n ' 

r(k+l) 
N(k+I) n 

n D~k+l) 

rn rn+k+l 
(pn,rn) (pn,rn+k+I) 

(Pn+k. rn) (Pn+k, r n+k+l ) 

1 1 
(pn,rn) (pn, rn+k+l) 

(Pn+k. rn) (Pn+k, rn+k+l) 

(pn, rn+l) (pn, rn+k+l) (pn,rn) 
N(k) (k) 

n - Nn+l,n 

(Pn+k, r n+l) (Pn+k, rn+k+d (Pn+k,rn) 

(pn, rn+d (pn, rn+k+l) (pn,rn) 
D~k) (k) 

- Dn+l,n 

(Pn+k, r n+l) (Pn+k , r n+k+ I) (Pn+k,rn) (Pn+k,rn+k) 

N<k>(N(k) ) N(k) (N(k) ) n n+l,n,Pn+k - n+l,n n ,Pn+k - (k) (k) (k) (k) 
Dn (Nn+l,n,Pn+k)- Dn+l,n(Nn ,Pn+k) 

(k)( (k) ) (k) ( (k) ) rn Yn+l,n' Pn+k - Yn+l,n rn , Pn+k 
(k) (k) 

(Yn+l,n - rn , Pn+k) 

Nous obtenons donc l'algorithme suivant qui calcule récursivement le vecteur r~k) pour 
un indice n fixé : 
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( (k) ) 
(k) _ rn 'Pn+k . (· (k) _ (k)) 

rn ( (k) (k) ) Yn+1,n rn 
Yn+1,n - rn 'Pn+k 

k = 0, 1, ... } 

Dans le cas général les vecteurs y~~ 1 ,n peuvent être aussi calculés par un algorithme 
récursif suivant, obtenu en appliquant lfdentité de Sylvester aux numérateur et dénomina

(k) 
teur du vecteur Yn+i,n 

(0) 
Yn+i,n -

(k) 
Yn+i,n 

rn+i i = 1, 2, ... 

( 
(k-1) ) 

(k-1) Yn+i,n,Pn+k-1 ( (k-1) (k-1)) 
Yn+i,n - ( (k-1) (k-1) ) · Yn+i+1,n - Yn+i,n 

Yn+i+1,n- Yn+i,n' Pn+k-1 
i, k = 1, 2, ... 

Néanmoins, sous certaines conditions, le vecteur y~~l,n coïncide avec le vecteur rn+k+1. 
En effet, nous avons la propriété suivante : 

Propriété 4.1 
Soit (rn) la suite des vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit 

y~~1 ,n le vecteur défini précédemment. S'il existe un indice k tel que (rn+k+I,Pn+i) = 0 
pour i = 0, · · · , k - 1 alors 

(k) 
Yn+1,n = rn+k+1· 

Preuve : 
Supposons qu'il existe un indice k tel que la condition 

soit verifiée pour i = 0, · · ·, k- 1. Nous avons alors, en utilisant la définition du vecteur 
(k) 

Yn+1,n1 

rn+1 rn+k+I 
(pn, rn+t) (pn, rn+k+I) 

(k) (Pn+k-1, rn+d (Pn+k+1,rn+k+I) 
Yn+1,n 1 1 

(pn, rn+l) (pn, rn+k+I) 

(Pn+k-1 , r n+l) (Pn+k+I , r n+k+ 1 ) 
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rn+k rn+k+t 
(pn, rn+k) 0 

(Pn+k+l , r n+k) 0 

1 1 
(pn,rn+k) 0 

ce q'l.Li termine ta a~monstration. 

A partir de cette propriété, nous pouvons déduire le théorème suivant 

Théorème 4.1 
Soit (rn) la suite des vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Si 
pour tout indice k nous avons ( r n+k+t, Pn+i) = 0 pour i .= 0, · · · , k - 1 alors la règle 
récursive de l'algorithme At devient 

Preuve : 
D'après la propriété 4.1 (p. 130), nous savons que si· pour tout indice k et pour z 
0, ... 'k -1 

alors 
(k) 

Yn+t,n = rn+k+t· 

• 

En remplaçant y~~t,n par rn+k+t dans la règle récursive de l'algorithme At, nous obtenons 
alors 

= (k) ( r~k), Pn+k) ( (k) (k)) 
rn - ( (k) (k) ) Yn+t,n - rn 

Yn+t,n - rn , Pn+k . 

(r~k),Pn+k) ( (k)) = r(k)- r k r n (k) n+ +t - n 
(rn+k+t- rn ,pn+k) 

ce q'l.Li termine ta a~monstration. • 
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Remarque 4.1 : 
Si de plus, nous avons ( rn+k+l, Pn+k) = 0, alors nous obtenons 

(k+l) 
rn = rn+k+l· 

Nous pouvons donc déduire que si nous avons une méthode de résolution du système 
(0.1) vérifiant pour tout indice i 

j = 0, ... 'i- 1 ( 4.1) 

alors il n'y a aucun intérêt à appliquer la procédure hybride généralisée. 
Nous donnons comme l'exemple d'une méthode verifiant condition (4.1), la 

méthode GCR. 

4.2.2 Application de l'identité de Schweins · 

Considérons une matrice généralisée M de la forme 

M= 

1 

rn 

(rn,Pn) 

(rn,~n+k) 

rn+k 1 (rn+k,Pn) ·. 

( Tn+k,;Pn+k) . 

C'est une matrice rectangulaire de dimension (k + 2) x (k + 1). En appliquant l'identité 
de Schweins à la matrice M, avec i = 2, s = k + 2, t = k + 1, nous obtenons 

det( .Mtt!2) 

det( M~.t!2 ) -

det(Mk+2) 
det(MI) 

det(Mk+l) 1,2 ( 4.2) 

En appliquant une deuxième fois l'identité de Schweins à la matrice M, avec i = k + 2, 
s = 2, t = 1, nous obtenons 

det(Mk+2) 
det(MI) 

det(Mi.k+2) 

det(M{,2) 

det(Mf.k+2) 
det(M{,2) · 

(4.3) 

En résolvant le système composé des deux équations ( 4.2) et ( 4.3), avec comme inconnues 
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det(A12) det(A1k+2) 
les rapports clet (Mt) et clet( MI) , nous obtenons 

clet( Nl2 ) 

det(M1 ) 

det(Mk+z) 
clet( Mt) 

= 

det(M;,t!2) det(Mtt 1
) det(Ml.k+z) 

det(MfJ!2) det(Mf.1!2) det(M/,2) 

det(Mf.k+ 2 ) det(Mf,11
) 

1
- det(Mf,2) . det(M:J!2) 

det(Atfi.k+2) det(M;,t!2) det(Mf.k+z) 

det(Mf,2 ) det(M:J!2) det(M/,2) 

clet( Mf,k+2) clet( Mf,11
) 

1
- det(Mf.2) . det(MtJ!1 ) 
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( 4.4) 

( 4.5) 

Pour la suite des calculs, nous allons introduire deux nouveaux vecteurs, notés F~k) et 
E~k), qui nous serviront dans le calcul récursif du vecteur r~k). Nous définissons ces 
vecteurs par : 

= 

det(M2) 

clet( Mt) 

(rn,Pn+k) 

det(Mk+z) 
det(M1 ) 

1'n+k 
(rn+k,Pn+d 
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En utilisant ces deux définitions, nous pouvons constater que 

F(k-1) 
n 

E(k-1) 
n+1 

= 

(rn,Pn+k-d 

det(M;,t~2 ) 
det(Mf,!~2 ) 

( rn+1, Pn+k) 

det(Mi,k+2 ) 

det(Ml,2 ) 

N(k) 
n+1 

( 1)k-1(N(kl ) 
- n+1,Pn+k 

rn+k-1 

(rn+k-1, Pn+t) 

(rn+k-1, Pn+k.-1) 

ce qui nous permet d'obtenir les deux relations suivantes 

( F(k-1)) 
Pn+k, n 

En remplaçant les rapports de déterminants figurant dans le relations ( 4.4) et ( 4.5) par 
les vecteurs correspondants, nous obtenons la règle récursive suivante qui calcule les 
vecteurs F(k) et E(k) 

n n 

p(k) 
n 

p(k-1) _ (- 1)k-1(p p(k-1)). E(k-1) 
n n+b n n+1 

1 ( 1)k 1( D(k-1)) ( E(k-1)) 
- - - Pn+k, rn · Pn' n+1 
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E(kl = E~:~1l - (pn, E~:~l)). F~k-1) 
n 1- ( -1)k- 1(Pn+k, F~k- 1 )) · (pn, E~:~1 )). 

D'une façon similaire, si nous notons par 

1 1 
(rn, Pn+d (rn+k, Pn+l) 

J<(k) (rn,Pn+k) (rn+k, Pn+k) 
n 

(rn,Pn) (rn+k,Pn) 

(rn, Pn+k) (rn+k, Pn+k) 

1 1 
(rn, Pn) (rn+k.Pn) 

L(k) (rn, Pn+k-d ( r n+k, Pn+k-I) 
= n 

(rn, Pn) (rn+kl Pn) 

et nous utilisons les mêmes techniques que précédemment, nous obtiendrons une règle 
récursive pour calculer les scalaires J<àk) et L~k) 

(k) 
J(n(k-1) - (-1 )k-1 (Pn+k' Fn(k-1)) . L~k+-11) 

J( = 
n 1 - (-1)k-1( v(k-1)). ( E(k-1)) Pn+k, rn Pn, n+1 

Le vecteur E~k) et le scalaire L~k) sont définis de telle façon que 

N(k) 
n 

( -1 )k( NAk), Pn+k) 

D(k) 
n 
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et donc le vecteur r~k) peut être exprimé comme un rapport des déterminants E~k) et L~k). 

Nous pouvons donc proposer un algorithme récursif qui calcule le vecteur rik) = ~~: en 

calculant séparément le vecteur E~k) et le scalaire L~k) : 

n=0,1, ... 

n = 0, 1, · · · 

n = 0, 1, · · · 

n = 0, 1, · · · 

E(k-1) _ ( E(k-1)) . F(k-1) 
E(k) = n+1 Pn, n+l n 

n 1- (-1)k-1( p,(k-1)). ( E(k-1)) 
Pn+k, n Pn, n+1 

n = 0, 1, · · · k = 1, 2, · · · 

L(k-1) _ ( E(k-1)) . [{(k-1) 
L(k) = n+1 Pn, n+l n 

n 1 - (-1)k-1 ( F(k-1)) . ( E(k-1)) 
Pn+k, n Pn, n+1 

n = 0, 1, · · · k = 1, 2, · · · 

p(k-1) _ (- 1 )k-1(p p(k-1)). E(k-1) 
p(k) = n n+ln n n+1 

n 1- (-1)k-1( F(k-1)). ( E(k-1)) 
Pn+k, n Pn, n+1 

n = 0, 1, · · · k = 1, 2, · · · 

[{(k-1) _ (-l)k-1(p p(k-1)). L(k-1) 
[{(k) = n n+k, n n+l 

n 1 _ (-1)k-l( p,(k-1)). ( E(k-1)) 
Pn+k, n Pn, n+l 

n = 0, 1, · · · k = 1, 2, · · · 

n = 0, 1, · · · k = 1, 2, · · · 

Remarque 4.2 : 
L'algorithme A2 nous permet de calculer r~k) pour des indices net k quelconques. 

Pour illustrer cette remarque, nous allons donner un exemple de calcul du vecteur r~k). 
Nous allons montrer étape par étape comment, en calculant le vecteur r~k), nous calcu

lons aussi les vecteurs r~i~i pour i = 0, · · ·, k- 1 et j = 1, ···,k-i. 



Algorithmes 137 

Exemple 

Soit (rn) la suite des vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire et soit 
r~3 ) le vecteur défini dans le chapitre 3 par 

rn rn+l rn+2 rn+3 
(rn,Pn) ( rn+l, Pn) (rn+2,Pn) (rn+3,Pn) 

(rn, Pn+I) (rn+l,Pn+d ( rn+2, Pn+l) ( rn+3, Pn+I) 

r(3) = (rn,Pn+2) (rn+bPn+2) (rn+2,Pn+2) (rn+3' Pn+2) 
n 1 1 1 1 

(rn, Pn) (rn+! ,pn) (rn+2,Pn) (rn+3,Pn) 
(rn, Pn+I) (rn+I,Pn+I) ( rn+2' Pn+I) (rn+3, Pn+I) 
(rn, Pn+2) ( r n+I, Pn+2) ( rn+2, Pn+2) (rn+3,Pn+2) 

Afin de calculer le vecteur r~3), nous allons nous servir de l'algorithme A2• Nous allons 
noter par E et F, les tableaux contenant respectivement les vecteurs E~k) et les vecteurs 
F~k), et par[, et K les tableaux contenant respectivement les scalaires L~k) et les scalaires 
J<~k). Sur les dessins suivants nous allons montrer comment nous pouvons remplir les 
tableaux E et F. Les tableaux [, et K seront remplis de la même façon. 

Dans ce qui suit, ~ } -----> { ~ exprime que les éléments cet d sont calculé unique

ment à partir des éléments a, b et des données initiales. 

1 E~o) 1 

F(O) 

} {~ n 
E(O) -----+ 

n+l F<•l } {~ 
{ E~ll 

~ 
F(O) 

} F<'l } _____, { E~Jl . n+l n+l 
E+F: E(O) 

-----+ {è) F(ll } F(3) n+2 

{ EÏt
1 

_____, 

n+l n 

F(O) 

} @ill n+2 n+2 1 

E(O) -----+ 

~ n+3 2 

~ 3 

Nous avons encadré les éléments qui ne nous ont pas servi dans la détérmination des 
vecteurs E~3) et FJ3>. 

Nous pouvons constater que les quantités qui nous ont permi de déterminer le vecteur 
r~k) vont nous permettre aussi de déterminer les vecteurs r~!J pour j = 1, · · ·, k et 
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i = 0, · · ·, k - j. Ces quantités nous permettront aussi de déterminer le vecteur r~~ 1 , à 
condition de connaître le vecteur rn+k+l · 

4.2.3 Application du H-algorithme 

Nous pouvons remarquer que le H-algorithme ne peut pas être appliqué directe
ment pour déterminer le vecteur r~k+l) en fonction de vecteurs r~k) et r~~ 1 . En effet , le 

déterminant D~~ 1 ne peut pas être obtenu à partir du déterminant D~k+l), en en supp
rimant la dernière ligne et la dernière colonne. Pour cette raison, afin de déterminer le 
vecteur r~k) pour des indices quelconques, nous serons obligé d'appliquer le H-algorithme 
à chaque fois que nous passons de l'indice n à l'indice n + 1 et nous ne pourrons pas 
nous servir des résultats obtenus précédemment. 

Pour un indice n fixé, nous pouvons envisager d'utiliser le H-algorithme de la façon 
suivante 

i=0,1, ... } 

i, k = 0, 1, . . . 

et nous avons 

Vk 

Vk > 0 ; i =J n. 
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Dans cet algorithme, nous n'avons plus de règle auxilliaire car nous avons 

(rn, Pn+k) ( r n+k. Pn+k) 
(pn,rn) (pn,rn+k) 

(n) (Pn+k-1, rn) (Pn+k-1 , r n+k) 
gk-1,k -

1 1 
(pn,rn) (pn,rn+k) 

(Pn+k-1,rn) (Pn+k-1, rn+k) 

= (H~kl,Pn+k) 

4.2.4 Application du RPA algorithme 

Soit 

rn rn+k 
(pn,rn) (pn,rn+k) 

r(k) = (Pn+k-1,rn) (Pn+k-I,rn+k) 
n 1 1 

(pn,rn) (pn,rn+k) 

(Pn+k-1, rn) (Pn+k-I,rn+k) 

où le vecteur Pi est défini par Pi = ri - ri+1. En remplaçant dans les deux déterminants 
la (i + 1)ème colonne par la (i + 1)ème soustraite de la ième colonne pour i = 1, · · ·, k, 
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nous obtenons 

rn 
(pn,rn) 

r(k) (Pn+k-1, rn) 
n 1 

(pn,rn) 

(Pn+k-1, rn) 

rn 

( -1)k 
(pn,rn) 

(Pn+k-1,rn) 

1 

( -1)k 
(pn,rn) 

(Pn+k-1,rn) 

(Pn+k-1 ' Pn) 

rn+k 
(pn,rn+k) 

(Pn+k-1 , r n+k) 

1 
(pn,rn+k) 

(Pn+k-1, rn+k) 

Pn 
(pn,Pn) 

(Pn+k-1 , Pn) 

0 
(pn,Pn) 

(Pn+k-1 , Pn) 
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Pn+k-1 
(Pn' Pn+k-1) 

(Pn+k-1 , Pn+k-1 ) 

0 
(Pn' Pn+k-1 ) 

(Pn+k-1 ' Pn+k-1 ) 

Pn+k-1 
(Pn, Pn+k-1 ) 

(Pn+k-1 , Pn+k-1 ) 

Nous pouvons donc appliquer le RPA algorithme pour déterminer le vecteur r~k) pour 
un indice n fixé. Nous avons 

9o,i Pn+i-1 i = 1,2, ... 

(k-1) (Pn+k-1' r~k- 1 )) 
rn - '9k-1k 

(Pn+k-1, 9k-1,k) ' 
k = 1,2,· .. 

9k,i 
(Pn+k-1, 9k-1,i) 

- 9k-1,i - . 9k-1,k 
(Pn+k-1, 9k-1,k) 

k = 1, 2, ... ; i > k. 
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Dans la pratique nous pouvons nous servir de ces algorithmes en choisissant l'algorith
me le mieux adapté à nos données et à nos besoins. Nous voulons aussi souligner que les 
algorithmes Ab A3 , A4 déterminent le vecteur r~k) pour un indice n fixé. L'algorithme 
A 2 permet de détérminer le vecteur r~k) pour les indices n et k quelconques, mais il 
exige de sauvegarder dans la mémoire quatre tableaux dont deux ont comme éléments 
des vecteurs. Nous pourrons comparer les coûts de ces algorithmes dans le tableau 4.1 
(où m est la dimension du système ( 0.1)). 

nombre d'opérations 

additions multiplications 

algorithme At 0(2mP) 0(3/2mP) 

algorithme A2 0(3mP) 0(3mk2 ) 

algorithme A3 0(2mk2 ) O(mP) 

algorithme A4 0(3/2mP) 0(3/2mk2
) 

Tableau 4.1 : 

CONCLUSION : 

Nous pourrons remarquer que seul l'algorithme A2 nous permet de calculer facilement 
le vecteur r~k) pour des indices n et k quelconques, alors que dans les autres algo
rithmes, le vecteur r~~ 1 ne peut pas être obtenu par la donnée des vecteurs (r}k)h~i~n 
calculés auparavant. Par contre, lorsque l'indice n, est fixé il sera plus facile d'appli
quer ces algorithmes, i.e., les algorithmes A 11 A3, A4. 
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Chapitre 5 

Liaisons entre la procédure hybride 
généralisée et les méthodes de 
projection 

Pour terminer ce travail nous allons étudier dans ce chapitre les liaisons entre la 
procédure hybride généralisée définie dans le chapitre 3 et les méthodes de projection 
déjà connues appliquées à la résolution du système 

Ax =b. (0.1) 

En~' nous allons commencer par rappeler la définition de la méthode de projec
tion G-oblique et la définition de la méthode de la projection G-orthogonale. Ensuite, 
nous allons faire un rappel de certaines méthodes de projection bien connues comme 
"Generalized Conjugate Residual" (GCR) algorithme [13], "Generalized Minimal Resid
ual" (GMRES) algorithme [33), la méthode de Lanczos (28] et" s-step minimal residual" 
algorithme (12). 

En js.2j, nous allons démontrer, en utilisant les résultats obtenus dans le chapitre 3, 
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que la procédure hybride généralisée peut aussi être considerée comme une méthode 
de projection G-orthogonale ou une méthode de projection G-oblique. Nous allons 
nous servir de ces résultats afin de démontrer que l'application de la procédure hy
bride généralisée à la méthode définie par 

(0.2) 

avec B = I- A nous fournit une méthode qui est mathématiquement équivalente à celles 
mentionnées précédemment, lorsque l'indice n est fixé dans la définition du vecteur r~k). 
Nous verrons ensuite que les méthodes mentionnées ci-dessus ne sont autres que des cas 
particuliers de la procédure hybride généralisée. 
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5.1 Rappel 

Dans ce qui suit, nous noterons E l'espace vectoriel de dimension n engendré par les 
vecteurs {et,··· ,en} 

E = span{et,···,en} 

et .par M * E ou par M * span{et, ···,en} l'espace vectoriel engendré par les vecteurs 
{Mel,···, Men} 

où M est une matrice quelconque. 

M * span{e1, ···,en} 

span{Met,···,Men} 

Considérons maintenant le système : 

Ax =b. (0.1) 

Nous allons introduire la définition d'une méthode de projection G-oblique qui donne 
une solution approchée de ce système. 

Définition 5.1 [32] 
Soit G une matrice symétrique, définie positive arbitrairement choisie. Nous appelerons 
méthode de projection G-oblique, une méthode qui donne une solution approchée 
du système (0.1) sous la forme 

Xn = Xo +Zn 

où le vecteur Zn appartient à un certain sous-espace vectoriel Rn de dimension n (appelé 
le sous-espace droit} et le vecteur résidu rn = b - Axn est G-orthogonal à un autre 
sous-espace vectoriel Cn de dimension n (appelé le sous-espace gauche). 

Autrement dit, la méthode de projection G-oblique consiste à déterminer le vecteur 
Zn E Rn vérifiant la condition 
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Soit Vn = [v0 , · · ·, Vn-I] la matrice représentant une base du sous-espace vectoriel 
Rn et soit Wn = [wo, · · ·, Wn-d la matrice représentant une base du sous-espace vectoriel 
Cn· Nous pouvons alors écrire le vecteur Zn sous la forme Zn = VnYn· Le vecteur inconnu 
Yn pourra alors être calculé en résolvant le système d'équations suivant : 

W!G(ro- AVnYn) =O. 

Si de plus la matrice W[GAVn est inversible, alors nous avons 

Yn = (W[GAVn)- 1W!'Gro 

ce qui nous perment d'obtenir les expressions suivantes de Xn et rn 

Xn = Xo + Vn(W!'GAVn)- 1W!'Gro 

avec Pn = AVn. 

rn = ro- AVn(Wr?'GAVn)-1 Wr?'Gro 

(I- Pn(Wr?'GPnr 1Wr?'G)ro 

Un cas particulier de la méthode de projection G-oblique, est la méthode de projec
tion a-orthogonale définie par : 

Définition 5.2 
Nous allons appeler méthode de projection G-orthogonale la méthode de projection 
G-oblique qui vérifie 

Dans ce cas, nous avons 

Xn xo + Vn(P!'GPnr 1 P!'Gro 

rn = (I- Pn(P!'GPn)-1 Pr?'G)ro 

où la matrice Pn représente une base du sous-espace vectoriel Cn et la matrice Vn 
représente une base du sous-espace vectoriel Rn. 

Dans la partie qui suit, nous allons donner des exemples de méthodes de projection 
pour la résolution d'un système d'équations linéaires. Nous ne donnons que des exem
ples de méthodes qui nous servirons dans la deuxième partie de ce chapitre. D'autres 
méthodes de projection sont détaillées dans [2], [3], [13], [16], [18], [26], [27], [30], [31], 
[41], [46], [47]. 



5.1 Rappel 147 

5.1.1 "Generalized Conjugate Residual" (GCR) algorithme 

Soit G = 1 et x 0 une solution approchée du système (0.1). L'algorithme (GCR) [13] 
est alors défini par : 

ro = b- Axa 

Po= b- Axa 

pour k = 0, 1, · · · 

i = 0,· .. ,k 

k 

Pk+I = rk+I - L ,at> Pi· 
i=O 

Les vecteurs Xk et rk ainsi construits vérifient les propriétés suivantes [13] : 

1. Xk E xo + Rk = xo + span{po, · · · ,Pk-d 

2. rk E ro +A* Rk = ro + span{Apo, · · ·, Apk-d 

3. ( rk, Api) 1 = 0 pour i = 0, · · · , k - 1. 

Donc l'algorithme GCR peut être considéré comme une méthode de projection 1-
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orthogonale avec 

Lk - A* Rk 
- span{Ar0 , · · ·, Akr0 }. 

5.1.2 "Generalized Minimal Residual" (GMRES) algorithme 

Soit G = I et x 0 une solution approchée du système (0.1). L'algorithme GMRES 
[33] est alors défini par : 

ro = b- Axa 

ro 
Po= llroll 

pour j = 0, · · · , k - 2 

J 
~ A ~ ;3(j) Pi+l = Pi - L..... i Pi 

Pi+l 
Pi+l = ;3U) 

j+l 

i=O 

i = 0, ... ,j 

Construire la solution approchée Xk 

Xk = xo + PkYk 

où Yk minimise la fonctionnelle J(y) = llro- APkYII avec Pk la matrice définie par : 
Pk = [po,···, Pk-d· 
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L'algorithme GMRES est mathématiquement équivalent à l'algorithme GCR, donc 
il peut être aussi consideré comme une méthode de projection /-orthogonale avec 

Ck = A* Rk 

span{Ar0 , · • ·, Akr0 }. 

Pour plus de détails voir [32]. 

5.1.3 La méthode de Lanczos 

Soit G = I et x 0 une solution approchée du système (0.1). La méthode de Lanczos 
(28] est alors définie par : 

ro = b- Axo 

ro 
Po= llroll 

ro 
wo = llroll 

Pour J. - 0 · · · k - 2 ---' ' 

si j=1 alors f3oP-1 = bow-1 = 0 
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Pi+! 
Pi+I = -,

vi+l 

Wj+l 
Wj+l = -

13 
. 

j+I 

La solution approchée Xk est de la forme 

Xk Xo + Pk(W[ APk)-1Wkra 

Xo + llraiiPk(W[ APk)-1
et 

où e1 désigne le premier vecteur de la base canonique de JRm, Pk 
Wk = [wo, · · ·, Wk-d· 

[po,···, Pk-d et 

La méthode ainsi définie peut être considérée comme une méthode de /-projection 
oblique avec 

Lk = span{ro, AT ra,···, (AT)k-1r0 } 

Rk = span{ro, Ara,···, Ak-1ra}. 

5.1.4 "s-step minimal residual" algorithme 

Soit G = I et x 0 une solution approchée du système (0.1). Le "s-step minimal 
residual" algorithme [12] est alors défini par : 

ra= b- Axo 

pour k = 0, 1, · · · 
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Les coefficients { a1i)} sont choisis de telle façon que 

avec .Ck = span{Ark, · · ·, A3 rk}. Cette condition est équivalente à la condition 

i = 1, ... 's. 

Il est alors facile de remarquer, que à chaque itération, nous utilisons une méthode de 
projection /-orthogonale afin de déterminer le vecteur rk+l avec 

Ck A* Rk 
span{Ark, · · ·, A3 rk}. 

5.2 Procédure hybride vue comme une méthode de 
projection 

Soit une méthode de résolution du système (0.1) qui détermine la suite (rn) et soit 
une suite auxiliaire ( wn)· En utilisant la procédure hybride avec une suite auxiliaire 
définie dans le chapitre 3, nous pouvons construire la suite ( r~k)) définie par 

rn rn+k 
(wn, rn) (wn, rn+k) 

r(k) = (wn+k-1,rn) ( Wn+k-1, rn+k) 
(5.1) n 1 1 

( Wn, rn) ( Wn, rn+k) 

( Wn+k-1, rn) ( Wn+k-1, r n+k) 

Nous notons par Pn+i = rn+i- rn+i+I (i = 1, · · ·, k- 1). Soit PJkl = [pn, · · · ,Pn+k-1] et 
soit WJkl = [wn, · · ·, Wn+k-d· En procédant comme dans le théorème 3.4 (p. 90) et le 
théorème 3.5 (p. 93) nous pouvons démontrer que 

(i = 0, ... 'k) 
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avec 
p~kl = I _ p~kl((vV~kl)TGp~kl)-t(vV~kl)TG. 

La méthode ainsi définie peut être considérée comme une méthode de projection G
oblique avec 

span{pn,···,Pn+k-t} 

span { Wn, · · · , Wn+k-1 } · 

Si nous choisissons la suite (wn) de telle sorte que pour tout indice n nous avons 
Wn = Pn nous pouvons alors obtenir la généralisation de la procédure hybride définie 
au début du chapitre 3. Cette méthode peut être considérée comme une méthode de 
projection G-orthogonale avec 

cY> A* R.(k) n n 

Dans les deux cas, la détermination des éléments de la base du sous-espace R.~k) 
s'obtient facilement. En effet : 

Ce qui nous donne 

Pn rn - rn+t 

b - Axn - ( b - Axn+l) 

- A(xn- Xn+l ). 

En procédant comme dans le théorème 4.1 (p. 131) et la remarque 4.1 (p. 132), nous 
pouvons obtenir le résultat suivant : 

Théorème 5.1 
Soit (rn) la suite des vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit 
( Wn) une suite quelconque et soit ( r~k)) la suite des vecteurs résidus correspondant à 
la procédure hybride généralisée. Si pour tout indice k nous avons 

(rn+k' Wn+i) = 0 i = 0, ... ' k- 1 

alors l 'égalite suivante est vérifiée pour tout indice n 

(k) 
rn = rn+k· 
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D'une part, d'après ce qui précède, nous remarquons que, pour une méthode de 
résolution vérifiant pour tout indice i 

( r· w) - 0 ll J - j = 0, ... , i- 1 (5.2) 

la procédure hybride généralisée est théoriquement identique à la méthode initiale. 

D'autre part, si pour une méthode donnée qui détermine la suite (rn), la condition 
(5.2) n'est pas vérifiée, alors pour un indice n fixé, la détermination du vecteur 
r~k) peut être réalisée sans utilisation de la relation (5.1). En effet, si nous trans
formons la suite (rn) via un procédé d'orthogonalisation particulier, en une suite 
( r~) vérifiant· pour tout indice n 

j = 0, · · ·, n- 1 

alors nous pouvons conclure d'après le théorème 5.1 (p. 152) que, 

(k)- 1 

rn - r n+k· 

Dans la partie qui suit, nous proposons un algorithme correspondant à un tel 
procédé d'orthogonalisation. 

1 

Po= Po 

pour k = 0, 1, · · · 

1 1 1 As. 
rk+I = rk - 0 kPk 

i = 0, ... , k 

La suite (r~) ainsi définie vérifie la propriété suivante : 
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Propriété 5.1 
La suite ( r~) calculée par 1 'algorithme As à partir d'une suite donnée (rn), vérifie les 
propriétés suivantes 

(a) p~ E span{po, .. ·,pk} H 11 (k) 

( b) r~ E ro + span{po, · · ·, Pk-d 

(c) (p~,wi)=O 

( d) ( r~, w;) = 0 

i = 0, ... 'k- 1 

i = 0, ... 'k- 1 

où p,· désigne le vecteur ri - ri+l· 

Preuve: 

(a) La démonstration de la propriété H 11 (k) se fait par récurrence. 

• Pour k = 0 nous avons par construction p~ = p0 , ce qui prouve 1111 (0). 

• Supposons que H11 ( i) soit vraie pour i = 0, · · ·, k- 1. Le vecteur p~ étant la 
combinaison des vecteurs p~, · · ·, p~_ 1 , Pk, appartient bien au sous-espace vec
toriel engendré par les vecteurs p~, · · · , p~_ 1 , Pk· Puisque nous avons supposé 
que 

p~ E span {po, .. ·, pi} 

nous pouvons donc déduire que 

(i=O, .. ·,k-1) 

p~ E span {p~, · · ·, P~-1 , pk} 

E span {po, · · · , pk}. 

La propriété H 11(k) est donc vérifiée. 

(b) Montrons la propriété 1{12 ( k) pour tout k. Par construction du vecteur r~, nous 
obtenons 

, , , 
rk rk-1 - O:k-1Pk-1 

k-1 

ro- L aip;. 
i=O 

En utilisant la propriété H 11 (k), nous obtenons 

r~ E ro + span{po, · · · ,Pk-d 

ce qui prouve H 12 (k). 
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( c) La démonstration de la propriété H.13( k) se fait par récurrence. 

• Pour k = 1 nous avons par construction 

1 (p1, wo) 
P1 = P1 - ( ) Po· Po,wo 

En calculant (p~, w0 ) nous obtenons 

(p~, wo) ( 
(PI, wo) 

= P1 , Wo) - ( ) (po, Wo) 
Po,Wo 

(PI, wo) - (PI, wo) 

0 

ce qui prouve H.13( 1 ). 

• Supposons que H.13(j) soit vraie pour j = 0, · · ·, k- 1 

(p~, w;) = 0 i=O,···,j-1 

et montrons que H.13(k) est aussi verifiée. Nous avons 

k-1 

(p~, w;) = (pk, w;) - 2: j3y-I)(p~, w;) 
j=O 

' 
= (pk, wi) - 2: J3)k-I)(p~, wi) 

j=O 

i-1 

(pk, w;) - L f3y-l)(p~, w;) i-1 

j=O ( 1 ) ""'j3(k-l)( 1 ) 

( 

1 ) p;, w; - ~ j pi, w; 
~.~ j~ 

; (p,,w;)- ((p,,w;)- ~,aj'-' 1 (p;,w,))- E.,Bj'-'1(p;,w;) 

0 

ce qui prouve H.13(k). 

( d) La démonstration de la propriété H.14( k) se fait par récurrence. 

• Le vecteur r~ étant donné par 

1 (ro, wo) 
r 1 = ro- ( )Po 

Po,Wo 



156 5. LIAISONS DE LA PROCÉDURE HYBRIDE 

nous obtenons 

1 (~,wo) 
( r 1 , Wo) ( ro, wo) - ( ) (Po, Wo) 

Po,wo 
= (ro,wo)- (ro,wo) 

0 

ce qui prouve 'H14(1). 

• Supposons que 'H14( k - 1) soit vraie, i.e., 

i = 0, ... 'k- 2. 

En utilisant 'H14(k- 1) et 'H13(k -1), nous avons pour i = 0, · · ·, k- 2 

D'autre part, nous avons 

1 (r~-P Wk-d 1 

- (rk-1,Wk_t)- ( 1 )(Pk-1,Wk-d 
Pk-1' Wk-1 

- (r~_ 1 ,Wk-d- (r~_ 1 ,wk-1) 
- 0 

donc 1i 14 ( k) est verifiée 

ce q'l.Lt terrntne La a~monstratton. • 

La transformation A5 est donc équivalente à l'application de la procédure hybride 
sur la suite (rn) et nous avons 

Remarque 5.1 : 
Pour calculer r~k), il suffira de prendre r~ = rn. 
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5.3 Application de la procédure hybride générali
sée à la suite rn = Bnro. Etude de quelques cas 
particuliers 

Pour finir ce chapitre nous allons donner des exemples de cas particuliers de la 
procédure hybride. Comme nous allons le voir ces cas particuliers coïncident avec cer
taines méthodes de résolution déjà connues. Afin de les obtenir, considérons la suite (rn) 
donnée par la méthode 

(0.2) 

où B = I- A et où la suite (r~k)) correspond à la procédure hybride avec une suite 
auxilliaire. 

Ainsi, la procédure hybride appliquée à la méthode choisie de cette manière est une 
méthode de projection avec 

-no(k) { } '" span ro, · · ·, rk-1 

span{ro, · · ·, Ak-1r0 }. 

Dans ce qui suit, nous allons considérer différents choix de la matrice G et de la suite 
(wn). 

1. Soit Wn = Pn et G = /. La procédure hybride devient alors une méthode de projec
tion orthogonale avec 

Le procédé qui fournit le vecteur r~k) est mathématiquement équivalent à l'algorith
me GCR qui nous fournit le vecteur rk. 

2. Puisque l'algorithme GCR est mathématiquement équivalent à l'algorithme RRE 
(Reduced Rank Extrapolation) [15], [29]lorsque nous l'appliquons à la suite définie 
par l'équation (0.2) [39], la procédure hybride généralisée et l'algorithme RRE sont 
aussi mathématiquement équivalents dans ce cas là. 

3. Puisque l'algorithme GMRES est mathématiquement équivalent à l'algorithme GCR 
[32], la procédure hybride avec le choix Wk =Pk et G = I lui est aussi équivalente. 
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4. Soit Wk = (AT)kr0 et G = I. La procédure hybride devient alors une méthode de 
projection oblique avec 

Le procédé qui fournit le vecteur r~k) est mathématiquement équivalent à la méthode 
de Lanczos qui nous fournit le vecteur rk. 

5. Puisque la méthode de Lanczos est mathématiquement équivalente à l'algorithme 
TEA (l'é- algorithme topologique) [4]lorsque nous l'appliquons à la suite définie 
par l'équation (0.2) [39], la procédure hybride généralisée et l'algorithme TEA sont 
aussi mathématiquement équivalents dans ce cas là. 

6. Soit G = I. Si dans chaque itération nous déterminons le vecteur rk+l en appli
quant la procédure hybride généralisée aux vecteurs rk, Brk, · · ·, B 8 rk, alors nous 
obtenons un procédé qui est mathématiquement équivalent à" s-step minimal resid
ual" algorithme. 

CONCLUSION : 

Les cas particuliers de la procédure hybride généralisée ne sont autres que les méthodes 
déjà connues. 
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Conclusion 

A l'issue de ce travail, quels sont les points acquis, quels sont les domaines à explorer? 

1. Nous avons montré que lorsque nous disposons d'une méthode linéaire du type 
Xn+l = Bxn + d, (pour résoudre Ax = b, la matrice B est soit celle de Ja
cobi, Gauss-Seidel, SOR ou celle associé à la méthode de Richardson), alors la 
procédure hybride fournit des résultats d'accélération de convergence dans le cas 
B diagonalisable. Il est certainement possible d'alléger les hypotèses sur B. 

2. Les conditions d'accélération de la convergence à l'aide de ces procédures hybrides 
nécessitent la connaisance de certaines valeurs propres de la matrice B. Mais, 
néanmoins, nous remarquons que ces procédures peuvent nous permettre de cal
culer certaines valeurs propres de la matrice B. Une étude dans ce sens reste à 
faire. 

3. Nous n'avons pas insisté sur les divers choix possibles de la norme G parce que s'il 
y a accélération de convergence au sens d'une norme alors il y a accélération au 
sens de toute autre norme. 

4. Dans le premier et le troisième chapitres, une étude générale et théorique a été faite 
pour traiter l'application de la procédure hybride à deux ou plusieurs méthodes. 
Ce cas peut être très interessant si nous pouvons programmer les méthodes initiales 
au parallèle. 

5. Nous avons d'autre part (chapitre 2) montré l'intéret d'appliquer la procédure hy
bride à une seule méthode itérative. 
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6. Le chapitre 4 a été élaboré dans un souci algorithmique (calcul récursif de certains 
déterminants) ; il reste à étudier les propriétés d'accélération des di vers algorithmes 
(en particulier A 2 ). 

7. Enfin dans le chapitre 5 nous avons démontré que le GCR ("Generalised Con
jugate Residual") algorithme peut être considéré comme un cas particulier de 
laprocédure hybride généralisée que nous avons étudié dans le section 3.1.3. Bien 
que nous n'ayons pas réussi à les démontrer théoriquement, nous avons pu con
stater numériquement que dans certains cas nous pouvons accélérer la convergence 
de cette méthode en prenant le vecteur initial x 0 tel que le vecteur résidu corre
spondant r0 soit de la forme r0 = Biy avec y un vecteur arbitraire. Il sera donc 
intéressant de trouver des résultats théoriques qui peuvent expliquer ce cas là. 
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