D'OPTIMISATION

LABORATOIRE D'ANALYSE NUMERIQUE ET
USTL
(QOc

Q¥

n° d'ordre : 1525

THESE

Nouveau régime

présentée a
I'Université des Sciences et Technologies de Lille

pour obtenir le titre de
DOCTEUR en MATHEMATIQUES

par

Anna ABKOWICZ

ETUDE DE LA PROCEDURE HYBRIDE
APPLIQUEE A LA RESOLUTION
DES SYSTEMES LINEAIRES

soutenue le 1ler juin 1995 devant la commission d'examen

Membres du jury
Président : C. Brezinski
Rapporteurs : S. Lewanowicz
H. Sadok
Membres : B. Germain-Bonne

D 030 059590 2

Laboratoire d'Analyse Numérique et d'Optimisation, UFR IEEA - M3, USTL Flandres-Artois,
59655 Villeneuve d'Ascq - Cedex - FRANCE.



50336 L2907
Q3 S

Je tiens & exprimer ma profonde gratitude & Mr C. BREZINSKI,
ProJesseur & t'Université des Sciences el Technologies de Lille, d'avoir
blen voulu presider ce jury. I m'a accueilll dans son équipe d’Analyse
Numeérique et d’Optimisation, i m'a proposé le sujet de cette these qu'il
o dirigé avec beaucoup d'intérel. Qu'il trouve ict l'expression de mes
VIJS Temerciements POUT Ses encouragements et conseils precious.

Je remercie vivement MT S. LEWANOWICZ, Professeur & I'Univer-
sité de Wroclaw (Potogne), de m'avoir conseille de venir au Laboratoire
d’Anatyse Numerique et d’'Optimisation de Lille pour préparer le DEA
el ma, these. Je lul suls reconnaissante de s’etre intéressé & ce travail.

Mes Temerciements vont également & Mr H. SADOK, Professeur &
L'Universiteé du Littorat de Calals, qui s’est intéressé 4 ce travail et Y a
apporte des commentaires pertinents et suggestifs.

Mr B. GERMAIN-BONNE, Professeur a l’Uniuersité des Sciences et
TQC"L’TLOLOQ’LQS de Lille, a accepté qe j’ngQ’T‘ ce trauail. C'esSt un homneur
pour moi, et je le remercie vivement. Je le remercie encore une Jois
a'avolr (u st soigneusemem le manuscrit.

Je remercie mes colleques du Laboratoire d’Analyse Numerique et
a'Optimisation de Litle pour t'accueil qu'ils m’ont fait et pour les dis-
CUSSIONS Jructueuses que nous aUuons échangées pendant mon sejour. Je
Tremercie particulieurement J. ABOUIR, A.H. BENTBIB, K. JBILOU,
M. KZAZ, A. MESSAOUDI, A. SALAM a’quotr lu le manuscrit et a’y
QUOIT apPOTLE des CoTTections OTthographiques nécessaires.

Je remercie Mr Le Maire de Villeneuve d’Aseq G. CAUDRON, Députe
Europeen, pour l'aide financiere accordée pendant mon SEjour, Sans
laquetle cette thase n/existerait pas.

Que mes amis Atika, Fatima, Nadia et Abdellatif soient assures de
™Ta plus Vive Teconnaissance pouUT Leur présence et leur soutien.



Moim rodzicom.



Table des matieres

Introduction
Notations

1 Procédure hybride

1.1 Définition . .. .. . . . . e
1.2 Propriétés . . . . . . . . . .. e e
1.2.1 Comportement asymptotique . . ... .. ..... .. ......
1.2.2 Propriétés géométriques . . . . . . ... L. ..
1.3 Applications . . . . . . . .. L. e e e
131 1% cas . . . . . e
132 2°M€ cas
1.4 Exemplesnumériques . . . . . . . . . ... Lo

11

15

16

16

23

27



142 2°M€cag L 46

2 Itération de la procédure hybride dans un cas particulier 53
2.1 Définition . . . . ... ... 55
22 Propriétés . . . . ... e e 56
2.3 Applications . . . . ... 61
2.4 Exemplesnumériques . . . . . . ... ... Lo e 68

3 Généralisations de la procédure hybride 77
3.1 Procédure hybride généralisée . . . .. .. .. ... ... ... ...... 79
3.1.1 Définition . .. ... .. ... ... .. 79

3.1.2 Propriétés . . . . . . . ... 83

3.1.3 Applications . . . . . ... ... . e 95

3.1.4 Exemplesnumériques. . . ... .. ... ... .. ......... 105

3.2 Autres généralisations possibles de la procédure hybride . . ... .. .. 111
3.2.1 Procédure hybride multiplederang k+1. . .. ... ... . ... 111

3.2.2 Procédure hybride avec une suite auxiliaire . . . . . . ... .. .. 112

3.2.3 Procédure hybrideencascade . . . ... .. ... ... .. ... .. 113

I



4 Calcul récursif du vecteur résidu 121

4.2

Rappel . . . . . . . o 123
4.1.1 Identité de Sylvester . . .. .. ... ... ... .. .. .. .... 123
4.1.2 Identité de Schweins . . . . .. .. ... ... ... ... ... 124
4.1.3 H-algorithme . . . .. ... ... ..., 125
414 RPAalgorithme . . . . .. . .. .. ... ... L. 126
Algorithmes du calcul récursif du vecteur résidu . . . . .. .. ... ... 126
4.2.1 Application de 'identité de Sylvester . . . . . ... .. ... ... 128
4.2.2 Application de 'identité de Schweins . . . . .. ... ... .. .. 132
4.2.3 Application du H-algorithme . . . . . . .. ... ... . ...... 138
4.2.4 Application du RPA algorithme . . . . . . ... ... ... .... 139

5 Liaisons entre la procédure hybride généralisée et les méthodes de

projection 143
5.1 Rappel . . . .. e 145
5.1.1 ”Generalized Conjugate Residual” (GCR) algorithme . . . . . .. 147
5.1.2 ”Generalized Minimal Residual” (GMRES) algorithme . . . . .. 148
5.1.3 La méthodede Lanczos. . . . . ... ... ... .......... 149
5.1.4 "s-step minimal residual” algorithme . . . . . ... .. ... ... 150

11



5.2 Procédure hybride vue comme une méthode de projection. . . . . . . .. 151

5.3 Application de la procédure hybride généralisée a la suite r, = B™r,.
Etude de quelques cas particuliers . . . . . ... .. .. ... ... ..., 157

Conclusion 159

Références 161

v



Introduction

Le point de départ de ce travail est un article di a C. Brezinski et M. Redivo
Zaglia "Hybrid procedures for solving linear systems” [11] ol est définie la "procédure
hybride ” et ou sont suggerées plusieurs utilisations possibles de cette méthode.

L’idée essentielle consiste a combiner deux approximations de la solution d’un systeme
linéaire pour en déduire une autre approximation meilleure (au sens de la norme du résidu
associé) ; la linéarité du systeme implique que la combinaison des deux approximations
est identique a la combinaison des résidus associés.

Les resultats numériques de [11] montrent que lorsque la procédure hybride est
appliquée a deux méthodes itératives on constate deux phenomenes :

— un effet "lissant” (les résidus associés a la procédure hybride décroissent d’une
maniére monotone),

— de plus la procédure hybride se comporte comme la meilleure des deux méthodes
itératives.

La procédure hybride semble pleine de promesses et C. Brezinski m’a confié la tache
d’explorer les différentes extensions et propriétés de cette procédure ; c’est ce qui fait
I’objet de ce mémaoire.

En premier lieu nous nous sommes interessé a des propriétés d’accélération de con-
vergence, ce qui impose pratiquement que les deux méthodes combineées par la procédure
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hybride soient liées par I'intermédiaire d’une matrice B (elle méme associée a la matrice
initiale, et dont les valeurs propres sont plus ou moins connues). Nous proposons ensuite
une procédure hybride généralisée, et ceci dans le but d’avoir & la fois des formules de
calcul recursives et des resultats d’accélération de convergence et enfin nous situons la
procédure hybride dans le cadre des méthodes de projection.

Nous commencgons ce travail par l'introduction de quelques définitions et notations
et par la démonstration de quelques lemmes qui nous sont utiles par la suite.

Dans le | premier chapitre| nous rappelons la définition de la procédure hybride,
nous étudions son comportement asymptotique et ses propriétés géométriques. Nous
appliquons ces résultats dans deux cas particuliers qui sont illustrés par des exemples
numeériques.

Dans le |second chapitre| nous étudions 'itération de la procédure hybride ap-
pliquée a une seule méthode. Nous étudions de nouvelles propriétés de la procédure
hybride iterée ainsi définie dans le cas général et dans un cas particulier. Nous donnons
également des conditions nécéssaires pour que la procédure hybride iterée accélere la con-
vergence d’une méthode particuliere. Ce cas est illustré par des exemples numériques.

Dans le |troisieme chapitre| nous donnons une définition de la procédure hy-
bride généralisée. Les propriétés de cette méthode, que nous étudions, généralisent
les propriétés de la procédure hybride définie dans le premier chapitre. Nous com-
parons également la procédure hybride généralisée avec la procédure hybride itérée
définie dans le chapitre précédent appliquée a la méme méthode. Comme dans les
chapitres précédents nous étudions des possibilités d’accélération de la convergence de
la procédure hybride généralisée par rapport a une méthode particuliere, lesquelles sont
illustrées par des exemples numériques. Dans ce chapitre nous proposons également
d’autres généralisations possibles de la procédure hybride mais sans les étudier plus
profondément.

Dans le |quatriéme chapitre| nous étudions des possibilités du calcul récursif du

vecteur résidu r¥) correspondant a la procédure hybride généralisée définie dans le
chapitre précédent. Pour cela nous nous servons de 'identité de Sylvester, de !'iden-
tité de Schweins, du H-algorithme et du RPA algorithme. Ce chapitre est terminé par
une comparaison du cotit des algorithmes ainsi obtenus.

Pour terminer ce travail nous étudions dans le | cinquiéme chapitre| les liaisons
entre la procédure hybride généralisée et les méthodes de projection. Nous montrons
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que certaines d’entre elles ne sont autres que des cas particuliers de la procédure hybride
généralisée.
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Notations

Soit a résoudre un systéme linéaire, de la forme
Ar =5 (0.1)

ou A € IR™*™ est une matrice inversible et b € ZR™ un vecteur arbitraire. Nous con-
sidérons des méthodes itératives de résolution du systéme (0.1). Nous notons

-I : la solution du systeme (0.1).
- Zy : solution approchée a ’étape n.
-e,=I—x, : lerreur a ’étape n.

-1, =b— Az, :lerésidu a I’étape n.

Soit G = ZTZ une matrice symétrique définie positive. Le G-produit scalaire et la
G-norme vectorielle correspondante sont respectivement définis par :

(z,9) = (z,Gy)

lzlle = (2, 2)g-

La G-norme matricielle correspondante est définie par :
| Az]|
A = sup—
e = 22,
= o((ZAZ-1)TZAZ-Y)
= ||ZAZ7'),.

et

Nous allons aussi utiliser la notation z Ly si (z,y), = 0. Dans ce travail, lorsqu’il n’y
a pas de confusion I'indice G sera supprimé.
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Le choix de la matrice G n’est pas restrictif pour obtenir des resultats d’accélération.
En effet en utilisant 1’equivalence des normes nous pouvons deduire que

. lzalle : . Nzalla
— =0 ssi lim =0
n— |ly,lle n=o |lyn||#

lznllc

pour des matrices G et H symétriques définies positives. Par contre si lim ol =c
n—oo yn G
(c # 0 et co) alors nous ne pouvons pas en deduire que lim Hx"HH =c
- Ynl||H

Contre—exemple

Soit z = [1,0)T, y = (0,1}, Z = [ é z ] et G = ZTZ. 1l est facile de voir que

|

lellz _ _
lylle

= et
lyliz

o
S

Définition 0.1
Soient (u,) et (vn) deuz suites réelles de limite nulle. Si nous avons

lim 1% _ o

n—0o Iunl -

nous écrirons alors v, = o(uy).

Définition 0.2
Sotent (u,) et (vn) deuz suites réelles de limite nulle. Si AN, 3C > 0 tels que Yn > N
nous aurons

ln| < Clug|

nous écrirons alors v, = O(u,).

Définition 0.3
Soit P € IR™ ™ une matrice carrée. Nous dirons que la matrice P est un projecteur
G-orthogonal st elle vérifie les conditions suivantes :

1. P2=P
2. (GP)T = GP.
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Lemme 0.1
Si la matrice P € IR™*™ est un projecteur G-orthogonal, alors,

“P”G = 1.

Preuve :
Nous en rappelons bienevidemment la démonstration, bien que ce soit un résultat connu.

e D’une part, puisque P? = P, nous avons
IPlls = IP*llc < HIPIIZ

donc

L< 1Pl

e D’autre part nous avons le résultat suivant :

Chaque vecteur v € ZR™ non nul peut étre décomposé de la maniere suivante
v=Pv+(v— Pv)

or P(v— Pv) =0 ; nous déduisons que
(Pv,v — Pv), =0

donc

Il = I1Pvlf2 +2(Pv,o — Pv)s + v = Pollg
= |IPv]l} +[lv = PollZ.

Nous pouvons dire que pour tout vecteur v € ZR™ non nul nous avons :

2ol _ |
||v”G

et nous obtenons

P
1Pl = sup IE%lle
w0 ||vllg

Nous avons démontré que ||P||, > 1 et que [|P]|; < 1, donc nous obtenons le résultat
|Pllo =1 ce qui termine la. démMonstration. ]
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Dans ce travail, nous allons faire souvent appel a la méthode de résolution du systéme
(0.1) définie par [14], [17], [40], [22] :

LTyl = an'*'b }

Tny1 = Br,

(0.2)

avec B =1 — A, 1o quelconque et ry = b — Ax,.

Remarque 0.1 :
Le choix de la matrice B = I — A n’est pas restrictif. En effet, si nous voulons
considérer une décomposition réguliere de la matrice A

A=M-N
avec M une matrice inversible, nous obtenons
MYA=1- M"N.

La matrice M~! peut étre considérée alors comme un préconditionnement de la ma-
trice A. Si AM) = M1 A désigne la matrice du systéme transformé, alors a ce systeme
nous pouvons aussi associer la méthode définie par 1’équation (0.2) avec

B=1-AM = M"'N.

Dans ce travail, nous ne considérons que le cas ou la matrice B € IR™*™ est une
matrice diagonalisable. Nous supposons en outre que la matrice B admet ¢ (¢ > 2)
valeurs propres distinctes ordonnées dans le sens décroissant des modules

Arl = -+ 2 Al

9
Dans ce cas, nous savons qu’a chaque valeur propre \; de multiplicité m; (Z m; = m),

i=1

correspondent m; vecteurs propres linéairement indépendants, notés par *yii), .. ,7,(,‘;3.
Soit V; = spa,n{'y{'), ceey ,(,2} le sous-espace propre associé a la valeur propre A;. Nous
noterons 7;, un vecteur quelconque ap}qartenant au sous-espace V;, déterminé par ses
coordonnées cg'), ey cf,‘,)' dans la base ‘yl'), - ,7,(,2, ie.,

L
Nous avons
By = M.

La matrice B étant diagonalisable, IR™ peut s’écrire comme une somme directe des
sous-espaces propres de B

R’"=VIEB---EBVq.
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Ainsi a chaque vecteur v € IR™, nous pouvons associer une décomposition en somme de
vecteurs ¥;(v) € V;. Les vecteurs ¥;(v) sont choisis de telle sorte que

v =F1(v) + - + Fo(v):

Pour simplifier la notation, nous noterons

Evidemment a chaque fois que nous allons nous servir de cette décomposition pour un
vecteur v il ne faudra pas oublier que les vecteurs ¥; ne sont pas arbitraires mais qu’ils
dépendent du vecteur v.

Etant donné un vecteur v, la suite des vecteurs (r,) obtenue en utilisant la méthode
(0.2) avec ro = v sera de la forme’

Tn = B"ro
— nx n
= A+ + A9,
Pour certains calculs, nous n’aurons besoin que des k + 1 premiéres valeurs propres

(k < ¢ — 2). Pour cela, nous allons introduire une suite auxiliaire (a{¥+?)) associée au
vecteur v, qui sera définie par :

k+2)

BN = Rt
a2k+2) - Bna(()k-‘-?)‘
Ceci nous donne :
as;k“) = /\Z+2'7k+2 4+ 4+ )‘;"iq_

En utilisant I'inégalité triangulaire, nous obtenons

1aS* 21 < e Fraall + - + A1l
<

(g =k = DlAesa]" max 1%,

ce qui nous donne :
[al*P) = O(Mes2l™) (= o0).

Pour un indice k& fixé, nous pouvons décomposer la suite (r,) de la maniere suivante

=AM+ -+ ’\;:+1'7k+1 + as,k+2)-

Dans la suite de ce travail, nous allons, & chaque fois que nous aurons a utiliser la
méthode définie par 1’équation (0.2), associer a la suite (r,) une décomposition identique
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a celle faite précédemment. Il est clair que les coefficients ¢; ainsi que les vecteurs 7;
vont toujours dépendre du vecteur initial ro.

Dans les deux premiers chapitres nous choisirons k = 0 et la suite (a{?)) sera sim-
plement notée a,,.

Dans le troisieme chapitre nous traitons le cas ou k est un indice quelconque compris
entre 0 et ¢ — 2.
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Chapitre 1

Procédure hybride

Soit a résoudre un systeme régulier d’équations linéaires
Az =b. (0.1)

La procédure hybride définie par C. Brezinski et M. Redivo Zaglia dans [11] consiste
a combiner deux méthodes de résolution de ce systéme afin d’obtenir une méthode qui
va mieux approcher la solution Z. Le critére d’approximation choisi consistera a ce que
la norme du vecteur résidu obtenu par la nouvelle méthode soit le plus petit possible.
Bien que cette idée soit nouvelle, les méthodes qui peuvent étre considerés comme des
cas particuliers de la procédure hybride ont été définis et étudiés dans [20], [36], [37],
(42], [43], [45], [48]. Dans ce travail nous nous plagons dans un cadre général permettant
d’obtenir des résultats nouveaux qui généralisent des résultats déja connus (voir [1]).

Dans ce chapitre, en nous allons rappeler la notion de procédure hybride.

En en utilisant la relation bien connue

(z,y) = l|z|lllyl cos &

ou @ est 'angle aigu compris entre le vecteur z et le vecteur y, nous allons donner
les conditions nécessaires et suffisantes pour que la méthode obtenue par la procédure
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hybride accélere la convergence des méthodes initiales dans le sens

fim 172l g
n=o [l

et
fim I=ll _

ou (r,,), (r..) et (r,) désignent les vecteurs résidus donnés respectivement par la premiere
méthode, la deuxieme méthode et la procédure hybride. Nous allons étudier deux cas :

1. lim “17,—“ <1
n=oo [
!
2. lim I =1

"
n—eo H n”

Le cas ou lim HL”- > 1 ne sera pas étudié car il fait partie du premier cas. En effet,

"
| 5 ] , ”
il suffit d’échanger les réles du vecteur r, et du vecteur r, pour obtenir des résultats
similaires. Pour démontrer ces résultats, nous allons introduire une suite auxiliaire (6,)
vérifiant
1 H ! "
(msma) = lI7allllrs | cos 6x

et une suite auxiliaire (¥,) vérifiant
(o = 7) = lIrlllirs, = 7ol cos B,

Les théoremes ainsi obtenus vont nous donner des conditions d’accélération qui seront
équivalentes.

Nous allons également démontrer dans les propriétés géométriques de la
procédure hybride qui généralisent certains résultats de R. Weiss donnés dans [42] dans
le cas particulier de la procédure hybride : ”Minimal Residual Smoothing” algorithme.

Dans la partie , nous allons étudier deux cas particuliers de la procédure hybride
dans lesquels nous pouvons donner des conditions suffisantes d’accélération. Dans le
premier cas, nous étudierons également un cas ou la procédure hybride peut nous donner
une certaine amélioration. Dans ce cas, nous ne pouvons pas parler d’accélération de la
convergence car, la méthode initiale étant & convergence finie, la procédure hybride sera
aussi a convergence finie.
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A la fin de ce chapitre en , nous donnons des exemples numériques illustrant
les deux cas particuliers de la procédure hybride pour lesquels nous pouvons obtenir une
accélération de la convergence.
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1.1 Deéfinition

Nous supposons que nous utilisons deux méthodes itératives de résolution du systeme
Az = b. ’ (0.1)

s 2 . ! " s s ’
Nous notons leurs itéres respectifs z,, et r, et les vecteurs résidus correspondants r, =
b= Az, et r. =b— Az,

La procédure hybride définie dans [11] par C. Brezinski et M. Redivo Zaglia
consiste & construire le nouvel élément z, et le nouveau résidu r, = b — Az, par:

T, = anmn+(1—an)xn} (1.1)

rm = anr; +(1- an)r;'

avec

on "

e (=)

(r, rn’rn n)

' " ! . . .
Quand r,, = r. nous posons r, = r, =r.. Le coefficient a,, est choisi de telle facon que

. ’ S n
[[rall = min [lar, + (1 = a)r,|.
Le vecteur r, ainsi défini, vérifie :

1 "

(T‘n,Tn) = (rTHrn) = (rﬂ’r")‘

. . . o, . ! 1" . .
Dans ce qui suit, nous allons souvent nous servir de la quantité r, —r,. Pour simplifier
les notations, nous allons désigner cette quantité par p,. Posons donc

"

'
pn = Tn —rn’

alors (1.1) peut étre réécrit comme

"

n_ (PnyTy)
m = T, n
(Pmpp) (1.2)
r ! (pnvrn)
" (PnrPa)
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Nous vérifions facilement que

s P07 ) — [ )
(rnarn) = rl _rn 7)~l —(T'”) ) (13)
"o (pn,'f':: 2
= () - Bl (14)
(P, pPn)
i ' (pn,T'l )2
= [By i) = o, 1.5
(PnsPn) (15)

1.2 Propriétés

Dans cette section, nous allons étudier, dans le cas général, les propriétés asymp-
totiques ainsi que les propriétés géométriques de la procédure hybride. Pour cela, nous
allons nous servir des formules (1.3) et (1.5) pour étudier les possibilités d’accélération
de la convergence de la procédure hybride. Pour démontrer les propriétés géométriques,
nous nous servirons de la propriété suivante :

'3 "

(rnsn) = (o) = (TnyTn).

1.2.1 Comportement asymptotique

Soient r, et r, les vecteurs résidus respectifs des deux méthodes itératives de résolu-
tion du systéme (0.1) et G une matrice définie positive se factorisant en G = ZTZ. Soit
8, ’angle aigu compris entre le vecteur Zr, et le vecteur Zr..

| RELATIONS :|
Puisque,

’ " / "
(rs7n) = lIrallllrall cos

n''n
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nous obtenons,

= —— ||T;||||ri,lll c0s 0 — |7, |f?
Irall? = 2l lllir |l cos 0 + |l I?
et T2l 12 2
(rall? = — [ ] (1 —cos®6n)
I7all2 = 2l liliro | cos O + (|41
En posant ‘

on = lIrall/lirall,
[Ira1?

AT deviennent :
n

les expressions de «, et de

oncost, — 1

ay, = —
02 — 20, cos8, +1

et

I B 1 —cos?48,

lIrall2 0% =200 cos by +1
(0n — cos8,,)?

(n — cos8,)? +sin® 4,
sin 4,

(0n — cos 8,)? +sin’ 4,

sin 4,

= 1-

0% —2g,cosb, +1°

A partir de ces relations, nous obtenons immédiatement

Théoréme 1.1
Supposons que la suite (8,) converge et soit 8 sa limite, alors, nous avons

1. Si JLIEO 0n = 0 alors nlirgloan =1.

2. 51 T}Lrglo on=1¢et 8 #0,7 alors T}i_g)loan =1/2.

3. Si lim g, = 00 alors lim a, = 0.
n—0o0 n—oo

Nous remarquons que lorsqu’une des deux méthodes initiales converge plus vite que
l’autre, la procédure hybride coincide asymptotiquement avec la meilleure des deux
méthodes 1nitiales.
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En utilisant les relations (1.6), (1.7), (1.8) et (1.9), nous allons étudier la conver-
gence du rapport ||7a]|/||7.]l- De la relation (1.9), nous obtenons immédiatement

Théoreme 1.2
Supposons que la suite (g,) et la suite (6,) convergent et que leurs limites sotent

respectivement o et 0. Si p* —2pcos 8 + 1 # 0, alors, nous avons
2 : 20
lim ll7nll _ sin <
n— |ir |2 9% —2pcosf + 1

Remarque 1.1 .
Si la limite g de la suite (g,) est inferieure ou égale a 1, alors nous avons également

lim Irall® 0%sin® 0 sin? §
im < <
n—oo |lrt||2 " 02 —2pcosf +1 = g% —2pcosf + 1

r . .
Donc, lim I | existe et elle n’est pas superieure que 1.

n=c0 min(||ry [, [l 1)

Dans le cas oul ¢ > 1, nous considérons le rapport ||r,||?/||7.||* et nous obtenons des
résultats similaires. Nous remarquons aussi que le rapport ||r,)|2/||r.||? tend vers 1 si
et seulement si ¢ = cosf et ¢ # 1. Ce résultat peut étre obtenu directement a partir
de ’équation (1.7). Remarquons que si p = cosf et p # 1, alors, nlLrglo a, =1 ce qui
signifie qu’a 'infini, r,, est equivalent & . De méme, en utilisant 1’équation (1.7), nous
obtenons :

Théoréme 1.3
Une condition nécessaire et suffisante pour que 3N tel que Vn > N

< lrall®
=

est : pour le méme indice N etVn> N, (r, —ro,r) #0.

Preuve :
Supposons que 3N : Vn > N (r, —r.,7,) # 0. Nous avons donc

I () =)
=l T e = e 7

on — cos 0,
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et, d’aprés (1.7), nous obtenons

Irall®
[CAE

La réciproque se démontre d’une facon identique ce qui termine la démonstration. m

Maintenant nous allons étudier le cas ou la suite (r,) converge vers zéro plus vite que
les suites (r,) et (r.). D’apres I’équation (1.8), nous avons

Théoréme 1.4

Sl existe un réel p et un indice N tels que Vn > N, 0 < o, < p < 1, alors, une
condition nécessaire et suffisante pour que la suite (r,) converge plus vite que la suite
(), i€,

hm ”r"“
= |1 |

=0

. . . . \ . . !
est que la suite (0,) tende vers 0 ou w ce qui signifie qu’d Uinfini le vecteur r, et le
" . YR ’
vecteur r, sont colinéaires.

Preuve :

e D’abord, montrons que la condition est suffisante. Supposons que la suite (6,)
tende vers 0 ou 7. Alors, puisque g, < § < 1, nous dedulsons immédiatement de
I’équation (1.8)

lim 1ol _ g

n=ee Il

7

e Montrons maintenant que la condition est nécessaire. Supposons que 11 Tl = 0.
—_00 Tn
La condition g, < g < 1 implique que la suite (sin8,) tend vers 0,
ce q‘U.'l termine la démonstration. n

Remarque 1.2
Puisque g, < 1, alors Yo > N, ||r.]l < ||I7-]|. De plus, nous avons

il

n=co min(||r} ||, [Irn|)

=0,

donc la procédure hybride accélere les deux méthodes.

Maintenant nous allons étudier le cas ou la suite (0,) tend vers 1. A partir de
I’équation (1.9) nous obtenons d’une fagon immédiate le résultat suivant :
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Théoreme 1.5
Supposons que la suite (9,) converge. Si nhngo 0n = 1, alors une condition nécessaire

et suffisante pour que la suite (r,) converge plus vite que la suite (r,), i.e.,

im ”TnH —

n=oo |l

0

est que la suite (6,) tende vers w.

Remarque 1.3
Puisque nhr{.lo 0, = 1, alors la procédure hybride accélere les deux méthodes :

lirall =0
n—co min(|r’ ||, ")

Un autre résultat dans le cas ou la suite (g,) tend vers 1 est donné par :

Théoreme 1.6 :
Si|lro|l/lirell = 1 + ap avec nll.r?o a, =0, alors une condition nécessaire et suffisante

pour que la suite (r,,) converge plus vite que la suite (r,), i.e.,

1 IITZLH 0
=0 ||r ||
est que 6, = oay,).
Preuve :
Nous avons
7|
On = T
" Il

92
cosf, = 1+ —2'1 + O(63)

sinf, = 0, + O(62).
En remplagant les quantités g,, cos 8,,, sin 8, par leurs expressions dans la formule (1.9),
nous obtenons
lIrall sin® 4,
Il ~ = Zencosfy+ 1
(6n(1 + O(62)))”
(1+an)?2=2(14+a)(1-062/2+0(62))+1
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02(1+0(67))
a2 + 62 + an62 + (1 + a,)O(62)
1 +0(6%)
(an/0:)2 + 1+ an+ (1 +a,)0(62)

. r . .. a < g .

Donc lim I 7” = 0 si et seulement si lim — = oo c’est-a-dire si §, = o(as) ce qui
n=oo ||| = f,

termine la démonstration. =

Remarque 1.4
Puisque nlgg on = 1, alors la remarque 1.3 (p. 20) reste toujours vraie c’est-a-dire que

la procédure hybride accélere les deux méthodes.

Nous pouvons également considérer I’angle aigu ¥, compris entre le vecteur Zr, et
le vecteur Zp,. A partir de la formule (1.5), nous obtenons

Irall® = ir)f? sin® 9.

Directement de cette équation nous obtenons

Théoréme 1.7
Supposons que la suite (J,) converge et que sa limite soit égale a 9. Si § # n/2,
alors

ll Hrn”

’
n=o ||r |
n

=sind < 1.

et

Théoréme 1.8
Une condition nécessaire et suffisante pour que la suite (r,) converge plus vite que
. ’ .

la suite (1), i.e.,

. Iral

lim u =0

n=o |||

. . . . \ . . !

est que la suite (9,) tende vers 0 ou m ce qui signifie qu’a U'infini les vecteurs r,, et
r " . , e
r, —r, sont colinéaires.

Ces résultats sont plus simples & démontrer que les résultats précédents, en particulier
les résultats du théoreme 1.3 (p. 18) et du théoreme 1.4 (p. 19).

Dans le théoréeme 1.7 (p. 21), la condition ¥ = 7 /2 signifie qu’a 'infini, les vecteurs
r. et p, =, —r. deviennent orthogonaux (voir la figure 1.1). Dans ce cas-ci la méthode
qui détermine la suite (7, ) se rapproche bien de la méthode optimale qui est la procédure
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Figure 1.1 :

hybride. Nous rappelons que la suite (r,) est construite par la procédure hybride de telle
sorte que

"

(rn,r; -r,)=0.

Dans le théoreme 1.8 (p 21), la condltlon que la suite (J,,) tende vers 0 ou = signifie
qu’a infini les vecteurs r, et p, = r, — r' dev1ennent colinéaires (voir la figure 1.2).
Remarquons que dans ce cas, les vecteurs r,, et r. deviennent aussi colinéaires & I’infini

Figure 1.2 :

ce qui signifie que la suite (§,) tend vers 0 ou 7. Cette condition a été utilisée dans le
théoreme 1.4 (p. 19). Ces deux théorémes nous donnent ainsi des conditions équivalentes
pour que la procédure hybride accélére la convergence de la suite (r,). Dans les appli-
cations faisant a I'un ou l’autre de ces théormes, nous allons nous servir de celui dont
les conditions nécessaires et suffisantes sont plus faciles & vérifier.

Remarque 1.5

De méme, si nous notons par o, l’angle aigu entre le vecteur Zr, et le vecteur Zp,,
nous obtenons ||r,|| = ||7.|| sin pn.

Evidemment, nous avons 8, = ¢, — ¥,.
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La dépendance entre les angles 85, ¥,, et ¢, dans le triangle engendré par le vecteur
Zr,, et le vecteur Zr, peut étre schématisée par la figure 1.3.

Figure 1.3 :

1.2.2 Propriétés géométriques

Nous noterons T ,(q,r) la sphére de centre ¢ et de rayon r, dans ’espace vectoriel
IR™ muni de la G-norme et définie par :

T.(g,r)={y e R™,|ly—qlls =7}

La procédure hybride vérifie les propriétés suivantes :
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Propriété 1.1
Le vecteur r, appartient a [intersection de deuz sphéres dans IR™ muni de la G-

.\ ., T . . / -
norme. La premiére a pour centre le point —2'1 et son diameétre est ||r, ||, la deuziéme

"

., Ta . \ "
a pour centre le point 5 et son diamétre est ||r, ||

. .l o il
v, (2 le)qy, (o Malle )
™ € G<2 5 ) 0(2’ )
Preuve :

Le vecteur r, est calculé de telle sorte que [11] les égalités suivantes soient vérifiées :

(T, 7‘; - 7‘::) =0
(7‘", Tn — 7‘;) =0
"

(Paytn—r1,) = 0.

Donc le vecteur r, vérifie également :

(rny7a) = (Tn,7n)

(rmT:)'

2

!

Tn

En calculant ||r, — =] nous obtenons

2

1

Tp — —

! 1 '
= lIrall* = (rasra) + liralf?

| S
= LI

De la méme fagon, nous montrons que

donc le vecteur r, appartient bien a l'intersection des deux spheres mentionnées aupar-
avant ce qui termine la démonstration. =

Nous expliquons cette propriété par la figure 1.4.

’ "

~ ~ ! o~ "
Nous allons noter e, = Z — z,, ¢, = T —z,, ¢, = I — r, les vecteurs erreurs

. ’ n ey .
correspondant respectivement aux vecteurs z,, z,, Z,. En utilisant la relation entre le

vecteur résidu et le vecteur erreur (r = Ae) et la propriété précédente nous obtenons le
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Figure 1.4 :

résultat suivant :

Propriété 1.2
Le vecteur e, appartient a lintersection de deuz sphéres dans IR™ muni de la ATGA-

.y . € . \ '

norme. La premiére a pour centre le point —2ﬁ et son diameétre est ||en||ATGA, la

"
Ly . € . . "

deuziéme a pour centre le point — et son diamétre est ||e,|| .

2 Al GA
e lleall ,rg. en leall o
en € Tyrga 59 N Targa 5o |

Dans ce qui suit, nous allons montrer que la procédure hybride peut étre considerée
comme une méthode de projection; nous allons aussi montrer que c’est la méthode de
projection G-orthogonale. En effet nous avons :
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Propriété 1.3
1
Soit p, =1 — —T————panG. Nous avons
pn Gp'n
T = Par,
= PnTy.
Preuve :
En réécrivant 1'équation (1.2) nous obtenons
! (pn’ r;.)G
rp=71, — —Lp..
" " (PasPa)s
Le G-préduit scalaire est défini par
(z,9)6 = (2,Gy) =" Gy
et nous avons
T !
! Dy Grn
Th = T,—
" " pIGp. P
' 1 /
= Th— ZG npnp;l:Grn
= |I- TG) r
( %"Gpn p'npn n
Posons donc
pn=1— Tl PnPf
P Gpn
nous avons
Tn = Pl
De la méme fagon nous montrons que
Th = Pnr:
ce qm termine la démonstration. [ ]

Nous montrons facilement que la matrice p, vérifie les propriétés suivantes

1. pi = Pny
2. (Gpn)T = Gpn.
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Donc, d’apres la définition 0.3 (p. 6), la matrice p, est un projecteur G-orthogonal.
En utilisant la définition de la matrice p, nous obtenons

v =v s1 vl_p,

pnv =0 si v € span{p,}.

. . » . "
Si nous prenons comme choix particulier du vecteur r,,

"

Th = Tn-1

nous retrouvons la méthode applée "Minimal Residual Smoothing” de la forme
T = anr; + (1 — an)rn-1.
Pour ce cas particulier nous retrouvons les propriétés données par R. Weiss dans [42].

Nos résultats peuvent étre donc considerés comme une généralisation de ceux donnés
par R. Weiss.

Nous avons rencontré des difficultés pour donner plus de résultats théoriques sur la
convergence de la procédure hybride dans le cas général. Dans la partie suivante nous
étudierons les cas particuliers afin de donner des conditions plus pratiques a vérifier pour
obtenir ’accélération de la convergence.

1.3 Applications

e 1. , . . , . N . '
Considérons une méthode arbitraire de résolution du systeme (0.1). Soit (r,) la
suite des vecteurs résidus déterminée par cette méthode. Dans cette section nous allons
. ’ . . . "
considérer deux choix particuliers du vecteur r, :

1. r = Brn_l

2. r =Br;
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avec B =1 — A.
Le choix de la matrice B = I — A n’est pas restrictif. En effet, si nous voulons considérer
une décomposition réguliere de la matrice A

A=M-N
avec M une matrice inversible, nous obtenons
M1'A=]—-M"N.

La matrice M~! peut étre considérée alors comme un préconditionnement de la matrice
A. Si AM) = M~1 A désigne la matrice du systeme transformé, alors & ce systéme nous
pouvons aussi associer la méthode définie par I’équation (0.2) avec

B=1-AM = MN
Dans le premier cas nous allons également étudier le cas B = I.

Dans ce travail, nous ne considérons que le cas ou la matrice B € ZR™*™ est une
matrice diagonalisable. Nous supposons en outre que la matrice B admet ¢ (¢ > 2)
valeurs propres distinctes ordonnées dans le sens décroissant des modules

M) > > | A

q
Dans ce cas, nous savons qu’a chaque valeur propre A; de multiplicité m; (}_ m; = m),
i=

1
Q)
1

correspondent m; vecteurs propres linéairement indépendants, notés par ~ ,...,'y,(,‘;)'_.
Soit V; = spa.n{'y{'), ... ,7,(,2} le sous-espace propre associé a la valeur propre );. Nous
noterons 7;, un vecteur quelconque ap??rtenant au sous-espace V;, déterminé par ses

I3 1 1 13 , .
coordonnées c(1 ), . ,cﬁ,’l).. dans la base v, ;.. ., 7,(,:2, 1e.,

-~

o=+ NG

Nous avons

By = A
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1.3.1 1€T cas

. ’ . . . "
Dans cette partie nous allons déterminer le vecteur r,, a partir du vecteurr, = Br,_;
! sy ’ . ~ ’ .
et du vecteur 7, en utilisant la procédure hybride. Le vecteur r, peut étre écrit comme

T, = anr; + (1 — an)Bra_;. (1.10)

Dans ce cas nous obtenons le résultat suivant :

Lemme 1.1

Soit (r,,) une suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit
rn, le vecteur résidu correspondant a la procédure hybride, déterminé par l’équation
(1.10). Sire = ry alors, Vn > 1

(a) = aS")B"_ir:- Hi(n)
=0
)  YaM=1 Ha(n)
=0
Preuve :

La démonstration des propriétés H;(n) et Ha(n) se fait par récurrence simultanée.

e Nous avons par construction ro = r, et af,o) =1, ce qui prouve H;(0) et H2(0).
e (a) Supposons que H;(n — 1) soit vraie. En utilisant la définition du vecteur r,
et H;(n — 1) nous obtenons

Tn = anT‘; +(l —an)Bra_y

n—1 o,
= anr,+(l—ay)B Y. af"—l)B"—l"ri

1=0

n .,
= Za,(n)Bn—'Ti.
=0

La propriété H;(n) est donc verifiée.

(n)

(b) Les coefficients a; ' sont calculés par

a” = (1-ay)a™V ti=0,...,n—1
(n)

an

Q.
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n

Nous calculerons Y a{™ en utilisant la définition récursive de coefficients a{™
1=0

et Ha(n — 1). Nous avons

S o™ = 3ol 4
1=0 =0

n—1
= (l-a) Y a" +ay
1=0

= 1.

La propriété Ha(n) est donc vérifiée

ce qui termine la déemonstration. u

Remarque 1.6

Lorsque le vecteur r, est calculé par une méthode polynomiale de la forme r, =
P,(B)ry alors le vecteur r, est aussi calculé par une méthode polynomiale r, =
@Qn(B)ry avec le polynéme @, donné par

Qn(t) = anPn(t) + (1 - an)th—l(t)'

Supposons que les polynémes @, et P, sont liés par la relation
tQn-1(t) = Pu(t) Vn.
Dans ce cas nous obtenons
Qn(t) = Pa(t)

= th—l(t)
= t"Qo(t).

La procédure hybride déterminée par 1’équation (1.10) et appliquée a la méthode du type

Tnyn = Bz, +b } (0.2)

/7 /
a1 = Brp

coincide avec la méthode initiale.

Dans ce qui suit, nous allons étudier, la convergence de la méthode définie par
’équation (1.10).
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Théoréeme 1.9

Soit (r.,) la suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit
rn le vecteur résidu correspondant a la procédure hybride, déterminé par l’équation
(1.10). Soit A une valeur propre de la matrice B et v un vecteur propre correspondant.
Supposons que le vecteur r, se décompose de la fagon suivante

Tn = CpY + ay

avec ¢, € IR et a, € IR™ tels que lim el = 0. 5 lim (:7a) = ||v|| alors la

—* e n=oo |[|r|
n

’ . I3 . ’
procédure hybride accélére la convergence de la suite (r,,), i.e.,

tim 1=l _ .

— =
n=ee [l
n

Preuve :

Soit G = ZTZ. Soit 8, I’angle aigu compris entre le vecteur ZBr,_; et le vecteur Zr:l.
Nous avons

(Bra_1,m)% = _A(7,7.)? + (Ban_1,7,)* + 2¢n_1 M7, 7, )(Ban_1,7,)
|Bro-1ll* = c&_y N Y)1* 4 || Ban-1]|® + 2ca-1A(7, Ban-1)

donc
| ) Br,_, r, )2
lim cos?6, = lim o "
am n T = OO I'Brn—lllznr"'lHZ
Az (7, rn)2 + (Ban_l,rn)z + 2/\ (77 Tn)(Ban—larn)
= lim 712 o llrall? Cnlry I
lim Ba. 12 y Qn
e 4 1Bnotll g [ nc)
Cn-1 Cn—1
=1

et nous obtenons notre résultat a partir du théoreme 1.4 (p. 19), ce qui termine la
démonstration. "

Dans ce qui suit, nous montrons que sous certains conditions la méthode déterminée
par ’équation (1.10) minimise la norme de vecteur résidu dans chaque iteration. En
utilisant la propriété du vecteur r, de minimisation de la G-norme nous obtenons

Irall S |Bra-tll < | BlllIra-1ll
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donc [|ra | < f|ra-alf st | Bl < 1.

Remarque 1.7
Si ||B|| < 1 alors lim ||rs|| =0 et donc la procédure hybride converge.

En particulier, si nous considérons une décomposition réguliére de la matrice A
A=M- N,

ou la matrice M est réguliére et si nous prenons B = M~!N alors M~'A =T~ B. Donc
un bon choix de la matrice B est équivalent a un bon choix du préconditionnement M
de la matrice A.

Quand B = I cette méthode est appelée "Minimal Residual Smoothing” (MRS)
algorithme. Elle a été introduite dans [36],[37] et appliquée & des méthodes déja connues;
pour plus de détails voir [20], [42], [43],[44],(45],[48].

Maintenant nous allons appliquer cette méthode a une méthode de minimisation
d’erreur [26]. Posons e, = & —z,, et e, = 7 — T,. Soit ¢ est une norme dans ZR™. Pour
z € IR™ nous notons par z(z) un vecteur tel que

(z(2), 2) = p(z).

On appelle cette méthode la décomposition de la norme ¢ [21]. Soit z, un vecteur donné.
"The Transformed Norm Decomposition Method” (TNDE) est définie par [24], [26] :

ro = b— Az,
pé,:ATzo
pourn=20,1,.-.

’

’ !
xn+1 =T, - ﬁnpn

!

Frr = o+ BaAp,

P:z+1 = ATz + 2‘77(;)&1?,'
1=0
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1

ol le vecteur z; est choisi de tel sorte que (z;,r;) = @(r:). Les coefficients 3, et v

sont donnés par :

!

[5 —_ (p;we:),) - — ‘r’(rn)
(> Py) (P> P),)
" AT
() (piy A 2 41) .
~ = " 1=0,...,n.
nH (Pis p;) T

. ' ~ ! ’ e v s .
La suite e, = T — z,, vérifie les propriétés suivantes

1. 6; € un = 6;) + spa‘n{pé)v' . 7p:1.}

Q- un_.l C an

! .
3. llenll = min fle]
4 Nleall < llepsll

33

()
n+1

Si nous appliquons le MRS algorithme a la méthode TNDE, c’est-a-dire a la suite

4 ’ » , s ! - \ .
(r,) définie précédemment avec ro = ry, nous obtenons le théoreme suivant :

Théoréme 1.10

coefficient utilis€ par la procédure hybride dans la combinaison
rn=anr, + (1 — ap)ra_y.

Si a, €]0,1] alors
lleall < llen-1]]-

Soit (r.) la suite de vecteurs résidus déterminée par la méthode TNDE. Soit a, le

Preuve :

. . . ’
Le vecteur e,_; s’exprime comme une combinaison du vecteur e,_; et du vecteur e,_;

avec le coefficient a,_;
13
€n-1 = Qp_1€,_; t+ (1 - an-—l)er}—Z

donc pour tout indice n nous avons,

n-1
1= agn_l)e,- eU,_;.

=1
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D’apres la propriété 3 de la méthode TNDE nous pouvons déduire que
lenoall < llen-1ll-

En utilisant également la propriété 4 de la méthode TNDE, nous obtenons

leall < amllenll + (1 = an)lenl]
< anllenoill + (1 = an)llen-l|
< an“en—lll +(1—- an)”en—lll '
= |len-l|
ce q'U/l', termine g démonstration. u

1.3.2 oeme .,

Supposons que le vecteur r, soit déterminé par la procédure hybride a partir du
! ' »
vecteur 7, et du vecteur Br,. Nous pouvons voir que

rn = anr, + (1 — ay)Br, | (1.11)
avec B = I — A. Nous pouvons réécrire le vecteur r, comme

’

! !
rom = AT

T (A, A

Remarque 1.8
Si nous considérons un choix particulier de la suite (r,) tel que r, = r,_;, alors la
procédure hybride devient "the Minimal Residual Method” [14], [40].

Dans ce qui suit nous allons donner une définition et un lemme dont nous nous
servirons ultérieurment.
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Définition 1.1
Considérons deuz suites de vecteurs (u,) € IR™ et (v,) € IR™ telles que lim u, = u
n—ocQ

et nlirglo v, = v. Nous disons que la suite (u,) et la suite (v,) convergent avec la

meéme vitesse si il existe une suite de matrices (M,) € IR™ ™ et une suite de vecteurs
(an) € IR™ qui converge vers zéro avec :

1. Un+1 = z’ann

2. Upyp1 = Mpup + an.

Lemme 1.2

Soit (r) une suite convergente de vecteurs résidus obtenue par une méthode arbitraire.
Soit r,, le vecteur résidu correspondant a la procédure hybride déterminé par l’équation
(1.11). Supposons qu’il existe une suite de matrices (M,,) bornée telle que Thyl = M,r,
avec AM,, = M, A. Sila suite de coefficients () converge alors la suite (r,) converge
avec la méme vitesse que (r,,).

Preuve :
Si la suite (a,) converge, alors il existe une suite (¢,) de limite nulle telle que Vn,

QApy1 = Op — Ep.

Soit a, = enAM,r., donc nous obtenons a partir de la définiton du vecteur r,;

!

Tatl = Tpp —(1— an+1)A7‘;+1

= M,r, — (1 —an + &) AM,r,
Mo(r, — (1 — an)Ar,) + e, AM,7,
= M,r, + a,.

Puisque la suite (M,) est bornée alors il existe un réel positif tel que ||M,|| < M donc

lanll = ||5nAMn7':z”
]
< Mj|Aflenllir. i
or lime, = 0 et lim |[r,|| = 0 donc nous avons lim a, = 0. De plus d’aprés les
n—o0 n—0o0 =00

hypotheses du lemme nous avons :
' !
Tpp1 = Myur,

donc la suite (r,) converge avec la méme vitesse que (r,) ce qui termine la démonstra-
tion. u
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Dans le cas ou la suite initiale (r,) est déterminée par la relation r,,, = Br, (B = I — A)
nous avons AB = BA. Donc si la suite (a,) converge alors la suite (r,) converge avec
la méme vitesse que (7).

. ! A ’ s
Pour la suite des calculs nous supposons que le vecteur r, peut étre décomposé de
la maniere suivante
1
rn = cn'Y + an
ou ¢, € IR, a, € IR™ et ~ est un vecteur propre de la matrice B. Dans ce cas nous
avons le résultat suivant :

Lemme 1.3

Soit (r.) une suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit
rn le vecteur résidu correspondant a la procédure hybride déterminé par ’équation
(1.11). Soit v un vecteur propre de la matrice B avec la valeur propre associée A. Si
on exprime le vecteur ., de la fagon suivante

!
T, = CyY+ an
alors 1l existe une suite de matrices (M,) € IR™*™, bornée telle que r, s’exprime :

rn = Mpa,.

Preuve :
Dans la propriété 1.3 (p. 26) nous avons démontré qu'il existait une matrice p,, vérifiant
la condition p,p, = 0 avec

Pn = AT‘;

= (1= Acpy + Aa,
telle que

Tn = @nTp-
Puisque le vecteur r, peut étre décomposé, nous avons
Tn = CnfPny + Pnln. (1.12)
En multipliant le vecteur p, par la matrice g, nous obtenons
0 = ©nPn
(1 = Aenpny + prAan.

Puisque nous supposons que la matrice A est réguliere, alors forcément A # 1, et nous
obtenons

1
CnPnY = — 7 )‘gonAan.
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En remplacant le vecteur c,pn7y par son expression dans la formule (1.12) et en posant

M, = o, (I - —1)‘—A> nous obtenons

1 —
r, = M,a,.
La matrice p, est un projecteur G-orthogonal; donc, d’apres le lemme 0.1 (p. 7) nous
avons ||p.|| = 1 et nous pouvons majorer ||M,|| pour tout indice n :
Il < (14 =4
T 1A -
ce q'Ufl termine la démonstration. ™)

Remarque 1.9 :
Une conséquence du lemme 1.3 (p. 36) est que

Ia |l = O(llanl))-

En utilisant le théoréeme 1.8 (p. 21) nous obtenons un résultat d’accélération pour
ce cas particulier :

Théoréme 1.11

Soit (r.) une suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire.” Soit
rn le vecteur le vecteur résidu correspondant a la procédure hybride déterminé par
P’équation (1.11). Soit A\ une valeur propre de la matrice B et ¥ un vecteur propre
associé. Si la suite () se décompose de la fagon suivante

!
r, = CyY + an

avec lim M =0 alors

n—oo  c,

lim a, = ———
nmeo 4 S T,

et la procédure hybride accélére la convergence de la suite (r,), i.e.,

lim 1720l _ g,

— =
= frg|
n

Preuve :
Nous avons

I3
r, = Cp¥+ta,
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Br;'t = /\Cn7+Ban
Ar, = (1=XNeay + A,
. _ (Br;,Ar;)
AR = A
= g |- AL = VG + Ay, Adn) + (1= Nea(Ban,Y) + (Ban, Ady)
L (1= X)2¢2(7,7) + 2(1 = Nea(7, Aan) + (Aan, Aa,)
[ ,A n B ny B n’A n
A1 = W) + A (g ) (Bem) (B Adr)
= lim |- n n -
nTe ’A n A n,A n
(1—)\)2(’7,7)+2(1—/\)(7 @) | (Aa : an)
L Cn ch
B A
T1=2)

. . ' ’ ! 12
Soit 8, 'angle aigu entre les vecteurs Zr, et ZAr,. En remplacant r, et Ar, par leur
expressions ci-dessus, nous obtenons aussi

X . " Ar )2
lim cos’f, = lim —(,rl”——’i;—
n=oo =20 ||r,||2]| Ar,||2
im [(1 - )‘)Ci('% 7)+Cn(77 Aan)+(1 - /\)Cn(an, '7)+ (an, Aan)]2
n=0 [c2 (1,9) +2¢a%an) + @man] (1 — X)2c2 (%) +2(1 — NeAy Aan) + (Aar, Aay)

I:(l—/\)(—y, 7)+M+(1_)\) (@n, ) + (an, Aan)]

= lim - Cn Cn 2
T [(7,7)+2@162’Q +(a—"c’——f")} [(1_ N2(3y)+2(L - /\)(%Zhn) +(Aa: ;%n)}
= 1

et, d’apres le théoreme 1.8 (p. 21), le résultat est vrai ce qui termine la démonstration.m

Remarque 1.10
Dans le cas idéal ou le vecteur a, est un vecteur nul

!
Tn = CnY

nous obtenons r, = 0. Il est donc intéressant d’utiliser une méthode de résolution du
systeme (0.1) telle que le vecteur r., approche bien un vecteur propre de la matrice B.

Les conditions du lemme 1.3 (p. 36) et du théoréme 1.11 (p. 37) ne sont pas difficiles a
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vérifier dans un cas particulier. Nous allons donner un exemple ou nous pouvons appli-
quer ces résultats.

Exemple

Soit B = I — A une matrice diagonalisable. Soient {\;}7_, (¢ > 2) les valeurs pro-
pres distinctes de la matrice B ordonnées par ordre décroissant des modules

Al 2o 2 A

et solent {7;}™, les vecteurs propres correspondants. Les vecteurs propres de la matrice
B forment une base de ZR™. Soit (r.,) la suite détérminée par la méthode

.7:;14_1 = Bz, +b }

Ther = B";z 0:2)

et soit r, le vecteur résidu, correspondant a la procédure hybride, détérminé par ’équation
(1.11). Nous noterons 7;, un vecteur appartenant au sous-espace propre V; correspon-

q
dant & la valeur propre ); tel que ry = 2'7,-; en faisant une décomposition du vecteur
i=1

! . .
r, comme dans la section ”Notations” nous avons
9

!
— n~,
Ty, = ZAt 1

=1

9
= A+ A

=2

Remarque 1.11

- Si ¢ = 1 (la matrice B admet une seule valeur propre) alors r, est un vecteur
propre de la matrice B et nous obtenons ro = 0.

— Si dans la décomposition du vecteur r, nous avons ¥, = 0 alors il faut reperer la
premiére composante telle que %; # 0.

Si nous posons

¢ = AT
q

-
an = ) A

=2

alors nous obtenons d’apres la remarque 1.9 (p. 37) et le théoreme 1.11 (p. 37)
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Théoreme-1.12

Soit (1) la suite des vecteurs résidus déterminée par la méthode (0.2). Si le vecteur
rn est déterminé par la procédure hybride a partir du vecteur r, et du vecteur r;+1,
en utilisant lequation (1.11), alors

lirall = O(1A2]").

De plus si nous avons |Az| < |Ai| alors la suite (r,) converge plus vite que la suite
(r.), i.e.,

lim Irall _ 0.

il L

Remarque 1.12
Le théoreme 1.12 (p. 40) est aussi verifié si |A;] < 1 < |\;|. Dans ce cas la suite (r,)
ne converge pas vers zéro.

Remarque 1.13
La suite (a@,) converge alors, d’aprés le lemme 1.2 (p. 35), la suite (r,) converge avec

: ~ . . ' s e 1

la méme vitesse que la suite (r,). Dans ce cas le test théorique est |a, + -1——)‘——| <e,
- A

ou ¢ est une précision arbitraire. Evidemment si nous ne connaissons pas la valeur

de \; cette test est impossible a utiliser. Faute de mieux les iterations doivent étre

arrétées quand |an, — an+1| < €. Nous devons noter que, a cause de possibilité de

stagnation, ce test ne peut pas nous garantir que la suite (a,) est proche de sa limite.

1.4 Exemples numériques

Dans cette section nous donnons des exemples numériques pour illustrer deux cas
particuliers de la procédure hybride étudiée précédemment.

Pour tous les exemples nous prenons G = I, A = I — B et zg = 0. Le vecteur b est
toujours choisi tel que la solution soit Z = [1,...,m]T. Chaque figure montre log ||r,||
et log||r.|| en fonction du nombre n d’itérations. La courbe en tiréts correspond a la
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procédure hybride. Afin de connaitre les valeurs propres de la matrice B dans chaque
exemple nous choissisons arbitrairement une matrice diagonale notée D, une matrice
inversible P et nous prenons A = PDP~!/a. Soit {);}7, ensemble des valeurs propres
de la matrice B. Les valeurs |PDP7!| ., || B ont été calculées par Matlab (voir le
tableau 1.1 et le tableau 1.2).

Exemple 1.1 Exemple 1.2 | Exemple 1.3
o | ||PDP ! =100 1 1
I1B] 1.0050 2.0297 46.5926
| 0.9900 1.5427 0.9102
[Az] 0.9701 1.0102 0.7213
Tableau 1.1 :
1.4.1 1©T cas

Soit r, calculé par la méthode de décomposition de norme de Gastinel [21] avec

m
@1(r) = Y_ |ri|. Cette méthode est définie par :

i=1

Exemple 1.4 Exemple 1.5 | Exemple 1.6 | Exemple 1.7
o | |PDP = 200 1 1 1
|B]| 0.9996 55.2837 207.8772 175.5453
[A1] 0.9950 0.9000 1.0472 1.2247
g 0.9900 0.9000 0.5236 0.8660

Tableau 1.2 :
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pour n =0,1,---
ntl = a:; — Oz;ATzn

! ’ [
_ T
Togl = Tn + a, AA" z,

ol le vecteur z, est choisi tel que (z,,7,) = ¢1(r,) et

-

o = — 991(7”;)
" (ATz,, ATz,)

Nous supposons que la suite des vecteurs résidus (r,) est déterminée par la procédure
hybride a partir du vecteur r, et du vecteur Br,_; en utilisant I’équation (1.10). Bien
que toutes les condions du théoreme 1.9 (p. 31) n’ont pas été verifiées les exemples
numeriques montrent que pour ces cas la méthode de Gastinel peut étre accelérée.
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Exemple 1.1

43

Cet exemple a été pris dans [23]. Soit m = 100 et soit A = PDP'/||[PDP7!,

avec

avec a = 0, 8 = 0.9. Nous avons

B
1 8 0
0
1+« 0
3
0

Exemple 1.1

100

2F ~

-4

log10 de la norme du residu
[
[
1
1]

_Sr

-10 L L
0 500 1000

1500 2000 2500

nombre d'iterations

3000

3500

4000
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Exemple 1.2

Cet exemple a été pris dans [23]. Soit m = 200 et soit A= PDP~! avec

18 W
1 3 0
P = ' '
0 . B
L |
- 1 -
1.1 + _——ln(2) 1
1.1 4 ——
0
1
L + In(201) J
avec 3 = 0.9. Nous avons
Exempie 1.2

4 u T T T - — -

log10 de la norme du residu

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
* nombre d'iterations
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Exemple 1.3

Soit m = 500 et soit A = PDP~! avec P une matrice aléatoire inversible et

- 1 ) -
In(3)
0
0
1
L In(502)
Nous avons
Exemple 1.3
6 . r r - — .
\
‘\
2b v i
.,
3 .
2 of .. ~
2 Y
k-] s,
2
é _2- V'\““‘ A
o] \a
F
=] -4r ""‘n, 1
2 «..,,“.’
-6r \1\ 1
\l"
"
-8t ]
e
10 ; N , . N .
0 50 100 150 200 250 300 350

nombre d'iterations
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1.4.2 2€me  ,q

Soit (r,,) la suite des vecteurs résidus déterminée par la méthode

Tpar = BI}I*‘”} (0.2)
Tnyg1 = Br

n*

Soit (r,) la suite des vecteurs résidus déterminée par la procédure hybride a partir
du vecteur 7, et du vecteur 7':1+1 en utilisant I’équation (1.11).

Dans les exemples 1.4, 1.6, 1.7 nous avons choisi les matrices B de telle sorte que
|A2] < |A1], donc les conditions du théoreme 1.12 (p. 40) sont verifiées. Nous obtenons

une accélération de la convergence ( nlm;lo ”r?“

pas convergente (nlugo llr. || = o0) ; voir I’exemple 1.6. Dans I’exemple 1.7 la procédure

= 0) bien que la méthode initiale ne soit

hybride n’est plus efficace a partir du rang n = 80, ceci provient du fait que la suite
(a,) a atteint sa limite a l'itération 80. Il sera donc préférable d’arrétér les itérations a
’étape 80.
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avec

avec a = 1, = 0.9. Nous avons

Ezemples numériques

Exemple 1.4

B
1 5 0
0
l+a
3
0

Exemple 1.4

200

log10 de la norme du residu

-10

0 200

d
400

600 800
nombre d'iterations

1000

47

Cet exemple a été pris dans [23]. Soit m = 200 et soit A = PDP~!/|PDP™!|,
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Exemple 1.5

1. PROCEDURE HYBRIDE

Soit m = 500 et soit A = PDP~! avec P une matrice aléatoire inversible et

Nous avons

log10 de la norme du residu

[ 1-0.9
1+0.9 0

Exemple 1.5

6 T T T T M E—

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
nombre d'iterations
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Exemple 1.6

Soit m = 500 et soit A = PDP~! avec P une matrice aléatoire inversible et

_ T -
1 ——
3 T
1—--— 0
D= 6 i
0 .
T
B 1500
Nous avons
Exempie 1.6
6 T T T T T —r T
4\ 4
\
\\
2t RSN .
3 ~.
2 N
- \\
'§ o \\\\ E
E ~.
2 ~.
g-Z' \\\ T
h-l \\
=4 S
3-4_ \\ B
\\
~
~
\\
14 \\ 3
\\
g
-80 5 10 15 20 25 30 35 40

nombre d'iterations
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Exemple 1.7

Soit m = 500 et soit A = PDP~! avec P une matrice aléatoire inversible et

[1-+Va ]

a
1—/—
- 500 -
avec a = 1.5. Nous avons

Exemple 1.7

12 T T T T

-

log10 de la norme du residu
»
L)

-4 i L i i 1 i 1 A

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
nombre d'iterations
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CONCLUSION :

Pour obtenir les resultats d’accélération il est important d’utiliser deux méthodes dont
les vecteurs résidu deviennent colinéaires (ou presque colinéaires) & partir d’un rang.
D’ou l'intérét d’appliquer la procédure hybride aux méthodes du type (0.2) avec le
choix r, = r,_,. De plusil est important d’avoir une inégalité stricte entre les modules
A2

Ay

de Ay et A\, car le rapport est lié a la quantité de l'accélération.

Le choix particulier de la procédure hybride étudié dans le premier cas (. = Br,)

n
n’est pas efficace pour ce méthodes.
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Chapitre 2

Itération de la procédure hybride
dans un cas particulier

Dans ce chapitre nous nous plagons dans un cas particulier de la procédure hybride
suivant. Nous disposons uniquement d’une méthode c’est a dire d’une suite (z,) (et
celle des résidus assicieés (r,)). Méme dans ce cas "limite”, il est possible d’utiliser
la” procédure hybride en jouantsur les suites "décalées” de terme général z, = z, et

z, = ZTn41. 1l est egalement possible de faire jouer aux nouvelles suites ainsi construites
le role de (z,) ou (z.) de la procédure hybride.

Soit une méthode de résolution du systéeme
Az =b. (0.1)

Nous noterons (r,) la suite des vecteurs résidus correspondant a cette méthode. Nous
noterons (r{¥)) la suite des vecteurs résidus correspondant a la procédure hybride iterée
construite a I’étape k. Pour k = 0 nous poserons r{®) = r,. A chaque étape k nous allons
déterminer le vecteur r(*) 4 partir du vecteur 7*~V et du vecteur r,(:fl) en utilisant la

procédure hybride définie dans le chapitre précedent.

En , nous donnons la définition de la procédure hybride iterée.
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En @, nous donnons les propriétés de la suite (r(¥)) en faisant varier I'indice k ou
I'indice n. Nous traitons également le cas ou la procédure hybride itérée coincide avec la
méthode initiale. Ce cas sera illustré par des exemples de méthodes avec lesquelles nous
ne gagnerons rien en appliquant cette procédure. Dans le cas général, nous n’allons pas
donner de nouveaux résultats sur ’accélération de la convergence de la méthode définie
ainsi car nous pouvons les déduire directement de théoremes donnés dans le premier
chapitre.

En @, nous allons étudier ’application de la procédure hybride itérée a la méthode
définie par

(0.2)

Tne1 = Bry,

Tny1 = Bz, +b }

avec B = I — A et nous donnerons les théoremes d’accélération de la convergence de la
méthode initiale, dans ce cas particulier, par les suites (r{¥)), et (r(¥),.

Pour terminer ce chapitre nous donnons en des exemples numériques illustrant
laccélération de la convergence dans deux cas différents : en comparant la convergence
de la suite (r(*¥)), par rapport a la suite (r.+)x et en comparant la convergence de la
suite (r{¥)), par rapport & la suite (r,4k)n-
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2.1 Deéfinition

Soit une méthode arbitraire de résolution du systéme (0.1). Supposons qu’a cette
méthode corresponde la suite (z,) de ses itérés et la suite (r,) de vecteurs résidus.
Posons, pour tout indice n, £{® = z, et r(® = r,. Nous définissons 'itération de la
procédure hybride par :

) = oFe® 4 (1 - o)z,
R SN I, N A (2.1)

A~ (1= o) — )

avec (k) (k)
a(k) - _ (7.7(11:) — Tntis Tn+1)
n k k k k )
(7'51 - rfrzlarg ) 7'7(1421)

Cela revient a former un tableau 7, avec les éléments wﬁl") et un tableau 7, avec les
éléments r,(lk), chaque colonne du tableau 7, et du tableau 7, est déterminée a partir de
la colonne précédente en appliquant la procédure hybride usuelle. Ceci nous donne un
schéma récursif pour calculer les éléménts du tableau 7, (voir le tableau 2.1).

rn = 10
N
(V)
/ N\
Tn+l = 7'51(_){,)_1 TS,?)
N /
1
7‘5;-21
/o
T = 79
n+2 = n+2
Tableau 2.1 :

Dans la section suivante nous allons étudier les propriétés de la procédure hybride
ainsi définie.
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2.2 Propriétés

Puisque chaque colonne du tableau 7. est calculée par la procédure hybride usuelle,
définie dans le premier chapitre, nous pouvons, d’une facon immédiate, donner des
résultats d’accélération de la convergence de la colonne (k + 1) par rapport a la colonne
(k) dans le cas général, c’est-a-dire donner les conditions nécéssaires et suffisantes pour
que

(k+1)
i nrn(k) I,
= 1|
et
[lr+0)
S NN

Soit G une matrice définie positive se factorisant en G = ZTZ. Soit 9{¥) I’angle aigu
compris entre le vecteur Zr{¥) et le vecteur Zp¥) = Z(r(¥) — r(k+ ). Bien évidemment,
nous avons, directement a partir du théoreme 1.4

Théoreme 2.1

Soit (r,) la suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit
r(") le vecteur résidu correspondant a la procédure hybride itérée, déterminé par
I’équation (2.1). Une condition nécessaire et suffisante pour que la colonne (k + 1)
du tableau T, converge plus vite que la colonne (k), i.e.,

sl

= )

est que la suite (9F)) converge vers 0 ou 7 (n — 00).

Dans ce qui suit, nous allons démontrer les propriétés qui sont vérifiées par des
éléments du tableau 7, calculés en appliquant la procédure hybride itérée a une méthode
arbitraire. D’une fagon immédiate nous obtenons :
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Propriété 2.1
Soit (r,) une suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Si les

éléments ¥ du tableau T, sont calculés en appliquant la procédure hybride iterée a
cette méthode en utilisant [’équation (2.1) alors

I N PN < < Ul = irall VR

Preuve :
La preuve vient directement de la construction du vecteur r{*+1). Nous avons

k . k
[r#*+ D) < min((|r @1, (175 1) < PP

ce’ qui termine la démonstration.

D’une facon identique, nous montrons

Propriété 2.2
Soit (r,) une suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Si les

éléments ¥ du tableau T, sont calculés en appliquant la procédure hybride iterée d
cette méthode en utilisant l'équation (2.1) alors

k 0
e <P < - S e il = Irnrka ]l Vhom

Nous avons donc une propriété de minimisation de la norme sur la diagonale montante
et descendante.

Dans ce qui suit nous allons démontrer que le vecteur r{¥) déterminé par I’équation
(2.1) s’exprime comme une combinaison des vecteurs ry,...,r,+%. En effet, nous avons :

Propriété 2.3
Soit (r,) une suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Pour

le vecteur résidu r'®), correspondant d la procédure hybride itérée, déterminé par
l’équation (2.1) nous avons

k
(a) rik) = Zaﬁf’k)rwg Hs(k,n)
1=0
k
(b S a® =1 Ha(k,n).
1=0
Preuve :

La démonstration des proprietés Ha(k,n) et Hy(k,n) se fait par récurrence simultanée.
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e Pour k = 0 et pour tout indice n nous avons r{®) = r, et a{®® = 1, ce qui prouve

Hg(o, n) et H4(0, n)

e (a) Supposons que Hs(k,n) soit vraie pour tout indice n. En utilisant la définition
du vecteur r¥*1) et Hz(k,n) nous obtenons

k k),.(k k
P = B 4 (1 - o)),
k
= aSLk) Z af':’k)rn-kt 1 —a, ) Z a"+1 Tn414d
1=0 =0
k
= al¥ Zaff ragi + (1= af Z el
k+1

— t,k+1
= Z CLS,' )7’"+,‘.
1=0

La propriété Hz(k + 1,n) est donc vérifiée.

(b) Les coefficients al***1) sont calculés par :

al0* ) = (B0
aft*) = aal 4 (1 - al¥)als}V i=1 b
D = (1 oPhalsd)

k
Par un simple calcul nous pouvons vérifier que si al"®) = 1 (Hy(n, k)) alors

1=0
k41
al*¥+1) = 1 donc Hy(n, k + 1) est vérifiée
n
1=0
ce q'Ufi termine la démonstration. [ ]

Dans la partie suivante nous traitons le cas ou la procédure hybride iterée définie par
’équation (2.1) n’améliore pas la convergence de la suite (r, ). Nous pouvons démontrer
que
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Propriété 2.4
Soit (r,) une suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit r¥
le vecteur résidu, correspondant a la procédure hybride itérée, déterminé par l’équation
(2.1). St la suite (r,) est telle que, pour tout indice n, la condition suivante est
vérifiée :

(Th41 = Ty Tng1) = 0

alors nous avons

r®) =1 Hs(k,n).

Preuve :
La démonstration de cette propriété se fait par récurrence.

e Pour £ = 0 nous avons par construction, pour tout indice n : r® = r,, ce qui
prouve Hs(0,n) pour tout indice n.

e Supposons que Hs(k,n) soit vraie pour tout indice n, c’est-a-dire
r1(1k) = Tntk-

En utilisant la définition du vecteur r(*+1) et Hs(k, n) nous obtenons

n
k)

ap ' Tntk + (1 - aft ))Tn+k+1

avec

k k
a® = _ (szk) T'EH?I’ 51-31)
n & % k k
(7”51 ' - 7‘5»21,7‘51 ) 7'51421)

(7'n+k — Tntk+1, 7‘n+k+1)

(Tn+k = Tntk41y Tntk — rn+k+1)
= 0.

d,Ol\l nous obtenons
k+1
T 7(1 ) = Tntk+1

donc Hs(k + 1,n) est vérifié

ce qui termine la démonstration. |
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Nous pouvons déduire de cette propriété que si nous avons une méthode de résolution
du systeme (0.1) dont la suite des vecteurs résidus vérifie la condition suivante

(rn+1 — Tn, rn+1) =0

pour tout indice n alors
(k)

n = Tntk:
Dans ce cas, le tableau 7, devient
Tn
T+l
T+l Tnt2
Tn42
Tn+2
Tableau 2.2 :

Prenons une méthode dont la suite des vecteurs résidus est déterminée par :
Tn4l = Tn — Pn. (22)

La suite (p,) est une suite non nulle choisie de telle facon que la condition suivante soit
vérifiée pour tout indice n :

(Tn+1,Pa) = 0.
Nous pouvons donc déduire que

(7‘n+1 - T‘m"n+1) =0

et que la procédure hybride iterée appliquée a la méthode ainsi définie coincide avec la
méthode initiale. Dans le tableau 2.3 nous donnons des exemples de méthodes ou la
suite (r,,) vérifie I'’équation (2.2).

Pour s-step GCR nous pouvons montrer [12] que (ry, A'pp—1) =0 pour i = 1,...,s
et donc nous avons la propriété (rp41 — rn,7ns1) = 0.

Remarque 2.1
Il n’y a aucun intérét a appliquer la procédure hybrlde définie précédemment sur ces
méthodes 1a, c’est-a-dire avec le choix r/ = T4 €t r = Tn.
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méthode In
(rn—laAp,—l) !
GCR rn = rn—- - 7 nl A n—
! (Apn—lv Apn-l) Prt
Minimal Residual Method Fp = Tl — (-1, A77-1) Arn,_;

(Arn—-h Arn—l)

(o, AB)

Orthomm(z) 'n=Tp-1— 77 7 Pn—
i (Apn—h Apn-l) !

(Tn-l’ Tn—1 — r;) '
(rn—l - 7‘;, Tn-1— r;) (rn—l Tn)

’ . n
procédure hybride avec r, =1y | Th =Tphoy —

s - step GCR Tp = Tp_i — zagllAipn—l

i=1

Tableau 2.3 :

2.3 Applications

Dans cette section nous allons étudier I'application itérée de la procédure hybride
correspondant a la suite (r,) déterminée par la méthode,

Tpnyr = Bz, +b
Tay1 = Bry } (0.2)

avec B =1 — A.

Supposons que le vecteur initial 7 puisse étre décomposé de la fagon suivante :
ro =7+ ao

ou v désigne un vecteur propre de la matrice B avec A la valeur propre correspondante.
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Alors, le vecteur r, peut étre réécrit comme

T = A"y + an

avec

a, = B"ao.

Dans la partie suivante nous allons étudier les propriétés d’accélération de la suite
(r(k)) obtenue en appliquant la procédure hybride iterée & la méthode définie par I’équa-
tion (0.2). Pour cela nous allons utiliser les lemmes suivants :

Lemme 2.1

Soit (r,,) une suite de vecteurs résidus déterminée par la méthode (0.2) avec B=1—A
une matrice inversible. Soit A une valeur propre de la matrice B et v un vecteur propre
correspondant. Soit r!) le vecteur résidu correspondant a la procédure hybride itérée,
déterminé par l’équation (2.1). Si le vecteur r, se décompose de la fagon suivante

Tn = /\n7+an

alors

IrN = O(llanll).

Preuve :
Pour démontrer ce lemme, nous allons montrer qu’il existe une suite de matrices (M,,)
telle que

) = Magni

et que la suite (]| M,]|) est majorée par une constante.

D’apres la construction du vecteur r{!) et d’apres la propriété 1.2 nous avons

=

Koy + o

avec pl0 = J — TG pnPLG ol p, =Ty — rny1. La matrice p?) est construite de telle
pn pﬂ
facon que p(®p, = 0. En multipliant le vecteur p, par la matrice p{®), nous obtenons
0 = pgo)pn
= (" =Xy + o0 (an ~ ans1)
1-A

= A0 4 OB — Napy.
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(Nous pouvons diviser par A car la matrice B est supposée inversible et donc A # 0.)
Alors, puisque la matrice A est non-singuliére, donc forcément A # 1 et nous avons :

(

A
/\n+lpn )7 — __K (0)(3“ [)an+1'

A
—/\(B“1 — I)), nous obtenons

Posons M, = p{° (I — 1

1
rY = Muans.

La matrice p{®) est un projecteur G-orthogonal et, d’aprés le lemme 0.1 (p. 7), nous
avons ||p!?|| = 1 et nous obtenons une majoration de la norme de la matrice M, pour

tout indice n
o0 1+ 723574

A
< . -1
< (1+}1 _AIIIAHIIB )

M.l =

et donc
A _
I < (1 [ 25 1400871 o
ce q'U/L termine la démonstration. n

Dans le lemme suivant nous allons généraliser ce résulfat pour un indice k£ quelconque.

Lemme 2.2
Soit (r,,) une suite de vecteurs résidus déterminée par la méthode (0.2) avec B=1-A
une matrice inversible. Soit A une valeur propre de la matrice B et 4 un vecteur propre
correspondant. Soit r*) le vecteur résidu correspondant & la procédure hybride itérée,
déterminé par ’équation (2.1) ¢ partir de la suite (r,). St le vecteur r, se décompose
de la fagon suivante

="y +an

alors

i) = O(lanssll)  Heo(k,n).

Preuve :
La démonstration de cette propriété se fait par récurrence.

e Nous avons démontré He(1,n) pour tout indice n dans le lemme 2.1 (p. 62).
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e Supposons que He(k, n) soit vraie pour tout n. D’apres la définition de la procédure
hybride nous avons

k
I+ < il = OClanserll).
La propriété Hg(k + 1,n) est donc vérifiée pour tout indice n

ce Q'U.’l termine la démonstration. -

Dans ce qui suit nous allons présenter un lemme dont nous nous servirons ultérieurement.

Lemme 2.3

Soit (ry) une suite de vecteurs résidus déterminée par la methode (0.2). Soit A une
valeur propre de la matrice B et v un vecteur propre correspondant. Si le vecteur r,
se décompose de la facon suivante

Tn = /\n'y + an

[la

avec lim —— = 0 alors
n—00 I,\ln

lim 12211 _

il

Preuve :
En utilisant 1'inégalité triangulaire de la forme :

(Al = llaal))* < fira?

nous obtenons le résultat suivant :

. laa? . llan|?
lim < lim
n—oo ||, ||2 n=o (|A|M1y|| = llanl])?
2
”anH
n
- | A
il
|A|?
= 0
ce q’lL’i termine la démonstration. a

En utilisant le lemme 2.2 (p. 63) et le lemme 2.3 (p. 64), nous pouvons donner un
théoreme sur I'accélération de la convergence de la procédure hybride dans ce cas parti-
culier.
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Théoréme 2.2

Soit (rn) une suite de vecteurs résidus déterminée par la méthode (0.2) avec B =
I — A une matrice inversible. Soit A\ une valeur propre de la matrice B et v un
vecteur propre correspondant. Soit r¥) le vecteur résidu, correspondant a la procédure
hybride itérée, déterminé par I’équation (2.1) a partir de la suite (r,). Si le vecteur
r, se décompose de la fagon suivante

T = Ay +a,

a
avec lim la-|

. K k . . .
A R = 0 alors la suite (")), converge plus vite que la suite (rpyx)n, i.e

*)

i

= flrapell

0

et la suite (r{F)), converge plus vite que la suite (rnix)k, i.e.,

(k)
lim ——————”r" I =0.
A el

Preuve :
D’apres le lemme 2.2 (p. 63) nous avons

1Pl = Olllansell)  n,k
ou bien encore il existe une constante M telle que
P < Milangill ¥, k.

lla-l
A

Nous pouvons conclure, d’apres le lemme 2.3 (p. 64), que si nhrglo = 0 alors

I
m=e |rall

ce qui veut dire aussi
. la
lim ” ﬂ+k” =90
el e
el _
k=co [Py
Nous obtenons ce résultat en fixant 'indice k (respectivement l'indice n) et en faisant
varier 'indice n (respectivement l'indice k). Nous obtenons ainsi

N ' [

lim ——— =
=2 ||rn gkl n=0 fIrnpkll
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(k)
lim Hrn ” < M lim ||an+k“ =0
k=0 ||l ko |kl
ce qui termine la deMONStration. n

Remarque 2.2
Le vecteur r{!) est exactement le vecteur 7, defini dans le théoréme 1.12 (p. 40), nous
avons ainsi démontré autrement ce théoreme.

Comme dans le chapitre 1, nous allons donner un exemple ou la suite (r,) peut étre
décomposée de la fagon suivante : r, = A"y + a,.

Exemple

Soit B une matrice diagonalisable. Soient {\;}{_; (g > 2) les valeurs propres distinctes
de la matrice B = [ — A ordonnées dans le sens décroissant des modules

Ml =2 A

avec les vecteurs propres correspondants {v;}™,. Les vecteurs propres de la matrice B
forment une base de ZR™. Soit r, le vecteur déterminé par la méthode

(0.2)

Tpyr = B(L‘n+b
Th4lr = Brn

avec B=1 - A.

Nous noterons 4;, un vecteur appartenant au sous-espace propre V; correspondant
q

N ] ~ . ’ Vi

a la valeur propre A; tel que ry = 27;; en faisant une décomposition du vecteur r,
=1

comme dans la section " Notations” nous avons

9

Tn = Z )\?~,'

=1

q
= Anh+ Z A

1=2
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Remarque 2.3

— Si ¢ = 1 (la matrice B admet une seule valeur propre) alors rq est un vecteur
: (1) _
propre de la matrice B et nous obtenons ry’ = 0.

— Si dans la décomposition du vecteur rg nous avons 4; = 0 alors il faut reperer la
premiére composante telle que %; # 0.

Si nous posons

A= N
q

a, = Z)\?~,’
1=2

alors nous obtenons d’apres le lemme 2.2 (p. 63) et d’apres le théoreme 2.2 (p. 65) le
résultat suivant :

Théoreme 2.3 .
Soit B une matrice diagonalisable dont les valeurs propres vérifient l'inégalité suiv-
ante :

Al 2 PAaf 2 -0 2 [Aq.

Soit (r,) la suite des vecteurs résidus déterminée par la méthode (0.2). Si le vecteur
résidu r(®), correspondant @ la procédure hybride itérée, est déterminé par ’équation
(2.1) @ partir de la suite (ry,) alors

121 = O(1A2]™**).

De plus si |Az| # |A1| alors la suite (r®) converge plus vite que la suite (r,,x) aussi
bien pour un indice k fix€ que pour un indice n fizé, i.e.,

(%)
lim ”Tn ” = 0
nmee “rn+k“

(k)
o ol

k—oo ”rn-Hc”
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2.4 Exemples numériques

Dans cette section nous donnons des exemples numériques illustrant deux cas par-
ticuliers de la procédure hybride étudiée précédemment.

Pour tous les exemples nous prenons G = I, A =1 — B et 2o = 0. Le vecteur b est
toujours choisi tel que la solution soit Z = [1,...,m]7. Chaque figure montre log ||7n+£ll
et log|[r®|| en fonction du nombre d’itérations. La courbe en tirets correspond a la
procédure hybride. Afin de connaitre les valeurs propres de la matrice B dans chaque
exemple nous choissisons arbitrairement une matrice diagonale notée D, une matrice
inversible P et nous prenons A = PDP~!/o. Soit {);}, I'ensemble des valeurs propres
de la matrice B. Les valeurs ||PDP7!||, ||B|| ont été calculées par Matlab (voir le
tableau 2.4 et le tableau 2.5).

Exemple 2.1 Exemple 2.2 | Exemple 2.3
o | |PDP 1. = 200 1 1
Bl 0.9996 55.2837 52.0067
1A 0.9950 0.9000 . 1.0472
|A2] 0.9900 0.9000 0.5236
Tableau 2.4 :

Soit (ry,) la suite des vecteurs résidus déterminée par la méthode

Tnyr = an + b } (0.2)

Tndl = Brn

avec B = I — A. Soit r¥) le vecteur déterminé par la méthode (2.1) & partir de la
suite (,,).

Dans les exemples 2.1, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6 nous avons choisi les matrices B de telle
sorte que |Az| < |A;|, donc les conditions du théoreme 2.3 (p. 67) sont verifiées. Nous
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Exemple 2.4 Exemple 2.5 | Exemple 2.6
o | ||[PDP7|s =100 100 1
|| B 1.0050 802.2189 2.3585e08
[A] 0.9900 0.9900 1.5427
[Aq] 0.9700 0.9700 1.0102
Tableau 2.5 :
g Il N :
obtenons une accélération de la convergence (lim —"— =0 et lim —"—— = 0) bien
_ | e i P
que la méthode initiale ne soit pas convergente (nlLrgo lrnll = 00) ; voir les exemples 2.3,

2.6.

Dans 'exemple 2.1, ’exemple 2.2 et ’exemple 2.3 nous comparons la convergence
de la suite |[r,4x|| et de la suite |r*)|| pour k¥ = 0,1,2,3. La courbe continue correspond
4 la méthode initiale. La courbe en tirets correspond a la suite (||r{)]|). La courbe
point-tirets correspond a la suite (||r{?)||). La courbe pointillée correspond & la suite

(1)
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Exemple 2.1

Cet exemple a été pris dans [23]. Soit m = 200 et soit A = PDP~'/||PDP ™|
avec

M1 ﬁ )
1 8 0
P = ..
0 . B
L 1]
r'l b
l+a 0
D = 3
0
i 200 |
avec a = 1, 8 =0.9. Nous avons

Exemple 2.1

T T T

log10 de la norme du residu

0 100 200 300 400 500 600 700
nombre d'iterations
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Exemple 2.2

Soit m = 500 et soit A = PDP~! avec P une matrice aléatoire inversible et

[(1-0.9 i
1409 0

Nous avons

Exemple 2.2

log10 de la norme du residu

8 A .
o} 50 100 150
nombre d'iterations

71
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Exemple 2.3

Soit m = 500 et soit A = PDP~! avec P une matrice aléatoire inversible et

o T T
1 ——
3 T
l1—-—= 0
D= 6
0
T
I L= 1500
1500
Nous avons
Exemple 2.3
4 ¥ L L Ll
1S "‘—&1:\.’»?31\ o
S
S S
'Z.\ \\
g0 N s 1
- . N, \\
i N Ss
3 N
g-z - .\'\ e ~ T
g \.\. S . ..
K] \\ S
8 4t RN R
Q N
g N
-8 \‘\ -
~
\.
\_\'
-8F N
..... ."\_.‘
0 5 10 15 20 25 30

nombre d'iterations
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Dans les exemple 2.4, 2.5, 2.6 nous comparons la convergence de la suite ||| et

celle de la suite ||[r{"]].
Exemple 2.4

Cet exemple a été pris dans [23]. Soit m = 100 et soit A = PDP~!'/||PDP7 ||«

avec

‘18 .
1 8 0
P = T
0 . B
! 1]
" -
1+« 0
D = 3
0
i 100 |
avec a = 0, 8 = 0.9. Nous avons
Exemple 2.4
4 T T T Y T

log10 de la norme du residu

1 . 2 N N L N L
o0 50 100 150 200 250 300 350 400
nombre d'iterations
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Exemple 2.5

Cet exemple a été pris dans [23]. Soit m = 100 et soit A = PDP~!/100 avec

18 -
1 8 0
p = . .
0 .8
L 1]
1 -
1+« 0
D = 3
0
100
L -4
avec a = 0, 3 = 1.1. Nous avons
Exempla 2.5
_8 A
3 .
4 \
E .
2 _2p AN
r ~,
3 .
= b
Eo_AL N
\_\~
-6 ‘\‘\ h
-8 Lt

0O 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
nombre d'iteratons
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Exemple 2.6

Cet exemple a été pris dans [23]. Soit m = 200 et soit A = PDP~! avec

13 -
1 8 0
P = .
0 8
L I
- 1 b
1.1
T )
1
1.1 0
0
1
114+ —
! * nzon) |
avec 3 = 1.1. Nous avons
Exempie 2.6
20 .
15
§
310F <7
E
g \\\\
i
5
o \\\
-5 i L L . L
[o} 5 10 15 20 25 30

nombre d'iterations
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CONCLUSION :

Pour obtenir les resultats d’accélération de méthodes du type (0.2) par la procédure
hybride iterée il est important d’avoir une inégalité stricte entre les modules de A; et
Az.

La procédure hybride iterée coincide avec la méthode initiale pour GCR, MR, Or-
thomin(i), s-step GCR.
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Chapitre 3

Généralisations de la procédure
hybride

Soit une méthode de résolution du systeme
Az =b. (0.1)

Nous noterons (r,) la suite des vecteurs résidus associée aux itérés (z, ) de cette méthode.

En nous allons donner une généralisation de la procédure hybride, appelée
procédure hybride généralisée. Son résidu sera noté r{¥). Cette méthode consiste &
calculer le vecteur r(¥) i partir des vecteurs ry,..., .4k (les k + 1 éléments de la suite
donnée (r,)) avec la condition que la G-norme du vecteur r*) soit minimale. Méme si
nous utilisons la méme notation r{¥) pour le vecteur résidu correspondant 2 la méthode
définie dans le deuxieme chapitre et pour le vecteur résidu correspondant a la méthode
définie dans ce chapitre il ne faut pas les confondre. Nous allons comparer la méthode
définie dans le chapitre 2 (son résidu sera noté par 7*)) avec la méthode définie dans
ce chapitre (son résidu sera noté par r{¥)). Nous allons montrer que ces deux méthodes

sont équivalentes seulement dans un cas tres particulier. -

Nous allons étudier les propriétés de la méthode définie ainsi dans le cas général, et
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également dans le cas particulier ou la suite (r,) déterminée par la méthode

Tpnyl = an"l'b } (O 2)

Thyl = Brn

avec B = I — A. Lorsque k¥ = 1 nous retrouvons bien sir la procédure hybride ini-
tiale étudiée dans le chapitre 1.

Nous allons également démontrer, comme pour la procédure hybride définie dans
le chapitre 1, que la procédure hybride généralisée peut étre considérée comme une
méthode de projection G-orthogonale. Ce résultat nous servira a donner un théoreme
d’accélération de la convergence dans le cas particulier ou la suite (r,) est détérminée
par la méthode (0.2). Ce cas particulier sera illustré par des exemples numériques. Dans
le cas général nous avons éprouvé des difficultés a obtenir des théoremes d’accélération.
Nous allons donner seulement un théoreme mais dont la condition nécessaire et suffisante
d’accélération de la convergence est difficile a vérifier.

En @ nous proposerons d’autres généralisations possibles de la procédure hy-
bride. Nous allons donner certaines propriétés de ces généralisations sans preuves en les
déduisant directement des propriétés du vecteur r{¥) défini au debut de ce chapitre.

Puisque le vecteur r{¥) s’exprime comme un rapport de deux déterminants nous
pouvons envisager d’utiliser un algorithme récursif pour le calculer. Cette possibilité
sera étudiée dans le chapitre suivant.
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3.1 Procédure hybride généralisée

3.1.1 Définition

Soit une méthode itérative de résolution du systeme (0.1). Nous notons z, son itéré
et r, le vecteur résidu correspondant (r, = b — Az,). La procédure hybride généralisée
consiste a construire le nouveau itéré, noté (¥ avec le vecteur résidu correspondant
ri®) = b— Az® | par

t® = Oz +allRg 4t alFRp (3.1)
r = a0, + oMy 4+ 4 ol By, '
Si, dans la formule
T,(1k) = ago'k)rn + C!S'k)rn+l + -+ aflk’k)rwk,
nous remplagons les vecteurs résidus par leur définitions nous obtenons
b— Az = oOP(b - Az,) + V(b - Azppy) + -+ FP (b — Az, )
k k
= (Z afl"k)) b-A (Z aS:’k):L'n+,-) .
i=0 i=0
Donc pour pouvoir calculer le vecteur z(*¥) & partir des vecteurs z,4; (¢ = 0,...,k) avec
les mémes coefficients al¥) (i = 0,...,k) et sans utiliser A~ nous devons imposer la

condition
aS'LO'k) + aﬁllvk) + PR + aT(_Lk’k) = ]_

Les coefficients a{"*) sont choisis de telle fagon qu’ils minimisent la fonction

AR — R

o o (1)),
of o*f
= (o(®) (k)
Posons a = (!, ..., a!¥) et calculons f(a), NG, et 5500 Nous avons

k k
flay = (Za(')rn+,~,2amrn+j)
1=0 1=0
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k-1 k-1 )
= (Z a(l)(rn+i - rn+k) + Tn+k, Z a(J)(rn-}—j - rn+k) + rn+k)

=0 7=0
k=1k-1 )
1
~ Z Z a( )Q(J)(rn«{»i — TntksTntj — rn+k)
1=0 7=0

k-1
+2 Z a(l)(rn+i — Tntk, rn+k) s (Tn+k, Tn+k)
=0

af k-1 _
m = 2 Z a(])(rn+i — TntksTntj — rn+k) + 2(7'n+z' — Tntky 7'n+k)
7=0
9% f
m = 2(rn+i — TntkysTng; — Tn+k)-

Dans ce qui suit, nous allons souvent nous servir de la quantité r,4; — r,4x pour i =
0,...,k — 1. Pour simplifier les notations, nous poserons

Pn+i = Tnt+i — Tn4k-

Trouver un vecteur a qui minimise la fonction f(a) est équivalent a résoudre le systeme
d’équations linéaires

(ﬁnaﬁn) e (ﬁnyﬁn+k—1) Qo (ﬁn,rn+k)
: : : = - : . (3.2)
(Prtk-11Pn) *** (Pntk=1sPn+k-1) Qk-1 (Prtk-15Tntk)
D’apres la regle de Cramer, la solution du systeme (3.2) est

(ﬁmﬁn) (ﬁmﬁnﬁ—l) (ﬁmrn+k) (ﬁmﬁn+i+l) (ﬁmﬁn+k—l)

(Prtk=1sPn ) * *(Pntk=15 Pnti=1)(Pntk=15 Ttk ) (Pntk=15 Pnti+1)" * *(Dntk—=1,Prntk—1)

a = —

(ﬁm ﬁn) T (ﬁmﬁn+k—1)
(ﬁn+k—l y ﬁn) SIS (5n+k—1 y ﬁn+k—l )
(ﬁna rn) T (ﬁnv 7an-h'—l) (ﬁ'n» rn+i+l) e (ﬁna rn+k)
_ (_1); (ﬁn+k—larn) e (ﬁn+k—1arn+i—l) (ﬁn+k—larn+i+l) ki (ﬁn+k_1,rn+k)
N 1 e 1

(ﬁnvrn) S (ﬁnvr'n+k)

(ﬁn+k—lvrn) e (ﬁn+k—1 i
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Nous la noterons a{*¥) puisqu’elle dépend en fait des indices n et k. Le vecteur r(*) peut
étre écrit comme

Tn e Tntk
(Prs7n) e (Prs Tntk)
(k) (ﬁn+k-—1 ) 7'n) tte (ﬁn+k—l y rn+k)
Tn = (3.3)
1 e 1
(PryTn) T (Prs Tntk)
(ﬁn+k—1 3 rn) e (ﬁn-{-k—l 3 rn+k)
Dans ce qui suit, nous allons introduire une nouvelle quantité p,,; définie par :
Prnti = Trngi — Tntitl
pour z = 0,...,k — 1, et ne dépendant que de 'indice inférieur n + i. Ceci va nous

permettre d’obtenir une définition récursive du vecteur r{*), Evidemment nous avons

Pr+i = Pnti = Dntisl 1=0,...,k—2

Prn+k-1 = §n+k—1 .

En remplagant, dans les deux déterminants de la formule (3.3), la 7*™¢ ligne par la :*™¢

soustraite de la (i + 1)*™¢ ligne pour ¢ = 2,...,k — 1, nous obtenons
rn v rn+k
(Pns7s) e (Prs Tnsk)
k (pn+k-l ) rn) e (pn+k-—l 9 rn+k)
r(®) = ; . (3.4)
(pn’ rn) e (pnvrn+k)
(pn+k—1 3 rn) te (pn+k-—1 y rn+k)
Cette définition du vecteur r{¥) sera utilisée dans nos prochains calculs.
Remarque 3.1
Le vecteur rilk) est bien défini si et seulement si les vecteurs p,,...,pn4k—1 sont
linéairement indépendants.
Remarque 3.2 :
: 9? . o . : .
La matrice W@Lﬁ est toujours définie positive. Donc la solution du systeme
a''Jo
(3.2) est un minimum global de la fonction f(a).
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Théoréme 3.1

Soit (r,) une suite de vecteurs résidus détermin€e par une meéthode arbitraire. Pour
le vecteur r¥) correspondant auzx coefficients al'®, solution du systéme (3.2), nous
avons :

n n

(r® r By < min (Fagi, Page)-
1=0,...,k

=0,

Preuve :
Soit o) = (al®® ... al*})). D’apres la remarque 3.2 (p. 81) nous avons, pour tout
vecteur v € JRF!
flan) < f(v).
Soit v; le i¥™¢ vecteur de la base canonique de IR¥*!, nous avons donc pour i = 1, ..., k+1

f(’Ui) = (rn+i—l’rn+i—1)-

Nous pouvons déduire que pour : = 0,..., k l'inégalité suivante est vérifié :

f(an) < f(vi+1) = (T‘n+i,7‘n+.’)-
Nous avons donc démontré que

(r® rF) < mink(Tn+ia7'n+i) .

n n 1=0,...
ce q'wl termine la démonstration. ]

Nous pouvons également montrer que la condition

r® F)=0  (i=0,...,k=1)

n
est équivalente 3 la résolution du systeme (3.2) donc que le vecteur 7{*) est la hauteur de

la pyramide dans le sous-espace P, C IR™ de dimension k + 1 construit par les vecteurs
Tnti (1=0,...,k), c’est a dire la distance du sommet S de la pyramide a I’hyperplan

H, = span{pnyi;1=0,...,k-1}
= span{pn4i; 1 =0,...,k—1}

de la pyramide P;. Dans IR? ceci peut étre représenté par la figure 3.1 :
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Figure 3.1 :

3.1.2 Propriétés

La procédure hybride généralisée garde toutes les propriétés de la procédure hybride
définie dans le chapitre 1. D’apres la définition (3.4) du vecteur r, nous avons :

r) ¢ span{ra,...,"aek}
i) € span{pn,...,pase-1}te
ri € span{fn,..., Pupe-r} o

et nous pouvons déduire les propriétés suivantes :

Propriété 3.1

Soit (r,) une suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Pour
le vecteur r(F), défini par l’équation (3.4) a partir de la suite (r,), nous avons, pour
1=0,...,k, le résultat suivant :

(r® B ) = 0.

n ''n
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Preuve :
Calculons (r®, 78} —r ..} en utilisant la propriété suivante :

(r®) png;) =0 J=0,.... k-1

Nous obtenons,

k
(rF e —rp) = (P, Y @y — )
=0

— k k
= ( ) Z a, G )rn+J Tntk F Tntk = Tnti)

k—1
= Za( )(T‘( )7p7l+ ) ( 1(1k)aﬁn+i)
J=0
=0
ce q'u.?L termine la démonstration. n

Propriété 3.2

Soit (rn) une suite de vecteurs residus déterminée par une méthode arbitraire. Le
vecteur %) défini par Uéquation (3.4) a partir de la suite (r,), appartient a l'inter-
section de k + 1 spheéres dans IR™ muni de la G-norme. Chacune a pour centre le

-
point L;i et son diamétre est ||[ro4ills (6 =0,...,k), i.e,

Tn4i ||Tn+iHG
Ve ﬂr ( )

i=0
Preuve :
Calculons le G-produit scalaire (rﬁl") - r"; JTp — r,;,,-) pour ¢ =0,...,k et utilisons la
_ propriété 3.1 (p. 83). Nous obtenons ‘
(TSLk) - Qg—i’ ) - %) = (i) = (i) rag) + i(’"nm‘, Tnti)
1

= Z(r"“’ Trti)

donc
k) i Togi ntills
0 e (1g o, Irnsille
i=0 2 2
ce qu’L termine la démonstration. |
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Nous notons €p4; = & — Tnyi (1 = 0,...,k) et el® = F — z(*) les vecteurs erreur cor-
respondant respectivement au vecteur z,4; et au vecteur z{¥). En utilisant la propriété
précédente et la relation entre le vecteur erreur et le vecteur résidu (Ae = r) nous
obtenons,

Propriété 3.3
Le vecteur erreur e¥) correspondant d la procédure hybride généralisée appartient a
Uintersection de k + 1 sphéres dans IR™ muni de la ATGA-norme. Chacune a pour

Snti et son diamétre est |en+ill :=0,...,k)

centre le point aTGa (

(k) : T enti ||entillaTca
€, € ﬂ aTGa | T 9 .
=0

En utilisant la propriété 3.1 (p. 83) nous pouvons calculer la G-norme du vecteur r{*),
Nous avons,

BBy = (7Br)
(Tn, rn) (rnarn-’-k)
(Pn,Tn) ce (pm 7'n+k)
— (pn+k—1 3 rn) e (pn+k—1 3 rn+k)
1 ... 1
(pmrn) cre (pnarn+k)
(pn+k—1 3 7‘n) e (pn+lc—1 ’ 7'n-f-lc)
(rmrn) Tt (rmrn+k)
_ (_1)k (rn+k7 rn) te (rn+k’ 7"n+k)
(pna rﬂ) e (pns rn+1c)
(pn+k—1 ’ rn) ce (pn+k—l ’ rn+k)

Une autre présentation de la G-norme du vecteur r{¥) peut étre donnée par

k—~1
PSP = rsell® + 32 ol (Basss Tnts)-
—~

Dans ce qui suit nous allons démontrer que la G-norme du vecteur r{¥+1) est inferieure
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. N k .
ou égale i la G-norme du vecteur r{*) et du vecteur TSL 21, puis nous allons comparer la

procédure hybride généralisée avec la procédure hybride itérée définie dans le deuxieme
chapitre appliquée a une suite donnée (r,).

En utilisant la remarque 3.2 (p. 81) nous pouvons obtenir les résultats suivants :

Propriété 3.4

Soit (r,) la suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Pour
le vecteur r(F) correspondant auz coefficients ali**) solution du systéme (3.2) pour des
indices n et k quelconques nous avons le résultat suivant : la G-norme du vecteur
rlk+1) est inferieure ou €gale ¢ la G-norme du vecteur r(®) et du vecteur rﬁfﬁl, i.e.,

. k
e+ < min(|rP, 180 )

Preuve :
Soit S{¥*+1) le sous-espace vectoriel défini par

S ={v 1 v=agra+  + GeprTnaksr § G0t 0+ agpr = 1}
De méme nous définissons les sous-espaces S{¥) et 5,(,13.)1 par
S,E.k) = {v rv=arn+ -+ GTpgk; G0+ -+ ap =1}
S'r(),,:-)l = {v v=aoThs1 +F GTngks1; G0+ - Fap =1}

k+1)

k . . . cp s
Pour les sous-espaces S,(H_)l, S S(+1) les inclusions suivantes sont verifiées,

Sih C SEHY
S c sk,

. . k
D’apres la construction du vecteur rﬁl 421 et du vecteur rﬁt") nous pouvons constater que

k k '
7'7(1421 € Sr(z+)1 C St
r e SP cSH.

Le vecteur r{¥*1) est construit de telle sorte qu’il minimise la G-norme dans le sous-espace
S+1) " nous avons donc

) < )
e < R
ce qm termine la démonstration. a

En utilisant la remarque 3.2 (p. 81) nous pouvons également comparer la procédure



3.1.2  Procédure hybride généralisée - Proprietés 87

hybride itérée définie dans le deuxieme chapitre avec la procédure hybride généralisée.

Propriété 3.5

Soit (r,) la suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit ¥(¥)
le vecteur détérmin€ par la procédure hybride itérée définie dans le deuziéme chapitre
a partir de la suite (r,) et soit r(F) le vecteur déterminé par la procédure hybride
généralisée a partir de la méme suite (r,). La G-norme du vecteur r(F) est plus petite
ou égale d la G-norme du vecteur 7'%), i.e.,

IS < 170

— n

Preuve :
Soit S{F) le sous-espace defini par :

SH={v : v=aorn+ -+ gk ; a0+ +ax =1}

D’apres la propriété 2.3 (p. 57) il existe des coefficients a{"* tels que

. .
Ffzk) = Zag,k)rn.“
i=0
et
k .
Saih = 1.
1=0

Nous pouvons alors déduire que
CPIC)

Puisque le vecteur r®) € S*) minimise la G-norme dans le sous-espace S{¥), nous
obtenons
k k
1K) < 179

ce qui termine la deémonstration. ]

En comparant la procédure hybride itérée (définie dans le deuxieme chapitre) avec la
généralisation de la procédure hybride (définie dans ce chapitre) appliquée a la méme
suite (r,) nous pouvons dire que l'itération de la procédure hybride est plus simple a
calculer mais nous ne pouvons pas toujours obtenir une norme minimale du vecteur (¥
comme c’est le cas pour la procédure hybride généralisée.

Dans le théoréme suivant nous allons donner une condition suffisante pour que
~(k) — (k)
Tp' = Th's

c’est-a-dire pour que le vecteur #*) minimise la G-norme dans le sous-espace vectoriel
SE ={y : v=agra+ + aTusx ; @G0+ +ar =1}
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Théoréme 3.2

Soit (rn) la suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit
71%) le vecteur détérminé par la procédure hybride itérée définie dans le deuziéme
chapitre & partir de la suite (r,) et soit r) le vecteur détérminé par la procédure
hybride généralisée a partir de la méme suite (r,). Soit le vecteur p,4; défini par
Prti = Tnti — Tnpit1. Si, YV n et k, nous avons

(Pntks Prti) =0 1=0,....k-1

alors

7B = B,

Preuve :
e D’une part d’apres la propriété 2.4 (p. 59) nous avons le résultat suivant :
si pour chaque indice n nous avons

(Tnt1,Pn) =0
alors pour tous les indices n et k 1’égalité suivante est verifiée :

k
?‘f‘ )= Tntk-

Le vecteur 7*) vérifie alors la condition suivante :

(F(k)’pn+i)=0 i‘—'O,...,k—l

n

ce qui signifie que le vecteur 7¥{¥) minimise la G-norme dans le sous-espace défini par :
SP ={v : v=aora+ -+ UTntk; G0+ +ar =1}

e D’autre part nous savons également que les coefficients o) sont choisis de telle fagon
que le vecteur
rff‘) = aslo'k)rn + asll'k)rnﬂ +- ¢:x£""")rn+;c

minimise la G-norme dans S{¥). Donc, puisque la fonction f définie précédemment
atteind un minimum global unique, nous avons

7k — (k)
ce qui termine lo. déMonstration. »

Nous pouvons conclure de ce théoreme la remarque suivante :
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Remarque 3.3
Si, V n et k, nous avons (Ty4k, pnyi) =0 pour e =0,...,k — 1 alors

k
7’51 ) = Tn+k-

Dans la propriété suivante nous allons démontrer que, lorsque 'indice n est fixé la suite
(r{¥)) est a convergence finie. En effet nous avons la propiété suivante :

Propriété 3.6
Soit (r,) la suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit r{*)
le vecteur détérminé par la procédure hybride généralisée a partir de la suite (r,). Soit

m la dimension du systéme (0.1). Pour k < m, s'il existe des coefficients {a;} 22 tels
k-1

QUE Tnik = D GiTnyi alors
=0

rflk) = 0.

Preuve :
Nous savons que le vecteur r{¥) peut étre écrit comme un rapport de deux déterminants
de la forme

Tn “e Tnik
(rmpn) ce (rn+ka pn)
(k) (Tn, pn+k—1) e (rn+k, Pn-f;k—l)
r) =
1 e 1
(Tn,Pn) e (Tn+k7pn)
(Tn, Prtk-1) ** (Tntks Prtk-1)
k-1
En remplacant le vecteur r,4; par sa définition r,1x = Z a;T,4+; nous obtenons au le
=0

numérateur un déterminant dont la (k + 1)°™ colonne s’exprime comme combinaison
des colonnes précédentes et donc

P8 = g
ce q'lL'i, termine la démonstration. [ |

Remarque 3.4

S’il existe un indice K tel que les vecteurs rn,...,T,4+k-1 solent linéairement
K-1

indépendants et des coefficients a; tels que roix = Z a;Tn4; alors
i=0

VE> K rif) = 0.

En conclusion de cette propriété nous obtenons :
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Théoreme 3.3

Soit () la suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit r{¥)
le vecteur déterminé par la procédure hybride généralisée a partir de la suite (r,).
Soit m la dimension du systéme (0.1). Nous avons, Vn

ri™ = 0.

Dans la partie suivante nous allons montrer que la procédure hybride peut étre con-
sidérée comme une méthode de projection G-orthogonale. En effet nous avons :

Théoréme 3.4

Soit (r,) la suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit riF)
le vecteur déterminé par la procédure hybride généralisée a partir de la suite (r,). Il
existe une matrice notée P'¥ telle que pouri =0,...,k nous avons

9 =

Preuve :
Le vecteur r{¥) est défini par,

Tn e T’n+k
(Pn,Tn) te (pnyrn+k)
(k) (pn+k—1 3 7“n.) te (pn+k—1 3 Tn+k)
Tn =
(PnyTn) T (PrTntk)
(pn+k—1 ) rn) et (pn+k—1 3 rn+k)

En remplacant dans les deux déterminants la *™¢ colonne par la *™® soustraite de la
(¢ + 1)®™¢ colonne pour ¢ = 1,...,k dans cette formule et en posant ¢;; = (PntisPnsj)
nous obtenons

Pn ' Pntk-1 Ptk
C0 v Cok-1 (PnsTntk)

T'(k) _ Ck-1,0 "' Ck-1,k-1 (pn+k—l y rn+k)
€00 T €0,k-1 (pm Tn+k)

Ck-1,0 *** Ck1k=1 (Pntk=1)Tn+k)
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k-1
ik
= Tn+k+267(z )pTH-i
1=0
avec
€0,0 €o,i-1 (pn»rn-f-k) Co,i+1 Cok—1
(i) Ck=1,0 " Ck=l,i=1 (Pntk=1,Tnsk) Ck—1,i+1 Ck—1,k-1
By Pnyi = — Pr+ti
‘ Coo ° Cok-1
Ck-1,0 " Ck—1k-1
T
Coo0 €01 Prti(pn)' G Co,i+1 Co,k~1
) ( TG }
Ck-1,0 Ck—~1,i—1 DPn+i Pn+k-1) Ck—1,i+1 Ck—1,k—1
= - Tk
Co,0 C€0,k-1
Ck-1,0 *°° Ck-1,k-1
Posons
. ( Tq .
Co,0 Co,i—1 Pn+i pn) Co,i+1 Co,k—1
. . Tq .
MR = Ck-1,0 Ck—-1,i-1 pn+z(pn+k—1) Ck—1,i+1 Ck—1,k-1
k) =
€,0 *°° Cok-1
Ck-1,0 " Ck-1k-1

Cette matrice peut étre calculée en développant son numérateur par rapport a la (:+1)™¢
colonne par les régles habituelles. En utilisant cette notation nous pouvons écrire le

vecteur r(¥) comme suit :
rfzk) = pgc)rn+/€

ol la matrice p!{¥) est définie par :

k-1
ph) = 1= 3 M.

i=1

Afin de démontrer que r®) = (¥, . pour i = 0,...,k—1 nous allons utiliser la relation

n
sulvante

k-1
Tn+k = Tndy — Z Pr+ti.
=
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Cette relation nous permet de réécrire les coefficients 8("*) comme

o0 't Coi-1 (PrsTntj) Coi+1 't Cok-1
Ck—10 *°° Ck-1,4-1 (pn+k—l7rn+j) Ck-1,4i41 ' Ck-1,k-1 <
€0 - Cok-1
Ck=1,0 °°° Ck-1,k-1
ﬁ(i,k)
n
€00 SR &y R | (pnarn+i) Co,i+1 o Cok-1
Ck-1,0 ' Ck-1,i-1 (pn+k—17rn+i) Ck-14+1 ' ° Ck—1,k-1 .
—- +1 12>
Co *°  Cok-1
\ Ck-10 " Ck-1k-1

Ecrivons le vecteur r{¥) comme

k-1
r) = g+ Z BEF) by

1=0
k-1 k=1

= Tapi— D Payi+ D B ppys
i=j =0

=1 k-1
= Tati + 2 B0 pari + L (BUF) = Dpas.

1=0 =73

Si nous utilisons les relations précédentes et nous procédons comme pour ¢ = k, alors
nous obtenons pour j =0,...,k—1

9 = P,
ce q'lL'l', termine la démonstration. ]

Nous voyons bien que la matrice p{*) définie précédemment vérifie les propriétés suivantes

(k)v - v si vE Spa‘n{pna v apn+k—l}LG
g 0 si vé€span{pn,...,Pn+k-1}-

La matrice p{*) peut étre écrite sous une forme plus simple. En utilisant la définition de
'inverse d’une matrice nous pouvons donner le résultat suivant :
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Théoréme 3.5
Soit PFY = [pay...,Prgk-1]. Si o) désigne la matrice définie dans le théo-
réeme 3.4 (p. 90) alors

o) = 1 - PO((PO) GPO) (PG,

Preuve :
Soit P*¥} = [p,,...,Pnsk-1]- Calculons linverse de la matrice (P{*))TGP{®. Nous avons
[ (Pn)T
(PGP = i | Glpar- o Prskaa]
L (pn+k—l)T
(PrsPn) e (Prs Prsk-1)
5 (Pn+k—l9pn) e (Pn+k—1,Pn+k—1)
Posons ¢i; = (Pnti,Pn+j) €t soient C;; les cofacteurs de la matrice (P,g"))TGP,(Lk). En
- . Ci; .
utilisant cette notation nous obtenons ((PMTGPM)-1 = [T—J—I] Ceci nous permet
Ci,j

d’obtenir une nouvelle expression de la matrice p{

k-1
o = =% M

1=0
1 k-1 k-1 T
= I— chI ZO ;}pn+i(pn+j) GC‘.J
1, 1=0 1=

k-1 - 1
Y C1j(Pnss)
s

G
= I- ny o+« vy Pntk- : 7
[P + 1] - Ici,j|
Y Crorj(pres)T
L ;=0 J
(pn)”

[Ci J]

= I—[Pna---,Pn+k—l]|q G

gl
’ (pn+k—l )T

et nous avons

o) = 1= PY((PO)TGPE) (PTG

ce qui termine la déemonstration. ]
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Remarque 3.5
D’apres le théoreme 3.5 (p. 93) nous pouvons déduire les propriétés suivantes de la
matrice p{¥)

L. (Gol)T = Gl
2. (p9)* = o)

Donc, d’apres la définition 0.3 (p. 6), p!¥) est un projecteur G-orthogonal.

Pour terminer cette section nous allons donner un résultat sur 'accélération de la con-
vergence de la suite (7,44 ) par la suite (r{¥)) pour un indice k fixé. Pour cela nous aurons
besoin du résultat suivant :

Lemme 3.1

Soit (r,) la suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit r(¥
le vecteur déterminé par.la procédure hybride généralisée a partir de la suite (r,).
Soit Z une matrice et G = ZTZ. Si nous notons 9% Iangle aigu compris entre les
vecteurs Z(I — o \r 1 et Zr ik alors

(T,’(lk), Tnk))c; = (Pt Tntk)g sin? 0£tk)‘

Preuve :
Posons Q) = I — plF), La matrice Q¥ vérifie les propriétés suivantes

(G = GQY
Q¥R = Qv

En utilisant les propriétés de la matrice Q¥ pour calculer la quantité (Q¥)r, 44, rn+k)é
nous obtenons

Q(k)rn+ka Q( )rn+k) (Tn+k’ rn+k)G COS2 '05!6)

QP ik GQWT k) (Patks Tg ) cos? D)

(Q&k)"'n+k,7‘n+k)i =
(
(GRINT QP rrtks Trsk) (Trgks Ttk ) g cO8® L)
(
(GQ
(

GQ(MQ k)rn+ka Ttk ) (Tntks Tnak) g cos? 1951")
rn+k, Tn+k) (rn+k, 7'n+k)G cos® ?9,(1“
Q Trtks Ttk ) g (Tntks Tnk ) g cos? 1951’”

ce qui nous donne
(Q‘Slk)r"+k7 Tntk)g = (Tntks Tntk)g cos '951k)'
Nous pouvons déduire de cette expression
(F9,r0), = (), sl

n in
k
= (rn+ka rn+/€)c - (Qi:. )Tn+k,7’n+k)g
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(TTH-ka Tn+k)c;(1 - COS2 ﬂslk))
= (rn+k? rn+k)G sin’ ’951“

ce qui termine la démonstration. ]

Directement du lemme 3.1 (p. 94) nous obtenons

Théoréme 3.6

Soit (r,) la suite de vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit r(¥)
le vecteur détermin€é par la procédure hybride géneéralisée a partir de la suite (r,).
Soit Z une matrice et G = ZTZ. Soit 9% langle aigu compris entre les vecteurs
Z(I — @Nr ket Zropr Une condition nécessaire et suffisante pour que la suite
(r(F)) converge plus vite que la suite (Tn4k) pour un indice k fizé, i.e.,

(k)
lim U210 =0
n—eo ”rn+k”

est que la suite (9F) tende vers 0 ou m (n — 00).

3.1.3 Applications

Dans cette section nous allons étudier ’application de la procédure hybride générali-
sée a la méthode définie par :

Tpy1 = Bz, +b } (0.2)

ry1 = Bry

avec B = I — A. Pour la suite nous allons supposer que la matrice B est inversible.
Comme dans les chapitres précédents nous allons nous servir de la décomposition d'une
suite définie dans la section "Notations”.

Soit B une matrice diagonalisable. Soient {\;}i=, (¢ > 2) les valeurs propres dis-
tinctes de la matrice B = I — A ordonnées dans le sens décroissant des modules

Al Z - 2 A

et {7:}™, les vecteurs propres correspondants. Les vecteurs propres de la matrice B
forment une base de ZIR™. Nous associons au vecteur ro sa décomposition en somme des
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vecteurs (7o)

ro = J1(ro) + -+ + ¥g(ro)

ou le vecteur ¥;(ro) appartient au sous-espace propre V; correspondant a la valeur propre
A;. Pour alléger la notation, cette décomposition sera notée par

ro=F+ e+

Remarque 3.6

— Si ¢ = 1 (la matrice B admet une seule valeur propre) alors ry est un vecteur
propre de la matrice B et nous obtenons r((,l) =0.

— Si dans la décomposition du vecteur vy nous avons 4; = 0 alors il faut reperer la
premiére composante telle que %; # 0.

En utilisant la définition du vecteur agkﬂ) = Yg+2+ - +7, nous décomposons le vecteur

ro comme ceci

ro =1+ + Fuer + 0

ce qui nous donne également la décomposition du vecteur r, :

o= AT AT+l

avec

a2 = BaltD
el = O(1Aesal™) (n — oo).

Nous allons revenir a cette notation plus tard. Tout d’abord nous allons présenter un
lemme, dont nous nous servirons ultérieurement.
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Lemme 3.2
Etant donnés les quantités {x;}*_, vérifiant un systéme d’équations linéaires

a1 ak,1 ] Y1

= (3.5)

ay .k Ak .k Tk Yk

alors la somme 1+ - -+ peut étre exprimée comme un rapport de deuz déterminants

Y1 a2y —4apa a1 — Qk-1,1

Y A2,k — A1k Ak — Q-1 .k

Ty F otz =

ai

ay k

Ak,1

Ak k

Preuve :

En utilisant la regle de Cramer nous pouvons écrire la solution z; du systeme (3.5)

comime

a1 ai—11 Y1 Gig1 Ak,
a i i1k Yk Qiprk Ak k
T,
a1 Qg1
ay k Ak k
Y1 a1 ai-1,1 Qi1 Ak
( 1),_1 Ye A1k Ai-1,k Qigl,k Ak k
an Ak
ai k Ak k
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Calculons =, + x4

Y1 Q1 4dzy o Qe Y1 @11 azy 0 Gk
Y G2k A3k - Qgk Ye A1k A3k '+ QAkk
T+ T2 = -
a11 0 Gk a1 Gk
Ak " gk A1k - Qkk
Yr a3 — a1y azyx ot Qg

Y A2k — Q1 A3k ' Gk

/308 DR 78 |

A1,k " Okk

Supposons donc que

Yp Gzqp — a1 - Qi1 — Gi—11 Qg1 0t Qg
Ye Q2k —QLk ' Gifp—Ci-1k Git1k " Qkk
o1+t =
ayl ot Qg
ark " Ok

et calculons x, + - -+ + z;4;. Nous avons

Y1 a1 — Q11 - Qi1 —a4i-11 Qi1 0 Gk

Ye Q2 — A1k " GQik —Gic1k Qig1k " Gk

1+ -+ Ti+Tip1 =
11 Ak

A1k " Gk

Y1 Qi 0 Qi Gig21 0t Gk

Ye Q1 ' Qik Qig2,k " Gk

+(-1)

ayr o QAga

a g - Ak k
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Y1 a1 — 0411 - Qi1 —Qi-11 Qi1 0 Qg
_ Ye A2k —Q1k " Gik —Gi-1k Qif1k - Qkk
a1 " Ak
A1k " Qkk
Y1 G231 = @11 o G Gim11 @i Gig21 0t Gk
| Yo Q2 — A1k " Qi — Qi1 k Aix Qi42,k ' OQkk
a1n - Qga
al,k “ o ak,k
Y G210 —a11 ' G410 — Q41 Gig21 0t Gk
| ¥k G2k — 1kt Gitik T Gik Giglk 0 Gk
ayq1 Akl
ark ° Qkk

et par récurrence nous obtenons

Y1 a1 — Q1 v Gkl — Q-1

Ye A2k — 01k " Gk — Qk-1k

i+t Tk =
a1t Aga

a1k " Gkk

ce qui termine la démonstration. |

Dans ce qui suit, nous allons étudier des possibilités d’accélération de la convergence

de la suite (rp4x) par la suite (r¥)) pour un indice & fixé. Nous rappelons que le vecteur

r, peut étre décomposé de la maniere suivante

= ATT + o+ A Tk alf+?)
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a2l = O(IAksal™) (n — oo).

Le résultat principal de cette section est donné par le théoreme suivant

Théoreme 3.7

Soit (r,) la suite de vecteurs résidus déterminée par la méthode (0.2) avec B =1— A
une matrice inversible. Soient {A;}!_, les valeurs propres distinctes de la matrice B
ordonnées dans le sens décroissant

Al 2 - > A

et {7:}72, les vecteurs propres correspondants. Soit ri¥) le vecteur déterminé par la
procédure hybride généralisée a partir de la suite (r,). Si le vecteur r, se décompose
de la fagon suivante

T = AT+ + ALy Te + alftD

alors nous avons le résultat sutvant :

e = Ol 1) = O Aes2 ") (n — o).

Preuve :
Nous avons

_ \ntk+lz ntk+lz (k+2)
Trtksl = Af Nt + /\k+1 Ye+1 F Qpyrys-

Dans le théoreme 3.4 (p. 90) nous avons montré qu'’il existe une matrice p{F+!) telle que
pour ¢ = 0,...,k 4+ 1 nous avons

plbtl) o k1)

En particulier pour : = k£ + 1 nous obtenons

k+1)  _ (k+1
7“7(1 )= ( gt

n+k k n+k k k k+2
= ApHeH ( 3 S Viss HAARE™ +1) +p( +1) £1+k4)-1'

Nous utilisons la relation
G =B =0,k

Qrgkt1 n+j
pour démontrer que les vecteurs APt 1 ok+D3 nour i = 1,...,k+1 vérifient le systeme
suivant
Fl—/\l 1—/\k+1- (6+2)
N n - +
Aft /\Zi{ AR oD, p+O(B- - I)(B ) el
E : = — : . (3.6)
T W N B B )
- /\1 )\k+1 .
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Ce systeme est obtenu a partir de la condition p{**Vp,,; =0 pouri =0,...,k ou Pnyi =

Trti —Tntit1 = (B =I)rnyip1. Nous pouvons alors déduire d’apres le lemme 3.2 (p. 97)
que

ATHRRL )T AL g,
(B~1)* - 1-A 1— My 1= N
VA Vo
7 L= 1-X 1= 1-=X
B ;) A R
okt -1 _ 2 1 k+1 k (k+2)
o (B I) =X 1< int Qpbkt1r
/\k+l k+1
1 k+1
- A 1 - .)\k+1
A1 A1
Si nous posons
A e Y Y 1= e 1=
MO A
;o L=k 1-X 1=y L=
(k+1) _ (R-1 _ A2 M Ak+1 Ak
M =(B h) 1-X\ 1 — Aep
/\k+1 k+1
1 k+1
1= 1 — Mewt
A Ak+1

alors nous obtenons une nouvelle représentation du vecteur r{¥+!

7,1(1~Ic+1) = pﬁf“’([ _ M(Hl))afﬂ;c?-l-
La matrice M**1) peut étre calculée en faisant un développement de son numérateur
par rapport a sa premiere colonne. Le dénominateur apparant dans la définition de la
matrice M*+1) est 1ié au déterminant de Vandermonde. Il est donc facile de calculer
son expression. Puisque la matrice p{*+!) est un projecteur G-orthogonal, d’apres le
lemme 0.1 (p. 7), nous avons ||e¥*!)]| = 1 et nous obtenons donc

k+2
P < (1 + IMED SR

ce qui termine la démonstration.
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Directement du théoreme 3.7 (p. 100) nous obtenons une condition suffisante pour que
la suite (||r{**V||) converge plus vite que la suite (||rn4rs1]]) pour un indice & fixé

Théoréme 3.8

Soit (r,) la suite de vecteurs résidus déterminée par la méthode (0.2) avec B=1— A
une matrice inversible. Soient {\;}I_, les valeurs propres distinctes de la matrice B
ordonnées dans le sens décroissant

A1l = -2 2 Al

et {7}, les vecteurs propres correspondants Soit k) le vecteur résidu déterminé
par la procédure hybride généralisée a partir de la suite (r,). Si le vecteur r, se
décompose de la fagon suivante

ra = A+ A+ M Ten +alt?
et si |Ars2| < |M| alors pour un indice k fizé la suite (r**V)) converge plus vite que

la suite (Tnykt1), i€,
[l
lim =0.

m=00 ||raga |

Preuve :
Nous pouvons décomposer le vecteur x4 comme

— k+1 n+k+1~ +2)
Trtk+1 = )‘?+ ATt ’\k+1 Ve + an+k+1
Pour alléger la notation de cette démonstration, nous allons.-poser

(k+1) _ ynt+k+1z nt+k+lz
bn+k+1 = Al Y14+ AT Ve

Nous avons donc
(k+1) (k+2)
Tnik+l = bn+lc+1 + k-

Nous rappelons qu'il existe une constante C (k) ne dépendant pas de n telle que

k+2
a2 || < C(k) Aega |7+

donc, si |Ag4+2| < [M1], nous avons

” nli:ﬁl)-l” C(k) lim |Ak+2|n+k+1
AN n=oo AT 4 A T
n+k+1
Akt2
) A1
= C(k)nl-l-.rgo ' n+k+1 nth+l
~ Az ~ Aks1 ~
71+ :\— ‘7/1++ /\ Yk+1
1 1
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En utilisant 'inégalite triangulaire (an+k+1[| lla nTkZHH) rn+k+1]l® et du résultat
précédent nous pouvons conclure :
ot |12 . [k
lim sl lim Inthtl
Pnisa (LA we A B A ATIE
(n "l n)
n+k4+1
k+1)
I ey
"””‘ ( o8] n)
1 — n+k+l
(k+1
(L]
= 0
I+ b1 ot
et nous avons lim < (1 + || MED)) lim kIl — g e qui termine la
oo ||7°n+k+1|| n—=00 ||Ir k1|
demonstration. -

Nous pouvons remarquer que la procédure hybride généralisée appliquée & la méthode
définie par I’équation (0.2) est mathématiquement équivalente a 1’algorithme RRE (Re-
duced Rank Extrapolation) appliquée a la méme méthode. Pour ce cas particulier du
RRE A. Sidi a demontré [38], sous la condition |Ag41] > |Aes2|, que

i+ — & = F(n)Atall + (1)) (n— o)

avec ||F(n)|| £ K (K étant une constante strictement positive) ce qui implique

(k+1)

128+ = 2| = O(IA4al™)  (n — o).

Le théoreme 3.7 (p. 100) nous donne méme resultat mais avec des conditions plus faciles
a verifier.

Dans la partie suivante nous allons étudier dans quelles circonstances nous avons
pour tout indice n, r{*) = 0. Nous allons utiliser les valeurs propres et les vecteurs
propres de la matrice B pour exprimer la condition suffisante.

Lemme 3.3
Soit B une matrice admettant q valeurs propres distinctes notées : A,..., ;. Soit W,
le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs propres de la matrice B ¥4,...,7,
associés chacun a une valeur propre A;, linéairement indépendants. Si xeW, est un
vecteur arbitraire tel que toutes ses coordonnées dans la base ¥y,...,7, soient non
nulles, alors les vecteurs x, Bz, ..., B? 2 sont linéairement indépendants.

Preuve :

Supposons que le vecteur = possede les coordonnées (cy,...,c,) dans la base {¥;}]

T=can+ o+
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Nous avons .

Bz = Cl/\;:)"1 + -+ cq/\Zqu-
Trouver les coefficients 3; tels que

Boz+ -+ BBz =0

est équivalent a résoudre le systeme d’équations linéaires suivant

1 - Mt Bo 0
IREERRID Y B,-1 0
Les valeurs propres Ay,..., A, étant distinctes, le déterminant de ce systéme est non nul
et nous avons la solution
Bo= o= By =0,
Les vecteurs z, Bz, ..., B?7'z sont donc linéairement indépendants ce qui termine la
démonstration. n
Remarque 3.7
Dans le cas ol le vecteur 2 admet ! coordonnées nulles dans la base #,,...,7, alors
les vecteurs z, Bz, ..., B"~""'z sont linéarement indépendants mais z, Bz,..., Bi"'z
sont linéairement dépendants.

Théoreme 3.9

Soit (r,) la suite de vecteurs résidus déterminée par la méthode (0.2) avec B =
I — A une matrice inversible. Soit r(¥) le vecteur déterminé par la procédure hybride
généralisée d partir de la suite (r,). Sila matrice B admet q valeurs propres distinctes
alors, ¥ n, nous avons

r,(f) = 0.
Preuve :
Le vecteur r{?) est défini par
Tn Tt Tn+tq
(Tnypn) (rn+qvpn)
7.&'1) — (Tn, pn+q—1) Tt (rn+¢hpn+q—1) ' (37)
1 ... 1
(rmpn) e (rn+¢17pn)
(TmyPrtg—1) -+ (Tn+q)Prtq-1)
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-~

avec p; = 1; — ri41. Soit W, le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs 1, .. . ,7,.
Nous avons

T € W,

dans le cas ou le vecteur r, admet toutes ses coordonnées non nulles dans la base
Y1, -7, d’apres le lemme 3.3 (p. 103) les vecteurs ry, ..., 7,4, forment une base du
sous-espace W,. Le vecteur r,4, appartient également au sous-espace W, alors il existe
des coeflicients 3; tels que

q-1
Patg = D Bitnyi.
=0

En remplagant le vecteur r,;, dans la formule (3.7) par son expression nous obtenons
dans le numérateur un déterminant dont la derniere colonne s’exprime comme une com-
binaison linéaire de ¢ — 1 colonnes précédentes alors

rl9) =0,

Si le vecteur r, admet [ coordonnées nulles dans la base F,...,7, alors d’apres la
remarque 3.7 nous avons pour tout indice n

rff"’) =0

ce qui termine la démonstration. n

3.1.4 Exemples numériques

Dans cette section nous donnons des exemples numériques pour illustrer deux cas
particuliers de la procédure hybride étudiée précédemment.

Pour tous les exemples nous prenons G = I, A =1 — B et zg = 0. Le vecteur
b est toujours choisi tel que la solution soit Z = [1,...,m]?. Chaque figure montre
log ||rn+k]| €t log ||r{¥)|| en fonction du nombre d’itérations. Afin de connaitre les valeurs
propres de la matrice B dans chaque exemple nous choisisons arbitrairement une matrice
diagonale notée D, une matrice inversible P et nous prenons A = PDP~!/o. Soit {\}7,
’ensemble des valeurs propres de la matrice B. Les valeurs ||PDP™ ||, || B| ont été
calculées par Matlab (voir le tableau 3.1).
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Exemple 3.1 Exemple 3.2 | Exemple 3.3
o | |PDP™Yw = 200 1 1
| Bl| 0.9996 55.2837 49.6635
1Al 0.9950 0.9000 1.1000
|Az| 0.9900 0.9000 0.6000
| As] 0.9850 0.4500 0.4333
[ Al 0.9800 0.4500 0.3500
Tableau 3.1 :

Soit (r,) la suite des vecteurs résidus déterminée par la méthode

Tpyr = Bz, +b
ree = Bry } (0.2)
avec B = I — A. Soit r{¥) le vecteur résidu correspondant a la procédure hybride

généralisée determiné a partir de la suite (r,). Dans les exemples 3.1, 3.3 nous avons
choisi les matrices B de telle sorte que

[Adl < [As] <ol < [N

donc les conditions du théoréeme 3.8 (p. 102) sont verifiées. Nous obtenons une accélération

e
de la convergence ( lim —=

—2—— = 0) bien que la méthode initiale ne soit pas conver-
el Lyl

gente (7111_{2) lIr.|| = 00) ; voir 'exemple 3.3. Dans I’exemple 3.2 nous avons |\s| = |A3| <
[A2] = |A1| et nous obtenons 'accélération de la méthode initiale par la procédure hybride

généralise du rang 2 et 3.

Dans 1’exemple 3.1, ’exemple 3.2 et I’exemple 3.3 nous comparons la convergence
de la suite ||r,|| et de la suite ||r{¥|| pour k¥ = 1,2,3. La courbe continue correspond
3 la méthode initiale. La courbe en tirets correspond a la suite (||r{"|]). La courbe
point-tirets correspond a la suite (||r{?||). La courbe pointillée correspond & la suite

().
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Exemple 3.1

Cet exemple a été pris dans [23]. Soit m = 200 et soit A = PDP~1/||PDP~!||,

avec

1 3 1
1 8 0
P = .
0 . B
! 1]
1 -
1+ a 0
D = 3
0
i 200 |
avec a =1, 3 =0.9. Nous avons

Exempie 3.1

log10 de ia norme du residu

-8 s . ) L L L L .
[+} 100 200 300 400 500 600 700 800
nombre d'iterations
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Exemple 3.2

Soit m = 500 et soit A = PDP™! avec P une matrice aléatoire inversible et

-

[1-0.9

14+0.9 0

Nous avons

5
3 ~
B4 ok -~
& SN
2 N
E S
[+] ~.
c ~.
s R
] ~,
h-] N
[=] N
'éu -5F S
2 “
. \.\.
. \.\-
. ) ~
_10 L 1. A L - § —
0 5 10 15 20 25 30 35

nombre d'iterations
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Exemple 3.3

Soit m = 500 et soit A = PDP~! avec P une matrice aléatoire inversible et

Nous avons

log10 de la norme du residu

[09-1

1
9—-=
0 2

Exemple 3.3

0'9_566

L i

10 15
nombre d'iterations

20

109
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CONCLUSION :

Pour obtenir les resultats d’accélération de méthodes du type (0.2) par la procédure
hybride généralisée de rang k il est important d’avoir une inégalité stricte entre les
modules de A\ et Agiq.

La procédure hybride généralisée coincide avec la méthode initiale pour GCR.




3.2 Autres généralisations 111

3.2 Autres généralisations possibles de la procédure
hybride

Dans cette section nous allons proposer d’autres possibilités de généralisation de la
procédure hybride. L’idée de deux possibilités vient directement de la définition de la
procédure hybride généralisée. La troisiéme généralisation est la procédure hybride en
cascade, qui a été définie par C. Brezinski et M. Redivo Zaglia dans [11]. Dans
chaque cas nous allons étudier certaines propriétés théoriques sans donner d’exemples
numeériques.

3.2.1 Procédure hybride multiple de rang k£ + 1

Cette généralisation de la procédure hybride consiste a supposer que nous avons
k + 1 méthodes itératives, différentes entre elles, pour la résolution du systéeme

Az =b. (0.1)
Leurs itérés seront notés z,; (¢t = 0,...,k) et les vecteurs résidus correspondants
rni = b— Az,; ( = 0,...,k). A chaque itération n, nous allons construire un nou-

vel itéré z!¥) avec un vecteur résidu correspondant r*) a partir des vecteurs z,; de telle
fagon que la G-norme du vecteur r{*) soit minimale. En procédant comme au début
de ce chapitre nous voyons que le vecteur r{*) peut s’écrire comme un rapport de deux
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déterminants
Tn,0 et Tnk
(pn,07 rn,O) Tt (pn.Oy Tn,k)
(k) (pn,k—ly rn,O) tee (pn,k—la 7"n,lc)
Ty =
1 ... 1
(ProsTn0)  *+ (ProsTnk)
(p'n,k-l ) rn,O) e (pn,k—l 9 rn,k)
avec le vecteur p,; défini par :
Prni = Tni — Tnitl l‘—-‘O,,k—l

Evidemment si nous remplacons r,4; par rn; et pn4i par p,; les résultats du théo-
reme 3.1 (p. 82), de la propriété 3.1 (p. 83), de la propriété 3.2 (p. 84), de la pro-
priété 3.3 (p. 85), de la propriété 3.6 (p. 89), de la propriété 3.3 (p. 90), du théo-
reme 3.4 (p. 90), du théoreme 3.5 (p. 93) et du théoreme 3.6 (p. 95) sont vérifiés.

Nous pouvons envisager l'utilisation de cette méthode dans le cas ou nous pouvons
programmer les k + 1 méthodes parallelement et le rapport de deux déterminants qui
définit le vecteur r(*) peut étre calculé facilement.

La méthode ainsi définie peut étre considérée comme un cas particulier de ”Com-
posite Sequence Transformation” définie par C. Brezinski dans [9]. D’autres cas par-
ticuliers de "Composite Sequence Transformation” ont été étudié dans [34], [35].

3.2.2 Procédure hybride avec une suite auxiliaire

Nous pouvons également envisager une méthode qui utilise une méthode itérative
de résidu r, et une suite auxiliaire (w,) de telle fagon que

rff) = aﬁ?"‘)rn + af}"‘)rn“ +-0 afl""‘)rn+k.

Les coefficients a{i**) sont calculés de telle sorte que le vecteur r'¥) vérifie, pour ¢ =
0,...,k —1, la condition suivante :

(Tglk)$ wn-H) = 0.
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En résolvant un systeme d’équations linéaires nous obtenons

rn .. rn+k
(wn,rn) e (wn, Tn+k)
(k) (wn+k—larn) et (wn+k—1 ’ rn+k)
r. =
(wnﬁrn) et (wnarn+k)
(wn+k—lv rn) e (wn+k—1 9 7‘V'H—Ic)

Posons pnti = Tnpi — Tntit1 (0 = L,o.oik = 1), P®) = [pa, ..., pryk_q] et WF =
[Wn,...,Wn4k-1). En procédant comme dans le théoreme 3.4 (p. 90) et dans le théo-
reme 3.5 (p. 93) nous obtenons :

r&) = B L (1=0,...,k)
ou la matrice p{¥) est définie par :

o) = 1 — (W) GRI) (WM)TG:

La matrice p!¥) définie ainsi vérifie les conditions suivantes

(PP = p®
pflk)v = v siv € span{w,,... ,w,H_k_l}J'G

Ky = 0  sivespan{pn,...,Pnsr-1}-

Dans ce cas nous n’avons plus la propriété de minimisation de la G-norme du vecteur
r(¥), mais nous pouvons choisir la suite (w,) de telle sorte que le vecteur r(*) vérifie

d’autres propriétés intéressantes.

3.2.3 Procédure hybride en cascade

Supposons que nous ayons k + 1 méthodes, différentes entre elles, pour la résolution
du systeme
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Az = b. (0.1)
Leurs itérés seront notés z,; (: = 0,...,k) et leurs vecteurs résidus correspondants
rni = b— Az,; (+ = 0,...,k). La procédure hybride en cascade consiste a appliquer

dans chaque iteration n la procédure hybride aux deux premiéres méthodes, puis appli-
quer la procédure hybride au résultat et a la troisieme méthode et ainsi de suite. Pour
un indice n fixé nous obtenons alors une régle récursive pour calculer le vecteur r{*)

n = Tno
e B O N QY ) P t=0,...,k-1.

n

Les coefficients a!’) sont calculés par

ol = — (T’Sf) — Trit1,TH)

n ( (1)

, () Y
Tn' —Tnit1,Tn’ — rn.z+1)

Remarque 3.8
Si nous prenons seulement une méthode de résolution du systeme (0.1) (la suite des

vecteurs résidus correspondant a cette méthode sera notée (r,)) et si nous posons
Tnk = Tntk alors, pour un indice n fixé la procédure hybride en cascade devient la
méthode "Minimal Residual Smothing” (MRS) [36], [37].

Le vecteur r{¥) peut étre écrit comme une combinaison des vecteurs rpg, ..., ns. Nous
avons le lemme suivant :

Lemme 3.4

Sotent k+1 suites de vecteurs résidus, notées par (r,;) pouri = 0,...,k, déterminées
par k+1 meéthodes arbitraires. Si le vecteur r®) est detérminé par la procédure hybride
en cascade a partir de ces suites alors nous avons Vn

k
(@ =Y aPr Mk
1=0
k
b SalP=1. Ha(k)
1=0
Preuve :

La démonstration de ces propriétés se fait par récurrence simultanée.

e Pour k = 0 nous avons par construction r{®) = r, o et a{®® = 1, ce qui prouve

H7(0) et Hs(O)

e (a) Supposons que Hs(k — 1) soit vraie. En utilisant la définition du vecteur r
et Hz(k — 1) nous obtenons

rif) = ag"l)r&k'l) +(1- ag“l))rn,k

n

©
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= Z ag'k)rn'i.

1=0

La propriété Hr(k) est donc vérifiée.

(b) Les coefficients al**) sont calculés par

alth) = k=1 glk-1) 1=0,..., k=1
aglk'k) = 1- agk"l).

Supposons que Hg(k — 1) soit vraie. Nous avons

>
|
—~

k
TGl = 3 ol 4 gl
1=0 ]

ii
o

- [agk—l)as:',k—l)] + (1= a1

i

b
—

il
=]

k=1
N 3 alik=1) 4 (1 — gk=1)

n

1=0
=l (1 - alt)
= 1.
La propriété Hg(k) est satisfaite
ce q’U/L termine la démonstration. |

Dans la partie suivante nous allons comparer la procédure hybride en cascade avec la
procédure hybride multiple de rang k£ + 1. Nous allons noter comme auparavant

Prni = Tni — Thitl l=0,,k'—1

Soit 7) le vecteur résidu obtenu par la procédure hybride multiple de rang & + 1 a
partir de k + 1 suites (r,;) pour un indice n fixé. Nous savons, d’apres la construction
du vecteur 7¥) que

(F(k)»Pn,i)=0 Z.=0,...7k—1

n

et que le vecteur 7{¥) minimise la G-norme dans le sous-espace défini par

87(1k)={v DU =@agrno+ -+ GkThk s G0+ -+ ar =1}
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Nous avons donc les résultat suivant

Propriété 3.7

Sotent k+1 suites de vecteurs résidus, notées (r,;) pouri = 0,...,k, déterminées par
k + 1 méthodes arbitraires. Si le vecteur ©'¥) est déterminé par la procédure hybride
multiple de rang k + 1 a partir des k + 1 suites (r,;) et le vecteur r¥) est déterminé
par la procédure hybride en cascade a partir des mémes suites (r,;) alors la G-norme
du vecteur 7\F) est plus petite ou égale @ la G-norme du vecteur r¥, i.e.,

7N < (132

Preuve :
D’apres le lemme 3.4 (p. 114)

ORI

= {v :v=aorno+ -+ arnk; a0+ +ax =1}

Nous savons aussi que
70 ¢ Sk

et puisque 7*) minimise la norme dans S{¥), nous obtenons
k k
17N < (I8
ce q'u.7; termine la démonstration. ]

Pour terminer cette partie nous allons donner une condition suffisante pour que

)

Il suffit de donner une condition suffisante pour que (r®),p,;) =0 (: = 0,...,k — 1)
avec Pni = Tni — Tni+1 (2 =0,...,k —1). Nous avons le résultat suivant :

Théoreme 3.10

Sotent k+1 suites de vecteurs résidus, notées (r,;) pourt = 0,...,k, déterminées par

k + 1 méthodes arbitraires. Soit r'*) le vecteur déterminé par la procédure hybride

en cascade a partir des k + 1 suites (rp;). Si pouri = 0,...,k — 1 nous avons

(PakyPai) = 0 alors

(r®) pni) =0 1=0,...,k—1 Ho(k).

Preuve :
La démonstration de cette propriété se fait par récurrence.
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e Pour k£ =1 nous avons par construction

ce qui prouve Hg(

{

donc puisque r*) = olF)

Il faut donc encore montrer que (r® p,,_;)

pouvons dire que

ol les coefficients G{"*~! sont calculés en fonction des coefficients a{*~1).
calculant la quantité (r(), r{k=1) —p .} nous obtenons

(r(l) rflo)

n

1).
e Supposons que Ho(k —

(TSLk_l)v pn'i)
(rn,kv pn.i)

G

- 7"n,l)

=0

= (()

n

= 0

1) soit vraie. Nous avons

0
0

P
|
—

ik-1)

a, Tn,i

x> -
[
v ©

~(ivk-1)
an

..
[
=)

Pno)
1 =0,..

1=0,..

(rnl)’ Tn0 — rn,l)

k=2
k=1

ri#=1) 4+ (1 — a{®)r, , nous obtenons

Pn,i + Tnk—1

7pnk 1)

0 = (Tnk)vrﬁzk_l) - rn,k)
B k-1
= (T‘n ), Z aﬁf’k'l)rn,i - T’n‘k)
1=0
k-2
= (Tnk) 6S'k—l)pn,i + Tnk-1 = Tnk)
=0
k-2 " .
= Z [as:’ l) S;)yp’nl)] n,
1=0
= (r{ pr-1)-

Nous avons donc montré que

la propriété Hg(k) est donc verifiée

(r'slk)’ pﬂ,i) = 0

117

= (0. D’aprés le lemme 3.4 nous

En
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ce qui termine la démonstration. n

Dans ce cas nous pouvons montrer également :

Propriété 3.8

Soient k + 1 suites de vecteurs residus, notées (rn;) pour: = 0,...,k, déterminées
par k + 1 méthodes arbitraires. Soit r*) le vecteur calculé par la procédure hybride en
cascade a partir des k+1 suites (). Sott ppy =rp;—Tnit1- Stpouri =0,...,k—1,
nous avons (Tnk,Pn,i) = 0 alors

T,&k) = T'n,k Hm(k)

Preuve :
La démonstration de cette propriété se fait par récurrence.

e Pour k = 0 nous avons par construction r{® = r, ¢ ce qui prouve Hio(0).

o Supposons que Hig(k) soit vraie c’est-a-dire

T,(1k) = Tnk-
Calculons r,(,kH) ,
A 2 a4 (1= )

avec
k
ok = (r8) = rajr1, Taks1)
n (k) (k)
(rn = Tnks1,Tn = Trks1)
_ (Tnk = Trk+1s Tnk+l) 0
(Tn,k — Tnk+1yTnk — T'n.lc+1)
d’ou

k+1) _
r,(-,, ) = Toyk+1

la propriété Hyo(k + 1) est donc verifiée

ce qui termine la demonstration. n

Nous pouvons donc conclure par la remarque suivante
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Remarque 3.9
Soit 7{*) le vecteur calculé par la procédure hybride multiple de rang & + 1 & partir

de k + 1 suites données (r,;) (1 =0,...,k) et r* le vecteur calculé par la procédure
hybride en cascade a partir des mémes suites (r,;) (¢ = 0,...,k). Si pour ¢ =
0,...,k— 1 nous avons (T k, pn:) = 0 alors

rff) = f'g‘) = Tpk.
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Chapitre 4

Calcul récursif du vecteur résidu

Dans ce chapitre, nous allons étudier les possibilités de calcul récursif du vecteur
k) obtenu par la procédure hybride généralisée définie dans le chapitre 3. Le vecteur
k) peut étre exprimé comme un rapport de deux déterminants d’out ’intérét de trouver
un algorithme récusif qui calcule ce vecteur pour des indices n et k quelconques. Tout
d’abord, en nous allons rappeler I'identité de Sylvester et I'identité de Schweins
pour des déterminants vectoriels ainsi que le H-algorithme et le RPA algorithme qui nous
permettent de calculer d’une fagon récursive certains rapports de deux déterminants.

Ce rappel nous servira en pour obtenir un algorithme calculant le vecteur (),
Nous proposons quatre algorithmes différents qui seront notés A4, A,, Az, A4. L’algo-
rithme A; utilise I'identité de Sylvester, I’algorithme A4, utilise I'identité de Schweins,
Palgorithme A; utilise le H-algorithme et 1’algorithme A4 utilise le RPA algorithme.

Nous allons étudier en particulier I'algorithme A, et ’algorithme A; car ces algo-
rithmes n’utilisent pas d’autres algorithmes déja connus. L’algorithme Aj3 et I’algorithme
A, peuvent étre consideré comme des cas particuliers de certains algorithmes bien con-
nus (le H-algorithme, le RPA algorithme); c’est pour cette raison que nous n’allons pas
les étudier d’une facon profonde. Nous allons clore ce chapitre en comparant le cotat des
algorithmes A;, A,, A3, A4 en fonction du nombre d’opérations effectuées pour le calcul
du vecteur r{¥,
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4.1 Rappel

Dans cette partie, nous allons rappeler les identités de déterminants définies dans
un espace vectoriel, ainsi que des algorithmes récursifs qui calculent le rapport de deux
déterminants, c’est-a-dire nous allons rappeler I'identité de Sylvester [8], I'identité de
Schweins [8], le H-algorithme (7] et le RPA algorithme [6],[8]. Pour d’autres algorithmes
voir [10], [19],{25], [5].

4.1.1 Identité de Sylvester

Etant donnés des vecteurs z; € IR™, et des coefficients m;; € IR ou i € {0,---,k}
et j € {0,---,k — 1}, nous allons considerer la matrice M de la forme

Tg cee Tk
Moo *°° Mok
M=
Mkg-10 - Mi_1k

C’est une matrice carrée de dimension (k+ 1) X (k4 1) dont les éléments de la premiere
ligne sont des vecteurs. Le déterminant de la matrice M peut étre calculé en faisant un
développement par rapport a la premiére ligne. Nous allons noter M la sous-matrice
de M obtenue en supprimant la :*™ ligne et la j*™ colonne et M;; la sous-matrice

obtenue en supprimant la :°™¢ et ¢t*™¢ ligne et la j°™° et s°™¢ colonne. Comme exemple,

nous avons
[ mo,1 st Mok
M =
| Me—11 0 M1k
[ Moo - Mok-1
Mt =
[ Mk-1,0 *°° Mk-1k-1
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[ zl e ‘Tk
M _ Mo -+ Mok
S
L k-2 " Mi_2k
[z . Th
ME Moo '+ Mok-1
k1 =
L TMe—20 *°° Mk_2k~1 |
Mo1 -+ Mgk-1
L+l
Miyh =
| Mk-2,1 *° Mpogk-1 |

En utilisant ces notations, |'identité de Sylvester nous donne

det(M)-det(M}})) = det(M;])-det(MFF!)—det( M}, ,)-det( MF+1),

4.1.2 Identité de Schweins

Etant donnés des vecteurs z; € IR™ et des coefficients m;; € IR ou 1,5 € {0,-- -, k},
nous allons considérer la matrice généralisée M de la forme

xo PR xk
Moo - Mok
M=
MEo - Mgk

C’est une matrice rectangulaire de dimension (k + 2) x (k + 1) dont les éléments de la
premiere ligne sont des vecteurs. Nous allons noter M; la sous-matrice de M obtenue en
supprimant la *™* ligne et M} ; la sous-matrice obtenue en supprimant les 1Eme et jeme
lignes et la t*™ colonne. Le déterminant de la matrice M; et de la matrice M}; peut
étre calculé en faisant un developpement par rapport a la premiere ligne. En utilisant

ces notations I'identité de Schweins nous donne :
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det(M;) det(M{)  det(M,) det(M))
det(M;) det(M{,)  det(M;) det(Mf,)’

4.1.3 H-algorithme

Soient des vecteurs z,4; € IR™ et des coefficients mjn4i € IR ou ¢ € {0,---,k} et
j € {1,---,k}. Nous allons noter H{¥) le rapport de deux déterminants défini par

Ty e mn+k
Min = Min4gk
H(L) - Mgn *°° Mgntk
n 1 R 1
Min *°° Mingk
Mign - Mintk

Pour calculer le vecteur H{¥), nous pouvons appliquer le H-algorithme défini par les re-
lations suivantes :

H,ﬁo)zmn n=40,1,---
g(()t’;)=mi,n l—_-]_’2’,n=0’1,
(n)
k) _ (k=1 Jrk-1,k (k-1) {k-1) — o —
HP=HY — 2= (H - HYY) k=125 n=0,1,--

k-1, —~ Jk-1k

gkril,k n+1 n) — 1 o —
gl(cr,li) =gl(c7i)l,i T T(n+) - (gl(c—l,i) - gl(c—l,i) k=1,2,---;n=0,1,---

Gi-1k — Jk-1,k

1> k.
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4.1.4 RPA algorithme

Soient les vecteurs z, € IR™, pny; € IR™ et w,y; € IR™, ol n est un entier fixé
et i € {0,---,k — 1} avec k un entier quelconque. Nous allons noter T{*) le rapport de
deux déterminants donné par :

Tn Pn e Prtk-1
(-’Enw'wn) (Pm wn) (Pn+k-1,wn)
T(k) — (:L'na wn+k—1) (pm wn+k-1) s (pn+k_1,wn+k_1)
" (pn’wn) e (pn+lc—lawn)
(pna wn+k—1) e (pn+k-l ’ wn+k—l)

Afin de calculer T{¥) pour un indice n fixé, nous pouvons appliquer le RPA algorithme
défini par les relations suivantes :

T = zn
Joi = Pnti-1 1=1,2,---
_1, Tk=10)
TW — Tik=1) _ (Wnk-1,T, ek k=12,
" " (Wn4k-1,Gk-1,k) k-1,
w ~1yYk-1,i i
Gki = Gk-14 (n a1, Gior) * Gk—1,k k=1,2,---;1>k.
(Wnk=15 Gk-1,k)

4.2 Algorithmes du calcul récursif du vecteur résidu

Soit r(¥) le vecteur calculé par la procédure hybride généralisée définie dans le
chapitre 3. Nous avons démontré que le vecteur r{¥) peut étre écrit sous la forme d’un
rapport de deux déterminants notés par N{¥) et D) ou N{*) est un vecteur. Nous
avons donc

(k
Tflk) — n

D

2
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Tn Tn+k
(pnsrn) (pnarn+k)
(Pn+k—1,rn) (pn+k—l7rn+k)
1 1
(pnarn) (pnsrn+k)
(Pn+k—1arn) (Pn+k—1,rn+k)

Nous rappelons que les vecteurs p; sont définis par p; = r; — ri4,.

D’une fagon identique, nous pouvons écrire les vecteurs r

rapport de deux déterminants de la forme

k
T££1

rk+1)

Dans la partie qui suit, afin d’obtenir un algorithme récursif calculant le vecteur (%),

nous allons étudier

k
)

n

k
D3

rn+1
(pn+larn+1)

(Prtks Tnt1)

(k)
n+1

Tnt+k+1
(pn+l,rn+k+l)

(Prtks Tntk+1) |

1
(pn+l,rn+l)

(Prtks Tns )

1
(pn+17 Trn+k+1 )

(Prsks Tntk+1)

N(k+1)
Lﬁf+l)

Tn Trn4k+1
(pnvrn) (pnsrn+k+l)
(PrtksTn) (Prtk> Tnsks1)
1 1
(pnvrn) (pn9rn+k+1)

(pn+kvrn) (pn+k9rn+k+l)

1. Dapplication de I'identité de Sylvester

et r**1) comme un
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2. lapplication de I'identité de Schweins
3. lapplication du H-algorithme

4. Dapplication du RPA algorithme.

4.2.1 Application de l’identité de Sylvester

. . . : . (K
Dans cette partie, nous allons introduire un nouveau vecteur qui sera noté yfl +)1 -

Nous obtenons ce vecteur a partir du vecteur r{¥*1) en supprimant la premiére colonne et

la derniere ligne dans le numéra’;ceur et dans le dénominateur qui définissent le vecteur
. k k

r(¥). Nous allons noter par Nr(t-}-)l,n le numérateur du vecteur yfﬁ)l,n et par D,(L +)1,n le

n
, . k
dénominateur du vecteur y,(H?l,n. Nous avons alors

k
y(k) _ N7£+)1,n
n+ln — k
DSL-:I,TL
Trntl cee Tntk+1
(Pn, Tn41 ) T (Pn, 7‘n+k+1)
_ (pn+k—1 yTngl) oo (Pn+k—1 ’ Tn+k+1)
1 .. 1
(PnsTne1) T (Pny Tntks1)
(pn+k—la Tntl ) o (pn+k—l ) Tn+l_¢+1)

Nous pouvons alors remarquer facilement que les égalités suivantes sont verifiées :

(PntksTn) o (Prtks Traks1)
(N(k) Pat) (PrsTn) T (Pns Trtk+1)
n b n+k = . .
(pn-{-k—l,rn) e (pn+k—lsrn+k+l)

(pnarn) tte (pn, Tn+k+l)
— (_l)k . .

(pn+ks Tn) ce (Pn+ka Tn+k+1)
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k
(Nr(t-{—)l,na pn+k) =

= (-1

(pn+ka Tn+1 )
(pna rn+1 )

(pn+k—l ) Tn+1)

(Pna Tnl)

(pn+k s Tn+1 )

(Pn+k, Tntk+1 )
(pn’ Tn+k+1)

(Pn+lc—1 y 7‘n+k+1)

(pna Tntk+1 )

(pn+k y Tntk+1 )
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En utilisant ces deux égalités et en appliquant 'identité de Sylvester aux déterminants

N{*+1) et DIF+1) | nous obtenons
"”S;Hl) _ N;S:“)
Dn +1)
Tn Trnt+k+1
(pn’ rn) (pna rn+k+1)
_ (PrtksTn) (Prtks Tntk1)
1 1
(pna rn) (Pm rn+k+1)
(pn+k’ rn) (pn+k7 Trntk+1 )
(pna Tn+t) (PrsTatk+1) (Pn’ rn) (Pn, Tntk)
. . k . .
Nék) - 1(1+)1,n :
_ (pn+k7 7'n«{-l) (pn+ka Tn+k+1) (pn+k’ 7"n) (pn+ka 7'n-f—lc)
(Pm Tn+1 ) (Pn, Trtk+1) (Pna ) (Prs Tnak)
(k) . . _ D(k) . .
n . n+1i,n .
(pn+k ) rn-H) (pn.+lc [} rn+k+1) (Pn+k, rn) (pn+k, 7‘n«l-k:)

k
NENE, L prpr) = NEL(NB), pary)

k k k
Ds‘ )(Ny-c{-)l,n’pnﬁ-k) - Dfl«zl‘n(N’gl )7pﬂ+k)

(k)

k
rﬁk) (ygll,nv pn+k) - yn+1,n (rglk)? pn+k)

k
(yiﬁzl.n -

x .
7'51. )7 pn+k)

Nous obtenons donc ’algorithme suivant qui calcule récursivement le vecteur r{¥) pour

un indice n fixé

n
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T‘slo) = Tn
(T(k),P +k) k A
o () I L ?k) (yR) =y k=0,1,--- 1
(yn+1,n —Tn ’p"+k)

" k « : . .
Dans le cas général les vecteurs yfw)m peuvent étre aussi calculés par un algorithme

récursif suivant, obtenu en appliquant lidentité de Sylvester aux numérateur et dénomina-
teur du vecteur y,; , :

yfﬁzi,n = rn+i Z = ]_’ 2’ e
(k) (k-1) (y(ﬁ:‘l) Pntk-1) (k-1) (k=1)
- n+i,ny Fnt+r— - —_ .
Yntin = y_n+i,n - (k=1) (k=1) : (yn+i+1,n - yn+i,n) z, k= 1’ 27 T
(yn+i+1,n - yn+i,nv pn-Hc-l)

Né . . diti | (k) “cid )
eanmoins, sous certaines conditions, le vecteur y,/, , colncide avec le vecteur r 4.

En effet, nous avons la propriété suivante :

Propriété 4.1
Soit (r,) la suite des vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit
y,(llfglvn le vecteur défini précédemment. S’ existe un indice k tel que (Tntkt1,Prti) =0
pourt=10,---,k—1 alors "

Ynti,n = Tntk+1-

Preuve :
Supposons qu’il existe un indice k tel que la condition

(rn+k+lapn+i) =0

soit verifiée pour ¢ = 0,---,k— 1. Nous avons alors, en utilisant la définition du vecteur
k
yn+1,n1
Tn41 Tt Tntk+1
(pnv Tﬂ+1) T (pm rn+k+1)
(k) _ (Prak=1,Tnt1) -+ (Prk+1sTntk+1)
yn+1,n -
1 s 1
(PrsTn+1) T (PrsTntk+1)
(pn+k—1 ) 7‘n+1) T (Pn+k+1 y Tntk+1 )




4.2 Algorithmes 131

Tn+1 e rn+k. Tntk+1
(pnvrn-H) e (pnvrn+k) 0
_ (Pn+k—1 sTnat) *° (Pn+k+1 s Trtk) 0
1 . 1 1
(pnv rn+1) Tt (Pn, rn+lc) 0
(pn+k—1 , 7‘n+1) Tt (Pn+k+1 ) 7‘n+k) 0 _
= Tn+k+1
ce q'Ufi, termine la démonstration. ]

A partir de cette propriété, nous pouvons déduire le théoréeme suivant :

Théoréme 4.1
Soit (ry) la suite des vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Si

pour tout indice k nous avons (Tpyks1,Pnsi) = 0 pouri =0,---,k — 1 alors la régle
récursive de l’algorithme A, devient

(k)
.rflk+1) — T(k) (Tn 7pn+k) (

Tntk+1 — T'slk)) Vk.

- k
" (Tn+k+l - 7'51 )7pn+k)

Preuve :

D’aprés la propriété 4.1 (p. 130), nous savons que si- pour tout indice k et pour i =
0,--,k—1

(rn+k+1 s Pn+i ) =0

alors
(k) _
Ynti,n = Tntk+1-
En remplacant y,(lem par r,4x+1 dans la regle récursive de ’algorithme A4, , nous obtenons
alors

(k)
3 ‘ (rs Prtk) k k
P =g TPl () )
(Ynt1n —Tn s Prtk)
k
= ¥ — (73, Pose) (ratker — 78

_ k)
(rn+k+1 Tn 'y Pn+k

ce qui termine la déMONSITAtioN. ]
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Remarque 4.1
Si de plus, nous avons (rp4k+1, Prtk) = 0, alors nous obtenons

k+1) _
T‘SL ) = Tn+k+1.

Nous pouvons donc déduire que si nous avons une méthode de résolution du systeme
(0.1) vérifiant pour tout indice ¢

(ran):O ]=Oaal-1 (41)

alors il n’y a aucun intérét a appliquer la procédure hybride généralisée.
Nous donnons comme l’exemple d’une méthode verifiant condition (4.1), la

méthode GCR.

4.2.2 Application de I’identité de Schweins

Considérons une matrice généralisée M de la forme

T . s Tntk
M= (rm.Pn) T (Tn+lf’Pn) B
(rnvpn+k) T (Tn+k,Pn+k)

C’est une matrice rectangulaire de dimension (k +2) x (k+1). En appliquant I'identité
de Schweins a la matrice M, aveci =2, s = k +2,t = k + 1, nous obtenons

det(M,)| det(Mzii,)  |det(Miya)| det(M{3')

_ — : . 4.2
det(M;)| det(Mf}l,) det(My) | det(Mftl,) *2)

En appliquant une deuxiéme fois 1’identité de Schweins a la matrice M, avec t = k + 2,
s = 2,t =1, nous obtenons

det(Miya) | det(Miyys)  [det(Ma)] det(My,s) (3)

det(M;) | det(M},) ~ |det(My)| det(Mi,)

En résolvant le systéme composé des deux équations (4.2) et (4.3), avec comme inconnues



4.2 Algorithmes

det(M3) tdet(j\/[k+2)
det(My) & “det(My)

les rapports , nous obtenons

det(Myti,)  det(Mi}') det(M;,,,)

det(M;)  det(MFIL)  det(MFL,)  det(M],)

det(Ml) B _ det(Mll'k_'.z) ) det(Mlk;l)
det(M{,)  det(MFf),)

det(Mz},kw) det(Mﬁiz) ) det(Mll,k+2)

det(Mii2) det(M{,) _det(Mfﬁz) det(M{ 5)

det(M;) | det(Mi,,)  det(Mi)
det(M],)  det(MfL)

133

(4.4)

(4.5)

Pour la suite des calculs, nous allons introduire deux nouveaux vecteurs, notés F,E") et
E® | qui nous serviront dans le calcul récursif du vecteur r{¥). Nous définissons ces

vecteurs par :

" det(Ml)
Tn tte Tntk
(Tna pn-H) e (Tn+k7 pn+1)
_ (rnvpn+k) ce (Tn+kapn+k)
(Tavpn)  *+ (Tn4k,Pn)
(T‘n, pn+k) e ("'n+k,Pn+k)
E®  _ det( M)
n det(M))
Tn e T4k
(rn,pn) o (Tn+k,Pn)
_ (VT’n,Pn+k-—1) Tt (7'n+k,Pn+k—1)
(Tn,pn) (rn+kapn)
(rnv pn+k) ot (T‘n+k7 pn+k)
N

(=1 (VY prgs)
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En utilisant ces deux définitions, nous pouvons constater que

rn “ e rn+k-1
(Tnapn-&-l) T (Tn+k-1,Pn+1)
F(k__l) _ (Tns pn+k-—1) e (rn+k—l ; pn+k.—l)
" (Tnapn) (rn+k—13pn)
(Tm Prtk-1 ) T (T'n+k—1, Pn+k—1)
k
_ det(MEL,)
det(Mle,z)
Tn+1 tee Thgk
(Tn+1,Pn+1) tee (T'n+k,Pn+1)
E(k_l) _ (Tm Pn+lc—1) ce (Tn+kaPn+k—l)
n+1 - |
+ (Tn+1apn+l) tee (rn+kvpn+l)
(rn+l’Pn+k) Tt (rn+k’ Prtk)
_ det(My,,,)
det(M,)
N

(= 1)F=1 (N Prt)

ce qui nous permet d’obtenir les deux relations suivantes :

(oo EE) = (<1t SME)

det(Mf11,)
_ det(M},.,)
(k=1)y _ 1,k+2
(o Er) = gy

En remplacant les rapports de déterminants figurant dans le relations (4.4) et (4.5) par
les vecteurs correspondants, nous obtenons la regle récursive suivante qui calcule les
vecteurs F{¥) et E(F)

FU=1 (1) (ppyr, FE-D) . EELY
k— k—
1= (=1)*Y(pusk, FE D) - (pa, BT

F&)
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k- -
Byt = (pn, Effll”) F-Y

EPX = e
1 - (_l)k—l(pn+k’ F" ) ' (Pn, E7(1+_11))

D’une fagon similaire, si nous notons par

(Tn,Pn+1) T (rn+k7pn+1)
Kkt — LTnPere) oo (Tasks o)
" (rnnpn) (rn+kapn)
(TnsPrsk) =0 (Task, Prtk)
1 . 1
(rnapn) e (rn+kan)
L(k) — (rna pn+k—l) e (rn+kapn+k—1)
" (T'n, pn) e (rn+k9 Pn)
(Tnapn+k) Tt (Tn+k’pn+k)
¥

(—1)%(NP), k)

et nous utilisons les mémes techniques que précédemment, nous obtiendrons une régle
récursive pour calculer les scalaires K{¥) et L(¥)

oy KD — (DR, FEY) - LY
Ky (k1) =y
1 —(=1)% Y(Pryks Fn ) (Pn, En+1 )

k-1
L(k) — le-H) (pna n+1 ) {(k D

" L= (=1)5 Py, B - (0o, ESZYY

Le vecteur E(F) et le scalaire L(*) sont définis de telle fagan que

EW = N'(lk)
i (=1)*(NP) pagi)
Lo = DY

n

(_l)k(N}‘k)’pn‘Hc)
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et donc le vecteur r(¥) peut étre exprimé comme un rapport des déterminants EX et L),

(k)
Nous pouvons donc proposer un algorithme récursif qui calcule le vecteur r{*) = E?k) en
Lx
calculant séparément le vecteur E{*) et le scalaire L{¥)
E® = I n=0,1, ’
(T, Pn)
1
LO = n=0,1
(TnyPn)
F(O).._._ n=0,1,---
(Tr:Pn)
1
K© = n=20,1
(Tns Pn)
k- k- -
g = B = (on Buiy ) - FEY =01, 5 k=1,2
M — P (k 1) k]_) n = I R =1,2,---
1 - (—-1) (pn+k, Fn ) y (pm n+1 ) A
2
k- (k—
Lo = L) = (e B - KD =01, k=1,2
n P kl) kl) n=u,1,--- 3 = 1l,4y"""
— (=1)*"1(pnsk, Fn ) (pn, E n+1 )
- - - k-
py = B8 = (D g, ) - B =01, k=12
n k=1 (k=1) (k 1) n=u,1,--*, = 1,4, "
1—(— ) (pﬂ‘Hh )( n+1 )
- - - k-1
g = B - GO e )LD
n - k—1 F(k_l) kl) n=u,1,-- 3 = Ly 4y
1- (_1) (Pn+k, n ) ' (pm n+1 )
E k)
,.Slk)zL?k) n=0,1,---; k=1,2,---

Remarque 4.2
L’algorithme A; nous permet de calculer r{¥) pour des indices n et k quelconques.

Pour illustrer cette remarque, nous allons donner un exemple de calcul du vecteur rSlk).
Nous allons montrer étape par étape comment, en calculant le vecteur r{*), nous calcu-

lons aussi les vecteurs rﬂj pour : =0,---,k—letj=1,--- k-1
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Exemple

Soit (r,) la suite des vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire et soit
(3 le vecteur défini dans le chapitre 3 par

Tn Tnt1 Tn+2 Tn+3
(rn7pn) (Tn+l,pn) (Tn+2apn) (rn+3apn)
(TryPnt1)  (Tra1,Pnt1)  (Tn42:Prs1)  (Tnias Prs1)
3) _ (rnsPrt2)  (Tnt1,Pns2) (Tn+2,Pnt2)  (Tnaas Prsg2)
o 1 1 1 1
(rnan) (Tn+1apn) (Tn+27Pn) (Tn+3,pn)
(TnsPrt1)  (Trg1,Pnt1)  (Prg2s Pra1)  (Tnyss Prsr)
(TryPn+2)  (Tns1,Pnt2)  (Tna2sPraz)  (Tnss, Pr+2)

Afin de calculer le vecteur r(*), nous allons nous servir de 1’algorithme .4,. Nous allons
noter par € et F, les tableaux contenant respectivement les vecteurs E{¥) et les vecteurs
F®) et par L et K les tableaux contenant respectivement les scalaires L) et les scalaires
K® . Sur les dessins suivants nous allons montrer comment nous pouvons remplir les
tableaux £ et F. Les tableaux £ et K seront remplis de la méme facon.

.., a c . s L
Dans ce qui suit, p (T exprime que les éléments c et d sont calculé unique-

d

ment a partir des éléments a, b et des données initiales.

EQ
F© EW
n—— n
B F® EQ
—_—
o g, Do £, F® B
(0 1) -
Fopr E7(1+2 F,ﬁ)l
E(O) - (1)
n+3 F;+2

Nous avons encadré les éléments qui ne nous ont pas servi dans la détérmination des
vecteurs E) et F(3,

Nous pouvons constater que les quantités qui nous ont permi de déterminer le vecteur

(i)

r{¥) vont nous permettre aussi de déterminer les vecteurs r,y; pour j = 1,---.k et

n
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t=0,---,k —j. Ces quantités nous permetktront aussi de déterminer le vecteur rfﬂl, a

condition de connaitre le vecteur rp4441.

4.2.3 Application du H-algorithme

Nous pouvons remarquer que le H-algorithme ne peut pas étre a.Fg)llque directe-
ment pour déterminer le vecteur r{*1) en fonction de vecteurs r(*) et r\7),. En effet, le
déterminant D(+1 ne peut pas étre obtenu a partir du déterminant D**V) | en en supp-
rimant la derniere ligne et la derniere colonne. Pour cette raison, afin de determmer le
vecteur 7{¥) pour des indices quelconques, nous serons obligé d’appliquer le H-algorithme
a chaque fois que nous passons de l'indice n a l'indice n + 1 et nous ne pourrons pas
nous servir des résultats obtenus précédemment.

Pour un indice n fixé, nous pouvons envisager d’utiliser le H-algorithme de la facon

suivante
H‘Sl.c-)f-)t = rn+: Z — 0’ 1’ “ e
H®. , A
Y = B - Pl g gy g1 [0

k
(Hv(1+)i+1 H( n4is Pr+k)

et nous avons :

r = gk Yk
r®& 2 g® Vk>0;i#n
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Dans cet algorithme, nous n’avons plus de regle auxilliaire car nous avons :

(rna Pn+k) o0 (Tntks Prtk)
(Pnﬂ'n) e (pnarn+k)
(n) (Pn+k-1 y Tn) T (pn+k—1 ) Tn+k)
Je-1 =
1 1
(pn, T‘n) e (Pn, rn+k)
(pn+k-—l 3 7‘") e (pn+k—-l y rn+k)
= (HT(I,k)’pn+k)

4.2.4 Application du RPA algorithme

Soit

’f'n T rn+k
(pn’ rn) ot (Pn, 7‘n.+k)
(k) (p’H'k“l ) T") e (pn+k—1 ’ rn+k)
r. =
(pna rn) U (pn, 7'n+lc)
(pn+k—l ) Tn) e (pn+k—l y 7‘n,-i-k)

ou le vecteur p; est défini par p; = r; — ;4. En remplagant dans les deux déterminants
la (i + 1)®*™° colonne par la (1 + 1)*™¢ soustraite de la :*™ colonne pour : = 1,---,k,



140 {. CALCUL RECURSIF

nous obtenons :

Tn P rn+k
(pm Tn) T (an "'n+k)
(k) (pn+k—1 ) rn) et (Pn+k—1 ) Tn+k)
T’n =
(pnarn) e (pnarn+k)
(Pn+k—1,7”n) et (pn+k—1,rn+k)
Tn Pn e Prn+k-1
(_1)k (Pn,T‘n) (pnapn) (pn,pn+k—1)
_ (Pn+k-1 ) Tn) (pn+k—1 ) pn) e (pn+k—1 s pn+k—1)
I 0 - 0
(—l)k (Pmrn) (pmpn) (Pmpn+k-1)
(pn+k-—1 ) rn) (pn+k—l 9 pn) e (pn+k—1 s Pntk-1 )
Tn Pn s Pr+k—1
(pn’TN) (Pmpn) T (Pmpn+k-—1)
(Pn4k=1,Tn) (pn+k-—lapn) o (Prgk-1, Pr+k—-1)
(Pr,Pn) Tt (Pns Prtk-1)
(Pn+k—l ) Pn) e (pn+k-1 ’ pn+k-—1)

Nous pouvons donc appliquer le RPA algorithme pour déterminer le vecteur r{*) pour
un indice n fixé. Nous avons

7'&0) = Ty 3
Joi = Pn+i-1 | 1 =12,
(k-1
AE = ke (Prtk—-1,T ) ootk k=102 LA,
Epn+k 1> Gk- 1/:))
k=1yGk-1,2
ki = Gk-1,i — (pn+ SELE ) k-1 k=1,2,--5t>k J

Pritk-1+9k—1,k
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Dans la pratique nous pouvons nous servir de ces algorithmes en choisissant 1’algorith-
me le mieux adapté a nos données et a nos besoins. Nous voulons aussi souligner que les
algorithmes A;, Az, A4 déterminent le vecteur r*) pour un indice n fixé. L'algorithme
A; permet de détérminer le vecteur r{¥) pour les indices n et k quelconques, mais il
exige de sauvegarder dans la mémoire quatre tableaux dont deux ont comme éléments
des vecteurs. Nous pourrons comparer les colts de ces algorithmes dans le tableau 4.1

(ou m est la dimension du systeme (0.1)).

nombre d’opérations

additions | multiplications
algorithme A4; | O(2mk?) O(3/2mk?)
algorithme A, | O(3mk?) O(3mk?)
algorithme Az | O(2mk?) O(mk?)
algorithme A4 | O(3/2mk?) O(3/2mk?)

Tableau 4.1 :

CONCLUSION :

Nous pourrons remarquer que seul ’algorithme A, nous permet de calculer facilement
le vecteur r¥) pour des indices n et k quelconques, alors que dans les autres algo-
rithmes, le vecteur rf,kll ne peut pas étre obtenu par la donnée des vecteurs (rf-k))ls,-s,1
calculés auparavant. Par contre, lorsque l'indice n, est fixé il sera plus facile d’appli-

quer ces algorithmes, i.e., les algorithmes A;, A3z, A4.
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Chapitre 5

Liaisons entre la procédure hybride
généralisée et les méthodes de
projection

Pour terminer ce travail nous allons étudier dans ce chapitre les liaisons entre la
procédure hybride généralisée définie dans le chapitre 3 et les méthodes de projection
déja connues appliquées a la résolution du systeme

Az =b. (0.1)

En , nous allons commencer par rappeler la définition de la méthode de projec-
tion G-oblique et la définition de la méthode de la projection G-orthogonale. Ensuite,
nous allons faire un rappel de certaines méthodes de projection bien connues comme
”Generalized Conjugate Residual” (GCR) algorithme [13], " Generalized Minimal Resid-
ual” (GMRES) algorithme [33], la méthode de Lanczos [28] et ”s-step minimal residual”
algorithme [12].

En @, nous allons démontrer, en utilisant les résultats obtenus dans le chapitre 3,
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que la procédure hybride généralisée peut aussi étre considerée comme une méthode
de projection G-orthogonale ou une méthode de projection G-oblique. Nous allons
nous servir de ces résultats afin de démontrer que ’application de la procédure hy-
bride généralisée a la méthode définie par

Tpnyr = Bz, +b }

Tny1 = Bry

(0.2)

avec B = I — A nous fournit une méthode qui est mathématiquement équivalente a celles
mentionnées précédemment, lorsque 'indice n est fixé dans la définition du vecteur r{¥.
Nous verrons ensuite que les méthodes mentionnées ci-dessus ne sont autres que des cas
particuliers de la procédure hybride généralisée.
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5.1 Rappel

Dans ce qui suit, nous noterons £ ’espace vectoriel de dimension n engendré par les
vecteurs {ey, -, €.}
€ =span{ey, -, e,}

et .par M * £ ou par M *span{ey,---,e,} 'espace vectoriel engendré par les vecteurs
{M61,~ ",M(in}

Mx& = M +*span{ey, -, e,}
= span{Me;, -+, Me,}

ou M est une matrice quelconque.

Considérons maintenant le systéme :
Az =b. ' (0.1)

Nous allons introduire la définition d’une méthode de projection G-oblique qui donne
une solution approchée de ce systeme.

Définition 5.1 [39
Soit G une matrice symétrique, définie positive arbitrairement choisie. Nous appelerons
méthode de projection G-oblique, une méthode qui donne une solution approchée
du systéme (0.1) sous la forme

Tpn =To+ Zn

ot le vecteur z, appartient ¢ un certain sous-espace vectoriel R, de dimension n (appelé
le sous-espace droit) et le vecteur résidu r, = b — Az, est G-orthogonal a un autre
sous-espace vectoriel L, de dimension n (appel€ le sous-espace gauche).

Autrement dit, la méthode de projection G-oblique consiste a déterminer le vecteur
2, € R, vérifiant la condition

Yve L, (ro — Az,,v); = 0.
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Soit V,, = [vo, -+, vs-1] la matrice représentant une base du sous-espace vectoriel
R, et soit W, = [wo, - - -, wp—1] la matrice représentant une base du sous-espace vectoriel
L,. Nous pouvons alors écrire le vecteur z, sous la forme z, = V,,y,. Le vecteur inconnu
yn pourra alors étre calculé en résolvant le systeme d’équations suivant :

WIG(ro — AV,y,) =0.
Si de plus la matrice WIG AV, est inversible, alors nous avons
Yn = (WIGAV,) 'WTGr,
ce qui nous perment d’obtenir les expressions suivantes de z, et r,

I, = Ig-+ VH(WEGAV,,,)—IWT;I‘GTQ

rn = 10— AVR(WIGAV,) 'WXGro
= (I - P(WIGP,)'W)G)ro
avec P, = AV,. '

Un cas particulier de la méthode de projection G-oblique, est la méthode de projec-
tion G-orthogonale définie par :

Définition 5.2
Nous allons appeler méthode de projection G-orthogonale la méthode de projection
G-oblique qui vérifie

AxR,=L,.

Dans ce cas, nous avons

., = zo+ Vo(PTGP,) 'PTGry

rn = (I - P,(PTGP,)'PIG)ro

ou la matrice P, représente une base du sous-espace vectoriel £, et la matrice V,
représente une base du sous-espace vectoriel R,,.

Dans la partie qui suit, nous allons donner des exemples de méthodes de projection
pour la résolution d’un systeme d’équations linéaires. Nous ne donnons que des exem-
ples de méthodes qui nous servirons dans la deuxiéme partie de ce chapitre. D’autres
méthodes de projection sont détaillées dans [2], (3], [13], [L6], [L8], [26], [27], [30], [31],
[41], [46], [47].
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5.1.1 ”Generalized Conjugate Residual” (GCR) algorithme

Soit G = I et o une solution approchée du systeme (0.1). L’algorithme (GCR) [13]
est alors défini par :

ro =b— Azg
po =b— Axg
pour k= 0,1,
_ (re Aps)
(Apx, Apr)

Thy1 = Tk + OkPk
T4l = T — akApk

(Arkga, Ap;)

/Bz(k)z_— i=07"',k
(AP:',AP:')
: (k)
Pk+1 = Thky1 — Zﬂi pi-
i=0

Les vecteurs zj et ry ainsi construits vérifient les propriétés suivantes [13] :

1. ry € 2o + Ri = xo + span{po, -, pk-1}
2. rx €Erg+ A xRy =ro + span{Apo, -, Apk-1}

3. (re, Api), =0pour e =0,---, k- 1.

Donc algorithme GCR peut étre considéré comme une méthode de projection I-
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orthogonale avec

Ck = A*Rk
= span{Arg, -, AFr}.

5.1.2 ”Generalized Minimal Residual” (GMRES) algorithme

Soit G = I et zo une solution approchée du systéme (0.1). L’algorithme GMRES
[33] est alors défini par :

T0=b—A$0

J :
pi+1 = Ap; — Z 5§J)Pi

1=0
B9, = 151l

Pj+1 = —ﬁjﬂ
ITET )
Biv1
Construire la solution approchée z

Tk = zo + Prys

ol yx minimise la fonctionnelle J(y) = |lro — AP:y|| avec Px la matrice définie par :
Pk = [PO?"'vpk—l]-
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L’algorithme GMRES est mathématiquement équivalent a l'algorithme GCR, donc
il peut étre aussi consideré comme une méthode de projection [-orthogonale avec

Ek = A*'Rk :
= span{Ary,---, A*ro}.

Pour plus de détails voir [32].

5.1.3 La méthode de Lanczos

Soit G = I et zo une solution approchée du systéeme (0.1). La méthode de Lanczos
[28] est alors définie par :

o = b— A.Zo
P = lrall

To
Wy = —
® 7 iroll

pour j =0,-+-,k—2
a; = (Apj, w;)
st j=1 alors Bop-1 = dow_; =0
Pi+1 = Apj — o;p; — B;pj-1
Wi = ATw; — ajw; — §;w;—y

choisissons les coefficients §,,1, 8,41 tels que 841841 = (Pj+1, Wjs1)
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- _ Pina
Di+1 = 5
Jt+1

Wi
Wi = ——.
Bi+1

La solution approchée z; est de la forme

zr = zo+ P (WIAP)"Wir,
= o+ ||[rol| P{(WI AP ey

" ol e; désigne le premier vecteur de la base canonique de IR™, Py = [po,- -, pr-1] et
Wy = [wo, T wk—l]-

La méthode ainsi définie peut étre considérée comme une méthode de I-projection
oblique avec

L, = span{ro, ATro, -+, (AT)*"1r}
Ry = span{ro, Arg, -, A¥ Iro}.

5.1.4 ”s-step minimal residual” algorithme

Soit G = I et zo une solution approchée du systeme (0.1). Le "s-step minimal
residual” algorithme [12] est alors défini par :

Tozb—A.To

pour k =0,1,---

Ther = Tg + ail)rk 4+ 4+ ais)Asqu

Thel = Tk — aLl)Ark —— af)A’rk
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Les coefficients {ag)} sont choisis de telle fagon que

Ireerll = _min_ .
avec L = span{Ar,---, A°r;}. Cette condition est équivalente a la condition

(rep1, A're) =0 i=1,-,s,

Il est alors facile de remarquer, que a chaque itération, nous utilisons une méthode de
projection I-orthogonale afin de déterminer le vecteur 44y avec

Ck = A*Rk
= span{Arg,---,A’r;}.

5.2 Procédure hybride vue comme une méthode de
projection

Soit une méthode de résolution du systeme (0.1) qui détermine la suite (r,) et soit
une suite auxiliaire (w,). En utilisant la procédure hybride avec une suite auxiliaire
définie dans le chapitre 3, nous pouvons construire la suite (r{*)) définie par

Tn e Tn+k
(wn,rn) tr (wnv rn+k)
Wntk=1,Tn) **° \Wn4k-1,Tn
Tslk) _ (Wnak=1,Tn) ( nbk=1, Tntk) ) (5.1)
1 ... 1
(wn’rn) v (wn,rn+k)
(wn+k—ly rn) e (wn+k—larn+k)
Nous notons par Pyi = Fnyi — Fnaisr (1 = 1,+++, k= 1). Soit P¥) = [pn, -+, pntk-1] €t
soit W¥) = [wp, -+, wpik-1]. En procédant comme dans le théoreme 3.4 (p. 90) et le

théoreme 3.5 (p. 93) nous pouvons démontrer que

r® = pBry (G=0,-00 k)



152 5. LIAISONS DE LA PROCEDURE HYBRIDE

avec

o) = I — PW((W)TG PO (Wo)T G,

La méthode ainsi définie peut étre considérée comme une méthode de projection G-
oblique avec

RS = span(on - prc
Eszk) = Span{wn, Tty Wngk—t }’

Si nous choisissons la suite (w,) de telle sorte que pour tout indice n nous avons
w, = p, Dous pouvons alors obtenir la généralisation de la procédure hybride définie
au début du chapitre 3. Cette méthode peut étre considérée comme une méthode de
projection G-orthogonale avec

LY = AxRY

= Span{pn’ e 7pn+k—l}'

Dans les deux cas, la détermination des éléments de la base du sous-espace R(¥)
s’obtient facilement. En effet :

Pn = Th —Thpl

b— Az, — (b— Azny)
= A(.’En - xn-}-l)-
Ce qui nous donne

k
RS; ) = Spa‘n{xn — T4ty s Tngk=-1 — zn-{—k}-

En procédant comme dans le théoreme 4.1 (p. 131) et la remarque 4.1 (p. 132), nous
pouvons obtenir le résultat suivant :

Théoreme 5.1

Soit (rn) la suite des vecteurs résidus déterminée par une méthode arbitraire. Soit
(wy) une suite quelconque et soit (r®) la suite des vecteurs résidus correspondant a
la procédure hybride généralisée. Si pour tout indice k nous avons

(Prtks Wni) = 0 1=0,---,k—1

alors 'égalite suivante est vérifiée pour tout indice n

k
"i; ) = Tn+k-
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—~ D’une part, d’aprés ce qui précede, nous remarquons que, pour une méthode de
résolution vérifiant pour tout indice z

(ri,w;) =0 J=0,---,1—1 (5.2)
la procédure hybride généralisée est théoriquement identique a la méthode initiale.

— D’autre part, si pour une méthode donnée qui détermine la suite (r,), la condition
(5.2) n’est pas vérifiée, alors pour un indice n fixé, la détermination du vecteur
r(k) peut étre réalisée sans utilisation de la relation (5.1). En effet, si nous trans-
formons la suite (r,) via un procédé d’orthogonalisation particulier, en une suite
(r.) vérifiant pour tout indice n

(rn

alors nous pouvons conclure d’aprées le théoreme 5.1 (p. 152) que,

w))=0  j=0,--,n—1

k) —
T'n = T'n+k.

Dans la partie qui suit, nous proposons un algorithme correspondant a un tel
procédé d’orthogonalisation.

7‘0 =To
Po = Po
pour £k =0,1,---
o = o)
(pk7 wk)
’ ’ ! fAs
Tee1 = Tk — kP
pk+la wt Z ,3 P]»wz
k) _ j :
gk = i=0,--,k
' (pivwi)
- (k) !
Pk41 = Pk+1 — Zﬂj D;
J=0 Y,

. ! . . ’ . s’ . i .
La suite (r,) ainsi définie vérifie la propriété suivante :
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Propriété 5.1
La suite (1) calculée par l'algorithme As d partir d’une suite donnée (r,), vérifie les
propriétés sutvantes

(a) pi € span{po, -+ pe} Ha (k)

(b) 7‘; €T+ Span{Pos T 7Pk—1} le(k‘)
(C) (plkawi)zo ’i=0,-",k—1 HlB(k)

(d) (r,w;) =0 i1=0,--, k=1 Haa(k)

ou p; désigne le vecteur r; — ;4.

Preuve :

(a) La démonstration de la propriété H;i(k) se fait par récurrence.

e Pour k = 0 nous avons par construction p, = po, ce qui prouve Hy;(0).

e Supposons que H;;(2) soit vraie pour i = 0,---,k — 1. Le vecteur p, étant la
combinaison des vecteurs pg, - - -, pr_1, Pk, appartient bien au sous-espace vec-
toriel engendré par les vecteurs py, - - - ,p}c_l, pk. Puisque nous avons supposé
que

p; €span{po,---,pi}  (i=0,---,k—1)

nous pouvons donc déduire que

p;c € span{p;,---,p;_l,pk}
€ span{po,- -, Pk}

La propriété Hyi1(k) est donc vérifiée.

(b) Montrons la propriété H,,(k) pour tout k. Par construction du vecteur r,, nous

obtenons
! ! i
Ty = Ty = Ok-1Pgy
k=1
= T'O et Z a,p,.
t=0

En utilisant la propriété H,;(k), nous obtenons
re € 7o +span{po,- - Pk-1}

ce qui prouve Hiz(k).
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(c) La démonstration de la propriété H;3(k) se fait par récurrence.

e Pour k£ =1 nous avons par construction

Pl =Dh - (p1, wo) 0
! (pO,wO)
En calculant (p;,wo) nous obtenons
! (plv wO)
,Wp) = ,Wo) — ~——=(po, w
(P1, wo) (p1, wo) (po. o) (Po, wo)
(p1, wo) — (P15 wo)

=0

ce qui prouve Hi3(1).

¢ Supposons que H;3(7) soit vraie pour j =0,---,k—1
(pjpwi) =0 i=0,---,j~1

et montrons que H;3(k) est aussi verifiée. Nous avons

(p;c’wi) = pkswt Zﬂ (- 1) P],wz)
(k-
= pk’wt Zﬂ 1) P;sw:)

-1
k- k—1), 7
(prs wi) — B (pi, wi) — Zﬂ} Y(p;,w)

Jj=0
(k~
pk»wt Zﬂ 1) p]’w')
(k-1
= (pk’wi) (p w) pl’w' ZB ) p]7w1)
-1 i-1
k-1 k-1),
= (pkawi) - ( pkth Zﬂ; ) p;,w ) - Zﬂ; )(p]’wl)
7=0 =0
=0 _

ce qui prouve H3(k).
(d) La démonstration de la propriété H;4(k) se fait par récurrence.
o Le vecteur r; étant donné par

7', - (7'0, wo)
— o — 0
! (PO, wo)
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nous obtenons

(Tllvwo) = (rvaO) - E;Z:ZZ; (va wO)
(ro, wo) — (ro,wo)
=0

ce qui prouve Hy4(l).

e Supposons que Hyy(k — 1) soit vraie, i.e.,
(reepwi) =0 i=0,--,k—2.
En utilisant H;4(k — 1) et Hy3(k — 1), nous avons pour : =0, -, k — 2

’ ' (T;_l,wk_1)~ '

T awi) = (T 1 W) — 73 —1y Wi

(7% k-1 Wi) (Pk..l,wk-l)(pk 1> Wi)
= 0.

D’autre part, nous avons

(r;c—la wk-—l)

! ’ 1
T wk_l) = (rp_1,Wkay) = ————(Ppr_q, Wk
( ks ( k-1» ) (P'k_pwk—l)(pk 1 1)
(r;c—lvwk—l) - (r;c—l’wk—l)
0

donc Hi4(k) est verifiée

ce qui termine la démonstration. |

La transformation As est donc équivalente a ’application de la procédure hybride
sur la suite (r,) et nous avons

k !
r((, ) =T

Remarque 5.1 :
Pour calculer (¥, il suffira de prendre ry = r,.
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5.3 Application de la procédure hybride générali-
sée a la suite r, = B"ry. Etude de quelques cas
particuliers

Pour finir ce chapitre nous allons donner des exemples de cas particuliers de la
procédure hybride. Comme nous allons le voir ces cas particuliers coincident avec cer-
taines méthodes de résolution déja connues. Afin de les obtenir, considérons la suite (r,)
donnée par la méthode

Inyl = an'{'b} (02)

Tneél = Brn

ou B =1-— A etou la suite (r(()k) ) correspond a la procédure hybride avec une suite
auxilliaire.

Ainsi, la procédure hybride appliquée a la méthode choisie de cette maniére est une
méthode de projection avec

Rék) = span{ro,--,Tk-1}

= span{ro,---, A¥"1ro}.

Dans ce qui suit, nous allons considérer différents choix de la matrice G et de la suite

(w,).

1. Soit w, = p, et G = I. La procédure hybride devient alors une méthode de projec-
tion orthogonale avec
L'(()k) = span{Arg,- - -, Akro}.

Le procédé qui fournit le vecteur r((,k) est mathématiquement équivalent a |’algorith-

me GCR qui nous fournit le vecteur r.

2. Puisque 'algorithme GCR est mathématiquement équivalent a l’algorithme RRE
(Reduced Rank Extrapolation) {15], [29] lorsque nous ’appliquons & la suite définie
par 1’équation (0.2) [39], la procédure hybride généralisée et ’algorithme RRE sont
aussi mathématiquement équivalents dans ce cas la.

3. Puisque I’algorithme GMRES est mathématiquement équivalent a l’algorithme GCR
[32], la procédure hybride avec le choix wx = px et G = I lui est aussi équivalente.
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4. Soit wx = (AT)*rg et G = I. La procédure hybride devient alors une méthode de
projection oblique avec

Egk) = span{ro, -, (AT)¥"1ry}.
(k)

Le procédé qui fournit le vecteur ry ' est mathématiquement équivalent a la méthode
de Lanczos qui nous fournit le vecteur 7.

5. Puisque la méthode de Lanczos est mathématiquement équivalente & 1’algorithme
TEA ('c- algorithme topologique) [4] lorsque nous ’appliquons a la suite définie
par ’équation (0.2) [39], la procédure hybride généralisée et I’algorithme TEA sont
aussi mathématiquement équivalents dans ce cas la.

6. Soit G = I. Si dans chaque itération nous déterminons le vecteur riy; en appli-
quant la procédure hybride généralisée aux vecteurs ry, Bry, - - -, B°r, alors nous
obtenons un procédé qui est mathématiquement équivalent a ” s-step minimal resid-
ual” algorithme.

CONCLUSION :

Les cas particuliers de la procédure hybride généralisée ne sont autres que les méthodes
déja connues.
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Conclusion

A D’issue de ce travail, quels sont les points acquis, quels sont les domaines a explorer?

Nous avons montré que lorsque nous disposons d’une méthode linéaire du type
Tp41 = Bz, + d, (pour résoudre Az = b, la matrice B est soit celle de Ja-
cobi, Gauss-Seidel, SOR ou celle associé a la méthode de Richardson), alors la
procédure hybride fournit des résultats d’accélération de convergence dans le cas
B diagonalisable. Il est certainement possible d’alléger les hypotéses sur B.

Les conditions d’accélération de la convergence a ’aide de ces procédures hybrides
nécessitent la connaisance de certaines valeurs propres de la matrice B. Mais,
néanmoins, nous remarquons que ces procédures peuvent nous permettre de cal-
culer certaines valeurs propres de la matrice B. Une étude dans ce sens reste a
faire.

Nous n’avons pas insisté sur les divers choix possibles de la norme G parce que s’il
y a accélération de convergence au sens d’une norme alors il y a accélération au
sens de toute autre norme.

Dans le premier et le troisieme chapitres, une étude générale et théorique a été faite
pour traiter ’application de la procédure hybride a deux ou plusieurs méthodes.
Ce cas peut étre trés interessant si nous pouvons programmer les méthodes initiales
au parallele.

Nous avons d’autre part (chapitre 2) montré U'intéret d’appliquer la procédure hy-
bride a une seule méthode itérative.
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6. Le chapitre 4 a été élaboré dans un souci algorithmique (calcul récursif de certains
déterminants) ; il reste a étudier les propriétés d’accélération des divers algorithmes
(en particulier A;).

7. Enfin dans le chapitre 5 nous avons démontré que le GCR (”Generalised Con-
jugate Residual”) algorithme peut étre considéré comme un cas particulier de
laprocédure hybride généralisée que nous avons étudié dans le section 3.1.3. Bien
que nous n’ayons pas réussi a les démontrer théoriquement, nous avons pu con-
stater numériquement que dans certains cas nous pouvons accélérer la convergence
de cette méthode en prenant le vecteur initial zo tel que le vecteur résidu corre-
spondant 7o soit de la forme ro = B'y avec y un vecteur arbitraire. Il sera donc
intéressant de trouver des résultats théoriques qui peuvent expliquer ce cas la.
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