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ABSTRACT. 

Many problems in non-linear elasticity are modeled by a minimization problem. This thesis is 

concerned with the existence of minimizers for Saint-Venant Kirchhoff materials, and the 

unilateral contact problem in large deformation with this material and the polyconvex one. 

Theoretical results are used to give the conditions under which the minimization problem 

admits solutions. 

When solid bodies interact by contact forces, complex physical phenomena occur on the 

interface between them. 

A novel approach is introduced, it is based on the notion of"contact element", which makes it 

possible to state sorne existence results for the variational formulation. 



NOTATIONS 

Le symbolisme mathématique utilisé est usuel, \1 désigne le quantificateur universel, 3 le 
quantificateur existentiel, E le quantificateur d'appartenance, u désigne la reunion, 
c l'inclusion, et n l'intersection. 
N désigne l'ensemble des entiers naturels, zn: ={ x=(x 1,~, ..... ,~); ~est un entier relatif }et 
Rn:= { x=(x1 ,~, .... ,~1); ~est un nombre réel}. f(A) =image de AcE par l'application 
f: E~F, f-l(B) = image inverse de BeF par l'application f: E~F. 
fJ A = la restriction de f à l'ensemble A. 
n désigne souvent un ouvert non vide, borné de Rn n ~ 1. n est la fermeture de n, intn est 
son interieur, à.Q son bord, et meas(.Q) désigne la mesure de Lebesgue de O.On note Mmxn 
l'ensemble des matrices réelles d'ordre mxn, et on écrit Mn au lieu de Mnxn.L'unité dans Mn est 

notée I.On utilise les notations sn= {A E Mn; AT =A}' M: = {A E Mn; det A>- 0}' et 

o: = {A E M= ; A _, = Ar}; où detA est le déterminant de A, AT est la matrice transposée de 

A, et A-1 l'inverse de A.Pour tout AEMn, trA désigne la trace de A et cofA désigne la matrice 
des cofacteurs de A, c'est-à-dire cofA = (detA).AT (lorsque detAt:O). 
Le produit scalaire dans Rn est noté ". ", il est défini par u. v = uv = Lu, v,, et la norme lui 

désigne la norme Euclidienne, le produit scalaire dans Mn est noté " : ", et il est défini par 

A: B = tr(A TB), et de norme IIAII = ~ tr( AT A) .Pour x, y E Rn on note x0y la matrice (xiyJ, et 

Xl\ y désigne le produit vectoriel pour n = 3. 
Si U est un ouvert de Rn, et f: U~Rm, ~1 la notation G-dérivable exprime la dérivée au sens 
de Gâteaux le gradient de fest noté Df i.e Df= (D1J;)i=l..m,j=l..n où Dj est lajïème dérivée 

partièlle et ~ = fei avec ( ei) est la base canonique de Rn quant à la divergence de la fonction 
n 

s : u ~Mmxn elle est notée DivS = L Di ( sij )H .. ,m où sij = s ( e, 0 e;). 

à2 W(X,F) désigne la dérivée de W:.OxMn~R par rapport à la seconde variable, qui s'écrit en 
ôW 

termes de composantes : --
ô'F;J 

La convergence forte (converge en norme) est notée liu ~u, la convegence faible (convergence 
de la topologie faible) est notée un - u 

Mots clés : Déformation, forces conservatives, hyperelasticité, methodes variationnelles, 
quasiconvexité, enveloppe quasiconvexe, biconjuguée, relaxation, surfaces régulières. 
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Introduction 

Les premiers résultats d'existence de minimums en hyperelasticité, pour les potentiels 
d'énergies W non convexes sont dus à J.M.Ball [8].En introduisant la "polyconvexité" Bali a 
résolu le problème de l'équilibre tridimensionnel, correspondant à minimiser l'énergie totale : 

/(qJ)= Jw(x,Vcp(x))-L(qJ) 
Q 

dans l'ensemble des déformations admissibles <I>.Q désigne un ouvert de R3 dont la 
configuration Q est occupée par un solide en l'absence d'action, L est une forme linéaire qui 
represente le potentiel des forces appliquées, et <p la deformation du corps. 
En absence d'hypothèse supplémentaire sur l'énergie W; notamment de "quasiconvexité" le 
problème de minimisation : 

(P) inf{J(cp); qJE<l>} 

n'a pas en général de solution. 
Dans le cadre non linéaire, et en grande déformation les matériaux de Saint-Venant Kirchhoff 

sont un exemple simple où l'absence de "quasiconvexité" de l'énergie interne West vérifiée (cf 
[52]). 

Ce travail est composé de trois chapitres.Dans le chapitre 1, on rappelle les fondements de 
l'élasticité non-linéaire, et les "méthodes directes" du calcul des variations, pour résoudre le 
problème (P). 
Dans le chapitre 2, on s'intéresse à la loi de comportement du materiau de Saint-Venant 
Kirchhoff; exprimée respectivement en fonction du tenseur de Green-Lagrange E (1f'{E)), 

du tenseur de Green-Cauchy C (W(C)), et en fonction du gradient de deformation F (W(F)). 
On montre, que les densités d'énergie W et W considèrées comme fonctions de leur argument 

respectifE etC sont des applications quasiconvexes, ce qui n'est pas le cas de la densité W 
fonction du gradient de déformation F. Une démonstration plus simple de ce résultat est 
annoncé. 

Bien que W(E) = W(C) = W(F), on ne considère que la troisième densité W pour étudier le 
problème 

(Î') inf{ l(qJ) ~ [, (Ji'(VÇJ(x))- f(x)ÇJ(x))dx; qJ EqJ0 +W~'(Q;R')} 

Le problème ( P), qui traduit l'existence de minimums au problème de pur déplacement 

(problème de Dirichlet) n'a pas été résolu jusqu'a présent compte tenu que la densité W ne 
vérifie aucune hypothèse de convexité ou ses variantes: "polyconvexité", "quasiconvexité". 

On peut associer au problème (P) le problème "convexifié": 



où w** désigne la fonction bipolaire de l'énergie W .Nous obtenons un problème "régulier" 

(P**).L'intérêt de relaxer le problème (P) est de savoir sous quelles conditions une solution de 

(P**) est aussi une solution de (P). 
Partant d'un certain nombre de résultats connus, on établit l'existence de solutions au problème 

de Dirichlet homogène ( P). 
On étend ensuite, les résultats au problème mixte déplacement-traction. Un exemple particulier 
du cylindre est cité. 
Une comparaison avec la solution obtenue, par le théorème des fonctions implicites dans le cas 
de petites forces est donnée. 

Dans le chapitre3, on s'intéresse au problème du contact unilatéral en grande déformation, et à 
sa description Lagrangienne. 
Ce problème est loin d'être définitivement résolu, le résultat récent [21a] basé sur la notion de 
fonction distance de contact, et sa méthode de la projection utilise une régularité forte sur les 
éléments de déformations. 
La nécessité d'une formulation faible, nous a motivé à introduire la notion d'élément de 
contact. Cette approche, de nature géométrique donne une solution à la formulation faible du 
problème du contact unilatéral. 
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Chapitre 1 

Solutions faibles de l'équilibre en élastostatique. 

1.0 Introduction. 

Le milieu continu déformable modélise la vision d'un "solide" qui se déforme, d'un liquide qui 
coule, d'un volume de gaz que l'on comprime ou qui se détend. 
Cette modélisation de la réalité physique, induite par l'expérience, signifie que l'on peut traiter 
certains problèmes à l'échelle macroscopique. 
E3 désigne l'espace physique usuel, l'espace affine Euclidien de dimension 3, la présentation 
choisie, concerne le milieu continu dont la configuration du système solide au repos est un 
ouvert borné de E3. 

Rappelons qu'ici "solide" est pris dans son sens usuel qui autorise les déformations, et non dans 
le sens srict qu'il est en mécanique générale, où il désigne un systeme rigide indéformable. 
L'objet principal de ce chapitre est de rappeler les trois manières équivalentes de formuler 
l'équilibre d'un solide, à savoir : 

• l'équation différentielle ''forte" du mouvement, 
• le principe intégral ''faible" des travaux virtuels, 
• une troisième façon de formuler l'équilibre stable d'un solide élastique consiste à écrire que 
son énergie doit être minimale. 

C'est ce dernier point qui nous intéressera plus particulièrement. 

1.1 Déformation. 

L'espace Euclidien R3 est rapporté à un repère orthonormé (O;e1,e2,e3). 

Soit Q un ouvert borné connexe de R3 à bord an = r "régulier" (voir (1) remarque 1 .1.2), 
appelé domaine de R3. Q est l'ensemble qu'occupe un solide en absence d'action. 

Définitions 1.1.1 

On appelle déformation du solide Q, tout champ de vecteurs, 

"régulier", injectif et préservant l'orientation: 

detV<p(X) > 0 VXEO 

où V<p = (8i<pj) = F désigne le gradient de la déformation <p. 

Le terme déformation implique l'existence d'une configuration de référence appelée 
configuration initiale ou Lagrangienne (la configuration Lagrangienne n'exclue pas que le solide 
est non déformé), la configuration déformée est appelée configuration actuelle ou Eulérienne. 
Le point spatial x = <p(X) est la position qu'occupe le point matériel X après déformation. 

(1.1) 

(1.2) 



1. Solutions faibles de l'équilibre en élastostatique. 

Ces définitions sont illustrées dans la figure 1.1 et permettent une description du changement 
d'un "élément" de longueur, d'un "élément" de surface ou d'un "élément" de volume au cours de 
la déformation. 

Ainsi un "élément" de vecteur dX d'origine X, est transformé en "l'élément" dx de longueur: 

dx = dXT[(F(X)T F(X))]dX 

De même, un "élément" de surface dA de la configuration de référence de vecteur normal N, est 
déformé en "l'élément" de surface: 

de vecteur normal 

da= detF(X) IF(X)-TN(X)I dA 

F(XrTN(X) 
n(x) = jF(XrTN(X)j 

Enfin, un "élément" de volume dX est transformé en "l'élément" de volume: 

dx = detF(X) dX 

Remarques 1.1.2 

(1) Confondre un solide au repos, à la fermeture !1 d'un domaine Q de R3 est un "moyen" de 
simplifier les difficultés.En fait, le solide au repos peut être considérer comme une variété. 

(2) La régularité du bord r = 8!1 varie selon le besoin du problème posé ; la frontière peut être 
Lipschitzienne ou de Classe Cm rn 2 0 (cf, Adams [1], Annexe A3).Le choix d'une régularité est 
d'un intérêt mathématique important pour les résultats. 

(3) L'existence du gradient de la déformation implique que l'application <Pest différentiable en 
tout point de la configuration de référence, cette différentiabilité est entendue parfois au sens 
faible, celui des distributions (cf, Schwartz [58]).Il s'en suit que la condition (1.2) doit être 
vérifiée sauf sur un ensemble de mesure nulle; (1.2) devient alors, detV<P > 0 p.p."p.p" lire 
presque partout. 

(3) L'injectivité est imposée pour caractériser l'impénétrabilité de la matière lors de la 
déformation, elle signifie que deux points de la configuration Lagrangienne n'occupent pas la 
même position aprés déformation.L'injectivité implique aussi lorsque, la déformation <P est 
régulière que l'inverse <P-1 : <P(!1)~!1 existe.Le théorème d'inversion locale (cf Ciarlet [16]) 
assure, la régularité de <P-1. 

Trois propriétés sont à retenir dans ce cas : 

• <P(intn) = int(j)( n) 

(1.3) 

(1.4) 

(1.5) 

(1.6) 



1. Solutions faibles de l'équilibre en élastostatique. 

• <p(on) = a(<p(O)) 

(4) Il est parfois commode d'introduire le déplacement de la particule matérielle X. C'est le 
champ de vecteurs u défini par : u(X) = <p(X) - X. 

e3 

n 
configuration initiale 

(il(Q) 

configuration déformée 

Fig 1.1 lllustration des défmitions de§ 1.1 

Exemples 1.1.3- On peut citer deux exemples de déformations remarquables: 

• La déformation homogène est une déformation dont le gradient est constant, 
i.e: <p(X)=K X+c KEM3, cER3. 

• La déformation rigide est une déformation homogène dont le gradient est un élément de 
0 + 

3 . 

1.2 L'équilibre en élastostatique. 

Le problème central en élasticité non linéaire tridimensionnelle, est de trouver la position de 

l'équilibre statique d'un solide, occupant une configuration actuelle cp( Q), caractérisée par la 

déformation <p. 

1.2.a Forces appliquées et Tenseur de Cauchy. 

Nous supposons que dans la configuration déformée, le solide est assujetti à deux types de 
forces: 

n 



1. Solutions faibles de l'équilibre en élastostatique. 

- des forces volumiques de densité ] : <p(n)~R3 

- des forces surfaciques de densité g: <p(r 1)~R3, 

où r 1 est une partie du bord an de n. 

La mécanique des milieux continus, pour les problèmes statiques est basée sur le postulat 

d'Euler -Cauchy (cf, Ciarlet [ 16], Gurtin [31 ]). Ce principe montre l'existence d'un champ de 

vecteurs: 

où 

S2 désigne la sphère unité; vérifiant pour toute partie rode <p(n) : 

1) pour tout XE<p(r1) rî aro t (x,n) = g(x), OÙ le vecteur normal n à <p(r1) rî an existe. 

2) l'axiome du bilan des forces: J ](x)dx+ J t(x,n)da=O 
co &o 

3) l'axiome du bilan des moments: J oi A](x)dx+ J ox At(x,n)da= 0 
(0 &o 

Sous l'hypothèse d'une "régularité" sur le champ de vecteur t (supposé de caisse C1 en x et 

continu en n), les axiomes 2) et 3) montrent l'existence d'un champ de tenseur symétrique: 

T:<p(n)~SJ 

appelé tenseur des contraintes de Cauchy, et qui vérifie : 

t(x,n)=T(x)n(x) \:lx EqJ{n),n ES2 

1.2.b Equations de t•équilibre. 

L'axiome du bilan des forces et du bilan des moments, montre que le tenseur de Cauchy T 

vérifie dans la configuration déformée (cf, Ciarlet [ 16) les équations : 

{
DivT(x)+ ](x)= 0 

T(x)n(x) = g(x) 

dans q;Cn) 

sur q;Cr1 ) 

(1.8) 

(1.9) 

En mécanique des solides déformables, on préfère souvent faire intervenir le domaine non 

déformé ou de référence car, en général on connaît sa géométrie.Pour cette raison, il est donc 

commode de réécrire le système d'équations ( 1. 8)-( 1. 9) dans la configuration de référence, 

attachée à la variable Lagrangienne X. Cela est possible, en associant aux densités des forces 

appliquées f, g définies dans la configuration déformée, les densités des forces appliquées : 

j:n~R3 , et g:r1~R3 définies dans la configuration initiale et vérifiant: 

14 

(1.7a) 

(1.7b) 

(1.7c) 

(1.7d) 

(1.7e) 



1. Solutions faibles de l'équilibre en élastostatique. 

f(X) dX = f(x) dx, g(X) dA= g(x) da. 

Au tenseur des contraintes de Cauchy T défini dans la configuration déformée est associé, le 

premier tenseur P et le second tenseur S de Piola-Kirchhoff, définis dans la configuration de 

référence par : 

P(X) = T(x) cofF(X) , S(X) = F(X)-1 P(X) 

Ces deux tenseurs vérifient respectivement les équations : 

rivP(X)+ f(X) ~o dans n 
FPT = PTF 

P(X)N(X) = g(X) sur ri 
et 

rv{F(X)S~~~~+ J(X)~O dans n 

{F(X)S(X) }N(X) = g(X) sur ri 
Ce sont les équations de l'équilibre dans la configuration de référence. 

1.3 Formulation Variationnelle. 

(1.10) 

(1.11) 

(1.12) 

(1.13) 

Exemple 1.3.1 Soit 0 un domaine de R3 de frontière an .Si <pest une fonction définie sur an, 
la résolution de l'equation de Laplace qui intervient en électro-statique: 

{
-Au= 0 dans n 

(a) 
u = (jJ sur in 

où A désigne le Laplacien : en dimension deux A = iJ 
2 

+ ;J 
2 

; revient à chercher une fonction 
ôx ôy 

u E Ko telle que 

(b) J(u):::: J(v) VVE K0 

où Ko est l'ensemble {v EC 2 (0);v = (jJ sur m} et J(v) = JJVv(x)j
2
dx: 

Q 

En effet, la fonctionnelle J est Fréchêt-différentiable (cf, Bourbaki (13a]), convexe, et l'enemble 

Ko est aussi convexe.Alors, un résultat classique d'analyse (cf, Temam [29]) montre que (a) et 

(b) sont équivalents.Ce point de vue, a l'avantage de se généraliser à de nombreux problèmes 

dans un cadre abstrait; et un grand nombre d'équations aux dérivées partielles décrivant des 

modèles de la physique, de la chimie ou de la mécanique peuvent être étudiées avec ce point de 

vue. 

Les équations mécaniques ( 1. 10 )-( 1. 13) sont formelles, et le degré de régularité des fonctions 

(déformation, tenseur de contrainte, forces appliquées) n'est pas spécifié. 

l"i 



1. Solutions faibles de l'équilibre en élastostatique. 

Pour que le problème soit bien posé nous supposons que : 

• les dérivées considérées sont parfois des dérivées distributionnelles. 

• la structure topologique choisie est telle que toute variable physique ait un sens mathématique, 

et que toute solution physique est une solution mathématique du problème. 

Ainsi, sous l'hypothèse que les forces appliquées dérivent d'un potentiel, les équations (1.1 0)­

( 1.11) ( resp ( 1. 12 )-( 1.13)) peuvent être transformées en un principe variationnel. 

1.3.a Analyse des forces appliquées. 

Pendant le mouvement, l'intéraction mécanique entre le corps (occupant l'ensemble n) et son 

environnement (extérieur de Q) est décrite à l'aide de forces. Nous sommes concernés par trois 

types de forces : 

1) force de contact entre les parties séparées du corps. 

2) force de contact exercée sur le bord du corps par son environnement. 

3) force massique exercée à l'intérieur du corps par l'environnement. 

Les forces de type 2) sont appelées forces extérieures, et le chargement dépendant de la 

configuration, et agissant sur le bord matériel est défini, à priori, par l'hypothèse que l'effort 

appliqué en un point, est calculé au moyen d'une relation, fonction du déplacement de ce point 

et de son voisinage. 

Dans de nombreux problèmes, les conditions aux limites modélisant l'intéraction peuvent être 

formulées par : 

où B est une fonction vectorielle, g désigne la force de contact, ànu et àTu sont les dérivées 

respectives normale et tangentielle du déplacement u. 

Les exemples familiers de conditions aux limites sont : B = g - c condition de traction, 

B = u - u0 condition de placement. 

Dans le cas d'une force de contact, le déplacement et sa dérivée tangentielle n'ont pas de 

discontinuité à la surface de contact; cependant, la continuité du vecteur de contrainte implique 

une restriction sur la condition de discontinuité de la dérivée normale du déplacement. Une 

hypothèse adéquate sur le choix d'une fonction force de contact nécessite une condition 

d'ellipticité et de normalité sur le tenseur d'élasticité.Pour plus de précision voir 

(cf, P.Podio-GuiDigli and G.Vergara Caffarelli and E.G.Virga (50], (51]). 

11) 
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1. Solutions faibles de l'équilibre en élastostatique. 

1.3.b Critères de forces conservatives. 

Supposons qu'un "élément" de surface da dans sa configuration actuelle est soumis au 

chargement g da où g est la densité de force de contact (par exemple g = g( X, u) u est le 

déplacement). 

Un critère donné par M.J.Sewell [59) dit que: 

L'éffort agissant sur la surface en un point est défini comme une force conservative si elle 

effectue un travail nul pour tout cycle de déplacement faisant ramener le point à sa position 

actuelle. 

ce qui se traduit par : 

<f désigne l'intégrale curviligne) cette condition est équivalente (voir (51], [59]) à l'existence 

d'un potentiel G = G (X, u) tel que 

Une force hydrostatique, peut être conservative lorsqu'un déplacement est prescrit ou bien 

lorsque cet effort hydrostatique est appliqué entièrement sur la surface du bord (cf, [50]). 

La qualité des forces appliquées d'être des opérateurs potentiels, est importante pour la 

formulation variationnelle.Pour un problème statique, nous considérons un cas particulier de 

système de forces appliquées conservatives. 

1) une densité de force volumique 

vérifiant : 

(1.15a) 

(1.15b) 

(1.16) 

il existe une fonction ft QxRL-c}R régulière telle que F( rp) = J ft( x, rp(x))dx soit G-dérivable et 
Q 

F'(<p )9 = J f(x, rp(x))9(x)dx (1.17) 
Q 

pour toute fonction e : Q---c}R3 de variation.La fonction ft est appelée le potentiel des forces 

massiques, elle vérifie : 

f (X,<p(X)) = D2 ft (X,<p(X)) VXEO 

où D2 désigne la dérivée de Gâteaux de F(X,.). 
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1. Solutions faibles de l'équilibre en élastostatique. 

2) une densité de force surfacique 

vérifiant: 

i) g(x, IP(x))= g(x, tp(x), V IP(x)) 

ii) il existe une fonctionnelle G-différentiable telle que : 

G'(<p)9 = fn g(X,<p(X)) 9(X)dA 

iii) (g' ( rp) 9, Ç) = (g' ( rp)Ç, 9) 

pour toute fonction régulière e et ç (la forme bilinéaire <,> désigne le travail). 

La symétrie (1.20) est importante, elle exprime que le travail est indépendant du chemin suivi 

(voir Bufler.H [15]). 

Dans de nombreux problèmes, les forces appliquées sont supposées "mortes" c'est-à-dire 

indépendantes de la déformation et de son gradient. Ce sont des forces conservatives simples. 

1.3.c Matériaux élastiques, hyperelastiques. 

La catégorie des matériaux pour lesquels, les équations (1.10)-(1.11) peuvent avoir une forme 

simple, suppose que le tenseur des contraintes de Cauchy T est complètement déterminé par le 

gradient de la déformation. 

Selon la terminologie utilisée dans Ciarlet [16], pour une description Lagrangienne; 

• On dira qu'un matériel est élastique, s'il existe une fonction 

telle que: 

T(x) = T(X,V<p(X)) VXE.O, x= <p(X) 

l'égalité (1.21) est l'équation constitutive du matériel considéré. 

Une définition équivalente, pour le premier tenseur P et le second S de Piola-Kirchhoff 

(voir [16]) montre, l'existence de deux applications Pet s telles que: 

P(X) = P(X,V<p(X)) et S(X) = S(X,V<p(X)) 

lR 

(1.18) 

(1.19) 

(1.20) 

(1.21) 

(1.22) 



1. Solutions faibles de l'équilibre en élastostatique. 

P et S sont appelées les fonctions de réponses du matériau. 

• On dira qu'un matériel élastique, de fonction de réponse P est hyperelastique s'il existe une 

fonction scalaire : 

W:OxM+3~R 

G-différentiable par rapport à la seconde variable telle que : 

Remarques 1.3.2 

(1) On demande parfois, à la fonction énergie interne W d'être de Carathéodory i.e. mesurable 

par rapport à X et continue par rapport à F; c'est la "régularité" utilisée dans [8] pour montrer 

l'existence de minimums, cela permet aussi de considérer les matériaux non homogènes par 

exemples compressibles. 

(2) La fonction W pour un corps homogène (W indépendante explicitement de X) signifie que 

l'énergie élastique pour une déformation <Pest fa W(V<r(X))dX. 

(3) En accord avec certains principes physiques, la densité d'énergie interne W doit vérifier 

(cf, [16], [31], [66]): 

i) le principe d'objectivité ou d'indifférence matérielle : 

W(X,QF) = W(X,F) V XEO, F EM;, QE o; 
Cela signifie qu'une rotation aprés déformation n'affecte pas l'énergie interne autrement dit, si la 

configuration déformée est retournée par Q, le vecteur contrainte de Cauchy est retourné par Q. 

ii) la propriété d'isotropie : 

W{X,FQ) = W(X,F) V XEO, FEM;, QEO; 

Cela correspond à l'idée intuitive que la "réponse" du matériau en tout point est la même dans 

toute direction, ou que le tenseur de contrainte de Cauchy est le même si le corps déformé est 

retourné autour d'un point.Lorsque, la relation (2) est vérifiée seulement pour un sous-groupe 

Gx de 0 3 on dit, que le matériau est anisotrope en x. 

L'hypothèse d'isotropie élastique est trés bien vérifiée pour les matériaux métalliques, elle l'est 

un peu moins pour le béton et les composites (cf, Truesdell [66]). 

1<) 
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1. Solutions faibles de l'équilibre en élastostatique. 

(4) On impose notamment à W des propriétés de croissance, de coercivité et l'hypothèse 

intuitive: "W(X,F)---?-+oo lorsque detF----?-0+" VXEf!. 

• Cette dernière hypothèse n'est pas vérifiée pour les matériaux de Saint-Venant Kirchhoff ( un 

détail sera donné plus loin ). 

1.3.d Formulation énergétique de l'élastostatique. 

Dans le cas d'un corps de potentiel élastique W soumis à des forces conservatives de densité 

volumique f et de densité surfacique g les équations de l'équilibre (1.10)-(1.11) sont 

formellement équivalentes au problème : 

{ 

trouver rp E <l> telle que V 9 EH 

f 8vV (X, Vrp( X)) :V(}(X)dX = f f(X,rp(X))9(X)dX + f g(X, Vrp(X))9(X)da 
o iF o r, 

(1.24) 

où <1> est l'ensemble des déformations cinématiquement admissibles et H l'ensemble des fonctions 

tests (déplacement virtuel) définis par : 

<I> ={<pEE telle que <p = <p0 sur r 0 et detV<p > 0 dans Q} (1.25) 

H = {\j!EE telle que \ji= 0 sur ro} (1.26) 

E est un espace de Banach convenablement choisi, r 0 et r 1 une partition du bord de Q 

cr= rou rl,rO n rl = 0) avec meas(ro) > O.En effet, soit <pE<I> une solution de (1.10)-(1.11), 

8EH; en multipliant les deux membres de (1.10) pare et en utilisant la formule intégrale de 

green (voir Annexe A4) on déduit (1.24). 

On appelle potentiel énergétique total, d'un solide hyperelastique mis en déformation la 

fonctionnelle : 

J(<p) = fo W(X,V<p(X))dX -{F(<p)+G(<p)} (1.27) 

La stabilité de l'équilibre du corps hyperelastique, soumis à des charges conservatives ou mortes 

correspond formellement à minimiser l'énergie totale (1.27) dans l'ensemble des déformations 

cinématiquement admissibles (cfBall [8], Ciarlet [16]). 

Minimiser J( <p) dans l'ensemble des déformations admissibles <1> (1.28) 

C'est la formulation énergetique faible du problème de l'équilibre en élastostatique. 

?.0 



1. Solutions faibles de l'équilibre en élastostatique. 

Remarques 1.3.3 

(1) L'équation variationnelle (1.24) désigne le principe des travaux virtuels, dans le langage du 

calcul des variations c'est l'équation d'Euler-Lagrange. 

(2) Les solutions de l'équation (1.24) sont appelées points stationnaires, l'intérêt de la 

formulation variationnelle (1.28) est de chercher des points stationnaires particuliers appelés 

"minimums". 

De nombreux problèmes de mathématiques appliquées provenant de la physique (principe de 

Fermat, Brachistochrone, problème de Newton, .. ) entrent dans le cadre du calcul des variations. 

Le problème (1.28) s'en est un.( cf, Dacorogna [26]; Courant [19]). 

1.4 Problèmes modèles du Calcul des Variations. 

Le Calcul des Variations est une des branches classiques et anciennes des Mathématiques, c'est 

au tournant du XJXe siècle, qu'il entra dans son ère moderne grâce à l'introduction de ce qu'on 

appelle les "méthodes directes" de résolutions. 

1.4.a Fonctionnelles du calcul des variations. 

Nous allons donner avec précision, le problème considéré. Soit .Q un ouvert de Rn et 

I(u) = fo f(X,u(X),Du(X))dX 

où 

• u : .Q~R N une fonction n, Nz 1 Du = ( ôpj) est une matrice réelle nxN 

• f: .OxRNxRnN~R une fonction de Carathéodory. 

On identifie l'ensemble des matrices réelles MnN à RnN_Le problème modèle est alors, de 

minimiser la fonctionnelle I sous certaines conditions.Plus précisément, étant donné un espace 

fonctionnel E et <1> un sous-ensemble de fonctions admissibles, il s'agit de trouver uE<l> qui 

rende l'intégrale (1.29) minimale. On notera le problème: 

(P) rn= inf{l(u); UE<l>} 

?1 

(1.29) 
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1. Solutions faibles de l'équilibre en élastostatique. 

On dira que uE<I> est une solution (ou réalise le minimum de (P)) si: 

l(u)::;; l(v) VvE<I>. 

(il s'agit bien d'un minimum absolu). 

L'histoire du problème (P), nous ramène dans le cas scalaire n = N = 1, aux exemples classiques 

suivants ( cf,.Dacorogna [26]) : 

Exemples 1.4.1. 

• Principe de Fermat. Il s'agit de déterminer la trajectoire, d'un rayon de lumière traversant un 

milieu d'indice de réfraction non constant. En terme mathématique on a : 

b 

inf { J s-dt; u(a) =a, u(b) = f3, uEC 1(a,b)} 
a 1 +u' 

• Problème de Newton. On cherche à déterminer, une surface de révolution offrant une 

résistance minimale lors de son déplacement dans un fluide. Cela revient à considèrer : 

b 

inf { J 2Jruu'3 

--
2 

dt; u(a) =a, u(b) = f3, uEC1(a,b)} 
1+u' a 

• Brachistochrone. On cherche la trajectoire que suit une particule, soumise à l'influence de la 

gravitation, pour relier deux points, dans un même plan et en un minimum de temps. On a alors : 

b ~(1 +u'2) 
inf { f g../u dt; u(a) =a, u(b) = f3, uECl(a,b)} 

Si nous tournons notre attention, à l'intégrale multiple n > 1, nous retrouvons l'intégrale de 

Dirichlet avec f(X,u, Vu)= jVuj2, une extension de cette intégrale aboutit au problème des 

surfaces minimales. 

La "méthode directe" de résolution du problème (P) (cf, [8], [26]) consiste à : 

1) choisir une suite minimisante ( ~) ( U
11 

E <I> et l( u
11

) converge vers inf 1 ( rp) rp E <I>). 

2) s'assurer d'une compacité de cette suite dans E. 

3) montrer que I est faiblement semi-continue inférieurement (on écrira en abrégé fs.c.i voir 

Annexe A2). 

(1.31) 



1. Solutions faibles de l'équilibre en élastostatique. 

Cette méthode a été utilisée par Riemann et succita par la suite, une objection de la part de 

Weierstrass (pour l'exemple 1.3.1 de l'équation de Laplace, il n'est pas evident qu'une suite 

minimisante lluEKo converge dans Ko ni même qu'elle soit bornée dans C2(0)).Ainsi, ce procédé 

utilisé en dimension infinie pose le problème du choix de l'espace E. 

Il semble naturel de prendre E = Cl(O,RN), car on utilise des dérivées de u mais un tel espace 

n'est en général pas le plus approprié, on lui préfère un espace de Sobolev W 1·P(Q,RN) (cf, voir 

Annexe A3) pour des raisons physiques (déformations, rupture, .. ) et mathématiques (propriètés 

topologiques). 

Il est clair que la réalisation des trois points de la "méthode directe", dans le cas de l'intégrale 

(1.29) dépend des données du problème, on sait par exemple que le troisième point a lieu si 

f(X,p,.) est convexe 'v'(X,p)EOxRN (cf, Morrey [46], Young [70]). 

1.5 Densités d'énergie interne. 

Dans le cadre de l'hyperelasticité, la fonction intégrande f de la fonctionnelle I donnée par ( 1.29) 

est l'énergie interne W: f(X,u(X),Du(X)) = W(X,Du(X)), pour un corps homogène West 

indépendante explicitement de X. 

1.5.a Densité d'énergie convexe. 

On note in(M!) l'enveloppe convexe de l'ensemble M!. 

Définition l.S.l.La fonction W : in(M!)~[ 0, +oo] est dite convexe si : 

W(f .. A+(l-À)B) ~ ÀW(A)+(1-À)W(B) 'v'ÀE[0,1], v A, BEin(M!). 

Le premier grand théorème d'existence en calcul des variations est dû à L.Tonelli [67].Il établit 

l'existence de solutions absoluments continues (voir Bourbaki [13b]) pour le problème scalaire 

b 

inf{J f(t,x(t),x'(t))dt; xEW1·P(a,b), x(a)=a, x(b)=P} 
a 

dans lequell'intégrande fest convexe en x', régulière en (t,x,x') et coercive. 

Des résultats analogues sont établis dans le cas vectoriel (cf, Bali [8], Dacorogna [26]). 

Le résultat du théorème7.3.2 Ciarlet [16], est plus adapté en élasticité aux potentiels d'énergie 

convexe, par exemple le matériau de Neo-Hookean, dont l'énergie interne est: 
W(F) =a (!IFII2 - 3) avec a> 0, IIFIF = L (Fij)2 . 

ij 

(1.32) 
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Malgré son importance mathématique, la convexité de la densité d'énergie interne est une 

hypothèse "conflictuelle"et "non physiquement acceptable" :le principe d'indifférence matériel et 

la propriété" W(X,F) ~ +oo lorsque detF ~ 0+" sont incompatibles avec une hypothèse de 

convexité.De plus, la convexité exclue tout phénomène de flambement fondamental en élasticité 

non-linéaire enfin, la non-convexité est dû aussi, aux effets des grandes déformations. 

1.5.b- Densité d'énergie Polyconvexe. 

Bali [8] a remplacé la convexité par la notion de polyconvexité, et établit un résultat d'existence. 

Nous rappelons la définition de la polyconvexité en dimension trois. 

Définition 1.5.2 (Polyconvexité)-Une fonction fQxML~Ru{+oo} de Carathéodory est dite 

polyconvexe s'il existe une fonction f:QxWxM3xR~R continue telle que: 

1) VXEO,f(X,.,.,.) est convexe 

2) VXE0,VFEM3 f(X, F) = f(X, F, cofF, detF) 

Il est important d'observer, que cette terminologie affaiblissant la convexité par rapport au 

gradient de la déformation traduit, la convexité globale de l'énergie par rapport au triplet 

(F, cofF, det F), qui décrit la déformation, d'une longueur, d'une surface, et d'un volume. 

Exemple 1.5.3. 

En dimension deux, la densité d'énergie QF) = IIFII2 (IIFII2-2detF) est polyconvexe 

( cf,.Dacorogna (27]). 

Remarques 1.5.4 

(1) Une généralisation de la définition (en dimension> 3), est donnée dans [26] et la 

fonction de représentation f n'est pas unique en général. 

(2) Les matériaux d'Ogden sont une classe importante de matériaux hyperelastiques dont la 

densité d'énergie est polyconvexe (cf,.Ciarlet (16]) 
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1. Solutions faibles de l'équilibre en élastostatique. 

(3) Une hypohtèse de croissance surf, et la polyconvexité implique la fs.c.i, et donne un 

résultat d'existence (cf, Bali [8], Ciarlet [16], Dacorogna [26]). 

( 4) En dimension deux, la polyconvexité traduit que pour les applications de types : 

<P(X) = (\Jf(X1),X2) 

l'énergie est une fonction convexe de \Jf'. 

En effet, soit f :ML-~R une fonction continue vérifiant :QUA V)= f(A) VAEM2, VU,VEO: 

(c'est la restriction du principe d'objectivité et d'isotropie à aD d'après Dacorogna [23] f est 

polyconvexe si et seulement si sa restriction aux matrices diagonales est polyconvexe; il existe 

- (!JI' 0) -donc une fonction f: RL~R convexe telle que f 
0 1 

= f (!JI', 1, !JI'). 
A - A 

Posons f ( !JI') = f ( !JI', 1, !JI') alors, f est convexe par rapport à \j/1
• 

(5) Le théorème 4.4 Bali [8], donne une propriété analytique de la polyconvexité: 

g est polyconvexe si et seulement si V FEM3 3 A(F), B(F)EM3 et c(F)ER tels que 

V GEM3 
; g(F+G) ~ g(F) + A(F):G + B(F):cof:U + c(F) detF 

Pour F = 0 et G = E 1 on déduit alors, g(EI) 2 o(E). 

Cela traduit dans un sens, que le matériau polyconvexe nécessite un minimum d'énergie pour de 

petits déplacements contrairement, au matériau de Saint-Venant Kirchhoff qui ne demande pas 

d'énergie pour les déformations rigides W (F) = 0 si F est le gradient d'une déformation rigide. 

( 6) Il existe des matériaux non-polyconvexes; en dimension deux la densité d'énergie 

f(F) = IIFI!2(11FII2-detF) n'est pas polyconvexe, ( cf,.Dacorogna [27]). 

1.5 c-Densité d'énergie Quasiconvexe. 

La quasi convexité a été introduite d'abord par Morrey [ 46], pour une fonction intégrande finie 

et continue; puis généralisée par Bail et Murat [ 11] qui ont introduit la notion de 
W 1,P-quasiconvexité pour f: Mnxn ~ R =Ru { +oo} Borel-mesurable. 

Nous rappelons la définition de la quasiconvexité pour des matériaux homogènes. 

Définition 1.5.5. (Quasiconvexité).Une fonction fRnN~R mesurable et localement intégrable 

est dite quasiconvexe si et seulement si : 

VD ouvert borné de Rn ,VAERnN, V(j)EW0I,oo(D,RN) 

l'inégalité: 

ID f(A+Vq>(X))dX ~ID f(A)dX = f(A) meas D 

est vérifiée. 

?'i 
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Remarques 1.5.6 

(1) Dans cette définition, on peut remplacer l'ensemble des fonctions tests W0
1•00(D,RN) par 

C0
00(D,RN), de plus si l'inégalité (1.33) est vérifiée par un ouvert Delle est satisfaite, pour 

tout ouvert borné de Rn (cf, Meyers[44]). 

(2) R. Temam [64] a donné une caractérisation algèbrique de la quasiconvexité. 

(3) La quasiconvexité avec des hypothèses de croissances donne la fs.c.i de l'intégrale I et 

aboutit à des résultats d'existence de minimums (cf Morrey [46], Dacorogna [26]). 

(4) La quasiconvexité au sens de Morrey [46] traduit physiquement, qu'une déformation 

homogène est solution faible de l'équilibre d'un corps homogène isotrope et sans densité de 

forces volumiques. Lorsque la fonction f vérifie une hypothèse de croissance, la notion de 

W1·P-Quasiconvexité introduite par Bali & Murat [ 11] est équivalente à la quasi convexité au 

sens de Morrey. 

(5) Dans le cas scalaire (n=1 ou N=1) les trois notions sont équivalentes, en général on a 

l'encadrement 

convexe => ol convexe => uasiconvexe => convexe de ran un 

Pour la définition de la convexité de rang un voir Annexe A 1. 

Dans la pratique la vérification de (1.33) s'avère difficile. Cependant, le lemme suivant 

simplifie parfois les difficultés. 

Lemme 1.5.7 (cf.[61])- Une fonction f: RnN~R continue est quasiconvexe si et seulement si: 

f f(A + Vu(X))dX ~ f(A) 
[o,Jf 

v AERnN, Vu:Rn~RN régulière et périodique par rapport à zn 

(i.e.u(X+k) = u(X) VXERn,VkEZ'1). 

Remarque 1.5.8 

Ce lemme a été utilisé dans [61] pour montrer, la non équivalence entre la quasiconvexité et la 

convexité de rang un . 

?r. 
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1. Solutions faibles de l'équilibre en élastostatique. 

Nous l'utiliserons pour étudier les propriétés de l'énergie de Saint-Venant Kirchhoff au chapitre 

II. 

1.6 Relaxation. 

Soit à nouveau le problème de minimisation : 

(P) inf{I(u) = fo f(X,u(X),Vu(X))dX; uEU = u0+W0
1·P(Q,RN)} 

où 

• Q c Rn est un ouvert borné de frontière régulière. 

• u : Q~RN une fonction. 

• f: QxRNxRnN~R une fonction continue. 

• u0 EW1·P(Q,RN) une fonction donnée, p>l et I(u0) < +oo. 

Les résultats standards du calcul des variations, montrent que pour l'existence de solutions au 

problème (P) deux hypothèses capitales doivent être faites sur l'intégrande f : 

• La convexité ou ses variantes (polyconvexité, quasiconvexité). 

• La coercivité et la croissance. 

Lorsque l'une de ces deux hypothèses n'a pas lieu, l'absence de la fs.c.i de la fonctionnelle I 

n'autorise pas l'application de la "méthode directe" du calcul des variations, et en général (P) 

peut ne pas admettre de solutions. 

Toutefois, nous rappelons une méthode qui permet de trouver des "solutions généralisées". 

1.6.a Problème régularisé ou relaxé. 

(1.35) 

Une première approche possible, consiste à associer au problème (P) un problème "relaxé" noté 

(QP), et défini par : 

(QP) inf{QI(u) = fo Qf(X,u(X),Vu(X)) dX; UEU0 + W~·P(Q;RN)} 

où 

Qf(X,p,.) est l'enveloppe quasiconvexe de fpar rapport à la 3ième variable. 

(QP) est le problème régularisé de (P). 

(1.36) 
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Si des hypothèses de coercivité et de croissance sont satisfaites par f alors, le problème (QP) 

admet une solution et inf(QP) = inf(P) 

En d'autres termes, si u est solution de (QP), il existe une suite minimisante (u
11

) de (P) telle que 

U11 converge faiblement vers u dans W 1·P(Q,RN) et l(u
11

) converge vers QI(u) ce qui permet donc 

de considérer u comme une "solution généralisée" de (P) (cf, Dacorogna [25],[26]). 

Ce concept de "relaxation" n'est pas seulement un point de vue mathématique, mais montre pour 

les applications où les quantités physiques sont mesurées en moyenne, l'importance de la 

convergence faible, comme modèle du rapport entre les quantités microscopiques et les 

quantités macroscopiques. Pour de plus amples developpement, se référer à [24],[25]. 

Il existe différentes façons de définir le problème relaxé.Pour traiter le problème de 

minimisation associé à l'équilibre du matériau de Saint-Venant Kirchhoff, qui fera l'objet du 

chapitre II. Nous relaxerons le problème (P) en utilisant la fonction bipolaire f** de f 

(cf,.Ekeland &Temam [29], AnnexeA2).Cette convexification du problème (P).permet, dans des 

cas particuliers de trouver des solutions au problème (P). 

1.6.b Existence de solutions au problème primai. 

Nous considérons une fonction de type, 

f(X,p,q) = g(q)+h(X,p) 

Au problème de minimisation (1.35) où l'intégrande fest de la forme (1.37) est associé le 

problème convexifié noté (P**) et défini par 

(P**) inf{I**(u); uEU} 

où I**(u) = fn{g**(Vu(X))+h(X,u(X))}dX 

Lorsque la fonction g est non quasiconvexe (c'est le cas de la densité de Saint-Venant), 

J.P.Raymond [56] a montré, en passant par le problème convexifié (P**) et sous de fortes 

hypothèses de régularités, l'existence de solution au problème primai (P). 

Une des conditions importantes, pour avoir ce resultat est l'hypothèse d'affinité sur la fonction 

bipolaire g** de g. Nous rappelons cette condition. 

?.R 

(1.37) 

(1.38) 

(1.39) 
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(HA)- on suppose qu'il existe 1 un ensemble dénombrable, (Ki) une famille d'ouverts bornés iEI 

tels que: 

(1.40) 

et V i E 1, g* * est affine dans Ki . 

Cette hypothèse similaire dans le cas scalaire (n=l où N=1) aux résultats annoncés dans [62] est 

toujours vérifiées pour n=N=1. 

Nous examinerons au chapitre II cette condition pour la densité de Saint-Venant Kirchhoff 

L'intérêt du problème relaxé est de pouvoir exprimer une condition nécessaire et suffisante 

d'optimalité pour (P). Cette idée est présentée dans le corollaire suivant. 

Corollaire 1.6.1-(Raymond (551).- <p est solution de (P) si et seulement si <p est solution de 

(P**) et pour presque tout x 

g(V<p(x)) = g**(V<p(x)) 

C'est cette caractérisation, des solutions de (P) qui justifie l'orientation prise dans ce travail. 

On cherche, parmi les solutions de (P**) celles qui vérifient la condition (1.41). 

Commentaires. 

(1.41) 

(1) Notons que dans le cas scalaire, (QP) et (P**) sont le même problème.Cependant, ceci n'est 

pas vrai dans le cas vectoriel, en général: inf(P) = inf(QP) > inf(P**). 

Par exemple, en dimension deux, pour la fonction f(A) = det2(A), fest quasiconvexe et donc 

f(Vu) = Qf(Vu) = (detVu)2 d'autre part, Cf= f** et l'enveloppe convexe Cfvérifie: 

0 ~ Cf(A) ~ inf{Àdet2B+(l-J..)det2C; I..B+(l-J..)C=A} 

(cf, [26] Thl.l chap5) or, l'infimum du second membre est justement 0 et par suite f** =O. 

D'aprés l'inégalité de Jensen (cf,.Annexe A4) on a: 

( -
1-J detVu(x)dx)

2 

~-1 -J dee Vu(x)dx. 
vo/0.

0 
vo/0.

0 

On peut déduire alors, que si detVu0 >O. 

inf(P) = inf(QP) z votn(-1-J det Vu0 (x)dx)

2 

> 0 = inf(P**). 
vo/0.

0 

?Q 
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(2) Si pour une densité gnon convexe on ait g** =Qg (c'est le cas, nous le verrons au chap II 

de la densité d'énergie de Saint-Venant Kirchhoff) alors, inf{P**) = inf(QP). 

Le passage du problème primai (P) au problème relaxé (P**) montre, que si nous perdons en 

énergie: g(V<p)- g**(V<p) > 0 les infimums sont conservés inf{P) = inf{QP) = inf(P**). 

(3) L'interptétation physique de la condition d'affinité (HA) signifie, que lors du passage au 

problème relaxé (P**) s'il y a variation d'énergie, le potentiel des forces volumiques s'annule à 

l'interieur du corps. 

En effet, soit <p une solution du problème relaxé de déplacement pur c'est-à-dire : 

{div~* (Vq(x))+h(x,q(x)) = 0 

q; = cp
0 

sur in 

Si la condition (HA) est vérifiée alors, g** est affine sur un certain Ki, 

Posant roi ={xE!.!; V<p(x)EKJ alors, on déduit de la première équation: 

h(x,<p(x)) = 0 VxEroi. 

dans n 

(4) La condition (HA) d'affinité au-dela de la dimension 1 n'est pas toujours satisfaite.En effet, 

considérons l'application : 
j:Rz~ R 

(xpx2)4 (x~ -If +x; 

On peut vérifier, en utilisant la forme quadratique L ;J f (a)Â;Â
1 

que fest convexe lorsque 
l 
.. àâ. 
,] l J 

** -{f(xpx2 ) si jx1 j?:: l 
f (xl, Xz) - 4 . 1 1-< 1 x2 st x1 

et l'ensemble K se réduit à K = { ( x1 , x2 ) ; jx1 j-< 1} il est alors, facile d'observer que f ** restreinte 

à K vaut x; qui n'est pas affine. 

(5) Il est possible que le problème (P) n'a pas de solutions tandis que le problème relaxé (P**) a 

une solution unique (cf,.Marcellini [42]). 

( 6) Bali & Murat [ 11] ont montré que la quasi convexité, pour certains problèmes est nécessaire, 

pour l'éxistence de minimums. 



Chapitre TI 

Existence de minimums pour les matériaux de 
Saint-Venant Kirchhoff. 

Saint-Venant (Adhemar-Ba"é, Comte de).lngénieur et Professeur Français (Villiers­
en-Bière, Seine-et-Marne, 1797-Saint-ouen, prés de Vendôme, 1886.Acad des Sc., 
1868). 
Auteur de nombreux ouvrages, techniques, il a attaché son nom à plusieurs formules 
de mécanique appliquée et de résistences des matériaux, notamment le principe des 
distributions des forces, introduisant une souplesse dans la formulation des conditions 
aux limites, en théorie d'élasticité. 

"Encyclopaedia universalis." 



Chapitre Il 

Existence de minimums pour les matériaux de Saint-Venant 
Kirchhoff. 

2.0.Introduction. 

En élasticité linéaire isotrope, le potentiel énergétique If/ est un invariant quadratique du 

tenseur de déformation linéaire B = _!_ (Vr u +Vu) ( u est le déplacement) c'est-à-dire : 
2 

If/= -
1
- ( Àb~ + 4 Jl8n), p étant la masse volumique, &1 = tr 2 

&, &JI = _!_ tn!, À et Jl sont les deux 
2p 2 

coefficients de Lamé, ils vérifient Jl > 0, À 2 O. Le tenseur des contraintes s'écrit alors: 

0' = p Olf/ = À tr& I + 2 f..l & "Loi de Hooke" 
0& 

On introduit aussi les constantes : E le module de Young, v le coefficient de Poisson ; ces 
constantes caractérisent le comportement materiel lors d'expériences simples: cisaillement d'un 
bloc rectangulaire, compression d'une sphère, traction d'un cylindre et les relations classiques 
entre ces coefficients sont (cf, Ciarlet [ 16]) : 

3Â+2p ( 1 d' . d . ) E = f..l ayant a 1mens10n 'une pressiOn 
Â+p 

v= À (sans dimension) 
2(Â+ p) 

1 
avec E > 0, et 0 ~ v < -

2 
Les matériaux de St-Venant Kirchhoff sont fréquemment utilisés en élasticité non-linéaire en 
raison de la simplicité de l'expression de leur densité d'énergie interne. 
Ces matériaux constituent le modèle le plus simple d'une classe importante de matériaux 
homogènes, dont la configuration de référence est un état naturel (cf, Ciarlet [16]) 

L'objet de ce chapitre est de donner des propriétés de la densité d'énergie de Saint-Venant 
Kirchhoff, et des résultats d'existences aux problèmes de minimums associés à l'équilibre de 
ces matériaux. 

2.1.Matériaux de St-Venant Kirchhoff. 

Pour le cas non-linéaire plus adapté aux grandes déformations, si on remplace dans la loi de 

Hooke le tenseur linéaire Epar le tenseur de Green-Lagrange E= ..!..cvr u +Vu+ vruVu) nous 
2 

obtenons le tenseur de contrainte: À (tr E)l + 2Jl E. 

Ce tenseur reste linéaire par rapport à E, mais perd la linéarité par rapport au déplacement . 
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Selon la terminologie utilisée dans [16]; le matériau de Saint-Venant Kirchhoff est défini par: 

Définition 2.1.1- Un matériau élastique non linéaire est dit de Saint-Venant Kirchhoff, si sa 
fonction de réponse pour le second tenseur de Piola-Kirchhoff S est donnée par : 

S(E) =À (trE) 1 + 2!1 E (2.1) 

où E est le tenseur de Green-Lagrange. 
Nous supposons, que les coefficients de Lamé vérifient : À>- O,p >- 0, la condition sur le 

coefficient de Poisson se réduit donc à 0 -< v-< _!_ . 
2 

Ce matériau homogène est hyperélastique et son potentiel est donné par 

W(E) = À tr 2E + p tr E 2 (2.2) 
2 

La relation (2.2) s'écrit en fonction du tenseur de Green-Cauchy C= PF (F est le gradient de 
déformation) sous la forme: 

ou à l'aide du gradient F 

W (F) = À tr 2 (FTF- 1) + Jl tr(FTF- 1)2 (2. 4) 
8 4 

ce troisième potentiel est souvent appelé la densité d'énergie de Saint-Venant Kirchhoff. 

Remarque 2.1.2 

On peut remarquer que la densité (2.4) est objective et isotrope: 
(i.e,'1J'QE03 VFEM! W(QF) = W(F) et W(FQ) = W(F)) ,dans ce cas (cfBall [8]) il existe 

une fonction <I>:R3 +-+R symétrique telle que pour chaque FEM! W(F) = <D(v1(F),vlF),v3(F)) 
où vi(F) désigne la valeur propre de (FTf)ll2 appelée valeur singulière de F. 

2.2.Propriétés du premier et second potentiel de Saint-Venant Kirchhoff. 

A Raoult [52] a montré, que la densité W donnée par (2.4) fonction de la variable F (gradient 
de la déformation) n'est pas polyconvexe; ce résultat est une conséquence du théorème 4.10.1 
Ciarlet [16] et de la condition 3À+2Jl > 0, mieux dans sa preuve, elle a montré que Wn'est pas 
convexe de rang un, on en déduit alors, qu'elle n'est pas non plus quasiconvexe. 
Nous allons montrer que les densités d'énergies (2.2) et (2.3) considerées respectivement 
comme fonctions des variables E et C sont des fonctions quasiconvexes. 
Pour des raisons de simplicité, les résultats sont donnés en dimension deux. 
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Nous formulons le lemme suivant : 
Lemme 2.2.1-Soit u = (u 1 ,u2):R2~R2 une fonction deux fois différentiable et périodique 
dans Z2, i.e., u(x+k) = u(x) VxER2, VkEZ2.Alors, 

1 1 

l)JJ aiujdx1d~=O Vi,jE{l,2} 
0 0 
1 1 1 1 

2) J J (a1u1).(a2u2) dx1d:xz = J J (a2u1).(a1u2) dx1d~ 
0 0 0 0 

1 1 

Preuve.-1) Soit, I1 = f <J a1ulx1,~) dx1 ) d~, l'intégrale de l'expression entre 
0 0 

parenthèse donne ull,x2)- uiü,x2), comme u est périodique dans Z2 on déduit le résultat. 
1 1 

2) Notons J1 = J J (a1u1).(a2u2) dx1d~, une intégration par partie et la périodicité de u donne 
0 0 

1 1 1 1 

J1 =-J J u2.~12u 1 dx1d~ .. En posant J2 = J J (a1u2).(a2u1) dx1dx2 avec le même argument on 
0 0 0 0 

1 1 

obtient: J2 =-J J u2.if21u1 dx1dx2. 
0 0 

Comme u est deux fois différentiable, on déduit que J1 = J2.D 

Remarque 2.2.2 

Le résultat de ce lemme reste vrai en dimension 3. 

Nous étudions la quasiconvexité d'une classe de fonctions particulières, pour déduire la 
quasiconvexité des potentiels (2.2) et (2.3). 

Proposition.2.2.3-Soit f: M2~R une fonction définie par : 

où 
A= (aij)EM2, a, {3, y sont des constantes réelles. Alors, si a> 0 et ((3-t-'}')/a = 2, la fonction f 
est quasiconvexe. 

Preuve.-Nous utilisons le Lemme 1. 7.1 
Soint AEM2, u : R2~R2 différentiable et périodique dans Z2 en développant l'expression de 
f(A+Du(X)) on obtient, f(A+Du) = f(A)+a[(a1u1) 2+(82u2)2]+{3(a1u1)(a2u2)+y(a2u1)(a1u2)+K 
où K = c,(a1u1)+c2(a2u2)+cia1u2)+cia2u1) avec ck une constante dépendant de~ et de a, {3, 
y.L'application de 1) et 2) du lemme 2.2.1 donne : 
1 1 1 1 1 1 

J J f(A+Du(x1 ,~)) dx1d~ = f(A)+a J J [(a1u1 )2+(82~)2]dx1 d~+(f3+y) J J (81u2)(82u1)dx1d~ 
0 0 0 0 

Posons (P+y)/a = 2, pour a 7:- 0 il vient 
1 1 1 1 

J J f(A+Du(x1,~))dx1dx2 = f(A)+a J J (a1u1+a2u2)2 dx1dx2 
0 0 0 0 

1 1 

0 0 

si a>O, alors J J f(A+Du(x1,~))dx1d~ 2 f(A) ce qui montre que fest quasiconvexe.[] 
0 0 

14 

(2.5) 
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Remarque 2.2.4 

Le résultat de cette proposition se généralise en dimension 3, il suffit de considérer pour 

A= (ai)EM3 la fonction: flA)= aL: (aiY +PL: aiia.ü + YL aijaji 
i,J irj 

Corollaire 2.2.5-La fonction W : ML~R définie par : 

W (A)= /.J2 tr2(A)+Jl tr(A)2 

où À et Jl sont des constantes positives, est quasiconvexe. 

Preuve-(2.6) peut s'écrire W (A)= ( Â ~2f1) [(an)2+(~2)2]+À au~2+2J.l a12~1 où A= (ai.i). 

Il est facile de voir que cette expression est un élément de la classe des fonctions (2.5), avec 

( Â ~ 2f1) =a, P = À, y= 2Jl de plus on a : 

(P:r) = 2, 

ce qui prouve la quasiconvexité de (2.6).0 

Remarques 2.2.6 

(1) Ce corollaire met en application la quasiconvexité du potentiel (2.2) de St-Venant 
Kirchhoff considéré comme fonction de l'argument E tenseur de Green-Lagrange. 

(2) la fonction (2.6) du Corollaire n'est pas toujours convexe, il suffit de prendre À= Jl = 112 

A ~G ~}B~G ~)pour s'en apercevoirEn elfe~ A +B~G ~}( A;B)' ~G ~) 
, . - A+B 1 1 

on dedmt: W(--) = -22 +-4 = 3, d'autre part, 
2 4 2 

- 1 1 3 - 1 2 1 19 . W(A)+ W(B) Il 
W(A)="41+2"1= 

4
, W(B)= 

4 
3 + 

2
5= 4 parsmte 

2 
=4 

f "nfc' . ' 1 11 or, 3 n est pas 1 eneur ou ega e -. 
4 

Proposition 2.2.7-Soit la fonction g: ML~R définie par 

g(A) = À/8 tr2(A-I)+Jl/4 tr(A-1)2 
où 
À , Jl sont des constantes positives, I désigne la matrice identité. Alors, g est quasiconvexe. 

Preuve-Un calcul simple montre que pour A = ( aij), g s'écrit 
g(A) = (/..,/8+J.l/4).[(a11 )2+(~2)2]+À/4.(a11)(~2)+Jl/2.(a12)(~ 1)+(À/2+J..t/2).[1-a11-~2], 
soit u: R2-;.R2 différentiable et périodique dans Z2, une application de 1) et2) du Lemme 2.2.1 
montre 

(2.6) 

(2.7) 
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1 1 1 1 

J J g(A+Du(x1,x2))dx1dx2 = g(A)+(I../8+Jl/4).J J (i\u1+o2u2) 2dx1dx2 2 g(A), ce qui prouve la 
0 0 0 0 

quasiconvexité de l'application gJJ 

Remarques 2.2.8 

(1) Le résultat de la proposition 2.2.2 se généralise en dimension 3. 

(2) Le potentiel élastique (2.3) considéré comme fonction de l'argument C (tenseur de 
dilatation), est quasiconvexe. 

(3) Le potentiel (2.4) fonction de l'argument F (gradient de la déformation) est non 
quasiconvexe, A.Raoult [52]; ce résultat peut être retrouvé en appliquant le lemme 1.7.1. 

Proposition 2.2.9-la fonction f: ML~R définie par 

f(A) = Â tr2(ATA-I) + f1 tr(ATA-1)2 

8 4 
où 
À , Il sont des constantes positives, est une application non quasiconvexe. 

Â+fl 
Preuve-On peut remarquer que f(O) = --

2 

posons u(x1,x2) = -
1
-(sin27lx1 cos2n-x2 ) il est clair, que u est régulière et périodique dans 

2Jl 

Z2 de plus Du( x1 , x2 ) = . , Dur Du - 1 = il vient alors, ( 
cos2 JrX1 0) (0 0 ) 

-sm2Jlx1 0 0 -1 

f(Du(X)) = Â + 2fl. 
8 

Il Â 
Par application du lemmel. 7.8 on déduit, J J fl:Du(x1,x2)) dx1dx2 = Â + 

2
fl < + f1 = tro) 

0 0 8 2 

ce qui prouve, que fn'est pas quasiconvexe en 0.0 

Remarque 2.2.10 

Les résultats de la proposition 2.2.2 et du corollaire 2.2.1 qui montrent, la quasiconvexité des 
potentiels (2.2) et (2.3) de l'énergie de Saint-Venant Kirchhoff sont surprenants devant le 
résultat connu de la proposition 2.2.3 , ceci est dû au fait que d'une façon générale, si 
h: ML.~R est quasiconvexe, l'application h* définie par h*(A) = h(ATA) n'est pas 
quasiConvexe. 

(2.8) 
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2.3 Enveloppe quasiconvexe de l'énergie de Saint-Venant Kirchhoff. 

En utilisant le module de Young E et le coefficient de Poisson v, la densité d'énergie (2.4) 
s'écrit : 

Soit 0 ~ v1(F) ~ v2(F) ~ vlF) les valeurs singulières de F, rangées dans l'ordre croissant d'aprés 
la remarque 2.1.2 W est fonction symetrique de vi(F) et elle s'écrit : 

W F = E v2 F - 1 + E v v2 F - 3 
3 2 ( 3 )2 

( ) 8(1 + v) tt ( ' ( ) ) 8(1 + v)(l- 2 v) tt ' ( ) 
Sous l'hypothèse Jl > 0 et À 2 0, H.Le Dret & A.Raoult [40] ont déterminé l'enveloppe 
quasiconvexe de la densité (2.9). 

Notons C = {vER3 ; 0 ~ v1 ~ v2 ~ v3 }le cône convexe deR! et fJf l'application définie sur C 
par: 

(2.9) 

(2.10) 

E [ 2 ]2 E [ ]2 E [ ]2 V/(v)=- V3 -1 + 2 vî+wî-(1+v) + 2 (1-v)v~+v(v;+vî)-(l+v) 
8 · • 8(1- v) • 8(1- v )(1-2v) • 

(2.11) 

où (x J: = x 2 si x 2 0, (x J: = 0 si x -< O. 

Proposition 2.3.1 (Le Dret & Raoult [40], [41])-L'enveloppe quasiconvexe QW de l'énergie 
de Saint-Venant Kirchhoff(2.9) est donnée par: 

3 ~ -\IF EM, QW(F)- !p(v1(F),v2 (F), v3 (F)). (2.12) 
Elle est également l'enveloppe convexe, l'enveloppe polyconvexe et l'enveloppe rang !-convexe 
i.e, QW = CW = PW = RW.Elle coïncide avec l'énergie (2.4) ou (2.9) sur l'ensemble des 
matrices dont les valeurs singulières rangées en ordre croissant sont à l'extérieur de l'ellipsoïde: 

E={vEC;(l-v)vJ+v(vî+v~)-(l+v)~O} 
et seulement sur cet ensemble. 

Remarque 2.3.2 

De l'expression (2.4) on déduit que: \IF EM3 W(F) =F +oo ainsi, du théorèmel.l chapV [26] 

découle cw = w** où w** désigne la fonction bipolaire de w.cest-à-dire: 

Nous avons vu au chapitre 1, que la condition d'affinité sur la fonction bipolaire est une 
hypothèse nécessaire dans le résultat d'existence de J.P.Raymond [56]. Qu'en est-il pour la 
densité de Saint-Venant ? 

?,7 

(2.13) 
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Corollaire 2.3.3-Soit K le sous ensemble de M3 définie par : 

K={A EM3 ;W**(A)-<UTcA)}. 

Alors, K est non vide, borné, et W .. ne peut pas être affine dans K. 

Preuve-On peut observer que W(O)= 
91+

6
Ji, et d'aprés la proposition 2.3.1 

8 
w**(O)= V/(v(O))=O d'où 0 E K. Soit FE K, notons v(F) = (vl,v2,v3) les valeurs singulières de 

F alors, v(F)E E l'ellipsoïde (2.13). 

Comme 0 <v< 112 et JJFII
2 
=tv;, on déduit que JJFJJ-s: JI +v v ce qui prouve que K est borné. 

A h A** A** 
L'ensemble K est symetrique i.e si AEK, -AEK. En effet, W(A)=W(-A) et W (A)=W (-A) 
(si vi est une valeur singulière de A vi est aussi valeur singulière de -A) de plus, K est invariant 
sous le groupe orthogonal 0(3) car, w et w·· le sont (cf[40], [41]) par suite w .. ne peut pas 
être affine dans KJJ 

Remarques 2.3.4 

(1) Le corollaire 2.3.3 montre, que pour la densité de Saint-Venant W, l'hypothèse essentiel 
d'affinité dans le théorème de J.P.Raymond [56] n'est pas satsfaite. 

(2) Observons que, pour la densité (2.4) ou (2.9), l'hypothèse intuitive: 
"W(F)~+oo quand detF ~o+" 

n'est pas satisfaite; l'expression de la densité (2.4) ne contient pas explicitement le terme detF, 
en dimension deux la densité (2.4) s'écrit : 

W(F)=( 
1 ~211)FJj4 

-( 

1
;

11
){1JFII

2 -1)-~(detF)2 

~ Â+Jl 
et pour F=~11, avec~~ 0 on a W(an !)~--. 

2 
Cependant, il est facile d'observer que W ( F) ~ + oo quand li Fil~ +oo ou si, l'une des valeurs 

singulières de F vi(F) i E { 1 ,2,3} tend vers oo. On peut interpréter cela en disant que le matériau 
de Saint-Venant Kirchhoff nécessite une grande énergie à l'extension. 

Au chapitre 1 on a vu, que sous des hypothèses de croissance et de coercivité sur la fonction 
integrande (W dans notre cas) l'infimum de (P) dans Uo+W~·P(Q,R3 ) est égal à l'infimum de 
(P**) dans le même espace. 

2.4 Existence de minimums pour les matériaux de Saint-Venant Kirchhoff. 

Q étant un ouvert borné de classe C 1 de R3, r 0 et r 1 une partition de r=an le bord den telle 
que la mesure superficielle de (r \ r 1) soit non nulle et que mes ro >- 0 
L'ensemble Q est la configuration de référence qu'occupe un matériau de Saint-Venant 
Kirchhoff au repos. 



2. Equilibres faibles des matériaux de St-Venant Kirchhoff. 

Nous examinerons deux problèmes aux limites classiques: 

2.4.a Problème de Dirichlet (pur-déplacement). 

On suppose que l'ensemble r 1 est vide et que la configuration de référence est soumise à 
l'action des forces de densité volumique 

f: n~R3 
(hypothèse des forces mortes). 

L'inconnue du problème de déplacement, est la déformation <p : Q ~R3, supposée égale à une 
fonction <p0 donnée sur l'ensemble a Q, ceci signifie qu'un certain déplacement est imposé sur 
le bord.Ainsi, le corps déformé est inclu, et collé à une structure assez large, c'est le 
phénomène d'encastrement. 

La formulation variationnelle, consiste à trouver une solution au problème de minimisation : 

(P) inf{J(<p); <pE0} 

où 
J(<p) = J {w(V<p(x))- f(x)<p(x) }dx 

Q 

W désigne l'énergie (2.4) et 0 est l'ensemble des déformations admissibles que nous définirons 
plus loin. 

Nous rappelons, que e E0 est une solution de (P) si et seulement si: 

J(9) S J(<p) \;j <p E 0. 

On a vu que l'intégrande W, n'est ni convexe ni quasiconvexe, et que l'hypothèse que l'énergie 

W tend vers l'infini si le volume est réduit à 0 n'est pas vérifiée, il est donc intéressant de 
relaxer le problème de minimisation (P) en remplaçant la densité (2.4) par sa fonction bipolaire 

w**. 
On considère le problème de minimisation convexe : 

(P**) inf{J**(<p); <pE0} 

où 
J**(<P) = f { w- (V <p(x))- f(x)<p(x) }dx 

C:l 

0 est l'ensemble défini par: 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 



2. Equilibres faibles des matériaux de St-Venant Kirchhoff. 

0 ={ tp E W 1·P(Q,R3
); tp= tp0 sur ôQ, det V tp>-0, A( tp) ~:v p.pn} 

avec rp0 : ôQ ~ R3 une fonction donnée, et A l'application : 

A: W1·P(Q,R3 )~LP(Q,R) 

tp ~ trVrp 
tr désigne la trace matricielle. 

Avant de donner un théorème d'existence au problème (P), nous formulons et démontrons les 
résultats suivants : 

Lemme 2.4.1-La densité d'énergie de Saint-Venant (2.4) satisfait les conditions suivantes : 

A 

c1IIFW-c2 ~ W(F) ~ cli!FII4+1) 

IIW FiF)II ~ cl!IFW+ 1) 

iii) la fonction W atteint un maximum local en zéro. 

Preuve.- i) la densité (2.4) somme algébrique de fonctions de classe Coo est une fonction de 
classe Coo 
ii) un détail de l'expression de l'énergie (2.4) donne: 

W(F) =IL IIFW + 11 llf1F112- 6IL+4p IIFII2 + 9IL+6p_ 
8 4 8 8 

Une première majoration montre: W(F) ~ IL+ 211 IIFW + 
9

1L+ 611 , en prenant 
8 8 

c3 =max{ IL+ 211 , 
9

1L + 611 } on déduit l'inégalité de droite de (2.21). 
8 8 

Pour montrer l'inégalité de gauche, on utilise une l'inégalité fondamentale : 
"il existe û<a.<1, l}ER tels que t2-6t+9 ~ a.t+l} \lt~O" d'autre part, une minoration de l'énergie 
donne: 

W (F) ~ IL (IIFII4-6IIFII2+9). 
8 

Finalement l'utilisation de l'inégalité fondamentale ci-dessus montre, que le membre de gauche 
de (2.21) est vérifié. 
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(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 



2. Equilibres faibles des matériaux de St-Venant Kirchhoff. 

Posons u(F) = À (IIFII2-3)2 et v(F) = J1 IIFTf-1112 il s'ensuit W(F) = u(F)+v(F). 
8 4 ' 

Un calcul montre : 

du Â 2 {1 si (i,j) = (k,l) 
--= ÂFijFk, +-(i!FII -3)8ijkl avec <>ijkl = . , 
a<ijéFk1 2 0 smon 

v(F)=fi./4 [(A-1 )2+(B-1 )2+(C-1 )2+2a2+2b2+2c2]. 
Un calcul montre, que les éléments de la matrice Hessienne de v sont de forme simple ou nul, 

dV Â 2 dV dV 
par exemple =-F11 +À( A -1), = ÂF31F22 , = 0. 

&'Il &'Il 2 &'21 &'32 &'33 a<ll 

Finalement une majoration de la norme Euclidienne de la matrice Hessienne IJW élément 
éFijéFkl 

de M9 donne l'estimation (2.22). 

iii) Définissons pour A 7:-0, la fonction réelle -r(t) = W(tNIIAII), il est facile de voir que 'test 
continue et de classe C2 au moins, un calcul de la dérivée première donne : 

-r'(t) = Ct3-(3)J2+).!)toù C est une constante dépendant de 
À, Il et liAI!; on déduit immédiatement 
-r"(O) = -(3"AA2+).!) < 0, ce qui prouve que 0 est un maximum local de 't, par suite 0 est un 

maximum local de W (i.e il existe 'fl>O tel que IIFII<ll => W(F) < W(O)).n 

Nous allons donner une condition suffisante pour que les valeurs singulières d'une matrice 
soient à l'extérieur de l'ellipsoïde (2.13) 

Lemme 2.4.2.-Soit A une matrice de M3 vérifiant : 

5 
tr A2:-

2v 

Alors, les valeurs singulières de A sont à l'extérieur de l'ellipsoïde 8 donnée par (2.13). 

Preuve.-Soit AEM3
, notons v( A)= (v, (A), v 2 (A), v3 (A)) les valeurs singulières de A; 

sachant que Il A 11
2 =v~ (A) + v~ (A) + v~ (A) et que 0-< v-< _!_ on déduit l'inégalité stricte : 

2 

(2.23) 

viiAII
2 

-3-< (1- v)v~(A)+ v(v~(A)+v;(A)]-(1+ v) (1) 

En utilisant l'inégalité fondamentale en dimension 3 : 

2 tr A- 3cs;IIAII
2 

on obtient: 
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2. Equilibres faibles des matériaux de St-Venant Kirchhoff. 

2 vtr A _.2_-< (1- v) v: (A)+ v[ v; (A)+ v; (A)]- (1 + v) (2) 
2 

Lorsque la matrice A vérifie (2.23) le membre de droite de (2) est stritement supérieur à_!_ ce 
2 

qui prouve, que les valeurs singulières de A: (v1(A),v2(A),v3(A)) n'appartiennent pas à 

l'ellipsoïde a.rJ 

Le résultat suivant montre, que la condition (2.23) se conserve pour la convergence faible. 

Lemme 2.4.3-L'opérateur linéaire : 

A: W 1
'
4 (Q,R3 )~ L 4 

( n,R} 

rp ~ trVrp 
(2.24) 

est continue, et compact. 

Preuve.- L'espace W 1
'
4 (0,R) est muni de la norme II~L =11~/04 +IIV~/04 , 11-1104 désigne la 

' ' ' ' 

norme dans L4 (Q).Soit rp, une suite dans W 1
'
4 (0,R3

) convergeant vers zéro.Alors, ô!i rp, 
3 

converge vers zéro dans L4 (0) par suite, tr V<p11 = A(<p11) = 2: O;;rp, converge vers 0, et donc 

A est continu. 
Soit Kun ensemble borné dans W 1

'
4 (0,R3

), et considérons Yn une suite dans A(K). 

Il existe alors, une suite~ dans K telle que A(~)= Yn· 
Comme K est borné, on peut supposer qu'il existe aER tel que a~ EB (B la boule unité dans 
W 1

'
4 (Q,R)) or, d'aprés le théorème d'injection (Rellich-Kondrachov [14]) B est compact dans 

L4 (0,R3
) 

on peut extraire donc, une sous suite z, = a x, qui converge vers x dans L 4 
( n, R3

). 
k k 

Mais les dérivées de la sous suite Z11 restent bornées dans L4 .En effet, V zn =aV x" et V x, 
k k k k 

est borné dans L 4 il s'en suit alors, (cf, remarque 4 chap IX Brezis [ 14]) que la limite x est dans 
W 1

'
4 (.0,R3

), c'est-à-dire que 

z,. ~ x dans W 1
'
4 (f!,R3

). 

Comme l'opérateur A est continue alors, Yn = A(axn) converge vers A(x) ce qui prouve que 
k k 

A(K) est compact.D 

Théorème 2.4.4.-(Existence de solutions au problème relaxé (P**)) On suppose que la densité 
4 

des forces volumiques f EL3 (Q,R3 ).Alors, le problème convexe (P**) admet une solution dans 

l'espace W 1
'
4 

( n, R3
). 

Preuve.- i) On commence, par déterminer un minorant de la fonctionnelle J** donnée par 

(2.18}, avec l'estimation (2.21) on déduit, que la fonction bipolaire w** est coercive et vérifie 
la même estimation (cf, [56]) : 

4? 



2. Equilibres faibles des matériaux de St-Venant Kirchhoff. 

4 

combiné avec l'hypothèse fEL 3 il vient: v <p E W 1
'
4 

( n, R3
) 

J**(q>)2 a JIIVqJ{x)li4dx-pvolQ-kii~L où a> 0, f3 et kER 
Q 

En utilisant l'inégalité de Poincaré [1 ], il existe deux constantes c > 0 et d telles que : 

V <p E 0 J**(<p) 2 cilq>jl~4 +d 

De l'estimation ( 1) on déduit que quel que soit <p E W 1
'
4 

( n, R3
) J* * ( <p) < +oo. 

ii) On suppose que 0-:/::. 0, il suffit de choisir <p0(X) = _2_ X. Soit ( q>n) une suite minimisante i.e 
6v 

q>n E® et lim J**( <pn) = inf J**(\11), \j/E®, quand n~. 
D'aprés (3) <pn est bornée dans l'espace reflexif W 1

'
4 (Q,R3

) il existe donc, une sous suite q>nk 

telle que: 
q> n converge faiblement vers <p dans W 1

•
4 

( n, R3
) 

k 

(cf.[14]). 

iii) Nous allons montré <p E0 c'est à dire: det V<p > 0' A(<p) 2 _2_p.p net <p =<po sur r. 
2v 

De ( 4) on déduit que det V q> n converge faiblement vers det V <p dans L 4 
( n, R) (cf. [8 ]), en 

k 

l 

utilisant le théorème de Mazur [ 16] il existe une combinaison convexe lf/z =La; detV q>n; avec 
i=l 

l 

a; 2 0, La;= 1 telle que lf/1 ~detV q> dans L4 (0,R). 
i=l 

Quitte à extraire une sous suite qui converge presque partout on déduit que detV<p 2 0 p.p Q. 

L'opérateur de trace y: W1'4 (0,R3)~L4 (r ,R3
) étant compact (cf.[l], [14]) alors, 

q> nk ~ q> dans L 4 (r, R3
) et quitte à extraire une sous suite qui converge presque partout on 

déduit que : <p = <po sur r. 
D'aprés le lemme 2.4.3 l'opérateur A est aussi compact alors A( q>n )~A( q>) dans L4 (0,R3

), 
k 

quitte à extraire une sous suite on déduit que A(<p) 2 _2_ p.p dans n. 
2v 

iv) La convexité de la fonction bipolaire W** montre que la fonctionnelle J** s.f.s.c.i (cf.[26]) : 

En utilisant la définition de la limite inférieure on conclut : 

J**(<p) = inf {J**(\jf) \jfE0} 

<pest donc une solution du problème (P**).D 
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2. Equilibres faibles des matériaux de St-Venant Kirchhoff. 

Nous a1lons maintenant donner un résultat d'existence au problème (P). 

Théorème 2.4.5.- (Existence de solutions au problème primai (P)) Sous les hypothèses du 
théorème, le problème (P) possède une solution dans l'espace W1

'
4 (O,R3

). 

Preuve.- Soit <p la solution du problème (P**), alors J**( <p )=inf { J** (If/); If/ E 0} s J(\jf) pour 

tout 'V dans 0 or, <p vérifie la condition A( <p) ~ _2_ p. p dans n, et d'aprés le lemme 2.4.2 les 
2v 

singulières de V<p(x)' XE!! sont à l'extérieur de l'e1lipsoide E donc w**(Vrp(.))=W(Vq()) 

p.p dans n par suite, J**(<p) = J(<p) et <pest aussi solution de (P).D 

Remarques 2.4.6 

(1) La contrainte A(<p) ~ _2_ p.p dans Q imposée dans l'ensemble des déformations admissibles 
2v 

est motivée par la propriété de la densité de Saint-Venant W.Elle peut être considérée comme 
superflue.Nous donnerons plus de détails à la fin de ce chapitre, au commentaire. 

(2) L'injectivité de la solution <pau sens mes{yE<p(Q); card (/)-1(y) = 1 }= 0 est obtenue grâce 

aux Théorèmes 1 et 2 de J.Ball [9], (il suffit de prendre <p0 EC0(0,R3) et injective).Le 
théorème 2 montre, que sous la condition* (voir Annexe A4) <pest un homéomorphisme den 
sur <p0(0). 

(3) Soit XoEO, <p une solution du problème (P) le théorème 3.1 de Bali [8] montre, que la 
densité de Saint-Venant W est quasi convexe en V <p(Xo), par conséquent 

W (V rp(X0 )) = QW (V rp(X0 )) il s'ensuit alors, que les valeurs singulières de V <p(X0) sont à 

l'extérieur de l'ellipsoïde ê . 

2.4.b Problème mixte déplacement-traction. 

Outre les forces volumiques de densité f, on suppose que la partie r 1 du bord r = an est 

soumise à des forces surfaciques de densité g: r1~R3.(r = ro ur~> ro nr1 = 0) avec, 

meas(r0) >O. 
Il est intéressant de noter que la stricte positivité de la mesure de Lebesgue de r 0 a une 
interprétation physique : Il est intuitif que si meas(r 0) est nulle, le corps est libre et par suite 
une position d'équilibre peut ne pas exister. 

Le problème correspondant consiste à trouver une déformation <p qui minimise l'énergie 

J( q>) ~! W(V \V(x))dx -(! f(x)\V(x)dx + f. g(x)\V(x)da) 

dans l'ensemble 0 donné par (2.19) 
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Au problème non-convexe de minimisation: 

(Q) inf{ J(<p); q>E0} 

on fait correspondre le problème convexifié 

(Q**) inf{ J**(<p); q>E0} 

où 

J**(tp) = Jw**(Vtp(x))dx-(J f(x)tp(x)dx+ J g(x)tp(x)daJ 
o o G 

Posons L( tp)= J f(x) tp(x)dx + J g(x) tp(x)dfY, la fonctionnelle J** s'écrit alors: 
o r, 

J**(tp)= Jw**(Vtp(x))dx- L(tp). 
Q 

Théorème 2.4.7(Existence de solutions au problème (Q**)).- On suppose que la densité des 
4 4 

forces volumiques f EL3 (Q,R3
), la densité des forces surfaciques gEL3 (r1;R

3 ).Alors, le 
problème (Q**) admet une solution dans W 1,4(Q,R3). 

Preuve.- Nous avons vu dans la preuve du théorème 2.4.4 que W"" est de classe C1 et vérifie 
l'estimation: 

(l') 

La forme linéaire Lest continue dans W 1
'
4 (O,R3 

), avec l'estimation (1 ')pour tout 

qJ E W1'4(0,R3
) on a J**( tp) ~ c3vol0+c311V tJJII~4 +lflo~ltJJio4 +lglo~ltJJio4-< +oo où 

, '3 ' '3 , 

11-llo,p désigne la norme danse (O,R3
x

3
) et 1-lo,P la norme dans Lp (.Q,R3

) ou dans LP(r,R3
). 

En utilisant l'inégalité de Poincaré (cf, Annexe A4) et (l') on déduit; J**(tp) ~ clltJJII14 +d 

avec c>O; 
Soit <i>n une suite minimisante dans 0 alors, <i>n est bornée dans l'espace reflexif W 1

'
4 (.Q,R3

) et 

il existe une sous suite notée <p1 qui converge faiblement vers <p.La convexité de W** implique, 
que ]** est f.i.s.c, en utilisant le même argument que dans la preuve du théorème 2.4.4, on 
montre que q>E0, et ]** ( tp) = inf ]** (If/), c'est-à-dire, <p est solution de (Q**).O 

I{FEEJ 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 



2. Equilibres faibles des matériaux de St-Venant Kirchhoff. 

Nous obtenons le résultat d'existence pour le problème mixte déplacement-traction suivant: 

Théorème 2.4.8.(Existence de solution au problème (Q))-Sous les hypothèses du théorème 
2.4.7, le problème (Q) de déplacement-traction, admet une solution dans W1

'
4 (n,R3

). 

Preuve-Soit <pla solution du problème convexifié (Q**) alors, <pEE> et 
J**(<p) = inf{J**(9); 9E0} ~ J(\j/) \f\j/E0 

or <p vérifie A(<p);::: _2_ p.p dans n par conséquent, J**(<p) = J(<p) et <pest solution du 
2v 

problème (Q)JJ 

2.4.c Application. ( Existence de minimum pour un cylindre ) 

Définition du problème. 

Soit l'ouvert na= { X=(XbX2,X3)ER3 ; (XI,~)Ero et IX31 < a}où (J) est un ouvert borné de R2 

de frontière de classe CI, a un nombre stictement positif 

La configuration de référence Qa est occupée par un matériau de Saint-Venant Kirchhoff au 
repos. 
On note, r = àox]-a, a[ le bord latéral, S0 = rox{-a} et SI= rox{+a} les faces inférieure et 
supérieure de na voir figure 2.1. 

Nous supposons que, sous l'action de forces appliquées mortes volumiques et surfaciques, le 
cylindre subit un placement de type : 

<p =id sur r 

où a E Jo, 1(, x EW1•4(]-a, +a[,R) dont la dérivée distributionnelle x' satisfait: 

x';::: k p.p dans ]-a, +a[ 

, k ~ 2 + v- a' d , 0 1 ffi 0 d p 0 d , 0 ou = v , v estgne e coe lCtent e 01sson u matenau. 

4tl 

(2029) 

(2.30) 



2. Equilibres faibles des matériaax de St-Venant Kirchhoff. 

Fig 2.1 Configuration de référence 
du cylindre Oa 

2.4.9 Sens mécanique de la déformation (2.29). 

Nous supposons que la déformation (2.29), est une conséquence de l'effet de l'intéraction entre 
le solide na et son environnement (extérieur de nJ sous l'action des forces volumiques 
mortes de densité : 

exercées, à l'intérieur de na et des forces surfaciques mortes de densité : 

exercées, sur les faces S0 et S1 , traduit 

L'équilibre statique du corps est régi par le système d'équations 

{ 

divP(V ÇJ(X)) + j(X) = 0 dans 0 1 

<p=id sur r 
P(V ÇJ(X))N(X) = g±a (X) sur S0 uS1 

(2.33) 

(2.34) 

où P désigne le premier tenseur de Piola-KirchhoffP = FS où S est le tenseur donné (2.1 ). 
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2. Equilibres faibles des matériaux de St-Venant Kirchhoff. 

Pour a = _!_ le tenseur P se réduit à : 
2 

P(V<p) =idiag(2Âz'2 -(5Â+3,u), 2Âz'2 -(5Â+3,u), (4Â+8,u)z'3 -(10Â+8,u)i) (2.35) 

la divergence de ce tenseur est le vecteur : 

0 

divP(V <p) = 0 
(6Â + I2,u)x'2 x" -(5Â+4,u)i' 

4 
et de l'équation (2.33), on déduit que la densité des forces volumiques est de la forme: 

f = (0,0,};) 

Ainsi, les forces volumiques qu'engendre la déformation (2.29) sont appliquées dans la 
direction normale à ro. 

Considérons les applications lj/0 : (JJ ~ R et lj/1 : (J) ~ R définies par : 

le paramétrage des surfaces S0 = {(X1,X2 ,X3); X3 = 'I/0 (X1,X2 )} et 

SI = {(Xl' x2 'x3) ; x3 = lj/1 (Xl' x2)}' montre que le champ des vecteurs normaux : 

N(x) -- (-~'lfo,-Ôz'lfp+l) éd·' N(X) 1 (OOI)d 1 b ----F'=====~========= se r mt a : = ±e3 , e3 est e vecteur , , e a ase 
Jt+(~f!'o)z +(q'lft)z 

canônique de R3. 

De l'équation (2.34) on peut écrire, pour N = -e3 vecteur normal extérieur à S0 

PN = (0,0 -P33) = g_a = (gpg2 ,g3) et pour N = +e3 vecteur normal extérieur à S1 

PN = (O,O,P33) = g+a = (g'1 ,g'2 ,g'3), on déduit alors, que la densité des forces surfaciques 
appliquées sur S0 est : 

la densité des forces surfaciques appliquées sur S 1 est : 

Les moments résultants m80 (g_.) = J X 1\ K. da et m81 (g+•) = J X 1\ g+• da sont donnés par : 
~ ~ 

4R 

(2.36) 

(2.37a) 

(2.37b) 

(2.38) 
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La déformation (2.29) induit donc, un couple de forces surfaciques de moment plan 
mso = -msi· 

Avant de donner la formulation variationnelle des équations (2.33)-(2.34) nous énonçons le 
lemme suivant : 

Lemme 2.4.10.- La déformation de type (2.29) vérifie la condition de préservation de 

l'orientation et les valeurs singulières de son gradient sont à l'extérieur de l'éllipsoîde ê donnée 
par (2.13). 

Preuve.- Soit <p une déformation de type (2.29), son gradient est donné par V<p = diag(a,a,x'). 
Le déterminant de ce gradient vaut: det V <p = a 2 x'; comme xE W 1,4(]-a, +a[) est de dérivée 

distributionnelle x' vérifiant (2.30) on déduit que detV<p > 0 dans Qa· 

On peut remarquer, que les valeurs singulières de V <p sont : 
(a, a, x') 

de l'inégalité (2.30) on peut tirer: 
v(x')2 ~ (2+v)-a2 

qu'on peut écrire aussi (1-v)a2+v[a2+(x')2]-(1 +v)~ 1 ce qui montre, que le vecteur (a, a, x') 

n'appartient pas à ê.D 

On définit l'ensemble des placements: 

Le problème de minimisation correspondant est : 

(R) 

où 

{ 
trouver (/J E D telle que 

I( q;) = inf { I( If/); If/ E D} 

I( ({J) = J W(V (/J(x)dx -L( q;), avec L( q;) = J f(x) q;(x)dx+ J g(x)({J(x)da, 
~ ~ ~~ 

Compte tenu des forces volumiques f = ( 0, 0,/3 ) et surfaciques g±a = ( 0, 0, ±g3 ) appliquées et 
de la déformation (2.29), la forme linéaire ci-dessus L se réduit à : 

(2.39) 

(2.40) 

L(QJ)= f j 3(X)z(X3 )dX1 dX2 dX3 + z(+a) f g3 (X1 ,X2 ,+a)dX1 dX2 - z(-a) f g3 (X1 ,X2 ,-a)dX1 dX2 

~ m m 

En effet, considérons les applications : Po : m ~ R3 et F; : OJ ~ R3 définies par : 

Po ,F; sont des plongements (applications injectives et la matrice du gradient est de rang 2), on 
peut écrire alors, 

S0 = {Fo(XPXJ; (XpX3 ) EOJ} et S1 = {l\(XpX2 ); (XpX2 ) Em}, d'aprés la formule 
intégrale de surface (voir Annexe A4) on a : 
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J g_. rp da-= J g_.(F~(X)) rp(F~(X))~det(F'0 (Xf F'0 (X)) dX =-J g3 (X1,X2 , -a)z(-a)dX1 dX2 

So m ru 

J g+a rpda-= J g+a(F;(X)) rp(F;(X))~det(F\ (X)r F\ (X)) dX = J g3 (XI> X 2 ,+a) X( +a)dX1 dX2 

~ m m 

Avant de donner un résultat d'existence au problème (R), nous avons besoin du lemme suivant: 

Lemme 2.4.11- L'ensemble A={<pE W1'4 (.0a,R3 )~ <p vérifiant (2.29)} est un convexe fermé. 

Preuve-Soit <pl, <p2 EA et tE[û,l] il existe Tli, Tl2 EW1•4((0,1)) vérifiant rr\2:k et rr'22:k il 
s'ensuit alors, t rr1 + (1-t) rr2 2:k et A est convexe.Soit 

Xn E W 1
'
4 (]-a, +a[) avec x' n 2: k p. p dans ]-a, +a[ et Xn ~x alors, x'2: k p. p dans ]-a, +a[, 

En effet soit Xn ~ X dans W 1
'
4 

( .01, R3
) => x' n ~ x' dans L 4 (]-a, +a[) ~ quitte à extraire une 

sous suite qui converge presque partout on a: z'2: k p. p dans )-a, +a[ , comme A est convexe 

il est aussi faiblement fermé .0 

Nous obtenons le résultat d'existence suivant. 

Théorème 2.4.12 (Existence de solution au problème (R))- On suppose que, la densité des 
4 

forces volumiques donnée par (2.36) appartient à L3 (.Oa,R3 
), la densité des forces surfaciques 

4 

donnée par (2.37a)-(2.37b) appartient à L3 (r,R3 ).Le problème de minimisation (2.40) possède 

une solution dans l'espace W 1,4(.Qa,R3
). 

Preuve.- Considérons le problème relaxé: 

(R**) 

où 
/** ( rp) = J W** (Vrp( x) )dx- L( rp ), W** désigne la biconjuguée de W; 

QI 

Par la méthode directe, du calcul des variations on montre que le problème (R**) admet une 
solution <p E D. 

Les valeurs singulières de Vq> sont à l'exterieur de ê (lemme 2.4.10) par conséquent, 

I(<p) = I**(<p) et donc q> est solution de (R).D 

Remarques 2.4.13. 

( 1) Dans son état déformé et pour a = _!_, l'image du cylindre rp( .Qa) est soumise au tenseur 
2 

des contraintes de Cauchy: 

T = diaj 2..tx'
2 

-(5..t+3,u) 2..tx'
2 

-(5..t+3,u) (2..t+4,u)z'
4 

-(5..t+4,u)x'
2
). 

5 l 4 x' ' 4 x' ' x' ' 

<;O 
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, . 2+ v-a2 5Â+3,u 5Â+4,u 
Le nombre k venfiant X2

:::: k 2 p. p dans ]-a, +a[ vaut k 2 = = >- --=--
v 2Â 2Â +4,u 

On observe donc, que les valeurs propres de T sont positives ainsi, l'état de contraintes est un 
état de traction. 

(2) L'équation (2.33) est équivalente pour a=_!_ à l'équation différentielle non-linéaire du 
2 

second ordre : 

( 
3
: + 3,u )x' X2 

-( 

5
: + ,u )x'+ A= o dans ]-a, +a[. 

2.5 Comparaison avec la solution obtenue par le théorème des fonctions implicites. 

L'existence de solutions aux problèmes aux limites en élasticité non-linéaire tridimensionnelle 
est basée sur deux approches : 
• Lorsque le matériau est hyperélastique, la solution est obtenue comme minimum de l'énergie 
totale dans l'ensemble des déformations admissibles. 
• Une autre méthode consiste à appliquer le théorème des fonctions implicites (cf, [16], [68]). 

Dans Valent [68], un résultat d'existence local et d'unicité est donné pour un problème 
d'élastostatique. 
Aussi, dans la même direction, le thèorème 6.4.1 Ciarlet [16] donne une solution locale unique 
pour des forces volumiques assez petites au problème : 

(1) {
-div(I + Vu)S(E(u)) = f dans n 

u=O surr 

où le tenseur S(E) est donné par (2. 1 ), u est le déplacement. 

Nous rappel1ons le résultat suivant. 

Théorème 2.5.1 (Ciarlet (161)-Supposons que Q soit de classe C2 .Alors pour tout p>3, il 
existe un voisinage FP de l'origine dans l!(O,R3

) et un voisinage UP de l'origine dans 

VP = {v E W 2·P(Q,R3
); v= 0 sur r} telle que pour tout f EP le problème (1) admet une 

solution et une seule dans UP. 

Le problème (1) s'écrit en termes de déformation <p = u+id: 

(2) {
-divP(V ({J) = f dans Q 

(/J= id sur r 

où P désigne le permier tenseur de Piola-Kirchhoff 

'il 

(2.41) 

(2.42) 
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Considérons la fonctionnelle : 

I( gJ) = J {w(V gJ(x))- f(x)gJ(x) }tx 
Q 

et l'ensemble <1>4
= { gJ E W 2

'
4 (Q,R3

); gJ =id sur r}. 

On note ii la solution associée à f du problème (1) dans U4 .L'application 7p =TI+ id est une 

solution du problème (2) dans un voisinage de l'identité dans <1>4
. 

Nous avons le résultat suivant. 

Théorème 2.5.2.-Supposons que la densité des forces volumiques f est régulière, soit <p0 la 
solution de (2).Alors si : 

ôW** oW 
oF (V{jJ)= oF (V(jJ) p.p dans Q 

- 5 d tr v gJ 2:- p.p ans n 
2v 

la solution gJ de (2) est un minimum de l'énergie 1 dans int<l>4
• 

Preuve.-Les fonctionnelles I, et 1** avec I** ( gJ) = J { W** (V <p(x))- g(x)<p(x) }eix:, sont 
Q 

G-différentiables (dérivables au sens de Gâteaux) et pour toute fonction 3 régulière 

m(\Z')a~ !{ '! (V\Z'{x):V.9(x)- g(x).9(x)Jm:, et 

{
iNv** L 

DI**( gJ).9= l ~(VgJ(x)):V.9(x)- g(x)(j}(x) rx 
Comme gJ est solution de (2) alors, DI( gJ ).9 = 0 sous l'hypothèse (2.44) DI**(7p).9 = 0 or, 

1** est convexe et int<I>4 est un ouvert convexe, le Théorème 4.7.8 Ciarlet [16] montre que 7p 

est un minimum deI** dans int<I>4
, sous l'hypothèse (2.45) I(7p) = I**( gJ)::; 1(\lf) \:f\j!Eint<I>4

, 

ce qui prouve que 7p est minimum de I dans int<I>4 .D 

(2.43) 

(2.44) 

(2.45) 
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Commentaires. 

(1) Lorsqu'un déplacement est imposé sur une portion du bord de !1, l'injectivité au sens: 

mes {yEÇ'{!1);card qJ-
1(y)>-1} =0 

(cf,.Ciarlet [16]) de la solution du problème mixte déplacement-traction est obtenue en 
ajoutant dans l'ensemble des déformations admissiblees la condition : 

(CI) J det V qJ~ vol( qJ(Q)). 
Q 

(2) Dans le cas de la déformation (2.29), on obtient l'injectivité de la solution en imposant la 

condition: x(-!)* x( +l). 

En effet le théorème 1 BaU [9] assure une injectivité pour, 

xE W 1
'
4 (]-a, +a[) vérifiant x'>- 0 p. p dans ]-1, +1[ pourvu que x/{ -a' +a} soit injective. 

(3) Le choix de la constante 0 -< a -< 1 dans ( 2 .29) est justifié par la positivité de ( 
2 

+ vv- a' ). 

On peut envisager dans le cas d'un cube n = ]0, 1[
3 

une déformation de type 

avec \If'~ 2 (cette condition montre que les valeurs singulières de V<p sont à l'extérieur de ê) 

Dans ce cas, si on choisit les constantes de Lamé À et Il telles que 5"A = 21-l on peut observer 

que l'énergie de St-Venant s'écrit W (F) = g( IJf') = 
3

À IJI'4 + 15À qui est une fonction 
2 

convexe de \If'. 

(4) L'existence d'un minimum, pour les matériaux de Saint-Venant Kirchhoff dans l'espace de 
Sobolev W 1

'
4 (!1,R3

) (qui s'injecte dans C 0 (0,R3
)) exclue tout phénomène de cavitation ou 

fracture. 

(5) Pour le problème de Dirichlet 2.4.a, la contrainte A( q1)~_2_ p.p dans Q qui apparaît dans 
2v 

l'ensemble des déformations admissibles (2.19) peut être retirée moyennant une hypothèse sur 
la condition au bord <Po qui est une donnée du problème.Plus précisement, sous la condition 

5 
trVq10 ~-p.p dans 0 

2v 
le problème, 

(A) 

admet une solution dans l'espace W1
•
4 

( !1; R3
). 

L'idée est de montrer que le problème relaxé (A**) (on remplace dans (A) W parW**) admet 
une suite minimisante dans 
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<l>={tpEtp0 +Wt(O;R3
); tr'Vtp?.

2

5
vp.p n} 

En effet, la continuité de l'opérateur A d'aprés le lemme 2.4.3 montre que <p0 Eint<I> c'est-à-dire 
il existe o > 0 tel que B(<p0,o) c <I>. 

Considérons la fonctionnelle I**(<p) = J { W*"'(V tp(x))- f(x) tp(x) }dx:; I** est convexe, s.c.i. 
Q 

Soit E > 0 tel que I**(<p) s infl** + E; le principe variationnel de Ekeland (cf, M.Struwe [45] 

th 5.1) montre qu'il existe <p 1 E<p0+W~·4 (0;R3 ) tel que: I**(<p 1) s I**(<p0), et II1P1 -tp0 11 
4 

s_§__ 
), kl 

avec __!_-<1 il s'en suit alors, que <p 1E<l> et I**(<p1) s infl** + E.En appliquant le même principe 
k1 

pour <p 1, et ainsi de suite, on construit une suite <p
11 

E lf>o + W~·4 (n?. 1) vérifiant 

l**(<p
11

+1) s l**(<p
11
), et I**(<p

11
) s infl** + E. 

La suite numérique an= I**(<p
11

) est décroissante minorée; elle converge: Œu ~ infl**. 
L'usage de la methode directe du calcul des variations, montre que le problème relaxé (A**) 
admet une solution <p qui est la limite faible de la suite minimisante <p

11 
(plus exactement une 

sous-suite de <p
11
).Finalement, la compacité de l'opérateur A assure que W** (V tp) = W(V tp) p.p 

dans n, et par consequent <pest aussi solution de (A). 

(6) Recemment B.Dacorogna & P.Marcellini [25] ont donné une condition nécessaire et 
suffisante à l'existence de solution au problème (A), en dimension 2, sans le potentiel des forces 
volumique (f= 0), et avec une condition au bord de type homogène (]J0 (X)=Ç0 X .Cette 
condition nécessaire et suffisante se traduit par : 

(1- v)v:(Ç0 )+ vv;(Ç0 )?.1 * 
v1, v2 désignent les valeurs singulières de~ EM2.La condition* est équivalente à 

A** A 
W (so)=W(Ço)· 



Chapitre/Il 

Contact unilateral en grande déformation. 



Chapitre Ill 

Contact unilatéral en grande déformation. 

3.0. Introduction. 

La théorie du contact en mécanique est moins développée que la mécanique des milieux 
continus. Dans de nombreux domaines d'applications, on est confonté à des problèmes de 
contacts, par exemple le contact entre une bielle et un piston. Au-delà de l'expérience, le 
contact montre l'existence de phénomènes complexes, et sa modélisation en grande 
déformation, pose de sérieuses difficultés conceptuelles, mathématiques, et numériques. 

Parmi ces difficultés nous pouvons citer : 

•-Le choix convenable de variables cinématiques et dynamiques décrivant le processus du 
contact. 

•-La surface de contact qui est une inconnue du problème et la variation de son étendue selon 
l'effort appliqué. 

•-La description Lagrangienne et sa formulation qui se heurte au caractère Eulerienne du 
problème. 

Dans le cas de petites déformations ou contre un obstacle rigide, le problème est bien résolu et 
la formulation d'une loi de contact se singularise par sa forme d'écriture sous-différentielle 
(cf [17], [49], [35]). 

En grande déformation et dans [21a] c'est la notion de fonction distance de contact qui 
permet la détection du contact.Nous exposerons cette approche pour formuler le problème aux 
limites unilatérales de contact. 

3.1 Problème de la détection du contact et sa formulation. 

Dans la littérature, le problème du contact unilatéral qu'on peut qualifier de contact externe, 
suppose la connaissance des surfaces de contacts, cette hypothèse réduisant la difficulté, 
facilite la résolution du problème variationnel correspondant. 
On peut déja observer (voir exemple 3. 1. 1) que la surface de contact dépend formellement de 
la nature de la déformation ainsi que de la structure géométrique de la frontière et des 
matériaux de la charge. 
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Pour illustrer cela, nous avons choisi l'exemple suivant: 

Exemple 3.1.1-

Pour simplifier le problème, on se place en dimension 2 et on suppose que l'un des deux 
corps est une fondation rigide. Plus précisèment, Soit ro le disque unité centré à l'origine des 
coordonnées et de bord r = AB u BC u CA. La fondation est assimilée à un fermé C de R2 de 
frontière une courbe régulière contenant une portion de cônique A'B' (figure 3.1) d'équation: 

9x2-72x+4y2+24y+ 144 = O. 

Il est facile de vérifier que la déformation : 

(X,Y)~(2X+4, 3Y-3)) 

met en contact l'Arc AB du disque ro avec la cônique A'B' de la fondation C indépendament du 
matériau constituant ro. 

B cQ surface de 
contact 

A 

w configuration de 
référence 

surface cible 

A' 

C fondation 

Fig 3.1 Détéction de la smface de contact. 

Remarque 3.1.2 

On peut dire que le contact n'est possible que si les déformations considérées font rapprocher 
les deux corps, d'où l'idée de formuler une loi de contact basée sur la notion de distance. 
Il existe une classe importante de problèmes de contact où la formulation spéciale, des 
conditions du contact se heurte à la description Lagrangienne (cf Ciarlet [17], Kikuchi [35], 
Telega [63], Klarbring [37], Simo [60]) 
Nous avons choisi un exemple où, dans un cas particulier, les conditions du contact sont 
exprimées en formulation Lagrangienne. 

"l7 

(3.1) 



3. Contact unilatéral en grande déformation. 

Exemple 3.1.3. 

Nous supposons toujours, que l'un des deux corps est une fondation rigide C.Le corps 
déformable occupe dans sa configuration de référence, l'ensemble n où n est un domaine de 
R3.La partie re du bord de Q constitue une surface potentielle de contact, la surface 
potentielle cible de la fondation est assimilée à une partie y de OC. 
Si <p est une déformation admissible de Q; dans Ciarlet [17] on caratérise, le contact unilatéral 
par: 

( 1) <p(r c)cC 

(2) T(y).n(y) = 0 si y= <p(X)EintC 

(3) T(y).n(y )= -a.n(y) si y= <p(X)E8C 

où T désigne le tenseur des contraintes de Cauchy, n(y) la normale extérieur à la surface 
déformée <p(rJ et a un scalaire positifvoir figure 3.2. 

Classiquement, le caractère Eulerien des conditions (3.3) et (3.4) exprimant le contact 
unilatéral se traduit dans la description Lagrangienne par : 

(2') P(V<p(X)) N(X) = 0 si <p(X)EintC 

(3') {P(V<p(X))- a.cof(V<p(X))} N(X) = 0 si <p(X)E8C 

où P = T cofF est le premier tenseur de Piola-Kirchhoff, N la normale extérieure unitaire à la 
surface re. 

con-figuration 
de référence 

configuration 
déformée 

Fig 3.2 Déscription du contact unilatéral. 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 
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3.2 Géométrie des surfaces déformées de contact. 

3.2.a Description géométrique. 

Soit B (resp B') un solide occupant dans sa configuration de référence l'ensemble n (resp n') 
de bord an (resp on'). 
Un point matériel de B (resp B') est identifié à sa position de référence XE n (resp X' En'); sa 

position actuelle aprés déformation est identifiée à y= Y(X) (resp y'= Y'(X')) où 

Y: n ~ R3 (resp Y': n·~ R3
) est la déformation de B (resp B'). 

Nous supposons que le bord an (resp an• ) est une surface régulière, orientable de dimension 
deux (cfThorpe [65]). 
Soit r une partie de an, considérée comme un élément générique de la partition de an. 
rest une surface régulière de mesure positive, dont le bord ar• est une courbe de classe C1 

admettant une normale unitaire en tout point de r - ar . 

En géométrie différentielle, une caractérisation implicite de r et sa contrepartie (sa déformée) 

r = Y (r) est donnée par les ensembles: 

et 

où 

U est un ouvert de R3, <p : U ---+R est une fonction régulière (supposée de classe C2 et vérifiant 
V x<t> -:f::. 0 dans r), lf/ : R3~R la fonction définie par: 

Il est important de connaître les effets de l'action d'une déformation sur la structure 

géométrique d'une surface, pour cela on suppose que la déformation Y est aussi régulière que 
possible. 

Les variations d'un champ de vecteurs, de l'espace tangent, de l'application linéaire tangente 
associée, de la coubure de la surface r et sa déformée y sont résumées dans le tableau suivant. 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 
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structure géométrique surface materièlle de contact surface spatiale déformée 

r = {x Eu; qJ( X) = o } y={yER3;1j/(y)=O} 

champ de vecteur normal m(X) = V xtp(X) _ Vylf/(Y) F-r (X)m(X) 

!lv xtp(X)II n(y) = llvylf/(y)JJ = l!rr (X)m(X)Jj 

espace vectorièl tangent rx={u(X)ER~;ln(X)u(X)=O} rY = {v(y) ER3 ;ï1(y)v(y) =0 } 

tenseur d'ordre 2 sur l- Û(X),où Ù( X)= rn( X)® tÎl(X) 1- N(y),oùN(y) = n(y)®n(y) 
l'espace tangent 
gradient du vecteur normal 

VxlÎt(X) = 
(l-M(X))ViqJ(X) V _( ) = (!- N(y))V~ lf/(Y) 

unitaire jjv xqJ(X)jj yn Y JJv y lfljJ 
application linéaire L(X) =-V' xm(X)(I -M(X)) W(y) = -Vyn(y)(I- N(y)) 
tangente(Weingarten map) 
variation du champ normal &n(X;8X) = -L(X)8(X) &(y; ql;) = -W(y)q}l 
(dérivée de Gâteaux) 
courbure moyenne 

K(X) = ..!_ Tr(L(X)) K(y) = ..!_ Tr(W(y)) 
2 2 

courbure de Gauss- K(X) = Det(L(X)) K(y) = Det(W(y)) 
Kroneker 

1 1 courbure principale 
êl (X)= K(X) -(Â:-2 (%)- K(X))l ci(y) = K(y)-(~(y)-K(y))2 

1 ê2(X) = K(X) +(Â:-2(%)- K(X)).!. 
2 cz(Y) = Të(y)+(~(y)-K(y))2 

rayon de courbure 1 ~ 1 1 1 
principal ri =--;::- ,rz =-;::- r; =~,r;_ =~ 

ci Cz ci cz 

Tableau T.l structure géométrique des surfaces ret y (cf[2lb]). 

Ces quantités géométriques matérielles et spatiales, trouvent une expression moins lourde dans 
l'exemple suivant : 

Exemple 3.2.1 

Soit n = { (XI 'x2 'x3) E R3
; x~ + x; + x; -< 1 } la boule unité de R3 occupée par un 

matériau élastique.Le bord de Q est r = {X; qJ( X) = X{ + Xî + Xi - 1 = 0 } . 

Un calcul montre: V xtp(X) = 2X ;donc JJV xtp(X)jj = 2 le champ normal se réduit à: 
m(X)=X 

le tenseur d'ordre deux défini sur l'espace tangent s'écrit : 1- M( X)= 1- X® X. 
Le calcul du second gradient de <p donne: V~tp(X) = 21, l'application linéaire tangente prend 
la forme : L( X) = -( 1 - X® X) 2 on déduit alors : 

K{X) = 1,K(X) = (X1
2XÎ)(lox: -4). 

On suppose que n subit une déformation rigide Y (X) = QX + q, Qr Q = 1, det Q = 1 le champ 

de vecteur normal spatial s'écrit n(y) = ly- qi, le calcul du premier et du second gradient de 
y-q 

1)() 
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lf/= qJaY-1 permet de trouver N(y)= (y-q)Q9(y-q) et 
ly-qj 

W(y) = __ 1_(1 _ (y-q)0(.; -q)). 
ly-qj ly-qj 

3.2.b position relative des surfaces déformables. 

Supposons que les deux solides B et B' soumis respectivement aux grandes déformations 

Y et Y' sont capables de rentrer en contact. 

On peut formuler ce fait en disant que : le contact est établi entre les deux solides lors de 
leur déformation si et seulement si les surfaces déformées Y(rJ =re ,Y'(()= re 
sont en contact. 

Il est donc naturel d'appeler r c et re les surfaces potentielles de contact. Pour définir la 
position relative des surfaces déformées Yc et y'c, on convient de choisir Yc comme étant la 
surface cible et de mesurer le déplacement de y'c appelée surface de contact par rapport à y c· 

Considérons une particule X'Er'c de position actuelle y'Ey'c et une particule XErc de position 
actuelle YEYc,.Définissons l'application: 

(y',y) 14H(y',y) =y'- y 
où 

U'c (resp Uc) est un ouvert de R3 contenant y'c (resp yJ 

L'application (3 .11) détermine complètement la position relative des surfaces déformées y c et 
y'c, comme Yc admet en tout point un plan affine tangent on peut décomposer (3 .11) sous la 
forme: 

où 
H(y',y) = ~(y',y) + hT(y',y) 

~(y',y) = N(y)H(y',y) = h(y',y)n(y), h(y',y) = H(y',y)n(y) 

hT(y',y) = ((/- N(y))H(y',y) 

Le tableau T.2 montre schématiquement les correspondances qui existent entre le gradient des 
fonctions h, ~' hT et leur aspect géométrique. 

()1 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 
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Fonctions Gradient par rapport à y' Gradient par rapport à y 
v y. v y 

h(y',y) li(y) -c ) v~ Vt(Y )hT Ci ,y) 
-n Y+ llvy~l 

~(y',y) N(y) - h(y',y)(I -N(y))V~,Vf+n(y)®V~If/(y)hr(Y',) 
-N(y)+ IIVY~I 

hT(y',y) l(y) = I- N(y) 
-[1- N ( ) J[l h(y' ,y)V~ 'l'(y)] 

Y + llvy~l 

T.2 calcul du gradient des fonctions de décomposition de H (cf [21b]). 

espace tangent 

'Yc 

w 

Fig 3.3 interprétation géométrique dehn , hr 

f.? 
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Le calcul de ces gradients découle des formules classiques du calcul différentiel 
(cf Gurtin [31 ]chapitre I).et permet de déterminer la variation de chacune des fonctions h, ~' 
hT à l'aide de sa dérivée de Gâteaux. 

Dh(y',y)(ùy',ùy) = Vy'h(y',y)oy'+Vyh(y',y)~ 

Jusqu'a présent, la position relative des surfaces déformées r~ et re est déterminée par la 

fonction H(y',y) =y'- y où y' E y~,y E Yc· 
Comme Ycest la surface obstacle, l'idée utilisée dans [21b] est de remplacer le point y EYc 
(arbitrairement choisi) par le point particulier : 

Yp = Projection orthogonale de y' sur y c 

Une première question qui se pose est de savoir si cette projection existe; intuitivement si la 
surface Yc n'est pas assez large par rapport à r~ le point Yp n'est pas toujours défini. 

Pour assurer l'existence de la projection yP' nous utilisons l'hypothèse suivante: 

*la surface y'c se situe dans l'extension normale de la surface Yc 

ceci se traduit par : 

r~ c N(rJ ={y+ œ1(y);y E Yc,a ER* } 
où n(y) désigne la normale unitaire à Yc en y. 

Sous l'hypothèse (3.18a), tout point de r~ possède une projection orthogonale.En effet, soit 

y'EY'c d'après (3.18b) il existe YEYc, a.ER* tels que y'= y+an(y) donc le vecteur y'- y est 

normal à la surface Yc en y et Yp =y est la projection orthogonale de y'. 

Ainsi, le couple (y',yP) est solution du système d'équations 

(3.19) 

(3.20) 

Ce système d'équations, nous place dans la situation d'appliquer le théorème des fonctions 
implicites (cf Thorpe [65]) pour montrer l'existence d'une solution locale. 

Soit (y'0 ,y0P) une solution du systeme (3.19)-(3.20) dont l'existence est assuré par 

l'hypothèse* ou (3.18a), Y0p est la projection orthogonale de y'0 sur Yc· 

La proposition suivante détermine l'existence locale de la fonction projection orthogonale et 
montre qu'elle est localement un difféomorphisme. 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18a) 

(3.18b) 
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Proposition 3.2.2 (cf [21b])- Supposons que: 

Alors il existe un voisinage U'0 c R3 de y'0 et un voisinage U0P c R3 de Yov et une fonction 

YP EC1(U'0 ,U0P) tels que: 

i) 'f/(YP(y')) = 0 et hr(Y' )~(y'))= 0, \iy' EU'0 

ii) ( 'Jf(z) = O,hr(z' ,z) = 0\i(z' ,z) EU'0 xU0P)-:::;, z = YP(z') 

iii) si de plus n'(y')n(~(y')) -:fe 0, \iy' E re alors, 

YP: r'c nU'0 --+ Yc nU0P est un difféomorphisme. 

Preuve: Définissons l'application 8:. U'c xUc--+ R x R3 par 8(y' ,y)= ( 'f/(y),hr (y' ,y)) en 

vertu de (3.12) (la déformation Y est supposée assez régulière et inversible) et du tableau T.1, 
e est de classe CI. 
considérons le point (y'0,yov) vérifiant 8(y'0,yov) = 0, pour appliquer le théorème des fonctions 

implicites il suffit de montrer que 
88 

(y' 0 ,y0P) EINV(R,R x R3
) (l'ensemble des applications 

~ 

f: R-+RxR3 inversibles) autrement dit il faut que 
88 

(y' 0 ,y0P) soit inversible; le calcul de la 
~ 

dérivée partièlle de e donne 8y(y' ,y)z = (V'f/(y)z, v Pr(y' ,y)z) notons que: 

V'f/(Y) + 0\iy E Yc par suite pour que 8Y.9(y'0 ,y0P) soit inversible il faut que: 

det( V ir(Y'o ,y0P) J + 0. 

connaissant l'expression de V Yhr du tableau T.2 et sachant que : 

(l- N(y)) 2 = (l- N(y),det(J- N(y)) = 1 
on peut écrire : 

où 

W(y0P) désigne l'application linéaire tangente (voir T.1 ), par conséquent le deuxième 

déterminant est non nul si h(y'0 ,y0P) est différente de l'inverse des valeurs propres du tenseur 

d'ordre deux W(y0P), d'ou la condition (3.23) et le théorème des fonctions implicites montre 

les assertions i) et ii). 

Il reste à montrer que l'application YP est un difféomorphisme local. Considérons l'ouvert U'0 on 

sait déja que YP EC1(U'0 ,U0P) et que l?r(y' ,Yp(y')) = 0\fy' EU'0 par suite, 

Vy.hr(Y' ,Y (y'))= 0\iy' EU'0 ou encore Vy.hr(y' ,yP) + VYI7r(y' ,yP) ·V y'~(y') = 0\iy' EU'0 . 

En substituant la valeur de Vy.l?r(y',yP) et de Vyhr(Y',yP) du tableau T.2 on obtient 

~ ~ h(y' ,y )V2 '1/(Y ) ~ 
(1- N (y P))- (/- N (y P) )(/ + Il~ Y~~ P ) VY.YP (y') = 0 en multipliant les deux 

membres par 1-N (y p) on arrive à l(yp) = [ J(yP)- h(y' ,yP)W(yP) ]v y'YP(y') (a) 

(i4 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 
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Notons A* le cofacteur du tenseur A d'ordre deux (cf, [13]Bourbaki chap3) en particulier on a 

l*(yp) = N(yp) et [1(yp) -h(y' ,yp)W(yp) r = det(1(yp) -h(y' ,yp)W(yp))N(yp) d'autre 

part un résultat d'algèbre linéaire montre que V y'YP (y'): TY. ~ TYp est régulière si et seulement 

si lv y'Yp(y')~\ /\ VY.Y (y')~'2 1 :;t: 0 \i ~\, ~'2 E TY. vérifiant Jqy\ Aq);'2 J :;t: 0 de l'égalité (a) on 

obtient N(y)( ~\ A8y'2 ) = [ 1-2K(yP)h(y' ,yP) + K(yP)h2 (y' ,yP) ]N(yp)( q)l1 /\ ~2 ) (b) 

où q);1 = Vy.Yp(y')~\ et q);2 = VY.YP(y')~'2 . 

Posons da'= J~'t Aq);'2 J et da= jqy1 /\ q);2 j, les surfaces correspondantes.En écrivant 
~\ Aq);' 2 = ±n'(y')da' et q);1 /\ q);2 = ±n(yP)da 

(b) devient 

Multiplions les deux membres de (c) par n(yP) on obtient: 

n'(y')n(yp)da'= [ 1-2K(yp)h(y' ,yp)+ K(yp)h2 (y' ,yp ]da (d) 

l'égalité ( d) montre que V y'YP (y') est régulière si : (3 .23) et n' (y') n(y P) :;t: 0 sont vérifiées.D 

Remarque 3.2.3 

La proposition 3.1 montre localement l'existence d'une relation biunivoque entre y' EY'c et sa 
projection orthogonale Yp EYc ce difféomorphisme local est assuré par les conditions (3.23) et 
(3.26) qui signifient que y' n'est pas un centre de courbure de Yc et que les normales respectives 
à y'c en y' et à Yc en Yp ne sont pas perpendiculaires. 
En particulier, lorsque y'c et Yc sont en contact en y' on a h(y',yP) = 0 et n'(y') = -n(yP). 

Supposons (3.18b), (3.21), (3.24) réalisées selon la terminologie utilisée dans [2lb] 
l'application scalaire g (resp vectorielle g) définie par : 

g(y') = h(y' ,~(y')= (y'-Yp(y'))n(~(y')) 

(resp g(y') = hn (y', YP (y'))) 

est appelée fonction distance de contact spatiale (resp fonction d'écart spatiale). 

La formulation matérielle ou Lagrangienne des applications (3 .25), (3 .26) nécessite 
l'introduction des fonctions suivantes définies sur re par : 

\iX' Er' c YP(X') = YP oY'(X') (3.27) 

Xp(X') =y-I oYP(X') (3.28) 

g(X') = gaY'(X') (3.29) 

g( X') = g 0 Y' (X') (3.30) 

(3.25) 

(3.26) 
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3.3 Contact statique. 

Soit un solide occupant J'ensemble 0 d'un domaine 0, dans sa configuration de référence. 
L'action de l'environnement ( ext 0 ) est décrite par des forces volumiques définies à l'intérieur 
de n, et des forces de contact surfaciques définies sur une partie de la frontière an de n. 
Dans le cas du contact entre deux solides (sans interpénétration), l'intéraction se manifeste par 
des forces de cohésion sur leurs surfaces de frontière généralisant ainsi, le principe de l'action 
et de la réaction. 

3.3.a Force de contact. 

Considérons a une partie de ro = Y(Q), en accord avec l'axiome de Cauchy (cf, [30], [31]) le 
vecteur contrainte de Cauchy t: w x 8 2 ~ R3 exercé à travers aa sur a est donné par: 

t = t(y,n(y)) = T(y)n(y) 

où T est le tenseur de contrainte de Cauchy, li le vecteur unitaire normal extérieur. 
Ainsi, dans le cas d'un tenseur de Cauhy sphérique de type T(y) = a(y)I, la force de contact est 
colinéaire à la normale unitaire extérieure. 

L'introduction du premier tenseur Pet du secondS de Piola-Kirchhoff(voir chapl) permet de 
définir les vecteurs de contraintes correspondants. 

où 

p(X,m(X)) = P(X) m(X) et s(X,m(X)) = S(X) m(X) 

j(X)t(y,li(y)) = p(X,m(X)) = F(X) s(X,m(X)) 

j(X) = detF(X)I F-T(X)m(X)I 

leur décomposition en partie normale et tangentielle donne : 

t(y) = tn(Y) li (y)+~(y) tn(y) = t(y) li(y) ~(y)= (I-N (y)) t(y) 

piX) = P(X) 1î(X) piX) = (I-N(X)) p(X) 

sm(X) = S(X) m(X) ~.(X)= (I-M(X)) s(X) 

où 
n(X) = li(Y(X)), N(X) = N(Y(X)) 

Cela permet la description d'une loi de contact sous la forme spatiale, nominale et materielle 
(voir,[21 b ]). 

(3 .31) 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 

(3.37) 
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3.3.b Extension du principe de l'action et de la réaction. 

En mécanique des milieux continus, on introduit deux sortes de systèmes de forces : 
les forces appliquées à distance, que les corps exercent les uns sur les autres, et les forces de 
contact que les solides exercent les uns sur les autres à travers leurs surfaces de contact (qu'on 
peut supposer dépendre de ces surfaces). Les forces de contact vérifient le principe de l'action 
et de la réaction énoncé, sous forme de théorème (Noll) (cf Truesdell [66]). 

Considérons un point y'Ey'c de projection YvEYc, soit t'(y') (resp t(yp)) le vecteur contrainte de 
Cauchy exercé en y' sur y'c par Yc (resp exercé en Yp sur Yc par y'J. 
Dans le cas du problème de contact, les surfaces effectives de contact sont à priori inconnues 
et la 3iemc loi de Newton (principe de l'action et de la réaction) ne peut pas être appliquer 
directement. 

Une approche utilisée dans [21 b] consiste à supposer : 

i) l'action mutuelle des surfaces déformées OJ et rd est complètement définie par l'intéraction 

entre y'c et Yp = Yp(y' c) c Yc· 

ii) l'action de Y v sur y'c (resp de y'c sur Yp) est définie par: 

iii) pour toute partie ôd c c r' c et ÔCJ p = Yp ( ÔCJC) on a: 

(3.39) désigne l'extension du principe de l'action et de la réaction aux forces de contact, (3.40) 
le bilan des moments.En utilisant l'égalité : 

où 
. , _ ln'(y')n(yp)l 

Jp(Y ,Yp) -~1- 2-;;:.r )h( ' ) + K( )h2
( ' )' """\Yp y ,yp yp y ,yp 

et le changement de variable, la condition (3.39) s'écrit : 

f[t'(y')+ }p(y',yp)t(~(y')Jta'=O \fôdcc r'c 
ade 

(3.38) 

(3.39) 

(3.40) 

(3.41) 

(3.42) 

(3.43) 
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sachant que les fonctions t', YP, t sont continues en y' le théorème de localisation 
(cf Gurtin (31 ], Duvaut [28]) donne une forme locale de (3 .42) à savoir : 

de même avec un changement de variable, on peut écrire (3 .40) sous la forme : 

J[t'(y')Ay' + JP(y' ,YP(y'))t(YP(y')) 1\ YP(y') }ta'= 0 V ôdc c r'c 
ôo'c 

et le théorème de localisation donne : 

Remarques 3.3.1 

(1) En posant h (y')= H(y',Yp(y')) Vy'EY'c alors de (3.44) et (3.46) on peut tirer: 

t'(y'}Ah(y'} = 0 Vy'E r'c 

l'équation (3.47) a de~ solutions dans le cas où t'(y') * 0 Vy'EY'c 
(a) h (y')= 0 ou bien 

(b) li (y') * 0 et li (y') est colinéaire à t'(y'). 
Dans le premier cas y' est en contact avec YP(y') = Yp et l'extension (3.37) devient: 

t'(y')+t(yp) = 0 ijp(y',yp) = 1 ). 
Dans le second cas, y' n'est pas en contact avec YP (y') et 

t'(y') = -jp(y',yP), t(yp) = ah (y') pour a.ER 

(2) Les formes nominales et matérielles de (3.44) sont obtenues en substituant (3.33) dans 
(3.44), on obtient : 

j(Xp(X')p'(X')+j'(X')jP(i\X'),fp(X'))p(Xp(X')) = 0 VX'Er'c 

j(Xp(X'))F'(X')s'(X') + j'(X')jp(Y'(X'),YP(X'))F(XP(X'))s(X/X')) = OVX' Er'c 

3.3.c Loi de contact unilatéral. 

Nous supposons que les domaines Q et Q' sont suffisament réguliers tels que re et r'c soient 
de classe C 1. 

La projection Yp de y'EY'c sur Yc est définie par sa forme Eulerienne; 

{yJ = Projr,: r'c-+ Yc 

y'H yP = Yp(y') 

(3.44) 

(3.45) 

(3.46) 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

(3.50) 
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ou sa forme Lagrangienne; 

{y J = ProjYp(I'c)T'c ~ Yc 

X'~ Yp = Yp(X') 

YP désigne l'application (3 .27). 

La forme Eulerienne ( resp Lagrangienne) de la fonction distance de contact est définie par: 

Remarque 3.3.2. 

Lorsque YP est un difféomorphisme dn = g, g est l'application définie par (3.25).En général 

les applications (3.50) et (3.51) sont des multifonctions (l'image d'un antécédent est un 
ensemble de points). 
Dans ce cas, une forme plus générale adapté à l'extension du principe de l'action et de la 
réaction (3.44) est: 

Selon [37], [60], [20], [21], une loi de contact est caractérisée par: 

1) une condition cinématique d'impénétrabilité : 

2) une condition statique de compression : 

3) une condition d'exclusivité: 

Le sous-gradient de la fonction indicatrice JR+ permet d'écrire ces trois conditions sous la 

forme d'une inclusion différentièlle : 

La relation entre la contrainte normale Pm et la fonction distance de contact dn est une 
multifonction (cf. Aubin & Frankowska [6]} dont le graphe, est representé par la figure 3.3 

(,<} 

(3.51) 

(3.52) 

(3.53) 

(3.54) 

(3.55) 
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ecart 
contact 

Fig 3. 4 Graphe de la loi de contact 

Remarque 3.3.3. 

L'hypothèse (3 .18a), nécessaire pour l'existence d'une projection orthogonale implique une 
restriction. En effet, (3. 18b) montre : 

V X' E(,3X Efc ,a ER+ tels que Y'(X') =Y( X)+ an(Y'(X')) intuitivement, le corps n• 

doit être déformé de façon que l'image de ( se situe dans l'extention normale de Y(fJ dans 
A A 

ce cas, la condition cinématique d'impénétrabilité dn 2: 0 est toujours satisfaite ( dn est la 
fonction distance de contact donnée par (3.35)). 
Pour une formulation faible du problème de contact, si on considère les déformation dans 
l'espace de Sobolev W 1

'P cela affaiblit, la régularité de l'application (3 .1 0) et par suite celle de 
la projection orthogonale.Pour remédier, on considère l'approche suivante. 

3.4-Approche de la notion d'élément de contact. 

En général, dans le problème du contact unilatéral, il s'agit de déterminer deux inconnues 
essentielles : la déformation et la surface de contact. 
Pour des raisons pratiques et de simplification les surfaces de contacts sont choisies au 
préalable. 

Soient n, n• deux domaines de R3 tels que 0 n n• = 0. L'ensemble des déformations d'un 

domaine n (application den dans R3 régulière, injective et préservant l'orientation) est noté 
Deftn), c'est un sous ensemble d'un espace fonctionnel E. 
Si r désigne une surface régulière connexe (ct: Bourbaki [13b ]), on note c(r) l'ensemble des 
courbes tracées dans r : 

c(f)={ a:[ -8, +e]~r application de classe C 1
} 

Etant donné f c , f' c deux parties respectives de an, an• considérées comme deux surfaces 
régulière, <p : n ~ R3 et <p' ; 0' ~ R3 deux applications. 
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Définition 3.4.1-0n dit que le couple (<P,<P') est un élément de contact si les deux conditions 
suivantes sont vérifiées : 

1) V a EC(rJ, 3 a' EC(r' J, 3 &0 tels que V ltl ~ &0 qJ( a(t)) = ql (a' (t)) 

2) V fJ' EC(r'c ),3jJEC(rJ, 3&1 tels que VIti~ &1 rp(JJ(t))= ql(p(t)) 

On note Cont(re, r'e) l'ensemble des éléments de contact, c'est-à-dire 

Cont(r e , re)={ ( rp, cp') EE x E'; (cp, cp') est un élément de contact} 

L'ensemble (3.56) n'est pas vide en effet, si les surfaces re' r·e sont globalement 
homéomorphes (deux surfaces régulières sont toujours localement difféomorphes), 
h: re-+ re étant l'homéomorphisme alors, (h, id) est un élément de contact. Dans le cas 
général, il suffit de considérer deux transformations f1 et f2 telles que f1(rJ, f2(r'J soient des 
surfaces régulières homéomorphes. 

Une première conséquence de la définition 3.5.1 est: 

Lemme 3.4.2-Si (<P,<p') est un élément de contact alors, <P(re) = <P'(rJ 

Preuve-Soit x Ere et a EC(rJ, passant par x (a(O) =x) d'aprés 1) de la définition 3.5.1 il 
existe, a'EC(re) et un voisinage de t tels que <P(a(t)) = <P'(a'(t)) en particulier, 
<P(x) = <P(a(O)) = <P'(a'(O))E<P'(re) et donc <p(rc) c <P'(r'JDe la même façon, en utilisant 2) de 
la définition 3.5.1 on montre que <p'(r'e) c <P(rJ.D 

On suppose que les espaces fonctionnels E, E' sont réflexifs et s'injectent compactement 
respectivement dans C(Q),C(Q') (c'est le cas si E=W1'P(Q), E'= Wt,p'(Q') avec 3<p,p'<oo). 

Proposition 3.4.3- L'ensemble des éléments de contacts Cont(rc, r'c) est sequentiellement 
faiblement fermé dans W 1

,p ( 0, R3
) x Wt,p' ( Q', R3

). 

Preuve-Soit (<P11,<j)'11) une suite de Cont(re,r'e) convergeant faiblement vers (<P,<p').Il s'agit de 
montrer que (<P,<P') est un élément de conatct.Comme (<P11,<j)'11) ECont(re,r'e) V aEC(rJ, 
3 a' EC(r'J, &0 tels que lt1~&0 ~ <P11(a(t)) = <P'11(a'(t)) d'aprés l'injection compacte <Pn ~ <P dans 
LP(rc,R3

) et <P'n-+ <P' dans LP'(r'c ,R3
), quitte à extraire une sous-suite qui converge presque 

partout on déduit que <P(a(t))=<P'(a'(t)), même argument est utlilisé pour montrer le point 2) de 
la définition 3. 4 .1. D 
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3.5-Contact entre un matériau polyconvexe et un matériau de St-Venant Kirchhoff. 

3.5.a Définition du problème. 

Soit Q un domaine de R3 de bord de classe C1, ru ,r1 ,re une partition de an avec 

mes(ru) > O.La configuration de référence Q est occupée par un matériau de St-Venant 

Kirchhoff de potentiel élastique W=W, (W désigne l'énergie (2.4) chap2). 

Soit Q'un domaine de R3 dont la configuration de référence Q' est occupée par un matériau 
polyconvexe de potentiel élastique W', on suppose que le bord éD' est de classe C1 et vérifie 
éD'= ru ur'! ur'c avec r'u nr't nr'c = 0, mesrll '>- 0 voir figure 3.5. 

Le matériau de St-Venant Kirchhoff est soumis à une déformation Yvérifiant: 
A 5 

A(Y)~- p.p dans Q 
2v 

Où A est l'opérateur (2.24) chapitre II. 
Le matériau polyconvexe est soumis à la déformation Y': Q' ~ R3

. 

Sur la surface ru (resp r'" ) un déplacement Y0 (resp Y'0 ) est imposé, sur la surface 
rf (resp r't) une traction g (resp g') est donnée. 

Les deux corps déformés entrent en contact, et le contact s'établit entre les surfaces r et r' . c c 

r 

Q 
matériau de St-Venant 

Y(Q) 

r 

re:> 
, r 

Q 
matériau polyconvexe 

Y'(Q) 

Fig 3.5 contact entre le matériau polyconvexe 
et le matériau de St-Venant Kirchhoff 



3. Contact unilatéral en grande déformation. 

3.5.b Le principe du minimum de l'énergie potentielle totale. 

Le corps de configuration de référence !1' étant polyconvexe de densité W', il existe donc (cf, 
[8], [26]) une fonction : 

fjJ: !1' xM3 x M3 x R ~ [ 0, +oo] telle que 

i) fjJ( X', F', H', 8) est une fonction de Carathéodory. 

ii) t/J(X' ,.,.,.) est convexe VX' E O'.et W'(X',F') = fjJ(X', F',cofF',detF') 
iii)fjJ{X' ,F' ,H', 8) = +oo si 8~ 0 , 

,/,{X' F' H' 8) ~ +oo quand F'~ F' H'~ H' 8~ o+ VX' EO' VF' H' EM3 
'l'\ ., ' ' Ü' Û' , Ù' 0 . 

iv) t/J(X' ,F' ,H' ,8) 2 c(iiF'r' + IIH'IIq' +ar·) +b(X), c >- O,b EL1(!1'),_!_+_!_ ~ l,r'>-1. 
p' q' 

On suppose que le matériau polyconvexe est homogène : W'(X',F')=W'(F') .. L'énergie 
potentielle totale du matériau de St-Venant Kirchhoff est : 

J(Y) = Jw(VY(X))dX -L(Y), L(Y) = f f(X)Y(X)dX + f g(X)Y(X)da. 
Q Q ~ 

L'énergie potentielle totale du matériau polyconvexe est : 

J'(Y') = Jw'(VY'(X'))dX' -L'(Y'), L'(Y')= f f'(X')Y'(X')dX'+ f g'(X')Y'(X')da'. 
u· c· r·f 

Notons queL (resp L') est la fonctionnelle des charges mortes appliquées sur .Q (resp !1'). 

Considérons les ensembles : 

et 

On définit l'ensemble des déformations cinématiquement admissibles par : 

Lemme 3.5.1- L'ensemble K donné par (3.64) est séquentiellement faiblement fermé. 

Preuve- En fait, il suffit de voir que l'ensemble V x V' est séquentiellement faiblement fermé, ce 
qui est immédiat en faisant appel au lemme 2.4.3 chap 2 et à l'injection compact 
W 1·P'(.Q' ,R3)~LP· (r'c ,R3

) (p'>3).D 

(3.62) 

(3.63) 

(3.64) 



3. Contact unilatéral en grande déformation. 

Posons: 

le problème de minimisation (principe du minimum de l'énergie totale) correspondant est: 

(T) 

auquel on associe le problème : 

(T**) 

où 

avec J**c\') = Jw**(VY{X))dX-L(Y), W** désigne la biconjuguée de l'énergie de St-Venant. 
0 

Hypothèses sur les charges appliquées. 
4 4 p'-! p'-1 

(H) On suppose que f EL3(0,R3
), g EL3(rr,R3

) et j'EL p' (Q',R3
) , g' EL p' (r'1 ,R3

) 

Sous l'hypothèse (H), la fonction linéaire L ( resp L') est continue dans W 1
.4 ( Q, R3

) 

(resp W 1
·P' (Q' ,R3

) .Avec la convexité de W** (resp la polyconvexité de W), la fonctionnelle 

J** (respJ') est s.fi.s.c dans W1
,4 (resp s.fi.s.c dans W'·P' 

Nous obtenons le résultat d'existence suivant : 

Théorème 3.5.2-Sous l'hypothèse (H) ci-dessus, et si K est non vide. 
Alors, le problème (T) possède une solution dans l'espace W 1

'
4 

( Q, R3
) x W 1

·p' ( Q', R3
) . 

Preuve- La coercivité de J** et der montre qu'il existe c > 0, d > 0 ete trois constantes telles 
que 

A**(Y,Y') ~ cjlfiC +d{jjf•IC. +jjcofVY'i[. +jdetvf·[J+e. 

La fonctionnelle A** est s.fi.s.c .En effet soit 

(~ ,f•,)convergeant faiblement vers (f ,f•) dans W 1
,4 (O,R3

) x Wt,p' (Q' ,R3
) on peut écrire, 

(3.65) 

(3.66) 

(3.67) 

(3.68) 

A** cr,f') = J** (f) +J' (Y'):::Jiminf J** (i,) + liminf J'(Y'n ):::::liminf{ J** (i,) + J'(Y'n) }= liminf A** (f,,f•n) 
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3. Contact unilatéral en grande déformation. 

En utilisant, les méthodes directes du calcul des variations on montre, que le problème 
régularisé (T**) possède une solution (9,9') c'est à dire : 

(9,9')EK et A**(9,9') :S: A**(<p,<p') V (<p,<p') EK 

or, 9 vérifie en plus J**(9) = J(9) il vient alors, A(9,9') =A **(9,9') et comme A** ::;; A il en 
découle, que (9,9') est aussi une solution du problème (T).D 

Commentaire. 

L'approche 3.4, basée sur la notion "d'élément de contact" est essentiellement géometrique. 
Son intérêt est de donner un résultat d'existence à la formulation faible du problème de contact 
unilatéral. 
Nous n'avons pas d'informations sur le vecteur contrainte de Cauchy, et sa décomposition en 
partie normale et tangentielle. 
Peut-on supposer que pour une telle approche, il peut y avoir frottement? 

7"i 
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Annexe A. 

Résultats d'Analyse Fonctionnelle. 



A.l Ensembles, Fonctions et Convexités. 

Soit E un espace vectoriel sur R. Si x, y sont deux points de E, on appelle segment d'extémités 
x, y l'ensemble: [x,y]={ Àx + (1-À)y; 0 ~À~ 1 } . 

Un ensemble KcE est dit convexe si et seulement si pour tout couple (x,y)EK; [x,y]cK. 

Soit Kun ensemble convexe de E et f: K ~Ru{ -oo, +oo },on dit que fest convexe si 
Vx,yEK f(Àx+(1-À)y) ~ Àf(x)+(1-À)f(y). 

Soit U une partie de E ,on appelle fonction indicatrice de U la fonction lu définie par: 

{ 
0 si x EU 

lu(x) = 
+oo si x ft. V 

On déduit qu'un ensemble K de E est convexe si et seulement si sa fonction indicatrice IK est 
convexe. Ainsi le problème 

est équivalent au problème : 

{ 
touver u E K telle que 

f(u)=inf{f(v);v E K} 

(P) inf{f(v)+IK(v),vE E} 

On appelle épigraphe d'une fonction g : E~Ru{ +oo}, le sous ensemble 

épi g = { (x,a)EExR; g(x) ~a} 

Soit E un espace métrique (ou topologique localement convexe), on dit qu'une fonction 
f:E~Ru{+oo} est semi-continue inférieurement en Xo (on écrit en abrégé s.c.i) si et seulement 
si f(XQ) ~lim inff(x) 

X~XQ 

On rappelle que lim inff(x) = Sup {inff(x) } 
X~Xo 11> 0 lx-Xol<ll 

fest s.c.i si et seulement si l'épigraphe de fest fermé. 
Une fonction f:Rnm ~Rest dite rang un convexe si et seulement si 

f{ÀA+(l-À)B)~Àf(A)+(l-À)f(B); VÀE[O, 1], V A,BERnm avec rang(A-B)~l 

Cf= sup { g ~ f; g convexe} est l'enveloppe convexe. 
Pf = sup { g ~ f; g polyconvexe } est l'enveloppe polyconvexe 
Qf= sup { g ~ f; g quasiconvexe } est l'enveloppe quasiconvexe. 
Rf= sup { g ~ f; g rang 1-convexe} est l'enveloppe rang 1-convexe. 

En général: Cf~ Pf~ Qf~ Rf~ f 



A.2 Polarité et Sous-différentiabilité. 

Soit f: R~Ru{+oo}, la duale de f(ou la transformée de Legendre de f), f*:R~Ru{+oo} est 
par définition 

f*(x*) = Sup{<x;x*>- f(x); xERn} 
La biduale (ou la biconjuguée de f), f**:Rn~Ru{-oo,+oo} est définie par: 

f**(x) = Sup{<x;x*>- f*(x*); x*ERn} 
f** est convexe s.c.i et f**sf 
fest convexe et s.c.i ~f=f** 
Si fest finie mais pas nécessairement convexe alors f**=Cf (la plus grande fonction convexe 
qui soit plus petite que f) 

Soit fune fonction strictement convexe de E dans Ru{ +oo} i.e Domf={ xEE;Q"x)<+oo }:t=0 
pour 
tout Xo EDomfla limite 

lim ..!_ {ft"Xo+hy)- f(X())} = Df(X()).y 
h 

h~O+ 

existe. Nous dirons que le sous ensemble ôf(Xo)={ pEE*;VyEE, <p;y> s DQ"X()).y} est le 
sous-différentielle de fen Xo .Les éléments p sont appelés sous-gradient. 

Le sous-différentiel oiK de la fonction indicatrice de K est le cône convexe fermé 

oiK(x)={ pEE*;VyEK, <p;y-x> s 0} 

A.3 Espaces de Fonctions 

Soit Q un ouvert de Rn 
C(Q)=l'ensemble des fonctions continues u:Q~R 
C( Q) estl'ensemble des fonctions continues u:Q~R qui se prolongent continûment à Q. 

Le support d'une fonction continue u:O~R noté su pp u est: su pp u = {x E Q; u( x) -:f::. 0} 
C0(Q)={ uEC(Q) ; supp ucQ est compact } . Pour k20 entier 
Ck(Q)={ u:Q~R; vmuEC(Q) pour tout OsffiSk } 
Cok(Q)=Ck(O)nCo(O) , C00(0)=nCk(Q) 
C0 

00(0)=D(Q)=C00(0)nC0(Q) 



Régularité de domaine. 

• Soit ncRn un ouvert borne. On dit que n est un ouvert de classe Cm, rn 2: 1, si pour tout 
x Ean, il existe un voisinage U de x dans Rn et une application bijective H: Q ~ U, où 
Q = { xER11

: jxjl < 1, j = 1, 2, .... , n} le cube unité, telle que 
H ECm(Q), H-IECm(U), H(Q+) =Un n, H(Q0) =Un an, où Q+ = { xEQ; ~ > 0} et 
Q0 = { xEQ ; x,.= 0 } . 

- Si H est Lipschitzienne, on dit que n est Lipschitzien. 
-On dit que n vérifie la propriété du cône, s'il existe un cône K0 cR11

, tele que tout point x de 
an est le sommet d'un cône K(x)cn et congruent à K0 . 

- On dit que n vérifie la propriété du segment, si : 
VxEan, 3 Ux voisinage de x, 3 Y x; si zEnnux, alors z + tyx En, VtE(O, 1) 

1 Q de classe cm => Q Lipschitzien =>0 vérifie la propriété du cône => Q vérifie la propriété du segment 

A.4 Espaces LP, Espaces de Sobolev W1,p 

Soit 1~p~oo on dit que f: n~R une fonction mesurable est dans U(n) si 
1 

IIi Il'-' ~111 o,p ~ (!If (x JI' dx Y est finie, muni de cette norme LP ( 0) est un espace de Banach. 

On dit que f EL~oc(n), 1~p~oo si f ELP (.Q') pour tout n· tel que n·cn et n'est compact. 

Lemme fondamental du calcul des variations: 

Soit ncRt1 un ouvert, uEV1oin) tel que J0 u(x)<p(x)dx = 0 V<pEC'l00(.Q) 
alors u = 0 p.p n. 

Dérivées faibles: Soit uEV1oc(n), on dit que vEV1oc(n) est la dérivée (partièlle) faible de u 
par rapport à X; si on a J0 v(x)<p(x)dx =-Jo u(x)ai<p(x)dx, V<pEC(l(l0(n). 

W 1·P(n) = { u:.O~R dérivable au sens faible; uELP(n) et VuELP(n)}, on note 

iul 1,<l0 =max{ iul(l(l, !Vul(l(l} si p=oo 

Si 1~p<oo, alors W 1·P0(.Q) est la fermeture de C(l(l0(n) dans W 1·P(n).Par abus de langage, on 
dira souvent sin est borné que UEW1·Po(.Q) si u EW1·P(.Q) et u = 0 sur an le bord den. 
De façon analogue, on définit les espaces d'ordre superieur. Si rn> 1 est un entier, on note 
Wm,p(n) = { uEWm-l,p(.Q) et aiuEWm-l,p(.Q) }. 



Formule intégrale de Green: soit T:O~Mn et 9: n~Rn 

J divT. ftJx = - J T: V (lJx + J T.nBda 
Q Q ~ 

Inégalité de Jensen: 
n c Rn un ouvert borné, u EL1(0),f:R~ R convexe tel quef ou EL1(0), alors 

J(-1-J u(x)dx) :-:;; -
1
-JJ(u(x))dx 

mesn Q mesn Q 

Inégalité de Poincaré: 

VuE W1'P(Q),u = u0 sur r0 3c :>- 0/ fluiP dx :-s;c{f!Vu!P +Juda P} 
D D f 0 

Intégale, mesure superficielle. 

Soient ro un ouvert de RN-let F: ro~RN une fonction de classe C 1.0n dit que Fest un 
plongement si F est injective et pour tout xEro la matrice F'(x) est de rang N-I. 

Definition : Soit S = { F(x) ; xEro } , si u est une fonction continue de S dans R et à support 
compact, on pose : 

J u( a)dcr= J u(F(x))~det(F'(x)TF'(x))dx 
s (J} 

(cf J.Dieudonné, Eléments d'analyse, Vol2; Gauthiers-Villars, Paris 1974) 

Théorème de Mazur: Soit E un espace vectorièl normé et un converge faiblement vers u 
p p 

dans E.Alors il existe une combinaison convexe v P = L lnun ~ u, ln 2: 0 L ln = 1 
n~l n~l 

Condition d'injectivité dans l'espace de Sobolev. 

Théorème l.(J.M.Ball [9])- Soit n un domaine de Rn de frontière Lipschitziènne.Soit 
llo: n~Rn continue et injective dans n.Soit p>n et UEW1'P(Q,Rn)vérifiant 

u = u0 dans in, det Vu(x) > 0 p.p dans O.Alors 
i) u(O) = u0(Q) 
ii) u transforme tout ensemble mesurable de n en un ensemble mesurable dans u0( n) et la 
formule 

fJ(u(x))detVu(x)dx= J f(y)dy * 
A u(A) 

est satisfaite pour tout ensemble mesurable A en et toute fonction mesurable f :Rn ~R tels 
que l'un des membres de * existe. 
iii) u est injective presque partout i.e l'ensemble S={y Eu0 (0);card u-1(y)::-1} est de mesure 

zero. 
iv) Si yEu0(0) alors u-1(y) est contenu dans n, si yE8u0(Q) alors pour toute composante 
connexe c de u-1(y) c (Î an 7:- 0. 



Le résultat suivant donne la condition pour laquelle une fonction u vérifiant les hypothèses du 
théorème 1 est un homeomorphisme. 

Théorème 2.(J.M.Ball [9])- Sous les hypothèses du théorème 1, soit u0(0) vérifiant la 
propriété du cône, et supposons que pour q>n 

Jjvu(xrr det Vu(x)dx-<oo 
Q 

Alors u est un homéomorphisme den sur Uo(O) et l'inverse v= u-1E wl,q (uo(O),R3
). 


