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INTRODUCTION 

INTRODUCTION 

Les projecteurs électroacoustiques employés actuellement en acoustique sous-marine 
utilisent 1' effet piézoélectrique ou magnétostrictif, pour convertir 1' énergie électrique en énergie 
mécanique. 

Les transducteurs les plus classiques, de type Tonpilz, sont des structures qui vibrent 
longitudinalement. Ils sont composés d'une colonne de céramiques piézoélectriques comprise 
entre une contremasse lourde et un pavillon léger en contact avec le milieu environnant; de tels 
transducteurs, pour lesquels les dimensions sont proportionnelles à la longueur d'onde émise, 
sont très encombrants lorsqu'on les utilise comme projecteurs basse fréquence(< 1kHz). 

Pour une onde se propageant en milieu marin, plus la fréquence est basse, plus les 
pertes d'énergie sont faibles, donc plus la portée de détection est grande. 

Pour avoir des puissances élevées et des fréquences de plus en plus basses tout en ayant des di
mensions raisonnables, il est nécessaire d'employer des transducteurs flextensionnels. 

Les transducteurs flextensionnels font partie d'une classe d'amplificateurs mécaniques, 
composée d'une partie active appelée moteur, généralement piézoélectrique (barreaux, disques, 
anneaux) ou magnétostrictive et d'une coque qui rayonne dans le fluide environnant. Le princi
pe de leur fonctionnement est basé sur l'amplitude de la déformation volumique à la résonance 
de la coque. 

L'analyse mathématique de ces transducteurs se révèle difficile de par le nombre de 
mécanismes mis en jeu : piézoélectricité au niveau du moteur, vibrations de la coque, couplage 
fluide structure et rayonnement acoustique. Il existe à priori cinq classes de transducteurs flex
tensionnels. 

Les transducteurs de classe IV, III et V sont pour le moment les plus utilisés. Ceux de 
type V utilisent les vibrations radiales d'un anneau ou d'un disque de céramique, les transduc
teurs de type IV sont composés d'un cylindre ovale et d'une ou plusieurs colonnes de cérami
ques piézoélectriques ou de barreaux magnétostrictifs, ils ont les avantages suivants : ils sont 
compacts et ont un bon rapport puissance/poids ; ils sont capables de fournir une puissance 
acoustique élevée à une fréquence basse (au dessus de 300Hz); ils ont une très bonne résistance 
aux chocs ; ils peuvent être facilement associés en antennes compactes ; enfin, de nombreuses 
informations validées existent concernant leur comportement physique ... 

Il n'existe pas à l'heure actuelle de méthode analytique simple permettant la concep
tion du transducteur flextensionnel de classe IV. 

Le comportement mécanique du transducteur flextensionnel de classe IV implique un 
couplage complexe entre la vibration longitudinale du moteur et le mouvement de flexion de la 
coque. Il est néanmoins susceptible d'être représenté sous forme de schéma équivalent. Ce sché
ma peut être obtenu en assemblant le circuit représentant le moteur au circuit représentant la co-
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INTRODUCTION 

que, en utilisant les hypothèses suivantes : 

- le circuit moteur à une seule branche motionnelle correspondant au premier 
mode longitudinal, 

-le circuit coque à deux branches motionnelles pour représenter le premier mode 
de flexion et le deuxième mode de flexion ou le premier mode de membrane. 

L'objet de cette thèse est de proposer un modèle analytique simple pour l'analyse des 
transducteurs flextensionnels de classe IV, en vue de son optimisation. 

La méthode proposée consiste à étudier de manière simple les vibrations mécaniques de la co
que afin de déterminer les différents paramètres nécessaires à la mise en place du schéma équi
valent. De la même manière, on propose une méthode analytique pour pouvoir déterminer les 
paramètres du schéma équivalent du moteur. 

Ce rapport est divisé en cinq chapitres : 

Le premier chapitre est une présentation générale des transducteurs flextensionnels, 
avec différentes approches mathématiques utilisées pour ces transducteurs, et plus par
ticulièrement pour le transducteur flextensionnel de classe IV. 

Le deuxième chapitre est une présentation des techniques utilisées pour l'étude des 
transducteurs électroacoustiques utilisés en acoustique sous-marine; une présentation 
brève de la méthode des éléments finis nécessaire pour la comparaison avec les métho
des analytiques y est rappelée. La technique des schémas équivalents citée plus haut 
est enfin détaillée. 

Le troisième chapitre porte sur la mise en oeuvre de la méthode analytique proposée 
pour déterminer les deux premiers modes de résonance et du premier mode d' antiréso
nance mécanique de la coque. 

Dans le quatrième chapitre, après avoir appliqué une méthode analytique pour déter
miner le premier mode propre de vibration longitudinale des structures élastiques ad
mettant la même géométrie que les transducteurs Janus et Tonpilz ainsi que le moteur 
du transducteur de classe IV, pour valider 1' approche, 1' effet piézoélectrique est mis en 
évidence pour déterminer les fréquences (résonance et antirésonance) et les éléments 
nécessaires à la mise en place du schéma équivalent du moteur du transducteur flex
tensionnel de classe IV. 

Enfin le chapitre V constitue une validation des méthodes analytiques ; deux exemples 
de transducteurs flextensionnels seront traités successivement par la méthode analyti
que proposée et par celle des éléments finis afin d'établir une comparaison entre les 
résultats obtenus par ces deux méthodes. 
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CHAPITRE! 

CHAPITRE! 

Présentation générale des transducteurs flextensionnels 

Dans ce chapitre, après avoir rappelé l'intérêt et les applications des 
basses fréquences en acoustique sous-marine, nous présenterons dans 
un premier temps les transducteurs flextensionnels et dans un second 
temps nous présenterons, de façon détaillée, le transducteur flexten
sionnel de classe IV: géométrie, principe de fonctionnement et montage 
en antennes. 
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En acoustique sous-marine, l'évolution des systèmes sonars vers les basses fréquen
ces (100Hz à 1 ou 2kHz) a conduit au développement de structures de transducteurs origina
les autorisant la fourniture de puissances élevées pour un encombrement réduit. 
Ces sources permettent notamment d'augmenter la portée de détection ou d'activer des anten
nes linéaires. 

L'intérêt des basses fréquences est évident. En effet: 

Lorsqu'une onde acoustique se propage en milieu marin sur une distance D, elle subit des 
pertes d'énergie durant son trajet, appelées pertes de propagation (Transmission Losses : 
TL).Ces pertes de propagation s'expriment, en dB, sous la forme [1] : 

TL(d) = D(d) + a0d (I.l) 

Dans cette équation, le premier terme du membre de droite correspond aux "pertes par 
divergence" de l'onde. Il correspond à la propagation d'une onde en champ lointain. 

Le second terme est relatif aux pertes d'absorption d'énergie acoustique par le milieu fluide 
(absorption par diffusion de l'onde sur différents obstacles, prise en compte de la salinité, 
etc). 

TL(d): 
ao: 
d: 

pertes de transmission totales exprimées en dB, 
coefficient d'absorption en dB par do mètres, 
distance en d0 mètres, 

On utilise généralement pour distance de référence d0 = 1 mètre. 

En première approximation, le terme ao s'exprime en fonction de la fréquence f par: 

a0 en dB/rn et f en kHz 
(!.2) 

A partir de l'équation (1.2), il est facile de démontrer que, si l'onde sonore a une fréquence 
de 1 kHz, elle perd 3 dB de niveau sonore par absorption pour 300 km de propagation. Par 
contre, à 10kHz et sur la même distance, les pertes d'absorption s'élèvent à 300 dB! 

Bien que très approximatif, ce résultat montre que seules les ondes acoustiques de fréquences 
basses peuvent se propager sur de très longues distances sans être entièrement absorbées par 
le milieu. 

1 - 1 Application des basses fréquences en acoustique sous-marin 

Dans le domaine de l'océanographie, des projecteurs basse fréquence (100Hz, 3kHz) ont été 
utilisés [2] : 

a) pour repérer sur de très longues distances (des centaines ou des milliers de kilomètres) 
des flotteurs dérivant librement, utilisés pour analyser la circulation des eaux profondes 
de l'océan, 
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CHAPITRE! 

b) pour mesurer, sur des centaines de kilomètres, les variations du temps de parcours des 
ondes acoustiques (tomographie acoustique), ce qui apporte des informations sur les va
riations de la vitesse du son ainsi que sur d'autres paramètres physiques dans des bassins 
océaniques, 

c) pour transmettre des informations relatives au contrôle des systèmes offshore ou ve
nant des stations de monitoring ancrées (séismographie). 

Dans le domaine militaire, les basses fréquences sont utilisées en lutte sous-marine dans le but 
d'augmenter les portées de détection [3]. 

Le système sonar passif (Fig. l.l.a) repose sur le principe de la seule écoute des sons rayonnés 
par la cible. Or, depuis les années 80, des progrès considérables ont été réalisés en matière de 
discrétion acoustique des sous-marins, diminuant progressivement l'efficacité du sonar passif, 
même en basse fréquence. 

C'est pourquoi les avancées en matière de détection longue distance ne sont réalisées mainte
nant qu'au moyen des systèmes sonars actifs basse fréquence (Fig. l.l.b), suivant un concept 
relativement neuf connu sous le nom d'activation acoustique des antennes passives. Selon ce 
concept, un projecteur, émettant sur une fréquence comprise dans une fenêtre d'écoute d'une 
antenne passive associée et immergée à la même profondeur que celle-ci, est utilisé pour accroî
tre les performances de détection. Ce projecteur doit alors fonctionner dans une gamme de fré
quences très basses, dont la fréquence centrale est souvent de quelques centaines de Hertz. Dans 
leurs premières versions, ces systèmes sont restés monostatiques (Fig. I.l.c ). Enfin, combinant 
les divers avantages, la dernière évolution conduit maintenant au concept de phare acoustique. 
Dans ce cas, le principe de base reste l'activation d'antennes passives mais le système est bis
tatique, le projecteur ou l'antenne de projecteurs étant immergé par un bâtiment auxiliaire, dif
férent des unités opérationnelles. Ces derniers, qui portent les antennes passives, restent ainsi 
totalement discrets (Fig. I.l.d). Ces phares sont nécessairement loin du champ d'action des uni
tés engagées et il faut, évidemment, que leur nombre reste relativement réduit. 
En conséquence, ils doivent non seulement être des émetteurs très basses fréquences, mais éga
lement disposer d'une très forte puissance, pouvoir être immergés dans les chenaux acoustiques 
ad'hoc et être capables de balayer tout 1 'horizon. Ils sont donc obligatoirement constitués par 
des antennes à projecteurs multiples. 
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Fig. l.l.a- Système sonar passif à antenne remorquée : 
schéma de principe. 

Fig. l.l.b- Système sonar actif et monostatique (sonar d'étrave ou de coque) : 
schéma de principe. 
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Fig. l.l.c - Système monostatique d'activation acoustique d'antenne passive 
(base d'émission dans le corps remorqué): schéma de principe. 

Fig. I.l.d - Système bistatique d'activation acoustique d'antenne passive 
(concept de phare, le phare étant ici 1' antenne lacunaire verticale) : 

schéma de principe. 
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1 - 2 Les projecteurs basses fréquences 

1 -2.1 Utilisation des projecteurs basses fréquences en acoustique sous-marine 

La conception d'antennes de projecteurs électroacoustiques susceptibles de rayonner 
une onde acoustique dans l'eau à des fréquences inférieures au kiloHertz est un problème ardu, 
qui n'a reçu, à l'heure actuelle, que des solutions partielles. Les principales difficultés sont: 

-la nécessité d'exciter le transducteur dans une bande de fréquences centrée sur la fréquence 
de résonance fondamentale. Cette nécessité, inhérente au principe de fonctionnement des 
transducteurs [ 4] implique généralement que, si leur mode vibratoire est un mode de 
dilatation-compression, leur longueur est prohibitive. Elle impose donc le recours à d'autres 
modes, en particulier de type flexion, mais le couplage électromécanique est alors nettement 
plus faible et, de toute façon, les dimensions des structures restent importantes. Cette con
trainte pourrait, à terme, être moins sévère si l'utilisation de matériaux magnétostrictifs de 
type Terfenol [5] dont la rigidité est environ 3 fois plus faible que celle des céramiques pié
zoélectriques, devient technologiquement plus aisée, 

- la faible valeur de la résistance de rayonnement. Dans le cas d'une source monopolaire, 
quels que soient son principe de fonctionnement et sa forme, et lorsque les dimensions de 
la surface rayonnante sont faibles devant la longueur d'onde dans l'eau, la résistance de 
rayonnement dépend du carré de la fréquence. Il en est de même pour 1' amplitude de la 
pression rayonnée en champ lointain, à vitesse vibratoire volumique constante [4, 6]. Cette 
situation est la règle lorsqu'une fréquence d'émission inférieure au kiloHertz est recherchée. 
En conséquence, 1' efficacité du rayonnement décroît très rapidement avec la fréquence, ce 
qui implique des puissances d'excitation très importantes, elles-mêmes conditionnées par 
les diverses limitations mécaniques, électriques et thermiques des transducteurs [7, 8]. En 
outre, la faible valeur de la résistance de rayonnement se traduit par des coefficients de qua
lité élevés et, en conséquence, des largeurs de bande réduites. De ce fait, outre la forte ex
citation, il faut aussi recourir à des associations en antenne qui posent alors de délicates 
questions liées aux interactions acoustiques [9], 

-l'absence de directivité. Lorsque leurs dimensions sont faibles devant la longueur d'onde, 
les sources monopolaires ont une directivité nulle ou négligeable. Or, une directivité en site 
est souvent essentielle pour confiner 1' énergie émise dans les chenaux de propagation. La 
solution est, ici également, l'association en antenne, évoquée à la section précédente, 

- la nécessité d'une immersion profonde. La pression hydrostatique due à une immersion 
profonde complique généralement de façon conséquente la réalisation d'un transducteur : 
mise en place d'un système de compensation, augmentation de la force de précontrainte ... 
Bien qu'il ne soit pas spécifique au cas des projecteurs basse fréquence, ce problème est 
néanmoins compliqué par l'importance des volumes ou des puissances mis enjeu. 

On peut citer parmi les projecteurs basse fréquence de forte puissance : 
Les flextensionnels de classe IV et V, les résonateurs de Helmholtz, les Janus et Janus Hel
mholtz, ainsi que les bender bars. 
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1-2.2 Transducteurs flextensionnels 

Les transducteurs flextensionnels constituent une classe d' amplificateurs mécaniques, Ils se 
composent d'une partie active appelée moteur, généralement piézoélectrique (barreaux, dis
ques, anneaux), ou magnétostrictive, et d'une coque qui rayonne dans le fluide environnant. 
Leur fonctionnement comme leur nom l'indique, exploite la conversion du mouvement longitu
dinal ou radial de leur moteur en mouvement de flexion de leur coque, pour amplifier notable
ment la vitesse volumique et la puissance acoustique rayonnée dans le milieu fluide en contact 
avec la coque [10, 23]. 

K.D. Rollt [10] retrace l'histoire des transducteurs flextensionnels électroacoustiques. Le con
cept proposé par H.C. Hayes en 1929 et développé ensuite par W.J. Toulis à partir de 1960 a 
conduit à définir cinq classes de transducteurs flextensionnels classés de I à V suivant leur géo
métrie [13], présentés schématiquement (Fig. I.2), toutes destinées à fonctionner en basses fré
quences [10, 43]. 

1 -2.3 Description des cinq classes de flextensionnels 

Les transducteurs flextensionnels de type I ont été parmi les premiers étudiés [11,12]. Ils 
sont composés d'une colonne de céramique piézoélectrique reliée par une partie massive à une 
coque fermée, dont la forme admet exactement ou pratiquement une symétrie axiale. Dans la 
colonne, dont la cohérence est assurée par une tige de précontrainte, les céramiques sont sépa
rées par des électrodes et excitées en parallèle de façon à transférer le maximum d'énergie mé
canique. Les transducteurs flextensionnels de type Til fonctionnent suivant le même principe, la 
forme de la coque permettant de modifier l'amplification volumique. Les flextensionnels de 
type TI et V [13,16], utilisent les vibrations radiales d'un anneau et d'un disque de céramique. Ils 
ont diverses applications comme bouées émettrices. Leur coque est collée sur l'anneau ou le dis
que de céramique par une résine époxy. Dans le cas d'un anneau de céramique, un anneau ex
terne de précontrainte est souvent adjoint à l'ensemble. 
Les transducteurs de type IV sont composés d'un cylindre ovale et d'un moteur: un ou plusieurs 
barreaux de céramique piézoélectriques, ou moteurs magnétostrictifs. 

Bien que sensiblement différents du point de vue de la géométrie, tous les types de flexten
sionnels possèdent les mêmes propriétés : 

- une bonne adaptation acoustique au milieu fluide, procurant un rendement important, ob
tenue grâce à l'augmentation d'amplitude et de surface entre le moteur et la coque, qui con
duit à un accroissement notable de la vitesse volumique (Fig. I.3), 

- une largeur de bande plus importante, pour une taille donnée, que celle d'un transducteur 
classique, grâce à la flexion, 

- une densité de puissance par unité de volume très élevée (parfois triple), par rapport à celle 
obtenue avec un transducteur conventionnel utilisant les déformations de flexion (barreau 
en flexion, disque en flexion), 

-une densité de puissance par unité de masse également élevée (typiquement 60 watts par 
kg), 
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-un encombrement réduit. Ces transducteurs sont petits, comparés à la longueur d'onde de 
l'onde acoustique émise, et sont relativement légers, 

- une solidité et une fiabilité élevées. 

Le choix d'un transducteur peut se faire suivant deux directions: 

-classe du transducteur, 

- paramètres géométriques et physiques pour un type de transducteur donné : dimension et 
forme, nature des matériaux, conditions de montage. 

Par ailleurs, ce choix peut être réalisé pour ajuster ou optimiser des caractéristiques multiples : 
fréquence de résonance, coefficient de qualité du transducteur immergé (bande passante), puis
sance acoustique et profondeur d'immersion. 

Parmi tous ces transducteurs flextensionnels, le classe IV est celui qui a été le mieux compris et 
le plus étudié. 

classe r 

classe m 
-~· . 

. . 

classe rr 

classe !! 
classe III 

Fig. 1.2- Classes de transducteurs flextensionnels. 

1 -2.4 Historique et évolution des différents modèles mathématiques 

L'analyse mathématique du comportement des transducteurs flextensionnels est 
difficile, essentiellement à cause du grand nombre des variables à considérer. De fait, il 
n'existe pas, à l'heure actuelle, de modèle analytique simple permettant d'aider à leur con
ception. 
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C'est L.H. ROYSTER. qui le premier a proposé des modèles simplifiés permettant de décrire 
approximativement le comportement des flextensionnels de différentes classes [13-15]. Dans le 
cas des transducteurs de classe I et IV, le moteur de céramiques a été modélisé en admettant que 
le déplacement de la colonne est essentiellement longitudinal, c'est à dire en négligeant les effets 
de flexion. Dans un premier temps, le moteur a ainsi été assimilé à une barre homogène, suppo
sée fixée en son milieu (plan symétrie), soumise à un champ électrique constant et chargée à 
l'extrémité par une impédance complexe quelconque [13]. Le choix d'un champ électrique 
constant s'appuie alors sur le fait que la longueur de l'onde se propageant dans la colonne de 
céramique est supposée plus importante que l'épaisseur d'une céramique élémentaire, ce qui éli
mine les problèmes liés à la segmentation. Dans un deuxième temps, la technique des matrices 
de transfert a été utilisée, permettant de prendre en compte la segmentation de la colonne. Dans 
le cas d'un flextensionnel de classe V [ 14-16], le calcul du mode radial du disque de céramique 
a été réalisé en utilisant des fonctions de Bessel pour résoudre les équations de W.P. MASON 
[17] et A. TACHIBANA [18], Dans tous les cas, la coque du transducteur a été simplifiée. 
Pour les flextensionnels de classe I, L.H ROYSTER [13] a admis qu'un réseau de barres, con
nectées entre-elles par des masses concentrées, peut permettre une analyse dynamique conve
nable. Mathématiquement, le remplacement de la coque contenant un nombre infini de degrés 
de liberté par un modèle à nombre de degrés de liberté déterminé revient à résoudre le système 
d'équations différentielles caractérisant son comportement par une méthode aux différences fi
nies. 
Pour les systèmes de classe II, IV et V, R.A. NELSON et L.H. ROYSTER [14-16] ont directe
ment utilisé cette méthode, les équations du mouvement étant, dans ce cas, obtenues à partir du 
principe de conservation de l'énergie. Dans tous les cas, le problème du rayonnement est traité 
en utilisant une représentation approximative de la géométrie du transducteur. 
La répartition de la pression dans le champ proche et dans le champ lointain est obtenue pour 
une distribution de vitesse déterminée sur la surface, à l'aide d'intégrales de Helmholtz, le cou
plage fluide-structure étant pris en compte grâce à une méthode itérative développée par G. 
CHERTOCK [19]. 

1 - 3 Transducteur flextensionnel de classe IV 

1 -3.1 Principe de fonctionnement 

Dans la conception de la plupart des transducteurs sonar, un des objectifs est d'atteindre une 
puissance de rayonnement importante ayant la plus grand rendement électroacoustique possi
ble, sans négliger les autres impératifs tels la largeur de bande recherchée. La puissance acous
tique rayonnée par un projecteur dans une partie liquide infinie est, d'une part, une fonction 
prenant en compte le produit de la résistance de rayonnement [41] à la surface rayonnante du 
projecteur, qui est linéairement proportionnelle à 1' impédance acoustique spécifique du fluide 
et, d'autre part, un terme déterminé par le carré de la vitesse de vibration de la surface. Pour des 
géométries simples, où les dimensions de la surface ne sont pas grandes comparées à la longueur 
d'onde acoustique dans le fluide, les expressions de la puissance rayonnée deviennent relative
ment simples [24]. 

L'une des principales difficultés rencontrée lors de la conception de transducteurs basses fré
quences ( <5 kHz) et très basses fréquences ( <1 kHz) est de conserver un encombrement et un 
poids raisonnables. 
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La pression rayonnée par une source petite devant la longueur d'onde s'écrit: 

2 
P = Gpro ilV 

avec: 

G : fonction de Green, 
p : masse volumique, 
co: pulsation, 
.:1 V : déformé volumique de la source, 

En basses fréquences, c'est à dire lorsque co est faible, pour obtenir une puissance d'émission 
convenable, il est nécessaire d'avoir une forte déformation volumique. Le mouvement de 
flexion induit dans la coque entraîne généralement une variation de volume (c.a.d une vitesse 
volumique) importante et permet d'assurer un bon rayonnement. En effet, si, pour une forme 
ellipsoïdale, les noeuds de vibration du premier mode de flexion comme indiqué sur la figure 
(1.5) sont près des extrémités, il apparaît une différence importante entre les surfaces se dépla
çant vers l'intérieur et celles se déplaçant vers l'extérieur de la structure. 

noeud -- ------

-- -·-------

Fig. 1.3- Principe de fonctionnement du transducteur flextensionnel de classe IV. 
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1 -3.2 Description et géométrie 

Le transducteur flextensionnel de classe IV est formé d'une coque cylindrique, de section 
ovale, à 1' intérieur de laquelle est fixé un moteur piézoélectrique ou magnétostrictif. Le moteur 
piézoélectrique est constitué d'un ensemble d'anneaux ou de barreaux longitudinaux, montés 
dans le plan médian de la coque, suivant le grand axe, et régulièrement espacés (figure 1.4 et 1.5). 

La longueur du moteur est généralement choisie légèrement supérieure au grand axe de la co
que, son insertion est réalisée en déformant celle-ci. Après relâchement, les efforts de compres
sion lui assurant une précontrainte, sont ainsi appliqués. Ces efforts doivent être notablement 
supérieurs aux efforts de tension induits par la pression hydrostatique appliquée à la coque im
mergée lorsque des conditions de forte immersion sont requises, mais ils doivent toutefois rester 
inférieurs aux contraintes qui entraîneraient des réductions de couplages et des effets de dépo
larisation dans les céramiques. L'apparition des forces de tension dues à la pression hydrostati
que implique un compromis entre la puissance d'utilisation du transducteur et sa profondeur de 
fonctionnement, ce qui constitue une limitation importante à prendre en compte lors de sa con
ception. 

Un choix judicieux de l'excès de la longueur du moteur d'une part, de la rigidité de la coque 
d'autre part, permet de donner à la contrainte résiduelle sur les moteurs la valeur ad'hoc. Toute
fois, dans d'autres technologies, la précontrainte est obtenue à l'aide d'un enroulement filamen
taire entourant le moteur et elle ne dépend plus alors de la coque. 

Sous excitation électrique, les moteurs vibrent en dilatation-compression et leur mouvement est 
converti, via les liaisons, en mouvement de flexion de la coque. La fréquence de fonctionnement 
est choisie pour assurer la résonance mécanique de 1' ensemble sur son mode fondamental, qui 
correspond toujours au premier mode de flexion de la coque seule mais avec une fréquence plus 
élevée, compte tenu de la rigidité supplémentaire amenée par les moteurs. A cette fréquence, les 
dimensions du transducteur sont inférieures à la longueur d'onde dans l'eau et le projecteur se 
comporte acoustiquement comme une source monopolaire non directive. 

Pour assurer le montage du moteur dans la coque, des inserts métalliques sont placés aux extré
mités de ces moteurs. Par ailleurs, pour permettre la mise en place des flasques (plaques termi
nales) qui ferment le cylindre d'une part, l'assemblage mécanique de plusieurs transducteurs 
d'autre part, une poutre métallique est généralement insérée le long de l'axe de symétrie de la 
coque (Fig. 1.4). 

La coque du transducteur flextensionnel de classe IV est un élément critique car elle assure le 
rayonnement acoustique. Les premières réalisations ont été conduites à l'aide de coques en al
liage d'aluminium. Depuis 1985, des coques en composite verre-résine ont permis avec les mê
mes géométries, de réduire simultanément la fréquence de résonance, le coefficient de qualité 
mécanique dans l'eau et le poids [22]. 

Le moteur (colonnes de céramiques ou barreaux magnétostrictifs) utilisé dans des conditions de 
couplage électromécanique éloignées des conditions optimales est donc, généralement, sollicité 
sous très forte excitation. De ce fait, un volume maximal de matériau actif est toujours recherché 
et les problèmes de dimensionnement, notamment de la précontrainte, sont difficiles. 
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Plaque terminale In sert 

'---- moteur à anneaux de céramique 

Fig. 1.4- Description schématique d'un transducteur flextensionnel de classe IV (tiré de [51]) 

X-- x 

1 
Coque 

(métal ou composite) Poutre métallique Insert métallique 

Fig. 1.5 -Coque et moteur du flextensionnel de classe IV. 

Le transducteur flextensionnel, développé par W.J. TOULIS sur la base des travaux de H.C. 
HAYES dans les années 60 [10], est l'application même de cette nécessité qui consiste à maxi
maliser la déformation volumique d'un objet [21]. 
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Les flextensionnels de classe IV possèdent les avantages suivants : ils sont compacts et ont un 
bon rapport puissance/poids, ils sont capables de fournir une puissance acoustique moyenne et 
élevée à une fréquence basse, ils ont une très bonne résistance aux chocs ; ils peuvent être faci
lement associés en antennes, l'antenne émettrice ainsi constituée étant placée entre deux pla
ques rigides, comme indiquée sur la figure (1.6). 

L'association des transducteurs flextensionnels de classe IV en modules jointifs (plusieurs trans
ducteurs) ou en antennes lacunaires est technologiquement aisée et peut procurer des niveaux 
d'émission et des directivités élevées. Toutefois, compte tenu de la faiblesse des dimensions des 
projecteurs élémentaires devant la longueur d'onde, les problèmes d'interaction acoustique dans 
les modules ou les antennes sont posés de façon critique et doivent être impérativement pris en 
compte au niveau de la conception du système (asservissement des excitations électriques par 
exemple [51]). 

Enfin, de nombreuses informations validées existent concernant leur comportement physique, 
leur fabrication, et les interactions dans des antennes [9]. 

L'inconvénient majeur des flextensionnels de classe IV réside dans leur incapacité à supporter 
des grandes profondeurs. Cela est dû au fait que la pression hydrostatique sur la coque réduit la 
précontrainte du moteur et donc la puissance disponible [20]. Néanmoins, ce problème est par
tiellement résolu par les nouvelles méthodes de précontraintes (qui présentent d'autres incon
vénients) ainsi que par l'utilisation de coques de formes différentes, ou en insérant, au milieu 
du moteur, un système absorbant la déformation statique, mais quasiment rigide dynamique
ment. 

Fig. 1.6- Montage en antenne (tiré de [20]). 
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1 - 4 Conclusion 

Après avoir montré l'importance des basses fréquences en acoustique sous-marine et 
présenté les différentes classes de transducteurs flextensionnels nous avons souligné 
l'intérêt de l'utilisation des transducteurs de classe IV. 
En effet ce type de transducteur admet les avantages suivants : 

- la technologie de sa réalisation est bien maîtrisée, 
- 1' association des projecteurs élémentaires en modules jointifs ou en antenne est aisée, 
-une certaine connaissance des problèmes d'interaction est déjà acquise, aussi bien sur 

le plan théorique que sur le plan expérimental, 
- un gain de performance dû à 1' avènement des nouveaux matériaux : composites pour 

la coque et magnétostrictifs pour le moteur est plus que probable. 

A l'heure actuelle, il n'existe pas de modèle analytique pour l'étude et l'optimisation 
de ce transducteur. Dans le chapitre II, on présentera les différentes approches mathé
matiques qui ont été utilisées ces dernières années. De même, on présentera une tech
nique de schéma équivalent qui permet de séparer les contributions de la coque et du 
moteur. 
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CHAPITRE II 

Présentation des différentes approches 
pour l'analyse des 

transducteurs flextensionnels de classe IV 

L'objet de ce chapitre est de rappeler, dans un premier temps, les diffé
rentes approches mathématiques utilisées pour l'étude des transduc
teurs flextensionnels de classe IV, dans un deuxième temps, la méthode 
des éléments finis utilisée pour l'étude des transducteurs piézoélectri
ques et enfin une technique de schéma équivalent permettant de déter
miner les caractéristiques d'un transducteur flextensionnel de classe 
IV, ce schéma se compose de : 

- un schéma équivalent global déduit de la modélisation numérique 
par éléments finis (AT/LA), 

- un schéma équivalent permettant de séparer la contribution du mo
teur d'une part, celle de la coque d'une autre part, le moteur étant 
représenté par une branche motionne lie et la coque par deux bran
ches motionnelles montées en parallèle [40]. 

L'intérêt de l'utilisation de ce dernier schéma réside dans la possibilité 
de séparer les contributions de la coque et du moteur. 
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II - 1 Des différentes analyses mathématiques utilisées pour le transducteur 
flextensionnel de classe IV 

G.A. BRIGHAM [24-26], a développé, pour les flextensionnels de classe IV, un modèle qui 
traite les différentes parties du transducteur (coque, moteur, fluide) séparément. La théorie des 
cylindres segmentés, présentée par G.E. MARTIN [27] est alors utilisée pour l'étude dynami
que des barreaux piézoélectriques à partir de matrices de transfert. 

Dans un premier temps, l'étude de la coque est réalisée en intégrant le fait que la longueur lm 
d'un module, représenté schématiquement par la figure (ILl), est généralement faible devant 
son périmètre P rn· Dans ce cas, l'état de contrainte peut être assimilé à celui d'un anneau ovale 
et les trois équations différentielles d'équilibre qui en résultent (deux pour les forces, une pour 
les moments), négligeant l'inertie de rotation, sont celles proposées par A.E.H. LOVE [28], de 
plus, en basse fréquence, les modes dans le plan de la section droite peuvent être exprimés à 
partir d'une seule équation, résolue en décomposant les champs de contrainte et de déformation 
en série de Fourier [25]. 

Les équations du mouvement sont : 

T(s t) aN(s t) iv 
-'- + --'- = ph(s)- + P (normale) 

r as at2 

aT(s t) N(s t) iw . --'---'- = ph(s)- + P (tangentielle) 
as r at2 

(II.l) 

avec, comme indiqué sur la figure (II.l) : 

T(s,t): effort tranchant, N(s,t): effort normal, t: le temps, p: la pression et s: l'abscisse 
curviligne. V et W représentent le déplacement normal et le déplacement tangentiel, p la masse 
volumique et h(s) l'épaisseur variable en fonction de s. 

En considérant que les différentes quantités harmoniques sont de la forme : 

-jrot 
V(8,t) = e V(8) ,avec: 

V(8) = L [V~cos (n8) +V~ sin (n8)] W(8) = L [W~ cos (n8) + w~ sin (n8) J 
n=O n=O (II.2) 

N(8) = L [N~cos(n8) +N~sin(n8)] T(8) = L [T~cos (n8) + T~ sin (n8) J 
n=O n=O 

les résultats obtenus, notamment le déplacement en tout point de la coque et la fréquence des 
différents modes présentent un bon accord avec les résultats expérimentaux. 

Dans un deuxième temps, l'étude du moteur (barreaux piézoélectriques) [26], a été conduite 
sous forme de schéma équivalent, en utilisant la théorie des ondes longitudinales. 
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Fig. ILl - Paramètres géométriques d'un module. 

W.J MARSHALL et al, [29],ont présenté, sur la base des travaux de G.A. BRIGHAM, 
un ensemble de formules simples permettant, pour des flextensionnels de classe IV, 
d'optimiser les différents paramètres de fonctionnement (fréquence de résonance des 
transducteurs dans l'air et dans l'eau, profondeur d'utilisation maximum, puissance 
acoustique émise, contraintes résultantes dans les barreaux de céramique, longueur 
de l'axe de plus grande dimension de l'ellipse, épaisseur de coque). De ces diverses ana
lyses, un certain nombre de remarques peuvent être déduites : 

- chaque code de calcul développé, sinon chaque méthode, est propre à un type de 
transducteur flextensionnel et dépend de manière assez critique de sa géométrie, 

- les modèles de coque employés sont souvent simples et mal adaptés pour décrire 
1' interface entre la coque et le moteur ou pour prendre en compte la courbure et la 
surépaisseur dans cette même région, 

- la prise en compte du rayonnement est généralement grossière et systématiquement 
chère en ressources informatiques. 

Parmi ces méthodes, seules les méthodes numériques lourdes type méthode des éléments finis 
permettent la prise en compte du fonctionnement complet d'un transducteur. C'est la méthode 
des éléments finis qui répond le mieux aux besoins ; plusieurs travaux dans ce domaine ont été 
réalisés grâce à cette dernière. Une présentation de cette méthode pour le cas de l'analyse des 
transducteurs électroacoustiques est largement détaillée dans [7 ,32,33]. La méthode des équa
tions intégrales seule ou couplée à la méthode des éléments finis, traite la partie du rayonnement 
dans un fluide. 
Les sections qui suivent rappellent brièvement les points principaux de ces deux méthodes. 
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ll - 2 Méthode des éléments finis 

II - 2.1 Présentation 

La méthode des éléments finis et ses applications dans le domaine de la mécanique ont donné 
lieu à l'écriture de nombreux ouvrages et à de très nombreuses publications. C'est une techni
que éprouvée pour décrire le comportement dynamique des structures de géométrie com
plexe. Les équations des éléments finis sont présentées en détail dans les travaux de G. DHATT 
et G. TOUZOT [34], O.C. ZIENKIEWICZ [36] et K.J. BATH [37], Elles sont présentées, pour 
les cas qui nous intéresse, dans la section suivante : 

II - 2.2 Présentation des différentes analyses nécessaires utilisées par la méthode 
des éléments finis 

Les différentes analyses nécessaires pour comparer les résultats des méthodes analytiques 
aux résultats donnés par la méthode des éléments finis sont présentées ci-dessous : 

II- 2.2.1 Analyse statique d'une structure élastique 

Si 1' on considère que la structure est soumise sur sa frontière à une force méca
nique, le système à résoudre est : 

(II.3) 

La résolution de ce système permet de déterminer le déplacement à l'équilibre en tout point de 
la structure, avec : 

matrice de rigidité mécanique, 

vecteur des forces nodales appliquées, 

T} vecteur des valeurs nodales du champ de déplacement, 

II - 2.2.2 Analyse modale d'une structure élastique 

La structure étant libre, ses modes propres purement élastiques sont fournis par : 

(II.4) 

où : [ M] , représente la matrice de masse cohérente du domaine solide. 

Pour le problème discret, cette équation est satisfaite pour un nombre fini de pulsations 
propres Cûi racines de l'équation: 
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(11.5) 

A chacune de ces pulsations est associé un mode propre de vibration ui, défini à une 
constante multiplicative près. 

II- 2.2.3 Analyse harmonique d'une structure élastique 

Pour l'analyse harmonique d'une structure élastique, on considère que la structure est 
soumise, sur sa frontière, à une force mécanique sinusoïdale de pulsation ro. Le système d' équa
tion est: 

(11.6) 

L'amplitude du déplacement à tous les noeuds est obtenue en résolvant ce système singulier 
pour les fréquences propres de la structure, la modélisation ne tenant pas compte de 
1' amortissement. 

II- 2.2.4 Analyse modale d'une structure piézoélectrique 

Les modes propres d'une structure piézoélectrique, libre mécaniquement, sont donnés 
par le système d'équations : 

(11.7) 

où: 

matrice piézoélectrique, 

matrice diélectrique, 

vecteur des valeurs nodales du potentiel électrique, 

ç vecteur des valeurs nodales de la charge électrique. 

Si toutes les électrodes sont à la masse (court-circuit), leurs potentiels électriques sont nuls. Les 
valeurs propres du système d'équations obtenues sont les pulsations de résonance. Si le système 
est électriquement isolé (circuit ouvert), la somme des charges nodales sur chaque électrode est 
nulle. Les valeurs propres du système obtenu sont les pulsations d'antirésonance. 

II- 2.2.5 Analyse harmonique d'une structure piézoélectrique 

Si la structure piézoélectrique étudiée est mécaniquement libre et excitée sinusoïdalement 
par 1 'intermédiaire de ses électrodes, le système d'équation devient : 
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(II.8) 

Connaissant l), il est possible de déterminer le vecteur Q 
- - p 

(II.9) 

Si la structure possède une seule électrode chaude, l'intensité du courant électrique qui la 
pénètre peut s'écrire : 

(II. lü) 

et il est possible de calculer l'admittance Y par la relation : 

(II.ll) 

II - 2.3 Présentation du code de calcul A TILA 

Le code de calcul ATILA : "Analyse des Transducteurs par Intégration des équations de 
Laplace"[35], utilise la méthode des éléments finis. Il a été développé par le laboratoire 
d'acoustique de l'ISEN, spécifiquement pour permettre la modélisation de transducteurs 
rayonnant dans un fluide, mais peut être utilisé pour effectuer l'analyse statique, modale et har
monique des structures élastiques, piézoélectriques ou magnétostrictives immergées ou non. Il 
peut être utilisé pour modéliser des géométries à symétrie axiale, bidimensionnelles ou tridi
mensionnelles et prendre en compte la périodicité d'une structure à une ou deux dimensions. 
Son aptitude à décrire le comportement de différents transducteurs et la précision des résultats 
obtenus ont été vérifiés grâce à la modélisation de nombreuses structures différentes et la com
paraison entre résultats numériques et expérimentaux. 
La bibliothèque d' ATILA, possède en majorité des éléments isoparamétriques à interpolation 
quadratique qui permettent une description simple des surfaces courbes. Ils peuvent être à deux 
où trois dimensions et de formes variées, ils sont répertoriés ci-après : 

-éléments mécaniques (structures élastiques), 
- éléments composites, 
- éléments piézoélectriques, 
- éléments magnétostrictifs, 
- éléments fluides, 
- éléments interfaces, 
- éléments rayonnants. 

II - 3 Diffusion acoustique et équations intégrales 

En ce qui concerne 1' étude de la diffusion acoustique par un corps élastique, deux méthodes sont 
susceptibles de décrire ce problème : 
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- méthode des éléments finis, 
- méthode des équations intégrales, 
ou couplage des deux méthodes. 

La méthode des équations intégrales est une méthode numérique éprouvée bien adaptée à 1 'étu
de de géométries quelconques. Par rapport à la méthode des éléments finis, elle prend en compte 
exactement la condition de rayonnement et rend inutile le maillage du milieu fluide environnant 
en restreignant celui-ci à la surface de la structure. Cette dernière caractéristique permet d' aug
menter la fréquence de calcul. 

La diffusion acoustique dans le fluide est régie par l'équation de Helmholtz. En général, il 
n'existe pas de solution analytique au problème précédent. Il peut alors être avantageusement 
remplacé par une formulation intégrale. 

Dans la section suivante, nous présentons brièvement le code de calcul EQI (équations intégra
les) qui a été développé à l'ISBN [38-39] 

II - 3.1 Présentation du code de calcul EQI 

EQI est un code équations intégrales spécialement développé pour simuler le comportement 
acoustique de structures tridimensionnelles immergées dans un fluide d'extension infinie. S'il 
y a lieu, il prend en compte tout type de symétrie par rapport à un, deux ou trois plans orthogo
naux. Trois types d'analyses harmoniques sont possibles : rayonnement à partir d'un champ de 
déplacement donné ; diffraction à partir d'une onde incidente plane donnée ; interaction fluide
structure par identification des matrices d'impédances en vue de leur prise en compte par un 
code éléments finis. Il fournit la pression sur la surface extérieure et, suivant l'étude envisagée, 
en déduit par post-traitement la pression dans le fluide à distance finie ou infinie (diagrammes 
de directivité de rayonnement ou de diffraction bistatique ou monostatique), l'impédance de 
rayonnement et les coefficients d' autodiffraction. Il a déjà permis la modélisation de structures 
variées : transducteurs flextensionnels, antennes acoustiques, sous-marins et cibles de formes 
complexes. 

La validation du code a été effectuée par de nombreuses comparaisons avec des solutions ana
lytiques. 

ll - 4 Technique des schémas équivalents 

L'association, observée au niveau des équations différentielles associées, entre phénomènes 
électriques et mécaniques dans certains systèmes constitue l'élément technique de base des 
transducteurs électroacoustiques [4]. Une relation fonctionnelle unique existe entre les variables 
électriques et mécaniques qui caractérisent les systèmes. 
L'annexe IV présente un résumé des analogies (force-tension) électromécaniques classiques. 

II - 4.1 Circuits électriques équivalents pour les transducteurs 

Le schéma équivalent d'un système électromécanique quelconque est généralement considéré 
comme un assemblage de paramètres R, L et C, les effets sur le circuit électrique ainsi obtenu 
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seront les mêmes que ceux du système électromécanique lui même, au moins dans une certaine 
bande de fréquences [ 4]. 

Il est généralement utile de décrire le phénomène de transduction dans un matériau ou dans 
un transducteur en terme de coefficient ou facteur de couplage électromécanique, celui-ci est 
calculé à partir de la transformation d'énergie électrique et mécanique. Pour un circuit équiva
lent simple représenté par la figure (II.2), le coefficient de couplage peut être calculé à partir des 
fréquences de résonance et d' antirésonance par la formule : 

(II.12) 

où k représente le coefficient ou facteur de couplage électromécanique, fr : la fréquence de 
résonance et fa la fréquence d'antirésonance. 

Ce qui fait apparaître k2 comme un rendement de transduction. 

Fig. II.2- Circuit R-L-C. 

Dans le paragraphe suivant, les transducteurs flextensionnels de classe IV sont décrits à 1' aide 
de schéma équivalent pour obtenir leurs caractéristiques : 

- un schéma équivalent global, dont les composantes sont calculées numériquement 
pour avoir: les valeurs de la fréquence de résonance, de la fréquence d'antirésonance, 
de la capacité basse fréquence et du déplacement basse fréquence en bout du petit axe 
du projecteur complet. 

- un schéma équivalent obtenu en assemblant le schéma équivalent du moteur et un 
schéma équivalent deux modes à constantes localisées de la coque [40]. 

Etant donné que ce dernier schéma nous aide à distinguer les contributions de la coque de celles 
du moteur, nous pourrons donc mener séparément leur optimisation. 

II - 4.2 Schéma équivalent du transducteur flextensionnel de classe IV 

Suivant une approche classique, le comportement électromécanique du transducteur 
peut être représenté, autour de la fréquence de résonance fondamentale par un schéma 
équivalent à constantes localisées [4]. 
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Ce schéma est représenté par la figure (II.3.a). A vide, il se compose de la capacité bloquée C0 
(F), d'un transformateur électromécanique de rapport Nm (N/V, C/m) et d'une branche mo
tionnelle formée de l'association série de la compliance équivalente c (miN) et de la masse 
équivalente l (Kg). A 1' aide d'une transformation classique, ce schéma peut être réduit à 
un schéma purement électrique, celui de la figure (II.3.b), avec les relations suivantes: 

L = l/N2 et C = N 2 c rn rn (11.13) 

Si le transducteur rayonne en milieu fluide, la branche motionnelle contient de plus 
l'impédance de rayonnement Zf' (annexe III) souvent constituée d'une résistance de rayonne
ment rr (Ns/m) et une masse ajoutée Ir (Kg), comme indiqué sur la figure (11.3.c). <!>étant la ten
sion appliquée au projecteur, 1 l'intensité du courant entrant. La quantité circulant dans la 
branche motionnelle est la vitesse vibratoire v de l'extrémité du petit axe, supposée constante le 
long de la génératrice. 

Il- 4.2.1 Identification des éléments du schéma 

Pour pouvoir identifier les différents éléments du schéma, deux modélisations 
numériques sont nécessaires, la première relative à la structure seule, à l'aide de la méthode des 
éléments finis et du code ATILA, la seconde relative à l'impédance de rayonnement, à l'aide de 
la méthode des équations intégrales et du code EQI. 

Par la méthode des éléments finis on peut, grâce à l'analyse modale déterminer les premiers mo
des de vibration. Par une analyse harmonique conduite en très basse fréquence (0- 50 Hz), on 
détermine la capacité équivalente au projecteur CBF et 1' amplitude du déplacement à l'extrémité 
du petit axe v8 p, constante dans cette bande. 

a) Transducteur dans l'air. 

En utilisant les notations de la figure (11.3) : l'identification des éléments du schéma 
s'effectue alors comme suit. Les fréquences de résonance et d' antirésonance du premier mode 
donnent les relations : 

f = _!__1_ 
r 21tJLë 

et (II.14) 

Si C8 p est la capacité basse fréquence et V8 p le déplacement à l'extrémité du petit axe calculé 
en basse fréquence déduits du modèle éléments finis et pour 1 Volt d'excitation, on a : 

(11.15) 
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I l:Nm ... 

~r 
1 1 ... 0000 l c 

-~Co 
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T -r-

l 
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1 1 
0000 l L c ~ TCo T 

(b) 

I 

____.. c 
v l 

9zr 
----------------~ 

(c) 

Fig. II.3 -Schémas équivalents du flextensionnel : (a) schéma électromécanique 

à vide, (b) schéma électrique à vide, ( c) schéma électromécanique 
incluant le rayonnement. 
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Des équations (II.13) et (II.l4), on déduit les valeurs des différents paramètres du circuit, qui 
sont: 

(11.16) 

A partir des valeurs de CBF,vBF,fr et fa déterminées par la méthode des éléments finis, on peut 
reproduire grâce au schéma équivalent quasi-exactement les comportements mécanique 
et électrique du projecteur. 

b) Fonctionnement dans un fluide lourd environnant. 

Dans le cadre de l'analyse par la méthode des équations intégrales, le code EQI permet 
de déterminer le champ de pression en tout point de la surface du projecteur de même qu'en 
champ lointain. Un postprocesseur calcule enfin l'impédance de rayonnement (annexe IV), au 
sens de L.L. FOLDY [39,41]. 

Le champ de déplacement utilisé comme référence par EQI, est celui calculé dans l'air à l'aide 
du code ATILA à la première fréquence de résonance. 

Le schéma équivalent complet devient celui de la figure (II.3.c). 

II- 4.3 Elaboration d'un schéma équivalent du transducteur à partir des contri
butions séparées de la coque et du moteur 

II- 4.3.1 Principe 

Classiquement, le schéma équivalent du moteur est celui de la figure (II.4.a). La variable 
u représente la vitesse à l'extrémité libre de la colonne. 

La représentation la plus simple de l'impédance zc est une branche résonante série formée de 
l'association d'une compliance équivalente c1 et d'une masse équivalente 11 (Fig. II.5), telles 
que: 

f - ..!__1_ 
1 - 21t 'lC 

.J' 1'"'1 

(11.17) 

Où f1 est la première fréquence de résonance de la coque libre. Toutefois, cette représentation 
s'avère incorrecte lorsqu'on l'utilise. En effet avec un tel modèle, on a: 

(11.18) 
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<l> 

~u~ 
(a) 

(b) 

u ... 
1 

f l u ~ Z, 
......... 
f 

(c) 

Fig. II.4- (a) schéma équivalent du moteur seul, (b) schéma équivalent 
du projecteur faisant apparaître les contributions du moteur et 
de la coque, ( c) schéma équivalent correspondant à la coque. 
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Or, la compliance de la coque est toujours très nettement supérieure à celle du moteur (c1>>cm). 
De même, sa masse est également supérieure, mais dans un moindre rapport 11>lm). En consé
quence: 

1 1 
f=--
r 21t JCT 

A/"'m'l 

(II.l9) 

Relation dans laquelle la seule raideur qui intervienne est celle du moteur et qui donne une va
leur de fr beaucoup trop élevée. Un autre argument réfute ce schéma. De fait, compte tenu de la 
faible valeur de cm, l'amplitude vibratoire de l'extrémité du grand axe, u1, est très faible. 

Or le premier mode de résonance de la coque représenté schématiquement par la figure (11.5.a) 
est tel que l'amplitude vibratoire vi à l'extrémité du petit axe est du même ordre que ui. En con
séquence, vI est aussi très faible, ce qui est opposé au principe de fonctionnement du 
flextensionnel. 

Une représentation correcte s'obtient simplement en incorporant dans Zc une seconde branche 
motionnelle formée de 12 et c2, en parallèle sur la première et correspondant à la seconde 
résonance (Fig. II.S.b). En effet, dans ce cas, l'impédance totale Zr de la branche motionnelle 
(Fig. 11.6) est donnée par : 

(II.20) 

où y" y2 et Y rn sont les admittances des branches motionnelles 1 et 2 de la coque et du moteur. 

La figure (Il.6) montre alors que la fréquence de résonance du projecteur fn correspondant à 
Zr= 0 est cette fois beaucoup plus proche de fi, voisine de la fréquence d'antirésonance de la 
coque fe pour laquelle y1+y2 =O. 

De plus, le second mode de la coque, représenté par la figure (Il.5.b) est telle que u2 et v2, con
trairement au premier mode, sont du même signe. En conséquence, quand y 1+y2 est quasi nulle, 
ui et u2 sont opposés et vi et v2 sont de même signe, ce qui autorise une vitesse vibratoire 
v= v1+v2 à l'extrémité du petit axe très supérieure à u = ui+u2, conformément au principe de 
fonctionnement du flextensionnel. 

Les sections suivantes vont permettre l'identification du schéma équivalent de la coque (l -
4.3.2.1), l'identification du schéma équivalent du moteur (I- 4.3.2.2), puis la construction du 
schéma équivalent du projecteur complet (l- 4.3.2.3). 

Dans le chapitre V, nous traiterons deux exemples de transducteurs où d'identification des dif
férents schémas présentée ici, sera appliquée. 

II- 4.3.2 Détermination des différents paramètres 

a) Schéma équivalent de la coque 

Dans cette section, on présente le schéma équivalent de la coque seule, à une branche 
représentant son premier mode puis à deux branches représentant ces deux premiers modes. · 
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Fig. II.5.a- Schéma équivalent du projecteur avec une coque 
monomode et description du premier mode de la coque 
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Fig. II.5.b- Schéma équivalent du projecteur tenant compte de deux 
modes de coque et description du second mode 
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Y2 

Y rn 

( 

Fig. II.6 - Variations avec la fréquence des admittances des deux modes de coque 
(y1 et y2) et du moteur (Y rn) et détermination graphique de la fréquence de 
résonance du projecteur fr. fe est la fréquence de la coque telle que : y 1 +y 2 = 0. 
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Du schéma équivalent de la figure (II.5.b) on a: 

f =}__1_ 
2 21t 'ïC 

,J'2"'2 

(II.21) 

où f1 et f2 représentent respectivement la première et la deuxième fréquence de résonance des 
deux premiers modes propre de la coque seule. Lorsqu'on est en basse fréquence, on a: 

(II.22) 

c 1 et c2 sont les compliances de la coque, uBF est le déplacement de l'extrémité du grand axe en 
basse fréquence. 
u le déplacement à l'extrémité du grand axe est défini par: 

(II.23) 

quand u = 0, la fréquence correspondante est celle du mode d' antirésonance mécanique notée fe. 
On obtient donc dans ce cas : 

1 + 1 = 0 

(r w __ 1 ) (r w __ 1 ) 
lccw 2ccw 

1 c 2 c 

(ll.24) 

Des équations(II.21-11.24) on déduit les valeurs des deux masses 11 et 12 : 

(II.25) 

de la même manière on détermine les valeurs des deux compliances c1 et c2 

(II.26) 

b) Schéma équivalent du moteur 

Si on note: 

lm : masse équivalente du moteur, 
cm : compliance équivalente du moteur, 
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c0 capacité bloquée, 
fnn fréquence de résonance du moteur, 
fam fréquence d'antirésonance du moteur, 
Nm rapport du transformateur électromécanique, 

Du schéma équivalent de la figure (II.4 (a)), on a: 

1 c ro2 = 1 rn rn r (II.27) 

(II.28) 

Des relations (II.27) et (11.28), on déduit les fréquences de résonance et d' antirésonance du 
moteur, exprimées si après par : 

frm 
1 

= 
2rtJ1mcm 

(II.29) 

fam 
1 cm +co 

= 
2rt 1mcmc0 

L'admittance du moteur en basse fréquence est: 

(II.30) 

A partir des équations (II.27-II.30), on détermine les paramètres du schéma équivalent du 
moteur, qui sont: 

c = Y(ro) [1- ro;] 
rn ro 002 

a 

Y(ro) 00; 
c ----

Om - ro ro2 
a 

(II.31) 

cp 
N =------

rn u ro(-1- -1 ro) 
0 c ro rn 

rn 

(II.32) 

II- 4.3.3 Schéma équivalent du projecteur complet 

A partir des deux schémas équivalents du moteur (Fig. 11.4) d'une part, celui de la coque 
seule (Fig. 11.5) d'autre part, il est facile de déduire le schéma global du projecteur. Ce schéma 
est représenté par la figure (II.5.b ). 

Si conformément à l'utilisation normale du flextensionnel, la vitesse vibratoire intéressante est 
celle de l'extrémité du petit axe v, alors le calcul est aisé. A l'aide du schéma équivalent de la 
figure (11.5.b), les composantes modales u1 et u2 de la vitesse u sont calculées en fonction 
de la fréquence. Ensuite, on considère que: 

(II.33) 
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où les coefficients a 1 et a2 sont définis par : 

(II.34) 

u1 et u2 représentent le déplacement, du bout du grand axe de la coque, du premier mode et du 
second mode respectivement, v 1 et v2 ceux du petit axe. 

II - 4.4 Caractéristiques du projecteur complet 

Si on dispose du schéma équivalent complet à deux branches, le schéma équivalent global de 
la section (I- 4.2.1.1) peut être facilement retrouvé. En effet, la fréquence de résonance fr du 
projecteur complet est alors la racine positive la plus faible de l'équation bicarrée: 

(II.35) 

La fréquence d' antirésonance est solution de la même équation obtenue en remplaçant cm par 
c' rn dans l'équation (II.35) telle que: 

(II.36) 

(II.37) 

La capacité basse fréquence est : 
N 2 c (c1 +c2) 

C - C + rn rn BF - o -=c:.-.::;+'--c__.:._+_c--'-
1 2 rn 

(II.38) 

et le déplacement basse fréquence au bout du petit axe est obtenu par : 

(II.39) 
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ll - 5 Conclusion 

Pour déterminer les caractéristiques des transducteurs flextensionnels de classe IV, 
leur schéma équivalent global peut être déterminé numériquement. Ces mêmes carac
téristiques peuvent être obtenues à partir d'un schéma équivalent où les contributions 
de la coque et du moteur sont séparées. Ce schéma peut être obtenu en assemblant le 
circuit représentant le moteur (circuit à une seule branche motionnelle correspondant 
au premier mode longitudinal) au circuit représentant la coque (circuit à deux branches 
motionnelles correspondant aux deux premiers modes de la coque). 

C'est grâce à ce dernier schéma que 1' on peut déterminer les caractéristiques des trans
ducteurs complets analytiquement en menant une étude (analytique) de la coque et du 
moteur. 

Pour cela, nous avons besoin de connaître : 

-les fréquences de résonance des deux premiers modes ainsi que la fréquence d'anti
résonance mécanique de la coque, le déplacement en basse fréquence en bout du 
grand axe et les rapports des déplacements en bout du grand axe 1 déplacements en 
bout du petit axe des deux premiers modes. 

- les fréquences de résonance et d' antirésonance du moteur seul, la capacité et le dé
placement en bout du moteur en basse fréquence. 

Dans le chapitre III nous présentons la méthode analytique pour 1' étude de la coque, et 
de la même manière, dans le chapitre IV une méthode analytique pour l'étude du mo
teur sera présentée. Les résultats de ces deux méthodes seront comparés à ceux obtenus 
par la méthode des éléments finis. 
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CHAPITRE Ill 

Détermination analytique des caractéristiques de la coque 

Comme nous l'avons indiqué dans le chapitre précédent, pour avoir le 
schéma équivalent d'un transducteur flextensionnel de classe IV, il faut 
connaître pour sa coque : 

- les deux premiers modes et leur fréquence : f 1 et f2> 
- la fréquence d' antirésonance mécanique : fo 
- le déplacement en basse fréquence en bout du grand axe, 
- les rapports des déplacements (déplacement en bout du grand axe 1 
déplacement en bout du petit axe) des deux premiers modes de réso
nance. 

Parmi les différents coques des transducteurs flextensionnels de classe 
IV, nous allons nous limiter dans le cadre de cette étude aux coques à 
épaisseur constante. 

Ce chapitre présente une méthode analytique simple [ 30] permettant de 
déterminer les différents paramètres cités plus haut. Pour le premier 
mode de la coque, le principe de RAYLEIGH [44] est utilisé; ce même 
principe sera appliqué pour déterminer le mode de membrane. 

Pour la seconde fréquence de résonance et la fréquence d'antirésonan
ce mécanique de la coque, la méthode utilisée ici est fondée sur le prin
cipe des coefficients de flexibilité [ 45]. 

La géométrie de la coque est définie en détail, ainsi que les modélisa
tions utilisées par AT/LA. Pour comparer les résultats analytiques aux 
résultats de la méthode des éléments finis, il est nécessaire de recourir 
à plusieurs analyses. 

Pour pouvoir appliquer les deux principes cités plus haut, on a besoin 
de connaître le champ de déplacement, pour cela, une méthode énergé
tique utilisant les formules de BRESSE [46] est présentée. 
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III - 1 Géométrie de la coque 

Nous nous intéresserons dans cette thèse à des coques dont la géométrie d'une section est 
définie (Fig. liLl), elle admet deux rayons de courbure ret R, le matériau utilisé étant l'alumi
nium (AU4G). Les coques en matériaux composites étant à épaisseur variable ne seront pas trai
tées dans cette thèse. 

Les différents paramètres géométriques de la coque sont ; 

- r rayon de courbure moyen de la région 1, 
- R rayon de courbure moyen de la région 2, 
- ga grand axe moyen, 
- J angle délimitant la région 1 de la région 2, 

Connaissant r, Ret ga, on déduit la valeur de j, délimitant les deux régions, comme suit: 

--r 

[

ga l 
<p = acos -

2
-

R-r 
(III-1) 

Pour alléger l'écriture, on défini deux paramètres A et B tels que pour des valeurs der, Ret ga 
constantes, on a : 

A= (1- e) cos<p 
r avec: E =-
R 

(III-2) 

B = (1- e) sin<p 

Les coordonnées cartésiennes d'un point M(a), défini par son angle a, de la région 1, o ~a~ <p 

sont définies par : 

= R (A+ ecos a) 

= Resina 

Les coordonnées cartésiennes d'un point M(a), de la région 2, sont définies par: 

{

x2 (R, a) 

y2 (R, a) 

= Rcosa 

= R (sin a-B) 

(III-3) 

(III-4) 

Les indices 1 et 2 rappellent les positions des points dans les régions 1 et 2 respectivement. 
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Fig. III.l - Géométrie et paramètres géométriques de la coque. 
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III- 2 Utilisation de la méthode des éléments finis 

III - 2.1 Présentation des différentes analyses nécessaires 

Les différentes analyses nécessaires pour comparer les résultats des méthodes analyti
ques aux résultats donnés par la méthode des éléments finis sont celles du paragraphe (II- 2.2) 
chapitre (Il) : une analyse statique pour pouvoir vérifier le champ de déplacement de la coque, 
une analyse modale pour déterminer les deux premiers modes de la structure et les deux premiè
res fréquences correspondantes et enfin une analyse harmonique pour déterminer la fréquence 
de coupure de la coque. 

III - 2.2 Modélisation 

La modélisation choisie pour l'analyse de la coque est définie par la figure III.2.a et re
présente un quart de la structure : ceci est possible à cause des deux plans de symétrie P 1 et P2 
(Fig. III.1) en 2 dimensions, du fait que la structure est longue, on applique l'hypothèse des dé
formations planes. Elle comprend dix éléments à huit noeuds, deux éléments pour la partie cor
respondant au petit rayon de courbure et huit éléments pour le grand rayon de courbure. Le 
choix de cette modélisation a été retenu après avoir testé d'autres modélisations présentées dans 
la section suivante. 

III - 2.3 Résultats 

Les résultats obtenus par l'analyse bidimensionnelle à 10 éléments sont proches des 
résultats ayant été obtenus lors de l'analyse bidimensionnelle à 20 éléments (quadrilatères à 8 
noeuds) (Fig. III.2.b), puis par une analyse tridimensionnelle à 10 éléments facettes pour les 
coques minces, (quadrilatères à 8 noeuds en 3D) (Fig. III.2.c) et enfin par une analyse tridi
mensionnelle par des éléments hexaèdres à 20 noeuds (Fig. ffi.2.d) ; pour une coque en alumi-: 
nium d'épaisseur h= 20 mm, un grand rayon R = 500 mm, U:n grand axe moyen ga = 500 mm et 
pour différentes valeurs du petit rayon variant de 30 à 60 mm, la longueur de la coque pour les 
analyses tridimensionnelles est de 41.5 mm. Le choix des dimensions de la coque relève du fait 
que les études numériques et expérimentales faites sur le transducteur fl.extensionnel de classe 
IV [21], montrent que :le rapport grand axe/ petit axe ne doit pas excéder 3. Dans le cas des 
coques mentionnées plus haut, le rapport grand axe petit axe varie de 2.4 à 3. Les valeurs de la 
première et de la seconde fréquence de résonance obtenues par les différentes analyses de la 
méthode des éléments finis, sont regroupés dans le tableau (III.1). 

Ces résultats montrent que 1' accord est parfait entre les valeurs des différentes modélisations et 
que le choix de la représentation de la figure ffi.2.a est valable. C'est cette modélisation qui va 
servir de référence pour les différentes comparaisons avec les méthodes analytiques. 

A noter que le plus grand écart entre ces valeurs, n'excède pas 1.4% pour la première fréquence 
et 3% pour la deuxième fréquence. Ces plus grands écarts sont obtenus en comparant les résul
tats donnés par 1' analyse en 3 dimensions par des éléments facettes avec les autres résultats, ceci 
peut s'expliquer par le fait que les éléments facettes sont des éléments plans et ne correspondent 
pas parfaitement à la structure. 
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f1 f1 f1 f1 f2 f2 f2 f2 

~~ 
2Dà 10 2Dà20 3D à 10 3Dà20 2Dà 10 2Dà20 3Dà20 3Dà20 
éléments éléments éléments éléments éléments- éléments- éléments éléments 

quadrilatè- quadrilatè- facettes hexaèdres quadrilaters quadrilaters facettes hexaèdres mm 
res res 

30 

40 

50 

60 

380. 379. 380. 380. 2025. 2014. 2066. 2023. 

372. 369. 372. 371. 1990. 1978. 2034. 1988. 

364. 360. 364. 364. 1960. 1945. 2004. 1960. 

357. 352. 356. 357. 1932. 1913. 1974. 1931. 

Tableau III.1 : 1ère et ime fréquence en Hz pour les coques de grand rayon, R = 500. mm, 
h = 20. mm et pour différentes valeurs de r. 

Les figures (III.3.a, III.3.d) représentent les 4 premiers modes et leur fréquences correspondan
tes obtenus par ATILA pour une coque en aluminium qui va servir de référence dans la suite, 
les paramètres géométriques de cette dernière sont : r = 50 mm, R = 500 mm et h = 20 mm, le 
grand axe moyen vaut 500 mm. Les dessins en pointillé représentent la coque au repos et ceux 
en traits pleins, la coque déformée. 

L 

Fig. III.2.a - Modélisation en 2 dimensions à 10 éléments. 
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Fig. III.2.b - Modélisation en 2 dimensions à 20 éléments. 

z 

)-x 

Fig. III.2.c - Modélisation en 3 dimensions à 10 éléments facettes. 
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Fig. III.2.d- Modélisation en 3 dimension à 20 éléments hexaèdres. 

~--------- ... ----
1 

L 

Fig. III.3.a- 1er mode de la coque, f 1=364 Hz. 
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L 

Fig. III.3.b- 2éme mode de la coque, f2= 1960Hz. 

L 

Fig. III.3.c- 3éme mode de la coque, f3 =4600Hz. 
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L 

Fig. III.3.d- 4éme mode de la coque, f4= 4855Hz. 

III - 3 Déterminations des déplacements des points d'une structure chargée 

Considérons une structure GG' à plan moyen, chargée dans son plan et repérée par un système 
d'axe oxy situé dans son plan (Fig. Ill.4.a). 

y 

s( P, c) 

s 
So 

G 

0 ~----------------------------------~ x 

Fig. 111.4.a- Structure chargée. 

La structure reposant sans frottement sur des appuis invariables, soumise à un système seP, C) de 
forces et de couples, (Fig. 111.4.a) se déforme. Pendant le chargement, les points d'application 
des forces fi se sont déplacés de li et les sections d'applications des couples Ci ont tourné de fi le 
système S a produit un travail t. Ce travail t ne dépendant que de 1 'état initial et de 1 'état final 
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peut être restitué, intégralement par la structure au cours du déchargement. Le travail est donc 
emmagasiné par la structure sous forme d'énergie potentielle ; cette énergie est le potentiel in
terne. 

E = I . (""' f. . À-+""' C. . m.) p 2 -"-' 1 1 -"-' 1 '1'1 
i i 

(III-5) 

Par ailleurs, le système s&, C) provoque dans une section S définie par 1 'abscisse s, un moment 
fléchissant M(s), un effort tranchant T(s) et un effort normal N(s), comme indiqué sur la figure 
III.4.b. 

N(s) 

Fig. III.4.b -Définition des sens pour N(s), T(s) et M(s). 

a) Expression de l'énergie potentielle en fonction de N(s), T(s) et M(s) 

N~s)l 
tl - -~-

S...._ds -+S' 

Fig. ID.4.c - Définition des déplacements et des rotations. 

-Sous l'action de l'effort normal N(s), la sectionS subit vis-à-vis de la section S' sup
posée fixe, une translation dirigée suivant N(s) et d'amplitude: 

s: = N(s). d 
UJ E. s s (III-6) 

-Sous l'action de l'effort tranchant T(s), le point G subit vis-à-vis de S' (supposée fixe), 
un déplacement dirigé suivant T(s) et d'amplitude : 

() = T(s) . ds 
2 G· SI 

(III-7) 

-De même sous l'action du moment fléchissant M(s), la section S' subit vis-à-vis de la 
sectionS une rotation d'angle: 
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dQ = M(s) · ds 
E · I 

E module d' élasticité longitudinale (module d'YOUNG), 
I moment d'inertie, 
r masse volumique, 
G module d'élasticité transversale défini par: G = 

2 
(1 E+ u) , 

S surface, 
S 1 surface réduite, 
h épaisseur. 

(III-8) 

En remplaçant les déplacement 81 et 82 et les rotations dQ par leur valeurs définies ci-dessus 
dans l'expression (III-5), l'énergie potentielle de la structure GG' s'écrit: 

(III-9) 

b) Application de la théorie du potentiel interne pour le calcul des déplacements 

Considérons toujours la structure GG' soumise à S, et appliquons au point A une force 
~ 

f dirigée suivant D. 

\ 

s(F) 

G 

\ 

~ 

f 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 

\ D 
\ 

\ 

Fig. III.5 - application d'une force suivant D. 

G' 

Sous l'action simultanée du système S( F) et de la force f, (Fig. III.5), la structure présente le 
potentiel: W(S+f). D'après le théorème de Castigliano, le déplacement d recherché s'écrit: 
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(III-1 0) 

Soient M(s),~(s) et T(s) le moment fléchissant, l'effort tranchant et l'effort normal provoqués 
par la force f dans la section de la structure considérée (isostatique ou isostatique associée). 
Le déplacement dans la direction D due à cette force compte tenu de l'équation (III-5), s'écrit 
d'après les équations de Bertrand de Fontviolant : 

0 = ~ . r ( [M(s)Nl(s) + T(s)T(s) + N(s)N(s)J )cts 
2 Js

0 
El GS1 Eh 

(III-11) 

Par le même principe, si on applique des couples à la structure, on peut déterminer la rotation 
de chaque section. 

Nous allons maintenant appliquer cette méthode pour pouvoir : 

- dans un premier temps, déterminer les déplacements de chaque point de la fibre moyenne 
de la structure puis la première fréquence de résonance de la coque paragraphe III - 4, 

- dans un deuxième temps, déterminer la seconde fréquence de résonance et la fréquence 
d' antirésonance mécanique de la coque par l'application du principe des coefficients de 
flexibilité, paragraphe III - 5, 

- dans un troisième temps, déterminer le mode membrane de la coque, 

Pour cela, nous avons utilisé l' hypothèse suivante : 

Les fibres rectilignes normales à la surface moyenne avant déformation restent, après 
déformation, rectilignes et normales à la surface moyenne déformée et ne s'allongent 
pas (hypothèse de KIRCHHOFF). Cette proposition permet de réduire un problème tri
dimensionnel à un problème à une ou deux dimensions, et revient à supposer que 1 'élé
ment ne supporte pas de déformation de cisaillement. 

Pour chacun des modes de la coque, fréquence et champ de déplacement correspondant, l'effet 
de 1' effort tranchant et 1' effort normal est pris en compte suivant son influence sur les résultats : 
la détermination du premier mode de la coque, seul, l'effet du moment fléchissant sera pris en 
compte. Pour la deuxième fréquence de résonance, la structure (1/4 de la coque) sera idéalisée 
avec un système de trois masses en tenant compte du moment fléchissant et de 1' effort tranchant. 
Enfin en ce qui concerne la fréquence d'antirésonance mécanique de la coque, la structure sera 
idéalisée avec un système de deux masses concentrées en tenant compte cette fois-ci du moment 
fléchissant, de l'effort tranchant et de l'effort normal. 
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III- 4 Détermination de la première fréquence de résonance 

Lors de 1' analyse modale par la méthode des éléments finis, le champ de déplacement de la co
que représenté par la figure III.3.a et qui correspond au premier mode montre que celui ci est un 
mode de flexion. D'où l'idée pour trouver un champ de déplacement équivalent est d'appliquer 
un chargement qui aurai le même effet sur la coque. On a choisi de charger la coque par une 
pression constante, uniformément répartie autour, comme indiqué sur la figure Fig. III.6.a. 

III - 4.1 Principe 

Comme pour la méthode des éléments finis, le principe énergétique est appliqué pour 
déterminer la première fréquence de résonance de la coque. 

On suppose que les points de la surface moyenne se déplacent de manière périodique 
dans le temps : 

{U(s,t) = u(s) ·sin (rot) 

V(s,t) = v(s) ·sin (rot) 

s étant l'abscisse curviligne, t le temps et w la pulsation. 

(III-12) 

Le procédé de RAYLEIGH, appliqué ici pour le calcul de la fréquence, repose sur 
l'échange intervenant à chaque oscillation, entre les énergies potentielle et cinétique. A 
l'instant de la plus grande flexion, quand toutes les vitesses sont nulles, toute l'énergie 
est emmagasinée dans la coque sous forme d'énergie potentielle, tandis qu'au passage 
par la position d'équilibre, quand la coque est libre de contrainte, toute 1' énergie apparaît 
sous forme d'énergie cinétique. 

L'énergie de déformation est proportionnelle au carré des déplacements, donc indépen
dante de la fréquence, tandis que l'énergie cinétique est proportionnelle au carré de la 
vitesse, donc à w2. En écrivant leur égalité, on obtient une équation pour w2, d'où on 
peut déduire la fréquence propre, correspondant à la déformation admise. 
On aura donc besoin de connaître l'expression de l'énergie potentielle U et celle de 
l'énergie cinétique T au passage par la position d'équilibre soit pour t = O. 

L'énergie cinétique au passage par la position d'équilibre est telle que : 

1 r~ ( 2 2 ) Ec = 2 · pro2h J< u (s) +v (s) · ds 
so 

(III-13) 

car les vitesses sont à ce moment : 

{

;tU(s,t)l = u (s) · ro 
t = 0 

aa V(s,t)l = v (s) · ro 
t t = 0 

(III-14) 
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Donc, pour avoir l'expression de l'énergie cinétique, on a besoin de connaître les déplacements. 
Pour cela, la section suivante utilise la méthode présentée au paragraphe III- 3. 

III - 4.2 Déplacements 

Lorsque la structure est chargée par la pression p (Fig. III.6.a), on peut déterminer le mo
ment fléchissant M(s), l'effort tranchant T(s) et l'effort normal N(s). On désire évaluer le dépla
cement d provoqué par cette pression, d'un point M(s) de la structure suivant une direction~ ; 
pour cela on soumet la structure à un système S constitué par une force unité appliquée en ce 
point, suivant la direction~ (Fig. ill-6.b). 

y 

+ 
p 

- -,- - - - - - - - - - - - - - - - - -

Fig. III.6.a- Chargement de la structure par une pression 
unitaire répartie uniformément. 

Soient M(s) le moment, T(s) l'effort tranchant et N(s) l'effort normal produits par la système S. 
Le déplacement de chaque point de la fibre moyenne, en cas de déformations planes, est donné 
par l'équation (III-15): 

(III-15) 

avec: 

G module d'élasticité transversale, défini par : G = 
2 

(1 E+ u) 

I moment d'inertie et vaut, dans le cas de la coque mentionnée plus haut (longueur 
unitaire): 

S1 surface réduite et vaut pour une section rectangulaire (longueur unitaire): 
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f=1N 

___ 1 --------------- --.x 
Fig. III.6.b - Application d'une force unitaire 

Définissons uiM(a), uiT(a) et uiN(a) comme les déplacements horizontaux, viM(a), viT( a) et viN( a) 
comme les déplacements verticaux de tout point M de la fibre moyenne dûs au moment (indice 
M), à l'effort tranchant (indice T) et à l'effort normal (indice N). 
Mi( a), Ti(a) et N/a) sont le moment fléchissant, l'effort tranchant et l'effort normal de tout point 
M de la fibre moyenne repéré par son angle (a), (i =1 pour la région 1 et i = 2 pour la région 2). 

Par la méthode décrite plus haut, et après intégration, voir annexe 1, les déplacements obtenus 
peuvent être exprimés région par région : 

a) Déplacements dans la région 1: 0:::;; a:::;; <p 

Pour tout point de la fibre moyenne de la région 1, les déplacements s'écrivent: 

(III-16) 

{ 

1- y2 2 [1 J u JT(a) = p GS 
1 

• R 4Aecos2a + c 1T 

1- v2 
2 [1 . J v JT(a) = -p~ • R 4Aesm2a-2a 

1 

(III-17) 

(III-18) 
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b) Déplacements dans la région 2 : cp:::; as;~ 

De la même manière, les déplacements de tout point de la région 2 s'écrivent: 

(III-19) 

{ 

1 - y2 2 [1 ( ( 1t ) . )] u2T(a) = P GS 
1 

• R 4 2 2- a - sm2a 

1- v
2 

2 [1 J v2T(a) = -pas • R 4Bcos2a + c2T 
1 

(III-20) 

(III-21) 

Les quantités c1M, c2M, ciT, c2T, c1N et c2N sont des constantes indépendantes de l'angle a et sont 
exprimées en annexe 1. 

III- 4.2.1 Comparaison avec la méthode des éléments finis 

La première comparaison est relative au champ de déplacement de la coque de réfé
rence chargée par la pression uniformément répartie. La figure III.7 montre les déplacement des 
points de la fibre moyenne obtenus par une analyse statique à l'aide du code ATII..,A (courbe en 
traits pleins) et ceux obtenus par la méthode analytique : déplacements dûs au moment fléchis
sant seul (courbe en pointillés (M)) et déplacements dûs au moment fléchissant et à l'effort tran
chant (courbe en pointillés et carrés (M+T). Ces courbes sont quasi-identiques. Le plus grand 
écart entre les résultats obtenus par la méthode analytique et ceux obtenus par la méthode des 
éléments finis est celui qui correspond au déplacement en x = 0 soit pour j=p/2. Cet écart est de 
l'ordre de 1.4%. 

Par ailleurs, la figure III.8.a montre la coque au repos puis déformée sous l'action de la pression. 
Le champ de déplacement a été obtenu par ATII..,A. 

Sur la figure (III.8.b ), on a présenté la coque au repos puis déformée, les champs de déplace
ments radial, tangentiel et enfin le module du vecteur déplacement de tout point de la fibre 
moyenne en ne tenant compte que du moment M à partir de la méthode analytique. Pour être 
visualisé, les valeurs des déplacements ont été multipliées par 1. 1 o+07. 

On constate sur cette courbe que le noeud de vibration se trouve dans une position pour laquelle 
le déplacement est minimal, tout proche du point où le déplacement radial s'annule. 
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III - 4.3 Première fréquence de résonance 

Comme nous l'avons expliqué à la section (III- 4.1), pour avoir la première fréquence de 
résonance, il suffit de connaître l'énergie cinétique au passage par la position d'équilibre et 
l'énergie potentielle. 

En utilisant l'expression (III.13) de 1' énergie cinétique avec les hypothèses citées page 54, on 
obtient, l'énergie cinétique de flexion sous la forme : 

(III-22) 

et l'énergie potentielle de flexion sous la forme: 

(III-23) 

Quand on remplace les déplacements (III-16) et (III-19) par leurs valeurs dans la relation (III-
22) et les moments dans la relation (III-23) voir annexe 1, après intégration on obtient pour la 
première pulsation w 1 la valeur: 

La première fréquence de résonance est alors définie par : 

(J)l 
f =-
1 21t 

Les valeurs de Ecr et Epr sont exprimées en annexe 1. 

III - 4.4 Résultats 

III- 4.4.1 Comparaison avec la méthode des éléments finis 

(III-24) 

(III-25) 

Pour comparer les résultats obtenus par la méthode analytique, avec ceux obtenus par ATILA, 
deux familles de coques caractérisées par la valeur du grand axe moyen seront traitées : 

- la famille de coque 1 admet un grand axe moyen de 500 mm, le petit rayon varie de 30 à 
60 mm, le grand rayon varie de 300 à 600 mm et l'épaisseur varie de 14 à 25 mm. 

- la famille de coque 2 admet un grand axe moyen de 1150 mm, le petit rayon varie de 80 à 
140 mm, le grand rayon varie de 800 à 1200 mm et l'épaisseur varie de 30 à 70 mm. 

Le choix de ces deux familles de coques a été retenu en référence aux deux exemples de trans
ducteurs existant et que nous allons traiter au chapitre V. 

-58-



CHAPITRE Ill 

La comparaison est faite sur la première fréquence de résonance pour les deux types de co
que : les valeurs données par ATILA (fl (M.E.F)) sont comparées à celles de la méthode 
analytique, fréquences calculées sous l'effet du moment fléchissant seul (fl ANA (M)) puis 
sous l'effet combiné du moment fléchissant et de l'effort tranchant (fl ANA (M+T)). 

Les tableaux (III.2, III.5) donnent les différentes valeurs de la première fréquence de la co
que pour différentes valeurs du petit rayon et du grand rayon de courbure pour des épais
seurs de 20 et 25 mm, de la même manière, les tableaux (III.6, III.7) montrent les valeurs 
de la première fréquence du deuxième type de coque (ga= 1150 mm), pour une épaisseur 
de 50 mm. Finalement les tableaux (ill.8, ill.9) donnent la variation de la première fréquen
ce pour un petit rayon et un grand rayon constants et pour différentes valeurs de l'épaisseur. 

renmm ft (M.E.F) 
ft ANA ft ANA 

ft (M.E.F) 
ft ANA ft ANA 

(M) (M+T) (M) (M+T) 

R= 300. mm R=400. mm 

30. 328. 330. 329. 367. 368. 366. 

40. 322. 325. 324. 358. 358. 357. 

50. 317. 320. 319. 351. 351. 350. 

60. 312. 315. 313. 345. 344. 342. 

Tableau III.2 : Comparaison de la fréquence obtenue par la méthode des éléments finis (M.E.F) et par la 
méthode analytique (ANA), pour différentes valeurs de ret R pour h = 20. mm 

renmm f1 (M.E.F) 
ft ANA ft ANA 

ft (M.E.F) 
ft ANA ft ANA 

(M) (M+T) (M) (M+T) 

R=500. mm R= 600. mm 

30. 380. 380. 378. 387. 387. 384. 

40. 371. 371. 369. 378. 377. 374. 

50. 364. 362. 360. 370. 367. 365. 

60. 357. 354. 352. 364. 359. 357. 

Tableau ill.3 : Comparaison de la fréquence obtenue par la méthode des éléments finis (M.E.F) et par la 
méthode analytique (ANA) pour différentes valeurs der et R pour h = 20 mm 

renmm f 1 (M.E.F) 
ft ANA ft ANA 

ft (M.E.F) 
ft ANA ft ANA 

(M) (M+T) (M) (M+T) 

R=300. mm R=400. mm 

30. 409. 414. 410. 458. 460 456. 

40. 402. 407. 404. 447. 449. 445. 

50. 395. 393. 397. 438. 439. 436. 

60. 389. 387. 390. 429. 430. 426. 

Tableau ill.4 : Comparaison de la fréquence obtenue par la méthode des éléments finis (M.E.F) et par la 
méthode analytique (ANA), pour différentes valeurs der et R pour h = 25. mm 
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renmm f1 (M.E.F) 
f1 ANA f1ANA 

f1 (M.E.F) 
f1 ANA f1 ANA 

(M) (M+T) (M) (M+T) 

R= 500. mm R=600.mm 

30. 475. 476. 470. 483. 483. 478. 
40. 463. 464. 460. 471. 471. 465. 

50. 453. 452. 448. 461. 459. 454. 

60. 444. 442. 438. 452. 448. 444. 

Tableau ill.5 : Comparaison de la fréquence obtenue par la méthode des éléments finis (M.E.F) et par la 
méthode analytique (ANA), pour différentes valeurs der et R pour h = 25. mm 

renmm f1 (M.E.F) 
f1 ANA f1ANA 

f1 (M.E.F) 
f1 ANA f1 ANA 

(M) (M+T) (M) (M+T) 

R= 800. mm R= 1000.mm 

80. 165. 166. 165. 174. 174. 173. 

100. 162. 163. 162. 167. 171. 169. 

120. 159. 160. 159. 165. 167. 166. 

140. 156. 157. 156. 162. 164. 163. 

Tableau ill.6 : Comparaison de la fréquence obtenue par la méthode des éléments finis (M.E.F) et par la 
méthode analytique (ANA), pour différentes valeurs der et R pour h =50 mm 

renmm f1 (M.E.F) 
f1 ANA f1ANA 

f1 (M.E.F) 
f1 ANA f1 ANA 

(M) (M+T) (M) (M+T) 

R= 1200. mm R=1400.mm 

80. 178. 178. 177. 181. 181. 179. 

100. 175. 174. 173. 177. 176. 175. 

120. 172. 171. 170. 174. 173. 171. 

140. 169. 167. 166. 171. 170. 168. 

Tableau ill.7: Comparaison de la fréquence obtenue par la méthode des éléments finis (M.E.F) 
et par la méthode analytique (ANA), pour differentes valeurs der et R pour h =50. mm 

henmm f1 (M.E.F) f1 ANA (M) f1 ANA (M+T) 

14. 257. 253. 252. 

18. 328. 326. 324. 

20. 364. 362. 359. 

21. 380. 380. 377. 

22. 400. 398. 395. 

23. 417. 416. 413. 

24. 435. 434. 430. 

25. 453. 452. 448. 

Tableau ill.8 : Comparaison de la fréquence obtenue par la méthode des éléments finis (M.E.F) et par la 
méthode analytique (ANA), pour r =50. mm R = 500. mm et différentes valeurs de h 
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henmm f1 (M.E.F) f1 ANA(M) f1 ANA (M+T) 

30. 103. 103. 102. 
40. 136. 136. 136. 
50. 167. 168. 169. 
60. 204. 204. 203. 
70. 238. 237. 236. 

Tableau III.9 : Comparaison de la fréquence obtenue par la méthode des éléments finis (M.E.F) et par la 
méthode analytique (ANA), pour r = 100. mm, R = 1000. mm et différentes valeurs de h 

III- 4.4.2 Analyse et interprétation des résultats 

Les résultats obtenus par la méthode analytique sont en accord parfait avec ceux ob
tenus par la méthode des éléments finis, et montrent bien que l'hypothèse qui consistait à calcu
ler la première fréquence de flexion sous l'effet du moment fléchissant seul est vérifiée, ce qui 
valide la méthode utilisée pour les types de coques présentées. 

a) Variation de la première fréquence de résonance en fonction du grand rayon de courbure 

Quand on examine, pour différentes valeurs du petit rayon de courbure, les varia
tions de la première fréquence de résonance de la coque en fonction de son grand rayon de cour
bure pour les deux types de coque, l'une à grand axe moyen de 500 mm et d'épaisseur 20 mm 
et l'autre à grand axe moyen de 1150 mm et d'épaisseur 50 mm, on constate que les familles de 
courbes, (Fig. III.9.a) et (Fig. III.9.b), sont semblables: la fréquence augmente quand le grand 
rayon de courbure augmente, ce qui s'explique par le fait que le noeud de vibration se déplace 
vers la partie de la coque à petit rayon de courbure, ce qui rigidifie 1 'ensemble. Cette interpré
tation est confirmée par la représentation de la position du noeud de vibration (Fig. III-9-c) 
et (Fig. III -9-d). Ces deux figures présentent le déplacement radial en fonction de 1' angle a pour 
différentes valeurs du grand rayon de courbure. 
Le noeud de vibration se situe dans la partie à grand rayon de courbure pour les coques dont le 
grand rayon a une valeur comprise entre 300 et 500 mm, par contre pour la coque à grand rayon 
de courbure de 600 mm, le noeud de vibration se situe dans la région à petit rayon de courbure. 
Pour le deuxième type de coque (ga= 1150 mm), le noeud de vibration se situe dans la région 
à grand rayon de courbure. 

b) Variation de la première fréquence de résonance en fonction du petit rayon de courbure 

Pour la variation de la première fréquence de résonance en fonction du petit rayon 
de courbure, pour différentes valeurs de son grand rayon et une épaisseur constante, on constate, 
(Fig. III.9.e) et (Fig. III.9.f), que la fréquence de résonance décroît linéairement quand le petit 
rayon augmente. C'est-à-dire que la coque devient plus souple. On remarque aussi quand on re
garde, pour un grand rayon de courbure et une épaisseur constants, la variation du déplacement 
radial en fonction de l'angle a, (Fig. III.8.g) et (Fig. III.8.h), qu'il existe un point pour lequel le 
déplacement radial est le même, indépendamment de la valeur du petit rayon de courbure. 
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c) Variation de la première fréquence de résonance en fonction de l'épaisseur 

La variation de la première fréquence de résonance de la coque en fonction de 
l'épaisseur est naturellement linéaire. On présente sur les figures (Fig. ffi.9.i) et (Fig. III.9.j) 
pour les deux familles de coque, cette variation. 
La visualisation du noeud de vibration de la coque montre que celui-ci reste inchangé lorsque 
l'épaisseur varie, (Fig. III.9.k) et (Fig. III.9.1). 
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Fig. III.9.g- Déplacement radial en fonction de a, R = 500 mm, h= 20 mm. 
ga= 500 mm. 
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Fig. ID.9.h- Déplacement radial en fonction de a, R= 1000 mm, h =50 mm. 
a= 1150mm. 
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Fig. III.9.i- Variation de la première fréquence en fonction de h ga= 500 mm 
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Fig. III.9.j- Variation de la première fréquence en fonction de h ga= 1150 mm. 
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Fig. III.9.k- Déplacement radial en fonction de a, R = 500 mm, r =50 mm. 
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Fig. III.9 .l -Déplacement radial en fonction de a, R = 1000 mm, r = 100 mm. 
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III - 5 Détermination de la deuxième fréquence de résonance 

Pour déterminer la deuxième fréquence de résonance, ainsi que la fréquence de coupure de la 
coque, une méthode analytique fondée sur le principe des coefficients de flexibilité [45] est uti
lisée. 

III - 5.1 Principe 

On idéalise le 1/4 de coque utilisé pour nos modélisations avec un système de masses con
centrées. En connaissant le premier mode: fréquence de résonance et champ de déplacement 
correspondant déterminés par la méthode du paragraphe 111-3 et les coefficients de flexibilité, 
on peut déterminer les valeurs de ces masses. Par une analyse modale on peut connaître la 
deuxième fréquence de résonance et par une analyse harmonique on détermine la fréquence de 
coupure de la coque. Pour cela, le principe de la méthode des coefficients de flexibilité est rap
pelé. 

III- 5.1.1 Méthode des coefficients de flexibilité 

Considérons une structure élastique constituée d'un nombre n fini de masses discrè
tes positionnés aux noeuds i. 
Les coefficients de flexibilité aij' sont définis comme le déplacement du noeud i dû à une force 
unitaire appliquée au noeudj, comme indiqué figure 111.10.a, 

3;.1 

Fig. 111.1 O.a- Représentation des coefficients ~-. 

Pour avoir le déplacement de chacun des noeuds, on doit appliquer n forces. Le principe de su
perposition peut être appliqué pour déterminer le déplacement de chacun des noeuds en termes 
de coefficients de flexibilité comme suit : 

(III-26) 

ou encore sous forme matricielle : 

{T}} = [A] {f} (III-27) 
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avec: 
{ l)} vecteur déplacement des noeuds, 

[A] matrice flexibilité, 

{f} vecteur des forces fi. 

Multiplions les deux membres de l'égalité (ill-27), par [K] matrice raideur inverse de la ma
trice [A] , on obtient l'équation: 

{f} = [K] {l)} (III-28) 

si on considère que le mouvement est harmonique, de pulsation w, et si on remplace les forces 
fi par des forces d'inertie : 

sous forme matricielle l'équation (III-29), s'écrit: 

[K] {l)} + [M] {l)} = 0 

soit encore : 

équation différentielle d'un mouvement harmonique en vibrations libres. 

Soit [a] la matrice dynamique définie par : 

[a] = [K] [M] = [A] -I [M] 

dans ce cas l'équation du mouvement en fonction de la matrice dynamique G s'écrit: 

[~ matrice unité. 

L'équation caractéristique est obtenue en écrivant : 

soit: 

on obtient: 

1 
À.=

ro2 

(III-29) 

(III-30) 

(III-31) 

(III-32) 

(III-33) 

(III-34) 

(III-35) 

(III-36) 

Les valeurs propres de [a] , seront les inverses des carrés des pulsations et les vecteurs propres 
correspondront au déplacement des noeuds. 
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Nous allons maintenant appliquer cette méthode pour déterminer la seconde fréquence de réso
nance et la fréquence d'antirésonance de la coque. 

III - 5.2 Deuxième fréquence de résonance 

III- 5.2.1 Cas à deux masses 

Dans un premier temps, la structure a été idéalisée avec un système de deux masses 
concentrées localisées aux noeuds 1 et 3, pour la détermination des coefficients ~j'on applique 
une force unitaire suivant la direction radiale conformément au paragraphe III - 3. 

!® 

-------
' 

Fig. III.1 O. b - Position des 3 masses. 

Les résultats obtenus dans ce cas sont comparés à ceux obtenus numériquement, ils sont présen
tés tableau (ill.1 0) pour un petit rayon de 50 mm, une épaisseur de 20 mm et pour différentes 
valeurs du grand rayon de courbure. Les écarts observés sont importants, de plus lorsque le 
grand rayon de courbure augmente, la seconde fréquence de résonance obtenue numériquement 
augmente, alors que celle obtenue analytiquement diminue~ 

Renmm 
frequence 2 (Hz) fréquence 2 (Hz) 

écart% 
calculée par ATILA calculée analytiquement 

400. 1880. 2226. 15.5 
500. 1960. 1867. -4.9 
600. 2000. 1687. -18.5 

Tableau III.1 0 : Deuxième fréquence obtenue par la méthode des éléments finis et par la méthode analytique 
dans le cas de 2 masses. 

D'où l'idée d'idéaliser la structure avec un système de trois masses. 
La troisième masse se trouve au milieu de la région à grand rayon de courbure (région 2). La 
position du noeud 2 où elle se trouve est définie par l'angle b tel que : 
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~ = ~+ [ (~-~ )) 2 
(III-37) 

Le choix de cette position est expliqué dans le paragraphe suivant. 

III- 5.2.2 Cas à trois masses 

On va idéaliser la coque (1/4) avec un système de trois masses m1, m2 et m3 concen
trées et localisées comme indiqué sur la figure ITI.l O. b. 

Le choix de la position de la troisième masse relève du fait que le raisonnement se fait sur le 
déplacement radial, or quand on regarde le champ de déplacements radial des points de la fibre 
moyenne (Fig. III.7), on voit très bien que les déplacements dans la région 2 sont beaucoup plus 
importants que dans la région 1 : la région à petit rayon de courbure étant plus rigide que la ré
gion à grand rayon de courbure. 

Position de la troisième masse : 

Ayant obtenu les valeurs de la deuxième fréquence de résonance de la coque numériquement, 
et après avoir déterminé la deuxième fréquence analytiquement, comme pour la première fré
quence de résonance, on a fait varier l'angle b entre les valeurs ~0 et (1t/2) c'est à dire cou
vrant toute la région 2. On constate que la position pour laquelle la valeur de la seconde 
fréquence analytique est proche de celle obtenue numériquement, est approximativement au mi
lieu de la région 2. 

Sur la figure (III. 11), on a représenté 4 types de coques de la famille 1 (ga= 500 mm) toutes à 
petit rayon de courbure r = 50 mm et à épaisseur h = 20 mm, mais pour des valeurs du grand 
rayon de courbure variant de 300 mm à 600 mm. Pour chaque coque, on a montré la position du 
milieu de la région 2 et la valeur de la seconde fréquence de résonance obtenue numériquement. 

Le système (3 masses) est régi par l'équation différentielle du mouvement harmonique en vibra
tions libres, soit : 

de cette équation, on tire : 

soit encore : 

[ [K] - ro2 [M]] {T}} = 0 

[[A] -l- ro2 [M]] { T}} = 0 

[~ {T}} = 12 [K] {T}} 
(!) 

à chaque mode i correspond une pulsation wi et un champ de déplacement Ui. 

(III-38) 

(III-39) 

(III-40) 

Pour pouvoir déterminer la pulsation du deuxième mode, par la méthode du paragraphe III - 4, 
on détermine la première pulsation w 1, par la méthode du paragraphe Ill- 3, on détermine le 
champ de déplacement U 1 correspondant au premier mode ; les coefficients de flexibilité ~j sont 
déterminés dans la section suivante, et sont présentés en annexe TI. 
Connaissant le premier mode de pulsation w1 et le champ U1, on peut déterminer les 3 masses 
de la matrice [M]. 
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a) Détermination des coefficients de flexibilité 

Si on note lljjM• les coefficients de flexibilité dûs au moment Met lljjT ceux dûs à 1 'ef
fort tranchant T, exprimés en annexe II, la matrice A utilisée ici pour la détermination de la 
deuxième fréquence s'écrit: 

[•n •12 
•

1j 1 •nM+•m 
al2M + al2T 

[A] = al2 a22 a23 = aJ2M + al2T a22M + a22T 

al3 a23 a33 al3M+al3T a23M + a23T 

a13M + al3Tj 

a23M + a23T 

a33M + a33T 

Et le vecteur déplacement {lJ} s'écrit: 

U est surmonté d'une barre pour indiquer qu'il correspond au premier mode. 

y 

+ 

®· 
1 

Fig. III.l O.c - Coefficients de flexibilité. 

b) Déterminations des masses ml, m2 et m3 

(III-41) 

(III-42) 

Soit { lJ} le vecteur déplacement de composantes ui : déplacement radial du noeud 
i du mode 1 ; w 1 la pulsation du premier mode, alors : 

(III-43) 

La matrice de flexibilité est : 
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(III-44) 

La matrice M étant : 

(III-45) 

On a alors: 

{t]} = CûJ [A] [M] {t]} ou [K] {t]} = CûJ [M] {t]} (III-46) 

De l'équation (III-46), on déduit les valeurs de m 1, m2 et m3 comme suit: 

(III-47) 

III- 5.2.3 Deuxième fréquence de résonance 

Après avoir déterminé les matrices de masse et de rigidité, on construit la matrice 
dynamique [G] . La plus grande des valeurs propres de cette matrice est celle qui correspond à 
la première pulsation w 1, la plus grande des deux autres valeurs propres notée 12 est celle qui 
correspond à la deuxième pulsation. 

La pulsation w2 est telle que : 

1 
(1) =-2Fz 

La deuxième fréquence de résonance est naturellement : 

III - 5.3 Résultats 

0)2 
f =-
2 21t 

III- 5.3.1 Comparaison avec la méthode des éléments finis 

(III-48) 

(III-49) 

Les tableaux (III.ll, III.l4) présentent les différentes valeurs de la deuxième fré
quence obtenues par la méthode utilisée et celles obtenues par ATILA. Pour les coques de grand 
axe moyen ga= 500 mm, le grand rayon varie de 300 à 600 mm, l'épaisseur vaut 20 mm et 25 
mm et pour des valeurs du petit rayon variant de 30 à 60 mm. Le tableau (ill.l5) présente les 
valeurs pour un grand rayon R = 500 mm, un petit rayon r = 50 mm et pour différentes valeurs 
de 1' épaisseur. 

-74-



CHAPITRE III 

Les tableaux (III.16) et (III.17) présentent les différentes valeurs de la deuxième fréquence de 
résonance pour des coques de grand axe moyen ga= 1150 mm, le grand rayon varie de 800 mm 
à 1400 mm et pour une épaisseur h = 50 mm. Dans le tableau (III.18), la comparaison est faite 
pour une coque de grand rayon R = 1000 mm, de petit rayon r = 100 mm et pour différentes 
valeurs de 1' épaisseur. 

renmm 

30. 

40. 

50. 

60. 

4500 

grand rayon en rn 
4000 

3500 

,-... 3000 
N ::r: 
'-" 
~ 2500 
u 
z 
ê3 2000 

g 
~ 1500 

1000 

500 

... 
:4· ··· ... 
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---- 688 

/ ft;~~\··········· ... 
• :' 1 ·\·· ..... 

1 
0 0 . ', 
. ; ' .. ~· Il! ·-~.> 

l .-· 1 • ' . Il : ... ,' 

~ ~----- : ~ .. ----\ ~'/,' . 
·-.~ ~ ·····:····\- #'\. 

1 .. .. 
Il .. 
~ 

o~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 
ANGLE~ EN Rd (position de la masse m2 le long de la région 2) 

Fig. III. lü -Deuxième fréquence en fonction de l'angle B. 
o : milieu de la région 2 
• : valeur de la fréquence obtenue numériquement 

f2 (M.E.F) f2 (ANA) écart% f2 (M.E.F) f2 (ANA) 

R=300.mm R=400.mm 

1736. 2345. 26.0 1941. 2038. 

1711. 2036. 16.0 1908. 1945. 

1688. 1848. 8.6 1880. 1910. 

1666. 1729. 3.6 1854. 1905. 

écart% 

4.7 

1.9 

1.5 

2.6 

Tableau III.11 : Comparaison de la fréquence obtenue par la méthode des éléments finis (M.E.F) et par la 
méthode analytique (ANA), pour différentes valeurs de ret R pour h = 20. mm et ga= 500. mm. 
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renmm f2 (M.E.F) f2 (ANA) écart% f2 (M.E.F) f2 (ANA) écart% 

R= 500. mm R=600. mm 

30. 2025. 2034. 0.4 2068. 2054. -0.6 

40. 1990. 2011. 1.0 2032. 2061. 1.4 

50. 1960. 2021. 3.0 2000. 2086. 4.1 

60. 1932. 2047. 5.6 1972. 2117 6.8 

Tableau ill.12 : Comparaison de la fréquence obtenue par la méthode des éléments finis (M.E.F) et par la 
méthode analytique (ANA), pour différentes valeurs der et R pour h = 20. mm et ga= 500. mm. 

renmm f2 (M.E.F) f2 (ANA) écart% f2 (M.E.F) f2 (ANA) écart% 

R= 300. mm R=400. mm 

30. 2138. 2723. 21.4 2391. 2451. 2.4 

40. 2108. 2411. 12.5 2350. 2366. 0.6 

50. 2079. 2218. 6.2 2313. 2337. 1.0 

60. 2053. 2095. 2.0 2281. 2339. 2.4 

Tableau ill.13 : Comparaison de la fréquence obtenue par la méthode des éléments finis (M.E.F) et par la 
méthode analytique (ANA), pour différentes valeurs der et R pour h = 20. mm et ga= 500. mm. 

renmm f2 (M.E.F) f2 (ANA) écart% f2 (M.E.F) f2 (ANA) écart% 

R=500.mm R=600. mm 

30. 2448. 2471. 0.9 2546. 2507. -1.5 

40. 2450. 2461. 0.4 2500. 2528. 1.1 

50. 2411. 2482. 2.8 2460. 2566. 4.1 

60. 2375. 2518. 5.6 2422. 2607. 7.0 

Tableau ill.14 : Comparaison de la fréquence obtenue par la méthode des éléments finis (M.E.F) et par la 
méthode analytique (ANA), pour différentes valeurs der et R pour h = 25. mm et ga= 500. mm. 

henmm f2 (M.E.F) f2 (ANA) -écart% 

14. 1398. 1440. 2.9 

18. 1775. 1831. 3.0 

20. 1960. 2021. 3.0 

21. 2051. 2115. 3.0 

22. 2143. 2208. 3.0 

23. 2233. 2300. 3.3 

24. 2322. 2392. 2.9 

25. 2411. 2482. 2.8 

Tableau ill.15 : Comparaison de la fréquence obtenue par la méthode des éléments finis (M.E.F) et par la 
méthode analytique (ANA), pour r = 50. mm, R = 500. mm et pour différentes valeurs de h et ga= 50. mm. 
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renmm f2 (M.E.F) f2 (ANA) écart% f2 (M.E.F) f2 (ANA) écart% 

R=800. mm R= 1000. mm 

80. 870. 933. 6.7 921. 930. 0.7 

100. 857. 884. 3.0 896. 918. 2.3 

120. 846. 857. 1.2 886. 917. 3.3 

140. 836. 843. 0.8 875. 923. 1.8 

Tableau Ill.16 : Comparaison de la fréquence obtenue par la méthode des éléments finis (M.E.F) et par la 
méthode analytique (ANA), pour différentes valeurs der et Rpour h = 50. mm et ga= 500. mm. 

renmm f2 (M.E.F) f2 (ANA) écart% f2 (M.E.F) f2 (ANA) écart% 

R= 1200. mm R= 1400. mm 

80. 949. 947. 0.2 965. 962. 0.3 

100. 935. 950. 2.6 951. 972. 2.1 

120. 923. 960. 3.8 938. 986. 4.8 

140. 911. 973. 6.3 926. 1000. 7.4 

Tableau Ill.17 : Comparaison de la fréquence obtenue par la méthode des éléments finis (M.E.F) et par la 
méthode analytique (ANA), pour différentes valeurs der et R pour h =50. mm et ga= 1150. mm. 

henmm f2 (M.E.F) f2 (ANA) -écart% 

30. 559. 570. 1.9 

40. 736. 748. 1.6 

50. 896. 918. 2.4 

60. 1075. 1080. 0.4 

70. 1235. 1234. 0.0 

Tableau III.18 : Comparaison de la fréquence obtenue par la méthode des éléments finis (M.E.F) et 
par la méthode analytique (ANA), pour r = 100. mm, R = 1000. mm et pour différentes valeurs de h 

ga= 1150. mm. 

III- 5.3.2 Analyse et interprétation des résultats 

Pour les deux familles de coques testées, on constate que la méthode analytique a 
permis d'avoir des résultats satisfaisants comparés à ceux de la méthode des éléments finis ; 
néanmoins, pour le premier type de coque (ga= 500 mm) admettant un grand rayon de courbure 
R = 300 mm, 1' écart observé est important. En résumé, pour les coques qui admettent un grand 
rayon de courbure R avec : o, 7::;; RI (ga) ::;; j, 2, l'écart observé est de l'ordre de 7%. Dans les 
tableaux III. li et III.13 où l'on montre la comparaison entre les résultats de la deuxième fré
quence de résonance obtenus analytiquement et numériquement, pour des coques à grand rayon 
de courbure R = 300 mm, l'écart va jusqu'a 26%, dans ce cas le rapport grand rayon de courbure 
1 grand axe moyen vaut 0.6. Pour la seconde famille de coque, le grand rayon de courbure varie 
de 800 mm à 1400 mm pour un grand axe moyen ga= 1150mmc'est à dire: 0, 7:s;;R/ (ga)::;; j, 2, 

l'écart est de l'ordre de 7% au maximum. Pour cette famille de coques, si l'on considère une 
coque à grand rayon de courbure R = 650 mm par exemple {(Riga)= 0,56), l'écart est alors de 
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l'ordre de 12%. En ce qui concerne les variations de cette fréquence obtenue analytiquement en 
fonction des différents paramètres de la coque, on remarque qu'elle ne suit pas la même évolu
tion que celle obtenue numériquement. Ceci est bien mis en évidence par la figure III.12 où 1' on 
montre que la seconde fréquence de résonance obtenue par ATILA décroît linéairement quand 
le petit rayon de courbure augmente quelle que soit la valeur du grand rayon de courbure, alors 
que la fréquence obtenue analytiquement peut diminuer ou augmenter suivant la valeur ce der
mer. 

Donc pour des coques vérifiant la relation suivante : o, 7 ~RI (ga) ~ 1, 2 les résultats de la 
méthode analytique proposée sont en bon accord avec les résultats numériques. 
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Fig. III.12- Variations de la deuxième fréquence de résonance en fonction du petit 
rayon pour une épaisseur de 20 mm et pour différentes valeurs du grand rayon : 
méthodes des éléments finis (M.E.F) et méthode analytique (ANA). 

III- 6 Détermination de la fréquence d'antirésonance mécanique 

III - 6.1 Principe 

La fréquence de coupure a été définie comme la fréquence d'antirésonance mécanique de 
la coque, elle correspond au mode pour lequel, le déplacement au bout du grand axe est nuL 

Le mode qui correspond au cas où le déplacement du bout du grand axe est nul, obtenu par 1' ana
lyse harmonique grâce au code ATILA, est présenté par la figure III.l3.a. De la même manière, 
si on excite la coque au bout du grand axe par une force harmonique de pulsation w, Fig. 
III.13.b, on peut déterminer la fréquence pour laquelle le déplacement u1 est nuL 
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De la même manière, si on excite la coque au bout du grand axe par une force harmonique de 
pulsation w, Fig. III.13.b, on peut déterminer la fréquence pour laquelle le déplacement u1 est 
nul. 

y 

; 

1 

' 
f=IN 

-- -~------------------__..x 

Fig. III.13 .a - Excitation du bout du grand axe 

L. 

Fig. III.13.b - Mode correspondant à la fréquence de coupure. 

III- 6.1.1 Méthode 

Le système est toujours régi par l'équation: 

(III-50) 

Pour la détermination de la fréquence de coupure, un système de deux masses concentrées, suf
fit : le déplacement du noeud 2 est négligeable Fig. III. devant celui des noeuds 1 et 3 et donc 
l'effet de la masse 2 peut être ignoré. Dans ce cas, la matrice [A], utilisée est définie, (annexe 
2), comme: 

[A] = [::: :;:] 
= [ allM + allT + allN 

al2M + al2T + al2N 
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et le vecteur déplacement {Q} s'écrit: 

(III-52) 

En termes de coefficients de flexibilité ~j' ce système devient pour le cas cité : 

(III-53) 

pour déterminer les deux masses m1 et m2, on procède de la même manière que pour le cas des 
trois masses, dans ce cas, m1 et m2 ont pour valeurs : 

(III-54) 

III - 6.2 Fréquence de coupure 

Dans ce cas, la pulsation cherchée wc est celle qui correspond à un déplacement nul au 
bout du grand axe donc pour une valeur de : u 1 = o . L'équation (III-53) devient : 

on déduit la valeur de wc comme : 

û) = c 

(III-55) 

(III-56) 

La fréquence d'antirésonance mécanique, ou fréquence de coupure est alors définie par: 

III - 6.3 Résultats 

û)c 
f=-
c 21t 

III- 6.3.1 Comparaison avec la méthode des éléments finis 

(III-57) 

Comme pour les deux premières fréquences, on va comparer les résultats de la mé
thode analytique proposée à ceux donnés par l'analyse harmonique du code ATILA. 

Les résultats sont rassemblés dans les tableaux (III.19, ill.22) : 
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le tableau (III.19) présente les valeurs de la fréquence de coupure pour la coque de grand axe 
moyen ga = 500 mm, un grand rayon R = 500 mm, une épaisseur h = 20 mm et pour différentes 
valeurs du petit rayon, le tableau (III.20) présente les valeurs de la fréquence de coupure pour 
la coque de grand axe moyen ga = 500 mm, un petit rayon r= 50 mm, une épaisseur h = 20 mm 
et pour différentes valeurs du grand rayon et enfin les tableaux (III.21) et (III.22) présentent les 
valeurs de la fréquence de coupure pour différentes valeurs de l'épaisseur avec le grand rayon 
et le petit rayon tout deux constants pour les deux types de coque. 

renmm fe (M.E.F) fe (ANA) écart% 

30. 1290. 1211. -6.5 
40. 1115. 1132. 1.5 
50. 1050. 1054. 0.4 
60. 995. 983. -1.2 

Tableau III.19 : Comparaison de la fréquence obtenue par la méthode des éléments finis (M.E.F) et par la 
méthode analytique (ANA), pour différentes valeurs der, R = 500. mm, h = 20. mm et ga= 500. mm. 

Renmm fe (M.E.F) fe (ANA) écart% 

300. 1215. 1482. 18.0 
400. 1188. 1247. 4.7 
500. 1050. 1054. 1.3 
600. 945. 929. -1.7 

Tableau III.20 : Comparaison de la fréquence obtenue par la méthode des éléments finis (M.E.F) et par la 
méthode analytique (ANA), pour différentes valeurs deR, r = 50. mm, h = 20. mm et ga= 500. mm. 

henmm fe (M.E.F) fe (ANA) écart% 

14. 821. 868. 5.4 
18. 983. 1001. 1.7 
20. 1050. 1054. 0.3 
21. 1080. 1078. -0.1 
22. 1112. 1101. -0.9 
23. 1142. 1122. -1.7 

24. 1167. 1143. -2.0 

25. 1195. 1162. -2.9 

Tableau III.21 : Comparaison de la fréquence obtenue par la méthode des éléments finis (M.E.F) et par la 
méthode analytique (ANA), pour différentes valeurs de h, R = 500. mm, r = 50. mm et ga= 500. mm. 
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henmm f2 (M.E.F) f2 (ANA) écart% 

30. 559. 570. 1.9 
40. 736. 748. 1.6 
50. 896. 918. 2.4 
60. 1075. 1080. 0.4 

70. 1235. 1235. 0.0 

Tableau III.22: Comparaison de la fréquence obtenue par la méthode des éléments finis (ME.F) et par la 
méthode analytique (ANA), pour differentes valeurs de h, R = 1000. mm, r = 100. mm et ga= 1150. mm 

III- 6.3.2 Analyse et interprétation des résultats 

Les résultats obtenus analytiquement sont en bon accord avec ceux de la méthode 
des éléments finis, pour les coques dont le rapport RI ga est compris entre O. 7 et 1.2, de la même 
manière que pour la deuxième fréquence de résonance ; dans ce cas, le plus grand écart est de 
l'ordre de 6%. 

a) variation de la fréquence de coupure en fonction du petit rayon de courbure. 

Lorsqu'on analyse, en fonction du petit rayon de courbure, les variations de la fré
quence de coupure de la coque, pour différentes valeurs du grand rayon de courbure, on constate 
que cette fréquence diminue linéairement quand le petit rayon de courbure augmente (Fig. 
III.l4.a) et (Fig. III.l4.b). 

b) variation de la fréquence de coupure en fonction du grand rayon de courbure. 

Les variations de la fréquence de coupure en fonction du grand rayon de courbure 
sont représentées par les figures III.14.c et III.14.d pour les deux types de coque. On constate 
que cette fréquence passe par un maximum pour une valeur du grand rayon donnée, celle-ci 
étant différente pour chaque valeur du petit rayon de courbure. 

c) variation de la fréquence de coupure en fonction de l'épaisseur. 

Comme pour le calcul des deux premières fréquences de résonance, lorsque l'on 
modifie 1' épaisseur de la coque, la fréquence de coupure augmente avec 1' épaisseur quelle que 
soit la valeur du petit rayon de courbure, pour les deux types de coque. Les courbes présentées 
par les figures III.l3.e et III.l3.f ont été obtenues pour un grand rayon constant et pour diffé
rentes valeurs du petit rayon. 
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Fig. III.l4.a - Variation de la fréquence de coupure en fonction de r. 
h = 20 mm et ga = 500 mm. 

750 

: grand rayon en mm 
............ ; .............. ; ............. ; ............. ; ............. ;.. 800 

........... 1000 
700 

------ 1200 
- ·- 1400 . . . . 650 ........... .; .............. , ............. , ........... , ............. , ............ .; .............. , ............ . 

N' : = . . : : 

::I: : : : : 
'-" : : : : . . . . . z . . . . . . 
u.:l 600 ·:,,. .... , ........ ; ................... ~ ............. j ............. j ............. : ............. ~··· 
u.:l ........ ;.... .. .. : : . : 

ffi 550 ............ ~ ............. :···················1-'~::::::::. .. L .......... ,. .... : ............. f ............ j ............ . 
;::J --- . : : : ·····:....... : : 
~ ---~------: : : ······!· ......... : 
: 5oo ............ , ............ I-~:-:~·-··~·L .......... ; .......... < ............ +···· ..... :::> ..... , ........ .. 

: .............. ~ : : 
. ......... . . . 

·-....;..__ : -- ... ~- ......... _ : : 

: , l=J~J-=t-+::--
0 • • • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

35o~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

60 70 80 90 100 110 120 130 140 
PETIT RA YON EN mm 

Fig. III.14.b- Variation de la fréquence de coupure en fonction der. 
h =50 mm et ga=1150 mm. 
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Fig. III.14.c - Variation de la fréquence de coupure en fonction de R. 
pour ga = 500 mm et h = 20 mm. 
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Fig. III.14.d - Variation de la fréquence de coupure en fonction de R. 
ga= 1150 mm eth= 50 mm. 

-84-



CHAPITRE III 

1600 

-
. . 1400 ................ : ................. : ···············:·················-:··················:················· . . . . . . . . . . . . . . ····· ..... -~· ........ . .... .... . . . . ···=-· 

~ 1200 ·················1··················!·······.·.·.·.·.::::::: ............ -:::::::: ... ! ................ T .... ~·~·~·~~~· 
z . . .. ).······ : : ~~~~~~-~~ 
u.:l . '* ... 

ô woo ............. ::) .. :::-.·.·.·::: ...... ..; ............ ~>lw"~~.~.~.~.~.T. ..... ~.L-~---:~ 
z .·· . . ~~ . ;.--· . 
j:.U ..... : ~~~~ . .-·: : 
~ ..... ,'~ /'~ : : 

g 800 ··············;J<.~~·~·'·,···v-:~.·.: ..................................... ; ................ . 
~ ,,, : /. : : jpetit rayon en mrr 

, v· = : = 30 
./·: : : : ........... 40 

: / . . . . ~-- - - - 50 
6oor·············j··················:·················:·················j····- ·- 60 

. . . . . 

4oo~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

10 12.5 15 17.5 20 22.5 25 
EPAISSEUR EN mm 

Fig. III.14.e - Variation de la fréquence de coupure en fonction de h. 
ga=500mm. 
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Fig. III.14.f- Variation de la fréquence de coupure en fonction de h. 
ga= 1150 mm. 
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III - 7 Mode de membrane 

III - 7.1 Principe 

Le même principe pour la détermination de la première fréquence de flexion de la coque 
peut être appliqué, pour la détermination de la fréquence de membrane. Dans ce cas, seuls les 
déplacements dûs à l'effort normal seront pris en compte. L'énergie potentielle sera également 
déterminée à partir de l'effort normal uniquement. 

III - 7.2 Déplacements 

Les déplacements de tout point de la fibre moyenne de la coque, dûs à l'effort normal, 
obtenus par la méthode du paragraphe (III- 3.1.1), uin(a) et vinCa) sont exprimés ci-après: 

1 
1 - i 2 [A ( h ) J u1N(a) = -p E\ RE 4cos2a+ E+ 2R cosa+c1N 

vlN(a) = -p 1 ~: R2e[~(2a+sin2a) +(e+ 2~)sina] 
(III-58) 

(III-59) 

c1N et c2N sont des constantes indépendantes de l'angle a et sont exprimées en annexe 1. 

III- 7.2.1 Comparaison avec la méthode des éléments finis 

Quand on regarde le champ de déplacement de la coque donné par la méthode ana
lytique (Fig. ID.15.a) et celui donné par la méthode des éléments finis (Fig. III.15.b), on constate 
que le mode obtenu analytiquement est un mode de membrane pure, alors que celui de la mé
thode des éléments finis ne l'est pas : les analyses réalisées par ATILA ne permettent pas de dis
socier la flexion de la membrane : ce qui peut déjà nous renseigner sur les valeurs de la 
fréquence de membrane. 

III - 7.3 Fréquence de membrane 

A partir des équations des déplacements (III.58) et (III.59) et de l'effort normal exprimés 
en annexe I, on détermine l'énergie cinétique et l'énergie potentielle comme pour le cas de la 
première fréquence de résonance. 

L'énergie cinétique dans ce cas est : 

E om = ~ h pro'( f, [ u2 m(9) + v2 JN(9)] 'de + J! [ u2 2N(9) +V
2 2N(9)] Rd9: (III-60) 
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L'énergie potentielle Epm est : 

(III-61) 

Donc, la fréquence de membrane, est définie, par : 

(III-62) 

avec: 

(III-63) 

Les expressions de Epm et Ecm sont précisées à l'annexe 1. 

III - 7.4 Résultats 

Les résultats analytiques obtenus pour une coque de grand rayon R = 500 mm, de petit 
rayon r = 50 mm et pour différentes valeurs de 1' épaisseur sont différents de ceux obtenus par 
la méthode des éléments finis. La figure III.16 montre alors que plus 1' épaisseur devient grande, 
plus l'écart devient petit. La figure III.l7 montre aussi que plus l'épaisseur devient grande, plus 
on s'approche du mode de membrane pur. D'autre part, quand l'ellipse tend vers un cercle (r=R) 
et si on remplacer parR dans l'équation (III-63), on obtient la valeur exacte de la pulsation de 
membrane d'un anneau circulaire qui est : 

(III-64) 

pulsation qui correspond au mode fondamental d'un anneau de rayon moyen R en déformations 
planes. 
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Fig. 111.15.a- champ de déplacements obtenu analytiquement, pour la 
même coque, f = 3303 Hz. 

L 

Fig. III.15.b- Champ de déplacement mode de membrane, obtenu 
par ATILA pour une coque de type (ga= 500 mm), 
r = 240 mm, R = 260 mm eth= 20 mm, f= 3883Hz. 
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Fig. ITI.16 - Variation de la fréquence de membrane en fonction de 
l'épaisseur pour: r =50 mm, R = 500 mm et ga= 500 mm. 
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h=25mm, 
fm =4750Hz 

h=30mm, 
fm =4766Hz 

CHAPITRE III 

h= 15 mm, 
fm =4764Hz 

h=20mm, 
fm =4859Hz 

r ... 

h= lü mm, 
fm= 4813Hz 

h= 12mm, 
fm =4743Hz 

r ... 

Fig. III. 17 - Champs de déplacements obtenus par ATILA pour 
des coques de petit rayon r = 50 mm, de grand rayon 
R = 500 mm et pour différentes valeurs de l'épaisseur. 
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III - 8 Conclusion 

Les méthodes analytiques, présentées dans ce chapitre, donnent des bons résultats 
comparés à ceux de la méthode des éléments finis. 

Comme on 1' a montré pour la première fréquence de résonance, les résultats obtenus 
analytiquement sont en bon accord avec ceux obtenus numériquement pour tous les ty
pes de coques traités dans ce chapitre. On peut tirer de l'étude du premier mode de la 
coque les conclusions suivantes : 

La première fréquence de résonance augmente avec le grand rayon de courbure quels 
que soient l'épaisseur et le petit rayon de courbure. Elle augmente linéairement avec 
1' épaisseur et diminue quand le petit rayon de courbure augmente. 

Les valeurs de la deuxième fréquence de résonance obtenues analytiquement sont en 
accord avec celles de la méthode des éléments finis, uniquement pour des coques dont 
le rapport grand rayon de courbure 1 grand axe est compris entre 0.7 et 1.2. Pour les 
coques dont la géométrie respecte cette règle, le plus grand écart observé entre les deux 
méthodes est de l'ordre de 7%. 

Pour la fréquence de coupure, quand la condition de géométrie citée plus haut est res
pectée, l'écart entre les deux méthodes n'excède pas 5%. 

La fréquence de coupure diminue quand le petit rayon augmente, elle passe par un 
maximum quand le grand rayon augmente et enfin, elle augmente avec l'épaisseur. 

Comme nous l'avons indiqué au chapitre II, la fréquence de résonance du transducteur 
est toujours proche de la fréquence d'antirésonance de la coque. Connaissant cette der
nière et ses variations en fonction de la géométrie et de la nature du matériaux, on peut 
prédire le fonctionnement du transducteur complet. 

La recherche d'espace maximum pour pouvoir insérer des moteurs magnétostrictifs 
évoqués au chapitre II, devient plus simple grâce a cette méthode analytique. 

On possède maintenant tous les éléments nécessaires pour optimiser la coque des trans
ducteurs flextensionnels de classe IV qui répond aux hypothèses du départ : matériau 
élastique, épaisseur constante. La méthode présentée dans ce chapitre pourrait s'appli
quer à d'autres types de coques en général et à celle des autres transducteurs flexten
sionnels en particulier. 
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CHAPITRE IV 

CHAPITRE IV 

Détermination analytique des caractéristiques du moteur 

Dans ce chapitre, on présente une méthode analytique pour détenniner 
le premier mode de vibration longitudinal du moteur d'un transducteur 
flextensionnel de classe IV, nécessaire pour la mise en place de son 
schéma équivalent. Ce moteur est constitué d'un ensemble de barreaux 
ou d'anneaux piézoélectriques séparés par des électrodes excitées al
ternativement. Sous excitation électrique, le moteur se met en vibration 
longitudinale pour exciter la coque à travers des inserts métalliques. 

On retrouve ce même principe de fonctionnement dans d'autres types 
de transducteurs comme le Janus ou le Tonpilz; à la différence du clas
se IV, ces deux derniers n'utilisent pas de coque pour rayonner l'onde 
acoustique dans le fluide, mais des pavillons. Ils seront décrits dans la 
première section de ce chapitre, pour valider la méthode analytique 
proposée. 

Ce chapitre est divisé en trois parties : dans la première partie, on pré
sente les transducteurs cités plus haut, dans la deuxième on détennine 
les fréquences de résonance des premiers modes propres des modèles 
des transducteurs, c'est à dire des modèles (poutres) ayant la même 
géométrie que les transducteurs, mais constitués en matériaux élasti
ques et dans la troisième, on étudie les transducteurs proprement dits 
en utilisant des céramiques piézoélectriques. 
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CHAPITRE IV 

IV - 1 Description du Janus, Tonpilz et du moteur du flextensionnel de classe IV 

IV- 1.1 Le transducteur type Tonpilz 

Ce transducteur [32], dont une présentation schématique est donnée par la figure (IV.l ), est 
généralement constitué par : 

- une colonne motrice formée d'un empilement de céramiques piézoélectriques annu
laires, séparées, par des électrodes annulaires de même rayon. Les axes de polarisa
tions des céramiques sont parallèles à l'axe du moteur, leurs orientations étant 
alternées. Les électrodes peuvent être très minces (quelques dixièmes de millimètres) 
et assurer seulement une fonction d'excitation électrique, ou épaisse (épaisseur com
parable à celle des céramiques), au quel cas elles assurent de plus une fonction méca
nique en contribuant à l'élasticité de la colonne, 

- un pavillon, dont la face avant ou face «parlante» est au contact du fluide. Il assure 
l'adaptation d'impédance partielle entre la colonne motrice et le fluide et doit être 
constitué d'un matériau léger. Ses dimensions transversales sont liées aux conditions 
de rayonnement, en particulier au couplage entre transducteurs élémentaires d'une 
même base, 

- une contremasse, constituée par un matériau de forte densité, destinée à minimiser la 
vibration arrière de la colonne motrice, 

- une tige de précontrainte, qui assure la cohérence entre céramiques et électrodes et 
maintient les céramiques en état de compression permanente durant leur excitation, 
condition indispensable pour qu'elles fonctionnent correctement. Cette tige, généra
lement en acier traité, est de section faible. 

Contre masse Céramique Tige précontrainte Pavillon 

Fig. IV.l -Présentation schématique d'un transducteur Tonpilz. 
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CHAPITRE IV 

IV - 1.2 Le transducteur type Janus 

Le transducteur Janus, représenté schématiquement par la figure (IV.2), est formé d'une co
lonne de céramiques piézoélectriques [47] ou de barreaux d'alliages magnétostrictifs [5] com
pris entre deux pavillons identiques, qui rayonnent 1 'onde acoustique dans le fluide environnant. 
Comme dans un Tonpilz, l'excitation électrique communique au moteur un mouvement de di
latation-compression qui entraîne les pavillons. Par ailleurs, l'existence d'un plan de symétrie 
du champ de déplacement normal à 1' axe du transducteur autorise 1' absence de contremasse, le 
plan nodal de référence étant automatiquement défini. Une résonance fondamentale en basse 
fréquence est possible si la compliance de la partie motrice d'une part, le poids des pavillons 
d'autre part, sont suffisants, et des solutions existent avec des dimensions raisonnables. 

L'association de transducteurs Janus en antennes compactes ou lacunaires a déjà fait l'objet 
d'études démontrant son intérêt, en particulier en termes de rendement électroacoustique global 
et de directivité. 

Pavillon Céramique Tige précontrainte Pavillon 

Fig. IV.l -Présentation schématique d'un transducteur Janus. 

IV - 1.3 Moteur du transducteur flextensionnel de classe IV 

Le moteur du transducteur flextensionnel de classe IV est représenté par la figure IV.3. Com
me nous l'avons décrit au chapitre II, il est constitué d'un ensemble de barreaux ou d'anneaux 
de céramiques piézoélectriques. Plus récemment, des moteurs ont été constitués en matériaux 
magnétostrictifs [49] : pour un transducteur magnétostrictif de même volume, de même fré
quence et de même bande passante que le transducteur piézoélectrique la puissance acoustique 
est théoriquement 35 fois supérieure. 
Le moteur est séparé en deux parties symétriques par une poutre métallique, suivant les cas, il 
est limité par deux inserts métalliques qui servent de contact avec la coque. 
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CHAPITRE IV 

Insert Céramique Poutre métallique Tige précontrainte Insert 

Fig. IV.3- Présentation schématique du moteur du flextensionnel de classe IV. 

Le principe de la méthode utilisée ici, repose sur la théorie des vibrations longitudinales des bar
res. Un rappel de cette méthode, bien détaillée dans la théorie des vibrations [50], est présenté 
dans la section suivante. Pour pouvoir appliquer cette méthode aux transducteurs cités, l'effet 
piézoélectrique est appliqué après avoir rappelé les principales caractéristiques des matériaux 
piézoélectriques. 

IV - 2 Théorie générale sur les vibrations longitudinales des barres 

Nous admettrons dans ce qui suit que pendant la vibration longitudinale d'une barre, les sec
tions transversales restent planes et que le mouvement des points matériels appartenant à ces 
sections s'effectuent uniquement dans la direction de l'axe de la barre. Il est certain que les di
latations et compressions longitudinales qui se produisent pendant la vibration, seront accom
pagnées de déformations latérales, mais, dans ce qui suit, nous ne nous occuperons que des cas 
dans lesquels la longueur des ondes longitudinales est grande en comparaison de la section 
transversale de la barre. On pourra, dans ce cas, négliger, sans erreur appréciable, les déplace
ments latéraux qui peuvent se produire pendant la vibration longitudinale. 

Dans ces conditions l'équation différentielle du mouvement d'un élément de la barre, représen
tée par la figure (IV.4), entre deux sections transversales mm' et nn', peut s'écrire exactement 
comme celle d'un point matériel. 

rn n 

x 
Fig. IV.4 
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CHAPITRE IV 

Soient: 

u1 le déplacement longitudinal d'une section transversale mn de la barre pendant la 
vibration, 

au 
e l'élongation unitaire, définie par : e = a: 
L 1 la longueur de la barre, 

A1 l'aire de la section, 

au 
F la force de traction longitudinale, tel que: F = A 1E a: 

Pour une section transversale infiniment voisine, la force de traction sera : 

(au 1 a2u 1 ) 
F + dF = A1El ax + ax2 dx 

La force d'inertie de l'élément mm'nn'de la barre est: 

a2ul 
-Alpdx at2 

(IV.l) 

(IV.2) 

quand le principe de d'Alembert est appliqué, on arrive aux équations différentielles suivantes 
qui déterminent le mouvement de l'élément mm'nn' 

(IV.3) 

ou alors: 

(IV.4) 

avec: 

(IV.5) 

Dans l'expression (N.5), c n'est autre que la vitesse de propagation des ondes le long de la barre. 

IV - 3 Application de la théorie 

IV - 3.1 Cas homogène 

IV- 3.1.1 Modèle type ]anus 

Pour schématiser le Janus, un cas simplifié est présenté par la figure IV.5 (a), il est repré
senté par une barre limitée par deux masses de chaque coté. Par symétrie, la partie à étudier est 
représentée par la figure N.5 (b), elle correspond à une barre de longueur L1 et de section AI> 
encastrée d'un coté (x = 0) et à laquelle est fixé une masse rn de l'autre. 
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CHAPITRE IV 

;~ 

" h-ïïï--rï--rï--rï--rï--rï--rïrrf,....,....-r....-r....-r,....,....-r....-r...,.,....,.J.. . .·'. 

- - 1- - '-1- - - 1- - 1-- - -r- r-- 1- - r- - -

(a) 

-

IIIIII'IIIIIIIÎD 
(b) 

Fig. IV.5- (a): Schéma simplifié du Janus 
(b) : Partie utile pour 1' étude 

x' 

Considérons la barre homogène de longueur Lb encastrée ou libre d'un côté, et sollicitée par un 
poids fixé à l'autre extrémité, comme indiqué sur la figure (IV.6). 

Dans ce qui va suivre nous allons tenir compte de la masse de la barre en désignant par ur les 
déplacements longitudinaux à partir de la position d'équilibre.-

Fig. IV.6- Représentation schématique de la barre 
sollicitée par un poids P. 

si on appelle ur le déplacement longitudinal d'une section transversale de la barre (1), les équa
tions du problème sont, comme indiqué dans la section précédente : 

()2u ()2u 
_I = cz_I 
àt2 àx2 

(IV.6) 

A la partie (x = L1), à laquelle est fixée la masse, la force de traction qui sollicite la barre doit 
être égale à la force d'inertie de la masse oscillante et on aura donc: 

(IV.7) 

Si l'on suppose que le système est soumis à l'un des modes principaux de vibration, dont la fré
quence est ro/ 2n, le déplacement pourra être écrit sous la forme : 

(IV.8) 

expression dans laquelle x représente une fonction normale de x seul et détermine 1' allure de la 
vibration. En introduisant l'expression (IV.8) dans l'équation (IV.6) on trouve: 
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X = /..2 cosro~ + ~2 sinro~ c c 
(IV.9) 

où~ et ~2 sont des constantes d'intégration à déterminer par les conditions aux limites. 

a) Barre encastrée en x= 0 

Si on considère que la barre est encastrée en x= 0, c'est le cas (homogène) qui 
correspond au Janus. Le déplacement pendant la vibration doit évidemment être nul en x = 0, 
ce qui conduit à : 

(IV.lO) 

de l'équation (IV.10), on obtient: /..2 = o, remplaçons /..2 par sa valeur dans la relation 
(IV.7), on aboutit à: 

ro roL 1 roL 1 A1E-cos- = mro2sin-
c c c 

(IV.ll) 

Posons: s = A1pL 1 rapport de la masse de la barre à la masse rn et r1 = ~L1 = kL1 , l'équation 
rn c 

(IV .11) devient : 

(IV.l2) 

C'est l'équation de fréquence pour le cas étudié. 

b) Barre libre en x= 0 

Si on considère que la barre est libre, dans ce cas, la force en x = 0 doit être nulle, 
donc: 

(IV.13) 

dans ce cas, on obtient: ~2 = o, remplaçons ~2 par sa valeur dans l'équation (IV.9), on obtient: 

rl 
Ç = -tanr

1 

(IV.14) 

Dans les équations (IV.l2) et (IV.14), on a directement la pulsation en fonction des caractéris
tiques de la barre et du poids P. 

c) Exemples 

Pour valider ces résultats, une analyse modale par la méthode des éléments finis 
a été conduite: pour une barre de rayon intérieur ri1 = 0.012 rn, de rayon extérieur re1 = 0.036 rn, 
d'une longueur L1 = 0.18 rn ; et une masse de rayon r2 = 0.05 rn et de longueur Lz = 0.05 m. 
La figure (IV.7.a) présente la modélisation utilisée, elle ne correspond pas parfaitement au des
sin de la figure (IV.6), ceci est dû à l'analyse axisymétrique utilisée. 
Les résultats sont rassemblés dans le tableau (IV .1) pour le cas où la barre et la masse sont en 
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CHAPITRE IV 

aluminium, dans le tableau (IV.2), on rassemble les résultats pour le cas où la barre (1) est en 
aluminium et la masse en acier. La figure (IV.7.b) représente le premier mode de vibration lon
gitudinale obtenu par ATILA pour le cas où la barre est libre en x= 0, et la figure (IV.7.c) re
présente le premier mode pour le cas où le barre est encastrée en x= O. 

exemples 
fréquence 1 en Hz fréquence 1 en Hz 

écart% 
ATILA ANALYTIQUE 

1 et 2 en aluminium 10590. 10853. 2.4 
1 en aluminium 8970. 9050. 0.8 

et 2 acier 

Tableau IV.1 : Comparaison des valeurs de la fréquence pour le cas ou la barre est libre en x =O. 

fréquence 1 en Hz fréquence 1 en Hz 
écart% 

ATILA ANALYTIQUE 

1 et 2 en aluminium 5280. 5244. -0.6 
1 en aluminium 3807. 3817. 0.2 

et 2 acier 

Tableau IV.2 : Comparaison des valeurs de la fréquence pour le cas de la barre encastrée en x = O. 

Fig. IV.7.a- Maillage de l'ensemble. 

Fig. IV.7.b- 1er mode de l'ensemble: barre libre en x= O. 

Fig. IV.7.c- 1er mode de l'ensemble: barre encastrée en x= O. 
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CHAPITRE IV 

IV- 3.1.2 Modèle Tonpilz 

Le même principe peut être appliqué pour déterminer les fréquences de résonances du pre
mier mode propre de vibration longitudinale, du modèle type Tonpilz. En effet, le modèle de 
moteur à étudier, est représenté par la figure IV.8, seule la moitié, représentée par la figure 
(IV.9), est utilisée pour l'étude. 

x 

Libre 

x 
Fig. IV.8- Schéma simplifié du Tonpilz. 

y 

x 

Fig. IV.9 Représentation des deux barres (1), (2) et de la masse (3). 

On considère dans ce cas que les parties 1 et 2 sont toutes les deux des barres et la partie 3 est 
considérée comme une masse fixée. 
Si on définit par : 
Ai : section transversale, Li : longueur, et ci telle que : 

ci = Ji:. (IV.15) 

Les équations du mouvement, sont dans ce cas pour les deux barres ( 1 et 2) 

ëJ2u. ëJ2u. 
-

1 = cf-1 

ëJt2 1 ëJx2 

-102-

(IV.16) 



CHAPITRE IV 

Si ui varie sinusoïdalement comme ejrot , on obtient : 

a2ui ro2 
-+-u. = 0 ax2 c~ 1 

1 

Soit la solution : 

(IV.17) 

(IV.l8) 

Les quantités Ài et ~i sont des constantes à déterminer par les conditions aux limites exprimées 
ci-après: 

c 1) en x = o on a égalité des déplacements : 

c2) en x = L2, la force est égale à la force d'inertie de la masse : 

( au2) (a2u) AE- =-m-2 2 a x x = L 2 at2 x = L2 

c3) en x = o, on a égalité des forces : 

Posons: 

( au1) (au2) AE- =AE-. 
1 1 a x x= o 2 2 ax x= o 

~L. = k.L. = r. c. 1 1 1 1 
1 

la barre (1) est libre du coté x = L1, dans ce cas la condition se traduit par : 

c4) en x= L1, F = 0 donc: 

(
au ) 

AE - 1 =0 
1 1 ax x= L 1 

ce qui se traduit par la quatrième équation : 

~1 = 0 

(IV.19) 

(IV.20) 

(IV.21) 

(IV.22) 

(IV.23) 

(IV.24) 

Quand on ajoute cette équation aux trois autres (IV.l9, IV.21), et après avoir éliminé les cons
tantes, en posant : 

on obtient: 

RESULTATS: 

r2 ( tanrl tanr2 -l.ë) 

tanr1 + ktanr2 
(IV.25) 

Le tableau (IV.3) présente alors une comparaison des résultats obtenus par la méthode analyti
que :relation (IV.25) et les résultats obtenus par ATILA, pour une barre (1) dont la section ad 
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met un rayon r1 = 0.05 rn et une longueur L1 = 0.05 rn, la barre L2 est la même que la barre (1) 
de 1' exemple précédent, ainsi que la masse. La modélisation choisie est celle représentée par la 
figure (IV.10). La figure (IV. 11) montre alors le premier mode de résonance obtenu par ATILA. 

fréquence 1 en Hz fréquence 1 en Hz 
écart% 

ATILA ANALYTIQUE 

(2) en aluminium, 5166. 5175. 0.1 

(1) et (3) en acier 

(1 ), (2) et (3) en alu- 7630. 7767. 1.7 
minium 

Tableau IV3: Fréquences de résonance pour les deux cas de figures. 

L. 

Fig. IV.10- Modélisation de l'ensemble. 

L. 

l 

Fig. IV .11 - 1 "'' mode de 1' ensemble. 

IV- 3.1.3 Modèle de moteur du transducteur flextensionnel de classe IV 

De la même manière, on va déterminer la fréquence de résonance du premier mode de vi
bration longitudinal du modèle du moteur du transducteur flextensionnel de classe IV dont un 
schéma simplifié est représenté par la figure (IV.12), par symétrie, seul le (1/4) du moteur va 
servir pour 1' étude. 
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y' 
Poutre centrale 

x 

Inserts métalliques IY 

Encastrée br 

Fig. IV.12- Schéma simplifié du type moteurs pour le flextensionnel de classe IV. 

Les trois premières conditions sont les mêmes que dans le cas précédent. La quatrième condi
tion est celle qui traduit le fait que la barre ( 1) est encastrée en x = L1. 

Cette condition nous donne : 
c' 4) en x = 11 , on a : 

(IV.26) 

Des quatre équations (IV.19, IV.21) et (IV.26), le système d'équation obtenu est tel que: 

AI = Az 

A2E2 ro (-A2sinr2 + ~2 cosr2 ) = -mro2 (A2cosr2 + ~2 sinr2) 
cz 
{û {û 

AIEI-~1 = A2E2-~2 
c 1 c2 

0 = A 1 cos r 1 + ~ 1 sin r 1 

(IV.27) 

Si on élimine les constantes Ài et ~ides équations précédentes, on aboutit à l'équation de fré
quence, définie par la relation (IV.28). 

RESULTATS: 

r2 (tanr2 + ktanrJ) 

1- ktanr1 tanr2 
(IV.28) 

Le tableau (IV.4) résume alors la comparaison entre les résultats analytiques utilisant la relation 
(IV .28) et ceux donnés par ATILA, la figure (IV .12) montre le premier mode de résonance. La 
géométrie, la modélisation et le type d'analyse sont les mêmes que pour le cas précédent. 
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fréquence 1 en Hz fréquence 1 en Hz 
écart% 

ATTI..A ANA 

2 en aluminium, 1 et 3709. 3714. 0.1 
3 en acier 
1, 2 et 3 en 4659. 4767. 2.2 
aluminium 

Tableau IV.4 : Fréquences pour les deux cas de figures. 

1 

Fig. IV .13 - Premier mode de 1' ensemble. 

Nous allons maintenant appliquer ce principe pour déterminer les fréquences de résonance et 
d' antirésonance du premier mode de vibration longitudinale pour les transducteurs cités au pa
ragraphe (IV .1). La différence essentielle par rapport à la partie précédente est que les vibrations 
ne seront plus libres, mais dues à l'effet piézoélectrique [4,8,48]. Sous excitation électrique, les 
moteurs vibrent. On propose ici de déterminer la fréquence de résonance et d'antirésonance du 
premier mode. L'étude se fait pour chaque cas en deux parties : la première partie traite le mo
teur sans tige de précontrainte et la seconde avec tige de précontrainte. 
Pour cela, un rappel des définitions des différents caractéristiques des matériaux piézoélectri
ques est présenté dans la partie suivante : 

IV - 3.2 Cas piézoélectrique 

IV- 3.2.1 Effet piézoélectrique 

a) Propriétés des céramiques piézoélectriques couramment utilisées 

Les céramiques piézoélectriques possèdent en dépit de certaines difficultés 
(leurs propriétés ne sont pas des fonctions linéaires des contraintes mécaniques ou électriques, 
le vieillissement provoque une variation des propriétés dans le temps) certaines symétries per
mettant de décrire leurs propriétés comme si le matériau les constituant était un cristal piézoé
lectrique unique dont 1' axe de symétrie serait orienté dans la direction de polarisation. 

La matrice des constantes élastiques a la forme suivante : 
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sn sn sl3 0 0 0 

szi s22 s23 0 0 0 

s31 s32 s33 
0 0 0 (IV.29) 

0 s44 0 0 
0 0 

0 0 0 s44 0 
0 

0 0 0 0 0 2(s11 -s12) 

La matrice des constantes diélectriques est de la forme : 

[:;: ~~ 
0 0 E3J 

(IV.30) 

La convention utilisée dans la description des propriétés piézoélectriques des céramiques est de 
définir l'axe z de son repère cartésien comme axe de polarisation (Fig. IV.14). Comme la sy
métrie est totale autour de cet axe, la matrice des constantes piézoélectriques est de la forme : 

[ ~ ~ ~ d:/d 
d31 d31 d33 0 0 ~J 

(IV.31) 

En utilisant comme variables indépendantes la contrainte T et le champ électrique E, la relation 
qui lie T et E à S (déformation) et D (déplacement électrique) peut s'écrire : 

avec: 

SI= sTJTI+srzTz+sT3T3+d31E3 

Sz = sTz Tl+ sTI Tz + sT3 T3 + dl3E3 

S3 = sr3Tl+sr3Tz+sf3T3+d33E3 

S4 = s~4T4+dl5E2 
s5 = s~T5 +d15E1 
S6 = s~6T6 

D1 = EjE1 + d15T5 

Dz = EfEz+dl5T4 

D3 = EJE3+d3l(Tl+Tz) +d33T3 

constante de compliance élastique, définie par : 

as.l slJ·D=dT: 
J E,D 

E~ constante diélectrique, définie par : 
IJ 
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(IV.35) 

b) Coefficient de couplage piézoélectrique 

Le coefficient ou facteur de couplage piézoélectrique est parfois plus utile pour 
caractériser les possibilités d'utilisation d'un matériau piézoélectrique dans un projecteur de 
puissance que les coefficients de contrainte et déformation. Le coefficient de couplage est défini 
comme le rapport entre la densité d'énergie mutuelle Umut et la moyenne géométrique des den
sités d'énergie de déformation élastique uelas et de la densité d'énergie diélectrique udiel· 

u 
k = mut 

JU el as U die! 

(IV.36) 

c) Exemple : barreau vibrant longitudinalement, champ électrique parallèle 

Considérons un barreau de céramiques piézoélectriques long vibrant longitudi
nalement (Fig. IV.14), le champ électrique étant parallèle à la longueur. On suppose que la lar
geur et l'épaisseur sont faibles comparées à la longueur et que la seule contrainte significative 
est suivant la longueur qui est maintenant orientée suivant l'axe de polarisation z. Négligeant 
les effets de bord : 

et 

- + 

~""------ F2 
~---u2 

Fig. IV.14 - Barreau vibrant longitudinalement. 

(IV.37) 

(IV.38) 

De ce fait, D3 est constant. Le choix des variables indépendantes les plus appropriées est D et 
T. Les équations de la piézoélectricité obtenues[48] sont: 

(IV.39) 

(IV.40) 
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Si on considère plusieurs barreaux segmentés[48], alors: 

(IV.41) 

appelons E0 le terme constant dans les céramiques, dans ce cas E3 peut s'écrire sous la forme : 

(IV.42) 

(IV.43) 

(IV.44) 

Dans les sections suivantes, nous allons déterminer le premier mode de vibration longitudinale 
des transducteurs type Janus, Tonpilz et du moteur piézoélectrique du flextensionnel de classe 
IV. Pour chaque cas présenté, la tension d'excitation sera de 1 Volt, l'axe de polarisation du ma
tériau z sera parallèle à 1' axe x de la structure. Pour déterminer les fréquences de résonance et 
d' antirésonance du premier mode de vibration longitudinale, on va déterminer la valeur de 1' im
pédance Z. 

IV- 3.2.2 Etude du JANUS 

Considérons maintenant comme dans le cas de la barre sollicitée par un poids fixé à son ex
trémité, une barre constituée d'un ensemble de dix anneaux de céramiques piézoélectriques 
longs et segmentés excités alternativement entre eux, à laquelle est fixée une masse rn (Fig. 
IV.15). C'est le cas simplifié du Janus si la partie qui ne supporte pas la masse est libre. 

électrode 

<1>-

Fig. IV.15 -Représentation de la barre avec les électrodes. 

a) Cas sans tige de précontrainte 

Comme pour le cas du matériau élastique, la force de traction qui sollicite la bar
re doit être égale à la force d'inertie de la masse, ce qui s'exprime par: 

à x= L 1, on a: 
(IV.45) 
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de l'équation (IV.43) on obtient T3 comme: 

1 
T3 = E (S3-d33E3) 

833 

u1 est toujours de la forme : 

avec [48] : 

Si la barre est libre en x = 0, dans ce cas, on a : 

donc, de l'équation (IV.43), on obtient: 

s3 est telle que : 

s =au 
3 dX 

des équations (IV.45) et (IV.50), on déduit les valeurs des deux constantes À1 et B1 : 

_ ri;( 1- cos~L J- kL 1 tankL 1] 

~1- Eod33 l;tankL +kL 
1 1 

L'intensité i du courant qui traverse le barreau est telle que: 

. dq 
1 =-

dt 

q étant la quantité de charge définie par : 

q = nA1 [D3 ] 
moy 

(IV.46) 

(IV.47) 

(IV.48) 

(IV.49) 

(IV.50) 

(IV.51) 

(IV.52) 

(IV.53) 

(IV.54) 

Où n représente le nombre des céramiques et [D3]moy représente la valeur moyenne, défini par : 

1 tl [D3 ] = -L D3dx 
moy 1 0 

(IV.55) 

quand on remplace les quantités (IV .54) et (IV .55) par leur valeurs, on aboutit à 1' expression de 
l'intensité i, comme : 

(IV.56) 
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d'où la valeur de l'impédance Z: 

REMARQUE: 

L1 
Z= 

j wn z A 1 [c JJ + d!3 [ =-~ t_a;_r~-1/;_2_+r_I J] 
s33 ~ + 1 tan 1 

(IV.57) 

Si la barre est encastrée en x= 0, dans ce cas le déplacement est naturellement nul ce qui s'ex
prime par: 

à x = 0, on a: 
(IV.58) 

la deuxième condition est la même que celle du cas où la barre est libre, elle est exprimée par la 
relation (IV.45), avec ces deux conditions on détermine les deux constantes Â1 et ~ 1 définies par 

(IV.59) 

Après avoir calculé la valeur de l'intensité 1, l'impédance Z obtenue est de la forme: 

z = L1 
(IV.60) 

Pour les deux cas, la résonance est obtenue quand l'impédance électrique est maximum, l'anti
résonance est obtenue quand Z est minimum. 

RESULTATS: 

Le tableau (IV.5) présente une comparaison entre les valeurs des fréquences de résonance et 
d' antirésonance ainsi que du coefficient de couplage pour un transducteur type Janus : cas où la 
barre (1) est encastrée en x= 0, relation (IV.57). Pour le cas où la barre est libre en x= 0 relation 
(IV.60), les résultats sont regroupés dans le tableau (IV.6). Les dimensions sont les mêmes que 
celle de l'exemple (IV.3.1.1), le matériau piézoélectrique est de la céramique type X9 et la mas
se est en acier. 

type d'analyse 
fréquence de fréquence Coefficient de 

résonance en Hz d' antirésonance en Hz couplage 

A TIL A 4341. 4823. 43.5 

ANALYTIQUE 4362. 4861. 43.5 

écart% 0.2 0.5 0.0 

Tableau IV.5 :Résultats des deux méthodes pour le Janus sans tige de précontrainte. 
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type d'analyse 
fréquence de fréquence Coefficient de 

résonance en Hz d' antirésonance en Hz couplage 

ATILA 9170. 10028. 41.6 

ANALYTIQUE 9318. 10248. 41.6 

écart% 1.5 2.1 0.0 

Tableau IV.6: Résultats des deux méthodes pour le cas ou la barre (1) est libre en x= O. 

La figure IV.l6 montre alors les premiers modes de résonance et d' antirésonance obtenus par 
ATILA, pour les deux cas: barre libre et encastrée en x= O. 

L. 
(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

Fig. IV.l6- Modes de résonance et d'antirésonance: 
(a): résonance, (b) antirésonance: pour la barre encastrée en x= 0 (JANUS). 
( c) : résonance, ( d) antirésonance : pour la barre libre en x = O. 
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b) cas avec tige de précontrainte. 

si on garde pour u1 le déplacement de la barre tel que: 

(IV.61) 

et que 1' on appelle le déplacement de la tige u' 1 avec : 

(IV.62) 

.... 1 û) • 1 ou k 1 = 7 , avec . c 1 = 
cl 

E' 1 et p' 1 sont le module d'Young et la masse volumique de la tige de précontrainte. Les con
ditions aux limites, peuvent alors être exprimées ainsi : 

en x = L 1 , on a : 
(IV.63) 

La force à l'extrémité de la barre doit être égale à la force d'inertie de la masse: 

Soient F la force dans la colonne de céramique et F' celle dans la tige de précontrainte 

(IV.64) 

autrement: 

(IV.65) 

Dans le cas encastrée, cette condition donne : 

u 1 = u'1 = 0 (IV.66) 

comme pour les cas précédents, quand on élimine les constantes, on obtient pour l'impédance 
Z: 

(IV.67) 

Au lieu d'utiliser la relation (IV.67) pour déterminer les fréquences du premier mode, une so
lution approchée donnée par LORD RAYLEIGH est utilisée [50], elle consiste à ajouter le 1/3 
du poids de la tige de précontrainte à celui de la barre, en supposant que la masse de la tige est 
faible par rapport à la masse fixe. 

Autrement, Z obtenue sera de la forme : 
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(IV.68) 

avec: 

(IV.69) 

et : St représente le rapport du poids de la tige de précontrainte au poids P. 

RESULTATS: 

Les résultats obtenus sont rassemblés dans le tableau (IV.6) où l'on montre les valeurs obtenues 
par ATILA, celles obtenues par (IV.67) et enfin celle obtenues par (IV.69), pour le cas où la 
barre est encastrée en x= O. De même le tableau (IV.7) montre les résultats pour le cas où la 
barre est libre en x = O. 

type d'analyse 
fréquence de fréquence Coefficient de 

résonance en Hz d'antirésonance en Hz couplage 

A TIL A 4416. 4883. 42.6 

ANALYTIQUE 
(eq(IV.67)) 

4416. 4920. 44.0 

écart% 0.0 
(avec ATILA) 

1.7 3.0 

ANALYTIQUE 
(eq(IV.68)) 

4380. 4881 44.0 

écart% 
(avec ATILA) 

-1.4 0.9 3.0 

Tableau IV.7: Comparaison des résultats pour Le Janus. 

type d'analyse 
fréquence de fréquence Coefficient de 

résonance en Hz d' antirésonance en Hz couplage 

A TIL A 9282. 10111. 39.7 

ANALYTIQUE 
calcul : direct 

9392. 10331. 41.6 

écart% 0.6 
(avec ATILA) 

2.1 4.6 

ANALYTIQUE 
calcul : solution approchée 

9342. 10277. 41.6 

écart% 1.2 1.6 4.6 
(avec ATILA) 

Tableau IV.8: Comparaison des résultats pour le cas où la barre est libre en x= O. 
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Les résultats obtenus montrent que l'accord entre les résultats analytiques et ceux de la méthode 
des éléments finis est excellent, les résultats obtenus par la méthode approchée sont peu diffé
rents des résultats de la méthode directe. Donc pour les exemples qui seront traités dans les sec
tions suivantes, et pour les cas à tige de précontrainte la solution approchée sera utilisée. 

IV- 3.2.3 Etude du Tonpilz 

Considérons maintenant le cas du Tonpilz, formé par: une barre (1), d'une masse m 1, ayant 
une section A1 et une longueur L 1 constituée d'un matériau de masse volumique p1 et d'un mo
dule d'élasticité El> la masse rn, a une longueur L3, constituée d'un matériau de caractéristiques 
p3 et E3, entre la barre et la masse, un ensemble d'anneaux en matériau piézoélectrique, comme 
indiqué sur la figure (IV.8), les équations suivantes sont toujours valides : 

u. = (À.cos~x+ ~-sin~x)ejrot (i = 1,2). 
1 1 ci 1 ci 

(IV.70) 

(IV.71) 

Les conditions aux limites sont exprimées ci-après : 

c 1) en x = 0; on a égalité des déplacements : 
u1 = -u2 (IV.72) 

c2) en x = 0, on a égalité des forces donc : 

(IV.73) 

c3) en x=~' la force de traction qui sollicite la barre B2 doit être égale à la force d'inertie de 
la masse: 

F2 1x = L
2 

= -rn( é);t:2 JI x= L
2 

(IV.74) 

1' ensemble étant libre, cette condition est exprimée par : 

c4) en x = L 1 , la force F1 est nulle, ce qui donne : 

(IV.75) 

à partir des équations (IV.72, IV.75) on détermine les quatre constantes, 

E0d33 [1 IÇ + tanr2/r2 + ttanr/ (r2 cosr2)] 
À = --- ~--~~~~~~~=-~~~~~~~~ 

2 ~ (ttanr1)/r2 + (tanr2)/r2 - (ttanr1 tanr2)/Ç+J/Ç 
(IV.76) 

E
0
d

33 
[ (J/r2) (J-J/cosr2)- (tanr2)/Ç] 

~I = -~2 = --ç- (ttanr
1
)/r

2
+ (tanr

2
)/r

2
- (rtanr

1
tanr

2
)/Ç+J/Ç 
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Connaissant les quatre constantes, on aboutit à l'impédance définie par: 

z (IV.77) 

RESULTATS: 

De la même manière que dans les cas précédents, les tableaux (IV.9) et (IV.10), présentent la 
comparaison entre les deux méthodes pour la fréquence de résonance, la fréquence d' antiréso
nance et le coefficient de couplage. Pour les deux cas de figure, sans tige et avec tige, de pré
contrainte respectivement. 

type d'analyse 
fréquence de fréquence Coefficient de 

résonance en Hz d' antirésonance en Hz couplage 

A TIL A 6121. 6789. 41.5 

ANALYTIQUE 6174. 6840. 43.3 

écart% 0.8 1.4 4.15 

Tableau IV.9 : Résultats des deux méthodes pour le Tonpilz sans tige de précontrainte. 

type d'analyse 
fréquence de fréquence Coefficient de 

résonance en Hz d' antirésonance en Hz couplage 

ATILA 6245. 6943. 42.1 

ANALYTIQUE 6295. 6963. 44.2 

écart% 0.8 0.3 4.5 

Tableau IV.1 0 : Résultats des deux méthodes pour le Tonpilz avec tige de précontrainte. 

Dans la figure IV .17, on a montré le mode correspondant à la résonance et à 1' antirésonance 
pour le cas sans tige de précontrainte. 

-, 
' 

' ' y 
' Lx 

1 

Fig. IV.17.a- Mode de résonance du transducteur de type Tonpilz. 
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y 

1 
0 Lx 0 

1 
0 

1 

1 

Fig. IV.17.b- Mode d'antirésonance du transducteur de type Tonpilz. 

IV- 3.2.4 Cas type du moteur du classe IV 

Pour le moteur du transducteur flextensionnel de classe IV, la partie utile à 1' étude est la 
même que celle du Tonpilz, pour les conditions aux limites, seule la condition qui exprime 
qu'en x = L1, la barre est encastrée Fig. IV.18 

1 y' 

Poutre centrale i . 

~ ;Diillllillllllllll0 
-+-~ 

x x' 

Inserts métalliques 
Barreau ou anneaux piézoélectriques 

1 Y ou magnétostrictifs 

encastrée 

Fig. IV .18 - Schéma simplifié du moteur pour flextensionnel de classe IV. 

Dans ce cas, les trois premières conditions sont les mêmes que pour le Tonpilz, la quatrième, 
est celle qui exprime, qu'en x= LI> la barre (1) est encastrée, figure IV.18, ce qui donne: 

(IV.78) 

encore une fois, quand on rajoute l'équation (IV.78) aux équations (IV.72-IV.74) on obtient les 
quatre constantes définies ci-après : 
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[1( 1) tanr2] 
r2 1 - cosr2 - -ç-

~ 1 = -~2 

L'impédance obtenue est de la forme: 

(IV.79) 

L2 

Z = -{--[~tanr----2/2 +-~ +-r-=----tan-r1J-} 
• 2 d}3 r 2/2 ç r 2 

Jn wA2 e}3 + ~ [( rtanr ) ( tanr r )] 33 1 + 1 _ rr __ 1 _ 2 

tanr2 
2 Ç Çtanr2 

(IV.80) 

RESULTATS: 

Les tableaux (IV. 11) et (IV.12), montrent alors la comparaison entre les deux méthodes pour les 
deux cas de figures : avec tige de précontrainte et sans tige de précontrainte. 

type d'analyse 
fréquence de fréquence Coefficient de 

résonance en Hz d' antirésonance en Hz couplage 

ATILA 4098. 4481. 40.4 

ANALYTIQUE 4151. 4570. 41.8 

écart% 1.2 3. 3.2 

Tableau IV.11 : Résultats des deux méthodes pour le moteur du transducteur fiextensionnel de 
classe IV sans tige de précontrainte. 

type d'analyse 
fréquence de fréquence Coefficient de 

résonance en Hz d' antirésonance en Hz couplage 

ATILA 4147. 4514. 39.5 

ANALYTIQUE 4156. 4576. 41.8 

écart% 0.2 1.3 5.4 

Tableau IV.12 : Résultats des deux méthodes pour le moteur du transducteur fiextensionnel de 
classe IV avec tige de précontrainte. 
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La figure IV.19 montre le mode de résonance et d' antirésonance du moteur, obtenus par ATILA. 

REMARQUE: 

Pour chacun des cas étudiés, on peut déterminer le déplacement en tout point de la partie active, 
ceci peut permettre de calculer le déplacement à 1 'extrémité libre du moteur du classe IV par 
exemple. Pour la mise en place de son schéma équivalent il suffit alors de remplacer les deux 
constantes Î'v]_ et ~2 définies dans les relations (IV- 79) dans l'équation (IV.70) et on obtient alors 
u2 comme: 

(IV.81) 

1 
1 

i 
1 

(a) 

L, 
1 
J 

i 
1 

(b) 

Fig. IV.19- Mode de résonance (a) et d'antirésonance (b) du moteur du transducteur 
de classe IV 
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IV - 4 Conclusion 

La méthode analytique présentée dans ce chapitre, testée sur plusieurs structures élas
tiques et piézoélectriques, a permis de déterminer le premier mode de vibration longi
tudinal des transducteurs type Janus, Tonpilz et du moteur du transducteur 
flextensionnel de classe IV. 

Les résultats obtenus par cette méthode, présentent un accord parfait comparés à ceux 
de la méthode des éléments finis. 

Pour permettre la construction du schéma équivalent du moteur du transducteur flex
tensionnel classe IV, présenté au chapitre II, on a déterminé analytiquement les para
mètres requis qui sont : 

-l'impédance électrique du moteur, 

- les fréquences de résonance et d' antirésonance du premier mode de vibration 
longitudinal, 

-le déplacement au bout du moteur. 

Pour les structures testées dans ce chapitre, on a utilisé des transducteurs constitués 
d'anneaux piézoélectriques; dans le chapitre suivant, nous allons étudier deux exem
ples de transducteurs flextensionnels de classe IV : le premier utilise un moteur cons
titué d'anneaux de céramiques piézoélectriques avec tige de précontrainte, alors que le 
deuxième utilise un moteur à barreaux de céramiques piézoélectriques. 

Nous possédons maintenant tous les éléments nécessaires pour 1' anal y se du transduc
teur flextensionnel de classe IV. Le chapitre suivant présente alors le test de la méthode 
analytique: détermination des caractéristiques de ce transducteur dans l'air, conduite 
en parallèle avec la méthode des éléments finis. 
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CHAPITRE V 

Exemples d'applications 

Dans ce chapitre, on présente deux exemples de transducteurs flexten
sionnels à moteur piézoélectrique : 

le premier exemple, est un transducteur dont la géométrie de la coque 
est proche du premier type de coque traité dans le chapitre III à savoir, 
un grand axe moyen de 521. mm, et un moteur constitué d'anneaux pié
zoélectriques, avec tige de précontrainte. 

Le deuxième exemple est un transducteur dont la coque fait partie de la 
deuxième famille de coques traitée au chapitre III, le grand axe moyen 
a pour valeur 1150. mm, le moteur est constitué cette fois de barreaux 
piézoélectriques, sans tige de précontrainte .. 

L'étude se déroule en trois parties : 

Dans la première, on étudie le transducteur à l'aide de la méthode des 
éléments finis, pour construire un schéma équivalent global et donc on 
détermine les caractéristiques de son fonctionnement. Dans la deuxiè
me, on mène une étude par les deux méthodes, éléments finis et méthode 
analytique, pour construire : 

- le schéma équivalent de la coque seule, utilisant la méthode proposée 
au chapitre III, 

- le schéma équivalent du moteur, utilisant la méthode du chapitre IV. 

Dans la troisième on retrouve les caractéristiques du transducteur 
complet à partir du schéma équivalent obtenu en rassemblant les con
tributions séparées de la coque et du moteur. 

Généralement, pour ce dernier schéma, on obtient plus de précision en 
associant l'insert à la coque et non au moteur [51]. Dans notre cas, on 
ne peut déterminer, analytiquement, les caractéristiques de la coque 
avec insert, pour cela, on a choisi de l'associer au moteur. 
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V - 1 EXEMPLE 1 : Transducteur à coque de type 1 (ga = 521. mm). 

V - 1.1 Description. 

Le premier exemple de transducteur flextensionnel de classe IV retenu, est celui dérivé du 
projecteur qui a été réalisé par le CERDSM dans le cadre d'un projet visant à utiliser une coque 
en matériau composite pour faire une source de forte puissance dont la fréquence de résonance 
dans l'eau soit de l'ordre de 350Hz [22]. 

Le projecteur décrit par la figure V.l, comporte: 

-une coque cylindrique, à section quasi-elliptique, en aluminium. La mesure moyenne 
du grand axe est de 521 mm, le rayon moyen de courbure à l'extrémité du petit axe 
est 598.5 mm, le rayon moyen de courbure à l'extrémité du grand axe est 46.5 mm et 
1' épaisseur est constante, elle vaut 21 mm. C'est le cas du premier type de coque du 
chapitre III, 

- 12 colonnes de céramiques, comportant chacune 28 anneaux, montés en 6 moteurs 
parallèles. Chaque anneau a un diamètre extérieur de 56 mm, un diamètre intérieur de 
20 mm et une épaisseur de 6.25 mm. La céramique est de type X9, 

- une pièce métallique centrale et des inserts en acier qui assurent le raccordement des 
colonnes de céramiques et de la coque. 

Fig. V.l -Description schématique du flextensionnel de classe IV à moteur 
piézoélectrique (tiré de [51]). 
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V - 1.2 Elaboration du schéma équivalent global du projecteur. 

Pour identifier les éléments du schéma équivalent, une modélisation numérique relative à la 
structure a été conduite, à l'aide de la méthode des éléments finis et du code A TILA. 

En ce qui concerne le projecteur figure V.1, si on néglige les effets de bord, la structure à 
modéliser peut d'abord être réduite à 1/6èrne de la structure globale, correspondant à un seul 
moteur figure V.2 (a). Ensuite, un sous-ensemble peut lui-même être réduit à 1/8èrne (soit 1/ 
48èrne de la structure totale) à l'aide de trois plans de symétrie orthogonaux figureV.2 (b), 
compte tenu de l'excitation et du type de vibration du projecteur. 

Dans le cadre de l'analyse par éléments finis, compte tenu de la gamme de fréquences utiles et 
pour limiter la taille du maillage, la colonne de céramique a été réduite à 4 tronçons, au lieu de 
28. Le maillage utilisé est présenté figure V.3. Une analyse modale a fourni les premiers modes 
de vibration et leurs coefficients de couplage. Les résultats obtenus des trois premiers modes 
sont rassemblés dans le tableau V .1. La figure V .4 présente les champs de déplacement corres
pondants. 
Par ailleurs, une analyse harmonique conduite en très basse fréquence (0- 50 Hz) a fourni la 
capacité basse fréquence équivalente au projecteur CBpet l'amplitude du déplacement a l'extré
mité du petit axe, constante dans cette bande, V BF· 

Mode Fréquence de résonance Fréquence Coefficient de couplage 
en Hz d' antirésonance en Hz k(%) 

1 900. 940. 28.6 

2 2200. 2221. 13.9 

3 3604. 3920. 39.3 

Tableau V.1 :Résultats de l'analyse par éléments finis du transducteur. 

Comme indiqué au chapitre II, les différents éléments nécessaires à la mise en place d'un sché
ma équivalent qui sont obtenus par l'analyse numérique, sont : 

f = 900· r 
Hz CBF = 0 · 427 nF 

f = 940. a Hz -09 
VBF = -1·910 rn 

Avec ces valeurs et compte tenu des équations (Il.17), du chapitre ll, on obtient : 

c = 0. 0393 

[, = 794.2 

c0 = 0 · 435 

nF 

H 

nF 

c = 1 · 3610-
07 

miN 

1 = 0. 23 

N = 0·017 

kg 

N/V 

(V.l) 

(V.2) 

En fait, ces valeurs sont surmontées d'une barre pour indiquer qu'elles se rapportent au maillage 
de la figure V.3, (1/48ème de la structure avec 4 tronçons de céramique). Les valeurs réelles du 
projecteur complet, s'obtiennent à l'aide des transformations suivantes: 
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CHAPITRE V 

C0 = C0 x 48 x (7) 2 

N = Nx48x7 

c = ë/48 

1 = lx48 

c = c x 48 x (7) 2 

L = [/ ( 48 x (7) 2) 

Ce qui permet d'avoir comme valeurs, pour le projecteur complet: 

C0 = 1 · 02 J.LF 

N = 5 · 71 N/V 

c = 2 · 8310-
09 miN 

1 = 11 ° 4 kg 

C = 92 · 4 nF 

L = 0 · 33 H 

(V.3) 

(V.4) 

Le schéma équivalent ainsi obtenu, présenté à la figure V.5 permet de reproduire quasi exacte
ment les comportements électrique et mécanique du premier mode du projecteur. 

Pl P4 P2 P3 

(a) (b) 

Fig. V.2- Desc~iption schématique de la réduction du modèle de projecteur , 
à l/48eme de la structure globale. (a) :les plans Pl et P2 isol,ent l/6eme 
de la structure. (a) et (b) :les plans P3, P4 et P5 isolent l/48eme de la structure 
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z 

)-, 

Fig. V.3- Présentation sché!I!atique du maillage utilisé pour l'analyse par éléments finis 
du projecteur (1/48eme de la structure) 

z 

)-, 

Mode 1: f= 900. Hz 

Mode 2 : f = 2200. Hz 

Fig. V.4- Présentation schématigue des champs de déplacement associés 
aux deux premiers modes propres du projecteur, calculés à l'aide du 
code ATILA (traits pointillés :position de repos, traits pleins : 
positions déplacées, les amplitudes des déplacements sont arbitraires. 
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5.71 NN 11.4 kg 

·1 
1 J ... 0000 t 28310'-

v 
=:= 1.02 !JF ~ 

l 

Fig. V.5 - Schéma équivalent du projecteur complet, dont les éléments 
ont été identifiés à partir de la modélisation numérique. 

V - 1.3 Elaboration du schéma équivalent à partir des contributions séparées. 

Dans ce qui va suivre, nous allons présenter 1' élaboration du schéma équivalent du moteur 
seul, section (V.l.3.1) dont les éléments nécessaires à la mise en place vont être déterminés par 
les deux méthodes : la méthode des éléments finis, grâce au code ATILA et par la méthode ana
lytique du chapitre IV, ensuite, de la même manière, le schéma équivalent de la coque seule va 
être déterminé, section (V.1.3.2), pour enfin retrouver le schéma équivalent global du projecteur 
dans l'air, section (V.l.3.3) 

V- 1.3.1 Schéma équivalent du moteur seul. 

Pour pouvoir identifier les différents paramètres du schéma équivalent de la colonne mo
trice, une analyse par la méthode des éléments finis a été conduite, le maillage utilisé est donné 
Fig. V.6. 

La figure V.7, représente le mode de résonance fondamentale du moteur. Parallèlement, lamé
thode analytique, du paragraphe (VI- 3.2.4) du chapitre IV, a permis d'avoir la fréquence de 
résonance et la fréquence d' antirésonance du premier mode ainsi que le coefficient de couplage. 
Le déplacement au bout du moteur est obtenu analytiquement à partir de la connaissance de u2, 

pour x=l2 (IV- 81). Le tableau (V.2) présente les valeurs obtenues par les deux méthodes. 

ANALYSE 
fréquence de résonance en fréquence d'antirésonance capacité basse fréquence 

HZ en Hz en nF 

A TIL A 3098. 3594. 0.483 

ANALYTIQUE 3108. 3770. 0.500 

Tableau V.2 : Valeurs obtenues par la méthode analytique et par ATILA. 

REMARQUE: 
les fréquences obtenues analytiquement présentent un bon accord avec celles obte

nues par éléments finis, par contre, le déplacement en basse fréquence du bout du moteur est 
moins bon: ceci est dû au fait que le déplacement calculé analytiquement n'est pas au bout du 
moteur mais au bout de la barre constituée d' anneaux de céramiques. 
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ANALYSE 
c 1o-09 Ïm Co N rn 

miN kg nF NN 

AT ILA 3.476 0.77 0.36 0.190 

ANALYTIQUE 4.260 0.63 0.34 0.195 

Tableau V.3: Valeurs correspondantes au schéma de la figure V.8. 

REMARQUE: 
même si les valeurs du déplacement en bout du moteur obtenues analytiquement et 

par éléments finis sont peu proches, les valeurs du facteur de transformation obtenues par les 
deux méthodes sont en bon accord car la valeur de N est obtenue en considérant la moyenne des 
valeurs dans la gamme de fréquence utile. 

Les valeurs du tableau (V.3) sont celles qui correspondent à la structure définie par la figure 
V.6, (1/48èrne de la structure). Les valeurs du moteur du projecteur complet sont alors présentées 
dans le tableau (V.4). 

ANALYSE 
c w-11 lm Co N rn 

miN kg fJF NN 

ATILA 7.24 36.96 0.846 63.84 

ANALYTIQUE 8.80 30.24 0.804 65.52 

Tableau V.4 : Valeurs du moteur du projecteur complet. 

Le schéma équivalent du moteur est représenté par la figure V.8. Les valeurs des différents pa
ramètres présentées sont celles de la méthode analytique. 

La figure V.9.a compare les variations du déplacement du bout du moteur avec la fréquence cal
culés par éléments finis, analytiquement et enfin à 1' aide du schéma équivalent : les différents 
paramètres du circuit ayant été obtenus à partir des valeurs analytiques. 

La figure V.9.b compare l'admittance électrique du moteur obtenue par les deux méthodes élé
ments finis et méthode analytique et à partir du schéma équivalent. L'accord entre les différen
tes méthodes est parfait. 
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z 

)--. 

Fig. V.6- Maillage du moteur (1148ème de la structure). 

z 

)--. 

Fig. V.7- Premier mode du moteur. 

Fig. V.8- Schéma équivalent du moteur seul (1/48ème) 
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Fig. V.9.a- Variations avec la fréquence du déplacement à l'extrémité du moteur. 
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Fig. V.9.b- Variations avec la fréquence de l'admittance du moteur. 
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V- 1.3.2 Schéma équivalent de la coque seule. 

Le maillage éléments finis utilisé pour identifier le schéma équivalent de la coque est don
né à la figure V.10. Les représentations schématiques des deux premiers modes propres ainsi 
que du mode correspondant à la fréquence de coupure sont données à la figure V .11, correspon
dant aux fréquences de résonances des deux premiers modes ft> f2 et à la fréquence de coupure fe. 

Le tableau (V .5) présente alors les différentes valeurs obtenues par éléments finis et par la mé
thode analytique. L'accord est parfait. 

ANALYSE 
fl f2 fe 

al ~ 
ubf 

en HZ en HZ en HZ 1o-08m 

A TIL A 363. 1938. 926. -3.35 2.94 6.74 

ANALYTIQUE 360. 1988. 955. -3.30 9.02 6.58 

Tableau V.5 : Comparaison des valeurs numériques et analytiques des différents paramètres 
nécessaires à la mise en place du schéma équivalent. 

a 1 et ~ sont définis comme : 

vl 
a=-

1 u 
1 

et (V.5) 

et sont obtenus à partir des vecteurs propres de la matrice dynamique [ G] définie par la relation 
(III.33) du chapitre ill. 

Ce qui donne comme paramètres du schéma équivalents de la coque, les valeurs rassemblées 
dans le tableau (V.6). 

- -
Ï1 en ï2 ANALYSE 

c1en c2en 

1o-o7rnJN 10-o9rnJN kg en kg 

A TIL A 0.595 8.2 3.28 0.82 

ANALYTIQUE 0.583 7.4 3.36 0.86 

Tableau V.6 : Paramètres du schéma équivalent de la coque obtenus par la méthode analytique 

et par la méthode des éléments finis, (résultats pour le1/48ème de la structure). 

ANALYSE 
c1 en 10-9 c2 en w-10 11 en 12 

miN miN kg en kg 

A TIL A 1.23 1.70 157.4 39.2 

ANALYTIQUE 1.21 1.54 161.2 39.2 

Tableau V.7: Paramètres du schéma équivalent de la coque obtenus par la méthode analytique 
et par la méthode des éléments finis, (résultats pour lacoque du projecteur complet). 
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)-' 
z 

Fig. V.lO- Modélisation en 3 dimensions de la coque. 

Fig. V.ll.a- Premier mode de la coque. 

Fig. V.ll.b- Second mode de la coque. 
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Fig. V.ll.c- Premier mode d'antirésonance mécanique de la coque. 

La figure V .12 présente alors les variations avec la fréquence de résonance du déplacement à 
l'extrémité du grand axe calculée par éléments finis, par la méthode analytique (annexe Il) et 
enfin par schéma équivalent dont les valeurs utilisées sont celles de la méthode analytique. 
L'accord est parfait. 
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. . . . . 

~) 
0.0 f- ......... .. r ... 

( 
. . . 
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Fig. V .12 - V aria ti ons avec la fréquence du déplacement à 1' extrémité du grand axe 
de la coque seule. 
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V- 1.3.3 Schéma équivalent du transducteur complet. 

L'association des deux schémas équivalents, celui du moteur d'une part et celui de la 
coque d' autre part, conduit au schéma global de la figure V.l3 avec comme variable la vitesse 
vibratoire u au bout du grand axe du projecteur. 

A partir du schéma de la figure V .13 on détermine alors les caractéristiques du projecteur com
me expliqué en II-4.4. Les résultats obtenus par les deux méthodes, éléments finis et méthode 
analytique sont alors rassemblés dans le tableau (V.8). 

La figure V.14 compare alors les variations avec la fréquence du déplacement à l'extrémité du 
grand axe calculées par éléments finis, à l'aide du schéma équivalent de la figure V.13. La 
même figure montre le déplacement du bout du grand axe de la coque avec le schéma équivalent 
à un mode de coque. 

Si conformément à l'utilisation normale du flextensionnel, la vitesse vibratoire intéressante est 
v, à l'extrémité du petit axe, le calcul est aisé. A l'aide du schéma équivalent de la figure V.13, 
les composantes modales u1 et u2 de la vitesse u sont calculées en fonction de la fréquence. En
suite: 

(V.6) 

où les coefficients a 1 et ~ sont définis par la relation (V .5). Les variations du déplacement à 
1' extrémité du petit axe en fonction de la fréquence sont alors représentées à la figure V.15, dans 
trois cas : calcul direct par éléments finis, calcul à l'aide de la relation (V.6) et identification 
directe, selon le schéma de la figure V.2. Les trois courbes sont proches. 

Le tableau V.8 présente alors les caractéristiques du projecteur calculées par les différentes mé
thodes. 

I 

u 157.4 kg 39.2 kg 

0.804 j.tF 

1.70 10-lürn/N 

Fig. V.13- Schéma équivalent du projecteur complet. La variable mécanique 
est la vitesse vibratoire au bout du grand axe. 
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Calcul à 1' aide du Calcul à l'aide du 

Calcul direct 
schéma 

écart% 
schéma 

écart% 
équivalent équivalent 
analytique E.F 

fr (Hz) 900. 830. 7.7 830. 7.7 

fa (Hz) 940.5 863. 8.2 852. 9.4 

k (%) 28.6 28. 2.1 22.3 22. 

cbf (!-LF) 1.12 1.16 3.4 1.12 O. 

ubf oo-9m) 16.1 11. 31. 11.5 28.5 

Tableau V.8 : Caractéristiques du projecteur. 
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Fig. V.l4- Variations avec la fréquence du déplacement à l'extrémité du grand axe 
du projecteur complet. 
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Fig. V.15- Variations avec la fréquence du déplacement à l'extrémité du petit axe. 
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V - 2 Exemple 2 : transducteur à coque de type 2 ( ga = 1150. mm ). 

V - 2.1 Description. 

Le deuxième exemple de transducteur flextensionnel de classe IV présenté ici, est dérivé d'un 
exemple de projecteur élémentaire constitué de trois tronçons superposés et jointifs [52], il est 
composé d'une coque en aluminium, d'épaisseur 50 mm, le grand rayon de courbure vaut 
1278.125 mm, le petit rayon vaut 100. mm, le grand axe moyen vaut 1150. mm ce qui corres
pond au deuxième type de coque cité dans le chapitre III, la longueur 1 vaut 150. mm. La 
colonne motrice est divisée en deux demi-piliers. Chaque demi-pilier est pris entre un insert et 
un fer central. Chaque demi-pilier est constitué de 20 céramiques piézoélectriques de type 
NAVY III. 

Comme pour le premier exemple, par symétrie, seul le l/8ème de la structure est retenu. Pour 
limiter la taille du maillage, la colonne de céramique a été réduite à 3 tronçons au lieu de 20. 

V - 2.2 Elaboration du schéma équivalent global du projecteur. 

Comme pour le premier exemple, une analyse par la méthode des éléments finis a été con
duite, le maillage utilisé est présenté par la figure V .16.a, les figure V .16.b et V .16.c montrent 
alors, les deux premiers modes du transducteur obtenus par ATILA. 

Les résultats obtenus, sont regroupés dans le tableau (V.9) 

Mode Fréquence Fréquence Coefficient de couplage 
de résonance en Hz d' antirésonance en Hz k(%) 

1 417. 447. 35.4 

2 1068. 1079. 14.7 

3 1738. 1934. 43.8 

Tableau V.9: Résultats de l'analyse par éléments finis du transducteur. 

Les différents éléments nécessaires à la mise en place d'un schéma équivalent obtenus par l'ana
lyse numérique sont : 

fr = 417 · 2 

fa = 446 · 2 

Hz 

Hz 

CBF = 0 o 49 

-09 
VBF = -1°810 

nF 

rn 

Avec ces valeurs et compte tenu des équations (II-17), du chapitre II, on obtient: 

c = 0 ° 0645 

L = 2255 ° 0 

c0 = o 0 433 

nF 

H 

nF 

ë = 5° 8710-
08 

1 = 2 ° 45 

N = 3 ° 310-02 

miN 

kg 

N/V 

(Vo7) 

(V.8) 

Valeurs se rapportant au maillage de la figure V .16, (1/8ème de la structure avec 3 tronçons de 
céramique). Les valeurs réelles s'obtiennent à l'aide des transformations suivantes: 

-140-



CHAPITRE v 
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)-, 

Fig. V.16.a - Modélisation du transducteur. 

1 !-------------- -
~~~:::::::::::::::T z 

)-, 

Fig. V.16.b - Premier mode du transducteur, f = 417.Hz. 

)-, 
z 

Fig. V.l6.c- Deuxième mode du transducteur, f = 1068. Hz. 
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c0 = C0 x 8 x (20/3) 2 

N = N x 8 x (20/3) 

c = ë/8 

1 = 1 x 8 

C = Cx8x (20/3)2 

L = [/ (8 x (20/3) 2) 

Ce qui donne comme valeurs pour le projecteur : 

c0 = 15 · 4 Jl.F 

N = 1·76 N/V 

c=7·3310 
-09 

miN 
1 = 19. 6 kg 

c = 22.9 nF 

L = 6·34 H 

(V.9) 

(V.lO) 

La figure V .17 correspond dans ce cas au schéma équivalent globale du projecteur complet dans 
l'air. 

1.76 NN 19.6 kg 

t 1 v • 0000 Tl 7.3310-9m/N 

~ 1 ==!54 !li' ~~----------'--
Fig. V.17 - Schéma équivalent du projecteur dont les éléments 

ont été identifiés à partir de la modélisation numérique. 

V - 2.3 Elaboration du schéma équivalent à partir des contributions séparées. 

V- 2.3.1 Schéma équivalent du moteur seul. 

Les différentes valeurs nécessaires à la mise en place du schéma équivalent de la colonne 
motrice sont regroupées dans le tableau (V .1 0). De la même manière, les résultats des différents 
paramètres du circuit, obtenus par les deux méthodes sont regroupés dans le tableau (V.11 ). 
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CHAPITRE V 

La figure V.18 montre le maillage utilisé pour la modélisation du moteur ella figure V.18.b 
montre le premier mode de résonance obtenu par A TILA. 

ANALYSE 
fréquence de résonance en fréquence d'antirésonance capacité basse fréquence 

HZ en Hz en nF 

ATILA 1520. 1848. 0.34 

ANALYTIQUE 1466. 1858. 0.33 

Tableau V.1 0 : Valeurs obtenues par la méthode analytique et par ATILA. 

ANALYSE 
ë 1o-09 lm Co N rn 

miN kg nF NN 

ATILA 2.3 4.8 0.347 0.28 

ANALYTIQUE 2.5 4.7 0.336 0.28 

Tableau V.ll: Valeurs correspondantes au schéma de la figure V.18.a (1/8èrne). 

Les valeurs du projecteur complet, déduites à partir du tableau précédent et des relation (V.9), 
sont alors présentées dans le tableau (V.12). 

ANALYSE 
c 1o-09 lm Co N rn 

miN kg ~ NN 

A TIL A 0.28 38.4 0.12 14.4 

ANALYTIQUE 0.31 37.6 0.12 15.2 

Tableau V.12: Valeurs correspondantes au schéma du projecteur complet. 

Le schéma équivalent du moteur est alors représenté par la figure V.19. 

)-, 
z 

Fig. V.18.a- Modélisation du moteur. 
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z 
)_, 

Fig. V.18.b- Premier mode de résonance du moteur. 

1 0.285NN 

$ IE1111 .--u-0.63 kg---.T2.5 miN 
u 

Fig. V.19- Schéma équivalent du moteur seul. 

La figure V.20.a compare les variations avec la fréquence du déplacement en bout de moteur 
calculé par éléments finis, analytiquement et à l'aide du schéma équivalent. 

L'accord entre le déplacement obtenu analytiquement et par le schéma équivalent est parfait ; 
quant au déplacement obtenu par éléments finis, il est très peu différent de celui obtenu analy
tiquement ; ce résultat était prévisible, vue la différence entre les valeurs des fréquences obte
nues par les deux méthodes, à noter que l'écart entre ces dernières valeurs n'excède pas 2.4 %. 
De la même manière, la figure V.20.b montre la variation de l'admittance du moteur en fonction 
de la fréquence par les différentes méthodes. 
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Fig. V.20.a- Variations avec la fréquence du déplacement à l'extrémité du moteur. 
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Fig. V.20.b- Variations avec la fréquence de l'admittance du moteur. 

-146-



CHAPITRE V 

V- 2.3.2 Schéma équivalent de la coque seule. 

Le maillage éléments finis utilisé pour identifier le schéma équivalent de la coque est don
né à la figure V .21. Les représentations schématiques des deux premiers modes propres sont 
données à la figure V.22, correspondant aux fréquences de résonances des deux premiers modes 
ft, fz. 

Le tableau (V.13) montre alors les différentes valeurs obtenues par éléments finis et par lamé
thode analytique. 

fl fz fe 
ai <Xz 

Ubf 

en HZ en HZ en HZ 10-0R rn 

ATIT..A 176.8 955. 453.5 3.3 1.3 3.13 

ANALYTI- 175.5 960. 461.3 3.3 10.2 3.02 
QUE 

Tableau V.13: Valeurs obtenues par la méthode analytique et par ATILA. 

Ce qui donne comme paramètres du schéma équivalent de la coque ( 1/8ème) les valeurs rassem
blées dans le tableau (V.14). 

c1 en w-08 c2 en 10-09 Ï1 en Ïz 
miN miN kg en kg 

ATILA 2.74 3.7 29.7 7.6 

ANALYTIQUE 2.65 3.5 30.8 7.9 

Tableau V.14: Valeurs correspondantes au 

A partir des relations (V.9), on obtient les paramètres du schéma équivalent de la coque du pro
jecteur complet. Ces valeurs sont rassemblées dans le tableau (V.15). 

C1 en 10-09 Cz en lO-lO 11 en lz 
miN miN kg en kg 

AT ILA 3.42 4.66 237. 61. 

ANALYTIQUE 3.32 4.32 246. 63. 

Tableau V.15 : Paramètres du schéma équivalent de la coque obtenus par la méthode analytique 
et par la méthode des éléments finis, (résultats pour la coque du projecteur complet) 

La figure V .23 montre alors les variations avec la fréquence du déplacement en bout du grand 
axe. par les différentes méthodes. 
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Fig. V.21. -Modélisation de la coque. 

Fig. V.22.a- Premier mode de la coque, f = 176. Hz. 

Fig. V.22.b- Second mode de la coque, f = 955. Hz. 
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Fig. V.23- Variations avec la fréquence du déplacement à l'extrémité du grand axe 
de la coque seule. 
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V- 2.3.3 Schéma équivalent du projecteur complet. 

L'association des deux schémas équivalents précédents conduit au schéma global de la fi
gure V .24 avec comme variable la vitesse vibratoire u au bout du grand axe du projecteur. 

La figure V.26 montre alors les variations avec la fréquence du déplacement à l'extrémité du 
grand axe calculées par éléments finis, analytiquement et à 1' aide du schéma global, à deux mo
des de coque. La même figure montre le résultat obtenu par schéma équivalent à l'aide d'un seul 
mode de coque. 

La vitesse vibratoire V, à l'extrémité du petit axe, est obtenue à partir de la relation (V.6). 

Les variations du déplacement à 1' extrémité du petit axe en fonction de la fréquence sont repré
sentées figure V .25, dans trois cas : calcul direct par éléments finis, calcul à 1' aide de la relation 
(V.6) et identification directe. Les trois courbes sont très proches l'une de l'autre. 

1 

1 
0.12!-lF 

Fig. V.24- Schéma équivalent du projecteur complet. La variable mécanique 
est la vitesse vibratoire au bout du grand axe. mJN 

Calcul à l'aide écart% Calcul à 1' aide écart% 

Calcul direct 
du schéma du schéma par rapport au 
équivalent par rapport au équivalent calcul direct 
analytique calcul direct 

E.F 

fr (Hz) 417. 390. 6.5 392. 6.0 

fa (Hz) 447. 412. 8.4 413. 7.6 

k (%) 35.4 33. 6.9 31.6 10.0 

Cbf (nF) 17.6 18.6 4.9 17.8 0.6 

ubf (l0·9m) 13.0 10.8 16.8 10.4 20.0 

Tableau V.16 : 
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Fig. V.25- Variations avec la fréquence du déplacement à l'extrémité du petit axe. 
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V - 3 Conclusion. 

Dans ce chapitre et pour les deux exemples traités, la première étape a consisté à dé
terminer les caractéristiques du transducteur à partir d'un schéma équivalent global ob
tenu par modélisation numérique ; la seconde étape a consisté quant à elle, à déterminer 
ces mêmes caractéristiques à partir d'un schéma équivalent obtenu en assemblant: 
le circuit moteur à une branche motionnelle représentant son premier mode de vibra
tion longitudinal au circuit de la coque à deux branches motionnelles représentant ses 
deux premiers modes de vibration. 

Pour la construction de ce dernier schéma, on a utilisé pour comparer les résultats, les 
deux méthodes : analytique et numérique. L'accord est parfait. 

Lorsqu'on compare les résultats analytiques à partir du schéma équivalent à contribu
tions séparées, à ceux du schéma équivalent global déduit numériquement, 1 'écart ob
servé pour la fréquence de résonance du transducteur est alors de l'ordre de 7%. 

Les valeurs des caractéristiques du transducteur obtenues à partir du schéma équivalent 
global sont en bon accord avec celles du schéma équivalent à contributions séparées 
construit analytiquement. 

On peut donc grâce à cette méthode analytique déterminer les caractéristiques du trans
ducteur flextensionnel de classe IV dans l'air, a partir du modèle analytique proposé 
dans cette thèse. 
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CONCLUSION 

La méthode analytique proposée dans cette thèse pour 1' analyse des transducteurs 
flextensionnels de classe IV dans l'air, permet de traiter les problèmes liés à leur con
ception sans recourir aux approches numériques. Elle a été testée, avec succès sur 
deux exemples de transducteur. Cette méthode a permis grâce à la technique des sché
mas équivalents de déterminer analytiquement les caractéristiques du transducteur 
dans 1' air. 

Après avoir décrit le fonctionnement de ces transducteurs et leur représentation par 
des schémas équivalents, on a souligné 1' intérêt d'une méthode analytique simple 
permettant leur conception et leur optimisation. Les possibilités offertes par cette mé
thode sont: 

L étude du comportement dynamique de la coque du transducteur qui consiste à 
déterminer les deux premiers modes de vibration et le premier mode d'antirésonan
ce. Cette étude permet de déterminer les paramètres nécessaires à la représentation 
de la coque par un schéma équivalent à deux branches motionnelles, elle permet 
également de déterminer la variation de la fréquence d' antirésonance de la coque, 
fréquence proche de la fréquence de résonance du premier mode du transducteur 
complet. 
Ce modèle peut être appliqué à d'autre type de coques en général et aux coques des 
autres transducteurs flextensionnels admettant la même symétrie de révolution que 
la coque du classe IV en particulier. 

L'étude de la contribution du moteur par une méthode analytique permettant de dé
terminer son premier mode de vibration longitudinal nécessaire à la mise en place 
de son schéma équivalent. Cette méthode a été appliquée et testée, sur d'autres ty
pes de transducteurs comme le Janus et le Tonpilz. 

Les résultats obtenus par cette méthode analytique sont en bon accord avec ceux ob
tenus en utilisant la méthode des éléments finis, ce qui confirme définitivement la va
lidité du modèle proposé. Donc l'optimisation de la coque et du moteur pour la 
conception des transducteurs flextensionnels de classe IV à épaisseur de coque cons
tante devient plus souple. 

Le principe général développé ici peut s'appliquer à la modélisation des autres types 
de transducteurs flextensionnels. 
La limitation du modèle réside dans le fait que les pertes mécaniques, diélectriques 
et piézoélectriques ne sont pas prises en compte et dans le fait que 1' épaisseur de la 
coque est constante. 
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Les perspectives d'extension de ce travail peuvent être divisées en trois thèmes ma
jeurs : 

- La prise en compte de la variation de 1' épaisseur de la coque pour pouvoir utiliser 
des coques en matériaux composites. 

- L'association de 1' in sert à la coque, qui a fait partie du moteur dans les deux exem
ples du chapitre V. 

- La prise en compte du rayonnement : le fonctionnement du transducteur dans un 
fluide lourd environnant peut être représenté avec une bonne approximation par un 
schéma équivalent; pour cela, la connaissance du champ de déplacement du transduc
teur dans 1' air ainsi que les composantes de 1' impédance de rayonnement est néces
saire. 
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ANNEXE/ 

Fréquences de flexion et de membrane 

AI - 1 Déplacements 

On considère une coque à anse de panier (deux rayons de courbure), du transducteur flexten
sionnel de classe IV, de petit rayon moyen r, de grand rayon moyen R, d'épaisseur h et de 
grand axe moyen ga, chargée par une pression p uniformément répartie, comme indiqué sur 
la figure Al.l. 

p 

ga/2 1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

Fig AI.l - Structure chargée par une pression uniformément répartie autour. 
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Sous 1 'effet de la pression p, il se produit une réaction d'appui en A : RA et en B : RB . En tout 
point M(9) de la fibre moyenne, repéré par son angle 9, il se produit : un moment M(9), un effort 
tranchant T(9) et un effort normal N(9). 

Par l'écriture des équations de l'équilibre statique on obtient: 

RA= p·R[(J-E)cosq>+(e+ 2~)] (AI.l) 

avec : E = r /R et q> 1' angle délimitant les régions 1 et 2 défini par : <p = 
ga le grand axe moyen. 

( 

(ga) J 
acos T-~r , et 

Pour tout point M(9) de la fibre moyenne, tel que 0:::;; 9:::;; q> (région 1) on a: 

avec: A = (1- E) cosq> 

M 1 (9) = pR2( ~l + Aecos9) 

T /9) = -pRAsin9 

N 1(9) = pR( Acos9 + E + 2~) 

pour tout point M(9) de la fibre moyenne, tel queq>:::;; 9:::;; ~ (région 2) on a: 

{

M2 (9) = pR2 (~2 - B sin9) 

T i9) = -pRBcos9 · 

Ni9) = pR( 1- 2~ -Bsin9) 

avec: B = (1- E) sinq> 

où ~1 et ~2 deux constantes indépendantes de 9, définies par: 

(AI.2) 

(AI.3) 

(AI.4) 

MA représente le moment d'encastrement au point A et peut être déterminé en exprimant le fait 
qu'au point A il n'y a pas de rotation vue la symétrie de la structure. 

f<p f1tl2 r M 1 (9)ct9+R M
2 

(9)ct9 = 0 
0 q> . 

(AI.5) 

ce qui donne pour valeur du moment d'encastrement: 
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2 2(1t/2-<p)( (J-E) -AE-E
2
)-AE

2
<p-AB(J+E) 

M = R M = pR ---~------:---:-::--'----:------
A A ê<p + (n/2- <p) 

(AI.6) 

Pour pouvoir déterminer le déplacement de chaque point de la fibre moyenne, on excite par une 
force unitaire suivant la direction dans laquelle le déplacement est cherché figure Al.2: 

y 

; 

1 
1 

1 

f=1 N 

1 --,----------
Fig Al.2- Déplacement horizontal d'un point M d'angle a compris entre 0 et <p. 

Par l'application de la force f, il se produit en tout point de la fibre moyenne un moment M(8), 
un effort tranchant T(8) et un effort normal N(8) tel que: pour avoir le déplacement dans une 
direction ( ox) par exemple on aie (i = 1 ,2) : 

rxMi (9) lVIi (9) rxTi (9) Ti (9) rxNi (9) Ni (9) 
ui (a) = uiM(a) +uiT(a) +uiN(a) =Jo El d9+ Jo GSJ d9+ Jo Eh de 

Pour tout point de la fibre moyenne de la région 1, les déplacement obtenus sont de la forme : 

(AI.7) 

(AI.8) 

l 1 -l 2 [A ( h ) J uiN(a) = -p~R e 4 cos2a+ E+ 
2

R cosa+c1N 

v IN( a) = -p
1 ~~

2 

R2e[~ (2a + sin2a) + ( e + 2~)sina J 
(AI.9) 

où c1M, cn et clN sont des constantes indépendantes de l'angle a et sont définies par: 
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c lM = : 2 [ cos<p( 6 2 - e261) + ~Ae3 (2- cos2cp) - ~B (2 (7t/2- cp) + sin2<p) -B (62 (1t/2- cp) - Bcos<p) J 

c1T = ~(2(7t/2-<p) -sin2cp-Aecos2<p) (AI.lO) 

1 ( h) ( h) 1 . c1N = - 4Aecos2<p-e e+
2

R cos<p- 1+
2

R cos<p+ 4B(2(7t/2-<p) +sm2<p) 

b) Déplacements dans la région 2 : cp::; a ::; ~ 

De la même manière, les déplacements de tout point de la région 2 sont de la forme : 

2 

= -p
1 ~~ R

4
[( -}) (7t/2- a) + 61 (cos a- (1t/2- a) sin a) +~sin (2a) J 

2 

= -p 1 ~~ R
4

[c2M+62 (sina- (7t/2-a)cosa) +~cos(2a)J 

De la même manière, les constantes c2M, c2T et c2N sont définies par : 

l
c2M = [ sin<p( e2 6 r 6 2) + ~Ae3 (2cp + sin2cp) - ~B (2 + cos2cp) - Ae (63 (7t/2- cp) - B cos cp) J 

c2T = -~ ( cos2cp + Ae (2<p- sin2<p)) 

c2N = e [~A (2cp + sin2<p) + e( 1 + 2~)sin<p J - ( 1 + 2~)sin<p- ~B cos2cp 

AI - 2 Première fréquence de résonance de la coque 

(AI.ll) 

(AI.12) 

(AI.13) 

(AI.l4) 

La première fréquence de résonance est obtenue lorsque 1' on a égalité de 1' énergie cinétique de 
flexion et de l'énergie potentielle de flexion. 

AI - 2.1 Energie cinétique de flexion 

L'énergie cinétique de flexion a été définie dans la chapitre III comme: 

(AI.15) 
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Quand on remplace dans la relation (AI.l5) les déplacements par leur valeurs (AI.7) et (AI.ll) 
et après intégration, l'énergie cinétique de la structure obtenue est de la forme: 

1 5 1-v - 2 
( 

2J2 
Ecf = :zPhR p--ml Ecf ro 

avec: 

Ëcf = e
5
[( cy + LlJ + ( ~ey)<p+ ( LlJ + ( ~ey)~ + Ll1 (4c1 +3Ae) sin<p- ~e( c1 + ~e)sin2<p-
Ll i 2c 1 + ~Ae )<pcos<p- L11Ae<p

2 
sin<p + ( ~e Y~cos2<p] + 

[( c~ + Ll~ + (~f)(~ -<p) + }( Ll~ +(~Y)(~ -<p Y+ L12 (4c2~3B) cos<p+ ~( c2 - ~)sin2<p+ 

L12GB -2c2 )(~-<p )sin<p + Ll2B(~ -<p Y cos<p- ~(if(~ -<p )cos2<p J 

AI - 2.2 Energie potentielle de flexion 

L'énergie potentielle de flexion a été définie dans le chapitre Ill comme : 

(AI.l6) 

(AI.17) 

(1-v
2
)[ r" 2 f~ 2 : Epf = 2EI Jo M /9)rd9 + J<P M2(9)Rd9 (AI.l8) 

Lorsqu'on remplace les moments par leur valeurs exprimées par les relations (AI.2) et (AI.3) et 
après intégration de la relation (AI.18), 1' énergie potentielle de flexion obtenue est de la forme : 

avec: 

1 3 I-i
Epf = :zhR p--mlEpf (0 (AI.19) 

Lorsque l'énergie cinétique de flexion est égale à l'énergie potentielle de flexion, on obtient la 
pulsation définie par : 

(AI.21) 

AI - 3 Fréquence de membrane 

Comme pour le cas précédent, la fréquence de membrane est obtenue quand 1' énergie cinétique 
de membrane est égale à l'énergie potentiel de membrane. 

AI - 3.1 Energie cinétique de membrane 

L'énergie cinétique de membrane est définie par: 
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(Al.22) 

Après avoir remplacé les déplacements par leur valeurs données par les relations (AI.9) et 
(AI.13) dans la relation (A1.22) et après intégration, on obtient l'énergie cinétique de membrane 
définie par : 

1 s( 1-i)2- 2 
Ecrn = :zPhR p--"Ei1 Ecrn ro 

avec: 

Ecrn = R
3
[( CJN + ( E + 2~)2 

+( ~ Y)!p+( 1 )2j 3 

+ ~( cJN+ ~)sin2!p 
+ ( E + 2~)( 2clN +~A )sin!p- A( E + 2~)!pCOS!p- ( 1 y<pc~S!p] 
+ [(( 1 + 2~)2 

+ c~N +(~Y)(~ -<p) + ~( Â~ + (~Y)(~-!p Y+ ( 2c2N-3~)cos!p 

Al - 3.2 Energie potentielle de membrane 

L'énergie potentielle Eprn est définie par : 

Après intégration, on obtient : 

avec: 

Eprn = E [( E + 2~)
2 

<p + 2A( E + 2~)sin<p + ~A2 
(2<p + sin2<p) J 

+ [( 1 + 2~Y(~ -<p )-2Bcos!p+ ~B2( 2(~- !p )+ sin2!p )] 

La fréquence de membrane est alors définie par : 

avec: 

rorn 
f =-rn 27t 
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ANEXXEII 

Coefficients de flexibilité 

Cette annexe a pour objectif de montrer la détermination des coefficients de flexibilité et donc 
la construction de la matrice [A]. 

Ail - 1 Eléments de la première ligne de la matrice de flexibilité 

Pour la détermination des coefficients élïj• on applique pour chaque cas i, une force uni
taire suivant la direction normale à la fibre moyenne : les coefficients sont dans la direction ra
diale, comme indiqué sur la figure AII.l. 

1 

, an f=lN 
- - - -~- - - - - -- - - - ......------------

CD 

Fig AII.l - Détermination des coefficients de flexibilité de 
la premier ligne de la matrice [A]. 

Lors de 1' application de la force unitaire, il se produit en tout point de la structure un moment 
M(8), un effort tranchant T(8) et un effort normal N(8), au noeud 1 il se produit un moment 
d'encastrement M1 tel que: 

avec: 

2 
M _ A-B (7tl2-cp) +eA +e 

1 - ecp + (7t/2- cp) 

(AII.l) 

(AII.2) 

Comme pour la détermination des déplacements en annexe ll, les coefficients obtenus sont de 
la forme: 

a11 M = R3
1 ~~2 [s (B + M1) (~-cp)- (M 1 +28) cos cp+~( z(~- cp)+ sin2cp) H?M1 (coscp-1) + ~ (2cp- sin2<p) J 

a 11 T = R\;sv2 ~[7t-2cp-sin2cp+e(2cp+sin2cp)] 
1 

a11 N = R 
1 ~~

2

~ [7t-2cp+ sin2cp+e(2cp- sin2<p)] 
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2 

a12M = R
31 ~~ [~ (sin~ (1 + cos2~) + 2cos~ (7t/2- ~)) - B ( 1- sin~sincp) + (B (7t/2- cp) -cos cp) (Md+ A sin~) + 

e (B (1t/2- cp) -cos cp) -lMd (1- cos cp) +~~?sin~ (- 3 + 4coscp- cos2cp) J 

1- v21 [ (7t ) J a 12y = R 
051

4 2 :z-~ cos~-sin~(l+cos2cp) +esin~(cos2cp-1) 

a13M = R3
1 ~~2 [-B (1- sincp) +( s(~-cp )- coscp )<Md +A) +e( s(~-cp )- coscp )-e2Md(l- coscp) + 

~~:3 (- 3 + 4coscp- cos2cp) J 
1-v2 1 

a13y = R~4 [- (1 + cos2cp) + e ( cos2cp-1)] 
1 

1-v2 1 
a 13N = REh4 [ 1 + cos2cp-E ( cos2cp- 1)] 

Ail - 2 Eléments de la deuxième ligne de la matrice de flexibilité 

(AII.4) 

(AILS) 

Pour avoir les éléments de la deuxième ligne de la matrice de flexibilité, on applique la 
force unitaire au noeud 2 suivant la direction radiale figure (AII.2) 

azi - - - -~- - - - - - - - - - ___.., ____ - - -

CD 
Fig AII.2 - Détermination des coefficients de flexibilité de 

la deuxième ligne de la matrice [A]. 

Quand on applique la force unitaire au noeud 2 suivant la direction radial, il se produit un mo
ment d'encastrement au noeud 1 défini par: 

M = RM = R1-sin~[B+A(7t/2-cp) +E((7t/2-cp) +B) +E
2

cp) 
2 2 ecp + (1t/2- cp) 

Ainsi on obtient les éléments de la deuxième ligne de la matrice [A] 

a22M = R3
1 ~~2 [~ (7t-2~cos2~+ sin2~- sin2 ~(7t+2cp+ sin2cp)) +(~-cp )A sin~ (M2 +Asin~)-

(M2 + 2Asin~) (1- sin~sincp)- Esin~( 1- sin~sincp- A sin~(~- cp) )-e2M2 sin cp sin~+ 

~e3sin2~ (2cp + 4sin<p + sin2cp) J 

a22T = R 
1~5~

2 H sin2 ~ (2 (~-cp) + sin2<p) - sin2~ + 2cos2~(~- ~) +e (2cp- sin2cp) J 
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a23 M = R
31 ~~

2 

[j (2cosf3 + 2 ((3- <p) sinf3- sin2<psinf3) + (Md+ Asinf3) (A(~- <p)- 1 + sin<p)- A (1- sinf3 sin<p) 

+Esinf3( A(~-<p )-1 + sin<p )-e2sin<p(Md+ sinf3) +je3sinf3(2<p+ sin2<p) J 

a23 T = R 1~5v
2

j[sinf3(2((3-<p) +sin2<p) -2cos(3+Esinf3(2<p-sin2<p)] 
1 

Ail - 3 Eléments de la troisième ligne de la matrice de flexibilité 

(AII.8) 

Les éléments de la troisième ligne se déduisent de ceux de la deuxième en posant ~ = n/2 

z 
,.-.; 

J! , 

- - - -,- - - -- -- - -- - -

Fig AII.3 - Détermination des coefficients de flexibilité de 
la troisième ligne de la matrice [A]. 

Les derniers éléments de la matrice [A] sont obtenus en posant~= n/2, M3 est aussi obtenu à 
partir de M2 pour ~ = n/2. Ces éléments sont de la forme : 

a33M = R3
1 ~~

2 

[j( 2(~- <p)- sin2<p) + ( ~- <p )A (M3 +A) - (M3 + 2A) ( 1- sin<p) - e( 1- sin<p- A(~- <p) )

E A 2M3sin<p + je3 (2<p + 4sin<p + sin2<p) J 

a33T = R 
1~5v

2 

j [7t- 2<p + sin2<p + E (2<p- sin2<p)] 
1 

a33 N = R 1 ~~
2

j[7t-2<p-sin2<p+E(2<p+sin2<p)] 

(AII.9) 

En fait, ici on a présenté le terme a33 seul, les autres éléments a31 et a32 sont déjà déterminés 
par les relations (AILS) et (AII.8). 
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ANNEXE III 

Résistance de rayonnement 

Eléments complémentaires relatifs au calcul de l'impédance de rayonnement. 

On définit la distribution de vitesse ~ sur la surface du transducteur par : 

(AIII.l) 

où V n est la vitesse vibratoire normale en un point de la surface du projecteur et V 0 la valeur de 
référence définie par: 

V0 = coU0 (AII1.2) 

U0 est l'amplitude de vibration du petit axe du transducteur dans l'air et co la pulsation. 

L'impédance de rayonnement au sens de L.L. FOLDY [41] est alors donnée par: 

(AIII.3) 

Si on considère que les champs de vitesse normale et de pression sont constants le long d'une 
génératrice, cette relation devient : 

lmJ zr= v p~ dr 
or 

(AlliA) 

où r est le contour d'une section droite du projecteur et Om) sa longueur. 

- 173-



ANNEXE IV 

ANNEXE IV 

Equivalences électromécaniques 

Mécanique Electrique 

Force (f) Tension (<j>) 

Vitesse (v) Courant (I) 

Déplacement (u) Charge (q) 

Elasticité ( e= 1/k) Inductance (L) 

Masse (rn) Capacité (C) 

Amortissement ( c) Résistance (R) 

c 

r-~l~ f 
~ _____. 

f = cv = cu 
<1> =RI= Rq 

f [§] $~1 _____. 

f = mv = mü 
<1> = Li = Lq 

k 

~11 f 
-~ 

<1>Î 

_____. 

f = ku = kf vdt 
<1> = q/C = ( 1/C) Jictt 

l f(t) rd 
1 

rn 
1 R > 

<j>(t) 0 
k~ êc L 

~ 0000 

rn v+ cv+ k J vdt = f (t) Li+ RI+ (1/C) Jictt = <1> (t) 

mü+cli+ku = f(t) Lq+Rq+q/C = <j>(t) 

Tableau 1 : Analogies électromécaniques, tiré de [31] 
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