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RESUME - Une contribution à l'analyse des problèmes de raccordement de coques 

axisymétriques de géométries différentes est proposée dans cette thèse. Nous établissons à 

l'aide du principe des travaux virtuels, le problème aux limites pour une coque 

géométriquement linéaire. La démarche proposée est purement analytique ; les solutions 

obtenues ont alors l'avantage d'être très simples d'utilisation et susceptibles de s'intégrer dans 

les codes de calculs des appareils à pression. Les modèles cinématiques retenus sont les 

modèles du premier ordre de Kirchhoff-Love et de Reissner-Mindlin, le modèle du troisième 

ordre de Reddy et le modèle sinus de Touratier. 

Un intérêt particulier est porté à l'étude de l'influence cumulée des paramètres de discontinuité 

et des infiniments petits géométriques de la coque sur la solution au niveau de la jonction. 

Une étude préalable de raccordement d'une coque cylindrique avec une coque conique par le 

modèle de Kirchhoff-Love, a permis d'établir le domaine de validité de ce modèle où la 

solution de référence est obtenue par éléments finis en modèle axisymétrique. Nous justifions 

notre démarche de chercher des solutions qui tiennent compte du cisaillement transverse. 

Afin de montrer la nécessité d'utiliser des modèles raffinés en présence de discontinuités 

géométriques, une analyse détaillée du raccordement d'une coque cylindrique avec un fond 

plat est proposée où une condition aux limites très sévère de type encastrement est retenue. Ce 

cas de discontinuité extrême a permis de mettre en évidence la sensibilité de chaque modèle 

vis à vis des effets de bord. Les résultats obtenus pour les différents modèles montrent la 

supériorité des modèles raffinés ; dans ce type de problème, le champ de déplacement doit être 

développé au moins à l'ordre trois. Nous établissons que pour des coques minces et en dehors 

des discontinuités géométriques, le modèle de Kirchhoff-Love est une bonne approximation 

de l'état de contraintes ; par contre, pour des coques moyennement épaisses et surtout en 

présence de discontinuités, les modèles raffinés deviennent nécessaire pour décrire un 

comportement plus exact de la jonction. 

Le choix du modèle cinématique est alors guidé par le paramètre de la coque et par les 

paramètres de discontinuités géométriques. 

MOTS CLES : Raccordement - coques axisymétriques - discontinuités géométriques -

solutions analytiques - modèles classique et raffiné - cisaillement transverse - effets de 

bord - éléments finis. 



ANAL YSIS AND RESEARCH OF ANALYTICAL SOLUTIONS 

AT THE JUNCTION OF AXISYMMETRIC SHELLS 

ABSTRACT - A contribution to analyse junction problems between axisymmectric shells of 

different geometry is presented in this thesis. This kind of discontinuity is one of the most 

common problems in pressure vessel analysis where the bending stresses are playing a leading 

part in the equilibrium equations. The present study is undertaken in response to a need for 

simple analytical solutions which are very convenient in the industrial field, to design and 

identify discontinuity stresses at the junction and at the fixed end of the shell. The boundary 

value problem is formulated by making use of the principal of virtual work. The shear theory 

which is geometrically linear, is developped for small elastic strains. 

First, an analytical approach based on the Kirchhoff-Love hypothesis is used to find the 

solution for a cylinder with conical and spherical heads. Numerical solutions obtained by the 

finite element method in axisymmetrical modelling, which are considered as a reference, are 

used for the validation of the cylinder to cone juncture. Then, we justify the choice of 

kinematic models with transverse shear. 

Analytical solutions based on the first order, the third order and the generalised shear 

deformation theories, are proposed to analyse a cylinder witna a flat head. We show that 

according to the geometrical parameters and for thin shells, the Kirchhoff-Love model is a 

good approximation of the stress state ; but for thick shells, and especially in presence of a 

discontinuity, higher order models are necessary to have a better approximation of the 

stresses. 

KEYWORDS : Junction - discontinuity - analytical solutions - axisymmetric shells -

classical models - higher order models - transverse shear - finite element - edges effects. 
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Introduction générale 

INTRODUCTION GENERALE 

Lors des dernières décennies, de nombreux auteurs se sont intéressés à l'étude des 

plaques et coques, en vue d'établir une théorie qui permette de décrire leur comportement 

d'une manière satisfaisante. Grâce aux chercheurs et ingénieurs, les théories des coques 

élastiques ont connu, un progrès considérable. Celles-ci sont classées en théories linéaires 

dites du premier ordre et théories non linéaires dites du second ordre. Alors que dans le 

premier cas, les déplacements sont supposés petits devant les dimensions de la coque, dans 

les théories non linéaires (Budiansky [BUD68], Valid [V AL 77], Pietraszkiewicz [PEI77], 

Alfutov [ALF89]), ces déplacements peuvent être très grand. Pour la première classe de 

théories linéaires, on distingue deux grandes écoles : les partisans des modèles classiques 

tels que Kirchhoff-Love, Timoshenko, Reissner-Mindlin et ceux des modèles raffinés tels 

que Whitney et Sun [WHT74], Bickford [BIC82], Reddy [RED84], Bhirmaraddi (1984), 

Doxsee [DOX89], Touratier [TOU92], [TOU89]. Tous ces modèles reposent 

principalement sur des hypothèses cinématiques sur le champ de déplacement, qui permet 

ou non de tenir compte du cisaillement transverse dans la coque. 

Alors que dans la théorie de Kirchhoff-Love, le cisaillement transverse est négligé, 

celui-ci est considéré respectivement, constant, parabolique ou cosinusoïdal dans les 

modèles de Reissner [REI45], de Reddy [RED85] et de Touratier [TOU92]. Pour certains 

types de structures minces, les modèles classiques peuvent être considérés comme une 

bonne approximation de l'état de contrainte. Par contre, pour des structures épaisses et 

surtout en présence de discontinuités, les modèles d'ordre supérieur deviennent plus 

performants, du fait de leur sensibilité aux effets de bord. 

Nous présenterons dans ce travail une étude de la solution dans les zones de 

raccordement de coques de géométries différentes, en vue du dimensionnement des 

enceintes sous pression. En effet, dans plusieurs domaines industriels (pétrole, chimie, 

nucléaire ... ), ce type de structure dit appareil à pression est très utilisé et d'une manière 
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générale, les zones de raccordement nécessitent un soin particulier aussi bien lors de la 

fabrication de l'appareil que lors de son dimensionnement, car souvent c'est dans ces zones 

que les contraintes sont maximales et par conséquent dimensionnantes. 

Dans notre travail, on s'intéresse tout d'abord à la solution des coques cylindrique, 

conique et sphérique car ce sont les géométries les plus courantes ; de plus, pour des 

raisons de rendement et d'optimisation, les géométries employées dans d'industrie sont le 

plus souvent de révolution. On cherchera à établir la solution pour chaque géométrie, et par 

les techniques de raccordement s'appuyant sur la continuité physique entre les coques, on 

déterminera la solution générale du problème de raccordement. 

Le modèle cinématique choisi pour chaque géométrie dépend bien évidemment des 

infiniments petits géométriques de la coque (le rapport de l'épaisseur, sur le rayon moyen 

ou sur une longueur caractéristique). Reste que pour les zones de raccord se pose le 

problème de : 

"L'influence des paramètres géométriques de la discontinuité sur le choix 
du modèle cinématique". 

Afin de répondre à ce problème, on cherchera à établir le domaine de validité des 

solutions analytiques pour les modèles cinématiques des différentes théories. La solution 

de référence est obtenue par éléments finis en modèle axisymétrique. 

Le présent travail se décompose en quatre chapitres : 

Chapitre I : Après un rappel historique sur le développement de la théorie des coques, on 

explicite dans le premier chapitre les principaux résultats de la géométrie différentielle. 

Pour se familiariser avec les notations tensorielles rencontrées dans beaucoup d'ouvrages, 

on donnera la démarche détaillée pour l'obtention des relations tensorielles ; ceci aidera le 

lecteur à comprendre les parties suivantes. Le problème aux limites pour une coque sera 

formulé à l'aide du principe des travaux virtuels en utilisant le modèle de Reissner-
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Mindlin. On donnera néanmoins en plus des équations régissant une coque, la description 

générale des autres modèles. 

Chapitre II : L'étude des problèmes de raccord ne pouvant se faire dans un cas général, 

quel que soit le type de coque, on présentera dans ce chapitre une application à quelques 

coques couramment rencontrées dans les appareils à pression où la partie centrale est le 

plus souvent une coque cylindrique. Les équations régissant cette coque sont alors 

développées par rapport à une base curviligne. Par la suite une application sera faite pour 

obtenir des quantités physiques et donc en adoptant une base orthonormée. Cette partie 

cylindrique étant toujours raccordée à d'autres coques, on présentera cette fois-ci une étude 

des coques coniques et sphériques directement dans la base orthonormée. Se limitant au cas 

axisymétrique, on étudie l'équilibre de chaque coque séparément et ce par les théories de la 

membrane et de Kirchhoff-Love. On détermine alors les effets de bord qui interviennent 

dans 1' étude du raccordement. 

Chapitre III : La solution générale pour les différentes coques établies dans le chapitre 

précédent, sera complétée de manière à assurer la continuité géométrique de ces coques au 

niveau du raccordement. On étudie dans cette partie, plusieurs types de raccordement : 

- raccordement cylindre-cône, 

- raccordement cylindre-sphère, 

- raccordement cylindre-sphère-cône. 

Une attention particulière sera portée à l'étude de l'influence des paramètres 

géométriques et des paramètres de discontinuité sur le niveau et la répartition des 

contraintes de part et d'autre de la jonction. On cherchera à déterminer les zones 

d'influence de chaque coque et on définira la zone à partir de laquelle les effets de bord 

s'annulent. 
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Chapitre IV : Dans ce chapitre, on cherchera le domaine de validité de la solution 

analytique de Kirchhoff-Love. Pour cela, nous établirons des solutions numériques 

obtenues par un calcul en éléments finis en élasticité axisymétrique. Ce modèle a été retenu 

car c'est celui qui se rapproche le plus de la solution exacte du problème. Pour les 

domaines où la solution de Kirchhoff-Love n'est plus valable, on utilisera des modèles 

cinématiques qui tiennent compte du cisaillement transverse. Le problème aux limites sera 

formulé à l'aide du principe des travaux virtuels. 

L'introduction d'une fonction de cisaillement a permis de développer d'une manière 

élégante une théorie générale des coques [TOU92]. En effet, les expressions des 

déplacements, du tenseur des déformations linéarisées et des contraintes généralisées sont 

obtenues dans le cas général ; les théories classiques et raffinées s'en déduisent alors 

aisément. Les calculs sont développés jusqu'à l'obtention des équations d'équilibre et des 

conditions aux limites. Par la suite, nous appliquerons cette théorie à l'étude du 

raccordement d'une coque cylindrique avec un fond plat et nous présenterons les solutions 

analytiques obtenues pour les modèles de Reissner-Mindlin, de Reddy et de Touratier. Afin 

de mettre en évidence la sensibilité des différents modèles vis à vis des effets de bord, une 

condition aux limites sévère de type encastrement sera retenue. Une analyse détaillée des 

effets d'extrémité est alors proposée pour la coque cylindrique. 

Comme pour le raccordement cylindre-cône, la solution de référence est une 

solution obtenue par éléments finis en modèle axisymétrique. Nous comparerons alors nos 

résultats à cette solution et nous discuterons de l'apport des modèles de Reissner-Mindlin et 

des modèles raffinés par rapport à celui de Kirchhoff-Love. 
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CHAPITRE! 

GENERALITES SUR LA THEORIE DES COQUES 

Dans ce chapitre, nous présenterons les éléments de base de la théorie des coques 

élastiques ainsi que les hypothèses adoptées pour modéliser ce type de structure. Le 

problème aux limites sera formulé à l'aide du principe des travaux virtuels. La théorie, 

géométriquement linéaire, est développée dans le domaine des petits déplacements. 

Une particularité d'une structure de type coque est que l'une des dimensions est très 

petite devant les autres. Ceci a permis le développement de plusieurs théories par 

intégration suivant cette petite dimension et donc l'obtention de modèles bidimensionnels. 

Le précurseur dans ce domaine est bien Kirchhoff (1888) qui a émi l'hypothèse 

suivante: 

"la normale à la surface moyenne avant déformation reste orthogonale à cette surface 

et ne subit pas de dilatation durant le processus de déformation, hypothèse équivalente 

à celle émise par Bernoulli pour les poutres". 

D'autres auteurs, Von Karman (1910), Love (1934), Donnell [DON34] et Marguerre 

[MAR38] ont repris en partie les travaux de Kirchhoff. Pour tenir compte du cisaillement 

transversal, Reissner [REI45] a modifié cette hypothèse pour des plaques semi épaisses. 

Depuis, plusieurs ouvrages et publications ont paru dans le domaine de la théorie des 

coques (Naghdi [NAG63], Koiter [KOI60], Valid [VAL73], [VAL88], Whitney et Sun 

[WIT74], Reissner [REI75], Bemadou [BER78], Cheng [CHE79], Reddy [RED82], 

Bhirmaraddi [BHI84], [DES86], Doxsee [DOX89] et Touratier [TOU 92]). 
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Nous dressons ici un tableau récapitulatif de ces théories suivant les documents en 

notre possession : 

Kirchhoff (1888) Conservation de la normale 

Von Karman (1910) Théorie de Von Karman 

Donnell (1934) Stabilité des tubes minces 

Love (1934) Théorie des coques minces 

Marguerre (1938) Hypothèse sur le tenseur de variation de courbure 

Reissner (1945) Prise en compte du cisaillement transverse 

Naghdi (1956) Théorie des coques élastiques 

Koiter (1960) Théorie des coques minces 

Valid (1973) Application du calcul des structures aux coques 

Whitney (1974) Théorie raffinée pour les coques cylindriques 

Wempner (1981) Application de la mécanique des solides aux structures minces 

Reddy (1982) Théorie du troisième ordre 

Bhirmaraddi (1984) Théorie d'ordre supérieur pour les coques cylindriques 

Basar (1988) Modélisation numérique des coques - petites rotations 

Doxsee (1989) Théorie générale pour les coques composites 

Touratier (1991) Théorie du sinus 

Du fait que les coques ont certaines particularités géométriques, on retrouve dans 

les ouvrages cités précédemment ainsi que dans d'autres (Flügge [FLU60], Timoshenko 

[TIM61], Novosilov [NOV70], Gill [GIL70], Basar [BAS85], Batoz [BAT90]), une partie 

plus ou moins importante consacrée à l'étude de la géométrie des surfaces dont nous 

donnerons quelques rappels. 
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1. GEOMETRIE DES SURF ACES 

Dans ce paragraphe, sont définis les champs de vecteurs de base, leurs dérivées, la 

métrique et les courbures de la surface moyenne de la coque dans un cas général, une 

application sera faite par la suite aux surfaces de révolution (cylindre, cône et sphère). 

Cette coque de surface moyenne F et d'épaisseur h est définie par le domaine Q de frontière 

r plongé dans un espace à trois dimensions. 

Le langage naturel qui a permis le développement d'une théorie générale des coques 

(les plaques n'étant qu'un cas particulier de celles-ci où les courbures sont nulles) en 

utilisant des écritures condensées est bien l'analyse tensorielle. Le lecteur peut consulter 

dans ce domaine les ouvrages spécialisés Lelong [LEL68], Bass [BAS78] et Hladik 

[HLA93]. Cette théorie générale repose en premier lieu sur les notions de géométrie 

différentielle dont nous allons donner les éléments de base en utilisant l'outil de l'analyse 

tensorielle. On adoptera la convention de sommation sur les indices répétés (ex : A~, il y a 

sommation sur l'indice j par contre pour la quantité A~ il n'y a pas de sommation sur 

l'indice j). et on supposera que les indices grecs valent 1 ou 2 et que les indices latins valent 

1, 2 ou 3. 

1.1. Tenseurs métriques 

Considérons une surface F de l'espace R3 paramétrée par deux lignes de 

coordonnées 81 et 82 (Figure 1.1 ). Tout point rn de cette surface est repéré par son vecteur 

position f : 

f = f(8\8 2
) 

= f(9a) 

On définit par dérivation de f , les deux vecteurs tangents à la surface F : 

a = ar = r 
a aea ,a 

-7-
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Un accroissement d'arc de longueur ds le long d'une ligne de coordonnée ea est 

déterminé à partir du produit scalaire : 

ds2 = df df (1.1.3) 

Figure 1.1. Définition d'une surface dans l'espace 

La différentielle de f est donnée par : 

dr= :e~ dea (1.1.4) 
= a(l dea 

ams1, 

(1.1.5) 

Par définition, le tenseur métrique covariant associé à F est donné par : 

(1.1.6) 
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L'équation (1.1.5) constitue la première forme fondamentale elle permet 

d'exprimer la distance entre deux points de la surface moyenne. 

A partir du produit scalaire au ap = ôg, on définit le tenseur métrique contravariant : 

(1.1.7) 

où ôg est le symbole de Kronecker. 

A la ligne de coordonnée eu , on associe le vecteur : 

(1.1.8) 

de norme 

dsa =Fa:: dea 

= .Ja aŒŒdeŒ 
(1.1.9) 

L'aire d'un élément de surface dF est donnée par: 

(1.1.10) 

où a est le déterminant de aap . 

Aux vecteurs de base au et au, on associe les vecteurs unitaires : 

(1.1.11) 
-a 

-a a e =--
~ 
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1.2. Courbures des surfaces 

En chaque point rn de la surface F, on définit la normale unitaire sortante par : 

d'où les identités suivantes : 
a3 aa = 0 
a3 aa = 0 

(1.1.12) 

(1.1.13) 

On définit un tenseur d'orthogonalité noté Eup qui permet le passage entre les 

vecteurs tangents aa et le vecteur normal a3 par : 

(1.1.14) 

dont les composantes sont données par : 

(1.1.15) 

Le produit scalaire 

(1.1.16) 

constitue la deuxième forme fondamentale. Cette relation nous permettra d'étudier les 

changements de courbure sur F. On note les composantes du tenseur de courbure associées 

à F par: 

(1.1.17) 
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Nous introduisons le tenseur de courbure mixte par ses composantes b~ telles que: 

ba- aaÂ.b p- Àj} (1.1.18) 

Dans un repère orthogonal ( a12 = 0 ), les composantes du tenseur de courbure sont 

données par : 

bl __ 1 
I R! 

b2- _1_ 
2-

R2 

(1.1.19) 

où R1 et R2 sont les deux rayons de courbure associés aux deux directions principales. 

Les deux invariants H et K définis par : 

(1.1.20) 

sont appelés respectivement courbure principale et courbure de Gauss. 

1.3. Différentiation sur les surfaces 

On exprimera dans ce paragraphe, les dérivées partielles des vecteurs de base 

âa, âa et â3 par rapport aux coordonnées eP et 83
• A partir des identités â3 â3 = 1 et 

âa âP = 8~ , nous obtenons les relations suivantes : 

(1.1.21) 
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Nous introduisons alors la décomposition suivante : 

(1.1.22a) 

(1.1.22b) 

En multipliant (1.1.22a) successivement par les vecteurs (aP et a3) et (1.1.22b) par 

aP, on obtient : 

T"'Â. - -Â. 
~a!3 = aa,p a 
r3 - - b ~ a!3 = aa,p a3 = ap 
r Â. - -Â. bÂ. 3a = a3,!3 a = - a 

A partir des équations (1.1.21 ), nous déduisons la décomposition suivante: 

(1.1.23) 

(1.1.24) 

où rit sont les symboles de Christoffel du second ordre. Cette décomposition permet 

d'exprimer la dérivée partielle d'un vecteur dans les bases covariantes et contravariantes. 

De même, les dérivées covariantes de tenseurs du premier et du second ordre sont 

données par les expressions suivantes : 

Aaj 13 = AaJ3- r:13AÂ. 

Aaj
13 

=Aa,p+r{'
13
AÂ. 

Aa13 JÂ. = Aap,Â.- r:Â.Ap13 - rt13Aap 
AaPJ = Aa!3, +ra AP!3 +rP Aap Â. •"' pÂ. pÂ. 

(1.1.25) 

où la barre verticale "l" représente la dérivée covariante par rapport à la surface moyenne. 
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2. HYPOTHESES CINEMATIQUES 

La théorie des coques repose principalement sur l'amplitude du petit paramètre 

géométrique 11 = h/L, où h est l'épaisseur et L une longueur caractéristique de la coque. 

D'une manière générale, le champ de déplacement estdéveloppé en série polynomiale de la 

variable 83 : 

{

V1 (8
1 ,82 ,83) = v~0l (81 ,82) + 83 v~l) (81 ,82) + 83 v~2\81 ,82 )+ .. . 

V2 (8I ,82 ,83) = vio)(8\82) + 83 viiJ(8I ,82) + 83 vi2J(8\82)+ .. . 

V3(8I ,82 ,83) = v~o)(8I ,82) +83 v~IJ(8I ,82)+ ... 

(1.2.1) 

Le tenseur de déformation associé à ce champ de déplacement est décomposé 

comme suit: 

[
a11 a12 OJ [Pn P12 OJ [ 0 0 Y31 J [0 0 0 J [y ij ] = a 21 a 22 0 + 83 P21 P22 0 + 0 0 y 32 + 0 0 0 + ... 

0 0 0 0 0 0 y 13 y 23 0 0 0 y 33 

(1.2.2) 

déformation de : membrane flexion cisaillement pincement 

On négligera, dans un premier temps y33 devant les autres composantes du tenseur 

de déformation et on écrit : 

On distingue suivant l'amplitude du paramètre géométrique 11 : 

- le modèle de membrane, 

- les modèles du premier ordre, 

-les modèles d'ordre supérieur. 

Une généralisation de ces modèles est donnée par la théorie du sinus. 
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2.1. Modèle de type membrane 

C'est le cas des coques très minces où l'on suppose que celles-ci n'ont aucune 

rigidité à la flexion-torsion. On néglige alors les moments fléchissants et les efforts 

tranchants. 

Le champ de déplacement est développé à l'ordre zéro et s'écrit sous la forme 

suivante: 

(1.2.4) 

où les vi sont les déplacements de membrane. 

Les équations régissant l'équilibre d'une membrane (voir relation. 1.3.46) sont: 

(1.2.5) 

La résolution des équations d'équilibre permet de déterminer directement les efforts 

de membrane na13 en fonction du chargement (p~, p3). Le tenseur de déformation est déduit 

de la relation(1.2.2) : 

(1.2.6) 

La théorie de la membrane a un domaine d'application assez limité car sous des 

conditions aux limites de type encastrement ou dans les zones de discontinuité, la flexion 
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est prépondérante et par conséquent, ce modèle ne permet pas de décrire l'état de contrainte 

quelles que soient les conditions de bord de la coque. 

2.2. Modèles du premier ordre 

2.2.1. Modèle de Kirchhoff-Love 

C'est le cas des coques minces où le champ de déplacement est développé à l'ordre 

un et se met sous la forme suivante : 

{Va(8
1 ,82 ,83 )=)l~ vP-83v3,a 

V3(8I ,82 ,83) = v3 
(1.2.7) 

Ce modèle suppose que la normale à la surface moyenne avant déformation reste 

normale après déformation ; la déformation du cisaillement transverse est alors négligée. 

La théorie de Kirchhoff-Love est une théorie à trois paramètres cinématiques (v1 , v2 , v3). 

2.2.2. Modèle de Reissner-Mindlin 

C'est le cas des coques modérément épaisses où la normale ne reste pas 

perpendiculaire à la surface moyenne au cours de la déformation. Le champ de 

déplacement est développé à l'ordre un avec deux inconnues supplémentaires: 

{
Va(81 ,82 ,83) =Il~ vp +83 wa 

V3(8I ,82 ,83) = v3 

où les w a sont les deux rotations de la normale. 

-15-
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La théorie de Reissner-Mindlin est décrite par cinq paramètres. Les rotations w a du 

modèle de Kirchhoff-Love, sont données en fonction des déplacements de membrane: 

(1.2.9) 

et plus généralement, les termes b~vP sont négligeable devant les dérivées v3,a (hypothèse 

de Donnell-Marguerre): 

wa = -v3,a (1.2.10) 

2.3. Modèles du troisième ordre 

Dans le modèle décrit précédemment, les composantes du tenseur de déformation 

du cisaillement transverse Ea3 (et par conséquent les contraintes transversales cra3 ) sont 

supposées constantes suivant l'épaisseur. Plus généralement, cra3 est maximal sur la surface 

moyenne (83 = 0) et nul sur les surfaces extrêmes (83 = ±h 12 ). Plusieurs auteurs ont 

proposés des modèles cinématiques qui tiennent compte de ce fait : 

Reddy: 

(1.2.11) 

Kackowski: 

(1.2.12) 
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Ces champs de déplacement permettent d'obtenir des distributions paraboliques des 

déformations et des contraintes de cisaillement suivant l'épaisseur de la coque ; ce qui se 

rapproche de la réalité et permet d'éviter l'utilisation des coefficients de correction du 

cisaillement transverse. 

2.4. Modèle sinus 

Touratier [TOU92] a proposé un modèle plus général en prenant une distribution 

sinusoïdale du champ de déplacement : 

{Va(8
1 ,82 ,83 )=~-t~ vp-83v3,a +f(83)ya 

V3(8I ,8z ,83) = v3 
(1.2.13) 

où Y a= wa + v3,a est la rotation du cisaillement transversal et le cisaillement est pris en 

compte par la fonction : 

(1.2.14) 

La distribution des déformations du cisaillement transverse suivant l'épaisseur de la 

coque est donc cosinusoïdale, ce qui est en accord avec la remarque du paragraphe 2. 3. De 

plus, les modèles du premier et du troisième ordre peuvent être obtenus en développant 

cette relation à l'ordre voulu (ce modèle sera désigné par la suite par le modèle sinus). En 

effet, la fonction de cisaillement se développe sous la forme suivante : 

(1.2.15) 
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Avec l'introduction de la fonction du cisaillement transversal, les modèles décrits 

précédemment s'obtiennent par: 

- modèle de membrane 

- modèle de Kirchhoff-Love 

-modèle de Reissner-Mindlin 

- modèle de Reddy 

- modèle de Kackowski 

-modèle de Touratier 

f(83)=0 et 8( ... )/ôx=O (pasdeflexion), 

f(83
) = 0, 

f(83
) = 83

' 

f(83
) = 8\1- 4(83

)
2 1 3h2

), 

f(8 3
) = 58\1-4(83i 1 3h2

) 14, 

f(83
) = (h 1 7t) sin( n83 1 h). 

3. FORMULATION DU PROBLEME AUX LIMITES 

Dans cette partie, nous développons, en utilisant le modèle de Reissner-Mindlin, la 

théorie linéaire des coques dans le cas général (coques non axisymétriques). Après avoir 

défini le champ de déplacements, les composantes des déformations linéarisées seront 

reliées aux composantes de ce dernier. Par la suite, nous utiliserons le principe des travaux 

virtuels ([BAS92], [TOU92b]) pour obtenir les équations d'équilibre et les conditions aux 

limites. 

3.1. Description géométrique 

Soit Q le domaine de l'espace affine euclidien R3 (Figure 1.2), occupé par la coque 

à l'état initial : 

O=Fx[-h + h] 2' 2 (1.3.1) 

Tout point M de Q est relié au point rn de F (de frontière 1) par la relation suivante: 

(1.3.2) 

avec 
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z 

M 

····~ 

Figure 1.2. Définition d'une coque 

Les coques sont caractérisées géométriquement par un petit paramètre 

adimensionnel qu'on notera par : 

ll=h/L <<1 (1.3.3) 

avec L = min{Rmin,LmiJ, où Rmin est le minimum des rayons de courbure de F et Lmin le 

minimum des longueurs des arcs interceptés par r le long des lignes de courbure à la 

surface moyenne F. 

3.2. Champ de déplacement 

Une coque soumise à des sollicitations extérieures, se déforme pour occuper une 

position finale Q'. Cette position est complètement définie par la détermination du champ 

de déplacement en tout point M E Q. On notera ce champ de déplacement par : 

V(M)= ~ai 
= Vaaa + V3a3 

(1.3.4) 
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Dans la base (ë1 ,ë2 ,ë3
), il se décompose comme suit: 

V(M)=Ui ëi 
= Uaëa + U3ë3 

(1.3.5) 

où les composantes v. etui du vecteur déplacement, respectivement dans les bases ai et ëi 

sont reliées par: 

U =V~ a a 

ua =Va ra '\Ji:laa 

(1.3.6) 

Un point ME Q est relié à un point rn de la surface moyenne F par: 

V(M) =v( rn) +w(m)83 (1.3.7) 

où w( rn) = a~ - a3 est le vecteur rotation et a~ la normale en m'. 

v --------------------------------
R 

R' 

0 

Etat initial 
Etat déformé 

Figure 1.3. Cinématique des coques 
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Les vecteurs déplacement et rotation se décomposent dans les bases a; et ë; comme 

suit: 

v(m) = vaaa + v3a3 

= uaëa + u3ë3 
(1.3.8) 

Les relations entre les composantes du champ de déplacement dans les différentes 

coordonnées sont données par : 

(1.3.9) 

A ce champ de déplacement, nous associerons le tenseur des déformations 

linéarisées donné par ses composantes y ij (M) . 

3.3. Déformation d'une coque 

En tout point Met M' (Figure 1.3), on définit les vecteurs de base suivants : 

(1.3.10) 

-· 3 -· = r ,a +8 a3,a (1.3.11) 

-· e3-· = aa + a3,a 
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Le tenseur linéarisé des déformations yij(M) est défini ([ZER68] et [BAS85]) en 

fonction des vecteurs de base précédents par : 

2yij = ~u + Vw 
=G;j-Gij 
= G-;G-~-0-iG-j 

(1.3.12) 

En tenant compte des relations (1.3.12), on exprime le tenseur de déformation y ap 

relatif à la surface moyenne F : 

avec 

2Yap = G~p -Gap 

=G~G~-GaGp 

En substituants (1.3.10) et (1.3.11) dans cette relation, on obtient: 

2aap = a~ a~ - aaap 

2Pap = a~a~.P + a~.aap - aaa3,p + a3,aap 

(1.3.13) 

(1.3.14) 

(1.3.15) 

En se plaçant dans le cadre de l'hypothèse donnée par la relation (1.3.3), les termes 

Pap peuvent être négligés devant aap et PaP. 

Les vecteurs de base a~ et a~ associés à la surface moyenne déformée F' sont 

donnés par: 
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où v est le vecteur déplacement d'un point rn de la surface moyenne et w le vecteur 

rotation de la normale déformée. Ces deux vecteurs sont décomposés dans la base 

contravariante comme suit : 

(1.3.18) 

(1.3.19) 

Après dérivation des relations (1.3.16) et (1.3.17) et en utilisant les définitions 

données par la relation (1.1.25), les équations (1.3.15) se transforment en : 

2aal3 = va/13 + vl3la -2bai3V3 

2Pa13 = waJ 13+w13 Ja-b~vÀj 13-b~vÀia +2b~bÀ13v3 
(1.3.20) 

De la même façon, on expnme les composantes du tenseur de cisaillement 

transverse y a3 à partir de (1.3.12) : 

avec 

a~ =a~ 
=a3-w 

G3 =a3 

(1.3.21) 

(1.3.22) 

En substituant ces deux relations dans (1.3.21), on obtient l'expression des 

composantes du tenseur y aJ : 

(1.3.23) 

Finalement, la variation relative de longueur suivant la normale est donnée par : 

(1.3.24) 
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Les composantes du tenseur de déformation y ii sont résumées par l'écriture 

matricielle suivante : 

(1.3.25) 

Dans la base unitaire (ëa.,ë3), le tenseur de déformation Eij associé à yij est: 

(1.3.26) 

où les composantes ( E~f3 , E~f3 , Ea.3) sont reliées aux composantes ( aa.f3 , 13a.f3 , y a.J) de la 

base (aa.,a
3

) par les relations suivantes: 

(1.3.27) 

et les composantes E~a. représentent physiquement les variations de longueur suivant la 

direction ea.' 1':~2 la demi variation d'angle droit dans le plan de la surface moyenne, 1':~[3 la 

variation de courbure et Ea.3 la variation d'angle droit dans le plan normal à la surface 

moyenne. 

3.4. Tenseur de contraintes 

Le tenseur de contraintes noté 'tii est par définition symétrique. Ses composantes 

sont données à partir de la décomposition du vecteur contraintes 1; dans la base Gi : 

î = 'tiiJG(j. 
1 1 

= ( 'tip Gp + 'ti3 G3)JG (1.3.28) 

= ( 'tip !-!~ aa. + 'ti3 a3)JG 
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où 

Dans la base (aa,a3), le vecteur T; se met sous la forme: 

î = crij 'a a. ' 'Va J 

= ( crip aa + cri3 a3)Ja 

On établit alors les relations entre 't'ij et crij : 

cria = 't'ip J.l~ .J G 1 a 

cri3 = 't'i3.JG 1 a 

et avec l'hypothèse G ::::; a, ces relations deviennent : 

cria= 't'ip J.l~ 

cri3 = 't'i3 

(1.3.29) 

(1.3.30) 

(1.3.31) 

(1.3.32) 

Le tenseur crij n'est donc pas symétrique. Dans une base orthogonale, il est noté par 

des indices covariants (cri) et on obtient les relations suivantes : 

(1.3.33) 

3.5. Formulation variationnelle 

Le problème aux limites sera formulé à partir du principe des travaux virtuels. Pour 

cela on considère la coque 0 de frontière 1 (Figure 1.2). Sur la partie 1" c 1, on imposera 

les efforts et sur la partie complémentaire (1 v c r ), on imposera les déplacements. Les 
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efforts qui s'exercent sur les parties supérieure et inférieure de la coque sont de deux types, 

les forces et les moments répartis, exprimés respectivement par : 

(1.3.34) 

Les vecteurs P et ë sont décomposés dans les bases ai et ëi de la façon suivante : 

p = paaa + p3a3 

= paëa +P3ë3 

ë = caa3/\aa 
= Cië2 -C2ël 

(1.3.35) 

Se plaçant dans le cadre des hypothèses de Reissner-Mindlin, on considère les deux 
A 

espaces de Hilbert V et V : 

v = {va = v a + 8
3 

(y a - v 3,a) + zw a ; v3 = v 3 : y a = w a + v 3,a + b~ v p 

(va, wa) E[ H 1(F) r. v3 E H 2(F); vi et wa sont connus sur rv c ['} 

A {A A 3 A A A A A A A A 

v = va = v a + e (y a -v 3,a) ; v3 = v 3 : y a = w a +v 3,a + b~ v p 

(va, wa) E[ H
1
(F) r' v3 E H

2
(F), va est nul sur rv c ['} 

(1.3.36) 

(1.3.37) 

munis de la norme Hl, avec Hl(F) un espace de Sobolev (pour une formulation par le 

principe des puissances virtuelles voir [TOU92]). 

Le principe des travaux virtuels consiste à écrire que le travail des forces internes 

noté par 8 ~nt est égal au travail des forces externes 8 wext : 

()~nt+ 8Wext = Ü (1.3.38) 
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avec 

(1.3.39) 

où Il est donné par la relation ( 1.3 .29). 

Dans cette expression, crij est le tenseur des contraintes et Yij le tenseur des 

déformations linéarisées défini dans l'espace tridimensionnel par : 

A 1{A A} 
Yij = 2 v;lli + villi , (1.3.40) 

où ( ... )
11
i désigne la dérivée covariante dans l'espace tridimensionnel. 

Les dérivées de R3 sont reliées aux dérivées VaiJ3 de la surface moyenne (Librescu 

[LIB75]) par : 

VaiiP =Il~[ (vp + 83 wP)IJ3- bpJ3 V3] 

Vall3 = Il~ V Pl3 

v3ll3 = v3,3 

(1.3.41) 

En remplaçant ces relations dans (1.3.40) et en tenant compte des relations (1.3.20) 

et (1.3.23), l'expression du travail interne devient: 

(1.3.42) 

où nous avons introduit les contraintes généralisées (naJ3, maJ3 et qa), celles-ci sont reliées 

aux composantes du tenseur des contraintes crij par : 
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(1.3.43) 

Pour transformer la relation (1.3.42), on utilisera le théorème de Green-Gauss 

suivant: 

L nal\)vllladF = Lcna13ôvp)ladF- Lna131aÔVpdF 

= ~r nalluaÔvpds- L nalllaÔVpdF 
(1.3.44) 

Tenant compte de cette relation, l'expression du principe des travaux virtuels se met 

sous la forme suivante: 

ôW = JF{[ nallla- (b~mP13 )Ia- b~qa + pll] ôv13 

+ [ ba
13
naP - b~ba13map + qa 1 a + p3] ÔV3 +[mailla - qa + c13 ] ôw 

13
} dF (1.3.45) 

~ {(naP- b13map)u ôv + ma13u ôw + qau ôv } dS 
p ap a Il a3 

rt 

On établi alors, pour tout (va, v3, wa) E V(F), les équations d'équilibre suivantes: 

nallla - (b~map)la - b~qa + pll = 0 

b nall_ bllb map +qal +p3 = 0 ail p ap a 

mailla -qa +cP= 0 

(1.3.46) 

De même, pour tout (v a, v 3, w a) E V (r cr), nous avons les conditions aux limites 

suivantes: 
nP= (naP- b~maP)ua 

mil= maPu a 

n3 = qaua 
(1.3.47) 

où (nP, mP et n3) sont connus sur la frontière r cr dont le vecteur normal sortant est ü = uaaa. 
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Avec l'hypothèse h!R<<1, on a: 

Dans la base ëi, ces relations seront désignées par : 

N~13 = Na13 
(81 = 0 ouL1 et 82 = 0 ou L2 ) 

M~13 =Ma13 
(81 = 0 ouL1 et 82 = 0 ou L2 ) 

Q~ =Qa (81 = 0 ouL1 et 82 = 0 ou L2 ) 

longueurs caractéristiques de la surface moyenne. 

Pour les coques axisymétriques, nous utiliserons les notations suivantes : 

N 0 = N 22 (x = 0 ou L) 

M0 = M 22 (x = 0 ou L) 

Q0 = Q2 (x = 0 ou L) 

où x = 0 et x = L correspondent aux deux bords de la coque. 

(1.3.48) 

(1.3.49) 

(1.3.50) 

Afin d'exprimer les variables précédentes dans la base orthonormée, nous 

introduisons le long des lignes de coordonnées 8a = ete d'un élément de la surface 

moyenne, la résultante par unité de longueur du vecteur contrainte Na et du vecteur 

moment des contraintes Ma, exprimés dans la base unitaire (ëa, ë3 ). Ces vecteurs sont 

reliés aux vecteurs ïia et ma de la base naturelle (aa,a3) par: 

(1.3.51) 
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La décomposition des vecteurs Na et M:a dans la base unitaire nous donne : 

(1.3.52) 

De la même façon, on décompose les vecteurs na et rna dans la base naturelle : 

(1.3.53) 

A partir des expressions (1.3.51-53), on établit les relations entre les composantes 

physiques (Nal3, Qa, Ma13 ) et les composantes tensorielles (nal3, qa, mal3) : 

3.6. Relations constitutives 

Nal3 = J(a
1313 

1 aaa) nal3 

Mal3 = J(a
1313 

1 aaa) mal3 

Q(l = (1/ ~)q(l 

(1.3.54) 

On considère que la coque est constituée d'un matériau homogène, isotrope et 

linéaire de module de Young E et de coefficient de Poisson v. Dans ce paragraphe, on 

cherchera à relier les composantes ( nal3 , ma13 , qa) à ( aa
13 

, l3a
13 

, y aJ ). En élasticité linéaire, 

le tenseur des contraintes crU est relié au tenseur des déformations Yij par : 

(1.3.55) 

Les composantes du tenseur d'élasticité, Eiik' sont définies par: 

(1.3.56) 
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Par la suite, on supposera que Gall = aall et Gall = aall. A partir de la définition des 

contraintes généralisées (1.3.43), on établit les relations entre les composantes du tenseur 

de déformation et les contraintes généralisées : 

(1.3.57) 

où les rigidités d'allongement, de flexion et de cisaillement, respectivement B, D et G sont: 

B=~ Eh
3 

Eh 
1-v2 'D = 12 (1-v2)' G = 2(1+v) (1.3.58) 

et les composantes du tenseur d'élasticité HallÀ~ de la surface moyenne sont : 

(1.3.59) 

ayant les propriétés de symétrie suivantes : 

(1.3.60) 

Dans une base orthogonale, les relations (1.3 .57) deviennent : 

(1.3.61) 
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où, Nap sont les efforts normaux, Map les efforts de flexion-torsion et Qa les efforts 

tranchants. 

En conclusion, nous avons présenté dans ce chapitre les résultats détaillés de la 

géométrie différentielle, outil indispensable au développement de la théorie des coques, 

ainsi que les principaux modèles cinématiques classiques et d'ordre supérieur. Le problème 

aux limites est formulé à l'aide du principe des travaux virtuels où le modèle de Reissner

Mindlin a été considéré. Les équations d'équilibre et les conditions aux limites sont 

obtenues dans le cas général, laissant ainsi la possibilité de traiter le cas des coques non 

axisymétriques. 
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CHAPITRE II 

APPLICATION DE LA THEORIE DES COQUES 

L'objet de ce chapitre est l'étude de coques de géométries différentes. Ce travail 

s'intéresse plus particulièrement aux zones de raccordement entre deux ou plusieurs 

coques. La répartition et le niveau de contraintes dépend entre-autres de la nature des 

discontinuités géométriques et par conséquent de la forme des coques à raccorder. Dans la 

pratique, il est impossible de construire une théorie générale tenant compte de toutes les 

formes de discontinuités. Pour cela, on propose d'étudier d'abord la solution pour des 

géométries classiquement rencontrées dans le domaine des appareils à pression, les 

conditions de raccord quant à elles, seront établies et discutées, en fonction des 

discontinuités et des petits paramètres géométriques des coques à raccorder au chapitre III. 

La plupart des appareils à pressiOn sont constitués d'une virole cylindrique 

raccordée à d'autres coques de géométries différentes (cône, sphère, tôre ... ).Pour l'analyse 

de telles structures, on étudiera chaque partie séparément et on présentera les équations 

régissant les différentes coques cylindriques, coniques et sphériques dans les conditions des 

hypothèses de Reissner-Mindlin et par la suite celles de Kirchhoff-Love. 

1. ETUDE D'UNE COQUE CYLINDRIQUE 

Par application de la théorie établie précédemment, on présente après une 

description géométrique, les équations régissant une coque cylindrique. Les calculs seront 

développés en utilisant les variables (81 ,82 ,83
) auxquelles, on associera respectivement les 

variables (8,x,z). 
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1.1. Eléments géométriques 

La surface moyenne F du cylindre sera paramètrée par les deux lignes de 

coordonnées (81
, 82

) • Le vecteur position r a pour équation : 

f = Rcos8\ + Rsin8~ +x~ 

où R est le rayon de la surface moyenne. 

x3 x3 
R 

ëL 
eJ 

r 
i3 x x2 z 

x' 

Figure 2.1. Description géométrique d'une coque cylindrique 

Par application des relations ( 1.1.2), on définit les vecteurs de base suivants : 

{

a1 = ~-sin81\ + cos81~) 1 R 
a2 = i3 
a3 = a3 
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Les vecteurs de la base orthogonale sont déterminés d'après les relations (1.1.11) : 

{
=1 = ~sin8~ +cos8~ 
ez = 13 

ë3 = cos8~ + sin8~ 
(2.1.4) 

Les composantes non nulles des tenseurs métrique et de courbure sont : 

(2.1.5) 

(2.1.6) 

et les symboles de Christoffel dans ce cas, sont tous nuls : 

'ïl a, 13 et "A, r~P = 0 (2.1.7) 

1.2. Champ de déplacement 

Dans le cadre des hypothèses de Reissner-Mindlin, le développement à l'ordre un 

du champ de déplacement dans la base (a1,a2 ,a3), donne: 

{
Va(8,x,z) = va(8,x) + z [ wa(8,x) + b~vp(8,x)] 
V3(8,x,z) = v3(8,x) 

{

U1(8,x,z) = (1 + z bl) u1(8,x) + zro 1(8,x) 
U2(8,x,z) = u2 (8,x) + zro 2(8,x) 
U3(8,x,z) = u3 (8,x) 

(2.1.8) 

(2.1.9) 

où les ui et vi sont les déplacements de la surface moyenne et wa et ma les rotations de la 

normale. Les variables (8, x , z) sont définies par la figure (2.1 ). 
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1.3. Tenseur des déformations 

On exprimera dans cette partie les relations entre les composantes des tenseurs de 

déformation, de la surface moyenne aa~, de variation de courbure Pa~ et de cisaillement 

transverse y aJ en fonction du champ de déplacement et de rotation. Ces relations seront 

établies dans un premier temps dans la base (a1,a2,a3) et par la suite dans la base 

{

ali = V1,1 + r?lv2- buV3 

2al2 = vl2 +v21 -rl2vl 
a22 = V2,2 

{

Pu = W1,1- b:vi,I + b:buv3 

2p12 = W1,2 + W2,1- b:v1.2 
P22 = W22 

{
2y 13 = w1 +v3,1 + b:v1 
2y23 = w2 + v3,2 

(2.1.10) 

(2.1.11) 

(2.1.12) 

Dans la base orthogonale, les relations cinématiques (2.1.10), (2.1.11) et (2.1.12) se 

mettent respectivement sous la forme suivante : 

E~1 = ~ (u3 +ui,I) 

E~2 = ~ (Rul,2 + U2,1) 

E~2 = U2.2 

1 1 ) E11 = R2 (Rrou + uu + u3 

E:2 = ~2 Cu1.2 +ro2,1 + Rro1.2) 
1 -E22- ro2.2 

{
2E31 = ~ (Rro1 + u3,1- u1) 

2E32 = ro2 + u32 
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Si on néglige les termes de l'ordre de 1/R devant l'unité d'après les hypothèses de 

Donnell-Marguerre, les expressions (2 .1.14) deviennent : 

1 1 
Ell = R (J)l,l 

E~2 = ffi2,2 (2.1.16) 

1 1 
E12 = ffi1,2 + R ffi2,1 

1.4. Loi de comportement 

Par application des relations (1.3.23), (1.3.27) et (1.3.61), on obtient l'expression 

des efforts normaux Nap' des moments de flexion et de torsion Map et des efforts 

tranchants Qa en fonction du champ de déplacement de la surface moyenne : 

B 
N 11 = R (u3 + ul,l + vRu2,2) 

B 
N 22 = R (Ru2,2 + vu3 + vu1,1) 

G 
N12 = R (Rui,2 + U2,1) 

M11 = ~ (Rroi,I + ui,I + U3 + vR2ro2,2) 

M22 = ~ (R2ro 2,2 + v(Rro1,1 + U1,1 + u3)) 

1-v 
M12 = 2R D(ul,2 +ro2,I +Rrol,2) 

(2.1.17) 

(2.1.18) 

(2.1.19) 

En utilisant les relations (2.1.16), les moments de flexion et de torsion se mettent 

sous la forme simplifiée : 

{

M11 = D(ro1,1 1 R + vro2,2) 

M22 = D(ro2,2 + vroi,I 1 R) 

M12 = G(roi2 + ro21 1 R) 
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et avec les hypothèses de Kirchhoff-Love, 

les expressions (2.1.20) deviennent : 

1.5. Equations d'équilibre 

Mn=~ (ui,II- u3,ll- vR2u3,22) 

M22 = ~ (R2u3,22 + v(ui,ll- u3,11)) 

1-v 
M12 = 2R D(ui,2 -u3,I2- u3.2J 

(2.1.21) 

(2.1.22) 

Par application des relations (1.3.46) pour le cas d'une coque cylindrique, les 

équations d'équilibre des forces et des moments sont données par: 

{

Nil,!+ RNI2,2 +QI+ RPI = 0 
NI2,I + RN22.2 + RP2 = 0 
-Nll +QI,I + RQ2,2 + RP3 = 0 

{
Mill +RMI2 -RQI +RCI = 0 

M12.2 + RM22,2 - RQ2 + RC2 = 0 

où les composantes (P1, Pz, P3,) et (Ct> C2) sont définies par les relations (1.3.35). 

2. ETUDE D'UNE COQUE CONIQUE 

(2.1.23) 

(2.1.24) 

Comme pour les coques cylindriques, nous établirons les équations régissant une 

coque conique. On travaillera directement dans la base (t~ 1 , ë2 , ë3), sachant que dans un 

premier temps les calculs ont été développés en utilisant les variables (81 ,82 ,83
) 

auxquelles, nous avons associé les variables (8, s, z) respectivement. 
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2.1. Eléments géométriques 

De même que pour les coques cylindriques, la surface moyenne d'une coque conique 

est décrite par le vecteur position : 

f = r cos e ~ + r sine ~ + ( r - r0 ) cota ~ (2.2.1) 

avec r = s sin a, s étant l'abscisse du cône, a son demi-angle au sommet et r0 le rayon à la 

petite base. 

Les vecteurs de la base orthogonale sont donnés par : 

{

ë, =-sine~ +cose~ 
ë2 =tana( cose~ +sine~)+~ 
ë3 = cosa(cose~ +sine~- tana~) 

(2.2.2) 

R 

z s 

Figure 2.2. Description géométrique d'une coque conique 

Les composantes non nulles des tenseurs métriques aap, des tenseurs de courbure 

bap et b~ ainsi que des symboles de Christoffel r;13 associés à notre paramètrage sont : 

(2.2.3) 

(2.2.4) 
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{
bu = -r cosa 
bl = -cosa Ir 

{

rl2 =tana 1 r 
rl2 =tana 1 r 
r/2 = -rsinacosa 

2.2. Tenseur de déformation 

(2.2.5) 

(2.2.6) 

Les composantes du tenseur de déformation associées au champ de déplacement de 

type Reissner-Mindlin 

{

U1(8,r,z) = (1+zb:)u1(8,r)+zro1(8,r) 

U2 (8,r,z) = u2 (8,r)+zro 2 (8,r) 

U3(8,r,z) = u3 (8,r) 

se décomposent de la manière suivante : 

Tenseur de déformation de la surface moyenne 

0 1 ( . ) Eu=- sm a u2 +cos a u3 + u11 r . , 

0 1 ( . ) E12 =- -smau1 +rcosau12 +u21 r , , 

E~2 = cosa u2,2 

Tenseur de déformation de flexion 

1 1 ( . 2 • ) Eu = - 2 cos a sm a u2 +cos a u3 +cos a u11 + r sm a ro 2 + rro 11 r , , 

1 1 ( . 2 ) E12 =- -sma ro 1 +rcosa ro 12 +ro 21 +cos a u12 r , , , 

E~2 =cos a ro 2 2 

-40-

(2.2.7) 

(2.2.9) 

(2.2.10) 



Chapitre II Application de la théorie des coques 

Si on néglige les termes de l'ordre de 1/r devant l'unité (hypothèse de Donnell-

Marguerre pour les coques minces), les relations précédentes deviennent : 

1 1 ( . ) E11 =- sm a ro 2 +roll r , 

1 1 ( . ) E12 =- -sm a ro 1 + r cos a ro 12 + OJ 21 r , , (2.2.11) 

1 -E22 - cosa ro 2,2 

Tenseur de déformation du cisaillement transverse 

(2.2.12) 

Dans le cadre des hypothèses de Kirchhoff-Love, les deux rotations sont données en 

fonction du champ de déplacement par : 

(2.2.13) 

En substituant ces relations dans (2.2.11 ), on obtient l'expression simplifiée du 

tenseur de déformation de flexion : 

1 1 ( . ) E
11 
=- rs1nacosa u

32
- u

311 
+cosa U

11 r2 , , , 

1 2(. . 2 /2 ) ~:> 12 =- s1nau12 -s1na cosau1 +rcos au12 -rcosau321 e , , , (2.2.14) 

1 2 
E22 = -cos a u3,22 
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2.3. Relations constitutives 

Les expressions des contraintes généralisées en fonction des déplacements de la 

surface moyenne et des rotations sont obtenues en utilisant les relations (1.3.20), (1.3.23), 

(1.3.27) et (1.3.61): 

Nll = B (sinau2 +cosau3 +u11 +vrcosa u22 ) r , , 

N 22 = B (r cos a u2 2 + v(sinau2 + cosau3 + u11 )) r , , 

N 12 = G (-sinau1 +rcosa u1,2 +u2.1) 
r 

(2.2.15) 

M D( . 2 • 2 ) 
11 = "?" cosa sm a u2 +cos a u3 + cosa u1,1 + r sm a ro 2 + rro1,1 + vr cosa ro 2,2 

M22 = D2 (v( cos a sin a u2 + cos2 a u3 +cos a u11 + r sin a ro 2 + rro 11 ) + r2 cos a ro 2 2) r , , , 

M12 = (1- v) ~ (- sinaro1 + r cos a ro 1,2 + ro 2,1 + cos2 au1,2) (2.2.16) 

{
Q1 = G( rro 1 + u3,1 - cosau1) 1 r 
Q2 = G(ro2 +cosa u3,2) 

2.4. Equations d'équilibre 

Pour une coque conique, les équations d'équilibre sont données par: 

1 2sina cosa 
-Nll 1 +cosa N122 + N 21 +--Q1 +P1 = 0 
r ' ' r r 
sina 1 
--(N22 - Nll) +-N 121 + cosa N 22 2 + P2 = 0 

r r ' ' 
cosa 1 c sina 

---Nll +-Q11 --2 Q1 +cosa Q22 +--Q2 +P3 =0 
r r ' r ' r 
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Pour les conditions aux limites, celles-ci sont du même type que pour la coque 

cylindrique. Les variables en déplacement et en efforts généralisés sont désignées par les 

mêmes notations, seules la métrique et les courbures changent 

3. ETUDE D'UNE COQUE SPHERIQUE 

Dans cette partie, on appliquera la théorie des coques à l'étude d'une coque 

sphérique. Les équations sont présentées directement dans la base (ë1 ,ë2 ,ë3) en utilisant les 

variables (9,<p,z) associées aux indices (1,2,3), sachant que dans un premier temps les 

calculs ont été effectués par rapport à la base (a,, a2 , a3 ) et donc en fonction des variables 

3.1. Aspects géométriques 

Comme précédemment, on établit les équations du vecteur position r : 

r = R(cosSsin<p~ +sinSsin<pl; -cos<p~), 

et des vecteurs de la base orthonormée (ë1, ë2 , ë3) : 

{

ë, =-sine~ +cosS 1; 
ë2 = cosScos<p j + sinScos<p _1; + sin<p ~ 
ë3 = cosSsin<p i1 +sinSsin<p i2 +cos<p i3 

(2.3.1) 

(2.3.2) 

Par la suite, on détermine l'expression des composantes non nulles des tenseurs 

métrique aap, des tenseurs de courbure bap et b~ et des symboles de Christoffel 1~13 : 

a11 = 
2 

sm <p 
{ 

R2 • 2 

a22 = R 
(2.3.3) 
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{
bu = R sin2 <p 

h22 = - bl = - b~ = 11 R 
(2.3.4) 

{
rl2 = cot<p 
rfi = sin<pcos<p 

(2.3.5) 

x3 x3t 

1 ë3 

'ë2 

13 
x2 z 

z 
r 

Figure 2.3. Description géométrique d'une coque sphérique 

3.2. Tenseur de déformation 

Le tenseur de déformation associé au champ de déplacement de Reissner-Mindlin 

{ 

ul(e,<p,z):(l+zb~) uJ8,<p)+zcol(e,<p) 

U 2 ( 8, <p, Z) - (1 + Z b2) U2 ( 8, <p) + ZCO 2 ( 8, <p) 

u3 ( e,<p, z) = u3 (8,<p) 

se décompose toujours de la même façon que les relations (1.3.15) : 

0 1 ( . ) Eu = R . u11 + cos<pu2 + sm<pu3 sm<p · 

E~2 = R ~ ( u12 + u2 1 - cos<pu1) 
sm<p · · 

E~2 = ~ (u2,2 + u3) 
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(2.3.8) 

(2.3.9) 

En utilisant les hypothèses de Donnell-Marguerre, les relations (2.3.8) deviennent: 

El,= R ~ (ro 11 + cos<pro2) 
sm<p · 

El2 = R ~ (ro 12 +ro 2,-cos<pro1) sm<p ' · 
(2.3.IO) 

1 I 
En= R ro2,2 

et avec les hypothèses de Kirchhoff-Love, nous avons: 

El1 = R ~ (RI (u11 +coscpu2)+u311 +cos<p u32 ) 
sm<p · · · 

El2 = R ~ (RI u12 +u21 -coscpu1 -(I+R)u312 -Rcoscpu31 ) 
sm<p · · · · 

(2.3.11) 

E~2 = ~2 (u2,2 -u3,n) 

3.3. Equations d'équilibre 

Dans la base (ëa,ë3), les équations d'équilibre des forces et des moments sont 

données par : 

a~, + (3 sin<p- cos<p )N12 +sin cp 
8~2 + sin<p Q, + RP, sin<p = 0 

BN 12 • BN 22 (N N ) · Q RP · 0 ----ae- + sm <p ---a<j) + cos <p 22 - 11 + sm <p 2 + 2 sm <p = (2.3.I2) 

. ( N ) B(sin<pQ2) BQ, RP · O 
sm <p N" + 22 - Bep - 88 - 3 sm <p = 
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{ B~t + (3sin<p -cos<p )M12 +sin<p 
0~2 - Rsin<pQ1 + RC1 sin<p = 0 

8M12 . 8M22 . . (2.3.13) 
----a9 + sm<p----aq;- + cos<p(M22 - M 11)- Rsm<pQ2 + RC2 sm<p = 0 

3.4. Loi de comportement 

Les éléments de réduction sont reliés au champ de déplacement et de rotation par 

les expressions suivantes : 

Nu= R ~ (u11 + cos<pu2 + sin<pu3 + vsin<p(u2 2 + u3)) 
~<p ' ' 

N 22 = R ~ (sin<p(u2 2 + u3 ) + v(u11 + cos<pu2 + sin<pu3)) 
sm<p · · 

(2.3.14) 

G 
Nn = R . (u12 +U21 -cos<pu1) 

sm<p · · 

Mu= R ~ (ro 11 +cos<pro 2 +vsin<pro 22 ) 
sm<p · · 

M22 = R ~ (sin<pro 2 2 + vro 11 + vcos<pro 2) 
sm<p · · 

(2.3.15) 

B(l-v) 
M12=

2
R. (ro 12 +ro 21 -cos<pro 1) 

sm<p · · 

(2.3.16) 

4. COQUES AXISYMETRIQUES 

Pour des raisons techniques, liées à la facilité de réalisation et de rendement 

géométrique, la plupart des appareils à pression sont d'une géométrie de révolution. Si de 

plus le chargement, les conditions aux limites et les matériaux constitutifs présentent une 

symétrie de révolution autour du même axe 
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Nous avons alors: 

(2.4.1) 

Dans ce paragraphe, on établira la solution analytique pour les coques de 

révolution. Pour les cônes non axisymétriques (cônes déportés), on peut considérer comme 

première approche qu'il est équivalent au cône axisymétrique en prenant comme demi 

angle au sommet l'angle qui génère la plus grande discontinuité géométrique. 

coque conique 
coque cylindrique 

coque sphérique 

zone2 

Figure 2.4. Exemple d'appareil à pression 

Comme on peut le voir sur la figure 2.4, un appareil à pression se présente le plus 

souvent comme le raccordement d'une coque cylindrique à des coques de géométrie 

différente. Une coque cylindrique est raccordée d'un côté à une coque sphérique et de 

l'autre côté à une coque conique, qui elle-même est fermée par un fond plat. Dans cet 

exemple, nous sommes en présence de trois zones de discontinuité géométrique. 

Selon la forme, la nature de la discontinuité et l'amplitude du paramètre YJ, on 

étudie l'équilibre de chaque coque puis de l'ensemble en utilisant les théories de la 

membrane et de Kirchhoff-Love. 
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4.1. Solutions analytiques par la théorie de la membrane 

On exprime dans un premier temps, la solution pour les coques de révolution en 

l'absence de raccordement. Cette solution sera complétée de manière à assurer les 

continuités géométriques au niveau des bords des coques considérées. L'étude de l'appareil 

à pression représenté par la figure (2.4) sera décomposé suivant le schéma suivant: 

Coque conique Coque cylindrique Coque sphérique 
z 

Axe de révolution 

Figure 2.5. Description géométrique des coques de révolution 

4.1.1. Coque cylindrique 

Dans la théorie de la membrane, on néglige les moments et les efforts tranchants : 

(2.4.2) 

A partir des équations d'équilibre (1.3.5), on détermine les efforts de membrane : 

{
N11 = PR 
N22 = PR/2 

(2.4.3) 

Par la suite, on détermine l'expression des déformations de membrane en utilisant 

les relations (1.3 .61) et les équations d'équilibre : 

{ 

0 (2-v)PR 
Eu= 2Ee 

0 _ (1-2v)PR 
Ezz- 2Ee 

(2.4.4) 
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A partir des relations cinématiques, le déplacement radial (noté ô rn) et la rotation de 

la normale (notée ym) de membrane, sont : 

4.1.2. Coque conique 

De la même façon que pour la coque cylindrique, on détermine : 

- à partir des équations d'équilibre, les efforts de membrane : 

{

N _ Pr 
11 - cosa 

N _ Pr 
22 - 2cosa 

- les déformations de membrane à partir des relations de comportement : 

(2.4.5) 

(2.4.6) 

{

8o - 2-v Pr 
11 - 2Ecosa 

1 2 
(2.4.7) 

0 - v p 
8 - r 22 - 2Ecosa 

- le déplacement radial ôm et la rotation de la normale ym à partir des relations 

cinématiques : 

4.1.3. Coque sphérique 

{

ôm = (2-v)Pr2 

1 2Ehcosa 
v,m _ 3tana Pr 

1 
- 2Ehcosa 

Les efforts de membrane sont obtenus à partir des équations d'équilibre : 

{
N 11 = PR/2 
N 22 = PR/2 
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Par la suite, les relations (1.3.61) permettent d'obtenir l'expression des déformations 

de membrane : 

{ 

0 _ (1-v)PR 
Eu- 2E 

0 _ (1-v)PR 
E22- 2E 

(2.4.10) 

Et finalement, le déplacement radial et la rotation de la normale s'obtiennent à partir 

des relations cinématiques : 

(2.4.11) 

où t est l'épaisseur de la coque sphérique. 

4.2. Solutions analytiques par la théorie de Kirchhoff-Love 

Cette partie de la solution est indispensable pour assurer la continuité géométrique 

des déplacements au niveau de la jonction. On exprime pour chaque coque les équations 

générales et par la suite la solution au niveau du raccord. 

4.2.1. Coque cylindrique 

A partir du champ de déplacement de type Kirchhoff-Love, 

(2.4.12) 
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on décompose le tenseur de déformation en la somme de deux tenseurs : 

En utilisant les relations (2.1.17) et (2.1.18), les équations d'équilibre 

combinées aux lois de comportement 

Ee 
Nll = 1fu3 
N 22 =0 

ô3u 
M 22 =-D ôx{ 

M11 =vM22 

(2.4.13) 

(2.4.14) 

(2.4.15) 

(2.4.16) 

aboutissent à l'équation différentielle qui caractérise le comportement d'une coque 

cylindrique : 

(2.4.17) 

dont la solution générale est : 

u3 = e-rx[ A1 cos( yx) + A2 sin( yx)] + erx[ A3 cos( yx) + A4 sin( yx)] (2.4.18) 

où y= [ 3(1- v2
) 1 R2e2f 4 

est le coefficient d'amortissement du cylindre. 
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On considère que le cylindre est suffisamment long (voir chapitre III-4.1.4), alors les 

effets du bord (x= 0) n'ont aucune interaction sur ceux du bord (x= L). On choisit donc 

une solution à deux constantes qui décroît quand x augmente : 

(2.4.19) 

Pour un cylindre, le déplacement radial ôf et la rotation de la normale Vf de flexion 

sont: 

(2.4.20) 

Finalement, on exprime les éléments de réduction en fonction des constantes 

Nu=~ e-rx[A1 cos(yx) + A2 sin(yx)] 

M22 = 2 Dy 2e-rx [ A2 cos( yx)- A1 sin( yx) J (2.4.21) 

Q2 =2Dy 3e-rx[(A1 -A2 )sin(yx)-(A1 +A2 )cos(yx)] 

4.2.2. Coque conique 

Les équations d'équilibre sont obtenues à partir des relations (1.3.24) : 

N _ 8(rN22 ) _ O 
li ar -

Nu -tana a(rQ2 ) -~ = 0 ar cosa 
(2.4.22) 

M _ 8( rM22 ) + rQ2 . = 0 
li ar sina 
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En utilisant les hypothèses de Kirchhoff-Love, le champ de déplacement se met 

sous la forme suivante : 

(2.4.23) 

On décompose le tenseur de déformation associé à ce champ de déplacement en 

deux parties : 

{ 

• 2 ~. 
1 Sin a uu3 E -----
11- r àr 

B2u 
E

1 = -sin2 a --3 
22 éJr2 

Et finalement, les relations constitutives sont données par : 

{

N11 = ~ (sinau2 + cosau3 + vr sin a C::2 ) 

N22 = ~ (r sin a C::2 + v(sinau2 + cosau3)) 
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Pour résoudre ce problème, on effectue tout d'abord les changements de variable 

suivants: 

{

s = rsina 

U = stana Q2 

v= àu3 1 as 
(2.4.28) 

La combinaison des équations d'équilibre et des relations de comportement, aboutit 

à un système différentiel qui caractérise le comportement d'une coque conique : 

En définissant l'opérateur: 

L( ) = [ d2( ... ) d( ... )- ( ... )]t 
... s d 2 + d ana s s s 

le système (2.4.29) devient: 

{

U: -
1
BL(V) 

V- Eh L(U) 

et par dérivation, on obtient : 

L(L(U)) + !-L4U = 0 

avec 
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La solution générale de cette équation est donnée par : 

(2.4.34) 

où les Ai sont des constantes et Ber2, Bei2, Ker2 et Kei2 sont des fonctions de KELVIN de 

second espèces qu'on peut transformer en fonctions de première espèce. Les fonctions de 

KELVIN de première espèce se développent en séries entières ou se calculent comme 

fonctions trigonométriques pour un argument : 

(2.4.35) 

où A = [ 3(1- v2
) 1 R 2h2 r4 

est le coefficient d'amortissement de la coque conique. 

L'équation (2.4.32) implique que : 

L(U) ±i~2U = 0 (2.4.36) 

alors 

(2.4.37) 

sont solutions de l'équation (2.4.36). U est donc une combinaison linéaire des fonctions <pi : 

4 

U= LAi.<pi 
i=l 

(2.4.38) 

Par ailleurs, on montre que les fonctions Ber2 et Bei2 sont oscillatoires amorties 

quand Ç augmente à l'inverse de Kerz et Kei2 et on pose Ber2 = <p1 et Bei2 = -<p2 [TIM61] 

et [DEM85]. On considère par la suite que le cône est suffisamment long pour que la 

solution au bord r = r0 n'influe pas sur le bord (r = R). On verra plus loin dans la partie 
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détermination des zones d'influence que cette hypothèse est justifiée. Avec ces 

considérations, on retiendra la solution suivante : 

U = A1Ber2(Ç) + A2Bei2(Ç) 

= CI <pl + Cz<pz 
(2.4.39) 

Cette solution introduit deux constantes d'intégration qu'on déterminera par les 

conditions de raccordement. 

La fonction <p1 + i<p2 étant solution de l'équation (2.4.36), nous avons alors : 

{
L( <p1) = /.} tan a<p2 
L( <p2) = - /.} tan a<p1 

Finalement, on exprime les éléments de réduction, en fonction de C1 et C2 : 

2/.} tana , , 
Nu= Ç (CI<pi+Cz<pz) 

4/.} tana 
N 22 = ç2 ( C1<p1 + C2<p2) 

!
Mil = - ~ [CI (2<p2 + V<p~Ç)- C2 (2<pl + V<p~Ç)] 

M22 =-~ (C1 (Ç<p~ +2v<p2 )-C2(Ç<p~ +2v<p1)] 

(2.4.40) 

(2.4.41) 

(2.4.42) 

(2.4.43) 

De même, pour le déplacement radial ô r et la rotation de la normale vr du 

problème homogène : 

(2.4.44) 
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nous obtenons: 

(2.4.45) 

4.2.3. Coque sphérique 

La prise en compte des hypothèses de Kirchhoff-Love permet d'avoir un champ de 

déplacement sous la forme suivante : 

Le tenseur de déformation se décompose toujours en deux parties : 

Les éléments de réduction sont reliés au champ de déplacement par : 

{

N 11 : ~ ( cotqm2 + u2 + v(u2 + u,,,)) 

N 22 - R ( u3 + u2,cp + v( cot qm2 + u3)) 

!
M 1, ~ ~ ( cot cp( u2 - u3,,) +v( u2,, - u3,,.)) 

M22 - R 2 ( u2 ,cp - u3,cpcp + v cot <p ( u2 - u3,cp)) 
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Après quelques transformations des équations d'équilibre, 

8~~2 +cotq> ( +N22 - N 11fQ2 = 0 

sinm(N +N )- 8(sinq>Q2 ) = RPsinm 
't' Il 22 8<p 't' 

(2.4.51) 

8~22 +cotq>(M22 - M 11)- RQ2 = 0 

on aboutit à un système différentiel qui caractérise le comportement des coques sphériques 

Les deux premières équations se mettent sous la forme suivante : 

{

N _ 8Q2 
Il - 8<p 

N 22 = cot q>Q2 

(2.4.52) 

(2.4.53) 

On suppose que les dérivées secondes de V et Q2 sont très grandes devant les 

dérivées premières et devant V et Q2 (hypothèse de Meissner), on obtient alors: 

(2.4.54) 

et après dérivation, on obtient l'équation du quatrième degré : 

(2.4.55) 

où X = [ 3(1- v2 )(R 2 1 t2) ]~ est le coefficient d'amortissement de la coque sphérique. 
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Pour <p différent de 0° ( <p ~ 30°), l'équation précédente est une approximation très 

satisfaisante du système différentiel (2.4.52). La solution est alors donnée par : 

(2.4.56) 

Pour un angle d'ouverture p assez grand, cette équation se met simplement en 

fonction de deux constantes, compte tenu de la remarque du paragraphe précédent : 

(2.4.57) 

où, nous avons effectué le changement de variable <p = P- 'V et (A, y) sont des constantes 

d'intégration qui seront déterminées par les conditions de raccordement. 

Après dérivation de la relation (2.4.57), nous obtenons les expressions suivantes : rl 

N 11 = -J2Axe-x1Ji cos( À 'V+ y+ n 1 4) 

N22 =cot\j!Ae-x'~~sin(À'V+Y) 

M22 = ~ Ae-x'~~ sin( À 'V+ y + 1t 1 4) 
-v2x 

{

<Sr=- ~~xsin<pAe-x'~~cos(À\j.l+y+n/4) 
2Ax2 

Vf = ---e-XIJI COS(À\j.l+y) 
Et 

où l'indice ( ... )f désigne la partie flexion. 

(2.4.58) 

(2.4.59) 

En conclusion, nous avons présenté les équations régissant les coques cylindriques, 

coniques et sphériques dans le cadre des hypothèses de Reissner-Mindlin et dans le cas non 

axisymétrique. Par la suite, nous avons proposé pour les coques considérées des solutions 

analytiques de Kirchhoff-Love dans le cas axisymétrique. Ces solutions seront 

complètement définies en tenant compte des conditions de raccordement, objet du chapitre 

suivant. 
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CHAPITRE III 

RACCORDEMENT DE COQUES MINCES 

Après avoir étudier séparément chaque coque dans le cadre des hypothèses de 

Kirchhoff-Love, on complétera, dans cette partie, la solution afin d'assurer la continuité 

géométrique des coques au niveau des zones de raccordement. En effet, les solutions en 

déplacement et en rotation obtenues au chapitre II nécessitent la détermination des 

constantes d'intégration. Pour cela, on écrira que les déplacements et les rotations des 

surfaces moyennes de part et d'autre de la frontière commune aux deux coques sont égales. 

1. GENERALITES 

Afin de sensibiliser le lecteur aux problèmes rencontrés dans le dimensionnement 

des appareils à pression, on donnera dans un premier temps une description générale de ce 

type de structure ainsi que les méthodes utilisées pour leur dimensionnement. Par la suite, 

le problème de raccordement sera analysé et ceci pour plusieurs types de jonctions. 

1.1. Description d'un appareil à pression 

D'une manière générale, un appareil à pression peut être représenté par la figure 3.1 

où l'exemple d'un appareil horizontal a été considéré. La même description peut être faite 

pour des appareils verticaux en utilisant un autre type de support (charpente, jupe). Pour le 

dimensionnement de cet appareil, celui-ci est décomposé comme suit: 

- les parties courantes, 

- les zones de discontinuités, 

- et les accessoires. 
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l 

Figure 3.1 Description d'un appareil à pression horizontal 

1.1.1 Parties courantes 

Les parties courantes sont de deux types : les viroles et les fonds. 

A] Viroles : Pratiquement, tous les appareils à pression sont constitués d'une virole 

cylindrique qui par sa géométrie optimale offre un profil idéal pour son utilisation comme 

enceinte sous pression ou réservoir de stockage. Les appareils dont la section transversale 

est carrée ou rectangulaire sont très rarement utilisés car ils conduisent à des épaisseurs non 

négligeable et exigent une attention particulière au niveau des sommets. Un deuxième type 

de virole est le cône dont l'utilisation est souvent indispensable pour certains procédés de 

fabrication définis par l'utilisateur de l'appareil. 

B] Fonds : Dans la pratique, on distingue : 

- les fonds elliptiques qui sont caractérisés par le rapport du grand rayon Rg sur le petit 

rayon Rp (exemple Rg/Rp = 2.1, 2.0, 1.9 ... ). 
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- les fonds torisphèriques qui sont constitués d'une partie centrale de forme sphérique de 

rayon Rs et d'une partie torique de rayon Rt. Le plus souvent, on prend Rs égal au diamètre 

de la virole (à laquelle ce fond sera raccordée) et un rapport Rt/Rs = 0.1. 

-les fonds hémisphériques sont constitués d'une demi-sphère. Ce profil assure, comme on 

le verra plus loin le niveau de contrainte minimale, mais du fait de l'encombrement qu'il 

peut engendré (longueur L sur la figure 3.1), celui-ci n'est pas d'une utilisation très 

courante. 

- les fonds plats qui peuvent se raccorder directement à la virole ou par l'intermédiaire d'un 

bord de forme torique. Par rapport aux fonds bombés, le fond plat conduit à une épaisseur 

plus grande. 

Les parties courantes d'un appareil à pression sont dimensionnées par la théorie de 

la membrane. 

1.1.2. Zones de discontinuité géométrique 

Les zones de discontinuité sont principalement les zones de raccordement cylindre

cône et cylindre-fond plat. Pour ce type de problème, les codes de calcul des appareils à 

pression ([ASM95], [COD95], [ADM995], [BS94], [REG94]) prévoient une surépaisseur 

pour absorber les efforts de flexion induits par les variations de courbures et les 

discontinuités géométriques. Quelques auteurs ont étudiés ce type de jonction ([WAT59], 

[DEM85] et [HAM95b ]). C'est cette partie que nous traiterons dans ce travail en mettant en 

évidence l'influence des paramètres géométriques sur la solution et la validité de celle-ci au 

niveau de la jonction. Pour le raccordement cylindre-fonds bombés, aucune exigence 

particulière n'est prévue du fait que la normale à la surface moyenne ne présente pas de 

discontinuité et donc les moments de flexion dans ces zones ne deviennent pas 

prépondérants. Toutefois, on évitera de mettre par exemple une ouverture dans cette zone. 

Plusieurs auteurs ont étudié ce type de raccordement, parmi eux [GIL68], [WAT53], 

[GAL60]. 
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1.1.3. Accessoires 

Pour des raisons de fonctionnement et de mise en service, les appareils à pression 

sont équipés d'accessoires annexes (tubulures, trous d'homme, brides, supports, anneaux 

raidisseurs, berceaux). Les ouvertures sont réalisées sur les viroles, les fonds plats, ou les 

parties centrales des fonds bombés. Du fait de l'affaiblissement de la structure dans cette 

zone, plusieurs solutions sont envisageables. On peut épaissir la virole ou la tubulure ou 

bien mettre un renfort ; une combinaison de ces solutions peut être utilisée. Ces ouvertures 

seront par la suite raccordées à des tubulures qui sont le plus souvent le lieu de contraintes 

supplémentaires dues aux dilatations thermiques et au poids propre des structures annexes. 

Ceci nécessite une étude particulière des effets locaux sur les parois le l'appareil. Les 

méthodes de dimensionnement sont basées sur les travaux de [ZIC51] et [BIJ57]. 

1.2. Approche générale d'un problème de raccordement 

Les solutions de la membrane pour les différentes coques sont données par : 

Cylindre 

rn PR 
crn=

e 
rn PR 

cr22 =-
2e 

orn = 2-vPR2 
1 2Ee 

rn PR cr - ..,.-----
11- hcosa 
rn PR cr - -=-=---
22- 2hcosa 

orn = 2-v PR2 2 2Ehcosa 
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rn PR 
cru = 2t 

rn PR 
0"22 = 2t 

8rn 2-v PR2 
3 - 2Etsin<p 

(3.1.3) 

On montre que cette solution membranaire ne permet pas, à elle seule, d'assurer la 

continuité géométrique des déformées au niveau du raccordement (Figure 3 .2). 

' 

coque cylindrique coque sphérique 

R 

' \ 

\ 

\ 

\ 

\ 

Figure 3.2. Description de la cinématique en l'absence de raccordement 

initial 

final 

Pour pallier à cette différence, il est donc nécessaire d'introduire des efforts de 

flexion (Figure 3.3) appelés aussi efforts de liaison (un moment fléchissant et un effort 

tranchant). Les déplacements générés par ces efforts, associés aux déplacements de 

membrane permettent d'assurer la continuité physique des déformées au niveau de la 

jonction. Par la suite, on appliquera cette démarche à chaque cas de raccordement. 

R 
a 

L-- ~- _!) ____ _ 
Figure 3.3. Introduction des efforts de liaison 
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2. RACCORDEMENT CYLINDRE-CÔNE 

Comme on l'a vu dans l'approche générale, on décompose le problème en l'étude de 

la partie cylindrique et l'étude de la partie conique. 

2.1. Etude des conditions de bord au niveau du cylindre 

2.1.1. Définition des éléments de liaison 

On supposera que le raccordement s'effectue au niveau du bord x= 0 (Figure 3.4). 

R 

Axe de révolution 

Figure 3.4. Etude de la partie cylindrique 

Par projection et après identification avec le problème homogène, les efforts de 

liaison sont : 

(3.2.1) 

A partir des relations (2.4.21), on exprime les deux inconnues de liaison en fonction 

des constantes d'intégration A 1 et A2 : 

(3.2.2) 
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En inversant cette relation, on obtient : 

(3.2.3) 

2.1.2. Expression des déplacements en fonction des inconnues de liaison 

Par sommation des deux solutions : 

- de membrane : 

(3.2.4) 

- et de flexion : 

(3.2.5) 

on déduit la solution globale : 

(3.2.6) 

2.2. Etude des conditions de bord au niveau du cône 

2.2.1. Définition des éléments de liaison 

On s'intéresse dans cette partie à l'étude du raccordement au niveau de la grande 

base du cône (Figure 3.5): 

{
s = s0 =RI sina 

s=so 
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Mo 

o~ ___ j 
Axe de révolution 

Figure 3.5. Etude du raccordement au niveau du cône 

Les efforts de liaison au mveau du raccordement sont reliés aux contraintes 

généralisées par : 

avec 

{

Mo= M22 (s= So) 

Q _ Qz(S= So) 
0 - cosa 

(3.2.8) 

A partir des expressions (2.4.42 et 43), les relations précédentes deviennent: 

(3.2.9) 

Par la suite, les constantes C 1 et C2 sont données en fonction de M0 et Q0 par : 

(3.2.10) 

Ç6 ' 
a 1 = 

4
).,2 cosa(Ç0<p 1 +2v<p1) 

a 2 = -Ç~<p2 1 2 
2 ' 2 a 3 = Ç0 cos a( Ç0<p2 + 2 v<p2 ) 1 4À 

a 4 = Ç~<p 1 12 
(3.2.11) 

' ' 2 2 
~ = (<pl <pl + <j>z<j>z )Ço + 2 v( <pl + <j>z) 
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2.2.2. Expression des déplacements en fonction des inconnues de liaison 

La solution du problème global est composée de la solution particulière donnée par 

la théorie de la membrane et de la solution en flexion obtenue par la résolution du 

problème homogène. 

(a) Solution membranaire: 

(3.2.12) 

(b) Solution en flexion : 

{
~r sina r 2(cosa (H r2 4 2H )Q H1 M ) 
u2 = 2EM tana~o 4À? 2~o- v 3 o +2 o 

H 
(3.2.13) 

Vr 1 ( H1 Q 3) 
2 =-EM 4À? cosa 0 +T 

avec 

(3.2.14) 

{

( ... )rn= membrane 

( ... )r =flexion 

( ... )g =globale 

La solution globale est donc donnée par: 

(3.2.15) 
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2.3. Détermination des inconnues de liaison 

2.3.1. Décomposition du problème de raccordement 

Les deux inconnues de liaison sont déterminées en exprimant la continuité physique 

du champ de déplacement au niveau du raccordement. Pour cela, le problème est 

décomposé en une partie membranaire et une partie flexion (Figure 3.6). 

Par comparaison avec les notations précédentes, on obtient: 

Co Co 

B-PR/2 __gT_o --r----, 

. _ T~ _ _ _ _ _ ~L 1 Global 

PR 
= 

2cos a/ PR/2 

/_ . .. . _ . _ . _ . _ . . membrane 

+ 

flexion 

Figure 3.6. Décomposition du problème global 
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2.3 .2. Partie cylindrique 

Dans cette partie, on pose : 

(3.2.17) 

(3.2.18) 

En injectant ces relations dans (3.2.6), les expressions du déplacement radial ùg et 

de la rotation yg en fonction des efforts de liaison sont données sous la forme matricielle : 

où les coefficients d'influence ai et bi du cylindre sont: 

2.3.3. Partie conique 

{

b1 = t/3(1- v2).JR/ e(h/ e? 
b2 = -0.5(h 1 e )2 

b3 = 0 

De même, la solution globale pour le cône est : 
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où les constantes ai et bi appelées coefficients d'influence du cône sont : 

{

a4 = H1Ç5 sin a tana 1 8~ 
as= (H2Ç5 -4v2H3)sina 1 4~ 
a6 =(2-v)/4cosa-a2 tana/2 

{

b4 = H3Ç5 tana 1 4~ 
b5 =H1 /2~ 

b6 =-6/Ç5sin(2a)-b2 tana/2 

2.3.4. Calcul des inconnues de liaison 

(3.2.23) 

(3.2.24) 

Les inconnues de liaison (M0 et Q0 ) sont déterminées à partir de la condition de 

continuité des déplacements et des rotations au niveau du raccordement : 

{
ôf( cylindre) = ôH cône) 

V1g (cylindre) = Vf (cône) 

Cette relation se met sous la forme matricielle suivante : 

(3.2.25) 

(3.2.26) 

La résolution de ce système permet finalement, de déterminer les deux inconnues 

de liaison: 

M _ (a6 -a3 )(b2 - bs)-(b6 - bJ(a2 -as) 
0

- (a
1 
-a

4
)(b

2
- bs)-(b

1
- b

4
)(a

2 
-as) 

~ = (a1 - a4 )(b6 - bJ- (b1 - b4 )(a2 - as) 
(a1 - a4 )(b2 - bs)- (b1 - b4 )(a2 - as) 
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2.4. Calcul des contraintes 

2.4.1. Calcul des contraintes le long d'un méridien de la coque cylindrique 

Les éléments de réduction sont donnés en fonction des inconnues de liaison par : 

{
N 11 = PR+[-2yR(yM0 +Q0 )cos(yx) -2RM0 sin(yx)]exp(-yx) 

N 22 = PR/2 

{

M 22 =[Mo cos(yx)- y(yM0 + Q0 )sin(yx)]exp( -yx) 

M11 = v[M0 cos(yx) -y(yM0 + Q0 )sin(yx)]exp( -yx) 

Q2 = [ -(2yM0 + Q0 )sin(yx) + Q0 cos(yx)]exp( -yx) 

On déduit alors, les éléments de réduction adimensionnels : 

{
N 11 = 1 + R[ -2y(yRM0 + Q0 )cos(yx) -2M0 sin(yx) ]exp( -yx) 

N 22 =1/2 

{

M22 =[Mo cos(yx) -y(yM0 + Q0 1 R) sin(yx) ]exp( -yx) 

M11 = v[Mo cos(yx) _:_r(yM0 + Q0~ R) sin(yx) ]exp( -yx) 

Q2 = [ -(2yM0 1 R + Q0 ) sin(yx) + Q0 cos(yx) ]exp( -yx) 

(3.2.28) 

(3.2.29) 

Finalement, les contraintes sont reliées aux efforts généralisées par les expressions 

suivantes: 

l
cr11 = N 11 1 e + 12zM11 1 e3 

cr22 = N22 1 e + 12zM22 1 e3 

cr23 = 3[ 1- (2z/ e3i]Q2 1 2e 

d'où les contraintes adimensionnelles : 
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et au niveau du raccordement, les relations (3 .2.29) deviennent : 

(3.2.32) 

2.4.2. Calcul des contraintes le long d'un méridien de la coque conique 

En utilisant les équations (2.4.41, 42 et 43) et (3.2.9 et 10), on obtient l'expression 

des éléments de réduction en fonction des inconnues de liaison et de la variable Ç : 

(3.2.33) 

Mu =-
11

2
Ç2 [ ( a 1Q0 + a 2M0 )( -2Bei2 + vÇBei~)- ( a 3Q0 + a 4M0 )(2Ber2 + vÇBer~)] 

M22 =-
11

2
Ç2 [ ( a 1Q0 + a 2M0 )( -ÇBei~- 2vBei2 )- ( a 3Q0 + a4M0 )(ÇBer~ + 2vBer2 )] 

4K . 
Q2 = Ç2[(a1Q0 +a2M0 )Ber2 (Ç)- (a3Q0 +a4M0 )Bet2 (Ç)] 

où les fonctions de Bessel de seconde espèce (et leur dérivées) sont reliées aux fonctions de 

Bessel de première espèce (et leur dérivées) par les expressions suivantes : 

Ber2 (Ç) =-Ber+ 2Bei' 1 Ç 

Bei2 (Ç) =-Bei- 2Ber' 1 Ç 

Ber~(Ç) =-Ber'+ 2Ber 1 Ç -4Bei' 1 Ç2 

Bei~(Ç) =-Bei'+ 2Bei/ Ç +4Ber' 1 Ç2 

-73-

(3.2.34) 



Chapitre III Raccordement de coques minces 

Les fonctions de Bessel de première espèce sont données, après le changement de 

variable s = Ç 1 J2 et pour s > 6, par les expressions suivantes : 

Ber(Ç) = exp(s) cos(s -n 1 8) 1 (2nÇ) 
Bei(Ç) = exp(s) sin(s -n 1 8) 1 (2nÇ) 
Ber'(Ç) = exp(s)cos(s + n 1 8) 1 (2nÇ) 
Bei' ( Ç) = exp(s) sin(s + n 1 8) 1 (2nÇ) 

(3.2.35) 

Au niveau du raccordement, les éléments de réduction adimensionnels sont : 

avec 

{
N!1 = 2~1M0 + (2a2 + vsina)Q0 

N22 =sm a Q0 + 0.5cosa 

{
M~1 = 8(1- v2 )(b2M0 + b1Q0 ) 1 (s~ tana) 

Mzz =Mo 
-o -
Q2 = Q0 cosa 

N~1 = N 11 (Ç = Ç0 ) 1 PR 
N~2 = N 22 (Ç = Ç0 ) 1 PR 

M~1 =Mli(Ç=Ç0)1PR2 

M~z = M22 (Ç = Ç0 ) 1 PR2 

Q~ =Qz(s=so)IPR 

et les contraintes adimensionnelles (3.2.30) deviennent: 

{
~11 = (N11 ± 6RM11 1 h) 1 (hl e) 

cr22 = (N22 ±6RM22 1 h) 1 (hl e) 

cr23 = 3Qz 12 

(3.2.36) 

(3.2.38) 

où, crïj = crij(Ç = Ç0 ) 1 cr* sont des contraintes adimensionnelles et cr*= PRIe est la 

contrainte de membrane relative au cylindre. 

Plus généralement, on utilisera les notations suivantes : 

(3.2.39) 

où les coefficients I 1 et 12 sont maximum en z = ±h 1 2 et I 3 est maximum en z = 0. 
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3. RACCORDEMENT CYLINDRE-SPHERE 

De la même manière que pour l'analyse du raccordement cylindre-cône, on 

décomposera le problème en deux parties [HAM95a]: 

- étude de la partie cylindrique, 

- étude de la partie sphérique. 

L'étude de la partie cylindrique étant présentée dans le paragraphe précédent, on 

s'intéresse donc à l'étude du raccordement au niveau de la coque sphérique. 

3.1. Définition des éléments de liaison de la coque sphérique 

On suppose que le raccordement s'effectue au niveau du bord <p = p (Figure 3.7). 

Figure 3.7. Définition des éléments de liaison 

Les inconnues de liaison Qp et Mp sont reliés aux éléments de réduction par: 

(3.3.1) 
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Au niveau du raccordement, les relations (2.4.58), (2.4.61) et (2.4.62) deviennent: 

OÙ ( ... )0 = ( ... )(\jf = 0). 

Qg= A sin y 

N~1 = -.fiA x cos( y + n 14) 
Ng2 = Acot~siny 

Mg2 = ~ sin( y + 1t 1 4) 
-v2x 

{

ù =-.fi~ xsinq>cos(y + 7t 1 4) 

2 2 
V= _ ___x_ A cosy 

Et 

(3.3.2) 

(3.3.3) 

Pour exprimer les constantes A et y en fonction de MP et Qp, on utilise l'approche 

suivante: 

(a) En appliquant un effort tranchant Qp et en annulant le moment fléchissant MP = 0 dans 

(3 .3 .2), les constantes A et y sont : 

(3.3.4) 

(b) De façon analogue, en appliquant un moment fléchissant Mp et en annulant l'effort 

tranchant QP = 0 dans (3 .3 .2), on obtient : 

(3.3.5) 
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Par superposition, les relations (3.3.2) et (3.3.3) se transforment en: 

(3.3.6 

(3.3.7) 

3.2. Expression des déplacements en fonction des inconnues de liaison 

Comme pour l'étude des coques cylindrique et comque, on décomposera le 

problème pour la coque sphérique en une partie membranaire et une partie en flexion : 

(a) Solution membranaire: 

(3.3.8) 

(b) Solution en flexion : 

(3.3.9) 

où a= Rsin<p est le rayon de raccordement, f = ~3(1- v2
), M13 = M 13 1 Pa2

, Q13 = Q13 1 Pa. 

Par sommation, la solution globale est donnée par: 

(3.3.10) 
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3.3. Détermination des inconnues de liaison 

3.3 .1. Décomposition du problème global 

Les deux inconnues de liaison sont déterminées en exprimant la continuité physique 

du champ de déplacement au niveau du raccordement cylindre-sphère. Pour cela, Le 

problème est décomposé en une partie membranaire et une partie de flexion (Figure 3.8): 

Par comparaison avec les notations précédentes, on obtient: 

(3.3.11) 

Co Co 

To Jt-.Pa/2~ To 

J __ ] Global 
R 

PR/2 

/ p~ ------------, 

(~----------------membrane 
Co Co + ('PMD (JTo • 

__ -~ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ j flexion 

Figure 3.8. Décomposition du problème de raccordement cylindre-sphère 
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En remplaçant cette relation dans (3.3.10), la solution globale est donnée sous la 

forme matricielle suivante : 

(3.3.12) 

où m=2Pa2 /Et, jl=-4Pa2 ~3(1-v2 )/Ee, C0 =C0 / Pa2 et Ïa=T0 /Pa sont des quantités 

adimensionnelles. 

Les coefficients d'influence de la coque sphérique sont alors donnés par : 

{

a7 = f (a 1 e )( e 1 t) 

a8 =-Jf (a/e)112 (e/t)112 (sinPY12 

a9 =-a8 cotP/2 + (1-v)/4sinp 

{

b7 = -Jf(a 1 eY12 ( e 1 t) + 112(sinPt112 

b8 = +112 
b9 = cotp/ 4 

3.3 .2. Calcul des inconnues de liaison 

(3.3.14) 

(3.3.15) 

En exprimant la continuité physique du déplacement radial et de la rotation au 

niveau du raccordement : 

{
ôf (cylindre) = ô~ (sphère) 

Vl(cylindre) = Vf(sphère) 

on en déduit l'expression des éléments de liaison: 

Co= (a9- a3)(b8 - b5)- (b9- b3)(a2- a8 ) 

(al- a7 )(b2- bs)- (b9- b4)(a2- as) 

Îo = (a1 - a7 )(b9- b3)- (b1 - b7 )(a2- a8 ) 

(a1 -a7)(b2- b8)-(b9- b4)(a2 -a8 ) 
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Par la suite, les relations (3.3.4) et (3.3.5) injectées dans (3.3.16) permettent 

d'obtenir par superposition, l'expression des éléments de réduction, du déplacement radial 

et de la rotation de la normale relatifs à la partie sphérique : 

Q2 =-e-x'~'(~ sin(x'V)Mp +.fi sinPsin(x'V- ~)Qp) 

Nll = 
2 
~~P + 2xsinpe-x'~' (~'V cos( x 'V+ ~)Mp + cos(x'V)Qp) 

N22 = 
2 
~~p- cotp e-x'l' (~ sin(X\jf)Mp + .J2sinpsin(x'V- ~ )Qp) 

M22 = -ve-x'~' ( .J2 sin( x 'V+ ~)Mp + ~ sinp sin(x'V)Qp) 

Mll = -e-x'l' ( .J2 sin( x 'V+ ~)Mp + ~ sinp sin(x'V)Qp) (3.3.18) 

8~ = 
2

E ~ + -E smp e-x'l' ( v2X cos(x\Jf + -
4 

Mp + smPxRcos X\Jf Qp) 
t sml-' t (3.3.19) 

{ 

Pa
2 

1- v 2 . r;::; 2 n) . ( ) 

Vf = ~t X2 e-x'l' (
2i cos(x\Jf)Mp + .J2 sinpcos(x\Jf- ~)Qp) 

et on en déduit les éléments de réduction adimensionnels par : 

Q2 = -sinpe-x'~'(2xsin(x\Jf)Mp + .J2 sin(x\Jf- ~)Qp) 

Nll = 2 sinp + 2xsinpe-x'l' ( .J2\jf sinp cos(x\Jf + ~)Mp + cos(x\Jf)Qp) 

N22 = 2 sinp -cosp e-x'l' (2xsin(x\Jf)Mp + .J2 sin(x\Jf- ~)Qp) 

Mll = -ve-x'l' ( .J2 sin( x 'V+~ )Mp + ~ sin(x\Jf )Qp) 

M22 = -e-x'l' ( .J2 sin( x 'V+~ )Mp + ~ sin(x\Jf )Qp) 

Au niveau du raccordement, ces relations deviennent : 

- - cot(3 - -
Q~ = ('".Ç + --)sin<p , N~2 = (~ +cotp/2)cosp, 

2 
-o 1 a - -
Nll = 

2 
. p +2f(-) M0 +2Àsinp (~+cotP/2) 

sm t 
-o- -o
Mll = vMo ' M22 = Mo 

(3.3.20) 

(3.3.21) 

Et finalement, les contraintes sont déterminées classiquement par les relations 

(3.2.30) données dans le paragraphe 2.4.1. 
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4. PRESENTATION DES RESULTATS 

Afin d'étudier l'influence du raccordement dans une structure de type appareil à 

pression, nous présenterons la solution en contraintes adimensionnelles notées I1 et I2 : 

-Contraintes circonférentielles adimensionnelles: I1 = cr11 1 cr* 

- Contraintes méridiennes adimensionnelles : 

où, cr* = PR 1 e est la contrainte circonférentielle de membrane pour la partie cylindrique. 

On s'intéressera plus spécialement au niveau et à la répartition des contraintes 

adimentionnelles le long d'un méridien de l'appareil à pression. On étudiera l'influence de 

deux classes de paramètres géométriques : 

(a) le rapport 11 = h 1 R infiniment petit paramètre géométrique en théorie des coques, 

(b) les paramètres spécifiques à la discontinuité géométrique au niveau du raccordement ; 

dans notre cas ce sera le demi angle au sommet a du cône ou l'angle d'ouverture de la 

coque sphérique. 

4.1. Raccordement cylindre-cône 

Dans cette partie, nous exploiterons les résultats obtenus précédemment pour le 

raccordement coque cylindrique-coque conique. La géométrie étudiée est donnée par la 

figure 3.9 ci-après. Nous présenterons les distributions des contraintes adimentionnelles le 

long d'un méridien de la structure et nous étudierons surtout l'influence des paramètres 

géométriques précédemment cités, sur la solution dans les zones proches du raccord. 

x 

R 

--~----------------
Figure 3.9. Définition des variables méridiennes 
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4.1.1. Influence de l'angle a sur le niveau et la répartition des contraintes 

Pour illustrer cette étude, on prend 11 = 1 1 80 (ce qui correspond à des coques 

minces) et on fait varier a entre 30° et 75°. 

Partie cylindrique Partie conique 

15 

1 a=75° 

/; a=60° 

a=45° 

1~ a=30° 
--

-
~ 

~ ~ ~~ 

10 

5 

0 

-5 

-500 -400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 500 

- Xc(mm) x(mm) 

Graphe 1. Répartition des contraintes méridiennes sur la surface interne 

8 

~ ~ 

v ~ ~ /. ~ ~ 
~ 

~ ~ ~ 

d 

.,,.o ~ Yft 
a=45° 

lf a=60° 

a=75° f 

4 

0 

12 
-4 

-8 

-12 

-500 -400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 500 

x(mm) 

Graphe 2. Répartition des contraintes méridiennes sur la surface externe 
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Les graphes 1 et 2 représentent les contraintes adimentionnelles longitudinales 

respectivement sur les faces internes et externes de part et d'autre de la discontinuité 

géométrique et pour des angles a de 30°, 45°, 60° et 75°. 

3 

2 
~· ~ 

-~ 
(....--------~._~ 

Ir 
\ ~·0 }ff 

a=~ . 1 
\ a=60° 

\a=15°/\j 
)-! 

0 

-r 

-2 

-3 

-4 

-500 -400 -300 -200 -100 0 lOO 200 300 400 500 

-xc(mm) x(mm) 

Graphe 3. Répartition des contraintes circonférentielles sur la surface interne 

4 

2 

0 

-2 

Ir -4 

-6 

-8 

~ 
-~ 

~ ~ 
.--
~ ::::\- ----· 

-~ 

~·0 \ 

\ a=45° 

j a=60° 

\ a=75° 

-10 1 

-500 -400 -300 -200 -100 0 lOO 200 300 400 500 

-xc(mm) x( mm) 

Graphe 4. Répartition des contraintes circonférentielles sur la surface externe 

De même, les graphes 3 et 4 représentent les contraintes adimentionnelles 

circonférentielles respectivement sur les faces interne et externe de part et d'autre de la 

discontinuité géométrique et pour des angles a de 30°, 45°, 60° et 75°. 
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Ces quatre graphes montrent que les contraintes sont extrémales au niveau du 

raccordement. Les contraintes longitudinales sur les faces extrêmes et la contrainte 

circonférentielle sur la face externe, atteignent leur maximum en valeur absolue au niveau 

de la discontinuité. Par contre, la contrainte circonférentielle sur la face interne présente un 

extremum au niveau de la discontinuité mais le maximum est atteint dans une zone proche 

de la discontinuité qui se situe du coté de la coque conique (graphe 3). Dans la zone de 

raccord, la coque peut être, en fonction des paramètres de discontinuité, en compression 

circonférentielle suivant toute son épaisseur (voir aussi graphe 13). Pouvant faire craindre à 

un risque par flambage local et sachant que de part et d'autre de la jonction, la structure est 

en traction, une étude complémentaire permettrait d'apporter les éléments nécessaires pour 

se prémunir contre tout risque de ruine. 

On montre donc que le niveau des contraintes augmente avec l'angle a et que la 

contrainte maximale est la contrainte longitudinale sur la surface interne. Dans tous les cas, 

loin de la zone d'influence du raccordement, les contraintes tendent vers la solution de 

membrane. 

En résumé, pour une variation de l'angle de 30° à 75°, on constate une 

augmentation en valeur absolue du niveau de contraintes de : 

7 5 % pour les contraintes longitudinales internes, 

80 % pour les contraintes longitudinales externes, 

80 % pour les contraintes circonférentielles internes, 

85 % pour les contraintes circonférentielles externes. 

4.1.2. Influence du paramètre 11 sur le niveau et la répartition des contraintes 

Pour étudier l'influence du petit paramètre géométrique 11 = h 1 R sur la solution au 

niveau du raccordement, nous représenterons les contraintes adimentionnelles sur les faces 

interne et externe pour un angle a= 45° et en faisant varier 11 de 115 à 1/80. 

-84-



Chapitre III Raccordement de coques minces 
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Graphe 5. Répartition des contraintes méridiennes sur la surface interne 
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Graphe 6. Répartition des contraintes méridiennes sur la surface externe 

Les graphes 5 et 6 représentent les contraintes méridiennes adimentionnelles sur les 

surfaces extrêmes pour hiR = 115, 1/10, 1120, 1/50 et 1180 et a= 45°. 
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Graphe 7. Répartition des contraintes circonférentielles sur la surface interne 
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Graphe 8. Répartition des contraintes circonférentielles sur la surface externe 

Les graphes 7 et 8 montrent que les contraintes circonférentielles sont de 

compression dans les zones de raccords. Comme pour le raccordement cylindre-cône, une 

étude complémentaire nous permettrait de donner les éléments supplémentaires pour se 

prémunir contre tout risque de ruine par flambage. Dans certains cas (réservoir de 

stockage), c'est ce procédé qui est utilisé comme système de sécurité contre d'éventuels 

dépassements de la pression limite. On provoque ainsi une rupture au niveau de la zone de 

raccord ; la partie principale qui permet de stocker le liquide ne sera donc pas affectée. 
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Ces résultats montrent l'influence du petit paramètre 11 = h 1 R sur la répartition des 

contraintes dans la zone du raccord. Pour toutes les contraintes, le raccord est une zone 

d'extremum; ainsi pour I1(z = +h/2) et I2 (z = ±h/2), cet extremum en valeur absolue est 

un maximum et pour I 1 ( z = - h 1 2) le maximum est atteint dans la zone proche du 

raccordement. Comme dans le paragraphe précédent, on retrouve que l'influence du 

raccordement s'atténue pour atteindre la solution de membrane lorsqu'on s'éloigne de la 

zone de discontinuité. On vérifie que dans tous les cas, l'amplitude de la contrainte dans la 

zone de raccordement augmente quand le paramètre 11 = h 1 R diminue, traduisant ainsi que 

la structure devient de plus en plus mince. 

4.1.3. Variation des contraintes de raccordement en fonction de a et de 11: 

Afin de montrer l'influence cumulée des deux paramètres géométriques sur le 

niveau des contraintes dans la section de raccord, les résultats précédents sont regroupés 

dans les deux graphes 9 et 1 0 ; ces deux contraintes (en valeur absolue) seront comparées 

entre elles au graphe Il : 

(a) la contrainte méridionale maximale se situe au mveau de la surface interne 

12 (x= 0 , z = -h/2) (voir graphe 9), 

(b) la contrainte circonférentielle maximale se situe au mveau de la surface externe 

11 (x=O, z=+h/2) (voir graphe 10). 

25 

15 

/ 1]=11250 

/ 1]=11100 

/ / 

20 

~ ~ v 1]=1150 

---:::::: ~ 1::-~ ~-~-~----
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0 
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0:0 

Graphe 9. Variation de 12 en fonction a et hiR 
(x=Oetz=-h/2). 
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Graphe 10. Variation de 11 en fonction a et hiR 
(x=Oetz=+h/2). 
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Graphe Il. Comparaison des contraintes méridiennes 
et circonférentielles en x= 0 (h/R=l/80) 

On montre que pour tous couples (a, h!R), au niveau du raccordement, la contrainte 

maximale est la contrainte méridienne. 

On présente finalement, la répartition des contraintes sur les surfaces inférieure 

(inf), moyenne (moy) et supérieure (sup): 

6 

A inf 
4 

2 1 \ v- \/moy\r ~ 
0 

---~ ~\ (\_ r--h 
-2 \1 sup 
-4 

-6 1 

2 

1 
~-~ --c 
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~ 
v 

0 
I, 

-1 
'~; 

-2 
p 

-3 
-500 -400 -300 -200 -lOO 0 lOO 200 300 400 500 -500 -400 -300 -200 -lOO 0 100 200 300 400 500 
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Gr 12. Distribution de 12 le long des méridiens 
z = ±h/ 2, 0 et pour a= 45° et 11 = 1/80. 

Gr 13. Distribution de 11 le long des méridiens 
z = ±h/ 2, 0 et pour a= 45° et 11 = 1/80. 

On montre qu'au mveau de la surface moyenne, les contraintes méridiennes 

(Graphe 12) sont de membrane. Par contre l'équilibre suivant la direction circonférentielle 

nécessite l'introduction des efforts de flexion (Graphe 13) pour assurer l'équilibre de la 

structure. Sur ce graphe, la section de raccord subit une compression totale suivant la 

direction circonférentielle (signe négatif). 
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4.1.4. Détermination des zones d'influence 

Dans la pratique industrielle, la localisation de la zone d'influence, zone où les 

contraintes sont encore influencées par la discontinuité, est très importante. Par exemple, ce 

sont des zones où on évitera de mettre des soudures qui sont dues aux accessoires annexes 

de l'appareil à pression tels que les tubulures, les brides, les renforts d'ouvertures, les trous 

d'homme ... On évitera aussi que deux zones d'influence ne se superposent. Dans notre 

étude, on cherchera à déterminer la distance à partir de laquelle les contraintes de flexion 

s'annulent. Pour cela, on étudie la variation des contraintes dues au moment fléchissant 

longitudinal M22 en fonction des variables Gx pour le cylindre et Ge pour le cône, définies 

par: 

Gx=yx 

Ge= 2À(.ji; -~) 
(3.4.1) 

Afin d'étudier les variations des zones d'influence, on présente (graphes 14 et 15) 

les distributions des contraintes adimensionnelles de flexion en fonction des quantités Gx 

et Ge. 

Le graphe 14 donne la contrainte adimensionnelle de flexion en z = -h/2 et pour 

'tl = 1/80 et a = 30°, 45°, 60° et 75°. De même, le graphe 15 donne la variation de cette 

contrainte pour a= 45° et 'tl= 115, 1/10, 1120, 1140 et 1180. 

Contraintes de flexion 

15 ,-----r----T----r----r---,------,1--,1 ~~~----,-----, 
12~+-~-+--~+-~~~--+-~-+~ 

9 ~+--+------t---+--t----1/\ a=75° 

: YA \a::::o f--~ --+--.---+---l-----j 

j(Y ~a=45 t 
_: ~-~~~~,__=t:_3/==::;;'lrl"'f~~~~-v~~~~~~~ -1r--r-11 

-6 ----- 1 
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 2 3 4 5 6 

-~ ili 

Contraintes de flexion 

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 

-Ge 

2 3 4 5 

Gx 

Gr 14. Contraintes de flexion en fonction de l'angle a. Gr 15. Contraintes de flexion en fonction de l']. 
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On montre qu'au-delà des valeurs Gx ~ 3.5 et Ge~ 5 , les contraintes de flexion 

s'annulent. En prenant v= 0.3, on obtient les expressions suivantes: 

{x~2.72..fRe S
0

- S ~ 2. 72.Jr-Rh-l C_O_S_a -1.89h tana 
(3.4.2) 

Sous forme adimensionnelle, ces relations deviennent: 

{ 

x ~ 2. 72.,{rï 
- 272 - -ct~ ~.Jh.,{rï-1.89hlltana 

cos a 

(3.4.3) 

avec d = (Sa - s) 1 R, x = x 1 R et ÏÏ = h 1 e . 

On vérifie alors, que pour a = 0, les expressions des zones d'influence pour le 

cylindre et le cône sont identiques. 

4.2. Raccordement cylindre-sphère 

Pour l'analyse du problème de raccord cylindre-sphère, on suivra la même 

démarche que précédemment. La description géométrique de ce type de structure est 

définie par la figure 3.9. Dans ce cas, les paramètres géométriques de raccordement sont: 

- 11 l'infiniment petit géométrique, 

- <p l'angle d'ouverture de la coque sphérique 

0 x 

R 

Partie sphérique Partie cylindrique 

Figure 3.1 O. Description géométrique du raccordement cylindre-sphère 
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4.2.1. Variation des contraintes en fonction de l'angle q> 

Nous présenterons les distributions des contraintes admissibles 11 et 12 sur les 

surfaces extrêmes de la structure. Les données numériques liées à cette étude sont : 
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Gr 16. Distribution des contraintes longitudinales Gr 17. Distribution des contraintes longitudinales 
12 sur la surface interne. 12 sur la surface externe. 
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Gr 18. Distribution des contraintes circonférentielles Gr 19. Distribution des contraintes circonférentielles 
11 sur la surface interne. 11 sur la surface externe. 

Ces graphes montrent l'influence de l'angle q> sur le niveau et la répartition des 

contraintes dans la zone proche de la discontinuité. On retrouve les mêmes allures qu'au 

paragraphe précédent ; ainsi toutes les contraintes atteignent un extremum au niveau du 

raccord avec une distribution spécifique des contraintes circonférentielle sur la face interne. 

Toutes les contraintes augmentent avec l'angle (n/2 - q>) qui caractérise la discontinuité 

géométrique. 
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4.2.2. Influence de 11 sur le niveau et la répartition des contraintes 

De même, pour montrer l'influence du paramètre géométrique 11 sur la solution au 

niveau de la jonction, nous présentons les graphes 20 et 24. Les valeurs numériques liées à 

cette étude sont : 

11 = 1/5, 1/10, 1120, 1/40 et 1/80. 

6 

4 r '1=1180 

//; 
'1=1140 

'1=1120 

h 
'1=1110 

'1=115 

12 

2 

·2 

----~ ~ ~ 

T 0 

·400 -300 -200 ·lOO 0 lOO 200 300 400 

12 
·2 

·4 

-6 

-400 

~:::::::: ~ ~ ~ ,__..__ 
\ 

v ~~Il 

~~111 

\' 
~~1120 

~~1140 

~~1180 

-300 -200 -lOO 100 200 300 400 

'c=--c:-::----=-·c-XS_(m-:cmc-) ----:---:----c-c----::---:-----:-:x-(--::cmm_J_~,_---,::--:c-c---:c-:c·_xs_'c(mc=-m-'--) --:------:c----=---c------:------:-c---c----'(mm) 

Gr 20. Distribution des contraintes longitudinales Gr 21. Distribution des contraintes longitudinales 
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Gr 22. Distribution des contraintes circonférentielles 
11 sur la surface interne. 

Gr 23. Distribution des contraintes circonférentielles 
11 sur la surface externe. 

Ces graphes montrent l'influence du paramètre 11 sur la répartition des contraintes. 

Comme pour les cas précédents, on établie les graphes qui permettent de déterminer en 

fonction de TJ, le niveau et la répartition des contraintes dans les zones de raccordement. 
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Par la suite, les répartitions de ces contraintes suivant l'épaisseur sont données par 

les graphes 24 et 25, où nous avons pris <p = 30° et 11 = 11100 : 
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Gr 24. Distribution des contraintes longitudinales Gr 25. Distribution des contraintes circonférentielles 
12 sur les surfaces moyenne et extrême. 12 sur les surfaces moyenne et extrêmes. 

Comme précédemment, on montre que le raccordement cylindre-sphère est 

principalement un problème de flexion. Pour <p = 90°, le moment fléchissant est nul et seul 

un effort tranchant est nécessaire pour assurer l'équilibre dans la direction circonférentielle. 

Ceci s'explique par le fait que la normale à la surface moyenne ne présente pas de 

discontinuité au niveau du raccordement (ce qui n'est pas le cas pour le rayon de courbure). 

Dans la pratique industrielle, c'est ce cas qui est utilisé comme fond hémisphérique. 

4.2.3. Zone d'influence 

On cherche à déterminer, pour les mêmes rmsons que pour le raccordement 

cylindre-cône, la distance à partir de laquelle les contraintes tendent vers la solution de 

membrane. On étudie alors la variation de la contrainte méridienne de flexion en fonction 

des variables Gs pour la sphère et Gx pour le cylindre : 

(3.4.4) 

Les valeurs numériques des paramètres géométriques qm interviennent dans la 

détermination des longueurs d'influence sont : 

(a) l'angle <p (<p = 30°, 45°, 60° et 75°) avec 11 = 11100, 

(b) le rapport 11 ( 11 = 1 1 10, 1 1 20, 1 1 40, 1 1 80 et 1 1 200) avec <p = 45°. 
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Gr 24. Vanatwn de la zone d'influence en fonction 
de l'angle <p. 

Gr 25. Variation de la zone d'influence en fonction 
du rapport T] =h!R. 

On montre qu'au delà de Gs ~ 3.5 et Gx;:::; 3.5, les contraintes de flexion s'annulent. 

En prenant v= 0.3, nous obtenons les expressions suivantes: 

sljl ~ 2. 72Jirt 

x~2.72Jae 

Pour une même épaisseur, les longueurs d'influence sont égales. 

(3.4.5) 

Finalement, l'expression de la zone d'influence est donnée sous la forme 

adimensionnelle suivante : 

où X8 =x, x= x 1 R et t = t 1 e. 

xs ~ 2. 72-Fï Jt 
x~2.12j;ï 

4.2.4. Etude comparative entre les deux types de raccordement 

(3.4.6) 

Les paramètres géométriques liés à cette étude sont définis par la figure 3 .11. On 

s'intéresse aux contraintes méridiennes de raccordement qui se situent sur la surface interne 

(contraintes maximales en valeur absolue). On effectue alors une comparaison entre les 

deux types de raccordement en prenant ll = 1 1 10, 1 1 50 et 1 1 100 et en faisant varier le 

demi angle au sommet a du cône entre 0° et 75° et le demi angle d'ouverture <p de la sphère 

entre 15° et 90°. 
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0 x x 0 

a 

~ a{ 
------------------- --

Figure 3.11. Etude comparative des deux types de raccordement 

Les résultats de cette étude comparative sont résumés par les tableaux ci-dessous : 

cp 90° 75° 60° 45° 30° 15° 

a oo 15° 30° 45° 60° 75° 

Cylindre-Cône 0.5 0.94 1.41 1.92 2.49 2.52 

Cylindre-sphère 0.5 0.99 1.53 2.19 3.15 5.14 

Tableau 1. Comparaison des contramtes ménd1ennes h/R=1110. 

cp 90° 75° 60° 45° 30° 15° 

a oo 15° 30° 45° 60° 75° 

Cylindre-Cône 0.5 1.57 2.75 4.16 6.18 10.01 

Cylindre-sphère 0.5 1.60 2.80 4.27 6.42 10.88 
.. 

Tableau 2. Comparaison des contramtes ménd1ennes pour h/R=l/50. 

cp 90° 75° 60° 45° 30° 15° 

a oo 15° 30° 45° 60° 75° 

Cylindre-Cône 0.5 2.04 3.711 5.76 8.73 14.66 

Cylindre-sphère 0.5 2.05 3.75 5.83 8.87 15.19 

Tableau 3. Comparaison des contramtes ménd1ennes pour h/R=11100. 

On montre qu'en dehors des fortes discontinuités a= 75° ou <p = 15° (valeurs en 

gras) et pour a = n 1 2 - <p , les contraintes méridiennes maximales (sur la surface interne) 

sont pratiquement identiques. Pour a= 75° ou <p = 15°, l'écart entre ces contraintes est 

assez important ; ceci s'explique en partie par le fait que la solution donnée pour la coque 

sphérique n'est pas valable au voisinage de <p = 0°. Ainsi, pour des coques minces, le 

raccordement cylindre-cône peut être remplacé par un raccordement cylindre-sphère qui est 

beaucoup plus simple à formuler, à condition de tenir compte de la relation (3.4.7). En 

dehors de ces valeurs, l'écart entre les deux types de raccordement est inférieur à 3.8 %. 
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4.3. Raccordement cylindre-sphère-cône 

Dans le paragraphe 4.1, nous avons constaté que pour certaines valeurs des 

paramètres géométriques, les contraintes au niveau de la zone de raccordement sont très 

élevées. Dans la pratique, pour diminuer le niveau de ces contraintes, le raccordement entre 

les coques conique et cylindrique peut se réaliser par l'intermédiaire d'une partie sphérique 

ou torique. Cette solution permet, comme on va le voir, de baisser, en fonction des 

paramètres géométriques, le niveau des contraintes dans les zones de raccordement et ceci 

à condition que les zones d'influence ne se coupent pas. Pour illustrer ceci, nous traiterons 

le cas d'un appareil à pression complexe composé d'une virole cylindrique raccordée à un 

fond conique par l'intermédiaire d'une partie sphérique d'angle d'ouverture ~ = 1t 1 2- <p ; la 

géométrie de cet appareil est indiquée par la figure 3 .12 : 

Coque cylindrique Coque sphérique Coque conique 

Figure 3.12. Description du raccordement cylindre-sphère-cône 

A partir des résultats obtenus aux paragraphes 4.1.4 et 4.2.3, nous déterminons les 

longueurs d'influence relatives à chaque coque en prenant, pour des raisons de simplicité, 

la même épaisseur pour les trois coques : 

!
L1 (cylindre)~ 2. 72..Jrl 

L2 (sphère) ~ 2. 72..Jrl 

L3 ( cône)~ 2. 72-JTJ 1 cos a -1.8911 tana 
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En se plaçant dans le cas où ces longueurs d'influence ne se coupent pas. L'étude de 

cet appareil à pression est alors décomposé en deux parties (figure 3.13): 

(a) étude du raccord cylindre-sphère, 

(b) étude du raccord cône-sphère. 

Cylindre Sphère Sphère Cône 

_,_ + 

Raccordement cylindre-sphère Raccordement cylindre-cône 

Figure 3.13. Problème équivalent au raccordement cylindre-sphère-cône 

4.3.1. Etude du raccordement cylindre-sphère 

Afin d'abaisser le niveau des contraintes dans la zone de raccordement, on prendra 

comme demi-angle d'ouverture de la coque sphérique <p = 90°, qui d'après le paragraphe 

4.2 assure le niveau minimal des contraintes à la jonction. Les solutions en contraintes 

adimensionnelles sont données par les graphes 28 et 29 : 
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Gr 28 : Contraintes longitudinales de membrane Gr 29 : Contraintes circonférentielles de membrane 
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4.3.2. Etude du raccordement cône-sphère 

Pour la solution au mveau de la coque comque, on utilisera les résultats du 

paragraphe 3.4.1 (chapitre III), en prenant R = b/Sin q> où R est le rayon de la calotte 

sphérique, q> son demi-angle d'ouverture et ble rayon de la grande base du tronc de cône. 

Les paramètres géométriques de cette étude sont décrits dans la figure 3.14 : 

Partie cylindrique Partie sphérique Partie conique 

Figure 3 .14. Description du raccordement cône-sphère 

Pour la coque sphérique, on choisit une solution à deux constantes qui, cette fois-ci 

décroît quand q> augmente : 

(3.4.8) 

En effectuant le changement de variable q> = j3 + \ji, cette solution devient : 

(3.4.9) 

Par la suite, on exprime les éléments de réduction, le déplacement radial et la 

rotation de la normale en fonction des nouvelles constantes A et y : 

N22 = -Acotq>e-x'~' sin(xo/ +y) 

N 11 = .J2xAe-x'~' sin(xo/ +y -n 1 4) 

M22 =-RAe-x'l' sin(xo/ +y+ n 14) 1 .J2x 
M11 =vM22 
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{

ôr = -1R x sin <pAe-x'~' cos(Â.\jf +y + n 14) 

2A 2 
vr = __ x_e-x'l' cos(Â.\jf +y) 

Et 

(3.4.11) 

Au niveau du raccordement, les efforts généralisés, le déplacement radial et la 

rotation deviennent : 

Q~ =A sin y 

N~, =-J2Axcos(y+n/4) 
N~2 = Acotpsiny 

M~2 = ~ sin( y + n 1 4) 
-v2x 

{ô~= -J2 ~ xsin<pcos(y +ni 4) 

2x2 
vr =--Acosy 3 Et 

(3.4.12) 

(3.4.13) 

Par la suite, on utilisera l'approche de superposition pour exprimer les constantes A 

et y en fonction des éléments de liaison : 

(a) en appliquant l'effort tranchant seul, 

(b) en appliquant un moment fléchissant seul : 

Par superposition, on obtient: 

{
N~, = -2xsinPQp +2x2Mp 1 R 

N~2 = cosPQp 

M~2 = Mp 
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{ù~ = it xsin~ (-X M13 + ~t Rsin~ Q13 ) 

Vf =- it X2 (~ M13 -sin~ Q13 ) 

(3.4.17) 

Le problème de raccordement est décomposé suivant le schéma de la figure 3.15., et 

par identification, les efforts de flexion de part et d'autre de la jonction sont donnés par: 

{

Q0 = T0 +Pb tana /2 
Q13 = T0 +Pb cota 1 2 

Mo =Co 

(3.4.18) 

Comme pour les deux premiers types de raccordement, on détermine les inconnues 

de liaison, les éléments de réduction et les contraintes adimensionnelles au niveau du 

raccordement. 

Global 

Pb/2 cos a 

~2 
~ 

membrane 

Co Co 

D (J T 0 +tan ~ Pb/2 + 
T 0 + cot ~ Pb/2 

flexion 

Figure 3.15. Décomposition du problème global 
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On s'intéressera plus particulièrement aux contraintes méridiennes sur la surface 

interne et on présente la variation de celles-ci en fonction des angles <p (30°:::;; <p:::;; 60°) et 

a (0°:::::: a:::;; 75°). La section considérée est la section de raccordement. 

12 

8 

4 

0 

-4 
0 15 

0 <p = 60° 
6 <p = soo 
<> <p = 40° 
0 <p = 300 

30 45 60 

Gr 30. Variation des contraintes de raccordement sur la surface interne. 

On détermine le niveau des contraintes dans les zones de raccordement et on montre 

que pour une discontinuité telle que a = 1t 1 2 - <p , les contraintes sont de type membranaire 

(ceci est dû à la non discontinuité de la normale au niveau de la jonction). 

Le raccordement de deux cylindres de différents diamètres par une partie sphérique 

correspond à a = 0. Dans ce cas, on préfère utiliser une partie conique qui est beaucoup 

plus pratique d'un point de vue industriel et on revient alors au problème traité dans le 

paragraphe III -1. En dehors des angles tels que a = 1t 1 2 - <p , la flexion peut devenir 

prépondérante et nécessite alors un dimensionnement basé sur une théorie de flexion. 

En conclusion, nous avons présenté dans cette partie, des solutions analytiques 

pour trois types de jonctions. Nous avons établi que dans un problème de raccordement la 

flexion est prépondérante. Dans chaque cas, les contraintes augmentent avec la 

discontinuité géométrique caractérisée par a pour le cône et par <p pour la sphère, et 

diminuent avec h/R. Ceci montre que la solution de Kirchhoff-Love dépend des couples 

(a, Tl) et ( <p, rt), le domaine de validité de ce modèle cinématique sera établi dans le 

chapitre suivant. 
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CHAPITRE IV 

EXTENSIONS AUX MODELES RAFFINES 

L'étude paramétrique précédente, avec comme champ de déplacement le champ de 

Kirchhoff-Love a montré que la solution dépend en plus de 11 =hl R, des paramètres 

géométriques liés à la discontinuité au niveau du raccordement. Dès lors la question de la 

validité de cette solution se pose. Dans un premier temps, nous établirons le domaine de 

validité des solutions de Kirchhoff-Love, puis dans les cas où cette solution n'est pas 

applicable, nous proposerons les solutions issues de champs de déplacement enrichis et 

nous discuterons de leur apport à la solution de Kirchhoff-Love. Nous prendrons comme 

solution de référence, la solution numérique obtenue par éléments finis pour un problème 

plan axisymétrique. Nous considérerons que cette solution de référence est celle qui se 

rapproche le plus de la solution du problème élastique de révolution. 

1. VALIDATION DE LA SOLUTION DE KIRCHHOFF-LOVE 

L'exemple que nous traiterons dans cette partie est celui du raccordement de la 

virole cylindrique avec une coque conique. On établira alors des solutions numériques 

considérées comme référence que l'on comparera par la suite aux solutions analytiques 

établies dans le chapitre III-2. 

1.1. Modèles géométriques pour le calcul en éléments finis 

La structure que nous avons modélisé est une coque axisymétrique constituée d'une 

virole cylindrique raccordée à une coque conique. L'épaisseur de cet appareil est supposée 

constante. Pour les différents modèles géométriques au niveau du raccordement, au moins 

trois solutions sont possibles ; ces solutions sont représentées par la figure 4.1. 
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x 

(a) 
y 

(b) 
y 

(c) 
y 

h h h 

R 

Figure 4.1. Raccordement cylindre-cône, (a)-par l'intermédiaire d'une partie torique, 
(b )-à angle vif, ( c )-par l'intermédiaire d'une partie triangulaire. 

Après une série de calcul, le modèle géométrique représenté par la figure 4.1 a été 

retenu. 

1.2. Description du maillage et des conditions aux limites 

Le modèle géométrique retenu à été maillé avec des éléments quadratiques à huit 

noeuds Q8 et six noeuds T6 (Figure 4.2) [BAT90], [ZIE71]. Dans la zone de raccordement, 

le maillage est plus affiné. Le nombre d'éléments suivant l'épaisseur de la coque dépend de 

h/R, par exemple, pour h/R = 115, nous avons considéré 20 éléments suivant z. 

z Virole cylindrique (Q8) 
y 

p 

p 

A 0 

Figure 4.2. Maillage de la structure et conditions aux limites 

Les conditions aux limites sont celles de l'axisymétrie par rapport à l'axe OX ; de 

plus, on impose un déplacement nul sur le côté CD. La pression P=1 MPa est appliquée sur 

les cotés AB et BC. Le matériau est un acier de module de Young E=21 0000 MPa et de 
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coefficient de Poisson v=0.3. Le rayon R=1 rn est gardé constant et l'on fait varier 

l'épaisseur h entre 0.2m et 0.001m pour obtenir différentes valeurs du rapport h/R. L'angle 

a prend successivement les valeurs 30°, 45° et 60°. 

1.3. Influence des paramètres géométriques sur la solution au niveau du raccord 

Plusieurs calculs ont été réalisés en faisant varier l'angle a de 30° à 60° et le rapport 

Tl de 1/5 à 1/100. Nous nous sommes intéressés plus particulièrement aux contraintes 

maximales qui dans ce cas sont les contraintes longitudinales au niveau de la zone de 

raccordement sur la surface interne. 

Partie cylindrique Partie conique 
3 

1 

1 
+ Elément Fini EF ~ --

JI\ 1 

.&. Kirchhoff-Love K-L 2 

~ ~ 
/ bf ~ - _.~ ~ ~ 

~ ~- w .... 
~ ~-A 

~ 0 

-1 
x( mm 

-600 -400 -200 0 200 400 600 

Graphe 31. Variation des contraintes méridiennes pour h/R=l/5 

Partie cylindrique Partie conique 
3 1 

1 

Ji\ + Elément Fini EF 
2 iJ ~ .&. Kirchhoff-Love K-L 

.1 ' ~ 
(/" ~ 

~==-~= 
-~ ~ ~ ~ ~ -~ 

~ ~ 
0 

-1 x( mm) 

-600 -400 -200 0 200 400 600 

Graphe 32. Variation des contraintes méridiennes pour h/R=l/10 
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Dans chaque cas, cette contrainte maximale calculée par éléments finis (notée par 

EF) est comparée à la même contrainte calculée analytiquement d'après le modèle 

cinématique de Kirchhoff-Love (noté par K-L). Afin d'annuler les effets de concentration 

de contraintes, le point qui caractérise la discontinuité n'a pas été considéré, la solution de 

référence dans ce cas est choisie dans une zone proche du raccord. Comme on pouvait s'y 

attendre, l'écart relatif entre ces deux valeurs de la contrainte longitudinale adimensionnelle 

augmente avec le rapport h/R. On retrouve ici que la solution de type Kirchhoff-Love 

s'éloigne de la solution de référence lorsque les coques deviennent de plus en plus épaisses. 

De plus, pour une même valeur de h!R, l'erreur relative augmente avec le demi-angle au 

sommet de la coque conique. Les tableaux ci-dessous donnent les valeurs de ces 

contraintes maximales adimensionnelles en z = -h/2, pour différentes valeurs des 

paramètres géométriques : 

a =30° Variation des contraintes longitudinales en fonction de h/R 

h!R 115 1/10 1120 1/50 1/100 

K-L 1.06 1.41 1.87 2.75 3.71 

EF 1.62 1.73 2.01 2.91 3.82 

8% 34.6 18.5 7.0 5.5 3.2 

a =45° Variation des contraintes longitudinales en fonction de hiR 

h/R 1/5 1/10 1/20 1150 1/100 

K-L 1.31 1.92 2.71 4.16 5.76 

EF 2.22 2.59 3.04 4.44 6.01 

8% 41.0 25.8 10.9 6.3 4.1 

a=60° Variation des contraintes longitudinales en fonction de h/R 

h/R 1/5 1110 1/20 1150 11100 

K-L 1.39 2.49 3.82 6.18 8.72 

EF 3.40 4.19 5.05 7.18 9.19 

8% 59.1 40.6 24.4 16.1 5.1 

où 8 est l'écart entre le modèle de Kirchhoff-Love (K-L) et le modèle numérique (EF). 
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Pour h/R =:= 11100, les modèles analytique et numérique sont en bonne corrélation 

pour les différentes valeurs d'angle a. On peut donc conclure à ce niveau, que pour des 

angles a allant jusqu'à 60° et associés à h!R = 1/100, la solution analytique de type 

Kirchhoff-Love donne une bonne approximation de la solution au niveau de la zone de 

raccord. Ceci confirme le fait que la solution Kirchhoff-Love, utilisable pour des coques 

minces (h!R = 1/1 00), reste valable dans les zones de raccordement cylindre-cône avec un 

demi angle au sommet inférieur ou égal à 60°. Cependant, pour h/R < 1/50 la solution 

analytique se dégrade. En effet, pour 11 = 1120, cet écart varie de 7 % à 25% respectivement 

pour a= 30° et 60°. Ceci met en évidence l'influence du paramètre de discontinuité sur le 

niveau des contraintes. Ce phénomène s'accentue avec l'augmentation du paramètre h!R. 

L'écart relatif le plus important est atteint pour le plus grand angle a et le plus grand 

rapport h!R. Nous reviendrons plus loin sur le cas a= 90° et hiR très grand. 

1.4. Influence des paramètres géométriques sur la solution loin de la zone du raccord 

Pour les coques axisymétriques étudiées précédemment, nous présenterons les 

répartitions des contraintes adimensionnelles de part et d'autre de la discontinuité en 

fonction de l'abscisse x. Pour tous les couples de paramètres (a, 11), on constate que 

lorsqu'on s'éloigne des zones d'influence, les deux solutions coïncident parfaitement 

(graphes 34 et 35). 

Ainsi, nous justifions par cette étude comparative, notre choix de chercher des 

solutions qui tiennent compte du cisaillement transverse qui, dans la théorie de Kirchhoff

Love est négligé ; ce qui ne semble pas être justifié quel que soit les paramètres 

géométriques et surtout en présence d'une discontinuité comme c'est le cas des problèmes 

de raccordement. On présentera dans ce qui suit, une étude des coques axisymétriques par 

des modèles qui tiennent compte du cisaillement transverse. 
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2. THEORIE GENERALE DES COQUES AXISYMETRIQUES 

Précédemment, nous avons établi des solutions analytiques basées sur le modèle de 

Kirchhoff-Love. Par la suite, nous avons déterminé le domaine de validité de ces solutions 

en utilisant une approche numérique et on a montré que pour des coques moyennement 

épaisses, le modèle Kirchhoff-Love n'est plus valable dans les zones de raccordement, la 

flexion étant prépondérante. Par contre, en dehors de ces zones, ce modèle est une bonne 

approximation de l'état de contrainte. On propose dans ce paragraphe une analyse des 

problèmes de raccordement en utilisant des champs de déplacement "enrichis" c'est à dire 

des champs qui tiennent compte du cisaillement transverse. 

Nous présenterons une étude des coques axisymétriques dans un cadre général, une 

application à l'étude des coques cylindriques par différents modèles cinématiques sera faite 

par la suite. A partir du choix de la cinématique générale, le problème aux limites sera 

formulé à l'aide du principe des travaux virtuels. On obtient alors les équations d'équilibre 

ainsi que les conditions aux limites. Dans cette étude, nous nous sommes basés 

principalement sur les travaux de Touratier [TOU92]. 

2.1. Champ de déplacement 

On introduit tout d'abord les paramètres de Lamé L1 et L2 : 

LI = .ra:; (1 + _!:__) 
RI 

L2 = .[cl;; (1 + ~) 
R2 

( 4.2.1) 

où, (R1,R2) sont les deux rayons de courbure principale définis dans (1.1.19) et (a11 ,a22) 

sont les métriques sur la surface moyenne définies par la relation (1.1.6). 
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Pour les coques axisymétriques, on prendra un champ de déplacement sous la forme 

suivante [TOU92]: 

(4.2.2) 

où f(z) est une fonction associée à la déformation du cisaillement transverse 

y = ro + (1 1 .j;;;; )( ôu3 1 891
), ro est la rotation de la normale et où l'axe de révolution est 

confondue avec la ligne de coordonnée 81
• 

Par la suite, on adoptera les notations suivantes : 

[ u, w, ro J = [ uP u3 , ro 1] 

[y, a~, el]=[yl, (a~~)l/2, el] (4.2.3) 

2.2. Tenseur de déformation 

Dans le cas des petits déplacements, les composantes du tenseur de déformation 

sont reliées [TOU92] au champ de déplacement par : 

(4.2.4) 

Pour les problèmes géométriquement non linéaires, le lecteur peut consulter les 

ouvrages [BUD68], [LIB75], [VAL77], [TAY93]. 
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2.3. Formulation variationnelle 

On considère la coque Q de frontière r définie au Chapitre I-2.1. Pour formuler le 

problème aux limites par le principe des travaux virtuels, on définit les deux espaces U et 

U* par: 

{ 
L1 f(z)- z ôw 1 1 u = ul =-u+ -+f(z)ro; u2 = 0; u3 = w: (u,ro) EH (81) x H (81); 
a, al ael 

w E H2 (8,), u, w, (J) et ôw sont connus sur ru cr} 
ael 

U*= U1*=-1 u*+ --+f(z)ro*; U2*=0; U3*=w*: { 
L f(z)-zdw* 

a, a, d81 

-(u*,m*) eH1(91)xH1(81); w• eH2(81), u•estnulsurr, cr} 

où( ... )* sont des quantités virtuelles. 

(4.2.5) 

On cherche à trouver (u, w, ro) E U tels que le travail des forces internes soit égal à 

celui des forces externes (ou forces de contact) : 

(4.2.6) 

Les expressions du travail des forces interne et externe sont données par : 

* l ' * w. =- 0' .. ê .. dQ 
1 Q IJ IJ 

w* = + r :Fu* ds 
c Jr 

(4.2.7) 

cr 

A 

où, F représente les forces de contact aux extrémités. 
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En utilisant les relations cinématiques (4.2.4), ~· se met sous la forme suivante: 

( df f(z) )( 1 dw * *)}L L de d +cr13 -- ---+ro 1 2 1 z 
dz R1L1 1 a 1 a 1 de1 

(4.2.8) 

A partir de cette expression, on définit les contraintes généralisées suivantes : 

J+h/2 L2 J+h/2 LI 
Nn= -cr11dz, N22 = -cr22dz 

-h/2 a2 -h/2 ai 

J+h/2 L2 d J+h/2 LI d 
M11= -cr11z z, M22= -cr22z z (4.2.9) 

-h/2 a2 -h/2 ai 

- J+h/2 
L 2 cr11f(z)dz, - J+h/2 

L 1 cr22f(z)dz Mn= M22 = 
-h/2 a2 -h/2 ai 

- J+h/2 (df- f(z) )cr13 LI L2 dz Q13 = 
-h/2 dz R1L 1 /a1 ai a2 

où (N11 ,N22 ) sont les efforts normaux, (Mll,M22 ) les moments de flexion, (M11 ,M22 ) les 

moments d'ordre supérieurs liés à la fonction de cisaillement et Q13 l'effort tranchant 

raffiné. En élasticité linéaire, les composantes du tenseur de contrainte crij sont reliées aux 

composantes du tenseur de déformation Eij par : 

( 4.2.1 0) 
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L'expression du travail des forces de contact est donnée par: 

w:=27t FI - 1 u*+ - +f(z)ro* +F3w* L2dz 
J

+h/2 {A [L f(z) Z dw* ] A } 
-h/2 a 1 a 1 d81 

[(( ) - ) JI C C -C dw* -
=27t 'I +-1 u*+ 1 1 +Cro*+Tw* a IR d8 1 3 2 

1 ai 1 
0 

(4.2.11) 

où, 
J+h/2 L A - J+h/2 L A 

~= - 2 F1dz, CI= - 2 f(z)F1dz 
-h/2 a2 -h/2 a2 

J+h/2 L A J+h/2 L A 

T3 = - 2 F3dz, CI= - 2 zF1dz (4.2.12) 
-h/2 a2 -h/2 a2 

2.4. Equations d'équilibre 

Après quelques transformations classiques ([TOU92], [BAS85]), on aboutit pour 

tout (u* ,w* ,ro*) aux équations d'équilibre suivantes: 

D 

D 

(4.2.13) 

D 

Les conditions aux limites sur les deux bords de la coque définis par e1 = 0 et e1 = 1, 

sont données, pour tout (u*, w*, àw * /001, ro* ) par les équations suivantes : 

• C M 
T, +-1 -(N +-u)a =0 

1 R 11 R 1 
1 1 
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• 
(4.2.14) 

Les différents modèles cinématiques son obtenus à partir de la théorie générale, en 

prenant pour f(z), les expressions suivantes : 

• Modèle de Kirchhoff-Love : f(z) = 0 (4.2.15) 

• Modèle de Reissner-Mindlin : f(z) = z (4.2.16) 

• Modèle de Reddy : f(z) = z(l- 4z2 1 3h2) (4.2.17) 

• Modèle de Touratier: f(z) = (h 1 n) sin( nz 1 h) ( 4.2.18) 

Si de plus la rotation de Kirchhoff-Love n'est pas considérée dans la relation 

(1.2.15), alors nous obtenons la théorie de la membrane. 

3. APPLICATION A L'ETUDE D'UNE COQUE CYLINDRIQUE 

On appliquera dans cette partie, la théorie générale développée précédemment à 

l'étude d'une coque cylindrique par les différents modèles cinématiques. 

3.1. Equations générales 

Après une description des paramètres géométriques, on présente suivant le modèle 

cinématique les solutions analytiques pour une coque cylindrique. 
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Les paramètres géométriques liés à cette coque sont : 

a 1 =1, 

R 1 =oo, 

LI =1, 

a 2 =R 

R2 =R 

L 2 = R(1+z/R) 

3 .1.1. Description de la cinématique 

A partir du champ de déplacement 

{
ul = u-zw,l +yf(z) 

U 3 =w 

les composantes du tenseur de déformation sont données par : 

E11 = u,1 - z w,11 + Y,1 f(z) 

où y = ro + w,1 est la déformation de rotation. 

3 .1.2. Equations d'équilibre 

(4.3.1) 

(4.3.2) 

(4.3.3) 

Les équations d'équilibre sont obtenues à partir des équations générales ( 4.2.13) : 

N11,I = 0 

N22 - ---+Q13I +(Mn -M11),11 +P = 0 R , (4.3.4) 

M:11,1 - Q13 = o 

Dans ce qui suit, on présentera une étude détaillée d'une coque cylindrique par les 

différents modèles classiques et raffinés. 
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3.2. Modèle de Kirchhoff-Love 

Le modèle de Kirchhoff-Love est obtenu en prenant f(z) =O. 

3 .2.1. Equations générales 

La fonction f(z) du cisaillement transverse étant nulle, alors : 

Le champ de déplacement est développé à l'ordre un: 

{
ul = u-zw,l 

U3=W 

Par dérivation, on obtient les composantes du tenseur de déformation : 

(4.3.5) 

(4.3.6) 

(4.3.7) 

Et finalement, les équations d'équilibre sont obtenues à partir des relations(4.3.4): 

{

N 11,1 = 0 

Nn 
--+Mnn =-P R , 

où N 22 = 2 N 11 = PR est une solution particulière pour un cylindre fermé. 
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3.2.2. Résolution: 

On exprime tout d'abord les éléments de réduction en fonction du champ de 

déplacement: 

Eh w 
Nn =--2 (ui +v-) 

1-v · R 
Eh 

N22 =-w 
R 

(4.3.9) 

On obtient alors, l'équation différentielle de degré 4 qui caractérise une coque 

cylindrique: 

(4.3.10) 

La solution pour ce modèle est donnée dans le chapitre II-4. 

3.3. Modèle de Reissner-Mindlin 

Ce modèle est obtenu en prenant une fonction linéaire enz (relation 4.2.16). 

3.3 .1. Equations générales 

Le champ de déplacement est développé à l'ordre un mais cette fois-ci, la rotation ro 

est une inconnue supplémentaire du problème : 

(4.3.11) 
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Dans cette théorie [REI45], on suppose que la déformation du cisaillement 

transverse est constante suivant l'épaisseur de la coque. Les composantes du tenseur de 

déformation sont données par : 

{

Ell = U 1 + Z ID 1 

E22 =(1-z/R)(w/R) 

2E 13 = ro + w,1 

(4.3.12) 

Les équations d'équilibre sont obtenues à partir de la forme générale ( 4.2.22) : 

(4.3.13) 

3.3 .2. Résolution 

On exprime les éléments de réduction en fonction du champ de déplacement : 

Nll = B(u,1 + vw 1 R) (a) 

N 22 = B( w 1 R + w 1 ) (b) 
(4.3.14) 

Mll = D(ro,1 +u,1 /R) (c) 

Q13 = Gk(ro + w,1 ) (d) 

où, k=5/6 est le coefficient de correction du cisaillement transverse, les rigidités B, D et G 

sont définies par les relations(1.3.55). 

La combinaison de ( 4.3 .13-a) et ( 4.3 .14-a) donne : 

u,1 = -vw IR (4.3.15) 
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et l'équation (4.3.14-c) devient: 

M 11 = D(ro,1 -vw 1 R) (4.3.16) 

Les équations d'équilibre se mettent alors sous la forme suivante : 

• 1 k k 
--w+ w + ro =0 

R2 2(1 +v) '11 2(1 +v) '1 

_ 6k(1- v) -(6k(1- v) ~) _ 0 (J) 'li 2 (J) 2 + 2 w ') -
h h R 

(4.3.17) • 

Après dérivation et séparation des variables, on obtient : 

0 
<4l vk-2(1+v) <2l 12(1-v2

) _
0 W + 2 W + 2 2 W-

kR h R 
(4.3.18) 

<4l vk-2(1+v) <2l 12(1-v2
) _

0 (J) + 2 (J) + 2 2 ffi-
kR hR 

0 (4.3.19) 

On cherchera des solutions de l'équation (4.3.18), la rotation ro étant reliée au 

déplacement radial w par l'expression suivante: 

où, 
h2 

w=---
6k(1- v) 

2(1+v) v 6k(1-v) 
1-l = kR2 - R2 - h2 

La solution de l'équation différentielle : 

w<4l - Pw<2l + Qw = 0 
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est de la forme : 

où, P = [2(1 +v)- vk] 1 kR2 et Q = 12(1- v2
) 1 h2R2 sont deux quantités positives. 

La résolution de ce problème revient à chercher p tel que : 

En posant p2 =X, le polynôme X2 + AX + B = 0 admet pour solutions : 

X1 =(P+iJ4Q-P2 )/2 

X2 =(P-iJ4Q-P2 )/2 

(4.3.23) 

(4.3.24) 

(4.3.25) 

La solution complète de l'équation différentielle (4.3.22) est finalement donnée par: 

où, 

avec 

P1 = b+ic, p2 =b-ic, 

P3 = -p~ et P4 = -p2 

b = (P + 2.jQ)112 /2 

c = (-p + 2 .JQ Y12 1 2 

4 

w(x) = LAiepix 
i=l 

(4.3.26) 

(4.3.27) 

(4.3.28) 

Les constantes Ai sont définies dans le corps des complexes et sont décomposées 
en parties réelle et imaginaire : 

(4.3.29) 
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Sachant que w(x) est un réel (voir [BIL65]) et en remplaçant (4.3.27 et 29) dans 

(4.3.26), celle-ci se met sous la forme suivante: 

w(x) = [F1 sin( ex)+ F2 cos( ex) ]ebx + [F3 sin( ex)+ F4 cos(cx)]e-bx (4.3.30) 

où nous avons considéré de nouvelle constantes Fi. 

On suppose que loin du bord (x=O), west décroissant pour atteindre la solution de 

membrane. La relation précédente devient alors : 

w(x) = [F3 sin( ex)+ F4 cos( ex) ]e-bx 

où, les constantes F3 et F4 seront déterminées par les conditions de raccordement. 

Les dérivées de w sont données par : 

w ,1 = -[F5 sin( ex)+ F6 cos( ex) ]e-bx 

w ,11 = [F7 sin( ex)+ F8 cos( ex) ]e-bx 

w,111 = [ -(bF7 + cF8 ) sin( ex)+ (bF7 - cF8 ) cos( ex) ]e-bx 

où, F5 = bF3 + cF4 , F6 = bF4 - cF3 

F7 = bF5 +cF6 , F8 = bF6 -cF5 

La rotation ro est obtenue à partir de la relation (4.3.20): 

ro = we-bx[ (bF7 + cF8 - ~F5) sin( ex)+ (bF8 - cF7 - ~F6 ) cos( ex)] 

= we-bx{[ b(b2
- 3c2

- ~)F3 - c(b2
- 3b2 + ~)F4 ]sin( ex) 

+[c(c2 -3b2 + ~)F3 + b(b2 -3c2
- ~)F4 ]cos(cx)} 
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dont la dérivée se met sous la forme suivante : 

où, F9 = b(b2
- 3c2

- Jl)F3 - c( c2
- 3b2 + Jl)F4 

F10 = c( c2
- 3b2 + Jl)F3 + b(b2

- 3c2
- Jl)F4 

3.4. Modèle du 3ème ordre 

(4.3.34) 

Ce modèle est déduit de la théorie générale en prenant un développement à l'ordre 

trois du champ de déplacement de la relation ( 4.2.17). 

3 .4 .1. Equations générales 

Le champ de déplacement est développé à l'ordre trois: 

(4.3.35) 

Les composantes non nulles du tenseur de déformation sont : 

(4.3.36) 

où E
22 

est développé à l'ordre deux (hypothèse des coques semi-épaisses). 
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Les équations d'équilibre sont identiques aux relations (4.3.4): 

N 11,1 = 0 

Nzz - ---+Ql3I +(Mll -Mll),u +P = 0 R , (4.3.37) 

.Mll,l - Ql3 = o 

En utilisant les relations (4.2.9) et (4.3.36), on déduit l'expression des contraintes 

généralisées en fonction du champ de déplacement : 

{

N 11 = B(u,1 + vw 1 R) + D(4ro,1 ~w,11 ) 1 SR 

N 22 = B(w/R+vu,1 )+Dw IR 

Q13 = (8 1 lS)G(ro + w,1 ) 

{
M11 : D[ (u,1 IR)+ (3vll27 1 20R

2
) + ( 4ro,1 /S)- (w,11 /S)] 

M22 - D( 4vro,1 /S- w 1 R - vw,11 /S) 

3.4.2. Résolution : 

(4.3.38) 

(4.3.39) 

En remplaçant les relations précédentes dans les équations d'équilibre, on obtient: 

D 

D 
12v h2 48(1- v) 16h2 12 48(1- v) h2 

--u,I +-u,Ill + ro,I +--ro,ni --2 w+ w,u --w,IIll = 0 
R SR lS 10S R 1S 21 

D ~u _48(1-v)ro+68h
2

ro _48(1-v)w _16h
2

w =O 
SR •Il 1S 10S '11 1S '1 lOS '111 (4.3.41) 
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dont la solution générale est de la forme : 

{

U= Aepx 

(J) = Bepx 

W = Cepx 

(4.3.42) 

Une autre méthode consiste à éliminer des équations d'équilibre, la composante 

axiale du champ de déplacement. En effet, en utilisant les équations (4.3.14) et (4.3.37), on 

exprime la dérivée première de u en fonction de w, ro et de leurs dérivées : 

(4.3.43) 

Les contraintes généralisées définies dans (4.3.38, 39 et 40) deviennent alors: 

(4.3.44) 

Les équations d'équilibre (4.3.41) se réduisent à un système de deux équations à 

deux inconnues : 

D 

(4.3.45) 

D 
4 4h2 7YJ 2 4 

--((1-v)+vn2 /4)w --(1--)w --(1-v)ro 
15 'l '

1 315 80 '111 15 
17h2 7YJ 2 

+--(1--)ro -0 
315 85 ' 11

-
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dont la solution est : 

En remplaçant cette expression dans (4.3.47), on obtient: 

où les polynômes aap sont : 

et les coefficients gi sont : 

1 2 2 g1 =--2 (1-v +TJ /12) 
R 
h2 

g3 = --(1 121- TJ2 1 300) 
12 

g5 =~(16/105-h2 /75) 
12 

4h2 

g7 =--(1-7T]2 /80) 
315 

= 17h2 (1- 7 2 1 85) 
g9 315 TJ 

4 2 
g2 = - (1- V- VTJ / 8) 

15 

g4 = /
5

[4(1-v)+vh2] 

g6 =- 1~ [ 4(1- v)+ VTJ2] 

4 
gs = -15(1- v) 

( 4.3.46) 

(4.3.47) 

(4.3.48) 

(4.3.49) 

La résolution de ce problème revient à trouver p tel que le déterminant de la matrice 

(aap) soit nul. On cherchera donc les racines d'un polynôme bicarré du 6ème degré: 

(4.3.50) 
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avec, 
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A= (g2g9 + g3gs- g4g7- gsg6) 1 ~ 

B = (glg9 + g2gs- g4g6) 1 ~ 

c = glg8 1 ~ 

(4.3.51) 

En effectuant le changement de variable p2 =Y- A 13, l'équation (4.3.50) devient: 

Le discriminant est donné par : 

Ds = (Q/2)2 -(P /3) 2 

Pour D s > 0, on obtient les solutions suivantes : 

où t et v sont : 

Y1 =t+v 

Y 
_ t+v . t-v r;;

3 ----+1--v,j 2 2 2 

y=- t+v -i t-v J3 
3 2 2 

t = ( -Q 12 + .JD: )113 

v = ( -Q 1 2 - .JD:) 113 

Les 6 racines du polynôme (4.3.49) se mettent sous la forme suivante: 

{
PJ :a , 
P2- -a {

p3 =-b+ic 

b . ' p4 =- -lC 

-124-

(4.3.52) 

(4.3.53) 

(4.3.54-a) 

(4.3.54-b) 

(4.3.55) 



Chapitre IV Extensions aux modèles raffinés 

où a, b et c sont des réels positifs définis par : 

La solution finale se met sous la forme suivante : 

6 

w(x) = LAiepix 
i=i 
6 

ro(x) = LBiePix 
i=l 

où les constantes Ai =A~ + iA~ et Bi = B~ + iB~ sont des complexes. 

En développant la première relation de (4.3.57), on obtient: 

w(x) = A~eax + A~e-ax 

+ e-bx[ (A~+ A~) cos( ex)+ (A~- A~) sin( ex)] 

+ ebx[ (A~+ A~)cos( ex)+ (A~- A~) sin( ex)] 

+ ie-bx[ (A~+ A~) cos( ex)+ (A~- A~) sin( ex)] 

+ iebx[ (A~+ A~) cos( ex)+ (A~- A~) sin( ex)] 

(4.3.56) 

(4.3.57) 

(4.3.58) 

Tenant compte du fait que w(x) est un réel et que l'effet de bord s'atténue quand x 

augmente (voir [BIL65]), la relation précédente devient: 

w(x) = A~e-ax + e-bx{2A~ cos( ex)+ 2A~ sin( ex)} (4.3.59) 

De même, la rotation de la normale est : 

ro(x) = B~e-ax +e-bx{2B~ cos( ex) +2B~ sin( ex)} (4.3.60) 
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Les constantes A~, A~ et A: seront déterminées par les conditions de raccordement 

et les constantes B~, B~ et s: sont calculées en tenant compte de la relation ( 4.3 .4 7) et de 

l'équation det(aafl) =O. Nous obtenons alors les relations suivantes: 

où les parties réelles et imaginaires des constantes complexes Ji sont : 

11 tl 1 1 Il 1 2 Il 2 
13 =-(aua12 -alla12 )/((a12 ) +(a12 )) 

J; = 0, J~ = J~, J: = -J~ 

Les coefficients a;j et a;; sont calculés pour p = - b + ic : 

a~I = gi + (b2- c2)g2 + ((b2- c2)2- 4b2c2)g3 

a~ 1 = -2bc(g2 +2g3(b2 -c2)) 
' 2 3 a12 = -bg4 + (3bc - b )g5 

" 2 3 au =cg4 +(3b c-c )g5 

Pour plus de simplicité, on adoptera par la suite les notations suivantes : 

w(x) = A2e-ax + e-bx{A3 cos( ex)+ A4 sin( ex)} 

ro(x) = B2e-ax + e-bx{B
3 
cos( ex)+ B4 sin( ex)} 

(4.3.61) 

(4.3.62) 

(4.3.63) 

(4.3.64) 

avec, B2 = n2A2, B3 = n3A 3 + n4A4 , B4 = -n4A3 + n3A4 et où on a effectué le changement 

de notation (n2 ,n3 ,n4 ) = (J~,J~,J~). 
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3.5. Modèle sinus 

3. 5 .1. Equations générales 

La fonction associée au cisaillement transversal est donnée sous forme d'une 

fonction sinusoïdale ( 4.2.18). le champ de déplacement s'écrit alors sous la forme suivante : 

{

U
1 

=U-ZW
1 
+~sin(7tZ)(ro+w 1 ) ' 7t h ' 

U 3 =w 

(4.3.65) 

Par dérivation de ces relations, on obtient l'expression des composantes du tenseur 

de déformation : 

{

En = u,1 -z w '" +(h 1 n) sin( nz/ h)( ro,1 +w '") 

E22 =[1-/z/R+(z/R)2 ](w/R) 

2E 13 = (ro + w,1 )cos(nz 1 h) 

(4.3.66) 

La distribution du cisaillement transversal suivant une fonction cosinusoïdale 

justifie alors le choix de la fonction de cisaillement sous forme d'une fonction sinusoïdale. 

En utilisant les lois de comportement en élasticité linéaire, les contraintes sont 

reliées au champ de déplacement par : 

E [ vw vw 2 v h . 7tZ ] cr" =--2 (u,1 +-)-z(w," +-2 )+z - 3 w+-(ro,1 +w,")sm(-) 
1-v R R R 1t h 

E [ w w 2 w vh . nz ] cr 22 =--
2 

(-+vu,,)-z(-
2 

+vw,n)+z - 3 +-(ro,1 +w,")sm(-) (4.3.67) 
1-v R R R n h 

E 7tZ 
cr 13 = (ro +w,1 )cos(-) 

2(1+v) h 
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Par intégration, on obtient les relations entre les contraintes généralisées et le 

champ de déplacement : 

w D [ 24 24 ] N 11 = B(u 1 +v-)+- (-3 -1)wm +-3 ro,1 
'R Rn n 

[ 
1 3 V11

2 
24 24 ] Mil= D -ui +--2 w+(-3 -1)w,ll +-3 ro,J 

R · 20R n n 
(4.3.68) 

[ 
w 24 24v ] 

Mn = D --2 + (-3 -1)vw,II +-3-ro,I 
R n n 

- [ 24 6 18 2 11
2 

6 24 ] Mu= D -3-ul +-2 ro,I +(-s (n -8)v-2 +(-2 --3 ))w,u 
nR' n n Rn n 

- [6v 24 6 24 ] M22 = D -2 ro,~--3-2 w+(-2 --3)vw,ll 
n nR 7t n 

3.5.2. Résolution: 

En remplaçant ces relations dans (4.3.37), on obtient les équations d'équilibre 

exprimées en fonction de u, w et ro : 

D 
12 24 v 12 1 24 1 
-2 u,JJ +-3-ro'll +-(-2 --2 )w,~-(-3 -1)-w,u = 0 
h n R R h R n R 

D 

12 v 1 24 3 (1- v) 6 24 
--2 u,I +-(-3 -1)u,Ill- 2 ro,I +(-2 --3 )ro,JII 
Rh R n h n n 

12 3(1-v) 6 48 
+-2 w- 2 w,II +(1+-2 --3 )w,Jlll = 0 

R h 1t n 

(4.3.69) 

D 
1 n 3 1-v n n 3 (1-v) n 

-u,II ---2-ro +-ro,II -- 2 w,I +(--1)w,m = 0 
R 8h 4 8 h 4 
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dont la solution est donnée par la relation (4.3.42). 

Afin de simplifier notre démarche, on éliminera comme précédemment la dérivée 

du déplacement axial u, des relations (4.3.68) et par la suite des équations d'équilibre: 

v 2h2 h2 24 
ui = --w---3 ro,I +--(1--3 )w,u 

' R Rn 12R n 
(4.3.70) 

les contraintes généralisées se mettent alors sous la forme suivante : 

[ 
2 11

2 
w vh

2 
24 2vh

2 
] N 22 = B (1-v +-)-+--(1--3)w,11 --3 -ro,1 12 R 12R n n R 

M = D --(1--)w-(1--)(1--)w +-(1--)ro 
[ 

v 311
2 

24 11
2 

24 11
2 

] 
11 R2 20 n 3 12 ' 11 n 3 12 '1 (4.3.71) 

où, 

et 
24 112 n 

n =(1--)-+--1 2 n3 12 4 
(4.3.72) 

Tenant compte des relations (4.3.71), les équations d'équilibre deviennent: 

D 
2 112 

W 1- V 24 V112 h2 2 
-(1-v +-)-2 +(---(1--3)-)wm +-(n3 +n411 )w,IIII 

12 R 4 n 6 12 

1- V 2 V11
2 

h 
2 

[ 6 4 24 211
2 
] +(-+--)ro +- -(--1)-(1--)- ro =0 

4 3 •1 12 2 3 3 •Ill n n n n n 

(4.3.73) 

D 
1-v 2v112 2h2 n 24 112 1-v 

-(-+-)w +-(--1+(1--)-)w -(-)ro 
4 n3 

'
1 n 3 4 n 3 12 '111 4 

h2 8112 
+--2 (1--4 )ro,n = 0 

2n n 
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où, 

(4.3.74) 

dont la solution se met sous la forme : 

(4.3.75) 

En remplaçant cette expressiOn dans les équations d'équilibre précédentes, on 

obtient le système linéaire suivant : 

(4.3.76) 

où les coefficients aap sont : 

[
1- V 2YYJ

2
] 2h

2 [7t 24 YJ
2

] 3 a21 =- --+-- p+- --1+(1--)- p 
4 7t 3 7t 3 4 7t 3 12 

(4.3.77) 

Comme précédemment, en annulant le déterminant de la matrice (aa13), on obtient 2 

racines réelles et opposées et 4 racines complexes. 
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3.6. Influence des paramètres d'amortissement sur la solution générale 

On résume sur le tableau suivant, la variation des paramètres y, a, b et c pour les 

différentes théories en fonction de h/R. Les valeurs numériques liées à cette étude sont : 

R= lm, 

h=0.2, 0.1, 0.02, 0.01, 0.002 et 0.001 m. 

K-L R-M 3ème ordre SinUS 

h/R y b c a b c a b c 

1/5 2.8743 2.9944 2.7489 85.714 2.9874 2.7676 77.245 2.9873 2.7676 

1110 4.0648 4.1506 3.9771 171.46 4.1435 3.9884 154.52 4.1434 3.9886 

1120 5.7485 5.8095 5.6869 342.92 5.8037 5.6941 309.05 5.8036 5.6942 

1150 9.0892 9.0128 9.0503 857.32 9.1240 9.0546 772.65 9.1239 9.0547 

11100 12.854 12.881 12.827 1714.6 12.879 12.830 1545.3 12.879 12.830 

11500 28.743 28.755 28.730 8573.2 28.754 28.732 7726.5 28.754 28.732 

111000 40.648 40.657 40.639 17146 40.656 40.640 15453 40.656 40.640 

où K-L et R-M représentent respectivement les modèles de Kirchhoff-Love et de Reissner

Mindlin. 

Les coefficients y, a et b augmentent avec h!R, traduisant que pour les coques de 

plus en plus minces, les effets de bords s'atténuent à une distance de plus en plus courte. Le 

modèle de Kirchhoff-Love est décrit par un seul paramètre y appelé coefficient 

d'amortissement. Cette constante intervient dans la quantité décroissante e-rx et dans les 

fonctions trigonométriques cos(yx) et sin(yx) de la relation (2.4.18). Ceci résulte du fait que 

le discriminant du polynôme caractéristique de cette relation est un imaginaire. Pour le 

modèle de Reissner-Mindlin, Les coefficients d'amortissement (noté par b) et de périodicité 

(noté par c) sont distincts. Le discriminant du polynôme caractéristique dans ce cas est un 

complexe avec une partie réelle et une partie imaginaire. 
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L'introduction d'efforts généralisés d'ordre supérieur pour les modèles raffinés, a 

nécessité l'utilisation d'un paramètre supplémentaire (noté par a). Pour ces modèles, le 

polynôme caractéristique est du sixième ordre. On remarque que les coefficients b etc sont 

identiques et que pour ce pararnètrage, nous avons la relation : 

1 1 
a(11 = 115) = -a(11 = 1/ 10) = -a(11 = 1 /20) ... 

2 4 
(4.3.78) 

Pour des coques moyennement épaisses, les coefficients y, b et c sont sensiblement 

différents ; par contre pour 11 très petit, l'écart entre ces valeurs se réduit et s'annule pour 11 

négligeable (11 = 1/1000). 

Nous dressons ci-après, un tableau pour résumer cette étude comparative entre les 

paramètres des différents modèles : 

Reis-Mind 3ème ordre sinus 

h!R 8 % 1 8 % 2 81% 8 % 2 8 % 1 8 % 2 

115 4.18 4.36 3.94 3.71 3.93 3.71 

1110 2.11 2.16 1.94 1.88 1.94 1.88 

1/20 1.06 1.07 0.96 0.95 0.96 0.95 

1150 0.43 0.43 0.38 0.38 0.38 0.38 

1/100 0.21 0.21 0.20 0.19 0.2 0.19 

11500 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 

111000 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 

où, 81 =(b-y)/y, 8 2 =(c-y)/y. 

La même démarche peut être faite pour un autre type de pararnètrage, en prenant 

par exemple l'épaisseur h constante et le rayon R variable ( h = 0.05rn, R= 0.25, 0.5, 1 rn). 

Nous aboutissons à des résultats similaires. 
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4. ETUDE DU RACCORDEMENT D'UN CYLINDRE AVEC UNE PLAQUE RIGIDE 

Pour valider les solutions analytiques établies au paragraphe précédent, on propose 

d'étudier le problème de raccordement d'un cylindre avec un fond plat très rigide. On 

considère que le cylindre d'épaisseur h est fermé par une plaque d'épaisseur H telle que 

H >> h. On suppose alors que ce cylindre est encastré à sa base (x= 0). La géométrie de cet 

appareil à pression est définie par la figure 4.4. 

z 

h coque cylindrique 
~ 

Fond pla 
~- -- -------- 1 .. 

1 

t ' 
) 

x 

1 

' 

1 H 

' axe de révolution 
1 

--~--- - ------

Figure 4.4. Raccordement d'un cylindre avec une plaque circulaire très rigide 

On étudie la solution par les modèles classiques (Kirchhoff-Love et Reissner-Mindlin) 

et par les modèles raffinés (3ème ordre et sinus). Les expressions finales des solutions 

analytiques sont obtenues en tenant des conditions aux limites des coques à raccorder. 

4.1. Solution par le modèle de Kirchhoff-Love 

La solution analytique pour ce modèle, est donnée par : 

w(x) = e-rx[ A 3 cos( y x)+ A 4 sin(yx)] + (2- v)PR2 1 (2Eh) 

ro(x) = -ye-rx[(A3 -A4 )cos(yx)+(A3 +A4 )sin(yx)] 

où ro = w ,1 est la rotation de Kirchhoff-Love. 
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A partir des conditions aux limites pour un cylindre encastré : 

w(x=O)=O 

w,1 (x= 0) = 0 

on détermine les constantes d'intégration : 

où, W 0 = (2- v)PR2 1 (2Eh) est la solution de membrane. 

Par la suite, en remplaçant ces expressions dans ( 4.4.1 ), on obtient : 

w(x) = w 0
[ 1- J2e-rx cos( y x+ 7t 1 4)] 

ro(x) = 2ywoe-rx sin(yx) 

(4.4.2) 

(4.4.3) 

(4.4.4) 

Les expressions des efforts et des déformations seront finalement déterminées en 

utilisant les relations (4.3.7) et (4.3.9). 

4.2. Solution par le modèle de Reissner-Mindlin 

La solution analytique est donnée par les expressions du déplacement radial w(x) et de 

la rotation de la normale ro(x) : 

avec, 

w(x) = W
0 +e-bx[ A 3 cos( ex)+ A 4 sin( ex) J 

ro(x) = \1fe-bx[ (aA4 - PA3 ) sin( ex)+ ( aA3 + PA4 ) cos( ex)] 

a= b(b2
- 3c2

- !.!) 

p = c(c2
- 3b2 + !.!) 

et où !.! et \If sont définis par les relations ( 4.3 .21 ). 
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En exprimant les conditions aux limites pour le cylindre encastré en x=O : 

w(x=O)=O 

ro(x=O)=O 

les constantes d'intégration s'obtiennent par: 

A3 = -wo 

A4 =(P/a)W 0 

Tenant compte de ces relations, la solution finale est: 

w(x) = W 0 e-bx[CP 1 a) sin( ex) -cos( ex)] 

ro(x) = lJIW0 e-bx[ 2P sin( ex)+ ((P2
- a 2

) 1 a) cos( ex)] 

4.3. Solution par les modèles raffinés 

(4.4.7) 

(4.4.8) 

(4.4.9) 

Pour le modèle sinus et le modèle du 3ème ordre, la solution analytique est donnée 

sous la forme suivante : 

w(x) = W 0 +A2e-ax + e-bx[ A 3 cos( ex)+ A4 sin( ex)] 

ro(x) = n2A 2e-ax +e-bx[ n3A3 
cos( ex)+ n

4
A4 sin( ex)] 

Les conditions d'encastrement sont : 

w(x=O)=O 

ro(x=O)=O 

w,1 (x= 0) = 0 
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Soit sous forme matricielle : 

(4.4.12) 

La résolution de ce système d'équation donne: 

(4.4.13) 

Finalement, le calcul des constantes d'intégration permet de déterminer les champs de 

déplacement et de rotation et par la suite le niveau et la répartition des contraintes le long d'un 

méridien de la coque cylindrique. On présente dans ce qui suit les résultats de cette étude. 

4.4. Présentation des résultats 

Les différents paramètres liés à la coque cylindrique considérée sont le module de 

Young E=210000MPa, le coefficient de Poisson v=0.3, la pression interne P=lMPa 

appliquée sur le côté AB (figure 4.5) et le rayon moyen R=lm. Afin d'effectuer une étude 

paramètrée en fonction de 11 = h/R, les épaisseurs considérées sont: h=0.2, 0.1, 0.05, 0.02 et 

O.Olm. Les longueurs de coques associées à ce paramètrage sont calculées à partir de la 

relation L = 2. 72JRh (relation 3.4.2). La longueur maximale est obtenue pour h/R=l/5, soit 

L=1.22m (on prendra par la suite L=l.5m). Le maillage et les conditions aux limites sont 

définis par la figure 4.5. Sur le côté AD, nous avons bloqué les déplacements suivant OX et 

OZ; l'effet de fond est appliqué aux points B etC. La structure est maillée avec des éléments 

quadratiques à huit noeuds avec un maillage plus fin au niveau de l'encastrement. Le nombre 

d'éléments dépend de h/R, ainsi pour hiR = 1/5, nous avons considéré 20 éléments suivant z. 
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Virole cylindrique (Q8) 

~~ z c 
D ~------+-----------------~~ 
61-----------·· x ., ~ PR/2h 

~ 

A '"------r---T------:T..---p--,T,.-----rT-----JB~ 

Axe de révolution 

Figure 4.5. Maillage de la structure et conditions aux limites 

On présente tout d'abord la distribution du déplacement radial et de la rotation le long 

de la surface moyenne de la coque cylindrique. Les paramètres liés à cette étude sont 

l'épaisseur h = 0.2m, le rayon moyen R =lm et la pression P = lMPa. 
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Graphe 33 : Distribution du déplacement radial sur la surface moyenne 
de la coque cylindrique avec h = 0.2m, R =lm, P = lMPa, z =O. 
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Graphe 34 :Distribution de la rotation sur la surface moyenne de la coque 
cylindrique avec h = 0.2m, R =lm, P = lMPa, z =O. 

Pour le déplacement radial (graphe 33), nous avons comparé notre solution analytique 

à la solution numérique obtenue par éléments finis, donnée par Faye [FA Y93]. On retrouve 

ainsi les mêmes allures. Cependant, notre solution tend vers une solution de membrane 

{W0 = (2-v)PR2/2Eh = 0.02024 mm} avec effet de fond, et la solution donnée par Faye 

[FAY93] tend vers une solution de membrane {w0 = PR2/2h = 0.0238 mm} sans effet de 

fond. Cette même remarque peut être généralisée pour les contraintes. 

On constate que pour le déplacement radial, les modèles à cisaillement transverse 

(sinus, 3ème ordre et Reissner-Mindlin) sont en très bon accord et qu'ils s'écartent du modèle 

de Kirchhoff-Love. Les rotations obtenues par les modèles raffinés sont en bonne corrélation, 

la rotation de Reissner-Mindlin s'écarte légèrement de celles-ci. Par contre, la rotation de 

Kirchhoff-Love s'éloigne considérablement de celles données par les autres modèles et on 

remarque que ce modèle donne le plus petit déplacement radial et la plus grande rotation. Par 

la suite, on détermine le mveau et la répartition des contraintes axiales 

(cr 11), circonférentielles ( cr22) et transversales (cr 13) dans toute la structure et on présentera les 

distributions de ces contraintes, sur la surface interne (z = -h/2) pour cr 11 et cr22 et sur la surface 

moyenne pour cr 13 (z = 0). 
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Graphe 35 :Distribution des contraintes axiales sur un méridien de la coque 
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Graphe 36 :Distribution des contraintes circonférentielles sur un méridien de la coque 

Où (Mpa) 

3.0 

2.5 

2.0 

1.5 

1.0 

0.5 

0.0 

-0.5 

1\ 
V\\ 
~~ 
~; ~ 
1/ 

~ 
~ 

0 0.25 0.50 

z=O 

+ Eléments Finis 20 
0 Reissner-Mindlin -

6 3ème ordre 
o sinus -

o-.._ L 

0.75 1.00 1.25 1.50 

Graphe 37: Distribution de la contrainte de cisaillement sur un méridien de la coque 
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Une comparaison des différents modèles avec la solution numérique, pour les 

contraintes axiales au niveau de l'encastrement (qui sont les contraintes maximales) est 

donnée par le tableau suivant : 

Modèle K-L R-M 3ème-ordre sm us 2D 

cru (MPa) 10.22 9.01 15.35 15.08 22.9 

o% 55.37 60,66 32.97 34.15 1 

où l'écart o est calculé par rapport à la solution de référence 2D. 

On montre que les modèles raffinés sont en très bon accord et qu'ils sont supérieurs 

aux modèles classiques, par contre ils présentent un blocage au niveau de l'encastrement. 

Pour résoudre ce problème, on peut utiliser un champ de déplacement qui tient compte du 

pincement suivant l'épaisseur de la coque (tenir compte de la déformation normale jusque là 

négligée) ([DIS87], [TOU88]). On remarque par ailleurs que pour les contraintes principales, 

le modèle de Reissner-Mindlin n'améliore pas celui de Kirchhoff-Love ; par contre celui-ci 

donne une bonne approximation de la contrainte de cisaillement au niveau de la section de 

l'encastrement. 

Comme au chapitre III, on constate que les contraintes maximales sont les contraintes 

axiales et qu'elles se situent au niveau de l'encastrement. En dehors de ces zones, tous les 

modèles convergent vers la solution de membrane. 

Pour effectuer une étude comparative en fonction du paramètre h!R, on prendra un 

rayon R constant (R=1m) et on fait varier l'épaisseur h entre 0.2m et 0.01m. On présentera la 

distribution des contraintes dans l'épaisseur de la coque. Les sections considérées sont la 

section d'encastrement (x=O) pour cr11 et cr22 et la section située à x=O.lm pour cr13 • 
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Pour garder un aspect analytique à notre approche, nous ne présenterons pas la 

solution numérique en 2D sur les graphes suivants : 
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Graphe 38 :Distribution des contraintes axiales suivant l'épaisseur 

de la coque cylindrique avec R=1m, P=1MPa, x=O. 
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De même, l'étude comparative des contraintes circonférentielles et de cisaillement 

transversale par les différents modèles est résumée par les graphes 39 et 40 (a-e) suivants : 
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Graphe 39 :Distribution des contraintes circonférentielles suivant l'épaisseur 
de la coque cylindrique avec R=1m, P=1MPa, x=O. 
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On peut remarquer que pour biR très petit, l'hypothèse de la répartition linéaire des 

contraintes suivant l'épaisseur est justifiée. Par contre au-delà de h/R= 1/50, 

approximativement, cette hypothèse n'est plus valable. 
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Nous présentons finalement la distribution des contraintes de cisaillement suivant 

l'épaisseur de la coque. La section considérée est située à O. lm de l'encastrement. 
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Graphe 40 :Distribution des contraintes de cisaillement suivant l'épaisseur 
de la coque cylindrique avec R=lm, P=lMPa, x=O.lm. 
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Sur les graphes 38, 39 et 40, les modèles analytiques sont désignés par : o Kirchhoff-

Love, D Reissner-Mindlin, 6 3ème ordre et o sinus. 
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Pour montrer de combien le modèle de Kirchhoff-Love a été amélioré (ou non), nous 

dressons des tableaux comparatifs, en considérant ce modèle comme référence. 

Contrainte axiale en MPa (z=-h/2 et x=O) 

h/R 115 1110 1/20 1150 1/100 

K-L 10.22 20.43 40.87 102.2 204.3 

R-M 9.01 19.11 39.48 100.7 202.9 

Red 15.35 28.62 53.39 123.2 234.9 

sm us 15.08 28.22 52.80 122.3 233.6 

()RM% -11.8 -6.46 -3.4 -1.5 -0.7 

()Rd% 50.2 40.1 30.6 20.5 15 

()Sin% 47.6 38.1 29.2 19.7 14.3 

Contrainte circonférentielle en MPa (z=-h/2 et x=O) 

hiR 115 1110 1120 1150 11100 

K-L 3.07 6.13 12.26 30.65 61.30 

R-M 2.70 5.73 11.84 30.22 60.88 

Rd 4.18 8.16 15.59 36.54 70.06 

sm us 4.10 8.04 15.42 36.26 69.66 

()RM% -12.1 -6.5 -3.4 -1.4 -0.7 

()Rd% 36.2 33.1 27.2 19.2 14.3 

8sin% 33.6 31.2 25.8 18.3 13.6 

où 8 est l'écart relatif par rapport à la solution de Kirchhoff-Love. 

Dans tous les cas, les écarts obtenus correspondent aux modèles raffinés. Ainsi pour 

h!R = 115, ces écarts sont : 

- 8 =50% pour les contraintes axiales cru, 

- 8 = 35% pour les contraintes circonférentielles cr22• 

-144-



Chapitre IV Extensions aux modèles raffinés 

Cet écart diminue avec le rapport hiR et devient identique pour les deux contraintes 

(cr 11 et cr22) au delà de 11 = 1/50 : 

- ù = 20 % pour les contraintes axiales cr w 

- ù = 19% pour les contraintes circonférentielles cr22 . 

Pour le modèle de Reissner-Mindlin, les écarts obtenus pour cr 11 et cr 22 sont 

identiques. Ainsi pour 11 = 1/5, on a : 

- ù = 11.8 % pour les contraintes axiales cr 11 , 

- ù = 12.1 %pour les contraintes circonférentielles cr22 . 

On constate que pour les contraintes de cisaillement, le modèle de Reissner-Mindlin et 

les modèles d'ordre supérieur ne convergent pas vers la même valeur, même quand hiR 

devient très petit (graphe 40-e ). Cependant, ces contraintes deviennent petites par rapport aux 

contraintes principales; à titre d'exemple, pour hiR = 1/100, on a: 

-cru= 234 MPa, 

- cr13 = 13.5 MPa (soit 5.8% de cr 11). 

En conclusion, on peut dire que le modèle de Kirchhoff-Love permet d'obtenir une 

assez bonne approximation de l'état de contrainte pour 11<1150. Au delà de cette valeur, les 

contraintes de cisaillement sont comparables aux contraintes principales (pour h/R = 115, 

celles-ci représentent 18 % de cr 11 et 40.2 % de cr 22), les modèles d'ordre supérieur deviennent 

alors nécessaire pour décrire un problème de raccord où les discontinuités géométriques 

engendrent, comme on vient de le montrer, de fortes flexions. 
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Conclusion générale 

CONCLUSION GENERALE 

Une contribution à l'analyse des problèmes de raccordement de coques de 

géométries différentes est proposée dans cette thèse. Pour répondre à un des grands 

problèmes rencontrés dans les secteurs industriels qui emploient des enceintes sous 

pression, nous avons mené une étude de plusieurs types de jonctions. Les modèles 

cinématiques retenus pour cette étude sont les modèles linéaires de Kirchhoff-Love et de 

Reissner-Mindlin et les modèles raffinés de Reddy et de Touratier. Un intérêt particulier est 

porté à l'étude des effets de bord par ces différents modèles. 

Nous établissons dans cette étude que pour des coques très minces, la solution de 

membrane est suffisante. En effet, sans rigidité à la flexion, ce type de structure ne peut 

reprendre les efforts générés par des conditions aux limites de type jonction ou 

encastrement, où la flexion est prépondérante : les membranes très minces ne résistent que 

par leur forme. Pour des coques minces , les modèles de Kirchhoff-Love et Reissner

Mindlin permettent d'obtenir des solutions qui sont une bonne approximation de l'état de 

contrainte pour de faibles discontinuités géométriques. Dans le cas des coques semi

épaisses et des coques épaisses et principalement en présence de discontinuités, les 

modèles raffinés (3ème ordre et sinus) deviennent indispensable pour un dimensionnement 

correct. 

Pour les cas de jonctions étudiés, la démarche adoptée est purement analytique. Les 

solutions établies ont ainsi l'avantage d'être facilement exploitable et peuvent s'intégrer 

dans des codes de calcul des appareils à pression. 
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Dans un premier temps, nous avons étudié trois types de raccordement cylindre

cône, cylindre-sphère et cylindre-sphère-cône. Nous avons établi des solutions analytiques 

basées sur le modèle de Kirchhoff-Love. Un intérêt particulier a été porté à l'étude de 

l'influence des paramètres géométriques et des paramètres de discontinuité, sur la solution 

au niveau de la jonction. On détermine les zones d'influence de chaque coque et on montre 

qu'à partir d'une distance caractéristique, les effets de bord s'annulent ; cette distance est 

fonction des paramètres, géométriques et de discontinuité. L'étude comparative des deux 

types de jonctions cylindre-cône et cylindre-sphère a montré une certaine ressemblance. En 

effet, pour des coques minces, les contraintes maximales au niveau de la jonction sont 

identiques, ceci montre que le tronçon de la coque sphérique au niveau de la jonction peut 

être remplacé par un élément de forme conique. 

Pour la validation de ces solutions, nous avons mené, une étude numérique en 

éléments finis par le modèle axisymétrique en 2D et nous avons considéré cette solution 

comme une solution de référence. L'exemple traité dans cette partie est celui du 

raccordement cylindre-cône. On montre alors qu'au-delà d'un angle a= 60° et d'un rapport 

h!R = 1/50, l'écart relatif entre les deux modèles est considérable. Ceci montre que le 

modèle de Kirchhoff-Love n'est plus valable dans ces domaines, et justifie notre choix de 

chercher des solutions analytiques basées sur des champs de déplacement enrichis. 

L'extension aux modèles raffinés a permis d'analyser des problèmes de jonction de 

coques semi-épaisses, où la condition sévère d'encastrement a été retenue. La contribution 

des modèles enrichis dans les zones de discontinuité est très significative. L'exemple traité 

dans ce cas est celui d'une coque cylindrique fermée par un fond plat. Des solutions 

analytiques pour les modèles retenus sont obtenues dans le cas général en tenant compte 

des conditions de bord qui sont celles de l'encastrement, ces solutions sont complétées de 

manière à tenir compte des effets d'extrémité. Dans notre cas, les modèles de Kirchhoff-
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Love, de Reissner-Mindlin, et les modèles raffinés du Sinus et du 3ème ordre sont décrits 

respectivement par un, deux et trois paramètres. La méthode utilisée pour leur 

identification est purement analytique ; on diminue ainsi le degré de complexité du 

problème et on évite l'utilisation des logiciels de calcul formel. 

Nous établissons que les modèles raffinés ont une meilleure sensibilité aux effets de 

bord, de plus ils présentent l'avantage de se dispenser des coefficients de correction du 

cisaillement transverse. Nous confirmons par cette étude le résultat établi par l'analyse du 

raccordement cylindre-cône, qu'au delà de h/R = 1/50, et principalement en présence de 

discontinuités géométriques, les modèles raffinés deviennent indispensables pour un 

dimensionnement correct. 

Pour des développements ultérieurs, on propose : 

- de tester le comportement des différents modèles vis à vis des effets d'extrémité 

pour les raccordements cylindre-cône et cylindre-sphère, 

-de tenir compte de la déformation normale dans le cas des coques semi-épaisses, 

ce qui permettrait d'éviter le blocage du cisaillement transverse au niveau des 

encastrements, 

- d'étendre ce travail, à l'étude des zones plastiques en fonctions des discontinuités 

géométriques, 

- d'étudier les problèmes de flambage circonférentiel dans les zones de 

raccordement. 
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