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1. HISTORIQUE DES PROBLEMES POSES PAR LA MODELISATION DES 
PLAQUES 

De nos jours, le problème du passage du modèle tridimensionnel de la 
plaque en un modèle surfacique, donc bidimensionnel, n'a cessé de susciter l'intérêt de 
nombreux mécaniciens et ingénieurs. 

Parmi les différents modèles bidimensionnels élaborés, le plus célèbre est 
celui de Kirchhoff - Love qui stipule que dans la déformation d'une plaque mince, la 
normale à la surface moyenne ne subit pas de dilatation et se tranforme en la normale à 
la surface moyenne déformée. 

Il faut cependant souligner le caractère cinématique de ces hypothèses et 
surtout le fait que celles-ci conduisent à des méthodes caractérisées par l'absence de 
validation du modèle continu. 

Il faut attendre les travaux de Gol'denveizer basés sur la construction d'un 
développement asymptotique de la solution du problème tridimensionnel vis-à-vis de 
1 'épaisseur de la plaque, pour commencer à obtenir les premières justifications de 
modèles. 

C'est dans cet esprit que CIARLET et DESTUYNDER ont pu proposer 
des méthodes de modélisation reprenant dans une version mathématiquement plus 
rigoureuse 1' approche de Gol 'denveizer et introduisant par ailleurs, la technique du 
zoom qui consiste à travailler sur un ouvert de référence dans lequel il devient bien plus 
facile, lors de l'étude du comportement asymptotique de la solution du modèle 
tridimensionnel de 1' élasticité, de contourner le problème lié au fait que le volume 
physique occupé par le solide étudié varie avec l'épaisseur, lorsque celle-ci tend vers 
zéro. 

L'un des intérêts des méthodes dites de développements asymptotiques est 
d'avoir permis d'établir que les hypothèses de Kirchhoff-Love, bien que satisfaisantes à 
1 'intérieur de la plaque, deviennent caduques au voisinage des frontières. 

Il apparaît du reste, dans les travaux de Ciarlet et Destuynder une remise 
en question de l'hypothèse de Kirchhoff-Love relative à la négligence à priori des 
contraintes de cisaillement transverse, par leur mise en évidence dans le phénomène de 
propagation de fissure. 

Un peu plus tard, une nouvelle dimension fut introduite à cette dernière 
approche de modélisation, par son extension aux problèmes magnéto
électromécaniques. L'intérêt d'une telle version, réside dans l'importance 
technologique que revêtent par exemple les plaques électro-supraconductrices dans des 
phénomènes de lévitation ou des plaques minces piézoélectriques dans 1' acoustique 
sous-marine ... etc .... 

C'est ainsi que G. MAUGIN s'intéressa à l'application de l'approche 
mathématique de CIARLET et DESTUYNDER à l'étude du comportement 
asymptotique des plaques minces en piézoélectricité ; étude que nous avons reprise puis 
prolongée dans cette thèse. 
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2. PRESENTATION DU MEMOIRE 

Notre travail s'est fait en dix étapes: 

- Dans le CHAPITRE A, nous présentons la théorie générale de 
1 'électrodynamique des milieux continus qui appraît comme fondement de 
la piézoélectricité. 

- Dans le CHAPITRE B, nous décrivons le problème tridimensionnel de la 
piézoélectricité à travers ses équations fondamentales. 

- Dans le CHAPITRE C, nous reprenons la formulation variationnelle du 
problème des plaques piézoélectriques selon MAUGIN, et développons un 
théorème d'existence et d'unicité de la solution, de ce problème, basé sur 
les travaux de BREZZI; nous réintroduisons, toujours selon MAUGIN, la 
technique du zoom ainsi que le calcul succinl: des termes d'ordre zéro du 
développement asymptotique, pour lesquels nous apportons explicitement la 
preuve de l'existence et de l'unicité. 

Dans le CHAPITRE D, nous abordons la partie fondamentalement plus 
personnelle de ce travail à travers l'estimation de l'erreur d'approximation 
de la solution tridimensionnelle par les termes de rang zéro du 
développement asymptotique. 

Dans le CHAPITREE, nous nous intéressons à l'étude de la convergence 
de la solution tridimensionnelle vers les termes de rang zéro du 
développement asymptotique, en l'absence de régularité. 

- Dans le CHAPITRE F, nous présentons une modélisation des plaques 
piézoélectriques multicouches, à travers l'étude d'un trilame pour lequel 
nous nous intéressons particulièrement aux modèles membranaires et de 
flexion. En outre, nous essayons de déduire de cette modélisation, des 
modèles correspondants pour des plaques piézoélectriques minces. 

- Dans le CHAPITRE G, nous mettons en oeuvre des conditions aux bords 
permettant d'absorber 1 'effet de couche limite observé dans le chaiptre D. 
Pour cela, nous examinons tour à tour les cas de faible et forte anisotropie, 
puis étudions une nouvelle fois, 1' estimation correspondante de l'erreur 
d'approximation. 

- Dans le CHAPITRE H, nous nous proposons d'appliquer aux milieux 
piézoélectriques, l'interprétation mathématique du critère de Griffith pour la 
propagation des fissures droites dans un milieu élastique. 

- Dans le CHAPITRE I, nous essayons de donner un critère de propagation 
de fissures dans les plaques minces piézoélectriques. 
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- Dans le CHAPITRE J, nous amorçons une description de la solution 
tridimensionnelle du problème de la piézoélectricité linéaire au voisinage de 
la frontière latérale de la plaque étudiée. 

Ce travail n'est qu'une modeste contribution à une étude plus large des problèmes de la 
piézoélectricité et du comportement des plaques. 



A.l 

CHAPITRE A 

Electrodynamique des milieux continus : 

Etude Bibliographique 
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1 INTRODUCTION 

Avant d'aborder l'étude du comportement asymptotique des plaques 
piézoélectriques, nous avons jugé opportun, en nous appuyant sur les travaux de G. 
MAUGIN et C. ERINGEN, (cf MAUGIN (1)) et de façon à mieux cerner le 
phénomène de la piézoélectricité, d'introduire 1 'électrodynamique des milieux continus 
comme fondement du comportement piézoélectrique. 

Pour cela, nous nous sommes particulièrement intéressés 

- à l'incidence des propriétés piézoélectriques sur les équations fondamentales 
de 1 'électromagnétisme, 

- à 1 'étude du comportement des matériaux piézoélectriques soumis à des 
mouvements de vitesses excessivement grandes, 

à 1' examen d'éventuelles forces et énergies pouvant agir dans de tels 
matériaux, ainsi qu'à l'étude de leurs lois d'équilibre et de comportement. 
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ll RAPPEL DES LOIS FONDAMENTALES DE 
L'ELECTROMAGNETISME 

Objet du paragraphe : 

Le présent paragraphe est consacré aux équations dites de MAXWELL que 
nous introduirons ici sans explications expérimentales, pour lesquelles nous renvoyons 
aux ouvrages classiques (BECKER and SAUTER (1), G. BRUHAT (1), FANO et 
ADLER (1), PANOFSKY-PHILIPS (1) ). 

Ces équations résultent d'un ensemble de concepts bien connus (charge 
électrique, densité de courant) ainsi que de lois universelles classiques (conservation de 
la charge électrique, lois de Faraday). 

GRANDEURS PHYSIQUES : 

Les grandeurs électromagnétiques que nous introduirons sont : 

1. LA CHARGE ELECTRIQUE 

Elle sera représentée par le scalaire q qui ; suivant les cas, sera une densité 
volumique, surfacique ou linéique de charge électrique ; sans précision supplémentaire, 
il s'agira de densité volumique. 

2. LA DENSITE DE COURANT 
~ 

Elle sera représentée par un vecteur J de R 3 qui mesurera un flux de charges 
électriques : le flux de charges électriques à travers un élément de surface ds dans le 
sens de la normale it à dt est donné par le produit scalaire 1. t ds. 

3. L'INDUCTIO~MAGNETIQUE 

Ca sera un vecteur B de R 3 
. 

4. LE CHAMP ELECTRIQUE 
~ 

Ca sera un vecteur E de R 3
. 

Toutefois, d'autres grandeurs physiques seront éventuellement introduites dans 
la suite de 1 'exposé. 

Remarque (A.l) 

Notons qu'en l'absence de charges électriques, hypothèse à laquelle on se 
rattachera par la suite, on a bien évidemment : 

q=O 
et dans ce cas, il ne circule aucun courant électrique dans le matériau envisagé. 
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Axiomes fondamentaux 

1. Conservation de la charge électrique. 

«Quel que soit le domaine V fixe de R 3
, de frontière 87). régulière, la dérivée 

par rapport au temps de l'intégrale sur V de la charge électrique est opposée à 
~ 

l'intégrale sur ê!D, de la quantité J.n »;ce qui se traduit par: 

~ 

_Q Hf qdv =- ff J.nds (A.l) 
àt v ê!D 

Physiquement, cette loi veut dire que la variation par unité de temps de la 
charge électrique contenue à l'intérieur de V est produite par le flux de charges à travers 

81).1 est la normale extérieure unitaire à la frontière ê!D de V. 

2. Loi de Faraday 
~ 

«La dérivée par rapport au temps du flux de l'induction magnétique B à 

travers une portion de surface L: fixe et limitée par un contour fermé C est opposée à la 
~ 

circulation de E le long de C ». 

Autrement dit : 

aat J f~-~ds + J ~dt= 0 (A2) 

L: C 

L'orientation de t vecteur unitaire tangent à C, et de t vecteur unitaire normal 
à L: sont soumis à la règle d'orientation du théorème de Stokes. ~ 

De l'égalité (A2) résulte, en particulier que le flux du vecteur B à travers une 
surface ferméeS est constant. On supposera toujours ce flux nul. 

(A3) 
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3. Conséquences des deux lois précédentes 

Théorème d'Ampère 

L'égalité (Al) montre en effet que le scalaire q est la divergence d'un champ 
de vecteurs. Nous pouvons alors poser : 

~ 

q = divD (A.4) 

~ 

Le vecteur D ainsi défini est habituellement appelé induction électrique ; C'est 
en fait un potentiel de charges. Par suite, tenant compte de la relation (A.4), nous 
pouvons alors mettre (Al) sous la forme 

aat fff div; dv =- JJ1.~ds (A5) 

v êJl) 

Mais le domaine 1) est fixe lorsque le temps varie; ainsi peut-on écrire: 

~t JJJ div Ô dv = JJ div ( 8Ô!àt) dv (A.6) 

v 1) 

Et par suite de 1' application du théorème de la divergence on obtient : 

JJJ div ( aWàt) dv = JJc aB!àt).tds 
1) êJl) 

La loi de conservation de la charge (AI) qui peut par conséquent se mettre 
sous la forme : 

JJc a6!at).t ds =- Jft:ds 

montre alors que si C est un contour fermé et S une portion de surface 
quelconque s'appuyant sur C, mais fixe lorsque le temps varie, le flux du vecteur 

~ ~ 

J + àD/àt 
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reste constant si 1' on déforme S en gardant pour n >t'orientation définie par 
continuité. On sait que l'on peut alors écrire ce flux égal à: 

fJ-4~ fJ ~ ~ fJ ~ ~ ~ f~ ~ 1.n dcr +ô/at D.n dcr = (J + ôD/at). n dcr = H:t dt (A.7) 
s s s c 

où~ est le vecteur unitaire de la tangente à C , orienté comme 1' indique le 
théorème de Stokes. 

Le vecteur if est, par définition, le champ magnétique ~ et, le résultat du 
théorème de Stokes donné par (A. 7) constitue ce que 1' on appelle le théorème 
d'Ampère. 

Equations de Maxwell 

Définition préliminaire 
Une famille F d'ensembles ouverts D d'un domaine V est dite dense dans V si, 

pour tout point M intérieur à V et pour tout voisinage V de M, il existe au moins un 
ensemble D0 de la famille qui soit intérieur à V; ce qui peut encore s'écrire: 

('liME v , 'livE \1 (M), 3 Do Ertel que D0 cV ) ~}dense dans V. 

0 0 
Où V est l'intérieur de V, \1 (M) l'ensemble des voisinages du point M, et V 

1 'intérieur de V. 

Lemme fondamental de la mécanique des milieux continus. 

« Soit <p(M) une fonction définie et continue dans le domaine V et Ji' une 

famille dense dans V ; si pour tout V del! 1' intégrale de q> dans D est nulle, alors la 
fonction <p est identiquement nulle dans V. 

Preuve 
Par intégrale, il faut entendre intégrale de volume (respectivement de surface 

ou curviligne), si V est un domaine volumique. (Respectivement surfacique ou 
linéïque ). Cependant, pour fixer les idées, nous allons supposer V tridimensionnel. 

Supposons que JD q>dv = 0, "dDEf Ffamillle dense dans V et que 3 Mo E V, 

avec <p(Mo) * 0, par exemple q>(Mo) >O. 

En vertu de la continuité de q>, on peut trouver un voisinage V de Mo tel que 
<p(M) > Vz q>(Mo), \;f M E v. 

Soit alors D E '!1tel que D c V ; 
fD <pdv > Yz JD q>(M0 )dv = Yz q>(M0 }{volume de D) 

Ceci est contraire à 1 'hypothèse. La supposition faite est donc absurde. 
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Formulation des équations de Maxwell 

~ ~ 

Supposant E et H continuement dérivables et appliquant le théorème de 
Stokes, on peut écrire : 

~ ~~ 
fE. tdf = f RotE.n ds 
C L 

J i7tdl = J Rot;: dcr ~ 
c s 

et les relations (A2) et (A 7) peuvent alors se mettre respectivement sous la 
forme: 

If ~ ~ If ~ ~ 
8B/àt: . n ds + Rot E . nds = 0 (AS) 

L L 

sm+ 8~/àt:) .!ds- If Rott. ~s = 0 (A9) 
s s 

Appliquant le lemme fondamental de la mécanique des milieux continus aux 
dernières égalités, on obtient sous réserve de continuité des grandeurs 
électromagnétiques 

~~ ~ 

àB,J et àD 
àt àt 

~ ~ 

RotE+ àB/àt = 0 dans 'D x (O,T) 
~ ~ ~ 

Rot H - 8Djàt = J dans 'D x (O,T) 

(A lü) 

(A.ll) 

Reprenant par ailleurs la relation (A3), et, appliquant successivement le 
théorème de la divergence et le lemme fondamental de la mécanique des milieux 
continus, on obtient : 

~ 

div B = 0 dans D x (O,T) (A.l2) 
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Les relations (A.4), (A.lO), (A.ll) et (A.l2) constituent ce que l'on appelle 
équations de Maxwell rapportées au système d'unités (M.K.S.A) et à un repère 
galiléen fixe Ro, à 1 'instant t. 

De ces équations, deux seulement sont essentielles, et ce sont d'elles que se 
déduisent les deux autres. Il s'agit des équations (Al 0) et (A.ll ). 

D'autre part, bien qu'elles soient à caractère universel, les équations de 
Maxwell ne constituent que six relations sc~ajre~U&, les quinze inconnues que 
représentent les composantes des vecteurs .ê, f, 6, H et r; par conséquent ; elles ne 
suffisent pas à elles seules à permettre la prédiction des phénomènes 
électromagnétiques. 

Tout ceci justifie alors l'introduction de lois à caratère moins universel, dites 
lois de comportement. 

Remarques (A.2) 

- Dans le système d'unités de Lorentz-Heaviside, les équations de Maxwell 
dans un repère galiléen fixe, à l'instant t, s'expriment sous la forme: 

~ ~ -+ ~ 
RotE -1/c aB/at= 0, divB = 0, dans .Z, x (O,T) 

~ ~ ~ ~ 

RotH- 1/c aD/at= 1/c J, divD = q, dans .Z, x (O,T) (A.13) 

où c est la célérité 

-Dans le cas particulier de matériaux piézoélectriques non conducteurs et 
non magnétisables, ces équations se réduisent à : 

par: 

-+-+ ~ 
RotE= 0, divD = 0 (A.14) 

On peut par ailleurs introduire la densité volumique de polarisation définie 

~ ~ ~ 
P==D-E 

-+ 
- En introduisant un nouveau repère R' 0 en translation uniforme de vitesse v 

par rapport au repère d'inertie de référence Ro, et en définissant de nouvelles grandeurs 
électromagnétiques par : 

~ ~ ~ ~ 
q' = q, D' = D, B' = B 
~ ~ ~4 ~ -4 ~ 
J'= J -qV, E' = E +VAB, 
~ ~ ~ ~ 
H' =H-VAD, (A.l5) 

on peut réaliser que les équations de Maxwell (A.l3) restent valables dans ce 
nouveau repère. On dit alors que ces équations présentent 1' invariance galiléenne. 
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ill EQUATIONS DE MAXWELL DANS UN MILIEU DEFORMABLE 
EN MOUVEMENT 

OBJET DU PARAGRAPHE 

Soit ~le champ de vitesse d' un corps matériel Q qui, au temps newtonien t 
occupe un ouvert simplement connexe N de E3 admettant une frontière régulière oN de 
normale extérieure unitaire n. Si nous désignons par Re le repère lié au mouvement de 
Q, ce paragraphe va contribuer à définir des quantités électromagnétiques 
correspondantes et à déduire à partir de celles-ci une formulation dans Re, des 
équations de Maxwell. 

EQUATIONS DE MAXWELL DANS LE REPERE Be 

Pour définir les différents champs électromagnétiques dans Re en fonction des 
champs liés à Ro, il suffit de poser 

~ ~ 

R' G =Re et V = -v 

où ~ représente naturellement la vitesse uniforme de translation de Ro par 
rapport à Re ; aussi peut-on écrire : 

~~ -7 ~-) ~~ 
<J == J- qfv .M = M + 1/vAP 
~ ~ ~~ ~ ~ ~~ 

& = E + 1/c v AB , .13 = B - 1/c v AE (A.16) 
~ 

où les lettres capitales désignent des champs exprimés dans Re ; ~ étant 
couramment appelé intensité électromotrice. 

Remarque (A.3) 

~ 

On pourrait également définir le champ magnétique% de Re sous la forme : 

4~~ ~ -7~ 

% =23-.M = H- 1/c vAD (A.17) 

et réaliser que les équations (A.l6) et (A.17) traduisent : 

- La production d ' un champ électrique dans Re par un champ magnétique en 
mouvement 

-La production dans Re d' un champ magnétique par un champ électrique en 
mouvement 

-Et aussi, l'apparition d'un champ magnétique dans un corps polarisé en 
mouvement ; phénomène qui, dans le cas de matériaux piézoélectriques n'est 
perceptible qu'à des vitesses excessivement grandes. 
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Proposition (A.l) 

Soit 't un champ électromagnétique quelconque défini dans le repère de 
référence RG et si 1' on d~signe. par "t ta quantité définie par : 

..; ~ ~~ ~ ~ 
A= àA/ôt +Rot (AAv) +v div A, 

alors les équations de Maxwell dans le repère Re lié au mouvement du corps 
matériel s'expriment sous la forme: 

* ~ ~ ~ ~ 
Rot 0+ 1/c B = 0 , div B = 0 (A.18) 

* 
Rot""%- 1/c if= 1/c ~ div F= qf (A.19) 

Preuve 

En comparant les relations (A.13) et (A.16), il vient: 

RotE\ am c ôt =Rot ( 7'- 1/c 1All) + am c ôt 

= Rot7-. 1/c Rot (Jd) + à~/ c ôt 

* 
= Rotd +Ile Ir · 

~~ ~ ~~-.:; 

Rot H- àDI c ôt = 1/c J avec cf = J - q1v 

équivaut à : 

~ ~~ ~ ~ ~ 

Rot(J7-llcvAD)-àD/côt=llc(g.+ qfv) 
1 

soit 

~ ~~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

Rot;r- Ile Rot (DA v)- àDI c ôt- 1/c vdiv D + 1/c v div D = 1/ccf + 1/c qr v 
d'où: 

--+ ~ ~ 
RotJr-1/c 0= 1/c cf 

C. Q. F.O. 
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Remarques (A4) 

-Sachant que D = P + t, la relation div 5 = {jf peut alors s'exprimer sous la 
forme 

div~= q/lf oùq/= Cff- div 't . ' 

qf• est dite charge effective dans Re. 

-Par ailleurs, reprenons l'équation (A.l9)h soit: 

* ~ ~ ~ ~ 
V At( - .1/cD = 1/c J j 

Après comparaison avec la relation (A.17), il vient : 

* VAcff --t)- lie~= llc1 

ce qui peut encore s'écrire sous la forme : 

~ ~ ~ ~ ~ ~ 
V A(B -fit)- licE = 1/c P + Ile a . 

* ~ ~ ~ ~ ~ 
Ainsi, en posant a- 41 = J + P +cV A .M. (A.20) 

une alternative à la relation ( A.l8) est donc : 

* 
~A$ - 1/c ~ = Ile -;jt (A21) 

cf~ est dit Intensité de courant effectif dans Re. 

- De ce qui précède, il apparaît que l'on peut associer au repère._..llé..,!.U 
mouvement d'un matériau piézoélectrique les champs électromagnQ'iqu~s 8) 23; 
~ ~ 

.M. et ;r respectivement définis par : 

~--7~ ~~ 
0= E, .M. = 1/c vAP 
--7 ~~~ ~ ~ ~~ 

:B = -1/c vAE, 2 = :B - Jl't = -1/c v AD 

et satisfaisant dans ce repère aux équations suivantes : 

4~ ~ ~.!...J~~ 
Rot & = 0 ; Rot ~ - 1/c E = P +cV 1\ .M. 

.. 
~ ~' ~ ~ 

Rot .:r - 1/c D = 0 ; divE=- divP 

~ 
(On s'est bien évidemment placé sous le cas où la vitesse v est 

excessivement grande). 
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Formulation globale des équations de Maxwell dans un milieu déformable en 
mouvement 

On considère que le corps matériel Q étudié est balayé par une surface ~de 
discontinuité, de vitesse \?par rapport à ~' dans la direction de sa normale unitaire n. 

On désigne par y cr une courbe fixe sur cr*, S un ouvert matériel reposant sur une 

courbe fermée Cet parY.s une courbe de discontinuité surS, de vitesse V': (cf ~•v A,~ Al). 

La remarque (A.3) fondée d'une part sur la production d'un champ électrique 
dans Re par un champ magnétique en mouvement et d'autre part, par la production d'un 
champ magnétique dans Re par un champ électrique en mouvement, conduit, 
conjointement aux axiomes fondamentaux de l'électromagnétisme, aux lois d'équilibre 
suivantes: 

Loi de Faraday 

~ ~ ~ ~ 

fa-Ys 0 . dx + lie dl dt f s -~ B. da= 0 

Loi d'Ampère 

~ ~ ~~ ~~ ~~ 

fa-t.s i. · dx- lie d/dt~·r, D.da = 1/c ~-)j <f .da - 1/c f~ {( . -c dt 

Loi de Gauss 

(A.22) 

Loi de conservation du flux magnétique 

f ~ ~ 
êli -cr* B. da = 0 

Loi de conservation de la charge électrique 

dl dt IIi-<>* 'If dv + Iêf(-cr• t d-: + olot Ia*- '( Wf da- Sv [K·-~ dt= 0 
6" '6" 

Jt et 7 désignant respectivement des courants de conduction surfacique et 
volumique, tangents aux surfaces sur lesquelles ils sont définis; c'est à dire que l'on a: 

~~ ~~ 
/( .. n = 0, 7t . n = 0 

?est la binormale à~.$ ou ~""' o/ot la dérivée temporelle totale à travers la 

surface cr* de discontinuité dans son mouvement et Wf la densité surfacique de charges 
libres. 

On a: 

~ ~ ~~ "* 
olot = alôt +v. alan; v= v.n; alan= n.V 
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Equations locales et conditions de saut 

Les dernières équations d'équilibre étant indépendantes du choix deN, S, cr* et 

y, il s'en déduit les relations suivantes: 

Loi de Faraday 

~~ ~ 
V A&+ 1/c B = 0 dans N -cr* 

it\ lt"+ 1/c BA(\tt)] = 0 à travers cr* -y0 

Loi d'Ampère 

~ ~ ~ ~ 
VA$-1/c D =1/c & dans N -cr* 

ft:.\(1?- 1/c DA(~] = 1/cft! à travers cr* -y0 

Loi.de Gauss 

~~ 

V.D =a, dans N -cr* 
~~-., ~~ 
[u J.n = w;. - VD" .7t à travers cr* -y0 

i.?= 0 le long de àcr*-Ycr 

Loi de conservation du flux magnétique 
~~ 

V.B = 0 dans N -cr* 

[B).it= 0 sur cr* -Ycr 

Loi de conservation de la charge électrique 
~~ 

àqe lôt + V.J = 0 dans N -cr* 
~ - C)f ~Jt + Swf /ùt. + V)cr.ÏÔ = 0 à travers cr* -y0 

K.:(= 0 le long de àcr*-Yo 

Remarques (A.S) 

Les conditions aux limites sur oN- cr* s'obtiennent naturellement en 
considérant que la surface cr* coïncide avec la surface du corps Q prise sans charge 
libre, polarisation, ni courant ; 

Soit: 

~ ~ ~ ~ 
n.[B] = 0, n.[D] = 0 

~~ ~-4 
nA[&J = 0, nAf%] = 0 

rt1 ~ = o 
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Remarques (A.6) 

-Dans le cas de la piézoélectricité, les lois d'équilibre précédentes se 
ramènent à: 

S 
·-4--+ 

c _ 'ifs &.dx = o 

fe- )]~. d! -1/c d/dt f..s- o/3.tG = 0 

-si on utilise les identités et théorèmes suivants ; 

Théorème de Green-Gauss généralisé 

~~ ~ ~ ~~ ~ ~ ~ 

fll-o V.Adv + fcr(t) [A].da = fat-o A.da où [A]= A+- A-

Théorème de Stockes généralisé 

--+~~ ~ ~ ~~ 
~-y (V A.A) da+ fy(t) [A].dx =~-y A.dx 

Théorèmes fondamentaux de transport 

* f~~ f~~J ~ ~~ ~ 
d/dt Jj.,.A-da = J.s-YI~a + l<t> [Al\.( v- v)].dx 

~~ ~ ~~ 

dldtf/1'-o <pdv = fil-cr { ô<p/ôt +V'. (v<p)} dv + fcr(t)[ <p (v- v)].da 

~ ~ ~ ~~ 
avec dx = kdf • "t = kAn 

~ ~ ~~-+ ~ ---? -> ~ ~ ~ ~ ~ -) 
et K ."t dt= K .(k An)dt = k.(ru\.Jl)dt =-(KAn) .k dt=- (KA n).dx. 

les lois électromagnétiques d'équilibre peuvent encore être formulées sous la 

forme équivalente ci-dessous : 

Loi de Faraday 

* r ~ _, ~ ~ r ~ ~ ~~ ~ 
-!f-~ ( V AG":+ 1/c B ).da+ Jy

1 
[G:+ 1/c BA(v-v)].dx = 0 
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Loi d'Ampère 

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~7> ~ ~ ~ 
~-~(V iV( -1/c D -1/c J) .da+ f~ {[.;!'- 1/c DA( v-v)]- 1/c K An} .dx = 0 

Loi de Gauss 

~-? ~ ~ ~ ~ ~~ 
f,-cr (V.D- Cff )dv + fcr {[D] . n- Wf + v(f .11:} .da- f ocr-riT 11:. "tdt = 0 

Loi de conservation du flux magnétique 

r ~~ f ~~ 
11(-cr V.B dv + cr [B].da = 0 

Loi de conservation de la charge électrique 

~~ ~~ ~ -7~- ->....:, 
IN-cr ca qf lôt +V. J)dv- Ia-.r-r.,.K..nit + Icr-rd"([J- qf v].n + 8w_; /ùt.+ v cr.K)da = 0 

-- ~ ~~ 
o/ùt = 8/ôt -w 8/ari 'w =v. n . 

A.l 

ouvert matériel N 
surface cr*de discontinuité en mouvement. 
Y est fixe par rapport à o-. 

c 

A.2 

surface matérielle ./. 
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IV FORCE, COUPLE ET ENERGIE DANS DES CORPS 
ELECTROMAGNETIQUES EN MOUVEMENT 

IV- 1 Force et couple 

Objet du paragraphe 

Dans ce paragraphe sont déduites à partir de l'interaction entre les champs 
électromagnétiques et la matière, les expressions de la force et du couple 
pondéromoteurs, dont la construction fait usage de la théorie de 1' électron de Lorentz. 

Aspect microscopique 

Soit L\ V un élément de volume conten~t un microélément L\ VX, toute charge 
élémentaire ùqa de L\ VU est soumise à une force ùf!)( dite force de Lorentz et définie par 

~ ~~ ~~~ 
'&fe< = oqa [e(xa) + 1/c va Ab(xa)] 

où: 

t'(~ désigne le champ électrique à la position~=~+~ dans L\VU 

b(x~) l'induction magnétique à la même position. 

=-7 ~~~ 
y~ = v + ç +va la vitesse absolue de la charge oqa dans ~' 

~~ v= x, 
~ 
x la position du centre de gravité deL\ V, 
~ 
ça la position vectorielle de ùqa, 

A ' 

vt'ta vitesse de fluctuation de ùqa dûe à l'agitation thennique et contribuant au 
courant de conduction, 

et "ta la position moyenne de la charge ùqa ; 

ainsi, la force et le couple, relatifs à !a, sont respectivement définis par : 

~f ~ -+ -+ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 
M ~V= ~ oqat (x .,..ç) + Ile~ oqa(v +ça+ va)Ab(x +Ça) (A.23) 

1 ~~ ~~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~~ ~ 
M ~V=~ oq(x + Ça)Ae (x+ Ça)+ 1/c ~ ùqa(x + Ça)A[(v +ça+ va)Ab(x + Ça)] 
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Remarques (A.7) 

Au repos, il n'y a donc aucune raison qu'en l'absence de charges 
électriques et de forces extérieures, qu'un matériau piézoélectrique soit soumis à 
une quelconque force, dans la mesure où la force de Lorentz dépend entièrement 
du mouvement des charges électriques. 

Aspect macroscopique 

lemme (A.t) 

Relativement à la position moyenneT de la charge élémentaire oqa ,la force et 
le couple pondéromoteurs sont respectivement définis par : 

M{. ~V = t'k (Z: oqa) + t'k rn(Z: oqaÇ,rn a) + 1/c Ekt rn { vlbrn (Z: ôqa) + brn (Z: oqa~la) 
" •• 0( • pc Cl( 

+ \:tbrn}n (~ oqaçrna) + brn( ~ oqaç; ) + brn,n(~ oqaçaltç:j)} 

M pi, V = Ekt rn Xl~~ V + E kt rn { 4n~ oqaÇ,t) + 1/ C Ernpq [V pbq(~ .oqa~ ) + bq• 

(~ oqaça[;.,apj)} 

. . . 
OÙ Ç\Çap] ='il (Ça~~ - E; Ç/) 

Preuve 

----+ ----+ 
On suppose t'et b suffisamment réguliers, de telle sorte qu'ils admettent un 

développement en série de Taylor au voisinage du centre x de gravité de ~V. Par 
conséquent, les relations (A.23) peuvent alors respectivement s'écrire sous la forme: 

M~ ~v= ~ ·oqa { e.k(x) + ç: A.m + 0 ( 1 ça 1 ) } + 1/c Eul!L ( ~ oqa ( V.e + ~ï + 

v; )(bm (x)+ XsaBm.s + 0 ( 1 ça 1) } 

= t'K(x) (~ 8qa) + t'k.m (~ 8qaÇ~ ) + 1/c Ek.e.,. ( vtbm (~ 8qu) + vtBm.s. 

(~ 8qaÇ~ ) + bm (~ oqaç ) + Brn,s (~ 8qaÇ~ ~; ) + bm (~ 8qa?e a ) +Bm.s (~ oqavtç; ). 

M ~V=~ (oqaEktm (xl+ Ç,ë )(t'k + t'k,rn Ç~ + 0 ( 1 Ça 1) + 1/c (~ { 8qaEktw · 

.(Xl +Çt ) Empq (Yp + ~r + Yp) (bq+ bq>lS~ + 0 ( 1 Ça 1) } ) 
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• A 

. (~ ôqaç; Ç~) + 1/c Empq [vpbq (~ .ôqa~) +bq(~ ôqaÇ} Ç~) +bq (L:aôqav~ .Ç'J.) + 

bq,n(t ôqaç; Ç~ ~~ ) + bq,n (~ ôqaÇ; ~~ ~; )]} 

A 

si l'on suppose v'\ <<Ç~ Vl<, on obtient 

Aa j:U j::<X • "a t:U 0 
v~· + ~K ~ ~" et, par smte, vK s, ,t~ 

D'autre part, en négligeant pour des raisons de simplification, 

Ç~ ·' il s'en suit les résultats du 

Proposition (A.2) 

A 1 'échelon macroscopique, la force et le couple pondéromoteurs liés au 
mouvement du solide étudié, sont définis par : 

Preuve 

Introduisons les champs macroscopiques : 

. ,.. 
fik~ V=(~ C) Ektm ~ ôqaÇ.l Ç~ et J k~ V=~ ôqav~ 

si 1 'on tient compte de la transfonnation 

. 
= ~ ôqaÇ~.- Pk( vu~ V) . 

) 
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ce qui implique : 

• 
=(Pk+ Pevk,e)~ V, 

car:* 
Pk= Pk+ Pk vu - Pevkt 1 

les expressions respectives de la force et du couple pondéromoteurs introduits 
dans le lemme (Al) peuvent alors s'écrire sous la forme: 

M{ = Ek (~ .8qcx) + Ek,rn (~ ôqcxÇ~ ) + 1/c sktrn { veBrn(~ .8qcx) + Brn (~ ôqcxYf) + 

. . 
VeBm,n (~ ôqcxÇ~) + Brn (~ ôqcxÇJ) Brn,n (~ ôqcxÇcx [~an])} 

~ ~ ~ -7 
= qrEk + PrnEk,rn +lie qr(vAB)k+ 1/c (<iAB)k + 1/c Ektrn (v;Brn,n)Pn +Ile f:!lm 

* • 
Bm~ + 1/c EkJm. (Brn:es V e._,) + 1/c Bm.n (~ ôqcxçcx [~ex n] ) . Ekf-

Mais comme: 

Ilc(sktm (':'gBm,n)Pn)+ llc{sktm (BmPsVe,-s))= 1/c Ek!m Pn(V;Brn),n =Ile Pn(Ektm 
~~~7 

VeBm\n = 1/c Pn(Ektm VeBm),n = 1/c ((P.V){vAB} )k, 

. . . 
Bm_n. 1/c Ekan ~ ôqcx (Ça [);an])= Bm,n. 1/c Ektrn ~ .ôqa (Ça [~an]+ Çcx();an)) 

= ( 1/:z.c) Ektm (~ ôqcx ( ~~ Ç~ ) ) Bm.n 
~~ 

= ((VB)·.M. .1 V)b 

Il s'en suit: 
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et de manière plus évidente: 

~~~~~~~ 

M = xAMf + PA&+.M.AB 

Remarque (A.S) 

- Tenant compte des relations 

~-> ~ ~ ~ ~ 

- ((VA.It)AB)k = (BA(VA)t ))k 

= ~kanBe ( Smpq.)Lq,p) 

= ~kan &mpqBt"Hq,p 

= ôkpSeqBi.,l(q,p - ~p8J3t.~liq,p 
= Bq)lq,k - Br)tk! 

-14~ 
Ile ~kan Bm,n(LaÔqa Ça ~a J = (VB:Jl )k 

~~ 

qeff =qf- V .P, 

~ ~~ ~~ 
J eff = J + P +CV Nt, 

tr = qeff/ + Ile ~ff ÂÊ, 

= ~kan &mpqB/}{q,p 

= ÔkpSeqBr:Jlq,p- ÔkpDepBe!lq,p 

= Bm,k..M.m -B~k 
= Bm,kAlm car Bm,m = 0 

une formulation alternative de la force pondéromotrice est donc : 

f /. -+-~ 
M k= L k + (PiSk +B.)t ô~~c- :8tMk),e 

~ 

C.Q.F.D. 

(A.24) 

où Lf est dite force effective de Lorentz dans un diélectrique magnétisé. 

-Dans le cas particulier d'un matériau piézoélectrique en mouvement, la force 
pondéromotrice est définie par : 

M'* = Lfk +(Pt~), e 

où 
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-Posant: 

-- -)-) 
t kt ~ M = Pt""k+ B.,fl8tk- B~k, 

~ 

1' expression de Mf peut lors se mettre sous la forme : 

f f -t
M "'=L7c + M ~e 

' 

(A.25) 

de telle sorte que l'on puisse introduire le couple~ par unité de volume défini 
à partir de 1' expression du couple pondéromoteur M, par : 

~/(=~'-xAM~ 
~ ~ ~ ~ 

= (P A8', + JI( AB )k 

= sktmM t".e~ 

Notion de tenseur électromagnétique 

(A.26) 

Cette notion est introduite par le théorème suivant, dû à Collet et Maugin [1]. 

Théorème (A.t) 

Il existe au moins un tenseur du second ordre Mt kt et un vecteur G> vérifiant les 
équations: 

dont une solution est: 
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Remarques (A.9) 

- On peut observer que le tenseur Mt introduit par le théorème (A 1) apparaît 
comme somme d'un tenseur symétrique Ft défini par: 

et du tenseur Mt défini par la relation (A.25). 
~ ~ 

-Le tenseur Ft qui traduit la contribution des champs E et B, est dit tenseur de 
Maxwell. 

-Par ailleurs, il convient de souligner que le tenseur électromagnétique Mt 
n'est pas symétrique. 

En effet, 

La relation (A.26) implique : 

et par conséquent 

- Dans le cas d'un matériau piézoélectrique, il n'y a évidemment aucune 
contrainte électromagnétique agissant en l'absence de toute sollicitation extérieure, 
cependant qu'à l'état de mouvement apparaissent des contraintes dûes uniquement 
à la polarisation et au champ électromagnétiquet. 
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IV- 2 ENERGIE 

Objet du paragraphe 

Comme dans le paragraphe précédent, on s'appuie sur la théorie de l'électron 
de Lorentz, pour construire l'expression de l'énergie des forces électromagnétiques. 

Aspect microscopique 

Pour l'élément de volume 11 V, 1' énergie des forces et couples 
électromagnétiques est définie par : 

-7 .-!.;) ~ ~~~ 
Mw 11 V=~ 8qa (V+ Ça+ va).e (x+Ça). 

~4 ~ 

En développant e(x +Ça) en série de Taylor et, en tenant compte de 
1 'approximation 

introduite pour la première fois dans-14. preuve du lemme (Al), il vient: 

Aspect macroscopique 

Proposition (A.J) 

A 1' échelle macroscopique, 1 'énergie électromagnétique Mw est définie par : 

* -t~ ~ 4 ~~~ ~ ~ 7 ~ ~ 
Mw= qtE.v + v.E,kPk + E.(P + P(V'.V)) + c . .tfl.(V' AE) + E$ 

Preuve: 

Tenant compte des relations 

;.. 

~ 8qaV\ =éJ.I( L).V (cf preuve de la proposition (A 2) ), 1 'expression précédente 
de la quantité Mw~ V conduit à : 

w * ~~ 7 ~ 7 ~ o{ 'f!f"/1---r;.C(i:) ---'> ~ 
M = qrE.v + v.E,kPk + E.(P + P(V'. V) ) + E1v..,., t~q ( .<, + i="·éf 

) &( 
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Mais 

. 
= C. { !ize ~jk ( ~ ùqaç; .Ç~ ) } E irnn En,m 

=ct.c~A.Et 

par conséquent 

d'où la proposition (A.3). 

Proposition (A.4) 

Une première variante de la formulation de l'expression de l'énergie Mw est 

Preuve 

Tenant compte des relations 

on peut écrire 
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Cependant 

q[:-7=~-~.Ê 
~ ~ ~ ~ 

et (vAP).(VAE) = EkfmVePmEI..-pqEq,p 

= Ôq:>Ômq V? mEq,p - ÔeqOmp V? mEq,p 

= vpPqEq,p- vqPpEq,p = vkPPe,k v?kEe,k 

Ainsi donc 

*~~~~ ~~ ~~~ 
Mw = J.E - é:f .E +E.êf+veEe,kPk + E.àP!àt + E?e,kvk + E?evk,k + CM.(V' AE) + 

vkPeEe,k - v ?kEe,k 

=~+~a~! at+ EM.~Ë) + CFllVt<. ))/< 

~~ --+~ ~ ~ ~~ 
= J.E + E.àP!àt- M. àB/àt- (E.P Vk),k car 1/c àB!àt =-V AE, 

d'où la preuve. 

Proposition ( A.5) 

Une seconde variante de la formulation de 1' énergie électromagnétique Mw est: 

Mw= ~r.1 +Ô..Z- JJt. ~ + p'&~où -:t= P/p 

Preuve 

En introduisant 1' énergie de la force et du couple pondéromoteur: , on obtient 

\\ ~.& ~~ ~~ -:-:7 4 ~~ f~~ ~ -4 --7 :::::t... 
M = M".V -rJ.E + E.àP!àt- M. àB!àt + (.t:.Pvkh-(q(t.v) -llc(JAB).v + ((V'.t:) 

-4~ ~ ~ -7 ~ ~ ~ ~ ~ 
.P)v ((VB).M).v- 1/c [(PAB)vk],k· v+ 1/c [8/àt(PAB)].v) 
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Si par ailleurs on tient compte des relations: 

~-+ ~~-+~* 
- qt{E.v)- 1/c (JAB).v =fJ.G- LE, 

~ ~ ~ ~~ ~~ ~ -+ ~ ~ -+ 
-M. 8.13/àt- (M.( Vtl).v- 1/c (vAP). 8.13/àt -1/c (vAP).((VB).v) 

~ ~ :-'t -+ -+ -+ 
=-(M.+ 1/cvAP).( 8B/àt +( VB ).v) 

et 

-+-+ -+~ -+-+-+ ~~ -+ -+-+ -+ 
E. 8Piàt + (E.(Pvk)),k- ((VE).P).v + 1/c(vAB). 8P/àt + 1/c(vAB). (Pvk)),k = 

~~ 
=~.1t, 

-+ -+ -+ 
-Ile [(P AB)vk],k. v= 1/c f:ijlPj,kBevkvi + Ei)A PjBe,kvkvi + Eijkpj Bevk,kvù 

alors 1 'énergie M'' peut être mise sous la forme : 
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Remarques (A.lO) 

M"" est donc composé des puissances développées par la force et le couple 
pondéromoteurs, ainsi que d'une contribution volumique dûe à la polarisation , la 
magnétisation, puis l'électrisation du matériau étudié. 

Dans le cas particulier des matériaux piézoélectriques, 
1) • • 

M"" = M1.v- :Atïf + p~.-:; et il n'apparaît aucun facteur dû à l'électrisation 
puisqu'il est apparu que de tels matériaux ne sont jamais électrisés. 
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Force, couple et énergie électromagnétiques sur une surface de discontinuité 

- Lorsque le matériau est balayé par une surface cr* de discontinuité en 
mouvement de vitesse -v, on a : 

vient: 

~ ~ ~ 

f~ Mfdv = J~~-cr*Mfdv + fo.*(t~fda 

où Mf est la contribution surfacique des forces intérieures. 
Mais si l'on tient compte du théorème (Al), on peut écrire: 

r ~ r tk,,k r 
J..t-a*M tiv =Jo~~-cr.M - JK-cr* aG, 1 at dv; 

et par suite, en se re ferrant aux théorèmes de transport (cf remarque (A. 5) ), il 

J,_<r*Mtidv = Io~~-cr. Mtkt,k- {d/dt fN-cr*GAv- c-Icr*(t)Nk[vkG,]da + Îlcr*nkvkGAa

fcr*(t) [Giv-v)k] Nkda 

et par conséquent 

d'où 

(A.27) 

~ 

-Par ailleurs, si l'on multiplie scalairement la relation (A.13)3 par E, et si l'on 
prend en compte l'équation (A.13)1 ainsi que l'identité 

il vient: 

où 

Mais, 

~ ~ ~-)-)-) ~ 

H.RotE- V.(EAH) = E.RotH, 

~ 7 -) ~ ~~~7 
H.oB!at + E. oD/at = -J.E -V.S 

7 ~ 7 
S=cEAH 

~ 77 7 7~ 
D=P+E etM=B -H 
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et par conséquent, la proposition (A.4) permet d'écrire 

or, soit f= c"tX~, il est facile d'établir la relation 

S · = s· +[(Mt-;;_ v-G·- Y2 (E2 + B2 + 2E P) 8··] v 1 1 1 J • 1J J 

et par suite, 1' expression 

~~ 

Mw=- pd/dt [ Y2 p(E2
- B2

)] - [(M~i- VjÛi)vi],j- V. S 

qui, en vertu des théorèmes de transport, conduit à 1' égalité 

- dJ dt f ~ (P - B2)dv - frrct) [Mtji + v j GJvi - S j} njda. 
!fer 

1\ 

Ainsi, par le même type de raisonnement ayant conduit à la construction de Mr, 
on peut poser : 

(A.28) 

D'une manière analogue, la contribution surfacique du couple pondéromoteur 
est définie par : 

(A.29) 
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V LOIS D'EQUILIBRE ET DE COMPORTEMENT 

V- 1 Lois d'équilibre généralisées 

Objet du paragraphe 

Le présent paragraphe est consacré aux lois d'équilibre de 1 'électrodynamique 
des milieux continus qui regroupent les équations de Maxwell, les lois mécaniques de 
de conservation de masse, de quantité de mouvement, d'énergie, ainsi que l'inégalité 
d'entropie. 

Ces lois, axiomes fondamentaux de la mécanique et de la thermodynamique, 
restent valables, indépendamment de la géométrie et des propriétés du milieu étudié. 

Formulation globale 

Conservation de la masse 

dl dtf !f-cr*pdv = 0 

Conservation de la quantité de mouvement 

Conservation du moment 

~~ ~~~ ~ ~~ " 
d/dtfN-cr*(xApv)idv = f.~-cr*{xA(f +Mf)+ ~}idv + f à'#--cr*(xAtcn)ida + fcr*(t)cida 

Conservation de l'énergie 

Second principe de la thermodynamique 

où 
~ définit le tenseur de contraintes de Cauchy, 11 1' entropie, q le vecteur flux de 

chaleur, p le vecteur flux d'entropie ~ 

tcn)i = njtij une densité surfacique de force 
Q(n) = niqi une densité surfacique d'énergie calorifique 
ela température thermodynamique, avec pi= 1/8 qi 



A.31 

N(n) = niqi une densité d'entropie par unité de surface, pla masse volumique. 
e l'énergie interne, pb une densité volumique d'entropie, ph la densité 

volumique d'énergie calorifique. 
On remarquera que ces équations se rapportent évidemment à un corps 

matériel balayé par une surface de discontinuité cr*. 

Ces équations ont été obtenues en négligeant 
-les effets ferromagnétiques et ferroélectriques, 
-les quadripôles électriques. (H) 

D'autre part, les actions des champs électromagnétiques sont envisagées 
comme des actions à distance, au même titre que la gravitation en mécanique 
Newtonienne. 

forme: 

Formulation locale 

Proposition (A.6) 

La formulation locale des lois d'équilibre généralisées se présente sous la 

Loi de conservation de la masse 

p + pvk.k = 0 dans N - cr* 
[p(vi- vi)]~ = 0 sur cr*(t) 

Loi de conservation de la quantité de mouvement 

P~ =f·+Mi+t--- dansN -cr* 1 .c, ':J1J 

~-
[pvj(V(Vj)- tji- (M 1 +vpi)]Nj = 0 sur cr*(t) 

Loi de conservation du moment 

Loi de conservation de l'énergie 

Inégalité d'entropie 
~~ ~~ 

p~ 2: e-1 (ph.+ V'.q) + q.V(~) dans N -cr* 
[Pll(vj- vj) -8-1qj]Nj 2:0 sur cr*(t) 



A.32 

Preuve 

•Les théorèmes de transport (cf remarque A.5) permettent d'écrire: 

I f -"Jo.~ f ~~~ 
d/dt N-<>*pdv = cr*(t) {8~/at + V.(vp)}dv + cr*(t)[ p(v- v)].da 

Comme ces égalités sont vraies indépendamment du volume matériel N et de 

la surface de discontinuité cr*, il s'en suit : 

• 
p + pvk. k = 0 dans N - cr* 

[p(vi- vi)]Ni = 0 sur cr*(t) 

• Appliquant conjointement les théorèmes fondamentaux de transport et la loi 
de conservation de la masse, on peut écrire : 

Mais, 

et si par ailleurs, l'on tient compte de la relation (A.27), la loi de conservation 
de la quantité de mouvement peut se mettre sous la forme : 

J.k•P~idv + fcr*(tl[ pvi(vJ- vi)]Nida = fH-cr*(t; + Mfi)dv + f..kr*tJLidv 

-i-f cr•(t)[tii]Nida + f O"*(t)[MtJi + VjGJda 

Ainsi se déduit aisément la formulation locale de cette loi, à travers les 
relations: 
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• La aussi, tenant compte des théorèmes fondamentaux de transport, et de la loi 
de conservation de la masse, il vient : 

~ ~ ~ ~ ~ ~~ ~ ~ ~ ~ ~-+ 

d/dtf~~-cr .. (xApv)idv = ft~--a .. {à/Ot:(:xApv)i +V. {v(:xApv)i)} f cr•(t)[(xApv)i(v- v)].da 

J ~ ~ ~~ f ~~ ~~ ~ 
= N-cr*{ dl dt (t\p~i- ~. V'(:xApv)i + V'.(v(:xApvi)) + cr*(t)[ (xApv)i(v- v)].da 

= fK-cr•{ d/dt {tA~)i + {XA~iV1,t)dv + f cr•(t)[ (X;\p~}ï(V- V}].Cfit 

Par ailleurs, 

D'autre part, si l'on tient compte de la loi de conservation de la quantité de 
mouvement, on peut écrire : 

Mais tenant également compte de la relation (A.27) et de la proposition (A.5), 
il vient: 

En définitive, la loi de conservation du moment s'écrit alors 

J/#-cr•~ijkXiPVI( dv + t*(t)[~ijkXjPVk(vt- Vt)]Npa = ffl-cr*(~ijkXjP~k- EijkXh,.t)+Mci)dv + 

fo.*(t)[ EijkXjttk]Npa + fN-cr~ijkXjttk),pv + fcr*(t)Eijkxj[pvk( Ve- Ve)- ttk]Npa ; 

Mais comme: 

la loi de conservation du moment se réduit à : 

soit: 



A.34 

•En vertu des théorèmes généraux de transport, on a également: 

r ~~ ~~ 
= JN-cr*p( 'ii v2 +t)- v.grad (p( 'ii v2 +t)) + v.grad(p( ~ v2 +t)) 

+ Jff-cr*p( Yz V2 +C)v u + f cr(t)[ p( 'ii V2 
- t)(-;- t)] . dÎ 

f ~ ~. f ~~ ~ 
= JN-cr*p(v. V +C) + cr*(t)[ p( ~ V2 +t)(v- v)].da 

Et, tenant compte de la proposition (A.5), il vient: 

f ::* f "* "* ~-+~~ ~ 
Gfl-cr* ( t:v +ph +Mw) dv = J/1-cr*(fv +ph+ Mf v+ f>4.1t -lt. B +d-lb) dv 

Par ailleurs, 

JéftLcr*ct;).~ + Q(n)da = Jéi'Hr*(nj~i vi+ njqj)da 

= fé'N-cr*nj(~ivi)da + fcr*(t) qj,jda + fcr*(t)[ qj]Njda 

= J,.,.-cr*(~ijvi + ti,ivi,j)dv + fcr*(t)Nj[tjivi]da 

et par suite, compte tenu de la relation (A.28), la loi de conservation de 
t'énergie s'écrit: 

• 

Mais, d'après la loi de conservation de la quantité de mouvement 

"* ~ ~ . 
f V + Mf. V = pvi Vi+ Vitji,i 

et par conséquent, la loi de conservation de 1 'énergie se réduit aux relations 

. ~ ~ ~ ~ ~~ ~~ 
pe = tjivi,j+~.G + pG.1t- .M.B + V.q +ph dans N- c/ 
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•Tenant compte une fois de plus des théorèmes généraux de transport, on peut 

~ -+~ 

d/dt JN-cr*P.,dv = JH-cr*Pll + p~ + PTJVj,j)dv + J cr*(t)[ PTJ(v- v)].da 

~-+ ~ 

= JN-cr*P~ dv + J cr*(t)[ PTJ(Vj - Vj)].da 

Mais, 

~~ 

féf-cr*N(n) da= Jqy-cr*nipjda =féft!-cr*nj8-
1
qjda = f#-cr* V.( q/8)dv- Jcr*(t)[W 1qj]~da 

et par conséquent, l'inégalité d'entropie devient 

-4 ~ ~ ....,.-? 
fN-cr*P~dv f cr*(t)[ PTJ(v- v)].da ~ JN-cr*P h/8 + JN-cr*V'.(q/8)dv + fcr*(t)[8- 1 qj]N~da 

D'où les relations : 

~~ ~-) 

M ~ e-1(ph + V.q) + q. ~(1/8) dans N- cr* 

[pYJ(vrvj)- èq11 Nj ~ 0 sur cr*(t) 

Remarques (A.ll) 

En comparant la formulation locale de la loi de conservation du moment avec 
la relation (A.26), on obtient : 

~ ~ ~ -7 
~iikt1k + (PAG +;(AB). = 0 

. '!' 

En multipliant cette égalité membre à membre par ~imn, il vient : 

Ainsi, sous l'hypothèse (H) (cf formulation globale des lois d'équilibre), le 
tenseur t de Cauchy n'est en général par symétrique, alors que le tenseur total des 
contraintes, associant les tenseurs de Cauchy et de Maxwell sous la forme 

est symétrique, car on a naturellement 

't[ij) = 0 
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V - 2 Lois de comportement 

Inégalité de Clausius - Dohem 

Eliminant le terme h dans les formulations locales de la loi de conservation de 
l'énergie et de l'inégalité d'entropie, il vient, si l'on introduit par ailleurs la fonction 
d'énergie libre \jJ définie par: 

on obtient: 
·~ * ~~ ~ ~ 

- p ( ~ + TJS) + tji ui,j .;f.Ç,_,. fG.1t- .Al.B + (q/9).V9 2:: o dans N- cr (A.30) 

Remarques (A.l2) 

Cette inégalité d'importance capitale dans le développement de la théorie du 
comportement est dite inégalité de Clausius - Dohem. 

+~ 
_,. ~ P~mièrement, elle contient toutes les variables dépendantes (\il, TJ, ~i,éf, 1t (ou 
G ), Jt.( ou B)) nécéssaires à la construction des lois de comportement ; deuxièmement, 
comme loi physique universelle, valable pour tout processus thermodynamique, elle 
place des restrictions sur les lois de comportement. 

Choix des variables indépendantes 

Par ailleurs, cette inégalité admet plusieurs modalités, différentes l'une de 
1' autre par la donnée des variables indé~n~tes choisies pour décrire les interactions 
entre les cha~s~lectromagnétiques G et B, et les densités de polarisation et de 
magnétisation Pet fil.. 

Et comme on sait que la polarisation, la magnétisation et le courant électrique 
résultent de micromouvements de charges, et que selon le principe du déterminisme, 
tout phénomène physique se rapportant à un matériau est déterminé par l'histoire de son 
mouvement jusqu'au temps présent, il paraît naturel de sélectionner comme variables 
indépendantes : 

x(x',t'), 9(x',t'),!(x',t'), BCx',t ») 

représentant respectivement les mouvements, les températures, les champs 
électriques et les inductions magnétiques aux temps t'::;t. 

Ainsi, les équations de comportement expriment la dépendance fonctionnelle 
de l'ensemble 

-=--+-+~-+ 
z = {\ji, ,, t, q, p, )l'do} 
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sur 1' ensemble 

où 
y( t-'t')= {Ù:Jt-'t'), ect-'t'), e,~t-'t'),G4t-'t'), B1t-'t')} o ~'t' 

<ëKL = xk,tXk,K ;GK=Gkxk,K 
e,K= 8,kxk,K ; BK= Bkxk,K (A31) 

Proposition (A. 7) 

Soit F = P. \)J où \jJ est la fonctionnelle d'énergie libre ; on a, sous des 
0 

conditions de régularité : 

. . 
F =-11P 8 + 2E TKLCKL -nKeK- MKBK 

. . 
nK= - 8F 1 aeK = - 8f 1 iJGK 

. 
aF !a8,K=aF!aeK=o 

Preuve 

Introduisons les grandeurs suivantes : 

T -tid 
E KL = JxK,kXL,P ; J =Po /p 

QK = JxK,k<lk ; 1tk = JxK,kpk 
MK = JxK,k)(k ; J K = JXK,k 

t/ct .c !A avec E = tkt + Pk""'e+ hkBt 

. 
MK = - aF 1 aBK = - aF 1 aBK 

(A31)' 

En substituant ces champs dans l'inégalité de Clausius-Duhem, on obtient: 

. • T • • • 
- P, (\V -118) + 1

/2 E KL <t::KL + I/8 QK 8x- nKeK- MKBK +J. Ke,K;::: o (A32) 
où 
\jJ = \}1- 1/p 1t~K = t- 811- 1/R 1tK'(K 

0 0 
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Mais si 1' on suppose F = p0 \ji différentiable, on obtient : 

' -
df/dt = (8F/8e) é +- (8F/8CKL) C~ + (8FiôGK)iK t (8F/8BK)BK t{8F/88,K)ë,K CA .3~) 

et, en comparant (A.32) et (A.33), il vient : 

• T • 
-( Po11 - aF 1 ae) 8 + Yz (E KL - 28F 1 acKL )CKL - ( nKaF 1 8GK )~ 

• • 
- (MK- aF 1 aBK ) BK- aF 1 aex e,K + I/eQKq,eK +I~K ~ o (A34) 

. . . . . ' 
Mais, cette inégalité linéaire en e·, <C KL,GK >BK, 8 ,k ne peut être maintenue 

sous d'arbitraires variations de ces quantités, que si les conditions suivantes sont 
réalisées: 

11 = -11 Po 8Fiae , 
TKL 

E = 2 8FI acKL , 7tK = - 8f 1 iJCK, 

(A35) 

Par suite, si l'on substitue ces dernières expressions dans l'égalité (A.33), il 
vient la proposition (A 7) 

Conséquences de l'inégalité de Clausius-Dohem 

- La proposition (A7) montre clairement que 11, ETKL' nK et MK sont 
essentiellement déterminés à l'aide de la fonctionnelle d'énergie libre \ji et que 
cette dernière est indépendante des gradients de température. 

L'inéquation 

(A36) 

exprime en particulier le fait que les conductions de chaleur et de courant 
augmentent 1 'entropie, c'est à dire qu'elles engendrent une dégradation de 1 'énergie, 
s'exprimant par la diminution de la possibilité de transformer la chaleur en travail. 

-Par ailleurs, pour CKL, BK etGK fixés, avecG;K = 0, on a au voisinage de 
e,K = o, 

QK étant supposé différentiable et comme 

K1 =- (aQ 1 ae ,K) (CKL,BK,G'K, ex j e,K = o 
f ~K=O 
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alors l'inégalité (A.34) peut se mettre sous la forme 

Mais si d'autre part, on considère le produit scalaire (QK(CKL, BK, 0 ,0);0 où-:? 
est un vecteur tel que IFfll = 1, il vient: 

Ainsi pour ll8,d ~ 0, on a: 

par conséquent, QK(CKL, BK, 0 ,0) = 0 

On en déduit alors que pourGK = e,K = 0, Q k = 0; (ce qui veut dire qu'il 
n'y a pas de conduction de chaleur, en l'absence de gradient de température ou 
d'intensité électromotrice.) 

Par un raisonnement analogue, on peut établir que pour~= 8,K =O,ô1i.= 0; 
c'est à dire q..'il n'y a pas de conduction de courant, en l'absence de gradient de 
température ou d'intensité électromotrice : ce qui va être vérifié dans le 
paragraphe suivant. 

Symétries matérielles 

- Le principe d'objectivité traduit le fait que la configuration de référence 
restant fixe, les lois de comportement sont les mêmes pour deux configurations 
déformées qui se correspondent à tout instant t donné, dans un déplacement euclidien ( 
translation suivie d'une rotation). 

Ainsi pour les fonctionnelles de réponse p,(no) et p*,(n0), on a: 

'\?'XE no, <ti (X) = c lt)+ Q<t>lf,(X) 

où C(t)E E3, Q(t) E M3(R), QQT = 13 

C(o) = 0, Q(o) = 13 

-La notion de symétrie matérielle est quant à elle liée à la configuration de 
référence no 

En effet, soit nx : n0 ~ Q0 telle que 
~ ft : .. tî.o ~ 4 '~~spon.l~ Cf-t- : _(2., né vlrifùvJ:. l~ nt!.dt;on-? 

\ft = '-Plq1o et X= lft(x) =lf1(x), on dit que QI<.~ est une symétrie matérielle 
au point Xo pour \.!1, Q et$ si 
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Remarques (A.13) 

Pour Xo donné dans .Q0, les ~o fonnent un groupe. Ainsi, un matériau sera dit 
homogène, si ce groupe est indépendant du point Xo-

Le groupe isotrope est défini comme étant le groupe de toutes les 
transformations { S} telles que : 

X = X0 + S(X - X0 ) 

où SS T = S T S = I et detS = ± 1 
Le groupe { S} laisant invariant Xo, est en général un sous groupe du groupe 

orthogonal Q+ ; et lorsque les deux coïncident, le matériau est dit isotrope. 
Pour detS = 1, le matériau est dit hémitrope. 

x 
Lois de comportement des solides électro-magnéto-élastiques 

Etude du cas non linéaire 

Dans le cas des solides isotropes, l'énergie libre est invariante sous le groupe 
Q+, et par conséquent, 1' on a : 

~~ 
<P. \jf = F ((Œ:,d, B, 8 x) 

0 - ~ = F (S~ST ,SG.,SBdétS, 8, x) 

-+ -+ 
Et si, par ailleurs F est une fonction scalaire de ~' G et B, alors F est fonction 

des invariants de ses arguments définis par : 

~~ ~ ~ ~~ ~ ~ 

I 1 = tr<Œ:, h = tr<Œ:2 , I3 = tr(([3, l4 = E.<::;, I5 = B.B, I6 = ~<Q: t;, h = B<LB, 

Is =~cit Iw = (~)2; l11 =~.(îtA~), l1 2 =!.(~A€~, (A.37) 
~ ~ 

19 = B ~B 
~ ~ ~ ~~~ ~ 

113 =B. (€BAc2B), 114 = (G'.B)ct;.(BA€B). 

Aussi peut on écrire : 

<p \If= F ( I], 12, ... , 8, x) 
0 
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Ce qui permet, en comparant les relations (A.37) et (A.35), d'obtenir les lois 
de comportement non linéaires des solides électro-magnéto-électriques sous la forme : 

11 = -11 R oF loe, 
D 

~ET= oF lola oialoC =oF loi! n + 2 of loiz c + 3 oF loi3 «L2 +of loi6. 
~~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 
~ r&G.+oF loi1 B0B +2of lois(G'0«f.G)s + 2oF loi9(B®«eB) + 

~~~ ~~ ~ ~~~ 

oF loi 11 {(6 AB)0E}s +of IOI12{(G'AB)0(<o.:G) + <Œ: (GAB)0E}s + 
~ ~~~~~ ~ ~~~ 

oF loi13 {[(«LB)AB]0B +[BA( «LB)] 0 (<a.::B) + c[BA(<a.::B)]0B}s 
~ ~ ~ * 7~ ~ 

+ <Œ:[BA(cB)0B}s + oF loi 1 4{(~.B)(G"'AB) 0B}s 

~ ~ -4> - ~ -+~ ~ 
n =-(of loia~(oialô~ = -2{of loi~~ 2(oF loi6(}G-2(of lois «r~-~oF /OI1~G.B)B 
~ ~ ~~ :---;. .... ~ 

- ( ôf loi1~BA(~ + I.C(G AB)] -(oF lol12~BA(<(?~) + ~ (6 AB)] - (oF lol14) · 
-+~~ -+ -l'~ "'"'+ ~ 

[B.G(BA(<CB)]+ (GB) + BA(<CB)] , 

~ ~ ~ ~ ~ ~~ 
M =-(of loia)(oialoB)= -~of loi'f3- 2(of loi7)o:B -2oF lol9 èB-2oF lol 10(~B)t; 
+~ ~~ ~ ~ ~~ ~ ~ 

-oF loin(«re)AG"- oF loi12[(C"G)A6:] -(oF loi13){(<a::B)A(<e2B)+ <<C(~B)AB + <~[BA(<rB)]} 
~~~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

-oF lol14[t!. 6 [BA( <a.::B)] +G:.B [( «eB)Ac;+ <a.::(GAB)]} 

~ ~ 

Par ailleurs, les équations de comportement des champs Q et J sont de la 
forme: 

~ = k1"8 + kzl+ k3«e~8 + ~«r:"l+ ks~8~ +~~At+ k7«r2W + ks dt+ 
~ ~ ~ ~ ~ ~ +~? ~~ ~ ~ ~ ~ 

k9[(B. V8)B - (B.B) V8] + k10[(B.G.)B - (B.B)G] + k11 [«r(V8AB) - (cV8) AB] + 
~~ ~ ~ 

k!2[c(GAB)- (cG) AB] 

---+ 
ve. 

~~ 

où les k~, k2, ... , k12, et cr~, cr2, ... , cr12 sont des fonctions isotropes de «r.,G, B, et 
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Linéarisation 

1er cas: Solides isotropes 

La théorie quadratique 

A partir des lois de comportement non linéaires décrites ci-dessus, la théorie 
quadratique consiste à ne retenir au plus que les termes du troisième degré se rapportant 
aux variables indépendantes. 

Par ailleurs, les invariants sont exprimés en fonction du champ JE de telle sorte 
que les résultats ne dépendent que du tenseur Lagrangin EKL sous la forme : 

I1 = trlE 

I4 =lt. 
Mettant F sous la forme 

F = aoi1 + Yz a1Ir + 1/3 a 2I{ + Yz a3I1I2 + 112 a4I1I4 + Yz asi1Is + Yz a6Iz + 
1/3 a7!3 + Yz asl4 + Yz a9l5 + Yz a10I6 + Yz alll7 (A.39) 

où les ak sont des fonctions de 8 et X uniquement ; il vient, en tenant compte 
de la proposition (A. 7), 

~~ ~~ 
ET = (a0 + a1 TrlE + a 2(TrlE )2 + Yz a 3 Tr1E2 + 1/2 a4&.ê:+ 1/z a 5B.B)ll + ( a 3 TrlE + 

a 6)1E + a 7 JE2+ Yz a1~@l+ Yz anB®:ft (A.40) 

~ ~ ~ 

J1f=- (a5tr:E+a9) B-aillE B 

Par ailleurs, on a: 

~---+ ~ __,., ~ ~ ~ ~ ~ 

Q=k r V9+k~+ k3lEV9+kEG+k5 V9AB +~GAB 

~~~ ~ ~~~~~ 

f} =cr 1 G. +cr2 V9+cr3 JE ~+cr4 JE. V8+cr5 ~AB+ cr6 V8AB 

où les kÀ et crÀ sont des fonctions de 8 et X uniquement 

(A.41) 

(A.42) 

(A.43) 

(A.44) 
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Proposition (A.S) 

Sous les considérations ci-dessous, l'inégalité d'entropie peut se mettre sous la forme: 

où 

crKL=cr18KL +cr31EKL 
't'KL= ~ (cr2+k2W

1
)ÙKL 

Preuve 

(A.45) 

Tenant compte des relations (A.43) et (A.44), l'inégalité d'entropie prend la forme 

~ ~ ~ ~ ~ ~~ ~~--+ 

"fk1(V6)2 +Cf+ cr2)&. Ve + ~ k3JE (V9)2 +(.lf-+ cr4)~ JE Ve + ~ k5(V9AB).V9 

Soit 
~- (kl8KL + k3 EKL) e-Ke'L + ( CJ]ÙKL +cr3EKL) GKGL +( cr2+k2e-l)8KLe'KG'L 

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~-4 ~ ~ ~ 

+(.ki_+ cr4)G JE ve + !s(V9AB).V9 + (~- cr6) (GAB).V6 + cr5(GAB).~ ~ 0 
e e -lf 
-+~~~-+~ ~~~~ 

Mais (c:5AB).G = (V6AB).Ve = 0 car!SAB et VeAB sont respectivement 
perpendiculaires à~et ve. De plus, en choisissant 

l'inégalité précédente prend alors la forme (A.45) 
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Proposition (A.9) 

Soit F= Aijyy , i,j = 1,2, ••• ,6 
(où Yt= 6,1; Y2=6,2;YJ= 6,3; y4=GA.;Ys=G4; X=G'3 

[ . J kKL : 'tKL 

A= --------;-----------
'tKL : O'KL 

une matrice définie par blocs et 

Telle que F représente une forme quadratique symétrique définie positive. 
Une condition nécessaire et suffisante pour que l'inégalité d'entropie soit toujours 
vérifiée est que le déterminant de A ainsi que tous les mineurs pris en chaine soient 
supérieurs à zéro. 

Pour la démonstration de cette propriété, voir le théorème fondamental des formes 
quadratiques (PAPIN et KAUFMANN) 

Remarques ( A.14) 

-Si pour des raisons de simplification, l'on se rapporte aux directions principales JEkdu 
tenseur 1EKL, les relations (A.45) s'écrivent alors : 

où JEK est une valeur propre du tenseur lEKL, à K fixé. 

-La proposition (A9) qui se traduit par les relations 

implique 
kKK ~ 0' kKKO'KK-'t2KK ~ 0, K=l,2,3 
O'KK ~ 0 

(A_46) 

(A47) 

Par ailleurs, on remarque que la positivité de kKK et crKK reste vérifiée si l'on choisit 
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D'autre part, en comparant (A.46) et (A.47). on peut interpréter cette dernière relation 
comme une inéquation du second degré en JE. de la forme 

aE2+bE+C2 0 .., 
a= e k3cr3 

où b = ~ ( k1cr3 + k3cr1) 

(A.48) 

aussi l'inéquation (A.48) ne peut être maintenue que si son discriminant est négatif avec 
a positif, c'est à dire 

a20 et 

-Les relations (A.43) et (A44) révèlent des effets thermo-magnéto-électriques 
interessants; en effet: 

(1) Même en l'absence du gradient de température, la chaleur est tout de même 
produite par le champ électrique: c'est l'effet Peltier. 

(2) La circulation du courant peut être produite par le gradient de température: 
C'est l'effet Seebeck. 

Proposition (A.t 0) 
La linéarisation des lois de comportement des solides isotropes, se déduit de la théorie 
quadratique en négligeant dans l'expression (A.39) les termes du troisième ordre et 
dans les relations (A.40) à (A.44), ceux du second ordre. Ainsi obtient-on: 

L':._ 1 2 '1 '1 4 r- aoi1+2 a1I1 +2 a6I2+ 2 asl4+ 2 a9ls 

ET= (ao+a1trJE) 1 +~JE 

~ ~ 
n =-ag~ 

~ ~ 

.M.=- a9B 

~ ~ ~ 
c!J- = cr 1 ~ ... cr2 V8 
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2ème cas : Solides anisotropes 

Proposition (A.ll) 

Dans le cas de solides anisotropes, les lois de comportement linéarisées sont de la 
forme 

( ~kt synbd.e devenant celui de Kronecker lorsque les repères spatial et matériel 
coïncident) et Fv= F (lEKL, e,eK ,BK) (cf preuve) 

Preuve 

Soit EAB une perturbation telle que 

si l'on supposee= eo + 8, (8/8°<<< 1 ), 8°>0 et suffisamment différentiable en 
chacun de ses arguments 8, EKL,cfK,BK, il vient : 
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,... 1 ,_,... . 0 B 

+ (AKLEKL + 2 L KLMN EKLEMN) + c- irKt;K-5 ~ ~KL~~J+c- MKBK- 1 'lvn BKBL) 
2 

Mais 1' on sait que 

Par ailleurs, de la relation '4' = t- 11 e , 
on peut écrire ill~L_ ae- ,_ g .Qn_ ' 

ae ae ae 

Soit:_ P, fYJ=e ô<?_ fn IJ- e g _Q:n_, 
a ' !) ae o o ae 

(y : capacité calorifique) 

finalement , azw_L _ :t et par conséquent 

aeyc~ 8° 
(E

0

KL' eo ,GK 'BK) 

aussi, la relation (A.49) peut se mettre sous la forme: 

0 ~-, ,- ,., - - -

F = f - P , e -- 8 + :L KL EKL + - Y KLMN EKL EMN - EKLM~ ELM 
"' 0 o· 2 

28 

- HKLMBK~M-\f': GK -1 ,.xS~·-~KGL- \f'\BK- iX~.' BK BL- AKLBLêK, 

E o ,...... B o r; 
(OÙ \f' K = 7r K + WK8, 'f' K = M K + f K8, et OÙ r 0

, 
E B 

y KLMN ' EKLM, HKLM' 'f' KL, \f' KL 

et AKL sont des fonctions de 8 et X uniquement). 
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Par ailleurs. comparant cette dernière expression de f avec la proposition (A 7). il vient: 

Afin de compléter ces équations, on développe QK etJK comme fonctions polynomiales 
linéaires des variables indépendantes sous la forme : 

Cependant, en vertu des conséquences de l'inégalité de Clausius- Duhem (Cf 
proposition (A.7) ), on peut écrire: 

d'où: 

et l'inégalité de Clausius- Duhem s'écrit alors: 

l kKL8,K8,L + crKlGKGi:"(crt + ~ kEKL) 8,KGL 2 0 
e 
avec QK = kKL8,L + k8 KLCr_ 

h = crKLGL + crh 8,L 

On retrouve ainsi les effets Peltier et Seebeck même pour des matériaux anisotropes. 
Si 1' on tient par ailleurs compte des relations (A.31 )' ainsi que des définitions 

suivantes : 

fo o...._ o o.-

l rr K ' M K ' WK ' r K } ô Kk = ( rr k ' M k ' wk ' Yk } 

' E H ) ~- .$\._ - = f h ) t KLM , KLM J VKk VMrn t ektm, ktm J 

L KLMN 8 Kk 8 Lf- 8 Mm 8 Nn = Cklmn , 
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Il vient: 

--
(ake-f3ktS). ski= (AKL- BKL9) ÔKk Ô Ii skt= (AKL- BKL9) EKL 

(kfm. -Gm S.fm = EKLM ÔKk Ô Lt Ô MmÔk S.tm = EKLMGK ELM 

~ 1 1 - -
TCklrnnSkt5rnn =yi KL.lv1N Ô Kk Ô Ll Ô Mm Ô Nn Skt5rnn =z: L KL.lv1N EKLE.lv1N; 

de même: 

(m
0

k + Yke)Bk = (M°K + r Ke) BK, 

l X8 
k!BkBe = l 'X.-13 

KL BKBL , 
2 2 

et la proposition (A.ll) s'en déduit naturellement. 

Signification physique des modules matériels 

llo entropie à 1 'état naturel 
y capacité calorifique 
AKL contrainte à 1 'état naturel 
L KLMN module élastique 
HMKL module piézomagnétique 

WK 

"Xf'KL 
1 0 

MKE 
B 

XKL 
BKL 
EMKL 

0 

polarisation pyroélectrique 
susceptibilité diéléctrique 
magnétisation à 1 'état naturel 
susceptibilité magnétique 
module de contrainte thermique 
module piézoélectrique 
polarisation à 1' état naturel 

polarisation magnétique 
module pyromagnétique 
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Remarques (A.lS) 

-Si, à partir de la proposition (A.ll), on suppose le matériau étudié non 
magnétique et non-conducteur, on obtient les lois de comportement de la 
piézoéléctricité linéaire, sous la forme : 

f = f 0 -! CklmnSk.JSmn- lrnkl EmSk.J -!X:, Ekt Et 
2 2 

tkl 
E = C kJmnSmn -em~m 

où SkJ =! (Uk,t + Ut,k) 
2 

- Après avoir introduit le phénomène de la piézoélectricité, nous allons, dans les 
chapitres qui suivent, étudier le comportement asymptotique des plaques minces 
piézoélectriques, comme généralisation des travaux de P. Destuynder sur les 
plaques minces en élasticité linéaire. (Cf P. Destuynder (1 )). 
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CHAPITREB 

Présentation du problème tridimensionnel de la piézoéléctricité. 
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1 Introduction 

Ce chapitre présente une brève alternative à l'introduction des lois fondamentales de la 
piézoélectricité, ainsi que les règles générales de condensation des tenseurs liés aux 
matériaux piézoéléctriques. 

II Equations fondamentales 

Dans un solide piézoélectrique, lorsqu'on utilise Si.i (Composante du tenseur de 
déformation), Ek (Composante du champs électrique) et T (la température). Comme des 
variables indépendantes, la différentielle totale de l'énergie interne U s'exprime sous la 
forme: 

(8.1) 

où 

cri.i est une composante du tenseur de contraintes, Ok celle de l'induction électrique et 11 
1 'entropie, avec i, j, k = 1 ,2,3 

L'expression de l'energie interne en une Série de Taylor où sont négligés les 
termes d'ordre supérieur ou égal à 2, se présente sous la forme: 

·dU = ( au\icri.i+(au.\tq-+ ( aaun)d11 
acr~ ) aDJ) oJ 

1 
O. T) cr. T) D.cr 

(8.2) 

d'où: 

sij = ( au ) ; Ek = ( au ) ; 11 = ( ac~ ) 
acr~ a~ '.J1 

D.T . cr.T D.cr 

(8.3) 
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---+ 
Les différentielles totales des variables dépendantes cr, D et 11 s'expriment comme 
fonctions des variables indépendantes sous la forme: 

(8.4) 

(8.5) 

(B.6) 

En négligeant les variations de température et en supposant un comportement linéaire 
du matériau, il vient, pour une transformation adiabatique. 

(8.7) 

(8.8) 

(8.9) 
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Cijkl est une composante du tenseur d'ordre quatre des constantes élastiques à champ 
éléctrique constant. 

ekij est une composante du tenseur d'ordre trois des constantes piézoélectriques à champ 
éléctrique constant. 

f:ij est une composante du tenseur d'ordre deux des constantes diélectriques à 
déformation constante. 

Les équations (B-7) et (B-8) sont les équations d'état de la piézoélectricité. 
On supposera par la suite, que les coéfficients Cij kl , eij, 8ij vérifient les propriétés 
classiques de symétrie et de positivité, soit : 

(B.lO) 

V e·· e·· = e·· ::3('/ > 0 · C··kl ekl e·· > ('/ e·· e·· lJ ' lJ Jl ' ., . lJ - lj - ., lj Jl (B.ll) 

(B.l2) 

où 0o et a 1 sont des constantes. 
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III Règles de condensation des tenseurs 

Selon le principe de notation de VOIGT relatif à la contraction des indices et symbolisé 
par le tableau suivant : 

(11) (22) (33) (23) (13) ( 12) 
1 2 

..., _, 4 5 6 

les équations d'état de la piézoélectricité s'écrivent alors : 

D· = "··E- + e·,sll ·J vi] J lp (8.13) 

a,~ = 1, 2, ... , 6 i,j,k=1,2,3. 

Il est aussi à noter que l'on s'intéresse plus particulièrement aux matériaux 
piézoélectriques possédant un axe de symétrie d'ordre six: ce qui est le cas du sulfure 
de calcium (Cds) et de l'oxyde de Zinc (ZnO). 

Par suite, du fait de cette symétrie, seuls quelques coefficients, à savoir : 

C'ai3 ( 5 coefficients) 

eka (3 Coefficients) 

eii ( 2 Coefficients) 

subsistent. 
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IV Présentation d'un problème piézoéléctrique 

IV-1 Equations d'équilibre 

Dans l'hypothèse des petits déplacements, les équations d'état d'un milieu 
piézoéléctrique sont complétées par les relations suivantes : 

E;:.--~ 
1 àx· 

1 

où U~ est une composante du champ de déplacement et <p le potentiel électrique. 

(B.l4) 

(B.l5) 

Par ailleurs, sont vérifiées, à l'intérieur du domaine piézoélectrique considéré, 
les deux équations suivantes: 

fuij = 0 
àx J 

Equation d'équilibre mécanique. 

(B.16) 

Cette équation exprime l'absence de forces volumiques qui, dans le cas des matériaux 
diélectriques, ne sont pas linéaires. 

Equation d'équilibre éléctrique. 

(B.l7) 

Cette équation traduit l'absence de densité de charge électrique liée aux matériaux 
diélectriques. 
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IV -2 Conditions aux limites 

On va distinguer les conditions aux limites mécaniques des conditions électriques. 

Conditions aux limites mécaniques. 

Si l'on désigne par n le domaine étudié, et par an la frontière de celui-ci, on a : 

- Sur une partie Su de an, 

U·=U*· 1 1 (B.18) 

où U* est un champ de déplacement imposé. 

- Sur 1 'autre partie Scr de an, 

(B.19) 

où T ~est une force surfacique de traction et Ïtla normale unitaire extérieure à an. 

Les conditions (B.18) sont dites conditions de type DIRICHlET et les conditions (B.19), 
celles de type NEUMANN. 

Conditions aux limites électriques 

-Sur une partie Sq de an dénuée d'électrode, il n'y a pas de charge électrique et 
l'on a: 

(B.20) 

Cette condition traduit Je fait que le champ électrique est nul à 1 'extérieur du domaine 
n, ce qui revient à considérer la permittivité diélectrique du milieu extérieur comme 
négligeable devant celle du domaine. 
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-Sur une autre partie Sv cl( an, on considère qu'il y a des électrodes de surface 
portées à un potentiel <p *. 

-Remarque (A.l) 

On peut observer que le couplage des relations (B.13), (B.16) et (B.17) conduit aux 
équations: 

_a_ (ejkl·skl + ~ji·ED = 0 
Ox· J 
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CHAPITREC 

PRESENTATION DU PROBLEME DES PLAQUES 

PIEZOELECTRIQUES 
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1 Introduction 

On étudie un objet tridimensionnel piézoélectrique occupant dans l'espace le 

volume cylindrique QE (fermeture de QE), où QE = ro x]- E, E [ , avec ro, ouvert borné 

de R2 de frontière y etE un réel strictement positif. 

}f= ?LU 
_,f 

L 

figure C. 

Les coordonnées d'un point de ro sont désignées par x1 et x2, alors que la 

coordonnée variant dans 1 'épaisseur de la plaque entre -E et + E est désignée par x~ . 
E 'é E.. E.. E 

On représentera par r = fo u r + u r _ la frontière de Q où : 

foE = 8 (J) X ) -f., f. ( eSt la frontière latérale, 

~ f. 
f + = (J) X { E } et [ _ = (J) X { -f. } respectivement les surfaces supérieure et 
inférieure. 
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D'autre part, on supposera E relativement petit et par ailleurs : 

- Des déplacements élastiques égaux à zéro sur la frontière latérale roE. 

E Uï,= 0 sur :ç 

~ ~ -L'existence de forces de pression agissant sur les surfaces r + et r _ 

+ T + ~ crij nj = i sur r + 

- T - E crij nj = i = sur r _ 

- Une accumulation de charges électriques sur rf; : 

E 
[ <p ] = 0 sur r , 

~~ E 
n . [ D ] = 0 sur r0 , 

--+ . -+-
+ [ ] + ( n -. D = w- sur r ± , 

(C.l) 

(C.2) 

(C.3) 

(C.4) 

(C.5) 

Les relations ( C .1) sont dites Conditions d'encastrement ; et il est à noter que les faces 

r+E et L
8 

sont couvertes de fines électrodes d'épaisseur négligeable n'ayant aucune 
contribution mécanique, mais pouvant permettre au moment opportun d'imposer un 
certain potentiel. 
Le matériau étudié étant supposé posséder un axe de symétrie d'ordre six parallèle à 
l'axe Ox3 perpendiculaire au plan de la plaque, les lois de comportement dans ce plan 
s'écrivent alors : 

3 3 

a pp= L CJ3llll.l}+ e 31 <p
1 

3 ; cr33 = L CJt!u..(t+ e33 (j),3 
l= 1 .f= 1 

(C.6) 
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ll Formulation variationnelle 

L'inversion des relations (C.6) s'exprime sous la forme : 

Su= auu cr11 + au22 CJ22 + all33 CJ33 + bu3 D3 

s22 = au22 cru+ a2222 cr22 + a2233 cr33 + b223 D3 

sl2 = 
1 

612 (C.7) 

2C66 

Sr--
~Il e1s 

D2 ,_ ()23 + 
2C44Êii 2C44~I 

s13= ~Il 
crn + e1s 

D1 

2C44~1 2C44ÈTI 

~,1 
-1 e1s 

D]+c ~---~-CJn 
.........._ 

c44~ E11 

~,2= 
-1 e1s 

D2 4- (C.8) - -E11 c44E11 

, - ? ? e1s 
ou E11 = E11 ( 1 + K- ) avec K- = ----

K est un coefficient de couplage électromécanique. 

Par ailleurs, de façon à décrire la formulation variationnelle du problème des 
plaques, on a besoin d'introduire les espaces fonctionnels suivants: 

E_{~-~-{ } ._ ,.., 1 ( ~-~/ E..} v - v ' v- vi 'I- 1, 2, -',viE H ( Q ), v - 0 fo 
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L'espace y<- est muni de la nonne 

-Il v Il = ( L 
i= l 

et l'espace LE, de la nonne 

z 
1 h Il = ( I Il -rij Il , ) v2 

· · - 1 ' - L- (.Q ) l.J- .-.J 

Tenant compte de Duvaut and Lions (1), les espaces naturellement associés aux champs 
rr et <1> sont respectivement : 

La formule de Green appliquée aux relations (C. 7) et (C.8) conduit au problème 

des plaques formulé comme suit : 

Trouver ( cr,D, U: <P) dans 'Le x ~c x vc x <l>c tel que: 

~ ~ -+-+ -+ 
Ae (cr, D; -r, 8) + B;; ( -r, 8; u, 4>) = 0' v (t, 8) E Ic x ~c (C.9) 

c ~ ~ &~ ~ & c B (cr,D;V,<p)=F (V,<p),V(V,<p)EV x<l> 
~ ~ . 

où Ac. (cr, D; t, 8) = Jd { ( ai III + a1122 ) cr11 'rJJ + ( a1122 + a2222 ) Gzz -rn+ 

b-41:.o3 -r11 + b223 o3 -r22-j-_-1_lJ[2'r12+ ~11 _a23'r23 + e1s o2-r23 

2C66 2C44 Ëil 2C4487I 
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REMARQUE (C-0): Pour des raisons de commodité d'écriture, nos vecteurs ne 

porteront plus de flèche. 

ID Existence et unicité de la solution 

Ce paragraphe s'inspire des travaux de F. BREZZI (cf BREZZI ( 1 )) sur l'existence et 

l'unicité de la solution d'un certain type de problème varationnel. 

Il est question ici, de rechercher des conditions suffisantes et nécessaires pour que le 

problème des plaques énoncé dans le paragraphe précédent, admette une solution 

unique; ce qui en d'autres termes veut dire que si A<- et Be. sont respectivement les 

opérateurs associés à Ae (cr, D; 't, o) +Be ( 't, o; Y, <p ), nous recherchons des 

conditions nécessaires et suffisantes telles que 1' opérateur défini par : 

E ( c.' E ( r ( t, o; v, <p ) = (A t, o) + B (v, <p ), B t, o)), 

soit un isomorphisme; ( avec Be.' tel que ): 

1 E 
< B (v, <p ), ( t, o) > = < B ( t, o ), v, <p) > = B ( t, o; v, <p ), 

Pour cela introduisons 1' espace 

E = Ker(B) = { (t,o) 1 ('t,o) E Le. x ,1':, B\ t, o; u, <p) = o, v ( u, <p) Ev<- x <1><-} 

E est un fermé du dual (Le x ,1<- )' de (LE x ,1e) 

Soit E' l'espace dual de E, E' peut être identifié à un sous espace fenné de (Le x!).")' 

contenant les éléments g de ( Le x ,1E )' tels que 

< g ( 't, 0 ) > = 0 

< ( 1:, o ); ( a, f) ) > = 0, V ( a, f) ) E E 

Désignons à présent par){: ( L 8 x ,18
) E', la projection orthogonale de 

( L 8 x ,1<- )' surE' et parEo le sous espace fermé de (Le x ,1e )' dont les éléments g sont 

tous ceux de (Le. x ,1<- )'vérifiant 
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On peut alors affirmer le résultat suivant : 

Théorème ( C-1 ) 

L'opérateur r défini ci dessus est un isomorphisme de (LE x /1E) x (V x <l>E) vers 

( LE x 11'- )' x (V x <l>E )' si et seulement si 

i)j{A est un isomorphisme de E versE' 

ü) 3 k>O tel que Il B'( V, q> ) Il >kIl (V, q>) Il , 'v' (V, q> ) e V x <I>E 

Preuve 

Supposons que r soit un isomorphisme et définissons pour tout f de ( V x <l>E ) ', Sr 

comme le premier élément du coupler -J (0, f) tel que: 

( a, f3 ) = Sr~ 3 ( u, \If ) e V x <l>E , r ( a, f3, u, \If ) = ( 0, g ); il vient compte tenu de 

la définition de r' 

BS = l, et S E~((V x <l>E )',(V x <l>E )) 

Mais par ailleurs on a : 

Il B'(v, q>) Il = sup < B' (v,q>) , ('r, 8) > 

Il c 1:, 8 ) Il 

€ -1 ( . 
=sup <B(t",~),(v,t.e)> ~supB (SJy~.;.r V>tf);{V,lf)) 

11(1:,8)11 llsJ · (V,<p)ll 

et Il sr1 

d'où Il B' (v, q>) Il~ Il (v, q>) Il 
Il s Il 

v x <1>'-

(v,<p)ll= IlS Il ll(v,q>)ll 

et par conséquent la relation ii) que l'on obtient, en posant k = --,-,--1=----.,-~ 

Il s Il 
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avec JvE x<t>E l'opérateur de représentation de Riesz de (V: x <l>s )'vers (V: x <l>s), 

défini par: 

( Jve x ile v', ( u, q> )) =<v', ( u, q> ) >, V v' E (V: x <l>s )'; ( u, q> ) E V x <l>s 

- Définissons à présent, pour tout g E E', Pg comme étant le premier élément du couple 

r-I ( g, 0 ) tel que : 

( a, f3 ) = Pg <=> 3 ( u, \jJ ) E Vs x <l>s , f (a, f3, u, \jJ ) = ( g, 0 ) 

La relation ii) entraînant 

j{B' (v, q>) = 0 , V (v, q> ) E Vs x <l>s, 

il vient, compte tenu des deux relations précédentes : 

)JAPg=Mg=g 

soit j(AP = 1 

d'où la surjectivité de ){A 
Considérons maintenant un élément e de E tel que j.Ae = 0, 

alors Ae E E 0 et il existe, en vertu de la relation ii), un élément 

( u, \jJ ) dans V: x <l>s tel que : 

B' ( u, \jJ ) = - Ae 

Par suite, r ( u, \jJ, t, 8) = (( 0, 0 ) ; ( 0, 0 )) avec e = ( t, 8) 

et il s'en déduit que 1/A est aussi injective et, évidemment continue d'où la relation i) 

-Supposons à présent que les relations i) et ii) soient vérifiées, la relation ii) permet 

d'affirmer que les problèmes 

r c 1:, 8, v, <i> ) = c g, f) 

et r ( a, f3, V, q> ) = ( g - A ( t , 8 ), 0 ) 

sont équivalents ; ( avec ( t , 8 ) = ( a, f3 ) + ( t , 8 ) et B ( t , 8 ) = f) 

Par conséquent ; r est un isomorphisme de ( I~ x~~ ) x ( V x <l>s ) vers ( I~ x ~ ~ )' 

x ( V: x <De ) ' si r 0 , restriction de r à E x V x <Pc est un isomorphisme de E x V x <Pc 

vers ( L~ x ~ ~ )' x { (0, 0 ) } 

Soit gE I~ x~~ et (a, f3) E E unique solution de l'équation j{A( a, f3) =JI g, dont 

1 'existence découle de la proposition i); on a, en vertu de la relation 

j{ (g-A( a, f3 )) = 0, 

g - A( a, f3 ) E E0 
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Tenant compte de la relation ii), on peut affirmer l'existence d'un élément unique 

( u, \ji ) tel que B ' ( u, \If ) = - A( a, f3 ) + g 

Ainsi, pour tout g E ( L 8 x L1 s ) ', il existe un élément unique ( a, f), u, \ji ) tel que 

[
0 

( a, f), u, \ji ) = ( g, 0 ) ; [ 0 est donc un isomorphisme. 

Remargue C-1 

On peut vérifier que r est 1 'opérateur associé à la forme 

H(( 1:, 8; v, <p) ; ( t, 11; u, \ji )} 

s ) s = A ( 1:, 8; t, 11 + B ( 1:, 8; u, \If ) + 

Ainsi ( cfBREZZI (1)), rest un isomorphisme si et seulement si il existe 1: et 1: tels que: 

sup H( 't, 8; v, cp); ( t, n; u, \lf) 2 1: Il ( t, 11; u, \ji )Il; V( t, 11; u, \ji) E L8 
x 13.

8 
x V x<I{ 

Il c t, 8; v, <r ) Il 
( 't, 8; v, <p ) E L 8 

X 13. s X V X <I>e - { ( 0, 0, 0, 0 ) } 

sup H( 't, 8; V, cp); ( t, n; u, \lf) 2 'tIl ( t, 8; v, <p )Il; V( t, 8; v, <p) E Is x 13.8 x V x<I>e 
Il c t, 8; v, <r ) Il 

( t, 11; U, \ji ) E L 8 
X L1 s X V X <I>e - { ( 0, 0, 0, 0 ) } 

1 

Théorème C-2 

Le problème des plaques piézoélectriques admet une solution unique. 

Preuve 

Il suffit de montrer que 1 'opérateur r introduit au début de ce dernier paragraphe et 

défini par 

r ( t, 8; V, <p) =As ( 1:,8) + B81
( V, <p ), B8

( t, 8)) sur l'espace L 8 x 13.8 x y<- x <I>e 

est un isomorphisme. 

Pour cela, il suffit de vérifier les conditions i) et ii) du théorème C-1 

En effet, la condition i) est satisfaite, puisque l'on peut écrire 

Il B'( v, <p) Il = I fo 1 y ii (v) 12 + I Jo 1 oi <p 12
) Y: 

i.j . L 

et que par ailleurs, du fait de l'inégalité de Kom (cf Durant - Lions (1)) et de 

l'équivalence des normes sur les espaces L 2 et H 1, il existe C>O tel que : 

Il B'( v, <p) ll2 c ( I Il vi 11 2 + Il cp 11 2 
)

112 

i Hl Hl 

D'autre part, la vérification de la condition ii) s'obtient en reprenant dans la 

démonstration du théorème C-1, l'étape qui suit la mise en œuvre de la condition i) 
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IV Application de la méthode du zoom 

On désire ici étudier le comportement des champs électromécaniques cr, D,u, q> 

lorsque E ~O. Mais comme ces champs sont définis sur l'ensemble Q" qui lui même 

varie avec E, il pourrait s'avérer difficile de comparer des champs définis pour des 

valeurs différentes de E. Pour contourner cette difficulté, nous allons transformer le 

problème des plaques en un problème défini sur un ensemble indépendant de E et 

obtenu par la méthode du zoom. 

Pour cela, on pose : 

n = ro x] -1, 1 [, r± = ro x { ±1 }, r 0 = y x] -1, 1 [ 

Ainsi pour toutE et pour tout point x den, on associe par une bijection rr.c., le point 

X'è. de nE tel que: 

(C.10) 

La transformation rr.c. constitue une dilatation de coefficient liE, du vecteur unitaire 

dans la direction x3. 

De la même manière, à toute fonction t définie sur ne., on associe la fonction f 

définie sur n par f(x) = ( t 0 rr.&) (x) 

et vérifiant les règles générales suivantes : 

E-1 fne f( rr.ex) dx& = fn f(x) dx 

Oa f (X&)= Oa f (X); 03 f (X&)= E-l 03 f (X) 

a= 1, 2 

f[tl = fr.f 
0 0 

f € ,ff. 
Cu[ 

=I f 
Cu[ 

(C.ll) 

(C12) 

(C.13) 

(C.l4) 

Les relations (C.IO) ou (C14) conduisent en définitive au changement d'inconnues 

suivant: 

(C.l5) 
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Par suite, de simples calculs permettent d'établir le résultat suivant: 

Théorème C.3 

Soit (cr", D", U", q>") l'élément de l'espace :LE x D..g x V" x <1>" construit à partir de la 

solution (cr, D, U, q>) du problème des plaques, à l'aide des relations (C.15) alors 

( cr", D", if, q>" ) est l'unique solution du problème variationnel suivant : 

Trouver (cr'\ De, ue, <Pe) E LE x 11& x V" x <1>" tel que 

\j ( !, 8,) E LE x 11" 

B0 (cr'\ D", V, <P) = F0 (V, <P ), \1 (V, <P) e :L" x 11" 

où 

Ao =In { ( ann + a1122) cr~1 tn + ( am2 + a2222) crf2 t22 + 
1 
-- crf2 t12 } 

2C66 

+ fn ( 1 

Al = In { ( bm D; 't]] + b223 D; 't22 ) + ( es D~ 'tz5 + __ e_;"5"--- D€1 tn) 

2C448ll 2C448ll 

I ~Ç E ~5 - n ( ------"- a"'J3 Ùj + ----"-

c44Ëll 

f f-11 E A2 = n { ( --'-'---crz3 

2C44ÊII 

- E. + b33D3 83)} 

é.-~1 cr~3 r 13 ) + ( a3111cr~I r 33 + a3322cri2 t 33 

2 c44E11 
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Dans la détermination des coefficients Ai, B0 et F0
8

, on a tenu compte de l'hypothèse de 

découplage entre les effets de cisaillement transverse et les effets de contraintes planes 

( cral3 ~ce qui conduit à poser: 

E E. 
a a333 = a a313y = 0 

Par la suite on supposera que les forces T±8 et W±8 ainsi que les caractéristiques du 

matériau sont indépendantes de 1' épaisseur E; ce qui revient tout simplement à ne plus 

porter, sur les coefficients ~jkb bij, ~jb bijk et sur les forces T±ê et W±8
, l'indice E. 

Cependant, la dépendance polynomiale en E et le fait que ce dernier soit considéré 

comme suffisamment petit, suggèrent de rechercher la solution ( cr8
, D8

, U8
, <p8

) 

selon un développement asymptotique de la forme 

( CJ
8

' D\ if' (/)8 
) = L Ei ( cr(i)' D(i)' u(i)' (j)(i) ) 

i=O,l, ... 

V Etude du développement asymptotique 

Calcul des termes d'ordre zéro 

(C.l6) 

En comparant les relations (C.l6) avec le théorème (C.3),il vient le problème suivant: 

Problème P0 

Trouver ( cr(O)' D(O)' u(O)' <p(O)) tel que 

Ao ( cr(O)' D(O)' u(O)' <p(O)) + Bo ( 't, 8, u(O)' <p(O)) = 0, v ( 't, 8) E Lx~ 

B0 ( crC0>, DC0>, V, <p ) = F0 (V, <p ) , V ( V, <p ) E V x <1> 

1 E -""----- cr 12 't 12 
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Localement, ce problème implique : 

-1 
col co) 

cr 6y = a i'iy~a u ~. a ' 

(o) (o) 

U 3.a + U a3 = 0 , (C.17) 

(ol ,._. Co)_ 
<p . <X - bu u Da - 0 , 

et il s'en suit: 

(0) -l tf'"' (011 ...-- (0) 

cr u!1 = a <X(1;6 s ;f> ( ) ' Da= - gll Cf>. <X 

En outre, W et <p (Ol vérifient les équations suivantes : 

- Problème de flexion pour une plaque faiblement anisotrope et encastrée 

C" ( W·"" + W.-:.222) + (Cil+ 2C,:) ( W_,,,2 + W.122:) + 2 (Cil+ 2C,2) W.1112 = F3 

dans ro; 
àiW W=----an sur y= a û) 

F 3 = 2 < T 3 _,.. Tu_ a > dans û) 

où < x > = 1;1 ( x+ + x ) 

Problème de Poisson - Neumann 

....... (0) 
E 1 1~2 <P = < W > dans û) 

E7i - Ç't_f'o'=o 
an 

sur y= a û) 

(C.19) 

(C.20) 
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On a par ailleurs, ( cf Maugin ( 1) ), 

x3 
tul - J Col cr 33 =- T 3 - -1 cr a3, a ( x~, X2, Ç ) dÇ (C.21) 

x3 (o) 
(D) - f D 3 =- W - -1 Da, a ( X1, Xz, Ç ) dÇ 

= - W - + ( 1 + X3 ) ~2 q>(o) 

1 

Théorème d'existence ( C- 4) 

Le problème P0 admet une solution unique ( cr\0), D\0
\ U\0

), <p\0) ) 

Lemme ( C- 1) (variante du théorème de BREZZI ( BREZZI (1)) 

Soient L: x ~' V x <1> deux espaces de Hilbert de normes respectives Il Il Ix . , et 

Il Il V x <D 

Soit A : ( Y x~ ) x ( L: x ~ ) ---

B:(L:xL\ )x( Vx<t>) __ _ 

F: Vx<P 

R 

R 

R 

Supposons par ailleurs que la fonne bilinéaire A vérifie : 

3 C > 0, V ( 't, Ô) E lX~' 

A ( 't, ô, 't, ô ) ;::: c Il ( 't, ô ) Il 2 

Ix~ 

Et si de plus, 3 k > 0, V ( V, 'V ) E V x <1> tel que 

sup B ( ( t, ô ); ( V, w )) ;::: k Il ( V, \jf ) Il v x <ll 

Il ( 't, Ô ) Il Id 

alors il existe un élément ( cr, D, U, cp ) unique tel que : 

V ( t, ô ) E L: x~' A (( cr, D ); ( -r, ô))+ B (( t, ô); ( U, q> )) = 0 

V (v, \jJ ) E V x <1>, B ((cr, D ); (v, 'V))= F (v, cp) 

Preuve 

Rappelons que 

Ao (cr, D, 't, 8) = IQ (a a()y8 cr a.J) 't yô + L b-;g_ Dg, Dg_) d .Q 
~=-1,2 

Bo ( t, ô, U, tf> ) = - fQ ( t ij U j,i + lf> ,k 6 k ) d Q 

Par ailleurs, 
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::; C Il (cr, D ) Il Il ( -r, ô ) Il 
où C = max ( max 1 a a~y& 1 , max 1 b-;:: 1 ) 

(1(,6,(,,) --

et Il (cr, D ) Il = ( L JQ 1 cr a~ 1 2 + L JQ 1 D a 1 2 
) 'li , 

a,~=1,2 a=1,2 

la norme Il ( -r, ô) Il étant définie d'une manière analogue;~ est donc une forme 

bilinéaire bicontinue sur l'espace ( L2 (Q)t x ( L2 (Q))2 

Mais B0 ( 1:, ô, U, ~ ) ::; Il ( -c, ô) Il Il y ( U ), V<!> Il, 
où V<!> est le gradient de <!> , et 

lly ( u ), v<!> Il = ( L: JQ Ir ij ( u ) 1 2 + L JQ 1 Oj <!> 1 2 
) Y:, 

~J 1 

Ainsi, du fait de 1' équivalence des normes Il y ( u ), V<!> Il et Il U , <!> Il où 

Il u , <1> Il c = c ~ Il ui Il 2 + Il <1> Il 2 
) Y:, , 

V x <1> L H (Q) H (Q) 
1 1 

On peut trouver un réel k > 0 vérifiant : 

B0 ( -r, ô, U, ~' ) ::; k Il ( -r, ô ) Il Il U, <!>Il 
Vx<l> 

B 0 est alors une forme bilinéaire bi continue sur 1' espace 

( L2 (Q)t x ( L2 (Q))3 x (V x <l>) 

Introduisons à présent les espaces 

2 -y,_ 1 = { v= ( v )· v- E H ( û) ) v =v - Xo03V' } l\.....1... 1 , ."1 0 , a a. _., j 

1 - 'd<p 
et <!>N = { <1> E H ( ro ); E11 ôn = 0 sur y } ; 

On a bien évidemment : 

Vu c V et <I>N c <l> 

et par suite, l'équivalence dés normes sur les espaces V x <l> et Vu x~ 

(C.22) 
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Ainsi, B0 est aussi une forme bilinéaire sur l'espace ( L2 (O)t x ( L2 (0))2 x Vu x <!>N 

Par ailleurs, comme u E Vu, on a par définition 

Yi3= 0, 

et par suite : 

sup Bo ('r, 8, U, <1> ) = sup Bo ( -r, 8, U, cP. ) 2:: C1 Il U, $!1 (C.23) 
Il ('r, 8) Il Il ( 1:, 8) Il Vu x <!>N 

( 1:, 8) E Lx ( L2 (0))2 

avec cl> 0 

D'autre part, la bicontinuité de B0 entraîne 1' existence d'un réel strictement positif 

défini par: 

C2 = inf Ao ( ( a, D ) , ( a, D ) ) 
Il ( a, D) Il Il ( cr, D )il 

Il ( cr, D) Il = 1 

Par conséquent il vient : 

Ao (( cr, D) ; ( cr, D )) 2:: C2 Il ( cr, D ) 11 2
, 

(C.24) 

(en se plaçant bien évidemment sous l'hypothèse d'une très forte diélectricité). 

Les relations (C.22), (C.23) et (C.24) vérifient les conditions d'application du lemme 

(C-l ) et de ce fait, il existe une solution unique ( crap (O)' Da (O)' U(0l, <p(O)) dans l'espace 

( L2 (0))4 x ( L2 (0)/ x (Vu) x (<!>N) pour le problème défini par: 

Ao ( (j(O), D(O), 1:,8) + Bo (1:, 8, u(O)' $(O)) = 0' v (1:, 8) E ( L2 (0))4 x ( L2 (0))2 

B0 ( cr (O), D (O), v, \jJ ) = F0 ( v, \jJ ) , V (v, \jJ ) E vKL x~ 

VI Conclusion C 

La solution trouvée pour les termes d'ordre zéro n'étant pas valable au voisinage de la 

frontière àw, il apparaît donc un problème de couche limite qui sera traité 

ultérieurement dans le chapitre J. 
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CHAPITRED 

Estimation de l'erreur d'approximation de la solution 

(cr\ DE, UE, q{) par (cr(O)' D(O)' u(O)' <p(O)) 
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Se rétërant à l'article de MAUGIN (G.A MAUGIN et O. ATTOU ( 1 )) il apparaît que 

(cr(!)' ot'\ ut!), <p(l)) est solution du problème: 

A0 (o.(]), otn, -r, 8) + Bo ( -r, 8, U0 l, <p(ll) 

- A ( (0) 0(0) ~ ) \-1 ( ~ ) ' A - - 1 cr , , -r, u , v -r, u E .:..... x Ll 

Bo (cr(!), otll, v, <1>) = 0, v (v, <1>) Ev x <1> 

Ce qui, par suite se traduit par : 

('1l (1) co> 
a af3y6 cr af3 - u~,Y + b y63 D 3 = 0 

(4) (..f)' (o) 

U a. 3 + U 3a = b3g g 0 g 

C·H' 
u 3. 3 = 0 

(1l b- 0 (-1) - (o) - 0 
<j) .a - g g g, - ag, g_3 cr g) -

(-tl. - (<>) 

<p .3 - a 3<xf3 cr af3 = 0 

d'où 

(of) 

u3 = 11 (x,, x2 ) 

(.f) -(1) (-i} e, (0) 

U a = U a - X3 ( U 3a +- > <j) .a ) 

_(il 

=Ua-X311.a 

c~~ 

e,S" (o) 
où 11 = 11 + -- <p ) 

c4~ 

Si par ailleurs, on pose 

<p (1 l = 0 sur y 

"1 . . (l)- 1 2 ,_ _J 
1 vient. <p - - 2 x 3 a 3af3 a yôf3aW,n 

(0.1) 

(0.2) 

(0.3) 

(0.4) 

(0.5) 

(D.6) 

Q).l) 
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et par suite 

x, 
(1) - (-4) - - J (0\ 

0 a= E ll ( - <p .a+ ag ~3 { - Ta- -1 cr al3.13 ( Xt, X2, ç ) dÇ } ) (0.8) 

,__ -- ~5" avec a <x ,.3 - --~- (0.9) 

D'autre part, 11 vérifie l'équation: 

(0.1 0) 

Les équations (D-7) et (D-10) font apparaître que la solution w à caractère mécanique et 

d'ordre zéro pourrait permettre la détermination de la solution électrique du premier 

ordre q> ( n et, réciproquement la solution q>(ol à caractère électrique pourrait conduire à 

la détermination de la solution 11 à caractère mécanique et d'ordre .un. 

Il existe donc une sorte de symétrie entre les effets électriques et mécaniques. 

Cependant, il s'avère que le terme (cr(ll, 0(1\ U(l), t:p1n) n·est pas calculable puisqu'il est 

impossible de construire ne serait ce que Ua11
l car, bien que U3

11
l et U,x11

) soient des 

fonctions arbitraires, u~> ne peut vérifier les conditions aux limites sur la frontière r 0 

de la plaque, car q>(O) n'a aucune raison de s'y annuler. 

Il paraît à présent évident de s'orienter vers une technique autre que celle consistant à 

estimer J'erreur d'approximation par une évaluation directe de l'écart entre 

( crz, De, lf, q>z) et (cr(O)' 0(0), u(O)' q>(O) ). 

I·Analvse de l'erreur d'approximation 

Notons que matriciellement, les coefficients Aï ( i = 0, 1, 2, ... , 4) s'écrivent 

A;((cr,D);(<,B))~Jn(cr,D); A{:) dQ; (D.ll) 

où: 
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(cr, D )0 = ( cr1 cr2 0 0 0 cr6 Dl D2 0 ) 

(cr,D)1=(cr1 cr2 0 cr4 crs cr6 D1 D2 D3 ) 

(cr, D )2 = ( cr1 cr2 cr3 cr4 crs cr6 0 0 D3 ) (D.12) 

(cr, D )3 = ( 0 0 cr3 0 0 0 0 0 D3 ) 

(cr, D )4 = ( 0 0 cr3 0 0 0 0 0 0 ) 

al2 
Ao = a22 

( 9 x 9) 

~1 ~2 ~6 (D.13) 

-------------------- ~1 c: ~ b22 

(D.14) 
0 

~ 
0 0 0 

0 0 al3 0 
0 0 0 

al3 a23 0 ~3 b33 

A2= 0 0 0 4a44 4a45 0 0 (D.15) 
( 9 x 9) 0 0 0 4a54 4ass 0 0 

0 0 ~3 0 0 

c =:::> 



A3= 
(9x9) 

~= 
( 9 x 9) 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 

D.5 

(D.16) 

(D.17) 

En supposant les coefficients Ai (cxl3) des matrices Ai ( i = 0, 1, 2, 3, 4) coercifs, il vient : 

~A 1 ((cr, D); (cr, D )) 2: 0 ;~3 A3 ((cr, D); (cr, D )) 2: 0 

.t. 
~4 A4 (( cr, D ) ; ( cr, D )) 2: E

4 C Il cr33ll 

(D.18) 
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Et par suite, 

4 t. ! 

~EiA,;,((cr,D);(cr,D));;:: C {(L llcrapll +2: IIDall ) 
t;=O • a,J3=1,2 a.=l,2 

(D.19) 

Par ailleurs, notons que nous aurons par la suite à nous inspirer du théorème suivant dÛ 
à J.L Lions ( J.L Lions (1)). 

Théorème (D-1) 

Si <p désigne une fonction de l'espace L2 
(] -1, 1 [; H1 (ro)) et si la frontière y de ro est 

de classe é2 alors pour tout À> 0, il existe deux fonctions <p0(À) et <p 1(À) 

respectivement éléments des espaces L2 
(] -1, 1 [; H 1 (ro)) et L2 

(] -1, 1 [; Ho1 (ro)) 

telles que 

et Il <J>o(À) Il :::; c Il cp Il 
L2 (]-1,1[;~(ro)) ff L2 

(] -1, 1 L H1 (ro)) 

Q=rox]-1,1[ 

Ce théorème est en fait une conséquence du résultat ci-après : 

Théorème (D-2) 

Si <p est une fonction de 1 'espace H t ( ro) et si la frontière y de ro est de classe ~2, alors 

pour tout À> 0, il existe deux fonctions <po(À) et <p 1(À), respectivement éléments des 

espaces 

Ho 1 
( ro) et H 1 

( ro) telles que: 
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<p = <po(À) + <p1(À) sur ro 

et Il <po(À) Il :::; c Il <p Il 
1, (û --JÀ 1' (J) 

Il <p1(À) Il :::; c{ÀII<pll 
0, (û O,ro 

En vertu de ces théorèmes, crc~l3 appartenant à H 1(ro) on peut écrire, tenant compte des 
relations (D-2), 

,.._ co> o h1 ( 
a 3al3 cr al) = h cr ( S ) + cr c ) 

avec Il h 
0

cr ( z) Il ~ C 
L2 

(] -1, 1 [; H6 (ro)) --JE 

(D.20) 

Il h 
11

cr ~ E) Il :::; C {E (D.21) 
o,n 

Et si nous posons 

(D.22) 

il s'en suit: 

(D.23) 

Par ailleurs, la fonction nulle étant élément de H 1(ro), on peut écrire 

(D.24) 

où h
0
u ~E) et h~u (s) vérifient respectivementi l'image de h

0
cr tE) et h .. cr ~E)}es inégalités 

de même type que (D.20) et (D.21) 



En posant 

(1) x3 

v3 = LE h
0
u (E) 

il vient 

Introduisant les variables d'écart 

- - E (o) cr a!3 - cr a!3 - cr a!3 

- e,_ (.>) 
cr a3 = cr a3 - cr ct3 

- a;_ (o) 
cr 33 = cr 33 - cr 33 

- ~ M C1) 
u 3 = u 3 - u 3 - E v3 

L (ol (~) 
<p =<p- <p -E\jJ 

D.8 

On a, par bilinéarité des coefficients Ai ( i = 0, 1, 2, 3, 4) 

(D.25) 

(D.26) 

4 -- -- + -- --
L Ei Ai (( cr, D); ( cr, D )) = L Ei{Ai (( c{, D8

); ( cr, D )) -Ai (( cr(0
), D(O)) ; ( cr, D ))} 

1 =0 1 =0 

4 

=- B~ ((cr, D ) : ( u:, <P" )) + Bo ((a:o): ( U(0), <p(O) )) - L Ei Ai (( cr(0
\ D(Ü)) : (cr, D )) 

1 = 1 

- f: - D 0 - - f - C·fl 2 f - -1 -- B ((cr, ) , ( U, <p )) + E Q cr a3 V 3,a- E Q cr 33 liu (E) 
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Mais comme w: ((cr, D); ( U, ëi))) = 0, et que: 

- l1) 1 1 ~do cr,x3 V 3,a :::; c 8 Y:, :L Il cra3 Il 
a= 1,2 

1 I (-i\ - 1 8 Q \If a Da :::; C 8 Y:, Il Da Il 

(D.27) 

1 
2 I ,..._ (<.1) D 1 8 Q a 3a~ cra~ 3 

4 -- - -
:L 8iAi((cr(0),D(0));(cr,D))I ::;C{8( L llcra~ll+ L llcra311 
1 a,J3=1,2 a=l,2 

+ L Il Da Il + Il D3ll ) + 82 
( L Il cra311 + Il cr3311 + L Il crapll + Il D3ll ) 

a=l,2 a=l,2 a,~=l,2 

il s'en suit: 
-2. -.1. -2. _z. -2.. 

C { ( L Il crapll .. + L Il Da Il ) + 82 
( L Il cra311 + Il D3ll ) + 84 Il cr3311 } 

a,(3=1,2 a=1,2 a=l.2 

et par suite : 
2. -L -2. -2. -2. 

C { ( Y Il craf) Il + L Il Da Il ) + E
2 

( L Il cra311 + Il D3ll ) + 84 Il cr3311 } :::; 8
112 

a,l3= 1,2 a= 1,2 a= 1,2 

soit: 
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D'autre part, pour tout ( t, o) E Ix L1, on a: 

- B(; (( t, o );(( lf, q{)- ( U co\<p co))))=- B(; (( t, o );( lf,<p(;)) + B(; (( t, o );( U co), <p co)))) 

4 

L ei Ai ( ( <{, D(; ) ; ( t, o ) ) -Ao ( ( cr CO), DCO) ) ; ( t, o ) ) 
i=O 

4 

= Ao (( cr , D ) ; ( t, o )) + I E' Ai (( cr(;, D(;); ( t, o )) 
i= 1 

S C { ( L Il cral311 + L Il Da Il ) + 8 ( L Il cral311 + L Il cra311 + L Il Da Il + Il D3ll ) a,j3=1,2 a=I,2 a,j3=1,2 a=l,2 a=I,2 

+ E2 ( L Il craf311 + Il D3311 + L Il cra311 + Il D3 Il ) + 83 ( Il cr3311 + Il D3ll ) a,f3=1,2 a=l,2 

Mais comme 

sup - B(; (( t, o );(( lf, q{)- ( U co\w co)))) ~ c Il ( U(; , <p(;)- ( u co),<p co)) Il 
( 1:, 0 ) E L: x <l> Il t, 0 Il 
on peut alors déduire des deux dernières inégalités la relation suivante : 

(D,28) 

En définitive, on peut énoncer la proposition suivante : 

Proposition (D-1) 

Si Ta± E H1 
( r +ur_), T3 ± E L2 

( r +ur_), w :':: E H 1 
( r +ur_) et si les 

coefficients a -;;13 sont de classe e2 
( ru), alors il existe des constantes c positives et 

indépendantes de E telles que: 

Il L (Ol Il 114 
CJ af3 - CJ af3 S C B , a,~= 1, 2 
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Conclusion D 

La proposition (D-1) exprime la convergence de cr~r3 , D ~, u: <Pc respectivement vers 

cr(0
), DC0

), uco), <p(0). Mais comme les hypothèses de régularité ne relèvent généralement 

que de la théorie, nous allons donc nous proposer l'étude de convergence en 1' absence 

de régularité de (d', De, ue, <P&) vers ( cr(O), D(O), u(O), <P(O) ). 
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CHAPITREE 

Etude de la Convergence de 

en l'absence de régularité. 
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En vertu du théorème C-1, relatif au problème variationnel des plaques 
piézoélectriques, on peut écrire : 

4 

:LciAi((crc,Dc);(r,o))+B&((r,o);(uc,tpc)),V(r,8) E I/ xl!!/ (E.l) 
i=O 

(E.2) 

Par suite en choisissant ( r ,o) =(cre ,De )et (v, fjJ) = (uc, tpc ), il vient : 

4 

Lei Ai( ((cr& ,D& ); (cr& ,D& )) ~ cJicu& ,tp& )jj (E.3) 
i=O V' xtJ;I' 

Mais comme 

(E.4) 

il s'en suit l'existence d'un réel strictement positifC tel que: 

JJcuc ,tpc)JL.xtJ:I' +( L llcr;P Il+ L lln:ll)+c( :LIIcr:311+11n;ll)+c 2 llcr;311 ~ C 
a,ft=l,2 a=l,2 a=l,2 

Par conséquent, de la suite (cre ,De ,uc ,tpc), on peut extraire une sous-suite de 
même nom et telle que : 

2 , r· 8 cr33 ~ 33 

dans (Vc x <l>c) faible 

dans (L2 (0)) 2 faible 

dans L2 (Q) faible 

(E.5) 
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1 Passage à la limite faible : 

Si l'on s'en tient aux champs v et cp tels que: 

{ v E {v= (vJ 1 v3 E H~(m); va =va - x3ôa v3, va E H~(m)} 

{ cp E {cp E H 1(0.)/ ô3cp = o}, 

on peut écrire : 

Be ((cr* ,D*); (v, cp))= F((v, cp)) 

Si par ailleurs, on multiplie (E-2) par & puis par & 2
, 

(E.6) 

(E.7) 

il vient en faisant tendre & vers zéro et pour les fonctions arbitraires v et cp 

J L::Ava = 0 
Q 

f R;ô3cp = o (E.8) 
Q 

Par suite, on peut écrire : 

L;3 = 0 pour tout i = 1,2,3 (E.9) 

Tenant compte de ces derniers résultats, il vient par passage à la limite faible et pour tout 
(r,S) E (Lx L1): 

Ao((cr· ,D.); (r ,S)) = B((r ,S); (u* ,cp.)); (E.IO) 

Ce qui, par analogie avec la relation (C.26) conduit à : 

(E.ll) 
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L'unicité de ((o-c0\DC0l); (uco) ,<pc0l)) ayant été établie, on peut déduire la convergence 
de ((o-s ,Ds);(us ,<ps)) vers ((o-C0\DC0l);(uC0

) ,<pC0
))). 

II Etude de la Convergence forte 

Soit 

- ,...s - ,...(0) 
O'"ap - v ap v afJ 

(E.12) 

uCo) . 
' 

la relation ( D - 19) permet d'écrire : 

:::; A0 ((o-s, Ds ); (o-, D)) - A0 ((uCo) ,Dco) ); (CT, D)) + 8 A
1 
((us ,Ds ); (Cf,D)) 

- 8f(a3af3o-~~)D3 + ±b3aaD~0)o-a)+e 2 A2 ((o-s ,Ds);(u,D)) 
Q a=l -- - -

- 8 2 f aafJroo-~jo-33 + 83 A3 ((CTS ,Ds ), (o-' D)) + 84 Ai(CTS ,Ds )); ( 0'" ,D )) 
Q 

Q 

+ Lb3gg_D~0)0'".._3) -
a=l 

(E.13) 

= 
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Et, comme cette dernière quantité tend vers zéro avec a, il s'en suit : 

(Y& 
aP ~ a-:f/ dans L2 (O.) fort 

De a ~ D~o) dans L2 (O.) fort 

& 
ECYa3 ~ 0 dans L2 (O.) fort 

sDc 
3 ~ 0 dans L2 (O.) fort 

820:& 
33 ~ 0 dans L2 (O.) fort 

Par ailleurs, puisque 

C!l(u' ,\0')- (u'"' ·~"'"' lll ~ sup -B' (( <,8),((~;;~- (u'"' ,l"'"')) 

(r,8) E(:Ec xôc)-{(o,o)} 

(E.14) 

(E.15) 

on en déduit aisément la Convergence forte de (uc ,rpc) vers (u<o) ,rp<0
)) 

et par suite, le théorème suivant : 

Théorème (E-1) 

Sous l'hypothèse où le problème variationnel des plaques piézoélectriques (voir 
théorème C-1) admet une solution unique, il existe ( u~~), D~o), u;<o), rp <o)) dans 

(L2(0.))A x (L2(0.))2 x V x Cl>) tel que, pour a tendant vers zéro: 

& (Yaf3 ~ a-:f/ dans L2 (O.) 

De a ~ D~o) dans L2 (O.) 

& E (Ya3 ~ 0 dans L2 (O.) 

E D: , ~ 0 dans L2 (O.) 

E2a:c 
33 ~ 0 dans L2 (O.) 

(ut ,rpc) ~ (u?) ,rp<0
)) dans (H1(0.)) 2 
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CHAPITRE F 

1\-fodèle de plaques piézoélectriques multicouches. 

Etude des trilames piézoélectriques ou plaques" Sandwich". 
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1 Introduction 

Comme plaque multicouche, nous nous intéressons plus particulièrement aux 
trilames piézoélectriques, élements essentiels dans la construction de nombreux 
hydrophones, qui sont des détecteurs immergés d'ondes acoustiques, employés en 
sismologie, en détection pétrolière ... etc ... 

Il s'agit de matériaux composites constitués par deux plaques minces de 
céramique piézoélectrique, généralement circulaires, collées de part et d'autre d'une 
structure métallique à périphérie encastrée, de même forme que les deux plaques, mais 
aux dimensions latérales généralement plus grandes. 

Les faces des deux plaques portent des électrodes, et les polarisations leur sont 
normales ~ mais en réalité, les faces supérieure et inférieure des plaques de céramique 
sont totalement couvertes de métal et constituent de ce fait des électrodes. (cf figure ci
dessous). 
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Si nous désignons respectivement par E, v, h et Z le module de Young, le 
Coefficient de Poisson, l'épaisseur et la Côte du Coeur du trilame, on a, pour toute 
fonction C(x3 ) constante sur cette partie du matériau: 

Z+!! 

fc(x3 )dx3 = hC(x3 ) 

Z-~ 

Z+!! 

f~3C(x3 )dx3 = hZC(x3 ) 

Z-~ 

Z+!! 

f~2C(x3 )dx3 = 1i (12hZ 2 +h3
) 

Z-~ 

(F.l) 

Nous avons, pour des raisons de commodité, supposé que la disposition du 
matériau n'est pas symétrique par rapport à sa surface moyenne ro . 

Ainsi, le modèle général de plaques en piézoélectricité linéaire, exprimé à 
travers les équations (C-17) à (C-20) consiste désormais à trouver un champ de 
déplacement Cii~0 l ,uj0l)dans (H~((l))) 2 x H;(OJ), ainsi qu'un potentiel électrique rp< 0l 
élément de H 1(0J)tels que: 

'\/v = (v;,v2 ) E (H~(OJ)) 2 , 

J r~-~ CapyôYrô (îi(O))y afJ (v)+ J J~apyôYrô (u(O)r ap (v) 
œ œz~ 

œ 

(F.2) 
œ 
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(F.4) 

Remarques (F-1) 

Si la surface moyenne du trilame coïncide avec la surface moyenne de sa partie 
métallique, alors Z prend la valeur zéro et de ce fait, les équations des plaques 
multicouches se découplent sous la forme suivante, dans le cas d'une faible anisotropie. 

II Modèle de plaques multicouches membranaires minces 

Trouver u<o) tel que : 
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J J!l c apyt5 r yt5 (îi (0)) )y ap (v) + J ~ c affyt5 r yt5 (îi (0) )r ap (v) 
œ œ 

+J Eh {CI- v)y (u< 0)y (v) + vy ,, (ü(o))r ""(v) } (F.5) 
œ (1- v2) ap af3 rr rr 

= J c:z:+ + r; )va 
œ 

III Modèle de flexion des plaques multicouches 

Trouver uj0
) tel que : (F.6) 

œ 

A chacun de ces deux modèles se rajoute une contribution électrique énoncée 
comme suit: 

Trouver cpco) E H 1(w) tel que (F.7) 

J t~ &; 1 (~2(/J(O) )If/+ J 1 i; 1 (L\2(/J(O))If/ = J (W"" + w-) lflds 
m ml aJ 
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Cependant, des équations précédentes, se déduisent aisément les modèles 
membranaire et de flexion des plaques minces piézoélectriques sous l'hypothèse d'une 
faible anisotropie. Aussi obtient-on : 

IV Modèle de plaques membranaires minces 

\iv = (vl>v2 ) E (H~(m))2 

Trouver îia co) dans (H~(m)) 2 tel que: (F.8) 

OJ OJ 

V Modèle de plaques minces en flexion 

Trouver îi3 co) dans n; ( OJ) tel que : (F.9) 

(j) (j) 

L'aspect électrique se traduit quant à lui comme suit : 

Trouver rpco) E H 1 (m) tel que (F.l 0) 

ft~ 1 ( ~ 2 rp co))~ = f (W+ - w-) ~ 
OJ OJ 
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Remarque (F.2) 

En explicitant l'équation (F-6), il apparaît que uio) vérifie: 

8- h3 co) Eh3 !luCo) 
--u-CaPr<> .(ôafJr,u3 ) + 12(1- vz) 3 

= (~+ (X1 ,X2) + ~- (X1 , X2) +Ô a (T; (X1 ,X2) + T;; (x1 ,X2))) SUr 0J 

u<o) = 0 
3 

(F.ll) 

(F.12) 

Ces équations constituent la version locale du modèle de flexion des plaques 
piézoélectriques multicouches. 

En reprenant cette fois le modèle de flexion (F-9) des plaques minces, on obtient : 

2 c ô (0) 
3 afJro apyt;o u3 

sur ro (F.13) 

= 0 
sur r (F.14) 

On réalise alors que les structures monocouches se déforment en flexion 
tout comme les plaques multicouches dès lors que l'on a : 

Eh
3 

1. co) _ 
+ 12(1- v2) oafJort5- 3 CafJr<>) ô afJrt5 u3 - 0 (F.15) 
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CHAPITREG 

Conditions aux limites permettant 

d'absorber l'effet de bord. 
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1 Introduction 

Nous allons dans ce chapitre, mettre en oeuvre des conditions aux limites permettant 
d'absorber l'effet de couche limite observé dans le chapitre D. Nous distinguerons le cas des 
plaques faiblement anisotropes à celui plus complexe, des plaques à anisotropie forte. 

II Cas d'une anisotropie faible 

Reprenons le problème des plaques piézoélectriques. 
En l'explicitant et en tenant compte du développement asymptotique introduit au 
théorème (C-1), il vient: 

- f-rapÔaU~) = 0 
n 

JT (Ô U(O) +Ô U(O)) = 0 
a3 a 3 3 a 

Qg=! a=l 

(G.l) 

(G.2) 

(G.3) 

(G.4) 

f <p~0>83 = o (G.5) 
n 

J ()~~)Ô a V p + J O"ap Ô3 V a J'rv a a (G.6) = 
n n 

J,.....(O)Ô V, + J,.....(O) Ô V = J rr±V 
'""ap a ' '""33 3 3 13 3 (G.7) 

n n ~u~ 

(G.8) 
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Il est évident que les champs CT~~ et CTi~) vérifient les relations (G-6) et (G-7) 
dès lors que : 
Pour tout v= (v a, v3 ) élément d'un ensemble que nous aurons progressivement à 
construire, les relations suivantes sont satisfaites : 

J (0) - 0 
CTap na V p - (G.9) 

ro 

(G.lO) 
ro 

Ces deux relations peuvent encore s'exprimer sous la forme : 

(G.ll) 

(G.12) 

(G.l3) 

Par ailleurs, le champ D~o) satisfait à la relation (G-8) si 

(G.14) 

soit (G.l5) 

En outre si l'on tient compte de l'identité 

(G.l6) 

les relations (G-11) et (G-12) entraînent alors: 

(G.17) 
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= 0; (G.18) 

o; (G.19) 

Si à présent, nous choisissons l'élément (v, Vt)dans (H 1 (f!)) 3 x H 1 (f!) 
tel que: 

1 

f Vfdx3 = 0 
-1 (G.22) 

1 

J n
11 

v 
11

dx3 = 0 (G.21) 
-1 

J (n~ v 11 )x3dx3 = 0 (G.22) 
-1 

les relations (G-17) et (G-18), donc à fortiori (G-11) sont évidemment vérifiées et il en 
est de même de la relation (G-15). 

Par ailleurs, l'on a : 

= Aaflroui;onanp ~ x3(n11 v 11 ) = 0 sur y 
-1 

en vertu de la relation (F-17), et en supposant une frontière polygonale. La relation 
(G-12) est donc également vérifiée. 

Il ne nous reste plus qu'à construire des conditions naturelles supplémentaires qm 
permettraient d'assurer la validité de la relation ( G-13). 

En effet, en considérant ra- = 0 dans un voisinage de la frontière ro, il vient : 

= + AaProui;opna Jcx~ -l)v3 -Aaflrou~;opna Jcx3 + 1)v3; 
-1 -1 -1 
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Ainsi en choisissant v 3 tel que : 

fcxi -1)v3 = 0 (G.23) 
-1 

f(x3 + 1)v3 = 0 (G.24) 
-1 

la relation (G-13) est alors vérifiée et tout ceci conduit au résultat suivant: 

Théorème G-1 

Soit g! une fonction supposée nulle au voisinage de la frontière r; et si l'on 

suppose que la frontière y est polygonale, alors les équations ( G-1) à 

( G-8) admettent une solution unique ( u<o), n<o), u<o), cp co)) dans l'espace 

L x d x v&** x <I>E"* où : 

r x; ( n~ v }l ) = 0, ! &2 2 (x3 -& )v3 = 0, 
-e -e 

fcx3+e )v3= 0 sur r." 0 } 
-& 

et 

<1>"** = { .If/ E H 1(QE) ; rIf/ = 0 sur r; }. 
-e 

Cette solution vérifie en outre le problème consistant à trouver 

(u~0l, ui0
)) E H~ ((J)) x H 2 ((J)) et cp co) élément de l'ensemble 

{ Ç E H 1 (w) ; ~ = 0 sur r } tels que : 

vv- = (v]' v2 ) E (H~ ((JJ)) 2 

f Capy.>Y r<> (u(O))r ap (v) = f cz; + 7; )va 
{]) {]) 
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"' 
avec par ailleurs , 

CY(O) 
afJ = A c<O) (0)) 

af3rO ur - x3 u3,r ,ô ' 

CY(O) 
a3 = fx3 (0) 

- -1 CYap,p(X1,X2,Ç)dÇ 

().(0) fx3 (0) = - CYa3a(xi,X2,Ç)dÇ 33 -1 , 

D(O) = - E (/J(O) 
a Il ,a 

D(O) 
3 = -w- +(l+x3),12rpco)_ 

Reprenons à présent le problème consistant à trouver ( a-<1
), n<l), u0 ), rp C1

) )tel que : 

B (a-<1) Dc1) v A.) = 0 
0 ',,'f' \f(r,8) E Lx ,1, 

Ces relations (cf chapitre D) se traduisent par : 

(1) (1) b D(O) - 0 
aapyôCY ap - Uô ,r + yô3 3 -

U (1)- 0 
3,3 -

m(l) -a CY(O) = 0 
't',3 3ap afJ 

L'équation (G-30) implique 

(G.26) 

(G.27) 

(G.28) 

(G.29) 

(G.30) 

(G.31) 

(G.32) 

et l'on doit avoir, compte tenu des conditions aux limites relatives à l'espace v·· : 

(G.33) 
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Considérant à présent l'équation (G-28), on obtient : 

e 
uCI) = uCI) -x (uCI) +__Q_rp(0)) (G.34) 

a a 33 C ,a 
44 

où û'd1
) est une fonction arbitraire de 1' espace H 2 

( OJ ), puisque û'd1
) E H 1 (Q). 

On a d'ailleurs également rpco) dans le même espace. 

D'autre part, la condition 

(G.35) 
-1 

exige que ud1
) na appartienne à H~ (w ). 

Pour des raisons de commodité, nous choisirons û'd1
) de telle sorte que 

û'CI) nJ. soit également nul· 
a a ' 

Aussi obtenons nous : 

e 
uCI) nl. = -x (u(l) +__Q_m(0)) nl. 

a a 33 c'f' ,aa 
44 

(G.36) 

Et par suite, de toute évidence : 

(G.37) 
-1 

Par ailleurs, 

(G.38) 
-1 

or 
u(l) = 0 sur r 

3 0 

et rp co) vérifie en vertu des conditions aux limites de l'espace cp-

par conséquent, on a : 

(G.39) 
-1 



G.8 

En outre, les équations (G-30) et (G-31) impliquent 

(G.40) 

avec évidemment 

(G.41) 

Des équations (G-25) à (G-41) se déduit par conséquent le résultat suivant: 

Théorème (G-2) 

Sous les hypothèses du théorème ( G-1 ), 
les équations (G-2) à (G-31) admettent une solution (o-<1

) ,D<1
) ,u<1

), <P< 1
)) dans 

l'espace (L2 (Q))4 x (H1 (0)) 2 x V** x <t>**. 

Remarque (G-1) 

Les conditions aux limites sur V** sont manifestement vérifiées si 1' on envisage 
l'hypothèse d'encastrement de la plaque. 

Par ailleurs, il est à noter que la solution ( 0"<1), n<I), u<1
), <P (!)) n'est pas unique 

puisque le terme u~1 ) n'a pas été précisément déterminé. 
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III Cas d'une anisotropie forte 

Si nous choisissons l'élément (v,'!/) dans (H1(0.)) 3 x H 1 (Q) tel que 

f 'f/dx3 = 0 
-1 (G.42) 

f1 n#v# 12 dx3 = 0 (G.43) 
-1 

f 1 n~ v# 1
2 
dx3 = 0 (G.44) 

-1 

et si nous tenons compte de l'inégalité de Hôlder, les relations (G-17) et (G-18), donc à 
fortiori (G-11) et (G-12) sont évidemment vérifiées. 

Par ailleurs, la relation (G-15) est, en vertu des conditions aux limites (C-34), également 
satisfaite. 

D'autre part, en considérant T;_ = 0 dans un voisinage à la frontière ro, on a : 

f CY~~nav3dx3 =- f<J~ 3 op{Aafiro(u?)-tuj;},odt)nav3dx3 (G.45) 
-1 -1 

Cette relation est vérifiée, d'après l'inégalité de Holder, si l'on choisit v3 tel que: 

(C.46) 

Par suite, on peut énoncer le résultat suivant : 

Théorème (G-3) 

Soit g! une fonction supposée nulle au voisinage de la frontière r;, les 
équations 
(G-1) à (G-8) admettent une solution unique dans l'espace Lx d x v;- x <1>-
où: 

c 2 

v;"*={ v=(v;)E(H1 (0.")) 3
: fln#vPI dx3 =0, 

-c 

c 2 c 

fln~ v# 1 dx3 = 0, J lv31
2 
dx3 = 0 sur r; } 

-c -c 
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Reprenant les relations (G-25) à (G-32), et tenant compte des conditions aux limites 
relatives à v;-, il vient : 

J lui1) 12 
dx3 = 0 (G.47) 

-1 

soit 

(G.48) 

Par ailleurs, la condition J lu~1 )na 12 
dx3 = 0 où u~1 ) est définie en (G-34), implique : 

car 

et que 

-1 

ii(l)n E H 1 (m) 
a a 0 

uj1
) et rp co) sont tous deux nuls sur ro. 

De la même manière, on a : 

et par suite, le résultat suivant : 

Théorème (G-4) 

Sous les hypothèses du théorème (G-3), les équations (G-25) et (G-26) 
admettent une solution (o-<1) ,D<1

) ,u<1
) ,rp<1

)) 

dansl'espace( L2 (.0)) 4 x (H 1 (.0)) 2 x v; ··x <1>**. 

Remarque (G-2) 

La détermination de u<l) permet alors le calcul de a~j sous la forme : 

Cl)-A Cl) A b n<o) 
0" afJ - af3rô U ô ,y - afJyô yô 3 3 (G.49) 
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IV Estimation de l'erreur d'approximation de 
(o-E ,DE ,UE ,cpE) par (o-(0) ,D(O) ,U(O) ,cp(O)) 

En reprenant (D-19), il vient, après introduction des variables d'écart définies 
comme suit: 

- _ E (0) 
O"a3- (J"a3 -(J"a3 

D =DE -D(O) 
3 3 3 

cp = cp E _ cp (0) _ e cp (1) 

4 4 

~"Lei Ai((o- ,D), (u,D)) ="Lei { A;((o-E ,D<2l),(o- ,D))- A;((cr<o) ,D<0l), (u,D)) } 
i=O i=O 

_ -- E C -- (0) (0) f'"'- (1)---B((o-,D),(u ,cp ))+B0 ((o-,D),(u ,cp )+e ~br;!_Ç!_DÇ!_ D'l. 
Qfl.=l,2 

+e2 I Lb3~D~I)(J"'l_3 - ie' A, ((cr(O) ,D(O)),(u ,D )) +e f aafJrt5o-~io-rt5 
QÇ!_=1,2 l=l Q 
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Mais comme (ii, rp) E V** x <1>** , alors 

Et par suite : 

Bee a- ,D),eu ,rp )) = -s Bee a-Cl) ,Del)), eu ,rp )) 

Par conséquent, l'on obtient, en vertu de l'inégalité de Schwartz: 

~-Bee a- ,D), eu,rp )) +Cs.~ Cs e1 +lieu, rp )li) 
V** x<l>** 

Si l'on tient compte de 1' inégalité 

- Bseer,8 );ev,rp)) >elle "')Il 
sup Il Il - v' 'f' ' er,8) 
(r ,8) E LX~ 

et si d'autre part, on considère la relation 
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-B((T,Ô),(ïi,cp)) = fT 1)i;,1 +(i,kôk 

Q 

=fT. (uE.- u(O)- & uC1)) + ((/JE - m(O)- & m(1))ô 
l] l,J l,J l,J ,k 'f',k 'f',k k 

Q 

4 

= L&; A;((uE ,DE),(T ,Ô ))-Ao((u(O) ,D(O));(T ,ô))-& Ao((u(l) ,D(J));(T,Ô)) 
i=l 

il vient : 

IICu,q;)llv-x<I>-~ Cs4 +C{ ( L JJuapJJ+ L:Jinalb 
a,ft=l,2 a=l,2 

+& ( IJiua3IJ+JJn3jj)+s 2 Jiu3311 }; (G.50) 
a=l,2 

Ce qui permet d'établir le résultat suivant : 

Théorème (G-5) 

Sous les mêmes hypothèses que le théorème (G-3) on a: 

JJu~ - ur:) JI ~ C & ; a , p = 1,2 , 

jjn; - Dlo) Il ~ cs ; a = 1,2 , 

jju; 3 - u~i Il +lin; -Dio) Il+ jju;3 - ui~) Il ~ C , 

lieuE, rpE)- (uE, rp E )Il ~Cs. 

Remarque (G-3) 

En comparant le théorème (G-5) et la propositiOn (D-1), il apparait, 
relativement au théorème (G-5), une amélioration de l'approximation de 
(crE,DE,uE,fjJE)par (uC0),DC0>,uC0),f/JC0

)), puisque nous passons globalement, d'une 
1 

erreur en & 4 à une erreur en s (cf théorème G-5). 
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CHAPITRER 

Une généralisation de l'intégrale de RICE 
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1 Introduction 

Nous nous proposons dans ce chapitre, d'appliquer aux milieux 
piézoélectriques, l'interprétation mathématique du critère de Griffith pour la propagation 
des fissures droites dans un milieu élastique (cfP. Destuynder (1)). 

II Influence des perturbations d'un domaine Q sur les champs 
électromagnétiques et mécaniques 

Considérons des perturbations de l'ouvert Q, en définissant, pour tout & ) 0, 
l'application 

FE =1+&0:Q~P (H.l) 

où P est le plan engendré par n et 0 un champ de vecteurs défini sur .Q, supposé nul sur 
r 1 uf2 (cffigure H-1). 

Soit à présent une application S définie sur l'ouvert ne =Fe (Q); il lui est associé la 
fonction sc définie sur n telle que: 

sc (M) = (S o Fe )(M) (H.2) 

et par suite 

f f o0 
S = sc (1 +&div 0+ & 2 det --); 

ct o oM (H.3) 
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f 

Scn)=S csi) 

et si 1 'on désigne par u et rp respectivement, un champ de vecteurs et un potentiel 
électrique sur Q", on leur associera les champs 

u~: ( M) = u o F~· ( M) (H.4) 

rp" (M) = rp oFc (M) 

Par suite 

(H.5) 

Le problème de la piézoélectricité linéaire rapporté à l'ouvert ne s'écrit alors: 

Trouver (a,D,u, ~) E 2: x .1 x V x <t> tel que 

J (au"PI)' ki +bu/JDpr u )dû+ J (aldpo-,po" +b~.iD1o" )dQ 
~ Q 

J{ t3 u t3 ~ } 
- lr(r., c)+ c·o dQ=O, \7'(r,o)Eix.1. 

0
, oM oM 

(H.6) 
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Mais si à la solution (u,D,u, tjJ ), nous associons les champs u" ,D", u" et rp" définis par 

u" (M) =(a- o F")(M) 

D"(M) =(Do F") (M) 

u" (M) = (u oF") (M) 

tjJ"(M)=(t/J oF")(M) 

on peut énoncer les résultats suivants. 

Théorème (H-ll 

(H.7) 

Sous l'hypothèse e ( e 0 , l'élément (u" ,D" ,u", tjJ" )défini ci-dessus est l'unique 
solution dans (L. x ,1.) x (V x <l>) du problème 

Trouver( u", D", u", tjJ c) E L. x ,1. x V x <l> tel que 

'ï/ (v,rp) E Vx<l> 

f{ " o v o F" _1 o rp oF" _1 "} o F" 

0 
tr(u o M(o M) )+ o M(o M) D det(o M) 

= f (T-v+ W±rp)ds 

Théorème (H-2) 

Il existe c0 )0 tel que si c ( C0 , on a : 
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où ( o-co), nco), uCo), rjJ co)), ( o-0l, D0l, uC1
), rjJ C1)) et o( 8) sont des éléments 

de (Ix Ll) x (V x <I>) tels que : 

i) lim llo( 8 )Il = 0 

(Ix Ll) x (V x <I>) 

ii) ( o-co), nco), uCo), rjJ co)) est la solution du problème de la piézoélectricité 
linéaire posé sur l'ouvert n. 

iii) (o-0 l ,D(I) ,u0l, rpC1l) est l'unique solution dans (Ix Ll)x (V x <I>) du 
problème suivant : 

V(r,ô) EIx il 

f( Cil b nc1) ) fc- (1) ~ b- DC1) ~ ) 
aifkiOij rkl + ifP r 'v· + aklpo-lp uk + kJ j uk 

n n 

f { 
ô uC1

) ô u(o) ô 0 ô rjJ 1 ô rjJ co) ô 0 } 
-

0 
tr(r ô M - r ô M . ô M +J(ô M -.ô M . ô M ) 

V (v,tp) E Vx<I> 

f tr( 0'"(1) ~ + {o-(O) ~div~ ô e } ) 
n ôM ôM ôM.ôM 

+f{ôtp DC1)_ ôtp ô0 nco)_(ôtp )Dco)div0}=o 
n ôM ôM.ôM ôM 

La preuve est analogue à celle du théorème (1.5) (cf P. Destuynder et M. Djaoua (1)) 

Remarque (H-1) 

On peut observer que le problème iii) du théorème ci-dessus peut encore 
'' . s ecnre: 

« (o-c1l, D0 >, uC1l, rjJ C1l) est l'unique solution dans (Ix il) x (V x <!>)vérifiant : 
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V(r,ô) E ~x il 

f ô u<o) ô 0 
A(cr<1l D<1l ' ô)+ B(r ô u0l A. <Il) =- tr(r --) 

' ' ' ' ' '"' ô M. ô M 0 

f {Ô rp (O) } T Ô @ 

- o tr(ô ô M . ô M) (H.8) 

V (v,rp) E Vx<I> 

f ôv ô® f ôv B(cr(I) D(I) v rn)=- tr(cr(o) -- --)+ tr(cr(O) --)div 0 
' '''~"' ôM'ôM ôM . 

0 0 

(H.9) 

III Calcul du Gradient de l'énergie dans la direction 0 

Nous définissons l'énergie du système constitué par le solide et les forces 
extérieures qui lui sont appliquées par : 

(H.lO) 

où (V rjJ) r est un vecteur ligne. 

La dérivée de W(!.r) dans la direction 8 est définie par : 

(H.ll) 

où r1 est un morceau de la frontière de O. invariant parF", 

1f une densité de forces surfaciques et \\fune densité surfacique de charges. 
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1 J ô u
0

l { ô "'Cil } = -- tr ( o-(o) --)+tr (-'~'-) (D(o)l 
2 0 ôM ôM 

= _ _!_ A(o-Cil DCil o-coJ ncoJ) _ _!_Jtr ro-col ô u<o) ô 0) 
2 ' ' ' 2 ~ ôMôM 

0 

1 f Ô ,t,(O) Ô 0 
-- tr(D(O)( 'f' )T--) 

2 0 ôM ôM 

Mais si l'on impose la condition 

il vient : 

(H.l3) 

Cependant cette relation, par le fait qu'elle ne fournit pas de renseignements 
directement exploitables sur le gradient de l'énergie dans la direction 0 , est d'une 
utilisation pratique peu évidente. 

IV Autre version du Gradient de l'énergie 

Considérons la boule Br de rayon r renfermant le sommet S d'une fissure (cf 
figure H-1) 



On a: 

r;,_ , 
---~--(-' r '\ 

' Sr ~ , __ ... 

_n_r 

FiG. H~ 

H.8 

f ô u<o) ô 0 f ô rp (o) ô 0 1 J ô u<o) 
- tr(CJ(O) ____ )- tr(D(O) )+- tr(CJ(O) __ )div0 

B, ô M ô M B, ô M ô M 2 n, ô M 

(H.14) 

Ô (o) ô 1:\ ô "'(o) ::J Q ::J u<o) 
(o) _u __ ~_ (O) 'l' v \::1 (o) v 

Et en supposant par ailleurs que a ô M ô M, D ô M ô M , tr( CJ -ô-M-)div 0 

ô rp (0) 

D(O)div e ô M sont intégrables dans n, alors ' lorsque r tend vers zéro, les quatre 

intégrales portant sur Br ont toutes une mesure nulle. 

D'autre part, tenant compte des identités 

ôu 
tr (C ô M) =-(div C)u +div( Cu) (H.15) 

a div q = -Grad (a q) +div( a q) (H.16) 
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Ainsi que des formules de Green, il vient : 

ô W 1 J{ ô uco) } J ô u(o) --(0)0 =- tr (a-co) --) 0 n- a-co) 0 n 
ôQ 2r ô M r ô M 

r r 

(H.17) 

Cependant, la solution (a-CO), nco), uco), if> co)) du problème de piézoélectricité linéaire 
vérifie: 

ô u(o) 1 ô u(o) 
div (o-(O) ) = -Grad(tr(CT(O) --)) (H.l8) 

ôM 2 ôM 

ô "' (O) 1 ô "' (O) 
div(D(o) 'l' )=-Grad(tr(D(o) 'l' )) (H.l9) 

ôM 2 ôM 

En effet, sous la convention des indices répétés, on a : 

(H.20) 

ôu(OV CT(O) __ 

ôM = 0:.(0) U(O). 
k l] j,k' 

Ainsi, 
ô u(o) 

fr(CT(O) --)== 0:.(0) U(O). 
ô M 'J ;.•' 

(H.21) 

et 
ô u(o) ;{ 

Grad (tr(cr(O) --)) = a:co) uCo) +a-co) uco) 
ô M k •;.k 1.• y j,la 

(H.22) 

Mais comme: 

div a-CO)= 0 (H.23) 

il vient: 

ô uCO) 1 ô uCo) ;{ 
div (a-co)--)- -Grad(tr(crco) --)) 

ôM 2 ôM k 

(H.24) 
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Et puisque 

alors 

d'où l'égalité: 

ô u<o) 1 ô u<o) 
div (o-<0

) ) = -Grad(tr(o-<0
) )) 

ô M 2 ô M 

Le même type de raisonnement conduit à : 

ô fjJ (0) ;{ 
div (D(o) ( )r = n<o)"' (O) + n<o)"' (O) 

ô M k ),) 'f',k J 'f',Jq ' 

D(O) A. (0) 
J 'f',k 

et par suite 

Ô ,;,(O) 
tr(D(O) 'f' )T)=D(O)A,(o) 

ô M 1 'l'i; 

a.J.nSI 

8 A,(O) ;{ 
Grad (tr(D(o) 'f' )r) = = n<o) "'(O) + n<o) ,;, (O) 

8 M k ;,k 'f',; 1 'f',;k 

Mais comme 

div n<o) = 0 

il vient 

= _!_ ( D(O) fjJ (0) - D(O) fjJ (0)) 
2 J ,Jq j,k ,) 

(H.25) 

(H.26) 

(H.27) 

(H.28) 

(H.29) 

(H.30) 

(H.31) 

(H.32) 

(H.33) 



et sachant par ailleurs que : 

D(O) = ~ A,(O) 12 
a 11 'l',a ' a = ' 

"'(0) = 0 
'1',3 

il s'en suit : 
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Ô A,(O) 1 { Ô A,(O) } ;{ 
(div(D< 0l( 'l' l)--Grad tr(D<0l( 'l' l) ) =0 

ôM 2 ôM k 

d'où la relation 
ô "'(O) 1 ô "'(O) 

div(D(0
)( 'l' )r)=-Grad(tr(D(0

)( 'l' l))· 
ôM 2 ôM ' 

par conséquent, on a le résultat suivant 

Théorème (H-3) 

Le gradient de l'énergie dans la direction 8 est défini par 

(H.35) 

(H.36) 

où r, désigne la frontière de 1' ouvert Qr et n sa normale extérieure. 

Corrolaire (H-1) 

o W 1 f o u<o) ô if> co) 
--(Q)E> = li rn (- tr (cr(O) --) + D(O) ( )T )® n 
o n r-+O 2 oM ôM c, 

f ô u<0 l 
- n(cr(O) __ + 

c, ôM 

Preuve 

ô (0) 

D(O) ( rp f )®) 
oM 

Comme n cr(O) et n D(O) sont égaux à zéro sur une partie ri de la 
frontière et que®= 0 hors d'un voisinage de la fissure, soit ® = 0, au 
voisinage de r1 et r 0 ; d'où le résultat du Corrolaire. 
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Remarque (H-2) 

L'intégrale ainsi obtenue est une généralisation de l'intégrale bien connue en 
mécanique, dite intégrale de RI CE. 
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CHAPITRE! 

Contribution à la propagation des fissures 

dans une plaque mince piézoélectrique. 
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1 Introduction 

Dans ce chapitre nous essayons de donner un critère de propagation des fissures 
dans les plaques minces piézoélectriques. 

Nous supposons : 

a) Que seule une force surfacique est appliquée normalement sur les faces 
inférieure et supérieure de la plaque. 

b) Qu'il existe une fissure transversale de longueur L et que la surface fissurée a 
la forme d'un rectangle. 

Le problème qui nous intéresse est celui de la mise en oeuvre des conditions de 
propagation de la fissure existante, en supposant que le comportement de la plaque est 
entièrement décrit par la théorie de la piézoélectricité et sous une optique énergétique. 

Une justification électromécanique du critère de propagation basée sur une 
analyse thermodynamique des phénomènes irréversibles ayant déjà été obtenue par C. 
DASCALU et G. MAUGIN (1), (2), (3), nous nous sommes, dans cette thèse, 
contentés de postuler pour un milieu tridimensionnel piézoélectrique, le critère de 
propagation de Griffith. Nous montrons par ailleurs que ce critère peut, pour une plaque 
mince, se formuler uniquement à l'aide du premier terme du développement 
asymptotique de la solution tridimensionnelle. 

Il convient de signaler que dans leurs travaux C. DASCALU et G.MAUGIN 
ont apporté des éclaircissements aux résultats antérieurs sur le problème de la 
propagation des fissures électrostatiques et ont en même temps, poursuivi le processus 
consistant à adapter les concepts de la mécanique de la rupture ainsi que leurs résultats, 
aux problèmes électrostatiques. 

L'intérêt de notre démarche a été de partir du modèle tridimensionnel des 
plaques, et d'en déduire sans hypothèses à priori et à partir de développements 
asymptotiques, un critère de propagation de fissures piézoélectriques. 

II Position du problème tridimensionnel 

Le modèle tridimensionnel piézoélectrique consiste en la détermination de ( O", D , u , fjJ) 
élément de (Le x!:{) x (Vc x <l>c) et tel que : 

Ac(O",D;r,ô)+Be(r,ô ;u,f/J)=O 

Be (O",D ;v,q;) =pc (v,q;) 

V(r,ô) E Le xl!/ 

V(v,q;) E vc x<I>c ( I.l) 
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L'énergie piézoélectrique du système constitué par la plaque et les forces appliquées est : 

W =-
2

1 
f (a;1ô;u1 + f/J.kDk)dQ 
r:t 

où (cr, D , u , fjJ) est solution de (I-1 ). 

( I.2) 

Reprenons la cinématique e du fond de la fissure, où e = (1, 0, 0) E W2
·"' (m) 

dans un voisinage du fond de la fissure. 

On admet en particulier que le support de 0 est un voisinage de la ligne de fond de la 
fissure, disjoint de r; d'une part et du support des fonctions 
w+ ,w-et Y;++ I;- + ôa (Ta++ T;_) d'autre part. 

Reprenons également la transformation F avec en particulier 

pn = 1 +nE> : n~ ~ n~ 

où n est un petit paramètre réel. 

L'analogue du problème (I-1) posé sur l'ouvert Q~ = Fn(Q") admet une 
solution (cr (n),D (n), u (n), fjJ (n) ), et l'énergie piézoélectrique associée est définie par: 

W, =- ~ fccrif(n)ô;u1(n) + f/J.k(n)Dk(n) 
~ 

avec, en vertu de la relation (H-13), 

: (0) = ~ f cr ij ôiujôf el- f cr if ôkurpôi ek 
rf rf 

+± f D;f/J.iôJ 0;- f Di f/J.iôi E>i 
rf rf 

dW 
où dn (0) représente l'énergie disponible pour fracturer le matériau. 

(I.3) 

(1.4) 

En admettant le critère de Griffith (cf BUI H.D mécanique de la rupture fragile ; 
Masson, Paris 1978), 

il s'en suit que l'énergie qm permet de créer une fissure d'aire unité, est une 
contrainte % du matériau. 
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Aussi, d'après ce critère, la fissure aura tendance à se propager si et seulement si : 

(!.5) 

(Le coefficient 2 provenant de ce que deux surfaces sont crées dans la fissure). 

l 

- 9.~ 

Par ailleurs, comme l'aire créée dans le passage de ft à n: (n = 1) est unitaire, il vient : 

re = mes (r") e = 1 +f 1 s 
~ 

Il apparaît ainsi clairement que el varie comme l'inverse de l'épaisseur de la plaque. 
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III Comportement asymptotique dans le critère de Griffith 

En posant: 

(1.7) 

+ ~ f Di tP,i ôy er - f D; tP.r Ô; er 
Ci' Ci' 

où e est le champ de vecteurs dont le support est restreint au voisinage de la ligne du 
fond de la fissure. 

En explicitant cette relation, il vient : 

ôôW (e) = _21 { f a-ap ô a u P ôr er + f a-a3 (ô a u3 + ô3ua ).ôr er 
n Ci' Ci' 

+ JCJ33 Ô3 U3 Ôr er }- fa-afJ Ôr Up Ôa.er 
Ci' r:t 

- fa-a3 ar u3 aa er+..!..{ Ina tP.aar.er + fD3 t/J.3ar.er 
Ci' 2 Ci' Ci' 

- f Da tP,p Ôa ep (1.8) 
r:t 

Et si l'on tient compte des relations (C-15) à (C-23) il vient : 

+ ~ fD: t/J".a ôr er+~ fD; t/J.~ ôrer-&fD; t/J.~ ôa ep (1.9) 
Ci' Q Q 
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Mais 0 

tel que: 

1 -
variant comme - d'après la condition (1-6), il existe 0 indépendant de & 

2& 

(1.10) 

Ainsi la relation (1-9) devient : 

ôW li & & - I & & -
-
8 

(0) =- CY Ôa U Ôr E)r - a Ôr Up Ô a @r n 2 ap p ap 
Q Q 

li - II - I -+- ns "'& ô 0 +- Ds "'s ô 0 - Ds "'& ô 0 2 pc 'l' a r r 2 3 '1',3 r r a 'l',fJ a p 
Q • Q Q 

(1.11) 

On voit que le passage à la limite dans 1' expression (I.ll) nécessite la connaissance du 
comportement asymptotique de la solution tridimensionnelle. Et, en vertu des chapitres 
D etE, on a: 

CY~ --+a~~) = -X3AaProôro (uj0
)) dans L

2 (Q) 

us --+ u<o) =-x ô u<o) dans H 1(Q) a a 3 a 3 

u; --+ uj0
) au sens de L2 (Q) 

& ns --+ 0 
3 

au sens de L2 (]-1,1 [; H-2 (m )) 

& a~ 3 --+ 0 au sens de L2 (]-1,1[; H-1(m)) 

Ds --+ n<o) = -& "'(o) au sens de L2 (0' 
a a 11'1'~ 1 

-1 

Ainsi, en rappelant que haflro ( x1 , x2 ) = J x~ AafJro , il vient en tenant compte du fait que 
-1 

seule la composante el de 0 est non nulle : 
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(1.13) 

Par suite, en explicitant les relations (1-1)~> il vient : 

2 G 3b DG 4 G 
& aap 33 () aj3 + & 333 3 + & a3333() 33 

- • lb- D• 3- • e a3ap (}" ap + e 33 3 + e a333(}" 33= rP & 
,3 

& Lb3aaD; = U :,3+ u;,a (I.14) 
a=l 

Ainsi, il existe une constante C indépendante de & telle que : 

1183 u; llo,n :s; Cs 
2 

llo3 ~&Il :s; c{s+& 2 11n~ll +s 3 11()~311 } O,Q 0,0 0,0 

(1.15) 

d'où par conséquent : 

(1.16) 
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(1.17) 

(1.18) 

car lims---+0 8 n; = 0 

Pour ce qui est de 

limE ---+0-f (}": 30 p u; o)~> p (1.19) 
Q 

Ona: 

-f a-;3op u; ô)~ p = -f a-;3 ( 8 ±b'!'! D~ )ô a 0 P (1.20) 
Q Q '!~ 

+f a-;303 u~ôaêp 
Q 

Le premier terme de cette quantité tend vers 0 avec 8 a- : 3 en vertu de (I -12). 

Le second terme peut s'écrire : 

f a-:3Ô3 (u~oaêp) (1.21) 
Q 

du fait que e est indépendant de x3. 

Cependant en explicitant (1- 2) 2 , il vient : 

f a-:3oa v, + f a-:303 va = 0 (1.22) 
Q Q 

et en posant 

v =u"' 0 e a P a p (I.23) 
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il s'en suit : 

JCT; 3Ô3 u;ô)~)P =-fCT;pôa (u;ôpÊ\,) 
0 0 

et comme l'on a 

et 

il vient 

CT ~ ~ CT ~~ dans L2 (Q) 

e~O 

1. f & ~ c Ô Q - -f (O)Ô ( (O)Ô Q ) lm&~O O"a3"'3 Up aOp - O"ap a ur pOy 
0 0 

Des relations (1-13) à (I-25) se déduit le théorème suivant: 

Théorème (1-1} 

Lorsque e ~ 0, la quantité: (0) converge vers 

{J) {J) 

{J) {J) 

IV Invariance vis à vis du choix de 0 

(1.24) 

0.25) 

Soit C une courbe régulière de l'ouvert (J) renfermant la pointe P de la fissure 
et contenue dans une région R où le déplacement 0 est constant. 
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Si nous désignons par R le complémentaire de R dans w , la relation exprimée dans le 
théorème ci-dessus devient alors : 

Mais, 

- fg- A. co) A. co) e n + J ô ( 8 A. co) A. co)) 0 
ll'f',a 'f',l 1 1 1 ll'f' ,a'f' ,a 1 

oR R 

+2 fg- A. co) A. co) e n - 2J ô ( & A. co) A. co)) 0 
ll'f',a 'f',l 1 a a ll'f' ,a'f' ,1 1 

oR R 

- fhapy8 (XpX2 )Ôr0 (U~0))Ô1 U~0)Ôp elna 
oR 

+ fÔ a(hapyo(XI,Xz)Ôro U~O))ÔI U~O) e!np 
oR 

(1.26) 

A=-~ I ô! ( hapyo (xl ,Xz )ôro U~0)Ôap U~0)) 01 + L ô a (hapyoôr.; u~0)ÔIP u~O)) el 
R R 

+f Ô (B A. (O);~, (O))Ê) -2J Ô (B ;/, (O)A,. (0))0 (1.27) 
1 ll'f' ,a 'f' ,a 1 a ll'f' ,a 'f' ,1 1 

R R 
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+ 2f & A. (0) A. (0) e -2 f & .1. A. (0) A. (0) e -2f 8 A. (0) A. (0) ) e 
II'f',la'f',a 1 II 2'f' 'f',la 1 ll'f',a'f',la 1 

R R R 

-f Ôap ( haftro (Xl' X2)Ôyo ujO))ÔI uiO) Ê)l-f Ôa ( hapyo (Xl' X2)Ôyo uiO))Ôip uiO) el 
R R 

Mais ôaf3(haflro(x1 ,X2 )Ôr8 uj0l)=l;++T;-+ôa(~++~-), et 8 11 d 2 ~ (o)=(W), 

dans (J) ; et comme les supports de 0 1 et w-' w+ ou y;+ +y;- +ô a(~+ + r; ), sont par 
ailleurs disjoints, on a donc 

et (I.28) 

f & .1. A. (0) A. (0) 0 - 0 
Il 2'f' 'f',I I-

R 

Ainsi 

(I.29) 

Remarque (1-1) 

Pour une plaque faiblement anisotrope, A=O et l'expression (1-26) ne se réduit 
plus qu'à ses termes portant sur ô R ; ce qui conduit au résultat suivant : 
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Théorème (1-l) 

Pour une plaque faiblement anisotrope, la quantité 

+ J c} ( hafJro (x" x2 )ôro uio) )ôl uio) êln P 
aR. 

dW 
V Indépendance de - ( 0) par rapport au choix de la foncton 01 dans le cas 

dn 
d'une anisotropie faible 

Notons qu'en réalité les intégrales intervenant dans le théorème (I-1) portent sur le 
contour suivant 

Ainsi, sachant que n1 = 0 sur les lèvres de la fissure et que : 

fô (h ( )ô (O))Ô (0) Q - } fh ( )Ô (O)Ô (0) Q + a afJro xl' x2 y<5 u3 1 u3 °ln p --2 afJro xl ,x2 ro u3 afJ u3 olnl 
~ ~ 
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Il vient: 

f - "'co)"' co) 2 f- "'co)"' co) fa (h ( )ô co) )ô co) - 8 Il 'f',a 'f',a n! + 8 11 'f',a 'f',! na- a afJro Xp X2 yo U3 1 U3 np 
c c c 

Remarques (1-2) 

Après avoir établi que la solution tridimensionnelle de la piézoélectricité peut
être approchée par la solution du problème posé sur la surface moyenne de la plaque, 
nous avons pu montrer (voir théorème (1-1)), que le critère de propagation de la fissure 
peut s'exprimer uniquement à l'aide de cette solution approchée. 

Par ailleurs, il est clairement apparu que même dans une théorie de plaque de 
Kirchhoff-Love, le cisaillement transverse peut jouer un rôle fondamental dans 
l'expression du critère de propagation de la fissure, comme l'avait déjà établi 
DESTUYNDER, dans le cadre de l'élasticité linéaire. 

D'autre part, nous montrons que 1' énergie disponible pour fracturer le matériau, 
valable quel que soit le contour C centré en P (voir la figure précédente) dépend des 
singularités de ui0

) et rp co) en ce point, ainsi que des influences du champ électrique 

Eco) défini sur la surface moyenne de la plaque. Ce dernier résultat, au regard de la 

&-
troisième intégrale de l'expression dn (0) confirme, du reste, l'influence négative que 

pourrait avoir le champ électrique sur le processus de fissuration (voir C. DASCALU et 
G.A MAUGIN (1, 2, 3)). 

En dehors des deux intégrales qui caractérisent l'influence du champ Eco) sur la 

&-
propagation de la fissure, les autres termes figurant dans l'expression dn (0) 

correspondent au travail exercé par la partie du matériau extérieur au contour C, sur 
celle qui lui est intérieure. 

Il faut par ailleurs souligner, en vertu de la remarque (I-1), que dans le cas d'un 
matériau fortement anisotrope, l'énergie de fracturation dépendrait de la cinématique du 
fond de la fissure. 

En perspective, il pourrait être intéressant d'apporter selon le procédé utilisé ici, 
une justification électromécanique convenable du critère de fissuration, en s'appuyant sur 
une analyse thermodynamique des phénomènes irréversibles et de façon à confronter ces 
résultats avec ceux obtenus parC. DASCALU et G.A. MAUGIN. 
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CHAPITREJ 

Contribution à l'étude de la couche limite 
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1 Introduction 

Ce chapitre est consacré à la description de la solution tridimensionnelle du 
problème de la piézoélectricité linéaire au voisinage de la frontière latérale r~ de la 
plaque, frontière sur laquelle, nous supposerons des déplacements et un potentiel 
électrique nuls. 

II Description de la piézoélectricité tridimensionnelle au voisinage de f 0 

II- 1 Généralités (cf Destuynder (1)) 

Associons à chaque point de la frontièrer0 de l'ouvert n, un trièdre orthonormé 
(a, b, k) tel que : 

a soit tangent à ro 
b soit perpendiculaire à ro 
et k perpendiculaire à la surface moyenne 

Soit vi les composantes dans le système de réference dans lequel on a travaillé jusque là, 
d'un champ de vecteurs défini sur r 0 . 

Les composantes correspondantes qi dans la base (a, b, k) sont définies par: 

et comme par ailleurs 

on pourrait choisir b tel que : 

(J.l) 

(J.2) 

(J.3) 

(J.4) 

D'autre part, en désignant par S:Jabscisse curviligne le long de y, et par Ç celle suivant la 
normale b àr0 , on a pour toute fonction f définie sur un voisinage de ro : 

of ofos ofoÇ 
--=----+----
0 x1 o Ç o x1 o Ç t3 x1 

(J.5) 

of of os ofoÇ 
--= ----+ ----
0 x2 0 Ç t3 x2 0 Ç t3 x2 

(J.6) 



où 

- ~ ' 
1- R(s) 

a2 
=--=---

~ ' 
1

- R(s) 

J.3 

ô~ 
--=b =a ô x 1 2 

1 

ô~ 
--=b =-a 
ÔXz. 2 1 

(J.7) 

(J.8) 

R(s) étant le rayon de courbure de la fonction y de w au point (s, 0) mesuré suivant le 
vecteur -b. 

Par la suite, on introduira l'ensemble B, voisinage tubulaire de f 0 tel que 

B = y x] 0, L [ x] - 1, 1 [ 

IT -2 Expression des équations du modèle tridimensionnel dans 
le système ( s, ~, x3 ) 

(J.9) 

La solution ( oE, D S, u S. tjJ E) dans 1' espace L 8 x 1:1 8 x V8 x <1> 8 exprimée 
dans l'ouvert Q, vérifie le problème : 

où 

Posons 

L 8 ={ r/r={T!i=rii},i,j=1,2,3;-zg· E(L2 (B)) 9
} 

!).B = {8 18 E (L2 (B)) 3,V.8 E L2 (B)} 

V8 ={v 1 v= {vi}, i = 1, 2, 3; vi E H 1 (B), v= 0 sur [ 0 

V80 = { v E V8 1 v = 0 en ~ = L } 

<I>B = {ÇJ E H 1 (B)} 

(Œ E,D E,u E,t/J E)=(Œ co),D co),u co),t/J co))+& (Œ (I),D (l),u (l),t/J (1)) 

+ & (ZE ,FE' JlE' lf/E) 
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où ( Œ' coJ D coJ u coJ A. col) élément de }.: x~ x V x <l> vérifie les équations · 
' ' >'1' B B B B · 

et où 

avec 

A
0 

( Œ' co) ,D (OJ, r ,8) + B
0 

( r ,8 , u co), tjJ (OJ) = 0 V ( r, 8) E }.: x~ 

V(v,~)eVx<l> (J.ll) 

A (Œ' OJ D CIJ r 8)+B (r 8 u Cil A. CIJ)=-A (Œ' coJ D coJ r 8) 
0 ' ' ' 0 ' ' '"' 1 ' ' ' 

B ( (J' Cil D CIJ v rn) = 0 
0 ' ' ,y 

t/J(Ïr = 0 

V(r,8)e}.: x~ (J.l2) 

V(v,~)eVx<l> 

(J.l3) 

f~?) (x1 ,X2 ,X3 ) dx3 = 0 pp SUr y 
-1 

Par ailleurs, comme l'on doit avoir sur (r0 ) 

et (J.l4) 

il vient , tenant compte des conditions 

u<0l = 0 et (J.l5) 

(J.l6) 

et par suite, il apparait que (}.:E ,FE, f.lE, lf/E )vérifie les équations : 

(A0 +& A1 +& 2 A
2 

+& 3 A3 +& 4 A4 ) (ZE ,FE, r ,8) 

+BE(r 8 11" lf!E)=-& A (Œ' Cil D (Il r 8)-& A (Œ' col D col r 8) 
' 'r- ' 1 ' ' ' 2 ' ' ' 

-& 2 A(Œ'<1lD 0lr 8)-& 2 A(Œ'<0lDC0lr 8) (J.l7) 
2 ' ' ' 3 ' ' ' 

-& 3 A (Œ' Cil D Cil r 8)-& 3 A (CY coJ D col r 8) 
3 ' ' ' 4 ',, 

-C"
4 A ( ~ (!) D (!) -r S:) \../ (-r s:) E ~ x A 

v 4 v , ,• ,u V •,U "-'B LJ.B 

(J.18) 



L'équation (J-18) entraine: 

z~:_. =O 
Jl,J 

F& =0 
3 

sur B 

en x3 = ±1 

L'équation (J -17) implique 

J.5 

(J.19) 

(J.20) 

2 1 
-e aap 330"33 

e b3aaF: +4&
2
aa3P3z;3- (,u.;,3 + ,u.t,a )= -e b3aaD! -4eaa3P3o-~3 

(J.21) 

:( z~: .J ·b F& ..A z~: & - o e aa/333 ap +t: 333 3 +b-· a3333 33- J..l3,3 --e aaf333CJap 

-El a3333o- ;3-~ aaf333o- ~P -Il b333D ~-,; bmD ;- e~ · a3333CJ ~3 

b F& ~ z~: & ~ 1 
aa a + e aaa3 a3- lf,a = -e aaa3o-a3 

---- z~: ~ ---b F& 3 - z~: & ~ 1 
e a3ap ap +e 33 3 +e a333 33 -lf/,3 = -e aaa30"ap 

et il s'en suit : 

(J.22) 
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F E 1 {/3 E fJ Dl f3 0 2/3 1 -2p E -!p 0 
3 = & fJ JJ.lp,J.l-8 2 3 -& 30"33-& 40"33-& 5 Jl3,3+& 6 (TJ.IJ.l 

(J.23) 

où 

a +a a 0a 2 

fJ = 2b - llll 1122 b 
2 113 a 333 a 

1133 

allli +au22 a oa 5 fJ- a ---
5 - a 3333 a 

1133 

a! III +a112z a 1a o fJ - b ----
8 - a 333 a 

1122 

avec 

a 
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~3am3 - Zi3u b333 bm ( a1m + anzz) 

2bl13alm -a333(aiui +a112J. am3 

~3aii33 - Zi3llb333 ai III + anzz 
--~::......!,.!..::.::..._...::.!,!_::..::..::...._ __ .(2b

1133
- b

333
) 

2bii3aiB3 -a333(au11 +a112J a,l33 

- a311 ~3a1133- Zi311b333 allll +a1122 

am3 2bmam3 - b333 ( a1m + a11zz) . all33 

(J.24) 

1 1 
- f: 0 +-( f: + f: ) - 2 Jlfl,Jl ap 2 Jla,p Jlp,a 

= 1 + P 5 b + a 5a3333 
p 333 a 

P6 a6 
= a,,33 - p b333 --;;-a3333 r 2 

r 3 

r4 

r 5 

r 6 
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r 1 

Ys 

r 9 

= 

(J.25) 

(J.26) 

Si à présent, on tient compte des relations (J-9), les expressions précèdentes deviennent 
alors: 

Ô Il a 
- b r 3 

+am a ô ç (J.27) 

zp 1 -zp c -1/3 o f3 1 f3 Do -& 40" 33-& s113.3+& 60" ,.,,.,+ 10" ,.,,.,+ 8 3 (J.28) 

-&-1/3 ljlc } 
9 ,3 



en x3 =±1 

en x3 =±1 

J.9 

surB 

(J.29) 

(J.30) 

(J.32) 
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III Equations de la couche limite au voisinage de ro 

Nous désirons étudier l'approximation de la solution des équations (J.27) à 
(J.32) par la méthode du Zoom selon la direction normale à la frontière r 0 • 

Pour cela, posons : 

(J.33) 

et introduisons la transformation 

(J.34) 

qui à l'élément (s,17 ,x3 ) de B"fait correspondre l'élément (s,s17 ,x3)de B, et telle que, 

à toute fonction f définie sur B, on associe une fonction j définie sur B" et vérifiant les 
relations: 

A .............. 

of of 
-=(-) 
os os 

A .,.,...... 

of_ of 
o x -<a x) 

3 3 

(J.35) 

auxquelles, on peut associer le changement d'inconnues ci-après, relativement aux 
composantes du champ« déplacement mécanique» dans la base (a,b,k) liée aux points 

de la frontière r de lV ; et au potentiel électrique If/" . 

Dans cette base, les composantes du déplacement ,u"s'écrivent respectivement: 

v" ((s, ;, x3 )) = aa ,u: ((s, ;, x3 )) 

w" ((s, ;, x3 )) =ba ,u: ((s, ;, x3 )) 

,u~ ((s,;,x3 ))=,u; ((s,;,x3 )); 

(J.36) 
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avec par ailleurs, un potentiel électrique If/& qui reste inchangé. 
D'autre part, sur l'ouvert B & , les valeurs correspondantes de ces composantes sont 

respectivement définies par : 

avec 

V& ((S,17,X3 ))=V& ((S,817,X3 )) 

w & ((s, 17, x3 )) = e wc ((s, e 17, x3 )) 

fi; ((s, 17, x 3 )) = f.1. ~ ((s, e 17, x3 )) 

(J.37) 

L'expression des équations (J-27) à (J-32) à l'aide des champs (v& ,wc ,fi;) et 
VÎ& ainsi que des coordonnées ( s, 17, x3 ) étant très lourde à mettre en oeuvre, nous allons 
donc, pour des raisons de commodité, conserver les inconnues Z ; et F ; , tout en 

sachant que dans le repère (a, b ,k), elles s'écrivent respectivement: 

(J.38) 

Si par ailleurs, nous prenons en compte l'effet de Zoom, on pourrait associer aux champs 
Z et F, les transformations suivantes : 

Z ~'7 (S,17,X3 )=e-2 Z ~; (S,817,X3 ) 

Z ~s (s, 17, X3 ) = e : 1 Z ~ (s, e 17, xJ 

Z ~s (s, 17, x3 ) = Z ~s (s, e 17, x3 ) 

Z ~ 3 (s, 17, x3 ) = Z ~ 3 (s, e 17, x3 ) 

Z ;3 (s,17,X3 )= Z ;3 (S,817,X3 ) 

(J.39) 
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fr: (s, T/, x3 ) = e -1F/ (s, eT/, x3 ) 

fr ~ (s, T/, x3 ) = F; (s, eT/, x3 ) 

Puisqu'il s'agit à présent de rechercher une approximation de ces équations, 
nous utiliserons pour cela, la méthode du développement asymptotique relativement à 
l'épaisseur 2e de la plaque, en posant à priori, sous réserve que les fonctions mises en 
évidence soient susceptibles d'être prolongées sur l'ouvert Bs avec e = 0 : 

(1.40) 

La détermination d'une approximation de la solution tridimensionnelle au 
voisinage de la frontière latérale r ~ de la plaque, se fera après que l'on ait déterminé le 
terme de rang zéro. 

Aussi, comme l'on s'intéresse essentiellement au premier terme du 
développement asymptotique (J-38), il convient à présent de poser: 

Ç en 
1--= 1--= 1 

R R 

Les équations (J-32) se transforment par conséquent sous la forme: 

8 n Z :n + 8 s Z :s + 8 3 Z :3= 0 

8 n Z :s + 8 s Z :s + 8 3 Z :3= 0 

8 s fr:+8 n fr :+8 3 fr ~=0 

en x 3 = ±1 

et les équations (J-27) à (J-31) sous la forme: 

(J.41) 

(J.42) 

(J.43) 

(J.44) 
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(J.45) 

(J.47) 

(J.48) 
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(J.50) 

1 -4 y 8 ô w" 1 2 y 8 ô v" 
+-8 (1--)----8- (1--)--

2 a 1133 ô 17 2 a 1133 ô s 

1 { -2 A -1 0 1 2 1 D 0 = -
2
-- 8 Y 1 f.l 3,3- 8 Y 2 Œ pp.- Y 3 Œ pp - 8 Y1 Œ 33- Ys · 3 
a1133 

(J.51) 

1 _2 y, ô w" 1 y, ô v" 
--8 (1+-)--+-(1--)--

2 a1133 ô 17 2 a1133 ô s 

ZA 1 -2 ( ô A & ô A&) 
=-8 -w +-v 

7!S 2 ÔS Ô17 
(J.52) 

Si l'on tient compte de la relation (J-40) et que l'on fait tendre 8 vers zéro, il vient: 

(J.53) 

(J.54) 

(J.55) 

A & 

z 33 (J.56) 

(J.57) 

(J.58) 

(J.59) 

1 Ô 
A(O) 

A 2 A (0) 1!....:.... w 
Z :s=-2a 8- ('Yt .ô 3 f.l 3 -a1133(1+ ) Ô ) 

1133 a1133 17 
(J.60) 
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A 1 ô -w co) ô v co) 
z s = -8 -2( + --) 

TJS 2 ôs Ô'f/ 
(1.61) 

En comparant cette fois la relation (J-40) avec les expressions (J-42), il vient sur B": 

A co) ( Yr ) ~ A co)_ y4 .Ô 17~Ji 3 +a1133 1- v
1717

m -0 
all33 

~ A (0) ~ A (0) _ 0 a sv 33 f.1. 3 -a 6v 17 3m -

f3 ::J A (0) f3 ::J A (0) - 0 
sv TJ3 aJ - sv 33 f.1. 3 -

Et par suite, en x3 = ± 1 

ô 3a) (0)+ ô '7 jl ~0)= 0 

ô 3v co)+ô s it ~o)= o 
a ô tÎ co)- a ô cô coL 0 s 3r' 3 6 TJ -

f3 ô cô (O) tÎ (O)- f3 ô /'i (O)= 0 
1 3TJ ,..., 3 5 33 ,..., 3 

(1.62) 

(1.63) 

Les équations (J-53) à (J-62) constituent les équations de la couche limite au voisinage 
de ro 
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Par ailleurs, les relations (J-16) entrainent: 

~ " ( ) - b (1) ( ) w s, o, x3 -- a ua s, o, x3 (J.64) 

~ " ( ) - (1) ( ) J.l 3 s, o, x3 - -u3 s, o, x3 

~ " ( ) - .i (1) ( ) If/ s, o, x3 - 'l' s, o, x3 

Par suite, du fait que les seconds membres des relations (J-64) ne dépendent pas de 8, 

il vient : 

~ (0) ( ) - b (1) ( ) w s, o, x3 -- a ua s, o, x3 (J.65) 

~ (0) ( ) - (1) ( ) J.l 3 s, o, x3 - -u3 s, o, x3 

Remarque (J-1) 

Ces conditions aux limites en 17 = 0, expriment donc sur frontière latérale [ 0 , 

un potentiel électrique, ainsi qu'un déplacement mécanique imposés. 
L 

Par contre en 17 = - , les conditions aux limites ne sont sous aucune contrainte ; de 
8 

façon à favoriser la réalisation de la condition de décroissance rapide de la couche limite 
vers l'intérieur de la plaque. 

IV Calcul de la couche limite de torsion 

Introduisant la décomposition 

v (0)= v (0)+ v (0) 
1 2 ' 

les équations (J-62) à (J-64) se découplent en un problème en v ~o) et en un autre, 
en v ~oJ de la manière suivante: 
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Ô A (0)( + 1)- 0 3vi S,77,--

~ 2
b11 ô v(O) +ô v(O) = 0 sur B& 

4b ~ b 33 1 T}T} 1 
11 aBI3 -ai13 311 

)0 

car 

et b = el5 > 0 > 0 311 ; al313 
2c 8 44 Il 

Ô A (0) (1 ~)ô A (0)_ r 1 T}3f..l 3 +all33 - T}T} {J) -0 
aii33 

Ô 
A (0) ô A (0)_ a 5 33f..l 3 -a 6 7]3 m - 0 

f3 Ô A (0) f3 ô A (0) 
1 7]3 {J) - 5 33 f..l 3 = 0 

Ô A (0)( + 1) - -ô A (0)( + 1) 
3 v 2 s, 77'- - T} f..l 3 s, 77'-

(a ô i'"i col 
5 3r 3 a 6 Ô 

77 
cô col) (s, 77, ±1) = 0 

(/3 Ô A (0) f3 ô A (0)) ( ) -
1 37] {J) - 5 33 f..l 3 s, 77' ± 1 - 0 

(ô cô co)+ ô tÎ co)) (s n + 1) = 0 
33 3TJ r 3 ' •t ' -



A (0) ( ) 0 v 2 s, o, x3 = 

(W (O)+b U(
1) )(s 0 X ) = 0 

a a ' ' 3 

(,Û ~0)+uj1))(s, o, x3 ) =0 

(v/'.1+ l$ C
1
)) (s, o, x

3
) = 0 

J.18 

(J.67) 

1° A (0) ( ) -
1m1J -+ «> If/ s, 17, x3 - 0 

Remarque (J-2) 

Si b uC1
) =0 

a a et u (1)= 0 
3 ' 

les équations précédentes ne se ramènent plus qu'aux expressions (J-66), qui 
traduisent pour la plaque, un mouvement de rotation autour d'un axe normal 
à sa surface moyenne. 

Ce sont les équations de la couche limite de torsion que nous allons à présent 
résoudre par la méthode de la séparation des variables. 

Posons en effet : 

où 

Il s'en suit, pour la deuxième équation (J-66) : 

(J.68) 

où k est une constante. 
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et par suite : 

=Ü (J.69) 

k ) 0 conduirait à des solutions pouvant devenir infinies, il paraît donc naturel de se 
limiter à des valeurs négatives de k, ce qui nous conduit à poser: 

et par suite : 

(I.70) 

Si l'on tient compte de la condition de décroissance de la couche limite vers l'intérieur de 
la plaque, il vient : 

Mais si à présent on considère la condition aux limites (J-66)1, on a: 

-{J) 

+lü 

-lü 

+lü 

4bnaim - êimb3II 

2bll 

4bnai3I3 -êimb311 

2bll 

4bllal313 - êiii3b3II 

2bll 

smm 

smm 
4bnaim - êimb3II 

2bll 
.C3 

COS{J) 
4~ Ia1313 - êimb311 

.C4 =0 
2bll 
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et par suite 

2w n entier naturel 

d'où 

nii 
W=-.======= 

4h;Jal313 -êill3b3JJ 
(J.72) 

2b]] 

Par conséquent, l'on peut poser Cp3 = An et C1 C4 = Bn , pmsque ces 

coefficients dépendent désormais de n, et il apparait par ailleurs que 

sin est pair, Bn = 0 et que 
si n est impair, An = 0 

En définitive, on peut énoncer la proposition suivante : 

Proposition (J-1) 

Une solution élémentaire du problème de couche limite de torsion est définie 
par: 

nii 
-;======= .1] 

4h; Jal313 - êimbm 

A (0) ( ) -v TJ s, 1J, x3 - e 

où, Bn = 0 si n est pair, 
An = 0 sin est impair 

2h;l 

Par superposition des solutions élémentaires, on peut considérer comme solution 
générale du problème (J-66) l'expression: 

II 
(J.73) 

A (0) ( ) ~ ~ v 1 s, 1J, x3 Le 
n=o 
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Cependant, 

et en admettant que la dérivation terme à terme de la série soit légitime, on obtient : 

et par suite 

(J.74) 

Ce qui conduit à l'expression 

~ (0) ( ) v 1 s,n, x3 = L Aq exp ( ----r====-q==II=== .1] 
qEN 4b1p 1313 -a113b311 

) cos( q IIx3 ) 

2~1 
(J.75) 

. 2q+l 
) sm (-

2
- II X

3
) 

et finalement à la proposition : 
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Proposition (J-2) 

Le déplacement tridimensionnel tangent à la frontière r; de la plaque 

ne est approché par : 

où 

v 
1
co) (s, f, x;)= fcAq exp(-

8 8 q=1 

qii ; 

4h;1a1313 -amb311 8 

2b;1 

+Bq exp(-

2 

-(2q+l) ; 

4h;1al313 -amb311 8 

2b;1 

2q+l 
) sin ( 

2 
II x; ) 

avec Ao =0, du fait de la condition r J: (s,;' x3)dx3 = 0 
-1 . 



Conclusion générale et perspectives 

Les résultats obtenus dans cette thèse, ont permis, en s'appuyant sur les travaux 
de G. MAUGIN (1), de généraliser à la piézoélectricité linéaire des méthodes de 
validation des modèles de plaques, basées sur les développements asymptotiques (cf 
P. DESTUYNDER (1)) 

La première partie de cette thèse a conduit d'une part, en vertu d'une théorie de 
l'erreur fondée sur la méthode des perturbations singulières de LIONS (1), à l'évaluation 
de la qualité de l'approximation du modèle tridimensionnel de la piézoélectricité par un 
modèle de plaque et d'autre part, à la mise en évidence de l'importance du choix des 
conditions aux limites, sur la nature d'une telle approximation. Il s'en est ressorti une 
convergence des composantes de même nature des termes d'ordre zéro du 
développement asymptotique ; cependant, aucun renseignement significatif n'a pu être 
révélé sur le comportement des autres composantes, et il aurait peut-être suffit pour y 
arriver, de définir pour toutes ces quantités, un cadre fonctionnel approprié. 

Pour ce qui concerne les conditions aux limites, nous avons pu établir, qu'en les 
choisissant judicieusement, nous pouvions faire disparaître l'effet de couche limite mis en 
évidence dans les travaux de G. MAUGIN (1), et ainsi procéder au calcul des termes 
d'ordre un du développement asymptotique; ce qui par ailleurs, permet de passer d'une 

1 

erreur en 0 (e 4 )à une erreur en 0 (e). 

D'autre part, en nous basant sur la validation du modèle de plaque proposé, 
nous avons pu construire des modèles de plaques multicouches, desquels nous avons 
déduit, sous des conditions bien précises, et dans le cas d'une déformation en flexion, 
une analogie comportementale avec les structures monocouches. 

Dans la deuxième partie de cette thèse, nous nous sommes, dans un premier 
temps, intéressés à la mise en oeuvre d'un critère de propagation des fissures dans les 
plaques minces piézoélectriques. 

Une généralisation à la piézoélectricité de l'intégrale de RICE nous a permis de 
définir une expression de la force d'avancement d'une fissure tridimensionnelle, de 
laquelle nous avons pu, sans hypothèse à priori et à partir de développements 
asymptotiques, déduire le critère de propagation d'une fissure transversale dans une 
plaque piézoélectrique mince. 

Dans cette étude, on a pu réaliser que le critère établi ne s'exprime dans le cas 
d'une anisotropie faible, qu'à l'aide de la solution électromécanique du problème limite 
se rapportant à la surface moyenne de la plaque, et que par ailleurs, le cisaillement 
transverse se révèle d'une grande importance dans la définition du critère. 



Dans un second temps, nous nous sommes proposés d'analyser le 
comportement local de la solution tridimensionnelle au voisinage de la frontière 
latérale r; de la plaque. 

De cette analyse, qu'il serait sans doute intéressant de reprendre ultérieurement 
par la méthode des éléments finis, s'en est suivi un système d'équations se découplant en 
un problème de calcul de la couche limite de torsion qui correspond en réalité à un 
mouvement de rotation de la plaque autour d'un axe normal à sa surface moyenne, et en 
un problème dit de couche limite de flexion-extension. 

Nous avons jusque là pu résoudre le problème de la couche limite de torsion 
dont les équations se sont exclusivement réduites aux seuls champs mécaniques ; 
cependant dans l'avenir, nous avons l'intention de nous pencher sur le problème de la 
couche limite de flexion-extension et ainsi d'établir que même dans le cas de la 
piézoélectricité, on peut atteindre une amélioration de l'approximation du problème 
tridimensionnel en prenant en compte les phénomènes de couche limite. 

Telle a été notre modeste contribution à l'étude du comportement asymptotique 
des plaques minces piézoélectriques. 

*** 
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