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1. HISTORIQUE DES PROBLEMES POSES PAR LA MODELISATION DES
PLAQUES

De nos jours, le probléeme du passage du modele tridimensionnel de la
plague en un modele surfacique, donc bidimensionnel, n’a cessé de susciter I’intérét de
nombreux mécaniciens €t ingénieurs.

Parmi les différents modeles bidimensionnels élaborés, le plus célébre est
celui de Kirchhoff - Love qui stipule que dans la déformation d’une plaque mince, la
normale a la surface moyenne ne subit pas de dilatation et se tranforme en la normale a
la surface moyenne déformee.

Il faut cependant souligner le caractere cinématique de ces hypotheses et
surtout le fait que celles-ci conduisent 2 des méthodes caractérisées par 1’absence de
validation du mode¢le continu.

11 faut attendre les travaux de Gol’denveizer basé€s sur la construction d’un
développement asymptotique de la solution du probléme tridimensionnel vis-a-vis de
I’épaisseur de la plaque, pour commencer a obtenir les premiéres justifications de
modeles.

C’est dans cet esprit que CIARLET et DESTUYNDER ont pu proposer
des méthodes de modélisation reprenant dans une version mathématiquement plus
rigoureuse 1’approche de Gol’denveizer et introduisant par ailleurs, la technique du
zoom qui consiste a travailler sur un ouvert de référence dans lequel il devient bien plus
facile, lors de P’étude du comportement asymptotique de la solution du modele
tridimensionnel de 1’¢lasticité, de contourner le probleme lié au fait que le volume
physique occupé par le solide étudié varie avec I’épaisseur, lorsque celle-ci tend vers
Z€ro.

L’un des intéréts des méthodes dites de développements asymptotiques est
d’avoir permis d’établir que les hypotheses de Kirchhoff-Love, bien que satisfaisantes a
I’intérieur de la plaque, deviennent caduques au voisinage des fronticres.

I1 apparait du reste, dans les travaux de Ciarlet et Destuynder une remise
en question de '’hypotheése de Kirchhoff-Love relative & la négligence a prioni des
contraintes de cisaillement transverse, par leur mise en évidence dans le phénomene de
propagation de fissure.

Un peu plus tard, une nouvelle dimension fut introduite a cette dernicre
approche de modélisation, par son extension aux problemes magnéto-
électromécaniques. L’intérét d’une telle version, réside dans I’importance
technologique que revétent par exemple les plaques €lectro-supraconductrices dans des
phénomeénes de lévitation ou des plaques minces piézoélectriques dans l’acoustique
sous-marine ...etc... .

C’est ainsi que G. MAUGIN s’intéressa a 1’application de ’approche
mathématique de CIARLET et DESTUYNDER & I’étude du comportement
asymptotique des plaques minces en piézoélectricité ; étude que nous avons reprise puis
prolongée dans cette these.
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2. PRESENTATION DU MEMOIRE

Notre travail s’est fait en dix étapes :

— Dans le CHAPITRE A, nous présentons la théorie générale de
I’électrodynamique des milieux continus qui apprait comme fondement de
la piézoélectricité.

— Dans le CHAPITRE B, nous décrivons le probléme tridimensionnel de la
piézoélectricité a travers ses équations fondamentales.

— Dans le CHAPITRE C, nous reprenons la formulation variationnelle du
probléme des plaques piézoélectriques selon MAUGIN, et développons un
théoreme d’existence et d’unicit¢ de la solution, de ce probléme, basé sur
les travaux de BREZZI ; nous réintroduisons, toujours sclon MAUGIN, la
technique du zoom ainsi que le calcul succint des termes d’ordre zéro du
développement asymptotique, pour lesquels nous apportons explicitement la
preuve de ’existence et de ’unicité.

— Dans le CHAPITRE D, nous abordons la partie fondamentalement plus
personnelle de ce travail a travers ’estimation de 1’erreur d’approximation
de la solution tridimensionnelle par les termes de rang zéro du
développement asymptotique.

— Dans le CHAPITRE E, nous nous intéressons a 1’¢tude de la convergence
de la solution tridimensionnelle vers les termes de rang zéro du
développement asymptotique, en I’absence de régularité.

— Dans le CHAPITRE F, nous présentons une modélisation des plaques
pi€zoélectriques multicouches, a travers 1’é¢tude d’un trilame pour lequel
nous nous intéressons particulicrement aux mode¢les membranaires et de
flexion. En outre, nous essayons de déduire de cette modélisation, des
modeles correspondants pour des plaques piézoélectriques minces.

— Dans le CHAPITRE G, nous mettons en oeuvre des conditions aux bords
permettant d’absorber 1’effet de couche limite observeé dans le chaiptre D.
Pour cela, nous examinons tour a tour les cas de faible et forte anisotropie,
puis étudions une nouvelle fois, ’estimation correspondante de I’erreur
d’approximation.

— Dans le CHAPITRE H, nous nous proposons d’appliquer aux milieux
pi€zoelectriques, I’ interprétation mathématique du critere de Griffith pour la
propagation des fissures droites dans un milieu élastique.

~ Dans le CHAPITRE I, nous essayons de donner un critére de propagation
de fissures dans les plaques minces piézoélectriques.



— Dans le CHAPITRE J, nous amorcons une description de la solution
tridimensionnelle du probléme de la piézoélectricité linéaire au voisinage de
la frontiére latérale de la plaque étudiée.

Ce travail n’est qu’une modeste contribution a une étude plus large des problemes de la
piézoélectricité et du comportement des plaques.
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CHAPITRE A

Electrodynamique des milieux continus :

Etude Bibliographique
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I INTRODUCTION

Avant d’aborder [’étude du comportement asymptotique des plaques
piézoélectriques, nous avons jugé opportun, en nous appuyant sur les travaux de G.
MAUGIN et C. ERINGEN, (cf MAUGIN (1)) et de facon a mieux cerner le
phénomene de la pi€zoélectricité, d’introduire 1’électrodynamique des milieux continus
comme fondement du comportement piézoélectrique.

Pour cela, nous nous sommes particulierement intéressés

- a P’incidence des propriétés piézoélectriques sur les équations fondamentales
de I’électromagnétisme,

- a I'étude du comportement des matériaux pi€zoélectriques soumis a des
mouvements de vitesses excessivement grandes,

- a I’examen d’éventuelles forces et énergies pouvant agir dans de tels
matériaux, ainsi qu’a I’étude de leurs lois d’équilibre et de comportement.



A3

II RAPPEL DES LOIS FONDAMENTALES DE
L’ELECTROMAGNETISME

Objet du paragraphe :

Le présent paragraphe est consacré aux équations dites de MAXWELL que
nous introduirons ici sans explications expérimentales, pour lesquelles nous renvoyons
aux ouvrages classiques (BECKER and SAUTER (1), G. BRUHAT (1), FANO et
ADLER (1), PANO FSKY-PHILIPS (1) ).

Ces équations résultent d’'un ensemble de concepts bien connus (charge

électrique, densité de courant) ainsi que de lois universelles classiques (conservation de
la charge électrique, lois de Faraday).

GRANDEURS PHYSIQUES :

Les grandeurs électromagnétiques que nous introduirons sont :

1. LA CHARGE ELECTRIQUE

Elle sera représentée par le scalaire q qui ; suivant les cas, sera une densité
volumique, surfacique ou linéique de charge €lectrique ; sans précision supplémentaire,
il s’agira de densité volumique.

2. LA DENSITE DE COURANT

% .
Elle sera représentée par un vecteur J de R’ qui mesurera un flux de charges

électriques : le flux de charges électriques & travers un élément de surface ds dans le
sens de la normale 1 4 dS est donné par le produit scalaire 7.8 ds.

3. L’INDUCTIOE)MAGNETIQUE

Ca sera un vecteur B de R

4. LE CHAMP ELE)CTRIQUE

Ca sera un vecteur E de R”.

Toutefois, d’autres grandeurs physiques seront €éventuellement introduites dans
la suite de I’expos¢.

Remarque (A.1)

Notons qu’en ’absence de charges électriques, hypothése a laquelle on se
rattachera par la suite, on a bien évidemment :
q=0
et dans ce cas, il ne circule aucun courant électrique dans le matériau envisage.
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Axiomes fondamentaux

1. Conservation de la charge électrique.

« Quel que soit le domaine 2 fixe de R?, de frontiére 8D réguliére, la dérivée

par rapport au temps de l’intégrale sur 2 de la charge électrique est opposée a

>>
Pintégrale sur 02, de la quantité J.n » ; ce qui se traduit par :

>>
8 [lqdv=-[fJ.nds (A.1)
& D oD

Physiquement, cette loi veut dire que la variation par unit¢ de temps de la
charge électrique contenue a Iintérieur de 2 est produite par le flux de charges a travers

OD.n est la normale extérieure unitaire a la frontiére 02 de 2.

2. Loi de Faraday
.)
« La dérivée par rapport au temps du flux de I'induction magnétique B a

travers une po_r)tion de surface T fixe et limitée par un contour fermé C est opposée a la

circulation de E le long de C ».

Autrement dit :

”Bndw,fErdz 0 (A.2)

L’orientation de—%, vecteur unitaire tangent a C, et de_ﬁ, vecteur unitaire normal

a X sont soumis a la régle d’orientation du théoreme de Stokes. >
De I’égalité (A.2) résulte, en particulier que le flux du vecteur B a travers une
surface fermée S est constant. On supposera toujours ce flux nul.

_”g-; ds=0 (A.3)
S
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3. Conséquences des deux lois précédentes
Théoréme d’Ampére

L’égalité (A.1) montre en effet que le scalaire q est la divergence d’un champ
de vecteurs. Nous pouvons alors poser :

9
q=divD (A.4)

9
Le vecteur D ainsi défini est habituellement appelé induction électrique ; C’est
en fait un potentiel de charges. Par suite, tenant compte de la relation (A.4), nous
pouvons alors mettre (A.1) sous la forme

| %_mdivgdv=- [f35ss (A.5)
D oD

Mais le domaine 2 est fixe lorsque le temps varie ; ainsi peut-on écrire :

%‘,H.[divﬁ dv = ”div(aﬁat) dv (A.6)
D D

Et par suite de I’application du théoréme de la divergence on obtient :

j J ,[ div ( 8Dlet) dv = j f ( 3D/at) ds
> o0

La lo1 de conservation de la charge (A.1) qui peut par conséquent se mettre
sous la forme :

J' j (3D/at)mds = - I ,f?: ds
o0 o

montre alors que si C est un contour fermé et S une portion de surface
quelconque s’appuyant sur C, mais fixe lorsque le temps varie, le flux du vecteur

> >
J+ oD/ot
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reste constant si ’on déforme S en gardant pour n 1’orientation définie par
continuité. On sait que 1’on peut alors écrire ce flux égal 4 :

[[Fndo + a0t [ Do =T 7+ aDiot). ndo =) Tz dd (A7)
S S S C

ou 71 est le vecteur unitaire de la tangente a C , orienté comme l’indique le
théoréme de Stokes.

Le vecteur f?est, par définition, le champ magnétique ; et, le résultat du
théoréme de Stokes donné par (A.7) constitue ce que ’on appelle le théoréme
d’Ampére.

Eqguations de Maxwell

Définition préliminaire

Une famille f' d’ensembles ouverts D d’un domaine 2 est dite dense dans 2 si,
pour tout point M intérieur a 2 et pour tout voisinage V de M, il existe au moins un
ensemble D, de la famille qui soit intérieur & V ; ce qui peut encore s’€crire :

) o
(YMed ,VveV (M),3D,eftel queDyc V ) = Fdense dans 2.

o . . : °
Ou? est Pintérieur de 2, V ™ I"ensemble des voisinages du point M, et V
P'inténieur de V.

Lemme fondamental de la mécanigue des milieux continus.
« Soit (M) une fonction définie et continue dans le domaine 2 et F une

famille dense dans 2 ; si pour tout 2 de JI’intégrale de @ dans D est nulle, alors la
fonction ¢ est identiquement nulle dans 2.

Preuve

Par intégrale, il faut entendre intégrale de volume (respectivement de surface
ou curviligne), st 2 est un domaine volumique. (Respectivement surfacique ou
linéique). Cependant, pour fixer les idées, nous allons supposer 2 tridimensionnel.

Supposons que Jp dv = 0, VDG}? F%amillle dense dans 2 et que 3 M, € D,
avec O(My) = 0, par exemple ¢(My) > 0.

En vertu de la continuité de ¢, on peut trouver un voisinage V de M, tel que
o(M) > 0(Mg), VM e V.

: o
Soit alors D € 73’ telqueDcV ;
Ip dv > % [ o(M, )dv = % ¢(M, ) (volume de D)

Ceci est contraire a I’hypothese. La supposition faite est donc absurde.
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Formulation des équations de Maxwell

> >
Supposant E et H continuement dérivables et appliquant le théor¢me de

Stokes, on peut €crire :

jEtdﬂ ,’.RotEnds

C-)-) z >>
J' H.tdd =I RotHn do ;
C S

et les relations (A.2) et (A.7) peuvent alors se mettre respectivement sous la
forme :

9
,U oB/ot .nds+ ,U Rot-E : I;ZS =0 (A.8)
z z
fﬁ + oD/ot) nds _” Rot H nds = (A.9)

Appliquant le lemme fondamental de la mécanique des milieux continus aux
dernieres égalités, on obtient sous réserve de continuité des grandeurs
électromagnétiques

> > —>
oB.,J et oD
ot ot
- >
Rot E + 8B/6t = 0 dans 2 x (0,T) (A.10)
> > >
Rot H - dD/ot = J dans 2 x (0,T) (A.11)

Reprenant par ailleurs la relation (A.3), et, appliquant successivement le
théoréeme de la divergence et le lemme fondamental de la mécanique des milieux
continus, on obtient :

_>
div B =0 dans D x (0,T) (A.12)
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Les relations (A.4), (A.10), (A.11) et (A.12) constituent ce que ’on appelle
équations de Maxwell rapportées au systtme d’unités (M.K.S.A) et 4 un repere
galiléen fixe R, a I'instant t.

De ces équations, deux seulement sont essentielles, et ce sont d’elles que se
déduisent les deux autres. Il s’agit des équations (A.10) et (A.11).

D’autre part, bien qu’elles soient a caractére universel, les équations de
Maxwell ne constituent que six relations scalaires les quinze inconnues que
représentent les composantes des vecteurs g % %, %::)tu%; par conséquent ; elles ne
suffisent pas a elles seules a permetitre la prédiction des phénomenes
¢lectromagnétiques.

Tout ceci justifie alors I’introduction de lois a caratére moins universel, dites
lois de comportement.

Remarques (A.2)

— Dans le systéeme d’unités de Lorentz-Heaviside, les équations de Maxwell
dans un repére galiléen fixe, a instant t, s’expriment sous la forme :

> > > >
Rot E - 1/c 6B/ot = 0, divB = 0, dans 2 x (0,T)

> > > >
Rot H - 1/c dD/ot = 1/¢ J, divD = q, dans 2 x (0,T) (A.13)

ou ¢ est la célérité

—Dans le cas particulier de matériaux piézoélectriques non conducteurs et
non magnétisables, ces équations se réduisent a :

> > >
Rot E=0, divD=0 . (A.14)

On peut par ailleurs introduire la densité volumique de polarisation définie
par :
> > >
P=D-E
. . N . . . 9
— En introduisant un nouveau repere R’g en translation uniforme de vitesse v
par rapport au repere d’inertie de référence Rg, et en définissant de nouvelles grandeurs
¢lectromagnétiques par :

> 3> >
q=q,D’=D,B’=B
e e e e A ¢
J’=J-qV,E’=E +VAB,
> > S>>
H’ =H-VAD, (A15)

on peut réaliser que les équations de Maxwell (A.13) restent valables dans ce
nouveau repere. On dit alors que ces €quations présentent I’ invariance galiléenne.



A9

I EQUATIONS DE MAXWELL DANS UN MILIEU DEFORMABLE
EN MOUVEMENT

OBJET DU PARAGRAPHE

Soit V le champ de vitesse d’un corps matériel 2 qui, au temps newtonien t
occupe un ouvert simplement connexe N de E’ admettant une frontiére réguliére oV de
normale extérieure unitaire . Si nous désignons par Rc le repére lié au mouvement de
Q, ce paragraphe va contribuer a définir des quantités électromagnétiques
correspondantes et a déduire a partir de celles-ci une formulation dans Rc, des
€quations de Maxwell.

EQUATIONS DE MAXWELL DANS LE REPERE Rc

Pour définir les différents champs électromagnétiques dans Rc en fonction des
champs liés a Rg, il suffit de poser

>
R'=RcetV=-v

ou v représente naturellement la vitesse uniforme de translation de Rg par
rapport a Rc ; aussi peut-on €crire :
e I e e S 4
F=J—qv m=M+ 1/VAP
> > S>> > > 5o
§=E+1/cvAB, B=B-1/cvAE (A.16)

: >
ou les lettres capitales désignent des champs exprimés dans Rc ; § étant

couramment appelé intensité électromotrice.
Remarque (A.3)

—
On pourrait également définir le champ magnétique .# de Rc sous la forme :

> = > > - >
Z =8-M=H-1/c vAD (A17)

et réaliser que les €quations (A.16) et (A.17) traduisent :

— La production d’un champ é€lectrique dans Rc par un champ magnétique en
mouvement

— La production dans Rc d’un champ magnétique par un champ électrique en
mouvement

— Et aussi, ’apparition d’un champ magnétique dans un corps polarisé en
mouvement ; phénomene qui, dans le cas de matériaux piézoélectriques n’est
perceptible qu’a des vitesses excessivement grandes.
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Proposition (A.1)
Soit & un champ électromagnétique quelconque défini dans le repere de
référence R et si I’on designe. par A’ fa quantité définie par :
3 > S>> > >
A =0A/ot+Rot (AAv) +vdiv A,

alors les équations de Maxwell dans le repere Rc 1i€é au mouvement du corps
matériel s’expriment sous la forme :

*

> S 2>

Rot &+ 1/cB=0,divB=0 (A.18)
N *

Rot Z- 1/c D= 1% divD=a (A.19)

Preuve

En comparant les relations (A.13) et (A.16), il vient :

Rot B+ 8B7c ot = Rot (& - 1/c VAB) + 8B/ ¢ &t
—Rot é. 1/c Rot (VAB) + 0B/ ¢ t

IR *
=Rot ¢ + l/c? .

> > > D> > o
RotH-0D/cot=1/cJavecF =J — gv-

équivauta :

> >3 > > >
Rot (Z-1/cvAD)-8D/cét=l/c (¢ + 4 V) ,

soit

- >> > > — > > > >
Rot#- 1/c Rot (DAv)-8D/cét-lcvdivD+ l/cvdivD=1/céd +1l/c ar v
d’ou:

— > >

RotZ-1/cD=1/c &

C.Q.F.D.



Remarques (A4)

> : .2 .
—Sachant que_f) =_§ + E, la relation div D = 4r  peut alors s’exprimer sous la
forme

.2
dive = o ol g#= gs- div P
gr% est dite charge effective dans Rec.

~Par ailleurs, reprenons 1’équation (A.19),, soit :
*
> > >
VAZ -1/cD=1/c) ;
Apreés comparaison avec la relation (A.17), il vient :

%
?A(]?—Jl?)— 1/cB = l/c?

ce qui peut encore s’écrire sous la forme :

> > > 3 3 >
VAB-M)-1cE=1/cP+1/cé.

o > 3> > >
Ainsi, en posant §¥=J + P +cV At | (A.20)

une alternative a la relation (A.18) est donc :

*
e d .
VAB-1cBE=1cH (A21)
> .
&% est dit Intensité de courant effectif dans Rc.

. . - ’ . \ ..
— De ce qui précede, il apparait que ’on peut associer au repere lié_au

mouvement d’un matériau piézoélectrique les champs électromagnétiques &, 3,
— 3

M et Z respectivement définis par :

> > —> > >
6=E, M =1/c vAP
—> e R T > >
B =-1/cvAE,Z =3 — M =-1/cvAD

et satisfaisant dans ce repére aux équations suivantes :

> > —_- S ==
Rot=0; Rot B -1/cE=P+cVAM

> S > >
Rot # - 1/c D=0 ; divE =- divP

.9
(On s’est bien évidemment placé sous le cas ou la vitesse v est
excessivement grande).
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Formulation globale des équations de Maxwell dans un milieu déformable en
mouvement

On considére que le corps matériel Q étudié est balayé par une surface c_;‘de
discontinuité, de vitesse V' par rapport & Rg, dans la direction de sa normale unitaire n.
On désigne par Y, une courbe fixe sur *, § un ouvert matériel reposant sur une

courbe fermée C et par Y une courbe de discontinuité sur §, de vitesse V':(¢f b Ay« 42).

La remarque (A.3) fondée d’une part sur la production d’un champ électrique
dans Rc par un champ magnétique en mouvement et d’autre part, par la production d’un
champ magnétique dans Rc par un champ électrique en mouvement, conduit,
conjointement aux axiomes fondamentaux de I’électromagnétisme, aux lois d’équilibre
suivantes :

Loi de Faraday

> > >
loy, & . dx+ Ve d/dt[ sy B.da=0

Loi d’Ampére
> > > > > > > >
Jeq - dx - 1/c dvdt] i, D-da=1lc IH; #.da-1/c jb’; K. tde
Loi de Gauss
> > 5
Jeor D. da=Jy.o» gpdv + [oy Wrda + Jyf (7 2]de (A.22)

Loi de conservation du flux magnétique
L3232
N—c* B.da=0
Loi de conservation de la charge électrique
&/dt | av +Joyor §oda + 515t | da-l, [(Ked]de=0
N-o* G AV Hgyo 6 -da or-y, W da-ly [K-1]

K et ? désignant respectivement des courants de conduction surfacique et
volumique, tangents aux surfaces sur lesquelles ils sont définis ; c’est a dire que I’on a :

> > Q)?=

K..n=0, 7. 0

?est la binormale a XS ou Xd_ , 8/8t la dénivée temporelle totale a travers la

surface c* de discontinuité dans son mouvement et wy la densité surfacique de charges
libres.
Ona:

> > > >
d/6t =o/ot+v.d/on, v=v.n;dén=nV
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Eguations locales et conditions de saut

Les derniéres équations d’€quilibre étant indépendantes du choix de N, S, o* et
v, il s’en déduit les relations suivantes :

Loi de Faraday

> D> x5

VA'éi:r 1/cB =0dans N -c*

E)A |6+ 1/c ﬁA(V)-?/)] =0 a travers ¢* -y,

Loi d’Ampére

> > 3 >

VAXZ-1/cD=1/c § dans N -c*

RA[Z - 1/c DA = /6% 4 travers o* Yo

Loi de Gauss

> >

V.D= 9 dan_sqN;c*

[ﬁl.ﬁ’= w - T4 travers o* Yo

R7=0 le long de dc*-y,

Loi de conservation du flux magnétique
> >
V.B=0dansN -c*

[a.—r?= 0 sur o* -y,

Loi de conservation de la charge électrique
> '

Qq /ot+V.J =0 dans I\_l__-)cs";

J - q,c'?].'ﬁ)-F Swy /8t.+ V 5.K) =0 a travers 6* -y,

—> > .

K.t =0 le long de 0c™*-y,

Remarques (A.5)

Les conditions aux limites sur ON-— o* s’obtiennent naturellement en
considérant que la surface o* coincide avec la surface du corps Q prise sans charge
libre, polarisation, ni courant ;

Soit :
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Remarques (A.6)

smDans le cas de la piézoélectricité, les lois d’équilibre précédentes se
ramenent a:

S>>
I C- XJ‘ é.dx =0
> D> >
Jo 9 7 - dx- e diat sy Bda=0
==S1 on utilise les identités et théorémes suivants ;

Théoréme de Green-Gauss généralisé

> > > > S>> > > >
fio V.AQY + [o [Al.da = [z Adaou [A] = A" - A"

Théoréme de Stockes généralisé

- — > > —> . >
g, (VA.A) dat [ [ALdx = |, Adx

Théorémes fondamentaux de transport

> 3 > >
ddt fy yhcda = |g hda + [ RAG - V)] dx

> > > > —
d/dt fyo dv=Jyo {09/t + V. (vo)} dv + Joelo (v - v)].da

> S D> >
avec dx =kd¢ ,t=kAn
> > —D—r — - == — = > - - =
etK 1de=K .(k An)de=k.(nAK)d¢e=- (K An) k d¢=- (K An).dx ;

les lois électromagnétiques d’équilibre peuvent encore étre formulées sous la

forme équivalente ci-dessous :

Loi de Faraday

> 5 o> > > 3> >
fy (VAG+ 1/c B ).da + J,/ [6+ 1/c BA(V-w)].dx = 0
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Loi d’Ampeére

> 3 > > > > > > > >
[y (VAZ -1/e D -1/c ¢) .da+ Iv {[# - 1/c DA(v-v)] - I/c K An}.dx=0

Loi de Gauss

> - >
o (VD -g)dv + s {[D] . n-w +

%q v

Loi de conservation du flux magnétique

> > > >
s VBdv+[,[Blda=0

Loi de conservation de la charge électrique

S - o
L,ﬂ(aqf/at+v J)dv fa,x/(rdzﬂ_,(u- g vln+ Svy 8t+ VoK )da=0
ot ot = oot -wdlen, w=v. 1 -

Al A2
ouvert matériel N
surface c*de discontinuité en mouvement. surface matérielle f .

Y est fixe par rapporta o
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IV FORCE, COUPLE ET ENERGIE DANS DES CORPS
ELECTROMAGNETIQUES EN MOUVEMENT

IV-1 Force et couple

Obiet du paragraphe

Dans ce paragraphe sont déduites a partir de I’interaction entre les champs
¢lectromagnétiques et la maticre, les expressions de la force et du couple
pondéromoteurs, dont la construction fait usage de la théorie de I’électron de Lorentz.

Aspect microscopique

Soit AV un ¢lément de volume contenggt un microélément AV®, toute charge
¢lémentaire 8q” de AV* est soumise 4 une force 6& dite force de Lorentz et définie par

—> > > >>>
& =8q™ [ax™) + l/c v*Ab(x%)]
ou:
= . 3 > 2
«x™) désigne le champ élecmque a la position x* = x + £~ dans AV*
b(x ) Y'induction magnétique a la méme position.

”

AR I «
=v+& +v" la vitesse absolue de la charge 5q” dans Rg,

9

x la position du centre de gravité de AV,
9

&% la position vectorielle de 3q°,

ey

> . . NN . ) .
v¥la vitesse de fluctuation de 8q™ die a I’agitation thermique et contribuant au
courant de conduction,

et X la position moyenne de la charge 8q* ;

ainsi, la force et le couple, relatifs a4 x”, sont respectivement définis par :

> S>> > 3 3 355
MTAV = 5 8q% (x ~€) + 1/c T 8q%(v + & + v*)Ab(x + &%) (A23)
>> >3 > >3 3 35 >

MAV Z dq(x + ENAL(x + EH + l/c}: 3q™ (x+§ ALV + &% + vHAD(x + EM)]



Al7

Remarques (A.7)

Au repos, il n’y a donc aucune raison qu’en I’absence de charges
électriques et de forces extérieures, qu’un matériau piézoélectrique soit soumis a
une quelconque force, dans la mesure ou la force de Lorentz dépend entiérement
du mouvement des charges électriques.

Aspect macroscopigue

lemme (A.1)

Relativement a la position moyenneX"~ de la charge élémentaire 8q™ ,la force et
le couple pondéromoteurs sont respectivement définis par :

Mf AV =4 (Z 8q” )+ka(2 dq°En") + l/c €m {Vbm Z 3q%) + by, (Z 8q v,
+ \[bm n (§ 8q ‘t:m )+bm( Z Sq ée )+bm,n(z 6q E.; én]h

2
M AV = 6y m X M™AV + € (n SG°E) + 1/C Spa [veBu(S, SG°E) ) + bie
& 5q°EE%)

ol ERER = (EUES -ERED)

Preuve

— = L. .
On suppose ¢ et b suffisamment réguliers, de telle sorte qu’ils admettent un

développement en série de Taylor au voisinage du centre x de gravit¢ de AV. Par
conséquent, les relations (A.23) peuvent alors respectivement s’écrire sous la forme :

M’[”AV=§'8q°‘ (000 + &8 bem+ O (18 D)} + ot (T 8% (v +Ef +

V5 ) (b (0 + xBms + 0(12%]))
= 4(X)(Z 8G7) +b4um (3. 8978, )+ 1/C Exgny { Vb (T 80 + VB -
(% 89°E; )+ b (% 805 )+ By (T 897E5 &5 )+ b (T 807Y" ) +Brns (T 80V,E ).
M AV=2 (8q%um (x+ &) (h+mEn + 0 ([E¥1)+ e ¢ (3q%eum

(KRG Y ompy (Vo &+ Tp) (by + by, +0 (871} )
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= Bt XM™ AV + Bt {6 (T 8G°ED) + (b + 1/ (Ermpqpbigm)-
(2 897, &)+ 1/C Empq [Vpbg (T 8978, ) +bq (T 897, ip )+ b (Za 84 p &gt
bea(Z 397, &, <§ )+ bga (89" f';zi FRl)
si I’on suppose V“k <<&¢ VK, on obtient
3,2‘ +& & §; et, par suite, '\\/‘; E‘}z 0
D’autre part, en négligeant pour des raisons de simplification,

Z 3q” EK £ et donc a fortiori :

/’\
Z 8qE™ 51,, ) 6q ‘i,e &5, et b 8q” é ?f;g g , il s’en suit les résultats du
lemme (A 1).

Proposition (A.2)

A 1’échelon macroscopique, la force et le couple pondéromoteurs liés au
mouvement du solide €tudié, sont définis par :

Ni= g 8-+ Ve G ?)A§+ @ Ne+ (VBM
xAMf+ Aé’+~mAB
Preuve

Introduisons les champs macroscopiques :

EX)=C(x). B 2B ; ¢ AV=F 8¢"; AV =T 87

MAV = (V2¢) gy z 6q“‘;‘ En etd AV = z Sq

s1 I’on tient compte de la transformation

. N
PkDV = P;\DV - PkDV

&
dq &.,/( = Pulv,,AV) 3
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ce qui implique :
PLAV + Py, , AV = OZ(:- SQQé;
*
= (P + Py AV,

car:, .
Py =P, +Pwv, -Pv, ,

les expressions respectives de la force et du couple pondéromoteurs introduits
dans le lemme (A.1) peuvent alors s’écrire sous la forme :
£ Aea o alo
M = E, (5 56%) + Bxm(Z 845 ) + 1/C Sim {(VBu(F 54%) + Bm (3 8¢ +
VBma (% 89°8, ) + Bn (% 8¢°€) ) Bra (% 647" (&%)}

> > > >
= q¢Ey + PpEixm T 1/¢ qe (VAB) + 1/¢ (FAB) + 1/ € (VBmn)Pn T 1/C Eipp

* .
BmPe + 1/c gkfm(BmBSV LA) +1/c Bm,n (é véqaia [,E_,an] ) . Ein

Mais comme :

> > >
qEx + Ve g (VAB) = g6
* 2> * - >
1/c(€m By ) + 1/e(dAB) = 1/c((P +&)AB),

1/e(Eim (Y Brma)Pa)f 1cfeim (BrPsvis)= 1/¢ €xim Pa(ViBum)n = 1/ Polim
S>>
VzBm)an =1/c Pn(sklm V(Bm)an =1/c ((PV){VAB})}\,

Bm_n ) I/C 8k£m é Sq(’l (é(} [éan] ) = .Bm’n . 1/C Ska-n ; Sqa (éa [gan] -+ ga(gan))
=(1/2¢ €ifm (§ Bqu (é; é: )) Bm.n

(
>> >
((VBYMAV),,

[l s’en suit ;

I? — S>> > 3> —> >
=q¢6+ l/c (#+ P)AB + (P.V) ¢+ (VB
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et de maniére plus évidente :

> > D> S>> >
M = xAM' + PA& +.4 AB

C.Q.F.D.

Remarque (A.8)

— Tenant compte des relations

—— > > >
- ((VAK)AB), = (BACVAM))

= gkanBl (smpq'-yaq,p)

= Eium EmpqBeflap

= SipSwBiap - SipOpBetop
= Byt qx - Bty

° ._}_)%
1/¢ & Bna(Za8q™ £ £%p) = (VB X
= €xm 8mpc‘le/"q,p
= BipSeBsMyp - SpOpBihqp
= BriMm - Bnaf
=BniMmcar By =0
L2
qe =Qf - V.P’

> Dy >
JT=1 +P+CVAL,

> ;
= qe%‘_)-% 1/c ?ﬁ/@,

une formulation alternative de la force pondéromotrice est donc :

f L = ,
M *=L"*+ (P8 +B.# 84 - BeMly),, (A.24)

9
ou L'est dite force effective de Lorentz dans un diélectrique magnétisé.

— Dans le cas particulier d’un matériau piézoélectrique en mouvement, la force
pondéromotrice est définie par :

Mt =L+ (2,
ol

> >
L'=-(V.P) &
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— Posant :

- ==

M ¥=PE + B.MS,-BAy , (A.25)
9

I’expression de M’ peut lors se mettre sous la forme :

£

Mmarf ot

de telle sorte que 1’on puisse introduire le couple M® par unité de volume défini
a partir de I’expression du couple pondéromoteur M’, par :

M = M%. xaAME
>>> >
= (PA&+ MAB), (A.26)

= Gkaanz?‘

Notion de tenseur électromagnétique

Cette notion est introduite par le théoréme suivant, di a Collet et Maugin [1].

Théoréme (A.1)

. . t —_— .
Il existe au moins un tenseur du second ordre M ¥ et un vecteur G vérifiant les
équations :

M M9 5Gaat et MO S M

dont une solution est :
t,
M ¥=P,&, - ByMe + E\E, + B(B, - V% (E* +B* - 24 BYS,,

G- 1/cEAB
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Remarques (A.9)

~ On peut observer que le tenseur M' introduit par le théoréme (A.1) apparait
comme somme d’un tenseur symétrique F' défini par :

¢
F*=E:E,+ BB, - % (E>+B?)§,,

et du tenseur M' défini par la relation (A.25).

> -
~ Le tenseur F' qui traduit la contribution des champs E et B, est dit tenseur de
Maxwell.

—Par ailleurs, il convient de souligner que le tenseur électromagnétique M'
n’est pas symétrique.

En effet,

La relation (A.26) implique :
t

SkquC" = Ekpq€kem M n

t
= (8B - SpmBq) M
= Mtpq - Mtqp

et par conséquent

MP 2 M

~ Dans le cas d’un matériau piézoélectrique, il n’y a évidemment aucune
contrainte électromagnétique agissant en ’absence de toute sollicitation extérieure,
cependant qu’a I’état de mouvement apparaissent des contraintes diies uniquement
a la polarisation et au champ électromagnétiqueZ .
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IV -2 ENERGIE

Objet du paragraphe

Comme dans le paragraphe précédent, on s’appuie sur la théorie de ’électron
de Lorentz, pour construire I’expression de 1’énergie des forces électromagnétiques.

Aspect microscopique

Pour I’¢lément de volume AV, Iénergic des forces et couples
électromagnétiques est définie par :

_ > 5 559>
M"AV = E,Sq“ (V+ E* + V)t (x+EY).

En développant —e)(;;> +_§>°‘) en série de Taylor et, en tenant compte de
I’approximation
i’\akéaa =
introduite pour la premiére fois dans preuve du lemme (A.1), il vient :
MYAV = 3 8% (Vi + £+ YN8 (X) +E% 1)
=2 8q” Vil + 2 8q" Vi &4, + 3 39" B+ 2 8q” é; &y bt

o O
E 6q Vk k.

Aspect macroscopique

Proposition (A.3)

A I’échelle macroscopique, 1’énergie électromagnétique M" est définie par :

" > = 59> >
M" —ntv+VE,kPk+E(P+P(VV))+cﬁ'l (VAE)+E.3

Preuve :
Tenant compte des relations
T 8q"=qAV ., T 8% =P., 3 Bq"E% = PAV + P, AV o

) 3q*V4cd« Av (cf preuve de la proposition (A.2)), expression précédente
de la quantité M"AV conduit 4 :

> 5> > > >>> - N
MW = qu.V + V'EakPk =+ E(P + P(VV) ) +E‘#’W§$q ( ‘F»m Fn ? ? ) ,;
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Mais

En,m- 5’ Sqa (é;xn éi 'éi ;v'?w )
2
=V 8Jmskn En,m % Sqa&o% é: - V2 6jnSkm En,m g(: 8qa§c; &,z
= c.{ Yo & (5 8% & )€ imn Enm

= cﬁZ(eA_E-i

par conséquent

M = qB v+ vEL P+ B (PP (V. V) + CAVAE )+ E.F

d’ou la proposition (A.3).

Proposition (A.4)
Une premiére variante de la formulation de I’expression de 1’énergie M est

o o —
M* =TE + E.0P/ot - M. B/6t + (E Pris

Preuve

Tenant compte des relations

: >
M=M~+APet P+ PV.9} = 3P0t +(Pvi),

on peut €crire

. >
M® = qFEv - B4+ vE,P, + E B/t + E, Pavi + EPVix + ErB Vi
533> 35 >3

+CM.VAE + (VAP).(VAE)
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Cependant

q'E’TV’:f?-?.?

>> >

et (VAP).(VAE) = €4V PrrEipeEqp

= 8,0mqVPmEqp - OiOmpVPmEqp
= VpPeEqp - VaPpEqp = iPEx VPEx

Ainsi donc

D S>> > > — >
M"Y = JE - & .E +E&+vE, P + E.0P/ot + EP,vi. + EPvi + CM.(VAE) +
VilPEex - VIPE

=TB + B dBat + CMLIVAE) + BBV, )

—=>> =>> > > > — >
=JE+ E.OP/0t- M. 0B/ét - (E.P Vi), car 1/¢c 6B/6t =-VAE,

d’ou la preuve.

Proposition ( A.S)

Une seconde variante de la formulation de 1’énergie électromagnétique M” est:

MY = -IW.3+3- Z w3 % + p&#oﬁ = -I?/p

Preuve

En introduisant I’énergie de la force et du couple pondéromoteur’ _ on obtient

w_ O DS
M VITE - EdPot-M, oB/8t+(E ka) My

M =W TE+ EaPot- M dB/at + (E Py BV -UcTAB)Y + (VE)

PRVB) M)y - 1/c [(PABW v + 1/c [A{PAB)]V)
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Si par ailleurs on tient compte des relations :
BV - Ve GAB)Y =Z&. T2,

9
M. 2B/et - (M(VB)v~ 1/c (VAP . 3B/6t -1/c (VAB).(¥B) )

e S e > >
=-(M.+ 1/cvAP).( 8B/ot +( VB ).v)
_aB
et

> > > > > > > > > >> >
E. P/ot + (E.(Pvi)) - (VE).P).v +1/c(VAB). 8P/at +1/c(VAB). (Pvi)) =

2>
G,
> > >
-1/¢c [(PAB)Vk] ke VT i/c SIJZP ,kBthVi + Eijp PjB"kaVi + sijkPj B(Vk,kVi)
=1/ C[sja ~i)P ikVk T (Sﬂjv iP; )(Bgl\Vl\) + (Sja (VI)P Viek]
= 1/eBAVYPm + Ve VAPYBw)
-
— /e(VAB) . (Bvi)x .
- > >
car 1/c (VAP (Buvi) = 1/c(VAD) . (VB.V) = 0,
alors ’énergie M" peut étre mise sous la forme

;
M.B

. > 2> 2>
M“ f +g +p(§.7t
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Remarques (A.10)

M" est donc composé des puissances développées par la force et le couple
pondéromoteurs, ainsi que d’une contribution volumique diie & la polarisation , la
magnétisation, puis I’électrisation du matériau étudié.

Dans le cas particulier des matériaux piézoélectriques,

M" = -1\—’1_{?;7- AB+ E‘E’;.?et il n’apparait aucun facteur di a I’électrisation
puisqu’il est apparu que de tels matériaux ne sont jamais électrisés.
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Force, couple et énergie électromagnétiques sur une surface de discontinuité

— Lorsque le matériau est balayé par une surface o* de discontinuité en
mouvement de vitesseV, on a :

- > >
fy Miav _fy o.My + [ oM'da

oi M’ est la contribution surfacique des forces intérieures.
Mais si ’on tient compte du théoréme (A.1), on peut écrire :

]
fy—oMv _fy oMY [ a6, /oty ;
et par suite, en se referrant aux théorémes de transport (cf remarque (A.5)), il
vient :

t
Jom oMby =i o M5 - (didt fy nGav - (fomoNelviGlda + [y omonGa -
Jomo [GAv-v)] Nydia

= ddt [y oG - [oa IM™ + vGINuda + [ yooe ™M™ + v,Gnd
€t par conséquent
Joc oMy + [ M™ + vGINda = -ddt [poGdv + oM™ + v G)nda
d’ou

ey
M= M + v,G] N, (A27)

9
—Par ailleurs, si ’on multiplie scalairement la relation (A.13); par E, et si ’on
prend en compte I’équation (A.13), ainsi que I’identité

> D> 33> >
H.RotE - V(EAH) = E.RotH,

1l vient :
> > > > >3
H.oB/ot+ E. dD/ot=-J.E -V.S
ou
> > >
S=cEAH
Mais, 2 2> > >
D=P+EetM=B-H



A29

et par conséquent, la proposition (A.4) permet d’écrire

M" = -3/t ¥ (B2 + BY)] - V.[S -KE.P)

or, soit $_> = cfc?A%, 1l est facile d’établir la relation
t..
=5+ [(M % vG; - % (B2 + B2+ 2E.P) &;] v;

et par suite, I’expression

) >->
M = - pdidt [ ¥4 B(E? - B)] - [(M7 - v~ V. S

qui, en vertu des théoremes de transport, conduit a 1’égalité
_[u _oM"dv + s(t) []A\/Itjl + VjGi]Vi - Sj Ve (Ez + Bz)(Vj- vj)]dea =

_d/dt [ 5 (B2 - BV - Joy M+ v, Gilvi - §) nda.
No

A

Ainsi, par le méme type de raisonnement ayant conduit & la construction de M,
on peut poser :

M= M7 + vGivi - §; ¥ (B2 + B, - v)IN, (A.28)

D’une maniere analogue, la contribution surfacique du couple pondéromoteur
est définie par :

a = &Y [Mtpk + Vka]Np (A29)
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V LOIS D’EQUILIBRE ET DE COMPORTEMENT

V-1 Lois d’équilibre généralisées

Obiet du paragraphe

Le présent paragraphe est consacré aux lois d’équilibre de I’électrodynamique
des milieux continus qui regroupent les équations de Maxwell, les lois mécaniques de
de conservation de masse, de quantité de mouvement, d’énergie, ainsi que 1’inégalité
d’entropie.

Ces lois, axiomes fondamentaux de la mécanique et de la thermodynamique,
restent valables, indépendamment de la géométrie et des propriétés du milieu étudié.

Formulation globale

Conservation de la masse
d/dtf g oupdy =0

Conservation de la quantité de mouvement
Gt g on pvidv = Jpou(f + MEY + [ g ontnda + | oM

Conservation du moment

> > > > > > > > "
d./dt,“ﬂ_o-*(XApV)idV = IN_G*{XA(f‘*' Mf) + Mc}idV + Jau_c*(XAt(n)ida + c*(t)Cida

Conservation de I’énergie
d/dtf poP(1/2 V2 + &) dv = L.c,*(f.v + ph+ MYV + | g oa(tmivi + Qg )da +

Ve
W
[ e M* da

Second principe de la thermodynamique

idthyo.pndv = [, ebdv + oo Nimda

ou

t; définit le tenseur de contraintes de Cauchy, 1 l’entropie,?f le vecteur flux de
chaleur, p le vecteur flux d’entropie ;

twi = nit;; une densité surfacique de force

Qm = nyq; une densité surfacique d’énergie calorifique

0 la température thermodynamique, avec pi = 1/6 q;
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N = n;q; une densité d’entropie par unité de surface, p la masse volumique.

¢ I’énergic interne, pb une densit¢ volumique d’entropie, ph la densité
volumique d’énergie calorifique.

On remarquera que ces €quations se rapportent évidemment a un corps
matériel balayé par une surface de discontinuité c*.

Ces équations ont ét€ obtenues en négligeant
~les effets ferromagnétiques et ferroélectriques,
—les quadripdles ¢€lectriques. (H)

D’autre part, les actions des champs électromagnétiques sont envisagées

comme des actions a distance, au méme titre que la gravitation en mécanique
Newtonienne.

Formulation locale

Proposition (A.6)

La formulation locale des lois d’é¢quilibre généralisées se présente sous la
forme :

Loi de conservation de Ia masse

f)+ pvix =0 dansN -o*
[p(vi- v)IN, =0 sur o*(t)

Loi de conservation de la quantité de mouvement
.A = f £ E
PVi A"“"M +tji.j dansN -c
[oVi(Vi-v) - ti - (M7 +v G)IN; =0 sur o*(¥)
Loi de conservation du moment
Eijktix - M€ =0

Loi de conservation de I’énergie

. >33 >
pE= Vi, *38* pé.n -M B+ 3.q +ph dansN -o*
[{ 72 pv?+ pe = V2 (E*+ B}y, - v)) - (4 + it #viGi)vi - (g - S IN, sur 6*(1)

Inégalité d’entropie
S>> 2>
pn > 67" (ph+ V.q) + q.V(E) dans N - o*
[on(v; - v;) -07'qIN; > 0 sur o*(t)
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Preuve

eLes théorémes de transport (cf remarque A.5) permettent d’écrire :
= > > =
ddt [y onpdv = oue (0970t + V.(V0)}dv + [onol 00V - V)1.d2

= foy P+ PVigi3dv + Lol p(vi- vi)Nida = 0
Comme ces égalités sont vraies indépendamment du volume matériel N et de
la surface de discontinuité c*, il s’en suit :

p+ pvi x=0 dansN -o*
[p(vi- v)IN; =0 sur o*(t)

¢ Appliquant conjointement les théoremes fondamentaux de transport et la loi
de conservation de la masse, on peut €crire :

-3 > >
ddt [y oupvidv = [y 0t pv)AY + IgonV . (vpv3) + Jonl pVAY - v)].d2

~= > > > >
= [h o PV .V Vi) a¥] eV TV Jomiol oV - V]2
= J MoxPVi PV; Vigk -pV; -Verad(pv;) -V.grad(pv;) + [ ool V(¥ - Vi) 2

= J- popVidy + o=l PVi(V; - \/’-\]dea.

Mais,

J-a(- o* t(n)i da= J‘a/_ c*tjinjda = J‘N-c*tji,j dv + J.c*m[t)'i]dea 5

et si par ailleurs, I’on tient compte de la relation (A.27), la loi de conservation
de la quantité de mouvement peut se mettre sous la forme :

Jioepidv = Jomol pVi(v; - vj)]N;da = IN—c*(fi + ufpdv + ] #ortiijdv
 J amoltINda + J ou[Mt, + v,G,).da

Ainsi se déduit aisément la formulation locale de cette loi, a travers les
relations:

p(/i =fi+mf +t;; dansN -c*
[pvi(Vi- Vi) - tii - (utii - ViG) Nj =0 sur o*(t)
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e La aussi, tenant compte des théorémes fondamentaux de transport, et de la loi
de conservation de la masse, il vient :

0t - GAPVRY = o (IBAPYY + V. (UAPI} S ana[(RAPVS - )
= [t At RAGD - VAPV + TV xAPY) + [ onol APV - ] 2
— [yl didt RARY, + FAR) V)Y + [ gl RAGHT- V.

-] Ao EiiXiPVi T J sxol EXi(PVid(v, - v)INda

Par ailleurs,

-~y
j a(.c*(xAt(n)lda = .[ ay_g*sijkxjt,kn,da = I (,*(t)[sijkxjtd(]N,da + _[ N_U*Sijk(thek‘),ldV

D’autre part, st I’on tient compte de la loi de conservation de la quantité de
mouvement, on peut écrire :

J’ - —>, J‘ . j’
wox {XA(T+ M—ﬁ M} AV = Yox EixXiPVi - EipXita, )V + S oamcidv

Mais tenant également compte de la relation (A.27) et de la proposition (A.5),
il vient :

A
I oxCida = J ox(t) EijiXilmtpk = VpOxIN, = I ox® EiiiX; [PVi(V, - V) - ta] N,

En définitive, la loi de conservation du moment s’écrit alors

j/l—cwsiijjPV/z dv + JowpleiX;pviv, - v)INda = jn-c*(aiijjPVk- EiXita ) rmc)dv +

.[ oxolEixxita]Nda + .[»_m@ijkxjt(k)ndv + I o ERXLPV(V, - Vo)- tx]Nda ;
Mais comme :
- L*m[&jkxjt&]dea =- fﬂwsijk(xita\-),edv * jﬂ—c*gi\ik&,etzéi%
la lo1 de conservation du moment se réduit 4 :
Jﬂ_g*(sijktjk - MCi)dV =0

soit :
Eixtix - mCi = 0
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oEn vertu des théorémes généraux de transport, on a également :

ddtl oup( 5 v2 +9dy = kg*a/at (0 Yo v2 + &) + T (vp(Va v2 + )))dv +
L* [p(Vav2+e)(v-v)].da

> — > —
= [hoep( Vo v2 +0) - v.grad (p( Y4 V2 +6)) + v.grad(p( Ya v* +6))
+ o v+ + Lol o v - 0F - D). &

9
oV v 0+ Lol o Vv 203 - )] da

Et, tenant compte de la proposition (A.5), il vient :

>>
Jan (B ph+1w) dv = Jpon(Fv + ph+ L + & -

Par ailleurs,

—
Igﬂ_c*(t—(:).V + Qmda = Jay_c*(njtji v; T njgj)da
m_c*nj(tjivi)da + Ic*(t) qj,jda + G*(t)[qj]dea
= jﬂw*(tji_jvi + 4 vigdv + J-c*(t)Nj [tivilda

et par suite, compte tenu de la relation (A.28), la loi de conservation de
U énergie s’écrit :

> > - > > > >
,[,Lc,*p(v .VH) dv + L*(t)[ p( V2 Vi +e v - v)l.da= j.,H,,,(fv + ph + va +p6.m -

- > >
A BFEL) dv + fronttivi + tvidv + [N [vidda + [ nolttie + viGlve

=S4 Y2 (B2 + BY)(vi - v)IN,

Mais, d’apres la loi de conservation de la quantité de mouvement
> > > .
fv + mfv = pvivi+ Vit

et par conséquent, la loi de conservation de I’énergie se réduit aux relations

pe = J1V13+r}é+pén MB+Vq+ph dansN - o
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[{ V2 pv? +pe+ Y2 (B2 + B2}V, - vj) - (& + wis + ViGi)Vi- g - S)IN; = 0 sur o'(1)
eTenant compte une fois de plus des théoremes geénéraux de transport, on peut

. . > > >

d/dt fﬂ-c*Pndv = L;_c*pn +pn + pnvdv + ] ool PNV - v)].da
. > > —>

= Jporpn av + [l pn(v; - V1.0

Mais,
[ioupbdv = fyoup 0 dv,
>
J-a/.c*N(n) da= J'ql_g*nipjda =Ia/_6*nj6'lqjda = I,,_G*V.(q/B)dV - J’c,,(t)[e'lqj]N,‘da

et par conséquent, 1’inégalité d’entropie devient

. - > = - >
Irorphav J ool (v - V)1.da 2 fuoup 10 + ¥ (a/0)v + |ouo 07 IN;da

D’ou les relations ;

° -1 ﬁ—) —?«—) %
mM=6"(ph+V.q)+q.V(1/6)dansN -

lPn(vivy)- 9'1q1] Nj = 0 sur *(t)

Remarques (A.11)

En comparant la formulation locale de la loi de conservation du moment avec

la relation (A.26), on obtient :

S>> >
gt + (PAG +AAB2;' =0

En multipliant cette égalit¢ membre & membre par €y, 1l vient :
Hma) =& (mPn) + By Moy

Ainsi, sous I’hypothese (H) (cf formulation globale des lois d’équilibre), le

tenseur t de Cauchy n’est en général par symétrique, alors que le tenseur total des
contraintes, associant les tenseurs de Cauchy et de Maxwell sous la forme

Ty =t~ Mt
est symeétrique, car on a naturellement

T =0
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V -2 Lois de comportement

Inégalité de Clausius - Duhem

Eliminant le terme h dans les formulations locales de 1a loi de conservation de
I’énergie et de I'inégalit€¢ d’entropie, il vient, si I’on introduit par ailleurs la fonction
d’énergie libre y définie par :

y=¢-10,

on obtient :
> > S>> > >
-p(w+n6)+tlel,J1}5+Pé7r MB+(q/0).VO>0dansN-c (A.30)

Remarques (A.12)

Cette inégalité d’importance capitale dans le développement de la théorie du
comportement est dite inégalité de Clausius - Dubem.

.9
Pr _gmlerement elle contient toutes les variables dépendantes (\y, n, t;;, &, n (ou

& ) M(ou B)) nécéssaires a la construction des lois de comportement ; deuxiémement,
comme loi physique universelle, valable pour tout processus thermodynamique, elle
place des restrictions sur les lois de comportement.

Choix des variables indépendantes

Par ailleurs, cette inégalit¢ admet plusieurs modalités, différentes 'une de
’autre par la donnée des variables indépendagtes choisies pour décrire les interactions
entre les chargps _glectromagnethues g et B, et les densités de polarisation et de
magnétisation Pet 4.

Et comme on sait que la polarisation, la magnétisation et le courant électrique
résultent de micromouvements de charges, et que selon le principe du déterminisme,
tout phénomene physique se rapportant 2 un matériau est déterminé par 1’histoire de son
mouvement jusqu’au temps présent, il parait naturel de sélectionner comme variables
indépendantes :

0? -
X(X 1), 801, E(x.£), B(X' 1 »)

représentant respectivement les mouvements, les températures, les champs
électriques et les inductions magnétiques aux temps t’<t.

Ainsi, les équations de comportement expriment la dépendance fonctionnelle
de I’ensemble

—>>>>
Z={y,n,t,qp, M. &



sur I’ensemble

y(t-T) = {g (0. O(t-T), 6, ft-r’),éét-r’), B{t-T)} ; 0<%

ou ) ‘
CyL= Xy pXioK ;5K =G KXk K
Ox=0xxxx ; Bx=Bixkx (A.31)
Proposition (A.7)

Soit f = PV ou y est la fonctionnelle d’énergie libre ; on a, sous des
conditions de régularité :

[ 4

F=mp 6+ 2 Txr Cxy - tx€x - MgBg

n=-1/p O /30 =-1/p oF /80, T =20F /dex =20F /a6

t=-OF /0 =- OF | 0y . Mg=- 6F /dBy=-0F /By
OF /00 = oF / 30 =0 . 10 Qb +Fr. iz 0
Preuve

Introduisons les grandeurs suivantes :

T e
E M =IxX B T=q/p
Q= Ixg i 5 e = Ixic P (A31y
My = Ixe i sV k= Xk

avece E't”= T, + Pké['*‘ J“/lkB(
En substituant ces champs dans I'inégalité de Clausius-Duhem, on obtient :
. . T . . .
-p,(y—mB)+ 2 E M €y + 1/6 Qe Bk - miéy - MyBy +F & > 0 (A.32)

ou
y=¥-lp mdx =¢-0m-1/p Tk
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Mais si 1’on suppose £ = p, v différentiable, on obtient :

dF/dt = (BF/aB) 6 + (8F/6C) Cw + (OF/56 )6k + (8F/3B)By +(OFIOB )0k (A 33)

et, en comparant (A.32) et (A.33), 1l vient :

A pon - OF 1 30) 0+ ¥4 (E KV - 20F 1 8Cxy )Cry - ( edF 1 36x ox
- (M- 0F / 3By ) Bx- OF /00 B + 1/6Qq B +Fxi 2 0 (A34)

Mais, cette inégalité linéaire en 6 C KL,éK , B K ) x he peut étre maintenue
sous d’arbitraires variations de ces quantités, que si les conditions suivantes sont
réalisées :

n=-1/py OO , E =28 dcq m=-0F /o,

(A.35)

Mg= -0f/0Bx , oF /80x=0 ; 1/0QOx+ FEc20

Par suite, si ’on substitue ces dernieres expressions dans 1’égalité (A.33), il
vient la proposition (A.7)

Conséquences de I’inégalité de Clausius-Duhem

.. . T
— La proposition (A.7) montre clairement que 7, E K m et Mg sont
essentiellement déterminés a 1’aide de la fonctionnelle d’énergie libre v et que
cette derniere est indépendante des gradients de température.

L’inéquation
1/6 QO +F k. Ex =0 (A.36)
exprime en particulier le fait que les conductions de chaleur et de courant
augmentent I’entropie, c’est a dire qu’elles engendrent une dégradation de I’énergie,

s’exprimant par la diminution de la possibilité de transformer la chaleur en travail.

— Par ailleurs, pour Cg;, Bk etGx fixés, avecGy = 0, on a au voisinage de
B.x =0,

(-]
Qx=Qx - KiBx+ 0([|0x)
Qx étant suppos¢ différentiable et comme

K =-(3Q /8 x) (Cx..Bx.6x, 9,17/ Bx=0
(ﬁK =0
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alors I’inégalité (A.34) peut se mettre sous la forme
(Qx(Cxr, Bk, 0,0) -Ki8x+ 0 ([0x])) 6x 20

Mais si d’autre part, on considére le produit scalaire (Qg(Cyy, Bk, 0 ,O),_'c’) ou T
est un vecteur tel que 7] = 1, il vient :

- (Qx(Cxw, Bx, 0,0)73) < K, || |0k |
Ainsi pour ||6,x]| —> O,ona:
(Qu(Cx1, Bg, 0,0)7%) <0, v |I7] = 1,
par conséquent, Qy(Cy, Bg, 0,0)=0

On en déduit alors que pour&g=0,x =0, Q ) = 0 ; (ce qui veut dire qu’il
n’y a pas de conduction de chaleur, en ’absence de gradient de température ou
d’intensité électromotrice.)

Par un raisonnement analogue, on peut établir que pour(‘fi(= 0.k =0,f =0
c’est a dire qu’il n’y a pas de conductioit de courant, en I’absence de gradient de
température ou d’intensité électromotrice : ce qui va étre vérifi€ dans le
paragraphe suivant.

Symeétries matérielles

— Le principe d’objectivité traduit le fait que la configuration de référence
restant fixe, les lois de comportement sont les mémes pour deux configurations
déformées qui se correspondent & tout instant t donné, dans un déplacement euclidien (
translation suivie d’une rotation).

Ainsi pour les fonctionnelles de réponse p(€2) et p «(€), ona :
VXe Qo (ﬂ (X) = Ct)+ QWp(X)

ou C(te E;, Qe My(R), QQ' =1,

C(0)=0,Q(0)=1;

-La notion de symétrie matérielle est quant a elle liée a la configuration de
référence Q,

En effet, soit Q, () ——>—§0 telle que
3y, :.Q.,,u——>_°()_t Corresponde f, 1 (), ——>(2, verfiat ey ralations
‘ g = ‘QOQ_',}O et %= (%) =%(x), on dit que Q. est une symétrie matérielle
au point X, pour v, Q et st
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. 0F) — (v, STet B

\ — KL
ou Sgp. on
Remarques (A.13)

Pour x, donné dans €, les Q,  forment un groupe. Ainsi, un matériau sera dit
homogene, si ce groupe est mdependant du point X,.

Le groupe isotrope est défini comme étant le groupe de toutes les
transformations {S} telles que :

X=X,+S(X-X,)
ou SS'=8"S=TetdetS==+1

Le groupe {S} laisant invariant X,, est en général un sous groupe du groupe
orthogonal Q- ; et lorsque les deux coincident, le matériau est dit isotrope.

Pour detS = 1, le matériau est dit hémitrope.
@ = o(x)

Lois de comportement des solides électro-magnéto-élastiques

Etude du cas non linéaire

Dans le cas des solides isotropes, I’énergie libre est invariante sous le groupe
Qs, et par conséquent, 'on a :

Qv=F (c, G B 9 x\
=F (SeST ,SE SBUétS, 6, x)

> >
Et si, par ailleurs F est une fonction scalaire de ¢, & et B, alors f est fonction

des nvariants de ses arguments définis par :

> > > >-> > -
I, =trc, I, = tre?, I3 =1ra;, I;= EC, 15 = BB, Iy =Gc§ 1, =BeB,

Iy =ECE 1o = (@B 1) =& (BA), 1, =& (BACE), (A37)
19 = B—)‘ng

> - > >>>>
=B. (¢BACB), 1,, = (&.B)&. (BA«CB)

Aussi peut on €crire :

('pow = F ( Il’ IZ:"': 97 X)
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Ce qui permet, en comparant les relations (A.37) et (A.35), d’obtenir les lois
de comportement non linéaires des solides électro-magnéto-électriques sous la forme :

n=-1/p o /28,

Y, ET = 8F /01, O1/8C =oF /31, 1+ 2 8F /8L, c+ 3 OF /0L, € + oF /3l -
> > > > > > > >
& REOF /aI7 B®B +20f /0 E®aL)s + 20F /0(BOCB) +
> e T T
oF /alm(éAB)®E}s + OF Joln{@AB)®(@S) + ¢ (EAB)EE)s
oF /6113{[(<CB)AB]®B + [BA(¢B)] ® (¢B) + (C[BA(@B)]@B}S

> > > >> > >
+ BACB)®B s+ OF /01, {(EB)EAD) @B}«

_n>— (aF /ol )(al /oé) -20F /814)é 2(0F /01L )é -2(oF /aI8 «cé@ -Jof /611()(6 B)B
-(&F sar JBA(@:&) + C(éAB)] -(oF /alulBA(a:ﬁé) + @ (éAB)] (3F /o1,

R -3 4—-) —>

[B&EBA(€B)]+ (EB) + BA((CB)]

(aF 18I)0L, /aB z(aF /61;3 2(oF /617)mB 20fF /01, czB 20F /aI,O(élB)ﬁ
- oF /aI“(azﬁ)Aé' of /6112[(C”é)A€] (6F /6113){(0;3)A(«c2§)+ <c(«c2_]>3)x—>B + «EZ[EA(QB)]}
- OF /6114[6 . é [BA(«a:B)] +é’.B [((I:B)Aé+ «a:(éAB)]}

> >
Par ailleurs, les équations de comportement des champs Q et J sont de la
forme:

B = kP8 + k@t kaVO + kcdr kVOAB + keEAB + kye?V8 + ke B
> > >35> >3> >>> > > >
ko[(B. VOB - (BB) VO] + kio[[BE)B - (BB)E] + ky[a(VOAB) - (V) AB] +

>> o >
ki5[C(&AB) - (&) AB]
?= Glz+ Ggﬁ + G3¢Z+ 04017’9 + chg + O¢ V?Ag + o7 2+ oy VO +
SAB A - BBYZ] + ol@B. V6 B - BB V6 ] - 01 [e@AB) - () A +
> > > >
612[€(V0 AB) - (€¥0) AB]

> >
- ou les ky, k,... , ki3, et 53, G5, ..., G}, sont des fonctions isotropes de e, & B, et
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Linéarisation

ler cas : Solides isotropes

La théorie quadratique

A partir des lois de comportement non linéaires décrites ci-dessus, la théorie
quadratique consiste a ne retenir au plus que les termes du troisieme degré se rapportant
aux variables indépendantes.

Par ailleurs, les invariants sont exprimés en fonction du champ & de telle sorte

que les résultats ne dépendent que du tenseur Lagrangin Ey; sous la forme :

I1 =1rE , IZ ={rg?= Eij Ej,’, 13 = trJE3 = E]'j EjkEkj,
>
Iy =§-.Z Is= g.%, Ig 23}5‘2, L= gEg,

Mettant £ sous la forme

F = a()Il + % (1.1112 +1/3 (1.21%- + Y (1,31112 +1/2 G.4Ill4 + G,sI]Is + % a612 +
1/3 oqls+ Ve a814 + %2 (1915 + Y2 (11016 + 12 (11117 (A39)

ou les oy sont des fonctions de 0 et X uniquement ; 1l vient, en tenant compte
de la proposition (A.7),

T . , >-> 1 > >
E' = (oo + o TrE + o(TrE P + Y2 o3 Tre? +1/2 o, & &+ V2 asB.B)t + (a3 Tre +

QE + 0y B 5 0@ @&+ Vs 0y BOR (A.40)
> >
n= -( oy TrE - ag)g— a]olEé (A41)
— — -
M= - ((X,5U'E+(X9) B -0 EB (A42)

Par ailleurs, on a:

- = 2 = > > > > >

Q=k,VO+kE+ LEVO+k EE+ksVOAB +ks & AB (A.43)
> > > > > > > > >
&F =6,&+6,V0+06; E &to, E.VO+65 EAB+ 6, VOAB (A.44)

ou les k; et &, sont des fonctions de 6 et X uniquement



A43

Proposition (A.8)
Sous les considérations ci-dessous, 1’Inégalité d’entropie peut se mettre sous la forme:

kg1 801 +27k1 - Ok éL+GKLé xEx 20
ou 1

Ox1 =010k +o3ExL
TKL= 2 (02+k29-1)8KL

2

Preuve
Tenant compte des relations (A.43) et (A.44), I'inégalité d’entropie prend la forme

g > — — — — > —> —

Thi(VO) + (g 0)&. VO + 27 ksE (VO +( _%g G)EE VO + %k5(VeAB).V9
b

>> > 2> > > >
+ Qg_"' 66) (éAB) Vo + G]éz + 03 ]Eéz + O; (éAB) 20
9

Soit
%(kléSKL+ k3 Ex1) 661+ (019x1.+03Ek1) éxéﬁ(ﬁﬂkze-l)smekém

- > > > = > > > > >
+(kat 649)& E VO +ks(VBAB). V6 + (%- Gs) (EAB).VO + 65(EAB)E 2 0
) g '

S>> 5 > > > >3 S -
Mais (BAB)SE jVGAB).VG =0 carc5AB et VOAB sont respectivement
perpendiculaires a&get VB. De plus, en choisissant

(ke-o6)=ky+04=0,
9 ]

I’inégalité précédente prend alors la forme (A.45)
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Proposition (A.9)

Soit F= Aijy'y , i,j =1,2,...,6
(00 y1= 05 ¥:76,,¥5= 033 yi=Cu3 ¥:=E; } ¥%=G;

A=} SR une matrice définie par blocs et

Telle que F représente une forme quadratique symétrique définie positive.

Une condition nécessaire et suffisante pour que ’inégalité d’entropie soit toujours
vérifi€e est que le déterminant de A ainsi que tous les mineurs pris en chaine soient
supérieurs a zéro.

Pour la démonstration de cette propriété, voir le théoréme fondamental des formes
quadratiques (PAPIN et KAUFMANN)
Remarques ( A.14)

- Si pour des raisons de simplification, I’on se rapporte aux directions principales E, du
tenseur Ey; , les relations (A.45) s’écnivent alors :

1
kg, = T (k1dkr + k3Ex) Sk

ox. = (o1 + o3Ex) dx1.

A
T = —Z‘— (62 + k2 0™) 81, (A.46)

ou Ey est une valeur propre du tenseur Ey; , a K fixé.
- La proposition (A.9) qui se traduit par les relations

ki 2 0, kyxoxx-tkk 2 0, K=1,23 (A.47)
implique oxx 20

Par ailleurs, on remarque que la positivité de kyx et oy reste vérifiée si I’on choisit

k;20 k;20, ;20 et o320

2
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D’autre part, en comparant (A.46) et (A.47) on peut interpréter cette derniere relation
comme une in€équation du second degré en E. de la forme

aE2+bE+C2 0 (A.48)
a= % k3G3
ou b 2%(1(103 + k30'1)

o =10 7 (0r+0 "y

aussi I’inéquation (A.48) ne peut étre maintenue que si son discriminant est négatif avec
a positif, c’est a dire

az=20 et b%-4ac <0

- Les relations (A.43) et (A.44) révelent des effets thermo-magnéto-¢lectriques
interessants; en effet:

(1) Méme en I’absence du gradient de température, la chaleur est tout de méme
produite par le champ électrique : c’est ’effet Peltier.

(2) La circulation du courant peut étre produite par le gradient de température :
C’est ’effet Seebeck.

Proposition (A.10)
La linéarisation des lois de comportement des solides isotropes, se déduit de la théorie
quadratique en négligeant dans 1’expression (A.39) les termes du troisiéme ordre et
dans les relations (A.40) a (A.44), ceux du second ordre. Ainsi obtient-on :

4

1 1
F- OCoI]Jf? 0111124‘?,0(612*2 oglst 34 Qols

gT= (optoytre) 1+ aeE

7?=-ag_()—f§
— >
M'_‘-QQB
> o
3=kVo+ k&
e e <
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2éme cas : Solides anisotropes
Proposition (A.11)

Dans le cas de solides anisotropes, les lois de comportement linéarisées sont de la
forme

F = F Po 96 Px@ + (GM_BMG)SIQ 2 Q(,.m SkSmn = emé’k&m- hkankSan - (TE;? “}"\;’kg)dk

AXE .60 (- 1 OB-F Y BB, 1€, B,

N=n, gqe-f-'; (Busi 4+ WkGk 4 ViBr)

-t ¢ -~ —~ —
E™= ayg (1-871) - BB + Ot (Sam + T+ Ot (Skcm + ) * GemeSn = €t Cr—h i B
= [(1-8: 08 + 51T 105+ Wi + W Gy * Cuemym + MacB,
M= [(1-5: )8y + 51 4TI+ 10 + Xg By by +A4B,

G =kb o+ K &,
F=o0by + of 9,,3

( Sk, symbole devenant celui de Kronecker lorsque les repéres spatial et matériel
coincident) et F=€ (Bxy ,0,6% ,Bk) (cf preuve)

Preuve
Soit EAB une perturbation telle que
° -
EAB =E ABT I:AB

si I’on suppose 6 = 6° +fé, ('é/e°<<< 1), 8>0 et suffisamment différentiable en
chacun de ses arguments 0, Ey; 67x,By, il vient :

F =F(E°x 6°,8xB) + (o .6 + 1 &F +
d 2 002 (A.49)

(E'x.6° Gk ,Bx) (E'k. 6°.€% ,Bx)
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~ 1 o~ s~ - ‘ - o .B
+ (ABr +5 Z o B Eaew) + (- 1,6~ X B 6 +(- MBxc - LK BiBy)
Sk

+ (- EKLWCSkE,M - %(é{a" Ax Gk Br) + (-HgovBrEou- FKBKE)

Mais I’on sait que Qf =-7 et que par conséquent
00

oF [ -
o
(E'w,8° Gk ,Bx)
Par ailleurs, de la relation y ={-np .

on peut écrire dy _ 8¢ _m_p on ,
o0 09 00

d’ou i@z’gm__.Y-_ Q_LU_
09

(v : capacité calorifique)

finalement, v [ _ y etparconséquent  &*F [_ Qv
06? ] 007, @)
(B, 6°,6% ,Bk) (B, .Gk »Bx)

aussi , la relation (A.49) peut se mettre sous la forme :

-~ o~

+ Y B+ 5 T kuaav Exe Bune - ExonG B

26

- HeomBrEom-¥8 Gx- -47-)(,51_0_ GG — KBK"“XKL «B By - A BiCx,

(00 W =1+ wiB, PP =M+ T, et ot F°, T x> Exntr Hioms P, Wl
et Ak sont des fonctions de 6 et X uniquement).
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Par ailleurs, comparant cette derniére expression de £ avec la proposition (A.7). il vient:

¥ 1 ~ -
n= - '919'*‘ & (BKLEKL"‘WKQPK"' ['kBx)

ETKL = Ag - Bxi® + T kown Enin - Evt Gar Huxe Bu

Cd Fand
° E
Tg=Tg +\V](e+ , ¥ I"IéL+ EB’IMELM+ AKIBL

Mg =M'x + [k6 + WP By + HamEm + A G

Afin de compléter ces équations, on développe Qg etétK comme fonctions polynomiales
linéaires des variables indépendantes sous la forme :

Qx = ki 0.1 + kxpvEru + Ko G+ Ko By
. 9 B
é‘k: = GKL@,'*' oxmEim Tok 6, +ox B

Cependant, en vertu des conséquences de 1’inégalité de Clausius - Duhem (Cf
proposition (A.7) ), on peut écrire :

kiim Eivit Ko BL=0
VEimet VB,
CKLM ELM + GI%L BL = 0

d’ou:
_1.B _ _ B _- A
kim =K ki = okim = okt =0

et I’inégalité de Clausius - Duhem s’écrit alors :

- 8 1.5
1 kg 8,40, + oxGybir(ow + ) K%w) 8. 2 0
0
avec  Q=kb+ k' Sy
Jk = oG+ CgL 0.

On retrouve ainsi les effets Peltier et Seebeck méme pour des matériaux anisotropes.

SiI’on tient par ailleurs compte des relations (A.31)" ainsi que des définitions
suivantes :
It M, we, Tl S =17 i, M, W, 1)

E _ E

VA, Bre, Wike, Ak} 0 ki = { oue, Bres Yhie, Mg )

{ Exam»> Hiam ) Ok Ovim = § €kamo i )

ZKLMNSKk5L25Mm5Nn = Cyimn »



Il vient :
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otxg- Brg = (Axr- B ) 8 S

(oag- Bigb) - i~

btm -G Sem = Exi v Oxk O 12 8 vim B Stm = EKLM5K Eim

4
'chlnmskcsmn =

de méme :

1 1
72 kM O 1k O 128 Min & No StSmn =32 xomn ExiEnavs

hyimBxSem = HxrmBrEim,

(1:,: + v:';(é-)ék = (7‘1: + WKE))éK

1 X uGibe =
2

1 X5 6k,
2

(M’ + 7e0)B, = Mg + I'k8) Bx.

1 X%BiBe = 1 %k BxBL ,
2 2

MlékBt = AxiGx BL

et la proposition (A.11) s’en déduit naturellement.

Signification physique des modules matériels

(Akr- Bxi6) Ok 8 1¢ skg= (Axr - Bk 9) Exy,

entropie a I’état naturel
capacité calorifique
contrainte a I’¢tat naturel
module élastique
module piézomagnétique

polarisation pyroélectrique
susceptibilité di€léctrique
magnétisation a 1’état naturel
susceptibilité magnétique
module de contrainte thermique
module piézoélectrique
polarisation a 1’état naturel
polarisation magnétique
module pyromagnétique



Remarques (A.15)

- Si, a partir de la proposition (A.11), on suppose le matériau étudié non
magnétique et non-conducteur, on obtient les lois de comportement de la
piézoéléctricité linéaire, sous la forme :

F =fo -.I.Cklmnsklsmn"mkl Emskl -l‘x-}:} EktE(
2 2

tia
E = C kimnSmn "emksm

Py = YVEkt E,+€unSme

ou $ig =1 (Up, + Uy
2

- Apres avoir introduit le phénoméne de la piézoélectricité, nous allons, dans les
chapitres qui suivent, étudier le comportement asymptotique des plagques minces
piézoélectriques, comme généralisation des travaux de P. Destuynder sur les
plaques minces en élasticité linéaire. (Cf P. Destuynder (1)).
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CHAPITRE B

Présentation du probléme tridimensionnel de la piézoéléctricité.
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I Introduction

Ce chapitre présente une breve alternative a I’introduction des lois fondamentales de la
piézoélectricité, ainsi que les regles générales de condensation des tenseurs li€s aux
matériaux piézoéléctriques.

II Equations fondamentales

Dans un solide pi€¢zoélectrique, lorsqu’on utilise S;; (Composante du tenseur de
déformation), E; (Composante du champs électrique) et T (la température). Comme des
variables indépendantes, la différentielle totale de 1’énergie interne U s’exprime sous la
forme :

dU = Sijdcij + Edek -+ TdT] (B 1)
ou

oy est une composante du tenseur de contraintes, D, celle de I'induction électrique et n
I’entropie, avec 1, j, k=123

L expression de I’energie interne en une Série de Taylor ou sont négligés les
termes d’ordre supérieur ou égal a 2, se présente sous la forme :

= ( )d%( 3DJ)1D (3 )d: .

d’ou:

S, = S @) (B3)
o ( ac,,> Bx= ( " ( &T
T oT
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< o . . , — s .
Les différentielles totales des variables dépendantes o, D et 1 s’expriment comme

fonctions des variables indépendantes sous la forme:

doy;, =| Q%ifdsi 4 | day | dEx 4 da, T
- sy OEy \aT

ET s.T s.E

-_—(@& Sij 4 QDEg dE; (Qﬂng
0s;; oT
= (-

s.E

(B.4)

(B.5)

(B.6)

En négligeant les variations de température et en supposant un comportement linéaire

du matériau, 1l vient, pour une transformation adiabatique.

o = CyjSu - e

D; =¢g;E; + €Sy

(B.7)

(B.8)

(B.9)
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Cjju est une composante du tenseur d’ordre quatre des constantes €lastiques a champ
¢léctrique constant.

€y €st une composante du tenseur d’ordre trois des constantes pi€zo€lectriques a champ
éléctrique constant.

g; est une composante du tenseur d’ordre deux des constantes di€lectriques a
deformation constante.

Les équations (B-7) et (B-8) sont les équations d’état de la piézoélectricité.
On supposera par la suite, que les coéfficients Cjj i, €, €; veérifient les propriétés
classiques de symétrie et de positivité, soit :

Gy = Cjin=Cuj » € = € (B.10)
Veij,eij=eji, 3%>0 : Cij}d € €5 2% €;j Sii (Bll)
V& ., dap>0:g;§8 2 048 & (B.12)

ou g, et o, sont des constantes.



II1 Reégles de condensation des tenseurs

Selon le principe de notation de VOIGT relatif a la contraction des indices et symbolisé
par le tableau suivant :

a | an | e | 6» | en | oay | a2

«o | U ] 2 | 3 1 4 | 5 | 6

les équations d’état de la pi€zoélectricité s’écrivent alors :
Ou-= C(xB SB = ek(xEk

D,, = 8ijEj + €ipSp (B 13)

aB=1,2,..6 ; i,j,k=1,2,3.

Il est aussi a noter que I'on s’intéresse plus particuliérement aux matériaux
piézoélectriques possédant un axe de symétrie d’ordre six: ce qui est le cas du sulfure
de calcium (Cds) et de 'oxyde de Zinc (ZnO).

Par suite, du fait de cette symétrie, seuls quelques coefficients, a savoir :

C‘IB (5 coefﬁcients) C” = sz, C13 = C23 = C431 = C;p_
Ci3, Cag=Css, Cos = T (Cii-Ch).

e (3 Coefficients) €15 = €34, €31 = €32, €33.
g; ( 2 Coefficients) €11 = €21, E33.

subsistent.
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IV Présentation d’un probléme piézoéléctrique

IV-1 Equations d’équilibre

Dans I’hypothese des petits déplacements, les équations d’état d’un milieu
piézoéléctrique sont complétées par les relations suivantes :

S; =1 %Y 4 U (B.14)
E=- 00 (B.15)
1 axi

ou U; est une composante du champ de déplacement et ¢ le potentiel €lectrique.

Par ailleurs, sont vérifiées, a I’intérieur du domaine piézoélectrique considéré,
les deux équations suivantes:

Equation d’équilibre mécanique.

o)}

ax.

(o4

Cette équation exprime ’absence de forces volumiques qui, dans le cas des matériaux
diélectriques, ne sont pas linéaires.

Equation d’équilibre éléctrique.

D _, (B.17)
Ox;

Cette équation traduit I’absence de densité de charge électrique liée aux matériaux
diélectriques.
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IV-2 Conditions aux limites

On va distinguer les conditions aux limites mécaniques des conditions €lectriques.

Conditions aux limites mécaniques.
Sil’on désigne par Q le domaine €tudié, et par X la frontiere de celui-ci,ona:
- Sur une partie Sy de 0C2,
U;=U; (B.18)

ou U* est un champ de déplacement imposé.

- Sur I"autre partie S, de €2,
oyn; = T (B19)
ou T est une force surfacique de traction et 'la normale unitaire extérieure a Q.

Les conditions (B.18) sont dites conditions de type DIRICHIET et les conditions (B.19),
celles de type NEUMANN.

Conditions aux limites électriques

- Sur une partie S de 0Q2 dénuée d’électrode, il n’y a pas de charge €lectrique et
I'ona:

Din, =0 (B.20)

Cette condition traduit le fait que le champ électnique est nul a ’exténieur du domaine
Q, ce qui revient & considérer la permittivité diélectrique du milieu extérieur comme
négligeable devant celle du domaine.
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- Sur une autre partie S, d¢ €2, on considere qu’il y a des électrodes de surface
portées a un potentiel ¢ .

- Remarque (A.1)

On peut observer que le couplage des relations (B.13), (B.16) et (B.17) conduit aux
équations :

_0_ (Cijasu-eE)=0
OXi

0 (ejkl~skl + eji-Ei) =0
ox:

J
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CHAPITRE C

PRESENTATION DU PROBLEME DES PLAQUES

PIEZOELECTRIQUES



C.2

I Introduction

On ¢tudie un objet tridimensionnel pi€zoélectrique occupant dans I’espace le

s € & . ~E ,
volume cylindrique Q  (fermeture de Q ), ou Q2 = x ]- g, € [ , avec ®, ouvert bormé
de R? de frontiére v et € un réel strictement positif.

X2

» X1

figure C.

Les coordonnées d’un point de ® sont désignées par x; et x,, alors que la
; . , . ;o P €t
coordonnée variant dans 1’épaisseur de la plaque entre -¢ et + € est désignée par xz .

. € < € E .\ £

OnreprésenteraparI =1, o Iy v I. lafronticrede Q ou:
£ P .

I, = 0o x]-¢, ¢ est la frontiere latérale,

< g . L.
I =ox{eg} etl. =0 x { -c} respectivement les surfaces supérieure et
inférieure.
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D’autre part, on supposera € relativement petit et par ailleurs :
- Des déplacements élastiques €gaux a zéro sur la fronticre latérale I"OE'
Ui=Osur I (C.1)
- L’existence de forces de pression agissant sur les surfaces IfetIf:

+ €
ojn = 1;" surT;

ojn = 17 =sur re (C2)

. , ) €
- Une accumulation de charges électriques sur I' :

[0]=OsuT, (C3)
- - .
n.[D]=Osur I, (C4)
> > c
n* . [D]=Wsul,, (C.5)

Les relations (C.1) sont dites Conditions d’encastrement ; et il est a noter que les faces

8 S ’ .7 - r - 2
I'. et I'_ sont couvertes de fines électrodes d’épaisseur négligeable n’ayant aucune

contribution mécanique, mais pouvant permettre au moment opportun d’imposer un
certain potentiel.

Le maténiau etudié étant suppos¢ posséder un axe de symétrie d’ordre six paralléle a

I’axe Ox; perpendiculaire au plan de la plaque, les lois de comportement dans ce plan
s’écrivent alors :

3 =
Gpp 212 CBEUI;+€31 0,3 ; c533=£Z Caguge+ 3303
=1 =1
603 =Css (U3t U3 ) te1593;012=Ces (U2t Uz ) (C.6)

De=¢€15(Ua3tUse)-€1100;D3=e5 (U tupn) tes3u55-8633 03
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II Formulation variationnelle

L’inversion des relations (C.6) s’exprime sous la forme :
Si11 = a1111 G11+a1122 O2+a1133 O33+b113 D3

S22 = a@1122 O11+@2222 O224+@2233 033+ D223 D3
1

Spp=—""GCp, (C.7)
2Css
e e, -
Sy = ! 023 —— b D,
2C4E 2C4En
€ [
513= _2____..013 —) __._.__li_._.Dl
2C44§;1 2C44§1'1

S33= a@3311 O11+a3322 O22+a3333 O33+D333 D3

(b,l ———— Dl + ———-—*GB

&n C44€ﬁ
-1 €5

Gom Doy _® oy (C.8)
&n Custni

—~— ——

_ L A ~—
¢,3 =a3;) O] T 8322 022+ @333 033 T b33 D3

L 2 2 €5
ou €y = 81](1+K )avecK= -

€11Cu4
K est un coefficient de couplage électromécanique.

Par ailleurs, de fagon a décrire la formulation variationnelle du probleme des
plaques, on a besoin d’introduire les espaces fonctionnels suivants :

v={V.V={v. }i=123vien (&) V=0/55}

X={t;t={m=1}.,j=1231 e(L* (@)}



L espace V* est muni de la norme

- _ 2
vl =2 iy I
i=1 .
et espace .°, de la norme
el =¢ 2 ‘C,Jn
ij=123 )

Tenant compte de Duvaut and Lions (1), les espaces naturellement associés aux champs
Det ¢ sont respectivement :

A=T8 Be (L2(QY)Y,dive e L2 (Q%) }
et d°'={peH ()}

La formule de Green appliquée aux relations (C.7) et (C.8) conduit au probléme

des plaques formulé comme suit :
L € € 03 £
Trouver (o, D,u, )dans 2" x A°x V' x @° tel que:

c _ > i > > >
A" (o,D;1,8)+B (1,85, )=0,Y(1,d) € 2°x A° (C.9)

B (6. D;V,0)=F(V,0),V(V,0) € V'x @

— -
ot A(o,D;1,8)=lf {(ann+ann)on Tyt (anntans)onint

b443D3 T _+_b223 D;s Tzz.;__/]___ O12T12 4 S i b 945 Dota;
2Css 2C44 811 2C44 €11

Eu Cis

+ —_OuTs Ditis + 3311011735 + 83320022733

2Cq €1 2C4u e

+ 33333033733 4 b333D3735 } _{_—(ii( =L Didr _Q_"5_01351) +

€1y ) 2C44 €il

(=1 D% Q4g 02352)+ (33110 1103 4 332202253+a33303353

&1 Cutn

+b3D355 ) }
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& ﬁ
B (1:873)7¢)='L25 (Tt & ki),

F(V,0)=-% (T V+Weo)ds

REMARQUE (C-O) : Pour des raisons de commodité d’écriture, nos vecteurs ne

porteront plus de fleche.

II1 Existence et unicité de la solution

Ce paragraphe s’inspire des travaux de F. BREZZI (cf. BREZZI ( 1)) sur I’existence et
I'unicité de la solution d’un certain type de probléme varationnel.
Il est question ici, de rechercher des conditions suffisantes et nécessaires pour que le
probléme des plaques énoncé dans le paragraphe précédent, admette une solution
unique ; ce qui en d’autres termes veut dire que si A et B® sont respectivement les
opérateurs associés a A® (o, D; 1, 8)+B°(1,8; V, ¢ ), nous recherchons des
conditions nécessaires et suffisantes telles que I’opérateur défini par :
(%3 v,0)=(A"(1.8)+B" (v,0),B" (z,9)),
soit un isomorphisme; ( avec B tel que ):
<B (v 9).(1,8)>=<B(1,8),v,0)>=B(1,5v.0),
V(1,8,v,p) € 2 XA x VP x @°
Pour cela introduisons I’espace

E=Ker(B)={ (t.8)/ (1.8) e 2°x A%, B(1,8;u,0)=0,V(u, 0 ) e V'x®°}
Eestunfermédudual (X°xA°) de (2 xA%)
Soit E’ I’espace dual de E, E’ peut étre identifié a un sous espace fermé de ( 2° x A® )’
contenant les éléments g de ( 2° x A® )’ tels que

<g(1,8)>=0

<(1,8)(a,B)>=0,V(a,p)eckE
Désignons a présent par /{ (ZFxA%) 7™ E’, la projection orthogonale de

(2°x A°) surE’ et par E° le sous espace fermé de ( 2° x A® )’ dont les éléments g sont

fe-o

tous ceux de ( X° x A® )’ vérifiant
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On peut alors affirmer le résultat suivant :

Théoréme ( C-1)

L’opérateur T défini ci dessus est un isomorphisme de ( X° x A° ) x ( V° x @° ) vers
(ZExA°Y x(VEx®° ) sietseulement si

i) /(A est un isomorphisme de E vers E’

)3 k>0 tel quel B (V, )|l >kl (V,o)ll,V(V,0) e VZx@°

Preuve
Supposons que I” soit un isomorphisme et définissons pour tout fde ( V° x ®° )’, S¢
comme le premier élément du couple I' * (0, ) tel que:
(,B)=Sr=3(ny)e Vx® T (o B, uy)=(0,g);il vient compte tenu de
la définition de T,

BS=LetSeL(V x@°),(V xd°))
Mais par ailleurs on a :
| B°(v, p)ll=sup <B’ (v.0).(z.8)>

I (z,8)l

(1.8 e (X*xA%)-{(0,0)}

= sup <B(T.5) . (v.9)> > sup B ( Sfuug (V) ;(v,#))
1l (z,8)Il 18y v, ol
Ve x @°

(O e (X°xA%)-{(00)}

2
= (v, o)l
IEE v, o) [T
VEx @°
et 1s1'  wollssllIt woll=ll s vl
Ve x ®° Ve x @°
d’ouHB’(v,(p)HZH v ||
sl

et par conséquent la relation ii) que I’on obtient, en posantk = __1

sl



Cs8

avec Jye x o€ I’opérateur de représentation de Riesz de (V° x @° )’ vers (VEx @),
défini par:
(Jvex eV, (0, 0)=<V,(1,0)>,VV e (V'x®);(u,0)e Vxd
- Définissons a présent, pour tout g € E’, Pg comme étant le premier élément du couple
T (g 0)tel que:
(a,B)=Pge=3(u,y)e Vix® ,I'(e,Bu,v)=(g0)
La relation ii) entrainant
j«B’ V,0)=0,V(v,0p)e V'x®°,

il vient, compte tenu des deux relations précédentes :

f{APg =Mg=g
soit ﬁ’(AP =1
&0 la surjectivité de AA
Considérons maintenant un €lément € de E tel que j{ Ae=0,
alors Ae € E° et 1l existe, en vertu de la relation ii), un élément
(u, v ) dans V° x ®° tel que :

B’ (u,y)=-Ae
Parsuite, I' (u, ¢, 1,6 )=((0,0);(0,0)) avece=(1,9)

et il s’en déduit que /*IA est aussi injective et, évidemment continue d’ou la relation 1)

- Supposons a présent que les relations 1) et ii) soient vérifiées, la relation i1) permet

d’affirmer que les problémes
I'(73,V,0)=(gf)

et T (0B V.0)=(g-A(T,5).0)
sont équivalents ; (avec (1,6 )=(a, P )'*‘(—T,E) etB(;,g)=f)
Par conséquent ; I' est un isomorphismede (X xA")x( VP x®°)vers (T xA° )
X (VEx®° ) si I, restrictionde I AE x V- x ®° est un isomorphisme de E x V© x ®°
vers (X°xA°) x {(0,0)}
Soitg € 3 x A” et(a, B ) € E unique solution de I’équation /{ Al(a, B )=ﬂ g, dont
I’existence découle de la proposition 1); on a, en vertu de la relation

Ag-acapy=o,
g-A(aB)eE°
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Tenant compte de la relation ii), on peut affirmer I’existence d’un élément unique

(uw,y)tel queB’(u,yw)=-A(a,B)+g

Ainsi, pour tout g € ( X° x A° ), il existe un élément unique ( a., B, u, y ) tel que
I°(o, B,u,yw)=(g, 0); I estdonc unisomorphisme.

Remarque C-1

On peut vérifier que I' est I’opérateur associ€ a la forme
H{(t,8;v,0);(t,nu,y))
=A(n&LM)+B (L& uy)+ B (Lmv,0)
Ainsi ( cf BREZZI (1)), I est un isomorphisme si et seulement si il existe T et < tels que:

sup H(t. & v,o )k (tmuw)> tH(tmu wl; V(t,mu w) e 3°x A® x V° x@°
(8 v, )l
(1,8, v,0) e X xA°x VEx ®°-{(0,0,0,0)}

sup H(t,S;V,Q);(t,n;u,\y)z_tH(t,S;v,(p)H;\'/(t,S;V,(p)ezsxAsxVaxd)S
(8 v, 0)ll

(Lmu,w)e X xAx VPx@*-{(0,0,0,0)}

Théoréme C-2

Le probléme des plaques piézoélectriques admet une solution unique.

Preuve

I1 suffit de montrer que 1’opérateur I introduit au début de ce dernier paragraphe et
défini par

T(t,8 V,0)=A%(1,8)+B*(V,0),B%(1,8))sur espace T°x A° x VE x °
est un isomorphisme.

Pour cela, il suffit de vérifier les conditions i) et i1) du théoreme C-1

En effet, la condition i) est satisfaite, puisque I’on peut écrire
[ B’(v, o)l =]_ij9 e (V)Iz‘f%jg la0l%) "
et que par ailleurs, du fait de I’'inégalit€¢ de Ko (cf Durant - Lions (1)) et de
I’équivalence des normes sur les espaces L* et H', il existe C>0 tel que :
B (V,o)llzC (X Hvill?+ [loll)?
i - -

D’autre part, la vérification de la condition ii) s’obtient en reprenant dans la

démonstration du théoréme C-1, I’étape qui suit la mise en ceuvre de la condition 1)
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IV Application de 1a méthode du zoom

On désire ici €tudier le comportement des champs électromécaniques o, D,u, @

lorsque € — 0. Mais comme ces champs sont définis sur I’ensemble o3 qui lui méme
varie avec €, il pourrait s’avérer difficile de comparer des champs définis pour des
valeurs différentes de €. Pour contourner cette difficulté, nous allons transformer le

probléme des plaques en un probléme défini sur un ensemble indépendant de € et
obtenu par la méthode du zoom.

Pour cela, on pose :

Q=ox]-L,1[,Ti:=ox {1}, Ti=yx]-1,1{]

Ainsi pour tout € et pour tout point x de Q, on associe par une bijection 7° , le point
x"de Q° tel que:

T () =m (X1, X2, X3 )) =X = (X1, %, EX3) (C.10)
La transformation 7 constitue une dilatation de coefficient 1/¢, du vecteur unitaire
dans la direction x;.

De la méme maniére, 4 toute fonction {* définie sur QF, on associe la fonction f

définie sur Q@ par fix)= (£ 0 7°) (x) (C.11)
et vérifiant les reégles générales suivantes :

e [qe £( %) dx® =] fx) dx (C12)
B £ (XF)=0,F(x) 8 (X)=8"8F(x) (C.13)
a=12

£ = ;. A C.14
O (19

Les relations (C.10) ou (C14) conduisent en définitive au changement d’inconnues

sulvant :

€ e € _ -l c & _ -2
Gap =GaBO7t .00 =€ GQ3O7T ,O033 — & C)'33OJTE

€

U, =U,07°%, Us =eU;0 7

€

D, =D,07°,D; =¢'D,0x° (C.15)

€

Pu =007 ,03 =€¢;01°
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W.So=¢'W,0n°

Par suite, de simples calculs permettent d’établir le résultat suivant :

Théoréme C.3

Soit ( 6%, D°, U%, 0° ) 1’élément de I’espace 3.° x A° x V° x @° construit a partir de la
solution ( ¢, D, U, ¢ ) du probleme des plaques, a I’aide des relations (C.15) alors

(o°, D°, U®, ¢°) est I'unique solution du probléme variationnel suivant :
Trouver (6%, D%, U%, ¢°) € X°x A° x V* x ®° tel que

(Ag+ e A+ €A+ ... ) (o, D% U5, %)+ B® (1,8, U%, 0°)=0

V(1,3,)e X xA

By (6%, D% V,0)=Fy(V,0), V (V,9)e Z°xA°

ou
—_ € € E
Ao—.[Q {(apn+tann)on mi+(anntan)on e + G2 T2}
2Css
3
+ f 1 D5 f 1 D, 3§
Q (_N__ 1 014 Jo 1 2 07)
€n &n
_ £ 3 ers 3 6,5 €
A= jg{(bllaDs T3+ b D5 1 )+ ( ————— Dy T3+ ——=—— D) 113)
' 2Cue1 2Cuen
e"; £ 945 ~ ¢ — €
-.[Q( — 233 O+ —— 053 &, t 23,011 O3 T 4300 83 )
~ ~
C44811 C448]1

84'1 € . € € .
A= .‘Q {(———0o3; st G13 T13) T (@5111011 T3+ 332200 T3
~ -
2Cuen 2 Cueny

+ByDs 85 )}

_ € ~ 3 . _I € €
Az= J.Q (b33 Dy 13+ a3 033 83) 5 Ag=Ja (21133033 T3+ a233033 T3s)
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Dans la détermination des coefficients A;, B, et Fy° , on a tenu compte de ’hypothése de
découplage entre les effets de cisaillement transverse et les effets de contraintes planes

(Oup ;ce qui conduit & poser :
€ e
Ay =a a3fy =0

Par la suite on supposera que les forces T.° et W.° ainsi que les caractéristiques du
matériau sont indépendantes de I’épaisseur €; ce qui revient tout simplement a ne plus
porter, sur les coefficients aj, by, aj, by et sur les forces T, et W,*, I'indice €.
Cependant, la dépendance polynomiale en ¢ et le fait que ce dernier soit considéré
comme suffisamment petit, suggérent de rechercher la solution ( 6°, D, Uf, ¢°)

selon un développement asymptotique de la forme

( 08’ Ds’ Ue, (ps ) =i§0 igi ( G(i), D(i), U(i), (p(i) ) (C16)

peas

YV Etude du développement asymptotique

Calcul des termes d’ordre zéro

En comparant les relations (C.16) avec le théoreme (C.3),il vient le probléme suivant :

Probléme P,

(0)’ D(O), U(O), (P(O) ) tel que

Trouver ( ¢
Ao (6, D U, @)+ By (1,5, U9, 0%)=0, V(1,8)e TxA

By (6, DYV,0)=F,(V,0),¥Y(V,9)e Vx®

c g

ou AO:J-Q{(allll'*'all?_Z)ch Tt (antan;)on Ty + ———o0o} 2

e via, lo_1 Da

~ ~

&n &n

BQ=B8 ; F():Fg
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Localement, ce probleme implique :

) _ (o) (o) O ©

Géy—aé'/BaUB,aa U3.a+Ua.3_O: UB.S—O (C17>
(o) T~ e ) _ .

(pA(X-b(l(lll‘L_ov (P.S_O,

etil s’en suit ;

(9) () ~~¢0) )

Us=W(x,%),Us =Ua(x,X)-%x3Us4;

"= (x1,%), (C.18)
(o) A U‘” © o~ (@

Cup ™ Aupn S -/6( ) 5 Da = -8 0.

;3\1‘1: en (1+K), K*=¢"5/8,,Css

[($)]

Enoutre, Wet ¢ vérifient les équations suivantes :

- Probléme de flexion pour une plaque faiblement anisotrope et encastrée

dans © ;
oW
W=—" sury=o0o (C.19)

on

F:=2<T; + Ty o> dans®

ou <X>=% (X +X)

_ Probleme de Poisson - Neumann

enA, ¢ =<W> dans®
@)
€11 -—ﬂ—:o sury=0o (C.20)

on
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On a par ailleurs, ( cf. Maugin (1)),

X3
o =-Ta -1 o%pp (X1, %, &)dC
~3

@ - ©
633=-T3 -], Casa( X, %, &)dE

(oY

B (@
D3='W-'!‘-l D(x,u(xlaxbé)dc
=-W +(1+x3)A 0"

Théoréme d’existence (C-4)

Le probléme P, admet une solution unique ( ¢, DY, U, ¢'?)

(C.21)

Lemme ( C - 1) (variante du théoréeme de BREZZI ( BREZZI (1))

Soient Y. x A, V x @ deux espaces de Hilbert de normes respectives | |

o Hyeo
Soit A: (2 XA)X(ZXxA) — R
B:(ZxA)x(Vxd)____ | R

>

F: Vxo& 7 R

Supposons par ailleurs que la forme bilinéaire A vérifie :
3C>0, V(1,06)e2xA,
A(t,8,t,8)2Cll(t,8)ll?

¥xA
Etsideplus,3k >0,V (V,wy)e Vxdtel que

sup BT8:(V.w) 2 kI (V. )l vse
H(I,S)HZXA

alors 1l existe un élément ( o, D, U, ¢ ) unique tel que :

V(t8)eXlxA A((o,D)(1,8)+B((1,8);(U,0))=0

V(v,y)eVx®,B({(o,D)(v,w)=F(v,0)

Preuve

Rappelons que
Ag(6,D,1,8)= Jo(2apsOap Tt S Dag Dy Dy)dQ
A=4,2

Bo(t,8,U )= - J-Q(tij U +Pide )dQ

Par ailleurs,

Hzx.\et
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Ao(0.D, 7. 5) < max |2 opys ] (ZBIQ lcra;3|2)%(28 Iolosl?)”
(S oA N «, ¥>

+ max ( | byl (§1 ; o IDLPYH(Z fol8.1%)”

< Cll, D)l i, 8)ll
01‘1C=maxg x Ong,;slmax|bml)

I

etl|(c,D)||= Z lologl? + X oI D 17)%,

=1,2 a=1,2
lanorme || (7, 8)!| étant définie d’une maniére analogue ; A, est donc une forme
bilinéaire bicontinue sur I’espace (L? (Q))* x (L? (Q))*

Mais By (1,8,U, ¢ )< [ (t, ) Iy (U), voil,

ou V¢ est le gradient de ¢ , et

IIy(u),V¢|I=(§j o lys (P + Zlalaiel*)”

Ainsi, du fait de ’équivalence des normes ||y (u), Vollet [1U, ¢!l ou
o, ¢I| (= (ZHUII2 +11ell? y*,

H()

On peut trouver un réel k >0 Verlﬁant :

Bo(1,8,U, ¢ )<k ll(t,8)l IIU,¢IVI . (C22)

By est alors une forme bilin€aire bicontinue sur 1’espace
(L (@) x (L2 (@) x(Vx®)

Introduisons a présent les espaces

2 ~
Vie={v=(vi)vie H, (®),vy=Vy-X303V3 }

et¢N={¢eH‘(w);§Tl'—g%- =0 sury};
On a bien évidemment :

Vioc Vet oy ®

et par suite, 1’équivalence des normes sur les espaces V x @ et Vi, x ®y
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Ainsi, B, est aussi une forme bilinéaire sur I’espace ( L2 (Q))* x ( L* (©Q))* x Vi, X b

Par ailleurs, comme u € Vi , on a par définition

Y3=0,
et par suite :
sup By (1.8.U. &) =sup By(1.5.U, %) >C, U, 0ll (C.23)
Il (t,8)! I1(z,8) Vi X Oy

(1.8) e (L*(Q) x (L} (Q) (1,8) e Tx (L Q)Y

avec C, >0

D’autre part, la bicontinuité de B, entraine I’existence d’un réel strictement positif

défini par :
C,=infAy( (o.D) , (o.D) ) (C.24)
(o, D) (o, D)
(o,D)]l =1

Par conséquent 1l vient :
Ay(0,D);(0,D)2C (e, D),

(en se plagant bien évidemment sous I’hypothése d’une trés forte diélectricité) .

Les relations (C.22), (C.23) et (C.24) vérifient les conditions d’application du lemme
(C-1) et de ce fait , il existe une solution unique ( caB(O), D, U?, ¢©)dans I’espace
(L2 Q) x (L* () x (Vi.) x (¢n) pour le probléme défini par :

Ag (6@, DP,1,8)+Bo (1,8, U, ¢7)=0, ¥ (z.8) e (L* (@) x(L* (Q))’

By (67, D v, y)=Fo(v, ),V (V,y) e v x Dy

VI Conclusion C

La solution trouvée pour les termes d’ordre zéro n’étant pas valable au voisinage de la
frontiere Jw, 1l apparait donc un probleme de couche limite qui sera traite

ultérieurement dans le chapitre J.
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CHAPITRE D

Estimation de erreur d’approximation de la solution

(6%, DF, U5, ¢°) par (6, D@, U9, 0?)
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Se reférant a I"article de MAUGIN (G.A. MAUGIN et D. ATTOU (1)) il apparait que

(", D, UP, ') est solution du probléme :

Ay (c”, D", 1,8) + By (1,8, UM, )
=-A (6", D9 1,8), V(1,8)e T xA (D.1)
By(c", D", v,$)=0,V(v,0)e Vx

Ce qui, par suite se traduit par :

) “) (o)‘_
aagyécaB-U;/ﬁbY& D;=0

“) Y (0}
Ua.3+ USu =b3gng

1Y

U L3 0 (D2)
(¢} ~ (] —~ °) _
a PagDyg 8543 Ou3 ™

L
(P.3‘33<1B(5u{3_0 >

d’ou
“ .
Us = n(x,%X) (D.3)
0~ “ ©
u0=00-x (U ~85 4% (D.4)
C-M
~
= a~X3 N«
P Q <,
ou M=n+ —2¢7) (D.5)
Cus
Si par ailleurs, on pose
o = Osury D.6)

g . n_ 1 2 o~ 3
il vient : ¢ W= — T X32830p A yspaWigy O
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et par suite

X3
(4) S~ '4) T~ - . -
De=6(-0a+agw {-Ta-l, 0% s(x,x,8)dE}) (D.8)
€ =
AVEC 8 o o3 = 22 = K“=——‘-K—z—— (D.9).
€11 Cug 1+K?

D’autre part, n vérifie 1’équation :

A 2 -1 -1
a5 Mhaprs = €11 K (@500 ( D20 ) 58 - @5 @y sap ) (D.10)

Les équations (D-7) et (D-10) font apparaitre que la solution w a caractere mecanique et
d’ordre zéro pourrait permettre la détermination de la solution électrique du premier
ordre ¢ ‘" et, réciproquement la solution ¢* a caractére électrique pourrait conduire a
la détermination de la solution nj a caractére mécanique et d’ordre un..

Il existe donc une sorte de symétrie entre les effets électriques et mécaniques.

Cependant, il s’avére que le terme (', D'V, U'”, @' ) n"est pas calculable puisqu’il est

Y car, bien que U;'" et U,'" soient des

impossible de construire ne serait ce que U,
X . 4) | . . _ .
fonctions arbitraires, Uf, ne peut vérifier les conditions aux limites sur la frontiere I,

de la plaque, car ¢'” n"a aucune raison de s’y annuler.
II parait a présent évident de s’orienter vers une technique autre que celle consistant a
estimer I’erreur d’approximation par une évaluation directe de I’écart entre

(o, D%, U% 0% ) et (¢, DO, U, o).

I-Analvse de Perreur d’approximation

Notons que matriciellement, les coeffictents A; (1=0, 1, 2, ..., 4) s’écrivent
T

Ai((0,D);(1,8)=a(0.D) A de2; (D.11)

)

ou:



(0,D)=(0, G2
(o,D)1=(0o; G2
(o.D)=(oc, o
(c,D)=(0 0
(GaD)4=(O 0
a1 ap
= a;;  axn
(9x9)
L —
A1 ap2

I
(9x9)

bi; by
0 0
0 0
a3 axp
Ag_ = 0 0
(9x9) 0 0
0 0

O3
G3

O3

b.4

O¢ DI Dz 0 )
Gs D, D, D;)
G 0 0 D; ) (D.12)

a3

5 2

0 4day

0 4354
0

4ays
4a55

B (D.13)
b]l
> ba
0
a)
a3
0
a2
ars a3 (D.14)

(D.15)
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As= (D.16)

A= (D.17)
(9x9)

En supposant les coefficients A; 5, des matrices A; (1=0, 1, 2, 3, 4 ) coercifs, il vient :
(5 loul i
Ay((0,D);(c,D)2 C{ T llogll +% [IDg |
\.mB=L2 a=1.2 j
€A ((6,D); (0, D)2 0,°A;((5,D); (05, D)2 0 (D.18)

€A ((6,D);(5,D)= € C ZH!L%HZZ || Ds ID

2
e'A,((0,D); (0, D)2 ¢* C llosnll
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Et par suite,

4 2 2
Te'Ay(c,D);(0. D)= C {(zﬁ_lllgaﬁll +3 11D, )

a=1,2

+ (3 NowlF+ 1 DsIF ) +&* [lowll 3 (D.19)

Par ailleurs, notons que nous aurons par la suite 4 nous inspirer du théoréme suivant du
a J.L Lions ( J.L Lions (1)).

Théoréme (D-1)

Si ¢ désigne une fonction de 'espace L2(]-L1[; H! (©)) et si la frontiére y de  est
de classe € alors pour tout A > 0, il existe deux fonctions @(A) et ®1(A)
respectivement éléments des espaces L*(]-L,1[;H (@) etL?(]-1,1[; H' (®))

telles que
© =o(A) + 91(R)

et |loo)!l < _Cc_ lloll
L (1-L1[H (©) V& L*(]-1,1[;H ()

Heox)ll < € V& lloll
0,Q 0.Q

Q=ox]-1,1[
Ce théoréme est en fait une conséquence du résultat ci-apres :
Théoréme (D-2)

Si ¢ est une fonction de ’espace H' (®) et si la frontiére v de » est de classe €7, alors
pour tout A > 0, il existe deux fonctions @y(L) et ¢1(L), respectivement éléments des
espaces

H,' () et H' (o) telles que:
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¢ =@o(A) +¢1(A) sur

et ol < _Cc  lloll
' l,o Q?x 1,

Ho)ll < ¢V lloll

0, 0,

En vertu de ces théorémes, c‘ff,; appartenant & H'(®) on peut écrire, tenant compte des
relations (D-2),

o~ 0) 1
a3aﬁc(aﬁzhoc(8)+hc(s)

avec || h% (&)l < _C (D.20)
L (]-1,1[;Hy (@) Ve

e el < c e (D.21)
0,0

Et si nous posons
&5 W =h% (e) (D.22)

il s’en suit :

2 P— 0) P
05y =505 G - h's (&) (D.23)
Par ailleurs, la fonction nulle étant élément de H'(®), on peut écrire
0=h" &)+ h' (¢) (D.24)

ou h%, (&) et h', (g) vérifient respectivement,a I'image de h’; (¢) et ', (g),les inégalités

de méme type que (D.20) et (D.21)
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En posant

[0} X3 o
Vs = [,eh’, (e)

il vient
& Vs = - Wy(e)

Introduisant les variables d’écart

- & )
Cup =0 gp-0op

S a3 =05 -0 (D.25)

"Dy=D,-D,
D;=D;-D; (D.26)

¢ =¢%- ¢”-ey®

On a, par bilinéarité des coefficients A; (1=0,1,2,3,4)

4 —_—— — — _— —_ -
> €A(0,D); (5, D))= T efA (0", D°): (0,D)-A (", D”); (0. D))

=-B" ((0.D): (U, 0" )+ Bo (0,D): (U, 0”)-X 'A ((6”.D”):(0.D)

€ - T — , —
=-B° (6,D) (U, @)+ elg&us Via-& o T by (2)

—_— 4 . — —
relowaDate o diop oG Ds- e’ ol's (£) Ds- T €A (6, D) (5,D))
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Mais comme B° ((5,D); (U, ¢))=0, et que:

- W 1 —_
ISJ-Q Ga3V3’a l SCSAZ HGa3H
a=1,2
| el W% D, | < Ce” |[Dll
| e fq o35 h'u®)] < C £ oyl (D.27)
| &g ampoaDsl < Ce? |IDsl|
| €2 [, b () Ds < C £ |TDsll

a=1

4 —_—
I %siAi((cs(O),D(O));(c,D))lSC{S( BZ [ oopll + Zzllcodll

+ Z HD || + ||D3H)+8 ( Z ||Ga3H+ HG33||+ Z |IG(XI3H+ HD3H)

=1 a=12 o B=12

+&* (Hosll+ 1IDsIh+ e llox )}

1l s’en suit :
2
C{(BZ IIcaBII + T IDJMy+e( 2 om!l +HD3H Y+t llosll 3
o 1,2 a=12 a=1.2
<(ee’) T logll +(e+") T [IDull+(e+e+e®) L, [l o]l
+(s+2sz+85/2+s3)l|53H+(82+83+84+83/2)||c;]|
et par suite : .
— 2 -2 > — ¢ it 172
Ci(x How!l + T DL )+ (2 Howll sl y<e®

s —1.. a=1,2 a=12

soit :

(2 Mowll - 21D Dl )+ ( 2 Nowll + 1D 1)+ ¢ llowll < C &

-c-4
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D’autre part, pourtout (7,8 ) e 2 X A,ona:

B (48 ((U,0°) - (U Q0 D) =-B*((%.8)( ULo?) = B (1.8 (U, 0 V)

=

-z e A ((65D°);(1,8)) -Ag((cV,DV); (1, 8))

[}

- — 4
=As((c,D);:(1.8)) +i§18‘Ai((GS,D€);(t,5))

< C{(Z llowll +Z |ID, |l)+a( > owll+2 Hcasl|+2 DI+ 11Dl

a,B=12 a=12 B=1,2 a=1,2

+s(2 ||oaB||+HD33II+ZHca,I Dsll)

+&' lloully (. 8)ll

Mais comme

sup - B ((.8)(U°. o) - (UL =2C II(U%,¢°)- (U0 D
(1,8)eZXx®

on peut alors déduire des deux dernicres inégalités la relation suivante :

(U, 0°)-(UQP e <Ce” (D.28)

En définitive, on peut €noncer la proposition sutvante :

Proposition (D-1)
SiT,~ e H' (Tyull), T;% e L‘(I}ul’ ), W e H' (I'ruT.)etsiles

coefficients a 5y 3ap SONt de classe e’ (® ), alors il existe des constantes C positives et

indépendantes de ¢ telles que:

HGaB G‘MH <C g” o, pB=1,2

(o)

D% -DS Il <C €™, a=1,2; [|(U°,0°)- (U@l < C "

e(llogll+ [IDs1)+& Houll < C e, a=1,2



D.11
Conclusion D

La proposition (D-1) exprime la convergence de 623 ,D%, Ufo® respectivement vers
0(0), DO, U(O), (p(o). Mais comme les hypothéses de régularité ne relevent généralement
que de la théorie, nous allons donc nous proposer 1’étude de convergence en 1’absence

de régularité de ( &%, D°, U%, ¢° ) vers (¢, D©, U, @ )-



E.1

CHAPITRE E

Etude de la Convergence de

(o5, D, u ¢°) vers (6@, D, u®, $®)

en I’absence de régularité.



E.2

En vertu du théoréme C-1, relatif au probléme variationnel des plaques
piézoélectriques, on peut écrire :

iaiAi((O",Ds ), (z,8))+B*(7,6);(u°,0°)),V(r,6) € 2° xA* (E.1)

i=0

B,((",D%),(v,$)) = F;,(v,9),V(v,9) e V" x@* (E.2)

Par suite en choisissant (7,6)=(o°,D")et (v,¢) = (u,p°), il vient :

(E.3)

4
;ngi(((as,De);(as,Ds))gc||(ue,¢5) )
i= Ve x

Mais comme

B ((z,8);,(u" ,0°))
4
7.6 E4
(z,8) € (Z° xA*) - {(0,0)}

C”(u‘g,(p‘) sup

Ve x@* S

il s’en suit I’existence d’un réel strictement positif C tel que :

[, 0%, ., +( g: s |+ 2 D2+ e 2ol |+ |Ds ]+ £ o] < €
a,f=1,2 a=1,2 a=1,2

Par conséquent, de la suite (c°,D®,u”,p®), on peut extraire une sous-suite de
méme nom et telle que :

@, )Y> W ,9") dans (V¢ x @) faible
(0%,D°) > (0,,,D,)  dans (L*(Q)’ faible (E.5)

Q

(e0f,,e D) — ([, 0) dans (I*(Q))’ faible

a3l3?

eof, - L., dans L*(Q) faible
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I Passage a la limite faible :

Si I’on s’en tient aux champs v et ¢ tels que :

{ve {v=(v,.)/v3 € Hz(a));va =V, —-x,0,v,,V, € H;(a))}

{pelpcH'(Q/5p=0}, (E.6)

on peut écrire :

B (6", D7), (v, ) = F((v,9)) E.7)

Si par ailleurs, on multiplie (E-2) par & puis par €7,
il vient en faisant tendre & vers zéro et pour les fonctions arbitraires v ef ¢ :

S av. =0 JL.av=0
[t60 =0 (E.8)

Par suite, on peut écrire :

L.,=0pourtouti=123 (E.9)

2, =0

Tenant compte de ces derniers résultats, il vient par passage a la limite faible et pour tout
(7,0) € (Zx A):

A,((0",D");(r,6)) = B((z,6),(u", ")), (E.10)

Ce qui, par analogie avec la relation (C.26) conduit a :

(&, D7), ", 9") = (6, D), (', ) (E.11)
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L’unicité de (6, D) (u”,9@))  ayant été établie, on peut déduire la convergence
de ((o°,D%);(u,9°)) vers (62, D), (u®,9)).

I1 Etude de la Convergence forte

Soit
O =050y , D =Di-DY
o3 =04-03 , Dy =D (E.12)
O3 = 033 , P=0°-0®
i = u'— u?;

la relation (D —19) permet d’écrire :

3B bR Sl A}

< 4,(c°,D*)@.D) - 4,(c®,D?) (&, D)+ 4,(o°,D*);(5,D))

gf(amaaﬁz) +Zb3aaD(°)a Y42 A4,((c°,D°),(T,D))

-~ e I 05005, +&° 4,((0°, D°),(F, DY)+ £* 4,(0° , D)), (7. D))

=~ B, D)",9)+B(&, D), @,0) - (] ,,69D,

0) — _ 2‘[ (0) —
+ szgng O3 € J0,5330,5 033
a=1 Q

(E.13)

2
—__ ©) e 0y ¢ I 0) _&
- gJ‘(agaﬁ o, D + Zb3aaDa ) —€ aaﬂ 33O—tzﬁ 0-33
a=
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Et, comme cette derniére quantité tend vers zéro avec €, il s’en suit :

ol — oL dans I*(Q) fort

D — D dans I*(Q) fort

eo., — 0 dans [*(Q) fort (E.14)
eD; — 0 dans *(Q) fort

g’cs, — O0dans L*(Q) fort

Par ailleurs, puisque

C‘l(u£’¢8) ~w®,p® )” < sup -B*((1,9),(*,0°) - @, 0)) (E.15)
2]

(r,0) e(ZF xA®) - {(o,o)}

e 5 bl + Zinee (Tl el

on en déduit aisément la Convergence forte de (u°,¢°) vers (#®,9p®)
et par suite, le théoréme suivant :

Théoréme (E-1)

Sous I’hypothése ou le probléme variationnel des plaques piézoélectriques (voir

théoréme C-1) admet une solution unique, il existe (o5 , DS, u'”, ¢”) dans

(L2 ()" x (L*(2))* xV x @) tel que, pour & tendant vers zéro :
o, — 0. dans L*(Q)
D¢ - DO dans I*(Q)
got, — 0 dans I*(Q)
e D! — 0dans I*(Q)
g’cf, — 0dans I*(Q)
@ ,9*) > (u®,0®) dans (H'(Q)*

1
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CHAPITRE F

Modéle de plaques piézoélectriques multicouches.

Etude des trilames piézoélectriques ou plaques ” Sandwich ”.



I Introduction

Comme plaque multicouche, nous nous intéressons plus particuliérement aux
trilames piézoélectriques, élements essentiels dans la construction de nombreux
hydrophones, qui sont des détecteurs immergés d’ondes acoustiques, employés en
sismologie, en détection pétroliere...etc...

Il s’agit de matériaux composites constitués par deux plaques minces de
céramique piézoélectrique, généralement circulaires, collées de part et d’autre d’une
structure métallique a périphérie encastrée, de méme forme que les deux plaques, mais
aux dimensions latérales généralement plus grandes.

Les faces des deux plaques portent des €lectrodes, et les polarisations leur sont
normales ; mais en réalité, les faces supérieure et inférieure des plaques de céramique
sont totalement couvertes de métal et constituent de ce fait des électrodes.(cf figure ci-
dessous).

LA STRUBHIRE L METALLIQUE *-

R SV A e i ) PR WA

.‘.,‘..- - N '| ~ ™ ~ " .-
"’ AN N .
~ Ta 4 hY
- P R
- . ~ . et . k4

- - - %

- - N N . -

. .- .o N R N

CERAMIQUES
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Si nous désignons respectivement par E,v,het Z le module de Young, le
Coefficient de Poisson, I’épaisseur et la Cote du Coeur du trilame, on a, pour toute
fonction C(x,) constante sur cette partie du matériau :

fc<x3 e, = hC(x,)
j—x C(x,)dx, = hZC(x,) (F.1)
J:xZC(x3 Vi, = & (12hZ% +h?)

Nous avons, pour des raisons de commodité, supposé que la disposition du
matériau n’est pas symeétrique par rapport a sa surface moyenne o .

Ainsi, le modéle général de plaques en piézoélectricité linéaire, exprimé a
travers les équations (C-17) a (C-20) consiste désormais & trouver un champ de
déplacement (#”,u{”)dans (H,}(w))* x H. (@), ainsi qu’un potentiel électrique ¢®
élément de H' (a))tels que :

VY = (LR)e (Hi@)

IJ Caﬂ 7;«5(” 0))7049(")"'.[.[(: 5}/75(11 7’ap(v)

@ Z+-

o {0974 GOy B 497, @Y, )

J’ EhZ

s a,)

Tz ey + T (22, (F2)
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v, € HX(®)

h
z-5 J‘ j‘z-—
(0), 2 7 (0)
J‘ -[1 x3 Caﬂyﬁgﬂ? u3 9a:ﬂv3 - -1 x3Caﬂ’75 775 (u )5@3 v3
@ @

Eh(h* +12Z7 ZEh
+_[ ( )Augo)mg - j

3., u, VA
. 120-v?) i

1 1
2 < 0) J. I ~(0)
.[J‘ ﬁxSCaﬁy597§u3 2oV~ ﬁx3caﬂy6}/75 (u )5aﬁV3 (I ~3)
Z+3 Z+3
(] Q

= @ o) T mx) + 8T T,

\2% e{¢eH‘(a)),-Z%:0 sur 7} (F.4)

IF a0 aaaow =

Remarques (F-1)

Si la surface moyenne du trilame coincide avec la surface moyenne de sa partie
métallique, alors Z prend la valeur zéro et de ce fait, les équations des plaques
multicouches se découplent sous la forme suivante, dans le cas d’une faible anisotropie.

I1 Modéle de plaques multicouches membranaires minces

V9= (7.,%,) e (H(o)

Trouver #” tel que :
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3 - - 1 ~ ~
£ Conet e @ @ + ] Conr @10

J o=

{(1 Was @OV s ) + vy, @), )} (E.5)

I (I + 1),

III Modéle de flexion des plaques multicouches

Vv, e H}(w)

Trouver #{® tel que : (F.6)

EW’

T 20— my duis” Ay + f J ¥2Cs ¥ 15 UV o (%)

-k
22 ©) J
.”‘_1 X3Cops 9543 @ ap V3
(1]

J(@ e +Tmx) + 6,(T (6x) + T (5, m,)vs

A chacun de ces deux modéles se rajoute une contribution électrique €noncée
comme suit :

Yy 6{¢ € H (o), %%ﬂ) sur 7}
Trouver 0¥ € H' (@) tel que (F.7)

[Fa@emw+aweow =0 +wyes
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Cependant, des équations précédentes, se déduisent aisément les modéles
membranaire et de flexion des plaques minces piézoélectriques sous ’hypothése d’une
faible anisotropie. Aussi obtient-on :

IV Modéle de plaques membranaires minces

vWo= (L%) e (Hy)’
Trouver %, dans (H(w))* tel que : (F.8)

[Copots @y =JTr+10) 7,

V Modéle de plaques minces en flexion

Vv, € H:(o)

Trouver 7, ” dans H(w) tel que : (F.9)

20C 8,40 v = (T + T+ 0,1 + T2 v,

L’aspect électrique se traduit quant a lui comme suit :

Vy € {(oeHl(co), Ellg;izo sur y}

Trouver ¢ € H' () tel que (F.10)

II 6.0 = Jor-ww
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Remarque (F.2)
En explicitant I’équation (F-6), il apparait que ».* vérifie :

8-h EW?

12 Caﬂy§ . (aaﬁy5 u:gO)) + 2ul®

v
(T3 (%,,%,) + I3 (%), %))+ 8, (T (x,,%,)+ T, (e, x,))) sur o (F.11)

u® = 0 (F.12)

8-h’ En’
_IZ—C“‘B’ Beuin,n, + 1_2_(l_——vT)A u® =0 sury

Ces équations constituent la version locale du modele de flexion des plaques
piézoélectriques multicouches.

En reprenant cette fois le modele de flexion (F-9) des plaques minces, on obtient :

%Caﬁr5aaﬁ7§5u§0) = T3+ (e, %)+ I (x),%,)+ 2, (]: (x,x,)+ T (x;,x,))
sur ® (F.13)

C,s0su®nn, = 0

:ﬁys A ? sur y (F.14)

u;0 = 0

On réalise alors que les structures monocouches se déforment en flexion
tout comme les plaques multicouches dés lors que ’on a :

8-n’ En’
T szﬂy& + —1";2(—13535aﬁ5y5—% aﬁﬂ;)é’aﬂy& u§°):0 (FIS)

(
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CHAPITRE G

Conditions aux limites permettant

d’absorber P’effet de bord.



G.2

I Introduction

Nous allons dans ce chapitre, mettre en oeuvre des conditions aux limites permettant
d’absorber I’effet de couche limite observé dans le chapitre D. Nous distinguerons le cas des
plaques faiblement anisotropes a celui plus complexe, des plaques a anisotropie forte.

I1 Cas d’une anisotropie faible

Reprenons le probléme des plaques piézoélectriques.
En lexplicitant et en tenant compte du développement asymptotique introduit au
théoréme (C-1), il vient :

Jay090, - Jr,0u® = o (G.1)
Q Q

Jr@u® +0uP)= 0 (G.2)
Q

[z,0u9 = 0 (G.3)
Q

2 - 2

[35.096, -3 005, = o (G4)
Qa=1 T a=l

o5, = o (G.5)
Q

Jo©o,v, +]o,om, = [T, (G.6)
Q Q T,

Jo©ov,+[o® oy, = [, (G.7)
Q Q )R o

[os,y+DPoy) = [wy (G.8)
Q T, ol
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I est évident que les champs o)) et o vérifient les relations (G-6) et (G-7)
deés lors que : :
Pour tout v=(v,,v,) élément d’un ensemble que nous aurons progressivement a
construire, les relations suivantes sont satisfaites :

I o, v, =0 (G.9)

I O v, =0 (G.10)

Ces deux relations peuvent encore s’exprimer sous la forme :

J' Aamu“?n v, =0 (G.11)
J._llx3 Wug‘;;nav 5 =0 (G.12)
[ o9, =0 (G.13)

Par ailleurs , le champ D' satisfait a la relation (G-8) si

[ DOn¥=0 (G.14)
g Ay G.1
it " =0 15
sof £ on ( )

En outre si I’on tient compte de 1’identité

v, =ng(n,v, )+n, (m,v,), (G.16)

les relations (G-11) et (G-12) entrainent alors :

1 1
© _ ), j .
L A sty onng(n,v, )= Al n,n, RAPELE (G.17)
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~(0) 1 1 _ ~(0) L 'r 1 _ .
_rAaMuy’snanﬂ (m,v,) = Agsiinngyn,y, = (G.18)
-1 -1

© Lyt _ © n L —
JJxSAaﬁyﬁuii,y&nanﬁ (”,,V,,) = Aaﬁyaus,yananﬁ fx3 (n,u V,;) = 0 (G.l9)
-1 -1

Si a présent, nous choisissons I'élément (v,y)dans (H'(Q))’ x H'(Q)
tel que :

_{"’”""‘3 =0 (G.22)
Jnv e, = 0 (G.21)
Jl(nt v, )xde, = 0 (G.22)

les relations (G-17) et (G-18), donc a fortiori (G-11) sont évidemment vérifiées et il en
est de méme de la relation (G-15).

Par ailleurs, 'on a :

(0) _ O f _
_r X, A,zﬂ,‘; Uy M, Vg = A‘WS U 5NNy )X, (n nay ) = 0 sury
-1 -1

en vertu de la relation (F-17), et en supposant une frontiére polygonale. La relation
(G-12) est donc également vérifice.

Il ne nous reste plus qu’a construire des conditions naturelles supplémentaires qui
permettraient d’assurer la validité de la relation (G-13).

En effet, en considérant 7, = 0 dans un voisinage de la frontiere I',, il vient :

) _ 1 0) f 2 (0) 'r .
j) Ous na V; = 2 Aaﬂy& uS,rb'ﬁ ntz (x3 - 1)v3 -AaﬂyJ u3,75ﬂ nar (x3 + 1)v3 >
-1 -1 -1
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Ainsi en choisissant v, tel que :

I
o

f (x3 =D, (G.23)

I
o

_‘J(x3 +1v, (G.24)

la relation (G-13) est alors vérifiée et tout ceci conduit au résultat suivant :

Théoréme G-1

Soit g une fonction supposée nulle au voisinage de la frontiére I'; et si 'on
suppose que la frontiére y est polygonale, alors les équations (G-1) a
(G-8) admettent une solution unique (¢, D, u®, ) dans I’espace

SXxAXVE x®ou :

yer o = {v:{vi} S (HI(QS))3;:rnﬂvﬂ =0,)n, v, =0,

—E&

rx;g("ﬁ",,)= 0, f(X§2—82)v3= 0,

—&

f(x3+s wy= 0 sur Iy }
et
o ={ .y e H() ;Ji// = 0 swr IFJ.

Cette solution vérifie en outre le probléme consistant a trouver
@7, u”ye H)(w)xH*(w) et ¢ élément de’ensemble
o
{ £e H () ;7’%:0 sur y } tels que :
Vv o= (5,,9,)e (H) (o)
JCasrs @ = @+,
Vv, e Hi(w)nH*(0),

2
Z[Cops0 512 0 ve = J(@ + T+ 0T+ T,
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Vy e H (w)

~ 1 N
Jaaoyw = 5 Tor-wyy

avec par ailleurs,

0 = Aps @O -xai),,

o® = - [ 0, (x,x,, E)dE
o® = -[* 0, (5%, £)de
DO = -Ee

D = W +(1+x)A,0°.

Reprenons & présent le probléme consistant a trouver (6", DV 4 p")tel que :
4,6, DV 1.8)+B,(7,5,u",0")

=—A4 (0,09 ,7,8), V(r,8)e ZxA, (G.25)

B(6, DV v, ¢)= 0  V(r,8)e IxA, (G.26)

Ces relations (cf chapitre D) se traduisent par :

aaﬁyaa(”aﬁ —u, +b;; D =0 (G.27)
Uy +ityg = by, D) (G.28)
usy =0 (G.29)
oV -b,, DL -a,,,08=0 (G.30)
¢ -d,,,0. =0 (G.31)

L’équation (G-30) implique
u;

D= 5 (xx,) (G.32)

et I’on doit avoir, compte tenu des conditions aux limites relatives a ’espace v - :

u’ € Hy(w) (G.33)
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Considérant a présent I’équation (G-28), on obtient :

u® = 7O — x, (1 + ), (G.34)

ou # est une fonction arbitraire de I’espace H*(w), puisque #° e H' ().
On a d’ailleurs également ¢® dans le méme espace.

D’autre part, la condition

fule)na =0 (G.35)

-1

~(1

exige que 7V n_ appartienne & H, (@).

Pour des raisons de commodité, nous choisirons #’ de telle sorte que
N(I) 1 . ’ .

u,’ m, soit également nul ;

Aussi obtenons nous :

=~ L —
u,’ n, =

—x, (7 + 0 ) o1 (G.36)

Et par suite, de toute évidence :

JJu(l)nJ‘ =0 (G.37)
-1
Par ailleurs,
Lo _2 w85 oy 1
x3naua = -3 (u3 +—_¢ )ana (G38)
21 3 Cu >
or
uP =0 sur T,
et 0¥ vérifie en vertu des conditions aux limites de I’espace ®~

9 9=0 sur T,

par conséquent, on a :

[ X (0,40 + 9P nk =0, (G.39)

-1 -1 24
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En outre, les équations (G-30) et (G-31) impliquent

1,
W = —Exszahﬁar;ﬁaugy, (G.40)
avec évidemment
J)qp“)dvg = 0. (G.41)
-1

Des équations (G-25) & (G-41) se déduit par conséquent le résultat suivant :

Théoréme (G-2)

Sous les hypothéses du théoréme (G-1),
les équations (G-2) a (G-31) admettent une solution (¢, D®,u®, ) dans
Iespace (L*(Q))* x (H'(Q))* xV™ x ®™.

Remarque (G-1)

Les conditions aux limites sur 7™ sont manifestement vérifiées si I’on envisage
I’hypothése d’encastrement de la plaque.

Par ailleurs, il est 4 noter que la solution (6, D®,u® ™) n’est pas unique
puisque le terme %' n’a pas été précisément déterminé.

«
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III Cas d’une anisotropie forte

Si nous choisissons I’élément (v, y) dans (H'(Q))* x H' (Q) tel que

_Jj"’d"3 =0 (G42)
f | ny, [de, = 0 (G.43)
f | ntv, [ax, = 0 (G.44)

et si nous tenons compte de I'inégalité de Holder, les relations (G-17) et (G-18), donc a
fortiori (G-11) et (G-12) sont évidemment vérifiées.

Par ailleurs, la relation (G-15) est, en vertu des conditions aux limites (C-34), également
satisfaite.

D’autre part, en considérant 7, = 0 dans un voisinage a la frontiere I'j, ona :

f o n v,dx, = - _’J(J‘_l3 8, {Aaﬁﬁ (u® - tugoy)} ,ann,v,dx, (G.45)
-1 -1 ’
Cette relation est vérifiée, d’apres 1’inégalité de Holder, si I’on choisit v, tel que :

f | v, [[ae, = 0 (C.46)

Par suite, on peut énoncer le résultat suivant :

Théoréme (G-3)

Soit g> une fonction supposée nulle au voisinage de la fronti¢re I';, les

équations
(G-1) a (G-8) admettent une solution unique dans I’espace £x A xV;™ x @~
ou :
‘ 2
v ={v=)e H Q) In#v# dx, = 0,

—&

& 2 £
ﬂntvﬂ dx, =0, J- Iv3’2dx3=0 sur T¢ }
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Reprenant les relations (G-25) a (G-32), et tenant compte des conditions aux limites
relatives a 7,7, il vient :

JlaFate, =0 (G47)

soit

4 e H (@) (G.48)

uSn, lzdx3 =0 ou " est définie en (G-34), implique :

Par ailleurs, la condition f
-1
i’n_ e H) ()

car
2 2 e
M — Z ¢, D 15 (0) 2 JJ ~1)
fiua na:‘ ﬁ3 - 3 (uS,ana + ¢,a na) + ‘ua n¢z| ‘ixS
-1 c44 -1

et que
u{” et ¥ sont tous deux nuls sur T,.

De la méme maniére, on a :

f

-1

2
de, =0

)L
Uy n

et par suite, le résultat suivant :

Théoréme (G-4)

Sous les hypotheses du théoréme (G-3), les équations (G-25) et (G-26)
admettent une solution (¢, D® 4" o)

dansl’espace( L2 (Q))* x (H'(Q))> xV, ~ x®".

Remargue (G-2)

0]

La détermination de #"’ permet alors le calcul de o) sous la forme :
p af _

05 =AopsUs ) — Aupsb 53 D5 (G.49)
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IV Estimation de ’erreur d’approximation de

(O-S:Dgau£:¢£) par (G(O),D(O):u(0)7¢(0))

En reprenant (D-19), il vient, apres introduction des variables d’écart définies
comme suit :

= _—~f _ 50 _ ¢y,
Oup =O0pp —Cps —E Ogs

o 3 lel+ B Sk At
< §8iAi((6_—35): (&.D))= ;ai{ 4((c*,D®),(5,D))- A ((c*,D),(&,D)) }

Z NnOR J' M= 2_"~ OR
+& j mezDa D, +¢ Aop50050,5 + € )5 0yg D,
Qa=12 Q Q

3 = 2 J' M=
- .[aaﬁ 33053033 T € Zb:igng O3
Q Qa=12

——B(@,D),(u",0°)+ B,(@, D)., 0™ +2] X5,, DD,

Qe=12

4
e 2.b,,, D5, —215’4((a<°>,0<°>),(5 D )+e Iaa S005 s
i= Q

Qa=12

2 |~ O 3 j Q=
+& Ia3aﬂaaﬁ D,-¢ Q533045033
Q Q
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~

=-B((&,D),(u ,p ))+£I(E..u.(1? +o0D, + & _[ >'5,. 0D,
Q

777 ae e
Qa=1.2

4
ey > b, D05, -2 £ 402, D),G ,D )+e £awa;}}5,5

Qa=12 -

2 |~ m— .3 I M=
+& J‘ 303055 37 JUu5330,503;3
Q Q

Mais comme (#,9) € V™ x®” | alors
B((o®,D%),(@ ,§ )= B(c"”,D),(@ .9 ))

Et par suite :

B((@ ,D),@ ,p )= -&B(cV, D)@ .p )
Par conséquent, I’on obtient, en vertu de I’inégalité de Schwartz :

+ 2D+ Clel D+l )

Oup

C{(Z

<-B(&,D),@,p )+Ce.<Ce (+|@a)|
V™ x @™

Si I’on tient compte de I’inégalité

B*((7,6),(v,4))
up =1~ 2 C|(v,9),
(r,6) e 2xD

Vv, 4) eV x®”

et si d’autre part, on considere la relation



_B(e.0)@ 7)) =), +5.5,

- £ 0 14)] 4 0) o
= ITy (ui,j U —¢& ui,j)+(¢,k -0, —€ @, )0,
Q

~B((z,8),,0°) + B(z,6)w®,0)+e B(z,6),®,0"))

i&‘iAi((O'S,DE),(T ,0 N=4,((c®,D);(z,6))~¢ AO((O'“),D“));(Tj))

~&  A(0”,D"),(z,6))

il vient :
@7y = Co*+Cl ( X ]+ 2]D.D
e (2esl+Dh el ) (G.50)

Ce qui permet d’établir le résultat suivant :

Théoréme (G-5)

Sous les mémes hypothéses que le théoréme (G-3) on a :

£

_
Oup ~Oop

‘SCg;a,,le,Z,

D;-D.”

<Ce¢;a=12,

£ (0)
O33 ~ 033

ol -

£ (0
O-aS - UtzB

<C,

<Ce.

|, 0%) - @, 0°)

Remarque (G-3)

En comparant le théoreme (G-5) et la proposition (D-1), il apparait,
relativement au théoreme (G-5), une amélioration de Iapproximation de
(o°,D% ,u* ,¢%)par (o'”,D® u® $®), puisque nous passons globalement, d’une

'l' A} Id b
erreur en £* a une erreur en £ (cf. théoreme G-5).
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CHAPITRE H

Une généralisation de I’'intégrale de RICE



H.2

I Introduction

Nous nous proposons dans ce chapitre, d’appliquer aux milieux
piézoélectriques, I’interprétation mathématique du critére de Griffith pour la propagation
des fissures droites dans un milieu élastique (cf P. Destuynder (1)).

II Influence des perturbations d’un domaine Q) sur les champs
électromagnétiques et mécaniques

Considérons des perturbations de I'ouvert €, en définissant, pour tout & )0,
I’application

Fi=I+e®:Q—>P H.1)

ou P est le plan engendré par Q et ® un champ de vecteurs défini sur Q, supposé nul sur
I, uI, (cf figure H-1).

I

Soit a présent une application S définie sur ouvert Q° = F*(Q); il lui est associé la
fonction S définie sur Q telle que :

ST (M) =(SF*)M) (H2)

et par suite

oo
S=18°(1 div®+¢g? : )
i i (l1+ediv®+e detﬁM)’ (H.3)
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€

F'

T
s\ s

Se)=S ()

et si I’on désigne par u et ¢ respectivement, un champ de vecteurs et un potentiel
électrique sur Q°, on leur associera les champs

W (My=uo F(M) (H.4)

P (M)=¢@oF* (M)

Par suite
ou . cu’ 0
(5M€ oF) (M):O,’M oUd+8§M) (M)
(H.5)
ou . o p° o0
(c?M” oF )(M)=§M 0(1d+£0"M) (M)

Le probléme de la piézoélectricité linéaire rapporté a I’ouvert Q° s’écrit alors :

Trouver (o,D,u,¢) € TxAxV x® tel que

Va0, 74 +6,,D,7,)d0+ } (8,,0,8, +5,D,8,)d%

QF Q

Ju .
_.é':{[r(f 5 M* )+ o M° 0 }dQ—O, V(T,&) e IxA (Hé)

J{tr(a i )+ s D }=.[(Tiv+Wi ),V(v,p)eVxd
A oM T e M : SRR
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Mais si 4 la solution (o, D,u, @), nous associons les champs o¢°,D°,u‘et ¢° définis par

o’ (M)=(o°F*) (M)
D*(M)= (D~ F*) (M) (H.7)
u' (M) =(uoF*) (M)
¢*(M)= (¢ ") (M)

on peut énoncer les résultats suivants.

Théoréme (H-1

solution dans (Zx A) x (/' x@)du probléme

Trouver(o®, D ,u®,¢°) € Zx AxV x® tel que

J F* . P F*
)+ (8,057, ) det (5

ypp

V(r,0) € ZxA Iaukl O, Ty det( )

dut IF . OF
aM) £ oG G
04 5FE a2

o o) o=

V(v,qp)er(D

v OF . 8¢ OF° }
I{”(“ oo oo PG

O F* )
+Iak,palprk det (577)+ (B,D;3,)det )

£

F
iYL

Q

= J(Fv + W= p)ds

rx

Théoréme (H-2)

Il existe &,)0tel quesi € (g, ,ona:

(©°,D%,u",9°)= (6, D,u®,¢ )+ £(a®,D,u®, V) +o0(e)

Sous I’hypothése ¢ ( g, , 'élément (o°,D°,u*, ¢ °)défini ci-dessus est I'unique
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ot (69, D u® ¢, (", DD u® ¢V)et o(e) sont des éléments

de (ExA)x (V' xD) tels que :

) lim Jo(e)| =
ExAYx [V x®)

i) (0¥, D, 4 ¢@)est la solution du probléme de la piézoélectricité
linéaire posé sur ’ouvert Q.

iii) (6@, DV, 4" $®) est 'unique solution dans (ExA)x (¥ x®) du
probléme suivant :

Y(7,0) e ZxA
I (@05 74y +b, DY Tij)+.[ @0 6, +b,D"5,)
Q

I{tr u”  Su® 20 SMI S4® 50 }
Com o om Pom om om )

Yv,p) eV x®

j”(a(l)av+{a AL ae})
’ oM OM T OM M

+J{5¢D(l) P9 00  Jo

(0)
om? Tmam? "GPP d”’@}

La preuve est analogue a celle du théoréme (1.5) (cf. P. Destuynder et M. Djaoua (1))

s’écrire :

«

Remarque (H-1)

On peut observer que le probléme iii) du théoréeme ci-dessus peut encore

(0, DV, u $P) est 'unique solution dans (Tx A)x (V x ®)vérifiant :
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V(z,6) e ZxA
A0, D,7,5)+B(z,5,u",¢) = I (z ?ﬁ: o
—ftr(s {a ¢<o)}r 53) .
Y (v,p) eV x®
B(o®, D<1),v,¢):_£ tr(c® j_VM m) £ (o“’) )dzv@
(H.9)
j r (Z(]/\),f j E D)+ f tr(D<°>dzv9(

III Calcul du Gradient de I’énergie dans la direction ®

Nous définissons I’énergie du systéme constitué par le solide et les forces
extérieures qui lui sont appliquées par :

wQ )=——.[{tr(0 )T (D(Ve) )} (H.10)

ou (Vg)™ est un vecteur ligne.

La dérivée de W(€Q)*) dans la direction ® est définie par :

oW w(Q)-w(Q 1 1 %
2 0= im, ,, L ()=—~1im£_>o-£—(£{{rr<a—5—j\”;)+a¢,,}

oQ =0 & 2

(®
-] {n(a«» S+ D ¢_§°>}); (H11)

1.
=—ghmm{f (Tu+ )= (T + V;¢<°>>}
If If

ou I'; est un morceau de la frontiere de Q invariant parF*,
T, une densité de forces surfaciques et Wune densité surfacique de charges.
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1. 0 0
=——2-;hmHo{r[<@ (- ))+£%(¢ - >>}

1 Lou® [0
5l e 5M>+zr{(é,M)(D”> }

1
= EBo(U(O),D(O)’u(D, ™)

1 o u® 70
= — = A(c®, DV, 6 DY —| 1 (¢ Z——
0¢® .60
©
-5 Jro S 5
Mais si I’on impose la condition
Gy Zbyy
il vient :
ow 3 u® 34,
halid - © ©
o0 i’r(" oM aM) i”(D Syl aM)
(H.13)
¢(0)

)dzv®+ fzr(D“”( a7 e .

1 Ju
+——Lr (0’(0)
2 Q

Cependant cette relation, par le fait qu’elle ne fournit pas de renseignements
directement exploitables sur le gradient de I’énergie dans la direction ® , est d’une
utilisation pratique peu évidente.

IV Autre version du Gradient de I’énergie

Considérons la boule Br de rayon r renfermant le sommet S d’une fissure (cf
figure H-1)
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[
le.
(’ p\i
‘\gga"
2 r
o=
[
Ona: FiG. Hy
aw o u® 20, ¢® 50
“#(c© QR A
Su®” 50 34@ 20 1 u®
o (6© Q)i AN (0) d
;!, (@ 5M0"M)1;‘: SENYVaEy V2 2I @520
(H.14)
¢(0) u®
+—-,‘-tr(D(°)( ) Ydiv @+— _[tr(a(o)( ))a’zv@
© .
er(D<°>( ¢ )Tdiv [0) }

(0)

ou® 50 04 50  ;0u?”

(0) .
oo’ omomTC a0

Et en supposant par ailleurs que o

(0)

o¢
O gy
DYdiv® P

intégrales portant sur B, ont toutes une mesure nulle.

sont intégrables dans Q, alors , lorsque r tend vers zéro, les quatre

D’autre part, tenant compte des identités

Ju ) )
r (C ryva —(div C)yu +div(Cu) (H.15)

a div q = -Grad(a q)+div(a q) (H.16)
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Ainsi que des formules de Green, il vient :

0” /4 Au?® o u®
© = | 5O =
(Q)@ rr{tr (o ey, )} On ! Py ®On (H.17)
© (0)
lroocionen- oGl

Cependant, la solution (¢®, D 4, ¢@)du probléme de piézoélectricité linéaire
vérifie

) (0) |
div (a(o) ) = lGrad(tr(O'(o) M )) (H.18)
v (D5 29° )= lG adr (022" (H.19)
oM

En effet, sous la convention des indices répétés, on a :

(0}
div (c© ou )
oM b =0 4 +00u) (H.20)

©
0(0>ﬁ”
oM 0 (0
— o 5©.
k i Yk

Ainsi,
8 u®

r(c® )= o u?; (H.21)
et

Grad (tr(a(‘” )) / OO o u?) (H.22)

P) M U k ] i J ki )

Mais comme :

divo® =0 (H.23)

il vient :

Su® 1 o u®
. 0) = )
div (0¥ ——7) = - Grad(r(@® —=-) 4

__(0(0) © _ oQu® (H.24)
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Et puisque
j(O) _ A,J,,,,,u,(,,oz,,
alors
05" Uiy~ 0y 3 = Ayt = At 1))
= Aty = Ay Ui

Car 4, = A4, .
d’ou Iégalité :
u® 1 o u®
i (e © - ©)
div (o PRy Grad(tr(O' P M))

Le méme type de raisonnement conduit a :

¢ (0)
av (DY k= D8P + DP9,

o ¢(0)
DG k= D4

et par suite
0
tr(D(o) _0‘,0‘)?4_0 _)T) D(0)¢(0) ;

ainsi

Grad (tr(D(O) o047

Mais comme
divD® =0

il vient

()] )
(@i (D552 Grad (r(D(SEy /)

1
LS NOPIO! (0) 4 (0)
9 (Dj ¢,kj _Dj,k¢,j )

(0) 4 (0) (0) 4(0)
) )/ =D, 6, +D;" ¢4

(H.25)

(H.26)
(H.27)

(H.28)

(H.29)

(H.30)

(H.31)

(H.32)

(H.33)
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et sachant par ailleurs que :
DY =-5,4> , a=12
4 =0

il s’en suit :

¢(0) 1
(div (D(O)( ) )- G d{tr(D(o)(

d’ou la relation

‘M) )}) Ji=0 (35)

¢(0) 1 ¢(0)
div (D (7)) =5 Grad(#(D” (7)) ) (H.36)

par conséquent, on a le résultat suivant

Théoréme (H-3)

Le gradient de I’énergie dans la direction ® est défini par

o W 1 0 u® 6O
S @o=im,, { fre"Sen: —ftr(D“”( “toy)en
L

o 0)
Iﬁa“’)(a’;\l@ N -D<°>( )@}
rr

ou I', désigne la frontiere de I’ouvert Q2 et 7 sa normale extérieure.

Corrolaire (H-1)

o W Ou (0) (0) _
Sa@e=im_, [r @S0+ D EEnen
o u©® a (0)
Jieo S5+ poGEoe)
<
Preuve

Comme 7c'” et 7D sontégaux a zéro sur une partie T, dela
frontiére et que ® = 0 hors d’un voisinage de la fissure, soit ®=0, au
voisinage de I', et I ; d’oulerésultat du Corrolaire.
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Remarque (H-2)

L’intégrale ainsi obtenue est une généralisation de 1’intégrale bien connue en
mécanique, dite intégrale de RICE.
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CHAPITRE I

Contribution a la propagation des fissures

dans une plaque mince piézoélectrique.
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I Introduction

Dans ce chapitre nous essayons de donner un critére de propagation des fissures
dans les plaques minces piézoélectriques.

Nous supposons :

a) Que seule une force surfacique est appliquée normalement sur les faces
inférieure et supérieure de la plaque.

b) Qu’il existe une fissure transversale de longueur L et que la surface fissurée a
la forme d’un rectangle.

Le probleme qui nous intéresse est celui de la mise en oeuvre des conditions de
propagation de la fissure existante, en supposant que le comportement de la plaque est
entiérement décrit par la théorie de la piézoélectricité et sous une optique énergétique.

Une justification électromécanique du critére de propagation basée sur une
analyse thermodynamique des phénomeénes irréversibles ayant déja été obtenue par C.
DASCALU et G. MAUGIN (1), (2), (3), nous nous sommes, dans cette thése,
contentés de postuler pour un milieu tridimensionnel piézoélectrique, le critére de
propagation de Griffith. Nous montrons par ailleurs que ce critére peut, pour une plaque
mince, se formuler uniquement a 1’aide du premier terme du développement
asymptotique de la solution tridimensionnelle.

Il convient de signaler que dans leurs travaux C. DASCALU et G MAUGIN
ont apporté des éclaircissements aux résultats antérieurs sur le probléme de la
propagation des fissures électrostatiques et ont en méme temps, poursuivi le processus
consistant a adapter les concepts de la mécanique de la rupture ainsi que leurs résultats,
aux problémes électrostatiques.

L’intérét de notre démarche a été de partir du modéle tridimensionnel des

plaques, et d’en déduire sans hypothéses a priori et a partir de développements
asymptotiques, un critére de propagation de fissures piézoélectriques.

II Position du probléme tridimensionnel

Le modéle tridimensionnel piézoélectrique consiste en la détermination de (o, D ,u ,¢)
élément de (Z° x A" ) x (V° x®°) et tel que :

A®(o,D;7,0)+ B (7,0 ;u,¢)=0 V(r,0) € ZF x A®
B® (0,D;v,9)=F* (v,p) Vv,p) eV x®  (L1)
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L’énergie piézoélectrique du systéme constitué par la plaque et les forces appliquées est :

W=l (e,0u,+4.D)d0 (12)
J

ou (o, D ,u,¢) est solution de (I-1).

Reprenons la cinématique ® du fond de la fissure, ou @ =(1,0,0) € W>* (@)
dans un voisinage du fond de la fissure.

On admet en particulier que le support de ® est un voisinage de la ligne de fond de la
fissure, disjoint de I, dune opart et du support des fonctions
W WetT +T; +J,(I +T,) d’autre part.

Reprenons également la transformation F avec en particulier
F'" =1+n® . Q° >
ou n est un petit paramétre réel.

L’analogue du probléme (I-1) posé sur I'ouvert € = F"(Q°) admet une
solution ( o (n), D (n),u (n), ¢ (n) ), et I’énergie piézoélectrique associée est définie par :

1
W, =~ J(o,000u,m) + 4,00D,(m) (13)
104
avec, en vertu de la relation (H-13),
aw 1
@ @=3l0,0u50-Jo,0u00,

1
+5(£Di 4.0, 0 iDi 40,0, (1.4)
ou —d7(®) représente 1’énergie disponible pour fracturer le matériau.

En admettant le critére de Griffith (cf BUI H.D mécanique de la rupture fragile ;
Masson, Paris 1978),

il s’en suit que ’énergie qui permet de créer une fissure d’aire unité, est une
contrainte % du matériau.
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Aussi, d’aprés ce critere, la fissure aura tendance a se propager si et seulement si :
ow
— (©®)<-2y.<0 L5
(@) <-27. 15)

(Le coefficient 2 provenant de ce que deux surfaces sont crées dans la fissure).

Par ailleurs, comme I’aire créée dans le passage de Q°a Q)¢ (n = 1) est unitaire, il vient :

L(?l =mes(I7)0O=1

1l apparait ainsi clairement que ®, varie comme l’inverse de 1’épaisseur de la plaque.
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III Comportement asymptotique dans le critére de Griffith

En posant :
1
———(@ _EJ u, 0,0, J‘ozﬁuzo”@ d7
o
1
+>1n4,00,-Ing, 20,
o o

ou ® est le champ de vecteurs dont le support est restreint au voisinage de la ligne du
fond de la fissure.

En explicitant cette relation, il vient :

oW
—(@)—— Ia,,ﬁa u, 8,0, +jo3(ﬁ 4, +8,).0, ©,

+_..a330”3u30”,®7 —Iaaﬁﬁyuﬁ 7,.0,
o'
Jonou0. 0, +2 ID $.0,.0, +ID¢a o,
o4

-Ip, 4,200, 18)
o4

Et si ’on tient compte des relations (C-15) a (C-23) il vient :

oW .
—-(@) "—JO' o, u 0” S —8jaaﬁ5 u, 6,0,

I 0,3 (Cu; +Gu;)0,0, + — 10335u J,0, s_[a,, Op U ﬁ@

& &
+2l0e ¢¢ 50,45 D g100,-¢]n 50,0, (19
fod ’ Q 0



L6

1 ~
Mais ® variant comme 2 d’aprés la condition (I-6), il existe ® indépendant de &

tel que :

O=¢0 (1.10)

1 1 3
+§Io;f @, uf +0,u%)3, B += I% o,uf 8,8, - Io;, 0, uf 3,6
o3

1 _ _ _
v=Jpr ¢¢ 56 +-[Drp:06,-ID: 955,86, (@111)
20 @ ZQ Q

On voit que le passage a la limite dans I’expression (I.11) nécessite la connaissance du
comportement asymptotique de la solution tridimensionnelle. Et, en vertu des chapitres
DetE, ona:

Oup =0 =—%34,450,5 (u”) dams L* ()
u: > u® =-x,0,u” dans H'(Q)

u!. — ul” ausensde L*(Q)

eD; -0

au sens de I? (]—1,1[ s H: (@)

g0, > 0
go0f,—> 0 ausensde” (]—1,1[ s H (@)
D — DO =-£, ¢ ausensde L*(Q)

¢° — ¢© ausensde I*(]-11[; H (@)

Ainsi, en rappelant que 4,5 (x;,X,) = Ixf A5, > 11 vient en tenant compte du fait que
-1

seule la composante ®, de ® est non nulle :
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S N I _
im, 0500530, 450,8, =3 [hps (5,%)85 176,8,.0 4 u”

lims -0 J‘O-:ﬂ ay u; aa @y = —jhaﬁyﬁ (xl > xZ )ayé‘ u§0)51ﬂ @la at:)l
Q @

N Y -
lim, L, | D67 8,8, =-Je 89605, (113)
Q )

tim, - g5, 5,6, =25, 4004 ©,
Q o

Par suite, en explicitant les relations (7 —1),, il vient :

2 £ 3 £ 4 £ _ £
€ Qp330 pTE by D +& 033303, =333

£ Ty O'Zﬁ+£3l;33 D; +¢& a0 5= @3
e _ ., £ £
8Zb3aaDa _ua,3+u3,a (1'14)
a=1

£ ﬁZb3 s D5 —0us =0, uf
=1

Ainsi, il existe une constante C indépendante de & telle que :

“53 U, o <Cé g
“0”3 L NS C{8+8 2 ||D§ oatE } “a; e }
6, us +8,u | < Ce 1.15)
d’ou par conséquent :
: 1 ~
lim, _, —Ia§3 @, us +35u;)3,0, =0 (1.16)

2Q
car lim, & o0.,=0
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lmywzﬁmﬁ@ﬁ®-—0 (L17)

: 2 & __
carlim, ,¢” 0, =0

lim, o> | D:g5 8,8, =0 (L18)

8-—)02

. . _
carlim, ¢ D; =0

Pour ce qui est de

lim, ﬁo—fo—;a"ﬂ 3,0, (1.19)
o
Ona:
—f 05 48,0, = f 3(8ZbMD€)0” 8, (1.20)
4@@@@@
a

Le premier terme de cette quantité tend vers 0 avec ¢ o ., en vertu de (I-12).

Le second terme peut s’écrire :

Jot.o, 53,0,) 1.21)
Q
du fait que © est indépendant de X;.

Cependant en explicitant (7 —2)., il vient :

[0t 6, v +Jat,0v, =0 1.22)
Q Q

€t en posant

v, =u%06,0, (1.23)
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il s’en suit :
Iaiaﬁa uy0, @ﬂ = _IU:ﬂ o, (u:aﬂ@r ) (1'24)
Q Q

et comme 'on a

iy >0l dans L[1(Q)

af
g—>0
et
u 3,0, >u®3,8 dans H(Q)
-0
il vient
lim, I 0,0,u53,0, =—f 098, w3,6,) 1.25)
Q Q

= [ By (50,300, (1216, (8, 405,

Des relations (I-13) a (I-25) se déduit le théoréme suivant :

Théoréme (I-1)

aw .
Lorsque ¢ — 0, la quantité E(@ converge vers

aw . 1 -
E{ ®) = Ejhaﬂyé (x;,x, )é)yé u§0)5¢zﬁ u3(°)0” G
—J.haﬁyé‘ (x,,x, )575 ( u§0))51ﬂ u§0)5a@1 ) _."5 11¢,¢(zO)¢,EzO)5 1 C:)1

+2J5 11¢,510)¢‘§0)5 a @1_."}1&,975 (x,,%, )0"75( ”3(0) )8, (51u§0)5ﬁ é])

IV Invariance vis a vis du choix de ©

Soit C une courbe réguliére de I'ouvert @ renfermant la pointe P de la fissure
et contenue dans une région R ou le déplacement ® est constant.
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Si nous désignons par R le complémentaire de R dans @ , la relation exprimée dans le
théoréme ci-dessus devient alors :

—~

aw

~ 1 ~
dn ®= 'i ,f_haﬂya (%),%,)3,5 ”§0)5a,3 u§°) O,n,
SR

1 -
5] 8 (e (.28, 10,348,
- J._haﬂyé (x,,x, )ﬁyﬁ ( u3(0) )é’lﬂ u§0) @lna +-[ I, ( haﬂ75 é’yﬁ (u3(0) )ﬁlﬂ ug())) @1
R R
5,608 8m +] 0,(5,0 2 DG,
R R
25,0998 m, -2 6,(5.,499 6,
AR R
- .[haﬁya (%),%,)0,5( ug”)o, ”3(0)0”/1 @1na (1.26)
SR
+ fa o (P (%1, %,)8, 5 u¥)O, uf® On 5
IR

_ j: 8 A8 (s (x,,%,)8,5 45, u® } 6,
R
Mais,

1 ~ _
A:_E.[ Oy (Pyps (%),%,)0,5 u§0)5aﬂu§0))®l+-[ﬁa(haﬁyﬁaﬁ u§0)ﬁlﬁu§0))®l
R R
o500 08,210,569 ™8, @27
R R

~J 0,(0 s (hops (51,5005 w6, T } 8,
R
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1 ~ 1 ~
= _5! O, (hyps(x),x, )575 u§0) )é:ﬁ u§0) ®1_5 -}ghaﬁ;«? (x,,%,)0,5 u§0)5laﬁ u§0) 0,

(0) 0 A I 0) 0 Q
+.[ 5’a(haﬂ75(x1:xz)5ya U, )51;?”3 0,+ haﬂyS(xl’xZ)ﬁyé Us ﬁalﬁu3 0,
R R

+2-[ g 11¢ (102z¢ ,(2) (51 _2-[ 511A2¢ (0)¢ (?i @1 “ZJ_- g 11¢ ((2¢ (;Jz)z)@l
3 R R
Gy oy 1,508,548, 40 8, = 8, (Bpys (5,58, 17)3,u” B,
R R
1 ~ 1 ~
= __2'.[ 2 (haﬁy5 (xl’xz)ayb' u§O) )aaﬂu?EO) ®1+'2'-[haﬂya (x,,x, )575 u§0)alaﬂu?(;0) 0,
R 3
"I 5aﬁ(hzzﬁy5 (xl,x2)5,3 u§0))0”1 u§0) 61 -2 I £ A8 (0)¢ ,(;)) @1
I3 3

Mais G5 (P (%,%,)05 s”) =T+ I +0,(I; +1;), et & A0 O=(W),

dans @ ; et comme les supports de ©, et W, W* ou T + T, +J, (T + T ), sont par
ailleurs disjoints, on a donc

) Qg

g (Pogs (%,,%,)8,5 )0, u® ©, =0

et (1.28)

511A2¢ (0)¢ ,(?) 0,=0

0| Sy

Ainsi

1 ~
A= 2] 8 (s (5,708 492,48, (1.29)
R

Remarque (I-1)

Pour une plaque faiblement anisotrope, A=0 et ’expression (I-26) ne se réduit
plus qu’a ses termes portant sur & R ; ce qui conduit au résultat suivant :
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Théoréme (I-1)

Pour une plaque faiblement anisotrope, la quantité

ﬂ @) = Ihaﬂﬂ, (,,%,)0, 1”8, u® Byn,

~ J_haM (x,,%,)8,5 "8, ,ul” On, — Ia 906 On,
2]z 40406, Jham (x,,%,)8, 4”6, u®8, B,

R

+ Ia‘;( (Rops (x,,%,)8 5 u¥), ul® O\n,
2R

aw ~
V Indépendance de E—( ®) _par rapport au choix de la foncton O, dans le cas

d’une anisotropie faible

Notons qu’en réalité les intégrales intervenant dans le théoréme (I-1) portent sur le
contour suivant

X, 4

\ ’
T N\
C’l
Ainsi, sachant que n; = O sur les lévres de la fissure et que :

+= Jh s (X15%2) 0,5 u(0>0'> ©®n - J‘ham (x,,%,)8,5 476, ,u® ®n,

_jg ”¢(0)¢(0)®n +2 Jg “¢(0)¢(0)@n _J-hqﬁr(S(xPx )575 u(0)0~, u(o)é’ @n

C G

+J 8 o s (0,500, )6, 10 Bymg=-= Iha,,,5<x,,x 16,5 u20,u® By,

J‘ s (X1, %, 575 (O)alﬁu(0)®n +I5 11¢(0)¢(0)®n1 2 Ig 11¢(0)¢(0)®n

C,

(0) 0 A n — j (0) 0 &
.rhaﬂys(xlax Yo.s Us O, U Ty 0,n, haﬁys (xl’xz)a;'& us Ogu;” On,
A
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11 vient :

~

aw

~ 1 :
an ®= 5 Ihaﬂyb’ (x,,%,)0,5 ”go)é’ap u§0)’nz - Ihaﬂy& (%1,%,)0,5 ”§0)0"1ﬁ ”§0)71o<
c c

—~ ~ 0
f7,6949n 425 69600, -5 (hys (5. %08, u2)8, un,
C C C

Remarques (I1-2)

Apreés avoir établi que la solution tridimensionnelle de la piézoélectricité peut-
étre approchée par la solution du probléme posé sur la surface moyenne de la plaque,
nous avons pu montrer (voir théoréme (I-1)), que le critére de propagation de la fissure
peut s’exprimer uniquement a I’aide de cette solution approchée.

Par ailleurs, il est clairement apparu que méme dans une théorie de plaque de
Kirchhoff-Love, le cisaillement transverse peut jouer un role fondamental dans
I’expression du critéere de propagation de la fissure, comme !’avait déja établi
DESTUYNDER, dans le cadre de I’élasticité linéaire.

D’autre part, nous montrons que I’énergie disponible pour fracturer le matériau,
valable quel que soit le contour C centré en P (voir la figure précédente) dépend des
singularités de #” et $“ en ce point, ainsi que des influences du champ électrique
E© défini sur la surface moyenne de la plaque. Ce dernier résultat, au regard de la

. . dw < : .
troisiéme intégrale de I’expression T (®) confirme, du reste, 'influence négative que

pourrait avoir le champ électrique sur le processus de fissuration (voir C. DASCALU et
G.A MAUGIN (1, 2, 3)).

En dehors des deux intégrales qui caractérisent I’influence du champ E® sur la

aw
propagation de la fissure, les autres termes figurant dans I’expression E(G))

correspondent au travail exercé par la partie du matériau extérieur au contour C, sur
celle qui lui est intérieure.

11 faut par ailleurs souligner, en vertu de la remarque (I-1), que dans le cas d’'un
matériau fortement anisotrope, I’énergie de fracturation dépendrait de la cinématique du
fond de la fissure.

En perspective, il pourrait étre intéressant d’apporter selon le procédé utilisé ici,
une justification €lectromécanique convenable du critére de fissuration, en s’appuyant sur
une analyse thermodynamique des phénomeénes irréversibles et de fagon a confronter ces
résultats avec ceux obtenus par C. DASCALU et G.A. MAUGIN.



J.1

CHAPITRE J

Contribution a I’étude de la couche limite
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I Introduction

Ce chapitre est consacré a la description de la solution tridimensionnelle du

......

plaque, frontiére sur laquelle, nous supposerons des déplacements et un potentiel
électrique nuls.

IT Description de la piézoélectricité tridimensionnelle au voisinage de T,

II - 1 Généralités (cf Destuynder (1))

Associons a chaque point de la frontiérel’, de I’ouvert Q, un triédre orthonormé
(a, b, k) tel que :

a soit tangent a I
b soit perpendiculaire a I,

et k perpendiculaire a la surface moyenne

Soit v, les composantes dans le systéme de réference dans lequel on a travaillé jusque I3,
d’un champ de vecteurs défini sur T .

Les composantes correspondantes g, dans la base (a, b, k) sont définies par :
g, =ayv,+a,v,, g, =bv, +bv,, gq,=v, J.1)

et comme par ailleurs
ab +a,b, = 0, J.2)

on pourrait choisir b tel que :

b, = a, (J.3)
b, =-q, J4)

D’autre part, en désignant par s:abscisse curviligne le long de y, et par & celle suivant la
normale b al’,, on a pour toute fonction f définie sur un voisinage de I :

f _of 5s+0"f5§
0”x1_0”/,‘0"xI ¢ 0x

(3.5

0f 0f0s 2f9¢
dx, 0&dx, JE&Edx,

(1.6)
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ou
Js a o¢
e 1§ ; 5x1=b1=a2 J.7)
"R
Jds  a, - d¢& _
7, —1___5_ ; 5x,_b2_ a, J.8)
R(s)

R(s) étant le rayon de courbure de la fonction ¥ de @ au point (s, 0) mesuré suivant le
vecteur -b.

Par la suite, on introduira I’ensemble B, - voisinage tubulaire de I, tel que

B = yx|0o,Lx]|-11] J.9)

II -2 Expression des équations du modéle tridimensionnel dans
le systéme (s, £, x;)

La solution ( 0°,D “,u *,¢ °) dans ’espace X, x A, xV, x® , exprimée
dans I’ouvert Q, vérifie le probleme :

(A +& A+..te* 4,..) (0 *,D *,7,6 )+ B* (¢,8,u°,6°) =0

V(r,6)eZ, xA, (J.10)

B,(0°,D%,v,p0) = F,(v,p) Vv, @) eV xDy
ou
s,={c/r=le,=1,}.ii=1235 «(CB) )
A, ={6/6 e (I’(B))’,V.6 € I*(B) }
Vy={viv={v},i=123;v, e H'(B).v=0sur T, }
V,={veV,/v=0en ¢ =L}
©, ={p € H'(B)}
Posons

(65.D%u*¢)=(c”.Du¢ )+e (6 V,.D Vu P9 )

+8(Z£7F£J#£JW8)
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ot (o@D u® g @élément de T, x A, xV, x® , vérifie les équations :

A (c O DOt §Y+B,(r,6,u @, ¢ D=0 V(r,8)eZ xA
B, (¢ ©,D ©v,p)=F,(9) Vv, p)eV xd (J.11)

et ou
A,(c O, DV 7 5)+B,(7,6 ,u®, ¢ Vy=—4,(c ©,D P,z ,5)
V(r,6)eZ xA (J.12)
B, (c®,D® v ¢)=0 V,p)eV x®
avec

7 =0 0.13)

4
Jui(l) (x,,%,,%;,)de; =0 pp sur y

-1

Par ailleurs, comme !’on doit avoir sur (I})

u® =0 et $° =0 J.14)
il vient , tenant compte des conditions
u® =0 et ¢ =0 sur (T,) J.15)
uV + uf =0
sur (T,) (J.16)
¢V +y° =0

et par suite, il apparait que (X°,F°, u®, y*) vérifie les équations :

(4,+e 4, +&* A, +&° A, +e* 4)(Z°,F*,7,5)
+B°(z 6, u’,w* )= A(c ", D Pt 5)-¢ 4,(c 9. D ®r.8)
e 4 (c VDV 8)-g* 4(c @D .5) (J.17)
& 4o O D D1 5)-& 4,(c D O,7.5)
- 4(c V", DD r.,8) V(r,8)eZ,xA,

B,(Z°,F°,v,p)=0,YV(v,p) eV, xD, (J.18)
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L’équation (J-18) entraine :

Z,,=
sur B (J.19)
F;,, =0
Z5 =0
en x,==1 (J.20)
FS =0

L’équation (J-17) implique

& & -2 £ £ - 1 0
Appslys +E by By +&° ap5,25 Hgo =€ baﬁ ;D5 —£a,55,03;
2 1
—& Q,53303;
& 0
€ mezFa +48 aa3ﬁ3 (lua3+lu3tz)— gbBaaD 48aa3ﬂ3aﬁ3

—4&’a,,5,0,, (J.21)
gta Qﬁ33Z£ +&° b333Fg+€4 Ayl — sy =€ aaﬂ33o-¢2ﬁ
—&t A 33330 ;3_52 Ao5330 }zﬁ"élnme g_éjﬂme ;_ 84"133330_ 23
Ops

b Fi+ed 75, - -y, =-¢4a

aa3 aal

€ Upy i, +&° b S +€° a iy —Wi=—¢ &

T N0 _ R P2y 03 1,
—€by;,D; - & by D; — & 4,507, & 4333033 5

etil s’en suit :

. 1
F; = = {~4a 1313‘/’:: +4¢ a1313a1130— (J22)

a ~
a113b311 —4b11a131~

1
—_ £ £ ~ :
+ . a3 (Hes+ Hsp) 'ambsnD 4a1313a1130 } >
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1 _ ~
F = ¢ B {ﬂllu;,p _5ﬂ2D31 —& 1830'303—3 2ﬂ40-313—3 2155 ﬂ;,3+3 lﬁs 0—2,1

avec

a

+B,0., + B D0 ¢ 7Byt

allll +a1122

B =2b,0,,3 — a by ;
1133
Qg
B, =1+
[#4
Ay + Ay Qo ,
,Bz = 2b113 - b333 -
a a
1133
ﬂ -2a _ A a _ Q2
3 — 4033 3333
a 24
1133
=2q A T Qo 4
B.=2a,; - a Ay — .
1133
ﬂ _a1111+a1122a & s
5= 3333
133 a
a; =a,
a,x g
Bs=ay,,, +a,, a
Q. 4
ﬂ7 = Ty, t+ o
_a11n+a1122b ‘alao
138 = a 333
1122 a
B, = =
g a
o~ a3, b33a1133 -a311b333
=4y — Q333 —

Ay133 2b,130,155 — (@1 + G455 )33

(J.23)

2
(241155 — as5(ayyy, +ay1,)
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b33a1133 - a311b333 b333 (allll + al 122)

~
311
b33 - b333 -

a, .
133 2b,130 133 — A5 (@11, +ay155) Ai133

~

-5 ;) b — by3ay3; — 8yyyby3s
Q, =05 333

a +a
1111 1122
(2b1133 - b333)

133 26,130,155 — Qa5 (@1, + y1,) ay33
e = G — as, o — by,a, 135 — @51 b335 (24, — Ay Gy a
3 = sz 3333 1133 3333
133 2b, 130,155 — Az (ayy, +a41;) 153
. = ;) by30;155 — 83110335 A T
s = - )
gy 26,150,155 — by (9111, +44) Ayiss
a = - b33a1133 —a311b333 (‘a +a )
s —diy Ay T
2b113a1133 - b333 (allll + auzz)
_ b3y 155 — 3y, bs55
% T b
2 13%133 — 333(a1111 +a1122)
. = by3a133 — B311bsss (@11 +a,10)
g = Ay T
2b, 130,155 — bys (@), +ayyy,)
1
s _ -2 £ 4 0 1 2 1 0
Zaﬁ = 2 {5 Vi 33— ¥V 20, V30 =€V 40357V 505
1133
1 0 & -1 £
~EYsD3s —EY10 55— Vs My, —€ VoW } 5aﬂ (J24)
—l/f ) +1(ﬂ“ + Mg ,)
2 Fup aff 2 a,B B.a
B Q53
7 =1+—p,, +——22

ﬂ 333 a
B Qg

Va2 T~ F; by - a Ai333

Vi =ap;t I 3T, Q3333
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B a
V1 Tl ﬁs by : Q3333
B,
Vs =5b
8 B
By 1

Vo :7b333 —;%333

1 1 1 ~
£ . - &~ 1 _ - £ _ £
Z,, = ¢ b —4b.a {gb:mW,a a,130,130 5 o2 by (g s— ts,)
1391 1%313

Q

1~ 4 ~
bllb3llD:z _;almbno'o } (st)

_; a3

1
& _ -1, £ 0 1 0 2 1
L= g { eyi-aDj-¢ca,D; —ca;03,-6"a,0

-2 £ -1 0 £ 1
& a0~ ~ 0,0, } (J.26)

Si a présent, on tient compte des relations (J-9), les expressions précédentes deviennent
alors :

1 & Loy’ vy’
Ff=— = {-4a,,,(a,(1- ! +b,
d, 3hsy, — 40,0, 13 { R(s)) Js & )
~ e . § Lou
+e a1313all3o-1a3+;[ a1, 51454, (I_R(s)) I_Z,S—S
~ O uj ~ 1 ~ 0 727
+dy,3b, OF ]~a113b311'ba_4a1313a113o—053 } ( . )
.1 & 0y, J u,
F; :E,B{ ﬂ 1[ a#(l—R(S))l 55_# +bu 0‘)5 ]—gﬂZD;—gﬂﬁio-g}

—£ P00 y—¢& Pspite Bo S+ ol +BDT (J28)

—&" By’ |



1 -1, &
Z5="3 {81‘//,3

J.9

P -a,D! ~¢a,D, —ga,0%&’a,01,
- . E ., 0u,
-& Ca,pu i€ a0, ~a a (I_R(s)) 1_5_SL J.29)
ou,
+b, EY: -0, }
1 1 &
ZZ = I —b a, (l— - a
’ ay13bs11 — 4bya43:5 { 2 3”[ R(s)) a”s 55 ]
~ 1 -~ . E L ou Jp g
_a113b3110'¢lz3_8_2b11[ ,Ua,z'*'aa(l“R( )) é,sa +b, 0453 ]
1~ 4
‘;bubanD; e anssbna } (J.30)
£ 1 -2 £ -1 0 0
Z,, = 2a,., {3 ViH 33=¢€ Yy O V30, —€& 74 0'33 y D
E 0K, On
- b 3
Lo H, ou
P £ _ H
€ }/9‘//,3 } [ R(S) Os +b/1 0’)6 ]5‘1/3
1 '3 ~,ﬁ,ua - E O Ky J py
1- —
2l @ Re)Y s o8 )t @ (Ump ) Tt ag)]
& 07, 0 Zg, .
a,(l R(s)) P +b, EY: +0 325,=0
& P97, o Zg,
_ £ _ B
a,(l R(s)) R +b, EY: +0 ,25,=0 sur
& |0 FS o F;
1- Ff=0 32
aa( R(S)) 5S a aé a3 3 (J )
Z;=0 en x;=%I
E =0 en x,=4%I
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111 Equations de la couche limite au voisinage de T,

Nous désirons étudier I’approximation de la solution des équations (J.27) a
(J.32) par la méthode du Zoom selon la direction normale a la frontiére I',.

Pour cela, posons :
. 1 Ll
B :}’XJO,;LX]—LI[ (J.33)
et introduisons la transformation
F¢ : B*>B J.34)
qui a 'élément (s,7 ,x,) de B*fait correspondre I’élément (s,£77 ,x,)de B, et telle que,

a toute fonction f définie sur B, on associe une fonction f définie sur B* et vérifiant les
relations :

F (s m,%,) = f o F*((s,1,%,))

o0F 5f

S5, (J.35)
0F &f

o"x3—(ﬁx3)

o7 3F

an Ge \

auxquelles, on peut associer le changement d’inconnues ci-apres, relativement aux
composantes du champ « déplacement mécanique » dans la base (a,b,k) liée aux points

de la frontiére y de @ ; et au potentiel électrique y*°.
Dans cette base, les composantes du déplacement u°s’écrivent respectivement :

vi(s, e, x)=a, p, ((5¢,%5))
wo (8,8, %) =b, o (56,%)) (J.36)
ﬂ; ((S, 5: x3)):,u‘§ ((S, g: x3));
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avec par ailleurs, un potentiel électrique y* qui reste inchangé.
D’autre part, sur 'ouvert B ¢, les valeurs correspondantes de ces composantes sont
respectivement définies par :

{’: ¢ ((S, 77: x3)) = v«‘-‘ ((S, € 77> x3 ))

w ¢ ((S, 77’ x3)) =& w€ ((S, € 177 x3)) (137)

A5 (smx))=p3 (s€7,%)

avec

| v Gmx)=v" (senx)

L’expression des équations (J-27) & (J-32) a I’aide des champs (v*,%*, [1;) et
y ° ainsi que des coordonnées (s,7,x,) étant trés lourde a mettre en oeuvre, nous allons
donc, pour des raisons de commodité, conserver les inconnues Z ; et F % , tout en
sachant que dans le repére (a, b , k), elles s’écrivent respectivement:

Zg; =Zo b, by

Zy=Z;;= Zyp baay

Z = Z:ﬁ a,a

Z5,=Z%= Z,;b, J.38)
Zy=25,= 2,34,

F:=F:b,

Fi;=F,a,

Si par ailleurs, nous prenons en compte I’effet de Zoom, on pourrait associer aux champs
Z et F, les transformations suivantes :

Z: (smx)=e2Z% (s,6m,x,)

N>

f]s (S, 77,x3)=8;l Z ; (Sagny x3)
Z is (S> 77’ x3): Z is (5,5'7% x3)
25 (sm,x)= Z 5 (5,67, %) (3.39)

Z §3 (S', n7x3): Z ;3 (sagna x3)
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Fe(s,n,x)=e'Ff (s,em,x,)
ﬁé(&ﬂ,"%): F; (s:gnax3)

Puisqu’il s’agit & présent de rechercher une approximation de ces équations,
nous utiliserons pour cela, la méthode du développement asymptotique relativement a
I’épaisseur 2¢ de la plaque, en posant a priori, sous réserve que les fonctions mises en

évidence soient susceptibles d’étre prolongées sur I’ouvert B°avec £¢ =0
%%, g, 0 )= 00,90, 40, g )+ e (0000, 40,y (J.40)

La détermination d’une approximation de la solution tridimensionnelle au
voisinage de la frontiére latérale I" ; de la plaque, se fera aprés que 1’on ait déterminé le
terme de rang zéro.

Aussi, comme I'on s’intéresse essentiellement au premier terme du
développement asymptotique (J-38), il convient & présent de poser :

S __8n_
1-F=l-—=1 J41

Les équations (J-32) se transforment par conséquent sous la forme :

0. 2:+0,2°+0,2°=0

8. 25+0 ,2°+8,72°=0

. 2:+8,2°+8,2:=0 sur B (J.42)
. Fivo Fi+o,Fi=0

78 =25=25=0 en x,=tl (J.43)
6 Ff =0 ,F

et les équations (J-27) a (J-31) sous la forme :

o 1 w*®
F: =2 N {_45 4“1313 4
a,13b3,, —4b,1a,5,5 s

+4.ay5,4,5 o']ss (J-44)

O 435

4 ~ 0
Js -4 b311D —4e T Q5 01130 }

2~ ~E 2~
+e Ta,,, 0V +e A,
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& 1 -1 ay;g ~ 1 4
Fo=— b —4b {5 2 +4& a53d,5 0 5 (J- 5)
41303y 1%313 n
on:
2~ Ag -2~ 3 ~ 1 ~ -]
€ a4, 0,w° +& Tay, o1 =45 by Dy —4a,, a,130,3 }

A 1 ov* o w*
Er=——{ | e P |-e puDi— Bio s, (1.46)

s

—€ ﬂ40'33 & ﬁ5ﬂ33+8 1:350/4#'*',5 70 ,41"':38 DO

—3-1ﬂ9'//,§ }
- 1
Z§3=82a{ e'yi-a,Dj-ca,D; ~ca,05-ea,0;,
e e a4 e ov: oW’
- Caspi,-€ aSGN,—aG[ 5, ¢ g ] (J.47)
~a,0, |
1 1 0",/\5 1 o ~
7 . o~ 1 I AL H 3
Zi, = = —byy, ——2 ——8,,;0;,0 35— 56, (2
3s 5“3b3“—4b11a1313{ PR U 41303110 3 g2 (G s )
. 4
b11b311D 1133b1103‘! } (J-48)
1 7% 7T
Z£ = — 2p,,. ———d..b e b o, w 3
anzbsn 4b,\a ;)5 { ! on ' 3”0 n( on )
1~ 4 -
gbnbsnD1 A a,33b, 0—23 }
zZ, = {5_47’1/} §,3_5_372 0 -€ 73 ~7 a4 0'33 € 75D0
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—& yD —¢ y,05—¢ —37’9‘/’,83 } (J.50)
1 o w1 av
T A LA PR A S A
2 a,;, on Ay~ O
~ 1 _ ~ _
Z, = 2 {8 ‘i 337 € 7 0_31#_73 0_1## —¢& 274 0-133-.7/5'02
133
—-& yeD ;_8 &4 23—8 —179'// 53 } (JSI)
1 % 0w 1 Vg O V°
-~ (l+——)—/—+-(1-——
2 ay;” On 2 a1133) Js
A 1 , 0 17
emp2 L pe T se J.52
Z =38 G ) (1.52)

Si ’on tient compte de la relation (J-40) et que I’on fait tendre £ vers zéro, il vient :

R 1 Vi ,&(0)
Fe& = = 24, (0w +— J.53
i a,3b5,, —4b,a,,, 7 s an ) ( )
- 1 o n®
Fi o= = £ 78,09 +_,U_3) (J.54)
a113b311 - 4b11a1313 4 n
. Aw®
F‘; ,3 (ﬂl ﬂs 3:“(0)) (JSS)
.. 1 R o w®
Z 3 = _8 40 (a0 u gO)_as o ) (J56)
. -1 - o ,[2(0)
Z: = = 2b (8.0 + 2 J.57
. a,3by,, —4b,,a,5 £ (o3 Js o5 ) ( )
. -1 - 7 ~(0)
- (o + (J.58)
§ ansbsn _4b11a1313 4 n
A, 1 _4( PG a % . )a ww)) (J 59)
= +a,,,(1- :
20,5 £ 4 e s O
A 1 % Ow®
Z:i= e Ny 6,4 P-a,,0+)—) J.60
2a,., (74 s 3 1133 a,,,’ & )
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Aw®  5p©®
+
Js on

(1.61)

En comparant cette fois la relation (J-40) avec les expressions (J-42), il vient sur B*:

}/x .

o (0 ~ (0)__
}/4 a 73 u 3 +a1133 (1— )5 nn 4] —O
1133
1% R 1 R Y, b, ~
__2_ é’sn &> (0)+_2__0'9m] v(O) +(24 —— - 1145 )a i gO)
a133 Dz Ayy305, — 40,1055
bu

- 0 09 =0 (J.62)

1551, — 4b,,a,5,5

5 (0 A0 —
a0 ypy—ad, ;0 =0

B 55 73 a’j(O)_ﬂ 50 33/29) =0

Et par suite, en x; =+1

8,0 P+0 , i =0

539 Oy 5 s ﬁ §0)=0

a O 4 0-a b ,6P=0 (J.63)
B 15 3 @ (0)/} §O)_ﬂ 55 33 /3 §0):O

A (0 5 (0
0 5@ "0 5 p =0

Les équations (J-53) a (J-62) constituent les équations de la couche limite au voisinage
de I,
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Par ailleurs, les relations (J-16) entrainent :

Ve (s,0,%)=—a,ul’(s,o,x,)
We(s,0,%)=-bul(s,o0,x,) (J.64)

Ia ; (S, 0: x3) = _ugl) (S: O: x3)

Ve(s,0,%)=¢6" (s,0,x,)

Par suite, du fait que les seconds membres des relations (J-64) ne dépendent pas de &,
il vient :

v (s,0,x,)=-a,uP(s,o0,x,)

WO (s,0,x,)=-b,ul(s,0,x,) (J.65)

/ﬁ gO) (sa o, JC3) = —ugl) (sa o, x3)

l/; © (S, 0, x3) = ¢ o (sa Oa x3)

Remarque (J-1)

Ces conditions aux limites en 7 = 0, expriment donc sur frontiére latérale I,
un potentiel électrique, ainsi qu’un déplacement mécanique imposés.

L .. .. .
Par contre en 7 = —  les conditions aux limites ne sont sous aucune contrainte ; de
£

fagon a favoriser la réalisation de la condition de décroissance rapide de la couche limite
vers I’intérieur de la plaque.

IV Calcul de la couche limite de torsion

Introduisant la décomposition

FOIFOL GO

les équations (J-62) a (J-64) se découplent en un probléme en ¥ (%

en vV ” dela maniére suivante:

et en un autre,
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3,% V(s,n,£1) =0
2b,,

4b,, a 515 — a5 by

50 50 _
OV +0 ,, vy =0 sur B,

9,9 (s,0,x,)=—a,ul’(s,0,x;)

. A0
hmr] —® vl( ) (s:nax3) =O

2b,,
avec —= — >0
4bn Ai313 — g3 b311

car bn == , A= =0
€ q Cu € 1
b, =——=—)>0 0
et Dy, = —>0 ; ay;)
Ca € 1
25, . . ¥ .
— “~ 0 3 v2(0) +J - véo) = 25 o @ ®
4b,, a,3; — a5 by, Q133
7 by, ~ (0)
=( - ) O 5

2a1133 all3b311 —-4b311al3]3

~ 4 ~
7.0 a3 M §O)+a1133(1"a : )o @ ©=0

m
1133

o 0 A (0)—
a0 y5hs —0 0,30 7=0

B .o 17303(0)_ﬂ58 33 /120):0

o0 V(s E)==2, 4 P(s,m,%0)
(836 V+8, 4 (s,m,£)=0

(a 0,0 a G,6 P)(sn,+1)=0
(B 103, Ps 85 £7)(s,m,2D)=0
(0 30 O+3 5, A7), n,£)=0

(J.66)
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v, (s,0,x)=0
A~ (0 (1 —
O O+b,u” )(s,0,x,)=0

(£ P+uP)(s,0,%,)=0

Y+ ©)(s,0,x,)=0 (J.67)
lim, .,V (s,7,x;,)=lim, ,, & (s,7,x,)=lim, |, 25 (5,7,%)=0

limr] —>w l/}(O) (s)n’x3)=0

Remargque (J-2)

. Q) _ M_
Si byu,’=0 et u;’=0,
les équations précédentes ne se raménent plus qu’aux expressions (J-66), qui
traduisent pour la plaque, un mouvement de rotation autour d’un axe normal
a sa surface moyenne.

Ce sont les équations de la couche limite de torsion que nous allons a présent
résoudre par la méthode de la séparation des variables.

Posons en effet :

5= X0 )T )
ou
1 Ll
(x3>ﬂ)e]—1’1[xjoa;l_ 3
II s’en suit, pour la deuxiéme équation (J-66) :
2b. 3, XO%x) a4, PO®m) B

— : S (1e8)
4b,, a3 — a5 by, X© (x3) y® (n)

ou k est une constante.
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et par suite :

2b,,

4b,, a3 — a5 by

8 XOx)-k XO%x,) =0 (J.69)

8 3y YO +E Y (1) =0

k ) 0 conduirait a des solutions pouvant devenir infinies, il parait donc naturel de se
limiter a des valeurs négatives de k, ce qui nous conduit a poser :

k = -0’
et par suite :
XOm) = C e®"+C,e%" 1.70
i 2
I}(o)(xg)_: C, cos@ 4b11a1313:5113b311 x, +C, sinw 4b11a1313 AN X,
2b,, 2b11

SiT’on tient compte de la condition de décroissance de la couche limite vers 1’intérieur de
la plaque, il vient :

C,=0

Mais si a présent on consideére la condition aux limites (J-66),, on a :

—w 4b,,a,3); — 4,504 sing 4b 1a1313~ a,;5bs) G,
b 2b,,

4b a..,—d.b 4b a..-a..b
11 1313 1137311 11%*1313 3%3
cos® "y 22 Co=0

-~

llal3l_‘> —4y

+w Cosm

33— ap3b 4b, ;b
s~ Ao 311
- \/ sinw \/ .G,
11a1313 d,15by1, 11a1313 d,13by, C =0
g~
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et par suite
4b a,. . —ad..b
20 B3 B3~ pII,  nentier naturel
25,
d’ou
nlIl
® = = = ) J.72)
4b11a1313:a113b311
2b,,

Par conséquent, I'on peut poser CC;=4, et CC,=B,, puisque ces
coefficients dépendent désormais de n, et il apparait par ailleurs que

sinest pair, B, =0 etque
sin est impair, 4, =0

En définitive, on peut énoncer la proposition suivante :

Proposition (J-1)

Une solution élémentaire du probléme de couche limite de torsion est définie
par :

nll
- — = .M
\/ 4b,,a,315 — @y 3b31,

—~

2b,,

. © n . nll
v, (s, n,x)= € (4, cosTx3+Bn sm—2—x3)

ou, B, =0 sin est pair,
A, =0 sin est impair

n

Par superposition des solutions élémentaires, on peut considérer comme solution
générale du probléeme (J-66) I’expression :

IT

-n = = n J.73)
5 4b11a1313: 4, 13by)
=2 2b,,
nll nll
v, @ (s,m,x)=)e (4, cos7x3+Bn sin—z—x3)

S
I
©
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Cependant,

3 9, @ (s,0,x)=—a,uP(s,0,x,) ,

et en admettant que la dérivation terme a terme de la série soit légitime, on obtient :

< nll | nll nll  nll
> —A . —sin - % +B,,.—2— COs—=X; = —a,u(s,0,x,)
n=1
et par suite

n

1 nll
A = —J:I a, u, (s, 0, x,)cos -—2—x3dx3

J.74)
11
B =- _llaa u, (s,0,x,)sin %—-gaﬁg ;
Ce qui conduit a I’expression
A —qlIl
5O (s mx)= 2 4,exp (=———=———1n ) cos(qlLx,)
qeN 4b11a1313:a113b311
2b,,
J.75)
-2g+1) 11 2g+1
+B, exp ( ~( c )~ m ) sin( q2 Mx,)
5 4b11a1313:a113b311
2b,,

et finalement a la proposition :
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Proposition (J-2)

Le déplacement tridimensionnel tangent a la frontiére I; de la plaque

QF est approché par :

& & &

X. X. ~ X.
arz uiO)(sa 5: ;3-)+8 aa us)(S, ga _83—)4—8 VI(O) (S: ;: ?3)

ou
. £ x5 3 gl 3 x5
$© (S,;’?): D (4, exp(- —— — = )cos(qH—j)
g=1 b11a1313:a113b311
2b,,
—(2g+1 - 2g+1
~(q )~ —é— ) sin( e x{)
4b,,a3); — 41305,

+B, exp (- \/

2b,

0]
ave Ao =0, du fait de la condition || 14 (s, &, x,)d, = 0



Conclusion générale et perspectives

Les résultats obtenus dans cette thése, ont permis, en s’appuyant sur les travaux
de G. MAUGIN (1), de généraliser a la piézoélectricité linéaire des méthodes de
validation des modéles de plaques, basées sur les développements asymptotiques (cf.
P. DESTUYNDER (1))

La premiére partie de cette thése a conduit d’une part, en vertu d’une théorie de
I’erreur fondée sur la méthode des perturbations singulieres de LIONS (1), a I’évaluation
de la qualité de I’approximation du modé¢le tridimensionnel de la piézoélectricité par un
modéle de plaque et d’autre part, a la mise en évidence de 'importance du choix des
conditions aux limites, sur la nature d’une telle approximation. Il s’en est ressorti une
convergence des composantes de méme nature des termes d’ordre zéro du
développement asymptotique ; cependant, aucun renseignement significatif n’a pu étre
révélé sur le comportement des autres composantes, et il aurait peut-étre suffit pour y
arriver, de définir pour toutes ces quantités, un cadre fonctionnel appropri€.

Pour ce qui concerne les conditions aux limites, nous avons pu établir, qu’en les
choisissant judicieusement, nous pouvions faire disparaitre 1’effet de couche limite mis en
évidence dans les travaux de G. MAUGIN (1), et ainsi procéder au calcul des termes

d’ordre un du développement asymptotique ; ce qui par ailleurs, permet de passer d’une
1

erreur en O (£*)a une erreur en O (¢).

D’autre part, en nous basant sur la validation du modéle de plaque proposé,
nous avons pu construire des modeles de plaques multicouches, desquels nous avons
déduit, sous des conditions bien précises, et dans le cas d’une déformation en flexion,
une analogie comportementale avec les structures monocouches.

Dans la deuxiéme partie de cette thése, nous nous sommes, dans un premier
temps, intéressés a la mise en oeuvre d’un critere de propagation des fissures dans les
plaques minces piézoélectriques.

Une généralisation a la piézoélectricité de I’intégrale de RICE nous a permis de
définir une expression de la force d’avancement d’une fissure tridimensionnelle, de
laquelle nous avons pu, sans hypothése a priori et a partir de développements
asymptotiques, déduire le critére de propagation d’une fissure transversale dans une
plaque piézoélectrique mince.

Dans cette étude, on a pu réaliser que le critére établi ne s’exprime dans le cas
d’une anisotropie faible, qu’a I’aide de la solution électromécanique du probleme limite
se rapportant a la surface moyenne de la plaque, et que par ailleurs, le cisaillement
transverse se révele d’une grande importance dans la définition du critére.



Dans un second temps, nous nous sommes proposés d’analyser le
comportement local de la solution tridimensionnelle au voisinage de la frontiere

latérale I'; de la plaque.

De cette analyse, qu’il serait sans doute intéressant de reprendre ultérieurement
par la méthode des éléments finis, s’en est suivi un systéme d’équations se découplant en
un probléme de calcul de la couche limite de torsion qui correspond en réalité a un
mouvement de rotation de la plaque autour d’un axe normal a sa surface moyenne, et en
un probléme dit de couche limite de flexion-extension.

Nous avons jusque 1a pu résoudre le probléme de la couche limite de torsion
dont les équations se sont exclusivement réduites aux seuls champs mécaniques ;
cependant dans I’avenir, nous avons lintention de nous pencher sur le probléme de la
couche limite de flexion-extension et ainsi d’établir que méme dans le cas de la
piézoélectricité, on peut atteindre une amélioration de I’approximation du probléme
tridimensionnel en prenant en compte les phénomeénes de couche limite.

Telle a été notre modeste contribution a I’étude du comportement asymptotique
des plaques minces piézoélectriques.

% sk %k



BIBLIOGRAPHIE

BLANCHARD. D. and FRANCFORT. G.A., Asymptotic thermoelastic behavior of
flat plates ; Quarterly of Applied Mathematics, vol XLV,
number 4 PP. 645-667 (1987)

BOURQUIN. F. , CIARLET. P.G., GEYMONAT. G. ¢t RAOULT. A.,
I' — Convergence et analyse asymptotique des plaques minces ; C.R.
Acad. Sci. Paris, t. 315, série I, pp; 1017 - 1024 (1992)

BREZZI. F., on the existence, uniqueness and approximation of saddle point
problems by hybrid methods ; R. A IR.O., R-3, p 5-53 (1975)

CIARLET. P. G.
1. Justification of the Von Karman equations ; Rapport interne du
laboratoire d’analyse numérique, LA 189, Université de Paris IV,
(1979)
2. Elasticité tridimensionnelle, collection recherche en mathématiques
appliquées RMA 1, MASSON (1986)
3. Plates and junctions in elastic multi-structures : An asymptotic
analyses, MASSON (1990)

CIARLET. P. G. and DESTUYNDER. PH, A justification of two dimensional linear
plate model, J. Mecan. , Vol : 18 , N°2, (1979)

COLLET. B. and MAUGIN. G.A., sur I’électrodynamique des milieux continus avec
interactions ; C.R. Acad. Sci. Paris ; 279 B, 379-382

DECUYPER. M and KUNTZMANN. ,
1. Modeles mathématiques de la physique : DUNOD université,
Paris (1972)
2. C.2 - Signaux et systémes ; exercices et problémes ; DUNOD
université, Paris (1969)
3. Compléments de mathématiques ; C.2 - Signaux et systémes,
DUNOD université (1968)

DESTUYNDER. PH., 1.These d’état, université P. et M. CURIE ; Paris (1980)
2. Sur la propagation des fissures dans les plaques minces en flexion.
J Mecan. Théo. et App. ; Vol. 1, N°4, p 579 a 594 (1982)
3. Une théorie asymptotique des plaques minces en élasticité linéaire ;
Collection recherche en mathématiques appliquées, RMA 2.
MASSON, Paris (1986)

DESTUYNDER. PH., and DJAOUA. M., sur une interprétation mathématique de
I'intégrale de RICE en théorie de la rupture fragile, Mat. Meth. in the
Appl. Sc.,Vol. 3 (1981)



DESTUYNDER. PH., PALAISEAU et M. DJAOUA., le Chesnay., sur une
interprétation mathématique de 1’intégrale de RICE en théorie de
la rupture fragile Math. Meth. In the Appl. Sci. 3 (1981) 70-87.

DUVAUT G., LIONS. , Les inéquations en mécanique et en physique, DUNOD Paris
(1973)

ERINGEN. A. C. and MAUGIN . G.A. , Electrodynamics of continua, Vol I (springer,
New York) (1989)

ERINGEN. A. C., Electrodynamics of memory - dependent nonlocal elastic continua ;
J. Math. Phys. 25 (1). (1984)

GERMAIN. P., Cours de I’école polythecnique, Paris (1980)

GOUDJO and MAUGIN. G. A. ; on the static and dynamic stability of soft
ferromagnetic elastic plates ; Journal de Mécanique théorique et
appliquée Vol 2, N°6, p 947-975 (1983)

IVANENKO and L. A. FIL’SHTINSK II. , on the theory of regular piecewise
homogeneous structures with piezoceramic matrix, PMM U.S.SR. ;
Vol 50, N°1, pp 92-97 (1986)

JOSHL S.P., Non linear constitutive relations for piezoceramic materials Smart
Mater. Struct.(1992)

LAGNESE. J.E. and LIONS. J. L., Modelling analysis and control of thin plates ;
collection recherche en mathématiques appliquées. RMAG.
MASSON. (1988)

LEKHNITSKIT. S. G., Anisotropic plates ; Gordon and Breach science
publishus (1968)

LIONS. J. L., 1. Contréle optimal des systémes gouvernés par des équations aux
dérivées partielles, DUNOD (1968)
2. Perturbations singuliéres dans les problémes aux limites et en
contrdle optimal ; lecture notes in mathematics, Vol 323, Springer
Verlag, Berlin (1973)

LIONS. J.L. et MAGENES. E. , problémes aux limites non homogenes et applications ;
T.I. , DUNOD, Paris (1968)

MAUGIN. G.A. 1. Further comments on the equivalence of ABRAHAM’S,
MINKOWSKI’S and others’ electrodynamics ; Canadian Journal of
physics ; Vol 58, N°8 pp 1163-1170 (1980)
2. Continuum mechanics of electromagnetic solids (North Holland ),
Amsterdam (1988)
3. A continuum theory of deformable ferrimagnets - I : field equations ;
II : thermodynamics, constitutive theory ; J. Math. Phys. ,17, 1727-
1738 ; 1731-1751 (1976)



MAUGIN.

MAUGIN.

MAUGIN.

MAUGIN.

MAUGIN.

MAUGIN

G.A.

G.A.

G.A.

G.A.

G.A.

4. On Maxwell’s covariant equations in Matter ; Journal of the Franklin
Institute ; Vol 305, N°1 (1978)

et ATTOU.

1. An asymptotic theory of thin piezoelectric plates (Q.JL Mech. Appl.
Math., Vol 43, Pt 3. (1990))

2. Mecanique des solides (Problémes mathématiques de la mécanique) ;
une théorie asymptotique des plaques minces piézoélectriques. C.R.
Acad. Sci. Paris, t. 304, série IT . N° 15 (1987)

et C. DASCALU. ,

1. ENERGY-RELEASE Rates and Path-independent. Integrals in
electroelastic crack propagation. Int. J. Engng Sci. Vol 32, N° 5,
pp 755-765 (1994)

2. On the dynamic fracture of piezoelectric materials (Q.JI Mech. Appl.
Math. ; Vol 48, Pt . 2, (1995)

3. On the energy of electroelastic fracture. Z .angew Math. Phys. 46
(1995) (ZAMP)

and DAHER. N., phenomenological theory of elastic semi conductors;
Int. J. Engng Sci. Vol 24, N° 5, pp 703-731 (1986)

and FOMETHE. A. ; Viscoplasticity of ferromagnetic crystals and
scattering of magnetoelastic waves by structural defects ; colloques
internationaux du C.N.R.S. , N° 319- Comportement plastique des
solides anisotropes.

and GOUDJO. C. , The equations of soﬁ-ferrofnagnetic elastic plates ;
Int. J. Solides structures, Vol 18, N° 10, pp 889-912 (1992)

. G. A. and HAKML. A. , Magnetoelastic surface waves in elastic

ferromagnets - I : Orthogonal setting of the biais field ; J. Acoust. Soc.
Am. 77 (3), (1985)

MAUGIN. G. A. and POUCET. J. , electroacoustic equations for one -dom-

MAUGIN

MAUGIN

ferroelectric bodies ; J. Acoust. Soc. Am. G8 (2) (1980)

. G. A. and TURBE’. N. | Homogenization of piezoelectric composites via

Bloch expansions. Applied Electromagnetics in Materials 2 (1991)

. G. A. et WASA. ANL. | Relation d’Hugoniot pour un diélectrique

déformable dans I’approximation galiléenne - C. R. Acad. sci. Paris, t -
301, série II, N° 8. (1985)

NAOUM. Daher et MAUGIN. G.A. , Modéle phénoménologique de semi-conducteurs

piézoélectriques. C. R. Acad. Sci. Paris, t 299, série II, N° 15 (1984)

PANOFSKY and M. PHILIPS,, Classical electricity and magnetism ; Addison - Wesley

Publishing Compagny (1962)



PARTON V.Z. , Fracture Mechanics of piezoelectric materials. Acta. Astronautica
Vol 3, pp 671-683 ; Pergamon Press (1976)

SUO. Z., KUO. C. M., BARNETTand WILLIS. J. R. , J. Mech. Phys. Solides Vol 40,
N° 4, pp 739-765 (1992)

SCHWARTZ. L.Théorie des distributions, I , II. Hermann, Paris (1950-1951)
2éme édition (1957)

SANCHEZ - PALENCIA. , Non homogeneous media and vibration theory ; lecture
notes un physics ; Springer - Verlag (1979)

TURBE. N. and MAUGIN. G. A, On the linear piezoelectricity of composite materials,
Mathematical Methods in the applied sciences, Vol 14 (1991)

ZHOU. S. A, HSIEH. R. K. T. ; MAUGIN. G. A., Electric and elastic multipole
defects in finite piezoelectric media, International Journal of solids
and structures ; Vol 22, N° 12, pp 1411-1422 (1986)




