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1.2 NOTATIONS ET SYMBOLES 

FLUIDE 

1 

Qn Qe 

fl 

p 

~,Ka 

9te 

9tec 

9tep 

GnGe 

Gr2ooo,Gezooo 

Longueur de mélange 

Débits volume locaux 

Viscosité dynamique 

Viscosité cinématique effective, réelle, turbulente 

Masse volumique du film lubrifiant 

Fonctions de Constantinescu 

Nombre de Reynolds 

Nombre de Reynolds basé sur la vitesse de rotation de l'arbre 

Nombre de Reynolds basé sur la vitesse moyenne du fluide 

Fonctions introduites par Constantinescu 

Fonctions de constantinescu calculées pour un nombre de Reynolds de 

2000 

LAMINAGE! DE HAUTEUR h1 

hgii Vitesse de débattement dans la glacel 

Pl Pression d'entrée 

P2 Pression de sortie 

Ph
1 

Pression à l'intérieur du laminage 

q Rayon à l'entrée 

f2 Rayon à la sortie 
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LAMINAGE2 DE HAUTEUR h3 

hgzz Vitesse de débattement dans la glace2 

P3 Pression à l'entrée 

P4 Pression à la sortie 

Ph
3 

Pression à l'intérieur du laminage 

r3 Rayon à l'entrée 

q Rayon à la sortie 

LACHAMBRE 

Pm,pch 

Vo,Vch 

x 

Vitesse de débattement dans la chambre 

Pression moyenne 

Volume de la chambre: 

Coefficient de compressibilité du fluide 

PARAMETRES D'ENSEMBLE 

b Amortissement 

cx,cy Coefficients géométriques 

f Fréquence d'excitation, en axial, du système 

hio Position de référence de la hauteur de laminage 

h *li Fluctuation de la hauteur autour de la position de référence 

k Raideur 

k,A Constantes de Von Karmann 

1 Longueur de mélange 

n Normale à la surface Sïj 
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p' 

pe,ue 

pl,U1 

ps,us 

r 

t 

u 

um 

u' 

u 

z 

w 

ro* 

<!>* 
=> 

Fluctuation de la pression 

Pression, vitesse à l'entrée du dispositif 

Pression, vitesse au noeud i 

Pression, vitesse à la sortie du dispositif 

Coordonnée radiale 

Temps 

Vitesse radiale du fluide dans les laminages. 

Vitesse radiale moyenne 

Fluctuation de la vitesse radiale 

Vitesse moyenne 

Vitesses au noeud d'une maille 

Coordonnée suivant l'épaisseur du film dans les laminages, distance à la 

paroi 

Coefficient de perte de charge singulière 

Vitesse de grille du maillage 

Pulsation correspondant à la vitesse de rotation du piston 

Pulsation correspondant à l'excitation du dispositif 

Fréquence d'excitation du dispositif 

0' Tenseur de contrainte 

Ç,11 Coefficients de la transformation d'une maille 

't s Contrainte pariétale 

'l' Propriété générique d'un fluide 

rn Fonction générique 

1:(i,j), 1:'(i,j) Aires des éléments de volume V(i,j),V'(i,j) 

Ah C1 Coefficient de perte de charge 

Dérivation en formalisme A.L.E. 

Force dans le laminage 1 

Force statique dans le laminage 1 

Force dans le laminage 2 
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F3s 

Fa 

Fas 

Fch 

Fchs 

Fs 

H,h 

L,L' 

M 

N 

nk+l nk 
r(i) 'r(i) 

P~k+l (i) 

Pio, Vio 

p*io, v*io 

Force statique dans le laminage 2 

Charge axiale appliquée sur l'arbre 

Charge axiale statique appliquée sur l'arbre 

Charge dans une chambre 

Charge axiale statique dans la chambre 

Force statique 

Résultante totale de la variation des forces de pression 

Résultante de la variation des forces de pression dans la chambre 

Résultante de la variation des forces de pression dans la glace 1 

Résultante de la variation des forces de pression dans la glace 2 

Hauteur de débattement 

Contour d'une maille 

Masse d'une cellule 

Vitesse de rotation du piston 

Pression calculée par une méthode de surelaxation 

Pression calculée à partir de Pc~l 

Pression, vitesse calculées au noeud i dans le cas stationnaire 

Perturbation de la pression et de la vitesse autour de la valeur de 

référence au noeud i. 

pr* (i), Vr* (i) Partie réelle de la fluctuation de pression ou de vitesse au noeud i 

~* (i), V:* (i) Partie imaginaire de la fluctuation de pression ou de vitesse au noeud i 

Sa, Sb 

Se,Ss 

Si, Sij 

Aires d'entrée et de sortie pour un tuyau présentant un 

rétrécissement 

Aires d'entrée et de sortie du dispositif 

Aires au noeud i, de la maille ij 

Sb Sn, Sn+h S'Aires dans la méthode A.L.E. 

Vh Vn, Vn+l Volumes de la méthode A.L.E. 

V(i,j),V'(i,j) Eléments de volume discret 
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2 Introduction 

2. INTRODUCTION 

Dans de nombreuses applications industrielles, il est fait appel aux turbomachines. 

Leurs roues sont soumises à des efforts dus à l'interaction avec les fluides qui les traversent. 

Ces efforts sont repris par les pivoteries(paliers et butées)qui peuvent être: 

• à éléments roulants. 

• de type hydrostatique ou hydrodynamique. 

• électromagnétiques. 

Il arrive parfois, essentiellement sur des roues équipées de roulements que, pour 

reprendre les efforts axiaux importants, il soit nécessaire de mettre en place, parallèlement à la 

butée, un dispositif hydraulique. Ce dispositif, appelé piston d'équilibrage ou plus généralement 

«dispositif de compensation d'effort axial», peut être assimilé à un ensemble de butées 

hydrodynamiques et de chambres. 

Il est alimenté à l'endroit où la pression est maximale (à la sortie de roue). 
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2 Introduction 

Cette étude a pour objet l'analyse du comportement et la détermination des 

caractéristiques statiques et dynamiques d'un tel système. 

Historiquement, de nombreuses études ont porté sur le comportement d'un fluide en 

mouvement par rapport à un disque en rotation [1,2]. Le cas particulier de l'écoulement autour 

d'un disque constituant une des parois d'une chambre a fait l'objet de recherches aussi bien 

dans le domaine numérique qu'expérimental. Des résultats ont été obtenus pour différents 

régimes d'écoulement, en fonction du nombre de Reynolds [3], de la géométrie de la chambre 

[4], de l'évolution du mouvement du disque [5], de la rugosité des parois [6]. L'étude de ce 

type d'écoulement est subordonnée à la résolution des équations de Navier-Stokes. 

Actuellement, il est fait appel à des méthodes numériques pour déterminer une approximation 

de la solution de ces équations [7, 8]. 

Dans les laminages, le comportement de l'écoulement est du ressort de la mécanique de 

films minces visqueux. Cette théorie a pour origine les travaux de Reynolds (1886). Ils 

portaient sur l'étude d'écoulements laminaires et isothermes. Les forces d'inertie étaient 

négligées devant les forces de viscosité et de pression. L'utilisation de l'équation de Reynolds a 

permis d'expliciter le comportement des mécanismes lubrifiés et notamment des butées et 

paliers hydrostatiques ou hydrodynamiques. [ 9, 10] 

La première partie de l'étude porte sur le régime d'écoulement laminaire. Nous 

effectuons une modélisation analytique de type monodimensionnelle. Nous sommes conduits à 

négliger tous les effets de bord en entrée et sortie des laminages. L'équation de Reynolds, dans 

les laminages, est intégrée. La pression dans la chambre est supposée uniforme. La charge 

résultante est déterminée dans le cas d'un comportement statique et dynamique (excitation 

harmonique) du dispositif. L'évolution des caractéristiques dynamiques (raideur et 

amortissement) est analysée. 
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2 Introduction 

Lorsque les vitesses de fonctionnement augmentent ou pour un fluide à faible viscosité 

cinématique (pour un nombre de Reynolds élevé), le comportement de l'écoulement change. 

Taylor a montré que, pour l'écoulement entre deux cylindres tournants (palier cylindrique), la 

transition entre le régime laminaire et le régime non laminaire se fait par un écoulement 

constitué d'une superposition de tores (régime tourbillonnaire) dont l'existence est due aux 

forces d'inertie dans le fluide [11]. Des phénomènes analogues se produisent dans les paliers 

hydrostatiques et hydrodynamiques. Mm de tenir compte de ce phénomène dans la deuxième 

partie de l'étude, toujours effectuée dans le cadre d'une modélisation monodimensionnelle, 

l'écoulement, dans les laminages, est déterminé en résolvant l'équation de Reynolds en régime 

turbulent. Le modèle de turbulence utilisé, développé par Constantinescu, est algébrique. La 

pression dans la chambre d'équilibrage est toujours supposée uniforme. Pour tenir compte des 

pertes de charge singulières en entrée et sortie de laminage, nous relions les écoulements dans 

les laminages à l'écoulement dans les chambres par des équations de type Bernoulli. Les 

coefficients de perte de charge sont déterminés par estimation à partir des travaux de I.E. 

IDEL'CIK [12], en fonction de la géométrie du système. L'approche du résultat se fait 

numériquement par une méthode de différences fmies. Une perturbation numérique au 

voisinage de la position d'équilibre statique permet de calculer les coefficients dynamiques. La 

validité de la méthode de résolution est testée par comparaison avec les résultats du modèle 

analytique. 

Ce modèle, finalement plus général, est utilisé aussi bien en laminaire qu'en turbulent 

notamment pour déterminer une évolution des caractéristiques dynamiques du dispositif en 

fonction de sa géométrie. Une étude de sensibilité en fonction des coefficients de perte de 

charge est présentée. 
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2 Introduction 

Cette étude montre qu'il est essentiel, pour évaluer les performances prévisionnelles du 

mécanisme retenu, d'avoir une détermination objective des coefficients de perte de charge 

singulière. Dans ce but, il est développé, dans la dernière partie de ces travaux, une méthode 

numérique de détermination des coefficients de perte de charge singulière, en régime turbulent 

et laminaire, à l'aide d'un code de calcul 3-D axisymétrique. Ce code, développé au 

Laboratoire de Mécanique de Lille [13, 14], est basé sur la résolution des équations de Navier­

Stokes dans les laminages et leurs jonctions avec les chambres, en régime incompressible, 

turbulent ou laminaire, par la méthode A.L.E. (Arbitrary Lagrangian Eulerian). Le modèle de 

turbulence retenu est celui de longueur de mélange de Prandtl. Les valeurs trouvées sont 

ensuite réintroduites dans le modèle global. 

10 



3- Schéma 

3. SCHEMA DU DISPOSITIF 

Piston dléquilibrage 

Figure 1: Schéma de rotor de turbopompe avec piston d'équilibrage 

(d'après [ NASA CR 159509, février 1979]) 

La figure nol représente un élément d'un corps de pompe, constitué d'un rotor muni d'un 

piston d'équilibrage. Une modélisation de cet élément de turbomachine est donné sur la figure 

n°2. Le dispositif étudié est constitué d'un disque solidaire de la roue de pompe. Il tourne dans 

une chambre divisée en trois parties par l'intermédiaire de deux laminages. 

11 



3- Schéma 

hal:: 

p4 

Chambre de volume Vo 
p2 

pl 

Laminage h1 

7!7~>f4::L..G1LL.;;;;l:"'_ '"'_ "-:! _h1 _-! h2 

r1 •: 

r2 

Figure 2: Schéma du dispositif 

Une partie du fluide sortant de la roue de pompe à la pression Pl entre dans le dispositif par le 

laminage de hauteur h1, passe dans la chambre où la pression est P2 ( P2 inférieure à Pl ), et 

ensuite dans le laminage de hauteur h3. 

A partir d'une position nominale, un accroissement de charge Fa provoque une 

augmentation de la hauteur du laminage h 1 et une diminution de la hauteur du laminage h3, 

entraînant une augmentation de la pression dans la chambre, qui compense ainsi l'accroissement 

de charge. Voir figure n°3. 

Fa 
F1 

F3 
Fch 

Figure 3: Charges appliquées sur le dispositif 
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4- Régime laminaire 

4. ETUDE ANALYTIQUE STATIQUE ET DYNAMIQUE EN 

ECOULEMENT LAMINAIRE AXISVMETRIQUE 

4. 1 INTRODUCTION 

Cette étude a pour but l'analyse du comportement et la détermination des 

caractéristiques statiques et dynamiques d'un tel système pour une charge d'excitation à une 

fréquence donnée [15]. 

Les caractéristiques déterminées pour une position du dispositif sont: 

en statique 

la charge 

le débit 

en dynamique 

la raideur 

l'amortissement 

4.2 HYPOTHESES 

Le fluide est supposé newtonien, isotherme. Dans les laminages, l'écoulement est 

permanent, incompressible et laminaire, avec prise en compte des forces d'inertie centrifuges 

dues à la rotation de la roue. Dans la chambre, il sera tenu compte de la compressibilité du 

fluide, et nous considérons que la pression est uniforme. 

13 



4- Régime laminaire 

Les faces des laminages sont supposées parallèles. 

L'épaisseur totale du ft.lm lubrifiant est constante et notée H=h1+h3• 

Cette épaisseur correspond au débattement de la roue. 

4.3 DETERMINATION DES CARACTERISTIQUES AGISSANT SUR LE 

DISPOSITIF 

CHAMP DE PRESSION 

Dans la chambre, la pression est supposée uniforme. 

Dans les laminages, le champ des pressions est obtenu par intégration de l'équation de 

Reynolds [16],[ 17], qui s'écrit, compte tenu des hypothèses formulées: 

(4-1) 

4.3.1 Caractéristiques du laminage ht 

Les conditions aux limites, en pression sont: 

p= p1 pour r = r1 

p= p2 pour r = r2 

L'intégration de l'équation de Reynolds (1) conduit à l'expression: 

a p - p r a r? - r.2 r 
phl=pl+-(rz-'iz)+ 1 zLog-+ z 1 Log- (4-2) 

4 Log!i 'i 4 Log!i 'i 
rz rz 
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4- Régime laminaire 

l2J.L ah 3pro 2 

où a=----+--=--hi at s 

Par intégration du champ de pression, la charge est: 

où 

Le débit: 

avec 

1t 
l=---­

r, 
6J1Log-2 

'i 

1t 
n=-

8 

( 2 2 )2 
4 4 r2 -'i 

'i -r2 + 
Lo r2 g-

1t 
s=-

2 

'i 

(4-3) 
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4- Régime laminaire 

4.3.2 Caractéristiques du laminage h2 

Les conditions aux limites: 

p= p3 pour r = r3 

p= p4 pour r = r4 

conduisent à l'expression: 

avec 
* l2J..L ëJh 3pro2 

a = ----+ --=---
~ dt 5 

Par intégration du champ de pression, nous obtenons la charge: 

(4-6) 

avec 
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4- Régime laminaire 

Le débit sortant est donné par : 

On obtient 

avec 

1tpCOz rz - r? K __ 4 3 
3-

Equation des Forces 

40Jl Lo '3 g-
'4 

* s 

Le bilan des charges appliquées sur le dispositif donne (voir Figure 3): 

(4-8) 

4.4 COMPORTEMENT STATIQUE 

L'état statique du système est déterminé en annulant les dérivées par rapport au temps dans les 

équations (4) à (7). 
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4- Régime laminaire 

La pression moyenne "Pms"régnant dans la chambre est obtenue en écrivant l'égalité des débits 

entrant et sortant. 

Cette valeur de Pms (Pms = p3 = p2), s'écrit: 

La charge statique appliquée sur l'arbre est obtenue à partir de l'équation (8): 

Fas= Fchs + F3s- F1s (4-10) 

où 

4.5 COMPORTEMENT DYNAMIQUE -CAS D'UNE EXCITATION HARMONIQUE 

A la charge statique Fas' s'ajoute une excitation harmonique dont l'amplitude reste petite devant 

Avec cette hypothèse, l'amplitude du déplacement de la glace de hauteur h1 au voisinage de la 

position d'équilibre statique reste petite. 

Posons, de la même manière que [17]: 

êl << 1 (4-11) 

ê3 << 1 (4-12) 
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Cette variation de charge induit un état de pression instantanée dans la chambre qui s'ajoute à 

la pression moyenne correspondant à l'état statique. 

Cette pression moyenne est supposée uniforme dans la chambre (Pm=P2=P3) 

La pression dans la chambre s'écrit: 

(4-13) 

EQUATION DE CONTINUITE 

Le débit à l'entrée du laminage de hauteur h3, c'est à dire au rayon r3, est égal au débit du 

laminage h1 corrigé de l'effet de la variation de volume de la chambre lié au déplacement du 

piston et de l'effet de la compressibilité du fluide dans la chambre. L'amplitude des 

mouvements, qui est considérée comme petite, ne modifie pas de manière significative la valeur 

du volume V o. 

L'équation de continuité s'écrit: 

( 
2 2)-j, V dpm 

qv3=qvi-1tr2 -13 '>:3- oX---;Jt (4-14) 

expression dans laquelle qv1 est donné par l'équation (4), qv3 par l'équation (7) changée de 

signe( débit sortant), ce qui fournit: 

(4-15) 

où 

Par dérivation des équations (11) et (12) 

19 



4- Régime laminaire 

Un développement limité au premier ordre de l'équation (15) conduit à: 

où 

a 
't = 1 

1 3A~s 

EQUATION DE CHARGEMENT 

Avec les hypothèses posées, nous avons: 

F F r iro*t 
a = as(l + ~e ) 

(4-16) 

D'où, en remplaçant Pm par son expression (13) dans l'équation (8) nous obtenons: 

qui s'écrit après séparation en partie réelle et imaginaire: 

(4-18) 
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4- Régime laminaire 

avec 

4.6 COEFFICIENTS DYNAMIQUES 

Avec l'hypothèse choisie de petits déplacements, les propriétés du film fluide sont schématisées 

par une raideur k et un coefficient d'amortissement b. 

Par définition [ 17]: 

k =- dF'a 
a~ 

b =- aF_a 
a~ 

Nous obtenons par dérivation de l'équation (18): 
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4- Régime laminaire 

4.7 CALCUL DES CARACTERISTIQUES DU DISPOSITIF 

Les paramètres sont: 

Laminage hl: 

rl= 0,090 rn 

r2= O,lOOm 

Laminage h2: 

r3= 0,050 rn 

r4= 0,015 rn 

Hauteur totale des laminages 

Pression d'entrée 

Pression de sortie 

Vitesse de rotation 

Masse volumique 

Viscosité dynamique 

Coefficient de compressibilité x= 

Volume de la chambre 

Nombre de Reynolds moyen 

H= 0,0002m 

pl= 30 bar 

p4= 5 bar 

N= 3000 tr/min 

p= 900kg/m3 

!J-= 0,01 Pl 

10-9 Pa-l 

V0 = 19. 10-5 m3 

Rep = 81 

22 



4- Régime laminaire 

4.7.1 CARACTERISTIQUES STATIQUES- EVOLUTION 

'.:" 
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Figure 4: Pression moyenne en fonction de la hauteur du laminage hl 
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Figure 5: Charge en fonction de la hauteur du laminage hl 
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4- Régime laminaire 

Pour une hauteur imposée, nous obtenons: 

Hauteur: hl (mm) Raideur (N/m) Amortissement (N.s/m) 

0,05 10,5 10 8 0,44107 

0,1 2,8 108 0,23 107 

0,15 0,16 108 0,22 107 

Tableau 1 

Ces valeurs varient peu avec la vitesse de rotation. 

La pression moyenne (Figure 4: Pression moyenne en fonction de la hauteur du laminage hl), 

proche de 0 à faible charge, de valeur maximale à forte charge, varie fortement pour la valeur 

de hl comprise entre 0,04 et O,lmm. 

La valeur supérieure à la pression d'entrée, quand le système est fortement chargé, correspond 

aux forces d'inertie centrifuges. L'accroissement de pression est provoqué par le terme 

Ys pro2r de l'équation de Reynolds (1) qui induit les termes K 1 et K3 de la relation (4-9). 

La charge résultante (Figure 5: Charge en fonction de la hauteur du laminage hl), admissible 

sur le dispositif, suit l'évolution de la pression moyenne . 

C'est dans la plage de variation importante de la charge (et de la pression moyenne) que la 

raideur maximale est obtenue (voir Figure 6: Raideur en fonction de l'ouverture du laminage 

hl). 
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4- Régime laminaire 

Ce dispositif ne possède pas de raideur à faible ou forte charge. Ceci s'explique par le fait que 

pour les positions extrêmes, les laminages ne jouent plus le rôle de restriction qui provoque la 

raideur des dispositifs hydrostatiques. 

L'amortissement (Figure 7: Amortissement en fonction de l'ouverture du laminage hl) varie 

peu sur la plage de hauteur, sauf si l'on s'écarte légèrement des valeurs maximales et minimales 

du déplacement pour lesquelles l'amortissement croît de façon importante. 

Les coefficients de raideur et d'amortissement varient peu avec la vitesse de rotation . 

Sur la figure 6 et la figure 7 l'évolution des raideurs et des amortissements statiques et 

dynamiques est tracée, compte tenu de la compressibilité du fluide dans la chambre à la 

fréquence synchrone. La raideur dynamique augmente par rapport à la raideur statique alors 

que l'amortissement dynamique diminue légèrement. 

4.7.2 CARACTERISTIQUES DYNAMIQUES 
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Figure 8: Raideur en fonction de la fréquence d'excitation 
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4 N=3000tr/min 

J.O 

1.5 r-

0.5~---L-·--~----~----~._ __ _. ____ ~----~--_.----~--~ 
0 20 40 60 80 100 120 140 150 180 200 

Frequence d excitation (Hz) 

Figure 9: Amortissement en fonction de la fréquence d'excitation 

Les caractéristiques dynamiques sont tracées ( Figure 8: Raideur en fonction de la fréquence 

d'excitation et Figure 9: Amortissement en fonction de la fréquence d'excitation) pour 3 valeurs 

de position du jeu du laminage hl, en fonction de la fréquence d'excitation et pour une vitesse 

de 3000 tr/min. 

C'est pour la valeur h1=0,05mm que la variation des coefficients de raideur et d'amortissement 

avec la fréquence d'excitation est la plus importante. 

Cette évolution est liée au débit de compressibilité du fluide dans la chambre qui est: 

f 0 d 1 0 0 d 0 0 1 h dp dp dh onctiOn e a vanat10n e pressiOn smvant a auteur:-=-.-
dt dh dt 
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4- Régime laminaire 

Nous retrouvons ici, en regard de l'évolution de la pression Pm avec la hauteur du laminage 

supérieur (voir Figure 4: Pression moyenne en fonction de la hauteur du laminage hl), la 

variation la plus importante pour la plage 0,04 à 0,08mm. 

4.8 CONCLUSIONS 

Pour un dispositif d'équilibrage fonctionnant «en laminaire», il est effectué, à partir 

des équations de Reynolds caractérisant les écoulements dans les laminages, une détermination 

du champ des pressions prenant en compte : 

- les forces centrifuges 

-la compressibilité dans la chambre. 

La charge appliquée est alors déterminée, ams1 que les coefficients de raideur et 

d'amortissement en fonction de la fréquence d'excitation. 

Cette étude met en évidence l'aptitude de ce dispositif à reprendre une charge axiale. 

L'utilisation nécessite cependant des précautions en regard des modifications possibles (lors de 

l'exploitation) des caractéristiques dynamiques de raideur et d'amortissement, pouvant 

introduire des résonances du système. 

Quand le système est faiblement ou fortement chargé, la raideur statique est nulle et 

l'amortissement important. Ce résultat est identique lorsque l'on considère l'influence de la 

compressibilité dans la chambre, pour une excitation synchrone correspondant à la vitesse de 

rotation. 

Lorsque le système est chargé, pour une position correspondant au 1/3 de son 

ouverture ( hl==z(),06mm), la raideur est maximale et l'amortissement proche de sa valeur 

minimale. 
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Pour une excitation quelconque, appliquée sur le système, la prise en compte de la 

compressibilité du fluide dans la chambre montre que: 

La raideur: 

- varie en fonction de la fréquence d'excitation dans le cas où la butée est 

faiblement ou moyennement chargée ( par exemple, pour hl=0,05mm, la raideur est presque 

doublée quand on passe de 60 à 200 hertz) 

- est peu influencée quand le chargement est important (grande ouverture de 

hl). 

L'amortissement: 

- varie en fonction de la fréquence d'excitation dans le cas où la butée est 

faiblement chargée( pour hl=0,05mm, l'amortissement diminue dans un rapport 3 lorsque l'on 

passe de 60 à 200 hertz). 

- est peu influencé par une charge moyenne ou forte. 
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5: Régime turbulent 

5. ETUDE STATIQUE ET DYNAMIQUE EN REGIME TURBULENT 

5.1 POSITION DU PROBLEME DE LA TURBULENCE 

Pour des vitesses de rotation élevées du rotor de la machine ou des fluides peu 

visqueux, l'hypothèse d'écoulement laminaire ne peut plus être conservée. Il est alors 

nécessaire d'introduire dans l'équation de Reynolds des termes qui prennent en compte la 

turbulence. 

La transition entre le régime laminaire et turbulent s'effectue lorsque le nombre de 

Reynolds lié à l'épaisseur du film visqueux atteint une valeur critique comprise entre 1000 et 

2000[11]. 

Taylor [8] a montré que, dans le cas d'un palier cylindrique, il peut se produire un autre 

régime d'écoulement, le régime tourbillonnaire, à partir de l'écoulement laminaire. Le critère 

de transition est donné par le nombre de Taylor: 
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5: Régime turbulent 

T=9\ {h e1JJi 

où 9te: nombre de Reynolds basé sur la vitesse moyenne du fluide 

h: jeu radial 

R: rayon du palier 

Les tourbillons de Taylor apparaissent dès que le nombre de Taylor atteint une valeur 

approximative de 41. 

Plusieurs chercheurs (Wilcok[19]) ont observé un comportement identique dans les 

butées hydrodynamiques. Le régime tourbillonnaire correspond dans certains cas au passage du 

régime laminaire au régime turbulent [11]. 

Un écoulement turbulent peut être considéré comme un écoulement présentant un 

phénomène aléatoire pour lequel la vitesse, la pression, fluctuent dans le temps et l'espace 

autour d'une valeur moyenne (si l'écoulement est stationnaire). 

Posons 

ü U- + u-· 
m 

P =Pm+ p' 

où Um et Pm sont les valeurs moyennes et u' et p' les fluctuations. 

Moyennant l'introduction de la viscosité turbulente, les équations de la mécanique des 

fluides, écrites pour les vitesses moyennes, s'écrivent "comme" en laminaire. 

Différents modèles traduisent le comportement turbulent du fluide. L'hypothèse de 

longueur de mélange de Prandtl, liée à l'hypothèse de Boussinesq, est fréquemment utilisée 

pour exprimer les différentes composantes du tenseur de Reynolds en fonction d'une viscosité 

turbulente [7]. 
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5: Régime turbulent 

La viscosité turbulente est exprimée en fonction des gradients de vitesses moyennes. 

où 1 est la longueur de mélange qui est une fonction de la cote z, s'annulant près des parois 

Constantinescu et après lui divers auteurs[ll] ont montré que pour un écoulement 

turbulent de type Couette dominant, les effets de la turbulence pouvaient être pris en compte 

par l'introduction de d'un coefficient Kr. 

5.2 LES ÉQUA Tl ONS DE REYNOLDS EN RÉGIME TURBULENT 

5.2.1 Equations de Reynolds 

Constantinescu a montré que: 

la vitesse moyenne radiale s'écrit: 

la vitesse moyenne tangentielle étant toujours: 

rOJ 
Vm = 2 (6-3) 
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L'équation de Reynolds qui traduit la conservation de la masse s'écrit alors: 

az p a p a Kr a p a h 
rK -+K -+--(C-r-)-B--A=O 

r a r 2 
r a r a r a r a t 

où: 

3 2 
A=-pmrK 5 r 

5.2.2 Calcul du coefficient turbulent Kr 

(6-4) 

Le coefficient turbulent Kr est une fonction du nombre de Reynolds. Actuellement, à 

partir des travaux de Constantinescu, Elrod, et Pan [11], l'étude de la turbulence est simplifiée 

en distinguant les deux types d'écoulement suivants et en donnant pour chacun d'eux des 

coefficients turbulents Kr différents. 
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5: Régime turbulent 

5.2.2.1 Ecoulement de Couette prépondérant dû à la rotation de l'arbre. 

Constantinescu fournit pour Kr l'expression suivante: 

1 1 
Gr= Kr = 12+0,0136 9\ec0·9 (

6-5) 

où 9\ec représente le nombre de Reynolds moyen basé sur la vitesse de rotation de l'arbre: 

avec 

9\ec = p rmh 
J1 

p = masse volumique du fluide 

r = rayon local 

ro = vitesse de rotation de 1' arbre 

fJ. = viscosité dynamique 

h = diamètre hydraulique équivalent 

(6-6) 

Cette relation est valable pour des valeurs du nombre de Reynolds moyen comprises entre 
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5: Régime turbulent 

5.2.2.2 Ecoulement de Poiseuille prépondérant dû à la pression. 

Constantinescu fournit pour Kr l'expression suivante: 

G =-1 = 6,8 
r K 9\e o.6st (6-7) 

r 'P 

où 9\ep représente le nombre de Reynolds moyen basé sur la vitesse moyenne du fluide: 

avec 

vitesse moyenne 

h = diamètre hydraulique équivalent 

p = masse volumique 

Il = viscosité dynamique 

Cette relation est valable pour des valeurs du nombre de Reynolds moyen comprises entre 

5.2.2.3 Linéarisation 

Les viscosités apparentes sont calculées pour des nombres de Reynolds ( de Couette et 

Poiseuille) supérieurs à 2000. De manière à éviter des discontinuités pour cette valeur, il est 

effectué une linéarisation pour un nombre de Reynolds compris entre 1000 et 2000 (Voir 

annexel). 
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5: Régime turbulent 

En conclusion : 

Ecoulement de Couette 

• Pour 9\ec < 1000 

• Pour 1000 < 9\ec < 2000 

où Gre2ooo est la valeur calculée à l'aide de la formule (6-5) pour une valeur du nombre de 

Reynolds de 2000. 

• Pour 9\ec > 2000 Gr est calculé à l'aide de l'expression (6-5) 

Ecoulement de Poiseuille 

• Pour 9\ep < 1000 

1 1 
G ---­

rp -12- K 
r 

• Pour 1000 < 9\ec < 2000 

1 9\ep 
G = G +(--G )(2--) (6-9) 

rp rpZOOO 12 rpZOOO 1000 
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5: Régime turbulent 

où Grpzooo est la valeur calculée à l'aide de la formule ( 6-7) pour une valeur du nombre de 

Reynolds de 2000. 

• Pour 9\ec > 2000 Gr est calculé à 1' aide de 1' expression ( 6-7) 

5.2.2.4 Règle de calcul de Kr. 

L'écoulement dominant est celui pour lequel les coefficients de viscosité prennent la valeur la 

plus petite. 

Pratiquement, les valeurs retenues pour les coefficients turbulents sont: 

Gr = min( Gre, Grp ) 

Si l'écoulement présente une dominante ( Couette ou Poiseuille ), la valeur retenue pour le 

coefficient Gr est celui de la dominante. 

5.2.2.5 Diagramme récapitulatif 

Rep (Poiseuille) 

Poiseuille Poiseuille Le plus petit 

prépondérant prépondérant des deux 

2000 

Poiseuille Le plus petit Couette 
prépondérant des deux prépondérant 

1000 

Laminaire Couette Couette 
prépondérant prépondérant 

Rec(Coue tte) 
1000 2000 

Tableau 2 
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5: Régime turbulent 

5.3 APPLICATION AU MODELE ETUDIE 

Le fluide est supposé Newtonien, isotherme. Dans les laminages, l'écoulement est quasi 

permanent, incompressible, laminaire ou turbulent, avec prise en compte des forces d'inertie 

centrifuges dues à la rotation de la roue. Dans la chambre, la compressibilité du fluide est prise 

en compte. 

Les faces des laminages sont supposées parallèles. 

Le comportement du dispositif est étudié à partir de la répartition des pressions et des 

vitesses à l'intérieur du domaine d'étude. 

Dans les glaces supérieure et inférieure, l'écoulement est régi par l'équation de 

Reynolds qui est une équation elliptique nécessitant pour sa résolution la connaissance des 

conditions aux limites. Pour les fixer, on utilise des équations de raccordement de type 

Bernoulli en entrée et sortie de chaque glace. 

5.3.1· Mise en équation du dispositif 

La résolution numérique impose le choix d'un maillage établi comme suit: 

Chaque glace est discrétisée en 10 noeuds régulièrement espacés le long d'un 

même rayon. 
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5: Régime turbulent 

La chambre comporte deux noeuds afm de tenir compte de la chute de pression 

( due à la perte de charge singulière) en sortie de glace supérieure 1 et en entrée de glace 

inférieure 2. 

11 
• 

~~$~~~ 
Figure 10: Discrétisation du dispositif 

Nous pouvons donc écrire: 

Noeud1: (6-10) 

Noeuds 2 à 10: Discrétisation de 1' équation de Reynolds 

Noeud 11: (6-11) 

Noeud 12 (6-12) 

39 



5: Régime turbulent 

Noeud 13: 
1 2 1 2 

P12 +-P u12 = P13 +-P (l + Z3) ul3 
2 2 

(6-13) 

Noeuds 14 à 22 : Discrétisation de l'équation de Reynolds 

Noeud 22: 
1 2 1 2 

P22 +-p (1-zs) U22 = Ps +-pUs 
2 2 

(6-14) 

Les Zï représentent les différentes pertes singulières de charge au noeud i. 

Les équations de Bernoulli, avec pertes de charge, font intervenir les pressions et les vitesses 

en chaque point du fluide. Il est donc nécessaire d'écrire les équations de conservation des 

débits aux différents points du maillage afin de connaître la répartition des vitesses dans tout le 

dispositif: 

(6-15) 

(6-16) 

(6-17) 

Dans la chambre, l'équation de continuité se traduit par: 

Débit du laminage 1= Débit du laminage 2+ Débit dû au mouvement du piston + Débit de 

compressibilité de la chambre 
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(6-19) 

(6-20) 

(6-21) 

5.3.2 Discrétisation de l'équation de Reynolds 

Nous pouvons utiliser une méthode de différences finies, consistant à remplacer 

l'équation aux dérivées partielles par un système d'équations linéaires écrites en chaque point 

du maillage de la glace. 

1-1 1+1 
r .. ..... ... 

ôr ôr 

Figure 11: Discrétisation au noeud i 

a P ~+1- ~-1 --- ___;_:....:...,__~ 

ar 2~r 
(6-22) 

en remplaçant dans l'équation de Reynolds ( 6-4) et en regroupant les termes de même indice, 

nous obtenons: 

. r Kr Kr r ()Kr 
Coefficzent de P = -----+----

,_1 .!J.r2 2./J.r 2./J.r () r 
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Coefficient de~= -2 r K; 
!J..r 

. r Kr Kr r ()Kr 
Coefficzent de P = --+ -------

z+I /J..r 2 2/J..r 2/J..r dr 

Second membre associé au noeud i: 

. ()Kr . h () p 
sm(z) =-C--+ B(h +--)+A 

()r p dt 

5.3.3 Schéma de calcul 

La méthode de résolution retenue est celle des petites perturbations [20 ]. 

Les solutions des équations stationnaires fournissent la distribution de pression et de vitesse à 

l'intérieur du dispositif qui permettent de calculer les caractéristiques statiques (charge, débit), 

dans la phase 1 du calcul. 

Les caractéristiques dynamiques ( coefficient de raideur et d'amortissement ) sont 

obtenues en imposant une excitation harmonique (phase 2 du calcul). 

La loi sur la hauteur s 'écrit alors: 

h h + h* e; ro ~~ · = ·o 1· 1 1 1 (6-24) 

où hiO est la position de référence de la glace, h1: ( = E hiO, où E petit) est la perturbation 

développée autour de la position de référence hiO , (J) * est la pulsation d'excitation. 
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* * Les valeurs h1i , (J) sont des valeurs réelles. 

Ces perturbations induisent des perturbations sur les pressions et les vitesses 

Posons: 

(6-25) 

* iro*t v. = v.0 + v1. e 
1 1 1 (6-26) 

où PiO, ViO représentent la valeur de la pression et de la vitesse au noeud i pour le mouvement 

stationnaire et p*li et v*1i les perturbations autour de la valeur de référence au noeud i. D'une 

manière générale, les valeurs p* li et v* li sont des valeurs complexes. 

Après remplacement dans les équations primitives et en ne retenant que les termes du 

premier ordre en p* et v* ( solutions d'ordre 1), nous obtenons un nouveau système 

d'équations linéaires dont les solutions donnent les valeurs des fluctuations de pression et de 

vitesse. 

5.3.3.1 Solutions d'ordre zéro 

Les équations ( 6-1 0) à ( 6-21) forment le système à résoudre. La répartition de vitesse à 

l'intérieur du dispositif est donnée par les équations (6-15) à (6-21) dans lesquelles: 

. . . 
hch = hgll = hgl2 = 0 

d~h =0 
dt 

Les pressions vérifient le système d'équations (6-lO)à (6-14). Cet ensemble forme un système 

matriciel tridiagonal 22x22: 
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1 

x x x 
x x x 

x x x 
x x x 

x x x 
x x x 

x x x 

x x x 

-1 1 

1 -1 

1 -1 

1 -1 

x x x 

x x x 

x x x 
x x x 

x x x 

x x x 

x x x 

x x x 
1 

Deux méthodes numériques ont été utilisées. Elles ont donné des résultats comparables: 

1 o méthode: Méthode directe ( Gauss-Jordan) consistant à trianguler l'opérateur, les 

solutions étant obtenues par substitution. 

2° méthode: Méthode itérative de surelaxation; en posant: 

k+I (1 ) k "'k+I Pei) = -ffi P(i) +ffi Pei) (6-27) 

où 

k+l 
Pc i) : Pression au noeud i choisie pour la k + 1 itération. 
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k 
P(ï): Pression au noeud i à la kième itération. 

Ak+l k 
P (i) : Pression au noeud i calculée à partir de P (i) à la k+ 1 itération. 

ro: Facteur de surelaxation pris égal à 1,7. 

Une difficulté doit être surmontée: Les coefficients de l'équation de Reynolds 

intervenant dans la matrice et le second membre dépendent des vitesses du fluide par 

l'intermédiaire de relations non linéaires dans lesquelles doit être calculé le nombre de 

Reynolds. 

Le régime d'équilibre est recherché en opérant une itération sur la vitesse d'entrée Ue. 

Les autres vitesses sont calculées à l'aide des équations (6-15) à (6-21). Les pressions 

correspondantes sont déterminées à l'aide des équations ( 6-10) à ( 6-11) ( entre l'entrée du 

mécanisme (pe) et le noeud 11 (pll)) et des équations (6-12) à (6-14) ( entre le noeud 11 

(p11) et la sortie du mécanisme (ps)). Le régime recherché est atteint lorsque les deux valeurs 

de p(ll) sont comparables (erreur relative de l'ordre de 10-3 
). 
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SCHEMA DE CALCUL: 

Initialiser Ue 

.... 

Calcul des vitesses à l'aide des 
équations de conservation des débits 

Calcul de P11 à partir de Pe 
Calcul de P11 à partir de Ps 

,, 

CJ<IIIII~I-----< 
Comparaison des deux 

valeurs 
Les deux valeurs sont 

égales? 

fin 

Modifier Ue 

.. .. non 

Figure 12: Diagramme de résolution des équations à l'ordre zéro 
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5.3.3.2 Solution d'ordre 1 

Le but de cette linéarisation est de détenniner quelle est la variation de pression 

et de vitesse pour une perturbation donnée sur la hauteur. Les solutions du premier ordre 

proviennent des équations (6-10) à (6-21). Elles fournissent les valeurs des fluctuations de 

pression p*i et de vitesse v*i en chaque noeud i (en séparant partie réelle et imaginaire). 

Posons: 

pr* (i) = Partie réelle de la fluctuation de pression au noeud i. 

P;* (i) =Partie imaginaire de la fluctuation de pression au noeud i. 

Vr* ( i) = Partie réelle de la fluctuation de vitesse au noeud i. 

V/ ( i) = Partie imaginaire de la fluctuation de vitesse au noeud i. 

Nous obtenons un système linéaire 60x60: 

[ta(i, j)] x [tx(i)] = [ sm(i)] (6-28) 

où 

[ tx(i)] = (u, (e),ui (e), ... , Pr (1), Pi (1), ... , Pr (22), Pi (22)) 

[sm( i)] = Second membre 

[ta(i, j)] =Matrice 60x60 des coefficients de tx(i) 

Ce système peut être résolu directement, par inversion, en effectuant un 

conditionnement de la matrice [ta(i, j)]. 
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Les valeurs des fluctuations de pression étant obtenues en tout point du dispositif, nous 

pouvons calculer la résultante des forces de pression (partie réelle et imaginaire) par 

intégration des variations du champ de pression dans la glacel, dans la chambre, et dans la 

glace2. 

Posons: 

(6-29) 

où 

Fe: = J ~: ds : Force due à la fluctuation de pression dans la chambre. 
Sch 

F:Zz = J Pg~2 ds: Force due à la fluctuation de pression dans la glace2. 
Sgl2 

F:ZI = J Pg~I ds: Force due à la fluctuation de pression dans la glacel. 
Sgll 

Nous pouvons calculer, après séparation en partie réelle et imaginaire: 

La raideur: 

k = èJF = 9\(F*) 

èJhgll h;ll 
(6-30) 

L'amortissement: 

b = èJ_F = r:J~F:) 
dhgll (0 hgll 

(6-31) 

* où h8z1 est la fluctuation de hauteur de la glace 1. 
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5.3.3.3 Recalage des modèles: Ecoulement laminaire - Comparaison entre le modèle 

analytique et le modèle numérique. Choix d'un nouveau modèle et d'une nouvelle méthode 

de résolution. 

x 1 o• Dispositif de compensation de 1 effort axial 
2.5 ,....--""T"""---r--...,.----.---..---""T"""---, 

- -=Raidstat(anl) 

liE .-.=Raidyn(anl) 

2 + +=Raidsat(num) 

liE liE * *=Raidyn(num) 

. ,. -, j-- Raldeurdynarnlqua foo50 Hz 

liE / • \Jt 
1.5 

1 • l l +-+ "'- z ·} r- Raideur statique r-o Hz 

~ Î ~-, 
1 '\, . 

0.5 "'i-/ . v ~~ 
..,..... .t.~. JI:....._ 

o~-~-~--~-~--~~~~~ 
2 4 6 8 10 12 14 16 

x10"' 

Figure 13: Comparaison de l'évolution de la raideur entre le modèle analytique et le 

modèle numérique 

x 10
6 Dispositif de compensation de 1 effort axial 

6.5 ,....--""T"""---r--..---...,.----,---.-----, 

6~ 
\ 

5.5 " cp 
5~. '\, 

4.5 \ \ 

4 

3.5 
\ 
~~f=O 

)...._- . 

- -=Amorstat(anaQ 
.-.=Amordyn(anaQ 
o o=Amorstat(mm) 
+ +=Amordyn(num) 

'\, ........ 

. " 1 ......... ___ ' . 3 

2.5 f=50 Hz ___jf ......... . ~ 1 
2 ~:-..._ ~ 

.......... ~ -.r _,., 
1.5 L._ _ _._ _ __._ __ ..__ _ _._ _ __._-...!!:._,______J 

2 4 6 8 10 12 14 16 

x 10"' 

Figure 14: Comparaison de l'évolution de l'amortissement entre le modèle analytique et 

le modèle numérique 
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La Figure 13 et la Figure 14 donnent les résultats de la comparaison entre le modèle analytique 

et le modèle numérique pour les mêmes conditions de données ( coefficients de perte de charge 

singulière nuls ). 

La Figure 13 montre un problème de perturbation numérique sur le calcul de la raideur 

dynamique (en régime d'excitation à 50 Hz). Par contre les autres corrélations concernant la 

raideur statique et l'amortissement sont acceptables. Ce problème provient, en partie, du choix 

de l'interpolation centrée servant à exprimer les valeurs de la dérivée première de la 

dP d2 P 
pression dr et de la dérivée seconde de la pression dr 2 dans l'équation de Reynolds. Pour 

lever cette difficulté, il est possible d'utiliser un maillage décalé , d'une demi cellule, pour le 

champ de vitesse. 

d2 P 
Une autre méthode a été mise en oeuvre. Min d'éviter le calcul de la dérivée seconde dr 2 , 

l'équation de Reynolds (6-4) a été remplacée par son équivalent, l'équation de conservation de 

débit, les vitesses étant directement exprimées par la relation (6-2): 

Les solutions d'ordre zéro donnent directement la répartition de pression en 

chaque maille. 

Posons 

a P ~+I- ~ -- - ___;..:....;;....__...;... 

dr ~r 
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L'équation (6-2) donne: 

[ 
3 2 • ~Kr(i)u(i)] 

l(i+I) = l(i) +fl.r -pro r(z)- 2 (6-32) 
10 h 

Le schéma de calcul est de même structure que le schéma originel. Les équations linéarisées au 

premier ordre (voir annexe2) donnent un système matriciel92x92 de même structure que celui 

du (6-28): 

[ta(i, j)] x [tx(i)] = [ sm(i)] 

Les figures suivantes montrent la comparaison entre les résultats analytiques et les 

nouveaux résultats numériques. 

x 1 0
8 Dispositif de compensation de 1 effort axial 

18~--~----~--~----~--~----~--~ 

16 

14 

12 

10 /liE 
sV 
6 

4 L 
1 

2~ 

\ liE. 
\ 

6 8 

- -=Raidstat(anl) 
.-.=Raidyn(anl) 
+ +=Raidsat(num) 
* *=Raidyn(num) 

10 12 14 16 

x 1 o"" 

Figure 15: Nouvelles corrélations sur la raideur entre le modèle analytique et le modèle 

numérique 
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x10
6 Dispositif de compensation de 1 effort axial 

6.5r----,-----r----,-----r----,----~----~ 

6L' 
\ 

5.5 \ 

- -=Amorstat(anal) 

.-.=Amordyn(anaO 
* *=Amorstat(num) 
+ +=Amordyn(num) 5 ~. 

\ 
4.5 

4 

3.5 

3 

2.5 

2 

' )lE ' 

*' 
\-

\ 
~ 

\ '* :r, + ''*~f=O 
·, + + ~ 1 
·----~~ / 

f=50Hz __/ ·\_......_ J 
-~ / 

~~ 1 .5 .__ __ ----l'-------'--------l...----....L....---...J...........;.:.;;.._..L-__ __. 

2 4 6 8 10 12 14 16 

x 10-5 

Figure 16: Nouvelles corrélations sur l'amortissement entre le modèle analytique et le 

modèle numérique 

L'étude des figures précédentes montre une bonne corrélation entre les résultats analytiques et 

numériques (l'utilisation d'un maillage plus fm permettrait d'améliorer la superposition des 

solutions ).Cette validation en laminaire, dans les conditions du modèle analytique, permet de 

justifier l'utilisation de ce code numérique en régime laminaire et turbulent. 

5.3.4 Influence des paramètres du problèmes 

En régime turbulent ou laminaire, la connaissance des coefficients de perte de charge 

singulière est indispensable pour le traitement du problème numérique. 

Comme source de référence, l'ouvrage d'I.E. IDEL'CIK [12] a été utilisé. 
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5.3.4.1 Laminage supérieur 

L'entrée du laminage supérieur est un rétrécissement brusque. 

Sa 
Sb 

Figure 17: Rétrécissement brusque 

Le coefficient de perte de charge s'écrit: 

Sb 
z = 0,5 x (1--) (6-33) 

Sa 

où Sa et Sb sont les surfaces d'entrée et de sortie. Dans notre cas, Sa est très grand devant Sb. 

Nous obtenons une valeur de z égal à 0,5. Mais des réserves sont à formuler sur la valeur 

précédente. En effet la configuration réelle, voir figure n° 18 ,montre un changement de 

direction du fluide que l'on peut assimiler à un coude avec rétrécissement: 

Figure 18: Schéma du laminage supérieur 
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Dans ce cas le coefficient de perte de charge peut s'écrire: 

z = A1.C1 .z' 

où: 

• A1=1 :coude à 90° 

• C1=l: AO/BO >7 

• z' varie de 0,05 à 0,3 :Sl/SO varie de 0,3 à 0,04 

La rotation du dispositif entrafue une perturbation sur les vitesses d'entrée de laminage. De 

plus les paramètres géométriques du mécanisme montrent que l'entrée de glace supérieure est 

plus assimilée à une fente étroite qu'à un coude avec rétrécissement. Aussi la valeur retenue 

manque de précision, étant en partie en dehors du domaine de validité des résultats présentés 

par I.E. IDEL'CIK. 

La sortie du laminage supérieur peut être modélisée, en première approximation, par un 

élargissement brusque. Dans ce cas, le coefficient de perte de charge, ramené à la vitesse de 

sortie de glace, aura pour valeur approchée: 

Z=l 

Ceci pour de faibles valeurs de la hauteur du laminage. 

Le fluide pénétrant dans la chambre subit l'influence de deux coudes à 90° pouvant être 

assimilés à un coude à 180°. 

Pour un coude à 180°: Globalisons les différentes pertes de charge: 

par élargissement brusque 

le premier coude à 90° 

la perte par rétrécissement 

le second coude à 90° 

54 



5: Régime turbulent 

Le coefficient de perte de charge peut s'écrire: 

où 

Zm dépend de Bk/Bo=2, nous prendrons Zm=l 

Ao 2n 'i Ao 
C1 dépend de -=--~-)3~ Ct =0,7 

Bo ~ Bo 

d'où 

Z=0,7 

Pour un coude à 90°: La formule retenue est: Z=C1x.AxZm 

Les valeurs des paramètres géométriques donnent: 

Ct=0,7 

Zm=l 

A=1,2 

li est à noter que les valeurs précédentes sont imprécises, car on doit extrapoler des courbes 

hors de leur domaine de définition 

d'où 

Z=0,84 

En utilisant le même formule pour un coude à 180°, nous trouvons: 

Zm=3 

A=1,2 

donc 

Z=2,52 
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5.3.4.2 Laminage inférieur 

Figure 19: Schéma du laminage inférieur 

L'entrée du laminage inférieur se fait par un brusque rétrécissement. Avec les réserves faites 

précédemment, nous pouvons envisager d'utiliser la formule (6-33): 

Sb 
z= 0,5x(l--) 

Sa 

où Sa et Sb sont les aires des sections d'entrée et de sortie. Cette valeur peut être déterminée à 

partir de la position du piston d'équilibrage. 

La sortie du laminage inférieur se fait par un brusque élargissement. Dans le cas d'un 

écoulement a.xisymétrique, nous pouvons poser: 

z = (1- Sb)2 
Sa 

où Sb et Sa sont les aires des sections d'entrée et de sortie de l'élargissement. 

Si Sa est grand devant Sb, nous obtenons: 

z=l 
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En conclusion, l'utilisation des résultats de l'ouvrage de référence d' I.E. IDEL'CIK pose des 

problèmes d'interprétation des valeurs à retenir pour les coefficients de perte de charge 

singulière concernant le mécanisme de la présente étude. Aussi une étude de sensibilité des 

coefficients dynamiques (raideur et amortissement) aux valeurs de différents coefficients de 

perte de charge singulière doit être envisagée parallèlement à l'étude de sensibilité en fonction 

de la géométrie des laminages. 

5.4 ETUDE DE SENSIBILITE 

5.4.1 Influence de la géométrie des laminages 

Les paramètres de base pour l'étude de sensibilité à la géométrie des laminages sont: 

Laminage hl: 

rl= 0,090 rn 

r2= 0,095 rn, O,lOm, 0,11 rn 

Laminage h2: 

r3= 0,030m, 0,040m, 0,05m 

r4= 0,015 rn 

Hauteur totale des laminages H= 0,0002 rn 

Pression d'entrée pl= 30 bar 

Pression de sortie p4= 10 bar 
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Vitesse de rotation 

Masse volumique 

Viscosité dynamique 

Coefficient de compressibilité 

Volume de la chambre 

Fréquences d'excitation 

Coefficients de perte de charge singulière: 

Entrée de laminage supérieur: 

Sortie de laminage supérieur: 

Entrée de laminage inférieur: 

Sortie de laminage inférieur: 

5.4.1.1 Laminage supérieur 

N= 3000 

p= 1000 

Jl= 0,001 

x= lOE-10 

Vo= 19. 10-5 

f= 0 et 500 

zl= 1,5 

z21= 0,5 

z3= 0,5 

zs= 1 

tr/min 

kg/m3 

Pl 

Pa-l 

m3 

Hz 

L'étude porte sur l'évolution des paramètres dynamiques ( raideur et amortissement) en 

fonction de la variation de la largeur du laminage supérieur pour deux fréquences d'excitation: 

Modèle statique: <J>'"= 0 Hz 

Modèle dynamique: <!>'"=500Hz 
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5.4.1.1.1 Raideur 

1 0• Sensibilité é la variaton du rayon supéneur 
15x~--~--~--r---~--~--~--~--. 

~ //.\ :. R=0.095m 

E r · .. , 
§ 10 ' 1 \\ 
~(!) : 1 :...\ 
z : 1 ~ \ ·,. 
<D j 1 \. \\__.- --R=0.1m 
.g f 1 \ \\ .- R=0.11m 
~ i 1 \ \ ·,. 1 

5 ! f ..... '\ -~ 
~ : 1 ·. '\ . 
~ : 1 ·· ... \.. '·, 
0:: 1 ·· .. '-.. ·, 

······>~?:~~~,;.~-
0.4 0! os 12 1.4 

Hauteur du laminage superieur (rn) 

Figure 20: Raideur statique 

5.4.1.1.2 Amortissement 

1.6 

x 1 0• Sen si bi lite à la variation du rayon supérieur 
1.8r'-'-"~--~----.---~--~---,---~---, 

î1.6 1 
E , 
l1.4 \ _/ ·: R=0.095m 

~12 1 ~ ./ --R=0.1m 

~-, \ .r>-:..·~_/ .-.R=0.11m 

~08 '-!./ /:·\~, J 1 

Ë . / ;'- .~· \ "' il-
~ ....... .... ·· .. '\.. ;i/ 
"' 0.6 · .. '-.. '· ,!/ 
104 ····--.. ~-~--~-:..·:..·:_·:>? 

1.8 

··-. 
0 ~'='.2---:-'04-,.--0,...6,---0:"-.8:--~---1,-':2,-";;;---=--,-=;j:.:.:··-·· -:-1"7.6---"1.8 

Hauteur du lammage supeneur (rn) 

-14 

~ 
~ 12 
0 

~ 10 
z 

~.2 04 

Sensibilite é la variaton du rayon supérieur 

. : R=0.095m 

0.6 0.8 1.2 1.4 
Hauteur du laminage superieur (rn) 

1.6 

Figure 21: Raideur dynamique 

1 8 
x 10" Sensibilité à la variaoon du rayon supérieur 

Q) 
'<i; 1.6 
~ ~ : R=0.095m 

~1.4 ~ 1 Q) \ z . 
j1.2 \ .... ··. / --R=01m 
.Ë 1 1 ; ~·'""-
"' i _! 1 ... 
5. · · 1 re-~').. R-O 11m 
~ 08 )'; ,/ \.""-,_ ;··· -. 1 

"' .- 1 . . . . "' '~ 
~ ·"' ····"'· ;/;' 
til 0.6 . "'· ,-/ 

j 04 ·····---.~~-~~~~:~·:.:~::}/ 
0 b2 OA o.6 o.e 1.2 1.4 1.6 

Hauteur du lammage supeneur (rn) 

1.8 

1.8 

Figure 22: Evolution de l'amortissement à Figure 23: Evolution de l'amortissement dynamique 

fréquence nulle 

Les figures 20 et 21 montrent une augmentation de la raideur avec la fréquence d'excitation 

(phénomène déjà observé en régime d'écoulement laminaire). 

Pour une fréquence d'excitation donnée, la raideur maximale augmente significativement 

lorsque la largeur du laminage supérieur diminue. Par contre, la position de la hauteur du 

laminage pour laquelle la raideur est maximale croît avec la largeur du laminage supérieur. 

Les figures 22 et 23 montrent que la fréquence d'excitation a peu d'influence sur l'évolution de 

l'amortissement. On retrouve le même phénomène observé pour la raideur: l'amortissement 
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maximal, dans la plage de hauteur de fonctionnement du mécanisme, augmente lorsque la 

largeur du laminage supérieur diminue. 

5.4.1.2 Laminage inférieur 

5.4.1.2.1 Raideur 

Sensibilité à la van anan du rayon inférieur 

_.:··----~ R=0.03m 

_/· _. \._ ~ .•. R=0.04m 

;:-.::\k 
(• '\ \ • ./ --R=0.05m 

1 \~·-. 
1 \\.\ 
1 \• ·. 
f \- \ 

f. \- ... 
( \: .... 
/ '\: ... 

,!f '<.,,.~""~ 
~2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 

Hauteur du laminage supeneur (rn) 
1.8 

x 10'' 

Figure 24: Evolution de la raideur statique 

5.4.1.2.2 Amortissement 

11 
x 10" Sensibilite à la variabon du rayon inférieur 

t·=-:·~··· ... 
g-10 1 ~ 
~ 9 1 '\'.. ~ --R=005m 
'2 1 f::--i 8 J! '\\ --- . R=0.04m 
~ 

7 
l!j \c / 

~ -...l'j \:-~ R=003m 1 

f 6 ,'/ \~.... / 

ë 5 ----·' '"'- 1 
~ ' 1 ~ 4 ~ 1/ 

~ 3 -~~::::=::_--' 
-4; 2 

b2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 
Hauteur du laminage supeneur(m) x 10·• 

Figure 26: Evolution de l'amortissement à 

fréquence nulle 

18 
x 10• Sensibilite a la variation du rayon inférieur 

·: R=0.03m 
16 _,----~-

g · -. R=0.04m 
~14 ,(;;-~ 
o il \\ ·. ··R=005m 
112 ;· ~ 
i10 . \:·\ 
-[ 8 ( \,\ 
~ 6 ; ,, · •. 

~ 4 l '<t_ 
"iii • 

~ 2 ~_:.: '~\:.~""~=--
o~~~~--~--~--~--~==~~ 
0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 

Hauteur du laminage superieur (rn) x 10" 

Figure 25: Evolution de la raideur dynamique 

Sensibilité à la variation du rayon inférieur 

.~·' ··. 
g 10 _.?-:~~--::::-----__ 
~ 

9 
/ \~ - .. R=0.03m 

0 1 \\-------------~ 8 if \\ · R=0.04m 
z (•; \\ 1 

j 7 '~-1 \' .. _ ~-R=0.05m j 
~6--/ \ 1 
_g. 5 .. ..i ~-- 1 
ë \ 1 
~ 4 \"'- 1 
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17-~~~7-~7---~~~~~--~~ 
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 

Hauteur du laminage supeneur (m) x 10·• 

Figure 27: Evolution de l'amortissement dynamique 

Les figures 24 et 25 montrent l'évoluùon de la raideur en foncùon de la fréquence d'excitation 

et de la largeur du laminage inférieur. 
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Pour une fréquence d'excitation donnée, la raideur maximale augmente lorsque la largeur du 

laminage inférieur diminue. Par contre l'amortissement ( à fréquence nulle ou à 500Hz ) est 

peu sensible à la variation de largeur de glace. 

5.4.2 Influence de la valeur des coefficients de perte de charge singulière 

Les paramètres de base pour l'étude de sensibilité aux coefficient de perte de charge singulière 

sont: 

Laminage hl: 

rl= 0,090m 

r2= 0,1 rn 

Laminage h2: 

r3= 0,050 rn 

r4= 0,015 rn 

Hauteur totale des laminages H= 0,0002 rn 

Pression d'entrée pl= 30 bar 

Pression de sortie p4= 10 bar 

Vitesse de rotation N= 3000 tr/min 

Masse volumique p= 1000 kg/m3 

Viscosité dynamique V= 0,001 Pl 

Coefficient de compressibilité x= 10E-10 Pa-l 

Volume de la chambre Vo= 19. 10-5 m3 

Fréquences d'excitation <1>*= 0 et 500 Hz 
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5: Régime turbulent 

5.4.2.1 Variation d'un seul coefficient de perte de charge singulière. 

Pour cette étude de sensibilité, tous les coefficients de perte de charge sont initialisés à 

zéro. 

Les courbes de raideur et d'amortissement ( en fonctionnement statique <!>*=O et en 

fonctionnement dynamique<!>*= 500Hz) sont tracées en fonction de la position de la hauteur 

du laminage supérieur pour 3 valeurs différentes du coefficient de perte de charge pris en 

compte: 

0,1 Zlz= 5 10 

5.4.2.1.1 Entrée de laminage supérieur: z1 

I 
E 
'C 10 

1 z 

e 
2

_
2

x 10 

Sensibilite au coef de perte de charge 

Hauteur du laminage superieur (rn) 
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Planche 1: Evolution des coefficients dynamiques en fonction de la valeur du coefficient 

de perte de charge singulière en entrée de glace supérieure 

62 



5: Régime turbulent 

5.4.2.1.2 Sortie de laminage supérieur: z10 
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Planche 2: Evolution des coefficients dynamiques en fonction de la valeur du coefficient 

de perte de charge singulière en sortie de glace supérieure. 
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5.4.2.1.3 Entrée de laminage inférieur: z3 
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Planche 3: Evolution des coefficients dynamiques en fonction de la valeur du coefficient 

de perte de charge singulière en entrée de glace inférieure. 
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5.4.2.1.4 Sortie de laminage inférieur: zs 
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Planche 4: Evolution des coefficients dynamiques en fonction de la valeur du coefficient 

de perte de charge singulière en sortie de glace inférieure. 

Les planches 1 à 4 montrent que la raideur et l'amortissement ( en fonctionnement statique ou 

dynamique) sont peu sensibles à la variation de la valeur d'un seul coefficient de perte de 

charge singulière, dans la plage de variation de la hauteur du laminage ( correspondant au 

fonctionnement de la machine ). 
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5: Régime turbulent 

5.4.2.2 Variation simultanée de tous les coefficients de perte de charge singulière. 

Pour cette étude de sensibilité, tous les coefficients de perte de charge évoluent 

simultanément 

Les courbes de raideur et d'amortissement ( en fonctionnement statique <1> * =0 et en 

fonctionnement dynamique <1>*= 500Hz) sont tracées en fonction de la position de la hauteur 

du laminage supérieur pour 3 valeurs différentes des coefficients de perte de charge pris en 

compte: 

zit= 0,1 zh= 1 

Sensibilite au coef de perte de charge 

16 _.····-.. ~ 
\_~·"COef3=2 

·. - Coef2=1 

/./-·'·~~ --Coef1=01 

;' .J \ • 

: ( /- \ ', 

(; 1 '-\\ 
6 i; 1 '-\ \ 

~ /, 1 ""<\ 
~ 4 /; 1 ~--. 
0:: ,!,'/ ~.,__ 

2 '-/ ---.......... 

···"'!"~~~-~ . .;> 

~.L2--~Q~4--~0~.6--~0~.8--~---1~.2~-1~4~~1~.6--_J1.8 
Hauteur du laminage superieur (rn) 

Sensibilite au coef de perte de charge x 10° 
1.8 F--~--,----,----..,.---..,.---~--~--, 

i16 
E 
"5 14 
}; \... __-- ::: Coef3=2 
Z1.2 ~ 

t 1 /.----,/<K'::::, 
JOB' , . .!· 
E ·-· . ·. 
m o6 ·, .._ 1 e . ' ·, ··.. .1 
ê ' ~--- ·,_ ··.... 1 
< 04 ' / -- '. ··... .j - ................ -- ...... -. : . .-:-.:...·:;..: ___ ,..... 

0.2 ':----:-'-:------:-"::---:-'::--7------:-':-2 ~'-:----:-':-6 ------:-' 
0.2 OA 0.6 0.8 1. 1 A 1. 1.8 

Hauteur du laminage superieur (rn) 

2 

'ê' 
o; 1.6 

~ 114 
z 
-; 12 
::> 
C' 
.Ë 1 
ro 

0.4 

c ,· 1 

Sensibilite au coef de perte de charge 

0.6 0.8 1.2 1.4 1.6 
Hauteur du lam mage superieur (rn) 

Sensibilite au coef de perte de charge 

::. Coef3=2 

.-. Coef2=1 

-- Coef1 =0.1 
~ 08 •·• / 
ID Î 
E ·-· j 
-~ 0.6 \ ··.• i 
'6 \ --- ' . 1 E04 , _....- ' . •·.. .· 
< - "'-...... __ _:- ... _~~-~-:~·:;;:"?-

1.8 

___ _.... 

0.2L_~-----:.L..--::-':--~~:-='-:-'-:----,-':---,-' 
0.2 GA 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 

Hauteur du lammage supeneur (rn) 

Planche 5: Evolution des coefficients dynamiques en fonction de la variation des 

coefficients de perte de charge singulière. 
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La planche 5 montre une évolution importante de la raideur et de l'amortissement pour 

des petites variations ( en regard de la variation des valeurs de l'étude précédente) de 

l'ensemble des coefficients de perte de charge singulière. 

Il sera donc nécessaire d'affiner le calcul de ces différents coefficients de perte de 

charge si nous voulons pouvoir prédire, avec une bonne précision, l'évolution des 

caractéristiques dynamiques de ce type de mécanisme. 

D'autre part, la précision d'usinage des entrées et sorties de glace aura des 

répercussions sur la stabilité, au cours du temps de fonctionnement, de la pompe. Il sera 

indispensable de tenir compte de l'évolution de la géométrie de ces entrées et sorties de glace 

(problème d'instabilité dynamique) pour déterminer les dimensions de la machine. 

Afin d'obtenir une valeur objective des ces coefficients de perte de charge singulière, 

nous avons développé, dans la derniére partie de l'étude, une méthode numérique donnant le 

champ de vitesse et de pression en tout point du maillage caractérisant la géométrie du 

mécanisme étudié. 
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6. CALCUL EN 30 AXISVMETRIQUE 

6.1 INTRODUCTION 

Précédemment, nous avons montré que la variation des valeurs des coefficients de perte 

de charge singulière en entrée et sortie de laminage entraîne une évolution des caractéristiques 

dynamiques du mécanisme étudié. 

La détermination d'une valeur objective de ces coefficients de perte de charge 

demande la connaissance du champ de pression et du champ des vitesses en tout point du 

fluide à l'intérieur du mécanisme. 

Pour ce faire, il est fait appel à une méthode de résolution numérique des 

équations de la mécanique des fluides (Navier-Stokes ). 

Cette méthode, développée au Laboratoire de Mécanique de Lille, utilise la 

formulation A.L.E. (Arbitrary Lagrangian Eulerian) [21]. Celle-ci a été mise en forme par le 

« Los Alamos National Laboratory » vers les années 1970. 

Les hypothèses retenues sont : 

Fluide continu, homogène, isotrope, incompressible, isotherme. 

La discrétisation spatiale est de type volumes finis. La discrétisation temporelle est de 

type différences finies. 

L'algorithme est une méthode à pas fractionnaires. 
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Les conditions aux limites peuvent être de deux types : 

•Pression imposée. 

• Vitesse imposée. 

Pour tenir compte de l'évolution de la nature de l'écoulement, il a été associé au code, 

dans le cas présent, un modèle de turbulence basé sur le type de longueur de mélange. 

6.2 FORMULATION A.L.E. 

6.2.1 Les équations originelles. 

Les équations originelles sont ( pour un domaine matériel fixe quelconque ) : 

•Equation de continuité 

~ r pd v +J pü.iids = o (6-1) 
dt Jv s 

• Equation de quantité de mouvement 

:t fvpüdV + fspü ü.ii dS = fvdiv ~ dV (6-2) 

=> - => 
avec div G = -V p +div 't 

Soit Re un référentiel «fixe» ou Eulérien. Si V(t) est un domaine mobile se 

déplaçant avec une vitesse w(t) et si 'If (z,t) est une propriété du fluide, alors sa dérivée en 

suivant le domaine dans son déplacement est : 

(
D\jl(z,t)) =li~ \jl(z + wdt,t +dt)- 'l'(z,t)] 

Dt dJ--t dt 
w 

a"' -= at+w· V\jl(z,t) 
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Pour une intégrale de volume de la quantité 'V (z,t), la dérivée en suivant le 

domaine dans son déplacement est : 

( 
D) J, . J,, 'lf(z,t)dv' -J, \jf(z,t)dv 

- \jf(z,t)dv =hm v v 
Dt v dr-4o dt 

w 

où V est le volume initial, V' le volume à l'instant t+dt. 

En utilisant le jacobien de la transformation et en première approximation, nous 

obtenons: 

(.!2.) r 'lf(z,t)dv =Jca'l' + V(w'lf))dv 
l)t Jv v àt w 

6.2.2 Equations de base 

li en résulte que les équations de continuité (6-1) et de quantité de mouvement 

(6-2), dans le cas où le volume de contrôle V est délimité par une surfaceS dont la vitesse en 

chaque point est w , s'écrivent: 

(~).Lpdv- fsp(W-U).iidS=O (6-3) 

(~t ). Lpitdv- fspit(W-U).iidS = fvdiv ";; dv (6-4) 

où w est la vitesse de grille du maillage. 

Le fluide étant incompressible, les équations précédentes deviennent : 

(~)) dv- f,<W-U).iidS =0 (6-5) 

(!?.__) f üdv-f ü(w-ü).ndS =.!._ r div~ dv (6-6) 
Dt )v s pJv 
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La méthode A.L.E. consiste à décomposer l'opérateur ( D ) suivant deux opérateurs: 
Dt "' 

(~Jet [(~J -(~J] 

(6-7) 

(!!._) r üdv =]_ r div~ dv 
Dt üJv p Jv 

(6-8) 

((!!._) -(!!._) Ji dv- fs (w- ü).iidS = o 
Dtw Dtü 

(6-9) 

(6-10) 

A partir d'un instant t et pendant un intervalle de temps ôt, la première étape 

correspond au suivi des volumes fluides dans leur mouvement. C'est une étape purement 

Lagrangienne (w=O). Les termes de convection n'apparaissent pas dans cette étape, le fluide 

étant suivi avec sa vitesse u. 

La deuxième étape correspond à une étape où les volumes fluides, à l'instant 

t+At sont déplacés de ( w - ü )ôt . Les termes de convection sont ainsi pris en compte. 

Dans la suite de l'étude, les domaines des éléments de volume sont fixes ( les 

frontières sont immobiles : w=O). 
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Avec les notations suivantes pour les dérivées temporelles: 

(~t). ! 
((!). -(!)J=~ 

La décomposition précédente devient : 

!!_r dv=O 
dtJv 

!!_ f üdv =]_ f div~ dv 
dt Jv p Jv 

d- f dv +J ü.iidS = 0 
dt Jv s 

d- f üdv + J ü(ü.ii)dS = 0 
dt Jv s 

6.2.3 Discrétisation temporelle 

(6-11) 

(6-12) 

(6-13) 

(6-14) 

Les discrétisations temporelles sont de type différences :fuùes. Elles sont approximées 

au premier ordre, pour une fonction rn(t), par: 

drn rn(t+.::\t)-rn(t) 

dt L\t 

On notera IDn la valeur de la fonction rn au n-ième cycle du calcul correspondant à 

l'instant tet IDn+l sa valeur au cycle suivant du calcul correspondant à l'instant t+Llt. 
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Le calcul est divisé en deux phases correspondant aux deux demi-pas de la 

décomposition. Pour ce faire, nous introduisons un état intermédiaire indicé 1. 

1 o phase semi-implicite. Les équations de base (6-11) et (6-12) s'écrivent entre les 

instants nAt et (n+ 1)dt : 

A tout point du volume Vn correspond un point du volume Vl défini par la 

J_ ( f dV1 - f dVn) = 0 
dt Jvz Jvn (6-15) 

(6-16) 

2° phase explicite à l'instant (n+l)dt avec prise en compte des termes convectifs. Les 

équations (6-13) et (6-14) s'écrivent: 

J_( f dVn+I- f dV1 )+ l Ü1.ii dS1 = 0 (6-17) !1t Jvn+I Jvz sz 

où les points du volume V n+l sont liés aux points du volume V1 par la relation : 

Les volumes étant fixes, nous avons: Vn+l=Vn et Sn+l=Sn. 
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La première équation ( 6-15) peut s'écrire, au premier ordre en .6.t : ln div Ü1 dVn = 0 . 

L'équation ( 6-17) est automatiquement satisfaite. 

Le système à résoudre devient alors: 

f divÜ1 dVn = 0 Jvn 

6.2.4 Discrétisation spatiale 

(6-19) 

(6-20) 

(6-21) 

La discrétisation spatiale est de type éléments finis. Le système étudié est à symétrie de 

révolution. Dans le plan (r,z), le domaine de calcul est formé par un recouvrement de mailles 

(quadrilatères) référencés par les indices de noeuds (i,j). La surface d'un tel élément est noté 

S(i,j).( Voir figure no 28) 

Maille (ij) 

i-1 i+1 i+2 

Figure 28 Discrétisation spatiale 

Chaque maille (i, j) est la transformée du carré de côté unité par la transformation : 
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Tt,, 

y 
(0,1) f-4---3--,(1,1) ~ 

1 2 
,. 

(0,0) (1,0) 
ç 

(i;j) 

Figure 29 Paramétrage d'une maille (i,j) 

(i+1,j+1) 

x 

L'approximation du champ des vitesses, sur la surface de maille S(i,j), est donnée en 

fonction des vitesses ü(i, j) aux noeuds (i, j) par la relation : 

Les autres champs (pression, tenseur des contraintes) sont considérés comme constants 

sur chaque maille. 

Pour les équations traduisant la conservation de la masse (6-15), les intégrations sont 

effectuées sur des éléments de volume V(i,j), L(i,j) engendrés par la rotation d'angle de de la 

maille de surface S(i,j) et de contour L(i,j) (figure n°30). 

V{i,j) 

Figure 30 Elément de volume V (i,j) 
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Pour les équations traduisant la conservation de la quantité de mouvement (6-16 et 7-

18), les intégrations sont effectuées sur des éléments de volume V'(i,j), l:'(i,j) engendrés par la 

rotation d'éléments de surface S'(i,j), de contour L'(i,j) décalés par rapport aux mailles S(i,j) 

(figure n°31). Ce choix est cohérent avec la discrétisation des variables. La consistance des 

problèmes continus et discrets est finalement assurée. 

Par ailleurs, pour calculer les termes du type fs ... Ü dv , on suppose u constant sur 
~ 

S'(i,j). 

6.2.5 Discrétisation de l'équation de continuité. 

Etant dans le cas d'un écoulement axisymétrique, l'équation (6-19) s'écrit sur 

chaque élément V(i,j): 

f Ü1.iidl 
L(i,j) 

(6-22) 

Après discrétisation sur chaque maille nous obtenons des relations linéaires 

faisant intervenir des coefficients cx(i,j,k), cy(i,j,k) correspondant aux quatre noeuds de la 

maille (k=1...4): 

gij(cx,cy, Ü1) = 0 (6-23) 

6.2.6 Discrétisation de l'équation de quantité de mouvement 

L'équation (6-20) s'exprime par: 

_!_(f ü dS-f ü ds) = !J -Vp dS + _!_f div'f dS M S'(i,j) l S'(i,j) n p S'(i,j) l p S'(i,j) n 
(6-24) 
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J 

Figure 31 Elément de volume V' (i,j) 

Nous obtenons un système de la forme: 

(6-25) 

où M est la masse d'un élément correspondant à S' (i,j). 

L'équation (6-21) s'écrit pour un élément de volume V'(i,j) et de surface ~'(i,j): 

_l ( f ü dV- f ü dV) + f ü (ü .ii) dS = 0 & Jv'(i ,j) n+I Jv'(i ,j) l 'L'(i,j) l l 

Nous obtenons une relation donnant la vitesse au pas n+l: 

(6-26) 

6.2. 7 Conditions aux limites et critères de stabilité. 

Les conditions aux limites, sur les frontières fluides, peuvent être, dans ce type de 

problème, de deux types: 

• Conditions sur la vitesse aux frontières du domaine. 

•Conditions sur la contrainte en entrée et sortie. En fait 

on impose la pression et on fait sur les vitesses le minimum d'hypothèses permettant de 
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calculer la contrainte visqueuse ( débit constant à travers deux surfaces parallèles voisines, 

composantes tangentielle de la vitesse nulle). 

Dans tous les cas, sur les frontières solides, une condition de non glissement est imposée. 

Dans l'étude du modèle du piston d'équilibrage, les conditions aux limites retenues 

portent sur les pressions, conditions que l'on retrouve fréquemment dans les problèmes de type 

industriels. 

La prise en compte de ces conditions aux limites nécessite, dans les équations 

discrétisées, un repérage des mailles et des noeuds spécifiques par des pointeurs. 

6.2.8 Méthode de résolution. 

Les systèmes (6-23) et (6-25), obtenus à chaque pas de temps, sont couplés par 

l'intermédiaire des variables Ü1 • 

En éliminant cette variable entre ces deux systèmes, nous obtenons un système 

d'équations en fonction de la variable p1: 

[CP].[p1]= [SM] 

où [CP] représente la matrice des différents coefficients géométriques ex, cy entourant une 

maille (i,j) et où [SM] est la matrice des seconds membres faisant intervenir le tenseur des 

contraintes et les vitesses du cycle précédent n. Ce système linéaire est résolu par une méthode 

directe. 

Connaissant p~, nous pouvons calculer les vitesses lagrangiennes Uz 

Le système (6-26) fournit la variable Ün+I. 
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6.2.9 Stabilité. 

Dans les équations (6-25) et (6-26) deux pas de temps sont calculés concernant les 

termes convectifs dtc et diffusifs dtv. Afin de garantir la stabilité de propagation des erreurs de 

calcul, un critère de stabilité de type Von Neuman est utilisé[13]. Le pas de temps utilisé est 

calculé par: 

dt= a*min(dtv,dtc) 

où a est fixé arbitrairement (O<a<l) et où dtc et dtv sont les pas de temps liés à la prise en 

compte des termes de convection et des termes diffusifs. 

6.2.10 Modèle de turbulence 

Le caractère turbulent d'un écoulement peut être vu comme un comportement 

irrégulier des grandeurs (vitesses, pression) caractérisant le fluide (voir chapitre 6). Dans notre 

problème, le but recherché est de modéliser l'influence des petites perturbations sur les valeurs 

moyennes caractérisant le fluide. 

Dans la modélisation de la turbulence proposée par Boussinesq en 1877, la viscosité effective 

est défmie comme la somme de la viscosité réelle et de la viscosité turbulente: 

Le choix retenu, sur le dispositif étudié, est celui proposé par Prandtl (1925), pour un 

écoulement parallèle à une paroi: 

(6-28) 
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du 
où 1 est la longueur de mélange, (} z est le gradient normal de vitesse. 

La longueur de mélange est définie comme étant proportionnelle à la distance à la 

paroi. La formule utilisée est celle de Van-Driest (1956) tenant compte de la sous-couche 

visqueuse près de la paroi: 

l=kz(l-e A), 
+ ~rsp 

z = z-=----
f.l 

(6-29) 

où z est la distance à la paroi la plus proche, r s la contrainte pariétale 

Les constantes k et A sont telles que: 

k=0,41 

A=26,0 

Le calcul de l doit tenir compte de la turbulence hors de la couche limite de paroi, 

l'utilisation d'une fonction de coupure permet la prise en compte de ce phénomène. 

Sie est l'épaisseur globale du film fluide, la fonction de coupure est définie par: 

ho= 0,09 e 

•Si 1 S ho, lest calculée à partir de la formule (6-29) 

•Si 1 > ho, l = ho 

Le modèle de longueur de mélange est un modèle algébrique simple à utiliser, sans 

équation différentielle à résoudre, donnant des résultats corrects dans de nombreux cas 

d'écoulements. 

La viscosité turbulente est calculée pour chaque maille et à chaque pas de temps. 
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Dans le calcul de la viscosité turbulente, pour un écoulement quelconque, l'expression 

~ 

de a il est classiquement généralisée par llell 
dz 

où 

6.3 APPLICATION AU DISPOSITIF ETUDIE. 

6.3.1 Maillage du domaine. 

Pour des raisons liées aux moyens de calculs, le domaine a été scindé en deux parties: le 

domaine 1 concerne la butée supérieure, le domaine 2 concerne la butée inférieure. Le maillage 

est de type orthogonal. Il est localisé dans un plan de symétrie en raison de l'hypothèse choisie 

d'axisymétrie. La technique employée pour numéroter les mailles impose l'utilisation d'une 

première colonne de mailles d'épaisseur nulle. L'axe de symétrie correspond à la seconde 

colonne. 

6.3.1.1 Domaine 1: Butée supérieure. 

Le domaine est maillé avec 193 mailles suivant la direction radiale et 24 mailles suivant 

la direction de l'axe de révolution. Un raffinement du maillage a été effectué dans les zones 

proches des parois de manière a obtenir une valeur aussi précise que possible de la contrainte 
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pariétale. Compte tenu de la géométrie, la finesse du maillage près de la paroi, en entrée et 

sortie du laminage, correspond à 1/8 de l'épaisseur du film du fluide dans la glace. 

Entrée de la 
butée 

,, ,, 
,, 

Il Il 1 

Sortie de la 
butée 

Figure 32 Maillage de la butée supérieure 

6.3.1.2 Domaine 2: Butée inférieure. 

1 

rJ 
1 

r; 
~ 
[/ 
1 
1 

Le domaine est maillé avec 188 mailles suivant la direction radiale et 24 mailles suivant 

la direction de l'axe de révolution. Un raffmement du maillage, identique au cas précédent, a 

été mis en place. 

Sortie de 
la butée 

Entrée de 
la butée 

Figure 33 Maillage de la butée inférieure 
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6.3.2 Caractéristiques du modèle 

Les paramètres sont: 

Butée supérieure: 

Butée inférieure: 

Masse volumique 

Viscosité dynamique 

Rayon d'entrée du rotor(re): 

Rayon d'entrée du laminage(rl): 

Rayon de sortie du laminage(r2): 

Rayon de sortie du stator(nn): 

Rayon d'entrée du laminage(r3): 

Rayon de sortie du laminage(r4): 

Rayon de sortie du rotor (rs): 

0,0889m 

0,09m 

0,1m 

0,103m 

0,05m 

0,015m 

0,01m 

p= 900kg/m3 en laminaire (huile) 

p= 1000 kg/m3 en turbulent (eau) 

J.l= 0,01 Pl en laminaire (huile) 

J.l= 0,001 Pl en turbulent (eau) 

Pour chaque butée, les simulations ont été faites pour: 

3 vitesses de rotation: 0, 1500, 3000 tr/min 

3 hauteurs de film fluide: 0,00005,0,0001, 0,00015m 

3 différences de pression (entre entrée et sortie): 5,10,15 bar 
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6.3.3 Présentation des résultats numériques. 

6.3.3.1 Butée supérieure. 

6.3.3.1.1 Ecoulement laminaire. 
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//////////////////////// 

0.0897 0.0898 0.0899 0.09 0.0901 0.0902 0.0903 
Entrée de glace supérieure h10 

Figure 34 Visualisation de la vitesse en entrée de glace supérieure. 
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2.05 
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8.Ô998 0.0998 0.0999 0.0999 0.1 0.1 0.1 0.1001 0.1002 

Sortie de glace supérieure h10 

Figure 35 Visualisation de la vitesse en sortie de glace supérieure 

Les figures 34 et 35 montrent la structure du champ des vitesses radiales en entrée et sortie de 

la butée supérieure pour une hauteur de glace de O,OOOlm et une différence de pression de 5 

bar. La figure 34 présente, en entrée de glace, un rétrécissement des filets fluides conforme à 

ce qui est habituellement observé. 
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Figure 36 Répartition de la pression en entée de glace supérieure pour une hauteur de laminage 

de 0,00005 rn 
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Figure 37 Répartition de la pression en sortie de glace supérieure pour une hauteur de 

laminage de 0,00005 rn 
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Figure 38 Répartition de pression dans la glace supérieure le long d'une« ligne de courant» 

Les figures 36 et 37 représentent la répartition de pression moyenne en entrée et sortie pour 

une hauteur de laminage de 5/100 mm dans le cas statique. Ces pressions moyennes ont été 

obtenues par intégration de la pression sur la hauteur du film fluide. 

La figure 38 montre la répartition de pression pour une hauteur de laminage de 5/100 de mm 

et pour un différentiel de pression de 5 bar. Le calcul de la pente de la droite représentant la 

pression en fonction de l'abscisse dans la laminage permet de vérifier l'équation de Reynolds: 

h2 dp 
K=---

r Il um dr 

Le calcul donne une valeur de Kr de 12,06. La valeur de Kr en laminaire est de 12. 

Ce résultat confirme la fonctionnalité du code et que, du moins en laminaire, la finesse du 

maillage est suffisante. 
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Répartition de vitesse deltapression=5b 
0.635 ,-----.----.-_-•. -:c ••• :-__ -__ .-__ -__ -___ ---.---.------,------, --·-. ----~--.-- --- .. --~---
0.63 

0.625 

~ 0.62 
c 
<D 
1;' 0.615 
E 
3l 0.61 : 
tJ) 

2 
5 0.605 

0.6 ,. 

0.595 

... =omega=3000 t/mn 

.-.=omega=1500 tlmn 

-=omega=O tlmn 

_ .. ------------
/ 

-------------
0.59 '----'---'----'-----'---'-----'------' 

0.09 0.09 0.09 0.09 0.09 0.09 0.0901 0.0901 
Entrée de glace supérieure h5 

Figure 39 Répartition de vitesse moyenne en entrée de glace supérieure 
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Figure 40 Répartition de vitesse moyenne en sortie de glace supérieure. 

Sur les figures 39 et 40, les valeurs de la vitesse moyenne en entrée et sortie de glace sont 

représentées, pour une hauteur de fùm fluide de 5/100 mm, pour un différentiel de pression de 

5 bar, en fonction de la vitesse de rotation de la roue de la turbine. Les variations de la vitesse 

sont en fait faibles en fonction de la vitesse de rotation ( de l'ordre de 6% ). Les profils de 

vitesse de la figure 39 présentent un maximum correspondant au rétrécissement des filets 

fluides de la figure 34. Ces vitesses moyennes sont calculées par intégration sur la hauteur du 

laminage. 

87 



6- 3D Axisymétrique 

6.3.3.1.2 Ecoulement turbulent 
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Figures 41 et 42 Visualisation du champ des vitesses en entrée de glace supérieure 
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Figure 43 Visualisation du champ des vitesses en sortie de glace supérieure 

( régime turbulent). 

Les figures 41 à 43 montrent la répartition du champ des vitesses radiales en entrée et sortie de 

glace pour un différentiel de pression de 10 bars, une hauteur de film fluide de 101100 mm, et 

pour deux vitesses de rotation ( 0 et 3000 tr/mn). Le rétrécissement des filets fluides en entrée 

est moins prononcé qu'en écoulement laminaire. La nature du champ des vitesses est peu 

influencé par la vitesse de rotation de la roue de turbine. Une recirculation du fluide en sortie 

est à noter sur la figure 43. 
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Figure 44 Répartition de pression en entrée de glace supérieure. 
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Figure 45 Répartition de pression en sortie de glace supérieure. 

Les figures 44 et 45, représentant le champ de pression moyenne en entrée et sortie de 

laminage, présentent des analogies avec celui obtenu pour un écoulement laminaire. Nous 

pouvons noter la présence de petites perturbations sur le profil de pression en entrée. Un essai 

avec un maillage plus fin sur un domaine borné à l'entrée de la glace permet de lisser le profil 

de pression. En contre partie, les temps de calcul sont multipliés par un facteur important 

irréaliste avec les moyens de calcul actuel. Aussi, dans ce qui suit, on se limitera à l'utilisation 

d'un maillage grossier pour déterminer les« pertes de charge» en entrée et sortie de glace. 
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Répartition de vitesse 
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Figure 46 Répartition de vitesse en entrée de glace supérieure 
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Figure 47 Répartition de vitesse en sortie de glace supérieure 
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Figure 48 Répartition de vitesse moyenne en entrée de glace supérieure 
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Figure 49 Répartition de vitesse moyenne en sortie de glace supérieure. 

Les courbes de vitesses sur les figures 46 à 49 sont semblables à celles décrites en écoulement 

laminaire. Là encore, les variations de la vitesse avec la vitesse de rotation sont faibles. La 

figure 48 ne présente pas un pic de vitesse aussi prononcé que sur la figure 39, ce qui est en 

accord avec l'évolution du profil du champ des vitesses constaté sur les figures 41 et 42. 
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6.3.3.2 Butée inférieure 
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Figures 50 et 51 Visualisation du champ des vitesses en entrée et sortie de glace 
inférieure. 

Les figures 50 et 51 montrent la répartition du champ des vitesses à l'entrée et à la sortie du 

laminage inférieur pour un différentiel de pression de 10 bars, une hauteur du film fluide de 

10/100 mm et une vitesse de rotation nulle. Sur la figure 51, nous pouvons distinguer deux 

zones de recirculation du fluide dans la chambre de sortie du laminage inférieure. Elles sont de 

sens opposés, de part et d'autre de la zone de sortie de la glace. 
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Figures 52 et 53 Répartition du champ de pression en entrée et sortie de glace 
inférieure. 

Les figures 52 et 53 représentent les répartitions de pression moyenne suivant la direction 

radiale, en entrée et sortie du laminage. Nous retrouvons les mêmes types de profils que ceux 
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obtenus sur la butée supérieure. La perte de pression est plus importante en entrée de glace 

qu'en sortie de glace, le fluide ayant perdu à l'entrée, la plus grande partie de son énergie 

totale. 
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Figures 54 et 55Répartition de vitesse moyenne en fonction d'une différence de 
pression en entée et sortie de glace inférieure 
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Figures 56 et 57 Répartition de vitesses moyennes en fonction de la vitesse de 
rotation de la roue de turbine 

Les figures 54 et 55 montrent les répartitions de vitesse moyenne en entrée et sortie de 

laminage pour une vitesse de rotation nulle, en fonction d'une différence de pression imposée. 

Les figures 56 et 57 présentent les répartitions de vitesses moyennes pour une différence de 

pression de 10 bar en fonction de la vitesse de rotation de la roue de la turbine. Sur la figure 

56, nous pouvons noter un pic sur le profil des vitesses à l'entrée du laminage. Ce pic 

correspond à la mise en vitesse du fluide en accord avec la perte de pression qu'il subit (figure 

52) 
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6.3.3.2.2 Ecoulement turbulent 
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Figures58 et 59 Répartition de pression pour une hauteur de glace donnée en 
entée et sortie de laminage. 

Les figures 58 et 59 donnent la répartition de pression moyenne en entrée et sortie de 

laminage pour une hauteur de 10/100 mm et une vitesse de rotation nulle en fonction d'un 

différentiel de pression. La chute de pression est très importante en entrée comparée à celle 

enregistrée pour le laminage supérieur. Ceci s'explique par la géométrie différente des deux 

laminages ( La glace inférieure a un rayon d'entrée inférieur à celui de la glace supérieure et 

une largeur de glace supérieure). 
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Figures 60 et 61 Répartition de vitesse moyenne en entrée et sortie de glace 
inférieure 

94 



6- 3D Axisymétrique 
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Figures 62 et 63 Répartition de vitesse moyenne en fonction de la vitesse de rotation de la 
roue de turbine 

Les figures 60 à 63 donnent les répartitions de vitesse pour des différentiels de pression et des 

vitesses de rotations différents. Ces courbes ont des profils équivalents à ceux observés pour 

un écoulement laminaire, les valeurs des vitesses étant supérieures à celles obtenues en 

écoulement laminaire. Le régime turbulent favorise l'augmentation du débit, la viscosité étant 

diminuée d'un facteur 5 par rapport au régime laminaire. 

6.3.3.3 Remarques 

Les autres courbes correspondant à des hauteurs différentes de laminage, à des vitesses de 

rotation de 1500 et 3000 tr/min, à des différentiels de pression de 5 et 15 bar, dans les cas 

laminaire et turbulent, présentent les mêmes types de caractéristiques que les courbes 

présentées ci dessus. 
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6.4 Calcul des coefficients de perte de charge singulière. 

6.4.1 Introduction. 

Min de correspondre aux choix développés dans la méthode globale du chapitre précédent, le 

calcul du coefficient de perte de charge singulière Zi ( en entrée et en sortie de laminage) est 

effectué à partir de la formule de Bernoulli généralisée. 

où les indices 1 et 2 correspondent aux valeurs ( pression et vitesse ) de part et d'autre de 

l'obstacle. 

Le choix de la pression moyenne et de la vitesse moyenne relatif à l'indice (1 ou 2) 

correspondant au laminage est effectué sur la position d'une maille distante, par rapport à 

l'entrée ou la sortie, de la valeur de la hauteur de la glace. 

L'autre valeur de la pression retenue est la valeur de la pression d'entrée (ou de sortie) de la 

butée. 

La vitesse moyenne d'entrée ou de sortie est calculée à partir de la formule de conservation des 

débits en conformité avec le modèle global (formules (6-18) à (6-24)). 

D'où 
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6.4.2 Résultats 

Différentes configurations sont testées pour la butée supérieure et inférieure, en régime 

d'écoulement laminaire et turbulent, pour 3 hauteurs du film fluide (5,10,15/100 mm), 3 

vitesses de rotation (0,1500,3000 tr/min) et 3 différentiels de pression (5,10,15 bar). Les 

résultats sont compilés sur un même graphique en coordonnées Log-Log, pour un type 

d'écoulement donné, en fonction du nombre de Reynolds 9\ ep = p w m h 
f.L 

6.4.2.1 Butée supérieure 

6.4.2.1.1 Ecoulement laminaire 

courbe zi-Reynolds en entrée de glace supérieure 
102 .-~~~~~--~~--~~----~~~~ 

Rep 

Figure 64 Courbe zi-Reynolds en entrée de glace supérieure (Ecoulement laminaire) 

L'ensemble des valeurs des calculs se répartissant sur une droite. L'influence de la vitesse de 

rotation est faible. Nous pouvons exprimer la loi donnant le coefficient de perte de charge 

singulière en fonction du nombre de Reynolds par: 

. = 50 9i-0.91 
Zz ep (6-30) 
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courbe zi-Reynolds en sortie de glace supérieure 
1if.---~--~~~~~----~~~~~~ 

' 

Figure 65 Courbe zi-Reynolds en sortie de glace supérieure (Ecoulement laminaire). 

De façon similaire, la figure 65 montre une répartition linéaire des valeurs, l'expression du 

coefficient de perte de charge en fonction du nombre de Reynolds est alors donné par: 

z. = 259\-0.97 
1 ep (6-31) 

6.4.2.1.2 Ecoulement turbulent 

courbe zi-Reynolds en entrée de glace supérieure 
1~.-----------~~----------~~~ 

10"1 '-----~~~~ ............ ----~~~~~.......J 

1if 1~ 10
4 

Rep 

Figure 66 Courbe zi-Reynolds en entrée de glace supérieure ( Ecoulement turbulent) 
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courbe zi-Reynolds en sortie de glace supérieure 
101 r------~~.....------~ ........ 

.... -~---... 

(~ 

Figure 67 Courbe zi-Reynolds en sortie de glace supérieure (Ecoulement turbulent) 

Pour un écoulement turbulent, le coefficient de perte de charge singulière, en entrée ou en 

sortie de laminage est quasi indépendant du nombre de Reynolds et de la vitesse de rotation. 

Nous prendrons pour valeur: 

Entrée de laminage: Zï = 0,75 (6-32) 

Sortie de laminage: Zï = 1,1 (6-33) 

6.4.2.2 Butée inférieure 

6.4.2.2.1 Ecoulement laminaire 

courbe zi-Reynolds en entrée de glace inférieure 
103.----~~....--~~~...---~~'"'"J 

'· 

Rep 

Figure 68 Courbe zi-Reynolds en entrée de glace inférieure (Ecoulement laminaire) 
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Nous retrouvons une situation semblable à celle observée pour la butée supérieure. 

L'approximation linéaire fournit une relation entre le coefficient de perte de charge et le 

nombre de Reynolds: 

(6-34) 

courbe zi.Re)Tlolds en sortie de glace inférieure 
1ifr---~~~------~------~ 

'"· \ 
N 101 

·, ., 
\ 
~ 
·t~ 

.. ' ... 
100'------~-~~~---........,._.........J 

10·' 10° 101 
•• 102 

Rep 

Figure 69 Courbe zi-Reynolds en sortie de glace inférieure (Ecoulement laminaire) 

La figure 69 montre une corrélation linéaire entre le coefficient de perte de charge singulière et 

le nombre de Reynolds. 

La loi est donnée par: 

. = 46 4 m-l.005 zl . ;1\.ep (6-35) 

6.4.2.2.2 Ecoulement turbulent. 

courbe zi.Reynolds en entrée de glace inférieure 
10

1 
.------~---~~-------, 

10. 1 '-----~---~=-----.............J 
10

1 
102 103 104 

Rep 

Figure 70 Courbe zi-Reynolds en entrée de glace inférieure (Ecoulement turbulent) 
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Une approximation de la loi est donnée par: 

. = 4 05 9\-0,287 zl ' ep (6-36) 

dont la valeur moyenne, dans la plage d'utilisation de la butée, est Zï= 0,85 

courbe zi-Reynolds en sortie de glace inférieure 
101 .---~~~~~ ............ ---~~~~....., 

--- '1!!!----œ-& ----*'~------
10°'-::---~~~~ ............. -::----~-~~~ ........ 
1~ 1if 1~ 

Rep 

Figure 71 Courbe zi-Reynolds en sortie de glace inférieure (Ecoulement turbulent) 

Le coefficient de perte de charge singulière, en sortie de laminage, est indépendant du nombre 

de Reynolds et de la vitesse de rotation. 

Sa valeur est: 

Zï = 1,2 (6-37) 

6.4.3 Conclusions 

La méthode de résolution numérique, utilisant la formulation ALE., permet d'obtenir une 

valeur objective des coefficients de perte de charge singulière. 

Pour un écoulement laminaire, la valeur de ces coefficients est très sensible à l'évolution du 

nombre de Reynolds de l'écoulement dans le laminage. 

Par contre, pour un écoulement turbulent, leurs valeurs sont quasi indépendantes du nombre de 

Reynolds. 
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Dans les deux cas, la sensibilité à la vitesse de rotation est très faible. 

Par ailleurs, alors qu'en laminaire, la majorité de la chute de pression a lieu dans la laminage ( à 

titre indicatif, pour une hauteur de laminage de 101100 mm et une différence de pression de 10 

bar, la chute en entrée est 0,3 bar), en turbulent une perte non négligeable de la chute de 

pression a lieu en entrée ( à titre indicatif, pour les mêmes conditions que précédemment, la 

chute de pression est de 2,5 bar) 

L'utilisation d'une loi faisant intervenir le nombre de Reynolds permet d'automatiser le calcul 

dans le modèle global. 

Les figures suivantes présentent les nouvelles évolutions, en régime laminaire, de la raideur et 

de l'amortissement, en utilisant les lois de détermination des coefficients de perte de charge 

singulière. 

Raideur en écoulement laminaire 

Amortissement en écoulement laminaire 

-- Raideur statique 10 

.• Raideur dynamique 

~ 
7 1 

-- Amorllssement à fréquence nulle / 

~ 6 ~ j .- Amortissement dynam1que 

1 
!· ~~i\ /j' 
~4 ·, \ 
(1) ·, \ 1 1 

1:: ·, \ J 
€ . \. 
~ 3 '·,\. / 
< 2 ·,..,.,~_..../ 

~.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 
1~~--~~~~--~~~~~ 

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 
Hauteur du laminage superieur (m) x 10·• Hauteur du laminage superieur (m) x 1 a·• 

Figures 72 et 73 Nouvelles raideurs (amortissements) en régime laminaire. 

Les caractéristiques dynamiques de la butée sont tracées sur les figures 72 et 73. Nous 

constatons une similitude entre ces courbes et celles obtenues, dans les mêmes conditions, par 

le calcul analytique (figures 15 et 16). Nous pouvons noter une diminution de la raideur 

maximale pour une fréquence d'excitation nulle et pour une fréquence d'excitation de 50 Hz. 

La perte de charge totale en entrée et sortie de laminage est importante ( présence d'un 

coefficient de perte de charge singulière ayant une valeur supérieure à 100). Elle provoque une 
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diminution de la force portante. Le terme V0 X dp m , dû à la compressibilité du fluide dans la 
dt 

chambre, a une influence minimale sur le comportement de la raideur dynamique. Par contre les 

valeurs de l'amortissement sont sensiblement les mêmes qu'en mode analytique. 

Dans ce domaine d'utilisation du dispositif étudié, la détermination objective de la valeur des 

coefficients de perte de charge singulière en entrée et sortie de laminage est fondamentale pour 

prédire le comportement de la butée. Ceci montre l'importance du choix, au niveau industriel, 

de la géométrie de la butée servant à l'élaboration des laminages. Le comportement de la butée 

changera donc de manière significative. 

Raideur en écoulement turbulent 

/ ' ' ·, 
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0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 
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1 '\ 
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Figures 74 et 75 Nouvelles raideurs (amortissements) en régime turbulent. 

Les figures 74 et 75 présentent les résultats de l'évolution de la raideur et de l'amortissement 

en régime turbulent. Ces résultats sont comparables à ceux que nous venons d'obtenir en 

régime laminaire et à ceux obtenus en régime turbulent dans le chapitre précédent. Dans tous 

les cas, la prise en compte des pertes de charge singulière est un facteur de stabilité des 

performances. 
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7. CONCLUSION 

Les butées hydrodynamiques sont parfois utilisées pour reprendre les efforts axiaux 

exercés sur des arbres de turbomachines. Lorsque les efforts sont importants, la butée peut être 

remplacée par un dispositif appelé piston d'équilibrage. Celui-ci est souvent constitué d'un 

ensemble de deux butées couplées à une chambre. 

L'étude présentée permet de modéliser le comportement de ce type de mécanisme et 

notamment d'en déterminer les caractéristiques statiques et dynamiques. 

En première partie une méthode analytique, de type monodimensionnel est mise en 

oeuvre. Le régime d'écoulement est laminaire. Les pertes de charge en entrée et sortie de 

laminage sont négligées. L'équation de Reynolds prend en compte les termes d'inertie de type 

centrifuge. La pression dans la chambre est supposée uniforme. Ce modèle a permis d'analyser 

l'évolution des caractéristiques dynamiques pour des fréquences d'excitation variables de 

l'arbre. Les résultats ont montré l'existence d'une position de la hauteur des laminages 

permettant d'obtenir une raideur maximale. Par contre l'amortissement varie peu sur la plage 

de fonctionnement du dispositif. 

Pour des fluides à faible viscosité ou des vitesses de roues élevées, l'écoulement devient 

turbulent. De nouveau, un modèle monodimentionnel a été mis en place. Ce modèle prend en 

compte les pertes de charge en entrée et sortie de glace et l'équation de Reynolds en régime 
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turbulent. Le modèle de turbulence retenu est celui développé par Constantinescu. Les 

équations ne pouvant plus être résolues analytiquement, sont résolues numériquement. La 

comparaison des résultats avec ceux du modèle analytique en régime laminaire a permis de 

valider l'utilisation du code crée. 

D'une part, une étude de sensibilité a été conduite afin d'évaluer l'influence des 

coefficients de perte de charge singulière sur le comportement du dispositif; d'autre part, nous 

avons montré l'importance que revêt le choix du type de géométrie. 

Afin d'obtenir une valeur objective des coefficients de perte de charge, une méthode 

numérique basée sur la formulation A.L.E. a été mise en oeuvre à partir des travaux effectués 

au sein du Laboratoire de Mécanique de Lille. Ceci a permis, en régime laminaire et turbulent, 

d'avoir une cartographie précise du champ des vitesses et de pression. En régime laminaire, les 

valeurs des coefficients de perte de charge singulière sont fonctions du nombre de Reynolds de 

l'écoulement débitant. En régime turbulent, ces coefficients sont quasi constants. Ces lois 

'simples' ont été reprises dans le modèle global de calcul des caractéristiques dynamiques. 

Des travaux complémentaires peuvent être envisagés: 

• L'utilisation du modèle global pour examiner l'évolution de la valeur des 

paramètres dynamiques en fonction du volume de la chambre intermédiaire. Ceci serait 

intéressant, compte tenu des résultats obtenus sur des butées hydrodynamiques. 

• Un calcul sur le modèle global avec le code A.L.E. permettant de vérifier 

l'hypothèse de l'uniformité de la pression dans la chambre. 

• Des essais expérimentaux sur une maquette. A notre connaissance, aucun 

résultat expérimental n'a été publié sur le sujet. 
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9. ANNEXES 

9.1 ANNEXE1 

9.1.1 Ecoulement de Couette dû à la rotation de l'arbre. 

G __ 1 _ 1 
r - Kr- 12 + 0.0136 9tec0

·9 (Al-1) 

où 9\ec représente le nombre de Reynolds moyen basé sur la vitesse de rotation de l'arbre: 

9\ec = p rro h 
J1 

pour 2000(9\ec (3.104 

avec: 

p = masse volumique du fluide 
r = rayon local 
ro = vitesse de rotation de 1' arbre 
~ = viscosité dynamique 
h = diamètre hydraulique équivalent 

9.1.2 Ecoulement de Poiseuille dû à la pression 

Posons: 

G =-1 = 6.8 
r Kr 9\ep o.6sl 

(Al-2) 

(Al-3) 
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où 9\ep représente le nombre de Reynolds moyen basé sur la vitesse moyenne du fluide: 

"" pwmh 
::.J\.ep = 

J.l 
pour 2000{9\ ep { 1 05 

avec 

wm = ..Ju2 
m + v2 

m vitesse moyenne 

h = diamètre hydraulique équivalent 
p = masse volumique 
Il = viscosité dynamique 

L'écoulement dominant est celui pour lequel les coefficients de viscosité prennent la valeur la 
plus petite. 

9.1.3 Détermination des coefficients de viscosité: 

Pour un nombre de Reynolds inférieur à 1000, nous admettrons que l'écoulement est laminaire. 
La valeur des coefficients, dans ce cas est: 

Le régime turbulent apparaît pour un nombre de Reynolds supérieur à 2000. Le calcul des 
coefficients de viscosité se fait à l'aide des formules (A1-1) ou (A1-3) suivant la nature de 
l'écoulement. Les figures 1 et 2 montrent l'évolution du coefficient de viscosité turbulente 
pour un nombre de Reynolds compris entre 500 et 4000. 

0 0.05 
E 
Q) 

<:; 0.045 
~ 
0 
u 0.04 

0.035 

0.03 

Ecoulement de Couette 

0·02so'--o--1 o ..... o_o_1_5 ..... oo __ 2 ...... oo_o_2_5 ..... oo __ 3_.oo_o_3_5 ..... oo __ 4_,ooo 

Nombre de Reynolds 

Figure 1: Evolution du coefficient de viscosité turbulente pour un écoulement de Couette 
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Ecoulement de Poiseuille 
0.1 .---~-~-~---..--~-~---.. 

~ 0.07 
0:: 
-~ 0.06 
1$ 
0 
() 0.05 

0.04 

0.03 

0·0goo 1ooo 15oo 2ooo 25oo 3ooo 35oo 4ooo 
Nombre de Reynolds 

Figure 2: Evolution du coefficient de viscosité turbulente pour un écoulement de 
Poiseuille 

Pour éviter des discontinuités des valeurs de Gr, il est effectué une linéarisation pour 1000< 
9\e<2000 Voir figures 3 et 4. 
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·;:; 
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0·02 oL_--=s,..,oo,--1--='oo:-:-o-c-:15'="=oo---=-2o-:>:oo~2~5o=-=-o---::-:so.,.,oo,----,-,ss:'o-oo:---:-:'4ooo 
Nombre de Reynolds 
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Ecoulement de Poiseuille 
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Figure 4 Linéarisation du coefficient Gr 
pour un écoulement de Couette 

Figure 3 Linéarisation du coefficient 
Gr pour un écoulement de Poiseuille 

Ecoulement de Couette 

• Pour 9\ec < 1000 

G =_!_ 1 
re 12 Kr 

• Pour 1000 < 9\ec < 2000 
1 9\ec 

G = G +(--G )(2--) 
re rcZOOO 12 rc2000 1 OOO (Al-4) 

où Gre2ooo est la valeur calculée à l'aide de la formule (Al-I) pour une valeur du nombre de 
Reynolds de 2000. 

• Pour 9\ec > 2000 Gr est calculé à l'aide de l'expression (Al-1) 
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Ecoulement de Poiseuille 

• Pour 9\ep < 1000 

G =_!_=_1_ 
rp 12 Kr 

• Pour 1000 < 9\ec < 2000 

1 9iep 
G =G +(--G )(2--) 

rp rpZOOO 12 rpZOOO 1000 (Al-5) 

où Grp2ooo est la valeur calculée à l'aide de la fonnule ((Al-3)) pour une valeur du nombre de 
Reynolds de 2000. 

• Pour 9\ec > 2000 Gr est calculé à l'aide de l'expression (A1-3) 

9.2 Annexe2 

9.2.1 Schéma du maillage du dispositif 

Figure 5 Maillage du dispositif 

Le mécanisme est scindé en 22 mailles, 10 mailles pour chaque glace, 2 mailles dans la chambre 

pour tenir compte des pertes de charge singulières. 
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9.2.2 Discrétisation des équations 

Les équations utilisées dans le développement au 1 o ordre sont: 

Noeud1: (A2-1) 

h 2 .... 3 2 

N d 2 ' 10 n· , . . d l' , . a p p (J) r 2 (A2 2) oeu S a : 1SCret1sat10n e equatiOn Um =-----+- h -
f.l Kr () r 10 f.l Kr 

Noeud 11: (A2-3) 

Noeud 12 (A2-4) 

Noeud 13: 
1 2 1 2 

P12 +-P u12 = PB +-P (1 + Z3) ut3 
2 2 

(A2-5) 

2 () 2 

Noeuds 14 à 22: Discrétisation de l'équation um = __ h _ _l!_ +]_pm r h2 (A2-6) 
f.l Kr () r 10 f.l Kr 

Noeud 22: (A2-7) 

Les Z;. représentent les différentes pertes singulières de charge au noeud i. 

Pour les vitesses: 

(A2-8) 

En tout point du laminage 1 

(A2-9) 

(A2-ll) 
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En tout point du laminage 2 

(A2-13) 

(A2-14) 

La loi de variation sur la hauteur s 'écrit : 

* io/t h. = h.o +hl. e 1 l l (A2-15) 

Où hw est la position de référence de la glace, h~ ( = E hiO , où e petit) est la perturbation 

développée autour de la position de référence hw, m *est la pulsation d'excitation. Les 

valeurs h~ , m * sont des valeurs réelles. 

Ces perturbations induisent des perturbations sur les pressions et les vitesses. 

* iro·r v. = v.0 + v1. e 
1 1 l 

Où PiO, ViO représentent la valeur de la pression et de la vitesse au noeud i pour le mouvement 

stationnaire et p*li et v*li les perturbations autour de la valeur de référence au noeud i D'une 

manière générale, les valeurs p* li et v" li sont des valeurs complexes. 

Posons 

a P ~+l- ~ 
ar /)..r 

La discrétisation de l'équation (A2-6) donne: 

[ 
3 2 • Jl Kr(i) u(i)] 

~i+I) =Pei) +fl.r -pro r(z)- 2 (A2-16) 
10 h 
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9.2.3 Développement au 1 o ordre des équations. 

Équations de continuité: 

Noeud 1: (A2-17) 

En tout point (A2-1 O)du laminage 1: 

(A2-18) 

Noeud 11 

Noeud 12 

Noeud 13 (A2-21) 

En tout point (A2-13) du laminage 2: 

(A2-22) 

Noeud 22 (A2-23) 

Équations sur les pressions: 

Maille1: (A2-24) 

Pour toute maille du laminage 1 

(A2-25) 

Maille11: (A2-26) 

Maillel2: (A2-27) 

Maille13: (A2-28) 
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Pour toute maille du laminage 2: 

Maille22: (A2-30) 

Les équations (A2-17) à (A2-30) forment un système de 46 équations à valeurs complexes à 
46 inconnues complexes. Celui-ci fournit le système de 92 équations à valeurs réelles de type: 

[ta(i, j) ]x[ tx(i)] = [ sm(i)] 

où 
• [tx(i)] est le vecteur colonne formé des 92 inconnues réelles de variation de vitesses 

et de pression en tout point du maillage. 
• [sm(i)] est le second membre du système d'équations. 

• [ta(i, j)] est la matrice 92x92 des coefficients de [ tx(i)] . 

Ce système est résolu directement par une méthode de Gauss, après avoir effectué un 
conditionnement de la matrice [ta(i, j)]. 
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