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Introduction

Le probléme de I’estimation du support ou du contour du support d’une loi de pro-
babilité ou plus généralement d’un processus ponctuel, étant donné un échantillon, a fait
'objet de multiples travaux sous divers aspects par de nombreux auteurs.

Dans le cas d’une loi de probabilité de support convexe, I'enveloppe convexe du nuage
de points de I’échantillon est alors l’estimateur naturel du support. Associant ainsi le
probléme de 'estimation du support a I’étude de I’enveloppe convexe de cet échantillon :
Geflroy[10](1958-1959) étudie le comportement asymptotique du polyedre d’appui d’un
échantillon bidimensionnel. Cette étude a été généralisée au cas d’un échantillon dans R¥
dans Geffroy[11](1961). Renyi et Sulanke[26](1964), dans le cas ot le support est un sous-
ensemble convexe de R?, étudient ’espérance mathématique du périmetre et de la surface
de I'enveloppe convexe. On retrouve un point de vue similaire dans Fisher[9](1965) qui
considere le cas d’une loi produit de lois de probabilités sur R, dans Efron[8](1965) qui
étudie Penveloppe convexe de I’échantillon de points tirés selon une loi de probabilité sur
R? ou R3 & symétrie sphérique et dans un cadre plus général, au cas d’une loi de probabilité
sur R¥ dans Raynaud [25](1965). Guilbart[14](1973) étudie la continuité de I’application
qui & une probabilité de R* associe I’enveloppe convexe fermée de son support .

Dans le cas d’un processus ponctuel sur R? Rippley et Rasson[27] (1977) ont étudié
I’estimation avec réduction du biais du support convexe par un dilaté de I’enveloppe
convexe. Cette étude a été généralisée au cas de R¥ par Moore[24](1984). Depuis les
travaux de Guilbart[14], ’étude du probléme de I’estimation d’un support convexe a connu
un dévelopement considérable. On se rapportera & Delcroix[7](1992) et Massé[23](1993)
pour une bibliographie plus large sur ’estimation d’un support convexe.

Le probléme est trop complexe dans le cas ot le support est non convexe pour étre envi-
sagé dans toute sa généralité. Cependant dans le cas ou le support d’une loi de probabilité
est délimité par le graphe d’une fonction suffisamment réguliere, pour qu’une estimation



non paramétrique de cette fonction puisse étre envisagée a partir d’un échantillon de cette
loi, {(z,y) € I xR : 0 <y < f(z)}. Si [ est connu, le support est compléetement déter-
miné par f que nous appelerons contour du support. Ainsi le probleme de I’estimation du
support d’une loi de probabilité est équivalent au probléme de 'estimation du contour du
support d’une loi de probabilité étant donné un échantillon de cette loi.

Les premiers travaux relatifs & cette question semblent étre ceux de Geffroy[12](1964) qui,
dans le cas ol I = [a, b] est un intervalle compact de R et f une fonction continue posi-
tive sur [a,b], étudie un estimateur de f de type histogramme & pas fixe. Bosq[4](1971)
étudie quelques extensions des résultats de Geffroy[12], en considérant le cas ol I est un
espace topologique compact, & base dénombrable, muni de sa tribu borelienne et d’une
probabilité qui charge tout ouvert et f est une fonction continue positive sur I. Il étudie
également le cas ol I est un espace topologique localement compact, a base dénombrable,
muni de sa tribu borélienne et d’une probabilité qui charge tout ouvert. Auquel cas il sup-
pose d’abord que f admette une limite strictement positive suivant le filtre des voisinages
de l'infini et puis ensuite que f puisse s’annuler ou changer de signe un nombre fini de
fois sur R. Chevalier[6](1976) considére le cas ou I = [a,b] et f une fonction continiment
différentiable.

Dans le cas d’un processus ponctuel :

Gensbitel[13] (1979) adapte les travaux de Geffroy[12], puis il étudie une généralisation
au cas ot I = R et f une fonction positive uniformément continue sur R. Jacob[15](1981)
considere le cas oli I = [a,b] et f présente des discontinuités de premiére espece. Jacob et
Abbar[16](1989) considérent le cas d’un processus ponctuel de Cox sur R? dont le support
est défini en coordonnées polaires par : {(p,0) € R x [0,2x[: 0 < p < ¢(8) ; ¢(0) =
#(27)}, ol ¢ est une fonction continue positive. Tous ces auteurs ont étudié un estimateur
de f et de ¢ de type histogramme & pas fixe. Abbar[1](1990) étudie un estimateur spline
cubique & pas fixe de ¢. Abbar et Suquet[2](1993), dans le cas oli I = [a, b] et f une fonc-
tion mesurable de carré intégrable sur [a, b], étudient un estimateur de f par une méthode
des fonctions orthogonales et, Jacob et Suquet[18](1993) en font une étude approffondie.
L’estimation de contours par I’intermédiaire d’estimateurs de la régression a été envisagée
par Jacob et Suquet[19] (1996). On se rapportera aussi & Mammen et Tsybakov[22](1992),
Tsybakov{28](1992), Jacob[17] et, Korostelev, Simar et Tsybakov{21](1995) pour une bi-
bliographie plus large sur ’estimation du support et du contour d’un support convexe et
non convexe.

Contrairement aux méthodes susmentionnées, 'estimation du contour du support par
la méthode de type histogramme a pas aléatoire n’a pas encore été étudiée.

Dans ce travail qui se situe sur la ligne des travaux de Geffroy[12], Gensbitel[13],

)



Jacob[15], Jacob et Abbar[16] et Abbar[1]. Nous proposons diverses méthodes d’estimation
de contours d’un processus ponctuel en utilisant la méthode a pas aléatoire, les références
de base sur le pas aléatoire sont Abou-Jaoudé[3] et Van Ryzin[29], plus de détails peuvent
étre trouvés dans Bosq et Lecoutre[5] :

Au chapitrel, nous considérons un processus ponctuel de Poisson sur R?, de support
défini en coordonnées polaires par :

{(p,9) €Rx[0,27[: 05 < (0); 4(0) = 6(27)

ou ¢ est une fonction continue et positive. A partir d’un n—échantillon du processus
ponctuel de Poisson et d’une partition de [0, 27 en blocs équilibrés donc d’une partition
du support en secteurs angulaires aléatoires. Nous définissons un estimateur ¢, de ¢, de
type histogramme a pas aléatoire, comme étant le rayon du point le plus éloigné de I’ori-
gine dans chaque secteur angulaire aléatoire. Nous établissons des conditions sufffisantes
de convergence uniforme presque compléte et des conditions nécessaires de convergence
uniforme en probabilité de 'estimateur ¢, vers ¢. Nous établissons que la loi limite du
maximum d’un nombre aléatoire de variables aléatoires est une loi de Gumbel dont le
parametre dépend de ¢ et nous en déduisons la loi limite de I’estimateur qui se trouve
étre la méme que celle du maximum du nombre aléatoire de variables aléatoires.

Au chapitre2, nous généralisons ’étude du chapitrel en considérant un processus ponc-
tuel de Poisson sur R? de support défini par :

{@y)eR : 0<y< f(); 052 <1}

ol f est une fonction continue positive. Etant donné un n—échantillon du processus ponc-
tuel de Poisson. A partir d’une partition de [0, 1{ en blocs non nécessairement équilibrés,
donc a partir d’une partition du support en domaines aléatoires. Nous définissons comme
au chapitrel, un estimateur f, de f de type histogramme a pas aléatoire comme étant
la plus grande ordonnée des points dans chaque domaine aléatoire. Nous établissons des
conditions nécessaires de convergence uniforme en probabilité et une condition suffisante
de convergence uniforme presque complete. Pour étudier la loi limite, dans les deux cas
chapitres 1 et 2, nous nous ramenons & un processus empirique en conditionnant par rap-
port au nombre total de points du n—échantillon du processus ponctuel de Poisson. Nous
établissons que la loi limite de cet estimateur est une loi de Gumbel dont le parametre
dépend de f, généralisant ainsi les travaux de Geffroy[12], Gensbitel[13] et ceux Jacob et
Missié[20)]. '

Au chapitre3, nous étudions ’estimation de ¢ et f par la méthode spline a pas aléatoire,



en procédant a un lissage de ’estimateur ¢, par une fonction spline cubique périodique
én dont les noeuds sont les milieux des blocs équilibrés et a un lissage de I'estimateur f,
par une fonction spline cubique non périodique f, dont les nocuds sont des extrémités
de chaque bloc. Nous établissons que sous les mémes conditions nécessaires et suffisantes
de convergence uniforme de ¢, et f, vers ¢ et f respectivement suivant certains modes
stochastiques, les estimateurs qAﬁn et fn convergent uniformément vers ¢ et f respectivement
suivant les mémes modes stochastiques.

Au chapitred, nous considérons que le support d’un processus ponctuel de Poisson sur
R? est de la forme :

{(z,y) €0,1]xR:0<y< max(f(x),f(x'))}

ou f une fonction continue a droite ayant une limite & gauche en tout point de [0, 1]
et f(z7) est la limite a gauche de f au point 2. Nous étudions l'estimation de f par la
méthode a pas aléatoire. Une condition suffisante de convergence presque compléte en
moyenne d’ordre 1 < p < 400 est établie. Nous étudions ensuite I'estimation des sauts
et de la hauteur des sauts de la fonction f. Et nous établissons une condition nécessaire
puis une condition suffisante de convergence selon la distance de Skorokhod, généralisant
ainsi les résultats de Jacob[15].
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Chapitre 1

Estimation a pas aléatoire du
contour du support étoilé d’un
processus ponctuel de Poisson

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons un processus ponctuel de Poisson de support défini
en coordonnées polaires par :

{(p,8) € R x [0,27]: 0 < p < 4(6); #(0) = (27)}

ol ¢ est une fonction continue positive et inconnue a estimer. A partir d’un échantillon
de ce processus ponctuel de Poisson, nous nous proposons d’estimer ¢ par la méthode
a pas aléatoire. Nous établissons des conditions nécessaires de convergence uniforme en
probabilité et des conditions suffisantes de convergence uniforme presque complete, de
Pestimateur construit par la méthode & pas aléatoire et nous établissons que la loi limite
de cet estimateur est une loi de Gumbel dont le parametre dépend de ¢. Nous établissons
aussi une condition nécessaire et suffisante de convergence uniforme presque complete,
presque siire ou en probabilité vers zéro de la longueur des blocs.

11



1.2 Préliminaires

1.2.1 Notations, définitions et hypotheses

Soit K une fonction définie sur N* a valeurs dans N*, croissante, telle que
K(l)=1, K(¢) < pour ¢ > 1.0On définit une fonction v sur N* & valeurs dans N*
par :
14
VEEN v()= =]
N O=|7%m

ol [ ] désigne la fonction partie entiere.
Soit un processus ponctuel de Poisson N sur R? défini sur un espace probabilisé
(2, A, P), de mesure moyenne g = E(N) et de support défini en coordonnées polaires
par

(L.1) 5= {(p,e) ERx[0,27(: 0<p< 6(0); $(0) = ¢(2w)},

ou ¢ est une fonction continue positive. On suppose que la mesure moyenne p est absolu-
ment continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur R?, A, et que la densité 3 = %,
vérifie :

(1.2) A< P(pcosl,psind) < B V(p,b) €S

ou A et B sont deux constantes réelles strictement positives.

On considére n processus ponctuels Ny,---, N, indépendants définis sur (Q, 4, P) de
méme loi de probabilité que N. On note N™ = N, 4+ ... + N, leur superposition. On
désigne par L™ D effectif aléatoire de N sur S c’est-a-dire :

L™ = N®(S) = Z Ni(S).
=1

Dans la suite, on donne des résultats asymptotiques pour n — +00, sous des conditions
concernant le comportement de K(£) quand { — +o0. Evidemment, L™ — 400  p.s.
Une partie des difficultés proviendront de ce lien aléatoire entre n et ¢, et des notations
compliquées qui pourraient en résulter. N est un processus ponctuel de Poisson de
mesure moyenne ny. On peut toujours représenter N sous la forme

L(n)

Z 5(9“,7; i0in)
=1

12



ol &y, .6, ,) est la mesure aléatoire de Dirac, o L™ (p1n s O1m)r s (Pim ; 0:r),- - sont
des variables aléatoires indépendantes, ot L(™) est & valeurs entieres et suit une loi de
Poisson de parameétre nu(S) et ol les variables aléatoires (p;n ; 0;n), ¢ = 1,---, sont &
valeurs dans [0, +00[x [0, 27| et suivent une loi commune de densité

Y(pcos b, psind
(13) g(paa) = £ (p #(S)p )H{059<2ﬂ}ﬂ{05ﬂ<¢(9)}

Le fait remarquable est que cette loi ne dépend pas de n. Ainsi, conditionnellement &
{L™ = ¢}, N a la méme loi que le processus empirique

[4
Z P-n; ln

1.2.2 Partitions en blocs équilibrés et en secteurs angulaires
aléatoires

Supposons les variables aléatoires 6;, distinctes, ce qui est presque siirement réalisé.
Si I’événement {L(") = £} est réalisé, on désigne par

14 4 4 14
(A% 5 69), - (25 662)

les points de la réalisation du processus ponctuel de Poisson N rangés selon les 0; n
croissants :

8 <o) <... <6

désignent les variables aléatoires 0, ,, 0, - -, 0¢n rangées par ordre croissant, et
st 0, = 052 alors pg,)l =pin , 151,574

Par conséquent, conditionnellement a {L™ = ¢} :

0&2, e 0(0 est la statistique d’ordre d’un échantillon de taille £ d’une loi de probabilité
absolument contmue qui admet pour densité
+oo 1 #(6) .
(1.4) 91(0) = / 9(p,0) dp = -3 (/ py(pcos,psinb) dp) Mjo<o<2r)
0 #(S) \Jo
et pgle, cee pgi)‘ sont des concomitants des statistiques d’ordre, dont les détails peuvent

étre trouvés dans [10] et [11].
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Suivant une terminologie usuelle, voir par exemple les articles Dia[10] et Geffroy[13] :

On appelle bloc de la suite 052,- x ,0,(22 tout intervalle (0(2) 0;‘2) Les blocs de la

forme (o“’ . g9

in :+1,n) sont appelés mailles.

On peut partager l'intervalle [0, 27| en blocs de la forme :
Bt = (00 s Oga]s T =120, K(O)

avec t‘)g()o)'n = Hg(),\,(l))m, de telle maniere que chacun des blocs contienne vy, = vy ou
ve) + 1 points de 0t9 e 0;2 On a:

1,n°
R(0) = 1
R(l) = Via + 1,
R(2) = ve1+ 14w,

RIK(0)) = ven+1+wvea+ - +vere =€+ 1.

On dira que les K(£) blocs sont équilibrés pour exprimer le fait qu’ils contiennent le méme
nombre de points de ’échantillon & une unité pres.
Ainsi, pour tout £ € N, on a une partition en blocs équilibrés A, . de [0,2x] :
ADgpryr=1,---,K(0).
On pose, pour tout r =1, 2,---, K(¢) :

Dipr = {(p,0) €5 : 0 € Dear).

Ainsi, pour tout £ € N*, on a une partition en secteurs angulaires aléatoires Dy, , de
S:Dnyr; 1 <r < K(0). _

Afin d’obtenir des notations cohérentes. Nous devons malheureusement alourdir encore
un peu notre systéme de notations, ce qui suit va permettre de simplifier un peu la
présentation :

1.2.3 Choix d’un systéeme de notations
On pose , pour tout £ € N* et tout r=1,2,---, K(¢) :
M., = sup{¢(8) : 0 € Ay},

14



Men, = Inf{$(8) : 0 € Ay},
Ul,n,r = max{/’fa : ag()r-l),n < 0‘(2 < ag()")v"} ’

- pl (¢)
‘/l,n,r - ait(r),n - 0R(r—-l),n ’

- _ ¢ £)
al,n,r = {052()1'-—1),"’053(')'"}'

On pose ensuite :

Ven = max V,
” 1<r<k(e)

Wyn = min V,
n 1<r<k(0) ATy

80 = 169 - 1<r<K(@)},
n R(r),n

M = sup{4(d) : 0 <0< 2r},
m = inf{¢(8) : 0<0<2r}.

Il est clair que My, ,m¢nr ,Utn,y sont des fonctions mesurables de
((Pl,n; 01n), 5 (Pt 01,,,)) sur |’ ensemble {L(") = 8}. En effet :

A¢nr peut étre assimilé au couple de variables aléatoires (Oggr_l),n; Og()r)'n) qui est

une fonction mesurable de ((pl,n;ﬂl'n),- <y (pen; Og,n)) et @ est continue, ce qui assure
la mesurabilité de M;,, et m¢,,. Pour Upa,, c’est le maximum d’un nombre fini de
variables aléatoires fonctions de ((pl,n; 010)s 5 (pen; 0en) )

Il est bien connu qu’on obtient des variables aléatoires, si on les définit par “morceaux”
mesurables.
On pose enfin :

ML("),n,r = ZMl.n.rH{L(n):,}
ZeEN*

mL("),n,r = Z Mengr H{L(u)=[}

ten®
Upmypr = ZUl,n,r H{L('-)=z}

(eN*
Apwpy = Dgny sur {IM =10}
Diwyny, = Din, sur {L™ =1¢}.
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Bien entendu, les calculs que nous aurons a faire passeront en général par une étape de
conditionnement par rapport & {L{™ = ¢}. Il est clair que pour n # n', les événements
{L™ = ¢} et {L™) = £} sont presque stirement différents, ainsi que les vecteurs aléatoires

((pl,n s 01m)s ey (Pens 9e,n)) et ((pl,nr s Oin)y s (Pewrs ol,n’))~

On ne peut identifier en toute rigueur Dy, , et Dy, , Myyr €t Meni s, Ugnr €t Upor .
Cependant ce sont des fonctions mesurables de

(o5 O1m)s s (pens Bm)) et ((prar Bum)s o (pears Oomr))

qui ont méme loi, respectivement a {L(™ = ¢} et & {L(") = ¢} respectivement. Comme
les démonstrations faites sous un conditionnement tel que {L(™ = ¢} ne concerne que les
propriétés de laloi de (p1,n; O1,n),- -, (Pen; Oe,n), il est commode d’introduire des variables
aléatoires fictives (p1,61),---,(pe,0¢) indépendantes telles que : pour tout borélien T de

(R+ x [0, 27r[)t
P{ ((pl,n; Orn)se 5 (Pems 0e,n)) eT/L™M = é}
= P{ (o3 Do (s 00m)) €T/ = ]
= P{ (o0 (pu00)) € /1 =}

tant que le calcul sera fait sous {L(") = f}, pour un entier n quelconque. D’un point de

vue notatxonnel cela lmFllque la disparition de n dans les notations précisées au préalable :
6; pour 0, ,, , 0~ pour 0, w s Oy pour Dy, Upy pour Upyp , My, pour Mgy, , Mg, pour
Men,r ‘/l,r pour ‘/l,n,r ’ Wl,r pour "Vl,n,r ) Vl pour ‘/l,n le pour ‘/Vl,n y "

On notera N, le processus empirique

14
Z 6(/-’.‘,9.')
=1

qui, pour tout n, a la méme loi que N conditionnée par {L(™ = ¢},
Tous nos résultats sont de nature asymptotique, on négligera le cas ou L(™ = 0.
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1.2.4 Définition de ’estimateur

Pour tout £ € N* et tout w € §2, on définit par S5,“ le support de la mesure
discrete N¢“ et on pose :

ZT = SgwﬂDg,r ,7‘=1,---,IX’(€)

on a

Uy, = max{p | (p,0) € S;j,} r=1,-- K(0).

Nous proposons comme estimateur ¢, de ¢, une sorte d’histogramme basé sur les
extrémes des valeurs radiales, dans chaque secteur angulaire :

Vre{l,2,--,K(LM)}, V0€Aym, ¢.0)=Uym,.

1.3 Convergence de ’estimateur

Nous nous intéressons au choix de K en fonction de £ de fagon a assurer la convergence
uniforme de estimateur ¢, de ¢ suivant divers modes stochastiques. Pour cela posons :

d(én, ) = sup{l #.(0) — #(9) l :0<0< 27r} .

On dira que (¢,) converge uniformément sur [0, 27| en probabilité vers ¢ lorsque n
tend vers I'infini si et seulement si

Ve >0 lim P{d(qﬁn, é) > e} =0,

=400

de méme, on dira que (¢,) converge uniformément sur [0, 27| presque complétement vers
¢ lorsque n tend vers l'infini si et seulement si

+o0
Ve >0 ZP{d(d)n, ) > s} < +oo.
n=1

1.3.1 Condition suffisante de convergence uniforme presque compleéete

Le résultat suivant est une propriété de la loi uniforme sur [0, 1] (pour plus de détails
voir Lecoutre[25] page 134, Abou-Jaoudé[2] page 95 et, Bosq et Lecoutre[7] page 124) :
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Lemme 1.1
Soit (61,02,---,0¢) un échantillon d’une loi de probabilité absolument continue de densité
g1 définie par (1.4) et de fonction de répartition G;.

(G1 (051)), cee, Gh (050)) est un échantillon ordonné de la lot uniforme sur [0,1].

On pose :
e = Gi(08)) = G (05))» 1SS K(Q).

Soient K (€) variables aléatoires indépendantes notées (Tg,r> K ou Ty, suit une
1<r<K (¢
lot gamma de paramétre v, , et on pose Ty = Zf;(f) T
Alors la lot du vecteur aléatoire (7y,), <. <x(y €5t identique a celle du vecteur aléatoire

(%)
—— .
T, 1<r<K(0)

Le lemme suivant donne des inégalités relatives & la loi béta, dies & Van Ryzin[31] :

Lemme 1.2 ([31], lemme 4)
Soit Z¢ une variable aléatoire de loi béta de paramétres (v(€),{ — v(€) + 1), de densité

~ 1
Jz) = B((0),¢~ v(0) +1)

zu(t’)—l(l _ Z)e_"(e)ﬂ]o,x[(z)

avec

B(V(Z),[ ~v(£) + 1) = T(v(@) T —v(l)+1)

T(¢+1)

Si v(f) — 400 quand £ — 400, alors pour tout 0 < € < 1, il existe des constantes
réelles positives Cy et C, telles que :

P{Z, > ?(;Lf)s_)} _ O(e—Clu(l)) ot P{Zl < Z(Ilj(-?e)} _ O(e_cgu(e))_

Nous utiliserons ce lemme sous la forme :

et ou I’ désigne la fonction gamma.

Corollaire 1.1
Sous les hypothéses et les notations du lemmel.2, on a :

V>0 P{Ze > 5} - O(e-CV(l))

ott C est une constante positive qui dépend de 6.
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Démonstration :
Ce résultat découle immédiatement du lemmel.2. ]

Pour éviter de reproduire plusieurs preuves voisines, nous établissons le lemme suivant
qui sera utilisé de fagon répétée :

Lemme 1.3
St

(i) K(€) — +o0 et (i) K(¢) = O(loi [).

Alors , pour toute constante C > 0

400 400

) K(L’)e‘c"("P(L(") =) < +oo.

n=1 {=1

Démonstration :
Pour simplifier 1’écriture des formules, nous poserons u(S) = 1, ce qui n’entraine aucune

perte de généralité. D’autre part, comme v(¢) = ['I\_:T)]’ il suffit de prouver que :

+0o0
e ;K(f)e-cl\’f‘ %l = O(n"").

On majore la somme partielle :

[v] ot vl
e Y K@ Tm L < ) oy
=1 =1

< e—n-H nnﬁ

Q(e-%).

Ensuite on majore le reste :
+00 . n(
e " Z K(¢) e 7@ ik
l=[\/r_1]+l )
En posant K({) = l—of;—ee(l) avec ¢(£) — 0 quand { — 400, 0n a:

—C -t e) -<£. 1o YS(E) 1--£ -
oty = g SO ~Fyee _ €O -8y 4).
K(&)e ¢ log ¢ ¢ logée O(( )
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D’ou

Théoréme 1.1
Supposons que

(1) K(f) — +o0 et (ii)K(e)=o(loi€).

Alors, ¢,, converge vers ¢ presque complétement uniformément sur [0, 27|
lorsque n — +o00 .

Démonstration :
1) soit € le module de continuité de ¢ :

E)= sup | 4(0)—4(0) |

16-6"|<t

Pour tout r =1,---, K(L™) et tout 0 <& < m :

{ULm,r >mpym, —¢; E(Vim,) < 5} = {9 sup ’ Upm,» — 6(0) '< 25}
€a

L),
donc
(L™
{d(¢n ) > 2¢} (MLL) ){Um,, < Mg = e}) U{vie > €0}
r=1

Compte tenu de la monotonie de £, on a :

K(L(M)

U {eVemn) > e} = {e0am) > ¢} = {vim > @)}

r=1

D’autre part, en posant, pour tout 1 <r < K(L™) et tout 0 < e < m :
Ay, = {(p,(?) € Dymyp t My, >p 2 My, — 6} ;
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on obtient finalement

K(L(™)

{d(¢n,0)> 2} C ( U {¥®4m,) = 0}) U{Vew > €000}

r=1

La convergence presque complete de d(¢,,¢) vers 0 résulte de la convergence presque
compléte de Vi(ny vers 0 et de la convergence de la série

too  K(LM)
ZP< U {¥(4sn,) = 0}).
n=1 r=1

2) On examine d’abord la convergence presque complete de Vy(ny vers 0 :

Soit g1 la densité des variables aléatoires 6; étant donné {L(") = Z} . D’ apres (1.2) et

(1.4), g1 est strictement positive sur [0, 2x[. Sa fonction de répartition G est donc continue
monotone, ainsi que la fonction inverse G7'. Notons ( le module de continuité de G7'.

En posant 7., = G, (Hg()r)) -G, (ngr_])), 1<r < K(f),pourtout 0 <é<1l,0ona:

P{VW) > (o)} < Jfg‘jp{w, > ((6 } {L(") = (}
e 0 .
< Z}:;P{Tz,r > 6} P{L = ¢},

Pour établir la convergence presque compléte vers 0 de Vi (ny, 1l suffit d’apres le lemmel.3,
de montrer qu’il existe une constante positive C = C(6) telle que :

K(0)

ZP{T“>5} O( (O)e -va)

Or, ve, = v(£) ou v(£)+1 et d’apres le lemmel.1 la variable aléatoire 7, suit une loi béta

de parametres (w,, s 0—ve, + 1), donc avec les notations du lemmel.2 et le corollairel.l,
K(¢)

3 P{ e, > 6} < K(0) P{Zg > 5} - Q(Ix’([)e‘c"(“).
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3) On montre maintenant la convergence de la série

too  K(LM)
> p( U {80, = 0}).
n=1 r=1

On a
K(L(M) +o00 K (¢
P( U {¥4m,) }) ZZP{M Ay) = o}P(L‘“)=e).
r=1 =1 r=1

Pour tout r =1,---, K ({), il y a vy, — 1 points ordonnés entre

Q] Q) © (€) ; s
(pR(T Y 0R(T_1)> (pR( » GR(I))’ a savoir :

(0 (€) 9] ()
</’R(r 1)+1 GR(T 1)+1> (pR(r) 1 HR(T) 1)

La loi de probabilité conjointe de ces points, conditionnée par 0R(r 1y = tR(r-1) et HR ) =
tr() est étudié en appendicel, elle est celle d’un échantillon ordonné de taille v,, — 1 de
la loi qui admet pour densité :

gle ) i(p, 0)€R:x|t t
Gl(tR(r))'Gl(tR(r—l)) S (p’ + R(r-1) » tR(r)
(1.5) he(p,0) =

0 si non.

D’autre part, les vecteurs aléatoires

(€) (€ {0 (0
((pR(r 1)+1’9R(r 1)+1) <PR(T) 1’0R() 1))
1<r<K(0)
sont indépendants conditionnellement a
(0) (&) ] -
(9 = 11,0y R(1) = =tray, - 0}2(}{(1))-1 = tR(’\"(l))-l)'

Et, conditionnellement & 0, les variables aléatoires

N((Ag,r) T = 1, SRR I((g)
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sont indépendantes et de lois binomiales B(v,, — 1, ps,),1 < 7 < K(£) ol

pey = / ho(p,0)dpdd, r = 1,---, K(£).
Al,r

On a donc

p{NZ(A“) - 0} = E(P{N[(A[,r) = 0} /(5”) = E{ (1 ~pe,r>v,,,-1}

et
(1.6) P(K(O")){N(n (A ) }) f%]ﬂ{(l — Pt 'r) T 1}P(L(") = [).
r=1 £=1 r=1

Etudions maintenant le parametre py,; 1 < r < K({) :
D’aprés les formules (1.3),(1.4) et (1.5),on a: pour r =1,---, K({)
ft::(:)n (fmml"'_E p(pcos b, psin 6) dp) do

ftt):(:)l) ( (6) p(p cosf, psin§) dp) do

Per

Donc, d’apres les inégalités (1.2), on obtient :

B mlr (mf,r - 5)2 2B

P <= < €
Por =4 mi, - Am
et
A m%r — (me, —€) Am
;> > ——c
] m?_ B M?

La derniére inégalité ci-dessus étant die au fait que € < m, donc —e? > —my €.
Ainsi : pour tout r = 1,---, K({)

2B
(1.7) 20 e <pp < e
m



D’aprés le lemmel.3 et I'inégalité (1.6), en posant toujours p(S) = 1, pour établir la
convergence de la série

K(L("))

n{éP( U {N(")(AL(n),r) = 0})

r=1
il suffit de montrer qu’il existe une constante positive C = C(¢) telle que

K(¢)

> E{ (1- pf,,)""'"l} - Q(K(e)e-c"“)).

r=1
Or, d’apres les inégalités (1.7),

K(9

3 E{ (1 _ p[,,) ”"’—l}

r=1

K(¢

INA

)E{exp (—Pf,r(l/f,r - 1))}

r=1

K(£)exp (—e BA/:;z (y(e) - 1))

Am
_ - -Cy(L -
= O(]\ (£)e=CH )> avec C = S

IA

Avant d’aborder 1’étude des conditions nécessaires de convergence uniforme en pro-
babilité nous étudions quelques propriétés des blocs équilibrés des variables statistiques
associées a une superposition de processus ponctuels de Poisson.

1.3.2 Etude des blocs équilibrés

Il apparait dans la deuxieme partie de la démonstration du théoremel.l que I’hy-
pothese (u7) est une condition suffisante de convergence uniforme presque complete vers
zéro de la longueur des blocs. Nous allons établir que la condition (7) du théorémel.l est
aussi une condition suffisante de convergence uniforme presque compléte vers zéro de la
longueur des blocs et que cette condition est nécessaire pour la convergence uniforme en
probabilité vers zéro de la longueur des blocs.

Les résultats suivants sont des inégalités relatives a la loi gamma dies a

Abou-Jaoudé(2] :



Lemme 1.4 ([2], lemme0 p. 95)

Soit £ € N*, T, une variable aléatoire qui suit une loi gamma de paramétre £. Nous avons
alors les inégalités :

Pour tout ¢ > 0,

6—1]2[ ~fe e -1 —¢¢
< > < Af—
e _P{Te_e(1+s)}_,/2r(1+e) e

et, pour tout 0 < e < 1,

f;%(l —52)[ < P{Tg < {(1 —5)} <e 5%(1 — ?)f—l.

Corollaire 1.2 ([2], corollaire p. 97)
Pour tout ¢ > 0, il existe {o € N*, a(e) et B(¢) €]0,1], tels que :

ﬁ
[\
&

Vel () S P{Te2 0 +e)} < (BE).

Pour tout 0 < ¢ < 1, i existe £y € N*, vy(e) et é(¢) €]0, 1], tels que :

Vexl (o) < P{Te <l - )} < (8(e))
T, étant toujours une variable aléatoire qui suit une loi gamma de paramétre £.

Lemme 1.5
Si
K({) — 400  quand {— +oo.

Alors, Vi(n) converge presque complétement vers 0 quand n — +oo0.
Démonstration :

D’apres la deuxieme partie de la démonstration du théoremel.1l, avec les mémes no-
tations, on a : pour tout 0 < e <1

400 ]\(l

P{\ w > ((e }<ZZP{T¢,>€}P{ }

=1 r=1

ou ( désigne le module de continuité de G*.
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D’apres le lemmel.1, pour 0 < ¢’ < 1, nous obtenons : pour tout 1 < r < K({)

P{T[,r > e} = P{],};' > e}

P{Te, > T, T, < (1 - )}

+P{Te,r > Ty, To > £(1 — e')}
< P{T, >0 -e')e} + P{T< (1~ e')e}.

D’apres le corollairel.2, puis que T} suit une loi gamma de parametre ¢, il existe £; € N*
et 8(¢’) €]0,1] tels que pour tout £ > ¢, :

PT < (1=t} < (5(5'))8.

Posons n = ¢(1 —¢’). comme l/(f) = [m] et K({) — 400, il existe £, > {; tel que pour
tout { > {y et toutr=1,---, K¢

o f3

¢
ou €n>w,(1+ 1 )

r)Vlr

Ainsi, d’apres le lemmel 4 :

P{T, >t} < P{T[,>W,,( + 5 )}
l,r

vee=1
Vfr gn L,r
< —{1
= 27r( + zw,,> ¢

Ve r

(’I] -_ll_ _n ¢
s V”“’((”‘zw.) ‘ )

Soit a €] max(e~%;8(¢')),1[ : comme la fonction

— (+5)

est croissante et tend vers 1 lorsque @ — 0, il existe £3 > (5 tel que pour tout £ > {3

wl:

Ve r
¢ -
<1 + 7 ) e'g < a.
21/(,7‘
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Finalement pour £ > {3 et r=1,---, K({)
P{T,, > nt} < /v, a*

et

P{r, >e} < (6()" + o, o
< v(l)d.
La derniére inégalité étant obtenue dés que v(€) > 3, ce qu’on peut supposer étre vrai
pour £ > (3.
Ainsi

K(0)
Z P{r, >e} < K(O)v(l)a" < Ld'.
r=1

En convenant de poser p(S) = 1, il suffit, comme dans le lemmel.3, de prouver que

La majoration de la somme partielle des [\/n] premiers termes est similaire & celle du

lemmel.3 :
¢ [v7] ¢

7] n n
-n 14 -n p 1 _ 3
e Z(’aﬁge Zf(!— (e 2).
(=1 =1
Ensuite, il est clair que {a‘ = O(€~*), d’ol
+ oo . nf
e " Z la vl O(r™?).

(= [ﬁ]+l

Lemme 1.6
Pour que Vi n) converge en probabilité vers 0 lorsque n — 400, il faut que

K(t) — 400 quand {— +oo.
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Démonstration :
Vi — 0 en probabilité quand n — +oo entraine :

Ye>0 lim > P{ max w,,>e}P{L(">=e}=o

n—+oo 1<r<K(¢)

e>{va]

a fortiori :

Ve>0 lim inf P{ max Vg,>s} {L(") [\/_]}—0

n—+00 [>[\/ﬁ] 1<r<K(¢)

Or, en convenant de poser (S) =1, N suit une loi de Poisson de paramétre n, donc

lim P{L(") > [\/ﬁ}} =1.

n—+00

Finalement, si Vi (n) converge vers zéro en probabilité :

Ve>0 lLim inf P{ max Vg,>€}=0.
n—too [ m]  L18r<K(0)

Ce qui entraine ’existence d’une sous-suite ((’p) telle que
pEN®

lim P{ max )V[p,,>£}=0.

p—+oo 1<r<K({p

En utilisant les notations de la démonstration du théoremel.1, d’apres les inégalités (1.2)

et le théoréme des accroissements finis : pour tout r = 1,---, K({,)
Am? BM?
—V, <1, < — V..
20(8) T = S 2(8)
Posons :
,  Am? . BM?
= [$] = .
2u(5) 2u(S)
Donc, V;(»y) — 0 en probabilité quand n — 400 entraine :
(1.8) Ve>0 lim P{ max 7, > eM'} =0,
p—+oo 1<r<K(£p)
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Or, pour r = 1,---,K({,), la variable aléatoire 7,,, suit une loi béta de parameétres

(ng, Ay — Ve, e + 1) , d’apres les propriétés de la loi béta, on a :

Vl’p,r

E(Tl,,,r) = 0 +1
' 4

et comme les variables aléatoires 7;,, sont bornées par 1, on a pour tout € > 0

E(re,,) = / T, rdP +/ 7¢,rdP
{maxicr<riep) Tepr>eM') {max) <r<rep) Tepr<eM’ }

< P{ max T, > 6M'} + eM'.
1<r<K (8p)
Il en résulte de (1.8) que :

lim  max E(T(PYT) =0
p—+00 1<r< K (£p)

c’est-a-dire :

1
m X max v, =0,
p—too £, +1 7 1<r<K(t) 7T

Comme v, , = v(€p) ou v(fp)+1,0ona:

im ) _
p—too £,
0]
r v(,) = | e ]
7 LK)
Donc 1
i = K d .
pl{inoo R0 0 <= K({,) — +o00 quand p— +oo
Comme K ({) est croissante, N ({) — 400 quand £ — +o0. ]

De I’étude qui précede, il en résulte que :
lorsque Vi (») converge en probabilité vers 0 lorsque n — +00, alors Vi (») converge presque
complétement donc presque sirement.

On en déduit le
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Théoréeme 1.2
Pour que Vi) converge en probabilité, presque sirement ou presque complétement vers 0
lorsque n — 400, il est nécessaire et suffisant que l'on ait :

K({) — 400 quand £ — +o0

d cette condition les convergences en probabilité, presque sire et presque compléte de Vi(n
vers 0 lorsque n — +o00 sont équivalentes.

Nous établissons maintenant des conditions nécessaires pour la convergence uniforme
en probabilité de ¢, vers ¢.

1.3.3 Condition nécessaire de convergence uniforme en proba-
bilité
Théoréme 1.3

Pour que ¢, converge uniformément sur [0,2x7[ en probabilité vers ¢ lorsque n — +o0,
il faut que

(i) K(l)— +oo et (ii) inf 21BE_ o

1 4

Démonstration

1) Supposons que (%) ne soit pas pas vérifiée : comme K'({) est une suite croissante, il
existe un entier Ky tel que K({) < Ko pour tout £. Supposons d’autre part que : quelle
que soit ¢ vérifiant les hypotheéses ¢ n’est constante sur aucun intervalle et que d(¢,, @)
converge vers 0 en probabilité. Alors une sous-suite d(¢,, $) converge presque siirement
vers 0, et pour un w € 1, d(¢,(w), ¢) converge vers 0. C’est une contradiction, puisque
¢q(w) est une fonction en escalier qui est constante sur au plus Ky intervalles.

2) Présentons ensuite la nécessité de la condition (27) :
Supposons que (27) ne soit pas vérifiée : il existe un nombre positif a telle que

4
1. V> 1 K(t) > ——
et compte tenu de v({) = [1\.‘(’0],
(1.10) Vi>1 v(f) < alogt.
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On pose
Zym = max <ML(n),r - UL(n>',>-

1<r<K (L)

Comme Z; ) < d(¢n, ¢), la convergence en probabilité vers zéro de d(¢., ¢) entraine celle
de Zy(n) : pour tout £ > 0

(1.11) P{ZL(n) > 6} — 0 quand n — +oo.

Cependant, avec les mémes notations introduites dans la preuve du théorémel.l :
K(¢)
P{ZL(H) > 6} = ZP(U {Ne (Aer) = 0}) P{L(") = E}

K(¢)

2 jp(U{wtae =o}).

r=1

Nous allons démontrer que, pour € assez petit, cet infimum est strictement positif sous
les inégalités (1.9) et (1.10), ce qui contredit (1.11).
Conditionnellement & 69, les variables aléatoires Ny(A¢,),r = 1,---, K(£), sont indépen-
dantes de lois binomiales B(W,r -1, pl,,), 1 <r < K(£), ou, d’aprés les inégalités (1.7),
pour tout 1 <r < K(£) :
2B

Per S A— €.

Par conséquent,

P(l[(j){Nl(A&,) - o}) = P(

r=1

>

((£)

{Ne(Ae) > 0})

K ()

N {Nf(Ag,r) > 0}/0““)))

r=1

r=1

N

= l—E(P
K(¢

U(,-—l
l—E( [1_ 1= pe,)" D
{]i- (-re)
Soit £ > 0 tel que :

4B
. —_— 1.
(1.12) 0< Am€<

~—

Il

r
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ou

-0 < -0

z
2

O

D’apres (1.9) et (1.10),

Comme v, = v({)

“

D’apres I'inégalité classique : e™* < 1 —

d

K(¢)

II

r=1

pour O<z

K9

1

r=1

<

< o

——c

[1 ~exp (_V(e)

—K(£) e~ 510

v(€) + 1, et d’apres les inégalités (1.7), on obtient

2B
Am

)V(f)} K(¢)

< 1, et (1.12), on obtient :

)J K()
)

4B
-—€

Am

4 Be

K(¢)
Ulv'_] f daBe
E 1 - (1— ) < _ ~ 138 log
(L= (=)"7]) = o (e
n-52
- P (— alog/t >
En prenant ¢ assez petit pour que ij‘{—ff < % et £ >2:
K(¢) ;
ver—1 éi 1
E ] — (1 _ ) < - <e k.
(L= (o)) s (i) <
Pour ¢ assez petit, et £ > 2, on obtient donc :
K ()
p(Uf i =o)) -t

r=1



1.4 Loi limite

1.4.1 Position du Probléeme

Dans ce paragraphe nous abordons la question de la recherche de la loi limite de
d(¢n,#). Nous déterminons d’abord la loi limite de

(1.13) Zym = _max (ML‘"M‘UU""’)
1<r<K(L(™)

et nous en déduirons celle de d(¢,, ¢).

On se propose de définir deux suites de variables aléatoires positives a(n) et 8(n)
de fagon que z"%)ﬁ(—n) converge vers une loi non dégénérée sur R,. Evidemment il est
souhaitable que a(n) et #(n) dépendent de N™) en quelque sorte le “moins possible .

Nous établissons une propriété pour laquelle a(n) et 3(n) dépendent du nombre L™
de points observés. Pour a(n), qui est le parametre d’échelle, cela suffira. Par contre pour
B(n), qui est le parametre de position, le découpage du plan en secteurs angulaires choisi

aura son importance. 3(n) dépendra de L™ et du vecteur aléatoire
5(L(M L) n
™) = (0,‘,2(,) ) 1< r < K(L! ))).

Nous remplagons donc dans ce cas a(n) par aym) et §(n) par ﬂ_(L(n)).
é

Le lemme suivant nous permet de travailler comme s’il s’agissait d’une suite de pro-
cessus empiriques aprés un conditionnement par {L(™ = ¢} :

Lemme 1.7
Soient (Yy) et (Z;) deuz suites de v.a.r. et L™ une suite de variables aléatoires de
Poisson de paramétre nu(S). On suppose que pour tout n € N, t € R,

P(ZL(,,)) <t/L™ = e) = P(Ye<t).

Alors, si (Y¢) converge en lot quand { — 400, (ZL(,,)) converge vers la méme loi quand

n — +$00.

Démonstration :
Soit a(t) la fonction de répartition de la loi limite de (¥). Soit s un point de continuité
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fixé de a(t) : on pose a(s) = a et P(Yz < s) = ay.

P(ZL(,,) < s) = iop(zw) <s/ L™ = e)P( L™ = e) ZagP( L™ = e)
£=0

e > 0 étant fixé, soit £y tel que pour tout £ > 4y, oy — af < £. Alors

IP(ZL(..) < s) —a| < lz |ce — a]P(L(") - e) + iof lae — a|P(L(“’ = e)

£=0 {=l+1
e—nulS) ¢
< (b + 1) max |Olz —al| x max (np(5)) + <
0<¢<to 4 2

Il existe ng tel que pour tout n > ng, le premier terme de cette somme soit inférieur a £.
Ainsi pour tout n > ng

| P(ZL(n) < s) —afs) ‘< E.

n
Ainsi ’étude en loi de
Zymy = Bz
Qj(n)
se ramene a celle de
Ze = Byo
Qe

Dans ce qui suit, = étant un nombre positif fixé, nous posons
250 = ez + Byo

ol ay est déterministe et ot Fy. dépend de N, uniquement au travers du découpage du
plan en secteurs angulaires aléatoires définis par 0. En fait, cette notation est lourde &
trainer dans les calculs, nous écrirons abusivement

z¢ = aez + B,

mais il faudra bien se souvenir a tout instant que 2, et 5, sont a(()“))— mesurables.
On définit, pour r =1, -+, K({),

D¢,(ze) = {(P» 0) € Doy | p> M, — Ze},
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ou il faut remarquer que D;,(z;) dépend de 8(9) car 4 la fois D, . et 2, en dépendent. On

notera Dog,r (z¢) V'interieur de Dg,(z¢). Pour tout 1 <r < K({),ily a

v, — 1 points ordonnés entre (p%()r 1),0g()r_1)) et (pg)r),Gg()r)) a savoir :

(£) 0 (0] Q]
(pR(r—1)+1’0R(r—l)+l) <pR(r) l’aR(r) 1)
La loi de probabilité conjointe de ces points, conditionnée par

6 _ o _ Q) —
(05 =1, 93(1) = tRp(1), " ,GR(K(e)_l) = tR(K(f)—l))’

est étudié en appendicel, elle est celle d’une statistique d’ordre d’un (v, — 1)—échantillon
d’une loi de probabilité absolument continue qui admet pour densité la fonction h, définie
par (1.5).

D’autre part, les vecteurs aléatoires

04 4 (3] (0)
((pR(r—1)+l’oR(r—l)+l) (pR(r) l’oR(r) 1))
1<r<K(4)

sont indépendants conditionnellement a

(&) _ Q] (e) —
(01 =4, 0R(1) = 1R() ""oR(l\"(l))—l = tR(I\’(l’))—1>-
Et, conditionnellement & 6(, les variables aléatoires

Nf (.Dl,r (Z()) y T = 11 v ',]((E),
sont indépendantes et de lois binomiales B(v,, — 1, ger(2¢)), 1 L7 < K(€) ot

(1.14) qer(2e) = / he(p,0)dpdd , r=1,---,K({).
Dy r(z¢)

On a donc

>

‘(¢

~—

Fe(ze) = P(Zl < z[) = (

{Ne (Der (2¢) > 0})

K(0)

e s o)

r=1

()

-
—

(1.15) = 13(



ol 'on garde en mémoire que ¢, ,(z,) est une variable aléatoire o(0())—mesurable. D’apres
le théoreme de convergence dominée, pour que Fy(z¢) converge, il suffit que

K(¢)

(1.16) I1 [1 - (1 - qg,,(z[))”"’_l]

r=1

converge presque surement.

1.4.2 Etude de la loi limite

Avant d’aborder notre probleme de loi limite qui se rameéne a I’étude des limites (1.15)
et (1.16), nous revenons d’abord sur les variables aléatoires 7,, définies dans le cours de
la démonstration du théoremel.l :

Posons
7, =max{r, : ] <r < K({)} et 7., =min{r, : 1 <r <K({)}.

Lemme 1.8
St

(i) K() — 400 et (i) K(f):o(]ozg).

Alors, pour lout € > 0, il existe une constante C = C(g) positive lelle que :
P{l >1+4 5} = O(K([) e'C"([)).
T,,[

Démonstration :
D’aprés le lemmel.2, comme v({) = [Kf[)] , quelque soit 0 < € <1l,ona:

1
P{Z K(0) < _} _ ( —Cgu(l’))
K(€) <5 . Ole
, 1 ~Cru(t)
P{Z[]\(€)>I———_} ZO(C ! )
ou C) et C, sont des constantes positives qui dépendent de €, donc

1 _1.5}> = O(e-m(”)

o ]
.P({zm(() <

} U {Z,A'(z) >

<
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ou C est une constante positive qui dépend de €. On pose :

1 1 b 2e
= = t -_—— 1 / l ! = .
“tilye 1—¢ < a te ou e=TT €
Comme, pour tout r = 1,- -, K({), d’apres le lemmel.1 la variable aléatoire 7,, suit une

loi béta de parametres (ve,, { — ve, + 1) et ve, = v(€) ou v(£) + 1, on en déduit :

K(¢)

P(U ({K(e) Te, < a} U {K(e) Tor > b})) - Q(K(e) e*C"“)).

r=1
Il est clair que

K(&)

N ({1{(() rer > a} N {1\’(8) Ter < b}) c {]\"(f)r., > a} N {1\'(07; < b}

r=]

D’ou

Ty

J
P25 142} = O i0e).

Corollaire 1.3

S1

(1) K() — 00 et (i) 1{(@):0(10‘;6).

Alors

A M2
Bm2’

(1) pour tout Cy > 27 il existe Cy > 0 tel que :

- Vi Cl - -Cou(t
P{K(O)V:> 1) < P{ITG > g} = Q(A (0)e ())_

(2) Les suites K({)V, et -‘%/,fl- sont presque sirement bornées.

Démonstration :
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(1) provient directement du lemmel.8, et des inégalités facilement vérifiables :

Te* A m? V[
., “BMZW,

KW, <2r et

(2) est une application du lemme de Borel-Cantelli, avec v({) = [K’l(T)] .

Dans le lemme suivant, nous considérons une réalisation f; du vecteur aléatoire 6(9 :
e = {trpy; 1 < v < K(€)}. La démonstration est une adaptation de Geffroy[14].Nous en
décrivons les grandes lignes.

Lemme 1.9
Soit h une fonction positive continue sur [0,27). On définit la suite B = (B;) de nombres
positifs dépendants de i,, par ’équation intégrale :

K (£) 1 /]
(1.17) > ——t“/ =L
£ tr) = Ui Jinrays tacr

Si

(i) K(f) — 400 et (i) K(Z):o(loze).

Alors, quelque soit z > 0,

K9

Hm E
£—+00

r=1

1

TR / e (HrEgPIMD gy = ooz
tr(r) — tR(r-1) [tR(r_x)'tR(r)[

ot a=inf{h(#) : 0 <0 <2r}.

Démonstration :

Par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, I'intégrale (1.17) décroit continiiment
de K(£) a 0 lorsque 3 croit de 0 a 4o0. Ainsi I’équation (1.17) a une solution unique
pour K(¢) > 1. La suite 3 = () vérifie les inégalités

log K (¢) < 14 < log K(¢)

d ~1{(12)5‘— a

(1.18)
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avec d = sup{h(d) : 0 <6 < 2r}.
Posons : pour r = 1,---, K(£) et pour tout ¢ > 0

1 L
gf,T(g) = e R Feh(®) ) RS [tR(r—1)7tR(r)[’
LR(r) — tR(r-1)

B = {0: theoy S0 <tnpy; e Sh(O) <a+tel,

E. = {0 : 0§0§2w;a§h(0)<a+€},

K()
L) = Z/ g2.(0) d0,

K(¢)
L) = > / ge.-(0) do.
=1 [tR(r—l)vtR(r)['Erﬂz

r

On obtient, d’apres le corollairel 3.(2) : 24 = o( T«ft‘)"'). Ainsi, d’aprés
I2(e

I’ hypothése (7) et les inégalités (1.18) : limy— 400 T(% = 0. Comme d’apreés (1.17), on a
Pinégalité I;(e) + I2(e) < 1, on obtient alors : limy—to I2(€) = 0 €t limp— 1o I1(€) = 1.

Posons :
K(¢) 1

J(z) =y ————— / e (+tg)h® g,
=2 LRe) ~ LRe=-1) J[tpy trin|

On a alors :

K(¢)

5 s

Elr
et
Li(e) e+ 4 o(1) < Jy(2) < Li(e) e + o(1).
Donc
Ve>0 e fotea < ]1m+1nf Je(2) < limsup Jo(z) < €7
f—+o00 £—400

et

Vz>0 lim Je(z) = e .

f—+o0

39



Nous revenons maintenant au probleme de loi limite qui, d’apres le lemmel.7, se
ramene & ’étude des limites (1.15) et (1.16). Nous commengons par I’étude du cas d’un
processus ponctuel de Poisson homogene.

1.4.3 Etude du cas d’un processus ponctuel de Poisson homogeéne

Théoréme 1.4
On suppose que N est un processus ponctuel de Poisson homogéne sur R? défini sur
(Q, A, P) dont le support est défini en coordonnées polaires par :

S= {(p,a) €Rx[0,27]: 0< p < (0); $(0) = ¢(27r)}

ot ¢ est une fonction positive et différentiable. On suppose que N a une mesure moyenne
p = C), ou C est une constante positive connue et A la restriction ¢ S de la mesure
de Lebesgue sur R?. Soit B = (f;,) une suite de nombres re€ls positifs dépendants de ie,
définie par I’équation intégrale :

K(0)

(1.19) > 1

et / e-r'(lﬂﬁ‘.lz(%j da = 1
-1 tR(r) = tR(r-1) {trer=1)s tr(r)!

Si
4

(log )

(i) K(£) — 400, (1) 1((5):0( ) et (i) f:o(]((f)?).

Alors, la variable aléatoire

2L 1
Tz (o = 3 um)

admet une lot limite qui est la lot de Gumbel ayant pour fonction de répartition exp(—e~%%)
ot a=inf{gs : 0<0<2r}.

Ce théoréme est une extension des résultats de Geffroy[14] au cas des secteurs aléatoires.

Démonstration :
Comme le probleme de la recherche de la loi limite se ramene a I’étude des limites (1.15)
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et (1.16), nous commengons d’abord par ’étude du paramétre g,,(2,), r=1,---, K({),
avec zg = 3 (ﬂlﬁz.{_ﬂ[)_ En utilisant les formules (1.3), (1.4), (1.5) et (1.14), on obtient :

tR(r #(8)
‘/;R}:(r—)l)< M-z 2pdp> df

qer(2¢) =

th(
ft R(r) ¢2
Donc ) . ( )2
'ITl[ r (er - 2 M,r - Ml,r — %
ger(2¢) 2 M, et qer(2e) < m?.

D’ou les inégalités

(1.20)[1— (1— i )2] _ My, = mi, < quo(ze) < [1—(1 2t )2] +————M‘2”_2m§”.

M., MZ, My, o
Puisque ¢ est différentiable
M2 —m? M2 —m? M
1.21 = < L <2 — "(6)|V,
Y W ST, st ok PO

D’apres le corollairel.3.(1), il existe des constantes C; > 0 et C; > 0 telles que

P{% > TC(%} = O(K(é) e-Cw“)) .

Ce qui entraine : pour tout C3 > C3 2 sup{|¢'(6)| : 0 < 0 < 27}

M, —mj Cs
22 I =QO(K () e &),
(1.22) P{lsrrn;}\)’(((’) mg, > 1\'([)} O( v(6)e )
D’ou
K A — VK () e=Ci10
P 238,410 (- wte0) - (- 5" ] 0} =Ofi0.-4)

et sous ’hypothese (i1)

f P{xselsa%(c) r) l (- q"’(zf)) N (1 Mu) ’> 03} < too.

=1
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En utilisant maintenant (#:2), il existe une suite ¢({) de variables aléatoires, fonctions

mesurables de 60, telle que €(€) — 0 presque siirement lorsque £ — +00 et pour tout
1<r<K({)

(1.23) qer(ze) =1— <1 - AZTY + ]'é[) e(l).

D’aprés les inégalités (1.18) et les hypotheéses (i), (i7) et (ii¢), on a : pour tout r =
1,---, K(¢),

ver=1 14 1
o) == (e 55 8)
og Ge,r(2e) z+ K@) Be M. +€'(f)
ol €'(£) est une suite de variables aléatoires, fonctions mesurables de 6¢) telles que ¢'(¢)
converge vers 0 presque stirement lorsque £ tend vers !'infini.
Pour r =1,---, K({), soit 8, € [tr(r—1),tr(r)] tel que :

(124) ¢ Crrtntd am; =—1_/' e~(=*xtm 8e) 3y gp
tR(r) = tR(r=1) Jtrirory tron

Puisque ¢ est différentiable,

1 1 1
- < — su ") V;.
¢(0(,1) Ml,r - m2 050_(?2# IqS( )' ¢

»

Donc, d’apreés le corollairel.3.(2), pour tout r = 1,---, K({)

1 1 1
(1.25) = O(A_(ﬂ)) p.s.
On en déduit

log(l —Qe,r(zf))w'r—l = —(2-1- 1'?5) ﬁz) ¢(011,,) + O(%‘f\?%—);m) + €(0).

D’apres les inégalités (1.18) : l\"([l)2 Be < lzghfig) et sous I’hypotheése () ,

ﬁ (z + 7\—[(77 ,3[) — 0 presque sirement quand { — 400, il existe donc une suite €”(£) de

variables aléatoires, fonctions mesurables de 00 telles que e”(€) — 0 presque siirement
quand £ — 400 et pour tout 1 < 7 < K({)
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Ainsi
K (&) K(&)

ver—1 {24t e
II [1 - (1 — Qe,r(ze)) l ] =11 [1 _ (Rt A sy e

r=1 r=1

qui d’apres Jacob et Abbar[20](lemme4.1), a la méme limite 7, si elle existe, que
K(e)
H l:l _ e-(z+ﬁ5ﬂt) «9_]“;} .
r=1

D’aprés Schwartz[29)(Th.2, p.208) et I’égalité (1.24), cela revient a étudier la limite de

k() K(0)

¢
D D D e el | (ot ) gp.
r=1 =1 tR(r) = tR(r-1) [tR(r—1) - tr(n)l

Finalement d’aprés le lemmel.9, la limite de (1.26) est :

—logTr = €™ et T = exp (—e““).

Donc
K(¢) ver—1
H [1 - (1 - Q['T(Z[)> ] — exp (—e"”) p.s quand ¢ — 400
r=1

et

Fy(z¢) — exp (—e'”) quand ¢ — 4co0.

Pour en déduire la loi limite de d(¢,, ¢), nous avons besoin du résultat suivant :

Lemme 1.10
Soient X, une suite de variables aléatoires réelles ayant une loi limite et Y, une suite de
variables aléatoires réelles telles que

| X, — Y, — 0 en probabilité quand n — +o0.
Alors, la suite de variables aléatoires réelles Y, admet la méme loi limite que X,,.

Démonstration :
Voir par exemple Galambos[13] (Lemme 2.2.1, page 60). Pour un résultat avec des hy-
potheses plus générales voir Billingsley[5] (Théorémes 4.1 et 4.2, page 25). ]
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Théoréme 1.5
Sous les hypothéses du théorémel./, la variable aléatoire

2L 1
I{(L(")) < d(¢n7 ¢) - 'é' ,Ba.(L(n))>

admet une lot limite qui est la lot de Gumbel ayant pour fonction de répartition exp (—e"‘”)

oz‘tazinf{a‘?ﬁ : 0<0<2rn}.

Démonstration :
D’apres le lemmel.10, ce résultat découle du théorémel 4 et du fait que

P{d(¢n,¢) = ZL(n)} — 1 quand n— 4oo.

En effet pour que d(¢n, @) soit différent de Z;(n), il est nécessaire que 'un des secteurs an-
gulaires Dyny,, 7 =1,--+, K(L™), soit d’effectif positif pour au moins un des processus
ponctuels de ’échantillon. En remarquant que

Vie N My, —my, <V, sup |¢'(0)]

0<6<2r

Et’?dElFIES IE ( )7
— < —— S
A[l,f ml,r — ['(6) p 8

ou Cy est une constante positive. On peut écrire :

P{d(¢n,$) # Zym} < f[l - P{zf> AC(})H P{L(") - z}

=1

Mais I’hypothese ¢ = o(]\'(E)Q) entraine :

C, (K
KO °< ]

z+5ﬂ),vz.
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D’ou

Cy
Fe([&'(f)) — 0 quand ¢ — +o0.

Donc, en raisonnant comme dans le lemmel.7,

P{ d(pn, ) # ZL(n)} — 0 quand n — +oo.

Nous abordons maintenant I’étude de la loi limite dans le cas d’un processus ponctuel
de Poisson non homogene.

1.4.4 Etude du cas d’un processus ponctuel de Poisson non ho-
mogene

Théoréme 1.6
On suppose que N est un processus ponctuel de Poisson sur R? défini sur (Q, A, P), de
mesure moyenne u el de support défini en coordonnées polaires par :

s={(n0) e Rx 0,271 0.5p < 6(0):6(0) = e(2m)

ot ¢ est une fonction positive et différentiable. On suppose que u est absolument continue
par rapport & la mesure de Lebesgue sur R* ), et dont la densité ¢ = % vérifie les
inégalités (1.2). On suppose également que la densité g définie par (1.3) est lipschitzienne
de rapport a. On définit la suite de réels positifs B = (B;,) dépendants de t; par équation

intégrale
K(0)

2

r=1

1 _;5- 1
- e FOP TS ) = 1.
trR(r) = tR(r=1) Jltriroy trinl

() K(f) — +oo, (ii) 1{“):0(55;_@)7) et (i) £=o(K()?).

Si

Alors, la variable aléatoire

2L 1
== 7,0z
K(L™) ( L™ ﬂa(w))
admet une loi limite qui est la loi de Gumbel ayant pour fonction de répartition exp (—e™%)
odazinf{ﬁ : 0<6<2r}.
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Démonstration :
D’apres le lemmel.7 ’étude de la convergence en loi de la variable aléatoire

2L
K(L(n))( L = ﬁ" (n))

se ramene a ’étude des limites de (1.15) et (1.16). Pour cela nous commengons par ’étude

du parametre

Jo o 9(p6) dpdd

1.27 Pl2e) = t,r(2¢) ) r=1a""1{ ¢
(1.27) Ge,r(2e) Gi(trin) — Gi(tr(--1)) “

avec zy = %(%—Q z + ﬂg). Comme g est continue, on peut choisir un point (7,,£,) de

Dy (z) tel que
/ 9(p,0)dpd8 = g(n,,&:) MDiy(2))
Dy r(2¢)

et comme

Gi(trpy) — Giltrir-1)) = /D 9(p,0) dpd,
tr
on choisit un point (7,,£,) de D, tel que
Gi(trry) — Gi(tre-1)) = 9(n7, &) M(De,r).
On obtient alors : pour r =1,---, K({)

g(’)r, {r) A(Dl,r(zl))
97 &) A(Deyr)

(1.28) qer(2e) =
D’autre part

/\(D(',-(Z[)) > Tnzr - (A{f,r - 23)2 et /\(Dt’,r(zl)) < er - (er - Zl)
/\(Dl’,r) - Mlz,r /\(Dl,r) - ml

,
D’ou les inégalités

1 — (1 _ 2¢ )2 _ A!Zr _2 m?,r S /\(Dl,r(zl)) S
M., M7, MDe.)

1 — (1_ 24 )2] +Mzr Tn’t’r.
M, mg,
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Puisque ¢ est différentiable, d’apres (1.21), (1.22) et 'hypothése (i7) il existe une constante
positive C telle que :

En utilisant ’hypothese (1), il existe donc une suite €(£) de variables aléatoires, fonctions

mesurables de 8, telles que £(£) converge vers 0 presque siirement quand £ tend vers
'infini et pour tout 1 <r < K(¢)

A Der(2¢)) ze \*  K({)

. Aot - (1- 25 = (o).

(1.29) MDz,) ( Me,,) + =<0

La fonction g étant lipschitzienne de rapport a. En remarquant que, pour ¢ assez grand,

z¢ < P, et donc le domaine l%l,r (z¢) est contenu dans le domaine Dy,(8,). D’apres les
inégalités (1.18) et le corollairel.3.(2), on a : pour tout r = 1,---, K(¢)

(130 glmt) =slih€) + Ol + Ts il

En combinant les formules (1.28), (1.29) et (1.30), g est bornée, on obtient : pour tout
r=1,---,K({)

(1.31) ger(ze) = (1 +0 [1\’15) + 5O I(zg 1\’(3)D<1 _ (1 _ AZ,,)Q + Ké[) 5([)).

Sous les hypotheses (i), (¢¢) et (¢i¢), on a : pour tout r =1,---, K(¥)

14 ( 1 ,
) = (= + 5 8) 3= + 40

ol €'(€) est une suite de variables aléatoires, fonctions mesurables de 09, telle que &'(¢)
converge vers 0 presque siirement quand ¢ tend vers I'infini. On en déduit de (1.18), (1.25)
et ’hypothese (z) : :

¢ J4 1 7
@0 = (2 wh) g + O
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ol £”(£) est une suite de variables aléatoires, fonctions mesurables de (), telles que £”(¢)
converge vers 0 presque siirement quand ¢ tend vers l'infini.
Comme vg, = '}#1)(1 + o(1)), d’apres (1.31), sous les hypotheses (z) et (z7)

Y 2
ger(z¢) = 0p.s et 0] (qg,,(z[)) — 0p.s quand £ — +oo.
On a alors : pour tout r = 1,---, K({)

o 0et) ™ = (e ) s + 0

oll ¢”({) est une suite de variables aléatoires, fonctions mesurables de 60, telles que
g”(£) — 0 presque siirement quand { — +oo.
On en déduit :

]\'(f) ver—1 I\'V(K) _(2+ £ ﬁl) . + elll([)
H [1 - (1 — Q[',(Z[)) ] = H [1 —e D ZCES)
r=1 r=1

qui d’apres Jacob et Abbar[20](lemme4.1), a la méme limite 7, si elle existe, que

l\'(()li -(z+7-,-f—5ﬁ,)a9—1—5:|
H l1—e * 4 |

r=1
D’aprés Schwartz[29](Th.2, p.208) et I’égalité (1.24) cela revient & étudier la limite de

K(e) K(f)

(1.32) S Rt wo S ! / e+ xm e ey qp.
r=1 =1 LRe) T Re-1) Sty trol
Finalement, d’apres le lemmel.9, la limite de (1.32) est :
—logr = 7% et 7 = exp(—e™™).

Donc

K() ver1

H [1 - (1 — qg,r(z[)> } — exp(—e ) p.s quand £ — +oo

r=1
et

Fy(z¢) — exp(—e™**) quand {— +o0.
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Théoréme 1.7
Sous les hypothéses du théorémel.6, la variable aléatoire

2L 1
) (d(¢n, ¢) — §ﬂé(m>))

admet une loi limite qui est la loi de Gumbel ayant pour fonction de répartition exp (—e™ %)
oda=inf{#5)- : 0< 6 < 2r}.

Démonstration :
Elle s’effectue de la méme maniere que celle du théorémel.5. ]
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Chapitre 2

Estimation a pas aléatoire du
contour d’un processus ponctuel de
Poisson sur le plan

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons un processus ponctuel de Poisson sur R? de support
défini par :
{(x,y)eR2 L 0<y< flz); O§x<1}

ou f est une fonction continue positive et inconnue a estimer. Nous nous proposons d’es-
timer f par la méthode a pas aléatoire, étant donné un n—échantillon de ce processus
ponctuel de Poisson.

Il est clair que ce cas differe tres peu de celui que nous avons envisagé dans le premier
chapitre. Cependant la généralité est ici un peu plus grande, puisque nous allons utiliser
des estimateurs qui ne reposent pas nécessairement sur des blocs équilibrés. D’autre part,
ce chapitre a une suite naturelle qui est le quatrieme chapitre, ou nous considérons des
supports délimités par des fonctions f éventuellement discontinues. Une telle générali-
sation aurait eu moins de sens dans le cas du support étoilé du premier chapitre. Nous
avons donc jugé utile de reprendre dans ce nouveau contexte I’étude du chapitre, en évi-
tant autant que possible de nous répéter. Enfin, dans le troisieme chapitre, le lissage spline
présentera de légeres différences d’un cas a 'autre, splines périodique ou non.

Nous établissons des conditions nécessaires de convergence uniforme en probabilité
et une condition suffisante de convergence uniforme presque compléte, de estimateur
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construit par la méthode a pas aléatoire et nous établissons que la loi limite de cet es-
timateur est une loi de Gumbel dont le parametre dépend de f, généralisant ainsi les
résultats obtenus au premier chapitre, ainsi que ceux de Geffroy[12], de Gensbitel[14] et
de Jacob et Missié[19].

2.2 Préliminaires

2.2.1 Notations, définitions et hypotheses

Nous considérons un processus ponctuel de Poisson N sur le plan R? rapporté a un
systeme d’axes rectangulaires (Oz, Oy), défini sur un espace probabilisé (2, A, P).
Nous supposons que le support du processus ponctuel de Poisson N est défini par :

(2.1) S={(.z‘,y)€]R2 : 0§y<f(:z);0§:1:<1)},

ou f est une fonction continue positive telle que

0<m 0%2<1f($) < Osgligl f(z) < 400

Nous supposons que la mesure moyenne u = E(N) de N est absolument continue par

rapport a la mesure de Lebesgue sur R?, ), et que la densité i) = j—‘;, vérifie :
(2.2) A<Yp(z,y) < B, VY(z,y)€S
ou A et B sont deux constantes réelles strictement positives.
Soit Ny,---, N, n copies indépendantes de N. Nous nous proposons d’estimer f par
une fonction f, dont nous préciserons plus loin la construction.
Soit N(™ = Ny + --- 4+ N, la superposition de ces n processus ponctuels de Poisson

indépendants, c’est donc un processus ponctuel de Poisson de mesure moyenne nyu. Nous
désignons par L) I’ effectif aléatoire de N(™) sur S :

L = N(S) = Z N{(S).
1=1

Soient £ € N, un entier K ({) et des entiers v;({) > 0 pour 7 =1,---, K({) tels que

K

—_

0
vi(0) = (+]1.

3=1
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Il est nécessaire que K(£) < £+ 1 pour tout £ € N. Nous définissons une suite d’entiers
par :

Ro(t) = 0
Bi(0) = Ria(0)+v;(0), 1< 5 < K(8).

Dans la suite, on donne des résultats asymptotiques pour n — 400, sous des conditions
concernant le comportement de v;(¢), donc de K(£), quand { — +o0. N(™ est un
processus ponctuel de Poisson de mesure moyenne nu, on peut toujours le représenter

sous la forme
L(n)

N =" 8x,0 1 ¥im)

i=1
ol é(x; ,.:v;,) est la mesure aléatoire de Dirac, ol LM, (Xim 3 Yin)y o, (Xin s Yin), -
sont des variables aléatoires indépendantes, ot L(™ est & valeurs entieres et suit une loi

de Poisson de parametre nu(S) et ol les variables aléatoires (X;, ; Yi,),2=1,---, sont
a valeurs dans [0, 1] x R, et suivent une loi commune de densité

P(z,y
(2.3) 9(z,y) = ";((‘Sjlﬂ{os:/<f(x)}ﬂ{0s:r51}-

Il faut noter que cette loi ne dépend pas de n. Les calculs que nous aurons A faire passe-
ront toujours par une étape de conditionnement par rapport & {L(™ = ¢}. Pour n # n’,
les événements {L(™ = £} et {L{™) = £} sont presque siirement différents, ainsi que les

vecteurs aléatoires ((Xl,n; Yin) oy (Xens )/[,n)) et ((XL,II; Vi), s (Xews; Y},n,)>_
Cependant comme les démonstrations faites sous un conditionnement tel que {L(™ = ¢}
ne concerneront que les propriétés de la loi de ((Xl,n; Yin), -y (Xem; Yon) ), il est com-

mode d’introduire des variables aléatoires fictives (X;; Y1), -+, (X¢; Yz) indépendantes
de méme loi de probabilité absolument continue et qui admet pour densité la fonction ¢

défini par (2.3).
On notera N, le processus empirique

£
Y bixivy

i=1

qui, pour tout n, a la méme loi que la loi de N conditionnée par {L(") = (}.
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2.2.2 Partitions en blocs et en domaines aléatoires

En négligeant les cas de probabilité nulle puisque la loi commune aux variables aléa-
toires X;, ¢ € N*, est absolument continue, pour tout (z, j) € N* x N* ¢ # j, les variables
aléatoires X; et Y; sont presque sirement distinctes.

Si Pévénement {L{™) = £} est réalisé, on désigne par
(Xl(‘) : Yl(l))’_ . (X‘(l) . Ye(f))

les points de la réalisation du processus ponctuel de Poisson N(®), rangés selon les X;

croissants :
-(£) ~(€)
Al y A 3 4X[

désignent les variables aléatoires X,,---, X, ordonnées en croissant, c’est-a- dire :
¢ ¢
X0 << X0

Y,(l), ey Y[(f) sont définies par :

. v (€ ¢ ..
s /\,-=AJ() alors Yj()=Y} , 1<,5 <L

Conditionnellement & {L™ = ¢} :

Xl(l), e ,Xy) est une statistique d’ordre d’un échantillon de taille £ d’une loi de pro-
babilité absolument continue qui admet pour densité

+00 /()
(2.4) gi(z) =/0 g(z,y)dy = ﬁ(/o w(w,y)dy) o<1y

et Yl(l), e Y[(f) sont des concomitants des statistiques d’ordre.

On partitionne l'intervalle [0, 1[ en K(£) blocs de la forme :
4 t’ e f . r
ANgj= [,\}(?])_]([) , /\)(%3(1)[’ i=1,2,---, K¢

avec

x (O =0 et X© 1.

““Ro(t Rio(€) —

56



Donc chacun des blocs contient v}(£) points de Xl(e), e th ou

Vl(e) -1, 57=1
v;(€) =
v;(), J]=2,---, K({).
On pose, pour tout j =1, 2,---, K(¢):
Dy ={(z,y) € S : = € Ly}
Ainsi pour tout £ € N*, on a une partition de S en domaines aléatoires D, ; ;1 < j < K (£).
On pose , pour tout £ € N* et tout 3 =1,2,---, K({) :
My; = sup{f(z) : z € Ay},
me; = inf{f(z) : ¢ € Ay;},

R S
Vi = Xpyg= X0

v Q) ()
Xej = {XR,-I(I)’AR,M)}'

On pose ensuite :

Ve = max Vij,
1<5<K (Y

W, = min V;,
1<K

X0 = {X,‘{J’m; 1<j< I\"(Z)},

2.2.3 Définition de Pestimateur

Pour tout { € N* et tout w € Q, on définit par 5, le support de la mesure discrete
N et on pose :
SZ]- =S“NDe;,j=1,---, ]&’(f)
et

Ug; = max{y l (z,y) eszj} =1, K(0).

Nous proposons comme estimateur f, de f, un estimateur de la méme nature que
Ihistogramme de la partition aléatoire, basé sur les extrémes des ordonnées des points
dans chaque domaine aléatoire, défini par :

Vie{l 2, K(L™)}, Vz€Apm; fale)=Uym;.
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2.3 Convergence de l’estimateur

Avant d’aborder 1’étude de la convergence, nous établissons le

Lemme 2.1

Si
lim — x

in v;(f) = +oo.
P log £ 15?%]1?'(0”’() too

Alors | pour toute constante C > 0 :

+o00 400

; ; K(0)exp (—Clg?%ill\}(l) z/j(l’))P(L(") = f) < +o00.
Démonstration :

Ce lemme est une variante du lemmel.3 du chapitrel. La différence la plus notable
concerne la majoration de

+o0
nl

e Z K (¢) exp <—015§2]lr\}(£) VJ-(E)) o
e=[vr]+1
On majore K({) par £ + 1, et on pose

min v;({) = g, logl, ol & — 400 quand { — 4o00.

1<K ()
Donc
K(6) exp (=C min v;(0)) < (¢+1)¢7% = O(¢™*)
() exp (=€ min w»(0)) < (E+1) O
et le reste suit comme dans le lemmel.3 du chapitrel. [

2.3.1 Condition suffisante de convergence uniforme presque complete
Nous posons :

d(fn7 f) = Ssup |fn(x) - f(z)l

0<z<1
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Théoréme 2.1

SZ
1. ] Z —_— I .

Alors, la variable aléatoirve d(f., f) converge vers 0 presque complétement quand n tend
vers linfini.

Démonstration :

Comme dans la démonstration du théorémel.l du premier chapitre, la convergence presque
complete de d( f,,, f) vers 0 résulte de la convergence presque complete de V;(») vers 0 et
de la convergence de la série

too  K(LM)
ZP( U {N(n)(AL(n)’j) = 0}),
n=1 1=1

ol pour tout 1 < j < K(L™) et tout 0 <& <m

AL(n),j = {(x, y) € DL("),j Py >y 2 mp); — 6}-

1) On examine d’abord la convergence presque complete de Vj(.) vers 0 :
Soit g la densité de probabilité des variables aléatoires X; étant donné {L(™) = £}, et G, la
fonction de répartition de g;. En posant 7,; = G, (X)(é)(t,)> -Gy (ng—x(t’))’ 1 <5< K4,
pour tout 0 < § < 1, on a, comme dans le premier chapitre :

+oo K({)

P{VL(,,) > C(6)} <SS Pin; > 6) P{L(") = e}

(=1 j=1

o ( est le module de continuité de Gy'.
D’apres le corollairel.1(chap 1,§1.3.1)

K(¢)
z P{re; > 6} < O(K([) exp (_CK??II}‘(Z) uj(f))).
i=1 %

Il reste & utiliser le lemme2.1 pour obtenir le résultat.

2) La démonstration suit les grandes lignes de celles du theorémel.l, avec quelques
modifications de calcul, si bien que nous préférons la donner in extenso.
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On montre maintenant la convergence de la série

foo  K(LO)
ZP( U {N(")(Am),j) =0}>.
n=1 i=1
On a
K(L™) +oo K(0)
P( U {¥™Am,) = 0}) <Y PNy =0} P (1) = 0).
i=1 (=1 j=1

Pour tout j = 1,---, K(£), il y a v;(£) — 1 points ordonnés entre

~(£) © () () 3 .
(AR,--I(!)’ YR,_I(O) et (AR,(Z)’ YR,(f))’ & savoir :

() -(6) () (0
(AR]_l(f)-f']’ YRJ_I (l)+1> LI (JXRJ'(l)—l’ YRJ(l)—-l) :

La loi de probabilité conjointe de ces points, conditionnée par X,(f])_](l) = ZR,_,(¢) et
Xf(%i)(t’) = ZR, () est étudiée en appendice 2, elle est celle d’un échantillon ordonné de taille

vj(£) — 1 d’une loi de probabilité absolument continue qui admet pour densité :

9(z.y)
G, (IRJ([))‘GI (-TRJ__,(I))

*

si (2,y) €ler,_y0) » Tr,@[ xRS

(2.5) hi(z,y) =
0 si non .

D’autre part, les vecteurs aléatoires

~(€) ~(0) - (€) {€)
<(/\R,_,(f)+1v }R,_1(£)+1)""’ ()‘RJ([)-—l’ YR,(()—]))
1<G<K ()
sont indépendants conditionnellement a
/(f) —_ ’([) —
(“\R,(o = TRu0:" s Xpyy a0 = :”chm-x(f))'

Et, conditionnellement a X ;, les variables aléatoires

Nl.’(Aé',j) 3 .7 = 1’ ce '31"(6)
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sont indépendantes et de lois binomiales B(v;(£) — 1, ps;),1 < 7 < K(£) ou

Pe; =/ hi(e,y)dzdy , j =1,---,K(¢).
A

(8]

On a donc

P{Ne(Al,j) = 0} = E(P{Ne(Al,j) = 0} /Xl,j> = E‘{ (1 - pe,j)u,-(t’)-l}

et
K(L(m) +oo K(£) o)1
(2.6) P( U {N(")(Aun),]—) = 0}) <3y {(1 —pe,j) }P(L(") =e).
1=1 =1 j5=1

Etudions maintenant le parameétre p;;; 1 < 5 < K({) :

D’apres les formules (2.3),(2.4) et (2.5), on a: pour j =1,---, K(¢)
Z‘R (l) m¢'~ \

Jopst (S i o) e
TR;(¢) ( Of(-’f) ¢($’y) dy> d:l’

xRJ—](‘)

p()] =

Donc, d’aprés les inégalités (2.2), on obtient :

B B A A
- < < — t ;> > —©¢.
p(’J—Amg,j_AmE ¢ Plg__BM”_BMe

Ainsi : pour tout 7 = 1,--+, K({)

A B
) — < - < —,
(2.7) I AT

D’aprés le lemme2.1 et l'inégalité (2.6), en posant toujours u(S) = 1, pour établir la
convergence de la série

+oo K(L(™)
ZP( U {V(Azm,) =0 })

n=1 1=1
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il suffit de montrer qu’il existe une constante positive C = C(¢) telle que

E{(l - pg,j>yj(l)_l} = O(K(Z) exp (——C min Vj(l))>.

1<i<K (9

K(¢)

J=1
Or, d’apres les inégalités (2.7),

K{(¢)

SRR

=

£)

3 E{eXP (—Pe,j(lfj(f) - 1))}

J

= O(l(f) exp '(——C min 0 l/j(f))) avec C = E%Ze.

1<5SK(

2.3.2 Condition nécessaire de convergence uniforme en proba-
“bilité
Lemme 2.2

Pour que d(f,, f) converge vers 0 en probabilité lorsque n — 400, 1l est nécessaire que
Vi) converge vers 0 en probabilité lorsque n — +o0.

Démonstration :
Supposons que V(») ne converge pas vers 0 en probabilité. Alors il existe deux réels positifs
€ et 1, et une sous-suite Vy(, telle que, pour tout ¢ :

P{VL(q> > e} > 7.

On peut a présent choisir une fonction f qui nous permette d’arriver a une contradiction :
posons par exemple f(z) = z + 1. Alors loscillation de f sur un intervalle de longueur
donnée est égale a la longueur de cet intervalle. 1] est facile de voir que, dans ces conditions,
pour tout n :

1
d(fus 1) > 5 Vieo
d’ou, pour tout ¢ :

Pldlf D>} >

ce qui prouve que d(f,, f) ne converge pas en probabilité vers 0.
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Théoréme 2.2
Une condition nécessaire pour que d(f,, f) converge en probabilité vers 0 quand n tend
vers l'infini est que

(2) vi() = 0

inf —— X max

1 (41 1<K
1

§) _— x vi(l)= .

)0 gt ) <1 O = 4

Démonstration :

1) Présentons d’abord la nécessité (z) :
Soit a > 0 tel que

= . > .
V{eN 151}?13'((0 vi(f) > a(l+ 1)
Pour tout ¢ > 0,
+0o0
VA = VA (n) —
P{‘L( ) > 5} ZP{ISI}]SaI\%\(l)‘[J > 6} P{L ¢}

> inf P{ max Vp; > 6}.

1 1<<K(¢)

D’apres les inégalités (2.2) et le théoreme des accroissements finis, il existe deux contantes
positives A’ et B’ telles que pour tout j =1,---, K({) :

A'Vi; < 1; < B'V,
donc

P{Viw > ¢} 2inf P{ max n;> B},

21~ L1gG<K(

Cependant comme pour tout j =1,---, K({), 0<7; <1l,ona:

E(T[,j) = / T[,j dP + / T[,j ClP
{max; ¢, <o) 7¢,;> € B’} {maxi ¢, <r(e)7e,$ B’}

< P{ max Tg; > 63'} + ¢ B

1<5<K ()

Donc



Comme d’aprés le lemmel.1(chap 1,§1.3.1) la variable aléatoire 7,; suit une loi béta de
parametres (V]-(E) s £ — vi(0) + 1), ona:

E(re;) = 43

{+1
Donc
1
n > 1 . (f) — /
P{VL( e E} = }zg{ (£+1 8 15111'?1\)’((()1/’(() 63)
> a—-ebB
> 2
- 2

pour ¢ assez petit.

Par conséquent, une condition nécessaire pour que V() converge vers zéro en probabilité
est (7). Cette condition est également nécessaire pour que d(f,, f) converge vers zero en
probabilité d’apres le lemme2.2.

2)Présentons ensuite la nécessité de (iz) :

Comme dans la démonstration du théorémel.3 du premier chapitre, avec des notations
similaires, on en vient a devoir trouver une minoration uniforme de

P(IJQ){M(AM) - 0}) =1- E(ﬁ [1 -(1- pg,j)"j([)'l}>

pour tout { entier non nul tel que

1
N C wi(0) <
g+ 1) 1588, vl S @< +oo

alors que dans le premier chapitre on disposait d’une condition plus maniable du type

14
alogl’

K() >

2Be
Am

I (1 - Pc,j)uj([)—l <1-exp (-—%(uj(f) - 1))
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Pour tout 1 < 57 < K({)

() —-1< (£) <
v;i(f) —1< 151;13‘};([) vi(€) < alog(f +1).

Par conséquent,

K(0)

H [1 — (1 —pg,j>uj(l)_l] < [1 — exp (_Zzia log(¢ + 1))]
j=1
e MY

< exp (— K(0) (ﬂ + 1)—2—'?_';—0).

K()

Cependant, on a évidemment :

K({) x max v;({)>£+1.

1<j<K (9
Donc
aK(€f)log(t+1) > ¢+1.
Si bien que
K(¢ -5
[ - oo - Sl
- —Pz,j) < exp | = 1.
ol a log({ +1)
Prenant € > 0 assez petit pour que % < -;-, on obtient
1
- 2
Iﬁ) ! (1 )uj(l)—l < ((-{- 1) < 1
S R Ry
D’ou, finalement, pour tout £ entier tel que
1
Y R (6 < a.
log(¢ + 1) X 15?5%3'((5) vi(f) < a
On obtient
k() 1
P(U {N((Agyj) = O}) >1— e <,
j=1
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2.4 Loi1 limite

2.4.1 Position du Probléme

Dans ce paragraphe nous abordons la question de la recherche de la loi limite de
d(fn, f)- Nous déterminons d’abord la loi limite de

(2.8) Zym =  max (ML("),j_UL("),j>

1<5<K (L)

et nous en déduirons celle de d(f,, f).

On se propose de définir deux suites de variables aléatoires positives a(n) et f(n) de
Z,(my—B(n . s s s s
facon que ——1-%;3—(—) converge vers une loi non dégénérée sur R, .
Nous établissons une propriété pour laquelle a(n) et 3(n) dépendent du nombre L™

de points observés. Pour a(n), qui est le parametre d’échelle, cela suffira. Par contre pour
B(n), qui est le parametre de position, le découpage du plan en secteurs angulaires choisi
aura son importance. 3(n) dépendra de L™ et du vecteur aléatoire

X0) = (X1 <5 < KEL)).

Nous remplagons donc dans ce cas a(n) par ay et 3(n) par 3 (1)
X

D’aprés le lemmel.7(chap. 1, §1.4.1) ’étude en loi de

ZL(") - ﬂ‘\-'(L(n))

Qp(n)
se rameéne a celle de
Ze— By
Qp )

Dans ce qui suit, z étant un nombre positif fixé, nous posons
Zgo = a2z + By

ol a; est déterministe et ou B3 dépend de X, En fait, cette notation est lourde a
trainer dans les calculs, on voudra bien nous pardonner I’abus consistant a écrire

2= aez + f.
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On définit, pour 7 =1,---, K({),
Dyj(ze) = {(x, Y) € Dej | y> M - Ze}

et on notera 13“ (z¢) Vinterieur de Dy j(2¢). Pour tout 1 <3 < K(¢),ily a
v;(€) — 1 points ordonnés entre (X(l) (&) Y([) (e)) et (Xg)([), ng)(e)) a savoir :

r(l) (l) ’([ (()
(AR, s0+0 YR,y 004 ) (AR (-1 YRj(z)—l)'

La loi de probabilité conjointe de ces points, conditionnée par

S0 _ (0 -
</\ Ri(e) = TRi(€)»" "> /\R(,\.(,)_,(Z) = xRK(z)-x(f))

est étudiée en appendice 2, elle est celle d’une statistique d’ordre d’un (#;(¢) — 1)—échan-
tillon d’une loi de probabilité absolument continue et qui admet pour densité la fonction
h; définie par (2.5).

D’autre part, les vecteurs aléatoires

() (6) 7 (6) (€)
((/\ Ri—1(€)+1° Y, ,(£)+1> Tt (/\R,(Z)—lv YR,(()—I))

sont indépendants conditionnellement a

1<5<R(0)

A0 - (€) _
("‘Rl(f) = TR0 s Xpgoy) = “’Rm-l(f))
Et, conditionnellement & X9, les variables aléatoires
0 . ;
Nl(Dl,j (Z[)) yJ = 13 e ,]\ (f),

sont indépendantes et de lois binomiales B(v;(£) — 1, g¢;(2¢)), 1 <7 < K({) ol

(29) Qf,j(z[) = / h](;z;, y) dl‘dy ) ] - 1? e ’1"(‘6) .
Dy 5(2¢)
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On a donc

>

Fi(ze) = P(zf < Zg) = P(ﬁ){Nl(ﬁl,j (z¢)) > o})
K(®)

= E(P(ﬂ {Nz(Doz,j (20)) > 0}/)2([)))

i=1

.,

K9

(2.10) - E(H [1 - (1 -qg,j(zg))”’(l)'l])

ol ge,(z¢) est une variable aléatoire o(X©))—mesurable. D’apres le théoreme de conver-
gence dominée, pour que Fy(z¢) converge, il suffit que

~

(2.11) \'(f)[1 _ (1 _ q['j(z[))uj([)-l}

J=1

converge presque siirement.

2.4.2 Etude de la loi limite

Lemme 2.3
Si

X1<j (£
(z)  lim x min v;({) =400 et (ii) lim maxi¢j<k(e) ¥ ()

- R.
t—+o0 log € 1<i<K(0) t—+o0 min;<j<k(e) ¥5(£) €

Alors, pour tout ¢ > 0, il existe une constante C = C(c) positive et, il existe un nombre
D > 0 et entier non nul {y indépendants de ¢ tels que :

Ve p{IZ. > D(1 +5)} - O(K(ﬂ) exp (-c min )Vj(f)))

” 1<<K (e

o
J<SKW0)}, 7, =min{r; :1<j<K({)} et

<
rei = Gi (X)) = G (XY _0)+ 15 S K(©).
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Démonstration :

Comme, d’apres le lemmel.1(chap.1,§1.3.1 la variable aléatoire 7;; suit une loi béta de
parametres (uj(f), {—vi(l) + 1). Donc, d’apres le lemmel.2(chap.1,§1.3.1), quelque soit
O<e<l,ona:

o Mmimgicr@vi(6)| _ B N
P{'rg,] < (1 +2) =l exp ( Cy 1511211[\1(4’) 1/]([))

P{Te,j . mjmgs(jlsli(g)yj([)} _ O(exp (_02 min z/j(f)))

1<5<K(0)

ou C; et C, sont des constantes positives qui dépendent de ¢, donc

. mingien ¥4 . Minigicry 4(f)
P({ro < BEREG UL B

= O(exp (-0 mip 5(0) )

1<GSK(e)

ou C est une constante positive qui dépend de €. L’hypothese (¢) entraine ’existence
d’un nombre positif D et d’un entier naturel non nul {; tels que :

maxig;i<k () ¥5(£)

VeE> Ly - <D.
min; << (¢) ¥5(C)
On pose :
1 b
a= ! , b= et —=14+¢ ot &= 26.
1+¢ l1—-¢ a l-¢

On en déduit :

k()

a . b
P(U{r < 7.0 20} U{rs > 7,3, w00} )

j=1

- O(A’(() exp (_c min )uj(é)))

1SR (¢
Ainsi pour tout ¢ > {y

K(0)

a b
> 1 . < - .
l ' {{'r[’] 2 7 1511211]\']'(0 uj(f)} ﬂ{T[J 7 151}153}3((0 z/_,(é’)}]

i=1
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) b
c {r2 g min w07 < 7, max 0]

YT gk ()
C{Tzsﬁm#mgmwdﬁ}
Ty a mlnlsjsk'([) l/j(f)

c{ﬁsﬁn}
Tu, a

Ty

Dot

Corollaire 2.1

Si

. ) 1 ; .. . maXyci<ern V(£
(z) lim X min v;({) =400 et (ii) lim — 15i<k(9 40 € R.
t—+oo log { 1<i<K () {—+o0 Min;<j<k(e) ()

Alors, il existe un nombre D > 0 et un entier naturel non nul €y, tels que

(1) Pour tout ¢ > 0, il existe Cy = Ci(€) > 0 tel que :

V> L P{K(é’) > D1+ 6)} = O(]\'(ﬂ) exp (—Cl 1<?1i11\1’(£) z/j(f))>.

(2) Pour tout C; > D L‘A(—f}, il existe C3 > 0 tel que :

VE> (6o P{K({)Ve>Cr} = O(]\'((’) exp (—C3 1<§;}i]1}(£) uj(ﬁ))).

(3) Pour tout Cy > D B il existe C5 > 0 tel que :

Ve ) .
> 2 —_— — 4 X — . .
V> (, P{ 17 > 04} O(]\ (£) exp ( Cs IS?;III\']'(O I/J(l’)>)

. - /| ~ ’
(4) Les suites K({)V; et %—i— sont presque surement bornées.
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Démonstration :

(1) provient directement du lemme2.3, et de I'inégalité K ({) ., < 1.

(2) provient de (1) et I'inégalité
Am
—V, <7/
WS

obtenue en utilisant le théoreme des accroissements finis et les inégalités (2.2).

(3) provient directement du lemme2.3 et de I'inégalité

Am V, _ 1/

BM W[ - oT

*t
obtenue en utilisant & nouveau le théoreme des accroissemnts finis et les inégalités
(2.2).

(4) provient du lemme2.1, de (2), de (3) et d’une application du lemme de Borel-Cantelli.

Dans le lemme suivant, nous considérons une réalisation £, du vecteur aléatoire X :
Ze={zr,0; 1 <7 < K(0)}.
Soit h une fonction positive continue sur [0, 1]. On posera : Ve > 0

@ = ogfa W),
d = sup h(z),
0<z<1
Ij = [zr,_i0, Tr[, 1 <5 S K(0),
MIe;) = zr)— Tr,_, 9, 1 <3 S K({),
Eeje = {z€ly; : alh(z)<a+e}, 1 <5< K0,
E. = {z:0<z<1l;a<h(z)<a+c¢}.

Lemme 2.4
Soit h une fonction positive continue sur [0, 1]. On définit la suite § = (B¢) de nombres
positifs dépendants de &q, par l’équation intégrale :

K6
1 - Ry Peh(a)
2.12 / e F@PE) gp — 1,
(2.12) ; MIey) Ji,
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St

(i) zBToo +1 1<rjngah)’((£) vilf) =0,
1
(17) lm —— x min v;({) = 400,

t—+oo logl = 1<i<K () 7

max1<j<;;(g) V; (f)

i) lim € R.
( ) f—+oo m1n1<]<1\ 0 VJ(K)
Alors,
Vz>0 lim }i) / (“7\'%'7"‘) " G = e
—+00 )\ ]lJ 1y, ) |

Démonstration :

Par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, I'intégrale (2.12) décroit continiment
de K(€) a 0 lorsque 3, croit de 0 a +o00. Ainsi ’équation (2.12) a une solution unique
pour K (£) > 1. La suite # = (f3,) vérifie les inégalités

log K(£) _ ¢ . log K(0)

2.1 <
Posons : pour 7 = 1,---, K({) et pour tout € > 0
9ei(z) = : eRBAME) g € Iy
! A(1e,5) ’ 7
K(#)
Li(e) = Z/ go;(z) dz
]:1 Elevl
K()
L(e) = / gej(z)dz
j=1 Ie;=E¢ ; 2¢

On a
)\(\EE) e ETIRG P e Io(e) < 1 _\i/(Eze—) e CrIRT P
v [

Sous les hypotheses (7) et (uit), d’apres le corollaire2.1.(4), on obtient :

(€)
g =0,

]1(6) Z

]
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Commez ROy y=t+1etvj(¢)>1,0na:

L o 1 (o).
_— ax
K¢ ~— £+1 1<45<R () ]
L’hypothese (z) entraine K(£) — 400 quand £ — +o00. Ainsi, en utilisant les inégalités
(2.13), on obtient : limy_ e %—3 = 0. Comme d’apres ’équation intégrale (2.12), on a
I'inégalité I;(¢) + I,(¢) < 1. On obtient alors :

f_lg:lo Le)=0 et llzinoo Li(e) = 1.

Posons ensuite :

KO ,
Jo(z) = / e (+infMe) gy
‘o Mes) I,
On a alors :
K(0)
HD=Y [ e ga)da + o)
j:] E[,J €
et
Li(e) e @7 4 o(1) < Ji(2) < Ni(e) e +o(1)
Donc
Ye>0 e~(e¥e)z < 1}m+inf Je(z) < limsup Je(2) < e7**
—T0 {—+00
et
YVz2>0 [13?]00 J[(Z) =e .

Dans la suite on utilisera les notations ci-dessus avec

h(z) = Vz €0, 1[.

1
f(z)’

Revenons au probleme de la loi limite. L’étude de la loi limite est analogue en tout
point a celle faite au premier chapitre, il nous semble donc inutile de reproduire mot pour
mot les preuves. Nous nous contenterons d’énoncer les résultats :

73



2.4.3 Etude du cas d’un processus ponctuel de Poisson homogeéne

Théoréeme 2.3
On suppose que N est un processus ponctuel de Poisson homogéne sur R? défini sur
(R, A, P) de mesure moyenne p et de support défini par :

S={(l‘,y)€R2 : 0§y<f(x);0$:z<l}

ot f est une fonction positive lipschitzienne d’ordre . On suppose que p = CA, ot C est
une constante positive connue et A la réstriction ¢ S de la mesure de Lebesque sur R2.
Soit B = (Bz,) une suite de nombres réels positifs dépendants de i, définie par l’équation
intégrale :

K()
1 ¢ 1
(2.14) — / e ROPR T dg = 1.
J’Z; A(Ilvj) ]l,J
Si
1
(2) oo L+ 1 156k v =0 () i (log 5)2 e vill) = teo,
: 4 ) ) <icrn Vil
(f22) Im ———— =0, (v) lim maxigigk( ¥i(0) = 1.

{mt00 minlsjsj{([) I/j([)

(oo (1\’(@)7+1

Alors, la variable aléatoire
L)

m(Zun) - ﬁX(L(n))>
admet une loi limite qui est la loi de Gumbel ayant pour fonction de répartition exp(—e™ ).
Démontration :
Elle s’effectue de la méme maniére que celle du théoremel.4 (chap.1, §1.4.3). =
Théoreme 2.4
Sous les hypothéses du théoréme2.3, la variable aléatoire

L ‘
m(d(fn, f) - ﬂx(b(n)))
admet une loi limite qui est la loi de Gumbel ayant pour fonction de répartition exp(—e™"%).

Démontration :
Elle est analogue a celle du théorémel.5 (chap.1, §1.4.3). [ ]
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2.4.4 Etude du cas d’un processus ponctuel de Poisson non ho-
mogene

Théoréeme 2.5
On suppose que N est un processus ponctuel de Poisson sur R? défini sur (2, A, P), de
mesure moyenne p et de support défini par :

S={(m,y)€R2 : 0§y<f(:c);0$x<1}

ot f est une fonction positive lipschitzienne d’ordre v. On suppose que u est absolument
continue par rapport @ la mesure de Lebesgue sur R%, A. Et on suppose également que la
densité ¢ = Z—‘; de u est lipschitzienne d’ordre o et vérifie les inégalités (2.2). On définit
une suite de réels positifs 8 = (Bz,) dépendants de &,, définie par I’équation intégrale :

K(&) 1 . .
2 ~RoP 7= —
(2.15) ; ) /IM e FBPH T dg = 1.
Si
. 1 . 1 .
() Jim ooy * g, n0 =0 (@) zki‘;@)—l:@ X 1 n g V(8 = oo,
(iéi) lim —-——eﬁ——-o, (iv) lim Tssk@@
e (K(ﬂ)) t=+eo minygjck (o) ¥5({)

Alors, la variable aléatoire

admet une loi limite qui est la loi de Gumbel ayant pour fonction de répartition exp(—e~°%).

Démontration :
Elle s’effectue de la méme maniére que celle du théoremel.6 (chap.1, §1.4.4). ]

Théoreme 2.6
Sous les hypothéses du théoréme2.5, la variable aléatoire

L)
m (d(fna f) - ﬂX(L(n)))

admet une lot limite qui est la loi de Gumbel ayant pour fonction de répartition exp(—e=%).
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Démontration :
Elle est analogue a celle du théoremel.7 (chap.1, §1.4.4). (]

2.4.5 Cas ou le contour du support est constant

Dans les deux cas étudiés ci-dessus, lorsque le contour du support est constant :
1
Vze[0,1] f(z)=-,a>0.
a

D’aprés I’équation intégrale (2.14) théoreme2.3 et I’équation intégrale (2.15) théoreme2.5,

on obtient :
K(£) log K({)
Bz, = .
al

Dans ce cas particilier 3;, est déterministe et ne dépend pas de la partition en blocs et
d(fas f) = Zpom.

Donc, d’une part sous les hypotheses du théoreme2.3 et d’autre part sous les hy-
pothéses du théoreme2.5, la variable aléatoire

Ln)
K(LM)

(L) log K (LM
(d(fn,f)—I(L ) log K (L ))

a L(")

admet une loi limite qui est la loi de Gumbel ayant pour fonction de répartition exp(—e=%%).

2.5 Conclusion

Les estimateurs étudiés dans ces deux premiers chapitres sont des fonctions continues
par morceaux. Nous nous proposons au chapitre suivant de les “lisser” et d’en déduire
deux autres estimateurs continus. Ce lissage sera éffectué au moyen de splines cubiques.
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Chapitre 3

Estimation spline a pas aléatoire du
contour d’un processus ponctuel de
Poisson

3.1 Introduction

Nous étudions dans ce chapitre, I’estimation du contour d’un processus ponctuel de

Poisson sur R?, par la méthode spline cubique & pas aléatoire. cette méthode a été utilisée
pour estimer une densité de probabilité par Swingedouw([23] et pour estimer une densité
moyenne d’un processus ponctuel de Poisson par Cretois[8]. Nous nous inspirons des
techniques utilisées par Berlinet[4] pour estimer une densité de probabilité, puis celles
utilisées par Abbar[l] pour estimer le contour d’un processus ponctuel de Cox par la
méthode spline cubique a pas fixe.
Nous étudions le cas de ’estimation spline cubique périodique, puis celui de estimation
spline cubique non périodique. Dans chacun des deux cas pour étudier la convergence
de Destimateur spline cubique a pas aléatoire du contour du support, nous établissons
d’abord une majoration de I’écart entre le contour du support et la fonction spline cubique
qui interpole le contour du support au noeuds, ensuite nous établissons une majoration
de écart entre I’estimateur spline cubique a pas aléatoire du contour du support et la
fonction spline cubique qui interpole le contour du support au noeuds, nous ramenant a
’estimateur & pas aléatoire du contour du support.
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3.2 Estimateur spline cubique périodique a pas aléa-
toire

On considére un processus ponctuel de Poisson, N, sur R? défini sur un espace proba-
bilisé (2, A, P) de mesure moyenne p = E(N) et de support

(3.1) 5={(p.0) € R x (0,235 0 p <6(0); 6(0) = 62m) )

ou ¢ est une fonction continue positive.
On désigne par 1 la densité par rapport a4 la mesure de Lebesgue sur R? de la mesure
moyenne u de N, telle que :

(3.2) A<y¢(pcosb,psind) < B V(p,0)€ S

ou A et B sont des constantes positives.
On considére n processus ponctuels V;, ¢ = 1,-- -, n, indépendants définis sur (2, .4, P) de
méme loi que N. On note N leur superposition. On désigne par L™ I’effectif aléatoire
de N™ sur S.

Nous abordons dans ce paragraphe, I’étude de ’estimateur spline cubique périodique
a pas aléatoire. Les notations utilisées dans la suite sont celles du chapitrel(§1.2).

Nous avons défini au chapitrel(§1.2.4), I'estimateur & pas aléatoire associé & un
n— échantillon de N et a la partition de [0, 27| en blocs équilibrés,

{AL("),T s = 1,.--,1{([,("))}, n € N* par:
Vre {1,---,1((L("))} , VOE Ay, 6a(0) = Uym,.

3.2.1 Fonctions splines cubiques périodiques

Posons :

Tg = zl\'(L(")) - 27T s

(n) V(")r .y < n
T, = 0%@_1) + L2 ~ (milieu de Ay, ), r=1,---, K(L D,

TRy = 21+ 27,

Vi sp1 + Vi
hy = 2,40 — 2, = L(),+12 L()’,r=1,---,1\'(L("))—1.
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Nous avons :

ho = hK(L(n)) =z + 27 — TR (L))
Vi = max  h,,
1<r<K (L))
WL(n) = min h,..
1<r< K (L)

Une fonction spline cubique périodique relativement a z,; r = 0,..-, K(L"™) + 1, est
une fonction ¢; de classe C? sur [0, 27] dont la restriction & [z,, z,41), pour r =
0,-++, K(L™) +1, est un polynéme de degré trois au plus.
Posons :

M, = ¢"(z,), pour r=0,1,---,K(L™M)+1

Une telle fonction spline ¢, est entiérement déterminée par la connaissance de
o1(z,) =7, pour r=0,1,---,K(LM™)+1

et par les conditions d’interpolation

(3.3) To = Ty Mo = My o)
et
(34) Tt = TR(L(M)+1» M, = M]\"(L("))-H‘

D’apres [3] nous pouvons écrire : Vr € {1, N 1\'(L("))}, Vo€ |[z,, z,41]

(Zr41 — 9)3 (6 - xr)s hr (0 — Z,41)
. = - L ’Ir - A1 r T4
(3 5) (,01(0) M.,- Ghr + A +1 6hr + M, 6
—Mr+1 hr(g - Il?,-) + 7-7'-{-1(0 - mr) + Tr(o - xr+1).
6 h,
Les (M,), r =1,---,K(L™), sont déterminés de la fagon suivante :
Posons : pour tout r = 1,..., K(L(™)
h,
S R AL
hr—-l
= 1-), = —
Hr T hr + hr—]’

d . 6 Tr41 — Tr Tr — Tr—1
T hr + hr—l hr hr—l .
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Nous avons alors

(3.6) AT =D
ol
( 2 A 0 0 0 U1 \
H2 2 X 0 0 0
0 Uz 2 0 0 0
A= ’ ,
0 0 0 - - - pramy-1 2 Agwmya
\ A]\"(L(n)) 0 o - - . 0 lu’l\"(L(") 2
[ M d
M2 \ ( d2 \
M; ds
F = ‘ et _D = ’
My wmya dic(Limy—
M (pimy / \ dl\'(L(")) /
Autrement dit
2M1 + /\11‘{2 + ”IMK(L(") = dl
(3.7) MMy +2M, + A\ Meyy =d,, =2, K(LM) -1

AreyMr + g ey Mipemy-1 + 2Mg ey = digpom)-
Avec les conditions d’interpolation (3.3) et (3.4), le dernier systéme ci-dessus se réduit au
systeme
(3.8) peMo_y +2M, + MMy =d,, r=1,---, K(LM).
Le lemme qui suit est une propriété des matrices a diagonale dominante di
a [3] (pages 20-21) :
Lemme 3.1
Si on munit REE™) de la norme du suprimum, la matrice A est inversible et la norme
de A~ est majorée par 1. On a donc :

sup  [M,|<  sup |d,].
1<r<K(L(™) 1<r<K(L(M)
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3.2.2 Construction de Pestimateur spline cubique périodique

Nous définissons I’estimateur spline cubique périodique & pas aléatoire ¢, de ¢, comme
la fonction spline cubique périodique qui interpole l'estimateur a pas aléatoire ¢,, en les
{z,; r=0,---,K(L™) 41}, nous avons donc :

du(z,) = U,, pour r=0,--,K(L™M) +1

avec
UO = UK(L("))’ Ul = UK(L("))+1
et ,
M, = () (2), pourr =0, K(L™)+1
avec

Mo = My my, M= My ey
D’aprés (3.5), nous avons : V € 8 € [z, , Tr41]

y (Tr41 — 9)3 (6 — z,)’ he(0 — 2,41)
. = Mr a7 r -7 r .
(3.9)  ¢.(0) e T Mgt M =
M., h (0 — z,) + Ura(0 — z,) = U, (0 — 2,4,)
i 6 h,

ol les (M, ) sont les solutions du systéme défini par (3.6) avec

_ 6 Ur+l - Ur Ur - Ur-l
- hr + hr—l hr h'r—l ’

(3.10) d, r=1,---, K(LM).

3.2.3 Convergence de l’estimateur spline cubique périodique

Soit ¢, la fonction spline cubique périodique qui interpole la fonction ¢ en les
{z,; r=0,---,K(L(™) + 1}, nous avons donc :

o1(z,) = é(z,), pour r=0,---,K(L™M)+1,
M = @l(z;), pour r=0,---,K(LM™)+1,

avec les données
991(10) = ¢($K(L(")))v ]”6 = 1,!\-'(1,("))
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et
‘-P(xl) = d’(xK(L("))H)’ M{ = M;\’(L("))+1'

D’apreés (3.5), nous avons : V € 0 € [z, , T,41]

(= 0F 0 (0= . h(0=201)
— !
(3.11) () = M, oh + M, oh + M, 5
he(0 —2)  d(zr41)(0 — z/) — 6(2,)(0 — 27 41)
~M e+ = . Al

ou les (M) sont les solutions du systeme
e M +2M 4+ MM, =d, r=1,--- K(LM)

avec

(3.12) d 6 (¢($r+1) — ¢(z,) _ #(z,) — ¢(x,-1)

= 1<r< K(LM.
h,- + hr—l h'r hr—] )7 sSrs \( )

Avant d’étudier la convergence, nous établissons deux propositions donnant une majora-
tion de I’écart entre ¢, et ¢ d’une part et une majoration de I’écart entre I’estimateur ¢,
et ) d’autre part :

Proposition 3.1

sup
0<6<2r

|7
#1(0) — 9(0) | < 2(4 x T 1) x sup | 6(0) - 6(8)

L(") Io—ol'SVL(n)

Démonstration :
Pour tout 6 € [z, , z,4;], nous avons :

r+1 — 6 3 7 0 — T 3
@ -0 = |y, Ot
+}‘4: h,(0 —611?,-.*.1) _ M;+] h,(aé— :I?r)
+¢!(l‘,+1)(0 — .’L‘,-) h_ ¢(‘TT)(0 - ‘7:7'+1) _ é(a)

B2 s B
< TFIMI+ T M
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L { $(zr11)(0 — 2,) — ¢(2r)(0 — Tr41) — ks $(0) l

he
< ghfx max  |M,]|
3 1<r<K (L)
(6~ o) (#(zr41) = 9(0)) + (6 ~ 2,41) (4(6) - $(z1))
+| o |
2
< Zhp? ! — -
S ghex  max M+ 16(2r) — $(0)] +16(0) ~ 9(a0)]
2
< Shix M| +2x ) — ¢(0")] .
ghe X max M| o 14(0) — 6(9")

D’apres le lemme3.1, nous obtenons :

max [M!]<  max |d].
1<r<K (L) 1<r<K (L)

D’apres (3.12), nous obtenons :

max  |d]
1<r<K (L)
—6 (¢($r+l) - ¢(xr)) hr—l - ((ﬁ(.’l),-) - ¢(xr—l)> hr
=0 ]Srrsr}?()z(")) hr hr—l(hr + hr-l)
12
<o X sup  16(0) = 6(0)]

Lim)  18=8"1ZV, ()

Nous avons donc

2 1%
Sh2x  max M <8x=H x  sup  |g(0) - ¢(6)].
3 1<r< K (L) L) 18=01<V ()

D’ou la proposition.

Proposition 3.2

. %/
sup [62(0) — i(0)] S 2(8x GHL41) x_sup [64(0) — 4(0).

0<6<2r Ln 0<f<2n
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Démonstration :
Pour tout 0 € [z, , z,41], nous avons :

‘ ((-’Cr+gh: N " hr(9—6$r+1))(Mr — M)

06—z, h(0-z, ;
+<( Gh ) _ ( - +1)>(A{r+] _ A/]r+1)

0 — z, 0 —z,44

k. (Ur+l = ¢($,.+1)) - h—,(Ur - ¢(~7"r)) ‘

2 B2
= 3 |M, — M;| + 3 |Mrs1 = My | + [Urir = $(2r41)

3a(0) = (0)|

+

+ |Ur - ¢($7)|
< = h? M, — M;|+2 2(0) — .
o 15rr51}f}()1c,(n))| 2 ogs(lalgpzn 19(8) = 4(6)]

D’ apres le lemme3.1, nous obtenons :

max |M,—-M]|< max |d, —d.]|.
1<r <K (L) 1<r<K (L)

D’apres (3.10) et (3.12), nous obtenons alors :

max |d, — d;]
1<r<K (L)

hy—y ((Ur+l — ¢(xr41)) — (Ur — ¢($T)))
=0x 15r2}\z’i(‘§(n)) hr h'r—l(hr + hr—l)
h, ((Ur - ¢(z,)) — (Up—y — ¢($r-1))>
h,- hr—](hr + hr-—l)

24
< WE . X Sup |6:(0) — ¢(0)] .
L(n) 0<6<2r

Nous avons donc :
2

2 9 / V[(n)
—hZx max |M,— M| <16 x —5— x sup |¢,(0)— ¢(0)].

3 1<r<K (L)) LVZ(") 0<b<2r

D’ou la proposition.
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Théoréme 3.1
Pour que ¢, converge uniformément presque complétement vers ¢ lorsque n tend vers
Uinfini, il suffit que :

(i) K(£) — +0o0 et (i) K(Z):o(loi e)‘

Démonstration :
En utilisant I'inégalité triangulaire, nous obtenons :

3(0) = ¢(O)| < sup_|gn(0) = 1(0)] + sup ln(0) - 9(0)].

0<6<2n 0<6<2r

sup
0<6<2m

D’apreés les propositions 3.1 et 3.2, nous en déduisons :

sup
0<6<2r

. VE
bu0) = 80)) < 24 xgEZ+1) x s 160) - 80

2
Wi 16-61<V ()

Viim
+2 (S X W + 1) X sup |¢a(0) — #(8)].

L(m 0<6<2r
Sous les hypothéses (7) et (iz), d’apres le théoremel.1(chap.1,§1.3.1) :

sup |#.(0) — ¢(0)] — 0 presque complétement quand n — +-o0.
0<6<2r

Sous ’hypothése (i), d’apres la deuxieme partie de la démonstration du
théorémel.1(chap.1,§1.3.1) :

Viimy — 0 presque completement quand n — +oo.
Comme le module de continuité de ¢ est monotone, nous avons alors :

sup  |#(0) — ¢(¢')] — 0 presque complétement quand n — +oo.
[6—6'1SV, (n)

Considérons les événements : pour tout € > 0

E, = {:/L(") < C} , ou C est une constante positive qui sera précisée,
V(n)
€

F, = su 0) — o(0' _<_——————-},

{w_g,lsglmw )= 400 < 1

€

G, = n(0) — 0(0)| < ———— .

{ s 10.00) - 601 € s |
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Nous en déduisons :

EnﬂFnﬂGnC{ sup

0<6<2r

bn(6) - 6(0)| <

puis

Ve>0 P{ sup
0<6<2r

)= 60| > e} < P(B) + P(P) + P(G).

Comme
sup  |¢(0) — ¢(8')] — 0 et sup |$.(8) — ¢(0)] — 0
|9—9'|SVL(") 0S9S21I’

presque complétement quand n — +o00. Pour conclure, il suffit de montrer que :

+00
Z P(E,) < +co.

n=1

D’apres le corollairel.3.(1) (chap.1, §1.4.1) :
pour tout C; > 27r§ %l"—:-, il existe C; > 0 tel que :

P{ % > %} = Q(K(e) e-CwW).

En prenant C = &, sous les hypothéses (¢) et (i¢), d’apres le lemmel.3 (chap.1, §1.3.1)

+o00 400 +o0
Y PE)<CY Y K@) e'C”’“)P(L(") = e) < 400
n=1 n=1 (=1

ou (3 est une constante positive.

Théoréme 3.2
Pour que ¢,, converge uniformément en probabilité vers ¢ lorsque n — 400, il faut que :

K({) — 400 et inf M =

>1 14 0.

Démonstration :
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Supposons que ’estimateur ¢, converge uniformément en probabilité vers ¢ lorsque
n — +o00. Par construction des estimateurs ¢, et ¢,, nous avons :

vre {1, KL} Vo€ Aum, 4a(0)=dulz,).

Il en résulte que Pestimateur ¢, converge uniformément en probabilité vers ¢ lorsque
n — +o0o. Donc d’apres le théoréemel.3(chap.1, §1.3.3) :

K(€) — +oo et inf 218l 4
1 {

3.3 Estimateur spline cubique non périodique a pas
aléatoire

Dans ce paragraphe, nous considérons un processus ponctuel de Poisson N sur R?
défini sur (£, A, P) de mesure moyenne p = E(N) et de support

(3.13) S={(z,y)€R2:0§y<f(z);0§x<1}

ou f est une fonction continue positive vérifiant

0<m= inf f(z) <M= sup f(z) < +o0.
0<z<1 0<z<1
On suppose que u est absolument continue par rapport 4 la mesure de Lebesgue sur R?, A,
de densité ¢ = Z—ﬁ telle que :

0<A<LY(z,y) £ B< 400, Y(z, y) € R%

On considére n processus ponctuels Ny,---, N, indépendants définis sur (2, 4, P) de
méme loi que N. On note N leur superposition. On désigne par L™ Ieffectif aléatoire
de N™ sur §.

Nous abordons dans ce paragraphe, I'étude de 1’estimateur spline cubique non pério-
dique & pas aléatoire. Les notations utilisées dans la suite sont celles du chapitre2 (§2.2.1).

Nous avons défini au chapitre2 (§2.2.3), I'estimateur & pas aléatoire f, de f, a partir
d’un n-échantillon de N et de la suite de partitions en blocs

{AL(,,)’]- i j=1,--- ,K(L(”))}, de l'intervalle [0, 1], par :

(3.14) Vje {1,--.,1\’(1}"))}, Vo € Ay ful@) = Upm.
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3.3.1 Fonctions splines cubiques non périodiques

Posons, pour alléger la rédaction :

Oo = 0,
AL . n
O; = /\I(ij(L()")) , pour j=1,---, K(L™)=1,
Ok’(L(n)) = 1.

Une fonction spline cubique non périodique sur [0, 1] associée & la partition
{Apmys 3=1,-- , K(L™)}, est une fonction ¢, de classe C? sur [0, 1[ dont la
restriction & [0; , O;41], j =0,---, K(L™), est un polynéme de degré trois au plus.

Une telle fonction spline est entierement déterminée, par la connaissance de

zj = ¢2(0;) pour j=0,-- L K(L™)

et par les données
!

20 = ¢2(0) et Z),r((L(n)) = y(1).

D’apres [3], nous pouvons écrire : V j € {1, e K(L("))} et VYzelO;_, 0

0; —z)3 z—0._)? hizx—O:
(3.15) woz) = Mj‘lL'%ﬁz—_Mi'(Tll:i'*'Mj-l i - ;)
—M; hy(z ‘601'-1) 4 2@ =0i) - zj-1(z = 0;)
j

ou

hJ = OJ' - Oj—l = VL("),j ) .7 = 1,' ' ',I\’(L(n))

etoules M;, 7=0,---, K(L™), sont déterminés de la facon suivante :
Posons : pour j = 1,---, K(L™) —1

hitq
W= B Y
J hj+hj+1’ /lJ J

4 = 6 (zj+1 -z z-— zj_1>
’ hi+hjp \ hjin hj

pour j =0 et j = K(L™)

Ao = EK (L) =1
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6 (2, — 2
dy = — — 2
° T h ( h Z")
6 ZR(L™) — ZK(L(n))_1>
dm) = -———( - .
K(L(m) R K(L(™) hezo
Nous avons alors :
(3.16) AT =D
ou
/ 2 X 0 - . . 0 0 0
AI = . . . . -
0 0 O 2 AK(L(m =2 0
0 0 O BE (L)1 2 AR(LM)-1
\ 0 0 O 0 KR (L
( M, / do
M, dy
M, d;
= et D' =
M (1(m)—2 dg(Lim)-2
My (m)-1 dK(L("))—l
\ My (imy) \ dr (L)
qui s’écrit :
Q‘MO + )\0]\41 = do
,uj]Wj._l +2Mj+/\ij+1 =dj, ] = 1,,]((L(n))—l

By My my-1 + 2Mgpom) = dg ().
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3.3.2 Construction de ’estimateur spline cubique non pério-
dique

On définit le spline cubique non périodique a pas aléatoire de f,,, comme la fonction
spline cubique non périodique S, qui interpole Pestimateur a pas aléatoire f, en les

{O,' £ =0, ]{(L("))}, nous avons donc :

S.(0;) = Uj, pourj = 0,--, K(L™)

avec les données
Sa(0) = fa(0) et S(1) = fu(1).
Nous définissons I’estimateur spline cubique non périodique & pas aléatoire f, de f
par :

Vzel, 1] fn(z) = Sa(x).
D’apres (3.15),ona :Vj € {1,-- . ,K(L("))} et VzelAym;

foy oy 0=z (=00 L hi(z=0;)
1) ) = M (O Ol B
M. hj(x - O,'_l) n Uj(:l? - Oj__l) - Uj—l(l' — Oj)

j 5 W

ot les (M;) sont solutions du systéme défini par (3.16) avec
do = %(ylz"?l_.]& _ fn(O))
Ujg1=U, U;j=Uj_y \ - _ .t

(318) \ dj:h1+iJ+l< ;J'I-HJ_ ]hJ )’]_1,51‘([/( ))—1

U -U
(LN T Y R(L(N)) -1
d S(1(n)y — 5 1 — K(L .
R(Zi™) hK(L(")) fn( ) hl\'(L("))

3.3.3 Convergence de Pestimateur spline cubique non périodique

\

Comme dans 1’étude de la convergence de I’estimateur ¢,,, pour étudier la convergence
de estimateur f,, nous établissons d’abord deux propositions. Pour cela posons :

A(fuy f) = sup. |falz) = f(2)].
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Soit ¢, la fonction spline cubique qui interpole la fonction f aux noeuds

{Oj £ =0, .,K(L("))}. Nous avons donc :

©2(0;) = f(0;) pour j=0,--., K(L™)

et les données

©5(0) = f(0) et ©h(1) = f(1).
Dhmﬁ(&wxonaﬂfje{LugKuﬁn} et Vaz€Aym,

/ (O'_x)a ,(33—0'_1)3 . hi(z = 0j)
ea(z) = M, -——’(-%— - M; _—67{;—— + M, J_T]—
_p hite = 051) | f(05)( = 01) = £(051)(2 — O;)
I 6 h;
ot les (M) sont solutions du systeme
2M§+ AoM] = dj

J

piMi_y +2M + XMy, =d), j=1,  K(LW) -1

”K(L("))M;\’(L("))—l + QM;\’(L(")) = d;\"(L("))

avec
4
01)=1(0
d) = % (f(_l})”_f_&_l _ f(()))
r_ 1(0;41)-f(O; f(0;)-f(0;- . n
(3.19) { o= h,ﬂ,ﬂ( (©u)=10) _ [0)=10; 1>>, J= 1 K(L™) =1
, _ 6 f(l)-’j(oK(L(n))_l)
\ dI\"(L(n)) - hl\,(L(,,)) (f(l) h}((L(")) :

Pour alléger la rédaction posons :

w(f,6) = sup |f(z) - f(y)|, 6 >0.

lr-y|<é
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Proposition 3.3

sup |p2(z) — f(z)

0<z<1
<2 xw(f,Viym)

Ve,
+4 x ﬁ(Z X w(f, Vim) + Wiy x max(f(O), f(”))-

Démonstration :

Nous avons : Pour tout z € Ay ;

O' — 3 r — —1 3
feale) - S@)| = | arp_, (G2 gy le =0
10 = Oj—l)}:f(oj-l)(:” -0;) f(z) l
h? h? ’
S F ML+ 5 M)
J(0)(z = 0j_1) = [(Oj-1)(z — 0;) = f(2)(0; = 0j-1)
+ h; |
9
< Zhix  max |M]]
1<K (L)
(z = 0-0)(£(05) - () + (2 = 0;)(f(2) = £(0s-1)
+| R |
2.9

=hix max M +2xw(f,Vym).

T 37 egigkm)

D’apres le lemme3.1, que nous utilisons ici lorsque R¥(L ")+1 est muni de la norme du
suprimum, nous obtenons :

max )IMJ'-I <  max d;l

0<F <K (LM 0<i<K(LM)
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D’autre part, d’apres (3.19) :

(£(0541) = £(0:) ) hs = (£(05) = £(O5-1) )i

max di| = 6x
1<K (L) -1 41 1R (L)1 hihjp1(h; + Rjs1)
12
< 2 X L(J(f, VL("))
L(n)
puis
’ 6 6 £(0)
dy| < —— xw(f, Vi) +
I Ol Wz(") (f L( ) WL(n)
et puis
6 6/(1)
|d;\'(un)) < WLZ,_(’: x w(f, Vym) + W

Nous en déduisons alors :

2 2 l;
3 0<FSK(LM)

Vi
<4 x _W_/LZ-(,,—)(Q X w(f, Vim) + Wi X max(f(O) , f(l)))~

D’ou la proposition.

Proposition 3.4

-

sup | fa(2) —@2(z)] < 2x sup |fo(e) = f(z)]

0<z<1 0<z<1
Vi
+4 x ﬁﬁ-(4 + Wm) x sup |fa(z) = f(2)].
T 0<z<1
Démonstration :

On a : Pour tout z € Ay ;
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o) -] = | (G MO an, —a )

+(($ —0;-1)°  hj(z —601'—1))(Mj ~ M)

6h; i
T — Oj_l I — Oj

2 (Ui =10) = =52 (Ui - 1(050) |

+

2 ¥
?J My — M_,| + gj |M; — M|+ |U; — f(0y)]

+|Uj1 = f(O;-1)|

IA

2
< Zh?x max M, = M|+2x s n — .
< ghj OS],SK(L("))| ;= Mj] o3P, |fa(2) = f(2)]
D’apres le lemme3.1, lorsque RX(E™)41 est muni de la norme du suprimum, on obtient :
max ]%—M]'»l <  max dj—dg-l.
0SSR (L) 0<I<K (L)

D’autre part, d’apres (3.18) et (3.19), nous obtenons :

max Idj - d;l
1<5<K(LM)-1

h; ((Um — J(O341)) = (U; f(om)
=6 X max

1< <K (LM)-1 R hivi(hs + hjpr)

- ((Uj ~ 1(05)) = (Ups - f<oj_1)))
- hj hiya(h; + hjsr) '

24
< o % sup [fu(e) = f(a)

Lm  0<z<1

puis
_— (Ur = f(Oy1)) = (Uo = f(Oo))  Us — f(Oo)
|do —do| = 6x B2 - hy
S % sup 1u(e) — J@) 47— x sup [fula) - J(z)]
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et puis

,dK(L(")) - dll\"(L(n))

— 6 l (UK(L(n))'l - f(OK(L("))—l)) - (UK(L(,.)) - f(OK(L(n))))

hi’(un))
Uk — f(Ogaom) I
hK(L('-))
12 6
< WK(Lm) X up, |fu(2) = f(2)] + W X 2 |fu(z) = f(2)].

On en déduit :

V2 .
Z2h2x max M — M| <4 x (4 W,.)x W(z) —
3 7 0<j<K( L(") l l I/Vz( ) + L OSS‘.;I:EI f (x) f(x)
puis, la proposition. ™

Théoréme 3.3
Pour que f, converge uniformément presque complétement vers f sur [0, 1] lorsque n tend
vers linfini, il suffit que

1 i Vs
X min vj(f) =400 et (u) lim max1<3<1\(l)'/1(€)

m R.
t—+o0 logl  1<5<K(0) ¢—+oo MiNy< <k (e) Y5(€) <

(2)

Démonstration :
D’apres I'inégalité triangulaire, les propositions 3.3 et 3.4, nous obtenons :

sup_|fa() = 1()|

0<z<1

IN

sup |fu(e) = ¢a(a)| + sup Jale) - ()

< 2x sup |fulz) = f(2)] + 2 x w(f, Viem)
0<z<1

V2( )
+4 x L2 (2 x w(f, VL(n)) + MWL(n))

Wi
VL(n)
4 x T (44 Wy ) x sup |fule) = f(a)].
L(n) 0<z<1
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Sous I’hypothese (z), d’apres le théoréeme2.1(chap.2, §2.3.1) :

sup |fa(z) — f(z)] — 0 presque complétement quand n — +o0.
0<z<1

D’aprés la premiére partie de la démonstration du théoréme2.1(chap.2, §2.3.1) :
Vi(ny — 0 presque complétement quand n — +o0

donc
Wiy — 0 presque completement quand n — +oc0.

Comme le module de continuité de f est monotone, on a :
w(f,Vym) — 0 presque complétement quand n — +o0.

Considérons les événements : pour tout € > 0

Viin
E, = {”L( L < C} C est une constante positive qui sera précisée,
Vpin)
F, = Jw(f,V, d
n = e e) S
Gn = {WL("’“32MC"’}’
€
Hy = { sup ule) - S0 < }
0<z<1 16C? (4 + 3_2';4'0—2)

D’apres le corollaire2.1.(3) (chap.2, §2.4.2), il existe un nombre Cy > 1 et un entier
naturel {; tels que :
Pour tout C, > C, 24 A , Il existe Cy > 0 tel que

Ve> ( P{% > Cl} O(K(Z) exp—(C’ min z/](é)))

1<i<K(¢)

En prenant C = C;, d’aprés le lemme2.1(chap.2, §2.3)

+00
Y P(E,) < +oo.

n=1
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Pour ce choix de C,on a C > 1.
Nous en déduisons :

EnﬂFnﬂGnﬂHnC{sup

0<z<1

puis

~

Ve>0 P{ sup |fa(z) — f(x)‘ > E} < P(E,) + P(F-’n‘) + P(G,) + P(H,).

0<z<1
Le fait que
Wy — 0, w(f,Vym) — 0 et sup |fa(z) = f(z)] — 0
0<z<1
presque complétement quand n — +o00 permet de conclure. ]

Théoréme 3.4
Une condition nécessaire de convergence uniforme sur [0, 1] en probabilité de I’estimateur
fn vers f lorsque n — 400 est que :

1

(®) %gf (+1 X 151?;1\?'((1) vi() =0
1
1 —_— < v;i(f) = .
(i) Sg;? log(¢+1) 8 1<IR(0) vi(t) = +oo
Démonstration :
Elle s’effectue de la méme maniere que celle du théoréeme3.2. ' [

3.4 Conclusion

Dans les trois premiers chapitres nous avons étudié la convergence uniforme suivant
divers modes stochastiques. Lorsque le contour n’est pas continu, contrairement aux études
pécédentes, nous ne pouvons espérer obtenir une convergence uniforme stochastique. Dans
ce cas, on aborde certaines propriétés de ’estimateur en dehors “du cadre Lo,”, vis-a-vis
de contours qui possedent des discontinuités. C’est I’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 4

Estimation a pas aléatoire du
contour discontinu d’un processus
ponctuel de Poisson

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions I’estimation a pas aléatoire du contour discontinu d’un
processus ponctuel de Poisson. En s’inspirant d’un article de Jacob[9], sur I’estimation du
contour discontinu d’un processus ponctuel par la méthode de type histogramme a pas
fixe, Cretois[6] a estimé la densité moyenne discontinue d’un processus ponctuel de Poisson
par la méthode de I’histogramme a pas aléatoire. L’article susmentionné de P. Jacob est
a origine de ce chapitre, les techniques utilisées sont une adaptation des siennes.

Dans un premier temps nous étudions la convergence en moyenne d’ordre 1 < p < +0co0.
Puis ensuite nous étudions Pestimation des sauts et de la hauteur des sauts. Et puis nous
étudions la convergence selon la distance de Skorokhod.

4.2 Définition, notations et hypotheses

Nous considérons un processus ponctuel de Poisson N, sur le plan R? rapporté a un
systéme d’axes rectangulaires (Oz, Oy), défini sur un espace probabilisé (2, 4, P).
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Nous supposons que le support de N est défini par :

(4.1) S:{(m,y)E[O,l]xR : 05y<max(f(:c),f(a:")>}

ou f est une fonction continue a droite ayant une limite a gauche en tout point de [0, 1],
vérifiant

0<m= inf f(z)<M= sup f(z) < 400
0<z<1 0<z<1

et f(z~) désigne la limite & gauche de f au point z.
Nous supposons également que N posséde une mesure moyenne, u = E(N), absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?, ), et que sa densité 3 = j—‘; vérifie :

(4.2) 0< A< Y(z,y) < B< 400, V(z,y) € S.

Soient N,,---, N, n copies indépendantes du processus ponctuel de Poisson N. Pour
toute valeur £ € N* de la variable aléatoire

L™ = N((S) = Z Ny(S).
=1

Nous considérons un entier K(£) et des entiers vj(£) > 1 pour j = 1,---, K({) tels que :
K{¢)

> v =t+1

J=1
et nous définissons une suite d’entiers par :

Ro(t) = 0
Ri(t) = Rin(0)+v(0), 1< 5 S K(0).

Nous construisons comme dans le cas d’un contour continu (chapitre 2, §2.2.2) :
— une suite de partitions de [0, 1} en blocs

{Apms i =1, KL}, ne N
— et une suite de partitions de S en domaines aléatoires
{ij g = 1,-~,K(L("))}, n € N*

Les notations utilisées dans la suite sont celles du chapitre2.
L’estimateur & pas aléatoire f, de f est défini (voir chapitre 2, §2.2.3) par :

vie {1, K(ILM)}, Veedrm;  fule)=Uyn,.
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4.3 Etude de la convergence dans (D, L,) : Conver-
gence en moyenne d’ordre 1 < p < 400

On dira que (f,) converge en probabilité vers f dans (D, L,) si et seulement si :
Ve>0 nkTwP{L,,(fn,f) > e} =0,

de méme, on dira que (f,) converge presque complétement vers f dans (D, L,) si et
seulement si :

+oo
Ves>0 ZP{L,,(fn,f) > e} < +oo.
n=1

Ou L, désigne la distance associée a la norme de la convergence en moyenne d’ordre
1 <p< +ooet D= D([0,1]) 'ensemble des fonctions continues & droite admettant
une limite & gauche en tout point de [0,1[, dont les propriétés essentielles peuvent étre
trouvées dans Billingsley[2].

Soit 0 < z < m fixé . Nous construisons une partition de [0,1] telle que :
0/0=0<O/1<"‘<0K0=1

"’ SUP{If(I) ~fy)l r eima Sz <y< O/i} <

[ 2N IR

Nous posons :

Jpym = {1, R K(L(n))} ,

Itmy = {] € Jym | Ay ;  contient un point a,-}

Qpmy = Jpem = Ipym.

Nous rappelons que : pour j € Jy»)

Mym; = sup{f(x) 1T € AL(H)']'},

mym,; = inf{f(rc) : :zEAL(n),J-}.
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Théoréme 4.1
St

3 .
z.ljinoo log ¢ % 155‘2111\1'(0 vi(£) =

Alors, f, converge vers f presque complétement dans (D, L,) lorsque n tend vers l’infini.

Démonstration :
En utilisant les notations ci-dessus, nous obtenons 'inégalité

/ ful2) - f(2)Pda

P P
Z VL("),j max[(}\h(n)J = UL("),j) y (AlL("),j -—mL(n)'j) ]

jenl_(n)
+ Z Vi ,; M L(")J :
JEl (n)
Et en posant
P P
Bn = Z ‘/L(n)'J ML(N),] < z‘ )
JEIL(n)

il s’ensuit :

([ 15010 > 5)

P P 2P _
( z ‘/L("),j max [(A[L("),j = UL("),j> 3 (AIL("),J' - mL(n)’j) > Z’) U Bn Q
JGQL(n)
P P 2P -
max | max (AfL(n)'j - UL(n),J‘) ; (]WL(n)J - mL(n),]-) Z Vi ; > Y UubB, .
=l jEQL(n)
D’autre part, l'oscillation de f sur les blocs Ay ; , 7 € Qpm, est inférieure a £ et

. -l
ZJEQL(") VL("):J — 1'
Nous en déduisons :

(/01 |fal2) = f(2)Pde > g) C ( U {(ML(,,)J —Up;) > %}) UB, .

JEQ (n)
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Puisque, pour tout j € Q)

<
AL(n),]‘(Z) =Apm,; X [ML(n)’j - = My ; — —]

z
4 8

est contenu dans le support S et que

14
Y Vim Ml < Ko MPVymy
jGJL(,,)

nous obtenons finalement

([ 1o - s@piz > 5)

c ( U {N(n)(AL(,.),J-(z)) = 0}) U(Vm > 4]\,21;‘#).

TEQ tn)

La convergence presque complete de L,(f,, f) vers 0 résulte de la convergence presque
compléte de Vi (n) vers 0 et de la convergence de la série

(43) S p( U {0 =0}).

n=1 JEQL(n)

L’étude de la convergence presque complete de V() vers 0 lorsque n tend vers ’infini et
de la convergence de la série (4.3) est analogue en tout point & celle présentée dans la
premiére partie et la deuxiéme partie de la démonstration du théoreme2.1 (chap.2, §2.3.1).
1l suffit donc de reprendre les calculs. Nous obtenons donc :

Vit — 0 presque completement quand n — +oo

et
400
ZP( U {NW(AL(,,),].(z)) = 0}) < +o0.

=1 JEQ, ()
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4.4 Estimation des sauts et de la hauteur des sauts
du contour

Nous traitons le cas d’une discontinuité, la géneralisation a un nombre fini de discon-
tinuités est justiciable d’un traitement similaire a celui que nous proposons ci-dessous,
avec des complications d’écriture que nous préférons éviter pour alléger la rédaction. Nous
supposerons que f est uniformément continue sur [0, so[ et [so, 1] et présente un saut de
hauteur co en so. Pour tout j = 1,---, K(L™) — 1, nous posons :

_ (L) L) )T
Hj - Ifn (-’ RJ(L("))> - f"((/\RJ(L("))> )l,
A(L(™) . 2 A
oy = .\l(?s(u)")), de telle sorte que :Vj =1,---, K(L™M) -1 : H, > Ha,

Ch = Hs—]+Ha+Hs+l=H;]+}]2+H.,ll-

Si S, n’est pas déterminé de fagon unique, on fera un choix arbitraire parmi les abscisses
possibles.

Théoréme 4.2
S1

L Tt d e = e

Alors, S, converge vers so presque complétement et ¢, converge vers co presque compléte-
ment lorsque n tend vers l'infint.

Démonstration :
1) Examinons d’abord la convergence presque complete de S, vers sg.
Pour tout n, notons jo I'entier tel que so € Apn) -

Posons : pour 0 < z < ¢ et pour j = 1,0+, KL

DL("),]‘(Z) = {(I,y) E DL(")']' : y 2 A[L("),j S Z} k]
Eym;(z) = {N(") (Dun),j(z)) = 0}-
Soit n une fonction de Ry — R, telle que :

Vz>0si |z—y| < n(z) alors |f(z) — f(y)] < =.
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Considérons les événements

I'oscillation de f est inférieure & £ sur Ay ; ,7 # Jo,

A, =

A(L(™) (L)
sur [‘)‘R,O-x(L(")) ) so[ et sur [so, )‘R,-O(L("))

et
z

B, = {VL(n) < 77('2')}-

Si I’événement (ﬂj;éjo EL(,.)‘J-) N A, est réalisé : pour tout couple (7,7 + 1) tel que
J#Jjoet j+1+# jo,nousavons Vz € Apmy;, Yy € Apm jn

lfn(x) — fn(y)l < Ifn(l‘) - ]ML("),J'I + IML("),j - ML("),j+]' + IML("),j+1 - fn(y)l
< z+|Mymy; — Mym jl + 2
(L L
< 2+ |Mym; - f(AﬁgJ(L()n))>| + |f<X§2j(L()"))) — My il + 2
z oz
S Ftgtgts
= 3z
Co
< 3

Considérons maintenant le bloc A sans sacrifier la généralité, supposons que

f(s0) < f(sg) et posons :

")'jo 4

' s . ,(L(n))
ML) jo,2 = mf{f(x) : ‘\RJO_I(L(")) <z < s

et
! _ . (L)
Mign s =sup{ f(2) + 50 Sz < XP0 ).

Si I’événement A, est réalisé, nous avons :
Mmine = Mimsoe = (M joe = £(53)) + (f(s5) = f(s50))
+(f(30) - M[,,(")'jo_z)

V4 Z
2 —'2-+Co—§

o co 8
> Tgte-gTge



Nous en déduisons :

AIL("),jo—-l - ML("),jo+1
_ 7 7 1
= (M jo-1 = Mpm jo,2) + (M1 5.0 = My o )
!
+( L™ o,z ML("),J'o+1)

(n)
> (mmjpr = S(XED ) + (g = M,
- (mL( )'Jo_l f(ARJo_l(L(")) + (nlL(n) +J0+2 ML(n)'jOvz)

+(f (Xl(?L( (2)("))) - /WL("),J‘OH)

8
Puis, si ’événement (ﬂ#]-o Eym i(z )) N A, est réalisé, pour tout = € Ay ;,_; et
y € AL(").jo+1 :

falz) = faly) > falz) = Mymy jop1 > My joo1 — 2 — M) joun

Tco  ¢o
> — e —
9 9
= 2
= 300

et puis, pour tout u € Ay ;,, d’apres I'inégalité triangulaire :

max{|fule) = Fu)l; 1fulu) = o)} 2 l(|fn<sc>—fn<u)|+lf,,<u)—fn<y>|)
s (7u(2) = Fuw)

2

>

w|§ ol

Ainsi, nous obtenons :

_ (L)Y (L
(N Bumste) 0 € {80 = X000 U {50 = X070

i#io

= {lSn - SOI < VL(").jo}
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et I'inclusion :

(N Bun () 01 4201 B € {150 = sol < 0(5)}.

J#Jjo
L’événement A, étant réalisé, I'oscillation de f est inférieure & £ sur Ay ;
j # jo : On constate que pour tout j = 1,--+, K(L™) et j # jo

z
AL(n)](Z) Apny ; J [ML(n)’J' -z, ML(n),j — 5}
est contenu dans le support S. Nous obtenons alors les inclusions :
{IS — So| 2 (= } (U EL(n)J )U/inUBn
J#30
C (U {N(n)(AL(n),j(z)) = 0}) U An U Bn.
I#jo
D’autre part, en considérant les événements
D, = {]’oscillation de fsur Ay ;, j # jo est supérieure & —},
. . (L( N . z
F, = {l oscillation de f sur [X ™y So[ est supérieure a 2}
G, = {l’osmllatlon de f sur [so, XR (2(,,))[ est supérieure a %}

Nous avons alors 'inclusion :

A, CD,UF,UG,.
De plus, comme f est uniformément continue sur Ay ;, j # jo sur

A{L() (L) o e o
[ Ry 1 (L(M) 7 S et sur |sg, )\R (L(,,)) 0 < z < % est arbitrairement choisi : nous
avons les mclusxons

{VL(n) < U(%)} C D, {30 A(i() ),)(L(n)) < 77(2)} Clue {Xg‘ (Lmy~So0 < 77(';‘)} C G-

Nous en déduisons : ) )
(4.4) A, CD,UF, UG, CB,

puis

{15, - ol 205} € ({3 iem, ) =0} ) U {View 205},

J#Jo
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Ainsi la convergence presque complete de S, vers so résulte de la convergence presque
complete vers 0 de Vi) et de la convergence de la série

+o00
(4.5 > P(U{¥ms(en =0}).
n=1  Niio

L’étude de la convergence presque complete de Vi vers 0 lorsque n tend vers I'infini
et de la convergence de la série (4.5) est analogue en tout point & celle présentée dans
la premiére partie et la deuxieme partie de la démonstration du théoréme2.1 (chapitre2,
§2.3.1). Il suffit donc de reprendre les calculs. Nous obtenons donc :

Viny — 0 presque compléetement quand n — 400

et N
> P(U {NW(AL(")J(Z)) = o}) < +00.
n=1  Nitdo
2) Examinons ensuite la convergence presque complete de ¢, vers cg .

Remarquons que si, I’événement {lSn — S| < VL(n),jo} , est réalisé alors

— y (™) — y ™)
Sn = XR,O_I(L(")) ou Sp = /\RJO(L("))'
(L)

Nous considérons, sans sacrifier la généralité, que S, = X, (Lm)*
701

Si I’événement (ﬂ#jo EL(n),j> N A, est réalisé, nous avons alors :
V.T € AL("),jo—2 s Vy € AL("),jo—l

H,:l = |fu(z) — fa(y)]
S |fn(1:) _ AiL("),jo—ZI + |ML("),jO‘2 _— AlL("),jo—ll + |A{L(ﬂ),jo—] - fn(y)l
S 4 + IML(")‘jo-—2 - ML(n)ij_ll + z

z =z
< —_— _—
< z+4+ 5 + 5 +z
= 3z.
Posons :

IL(n),jo(z) = {(l’,y) € Dpmy 1y 2 Mi("%jo,z - z}
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et

Elm o (2) = {N(")( 'L(,,),]-O(z)) = 0}.

Si ’événement (ﬂ#jo EL(n),j(z)) NEY ., J.o(z) N A, est réalisé, nous obtenons alors :
V v e AL(n),jo—l ) V u € AL("),jO ’ V w 6 AL(n),jo_*_l

HO+ HY = [fa(0) = fulw)] + 1falw) = fulw)]
= |(fa(v) = Mpom jo-1) + (ML("),jo—l - f(Xféi’:),)(L(n))))
+(F(XE ) = £65)) + (F(53) = falw))
H(falw) = (o)) + (Fs0) = £ (X5 o))
+ (f (Xg:?(n))) - ]WL(").jo+1) + (Mpo jo 41 = fa(w))]

+ 5 +17(s0) = fa(w)l + [falw) = flso)| + 5 + 5 + 2

2
= 4z +|f(sg) = fa(w)] + | fu(u) = f(s0)]-

L’événement A, étant réalisé, d’apres la premiere partie, on a :

< z+

> §co>0

!
- ML(")JOvZ 9

!
M 1(m) o,z

ce qui entraine :
- 1 !
f(SO ) —>° mL(")ijyz > AJL(")JO‘Z‘

Et en outre I’événement E}J(,,),jo'z(z) étant réalisé, nous obtenons :
1£(53) = Falw)l + 1fa() = Jls)| S 1(55) = Miguy g o 1My .. = S0
Hfa(w) = My o, ol + 1My j, . = f(s0)]
= (J(s2) = Mim ) + 21fale) = M, |
+ (M o = £(50))
(£53) = 7(50)) + 21alw) = Mgy .|

co+ 2| fa(u) = My 5, .|
o+ 2z.

IN 0
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Donc si I’événement (ﬂj;éjo EL(n),j(z)) N Ei(n)’jo(z) N A, est réalisé, nous avons :
H? + H} <62 + c,.
Ainsi, si ’événement (ﬂj;&jo EL(n)’J'(Z)) N E'L(,,),jo(z) N A, est réalisé,
= H'+ HY+ H) <92 + co.

D’autre part, si I’événement <ﬂj¢jo EL(n)'j(z)) N A, est réalisé :
Vze AL("),J'o-2’ Vve AL("),jo—l y Vue AL("),jO , vV y€ AL(")JO'H

co = f(s5) = f(s0)

= |(fa(z) = fa(v)) + (falv) = fa(w))
+(fa(v) = fa(¥)) + (fay) = f(s0)) + (f(s5) = fu())]

< H7U 4 HY+ Hy +1fa(y) = f(s0)l + 1f(s5) = fal2)]
(n)
< a1 faly) = Mpo jopal + 1M i jogn — (/\ oy L)w )
(n) -

+|f(A & (L’m,) ~ flso)l + 1f(55) = fulu)]

< 6 +z+§+ ; +1/(sg) = fa ()]
_ (L™
< ent 2+ 10055) = F(XE L))
(L™

1 (X iy ) = Mutrjomal + 1Mooz = ()]

<

z

9 a4
Cn+~2+2+2+4
¢ +4z.

Nous en déduisons : pour tout 0 < 2 < ¢

(ﬂ Eun,,j(z)) N By, ()N A C {Icn —co| < 92}.

J#Jjo

Comme ’événement A, est réalisé, nous avons

AL(n)'jo(-é) = AL(n),J‘O X [AIL("),]'Q,Z -z, AfL(n) oz :,)-:l
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qui est contenu dans le support S, de plus en utilisant P'inclusion ( 4.4).
Nous obtenons finalement

K(L™)

{lea = col 292} C ( U {N‘"’(AL(n>,j(z)) = 0}) U {Viw 205}

i=1

Donc la convergence presque complete de c, vers co, résulte de la convergence presque
complete vers 0 de Vi (n) et de la convergence de la série

(4.6) §P<AU)){ NO(Agmy 5(2)) = 0})

i=1

L’étude de la convergence presque compleéte de Vi(n) vers 0 lorsque n tend vers ’infini et
de la convergence de la série (4.6) est analogue en tout point & celle présentée dans la
premiere partie et la deuxieme partie de la démonstration du théoreme2.1 (chap.2, §2.3.1).
Il suffit donc de reprendre les calculs. Nous obtenons donc :

Vit — 0 presque completement quand n — +o0

et
+00 K(L(™)
ZP( U {NW(AL(")J(Z)) = 0}) < +oo.
n=1 =1

4.5 Etude de la convergence au sens de Skorokhod :
Convergence dans (D, ds)

ds désigne la distance de Skorokhod sur D définie a ’aide de la classe = des fonctions
continues, strictement croissantes de [0, 1] sur [0, 1] et pour tous ® et¥ éléments de =,
on pose :

ds(®,0) = inf{s >0/ 3p €2/ |o(z) — | <cet [B(z) — Y(p(z))] <&, Ve €0, 1]}.

116



4.5.1 Construction de ’estimateur

2o étant un nombre positif fixé, nous construisons un estimateur f?° de f de la fagon
suivante :

sur Apmy > f22(x) = Uy s
Upmyz st [Upmy = Upmpl < %
sur Apmygp , fid(z) =
UL("),I Si |UL("),1 - UL("),QI 2 ? )
pour j = 3,---,1\'(L(")), sur AL(,.)J :

UL("),j Si IUL("),j——l — UL("‘),j| < 340'
ou si f,f°(m) = UL(n)’j__g sur AL(n)J_l
() =
UL("),j—l Sl |UL(n),j_1 - UL("),jl Z 249'
et si fi°(x) = Upmy j—q Sur Apmy ;_; |

4.5.2 Notations

Posons :
20
2 = -—
12°
Jym = {]’...’K(L(n))},
Iym = {j € Jym/ il existe a; ;7 =1,---, Ko — 1 telque a; € AL‘"M}’
QL(n) = JL(n) - IL(")’

DL(").j(Z) = {(.’If,y) € DL("),j Ly 2 A4L("),j - 2}, ] € JL(n)-
Considérons les événements :

A, =

{

B, = {VL(n) -}
{
{

les points «; sont séparés par au moins trois blocs Apm); , j € JL(n)}

3
H

Card(Iym) = Ko — 1}

NE(Dymy ;(2)) = o}, € Jym.
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Afin d’aérer la rédaction de 1’étude de la convergence de I’estimateur. Nous faisons
une remarque et nous donnons la construction d’un élément ¢ de = qui nous permettra
de montrer la convergence de ’estimateur.

4.5.3 Remarque

Fixons une partition de [0, 1] :
op=0<y < <ag, =1

telle que l'oscillation de f sur chaque intervalle [o;_; , ;] soit inférieure &
Si ’événement A, N C, est réalisé, alors :
e Soit deux blocs consécutifs Aym) ; et Ay ;4 ne contiennent aucun point
a;;1=1,---,Kg—1
o Soit 'un des deux blocs consécutifs Ay ; ou Apm) ;. contient un point
a;;t=1,---,Kg—1.
Et si en outre ’événement ijJL(n) Ep ; est réalisé et si nous considérons deux blocs

zZ
2°

Ay j et Apen ;41 ne contenant pas de point ;5 ¢ =1,--+, Ko —1:

IUL(n),j - UL("),j+l| S (ML(n)’J' - UL(ﬂ),j) + SUP lf(x) - f(y)l
(I'y)eAL("),JxAL("),J+1
+(ML(n>,j+1 - UL(“).j+1)
< z+ sup [f(@) = f(y)l + =

(xvy)eAL(n),J XAL("),_H-]

Comme Apm ;UA(n) ;4; est contenu dans un intervalle [a;_q , o;[; i = 1,---, K et pour
tout ¢ = 1,---, Ko Poscillation de f sur [@;-1, 4] est inférieure & Z,
on a: . s
)
IUL("),j — UL("),j+II S z + §+Z <3z= Z

Ainsi par construction de l'estimateur f2° :
. 2 —
Ve € Aymjpn f20(x) = U -

On constate donc que : les blocs Ay ; , j € Jpm) sur lesquels f3° # U ; sont parmi
les blocs Ay ; ou Apmy ;41 , avec J € Ipn) -
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4.5.4 Définition d’un élément ¢ de =
Nous avons fixé une partition de [0, 1] :
ap=0<a; < <ag, =1

telle que l'oscillation de f sur chaque intervalle [a;_; , o] soit inférieure & Z.

Définissons I’élément ¢ de la fagon suivante :

SiApm,, = [X(L(")) x &) [ est un bloc sur lequel

Ro_1(L™)* X R, (L(™)

f(z) = Uy ,_y , contenant un point a, € {a,, ces ,ako_l}, on pose :

( (L) _ F(LM)
9‘9(- R’_I(L(n))) = ‘XR,-l(L("))

AL _
< "0(‘XR;(L()"))) —_— Os

(L) _ (L)
\ w(ARﬂALMn)"ARHuLwn

et on définit ¢ par interpolation linéaire sur A, et Ay ;.

. AL AL
Si Apim 141 = [/\(u )y

R(L(M) 3 Ry (L) [ est un bloc sur lequel

fo(z) = Uym, tel que Ay, contienne un point o, € {al, e ,a;\'o_l}, on pose :
( A(L(M)
"’(AR,_AL("))

,(L(n)) _
99(’\R.+1(L<">)) =&

( (L) ) _ @™
\ Re2(L™) ) 7 P Rega (L)

L)
/\Rl-l(l/("))

A

@ est ensuite définie par interpolation linéaire sur Ay ; , Apm 41 €6 Apin) 4p0.
Sur les blocs ou ¢ n’est pas encore définie, on pose p(t) = t.

4.5.5 Convergence de ’estimateur

Notons B(zp) la boule de centre f de rayon z, dans l’espace métrique (D, d,).
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On dira que (f) converge en probabilité vers B(zo) si :
1 20 —
(s £ 50} =0

On dira que (f?°) converge presque complétement vers B(zg) si :

+fp{ fo ¢ B(zo)} < +oo.

n=1

4.5.6 Condition suffisante de convergence presque compléte

Théoréme 4.3
Pour que Destimateur (fZ°) converge presque complétement vers B(zo) dans (D, ds)
lorsque n tend vers linfini, i suffit que :

1
lim —— x min_v;(€) = +oo.
v log ¢ % 15?21?(1) vj(£) = +o0

Démonstration :

1) Nous allons montrer 'inclusion

(N Buws() N AN BanCo € {ds(f2, 1) < 20}

JEQ ()

Pour cela, il suffit de montrer que st ’événement

( N EL(,.>,J.(z)) NA,NB,NC,

JEQL(n)

est réalisé, la fonction ¢ définie au paragraphed4.5.4 est telle que :

(4.7) Sup lp(z) —z| < 2
et
(4.8) Sup |32 (2) = fle(2))] < 20
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Supposons que ’événement (anQL(n) EL(n)’j(z)) N A, N B, N C, soit réalisé. D’apres la

définition de ¢, nous obtenons :

sup |p(z) — | < 2Vim.
0<z<1

L’événement B, étant réalisé, nous en déduisons :

sup lp(z) — 2| < zo.
0<z<1

Montrons ensuite que la seconde condition (4.8) est vérifiée :

PREMIER CAS :

) (L) (L .
Si Apmy, = [/\(L )L(,,,) , /\}(%I:(L()")) [ est un bloc sur lequel f7* = Up),_; et contenant

un point o, € {al, e ,01\’0-1} , nous avons défini la fonction ¢ par :
( A(L(™) o Ln)
S‘O(ARS_I(L(n))) -_ XR;—] (L(n))
L) )
J <AR(L(,,)) = a;

L(L(™) _ A(L(M)
\ QP(Z\RHI(L("))) - ARE-H(L(")) ’

@ est ensuite définie par interpolation linéaire sur Ay , et Apmy o4y

Soit z un point de Apn) ,. Nous avons ¢(z) € [X(L( )(L(,,)), as[,

2@) = F@@)] S [Upm s = My sl + [Myios o1 = S (0(2))]
(Myor s = Usoroma) + s 1) = S(2(@))].

VER (n),4m

IN

Comme Pévénement Epm ,_;(2) est réalisé et Poscillation de f sur l'intervalle [a,_; , a,]

est inférieure a 5, nous obtenons :

z 20
20 . T <:Z.+._ = — — I ——

121



Soit maintenant z un point de AL(,.) s+1- Nous avons :

n)
p(z) € [as, X (L) (L) [ et comme f° = Up(n) 4.1 sur Apm) , , par construction de esti-
mateur f7° : f,f°(:r) UL st »
|f22(z) = fle(@)] < WUpm,epn = My o1l + [ My o1 = f(2))]
< (Mywan = Ugonann) +_sup 1f(y) — f(o(2)]-

yeAL(,,)'s_H

Nous savons que ’événement Ej(n) ,,,(2) est réalisé et que l'oscillation de f sur I'intervalle
[as , ors4q] est inférieure & %, nous obtenons :

sup  [f3(2) - flpla))| S s+ i= By n
VEA LM o1 2 12 24 8

DEUXIEME CAS :

) (L™ (L™ :
SiApmy gy = [A}(? (L(),,) /\l(?m()L(")) [ est un bloc sur lequel f°(z) = Uy,

tel que Ap(n), contienne un point ¢;. Nous avons défini ¢ par :
( (L) ) )
"’(XRz-uu"))) = XRea(tm)
(L)
; S9(“\Rm( <">)) .

ALY Y ™)
¢<ARz+2(U"))) - /\Rr+2(L(")) ’

@ est définie par interpolation linéaire sur Ay, , Apm 41 €t Apny 4o
Soit z un point de Aym) , U Apn) 144

(L(™)

Ri- 1(L(")) y Qi

Nous avons : ¢(z) € [X

If22(z) = fle(@)] < Uy = Upony gor + Uy 4oy = My 4|
+HIMpny 11 = f((@(2))]

< IUL("),t - UL("),t—ll + (ML("),t—l - UL("),t—l)
+ sup  [f(y) = f((e(2))].
¥

€ L) 1
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Comme f2° = Upm, sur Apm ., par construction de Pestimateur f3°, nous avons :

20 — U
n L(n) ¢+
D’autre part, par construction de I'estimateur f2° : sur Ay,

. 20 .
= UL("),: s lUL(n),: - UL(”),t—Il <3z= 7 ou si f0 = UL(”),1—2 sur AL(H),&—I'

Or Ap(n) 4o €t Apn) 4, sont deux blocs consécutifs qui ne contiennent aucun point «; ; 7 =
1,--+, Ko — 1. Donc d’apres la remarque paragraphe 4.5.3 :
. 20
UL -2 = Upmga | < e
Par conséquent
on = UL("),t—l sur AL(")J—-I

n

et donc
IUL(")J - UL("),t—ll < 32 .

Puisque I’événement Ejn ,_;(z) est réalisé et 'oscillation de f sur [ay—1, ay est inférieure
a %£. Nous avons :

sup  1f2(@) = flp()] S 3z =+ 2

T€EA UAL("),t-H

Ln) ¢
20 20 20 3
—+—+—===2z.
4 12 24 8
Soit maintenant xz un point de Aj () ,,,. Nous avons :
p Ln), 142
L) 5 .
o(z) € [at , /\1(2,+2()L("))[ et, comme f» = Upym, sur Apm 4y, par construction de

lestimateur f2° nous avons : f2°(z) = Upn) 149

|fa2(z) = fle(@)] < NUpm ez = Mpw gpa] + [Mpom e — fe(2))]
S (Mo r = Umgia) +_sup 1) = ()]

YEA [ (n) 142

Puisque I’événement En ,,5(2) est réalisé et Poscillation de f sur [y, aui1] est inférieure
a £. Nous obtenons :

sup |f:°(x)—f(<,o(x))|52+g=" +

TEA (n) 142
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TROISIEME CAS :
Sur les intervalles ol  n’est pas encore définie, nous avons posé ¢(z) = z.
Soit z appartenant & I'un de ces intervalles Aj(n) ;. Nous avons :

fo(z)=Upm; et o(z) € Aym ;.

Donc

|£2(2) = fle(a))|

IN

|ULcm g ML("),jl + IML("),j - f(-’”)|
< (Mum=Upews) + sup 1f() - f(a)]-

vE€D (n) ;

L’événement E (. ;(z) étant réalisé puisque ces intervalles A;(») ; ne contiennent aucun
L(n) 5 puisq L{n) 5

point a;, ¢ = 1,---, Ko — 1 et l'oscillation de f sur ces intervalles Ay ; est inférieure a

Z. Nous obtenons :

Z 20 20 20
sup |f2(e) - fle@)l Sz +5=T5+5; =%
yGAL("),j
Donc, si 1’événement ([); Epm i(2)) N Ap 0 Ba N C, est réalisé, alors 1’événement
JEQL(n) W7

{ds( o )< zo} est réalisé.

2) Nous en déduisons de ce qui précede 'inclusion

{ds(r2,0)> 20} € (U Bums(2)) UA U B UG

JER (n)
Posons ¢ = min{(ai —ai) 1< < Ko}. Nous obtenons alors les inclusions :

K(L(™)

A, D {VL(n) < -{-.:3-} et CpnD ( ﬂ {VL(n)J < 6}) = {VL(n) < 6} .

=1

D’autre part : pour tout j € ), l'oscillation de f sur Ap) ; est inférieure
a £. On constate que : pour tout j € Qyn)

4
AL(,.)'J-(Z) = AL(n)'j X [ML(n),J‘ -z, ML(n)’j — 5]

124



est contenu dans le support S. Nous obtenons finalement

{ds( 2.f)> 20} C ( U {N‘“’(Am,-(z)) - o}) U { Vi > min(g, 22—")}

J€Q (n)

Donc la convergence presque complete de f2° vers B(z) résulte de la convergence presque
compléte de Vi») vers 0 et de la convergence de la série

(4.9) +fi’( U {N(")(AL(n>,j(z)) = 0})

n=1 TEQ (n)

L’étude de la convergence presque compléete de V(s vers 0 lorsque n tend vers Pinfini et
de la convergence de la série (4.9) est analogue en tout point i celle présentée dans la
premiére partie et la deuxieme partie de la démonstration du théoréme2.1 (chap.2, §2.3.1).
Il suffit donc de reprendre les calculs. Nous obtenons donc :

Viiny — 0 presque compléetement quand n — +o0

et

Jip(. U {N(")(Au"),j(Z)) = 0}) < +o0.

n=1 JE€Q (n)

4.5.7 Condition nécessaire de convergence en probabilité

Cette étude nous a semblé trés complexe dans le cas ou f est quelconque, ainsi nous
supposons dans ce paragraphe que f est une fonction constante :

Vzel0,1] f(z)=a,a>0.

Dans ce cas particulier, nous établissons une condition nécessaire qui est analogue
a celle obtenue pour la convergence uniforme en probabilité de Iestimateur f, vers f
au chapitre2. Cela n’a rien de surprenant si on se rappelle que la convergence au sens
de Skorokhod d’une suite de fonctions (F},) vers une fonction continue F équivaut a la
convergence uniforme, et si on considere que f3° est peu différent de f,.

125



Théoréeme 4.4
Une condition nécessaire pour que f3° converge vers f en probabilité dans (D, dg) est
que :

1
—— [ — .
P gl r D) < 1y a(8) = oo

Démonstration :
Soit 0 < zp < a fixé, supposons que :

e ds(f?, f) converge en probabilité vers 0 avec 2

n
e il existe un nombre 0 < a < +0oo tel que :

1
x — . <
VieN og@ 1 1) X lsr;lsa}z_((e) vi(f) < a < +oo.

Nous allons montrer que nous arrivons a une contradiction.
Supposons que sur deux blocs consécutifs Ay ;_, €t A ; se réalisent les événements :

{a ot UL("),j—l > Zo} et {a - UL("),J > ZO}

Comme f° est égale & Uj(n) ; ou Upn) ;_; sur Ap) ;, nous avons dans tous les cas :
a—f*>z sur Apwm;
et comme
Vee=Z, Vze0,1] f(z)= fle(z)) =a.
Nous en déduisons :

K(L(™)
U {N(")(Dun>,j_1(20)) =0, N®(Dyem j(20)) = 0} C {dS( ns f) > 20}-

=2
Puis, pour simplifier ’écriture, en supposant K(L™) pair pour tout n :

K(L{n)

2

U {N(")(Dum,zj—](ZO)) =0, N(Dym pi(20)) = O} < {ds(fff,f) > zo}'

=1
. C(L(™)
Posons : pour tout j = 1,-~-,11L§-—)

AL(n),zj(Zo) = (AL("),zj—l U AL(n),zj) X [‘1 — 20, a].
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. C(L(™) . ...
Les Apmoi(20); 7 =1,---, Ml;—l sont deux a deux disjoints et contenus
dans S. Nous en déduisons :

k(n)y

2

U {N(”’(AL@),zj(zo)) = 0} c {ds(52,) > ).
J=1
L’hypothese

ds(fZ,f) — 0 en probabilité quand n — +o0,

n

entraine
(4.10) HETOOP{dS( 20 f) > zo} =0.
Cependant,
K
+o00 2
P{ds(fio,f) > 20} Z ZP(U {]\r[(Al‘zj(Zo)) = 0}>P(L(n) = f)
=1 Jj=1
K(¢t
([ founsen=4)
J=

On montre, en procédant comme dans la deuxieme partie de la démonstration du théoreme2.2
(chap.2, §2.3.2), que si I'hypothése du théoréeme n’est pas vérfiée alors :

Kt

inf P(O {J\Q(Aw_,j(zo)) = o}) >1—¢5,

=1
Ce qui contredit (4.10), donc 'hypothése

ds(f*,f) — 0 en probabilité quand n — +oo.
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Appendice :

LOIS DE PROBABILITES
CONDITIONNELLES
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Appendice 1 : Lois de probabilités
conditionnelles en coordonnées
polaires

D’aprés le chapitrel(§1.2.3), pour tout n, la loi du vecteur aléatoire

<<p1,n : 0,,,,),---, (pz,(n),,. ; 9L(n),n)>

conditionnée par { L) = E}, est identique & celle d’un vecteur aléatoire

(p1,61), -, (pe, 0[)) de { variables aléatoires indépendantes de méme loi de densité g
définie par (1.3) (chapitrel, §1.2.1).
Cette partie traite de la loi conditionnelle, étant donné {L(“) =/ }, d’éléments aléatoires

| qui sont fonctions de (pl,n ; 01,,,),- .., (pL(n)'n ; OL(,.)',,). Il est plus pratique de faire les

calculs et de donner les résultats pour les variables aléatoires (p;, 6;),---, (p¢, 0¢). Les
notations utilisées dans la suite sont celles du chapitrel(§1.2).

1) V£ € N*, la loi du vecteur aléatoire ((pﬁ",ﬁ{l)),---,(py) ,0}0)) est absolument

¢
continue et admet pour densité une fonction g, définie sur (R;_ x]0,27r[) par :
(5.1) g2 ((31, 1)y .-y (St t()) = Ll g(s1,t1) - g(sete) Loty ccte} -
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2) V¢ € N*, la loi du vecteur aléatoire

(¢ (0 Q) Q) 0 (0
(( ) , 617), (p PR(1) » 0R(1)) (PR(A ©-1)  Ir(x(0)- 1)))
K{£)
est absolument continue et admet pour densité une fonction g; définie sur (R; x]0, 27r[)

par :

g3 ((Sx, t1), (Sray trA))> 5 (SR(K(0)-1)5 tR(K(l)—l)))

dsy--- dSR(l)-ldSR(1)+1 - dsy
= (—K(t) g2 ((51’ tl), ttt (Sf, tl))
/(MXIO,%[) ’ diy - - - dtpa)-1dtRa)+1 - - - di

€ g(s1,t1) 9(sRra1ys tr()) * - * 9(SReK (0)-1)s LR(K (€)-1)) o<ty <tpay <o <trgpqey—1y<2n) X

dsp(1)+1 - dsp(2)-1

/g(32,t2) -+ g(srR(1)-1,tR)-1) Wity <ty <<ty dt;. . dtR(ll))—ll
/ dtpa)+1* - dtr(2)-1

g(SR(1)+1,tR(1)+1) " 'g(SR(2)—1, tR(z)-l) H{tRU)<---<tR(2)}

dsp(k(t)-1)+1 - - ds¢
/g(SR(K([)’”“’ truci-1y41) - 9056 t) Wengor <o) dtr(r(o)-1)41 - dly
= g(Sl, tl) g(SR(l)v tR(l)) Tt g(sR(K(l)—l)a tR(K(l)—l)) H({(l))]‘l{0<t1<tR(1)<"‘<tR,(K(l)—l)<27r}

ou i = <t1, tR(1)s - s tR(]\’([)_l)) et ou H est une fonction de (]0, 2#[)1"(5) dans R}

définie par :

(5.2) H(iY) = / g1(t2) - - - g1(tray-1) dta - - - dtpy—1 X
{t1<t2<<tpa)} ‘

/ g1(tray+1) - - 91(tR2)=1) dtR(1)41 -« - dlp(z)—1 X
{tr(1)<<tr2y}

/ G (trk@0)-1)41) -+ - 91(te) AR (0)=1)41 - - - die.
{tr(k(gy—1 <<t}
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3) Posons : V£ € N7,

I4 £ 4 14
(pg )’ 0( )) = (S] 3 tl)’ (ng()l) ) 0;2()1)) = (SR(I) 5 tR(I))7 '

I3
(()

e = 50 _
Pr(k()-1)» YR(k()-1)) = (srx(©)-) » tR(K(9)-1))

O, = ((Sl,tl),(sR(l), tra))s > (SRK(©)=1) » tR(I\’(l)—l)))

et A, égal au vecteur aléatoire
0 Q) 0 (¢ () (¢ ¢
((Pz , 03 )""’(pR(l)—l ) ‘93(1)-1)’ (PR(1 +10 0R(1)+1) (Pagz 05221) 2)
0 0 (£) (f)
T (pR(r—1)+1 ’ 0R(r—-l)+l> (/’R(r) 10 0 1)

© (0 @, 60
(PR K(£)- 1)+1’0R(i\(l) 1)+1) ' ’( ) 0( >>

La loi du vecteur aléatoire A,, conditionnée par X, est absolument continue et admet pour
densité une fonction g4 définie par :

b

92 ((31, t1), (s, tz))
93(Oe)

(5.3) 94((32,12),...,(3“ t[)/@() _

B 1
= H g(S,’, t,) —}1'({([))H{O<t] <tR(1)<"'<tR(l\’(l)—])<27"}
i#1, R(1), -, R(K (€)-1)

avec tl, tR(I), e ,tR(I\"(f)—l) fixés.
4) V¢ € N*, la loi du vecteur aléatoire

(0) (¢) (f) (¢)
<(PR(T 1)+1 0R(r—)+l) : ’(pR(r)-l) ) 0R(r)—1>)

avec r fixé dans {1,---, K (£)}, conditionnée par ¥, est absolument continue et admet
pour densité une fonction gs définie par :

(54) gs ((SR(T—1)+]) tR(r—I)+1)a Tty (SR(r)-—la tR(r)—l)/el>
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J— ds?'"dSR(T—1)~1dR(r—1)+1"'ng
B /g4 ((Sz’tZ)’ v (on t[)/®l> dty - dtp@-1)-1dtR(r—1)41 - - - dle

1
= H g(‘suti) ]I{tR(r—l)<“'<tR(r)}
R(r—1)<i<R(r) H, (tR(r-x), tR(r))

ou H; est une fonction strictement positive définie par :

Hy (tR(T'l)’ tR(r)) = / 91(tr(-1)+1) -+ 91(tR(r)) AtR(r—1)41 - - - dER(y)-
{tr(r—1)<<tr(n)}
(5.5)

On désigne par G, la fonction de répartition commune aux variables aléatoires 6,,-- -, 8,,
de densité ¢g;. On a : pour r =1,-.-, K({)

H, <tR(r_1), tR(r))

tR(r) tR(r-1)43
= / e / 91(tRr)-1) 91(tR(r)-2) - G1(tR(r=1)+2) X
tR(r-1) tR(r-1)

tR(r=1)+2
(/ gl(tR(r-1)+1)diR(r-1)+1)diR(r)-1dtn(r)—2 -+ diR(r-1)42
tR(r—])

tR(r) LR(r—1)+4
= / / 91(trr)-1) 91 (tR(r)-2) -+ G1(tR(r—1)+3) X
tR(r-1) tR(r-1)

tR(r—1)43
</ [Gl(tR(r—l)+2)“Gl(tR(r—l))]gl(tR(r-1)+2)dtR(r-])+2) dtR(ry-1dtR(ry=2 - + - dipr-1)43
tR(r-1)

1 tR(r—1)+5

tr(r)
= 5/ / 91(trr)-1) 91(tR(r)=2) - - - G1(tR(r=1)44) X
tR(r-1) tR(r-1)

LR(r—1)+4 2
(/ [Gx(tR(r-1)+3)—G1(tR(r-1))] gl(tR(r—l)+3)dtR(r—1)+3) dip(r)-1dtR(r)-2 " - * AtR(r-1)+4
tR(r-1)

1 tR(r) tR(r-1)+6
=533 / / 91(tr(r)-1) 91(tR(r)-2) - - *91(tR(r-1)45) X
2 X tR(r—l) tR("-l)

tR(r=1)+5 3
(/ [Gl(iR(r-1)+4)—Gn(tR(r—1))] gl(tR(r—1)+4)dtR(r—1)+4) dtpr(r)-14tR(ry-2 - - - dtR(r—1)45
tR(r-1)
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1 (ver-2)

tR(r)
= TxIx o x (=9 /tn(r_l) [Gl(tR(r)—l) - Gl(tn(r-l))] 91(tR(r)=1)dtR(r)-1

] (ve,r=1)

[Gl(tR(r)) — Gi(tr(r-1))
(Vf,r - 1)'
Ainsi, V£ € N*, la formule (5.4) devient :

(5.6) gs ((SR(r—1)+1,tR(r—1)+1), oy (8R(r)-1,, tR(r)—l)/®l>

= (ver — 1) H [ g(si, t:)
R(r—1)<i<R(r) Gl(iR(r)> -G (tR(T-l)

5) V£ € N*, conditionnellement a
(& _ ¢ _ 0 —
(‘91 =11, ‘93(1) = tR(1)s" " s 0R(r—l)+l = tR(r—1)+1>

. o ¢ ¢ ¢ ¢
les (ve, — 1) variables aléatoires (szgr-l)ﬂ , 0&2(r~—1)+1)"“’ (p%ir)_l , O%M_l) dans
Dy;., 1 <r < K(£), sont une statistique d’ordre d’un échantillon d’une variable aléatoire
dont la loi de probabilité est absolument continue et admet pour densité, pour :

9(p,9)
tri)) — Gi(trr-1))

(57) V(p, 0) € R;x]t}?(r—l) ) tR(r)[ gﬁ,r(pao) = Gl(
Ainsi, V£ € N*, sous la condition

(& _ (¢ _ O —
(01 =1y, 012(1) = tRra)," "y 0R(r—l)+l = tR('-1)+1>

les (vg, — 1) variables aléatoires (p1, 61),---,(p,,,-1, 0., 1) qui appartiennent & Dy,
sont indépendantes de méme loi de densité g, , 1 < r < K({), définie par (5.7).
6) La formule (5.6) exprime que la densité conditionnelle ne dépend que de

(sR(r-1) » tr(r-1)) et de (sR(r) » tr(r)) et est indépendante des (s;, ),
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ie{l,---,K({)=1} - {R(r-1), R(r)}. Pour tout £ € N*, si on désigne par g; la densité
conditionnelle du vecteur aléatoire

(¢ (0 (0 (0
((pRzr-1)+l ) 0R(r—1)+1)" T (pR(r)-l) ’ ‘93(7)-1))

étant donné
¢ (¢ _ (¢) 0\ _
(Pﬁu)r-l) : 0R()r—l)> = (SR(r-1) » tR(r-1)) €1 (Pn(r), "n(r)) = (sr@) » tR(»)-

On a alors
(5.8) gs ((SR(T—1)+1’tR(r—-l)+l),'"’ ($R(r)-1, tR(r)—l)/el)

=gz ((SR(r—l)+l3tR(r—l)+l)9 Tt (SR(T)—latR(r)—l)/(sR(r—]), tR(r—l))’ (SR(T) ) tR(r))) .

Donc pour tout £ € N* sous la condition

o _ © _
(0R(r—l) =1tRr-1)5 Op(y = tR(r))

les (v, — 1) variables aléatoires

(f) (0 (0) (0
(pR(r-—l)+1 > 0R('r—l)+1)’ T (pR(r)-—l ) oR(r)—l)

dans Dy, , est une statistique d’ordre d’un (v, — 1)-échantillon d’une variable aléatoire
de loi de probabilité absolument continue qui admet pour densité la fonction gg, r définie
par (6.7), et que les (v, — 1) variables aléatoires (py,6}), -+, (p), _1, 0,, 1) qui appar-
tiennent & Dy, , 1 < r < K({), sont indépendantes de méme loi de densité gg, définie par
(6.7).

7) En associant les formules (6.3), (6.4), (6.5) et (6.6). Nous obtenons la formule

g4((s2,t2),-~-, (se n)/@)
K ()

= H [95 ((SR(T—1)+latR(r—l)+l)7 Ty (SR('I‘)—17 ’ tR(r)—l)/@l>] .

r=1
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Donc les vecteurs aléatoires

(€) plo) (6 {0) (0) (€)
((Pz » 05 ), tTt (pR(l)—l ) 912(1)—1)>’ ((PR(1)+1 ) 012(1)+1)»"', (P

(9) (e) (€) (€)
T ((pR(r-l)-H ’ 0R(r—1)+1)>' Tt (PR(T)_l ’ 0}{(,)4)) 1

(£) (€) 9 o
<(PR(K(1)—1)+1’ 9R(K(l)—1)+1>""’ (Pe » 0 )>

sont indépendants conditionnellement a {L(") = Z} et a X,

Ainsi les vecteurs aléatoires

((p;, AR ))
' 1<r<K(£)

sont indépendants conditionnellement a

0(‘)

R(1)-2

n . (ol ¢ ¢
{L( ) = (} et a (95 V=1, 0;21) =1tRa): " Hl(q()k'(f)—l) = tR(K(l)—l))‘
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Appendice 2 : Lois de probabilités
conditionnelles en coordonnées
rectangulaires

D’apres le chapitre2(§2.2), pour tout n, la loi du vecteur aléatoire

((X1,n ; Yl,n) )Tt (Xm),n ; YL("),n))

conditionnée par {L(") = f}, est identique a celle d’un vecteur aléatoire

((X1 , )y, X, Yt)) de £ variables aléatoires indépendantes de méme loi de densité g
définie par (2.3) (chapitre2, §2.2).

Cette partie traite de la loi conditionnelle étant donné {L(") = L’} d’éléments aléatoires

qui sont fonctions de (XI,,, ; YL,,), R (XL("),n ; YL(n)’n).
Comme indiqué en appendicel, pour traiter les lois conditionnelles, étant donné
{L(") =/ }, d’éléments aléatoires qui sont fonctions de

<(X1,n ; Yl.n),' "y (XL("),n ; YL("),n)) )

il est plus pratique de faire les calculs et de donner les résultats pour les variables aléatoires
(X1, Y1),--+, (X¢, Ye). L’étude des lois conditionnelles suit les grandes lignes de celles de
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lappendicel, avec quelques modifications de calculs. Les notations utilisées dans la suite
sont celles du chapitre2(§2.2).

1) V£ € N*, la loi du vecteur aléatoire ((le,Yl(l)), e (X[m, Yl(l))> est absolument

continue et admet pour densité une fonction §, définie sur (]O, l[xR‘;) par :

(6-1) G2 ((xlayl)a cevy (:c,, yl)) = e!g(xl,yl) . -g(xeye) n{0<x1<-~<z(<l}-

2) V£ € N*, la loi du vecteur aléatoire
() © \  (y® ()
<(AR, 0 Yro) Kr 00 YRK([)_I(@))

. .\ PP K()-1
est absolument continue et admet pour densité une fonction §; définie sur (]O , I[XR‘;)
par :

g3 ((J'R;(l‘) ) yR:(l’)) M) (xRK(e)-x(f) ) yRK(l)—l(l)))

) dzy-- - dTp()-1dTR,(g)+1 - - - dTe
= KO+ § (15 sY1) 0, l'lvyl) ] l
/<lo,uxml) () ( ) dyy -+ - dyR, (0)-19YR, ()41 - - - AYe

=l g(eri©) s YR1O) (TR 1 (O 5 YRi0)-1(0) W<ag, (g <<znyy 0} X

dzy---dzrp (-1

/g(xl,yx)  9(Tri0-1 5 YR(9-1) Locar <ocap, 4} dys - -~ dyp,(e)-1
L (0)

dzpy @)1+ dTRy (01

X
dyr, (0)+1° - AYR, ()1

/g(be,(c)H s le(ﬂ)+l)‘ ’ 'g($R2(£)—l ) sz(f)—l) H{le([)<"'<rR2(l)}

dmRK(z)—x(f)’H <o dag

/g(xR]((l)_l)(£)+1’yRI\'(l)—l(()‘*'l) e g(l‘l, 3/!) ]I{z:RK(l)_l([)<-..<.1:l<l} dyR ) (O+1° " dy[
K(£)~1

0
= e! g(le ([) b le (l)) vt g(:rRl\'(l)—]([) ’ le\'(l)-—l (e)) H(z( ))lI‘{-'l'Rl([)<“‘<le\.([)_1([)}
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ot £ = (:ch(g),---, szcu)-x(f)) et ot H est une fonction de (]0, 1[)¥(-1 dans R?
définie par :

H(z9) =/ 91(z2) - g1(z Ry (9-1) d1 - - dTRy (-1 X
{z1<z2< <z Ry (1)}

/ 91($R1(2)+1) 9($Rz(z )dlle(e)H disz(e)-xx
{zR ()< <TRy0)}

(6.2)

/ gl(xR}\’(l)—l(l)+1) Tt gl(xl) dwRK(z)—x(lHl - dxy.
TRy )1y < <2}

3) Posons : V£ € N7,

(6) —
(XR,(z) ; YR,(:)) = (ZRy(t) » YR1(0))> """

(¢) (€) -
(XR,\»(,)_,(Z) ) RK(,)_,(!)) = (xRi\'(z)—l(f) ) yRK(l)—l(l))

~ o~

0; = <(xR1(e), YR(0))> s (TR (0) 5 yﬁ;\w-l(e)))

et Aj égal au vecteur aléatoire

~{€) (0 () (€) ~(€) (6 (9) {£)
<()‘1 1 ) ) ()‘R (0-1" YR;(Z)—])’ (}‘R,(t’)+1 » YR, G +1) J (XRQ(I)—I J YR;(Z) 1)

( x(0

(0
R;—1()+1 Y

(0 ()
Rj- ’(‘)“) o (XRJ’(f)—l ’ YR,(!)~1)"",

~(£) ] () ()
(/\Rl\'(:)..x(f)ﬂ ’ YRK([)-:U)H)’ B (Al ’ Yl )) :

La loi conditionnelle du vecteur aléatoire Ay, étant donné ¥ est absolument continue et
admet pour densité une fonction §4 qui d’apres la définition d’une densité conditionnelle
est définie par :

63) N (CRARBNERI

= I e w) et
= 1y Ji ﬁ[)_ {0<~Tl<"‘<1'R1\'(1)-1(‘)<1}
i#1, R(1), =+ Rpe(e)—1 () H(:l‘ )
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avec TR, (6), " » TRy(gy (0) fixés.

4) V¢ € N*, la loi conditionnelle du vecteur aléatoire

(8) () - (0) 0
((‘an-l(fm YA o) (Kb YR;‘(l)—l)>

avec j fixé dans {1,---,K({)}, étant donné ¥ est absolument continue et admet pour
densité une fonction §s définie par :

(6.4) Js ((IRJ_1(€)+layR_,_)(t’)+1)a M) (IR,(z)-l, yR,(z)-l)/e;t)

R dz d.TR [_dR ¢ ---dzx
- T30, (20,90)/0)) G A
/!]4 (( 1, Y1) y (Tey5ye)/ e) dy, ...dyRJ_J(f)_ldij_](l)H...dyé

1
= H g(zi, yi) = ]I{IRJ_I(I)<"‘<1'RJ(1)}
R,_1(0)<i<R,(£) H, <$R,-1(f)a yR;(f))

ou H, est une fonction strictement positive définie par :

(6.5) H, (:FRJ-,(f), wR,(z))

= / 91(zRr,_,(+1) - 91(TR;(0) TR, _, ()41 * - - dTR, (1)1
{IR]_I(I)<"'<1'RJ(I)-1

On désigne par G la fonction de répartition de g;. On a : pour j =1,.--, K({)

H, <xR;—x(f)’ flw))

TR, (1) TR_1(0+3
— / .. / gl(l'RJ(()_l)gl(JJR,(ﬂ)-2) T gl(:’;R,_;(t’H?) X
TR, _1(0)

TR, 1(0)

TR, 1(0)42
(/ 91($R,_1(f)+1)dxn,_,(z)+1)d$R,(e)—1 dzR,(t)-2 - dTR,_ (t)42-

xR]-—l(()
On obtient, en procédant comme en appendicel :

(v;(6)—-1)
X [Gl(wn,-(e)) - Gl(fCR,_,(t))]

H, (fl’RJ-,(f)’ SCR,(!)) = (v;(£) = 1)!
; !
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Ainsi, V£ € N*, la formule (6.4) devient :

(6.6) ds <($R,-_1(e)+1 y YR,y (0)+1)s 7 (TR;(0)-1 $R,(l)—l)/@'t>

== [ [
R,_1 (8)<i<R;(8) Gx(xn,-(z)) -G, (wR,--l(e)>

] H{znj_1(1)<'"<$nj(z)}'

5) V£ € N*, conditionnellement a
A0 (0)
(’\Rx( =TR0): s Xy = $R1-1<£)+1)

: L (e ¢ -
les (v;(£) — 1) variables aléatoires ()\1(?])_]([)_{_1 , Yigj_l(f)+l)’ e (A](:J_)(l) Yg([) 1) dans
D;;, 1 < j < K(£), est un échantillon ordonné de taille v;(¢) — 1 de la loi de probabilité
qui admet pour densité :

9(z,y)
Gi(zr, () — Gi(zr,_,(0))

(67) V(’l?,y) E]‘TRJ-l(l)a $R,(f)[XR:- .@s,j(x, y) =

Ainsi, V£ € N*, sous la condition

(€) -t
(/\ Ri(e) = TRi(®)>"" )‘R,)-J(l)ﬂ = xR;-x(£)+1>

les (vj(£) — 1) variables aléatoires (X{, Y1), (X) (9-1 ¥/, (9-1) qQui appartiennent &
D, ; sont indépendantes de méme loi de densité ge; , 1 < j < K (£), définie par (6.7).

6) La formule (6.6) exprime que la densité conditionnelle ne dépend que de

(:z:RJ (o) > yR _o) et de (TR (0) , YR,()) et est indépendante des (z;,y:),
ie{l,---,K({) -1} - {RJ 1(€), R;(€)}. Pour tout ¢ dans N*, si on désigne par §; la
densité condltlonnelle du vecteur aléatoire

() ~(€) () (&)
((A R, —1(O)+1 ¥ -,(1)+1) (AR (&-1> Yp ()= 1))



étant donné

(€ (€) — (0)
(XRJ_,(e) s YRJ_I(I)> = (:’“'Rj-x(l) ’ ij—l([)) et (XR ) YR (l)) = (ij(l) ) YRj(l))'

On a alors
(6.8) Js ((-TR,_,(!)+1,ij_;(l)+1), ooy (ZRy(0)-1, yR,(z)-x)/(%)

= g+ ((xn,_,(f)ﬂ,yR,_,(f)ﬂ), oy (@R, (0)-15 YR (0)-1)/ (TR, 1 (s YR, 1 (1)) (zR,0 yR,(l)))-

Donc pour tout £ € N*, sous la condition

~(€) — A8 _
(‘XR,-_, @) = TR;-1(8) 5 )‘R,(l) = f’“‘RJ(l))

les (vj(£) — 1) variables aléatoires

-(€) -0 () (9]
(XR,_1(2)+1 ) }R, ,(1)+1) (}‘R (H-1° YR (€)- )

dans D ;, est un échantillon ordonné de taille (v;(¢) — 1) de la loi de probabilité qui
admet pour densité la fonction ge; définie par (6.7), et que les (v;(£) — 1) variables
aléatoires (X1,Y{),---, ()\"’,J([)_1 , Y.('VJ(L,)_I) qui appartiennent a D,;, 1 < j < K({), sont
indépendantes de méme loi de densité g ; définie par (6.7).

7) En associant les formules (6.2),(6.3), (6.4) et (6.5). Nous obtenons la formule :

§4 ((332,?12), Tty (.’l)(, ’ ?/t)/(%)
K ()

= H [515 ((IRJ—I([H-] y YR,y (0)+1)s 7 (TR (0)-1 yRJ(L’)—])/@;)].

i=1
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Donc les vecteurs aléatoires

(€) (0 (€) (€) (3] (€)
((Xl ’ Yl )7"" (XR,(e)—l ’ YR,(!)-])) ’ ((XR1(£)+1 ’ YR,(£)+1)"", (

X(")

Rz(l)—l ?

© © ~(0) ()
T ((XRJ-J(Q-H ) YRj-l(e)ﬂ) T (AR,-(I)—I ’ YRj(e)—1)> 2T

- (0) (6) (4 (0
((ARR(:)-](Z)H’ YRK(:)-:(I)H)" T (Xe , Yy ))

sont indépendants conditionnellement a {L(") = [} et a Xj.

Ainsi les vecteurs aléatoires

((X;’ Yll)’ T ( ,Lj([)—l ’ Yu/J([)—l))

1<K (0)

sont indépendants conditionnellement a

n) _ . A0 _ () _
{L( ) = e} et a (‘XR)(I) = le(l),- sy ARI\’(l)—l(() = :L‘RK(I)-I([)

144

).

(6
YR:(!)—I

)



