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lntrod uction 

Le problème de l'estimation du support ou du contour du support d'une loi de pro
babilité ou plus généralement d'un processus ponctuel, étant donné un échantillon, a fait 
l'objet de multiples travaux sous divers aspects par de nombreux auteurs. 

Dans le cas d'une loi de probabilité de support convexe, l'enveloppe convexe du nuage 
de points de l'échantillon est alors l'estimateur naturel du support. Associant ainsi le 
problème de l'estimation du support à l'étude de l'enveloppe convexe de cet échantillon : 
Geffroy[10](1958-1959) étudie le comportement asymptotique du polyèdre d'appui d'un 
échantillon bidimensionnel. Cette étude a été généralisée au cas d'un échantillon dans JRk 
dans Geffroy[l1]{1961). Renyi et Sulanke[26](1964), dans le cas où le support est un sous
ensemble convexe de JR2 , étudient l'espérance mathématique du périmètre et de la surface 
de 1 'enveloppe convexe. On retrouve un point de vue similaire dans Fisher[9]( 1965) qui 
considère le cas d'une loi produit de lois de probabilités sur JR, dans Efron[S]( 1965) qui 
étudie l'enveloppe convexe de l'échantillon de points tirés selon une loi de probabilité sur 
JR2 ou JR3 à symétrie sphérique et dans un cadre plus général, au cas d'une loi de probabilité 
sur JRk dans Raynaud [25](1965). Guilbart[14](1973) étudie la continuité de l'application 
qui à une probabilité de JRk associe l'enveloppe convexe fermée de son support . 

Dans le cas d'un processus ponctuel sur JR2 Rippley et Rasson[27) (1977) ont étudié 
l'estimation avec réduction du biais du support convexe par un dilaté de l'enveloppe 
convexe. Cette étude a été généralisée au cas de JRk par Moore[24](1984). Depuis les 
travaux de Guilbart[14), l'étude du problème de l'estimation d'un support convexe a connu 
un dévelopement considérable. On se rapportera à Delcroix[7)(1992) et Massé(23](1993) 
pour une bibliographie plus large sur l'estimation d'un support convexe. 

Le problème est trop complexe dans le cas où le support est non convexe pour être envi
sagé dans toute sa généralité. Cependant dans le cas où le support d'une loi de probabilité 
est délimité par le graphe d'une fonction suffisamment régulière, pour qu'une estimation 
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non paramétrique de cette fonction puisse être envisagée à partir d'un échantillon de cette 
loi, {(x, y) EIx IR : 0 ~y~ f(x)}. Si I est connu, le support est complètement déter
miné par f que nous appelerons contour du support. Ainsi le problème de l'estimation du 
support d'une loi de probabilité est équivalent au problème de l'estimation du contour du 
support d'une loi de probabilité étant donné un échantillon de cette loi. 
Les premiers travaux relatifs à cette question semblent être ceux de Geffroy(l2](1964) qui, 
dans le cas où I = [a, b] est un intervalle compact de R et f une fonction continue posi
tive sur [a, b], étudie un estimateur de f de type histogramme à pas fixe. Bosq(4](1971) 
étudie quelques extensions des résultats de Geffroy(12], en considérant le cas où I est un 
espace topologique compact, à base dénombrable, muni de sa tribu borelienne et d'une 
probabilité qui charge tout ouvert et f est une fonction continue positive sur /. Il étudie 
également le cas où I est un espace topologique localement compact, à base dénombrable, 
muni de sa tribu borélienne et d'une probabilité qui charge tout ouvert. Auquel cas il sup
pose d'abord que f admette une limite strictement positive suivant le filtre des voisinages 
de l'infini et puis ensuite que f puisse s'annuler ou changer de signe un nombre fini de 
fois sur IR. Chevalier(6](1976) considère le cas où I = [a, b] et f une fonction continûment 
différentiable. 
Dans le cas d'un processus ponctuel : 

Gensbitel[l3] (1979) adapte les travaux de Geffroy[l2], puis il étudie une généralisation 
au cas où I =Ret f une fonction positive uniformément continue sur IR. Jacob[15](1981) 
considère le cas où I = [a, b] et f présente des discontinuités de première espèce. Jacob et 
Abbar[16](1989) considèrent le cas d'un processus ponctuel de Cox sur R2 dont le support 
est défini en coordonnées polaires par: {(p,O) ER x [0,21r[: 0 ~ p:::; cfJ(O); c/J(O) = 
4>(21r)}, où 4> est une fonction continue positive. Tous ces auteurs ont étudié un estimateur 
de f et de 4> de type histogramme à pas fixe. Abbar(1](1990) étudie un estimateur spline 
cubique à pas fixe de c/J. Abbar et Suquet(2](1993), dans le cas oü 1 = [a, b] et f une fonc
tion mesurable de carré intégrable sur [a, b], étudient un estimateur de f par une méthode 
des fonctions orthogonales et, Jacob et Suquet[18](1993) en font une étude approffondie. 
L'estimation de contours par l'intermédiaire d'estimateurs de la régression a été envisagée 
par Jacob et Suquet[l9] (1996). On se rapportera aussi à Mammen et Tsybakov[22](1992), 
Tsybakov(28](1992), Jacob(17] et, Korostelev, Simar et Tsybakov(21](1995) pour une bi
bliographie plus large sur l'estimation du support et du contour d'un support convexe et 
non convexe. 

Contrairement aux méthodes susmentionnées, l'estimation du contour du support par 
la méthode de type histogramme à pas aléatoire n'a pas encore été étudiée. 

Dans ce travail qui se situe sur la ligne des travaux de Geffroy[l2], Gensbitel[13], 
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Jacob[15], Jacob et Abbar[16] et Abbar[1]. Nous proposons diverses méthodes d'estimation 
de contours d'un processus ponctuel en utilisant la méthode à pas aléatoire, les références 
de base sur le pas aléatoire sont Abou-Jaoudé[3] et Van Ryzin[29], plus de détails peuvent 
être trouvés dans Bosq et Lecoutre[5] : 

Au chapitre1, nous considérons un processus ponctuel de Poisson sur IR2 , de support 
défini en coordonnées polaires par : 

{ (p, 0) ER x [0, 21r[: 0 ~ p ~ cj>(O) ; c/>(0) = 4>(21r)} 

où 4> est une fonction continue et positive. A partir cl 'un n-échantillon du processus 
ponctuel de Poisson et d'une partition de [0, 21r[ en blocs équilibrés donc d'une partition 
du support en secteurs angulaires aléatoires. Nous définissons un estimateur cf>n de 4>, de 
type histogramme à pas aléatoire, comme étant le rayon du point le plus éloigné de l'ori
gine dans chaque secteur angulaire aléatoire. Nous établissons des conditions sufffisantes 
de convergence uniforme presque complète et des conditions nécessaires de convergence 
uniforme en probabilité de l'estimateur cf>n vers cf>. Nous établissons que la loi limite du 
maximum d'un nombre aléatoire de variables aléatoires est une loi de Gumbel dont le 
paramètre dépend de 4> et nous en déduisons la loi limite de l'estimateur qui se trouve 
être la même que celle du maximum du nombre aléatoire de variables aléatoires. 

Au chapitre2, nous généralisons l'étude du chapitre1 en considérant un processus ponc
tuel de Poisson sur IR2 de support défini par : 

{(x,y)EIR2
: O~y<J(x); O~x<1} 

où fest une fonction continue positive. Étant donné un n-échantillon du processus ponc
tuel de Poisson. A partir d'une partition de [0, 1[ en blocs non nécessairement équilibrés, 
donc à partir d'une partition du support en domaines aléatoires. Nous définissons comme 
au chapitre1, un estimateur fn de f de type histogramme à pas aléatoire comme étant 
la plus grande ordonnée des points dans chaque domaine aléatoire. Nous établissons des 
conditions nécessaires de convergence uniforme en probabilité et une condition suffisante 
de convergence uniforme presque complète. Pour étudier la loi limite, dans les deux cas 
chapitres 1 et 2, nous nous ramenons à un processus empirique en conditionnant par rap
port au nombre total de points du n-échantillon du processus ponctuel de Poisson. Nous 
établissons que la loi limite de cet estimateur est une loi de Gumbel dont le paramètre 
dépend de j, généralisant ainsi les travaux de Geffroy[12], Gensbitel[13] et ceux Jacob et 
Missié[20]. 

Au chapitre3, nous étudions l'estimation de 4> et f par la méthode spline à pas aléatoire, 

6 



~n procédant à un lissage de l'estimateur <f>n par une fonction spline cubique périodique 
<l>n dont les noeuds sont les milieux des blocs équilibrés et à un lissage de l'estimateur fn 
par une fonction spline cubique non périodique În dont les noeuds sont des extrémités 
de chaque bloc. Nous établissons que sous les mêmes conditions nécessaires et suffisantes 
de convergence uniforme de <f>n et fn vers 4> et f respectivement suivant certains modes 
stochastiques, les estimateurs ~n et În convergent uniformément vers</> et f respectivement 
suivant les mêmes modes stochastiques. 

Au chapitre4, nous considérons que le support d'un processus ponctuel de Poisson sur 
!R2 est de la forme : 

{(x,y) E [0, 1] x R: 0::; y< max(f(x),f(x-))} 

oü f une fonction continue à droite ayant une limite à gauche en tout point de [0, 1] 
et f(x-) est la limite à gauche de f au point x. Nous étudions l'estimation de f par la 
méthode à pas aléatoire. Une condition suffisante de convergence presque complète en 
moyenne d'ordre 1 ::; p < +oo est établie. Nous étudions ensuite l'estimation des sauts 
et de la hauteur des sauts de la fonction f. Et nous établissons une condition nécessaire 
puis une condition suffisante de convergence selon la distance de Skorokhod, généralisant 
ainsi les résultats de Jacob[15]. 
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Chapitre 1 

Estimation à pas aléatoire du 
contour du support étoilé d'un 
processus ponctuel de Poisson 

1.1 Introduction 

Dans ce chapitre, nous considérons un processus ponctuel de Poisson de support défini 
en coordonnées polaires par : 

{ (p, 0) E lR x [0, 21r[: 0 ~ p < </>(0); </>(0) = </>(27r)} 

où </> est une fonction continue positive et inconnue à estimer. A partir d'un échantillon 
de ce processus ponctuel de Poisson, nous nous proposons d'estimer </> par la méthode 
à pas aléatoire. Nous établissons des conditions nécessaires de convergence uniforme en 
probabilité et des conditions suffisantes de convergence uniforme presque complète, de 
l'estimateur construit par la méthode à pas aléatoire et nous établissons que la loi limite 
de cet estimateur est une loi de Gumbel dont le paramètre dépend de </>. Nous établissons 
aussi une condition nécessaire et suffisante de convergence uniforme presque complète, 
presque sûre ou en probabilité vers zéro de la longueur des blocs. 
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1. 2 Préliminaires 

1.2.1 Notations, définitions et hypothèses 

Soit J( une fonction définie sur .N* à valeurs dans .N*, croissante, telle que 
J( ( 1) = 1, J( ( f) < f pour f > 1. On définit une fonction v sur .N* à valeurs dans .N* 
par: 

V fEN" v(C) = [J(~f)] 
où [ ] désigne la fonction partie entière. 
Soit un processus ponctuel de Poisson N sur IR2 défini sur un espace probabilisé 
(û, A, P), de mesure moyenne J.l = E(N) et de support défini en coordonnées polaires 
par 

( 1.1) S = { (p,O) E IR x [0,21r[: 0 ~ p < </>(0); </>(0) = 4>(21r) }, 

où </> est une fonction continue positive. On suppose que la mesure moyenne J.l est absolu
ment continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur IR2

, À, et que la densité 'ljJ = *' 
vérifie : 
( 1.2) A ~ '1/J(p cos 0, p sin 0) ~ B V (p, 0) E S 

où A et B sont deux constantes réelles strictement positives. 
On considère n processus ponctuels N1 , · · ·, Nn indépendants définis sur (n, A, P) de 
même loi de probabilité que N. On note N(n) = N 1 + · · · + Nn leur superposition. On 
désigne par L(n) l' effectif aléatoire de N(n) surS c'est-à-dire : 

n 

L(n) = N(nl(S) = L Ni(S). 
i=l 

Dans la suite, on donne des résultats asymptotiques pour n ~ +oo, sous des conditions 
concernant le comportement de I<(f) quand f ~ +oo. Evidemment, L(n) ~ +oo p.s. 
Une partie des difficultés proviendront de ce lien aléatoire entre n et e, et des notations 
compliquées qui pourraient en résulter. N(n) est un processus ponctuel de Poisson de 
mesure moyenne np. On peut toujours représenter N(n) sous la forme 

L(n) 

L b(Pi,n ; O;,n) 

i=l 
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où b(Pi,n ;IJi,n) est la mesure aléatoire de Dirac, où L(n)' (Pl,n ; ol,n), ... '(Pi,n ; oi,n), ... sont 
des variables aléatoires indépendantes, où L(n) est à valeurs entières et suit une loi de 
Poisson de paramètre np(S) et où les variables aléatoires (Pi,n; Oi,n), i = 1,·. ·,sont à 
valeurs dans [0, +oo[ x [0, 21r[ et suivent une loi commune de densité 

(1.3) 
p'l/J(p cos 0, p sin 0) 

g(p, 0) = JL( S) 1I{0$1J<2?r} 1I{O$p<<f>(O)} 

Le fait remarquable est que cette loi ne dépend pas de n. Ainsi, conditionnellement à 
{L(n) = f}, N(n) a la même loi que le processus empirique 

( 

2:::: b(Pi,n; Oa,n) 
i=l 

1.2 .2 Partitions en blocs équilibrés et en secteurs angulaires 
aléatoires 

Supposons les variables aléatoires Oi,n distinctes, ce qui est presque sûrement réalisé. 
Si l'événement {L(n) = f} est réalisé, on désigne par 

( 
(l) . (i)) ( (l). (l)) Pt,n ' Ol,n , · · ·, Pe,n ' Oe,n 

les points de la réalisation du processus ponctuel de Poisson N(n), rangés selon les Oi,n 
croissants : 

o<e> < o<n < ... < fP> 
l,n 2,n (,n 

désignent les variables aléatoires 01,n, 02,n, · · · , Oe,n rangées par ordre croissant, et 

l (l) 
a ors p j,n = Pi,n 1 :::; i, j '5:. f. 

Par conséquent, conditionnellement à { L(n) = f} : 
0~~~' ... 'e~~~ est la statistique d'ordre d'un échantillon de taille f d'une loi de probabilité 

absolument continue qui admet pour densité 

(1.4) g1(0) = l+oo g(p,O)dp = JL(~) (1</>(IJ) ptJl(pcosO,psinO)dp) 1I{o$0<2?r} 

et /1e~, · · ·, p~e) sont des concomitants des statistiques d'ordre, dont les détails peuvent 
' <.,n 

être trouvés dans [10] et [11]. 
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Suivant une terminologie usuelle, voir par exemple les articles Dia[10] et Geffroy[13] : 

On appelle bloc de la suite Bi~~'···, oy~ tout intervalle (of.~ ; o)~l). Les blocs de la 

forme (o~; ; B~~t,n) sont appelés mailles. 

On peut partager l'intervalle [0, 21r[ en blocs de la forme : 

[ 
( l) ( l) [ 

~l,n,r = OR(r-l),n ' BR(r),n ' r = 1, 2,· · ·, K(f) 

avec B~lo),n = o~lK(l)),n' de telle manière que chacun des blocs contienne lle,r 
. (l) (l) . 

v(e) + 1 pomts de B1,n, · · ·, Oe,n· On a . 

R(O) = 1 

R(1) 

R(2) 
ll(,l + 1, 

ll(,l + 1 + llt,2, 

R(K(f)) = ve,l + 1 + 11e,2 + ... + ve,K(e) = e + 1. 

ll(f) ou 

On dira que les K(f) blocs sont équilibrés pour exprimer le fait qu'ils contiennent le même 
nombre de points de l'échantillon à une unité près. 

Ainsi, pour tout f E .N*, on a une partition en blocs équilibrés ~e.n,r de [0, 21r[ : 
~e.n,r; r = 1, · · ·, K(f). 

On pose, pour tout r = 1, 2, · · ·, K(f) : 

De,n,r = {(p, B) E S : 0 E ~l,n,r }. 

Ainsi, pour tout f E .N*, on a une partition en secteurs angulaires aléatoires De,n,r de 
S : De,n,r ; 1 :::; r :::; K(f). 

Afin d'obtenir des notations cohérentes. Nous devons malheureusement alourdir encore 
un peu notre système de notations, ce qui suit va permettre de simplifier un peu la 
présentation : 

1.2.3 Choix d'un système de notations 

On pose, pour tout fE .N* et tout r = 1, 2, · · ·, K(f) : 

Me,n,r = sup{ </J(O) : 0 E ~l,n,r}, 
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me,n,r - inf{ ~(0) : 0 E Ôt,n,r}, 

Ui,n,r max{p(t) . (t> (t> 0(e> } - a,n . OR(r-l),n < oi,n < R(r),n ' 

Vl,n,r - o(t> - o(t> 
R(r),n R(r-l),n' 

è l,n,r - { (t) (t) } 
OR(r-l),n' OR(r),n · 

On pose ensuite : 

Vln . max Vlnr' 
l$r$K(i) ' ' 

Wt,n min Vln r' 
l$r$K(i) ' ' 

-(t) 
en = { (t) } OR(r),n; 1 $ r $ I<(l) ' 

M sup{ ~( 0) : 0 ::; 0 < 27r} , 

m - inf{~(O) : 0 $0 < 21r}. 

Il est clair que Mt,n,r , mt,n,r , Ut,n,r sont des fonctions mesurables de 

( (Pt,n; Ot,n), · · ·, (Pt,n; Ot,n)) sur l' ensemble { L(n) = l}. En effet : 

Ôt,n,r peut être assimilé au couple de variables aléatoires (o~lr-l),n; o~fr),n) qui est 

une fonction mesurable de ( (Pt,n; 01,n), · · ·, (Pt,n; Ot,n)) et ~ est continue, ce qui assure 

la mesurabilité de Me,n,r et mt,n,r· Pour Ut,n,r, c'est le maximum d'un nombre fini de 

variables aléatoires fonctions de ((Pt,n; Ot,n), .. ·, (Pt,n; Oe,n)). 

Il est bien connu qu'on obtient des variables aléatoires, si on les définit par "morceaux" 
mesurables. 
On pose enfin : 

ML(nl,n,r 2::: Mt,n,r n{L<n>=t} 
1.01• 

mL(nl,n,r - L mt,n,r n{L<n>=t} 
teN• 

UL(nl,n,r - L Ue,n,r n{L(n)=t} 
teN· 

ÔL(nl,n,r .6.t,n,r sur {L(n) = f} 
DL(n),n,r - Dt,n,r sur {L(n) = f}. 
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Bien entendu, les calculs que nous aurons à faire passeront en général par une étape de 
conditionnement par rapport à {L(n) = R}. Il est clair que pour n =1 n', les événements 
{ L(n) = C} et { L(n') = C} sont presque sûrement différents, ainsi que les vecteurs aléatoires 

On ne peut identifier en toute rigueur Dt,n,r et Dt,n',r , Mt,n,r et Me,n',r , Ue,n,r et Ue,n',r· 
Cependant ce sont des fonctions mesurables de 

qui ont même loi, respectivement à { L(n) = C} et à { L(n') = C} respectivement. Comme 
les démonstrations faites sous un conditionnement tel que { L(n) = C} ne concerne que les 
propriétés de la loi de (p1,n; B1,n), · · ·, (Pt,n; Be,n), il est commode d'introduire des variables 
aléatoires fictives (p1 , 01 ), • • • , (p1., Be) indépendantes telles que : pour tout borélien T de 

(IR+ x [0, 21r[r 

P{ ((Pt,n; Bt,n), · · ·, (Pe,n; Be,n)) E Tf L(n) = f} 
= P { ( (PI,n'; B1,n' ), · · ·, (Pt,n'; Bt,n')) E Tf L(n') = f} 
= P{ ((PI,OI), · · ·, (pe,Be)) E Tf L(n) = C} 

tant que le calcul sera fait sous { L(n) = C}, pour un entier n quelconque. D'un point de 

vue notationnel1 cela implique la disparition den dans les notations précisées au préalable : 
( e J ( e) Bï pour Bï,n , Bi pour Bi,n , ~e.r pour ~e.n,r , Ue,r pour Ue,n,r , i\fe,r pour M1.,n,r , me,r pour 

me,n,r , vt,r pour vt,n,r , We,r pour \!Ve,n,r , V( pour Vé,n , We pour \!Ve,n , · · · 
On notera Ne le processus empirique 

e 

L O(p;,O;) 

i=l 

qui, pour tout n, a la même loi que N(n) conditionnée par {L(n) = e}. 
Tous nos résultats sont de nature asymptotique, on négligera le cas où L(n) = O. 
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1.2.4 Définition de l'estimateur 

Pour tout C E .N'* et tout w E 0, on définit par Stw le support de la mesure 
discrète Nlw et on pose : 

Sl,r = Sew n De,r r = 1 · · · K(C) ' ' ' 

on a 
U't,r = max{p 1 (p,O) E S(,r} , r = 1,···,K(f). 

Nous proposons comme estimateur cf>n de c/>, une sorte d'histogramme basé sur les 
extrêmes des valeurs radiales, dans chaque secteur angulaire : 

\Ir E {1, 2, • • •, K(L(n))}, V f) E Ô.L(n),r cf>n(fJ) = UL(n),r • 

1.3 Convergence de l'estimateur 

Nous nous intéressons au choix de]( en fonction de C de façon à assurer la convergence 
uniforme de l'estimateur cf>n de <P suivant divers modes stochastiques. Pour cela posons : 

On dira que ( cf>n) converge uniformément sur (0, 21r( en probabilité vers cf> lorsque n 
tend vers l'infini si et seulement si 

Vê > 0 lim P{d(cf>n, cf>) > ê} = 0, 
n-+oo 

de même, on dira que ( cf>n) converge uniformément sur [0, 21r[ presque complètement vers 
cf> lorsque n tend vers l'infini si et seulement si 

Vê > 0 
+oc 
L P{ d(cf>n, cf>)> ê} < +oo. 
n=l 

1.3.1 Condition suffisante de convergence uniforme presque complète 

Le résultat suivant est une propriété de la loi uniforme sur [0, 1] (pour plus de détails 
voir Lecoutre[25] page 134, Abou-Jaoudé[2] page 95 et, Bosq et Lecoutre[7] page 124) : 
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Lemme 1.1 
Soit ( 01 , 02 , • • ·, Oe) un échantillon d'une loi de probabilité absolument continue de densité 
g1 définie par· ( 1.4) et de fonction de répartition G1 . 

( G 1 (o~l)), · · ·, G 1 (o;e>)) est un échantillon ordonné de la loi uniforme sur [0, 1]. 

On pose : 

Te,r = Gt (o~lr)) - Gt (o~lr-t)), 1 ~ r ~ K(f). 

Soient /( ( f) variables aléatoires indépendantes notées (r,_ r) où T,_ r suit une 
' 1$r$K(l) ' 

loi gamma de paramètre Vf.,r et on pose Te= L::;Ji> Te,r· 
Alors la loi du vecteur aléatoire ( Te,r )1$r$K(l) est identique à celle du vecteur aléatoire 

(Ttr) 
Jf 1$r$K(l) • 

Le lemme suivant donne des inégalités relatives à la loi bêta, dûes à Van Ryzin[31] : 

Lemme 1.2 ([31], lemme 4) 
Soit Zt une variable aléatoire de loi bêta de paramètres (v(f),f- v(f) + 1), de densité 

J,(z) = ( 
1 

) z"I'H(l- z)t-•[l)ll)o,t[(z) 
B v(f),f- v(f) + 1 

avec 

( ) 
r(v(f))r(f-v(f)+l) . , . 

B v(f),f- v(f) + 1 = r(f + 
1
) et our deszgne la fonction gamma. 

Si v(f) ~ +oo quand f ~ +oo, alors pour tout 0 < e < 1, il existe des constantes 
réelles positives cl et c2 telles que : 

p{z > v(f) } = o(e-Ctv(l)) 
'- - f(1 - e) 

Nous utiliserons ce lemme sous la forme : 

Corollaire 1.1 
Sous les hypothèses et les notations du lemme 1. 2, on a : 

V 8 > 0 P{ Ze 2:: 8} = ü(e-Cv(t)) 
où C est une constante positive qui dépend de 8. 
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Démonstration : 
Ce résultat découle immédiatement du lemmel.2. • 

Pour éviter de reproduire plusieurs preuves voisines, nous établissons le lemme suivant 
qui sera utilisé de façon répétée : 

Lemme 1.3 
Si 

(i) K(f) ~ +oo et (ii) K(i) = oCo~e)· 
Alors , pour toute constante C > 0 

+oo +oo 
LLK(f)e-C"(llp(L(n) =i) < +oo. 
n=l l=l 

Démonstration : 
Pour simplifier l'écriture des formules, nous poserons p(S) = 1, ce qui n'entraîne aucune 

perte de généralité. D'autre part, comme v(f) = [ K~l)], il suffit de prouver que : 

+oo l 

e-n LK(f)e-C"Rfu ~! = o(n-2
). 

l=l 

On majore la somme partielle : 

[vr.ï] l 

e-n L K(f)e-C K(t) ~! 
l=l 

Ensuite on majore le reste : 

+oo l c t n L K(l) e- K(t) f! . 

l=[vr.ï]+l 

En posant K(f) = Io~t e(f) avec e(f) ~ 0 quand f ~ +oo, on a: 

K(f)e-CK(t) = f e(f) e-<fulogl = .e(l) gt-cfu = o(e-4). 
loge loge 
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D'où 

Théorème 1.1 
Supposons que 

+oo e 
e-n L K(f)e-CKfu ~! = o(n- 2

) . 

l=[vn]+I 

(i) K(f) ~ +oo et (ii) K(f) = oco:e)· 
Alors, <Pn converge vers 4> presque complètement uniformément sur [0, 2rr[ 
lorsque n ~ +oo . 

Démonstration : 
1) soit f, le module de continuité de 4> : 

f,(t) = sup 1 <jJ(())- <jJ(()') 1 

111-ll'l<t 

Pour tout r = 1, · · ·, K(L(n)) et tout 0 < c < m : 

donc 

K(L(n)) 

{ d(~ •• ~) > 2e} c ( ~ { Uo.,,, < mo•J,,- e}) U{ Vo., > C'(e) }· 

Compte tenu de la monotonie de f,, on a : 

K(L(n)) 

U { f,(VL(nJ,r) > C} = { f,(VL(n)) > C} = { VL(n) > C1(ê) }· 
r=l 

D'autre part, en posant, pour tout 1 ~ r ~ K(L(n)) et tout 0 < ê < m : 
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on obtient finalement 

K(L(n)) 

{ d(<Pn, ,P) > 2e} C ( !d { N(n)(Au•>,,) = 0}) U{ VL<•> > C'(e)} 

La convergence presque complète de d( <Pn, <P) vers 0 résulte de la convergence presque 
complète de VL(n) vers 0 et de la convergence de la série 

2) On examine d'abord la convergence presque complète de VL(n) vers 0 : 

Soit 91 la densité des variables aléatoires Oi étant donné { L(nl = C} . D' après (1.2) et 

( 1.4 ), 91 est strictement positive sur [0, 2n-[. Sa fonction de répartition G 1 est donc continue 
monotone, ainsi que la fonction inverse Gï1

• Notons ( le module de continuité de Gï1
. 

( 
(l) ) ( (l) ) , En posant Te,r = G1 OR(r) - G1 OR(r-l) , 1 ~ r ~ ]\ (C), pour tout 0 < 8 < 1, on a: 

+oo K(l) 

< L L P{ Vc,r > ((8)} P{ L(n) = e} 
l=1 r=1 

+oo K(f.) 

< L L P{ T(,r > 8} P{ L(n) = f }· 
l=1 r=1 

Pour établir la convergence presque complète vers 0 de VL(n), il suffit d'après le lemme1.3, 
de montrer qu'il existe une constante positive C = C( 8) telle que : 

Or, ve,r = v(f) ou v(f) + 1 et d'après le lemmel.lla variable aléatoire Tf.,r suit une loi bêta 

de paramètres (ve,r; f- vc,r + 1), donc avec les notations du lemme1.2 et le corollairel.l, 
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3) On montre maintenant la convergence de la série 

+= K(L(n)) 

~/( b! { Ni•l(Au•> .• ) = 0}). 

On a: 

Pour tout r = 1, · · ·, ]{ ( C), il y a ve,r - 1 points ordonnés entre 

( 
(l) (l) ) ( (l') (l) ) ' • 

Pn(r-l)' OR(r-l) et Pn(r)' OR(l) , a savoir : 

( 
(l') (l) ) ( (l) (l) ) 

PR(r-I)+l' {}R(r-1)+1 '· • ·' PR(r)-1' {}R(r)-l • 

La loi de probabilité conjointe de ces points, conditionnée par O~lr-t) = tn(r-t) et O~~r) = 
tR(l) est étudié en appendice1, elle est celle d'un échantillon ordonne de taille ve,r- 1 de 
la loi qui admet pour densité : 

(1.5) 
si (p, 0) E IR+ X] tR(r-l) , tR(r) [ 

SI non. 

D'autre part, les vecteurs aléatoires 

(( 
(f) 0(e) ) ( (e) (e) )) 

PR(r-1)+1' R(r-1)+1 '· · ·' PR(r)-l' (}R(r)-1 
t=:;r=:;K(l') 

sont indépendants conditionnellement à 

(
n(l) _ n(l') _ n(l) ) 
v 1 - t1 , v R(l) - tR(l), · · · , VR(K(l))-l = tR(K(l))-1 . 

Et, conditionnellement à Ôe,r, les variables aléatoires 

Ne(Ae,r); r = 1, · · ·, I<(C) 
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sont indépendantes et de lois binomiales B( ve,r - 1 , Pe,r), 1 ~ r ~ I< ( f) où 

Pe,r = { hr(p, 0) dpdO, r = 1, · · ·, I<(f). 
}At,r 

On a donc 

et 

Etudions maintenant le paramètre Pe,r; 1 ~ r ~ I<(f) : 

D'après les formules (1.3), (1.4) et (1.5), on a: pour r = 1, · · ·, I<(f) 

.ft
1

1
R(r) (J.mt,r_ p'l/J(pcosO,psinO)dp) dO 

R( r-1) mt,r ~ 

Pc,r 
- flR{r) ( r<P(B) p'I/J(p cos 0, p sin 0) dp) d() 

JtR(r-1) Jo 

Donc, d'après les inégalités (1.2), on obtient : 

B m;,r- (me,r- ê)2 2B 
Pn <- < -ê ,,r- A 2 - A 

mf,r m 

et 
> A m;,r- (mc,r- ê)

2 

Pc,r- B 2 
m(,r 

> 

La dernière inégalité ci-dessus étant dûe au fait que ê < m, donc -ê2 > -mc,r ê. 

Ainsi : pour tout r = 1, · · ·, /{(f) 

(1.7) 
Am < 2B 
B }.12 ê- Pe,r < Amê. 
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D'après le lemme1.3 et l'inégalité (1.6), en posant toujours p(S) 
convergence de la série 

1, pour établir la 

il suffit de montrer qu'il existe une constante positive C = C( ê) telle que 

Or, d'après les inégalités (1.7), 

K(C) 

< ~ E{ exp ( -pt,,(v,,,- 1))} 
< 1\(f) exp ( -ê :~;2 (v(f)- 1)) 

Q (J((f)e-Cv(C)) avec 

• 
Avant d'aborder 1 'étude des conditions nécessaires de convergence uniforme en pro

babilité nous étudions quelques propriétés des blocs équilibrés des variables statistiques 
associées à une superposition de processus ponctuels de Poisson. 

1.3.2 Étude des blocs équilibrés 

Il apparaît dans la deuxième partie de la démonstration du théorèmel.l que l'hy
pothèse (ii) est une condition suffisante de convergence uniforme presque complète vers 
zéro de la longueur des blocs. Nous allons établir que la condition ( i) du théorèmel.l est 
aussi une condition suffisante de convergence uniforme presque complète vers zéro de la 
longueur des blocs et que cette condition est nécessaire pour la convergence uniforme en 
probabilité vers zéro de la longueur des blocs. 

Les résultats suivants sont des inégalités relatives à la loi gamma dûes à 
Abou-Jaoudé[2] : 
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Lemme 1.4 ([2], lemmeO p. 95) 
Soit fE N*, Te une variable aléatoire qui suit une loi gamma de paramètre f. Nous avons 
alors les inégalités : 
Pour tout ê > 0, 

et, pour tout 0 < ê < 1, 

Corollaire 1.2 ([2], corollaire p. 97) 
Pour tout ê > 0, il existe €0 E N*, a( ê) et /3( ê) E]O, 1 [, tels que : 

V f. 2: f.o (a(ê))e ~ P{ Te 2: €(1 + ê)} ~ (/3(ê)( 

Pour tout 0 < ê < 1, il existe €0 EN*, !(ê) et 8(ê) E]O, 1[, tels que: 

Te étant toujours une variable aléatoire qui suit une loi gamma de paramètre f. 

Lemme 1.5 
Si 

]{ ( f.) ---7 +oo quand e --+ +oo. 

Alors, VL(n) converge presque complètement vers 0 quand n ---+ +oo. 

Démonstration : 
D'après la deuxième partie de la démonstration du théorèmel.1, avec les mêmes no

tations, on a : pour tout 0 < ê < 1 

+oo K(C) 

P{ VL(n) > ((ê)} ~ L L P{Tc,r > ê}P{ L(n) = f} 
l=I r=I 

où ( désigne le module de continuité de Gï 1
• 
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D'après le lemme1.1, pour 0 < c' < 1, nous obtenons: pour tout 1::::; r::::; K(f) 

P{ Tc,,· > c} P{ i~r > c} 
P{ Te,r > eTc , Te < €(1 - c')} 

+ P{ Tt,r > cTt, Te~ f(1- c')} 
< P{Tt,r > c(1-c')t} + P{Te < (1-c')t}. 

D'après le corollairel.2, puis que Te suit une loi gamma de paramètre f, il existe ft E N* 
et o(c') E)O, 1[ tels que pour tout f ~ft : 

Posons TJ = c(l-c'). comme v(f) = [K~c)] et K(f) ~ +oo, il existe f2 ~ft tel que pour 

tout f ~ f 2 et tout r = 1,· · · ,K(f) 

Vc,r < '!]_ 

f 2 
ou fTJ > vc,r (1 + ?fTJ ) . 

~Ve,r 

Ainsi, d'après le lemme1.4 : 

Soit a E) max( e-r; o(c')), 1[: comme la fonction 

X~ (1 +,})x 
~X 

est croissante et tend vers 1 lorsque x ~ 0, il existe f 3 ~ C2 tel que pour tout f ~ f 3 

( 
fTJ ) f !l 1 + -- e-2 <a. 

2vc,r 
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Finalement pour C 2: €3 et r = 1, · ·., K(f) 

et 

P{ Tc,r > t:} < ( b(t:') / + ylïJi; ac 
< v(C) ac. 

La dernière inégalité étant obtenue dès que v(C) 2: 3, ce qu'on peut supposer être vrai 
pour c 2: e3. 
Ainsi 

K(i') 

2::.: P{rc,r > t:} ~ K(C)v(f)ac ~Caf.. 
r=l 

En convenant de poser J.L(S) = 1, il suffit, comme dans le lemmel.3, de prouver que 

+oo 1! 

e-n 2::.: eal!;, = Q(n-2
). 

C=l 

La majoration de la somme partielle des [y'n] premiers termes est similaire à celle du 
lemme1.3: 

Ensuite, il est clair que ea< = Q( e-4 
), d'où 

+oo C 

e-n 2::.: e ac~! = Q(n-2
). 

c=[vn]+l 

• 
Lemme 1.6 
Pour que Vunl converge en pmbabilité vers 0 lorsque n --+ +oo, il faut que 

K(f) --+ +oo quand e--+ +oo. 
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Démonstration : 
VL<"> ----+ 0 en probabilité quand n ----+ +oo entraîne : 

V € > 0 lim L P{ ma~ lle,r > E}P{L(n) = t} = 0 
n-++oo 1 <r<J\ (l') 

c>[vn] - -

a fortiori : 

lim inf P{ max Ver > E} P{L(n) > [vn]} = O. 
n-++oo l'> [vn] I~r~K(l) ' 

Or, en convenant de poser p(S) = 1, N(n) suit une loi de Poisson de paramètre n, donc 

lim P{L(n) > [vn]} = 1. 
n-++oo 

Finalement, si VL(n) converge vers zéro en probabilité : 

V € > 0 lim inf P{ max Ver > €} =O. 
n-++oo l'>[vn) I~r~K(l) ' 

Ce qui entraîne l'existence d'une sous-suite (eP) telle que 
pEN• 

En utilisant les notations de la démonstration du théorèmel.1, d'après les inégalités (1.2) 
et le théorème des accroissements finis : pour tout r = 1, · · · , ]( ( fp) 

Posons : 

Am,2 BAf 2 

--Vt <Te <--V· 21t(S) <p,r - p.r - 2p{S) <p,r• 

Am2 
1 

m = 2p(S) et 
Af' = BM2 . 

2Jt(S) 

Donc, VL<"> ---t 0 en probabilité quand n ---t +oo entraîne : 

( 1.8) Vt>O lim P{ max Te r > tA1'} =O. 
p-++oo I~r~l\(lp) P• 
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Or, pour r = 1, · · · , ]{ ( fP), la variable aléatoire Tf.p,r suit une loi bêta de paramètres 

(vep,r, fP- vep,r + 1), d'après les propriétés de la loi bêta, on a : 

et comme les variables aléatoires Tf.p,r sont bornées par 1, on a pour tout ê > 0 

E( Tfp,r) = r T(p,rdP + r Tfp,rdP 

} { maxl~r~J\(tp) Tfp,r>E:M1
} } {max! ~r~I\(lp) Tfp,r$E:M 1

} 

< P{ ma?' Tfp,r > êM'} + ê.M'. 
1$r$1\ (lp) 

Il en résulte de ( 1.8) que : 

c'est-à-dire : 

1
. 1 
lill -- X max Vt r = 0. 

P--+oo fp + 1 1$r$K(l'p) P• 

v(fp)+1,ona: 

lim v(fp) =O. 
p--+oo fp 

Or 

Donc 

1
. 1 
]ffi J'(/) ) = 0 P--+oo \ t-p 

Comme ]{ ( f) est croissante, ]{ ( f) ----+ +oo quand f ----+ +oo. • 
De l'étude qui précède, il en résulte que : 

lorsque Vun> converge en probabilité vers 0 lorsque n ----+ +oo, alors VL(n) converge presque 
complètement donc presque sûrement. 

On en déduit le 
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Théorème 1.2 
Pour que VL(n) converge en probabilité, presque sûrement ou presque complètement vers 0 
lorsque n ---+ +oo, il est nécessaire et suffisant que 1 'on ait : 

I<(f) ---+ +oo quand e---+ +oo 

à cette condition les convergences en probabilité, presque sûre et presque complète de VL(n) 

vers 0 lorsque n ---+ +oo sont équivalentes. 

Nous établissons maintenant des conditions nécessaires pour la convergence uniforme 
en probabilité de <Pn vers </J. 

1.3.3 Condition nécessaire de convergence uniforn1e en proba
bilité 

Théorème 1.3 
Pour que <Pn converge uniformément sur [0, 21r[ en probabilité ve1·s <P lorsque n ---+ +oo, 
il faut que 

( i) ]( ( f) ---+ +oo et (ii) inf K(f) log f =O. 
l>l e 

Démonstration 
1) Supposons que (i) ne soit pas pa.s vérifiée: comme J((f) est une suite croissante, il 

existe un entier ]{0 tel que K(f) ~ Ko pour tout f. Supposons d'autre part que : quelle 
que soit <P vérifiant les hypothèses <P n'est constante sur aucun intervalle et que d(</Jn, <P) 
converge vers 0 en probabilité. Alors une sous-suite d(</Jq, <P) converge presque sûrement 
vers 0, et pour un w E n, d(</Jq(w), <P) converge vers O. C'est une contradiction, puisque 
</Jq(w) est une fonction en escalier qui est constante sur au plus ]{0 intervalles. 

2) Présentons ensuite la nécessité de la condition (ii) : 
Supposons que (ii) ne soit pas vérifiée : il existe un nombre positif a telle que 

(1.9) ve > 1 

et compte tenu de 11(f) = [/\·1c)l' 

(1.10) ve > 1 

K(f) > / e , a og 

v(f)<alogf. 
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On pose 

ZL(n) = max (ML(n) r- UL(n) r). 
I$r$K(L(n)) ' ' 

Comme ZL<nJ ~ d(<Pn, <P), la convergence en probabilité vers zéro de d(<Pn, <P) entraîne celle 
de ZL<nJ : pour tout é > 0 

(1.11) P{ ZL(n) > é} --+ 0 quand n---+ +oo. 

Cependant, avec les mêmes notations introduites dans la preuve du théorème1.1 : 

+oo K(l) 

P{ ZL<•I > e} = ~?(Id { N,(A,,,) = 0}) P{ Li•l = f} 
K(l) 

> j~f P (~ {Nt( At,,)= 0}). 
Nous allons démontrer que, pour e assez petit, cet infimum est strictement positif sous 
les inégalités (1.9) et (1.10), ce qui contredit (1.11). 
Conditionnellement à ôU>, les variables aléatoires Nt(At,r), r = 1, · · ·, f{(f), sont indépen-

dantes de lois binomiales B(vt,r -1, Pt,r), 1 ~ r ~ I<(f), où, d'aprés les inégalités (1.7), 

pour tout 1 ~ r ~ K(f) : 

Par conséquent, 

Soit e > 0 tel que : 

(1.12) 

2B 
Pt,r ~Ame. 

K(C) 

- 1-P(!J{N1(A,,,)>0}) 
/\(l') 

- 1- E(P(!J {N1(At,,) > 0 }tôl'l)) 
K(l') 

- 1-E(g [1- (1- Pt,, r·-']) 
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Comme vc,r = v(f) ou v(f) + 1, et d'après les inégalités (1.7), on obtient 

(

K(C) [ 11 -1]) [ ( 2B ) v(()] K(C) 
E g 1 - ( 1 - Pl,r) t,r :::; 1 - 1 - Am ê . 

D'après l'inégalité classique: e-x :::; 1- f pour 0 <x< 1, et (1.12), on obtient : 

E(j] [1- (1- Pt .. r·-']) < [1- exp ( -v(f) ~! e) ri 
< exp ( -K(f) e- ~~ v(€)). 

D'après (1.9) et (1.10), 

exp (- f e- 4~!' log l') 
alogf 

exp ( fl-~) 
a logf · 

En prenant t: assez petit pour que 4~!~ < ! et f ~ 2 : 

Pour ê assez petit, et f ~ 2, on obtient donc : 
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1.4 Loi limite 

1.4.1 Position du Problème 

Dans ce paragraphe nous abordons la question de la recherche de la loi limite de 
d( <Pn, 4> ). Nous déterminons d'abord la loi limite de 

(1.13) ZL(n) = max (ML(n) r- UL(n) r) 
1 $r$K(L(n)) ' ' 

et nous en déduirons celle de d( <Pn, 4> ). 
On se propose de définir deux suites de variables aléatoires positives a( n) et /3( n) 

d f z/cn>-i3(nJ l · d' ' ' ' m E "d ·1 e açon que a(n) converge vers une 01 non egeneree sur ~+· VI emment 1 est 

souhaitable que a( n) et /3( n) dépendent de N(n) en quelque sorte le "moins possible ". 
Nous établissons une propriété pour laquelle a( n) et /3( n) dépendent du nombre L(n) 

de points observés. Pour a( n), qui est le paramètre d'échelle, cela suffira. Par contre pour 
/3( n ), qui est le paramètre de position, le découpage du plan en secteurs angulaires choisi 
aura son importance. /3( n) dépendra de L(n) et du vecteur aléatoire 

Nous remplaçons donc dans ce cas a(n) par aL(n) et f3(n) par /3
0

(L<n>)· 

Le lemme suivant nous permet de travailler comme s'il s'agissait d'une suite de pro
cessus empiriques après un conditionnement par { L(n) = f} : 

Lemme 1.7 
Soient (Ye) et (Zt) deux suites de v.a.r. et L(n) une suite de variables aléatoires de 
Poisson de paramètre np(S). On suppose que pour tout n E N, t E R, 

Alors, si (Ye) converge en loi quand f --t +oo, ( Z L<">) converge vers la même loi quand 

n--t +oo. 

Démonstration : 
Soit a(t) la fonction de répartition de la loi limite de (Ye). Soit s un point de continuité 
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fixé de a(t): on pose a(s) =a et P(l'l < s) = ae. 
+oo +oo 

P( ZL(n) < s) = L P( ZL(n) < s/ L(n) = e)P( L(n) = e) = L aeP( L(n) = e). 
l=O l=O 

e > 0 étant fixé, soit f 0 tel que pour tout f ~ f 0 , lae- al < ~- Alors 

~ +oo 

IP( ZL(n) < s) -al ::; L la(- aiP( L(n) = e) + L lac- aiP( L(n) = e) 
l=O l=Co+l 

e-nll(S)(nu(S))e ê 
< (fo + 1) max lae- al x max r + -. 

O$l$lo O$C$lo f! 2 

Il existe n0 tel que pour tout n ~ n0 , le premier terme de cette somme soit inférieur à ~
Ainsi pour tout n ~ n 0 

Ainsi l'étude en loi de 

se ramène à celle de 

ZL(n)- t'o(L(n)) 

ll'L(n) 

Zc- t'ô<tJ 
Cl'( 

Dans ce qui suit, z étant un nombre positif fixé, nous posons 

• 

où ae est déterministe et où t'o(tl dépend de Ne uniquement au travers du découpage du 
plan en secteurs angulaires aléatoires définis par Ô(C). En fait, cette notation est lourde à 
traîner dans les calculs, nous écrirons abusivement 

zc = aez + t'c, 

mais il faudra bien se souvenir à tout instant que ze et t'c sont Œ(Ô(~'))- mesurables. 
On définit, pour r = 1, · · · ,K(f), 

De,r(zc) = { (p, 0) E Dt,r 1 p > Me,r - Ze}, 
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où il faut remarquer que Dc,r( ze) dépend de Ô(e) car à la fois De,r et ze en dépendent. On 
0 

notera De,r (ze) l'interieur de De,r(ze). Pour tout 1 ~ r ~ I<(C), il y a 

1 · d , t ( <t> e<t> ) t ( <e> e<e> ) , · Vt,r- pomts or onnes en re PR(r-I)' R(r-l) e PR(r)' R(r) , a savOir : 

(p~~r-1)+1, e~:r-1)+1), ... ' (p~~r)-1, e~:r)-1). 
La loi de probabilité conjointe de ces points, conditionnée par 

(e~t) =th O~ll) = iR(I),···,O~lK(C)-1) = tR(K(l)-1)), 

est étudié en appendice!, elle est celle d'une statistique d'ordre d'un (vt,r -1 )-échantillon 
d'une loi de probabilité absolument continue qui admet pour densité la fonction hr définie 
par (1.5). 
D'autre part, les vecteurs aléatoires 

( (P~lr-1)+1, O~lr-I)+I), · · ·, (P~~r)-1' O~lr)-I)) 
sont indépendants conditionnellement à 

( 
(l) (l) (l) 

01 = t1 ,OR(I) = iR(I) · · · ,OR(K(l))-I 

Et, conditionnellement. à iP>, les variables aléatoires 

Nt(De,r (zt)); r = 1,· ··,K(f), 

I~r~K(C) 

sont indépendantes et de lois binomiales B( Vt,r - 1 , qe,r ( Zt)), 1 ~ r ~ !{ ( C) où 

(1.14) qe,r(ze)= { hr(p,O)dpdO,r=l,···,l\(f). 
} D(.r(zt) 

On a donc 
K(l) 

P(!J {N,(D,,, (zt)) > o}) 
K(C) 

E(P(!J {N,(l),,, (z,)) > o};ôl'l)) 
K(l) E( II [1- (1- qe,r(ze))vt,r-I]) 
r=l 

(1.15) 
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où l'on garde en mémoire que qc,r(zc) est une variable aléatoire o-(lWl)-mesurable. D'après 
le théorème de convergence dominée, pour que Fc(zt) converge, il suffit que 

(1.16) 

K(l) 

[ ( ) 

lit r-1] 11 1 - 1 - qc,r(zc) · 
r=l 

converge presque sûrement. 

, 
1.4.2 Etude de la loi lhnite 

Avant d'aborder notre problème de loi limite qui se ramène à l'étude des limites (1.15) 
et ( 1.16), nous revenons d'abord sur les variables aléatoires rc,r définies dans le cours de 
la démonstration du théorèmel.1 : 
Posons 

r; = max{rc,r : 1::; r::; K(f)} et r.t = min{rc,r 1::; r::; K(f)}. 

Lemme 1.8 
Si 

(i) K(f) --+ +oo et (ii) K(f) = oCo:e)· 
Alo1·s, pour toutE> 0, il existe une constante C = C(e) positive telle que : 

P{ r; > 1 + ê} = 0(1\(f) e-Cv(C)). 
T•t 

Démonstration : 
D'après le lemmel.2, comme v(f) = [K~e)], quelque soit 0 < e < 1, on a: 

et 

P{ ZcK(f) > 1 ~ ë} = ü(c-clv(c)) 

où C1 et C2 sont des constantes positives qui dépendent de e) donc 

36 



où C est une constante positive qui dépend de é. On pose : 

1 b 1 
b = -- et - = 1 + é où 

l-é a 
1 2€ 

é =--. 
1-é 

Comme, pour tout r = 1, · · ·, K(f), d'après le lemmel.lla variable aléatoire rc,r suit une 
loi bêta de paramètres ( vc,r , f- Vc,r + 1) et vc,r = v( f) ou v( f) + 1, on en déduit : 

Il est clair que 

D'oit 

Corollaire 1.3 
Si 

Alors 

(i) K(f)~+oo et (ii) K(f)=oCo~e)· 

{1} pour tout C\ > 21r it ~;, il existe C2 > 0 tel que : 

{2) Les suites ]( ( f) Ve et #; sont presque sûrement bornées. 

Démonstration : 

3ï 
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( 1) provient directement du lemmel.8, et des inégalités facilement vérifiables : 

K(f)Wc :::; 21r et 

(2) est une application du lemme de Borel-Cantelli, avec v(f) = [ K~l)]. 

• 
Dans le lemme suivant, nous considérons une réalisation t~ du vecteur aléatoire ô<C) : 

ic = {tR(r); 1 $ r $ K(f)}. La démonstration est une adaptation de Geffroy[14].Nous en 
décrivons les grandes lignes. 

Lemme 1.9 
Soit h une fonction positive continue sur [0, 21r]. On définit la suite f3 = (f3c) de nombres 
positifs dépendants de ic, par 1 'équation intégrale : 

( 1.17) 

Si 

(i) K(f)~+oo et (ii) K(f)=oCo~e)· 
Alors, quelque soit z > 0, 

oùa=inf{h(O): o:::;o:s;21r}. 

Démonstration : 
Par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, l'intégrale ( 1.17) décroît continûment 
de K(f) à 0 lorsque f3c croît de 0 à +oo. Ainsi l'équation (1.17) a une solution unique 
pour K(f) > 1. La suite f3 = (f3c) vérifie les inégalités 

(1.18) 
log J( (f) < _e_

13
_ < _lo..::..g _K...:.( f-'-) 

d - K(f) ' - a 
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avecd=sup{h(O): 0~0~27r}. 
Posons: pour r = 1, · · ·, K(f) et pour tout € > 0 

9c,r( 0) 1 e- K(t)Pth(B) 0 E [t t [ , R(r-1), R(r) , 
tR(r) - tR(r-1) 

- { 0 tR(r-1) ~ 0 < tR(r) ; a~ h(O) <a+ € }, 

E~ { 0 0 ~ 0 ~ 21r ; a ~ h( 0) < a + é}, 
K(C) 

- L 1 gc,r(O) dO, 
r=1 Er,• 

On obtient, d'après le corollairel.3.(2): ~:~:~ = O(e-~1\[l)Pt). Ainsi, d'après 

l' hypothèse (i) et les inégalités (1.18) : limt ..... +oo ~:f:J = O. Comme d'après (1.17), on a 

l'inégalité J1(é) + l2(é) < 1, on obtient alors: limc-+oo h(é) = 0 et limc-+oo l1(é) = 1. 
Posons: 

On a alors : 
K(C) 

Jc(z) = .2::::: 1 e-zh(B) 9c,r(O) dO + o(1) 
r=1 Et,r 

et 

Donc 
V é > 0 e-(a+E)z ~ liminf Jc(z) ~ limsup Jc(z) ~ e-az 

l-++oo i-++oo 

et 
V z > 0 lim Jc(z) = e-az. 

C-+oo 

• 
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Nous revenons maintenant au problème de loi limite qui, d'après le lemmel.7, se 
ramène à l'étude des limites (1.15) et (1.16). Nous commençons par l'étude du cas d'un 
processus ponctuel de Poisson homogène. 

, 
1.4.3 Etude du cas d'un processus ponctuel de Poisson hon1ogène 

Théorème 1.4 
On suppose que N est un processus ponctuel de Poisson homogène sur R? défini sur 
(n, A, P) dont le support est défini en coordonnées polaires par : 

S = { (p, 0) E lR x [0, 21r[: 0 :S p < </>(0); </>(0) = </>(27r)} 

où </> est une fonction positive et différentiable. On suppose que N a une mesure moyenne 
fl = CÀ, où C est une constante positive connue et À la restriction à S de la mesure 
de Lebesgue sur JR2

• Soit f3 = (/3iJ une suite de nombres reéls positifs dépendants de lt, 
définie par l'équation intégrale : 

J\(l) 

(1.19) ~ 

Si 

(i) K(f)---+ +oo, 

Alors, la variable aléatoire 

(ii) 1\(f) = o( f 2 ) et (iii) f = o(K(f)2
). 

(log f) 

admet une loi limite qui est la loi de Gumbel ayant pour fonction de répartition exp( -e-az) 
où a = inf {.plo) : 0 ::; 0 < 21r}. 

Ce théorème est une extension des résultats de Geffroy[14] au cas des secteurs aléatoires. 

Démonstration : 
Comme le problème de la recherche de la loi limite se ramène à l'étude des limites (1.15) 
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et (1.16), nous commençons d'abord par l'étude du paramètre qe,r(ze), r = 1, · · ·, K(f), 

avec ze =! ( KY)z +,Be). En utilisant les formules (1.3), (1.4), (1.5) et (1.14), on obtient: 

rtR(r) (J<P(8) 2p dp) df} 
JtR(r-l) Mt,r-Zt 

Donc 
M 2 - (M, - z-) 2 

( ) < (,r ~,r ~ 
qe,r ze - 2 

me,r 
D'où les inégalités 

Puisque <P est différentiable 

(1.21) Ml,r - m},r < Ml.r - m;,r < ? _.11_1 1 ,+..'(0) 1 T )' 
2 2 - - 2 sup 'f' ve. 

A1e,r me,r m 0$8$21r 

D'après le corollairel.3.( 1 ), il existe des constantes C1 > 0 et C2 > 0 telles que 

p{ Vé > ]~~)} = Ü (K(f) e-C)v(C)) . 

Ce qui entraîne: pour tout C3 > C2 ~At sup{I<P'(O)I : o ~ e ~ 21r} 

(1.22) 

D'où 

PL$~$~;(C) f{(f) 1 ( 1 - qe,r(zc)) - ( 1- .~~;;,J 
2

1 > c3} = 0 (K(f) e-C] v(C)) 

et sous l'hypothèse (ii) 

~ P{ ~~~~~"f!tl 1\(f) 1 (1 - q,,,( z,)) - ( 1 - A;:.J 'J> C3 } < +oo. 
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En utilisant maintenant (iii), il existe une suite ê(t') de variables aléatoires, fonctions 
mesurables de è(f), telle que ê(C) --+ 0 presque sûrement lorsque f--+ +oo et pour tout 
1 :5 r :5 K(f) 

(1.23) ( 
ze )2 J((f) 

qe,r(ze) = 1 - 1 - M + -f- E(f). 
f,r 

D'après les inégalités (1.18) et les hypothèses (i), (ii) et (iii), on a : pour tout r 

1 · · · K(f) ' ' ' 
( ) 

llt,r-1 ( f ) 1 1 
log 1 - qe,r(ze) = - z + K(f) f3e Me,r + ê (f) 

où E'(f) est une suite de variables aléatoires, fonctions mesurables de è(l) telles que E'(f) 
converge vers 0 presque sûrement lorsque f tend vers l'infini. 
Pour r = 1, · · · ,1\(f), soit Oe,r E [tn(r-1), tn(r)[ tel que: 

(1.24) 

Puisque </> est différentiable, 

</>(~ ) - Ml :5 ~ sup J<P'(O)J Vc. 
e,r l,r m 0:58911" 

Donc, d'après le corollairel.3.(2), pour tout r = 1, · · ·, K(f) 

(1.25) 1 1 ( 1 ) -= +0-
Me,r </>(Oe,r) K(f) 

p.s. 

On en déduit 

( )

11
cr-I ( f ) 1 (z+ K1e)f3e) 

log 1- qc,r(zc) . =- z + J((f) f3e </>(Oe,r) + 0 K(f) + E'(f) · 

D'après les inégalités (1.18) : Ktf)2 f3e < I:g:CW et sous l'hypothèse (i) , 

K~e) ( z + K~e) f3e) --+ 0 presque sûrement quand f --+ +oo, il existe donc une suite ê"( C) de 

variables aléatoires, fonctions mesurables de Ô(f) telles que ê"( t') --+ 0 presque sûrement 
quand f--+ +oo et pour tout 1 :57' :5 K(f) 

( ( ))

11
l,r-1 ( f /3) 1 11 

log 1- qe,r Zf = - z + 1\(f) c </>(Oe,r) + ê (f) · 
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Ainsi 
K(D K(~ g [ 1 - ( 1 - q,,,( z,) r·-'] = g [ 1 - e -( •+ "1 ,, p,) .,.;,,) +<"(t) l 

qui d'après Jacob et Abbar[20](1emrne4.1), a la même limiter, si elle existe, que 

K(l) II [1 - e -(z+ K[t) i3t) <P(9~,r>]. 
r=l 

D'après Schwartz[29](Th.2, p.208) et l'égalité (1.24), cela revient à étudier la limite de 

K(l) K(C) 
1 (1.26) L e-(z+J\(t)i3t)~ = L t _ t { e-(z+K1t)i3t).ple) dB. 

r=l r=l R(r) R(r-1) }(tR(r-1) 'tR(r)l 

Finalement d'après le lemmel.9, la limite de (1.26) est : 

-log T = e-az et T = exp ( -e-az) . 

Donc 

J((l) [ 1] II 1 - ( 1 - qe,r(zl)) llt,r- --+exp ( -e-az) 
r=l 

p.s quand f. --+ +oo 

et 
Fl(zl) ~exp ( -e-az) quand f ~ +oo. 

Pour en déduire la loi limite de d(<Pn, <P), nous avons besoin du résultat suivant: 

Lemme 1.10 

• 

Soient Xn une suite de variables aléatoiTes Téelles ayant une loi limite et Yn une suite de 
vaTiables aléatoù·es Téelles telles que 

IXn - Yn 1 ~ 0 en probabilité quand n ~ +oo. 

AloTs, la suite de variables aléatoù·es réelles Yn admet la même loi limite que Xn. 

Démonstration : 
Voir par exemple Gala.mbos[13] (Lemme 2.2.1, page 60). Pour un résultat avec des hy
pothèses plus générales voir Billingsley[5] (Théorèmes 4.1 et 4.2, page 25 ). • 
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Théorème 1.5 
Sous les hypothèses du théorème1.4, la variable aléatoire 

admet une loi limite qui est la loi de Gumbel ayant pour fonction de répartition exp ( -e-az) 

OÙ a = inf { <t>lO) : Ü ::; 8 < 21r}. 

Démonstration : 
D'après le lemmel.lO, ce résultat découle du théorèmel.4 et du fait que 

En effet pour que d(</>n,</>) soit différent de ZL(n), il est nécessaire que l'un des secteurs an
gulaires DL(nl,n r = 1, · · ·, K(L(nl), soit d'effectif positif pour au moins un des processus 
ponctuels de l'échantillon. En remarquant que 

V fEN* Aft.,r- mt.,r ::; \fc sup l</>'(8)1 
0$0911" 

et, d'après le corollairel.3.(2), 

c4 
Afc,r- mt.,r ::; K(f) p.s. 

où C4 est une constante positive. On peut écrire : 

Mais 1 'hypothèse f = o ( /{ ( C?) entraîne : 

(
f{(f) !3) 

= o -f-z + c 'v z. 
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D'où 

Fe ( 1~~)) ~ 0 quand f ---+ +oo. 

Donc, en raisonnant comme dans le lemmel. 7, 

• 
Nous abordons maintenant l'étude de la loi limite dans le cas d'un processus ponctuel 

de Poisson non homogène. 

1.4.4 Étude du cas d'un processus ponctuel de Poisson non ho-
Inogène 

Théorème 1.6 
On suppose que N est un processus ponctuel de Poisson sur 1R2 défini sur (D, A, P), de 
mesure moyenne p et de support défini en coordonnées polaires par : 

où </> est une fonction positive et différentiable. On suppose que p est absolument continue 
par rapport à la mesure de Lebesgue sur JR2

, À, et dont la densité 'ljJ = ~~ vérifie les 
inégalités (1.2). On suppose également que la densité g définie par (1.3) est lipschitzienne 
de rapport a. On définit la suite de réels positifs f3 = (f3ïJ dépendants de il par 1 'équation 
intégrale 

Si 

(i) I<(f) ~ +oo, (ii) I<(f) = o( f 2) 
(log f) 

et (iii) f=o(K(t?). 

Alors, la variable aléatoir·e 

admet une loi limite qui est la loi de Gumbel ayant pour fonction de répartition exp ( -e-az) 
où a = inf {.plo) : 0 :=:; 0 < 271"}. 
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Démonstration : 
D'après le lemmel. 7 l'étude de la convergence en loi de la variable aléatoire 

se ramène à l'étude des limites de {1.15) et {1.16). Pour cela nous commençons par l'étude 
du paramètre 

(1.27) 
fvt.r(zt) g(p, 0) dpdO , 

qc,r(zc) = G ( ) G ( ) ; r = 1, .. ·,fi (f) 
1 iR(r) - 1 iR(r-1) 

avec ze ~('"Y) z + ,Be). Comme g est continue, on peut choisir un point ( 7Jr, Çr) de 
0 

De,r (zc) tel que 

{ g(p, 0) dpd() = g(7Jr, Çr) >.(Dc,r(zc)) 
} Dt,r(zt) 

et comme 

on choisit un point (r7;, ç;) de Dc,r tel que 

On obtient alors : pour r = 1, · · · , ]( ( f) 

(1.28) ( ) 
_ g(7Jr,Çr) >.(Dc,r(zc)) 

qc,r ze - ( ' t') >.(D ) . g 7Jr, '-r (,r 

D'autre part 

>.(Dc,r(zc)) > m;,r - (1\fc,r - zc)
2 

>.(Dc,r) - MJ.r 
et 

>.(De,r(zc)) < Me~r - (Mc,r - zc)
2 

>.( Dc,r) - mlr 

D'où les inégalités 

[1 _ ( 1 _ ..!.!.._) 2]- MJ.r - m;,r < >.(Dc,r(zc)) < [1 _ (l _ ..!.!.._)2] 
1\fc,r Afl,r - >.(Dc,r) - Mc,r 

M 2 2 
Cr -ni-er + ' ' 2 7ne,r 
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Puisque <Pest différentiable, d'après (1.21 ), ( 1.22) et l'hypothèse (ii) il existe une constante 
positive C telle que : 

+oo { ( À(Dt,r(zc))) zc 2 } 

" P max K(f) 1 1 - -\(De,r) - (1- M•,r) 1> C < +oo. f;;t l$r$K(C) , 

En utilisant l'hypothèse (iii), il existe donc une suite E(f) de variables aléatoires, fonctions 
mesurables de {J(C), telles que e(f) converge vers 0 presque sûrement quand f tend vers 
l'infini et pour tout 1 ~ r ~ K(f) 

(1.29) -\(De,r(ze)) = _ ( _ _!.!__) 2 K(f) (n) 
-\(D ) 1 1 M + f E t . 

C,r C,r 

La fonction g étant lipschitzienne de rapport a. En remarquant que, pour f assez grand, 
0 

ze < f3e, et donc le domaine De,r (ze) est contenu dans le domaine Dc,r(f3c). D'après les 
inégalités (1.18) et le corollairel.3.(2), on a: pour tout r = 1, · · ·, K(f) 

1 1 [ 1 K(f) log I<(f)l 
(1.30) 9(1JrJ,r) = 9(1Jr,f•r) + Ü J<(f) + .f p.s. 

En combinant les formules (1.28), (1.29) et (1.30), g est bornée, on obtient : pour tout 
r = 1, · · · , f{ ( f) 

( [ 
1 K(f)logK(f)J)( ( zc )2 K(f) ) 

(1.31) qe,r(Zt) = 1 + 0 f{(f) + e 1 - 1- A1c,r + -f- t:(f) . 

Sous les hypothèses (i), (ii) et (iii), on a: pour tout r = 1, · · ·, K(f) 

où e1
( f) est une suite de variables aléatoires, fonctions mesurables de Ô(l), telle que e1

( f) 
converge vers 0 presque sùrement quand f tend vers l'infini. On en déduit de (1.18), (1.25) 
et l'hypothèse ( i) : 
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où ë"(f) est une suite de variables aléatoires, fonctions mesurables de ô(t), telles que E"(f) 
converge vers 0 presque sûrement quand f tend vers l'infini. 
Comme ve,r = K~e)(1 + o(1)), d'après (1.31), sous les hypothèses (i) et (ii) 

qe,r(ze) ~ 0 p.s et K~f) ( qe,r(ze) f ~ 0 p.s quand f ~ +oo. 

On a alors : pour tout r = 1, · · ·, K(f) 

1 ( ( ))
llt,r-1 ( f {3) 1 111 

og 1- qe,r ze = - z + J<(f) f. <f>(Oe,r) + E (f) 

où ë"'( f) est une suite de variables aléatoires, fonctions mesurables de Ô(l), telles que 
E'"(C) ~ 0 presque sûrement quand C ~ +oo. 
On en déduit : 

K(l) [ 111 _ 1] K(l) [ ( ) ] [1 1-(1-qe,r(ze)) ,r = g 1-e-z+I,fl)~l 4>( 0~.rl+~'"(f.) 

qui d'après Jacob et Abbar[20](1emme4.1), a la même limiter, si elle existe, que 

K(l) g [1-e-(•+11/-;.,P•)~l 
D'après Schwartz[29](Th.2, p.208) et l'égalité (1.24) cela revient à étudier la limite de 

K(C) K(l) 
1 (1.32) L e-(z+"Rfu~t)~ = L r e-(z+J,ft)~t)ieJ dO. 

r=1 r=1 iR(r) - iR(r-1) }[tm_r-1)' tm_rj[ 

Finalement, d'après le lemme1.9, la limite de (1.32) est : 

- log T = e-az et T = exp ( -e-az). 

Donc 

et 
F~.(zt)----+ exp(-e-az) quand f----+ +oo. 
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Théorème 1. 7 
Sous les hypothèses du théorèmel. 6, la variable aléatoire 

admet une loi limite qui est la loi de Gumbel ayant pour fonction de répartition exp ( -e-az) 

où a = inf { <t>lo) : 0 ::; () < 27r}. 

Démonstration : 
Elle s'effectue de la même manière que celle du théorèmel.5. • 
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Chapitre 2 

Estimation à pas aléatoire du 
contour d'un processus ponctuel de 
Poisson sur le plan 

2.1 Introduction 

Dans ce chapitre, nous considérons un processus ponctuel de Poisson sur R 2 de support 
défini par : 

{(x,y)ElR2
: O~y~f(x); O~x<l} 

où f est une fonction continue positive et inconnue à estimer. Nous nous proposons d'es
timer f par la méthode à pas aléatoire, étant donné un n-échantillon de ce processus 
ponctuel de Poisson. 

Il est clair que ce cas diffère très peu de celui que nous avons envisagé dans le premier 
chapitre. Cependant la généralité est ici un peu plus grande, puisque nous allons utiliser 
des estimateurs qui ne reposent pas nécessairement sur des blocs équilibrés. D'autre part, 
ce chapitre a une suite naturelle qui est le quatrième chapitre, où nous considérons des 
supports délimités par des fonctions f éventuellement discontinues. Une telle générali
sation aurait eu moins de sens dans le cas du support étoilé du premier chapitre. Nous 
avons donc jugé utile de reprendre dans ce nouveau contexte l'étude du chapitre, en évi
tant autant que possible de nous répéter. Enfin, dans le troisième chapitre, le lissage spline 
présentera de légères différences d'un cas à l'autre, splines périodique ou non. 

Nous établissons des conditions nécessaires de convergence uniforme en probabilité 
et une condition suffisante de convergence uniforme presque complète, de l'estimateur 
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construit par la méthode à pas aléatoire et nous établissons que la loi limite de cet es
timateur est une loi de Gumbel dont le paramètre dépend de j, généralisant ainsi les 
résultats obtenus au premier chapitre, ainsi que ceux de Geffroy[12], de Gensbitel[14] et 
de Jacob et Missié[19]. 

2. 2 Préliminaires 

2.2.1 Notations, définitions et hypothèses 

Nous considérons un processus ponctuel de Poisson N sur le plan !R2 rapporté à un 
système d'axes rectangulaires (Ox, Oy), défini sur un espace probabilisé (n, A, P). 

Nous supposons que le support du processus ponctuel de Poisson N est défini par : 

(2.1) 

où f est une fonction continue positive telle que 

0 < m = inf f(x) ~ !11 = sup f(x) < +oo. 
O~x<1 O~x<1 

Nous supposons que la mesure moyenne fl = E(N) deN est absolument continue par 
rapport à la mesure de Lebesgue sur IR2

, À, et que la densité 'l/J = ~~, vérifie : 

(2.2) A~'l/;(x,y)~B, V(x ,y)ES 

où A et B sont deux constantes réelles strictement positives. 

Soit N1 , • • ·, Nn n copies indépendantes de N. Nous nous proposons d'estimer f par 
une fonction fn dont nous préciserons plus loin la construction. 
Soit N(n) = N1 + · · · + Nn la superposition de ces n processus ponctuels de Poisson 
indépendants, c'est clone un processus ponctuel de Poisson de mesure moyenne nfl. Nous 
désignons par L(n) l' effectif aléatoire de N(n) sur S : 

n 

i=l 

Soient fEN, un entier 1\(f) et des entiers Vj(f) > 0 pour j = 1, · · ·, K(f) tels que 

K(l) 

Lvi(f)=f+l. 
j=l 
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Il est nécessaire que K(f) ~ f + 1 pour tout f E N. Nous définissons une suite d'entiers 
par: 

0 

Rj-t(f) + Vj(f)' 1 ~ j ~ I<(f). 

Dans la suite, on donne des résultats asymptotiques pour n ---+ +oo, sous des conditions 
concernant le comportement de vj(f), donc de I<(f), quand f ---+ +oo. N(n) est un 
processus ponctuel de Poisson de mesure moyenne nJ.L, on peut toujours le représenter 
sous la forme 

L(n) 

N(n) = """""'b(x . Y. ) ~ t,nt t,n 

i=l 

où b(X;,n;Y;,n) est la mesure aléatoire de Dirac, où L(n),(Xl,n; YI,n),··· ,(Xi,n; Yi,n),· · · 
sont des variables aléatoires indépendantes, où L(n) est à valeurs entières et suit une loi 
de Poisson de paramètre nJ.L(S) et où les variables aléatoires (Xi,n ; Yi,n), i = 1,. ·., sont 
à valeurs dans [0, 1] x R+ et suivent une loi commune de densité 

(2.3) 

Il faut noter que cette loi ne dépend pas de n. Les calculs que nous aurons à faire passe
ront toujours par une étape de conditionnement par rapport à { L(n) = f}. Pour n =f n', 
les événements { L(n) = f} et { L(n') = f} sont presque sûrement différents, ainsi que les 

vecteurs aléatoires ( (..\l,n; Yt,n), .. ·, (Xt,n; Yl,n)) et ( (XI,n' ; YI,n' ), .. ·, (Xt,n'; Yc,n')). 

Cependant comme les démonstrations faites sous un conditionnement tel que { L(n) = f} 

ne concerneront que les propriétés de la loi de ( (Xt,n; Yt,n), · · ·, (Xt,n; Yl,n)), il est com

mode d'introduire des variables aléatoires fictives (X1 ; YI),···, (Xt; Yi) indépendantes 
de même loi de probabilité absolument continue et qui admet pour densité la fonction g 
défini par (2.3). 
On notera Ne le processus empirique 

l 

L8(X;,Yi) 

i=l 

qui, pour tout n, a la même loi que la loi de N(n) conditionnée par { L(n) =L'}. 
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2.2.2 Partitions en blocs et en domaines aléatoires 

En négligeant les cas de probabilité nulle puisque la loi commune aux variables aléa
toires Xi, i E N*, est absolument continue, pour tout ( i, j) E N* x N*, i =/= j, les variables 
aléatoires xi et }j sont presque sûrement distinctes. 

Si l'événement { L(n) = f} est réalisé, on désigne par 

les points de la réalisation du processus ponctuel de Poisson N(n), rangés selon les Xi 
croissants : 

xr>, ... ' xy> 
désignent les variables aléatoires X 1 , • • • , Xe ordonnées en croissant, c'est-à- dire : 

YY') · · · yy> sont définies par · 
1 ' ' l . 

Sl X· =X(t> 
t J alors y.(l) =y; 

J t 1 ~ i,j ..s: e. 
Conditionnellement à { L(n) = f} : 

x;e>' ... 'xy> est une statistique d'ordre d'un échantillon de taillee d'une loi de pro
babilité absolument continue qui admet pour densité 

et y;<t>, · · · , Ye(C) sont des concomitants des statistiques d'ordre. 

On partitionne 1 'intervalle [0, 1 [ en J( ( f) blocs de la forme : 

6c,j = [x~;_J(t) , x~}ce> [, j = 1, 2, · · ·, K(f) 

avec 
v(f) 0 et x(l') - 1 

."\. HQ(l) - RK(l)(l') - • 
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Donc chacun des blocs contient vj ( f) points de X~c), · .. , x y> où 

1 { l/1 ( f) - 1 ' 
vi( f) = 

llj(f)' 

j=1 

j = 2, ... ' I<(f). 

On pose, pour tout j = 1, 2, · · ·, I<(f) : 

De,j={(x,y)ES: xEfle,J. 

Ainsi pour tout fEN*, on a une partition deS en domaines aléatoires De,j; 1 ::; j::; I<(f). 
On pose , pour tout fEN* et tout j = 1, 2, · · ·, 1\(f) : 

1ne,j 

\lo. 
<,) 

sup{f(x) : xE fle,j}, 

inf{J(x) : xE flc,il, 

X (l) v(l) 
R1 (l) - .'\ R1 -1 (l) ' 

{ 
(l) /"(l) } 

X R
1
_J(t)' );, R

1
(C) • 

On pose ensui te : 

x(t) 

max Ve ·, 
1< '<K(t) ,J _)_ 

= min Vc ·, 
1< '<K(t) ,J _)_ 

= {x~;(t); 1 $j 5: K(R)}, 

2.2.3 Définition de l'esthnateur 

Pour tout f E N· et tout w E n, on définit par Sew le support de la mesure discrète 
Ncw et on pose : 

et 
U't,i = max{y 1 (x,y) E sr,i}, j = 1, ... , I<(f). 

Nous proposons comme estimateur fn de /, un estimateur de la même nature que 
l'histogramme de la partition aléatoire, basé sur les extrêmes des ordonnées des points 
dans chaque domaine aléatoire, défini par : 

Y j E { 1 , 2, · .. , ]{ ( L ( n))} , V x E Ll L< n > ,j f n (x) = U L< "> ,j . 
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2.3 Convergence de l'estimateur 

Avant d'aborder l'étude de la convergence, nous établissons le 

Lemme 2.1 
Si 

l. 1 . ( /}) tm -- x Illln v· <. = +oo. 
e-+oo log f I$i$K(l) J 

Alors , pour toute constante C > 0 : 

+oo +oo 

"""""" I<(f) exp (-c min V;·(f))P(L(n) = e) < +oo. ~~ l<.<K(l) 
n=l l'=l _;_ 

Démonstration : 
Ce lemme est une variante du lemmel.3 du chapitre!. La différence la plus notable 
concerne la majoration de 

+oo ( 

e-n L I<(f) exp (-c min vi(f)) ~~ . 
l$i$K(f) <.. 

t=[vn]+l 

On majore ]{ ( f) par f + 1, et on pose 

Donc 

min llj(f) = êe log f, OÙ êe ---t +oo quand f---t +oo. 
I$i$I~·(e) 

]{(f) exp (-C min Vj(f)) ~ (f + l).e-Cet = o(.e-4
) 

l$i$K(l) 

et le reste suit comme dans le lemmel.3 du chapitre!. • 

2.3.1 Condition suffisante de convergence uniforn1e presque con1plète 

Nous posons : 
d(fn, J) = sup lfn(x)- f(x)! 

O$x<1 
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Théorème 2.1 
Si 

lim -
1 

1 
0 

x min vi( f) = +oo. 
e-+oo og -t 1$i$K(l) 

Alors, la variable aléatoire d(Jn, !) converge vers 0 presque complètement quand n tend 
vers 1 'infini. 

Démonstration : 
Comme dans la démonstration du théorème1.1 du premier chapitre, la convergence presque 
complète de d(fn, !) vers 0 résulte de la convergence presque complète de VL(nl vers 0 et 
de la convergence de la série 

+oo K(L(n)) 

~ P( ~ { Ni•I(AL<•JJl = 0}} 
où pour tout 1 ~ j ~ K(L(n)) et tout 0 < E < m 

AL(n),j = {(x, y) E DL(n),j : ffiL(nJ,j >Y~ ffiL(n),j- ê }· 

1) On examine d'abord la convergence presque complète de VL(nl vers 0 : 

Soit g1 la densité de probabilité des variables aléatoires X; étant donné { L(n) = f}, et G 1 la 

fonction de répartition de 91· En posant Te,j = Gl ( x~;(l))- Gl ( x~;_J(c))' 1 ~ j ~ I<(f), 
pour tout 0 < 8 < 1, on a, comme dans le premier chapitre : 

+oo K(C) 

P{ \IL(n) > ((8)} ~ L L P{ Te,j > 8} P{ L(n) = f} 
l=I j=I 

où (est le module de continuité de Gï 1
• 

D'après le corollairel.l(chap 1,§1.3.1) 

K(l) 

L P{ Te,j > 8} ~ 0 (I<(f) exp ( -C l$~if.(c) vi(f))). 
J=l 

Il reste à utiliser le lemme2.1 pour obtenir le résultat. 

2) La démonstration suit les grandes lignes de celles du theorèmel.1, avec quelques 
modifications de calcul, si bien que nous préférons la donner in extenso. 
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On montre maintenant la convergence de la série 

On a: 

K(L(n)) +oo K(t) 

P( w {N(nl(AL<n>)=ü}) $LLP{Nt(At,i)=O}P(L(n)=f). 
J=l l=l J=l 

Pour tout j = 1, · · ·, K(f), il y a vi(f)- 1 points ordonnés entre 

(x (t) y(l) ) t (xr(l) y(l) ) , . 
Rj-l(i)' RJ-l(C) e R}(t)' RJ(l) , a savOir : 

La loi de probabilité conjointe de ces points, conditionnée par X~]-dt) = XR
1

_J(t) et 

X~](t) = XR
1

(e) est étudiée en appendice 2, elle est celle d'un échantillon ordonné de taille 
Vj(f)- 1 d'une loi de probabilité absolument continue qui admet pour densité : 

(2.5) 
si non. 

D'autre part, les vecteurs aléatoires 

sont indépendants conditionnellement à 

Et, conditionnellement. à -'<e,j, les variables aléatoires 

Ne(Ae,i); j = 1, · · · ,I<(f) 
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sont indépendantes et de lois binomiales B( vi ( f) - 1 , Pt,j), 1 :::; j :::; ]{ ( f) où 

Pt,j = { hi(x,y)dxdy , j = 1,···,I<(f). 
}At,1 

On a donc 

et 

Etudions maintenant le paramètre Pt,j; 1 :::; j :::; I<(f) : 

D'après les formules (2.3), (2.4) et (2.5), on a: pour j = 1, · · ·, I<(f) 

lxRJ(l) (J.mt,j 1/•(x y) dy) dx 
XR

1
_

1
(i) mt,1 -l!: l 

Pc,j 

Donc, d'après les inégalités (2.2), on obtient : 

B B 
Pc,j ::S A :::; -A t: et 

mc,j m 

Ainsi : pour tout j = 1, · · ·, K(f) 

(2.7) 

A A 
Po·>-->-c 

<J - B Mcj - BM c. 

D'après le lemme2.1 et l'inégalité (2.6), en posant toujours Jt(S) = 1, pour établir la 
convergence de la série 
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il suffit de montrer qu'il existe une constante positive C = C(e) telle que 

~ { ( )v3
(C)-1} ( ( )) ~ E 1 - Pc,j = 0 K(f) exp -C min vj(f) . 

1$;j$;K(C) 
j=l 

Or, d'après les inégalités (2.7), 

~ {( )IIJ(f)-1} 
~E 1-pc,j ~ 
j=1 

K(l) 

~ E{ exp ( -pt,;(v;(l)- 1))} 
0 (l\(f) exp (-c min vi(e))) avec C = BAM e. 

1 $;j$K(C) 

• 

2.3.2 Condition nécessaire de convergence unifonne en proba
bilité 

Lemme 2.2 
Pour que d(fn, J) conve1'9e vers 0 en probabilité lorsque n ---+ +oo, il est nécessaire que 
VL(n) converge vers 0 en probabilité lorsque n ---+ +oo. 

Démonstration : 
Supposons que VL(n) ne converge pas vers 0 en probabilité. Alors il existe deux réels positifs 
e et Tf, et une sous-suite \IL(q) telle que, pour tout q : 

On peut à présent choisir une fonction f qui nous permette d'arriver à une contradiction : 
posons par exemple f(x) =x+ 1. Alors l'oscillation de f sur un intervalle de longueur 
donnée est égale à la longueur de cet intervalle. Il est facile de voir que, dans ces conditions, 
pour tout n : 

d'oü, pour tout q : 

p { d(fq' f) > ~} > Tf 

ce qui prouve que d(fn, J) ne converge pas en probabilité vers O. 
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Théorème 2.2 
Une condition nécessaire pour que d(Jn, J) converge en probabilité vers 0 quand n tend 
vers l'infini est que 

(i) 

(ii) 

Démonstration : 

inf 
l~1 

sup 
l~1 

1 
--x max v·(f) = 0 
f + 1 1~j~K(l) J 

1 
-....,....----x max v·(f.) = +oo. 
log( f + 1) 1 ~j~K(C) J 

1) Présentons d'abord la nécessité (i): 
Soit a > 0 tel que 

veEN* max vj(f) 2: a (C + 1). 
1~j~K(C) · 

Pour tout e > 0, 

+oo 
'""'P{ max \fc 3· > e} P{L(n) = f.} 
~ 1< "<K(C) ' C=1 _J_ 

> inf P { max Vc · > e} . 
l~1 1 ~j~l<(C) '

1 

D'après les inégalités (2.2) et le théorème des accroissements finis, il existe deux contantes 
positives A' et B' telles que pour tout j = 1, · · ·, K(f) : 

A' \1. . < T• . < B' v, . <,] - <,] - <,] 

donc 
P{VL<n) > e} 2: inf P{ max re 1· > e B'}· 

(~1 1~j$J';"{C) ' 

Cependant comme pour tout j = 1, · · · , ]{ ( f) , 0 ~ Tt,j :::; 1, on a : 

E( rc,j) - 1 re,j dP + 1 re,j dP 
{max1 ::;1 :5!\(l) Tt,J > e B'} {max 1 :SJ:S/\(l) Tt,1 ~ e B'} 

< P { max Tt i > e B'} + e B'. 
1~j~K(C) ' 

Donc 
P{VL(n) > e} 2: inf ( max E(rc 3·)- e B'). 

(~1 1 ~j~J..:(t) ' 
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Comme d'après le lemmel.1 ( chap 1 ,§ 1.3.1) la variable aléatoire Te,j suit une loi bêta de 

paramètres (vi(C) ; C- Vj(C) + 1), on a : 

Donc 

P{~L(n) > ê} > inf (-
1

- X max v·(C)- ê B') 
f.~l f + 1 l~j~K(f.) J 

> a- ê B' 

> 
0' 

2 

pour ê assez petit. 
Par conséquent, une condition nécessaire pour que VL(n) converge vers zéro en probabilité 
est (i). Cette condition est également nécessaire pour que d(Jn, J) converge vers zero en 
probabilité d'après le lemme2.2. 

2)Présentons ensuite la nécessité de (ii) : 

Comme dans la démonstration du théorèmel.3 du premier chapitre, avec des notations 
similaires, on en vient à devoir trouver une minoration uniforme de 

(
K(l) { } ) (I<(f.) [ (f.) l) p ~ N,(At,j) = o = 1 _ E p, 1 _ (1 _ PIJ r _, 

pour tout e entier non nul tel que 

1 
-:----:-:---:- x max vi ( C) ::; a < + oo 
log(f+l) t~j~Kl) 

alors que dans le premier chapitre on disposait d'une condition plus maniable du type 

K(C) > / C a og 

Prenant ê > 0 assez petit pour que ~: < 1, on obtient : 

( )
v;(C)-1 ( '>B~ ( )) 

1- 1-pc,j :SI-exp -~n: vj(€)-1 . 
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Pour tout 1 ~ j ~ K(f) 

Par conséquent, 

Vj(f)- 1 ~ max Vj(f) ~a log( t'+ 1 ). 
l~j~K(f) 

[ ( 
2 Béa ·] K(e) 

1- exp - Am log(f + 1)) 

( 1- (e + 1 (.!'~" )"cq 
< exp (- ]{ (l:) ( f + 1) -

2 

X~o) . 
Cependant, on a évidemment : 

Donc 

Si bien que 

]((f) x max vj(R) ~ f + 1. 
1~j~K(C) 

a K(f) log(f + 1) ~ f + 1. 

1-~ 

K(C)[ 113 (C)- 1 [ (f+ 1) Am l D 1 - ( 1 - Pe,j) ~ exp - a log( f + 1) . 

Prenant ê > 0 assez petit pour que 2f:o < t, on obtient 

K(C)[ v(C)-1 [ (f+1)t] IJ 1 - (1 - Pc ·) 
3 

< exp - -----'---'---
i=1 '

1 
- a log(f + 1) 

D'où, finalement, pour tout f entier tel que 

1 
---- x max v·(f) <a. 
log( t'+ 1) I~j~K(l) 1 

-

On obtient 
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2.4 Loi limite 

2.4.1 Position du Problème 

Dans ce paragraphe nous abordons la question de la recherche de la loi limite de 
d(fn,J). Nous déterminons d'abord la loi limite de 

(2.8) ZL(n) = max (ML(n) j- UL(n) j) 
1$j$K(L(»)) ' ' 

et nous en déduirons celle de d(fn, !). 
On se propose de définir deux suites de variables aléatoires positives a( n) et /3( n) de 

f zl(n)-/3(n) 1. d'' '' lll> açon que a(n) converge vers une 01 non egeneree sur~+· 

Nous établissons une propriété pour laquelle a(n) et j3(n) dépendent du nombre L(n) 

de points observés. Pour a(n), qui est le paramètre d'échelle, cela suffira. Par contre pour 
j3(n), qui est le paramètre de position, le découpage du plan en secteurs angulaires choisi 
aura son importance. j3(n) dépendra de L(n) et du vecteur aléatoire 

Nous remplaçons donc dans ce cas a(n) par aL<"> et j3(n) par /3 x(L<n>)· 

D'après le lemmel.7(chap. 1, §1.4.1) l'étude en loi de 

se ramène à celle de 

ZL(n) - /3.);(L(n)) 

aL(n) 

Zc- /3 x(l> 
o:c 

Dans ce qui suit, z étant un nombre positif fixé, nous posons 

où ac est déterministe et où f3xu> dépend de X(C). En fait, cette notation est lourde à. 
traîner dans les ca.lculs, on voudra bien nous pardonner l'abus consistant à écrire 

zc = o:cz + f3c. 
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On définit, pour j = 1,···,K(f), 

De,j(ze) = {(x, y) E Dt,j 1 y> Mc,j- Zt} 

0 

et on notera Dc,j (zc) l'interieur de Dt,j(zt)· Pour tout 1 :::; j :::; K(f), il y a 

( {}) 1 . t d , t ( v(l) y(l) ) t (x(l) y(l) ) ' . vi {. - pom s or onnes en re .~ R;_J(l)' n
1
_J(C) e R;(l)' R;(l) , a savoir : 

La loi de probabilité conjointe de ces points, conditionnée par 

(
x(t) = x . . . x(e) - x ) 

RI (C) R!(l)' ' ~1\(l)-dl) - RJ<(l)-1 (l) 

est étudiée en appendice 2, elle est celle d'une statistique d'ordre d'un (z;i(f)- 1)-échan
tillon d'une loi de probabilité absolument continue et qui admet pour densité la fonction 
hi définie par (2.5). 

D'autre part, les vecteurs aléatoires 

(( 
,(C) (l) ) x R;-1 (C)+1' YR;-1 (l)+1 ' ••. ' ( 

r(l) (C) )) x R;(C)-1' YR;(C)-1 
1$_j$_/\(C) 

sont indépendants conditionnellement à 

Et, conditionnellement à .\"(C), les variables aléatoires 

Ne( Dc,j (zc)); j = 1, .. · ,1\(f), 

sont indépendantes et de lois binomiales B(vi(f)- 1, qc,j(zc)), 1 :::; j :::; K(i!) où 

(2.9) qc,j(ze) = j hi( x, y) dxdy , j = 1, · · ·, K(f). 
Dt,; (zc) 
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On a donc 

(2.10) 

où qe,r(ze) est une variable aléatoire Œ(X(e))-mesurable. D'après le théorème de conver
gence dominée, pour que Fe(zt) converge, il suffit que 

(2.11) 

converge presque sûrement. 

, 
2.4.2 Etude de la loi lhnite 

Lemme 2.3 
Si 

(i) lim -
1 

1 
n x min llj(f) = +oo et (ii) 

C-++oo og <. l~j~K(C) 

Alors, pour tout é > 0, il existe une constante C = C(é) positive et, il existe un nombre 
D > 0 et entier non nul C0 indépendants de é tels que : 

où 

P{ reM > D (1 + é)} = O (K(f) exp (-c rpiJ! vi(t))) 
T*t l~J~l\ (l') 

r; = max{re,j: 1 ~ j ~ K(C)}, r*t = min{re,j: 1 ~ j ~ K(f)} et 

rc,j = C1 ( x~}(e)) - C1 ( x~}_J(e)), 1 ~ j ~ K(f). 
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Démonstration : 
Comme, d'après le lenune1.1(chap.1,§1.3.1 la variable aléatoire Te,j suit une loi bêta de 

paramètres (vA f), f- vi(€) + 1). Donc, d'après le lemme1.2( chap.l, §1.3.1), quelque soit 

0 < é < 1, on a: 

P{Tc,j < minl<i<K(C) vi(€)} = 0 (exp (-C1 min v·(f))) 
f(1 + é) l-5i-5K(l) J 

et 

P{Tc,j > mint<i<K(t) vi(f)} = 0 (exp (-C2 min v·(€))) 
f(1- é) l"5j"5K(l) J 

où cl et c2 sont des constantes positives qui dépendent de é' donc 

p({Tc,j < minl<j<J\(C) Vj(f)} u{T . > mÎnt<j<K(C) Vj(f) }) 
f(l + ê) l,J f(l - é) 

= ü(exp ( -C 1 -5~ifl(e) vi(e))) 
où C est une constante positive qui dépend de é. L'hypothèse (ii) entraîne l'existence 
d'un nombre positif D et d'un entier naturel non nul €0 tels que : 

On pose: 

On en déduit : 

1 
a=--

1 + é' 

1 
b=--

1-ê 

max1<i<K(C) vj(f) 
--~~~~~<D. 

mini-5i-5K(C) Vj(f) -

b 
et - = 1 + ë 1 ou 

a 
1 2ë 

ê =--. 
1- ê 

K(l) 

p (Ju.=l [{Tc,J < ~ mil~ Vj(f)} u{Tf,j > ~ ma~ Vj(f)}]) 
t 1"5J"5l\(C) t l::=;J"5/'(€) 

= 0 (K(f) exp (-c min vi(e))). 
1$j$K(C) 

Ainsi pour tout f 2:: f 0 

K(f) b 

n [{ a . (n)} n{ (n)}] Te · > - mm v· t Tf. · < - max v· t 
j=l ,J - f l-5i::=;I·{(C) J ,J - f I::=;j:::;f'((l) J 
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C r > - mm v · <- r < - max v · f { a . ( /1)} n { * b ( ) } 
*t - f l~j~K(C) J C - f l~j~K(C) J 

c - < - ~--==-=--:....:...-:.-:-:-:-{ 
r; b maxl<j<K(C) Vj(f)} 

r.l - a min1 ~j~K(C) vj(f) 

c {-7 ; :::; ~n}. 
r. 1 a 

D'où 

P{ 7
*

1 > D(l +e')} = o(I<(f) exp (-c min 1/j(f)).)· r; l~i9Wl 

Corollaire 2.1 
Si 

(
;) 1 

1
. max1<j<K(C) Ilj(f) 

• 1im -
1 11 

x mil! vj(R) = +oo et (ii) un . ) ER 
C-+oo og t l$J$1\(C) l-+oo mml$j~K(l) Vj(R 

Alors, il existe un nombre D > 0 et un entier naturel non nul f 0 tels que 

(1) Pour toute > 0, il existe C1 = C1 (e) > 0 tel que : 

v f?: Co P{I<(C) Tc*> D(l + e)} = o(K(C) exp (-cl min 1/j(f))). 
l~jSf\(C) 

(2) Pour tout C2 > D ~~, il existe C3 > 0 tel que : 

VC?: C0 P{I\(C) V(> C2} = ü(I<(f) exp (-c3 min vj(f))). 
l~j~K(I') 

(3) Pour tout C4 > D ~~ , il existe C5 > 0 tel que : 

VC?:fo P{ 1~ >C4}=ü(J\(C)exr(-cs min. vi(e))). 
'V f 1 ~J Sf\ (C) 

(4) Les suites ]{ ( C) Vé ct Tif; sont presque sûrement bomées. 
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Démonstration : 

(1) provient directement du lemme2.3, et de l'inégalité I<(f) r.1 ~ 1. 

(2) provient de (1) et l'inégalité 
Am tr < • 

J.L(S) V( - Tl' 

obtenue en utilisant le théorème des accroissements finis et les inégalités (2.2). 

(3) provient directement du lemme2.3 et de l'inégalité 

Am Vi rt• 
--<
BM Wt- r.

1 

obtenue en utilisant à nouveau le théorème des accroissemnts finis et les inégalités 
(2.2). 

(4) provient du lemme2.1, de (2), de (3) et d'une application du lemme de Borel-Cantelli . 

• 
Dans le lemme suivant, nous considérons une réalisation xe du vecteur aléatoire X(l') : 

Xc= { XR
1

(C) j 1 ~ j ~ J((f)}. 
Soit h une fonction positive continue sur [0, 1 ]. On posera : V e > 0 

a 

d 

Lemme 2.4 

inf h(x), 
O<x<I 

sup h(x), 
o::;x::;l 

[XR
1

_ 1(l), XR1 (t)[, 1 ~ j ~ J<(f), 

XRJ(l)- XR]-I(l) ' 1 ~ j ~ I<(f)' 
{xE Ie,j : a~ h(x) <a+ e}, 1 ~ j ~ f{(f), 

{x : 0 ~x~ 1; a~ h(x) ~a+ e}. 

Soit h une fonction positive continue sur [0, 1]. On définit la suite /3 = (f3c) de nombr·es 
positifs dépendants de ic, par l'équation intégrale : 

K(0 1 t ""' j -R(Tji3th(x) d = 1 ~ À(l ·) e x . 
j=I f.,J fc,1 

(2.12) 
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Si 

(i) lim -
1

- x max v·(f) = 0, 
l-+oo f + 1 l~j~K(C) J 

(ii) 1. 1 . ( 0) 1m -- x mm v· {; = +oo, 
C-+oo logf l~j~K(l) 3 

. maxi<i<K(l) vi(f) 
hm . (o) E K 

l-+oo mm1 ~j~K(l) Vj t 
(iii) 

Alors, 

Vz > 0 
K(l) ( t ) 

1. '""" 1 1 . - z+ 1\(l) f3t h(x) d -az 1m L e x= e . 
l-++oo j=l >.(ft,j) lt,; 

Démonstration : 
Par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, l'intégrale (2.12) décroît continûment 
de K(f) à 0 lorsque f3c croît de 0 à +oo. Ainsi l'équation (2.12) a une solution unique 
pour I<(f) > 1. La suite (3 = (f3c) vérifie les inégalités 

(2.13) 
logK(f) f (3 logl\(f) 
___::_~ < -- • < ___::_~ 

d - I<(f) ~ - a · 

Posons : pour j = 1, · · ·, K(f) et pour tout ê > 0 

1 e- K[l)f3th(x) E 1 
( ) ' x l,j' >. Ic,j 

K(C) 

/1 ( s) '[;, L,,,,, g,,;( x) dx , 

K(C) 

l2(ê) L j 9c,j(x)dx. 
j=l ft,; -Et,;, '2< 

On a 
f (ê) > >.( E~) e -(a+~) r.-~t) f3t et 1 ( ) < l - >.(E2~) -(a+~) KbJ f3t 

1 _ \fe 2 ê _ \V l e . 

Sous les hypothèses (ii) et (iii), d'après le corollaire2.1.(4), on obtient: 

J2(ê) = o(e-~I\1t)J3t). 
lt(ê) 
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K(t) 
Comme 2:i=I vi(f) = f + 1 et vi(f) ~ 1, on a: 

1 1 
--<--x max v·(f). 
K(f) - f + 1 l~j~K(t) J 

L'hypothèse (i) entraîne K(f) ----t +oo quand f----t +oo. Ainsi, en utilisant les inégalités 

(2.13), on obtient : lime ...... +oo ~;f;~ = O. Comme d'après l'équation intégrale (2.12), on a 

l'inégalité / 1(ê) + /2(ê) < 1. On obtient alors: 

lim / 2 (ê) = 0 
e-+oo 

et lim I1 (ê) = 1. 
t-+oo 

Posons ensui te : 
K(l) 

J ( ) "" 1 r e-(z+ ],"(ll)f3t)h(x) dx. 
e z = f;;: À(/e,i) }ft,) 

On a alors : 
K(C) 

lt(z) = L 1 e-zh(x) 9t,j(x) dx + o(1) 
j=l Et, 1,, 

et 

Donc 
Vê > 0 e-(a+e)z ~ liminf Jc(z) ~ limsupJc(z) ~ e-az 

t-++oo C-++oo 

et 
Vz>O 

• 
Dans la suite on utilisera les notations ci-dessus avec 

1 
h(x) = J(x) , Vx E [0, 1[. 

Revenons au problème de la loi limite. L'étude de la loi limite est analogue en tout 
point à celle faite au premier chapitre, il nous semble donc inutile de reproduire mot pour 
mot les preuves. Nous nous contenterons d'énoncer les résultats : 
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2.4.3 Étude du cas d'un processus ponctuel de Poisson homogène 

Théorème 2.3 
On suppose que N est un processus ponctuel de Poisson homogène sur R 2 défini sur 
(S1, A, P) de mesure moyenne JL et de support défini par : 

S = {(x, y) E R2 
: 0::::; y< f(x); 0::::; x< 1} 

où f est une fonction positive lipschitzienne d'ordre 1· On suppose que JL = C >., où C est 
une constante positive connue et ).. la réstriction à S de la mesure de Lebesgue sur R2 • 

Soit f3 = (f3xt) une suite de nombres réels positifs dépendants de xc, définie par l'équation 
intégrale : 

(2.14) 

Si 

(i) lim ~ x max llj(f) = 0, 
l->+oo t + 1 l$j$f\(l) 

( . ") 1" 1 zz 1m 2 x min vi(€) = +oo, 
l-+oo (log f) 1$)$/\"(l) 

l
. max1<j<K(l) llj(f) 

(iv) Im . = 1. 
f ..... +oo mm 1$i$K(l) llj(f) 

e 
lim +I = 0, 

(->+oo ( ]{ ( f) r (iii) 

Alo1·s, la variable aléatoire 

/{~~~:)) ( ZL(n) - f3 g(L<n))) 

admet une loi limite qui est la loi de Gumbel ayant pour fonction de répartition exp( -e-az). 

Démontration : 
Elle s'effectue de la même manière que celle du théorèmel.4 (chap.l, §1.4.3). • 
Théorème 2.4 
Sous les hypothèses du théorème2.3, la variable aléatoire 

/{f~~:l) ( d(f., fl - f3 g(d•l)) 

admet une loi limite qui est la loi de Gumbel ayant pour fonction de répartition exp( -e-az). 

Démontration : 
Elle est analogue à celle du théorèmel.5 (chap.1, §1.4.3). • 
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2.4.4 Étude du cas d'un processus ponctuel de Poisson non ho
Inogène 

Théorème 2.5 
On suppose que N est un processus ponctuel de Poisson sur R? défini sur (n, A, P), de 
mesure moyenne f-l et de support défini par : 

S = {(x, y) E ll~? : 0::::; y < f(x) ; 0 ::::; x < 1} 

où f est une fonction positive lipschitzienne d'ordre 1· On suppose que f-l est absolument 
continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur 1R2 , >.. Et on suppose également que la 
densité '1/J = ~~ de f-l est lipschitzienne d'ordre a et vérifie les inégalités (2.2). On définit 
une suite de réels positifs f3 = (f3xt) dépendants de ic, définie par l'équation intégrale : 

K(f) 
1 L f . e -Kftyf3:tt 7fu dx = 1. 

j=I >.(Ic,j) Jlt,J 
(2.15) 

Si 

(i) lim -
1

- x max Vj(f) = 0, 
l-.+oo f + 1 l:S;j:S;K(l) 

(ii) lim 
1 

1 x min vj(f) = +oo, 
l'--+oo (log.€) 1+;; l:Si:SK(l') 

(iii) lim f +I = 0, 
l-.+oo ( ]( ( f)) 'Y 

(
. ) 

1
. max1<j<K(l) vj(f) 

1 zv lill = . 
l'--+= minl:Si:SK(l) Vj(f) 

Alors, la variable aléatoire 

](~~~~)) ( ZL(n)- j3 g(L(n))) 

admet une loi limite qui est la loi de Gumbel ayant pou1· fonction de répartition exp( -e-az ). 

Démontration : 
Elle s'effectue de la même manière que celle du théorèmel.6 (chap.1, §1.4.4). • 
Théorème 2.6 
Sous les hypothèses du théorème2.5, la variable aléatoire 

](~~~~)) ( d(fn, f)- j3 g(L(n))) 

admet une loi limite qui est la loi de Gumbel ayant pour fonction de répartition exp( -e-az). 
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Démontration : 
Elle est analogue à celle du théorèmel.7 (chap.l, §1.4.4). 

2.4.5 Cas où le contour du support est constant 

Dans les deux cas étud iés ci-dessus, lorsque le contour du support est constant : 

1 
VxE(0,1( f(x)=-,a>O. 

a 

• 

D'après l'équation intégrale (2.14) théorème2.3 et l'équation intégrale (2.15) théorème2.5, 
on obtient : 

!3
- _ ]( ( f) log 1\( f) 
xl - a f . 

Dans ce cas particilier /3;; 1 est déterministe et ne dépend pas de la partition en blocs et 
d(fn, J) = ZL(n). 

Donc, d'une part sous les hypothèses du théorème2.3 et d'autre part sous les hy
pothèses du théorème2.5, la variable aléatoire 

admet une loi limite qui est la loi de Gumbel ayant pour fonction de répartition exp( -e-az ). 

2.5 Conclusion 

Les estimateurs étudiés dans ces deux premiers chapitres sont des fonctions continues 
par morceaux. Nous nous proposons au chapitre suivant de les "lisser" et d'en déduire 
deux autres estimateurs continus. Ce lissage sera éffectué au moyen de splines cubiques. 
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Chapitre 3 

Estimation spline à pas aléatoire du 
contour d'un processus ponctuel de 
Poisson 

3.1 Introduction 

Nous étudions dans ce chapitre, l'estimation du contour d'un processus ponctuel de 
Poisson sur JR2

, par la méthode spline cubique à pas aléatoire. cette méthode a été utilisée 
pour estimer une densité de probabilité par Swingedouw[23) et pour estimer une densité 
moyenne d'un processus ponctuel de Poisson par Cretois[S). Nous nous inspirons des 
techniques utilisées par Berlinet[4) pour estimer une densité de probabilité, puis celles 
utilisées par Abbar[l) pour estimer le contour d'un processus ponctuel de Cox par la 
méthode spline cubique à pas fixe. 
Nous étudions le cas de l'estimation spline cubique périodique, puis celui de l'estimation 
spline cubique non périodique. Dans chacun des deux cas pour étudier la convergence 
de l'estimateur spline cubique à pas aléatoire du contour du support, nous établissons 
d'abord une majoration de l'écart entre le contour du support et la fonction spline cubique 
qui interpole le contour du support au noeuds, ensuite nous établissons une majoration 
de l'écart entre l'estimateur spline cubique à pas aléatoire du contour elu support et la 
fonction spline cubique qui interpole le contour du support au noeuds, nous ramenant à 
l'estimateur à pas aléatoire elu contour du support. 
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3.2 Estimateur spline cubique périodique à pas aléa
toire 

On considère un processus ponctuel de Poisson, N, sur JR2 défini sur un espace proba
bilisé (0, A, P) de mesure moyenne J..l = E(N) et de support 

(3.1) S = { (p,O) E lR x [0, 211"[: 0$ p < <jJ(O); </J(O) = </J(27r)} 

où <P est une fonction continue positive. 
On désigne par ,P la densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur R2 de la mesure 
moyenne J..l de N, telle que : 

(3.2) A$ ,P(pcosO,psinO) $ B V (p,O) ES 

où A et B sont des constantes positives. 
On considère n processus ponctuels Ni, i = 1, · · · , n, indépendants définis sur ( n, A, P) de 
même loi que N. On note N(n) leur superposition. On désigne par L(n) l'effectif aléatoire 
de N(n) sur S. 

Nous abordons dans ce paragraphe, l'étude de l'estimateur spline cubique périodique 
à pas aléatoire. Les notations utilisées dans la suite sont celles du chapitre1(§1.2). 

Nous avons défini au chapitre! (§1.2.4 ), l'estimateur à pas aléatoire associé à un 
n- échantillon de N et à la partition de [0, 211"[ en blocs équilibrés, 

{ ~L(n),r : r = 1, · · ·, K(L(n)) }, nE N*, par: 

V rE { 1, · · ·, K(L(n))} , V 0 E ~L<nl,r tPn(O) = Uvnl,r· 

3.2.1 Fonctions splines cubiques périodiques 

Posons: 

Xo = X K(L(n)) - 211" , 

O(L(n)) VL(n),r ( •1. d J\ ) _ 1 }'(L(n)) 
Xr = R(r-1) + 

2 
ml JeU e UL(nl,r , r- , · · ·, \ , 

XJ\'(L{nl)+l = X1 + 211" , 

h - • - - VL(nl,r+1 + VL(n),r - 1 . . . J'(L(n)) - 1 
r - Xr+1 .Xr - 2 ' r - ' ' \ · 
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Nous avons : 

max hr, 
1 ~r~K(L(n)) 

min hr. 
l~r~K(L(n)) 

Une fonction spline cubique périodique relativement à Xrj r = o, ... ,J((L(n)) + 1, est 
une fonction cp1 de classe C2 sur [0, 211'] dont la restriction à [xr, Xr+t], pour r = 
0, · · ·, I<(L(n)) + 1, est un polynôme de degré trois au plus. 
Posons: 

Mr=cp~(xr), pour r=0,1, ... ,J({L(n))+1 

Une telle fonction spline cp1 est entièrement déterminée par la connaissance de 

cpl (xr) = Tr, pour r = 0, 1, · · ·, I<(L(n)) + 1 

et par les conditions d'interpolation 

(3.3) 

et 
(3.4) Tt = TK(L(n))+l' Af1 = MK(L(n))+l' 

D'après [3] nous pouvons écrire: Vr E {1, .. ·,K(L(n))}, V() E [xr, Xr+t] 

(3.5) <llt(()) = M (xr+l-{})3 Al ({}-xr)3 A1 hr({}-xr+t) 
T r 6hr + r+l 6hr + r 6 

M hr(()- Xr) Tr+t(()- Xr) + Tr(()- Xr+t) 
- r+l 6 + hr . 

Les (Mr ), r = 1, · · ·, K(L(n)), sont déterminés de la façon suivante : 
Posons :pour tout r = 1, · · ·, I<(L(n)) 

hr 
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Nous avons alors 
(3.6) 

où 

A= 

Autrement dit 

(3.7) 

2 >.1 0 
}12 2 >.2 

0 }13 2 

0 0 0 
).K(L<nl) 0 0 

f= 

1111 

M2 
!113 

MK(L(nl)-1 

/11K(L(n)) 

Af=D 

0 
0 
0 

flK(L<nl)-1 

0 

et D= 

0 
0 
0 

2 

dK(L<"l)-1 

dK(L(nl) 

J11 
0 
0 

2Ml + À1À12 + JllMK(L<nl =dl 

r = 2, ... ,J((L(n)) -1 

).K(L<nJ)Ml + flK(L(nl)MK(L<nl)-1 + 2/11K(L(nl) = dK(L<nl)· 

Avec les conditions d'interpolation (3.3) et (3.4), le dernier système ci-dessus se réduit au 
système 
(3.8) PrA1r-l + 2Mr + >.rMr+l =dr, r = 1, · · ·, K(L<n>). 

Le lemme qui suit est une propriété des matrices à diagonale dominante dû 
à ~] (pages 20-21) : 

Lemme 3.1 
Si l'on munit JRK(L<"l) de la norme du suprimum, la matrice A est inversible et la norme 
de A-l est majorée par 1. On a donc : 

sup IMrl ::=; sup ldrl· 
l~r~K(L(n)) l~r~K(L(n)) 

83 



3.2.2 Construction de l'estimateur spline cubique périodique 

Nous définissons l'estimateur spline cubique périodique à pas aléatoire ~n de</>, comme 
la fonction spline cubique périodique qui interpole l'estimateur à pas aléatoire </>n, en les 
{xr; r = 0, · · · ,I<(L(n)) + 1}, nous avons donc: 

avec 

et 
pour r = 0, · · · ,I<(L(n)) + 1 

avec 
Mo= MK(L(n)), M1 = AfK(L(n))+I• 

D'après (3.5), nous avons :V E () E [xr, Xr+I] 

(3.9) 

où les (Mr) sont les solutions du système défini par (3.6) avec 

(3.10) d _ 6 (Ur+I -Ur _ Ur- Ur-I) _ 1 ... J'(L(n)) 
r- ,r-, ,\ . 

hr + hr-1 hr hr-1 

3.2.3 Convergence de l'esthnateur spline cubique périodique 

Soit cp 1 la fonction spline cubique périodique qui interpole la fonction </> en les 
{xr; r = 0, · · ·, J{(L(n)) + 1}, nous avons donc: 

avec les données 

</>(xr), pour r = O,···,J{(L(n)) + 1, 

cp~(xr ), pour r = 0, · · ·, J{(L(n)) + 1, 
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et 
<.p(xt) = c/>(xK(L(n))+I), 

D'après (3.5), nous avons : V E (} E [xr, Xr+I] 

(3.11) 

où les (M:) sont les solutions du système 

avec 

(3.12) 

Avant d'étudier la convergence, nous établissons deux propositions donnant une majora
tion de l'écart entre <.p1 et c/> d'une part et une majoration de l'écart entre l'estimateur ~n 
et <.p1 d'autre part : 

Proposition 3.1 

sup 1 <.p1 (0)- <j>(O) 1:::; 2(4 X ~n) + 1) X sup 1 <j>(O)- c/>(0') 1 
0~11~2,. L(n) I11-11'I~VL(n) 

Démonstration : 
Pour tout 0 E [xr, Xr+ 1], nous avons : 

!~PI ( 0) - 4>( 0) 1 = 
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+ 1 lfo( Xr+d( 0 - Xr) - lfo(~: )( 0 - Xr+J) - hrlfo( 0) 1 

< ~ h~ x max I.M;I 
3 I~r~K(L(n)) 

+ 
1 

(0- x,)(~(x,+!)- ~(o)):, (0- x,+l)(~(O)- ~(x,)) 
1 

< ~ h~ X max IM;I + llf>(xr+I)- 4>(0)1 + 14>(0)- lf>(xr)l 
3 l~r~K(L(n)) 

< -
3
2 h~ x max IM;I + 2 x sup 14>(0)- 4>(0')1 . 

l~r~K(L(n)) 18-0'I~VL(n) 

D'après le lemme3.1, nous obtenons : 

max I.M;I::; max ld~l· 
l~r~K(L(n)) l~r~K(L(n)) 

D'après (3.12), nous obtenons : 

max ld~l 
l~r~/{(L(n)) 

1 

(4>(xr+I)- l/>(xr))hr-1- (lf>(xr)- lf>(xr-d)hr 1 
= 6 x max 

l~r~K(L(n)) h.r h.r-I(h.r + h.r-1) 

::; Vl;; x sup 14>(0)- 4>(0')1. 
L(nl 18-0'I~VL(n) 

Nous avons donc 

D'où la proposition. • 
Proposition 3.2 

1 

A 1 ( vz(n) ) sup lfon(O)-tpt(O) :::;2 Sx W2 +1 X sup llf>n(0)-4>(0)1. 
0$89rr L(n) 0$8<21r 
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Démonstration : 
Pour tout () E [xr, Xr+d, nous avons : 

IJn(B)-)'1(0)1 = 1 CXr+~h~())3 + hr(O~Xr+1))(Mr-M;) 

+ (
({)- Xr)

3 
_ hr({)- Xr+1)) (M _M' ) 

6hr 6 r+1 r+1 

+ O ~rXr ( Ur+1- ~(Xr+d) - O -h:r+
1 
(Ur- ~(xr)) 1 

< ~ IMr- M;l + h11Mr+1- M;+11 + 1Vr+1- ~(Xr+I)I 
+ IUr- ~(xr)l 

') 

< .: h; X max IMr- M;l + 2 X sup l~n(O)- ~(0)1. 
3 1:=;r:=;K(L<"l) o::;o::;2,. 

D'après le lemme3.1, nous obtenons : 

max I.Mr- M;l :S max ldr- d~l· 
1 :=;r:=;K(L(n)) 1 :=; r:=;K(L(n)) 

D'après (3.10) et (3.12), nous obtenons alors: 

max ldr- d~l 
I:=;r::;J\'(L<"l) 

hr-1 ((Ur+1- 4>(xr+1))- (Ur- ~(xr))) 
= 6 x max l----'----,--~--:----:------''--

1:=;r::;I·:(L<"l) hr hr-1(hr + hr-1) 

hr((Ur- ~(xr))- (Ur-1- ~(xr-d)) 
- hrhr-1(hr+hr-d 1 

'>4 
:S -;- X sup l4>n(O)- ~(B)I. 

WL(n) o::;B<21r 

Nous avons donc : 

D'où la proposition. • 
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Théorème 3.1 
Pour que ~n converge uniformément presque complètement vers <P lorsque n tend vers 
l'infini, il suffit que : 

(i) K(R)---+ +oo et (ii) K(R) = oCo!R). 
Démonstration : 
En utilisant l'inégalité triangulaire, nous obtenons : 

o~~f27r ~~n(O)- <P(O)I :S o~~f27r ~~n(O)- <ri(o)l + o~~27r l<ri(O)- <P(O)I. 

D'après les propositions 3.1 et 3.2, nous en déduisons : 

sup ~~n(O)- <jJ(O)I 
0$0$27r 

< 2 (4 X :;An) + 1) X sup 1</J( 0) - <P( 0') 1 
L(n) 10-0'I$VL(n) 

( 
vz(n) ) 

+2 8 X W2 + 1 X sup I<Pn(O)- <P(O)j. 
L(n) 0$0$2tr 

Sous les hypothèses (i) et (ii), d'après le théorèmel.1(chap.l,§l.3.1): 

sup I<Pn(O)- <jJ(O)I ---+ 0 presque complètement quand n---+ +oo. 
0$0$21r 

Sous l'hypothèse (ii), d'après la deuxième partie de la démonstration du 
théorèmel.1( chap.1,§1.3.1) : 

VL<n) ~ 0 presque complètement quand n ~ +oo. 

Comme le module de continuité de <Pest monotone, nous avons alors : 

sup I<P(O)- <P(O')I---+ 0 presque complètement quand n ~ +oo. 
I0-0'I$VL(n) 

Considérons les événements : pour tout ê > 0 

{ 
VL(n) < c} où c est une constante positive qui sera précisée, 
vVvn> - ' 

{ sup I<P(O)- <P(O')I :S 4 ( 4C~ + 1)} , 
I11-II'I$VL(n) 

{0~~~~7r I</Jn(O)- <jJ(O)I $ 4(8C~ + 1) }· 
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Nous en déduisons : 

En n Fn n Gn c { sup ~~n(O)- <P(O)' $ e} 
0$0$2?r 

pms 

Comme 
sup i<P(O)- <P(O')i---+ 0 et sup I<Pn(O)- <P(O)I -+ 0 

IB-B'I$VL(n) 0$0$2?r 

presque complètement quand n ---+ +oo. Pour conclure, il suffit de montrer que : 

+oo 
L P(Ën) < +oo. 
n=I 

D'après le corollairel.3.(1) (chap.1, §1.4.1): 
pour tout cl > 27r~ ~:' il existe c2 > 0 tel que : 

En prenant C =~'sous les hypothèses (i) et (ii), d'après le lemmel.3 (chap.1, §1.3.1) 

+oo +oo +oo 
L P(Ën):::; c3 L L K(f) e-C2 v(l) P( L(n) = e) < +oo 
n=I n=l l=I 

où c3 est une constante positive. • 
Théorème 3.2 
Pour que ~n converge uniformément en probabilité vers <P lorsque n ---+ +oo, il faut que : 

}'(n) t 
1
.nf I<(f) logf 0 \ {. ---+ +oo e -
l>I f - . 

Démonstration : 
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Supposons que l'estimateur ~n converge uniformément en probabilité vers 4> lorsque 
n ---t +oo. Par construction des estimateurs 4>n et ~n, nous avons : 

Vr E {1,···,K(L(n))} VO E ~L(n),r f/>n(O) = ~n(Xr)· 
Il en résulte que l'estimateur 4>n converge uniformément en probabilité vers 4> lorsque 

n---t +oo. Donc d'après le théorèmel.3(chap.1, §1.3.3) : 

K(f) ---t +oo et inf K(f) logf- 0 
l>I f - . 

• 

3.3 Estimateur spline cubique non périodique à pas 
aléatoire 

Dans ce paragraphe, nous considérons un processus ponctuel de Poisson N sur IR? 
défini sur (!1, A, P) de mesure moyenne 11 = E(N) et de support 

(3.13) S={(x,y)EIR?: O:Sy<f(x);O:Sx<1} 

où f est une fonction continue positive vérifiant 

0 < m = inf f(x)::; M = sup f(x) < +oo. 
O~x<I O~x<l 

On suppose que 11 est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur IR2 , À, 

de densité 1/J = ~~ telle que : 

0 <A::; 1/J(x, y)::; B < +oo, V(x, y) E IR2
• 

On considère n processus ponctuels N1 , • · ·, Nn indépendants définis sur (!1, A, P) de 
même loi que N. On note N(n) leur superposition. On désigne par L(n) l'effectif aléatoire 
de N(n) sur S. 

Nous abordons dans ce paragraphe, l'étude de l'estimateur spline cubique non pério
dique à pas aléatoire. Les notations utilisées dans la suite sont celles du chapitre2 (§2.2.1). 

Nous avons défini au chapitre2 (§2.2.3), l'estimateur à pas aléatoire fn de f, à partir 
d'un n-échantillon de N et de la suite de partitions en blocs 

{ .6.L(n),j; j = 1,···,K(L(n))}, de l'intervalle [0, 1[, par: 

( 3.14) V j E { 1 , · · · , ]{ ( L ( n)) } , V x E ~ L< n > ,j f n (x) = U L< n l ,j. 
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3.3.1 Fonctions splines cubiques non périodiques 

Posons, pour alléger la rédaction : 

Oo = 0, 
r(L(n)) 

X Rj(L<">) ' 

= 1. 

pour j = 1, · · ·, I<(L(n))- 1, 

Une fonction spline cubique non périodique sur (0, 1 ( associée à la partition 
{~L<">J ; j = 1, · · ·, K(L(n))}, est une fonction c.p2 de classe C2 sur (0, 1( dont la 
restriction à (Oj , Oj+1] , j = 0, · · ·, I<(L(n)), est un polynôme de degré trois au plus. 

Une telle fonction spline est entièrement déterminée, par la connaissance de 

et par les données 
z~ = c.p~(O) et zk(L<">) = c.p;(l ). 

D'après (3], nous pouvons écrire : V j E { 1, · · ·, K(L(n))} et V xE [Oj_ 1 , Oi] 

où 
h· = 0·- 0· 1 = lfL(n) ·' )• = 1 •• • I<(L(n)) 

) J )- ,J ' ' ' 

et où les Mi , j = 0, · · ·, I<(L(n)), sont déterminés de la façon suivante : 
Posons: pour j = 1, · · · ,K(L(n)) -1 

hj+I 
_.....::..; __ ' Jl j = 1 - Àj ' 
hj + hj+1 

À· ) 

d· ) 

6 (Zj+1 - Zj _ Zj- Zj-1) 
hj + hj+1 hj+l hj 

pour j = 0 et j = K(L(n)) 

Ào = JlK(L<">) = 1 
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Nous avons alors : 
(3.16) 

où 
2 

J11 

0 

A'= 

0 
0 
0 

f'= 

qui s'écrit : 

>.o 0 
2 ).1 

J12 2 

0 0 
0 0 
0 0 

A10 

M1 

Af2 

MK(L(n))-2 

MK(L(n))-1 

MK(L(n)) 

A'r' =D' 

0 
0 
0 

2 

JlK(L<nl)-1 

0 

et 

=do 
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0 
0 
0 

0 
0 
0 

).K(L(n)-2 

2 
0 

).K(L<n>)-1 

2 JlK(L(n) 

D'= 

dK(L(n))-2 

d K(L(n))-1 

dK(L(n)) 



3.3.2 Construction de l'estimateur spline cubique non pério
dique 

On définit le spline cubique non périodique à pas aléatoire de fn, comme la fonction 
spline cubique non périodique Sn qui interpole l'estimateur à pas aléatoire fn en les 

{ Oj ; j = 0, · · ·, K(L(n)) }, nous avons donc: 

Sn(Oj) = Uj, pourj = 0, .. ·, I<(L(n)) 

avec les données 
s~ ( 0) = f n ( 0) et s~ ( 1) = f n ( 1). 

Nous définissons l'estimateur spline cubique non périodique à pas aléatoire În de f 
par: 

V xE [0, 1[ În(x) = Sn(x). 

D'après (3.15), on a :V jE { 1, · · ·, I<(L(n))} et V xE !J.L(n),j 

(3.17) fA ( ) - M· (Oj- x)3- M· (x- oj_t)3 M· hj(X- Oj) 
n X - J- 1 6h · J 6h · + J- 1 6 

J ) 

-Af· hj(x- Oi-d Uj(x- Oi-d- Uj_ 1 (x- Qi) 
J 6 + h· 

J 

où les (A1j) sont solutions du système défini par (3.16) avec 

d _ ~(V1-Vo _ j (O)) 0 - h1 h1 n 

(3.18) 

3.3.3 Convergence de l'estin1ateur spline cubique non périodique 

Comme dans l'étude de la. convergence de l'estimateur ~n, pour étudier la convergence 
de l'estimateur În, nous établissons d'abord deux propositions. Pour cela. posons : 

d(În, f) = sup IÎn(x)- J(x)l. 
o:-;x<1 
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Soit r.p 2 la fonction spline cubique qui interpole la fonction f aux noeuds 

{ Oj ; j = 0, · · ·, K(L(n))}. Nous avons donc : 

et les données 
r.p; ( 0) = J ( 0) et r.p; ( 1 ) = f ( 1 ) . 

D'après (3.15), on a: V jE { 1, · · ·, I<(L(n))} et V xE !:lL(n),j, 

r.p2 (
x) = Ar (Oi- x)

3 
_ M~ (x- Oi-1? M~ hi(x- Oi) 

J- 1 6h. J 6h. + J- 1 6 
J J 

-Af~ hj(x- Oi-d + J(Oi)(x- Oi-d- f(Oi_t)(x- Oi) 
J 6 hj 

où les (A1j) sont solutions du système 

2M~ + ÀoM~ -d' - 0 

= dj, j = 1 , · • · , /{ ( L ( n)) - 1 

avec 

d' = ..§_ ('(oJ)-J(o) _ J(o)) 
0 ht ht 

(3.19) 

Pour alléger la rédaction posons : 

w(f, 8) = sup If( x)- f(y)l, b >O. 
lx-yj$8 
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Proposition 3.3 

sup lcp2(x)- f(x)l 
o::;x<l 

S 2 X w(f, VL(n)) 

+4 X ~n) (2 X w(f, VL(n)) + WL(n) X max(J(O), /(1))). 
L(n) 

Démonstration : 

Nous avons : Pour tout x E ~L<"l,j 

1 cp2 (x) - f (x) 1 = 

•) 

< -h· x max M. ~ 2 1 '1 
3 J I::;j::;K(L(n)) J 

+ 
1 

(x- 0;-tl(f(O;)- f(x)): (x- O;)(f(x)- f(O;-I)) 

1 } 

< -
3
2 h] X max IMjl + 2 X w(f, VL(n) ). 

O$j$K(L(n)) 

D'après le lemme3.1, que nous utilisons ici lorsque IR11;'(L<">)+l est muni de la norme du 
suprimum, nous obtenons : 

max 1111'1 < max ld'.l· 
o::;j$1\(L<nJ) J o::;j::;K(L(n)) J 
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D'autre part, d'après (3.19) : 

max ld'-1 = 
I$i$K(L(n) )-1 J 

6 x max 
1 $i$K (L< n) )-1 

(f(Oi+d- f(Oi))hi- (J(Oi)- f(Oi-d)hi+1 

hjhj+I(hj + hj+1) 

12 
< W2 x w(J, VL(n)) 

L(n) 

pms 
, 6 6 j(O) 

ldol ~ W2 X w(J, VL<n>) + w-
L(n) L(n) 

et puis 

1

/ 1 6 6 /(1) 
dK(L(n)) ~ W2 x w(J, VL(n)) + w-· 

L(n) L(n) 

Nous en déduisons alors : 

2 2 1 
-h. x max IM·I 
3 J O:$j:$K(L(n)) J 

~ 4 X ;;An) (2 X w(f, VL(n)) + WL(n) X max(J(O), f(l)))· 
L(n) 

D'où la proposition. 

Proposition 3.4 

sup IÎn(x)- <p2(x)l < 2 x sup lfn(x)- J(x)l 
0$x<1 O$x<I 

Démonstration : 
On a : Pour tout x E llL(nl,j 
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1 (
(Oi-x)

3 
hj{x-Oi))(M· -M~ ) 

6h. + 6 J- 1 ;-1 
J 

(
(x- Oi_t)

3 
_ hj{x- Oi-d) (M· _!If~) 

+ 6h. 6 J J 
J 

+x -h~i-I (vi- J(Oi))- x ~.0i (ui-1- J(Oi-I)) 1 

J J 

h] 1 h] 1 

< 3iMi-I- Mi-Ii+ 3iMi- Mil+ lUi- f(Oi)i 

+IUi-1- f(Oi-dl 

< ~ hJ x max IJ\Ji- A1jl + 2 x sup lfn(x)- f(x )1. 
3 O$i$K(L(n)) O$x<1 

D'après le lemme3.1, lorsque JRK(L<">)+I est muni de la norme du suprimum, on obtient : 

max IA1i- M1i < max Id·- d'-i· 
O$i$K(L(n)) J - O$i$f\(L(n)) J J 

D'autre part, d'après (3.18) et (3.19), nous obtenons: 

max Id·- d'-1 
1$i$K(L(nl)-1 J 

3 

hi (cui+1- J(Oi+1))- (Vi- J(OJ))) 
= 6 x max ~-~----------~ 

I$j$f\.(L{nl)-1 hj hj+I ( hj + hj+I) 

hi+I ((Vi- f(Oi))- (Vi-I- f(Oi_t))) 

- hjhj+1(hj+hj+1) 1 

24 
:S W"2 X sup ifn(x)- f(x)i 

L(n) O$x<I 

pUIS 

ldo- d~i 
1 

(U1 -j(OI))-(Uo-.f(Oo)) Uo-f(Oo) 1 

6x h2 - 1 
1 ~1 

12 6 
< -1112 x sup lfn(x)- f(x)i + -

111 
x sup lf,(x)- f(x)i 

1 L(n) O$x<1 "1 L(n) 0$~·<1 
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et puis 

ldK(L<">) - d~{(L(n)) 1 

( U K(L(n))-1 - J( QK(L(n))-d) - ( U K(L(n)) - J( QK(L(n)))) 
= 6 x 1....:.......-------~-::-'----'---------...:..._ 

12 
< 2 
- WK(L(n)) 

On en déduit : 

h~.(L(n)) 
_ UK(L(n))- J(QK(L(n))) 1 

hK(L(n)) 

6 
x sup lfn(x)- f(x)l + -W x sup lfn(x)- f(x)j. 

O~x<I L(n) O~x<l 

2 2 1 '1 Vi(n) ( ) 1 ~ 1 -hi X _m<:x A1j- Mj ::=; 4 X -l.u2 4 + lVL(n) X sup fn(x)- f(x) 
3 0~)~1\ (L(n)) ·v L(n) O~x<I 

puis, la proposition. 

Théorème 3.3 

• 

Pour que În converge uniformément presque complètement vers f sur [0, 1 [ lorsque n tend 
vers l'infini, il suffit que 

( ) 
1 ( 0 ) ( •• ) 1. max1<j<K(l') vj(f) Tn> i lim -

1 0 
x mil! Vj .t. = +oo et zz tm . E .ll.'tl.. 

l'-+oo og .t. l~J$1\(l) l'-++oo mml~j~K(l') Vj{f) 

Démonstration : 
D'après l'inégalité triangulaire, les propositions 3.3 et 3.4, nous obtenons : 

sup IÎn(x)- ~2(x)l + sup l~2(x)- f(x)l 
O~x<l O~x<l 

< 2 X sup lfn(x)- f(x)l + 2 X w(f, VL<n>) 
O~x<I 

+4 x l~n) (2 x w(f, VL(n)) + M WL(n)) 
L(n) 

V_i(n) ( ) 
1 +4 X ï"if2 4 + WL(n) X sup fn(x)- f(x)j. 

' L(n) O~x<I 
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Sous l'hypothèse (i), d'après le théorème2.1(chap.2, §2.3.1): 

sup lfn(x)- f(x)l---+ 0 presque complètement quand n ---+ +oo. 
o::;x<l 

D'après la première partie de la démonstration du théorème2.1 ( chap.2, §2.3.1) : 

\IL(n) ----t 0 presque complètement quand n ----t +oo 

donc 
WL(n) ----t 0 presque complètement quand n ----7 +oo. 

Comme le module de continuité de fest monotone, on a : 

w(J, \IL(n)) ----t 0 presque complètement quand n ---+ +oo. 

Considérons les événements : pour tout ê > 0 

E { 
VunJ < c} C t . . . ' . ' n -

11
-,- _ , es une constante pos1t1ve qUJ sera precJsee, 

! 1 L(n) 

Fn { w(J, VL(n)) $ 64~2 }, 
Gn { WL<nl $ 32~C2 }, 

Hn = { sup lf.(x)- f(x)l ~ ( e ) }· 
O$x<l 16C2 4 + 32~C'2 

D'après le corollaire2.1.(3) ( chap.2, §2.4.2), il existe un nombre Co 2: 1 et un entier 
naturel 1!0 tels que : 

Pour tout C1 > Co~~, il existe C2 > 0 tel que 

V 1! 2: fo P{ WVe > Ct} = 0 (I<(I!) exp- (c2 J!li~ vi(l!))). 
t lSJSh~) 

En prenant C = C1 , d'après le lemme2.l(chap.2, §2.3) 

+oo 

L P(Ën) < +oo. 
n=l 
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Pour ce choix de C, on aC > 1. 
Nous en déduisons : 

En n Fn n Gn n Hn c { sup IÎn(x)- f(x)l :::; e} 
O~x<1 

pUIS 

Le fait que 

~VL(n) ---t 0, w(f, VL(n)) ~ 0 et sup lfn(x)- f(x)l ---t 0 
O~x<1 

presque complètement quand n ---t +oo permet de conclure. 

Théorème 3.4 

• 

Une condition nécessaiTe de convergence uniforme sur [0, 1 [ en probabilité de l'estimateuT 
În vers f lo1·sque n ---t +oo est que : 

(i) inf -
1

- x max vJ·(f) = 0 
l~l f + 1 t~j~K(l) 

1 
(ii) sup x max v·(f) = +oo. 

t~l log(f+1) t~j$K(t) J 

Démonstration : 
Elle s'effectue de la même manière que celle du théorème3.2. • 

3.4 Conclusion 

Dans les trois premiers chapitres nous avons étudié la convergence uniforme suivant 
divers modes stochastiques. Lorsque le contour n'est pas continu, contrairement aux études 
pécédentes, nous ne pouvons espérer obtenir une convergence uniforme stochastique. Dans 
ce cas, on aborde certaines propriétés de l'estimateur en dehors "du cadre L00 ", vis-à-vis 
de contours qui possèdent des discontinuités. C'est l'objet du chapitre suivant. 
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Chapitre 4 

Estimation à pas aléatoire du 
contour discontinu d'un processus 
ponctuel de Poisson 

4.1 Introduction 

Dans ce chapitre, nous étudions l'estimation à pas aléatoire du contour discontinu d'un 
processus ponctuel de Poisson. En s'inspirant cl 'un article de Jacob[9], sur l'estimation du 
contour discontinu d'un processus ponctuel par la méthode de type histogramme à pas 
fixe, Cretois[6] a estimé la densité moyenne discontinue d'un processus ponctuel de Poisson 
par la méthode de l'histogramme à pas aléatoire. L'article susmentionné de P. Jacob est 
à l'origine de ce chapitre, les techniques utilisées sont une adaptation des siennes. 

Dans un premier temps nous étudions la convergence en moyenne d'ordre 1 ::; p < +oo. 
Puis ensuite nous étudions l'estimation des sauts et de la hauteur des sauts. Et puis nous 
étudions la convergence selon la distance de Skorokhod. 

4.2 Définition, notations et hypothèses 

Nous considérons un processus ponctuel de Poisson N, sur le plan R2 rapporté à un 
système d'axes rectangulaires (Ox, Oy), défini sur un espace probabilisé (n,A,P). 
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Nous supposons que le support de N est défini par : 

( 4.1) S = { (x, y) E [ 0 , 1] x lR : 0 ~ y < max ( f (x) , f (x-)) } 

où f est une fonction continue à droite ayant une limite à gauche en tout point de [0, 1]. 
vérifiant 

O<m= inf J(x)~M= sup J(x)<+oo 
O$x$1 O$x$1 

et f(x-) désigne la limite à gauche de fau point x. 
Nous supposons également que N possède une mesure moyenne, J.L = E(N), absolument 
continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur lR2 , ..\, et que sa densité 1/J = ~~ vérifie : 

(4.2) 0 <A~ tf;(x,y) ~ B < +oo, V (x, y) ES. 

Soient N1 , • • ·, Nn n copies indépendantes du processus ponctuel de Poisson N. Pour 
toute valeur f. E N* de la variable aléatoire 

n 

i=l 

Nous considérons un entier I<(f.) et des entiers Vj(f.) ~ 1 pour j = 1, · · · ,I<(f.) tels que: 

K(l) 

L Vj(f) = f. + 1 
i=l 

et nous définissons une suite d'entiers par : 

~(f.) = 0 

Rj(f.) = Rj-I(f.) + Vj(f.)' 1 ~ j ~ I<(f.). 

Nous construisons comme dans le cas d'un contour continu (chapitre 2, §2.2.2) : 
-une suite de partitions de [0, 1] en blocs 

{ t:.L<"l,j; j = 1, · · ·, K(L(n)) }, nE N* 

- et une suite de partitions de S en domaines aléatoires 

{ DL<"l,j; j = 1, · · ·, K(L(n)) }, nE N* 

Les notations utilisées dans la suite sont celles du chapitre2. 
L'estimateur à pas aléatoire fn de fest défini (voir chapitre 2, §2.2.3) par : 

V j E { 1 , · · · ,/{ ( L ( n))} , V x E t:. L< "l ,j f n (x) = U L< n l ,j. 

105 



, 
4.3 Etude de la convergence dans (D, Lp) Con ver-

gence en moyenne d'ordre 1 < p < +oo 
On dira que Un) converge en probabilité vers f dans (D, Lp) si et seulement si : 

V ê > 0 lim P{Lp(Jn, J) > e} = 0, 
n-+oo 

de même, on dira que Un) converge presque complètement vers f dans (D, LP) si et 
seulement si : 

+oc 
V ê > 0 L P{ Lp(fn,J) > ê} < +oo. 

n=l 

Où Lp désigne la distance associée à la norme de la convergence en moyenne d'ordre 
1 ~ p < +oo et D = D([O, 1 [) l'ensemble des fonctions continues à droite admettant 
une limite à gauche en tout point de [0, 1 [, dont les propriétés essentielles peuvent être 
trouvées dans Billingsley[2]. 

Soit 0 < z < m fixé . Nous construisons une partition de [0, 1 [ telle que : 

Oo = 0 < <l't < · · · < <l'K0 = 1 

et 

sup{ If( x)- J(y)J : <l'i-l ~x< Y< <l'i} < ~. 
Nous posons : 

JL<n> { 1, · · ·, K(L(n))}, 

h<nl {j E JL(n) Jl::l.L(n),j contient un point <l'j} 

OL(n) = JL(n) - h<nJ. 

Nous rappelons que : pour j E JL(n) 

sup{f(x) : xE f::l.L(n),j}, 

inf{f(x) : XE f::l.L(n),j }· 
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Théorème 4.1 
Si 

lim -
1 

1 
n x min vj(f) = +oo. 

l--++oo og {. 1~j~K(l) 

Alors, fn converge vers f presque complètement dans (D, LP) lorsque n tend vers l'infini. 

Démonstration : 
En utilisant les notations ci-dessus, nous obtenons l'inégalité 

11 

lfn(x)- f(x)jPdx 

< L VL<">,j max[ (ML<">,j- UL<">,jr; (J\1un>,j- rnL<">,j)P] 
jEfl L(n) 

Et en posant 

il s'ensuit : 

+ L \IL(n),j M~(n),j. 
jE! L(n) 

(1 1 

lfn(x)- J(x)jP > ~) C 

( 2:::.:: VL(n),j max [ (J\1L(n),j- UL(n),j r; ( ML(n),j- TnL(n),j r] > ~) u Ën ç 
;EOL(n) 

Cm~~> (max[ (ML<"l,j- UL<">.ir; (Mvn>,i- rnL<">,1)P]). L VL<">,j > ~) u Ën. 
;Efl L(n) 

D'autre part, l'oscillation de f sur les blocs ÔL(n),j ' j E nL(n), est inférieure à ~ et 
L ·En VL(n) J :S 1. 

J L(n) ' 

Nous en déduisons : 
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Puisque, pour tout j E nL<nl 

AL(n),J·(z) = Ô.L(n),J· X [ML(n) ·- ~ · ML(n) ·- ~) 
,J 4' ,) 8 

est contenu dans le support S et que 

nous obtenons finalement 

L VL(n),j Mf(n),j :=; I<o MPVL(n) , 

jEJL(n) 

La convergence presque complète de Lp(/n, J) vers 0 résulte de la convergence presque 
complète de VL<"> vers 0 et de la convergence de la série 

(4.3) 

L'étude de la convergence presque complète de VL<n> vers 0 lorsque n tend vers l'infini et 
de la convergence de la série ( 4.3) est analogue en tout point à celle présentée dans la 
première partie et la deuxième partie de la démonstration du théorème2.1 ( chap.2, §2.3.1 ). 
Il suffit donc de reprendre les calculs. Nous obtenons donc : 

VL<"> ---+ 0 presque complètement quand n ---+ +oo 

et 

• 
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4.4 Estimation des sauts et de la hauteur des sauts 
du contour 

Nous traitons le cas d'une discontinuité, la géneralisation à un nombre fini de discon
tinuités est justiciable d'un traitement similaire à celui que nous proposons ci-dessous, 
avec des complications d'écriture que nous préférons éviter pour alléger la rédaction. Nous 
supposerons que f est uniformément continue sur [0, s0 [ et [sa, 1 J et présente un saut de 
hauteur Co en s0 . Pour tout j = 1, · · ·, I<(L(n))- 1, nous posons : 

H· ) lfn ( x~~~~?n))) - fn ( ( x~~~?n))) -) j, 
r(L(n)) ( ( )) .X R , (L(nl)' de telle sorte que: V j = 1, · · ·, f{ Ln - 1 

Hs-1 + Hs + Hs+I = H;: 1 + H~ + H~. 

Si Sn n'est pas déterminé de façon unique, on fera un choix arbitraire parmi les abscisses 
possibles. 

Théorème 4.2 
Si 

lim -
1
- x nùn Vj(f) = +oo. 

C-+oo log f l~j~/\(l) 

Alors, Sn converge vers so presque complètement et Cn con verge vers Co p1·esque complète
ment lorsque n tend vers l'infini. 

Démonstration : 
1) Examinons d'abord la convergence presque complète de Sn vers s0 . 

Pour tout n, notons j 0 l'entier tel que sa E !:lu .. l,jo· 

Posons :pour 0 < z < ~et pour j = 1, · · ·, 1\(L(n)) : 

Dvnl,j(z) 

E L(nl,j( Z) 

{(x, y) E DL(n),j : Y 2: A1L(nl,j- Z}, 
{ JV(n) ( DL(nl,j(z)) = 0 }. 

Soit TJ une fonction de IR+ ~ IR+ telle que : 

Vz>O si j:r-yj< 17(z) a.lors if(x)-f(y)j<z. 
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Considérons les événements 

A.= { 

l'oscillation de f est inférieure à ~ sur !:::.L<"l,j ,J =/=Jo, 

} 
et 

Bn = { VL<n> < 77(~) }. 

Si l'événement (n#io ËL<n>,j) nAn est réalisé: pour tout couple (j,j + 1) tel que 

J =/=Jo et J + 1 =/= ]o, nous avons V x E !:::.L<">J , V y E !:::.Ltnl,j+I 

lfn(x)- fn(Y)I < lfn(x)- AfL(n),jl + IML(n),j- ML(nl,j+II + IML(nl,j+I- fn(Y)I 

< Z + IAh(n),j- .1\JL(n),j+II + Z 

< Z + ll\1L(n),j- J(X1~~~/n)))l + IJ(X1~~~/n)))- ML(nl,j+II + Z 

z z 
< z+2+2+z 

3z 
CQ 

< 3• 

Considérons maintenant le bloc !:::.L<n>,io, sans sacrifier la généralité, supposons que 
f(so) < f(s0) et posons : 

1 • f{J( ) v(L(n)) } mL(n) . = ln X : <\R (LCn)) ~ X < So ,Jo,z Jo-1 

et 
1 {J( ) ,..(L(n)) } J\fL(nl,jo,z = sup X : So ~X< ..\:RJo(LCnl) • 

Si l'événement An est réalisé, nous avons : 

m~(nl,jo,z -l\1~(nl,jo,z = ( m~(nl,jo,z- f(sü)) +(!(sc;)- f(so)) 

+ (J(so)- ML
1

(n) · ) ,Jo,z 
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Nous en déduisons : 

A1 L(n),jo-1 - ML(n),jo+1 

= (MLc">,jo- 1 - m~<n>,jo) + (m~cn>,jo,z- M~<n>,jo) 
+(M~(n),jo,z- ML(n),jo+1) 

( f(X(L(n)) )) ( 1 1 ) ~ ffiL(n),jo-1 - RJo-l(L(n)) + mL(n),jo,z - M L(nJ,jo,z 

+ (! ( x1~:~2<">>) - A1LCn>,]o+1) 
z Seo z >--+---

- 2 9 2 
co Seo Co 7 >--+---=-eo. 
1S 9 1S 9 

Puis, si l'événement ( n#jo ËL(n),j( z)) nAn est réalisé, pour tout x E ~L(n),jo-1 et 

Y E ~L(n),jo+1 : 

fn(x)- fn(Y) > fn(x)- A1L(n),j
0

+1 > ''h(n),jo-1 - Z - A1 L(n),jo+1 

> 
7eo co 

9 
2 

- -eo 
3 

9 

et puis, pour tout u E ~L(n),j0 , d'après l'inégalité triangulaire : 

max{lfn(x)- fn(u)i; lfn(u)- fn(Y)i} > ~ (lfn(x)- fn(u)l + lfn(u)- fn(Y)i) 

> ~ (fn(x)- fn(Y)) 

Ainsi, nous obtenons : 

( n ËLCn>,j(z)) nAn c 
#jo 

Co 
> 3 

{ 
_ r(L(n)) } { _ r(L(n)) } 

Sn -X RJo(L(n)) U Sn -X R
10

_J(L(n)) 

{!Sn- sol < Vvn>,j0 } 
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et l'inclusion : 

(n ËL<">,i(z)) nAnnBn Ç {!Sn-sol< 77(~)}. 
'4' 2 JrJo 

L'événement An étant réalisé, l'oscillation de fest inférieure à ~ sur .6.L(nl,j , 

J =/:Jo : On constate que pour tout J = 1, · · ·, K(L(n)) et J =/:Jo 

AL(n),j(z) = .6.L(n),j X [ML(n),j- Z, ML(n),j- ~] 

est contenu dans le support S. Nous obtenons alors les inclusions : 

(U EL(n),j(z)) U An U Ën 
#io 

C (W {N(n)(AL(n),j(z)) = 0}) U An U Ën. 
rho 

D'autre part, en considérant les événements 

Dn {l'oscillation de f sur .6.L<nJ,j, j =/:jo est supérieure à ~}, 

D {J' '}} • d J [X(L(n)) [ , • ' Z} .I'n - osc1 at10n e sur Rio-l(L<">), so est supeneure a 2 , 

G {l' 'Il . d f [ X(L<">) [ ' . ' z} n - osc1 at10n e sur so, RJo(L<">) est supeneure a 2 . 

Nous avons alors l'inclusion : 
An Ç Dn u Fn u G no 

De plus, comme f est uniformément continue sur .6.L<">,j, J =/:Jo sur 

[x (L(n)) [ [ X(L<"l) [ 0 m b' . h .. R
10

_
1 

(L<">), so et sur So, R;o(L<"l) , < z < 9 est ar 1tra1rement c 01s1 
avons les inclusions 

: nous 

{ 
Z } - { r(L(n)) ( Z)} - { r(L(n)) Z } -

VL(n) < 77(2) c Dn, So-XR;o-l(L(n)) < 17 2 c Fn et XRJo(L(n))-So < 77(2) c Gn. 

Nous en déduisons : 
(4.4) 

pUIS 
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Ainsi la convergence presque complète de Sn vers s0 résulte de la convergence presque 
complète vers 0 de VL<n> et de la convergence de la série 

(4.5) 

L'étude de la convergence presque complète de VL<n> vers 0 lorsque n tend vers l'infini 
et de la convergence de la série ( 4.5) est analogue en tout point à celle présentée dans 
la première partie et la deuxième partie de la démonstration du théorème2.1 (chapitre2, 
§2.3.1 ). Il suffit donc de reprendre les calculs. Nous obtenons donc : 

Vvn> ---t 0 presque complètement quand n ---t +oo 

et 

2) Examinons ensuite la convergence presque complète de Cn vers Co . 

Remarquons que si, l'événement { ISn- sol < VL<nl,jo} , est réalisé alors 

(L(n)) ,(L(n)) 
Sn =X R (L(n}) OU Sn =AR (L(n))' 

J0-1 Jo 

N 'd' 'fi 1 ' ' l' ' 5 X,.(L<">) ous cons1 erons, sans sacn er a genera 1te, que n = RJo-dL<"l)' 

Si l'événement (n#io ËL<">,j) nAn est réalisé, nous avons alors : 

V X E ~L(n},jo-2 , V Y E ~L(n),jo-1 

H;; 1 = lfn(x)- fn(Y)I 

< IJn(X) - ML(nl,jo-21 + IML(nl,jo-2- ML(nl,jo-11 + I.ML(nl,jo-1 - fn(Y)I 

< Z + lM L(nl,jo-2 - M L(n),jo-11 + Z 

z z 
< z+2+2+z 

3z. 

Posons : 

y ~ M~<n> . - z} ,Jo,z 
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et 
E~(n),jo (z) = { N{n) ( D~(n),jo (z)) = 0}. 

Si l'événement (nj:;éjo ËL(nl,j(z)) n .Ë~(n),jo(z) nAn est réalisé, nous obtenons alors: 

V V E ~L(nl,jo-1, VU E ~L(nl,jo, V W E ~L(n),jo+l 

H~ + H~ - lfn(v)- fn(u)i + lfn(u)- fn(w)l 

- IUn( v) - ML(n)Jo-1) + ( ML(n),jo-1 - !( x1~:~!(L(n)))) 
+(!(X1~::;(L<"l))- f(së;)) +(!(sc;)- fn(u))i 

+I(Jn(u)- f(so)) + (J(so)- f(X1~:~2(n)))) 

+ (! ( x1~:~2(n))) - A1vn>,jo+I) + (ML(nl,jo+l - fn( w) )1 
z z z z 

< z + 2 + 2 +if( sc;)- fn(u)l + lfn(u)- f(so)l + 2 + 2 + z 

- 4z + IJ(sc;)- fn(u)i + lfn(u)- f(so)l. 

L'événement An étant réalisé, d'après la première partie, on a : 

, , 8 
m L(n),jo,z - M L(n)Jo,z > 9 Co > 0 

ce qui entraîne : 
f(sc;)?:. m'L(n). > A1L'(n) .. ,Jo,z ,Jo,z 

Et en outre l'événement Ë~<n> . ( z) étant réalisé, nous obtenons : 
,Jo,z 

IJ(sc;)- fn(u)i + lfn(u)- f(so)l $ lf(sc;)- AJ~(n),jo,zl + IM~(nl,jo,z- fn(u)l 

+lfn(u)- AJ~(nl,jo,zl + IM~(n),jo,z- J(so)l 

- (J(so)- .1\J~(n),jo,z) + 2lfn(u)- M~(n),jo,zl 

+ ( M~(nl,jo,z- J(so)) 

- (J(so)- f(so)) + 21fn(u)- M~(nl,jo,zl 
= Co+ 2lfn(u)- M~(n),jo,zl 
< eo+2z. 
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Donc si l'événement (n#io Ëvn>,j(z)) n Ë~<nl,j0 (z) nAn est réalisé, nous avons: 

Ainsi, si l'événement (ni;éjo ËL(nJ,j(z)) n Ë~(nl,jo(z) nAn est réalisé, 

D'autre part, si l'événement (n#io ËL(nl,j(z)) nAn est réalisé: 

V X E ~L(nl,jo-2, V V E ~L(nl,jo-1 1 VU E ~L(n),j0 1 V Y E ~L(nl,jo+l 

Co = 
= 

< 

< 

f(s0)- f(so) 

I(Jn(x)- fn(v)) +Un( v)- fn(u)) 

+(Jn(u)- fn(Y)) + Un(Y)- f(so)) + (J(s(;)- fn(x))l 

H;; 1 + H~ + H~ + lfn(Y)- f(so)l + lf(s(;)- fn(x)l 

Cn + IJn(Y)- A/r(nl,j0 +tl + IA1L(n),j0+t- J(Xk~:~2(n))) 1 

+IJ(Xk~~~i(n)))- f(so)l + lf(s(})- fn(u)l 
z z 

< Cn + Z + 2 + 2 + IJ(s(})- fn(x)J 

< Cn + 2z + lf(s(;)- f( Xk~:~:(L<nl)) 1 

( 
r(L(")) ) 

+JJ XR
10

_
1
(L(n)) - ML(nl,j0 -2l + IAfL(n),j0 -2- fn(x)l 

z z 
< Cn + 2z + 2 + 2 + z 

= Cn + 4z. 

Nous en déduisons : pour tout 0 < z < ~ 

( n Ëv .. >.i(z)) n Ë~<n>,io (z) nAn c { Jcn - eol < 9z }· #jo 
Comme l'événement An est réalisé, nous avons 

AL(n)J·0 (z) = ~L(n)J'o X [ML'(n) · - z, AfL'(n) · - ~] , , ,Jo ,z ,Jo ,z 2 
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qui est contenu dans le support S, de plus en utilisant l'inclusion ( 4.4). 
Nous obtenons finalement 

Donc la convergence presque complète de Cn vers Co, résulte de la convergence presque 
complète vers 0 de VL<n> et de la convergence de la série 

(4.6) 

L'étude de la convergence presque complète de VL(n> vers 0 lorsque n tend vers l'infini et 
de la convergence de la série ( 4.6) est analogue en tout point à celle présentée dans la 
première partie et la deuxième partie de la démonstration du théorème2.1 ( chap.2, §2.3.1 ). 
Il suffit donc de reprendre les calculs. Nous obtenons donc : 

VL<"l ---+ 0 presque complètement quand n ---+ +oo 

et 

• 
, 

4.5 Etude de la convergence au sens de Skorokhod : 
Convergence dans ( D, ds) 

ds désigne la distance de Skorokhod sur D définie à l'aide de la classe 2 des fonctions 
continues, strictement croissantes de (0, 1] sur [0, 1] et pour tous <I> et IJI éléments de 2, 
on pose: 

ds(<I>, \li)= inf { ê >Of 3'P E 2/ I'P(x)- xl~ ê et j<I>(x)- \li('P(x))l ~ ê, V xE [0, 1] }. 
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4.5.1 Construction de l'estimateur 

z0 étant un nombre positif fixé, nous construisons un estimateur f~0 de f de la façon 
suivante : 

sur ÔL(n) 1 !~0 (x) - UL(n),1' . 

{ 
UL(n) 2 sz IUL(n),1 - ljL(n),21 < 7 . 

sur ÔL(n),2 f~0 (x) -
UL(n),1 sz IUL(n),1 - ljL(n),21 ~ 7' 

pour j = 3, · · ·, 1\(L(n)), sur Ô.L(n),j : 

UL(n),j si IUL(nl,j-1 - Uvn>,jl < 7 
ou si f~0 (x) = Uvn>J- 2 sur Ô.L<">J-1 

UL(nl,j-1 si IUL<nl,j-1 - Uvn>,ji ~ 7 
et si f~0 (x) = Uvn>,j-1 sur ÔL<">,j- 1 . 

4.5.2 Notations 

Posons: 

z 

1L(n) -

nL(n) 

DL(nl,j(z) 

zo 
12 ' 

{ 1 , · · · , 1<( L ( n) J } , 

{i E h<n>/ il existe ai ;i = 1,···,Ko -1 telqueai E ÔL(nl,j}, 

JL(n)- 1L(n), 

{{x, y) E DL(n),j Y~ A1L(n),j- Z}, jE JL(n)• 

Considérons les événements : 

An = {les points ai sont séparés par au moins trois blocs ÔL(nl,j , j E J L(nl} , 

Bn { VL<"> ~ ~} , 
Cn { Card(IL(nl) = Ko- 1}, 

EL(nJ,j(z) = { N(n)(DL{nl,j(z)) = 0}, jE JL(n). 
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Afin d'aérer la rédaction de l'étude de la convergence de l'estimateur. Nous faisons 
une remarque et nous donnons la construction d'un élément c.p de :::; qui nous permettra 
de montrer la convergence de l'estimateur. 

4.5.3 Re1narque 

Fixons une partition de [0 , 1] : 

Oo = 0 < QI < ... < O'Ko = 1 

telle que l'oscillation de f sur chaque intervalle [oi_1 , oi[ soit inférieure à ~· 
Si l'événement An n Cn est réalisé, alors : 

• Soit deux blocs consécutifs ~L(nl,j et ~L<"l,j+I ne contiennent aucun point 
Oi ; i = 1, · · · , ]{ 0 - 1 

• Soit l'un des deux blocs consécutifs ~L<"l,j ou ~L<">,j+ 1 contient un point 
ai; i=1,···,J\o-1. 
Et si en outre l'événement nJ.EJ ËL(n) ]. est réalisé et si nous considérons deux blocs 

L(n) ' 

~L(nl,j et ~L(nl,j+ 1 ne contenant pas de point Oi; i = 1, · · ·, J\o- 1 

IUL(n),j- UL(nl,j+II < (ML(n),j- UL(n),j) + sup IJ(x)- J(y)l 
(x,y)E~ L(n),J X~ L(n),;+l 

+( ML(nl,j+1- UL(n),j+J) 

< z+ sup lf(x)-J(y)l+z. 
(x,y)E~ L(n) ,J X~ L(n) ,;+! 

Comme ~L<"l,j U ~L(nl,j+ 1 est contenu dans un intervalle [oi-I , oi[; i = 1, · · ·, ]{0 et pour 
tout i = 1, · · ·, ]{0 l'oscillation de f sur [oi- 1 , ai[ est inférieure à ~' 
on a: z z0 

IUL(n),j- UL(n),j+11 $ Z + 2 + Z < 3z = 
4 

Ainsi par construction de 1 'estimateur /~0 

On constate donc que : les blocs ~L<">,j , j E JL(n) sur lesquels /~0 
"/:- UL<"l,j sont parmi 

les blocs ~L(n),j ou ~L(nl,j+I , avec j E h<n) . 
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4.5.4 Définition d'un élément 'P de 3 

Nous avons fixé une partition de [0, 1] : 

ao = 0 < al < .-. · < aKo = 1 

telle que l'oscillation de f sur chaque intervalle [ai-l, ai[ soit inférieure à ~· 

Définissons l'élément c.p de la façon suivante : 

S. A [x(L(n)) X,.(L(n)) [ bl 1 1 
1 UL(n),s = R,_I(L(n)), R,(L(n)) est un OC sur eque 

/~0 (x) = U L(n) ,s-1 , contenant un point as E { a1, · · · , aKo-l}, on pose : 

et on définit c.p par interpolation linéaire sur ~L<">,s et ~L<">,s+I. 

S. A [xr(L(n)) X(L(n)) [ bl J 1 
1 UL(nl,t+l = Rr(L(n)), Rr+!(L(n)) est un oc sur eque 

/~0 (x) = UL(n>,t tel que ~L<">,t contienne un point at E { a1, · · ·, aKo-I}, on pose : 

c.p est ensuite définie par interpolation linéaire sur ~L<">,t , ~L<n>,t+I et ~L<n>,t+ 2 • 
Sur les blocs où c.p n'est pas encore définie, on pose c.p( t) = t. 

4.5.5 Convergence de l'esthuateur 

Notons B(z0 ) la boule de centre f de rayon z0 dans l'espace métrique (D, d5 ). 
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On dira que U:o) converge en probabilité vers B( z0 ) si : 

lim P{/~0 rt B(zo)} =O. n-++oo 

On dira que (!~0 ) converge presque complètement vers B(zo) si: 

+oo 

L P{ /~0 rt B(z0 )} < +oo. 
n=l 

4.5.6 Condition suffisante de convergence presque complète 

Théorème 4.3 
Pour que l'estimateur (!~0 ) converge presque complètement vers B(zo) dans (D, ds) 
lorsque n tend vers l'infini, il suffit que : 

lim -
1 

1 
0 x ~~ vi(f) = +oo. 

l-++oo og.t l~J~/\(l) 

Démonstration : 

1) Nous allons montrer 1 'inclusion 

( n ËL<"l,j(z)) nAnnBnnCn Ç {ds(J~0 ,j) ~ z0 }. 

jEO L(n) 

Pour cela, il suffit de montrer que si l'événement 

( n ËL<"l,j(z)) nAn n Bn n Cn 
jEO L(n) 

est réalisé, la fonction r.p définie au paragraphe4.5.4 est telle que : 

(4.7) 

et 
(4.8) 

sup jr.p(x)- xl ~ zo 
O~x~l 

sup lf~"(x)- f(r.p(x))l ~ zo. 
O~x~l 
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Supposons que l'événement (n1·en ËL<"> i(z)) nAn n Bn n Cn soit réalisé. D'après la 
L(n) ' 

définition de <.p, nous obtenons : 

sup l<?(x)- xl~ 2 VL(n). 
O$x$1 

L'événement Bn étant réalisé, nous en déduisons : 

sup l<?(x)- xl$ z0 • 
O$x$1 

Montrons ensuite que la seconde condition ( 4.8) est vérifiée : 
PREMIER CAS : 

S. A [x<L<"l) X"(L<"l) [ hl 1 1 fz U 
1 uL<">,s = R,_J(L(")), R.(L<"l) est un oc sur eque no = L<nl,s-1 et contenant 

un point a 5 E { a 1 , · • · , <l'Ko-1 } , nous avons défini la fonction <.p par : 

( 
,..(L<"l) ) 

<.p X R,(L(n)) = Û's 

<.pest ensuite définie par interpolation linéaire sur ~L<n>,s et ~L<">,s+ 1 • 

Soit x un point de ~L(n>,s· Nous avons <.p(x) E [x~~:l/L(n)), 0' 8 [, 

IJ~0 (x)- J(<.p(x))i < IUL(nl,s-1- ML(nl,s-11 + IML(nl,s-1- f(<.p(x))l 

< ( Mvn>,s-1- UL<n>,s-1) + sup IJ(y)- f(<.p(x))l. 
YE~L(n),,_l 

Comme l'événement ËL(n),s_ 1(z) est réalisé et l'oscillation de f sur l'intervalle [a5 _ 1 , as[ 
est inférieure à ~, nous obtenons : 
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Soit maintenant x un point de ~L<nl,s+I· Nous avons : 

( ) [ X (L(n)) [ t jzo U A t • d l' . 'P x E <l's, R•+t(L<nl) e comme n = L(n),8 _ 1 sur l....l.L(nl,s, par cons ruct10n e estJ-

mateur j~0 : j~0 (x) = UL(nl,s+1, 

IJ:0 (X)- J(c.p(x))l < IUL(nl,s+1- ML(nl,s+11 + IML(nl,s+1- f(c.p(x))l 

< ( ML(nl,s+I- UL(nl,s+1) + sup IJ(y)- f(c.p(x))l. 
YE~ L(n),•+t 

Nous savons que l'événement EL(n),s+1(z) est réalisé et que l'oscillation de f sur l'intervalle 
[as, <l's+I [est inférieure à ~' nous obtenons : 

z z0 z0 z0 sup 1!:0 (x)- f(c.p(x))l::; z +- =-+- =-. 
yE~L(n),,+t 2 12 24 8 

DEUXIÈME CAS : 

S. A [x(L(n)) X,..(L(n)) [ hl l l .jz ( ) U 
1 l....l.L(nl,t+1 = Rr(L(n)) , Rt+t(L(n)) est un OC sur eque no X = L(nl,t 

tel que .6.L<">,t contienne un point cx1• Nous avons défini cp par : 

( 
(L(n)) ) - (L(n)) 

'P XRt-t(L(n)) - XRt-t(L(n)) 

'Pest définie par interpolation linéaire sur ~L(n),t , .6.vn>,t+1 et .6.L<nl,t+2 • 

Soit x un point de .6.L(n),t U .6.vn>,t+ 1 • 

[ 
,..(L(n)) ( 

Nous avons: c.p(x) E XRt-t(L<"l), <l't 

IJ:0 (x)- J(c.p(x))l ::; IUL(n),t- UL(nl,t-11 + IUL(nl,t-1- ML(nl,t-11 

+IML(n),t-1- J((c.p(x))l 

< IUL(n),t- UL(n),t-11 + ( ML(nl,t-1 - UL(n),t-1) 

+ sup IJ(y)-f((c.p(x))l. 
yE~L(nl,t-t 
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Comme j~0 = UL<">,t sur ~L<">,t+ll par construction de l'estimateur j~0 , nous avons 

f zo _ U n - L(nl,t· 
D'autre part, par construction de l'estimateur j~0 

: sur ~L<">,t 

j~0 = Uvn>,t si 1 UL(nl,t - UL(nl,t-JI < 3 Z = 7 ou si f: 0 = UL<n>,t- 2 sur ~L(nl,t-I· 

Or ~L<">,t- 2 et ~L<">,t-l sont deux blocs consécutifs qui ne contiennent aucun point ai ; z = 
1, · · ·, /(0 - 1. Donc d'après la remarque paragraphe 4.5.3 : 

Par conséquent 

et donc 

zo 
IUL(nl,t-2- UL(nl,t-li' < 4 • 

J~o = Uvn>,t-l sur LlL<nl,t-1 

IUL(n),t - UL(nl,t-ll < 3 Z • 

Puisque l'événement Ëvn>,t-I (z) est réalisé et l'oscillation de f sur [at-I, at[ est inférieure 
, z N a 2· ous avons : 

sup lf~0 (x)- f(<p(x))l 
xE~L(n),,u~ L(nl,t+l 

z 
< 3z+ z+ 

2 

Soit maintenant x un point de ~L<">,t+2· Nous avons : 

( ) [ X (L(n)) [ t Jzo - U A c.p x E at , R,+
2

(L<">) e , comme n - L(nl,t sur uL<">,t+t, par construction de 

l'estimateur j~0 nous avons: j~0 (x) = UL<">,t+ 2 

IJ~0 (x)- f(c.p(x))l < IUL<">,t+2- Mvn>,t+21 + IML(nl,t+I- f(c.p(x))l 

< ( ML(nl,t+2- UL(nl,t+2) + sup IJ(y)- f(c.p(x))l. 
yE~ L(n),t+2 

Puisque l'événement ËL<">,t+2(z) est réalisé et l'oscillation de f sur [at, at+t[ est inférieure 
à ~- Nous obtenons : 
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TROISIÈME CAS : 
Sur les intervalles où r.p n'est pas encore définie, nous avons posé r.p( x) = x. 
Soit x appartenant à l'un de ces intervalles b.L(n)J· Nous avons : 

et r.p( x) E b.L(n),j· 

Donc 

IJ~0 (x)- J(r.p(x))i < IUL(n),j- ML(n),jl + IML(n),j- J(x)l 

< (ML(n),j- UL(n)J) + sup IJ(y)- J(x)l. 
yEilL(n),j 

L'événement ËL<n>,;(z) étant réalisé puisque ces intervalles b.L<n>,; ne contiennent aucun 
point oi, i = 1,···,I<o -1 et l'oscillation de f surces intervalles D.L<n>,; est inférieure à 
~· Nous obtenons : 

Donc, si l'événement (n;enL(n) ËL(n>,;(z)) nAn n Bn n Cn est réalisé, alors l'événement 

{ ds(J~0 , J) ::; zo} est réalisé. 

2) Nous en déduisons de ce qui précède l'inclusion 

{ ds(J~0 ,J) > Zo} Ç ( U Evn>,;(z)) U An U Ën U Cn. 
jEOL(n) 

Posons ê =min{ (oi- Oï-d 1 ::; i ::; ]( 0 }. Nous obtenons alors les inclusions : 

K(L(n)) 

et Cn :::> ( n { VL(n)J < ê}) = { VL(n) < ê}. 
j=l 

D'autre part : pour tout j E Dvn>, l'oscillation de f sur b.L<n>,i est inférieure 
à ~· On constate que : pour tout j E nL(n) 
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est contenu dans le support S. Nous obtenons finalement 

Donc la convergence presque complète de j~o vers B(z0 ) résulte de la convergence presque 
complète de VL<"> vers 0 et de la convergence de la série 

(4.9) 

L'étude de la convergence presque complète de VL<n> vers 0 lorsque n tend vers l'infini et 
de la convergence de la série ( 4.9) est analogue en tout point à. celle présentée dans la 
première partie et la deuxième partie de la démonstration du théorème2.1 ( chap.2, §2.3.1 ). 
Il suffit donc de reprendre les calculs. Nous obtenons donc : 

VL<n> --+ 0 presque complètement quand n --+ +oo 

et 

• 

4.5. 7 Condition nécessaire de convergence en probabilité 

Cette étude nous a semblé très complexe dans le cas où f est quelconque, ainsi nous 
supposons dans ce paragraphe que f est une fonction constante : 

V x E [0 , 1] f( x) = a , a > O. 

Dans ce cas particulier, nous établissons une condition nécessaire qui est analogue 
à celle obtenue pour la convergence uniforme en probabilité de l'estimateur fn vers f 
au chapitre2. Cela n'a. rien de surprenant si on se rappelle que la convergence au sens 
de Skorokhod d'une suite de fonctions (Fn) vers une fonction continue F équivaut à la 
convergence uniforme, et si on considère que j~0 est peu différent de fn· 
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Théorème 4.4 
Une condition nécessaire pour que f~0 converge vers f en probabilité dans (D, ds) est 
que : 

1 
sup x max v·(f) = +oo. 
e~1 log(f + 1) 1~j~K(t') J 

Démonstration : 
Soit 0 < zo < a fixé, supposons que: 

• ds(J~0 , J) converge en probabilité vers 0 avec ~ 

• il existe un nombre 0 < a < +oo tel que : 

Vf EN* 
1 

---- x max v·(f) <a< +oo. 
log( f + 1) 1~i~K(t') J -

Nous allons montrer que nous arrivons à une contradiction. 
Supposons que sur deux blocs consécutifs ~L<nl,j- 1 et ~L(nl,j se réalisent les événements : 

{a- UL(nl,j- 1 > Zo} et {a- UL(nl,j > Zo} 
Comme f~0 est égale à UL(nl,j ou UL<nl,j-I sur ~L(n),j, nous avons dans tous les cas : 

a- j~0 > Zo sur ~L(n),j 

et comme 
V r.p E =.:, V xE [0, 1] f(x) = f(r.p(x)) =a. 

Nous en déduisons : 

K(L<"l) y, { N<•l(Dv•l,j-l (Zo)) = 0 , N(•) (D L(•l,;(zo)) = 0} C { ds(J~',!) > zo}. 

Puis, pour simplifier l'écriture, en supposant I<(L(n)) pair pour tout n : 

K(L(n)) 

~ { N'"'(DL<•l,>;- 1 (zo)) = 0 , N'"'( D L(•l,2;( zo)) = 0} C { ds(J~', f) > zo}. 

· K(L<"l) Posons : pour tout J = 1, · · · , 2 

AL(nl,2j(zo) = (~L(nl,2j- 1 U ~L(nl,2J X [a- Zo, a]. 
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L A ( ) . 1 K(L(n)) d ' d d" . . es L(nl,2j z0 ; J = , · · ·, 2 sont eux a eux ISJomts et contenus 
dans S. Nous en déduisons : 

I<(L(n)) 

Q { N<• l( A L<•>,2;( zo)) = 0} C { ds(J~',!) > Zo}. 

L'hypothèse 
d5 (J~0 , f) --+ 0 en probabilité quand n --+ +oo, 

entraîne 
( 4.10) lim P{ds(f~0 , J) > zo} =O. 

n--++oo 

Cependant, 

I<(l) 

P{ ds(J~',!) > zo} > ~ P(Q { N,(At,2;(z0 )) = 0}) P ( Ll•) =i) 
K(t) 

> i~( P(Q { N,(A,,,;(zo)) = 0} )-
On montre, en procédant comme dans la deuxième partie de la démonstration du théorème2.2 
( chap.2, §2.3.2), que si l'hypothèse du théorème n'est pas vérfiée alors : 

K(l) 

i~( P(Q { N,(A1,2;(z0 )) = 0}) > 1- e-~. 

Ce qui contredit ( 4.10), donc l'hypothèse 

d5 (!~0 , f) --+ 0 en probabilité quand n --+ +oo. 

• 
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Appendice: 
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LOIS DE PROBABILITES 
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Appendice 1 : Lois de probabilités 
conditionnelles en coordonnées 
polaires 

D'après le chapitre1(§1.2.3), pour tout n, la loi du vecteur aléatoire 

( (Pt,n ; 01,n), · · ·, (PL<">,n ; OL<">,n)) 

conditionnée par { L(n) = f.}, est identique à celle d'un vecteur aléatoire 

((PI ' OI), ... '(Pt' Ot)) de e variables aléatoires indépendantes de même loi de densité 9 
définie par (1.3) (chapitre!, §1.2.1). 

Cette partie traite de la loi conditionnelle, étant donné { L(n) = f. }, d'éléments aléatoires 

qui sont fonctions de (PI,n ; ei,n)' ... ' (PL<n>,n j OL(n),n). Il est plus pratique de faire les 

calculs et de donner les résultats pour les variables aléatoires (PI, OI), · · ·, (Pt, Ot)· Les 
notations utilisées dans la suite sont celles du chapitre1(§1.2). 

1) V f. E N*, la loi du vecteur aléatoire ( (p~t), e!t> ), .. · , (p~t), ey>)) est absolument 

continue et admet pour densité une fonction 92 définie sur ( JR+ x ]0, 21rl) t par : 

(5.1) 92((sllti), ... ,(st,tt)) = l!g(si,ti) .. ·g(sttt)ll{o<t1<···<tt}· 
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2) V f E N*, la loi du vecteur aléatoire 

( 
(f) (f) (f) {l) ) ( (f) (i) )) 

(pl ' (}1 ), (PR(l) ' (}R(l) ' ... ' PR(K(f)-1) ' (}R(K(f)-1) 

( )

K(C) 
est absolument continue et admet pour densité une fonction 93 définie sur JR+ x ]0, 21r[ 
par: 

J dsn(K(t)-I)+I · · · dse 
9(SR(K(C)-I)+1' tR(K(C)-1)+1) ... 9(St, te) ll{tR(J{(t)-1 <···<tt} dt dt 

R(K(l)-1)+1 · · · l 

f! 9(s1, ti) 9(sR(1), tR(1)) · · · 9(sR(K(C)-1), tn(K(f)-1)) H(f<ll)ll{o<t1 <tR(J)<···<tRJ..K(tJ-!)<2,.} 

où Wl = (t 1, tn(l), · · ·, tn(K(C)-1)) et où H est une fonction de (]0, 27r[)K(e) dans JR+ 
définie par : 

(5.2) H(f<ll) - r 91 (t2) •.. 91 (tR(l)-d dt2 ... dtR(l)-1 x 
}{tl <t2<···<tR(J)} 

r 91 (tR(1)+1) • · · 91 (tR(2)-I) dtR(1)+1 · · · dtR(2)-I X 
l{tR(J)<···<tR(2)} 

r 9I(tR(K(f)-1)+1) · · · 91 (tc) dfn(K(C)-1)+1 ···dit. 
l{tR(K(l)-l <···<tt} 
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3) Posons: Vf EN", 

_ { (Pic), oie)) = (s1, tt), (P~ll), e~f1 l) = (sR(1) , tR(1J), · · ·, } 

:Et - (C) (t) ) ' 
(p R(K(f)-1) ' t9 R(K(t)-1) = ( S R(K(f)-) ' tR(K(f)-1)) 

0c = ((s~, ti), (SR(I), tR(I)), · · ·, (sR(K(t)-1), tR(K(t)-1))) 

et At égal au vecteur aléatoire 

( ( 
(C) (C)) ( (f) (t) ) ( (f) (f) ) ( (C) (f) ) 

P2 '02 ' ... ' PR(1)-1 ' t9R(1)-1 ' PR(1)+1' t9R(1)+1 ' ... ' PR(2)-1 ' t9R(1)-2 ' 

· ··, (P~lr-1)+1' O~lr-1)+1),···, (P~lr)-1' O~lr)-1),···, 

(P~lK(C)-1)+1 ' O~lK(t)-1)+1)' .. ·' (P~c) , eYl)) · 
La loi du vecteur aléatoire Ac, conditionnée par :Ec est absolument continue et admet pour 
densité une fonction 94 définie par : 

(5.3) ( ) 
92((s1,ti),···,(st,tc)) 

94 (s2, t2), ···,(sc, tc)/8c = 
93

(Gc) 

1 . IT . 9(si, ti) H(Wl) 1I{o<t1 <tR(I)<···<tR(J\(t)-1)<21T"} 
•:;é1,R(1),···,R(/\ (l)-1) 

avec tb tR(1)l · · ·, tR(K(C)-1) fixés. 

4) V fE N", la loi du vecteur aléatoire 

( ( 
(C) (t) ) ( (C) (C) ) ) 

PR(r-1)+1 ' {,lR(r-)+1 ''''' PR(r)-1) ' {,lR(r)-1 

avec r fixé dans { 1, · · · , ]{ ( f)}, conditionnée par :Ec est absolument continue et admet 
pour densité une fonction 95 définie par : 

(5.4) 9s ((sR(r-1)+1' iR(r-1)+1), · · ·, (sR(r)-1, tR(r)-I)/8c) 
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ds2 · · · dsR(r-1)-1dR(r-1)+1 · · · dse 
dt2 · · · dtR(r-1)-ldtR(r-1)+1 · · · dte 

où H1 est une fonction strictement positive définie par : 

(5.5) 
On désigne par G1 la fonction de répartition commune aux variables aléatoires {) 1 , • •• , Oe, 
de densité g1• On a : pour r = 1, · · · , I< ( C) 
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1 ltR(r) [ ] (vt,r-2) 
2 3 ( 2) Gl(tR(r)-t)- Gt(tR(r-1)) 9I(tR(r)-I)dtR(r)-l 

X X • · • X Vf.,r - tR(r-l) 

[ci(tR(r>)- GI(tR(r-I>)]'Vt,r-l) 

(vf.,r- 1)! 

Ainsi, V f E N*, la formule ( 5.4) devient : 

(5.6) 

5) V fE N*, conditionnellement à 

(a~f.) = t1, B~{l) = tR(I)' .. ·, B~{r-I)+I = tR(r-I)+I) 

1 ( ) · bi 1, t · ( (f.) a(e ) ( (e) a(e ) d es ve,r - 1 vana es a ea 01res PR(r-I)+l , R(r-l)+l , · · ·, PR(r)-I , R(r)-l ans 
De,r, 1 ::::; r ~ K(f), sont une statistique d'ordre d'un échantillon d'une variable aléatoire 
dont la loi de probabilité est absolument continue et admet pour densité, pour : 

(5.7) ( 0) - g(p, 0) 
96,r p, - G ( ) G ( ) 

1 tR(r) - 1 tR(r-1) 

Ainsi, V f E N*, sous la condition 

( 
(C) O(l) _ O(l) _ ) 

01 =tl' R(l) - tR(l)'.''' R(r-1)+1 - tR(r-I)+I 

les (ve,r- 1) variables aléatoires (p~, 0;),·· · ,(p~t.r_ 1 , O~t.r_ 1 ) qui appartiennent à De,r 

sont indépendantes de même loi de densité g6 ,r, 1 :Sr :S K(C), définie par (5.7). 

6) La formule (5.6) exprime que la densité conditionnelle ne dépend que de 
(sR(r-I) , tR(r-1)) et de (sR(r) , iR(r)) et est indépendante des (si, ti), 
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i E {1, · · ·, K(f) -1}- {R(r-1), R(r)}. Pour toute EN*, si on désigne par 97 la densité 
conditionnelle du vecteur aléatoire 

(( 
(f) (f) ) ( (f) (t) )) 

PR(r-1)+1 ' OR(r-1)+1 '· · ·' PR(r)-1)' OR(r)-1 

étant donné 

( 
(e) (e) ) ( ) ( (l) e<e) ) ( ) 

PR(r-1) ' OR(r-1) = 8 R(r-1) ' tR(r-1) et PR(r) ' R(r) = SR(r) ' tR(r) . 

On a alors 

(5.8) 

= 97 ((sR(r-1)+1, tR(r-1)+1), · · ·, (sR(r)-1, tR(r)-d/(sR(r-1)• tR(r-1)), (sR(r) , tR(r))) · 

Donc pour tout f E N*, sous la condition 

( 
(l) (l) ) 

(}R(r-1) = tR(r-1)' OR(r) = tR(r) 

les ( ve,r - 1) variables aléatoires 

( 
(l') (l) ) ( (l) (l) ) 

PR(r-1)+1 ' OR(r-1)+1 '· · ·' PR(r)-1 ' OR(r)-1 

dans De,r, est une statistique d'ordre d'un (vl',r- 1)-échantillon d'une variable aléatoire 
de loi de probabilité absolument continue qui admet pour densité la fonction 96 , r définie 
par (6. 7), et que les (ve,r- 1) variables aléatoires (p~, BD, ... , (p~l,r-1 , e~t,r-1) qui appar
tiennent à De,r, 1 :::; r :::; I<(f), sont indépendantes de même loi de densité 96 ,r définie par 
(6.7). 

7) En associant les formules (6.3), (6.4), (6.5) et (6.6). Nous obtenons la formule 

94((s2,t2),···, (se, tt)fee) 

K(C) 

= D, [9s ((sn(,-1}+~> tn(,-I}+I), · · ·, (sn(,)-1,, tn(,)-1 )je,)]· 
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Donc les vecteurs aléatoires 

( ( 
(l) (l) ) ( (l) (l) ) ) 

PR(r-1)+1' eR(r-1)+1 ' ... ' PR(r)-1 ' eR(r)-1 ' ... ' 

( ( 
(l) (l) ) ( (l) (l))) 

PR(K(t)-1)+1'eR<K<t)-1)+1 ,···,Pt, et 

sont indépendants conditionnellement à { L(n) = f} et à L;t. 

Ainsi les vecteurs aléatoires 

sont indépendants conditionnellement à 

{ 
(n) - Il} ' (e(l) - e<t) - e<t) - ) L - t- et a 1 - t1, R(I) - iR(l), · · ·, R(K(t)-I) - iR(K(t)-1) . 
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Appendice 2 : Lois de probabilités 
conditionnelles en coordonnées 
rectangulaires 

D'après le chapitre2(§2.2), pour tout n, la loi du vecteur aléatoire 

conditionnée par { L(n) = l}, est identique à celle d'un vecteur aléatoire 

( (X1 , Yi),···, Xe, Yi)) del variables aléatoires indépendantes de même loi de densité g 

définie par (2.3) ( chapitre2, §2.2). 

Cette partie traite de la loi conditionnelle étant donné { L(n) = l} d'éléments aléatoires 

qui sont fonctions de ( X1,n ; Yi,n), · · ·, (X L<n>,n j YL(n),n). 
Comme indiqué en appendice!, pour traiter les lois conditionnelles, étant donné 

{ L(n) = l}, d'éléments aléatoires qui sont fonctions de 

il est plus pratique de faire les calculs et de donner les résultats pour les variables aléatoires 
(X1 , Y1 ), • • ·, (Xe, Ye). L'étude des lois conditionnelles suit les grandes lignes de celles de 
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l'appendice1, avec quelques modifications de calculs. Les notations utilisées dans la suite 
sont celles du chapitre2(§2.2). 

1) VC EN*, la loi du vecteur aléatoire ((x~l),Y1(l')),···,(X?'),Ye(l))) est absolument 

continue et admet pour densité une fonction fh définie sur (Jo , 1 [x JR~) l par : 

2) V C E N*, la loi du vecteur aléatoire 

( ) 

/\(C)-1 
est absolument continue et admet pour densité une fonction g3 définie sur )0 , 1 [x JR+ 
par: 
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où j;(l) = ( XRI(C), · · ·, XRKUJ-t(c)) et où ii est une fonction de (]0, l[)K(C)- 1 dans IR+ 

définie par : 

{ 91(x2) · · · 91(XR1 (t)-1) dx1 · · · dxRt(i)-1 x 
J{xt <x2< ···<x Rt (l)} 

f 91(XRt(i)+1)"". 91(XR2(i)-1) dxRt(i)+1 "·. dxR2(i)-1 X J {x RI (l)<···<XR2(t)} 

(6.2) 

3) Posons : V f E N*, 

E' - { ( x~;(C) ' YJ!)(e)) = (xRt(l)' YRt(C)), •.. ' 

e- (XU'> y:(t) ) = ( ) 
RJ\(l)-tU~) ' RJ\(l)-l(i) XRJ\(l)-di)' YRJ\(l)-dC) 

e~ = ((xRt(C)l YRt(l)), ... ' (xRJ\(l)-di)' YRJ\(l)-l(e))) 

et A~ égal au vecteur aléatoire 

( ( x~e> , yl(l)), · · ·, ( x~!(e)-1 , YJ~>(e)-1), ( x~;(e)+1 , YJ~>(f)+1), · · ·, ( x~;(e)-1 , YJ~>(e)-1), 

(
x(c) y(c) ) . • . (x(e) y:tt>)) 

RJ\(t)-t(C)+1' RK(t)-t(f)+I ' ' C ' i · 

La loi conditionnelle du vecteur aléatoire A~, étant donné E~ est absolument continue et 
admet pour densité une fonction g4 qui d'après la définition d'une densité conditionnelle 
est définie par : 

(6.3) 
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4) V f E N*, la loi conditionnelle du vecteur aléatoire 

( ( 
r(l) (€) ) ( r{l) (l) ) ) 

.)\' RJ-1(€)+1 ' YRJ-1(l)+I ' ... ' x RJ(l)-1 ' YRj(l)-1 

avec j fixé dans { 1, · · ·, I< ( f)}, étant donné E~ est absolument continue et admet pour 
densité une fonction §5 définie par : 

où ÎI1 est une fonction strictement positive définie par : 

(6.5) Îl1 ( XR1 _l(f)l XR1 (l)) 

= [ 91 (XR1 _I(l)+I) · · · 91 (xR1 (:)) dXR1 _I(f)+1 · · · dXR
1
(f)-1· 

}{x RJ-1 (l)<···<x RJ( t)-1} 

On désigne par G1 la fonction de répartition de 91 • On a : pour j = 1, · · · , /{ ( f) 

On obtient, en procédant comme en appendice! : 
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Ainsi, V fE :N*, la formule (6.4) devient : 

(6.6) 

5) V f E :N*, conditionnellement à 

(x(R) v(l) ) 
Rl(R) = XR(1)' •.. ' .J'\RJ_J(l)+1 = XRJ-l(l)+l 

les (vi(f)-1) variables aléatoires (x~}_J(t)+ 1 , Y~~- 1 (e)+ 1 ),···, (x~](c)- 1 , Y~~(R)- 1 ) dans 

Dt.,j, 1 $ j $ K(f), est un échantillon ordonné de taille vj(f)- 1 de la loi de probabilité 
qui admet pour densité : 

(6. 7) 

Ainsi, V f E :N*, sous la condition 

les (vj(f)- 1) variables aléatoires (X~, Y{),··· ,(X~J(c)- 1 , Y;J(C)- 1 ) qui appartiennent à 
Dc,j sont indépendantes de même loi de densité 9B,j , 1 $ j $ K(f), définie par (6.7). 

6) La formule (6.6) exprime que la densité conditionnelle ne dépend que de 
(xRJ_J(l) , YRJ_ 1 (c)) et de (xRJ(C), YRJ(c)), et est indépendante des (xi, Yi), 

i E { 1, · · · , J( ( f) - 1} - { Rj-1 ( f), Rj( f)}. Pour tout f dans N*, si on désigne par g7 la 
densité conditionnelle du vecteur aléatoire 

( ( 
r(C) ,..(C) ) ( r(l) (C) ) ) 

-~ RJ_J(C)+1 ' } RJ_J(l)+1 ' ... ' x RJ(l)-1 ' YRJ(l)-1 
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étant donné 

On a alors 

(6.8) 

= 97 ( (xR1 _ 1 (C)+1, YR1 _t(C)+I), · · ·, (xR1 (l)-ll YR1 (l)-I)j(xR1 _t(l)l YRi-t(l)), (XR
1

(l) , YR
1
(l))). 

Donc pour tout f E N*, sous la condition 

les (vj(f)- 1) variables aléatoires 

dans De,j, est un échantillon ordonné de taille (vj(f)- 1) de la loi de probabilité qui 
admet pour densité la fonction 9sJ définie par (6.7), et que les (vi(f) - 1) variables 
aléatoires (X~, Y{),···, (X~1 (c)-l , Y('

111
(t)-I) qui appartiennent à Dt,j, 1 ~ j ~ K(f), sont 

indépendantes de même loi de densité 9s,j définie par (6.7). 

7) En associant les formules (6.2),(6.3), (6.4) et (6.5). Nous obtenons la formule : 

94 ((x2, Y2), · · ·, (xc,, Yc)/0~) 
K(C) [ ( 

= }1 g, (xn,_,(t)+l , Yn,_,(t)H), • • ·, (xn,(t)-I , YR,(t)-I )/e;) ]· 
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Donc les vecteurs aléatoires 

(( 
(l) (l) ) ( ,(l) (l) )) x R;-l (l)+I ' YRj-J (l)+I ' ... ' x Rj(l)-I ' YRj(l)-I ' .•• ' 

( (x<e> y:<e> ) (x<e> 
Rl\(l)-JCl)+I' RK(l)-J(l)+I ' •.. ' ( ' 

sont indépendants conditionnellement à { L(n) = f} et à E~. 

Ainsi les vecteurs aléatoires 

sont indépendants conditionnellement à 

{L (n) li} t ' ( v(l) v(l) =X ) = <. e a ,'\ RJ(l) = XRJ(l), ... ' ./\ RI\(t)-dl) RI<(t)-JCl) . 
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