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Résumé

Cette these contient une généralisation de certaines méthodes de sous espaces de
Krylov pour la résolution des systémes linéaires de grande taille. Cette généralisation
est basée sur 'utilisation du processus de Hessenberg Généralisé, et est appelée méthode
de Hessenberg Généralisée. Elle se subdivise en deux importantes classes de méthodes.

La premiere classe est celle des méthodes de Galerkin, elle contient comme cas
particuliers les méthodes FOM, BCG, Hessenberg, ... . La seconde classe est celle
des méthodes de semi-minimisation du résidu, elle contient comme cas particuliers les

méthodes GMRES, QMR, CMRH, ... . Une partie de cette theése est consacrée a la

comparaison numérique de ces trois dernieres méthodes.

Un résultat important établi dans cette thése concerne le lien existant entre les
méthodes de Galerkin et les méthodes de semi-minimisation du résidu. Ce lien n’est
autre qu’une procédure de ”lissage variable”. Différentes relations entre les itérés des
deux classes de méthodes étudiées permettent d’expliquer la corrélation existante entre
elles.

Le dernier aspect de ce travail concerne la résolution des systémes non linéaires
par la méthode de Newton Hessenberg Généralisée. Une comparaison entre les méth-
odes Newton-GMRES et Newton-CMRH illustre I’application de la méthode Hessenberg

Généralisée aux systemes non linéaires de grande taille.

Mots clefs

Méthodes de sous espace de Krylov, systémes linéaires, processus de Hessenberg
Généralisé, méthodes de Galerkin, méthodes de semi-minimisation du résidu, lissage
variable, systemes non linéaires, méthode de Newton.



Abstract

In this thesis, a generalization of some Krylov subspace methods for solving large
systems of linear equations is given. This generalization i1s based on the use of the
Generalized Hessenberg process and is called the Generalized Hessenberg method. This
generalization contains two important classes of methods.

The first class is the so called Galerkin methods, it contains as particular cases
FOM, BCG, Hessenberg, ..., . The second class is the Minimizing Residual Seminorm
methods. GMRES, QMR, CMRH, ... are particular cases of this class. A numerical

comparison of the last three methods is performed.

An important result given in this thesis concerns the relationship between the
Galerkin and the Minimal Residual Seminorm methods. In fact, we show that the Min-
imal Residual seminorm methods are obtained from the Galerkin methods by a variable
smoothing procedure. Different relations between the iterates of the methods allows us
to explain the correlation between the two considered classes of methods.

Another aspect of this work concerns the problem of solving nonlinear systems of
equations. This is done by the Newton-Generalized Hessenberg method. A comparison
between the Newton-GMRES and Newton-CMRH methods illustrates the use of the

Generalized Hessenberg method for solving nonlinear system of equations.

Key words

Krylov subspace methods, linear systems, Generalized Hessenberg process, Galerkin
methods, Minimizing Residual Seminorm methods, variable smoothing, nonlinear sys-
tems, Newton method.
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Introduction générale

Parmi les problémes fondamentaux en analyse numérique, la résolution des sys-
temes d’équations linéaires et non linéaires constitue une part importante sur laquelle
beaucoup de travaux et d’articles ont été publiés ces dernieres années.

Les systemes d’équations linéaires surviennent fréquemment dans le calcul scien-
tifique. Ils interviennent lorsqu’on discrétise par la méthode des différences finies ou
par la méthode des éléments finis un probleme d’équations aux dérivées partielles. On
peut aussi les rencontrer comme étapes intermédiaires dans le calcul d’une solution d’un
probleme non linéaire.

Soit a résoudre le systéeme Az = f, ou A est une matrice réelle inversible de taille n.
Une premiere approche pour la résolution de ce systéme est 1’utilisation des méthodes
directes. Il s’agit dans ces méthodes de factoriser A en produit de facteurs (en général ces
facteurs sont plus faciles et plus simples a manipuler que la matrice A) que P'on utilise
pour le calcul de z, = A™!f. Les factorisations les plus souvent utilisées dans la pratique
sont la factorisation LU ou la factorisation QR. Ces méthodes ont largement été utilisées,
cependant elles nécessitent un stockage de ’ordre de O(n?) et un coiit algorithmique de
I'ordre de O(n?®). On voit alors qu’on ne peut les appliquer a des problémes de grande
taille méme si les matrices associées a ces problemes sont souvent creuses. Il en est ainsi
dans la discrétisation des équations aux dérivées partielles .

Une alternative aux méthodes directes est donnée par les méthodes itératives . L'idée
générale et commune a ces méthodes est de construire par un algorithme donné une
suite {zx}}_, de solutions approchées de la solution exacte z. = A~'f du systéme
linéaire & résoudre. Les itérés {z4}?_, que nous esperons voir converger vers z, sont
solutions de systemes dont la taille est plus petite que celle du systéme initial. Parmi ces
méthodes, citons la méthode du Gradient Conjugué (CG: Conjugate Gradient method)
due a Hestenes et Stiefel [29]. Cette méthode est extrémement efficace lorsque la matrice
du systeme est symétrique définie positive, puisqu’elle ne requiert que le stockage d'un
nombre limité de vecteurs.
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Pour les systemes symétriques indéfinis, les méthodes MINRES (MINimum RESi-
dual method) et SYMMLQ (SYMMetric LQ) dues a Paige et Saunders [36] sont une
alternative a la méthode du Gradient Conjugué. Lorsque les matrices ne sont pas sy-
métriques, nous pouvons appliquer la méthode du Gradient Conjugué & I'une des deux
formes du systeme d’équations normales associé au systeme initial Az = f. Nous ob-
tenons alors les deux méthodes CGNE (Conjugate Gradient on Normal equations to
minimize the Error) due & Craig [14] qui résout le systeme AATy = f et détermine la
solution z = ATy, ainsi que CGNR (Conjugate Gradient on Normal equations to mini-
mize the Residual) due & Hestnes et Stiefel [29] qui résout le systeme AT Az = f avec
f = ATf. Notons cependant que la convergence de ces deux méthodes peut étre tres
lente car le spectre des matrices associées aux équations normales est moins favorable
que celui de A.

La méthode du Gradient Bi-Conjugué (BCG: BiConjugate Gradient method) due
a Lanczos [33] et a Fletcher [19] génere par utilisation de l'algorithme du Gradient
Conjugué deux familles de vecteurs biorthogonales. La premiere famille est basée sur un
systeme de matrice associée A, alors que la seconde est basée sur un systeme dont la
matrice est A7. Comme la méthode du Gradient Conjugué, I'algorithme BCG utilise un
stockage limité de vecteurs, cependant la convergence peut étre irréguliére et ’algorithme
peut étre sujet a des "breakdown” (i.e. division par un nombre nul).

Plus récemment, Saad a utilisé le processus d’Arnoldi [2, 39, 40] et une condition
d’orthogonalité (ou de Petrov-Galerkin) imposée sur le résidu afin de définir la méthode
FOM (Full Orthogonalization Method) dite encore la méthode d’Arnoldi [40]. La mé-
thode GMRES (Generalized Minimal RESidual method) due & Saad et Schultz [42]
combine le processus d’Arnoldi et une condition de ”minimisation” du résidu afin de
remédier au probléeme du ”breakdown” qui peut survenir dans la méthode FOM. La
méthode QMR (Quasi Minimal Residual method) (due & Freund dans le cas symétrique
[20] et & Freund et Nachtigal dans le cas non symétrique [21]) utilise le. processus de
Lanczos [32, 61] et une condition de ”quasi-minimisation” du résidu afin d’éviter un
possible "breakdown” dans 'algorithme BCG (cette méthode étant elle-méme basée sur
le processus de Lanczos et sur la condition de Petrov-Galerkin). En utilisant la méme
technique de ”quasi-minimisation” du résidu ainsi que le processus de Hessenberg [61],
Sadok dans [46] a proposé la méthode CMRH (Changing Minimal Residual method ba-
sed on the Hessenberg process). En remplacant dans la méthode GMRES le processus
d’Arnoldi par la procédure d’Orthogonalisation Incompléte [41, 39], Wu et Saad ont
défini la méthode DQGMRES [43], afin de diminuer le coiit algorithmique nécessité par
la méthode GMRES.

Le theéme essentiel de ce travail est de présenter sous une forme générale les différentes
méthodes que sont les méthodes FOM, BCG, GMRES, QMR, CMRH et DQGMRES.

En combinant le processus de Hessenberg Généralisé [61] (dont les processus: Arnoldi,



Introduction générale : 3

Lanczos et Hessenberg sont des cas particuliers) avec une certaine condition d’orthogo-
nalité sur les résidus, nous définissons la méthode de Hessenberg Généralisée.

La méthode de Hessenberg Généralisée se subdivise en deux classes de méthodes.
La premiere classe est celle des méthodes de Galerkin, elle est obtenue par imposition
de la condition de Petrov-Galerkin, elle contient comme cas particuliers les méthodes:
FOM, DIOM [41], BCG et Hessenberg. La seconde classe de méthodes est obtenue par
imposition d’une condition de semi-minimisation du résidu. Cette classe de méthodes
est désignée par MRSe (Minimal Residual Seminorm method) [27]. Elle contient comme
cas particuliers les méthodes GMRES, DQGMRES, QMR, CMRH et DTCMRH.

Les deux classes de méthodes de Galerkin et MRSe sont étroitement liées entre
elles puisque nous montrons que la méthode MRSe peut étre déduite par un ”smoothing
variable” de la méthode de Galerkin [27]. Ce résultat généralise les résultats de Brown et
Weiss qui stipulent que les itérés des méthodes GMRES et QMR peuvent étre construits
respectivement & partir des itérés des méthodes FOM et BCG (8], [56, 57].

La méthode de Hessenberg Généralisée sera ensuite utilisée dans le cadre de la
méthode de Newton dans le but de résoudre des systémes d’équations non linéaires.

Détaillons maintenant le plan de la these.

Dans le chapitre 1, nous rappelons le processus de Hessenberg Généralisé et don-
nons quelques propriétés de ce processus. Nous rappelons aussi comment retrouver les
différents cas particuliers que sont les processus d’Arnoldi, de Lanczos et de Hessenberg.
Ensuite, nous étudions quelques propriétés du processus de Hessenberg Généralisé In-
complet qui admet comme cas particuliers la procédure d’Orthogonalisation Incomplete
ainsi que le processus de Hessenberg Incomplet.

Au chapitre 2, apres avoir décrit les conditions de Petrov-Gelerkin et de semi-
minimisation du résidu, nous serons en mesure d’utiliser le processus de Hessenberg
Généralisé afin de définir la méthode de Hessenberg Généralisée ainsi que les deux classes
de méthodes qui sont les méthodes de Galerkin (GAL) et la méthode MRSe. Comme
cas particulier nous retrouvons les méthodes FOM, DIOM, BCG, Hessenberg (de la
classe des méthodes de Galerkin), ainsi que les méthodes GMRES, DQGMRES, QMR,
CMRH et DTCMRH (de la classe des méthodes MRSe). Nous rappelons aussi quelques
techniques utilisées dans 'implémentation pratique des méthodes citées précédemment.
Nous terminons ce chapitre par une comparaison numérique des différentes méthodes.

Dans le chapitre 3 nous définissons une procédure de "smoothing variable” et nous
en donnons quelques propriétés. Nous établissons ensuite une relation entre les itérés
de la méthode MRSe et ceux de la méthode de Galerkin. Ceci nous permet de montrer



4 Introduction générale

que la méthode MRSe peut étre déduite a partir de la méthode de Galerkin en utilisant
Palgorithme SMRS (Semi Minimal Residual Smoothing algorithm). Nous retrouvons
ainsi quelques résultats établis par Zhou et Walker [62] pour les méthodes QMR et
BCG, ou par Weiss [56, 57] pour les méthodes GMRES et FOM. Le cas des méthodes
DQGMRES et DIOM ainsi que des méthodes DTCMRH et Hessenberg est aussi traité.

Finalement, dans le chapitre 4, nous verrons comment combiner la version diffé-
rence finie de la méthode de Hessenberg Généralisée et la méthode de Newton Inexacte
afin de résoudre des systemes d’équations non linéaires. La méthode ainsi obtenue est ap-
pelée version différence finie de la méthode de Newton Hessenberg Généralisée. Nous étu-
dierons la convergence locale de cette méthode. Nous terminons ce chapitre en donnant
les algorithmes des versions différences finie des méthodes Newton-GMRES et Newton-
CMRH et en comparant numériquement Pefficacité de ces deux méthodes.



Chapitre 1

Le processus de Hessenberg
Généralisé

De nombreux problémes de résolution de systemes d’équations linéaires peuvent
étre traités efficacement en utilisant des méthodes itératives. Une classe importante de
ces techniques est connue sous le nom de méthodes de sous espace de Krylov. Il s’agit
dans ces méthodes de construire une suite de solutions approchées de la solution exacte
du systeme en partant d’une approximation initiale quelconque.

Parmi ces méthodes les plus récentes, citons les méthodes FOM (Full Orthogo-
nalization Method) [40], BCG (Bi-Conjugate Gradient method) [19, 33] et différents
algorithmes qui leur sont mathématiquement équivalents dans des cas particuliers [31,
36, 26, 28]. Il existe d’autres méthodes qui sont en général plus compétitives que les
précédentes. Parmi ces méthodes, nous citons GMRES (Generalized Minimal RESidual
method) [42], QMR (Quasi Minimal Residual method) [20, 21] e¢ CMRH (Changing
Minimal Residual method based on the Hessenberg reduction process) [46].

Toutes les méthodes citées précédemment sont basées sur un processus propre a
chaque méthode. Ces processus sont utilisés pour la réduction d’une matrice de Krylov
[61, p.32] afin de construire une base de Krylov, ainsi qu'une matrice de Hessenberg
supérieure. Les différents processus utilisés sont: Arnoldi, Lanczos et Hessenberg. Ils
peuvent tous étre obtenus comme cas particuliers d’un processus plus général qui est le
processus de Hessenberg Généralisé [30, 61].

Nous commencerons dans ce premier chapitre par donner une description générale

du processus de Hessenberg Généralisé au paragraphe .
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Au paragraphe , nous verrons comment nous pouvons retrouver différents pro-
cessus connus a partir du processus de Hessenberg Généralisé. En nous étudierons
et donnerons quelques propriétés du processus d’Arnoldi. En nous nous intéresse-
rons a I’étude du processus de Hessenberg, nous verrons qu’il faut adopter une stratégie
de pivotage afin d’augmenter l'efficacité de 1’algorithme. Nous terminerons ce second

paragraphe par ’étude du processus de Lanczos en [1.2.3].

Afin de réduire le cout algorithmique et la place mémoire nécessités par le processus
de Hessenberg Généralisé, nous proposerons au paragraphe une version tronquée
du processus de Hessenberg Généralisé. Nous verrons entre autres que les principaux
résultats obtenus pour les différents processus particuliers Arnoldi et Hessenberg restent
valables pour leur version tronquée.

1.1 Description générale

Dans cette section nous allons décrire un algorithme d’une méthode qui initia-
lement a été étudiée pour le calcul explicite du polynome caractéristique d’une matrice
donnée. Cette méthode est due a Hessenberg [61] et & Householder et Bauer [30].

Avant de commencer la description du processus de Hessenberg Généralisé, nous
avons besoin de rappeler les définitions suivantes :

Définition 1
Soit A € IR™™, v € IR". Le sous espace vectoriel engendré par les vecteurs
v, Av,..., A™ v est appelé sous espace de Krylov d’ordre m associé a A et v.

On note K, (v, A) = span{v, Av,..., A" v},

Définition 2
Le polynome minimal p de la matrice A pour le vecteur v est défini comme étant le
polynome de degré minimum vérifiant p(A)v = 0.

Définition 3
Soit V,,, la matrice n X m formée des colonnes v, Av,..., A" Yv. La matrice V,, est
dite matrice de Krylov associée au sous espace de Krylov K,,(v, A).

Le résultat suivant est immeédiat d’apres la définition méme du sous espace K, (v, A):
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Théoreme 1

Le sous espace de Krylov K, (v, A) est le sous espace formé de tous les vecteurs y
qui s’écrivent y = p(A)v, ot p € Py (espace des polynémes de degré inférieur ou égal
am—1).

Théoreme 2
Le sous espace de Krylov K,,(v, A) est de dimension m si et seulement st le degré
du polynome minimal de A pour v est supérieur ou égal a m.

Considérons un vecteur v € IR" et supposons que le degré du polynéme minimal
de la matrice A pour le vecteur v soit au moins égal a m. Le processus de Hessen-
berg Généralisé consiste a construire une base {b;,b,..., b, } du sous espace de Krylov

K,.(v,A) = span{v, Av,..., A" v}

Le vecteur initial b; est choisi colinéaire a v, i.e. by = [yv, a étape k, le vecteur
brt1 est calculé par la formule suivante:

k
Bra1brrr = Aby — 3 hi b, (1.1)

i=1

Le parametre Ji41 est choisi par des considérations numériques et est communément
calculé comme facteur normalisant le vecteur bgy;.

Les parametres {hi,k}le sont déterminés en imposant une condition d’orthogonalité
sur le vecteur bgyq. Pour cela, nous considérons {yi,y,...,Ym} une famille de m vec-
teurs linéairement indépendants de IR", et nous imposons la condition d’orthogonalité
suivante:

bk+1 L Yis oo Yk (12)
Notons By = (by,bs,...,b;) (respectivement Vi = (y1,ys,...,y%)) la matrice de RR™*F
formée des colonnes by, b, . .., b; (respectivement y1, Yz, . .., yx). De méme désignons par
e,(:“) = (0,...,0,1,0,... ,O)T le k*™ vecteur de la base canonique de IR"; alors les deux

relations précédentes peuvent étre écrites sous la forme matricielle suivante :
e La relation (1.1) s’écrit:
ABy = By Hg, (1.3)

ou encore

T
ABy = BiHy + Brpibrprel . (1.4)
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La matrice Hy € IR*** est une matrice de Hessenberg

hl,l h1,2 hl,3 oot h’l,k
B2 hez haz -+ - hog
ﬁ3 h3'3 Cee e h3,k
Hy = By oo o hag | (1.5)
Br  hik

et H, . € IREFDXE gt 1a matrice de Hessenberg supérieure partitionnée sous la forme:

T, — Hk N Hk
He= ( (0,...,0,Bk+1) ) - ( gk+le§ck)T ) : (1.6)

Avant de développer la relation (1.2), nous avons besoin de la définition suivante ol
I{™ désigne la matrice Identité de IR™*™.

Définition 4
Soit V,, € IR™™, s'il existe U, € IR™™ telle que ULV, est inversible alors on
définit V¥ une matrice inverse généralisée o gauche de V,, par:

VE= UV, )'UL,

; . . . s ’ . s’ s L . m
Cette matrice inverse généralisée vérifie VEV,, = (™).

Il est important de remarquer que cette matrice inverse dépend du choix de la
matrice U,,, en particulier si U,, = V,,,, nous obtenons VI la matrice pseudo-inverse de
Vi définie par V.5 = (VIV, ) VT,

e La condition d’orthogonalité (1.2) s’écrit :
YIB. = L (1.7)
ou L est la matrice triangulaire inférieure de taille k¥ donnée par:

(y,) 0 o 0

L (y2,'b1) (yz,.bz)

: : .. 0
(Yr, b1) (Ykob2) -+ (yw,bk)
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De la relation (1.7) nous déduisons qu’il existe BE une matrice inverse généralisée a
gauche de By telle que:

By = LY = (V"B ™'Y, (1.8)
et par les relations (1.3), (1.4) et (1.7) nous avons:

H, = B,{JAB/c = L_IYkT AB, (1.9)

Hy = B{ ABi= L}, YL, ABx. (1.10)

Ainsi la matrice H} existe si et seulement si la matrice L4 est inversible.

Nous verrons apres avoir décrit le processus que cette derniere égalité nous permet-
tra d’expliquer ’existence d’un possible "breakdown” dans I’algorithme du processus de
Hessenberg Généralisé.

Remarque:

Dans la suite, par souci d’homogéneité et de simplicité dans écriture des matrices
Hy et Hy, le scalaire By, utilis€ dans la relation (1.1) sera noté par hgyi .

Dans la pratique, la mise en ceuvre de ’algorithme est comme suit: supposons que
nous ayons déja construit {b,bs,...,b} ainsi que la matrice correspondante H;_;. On
veut calculer by, pour cela nous commencgons par former le produit u = Abg, ensuite
nous soustrayons a u des multiples de b; de fagon que u soit orthogonal a y;. Ceci nous
permet de déterminer les éléments A, pour 7 =1,...,k.

En effet la relation (1.1) donne:

=1 k
hip1ebrer = Abg — D higbi — hjib; — > hixbi,
i=1 i=j+1

en utilisant la condition d’orthogonalité (1.2), nous obtenons:

R x(y;s b5) = (y;, Abx — thkb j=1,... k.

Ainsi nous avons:

1

hig = ——
! (yj7b.7)

(y;, Abg — thkb j=1,...,k (1.11)

En ce qui concerne le choix de hjyy, il suffit de le choisir non nul pour que les
divers processus décrits ci dessous soient valables.
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En utilisant ces formules, nous obtenons 'algorithme suivant :

Algorithme 1: Processus de Hessenberg Généralisé.

- Initialisation : by = v ; n1 = (y1,b1) ;

)

- Itération rpourk=1,...,m
u = Abk 5
pour 3 =1,...,k
hik = (yj,u)/n; 5 w=1u—hjkb; ;
fin du pour;
chotsir hyy1x # 0, quelconque ;
brt1 = U/hk+1,k s Meat = (Yea1,0k41)
fin du pour.

Naturellement, nous considérons dans cet algorithme m (m < n) comme nombre
maximal d’itérations. De plus cet algorithme doit étre arrété dans le cas ou le vecteur
bi+1 est nul ou orthogonal a yk4; (i.e. 41 = 0). Par contre si l'algorithme 1 réalise les
m itérations, alors nous avons le résultat suivant :

Théoreme 3

Supposons que m étapes soient réalisables dans le processus de Hessenberg Géné-
ralisé. Alors, les vecteurs by, ba,. .., b, calculés par l'algorithme | forment une base du
sous espace de Krylov K,,(v, A).

Preuve:

Il suffit de montrer que les vecteurs by, b, ..., b, engendrent le sous espace vectoriel
{p(A)v,p € Prn_1}. Le théoréme 1 nous permet alors de conclure que ces mémes vecteurs
engendrent K,,(v, A).

Or par récurrence, il est facile de montrer que le vecteur by k = 1,...,m peut
s’écrire by = pr—_1(A)v ol px—; est un polynome de degré inférieur ou égal a k — 1.

Nous avons supposé dans le théoreme précédent que les différents produits scalaires
Mk = (Yk,bx) pour & = 1,...,m étaient non nuls. Dans le cas ou cette hypothese n’est
plus vérifiée, il peut survenir un ”breakdown” & une étape k de I’algorithme si g4 =
(¥k+1, br41) = 0. Dans ce cas la matrice Ly4; n’est pas inversible.
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Or par ’équation (1.10) nous avons He = BE ABy = L, Y& ABx, et donc nous
ne pouvons pas continuer le calcul des éléments de la matrice H,,.

Nous ne pouvons pas éviter ce probléme si les vecteurs {y1, ¥z, . - . , Ym } sont supposés
fixés des le début du processus. Dans ce cas, la seule possibilité pour la construction
d’une base B,, d’un sous espace de Krylov associé a A est de redémarrer le processus en
choisissant b; égal a un nouveau vecteur de départ.

Par contre, si la famille des vecteurs {y1,ys,...,Ym} peut étre construite ou choisie
au fur et a mesure du déroulement de I’algorithme, nous pouvons remédier a ce probleme
de "breakdown” en choisissant un nouveau y; vérifiant (y;,b;) # 0.

Nous traiterons plus en détail les différentes solutions proposées pour remédier a ce
probleme pour chaque cas particulier du processus de Hessenberg Généralisé.

1.2 Choix particuliers

Pour la réalisation de l'algorithme 1, il faut que nous ayons a notre dispo-
sition une famille yy,y2,...,ym. La question que nous pouvons nous poser est alors:
Pouvons nous choisir -une "bonne” famille {yx}j.; ou la construire par un quelconque
procédé afin qu’elle nous permette de calculer efficacement et/ou & moindre céut la base
{b1,b2,...,bn} du sous espace de Krylov K,,(v, A)?

La réponse a cette question est positive; en effet en adoptant des choix simples et
naturels de la suite {yx}j~, dans le processus de Hessenberg Généralisé nous retrouvons

différents processus connus dont ['efficacité et la mise en ceuvre vont étre discutés dans
cette section.

1.2.1 Processus d’Arnoldi

Comme il a été souligné précédemment, la mise en ceuvre du processus de Hes-
senberg Généralisé nécessite le choix d’une famille {yx}7.;. Un choix naturel et efficace
consiste a prendre la famille {yx}7., égale a la famille {b;}7, elle-méme.

Dans ce cas la condition d’orthogonalité (1.7) s’écrit :

Y. B, = BIB, = L.
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Or L est une matrice triangulaire et Ly = B} By est une matrice symétrique, donc
’égalité précédente devient:
BF B, = Dy, (1.12)

ou Dy est la matrice diagonale diag(b¥by, . ..,bfbs). De méme par la relation (1.10) nous
avons: .

H, = D;_:.lBE_}_lABk- (1.13)
Le processus de Hessenberg Généralisé se réduit donc au processus d’Arnoldi [2, 8, 40, 42]

pour la construction d’une base du sous espace de Krylov K., (A4, v).

Avec le choix {yi}jr, = {bc}r,, 'algorithme 1 se réduit a l'algorithme donné ci
dessous:

Algorithme 2: Processus d’Arnold:.
- Initialisation : by = v ; m = (b, 1) ;

- [Itération rpourk=1,....m
u = Ab ;
pourj=1,...,k
hie = (bj,u)/n; 5 u=1u—h;xb; ;
fin du pour;
chotsir hyy1x # 0, quelconque ;
bry1 = U/hk+1,k ; M1 = (bk+1»bk+1) 3
fin du pour.

L’algorithme précédent doit étre arrété a ’étape k si byy; = 0, nous avons alors le
résultat suivant:

Théoreme 4

L’algorithme d’Arnoldi s’arréte a ’étape k si et seulement si le degré du polynome
minimal de A pour by est égal ¢ k. Dans ce cas le sous espace de Krylov Ki(by, A) est
invariant par A, i.e. AKy(by, A) = Ki(b, A).

Preuve:

Supposons que l’algorithme s’arréte a l’itération k; nous avons alors b; # 0 pour
1=1,...,k et bgyy = 0. Ainsi le degré 1 du polyndme minimal associé & A et b; est tel
que ¢ < k. Or le cas pu < k n’est pas possible car sinon Kj(b;, A) serait de dimension
pt — 1 (cf théoreme 2) et donc b, = 0, d’ott le polyndme minimal est de degré k.
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Réciproquement, si le degré du polynéme minimal est égal a k alors bx4y = 0, sinon
Ki+1(b1, A) serait de dimension &k + 1 et donc d’apres le théoreme 2 nous aurons p > k.

L’invariance de Ki(by, A) découle du fait que le polynéme minimal associé de A pour
by est de degré k.

Dans le cas ou le degré du polyndome minimal associé a A et v est supérieur a m,
alors m itérations sont réalisables dans le processus d’Arnoldi. Donc d’apres le théoreme
3 et puisque la matrice By est orthogonale (cf équation (1.12)), il vient que:

Théoreme 5

Supposons que m étapes soient réalisables dans le processus d’Arnoldi. Alors les
vecteurs by, b, ..., by calculés par Ualgorithme 2 forment une base orthogonale du sous
espace de Krylov K, (v, A).

Dans le processus d’Arnoldi décrit par l’algorithme précédent, nous n’avons pas
encore spécifié comment choisir hg41 . Nous avons rappelé dans la description générale
du processus de Hessenberg Généralisé que hiy1r est souvent calculé comme facteur
normalisant le vecteur bgy;. Il suffit donc de choisir hgy1x = ||ull2 dans 1'algorithme
afin d’avoir ||bx41]lz = 1 & chaque étape du processus et construire ainsi une base By
orthonormale.

L’algorithme 2.1 ci dessous décrit le processus d’Arnoldi avec "orthonormalisation”.

Algorithme 2.1: Processus d’Arnoldi avec "orthonormalisation”.
- Initialisation : by = v/||v]|; ;

- Itération cpourk=1,...,m
U = Abk y
pour 3 =1,...,k
hix = (bj,u) ; u=u— hjib; ;

fin du pour;
hkt1e = HUH2 Ok = U/ hrgrk 5
fin du pour.

Le processus d’Arnoldi avec "orthonormalisation” ainsi obtenu a été utilisé dans la
méthode FOM (8, 40], GMRES [42] pour la résolution de systémes linéaires, ainsi que
dans la méthode d’Arnoldi pour le calcul des valeurs propres [39].
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Remarques:

1. Le processus d’Arnoldi décrit par Ualgorithme 2.1 n’est autre que la méthode de
Gram-Schmidt modifiée pour la construction de B, base orthonormale du sous
espace de Krylov K,,(v, A), (cf théoréme 6 ci dessous).

2. Le processus d’Arnoldi nécessite a la k*™ étape 2nk multiplications ainst qu 'un pro-
duit matrice vecteur dont le cout est de nv multiplications. Pour une matrice dense
v = n, alors que pour une matrice creuse v = Ny, /n ou Ny, est le nombre d’élé-
ments non nuls de la matrice. Au total, pour m itérations le processus d’Arnoldi
nécessite un coit algorithmique de l'ordre de nm? + mnv multiplications.

3. En ce qui concerne la place mémoire, le processus d’Arnoldi nécessite un stockage
des nm éléments de la matrice B, ainsi que des (m+3)m/2 éléments de la matrice

H,,.

Nous terminons ce sous-paragraphe en faisant le lien entre le processus d’Arnoldi et
la décomposition QR de la matrice de Krylov V;, associée a A, (v, A).

Théoreme 6

Soit Vi, = (v. Av..., A™ ) la matrice de Krylov associée a K, (v, A).
Si le degré du polynéme minimal associé a A et v est supérieur ou égal a m alors la
décomposition Q. R,, de V,, existe. De plus, nous avons Q,, = By,.

Preuve:

Il est clair que si le degré du polynéme minimal de A pour v est supérieur ou égal a
m, alors les vecteurs v, Av..., A™ v sont linéairement indépendants. Il est alors possible
de factoriser V;, sous la forme V,, = @, R, avec @,, € IR™ ™, matrice orthogonale,
et R, € R™™ matrice triangulaire supérieure a diagonale unité. Il nous reste alors a

montrer que Q,, = B,,.

Il n’est pas restrictif de supposer que hAgy1x = 1 pour & = 1...,m. Dans ce cas,

nous avons by = pr_1(A)v ol pg-; est un polyndme unitaire de Pi.;. Notons alors
alg"l, a’f"l, ey a’,::} les ceeflicients de py_; et soit uy = (ag"l, a’f"l, ey ai:%, 1,0,...,0)T

un vecteur de IR™. Le polynéme p;_; étant unitaire (i.e. af~} = 1), le vecteur b;, peut

étre alors exprimé par:

bk = Vm Uk,
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o V,, = (v, Av,...,A¥ 1y, ...  A™ 1v) est la matrice de Krylov associée au sous espace
de Krylov K,,(v, A). Soit Uy, la matrice m x m suivante:

1 m—1

1 ao RIS .« o0 ao

0o 1 " apt

Um = 0 9

. . . m=—1

. . ‘ am—2

0 -+ --- 0 1

nous avons alors B,, = V,,U,, Comme U,, est une matrice triangulaire supérieure a

diagonale unité, alors R,, = U;! existe, nous avons alors:
Vin = BnRnm.

Par unicité de la décomposition @R, nous obtenons Q,, = B,,.

1.2.2 Processus de Hessenberg

Un autre choix évident dans le processus de Hessenberg Généralisé consiste a

prendre {yz}7, égal A la famille {ein)};c’;l ou efcn) est le k*™° vecteur de la base canonique

de IR". Ce choix particulier nous permet de retrouver le processus de Hessenberg [61].

Essayons de voir comment se transforment les différentes relations données par le
processus de Hessenberg Généralisé.

Ecrivons la matrice By sous la forme:

Bl
b= (). i1

ou Bj est la matrice k x k formée des k premiceres lignes de By. En partitionnant de
méme YT sous la forme:

vW=(1®,0), (1.15)
la condition d’orthogonalité (1.2) devient:
Y7 By = B} = L, (1.16)

donc B} est une matrice triangulaire inférieure et B} est une matrice trapézoidale infé-
rieure.
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Avec le choix {yx}f, = {egn)}zlzl Palgorithme 1 se réduit a un algorithme plus
simple puisque nous n’avons plus a calculer le produit scalaire (y;,u) qui n’est autre
maintenant que la 7*™° composante du vecteur u.

Ainsi nous avons ’algorithme suivant :

Algorithme 3: Processus de Hessenberg.
- Initialisation : by = v ; m = (by); ;

- Itération cpourk=1,...,m
u= Ab;
pour j=1,....k
hik = (u);/mj s w=1u—hjeb; ;
fin du pour;
choisir hpy1x # 0, quelconque ;
b1 = u/hk+1,k 3 e+l = (bk+1)k+1 )
fin du pour.

Dans le cas ou il n y a pas de "breakdown”, nous avons le résultat suivant qui est
I’équivalent du théoréme 5 obtenu pour le processus d’Arnoldi.

Théoréme 7

Supposons que m itérations soient réalisables dans le processus de Hessenberg. Alors,
les vecteurs by, ba. ..., b, calculés par [’algorithme 3 forment une base du sous espace de
Krylov K, (v, A). De plus la matrice associée a cette base est trapézoidale.

Un "breakdown” peut survenir dans 'algorithme 3 s’il existe & tel que (bg41)k+1 = 0.
Cela n’implique pas que le degré du polynéme minimal associé & A et b, soit égal a k
car biy; peut étre non nul.

Nous pouvons éviter le probleme du ”breakdown” et assurer une bonne stabilité
numérique en adoptant une stratégie de pivotage comme lors de la factorisation LU.

Soit p € S, (P’ensemble des permutations d’ordre n). La stratégie de pivotage
consiste a faire le choix {yx}7, = {es(',)c)}’,;;l au lieu de {y;}™, = {e™}r,. Ce choix
revient a prendre pour {yx}7, la famille {ei")}f;l, mais pas nécessairement dans son

ordre naturel. Afin de déterminer p(k), nous allons considérer la procédure pratique
décrite dans [61].
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Supposons que p(1),p(2),...,p(k) aient déja été déterminés et que nous voulions
calculer p(k + 1). Nous commencons par former le produit u = Ab;. Nous soustrayons
alors a v un multiple de b; afin d’annuler la composante p(1) de u, un multiple de b, afin
d’annuler la composante p(2) de u, ..., et finalement un multiple de b, afin d’annuler la
composante p(k) de u. Le vecteur w ainsi obtenu vérifie: (w),i) =0 pour 1 =1,2,... k.
Nous déterminous alors 7 tel que |(w);,| = ||w||c €t nous posons p(k+1) = 7o. Finalement
afin d’éviter d’éventuels dépassements de capacité, nous prenons by = w/(w)i,.

Par cette procédure le vecteur byy; admet & composantes nulles, et est normalisé,
i.e. |b+1lloc = 1. Nous n’obtenons plus une matrice By trapézoidale inférieure. Mais il
(n) _(n) (n)

existe une matrice de permutation P = (ep(l), €p2) - ep(n)) telle que: PTB; est une

matrice trapézoidale inférieure & diagonale unité.

En tenant compte des différentes remarques et observations faites sur la stratégie de
pivotage, l'algorithme 3 peut étre reécrit de la facon suivante, ou la notation "a «— 3”
est équivalente a "y =a; a=3; 8 =7".

Algorithme 3.1: Processus de Hessenberg avec pivotage.

- Initialisation : poser p = (1,2,...,n)" ;
déterminer 1 tel que |(v)iy] = ||v]|oo ;

bi =v/(v)i, 5 p(1) +— plio) ;

- Itération cpourk=1,....m

u = Abg;

pour 3 =1,...,k
hik = (W) 5 (Wp) =0
pourt=j3+1,...,n

(W)p(i) = (Wpti) — k(05 )ps) 5

fin du pour;

fin du pour;

stk<n
déterminer 1o tel que |(u)io] = ||ullco
Pl +1) > plio)

fin du st ;

Prvik = (Wi 5 bks1 = u/hryrn ;

fin du pour.

Si a I'étape k nous avons ||ullw = 0, alors I’algorithme précédent doit étre arrété.
Nous avons alors le résultat suivant:
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Théoreme 8
Le processus de Hessenberg avec pivotage s’arréte a létape k si et seulement si le

degré du polynome minimal associé a A et v est égal @ k. Dans ce cas le sous espace de
Krylov Ky (v, A) est invariant par A, i.e. AKy(v,A) = Ki(v, A).

Remarques:

1. L’itération k du processus précédent nécessite nk — k(k+1)/2 multiplications et un
produit matrice vecteur dont le cout est de nvy, multiplications. Pour une matrice
dense vy = n—k, alors que pour une matrice creuse nvy < Ny, ot Ny, est le nombre
d’¢éléments non nuls de la matrice. Au total, pour m itérations le processus de
Hessenberg nécessite un cotit algorithmique de 'ordre de nm?/2 —m3/6+ 72, nuvi
multiplications.

2. Les m(m + 1)/2 éléments supérieurs (respectivemnent les m éléments de la sous-
diagonale) de H,y, peuvent étre stockes a la place des éléments nuls (respectivement
égauz a ['unité) de la matrice By1. L’algorithme de Hessenberg nécessite donc un
stockage de nm éléments.

3. Comme pour le processus d’Arnoldi, nous pouvons choisir hgyi = ||ullz (i-e. brs1
unitaire). Dans ce cas nous obtenons une matrice PT B, trapézoidale inférieure,
mais non a diagonale unité.

4. Lors du calcul du vecteur u = Aby, les colonnes p(1).--- ,p(k — 1) de la matrice
A n’interviennent pas dans le produit matrice vecteur. Done, si nous acceptons de
détruire la matrice A, les €léments non nuls des vecteurs by, -+, by ainsi que les

eléments non nuls de la partie supérieure de la matrice H,, peuvent étre stockés d
la place des colonnes p(1),---,p(k — 1) de A. Ainsi, le processus de Hessenberg ne
nécessite que le stockage des éléments hypy1 pour k = 1....,m dans un vecteur
auziliaire de taille m.

Avant de passer a I’étude du processus de Lanczos, donnons un résultat analogue a
celui du théoreme 6.

Supposons que la matrice de Krylov Vi associée & Ky (v, A) soit partitionnée sous la

forme: .
[
Y= ( Ve ) '

Pour plus de simplicité, nous considérerons le processus de Hessenberg sans stratégie de
pivotage.

BRI S R v ool
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Théoréme 9

Soit Vi, = (v, Av..., A™ W) la matrice de Krylov associée a K,,(v, A). Supposons
que Vk € {1,...,m},det(V}}) # 0, alors la décomposition LoyUm (Lm € I[R™™™ matrice
triangulaire inférieure et U, € IR™*™ matrice triangulaire supérieure a diagonale unité)
de V,, existe. De plus, nous avons L,, = By,.

Preuve:

Comme dans la démonstration du théoréme 6, nous avons V,, = B,U;!, olt Uy, est
une matrice triangulaire supérieure a diagonale unité.

Puisque V}! est réguliere pour tout k € {1,...,m}, il existe £,, € IR™™ matrice
triangulaire inférieure et U, € IR™*™ matrice triangulaire supérieure a diagonale unité
telles que V,,, = L,.U,,.

Nous avons donc deux expressions pour la décomposition LU de V;, :

Vin = BpUZt = Lolh.

Finalement, par unicité de la factorisation £/, nous obtenons B, = L, et U = U,,.
n

1.2.3 Processus de Lanczos

Par commodité, nous avons supposé dans la description du processus de Hess-
senberg Généralisé que les vecteurs yi, ¥z, ..., Yn sont fixés ou connus des le début du
processus. En réalité, cette description n’exclut pas la possibilité que ces vecteurs soient
calculés ou construits en méme temps que les vecteurs by, b,, . . ., b,, par un autre procédé
plus efficace.

La famille de vecteurs {y;}7., peut étre déterminée simultanément avec la famille
{br}7 .- Pour cela {y; } 7, sera construite comme base d’un sous espace de Krylov associé
4 la matrice AT. Ce procédé nous permet de retrouver le processus de Lanczos [32, 61].

Considérons y € IR™ vérifiant yTv # 0, et calculons les vecteurs {yx}7; (qu’on

notera dans la suite par {Zk}}c"=1) par une relation basée sur AT et de méme nature que
la relation (1.1).

Le processus de Lanczos construit donc une base by,b,...,b, du sous espace de
Krylov K (v, A) et une base by, b, . ..,b, du sous espace de Krylov K,,(y, AT) par les
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relations:
k
herrkbesr = Abg— > higb; (1.17)
i=1
~ —~ o~ k o~ ~
hesikberr = ATbe =3 hibs, (1.18)
i=1
ou les Ay, lAzi,k, (¢ = 1,...,k) sont déterminés de fagon que by4; soit orthogonal a
{8,..., by} et beyy orthogonal & {by,...,bs}. Clest & dire, nous imposons:
b L B = (b, By (1.19)
bk+1 1 Bk = (bl, [P ,bk). (120)
Matriciellement, les relations (1.17)—(1.20) s’écrivent respectivement :
AB, = Bi.Hy (1.21)
ATB, = By, Hy (1.22)
BIB, = L (1.23)
BFB. = L. (1.24)

Les matrices Hx, Hy sont les matrices (k + 1) x k Hessenberg supérieures formées
respectivement par les éléments h; ; et h;;, 7 =1,...,keti=1,...,5+ 1. Les matrices
Ly et Ly étant des matrices triangulaires inférieures.

En fait, en comparant les équations (1.23) et (1.24), on voit que

Ly = Ly = Dy = diag(ny,...,m), (1.25)
avec 1; = (b;, b;). Les relations (1.20)—(1.24) donnent :
BTAB, = DH, (1.26)
BIATB, = DiH.. (1.27)
Par ces deux dernieres relations nous avons:
(DyH)T = DyHy. (1.28)
Finalement nous obtenons:
Hi = Dy "HF Dy = (D Hi D ™")". (1.29)

Le premier membre de I'égalité (1.29) est une matrice de Hessenberg supérieure, alors
que le second est une matrice Hessenberg inférieure. Les deux matrices Hy et Hj sont
donc tridiagonales, et les relations (1.17), (1.18) s’écrivent simplement :
Prsiebeyr = Abg — higbe — hg—q xbp—1 (1.30)
hipipbin = ATy — herby — hroypbrey. (1.31)
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La relation (1.28) montre que nous avons:
hk,k = Ek,k et hk+1,k.hk,k+1 = Ek+1,k-hk,k+1’ (132)

et en utilisant les conditions de biorthogonalité des familles de vecteurs {b; }7-, et {b}m,
nous obtenons:

i = (b, Abg)/me = (ATbe, bi) /1 = Pk, (1.33)
et
hioig = (brot, Abk) /Mo
= (ATbx_y,b4) /M1 (1.34)
= hrpoi (e, br) /M1,
la derniere égalité est obtenue en écrivant
ATbi_y = hip—1bk + Biy ko1 bkt + hk—gk1b—2, by
De méme:
hecip = (ATby,bk)/mecs
= hpjeos (bry bi) /M1 (1.35)

Dans la suite nous choisirons les facteurs "normalisants” des vecteurs by+1 et Bk+1
égaux (i.e. hgq1x = hk41k). Dans ce cas la relation (1.32) ou les relations (1.34) et (1.35)

montrent que Agi_1 = hr_1 4 Clest a dire que par ce choix, les matrices Hy et Hy
obtenues par le processus de Lanczos sont identiques.

Finalement, en regroupant les formules précédentes nous obtenons le processus de
Lanczos décrit par I'algorithme ci dessous:

Algorithme 4: Processus de Lanczos.

- Initialisation: by = v ;by =y ; m = (El,bl) ;

I

- Itération rpourk=1,...,m
u=Aby ; 4= ATb;
pour j = maz(l,k—1),....k
ik = (bj,u)/n; ;
u:u—h]-,kbj; ﬁ:ﬁ—hj
fin du pour;
choisir hgy1 x # 0, quelconque ;

s = w/hrgrp ; Oer = @/ Pkerk 5 M1 = (Begss Okr) ;
fin du pour.

kb;
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L’algorithme précédent doit étre arrété a 'étape k si ng41 = (Bk+1, br1) = 0. Cette
situation est possible dans deux cas. Le premier survient lorsque b1 = 0 ou bgy1 = 0. Le
second cas est lorsque gkﬂ L bgy;. Plusieurs approches ont été proposées pour remédier
a cette situation. Nous reviendrons briévement sur I’étude des deux cas ou survient le
"breakdown” dans le processus de Lanczos apres avoir donné le résultat suivant:

Théoréme 10

Supposons que m €lapes soient réalisables dans le processus de Lanczos décrit par
Ualgorithme précédent. Alors les vecteurs by, by, ..., by, (respectivement by, bs,...,by)
forment une base du sous espace de Krylov K,,(v, A) (respectivement K.,(y, AT)).
De plus, {be}7, et {bx}7, sont deuz familles biorthogonales, i.e.,

(b;, b)) =midi; 1<4i,j<m.

Comme il a été précédemment signalé, il peut survenir un "breakdown” dans le
processus de Lanczos lorsque le vecteur by ou Ekﬂ est nul. Cela peut étre évité dans
le cas ou le vecteur y est bien choisi et lorsque le degré du polynéme minimal de A pour
v, ainsi que celui de AT pour y, est au moins égal & m. En fait nous avons le résultat
suivant :

Théoréme 11

Supposons que Yw € K,,(v,A), Y € Kn(y,AT) (@, w) # 0, alors le processus
de Lanczos s’arréte a ’étape k si et seulement si le degré du polynome minimal associé
d Aetv (oua Al ety) est égal a k. Dans ce cas le sous espace de Krylov Ky (v, A) (ou
Ki(y, AT)) est invariant par A (ou AT).

Le second cas pour lequel nous avons 7x4; = 0, et donc un "breakdown” dans le
processus de Lanczos, est lorsque-le vecteur by est orthogonal au vecteur bi4q, i.e.
b1 Lbgy1, avec by, et bes+: non nuls. Wilkinson [61, p.379] a qualifié cette situation de
cas sérieux de ”"breakdown”.

Plusieurs approches ont été proposées pour remédier aux problémes de "breakdown”
(6, 23, 35, 38]. L’idée essentielle de ces approches est que méme si on ne peut pas définir
les vecteurs bg41 et 5k+1, il est possible qu’on puisse définir deux nouveaux vecteurs bgy;
et bryi (2 2> 2 ) qui satisfont les différentes conditions du processus de Lanczos. L’al-
gorithme peut alors étre poursuivi normalement jusqu’a la fin, ou jusqu'a ce que P'on
rencontre deux nouveaux vecteurs orthogonaux bi,; et brs; (§ > i). Les différentes
approches proposées ont été regroupées sous la dénomination ”Look Ahead Lanczos al-
gorithms” [23, 38] ou ”Recursive Zoom process” [7]. Ces algorithmes sont tous basés sur
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le lien existant entre le processus de Lanczos et les polynémes orthogonaux. Cependant
ils different dans la stratégie adoptée pour le calcul des vecteurs by, et biy;.

Remarques:

1. Le processus de Lanczos nécessite a la k*™ itération 6n multiplications, ainsi que
deuz produits matrice vecteur dont le cout est de nv multiplications (v = n pour

une matrice dense, et v = N,,/n pour une matrice creuse). Au total pour m
itérations, le processus de Lanczos nécessite un cout algorithmique de 6nm+2nmv
multiplications.

2. En ce qui concerne la place memoire, le processus de Lanczos nécessite un sto-
ckage des nm éléments de la matrice By, ainsi que des 3m — 1 éléments des trois
diagonales de la matrice H,,.

Nous terminons ce paragraphe consacré a la description du processus de Hessenberg
Généralisé en faisant le lien entre le processus de Lanczos et le processus d’Arnoldi.

Théoréme 12 :
St la matrice A est symetrique et si les vecteurs de départ v et y sont égauz, alors
les processus de Lanczos et d’Arnoldi appliqués a A et v sont équivalents.

Preuve:

Supposons que A soit symétrique et que v = y. Dans ce cas, il est clair que les sous
espaces de Krylov Ky, (v, A) et K,(y, AT) sont égaux. De méme, par récurrence il est
facile de montrer que les deux familles de vecteurs {bx} 7, et {bz}7, calculées par le
processus de Lanczos sont identiques.

De plus, la condition de biorthogonalité des deux familles montre que les vecteurs
b1, ..., b ainsi obtenus sont orthogonaux.

Comme les vecteurs by, ..., b, sont calculés par la relation (1.1) qui est la méme
pour les processus d’Arnoldi et de Lanczos, nous pouvons affirmer que ces deux proces-
sus sont équivalents.
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1.3 Processus de Hessenberg Généralisé Incomplet

Nous verrons dans le chapitre suivant quelques méthodes pour la résolution
d’un systeme linéaire Az = f, ou A est une matrice a n lignes et n colonnes suppo-
sée inversible, et f, z deux vecteurs de IR". Dans ces méthodes le systeme initial est
”approché” par un systéme de dimension inférieure a n plus facile a résoudre.

Ces méthodes utilisent un des algorithmes particuliers du processus de Hessen-
berg Généralisé essentiellement pour construire une base By, du sous espace de Krylov
Kn(ro, A) = span{ro, Arg,...,A™ rg} ot 7g = f — Azg et z¢ une solution initale du
systeme a résoudre. Il faut alors remarquer que le cotit algorithmique total nécessité par
chaque algorithme pour le calcul de B, ainsi que la place mémoire requise deviennent
importants lorsque le nombre d’itérations m devient grand. Afin de contourner ce pro-
bleme, nous avons le choix entre choisir m petit et redémarrer 1’algorithme, ou bien
tronquer le processus de Hessenberg Généralisé en fixant [ < k et en imposant que le
vecteur by ne soit orthogonal qu’aux [ vecteurs yx—i41,. .-, Yk. Le processus de Hessen-
berg Généralisé ainsi obtenu est appelé processus de Hessenberg Généralisé Incomplet.
Le but de cette section est de donner quelques propriétés de ce processus.

1.3.1 Description

En partant d’un vecteur initial b; = v, le processus de Hessenberg Généralisé
Incomplet permet (lorsque cela est possible) de construire une base By, de Kn(v,A). A
I’étape k le vecteur by, est calculé par:

k
hk+1'kbk+1 = Abk - Z hi,kbi- (136)
1=k—i+1

Les coefficients {A; k} i=k—i41 sont déterminés en imposant la condition d’orthogonalité:

bitr L {yi—ks1s-- - Uk} (1.37)

Avec cette nouvelle condition d’orthogonalité imposée sur le vecteur biy,, les relations
(1.3) et (1.4) sont encore valables, c’est & dire que nous avons:

T
ABy = By Hy = Bka+hk+l,kbk+le§gk) ,

mais la matrice Hy n’est plus une matrice de Hessenberg supérieure. En effet la matrice
H, % est une matrice bande de Hessenberg superleure ayant ses surdiagonales [+ 1,...,k
nulles. Par exemple, si k = 6, | = 3 la matrice Hy est telle que:
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hiy hig hiz 0 0 0
hay has haz hoy 0 0

’

h32 h33 h34 h3,5 0

’

ch: h4,3 h4,4 h4,5 h4,6 3
h5,4 h5,5 h5,6
h6,5 h6,6
h7,6

de méme la matrice Ly = Y,‘E'WB;C n’est plus une matrice triangulaire inférieure mais une
matrice dont les surdiagonales 2,...,{ + 1 sont nulles. Exemple, pour k =6 et [ = 3:

11,1 0 0 0 11'5 ll,G
12‘1 12,2 0 0 0 12,6
13,1 13'2 13,3 0 0 0
lsg lag laz laga 0 0
Isq ls2 sz Isg l55 0

Ly

lex lea leas lea los leg

De la méme facon que pour le processus de Hessenberg Généralisé, si la matrice
Ly est inversible alors Bf = L;'Y,I définit une matrice inverse a gauche de By, et la
matrice Hy = B ABy = Ly}, YL ABx.
En ne calculant que les coefficients {hivk}f=lc—l+1 dans ’algorithme 1, nous obtenons
le processus de Hessenberg Généralisé Incomplet décrit par Palgorithme suivant :

Algorithme 5: Processus de Hessenberg Généralisé Incomplet.
- Initialisation: by = v ; m = (y1,b1) ;

- [tération cpourk=1,...,m,...
u = Aby ;
pour 3 =maz{l,k—1+1},...,k
hige = (yj u)/mi 5 u=u—hjxb;;
fin du pour;
choisir hgyyx # 0, quelconque ;

bk+1 = U/hk+1,k 3y Me+1 = (yk+1,bk+1) 3
fin du pour.

Les différentes remarques et résultats concernant le probleme du "breakdown” du
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processus de Hessenberg Généralisé restent applicables au processus de Hessenberg Gé-
néralisé Incomplet. En particulier le théoreme 3 reste valable et nous avons donc:

Théoreme 13

Supposons que m étapes soient réalisables dans le processus de Hessenberg Généra-
lis€ Incomplet. Alors, les vecteurs by, by, ..., b, calculés par lalgorithme 5 forment une
base du sous espace de Krylov K,,(b, A).

1.3.2 Cas particuliers

Parmi les choix particuliers des vecteurs {y;}%., étudiés dans le processus de
Hess-enberg Généralisé, seuls restent a faire les choix y; = b; ou y; = eﬁ"). Le processus
obtenu en faisant le choix y; = (A%)""!y ol y est un vecteur arbitraire n’est autre que

le processus de Lanczos. Les deux autres choix restants sont étudiés ci dessous.

Procédure d’Orthogonalisation Incompléte: Nous avons vu précédemment que le
choix {yx}7v, = {bx}j., dans le processus de Hessenberg Généralisé permet de retrou-
ver le processus d’Arnoldi. En faisant ce méme choix dans le processus de Hessenberg
Généralisé Incomplet, nous retrouvons la procédure d’Orthogonalisation Incomplete due
a Saad et étudiée pour la recherche des valeurs et vecteurs de Ritz associés & une valeur
propre de la matrice A [39]. Cette procédure a été aussi utilisée pour la résolution des

systemes linéaires dans les méthodes IOM, DIOM [40] et DQGMRES [43].

L’algorithme ci dessous décrit la procédure d’Orthogonalisation Incompléte.

Algorithme 6 : Procédure d’Orthogonalisation Incompléte.
- Initialisation : by = v/||v||2 ;

- Itération spourk=1,....,m,...
u=Abk;
pour j =maz{k—-1+1,1},... )k
hj,k = (b]','u,) y U= u—hj,kbj y

fin du pour;
hitrk = |ullz 3 brg1 = u/Rrsrk ;
fin du pour.

La seule différence avec le processus d’Arnoldi est que a chaque étape le vecteur by,
est orthonormalisé par rapport aux ! vecteurs précédents (au lieu de tous les vecteurs).
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La suite de vecteurs ainsi construite est dite localement orthogonale, c’est a dire qu’elle
vérifie:

(bi,bj) = 5{7]', pour IZ ——jl < !

La démonstration du théoreme 4 n’utilise pas le fait que la base By du sous espace de
Krylov Ki(by, A) construite par le processus d’Arnoldi est orthogonale. Donc le résultat
de ce théoreme reste valable pour la procédure d’Orthogonalisation Incomplete.

Théoreme 14

L’algorithme de la procédure d’Orthogonalisation Incompléte s’arréte a Uétape k st
et seulement si le degré du polynome minimal associé a A et by est égal a k. Dans ce cas
le sous espace de Krylov Ky(b1, A) est invariant par A, i.e. AKy(b1, A) = Ki(b1, A).

Remarques:

1. La procédure d’Orthogonalisation Incompléte nécessite a la k¥™ étape 2nl multipli-
cations ainsi qu’un produit matrice vecteur dont le cout est de nv multiplications.
Pour une matrice dense v = n, alors que pour une matrice creuse v = N,,/n
ou N,, est le nombre d’éléments non nuls de la matrice. Au total, pour m itéra-
tions, cette procédure nécessite un cout algorithmique de lordre de 2lnm + mnv
multiplications.

2. En ce qui concerne la place mémoire, le processus d’Arnoldi nécessite un stockage
des nm éléments de la matrice By, ainsi que des (m+3)m/2—(m—1)(m—1+1)/2
éléments de la mairice H,,, .

Processus de Hessenberg Incomplet : Le deuxieéme cas a étudier est le choix {yx }7, =

{ein)}z;l. Dans ce cas nous obtenons le processus de Hessenberg Incomplet. Comme pour
le processus de Hessenberg classique vu précédemment, il faut utiliser une stratégie de
pivotage pour éviter d’éventuels "breakdown” afin d’assurer une bonne stabilité numé-
rique.

L’algorithme suivant décrit le processus de Hessenberg Incomplet avec stratégie de
pivotage:
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Algorithme 7: Processus de Hessenberg Incomplet avec pivotage.

- Initialisation : poser p = (1,2,...,n)T ;
déterminer ig tel que |(v)iy] = ||v]loo ;
bi=1v/(v)i ; P(1) +— p(io) ;

- Itération spourk =max{l,k—1+1},....m
U = Abk 5y
pourj=1,...,k
hie = (W) 5 (W) =0 ;5
pouri=7+1,....n
(w)aii) = (W) = hik(bi)p(o) 5
fin du pour;
pourti=1,...,7—-1—1
(W) = (W) = ik (8o 5

fin du pour;
fin du pour;
stk<n

déterminer ig € {k+1,...,n} tel que |(v)io| = ||ulloo;
p(k +1) «— p(io);

fin du si ;
Pigi ke = (U)ig 5 Dog1 = U/Prgr e ;
fin du pour.

Chaque vecteur byy; construit par le processus de Hessenberg Incomplet avec stra-
tégie de pivotage est tel que (bry1)pe) = 0 pour ¢ = k =1+ 1,...,k et [|brt1]jeo =
(Ok1)p(hsn) = 1.

Soit P = (efﬂ , pn cee z()(n)) il est alors evident que la matrice P By n’est plus tra-
pézoidale mferleure comme c’etait le cas pour la matrice P By construite par le processus

de Hessenberg avec pivotage.

Remarquons que le résultat du théoréme 8 établi pour le processus de Hessenberg
avec pivotage reste valable pour sa version incompléte, c’est a dire que ’algorithme
précédent ne doit étre arrété & une étape k si et seulement si ||u|l = 0; de plus nous
avons le résultat suivant:

Théoreme 15
Le processus de Hessenberg Incomplet avec pivotage s’arréte a Uétape k si et seule-
ment si le degré du polynome minimal de A pour v est égal a k. Dans ce cas le sous
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espace de Krylov Ki(v, A) est invariant par A, i.e. AKy(v, A) = Ki(v, A).

Remarques:

1. L’itération k du processus précédent nécessite (n — | — 1)l multiplications et un
produit matrice vecteur dont le cout est de nvy multiplications. Pour une matrice
dense v, = n —inf{l,k} , alors que pour une matrice creuse nvy < Ny, ot Ny,
est le nombre d’éléments non nuls de la matrice. Au total, pour m itérations, le
processus de Hessenberg Incomplet nécessite un cout algorithmique de Uordre de
nlm — *m + Y0, nvy multiplications.

2. Les (m—1)(2m—I1+1) éléments non nuls (respectivement les m éléments de la sous-
diagonale) de o, peuvent €tre stockes d la place des éléments nuls (respectivement
égauz a 'unité) de la matrice Bgiy. L algorithme de Hessenberg incomplet nécessite
donc un stockage de nm éléments.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit le processus de Hessenberg Généralisé initiale-
ment étudié pour la réduction d’une matrice 4 a sa forme Hessenberg [30, 61] et pour le
calcul des valeurs propres. Différentes procédures telles que : la procédure d’orthogonali-
sation d’Arnoldi, de triangularisation de Hessenberg et de tridiagonalisation de Lanczos
peuvent étre déduites comme cas particuliers du processus de Hessenberg Généralisé en
adoptant les choix vus dans la seconde section de ce chapitre. Deux autres procédures
ont également été étudiées dans la troisieme section, il s’agit des versions incompléetes
des processus d’Arnoldi et de Hessenberg.

L’utilisation dans le cadre de méthodes itératives pour la résolution d’un systeme
linéaire des différents processus que nous venons d’énumérer a été largement dévelopée
ces derniéres années. Ainsi, nous verrons dans le prochain chapitre la méthode de Hes-
senberg Généralisée qui est une généralisation de ces méthodes basée sur 'utilisation du
processus de Hessenberg Généralisé.
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Chapitre 2

La méthode de Hessenberg
Généralisée pour les systemes
linéaires

Il a été rappelé au début du chapitre précédent que plusieurs méthodes de sous
espaces de Krylov sont largement utilisées pour la résolution des systemes d’équations
linéaires algébriques. Les principales méthodes que nous avions déja citées utilisent soit
les processus d’Arnoldi, Lanczos ou Hessenberg, soit leurs versions tronquées obtenues
comme cas particuliers du processus de Hessenberg Généralisé.

Le but de ce chapitre est de voir comment nous pouvons appliquer le processus
de Hessenberg Généralisé comme méthode itérative pour la résolution des systemes li-
néaires. La méthode obtenue sera appelée méthode de Hessenberg Généralisée. Cette
méthode est constituée de deux principales classes de méthodes de résolution de sys-
temes linéaires. Nous verrons, en particulier, que les méthodes FOM, BCG et Hessen-
berg peuvent étre déduites comme cas particuliers de la classe des méthodes de Galerkin.
De méme, nous verrons que les méthodes GMRES, QMR et CMRH appartiennent a la
classe des méthodes MRSe [27].

Nous débuterons ce chapitre en posant le probleme que nous nous proposons de
résoudre. Nous donnons les conditions qui vont permettre de définir les deux classes de
méthodes citées précédemment.

Le paragraphe est consacré a la méthode de Galerkin ; nous verrons en m
comment obtenir les itérés de cette méthode ainsi que son implémentation et quelques
résultats théoriques vérifiés par cette méthode. Les cas particuliers de la méthode de
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Galerkin sont briévement rappelés en [2.1.2].

Une grande partie de ce chapitre est consacrée a la méthode MRSe qui sera définie
au paragraphe . La dérivation, les propriétés et 'implémentation de cette méthode
sont étudiées en . Les sous paragraphes |2.2.2] et |2.2.3] sont consacrés aux détails
techniques utilisés pour I'implémentation pratique de la méthode, ces techniques sont
respectivement la décomposition QR d’une matrice Hessenberg a 1’aide des rotations de
Givens et 'obtention d’un critere d’arrét indispensable a toute méthode itérative. En
, nous rappelons deux manieres d’implémenter la méthode MRSe, la premiere est la
méthode MRSe redémarrée notée RMRSe(m) et la seconde est la méthode TMRSe(/)

basée sur l'utilisation du processus de Hessenberg Généralisé Incomplet.

L’avant dernier paragraphe est consacré aux cas particuliers de la méthode
MRSe. Ce sont des méthodes qui ont déja été étudiées et sont largement utilisées dans
la pratique. Ces méthodes sont rappelées dans 1’ordre suivant : GMRES en , QMR
en , CMRH en et finalement les méthodes DQGMRES et DTCMRH en
[2.4.4] et [2.4.5].

Finalement, dans le dernier paragraphe , nous donnons quelques résultats qui
nous permetteront de comparer les performances des méthodes faisant partie de la mé-

thode MRSe.
Préliminaires:

Afin de donner une présentation unifiée des différentes méthodes que nous aurons a
traiter, les parametres hjqy , seront pris comme facteurs "normalisant” le vecteur by,
(1.e. hry1,e = ||ul| ou || . || désigne une norme quelconque de IR™).

Notre objectif est de résoudre le systeme (S) d’équations linéaires suivant :
Az = f, (S)

ou A est une matrice réelle n X n inversible, f et x étant deux vecteurs de IR". La
solution exacte du systeme (S) est . = A7 f.

Soient yi,...,ym des vecteurs linéairement indépendants de IR", et soit zy une
approximation de x,. Notons ro = f — Az le résidu associé a zo.

La méthode de Hessenberg Généralisée consiste a construire une suite {z,}m>1
vérifiant :

Ty = To + W, (2.1)

avec wy, € K,,(ro, A). Désignons par r,, = f — Az, le résidu associé a chaque itéré z,,.
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Celui-ci est complétement déterminé en imposant :

e soit la condition d’orthogonalité:

o L Ytye oy Yme (2.2)

connue aussi sous le nom de condition de Petrov-Galerkin.

e soit la condition:

m - I —A 5 2.3
rmlzm =, min 1] = Azlz, (2:3)

avec Z,, matrice symétrique non nécessairement ”définie positive” qui sera précisée ulté-
rieurement. Cette condition est appelée condition de moindres carrés ou encore condition
de ”semi-minimisation” du résidu.

Selon que P’on utilise 'une des deux conditions précédentes, nous obtenons deux
classes de méthodes pour la résolution des systémes linéaires. En imposant la condition
de Petrov-Galerkin (2.2) nous définissons la méthode de Galerkin associée & la méthode
Hessenberg Généralisée. La condition de moindres carrés nous permet de définir la mé-

thode MRSe (Minimal Residual Seminorm method).

Dans la suite nous allons voir comment sont calculés les itérés z,,. Nous serons
alors en mesure de décrire les algorithmes des deux classes de méthodes définies dans ce
paragraphe. ‘

2.1 La méthode de Galerkin

2.1.1 Dérivation de ’algorithme

La méthode de Hessenberg Généralisée permet (& 1’aide du processus du méme
nom) de construire une base B,, du sous espace de Krylov K, (rg, A). Or par I’équation
(2.1) nous avons wp, = Tm—=20 € Kp(re, A), il existe donc d,, € R™ tel que wy, = Bpd,,.
Ainsi la relation (2.1) devient:

Ty = 29+ Bnd,, d,€ IR™,
et le résidu associé a la solution z,, peut étre exprimé par:

m = f_Awm
= f— Azg— AB,dy,
= Tg— Bm_{_]_ﬁmdm.
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Par la relation d’orthogonalité (2.2) nous obtenons:

0 = Yr,
= Ylrg— (YIB,,Y by ) Hydy

H
— T, _ m
= YIry— (Lm,0) ( L ) dm
= Yiry— LoH,d,,
d’ou
Ly Hpdm = Y1, (2.4)

or YIro = BYYb, = Bl; ot [, est la premiere colonne de la matrice L, et 8 = ||ro||. Cette
derniére équation (2.4) nous montre que d,, est solution du systeme m x m suivant:

Hmdm = /Belm). (Sm)

Finalement 'itéré z,, est défini par:
T = o + BB H ' el™, (2.5)

et algorithme de la méthode de Galerkin peut étre formulé comme suit :

Algorithme 8: GAL.

1- Initialisation :

calculer : ro = f — Azo; B=||ro|l ; bi=r10/B; m = (y1,b1) ;

2- Processus de Hessenberg Généralisé :

pourk=1,...,m

u = Aby ;

pour g =1,...,k

hik = (Yj,u)/mj 5 w=u—hjxb; ;

fin du pour ;

hitie = [Ju]| ;

bet1 = u/hrtik 5 M1 = (Yot1, Ongr) 3
fin du pour .

3— Former lapprozimation ., :
chercher d,, solution de: H,,d,, = ﬂeﬁm) :
caleuler z,, = o + Bpnd,.

Dans la pratique nous devons atteindre une certaine précision sur le calcul de l'itéré
Tm. Notons qu’il n’est pas difficile de savoir a quelle itération m avons nous atteint la
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précision sur le calcul de z,,, en effet grace a la relation (1.4) nous avons:

rm = To— ABnLdn,
= 19— BnHudp — Pyt mbmsre™Td,,
To — Bmegm) — hm+1,mbm+1egn)Tdm
= 10— 3b1 — b1 mbmirel™d,,

= —hm+1ymbm+1€£;n)Tdm (26)
et donc p, = ||rmllz = |Bmsim 1€ dun |[|brmtillz = |rmttm (dim )i |[Bmtt]]2-

Cette relation est tres importante puisqu’elle nous permet de calculer la norme du
résidu r,, sans avoir a effectuer le produit matrice vecteur existant dans la relation clas-
sique 7, = f— Azy,. De plus la relation (2.6) permet d’obtenir d’importantes propriétés.

Propriété 1
A une constante multiplicative prés, le vecteur résidu r,, associé a la solution z.,
est €gal au vecteur by,4y.

Propriété 2

En calcul exact et en ’absence de "breakdown” dans [’algorithme 8, la solution
exacte x, est oblenue en au plus m itérations ou m est le degré du polynéme minimal
de A pour rg.

Preuve:

Supposons que V £ < m, zj # x. et soit r, le résidu associé a la solution x,.
Par la relation (2.6) nous avons:

T
Tm = f — Amm = "'hm+1,mbm+le$;,n) dm
or bymt1 = 0, sinon le degré du polynéome minimal de A pour rq serait supérieur & m .

Ainsi r,, = 0, c’est a dire que z,, = A7 f = z,.

A cause des limitations en place mémoire, le nombre m d’itérations dans ’algorithme
GAL est nécessairement limité. Si apres m étapes la solution obtenue n’est pas une
"bonne” estimation de la solution z. = A~!f nous pouvons redémarrer 1’algorithme
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en prenant z, comme nouvelle approximation. La méthode ainsi obtenue sera notée
GAL(m), son algorithme peut étre formulé comme suit:

Algorithme 8.1: GAL(m).

1- Initialisation :

caleuler : ro = f — Azo; B =||roll; b1 =ro/B; m = (y1,b1) ;
choisir la précision €

2— Processus de Hessenberg Généralisé :

pourk=1,...,m

u = Abk 5

pour g =1,...,k

hie = (yj,u)/n; 5 w=u—h;zb; ;

fin du pour ;

hitre = [ull ;

brt1 = ufhrtik 5 Metr = (Yet1, brgr) 5
fin du pour .

3— Former lapproximation x,, :
chercher d, solution de : Hy,d,, = egm) :

calculer x,, = zo + Bmdm,.

4~ Redémarrer:
calculer une estimation de ||rpllz = ||/ — Aznll2;
st Irmlla < € stop ; sinon
To =Tm ; B=|rmllz; o =71m/B 5 m = (y1,b1);
aller a Uétape 2;
fin du st ;

Il existe deux sources de "breakdown” dans ’algorithme de la méthode GAL. Le
premier cas de "breakdown” est lié au processus de Hessenberg Généralisé. Le second
survient lorsque la matrice H,, est singuliére, ce qui ne permet pas de calculer I’approxi-
mation z,. Dans ce cas il faut espérer qu’il existe k& < m tel que Hy soit non singuliere,
nous devons alors calculer zy, la solution approchée correspondante. Cependant comme
cette approximation n’est pas obtenue avec la précision voulue, nous devons redémarrer
l’algorithme en prenant z;, comme nouvelle approximation.

Avant de finir la description de la méthode de Galerkin, nous devons remarquer
qu’il se peut que la place mémoire ainsi que le cout algorithmique soient optimisés
en utilisant le processus de Hessenberg Généralisé Incomplet. Nous obtenons ainsi une
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nouvelle méthode appelée TGAL (méthode de Galerkin tronquée).

2.1.2 Cas particuliers

La méthode Arnoldi (FOM) : La méthode d’Arnoldi ou FOM (Full Ortogonali-
zation Method) est due a Saad [40]. Cette méthode est obtenue en utilisant le processus
d’Arnoldi avec ”orthonormalisation” a I’étape 2 de I'algorithme 8. Notons que dans ce
cas, nous avons a chaque itération k de la méthode FOM hji1x = |Jull2 , [|brs1llz =1 et
Pm = I7EM |2 = Angrm|€0ITdEOM | ol 2F0% ... désignent les itérés de la méthode d’Ar-
noldi/FOM. Saad a montré que ’on pouvait calculer le résidu r;’" a chaque itération
sans avoir a calculer le vecteur correspondant dio™. En utilisant I’élimination de Gauss

avec pivotage pour adapter le décomposition LU de H,,, il a établi la relation suivante:

pm = Iri™ll2 = hasrmlirollal [T G/ vmom]
el

ol I est I’ensemble des indices des itérations ou il n'y a pas eu de pivotage; [;, (i € I)
sont les pivots successifs et u,, ,, le dernier élément de la matrice Y.

La décomposition £U donne des résultats satisfaisants en général, mais moins bien
que la décomposition £Q proposée par Parlett [37]. Brown [8] a suggéré d’utiliser la
décomposition @R. Nous verrons une technique similaire basée sur cette décomposition
lors de ’étude de la classe des méthodes MRSe.

Les méthodes IOM et DIOM : Afin d’optimiser le cout algorithmique requis par la
méthode FOM, Saad a proposé d’utiliser la procédure d’Orthogonalisation Incomplete
au lieu du processus d’Arnoldi [40, 41]. La méthode ainsi obtenue est désignée par
IOM({) (Incomplete Orthogonalisatiom Method). Le parametre [ étant le nombre de
vecteurs par rapport auxquels le vecteur bgyy est orthogonalisé. La méthode DIOM(()
est mathématiquement équivalente a la méthode IOM, cependant elle offre I’avantage
d’utiliser moins de place mémoire du fait que la solution z2'°M est calculée a partir de
I’approximation précédente par un schéma de type gradient conjugué x2'°M = 2%V +z,,.
Ce schéma nécessite de garder en mémoire uniquement les vecteurs z,, _jqy,...,2, au
lieu des m vecteurs de la matrice By, nécessaires au calcul de 2/°" par la relation (2.5).
La méthode Hessenberg: En remplagant dans la méthode FOM le processus d’Ar-
noldi par le processus de Hessenberg, nous obtenons la méthode Hessenberg pour la ré-
solution des systemes linéaires. Lorsque nous prenons comme choix de la famille {y; } 7~
les vecteurs de la base canonique dans leur ordre naturel, la méthode Hessenberg est
mathématiquement équivalente a ’algorithme MMPE (Modified Minimal Polynomial
Extrapolation algorithm) de Sidi, Ford et Smith [49].
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Les méthodes THM et DTHM : En remplagant respectivement dans les algorithmes
des méthodes IOM(!) et DIOM(!) la procédure d’orthogonalisation incomplete par le
processus de Hessenberg tronqué avec stratégie de pivotage, nous obtenons les méthodes
THM(!) (Truncated Hessenberg Method) et DTHM(!) (Direct Truncated Hessenberg
Method).

La méthode BCG : En utilisant le processus de Lanczos a I’étape 2 de ’algorithme de
la méthode GAL, nous obtenons 1’algorithme de la méthode du Bi-Gradient Conjugué.
Cette méthode initialement découverte par Lanczos [32] a été donnée sous une autre
forme qui lui est mathématiquement équivalente par Fletcher [19]. Etant donnée la forme
tridiagonale de la matrice H,, construite par le processus de Lanczos, nous n’avons pas
besoin de calculer explicitement sa décomposition LU.

La convergence du BCG peut étre tres irréguliere, de plus la méthode est sujette au
"breakdown” qui peut étre évité par des stratégies de "look-ahead” [23, 38] ou "recursive
zoom” [6, 7] ou bien par un redémarrage de 1’algorithme a l'itération qui précéde. Un
autre inconvénient de la méthode BCG est 'utilisation du produit ATu, ce dernier peut
étre impossible & effectuer dans certains cas ou la matrice A ne peut étre formée et que
seulement son action sur un vecteur soit possible (exemple la matrice Jacobienne dans
la résolution d’un systeme non linéaire par la méthode de Newton).

2.2 La méthode MRSe

2.2.1 Dérivation de ’algorithme

Avant d’expliquer comment sont obtenus les itérés, nous devons définir et don-
ner quelques propriétés de la matrice Z,, utilisée dans la condition des moindres carrés

qui définit la méthode MRSe.

La matrice Z,, est définie par:
T
I = (Brl;z+1) B71;L+1v

N -1 . . . VI .

ou BL =L yr +1 est une matrice inverse géneralisée a gauche de B, la matrice
construite par le processus de Hessenberg Généralisé. La matrice Z,, est symétrique,
mais non définie positive en général sur IR". Cependant nous avons le résultat suivant :

Théoréme 16
La matrice Z,, est symétrique définie positive sur Kp11(ro, A).
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Preuve:
Soit u € Kpy1(ro, A), nous avons alors u = By, 115 avec s € IR™!. Ainsi:
T _ . Tipl \I'pL _ T nT L \Tnpr
U Zpu = u (Bm+1) Bu=s Bm+1(Bm+1) B 1 Bni1s

1 .
or BL, Bmi1 = I,(nT; ). et donc pour tout vecteur v non nul dans K,,41(rg, A) nous
avons s # 0, ainsi
w! Zpu = sTs = ||s||3 > 0.

Puisque la matrice Z, est symétrique définie positive sur Kp,41(70, A) nous pouvons
définir le produit scalaire et la norme induite par Z,,.

Définition 5
Le Z,,-produit scalaire et la Z,,-norme correspondante sont respectivement définis
par:

Ve, y € Knti(ro, A) (z, ¥)z,, = (2, Zny) et ||z, =/(z, 2)z,.

On notera x Lz y lorsque (z, y)z, = 0.

m

Comme pour la méthode de Galerkin, écrivons w,, = z,, — 2o dans la base B,
construite par le processus de Hessenberg Généralisé :

Ty = To + Bmdm7 dm € IR™.

La solution approchée z,, est déterminée comme solution du probléeme de minimisation
suivant :

min |f - A$|Zm. (Mo)

z€xo+Km(ro,A)

En utilisant les relations (1.3) et (1.7) nous avons:

|f — Azlz,, = ||BL(f— Az)ls
= [|Bh 1 (BuiiBe™™ — AB,d)||2
= |BL, Buyi (8™ = H,ud)|ls
18" — Hyudllo,

il
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ainsi la résolution du probleme (M) est équivalente a celle du probléme de minimisation
suivant :

Jmin |3l — Hud]l>. (My)

Nous noterons J,(d) = ]Iﬁe&mH) — Hp,d||. La solution de ce probléme aux moindres
carrés est donnée par:

dp, = BH ™, (2.7)

ou H} = (HLH,) 'HE désigne la matrice pseudo-inverse de la matrice de Hessenberg
supérieure H,,.

Finalement la solution approchée z,, construite par la méthode MRSe est donnée

par: .
Zm = z0 + BBy Hiel™™, (2.8)

En modifiant I’étape & de 1’algorithme de la méthode de Galerkin, nous obtenons
celui de la méthode MRSe:

Algorithme 9: Méthode MRSe.

1- Initialisation :
calculer : v = [ — Azo; B =|roll; b1 =7ro/B ;5 m = (y1,b1) ;

2—- Processus de Hessenberg Généralisé :

pourk=1,...,m

U = Abk 5

pour 3 =1,...,k

hiw = (Y5 w)/mj 5 u=u—hjzb; ;

fin du pour ;

hire = |lull

bpp1 = U/hk+1,k 3 M1 = (yk+17bk+1) ;
fin du pour .

3~ Former Uapprozimation x,, :

chercher d,,, solution de: min ||ﬁe§m+1) — Hyd|l, ;
ac IR™
calculer ., = 2o + Bydm.

De fagon similaire a ’algorithme de la méthode de Galerkin, I’étape & de I’algo-
rithme 9 nécessite le calcul du vecteur de direction d,, solution du probléme (M ). La
décomposition QR de la matrice H,, A 1’aide de rotations de Givens offre une technique
particulierement appropriée pour trouver une telle solution. De plus elle nous permettra
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de calculer la norme du résidu ou une estimation de la norme a chaque itération de
l’algorithme sans avoir a construire la solution correspondante. Nous reviendrons sur
I’étude de la décomposition QR apres avoir montré le résultat suivant :

Propriété 3

Soit m le degré du polynome minimal de A pour ro. En calcul exact et en absence
de "breakdown” dans le processus de Hessenberg Généralisé, les itérész; j =1,...,m—1
sont bien définis, de plus x,, est la solution exacte.

Preuve:
Le degré du polynéme minimal étant égal a m, les mitricgs B;, Flj, j=1,...,m
sont de rang maximal. Ainsi, chaque itéré z; = zo + ﬁBjH}Leng)pourj =1,...,m est

bien défini.
Comme dim(K,,(ro, A)) = dim(Kpyi1(ro, A)) = m alors il existe d € R™ tel que
Ab,, = B,,d, d’ou:
brst = Abm — B BL Aby, = Bud — By BE Bpd = Byd — Bpd = 0.

Hy,
0

nous avons H = (H:',0),AB,, = B, H,, et Hf ™™ = g-1{™,

Par conséquent h,,11,, est nul et la matrice H,, s’écrit H,, = ) , €t dans ce cas,

Finalement :
Tm = f— Azp,.
= 70— BAB, Hiel™™
= 10— ABnHH ™

= ro— fBb
= To—To
= 0.

2.2.2 Décomposition QR

Les rotations de Givens sont un outil tres efficace qui nous permettra d’effectuer
la factorisation @R & chaque calcul d’une nouvelle colonne de la matrice H,,.
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Nous devons calculer "a chaque itération £” de ’algorithme de la méthode MRSe
une matrice Qy, de taille (k+1) x (k+1) orthogonale et une matrice Ry de taille (k+1) xk
triangulaire supérieure telle que:

Hy = QIR (2.9)
En injectant cette derniere égalité dans I’expression de Ji(d) nous obtenons:
Te(d) = B - Qi Rad]

= QT (Qu(Be*) = Rid)5
= |Qx(BelY) — Ry,

= ||gr — Radll2
_ k k
avec g = Qx(Bel"™) = (u® .. 4 € R

La matrice Ry étant triangulaire supérieure de taille (k+1) x k, il existe une matrice
triangulaire supérieure R, de taille k£ x k tel que:

= R
(%)

de méme, il existe gr € IR* tel que;

_ Gk
9k = ( (k) ) )
Hrt1
Nk+1

Ainsi la solution dj est obtenue en résolvant le systéme triangulaire supérieur

il vient alors que:

2
Rid = g. (2.10)

En I’absence de "breakdown” dans le processus de Hessenberg Généralisé, les élé-
ments sous diagonaux de Hj sont non nuls, il vient que Hy est de rang maximal. La
relation (2.9) montre alors que Ry, est elle méme de rang maximal. Par conséquent R
est inversible et la solution dj, = Rj'gx existe toujours et est unique.

Finalement, et d’apres ce qui précede, la solution approchée zj, du systeme (S)
existe, est unique et est donnée par:

T = .CL'O—!-BkRElgk. (211)
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En résumé la structure de ’algorithme de la méthode MRSe peut étre décrite comme
suit :

Calculer Byy1 et H, par le processus de Hessenberg GGénéralisé.

!

Effectuer la décomposition QR de H, a Uaide des rotations de Givens.

— Calculer dy solution du systéme (2.10).

Calculer zy par la relation (2.11).

Afin de savoir si une solution x; approche suffisamment bien la solution exacte z.,
nous devons étre en mesure de calculer de fagon simple et peu couteuse le résidu ry
associé a xx. Notons qu’il suffit aussi de calculer une estimation de la norme du résidu
a chaque itération k. Nous reviendrons sur ce point apres avoir vu en détail comment la
factorisation QR peut étre obtenue.

Dans la suite & chaque itération k nous désignerons par G; (respectivement Gf ) la
matrice de rotation de taille (7 4+ 1) x (7 + 1) (respectivement (k+ 1) x (k + 1)) qui agit

sur le plan engendré par egn) et eg-:_)l :
-1
Y o0 oo
Gi=| 0 ¢ s |,
0 —S8; €
G

avec ¢;, s; € IR vérifiant ¢f + s% = 1.

Supposons que les rotations éf‘l J=1...,k—1 aient déja été appliquées a Hy_y
et que nous ayons obtenu la matrice R;_, (quon stocke dans Hy_y) de taille k x (k—1)
triangulaire inférieure

k— k— -
BT AEY e )
—-1 -1
B hgz b hg,k—l)
Ri-1 = :
fo—
ey
0 0 0

A Tétape courante k, la derniere colonne et ligne de Hy, sont calculées. Nous com-
mencons par prémultiplier la nouvelle colonne de Hj par les précédentes rotations Gf,
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nous obtenons alors la matrice (k + 1) x k suivante:

e
Ri-1 :
k
AL
0 --- 0 hgc’fk‘l)
0 o+ 0 hypin

La prochaine rotation utilisée est G, celle qui élimine I’élément Ajy;x qui n’a pas été
affecté par les précédentes rotations. La rotation G’,j est donc définie par:

Sk = hk+1 k/(hkkk v’ + hk+1 k)1/2

et la matrice Ry est telle que:

k
K
Ri-1 :
— k
" i
0 0 Ay
0 -0 0

2.2.3 Critere d’arrét

Comme nous ’avons déja signalé, nous devons étre en mesure de calculer une
estimation de la norme du résidu ou le résidu lui-méme afin de savoir a chaque itération
k si la solution approchée zj est une "bonne” approximation de la solution exacte z,.
Cela est rendu possible par la technique des rotations de Givens lors de la factorisation
QR de Hy utilisée pour résoudre le probleme des moindres carrés (My). En effet nous

avons :
ry = f— Axy
= f— Azo— ABR;'gi
= rg— Bk+1Ek'Rf};19k
= B (Bl — HiR; “gr)
= Bmgz“(gk(ﬁel’““ ) — RiRi gr)

- (1)
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_ T 9k _f G
= P [(us:al) (oﬂ-

Finalement :

0
re = Br1Qf 0 (2.12)

k

F‘l(s-gl
En passant aux normes et par majoration nous obtenons :
k
Il < 11 Barall2llQF 12l

= [ 1Bl (2.13)

Connaissant une borne supérieure de || Bxy1]|2, nous obtenons une borne supérieure de
la norme du résidu rg, et cela pour un cout d’une multiplication a chaque itération.

Une autre possibilité consiste a calculer le résidu ry a partir du précédent résidu
rr—1. D’apres (2.12) ry s’écrit:

re = i Tene (2.14)

avec Tk+1 - (tl, e ,tk, Zk+1) = Bk+1 Q% € ]Rnx(k+1).

La matrice Qy étant le produit des matrices de rotations G¥, pour 7 variant de 1 & k, sa
p ¥, pour j ,

matrice transposée s’écrit :

of = 1 1
- Cr —S8k

et par récurrence nous obtenons:

th = citr + spbrg

thr1 = —Sktr + crbri

avec tl = bl-

Avant de donner ry en fonction de r;_; nous avons besoin de donner ’expression de

,ugle en fonction de ,ugf_l). En eflet:

g = Qu(BelF)



46 La méthode de Hessenberg Généralisée pour les systemes linéaires

_ (k)
(% 1) ()

Finalement
k-1
_ k
= u |, (2.15)
(k)
58]
avec
u = sl et pl? = Y. (2.16)

Ainsi de I’équation (2.14), de Iexpression de Tj41 et de celle de u}jﬁﬁl nous avons:

k o~
s = ,ul(c-gltk+1

= Siﬂgk_l){k + crbry-

Finalement ’expression recherchée de r; en fonction de ry_; est:

rE = sirk,l + crbpy1. (2.17)

2.3 Implémentation pratique de la méthode MRSe

En supposant un calcul exact, la méthode MRSe converge en moins de n étapes.
Cependant il est clair que cette propriété n’a plus d’importance lorsque la taille du
systeme est grande. Le principal inconvénient de la méthode MRSe est 'importance du
cout algorithmique ainsi que celui de la place mémoire requise par ’algorithme. Si nous
n’obtenons pas rapidement une solution suffisamment proche de la solution exacte, le
cout de 'algorithme deviendra rapidement prohibitif.

Deux stratégies ont été proposées pour éviter le probleme du cout et de la place
mémoire. La premiere stratégie consiste a redémarrer I’algorithme apres un nombre fixé
d’itérations de la méthode MRSe. La seconde solution consiste a tronquer le processus
de Hessenberg Généralisé. Ces deux stratégies sont I’objet des deux sections suivantes :
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2.3.1 La méthode RMRSe(m)

Une premiere solution classique pour contourner le probleme du cout dans la
méthode MRSe est de relancer ’algorithme. Apres avoir fixé un nombre m d’itérations,
si la solution x,, ne représente pas une "bonne” estimation de la solution exacte z.,
Palgorithme est redémarré en prenant z,, comme nouvelle solution initiale. Ce processus
est répété jusqu’a obtention d’une meilleure précision sur la solution cherchée. Cette
méthode sera désignée par RMRSe(m) et son algorithme peut étre donné comme suit :

Algorithme 9.1 :Méthode RMRSe(m ).

1- Initialisation :
caleuler : ro = f — Azg; by =105 m = (y1,70) ;
choisir la précision .

2— Processus de Hessenberg Généralisé :

pourk=1,...,m

u = Abk 5

pourj=1,...,k

hiw = (yisw)/m; 5 w=1u— hjxb; ;

fin du pour ;

Pesre = ||ull ;

k1 = u/Pisik 3 ka1 = (Y41, k1) 5
fin du pour .

3- Former Uapproximation x,, :
chercher d,, solution de: mﬂi{l He&mﬂ) — H,d|| ;
de m

calculer ., = g + Brdy,.

4— Redémarrer
calculer une estimation de ||rplz = ||f — Azm]|2.
st ||rmll2 < € stop; sinon
To=Tm ; by =1y =f—Axo; m = (y1,b1);
aller a Uétape 2;

fin du si;

Cette technique de redémarrage de la méthode MRSe n’est pas toujours efficace. En
effet, il existe des exemples de systémes linéaires pour lesquels cette stratégie ne permet
pas de trouver une solution approchée de la solution exacte [8]. Dans la partie consacrée
aux exemples numériques, nous donnons quelques exemples illustrant ce fait.
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2.3.2 La méthode TMRSe(()

En remplagant dans I'algorithme de la méthode MRSe le processus de Hessen-
berg Généralisé par sa version incompléte, nous obtenons ’algorithme de la méthode
TMRSe(!). Cette méthode est décrite par l'algorithme suivant :

Algorithme 9.2: Méthode TMRSe(l).

1- Initialisation :
calculer : ro = f — Axo; by =710 ; m = (y1,70) ;

2— Processus de Hessenberg Géneralise Incomplet:

pourk=1,...,m

u = Abk ;

pour j = maz{l,k—1+1},....k

hik = (Y u)/n; 5 w=u—hjxb; ;

fin du pour ;

hitrs = [Jull 5

bryr = w/hrsik 5 Mhar = (Yea1s Okg1) ;
fin du pour .

3- Former la solution z,, : ~
chercher d,, solution de: mﬂi)tn ||egm+l) — H,d||; ;
d m

calculer z,, = o + Bpd,.

Pour calculer bgyy a chaque itération k& du processus de Hessenberg Généralisé
Incomplet, nous n’avons besoin de garder en mémoire que les [ vecteurs précédents
bi—i41y...,b;. Cependant le calcul de xx = z¢ + Brdy nécessite la memorisation des k
vecteurs précédents. Donc I'algorithme ci dessus tel qu’il a été formulé permet seulement
de diminuer le cotlt algorithmique, mais ne permet pas de gagner en place mémoire. Il
est possible de calculer z, a partir de z;_; par une relation de la forme 2y = zp_1 + ppwy
(comme pour la méthode DIOM(!) [40]) wy étant des vecteurs auxiliaires calculés par
des relations de récurrence ”courtes”.

Avant de voir comment obtenir la nouvelle approximation xx a partir de I’ancienne
approximation z_i, rappelons que chaque nouvelle colonne de la matrice H est de la
forme (0,...,0, Ak—idiks---sPkr, Py k). Ainsi par application des rotations de Givens,
Hy se transforme en une matrice triangulaire supérieure Ry (qui est stockée dans Hk)
ayant (0,... ,o,hﬁf_),,k, - ,hgf,l,O)T pour k*®¢ colonne.
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Il est clair que la relation (2.11) reste valable pour le calcul de z;. Considérons alors

Wi = Blezl, (2.18)

ce qui permet d’écrire zy, = xo+ Wigi. Or gx = ( (%) ) (cf2.2.2 (2.15) et (2.16)), donc
Pk

tr = o+ (Wio1,w) ( )

= zo+ Wio1gk—1 + ,u

Cette derniere relation nécessite le calcul récursif du vecteur wy. Par la relation (2.18)
nous avons By = Wi Ry, il vient alors que:

by = Wk(O 0, )T

— (k)
= Z h; kWi + k kwk’
t=k—I{

et finalement nous obtenons:
k—1

=3 2w /a. (2.19)

1=k—1

2.4 Cas particuliers

2.4.1 GMRES

Considérons le cas particulier de la méthode MRSe ou le processus d’Arnoldi
”avec orthonormalisation” est utilisé pour construire la base B, ;. Comment se trans-
forme alors la matrice Z,, ainsi que la semi-norme |.|z, définie sur le sous espace de
Krylov K,,+1(ro, A)? Rappelons que 7, (B#H_l) BL +1 et que la matrice B4, est
orthonormale.

Lemme 1
St la base B, est construite par le processus d’Arnoldi avec orthonormalisation
alors :

1. La matrice Z,, qui définit la semi-norme |.|z,, est telle que:

Z = By BT, (2.20)
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2. Vz » Y € Krm+1(r07A) (SE,y)Zm = (x)y)%
en particulier ¥V x € Kiny1(ro, A) 2|z, = |||z

Preuve:

1. La matrice B,4+1 étant orthonormale, nous avons B£+1Bm+1 = Ipn41, et donc
BL — BT
m+1 = Omy1-

2. Ecrivons y dans la base By, du sous espace Kp,41(ro, A);il existealorst € R™!
tel que y = Bp1at.
Ainsi le Z,,-produit scalaire de x et y est:

('Ta y)Zm = wTZmy = $TZmBm+1t

L T .. . .
or B;; , = B, ., ce qui implique que:

(2,Y) 2 = @ Bny1 B 1 Bniit = 27 Bt = 2’y = (2,y)a.

Ainsi ce résultat montre que la condition de semi-minimisation (2.3) n’est autre que
la condition de minimisation du résidu qui définit la méthode GMRES a savoir :

GMRES — M . A .

Tm zeKmmg}o,A) I/ 7l

I1 découle de ce qui précede que la méthode GMRES, due a Saad et Schultz [42], est
un cas particulier de la méthode MRSe Cette méthode minimise de fagon optimale
le résidu sur K,,41(r0, A), elle est mathématiquement équivalente aux méthodes GCR
(Generalized Conjugate residual) [18, 55] ainsi qu’a la méthode ORTHODIR, [31]

Pour plus de résultats concernant la convergence et I'implémentation de la méthode
GMRES, on pourra consulter [42, 52, 53, 50, 59]. Une comparaison des méthodes FOM
et GMRES est faite en [8, 15]. Notamment, la relation entre le breakdown de la méthode
FOM (du a la singularité de la matrice de Hessenberg Hy) et la stagnation du GMRES
est clairement expliquée dans [8]. De plus, on montre que si la méthode GMRES converge
rapidement, alors il en est de méme pour FOM et dans ce cas les deux méthodes ont le
méme comportement. Par contre, lorsque la méthode GMRES stagne ou converge trés
lentement, alors les normes des résidus da la méthode FOM sont relativement grandes
[8, 15]. Nous retrouverons ces résultats dans un cadre plus générale au cours du chapitre

3. Pour une analyse de la convergence des deux méthodes, on pourra aussi consulter le
récent travail de Sadok [47].
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Nous avons vu que lorsque le nombre d’itérations augmente dans la méthode MRSe,
le colit algorithmique devient rapidement important. C’est le cas notamment de la me-
thode GMRES, ou le cotlit opératoire augmente linéairement avec le nombre d’itérations.
On préfére dans ce cas redémarrer ’algorithme aprés un nombre maximal m d’itérations.
Cependant, cette stratégie n’est pas toujours efficace (voir les exemples: 4.3, 5.2, 6.1 et
7.3 du paragraphe 2.5.2). Une solution a ce probléme est d’associer & la méthode une
technique de préconditionnement (voir section 2.5). Beaucoup de travaux ont été fait
dans ce sens. Notamment, deux récentes méthodes se caractérisent par le fait qu’elles
permettent d’utiliser des préconditionneurs qui peuvent varier a chaque itération de la
méthode. Ces deux méthodes sont la méthode FGMRES due a Saad [45] et la famille des
méthodes GMRESR due & Van Der Vorst et a Vuik [54]. Dans FGMRES, les vecteurs de
direction sont préconditionnés, alors que dans GMRESR, les résidus sont précondition-
nés. Notons aussi que la méthode FGMRES peut étre sujette au probleme du breakdown,
alors que ce n’est pas le cas de la méthode GMRESR. Pour une étude plus détaillée de
ces deux méthodes on pourra consulter le travail de Vuik [51].

Rappelons que les matrices By et Qf sont orthogonales, ainsi par utilisation de la
relation (2.12) nous obtenons le résultat suivant :

Lemme 2
A chaque itération k de la méthode GMRES, nous avons:

s k P
lrEmes |, = (u) ], (2.21)

avec /’1’59121 = (Qk(ﬂegk-f‘l))) . et ﬁ = l|r0l|2.

k+

Le résultat suivant donne une idée sur la "distance” qui sépare le résidu de la mé-

thode MRSe de celui de la méthode GMRES.

Théoréme 17

=)

avec k(Byy1) = ||Bk+1H2||B;j+1||2-

< R(Br) [ |2,

Preuve:

Chaque résidu ry est dans Kgy1(ro, 4), d’ott 1y = Bji18k avec s € IR**!. Ainsi

MRS3e MRSe

lre™elle < || Begall2llsE ™2, (2.22)
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or par définition du résidu r}'**c et de la semi-norme associée a Z; nous avons:

MRSe — : — : BL
™z = min rlzo=min 1B,

et comme s = B,f+1rk, il est facile de voir que:
5™ le = 1rk™* |z = min ls]l2

et en particulier

g

l2 < Jsg™ ]l
= |IBi 1 Brarsi ™|
< 1BE ol Brer s 1
= [BEl2llrg™ ™ Iz,

en utilisant (2.22), nous obtenons

el < 1Breall2l B ll2llrd 2 = £(Brg)[Irg™ .

2.4.2 QMR

Souvent la convergence de le méthode BCG est irréguliere. De plus la décom-
position LU du systeme tridiagonal qui lui est associé peut ne pas exister; cela a pour
conséquence un possible "breakdown” de la méthode (autre que celui du processus de
Lanczos). La méthode QMR due a Freund et Nachtigal [21] tente de surmonter ces pro-
bléemes. L’idée principale de la méthode est de résoudre le systéme aux moindres carrés
(My) ou H,, est la matrice tridiagonale construite par le processus de Lanczos. De plus
une stratégie de "look-ahead” [23, 35, 38] peut étre utilisée en vue d’éviter les ”break-
down” associés au processus de Lanczos. Il existe des relations entre les deux méthodes
BCG et QMR, ces relations ont été établies dans [35, 62, 15]. Notamment, dans [15],
Cullum et Greenbaum expliquent I'interdépendance qui existe entre les résidus de la
méthode BCG et les pseudo-résidus de la méthode QMR. Nous expliciterons cette inter-
dépendance par une corrélation entre la Z;-semi-norme des résidus des deux méthodes
dans le prochain chapitre. Notons que pour des raisons de simplicité, nous considérons
dans la suite la méthode QMR sans stratégie de "look-ahead”.

Il est clair que la méthode QMR est un cas particulier de la méthode MRSe, elle
peut étre aussi considérée comme une méthode qui minimise le résidu dans une norme
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qui depend de l'itération. Le lemme 3 ci dessous nous permet d’obtenir ’expression de
cette norme. Soit B,y et Bm+1 les matrices construites par le processus de Lanczos
(sans stratégie de ”look-ahead”). En utilisant les relations (1.23) et (1.25) nous avons le
résultat suivant:

Lemme 3
La matrice Z,, qui définit la semi-norme |.|z,, est telle que:

Z'm - m+1Dm+1Dm+1B7:,r:+17 (223)

avec Dpyy = diag(ny, ..., me1) €t n; = (b;,b,).

En ce qui concerne le critere d’arrét, si nous ne voulons pas utiliser la relation (2.17)
qui donne le résidu exact, et que a la place nous voulions utiliser la relation (2.13),
alors nous avons le résultat suivant qui peut étre utilisé comme critere d’arrét dans
Pimplémentation de la méthode QMR.

Lemme 4
Si a chaque itération du processus de Lanczos, nous avons ||bgy1lle = 1 (i.e. nous
prenons hiy1r = ||ul|2 dans Ualgorithme /), alors  chaque itération k de la méthode
QMR, nous avons :
1Pl < VEF T, (2.24)
avee puffly = (Qu(Bel™) ., et B = lroll>

Preuve:

D’apres la relation (2.12) nous avons ri*" = MEQIB;C_Hd oud= QTegclf:ll , et donc

2=y = || | Besdll
= (k) k+1 d b
Ilu'k+1 Z( )z (]
1=1 2
< [u®)] an l2l(d
= [ [ld]):.

Or ||d]|; < vk 4+ 1||d||; et comme ||d||; = 1, nous avons: ||rZ**||; < |,uk+1|\/k +1
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Nous terminons ce paragraphe par le résultat suivant qui donne une borne supérieure
de la distance qui sépare le résidu de la méthode QMR de celui de la méthode GMRES.
Ce résultat est un cas particulier du théoreme 17.

Théoreme 18

7™l < K(Brea)llrg " )2,

avee K(Byy1) = || Bryll2/| By ll2-

2.4.3 CMRH

La méthode CMRH due a Sadok [46] est I’'une des plus récentes méthodes qui
utilise I'idée de ”quasi-minimisation” du résidu. Elle est obtenue comme cas particulier de
la méthode MRSe par utilisation du processus de Hessenberg avec stratégie de pivotage.
Comme pour le QMR, la méthode CMRH peut étre considérée comme une méthode qui
minimise le résidu dans une norme qui change a chaque itération.

Soit Bp41 la matrice construite par le processus de Hessenberg (sans stratégie de
pivotage pour plus de simplicité); considérons alors le partitionnement suivant :

Bl
1
Byt = ( B72n+
m+1
ou B}, ., est la matrice formée des m + 1 premiéres lignes de By,11. Nous pouvons alors
donner le résultat suivant:

Lemme 5
La matrice Z,, qui définit la semi-norme |.|z,, est telle que:
_{ (Bry)T(Bry)™ 0
A ( 0 N (2.25)
Preuve:

En partitionnant la matrice ¥, sous la forme:

YTZ—{—I = (Im+1a0)7

nous avoIs:

B£z+1 = (Y$+1Bm+1)—lyn?+1 = ((Bvln+1)—1a0) ) (2.26)
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T :
et en effectuant le produit ((B}nﬂ)‘l, 0) ((B}nﬂ)‘l, 0), nous obtenons 1’expression de
la matrice Z,,.

n
Cette expression de la matrice Z,, nous permet de donner le résultat suivant :
Lemme 6
Soit ¢ = (z1,..-,2,)7, ¥y = (Y1,---,Yn)’ deuz vecteurs de IR, soit i < I,
Désignons par ()4, respectivement (y)iq le vecteur (z;,2iy1,...,71)%, respectivement
(yia Yit1y -+, yl)T; alors
(CB, y)Zm = ((:E)l:m—}-l, (y)lzm-l-l)Z,lnv
avee Z, = (B'rln+1)—T(B7ln+l)_1'
Preuve:
Ecrivons = et y sous la forme:
($)1;m+1 ) < (y)1=m+1 )
T = et y= .
( (x)m+2m (y)m+2:n
D’apres ’expression de Z,,, nous avons:
Bl -T Bl -1 0 o
(:E,y)Zm — .’ETZmy — ((m)l:m+17 (x)m+2:n)T ( m+1) ( m+1) (y)l +1 .
0 0 (y)m+2:n
En notant Z}, = (B},,,)"7(BL,,)"", nous obtenons:
» ($7y)Zm = (m)lzm+1(Byln+1)_T(B},@.H)—l(y)l:m«%l = ((x)lzm+17(y)1:m+1)Z}n-
n

De méme que pour la méthode QMR, nous avons les deux résultats suivants (lemme 7
et théoreme 19). Le premier peut étre utilisé comme critére d’arrét dans I'implémentation

de I'algorithme du CMRH. Le second donne une borne supérieure pour le rapport des
résidus des méthodes CMRH et GMRES.

Lemme 7
A chaque itération k de la méthode CMRH, nous avons :
£ < (= k/2)(k + D, (2.27)

avec ,ug?l = (Qk(ﬁegkﬂ)))k+1 et B =700
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Preuve:

Il suffit de montrer que ||By1ll2 < \/(n — k/2)(k + 1), et en utilisant la relation
(2.13) nous obtenons le résultat voulu.

Soit d € le'H, en calculant Bgy;d nous avons:
k+1
| Betadllz < D [bill2|(d)il.
=1

Or chaque vecteur b; construit par le processus de Hessenberg admet i — 1 composantes

nulles et |[b;|lcc = 1, donc [|b]]2 < vVn — i+ 1|[b]lc = vVr —1t+ 1. Dol

k+1

| Bitrdll2 < Z: vn —i+1{(d);]

et par l'inégalité de Cauchy-Schwarz:

A
1Besadls < Jullo || ¥

vn—k )

. | Brt1d||2 il .
Finalement || B = max ———-— < n—t=1+/(n—k/2)(k+1).
ement | Bnlfa = max, STt <\ Yo —i = (n—k/2)(k+ 1)

1=0

Le résultat suivant est un cas particulier du théoréme 17.

Théoréme 19
Ire ™ e < A Brrn) g™ |lo,

avec K(Byy1) = ||Bk+1”2HBIj+1H2-

2.4.4 DQGMRES())

La méthode DQGMRES a été décrite par Saad et Wu [43] et est basée sur la
procédure d’Orthogonalisation Incompléte décrite en §1.3.2. Les itérés de la méthode
DQGMRES son déterminés en résolvant le probleme aux moindres carrés (M) et sont
obtenus par un schéma de type gradient conjugué afin d’optimiser le coiit en place
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mémoire. Il est donc clair que la méthode DQGMRES(!) est un cas particulier de la
méthode DTMRSe(!).

Dans les précédents cas particuliers, nous avons a chaque fois donné une expression
simple de la matrice Z,, ainsi que des résultats sur la semi-norme qui lui est associée en
fonction de BL ., (inverse & gauche de la matrice By,11 commeil a été défini par (1.8)).
Malheureusement, il n’est pas possible de faire de méme pour la méthode DQGMRES({)
puisque nous n’obtenons pas une expression simple de la matrice BL ;. Cependant, il
est a noter que nous avons les résultats suivants :

Lemme 8
A chaque itération k de la méthode DQGMRES, nous avons :
2o =, < VEF Tl (2.28)
k
avee piy = (Qu(BeS™™)), . et 8= IIrollz-

Preuve:

La démonstration de ce lemme est semblable a celle du lemme 4.

Théoréme 20
2% % s < R(Bren) g™ 2,

avec K,(Bk.H) - ]'Bk+1||2”B2‘+1“2'

2.4.5 DTCMRH()

En remplacant dans I'algorithme de la méthode DQGMRES(!) [43] la procédure
d’Orthogonalisation Incompléete par le processus de Hessenberg tronqué avec stratégie
de pivotage (décrit par ’algorithme 7), nous obtenons une nouvelle méthode que nous
désignons par DTCMRH(!) (Direct truncated CMRH method). Comme pour la précé-
dente méthode DQGMRES((), nous ne pouvons exprimer de facon simple la matrice
BL | qui caractérise la semi-norme associée & cette méthode.

En ce qui concerne le critére d’arrét nous avons le résultat suivant :
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Lemme 9
A chaque itération k de la méthode DTCMRH(!), nous avons :

[rEmMEON < (= k/2)(k + )|, pour k < L (2.29)
[PRTMEO <= Dk + D], pour k> 1 (2.30)

avec ,ug:zl = (Qk(ﬁegkﬂ))) et 8= |rol|oo-

k+1

Preuve:

La démonstration de ce lemme est semblable a celle du lemme 7.

Le résultat du théoréme 17 s’applique aussi a la méthode DTCMRH(!).

Théoréme 21
lre ™™™ e < w(Brga)Irg "Iz,

avec £(Bit1) = || Biga |2l Bipll2-

2.5 Comparaison des méthodes MRSe

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques résultats numériques qui nous
permettront de comparer les performances des méthodes faisant partie de la méthode

MRSe.

La premiere partie sera consacrée a la comparaison des méthodes GMRES, QMR
et CMRH (non redémarrés et non tronqués). La seconde partie est consacrée a la com-
paraison des versions redémarrées, i.e. des algorithmes GMRES(m) et CMRH(m) avec
et sans preconditionnement. Finalement la comparaison des méthodes DQGMRES et
DTCMRH sera faite dans la troisieme partie.

Avant de comparer les différentes méthodes, nous avons besoin de rappeler brieve-
ment la technique de préconditionnement utilisée dans les paragraphes [2.5.2] et [2.5.3].

Souvent, lorsque nous avons a résoudre des systemes linéaires de grande taille, nous
devons combiner la méthode itérative utilisée avec une technique de préconditionnement.
Cela dans le but d’accélerer la convergence de cette méthode.
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Le systéme a résoudre étant Az = f, soit M = M, M, une matrice n X n inversible
qui approche, dans un certain sens, la matrice A du systeme. Au lieu de résoudre le
systeme original, nous appliquons la méthode itérative au systeme linéaire équivalent.

Alml — fl
avec A' = M7YAMG", f = M;'f et 2’ = Myz.

Le préconditionnement ainsi décrit dépend du choix des matrices M, et M. Si nous
prenons M, = I{") respectivement M, = ("), le préconditionnement est dit & droite,
respectivement & gauche de A. Rappelons que Van der Vorst et Vuik [54, 51}, ainsi que
Saad [45] one développé des méthodes qui permettent de varier les préconditionneurs
a chaque itération de la méthode GMRES. Cependant dans les exemples a venir, nous
n’avons considéré que le préconditionnement a droite par les factorisations ILUQ et

MILUQ. Ces préconditionneurs sont basés sur la décomposition de A par la méthode
LU.

En général lorsqu’on applique la décomposition exacte LU/ a une matrice creuse,
des éléments non nuls peuvent apparaitre dans des positions précédemment occupées
par des zéros. Soit S un certain ensemble de positions (4,7), 1 < ¢,7 < n. L’idée de la
factorisation incomplete est de laisser tous les éléments, qui sont en dehors de S, nuls
durant la décomposition de A. En général, ’ensemble S contient toutes les positions
(¢,7) vérifiant a;; # 0 plus quelques autres positions particulieres. En variant S, nous
obtenons différentes sortes de factorisations ZLU de A. Pour plus de renseignements
concernant le préconditionnement par la factorisation incompléte LU, on peut consulter
[25, 34] ainsi que les références se trouvant dans [4, 12].

2.5.1 Algorithmes ”complets”

Afin de comparer les trois méthodes GMRES, QMR et CMRH, nous avons uti-
lis¢ I'implémentation de I’algorithme GMRES comme il a été décrit en [42], I’algorithme
7.1 (QMR basé sur la double récurrence et sans stratégie de "look-ahead”) donné en [22]
et 'implémentation de I’algorithme CMRH comme décrit en [46].

Tous les tests du présent paragraphe ont été réalisés a Paide du logiciel MATLAB
sur un ”Sun SparcStation10” dont la précision machine est égale a 2.22 107°.

Le systeme a résoudre est Az = f, le second membre f est généré aléatoirement 3
I'aide de la fonction MATLAB rand. Le point de départ est zo = (0, --,0)7. Notons que
pour 'algorithme QMR, le vecteur y est lui aussi généré aléatoirement. Comme critere
d’arrét, nous utilisons 1'inégalité ||re|l2/|l fll2 < 107°.
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Les courbes représentent la norme du résidu ||f — Az]|2 dans une échelle logarith-
mique en fonction du nombre d’itérations k. La courbe de la méthode GMRES est re-
présentée par des tirets, celle du QMR par des pointillés et celle du CMRH par la ligne
continue. Aprés chaque courbe, un tableau résume les résultats obtenus pour chaque
méthode. Ce tableau donne l’itération finale, la norme du résidu final ainsi que le cout
opératoire nécessité par chaque algorithme. Le cout opératoire est donné par la fonction

MATLAB filops.
Exemple 1.

Cet exemple a été donné dans [53], ol on consideére la matricen x n A = SBS™!
avec

1 B 1
1 68 0 14+« 0
S = et B = 3
0 .3 0
1 n

La variable 8 permet de controler le conditionnement de la matrice S et permet donc de
varier la normalité de A (voir [53]). Nous prenons n = 150 et considérons les trois choix
suivants :

e Exemple 1.1: 3 =0.9, a = 1. Pour ce choix la matrice a pour conditionnement
k(A) = 227. Les courbes sont celles données par la figure 1.1. Les résultats sont donnés
par le tableau 1.1.

Exemple 1 : Figure 1.1, beta=0.9, alpha=1, n=150.
T T T T T

log10de la norme du residu

_10 L L L L ) X 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80
iterations
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Tableau 1.1: Résultats de I’exemple 1.1.

GMRES QMR CMRH
itération 69 74 70
norme | 4.88107° | 4.79107° | 6.76 10~°
cott 8.6 10° 1. 107 7.9 108

Les courbes des trois méthodes sont assez voisines et les résultats sont similaires.

Les méthodes GMRES et CMRH ont une légere supériorité sur la méthode QMR.

e Exemple 1.2: 3 = 1.1, a = 1. Nous obtenons x(A4) =~ 1.58 10'3, la figure 1.2
ainsi que les résultats donnés par le tableau 1.2.

log10 de la norme du residu

Exempie 1 : Figure 1.2, beta=1.1, alpha=1, n=150.

50

lterations

Tableau 1.2: Résultats de I'exemple 1.2.

GMRES | QMR | CMRH
itération | 150 150 150
norme || 2.13 10-° | 7.25 105 | 5.99 10~°
coat 95107 | 21107 | 20107

La méthode QMR donne des résultats meilleurs que GMRES et CMRH, les courbes

de ces deux méthodes ont la méme allure.
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e Exemple 1.3: 8= 1.1, a = 0. Dans ce cas £(A) = 2.05 10'>. La figure 1.3 décrit
les courbes obtenues et le tableau 1.3 donne les résultats associés a ce choix.

Exemple 1 : Figure 1.3, beta=1.1, alpha=0, n=150.

3
s, 4
[
=
o
g °r
(=]
o
a _af 4
(]
o
[=J
o -4f i
8
N\ o
-6} PN R P 3
-8} 4
-10 . :
(o] 50 100 150

lterations

Tableau 1.3: Résultats de I'exemple 1.3.

Comme pour le choix précédent, QMR est plus performant, les méthodes GMRES

GMRES QMR CMRH
itération 150 89 150
norme 1.51107% | 5.4107° | 3.29 10~
cotit 25107 | 1.3107 | 2.107

et CMRH n’arrivent pas a atteindre la précision voulue.

Exemple 2.

Les exemples suivants sont donnés afin d’illustrer la stagnation de la classe des

méthodes MRSe. Nous considérons les deux exemples suivants:

¢ Exemple 2.1 : Cet exemple a été donné par Brown [8] afin d’illustrer la stagnation
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du GMRES, on prend n = 40 et on considere la matrice n X n suivante:

-1 €

avec € = 0.1. Le conditionnement de cette matrice est k(A) ~ 16. Nous obtenons la
figure 2.1 ainsi que les résultats donnés dans le tableau 2.1.

Exemple 2 : Figure 2.1, epsilon=0.1, n=40.

a r —— i
2\ |
o ST T T T T T T T o TT T o oo 1
3
k=1 - T
z -2
=
o
o -4 1
: -
[«]
5 A
o gt 7
E <
o
o
> -8
8
—10L
-1z} 1
—14 . . : E. z
0 5 10 15 20 25 30 85 40

Iterations

Tableau 2.1 : Résultats de 'exemple 2.1.

GMRES QMR CMRH
itération 40 40 40
norme 1.221071% |1 2.68 107% | 4.26 10~
cout 5.0 10° 4.4 10° 4.1 10°

Le tracé des courbes permet de voir que les trois méthodes stagnent et n’arrivent a
obtenir la solution qu’a la derniére itération. La performance de la méthode QMR est

la moins bonne.

e Exemple 2.2: La matrice de cet exemple est une matrice Toeplitz construite
a laide de la fonction MATLAB toeplitz(c,d) ou ¢ et d sont deux vecteurs de IR"
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générés aléatoirement. La taille de la matrice est n = 50, son conditionnement est
k(A) = 9.17 10%. Les courbes, respectivement les résultats de cet exemple sont décrits
par la figure 2.2, respectivement le tableau 2.2. Nous obtenons les résultats suivants:

Exemple 2 : Figure 2.2, A=matrice toeplitz aleatoire, n=50.
4 T T T T T L T T

———————————————————— - N
-
N

3
3 -2
=
2 4
E -
o
f=
® _6p
o
o
o
=
-10F
—-12F h
14 i L 1 L L L . 2
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Iterations

Tableau 2.2 : Résultats de ’exemple 2.2.

GMRES | QMR | CMRH
itération 50 50 50
norme || 1.11 10~ | 9.41 10~ | 7.35 10~ 1
cott 9.710° | 8.410° | 7.910°

La méthode QMR n’arrive pas a converger, les deux autres méthodes présentent des
courbes similaires et voisines.

Notons que dans le cas ou m < 40 les méthodes GMRES(m), QMR(m) et CMRH(m)
ne convergent pas. Ces derniers exemples montrent donc que la technique du redémarrage
n’est pas toujours efficace.

Exemple 3.

Cet exemple a été donné dans [60], la matrice A est symétrique définie positive.
(’est une matrice creuse n X n aléatoire construite par éléments finis sur un quadrillage
NX par NY. Le programme qui permet de générer une telle matrice a été recupéré de
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mltemplates par "anonymous ftp ” (ftp netlib2.cs.utk.edu). Trois différents maillages

sont considérés

e Exemple 3.1 : NX =8, NY = 7. La matrice obtenue est de taille n = 199,
elle a pour conditionnement x(A) = 75. Les courbes et les résultats sont donnés par la

figure 3.1 et le tableau 3.1.

log10 de fa norme du residu

o Exemple 3.2 : NX = 6, NY = 6. La taille de la matrice est n = 133, le
conditionnement de A est k(A) =~ 111. Nous obtenons la figure 3.2, ainsi que le tableau

des résultats 3.

2.

Exemple 3 : Figure 3.1, NX=8, NY=7, n=199.
T T

-+

'
10

1 "
20 30

. 1
40 50
Iterations

1 1§
60 70

Tableau 3.1 : Résultats de ’exemple 3.1.

GMRES QMR CMRH
itération 68 77 69
norme || 4.93107° | 7.07 10=° | 5.00 10~°
cout 1.4 107 1.9 107 1.3 107




66

La méthode de Hessenberg Généralisée pour les systemes linéaires

log10 de [a norme du residu

Exemple 3 : Figure 3.2, NX=6, NY=6, n=133.
T - T T T

10 20

t
30

1
40

50
iterations

.
70

Tableau 3.2 : Résultats de ’exemple 3.2.

n
80

GMRES QMR CMRH
itération 62 82 63
norme || 3.73107° | 3.36 107° | 4.70 10~°
cout 6.2 108 9.1 10° 5.7 10°

{0

e Exemple 3.3 : NX =10, NY = 4. La taille du systeme est n = 149. La matrice
a pour conditionnement x(A) ~ 544. Nous obtenons les courbes de la figure 3.3 et les
résultats du tableau 3.3.

log10 de [ norme du residu

Exemple 3 : Figure 3.3, NX=10, NY=4, n=149.
T T T

1
20

N :
60 80
Iterations

1
100

120



2.5. Comparaison des méthodes MRSe

67

Tableau 3.3 : Résultats de ’exemple 3.3.

GMRES QMR CMRH
itération 78 111 80
norme | 6.12107% | 6.49 107° | 6.27 10~°
cotut 1.0 107 1.5 107 9.2 108

Pour les trois choix, les méthodes GMRES et CMRH donnent de meilleurs résultats
que la méthode QMR. L’allure de la courbe GMRES est similaire a celle de la courbe
CMRH.

Les exemples donnés dans cette partie, pour la plupart, montrent que la méthode
GMRES converge plus rapidement que les deux autres méthodes. La rapidité du GMRES
par rapport au QMR est plus visible que celle par rapport au CMRH (en général la
convergence de la méthode CMRH est obtenue, au maximum, en deux itérations de plus
que celle de la méthode GMRES). Le coit opératoire est a 1’avantage du CMRH, ceci
est di a la nature de la base construite par le processus de Hessenberg et a I’absence de
produit scalaire dans ce méme processus.

2.5.2 Algorithmes redémarrés

Dans cette section, nous comparons les résultats des méthodes GMRES(m) et
CMRH(m). L’implémentation des algorithmes est celle décrite dans {42] et [46]. Les
tests ont étés réalisés sur une machine "Sun SparcStation20” dont la précision machine
est égale a 2.22 10716, 4 l’aide du Compilateur FORTRAN : {77 avec I’option "-fast” .

Les matrices testées sont obtenues par discrétisation d’équations aux dérivées par-
tielles a l'aide des différences finies. Pour cela on utilise une discrétisation uniforme
contenant (nz +2) x (ny+2) x (nz +2) points y compris les points du bord du domaine
de discrétisation. La matrice ainsi obtenue est de taille n = nz x ny x nz.

Les criteres d’arrét utilisés sont :

[l

liroll2
calcule lors de la factorisation QR de ﬁm.

¢ Pour GMRES :

< 107%. La norme ||[rg“®Res||, étant égale a lpg?ll qu’on

|t
e Pour CMRH : ~—kt1l < 109-9.

lI7oll2
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e Les deux algorithmes sont arrétés si le nombre de produits matrice vecteur dépasse
PMUpq, un nombre maximal de produits matrice vecteur fixé (pmuvn., ~ 1000).

Les résultats sont reportés dans un tableau. Dans la premiere ligne G(m), respec-
tivement C(m) désigne la méthode GMRES(m), respectivement la méthode CMRH(m).
La seconde ligne donne le temps CPU nécessité pour la convergence de chaque méthode.
La troisieme ligne donne la norme du résidu final, la quatrieme représente le nombre de
redémarrages effectués ainsi que l'itération finale (j//k s’interpréete par : l'algorithme
s’est arrété a la k*™ itération lors du j*™ redémarrage). La derniere ligne donne pmuv le
nombre de produits matrice vecteur effectués par chaque méthode. Les deux dernieres
colonnes de chaque tableau donnent les résultats obtenus pour les méthodes GMRES et
CMRH sans redémarrage. La notation x signifie qu’il n’y a pas eu convergence de la
méthode.

Exemple 4.

La matrice test a été obtenue en discrétisant sur le carré unité {2 ’équation aux
dérivées partielles suivante :

—Uzs(2,Y) — Uyy(2,y) + {us(z,y) = t(z,y) sur Q

u(z,y) =1+ zy sur O

La fonction t(z, y) est choisie de fagon que la solution exacte du probleme soit u = 1+zy.
Pour cet exemple nous prenons nz = ny = 50, la matrice obtenue a pour taille n = 2500.
Nous considérons les choix suivants du parametre £.

e Exemple 4.1 : £ = 10. Les tableaux 4.1.1, 4.1.2 et 4.1.3 donnent dans 'ordre les
résultats obtenus sans préconditionnement, avec préconditionnement IL U0 et précondi-

tionnement MILUQ.

Tableau 4.1.1 : Résultats obtenus sans préconditionnement pour ’exemple 4.1.

G(10) C(10) G(20) C(20) GMRES | CMRH
CPU 2.69 2.87 3.26 412 12.13 8.98
norme || 1.69 1077 [ 3.4910~7 || 1.77 1077 [ 1.84 107 || 1.63 10~7 | 2.01 10~
7]k 25//5 31//4 10//17 17//20 0//144 | 0//151
pmo 307 378 239 396 146 153
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Tableau 4.1.2 : Résultats obtenus avec précond. ILUO pour ’exemple 4.1.

G(10) C(10) G(20) C(20) GMRES [ CMRH
CPU 1.08 1.41 1.20 0.99 1.51 1.18 |
norme || 1.41 1077 [ 2.92107 || 1.59 107 [ 3.18 10~7 {[ 1.3510~7 [ 1.37 107 |
7//k 7//5 10//9 3//6 3//6 0//46 0//47
prmv 91 131 74 74 48 49

Tableau 4.1.3 : Résultats obtenus avec précond. MILUQ pour 'exemple 4.1.
G(10) C(10) G(20) C(20) GMRES | CMRH
CPU 0.38 0.37 0.43 0.39 0.48 0.44
norme || 1.11 1077 | 4.98 107 || 1.45 10" | 8.39 1078 {{ 1.02 10" | 6.68 102

illk 2/]7 2//9 1//4 1//7 0//23 0//25
pmu 33 35 28 31 25 27

e Exemple 4.2 : £ = 1000. Le tableau 4.2 donne les résultats obtenus sans précon-
ditionnement pour ce second choix de £. En ce qui concerne le préconditionnement, les
deux méthodes convergent rapidement. Nous obtenons :

+ Préconditionnement ILUQ :

lr$a =5 |l, = 1.09 107° en 0.270 CPU et ||r$g™¥|l, = 4.15 107" en 0.25 CPU.

* Préconditionnement MILUQ :

pOMRES || 4 6] 1077 en 0.20 CPU et |[pSMRH 2 = 1.57 107" en 0.19 CPU.
12 13

Tableau 4.2 : Résultats obtenus sans préconditionnement pour ’exemple 4.2.

G(20) | C(20) G(50) | C(50) || GMRES | CMRH
CPU || 5.04 7.18 11.24 12.42 23.05 17
norme || 1.2 1075 | 1.0310°° || 1.2 10~° | 3.57 10° || 1.04 10-° | 1.8 10—°
5//k || 16774 | 29720 || 7//26 | 11//36 | 0//200 | 0//209
pmv 358 660 392 610 202 211

e Exemple 4.3 : £ = 10000. Les résultats obtenus pour ce choix sont ceux donnés
par le tableau 4.3. Comme pour le choix précédent, les méthodes GMRES et CMRH
convergent rapidement lorsqu’il y a préconditionnement.
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+ Préconditionnement LU0 :

[r$aRES ||, = 5.33 107 en 0.27 CPU et ||r$3™"||; = 3.56 107¢ en 0.24 CPU.

+ Préconditionnement MILUO :

lrgM725]|, = 4.9 107° en 0.12 CPU et |[rg™*¥ ||, = 1.34 107% en 0.12 CPU.

Tableau 4.3 : Résultats obtenus sans préconditionnement pour I’exemple 4.3.

G(20) | C(20) G(50) C(50) GMRES | CMRH
CPU * * 24.28 26.05 138.51 105.79
norme * * 1.25107° 1 2.81107°% || 1.21 10°% | 1.08 10~°
577k | 67/716 | 94//4 | 15//16 | 23//38 | 0//488 | 0//528
pmo > 1000 | > 1000 798 1040 490 530

Les trois tableaux 4.1.1, 4.2 et 4.3 montrent que sans préconditionnement la méthode
GMRES(m) est plus performante que CMRH(m) pour des petites valeurs de m. Par
contre les deux méthodes GMRES et CMRH donnent des résultats similaires avec un
avantage pour la méthode CMRH en ce qui concerne le temps CPU.

Lorsque il y a préconditionnement les deux méthodes ont des performances sensi-
blement égales puisqu’on remarque qu’elle convergent, a une itération pres, en méme
temps.

Exemple 5.

La matrice test a été obtenue en discrétisant sur le carré unité ) I’équation aux
dérivées partielles donnée dans [3]:

—Uzz(T,Y) = uyy (T, Y) + 2p1ua(z, y) + 2p2uy(2,y) — psu(z,y) = F(z,y) sur

u(z,y) =1+ zy sur 9.

La fonction F est choisie de telle facon que la solution exacte du probleme soit u = 1+zy.
Les constantes py, p2, ps sont positives, notons que plus la valeur de p3 est grande plus
le probleme est difficile a résoudre. Pour cet exemple nous prenons nz = ny = 32,
la matrice obtenue a pour taille n = 1024. Nous considérons les choix suivants des
parametres p;, p; et ps.

e Exemple 5.1 : p; = p; =2, p3 = 10. Le tableau 5.1 donne les résultats obtenus
sans préconditionnement pour cet exemple. En ce qui concerne le préconditionnement,
les deux méthodes convergent rapidement. Nous obtenons :
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* Préconditionnement ILUQ :

Irs3™** ||, = 6.6 107 en 0.3 CPU et [rg™*(l;=1.16 1077 en 0.25 CPU.

* Préconditionnement MILUQ :

Jrgpe

|l =6.9710" en 0.26 CPU et |r5y™"||; =5.1410™® en 0.24 CPU.

Tableau 5.1 : Résultats obtenus sans préconditionnement pour I’exemple 5.1.

G(20) | C(20) G(40) | C(40) || GMRES | CMRH
CPU 1.29 1.74 1.73 1.76 2.19 1.82
norme || 1.34 107 | 2.02 107 || 1.36 107 | 1.36 107 || 1.41 10~7 | 1.38 107
ik | 11//15 | 18/710 | 4//37 6/79 0/7103 | 0//107
pmv 259 408 207 263 105 109

e Exemple 5.2 : p; = p, = 2, p3 = 1000. Sans préconditionnement, les résultats
obtenus sont ceux du tableau 5.2.

Notons que pour cet exemple les deux préconditionnement ne sont pas efficaces
meéme lorsqu’il y a redémarrage des deux algorithmes. De plus, le préconditionnement
retarde la convergence des deux méthodes. Nous obtenons :

* Préconditionnement ILU0 :

[rSMRES ||, = 1.04 1077 en 3.95 CPU et [rSMRi|l, =1.11 10~ en 3.32 CPU.

* Préconditionnement MILUQ :

lroo®ll, =3.24 1077 en 31.39 CPU et [[#$)|]; =1.20 1077 en 25.79 CPU.

Comme les préconditionneurs ILUQ et MILUO n’ont pas étés efficaces pour cet exemple,
nous avons essayé un préconditionnement par ILUT'(k, ¢) [44]. Lorsque k < 20, le pré-
conditionnement ILUT(k,107%) n’améliore pas la convergence des deux méthodes, par
contre en prenant k = 30 les deux méthodes convergent rapidement et nous obtenons :

lrs™ =l = 6.89 107® en 0.15 CPU et |rg™*|l =1.12107° en 0.17 CPU.
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Tableau 5.2 : Résultats obtenus sans préconditionnement pour 'exemple 5.2.

G(100) | C(100) G(250) C(250) GMRES | CMRH
CPU * * 33.81 31.22 20.16 17
norme * * 1.63107° {1.15107* | 3.1510°7 | 291077
7l/k * * 3//250 3//250 0//330 0//342
pmv | > 1000 { > 1000 1008 1008 332 344

Comme pour ’exemple précédent, nous remarquons que sans préconditionnement
et pour des petites valeurs de m, la méthode GMRES(m) est légerement meilleure que
CMRH(m). Notons que le choix de petites valeurs pour m n’est pas toujours possible,
en effet le tableau 5.2 montre que méme lorsque m = 100, les méthodes GMRES(m) et
CMRH(m) n’arrivent pas a converger. En fait pour le choix ps = 1000 le redémarrage
n’est efficace que pour des grandes valeurs de m (m > 250).

Dans le cas du préconditionnement et pour p; = 1000, le redémarrage n’est d’aucune
efficacité, de plus le préconditionnement MILUQ handicape la convergence des deux
méthodes. Seul le précondionnement ILUT(k, €) avec k > 30 est efficace pour cet
exemple.

Exemple 6.
La matrice test a été obtenue en discrétisant sur le cube unité ) I’équation aux
dérivées partielles donnée dans [35] :

—Au(z,y,2) + 0(zus(2, Y, 2) + yuy(z, y, 2) + 2us(z,y,2)) + Au(z,y, 2) = F(z,y, 2),

u(z,y,z) =0 sur 99Q.

Le second membre f a été calculé de telle fagon que la solution exacte du systeme soit
z, = (1,---,1)T. Le nombre de points utilisés dans chaque direction pour la discrétisa-
tion est de 27, i.e. nz = ny = nz = 25. La taille du systeéme ainsi obtenu est n = 15625.
Pour les parametres § et A nous considérons les choix suivants :

e Exemple 6.1 : § =40, A = —250. Avec préconditionnement les deux méthodes
convergent rapidement et méme a la premiere itération dans le cas d’un précondition-
nement MILUQ. Pour le préconditionnement IL U0 nous avons :

Irea™ )l =4.77107" en 10.91 CPU et |r$¥™"||; =3.681077 en 9.06 CPU.

Le tableau 6.1 ci dessous donne les résultats obtenus sans préconditionnement pour
I’exemple 6.1.
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Tableau 6.1 : Résultats obtenus sans préconditionnement pour ’exemple 6.1.

G(40) | C(40) G(80) C(80) GMRES | CMRH
CPU * * 96.37 76.1 62.01 43.2
norme * * 4.68 1077 | 2.04 107° || 4.96 10-7 | 1.28 10~©
Jllk * * 3//59 3//79 0//124 0//125
pmv || > 1000 | > 1000 307 327 126 127
Exemple 6.2 : § = —40, A = 250. Nous obtenons des résultats analogues a ceux

de 'exemple préceédent. Il y a convergence a la premiere itération dans le cas d’un
préconditionnement MILUQ. Pour le préconditionnement IL U0 nous obtenons :

[roFes]l, = 1.05107% en 2.79 CPU et ||ri3™"||2 =6.3210"" en 2.67 CPU.

Le tableau 6.2 donne les résultats obtenus sans préconditionnement.

Tableau 6.2 : Résultats obtenus sans préconditionnement pour ’exemple 6.2.

G(20) C(20) G(40) C(40) GMRES | CMRH
CPU 10.02 9.27 15.11 11.2 20.98 15.12
norme | 9.05 10" | 1.38107° || 1.0510° } 2.23 107" || 5.82 107" | 2.7 10"
Jl/k 3//20 4//14 1//38 1//38 0//69 0//70
| pmv 88 104 82 82 71 72
Pour le premier choix 6 = 40, A = —250 : sans préconditionnement, la méthode

GMRES(m) stagne alors que la méthode CMRH(m) présente de petites oscillations sans
converger et cela pour m < 40. En fait les deux méthodes ne commencent a converger
que lorsque m dépasse 50. Pour les longs redémarrages ainsi que pour les algorithmes
non redémarrés, CMRH(m) respectivement CMRH est plus rapide que GMRES(m)
respectivement GMRES. Notons de plus qu’il n’y a pas de supériorité d’une des deux
méthodes sur 'autre dans le cas de préconditionnement.

Le second choix 6 = —40, A = 250 rend ’équation aux dérivées partielles plus facile
a résoudre par les deux méthodes, dans ce cas CMRH respectivement CMRH(m) est
plus rapide que GMRES respectivement GMRES(m).

Exemple 7.

La matrice test a été obtenue en discrétisant sur le carré unité ) I’équation aux
dérivées partielles :

—Uza(Z,Y) — Uyy(z,y) + 6e™Vur(z,y) + de™Vuy(z,y) + Ou(z,y) = F(z,y).
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Le second membre f a été calculé de fagon que la solution exacte du systéeme soit
z, = (1,---,1)T. Pour cet exemple nous prenons nz = ny = 30, ainsi la taille de
systeme obtenu est n = 900. Pour les parameétres ¢ et 8, trois choix sont considérés :

e Exemple 7.1 : § = —50, § = 10. Le tableau 7.1 donne les résultats obtenus sans
préconditionnement.

Tableau 7.1.1 : Résultats obtenus sans préconditionnement pour ’exemple 7.1.

G(20) | C(20) G(40) C(40) [ GMRES| CMRH
CPU || 34 3.3 2.36 2.34 2.3 1.82
norme || 0.23 | 541102 || 9.59 10~% | 4.94 108 || 9.6 10~® | 1.15 107
3/Jk || 457720 | 45//20 7/739 | 10//12 || 0//119 | 0//126
pmov || 1012 1012 335 434 121 128

Les deux méthodes, avec préconditionnement MILU0Q, convergent a la premiere itération.

Avec un préconditionnement IL U0, nous obtenons :

[r$eREs]l; = 1.01 1077 en 0.3 CPU et |[r$y™ ||, =6.31107® en 0.27 CPU.

e Exemple 7.2 : § = 50, 6 = —10. Les résultats obtenus, sans préconditionnement,
sont ceux donnés par le tableau 7.2. Dans le cas d’un préconditionnement /LU0 nous

obtenons :

l|rsa®®s|l, = 8.42107% en 0.17 CPU et |rs3™|, =4.72107% en 0.15 CPU.

25

Avec un préconditionnement MILUQ, les deux méthodes convergent a la premiere itéra-

tion.

Tableau 7.2 : Résultats obtenus sans préconditionnement pour ’exemple 7.2.

G(10) C(10) G(20) C(20) || GMRES | CMRH
COU 0.37 0.41 0.50 0.47 1.15 0.85
norme || 1.12 107 | 8.55 105 || 1.21 10~7 | 6.64 10—° || 9.87 10~° | 8.81 10~°
5/Jk || 10//7 13//2 5//8 6//3 0//82 0//84
pmu 129 160 120 137 84 86

e Exemple 7.3 : § = —50, § = 1000. Les tableaux 7.3.1 et 7.3.2 résument les résul-
tats obtenus sans préconditionnement et avec préconditionnement /L UQ0. Comme pour
les deux choix précédents, le préconditionnement MIL U(Q permet aux deux méthodes de
converger a la premiere itération.



2.5. Comparaison des méthodes MRSe

75

Tableau 7.3.1 : Résultats obtenus sans préconditionnement pour I’exemple 7.3.

G(20) | C(20) || G(50) C(50) || GMRES | CMRH
CPU 1.88 * 3.78 7.09 1417 11.90
norme || 2.05 105 | % || 2.04 10~° | 3.00 10°° | 1.94 10~° | 1.71 109
i/Jk | 2072 * 8//37 | 19//50 | 077300 | 0//320
prw 444 | >1000 | 455 1040 302 322

Tableau 7.3.2 : Résultats obtenus avec précond. /LU0 pour '’exemple 7.3.

G(20) | C(20) || G(50) C(50) || GMRES | CMRH
CPU * * 3.35 3.15 1.98 1.58
norme || * % || 1.9010° [1.3810~° || 1.41 10° | 1.88 10-°
3]k * * 6//40 77745 || 0//108 | 0//112
pmv || > 1000 | > 1000 | 354 411 110 114

Pour le premier choix et dans le cas ou les deux méthodes ne sont pas précondition-
nées, GMRES(20) ne commence a converger qu’a partir du 73*™° redémarrage alors que
CMRH(20) converge a partir du 42°™. En fait nous obtenons |[rgy/755]l2 = 6.26 107° & un
coiit de 2002 produits matrice vecteur et |[r3}iisllz = 3.97 107° a un coiit de 1445 pro-
duits matrice vecteur. Pour m > 20, les deux méthodes avec et sans préconditionnement
donnent des résultats similaires.

En ce qui concerne le second choix, nous obtenons des résultats comparables pour
les deux méthodes.

Pour le dernier choix, la méthode GMRES(m) est plus performante que CMRH(m)
s’1l n’y a pas préconditionnement, dans le cas contraire les deux méthodes ont des per-
formances similaires.

2.5.3 Algorithmes tronqués

Nous comparons dans cette section la performance des deux méthodes décrites
dans le dernier paragraphe du présent chapitre a savoir DQGMRES(k) et DTCMRH(k).
L’implémentation de ’algorithme DQGMRES est celle décrite par ’algorithme 3.3 dans
[43], en remplagant dans cet algorithme la procédure d’Orthogonalisation Incomplete
par le processus de Hessenberg Incomplet nous obtenons I'implémentation de la méthode

DTCMRH(k). Dans tous les exemples le vecteur second membre f est égal a Ae, ou
e=(1,...,1)T.
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Les tests ont étés réalisés sur un "Sun SparcStationl0” a 1’aide du Compilateur

FORTRAN : f77 avec 'option "-fast”.

En ce qui concerne les criteres d’arrét, nous avons utilisé :

Iﬂk+1|

e Pour DQGMRES(k) : <107
liroll2 ~

o Pour DTCMRH(k) : e <1073
lIroll2

Afin de comparer les résidus, nous calculons les résidus des deux méthodes a chaque
itération, la norme des résidus est alors tracée dans une échelle logarithmique. Dans
chaque figure les courbes des méthodes DTCMRH(20), DTCMRH(10), DTCMRH(5)
sont représentées par la ligne continue, les tirets, la ligne faite avec des '++’ respective-
ment. La norme euclidienne des résidus des méthodes DQGMRES(20), DQGMRES(10),
DQGMRES(5) respectivement est représentée par des tirets-points, pointillés, points re-
spectivement.

Les résultats sont reportés dans un tableau, la premiere ligne donne le temps CPU
nécessité pour la convergence de chaque méthode, la seconde donne le résidu final, la
troisieme représente ’estimation |,uk +1! La derniere ligne donne I'itération finale. Dans
chaque tableau DQG(m), respectivement DTC(m) désigne DQGMRES(m), respective-
ment DTCMRH(m).

Exemple 8

La matrice test est celle obtenue par discrétisation de I’équation aux dérivées par-
tielles de I’exemple 6 avec le choix des parametres § = —40, et A = 250. Nous considérons
les deux maillages suivants :

Exemple 8.1 : nz = 10, ny = 10, nz = 10, la matrice ainsi obtenue est de taille

n = 1000. Les résultats (cf Tableau 8.1) sont ceux obtenus en utilisant les algorithmes
sans préconditionnement et sont donnés par le tableau 8.1.

Tableau 8.1 : Résultats obtenus sans préconditionnement pour ’exemple 8.1.

DQG(5) | DTC(5) || DQG(10) | DTC(10) || DQG(20) | DTC(20)
CpPU 0.54 0.51 0.72 0.59 0.83 0.74
norme || 7.11 1072 2.62 6.17107° | 1.49107* || 4.94 10> | 3.94 10~
,ug;)l 5.67107% | 7.66 107¢ || 6.31 107 | 1.51 10~7 || 7.63 10~ | 1.07 10~
1tération 31 33 32 30 29 29
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log10 de la norme du residu

Exemple 8 : Figure 8.1, nx=ny=nz=10, n=1000.
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Pour cet exemple, nous observons que pour ! = 10 ou [ = 20 DTCMRH(!) donne
des résultats meilleurs que ceux de DQGMRES(!), par contre DQGMRES(5) a des
performances légérement meilleures que DTCMTH(5). Notons que nous obtenons pour
les méthodes CMRH et GMRES les résultats suivants :

|rSa®Es |, = 1.00107% et ||rSMRH|, = 7.281077.

Exemple 8.2 : nz = 20, ny = 20, nz = 20, la matrice ainsi obtenue est de taille
n = 8000. Comme pour I’exemple précédent, les résultats (cf Tableau 8.2) sont ceux

obtenus en utilisant les algorithmes sans préconditionnement.

Tableau 8.2 : Résultats obtenus sans préconditionnement pour I’exemple 8.2.

DQG(5) [ DTC(5) | DQG(10) [ DTC(10) | DQG(20) | DTC(20)
CPU 8.05 7.87 11.20 9.47 17.30 13.03
norme 0.58 1714 ||664107% | 0.1 [ 3.6110°[3.1410°°
pray 111.13107° [ 5231077 | 9.1010~° | 9.68 107 || 8.48 10-° | 7.36 107
itération | 54 61 56 56 59 54
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Exemple 8 : Figure 8.2, nx=ny=nz=20, n=8000.
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En appliquant les algorithmes GMRES et CMRH, nous obtenons :

||~SMRES||, = 6.01 107° et ||r$i™|l, = 3.14107°.

Pour | = 5 ou [ = 10 DQGMRES(!) est meilleur que DTCMRH(!). Cependant, les
résultats donnés par DTCMRH(20) sont légerement meilleurs que ceux de la méthode
DQGMRES(20).

Exemple 9

La matrice test est celle obtenue par discrétisation de I’équation aux dérivées par-
tielles de I’exemple 7, les parametres étant § = 50, § = —10. On considere le maillage
nz = ny = 45, la matrice ainsi obtenue est de taille n = 2025.

Les deux méthodes sans préconditionnement ne convergent pas. Les résultats donnés

(cf Tableau 9) sont ceux obtenus en utilisant les algorithmes avec le préconditionnement

ILUO.

Tableau 9 : Résultats obtenus avec précond. ILUQ pour ’exemple 9.

DQG(5) | DTC(5) [ DQG(10) [ DTC(10) [ DQG(20) [ DTC(20)
CPU 1.88 1.93 2.58 2.99 2.84 2.48
norme | 2.98107% [ 1.04 10°T [ 5.59 10> [3.44 1072 | 4.8210° | 3.1510 "
pe), 947107 [ 8.8310-° | 1.3510¢ | 1.23 107 || 1.30 1075 | 9.71 10~®
itération 42 44 43 54 37 36
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Exemple 9 : Figure 9, nx=ny=45, n=2025.
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Sans préconditionnement les méthodes GMRES et CMRH convergent respective-
ment en 111 et 114 itérations, ce qui peut expliquer que les méthodes DQGMRES(!) et
DTCMRH(!) (sans préconditionnement) ne convergent pas pour ! < 20. Pour cet exem-

ple, la performance de DQGMRES(!) est meilleure que celle de DTCMRH(!). Notons

que pour le préconditionnement ILUO nous avons :

[|rSMmEs |, = 1.10107° et |[rSM™||, = 7.2810.

Dans les trois exemples précédents, consacrés a la comparaison des deux méthodes
DQGMRES(!) et DTCMRH(!), nous remarquons que le parametre pgi)l utilisé dans le
critére d’arrét des deux méthodes n’est pas une bonne estimation de la norme du résidu.
Saad [43] a montré que 'on peut calculer le résidu exact, ou une meilleure estimation
de sa norme en utilisant la technique précédemment décrite dans le paragraphe 2.2.3.

2.5.4 Analyse et discussion des résultats

Lorsque les matrices sont pleines, les différents tests effectués pour les méthodes
GMRES, QMR et CMRH non redémarrées, non tronquées et non préconditionnées mon-
trent que ces trois méthodes ont des performances similaires. En général, GMRES gagne
au maximum deux itérations sur CMRH, mais le cout algorithmique est en faveur du

CMRH.
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Pour des matrices creuses de grande taille, sans préconditionnement la méthode
GMRES(m) est plus performante que CMRH(m) pour des petites valeurs de m car
CMRH(m) redémarre plus de fois que GMRES(m). Cette remarque n’est en général plus
valable lorsque il y a préconditionnement. Pour des grandes valeurs de m, CMRH(m)
est meilleur que GMRES(m) vu que les deux méthodes convergent en faisant presque
toujours le méme nombre d’itérations, cependant le temps CPU est en faveur de la

méthode CMRH(m).

En ce qui concerne la méthode DQGMRES(k), nous n’avons pas observé les mémes
résultats que ceux obtenus par Saad et Wu [43]. En effet pour les exemples précédents,
la méthode GMRES(2k) donne de meilleurs résultats que DQGMRES(k). Le précondi-
tionnement améliore en général la convergence de la méthode. Notons aussi que lorsque
la méthode GMRES ne converge pas rapidement pour un probleme donné, la méth-
ode DQGMRES(k) ne convergera pas, en général, pour des petites valeurs de k. Cette
derniére remarque reste valable pour la méthode DTCMRH(k).

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit deux classes de méthodes pour la résolution des
systemes d’équations linéaires. Ces deux classes font partie de la méthode de Hessenberg
Généralisée qui peut étre considérée comme un cas particulier des méthodes de sous
espace de Krylov pour la résolution des systemes linéaires. Les deux classes de méthodes
sont la méthode de Galerkin obtenue par imposition de la condition de Pertrov-Galerkin
et la méthode MRSe obtenue par imposition de la condition de semi-minimisation.

Différentes méthodes connues pour la résolution de systémes linéaires peuvent étre
retrouvées comme cas particuliers de la méthode de Hessenberg Généralisée. En adop-
tant respectivement les choix Arnoldi, Hessenberg et Lanczos nous obtenons :

e les méthodes FOM, IOM, DIOM, Hessenberg, BCG qui font partie de la méthode
de Galerkin.

¢ les méthodes GMRES, CMRH, QMR, DQGMRES et DTCMRH qui font partie
de la méthode MRSe.

Nous verrons dans le chapitre 4 le lien qui existe entre la méthode de Galerkin et la
méthode MRSe. Ce lien n’est autre que le ”smoothing” variable qui est un cas particulier
de la procédure hybride définie par C. Brezinski et M.R. Zaglia [5] et étudiée en détail
par Abkowicz [1].
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Appendix : Le tableau ci dessous permet de comparer le nombre d’opérations,
ainsi que la place mémoire nécessaires a chaque iération j de différentes méthodes vues
dans ce chapitre.

produit produit place
méthode SAXPY
scalaire matrice vecteur mémoire
T0M() min(l,7) +1 | min(l,7)+1 1/0 (man(l,7) + 3)n
DIOM(!) min(l,7)+ 1} 2min(l,7)+1 1/0 (2min(l,7) + 3)n
FOM J+1 J+1 1/0 (7+3)n
GMRES J+1 741 1/0 (7+5)n
BCG 2 5 1/1 9n
QMR ) 12 1/1 15n
CMRH _ 1) 1/0) (j + 6)n
DQGMRES(]) || min(l,5)+ 3 | 2min(l,5)+2 1/0 (2man(l,7) + 8)n
DTCMRH(!) - min(l, j) + 3 1/0(D (min(l, ) + 8)n

e La notation ¢/ veut dire qu’il y a ¢ produits avec la matrice A et j produits avec
sa transposée AT.

e Pour le méthodes GMRES, BCG et QMR, nous avons considéré les algorithmes
donnés dans TEMPLATES [4]. Pour les autres méthodes, nous avons considéré

des schémas analogues.
. ; i
e Dans la place mémoire, nous n’avons pas tenu compte de la matrice A.

e Dans la méthode CMRH, si on accepte de détruire la matrice A, alors il est possible
de stocker les itérés construits par le processus de Hessenberg dans A (voir les
remarques de §1.2.2). Dans les autres méthodes, il n’est pas possible de faire
pareil.

e (%) [ n’y a pas d’opérations SAXPY dans le processus de Hessenberg utilisé dans
ces deux méthodes. Cependant le nombre de multiplications (additions) nécessaires
a chaque itération 7 du CMRH (respectivement DTCMRH) est n — j (respective-
ment n — [).

¢ (f) Etant donné que le vecteur b; construit par le processus de Hessenberg (re-
spectivement Hessenberg Incomplet) admet 7 — 1 (respectivement /) composantes
nulles, le produit matrice vecteur Ab; a I'itération j dans la méthode CMRH né-
cessite nv; multiplications. Si la matrice est dense nv; = n — 3, et si la matrice est
creuse nv; < N,, ou N, est le nombre déléments non nuls de la matrice A. Pour
les autres méthodes le cotit d’un produit matrice vecteur est nv mulitiplications,
ou v = n pour une matrice dense et v = N,, pour une matrice creuse.
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Chapitre 3

Sur une procédure de ”smoothing”
variable

Dans le chapitre 2, nous avons défini deux classes de méthodes, la premiere est
celle des méthodes de Galerkin et la seconde est celle de type MRSe. Dans la pratique,
il est connu que la convergence des méthodes de Galerkin peut étre tres irréguliere. En
effet, dans les méthodes de Galerkin, la norme euclidienne des résidus |||z, £=1,2,...
n’est pas décroissante en fonction de l'indice d’itération. Afin d’éliminer ce probléme nous
pouvons utiliser :

— soit la méthode de semi-minimisation du résidu, c’est a dire que la solution appro-
chée zy est choisie de telle fagon que:

Tkl z, = min |f — Az

Z
v€xo+Ki(ro,4) gy

avec Zj et |u|z, définies comme précédemment pour la méthode MRSe ;

- soit I'algorithme MRS (minimal residual smoothing algorithm) introduit par Scho-
nauer [48] afin de rendre la convergence des méthodes Gradient Conjugué Géné-
ralisés plus réguliere.

Soit {zf }k=1,.. une suite des itérés générés par une méthode itérative pour la réso-
lution du systéme linéaire Az = f. La suite {z;}z=1 .. obtenue par une technique de
lissage (en anglais: "smoothing” ) appliquée & {z;} est définie comme suit :

li

5"':) Zg
Tppr = Tp+ M (Tp1 — ) pour k=0,1,....
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Différents types de lissage peuvent étre obtenus suivant le choix du coefficient Ax

- Si Mg est telle que:
A = min|lf — Ay + A (errs — 20)l1z (3.1)
xelR

ot Z une matrice symétrique définie positive, dans ce cas nous obtenons 1’algo-
rithme MRS dont des résultats théoriques ont étés établies par Weiss [56] et par
Weiss et Schénauer [58]. Notons que dans ce cas nous avons:

! !
/\k; - (rk7rk;+1 - Tk)Z, , (3'2)
(Tk+1 T Ths Tkl — Tk)Z

avec rp, = f — Axy, et 7";.; =f—- Ax}c.
- Si A est choisi de fagon que:
1
T—3— ¢ =]l (3.3)

1
7 el

2
P
)\k _ k+1

2
= avec Thy1 =
[Ire+1]l3 o

nous obtenons ’algorithme QMRS (quasi minimal residual smoothing algorithm)
introduit par L. Zhou et H.F. Walker [62].

Rappelons que L. Zhou et H.F. Walker [62] ont établi que la méthode QMR peut étre
obtenue a partir de la méthode BCG par application de 'algorithme QMRS, en effet :

2
)
o = gty T (e ) (34)

Pr+1
1
ou 7% =, | =———= et p; = ||[75°%.
f:o 1/P? ! !

La comparaison de la méthode BICO (obtenue par application de Palgorithme MRS
a la méthode BCG) avec la méthode QMR (obtenue par application de I’algorithme
QMRS a la méthode BCG) est donnée dans [57]. Notons aussi que Weiss [56] a montré
que 'application de ’algorithme MRS a des méthodes dont les résidus sont orthogonaux
permet de retrouver des méthodes dont la norme du résidu est minimale dans le sous
espace de Krylov considéré. Ainsi, en appliquant I’algorithme MRS & la méthode FOM
nous retrouvons la méthode GMRES.

Dans ce chapitre, nous montrons que la méthode MRSe peut étre obtenue en appli-
quant ’algorithme SMRS (semi minimal residual smoothing algorithm) [27] & la méthode
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de Galerkin. Notons aussi que 'algorithme SMRS est un cas particulier d’une procédure
de lissage variable, cette procédure est obtenue en remplagant dans I’équation (3.2) la
matrice fixe Z par une matrice Zzy; qui dépend de 'indice de I'itération k. Lorsque
nous prenons Zx41 = (Bi, ;)T By, oil By est la matrice construite par le processus de
Hessenberg Généralisé et BE, , sa matrice inverse généralisée & gauche définie par (1.8)
nous obtenons 'algorithme SMRS.

Nous débuterons ce chapitre par quelques résultats concernant la procédure du lis-
sage variable. Au paragraphe nous établissons des relations entre les itérés de la
méthode de Galerkin et ceux de la méthode MRSe, nous serons alors en mesure de don-
ner le principal résultat de ce chapitre. Au paragraphe , nous établissons quelques
propriétés verifiées par la Zi-semi-norme et les résidus des deux méthodes de Galerkin
et MRSe. Finalement au paragraphe nous concluons ce chapitre en appliquant les
résultats obtenus aux cas particuliers des méthodes de Galerkin et MRSe.

3.1 La procédure de ”smoothing” variable

3.1.1 Définition

Soit {zx}r=1,.. une suite de solutions approchées calculées par une méthode
itérative appliquée au systeme linéaire

Az = f.

Soit ry = f — Azy le résidu associé a la solution z; et Zi,.; une matrice symétrique
définie positive.

Définition 6
La suite {:c;}kzl obtenue par la procédure de “smoothing” variable appliquée a la
suite {xx }r=1,. est définie par:

CE;) = 2o
Trtr = T+ Ak (Tegr — ay) pour k=20,1,....

. , , ., ' . . ! '
Le coefficient Ay, étant déterminé par ||r ||z, = min, ot ry, = f— Az, .

Il est clair que nous avons aussi:

'
o = To

r;“ = 1o+ M (Frg1 — 1) pour k=0,1,..., (3.5)
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et donc en dérivant |7 + A (re41 — ry)||2,,, Par rapport & A nous avons:

1 '
T — T
/\k _ _( ( k:rk/+1 k)Zk,+l . (36)
Thit = Tpy Tht1 — Tk)Zk-;-l

Une conséquence directe de la définition est que:

] . !
”Tk+1“Zk+1 < mzn(”rkszﬂ’ ”rk+1HZk+l)‘

Par contre, nous ne pouvons rien dire en ce qui concerne la comparaison des normes:
1 ’
Ilrk+1“Zk+17 ”rkHZk et ”rk+1“Zk'

3.1.2 Propriétés de la procédure de ”smoothing” variable

Les résultats donnés dans cette section ont étés initialement établis par Weiss
[56] pour I’algorithme MRS, quelques résultats restent encore vérifiés par I’algorithme
de la procédure de "smoothing” variable.

Propriété 4
Soit r, la suite obtenue par la procédure de ”smoothing” variable appliquée & la
suite vy, alors:

k
T';c - Zdévkri’ (37)
;=0
avee
k
D S =1 (3.8)
=0
Preuve:

Nous établissons ce résultat par récurrence sur k.
! ’ . .
Nous avons ry = dg0 7o avec dgo = 1. Supposons que le résultat soit vrai pour k.

7 ! i
Tpt1 = T+ A (Pep1 — 1)
k k
= Y Sipti+ MeThir — Ak D Gk
1=0 =0
k1

= Y Gipgrri

1=0
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avec Okt k+1 = Ak €t & pr1 = (1 — Ag)dix pour ¢ = 0,. .., k. De plus nous avons:
k41 k k
> 8ipgt = Skprpr + D (1= Xe)die = A + (1 — Ae)d bk =1.
=0 =0 =0

Propriété 5
Soit v}, la suite obtenue par la procédure de "smoothing” variable appliquée & la
suite r alors:

' T '
T ' T '
Phit k41T = Thyr Dh+iTh (3.10)
T ' r T
Thit Zht1Thes = Thyr Zr1The1- (3.11)

Preuve:

L’équation (3.9) découle directement de I’expression méme de r;,, et de celle de Ay
données dans la définition 6.

Si Ay = 0 alors 7, = ry, la seconde expression (3.10) s’obtient alors directement.
Si Mg # 0, de la premiere équation, nous pouvons déduire :

1, 7 ' ’
X;rk-u Zt1 (Tk+1 —r) =0

et ainsi, nous obtenons (3.10).

En combinant les deux premieres équations, nous obtenons la derniére égalité (3.11).
=

Propriété 6
Soit r, la suite obtenue par la procédure de “smoothing” variable appliquée a ry, et
soit d, = rg4q — r}c le vecteur direction de recherche alors:

T
o2 e 112 (rx Zk-Hdk)2
“7“k+1HZk+1 = ”Tk“Zk_H - m—d{Zk+1dk . (3.12)
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Preuve:

En utilisant successivement les relations (3.10) et (3.5) nous avons:

/ !

, T

”7"k+1”22k+1 = Thpr k1T
T T

= 1y Zepri+ Mery Zipa(rin — 1),

et par 'équation (3.6) et la définition de la direction de recherche dy nous obtenons:

' T
(2 Zk—l—ldk )"I TZ d
T 3 Ty Lk+10k-
dE Zgy1dy,

! /
IrallZeg, = IrillZ,,,

Propriété 7
Soit r}c la suite obtenue par le ”smoothing” variable appliqué a la suite ri et soit
di = rge1 — r; le vecteur direction de recherche alors :

ree1 = Dirys (3.13)

avec
Dy = 1 _ Bede e
Y df Zyady

De plus, Dy, est un projecteur vérifiant Didy = 0 et Dyv = v pour tout v Ly, dy.

(3.14)

Preuve:

Par définition nous avons:

r;c+1 = r;c‘i‘/\kdk
T
_ Tl _ Tk Zk+1d]c dk
Al Zydy
’ dZZ/H_lr;
= r.—d
C N T Zdy
_ ([(n) . dkd%Z]H_l !
" Al Zidy
De plus, soit v € IR" alors
drdt Ziya
Dy = ([ — ZE"kZkt1y,
g (£ df Zyy1di
= v—dj ngk.H’U
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ainsi, si v Lz, d; alors Dyv = v et pour v = dj nous avons Diyv = d, — d, = 0.

Propriété 8

Soit r, la suite obtenue par la procédure de “smoothing” variable appliquée a la
suite . Les vecteurs direction de recherche dy = rp4q — r}c et Jk = ndj, produisent le
méme itére vy, .

Preuve:

hdl Z . 2dydf 7
M alors Dy = I — 0% 2k _

Soit Dy = It — =
* (?;{Zkﬂdk 2 dy Zryady

3.2 Liens entre les méthodes GAL et MRSe

Dans ce paragraphe nous allons établir certaines relations entre les itérés des
deux méthodes discutées au cours du chapitre 2, a savoir la méthode de Galerkin (GAL)
et la méthode de Semi-minimisation du résidu (MRSe). Commencons alors par rappeler
quelques relations dont nous aurons besoin dans la suite.

Les itérés de la méthode GAL respectivement MRSe s’écrivent :
it =z + Bka_legk) (3.15)

2y = go + B Hyf elf ), (3.16)

avec Hy et By les deux matrices construites par le processus de Hessenberg Généralisé
et vérifiant :

ABj, = ByH,. (3.17)

Notons que pour plus de simplicité dans les calculs, nous prendrons le facteur normalisant
le vecteur by égal a I'unité (i.e. hpr1p = 1).

Partitionnons la matrice Hy sous la forme:

— T & H
= ( R ) :( <ka> € RV, (3.18)
€k
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ou 7Lk = (hl,k, cee, hk,k)T.

Notons que les itérés de la méthode MRSe sont déterminés par la condition de
semi-minimisation :

i — Azl M
moglgﬁw)lf |z, (Mo)

o Zp = (Bi,)" BE,,. La matrice Z; étant définie positive sur Kjy;(ro, A), elle dé-
finit donc une norme sur Kj41(ro, A) et par suite la condition (M) est équivalente 3

T]?Rse J-—Zk A[X’k(TO,A). (319)

Maintenant, en utilisant les formules (8) et (16) données dans [24], nous obtenons:

S F Tl T i, — H  hyof
Hi' = (Hyp-y, hi) ™! = (Himy, hi) b = ( k-1 51?]“"1 Rk ) , (3.20)
avec
U — =~
%= ||u1ck||§ et e = (1Y — Hiy Ff )R (3.21)

En utilisant la relation (3.20) adaptée a I'indice £ + 1, nous obtenons le résultat
suivant :

Lemme 10
Soit t le vecteur de IR™ suivant:

te = bryr — BeHj hyr,

alors

G s
xkill‘ = (L’}\fR ° + 04ty
et
GAL __ _ MRS
Trgt =7g o — OpAly,

\ k
ou Oy = 5,'f+1e§ ),
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Preuve:

En écrivant (3.20) et (3.21) pour l'indice & + 1 nous avons:

T+ T+ (k+1)
ziy1 = @o+ (Br, bry1) < Heer ™ He th&kHel )

5T, et (k+1)
zo+ Bkiﬁe(lkﬂ) + Ox(— By H} Pt + bigr)
= zp "+ Oty
ou
O = 67 e et ty = byyy — ByHj gy
De méme

GAL MRS
rk+1 - T]C - akAtk.

Nous obtenons un résultat analogue pour z}7{° et ) en calculant /7, en fonction

de ﬁ,j .

MRSe

Lemme 11
Sott A, le scalaire suivant :

_ Huk+1H§
Ap = —,
1+ [Jups |3
alors
:Efflse = :C%Rse -+ )\ktgktk
et
T]t/{flse = T]?Rse /\kaAtk.
Peuve:

Comme ﬁk“ = (Ck, cr41) ot Cy = ( [gk ) and cgqp = ( ik ),

1
0t . = Cy - Cl-cl—ck+l7lz+1
k+1 v

I10us avons

avec -
( l(c-f-_; ) Ckclj)ck+1

(153D — ChCF)er |l

Vi1 =
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Or Cit = (H;f,0), donc

15 0\ (R
(1" - Cka)CHl:( AR )= ukfl ;

Uk+1
1
L+ flugsafl
MRSe

En calculant 7§ par (3.16) et en écrivant Byi1 = (Bg, bry1), 1l vient que:

ce qui donne

Ye+1 =

~ = 7
N k+1 T
xz/{flse = zo+ (Bk,bk+1) (Hk ’0) (Hk 30) ( 1 ) V41 egk'i'?)
T

Y41

((F+2) oy
= Zo+t (Bk?bkﬂ) ( (Hk ’%) ) + 7k+1‘31 (Bk,bk+1) ( Hklth )

_Hh
_ :Eo+BkH+ (k+1) +7k+1e(k+2 (Bk,bk+1)( Hklhk+1 )

= zp o+ '7k+1 (k+2)(bk+1 - Bkﬁgﬁkﬂ)
- MRbe + g‘+1e(k+2)tk,
or
’)’1{+16§k+2) ungleg +——1) ;
1+ [fursall3
et
0, = 5131+1 (k+1) _ uljc1+1e:(lk+l)
llwks |13
ainsi
’71?+16’5k+2) — Oxl|ukal3 .
1+ fJugsa 3
En posant
_ |urs1ll3
L+ a3

nous obtenons
:leflbe = JZ}\C/IRM + )\kgktk
et
Fen = Tt — A0 Aty
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Les résultats des deux lemmes précédents permettent d’établir le théoreme suivant
qui constitue le principal résultat de ce chapitre.

Théoréme 22

GAL MRSe GAL MRSe

Les wtérés 7™, "% ainsi que leur vecteur résidu ri®", ri'®> sont tels que:

MRSe MRSe ___ GAL MRSe
Tpy1 — T = /\k($k+1 — Ty )
et
MRSe MRSe __ GAL MRSe
Tear — o = Ml —Th ),
avec MRS GAL MRS
e e
Ap = — (ry yThp1 — Tk )Zk+1
- GAL MRSe ,.GAL MRSe :
(rk+1 — T y kg1 — Tk )Zk+1
Preuve:
Les relations établies dans les deux lemmes précédents permettent d’écrire:
MRSe MRSe ___ GAL MRSe
Teyr — L = Ak($k+1 —xp )
et
MRSe MRSe ___ GAL MRSe
Tegp1 — T = )\k(rk+1 — T )a
ainSi MRS MRS GAL MR
e e . Se
A = (rk+1 T Ty — T )Zk+l
- GAL MRSe ,.GAL MRS ’
(Tk+1 =T TRy T Ty e)Zk+1
or
GAL MRSe
Ther —Tp = —0r Aty et 1, € Kyyi(ro, A),

donc rgty — rif € AKjiy(ro, A) et grace a la condition d’orthogonalité (3.19) nous

avons .
MRS -
Tk+1be ‘LZk+1 A[‘k+1 (7"0, A)

et donc

MRSe GAL MRSe _
(rk-{—l yTk41 — Tk )Zk+1 = 0.

Finalement nous obtenons:

MRSe ,.GAL MRSe

A = — (rk Tkt1 — Tk )Zk+1

- GAL __ ,.MRS GAL MRS :
(Tk+1 Tk s Tke1 — Tk e)Zk+1

Le théoreme 22 montre donc que la méthode MRSe est obtenue en appliquant I’al-
gorithme SMRS & la méthode GAL en choisissant Zi; = (B[,,)"BL,.
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Avant d’appliquer le résultat du théoreme aux principaux cas particuliers des mé-
thodes GAL et MRSe, donnons quelques propriétés vérifiées par la Z;-semi-norme et les
résidus de ces méthodes.

3.3 Quelques propriétés de la Z;-semi-norme

Avant d’établir quelques propriétés de la semi-norme associée & la matrice Zy,

nous avons besoin de donner l'expression de Bf,; en fonction de BF. Rappelons que

nous avons:
Big1 = (Brybit1), Yir = (Y, yrg1), et Yl beyy = 0.
En calculant Bf,; = (Y4, Bit1) 'Y, nous obtenons:
By
By = | v = BB | (3.22)
y/?+1bk+1

Ainsi, il est possible d’exprimer Z; en fonction de Z;_;, en effet :
A

Zy=(BE )V'BE =7  + —2E
k= ( k+1) k+1 k—1 (y;{+1bk+1)2

(3.23)
avec ¥ = (IT(L“) — BeBE)Typsa.

Le résultat du lemme suivant est particulierement utile pour établir les autres résul-
tats qui vont suivre.

Lemme 12
La matrice I(") — ByBE est un projecteur verifiant :

Vv € Ki(rg,A) (I — B.BLw = 0.

Preuve:

Rappelons que d’apres la définition de I'inverse a gauche de B¥, nous avons (§1.1
definition 4) By BL By, = By, ainsi

(I — ByBE)? = I — ByBE — ByBF + By BFB,BF = I — B, BL.
Soit v un vecteur de Kj(ro, A), il existe s € IR" tel que v = Bys, d’ou

(1" — ByBE)v = (IY) — ByB})Bys = Bys — ByBF Bys = Bys — Bys = 0.
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La relation (3.22) nous permet d’établir le résultat suivant :

Propriété 9
Les semi-normes |.|z, et |.|z,,., ¢ =1,2,..., vérifient :

1 |z|z, =0, Vz € span{bpiz,...,b,}.

2. 2|z, = |z|z,,,, VT € Kirpi(ro, A).

Preuve:

1. Le résultat s’obtient immédiatement en remarquant que chaque élément de la
famille {bg42,...,b,} est orthogonal & Yy 1, ie. b, LYspy, V i=k+2,....n.

2. Il suffit de montrer que les semi-normes |.|z, et |.|z,,, sont égales sur Kyy1(ro, A).
Soit ¢ € Kiy1(ro, A), alors par le lemme 3 nous avons (I{® — By BE, )z = 0 et
donc par la relation (3.22) nous obtenons:

Blfw:’j = (Bljc;+1a7> O)Ta

c’est a dire que Vo € Kii1(ro, A),|z|z,,, = |2|2,.

Les résultats suivants découlent immédiatement de la propriété précédente.

Propriété 10
Les résidus des méthodes MRSe et GAL vérifient :

1 |rgdtlz, =0, pour i=1,... k.
2. |rittlz, =0, pour i=0,...,k.
_ “rlfff”z

3. |rgililzk+1 - ku+2“2'

4‘ lrgALIZk = ITI?ALIZkM et ’r%Rselzk = ITIIZIRSG

Zypir Pour i =0,... k.
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Preuve:

1. Soit 1 > 1, le résidu ri; étant orthogonal a Yj4,, il vient alors que
L T -1
Biriti = (Ve Bren) ' Yaris = 0.

2. Le résidu rity étant orthogonal a Yy, il est orthogonal & ¥; pour 1 <4 <k +1,

ainsi
”Bz+1rl(:-tIIJ“2 =0, pour 1=0,...,k.

3. D’apres la propriété 1 du chapitre 2, ri2] est égal a byyo a une constante multi-

plicative pres ot (ri}} = 0%* by, avec %" = —hk+2,k+1dk+I{Te§C+ﬁl)), or pour
i=1,...,k+1, Bfr§i? =0 et d’apres (3.22) il vient que:
. r Bk+17"1?ff
Byyar 1?+Mf = yk+2(fv(zn) - Bk+lBk+1)7"l§ﬁ (3.24)
T.b
Yi420k+2
0
= | yierin |- (3.25)
yk+2bk+2
En calculant la norme euclidienne, nous obtenons:
I T ,.GAL ’ GALH T b , GAL
rSaL |, = Yet2Tk41l _ 1€ Yiq20k+2| 04| = Hrk-HHZ
+1 = = =
. |yg+2 bk+2 | lyl{+2bk+2 l “bk+2 ” 2
4. Les résidus ri*"* et r®% sont dans Kj41(ro, A), or le second résultat de la propriété
précédente montre que les normes |.|z,,;, 7 = 0,1, sont égales sur Kjy1(ro, A).

Maintenant, nous avons besoin d’établir le lemme suivant qui sera utile dans la suite.

Lemme 13
Soient riiy et rpi™ les résidus des méthodes GAL et MRSe, alors le vecteur ri}}

est Zgyj-orthogonal a rf™, pour 3 =1,2,...,.
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Preuve:

Comme 1§}y et ry™ sont des éléments du sous espace de Krylov Kyyy(ro, A) et
uisque les normes |.|z, ., et |. sont égales sur ce méme sous espace, il suffit de
puisq k+1 Zrg, y

montrer que 772} est Zpyj-orthogonal a rits.

D’apreés la relation (3.23), nous avons:

TGALT" g7 pMRSe
GALTZ MRSe __ GALTZ MRSe + k1 Ye+1YeaTk
Tl Zk+1Tr = Tryr 2k T} 2
(yk+2 k+2)
D’une part, nous avons g}, ,r¥* = 0 puisque r}*° € Ky i(ro, A) et d’apres le
L MRSe .
lemme 3 (I(») — By By )ritse = 0.
D’autre part Bf, ritt = 0 et donc r,f_ﬁ’fTZkHr}‘fRse =0. D’ou rgit Lz, ri™®e.
N
Propriété 11
Son MRS MRS GAL Sang .
Les résidus ri™>, rittte et rp}t veérifient :
1 1 1 :
IT.MRSef? = ’T.MRSe|2 + IT,GALIZ ) pour j = 1’27 Tt (326)
k+1 Zk+J ]C Zk-l—] k+1 Zk+j
Preuve:
Comme il y a égalité des normes |.|z,, sur Kipy(ro, A), pour j = 1,2,..., il suffit

de montrer que le résultat est vrai pour j = 1. D’apres la propriété 6 nous avons:

7,,MR“ 1 :3 T.GAL TMRS
( - ( ) ))

MRSe |2 MRSe |2
T = |r —
k41 IZ k IZ s
+ L T R — ) 2 (g — )
2
MRseT MRS
pismse2 (Tk 55 DTk be)
= Mk Zkg —
k+1 aaLT GAL MRseT MRS
Thtt ZeaTin + e Zpyrtee
rMRSel2
_ rkMRSeI2Z _ k Zrt1
- k+1 GAL |2 MRSe |2
MRSe |2 GAL |2
,rk‘ Zrt1 ‘rk+1le+1

It By, + P15,

La seconde égalité s’obtient en utilisant le résultat du lemme 12.



98 Sur une procédure de "smoothing” variable

En appliquant itérativement le résultat de la propriété 11, et en utilisant I'égalité
des normes nous obtenons le théoreme suivant :

Théoreme 23
Soit riye et vt 0 =0,..., k41, les résidus des méthodes GAL et MRSe. Alors :

1]
1 k41

=L o !TGALI (3.27)

MRSe
k+1

Zk+1

La classe des méthodes orthogonales est une classe de méthodes itératives pour la
résolution d’uns systeme linéaire. Elle est caractérisée par 1'orthogonalité des résidus,
i.e. les résidus verifient r7 Zr; = 0 pour ¢ # j, ol Z est une matrice symétrique définie
positive. Le résultat du théoreme 23 a été établi par Weiss pour cette classe de méthodes.
En fait, Weiss [56, 57| a montré que si r}'F est la suite des résidus obtenus par application
de l’algorlthme MRS & la suite des résidus r® d’une méthode orthogonale, alors les
relations suivantes sont équivalentes.

Iriillz = min e+ Ap(rpfy — i)l (3.28)
k1
Irisillz = \min lrk™ + Z A(rt =)l z (3.29)
k+ 1 % S—— (3.30)
r = r .
k+1 Zk+1 IRH2 = ”rOR”
l k+1 1

L’orthogonalité des résidus est nécessaire pour établir 'orthogonalité entre le résidu r}F,
et les vecteurs de direction d; = r2% —r}® 7 <k (§lemme 4.12 [56, p.77]), ce qui permet
d’obtenir ’équivalence entre les deux premieres équations.

I 1%

Dans notre cas, rk+1 est Zyyq1-orthogonal au sous espace AKj1i(ro, A) et comme

d; = rify — r¥™% est un élément de AK;11(ro, A), nous avons donc:

Lemme 14

Soit e respectivement d; = r$fy — r¥® 5 =0,...,k le résidu obtenu par la
méthode MRSe respectivement les vecteurs de direction alors ri [ est Zy 1-orthogonal
ad;, pour j=1,2... k.

Le résultat du lemme précédent montre donc que ’équivalence entre les relations
(3.28),(3.29) et (3.31) reste vérifiée pour les méthodes MRSe, GAL et pour la matrice
L1 = (BkL+1)TBIf+1-




g
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Le résultat du lemme suivant nous permet d’établir que la relation (3.30) est elle
aussi valable pour les deux méthodes considérées GAL et MRSe.

Lemme 15
Les résidus de la méthode de Galerkin vérifient

rM T 2t =0 Y it <k (3.32)

1

i.e. les résidus r* (1 < k) sontl Zyy-orthogonauz.

1

Preuve :

D’apres (3.24) nous avons

L GAL
Bk+1ri

B£+2TGAL = yl?+2(11(1n) — Bk+lBkL+1)7"?AL

'

T
yk+2bk+2

_ Bl€'+1rzGAL
0 )

La seconde égalité est une conséquence du lemme 12, ainsi il est {acile de voir que :

Blpgar
T n . RL\Y..GAL
yi+1([7(1 ) — B:Bl)r
T L.
BL _pean _ yi+1b1+1
k4274 = 0
0
0
0
T ,.GAL
_ Yo"
- T
Yir1bin
0
0
car BFr$At = 0. Remarquons que toutes les composantes du vecteur B,f_”r?“ sont
[Irill2

nulles sauf la composante ¢ + 1 qui est égale a Il est alors clair que le Zj4;-

bivi]l2
GAL GAL

produit scalaire de r#*" par ri** pour ¢ # jet 1,7 <k + 1 est nul.
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Ainsi nous obtenons le théoréme suivant :

Théoreme 24
Les résidus des méthodes GAL et MRSe vérifient :

MRSe

: _ MRSe LGAL  _MRSe .
I7k+l le-+1 - I]/]\l]] |T + /\k(7 k+t — Tk ) Zrg1 (‘333)
kt1
MRSe o MRSe ( AL MR.SC
Trti Zryr /\:T“r/]\k Tk + Z /\ — T ) (334)
e Zr41
1 k+1 1
MRSe GAL
Teyr = D 1 E PRV (3.35)
1=0 |r AL|7 7=0 !T I
1 k+1 1
|rMRse|2 = Z < [rGAL[2 (3.36)
k+1 Zk+1 3 Z
La relation (3.35) montre que le résidu r}7* est donné comme combinaison barycen-
trique des résidus ri*" affectés des ceefficients o; (a; = GAL”2 /Zf’% rzAlLTzz) pour
)

1 =0,...,k 4+ 1. Cette relation donne ausst un aper¢u sur Pinfluence des normes des
résidus de la méthode de Galerkin sur celle des résidus de la méhode de semi-minimisation
du résidu. Si a litération k + 1 le norme euclidienne de rgt] est petite, alors rg2} est
affécté d’un poids large dans la combinaison barycentrique (3.35) est [[7}{*]|2 est petite.
Par contre une croissance de la norme de rg}} se traduit par un poids relativement petit

dans la combinaison (3.35) et ainsi la croissance de |[7}7*

2 est relativement petite.

Les équations (3.26), (3.27) et (3.35) sont équivalentes, mais donnent deux as-

pects presque distincts sur la fagon dont sont liées les normes ||rgty|l2 et [[rfi<]l2. Les

équations (3.27) et (3.35) expliquent clairement la dépendance de 7} par rapport a

k1
rett, ., Teey ; notons que la norme [|reyq||3T5 est petite si et seulement si une des

normes {[rol|$AY, ..., [|[7k41]|S* est petite. Et en écrivant I’équation (3.26) sous la forme
équivalente su1vante :
oav) i

Z -
k+1|Zk+1 - £ 27 (33/)
1= (5, /m=1,)

nous voyons que cette équation fait apparaitre la dépendance locale de ||r{2] ||z par rap-
port a |jrptfse e I y’a égalité entre les résidus des deux méthodes GAL

et MRSe si et seulement si [[ridlle = |Irdf§llz = 0, c’est a dire lorsque les deux
méthodes ont atteint la solution. Si la solution n’est pas encore atteinte, le facteur

2
(|ri‘f§°]zk+l /|rMRS€|Zk) qui mesure le progrés accompli a I'itération k+1 par la méthode
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MRSe est un indicateur sur la différence qui existe entre les normes ||r55< [lo et [[r)RSe|[,.

De plus la relation (3.37) montre clairement, comme cela a été obsérvé pour les méthodes
GMRES et FOM par Brown (8], que si une des deux méthodes (GAL et MRSe) réalise
de bonnes ou mauvaises performances pour un probleme donné, alors il en est de méme
pour Pautre méthode.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi que la méthode MRSe peut étre considérée
comme une méthode obtenue par application de 'algorithme SMRS (forme particuliere
de la technique de "smoothing” ) a la méthode GAL. Cette technique est un cas par-
ticulier de la procédure de ”smoothing” variable dans laquelle la matrice (et donc la
norme associée) change a chaque itération. Les propriétés démontrées par Weiss [56, 57]
pour l'algorithme MRS appliqué aux méthodes GCG (generalized conjugate gradient
methods) restent valables pour ’algorithme SMRS appliquée a la méthode de Galerkin.

A Taide de la formulation générale adoptée pour définir la méthode de Hessen-
berg Généralisée, nous pouvons retrouver des résultats précédemment établis pour les
méthodes Arnoldi/GMRES et BCG/QMR. Nous concluons ce chapitre en appliquant
le résultat du théoreme 21 aux principaux cas particuliers de la méthode Hessenberg
Généralisée.

3.4.1 Le cas Arnoldi/GMRES

Nous avons vu §2.4.1 que si la base By est construite par le processus d’Arnoldi,
alors la Z-semi-norme est égale a la norme euclidienne sur K1 (ro, A). Il est alors clair
que dans ce cas les algorithmes SMRS et MRS coincident lorsque ils sont appliqués a la
méthode d’Arnoldi. Ainsi nous retrouvons le résultat donné par Weiss [56] : la méthode
GMRES est obtenue par application de ’algorithme MRS a la méthode d’Arnoldi.

3.4.2 Le cas BCG/QMR

Si nous utilisons le processus de Lanczos (sans stratégie de look-ahead) pour générer
la base Byyi, la méthode GAL respectivement MRSe n’est autre que le méthode BCG
respectivement QMR. Nous avons rappelé au début de ce chapitre que L. Zhou et
H. F. Walker ont montré qu’en appliquant ’algorithme QMRS a la méthode BCG nous
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retrouvons la méthode QMR.. Le résultat du théoreme 21 nous permet donc de réécrire
le résultat de Zhou et Walker, précédemment cité, sous une formulation similaire a celle
de Schonauer. Cette formulation differe de la formulation classique dans le sens ou la
matrice qui définit la norme est une matrice qui dépend de I'indice d’itération. Finale-
ment nous pouvons affirmer que les algorithmes SMRS et QMRS coincident lorsque ils
sont appliqués a la méthode BCG.

3.4.3 Le cas Hessenberg/CMRH

L’utilisation du processus de Hessenberg dans la méthode Hessenberg Généralisée
permet de définir la méthode Hessenberg §2.1.2, respectivement la méthode CMRH
82.4.3, qui est un cas particulier de la méthode GAL, respectivement MRSe. Comme
pour le cas BCG/QMR, le théoreme 21 s’applique au cas Hessenberg/CMRH, c’est a
dire que la méthode CMRH peut étre considérée comme étant la méthode obtenue par
application de 'algorithme SMRS a la méthode Hessenberg.

3.4.4 Autres cas

Il existe d’autres méthodes qui font partie de la méthode Hessenberg Généralisée
pour lesquelles s’applique le résultat du théoreme 21. Ces méthodes sont :

e La méthode IOM(1) (ou sa version directe DIOM(1)) qui est un cas particulier de la
méthode de Galerkin §2.1.2. A cette méthode correspond la méthode QGMRES(1)
[43] (ou sa version directe DQGMRES(1)) §2.4.4 qui est une méthode de semi-

minimisation du résidu.

e La méthode THM(1) (ou sa version directe DTHM(1)), cette méthode fait partie
de la classe des méthodes de Galerkin §2.1.2. La méthode MRSe correspondante
est la méthode TCMRH(]) (ou sa version directe DTCMRH(1)) §2.4.5.
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Chapitre 4

La méthode de Newton Hessenberg
Généralisée

4.1 Introduction

Dans le présent chapitre, nous nous intéressons a la résolution des systemes
non linéaires ayant la forme générale:

F(u)=0 (4.1)

ou F': IR" — IR" est une application différentiable et v € IR".

Une des méthodes classiques les plus utilisées pour la résolution de tels systemes est
la méthode de Newton. Cette méthode est une méthode itérative, elle peut étre consi-
dérée comme une procédure de linéarisation. L’application F' est localement approchée
par une fonction linéaire. Nous obtenons alors un systéme d’équations linéaires dont la
solution nous permet de calculer I'itéré suivant.

Soient uyyy et ug deux itérés succéssifs de la méthode de Newton. La fonction linéaire
qui approche localement F' est obtenue a partir du développement en série de Taylor &
Pordre 1 de Papplication F' au point z; = ugy; — ug.

F(uk+1) = F(uk + :L‘k) ~ F(uk) -+ Fl(uk)xk + -

L’itéré uy,; étant construit dans l’espoir que F'(ugy1) = 0, on voit alors que l'itéré z;
doit étre calculé comme solution du systeme linéaire :

!

F(ug)r = —F(uy). (4.2)
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Ainsi l'algorithme de la méthode de Newton peut étre décrit comme suit :

Algorithme: Méthode de Newton.

1. Choisir ug une approzimation initiale.

2. Pour k =0,1,--- jusqu’a convergence :
résoudre F'(up)ry = —F(ug);
prendre Uk+1 = U+ Tg.

La méthode de Newton est tres attractive car elle converge rapidement si nous
pouvons choisir une bonne approximation ug de la solution exacte u,. Notons cependant
que nous devons, a chaque itération, résoudre le systeme linéaire (4.2).

Pour des petites valeurs de n, la résolution du systeme (4.2) peut étre réalisée a
I’aide des factorisations £/, QR ou Cholesky (si la matrice Jacobienne est symétrique
définie positive). Comme le cotit des méthodes directes citées précédemment est de I’ordre
de O(n?), elles ne peuvent étre utilisées lorsque la taille du systéme (4.1) est grande,
ou lorsque 'approximation ug n’est pas suffisamment proche d’une solution du systéme
(4.1). Dans ce cas, la résolution du systéme (4.2) doit étre accomplie & ’aide de méthodes
itératives telles que les méthodes étudiées au chapitre 2.

Généralement, lorsque une méthode itérative est utilisée pour la résolution d’un
systeme linéaire, la solution z; n’est obtenue qu’avec une certaine précision. Dans le
cas du systéme linéaire (4.2), cette précision s'écrit: ry = —F(uy) — F'(ux)zy. Ainsi la
méthode de Newton olt on résout le systeme (4.2) par une telle technique fait partie de
la classe des méthodes de Newton Inexactes [16, 9].

La classe des méthodes de Newton Inexactes nécessite 'utilisation d’une suite auxi-
liaire {7 }. Cette suite permet de controler le calcul de chaque solution zj du systéme
linéaire associé a l'itération k de la méthode de Newton [16, 9, 10]. La question qui peut
se poser alors est comment choisir {n;} de telle fagon que la méthode garde le caractére
de convergence locale que possede la méthode de Newton.

Dans la suite, nous considérons la méthode de Newton Inexacte dont l’élgorithme
est décrit comme suit:
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Algorithme: Méthode de Newton Inezacte.

1. Choisir ug une approrimation initiale

2. Pourk=0,1,--- jusqu’a convergence :
trouver zy, vérifiant : F'(ug)zy = —F(ug)+ 7, (4.3)
avec Irell < mell E(wi)ll; (4.4)
prendre Upyl = Uk + Tg.

Dans (4.4) ny représente la précision voulue sur le calcul de zy solution de (4.2) par
une méthode itérative et ry = —F" (ug)zy — F(uy,) étant le résidu associé & z¢. La norme
|I.]| est une norme quelconque de IR™.

Avant de caractériser I'ordre de convergence de la méthode de Newton Inexacte,
nous avons besoin d’imposer quelques conditions sur application F'. Ces conditions
sont :

o Il existe u. tel que F(u.) = 0. (4.5)
o [ est de classe C'au voisinage de u.. (4.6)
o J(u.) = F'(u,) est inversible. (4.7)

Dans [16], Dembo, Eisenstat et Steihaug ont montré que si la suite {nx}r>o est
majorée par 1, alors la méthode de Newton Inexacte décrite par ’algorithme précédent
préserve le caractere de convergence locale. De plus 'ordre de convergence des itérés de
la méthode de Newton Inexacte est caractérisé par 'ordre de convergence des résidus
relatifs {ry/||F(uz)||}. Plus précisément le résultat suivant est donné dans [16, 9].

Théoreme 25

Soit F: IR" — IR" une application vérifiant les conditions (4.5), (4.6) et (4.7).
Soit {mi} vérifiant 0 < ny < Npaw < t < 1. Alors il existe € > 0 tel que: si {ug} est une
suite d’itérés donnés par la méthode de Newton Inexacte vérifiant :

o — ] < &
alors {ur} converge linéairement vers u,, c’est a dire que :
T T (43)

avee [lull. = | ' (u)ul.
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Si de plus ny, tend vers 0 alors {uy} converge superlinéairement vers u,, c’est a dire
que
Jakss = wall = olllue — wal))y  (quand k = oo) (4.9)

De méme si F' est lipschitzienne dans un voisinage de u. et g = O(||F(ug)||P~1),
alors la convergence est d’ordre p, c¢’est a dire que:

luges = well = O(llus = wallP),  (quand & — o). (4.10)

Le résultat donnant les conditions pour la convergence linéaire ou superlinéaire a
été établi dans [16]. Le résultat concernant la convergence quadratique a été établi par

P.N Brown [9].

Les méthodes itératives considérées pour la résolution du systeme (4.2) sont les
méthodes GMRES [42] et CMRH [46]. Ce sont deux méthodes de projection sur des sous
espaces de Krylov et sont des cas particuliers de la méthode de Hessenberg Généralisée
étudiée et décrite dans le chapitre 2. En général les méthodes de projection sur des
espaces de Krylov pour la résolution d’un systeme linéaire nécessitent seulement ’action
de la matrice (associée au systeme) sur un vecteur v, ce qui nous évite le stockage de la
matrice. De plus, comme nous ne savons pas toujours, ou nous ne voulons pas calculer
(2 chaque itération de la méthode de Newton) les n? éléments de la matrice F'(u), on
préfere remplacer I'action de la matrice jacobienne I () sur un vecteur v par le quotient
approché:

F'(u)v ~ (F(u+ ov) — F(u))/o (4.11)

ol o est un scalaire assez petit. Rappelons que Brown [9] a donné I’appellation suivante :
” Inezacte Newton/Finite Difference Projections Methods.” pour la méthode de Newton
Inexacte oli on résout le systéme (4.2) en y approchant le produit F'(u)z par le quotient
(4.11).

4.2 La méthode de Newton Hessenberg Généralisée

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la résolution du systéme linéaire
(4.2) associé & l'itération k de la méthode de Newton. Ce systéme peut étre reformulé
sous la forme usuelle suivante:

Az = b, (4.12)
o A= J(ug) = F'(ug) et b= —F(uy).

Pour résoudre le systeme (4.12), nous considérons la méthode de Hessenberg Gé-
néralisée vue au chapitre 2. Cette méthode peut étre décrite par 1’algorithmes 8 de la
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méthode de Galerkin (GAL) ou par l’algorithme 9 de la méthode de semi-minimisation
de la norme du résidu (MRSe). Ces deux méthodes, rappelons le, sont des cas particuliers
de la méthode de Hessenberg Généralisée. D’ou ’algorithme 10 suivant :

Algorithme 10: Méthode de Hessenberg Généralisée.

1- Initialisation :
Soit ¢ une approximation initale ;

caleuler : 1o = b — Azg; 8= ||rol| ;b1 =10/8 ;

2— Processus de Hessenberg Généralisé :

pour 3 =1,...,m
W = Ab] 3
pourt=1,...,7

hij = (yi,w)/(yi,bi) 5 @ =w—hi;bi;

fin du pour;
Wit =w 5 hjpr; = wisll
biyr = wjt1/hiyr; s

fin du pour.

3— Former lapprozimation z,, :
Par la méthode de Galerkin : chercher d,, solution de: H,d = ﬁegm) :
Par la méthode MRSe : chercher d,, solution de : mﬁl}n HﬁegmH) — H,dl|2 ;
- de

calculer ., = o + Bpd,,.

4.2.1 Version différence finie de la méthode de Hessenberg
Généralisée

L’algorithme 10 sera utilisé pour la résolution du systéme linéaire associé a
chaque itération de la méthode de Newton. Cependant, nous avons vu qu’on préferait
remplacer I'action da la matrice Jacobienne (et donc l'action de la matrice A) sur un
vecteur par le quotient approché (4.11). Nous devons donc voir comment se transforment
les différents itérés de I’algorithme 10 lorsque tout produit matrice vecteur Av est appro-
ché par (4.11). Ainsi, nous obtenons alors un nouvel algorithme appelé version différence
finie de la méthode de Hessenberg Généralisée (DFHG). Suivant que I’on utilise la mé-
thode de Galerkin ou la méthode MRSe, nous obtenons soit la version différence finie de
la méthode de Galerkin, soit la version différence finie de la méthode MRSe.

Dans I’algorithme DFHG, nous désignerons par ¢y le quotient approché (4.11) qui ap-
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proche A Zo, oli Zo est une solution initiale quelconque. Les vecteurs de la base construite
seront notés bl, bk Les quotients approchant les produits matrice vecteur Ab seront
notés g;41 pour j = 1,...,m. En résumé, les itérés de ’algorithme DFHG seront notés
avec des ”chapeaux” afin de les différencier de ceux de 'algorithme 10, et nous avons:

qo = (F(ur + 00%o) — F(ux)) /oo,

qj+1:(F(uk-i—ajgj)—F(uk))/aj, jg=1l...,m

Dans la suite et par souci de simplicité, nous allons noter u; par u.

Algorithme 11 :version différence finie de la méthode de Hessenberg Généralisée
(DFHG) .

1- Initialisation :
Soit o une solution initiale.
calculer go = (F(u+ 00Zo) — F(u))/00; To=b—qo;
B = H?OH;' by = 7A“o/ﬂ ;g1 =by;

2- Processus de Hessenberg Généralise :
pourj =1,..
Gi+1 = (F(u +0305) = F(u))/oj 5 & = g1 ;
pouri=1,...,J R o
hij = (45,0)/(yiy bi) 3 & =& — hijb; ;
fin du pour;

Qip1 =B 5 hjpr; = @]
bit1 = Gjt1/hjr1; ;
fin du pour.

3- Former Uapproximation x, : ~ ~
Par la méthode de Galerkin : chercher d,, solution de: H,,d = /J)egm) ;

Par la méthode MRSe : chercher d,, solution de : m]Ii{n H,@egm"'l) — ﬁmdl|2 :
delR™

calculer T,, = xo + Bnd,,.

Avant de voir quelques propriétés de la version différence finie de la méthode de
Hessenberg Généralisée, nous allons étudier I’analyse de la propagation de l’erreur dans
la méthode de Hessenberg Généralisée dans le cas ou on suppose que les plus grandes
erreurs sont commises lors des produits matrice vecteur.
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4.2.2 Analyse de la propagation de l’erreur dans la méthode
de Hessenberg Généralisée

Nous savons que dans la pratique chaque opération arithmétique d’un algo-
rithme donné est effectuée avec une certaine erreur. Cela est dii au fait que la précision
de la machine sur laquelle est implémenté ’algorithme est une précision finie. Dans la
suite, nous supposons que les plus importantes erreurs commises dans I'implémentation
de l'algorithme sont commises dans les produits matrice vecteur. Les systemes linéaires
considérés dans cette section ne sont pas forcément associés a une itération de la méthode
de Newton, mais sont quelconques.

Nous supposons que l’erreur ¢, commise sur chaque produit matrice vecteur Av
est due au fait qu’on approche A par un operateur A,ie. Av = Av + ¢,. Notons que
Perreur €, peut étre due soit a la précision finie de la machine, soit a ce que 'action
de A sur v est approchée par Av (par exemple: dans le cas ou A est une matrice ja-
cobienne F'(u), alors Av peut &re donné par: Av = (F(u+ ov)— F(u)) /o ou par
Av = (F(u+ov)— F(u—ov))/20). En utilisant les mémes notations que dans 1’algo-
rithme 11, nous obtenons 'algorithme 12.

Algorithme 12:

1- Initialisation :
Soit 7o une soAlution nttiale. ~ ~ ~ ~
calculer qo = AEO y ;'\0 = b —qo B = ”?()ll 5 bl = ;"\()/ﬁ y 1 = bl ;

2- Processus de Hessenberg Généralisé :

pourj=1,....m
gi+1 = Abj 5 © = gj41 ;
pourt=1,...,7
fin du pour;
Bip1 =05 hjr; = [0l 5
biy1 = @j1/hjt1 ;

fin du pour.

3- Former lapprozimation z,, :
Par la méthode de Galerkin : chercher d,, solution de: H,,d = ﬁegm) :

’

Par la méthode MRSe : chercher d,,, solution de : m}fi{n | Bel™ Y — ﬁmd“z ;
delR™

calculer Z,, = 2o+ B dp,.
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Dans la suite, nous généralisons certains résultats donnés par Brown [9]. Ces ré-
sultats concernent la comparaison des algorithmes des méthodes FOM (respectivement

GMRES) et la version différence finie de la méthode FOM (respectivement GMRES).

Supposons que m étapes soient réalisables dans ’algorithme précédent, dans ce

cas les m vecteurs qi,..., ¢, sont linéairement indépendants. Ainsi, par application
du théoréme 3 (§1.1), il vient que la famille {b;,...,b,,} construite par 'algorithme
précédent est une base du sous espace K, = span{qi, -, ¢mn}.

Dans la suite nous définissons :
ci=qip—Ab  i=1,...,m, (4.13)
g; représente ’erreur commise en approchant Ab; par A Ei,
g = (€1, -+ ,em) € R™™, (4.14)

E, =¢e™BE ¢ R, (4.15)

avec BL = (YZB,)"'YT étant une matrice inverse & gauche de B, définie par (1.7) et
(1.8), ainsi nous obtenons:

o~

(A + Em)g2 = Agz + €(m) Aia = Ag, +¢&; = Ab; = qi+1 (4.16)

d’ol le théoreme suivant dont le résultat montre que ’application de ’algorithme 12 au
systeme :

AZ = b, avec I, approximation initiale quelconque, (4.17)

en commettant les erreurs ¢; définies par (4.13), est équivalente a 'application de 1’al-
gorithme 10 au systeme perturbé:

(A4 En)z =b, avec zo approximation initiale tel que (A + E,,)zo = qo,  (4.18)

Théoréeme 26

Supposons que m étapes de 'algorithme 12 soient appliquées au systéme (4.17),
avec des erreurs €; comme en (4.13), et soit E,, la matrice définie par ({.15). Alors m
€tapes de lalgorithme 10 peuvent étre appliquées au probléme perturbé (4.18). De plus,
si By = (b1,...,by), Hpn = (hi;) et By = (biy... bm), Hy = (hi;) sont les matrices

construtles par ces deux algorithmes, alors :

—
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Preuve:

Le résultat est établi par récurrence. En choissisant zq tel que (A + E,,)zo = qo, il
vient que 7o = b —qgo = b— (A + E,u)zo = 1o, et donc nous obtenons:
To To

glz—z

IFoll — lIroll

by.

Par définition &, = g2 — hy,1by, ainsi:

3= 09 _ @ (A+ En)b) _ (u, (At En)b)

1,1 = = = = hl,la

(yl,gl) B (ylagl) (y1,b1)

et donc Wy = (A + E,)by — hy,1b; = ws, ce qui entraine que:

Eg’l = ”(:)2” = ”(.«J2“ = hgyl et 52 = 62.

Supposons que nous ayons b; = b; et ?I,,'Yk =hjypourt=1,---,5etk=1,---,7—1.
I o .
A létape j < m, nous avons D11 = gj41 — D hijbi, or
=1
5= Wingiv) _ (4 (At En)by) _ (yi (A + ER)b)

= = = = = h;;, pour i =1,---,)

Y (i by) (i, b:) )

J
et donc L:‘j.}.l = (A + Em)b]' — Z hi‘jb,‘ = Wjt1- Alinsi:

=1
hivi; = @541l = llwjsill = hjpry et bjpr = biqa.

Finalement apres m étapes , nous obtenons

—

Bm= m €l H\mzﬁm.

Dans la suite nous noterons z,, = Bn.d,, et z,, = Bnd,,. Le théoreme 26 montre donc
que les itérés d,, et Z, construits par l'algorithme 12 appliqué au systeme (4.17) sont
égaux aux itérés d,, et z, construits par l’algorithme 10 appliqué au systéme pérturbé
(4.18). Ainsi les solutions approchées de ces deux systémes s’écrivent :

Ty =To+ 2m = To + 2m,
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Tm =$0+zm=x0+2m-
Ces deux derniéres égalités nous permettent de donner une relation entre les résidus

associés aux solutions approchées des deux systémes considérés.

Soit 7, = b— AZ,, le résidu associé a Z,, et 7, = b — (A + E,,)zm le résidu associé
a z,,, nous avons alors:
Tm = b— AZg— AZ,
= b—-Az¢— Az,
= ((b - A.i?\o) - Fo) + (;‘\0 - (A + Em)Zm) + Emzm.

En notant €9 = (b — AZy) — 7o et en remarquant que:
fo—(A+En)zm=b—qg—(A+En)zm =b— (A+ ER)zm =T,

il vient que:
Tm = €0+ Tm + Emzm. (4.19)

Ainsi, par majoration, nous obtenons
17mll2 < lleollz + IFmllz + | Emzmll2- (4.20)

Le premier terme de !’inégalité (4.20) représente ’erreur commise en considérant 7
comme résidu associé a la solution initiale Zo (c’est ’erreur commise en approchant le
produit AZ, par go = AZg). Le second terme étant la norme du résidu associé & la
solution z,, du systeme perturbé (4.18), et le troisiéme terme représente 'erreur faite
sur le calcul des différents produits approchés /17)]

En utilisant la définition de E,, et I’égalité des matrices B,, et B,., nous obtenons,
d’apres I'inégalité précédente:

I7mllz < |lgoll2 + [|Fmllz + |€™ BE Brdum |2,

or BLB,, = I{™ il vient donc que:

[7mll2 < lleollz + IFmllz + 1€ ll2lldnl2. (4.21)

Il est souhaitable que la norme des erreurs ¢; ,i =0, - - -, m soit suffisamment petite
afin de considérer |7, ||2 comme une bonne estimation de la norme ||7,||2. Rappelons que
pour la méthode de Galerkin ||7,, ]| est égal & |[byt1l2 = ||bm+1]]2 (& une constante multi-
plicative pres §2.1.1). Et en ce qui concerne la méthode MRSe, nous pouvons facilement
obtenir une majoration de ||F,||; (§2.2.3 et §2.4).
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4.2.3 Propriétés de la méthode version différence finies de la
méthode de Hessenberg Généralisée

Dans la suite, le systéme linéaire considéré est un systeme associé a une itération
de la méthode de Newton. L’analyse de la propagation de l’erreur faite dans la section
précédente, ainsi que la comparaison des algorithmes 10 et 12 faite dans le théoréme 26
permet d’obtenir le résultat suivant:

Théoreme 27

Supposons que m étapes de [’algorithme 11 soient appliquées au systéme (4.17),
avec des erreurs €; comme en (4.13), et soit E,, la matrice définie par (4.15). Alors m
étapes de l'algorithme 10 peuvent étre appliquées au probléme perturbé (4.18). De plus,

$i Bp = (by,...,bp), Hu = (hij) et B = (b,...,bm), Hm = (hi;) sont les matrices

construites par ces deux algorithmes, alors:

~

B, =B, et ﬁmzﬁm.

Notons que nous avons aussi une comparaison entre 7, = b — AZ,, le résidu associé
a T, solution du systéme (4.17), et 7,, = b— (A + En)zn associé a la solution z,, du
systéme (4.18) avec A = J(u) = F'(u) et b= —F(u). Cette comparaison est donnée par
(4.20) et (4.21).

Afin d’estimer I'importance des erreurs ¢; ¢ = 1,---,m, (& est l'erreur commise
en approchant le produit matrice vecteur Ab; par g;4; le quotient approché (4.11) (i.e.

qj+1 = (F(u -+ Ujgj) — F(u)) /o;, nous avons besoin de supposer que l'application F
est y-lipschitzienne sur un voisinage convexe D C IR” de u..

Définition 7
Sotent G : IR — IR™ une application et v un réel strictement positif. L’applica-
tion G est v-lipschitzienne sur un domaine D de IR" si

Vz, y € D ||G(z) = Gy)ll2 < 7llz — yll2-

D’apres le lemme 4.1.12 donné dans [17], nous avons pour tout ¢t = 1,---,m:
~ ; ~ 04 ~
I1F(u+ 0ibi) — F(u) — F (u)a:bill2 < 5louf?|bl[3,
les o; étant choisis de fagon que u + o;b; € D. Ainsi, il vient que:

o~ ’7 —~
llellz = [lgivr — Abillz < §|0i|||bf|l§a
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et comme ||e™||; < |le™|lF = (Jlea|2 + - - - + llem]|3)'/?, nous obtenons
le™lla < S(aFIBalli +- - + o2 1Bl < SN0t all Ball, (4.22)
avec 0™ = (a1, -+, 0m)T € R™.
De méme, si u + 09Zg € D, nous avons:
leollz < ZloallIZoll3-
Finalement, en utilisant les deux derniéres inégalités, (4.21) devient:

_ ¥ _ NP _
Fmll2 < S(loolliZollz + o™izl Bzl dmll2) + lI7m]l2- (4.23)
L’inégalité (4.23) est particulierement utile pour établir le résultat suivant :

Théoreme 28

Soit u une approzimation de u. une solution de F(u) = 0 avec F' inversible et
v-lipschitzienne sur D C  IR" un voisinage conveze contenant u. et u. Considérons
le systéme linéaire ({.17) avec A = F'(u) et b= —F(u). Soit N le degré du polynéme
minimal associé a A et 7. Soit p,n donnés et choisissons § > 0 suffisamment petit pour
que :

SYAT2IBE2 <1, i=1,...,N. (4.24)
u+dteD V te IR, (4.25)
Y oern~ 1 :

55(Hro||§ +11Bill3lldill2) < Pz i=1,....N. (4.26)

St on choisit o9, o™ = (0y,---,0,)T € IR" de telle fagon que oo < 4 et lot™]l2 < 6,
alors il existe m € {0,1,..., N} tel que l'itéré 3., = o+ Bmdm construit par [’algorithme

11 (DFHG) existe et vérifie

IFmllz = (1o — AZpl2 < 7l F()]3-

Preuve:
Comme gg < § et ||o{™)]||; < 4, alors par utilisation de 'inégalité (4.23) nous avons :

_ Y ~ ~
Fmllz < 581 20ll3 + [1Bnlizlldmllz) + [Fml2,
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et grace a (4.26), nous obtenons

_ 1 -
1Fmllz < SnllF(W)llz + Il

Il reste donc a montrer qu’ il existe m € {0, --,n} tel que l'itéré z,,, vérifie
~ 1
[Fmllz = 16 = (A + Em)zmllz < Sl £(w)]3.

Commencons alors par vérifier que (A + E,,) est inversible. Pour cela, supposons que m
vecteurs by, ..., b, aient été construit par l’algorithme 11 et soit F,, = &:("‘)Bf1 comine
il a été défini précédemment. Alors:

AT Eml2 AT 2 [ Emll2

<
< A7z 1Bl g™ e,

or d’aprés (4.22) nous avons [[e(™)|; < 2|lo(™)|; < 24, et en utilisant (4.24) nous
obtenons
1
147 Enllz < 472 1B 1256 < 5.
Comme ||A™'E,|l2 < 1, il vient que (I + A™'E,,) est inversible, et donc la matrice
(A+ En) = A(I + A7'E,,) est elle méme inversible.

Finalement, d’apres la propriété de finitude de la méthode de Hessenberg Géné-
ralisée, on sait qu’il existe m € {0,---,N} tel que 8m+1 = bny = 0, et dans ce cas
Tm = To + Bnd, est la solution exacte du systeme (A 4+ E,,)b = z et donc le résidu
associé a T, est tel que [|Frmll2 = 0 < Z||F(u)]l3

a

Le théoreme précédent est utile pour I’étude de la convergence locale de la méthode
de Newton Hessenberg Généralisée.

4.2.4 Convergence locale de la version différence finie de la
méthode NHG

Commencons ce paragraphe par donner 1’algorithme de la version différence finie de
la méthode de Newton Hessenberg Généralisée.
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Algorithme 13 : Version différence finie de la méthode NHG (DFNHG).
1- Choisir ug une approzimation initiale.

2- Pour k=0,1,--- jusqu’a convergence :

Utiliser ’algorithme 11 pour trouver xy vérifiant :

Flup)zy, = —F(ug) + 7,
avec Ilrellz < mel| F(uk)])2-
Poser Ukl = Uk T+ Tk

Cet algorithme sera plus explicité en détail lorsque nous donnerons les algorithmes
des versions différences finies des méthodes Newton-GMRES (NG) et Newton-CMRH
(NC). Avant cela. nous pouvons donner le résultat suivant obtenu en combinant les
résultats des théoremes 25 et 28.

Théoréme 29

Soit F: IR" — IR" une application vérifiant les conditions (4.5), (4.6) et (4.7).
Supposons de plus que F soit y-lipschitzienne sur D C IR" un voisinage de u.. Soit
{nk} vérifiant 0 < np < Npae < t < 1. Alors il existe ¢ > 0 tel que pour tout uo € IR*
verifiant ||ug—u.|| < & alors les itérés uy, uy, - - - construits par ’algorithme 13 (DFNHG)
sont bien définis et convergent linéairement vers u,, c’est a dire que:

ub+r — wafls < tfjur — sl

avec ||ull. = ||F'(u)ull.
St de plus m = O(]|F(uk)||”™!), alors la convergence est d’ordre p , c’est & dire que :

luktr = wll = O(llux — uafl?)  (quand k — o).

Nous avons déja remarqué que lorsque les erreurs ¢;, 1 = 0, - - - ,m sont suffisamment
petites, alors l'inégalité (4.21) permet de considérer ||7,||2 (dont une estimation est
facile a calculer) comme une estimation de |[Fm|l2 = ||b — AZ||2. Notons cependant
que si les erreurs €;, ¢ = 0,---,m ne sont pas négligeables, alors méme si ||7,,|[2 ~ 0,

I'inégalité (4.4) peut ne pas étre vérifiée. De plus, étant donné qu’un nombre maximum
d’itérations est fixé dans lalgorithme 11 (DFHG), il peut arriver que m = M4, sans
que la précision imposée sur le calcul de Z,, ne soit satisfaite. Dans ce cas, nous pouvons
soit redémarrer 'algorithme 11 (DFHG) ou accepter l'itéré Z,,. Un tel choix se trouve
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justifié par 'observation des résultats numériques, ainsi que par le fait que Z,, peut étre
une direction de descente pour la fonction f définie par:

f(u) = 3P (4.27)

En fait, en faisant appel & une stratégie de minimisation globale de la fonction f, nous
pouvons ameéliorer la convergence de la méthode de Newton lorsque ’approximation
uo n’est pas dans un voisinage de u, qui permet d’assurer la convergence locale de la
méthode Inexacte de Newton. Dennis et Schnabel [17] ont suggéré d’utiliser une méthode
a convergence globale pour la résolution du probleme:

min f(u). (4.28)

Définition 8
Soient f : IR" — IR une fonction et p,u € IR". Le vecteur p est une direction
de descente pour la fonction f au point u si il existe Ao € IR™ tel que:

Y €]0, Ao flu+Ap) < f(u).

Rappelons que pour une fonction f différentiable dans un voisinage de u, le vecteur
direction de descente est caractérisé par le théoreme suivant :

Théoreme 30
Sotent f : IR" — IR une fonction différentiable dans un voisinage de u € IR".
Le vecteur p € IR" est une direction de descente pour f en u si et seulement st

Vfu)p <0.

Soit r,, une solution approchée du systeme Az = b avec A étant la matrice jaco-
bienne de F, A = J(u) = F'(u), b = —F(u) et r, = b— Az, = —(F(u) + J(w)zn).

D’apres 'expression de f, nous avons
V() = J(u)TF(u), (4.29)
la solution approchée z,, est une direction de descente pour f en u si:
F(w)TJ(u)zm <0,

or F(u)TJ(u)Tpm = F(u)T(—=rp ~ F(u)) = =F(u)Tr, — F(uw)TF(u), et donc z,, est une
direction de descente si

|F(w)Trn| < F(u)TF(u). (4.30)
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En particulier si || ||z < ||F(u)|l2. Notons que ce résultat est indépendant de la méthode
itérative utilisée pour la résolution du systeme linéaire associé a la méthode de Newton.
Dans le cas des méthodes Newton-Arnoldi et Newton-GMRES, Brown [9] et Brown et
Saad [10] ont établi les résultats suivants:

Propriété 12

Soit T, une solution approchée non nulle donnée par la méthode d’Arnoldi en
prenant comme approzimation initiale zo = 0. Alors z., est une direction de descente
pour f en u et

F(u)TJ(v)em = —F(u)TF(u).

Propriété 13
Soit x., une solution approchée non nulle donnée par la méthode GMRES en prenant
comme solution initiale o = 0. Alors r,, est une direction de descente pour f en u et

F(u)'J(u)tm = —F(u) F(u) + [z,

rm €tant le résidu associé a l'itéré z,,.

Les résultats des deux propriétés précédentes sont dis essentiellement au fait que
la base B,, construite par le processus d’Arnoldi est orthonormale ainsi qu’au fait que

ramold est égale a b,41 (2 un facteur multiplicatif pres), et que rSMRES egt orthogonal

m
a AK,(ro, A)(= J(u)K,,). Nous pouvons généraliser ces résultats aux autres cas parti-
culiers de la méthode de Hessenberg Généralisée. En effet la base B,, construite par le
processus de Hessenberg Généralisé est Z,,-orthogonale, le résidu rS** de la méthode de
Galerkin est lui aussi égale a b,,4; a un facteur multiplicatif pres, et de méme le résidu
riRSe de la méthode de semi-minimisation du résidu est Z,,-orthogonale & AK,,(ro, A).
La matrice Z,, étant la matrice symétrique définie positive sur K,,;1(ro, 4), et définie
par:
L = (B£+1)TB£1+17

avec BE ., étant une matrice inverse & gauche de B,4; comme elle a été définie au
chapitre 1. La généralisation des deux résultats précédents est basée sur 1’étude de la
fonction f définie par:

1

Flw) = 5IP (1, = S F) ZnF (w). (4.31)

En utilisant les différentes observations faites aprés les deux propriétés précédentes,
nous pouvons établir les résultats suivants:
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Propriété 14

Soit x,, une approzimation non nulle donnée par la méthode de Galerkin en prenant
comme approzimation initiale zo = 0. Alors z,, est une direction de descente pour f en
u et

Vi) 2y = —F(u)T Zn F(u).

Preuve:

D’apres ’expression de f, nous avons
Vf(u) = Jw) T ZnF(u), (4.32)
ainsi Vf(u) zm = F(w)T ZmJd (1) m, of J(4)Tm = —F(u) — rm, et donc
Vi) am = Fu) Zn(~F(u) = rm)
—F(u)TZn F(uw) - F(u)T Zprm.
L’hypothése z¢ = 0 entraine que b = —F(u) = rg = or r{ Zyry = 0 (§4.3 lemme 14),
ainsi:

-~

Vi) 'z, = —Fuw) Z,F(u).

Propriété 15
Soit z;m une approzimation non nulle donnée par la méthode MRSe en prenant

comme apprormation initiale o = 0. Alors z,, est une direction de descente pour f en
u et

Vi) en = =F(u)ZnF(u) + |rnl3,,

rm €tant le résidu associé a l'itéré x,,.

Preuve:
Nous avons déja établi dans la démonstration de la propriété précédente que
Vi) zn = =F@) ! ZyF(u) = F(w) Znrm.
Il nous reste donc & montrer que |rm|%, = —F(u)TZ,rpy.

La méthode de Hessenberg Généralisée minimise |J(u)z + F(u)|z,, pour z dans le
sous espace de Krylov K,,(ro, A), et dans ce cas r,, le résidu correspondant a la solution
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approchée z,, est Z,-orthogonale a J(u)K,,(ro,A), ainsi nous avons:
F(u)TZmrm = (—Tm— J(u):L'm)TZmrm
= —rLZ rm — 1L 2 (W),

= —'rTZ T
Comme 2z = 0. alors 71 = b = —F(u) Hr0“b1 = HTOHBmHe1 H), or la solution
approchée z,, s'écrit T, = zo + BnHoe! ("t = B, h”‘e1 1) ce qui permet d’avoir :

Vi Tz, = F)ZnJ(uw)znm
= ~lroll(Bms168™ ) Zind (u) BuHe ™

= - “7'0“elm+l) B};H ZmBm+1 2‘im[A{d;r};e(lm-'-l)7

ot BY,,ZnBms1 = BrTn+1(BreL+1)TBm+le+1 = Ir(nTT{l et ﬁmﬁ$ = EM(ﬁgﬁm)—lﬁg
Supposons hpi11 # 0 (si Amyrn = 0 alors 7, = z. = A7'b, et on a Vf(u)Ta:m =
—bTb < 0), la matrice H,, étant une matrice Hessenberg supérieure, elle est donc de

rang maximal. Ainsi
~ T= ~. (m
Vi) 2 = —|roll ™ HaHEel™™ <.

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que pour les cas particuliers des
méthodes Arnoldi et GMRES, la semi-norme |.|z,, est égale a la norme euclidienne.
Ainsi, les propriétés 14 et 15 permettent de retrouver les propriétés 12 et 13.

L’expression de Vf(u)T:z:m donnée dans la propriété 15 montre que lorsque ’apporoxi
mation initiale rg est non nulle, alors une condition suffisante pour que la solution ap-
prochée zM*% soit une direction de descente pour f en u est que [rMRSe| 7z < | F(u)]|z,,-
Cette COIldlthD est en particulier réalisée lorsque zo est telle que |ro|z,, < |F(u)|z,.
Dans ce cas z)i7*¢ est une direction de descente pour f en u pour tout m > 1.

En pratique. la semi-norme |.|z,, est difficile a calculer, il apparait alors que !'introdu-
ction de la fonction f a essentiellement pour but d’établir des résultats théoriques.
Ajoutons a cela qua la méthode qui nous intéresse est la version différence finie de la
méthode NHG. de plus la norme usuelle étant la norme euclidienne, il faudrait donc
donner des conditions sur les oy, ¢ = 0,---,m pour que la solution Z,, construite par
Palgorithme 11 (DFHG) soit une direction de descente pour f en u (et non pas pour f).

Soit 7,, une solution approchée construite par ’algorithme 11 (DFHG). D’apres
I’équation (4.30). nous savons toujours que Z,, est une direction de descente pour f en
u sl ry = b— AZ,, est tel que:

|F(w) | = 07| < |F(u)TF ()] = |[B]f3.



4.3. Résultats numériques 121

Or, de I’équation (4.19), nous déduisons que:
Tm = €0+ S(m)dm + Fm?

avec 7', = b— (A + En)xm et z,, la solution du systeme pérturbé (4.18). Ce qui permet
d’écrire:

167 7m| = |67 (€0 4+ e™dm + 7).

Ainsi, si les erreurs ¢;, 1 = 0,---,m sont suffisamment petites, alors une condition
suffisante pour que Z,, soit une direction de descente pour f en u est que:

16T 7| < 1013, (4.33)

Cette derniere condition est facile a vérifier puisque d’apres les résultats du chapitre
2 concernant le calcul recursif du résidu des méthodes GAL et MRSe, nous savons
calculer facilement 7, (§2.1.1 équation (2.6) et §2.2.3 équation (2.17)). Notons aussi que
la condition (4.33) est en particulier vérifiée si |7 ||z < |[0]|3-

Finalement le résultat du théoreme 28 ainsi que !’étude faite sur la fonction f,
montrent que nous pouvons toujours choisir les o;, 7 = 0,---,m de fagon a avoir une
solution approchée Z,, qui soit une direction de descente pour f en u, et que la méthode
version différence finie de la méthode NHG garde le caractére de convergence locale
caractéristique de la méthode de Newton. Notons cependant qu'’il serait utile d’associer a
la méthode version différence finie da la méthode NHG un algorithme de minimisation de
la fonction f afin qu’elle y ait convergence globale. De tels procédés ont étés étudiés par
Brown et Saad [10, 11] pour les méthodes Newton-Arnoldi et Newton-GMRES. Notons
aussi que les résultats donnés dans [11] sont plus généraux puisque ils sont valables pour
des méthodes de type Newton Inexacte (ou la solution du systeme linéaire est obtenue
par une meéthode de projection) combinée avec des méthodes de recherche linéaire telles
que "linesearch techniques” ou "model trust region algorithms”.

4.3 Reésultats numériques

Dans ce paragraphe, nous allons donner quelques résultats numériques qui
permettent de comparer la performance des méthodes NG (Newton-GMRES) et NC
(Newton-CMRH). Nous commengons par donner les algorithmes des deux méthodes.
Les exemples numériques seront traités juste apres.
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4.3.1 La version différence finie de la méthode NG

L’algorithme ci dessous décrit la méthode de Newton Inexacte ou la solution du
systeme linéaire (4.2) est obtenue par la version différence finie de la méthode GMRES.

Algorithme 14: Newton-GMRES (NG).

(I)- Choisir ug une approrimation initiale du systéme non linéaire; poser k = 0;
choisir une précision .
(I)- Résolution du systéme linéaire Az = b, avec A = F'(ux) et b = —F(uy).
(1)- Initialisation :
choisir o une approzimation initiale ;

calculer go :-A(F'(u/C + 00o) —AF(uk))/ao [ To=b—qo;
B=1|7oll2; b =70/B; q =b1.

(2)- Processus d’Arnoldi :
pour 3 =1,---,m

(a)- gis1 = (Fux + 0;b;) — F(u))/o; ; &
pouri=1,--+,7

h,',j = (b“(:)) 3 =0 E,’Jgi 3
fin du pour;
Djy1 =05 hjyr; = ||@j41]l2 -
biv1 = Qi1 /hjsr; ;
(b)- calculer une estimation de p; = ||b— (F(uk) + 0Z;) — F(ux))/ollz;
st p; < € aller @ (3) en posant m = j;
fin du pour.

(8)- Former la solution T, :
chercher d,, solution de : min Hﬁe(lmH) — Hpds:
___ deR™
calculer z,, = Zo + Bnd,,.
(4)- Redémarrage du GMRES.

calculer une estimation de pp, = ||b — (F(ug) + 0%Tm) — F(uk))/o|l2;
St pm > € aller a (1) en posant o = T ;

(III)- Calculer ugyy = ug + Zpm.

(IV)- Si || F(ur+1)]|2 est assez petit stop.

sinon k = k + 1, choisir une nouvelle précision ¢ et retourner a (II).
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4.3.2 La version différence finie de la méthode NC

L’algorithme ci dessous décrit la méthode de Newton Inexacte ou la solution du
systéme lin€aire (4.2) est obtenue par la version différence finie de la méthode CMRH.

Algorithme 15 : Newton-CMRH (NC).

(1)- Choisir ug une approzimation initiale du systéme non linéaire; poser k =0;
choisir une précision ¢g.

(II)- Résolution du systéme linéaire Az = b, avec A = F'(uy) et b= —F(uy).
(1)- Initialisation :
choisir To une approzimation initiale ; poser p = (1,2,--- n)T;
calculer qo = (F(ux + 00Zo) — F(uk))/00; To =b—qo ;
déterminer ig tel que |(70)i,| = ||Tolleo ; P(1) <— p(io) s
B=(To)i, ; by ="o/B; q = b1
(2)- Processus de Hesseneberg :
pour g =1,--- m ~
(¢)- g1 = (F(ux + 0;b5) — F(u))/o; 5 & = gjpa;
pourt=1,---,3
E,"j = (E,,LT)) y W=u—- 71,',]‘5,' N
fin du pour;
Wip1 =0 ;
déterminer ig tel que [(0j41)i] = |@jt1lo s P(7 + 1) ¢—> p(i0) ;
Pitrg = (@Dig1 )i
bip1 = Gjp1/hj1y;
(b)- calculer une estimation de p; = ||b — (F(ug) + 0Z;) — F(uk))/o||2;
st p; < €x aller @ (3) en posant m = j ; :
fin du pour.
(3)- Former la solution Z,, :

chercher dy, solution de: min “Be&mﬂ) — ﬁdez:
__ deR™
calculer T,, = To + B dnm.
(4)- Redémarrage du CMRH.

calculer une estimation de p,, = ||b— (F(uk) + 0Zm) — F(ur))/ol|2;
81 pm > € aller a (1) en posant To = T, ;

(II1)- Calculer ugy, = ug + T

(IV)- Si ||F(ug+1)||2 est assez petit stop.
sinon k =k + 1, choisir une nouvelle précision ¢ et retourner a (II).
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4.3.3 Implémentation des algorithmes et choix des parametres

Les tests décrits dans la suite ont été réalisés sur une machine "Sun SparcStation
10”, en double précision. Les programmes ont étés compilés par le compilateur f77. Dans
tous les tests, "approximation initiale Zo du systeme linéaire associé a la méthode de
Newton est initialisée & (0,---,0)7.

Un point important dans 'implémentation des algorithmes décrits précédemment
concerne le choix des parametres o; et des précisions ¢, imposées sur le calcul de la
solution T,,.

e choix des ;. Dans les algorithmes Newton-GMRES et Newton-CMRH, nous
avons approché 'action du Jacobien de 'application F' sur un vecteur v par le quotient

J(w)0 ~ F(u+ov) — F(u)

o

En précision finie, le calcul de F'(u) n’est pas exact. En fait, au lieu de la valeur réelle nous
obtenons la valeur approchée F'(u) + ¢(u). En supposant que l'erreur e(u) est majorée,
ie. |le(u)|ls < €V u, alors

Flu+ov)+e(u+ov)— F(u) —

g

J(u).w - W _ 0@ + ¢/0). (4.34)

La quantité & I'intérieur du terme O est minimale pour o = /€. En général I'erreur ¢
est due aux erreurs d’arrondis, et donc € est sensiblement égale a la précision machine
e ~ 107!, L’equation (4.34) montre qu'il est inaproprié de prendre les parametres o;
tres petits. En fait I'analyse parécédente montre qu'un choix raisonnable de o serait
o ~ 1078, Ce choix est valable pour des itérés u et v ayant sensiblement la méme norme.
Pour des vecteurs u et v quelconques nous considérons le choix

o eluls

ICHEY

o choix des ¢x. En ce qui concerne les critéres d’arrét associés au systéme linéaire
nous considérons le choix €, = n||F(uk)l||2, ot 7% est une suite décroissante majorée par
I’'unité. Le choix de ny est trés important, en effet si la valeur de 7, est trop petite, alors
il est possible que des calculs inutiles soient effectués lors des premiéres itérations de la
méthode de Newton. Un bon choix de nx permet d’éviter donc un calcul de Z,, avec une
trop grande précision par rapport a la précision nécessaire a la convergence. Dans les
exemples numériques qui vont suivre, nous avons considéré n; = (3)*.

e choix des autres parameétres . Nous avons pris pour m la valeur mmpq, = 10

OU Mmaz = 20. Si m = My, €t pr > € alors on redémarre ’algorithme CMRH ou
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GMRES une et une seule fois. En ce qui concerne le critere d’arrét pour le probleme
non linéaire, ’algorithme est arrété lorsque une solution approchée u;, du probleme non

linéaire F'(u) = 0, vérifie || F(ux)||2 < 1078]| F(uo)]|2-

Différentes approximations de départ ont été téstées, nous avons considéré six vec-
teurs choisis aléatoirement dont les composantes sont distribuées uniformément sur un
intervalle donné. Le tableau suivant donne I'intervalle I de distribution des composantes
des six solutions initiales.

ug | rand; | rand, | rands rands | rands | randg

T 100 | FLU [ =L0] | 21| [-%,2 | [=2.0]

Les résultats obtenus sont donnés sous forme de courbes qui représentent la norme de
F(u) dans une échelle logarithmique en fonction du nombre d’itérations. Dans chaque
figure, la courbe de la méthode de Newton-CMRH est représentée par la ligne continue
et celle de la méthode Newton-GMRES est représentée par des tirets.

4.3.4 Description des exemples et résultats

Exemple 1. Probleme de Bratu [10].

Il s’agit de résoudre I'équation aux dérivées partielles non linéaire suivante:
—Au + auz + Ae® = f,

définie sur le carré unité de IR%, avec des conditions aux bords de type Dirichlet. Lors-
qu’on discrétise cette équation a l’aide de différences finies, nous obtenons un systeme
non linéaire de taille n = n,.n,, avec n, +2, n, + 2 étant le nombre de points de discré-
tisation utilisés dans chaque direction. La fonction f est choisie de fagon que la solution
du probléme discrétisé soit égale a (1,---,1)T. Ainsi ce probléme admet au moins une
solution. Nous avons considéré différentes valeurs pour A, par contre la valeur de o est
fixée a a = 100. Tous les exemples sont de taille n = 2500 (n, = n, = 50).

Pour chaque choix du parametre A nous donnons les résultats obtenus pour quatre
approximations initiales.

1. A =1 (page. 130).

2. A =5 (page. 131).
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3. A =10 (page. 132).
4. XA = =5 (page. 133).

5. A = —10 (page. 134).

Discussion des résultats de I’exemple 1.

Nous savons que pour A > 0, il existe une unique solution pour le probleme de
Bratu (dans notre cas u, = e = (1,---, 1)7). La plupart des exemples montrent que les
courbes des méthodes NG et NC ont la méme allure et que ces deux méthodes donnent
des résultats similaires.

Du point de vue convergence, les deux méthodes, en général, convergent a la méme
itération (cela n’est pas vral pour A < 0). Nous avons observé numériquement que
lorsque la solution du systéme linéaire n’est pas obtenue avec la précision désirée, il y’a
une légére modification de l'allure de la courbe d’une des deux méthodes. C’est le cas
notamment pour la méthode NG dans les exemples A = 1,4, = rands a !'itération 6
et A = 5,up = rands a l'itération 9, ainsi que pour la méthode NC dans les exemples
A =5, up = rand; a 'itération 5 et A = 5,up = rand, a l'itération 7.

Lorsque le parameétre A est négatif, 'application linéaire F', associée au probléeme
de Bratu, n'admet pas une solution unique. Ce résultat est vérifié dans les exemples
A = —5ou A = —10 en prenant pour solution initiale ug = rands ou ug = rands.
Nous remarquons aussi que, lorsque les deux méthodes convergent vers la méme solution
u. = €, les deux courbes ont la méme allure dans les deux cas A = —5 avec ug = rand,
ou ug = rands et A = —10 avec up = rand, ou up = rands. Notons un léger avantage,
pour la méthode NC sur la méthode NG, en ce qui concerne le nombre d’itérations dans
le cas A = —10.

Les exemples A = =5 et A = —10 avec up = rands ou ug = rands illustrent bien
la difficulté de résoudre un systeme non linéaire. En effet les deux méthodes convergent
vers des solutions distinctes, bien que la solution initiale soit la méme dans les deux cas.
De plus, pour A = —1,—2,—3, nous ne sommes pas arrivés a trouver une solution du
systeme pour les choix up = rand;, rand;, rands, rands. En fait il y a oscillation ou
stagnation dans les deux méthodes, et cela méme en partant d’une solution tres proche
de la solution e (exemple up = 0.9999.¢). Cependant, pour up = randy ou ug = rands,
nous obtenons les résultats et les courbes données ci dessous. Ces résultats ne vont pas
dans le sens des observations faites sur les exemples précédents, a savoir que les deux
méthodes Newton-GMRES et Newton-CMRH donnent des résultats similaires. En effet
les courbes ci dessous montrent que seule la méthode NC approche une des solutions du
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probléme sans atteindre cependant la précision voulue.

Courbes de I’exemple 1, A = —1.

Up = ra nde

o - n
¥ T T

]
log 10 de la norme de F{u)

log 10 de la norme de F{u)

-2k

_ab

~4F

—_—

0 5 10 15 20 25 330 35 0 5 10 15 0 25 30 35

nombre d iterations nomore & nerations

Tableau 4.0: Résultats de I'exemple 1, A = —1.

Up = randy Up = randg
itération | NEF | ||F(u)|lz { CPU || itération | NEF | ||F(u)||. | CPU
NG 31 * * * 31 * * *
NC 31 714 | 1.81107° | 51.09 31 714 | 1.53107° | 50.61
Exemple 2

Pour cet exemple, ’application F' est obtenue par discrétisation, sur le carré unité,
de ’équation aux dérivées partielles non linéaire suivante:

—Au 4+ au, + yu? = f.

Comme pour P'exemple 1, la fonction f est choisie de fagon que la solution du probléme
soit égale & e = (1,--+,1)%. Le systéme non linéaire ainsi obtenu admet plusieurs solu-
tions. Nous prenons o = 100. Le nombre de points utilisé pour la discrétisation est égale
a 32, ainsi le systeme obtenu est de taille n = 1024. Nous considérons les deux choix
suivants pour le parametre ~v:

1. v =100 (page. 135)
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2. v = 10° (page. 136)

Notons que pour le choix v = 10°, nous avons |jugl2 =~ 107, c’est pour cela qu’on
considere le nouveau test d’arrét || F(ug)|l2 < 1071 F(uo)]|2-

Discussion des résultats de ’exemple 2

Les solutions trouvées u ont toutes leurs composantes égales en valeur absolue a
Punité, i.e. u = (£1,--+,%1)7. Comme pour I’exemple précédent, les deux méthodes
donnent des résultats similaires. Notons u™° (respectivement u™) la solution obtenue par
la méthode Newton-GMRES, (respectivement Newton-CMRH). Il peut y avoir conver-
gence des deux méthodes vers deux solutions distinctes, c’est les cas des exemplesy = 100
avec ug = rand, ou ug = rands et v = 10% avec ug = rand, ou ug = rands. Par contre
pour les exemples v = 100 avec ug = randsz ou ug = randy et v = 10° avec ug = rands ou
up = randy, les deux méthodes convergent vers la méme solution —e = (—1,---,—1)7.
Dans le cas de convergence vers la méme solution, les deux courbes ont la méme allure et
sont assez voisines. A 'inverse, lorsqu’il y a convergence vers deux solutions différentes,
les deux courbes ont des allures différentes. De plus, on observe, numériquement, que
cette différence dans 'allure est plus visible lorsque la norme de la différence entre les
deux solutions ||u™® — u¥%||; est plus importante.

Exemple 3. Generalized function of Rosenbrock [13].

Cet exemple est pris de [13, p.1.5]. On considére I'application F' définie par:

Fy(u) = —4¢((u)2 — (W) (u)1 — 2(1 - (u)l)
Fi(u) = 2¢((u)i = (w)i-1) = 4((@)is1 — (u)I)( 2(1 = (u)i-1) i=2,...,n-1
Fo(u) = 2¢((u)n - (U)i—l)

La matrice jacobienne de l'application F' est une matrice tridiagonale. Le systéme non
linéaire F(u) = 0 a pour solution exacte la solution unique: u, = (1,1,...,1)7. Nous
considérons un systeme de taille n = 5000 et les deux choix suivants du parametre ( :
1. ¢ =1 (page. 137).
2. ( =10 (page. 138).

Discussion des résultats de I’exemple 3.

Dans le cas ou { = 1, les deux méthodes arrivent a converger vers la solution du
probleme, et cela pour tous les différents choix des solutions initiales considérées. Par
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contre lorsque la valeur de ¢ grandit, les deux méthodes ne convergent pas toujours vers
la solution. La convergence n’est pas obtenue notamment pour les exemples ( = 10 avec
ug = randy pour la méthode NG et { = 10 avec uo = rands pour la méthode NC.

Les courbes obtenues pour cet exemple présentent plus d’irrégularités par rapport a
celles obtenues pour les deux exemples précédents. Cela peut étre expliqué par le choix
de la précision imposée sur le calcul de la solution Z,, du systéme linéaire associé a
la méthode de Newton. En effet, en choisissant de nouvelles valeurs du parametre 7
(§4.3.3) on remarque que la convergence est soit perturbée, soit au contraire améliorée
comme le montre les exemples donnés dans la page 139.
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log10 de la norme de F(u)

log10 de la norme de F(u)

ug = rand,

Courbes de 'exemple 1, A = 1.
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b,
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TAB. 4.1 - Résultats de l'exemple 1, A = 1.

up = randy ug = randy J
itération | NEF | ||F(u)|]z | CPU | itération | NEF | |[F(u)|l2 | CPU
NG 6 73 14.9910°7 | 5.60 12 156 | 5.0710~° | 11.58
NC 7 129 | 2.6710°7 | 9.69 10 187 |3.9710~" | 13.65
uo = rands ug = randg ]
itération | NEF | ||F(u)|]z { CPU |l itération | NEF | ||[F(u)|lz | CPU
NG 7 96 [4.64107 | 7.35 10 109 |5.771077 | 8.29
NC 7 129 | 2.7510~7 | 9.76 8 141 |3.4910~° | 10.23
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Courbes de 'exemple 1, A = 5.

ug = rand;

log 10 de la norme de F{u)

2 3 4 5
nombre d iterations

up = rands
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TAB. 4.2 - Résultats de l’exemple 1, A = 5.

r ug = rand; ug = rand,
itération | NEF | ||F(u)|lz | CPU | itération | NEF | ||F(u)||2 | CPU
NG ) 61 |3.751077 | 4.58 7 85 |[3.181077 | 6.27
NC 6 106 | 2.6510°7 | 7.76 8 130 | 2451077 | 9.27
ug = rands up = randg J
itération | NEF | ||F(u)|l2 | CPU | itération | NEF | ||F(u)|lz | CPU
NG 10 132 | 2.78107" | 9.62 12 145 [2.86107% | 10.48
NC 8 130 | 4.21107% | 9.31 12 200 |{1.4210°° | 14.21
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Courbes de ’exemple 1, A = 10.

up = rand;
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TAB. 4.3 — Résultats de ’exzemple 1, A = 10.

up = rand, ug = rand, ]

itération | NEF | ||F(u)]|. | CPU || itération | NEF | ||F(u)|]. | CPU
NG ) 61 [3.911077 | 4.54 8 97 [2.9610~7 | 7.06
NC 6 95 |2.621077 | 6.82 8 130 [2.901077 | 9.31

r ug = rands Ug = randg

itération | NEF | ||F(u)||2 | CPU | itération | NEF | |[F(u)]|. | CPU
NG 11 133 [ 2.7010°° | 9.58 14 180 | 2.7810~7 | 12.92
NC 11 177 | 2.9510°7 | 12.55 14 279 | 3.1107 | 19.79
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Courbes de ’exemple 1, A = —5.

Uug = randy
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TAB. 4.4 - Résultats de l’ezemple 1, X = —5.

r ug = rand,; Ug = rand,
itération | NEF | ||[F(u)|l2 | CPU || itération | NEF | ||F(u)||, | CPU
NG 7 85 | 1.62107% | 6.22 17 282 | 5.191077 | 20.61
NC 8 152 | 8.85107" | 10.90 18 371 |8.371077 | 26.28
| ug = rands up = randg
itération | NEF | ||F(u)||z | CPU | itération | NEF | |[F'(u)|]z | CPU
NG 18 371 | 7.871077 | 26.79 12 156 | 5.371077 | 11.23
NC 20 450 | 2.55107° | 31.87 18 371 12.21107% | 26.25
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Ug =

Courbes de 'exemple 1, A = —10.

rand,
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TAB. 4.5 — Résultats de l'ezemple 1, A = —10.

B ug = rands Uy = rand,
itération | NEF | ||F(u)|lz | CPU || itération | NEF | |[F(u)|, | CPU
NG 16 237 13521077 | 17.05 18 349 {3.921077 | 25.26
NC 10 187 | 4.101077 | 13.29 14 257 |4.45107° | 18.36

up = rands ug = randg
itération | NEF | ||F(u)|lz | CPU | itération | NEF | ||F(u)|, | CPU
NG 17 337 | 3.08107° | 24.30 18 261 | 3.0310°7 | 18.73
NC 12 211 |3.341077 | 15.01 18 349 | 3.32107° | 24.68
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log10 de la norme de F{u)

log10 de la norme de F{u)

up = rands

Courbes de ’exemple 2, v = 100.
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TAB. 4.6 — Résultats de 'ezemple 2, v = 100.
ug = rand, up = rands J
itération | NEF | ||F(u)||2 | CPU || itération | NEF | ||F(u)|lz | CPU
NG 11 144 |6.211078 | 3.41 10 121 [1.2410°7 | 2.91
NC 11 210 | 1.5110°7 | 4.99 10 120 | 9.661078 | 2.90
up = randy up = rands |
itération | NEF | ||F(u)|l2 | CPU | itération | NEF | ||F(u)||. | CPU
NG 5 61 | 1.4210°7 | 1.57 8 97 19.27107% | 2.36
NC 5 61 |2.6410°7 | 1.59 10 176 | 7.861077 | 4.11
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up = rands

Courbes de ’exemple 2, v = 108,
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TAB. 4.7 - Résultats de ezemple 2, v = 10°.

ug = rand,

up = rands

itération | NEF | ||F(u)||2 | CPU | itération | NEF | ||F(u)]j» | CPU

NG 8 97 19.21107°% | 2.38 10 132 | 1.0810"" | 3.08

NC 11 166 | 7.6810=% | 3.98 10 132 | 7.51107% | 3.09
[ ug = randy ug = rands

itération | NEF | ||F(u)||2 | CPU || itération | NEF | ||F(u)]l. | CPU

NG 5 61 |2.811077 | 1.54 11 188 | 3.6510" | 4.33

NC 5 61 |2.541077 | 1.53 8 130 | 6.91107% | 3.05




4.3. Résultats numériques

137

ug = rand,

Courbes de 'exemple 3, ¢ = 1.
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TAB. 4.8 — Résultats de ’ezemple 3, ( = 1.

10

[

ug = rand,

U = rand,

itération | NEF | ||F(u)||2 | CPU || itération | NEF | ||F(u)|. | CPU

NG 26 398 [9.2610°7 | 58.49 10 77 16.321077 | 7.31

NC 16 223 |3.53107" | 23.89 13 136 | 7.681077 | 12.84
| Up = rands uo = rands

itération | NEF | ||F(u)}j, | CPU | itération | NEF | ||F(u)|lz | CPU

NG 11 81 |2.5610°% | 7.60 10 61 |2.29107" | 5.58

NC 13 141 | 2.66107° | 14.45 13 137 | 4.451077 | 12.67
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Courbes de 'exemple 3, { = 10.

ug = rand; ug = rands
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TAB. 4.9 - Résultats de l'ezemple 3, ( = 10.

ug = rand; Up = rands
itération | NEF | ||F(u)||2 | CPU || itération | NEF | ||F(u)|lz | CPU
NG 12 155 | 5.18107° | 22.40 31 1041 | 2.77107° | 190.54
NC 11 190 | 1.73107° | 25.45 31 1060 | 1.22107° | 178.40

Ug = randy g = randg
itération | NEF | ||F(u)|lz | CPU | itération | NEF | ||F(u)|2 | CPU
NG 31 * * * 18 368 | 7.32107° | 58.55
NC 30 950 |4.07107° | 157.3 31 * * *
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Courbes de ’exemple 3, autres choix de ny.
up = randy, n = (0.1)F ug = randy, np = (0.7)
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TAB. 4.10 — Résultats de l'exemple 3, autres choix de ny.

up = randg, ng = (O.I)k

up = randy, g = (0.7)F

itération | NEF | ||F(u)llz | CPU | itération | NEF | ||F(u)|z | CPU

NG 20 749 | 3.66107" | 140.17 12 109 | 1.62107° | 12.14

NC 14 456 | 4.52107° | 75.11 32 874 | 1.9610° | 140.9
ug = randg, nr = (0.1)* ug = rands, nr = (0.7)*

itération | NEF | ||F(u)||; | CPU | itération | NEF | ||F(u)||, | CPU

NG 37 1491 | 1.14107° | 279.51 12 108 | 2.36107° | 12.14

NC 17 607 | 7.20107° | 101.47 18 252 | 1.43107° | 31.23
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4.3.5 Analyse et discussion des résultats

L’analyse des exemples et des résultats du précédent paragraphe montre qu’en gé-
néral les deux méthodes Newton-GMRES et Newton-CMRH ont des performances com-
parables. Dans le cas ou les deux méthodes convergent a la méme itération, nous avons
remarqué que le nombre d’évaluations de I’application F' de la méthode NC est souvent
supérieure a celui de la méthode NG. Cela est du au fait que la méthode CMRH(m), pour
des petites valeurs de m, redémarre en général plus de fois que la méthode GMRES(m)
(voir les exemples du chapitre 2 §2.5.2).

Notons que si on compare les algorithmes NC et NG a ceux obtenus par les al-
gorithmes des méthodes Newton-GMRES et Newton-CMRH ot la matrice jacobienne
est approchée par une discrétisation (i.e. (J(ug))i; = (Fi(ux + ajeg-n)) — Fi(ug))/oj, ou

el

; ) est le 7™ vecteur de la base canonique), on obtient, dans la pluspart des cas, des
résultats similaires. De plus les itérés calculés par les deux versions de chaque méthode
sont en général identiques. D’ou l'utilité d’approcher 'action du jacobien sur un vecteur

par le quotient approché (4.11) puisque dans ce cas il y’a un gain de temps appréciable.

Dans plusieurs exemples, les méthodes NC et NG ne convergent pas vers la méme
solution, méme si la solution de départ est la méme pour les deux méthodes. Ce cas
de figure peut étre expliqué par le fait qu’une ou plusieurs solutions Z,, n’ont pas étés
calculées avec la méme précision. Dans ce cas, il se peut que les solutions TZMR™S et ZoMFE
soient suffisamment distantes pour que les itérés des deux méthodes de Newton-GMRES
up® et Newton-CMRH uf° soient distinctes et appartiennent a des voisinages différents

de deux solutions distinctes du systeme non linéaire F'(u) = 0.

Les méthodes Newton-GMRES et Newton-CMRH décrites par les algorithmes NG
et NC ne convergent que lorsque la solution initiale ug est assez proche d’une solution
u, du systeme F(u) = 0. La convergence de ces méthodes est donc locale. Afin que
ces méthodes obtiennent le caractére de convergence globale, il faut leur associer des
algorithmes d’optimisation qui permettent, soit de savoir si une solution Z,, est une
direction de descente pour la fonction f(u) = %||F(u)||3, soit d’obtenir une solution u
qui soit assez proche d’une solution u., et ainsi il suffit de prendre ug = u. Ces méthodes
ainsi que d’autres ont étés étudiées par Brown et Saad [11], de plus dans [10] ces auteurs
ont préconditionné les algorithmes afin d’améliorer et d’accélerer la convergence des
méthodes Newton-GMRES et Newton-Arnoldi. Notons que les résultats donnés dans
[11] sont plus généraux et sont valables pour la méthode de Newton ot la solution du
systeme linéaire est obtenue par des méthodes de projection sur des espaces quelconques

et non pas uniquement sur des sous espaces de Krylov.
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