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Introduction générale

0.1 Présentation du probléme

Dans cette thése, on étudie le probléme de la détermination du nombre de points
d’une courbe elliptique définie sur un corps fini. Ce probléme n’a pas seulement un intérét
théorique mais également pratique dans le sens ol il intervient en cryptographie, domaine
dans lequel on travaille avec des corps de trés grande caractéristique.

On désigne par F, un corps fini de caractéristique p et par [, son corps premier.

Notons a titre d’exemples les diverses utilisations suivantes.

0.1.1 Détermination du groupe de torsion d’une courbe
elliptique
Rappelons le résultat [40] suivant

Proposition 1 Soit E/Q une courbe elliptique et soient p un nombre premier et m > 1 un
entier premier d p. Si la réduction E[F, est non singuliére alors lapplication de réduction

E(Q)[m] — E(E,)
est injective.

Ce résultat nous donne en général la méthode la plus rapide pour déterminer le sous-
groupe de torsion d’une courbe elliptique défini sur Q. En appliquant la proposition pour
différents p, on peut obtenir des informations sur la torsion de E(Q).

Exemple: Considérons la courbe elliptique E/Q définie par ’équation y* = z3 + 3. Son
discriminant est A = —3%2%, ainsi £(modulo p) n’est pas singuliére pour p > 5. On a
#E(Fs) = 6 et #E(F7) = 13. Par suite, E(Q) n’a pas de point de torsion non trivial. En
particulier, le point (1,2) € £(Q) a un ordre infini et donc E(Q) est infini.

0.1.2 Test de primalité
Pour ce propos, signalons la proposition [18]:

Proposition 2 Soit N un entier premier d 6 et E une courbe elliptique sur Z/NZ, P un
point de E et n et s deuz entiers tels que s | n. Pour chaque diviseur premier r de s, on
note n

P = [;]P: (zr i yr i 2r) -

On suppose que [n]P = Op et pged(z,, N) = 1 pour tout r. Alors, si p est un diviseur
premier de N, on a #E(F,) = 0 mod s.



Et, on a la conséquence importante:
Corollaire 1 Sis > (VN +1)? alors N est premier.

En combinant ce résultat avec un algorithme de calcul de #E(TF,) on obtient l’algorithme
de primalité de Goldwasser-Killian [18].

0.1.3 Applications en cryptographie

Dans [22] et dans [30] Koblitz et Miller ont suggéré l'utilisation du groupe abelien
d’une courbe elliptique sur un corps fini pour implanter les cryptosystémes a clef révélée.
Or la sécurité d’un tel systéme, c’est a dire la difficulté de le décoder, est basée sur la
possibilité de calculer des logarithmes discret sur le groupe fini E(F,). Et le meilleur
algorithme connu pour ce probléme est le calcul d’une racine carrée d’Odlyzko {34} qui a
un temps d’exécution proportionnel au plus grand diviseur premier de 'ordre du groupe.
On connait des familles de courbes elliptiques dont ’ordre est trivial a calculer [23]. Par
contre, si 'on choisit une courbe elliptique aléatoire sur [, alors on a besoin, dans ce cas,
d’un algorithme efficace de calcul du nombre de F,-points.

Notons, finalement, une derniére application, que ’on trouve avec lalgorithme de
Schoof [35] de calcul d’une racine carrée dans F, et qui nécessite la connaissance de

#E(Fp).

C’est justement René Schoof [35], en 1985, qui a mis au point un algorithme déterministe
de calcul de #E(F,), de temps d’exécution polynomial en O(log® ¢). Mais cet algorithme
n’est pas performant en pratique et ne permet pas d’atteindre les corps dont il est question
en cryptographie. Heureusement, la méthode a subi de nombreuses modifications notamment
par Elkies (17] et par Atkin [2] ,[3] pour ne citer que les plus importantes. L’algorithme
est devenu ’algorithme SEA du nom de ses auteurs Schoof-Elkies-Atkin et est capable de
travailler sur des corps de caractéristique trés grande. Le tableau suivant traduit ’évolution
rapide des résultats obtenus. La taille d’un nombre est ici son nombre de chiffres. Les
courbes utilisées sont :

LIX :Y? = X3 + 4589X + 91128 mod p

INRIA : Y2 = X3 4+ 105X + 78153 mod p
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Cet algorithme est en O(p!T°(1)) et est raisonnable pour p ne dépassant pas 10000. Par
contre on peut utiliser I’algorithme de Shanks [38] des pas de bébés et des pas de géants
pour obtenir une méthode plus rapide.

0.2.2 La méthode de Shanks

La méthode de Shanks permet de déterminer le nombre de points de tout groupe
abelien fini (dont on connait la loi de composition) lorsque l’ordre du groupe admet un
majorant connu. C’est le cas pour les courbes elliptiques sur un corps fini F, puisque le
théoreme de Hasse [19] assure que | m — (p+ 1) |< 2,/p.

La méthode de Shanks détermine tous les entiers n tels que [ n— (p+ 1) |< 2\/p et
[n]P = O avec P un point aléatoire sur £ en O(p'/%+¢).

On prend comme borne supérieure S = 4,/p et on pose! r = [VS] = [2y/p] et
Q=[r]P.

Pas de bébés: P,[2]P,...,[r]P = Q.

Pas de géants: Q,[2]Q,... ,[r]Q,

Puis, on calcule H; = [[p+ 1 - 2,/p|]P + [j]Q pour j = 1,...,7 et on cherche des
coincidences du type H; = [i]P pour certains i. Si il y a un seul couple (i,j), on a
m = |p+1—2./p| + kj—iet cela se produit lorsque P est un point d’ordre > 4,/p.
Sinon, on choisit un autre point P sur E ou on utilise une idée de Mestre [9] qui consiste
a considérer une autre courbe telle que 'existence d’un point d’ordre supérieur a 4,/p soit
assurée.

Cet algorithme devrait étre utilisé 4 la place de la formule de Lang-Trotter (méthode
utilisant les symboles de Legendre) dés que la taille de p est supérieure & 10. Mais si la
taille de p dépasse 30 ou 40 chiffres il faut utiliser une autre méthode a savoir ’algorithme
SEA. Commengons par décrire la méthode de Schoof.

0.2.3 L’algorithme de Schoof

Maintenant, considérons un corps fini quelconque Fy de caractéristique p.

L’algorithme de Schoof détermine m = #E(F,) en calculant m mod £ pour suffisamment
de petits nombres premiers £. Schoof montre comment calculer m mod £ & partir de
Péquation caractéristique de I'endomorphisme de Frobenius = de E agissant sur le sous-
groupe des points de ¢-torsion E[€] de E. Mais, en travaillant dans E[¢€], I’algorithme doit
réaliser les calculs modulo le £-iéme polynéme de division f; de E et le degré élevé des f;
rend la méthode impraticable dés que £ > 31.

Notons une combinaison intéressante [6] des pas de bébés et des pas de géants et de
la méthode de Schoof qui consiste & calculer ¢t mod £,,...,t mod £, par Schoof et permet
de diminuer d’un facteur de 1/ ][ 4 Pamplitude de I'intervalle de Hasse.

1[z] est le plus petit entier > z et |z] est le plus grand entier < z
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[ taille des p || qui | date ]

30 1985
65 A.O.L Atkin 02.91
75 A.O.L Atkin 02.92
100 A.O.L Atkin 02.92
200 A.O.L Atkin 02.92
250 F. Morain 12.93
276 A.O.L Atkin 03.94
350 F. Morain 04.94
376 V. Miiller 05.94
400 F. Morain 10.94
425 V. Miiller 12.94
500 F. Morain 01.95

Dans cette thése nous concentrons notre étude sur 'algorithme SEA. Le travail que
je présente ici a contribué & déterminer le nombre de points sur une courbe elliptique sur
un corps fini F, de caractéristique un nombre premier record a savoir p = 10499 4+ 153 en
Janvier 1995.

0.2 De 1985 a aujourd’hui

On se place tout d’abord dans le cas ol le corps de base est premier.

Pour les méthodes classiques, on se référe a [9].

Le probléme est le calcul du nombre de points d’une courbe elliptique E sur un corps
fini. Sur F, et F3 le probléme est trivial, on supposera donc que p > 5. Par suite, la courbe
E sera donnée par une équation de Weierstrass affine

Y2=X3+AX+B

avec A et B dans F, tels que 443+ 27B% # 0. L’ensemble des Fp-points de E, noté E(F,),
est un groupe abelien fini. On veut déterminer m = #E(F,).

0.2.1 Méthode élémentaire

Notons, tout de suite, I’algorithme naif utilisant le symbole de Legendre. La courbe a
un point & I'infini [0 : 1: 0] et donc pour tout =z € Fp,ilyal+ (-’fﬁ‘%"i‘—g) valeurs de y.
On a donc s
Az + B

zel, P
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0.2.4 Les travaux d’Elkies et d’Atkin

L’algorithme a subi une importante amélioration en 1991 par Elkies [17] dont I'idée
consiste & travailler sur un sous-groupe G de E[€]. Cette idée est née suite ala transformation
par Elkies et Miller des résultats de Vélu [41], qui a permis d’atteindre les valeurs des
Dk = deG z¥(g) et donc des fonctions symétriques d’un facteur h; de f; avec la formule
de Newton. Ainsi, travailler dans G devint possible par des congruences modulo hy.
Explicitement, les coefficients du polynéme h; peuvent étre calculés si 'on connait les
coefficients A, B d’une courbe fisogéne E & E et la valeur de p1, c’est la méthode de
Elkies, ou & partir des valeurs (p;, p2,p3), ¢’est la méthode de Charlap, Coley et Robbins
[8]. On s’intéresse plus particuliérement a la méthode la plus rapide a savoir celle de Elkies.

L’idée de Elkies est utilisable lorsque ¢ — 4¢ est un carré modulo ¢ donc pour disons
la moitié des ¢, appelés nombres premiers d’Elkies. Néanmoins la méthode a un double
avantage : elle ne calcule qu’une valeur propre de = modulo £ et ceci en réalisant des
congruences modulo h, de degré d = (¢ — 1)/2. Toutefois, il faut au préalable calculer
h¢, ce qui nécessite la détermination d’une courbe f-isogéne & E. Pour cela, Elkies utilise
une équation $,(X,Y) de la courbe modulaire X,(¢) (ou la courbe Xo(£)/W, avec W,
I'involution d’Atkin-Lehner) ayant des coefficients convenables. Ces équations sont construites
en utilisant des fonctions particuliéres de I'g(€). Des équations ”utilisables” sont déterminées
disons pour £ < 71.

Atkin avait en premier apporté une contribution au probleme dés 1986 pour donner la
méthode sort and matchen 1988 [2]. Cette méthode reste utilisée pour les nombres premiers
qui ne sont pas d’Elkies et qu’on appelle dorénavant nombres premiers d’Atkin. Atkin a
dans le méme temps signalé que le type de décomposition de ®,(X,j(£)) donne 'ordre
multiplicatif du quotient des valeurs propres dans Fys. Il a ensuite uniformisé et simplifié
la méthode de Elkies en, d’une part, mettant au point une méthode de génération de
fonctions pour T'y(£) et, d’autre part, en simplifiant le passage de cette équation a A,B,p,.

0.2.5 Les résultats récents

Notons, finalement, les derniers développements dans ce domaine. Couveignes-Morain
[13] ont introduit la notion de cycles d’isogénies qui consiste & réutiliser la courbe isogéne
obtenue de la méme maniére que la courbe initiale et ainsi de suite. Cela permet d’atteindre
un facteur de fen. Ce facteur est utilisé pour la détermination de ¢ mod £°. Miiller [33] a
accéléré la recherche de valeurs propres en utilisant un ”funny baby-step and giant-step”.
Terminons avec les résultats de Couveignes [10] qui traite le cas oll p < £ en considérant
les groupes formels. Cela permet de travailler sur des corps de petites caractéristiques.
Lercier et Morain [28] ont implanté cet algorithme pour ¢ = 2" avec r de ’ordre de 1000.
Noter que Lercier [27] a donné un algorithme différent pour p = 2. Plus récemment encore,
Couveignes [12] a donné un autre algorithme pour tout p qui évite Iutilisation des groupes
formels.

On résume les grands axes de SEA (cas ou la caractéristique p du corps est telle que
p > £, sinon il faut utiliser I’algorithme de Couveignes) avec le tableau suivant:



LMéthode ” Ensemble des m}roupe l Equation | Polynémel Degré I Résultat I

Schoof Ve E[] 2 +k=rm fe (£2-1)/2| tmod £

7¢ = A (original)

(good case img = j (Miiller)
de SEA)

Elkies ”good” £ E(f), hy (€-1)/2 | tmod £

(bad case
de SEA)

Atkin "bad” ¢ Sort and Match D, £+1 t; mod ¢

0.3 Présentation du travail effectué

Cette thése est présentée dans trois chapitres. Le premier chapitre concerne essentiellement

le type de décomposition sur F, des polyndmes intervenant dans I’algorithme SEA, et plus
généralement associés & F, a savoir : les polyndomes de division, les polynomes de division
exacte, les polyndmes de semi-division et les équations polynomiales de Xo(¢). Dans le
deuxiéme chapitre, je décris quelques innovations dans SEA, qui ont permis d’atteindre
un record dans ce domaine [32]. Finalement dans le dernier chapitre, je montre quelques
utilisations efficaces des cycles d’isogénies rationnelles.

Chacun de ces chapitres fait ou fera I’objet d’une publication. Le chapitre I est un
article en préparation qui s’intitule: ”Polyndmes ’associés’ & une courbe elliptique £ sur
un corps fini.” Le chapitre IT: ” Remarks on the Schoof-Elkies-Atkin algorithm” va paraitre
dans la revue Mathematics of Computation. Quant au chapitre III, il fait 'objet d’un
article commun avec Frangois Morain et Jean-Marc Couveignes: ”Isogeny cycles and the
Schoof-Elkies-Atkin algorithm”

Voici un résumé bref de chaque chapitre.

Au chapitre I, j’introduis d’abord la notion de semi-ordre (noté s(z) pour un élément
z d’un anneau) utile pour transcrire le type de décomposition des polyndmes cités.

Je décris ensuite quelques propriétés des polynomes de division f,. Puis, je donne
la forme de la décomposition en facteurs irréductibles dans F,[X] des f, (Je montre au
chapitre II comment expliciter certains facteurs méme dans le cas Atkin).

Je montre comment définir des polynomes, que }’appelle de division exacte et notés
f,, dont la propriété principale est de s’annuler exactement aux points d’ordre n.

Je démontre le résultat suivant :

Proposition 3 f; est un polynome irréductible sur Fylay, a2, a3, aq, a5, X) ot les a; sont
les coefficients d’une équation de E.
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Cela permet d’introduire les polynémes Uy, dit de semi-division, de maniére plus rigoureuse
que dans [8]. Je décris également leur type de décomposition sur F,.
Finalement, en ce qui concerne les polynémes modulaires, j’obtiens principalement :

Proposition 4 Avec k = mod¥{, on a:

1) S5i k est une racine primitive modulo ¢, alors

®, est irréductible sur Fy si et seulement si fy est irréductible sur [F,.

2) Si k n’est pas une racine primitive modulo £ et si ®, est irréductible sur Fy, alors
fe se décompose en 2%‘(% facteurs irréductibles de degré (£ + 1)s(k).

Au Chapitre II, je présente I’algorithme de Schoof-Elkies-Atkin. Dans un premier
temps, je calcule la complexité des différentes méthodes de détermination d’une valeur
propre. Je décris un nouvel algorithme de calcul d’une valeur propre du Frobenius modulo
£ basée sur une idée de Atkin. Ce qui nous donne une méthode de complexité equivalente
a la meilleure méthode connue jusqu’alors, celle de Miiller, si cette derniére est réalisée en
utilisant des compositions. Toutefois, je montre comment on peut éviter ces compositions
. J’améliore ensuite la phase finale de détermination d’une valeur propre dans certains cas
que l'on précisera.

Puis je propose une alternative 4 la méthode de Atkin en montrant comment on peut
expliciter un facteur du polynéme de division f; méme dans le cas d’un nombre premier
d’Atkin. J’explique, ensuite, comment utiliser ce facteur dans la procédure de Schoof que
Pon réalise, de plus, en ne calculant que les abscisses des points.

[ Méthode H Ensemble des ¢ LGroupeT Equation 1 Polynéme I Degré J

Dewaghe “bad” £ U, Gi |in} +i=jm, ge ed

Ot e est l'ordre entier modulo £ [4] de la suite dont le polyndme caractéristique est
celui de 7 modulo 2.

Au Chapitre III, on s’intéresse aux cycles d’isogénies rationnelles introduit par
Couveignes et Morain en 1994.

J’ai remarqué que I’approche d’Elkies pouvait se résumer en une procédure de construction
d’un facteur de f; a partir des quantités (A,B,p;). Je décris dans un premier temps
I'action de I'involution d’Atkin-Lehner W, sur les quantités (A, B,p;1) ce qui me donne
le moyen de changer de directions dans un cycle rationnel d’isogénies en appliquant la
procédure Wy(A, B,p;). Cela permet d’accélérer le calcul de t mod £* en, d’une part,
calculant ¢ mod ¢2 avec un seul calcul de pged et, d’autre part, en optimisant I'utilisation
d’un facteur de hy (h, étant un facteur de f).
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Avant-propos

0.5 Equations modulaires

0.5.1 Le groupe modulaire et 'invariant modulaire

ab

On se réfere a [37]. Un élément g = ( cd

) € SLy(Z) agit sur ® = {z € C, ¥(z) > 0}
par
L= % +b
9£= cz+d’
Le groupe modulaire est I' = SL2(Z)/{+£1}. On introduit également I'o(£) qui est le sous-
groupe d’indice £+ 1 de T" défini par:

F0(£)={( zS)GI‘IcEOmodZ}.

Une forme modulaire f de poids 2k? (k est un entier) est une fonction holomorphe sur
H et a l'infini, satisfaisant a:

ab _ ok 0z + b
V(28 esna@,vs en o) = ety ELY
La fonction f vérifie en particulier f(z + 1) = f(z) et admet donc un développement
en série de Fourier: f(z) = 3 .7 anq" avec ¢ = e2imz,
Soit L(1,2) = Z ® 2Z un réseau de C (z € H). Posons

Gaul(z)= Y. 1/%= 3 1/(mz+n)*

zeL-{0} (m,n)#(0,0)

pour £ > 1. La fonction Gy est une forme modulaire de poids 2k. On pose g2(L) =
60G4(L), g3(L) = 140Gs(L) et A = g3—27¢3. Ce sont des formes modulaires de poids 4,6 et
12 respectivement. Les coefficients de la g-série de Gqi sont donnés par: or(n) = Ed/n d*.
On a plus précisement :

ng = 2((2/6)(1 - %;k: "Zz:l 0'21:...1(71)(]")

avec ¢ = e#™% et By les nombres de Bernouilli.

2Certains auteurs disent que f est de poids k



Nous utiliserons plus précisement les séries d’Einsenstein normalisées, notée Eqx(z).
On a
Egk(z) = 1/2((2k)02k(2)

En particulier , on a

Eyz)=1-24 Z a1(n)g”,

Ey(z) =14 240 i o3(n)g¢” et Eg(z) =1-—504 i os(n)q".

n=1 n=1

Remarque 1 Les séries d’Eisenstein E4 et Eg sont des formes modulaires pour SLo(Z)
de poids 4 et 6 respectivement. Par contre, E5 n’esl pas une forme modulaire pour SLo(Z).
On a [21],

1 12
;EQ(—I/Z) - E?(z) + 27|'iz N

Toutefois, la fonction £(z) = LE2(Lz) — Fo(z) est une forme modulaire de poids 2 pour
SL:(Z).

3
L’invariant modulaire est j = 123%. On peut montrer que la g-série de j est
. 1 n
i) == +T44+ Y dng™.
q n>1
Remarque 2 La nolation standard pour les coefficients de j esl cx el non di, mais nous

allons utiliser ¢, pour les coefficients de la fonction de Weierstrass.

0.5.2 La fonction de Welerstrass
Pour tout réseau L de C, on considére la fonction de Weierstrall

P(Z)=z-12+ Z(G—:l_w)?-i?)'
wel'

On a

Proposition 5 Pour tout compleze z dans C— L, on a

pu(z) = 5 + (@204 )Gan (D)2 |

et
p1(2)? = 4p3(2) — g2(L)pr(2) — 9s(L) -
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Ainsi, le point de coordonnées (pr(2), pr(2)) est un point de la courbe
Y2=4X3 - g, X — g3.

D’autre part, on pose ¢y = (2k + 1)Gax(z) et on vérifie facilement que cx € Q[A4, B].
Les coefficients c; sont entiérement déterminés par A, B. En effet, on a ¢; = —A/5 et
¢a = ~B/7 puis

T k- 2)(2k+3)ZC"°" 1=k

0.5.3 La fonction de Dedekind

Soit z un nombre complexe dans H et posons ¢ = e***. La fonction n de Dedekind

est défini par
n(z)=¢" [[(1-q™)
m>1

On peut exprimer 7 de la maniére suivante

n(z) — q1/24(1 + Z(_l)n(qn(Sn—l)/Z +qn(Sn-{»l)/Z)) )
n>1

0.5.4 La courbe X;(4)

Soit £ un entier premier et Xo(£) la £™¢ courbe modulaire. On s’intéresse & une
équation de Xo(£), c’est & dire une équation polynomiale du type ®.(f(¢),j(g)) = 0 ot
f est une fonction sur Ty(£). On pourrait se contenter d’utiliser le fait que j(£z) est une
fonction sur Xo(£) mais I’équation reliant ces invariants modulaires, notée encore ®,(F,J),
a des coefficients énormes. Par exemple:

Dy(X,Y) = X3~ X2Y? + Y3 + 1483(X2Y + Y2X) — 162000(X2 + Y?) +
40773375XY + 8748000000(X + Y') — 157464000000000, et

O3(X,Y) = X4 = X373 + Y* +2232(X? + Y?) - 1069956(X3Y + Y3X) +
36864000( X3 + Y3) + 2587918086.X2Y 2 + 8900222976000(X %Y + XY?) +
2315522973 XY + 295335°(X + V).

Lorsque Xo(£) est de genre 0 (i.e £=2,3,5,7,13), on connait une paramétrisation de cette
courbe, autre que la paramétrisation classique par les invariants de courbes elliptiques £

isogéne, par
24/(¢-1
zo(z) = { 2EL fe=n
n(€z) ’
et Pinvariant modulaire j est relié & z, par les formules suivantes :

(22 +16)° _ (za+2T)(z3+3)° _ (zf+ 1025+ 3)°
- 2 h z3 B s
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(234 1327+ 49)(23 + 527 + 1) (2334 5z13 + 13)(215 + Tz + 2022, + 19243 + 1)°
- 7 B 13 '

On constate que ’on a une équation beaucoup plus simple que celle reliant les invariants
modulaires. Pour les autres valeurs de £, on peut se référer aux travaux de Atkin et Morain
pour avoir une équation simple de Xo(¥).

0.6 Courbes elliptiques
0.6.1 Courbes elliptiques sur K

Soit K un corps de caractéristique quelconque. Soit Po(K) le plan projectif sur K dont
les points sont notés [X : Y : Z].

Une courbe elliptique est une courbe réguliére donnée par une équation générale en
coordonnées projectives F(X,Y, Z) = 0 définie par

FX,Y,2)=Y?Z+ a1 XYZ +a3YZ? - (X® 4+ asX%Z + a4 X 2% + as2°)

avec les a; dans K.
Le discriminant A défini par

A = —b}bg — 8b3 — 27b% + 9bybybs,
ou
by = a'f + 4az, by = 2a4 + aja3,bs = ag + 4ag, bg = afas +4azag — aazay + a2a§ — ai,

est non nul dans K.
On définit également 'invariant modulaire de la courbe

. _ ((a% + 4(12)2 - 24(0103 + 2(14))3
i(E) = = -

En caractéristique différente de 2 et 3, on peut considérer une équation plus simple
pour la courbe E, & savoir, une équation sous forme de Weierstrass :

Y?=X3+AX + B

et la formule du discriminant se réduit & A = —16(4A3 + 27B?) et celle de I'invariant
modulaire 3 j(E) = 1728442,
L’ensemble des points de E défini sur K est:

E(K)={[X :Y : Z] € Py(K) | F(X,Y, Z) = 0}.

Il y a un unique point de E avec Z = 0, & savoir [0 : 1 : 0] appelé point & l'infini de E,
noté Og.On a:

E(K)={(X,Y) €K x K | F(X,Y,1) = 0} U {Og}.
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L’ensemble E(K) est un groupe abelien pour la loi chord and tangent, noté @. Plus
précisément, on a:

Théoréme 1 Soit E une courbe elliptique sur K d’équation affine F(X,Y,1) = 0.
1. Soit Py = (z0,y0) € E. Alors —Py = (z9, —yo — a1Z0 — a3).
2. Soit P, ® P, = P3 avec P; = (z,y;) € E.

Sizy=zy elyy+ys+ayzo+az3 =0 alors P, ® P, = Op.
Sinon, soit

= #1=¥3 = 1%3-Yary ;
,\ - r\~—x2 et l‘ - rg—=ry st xl # zz

_ 3z342a3z,tas—ary, _ —Zi+a4T1+2a6—asy; ; —
A= 2y1tarx+as et H= 2y1+a1z1tas §1T1 =22

alors 3= —as —z; — Zo+ A2+ a1 et y3 = —p — a3z — (A + a1)zs.

0.6.2 En caractéristique zéro

Dans ce cas la courbe elliptique peut-étre vue comme le quotient de C par un réseaun
L=1L(1,z)=Z&®Zz, avec z € H. La courbe E = C/L est paramétrée par la fonction de
Weierstrass . Plus précisément, on a

Théoréme 2 Il existe une correspondance analytique biunivoque enire C/L et la courbe
y* = 42° — g2(L)z ~ g3(L)

donnée par )
Tz (Pp(2), 22p (2),2%) .

0.6.3 En caractéristique p

La courbe elliptique est donnée par une équation F(X,Y,Z) = 0 & coefficients dans
F,. On s’intéresse au sous-groupe fini E(F,) de E(F,) et plus particuliément & l’'ordre de
ce sous-groupe.

Une classe de courbes particuliéres va nous etre donnée par la définition suivante:

Définition 1 Soit E une courbe elliptique définie sur [, telle que §E(F,) = ¢+1—1t. On
dira que E est une courbe supersinguliére si p divise t.

On supposera, dans tout ce qui suit, que la courbe elliptique E n’est pas supersinguliére.

La multiplication par un entier n est un morphisme, noté [n], dont le noyau est
Pensemble E[n] des points de n-torsion. La structure de groupe sur F, est décrite par
la proposition suivante :

Proposition 6 Soient p un nombre premier et Fy un corps fini de caractéristique p. Soit
E une courbe elliptique définie sur Fy. On a:
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(i) Le groupe E(F,) est un groupe de torsion,
(i) Sip[ € alors E[{] ~ Z/tZ & Z/{Z,

(ii1) Sin est une puissance de p alors E[n] ~ Z/nZ si E n’est pas supersinguliere.

On note 7 'endomorphisme de Frobenius de E, défini par 7 : (z,y) — (z%,y?) pour
(z,y) € E(E,).

Proposition 7 Soit E une courbe elliplique sur F, et soit © son endomorphisme de
Frobenius. On a

(i) Dans Endr,(E), 7 vérifie la relation: n% — [t]jr + [¢] = 0,

(i1) |t| < 2,43,

(i) fE(F,) = ¢+ 1—1t.

VI



Chapitre 1

Polynomes ”associés” a une
courbe elliptique E sur F,



1.1 Introduction

Soient p un nombre premier et £ un nombre premier impair tel que £ < p. On considére
une courbe elliptique E définie sur un corps fini F, de caractéristique p. La courbe E est
donnée par une équation générale F(X,Y, Z) = 0 définie par

F(X,\)Y,2)=Y?Z+ a1 XYZ +a3Y 22— (X® + a2X?Z + 4 XZ? + a62Z°)
avec les a; dans I, et le discriminant A défini par
A = —b2bg — 8b3 — 2762 + 9bsb4bs,
ol
by = a'f + 4a,, by = 2a4 +ajaz, bg = ag + 4ag, bg = afas +4asag — ajazaq + agag - aﬁ,
est non nul dans Fy. L’ensemble
E(F,) = {(X,Y) € F, x F, | F(X,Y,1) = 0} U {Og},

ou lf“q est une cléture algébrique de F,, possede une structure de groupe abélien dont
Pélement neutre est Of.

On s’intéresse dans ce chapitre aux propriétés de polynémes de Z{a;, a2, a3, a4,a6,X,Y]
que Pon dira associés & la courbe elliptique E. Plus particuliérement, on étudie leurs
décompositions en facteurs irréductibles sur F;. On considére les polynémes suivants :

1. Le n-iéme polynéme de division de E, notés f,, et dont la propriété principale est
de s’annuler exactement aux points de n-torsion E(n] de E.

2. Le ¢-ieme polyndme, disons de semi-division, de E, notés U, [8] et dont les zéros
sont les sommes des abscisses des points des sous-groupes cycliques d’ordre £ de
E[{].

3. Le n-itme polyndéme, disons de division exacte, de E, notés f,, qui s’annulent
exactement aux points d’ordre n.

4. Le {-iéme polyndme modulaire ®,(X, J), qui représente une équation affine de la ¢-
iéme courbe modulaire Xo(¢), que ’on considére en J = j(£), I'invariant modulaire
de la courbe E.

L’introduction générale nous a permis de voir un apergu des motivations de ce travail
sur cet ensemble de polyndmes. A savoir, le type de décomposition, dans F,[X], nous
donne des renseignements sur #E(F, ).

Dans ce chapitre, on présente, essentiellement, la forme de la décomposition en facteurs
irréductibles dans Fy[X] des polyndmes associés & E: fi(X), U(X) et ®¢(X,j(E)). On
montrera en particulier le lien entre la décomposition de f, et &, sur [F,.

Le chapitre s’articule de la maniére suivante: dans un premier temps, je généralise
les propriétés de 'ordre entier e d’une suite récurrente d’ordre 2. I.’ordre entier sera utile



pour la description de la forme de la décomposition en facteurs irréductibles des polyndmes
énoncés. Au paragraphe suivant, je décris quelques propriétés des polynomes de division
et je donne leur type de décomposition sur Fy. Puis, j’'introduis les polynémes de division
exacte. Finalement, je décris le type de décomposition des polynomes de semi-division et
des polynémes modulaires.

Notation : On désigne par le type de décomposition d’un polyndme P sur un corps K la
forme de sa décomposition en facteurs irréductibles dans K[z]. Plus précisement, on note

P ={(ny*d x*p,nop*xdy % *py,...)

pour signifier que dans cette décomposition P posséde n; facteurs irréductibles de degré
d, a la puissance p;, n, facteurs .... De plus, on abrégeranxd+*lennxdet 1 *xd en d.

1.2 Suites linéaires récurrentes d’ordre 2

1.2.1 Définitions et propriétés

On consideére les suites linéaires récurrentes d’ordre 2 (en abrégé sir2) dans Z/¢€*Z dont
le polyndme caractéristique est P,(z) = 22 — 1,z + k,, avec 7, € Z/L*Z et k, € (Z/CZ)*.
On note D,, = 72 — 4k, le discriminant de P, modulo £*. On s’intéresse  ’ordre entier e,
modulo £* de P,, c’est & dire, par définition, au plus petit entier r tel que 2" = un entier
wn modulo (£*,z2 — 2+ k,). Dans le cas n = 1, on posera e; = e et P(z) = 2> =tz +k.

Notons que la suite (e, );en est une suite croissante.
On utilisera deux suites particuliéres dont le polynéme caractéristique est P, : la suite
U, de valeurs initiales (0, 1) et la suite V; de valeurs initiales (1,0).

Remarque 3 Si on note o et B les racines de P,(z) = 0 dans un corps quelconque, on a

. _ar_IBr —aﬁr_ﬂar
st o # B alors Vr € N Ur——a—_—ﬁ—- et Vo= prpmy?

et
sia=8=XalorsVreN U, =721 et Vi=(1-r)\"

sur ce corps. De la définition de e,, on a
U., =0mod £,

donc si o # f3, alors e, est l'ordre de o/ modulo £".
On généralise les résultats de [4] concernant ’ordre entier d’une slr2.

Lemme 1 Pour toul n dans N>j, on a e,_; divise e,.



Démonstration: On a U,, = 0 mod ¢* donc U., = 0 mod £"~! ainsi (§)° = 1mod

£4=1 et par suite e,,_; divise e,. O

Lemme 2 Si D; est un carré non nul modulo ¢, alors P, admet deuz racines modulo £*
et si on note ay, et f3, ces racines, alors e, = ord(3>). De plus si ord(3~) # ord(g:::),
alors e, = fe,_y, sinon on a évidemment e, = e,_1.

Si Dy n’est pas un carré modulo £, alors Py admet deuzr racines dans Fya et si on note
«, et B, ces racines modulo £, alors on a le méme résultat que précédemment.

St Dy est nul modulo £, alors e, est une puissance de £.

Démonstration: Lorsque D; est nul modulo £ on a e; = £ puisque U, = rA""!. On en
déduit immédiatement le résultat pour e,.
Lorsque D) n’est pas nul modulo £ on a

VreN " = Ur(an,Bn)z + Vi(an,8r) mod (€7, Pa(z)).

Par suite, si on pose u = a1 /Pn-1 00 ae,_; = ord(u) mod £"~1. De u®»~! = 1 mod ¢£*~!
on déduit que u’*~~* = 1 mod £ donc e, divise fe,_;. Du lemme précédent, le résultat
suit immédiatement. O

Proposition 8 Si Py est irréductible sur F, alors e,, est un diviseur de £*~1(£ + 1) et
=YL+ 1)/e est pair (resp. impair) si (¥) =1 (resp. () = ~1).

S1 Py est réductible mais non-carré sur F, alors e,, est un diviseur de 8"'1(1,’— 1) et
£2=1€ - 1)/e est pair (resp. impair) si (5) =1 (resp. (5) = -1).

Si Py est un carré sur I, alors e,, est un diviseur de £".

Démonstration: Le fait que e, divise £*71(¢ + 1) ou £*~1(£ — 1) ou £* provient
immédiatement du lemme combiné avec les résultats déja connu sur 'ordre entier d’une
suite récurrente modulo ¢ dans [4]. Pour la parité, une simple récurrence suffit pour
démontrer le résultat. O

Définition 2 Pour n € N*, un élément z de Fyn est appelé racine primitive modulo £ si
z est d’ordre " — 1.

On utilisera également la notion de polynéme primitif.

Définition 3 Soit f(z) € F¢[z] un polynéme, de degré 2, irréductible sur Fy. On dit que
f est primilif si ses racines (dans Fya) sont des racines primitives modulo €.

On a une caractérisation des polyndmes primitifs :

Proposition 9 Une cns pour que 2 — 7z + k soit un polynéme primitif sur Fy est:

(i) Vordre entier de z2 — rz + k, modulo £, est £+ 1,
(ii) k est une racine primitive modulo ¢.



1.2.2 Le semi-ordre

On introduit une nouvelle notion, celle du semi-ordre.

Définition 4 Soient (H,+,x) un anneau et 1 I’élément neutre du groupe (H*, x). On
appelle semi-ordre de u € H*, noté s(u), 'ordre de u dans le groupe H* /(£1).

On note m; la restriction de 7 & E[f].

Exemples:
1. Pour u € Fj, : si ord(u) est pair, alors s(u) = ford(u), sinon s(u) = ord(u).

2. m; est d’ordre fini dans End(E[€]) car #f — rm, + k = 0, avec k # 0, sur E[f];
s(m,) est le plus petit entier n tel que: VP € E[{] 7} (P) = +£P. A noter que dans
End(E[€]), il y a des diviseurs de zéro: par exemple si 72, = 3Id, on a #{) = Id
mais 75, # +Id.

3. On définit, également, pour P € E[f], sp(m,) comme étant le plus petit entier n tel
que 7} (P) = £P.

On note a et 3 les racines de 2 — 7z + k = 0 dans Fp2. A représentera 'une ou 'autre
de ces racines.

On considére E[¢] comme un espace vectoriel de dimension 2 sur F, et 7, la restriction
de m & E[f], comme une transformation linéaire de F%. Son équation caractéristique est
77 — T+ k =0avec T =t mod £et k = ¢gmod ¢ On note E[€]) le sous-espace propre
associé a A.

Pour « et @ dans [y, on pose s(a, 8) = ppem(s(a), s(B)) si a et § ont des ordres qui
contiennent la méme puissance non nulle de 2 et s(a, 8) = ppcm(ord(a),ord(8)) sinon.
On rappelle que e représente l'ordre entier modulo £ de z2 — 7z + k et w est tel que
z° =wmod (¢,z2 — 7z + k).

Remarque 4 Considérons la sir2 u, dans Fe[n,] définie par: ug(wy) = Id; ui1(ne) = my
et upt2(me) = Tupt1(me) — kun(my). Son discriminant est D = 72 — 4k.

5i (2) # 0 alors un(me) = [(a" — §")/(@ — Blme + (@™ — )/ (o — A)IId =
[Unlme + [Va]Id .

Si () =0 alors un(m) = [nA* " Yag + [(1 = n)A"|Id = [Un]me + [Va]Id .

Lemme 3 Awvec les notations précédentes, on a
Si(2)=1, on a s(a,B) = es(w).
Si(2)=0, on a s()) = ord(k).

Si ()= -1, on a s(a) = s(B) = es(w).

Démonstration : on a u,(z) = z" si Pi(z) = 0 donc u,(z) = 2™ mod Py(z).

e Si (%—) =1, on a us(z) = Unz + Vo = 2" mod Pi(z) d’olt o®* = ¢ = w, ainsi
a®(®) = ge5(¥) = 41 et Pentier n = es(w) est minimal pour cette double égalité. Si
a™ = " =1, on a n = ppcm(ord(a),ord(B)). Si @™ = f* = —1,on a o = f?" =1

S



alors ord(a) et ord(8) sont pairs et n = s(a)é = s(8)8 avec & et & impairs. On a n =
ppem(s(a), s(B)). De plus, si s(a) = 2#r et s(B) = 2%s avec r et s impairs alors p = ji.
Ce cas ne survient, donc, que si a et 8 ont des ordres contenant la méme puissance non
nulle de 2.

¢ Si(2)=0,0naA?=kdot le résultat.

* Si (£) = -1, ord(a) = ord(8) dans F},. On en déduit s(a) = s(B) = es(w). O

Proposition 10 Soit 7 la restriction de l’endomorphisme de Frobenius w, d’une courbe
elliptique E, au sous-groupe de {-torsion E[{] et soit P € E[{].
Si(2) =1 et si P e E[¢]), alors sp(m) = s(N),
st P ¢ Elt]), alors sp(my) = s(a,B) .
On a, dans ce cas, s(m¢) = s(a,f) .
Si(2)=0 et si Pc E[t)), alors sp(m) = ord(k),
si P ¢ E[€],, alors sp(m) = ord(k)¢ .
On a, dans ce cas, s(my) = ord(k)¢ si dim(E[f]x) =1 et
s(me) = ord(k) si dim(E[€]y) = 2.
Si(2)=~1, alors VP € E[£] on a sp(m) = s(}).
On a,dans ce cas, s(m;) = s(A).

Démonstration: e« Si(2) =1etsi P € E[f], alors m,(P) = [A]P donc 7r:(’\)(P) =P
ainsi s p(mz) = s(A). Si P € E[{],, alors, puisque 77 (P) = up(m¢(P)) = [Un]me(P) + [Va] P,
sin = sp(m),on aa” = pf" = +1 car P € E[¢],. Du lemme sp(7;) = (e, B) .

¢ Si(2) = 0etsi P e E[f), alors m(P) = [A]JP dott sp(m) = s(A) = ord(k).
Si P ¢ E[f]y, alors, puisque 7}(P) = [Up]me(P) + [Va]P, si n = sp(m), alors on a
immeédiatement n = ord(k)¢.

¢ Si(2)=—1o0na, VP e E[f], 7} (P) = [Un]me(P) + [Va] P, donc sp(m) = s()). O

Remarque 5 YP € E[{], sp(7) | s(m¢).

1.3 Polynomes de division f, de E
1.3.1 Définition et propriétés

Soit n un entier quelconque, alors [40]

¢n(Xx Y) wn(X’Y))
YA(X,Y) $3(X,Y)

olt #n(X,Y), ¥n(X,Y), wa(X,Y) sont des polyndmes dans Z[a1, a2, a3,a4,as, X,Y]. Les
polynémes ¢,(X,Y), appelés polynémes de Weber, sont définis par les relations suivantes:
Yo(X,)Y) = =15 9(X,Y)=0; $1(X,Y) = 1; ¥2(X,Y)=2Y + 01 X + a3
Ya3(X,Y) = 3X4 + by X3 4 4by X% + 3bs X + bg ;
‘l,b4(X, Y) = (2Y+a1X+a3)(2X5+b2X5+5b4X4+ 10b5X3+ 10b3X2+(b2b8—-b4b5)X+
(badg — b3));

(P)(X,Y) = (Xn, ¥a) = (



et

Vatban = Yn(Yne2¥2_ 1 — Yn-29¥211); Yont1 = Ynp2¥li — Ya1¥ier

Les polyndmes w,, et ¢, satisfont ¢, = X192 — yp_1¥n41 et sip#2o0na
Wn = 2,2,: - %"ﬁn(al(ﬁn + aa’ﬁg)-

Soit ¥,,(X) représentant ¥,(X,Y) dans F,[X,Y]/(F(X,Y,1)). Quand n est pair on
pose fn = ¥,/(2Y + a1 X + az) qui est un polynéme de degré "22‘4 et lorsque n est impair
on pose f, = 1/;:‘ qui est de degré "’._," 1 Les polynémes f, sont les polynémes de division
de E.

Proposition 11 Soit P = (z,y) € E(F,).

P € E[n] & ¢n(z,y) = 0.
Démonstration: On démontre par récurrence sur r ’équivalence suivante

ploe(zy) @ plz et pfyr.

e Pour r = 2,si p | 2y + ajz + a3 alors y = —y — a1z — a3 mod p ainsi (2]P =
(z,y)® (2, —y— a1z — a3) = Og. Réciproquement, si p | z2 et p[ y» alors [2]P = Og donc
P = —P ainsi 2y + a;z + az = 0 mod p.

e Pour r = 2n pair, on utilise égalité ¥, = ¥2(2yn + @17, + a3). Si p | Yan(z)
alors si p | ¥, alors p | z, et p [ y, donc [n]P = O et [2n]P = Og. Si p | ¥, alors
p | 2yn + a1z, + a3 donc y, = —y, — a1, — a3. Réciproquement, si p | z,, et p] y, alors
[2n]P = Of d’ol 2y, + a1z, + a3 = 0 mod p donc p | Yon.

e Pour r = 2n + 1 impair, on utilise 'égalité Y292, (2n — Tn41) = ¥2n41- Sip |
Y292, (T — Tny1) alors si p | ¢, alors p| P41 ou p | Ya_1 ce qui conduit 3 P = Of. De
méme si p | Ynqy donc p | Tp — Znyy. Ainsip | y2,; — y2 mais le cas p | yny1 — yn entraine
[n+ 1]P = [n]P donc p | yn41 + Yo d’olt [n + 1]P = —~[n]P. Réciproquement, si p | 2,41
et p{ yant1, on a [n+ 1JP = —[n]P ainsi 241 — o, = 0mod p d’oli p| fon41. O

Remarque 6 Si E est une courbe elliptique dont une équation est Y? = X3 + AX + B,
avec A et B dans Z, alors pour n > 2, les polynémes de division f, de E ont des racines
simples.

Plus précisement, on a:

Théoréme 3 Avec les notations de la remarque précédente, le discriminant du n-iéme
polynéme de diviston f,, est donné par:

Disc(fn) = Cn (443 4 27B%)v(v-1)/6

avec v = deg(fn) et C, une constante entiére non nulle ne dépendant que de n.



Démonstration: On peut poser fo(X) = 50XV ~ s X"+ .-+ (=1)s, avec

si=si(A,B)= ), cuA“B".
2u4-3v=i

Si on attribue le poids 2 4 z, 4 4 A et 6 & B, alors le polynéme f,; est homogéne de poids
2(v — i) + 2i = 2v. Ainsi Res(fn,f,’,) est un polyndéme homogéne dont on peut calculer le
poids en considérant le produit des éléments diagonaux du déterminant. Ce terme est égal
a s ((=1)"1sy_;)", donc le poids de Res(f,, f,,) est 2v(v— 1) = h. Si n est impair, on
av=(n?-1)/2et h = (n?—1)(n? - 3)/2. On en déduit facilement que h = 0 mod 12.
De méme lorsque n est pair.

D’autre part, sur C, il existe z tel que A = —3F4(z) e¢ B = —~2Es(z). De plus
(E3—E2)/1728 est une forme parabolique de poids 12 pour SLy(Z) , égale ¢ [[ oo, (1—¢™)
et qui ne s’annule pas au point z puisque les coefficients A et B sont donnés tels que
443 + 27B% # 0 (en d’autres termes, z ne peut étre a I'infini). Or les formes modulaires
de poids zéro pour SL,(Z) sont les constantes, par conséquent, on a

Ef}(z) — E3(2) )h/12’

Disc(fu(2)) = Dn(——T53

pour z € H, avec D,, une constante entiere ne dépendant que de n.

On obtient alors Disc(fn) = —Dn((443 + 27B2)/2835)(A/12) | mais puisque f, €
Z[A, B, X], on a Disc(fa) = Cn(443 + 27B2)(3/12) avec C, une constante rationnelle non
nulle dont le dénominateur doit diviser 2 et 3 comme on peut le constater en considérant
le premier et dernier terme du développement de (443 + 27B%)(*/12) C,, est donc une
constante entiére non nulle. O

Remarque 7 Le résulial précédent reste valable pour les courbes elliptiques définies sur
F, de caractéristique p pour p # 2,3, a condition de supposer n > 2 el n non multiple de
p. En effet, puisque f;}, =0 mod p, on a Cyp = 0 mod p.

1.3.2 Décomposition des polynémes f,

La remarque suivante nous montre 1'utilité de la notion du semi-ordre.

Remarque 8 S’il existe P = (z9,y0) € E[f]* tel que sp(m¢) = s < (€2 = 1)/2, alors, par
définition de sp, on a 7j(zo,y0) = *(zo,¥0), ainsi 2§ = zq, donc o € Fge et & Four,
avec s’ un diviseur de s, car s est minimal pour la relation précédente. On en déduit que le
polynéme minimal, Irredy, (o) = H;-';ol(z—xg'), de zq sur [y, est un facteur irréductible,
sur Fy, du polynéme de division f,.

Proposition 12 Avec les notations du chapitre, on a:
fe est irréductible sur Fy st et seulement si Pi(z) = z
primitif de Fy[z].

2 — 7z 4+ k est un polynéme



Démonstration: Si f; est irréductible sur Fg, on a (£) = —1. Py(z) est donc irréductible
sur F,. D’autre part, on a s(m;) = (€2 ~ 1)/2 = s(A).

Si 22 — 7z + k est primitif, alors (—?) = —~1et YP € E[f], sp(m) = s(A) = (£2 - 1)/2
donc f, est irréductible, car sinon les points P, dont les abscisses seraient racines d’un
facteur de degré d de fy, vérifieraient sp(r) < d < ‘—:-2'—1 0

Corollaire 2 Si k n’est pas une racine primitive modulo £ alors le polynome de division
fr est réductible sur Fy.

Démonstration: On utilise la condition nécessaire et suffisante pour avoir un polynéme
primitif. O
On décrit, maintenant, la forme de la décomposition en facteurs irréductibles des f;.

Pour cela, on pose, si a et § € Fy, s(a)n = % et s(f)m = 5—;—1, et sid € Fe2, s(A)n = 5—’2"—1

Puis, fie = £ — 1 ou 7ie = £ + 1 suivant les cas, et s(w)§ = 5L,

Proposition 13 Avec les notations introduites, on a:
Si(2) =1, alors fy = (n+ s(a),m* s(B), 16 * s(, B)) .
Si (L) =0 et si dim(E[¢],) = 2, alors fy = ((£+ 1)n*ord(k)) ,
et si dim(E[€]5) = 1, alors f; = (n xord(k)¢, n * ord(k)) .
Si (2) = —1, alors fy = (n+ s())) = (76 * (1)) .

Démonstration: e Si (£) = 1, alors 7, a deux valeurs propres o et B dans F, et
El) = Elf). ® E[f]s = (P) ® (Q). Soit R € E[¢].

Si R € E[{]x, alors sp(w;) = s(A). On a donc n (resp.m) facteurs de degré s(a)

(resp.s(f)) dont les racines sont les abscisses des points de E[€]4 (resp.E[f]g).
Si R & E[€],, alors sg(m) = s(a, 8) = es(w) et es(w)né = "2‘1 —(£—1). On obtient
né facteurs de degré s(a, B) dont les racines sont les abscisses des points R = [n]P + [u]Q
avec nu # 0.
* Si (£) = 0, alors on a une valeur propre double @ = 8 = A. Soit R € E[f].

Si dimE[€]x = 2, alors E[{] = E[]y 3 R donc sg(m¢) = s(A) = ord(k) et s(A)n =
(¢—1)/2. On a donc (£+ 1)n facteurs de degré ord(k) dont les racines sont les abscisses
des points R, [A]R,[A%]R,...,[M*P-D]R.

Si dimE([f]y = 1, alors E[€] = E[f]y & K avec dim(K) = 1.

Si R € E[{]x, on a sg(m¢) = ord(k) d’ol f, posséde n facteurs irréductibles de
degré ord(k) de f,.

Si R ¢ E[€]y, alors sp(m¢) = ord(k){ et les abscisses de ces points sont racines
de n facteurs irréductibles de degré ord(k)£. (On obtient bien n facteurs puisque (("T‘1 -
%)/(ord(k)f) =n).

* Si (£) = ~1, on sait que VR € E[€] sp(m) = s(}), alors f, se décompose en n
facteurs de degré s(A). O

Exemples:

1. La courbe elliptique d’équation y? = 23+ 102z + 14 dans Fo33 a un endomorphisme
de Frobenius dont la trace ¢ vérifiet mod 5 = 1, on adonc 72 —m5+3 = (75 —2) (w5~
3),dota=2et f=4et s(2)=2,s(4) =1, s(2,4) =4, ainsi f5=(1,1,2,4,4).



2. La courbe elliptique d’équation y? = 234422+ 68 dans Fao3 est telle que t mod 7 =
4.0On a2 —4n;+6 = 0 donc 7§ = 0, d’ott f7 = (8,8,8).

3. La courbe elliptique d’équation y? = 23+ 14z +5 dans Fy3; est telle que ¢ mod 5 = 3.
On a 2 — 3ms+ 1 =0 donc (75— 4)? =0, dou f5 = (1,1,5,5).

Le résultat qui suit nous sera utile pour introduire les polynémes de semi-division ;.
Proposition 14 Le polynéme de division f(X) est irréductible dans Fy[ay, as, as, a4, ag, X].

Démonstration :

¢ Si £ = ¢ mod £ est une racine primitive modulo ¢, alors on peut trouver un a € F,
tel que le polynéme z% — az + k soit primitif dans F,[X]. Or il existe une courbe elliptique
E tel que tr(m) = a et le polynéme f; de E est irréductible sur IF,.

¢ Si k n’est pas une racine primitive modulo £.

(a) Supposons (1}) = —1. On peut trouver r; dans F, tel que 2 — 7y + k soit
irréductible sur F, et d’ordre entier £+ 1 modulo £ (il en existe ©(£+ 1) [4]). D’autre part,
il existe une courbe elliptique E) telle que tr(w¢) = 7. Le polyndéme de division f, de E;
se décompose en (€ — 1)/(2s(k)) facteurs de degré s(k){(£ + 1). On peut trouver 1, dans
F, tel que 2 — 7z + k soit réductible sur F, mais non-carré parfait et dont ’ordre entier
modulo £ est £ — 1 (il en existe ¢(€ — 1) [4]). Parmi ces valeurs, on choisit 75 tel que les
racines de z? — 15z + k = 0, notées a et 3, vérifient ord(a) = £ — 1 et ord(8) = (£ — 1)/2.
Pour une courbe elliptique F, dont la trace du Frobenius est 2 le polynéme de division
ft se décompose sur F, comme suit: si £=3 mod 4 on a

fe=((€—-1)/2,(¢-1)/2,(£=1)/2+ (¢ - 1))

etsi{=1mod4ona

fe=((£-1)/2,2%(£~1)/4,(¢ = 1)/2+ (£ - 1)).

Sil’on veut trouver une décomposition sur F,[a,az, a3, a4,as, X] contenant les décompositions
de flE‘ et ftE’, il faut prendre une décomposition contenant un facteur de degré ppcm(¢ —
1,0 +1) = (€2 — 1)/2 = deg(f2), d’ott le résultat.

(b) Supposons (%) = 1. On doit ici décomposer en deux sous-cas.

(1) St £ = 3 mod 4 alors pour k = 1 on considére les décompositions, sur F,
de f; suivantes:

((€=1)/2%€,(£—-1)/2%1) et ((£+1)x(£—1)/2).
Cela donne une décomposition

(¢ -1)/2),(¢ - 1)/2)
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et en considérant la décomposition (2,2, ..., 2) obtenue pour une courbe supersinguliére, on
en déduit le résultat pour ce cas. Pour les autres valeurs de k on considére les décompositions
suivantes :

(ny * (ford(k)), ny * ord(k)) si (%) =0, et (n*s(A)) si (%) =-1
avec n = 2n;. Cela donne une décomposition possible de f; de la forme
(ny xord(k)(£+ 1)).

En considérant la décomposition possible suivante ((£+1)*((£—1)/2)) (utile si ord(k) # d)
dans le cas (£) = 1, on obtient le résultat escompté puisque ppem((551), ord(k)(£+1)) =
deg(fe) si £ =3 mod 4.

(i1) St £ = 1 mod 4, alors le ppcm précédent est égal & deg(f¢)/2 et donc
on obtient une décomposition possible de f, sur F,[a;,as, a3, a4,a5,X] en 2 facteurs
irréductibles. Mais, la décomposition (ny*(ford(k)), ny*ord(k)) dans le cas ou le discriminant
est nul modulo ¢ et le fait que P’action du Frobenius permute les points de la droite
rationnelle et change de droite les autres points montre que la réductibilité de fe(ay,...,as)
en deux facteurs est impossible. O

1.3.3 Polynémes de division exacte de E

On peut définir des polynémes £, dont les zéros sont les abscisses des points d’ordre
égal & n. On définit au préalable Pensemble D; des i tels que:

1. si k est pair alors ¢ | k, i # k, [ (k/2)

(a) et sik/2=1,3 mod 4 alors i # 2,
(b) et si £/2 =2 mod 4 alors i # 4,

2. si kest impair i |k, i # k et si (k~1)/2=1mod 3, alors ¢ # 3.

On considére la récurrence suivante :
f1=1;2,=2Y 401X +a3; £3=3X*+ by X3 +4b; X% + 3b X + bg,
f4=(2X% + b3 X5 + 50, X% + 1066 X3 + 10bg X2 + (bybg — bsbs) X + (bybs — b2),
et
fon = ([Ting2 i i1 27 = [ipn—2%i [Lijn g1 £D)ig2n/ Tlieps, 1)
Tont1 = (Ignp2 2 llijn 8] = Iijact £ [lijng 1 Tig2ns1/ Tiepgny, Ti-
Ot (.)iyn signifie que tous les produits & 'intérieur de la parenthése s’étendent sur les
indices 7 ne divisant pas n.
— 242 2.2
On a, par exemple, f14 = f3fgf5£Z — £5£213.
On pose sp = [Tijupa fi [lijno1 27 ~ Thipo2 T [Tijngn 27
et rn = Hi[n+2 1 Hiln f? - Hi[n—l 1 Hi|n+1 f?'
Proposition 15 ¢, = [];, f:.

in
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Démonstration: On démontre ce résultat par récurrence en supposant la relation vraie
Jjusqu’a ’ordre n + 2.

e 4 lordre 2n: on a ¥an = Yn(Yny2¥p2_; — Yn_2¥2_,)/(2y + a1z + a3) donc par
hypothése 92, = [, fisn/f2. Si n est impair, on a s, = (sn);y2.f3 (avec (sn)ifon
signifiant que les produits apparaissant dans la définition de s, s’étendent sur les indices
i ne divisant pas 2n); si n est pair et # 2 mod 4, on a s, = (54)iy2nT2 €t sin =2 mod 4,
on a s, = (5n)iy2nf2fs. On en déduit immédiatement que 2, = [];), fi-

e al'ordre 2n+1: Si n = 1 mod 3, alors r, = (rn); y2n+1£3 (avec (Tn)i pant signifiant
que les produits apparaissant dans la définition de r,, s’¢tendent sur les indices ¢ ne divisant
pas 2n + 1), sinon r, = (7'n)iy2n41, d’olt la conclusion. O

Proposition 16 Pourn > 2 on a £, € Z[ay, az, a3, a4, as, X].

Démonstration: On a fop4; = ("")"12"+1/HieDa..+1 f;. Supposons que l'on ait j €
Dipyy tel que £; = 0, alors ¥; = 0 donc ¢on4; = 0 = r,. Si n # 1mod 3, alors
Ta = (Tn)ifant1 = 0 donc £f; divise le numérateur de f3,4;. Si n = 1mod 3, alors
™n = (Tn)iyant1f3 = 0 et si £3 = 0, alors 3 = 0 et comme j n’est pas un multiple
de 3 car sinon ; aurait une racine double on a (4,3) = 1 et ¥3 = 0 = ¥; ce qui est
impossible.

On a £3, = (sn)iy2n/ [licp,, fi- Supposons que 'on ait j € D, tel que £; = 0, alors
¥; = 0 donc 92, = (H‘.In £;)s,/f2 = 0. Si n est impair, alors (Hiln £:)(sn)iyanf2 = 0. Or
£y # 0 car ¥; = £21; [[ £z et les £; dans le produit exprimant 1, sont tous non nuls car
f; = £; = 0 entraine que %3, admet une racine double. Les autres cas se résolvent de la

méme maniére. O

Exemple: Onafs = Ettégﬁ—f—‘ et £ = f5—f£2 = —£3 mod f35, fg = £3£3f5 ~£3 =
1313 mod £5, £5 = £3fs — £2 = —13£7 mod £5 d’olt fof3 — £3£31dt, = £irll(£1243 -
£3) mod £5 = 0 mod f5s. Ces formules permettent de donner une relation polynomiale
pour £;5 mais ce n’est pas aussi simple dans le cas général, par exemple déja pour £3; d’ol
la nécéssité d’un algorithme de simplification du dénominateur, quand il y en a un, de £,,.

Proposition 17 Le polynéme £,, est de degré (w(n)?—1)/2 avec w(n) le nombre d’entiers
< n et qui ne divisent pas n.

Démonstration: Il suffit de dénombrer le nombre de points de E[n] qui ne sont pas
dans E[n'] pour n’ [n. O

Proposition 18 Le point (z,y) d’une courbe elliplique E est un point d’ordre égal & n si
et seulement si £,(z,y) = 0.

Démonstration: Soit P = (z,y) un point d’ordre égal & n. Au point (z,y) on a ¥, =
Hiln £; = 0. S’il existe d, diviseur de n, tel que d # n et £4(x,y) = 0, alors Yg(z,y) = 0
d’ou [d]P = Og et la contradiction.

Supposons que I'on ait £,(z,y) = 0 alors ¥,(z,y) = 0 et par conséquent [n]P = Of
avec P = (z,y). Si [d]P = Of ot d est un diviseur de n, alors y4(z,y) = [, £i(z,y) = 0
et donc on aurait £;(z,y) = 0 avec j un diviseur de d. Mais £,(z,y)f;(z, y) divise ¥, (z,y)
donc 9, aurait une racine double (z,y) ce qui est impossible. O
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1.4 Polynomes de semi-division et polynémes
modulaires

1.4.1 Les polynémes U; de E

On se réfere a [8] en y apportant des précisions.

On définit dans ce paragraphe d’autres polyndmes, notés U, de la maniére suivante:
on note d = (£ — 1)/2 et considére les ¢ + 1 sous-groupes cycliques G; = (P;) d’ordre £
de E[f],i=0,...,¢, et on pose p1; = z(P;) + ...+ z([d]P). Les polynémes U, sont les
polynémes de degré £ + 1 qui ont pour racines les p; ; pour i = 0,...,¢.

Plus précisement, soit P un point de ¢-torsion de E, pour i premier 4 £, on note
[{JP = (zi,%). On a z_; = zi4y = z;. D’autre part, on sait maintenant que f; est
irréductible sur Fy[ay, az, a3, aq, ag, X], par suite I’extension

K — K(z1),

avec K = F,(ay, az, a3, as, ag), est une extension algébrique de degré deg(f,) = (£2 — 1)/2.

Et puisque
I Yio1(21)¥ir1(z1)
! Yi(z1) '

T; =

les z; sont des éléments de K(z;).
Considérons, maintenant, pour chaque i premier & £, 'automorphisme v; de K(z;)
fixant X défini comme suit :

vi : K(z1) — K(z1)

) —vi(z) = z; ,

et considérons le sous-groupe engendré par v, noté (v), dans Aut(K(z1)). On a viov; = vij,
ainsi
T:F;, — (v)
i U
est un homomorphisme de groupe. Le noyau de cet homomorphisme est Ker(T) = {1},
donc #(v) = d puisque F; /Ker(T) = (v). On note L le corps fixe de ce groupe d’automorphismes.

L est un sous-corps de Fy(z;) d’indice d = (¢ 1)/2 donc une extension de degré £+ 1 de
Fg, ainsi

L= IFq4+1 .
On peut facilement construire des éléments de L. En effet, toute fonction symétrique
en 1,z2,...,zq est un élément de L. En particulier, p; = z; + 22+ - + x4 et plus

généralement pr = z¥ + 25 + ... + z¥ sont des éléments de L. On note U, le polynéme
minimal de p; sur F,.

On peut consulter [8] pour plus de détails, en particulier il y est démontré que U, €
F,[X] et il y est donné un procédé de construction de ces polyndmes dans le cas ou la
caractéristique du corps est # 2,3. On a, par exemple:
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Us(X) = X*+24AX? + 4BX — AY/3 ;

Us(X) = XS +20AX* + 160BX3 — 80A2X? — 1284ABX — 80B? ;

Ur(X) = X8 +84AX® + 1512BX5 — 1890A42X* — 9072ABX3 4 644 43X
~21168B2X2 + 583242BX — 5674%.

On donne, maintenant, la décomposition en facteurs irréductibles sur IF, des polynmes
de semi-division U;.

Proposition 19 Avec les notations du chapitre, on a:
Si(2)=1, alorstty = (1,1,7*e) .
Si(£)=0 et sidimE[f)y =2, alorsUy = (£ +)n 1),
et si dimE[f]x = 1, alors Uy = (1,¢) (e = £).
Si(2)= -1, alorsUy = (R *e)

Démonstration: e Si (2) =1, alors E[¢] = E[f]. & E[f)s = (P) & (Q).

Considérons la droite {P). m, permute les points de (P) car m,(P) = [a]P. Par suite
p1 = z(P)+ z([2]P) + ... + z([d] P) est une racine de U, dans F,.

De méme pour (Q), z(Q) + z([2]Q) + ... + z([d]Q) est une racine de U, dans F,.

Parmi les £ — 1 droites restantes, considérons ([n]P + [¢]Q) avec nu # 0. On pose
R = [n]P + [u]Q. Puisque 7§(R) = [a®]R, = permute les points de (R) et x?¢ = Tige,
donc pi(R)?" = p1(R) et p1(R) est une racine d’un facteur irréductible de degré e de U;.
Et puisque £ — 1 = 7ie, U, posséde 7 facteurs irréductibles de degré e.

* Si (e—) = 1, alors on a une valeur propre double A.

Si dim(E[€]x) = 2, alors YP € E[f] on a my(P) = [A]P. Chaque droite (P) est stable
par m¢, ainsi U, se décompose totalement sur F,.

Si dim(E[¢]y) = 1, E[f] = E[fla ® K = (P) ® (Q). E[€]» = (P) fournit un facteur
linéaire de U, dont la racine est p;(P). On considére R, = [] P+ [u]Q avec u # 0 et comme
e = £ est le plus petit entier n tel que 7} (R,) € (R,), les p1(R,), pour p=1,...,¢, sont
les racines conjuguées d’un facteur irréductible de degré £ de U, sur F,.

o Si (£) = —1, alors on n’a pas de valeur propre dans Fy.

Pour tout R € E[f]*, e est le plus petit entier n tel que 7} (R) € (R) et 7;(R) = [e®]R.
On a dong, 71, ol fie = £+ 1, facteurs irréductibles de degré e, dont les racines conjuguées
sont p;(R), p1(me(R)), ..., p1(m§ 1 (R)), du polyndme U, sur F,. O

Exemples :

1. La courbe d’équation y? = z3 4 41z + 13 dans Fyg; est telle que tr(w) mod 7 = 3,
on a donc 73 — 3wy + 2 = (w7 — 1)(w7 — 2) et 73 = Id, ainsi U7 = (1,1,3,3).

2. La courbe d’équation y? = z3 + 42z + 68 dans Fa3g est telle que tr(7) mod 5 = 4.
Onan?+ms+4=0(ms—2)2=0et n% =Id, d’otr U7 = (1,5).

3. La courbe d’équation y? = z3 + 14z + 5 dans Fy7; est telle que tr(w) mod 5 = 4.
Onanf+ms+1=0etx2=1Id, dot Us = (3,3).

Proposition 20 Sild, est réductible sur Fy, alors f; est réductible sur IF,.
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Remarque 9 La réciproque est fausse comme le montre I’ezemple de la courbe y* =
23 4 32z + 44 dans Fg3. On a 72+ 77 — 1 = 0,donc 73 = —Id et U7 = (8) est irréductible,
mais fr = (8,8,8) est réductible.

Démonstration: Supposons que U, soit réductible sur F,. Si (%) # —1, alors m; admet
au moins une valeur propre dans F,, donc f; est réductible sur F,.

Si(2)=-1,alors e # £+ 1et Py(z) = 22 — 7z + k, dont P'ordre entier est e, n’est
pas primitif sur F,. Ainsi, f, est réductible. O

Proposition 21 Le polynéme Uy est irréductible sur Fylay, as, as, as, as, X].

Démonstration:

Le résultat est immédiat si k = ¢ mod £ est une racine primitive modulo £. Supposons
le contraire.

Si (%) = 1, alors on peut choisir une trace de Frobenius de maniére & avoir un
discriminant nul. Ce qui donne une décomposition de type &, = (1, £). Prenons maintenant
une courbe supersinguliere on aura Uy = (2,2,...,2). D’oli la conclusion.

Si (%) = -1, alors on considére une courbe elliptique tel que le Frobenius ait un
polynéme caractéristique dont I’ordre entier modulo £ soit £+ 1. O

1.4.2 Les polynémes &,(X,;j(E))

Pour les j € F,y la forme de la décomposition des polynémes ®.(X, j(E)) est donnée
par le théoréme (6.2) de [36]. On propose une démonstration utilisant I'ordre entier e de
la suite de polyndome caractéristique z2 — 7z + k.

Proposition 22 Si la courbe elliptigue E n’est pas supersinguliére et s1 J(E) # 0 et
J(E) # 1728 , alors le type de décomposition du polynéme modulaire ®,(X, j(E)) est:
Si (%) =1, alors®, = (1,1,7axe) .
Si(2)=0 et si dim(E[€]5) =2, alors &, = (£ +1) # 1),
et si dim(E[,) = 1, alors &, = (1,£);(e = ).
Si (2)= -1, alors &, = (i x¢) .

Démonstration: Si (%) = 1, alors on a deux courbes elliptiques ¢-isogénes 4 £ définies
sur [, et 7 courbes sur F,. puisque les noyaux des isogénies correspondantes sont [F,.-
rationnels de part la définition de e.

Si (£) = 0, alors ou bien toutes les courbes £-isogénes & E sont définies sur F, ou bien
une seule.

Si (2) = 1, alors le résultat est immédiat. O

On décrit, maintenant, le lien entre la réductibilité de ®,(j, F') et celle de f;.

Remarque 10 Si ®.(j, F) est réductible sur Fy, alors f est réductible sur IF,.
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La réciproque est fausse comme le montre lezemple de la courbe y*> = z3+32z+44 dans
Fg3. On a ¢2 + ¢7 — 1 = 0,donc ¢8 = —Id et &7 = (8) est irréductible, mais f7 = (8, 8,8)
est réductible.

Supposons que ®,(j, F) soit réductible sur F,. Si (£) # —1, alors m, admet au moins
une valeur propre dans F,, donc f, est réductible sur IF,.

Si (2) = -1, alors e # £+ 1 et Pi(z) = 2* — 7z + k, dont l'ordre entier est e, n'est
pas primitif sur F,. Ainsi, f; est réductible. O

Remarque 11 Siw est une racine primitive modulo £ alors on a I’équivalence suivante:
®, est réductible sur [F, si et seulement si fy est réductible sur IF,.
En effet, supposons que @, soit irréductible sur F,, alors (—1}) =-lete=£+1. De
e={f+1, onaw==k doncn=1 et dew primitive, on a § = 1.

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 23 Avec k = ¢mod ¥, on a

1. 51k est une racine primitive modulo £, alors

O, est irréductible sur Fy si et seulement si fy est irréductible sur [F,.

2. Stk n’est pas une racine primitive modulo £, alors
st ®¢(j(E), X) est irréductible sur F,, alors f, se décompose en -2"7'-%5 facteurs
irréductibles de degré (£ + 1)s(k).
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Chapitre 2

Remarques sur ’algorithme de

Schoof-Elkies-Atkin
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2.1 Introduction

Soit E une courbe elliptique définie sur un corps fini F; de grande caractéristique p.
On sait que I'ensemble des points de E, noté E(E‘q), est un groupe abelien fini. Pour tout
sous-corps K de I,, E(K) est un sous-groupe de E(F,).

On s’intéresse dans ce chapitre 4 la détermination de 'ordre du sous-groupe fini E(F,).
Plus précisement, on aborde quelques aspects essentiels du meilleur algorithme connu de
calcul de #E(F,), avec ¢ = p" ou p est trés grand, & savoir ’algorithme de Schoof-Elkies-
Atkin.

En 1985, René Schoof [35] décrivit un algorithme déterministe du calcul de § E(F,). La
méthode utilise les propriétés de I’endomorphisme de Frobenius = de E. L’endomorphisme
7 satisfait 'équation 72 — tr + ¢ = 0 ol ¢ est un entier vérifiant #E(F,) =¢+1—1t. En
utilisant le fait que | #E(F;)~(¢+1) |< 2,/7, on calcule #E(F,) modulo ¢ pour de petits
nombres premiers £. Pour réussir, la méthode détermine I’équation caractéristique de =
agissant sur les points de £-torsion E[{] de E, vu comme un espace vectoriel de dimension
2 sur F,. En travaillant sur F[¢] I’algorithme nécessite de nombreux calculs de congruences
modulo les polynémes de divisions f, de la courbe elliptique E. Cela donne un algorithme
polynomial mais le degré élevé, (£2 —1)/2, des f, rend l’algorithme inefficace lorsque p est
trés grand.

En 1991, Elkies [17] a apporté une amélioration conséquente qui consiste a travailler
dans le noyau d’une isogénie de degré ¢. Ces noyaux sont les sous-espaces de dimension 1
de E[{]. Cette idée marche lorsque 'on a une isogénie définie sur le corps de base, c’est
a dire, pour a peu prés la moitié des ¢, appelé nombres premiers d’Elkies. Pour un tel
£ Elkies travaille dans un sous-espace propre lineaire de E'[{] en calculant un facteur de
degré d = (£ — 1)/2 de f,. Ce facteur est utilisé & la place de f, dans les congruences
polynomiales avec un gain de temps considérable. Cela nous permet de calculer la valeur
propre correspondante et donc ¢ mod £.

Atkin [2] quant & lui a donné dés 1986 les premieres modifications & I’algorithme de
Schoof et a mis au point la méthode sort and maich utilisée, depuis Elkies, dans le cas
ou m; n’admet pas de valeurs propres dans F, (bad case). Puis, en 1992, il a uniformisé
et simplifié la méthode de Elkies (good case) en exhibant une méthode de génération
d’une équation ®, pour la {-iéme courbe modulaire Xo(¢) (et Xo(£)/W¢) nécessaire a la
détermination d’une courbe f-isogéne & E. L’algorithme devient, alors, efficace pour des p
trés grand [3]. L’algorithme ainsi amélioré s’appelle S.E.A pour Schoof-Elkies-Atkin.

Les améliorations apportées récemment ont été décrites dans ’introduction générale.

On commence par décrire 'algorithme SEA. Puis on étudie les différentes méthodes
de détermination d’une valeur propre de m, et on en calcule les temps d’exécution. On
accélere la méthode, asymptotiquement la meilleure, du funny baby-step giant-step de
Miiller, dans certains cas que l’on précise. D’autre part, on présente une extension de la
méthode de Elkies aux nombres premiers £ restants: ceux qui ne sont pas d’Elkies. On
peut alors déterminer explicitement un facteur du polynoéme de division f; méme dans
le cas ol 7, n’a pas de valeurs propres dans F;. On montre ensuite comment réaliser la
procédure de Schoof sur les abscisses des points seulement.

Ces résultats ont permis & Francois Morain [8] d’utiliser sa propre implantation de
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S.E.A pour le calcul du nombre de points sur y? = z3 + 4589z + 91228 modulo un nombre
premier record p = 104°° 4 153. Le nombre de points de E modulo pest p+ 1 — ¢ avec

t = 55317125053606569162976530203184874598723974032546865680659963 1

701127413799294574444261156061625865014222379729340531550358993888

032237207379679849162325347608624510817409606791818935212167258043
6106733206830434953965949226510594406908149864694178969.

2.2 Algorithme S.E.A

On présente dans ce paragraphe I'algorithme S.E.A [7]. On commence par rappeler
briévement les notions nécessaires concernant les courbes elliptiques [40].

2.2.1 Courbes elliptiques sur un corps fini

Une courbe elliptique E dans P?(IF,) est donnée par une équation générale en coordonnées
projectives [X : Y : Z]

F(X,Y,2) =Y?Z 4+ a1 XYZ+a3YZ? - (X®}+ 02X’ Z 4+ asXZ*+as2%) =0

ol les a; sont dans IF, et de discriminant A non nul dans F,.
L’ensemble (E(TF,),®) a une structure de groupe abelien et a pour élément neutre
Og=1[0:1:0} _
Le sous-groupe de n-torsion, E[n] = {P € E(F,) | [n]P = Og}, peut étre représenter
par
F (X, Y)/(fa(X), F(X,Y, 1)).

L’endomorphisme de Frobenius = de la courbe E' vérifie I'équation
7l —tr+q=0

sur E(F,) avec t € Z la trace de = satisfaisant | ¢ |< 2,/7. Le cardinal de E(TF,) est relié a
t par la relation #E(F;) = ¢+ 1 —t. Quand £ est un nombre premier, la restriction 7, de
7 au groupe E[f] vérifie 'équation

wf—rm-{-k:O

sur E[f] avec t = 7 mod £ et ¢ = k mod £. On note a et § les racines dans F,> de f(z) =
22 — 7z 4+k = 0 et D = r? — 4k le discriminant de f. Maintenant supposons que £ # p.
Dans ce cas

E[f] = Z)tZ x Z/¢Z

et donc on peut considérer E[€] comme un espace vectoriel de dimension 2 sur F,. Le
polynéme f est le polyndme caractéristique de 7, et «, @ sont les valeurs propres .
Lorsque I'on a une valeur propre A dans Fy, on note E[¢], le sous-espace propre correspondant
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de 7. Remarquons que dans ce cas E[{], est F,-rationnel. D’autre part, il y a £+ 1
sous-groupes cycliques de E(F,) d’ordre ¢, que l'on note G1,Ga,...,Grp1. Ce sont les
sous-espace linéaire du Fe-espace E[¢].

Le cas £ = 2 est un cas pathologique (voir [14]) et donc, dans la suite, on supposera
que £ est un nombre premier impair.

La courbe E' est dites supersinguliére si et seulement si ¢ = 0 mod p. On connait
beaucoup de résultats concernant les courbes elliptiques supersinguliéres [40] et on suppose
que E n’est pas supersinguliere.

2.2.2 Isogénie entre courbes elliptiques

Soient E; et E5 deux courbes elliptiques définies sur le méme corps K. Une isogénie
de F; vers E5 est un morphisme p: E; — E, défini sur K et qui préserve la structure de
groupe. L’ensemble des isogénies Hom(E1, E;) posséde une structure de groupe abelien. II
existe une dualité naturelle entre Hom(E}, E;) et Hom(E,, Fy) associant & une isogénie
¢ : Ey — E, une isogénie duale § : E; — E; de méme degré (disons n) que ¢ avec les
propriétés: g = p, o ¢ = [n]g, et go p = [n]g,.

On relie les isogénies au groupe de torsion.

Le noyau Ker(g) d’une isogénie séparable ¢ : E; — E3 est ’ensemble

Ker(g) = {P € E1(K) | o(P) = Og, }.

C’est un sous-groupe de E;(K) d’ordre deg(o) qui est rationnel sur K.

Inversement, tout sous-groupe fini G de E;(K) rationnel sur K est le noyau d’une
isogénie séparable de degré | G | de E vers une autre courbe elliptique E; = Ey /G définie
sur K.

En effet, le noyau donne une bijection entre les classes d’isomorphismes d’isogénies
séparable sur K de E; vers une autre courbe et les sous-groupes K-rationnels finis de E;.

Remarque 12 Si on se place sur le corps fini F, alors en utilisant le théoréme de Deuring
[36] on peut remonter l'isogénie

E(Y?= X3+ AX + B) » E/G(Y? = X*+ AX + B)

en caractéristique z€éro. Plus précisement, il existe ¢ = exp(2inz) € C tel que E4(z) et
Es(z) soient des entiers dans un corps de nombres et il y a un idéal premier P de corps
résiduel Fy, de l'anneau des entiers de ce corps de nombres et telle que la réduction modulo
P de l'isogénie

0= pe—C /¥ - C /g% -0
donne lisogénie

0-G—-E—-SE/G—0

sur Fy. La courbe C*/q% admet une équation de Weierstrass de la forme

Y? = X3~ 3E4(2)X — 2Es(2)
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avec A = —3E4(z) mod P et B = —2Es(z) mod P. De méme C*/q'% admet une équation
Y2 = X3 - 3E,(2)X — 2Es(2)
avec A = —3E4(z) mod P et B = —2E¢(z) mod P

2.2.3 Calcul d’un facteur A, de f;

Depuis le chapitre 1, on sait que I’on dispose d’équations modulaires ®,(J, F), de degré
£+1, qui relie 'invariant j d’une courbe elliptique et une fonction F de I'g(£). Le polynéme
modulaire ®, nous donne une équation de la £°™¢ courbe modulaire Xo(£€). Le choix de
“bons” polynémes ®, est décrit dans [2] et [31]. En fait, il a deux cas: celui ol on utilise
Xo(€) et celui avec Xo(£)/W,. D’autre part, le calcul de h, différe suivant le cas p grand
ou p petit.

Atkin [2] a montré comment obtenir, pour un "bon” nombre premier ¢, un facteur
he(X) = H?=1(X — ;) de f; ol les z; sont les abscisses des points du sous-groupe G =
E[f]x, & partir d’une racine F' de ®,(X, J(E)) = 0 dans F, via une courbe {-isogéne a F,
disons

Y?= X3+ AX + B,
défini sur IF,. En effet, le formulaire de Atkin [2], [31] donne, & partir d’une racine F, les
valeurs de p; = Z}Ll z;; A; B et nous permet, avec la méthode de Elkies, de calculer les
valeurs pp = Zf=l z¥ pour 1 < k < d et donc un facteur h, de f, & 'aide des formules de
Newton.

Lorsque E[f] posséde un sous-groupe F,-rationnel d’ordre £, noté G, on peut expliciter
Iisogénie séparable ¢ : E — E/G de degré £ a I'aide du polynéme h, de degré (¢ —1)/2
dont les racines sont les abscisses des points du noyau G = Kerg. On dira que E est dans
la direction A si I'isogénie entre E et E a pour noyau E[£]y.

2.2.4 L’algorithme SEA

L’algorithme original de Schoof détermine §£(F,) a partir de la relation §E(F,) =
g+ 1—1t, ol t est la trace de I’endomorphisme de Frobenius de E, en calculant ¢ mod ¢
pour les nombres premiers £ = 2,3,..., L. Puisque |¢t| < 2,/7, il suffit de prendre L tel que
[,z € > 4,/G et le théoréme chinois donne la valeur exacte de ¢. Schoof détermine ¢ mod £
en étudiant I'action de = en tant qu’élément de GLy(F,) sur les points de £-torsion.

Pour cela, on détermine quelle relation du type

(=”,37) @ [k](z,y) = [F)(=%,57) , 0< F<E—1.

pour 7 € F, est vérifiée sur E[¢]. Explicitement, on compare les abscisses des d = (£~ 1)/2
premiéres équations puis les ordonnées pour déterminer le signe de 7 lorsque I'on a égalité
des abscisses en utilisant les formules d’addition sur une courbe elliptique [9]. A noter
que l'on ne peut utiliser les formules de multiplication sur F puisqu’elles nécessitent la
connaissance des polynémes de division de E.
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o L’idée de Elkies est de considérer un ensemble plus petit que E[f], & savoir le noyau
de I'une des £+ 1 isogénies connues de degré ¢

E&B E,1<i<t+1

qui sont les espaces linéaires de E[€]. Cela est possible lorsque D est un carré modulo £.
Dans ce cas les valeurs propres o et 3 sont dans [F, et £ est appelé un nombre premier
d’Elkies. Les sous-espaces propres correspondants sont rationnels sur Fy. Par conséquent,
lorsque I'on a deux valeurs propres dans F, on a deux espaces propres F,-rationnel et
ainsi deux isogénies définies sur F,. En fait, chaque isogénie correspond a un facteur h,
de degré d = (£ - 1)/2, du polynéme de division f; dans F,[z]. Soit E[f]) le sous-espace
correspondant 3 la valeur propre A et Py un générateur de Eff]x. On a

E[e]/\ = (PA) = IFq[)(’ Y]/(hl(X),f(X,Y, 1))

avec hy(X) = [Ji= (X — z([i]P2)) de degré d = (£ — 1)/2.

Soit Xo(£) la courbe modulaire et ®,(X,Y’) son équation canonique. L'existence d’une
valeur propre rationnelle A pour le Frobenius de E entraine I’existence d’un point rationnel
sur Xo(£) et réciproquement. Ainsi ®,(X,j(F)) = 0 a une racine dans F, si et seulement
si £ est un nombre premier d’Elkies.

On doit calculer h¢ a partir de ®,. Il y a deux cas.

Si p # 2,3 et £ un nombre premier d’Elkies tel que £ < p on se réfere & Atkin [3].
Atkin montre comment déterminer la courbe f-isogéne et I'isogénie et ensuite déduit A,.
Explicitement, on obtient h; comme 1l est décrit dans le paragraphe précédent.

Si p=2o0u3ouf = p, alors on peut consulter les travaux de Couveignes [10] et
I'implantation dans [28].

Une fois h; connu, on doit déterminer quelle relation du type

W(:X

pour A in F, est satisfaite sur E[f], = F,[X,Y]/(h(X), F(X,Y)). Explicitement, on
cherche une égalité parmi les £ — 1 équations

(xq’yq) = [X](.’L',y) ’ IS :\ Se—'l .

¢ St D n’est pas un carré modulo £ alors £ est appelé un nombre premier d’Atkin. Dans
ce cas, les Gy sont Fpe-rationnel ot e est le plus petit entier n pour lequel 7} est dans
F,. L’automorphisme =, agit sur les G; également et ’on verra ultérieurement comment
obtenir un facteur de f, dans ce cas a partir de G; ”conjugués”.

Atkin détermine, dans ce cas, l'ordre entier ¢ de m;. La valeur de e est calculée via le
type de la décomposition de @, sur F,. Les valeurs de 7 correspondantes vérifient I’équation
polynomiales Ty, (v + 1/27,—v + 1/27) de degré p(e) avec v2 = (12 — 4k)/4 = D/4 et
T, I'homogénisation du polynéme cyclotomique d’indice n [4]. D’autre part, le résultat
(%) = (=1)* de la proposition (6.3) de [36] est deja contenu dans les théorémes 3 de [4].

Le type de décomposition est la base de la méthode sort and match de Atkin [2].
Plutét que de réaliser les calculs modulo les polynémes de division f, de degré (£2 —1)/2,
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Atkin travaille avec les polyndmes modulaires de degré £ + 1. Cela est beaucoup plus
efficace mais on obtient moins d’informations: plutét que d’avoir ¢ mod £ Atkin obtient
certaines informations sur la valeur de ¢ mod ¢ en calculant le type de décomposition de
®, c’est a dire la valeur de e. Ensuite, il utilise un baby-step et giant-step sophistiqué
parmi les possibles classes résiduelles. Mais ’algorithme résultant n’est pas un algorithme
polynomial.

Schématiquement 'algorithme S.E.A se déroule de la maniére suivante:
On calcule le pged(X? — X, ®,(X,j(E))) dans F,[X].

— Si deg(pgcd) = 1 ou 2, £ est un nombre premier d’Elkies.

1. On calcule une racine F) de ce pged.

2. On détermine les coefficients A et B de la courbe #-isogéne & E dans la
direction A et la valeur de p; en utilisant le formulaire de [7] (voir annexe).

3. On calcule un facteur h, de f; & partir de la récurrence (R;) suivante:
A—A=5(6py + 24p),
B — B =7(10p3 + 6Ap, + 4Bpo)...

4. On détermine une valeur propre de 7, en travaillant modulo le polynéme A,
ce qui nous donne ¢ mod £.

~ Si deg(pged) = 0, £ est un nombre premier d’Atkin.
1. On utilise la méthode de Atkin [2].

Pour résumer, on peut décrire les diverses étapes de S.E.A, dans le cas d’un nombre premier
£ d’Elkies, par la suite

®¢(X,j(E)) — Fx — {A,B,p1} — pr — sx — h; — Amod £ — ¢ mod £.

Exemple: On considére la courbe elliptique E d’équation y? = z3 + 24z + 51 sur le
corps fini F53. Son invariant modulaire est j = 37. Le nombre premier £ = 7 est un nombre
d’Elkies puisque

®7(F,j(E)) = (324 F)(4l+ F)(2T+51F + F* + F?)(21 4+ 11IF + TF* + F3)

sur Fs3. On choisit la racine F; = 12. Le formulaire d’Atkin nous donne 4 = 32, B = 51 et
p1 = 4. Ainsi, la courbe d’équation y* = 23+ 32z + 51 est 7-isogéne & E. Avec les formules
d’Elkies, on obtient p; = 4 et p3 = 19. Ainsi, le polynéme

44 + 6z + 49z° + 2°
est un facteur du polynéme de division f£. Le calcul

£ mod hy(z) = =
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nous montre que 1 est une valeur propre du Frobenius de E modulo 7. Cela signifie que le
facteur précédent se décompose totalement sur Fsg:

44 + 6z + 49z% + 2% = (z + 12)(z + 40)(z + 50).

Puisque k = 4, 'autre valeur propre est 4 on en déduit, donc, que £ mod 7= 5.

On peut obtenir le facteur de degré 3 de f¥ correspondant & la valeur propre 4 en
considérant l'autre racine de @7, a savoir F» = 21. La courbe 7-isogéne obtenue a pour
équation y? = z3 4 46z + 4 et a un invariant égal a j = 44. On trouve

26 + 21z + 28z% + z°

comme facteur de fF.

Dans le cas d’un nombre premiers d’Elkies, Morain et Couveignes utilisent le schéma
précédent avec la courbe isogéne obtenue et itérent le procédé, introduisant, ainsi, une
nouvelle notion : celle de cycles d’isogénies rationnelles. Cela permet d’attraper un facteur
du polynéme de division fy» et de Vutiliser pour le calcul de ¢t mod £ comme on le verra
au chapitre II1.

2.3 Recherche d’une valeur propre

Nous sommes ici dans la seconde étape de la méthode de Elkies, a savoir, le polynéme
h¢ est déja calculé. Il s’agit maintenant de déterminer une valeur propre de ’automorphisme
.

On rappelle les diverses méthodes de détermination d’une valeur propre pour #, et on
les compare en calculant leur complexité.

2.3.1 Complexité

L’opération élémentaire sera ici considérée comme étant la multiplication de deux
éléments de F,.

Arithmétique des polynémes. Soit M(d) le nombre d’opérations nécessaires pour
déterminer le produit de deux polynémes de degré d dans Fy[z]. On a M(d) = O(d?) pour
la méthode classique, M(d) = O(d'°823) = O(d!-*85) avec I'algorithme de Karatsuba et
P'utilisation d’une FFT nécessite M (d) = O(dlogd) opérations (voir [20}).

Calcul de m(z,y). Le temps nécessaire pour calculer z¢ mod h,(z) est O(M(d) log q)
en utilisant la décomposition binaire gauche-droite de ¢. Pour la détermination de y? mod
he(z) on réalise O(M(d)logq) opérations également. En effet, si p > 2, alors y? =
g(rz—l)(x) mod hy avec y? = G(z) = z% + axz? + a4z + ag 1’équation de E et si la
caractéristique est p = 2 on calcule y? a partir de ’équation de E & savoir F(z,y) = 0.

Comparer les coordonnées de points. Pour calculer une valeur propre il faudra
comparer les coordonnées de points de E[€]x ce qui signifie la comparaison de fonctions
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rationnelles F%‘% avec une liste C = modulo h,(z) dans Fy[x]. On évite les divisions en

testant A(z)Dn(z) = B(z)Ch (:L') mod he(z). Ensuite, on utilise une idée de Shoup [33]
qui consiste & tester L(AD,) = L(BC,) ou L est une application linéaire aléatoire. Cela
a I’avantage de nous permettre de réaliser les calculs dans F, en utilisant la matrice de
multiplication par A et B modulo h,. Cette stratégie coute O(2d) opérations. Lorsque une
égalité est trouvée on vérifie que A(z)Dn(z) = B(z)Ca(z) mod h¢(z). Pour cette stratégie
on utilise O(M(d)) + O(nd) opérations.

Calcul de fog mod h. On utilise ici la composition de Brent Kung [5]. Explicitement,
on calcule f °g mod h en écrivant le polynéme f comme Z L0 i (2)zT9 avec fi(z) =

Zi:o ai31;z' ot T est un paramétre (voir [39]). Ainsi, on calcule et on stocke g, g7, ...,97
etona fog= fo(g) + g7 (f1(9) + ¢7(f2(9) + - --)). La composition modulaire nécessite
O((T + d/T)M(d)) + O(d?) opérations [39)].

Recherche de § tel que 7§ = £Id. L’égalité 7§ = +Id sur E[f], implique 2t =
z mod hy(z). Soit r = [V/d]. On peut écrire § = jr — i avec i, j deux entiers tels que 0 <
1,7 <= r. On calcule et on stocke 29,29 =z%0z29,... 2t = 27 ozt qui a I’avantage de
nécessiter que du précalcul de z% pour 2<i < T. Ensuite on cherche une égalité avec une
puissance z?’" que I’on calcule par composition de z¢° [39]. Quand une égalité est détectée
on a 6 = jr —i. Ainsi cet algorithme necessme\/ﬁTﬁ— rd/T)M(d)) + O(rd?) opérations.
On optimise la valeur de T en prenant T rd ce qui donne O(VrdM(d)) + O(rd?)
opérations.

On peut utiliser le fait que § est un diviseur de d. Ainsi on peut prendre r = [\/7]
avec d le plus grand diviseur de d différent de d. De plus, lorsque £ = 1 mod 4, on utilise
le fait que le nombre w = (£ — 1)/(26) de facteurs de h, doit satisfaire (%) = (=1)¢-¥
D = disc(h,) et donc parfois on peut prendre un r encore plus petit et ainsi diminuer le
nombre de test.

Remarquons que cette idée peut étre utiliser pour la détermination du type de décom-
-position du polynéme modulaire ®, dans le cas ol £ est un nombre premier d’Atkin.

Calcul de [r](z,y). On peut utiliser les formules d’addition classiques R = P &
Q sur E ol l'on réalise des multiplications et une division. Les multiplications sont
réalisées en O(M (d)) opérations et la division, qui est essentiellernent un pged, en O(G(d))
opérations avec G(d) = d® en utilisant la méthode classique ou G(d) = M(d)log®d si on
utilise ’algorithme HGCD de Aho [1]. Ainsi le calcul de [n]P nécessite O((log n) M (d)) +
O((log n)G(d)) opérations et le calculs des [{]P pour i = 1,...,n nécessite O(nM(d)) +
O(nG(d)) opérations.

Remarquons que 'on a la possibilité d’utiliser la formule de multiplication z([n]P) =

h;‘%‘—ﬂ(az y) en calculant les polynémes 3; modulo h; ce qui est réalisable en
O(nM (d)) opérations. Mais pour se faire on doit réaliser une division ce qui donne asymp-
-totiquement le méme temps que celui obtenu avec les formules d’addition. Néanmoins on
peut calculer les [{]P pour i = 1,...,n sous forme de fractions rationnelles en O(nM(d))
opérations.

On rappelle briévement maintenant les diverses procédures de calcul d’une valeur
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propre du Frobenius. Les écritures en italiques dans les algorithmes renvoient a ce paragraphe
sur la complexité.

2.3.2 Meéthodes élémentaires

Elkies utilise I'équation

(X9, Y9 = [A(X,Y)

pour 1 < X < d et il compare les abscisses des points puis, lorsque une égalité est obtenu,
il teste I’égalité des ordonnées pour déterminer le signe de la valeur propre.

La méthode de Elkies:
1. Calculer z? mod h.(z).
2. Pour \ = 1,...

(a) comparer les abscisses de m,(z,y) et [A|(z,y),
(b) si égalité alors A = £ mod £.
3. Recherche du signe: Calculer y? mod hy(z) et comparer avec ya.

Ainsti, cette méthode classique de recherche de valeur propre nécessite O(M(d) log ¢) +
O(dG(d)) opérations.

Par la suite Atkin proposa une autre version qui permit d’éviter le calcul de 7 mod
h¢(z). Il considére la méme équation mais compare seulement les ordonnées des points et
utilise le résultat suivant :

Théoréme 4 (Atkin) On suppose que l'on a trouvé A tel que Y9 = Y;. Alors X estla
valeur propre cherchée si 'une des deuzr condilions suivantes est satisfaite : £ = 2 mod 3
ou le coefficient de degré (£ — 3)/2 de hy(z) est non nul.

La méthode de Atkin:

1. Calculer y? mod h,(z).

2. PourA=1,...,
(a) comparer les ordonnées de m(z,y) et [\(z,v),
(b) si égalité alors A = X mod £.

Cette stratégie permet de gagner un facteur 2 dans la complexité.

On peut gagner encore un peu de temps sur le calcul de la multiplication sur E en
utilisant les pas de bébés et les pas de géants de Shanks [38]. Soit r = [ V/d] alors pour
A € F; on peut écrire A = i+ jr avec 0 < 1, § < r. On utilise alors I’équation sous la forme

(XP,Y?) - [i)(X,Y) = [B)[r")(X, Y)

et Pavantage de cette stratégie est que les entiers i et j sont petits comparés & £. La
méthode compare les ordonnées des points [33].
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La méthode de Shanks:
1. Pour j=0,...,m,
(a) calculer [][m](z, y),
(b) stocker dans une table {j, yj,"‘}'
2. Pouri=0,..., m—1,
(a) calculer 'ordonnées de (29,y?) — i.(z,y),
(b) chercher une égalité avec la table,
(c) si égalité alors A =i+ jm mod £.

La méthode nécessite O(M (d) log q) + O(VdM (d)) + O(v/dG(d)) opérations.

2.3.3 Vers de meilleures stratégies

La méthode de Atkin:

Atkin a suggéré d’utiliser I’équation 7} = [j] en calculant au préalable le semi-ordre de
la valeur propre. On rend ’algorithme plus rapide que celui proposé par Atkin en exhibant
un algorithme complexe & partir de cette idée.

Proposition 24 Soit 6 le plus petit entier n tel que n} = x1d. Alors, pour un entier j
tel que s(§) = 6, 1l exisie un unique entier ¢ tel que

T =[]
sur E[f]y avec (i,6) = 1.
Démonstration: L’entier § est le semi-ordre de A puisque
(X9, Y9y = M(X,Y) = £(X,Y) = (X,£Y).

D’autre part,’ensemble S des éléments de méme ordre § que A est de la forme S = {A* ]
(i,6) = 1}. Ainsi, pour un j de semi-ordre § il existe un unique i tel que A' = +j mod £
et (1,6)=1. O

On calcule le semi-ordre § de la valeur propre comme indiqué précédemment avec r
un paramétre que P'on fixera par la suite. Puis on détermine le plus petit j € F; de semi-
ordre égal & 6. Maintenant on cherche i tel que (X7, X¢') = [j](X,Y) = (X;, X;) modulo
he(X). Ainsi on doit comparer X avec X; tel que (i,6) = 1. Puisqu’on n’a seulement
que quelques puissances de X9 et X9 on choisit de procéder de la maniére suivante. Si
i < ralors X¢ est connu. Sii > r, soit £ le plus petit entier tel que i +£r > 6. On peut
écrire 1 + €r = § + u avec 4 < r. Ainsi, st X7 = X; alors X = X; 0 X% et donc
X = X; 0 X%, Les X? et X9 sont déja calculés puisque p < r et ér < 4.
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On doit comparer 7 et [f] o 75" pour tout p tel que 0 < pp < ret 1 < & < 6/r.

Utilisant le fait que

X;=X— f”_“z/if:_‘(x, Y)
¥;

cela équivaut 3 tester
X9 (Hj o X*")= K; 0 X% mod hy(X)
avec
Hj = 1/1J2 mod (hl,}-) et I{J = XHJ - 'l/)j+1¢j_1 mod (hl,f)

Cela est réalisé, pour le calcul, en utilisant les formules de récurrences des polyndmes de
division et, pour la comparaison, en utilisant une application linéaire aléatoire L comme
décrit dans la section 3.1.

Plus précisement, on pose H(X) = X?" mod hy(X) puis on calcule modulo hs(X)
(pour avoir une écriture plus simple, on suppose que p # 2,3):
Po(X)=0,P(X)=1, P(X)=2,
Py(X) = 3HY(X) 4+ 6AH?(X) + 12BH(X) — A?,
Py(X) = 4(HS(X) +5AH*(X) + 20BH3}(X) - 5A’H*(X) —4ABH(X) - 8B%2 — A3) et
W(X)=H3X)+ AH(X) + B.

On pose alors

Poa(X) = Pa(X)(Paa(X)P2_y(X) = Pa_a(X) P24, (X))
et

[ W2(X)Pay2(X)PYX) = Pa_y(X)P3,1(X)  sin est pair,
Ponta(X) = { e s

Cette récurrence est réalisée jusqu’a l'indice j et pour les § /r valeurs de §.

En ce qui concerne le choix du paramétre r, il faut pouvoir écrire i + €r = § + u pour
les valeurs de i > r & balayer et on veut que les z9°" soient déja calculés. Pour cela, on
prend r solution de ’équation r? +r — § = 0. Dans ce cas, on a r < § —Vd < d — Vd.

Remarque 13 Si on calcule j(z,y) et j~}(z,y) alors on peut restreindre ’ensemble des
valeurs 1 ¢ tester & un ensemble & §/2 élémenis. Dans ce cas, on peut tester seulement les
i > d/2, ce qui donne £r < d — d/2 mais il faut alors calculer aussi j~1(z,y).

On résume lalgorithme dans ce qui suit:

1. Calculer z7 mod h(z).

2. Calculer et stocker z9' = 29" 0 29 mod hy pour 2<i<r,

3. (a) Pourj=1,2,...,r,

rj r(j=—1) r
(b) calculer 297 = 277" 029" mod hy,
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(¢) comparer avec 2?7 et si une égalité est trouvée on a é,
(d) stocker z1”.
4. Calculer le plus petit j dans [} tel que s(j) soit un multiple de 6,
(a) Comparer K;(z) avec les xquj(x) pour 1 <i<ret(i,8) =1 en utilisant L,
(b) si une égalité est trouvée on a A.
5. Pour{=1,2,...
(a) Calculer Hj(z%'") et en déduire K;(z7"),

(b) testerz?” Hf(z:"") = Kj (z%*") mod h; pour les valeurs de s tels que 0 < gt < r
et i+&r =206+ p avec (,0) =1,
(c) Si une égalité est détectée, vérifier avec les polyndmes et calculer A |

(d) sinon, continuer.

On a:

Proposition 25 La méthode de Atkin nécessite O(M(d)log q)+ O(vVrdM(d))+ O(rd?)+
O(d?) opérations et O((2r + R)d) espace mémoire avec r racine de z2 + z —d = 0 et
R = deg(K;).

Démonstration: La méthode réalise O(M(d) log q) opérations pour le calcul de z? mod
he et O(VrdM(d)) + O(rd?) opérations pour le calcul de é§ et O(M(d)) + O(d?) pour le
calcul de 7. Pour la place mémoire, on a 2r + R polynémes de degré d & stocker. O

Remarque 14 Le calcul "dominant” dans l'algorithme d’Atkin dépend de la méthode de
multiplications de deux polynémes c’est & dire de la taille de M(d).

Mais l’algorithme ne donne que la valeur propre modulo le signe. Il existe encore une
autre méthode qui est, actuellement, la plus rapide asymptotiquement.

La méthode de Miller:

La méthode de Miller [33] consiste en un funny baby-step et giant-step. Explicitement,
il existe un entier k,p¢ = [V/d] tel que pour tout A dans F; il y ait des entiers 7, j avec
1< 4,5 < kopt tels que A = +i/j mod £. Ainsi Miiller utilise I’équation

(X%, Y?) = B)(X,Y).

Cette idée nous permet d’utiliser les polynémes de divisions puisque 7 et j sont petits par
rapport & £. Explicitement, on doit trouver i et j tels que

X — %lfﬂ(x, Y)=X1— -’/ﬁ%‘ff:l(xq,yq) mod (hy(X), F(X,Y,1))
i j
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que l’on peut écrire sous la forme

Ai(X) _ 4i(X9)

B.(X) = By(xe) "o M)

En utilisant une application linéaire L on détermine i et j. La méthode évite le calcul des
ordonnées et donne deux valeurs possibles de A = +i"!j mod £. On a:

1. Pour j=1,...,kop,

(a) calculer [5](z,y),
(b) stocker dans une table {j,z;}.

2. Pouri=0,...,m—1,
(a) calculer z} en utilisant les formules de récurrences donnant les polynomes de
divison,
(b) chercher une égalité avec la table,

(c) si égalité alors A = +i~!j mod £.

Proposition 26 La méthode de Miller nécessite O(M(d)log q) + O(VAM (d)) + O(d%/?)
opérations et O(d\/c_i) espace mémoire.

Démonstration: On utilise O(v/dM(d)) opérations pour le calcul des polynémes de
divisions. Puis O(d3/4M(\L}D+O(d5/2) pour la composition par 7 puisque ici le paramétre
T est optimal pour T = v/2d*/* mais si on utilise la récurrence des polynémes de division
cela nécessite O(v/dM (d)) opérations. Finalement, on utilise O(M (d)) + O(d?) opérations
pour la comparaison des coordonnées. O

On connait, maintenant, une valeur propre du Frobenius de £ modulo le signe. Pour
déterminer le signe exacte de la valeur propre, la méthode classique consiste a tester
Péquivalence suivante: Y? = Y, mod h,(X). On présente une solution beaucoup plus
rapide pour la détermination du signe de la valeur propre.

2.3.4 Le signe de A mod ¢

On montre dans ce paragraphe comment éviter le calcul des ordonnées des points dans
le cas olt f; a un facteur de degré impair. Les résultats sont valables pour les méthodes de
Atkin et Miiller mais nous ne donnons les détails que pour la méthode de Miiller. On a des
entiers 4, j tels que [i]m, = £[j] sur E[£]x. Posons Ag = ij~! mod £ on a A = +Aq mod £.

En caractéristique p # 2.
Dans ce cas F a une équation de la forme

Yi= g(X) = X3+(12X2+G4X+06.
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On a:

Théoréme 5 Soit £ un nombre premier d’Elkies tel que £ = 3 mod 4 et h, un facteur de
fe correspondant & . Si [§]m, = [j] sur E[€]s alors on a:

() ()

Démonstration: Puisque d = (£ — 1)/2 est impair, on a 7§ = :t(i\zg-)Id sur E[¢],. Si
¢ = Id ce qui signifie (X9°,Y?") = (X,Y) sur E[f]y, alors on a E[f], C E(F,s). Ainsi,
pour tout P dans E[f]x, G(z(P)) est un carré dans Fya et par suite H:;l(g(z';)) =7 est
un carré dans Fy, avec z; les racines de hy(X) = 0, puisque d est impair. Par contre, si
7¢ = —Id sur E[f],, alors (%) =-1L.

Ainsi, A = Xg si et seulement si (42) et (%) sont de méme signe et A = —Aq si et
seulement si les deux quantités précédentes sont de signes différents. O

avec r = Résultant(he, G).

Exemple: Considérons la courbe y? = 23 + 4312z + 9867 sur Fy7ag9. La factorisation du
polyndme @43 sur [F173g9 nous montre que w43 admet deux valeurs propres dans F43 et donc
le polynome de division f43 admet deux facteurs de degré 21 modulo 17389. Explicitement,
on a

haz = 5304450952 +963422 +944723 + 104952 + 233525+ 1624826 + 45427 +
1163428 + 7661z° + 16799210 + 2870z!! + 5586212 + 11693z13 + 1975z +
5920215 + 14785z1% + 6873217 + 4789218 + 13401z1° + 8275220 + z21.

Avec la méthode de Miiller on obtient Ag = 7 et donc la valeur propre A associé a hs3
satisfait A = &7.

Dans la méthode originale, on doit comparer les ordonnées des points pour conclure.
On calcule donc y? mod hys(z) et 4yPH1f3 — fof2 + fsf2 mod hys. Avec un sparcl, on
obtient A = 7 en 7.56 secondes.

Par contre, avec 'amélioration proposée, on doit juste calculer la valeur de r =
Résultant(z® + 4312z + 9867, hy3). On trouve r = 155551 et (£) = 1 en 0.066 seconde
et puisque (5) =—lona A ="7.

Pour des valeurs de £ trés grandes, cela donne un moyen évident d’accélérer le ”funny”
baby-step et giant-step de Miiller.

Le tableau suivant transcrit clairement 'avantage du calcul d’un résultant dans la
recherche du signe d’une valeur propre pour 7. Les calculs sont réalisés avec la courbe
précédente et les résultats sont donnés en temps CPU.
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[ ¢ [[degth) [ r | v |

19 9 0.03 2.2

43 21 0.05 | 4.72

71 35 0.11] 17.55
103 51 0.21 | 34.06
131 65 0.28 | 52.63
167 83 0.46 | 81.33
227 113 [0.78 | 139.92
271 135 1.08 { 191.30

Dans le théoréme précédent on utilise le fait que d, le degré de h,, est impair. Dans
le cas £ = 1 mod 4, le polynéme h, est de degré pair. On peut, alors, calculer Ag avec le
polynéme h, comme d’habitude et ensuite déterminer s()), puisque s(Ag) = s(EAo) et
dans le cas ol ce semi-ordre est impair on peut utiliser le résultat suivant:

Corollaire 3 Si¢ = 1mod 4 et s(Ag) est impair, alors hy a un facteur g, de degré impair
s(Xo) et la valeur propre associée ¢ hy est

A= 200 (1) o,
q

Démonstration: On note que 71'2(’\°) = %]d sur E[f], lorsque s(Ag) est impair. Si
’('\") = Id, alors on a E[£]y C E(F,.())- Ainsi, pour tout P dans E[€]x, G(z(P)) est un

carré dans F. (%) et par suite H’(*")(g(z,)) =r est un carré dans [y, avec z; les racines
de g,(X) = 0, puisque d est impair. Par contre, si 7§ = —Id sur E[£],, alors ( y=-1. O

avec = Résultant(g,, G).

Exemple: On considére toujours la courbe y? = z3 + 4312z + 9867 sur Fy73g9. Dans le
cas £ = 29 on a encore deux valeurs propres et la méthode de Miiller donne Ag = 4. On a

hge = 14857 + 11597z + 807822 + 1240623 + 5018z* + 8378z° + 6772z° +
580927 + 10942x8 + 134332° + 8919210 + 4597211 + 10848z!2 + 129013 4 14

et puisque le semi-ordre de 4 est 7 dans Fag on peut calculer un facteur g9 de degré 7 de
hag. On obtient le polyndéme

g2s = 1028 + 6670z + 1210222 + 5117z> + 899z* + 14793z5 + 7211z% + 27

qui nous permet de trouver le signe de la valeur propre associé a hag. On trouve
r = Résultant(z®+ 4312z + 9867, g29) = 2504 puis (Z2%) = —1 et /\(’,('\") =—1ldonc A =4
et ¢ mod 29 = 23.
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En caractéristique 2.

On peut supposer que ’équation de E est de la forme Y2+ XY = X3+ B avec B
dans Fam (voir [29]).

Théoréme 6 Supposons que £ = 3 mod 4. En écrivant hy = 9 — 5,297 4 ... 4 (=1)%sy4
le polynéme correspondant 4 A, on a:

\ = (32) Ao si Tr(sy+ B(s3_, — 2s454-2)/53) =0,
-1 - (%‘1) Ao sinon.

Démonstration : Notons, tout d’abord, que I’équation X2+ X = v a une racine dans Fyn
si et seulement si Tr(y) = 0. En écrivant I’équation de E sous la forme (y/z)% + (y/z) =
z + B/z?, les points de E[f], = (P = (z,y)) sont dans F,« si et seulement si Tr(v;) = 0
avec v; = z; + B/z? et z; = z([{]P). De plus, on a

d d
r=2 Tr(w)=Te(Q_(%)) = Te(s1 + B(si_; — 25asa—2)/s3) ,
i=1

i=1

ou les s; sont les fonctions symétriques de hy, ainsi r est facilement calculé. Finalement,
si r = 0, alors la valeur propre associée au facteur hy est A = (i})/\o mod ¢, sinon A =

~(3)Ao mod ¢. O

Proposition 27 Soit h; un faclteur de f, correspondant ¢ A = %Ag. St hy a un facteur
ge =z — 5, z°C0)=1 .y (—1)7(0)5(,  de degré impair s(Ag) alors

A= { /\3(’::);\0 si Te(51 + B(52 0 1 = 2a(ag)Fa(r0)=2)/5%0g)) = 0,
=A%’ Ag  sinon.

2.4 La méthode de Elkies avec les nombres

premiers d’Atkin

On montre ici comment utiliser la méthode de Elkies dans le cas ol 7, n’a pas de
valeurs propres rationnelles ce qui veut dire que D n’est pas un carré modulo £. Plus
précisement, on peut calculer un facteur du polyndéme de division f; méme dans le cas
ol I’équation modulaire ®,(X,j(E)) = 0 n’a pas de racines dans IF,. On montre ensuite
comment réaliser la procédure de Schoof sur les abscisses des points uniquement.

2.4.1 Recherche d’un facteur de f;

On suppose dans ce paragraphe que ¢ = p est premier et p # 2,3; £ est un nombre
premier d’Atkin tel que £ < p.
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On décrit comment étendre la méthode de Elkies aux nombres premiers £ pour lesquels
w¢ n’admet pas de valeurs propres dans F,. C’est le cas ol le polynéme &,(X, j( E)) n’admet
pas de racines dans [,,, cas qui n’est pas traité par Elkies.

L’automorphisme 7, agit sur les (£ + 1) sous-groupes G1,Ga,...,Get1 de E[f]. On
note G; = (P;) pouri = 1,...,£+ 1. D’autre part, I’ordre entier e modulo ¢ de la suite de
polyndme caractéristique z2 — 7z + k est, par définition, le plus petit entier n pour lequel
77 € Fe, ainsi les G; sont Fp.-rationnels et, donc, les £+ 1 courbes E; sont définies sur
F,e. Le polynéme de division f; a un facteur de degré d sur Fp- et donc par conjugaison
on peut trouver un facteur de degré ed sur Fp.

Explicitement, on procéde de la maniére suivante :

On détermine un facteur M,(F) unitaire irréductible de degré e du polynéme &,(F, j(E))
dans F,[z]. On sait qu’il existe e isogénies g;, i = 1,2,..., €, définie sur F,e de la courbe
elliptique E vers d’autres courbes E; définie sur F,. dont le noyau

Gi = {Og,P;,2P;,...,(¢ - )P}

est rationnel sur [F,..

Si on note Fy, Fy, ..., F, les racines conjuguées de M,(F) dans Fp. alors A; = A(F.)
et B; = B(F,) sont les coeflicients de la courbe elliptique E;. On a également p;(F;) =
Z?:l z([7]P;). Les formules de récurrence (R;) permettent de déterminer ed polynémes
pe(F), k=1,2,... ed, de degré e — 1 que l’on note px(F) = ;;é a,-,ij avec aj; € Fp.
Pour k tel que 1 < k < ed on note

e e d
pe =Y pe(F) = O =K ([1R)).
i=1 i=l j=1
Lemme 4 p; € F,.

Démonstration: En effet, p} = 3°[_, Pi(F) = Yoy pe(FF) = X5, pe(F) = px,
puisque les F; sont les racines conjuguées du polynéme irréductible M,(F). O

On calcule les p; pour k = 1,2,...,ed de la maniére suivante:
on a
e e e-1 . e~1 e .
pe= pe(F) =) O aiuF )= ajx(O_F)
i=1 i=1 j=0 =0 i=1

donc p = E;;é a;xPj avec p; = 3 i_, F7. Mais les F; sont racines de
My(F)=5F¢ -5 Fl4...4(-1)%,

, on peut alors calculer les p; & partir des valeurs connues §; a ’aide de la relation inverse
de Newton :

j-1

Po=e, py=35 et pour j > lonap; =(-1Y"1(55 + Z(—l)kﬁkgj—k)-
k=1
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On en déduit les ed valeurs p; a partir des e valeurs §; et on détermine les s; a laide
de la relation de Newton. On obtient ainsi un facteur de degré ed du polynéme de division
fe.

Pour D’algorithme S.E.A, dans le cas ol le polynéme ®,(F,j(E)) n’a pas de racine
dans [, on peut déterminer un facteur de degré ed du polynéme f, lorsque e n’est pas
trop grand et ’utiliser 4 la place de f, dans Palgorithme. On utilise, alors, I’algorithme
original de Schoof & la place de la méthode de Atkin. Par exemple pour £ = 271 avec la
courbe du record le polynéme ®,(F, j(E)) se décompose en facteurs de degré 4 et a permis
4 Morain d’utiliser ’algorithme original de Schoof avec un polynéme de degré 540 [8].

Cette extension permet, également, de déterminer une décomposition partielle des
polyndmes de division d’indice premier £ en itérant la méthode & chaque facteur irréductible

de &,(F,j(E)).

Exemple: On considére la courbe elliptique £ d’équation y? = z2 + 2z + 41 dans Fs,
d’invariant j = 31. On calcule les coefficients d’un facteur du polynome de division f5 de

E.Ona:

®,(F,31) mod 59 = (32 +45F 4 41F? + F3)(50 + 13F + 48F% + F?).

[ [ Mi=32+45F +41F2+ F3 | My =50+ 13F + 48F% + F3 |
po(F) 2 2
p1(F) 41+ 31F + 56 F2 4+ 10F + 48F*
p2(F) 26 + 22F + 46 F* 46 + 54F + 4TF*
pa(F) 39 + 20F + 21F? 2+24F + F?
pa(F) 6+ 11F + 16F° 33+ 18F +7F%
ps(F) 17+ 41F + 51F° 16+ 24F + 58F*
D6 (F) 41F + 34F2 19+ 27F + 24F%
Pi,.--.P6 2,38,28,22,7, 38,21 2,21,5,11,18,40,38
gs 55,3,10,13,21,1 29,28,2,41,38,1

On obtient donc

fs = (65 + 3z + 10z” + 132 + 212° 4 2°)(29 + 28z + 22% + 41z* + 382° + 2°).

2.4.2 Calcul de t mod /¢

Dans ce paragraphe, on accélére la procédure de Schoof (£ est toujours un nombre
premier d’Atkin). Plus précisement, on teste les équations 7 +k = ¥m, en 7 en n’utilisant
que les abscisses des points.
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Rappelons tout d’abord que si
(z1,91) + (z2,92) = (z3,93)
et

(z1,31) — (z2,92) = (24, v4) ,

alors on a (23 + z4)(z1 — 22)? = S(z1,z3) et (z3z4)(z1 — 22)? = P(z1,z2) avec
S(z1,72) = (z1 + z2)(a1a3 + 2a4 + 22,22) + z122(a? + 4a2) + 4as + a}
et
P(z1,72) = (172 — a4)(z122 — a4 — a1a3) — (1 + 22 + a3)(a2 + 4as) — a3as .

Ainsi les valeurs z3 et z4 sont solutions de I’équation quadratique E(X) = NX?~SX+P
avec N(z,,z2) = (z; — z2)2. On vérifie facilement que ce sont les seules.

Dans la méthode de Schoof on cherche un 7 telle que I’équation #} + k& = 7m; soit
satisfaite sur E[f]. On utilise la méthode de Miiller avec les entiers 7,5 et ko, dans
Péquation in? + ik = jm,. Notre stratégie consiste a chercher une valeur j pour laquelle
z([j]m¢) est une racine de I’équation quadratique E(X) donnée par S; = S(x?z,x,-k),
P = P(:z:?j,:c;k) et N; = N(x?n,x;k) comme précédemment.

D’autre part, si x} = z3 alors z(in? + ik) = z(jm,) et par suite on a deux possibilités:
7rf + & = *7om, sur E[f]. Ainsi, dans ce cas 7 = %7 mod £. Alors que si z{ =z4o0na
z(ir? — ik) = z(jm,) ce qui donne 77 — k = x7m, et donc m, = 2k/(r &+ 7). Mais ce
dernier cas n’est pas possible puisque £ est un nombre premier d’Atkin.

Pour le calcul de z{ , on calcule au préalable R(z) = 29" mod h,(z) puis on utilise la
récurrence des polyndémes de division en R(z).

On obtient un nouvel algorithme qui évite le calcul de y"’ et y? et donne deux valeurs
possibles pour ¢ mod ¢. L’algorithme que je propose est le suivant :

1. Calculer % mod hy(z),
2. pour j=1,...,kopt
(3) Caleuter ;(2) = a((j](z,v))
(b) calculer zj(z?) = z([5](z?,y?)).
3. Calculer z9° = z9 0 27 mod he(z).
4. Pouri=1,2...
(a) Calculer z;(z7) = z([j](z?", y")),
(b) calculer zik(z) = z([ik](z,y)),

(c) calculer S; = S(x?a,z;k) P = P(:z:?z,:v;k) et N; = N(z?j,x;k) a partir de la
table et poser E;(X)= N; X%~ S5;X + P,
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(d) chercher j dans la table tel que E;(z;) = 0 en utilisant une application linéaire
aléatoire. Si on trouve une racine on a 7 = +i~!j mod ¢.

Exemple: Considérons la courbe y? = z3 4 362z + 34 sur Fag7. Avec £ =1lonae=6
donc on peut calculer un facteur hy; de degré 30 de f1; et Putiliser pour calculer ¢ mod 11.
Mais puisque 7§ = —1 on peut réaliser les calculs modulo un facteur gy; de degré 6 de
hll‘ Oﬂ a

g29 = z8 + 642% + 333z* + 39423 + 29422 + 336z + 184.

On prend kopt = 3 et on stocke {j, z;,z{} pour j = 1,2,3.

L1 z; (¢=0) ] & (=1 =]

$1{z7) z 80 + 344z + 23722 4 93z° + 155z* 4 2152°
f2(z7) 1 1

$2(z7) 34 + 125z 4 7022 + z* 219 + 254z + 19422 + 146z° + 370z* 4 351z°
2(z7) 136 + 257z + 42° 386 + 239z + 35872 + 547° + 94zt + 3715°
63(z7 ) || 296 + 277z + 25852 + 8623 + 191x* + 11925 | 74 + 304z + 25522 + 174z° + 240z* 4 3325
f2(z?) || 138 + 88z + 13922 + 280z° + 38x* + 33125 | 138 + 88z + 1397 + 280z + 38z* + 3312°

On a k=1donc z;; = z;.

1 1 =1 [ i=2 ]
¢>ng°77 1+ 316z + 57z2 + 324> + 203z* + 3847 | 362 + 376z + 39522 + 2023 + 339z* + 17425
£2(z7) 1 300 + 143z + 19622 + 171z% + 24524 + 2925
M; 79 + 322z + 32822 4 112z° + 127z + 26325 | 258 + 295z + 324z2 + 195¢° + 384z + 359z°
S; 222 + 175z + 186z% + 260z° + 88z% + 1992 | 160 + 32z + 216z° + 354z° + 171z + 346z°
P 43 4 226 + 2322 + 39627 + 51z% 4 3132° 57 + 242z + 29822 + 52° + 135z* 4 281z°
Ei(z7) || 394 + 298z + 5922 + 15425 + 267" + 252 0
Ei(z) || 234 + 268z + 4927 + 183z + 17127 + 371° - - =
Ei(z3) || 77 + 229z + 14227 + 1632° + 2262* + 47° —==

Finalement, on obtient (7,7) = (2,1) et t mod 11 = +5.

2.4.3 Le signe de t mod ¢

On peut encore utiliser 1'idée du paragraphe §3 pour déterminer le signe dans 75 =
=+t mod £ et donc éviter le calcul des ordonnées modulo h, en calculant un résultant. Mais,
ici, on doit avoir de plus e impair. En effet, puisque 7, satisfait ’équation 22 —rz+k = 0,
on a 7} = [Upn]m + [V,] avec U, et V,, des polyndmes en 7 et k. On a immédiatement
Vo = —kUp—1 et de plus le polyndome U, contient uniquement des puissances paires de T
si n est impair et des puissances impaires sinon [4]. D’autre part, 7§ = V. puisque e est
le plus petit entier n pour lequel 7} est dans F,. Noter également que la valeur de e ne
dépend pas du signe de 7. Ainsi, lorsque e est impair, on a V,(+£7,k) = £V,.(7,k) donc
dans ce cas ;] = £V, (75, k). On pose wg = V (70, k).

En caractéristique p # 2.
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Proposition 28 On suppose que e est impair. Soit hy un facteur de degré ed de fy.

Lorsque £ =3 mod 4 on a
= (1) (=
= (q)(z)romodf

avec r = Résultant(h,, G).
Lorsque s(wp) est impair on a

t= (g) wi® 7y mod ¢

avec r = Résultant(g,,G) ou g est un facteur de degré s{wo) de hy.

Démonstration: On a 7§ = Fwq sur E[f], ainsi 7§¢ = tw§ = £(42)Id sur E[{] si d est
impair et w:’(w°) = :}:w;(%) = £(42)1Id sur E[f] si s(wo) est impair. O

La quantité w = V,(70,k) est la valeur de 7§ € F, et est donc facilement calculée a
partir de 7} = mom,+k . Le type de décomposition de h, est déterminé en calculant s(wq).

Exemple: Considérons la courbe y® = z3 + 4312z + 9167 sur Fysg53. On considére tout
d’abord le cas £ = 3 mod 4 avec £ = 19. On a e = 5 et un facteur hyg de degré 45 de fig
et avec la nouvelle procédure de Schoof on obtient ¢ mod 19 = 7. On détermine le signe
de 7 en calculant r = Résultant(z3 + 4312z + 9167, hjo) = 11226 et puisque (g) =1let
Ps(7,9)=4onatmod19=7.

Considérons maintenant le cas £ = 13, on a e = 7 impair et ¢ = +5 mod 13. Mais
£ = 1 mod 4 donc on ne peut utiliser directement le facteur hy3 de degré 42 de f;3 dans
un résultant. Toutefois, puisque 775 = £10 a un semi-ordre égal & s(10) = 3 le polyndme
his a un facteur irréductible g13 de degré 21 que ’on peut utiliser dans un résultant On
obtient r = Résultant(z3 +4312z + 9167, g13) = 9515 et (-;;) = —1 ainsion at mod 13 = 5.

En caracteristique 2.

Proposition 29 On suppose que e est impair. Soit hy un facteur de degré ed de f,.
Lorsque £ =3 mod 4 on a

S () st Te(si 4 B(s%_y — 25.45ed-2)/5%) =0,
— (%) 7 sinon,

avec s; les fonctions symétriques de hy.
Lorsque s(w) iest impair on a

= wa(wo)‘l’o si ’I‘r(gl + B(EZ,(WO)_I - 2§e:(w°)§es(wo)—2)/§z,(wo)) =0,
~wi®™) s sinon,

avec 5; les fonclions symélriques d’un facteur g, de degré es(wg) de hy.
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Chapitre 3

Cycles d’isogénies rationnelles
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3.1 Introduction

Soit E une courbe elliptique sur un corps fini F, de caractéristique p. La courbe est
donnée par une équation F(X,Y,Z) = 0 sous la forme générale

F(X,Y,2)=Y*Z+a,XYZ +asYZ? — (X3 + a2 X?Z 4+ a4 X2* + as2%) .

Ainsi, un point générique sur la courbe est donnée par (X,Y) mod F. Soit m le nombre
de points sur E. On sait que m = p+ 1 — ¢, avec ¢ un entier satisfaisant | ¢ |< 2,/7. On
se place dans ce chapitre dans le cas ol la caractéristique du corps p est un trés grand
nombre premier, disons p superieur & 1020°, Pour déterminer le nombre de points de £
on sait que ’on doit utiliser 'algorithme de Schoof-Elkies-Atkin décrit dans le chapitre
précédent.

On sait que ’algorithme de Schoof détermine ¢ mod £ pour suffisamment de petits
nombres premiers £ en travaillant modulo des polynomes de degré (£2 — 1)/2. La méthode
s’étend également aux puissances de nombres premiers £*. Avec I’'amélioration de Elkies, un
nombre premiers peut-étre bon ou mauvais. Comme nous I’avons vu au chapitre 11, lorsque
¢ est un bon nombre premier, la méthode de Elkies permet de calculer ¢ mod ¢ beaucoup
plus rapidement que dans ’algorithme de Schoof en travaillant modulo des polyndmes de
degré (£ — 1)/2. De plus, dans ce cas, on peut calculer ¢ mod £* plus rapidement que dans
l’algorithme de Schoof. Dans ce chapitre, on explique, en étudiant une nouvelle notion
introduite par Morain et Couveignes en 1994, celle de cycles d’isogénies rationnelles [13],
comment déterminer ¢ mod £ avec la méme compléxité que pour ¢t mod £ dans le cas de
bons nombres premiers £. Pour cela, on précise le role des isogénies dans I’amélioration
apportée par Elkies et Atkin. On approfondit ’étude de cette notion et on donne quelques
utilisations efficaces de ces cycles pour la détermination de ¢ mod £".

Ce chapitre se décompose de la maniére suivante : Dans un premier temps, on revoit
briévement I’algorithme SEA en mettant ’accent sur le calcul de £ mod £” et sur le réle
des isogénies. On introduit pour cela le module de Tate T;(E) de la courbe elliptique E.
Puis, on présente les cycles rationnels de courbes isogénes sur F, en itérant la méthode
de Elkies. Cela permet d’attraper un facteur de fy» et de lutiliser dans SEA. Ensuite,
J'introduis le changement de directions en utilisant I’action de l'involution d’Atkin-Lehner
et on en tire un double avantage pour la détermination de ¢ mod £" :

D’une part, on peut ramener le calcul de ¢ mod £* & celui de ¢t mod £%/2 et, d’autre
part, cela permet d’optimiser I’utilisation d’un facteur de h; (A étant lui méme un facteur

de fo).

3.2 La méthode de Schoof-Elkies-Atkin

3.2.1 Le module de Tate
Soit E/K une courbe elliptique. Le module de Tate de E est le groupe

T(E) = im E[¢"),
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o . , . . . . L .
la limite inverse étant prise suivant I’application naturelle E[I"*1] u E[£*]. Puisque chaque
E[f*] est un Z/¢"Z-module, on en déduit que le module de Tate a une structure naturelle
de Z;-module. On a la proposition suivante :

Proposition 30 En {ani que Z;-module, le module de Tate a la siructure suivante:
—T[(E) = Ze X Zt st l # car(K),
—T,(E) =0 ou Z, si p= car(K) > 0.

3.2.2 L’dée initiale

On considére £ un petit nombre premier avec £ < p. L’endomorphisme de Frobenius
7 de E induit un automorphisme =, de I’espace des points de ¢-torsion E[€] que I’on peut
étendre au module de Tate T,(F).

L’idée de Schoof dans son algorithme est de considérer 7 en tant qu’element de GL3(F,)
avec I’équation n} — rm, + k = 0 sur E[f] o 7 = t mod £ et k = ¢ mod £. Comme nous
I’avons vu au chapitre précédent, Schoof obtient ainsi la valeur de ¢ mod £ en utilisant les
polynémes de division f, de E.

On peut aller encore plus loin en considérant = en tant qu’élément de GL2(Z¢). On a
P’équation

7rt2 —tme+q=0
sur Ty(E) avec t € Z, et § € Z;.

Explicitement, on peut écrire £ = ) _ 7,€™ avec 79 = T et ¢ = 3 _ kL™ avec
]Co = k

On peut ainsi déterminer la décomposition ¢-adique de la trace du Frobenius de E en
utilisant les polynémes de division f;» de E. Mais comme nous I’avons vu les polyndmes
de division ont un degré trop élevé.

3.2.3 I'idée d’Elkies

L’idée de Elkies est que si Disc(w) = t? — 4¢ est un carré non nul modulo £ ( le cas
zéro marche également mais de maniére un peu différente) alors 7 a deux valeurs propres
rationnelles distinctes « et § dans F, et méme dans Z,. Ainsi, le module de Tate T;(E) se
décompose en la somme directe des deux sous-espaces propres correspondants

T(E)=TF @ TF

et de méme pour le groupe de £-torsion.

On sait également que le polyndme de division fZ(X) posséde alors deux facteurs hq
et hg de degré d = (£—1)/2 et & chacun correspond une valeur propre. D’autre part, on
a deux courbes, E, et Ejg, £-isogéne & E, définies sur F, dont on écrira une équation sous
la forme F, avec

ANX,Y,Z)=Y Z +annXYZ +anYZ? — (X3 4+ anX?Z + ain X Z* + aer Z2°),
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via deux isogénies g\ tel que Ker(gx) = TENE[4. Et, pour tout point P = (X,Y) mod F
de F on peut écrire
kx(X) _ga(X)

aP) =Gy v o) ™4 P

pour A = ¢, 8.

L’idée est de remplacer le polynéme fEZ(X) par l'un des facteurs hqy ou hg.

Ainsi la méthode globale se décompose en deux étapes:

On recherche une racine rationnelle de ’équation modulaire de degré £+ 1. S’il y en
a une, on utilise la méthode de Elkies, sinon, on utilise la méthode de Atkin.

Comme signalé au chapitre 2, cet algorithme n’utilise que des polynémes de degré £+1
et (£—1)/2 ce qui est beaucoup plus petit que (€2 — 1)/2.

3.3 Cycles rationnels de courbes isogénes

3.3.1 Théorie

On se réfere ici a [13]. On suppose maintenant que 7 € GL2(Z,) a deux valeurs propres
rationnelles distinctes a et 3. Notons que, puisque les deux isogénies sont rationnelles, elles
commutent avec l’endomorphisme de Frobenius w. Cela entraine que, pour la courbe ¢-
isogene, les valeurs propres du Frobenius sont identiques. Puisque les sous-espaces propres
T, et T sont indépendant, g, induit une bijection entre T et le sous-espace propre
correspondant sur E, et réciproquement gg induit une bijection entre Tf et le sous-espace
propre correspondant sur Eg.

L’existence de deux valeurs propres rationnelles a une autre conséquence intérressante,
a savoir que F, a également deux isogénies rationnelles de degré £, chacune associée & une
valeur propre. On note poo (notés en abrégé g,2) et go5 ces deux isogénies et Eyq et
Eop les courbes elliptiques images. D’autre part, on sait que, puisque g, est rationnelle,
I'isogénie duale g, est également rationnelle. Par suite, g, est égale a poq ou gop. En
regardant la restriction & T'Z on voit que

ba = 8ap -

On peut exprimer cela en disant que les deux directions rationnelles ne sont pas simplement
indépendantes mais duales.

Maintenant, si £ est une courbe définie sur F, tel que t2 — 4q est un carré modulo
£ on peut alors construire deux suites périodiques de courbes isogénes sur F,. Ces suites
définissent deux permutations I, et Zg sur l'ensemble des courbes elliptiques sur Fy,
classifié modulo les F, -isomorphismes. La permutation Z, est engendré par le quotient de
E par « et les permutations sont inverses I'une de autre.

‘9% ] 2.3
8 E, = E

242 243

E‘—>Ep'—*Ep2—->...
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Ces suites sont déterminés de la maniére suivante. On utilise I’équation modulaire ®,(X,Y).
On note jp 'invariant modulaire de E et on résoud 1’équation polynomiale ®4(X, jo) = 0
sur I, . Si on se trouve dans le cas d’Elkies, cette équation posséde deux racines rationnelles
simples distinctes F, et Fj, & partir desquelles on détermine les courbes rationnelles,
E, et Eg, f-isogénes & £ d’invariants respectifs j, et jg. Ensuite on résoud I’équation
®¢(X,ja) = 0 sur F,. On trouve deux racines distinctes rationnelles simples, I’'une d’entre
elle est Wy(Fy) = Fup et correspond a I'isogénie duale. On choisit 'autre racine que l'on
note Fya2 donnant E,2. On poursuit le procédé en résolvant sur IF, I'équation ®¢(X, jo2) =0
et ainsi de suite.

3.3.2 Exemple

On considére la courbe elliptique E d’équation y?> = z3 + 13z + 12 dans Fg7. On donne
dans le tableau suivant la liste des courbes 5-isogénes du cycle commengant par la courbe
E.

L_£_[JE)]FE) ]
13,12]]] 90 | 62
35,86) || 35 | 18
87,83 | 29 | 91
33,77) | 4 | 50
27,40] || 95 | 68
34,20] | 17 | 27
[78,8] | 90

Dans Pautre direction, on obtient le cycle inverse :

L E [EFE)]
13,12] ] 90 | 23
82,57] || 17 | 28
37,57 || 95 | 26
61,63] || 4 | 42
37,23] || 29 | 83
[5,6] || 35 | 46
180,271 || 90

3.3.3 Calcul d’un facteur de fpm

Le facteur de fF(z) correspondant 8 TENE([f] est hq, le dénominateur de g,. Maintenant,
si I’on veut le facteur de fg, on procede de la maniére suivante. Considérons les isogénies

k(@) e RealX)

05 0= hp ™ G ™
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On calcule au préalable le polyndéme hy, qui est le dénominateur de gaq, de la méme
maniére que pour h, sauf que I’on remplace E par E, en faisant attention de ne pas prendre
fa = 0qp- En effet, on considére I'isogénie & partir de E, associé a la valeur propre a. On
remarque que g4 (TE NE[E?]) = (T« N E4[f]) par conséquent on a gaa 0 04 (TE NE[E?]) =
Og.. ainsi Ker(0aa©0q) C E[¢?) et donc le facteur de £ que Pon recherche est obtenue en
déterminant le numérateur de A,4004. En itérant le procédé on peut calculer un facteur de
degré £"~1d si £ est impair (la cas £ = 2 est un peu différent et est un cas pathologique [14]
puisque le type de décomposition du polynéme ®,(X, j(E)) sur Fq[X] est (1) ou (1,1,1))
du polyndme f;» en explicitant le numérateur de

hon 0 pgn-10--004.

De cette maniére on peut calculer un facteur de degré £*~1(£—1)/2 du polynéme fE
et ensuite utiliser 'idée de Schoof pour calculer ’ordre du groupe modulo £* plutét que
modulo £. Cela nous permet de tirer plus d’avantages des bons petits nombres premiers .

3.4 Algorithme

On décrit dans ce paragraphe comment implanter de maniére efficace cette idée. Le
probléme est la détermination itératives d’une racine rationnelle des équations modulaires.
On introduira une idée originale de changement de directions qui aura ici une double
application.

3.4.1 Calculs de A, et g,

On utilise la démarche de Atkin, & savoir on résoud I’équation ®,(X, jo) = 0 dans F,.
A partir d’une racine F, on détermine j, racine de

@((WL(FG), Y) =0

dans F, (lorsque ¢ = p est trés grand, on peut faire mieux dans le cas ”canonique”).
Chaque solution y nous permet de construire un facteur h, de f£(X) et on connait ainsi
explicitement I'isogénie g, puisque

ko(z) gofz,
0alz,3) = (Tgx;’ %(71)’1)

avec ko un polynoéme de degré £ & coefficients dans F, et qui est donné explicitement en
fonction de h,.

En effet, connaissant ’équation d’une courbe elliptique E sur un corps K et les
coordonnées des points d’un sous-groupe fini G de E, Vélu [41] donne les équations de la
courbe isogéne E/G et d’une isogénie Z : E — E/G. On donne ces équations en fonction
du polynéme dont les racines sont les abscisses des points de G c’est & dire h.
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On suppose que G ne posséde pas de points d’ordre 2 et donc on peut écrire G* =
SU(—S) avec SN (-S) = 0. L’isogénie Z, de degré impair, admet les équations

t
XP:Q:P"‘ZQE_S‘ (;’_3;_5“*‘ z—ua:o ),

_ 2ytaot a(z—2Q)+y—~y a1uqQ-F5F}
YP_.yP—qus (uQ -‘{xi‘lxz):s +1g 1( (I_qxs) /e 4 (r_zo),‘l )

avec Ies notations

= (Q,¥q),
5= 3.1:Q + 20229 + a4 — a1y, F§ = ——2yQ —ajzg — as,
ug = 42‘0 + b-_).'L‘Q + 264.1:Q + b, tQ = GIQ -+ bzxq + by.
On introduit de plus les notations suivantes:
u =43 4 box? + W4z + bg,w = a1z + a3, 7 = 2% + azz? + asz + as.
On obtient :

Proposition 31 Soit G un sous-groupe d’ordre impair n de E . Soit h=z% — 5,291 +
+ (=1)%sq le polynéme dont les racines sont les abscisses des points de G. I’isogénie
T est donnée par les relations :

X= nz—u(%')'—t%' — 251,
Y =y& al(X—z)~-w(u By +w (k) —w(r i)+
(w+ alzt)-—- —a;s;.
L’équation de E/G est Y? + A\ XY + AzY = X3 + a3 X% + a4 X + Ag avec
A = aj, Ay = as, Asz = az, Aq = a4 — 5(68% — 1289 + bosy + b4),
As = ag — (708? — 2108251 + 210s3 + 20b28¥ — 40bys, + (211)4 -+ b%)sl + Ths + b2b4).

’ . T N
Démonstration: On transforme chaque somme ZQE S zr—_g‘:—g-))-; pour un polynéme T de
degré au plus 3 et un entier k = 1,2,3 en écrivant S en puissances de (z — zq) avec Taylor

—1)*-!
et en remarquant que 3 "4 (x—::Q)F = ((kl > ¢ A y(k=1),
On a, par exemple,

to _ 4
x-zQ —2:——.'I:Q

— (122 + b2) + 6(z — zq)

et

=20 _ (z-29) —2z_zQ + (122 + by) — 4(z — zg),

ce qui donne

u t
X= - e —
P ey bl

d’ou le résultat.
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Notons que la formule de Taylor n’a pas de sens en caractéristique 2 et 3. On peut
néanmoins lui donner un sens puisque ’on peut simplifier 7%/ par 2! et 7"/ par 3!. O

Ces formules donnent donc explicitement les polynémes k, et g, en fonction du facteur
hy du polynéme de division f,.

3.4.2 Algorithme

On présente un algorithme de calcul de ¢ mod £€* lorsque £ est un nombre premier
d’Elkies. Pour cela on détermine progressivement la décomposition £-adique d’une valeur
propre en avancant dans le cycle. L’algorithme s’exécute de la maniére suivante [13] :

1. Trouver les racines de ®,(X, j(£)) = 0 dans F,,

2. st ®, a deux racines rationnelles distinctes alors

(a) calculer ’équation F, de la courbe isogéne E). En déduire un facteur A, de
ff et I'isogénie gy,

(b) déterminer la valeur propre A en utilisant Miiller,

(¢) pour n =2 & nmaz faire:

i. {(Trouver la courbe suivante dans la direction A.) Déterminer la racine
Fiyn de @4(X, j(Exn-1)/(X = W(Fyn-1)) = 0. En déduire l’équation Fy~

de E,\n,
1. déterminer I'isogénie gx~ entre Eja-1 et Exn et le facteur hon de f; =",
iii. (Calcul du nouveau facteur de f£.) On note h le numérateur de hx» o

Oan=-10...00,,

iv. (Trouver la valeur propre modulo £".) trouver A, 0 < A < £ tel que
An = Ano1 + ALT! satisfait & Pégalité (X9,Y9) = [Aaoy](X,Y) @
[Al(€*=1(X,Y)) dans F,[X,Y]/(FA(X,Y), (X))

3.4.3 Exemple

On considére la courbe elliptique E d’équation y? = z3 + 2z + 5 sur Fa7. L’invariant
modulaire de la courbe est j(E) = 23. On explicite un facteur du polynéme de division

f49 de E. Ol’l a
Q7(F,j(E)) = (4+ F)(25 4 F)(27 4+ 28F + 3F* + F3)(25 + 13F + 33F? 4 F?)

sur F37. On choisit la racine F; = 33 et on trouve j; comme racine de ®7(7%,z) = 0 mod 37.
On obtient j; = 27. d’ott E; a pour équation y® = z3 + 4z + 20 et

hi(z) = z® + 10z% + 35z + 35.
On en déduit
ki(z) = 27 + 202 4 292° + 4z* + 423 + 222 4 13z + 19.
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On continue le procédé dans la méme direction en considérant une racine de
®7(j1,F)=(3+ F)(28+ F)(3+ 17TF + 13F? + F3)(30 4+ 4F + 21F? + F3)

sur F37 et en écartant la racine W7(Fy,) = 72/F; = 34 car sinon on retournerait vers E.
Ainsi, on prend Fj; = 9 ce qui donne le facteur

hiy =10+ 7z + 34z* + 2°
de fF'. Un facteur de £ est alors le numérateur de hy;(01(X)) cest & dire

221 + 20220 4 421% + 16218 + 33217 + 3216 + 1521° + 5214 + 6213 4 25212 4
27z + 2210 4229 + 828 + 2327 + 326 + 625 + 182  + 23 + 122 + 4

3.5 A méliorations

On voit facilement que P’algorithme marche si ’on remplace h, par 'un de ces facteurs.
Si on s’autorise la factorisation, on peut alors penser & passer, dans les cas favorables, d’un
facteur Ay irréductible & 'autre facteur hf de f; qui peut-étre réductible. On sait depuis
le chapitre I que le polynéme h, se décompose en d/s(a) facteurs de degré s(a) ol s(a)
est le semi-ordre de la valeur propre a. En remplacant A, par 'un de ces facteurs on
peut calculer un facteur de degré s(a)¢"~! de f,» en remontant un facteur de degré s(«)
de ff: . Cette approche nous suggére de prendre la direction de la valeur propre qui a le
semi-ordre le plus petit. Mais cela nécessite la factorisation a chaque étape du polynéme
ho obtenu. Pour pallier cet inconvenient on utilise le changement de directions que ’on
décrit maintenant. On verra ensuite que ’on peut en tirer un autre avantage.

3.5.1 Changer de directions

On considére dans ce paragraphe £ un nombre premier d’Elkies. On présente dans ce
paragraphe une méthode qui va nous permettre de changer de facteur de flE (pour étre
plus précis on change de courbe donc de polynéme de division et par la méme de facteur).
Pour cela on utilise 'action de I'involution d’Atkin-Lehner W, qui permet de passer de p
a ¢ et donc de « & 'autre valeur propre 8. Mais cette action nous fait passer sur la courbe
isogéne E. Or deux courbes isogénes ont le méme nombre de points et par conséquent leur
endomorphisme de Frobenius ont les mémes valeurs propres. Pour étre plus explicite, on
détermine ’action de W, sur les formes modulaires (pour SL(Z)) £2(z) = £E2(£2) - Eo(2),
E4(z) et Eg(z) de poids 2,4 et 6 respectivement. On a le schéma suivant :
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E E=E/G E
A==3E4(z) o A= —30E,(¢2) @ A= —30E(z2)
B=—-2Es(z) —» B = —208E¢(¢2) — B = 208 F¢g(2)
p1 = 3£6(2) 1 = 30365(82) pr = $£36,(z)
D2,p3, ... 132,133,... 132,133,...

avec G un sous-groupe rationnel de E[{] et p; la somme des abscisses des points de G.

Proposition 32 Avec les notations précédentes, on a:

CW(A) =4 et CW(A) =4,
£3W[(B) =B et £3W¢(B) =
tWe(p1) = p1-

Démonstration: Les formes modulaires de poids 2k pour un groupe T vérifie f (‘—::%&5) =
(cz + d)** f(z) avec ( :3 ) € I'. En particulier, si f est de poids 2k, alors f(—1/¢z) =

(€)% f(£z). L’action de W, sur une forme modulaire f de poids 2k est donnée par la
relation Wy(f)(z) = £7%272% f(—~1/¢z). Les égalités en découlent immédiatement. O

Proposition 33 On a p; = —€p;.

Démonstration: On démontre d’abord que la forme modulaire £,, de poids 2, est anti-
invariante, c’est a dire, par définition, W,(&;) = ~&>. En effet, on a
(We(&2))(2) = £7127285(—1/82) = €127 2(LEy(~1/2) — Ea(—1/¢z)) ainsi

12 12
o p~1_=27,.2 — 292 —_—
(WelE))(2) = £ 272 {2 Eol2) + 5:—) = 22E(Balle) + )},
d’ou le résultat.

D’autre part, Wy(€;)(z) = £71272E(~1/€z) = £E5(£z) car &, est une forme modulaire
de poids 2, ainsi ££,(€z) = —&2(z) donc py = ~€p; . O

On en déduit I’action de W, sur les px et par suite les valeurs des pr puisque 'on a
les relations récurrentes (R;) suivante :

A—0'A = 5(6p, + 24750),

B — 5B = 7(10p5 + 6 Ap, + 4Bpq)... .

Exemple: On considére la courbe elliptique E d’équation y? = z3 + 2z + 5 dans Fs3
d’invariant jo = 51. Les racines dans Fs3 de

®7(F,51) = (8 + F)(18 + F)(31 + 39F + 20F2 4+ F3)(35 4 23F + 35F* + F3)
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sont Fy, = 35 et Fg = 45. De F, = 35, on calcule les valeurs p; = 7,p2 = 22, p3 = 47 d'olt
ho = 14 + 40z + 462° + 2°

est un facteur de f7E. Ce facteur est irréductible sur Fs3. Calculons maintenant le facteur
correspondant & 1’autre valeur propre (remarquer que 'on change de courbes et donc de
polynéme de division).
Des valeurs A = 24,3 =51,p; = —7.7 = 4 on peut calculer p; = 4,5, = 44,p3 =19 et
donc :
hg = 23— 42® + 62— 9

est un facteur du polynéme de division ff" de la courbe Ejg d’équation y® = z3+24z+51
7-isogéne 4 E. Ce facteur est quant & lui réductible sur Fs3, en effet, on a

hg = (z + 12)(z + 40)(z + 50).

A noter que cela signifie que la valeur propre # a un semi-ordre égal a 1.

On peut résumer le changement de directions de la maniére suivante. L’approche
d’Elkies est une procédure de construction des polyndmes h, & partir des quantités
(A,B,p1). On a démontré que le calcul de hg est simplement ’application de cette
procédure aux quantités (£4A,£8 B, —£p,).

On décrit, maintenant, de maniére plus algorithmique, comment 'involution d’Atkin-
Lehner nous permet un déplacement dans un tableau de cycles de courbes £-isogéne.

3.5.2 Déplacement dans le cycle
On considére le schéma de courbes £-isogéne suivant :

8 8

Ey, 4, E 2 ) Eyz —
of | &l & |

éu eﬁ
Ey = E,, = Ezz —

’ 1

La direction horizontale correspond a la valeur propre 8 et la direction verticale a c.
Les courbes sur une méme diagonale sont isomorphes.

Soient E; ;j une courbe elliptique et £ un nombre premier d’Elkies pour lequel on a deux
valeurs propres . On peut par la méthode habituelle déterminer deux facteurs h{; et h? j
de degré d du polyndme de division d’indice £ de E; ;. L’action de l'involution W, permet
de se déplacer dans le diagramme précédent. Ce déplacement se fait (malheureusement)
en diagonale c’est & dire que ’on prend la direction perpendiculaire & celle que 1’on a en
utilisant (Ry).

Les formules de récurrences (R;) et (R2) permettent d’écrire:
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RI(A,B,PI,/LB) = (Pk,k = 11“ ')d))
R{'(A,B,p1,p2,p3) = (4, B),
et L.
Rs(A,B,p1,A,B) = (pr,k=1,...,d),
Rz—l(fi) B:ﬁ1152xﬁ3) = (Al B)
A noter que l'on a également la relation importante suivante p; = —£p;.
Considérons, maintenant, le diagramme suivant :

Ei_1;

On peut passer de h?:j au polynéme h?,j—l! en reculant dans le cycle, qui est un facteur
du polynéme de division de Ej j_; ou de passer au polynéme h'?HJ en descendant dans

le cycle. De méme on peut passer de hgj a h{_, ; en remontant ou au polynéme hti):j+1 en
avangant.

Explicitement, pour passer, par exemple, de AZ; & h?,j__l, on procede de la maniere
suivante :

1. on calcule R;l(A;,j,B.-,j,p,fi_J_(k =1,2,3)) = (Aij-1,Bij-1),
2. on calcule p‘fi'j_l = -p‘l",_j/if,

3. et Rl(Ai,j—l,Bi,j-hPf,-_,-_,,A-‘,j, Bij)=pf

Ce procédé se simplifie en remarquant que E; j—; =~ Ej;1,j ce qui permet de supprimer
Putilisation de (Rj). Il suffit donc de calculer

ij=1"

Ri(Aig1,;/€, Big1,;/€°,—p%. /6 Ai j, Bij)

pour déterminer le polynéme hf,j_l.

Nous allons voir deux applications pratiques de cette notion de déplacement. La
premiére consiste a réduire & une seule factorisation l'utilisation d’un facteur de h, dans
le cycle. La seconde consiste & determiner un facteur de f,s en utilisant qu’une seule
détermination de racines de P’équation modulaire.
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3.5.3 Applications

Notons, & titre d’exemple, que I'on peut avoir un facteur du polynéme de division f,2
de la courbe elliptique E;;_; a partir de h?’j_l et hiﬁ’j et donc en ne calculant qu’un seul

pged.

Exemple: On considére la courbe elliptique E d’équation y? = 23 + 23z + 39 sur Fs3.
On veut déterminer un facteur de fas de E ce qui est possible puisque 5 est un nombre
premier d’Elkies. On obtient, tout d’abord,

hos =z + 17z + 28

avec la premiére courbe 5-isogéne & E d’équation y? = z3 + 46z + 11 obtenue & partir
de Fy = 5 et hog = z2 + 47z + 47 avec la courbe dans I’autre direction d’équation
y? =23+ 31z + 13 (Fg = 11).

La courbe qui précede E est (31/5%,13/5%) = (2,4) ce qui simplifie les relations de
récurrence Ry en p; = —fp; et permet le calcul d’'un facteur du polynéme de division de
la courbe (2,4) avec (R;): on obtient

ho = 2% + 33z + 27.

Avec les polynémes h, et h,s on détermine, en calculant le numérateur de A,z o g4 un
facteur du polynéme fp5 de (2,4) & savoir

hos = 7+ z + 3022 + 442° + 382 + 225 + 452 + 527 + 4428 + 432° + 210,

Toutefois, au lieu d’utiliser ”’inversion” des formules d’Elkies introduite précédemment,
on peut employer efficacement les isomorphismes présents dans les cycles. Cela permet de
changer de courbes de maniére plus rapide du point de vue de la complexité [14]. En effet,
a partir de la proposition décrite précédemment, on a immédiatement :

E 5 E

io

el N o121

Si E = [A,B] alors Ey2 = [¢*A,€8B] et ig : (X,Y) — (X/%,Y/£3). De plus, E12 peut-
étre construite a partir de F; utilisant Wy(F}) (avec Fy la racine dans la direction E) et
pi(E2) = —€pi(E).

- Premiére améliorations:
Comme nous I’avons déja dit, on peut, lorsque £ n’est pas trop grand, utiliser efficacement
la possible réductibilité du facteur A de f; trouvé. On sait qu’il faut d’abord prendre la
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direction ayant un semi ordre le plus faible (on aura ainsi I'un des facteurs de plus bas
degré de f;). Mais, si ’'on veut itérer cette idée dans I’algorithme de calcul de ¢ mod £7, il
faut factoriser le polynédme h & chaque étape de l'algorithme ( & chaque utilisation d’une
isogénie). On montre comment procéder pour ne faire qu’une factorisation de polyndme.
On se réfere ici aux travaux de Frangois Morain [14]. Considérons le diagramme suivant
(pour simplifier, on a adopter la notation suivante Eyags = E33):

B8 - eg
E,, — E, = Ezs = E 4

&1 R £ R &

Esy, Ey3 Ea 4

Rappelons que pour le calcul de ¢t mod £* on peut commencer par n’importe qu’elle
courbe de ce diagramme puisque qu’elles ont toutes le méme nombre de points défini sur

F,.

Considérons h? un facteur du polyndme de division flE 2 obtenu dans la direction a.
Alors le numérateur de A% 04 o ég nous donne un facteur #%° de fg” obtenu toujours
dans la direction de a. De la méme maniére, on obtient un facteur k8 de fg"‘ comme
étant le numérateur de A% oiz 0 35.

On résume la méthode dans ’algorithme suivant :

1. Trouver les racines de ®,(X, j(E)) = 0 dans F,,

2. s1 ¥, a deux racines rationnelles distinctes alors

(a) calculer un facteur A de fZ,

{(b) déterminer la valeur propre correspondante o et en déduire ’autre valeur
propre f3,
(c¢) renommer les directions de telle maniére que la direction de la valeur propre

B soit celle dont le semi-ordre soit le plus faible. Calculer le facteur A de hqp
de plus bas degré et poser A; = S.

(d) pour n =2 i nmacz faire:

1. (Q%‘rouver la courbe suivante dans la direction 3.) Calculer E, ,, E5 » et
ii. (Calcul du nouveau facteur.) On note k le numérateur de hoi,_; 095 o
... 00y (Le polyndme h est alors un facteur du polyndme de division
ff."" de degré s(B)e*~1))
iii. (Trouver la valeur propre modulo £".) trouver X, 0< ) < £ tel que
An = Aoy + A1 satisfait & DPégalité (X9,Y9) = [A_1)(X,Y) &
[AI(€*~1(X,Y)) dans Fy[X, Y]/(FA(X,Y), h(X)).
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- Seconde améliorations:

On peut tirer un autre avantage du saut de courbes en utilisant la décomposition
atypique sur F, du polynéme ®,(X,j(E)). En effet, lorsque 'on recherche une racine
dans F, de I’équation ®,(X,j(E)) = 0 et que £ est un nombre premier d’Elkies on a
immédiatement les deux racines F, et Fj3 et donc h, et hg. En remontant dans le cycle le
polynéme hq ou hg, on a directement un facteur du polynéme f,2 sans recalculer de pged
( dans la méthode originale on doit calculer le

pged(X? — X, @4(X, j(Ea))/(X = We(Fa))

pour avoir la valeur de F,3). De cette maniére, on raméne le calcul de ¢t mod £* & celui de
t mod £*/2 en ne calculant un pged qu’une fois sur deux. Pour transcrire cette idée sur le
plan algorithmique nous allons nous déplacer a reculons dans le cycle. Pour cela on note
mnE la courbe elliptique dans la position m,n, c’est & dire m courbes avant £ ; dans la
direction 3 et n courbes avant F; dans la direction . On prend une notation similaire
pour les isogénies. Considérons alors le diagramme suivant :

&, e, e,

a1 E = 21 = mE = Ei

N I P N &

22F 21 E E,

Le facteur de 1k de ft"’E est le numérateur de h; o gﬂ_l. De la méme maniére, on

obtient un facteur de fZ,"E en déterminant le numérateur de h; o gfl ) g’iz ou de facon

équivalente comme le numérateur de 1ho g’z .
On résume la méthode dans I'algorithme (de Morain) qui suit:

1. Trouver les racines de ®,(X,j(E)) = 0 dans F,,

2. si ®; a deux racines rationnelles distinctes alors

(a) calculer un facteur h, de flE,
(b) déterminer « et en déduire 3,

(¢) renommer les directions de telle maniere que la direction de la valeur propre
B soit celle dont le semi-ordre soit le plus faible. Calculer le facteur A de hy
de plus bas degré et poser A\ = 3,

(d) Déterminer E, en utilisant la seconde racine de ¢,(X, j(E)),
(¢) pour n = 2 & nmaxz faire:

i. (Trouver la courbe précédente dans la direction 3.) Calculer ; , E utilisant
Pisomorphisme i_; et poser 1 F' = W, (F3).
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ii.

1ii.

Calculer 'isogénie gf’_l entre les courbes 1 1 £ et E.

(Calcul du nouveau facteur.) déterminer A le numérateur de hog? ;. (Le

polynéme h est alors un facteur du pelynéme de division fﬁ"" de degré

s(p)en—1).

iv. (Trouver la valeur propre modulo £*.) Trouver A, 0 < X < £ tel que

An = Ano1 + MPTY satisfait a Dégalité (X9,Y9) = [Daoi)(X,Y) @
A" ~1(X,Y)) dans F,[X, Y]/(FA(X,Y), h(X)).

. Si n > nmaz alors

A. Calculer I'autre racine 5 ; F de ¢4(X,7(1 E)) en calculant
pged(X? — X, ¢4(X,5(1E)) /(X =21 F))

et en déduire o1 F,
B. Poser Fz =921 F,E2 =21 EetFE =1 E,
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