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INTRODUCTION

En analyse numérique comme dans de nombreux domaines scientifiques
nous sommes souvent amenés a résoudre des systemes d’équations non li-
néaires et en particulier des problemes de recherche de points fixes. Dans
cette these nous nous intéressons a cette recherche par le biais de nouvelles
méthodes de résolution.

En 1950 Lanczos a proposé un algorithme permettant, entre autres, la

résolution de systemes linéaires du type Az = b. La méthode obtenue
construit une suite de vecteurs (zx),.py qui donne théoriquement la so-
lution exacte du systeme en un nombre fini d’itérations inférieur a la di-
mension de celui-ci. Cette méthode a été liée a la théorie des polynomes
orthogonaux grace a la relation rp, = Pi(A)ro ou Py est le polynome de
degré au plus k appartenant a la famille de polynémes orthogonaux par rap-
port a la fonctionnelle linéaire ¢ de moments c¢(£') = (y, A'rg) avec y un
vecteur arbitraire non nul. Les différentes relations de récurrence utilisées
pour calculer ces polynéomes ont alors permis d’aboutir a différents algo-
rithmes dimplémentation de la méthode de Lanczos connus sous le nom
de méthodes de type Lanczos dont Lanczos-Orthodir, Lanczos-Orthores,
Lanczos-Orthomin.
Le CGS (Conjugate Gradient Squared) résoud aussi des systemes d’équations
linéaires ; il est caractérisé a l'itération k par le vecteur résidu r, = Pi(A)*ro.
Les méthodes de type Lanczos et le CGS étant largement étudiés et étant ef-
ficaces en ce qui concerne les systemes d’équations linéaires il est intéressant
de voir dans le premier chapitre comment ils peuvent étre étendus au cas non
linéaire. Pour cela une interprétation de ces algorithmes basée sur des trans-
formations de suites de vecteurs est utilisée. Les algorithmes de recherche de
point fixe ainsi obtenus sont a convergence quadratique locale.

Dans le second chapitre nous travaillons sur les méthodes CGM (con-
jugate gradient methods). méthodes caractérisées par un vecteur résidu a
I'itération k vérifiant rp = Q(A)Pi(A)ro ou @« est un polynome donné. Le
lien entre I’epsilon algorithme topologique et des méthodes CGM nous per-
met de construire les méthodes que nous appelons NCGM (nonlinear CGM).
Nous donnons un théoreme de convergence quadratique locale et des exemples



numériques pour chaque nouvelle méthode écrite. Par soucis d’économie de
calculs nous abordons ensuite les méthodes incompletes issues des méthodes
nouvellement construites dans les chapitres I et II.

Le but du troisieme chapitre est d’utiliser la théorie des polynémes bi-
orthogonaux pour obtenir des algorithmes de résolution de systéemes non
linéaires. Ces algorithmes sont les extensions d’algorithmes connus dans le
domaine linéaire (RRE, MPE, MMPE) et dont nous rappelons le lien avec
les méthodes de type Lanczos. Une étude numeérique et de convergence est
faite. Enfin nous comparons les méthodes non linéaires de ces trois chapitres
avec une méthode non linéaire d’Henrici et une méthode de Newton inexacte.

Le dernier chapitre est consacré a I'étude numérique des méthodes hy-
brides non linéaires mettant en oeuvre les nouvelles méthodes étudiées dans
ce travail. En effet en utilisant des suites de vecteurs construites par deux
algorithmes non linéaires choisis parmis les trois chapitres précédents nous
construisons une troisieme suite de vecteurs : la suite hybride, dont nous
testons les résultats.

o



Chapitre I
Extension des méthodes de type Lanczos
et du CGS a la résolution de systemes non
linéaires




1 Introduction et notations: deux transfor-
mations de suites de vecteurs

Donnons tout d’abord des notations. On note (.,.) le produit scalaire dans

P
Ctel que (azx, By) = aB(z,y) = af E x,;7; pour a et 3 des nombres complexes

i=1
et, r et y deux vecteurs de €'’?. Nous allons utiliser la norme euclidienne sur
k
les vecteurs ||z]|, et la norme sur les matrices ||A|| = maxi=1.., Z la;;|, ou A
=1

est une matrice p x k dont les coefficients sont notés a;;.
Soit (u, )ne v une suite de vecteurs et (cn)n c IV une su.lte de scalaires.
Nous définissons comme dans [16] les quantités suivantes:

®
Un+4: cct Ungitk
C‘n PO Cn+k
n) _ 1 Cntk-1 "7 Cn42k—1
“i2k 1 T 1
Cn ct Cn+k
Cntk—1 " Cn42k-1
)
{r) (r)
€i2k o ik
Cnti Tt Cngids
; Cngitj—1 Cntit25-1
GY(k,n) =
1 - 1
Crti Tt Cndidy
Cntiti—1 ~°° Cn4i42j-1

Dans chacune de ces deux formules le déterminant du numérateur représente
en fait le vecteur obtenu en développant ce déterminant selon sa premiere
ligne suivant les regles habituelles.



En utilisant I'identité de Sylvester, nous obtenons le calcul récursif suivant
de ces vecteurs:

(n)

o = Unt: )
Ln+1 (n)
6(") _ () (n) & 2x—27¢; 2k 2
2k = Ci2k-2 — Tk S5
k k

(k n) = ngk ) o
i) n+i G * {kn)- G (k n)
GO (k,n) = G, (k,n) — i) D=ty

J J

Les quantités auxiliaires r,(cn) sont calculées par le rs-algorithme de Pye et

Atchison [40], dont les regles sont:
sW=1 et ("):cn pour n =0,1,...
sﬁ)l —35:1“)(—57?“1) pour k,n=0,1,...

o
n n+41
r;:-f-)Zz ](c-:i )(@;——1) pour kﬂn:()sla""

2 Lien entre la premiere transformation de
suites de vecteurs et ’epsilon algorithme
topologique

Rappelons tout d’abord en quoi consiste l'epsilon algorithme topologique [6].
Nous partons d'une suite de vecteurs (u,), v vérifiant:

(h) ao(un —u)+- -+ ap(tpr —u) =0 VYne N

ou les a; sont des scalaires réels tels que a; est non nul et ag + -+ + a = 1.
Soit y un vecteur arbitraire non nul, alors nous obtenons:

ao(y, Aup) + -+ + ar(y, Aupqx) =0 Ve IV
En résolvant alors le systeme:

ap+ - +a;=1
aO(yvAun) +-- (lk(y,A’(tn_l,k) =0

ao(y, Atnyr-1) + -+ ap(y, Atpgop-1) = 0

3



nous obtenons

Uy, e un+k
(y, Aun) ce (y7 Aun-l-k)
Atngr_q) - (¥, Atngare
QoUy + -+ AQplpsk = (y Ul +k 1) (y ul+2k 1)
(yvAun) T (y’Aun+k)
(¥ Atpyr-1) - (Y5 Anior-1)
Nous notons alors
Un4i T Untk+i
(yvAu‘n) tee (ywAuTH-k)
(y: Dtngi-1) -+ (Y, Atngar-1)
ei,k(un) = s
1 .. 1
(yaAun) o (yvAu'n-Hc)
(¥, Atpyr-1) -+ (Y, Dtnyor-1)

ceci définit I'epsilon algorithme topologique.

Nous pouvons noter que dans le cas d’une suite (us), . py vérifiant I'hypo-
these (h) nous avons ¥Yn € IN,e; 1 (u,) = u, ou v est un vecteur constant par
rapport a n ; ce cas particulier de suite (u,), .y est utilisé pour construire
ce que nous notons ¢; x(u,) ; ensuite nous utilisons la suite e; x(u,) associée
a une suite quelconque (un)nem ; les vecteurs €; 4(u,) varient alors selon la
valeur de n.

Ainsi dans le cas particulier ou ¢, = (y, Au,) Vn avec y un vecteur arbi-
traire non nul, nous avons

ein(tn) = 557;)16

~(n) ~ ,
Les vecteurs 5, peuvent alors étre calculés comme les vecteurs eg x(uy)
par le TEA1( premier epsilon algorithme topologique ), dont les regles sont:

5(()721 = et 6(()?3 =u, pourn=01,...
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n)  _ _(nt1) y _
S02k+1 = €02k1 T T mE) L (m) pour n,k=0,1,...
Y-Co2k — o2k
L) _ ()
_(n) _ (n+1) 0,2k 0,2k .
So2k+2 = S02k T TmwD) o) CESYRENCY) pour n,k =0,1,....
( 0,2k41 — €o0.2k+1+ 0,2k — 0,2k

Les vecteurs :gcnz)k peuvent étre calculés comme les vecteurs e x(u,) par
le TEA2 ( second epsilon algorithme topologique ), dont les regles sont:

5(_711)._1 = et 5((;3 =u, pourn=>01,...
_(n) _ _(nt+D) y E=01
“k2k4+1 T “k-1,2k-1 + ( (n+1) (n) ) pour n,k = U, 1,...

Y€k — k2

(n+2) _ _(n+1)

£ — &
(r) _ (nt1) k2k T Skok -
Skprzk+2 = Skak T nkl) o (n) 2y _ (a1, PO n,k=0.1,...
(Vk,2k+1 TS ER2k+10%k 2k T k2K

3 Les méthodes de type Lanczos et 1’epsilon
algorithme topologique

3.1 La méthode de Lanczos

La méthode de Lanczos [, 34] est utilisée pour résoudre un systeme d’équa-
tions linéaires. Elle donne lieu a une méthode itérative qui donne la solution
exacte en un nombre fini d’itérations inférieur a la dimension du systeme.
Considerons le systeme suivant avec A une matrice carrée de U7 x C*, bet x
des vecteurs de (7 :

Ar = b.

La méthode de Lanczos pour résoudre ce systeme consiste en la construction
d’une suite de vecteurs complexes (r4), . py comme suit:

~1



e choisir z et y deux vecteurs non nuls
e poser rg = b— Azxg
e déterminer z; tel que:
Ty — xo € Span(rg, Arg,-- -, Ak_lro) = Ki(A, 7o)
ri = b— AzyLSpan(y, A%y, -, A" y) = Ki(A™,y).

La premiere condition ci-dessus s’écrit ainsi avec ai, ay,...,ax des coeffi-
cients réels :

Tp — Tg= —airg — apArg — -+ — arA¥ rg
et donc nous avons
re =ro+ a1 Arg + ag A%rg + -+ + akAkro.
La seconde condition donne les relations d’orthogonalité suivantes
(A%y,ri) =0 Vi=0,...,k—1
ce qui donne le systeme

ai(y. Arg) + -+ + ax(y. A*rg) = —(y, 7o)

k-1

ar(A” 7y Arg) + - -+ as(AY Ty, Afrg) = —(A Ty, ro),

ou A" est la matrice transposée conjuguée de A.
Si le déterminant de ce systéme est non nul alors x; existe et s’écrit

To -70 —Ak‘lro
(y.70) (y.Aro) - (y, AFro)
LAy (AT Arg) - (AT, Al
./k—
(y-Aro) -+ (y, AFro)
(A" 7y, Arg) - (ATTy, Afrg)



Si nous posons Pi(£) = 1 4+ a1 + - -+ + ax¥ nous avons

1 £ fk
(¥.70) (y,Aro) -+ (y,Aro)
Pu(6) = (A" y,mo) (A" Ty, Arg) - (A™Ty, AFrg)
* (yaATO) (yaAkTO)
(A" 7y, Arg) -+ (A% Ty, AFrg)
et de plus
Tkzpk(A)T‘o.

De plus, si nous posons
ci = (y, Alrg) i=0,1,...
et si nous définissons la fonctionnelle linéaire ¢ comme suit
(Y=¢ i=0.1,...
alors nous avons

c(EP(E) =0 i=0..... k—1.

(Ces conditions montrent que Py est le polynéome de degré au plus k appar-
tenant a la famille de polynomes orthogonaux par rapport a la fonctionnelle
linéaire c [5].

Les différentes possibilités de calcul récursif des polynéomes P conduisent
a différentes procédures de calcul récursif de ri et de x; . De telles méthodes
sont appelées les méthodes de tvpe Lanczos. Nous pouvons citer par exemple
le BCG (biconjugate gradient method) [25].

3.2 TEA1l-Lanczos

Nous nous placons dans le cas particulier ou ¢, = (y, Au,) avec des vecteurs
u, genérés, ug étant choisi, par

Upy1 = ([ + A)u, —b= Bu, —b



avec B une matrice carrée p x p telle que A = B — I est inversible et b est
un vecteur de '’. Par récurrence sur k nous obtenons

k .
Vk € IN,Vi € IN, Afu; = ST (=1) Cluipe_;.
Jj=0
Posons rj, = sg?%k, alors nous avons rg = ug et Aug = Aug — b= —ry.
Nous obtenons de plus
To AUO v Akuo
(y7 A’UO) (yﬂ AZUQ) e (ya Ak+1u0)
(3, Afug) (y, A ug) -+ (y,A%ug) |
(y7 A2U0) e (yv Ak+1u0) ,
(3, A" ug) - (y, A%ug)
en effet
uO . uk
CO - Ck
_(0y Ck-1 "' C2k-1 |
70,2k 1 - 1 !
CO . e ck
Ck—1 """ C2k—1

nous gardons la premiere colonne de chacun des deux déterminants de ce
quotient et nous notons col; chaque j'*™M€ colonne j = 0,...,k ; nous rem-
placons chaque colonne j,j = k,..., 1, pour les deux déterminants, par la
" combinaison linéaire de colonnes ’ suivantes

Z(—l)tC;C.Ol]‘_,’,

1=0

avec une notation erronnée mais utilisée pour plus de facilité. Nous arrivons
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alors au quotient

(v, Auq)  (y,A%)

© _ | (1 Aumr) (y, A%up—y)

Ug Aug A¥ug
(y, Auo)  (y, A%u0) (y, AFFlyg)
(y, AR yy)

(ya Ak+1uk—1)

0.2k 1 0 0
(y. Aug)  (y,A%u0) (y, AFtlug)
(y, Auy) (y, AF+1uy)

(y, Aur)

(v, Auk—l) (ya A2Ullc~1)

(y, A u_y)

nous faisons ensuite de méme pour les lignes de ces déterminants ; nous
notons lig;,i = 0,...,k les ™5 lignes d’un déterminant puis nous rem-
plagons chaque ligne lig; pour ¢ = k,...,2 par la ’ combinaison linéaire de

lignes 'suivante
i-1

Z(‘l)j /g—1li9i—j§

i=0

.. 0
nous obtenons alors exactement ’écriture de x; = E(() %k voulue.

De plus étant donnée la construction de la suite (uy), v nous avons
ARy, = AAF Yy, = AR T Aug = — A .

En remplacant, dans 'écriture de z, A*ug par —A*~'rg nous obtenons ainsi
le méme rapport de déterminants que celui définissant précédemment 1'itéré
zy de la méthode de Lanczos.

3.3 TEAZ2-Lanczos

(un), o v est toujours la suite genérée par unyy = (I+A)u, —bavec B =I+A
une matrice carrée p X p inversible et b un vecteur de C*.
Nous avons alors cf.[17]

Atnyr = (I+ A)Au, = (I + A" Aug

11



et
Ay, = ANy, = AF 1 Au,,.

Grace a ces deux expressions nous obtenons

Aluy = —(I+ A)F AT g,

Nous posons en outre rj = 5}3%,6 et r, = b — Azy. En utilisant la définition

de 5%1‘: et les propriétés de I'opérateur A ci-dessus nous obtenous

(I+AYro (I+A)FArg - (I+ A)FArr
(yvr0) (3/7‘47‘0) U (%Akro)

(y7‘4k_1r0) (yvAkTO) e (y,A2k—1T‘0)
(yv ATO) Tt (yw AkTO)

T =

(ys Ak?’o) e (y, A2k_17‘0)

Nous voyons donc que ry = (I + A)*Pi(A)ro.

Cette identité montre que, comme dans les algorithmes de type Lanczos, les
polyndomes Py peuvent étre calculés récursivement et nous obtenons alors des
relations de récurrence pour les ri. Nous pouvons de plus remarquer que
si ||I + A|| est strictement inférieure a 1 alors nous obtenons une méthode
meilleure que la méthode de Lanczos ou le vecteur résidu est rp, = Pi(A)ro.
Pour illustrer ceci nous allons construire de nouveaux algorithmes que nous

appellerons TEA2-Orthodir, TEA2-Orthores, et TEA2-Orthomin.

3.3.1 TEA2-Orthodir

Lanczos-Orthodir [4, 34] est la méthode de type Lanczos qui utilise les rela-
tions de récurrence suivantes:

(i) Pesr(€) = Pe(€) — M&PD(E)

(i1) POE) = (€ — ar) P (€) — b P, (6)

ou les P,:l) sont les polynomes unitaires tels que

12



di dy - dip

di diyr - dok

1 £ .. gk
PO =
dy -+ dy

avec d; = d(£') = (A" y, o).
P,Sl) est donc le polynome unitaire de degré k appartenant a la famille de
polynémes orthogonaux par rapport a la fonctionnelle linéaire d!) définie

par '
d(¢Y =diyy i=0,1,....

Nous posons i(€) = (1 + E)FPi(€) et pr(€) = (1 +f)kP1§1)(§)~

Les relations précédentes nous donnent alors

Prrt(€) = (1 4+ )pr() — Mebpr(&)]

et
pr(€) = (1 4+ O[(€ = ar)pr-1(6) = bi(1 + &) pr—2(8)]-

De plus nous avons ry = @r(A)ro, et nous posons ¢x = pr(A)re, d'ou
repr = (1 + A)[ri — AeAgy]

g = (I + A)A - ap gy — b (1 + A)gi_s.
De plus rp = b— Ax; d'ou

Thg1 = Tk — Tk + (L + A)gi.

Regardons maintenant comment calculer les coefficients ay, br et Ay. Nous
utilisons pour cela les propriétés des polynomes orthogonaux Py et Pé ! sui-
vantes:

d(€' Pe(€)) = (y. A'Pe(A)ro) = 0 pour i = 0, .k — 1
A+ PMNE) =0 pour i =0, k—1.

13



En multipliant (i) par £F et en lui appliquant I'application linéaire d nous
avons

(£ Py (€)) = d(€* Pi(€)) — Md(€¥1POV(€)).
Or d(¢*Pry1(€)) = 0 ainsi

d¢*Pi(8)) _ A1+ &*P(€)) _ (y.(I+ A Pi(A)ro)

Ak = ) ) = - p{1) - : p(1) ’
d(F1P°(€))  dE(L+ & P '(8)) (v, AL+ A)FPL Y (A)ro)
donc ( )
_ YTk
M= (v, Agi)’

De méme en multipliant (i) par £&~! puis en lui appliquant la fonctionnelle
d nous avons

(¢ P() = d(¢* PL, (€)) — ard(€*7 PV, (€)) — bud(€ P, (6)).
Gréce 4 la nullité de d(¢5-1 P{Y, (£)) nous obtenons
_ dERN©) A0 +OERD )
de=1PZ,(€))  dE(1 + 2P ()

b (v, Agr—1)

(. Agr—2)’

En utilisant (zz) multipliée par £€* nous avons

(€5 P (€)) — bid (€ PLL ()]
de- P (6)

ap =

D'ou ‘
a = (. A%qr-1) — bily, A%qr—2)]
(yﬂ Aqk—-l)

En rassemblant toutes ces formules, nous obtenons finalement le TEA2-
Orthodir algorithme:

e choisir zg et y
poser ro = b— Axg, o =y, q_1 = ¥y

14



e pour £k =0.1,--- calculer

(ysrk)
(y, Agx)

Teyr = Tk — Tk + A (L + A)gi
resr = (I + A)lri — A Agi]

A =

e si 7; est non nul alors calculer

by = YA
* (y* Aqk—l)

_ [(y. A2‘]k) — br1(y, A2(]k—l)]
Apy1 =
(y. Aqr)

gr+1 = (1 + A)A — akp1 Dge — b1 (T + A) g1

3.3.2 TEA2-Orthores

Lanczos-QOrthores utilise la relation de récurrence a trois termes suivante

(222)  Pryr(§) = —ni[(€ — 1) Pe(€) — 6k Pr-1(£)]
avec Pyp(€) =1 et P_{&) = 0.

Nous posons a nouveau pi(£) = (1 4+ £)¥Py(€). La relation de récurrence
ci-dessus nous donne

Prr1(€) = —mel1 + O[(€ — ) — k(1 + E)pr-1(E)]-
Soit ry = pi(A)re. nous avons alors

reer = — k(L + (A — wl)ri — 6x(I + A)rr_]-
De plus, sachant que ry = b — Axy, nous obtenons

Trp1 = Tk + il(A = el + e — 661 + 2A)ri_4q].

Calculons maintenant les coefficients 7y, 8 et ~i:

Comme Piyq(0) = Pi(0) = Pr—1(0) = | nous avons par (2:2)
_ 1

w6

Nk

15



En multipliant (si¢) par £¥~! et sachant que d(£* "1 Pry;) = d(EF71P) = 0
nous obtenons

o _dERE) (.4 A P(AR)
FT AP (8) T (v, (T+ AR P (A)ro)
Donc ( )
S = Y, Tk )
g (y’ rk-—l)
]’)e'méme grace a (i17) multipliée par £* et sachant que d{£* Py1(€)) = 0 nous
L AETA) - B¢t P (©))]
d(&* Pi(€)) ’
_ [(y. AU+ A)*Pi(A)ro) — iy, AU + A)* " Pia (A)ro)]
" (v, (T + A Be(A)ro) |
D’ou

[(y, Ark) — ék(y. Arg-1)]

(ya Tk) .
Ces formules nous permettent d’écrire ’algorithme TEA2-Orthores
comme suit:

Yk =

o choisir zg et y
poser ro = b— Az, r_1 =y

e pour k =0,1, - calculer

(yv T'k)
bp = ———
¢ (yvrk'—l)
. [(Uﬂ Ark) - 6k(ya 147');__1)]
Y =
(y’rk)
1
Ny ==
T Ye + Ok

The1 = T + el(A = vl + Dy — 8x(1 + 2A)ri—1]
ripr = —nk(l + A) (A =y D)ry — 8x(1 + A)ri-]

e Si rx4y est non nul alors continuer.
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3.3.3 TEAZ2-Orthomin

Les formules de récurrence utilisée par la méthode Lanczos- Orthomin sont
(1v)  Pewr(§) = Pu(§) — BrEQk(£)
(v)  Qr(€) = Pe(§) + arQr-1()

ds v ey
. di—y1 -+ da-
ot Qu(€) = (1A= PR (6.
di -+ dok—

Nous posons

wk(€) = (1 + &)FP(€)
Ur(€) = (1 4+ ) Qx(é).

Les relations de récurrence précédentes nous donnent:

Pre1(€) = (1 + [pw(€) — Beévn(£)]

Ur(€) = er(€) + ar(l + E)vr_1(£).

Nous avons de plus
re = ex(A)ro

et nous posons
te = Yr(A)ro

ce qui nous donne

Tkl = (I + A)(ry — BpAty)

et
fk =Tk + ak(] + A)tk_l.

Sachant que rp = b— Axy, nous avons

Teyr = Tk — Tk + B + A)tk.
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Calculons maintenant les coefficients a; et 3.
Nous utilisons tout d’abord (v) multipliée par £* et les propriétés d’orthogo-
nalité de P,Sl) et par conséquent de () ; nous obtenons

___d(&P(9))
GG
o = — d((1 + &) Pe(9))
FT T AE+ Qe (8)
(3, (I + A P(A)ro)
(v, AT+ A 1Qk-1(A)ro)

Gy =

Donc
(y> Tk)

(y7 Atk—l) .

En utilisant (¢v) multipliée par £* nous avons aussi

d(¢*P(€)) _ d((1 + & Pi(§))

Qp = —

= LT Que)) ~ d(E+ 6 Qu(0))
d’ou
_ (y,rk)
Bk B (y~Atk)

En rassemblant toutes ces formules, nous obtenons finalement 1’algorithme

TEA2-Orthomin:
e choisir zg et y
poser rg = b— Axg, to =y
e pour k =0,1,--- calculer

(y,7%)
(yaAtk)

Tip1 = Tk — Tk + Be(l + Aty
rip1 = (I + A)(re — BuAty)

e Sirgy; est non nul calculer

B =

(y-,Tk+1)
(yvAtk)
tiyr = rrpr + appr (I + A)te.

Qpy1 = —
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4 La seconde transformation de suites de
vecteurs et le CGS

Le CGS [44] est défini par le résidu a l'itération k ,rj, donné par

Ty = Pk(A)27‘0

Le calcul récursif des r; est rendu possible par la mise au carré des relations
utilisées pour le calcul des P, dans la méthode du gradient biconjugué [25]
ou dans d’autres algorithmes de type Lanczos.

Revenons aux transformations de suites de vecteurs évoquées dans le pre-
mier paragraphe. Nous considérons le cas particulier ou ¢, = (y, Au,) avec
des vecteurs u, générés par

ug donné, un4; = Bu, —bpourn=0,1,---

avec B une matrice carrée telle que B = I + A soit réguliere et b est un
vecteur. Nous posons

1 .. Ej
Cnti T Catitg
Q(‘i-n)(;) _ Cntitj—-1 " Cngit2j-1
g 1 ... 1
Cn+q s Crgit;
Cngitj—1 " Cngiy2j—1

En utilisant la définition de Ggi)(k, n). nous obtenons alors

[£3)

G kon) =0 = QS (B, — @)

De plus, grace a la définition de :f"z)k nous avons

n O.n
5§,2)k —r = 5\ )(B)(un+i - -T)

GO (k.n) — 2 = Q¥ (BIQY™(B) (tns: — 7) (1)

19



d’ou en particulier
GO (k,n) -z = QP (B)(un —2),

Si nous définissons le vecteur résidu r(z) par r(z) = b— Az = A(x — z), alors
nous avons

Au; = B'Aug = B'r(uo).

Nous posons alors c¢¥) 1a fonctionnelle telle que
() = cjpi = (3, Auiyj) = (y, B r(wo)).
Les Qf-i’") satisfont aux conditions

(e Q™) = 0 pour m =0, j — 1

et QM) = 1.

Posons maintenant
dO(E) = d;y: = (y, AMr(uo))
et ‘ '
PEI() = QFM(1 +¢).
Nous avons alors

PI(0) = (1) =1

J J

et par la formule bindmiale avec B* = (I 4+ A)' nous obtenons
401+ ™ P))

= dO(1 +6)"Q(1 +¢))
= (e QPN€) = 0 pour m =0, j - 1.

Comme 1.(1 4 &).---.(1 4+ £)’7! est une base de I'espace vectoriel des
polynomes de degré au plus j—1, nous en déduisons que Pj(o,o) est le polynoéme
de degré au plus j appartenant a la famille de polynomes orthogonaux par

rapport a d%, et nous avons Pj(o,o)( 0) = 1. Nous en déduisons que

QP(B) = Q¥I + 4) = PO(4).

J

20



L’équation (1) nous donne alors en particulier
r(GO(k,0) = A(z — GO (k,0)) = AQP(BYQYV(B)(x — uo).

Or la matrice QE-O’O)(B) étant une combinaison linéaire de B et donc de A
(car B = I + A) nous avons

AQP(B) = QV(B)A.

Ainsi
r(GO(k,0)) = QPV(B)AQLY(B)(z — uo) = QL(B)QLB)A(z — o),

d’on

(GO (k,0)) = POO(A4) PV (A)r(uo).

Pour j = k nous avons alors
r(GO(F.0)) = [PV A)r(uo).

Cette derniere relation montre que G,(,CO)(k,O) correspond au k — 7eme itéré
Iy obtenu par le CGS.

Nous pouvons remarquer par ailleurs que, de la méme maniere, nous
aurions pu obtenir

et

r(49) = (I + A PLY(A)r(uo)

ce qui montre, par une autre méthode que celle utilisée dans le troisieme
: : 0 0 ; NPT
paragraphe. les liens respectifs entre Eg 2k Ou sgc %k et le k™ itéré d'une

méthode de Lanczos.

5 Extension aux systémes non linéaires

Dans ce paragraphe nous allons montrer comment les méthodes précédem-
ment évoquées fournissent. en étant appliquées a des systemes d’équations
non linéaires, des méthodes de résolution a convergence quadratique locale.

Ce type de méthodes a été trouvé indépendemment et presque simul-
tanément par C.Brezinski [3] et par E.Gekeler [26].
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5.1 Algorithmes

Nous considérons le systeme de point fixe G(z) = z, ou G : D C C? — (?
avec D un ouvert convexe de €'?. Nous notons z* une solution de ce systeme
et .J la matrice jacobienne G'(z*). ug étant choisi nous supposons que la suite
(un), e v €st générée par

Ups1 = G(un)

et nous avons toujours ¢, = (y,Au,) avec y un vecteur arbitraire non nul.
Pour résoudre le systeme G(x) = = de p équations a p inconnues nous con-
sidérons les algorithmes iINTEA, (N pour non linéaire, TEA pour rappeler
l'origine de ce nouvel algorithme, et 1 en tant que coeflicient choix de la
méthode utilisée), et les algorithmes iNCGS, (N pour non linéaire, CGS ou
Conjugate Gradient Squared pour marquer I'idée premiere utilisée dans ces
méthodes, et 1 comme indice de choix de méthode). Ces algorithmes sont les
suivants:

e choisir un point initial ¢ dans D
e a l'iteration k
— poser ug = T

— calculer u; = G(uj-1) pour j = 1,...,2d ou di est le degré du
polynome minimal de J pour le vecteur xp — «*

(0) : S
— caleuler $k+1:{ 6,;1(2051))‘ pour le TNTEA z =0,....dx
G (dg,0) pourleiINCGS ¢ =1,...,d;

Dans ces algorithmes nous pouvons remarquer que pour ¢ = 0 le iINTEA
calcule a I'itération k le vecteur E(()?%dk qui dans le cas linéaire est calculé
par le TEAL ; "ONTEA” pourrait donc encore s’appeler NTEA1 (algorithme
non linéaire issu du premier epsilon algorithme topologique). De méme pour
¢ = di, le INTEA représente en fait le NTEA2 (algorithme non linéaire is-
su du second epsilon algorithme topologique). Enfin le NCGS (nonlinear
conjugate gradient squared) est un cas particulier du iNCGS pour ¢ = d.
NTEAI et NTEA2 auraient encore pu s’appeler méthodes de Lanczos non
linéaires vus les liens précédemment évoqués entre les méthodes de Lanczos
et les deux epsilon algorithmes topologiques .
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Nous pouvons encore noter que les GEO)(dk, 0) sont calculés pour
t=1,...,dr et non pour : =0,...,dy car pour : = 0, G,(-o)(dk,()) = 58?%@-

L’intérét de ces nouvelles méthodes réside notamment dans le fait qu’elles
ne nécessitent aucun calcul de dérivées et aucune inversion de matrices, con-
trairement & d’autres méthodes non linéaires; en effet nous pouvons noter que
Nonlinear Orthomin(1), Newton-Orthomin [22], ainsi que Nonlinear Krylov
subspace projection methods [19] sont également des méthodes généralisant
des méthodes linéaires, mais que ces derniéres nécessitent en théorie le calcul
de la matrice jacobienne du systéeme qui en pratique est approximée.

5.2 Théorémes de convergence quadratique

Nous supposons dans cette partie que G satisfait I’hypothese H suivante

la matrice I — J est réguliere.
H{ la dérivée de Fréchet G' de G satisfait la condition de Lipschitz
3L > 0,Ve,y € D, [G'(z) — G'(y)]| < Lilz - .

Nous notons H; la matrice suivante

1 1
Aug A“dk
H, = (y, IIAuoll) T (ya IIAuoll)
Al“d -1 . AU. dp —1
W mer) O TaeT)

La convergence quadratique du NTEA1 a été prouvée dans [35] en s’ap-
puyant sur les résultats émis dans [31]. Il faut également se référer a [46] ou
la démonstration d’un théoreme de convergence de méthodes non linéaires
similaires est donnée.

Théoréme 1 Si G satisfait 'hypothése H et s'il existe a strictement positif
et K tels que Yk > K. | detHy |> a Alors il existe un voisinage U de z* tel
que, Vro € U
0 * *
leg2a, = =7l = Oz = 271%).

Démontrons maintenant un résultat similaire pour le INTEA.
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Théoréeme 2 Si G satisfait ’hypothése H et s'il existe o strictement positif

et K tels que Vk > K, | detHy |> a Alors il existe un voisinage U de x* tel

que, Vzo € U
el — 2l = O(llzx —2"[I*)  pouri=1,....d.

Ce théoreme prouve en particulier la convergence quadratique du NTEA2

pour ¢ = di.
Démonstration
Posons
Uit Uirdg
co Cd,
(0) Cdp—1 *°° Codp—1
A _
1,2dk - 1 . l
Co PN cdk
Cdp—1 *° Cadp-1

ou ¢ = (y, Auy).
En développant le déterminant du numérateur par rapport a sa premiere
ligne, nous obtenons:

k : . s s g
et nous savons que les b§- ) sont des coefficients barycentriques, c’est a dire
que

di

(k) _
Db =
J=0

Prouvons tout d’abord que les bgk) sont bornés indépendemment de k.

Les bgk) sont solutions du systeme suivant :

B 4o b N
k u u.
by (y, nﬁ”‘l‘uon)Jr o (U, Taey) = 0

.(k) Aug, —1 (k) Augg 1y _
b0 (¥ Taar) T+ b3, (v mar) = 0-
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Comme Hj est la matrice du systeme et b(¥) =

b('k)

dk
Le systeme précédent s’écrit alors
1
HbF) =
0
De plus. par hypothese,
da > 0,3K € IN,Vk > K, | detH, |> a.

Grace a un lemme de Kato [33]. nous obtenons alors:

AT

H' <
”k“_ldétHk‘_ a
De plus. si nous notons (h;;) les éléments de la matrice Hx nous avons :
de+1
d ,
38.|Hk|| < 3 parce que ||Hi| = rﬁ?x;)l\ Y | hij | est bornée ; en effet nous
=oo

avons

d+1 T .
) ZJ-“:’; | by, |= di. pour la premiere ligne de la matrice

e pour : > 2| h;; |< HyH“AH"A'ZOﬂ?” par l'inégalité de Cauchy-Schwartz

et comme expliqué dans [38] pp. 70-73 nous avons

Auipio oy g o
—_~|IAUZ)H = J 2||AuOH + O([[la — 27|%).
Aussi 1A |
Uigj-2 i+ j—
m I+ AM?
ou A est une constante et ||z, — 27|| < M.
di+1
Ainsi pour tout 7 .Y | h;; | est bornée. donc 33. || Hl| < 8.
j=1

Par conséquent.

6] < 3%/
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Prouvons maintenant que nous avons la relation

(0)

€iag, — T =J° (50 g, — )+ O(lzx —2*||?) pouri=1,...,

¢ Prouvons le tout d’abord pour 7z = 1:
(k
60 2(1,c Zb )“J

k)
Comme Z?ko bg =1 ,nous avons

dy
(0) (k). *
502dk"1' ij (U]—Cl?).
=0
De la méme maniere ,nous avons
S
_(0) k). -
€124, — T ij (wjpr — 7).

En outre

w1 = Gu;) = 2" + J(u; — 27) + O(Jju; — z7|)%).

Donc.

dy dy
5(1)-2dk —r = Z be(u.j — ")+ Z bf()(“uj - :B*Hz)
7=0 7=0

(‘fomme les bf sont bornés et que
wj — " = J(rp — 27) + O||zr — 27|%)

Nous obtenons
di
>80l — «7[1*) = O(flax — 7|1*)
J=0

Par conséquent,

gy — 27 = S0 s, —27) + O(fl2i — 27|?).
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¢ De meéme si nous supposons que

52-1,2@ — " = J" Y024, — %) + O(|lzk — 27||*)

comme nous avons de plus

€0 — & = J(epe12a, — 27) + O(||lzk — 27|

alors
€ooay — T = JP(e024, — 27) + O(llzx — 2™||).

Nous avons donc prouvé par récurrence la relation souhaitée.
Comme nous sommes de plus dans les conditions du théoreme 1, nous

avons
0 * *
ledna, = 27|l = Ojzx — ™|,

nous pouvons en conclure que

I8, = 27l = OClax = 7|I*) pour i = 1,...d;.
ce qui prouve la convergence quadratique locale de INTEA pour: = 1,...,d;.



Nous notons maintenant

1 . 1
Aug Au,

H,. ;= 2 “A"0|l) o (y’ ||Auo||)
Au._ Au i

(% fawn) (4. JauaT)

Nous avons en particulier Hy 4, = Hy.
Pour le iNCGS, nous avons le

Théoreme 3 : ctant choisi entre 1 et d,

si G satisfait Uhypothése H et sil existe a et 3 strictement positifs et K tels
que Vk > K | detHy; |> « et | detHy |> B, alors il existe un voisinage U de
x* tel que Vxo € U

1G (d,0) — 2*|| = O(|lz — =™ ||?).

Nous pouvons remarquer que pour ¢ = d;. , ce théoreme prouve la convergence
quadratique locale du NCGS.

Démonstration
7 étant un entier entre 1 et di, nous avons

(o k.t (O
G%(dy,0) Zb e

N k. .
ou Zz~_o b;" =1, en conséquence

GO(d,0) — 2= = Y b, — 7).

blf?ydk

Les b;""" sont les mémes coeflicients bf que dans le second théoreme puisque

les déterminants définissant Gfﬁ)(dk, 0) et Eg?z)dk sont similaires. Aussi ils sont

bornés indépendemment de k.
- ki . .
Les autres coefficients ;" sont solutions du systeme

bo" 1
| - =

i) \o
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De plus par un lemme de Kato [33] nous avons

| Hill’ HH;“H
det Hy ; ] a

IHg: < |

ou il existe a strictement positif et K tels que Yk > K | detHy,; |> o
i+1
En outre ||Hy ;|| = maz'?} Z [ hij |

Jji=1

et nous avons prouvé dans le theoreme 2 de ce chapitre que
Vi=1,....dp+1, Vi=1,...,dx +1, lh” lest fini.

Donc cela reste vrai pour les éléments de la matrice tronquée Hy ;. Nous
obtenons donc || H; [ < ﬂ , ce qui nous permet de conclure que les coeflicients

ki
b, sont bornés 1ndependemment de k.
De plus, comme nous le disent les théoremes précédents, nous avons

€534, — 2"l = O(llzx = 2|*)  pour j =0,...,d
si bien que
1G2(d.0) — 2%l = Oz — a™||?)  pour i = 1,....ds

ce qui prouve la convergence quadratique locale des méthodes iNCGS, dont

le NCGS. m
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5.3 Meéthode de tri

La méthode NCGS utilisée précédemment effectue en fait, en dimension dy,
une moyenne G((i(z)(dk, 0) des vecteurs €g?gdk . .652)’2#.

Nous pouvons ainsi calculer différentes moyennes a chaque itération et ne
garder que la meilleure d’entre elles, c’est a dire celle qui correspond a un
vecteur solution donnant la plus petite norme infinie de I'erreur, espérant
ainsi améliorer le résultat. Nous pourrions donc appliquer n'importe quelle
permutation sur les vecteurs définissant la premiere ligne du numérateur de

G&?(dk, 0); en effet nous avons

(0) (]
€024, 7 €d, 24
CO e s Cdk
Cd~1 "' Cadp—1
(0) _ k k
Gy (di, 0) = == ————
Co ce cdk
Cdp—1 *° Cadp-1

0 0 .
Alors nous pouvons permuter les vecteurs Eé,gdk . '5z(ik),2dk ce qui change les

poids attribués a chacun d’eux. Nous pouvons remarquer que ceci reste ap-
plicable a toute méthode iNCGS. Pour des raisons de coiit de calcul évidentes
nous restreignons l'ensemble des permutations aux seules permutations que
nous appelerons ’endroit’ et ‘envers’ décrites ci-apres.

Les méthodes ’endroit’ vont calculer les vecteurs moyenne avec premieres

lignes suivantes:

0 0 . , .
) 5(()'3(1)‘. e .sﬁ‘z)dk, qui correspond au vecteur obtenu par la méthode iN-
CGS.
0 0 0 0 . , .
° Eg.%dk, Eg.gd;" . ,55'2)@, Eé,gdk, avec un premier décalage dans les indices.
(0) (0) (0) (0) (0)
® Co2di0€3,2d50 - - 1€4,2d,0€0,2d 0 €1,2d, -
°
-(0) (0) (0)
® Ci2di€02dy0 0 Cist 24,

30



Nous obtenons ainsi ¢ + 1 moyennes différentes.
Les 'méthodes ‘envers’ vont calculer les vecteurs moyenne avec premieres
lignes suivantes:

@  _(0) (0)
® Cidr Sim1,2dp 00 01 £0,2dy
(0) (0) (0) ()
® &i12dio Eie22d,0 00 €0,2dk 0 Ei2dy
[ ]
~(0) (0 (0
® C02dy Ti2dio 1 E1,2dk

Nous obtenons la aussi ¢ + 1 moyennes différentes.
A chaque itération nous modifions donc les algorithmes iNCGS en choisissant
parmis les 27 + 2 vecteurs a notre disposition.

5.4 Exemples numériques

La programmation des différents algorithmes de ce chapitre et des suivants
est faite en Fortran. Les calculs sont effectués en double précision, soit avec
16 chiffres significatifs pour représenter la mantisse d’un réel.

En pratique. le degré d; du polynéme minimal de J pour le vecteur x—z*
n’est pas connu, aussi dans les exemples ci-dessous nous prendrons
dr = p. la dimension du systeme. En réalité il faut vérifier pour cela que les
vecteurs colonnes Aug. Auy,. ... Au,_; sont linéairement indépendents sinon
nous prenons di = I o Iy est défini par [ = mazr;eq.. py{Rank(AUp,;) =1},
avec Al la matrice p x ¢ dont les colonnes sont Aug,..., Au;_;. Nous
pouvons remarquer que dans certains cas, une solution du sytecme est atteinte
lors du calcul des vecteurs u; = G(u;_1) pour j = 1,...,2dy; alors nous avons
u; = u;_ a partir d'un certain rang j et il v a division par zéro; nous stoppons
donc 'algorithme des que v, = u;_;.

Il a été noté dans les exemples que le choix du vecteur arbitraire y influe
sur les résultats. Pour certains exemples un bon choix semble étre y = Aug
mais ce choix n’est pas toujours le meilleur. Pour '’exemple 7 notamment un
bon choix du vecteur y semble étre un vecteur propre de la matrice utilisée
pour la construction de l'exemple ; ce choix n'est cependant généralement
pas possible en pratique, les vecteurs propres de la matrice n’étant pas con-
nus. Dans chaque exemple nous affichons la méthode choisie et, a chaque
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itération, si la solution du systeme est connue, nous affichons la norme in-
finie de l’erreur, sinon nous affichons la norme infinie du vecteur différence
entre le vecteur obtenu a l’itération et son image par la fonction G.

Pour chacune des méthodes iNTEA ou iNCGS employées ci-apres le nom-
bre d’évaluations de fonction non linéaire est de 2p soit deux fois la dimension
du systeme par itération.

Nous appliquons la méthode de tri uniquement a I’algorithme NCGS pour
chaque exemple; cette programmation nous montre que de la méthode de tri
résulte un algorithme assez instable; il est cependant intéressant de voir que
le vecteur résultat est mélioré dans certains exemples par rapport au vecteur
obtenu par le NCGS.

Nous rappelons que les méthodes employées ne nécessitent aucune inver-
sion de matrice ni aucun calcul de dérivée.

5.4.1 Exemple 1

Cet exemple est donné dans [3].

_& ) du systeme de dimension 2 ,

Soit a trouver la solution unique (

G(x) = r, ou (G est définie par

Ga(z) = —0.405¢1 7% + 1.405

avec r(y) et r(z) les coordonnées du vecteur z, et G(z) =

Nous prenons de plus ug = 0 et y = —0.75
e pusto=19 ) Y=\ 0.405¢ +1.405 /-
Dans cet exemple le choix ci-dessus du vecteur arbitraire y intervenant dans

le produit scalaire ¢, = (y, Au,) est meilleur que le choix Awug. C’est ce choix
que nous utilisons ci-apres.
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—
-t

NTEA1

INTEA aveci =1

1.444439489766888E — 001

1.544532535435110F — 001

3.378795021218095E — 002

3.353356481069969E — 002

2.943343112489782F — 003

2.640263548193578E — 003

2.193007931394764 F — 005

1.781668887446131 E — 005

1.137686500563007 £ — 009

8.169211973552137E — 010

6.661338147750939E — 016

1.110223024625157F — 015

=~} O Ot} W | W o) —

2.220446049250313F — 016

8.881784197001252F — 016

—_-
—

NTEA2

iNCGS avec i=1

1.404096054971112F — 001

5.963157472852210F — 001

3.26866 7683588089 L — 002

3.182020194776491 F — 002

2.699459109712810F — 003

3.428836062641660F — 003

=1 o) | —

1.939107749937552E — 005

2.903446757838394EF — 005

9.389130584125382E — 010

1.971195318084540F — 009

6.661338147750939L — 016

1.110223024625157E — 016

=1 S| Gt

4.440892098500626 £ — 016

o]

2.220446049250313F — 016

—_
—

NCGS

tri appl. au NCGS

1.495386699122028 E' — 001

1.359617211443339E — 001

3.138346988966034 £ — 002

2.930407151655878E — 002

2.160961459930721 F — 003

2.432659679717619E — 003

= ol B —

1.586914675910656 £ — 005

1.997222312577485E — 005

8.695155706561764 £ — 010

1.377219449594236 F — 009

| O

8.548717289613705F — 015

7.771561172376096 L — 016

Dans cet exemple toutes les méthodes se valent.
Nous pouvons remarquer 1'obtention d’'un chiffre exact supplémentaire du
vecteur résultat apres avoir appliqué la méthode de tri a I'algorithme NCGS.
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5.4.2 Exemple 2

Cet exemple se trouve dans [3].

Soit a trouver le point fixe ( ) du systeme de dimension 2, G(z)
suivant 2

Gi(z) = B+ —}

Ga(r) = sin(x( )+sm( rp—1)+1

N .. 0.5
Nous prenons comme vecteur initial zo =

et comme vecteur arbitraire y = ( 1 ), ce choix étant ici meilleur que le

choix Aug.
Nous obtenons les tableaux de résultats suivants

-1

—e
=+

NTEA1

iNTEA avec: =1

8.159870861905361 £ — 001

8.095185740496529E — 002

3.766080148207191 F — 001

2.968937774020075E — 003

5.395845994824269E — 002

1.945853822105404E — 005

6.056098275672994 £ — 003

7.615098551738697EL — 010

6.826380123524580 L — 005

6.658432100691460F — 017

1.603951194084630L — 009

~J[ S O W=} | D]

2.092510192897024 — 017

NTEA2

2.542105176295828 £ — 002

2.279230092803619E — 003

Qo b —

1.380471170275843EF — 005

3.730676878532790F — 010

(52§ IS

5.466960916424836 £ — 017
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it. iNCGS avec: =1 NCGS

2.247686377260849EF — 002 | 1.132746613490681E — 001
9.8030486550987713F — 002 | 1.599401722825006F — 002
1.068159253889300L — 002 | 6.546554418965642F — 004
6.493336424190126 F — 004 | 7.074705396663221F — 008
9.666702376434106 F — 006 | 3.7583837648948251F — 012
4.017803087167437E — 008
9.730607251119167F — 015

=J[ O Tt | W BN —

Dans ce deuxiéme exemple les méthodes INTEA et NTEA2 sont nette-
ment meilleures que NTEA1, puisque nous obtenons une norme de l'erreur
en 10717 des la cinquieme itération pour les deux premieres méthodes tandis
qu’il faut attendre la septieme itération dans le cas du NTEA1l. De méme
le NCGS, qui effectue en fait une moyenne des méthodes iNTEA pour ¢ al-
lant de 0 & p, est meilleur que la méthode INCGS qui elle n’effectue qu’une
moyenne entre le NTEA] et le INTEA pour 7 = 1.

Dans cet exemple la méthode de tri ne rend pas meilleur I'algorithme NCGS.

5.4.3 Exemple 3

Cet exemple est donné dans [41].
Nous voulons résoudre le systéeme de dimension 4, G(x) = z avec

G(zr)=b+ Az + Q(x)

2.25 0.01 0.05 0.50
0.01 1.75 0.00 0.05
0.05 0.00 1.75 0.01
0.50 0.05 0.01 2.25

b= (—0.81,-0.31,—0.31, -0.81)7

A=

et
Q(zx) = —0.5(.1'(21) + T(1)T(4), .1‘(22), :1??3), T(1)T(q) + x?4))T.
La solution de ce systéme est (1,1,1,1)7.

Nous prenons comme vecteur initial le vecteur zo = (1.2,1.2,1.2,1.2)7.
Pour le vecteur arbitraire, le vecteur y = (—1,1,2,1)7 donne de meilleurs
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résultats que le vecteur Auy = (—0.409, —0.285, —0.287, —0.683)7.
Ces résultats sont les suivants:

NTEA1

INTEA avecz =2

1.990020638415947F — 003

9.827890712010845E — 004

1.137487815050520 £ — 008

8.209710466999809E — 009

1.043609643147647E — 014

1.546210004228968E — 014

NTEA2

iINCGS avec 1=2

6.646839494364176 £ — 004

1.206666054631367E — 002

1.623915668602649 £ — 009

6.766923225098864 F — 006

1.465494392505207F — 014

2.193936143868314F — 010

2.264854970235319F — 014

NCGS

tri

9.827890712010845E — 004

7.764146731639165F — 004

3.5844771595350279E — 010

3.584477159535027F — 010

6.306066779870889 L — 014

2.442490654175344F — 015

0.00000000000000000

5.4.4 Exemple 4

Nous voulons résoudre le systeme de dimension 4, G(z) = z avec

G(z)=b+ Az + Q(2)

39 -3.7 24 —06
(o] 24 20 22 -06
T 24 =36 41 —09
2.8 —52 4.8 —0.4

b= (—-0.75,-0.75, —0.75, —0.75)T

et
Q(z) = —0.25(17?1), .r?g), 3”?3)1 $?4))T.

La solution de ce systeme est (3,3,3,3)7.
Nous prenons comme vecteur initial le vecteur zo = (2.5,2.5,2.5,2.5)%.
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Pour le vecteur arbitraire, le vecteur y = (—1,1,2,1)7 donne de meilleurs

résultats que le vecteur Auyg.
Ces résultats sont les suivants:

NTEA1

NTEA2

1.259919054419356 E — 006

1.259919049978464F — 006

1.731947918415244F — 014

1.287858708565182E — 014

1.332267629550188F — 014

iNCGS avec 7 =1

NCGS

1.259919082841066 £ — 006

1.259919066409765E — 006

1.7371947918415244 — 014

1.9539925233460276 £ — 014

5.4.5 Exemple 5

Nous voulons résoudre le systeme de dimension 6, G(z) = x avec GG définie

par

La solution de ce systeme est (—1.1.—1.1.—1.1)T. Nous prenons comme
.1.0.1,0.1,0.1,0.1)7.
)T doune de bons résultats.

vecteur initial le vecteur rg = (
arbitraire y. le vecteur (—1.1,2.:

Gh(z) = —0.75 — m
Ga(z) = ~0.405¢ 7@ + 1,403
Ga(z) = 28 — 15

Gy(z) = 0-6056‘1_1‘(23) +0.395
Gs(z) = 2218 1 5

Gol(r) = 21)2s).

0.1,0
1.2

NTEA1

INTEA avec:1 =4

1.561846639127710F£ — 001

2.558164062279267E — 002

.594392796396393 £ — 002

6.566362154303285E — 005

.300385281381988 L — 004

1.408989591666909E — 009

W[ 0| to] —

.284059480965993 ' — 008

1.643130076445232F — 014

(W]

[ QYUY U U

.882583474838611F — 015

3.108624468950438E — 014
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iNCGS avec 1 = 2

NCGS

6.566529980303237E — 002

2.700400154056015EF — 002

1.660916378010000E — 003

1.734739479852654 E — 002

2.823890996594969 F — 007

1.183753610951577F — 004

H= | Q2| BN =

5.451195050909519F — 014

1.569808505408332E — 009

5.906386491005833 £ — 014

1.969535645685028E — 013

9.658940314238862F — 015

6.239453398393380F — 014

~1| | O

9.992007221626409F — 016

it. NTEA2

2.010798727599328 £ — 002
2.135145237347480 £ — 005
7.360978493409220 F£ — 011
1.021405182655144 F — 014
1.443289932012704F — 015

Y | QO D]

5.4.6 Exemple 6

(et exemple est donné dans [20].
Nous considérons maintenant le systéme non linéaire de dimension 10,
(/(r) = r avec G définie comme suit

G(zr) =2 — hF(x)

( ) (3~5I(1))1‘(1)+1——‘)I (2)

ou Fi(x) =3 -bzxu))ru +1— a3y —2ri4qy pouri=2,...,9
Fiola) = (3 = 3210))2(10) + 1 — z9).

Nous prenons comme vecteur initial le vecteur
o= (~-1,-1,-1.-1,-1,-1,-1,-1, -1, -1)T.
Pour le vecteur arbitraire y. le vecteur Aug est un bon choix
Aug = (1.25.1,1,1,1,1,1,1,1,1.5)%.

Dans cet exemple la solution n’est pas connue, aussi a chaque itération
nous afficherons la différence (G(x) — zi).

9
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Dans le cas du choix h = 0.2, toutes les méthodes convergent comme nous

pouvons le voir dans les tableaux de résultats:

it. NTEA1 INTEA avect =3

1 | 2.630237080388331E — 002 | 5.286970398248214F — 003
2 | 5.972108676496890F — 004 | 3.179747875942107F — 005
3 | 9.067648150007379F — 006 | 8.987911415125893F — 009
4 | 1.479749878185999F — 009 | 1.609823385706477F — 014
5 1 5.190292640122607F — 014 | 3.108624468950438F — 014
6 | 6.639133687258436F — 014

T | 7.771561172376096 E — 016

it. NTEA2

1 | 4.449150952551217F — 003

2 | 2.630818999321827FE — 005

3 | 4.508985629314566 F — 009

4 | 1.043609643147647E — 014

it. iNCGS avec? =4 NCGS

1 | 2.216961396448280F — 003 | 2.054485535969652F — 003
2 | 7.939903763909406 F — 007 | 1.466167933465994F — 006
3 | 1.931788062847772F — 014 | 1.887379141862766F — 015
4 | 8.326672684688674F — 016

Nous notons que dans cet exemple le NTEA2 et le INTEA pour z = 3
convergent nettement plus rapidement que le NTEAL.

Nous pouvons remarquer que le choix du scalaire h est prépondérant;
ainsi pour h = 0.25, les méthodes NTEA1 et iINCGS pour ¢+ = 1 convergent
tandis que iNTEA pour i = 3, NTEA2. et NCGS divergent.

Une étude du choix de ce parameétre est donnée dans [11].

Remarquons encore que la dimension de ce systeme peut s’élever a 30
en donnant des résultats similaires sur les méthodes. Au dessus de cette
dimension la place mémoire demandée est trop importante ce qui nécessite
une optimisation supplémentaire de la programmation a ce niveau (en cours).
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5.4.7 Exemple 7

Nous construisons cet exemple comme le fait M. Altman dans [1]. Soit A
une matrice de dimension p vérifiant Ax = Az, ot z est un vecteur non nul
de IRP et A\ un scalaire. Nous pouvons écrire

(z,Az) _
(z,z)

A.

Nous allons alors résoudre le systeme G(z) = z ou

z) = x—wx x
Gz)=A @.2) +

Soient en particulier

1000 L2 0 1
PSR
000 4 4 o1 1 —9
Nous calculons
3/8  —5/8  9/8  -3/8
A- ppp-1-| 97/32 153/32 —69/32 —33/32

~41/16 —1/16 61/16 —23/16 |’
159/32 103/32 —123/32 33/32

(z, Az)
(z, )
donnée la construction de (G, nous donner en solution un vecteur propre de

la matrice A. Dans cet exemple nous notons A; les valeurs propres de A

(A =1, Ay = 2,...), E; les espaces propres associés a ces valeurs propres
(E; = Vect((1,2,3,4)T), E; = Vect((2,-1,2,-1)7),...), et u; les vecteurs
colonnes de la matrice P.

Dans le tableau suivant nous prenons y = u; = (1,2,3,4)7 et
zo = (—0.5,2.5,1.5,0.5)7 proche de us.

et nous résolvons alors le systeme Ar —

T+ = z, qui doit, étant

40



it. NTEA1 NCGS

7.280777913031500F — 003 | 2.429394687752495E — 003
2.211389680262243E — 007 | 2.304594839808609F — 002
1.554312234475219F — 014 | 1.988341588332609F — 005
8.881784197001252E — 016 | 1.773976521235454F — 010
3.552713678800501 F — 015

| R DN =

()]

Dans ce tableau nous approchons par les deux méthodes un vecteur propre
de 'espace E;. Nous pouvons de plus noter que ce méme vecteur ou un
vecteur lui étant proportionnel est retrouvé en solution approchée quand
nous utilisons la méthode NTEA1 avec des conditions de départ différentes
en particulier avec : y = u; mais zo = (0.5, ~1.5,1.5,~2.5)T proche de uy,
y = uz et xo proche de uz, y = u; et zo = (0.5,1.5,2.5,3.5) proche de u;.
Nous verrons de plus que cette remarque se vérifie dans les chapitres suivants
a savoir, quelque soit le vecteur initial choisi et le vecteur propre utilisé pour
définir y, la solution approchée est un vecteur de I'espace propre Ej.
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Chapitre 11
Généralisation au cas non linéaire de
méthodes CGM




1 Les méthodes NCGM : Algorithmes et ré-
sultats de convergence

Nous considérons le systeme de p équations linéaires a p inconnues
Az =b.

Pour résoudre ce systeme nous avons abordé, au chapitre 1, la méthode de
Lanczos qui consiste en la construction de la suite de vecteurs résidus

T = Pk(A)T()

avec Py la famille de polynomes orthogonaux par rapport a la fonctionnelle
linéaire ¢ définie, y étant un vecteur arbitraie non nul, par

(&) = ¢ = (y. A'ro).

ou nous notons (...) le produit scalaire tel que

P
(ax.By) = aB(z.y) = 0F 3o
=1
pour a et ;3 des nombres complexes et x et y deux vecteurs de €.
Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux méthodes CGM [14, 28] .
pour lesquelles le vecteur résidu a I'itération k. r,. est construit comme suit

i = Qi(A)Pi(A)ro

ou @4 est un polynome arbitraire de degré inférieur ou égal a £ tel que
Qx(0) = 1 et Py est le polynome précédemment utilisé dans la méthode de
Lanczos.

Cette classe de méthodes C'GM inclut en particulier la méthodes CGS (Con-
jugate Gradient Squared) [44] vue antérieurement et qui correspond au choix
Pr = Qk. D’autres méthodes ('GM sont obtenues grace aux différents choix
possibles pour les polynomes Qi (cf. [14]). Ce choix est établi afin de rendre
facile le calcul récursif du produit P,Qy ou, du moins, de ne pas nécessiter
trop de mise en mémoire de vecteurs auxiliaires.

Dans ce qui suit. nous allons utiliser la norme euclidienne sur les vecteurs
k

|A|l = maxi=1., 9 |ai;|, ouA est
=1

llz||, et la norme infinie sur les matrices
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une matrice p X k dont les coeflicients sont notés a;;.

Nous voulons alors résoudre le systéme de point fixe G(z) = «, ou

G : D CC? — (€* avec D un ouvert convexe de €’?. Nous notons z* une
solution de ce systeme et J la matrice jacobienne G'(z*). Nous supposons
que G satisfait I’hypothese H suivante

la matrice I — J est réguliere.
H{ la dérivée de Fréchet G’ de G satisfait la condition de Lipschitz
AL > 0,Ve,y € D, ||G (x) - G (y)|| < Lilz — |-

Nous notons Hj la matrice suivante

1 1
Aug A“dk

= W awer) W el
Aug _ ' Mgy _

Y asy) o T

Maintenant nous allons nous intéresser a des méthodes CGM particulie-
res. Nous rappelons brievement en quoi consiste la méthode CGM utilisée
puis nous établissons sa généralisation au cas non linéaire. De telles généra-
lisations seront appelées NCGM, Nonlinear Conjugate Gradient Multiplied.
Des théoremes de convergence quadratique locale sont ensuite établis.

1.1 NCGS

Nous rappelons que le CGS est la méthode CGM utilisant Q) = Py, c'est a
dire la méthode construisant la suite de vecteurs résidus

e = Pk(A)2'r0.

La généralisation de cette méthode a la résolution de systemes non linéaires
a été traitée dans le premier chapitre et a été notée NCGS (Nonlinear Con-
jugate Gradient Squared). Sa convergence quadratique locale a alors été
démontrée.

1.2 iNCGS

Nous noterons iCGS les méthodes pour lesquelles le vecteur résidu a l'itéra-
tion k. r}, se calcule par

ri = Pi(A)Pu(A)ry pour i=1,...,k—1,
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avec P, le polynome de degré au plus ¢ appartenant a la famille de polynomes
orthogonaux P, définis dans la méthode de Lanczos. Ces méthodes ont été
généralisées au cas non linéaire dans le premier chapitre sous le nom de
méthodes INCGS. Leur convergence quadratique locale a alors été traitée.

1.3 NCG-Min
1.3.1 CG-Min

La méthode CG-Min utilise les polynémes de moindres carrés [13] soit les
polynomes Qﬁm‘), polynémes de degré au plus k tels que

Z[C(fiQLm))]z =min pour m=k—1,....
k=0

En particulier nous considérons le polynéme ng) normalisé par la condition
k
o) =1.

En I'écrivant Q(lk)(f) = 1 — ax€, nous obtenons

o€t + ... F CrCiya
A+ 4y,

ap —

Nous rappelons que le calcul des polynomes P, nécessite la connaissance des
moments co, ..., c2_1. Ces mémes moments nous permettent de calculer le
coeflicient ajr_>. Nous allons donc construire la suite de vecteurs résidus

suivante
ri = Q¥ A)P(A)ro pour k=1,2,....

La méthode permettant de résoudre le systeme
Ar=1»

en construisant une suite de vecteurs z; approchant la solution et tels que

le K1€M€ vecteur résidu ry = b — Az, vérifie 1'égalité ci-dessus est appelée

CG-Min a cause de la propriété de minimisation des polynomes orthogonaux
prop p

: PN
de moindres carrés CJ(, ),



1.3.2 Lien avec ’epsilon algorithme topologique

Nous nous plagons dans le cas ou ¢, = (y, Au,) avec u, les vecteurs générés,
up étant choisi, par

Unp1 = (I — A)up, +b pour n=0,1,....

Nous pouvons remarquer que dans le premier chapitre la suite u,, était itérée
par un41 = ({ + A)u, — b; cette itération de u, aurait donné dans ce chapitre
un raisonnement et des des relations similaires en remplacant [ — A par [+ A
lorsque ¢a apparait.

A est une matrice carrée inversible, b est un vecteur, et y est un vecteur
arbitraire non nul. Nous notons z la solution unique du systeme Az = b. De
plus nous avons toujours, avec B=1-— A,

1 ... &
Cnti """ Cntidg
QUn(g) = LOmtitizt 11 Cntivain
7 1 e 1
Cnti "t Cntiyg
Cntitj—1 " Cngit2j-1

Nous pouvons alors écrire
(2.1) &7, =B 4o,

BY n 0,
(22) &% — 1= QY™ (B)(unsi — 7).

Nous posons

I ¢
} Qe | a2 1
2k—2 1 .
Tl (‘5) (12k_2)(1) 1 1 i
agk—g 1
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ol azk—2 = (coc1 + ... + cop_2¢2k-1)/(E + ...+ 3_y)-

Nous posons aussi

(0) {0)
€02k €12k

A2k—2 1
1 1
agk-z 1

CGMuin, =

Alors nous avons

(0) (0)
o2k =T &1 — 7

G2k—2 1
1 1
azk-2 1

CGMing -z =

Comme de plus grace a (2.1) et a la définition de z nous avons
€% =7 = (Begh +b) = (b+ Br) = B(egy — )

alors

CGMin, — ¢ = Tl(%_z)(B)(fo(,)%k ~ ).

La relation (2.2) nous permet alors d’écrire
CGMin, — x = TP (B)YQP)(B)(uo — 7).
Comme vu précédemment en posant
PEIE) = Qi -,

nous avons Q;-O'O)(B) = P(O‘O)(‘4).

J
De meéme si nous posons

S =10 0,
nous avons S}%_z)(A) = Tl(2k—2)(B), et donc

r(CGMing) = SPD(A4) PLYYA)r (uo).
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1.3.3 Cas non linéaire

Nous considérons le systéme de point fixe G(z) = z,ou G : D CC? — C?
avec D un ouvert convexe de €’’. Nous notons x* une solution de ce systeme
et J la matrice jacobienne G'(z*). Nous supposons que la suite (u,) est
générée, ug étant choisi, par

Up41 = G(un)
et nous avons ¢, = (y, Au,) avec y un vecteur arbitraire non nul.

Pour résoudre le systeme G(zr) = x de p équations a p inconnues nous con-
sidérons I'algorithme suivant

e choisir un point initial ¢ dans D
e a l'itération k
— poser ug = Tk

— calculer u; = G(uj_q) pour j = 1,...,2d; ou di est le degré du
polynome minimal de J en le vecteur xj — a2~

— calculer r441=CGMiny,.
Vue la construction de ('GMiny, nous pouvons dire que la méthode non

linéaire obtenue ci-dessus est issue de la méthode CG-Min ; c’est pourquoi
nous l'appelons NCG-Min (Nonlinear C'G-Min).

1.3.4 Résultat de convergence

Théoreme 1 Nous supposons que G satisfait 'hypothése H, que | azq, 2 |
est borne indépendemment de k avec aussi azq,—o # 1; si de plus il existe o
strictement positif €t un entier K tels que Yk > K, | detHy |> a, alors il

eriste un voisinage U7 de r* tel que, Voro € U

ICGMing, — 2*|| = O([lax — 2°|1%).

Démonstration
Nous avons
(0 _(0)
€0,2dp  ©1,2d;
NS A2dy—2 1
CGMing, = .
1 1
a?dk—2 1
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En développant le déterminant du numérateur suivant sa premiere ligne nous

obtenons
CGMing, = by + by,

ot by = —L1— et by = 2%
1-azq, 2 1-az4; —2

De plus | azq,—2 | est supposée bornée indépendemment de k et 1 — a4, _; est
supposé non nul donc les coefficients b; et by sont bornés indépendemment
de k. Nous savons de plus, grace aux théoremes 1 et 2 du chapitre 1, dont
les hypotheses sont ici vérifiées, que

||E§‘(,)2)dk — 2| = O(]|lxx ~ =™||*) pour ;3 =0,...,d;.
Nous pouvons alors conclure de
CGMing, — 2" = bl(fg?.;dk —-a")+ bg(Eg?z)dk —z)
avec by et by bornés indépendemment de k que

ICGMing, — 27| = O(|jex — z°||?)-

Nous obtenons donc la convergence quadratique locale de I’algorithme NCG-
Min. =

1.4 NCG-Adj
1.4.1 CG-Adj

La méthode ("G-Adj se sert de deux familles de polynémes adjacents {F;}

et {PV}. d’ot le nom de cette méthode.
La famille { P} étant la famille de polynomes orthogonaux par rapport a la
fonctionnelle ¢ telle que

c(€) =¢; = (y. A'rg) pour i=0.1....,

{P,Sl)} est la famille de polynomes orthogonaux unitaires par rapport a la
fonctionnelle linéaire ¢(!) définie par

AVEY = ¢(€FY) = ¢4y pour i=0,1,....
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Les familles { P} et {P,ﬁ”} sont alors dites adjacentes. Nous posons en outre

Qu(6) = EFPI(E7Y).

La méthode CG-Adj résoud alors le systeme linéaire Ar = b grace a la
construction d’une suite de vecteurs xj tels que le vecteur résidu 7y = b— Az,
verifie

T = Qk(A)Pk(A)TO

1.4.2 Lien avec ’epsilon algorithme topologique

Nous nous plagons a nouveau dans le cas o1 ¢, = (y, Auy,) avec u, les vecteurs
générés, ug étant choisi, par

Upp1 = (I — A)u, + b pour n =0.1,....

Les polynomes Qgi‘n) sont définis comme précédemment et nous avons
toujours Pj(z’")(ﬁ) = Qy‘n)(l —£).

Nous posons

1 ... fk

€1 " Gy

1 Ck "o Cok
PO =
Cl Ck+1

Ck ... c2k

Par construction de P,fl) nous avons en notre possession deux familles de
polynémes orthogonaux adjacents {Q{"%} et {P{M].

Nous prenons alors (Jx(§) = ng,ﬁ”(g*l ). Nous avons donc

&1 1 ... 1

€1 Cky 1 Gk
Q&) =1 . |/

C; Cok Ck Cok

50



Posons

(0) (0)
€r2k " Eo2k
cl .« ck+1
. Ck v Cok
CGAdy; =
1 1
1 cr Ckg
Ck PO C2k

Nous avons alors
CGAdji — 7 = Qu(B) PV (A)(uo — )

ou P,SO'O) est défini comme précédemment.
Soit maintenant R le polynome tel que Qx(B) = Ri(A), alors nous avons

r(CGAdj) = Ri(A) PO (A)r(uo).

1.4.3 Cas non linéaire

Nous nous plagons dans le cas de la résolution du systeme G(x) = = avec les
notations précédentes. La suite (u,) est générée, ug étant choisi, par

Unp1 = Gluy)

et nous avons ¢, = (y.Au,) avec y un vecteur arbitraire non nul.
La résolution de ce systeme peut se faire grace a I'algorithme suivant

¢ choisir un point initial ro dans D
e a ['itération k

— poser ug = I

— calculer u; = G(uj;_y) pour j = 1,..., 2di.2dr + 1 ou dj, est le
degré du polyndome minimal de J pour le vecteur ry — a*

— calculer r441=CGAdj,, .



Etant donné la définition de CGAdjx, nous pouvons dire que cette métho-
de généralise au cas non linéaire la méthode CGM appelée CG-Adj, c’est
pourquoi nous la baptisons NCG-Adj.

Nous pouvons remarquer que dans cette méthode nous avons besoin des
moments cg, . .., Czq,, €t non plus comme pour les méthodes précédentes des
moments co, . .., cq4,—1; il faut donc a chaque itération k calculer un vecteur
Ugq,+1 SUpplémentaire.

1.4.4 Résultat de convergence

Nous notons T Hj la matrice suivante

1 - 1
c PR Cd+1
rH, - | Tl uAJ'uou
TBuol] Tauo]

Théoreme 2 5i G satisfait Uhypothese H et s'il existe o et 3 strictement
positifs et un entier K tels que Yk > K, | detHy |> 8 et | detT Hy |> «, alors
il eriste un voisinage U de x* tel que, Voo € U

ICGAdjy, — 2*|| = O(llzx = 27|I).

Démonstration

Nous avons
_(0) _(0)

Sdp2dy 7T C0.24,
Cq ‘e Cdk-}-l
v . Cd,, T Cady
cdG Ad‘]dk = 1 1
1 [ Cdk+l
Cdy, " C2d,

En développant le déterminant du numérateur suivant sa premiere ligne nous
avons l'écriture suivante

dy
vy . k
CGAdjg, =3 a e, 0.
=0
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(%)

Les coefficients a; ' sont solution du systeme

a? :

TH;: = .
k .

alf) 0

En utilisant un lemme de Kato [33] et sachant qu’il existe o strictement
positif et un entier K tels que Yk > K, | detT H; |> a, nous obtenons
1y o ITHl
ITH| < =———.
a
De plus les lignes de la matrice T H; se retrouvent toutes dans la matrice

H,. sauf la ligne dont les éléments sont ¢q,, - -, c2q,. Nous ne devons donc ici
nous intéresser qu’a cette derniere ligne. En effet

di+1 di+1
ITHill = sup(mazicicarnizz D | hi |, D2 thar)
J=1 i=1
avec des notations évidentes.
di+1
Nous avons déja prouvé que mazi?! > | hij | est borné indépendemment
i=1
di+1
de k donc ma:p?;:r_i-#z >~ | hij | est aussi.
J=1
De plus
[ Aug, -1+
tha, 115 1< ly N 7%= va
‘ kt+1. , “ II ”Au()“
par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, et
Atgy 14 dy—14j Do 2
o =T T i+ Olllze — =7)).
| Auol| | Auo|

thy,+1,; | est borné, donc ||T Hil| et donc
ITH;'|| le sont. Nous en déduisons que les coefficients agk) sont bornés
indépendemment de k. De plus les résultats des deux premiers théoremes du

chapitre 1 nous disent

Ainsi pour tout j entre 1 et dy,

19, — 2|l = O(|zk — 2*|2) pour j=0,...,dy.
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L’écriture

d
Y : * k *
CGAdj4, — 2" = ZaE- )(5((12)_112@ —z7)
=0

. k s s
avec des coeflicients ag- ) bornés indépendemment de k nous permet alors de
conclure que

|CGAdjg, — 27| = O]z — &™)

1.5 NCG-Ort
1.5.1 CG-Ort

Nous connaissons déja la fonctionnelle linéaire ¢ sur I'espace des polynomes,
fonctionnelle par rapport a laquelle la famille { P} est une famille de poly-
nomes orthogonaux ; nous définissons maintenant une seconde fonctionnelle
¢ sur 'espace des polynémes. Nous prenons alors pour {Qx} la famille de
polynémes orthogonaux par rapport a e normalisée par Qx(0) = 1.

La méthode CG-Ort est alors la méthode construisant .l\es vecteurs z; qui
approchent la solution du systeme Ar = B tels que le k'*™M€ vecteur résidu
re = b — Arp vérifie

ri = Qi(A)P(A)ro.

Nous retrouvons en cas particulier de cette méthode la méthode CGS
pour € = c.

1.5.2 Lien avec ’epsilon algorithme topologique

Nous nous plagons dans le cas ou ¢(€') = ¢; = (y. Au;) avec u; les vecteurs
générés par
Uiz = ([ — A)u; + b pour ¢ =0,1,...,

ou up est un vecteur arbitraire et y un vecteur arbitraire non nul.
Nous posons alors

e(€) = e = (. Aw)

avec z un vecteur arbitraire non nul.
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Soit

1 ... 5:‘
Enti T Cndidy
R(i,n) _ 1 Eatitj-1 70 Endid2j-1
1 - 1
Cnti Tt Cngidg
€ntitj—-1 "' Engigd25-1
et (0) (0)
] 0
o2k "7 Erak
€g IR €k
. €k-1 " €2k—1
CGOrty =
1 - 1
60 . e 6k
€k—1 " €2k-1

0 . L .
Les vecteurs :‘f Z)k sont toujours calculés grace aux moments de la fonctionnelle

linéaire ¢. Nous obtenons alors de facon similaire a celle utilisée dans la sous-
section 1.4 du premier chapitre pour la méthode CGS

r(CGOrty) = T A) PP (A)rg

ou Tj(i’n)(f) = Hy‘")(l — &) @ le KM€ vecteur résidu obtenu ici est donc

identique a celui obtenu par la méthode CG-Ort.

1.5.3 Cas non linéaire

Pour résoudre le systeme de point fixe G(r) = r avec les notations précéden-
tes nous considérons I'algorithme suivant

e choisir un point initial ro dans D

e a l'itération k



— PpOSer ug = Tk
— calculer u; = G(u;_1) pour j = 1,...,2d; ol dj est le degré du
polynéome minimal de J pour le vecteur z;, — =~

— calculer 241 =CGOrty,.

Cet algorithme sera noté NCG-Ort en rappel de la méthode linéaire CG-Ort
qu’il généralise au cas non linéaire.

Si nous prenons z et y égaux nous retrouvons la méthode NCGS. Cependant,
connaissant 1'influence du choix de y sur les résultats il est intéressant de ne
pas s'imposer, comme c’était le cas dans les méthodes iINCGS, un choix
identique de y dans les deux étapes de calcul a savoir

0
e le calcul des vecteurs 65,2dk

¢ le calcul du vecteur résultat.

1.5.4 Résultat de convergence

Nous notons Hi(z) la matrice sulvante

_eo .., 4
u Au
Hy(z)= | P Bl |
fd!.—l . €2d;;—1
{lAuel| [ Auol|

avec ¢; = (z.Au;) et z un vecteur arbitraire non nul, a fortiori non identique
au vecteur y déja utilisé dans les moments ¢; = (y, Aw;).
Avec cette notation nous avons en fait Hy(y) = Hy.

Théoreme 3 Si G satisfait 'hypothése H et s'il existe o et 3 strictement
positifs et un entier K tels que Yk > K, | detHy |> 3 et | detHi(z) |> a,
alors il existe un voisinage U/ de a* tel que, Vag € U

|CGOrty, —2*|| = O(||zx — 2*|1%).
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Démonstration

Nous avons

(0) (0)
€0,2d, " Cdy,2dk
€9 cee €d 41
ed}; e €24
CGOTtdk = 1 lk
€o [ edk
€d;—1 - 62dk—l

En développant le déterminant du numérateur suivant sa premiere ligne nous
avons l'écriture suivante

CGOrty, = ieﬁ-k)eﬂd(ko).
7=0
Les coefficients eg-k) sont solution du systeme
5 :
Hi(z) ] =
)\

De plus seul le vecteur = est nouveau dans l'écriture de la matrice Hy(z) par
rapport a celle de Hy. En supposant qu’il existe a strictement positif et un
entier A tels que Vk > N.| detH(z) |> . nous pouvons donc aisément
montrer que ||H(z)7!|| est bornée indépendemment de k et donc que les
coefficients fgk) le sont.

En outre comme G satisfait ['hypothese H et qu'il existe 3 strictement positif
et un entier A tels que Yk > K. | detHy [> 3, nous avons

”5§‘(.)2)dk — 7| = O(]|lrx — 27||*) pour j=0,....ds.
Ceci nous permet de conclure que
|CGOrty, — || = O(||xx — z™||*).
Nous avons donc obtenue la convergence quadratique locale de la méthode

NCG-Ort. m
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1.6 iINCG-Ort

¢ étant un indice entre 1 et di, nous appellerons iINCG-Ort toute méthode
dont I'algorithme s’écrit comme suit

¢ choisir un point initial z¢ dans D
e a l'itération k
— poser ug = I

— calculer u; = G(u;-1) pour 7 = 1,...,2d; ou dj est le degré du
polynéme minimal de J pour le vecteur xj — a2~

— calculer xk+1:CGOrtf1k.

ou (0) (0)
0 0
o2k T Ciok
€o e €;
; €1 - €2i-1
CGOrt;, =
1 - 1
60 e ei
€1 €27

(‘es méthodes comprennent en cas particulier le NCG-Ort pour 7 = d.
Avec les notations précédentes nous avons dans le cas linéaire

ri = r(CGOrty) = TOO(A)PLO (A,

Nous pouvons donc dire que les algorithmes iNCG-Ort généralisent au cas
non linéaire les algorithmes 1CG-Ort, ou iCG-Ort est la méthode CGM définie
par les vecteurs r} énoncés ci-dessus.

Pour e et ¢ deux fonctionnelles linéaires égales nous retrouvons les mé-

thodes iNCGS.
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1.6.1 Résultat de convergence

Nous posons

1 aee 1
_—f ... &
[1Auol| f{Auel|
Hyi(z) = . .
€i—1 .. €2i-1
[[Augl| {1 Auo]]

avec €; = (z,Au;) et z un vecteur arbitraire non nul.
Nous retrouvons donc avec cette notation Hy 4, (z) = Hi(z).

Théoréme 4 Pour i choisi entre 1 et dy,

si G satisfait Uhypothése H et s’il existe o et 3 strictement positifs et un
entier K tels que Yk > K, | detHy |> 8 et | detHyi(z) |> a, alors il existe
un votsinage U de x* tel que, Vag € U

ICGOrty, — z™|| = O(||lxx — =*|)*).

Démonstration
Nous avons

-(0) (0)

So.2d, 7 €i2d
eo ... 62
: € Tt €241
~ R
CGOrty =
1 - 1
60 .. 61
€i—1 €24

En développant le déterminant du numérateur suivant sa premiere ligne nous
avons l’écriture suivante

7
Yo i ki
C’(’Ortdk = E €; Ej,2d§‘°)'
J=0

k

De plus ces coefficients vérifient 3°%_; €7 = 1, nous avons donc

i
CGOrty —a* =) ef'l(e y — 7).
=0

{0
J.2d,
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. ki Y ,
En outre les coefficients e;" sont bornés indépendemment de k, la démons-

. R . k .
tration étant la méme que pour les coefficients eg ) du paragraphe précédent
avec cette fois Hy;(z) comme matrice du systéme et non H(z).

Or nous avons émis les hypotheses suffisantes pour avoir

524, = 27 = O}z = 2*[|*)  pour j =10,....dx.
Nous pouvons alors conclure
|CGOrty, — o™ = O(llax — 2|,

Nous avons donc établi la convergence quadratique locale des méthodes
INCG-Ort pouri=1,...,d;. ®

2 Exemples numériques

Dans cette partie nous reprenons les exemples numériques du premier cha-
pitre; ceci nous permettra de comparer les méthodes utilisées ici avec les
précédentes INTEA et iNCGS.

Nous travaillons toujours en double précision.

Pour chaque exemple et chaque méthode utilisée nous affichons la norme
infinie de 1'erreur si nous connaissons le vecteur solution, et la norme infinie
du vecteur différence entre le vecteur obtenu a l'itération et son image par la
fonction (7 sinon.

Nous pouvons remarquer que les méthodes NCGM évoquées ici ne néces-
sitent aucune inversion de matrice ni aucun calcul de dérivée.

Nous prenons en pratique dy = p, la dimension du systeme. Pour chacune
des méthodes de ce chapitre le nombre d’évaluations de fonctions non linéaires
est de 2p soit deux fois la dimension du systeme sauf pour la méthode NCG-
Adj qui nécessite 2p + 1 évaluations par itération.

2.1 Exemple 1
(et exemple est donné dans [3].

s . . -1 . . .
Soit a trouver la solution unique < 41 ) du systéme de dimension 2 ,
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G(z) = z. ou G est définie par

ot nous notons z(;y et z() les coordonnées du vecteur de dimension 2, z, et

1.4
Gi(z) = —iﬂ - 4§ )
Ga(z) = —0.405¢ "0 + 1.405

[ Gy(x)
G(z) = ( G;(.L‘) )

. . 0
Nous prenons comme vecteur initial le vecteur ug = ( .

Nous prenons y =

Pour les méethodes iINCG-Ort nous avons besoin d’un second vecteur arbi-
traire z intervenant dans le produit scalaire d,, =

+2
-1 /-

égal a

-0.75
0.405¢ + 1.405

P

0

—
—

NCG-Min

NCG-Ad]

5.004410185430234 ' — 001

1.495247245347567TE — 001

3.936733854091679E — 002

4.608339910333736 ' — 002

4.513606756642918 E — 003

2.886827276635251 E — 003

5.264977381402858 F — 005

2.715537069764018E — 005

6.640451063006190 £ — 009

1.329227283797252E — 009

S O e | ]

1.998401444325282F — 015

3.330669073875470E — 016

—_
—t

NCG-Ort

iINCG-Ort. avec 1 =1

29954511226767E — 00!

2.719389461334600E — 001

17808695999214 F — 002

4.431120375192366 £ — 002

9120512601501 £ — 003

4.239740988388641 E — 003

e |

2014618369932E — 005

4.113825002205473EF — 005

3.792533287416688E — 009

86579564025407F — 015

2.220446049250313F — 016

=1 | Y| = | R N

!
yl
7
5
2.230953310977668 £ — 009
2.8
4

40892093500626 E' — 016
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2.2 Exemple 2
Cet exemple se trouve dans [3].

oo : 0 . ) . .
Soit & trouver le point fixe ( ) du systeme de dimension 2, G(x) = =

1

suivant ,
Gi(z) =S +za)— 3
Ga(z) = sin(zq)) + sin(zg — 1) + 1.
Pour les méthodes NCG-Adj et iNCG-Ort, nous prenons comme vecteur ini-

Nous pouvons remarquer que ce choix du vecteur initial fait converger la
méthode NCG-Min vers une autre solution que la solution souhaitée; en effet

. vis . 0
nous nous approchons alors du point fixe ( ) >, et non de la solution ( ) )
voulue. Pour converger vers ce point fixe nous allons choisir un vecteur de

départ plus proche de la solution, a savoir nous prenons zo = ( g; ) pour
la méthode NCG-Min.

. : o 1 .
Nous gardons en premier vecteur arbitraire y = ( 1 ), ce choix rendant la

convergence plus rapide que le choix Aug.

+2

Nous obtenons les tableaux de résultats suivants

. o -1
Nous prenons en second vecteur arbitraire z = ( .

it NCG-Min NCG-Ad]

1 | 2.357481636595310E — 001 | 6.219704463260318E — 001
2 | 3.774057609537318E — 002 | 6.134991532915857E — 002
3 | 8.759830960913817F — 005 | 1.760568746077205F — 002
4 | 1.456708314188893E — 005 | 7.060023747989789F — 004
5 | 2.010347723785392E — 009 | 1.375169052347899F — 006
6 | 5.133197286718863E — 017 | 3.090232135295043E — 012
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it. NCG-Ort INCG-Ort avec 7 = 1

1 | 1.582710589820964 £ — 001 | 4.767453490171354F — 001
2 | 3.184839862668171 F — 003 | 1.895902828252881 F — 002
3 | 5.388725340836153FE — 006 | 1.463053163870232F — 002
4 | 4.530487096587876 £ — 012 | 6.453608942961871F — 007
5 | 1.604619215278547F — 017 | 2.967637078639807F — 010
6 1.680513367352532F — 017

Nous pouvons donc retenir de cet exemple que si le choix des vecteurs y
et z est important, celui du vecteur initial zy ne I’est pas moins.

2.3 Exemple 3

Cet exemple est donné dans [41].
Nous voulons résoudre le systeme de dimension 4, G(x) = z avec

Glz) = b+ Az + Q(z)

2.25 0.01 0.05 0.50
0.01 1.75 0.00 0.05
0.05 0.00 1.75 0.01
0.50 0.05 0.01 2.25

b= (-0.81.-0.31.-0.31, —-0.81)7

A=

et
T

Q(l) = —O.J—)(.T?” + I (1)T(4)- .T?Q). ‘TEB)‘ I(I)LTM) + 417(24)) .
La solution de ce systeme est (1.1.1.1)7T.
Nous prenons comme vecteur initial le vecteur xo = (1.2,1.2,1.2,1.2)7T.
Pour le vecteur arbitraire y, le vecteur (—1,1,2,1)7 donne de meilleurs
résultats que le vecteur Aug = (—0.409, —0.285, —0.287, —0.683)7.
En second vecteur arbitraire nous prenons z = (3.0,1,2)7.
Ces résultats sont les suivants:

63



it. NCG-Min NCG-Adj

1 | 6.565247339349822F — 003 | 5.294827636040189E — 002
2 | 3.064190313795123E — 005 | 2.514203424454076 £ — 003
3 1 3.692435246449577F — 011 | 5.446308206868977F — 006
4 11.953992523340276 FE — 014 | 2.989208880421756F — 011
5 1.088018564132653F — 014
it. NCG-Ort iNCG-Ort avecz = 3

1 | 1.693973254812686 F — 004 | 4.136288778431307E — 004
2 1 1.877820121620744F — 011 | 2.494240369799172F — 010
3 | 1.998401444325282F — 015 | 2.553512956637860F — 014

Dans cet exemple, nous pouvons noter ’obtention d’un chiffre exact
supplémentaire a l'itération 3 de l’algorithme NCG-Ort par rapport a la
plupart des autres algorithmes, ceux du chapitre 1 y compris.

2.4 Exemple 4

Nous voulons résoudre le systeme de dimension 4, G(z) = x avec

G(z) = b+ Az + Q(z)

39 —37 24 —0.6
A | 24 -20 22 06
CT 124 =36 41 —0.9
28 —5.2 4.8 —0.4
b=(=0.75.-0.75. —0.75. —0.75)T
et
Q(r) = —0.25(;r?1),r?2).x(23),:ré))T.

La solution de ce systeme est (3.3.3.3)7.
Nous prenons comme vecteur initial le vecteur z¢ = (2.5,
Pour le vecteur arbitraire y, le vecteur y = (—1,1,2,1)7

2.5,2.5,2.5)T.
donne de meilleurs
résultats que le vecteur Aug.

Nous prenons en vecteur arbitraire z le vecteur z = (3,0,1,2)7.

(es résultats sont les suivants:

G4
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it. NCG-Min NCG-Ad;j

1 | 1.259919077956084 F — 006 | 1.259919085949690FE — 006
2 | 2.975397705995420FE — 014 | 1.509903313490213F — 014
3 | 1.643130076445232F — 014

it. NCG-Ort iNCG-Ort avec t = 2

1 | 1.259919066409765F — 006 | 1.259919085505601 F — 006
2 1 1.776356839400250 F — 014 | 1.465494392505207F — 014

2.5 Exemple 5

Nous voulons résoudre le systeme de dimension 6, G(z) = z avec G définie

par
2

Gy(z) = —0.75 — 227070
Gy(z) = —0.405e %) +1.405
G3(.’L‘) = ﬂi%fg_e_)_ -1.5

Gy(z) = 0.605¢' % + 0.395
Gs(z) = 2192 — 15

76(1‘) = .11(1).1'(5).

La solution de ce systéme est (—1.1,—1,1,—1.1)T.
Nous prenons comme vecteur initial pour les méthodes NCG-Min et iNCG-
Ort le vecteur

zo = (0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1)%.

Pour avoir la convergence de NCG-Adj il faut prendre un vecteur initial plus
proche de la solution. nous prendrons donc pour cette méthode

ro = (—0.7,0.7,-0.7,0.7, =0.7,0.7)7 .

En effet. si nous gardons le vecteur initial z¢ utilisé pour les autres méthodes
nous obtenons le résultat suivant

e la premiere norme de I'erreur est égale a 4.866939014916561 F — 001
¢ la deuxieme norme égale 2.410867779672894
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e puis il y a "overflow” dans le calcul de 'exponentiel.

Pour le vecteur arbitraire y, le vecteur (=1,1,2,3,1,2)7 donne dc bons ré-
sultats. Lc vecteur arbitraire = utile aux méthodes iNCG-Ort scra pris égal

a

(1,2,3,0,4,1)T.

-
—

NCG-Min

NCG-Ad;

9.714099076196114 F — 002

1.804732797225553E — 001

4.462171746042021 F — 003

1.143708661016041

3.840461142434748EF — 006

1.263588365715089

4.368017059164231 F — 011

7.562185158661827F — 002

6.883382752675971 L — 015

2.444578940576769EL — 002

5.426838828016312F — 003

~1] | TY | O DO

8.967754963784147E — 005

1.396119379634911F — 008 |

Nejied

8.526512829121202F — 014

NCG-Ort

iINCG-Ort avec 1 = 3

2.394726065317898 L — 002

2.921903794778014 L — 002

1.607226217554825E — 003

6.717715264595858 E — 004

1.7906117145811325F — 006

1.208450085551702F — 007

1.036726260391971E — 012

1.443289932012704F — 015

2.987610159266296 £ — 013

] S e | I DS — |~

4.810572387365683E — 014

2.6 Exemple 6

Cet exemple est donné dans [20].

Nous considérons maintenant le systeme non linéaire de dimension 10,

G(x) = r avec (¢ définie comme suit

G(r) =z — hF(zx)
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ou

Fi(x)=(3 - 51‘(1))$(1) +1-— 2x(2)
F,‘(J') = (3 - 5.’1‘(,‘));1‘(5) +1 - L(i-1) — 241'(1'-{—1) pour 1= 2./ cee ,9
Fio(x) = (3 = 52020y +1 = 2(9).

Nous prenons comme vecteur initial le vecteur
_ T
zo=(=1,-1,-1,~1,-1,—-1,—-1,—-1,—1,=1)7.
Pour le vecteur arbitraire y. le vecteur Aug est un bon choix
Aug = (1.25,1,1,1,1,1,1,1.1, 1.5)T.
Pour le vecteur arbitraire » nous choisissons le vecteur suivant
z=(-1,2,1,-1,3,1,-1,2,1,0)".

Dans cet exemple la solution n’est pas connue, aussi a chaque itération,
nous afficherons la différence (G(xx) — z&).

Dauns le cas du choix i = 0.2, toutes les méthodes convergent comme nous
pouvons le voir dans les tableaux de résultats:

it. NCG-Min NCG-Adj

I 4.124926472152513L — 003 | 5.407230884496084L — 002

2 | 2.314136433795300E — 005 | 5.284328970602270E — 004

3 ] 1.298262575222253F — 008 | 9.1337837100887603F — 006

4 | 3.361755318564974F — 013 | 1.891109491225507E — 011

5 | 1.665334536937735E — 015 | 3.508304757815495E — 014

it. NCG-Ort INCG-Ort avec 2 = 6

I | 8.437836595364678 L — 004 | 6.202883534497383 L5 — 004
2 [ 1.470107459655701 E — 007 | 7.713812638643347E — 008

3 1 8.9761531510914391 F — 014 | 2.773557561562891 F — 016

Dans cet exemple la méthode INCG-Ort pour ¢ = 6 s’avere étre la
meilleure en donnant une norme infinie de la différence entre le vecteur obtenu
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a l'itération et son image par G en 'E-016’ a la troisieme itération alors que
toutes les autres méthodes utilisées jusque la, y compris celles du premier
chapitre, donnent une norme infinie au minimum en "E-014’ a la troisieme
ou quatrieme itération ou en 'E-015’ & la cinquieme itération.

2.7 Exemple 7

Nous construisons cet exemple comme le fait M. Altman dans [1]. Soient

1 000 1 2 0 1
p=|sesale P=l35 573
0 00 4 4 -1 1 =2
Nous calculons
3/8  —5/8  9/8  -3/8
A=pPDpP-! = 97/32 153/32 —69/32 —33/32

—41/16 —1/16  61/16  —23/16
159/32  103/32 —123/32  33/32

(z,Azx)
(z.2)
sa construction, nous donner en solution un vecteur propre de la matrice A.

Les notations dans cet exemple restent celles du chapitre 1.
Dans le tableau suivant nous prenons y = u; = (1.2,3.4)7,
=uy = (2.-1,2.-1)T, et 2o = (—0.5,2.5, 1.5,0.5)7 proche de us.

Nous résolvons alors le systeme Az — r+z = r, qui doit, étant donnée

it. NCG-Min NCG-Ad]

1 | 2.499821342747333E — 002 | 3.223091363037112E — 003
2 | 1.291525787627812F — 005 | 1.389435428016172E — 003
3 [ 1.776356839400250F — 015 | 4.628087713140020F — 007
1 0.000000000000000 2.078337502098293E — 013
5 1.776356839200250F — 015
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it. NCG-Ort (i=4)

1.693932341370497E — 003
3.307626552859766 E — 004
1.774092872608435 E — 008
1.776356839400250E — 015

e QO DN =

Ici comme au chapitre I nous pouvons remarquer que les différentes mé-
thodes mises en oeuvre aboutissent toutes, et ce malgre un vecteur initial
choisi proche de uj, a une convergence rapide vers un vecteur proportionnel
a Uyg.

3 Les méthodes incomplétes

Pour I'ensemble des algorithmes non linéaires émis dans ce chapitre et dans
le précédent nous avons eu a établir une suite de vecteurs u; comme suit :

uj = G(u;—1) pour j =1,...,2d; ou 2d; + 1

avec di le degré du polynéme minimal de G’(z*) pour le vecteur zy — z*.

Pour les méthodes incompletes issues des méthodes précédentes nous calcu-
lons cette fois

u; = G(uj-y) pour j = 1...., 2my ou 2my + 1 avec my < dy.

Nous obtenons ainsi les algorithmes suivants de résolution du systeme de
point fixe habituel G(x) = x :

e choisir un point initial ro dans D
e a l'itération £
— poser ug = Iy

— calculer u; = G(u;_;) pour y = 1,..., [, ou I, = 2my, sauf dans

le cas du INC-Adj ot I = 2my + 1, avec my < d; le degré du
) g
polynéme minimal de G’(z™) pour le vecteur x4 — 2~
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© pour INC-INTEA i =0,...,m;

1,2
G\ (my,0) pour INC-INCGS i =1.....m;
— calculer z;,= CGMzin,,, pour INC-Min

CGAdj,,, pour INC-Adj

CGOrtink pour INC-10rt 2 = 1,... ,my

n.

L’intérét majeur de ces méthodes incompletes est I'’encombrement mé-
moire et le colt de calcul plus réduits.

Nous noterons INC-INTEA, INC-INCGS, INC-Min, INC-Adj, et INC-
10rt les méthodes incompletes issues des méthodes iNTEA, iNCGS, NCG-
Min, NCG-Adj, et INCG-Ort. Nous avons vu qu’en pratique d;. étant inconnu
nous prenons a la place la dimension p du systeme ; ici nous testerons donc
les exemples en choisissant m; < p.

Intéressons nous maintenant aux résultats de ces méthodes incompletes
dans le cas des exemples numériques étudiés précédemment. Dans chaque
sous-chapitre nous redonnons le numéro des exemples auxquelles la méthode
incomplete est appliquée ; Nous ne reparlons pas ici des données de ces
exemples qui sont les mémes que celles utilisées pour les méthodes completes
correspondantes.

3.1 INC-INTEA

[ci nous calculons le vecteur ¢

(0)

i2m, @ partir de 2rng vecteurs u;.

exemple 3 Dans cet exemple nous avons pris d;, = 4.

Nous constatons dans les tableaux de résultats ci-dessous que pour INC-
INTEA avec 1 = 2 les résultats sont similaires a ceux obtenus par INTEA
pour ¢ = 2 mais en calculant cette fois 6 vecteurs par itération et non plus 8.
Par INC-ONTEA nous obtenons une convergence plus lente vers la solution
mais en construisant une suite de 4 vecteurs u; par itération et non de 8 soit
la moitié des vecteurs par itération.
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i=2,m.k = 3

z’:O,mk:Q

4.203446308125747F — 003

1.060537310649285E — 001

2.660548270583263 F — 008

7.846276339619518F — 002

1.976196983832779F — 014

1.255104597154377F — 002

3.148202385756527E — 004

2.296943871771262E — 007

o o] o ro| —

1.709743457922741F — 014

exemple 4

Ici dk =4,

t=0,my =2

i:2,mk=3

18.715239934460328 E — 003

1.970582879109450F — 004

1.406703020734312F — 008

6.217248937900877E — 015

W bt

9.325873406851315F — 015

Dans le cas du INC-INTEA avec ¢ = 0 nous obtenons d’aussi bons
résultats que par la méthode complete avec 4 vecteurs u; a calculer en moins
par itération. Quant a INC-INTEA avec ¢ = 2 la convergence est plus rapide
qu’avec le INTEA pour ¢ = 2 avec en plus moins de vecteurs a calculer par

itération.

exemple 6 La dimension p du systeme est ici 10.

it.

1 =0,m; =8

4.453926374287598 £ — 003

4.059551874480150E — 005

3.369706963463059 E — 008

2.333633286610848 £ — 012

Sy b | Cof b | —

1.804112415015879E — 013

Nous obtenons ici de bons résultats avec 4 vecteurs u; en moins par

itération par rapport a la méthode complete.
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3.2 INC-iNCGS

Dans cet algorithme nous calculons le vecteur G{%(my,0) & partir de 2my
vecteurs u; pour : = 1,..., my.

exemple 3 Cet exemple est de dimension 4.

it. 1= 2,mk =3

1 | 4.961802356084544 F — 002
2 | 5.988811064318034F — 004
3 | 2.000295563631127F — 007
4 | 7.038813976123492F — 014
5 | 1.199040866595169F — 014

Les résultats sont a peu prés identiques a ceux obtenus par le iINCGS avec
1 = 2 mais avec 2 vecteurs u; en moins par itération.

exemple 6 La dimension de cet exemple est 10.

it. 1=4m =8

1 | 3.607077273740523 F — 004
2 | 3.365645739383405F — 008
3 1 6.383782391594650F — 015

La méthode INCGS avec 7 = 4 appliquée a cet exemple donnait un résultat
similaire mais nécessitait 4 vecteurs u; en plus par itération.

3.3 INC-Min

A chaque itération de cet algorithme nous posons x4y = CGM1in,,, vecteur
calculé a partir de 2my vecteurs u;.

exemple 3 Dans cet exemple p = 4.

Les résultats sont ici légerement meilleurs a ceux obtenus par la méthode
complete INC-Min avec 2 vecteurs u, en moins par itération.



it. mE =3

2.126394629028039F — 002
3.869632687786284 F — 004
1.091064980585088 K — 007
7.438494264988549F — 015

W ol o —

exemple 6 La dimension de cet exemple est 10.

it. me = 8

1 | 9.667471446873632E — 004

2 1 1.090442463186347F — 005

3 | 5.607635467086425F — 010

4 | 2.435274204515281 F — 012
L:) 5.162537064506978 E — 015

La méthode NCG-Min appliquée a cet exemple donnait un résultat équi-
valent mais nécessitait 4 vecteurs u; supplémentaires par itération.

3.4 INC-Adj

A chaque itération de cet algorithme nous calculons rxy; = CGAdj,,, . Pour
cela nous avons a construire une suite de 2my + 1 vecteurs u;.

exemple 6 La dimension de cet exemple est 10.

it. my = 8

1 | 3.702303707123211 £ — 004
2 | 3.470065346178330F — 010
3 1 2.030042800527099F — 013
4 | 1.054711873393899F — 015

La méthode incomplete INC-Adj appliquée a cet exemple numéro 6 donne
une convergence plus rapide vers la solution que la méthode complete cor-
respondante. En effet celle-ci donnait une norme de 'erreur en £ — 011 a la
quatrieme itération avec pour les quatre premieres itérations 16 vecteurs u;
en plus a calculer par rapport a la méthode incomplete.
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3.5 INC-iOrt

Nous calculons le vecteur CGOrt}, a partir de 2m; vecteurs u;.

exemple 3 Dans cet exemple p = 4.

it. i = 3.my = 3

1 | 1.893573800126447F — 003
2 | 1.879230030255858E — 008
3 | 3.719247132494274F — 014

Les résultats sont a peu prés identiques a ceux obtenus par le INCG-Ort
avec 1 = 3 avec 2 vecteurs u; en moins par itération.

exemple 4 La dimension de cet exemple est 4.

it. 1= Q,mk =2

1 | 8.715239934499408 F — 003
2 | 1.406785177238135E — 008
3 | 1.421085471520200F — 014

La convergence de 1'algorithme est ici plus lente que celle de 'algorithme
complet iNCG-Ort pour ¢ = 2 mais nous calculons 4 vecteurs u; en moins
par itération. Nous avons donc ict un choix a faire entre le cott et la rapidité
de convergence des algorithmes.

exemple 6 La dimension de cet exemple est 10.

it. 1 =0m =7

1 14.953009854443957F — 002
2 | 5.505184331243695L — 004
3 | 1.709104469060918F — 009
4 | 3.885780586188048E — 016

Les résultats issus de la méthode incomplete restent corrects par rapport
a ceux obtenus grace a la méthode complete correspondante alors que nous
calculons ici 6 vecteurs u; en moins par itération.
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Chapitre II1
Les polyndmes biorthogonaux et les
systemes non linéaires




1 Les polynomes biorthogonaux

Cette premiere partie de chapitres comme les deux suivantes s’appuie sur les
résultats émis dans [8, 9].

Nous donnons tout d’abord des résultats préliminaires sur les polyndmes
biorthogonaux ; pour la plupart des définitions et regles données nous rap-
pelons entre parentheses les résultats paralleles utilisés pour définir les poly-
nomes orthogonaux.

Nous notons Lg. Ly, ... des formes linéaires définies sur I'espace des polyno-
mes a coeflicients complexes (pour les polynomes orthogonaux nous n’avions
eu besoin que d'une forme linéaire ¢ définie sur le méme espace).

Nous notons Py le polynéome de degré au plus & tel que

Li(P.)=0 pour i=0,---. k-1 (1)

(nous notions P le polynome de degré au plus k tel que ¢(¢'Py) = 0 pour
t=0,...,k—1, ce qui définissait a un facteur multiplicatif pres la famille de
polynomes orthogonaux Py par rapport a la fonctionnelle linéaire c).

Nous posons enfin ¢;; = L;(£’) et nous définissons la forme linéaire ¢ par

o(£€F) = exi = Li(é")

(pour les polynomes orthogonaux nous avions utilisé des moments a un seul
indice ¢; = c(£Y)).

La famille de polvnomes P est alors une famille de polynoémes biorthogonaux
par rapport a la forme linéaire ¢ ; Les polynémes biorthogonaux P, sont
completement définis a un facteur multiplicatif pres par les conditions de
biorthogonalité (1).

Nous pourrons également utiliser la forme linéaire ¢! définie par

t ek
ANEER) = e

et la famille P,il) de polynémes hiorthogonaux par rapport a c!!) (définie pour
les polynomes orthogonaux par la famille Pé” de polynomes orthogonaux par
rapport a la forme linéaire ¢!V telle que {V(£') = c(€F1) = ¢;4y).

Lemme 1 Soient I; des formes lin€aires définies sur ['espace des polynomes
et soit Q) le polynome tel que

L(Qx)=0 pour i=0.....,k=1
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et Qr(l) = 1.

Sotent L; les formes linéaires définies par
Li(€") = 3 ainly((1 = €)7)
=0

avec les a;; tous non nuls.
Alors le polynéme Py tel que

Pe(§) = Qx(1 - €)
satisfait aux conditions
L(P)=0 pour 1=0,....k—1
et P.(0) = 1.

Nous pouvons remarquer qu’avec les normalisations @Qx(1) =1 ou P(0) =1
les polynémes biorthogonaux du lemme sont définis de maniere unique (et
non plus & un facteur multiplicatif pres).

2 Transformation de suites de vecteurs

Nous cherchons a résoudre le systeme
Ar =b.
Soit (ux) la suite de vecteurs générés par
ug donné et wugpyy = Bup + b

ou up est un vecteur arbitraire et B est la matrice telle que A =1 — B.
La résolution du systeme peut se faire par la transformation de la suite
(ux) en la suite de vecteurs (xx) définis par

UO PR uk
doo e dog
di_ voo di_y 1
Iy = k10 FoLk pour k=0,1,...,
1 1
doo -+ dox
dic10 0 droak




les d;; étant des scalaires.
Dans cette définition le déterminant du numérateur représente en fait le
vecteur obtenu en développant ce déterminant par rapport a sa premiere
ligne suivant les regles habituelles.

Le choix des d;; est multiple mais nous pouvons cependant citer certains
choix connus :

o
dij = (2, Auiy;)
avec z un vecteur arbitraire.
Nous retrouvons alors I'epsilon algorithme topologique ou TEA [6] qui
avait été défini précédemment grace aux moments a un indice
¢i = (2. Aw;).
Nous avons en effet
Vi, Vy, 3k tel que di; = (2, Auigj) = (2, Aug) = ¢k
d’ou la similitude entre les deux définitions.
o
d,‘j = (Aui, AUJ‘).
La suite de vecteurs () définie avec ces moments représente la mé-
thode MPE ou Minimal Polynomial Extrapolation method [21. 27, 47].
.
dij = (Azu,‘.Alt]‘).
(‘e choix donne lieu a la méthode RRE ou Reduced Rank Extrapolation
method [24. 37. 32].
o

dij = (Z,‘.Au]')

avec z; des vecteurs arbitraires.
La méthode issue de ce choix est nommée MMPE ou Modified Minimal
Polynomial Extrapolation method [6, 43, 39].

=]
e.¢]



Nous pouvons remarquer que les moments définis en deuxieme, troisieme
et quatrieme choix ne peuvent pas directement s’apparenter a des moments
a un seul indice et qu'il n’est donc pas possible de les rapprocher par ce biais
d’une méthode utilisée dans les précédents chapitres comme nous l’avions
fait pour le premier choix.

3 Lien avec les méthodes de type Lanczos

Nous posons

1 {k
doo dok
di—1o -+ dec1g
Q&) = i 1
doo -+ dox
dicro o deovk

les moments d;; étant ceux utilisés ci-dessus.
Nous définissons par ailleurs les formes linéaires [; par

L(E) = dy.
Alors nous avons
L(Q) =0 pour 1=0..... k—1 et Qr(l)=1.

Nous pouvons utiliser le lemme énoncé dans la premiere section de ce chapitre
comme suit :
Soient L; les formes linéaires définies par

L) =ci; = Y aiphl(1 ~ €))
p=0
avec Vi.a;; # 0. alors le polvnome Py défini par

Pi(€) = Qu(1 - &)
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satisfait les conditions de biorthogonalité

Li(P)=0 pour 1=0,....k—1,

et Pk(O) =1.
P, est alors entierement défini par ces conditions et nous pouvons écrire

1 e &

Coo te Cok
Ck-1,0 """ Ck-1k

P(&) =

Coo T Cok

Ck-10 " Ck-1k

Notons maintenant P,Sl) le polynéme unitaire défini par

Co1 o Cok41
Ck—-11 " Ck—1k+1
1 e gk
(1) _
P(6) =
Co1 cot Co.k+1
Ck—11 " Ck—1,k+1

1 : . . ) ) )
P et P,f ) existent et sont uniques si et seulement si le déterminant du
dénominateur dans leur écriture est non nul. Alors

LiePM(E) =0 pour i=0,....k—1.

. 1 . . . . .
Les familles P, et P,i ) sont dites des familles adjacentes de polynomes bi-
orthogonaux et nous avons les relations de récurrence suivantes entre ces
polynomes :

{ Pii1(&) = Pu(é) — /\kfp,gl)(f) pour k=0,1,... )
Po(€) = Pg(6) =1
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k
Pk(i)1(§) =P (6) + 5kiPi(l)(§) (3)
1=0

ou les coefficients A;. ak. Bk; se calculent grace aux conditions de biorthogo-

A ’ . A 1 « , o
nalité énoncées ci-dessus sur les polyndémes Pj et Pk( Vet & leur définition :
pour avoir Lg(Ps4+1) = 0 nous prenons

Mo = Li(Po) [ Li(ERM).
P,fl) étant unitaire nous devons de plus poser
Qfp = —1/)\k.

Les coeflicients (. ..., Bkx se calculent eux grace au systeme triangulaire
obtenu par

k
L{ePE)) = apLiEPer) + . B L(€PMV) =0 pour i=10...., k.

j=0
Si nous posons de plus Vi () = —)\kplfl)l(f), nous avons alors
Li(€Vy) =0 pour 1=0,..., k-1
Pria(€) = Pil€) — N EVi(&) (4)
k
Vi1 (€) = P (€) + 3 34Vi(€), (5)
1=0

avec

Ay = Li(P)/ Li(€Vy)

et comme nous avons
k
Li(EVig1) = Li(Prsr) + Y 34, Li(€V;) =0 pour i=0..... k.
1=0

nous obtenons le systeme triangulaire suivant

BroLo(EVo) = —Lo(EPrsr)
Fol1(EV0) + 3 Li(EV1) = —L1(EPryr)

Frolk(€Vo) + .o+ B Li(EVi) = — Li(€ Pryr ),
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systeme fournissant les scalaires 3. ..., 8-
Les relations de récurrence (4) et (5), vues leurs similitudes avec les relations
de récurrence utilisées pour écrire Lanczos-Orthomin avec des polynémes or-
thogonaux. nous permettent d'écrire une généralisation de Lanczos-Orthomin
avec des polynomes biorthogonaux. Nous appelons cet algorithme Bi-Ortho-
min. Il s’obtient comme suit :
Nous posons ry = Pi(A)rg et pr = Vi(A)ro. Les relations de récurrence (4)
et (5) donnent alors
Thel1 = Tk — /\;cApk

et

k

Pk+1 = Tk+1 + Z Brii-
1=0

De plus comme r;, = b— Ar,. nous obtenons
!
Thy1 = Tk + APk
Nous avons alors 1'algorithme Bi-Orthomin suivant

e choisir ry
poser ro = b — Arg. po = b — Arx.

e pour k =0,1.--- calculer

Li(Py)

A= R

Li(EVk)

!
Thpr = Tk + ALk

4
Figr = 'y — AL Apg.

® si iy est non nul alors calculer

Fho -+ o+ Fek DAL ceverreerieieeieeeeie e e
FoLli(EVo) + oo+ I Li(EVi) = = Li(EPiyr)

k
14
Pkl = Thyr + E :fjkipi'
1=0
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Par ailleurs nous pouvons écrire une relation de la forme

k
PELE) = PO+ P, (6)

1=0
Les équations (2) et (6) nous permettent alors de généraliser Lanczos-Or-
thodir en utilisant des polynémes biorthogonaux. En effet si nous posons
Zr = P,gl)(A)ro et 1y = Pr(A)rg alors I'équation (2) donne

Tk+1 = Tk — ApAzg.
Comme de plus r, = b — Az} nous avons
Tiy1 = Tk + Ax2k.
En outre I’équation (6) donne la relation
k
zk1 = Az + Y Braizie
=0
Nous obtenons ainsi 'algorithme que nous appelons Bi-Orthodir

e choisir xg
poser 1o = b — Axg, zp = b— Axy.

e pour k= 0,1,--- calculer

_ Li(Py)
CT Luep)

Tky1 = Tk + Ak 2k

!
Tk+1 =Tk — /\kA::k.

® si ry4y est non nul alors calculer

oy = LERT)
Li(FPy)
les coefficients Bio...,0Bkx par
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arLo(EPey1) + BroLo(EPM) =0
arLi(€Pe) + BroLa(EPSV) + B La (€A = 0

arLi(EPrsr) + 5koLk(§Po(l)) +...+ 5kkLk(§Pk(l)) =0

k
Ze1 = Az + Z Brizi.
—~

Nous pouvons noter qu'ici nous n’avons pas de récurrence a trois termes
reliant les polynomes biorthogonaux Px_1, Pi, Pry1, c’est pourquoi nous ne
pouvons pas réécrire Lanczos-Orthores. Par contre il est certainement pos-
sible d’obtenir d’autres relations de récurrence sur les familles de polynémes
biorthogonaux P; et P,Sl) et, en combinant ces relations, d’obtenir des géné-
ralisations d’autres méthodes de type Lanczos comme il a été fait dans [2]
avec les polynémes orthogonaux.

4 Extension aux systémes non linéaires

4.1 Algorithmes

Nous considérons le probleme de point fixe G(z) =z, ou G: D C? -7

avec [) un ouvert convexe de "’. Nous notons r™ une solution de ce systeme
.. X v e s ’ . '

et J la matrice jacobienne G'(x"). Nous supposons que la suite (uy,), . py est

générée. uy étant choisi, par

Upy1 = G(un)

4.1.1 NTEA1

Soit = un vecteur arbitraire non nul. Pour résoudre le systeme GG(r) = r de
p équations a p inconnues nous considérons l'algorithme suivant

e choisir un point initial rg dans D.
¢ a ['itération k

— poser ug = Ik-.
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— calculer u; = G(uj-;) pour j = 1,...,2d, ou di est le degré du
polynome minimal de J pour le vecteur r; — r*,

— calculer r;4; ou

Up

(3, A’Uo)

(z.Aug,—1)

udk

(z, Aug,)

(Z, Au2dk_1)

(2

1
Aup)

(z,Aug,-1)

1
(2. Aug,)

(z, Augg, 1)

(Comme nous 'avons vu précédemment nous retrouvons alors le NTEA1
du premier chapitre. En effet I'usage des polynémes biorthogonaux aboutit
au calcul a chaque itération k du vecteur r;y; tel que

Tryr =

Ug Ud,
doo do g,
ddk—l,o ddk—l,dk
1 1
doo dO.dk
di, 10 dg, -1.d,

et I'usage des polynomes orthogonaux donnait lieu a la méthode NTEA!L avec

le calcul a chaque itération & du vecteur ryy tel que

Ty =

Up Ug,
o C4,
Cdp—1 Cd -1
I |
Co Cdy
Cdy—1 Cady -1




Or ayant ici 'égalité d;; = (z, Auiyj) = ciyj, les deux vecteurs iy écrits
ci-dessus sont identiques.

4.1.2 NMPE

Nous considérons maintenant 1'algorithme suivant
¢ choisir un point initial z¢ dans D,
e a l'itération k
~ poser ug = T,

— calculer u; = G(uj-1) pour 7 = 1,....dr + 1, ou di est le degré
du polynome minimal de J pour le vecteur z; — z*,

— calculer 754, ou

uo “ .. udk
(Aug, Aug) -+ (Aug, Aug,)
(Aug, —1, Aug) -+ (Aug,—1.Auy,)
Trt1 =
1 ... 1
(Aug, Aug) -+ (Awug, Auy,)
(Aug,—1,Aug) -+ (Aug—1.Aug,)

Nous donnerons dans la sous-section 4.1.5 un algorithme de calcul récursif
de ces vecteurs. La méthode non linéaire obtenue alors est une extension du
MPE d’ou le nom NMPE pour Nonlinear Minimal Polynomial Extrapolation
method. Nous avons en effet pris d;; = (Au;, Au;) comme pour la méthode
linéaire MPE. Dans cet algorithme le nombre d’évaluations de fonctions non
linéaires est d; + 1 par itération.

4.1.3 NRRE

Nous notons NRRE ou Nonlinear Reduced Rank Extrapolation method 1'al-
gorithme suivant

e choisir un point initial x¢ dans D,
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e 3 l'itération k
— poser ug = Tk,

— calculer u; = G(u;-1) pour j = 1,...,dg + 1, ou dj est le degré
du polynome minimal de J pour le vecteur xj — x*,

— calculer rry; ou

o . Uy,
(A%ug, Aug) -+ (A%ug, Aug, )
- — (A2lldk_1,AU0) (Azudk—-l’A“dk)
Rk 1 1
(A2u03 AuO) e (A‘Zuo’ AUdk)
(A2Udk_1.AU()) (A2udk—l~,Audk)

la méthode NRRE utilise les moments d;; vus pour la méthode RRE a savoir
dij = (A%u;. Ayj).

4.1.4 NMMPE

Le NMMPE est le nom donné a la méthode non linéaire issue du MMPE.
(“est-a-dire nous posons d;; = (z;. Au;) ou les z; sont des vecteurs arbitraires
et nous construisons 'algorithme NMMPE comme suit

e choisir un point initial ry dans D.
e a l'itération k
— poser ug = Ik.

— calculer u; = G(u,-y) pour j = 1.....dx + 1, ou dj est le degré
du polynome minimal de J pour le vecteur ry — r~,
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— calculer z44; ou

Ug N Uq,
(20, Aup) -+ (z0.Aug)
(de_l,Auo) (de_l,AUdk)
Te+1 =
1 1
(ZOa Auo) T (’207 Audk)
(Zdp-1.Dug) - (2d4-1, Duy,)

Nous pouvons remarquer que dans cette méthode nous avons a choisir dj
vecteurs z; ce qui est beaucoup pour un systeme de grande dimension. Cepen-
dant n’ayant pas de critere de choix optimal sur les vecteurs arbitraires inter-
venant dans les différentes méthodes 1l est intéressant d’avoir un échantillon
de choix grand sur ces vecteurs, et de ne pas s'imposer d; mémes vecteurs
z; = z. Par ailleurs il peut étre intéressant de prendre ces vecteurs égaux
aux vecteurs de la base canonique ce qui diminue fortement le nombre de cal-
culs a effectuer. Notons encore que ces d; vecteurs z; sont choisis en début
d’algorithme et restent les mémes pour toutes les itérations ; par contre dans
le cas du NMPE et du NRRE nous utilisons les moments respectifs ( Au;, Au;)
et (A%u;. Au;) ot la suite de vecteurs (u;) est reconstruite a chaque itération
k et donc ot Au; et A%y, sont recalculés a chaque nouvelle itération. Nous ne
pouvons donc ni dire que la méthode NMPE est définie comme la méthode
NMMPE avec z; = Au; ni dire que la méthode NRRE a la méme définition
que la méthode NMMPE avec z; = A?y;. Il faudrait pour cela choisir dj
nouveaux vecteurs z,; par itération dans l'algorithme NMMPE.

4.1.5 Le S.-algorithme

Pour la premiere méthode non linéaire ci-dessus un calcul récursif des vecteurs
ZTry se fait grace a l'epsilon algorithme topologique. Pour le NMPE, le
NRRE. et le N\MMPE les vecteurs riy; vont étre calculés de maniere récursive
grace au SJ3-algorithme [30] comme suit :



sl nous posons

Un e Un+k
(217 Aun) e (Zlﬁ A'ltn+k)
_ (Zk., Aun) te (zka Aun+k)
ek(un) -
(zla Aun) Ut (21,Aun+k)
(ZkvAun) ot (Zk7Au’n+k)
et
Au, Atk
(21713?171) (21-,Aun+k)
(%) (2k, Atun) -+ (2k Atnik)
/3k =
1 1
(:1'/Au7l) o (21’ Aun+k)
(2h D) o+ (20 AUpqr)

alors nous avons l'algorithme suivant

/3(()") = Au, et éo(u,) =u,, pour k,n=20,1,...

ity BT Er(n) = (Zrars BT Ex (1
€k+](un) - ( — ) k((n+1)) ( S I,fc(n)) k( +1) pour k.on = 0~1
(:k+1af/5k )—(:k+l1dk )
o e BTN B — (2, BI)BTTY
31(c+)1:(k+1 O )5k (er B By pour k,n=20,1,....

ain+1 n
(zk+1.,0'1(c ))—(3k+1s I(c))

Cet algorithme a été obtenu grace a une extension de l'identité de Sylvester.
Un autre algorithme permettant la programmation du MPE et du RRE
est donné dans [42)].
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4.2 Résultats de convergence

Nous supposons que G satisfait I’hypothese H suivante

la matrice I — J est réguliere,
H { la dérivée de Fréchet G de G satisfait la condition de Lipschitz
3L > 0.Ve.y € D, |G (z) - G'(y)|| < Lz - y]|.

Nous notons MM PE, la matrice

1 - 1
Auy
(200 fiuey) - (20 fmuay)
MMPE, = el Hawll™ 1
5 Au . ' Auy
(Zae-1 asen) (Zi-1: &)

M PE, la matrice

1 ... 1
4 -—J—Au e .. A Audk
MPE; = T (Ao, x5
Aug Au
(..l'lldk—h Hjuolp) tee (Audk—l'/“A_uZ‘ﬁ?)
et RRE) la matrice
1 e 1
2 Aug L. 2 Aud!
RRE) = (370 1) (2 %u0. iz,
) ' u < ' Au

Alors nous avons le résultat suivant

Théoreme 1 Si (v satisfait Uhypothése H et s'il existe a strictement positif
et K tels que Yk > K.| detHy |> o Alors il eriste un voisinage U de r* tel
que, Vrg € U

ks = 27} = O(flax = 27[),
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ot Tr41 €st le résultat a Uitération k obtenu par

le NMPFE quand H, = MPE}
le NRRFE quand H; = RRE}
le NMMPE quand H, = MMPE,

Ce théoreme traduit donc les convergences quadratiques locales respec-
tives des méthodes NMPE, NRRE. et NMMPE.

Démonstration
Les démonstrations se font de la méme maniere que dans [35] pour le NTEAL.

Nous pouvons en effet écrire ici aussi

k k
Teer = Tk — (agAug + ...+ ag, _ Aug, 1)

ot les a¥ sont des coefficients connus. Pour montrer que ces coefficients sont
bornés indépendemment de & nous avons a majorer ||(MU,4, )" ou

(20- A%up) -+ (z0.A%ug, 1)
MUoqg, = : : , pour le NMMPE.
(:dk—]-A2u0) (:dk—1~A2udk—l)
(Aug. A%up) - (Aug. A%ug,—1)
MUy g = : : , pour le NMPE.
(All,}k_1.A2UU) (Altdk_l..lzudk_l)
(A%ug. Nup) 0 (N%uo. Nug, 1)
MUpy, = : : . pour le NRRE.
(Nug, 1. Nug) o (Nug—y. Nug, )

(Cest pour cela que pour les méthodes NMPE et NRRE nous avons pris
des matrices Hy avec des coefficients divisés par ||Augl|® et non par || Auol|
comme pour les autres méthodes. En effet pour le NMPE et le NRRE nous
majorons cette fois || MUy 4, || par Cllox — 27||* ot " est indépendant de k et
non plus par C'|jry — r7||. d’ou la nécessité d avoir

det(MUsq) = || Auo|*®* x det(Hy)

au lieude det( MU, ) = || Nugl|® x det( Hi) comme pour les autres méthodes.

]
Il est a noter qu'une autre démonstration de la convergence de ces méthodes

est donnée dans [31].
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4.3 Exemples numériques

Nous rappelons qu’en pratique nous prenons a la place de di la dimension
du systeme. Les calculs sont toujours effectués en double précision. Dans
chaque exemple nous affichons la norme infinie de 'erreur si la solution est
connue, sinon nous affichons la norme infinie du vecteur différence entre le
vecteur obtenu a 'itération et son image par la fonction G.

Pour chacune des méthodes employées ci-apres le nombre d’évaluations
de fonction non linéaire est de dy + 1 par itération, soit en pratique une fois
de plus que la dimension du systeme.

4.3.1 Exemple 1
Nous reprenons I'exemple 1 employé dans les précédents chapitres et tiré de

. = ) . -1 . . .
[3]. Soit a trouver la solution unique 41 ) du systeme de dimension 2 ,

G(z) = z, ol (& est définie par

() 3
Gi(r) = == — §

Galz) = —0.405¢" %0 + 1.405

ol nous notons z(y) et r(z) les coordonnées du vecteur de dimension 2, r, et

G(z) = ( Calr) )

Ga(r)
Nous prenons comme vecteur initial le vecteur ug = (

0
0

Pour la méthode NMMPE nous choisissons les deux vecteurs zg et z; sulvant

-1 1
:0=(+1>,et:1:(2).

it. NMMPE NMPE

I | 1.608759730828513F — 001 | 1.608759730828518FE — 001
2 | 4.444171829838128 F — 002 | 4.444171829838128 F — (002
3 | 3.446942074448955 F — 003 | 3.446942074448844 F — 003
4 11.344094608413116 E — 005 | 1.344094608701774E — 005
5 | 5.456946006177077TE — 011 | 5.456968210637569F — 011
6 | 1.110223024625157F — 015 | 8.881784197001252F — 016
7 | 4.440892098500626 ¥ — 016
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NRRE

1.608759730828518F — 001

4.444171829838128 E — 002

3.446942074449066 £ — 003

| o DO -

1.344094608368707EL — 005

5.457234664163479EF — 011

2.775557561562891 F — 015

-1 &> Ct

2.220446049250313E — 016

4.3.2 Exemple 2

Cet exemple se trouve également dans [3].

Soit a trouver le point fixe (

sulvant

Nous prenons comme vecteur initial rg = (
Nous prenons en premier vecteur arbitraire zp =

second vecteur arbitraire z; = (

1

0 ) du systeme de dimension 2, G(x)

Gi(x) =" +20)~
Ga(x) = sin(zqy) + sin(zy — 1) + 1.

-1
+1

0.5
T

1
1

)

Nous obtenons les tableaux de résultats suivants

it.

NMMPE

NMPE

2.930872012103020FE — 001

2.980872012403022EF — 001

1.089737539316198F — 001

1.089737539816200F — 001

5.666530999026698 £ — 005

5.666530999048902E — 005

3.865636699629249 F — 009

3.865636699629249E — 009

S | o] —

3.198396404541095E — 016

1.038665672980163F — 016
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it. NRRE

2.980872012403020E£ — 001
1.089737539816197E — 001
5.666530999026698 ' — 005
3.865636921673854 £ — 009
7.876728893958288E — 017

S | Q| Do =

4.3.3 Exemple 3

Cet exemple est donné dans [41].
Nous voulons résoudre le systeme de dimension 4, G(x) = x avec

G(z) =b+ Az + Q(z)

2.25 0.01 0.05 0.50
0.01 1.75 0.00 0.05
0.05 0.00 1.75 0.01
0.50 0.05 0.01 2.25

b= (—0.81.-0.31.-0.31.-0.81)7
et
Q(r) = —0.5(.1‘(21) + (1) T(4)- .1‘(22).1‘(23). ()T gy + :1'(24))T.
La solution de ce svsteme est (1.1.1.1)7.
Nous prenons comme vecteur initial le vecteur zo = (1.2,1.2,1.2,1.2)T,
Pour les vecteurs arbitraires z; de la mméthode NMMPE nous prenons
o= (-LL2. D) =123 97, 5 =6.1,1.2)7, zs = (1,1, 1, D)7,

Nous obtenons alors les tableaux de résultats suivants:

it. NMMPE NMPE

1 1.554743249986390 £ — 002 | 83.700519344504665E — 003
2 1 6.952292006263124 E — 005 | 5.085227009438142E — 005
3 | 8.504433823830482F — 010 | 7.815510461028907F — 010
4 1 5.551115123125783E — 015 | 3.974598428158060F — 014
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NRRE

9.761552021656739FE — 003

7.514061280335937E — 004

1.814986272385966 £ — 008

= Qo N =

2.664535259100376 £ — 015

4.3.4 Exemple 4

Nous voulons résoudre le systeme de dimension 4, G(z) = z avec

G(z) =b+ Ar 4+ Q(x)

et

Nous prenons comme vecteur initial le vecteur zq = (2.5,2.5,2.5, 2.

Nous prenons de plus zo = (=1,1,2. )7, 2z, = (=3,2,0,1)7, 2, = (5, 1.7,

3.9
24
24
2.8

A=

-3.7
-2.0
-3.6
-5.2

24 -0.6
2.2 —0.6
4.1 -0.9
4.8 —04

b= (-0.75,-0.75, —0.75, —0.75)T

Qz) = ‘0-25(55(21)- j’f?2)~ j’7%3)-, 37(24))T~

La solution de ce systeme est (3,3.3.3)7.

et z3 = (1,1,3.1)T. Nous obtenons alors

1t.

NMMPE

NMPE

9.698156897347490F — 001

86908599450300F — 006

5.446502334965242F — 003

2.482829769951245F — 002
2.78
2.864375403532904 £ — 013

2.421131479346528F — 005

W b QO N =

1.093880541702674E — 011

<t

1.421085471520200F — 014

NRRE

4.110288094002001 £ — 002

3.079195948441082E — 005

2.442224200649434 F — 011

=1 Lo N

6.217248937900877E — 015
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Nous pouvons noter dans cet exemple I'obtention d’un chiffre exact sup-
plémentaire pour le NRRE par rapport a toutes les autres méthodes utilisées
dans ce travail. Par contre les trois méthodes ci-dessus convergent moins
vite, sur cet exemple, que les méthodes INTEA, iINCGS, et NCGM.

4.3.5 Exemple 5

Nous voulons résoudre le systeme de dimension 6, G(z) = & avec GG définie
par

Gi(z) = —0.75 — ﬂ—w
Ga(z) = —0.405¢" %@ + 1.405
Ga(z) = 058 15

Ga(z) = 0. 6058‘%) +0.395
Gs(r) =221 15
Ge(z) = )x(5

La solution de ce systéme est (—1.1,—1,1,—1,1)%.

Nous prenons comme vecteur initial ro = (0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1)T.

Comme vecteurs arbitraires z; a utiliser pour la méthode NMMPE nous

prenons tout d’abord les suivants
o=(-1.1.2.3.1.2)7

.o =1(1,2,3,0,4,1)7,

= (=5.1.5.2.5.37. 5 = (-1.1.-1. 1. -1, 1)7.
a=(—1.-2.-3.1.2.3)T. 5 = (-10.5.4.7.8. 1)7.
(?Hl(?

puis nous prenons z; = €; ou ¢; est le ¢
associée a IR,

vecteur de la base canonique

it. | NMMPE avec z; aléatoires NMMPE avec z; = ¢,

1 ] 9.261858353033311E — 002 | 9.261858358035890F — 002
2 1 3.205739059967239F — 003 | 3.205739059965129F — 003
3 1 1.427194070813265F — 006 | 1.427194066261350F — 006
4 | 1.725841691779306 £ — 012 | 1.731725873810319F — 012
D | 3.774758283725532 L — 015 | 5.884182030513330F — 015
6 | 2.220446049250313F — 016 | 1.110223024625157F — 015
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it. NRRE NMPE

1 19.261858358033848E — 002 | 9.261858358033770F — 002
2 | 3.205739059967128FE — 003 | 3.205739059957469E — 003
3 | 1.427194117886721 F — 006 | 1.427194065151127E — 006
4 1 1.727507026316744F — 012 | 1.734834498279270F — 012
5 | 1.465494392505207F — 014 | 1.776356839400250L — 015
9 | 8.881784197001252F — 016 | 8.881784197001252F — 016

Nous pouvons noter dans cet exemple la bonne marche du NMMPE avec
les vecteurs z; choisis dans la base canonique de IR® ce qui est d’autant plus
appréciable que ce choix occasionne une réduction du nombre de produits
scalaires a effectuer dans 1'algorithme.

4.3.6 Exemple 6

Cet exemple est donné dans [20].
Nous considérons le systeme non linéaire de dimension 10,
G(zr) = r avec (G définie comme suit

G(ry=r—-hF(x)

ou

) =By + 1 — rior) — 2a4q) pour 1 =2, 9
Fio(x) = (3 = Sx10))7(10) + 1 — 1(9).
Nous prenons comme vecteur initial le vecteur

ro=(-1l.—-1.-1.-1.—-1.—-1.—1.—-1.—-1,=1)*.
Pour les vecteurs arbitraires z; de la méthode NMMPE nous prenons
¢ au hasard les dix vecteurs suivants
0= (-1.1.2.3.1.2.0. 1.4.2)7,

5 =(1.2.3.0.4.1.2.3.4.5)7,
s =(=5.1.5.2.3.5.5.-1,6,5)7,

o
t
-’
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e nous remplacgons uniquement les 2 derniers vecteurs comme suit

zs=(—1,-2,1,2,3,7,1,8,4,2)T et 2z =(1,2,4,7,9,-1,2,8,7,-4)T.

e en troisieme lieu il parait intéressant de voir les résultats obtenus par
la méthode NMMPE en faisant un tirage aléatoire des coordonnées des
vecteurs z;. Pour ce faire nous utilisons la commande Random|Real,{-
10000,10000}] en Mathematica qui choisit un nombre réel compris entre

z3=(—1,1,-1,1,—-1,1,-1,1, =1, )T,
za=(-1,-2,-3,1,2,3,-1,-2, -3, )T,
25 = (—10,2,4,7,8,1,9,3,7,2)7,
z6 = (0,1,-2,4,7,9,3,2,8, 1),
27 = (4,3,0,1,2,7,—1,—4,-2,9)7,
zg = (—100,0,1,2,200,4,7,—1,99,1)T,
zo = (0.1,0.2, 9,100, —0.05, 1,4, —200.1,2)T.

-10000 et 10000.

¢ enfin nous prenons pour vecteurs z; les vecteurs ¢; de la base canonique

ca 0
associée 3 IRC.

Dans cet exemple la solution n’est pas connue, aussi a chaque itération,

nous afficherons la différence (G(xy) — xx).
Nous prenons A = 0.2 pour les tableaux de résultats suivants :

it.

NMMPE avec le choix 1

NMMPE avec le choix 2

1.860040916901173 E — 006

1.713158479902943F — 004

ol o)

4.996003610813204 £ — 016

6.304956556846264 £ — 013

1.110223024625157F — 016

NMMPE avec le choix 3

NMMPE avec z; = ¢;

1.713158479916821 E — 004

1.713158479915156 £ — 004

6.305511668358577TE — 013

6.304956556846264 L — 013

o o] -

1.665334536937735E — 016

4.996003610813204E — 016
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it. NRRE NMPE

1.713158479915711F — 004 | 1.713158479914600F — 004
6.305511668358577TE — 013 | 6.304956556846264 FE — 013
5.551115123125783FE — 017 | 5.551115123125783F — 017

(LRI S

Nous pouvons noter dans cet exemple le tres bon résultat obtenu grace a la
méthode NMMPE avec les vecteurs z; choisis ’a la main’ avec une différence
(G(zr) — zx) en E — 016 des la deuxieme itération ; ceci est le meilleur
résultat obtenu sur cet exemple parmis toutes les méthodes utilisées et ce
malgré le choix aléatoire de dix vecteurs a dix composantes. En choisissant
2 derniers vecteurs autres que ceux choisis précédemment il faut attendre
la troisieme itération pour avoir une bonne estimation de la solution. Le
NMMPE utilisé en choisissant les vecteurs z; par Mathematica nous fournit
également des résultats corrects malgré le choix aléatoire de 10 vecteurs soit
de 100 coordonneées réelles. Enfin les résultats obtenus en prenant les z; égaux
aux vecteurs de la base canonique de IR'® sont équivalents a ceux obtenus en
moyenne par les autres méthodes avec un cotit de calcul moindre.

4.3.7 Exemple 7

Nous construisons cet exemple comme le fait M. Altman dans [1]. Soient

1 000 1 2 0 1
p=looso| P52 022
0 0 0 ¢ 4 ~-1 1 =2
Nous calculons
3/8 —5/8 9/8 -3/8
A= pppt = 97/32  153/32 —69/32 —33/32

—11/16 —1/16  61/16 —23/16
159/32 103/32 —123/32  33/32

(r. Ax)

(x,x)
sa construction, nous donner en solution un vecteur propre de la matrice A.
Les notations dans cet exemple restent celles du chapitre I.

Nous résolvons alors le systeme Az — r+zx = r, qui doit, étant donnée
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Pour les 3 méthodes utilisées ci-aprés nous prenons xy proche de us soit
2o = (—0.5.2.5.1.5.0.5)7. Pour la méthode NMMPE nous avons a choisir 4
vecteurs arbitraires y; ; connaissant déja 4 vecteurs : les vecteurs engendrant
les espaces propres de A, nous prendrons naturellement y; = uy,y2 = us,.. ..

NRRE

it. NMPE

1.928433730205881 £ — 002

2.550554319487297E — 002

2.178680596131910 £ — 003

3.783848935512424 F — 005

2.474547233788341 F — 010

1
2
3 1 3.686159377735976 £ — 009
4

2.220446049250313EF — 015 0.000000000000000

it. NMMPE

1| 1.112277212289032F — 001
2 1 1.615796823741800£ — 004
3 | 8.639199533533315E — 008
4 | 1.776356839400250 £ — 015

Dans chaque cas nous aboutissont a une approximation d’un vecteur pro-
pre de 'espace propre F,. Nous soulignons encore dans cet exemple le choix
des vecteurs arbitraires de la méthode NMMPE.

5 Bilan

5.1
5.1.1
[22. 23]

Soit a résoudre le probleme

Comparaison avec deux autres méthodes

Newton Lanczos

F(ry=20

ou F' est un opérateur non linéaire d'un espace réel Euclidien ou de Hilbert
vers lui méme.
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Les méthodes de Newton inexactes résolvent ce systeme en couplant la mé-
thode de Newton avec une méthode de résolution de systemes linéaires. Nous
rappelons que la méthode de Newton résoud le systeme non linéaire F'(z) = 0
par la construction d’une suite x, approximant x comme suit

e choisir zg réel,

e a chaque itération k faire x4y = x) — —g,i(z—’:})

Les méthodes de Newton inexactes sont généralement utilisées lorsque la
dimension du jacobien du systeme est petite, ou quand la matrice jacobienne
du systéme est creuse. La convergence locale de ces méthodes est au moins
linéaire. Pour obtenir une convergence quadratique locale il faut que F’ soit
de Lipschitz.

L’algorithme correspondant a ces méthodes est le suivant

¢ choisir un point initial zo,
e a l'itération k
— résoudre le systéme linéaire en Ay suivant

F’(.Z'k)Ak = —-F(fl)k),

~ poser Ipy1 = Ti + Ag.

La solution A du systeme linéaire interne a chaque itération de cet algo-
rithme peut étre donnée grace a une méthode de type Lanczos. Nous ap-
pellerons Newton Lanczos les méthodes non linéaires résultantes. En partic-
ulier dans les exemples ci-dessous nous utiliserons ’algorithme Lanczos/Or-

thodir pour résoudre le systeme linéaire F'(x;)Ar = — F(ay).
Nous pouvons remarquer que dans le cas des algorithmes présentés jus-
qu’ici le probleme a résoudre était un probleme de point fixe G(z) = =

tandis que pour les méthodes de Newton inexactes nous cherchons les zéros
d’un opérateur non linéaire F' ; pour retrouver les exemples précédents nous
prendrons donc cette fois F(z) = G(x)—z. Donnons maintenant les résultats
numeériques obtenus en appliquant Newton Lanczos aux six exemples précé-
demment résolus par d autres méthodes.
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exemple 1

Cet exemple est de dimension 2. Pour ce premier exemple le vecteur
initial zo est toujours (0,0).

it. Newton Inexact

1 16.959041405259134 F — 001
2 1 2.341231193765203 FE — 001
3 | 7.871846117813178 E — 002
4 1 1.206468843579371 F — 002
5 | 2.234794871972291 F — 004
6 |1.732210454154920F — 008
7 13.945411705674751 F — 016
8 | 1.084202172485504 F — 019

Nous pouvons remarquer que la solution est approchée avec plus de
précision par la méthode de Newton inexacte que par les algorithmes précé-
dents (avec une norme finale de 'erreur en E-019 a comparer a une norme
minimale de I'erreur en E-016 pour les autres algorithmes). Cependant la
convergence est moins rapide par Newton Lanczos puisque nous obtenions
un résultat correct des la sixieme itération par les autres algorithmes, avec
par exemple 1.110223024625157 £ —016 en norme infinie de ['erreur en sixieme
itération pour ce méme exemple par le iNCGS avec 7 = 1.

exemple 2

Nous devons ici prendre un vecteur initial ro plus proche de la solution
que le vecteur (0.5.—1) utilisé dans la plus part des autres algorithmes ; la
convergence de la méthode de Newton inexacte se fait sinon vers une autre
solution que la solution (0. 1) souhaitée comme ce fut déja le cas quand nous
avions utilisé le NC'G-Min sur cet exemple. Comme pour le NCG-Min nous
prenons ry de coordonnées (0.3,0.3). Alors nous obtenons le tableau de
résultats suivant



it. Newton Inexact

1 | 2.500000000000003F — 001
2 | 2.500000000000011 F — 002
3 | 3.048780487804915EF — 004
4 | 4.646114733013965F — 008
5 1 1.079323262709320F — 015

En comparaison avec le NCG-Min pour lequel les conditions de départ
sont identiques l'algorithme de Newton Lanczos est sur cet exemple plus
rapide puisque, des la cinquieme itération nous obtenons ici une norme de
I'erreur en E-015. tandis qu’elle était en E-009 a la méme itération du NCG-
Min. Par contre a la sixieme itération nous avons un breakdown pour la
méthode Newton inexacte tandis que le NCG-Min approche ensuite la so-
lution avec 2 chiffres exacts supplémentaires par rapport a la meilleure ap-
proximation de Newton Inexact. De plus certains autres algorithmes tels que
NCG-Ort, NTEA2,INTEA avec 1 = 1, et NRRE donnaient une convergence
plus rapide vers une solution approchée a E-017 pres.

Dans les exemples qui suivent les conditions initiales sont identiques a
celles utilisées pour les autres algorithmes.

exemple 3

Nous étudions ici un exemple de dimension 4.

Newton Inexact
6.615898231633273 £ — 002
1.266100109641734F — 002
6.364848308720965F — 004
1.711515911653121F — 006
1.302187697949098 F — 011
2.082752373341654 F — 016

—
—

o S| | W] o] —

Pour cet exemple numéro 3 l'algorithme de Newton inexact est moins
performant que I'ensemble des autres algorithmes utilisés jusqu’alors; ceux-
ci donnaient certes une approximation de la solution avec 14 ou 15 chiffres
exacts apres la virgule et non 16 comme Newton Inexact, mais cette appro-
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ximation était atteinte des la troisieme itération avec donc en général une
vitesse de convergence plus rapide que pour Newton Inexact.

exemple 4

Le vecteur initial z¢ est dans cet exemple de coordonnées égales a
(2.5,2.5.2.5,2.5), la solution du systéme étant le vecteur de (3,3.3,3)7.

it. Newton Inexact

1 ] 2.499999999999116 F — 001
2 | 2.500000000001315E — 002
3 | 3.048780487223297F — 004
4 |4.646136930719878F — 008
5 | 1.343716804491635F — 014

La méthode Newton Lanczos donne ici, comme le NMMPE, le NMPE,
et le NRRE, de moins bons résultats que les méthodes des deux premiers
chapitres appliquées a ce méme exemple ; en effet les méthodes INTEA,
INCGS, iNCG-Ort, NCG-Adj, et NCG-Min donnaient une norme infinie de

I’erreur en E-014 deés la seconde itération.
exemple 5

Si nous prenons le vecteur initial zo = (0.1,0.1,0.1,0.1.0.1.0.1)7 utilisé
pour la plupart des autres méthodes nous n’obtenons par Newton Inexact
une bonne approximation de la solution qu’a I'itération 17. Nous allons donc
prendre un vecteur initial plus proche de la solution; nous prenons pour le
tableau de résultats ci-dessous le vecteur

7o = (—0.7.0.7.-0.7,0.7, —0.7,0.7)T

comme nous l’avions pris pour la méthode NCG-Adj.
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it. Newton Inexact

1 | 2.679181732638075E — 001
2 | 7.171679809518172F — 002
3 | 7.401326510475759F — 003
4 | 8.527804094327074F — 008
5 | 2.220446049250313E — 016

Par rapport a NCG-Adj qui a été mis en oeuvre avec les mémes condi-
tions initiales, Newton Lanczos donne un résultat nettement meilleur : les
autres méthodes utilisées précédemment donnaient elles un résultat moins
bon quoique correct avec un vecteur initial plus aléatoire.

exemple 6

Nous rappelons que dans cet exemple la solution du systeme n’est pas
connue, aussi nous affichons a chaque itération k la norme infinie de F'(zy).

it. Newton Inexact

1 | 2.434700050380645F — 001
2 | 2.878254029453869 K — 002
3 | 7.100310032827216 £ — 004
4 | 5.689247790547378 F — 007
51 3.711035385239869E — 013
6 | 4.510281037339693EF — 017

La méthode de Newton inexacte nous fait ici gagner 1 a 3 chiffres
exacts en fin dalgorithme par rapport aux méthodes utilisées dans les deux
premiers chapitres sur cet exemple. Par contre il faut attendre la sixieme
itération pour avoir une bonne approximation de la solution. Les méthodes
non linéaires issues de 'étude des polynomes biorthogonaux vues dans ce
troisieme chapitre restent les plus performantes sur cet exemple.

conclusion
Nous pouvons tout d’abord remarquer que nous avons utilisé ici 1'algorith-
me Lanczos/Orthodir pour résoudre le systeme linéaire interne au probleme
non linéaire étudié. Nous aurions eu théoriquement les mémes résultats en
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utilisant Lanczos/Orthores, Lanczos/Orthomin, ou tout autre méthode de
type Lanczos, ces méthodes calculant la solution exacte d’un systeme linéaire
de dimension p en un nombre fini de pas inférieur & p [4, 34]. Cependant
nous pouvons noter qu’avec les erreurs d’arrondis dues a l'arithmétique de
I'ordinateur les résultats obtenus en pratique seraient différents.

Quant a la comparaison faite entre la méthode Newton Lanczos et les
précédentes nous pouvons dire que, sur la plupart des exemples, la vitesse
de convergence des algorithmes traités antérieurement parait plus rapide, le
nombre d’itérations pour parvenir a la solution étant généralement inférieur.
Par contre la précision finale semble meilleure pour les exemples traités par la
méthode de Newton inexacte, les calculs ayant été également faits en double
précision soit avec 16 chiffres significatifs pour 'algorithme Newton Inexact.

Dans certains exemples les conditions initiales ont di étre ajustées pour
la méthode de Newton inexacte, en particulier le vecteur initial g a da étre
pris plus proche de la solution que pour d’autres algorithmes.

La différence importante entre les méthodes Newton Inexact et les mé-
thodes étudiées dans ce travail est le nombre d’évaluations de fonction non
linéaire par itération : nous avons une unique évaluation a faire par itération
pour Newton Inexact contre 2p soit 2 fois la dimension du systéme pour
les méthodes du deuxieme chapitre hormis le NCG-Adj qui nécessite 2p + 1
évaluations. et contre p + 1 évaluations a faire pour les méthodes NMMPE,
NMPE. et NRRE.

(Cependant les méthodes Newton Inexact obligent théoriquement au cal-
cul de la matrice jacobienne du systéme soit au calcul de p? dérivées par-
tielles. tandis que les autres méthodes étudiées ne nécessitent aucun calcul
de dérivée.

5.1.2 Méthode d’Henrici
[18. 41]

Soit u,, une suite de vecteurs complexes a p composantes convergeant vers u.
Pour accélérer la convergence d'une telle suite Henrici a proposé la transfor-
mation de cette suite en la suite h, comme suit [29]:

by = tty — AU (A2,)7 Aup,

ou A'l’, est la matrice dont les colonnes sont A'u,,..... AU gp-i
pour 7 = 1.2. Nous pouvons remarquer que cette transformation est la
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généralisation au cas vectoriel du procédé A? d’Aitken ; en effet pour p = 1
nous retrouvons la transformation scalaire d’Aitken.
h, peut s’exprimer comme rapport de deux déterminants:

P

Un Un41 Un4p
(Aun)i (Aupta) (AUpiph
(Aun)2 (Aun+1)2 (Aun+p)2
(Atn)p (Aupir)p (Atpip)y

1 1 1
(Aug)i (Atpah (Atpyph
(Aun)z (Aungr): (Atpip)
(Aun)p (Atngr)p (Atngp)p

ou le déterminant du numérateur représente le vecteur obtenu en développant
ce déterminant suivant sa premiere ligne d’apres les regles habituelles et ou

(Au;); désigne la ieme composante du vecteur Au;.
I existe différentes méthodes permettant d’implémenter cette transforma-
tion. Nous utiliserons ici le H-algorithme [7]. Le H-algorithme est un algo-

rithme récursif permettant le calcul de quantités H

H =

(") telles que
Uy Up4q Un4m |
gi(n) gi(n+1) gi(n + k)
g2(n) ga(n +1) g2(n + k)
gr(n) gr(n+1) gr(n + k)
1 1 1
gi(n) gi(n+1) g1(n + k)
g2(n) ga(n +1) ga(n + k)
gr(n) ge(n+1) gr(n + k)
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En utilisant I'identité de Sylvester nous obtenons:

H(g”) = u, et g((fi) = gi(n) pour n =0,1,... et ¢=1,2,...
AHY

H,(rn):H,(c’i)l—g,(fi)lyk———{—‘ pourn=0,1,... et k=1.2....

(n
Agp ik

a :
g,(cf? = g;(c"_)l,,' —g;(cn_)lykif,f# pour n=0,1,... k=12,... et 1>k
k—1.k
ou 'opérateur A agit sur I'indice supérieur n. Dans le cas ou g;(n) = (Au,);
pour ¢ = 1,...,p nous avons

— pin)
ho = H™,

ce qui nous permet d’implémenter la transformation d’Henrici. L’une des
applications de la méthode d'Henrici est la résolution de systemes de point
fixe du type G(z) = z. L’algorithme non linéaire issu de la transformation
d'Henrici que nous allons utiliser s’écrit comme suit:

e choisir un point initial xy,
e a l'itération k
— poser ug = Ik,

— calculer u; = G(uj_y) pour y =1.....p+ 1.

- — — H(0)
calculer z441=ho = Hp .

Il a été prouvé que cette néthode d"Henrici non linéaire est d’ordre au moins
2, sous I'hypothese H utilisée dans les théoremes ci-dessus [38].

Appliquons maintenant celle-ci aux exemples de résolution de point fixe
précédents. nous pouvons remarquer que dans ces exemples nous avons
pris en pratique dy = p . or pour ce choix de dy les méthodes NMPE,
NRRE. et NMMPE ne sont autres que la méthode d’Henrici pour résoudre
les systemes non linéaires . celle-ci étant programmeée différemment il est
cependant intéressant de voir ici quel algorithme semble le plus stable.

Sauf en cas de précision. les vecteurs initiaux des différents exemples sont
ceux utilisés jusqu'a présent pour la plupart des méthodes.



exemple 1

it. Henrici non linéaire
1 | 1.608759730828515F — 001
2 | 4.444171829838095EF — 002
3 | 3.446942074449066 F — 003
4
5

1.344094608524138E — 005

5 | 5.457168050782002 L — 011
6 | 2.220445049250313E — 016

Dans cet exemple la méthode d’Henrici donne des résultats similaires a
ceux obtenus jusqu’ici.

exemple 2
it. Henrici non linéaire
1 | 2.980872012403022F — 001
2 11.089737539816200F — 001
3 | 5.666530999048902F — 005
1 | 3.865636921673854 F — 009
51 5.296327612591689F — 017

(e tableau de résultats se classe parmis les meilleurs obtenus pour cet
exemple par les méthodes testées a savoir les tableaux correspondant au

iNTEA avec 7 = 1. au NTEA?2, au NCG-Ort. et au NRRE.
exemple 3

Dans cet exemple si nous gardons le vecteur initial zo = (1.2, 1.2.1.2.1.2)T
nous avons un dépassement de capacité des la premiere itération de 'algori-
thme d"'Henrici non linéaire. Pour que cet exemple marche par la méthode
d’Henrici il faut prendre un vecteur initial plus proche de la solution. Nous
prenons donc 1y = (1.2.0.8. 1.2.0.8)7. Nous obtenons alors le tableau de
résultats suivant:
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it. Henrici non linéaire

5.533758435115832F — 003
4.457969744020573 F — 006
1.804112415015879F — 012
1.154631945610163 F — 014

=] Wl N —

Apres changement du vecteur initial les résultats obtenus sont corrects.
IIs approchent ceux obtenus par le NCG-Min.

exemple 4

Si nous conservons le vecteur initial zo = (2.5, 2.5,2.5,2.5)T nous n’obte-
nons qu'une premiere itération par l'algorithme d’Henrici ; la norme infinie
de l'erreur a cette premiere itération est 2.482948545406893 £ — 002, puis il
y a arrét de l’algorithme. Par contre si nous prenons un vecteur initial plus
proche de la solution soit zo = (2.8,2.9,2.8,2.9)7 I’algorithme tourne comme
suit:

it. Henrict non linéaire

1 | 1.557654082161442F — 002
2 | 3.423508304400968 £ — 006
3 | 1.834088436680759FE — 013

Malgré le rapprochement du vecteur initial les résultats sont moins bons
que ceux donnés par les autres méthodes.

exemple 5
it. Henrici non linéaire
1 | 9.261858358035868 £ — 002
2 | 3.205739059964463 F — 003
3 | 1.427194071701443F — 006
4 1 1.728506227038906 F — 012
5 | 8.881784197001252F — 015

Les résultats sont ici dans la moyenne de ceux obtenus jusqu’alors.
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exemple 6

it. Henrici non linéaire

1 | 1.713159046402568 E — 004
2 | 6.304956556846264 £ — 013
3 | 1.110223024625157E — 016

Pour ce dernier exemple les méthodes étudiées dans le troisieme chapitre

soient le NMMPE, le NMPE, et le NRRE restent les meilleures.

conclusion

En conclusion de ces résultats numériques nous pouvons dire que sur certains
exemples la méthode d'Henrici non linéaire est équivalente aux méthodes
utilisées précédemment ; d'ailleurs quand nous prenons dy = p la méthode
d’Henrici donne théoriquement le méme vecteur résultat que les méthodes
NMPE, NRRE, et NMMPE. Les algorithmes étant programmés différemment
il est cependant intéressant de voir quel algorithme parait le plus stable. A ce
sujet les exemples numeéro 3 et 4 semblent montrer une moins bonne stabilité
numérique du dernier algorithme par rapport aux précédents. la méthode
d'Henrici non linéaire est d’ordre 2 comme les méthodes iINTEA, iNCGS,
NCGM. NMMPE. NMPE. et NRRE ; cette méthode ne nécessite elle non
plus aucune inversion de matrice et aucun calcul de dérivée ; de plus a chaque
itération de l'algorithme d'Henrici non linéaire nous avons besoin du calcul
de p+1 vecteurs u; et non de dx +1, 2dx ou 2d; + 1 comme pour les méthodes
traitées dans cette these.

5.2 Bilan

Finalement nous pouvons dire que les méthodes étudiées dans ces trois chapi-
tres se ‘'valent’. Nous ne pouvons en effet pas donner de choix d'une méthode
résolvant mieur tous les types d'exemples, ce choix devant se faire suivant
plusieurs criteres.

Tout d’abord il est évident que pour des raisons de coit de calcul les
méthodes INTEA sont a préférer aux méthodes NCGM ; en effet rappelons
que le calcul des vecteurs GEO)((I;C,O), CGMing,, CGAdyg,. et CGOT?Q“
nécessite a chaque itération des méthodes NCGM, en plus du calcul mé-
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oy . 0 ,
me de ces quantités, le calcul d’au moins 2 vecteurs 5} Z)dk’ vecteur résultat

de chaque itération d’'une méthode iNTEA.
Par contre les méthodes NCGM donnent en somme une moyenne des métho-
des INTEA ce qui peut étre un avantage quant aux résultats.

Au point de vue du nombre d’évaluations de fonction non linéaire les
méthodes NMPE, NRRE, et NMMPE sont nettement moins cotteuses puis-
qu’elles ne nécessitent que dy + 1 évaluations de fonction non linéaire par
itération contre 2d;, + 1 pour le NCG-Adj et 2d; pour les autres méthodes
NCGM et pour les méthodes iINTEA. Rappelons que ce nombre de calcul de
vecteurs u;4; = G(u;) par itération peut étre réduit pour chaque méthode
en étudiant les méthodes incompletes correspondantes comme nous ’avons
fait dans le chapitre 2.

Nous pouvons noter par ailleurs le nombre différent de vecteurs arbitraires
a choisir suivant les méthodes ; aucun n’est nécessité pour le NMPE et le
NRRE ; par contre un vecteur aléatoire intervient dans les méthodes iINTEA,
NCG-Min, et NCG-Adj ; un second vecteur arbitraire est utilisé pour les
méthodes iINCG-Ort ; la méthode ayant besoin du plus grand nombre de
vecteurs arbitraires est le NMMPE avec di; vecteurs a choisir en début de
programme.

Les théoremes de convergence des algorithmes émis dans ces trois chapi-
tres donnaient tous sous certaines conditions une convergence quadratique
locale des différents algorithmes a partir d’un certain rang. Nous pouvons
cependant donner un plus quant aux résultats numériques obtenus par les
méthodes INCG-Ort et un moins pour la méthode NCG-Adj. Cette derniere
approche en effet généralement moins la solution que les autres méthodes et
nous pouvons aussi rappeler que pour avoir la convergence de cet algorithme
nous avons du, dans 'exemple 5, choisir le vecteur initial 24 dans un voisinage
plus restreint autour de la solution que dans les autres cas. Nous pouvons
également souligner la bonne marche du NMMPE dans l'exemple 6 et ce
malgré dix vecteurs a choisir en début d’algorithme.
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Chapitre IV
Méthodes hybrides non linéaires
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1 Théorie sur les méthodes hybrides

Soit G : D C €* — €? ou D est un ouvert convexe de €. Nous voulons
résoudre le probleme de point fixe G(z) = x. Nous supposons connues deux
suites de vecteurs 7} et r] convergeant vers une méme solution r* de ce
systeme. Nous construisons alors une nouvelle suite (y) ke [N comme suit :

Yk = izl + (1 — ag )z}
Nous appelons fonction résiduelle toute application r de €7 dans €'? telle que
rly) =0y ==zx".

Soient 7’ et " deux fonctions résiduelles. Nous posons r;, = r'(z}) et
ri = r"(x}) et nous choisissons alors le parametre oy tel que (pg, pi) soit
minimal ou
pr = agry + (1 — ag)ry.
Nous obtenons alors o
o = (rg.rg — Tk).
I7d = rill?
La procédure ainsi obtenue est appelée procédure hybride non linéaire ou
NLHP. Par construction méme de a4 nous avons de plus I'inégalité

llpxll < min([li]l lirglD

Une NLHP accélere sous certaines conditions les procédures construisant les
suites (1) et (r}). En particulier nous avons dans [12] le théoreme suivant

Théoréme 1 Nous notons 0, l'angle entre vl et r!/ —v! . Si 30 # 7 /2 tel que
L~ Ap MW rill = |sin 8] < 1. alors ime—pall/ITh|] = 0 st et seulement
st la suite (0,) tend vers 0 ou m quand n tend vers linfini.

Dans ce qui suit nous prendons
ro_ ' t no_o_n "
Fe =Ty — Tp €6 T =Xp — T

En particulier nous prendrons pour les algorithmes appelés par la suite 'cas
6" et "cas 9" : (z4), v €tant une suite de vecteurs convergeant vers z”,
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T = T}
thy = 2 = Glay)
Ty = G(ay) = G(G(zk))

et dans ce cas nous construisons la suite hybride
Ye = opTi + (1 — ) G(z4)
(G(G(xx)) — 2G(zk) + 24, G(G(74)) — G(74))

avec ap = ;

1G(G(zk)) = 2G(ak) + |2

ce coefficient est exactement le coeflicient trouvé par Lemaréchal dans

(36).

2 Différentes stratégies

Plusieurs stratégies peuvent étre utilisées, comme dans [15] pour le cas liné-

aire, pour mettre en place la NLHP construisant y, = ol + (1 — ap)ay

e cas |
Nous construisons deux suites (r}) et (r}) par deux méthodes différen-
tes puis nous affichons la suite hybride {yx).

e cas 2

) est construite par une méthode et x{ = z}_,. La suite hybride

()
(yx) est donc telle que
Yyo=xy soit ap=1 et y=cpay+ (1 —ap)zi_, pour k>1.

e cas 3
(r}) est obtenue par une méthode de résolution non linéaire et nous
brenons Iy = yr_;. Nous initialisons ag a 1.
k=

o cas
(r},) est toujours calculée grace a une méthode arbitraire mais cette fois
en utilisant le vecteur hybride y,_; comme nouveau point de départ a
chaque itération k. Nous prenons de plus r} = yx_—1 en initialisant g
a 1 ce qui donne yy = x.



e cas )
(z}) est construite par une premiére méthode. (z}) est calculée par une
autre méthode en utilisant pour celle-ci yx—1 comme point de départ
de l'itération k.

e cas 6
Le calcul de la premiere suite () par une méthode arbitraire sert de
plus a construire la seconde suite (7). En particulier nous prendrons
ici z = G(x}) et nous utiliserons le coefficient  de Lemaréchal.

o cas 7

() et (z}) sont construites grace a la méme méthode mais avec des

points de départ différents ou avec des vecteurs arbitraires a donner

pour certaines méthodes (INTEA, iNCGS, ...) différents.

as 8

Nous avons deux méthodes qui donnent les suites (z}) et (z}) mais
itérées a partir du vecteur hybride y;_; = ar_12%_; + (1 — ap-1)z}_;
pour k£ > 1.

®
In]

e cas 9
Nous avons une méthode qui construit (z}) avec le vecteur hybride y;_4
en point de départ de chaque itération k et nous prenons z} = G(z},).
(e cas est bien différent du cas 6 ou nous n’avons pas utilisé le vecteur
hybride pour itérer la méthode construisant (z}).

Appliquons maintenant ces différents cas aux exemples résolus précédem-
ment par les méthodes NCGM. Pour chacun des exemples présentés nous
choisissons en méthode de base la (ou les) méthode(s) NCGM qui avait le
moins bien fonctionné sur 'exemple avec l'espoir d’améliorer les résultats
par la méthode hybride. Nous rappelons a chaque fois le nombre de chiffres
exacts obtenu par les méthodes NC'GM choisies puis nous donnons le tableau
des nombres obtenus en utilisant la suite yx = oz} +(1—a)z) comme décrit
auparavant.

3 Exemples numériques
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Exemple 1

it. | NCGS {cas 9 a NCGS
1 | 8.2E-001 8.9E-001

2 1.50 1.46

3 2.66 2.56

4 4.8 4.76

5 9.06 8.99

) 14.07 15.05

Apres application de la méthode hybride ici choisie la méthode NCGS
modifiée donne en le méme nombre d’itérations un résultat ayant un chiffre

significatif supplémentaire.

it. | NCG-Ort | cas 9 & NCG-Ort
1 | 8.4E-001 9.5E-001

2 1.51 1.68

3 2.56 2.98

4 4.59 5.53

5 8.65 10.63

6 14.54 17

T 15.35

L’amélioration de 1'algorithme NCG-Ort en utilisant le cas 9 des métho-
des hybrides est ici nette. Nous obtenons en effet 17 chiffres significatifs
grace a la méthode hybride soit le maximum vu le type de déclaration utilisé
(double precision) dans les programmes.

Exemple 2

it. | NCGS | NCGS modifiée par cas6.for
1 | 9.5E-001 1.55
2 1.79 2.57
3 3.18 4.57
4 7.15 8.54
5 11.42 16.26

La méthode hybride donne ici un résultat nettement meilleur que celui
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obtenu en un méme nombre d’itérations par la méthode initiale.

it. | INCGS [ cas 6 2 INCGS | cas 9 a INCGS
1 1.65 1.65 1.65

2 1.01 2.90 2.78

3 1.97 4.46 6.33

4 3.19 6.96 15.35

d 5.01 10.63 16.01

6 7.39 15.35

7 14.01 16.40

Le cas 6 comme le cas 9 des méthodes hybrides se révelent ici parfaite-
ment efficaces. Rappelons que dans ces deux cas de méthodes hybrides nous
construisons une premiere suite de vecteurs (zx),. v par une méthode, ici la
méthode iNCGS avec i=1, et une seconde suite de vecteurs hybrides (yx),c pv
ou yr = axrr+(1—ai)F(xx) ; La différence entre les deux méthodes hybrides
utilisées étant que le vecteur y; est pris comme point de départ de I'itération
k+1 dans le cas 9 et pas dans le cas 6. Nous pouvons noter qu’en plus d’une
approximation tres bonne de la solution le nombre d’itérations nécessaires
dans le cas 9 est inférieur a celui de la méthode initiale. La méthode hybride
due au cas 6 semble moins rapide que celle du cas 9 mais aboutit cependant
a un résultat encore meilleur.

. ] NCG-Adj | cas 6 & NCG-Ad] | cas 9 & NCG-Ad]
[ | 2.1E-001 94E-001 9.4E-001

7| 1.21 1.60 [.78

31 175 261 1.20

] 3.15 1.66 9.1

51 556 873 15.65

6 | 1151 16.13

Les cas 6 et cas 9 des méthodes hybrides appliqués a la méthode NCG-Adj
sont également performants. Nous notons ici aussi un nombre d’itérations
nécessaires plus grand pour le cas 6 que pour le cas 9 ( quoique non supérieur
au nombre utilisé pour la méthode initiale ) mais pour arriver a une norme
d’erreur encore plus petite.
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Exemple 3

it. | NC'G-Ort | cas 2 a NCG-Ort
1 3.77 3.77
2 10.73 6.88
3 14.70 14.70

Dans cet exemple la méthode hybride n’accélere pas la convergence de
I'algorithme NCG-Ort qui était déja satisfaisante. Il est cependant intéres-
sant de noter que la convergence quadratique locale semble plus visible dans
le tableau de résultats de la méthode hybride que dans celui de la méthode

initiale.
it. | NMPE | cas 6 a NMPE | cas 9 a NMPE
1 2.06 3.58 3.58
2 1.29 5.13 8.83
3 9.11 9.74 15.00
4 13.40 14.26

La méthode hybride issue du cas 6 appliquée a la méthode NMPE améliore
les résultats obtenus initialement. Il faut noter que ce changement est encore

plus net dans le cas 9.

it. | NCG-Adj | cas 6 a NCG-Adj { cas 9 a NCG-Ad)
I 1.28 1.85 1.85

2 2.6 3.29 5.06

3 5.26 5.94 11.34

1 10.52 11.19 13.15

D 13.96 11.81

Les méthodes “cas 6" et ‘cas 9" peuvent donc étre vues comme des métho-
des d’accélération de la convergence de la méthode initiale NCG-Adj sur cet

exemple.
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Exemple 4

it. | NMMPE | cas 3 a NMMPE | cas 9 a NMMPE
1 1.60 2.90 3.80

2 5.55 11.50 13.86

3 12.54 13.60

4 13.82 13.82

Le cas 9 appliqué au NMMPE donne ici une accélération de la convergence
de la méthode initiale avec un meilleur résultat obtenu en moins d’itérations.

it. | NMPE | cas 6 a NMPE | cas 9 a NMPE
1 | 1E-002 1.12 1.12

2 2.26 5.13 12.60

3 4.61 9.83 13.89

4+ | 10.96 13.87

5] 13.85

Ici nous n’approchons pas la solution de plus pres que par la méthode
NMPE initiale mais nous avons cependant besoin d'un nombre moins impor-
tant d'itérations pour y parvenir par les méthodes hybrides.

it. | cas 5 a NMMPE et NMPE
1 3.0E-001

2 3.87

3 7.90

1 13.832

Le cas 5 est appliqué ici en agissant sur deux méthodes : le NMPE et
le NMMPE. Ces méthodes sont alors toutes deux améliorées par la méthode
hyvbride.
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Exemple 5

it. | NCG-Adj | cas 9 a NCG-Ad;j
1 | 7.4E-001 1.01

2 -5E-002 1.62

3 | -1.0E-001 2.99

4 1.12 4.92

b) 1.61 9.09

6 2.26 12.93

T 4.07 13.33

8 7.36

9 13.07

Nous avons pris ici un vecteur ry = (—0.7,0.7. —0.7,0.7, —O.T.O.T)T. La
méthode hybride permet alors un gain de 2 itérations. Prenons maintenant
un vecteur initial ro = (0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1)T pour lequel nous n’avions
pas obtenu de convergence par NCG-Adj.

—
—

cas9 a NCG-Adj
5.6E-001
8.9E-001
1.31
2.88
1.70
8.69
12.6
13.2

w1 D O e | QO N

t~
Ned

oL
——

-

Etant donné que le vecteur hybride obtenu a chaque itération est utilisé
en point de départ pour réitérer I'algorithme nous obtenons une méthode
hybride convergente et ce contrairement a la méthode sur laquelle elle a agit.



it. | NCG-Ort | cas 8 a NCG-Ort et NCG-Ad;j
1 1.62 1.30

2 2.79 2.77

3 5.75 5.77

4 11.98 12.15

d 12.52 13.58

6 13.31

Ici aussi le point de départ de la méthode NCG-Adj est
zo = (0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1)T. La méthode hybride couplant alors les
méthodes NCG-Adj et NCG-Ort améliore les résultats obtenus par les deux
méthodes initiales.

Exemple 6
it. | NCG-Adj | cas 6 a NCG-Adj | cas 9 a NCG-Adj
1 1.27 1.82 1.82
2 3.28 3.97 2.85
3 5.02 5.74 7.18
1 10.72 11.35 15.65
5 13.45 14.24

La méthode NCG-Adj donne dans cet exemple de meilleurs résultats apres
application des deux méthodes hybrides 'cas 6 et "cas 9. La méthode hybride

correspondant au cas 9 est dans cet exemple la meilleure.

it. | NTEAL | cas 9 a NTEAI
| 1.58 2.27

2 3.22 5.24

3 5.04 8.99

4 8.83 14.44

5 13.28

6 | 13.178

7 15.11

Le 'cas 9” accélere nettement la convergence du NTEA1. Nous obtenons
en effet un résultat tres satisfaisant au bout de 4 itérations seulement.
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Exemple 7

it. | NCGS | cas 9 a NCGS
1 2.61 3.21

2 1.63 5.35

31 4.70 13.37

4 1 9.752 14.75

5 14.45

Dans ce dernier exemple l'utilisation du ’cas 9’ nous permet d’obtenir
une meilleure approche d’un vecteur propre de la matrice initiale en moins
d’itérations.

Nous pouvons donc noter dans ces sept exemples une nette amélioration
des résultats apres usage de la méthode hybride. Cette amélioration est
bien entendu moins flagrante quand nous utilisons au départ une méthode
NCGM donnant déja de tres bons résultats. Nous pouvons remarquer que
la mise en place de la méthode hybride par le cas 9 évoqué précédemment
est de loin la meilleure ; ce cas nous donne en effet pour chaque exemple des
améliorations tres satisfaisantes des algorithmes initiaux ; elle permet meéme
dans 'exemple 5 d’obtenir une convergence qui n’avait pas été obtenue sans
changer le vecteur initial par l'algorithme de départ.

Notons encore qu'il est également possible de construire des NLHP a par-
tir de plus de deux méthodes ; en effet si nous supposons connues k + 1 suites
(rﬁo))nel\' ..... (l'(nk))ne[\' convergeant vers r* et construites par différentes

méthodes de recherche de point fixe alors nous pouvons construire la suite
hybride comnme suit :

k
o= 0, Y alet)

n)

. k.
ou les (15 sont des nombres tels que

k
Yk, n. Z agk‘”) =0.
e

Nous avons toujours
"o N
(ri,rn —rl)

n*’'n

T =
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ou r’ = r"(z{?) et, comme expliqué dans [12]

k
ro=r (Z a(-k’")m(i))
=1

ou, rM ... r(¥) étant des fonctions résiduelles,

T ST

=1
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