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Régularité des multiplicateurs 
pour un problème de contrôle optimal 

Introduction 

Le théorème de séparation de Dubovitskii-Milyutin est un outil puissant pour établir des 

conditions nécessaires d'optimalité (cf. I.V. Girsanov [ 1]) pour une vaste classe de problèmes 

du calcul des variations et de la théorie de l'optimisation. Ce théorème permet d'exprimer par 

une équation fonctionnelle que l'intersection d'une famille de cônes convexes est vide, sous 

l'hypothèse que ces cônes, sauf au plus un, soient ouverts. L'équation fonctionnelle exprime 

l'existence pour chaque cône d'une forme linéaire continue, négative sur ce cône, de telle 

manière que la somme de ces formes linéaires soit nulle. 

De nombreux résultats nouveaux portant sur les conditions nécessaires d'optimalité ont été 

obtenus à partir du théorème de Dubovitskii-Milyutin. Leur objectif commun est d'étendre le 

champ d'application de ce théorème. On peut citer les travaux de : 

- S. Walczack [ 2 ], qui donne une version du théorème de Dubovitskii-Milyutin, généralisée 

en ce sens qu'il considère plusieurs cônes fermés sous certaines hypothèses : cônes de même 

sens et de sens opposés. Il obtient ainsi une condition nécessaire d'optimalité pour des 

problèmes de contrôle optimal avec des contraintes d'égalité sur les variables d'état. 

- A. V. Arutyunov [ 3 ], qui établit des conditions nécessaires d'optimalité pour un problème 

avec des contraintes de phase. Il obtient des conditions nécessaires pour des problèmes de 

minimisation ne satisfaisant pas la condition de Lyusternik. 

- U. Ledzewicz [ 4 ], qui obtient une extension de la méthode de Dubovitskii-Milyutin dans le 

cas des contraintes non régulières grâce à une généralisation du théorème de Lyusternik, due à 
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E.R. Avakov ([ 5 ]). Ce résultat est appliqué à la résolution de problèmes d'optimisation avec 

des contraintes d'égalité et d'inégalité. 

Les conditions nécessaires ainsi obtenues s'expriment par des "multiplicateurs" qui sont 

des formes linéaires continues sur les espaces considérés, astreintes à des conditions liées aux 

contraintes du problème étudié. L'explicitation effective de ces multiplicateurs, pour un 

problème concret, et non un problème théorique, se heurte à deux difficultés majeures pour 

lesquelles la présente thèse propose des éléments de solution: 

1 . La régularité des multiplicateurs. 

Sauf à se restreindre au cas de problème d'optimisation posés sur des espaces de Hilbert, 

les espaces modèles sont des espaces de Banach, par exemple des espaces de Sobolev 

W1
'
00 

{ /;RP ), et les multiplicateurs sont alors en général très difficiles à expliciter dans un calcul 

effectif: par exemple, le principe du maximum de Ledzewicz s'exprime avec des multiplicateurs 

appartenant au dual d'espaces de fonctions mesurables bornées. 

Une solution évidente serait de se restreindre aux modèles hilbertiens, mais cette solution 

n'est pas toujours acceptable, au moins pour deux raisons : 

• Le modèle hilbertien ne rend compte que d'une classe restreinte de problèmes. 

Si u est une fonction de carré intégrable définie sur un intervalle borné l, l'application 

1 ou n'est pas en général de carré intégrable, même si 1 est très régulière (un polynôme par 

exemple). Un problème de contrôle optimal comporte usuellement plusieurs applications du 

type u ~ 1 ou (le lagrangien, l'équation d'évolution, etc.): il ne pourra être traité à partir d'un 

modèle hilbertien que si les données du problème vérifient des conditions très restrictives. 

• Le modèle hilbertien manque de souplesse pour certains calculs. 

D'un point de vue théorique, il est toujours possible de regrouper toutes les contraintes et 

de dériver des conditions d'optimalité de l'étude du cône tangent en un point de l'ensemble Q 

des points admissibles. D'un point de vue pratique, faute de savoir déterminer explicitement ce 

cône tangent, on est amené à dissocier les contraintes et à interpréter Q comme étant 

l'intersection de parties Qi plus simples. Étant donné les hypothèses du théorème de 
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Dubovitskii-Milyutin, cette démarche conduit à n'utiliser le cône tangent que pour au pl us une 

des parties Qi et de lui substituer le cône des directions admissibles pour les autres parties. En 

contrôle optimal, par exemple, on est amené à utiliser le cône tangent pour les contraintes 

bilatérales et le cône des directions admissibles pour les contraintes unilatérales, mais ces cônes 

de directions admissibles sont en général vides dans un modèle hilbertien : par exemple, dans 

L2(! ;R) , l'ensemble des classes de fonctions u telles que u(t) 2:0 pour presque tout t est 

d'intérieur vide, donc tous les cônes de directions admissibles sont vides. 

Une manière de surmonter ces difficultés est d'accepter des modèles non hilbertiens et 

d'établir pour ces modèles un théorème de régularité des multiplicateurs qui permette de 

restreindre la recherche des multiplicateurs à des sous-espaces simples des espaces duaux. 

Dans certains cas, la régularité des multiplicateurs est une conséquence immédiate de la 

régularité des données. Considérons par exemple un problème du type 

mmuruser f( x) 
avec xeQC E 

Sous les hypothèses usuelles, les conditions d'optimalité d'ordre 1, en un point a, s'écrivent 

sous la forme 

3(À,Jt)ER+ xE*, ÀDJ(a)+ft = 0 

où fl est une forme linéaire continue sur E, négative sur le cône Ta{! tangent à Q en a. Si on 

* sait que l'application différentielle Df prend ses valeurs dans un sous-espace E' du dual E de 

E, on a nécessairement fleE' , donc un résultat de régularité pour le multiplicateur fl . 

Le plus souvent, la régularité des multiplicateurs n'est pas une conséquence immédiate de 

la régularité des données. Considérons par exemple un problème du type 

minimiser J( x) 
avec xEQC E et h(x)= 0 

Sous les hypothèses usuelles, les conditions d'optimalité d'ordre 1, en un point a, s'écrivent 

sous la forme 

3(À,fl, v) ER+x E* x F*, À Dj(a)+ ft+ vo Dh(a)= 0 
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où ft est une forme linéaire continue sur E, négative sur le cône Aa{2 des directions 

admissibles de Q en a et v est une forme linéaire continue sur l'espace F but de h. Si on sait 

* que l'application différentielle Df prend ses valeurs dans un sous-espace E' du dual E de E, 

pour pouvoir en déduire que !1 appartient à E', il faudrait que l'image de la transposée de 

Dh(a) soit contenue dans E'. Cette condition peut être vérifiée si Fest de dimension finie (cas 

de conditions aux bornes ou de conditions isopérimétriques) mais elle n'est que très 

exceptionnellement vérifiée si Fest de dimension infinie (cas d'une équation d'évolution) et si 

E' est assez petit pour que l'appartenance de ,u à E' soit un résultat intéressant. Une autre 

approche est donc nécessaire pour obtenir un théorème de régularité des multiplicateurs. 

La démonstration de la condition d'optimalité se ramène dans le cas générique à exprimer, 

grâce au théorème de Dubovitskii-Milyutin, la séparation de trois cônes convexes : le cône de 

décroissance D;J de fen a, le cône des directions admissibles A~ de Q en a et le cône 

tangent Tah- 1(0)= KerDh(a)de h- 1(0) en a. Si E est en dualité séparante avec un sous-

espace E' de son dual et si les hypothèses du théorème de Dubovitskii-Milyutin sont encore 

vérifiées lorsque E est muni d'une topologie r compatible avec cette dualité, la condition de 

séparation peut s'exprimer au moyen de formes linéaires continues pour la topologie r : ces 

formes appartiennent alors au sous-espace E', d'où un résultat de régularité pour les 

multiplicateurs. Les hypothèses du théorème de Dubovitskii-Milyutin imposant que tous les 

cônes, sauf un, soient ouverts, on prendra naturellement pour r la topologie localement 

convexe séparée la plus fine compatible avec la dualité, c'est-à-dire la topologie de Mackey 

r(E,E'). 

Dans la pratique, le cône de décroissance n; f sera r(E,E' )-ouvert si Df(a) appartient à 

E', ce qu'on supposera, et le cône tangent Tah- 1(0)= KerDh(a) ne sera pas r(E,E')-ouvert. 

Le succès de la méthode reposera donc soit sur une hypothèse de -r(E,E')-ouverture pour le 

cône A~, soit sur un théorème d'extension des formes linéaires négatives permettant de 

déterminer le cône dual de A~ n KerDfi._ a) dans E muni de la topologie r(E ,E'), soit sur 

une conjonction de ces deux approches. La modélisation de cette situation est faite au chapitre 1 

où un théorème abstrait de régularité des multiplicateurs est établi (Théorème 1 .1. 9 et corollaire 

1.1.1 0). Le chapitre II est consacrée à l'explicitation du corollaire 1. 1.10 pour une large 
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classe de problèmes de contrôle optimal. On obtient (Théorèmes 11.1.1 et II. 7 .2), compte 

tenu des résultats du chapitre III sur la détermination des cônes de directions admissibles, des 

conditions dont les multiplicateurs sont des scalaires et des fonctions à variation bornée. 

2 . Détermination explicite de cônes de directions admissibles 

Caractériser l'appartenance d'une forme linéaire au cône dual d'un cône d'exploration 

locale (cône tangent ou cône de directions admissibles) suppose avant une connaissance 

explicite ces cônes. Si de nombreux résultats sont connus pour la détermination des cônes 

tangents ([ 5 ], [ 6 ], [ 7 ], [ 8 ], [ 9 ], [ 10 ]), il ne semble pas en aller de même pour les cônes de 

directions admissibles et beaucoup de résultats ne sont énoncés que d'une manière abstraite -

même pour une partie convexe. Notre projet étant de donner une expression explicite des 

conditions d'optimalité, à moins de se limiter à des contraintes élémentaires (une intersection de 

demi-espaces par exemple), il fallait trouver des outils pour expliciter certains cônes de 

directions admissibles attachés à des contraintes usuelles. 

Deux exemples, exploités au théorème II .1.1 pour le premier et au théorème II. 7. 2 pour 

le second, sont étudiés au chapitre III : 

• Cônes des directions admissibles de l'ensemble de classes de fonctions mesurables 

bornées prenant leurs valeurs dans une partie C . 

Soit C est une partie fermée de RP, 1 un intervalle borné et L
00{I,C) J'ensemble des 

classes de fonctions mesurables bornées définies sur 1 et prenant leurs valeurs dans C. Il est 

facile de montrer (Proposition 111.2.10) que si H est une direction admissible de L
00

(I,C) au 

point h, alors (h, H) prend ses valeurs dans 

~C= {(x, X) lx eC, XEAxC}, 

mais la réciproque est fausse (Contre-exemple 111.2.11). 

Nous rappelons (Définition III.1.3) la notion de "partie admissiblement régulière" et 

démontrons (Théorème II. 2 .12) que la réciproque est vraie si la partie C est admissiblement 

régulière. De plus, L
00{I,C) est alors lui aussi admissiblement régulier ce qui ouvre la voie à 

des constructions ultérieures. 
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Cette condition de régularité n'est pas trop restrictive puisque toute partie qui est 

localement l'épigraphe d'une fonction strictement différentiable (resp. localement un convexe 

d'intérieur non vide) est admissiblement régulière et que toute partie tangentiellement régulière 

est admissiblement régulière si, en tout point, son cône de Rockafellar est non vide (il est alors 

égal à l'intérieur du cône de Clarke). 

• Cônes des directions admissibles de l'ensembles de fonctions de classe wt.co 

essentiellement minorées par une classe de fonctions mesurables bornées. 

Soit l un intervalle borné, 8 une fonction mesurable bornée définie sur l, prenant ses 

valeurs dans RP et Ge l'ensemble des fonctions x appartenant à W1·co (l,p) vérifiant 

x(t) 2: 8(t) pour presque tout t. Cette partie est convexe, mais cela ne suffit pas pour en 

expliciter les cônes de directions admissibles: une caractérisation explicite de l'intérieur de cette 

partie n'est déjà pas évidente. 

La notion d"'adhérence essentielle" (Définition 111.3.1) apporte un élément de réponse : 

elle permet d'associer à chaque composante xi d'une fonction x appartenant à Ge, une partie 

fermée Jj(x) de 1 telle que X EW1
'
00

(l,p) estunedirectionadmissiblede Ge au point x si et 

seulement si, pour tout indice i, la ;ème composante de X est strictement positive sur Ji(x) 

(Théorème III .4.5). 
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1. Théorème de régularité des multiplicateurs 

1 . Énoncé du théorème 

La notion d'espaces en dualité jouant un rôle essentiel dans cette étude, nous 

commencerons par rappeler les définitions et résultats essentiels et fixer les notations. 

Définitions 1.1. ([ 11 ], chapitre IV). Deux espaces E et E' sont mis en dualité 

séparantepar une forme bilinéaire E> définie surE' x E si et seulement si 

(1) (V'x'EE',e(x',x)=O)=>(x=O) 

(2) (V'xEE, E>(x',x) = 0)=> (x'= 0) 

Notations 1.2. L'implication (1) entraîne que l'espace E' s'injecte linéairement dans le 

dual algébrique E# de E; on note a( E', E) la topologie (topologie faible) induite sur E' par 

E# muni de la topologie de la convergence simple. 

L'implication (2) entraîne que l'espace E s'injecte linéairement dans le dual algébrique 

E'# de E'; on note r(E,E') la topologie (topologie de Mackey) induite sur E par E'# muni 

de la topologie de la convergence uniforme sur les parties a{E',E)-compactes de E'. Cette 

topologie est la topologie d'espace vectoriel topologique localement convexe séparé sur E la 

plus fine compatible avec la dualité, c'est-à-dire telle que les formes linéaires continues sur E 

soient exactement celles représentées par E'. 

Définition 1.3. Étant donné un cône K de E, on appelle cône polaire de K 

relativement à la dualité entre E et E', le cône convexe 

K' ={x' eE'I V'xeK,e(x',x) so}. 

Lemme 1.4. ([1], lemmes 5.9, 5.10 et 5.11) Soit {Ki}
1 

. unefamille de cônes 
:SI sn 

convexes de E, ouverts pour une topologie compatible avec la dualité. 

a) Si L est un sous-espace vectoriel de E et si Ln n Ki ;1! 0, on a 
lsi:sn , 

(LnK1 n ... nKn) =L'+K{+ ... +K~ 
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b) Si Lest un cône convexe de E et si Ln nKi =0, il existe xb eL', xj eKj, ... , 
l,;;isn 

, K' 1 l , , , 0 X11 E 11 , non tous nus, tes que x0 + x1 + ... + x11 = . 

Commentaire. Le a) est une conséquence immédiate du théorème de Krein sur le 

prolongement des formes linéaires continues positives sur un cône et le b) est une version du 

théorème de séparation de Dubovitskii-Milyutin. 

Le modèle de problème d'optimisation proposé ici est construit sur des espaces de Banach 

munis d'une dualité séparante compatible avec la structure banachique : 

Définitions 1.5. ([ 12 ]). On appelle couple d'espaces de Banach la donnée 

E = (E,E',e) de deux espaces de Banach E et E' mis en dualité séparante par une forme 

bilinéaire continue 0. L'espace euclidien RP sera identifié avec le couple formé de RP mis en 

dualité avec lui-même par le produit scalaire. 

Le produit de deux couples d'espaces de Banach E 1 = ( E1, E{, 9 1) et E 2 = (~, E2. 0 2 ) 

est le couple d'espaces de Banach défini par 

E 1 xE 2 = (E1 x E2 , E} x E2, 9 1 + 0 2 ) 

Un morphisme entre deux couples d'espaces de Banach E = (E,E',e) et F = (F,F',c"P) 

est une application linéaire continue u de E dans F compatible avec les dualités, c'est-à-dire 

telle qu'il existe une application linéaire continue u' de F' dansE' (l'adjoint de u ), 

nécessairement unique, vérifiant 

V y' eF', Vx EE, e(u'y',x) = c"P(y',ux) 
, 

Le composé de deux morphismes est un morphisme et (uo v) =v' ou'. Si F =R, la forme 

linéaire u. est un morphisme si et seulement si elle est représentée par un élément de E'. 

Une quasi-section d'un morphisme u de E dans F est un morphisme s de F dans E tel 

que u os ou = u (et donc aussi u' os' ou' = u' ). Si u os est égal à l'identité de F, on dit que s 

est une section de u. 

La forme bilinéaire e étant continue, l'injection canonique de E' dans E# se factorise 

par une application linéaire continue injective (} de E' dans le dual topologique ft de l'espace 

de Banach E. On vérifie aisément que 
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Lemme 1.6. La topologie a( E', E) est la topologie induite sur E' par a( E*, E), via 

l'injection e. 

Notations 1.7. Étant donné un couple d'espaces de Banach E = (E,E',e) et un cône 

K de E, on notera K 0 le cône polaire de K relativement à la dualité entre E et E' et K* le 

cône polaire de K relativement à la dualité entre E et son dual topologique E*. On a 

K 0 
= e-1

( K* ), où 8 est l'injection canonique de E' dans E*. 

Lemme 1.8. Si K est un sous-espace vectoriel de E de codimension finie, fermé pour 

la topologie faible, ( resp. un cône polyédral ouvert pour la topologie faible), alors e( K0
) = K* 

et 8 induit une bijection de K0 sur K*. 

À La démonstration est élémentaire en identifiant le sous-espace vectoriel (resp. le cône 

polyédral) avec l'ensemble des points de E annulant (resp. rendant négatives) une famille finie 

de formes linéaires définies par des éléments de E'. 

Nous pouvons maintenant formuler un théorème de régularité des multiplicateurs pour 

une classe de problèmes d'optimisation définis sur des couples d'espaces de Banach : 

Théorème 1.9. Soient E1, E 2 et F des couples d'espaces de Banach, U un ouvert de 

E1 x E2 • P et Q des parties de E1 x E2 , ~ une partie de E2 , f une application de U dans 

R et h une application de U dans F. On considère le problème d'optimisation suivant : 

minimiser f( x1 , x2 ) 

avec (x1 , x2 )ePn Q, x 2 e ~et h(x1 , x2 )= 0 

sur Lequel on fait Les hypothèses suivantes en un point a= (a1 ,a2 ) : 

( H 1) A~ R2 est convexe et non vide 

(H2) AaP est convexe, non vide et r(E,E' )-ouvert 

(H3) A~ est un cône polY,édral a{ E ,E' )-ouvert 

( H 4) L'application f est différentiable au point a et DJ( a) est un morphisme de E 1 xE 2 

dans R; l'application h est strictement différentiable au point a et Dh(a) est un 

morphisme de E 1 xE 2 dans F 
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(H5) ladifférentiellepartielle D1h(a1,~) (qui est un morphisme de E1 dans F) admet une 

quasi-section et a une image de codimension finie. 

Une condition nécessaire pour que le problème ait une solution locale au point a est que il 

existeÀ~O. (x{,xî)e(AaP)
0

, (x{',xf)e(AaQt. xî"e(A~R.zr et y'eF',nontousnulstels 

que 

À VJ(a)+(xi +xi', x2 +xï+xï')+ D'h(a)y' = 0 

où VJ(a)eE} x~ représente DJ(a) dans la dualité de E1 xE2 (c'est le "gradient" de fau 

pointa)etoù D'h(a) estl'adjointde Dh(a) relativementauxdualités. 

On peut prendre À = 1 , si est vérifiée la condition de qualification suivante : 

(H6) Dh(a) est surjectif et AaP n AaQ n ( E1 x Aa
2 

R;_) n KerDh( a) il'! 0 

La démonstration de ce théorème est faite au paragraphe 3; elle repose sur un lemme de 

séparation établi au paragraphe 2. 

Souvent, la partie Q est définie par 

Q = { (x1,x2 ) eE1 x~ 1 g(x1,x2 ) s 0} 

où g est une application de U dans R5
. On peut alors formuler une condition nécessaire 

d'optimalité, même lorsque l'hypothèse (H3) du théorème 1. 9 n'est pas satisfaite : 

Corollaire 1.10. Si, dans le théorème 1. 9, la partie Q est de la forme 

Q={(x1,x2)eE1 x~ lg(x1,:cz)s0} 

où g est une application de U dans R 5
, différentiable au point a et telle que Dg( a) soit un 

morphisme de E1 xE 2 dans R5
, on peut supprimer l'hypothèse (H3) et modifier ainsi la 

conditionnécessaired'optimalité:ilexiste ÀER+, (x{,xî)e(AaPt, yeR5 avec y;=:O, 

xte( A~ R.z ret y' E F'' non tous nuls tels que (yjg(a)) = 0 et 

À VJ(a)+(x},xî+xï')+ LYiVgi(a)+ D'h(a)y' = 0 
lsi:ss 

Â La condition (yjg(a)) = 0 exprime que Yi= 0 lorsque gi(a) <O. Nous supposerons 

désormais que les contraintes non efficaces ont été omises et qu'on a donc g(a) =O. Par 

ailleurs, s'il existe un indice i0 tel que Dgio (a)= 0, on prendra y io = 1 et tous les autres 

multiplicateurs nuls. Nous supposerons désormais que D gi (a) ;IIi! 0 pour tout i. 
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Di,a) définissant un morphisme de couples, les formes linéaires Dgi(a) sont 

représentées dans E{ x E2 par leur gradient V g; (a) et les demi-espaces 

K; = {X EE1 x~ 1 Dg;(a)· X< 0} 
sont ouverts pour la topologie faible. Si l'intersection des K; est vide, le théorème de 

Dubovitskii-Milyutin assure qu'il existe y E R5
, avec y ~ 0 et y ?"! 0, tel que 2 Y;V gi (a) = 0; 

lsiss 

la condition est alors vérifiée en prenant tous les autres multiplicateurs nuls. Si l'intersection des 

K; n'est pas vide, elle est égale à Acf2 et l'hypothèse (H3) du théorème 1. 9 est vérifiée : on 

applique le théorème. 

2. Variations autour des théorèmes de Krein et de Dubovitskii-Milyutin 

Les lemmes suivants donnent des versions "régularisées" (relativement à une dualité 

fixée) du lemme 1. 4 dans des cas où les hypothèses de ce lemme ne sont pas vérifiées pour une 

topologie compatible avec la dualité. 

Lemme 2.1. Soit E un couple d'espaces de Banach, u un morphisme de E dans RP 

et K un cône convexe non vide de E, ouvert pour la topologie de la norme. 

a) Si K n Keru ?"! 0, on a (K n Keruf = K0 + Imu' 

b) Si K n Keru = 0, il existe x' eK0 et À eRP, non nuls, tels que x' +u'À = 0 

.À a) Onsupposeque KnKeru?"!0. Soit x'e(KnKerut=e-1((KnKeru)*). Le 

lemme 1.4.a sur l'espace de Banach E entraîne que (K n Keru)* = K* +(Keru)*, donc que 

6(x') =ft+ v avec Jl eK* et ve{Keru}*. L'espace RP étant de dimension finie et le dual de 

RP étant identifié à RP, il existe À eRP tel que V=r u} ... , où ru est l'application transposée de 

u. L'application u étant un morphisme, on a enfin 'u). = 6(u'À), d'où 

6(x')= Il+ 6(u'À) 

ce qui entraîne que ft est représenté par l'élément x'= x'- u, À de E'. On a alors x' EK 0 et 

x'= i' + u')., ce qui démontre l'inclusion de (K n Kerut dans K 0 + Imu'. L'inclusion en 

sens inverse est immédiate. 
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b) On suppose que K n Keru = 0. Le cône K étant convexe, non vide et ouvert pour 

la topologie de la nonne, le lemme 1.4.b sur l'espace de Banach E entraîne qu'il existe des 

formes linéaires p, et v surE, avec p, eK* et v nulle sur Keru, non nulles, telles que 

V+ !l =O. Comme précédemment, on a V= e(u'À) donc f-t est représenté par l'élément 

x'= -u'}.. de E'. On a alors x' eK0 et x' +u'}.. =O. 

Lemme 2.2. Soient E 1 , E 2 et F des couples d'espaces de Banach, K2 un cône 

convexe non vide de E2 , ouvert pour la topologie de la norme, u = u1 + u2 un morphisme de 

E1 xE2 dans F te/que u1 admetteunequasi-sectionetaituneimagedecodimensionfinie. 

a) Si (E1 x K2) n Keru ;&! 0, on a ((E1 x K2 ) n Ker ur= ( {o} x Kf) + Imu' 

b) Si (Eix K2 ) n Ker u = 0, il existe Xz eKf et y' eKer ui, non nuls, tels que 

, 1 1 0 
X2 + U2Y = 

À Un élément (x1,x2) de E1 x E2 appartient à Keru si et seulement si u1x 1 + u2x 2 = 0, ce 

qui impose u2x 2 E Im u1• Par hypothèse sur u1, ceci sera vérifié si et seulement si x2 appartient 

au noyau du morphisme u2 composé de u2 et de la surjection canonique de F sur l'espace de 

dimension finie F/Imu1 (l'adjoint de ce morphisme est le composé de l'injection canonique de 

Ker u[ dans F' et de uz). 

Si x2 vérifiecettecondition,lafonnegénéralede x1 est donnée par x1 = ~ 1 -(s1 ou2)x2, 

où s1 est une quasi-section de u1 et z1 eKeru1 . On a donc 

Keru = { (z1 - (s1 ou2 )Xz,x2 ) 1:1 eKeru1,x2 eKeru2 } 

et donc 

(El x Kz) n Keru = { (zl -(st 0 uz)xz, xz) 1 ZJ eKerui,Xz EKz n Ker'iiz}. 

a) On suppose que (E1 x K2 ) n Ker u ;&! 0. Un élément (x},x2) de E{ x E2 

appartient au polaire de ( E1 x K2 ) n Ker u si et seulement si 

Vzl eKer ul, Vx2 EKz n Kerii2 'el(x{, Zt- (si 0 Uz)x2) + e2(x2, x2) :S 0 

soit encore, en passant aux adjoints 

'r/zl E Ker ul' 'r/x2 E K2 n Kerii2, el (x[, Zt) + e2 ( x2 - (u2 0 sl)x;' x2) s 0 

c'est-à-dire xi e(Keru1t et x2 -(u2 os{)xie(K2 n Keru2t. Comme u1 admet une quasi

section, on a (Ker u1t = Imui (vérification immédiate). Comme u2 prend ses valeurs dans un 

espace de dimension finie et que, d'après la fonne explicite de ( E1 x K2) n Ker u, l'hypothèse 
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3 , F' , , , 
Yl E ' Xl = UJYl 

3 , (K )o 3 , K , , ( , ') , , , , z2 E 2 , y2 E er u1, x 2 - LI]. o s1 x 1 = z2 + LI].Yz. 

On remplace dans (2) la valeur de xi donnée par ( 1). Il vient 

x2 = z2 + u2 (Yi +(si o u})yi) = zi + u2y' 

en posant y' = Y2 +(si oui )_vi. On a alors 

puisque Yi E Ker u{ et que s1 est une quasi-section de u1 . On a donc établi que 

3z2 e(K2t, 3y'eF', (xi,x2)=(u}y',z2 +uzy'). 

La réciproque est immédiate. 

(1) 

(2) 

b) On suppose que ( E1 x K2 ) n Keru = 0, la forme explicite de cette intersection 

montre qu'on a alors K2 n Ker Üz = 0. On applique le lemme 2 .1. b. 

Proposition 2.3. Soient E 1 , E 2 et F des couples d'espaces de Banach, H un cône 

polyédral de f1 x E2 , ouvert pour la topologie faible, K2 un cône convexe non vide de E2 , 

ouvert pour la topologie de la norme, u = u1 + u2 un morphisme de E1 xE2 dans F tel que u1 

admette une quasi-section et ait une image de codimension finie. 

a) Si Hn (f1 x K2 ) n Keru ;&! 0, ona (Rn (Ei x K2 ) n Keruf =if+( {o} x Kï)+ Imu' 

b) Si H n ( F1 x Kz) n Keru = 0' il existe (x} ,Xz) EH0
' xï. EK2° et y' eF'' non tous 

nuls, tels que x}+ u}y' = 0 et x2 + xï. + u2_y' = 0. 

À a) On suppose que Hn (E1 x K2 ) n Keru ;&! 0. En appliquant deux fois le lemme 

1.4.a, il vient que 

(Hn(E1 xK2 )nKeru)* =H*+(E1 xK2 )*+(Keru)* 

=Il*+ (CF1 x K2 ) n Keru)* 

On a H* = ( 81 x 02 X H 0
) d'après le lemme 1. 8, puisque H est un cône polyédral ouvert pour 

la topologie faible. Il en résulte que 

( H n ( f1 x K2 ) n Ker ut = ( 01 x 82 t 1 
( H* + ( ( f1 x K2 ) n Ker u )*) 

= H 0 + (CF1 x K2 )nKerur 
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puis, par application du lemme 2.2.a, que 

(Hn (E1 x K2 ) n Kerut =if +({o} x Kn+ Imu'. 

b) On suppose que H n ( ~ x K2 ) n Keru = 0. Deux cas se présentent, selon que l'on a 

( E1 x K2 ) n Ker u = 0 ou (Et x K2 ) n Ker u ;a! 0 . 

b.l) Si (El x Kz) n Ker u = 0' le lemme 2.2. b assure l'existence de xï EKz0 
et 

de y' eKer ui CF', non nuls, tels que xz + u].y' = 0. On prend alors xi= 0 et x?. =O. 

b. 2) Si (E1 x K2 ) n Ker u ~ 0, le cône H étant ouvert pour la topologie faible, le 

lemme 1.4. b sur E1 x~ muni de la topologie faible entraîne qu'il existe (x},xz) EH0 
et 

(x{', il') e((E1 x K2 ) n Keru)
0

, non nuls, tels que xi+ x{'= 0 et X;2 + xz = 0. On peut alors 

appliquer le lemme 2.1.a à (E1 x K2 )nKeru : il existe x2 eK2° et y'eF' tels que 

_, 0 '( ') _, Il 1 ( ') xl= +Hf y et Xz = xz + uz y . 

3 . Démonstration du théorème 1.9 

À Si DJ(a) = 0, la condition d'optimalité du théorème est vérifiée en prenant 

À = 1, xi = 0, Xz = Xz = 0 et y' = 0. 

Nous supposerons désormais que DJ(a) est non nul. 

Si Dh(a) n'est pas surjectif, nous allons montrer qu'alors D'h(a) n'est pas injectif et 

que la condition d'optimalité du théorème est donc vérifiée en prenant 

À = 0, xi = 0, Xz = x2 = 0 et y' E Ker D' h(a)- {o}. 

Les hypothèses faites sur la différentielle partielle ~h( a) assurent en effet que l'image de cette 

application linéaire est fermée et de codimension finie, donc que l'image de Dh(a), qui en est 

un sur-espace, est elle-même fermée et de codimension finie : la dualité étant séparante, le 

noyau de D'h(a) est alors isomorphe au dual de l'espace de dimension finie F/Im Dli.,a). 

Nous supposerons désormais que Dh(a) est surjectif. 

La différentielle DJ(a) étant non nulle, on sait que 

n:J= {xeEj Df(a)x<O} 

soit, en tenant compte de la dualité 

n;J = {xeEj e(vJ(a),x)< o} 
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où l'on a noté e la dualité du couple produit E1 x E2 . Le cône de décroissance est donc un 

demi-espace ouvert pourla r(E,E') topologie. 

Le cône de directions admissibles de Q2 = E1 x R;_ est égal à E1 x A~ R;_. Il est convexe 

et non vide mais n'est pas en général ouvert pour la r(E,E') topologie : on en prendra 

l'intersection avec le cône tangent à h - 1(0) pour appliquer le lemme de Dubovitskii-Milyutin. 

L'application h étant strictement différentiable et Dh(a) étant surjective, on sait que 

Ta( h-l ( 0)) = Ker Dh( a). Deux cas se présentant : 

• ou bien (EtxA~R;_)nKerDJ(a)=0 et, d'après le lemme 2.2.b, il existe 

X2E(AazR;_r et y'EKerD{h(a), non nuls, tels que xz+D2h(a)y'=0. La condition 

d'optimalité du théorème est alors vérifiée en prenant À = 0, x} = 0 et x,Z = 0. 

• ou bien (Et x Aaz R;_) n Ker Dl( a) ~ 0 et on peut appliquer le lemme de Dubovitskii-

Milyutin dans l'espace E muni de la r(E,E') topologie aux cônes D;f, AaQ et 

Aa(?z n Ta(h -1(0)) = (Et x Aa
2 

R;_) n Ker Dh(a) :il existe donc 

À 2: 0, è est- à- dire À Vf(a)E( D~fr 

(x{,x2) E(AaQt 

::' E(Aa02 n :fa(h-1(ü))f =((E1 x Aa
2
R;.)n KerDh(a)r 

non tous nuls, tels que À Vj(a) +(x},x2)+ z' =O. La condition d'optimalité du théorème 

résulte de cette relation et de l'expression du cône polaire de ( E1 x Aaz R;_) n Ker Dl( a) obtenue 

par application du lemme 2. 2. a. 
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II. Exemples d'application : régularité des multiplicateurs pour 

certains problèmes de contrôle optimal 

1 . Formulation du problème. 

On note 

• E1 I'espacedeSobolev W1
'
00 (l,p) desfonctionsabsolumentcontinues x de 1=(0,1] 

dans RP dont la dérivée x' est mesurable bornée. 

• Ez l'espace L
00 (! ,q) des classes de fonctions mesurables bornées u de 1 dans Rq. 

• U l'ouvert de Et x E2 formé des fonctions (x, u) prenant leurs valeurs dans un ouvert 

et on considère le problème suivant: minimiser la fonctionnelle f définie sur U par 

J(x, u) = fo(x(O), x(l)) + r A(t,x(t),u(t)) dt 
0 

avec les conditions: 

a) Variables de phase admissibles : x prend ses valeurs dans une partie fermée C1 de R P. 

b) Commandes admissibles : u prend ses valeurs dans une partie fermée C2 de Rq . 

c) ÉQuation d'évolution : x est solution de x'(t) + ~ (t ,x(t),u(t)) = 0. 

d) Conditions aux bornes: h0(x(O),x(l)) = 0, avec h0 à valeurs dans Rr. 

e) Contraintes unilatérales: g(x,u) = JI g1(t,x(t),u(t)) dt s 0, avec & à valeurs dans R5
• 

0 

Ce problème se met sous la forme étudiée au corollaire I .1.1 0 en posant : 

• P = f1 x E2 , avec fl l'ensemble des x prenant leurs valeurs dans C1• 

• Q l'ensemble des (x,u) vérifiant g(x,u) s 0 

• ~ l'ensemble des u prenant leurs valeurs dans C2 . 

• F l'espace produit Rr x L
00 (!, p) eth l'application de U dans F définie par 

h( x, u) = (ho (x(O), x(l) ), x'+ h1 (.,x, u)) . 

Si les hypothèses (Hl), (H2), (H4), (H5) sont vérifiées et si g est différentiable, il en 

résulte une condition nécessaire d'optimalité pour le problème de contrôle optimal. 
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Le corollaire 1 .1.1 0, comme le théorème 1 .1. 9, suppose connus de manière explicite les 

cônes de directions admissibles de Pet R;_. Une difficulté se présente ici : pour un ensemble 

L
00

{I,C), il est difficile d'expliciter les cônes de directions admissibles si C est une partie 

quelconque. Nous présentons au chapitre III la classe des partie admissiblement régulière pour 

lesquelles AhL
00(I,C) est toujours convexe, non vide et égal à l'ensemble des classes des 

fonctions mesurables bornées H telles que la fonction mesurable bornée (h, H) prenne ses 

valeurs dans ~C = {(x, X) 1 x eC, XE AxC } . Se limiter à cette classe de parties assure que 

l'hypothèse (Hl) du théorème 1.1.9 est vérifiée et permet un calcul explicite des cônes duaux, 

sans trop diminuer la généralité du problème, puisque les convexes d'intérieur non vide, les 

domaines à frontière différentiable et, en dimension finie, les parties tangentiellement régulières 

dont les cônes tangents sont d'intérieur non vide sont des parties admissiblement régulières. 

Une condition nécessaire d'optimalité est alors de la forme suivante, où tM désigne la 

transposée d'une application linéaire M entre deux espaces euclidiens, Vi g désigne le gradient 

par rapport à la ième variable d'une fonction numérique g définie sur un produit d'espaces 

euclidiens, ( 1 ) désigne le produit scalaire d'un espace euclidien et z+(s) (resp. ::-(s)) 

désigne la limite à droite (resp. à gauche) d'une fonction à variation bornée z au points : 

Théorème 1.1. Si C1 et C2 sont des parties fermées admissiblement régulières, si Jo et 

h0 sont de classe C1 et si .h, g1 et h1 sont partiellement continûment différentiables en les deux 

dernières variables, une condition nécessaire d'optimalité est qu'il existe À ER+, 11eR', 

y eRs avec y è:!: 0, et une fonction z à variation bornée, non tous nuls, tels que 

(0) Jl ( rl&(t,x(t),u(t))) dt= o. 
0 

( 1) la fonction définie par 

)~t)= -z(t)+ ft tD2'1(s,x(s),u(s))·z(s)ds +À ft V 2 fi(s,x(s),u(s))ds 
0 0 

+ r tD2&(s,x(s),u(s))·y ds 
0 

est telle que, pour tout tel et tout X EAx(t)C1 , la fonction (yiX) soit essentiellement 

croüsante au voisinage de t. 
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(2.1) z+(O) - XVJ10(x(O),x(1)) - t~ho(x(O),x(l))· ,u appartient à (Ax(O)c1r. 
(2.2) -~-(1) - ÀVzfo(x(O),x(l)) - tD2flo(x(O),x(1)) ·,u - 11 

tD2&(s ,x(s),u(s)) ·y ds 
0 

appartient à ( Ax(1) C1 r. 
(3) -À V 3Ji(s ,x(s) ,u(s)) - tD3h1 (s ,x(s),u(s)) · ~(s) - j 1 

tD3&(s ,x(s),u(s))· y ds 
0 

appartient à ( Au(s)Cz r pour presque touts el. 

Remarque 1.2. Une fonction à variation bornée étant presque partout dérivable, la 

condition ( 1) du théorème peut être reformulée sous la forme équivalente suivante: 

( 1 ') (a) pour presque touts el on a 

z'(s)- t Dzh1(s ,x{s ),u(s ))· z(s )-À V 2.fi( s,x(s),u(s))- tD2g1 (s ,x(s ),u(s ))·y e( Ax(s)CI r 
( b) pour tout s e 1 on a 

Nous décri v ons au paragraphe 2 des dualités pour W1
'oo ( 1, p) et pour Loo(!, q). Les 

paragraphe 3 à 5 sont consacrés à la vérification des hypothèses (H2), (H4) et (H5) du 

théorème 1. 1. 9. La démonstration du théorème 1 . 1 résulte alors de la détermination explicite 

des cônes duaux des cônes de directions admissibles au paragraphe 6. 

2. Les couples d'espaces de Banach 

Proposition 2.1. L'espace Loo ( J,q) est mis en dualité séparante avec lui-même par 

8o( W,U) = r ( w(t) 1 u(t) )dt 
0 

où ( 1 ) désigne le produit scalaire de Rq . 

.Â. La vérification est immédiate. 
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Nous noterons Loo (l,q) le couple d'espaces de Banach ainsi défini. 

Proposition 2.2. L'espace W1
'
00 

(l,p) est mis en dualité séparante avec l'espace 

quotient 

par 

e 1(«a,fJ,y», x)= (ajx(O))+(Bjx(l))+ r (y(t) 1 x'(t) }dt 
0 

où« a,fJ,y» désigne la classe de (a,fJ,y) dans l'espace quotient . 

.À La seule partie délicate est de montrer que si 8 1(«a,f3,y», x)= 0 pour tout x de 

W1
'
00 

(I,p ), on a (a,fJ,y) = (À,-À,À ). En considérant les fonctions x nulles aux bornes et en 

calquant la démonstration classique du lemme de Du Bois-Reymond, il vient que y est 

constante. En considérant alors les fonctions affines, il vient que a = -fJ =y. 

Nous noterons Wl.oo(l,p) le couple d'espaces de Banach ainsi défini. 

Proposition 2.3. La topologie de 1\1ackey sur Wl.oo ( /, p) est plus fine que la topologie 

induite par l'injection j de W1
'
00 

(I,p) dans L
00

(l,p) muni de la topologie de la norme . 

.À Étant donné un point a de 1 et un vecteur v de R P, la mesure de Dirac ô a v définie sur 

W 1
'
00 (I,p) par ôa)x) =(vix( a)) est représentée dans la dualité parl'action de «V ,O,xav »,où 

X a désigne la fonction indicatrice de l'intervalle [ 0 ,a] : la vérification est immédiate. Soit B la 

boule unité fermée de RP. L'application 

lx B.- (RP x RP x L
00

(/, p))/{ (À,-À,À) j;. eRP} (a, v)~ «V,Ü,XaV» 

est continue si on munit l'espace d'arrivée de la topologie faible, donc son image ô. est un 

compact pour la topologie faible et 

{xE W1'
00 

(l,p )j \( « v,O, XaV>> EÔ., el(« v,O,xav»' x) :S 1} 
={xeW1

'
00 {I,p)jVveB, VaE/, (vlx(a))sl} 

= {xE W1
'

00 (!,p) jllx!loo s 1} 
est un voisinage de 0 pour la topologie de Mackey. 
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3. Vérification de l'hypothèse (H2) 

Proposition 3.1. Soit C une partie fermée de RP, admissiblement régulière, et 1 un 

intervalle borné. L'ensemble W1
'oc ( /, C) des fonctions à dérivée mesurable bornée prenant leurs 

valeurs dans C, est admissiblement régulière dans l'espace de Sobolev W 1'oc (l,p) et H est 

une direction admissible au point h si et seulement si (h,H) prend ses valeurs dans ~C . 

.Â W1'oc ( /, C) est l'image réciproque de Loo(!, C) par l'application linéaire continue 

j: Wl.oo (l,p)- Loc (I,p) x~ x. 

Alors W1
'
00 

( /, C) est admissiblement régulière, et le cône de directions admissibles en un point 

x est l'image réciproque par j du cône AJ(x)Loc (I,C), si j vérifie les hypothèses du théorème 

111.1.8 en tout point x de W1
'oo (/,C). La condition de différentiabilité est évidemment 

vérifiée; il reste à montrer que l'image de j rencontre AJ(x-;Loc (I,C). En prenant dans la 

démonstration de la proposition 111.2.13 une partition de l'unité différentiable, on obtient une 

section globale différentiable a de la fibration ~C--+ C. Alors (x, X)= a o x est à dérivée 

mesurable bornée et X appartient à l'intersection de l'image de jet de Aj(x)L':JJ (I,C). T 

Corollaire 3.2. Soit C une partie fermée admissiblement régulière de R P. Le cône de 

directions admissibles en un point x de W l,oo (!, C) est ouvert quand W l,oo ( /, p} est muni de b 

topologie de Mackey associée au couple wtoo ( /, p) 

.Â Le cône Ax W1,x(I,C) étant l'image réciproque par l'injection j de W1.x (I,p) dans 

L
00

(l,p) du cône AJ<xlx (l,C), il est ouvert pour la topologie de la convergence uniforme, 

donc pour la topologie de Mackey d'après la proposition 2. 3. 

Corollaire 3.3. C1 étant une partie fermée admissiblement régulière de RP, les cônes 

de directions admissibles de la partie P = w1·oo(!,CJ x Lx (I,q) sont convexes, non vides et 

ouverts pour la topologie de Mac key associée au couple Wl,oo ( /, p) xL x ( I,q). Une telle partie 

vérifie donc l'hypothèse (H2) du théorème 1 .1. 9. 

• Ona 
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qui est convexe et non vide puisque Wl.oo(I,C1) est admissiblement régulier d'après la 

proposition 3 .1. Par ailleurs, Ax W1'oo( /,C1) est ouvert pour la topologie de Mackey d'après le 

corollaire 3. 2. 

4. Différentiabilité de f, g eth relativement aux couples d'espaces de Banach 

La différentiabilité des applications f, g et h décrites au paragraphe 1, ainsi que 

l'expression de leur différentielle, sont des résultats classiques. On a 

Dj(x,u )·(X, U) = ~j0{x(O),x(l))· X(O) + ~/0(x(O),x(l)) · X(l) + 

II (Dzfi(s,x(s),u(s)) · X(s) + D_,fi(s,x(s),u(s)) · U(s)) ds 
0 

Dg(x,u) ·(X, u) = Il ( D2gi(s,x(s),u(s)). X(s) + D3gl (s,x(s),u(s)). U(s)) ds 
0 

Dh(x,u) ·(X, U) = ( ~h0(x(O),x(l))· X(O) + Dzh0(x(O),x(l)) · X(1) , 

X'+ ~h1 (•,x,u)·X + D3h1(•,x,u)·U ) 

et une vérification élémentaire montre que ces applications linéaires sont compatibles avec les 

dualités qui viennent d'être décrites : 

• le gradient VJ(x,u) de f relativement au couple produit Wl."'( l, p) xL"' ( l,q) est donné par 

VJ(x,u) = («V1 .fo(x(O),x(l)), V 2j 0 (x(O),x(l)) + i 1 

V 2 j 1(s,x(s),u(s)) ds , 
0 

où V afp désigne le gradient de fp par rapport à la a ème variable; 

• l'adjoint D'g(x,u) de Dg(x,u) est l'application qui à y ER
5 associe 

(« 0, II tD2g1(s,x(s),u(s))·y ds, i·-t~&(s,x(s),u(s))·y ds » , tP2g1(•,x,u)·y ) 
0 0 

•l'adjoint D'h(x,u) de Dh(x,u) est l'application qui à (J..,y)ER5 x L
00

(l,p) associe 
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t~h0(x(O),x(l))· À+ 11 
tDzh1(s,x(s ),u(s))· y(s) ds , 

0 

y- s·t~hl(s,x(s),u(s))· y(s)ds)) ' t.o_,~(·,x,u)·y ) 
0 

5. Vérification de l'hypothèse (H5) 

Le morphisme Dh(x,u) a pour composantes les morphismes 

(X,U)~ ~ho(x(O),x(l))· X(O)+ Dzho(x(O),x(l))· X(l) 

et 

ul : W1
'
00 

( /, p) x c ( /, q) - e ( /, p) 

Lemme 5.1. Le morphisme u0 admet une quasi-section. 

À C'est un résultat général : tout morphisme u d'un couple d'espaces de Banach 

E = (E,E', <P) dans un espace euclidien Rn admet une quasi-section. 

On choisit une base orthonormée {e1,e2 , ... ,Em} de lm u que l'on complète en une base 

orthonormée {e1,e2 , ... ,em,. .. ,en} de Rn. On choisit alors des éléments {e1 ,e2 , ... ,em} de E 

tels que u(e) = Ei et on pose ef = u'(eJ pour 1 sis rn. De la propriété d'adjonction de u et 

u' il résulte que 

'r/xeE, u(x)= _Lct>(e;,x)ei (1) 
l:sism 

et on a en particulier 

'V (i,j) E{ 1,2, ... ,m}2 
, ct>( e;,ej) = ôij· (2) 

L'application linéaire 

À~ 2(eiiÀ)ei 
ls ism 

définit un morphisme de Rn dansE dont l'adjoint est 

s':E'-Rn x'~ 2ct>(x',éj)Ei 
lsism 
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et ce morphisme est une quasi-section de u : la vérification de u os ou = u est immédiate au 

moyen de (1) et (2). 

Lemme 5.2. Le morphisme u1 admet une section. 

Â Soit R(t ,s) la ré sol vante de l'équation différentielle linéaire 

X'+ ~h1 (t,x(t),u(t))· X= 0. 

L'application linéaire 

Y~( J" R(•,s)·Y(s)ds , 0) 
0 

définit un morphisme deL oo (I,p) dans W 1·oo(l,p) x L00 (l,q) dont l'adjoint est 

(« a,f3,y»,z) ~ tR(t,•)·f3 +y+ r tR{(s,•)·y(s)ds . 

et ce morphisme est une section de u1. 

L'hypothèse (H5) pour le morphisme Dh(x,u) résulte alors du lemme suivant: 

Lemme 5.3. Soit u = (u0 ,u1) un morphisme d'un couple d'espaces de Banach E dans 

un produit F0 x F1 de couples d'espaces de Banach. Si F0 est de dimension finie et si le 

morphisme u1 admet une section s1, alors le morphisme u admet une quasi-section et son 

conoyau est de dimension finie. 

Â Le morphisme v0 = u0 o( idE-.'~]_ o u1) de E dans F0 admet, d'après le lemme 5 .1, une 

quasi-section s0 qui est un morphisme de F0 dans E tel que 

Uo o (idE -s1 o ll_t )o So o Uo o(idE- s1 o u1) = u0 o (idE- s1 ou1) (3) 

L'application linéaire 

définit un morphisme de F0 x F1 dans E pour lequel on vérifie que u os ou= u grâce à la 

relation (3). 

Le conoyau de u est isomorphe au noyau du projecteur u os. Or on a 

u 0 s ·(Yo·Yl)= (uoo (idE -sl oui) 0 So. Yo +Llo 0 (idp; -so 0 Lio + 5J 0 ul 0 So 0 Uo) 0.\'1. YI ' Y1) 

donc Ker (u os) est isomorphe à Ker (u0 o(id E- s1 o u1) o s0 ) qui est de dimension finie. ~ 
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6. Cônes duaux 

Proposition 6.1. Soit C une partie admissiblement régulière de RP. Le cône dual de 

AuL
00

{I,C), relativement à la dualité du couple L
00

(l,p), est l'ensemble des classes de 

fonctions mesurables bornées w telles que w(t) e(Aucr>cr pour presque tout t. 

.. Si w(t)e(Au(t)cr pour presque tout t, il est clair que w appartient à (AuL
00

(I,c)r 

puisque l'intégrale d'une fonction négative presque partout est négative. 

Réciproquement, soit w un élément de ( AuL
00
{I,c)r : nous allons montrer qu'en tout 

point t régulier pour u et w, on a w(t)e(Auu>cr. S'il existait M eAu(t>C tel que 

(w(t)IM)> 0, on pourrait construire, grâce à une section continue de AC (cf. proposition 

111.2.13) un élément ii de AuL
00

(l,C) tel que t soit un point régulier de ii et que ii(t) = M; 

étant donné une suite ( 8n )
11

eN de fonctions en escalier définies sur 1, telles que 8n(t) = n sur 

. 1 8 1 8 un sous-mtervalle ln C 1 de longueur -, contenant t, et nC t) =- sur 1 -ln, Lin = ,;t 
n n 

appartiendrait à AuL
00

(l,C) pour tout n et lim 11

(w(s)ju11(s)) ds = (w(t)IM) serait 
n-oo 0 

strictement positif, ce qui contredirait l'hypothèse w e( Au Loo (l,C) r. 
Remarque 6.2. On ne peut pas se servir du lemme de Minkowski-Farkas pour déterminer le 

cône dual de A .. Wl.oo(I,C) =F1(AJ(x)L
00

(I,c)) :pour toute topologie compatible avec la 

dualité de L :x: ( /, p), le cône Au Loo (1, C) est en général d'intérieur vide. De fait, le cône dual de 

AxWl.oo(l,C) n'est pas, en général, l'image par l'adjoint de j du cône dual de Aj(x)L"''(l,C) et 

il faut en donner une description autonome. 

Proposition 6. 3. Soit C une partie admissiblement régulière de R P. Le cône dual de 

AxW1
'
00

(l,C), relativement à la dualité du couple Wl.oc(l, p), est l'ensemble des ~<a, {3, y» 

vérifiant: 

1) y est à variation bornée et, pour tout tel et tout X EAx(t)C, la fonctions~ (y(s)IX) est 

essentiellement croissante au voisinage de t; 

2) a- y+(O)e(Ax<O>ct; 

3) f3+y-(l)e(Axc 1Fr· 
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À Nécessité des conditions. 

La forme linéaire associée à un élément «a, f3, y» de (A x W1·cc(I,C) r est négative sur 

tout élément de la fermeture de Ax WLoo(I,C), donc en particulier, sur toute fonction x 

appartenant à W1'
00 (I,p) et vérifiant x(s) E{ 0} u At(s)C pour touts El 0 

Soient tEl et X EAx(t)C = R.r(l)C. D'après le lemme III.1.2, X est encore une 

direction admissible en tout point de C assez voisin de x(t) et, la fonction x étant continue, Il 

existe un intervalle J, voisinage de t dans 1, tel que X EAx(s)C pour tout s de J. Pour toute 

fonction 8EW1
'
00(/,1) à support dans J, la forme linéaire associée à «a,f3,y» est donc 

négative sur x= ex' c'est-à-dire 

O(O)(aiX)+ O(l){.BIX) + J O'(s){y(s)jX) ds s 0 
J 

(4) 

Soient t1 < t2 deux points de J, intérieurs à 1 et réguliers pour y. Pour tout E > 0 

vérifiant 2E < t2 - t1 , on applique la relation (4) aux fonctions affines par morceaux 8e, nulles 

hors de [ t1, t2 ], valant 1 sur [ t1 + E, t2 - E] et affines sur [ t1, t 1 + e] et sur [ t2 - e, t 2 ]. Il vient 

Ill +E ft, t {v(s)l X)ds - t - {y(s)jX)ds ~O. 
t1 t2 - e 

Les points t1 et t2 étant réguliers pour y, donc pour {yjX), on peut utiliser le lemme III.2. 7 : 

en faisant tendre e vers 0, il vient la relation 

qui exprime que {yjX) est essentiellement croissante sur J. 

Soit maintenant X ERP. Le cône Ax(r)C étant ouvert, X est différence de deux éléments 

de Ax(r)C et la fonction {yjX), différence de deux fonctions essentiellement croissantes au 

voisinage de t, est à variation bornée au voisinage de t; l'intervalle l étant compact, il en 

résulte que {yi X) est à variation bornée sur 1. En particulier, les composantes de y sont à 

variation bornée et donc y est à variation bornée. 

Pour t = 0 et tout E assez petit pour que [ 0, E] C J, on peut appliquer la relation (4) aux 

fonctions affines par morceaux 8E valant 1 en 0, affines sur [ 0, E] et nulles sur [ E, 1]. Il vient 

(aiX)- ; Je {y(s)jX)ds s 0. 
0 
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La fonction y étant à variation bornée, a une limite à droite y+ (0) en O. On a donc, en faisant 

tendre n vers l'infini 

(aiX)-(y+(o)jx) s O, 

ce qui entraîne que a- y+(O)E(Ax(0)cr. On démontre de même que 

{,BIX)+(y-(l)lx) s o 

pour tout x EAx(l)c' donc que f3 +y- (1) E( Ax(l)c r. 
Suffisance des conditions. 

Soit «a, f3, y» vérifiant les conditions 1, 2 et 3 et soit x EAx W1
'

00 (I,C). Pour tout e 

vérifiant 0 < E < 1 , on pose 

J(l-e)l+e 
Yt: (t) = l y(s) ds 

E (1-e)t 

La fonction Yt: appartient à W1
'
00 

( /, p) et elle tend vers y dans L1 
( /, p) quand e tend vers O. 

On a donc el(« a, f3' Y»' x) égal à la limite, quand E tend vers 0, de 

(alx(O))+ {,Bix(l))+ J1

(ye(s)jx'(s))ds 
0 

quantité qu'une intégration par parties transforme en 

(a- Ye(O)Ix(O))+ (f3 + Ye(l)jx(l))- J 1(v~(s)lx(s)) ds. 
0 

On a lim Ys(O) =y +(0) et la condition 2 entraîne que 
e-o 

lim (a-Yt:(O)jx(O)) = (a- y +(O),i(O)) s 0 
t:-0 

puisque x( 0) EAx(O)C. 

On démontre de même, grâce à la condition 3, que 

limV3+Ye(l)ji(l)) = (f3+y-(l),i(l)) s O. 
t:-0 

En explicitant y;(s), l'expression intégrale s'écrit 

- l ~ E J 1( y( (1 - E )s + E) - y( (l - E )s) 1 X( S)) ds. 
0 

La condition 1 entraîne que l'application t ~ (y(t)lx(s)) est localement essentiellement 

croissante en tout point t tel que x(s)EAx(t)C, donc essentiellement croissante sur tout 
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intervalle où cette propriété est vérifiée. La négativité de l'expression intégrale pour E assez 

petit résulte alors de l'existence d'un réel r > 0 tel que pour touts El on ait x(s)EA.x(r)C quel 

que soit tE] s-r, s + r[ nI :s'il n'existait pas un tel r, il existerait deux suites sn et tn de I, 

convergentes(/ étant compact) et de même limites, telles que non( x( sn) EAxu.>C) pour tout 

n, ce qui serait en contradiction avec le lemme 111.1.2 au point x(s) EA.x<sF. 

Remarque 6.4. La condition 1 de la proposition 6. 3 peut être reformulée de la manière 

équivalente suivante: 

1 ') y est à variation bornée, pour presque tout t de 1 on a - y'(t) e( Ax(t)cr et pour tout t de 

lon a y-(t) -y+(t)E(Ax(t)cr. 

C'est une conséquence immédiate de la caractérisation des fonctions croissantes parmi les 

fonctions à variation bornée. 

7 . Une variante du problème de contrôle optimal 

Les notations sont celles du paragraphe 1. 

Une extension naturelle de la contrainte de phase "x prend ses valeurs dans une partie 

fermée, admissiblement régulière, de RP" est d'imposer que, pour presque tout t, on ait 

x(t)EC1(t). où { C1(t) 1 tEl} est une famille de parties fermées, admissiblement régulières, 

de R P, la manière dont ces parties dépendent de t restant à préciser. 

Une mesure de la difficulté présentée dans le cas général par un tel problème est donnée 

par l'étude, proposée dans ce paragraphe, d'un exemple élémentaire : celui où, une fonction 

mesurable bornée 8 EL
00 

(l,p) étant fixée, on pose 

C1(t)={XeRP 1 V'ie{1,2, ... ,p}, Xi ~8(t)}, 

c'est-à-dire le translaté par 8(t) du premier quadrant de RP. 

On est amené, dans la formalisation du problème de contrôle optimal, à remplacer 

li= WI.oo(l,C1) par li= G8 avec 

G8 ={xeWI.cc(l,p) 1 V'~tE/, x(t)~ 8(t)} 
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où "V IJ. t" signifie "pour presque tout t, relativement à la mesure de Lebesgue f1 ".La difficulté 

du problème est technique: elle réside dans la détermination explicite (cf. Annexes, théorème 

111.4.6) des cônes de directions admissible de Ge, détermination pour laquelle la notion 

d'adhérence essentielle d'une partie (cf. Annexes, 111.3) semble être un outil incontournable. 

D'après le corollaire 111.4. 7, ces cônes sont convexes, non vides et ouverts pour la 

topologie induite par celle de L
00

(/,p), donc ouverts pour la topologie de Mackey sur 

WI.oo (1, p) (proposition 2. 3): P =Ge x E2 vérifie donc l'hypothèse (H2) du théorème L 1.9. 

Les conditions d'optimalité (théorème 7. 2) résultent donc du corollaire L 1.10 et de la 

détermination explicite du cône dual de AxGe : 

Proposition 7 .1. Soit x un élément de Ge. Le cône dual de AxGe, relativement à la 

dualité du couple W 1
'

00
(/,p) est l'ensemble des «a,f3,y» tels que, quel que soit l'indice 

ie{1,2, ... ,p }, on ait: 

1) Yi est essentiellement croissante sur 1 et essentiellement constante sur les composantes 

connexes de 1- Jj(x); 

2) ai- Y!(O) s 0, avec égalité si 0 fl]i(x); 

3) f3i + yj(1) s 0, avec égalité si 1 fl]Jx). 

À Le cône AxGo est le produit des cônes Ax, Ge, de WI.:c (1, 1), donc son cône dual est la 

somme des cônes duaux des A.t. Ge .. Il suffit donc de faire la démonstration dans le cas p = 1 . 
1 1 

Nécessité des conditions. 

Si «a,f3,y» appartient au cône dual de AxG8 , c'est que la forme linéaire associée à 

~< a,f3,y» est négative pour tout x eW1
'

00
(/,1) qui est strictement positif sur J(x) (cf. théorème 

111.4.6). Par passage à la limite, cette forme linéaire est également négative sur tout x positif 

ou nul sur J(x) (corollairelll.4.8). 

Soient t 1 < t2 deux points de 1, réguliers pour y. Pour tout e > 0 vérifiant 2e < t2 - t 1, 

la fonction xs , nulle en dehors de [ t1, t2 ], valant 1 sur [ t1 + e, t2 - e] et affine sur [ t1, t 1 + e] et 

sur [t2 - e, t 2 ] est positive sur 1, donc positive sur J(x). On a donc: 
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~ r )( s) ds ,. 0 . 

En faisant tendre E vers 0, t 1 et t 2 étant réguliers pour y, le lemme 111.2. 7 entraîne qu'on a 

y(.ft) - y(t2 ) s 0. L'application y est donc essentiellement croissante sur 1. Si les points 

t 1 et t2 appartiennent à une même composante connexe du complémentaire de J(x), la 

fonction -xE est aussi positive sur J(x) et on a donc aussi -y(t1) + y(t2 ) s 0, c'est-à-dire 

_y(t1) = y(t2 ). L'application y est donc essentiellement constante surles composantes connexes 

du complémentaire de J(x). 

Pour tout E vérifiant 0 < E < l, la fonction xE valant 1 en 0, affine sur [ 0, E] et nulle sur 

[ E, 1] est positive, donc positive sur J(x). On a donc: 

el(«a,f3,y», xE)= a - t JE y(s) ds :S O. 
0 

La fonction y étant essentiellement croissante a une limite à droite y+ (0) en O. On a donc, en 

faisant tendre E vers 0, l'inégalité a- y+(O) s 0. Si le point 0 n'appartient pas à J(x), la 

fonction -xE est positive sur J(x) dès que E estassezpetitetonadoncaussi -a+ y+(O)sO, 

c'est-à-dire a-v+(O)=O. On montre de même que f3+y-(l)s0, avec égalité si 1 

n'appartient pas à J(x). 

Suffisance des conditions. 

Soit «a ,{3 ,y» vérifiant les conditions 1, 2 et 3 et soit x EAxGe. Comme à la proposition 

6. 3, on considère les fonctions 

J
(I-E)l+E 

YE (t) = f y(s) ds 
(1-E)t 

qui appartiennent à W1
'
00 

(1,1) et tendent vers y dans L1(1,1) quand E tend vers O. Alors, 

el(«a,/),y>>,X) est la limite, quand E tend vers 0, de 

a X(O) + f3X(l)+ J 1 

yE(s)x'(s) ds 
0 

quantité qu'une intégration par parties transforme en 
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On a lim Ye(O) =y +(0) et la condition 2 entraîne que 
e-o 

puisqu'on a, ou bien a- y+(O)< 0, et alors OeJ(x) donc x(O)> 0, ou bien a- y+(O) =0. 

On démontre de même, grâce à la condition 3, que 

lim(fi+Ye(l))x(l) = (fi+y-(l))x(l) s O. 
e-o 

En explicitant _v; (s), l'expression intégrale s'écrit 

_1-e J1

(}{(1-e)s+e}-y((l-e)s) jx(s)) ds. 
E' 0 

La fonction x étant continue sur let strictement positive sur le compact J(x), il existe p > 0 

tel que x soit positive sur JP(x)= In ( J(x)+[ -p,p ]) . Pour E < p, la fonction intégrée est 

essentiellement positive: la fonction y étant essentiellement croissante, c'est évident sur JP (x); 

si sel- JP (x), alors [0- e)s ,(1- e)s + E J C /- J(x) et la fonction intégrée est donc presque 

partout nulle sur /- JP(x). La limite de l'expression intégrale est donc négative. 

Les conditions d'optimalité pour le nouveau problème sont donc : 

Théorème 7.2.La condition xeWV:c (/,C1) étant remplacée par xeG8 , si C2 est une 

partiejermée admissiblement régulière, si j0 et h0 sont de classe C1 et si fi, g1 et h1 sont 

partiellement continûment différentiables en les deux dernières variables, une condition 

nécessaire d'optimalité est qu'il existe À eR+, f.l eRr, y eR5 avec y 2: 0, et une jonction z à 

variation bornée, non tous nuls, tels que 

(0) J\ rl&(t,x(t),u(t)))dt= o. 
0 

( 1) la jonction définie par 

y(t)= -z(t)+ f tD2fzr(s,x(s),u(s))·z(s)ds +} .. f V 2fi(s,x(s),u(s))ds 
0 0 
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est telle que, quel que soit l'indice i e { 1,2, ... ,p}, La fonction Y; est essentiellement croissante 

sur let essentiellement constante sur les composantes connexes de l- l;(x). 

(2.1) Quel que soit L'indice i E { 1,2, ... ,p}, on a 

( z+(O) - ÀVtf0(x(O),x(l)) - tD1h0(x(O),x(l))· !l )i s 0, 

avec égalité si 0 $.l;(x). 

(2.2) Que! que soit L'indice i E { 1,2, ... ,p}, on a 

( - z-(1)- ÀV2.fo(x(O),x(l))- tn,"'(x(O),x(I)) ·l'- f tn,g,(s,x(s),u(s)) ·y ds ), s 0, 

0 

avec égalité si 1 $.l;(x). 

( 3) -À V 3fi(s ,x(s) ,u(s)) - tD3h1 (s ,x(s),u(s)) · z(s) - 11 

tD3g1( s ,x(s),u(s))· y ds 
0 

appanientà ( J\(s)Cz r pour presque toutS Ef. 
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III. Détermination explicite de certains cônes de directions 

admissibles 

A. Cônes de directions admissibles des parties Loo(/, C) 

Soit C une partie fermée de RP, 1 un intervalle borné et L
00

(/,C) l'ensemble des classes 

de fonctions mesurables bornées définies sur 1 et prenant leurs valeurs dans C. On montre 

(proposition 2.10) qu'une direction admissible H de L
00

(/,C) en un point h est telle que 

(h, H) appartienne à 

~C = {(x, X) 1 x EC, X EA_rC} 

mais la réciproque est fausse (contre-exemple 2.11). On présente au paragraphe 1 la notion de 

partie admissiblement régulière (Benlarbi [5]) qui caractérise une classe de parties C pour 

lesquelles cette réciproque est vraie (théorème 2 .12), ce qui donne une description explicite de 

cônes de directions admissibles des parties L
00

(/,C) lorsque C est admissiblement régulière. 

1 . Notion de parties admissiblement régulières 

Notation 1.1. Soit E un espace normé, C une partie de E et x un point de C. Nous 

noterons RxC l'ensemble des éléments X de E vérifiant les propriétés équivalentes suivantes: 

1.1.1. Pour toute suite X11 EC, X11 --+ x, toute suite À 11 > 0, À 11 --+ 0 et toute suite 

xll EE, Xn- x' on a Xn + ).nXn EC pour n assez grand. 

1.1.2. Il existe un voisinage V de x, un réel a> 0 et un voisinage W de X tels que, quels 

que soient x' EV n C, ). E] 0, a ( et X' E W on ait x' + ). X' E C. 
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Le cône Rxe a été introduit par Rockafellar [ 13] qui a démontré qu'il coïncide, en 

dimension finie, avec l'intérieur du cône tangent au sens de Clarke (alias "cône péritangent") 

Pxe de e au point x, résultat qui s'étend facilement au cas de la dimension infinie sous 

l'hypothèse que Rxe ne soit pas vide. Ce cône est ouvert, convexe et il est contenu dans le 

cône Axe des directions admissibles de e au point x. Ce dernier point peut être renforcé: 

Lemme 1.2. Soit X eRxe .Il existe alors un voisinage V de x et un voisinage W de 

X tels que W C Ax·e pour tout x' de V . 

.Â C'est une conséquence immédiate de la propriété 1.1.2. 

Définition 1.3. (Benlarbi [ 14 ]) Soit E un espace normé, e une partie de E et x un 

point de e. Nous dirons que e est admissiblement régulier au point x si RxC est non vide et 

égal à Axe. Nous dirons que e est admissiblement régulier si e est admissiblement régulier 

en tout point de e. 

Cette notion de régularité est l'adaptation, pour l'étude des cônes de directions 

admissibles, de la notion classique de régularité tangentielle. Le lien entre ces deux notions est 

éclairé par l'introduction du cône tangent au sens de Dubovitskii-Milyutin (cf. [ 1] ), ensemble 

des X de E vérifiant : 

Pour toute suite À 11 > 0, À 11 ~ 0, il existe une suite X11 EE, X11 ~X telle que 

x+ À 11 Xn ee pour n assez grand. 

Nous noterons Sxe ce cône. Il est fermé, il contient Axe et il est inclus, en général strictement, 

dans le cône tangent au sens de Bouligand T_re (alias "cône contingent"). 

Lemme 1.4. Si Rxe est non vide, alors Axe est dense dans Sxe et égal à l'intérieur de 

ce cône . 

.Â Soit X eSxe et YeRxe.Pour toute suite À,> O,À 11 ~ 0, il existe une suite 

X11 eE, Xn ~X, telle que x+ À 11 X11 ee quel que soit n. Pour toute suite 

Zn eE, Zn ~X+ Y, la suite Yn = z,- X11 tend vers Y; comme x+ ÀnXn est une suite de e 
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tendant vers x et que Yappartientà Rxe,il vientque x+ÀnZn =(x+ÀnXn)+ÀnYrz appartient 

à e pour n grand, ce qui démontre que X+ Y EAxe. 

En appliquant ce résultat à (1- a)X et aY, avec a E]0,1[, il vient finalement que 

Xa = (1 - a )X+ a Y appartient à Axe, donc que X = lim Xa est adhérent à Axe. 
a-0 

Soit Xo un point intérieur de Sxe. Étant donné Y E Rxe, il existe X E Sxe et a E] 0,1 [ 

tels que X0 = (1- a)X + aY, donc X0 EAxe, ce qui montre que Axe est l'intérieur de SxC. T 

Proposition 1.5. Une partie e d'un espace normé E est admissiblement régulière en 

un point x si et seulement si RxC est non vide et P;ce = SxC. 

Â C'est une conséquence immédiate du fait que si RxC est non vide, alors Rxe est 

l'intérieur de P;cC et Axe est l'intérieur de Sxe. 

Corollaire 1.6. La régularité tangentielle au point x entraîne la régularité admissible au 

point x si l'une des hypothèses suivantes est vérifiée : 

(a) Rxe est non vide 

(b) E est de dimension finie et Tx e est d'intérieur non vide. 

Â Les inclusions P;ce C SxC C Txe sont toujours vraies et on a ~,e = I';cC par hypothèse, 

donc P;cC = SxC· Si RxC est non vide, on applique directement la proposition 1.5. En 

dimension finie, RxC est l'intérieur de ~,e et, si (b) est vérifié, il est non vide puisqu'il est 

égal à l'intérieur de TxC. 

Corollaire 1. 7. Une partie e vérifiant l'une des conditions suivantes est 

admissihlement régulière au point x : 

(a) x est un pointintérieur de C 

(b) e est, au voisinage de x, représentable par l'épigraphe d'une fonction strictement 

différentiable 

(c) e est, au voisinage de x, un convexe d'intérieur non vide. 

Â Chacune de ces conditions entraîne que C est tangentiellement régulière au point x et que 

RxC est non vide. 
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La condition (b) peut se généraliser ainsi: 

Théorème 1.8. Soit E et F deux espaces normés et 8 une application définie sur un 

ouvert de E, à valeurs dans F, strictement différentiable au point x. Si e est une partie de F 

admissiblement régulière au point y= 8(x) et si l'image de DB( x) rencontre Aye, alors 

B= e-1(e) estadmissiblementrégulièreaupoint x et AxB= (D8(x)t 1(Aye). 

Â. Une vérification élémentaire donne les inclusions suivantes: 

(D8(x))-1(Aye) C AxB (1) 

(2) 

(3) 

e étant admissiblement régulier au point y, on a Sye= Pye (proposition 1. 5), donc 

Sye est convexe et son intérieur est égal à Aye (lemme 1.4 ). L'image de DB(x) rencontre 

donc l'intérieur du convexe Sye et, par un résultat classique sur l'image réciproque d'un 

convexe par une application linéaire continue, on a : 

(4) 

Les relations ( 1 ), (2) et ( 4) donnent alors 

(5) 

qui entraîne que (D8(x)f1(Aye) est une partie ouverte, convexe et dense de SxB, donc est 

égal à l'intérieur deSxB. Alors, (D8(x)f1(Aye) contient AxB et donc (l) entraîne que 

(6) 

Les relations (6) et (3) donnent: 

On a donc AxB = RxB, puisque l'inclusion inverse est toujours vraie, et RxB non vide puisque 

(D8(x)f1{Aye) est non vide par hypothèse. Il en résulte que B est admissiblement régulier au 

point x. 
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2. Cônes de directions admissibles des parties L00{I,C) 

Définitions 2.1. (Pontryagin et al. [ 15]) Soit h une fonction mesurable bornée définie 

sur un intervalle borné I, à valeurs dans un espace euclidien R P. Un point t de I est un point 

régulierde h et h(t) est une valeurrégulièrede h si, pour tout voisinage U de h(t), t est un 

point de densité de h-1(U), c'est-à-dire 

li rn 
f.l(.l)-0 

tel 

1 

où 1 est un sous-intervalle de l et fJ. est la mesure de Lebesgue. Il est évidemment suffisant 

que cette condition soit vérifiée pour tous les voisinages d'un système fondamental de 

voisinages de h(t). 

Lemme 2.2. Soit h et k des fonctions mesurables bornées définies sur un intervalle 

borné I, à valeurs respectivement dans R P et Rq . Alors t est un point régulier de la fonction 

(h,k) de I dans RP x Rq si et seulement si t est un point régulier de h et de k. 

À Soit U x V un voisinage produit de (h(t),k(t)). On a alors 

et le lemme résulte des inégalités sui vantes: 

.u(h - 1(u) n 1) + .u(k -1(v) n 1)- .u(1) s .u( (h,kf1(u x v) n 1) 

.u((h,kt1(u x v)n 1)s min { .u(h-1(u)n 1), !'( k-1(v) n 1)} 

Corollaire 2.3. Soit h une fonction mesurable bornée définie sur un intervalle borné 

l, à valeurs dans R P. L'ensemble des points réguliers de h est l'intersection des ensembles de 

points réguliers des composantes de h . 

Lemme 2.4. Soit h une fonction mesurable bornée définie sur un intervalle borné 1, à 

valeurs dans R P et soit f une application continue de R P dans R q • Si t est un point régulier 

de h , alors t est un point régulier de f o h. 

À Soit U un voisinage de f o h(t). Alors V= f- 1(U) est un voisinage de h( t) et 
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ce qui entraîne que si t est un point régulier de h, alors c'est aussi un point régulier de f oh. 'Y 

Corollaire 2.5. Soit h et k des fonctions mesurables bornées définies sur un intervalle 

borné 1, à valeurs dans RP. Si t est un point régulier de h et de k, alors t est un point 

régulier de toute combinaison linéaire a h + {3 k . 

À La combinaison linéaire ah + f3 k est la composée de l'application linéaire (continue) f 

de RP x RP dans RP définie par f(x,y) =a x+ {3 y avec la fonction mesurable bornée (h,k) 

pour laquelle t est un point régulier (lemme 2. 2). 

Lemme 2.6. Soit h une fonction mesurable bornée définie sur un intervalle borné 1, à 

valeurs dans un espace euclidien RP. Alors, la norme d'une valeur régulière est majorée par 

Il h Il oo et presque tous les points de 1 sont des points réguliers de h 

.Â. Si llh(t)ll> llhiLXl ,il existe un voisinage U de h(t) tel que iîYII> llhlloo pour tout y de 

U et alors 11(h -1(U) n 1) = 0 quel que soit J : h(t) n'est donc pas une valeur régulière. 

Si p = 1, la fonction scalaire h est approximativement continue en presque tout point de 

1 (cf. Natanson [16]), donc presque tous les points de 1 sont des points réguliers de h. Si 

p > 1, l'ensemble des points réguliers de h étant l'intersection des ensembles de points 

réguliers des composantes de h (corollaire 2. 3), on applique le résultat précédent. 

Lemme 2. 7. Soit h une fonction mesurable bornée définie sur un intervalle borné 1, à 

valeurs dans un espace euclidien R P et t un point régulier de h . Si t est intérieur à 1, on a 

J
t+a 

h(t) = lim ( l. h(s) ds). 
a-o a t 

Si t est une borne de 1, on a le même résultat en faisant tendre a vers 0 + (res p. 0-). 

À Pour a tendant verso+, on a 

Il j_ r+a h(s) ds -h(t) Ils~ r+a Il h(s)- h(t) Il ds. 
a t a r 
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On prend pour voisinage U la boule de centre h( t) et de rayon E et on pose J a = [ t, t + a ] et 

J~ = { s E J a Ill h( s) - h( t) Il< E } • On a alors 

Il 1.. fl+a h(s) ds -h(t) Ils 1.( E ~t(l~ )+ 211hlloo !l(la- 1~)) a 
1 

a 

a tend vers 0, puisque t est un point régulier de h. Pour a assez petit, on a donc: 

I
l+a 

111.. h( s) ds - h( t) Il s 2 E . 
a t 

Lemme 2.8. Soit C une partie de R P, 1 un intervalle borné et h une jonction 

mesurable bornée de 1 dans RP. Les propriétés suivantes sont équivalentes: 

(i) llexisteuncompact K inclusdans C tel que h(t)EK pour presque tout t dans l. 

(ii) L'adhérence de l'ensemble des valeurs régulières de h est contenue dans C . 

.Â. L'ensemble des valeurs régulières est borné (lemme 2. 6), donc son adhérence est 

compacte. Comme presque tout point de 1 est un point régulier (lemme 2. 6), (ii) entraîne (i). 

Soit K un compact tel que h( t) E K pour presque tout t dans /. Alors h( t) E K pour tout 

point régulier de h : si ce n'était pas le cas, il existerait un voisinage U de h( t) ne rencontrant 

pas K et un intervalle J tel que !l{h -l(U) n 1) > î ~tU)> 0 et on aurait alors ~t{h -l(K)) < 1, 

ce qui est contraire à l'hypothèse faite. Il en résulte que (i) entraîne (ii). 

Remarques 2.9. La propriété (i) est usuellement prise comme définition de" h prend 

ses valeurs dans C" mais la propriété (ii) ne nécessite pas la détermination a priori d'un 

compact. Si C est fermé, elle se réduit à" h(t) eC pour tout point régulier t de h ". 

Proposition 2.10. Soit C unepartieferméede RP, 1 un intervalle borné et L00 (/,C) 

l'ensemble des classes de fonctions mesurables bornées définies sur l et prenant leurs valeurs 

dans C. Si H est une direction admissible de Loo ( 1, C) au point h, alors (h, H) prend ses 

valeurs dans 

~C = { (x,X) j x eC, X eAxC}. 
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.Â Soit Ir l'ensemble des points réguliers de (h,H) et soit (x,X) un point adhérent à 

l'ensemble des valeurs régulières de (h, H). Il existe alors une suite tn E Ir telle que h( tn)- x 

et H(t n)- X. Les points tn sont aussi des points réguliers de h (lemme 2. 2) et h prend ses 

valeurs dans C, alors x, qui est limite d'une suite de valeurs régulières de h, appartient à C 

(lemme 2. 8). Comme par hypothèse H est une direction admissible en h, il existe a > 0 tel 

que pour tout Y ERP tel que Il Yll <a et tout À E ]O,a[, la fonction h + À(H +Y) prend ses 

valeurs dans C. Comme tout point de Ir est un point régulier de h + À(H +Y) (corollaire 

2.S), il vient que X+À(X+Y), limite d'une suite de valeurs régulières de h+À(H+Y), 

appartient à C (lemme 2. 8) et on a donc X EAxC 

Contre-exemple 2.11. La réciproque de la proposition 2.10 est fausse. Soit 

c = { ( s, t) ER 
2 1 s 2: 0 ou t 2: 0 } ' 

h la fonction à valeurs dans R2
, définie sur I = [ 0, 1] par h(t) = ( -t ,0) et H la fonction à 

valeurs dans R2
, définie sur [ 0, 1] par H(t) = (1,t ). La fonction continue h prend ses valeurs 

dans C et la fonction continue (h, H) prend ses valeurs dans ~C mais H n'est pas une 

direction admissible en h : pour tout a E ]0,1[, soit Ha la fonction définie sur [0, 1] par 

Ha (t) = (1,t- a); on a Il Ha- Hl loo= a mais, pour À E JO, a [, h(t) + ÀHa(t) n'appartient 

pas à C si t E]À ,a [,donc h +}..Ha n'appartient pas à L
00 (I,C). 

Théorème 2.12. Soit C une partie fermée de RP, admissiblement régulière, et I un 

intervalle borné. Alors H EL
00

(I,p) est une direction admissible de L00 (I,C) en h si et 

seulement si (h, H) prend ses valeurs dans ~ C . 

.Â Soit H une fonction mesurable bornée telle que (h, H) prenne ses valeurs dans A,.C. 

Nous allons montrer qu'alors H appartient au cône de Rockafellar ~1 L
00

(I,C). 

Soit K la fermeture de l'ensemble des valeurs régulières de (h, H) : c'est un compact de 

~C. Il existe alors un scalaire a> 0 tel que pour tout xEC, tout (x,X)EK +aB, où B 

désigne la boule unité, et tout À E Jo, a [ on ait x+ J...)( E C : si ce n'était pas le cas, il existerait 

. ( ) 1 1 lf des suttes Xn EC, Xn, Xn EK +-;; B et Àn E J 0,-;; l telles que, pour tout n, xn + ÀnXn 

n'appartienne pas à C; K étant compact, la suite ( xn, X11 ) aurait une valeur d'adhérence (x, X) 
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dans K, donc dans ~e, et X appartiendrait à Axe= RxC, ce qui serait en contradiction avec 

non(xn+ÀnXneC) pourtout n. 

Le scalaire a étant ainsi fixé, considérons une fonction mesurable bornée h prenant ses 

valeurs dans C et telle que llh -hlloo <a, une fonction mesurable bornée if telle que 

Il ii- Hlloo <a et un scalaire À. E ]0, a [.Soit Ir l'ensemble des points réguliers pour chacune 

des fonctions h,h,HetH. Pour tout tElr, on a (h(t),H(t))eK+aB et h(t)EC donc 

- - -
h(t) + À.H(t) appartient à C d'après le choix fait de a. L'ensemble Ir étant de mesure totale de 

- -
1 et C étant fermé, il en résulte que h + À.H prend ses valeurs dans C, donc que H appartient 

à ~L
00

{I,C). 

L'inclusion de ~L
00

(/,C) dans AhL
00

(I,e) étant toujours vraie, ce résultat joint à la 

proposition 2. 10, entraîne que ces cônes sont égaux et coïncident avec l'ensemble des H tels 

que (h,H) prenne ses valeurs dans ~e. 

Proposition 2.13. Sous les hypothèses du théorème 2.12, L'x{l,C) est une partie 

admissiblement régulière de Loo ( /, p) . 

.Â Il suffit de montrer que ~L
00

{I,e) =Ah Loo (I,e) est non vide. 

La partie C étant admissiblement régulière, pour tout xE C, le cône Rxe = AxC est non 

vide et, pour X eRxe = A_.C donné, il existe un voisinage V de x tel que X eRx·C = Ax·e 

pour tout x' de V n C (lemme 1. 2); la fibration ~C-+ e admet donc une section locale 

continue en tout point de e et, les fibres étant convexes (propriété du cône de Rockafellar), on 

obtient une section globale continue a en recollant des sections locales au moyen d'une 

partition de l'unité continue. Étant donné h E L
00 

( /, C), la fonction (h, H) = a oh est mesurable 

bornée et vérifie H(t) EAII(t)C en tout point régulier t de h. Si K est la fermeture de 

l'ensemble des valeurs régulières de h, alors a(K) est un compact contenu dans ~e et 

(h( t), H(t)) E a( K) pour presque tout point t de 1, donc H est une direction admissible au 

point h, ce qui montre que AhL
00

(I,C) n'est pas vide. 
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B. Cônes de directions admissibles des parties Ge 

Soit l un intervalle borné et 8 une fonction mesurable bornée définie sur l et prenant ses 

valeurs dans RP. On notera Ge la partie: 

où "V 1-l t " signifie "pour presque tout t ",relativement à la mesure de Lebesgue ft . Cette partie 

ne dépend que de la classe de 8 dans C' ( 1, p). 

Le paragraphe 3 rassemble des résultats techniques permettant (théorème 4. 6) de décrire 

explicitement le cône des directions admissibles de Ge en un point h. 

3. Adhérence essentielle d'une partie 

Définition 3.1. Soit M une partie mesurable de Rn. Un point a sera dit un point 

adhérent essentiel de M si 

Va> 0, !l(B(a;a)n M) ;é O. 

On appellera adhérence essentielle de M, et on notera ess( M), l'ensemble des points adhérents 

essentiels de M. 

Tout pont adhérent essentiel de M est adhérent à M, mais un point de M, a fortiori un 

point adhérent à M, n'est pas nécessairement un point adhérent essentiel de M : par exemple, 

un point isolé de M n'est pas un point adhérent essentiel de M. On a cependant les deux 

résultats suivant: 

Proposition 3.2. L'ensemble des points de M qui ne sont pas des points adhérents 

essentiels de M est de mesure nulle . 

..Â On considère pour tout entier n la partie 
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qui est relativement compacte, donc recouverte par un nombre fini de boules B(ai; ~) avec 

est de mesure nulle. L'ensemble des points de M étant la réunion des Xn, cet ensemble est de 

mesure nulle. 

Proposition 3.3. L'adhérence essentielle d'une partie A-! est l'adhérence de l'ensemble 

des points de M qui sont des points adhérents essentiels de M. 

À 1) Soit a un point adhérent à Mn ~(M). On a 

'V a> O,B(a;a) n (Mn ess(M))~0. 

Soit b un point de cette intersection. C'est un point adhérent essentiel de M donc 

eton a 

B(a;a)n M::J ~ b; ~) n M 

donc 

ce qui entraîne que a appartient à ess(M). On a donc Mn ess(A-1) C ess(M). 

2) Réciproquement, soit a un point de ess(.Nl). On a 

'Va> O,~t(B(a;a) n M)~ 0 

L'ensemble des points de M non adhérents essentiels de M étant de mesure nulle, il en résulte 

que 

'V a > 0, !! ( B( a; a) n ( M n ;ss( lVI))) ~ 0 

donc a est un point adhérent (et même adhérent essentiel) à Mn ess(M). On a donc 

ess( M) C Mn ess( M) 

ce qui achève la démonstration. 
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Il en résulte en particulier qu'une partie M est de mesure nulle si et seulement si son 

adhérence essentielle est vide. Plus généralement, l'adhérence essentielle de M ne dépend que 

de la classe de M modulo les parties de mesure nulle: 

Proposition 3.4. Deux parties dont la différence symétrique est de mesure nulle ont la 

même adhérence essentielle . 

.Â Soit M1 et M2 deux parties, N1 l'ensemble des points de M1 n'appartenant pas à M2 et 

N2 l'ensemble des points de M2 n'appartenant pas à M1 . Par hypothèse on a 

!1(A11 ~M2 ) = !1(N1 U N2 )= 0 

donc N1 et N2 sont de mesure nulle. En remarquant que M2 = (M1 - N1) U N2 la proposition 

résulte des lemmes suivants: 

Lemme 3.5. On ne change pas l'adhérence essentielle d'une partie M en rajoutant à M 

une partie N de mesure nulle, c'est-à-dire 

.Â 1) L'inclusion ëSS(M) C ëSS(MU N) est évidente (sans hypothèse sur N). 

2) Soit a un point de ess(.MU N). Pour tout a> 0 on a 

B(a;a) n (MUN)= (B(a;a) n M) U (B(a;a) n N) 

d'où, N étant de mesure nulle 

!-L(B(a;a) n M) = 11( B(a;a) n (MUN)) ;.e 0 

ce qui entraîne que a appartient à ess(M). 

Lemme 3.6. On ne change pas l'adhérence essentielle d'une partie M en ôtant de M 

une partie de mesure nulle, c'est-à-dire 

(N CM et !-'(N} = 0)=> (~(M-N)= esS(M)) . 

.Â On applique le lemme précédent à M- N et N. 
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Une application de l'adhérence essentielle est de régulariser l'étude de certaines propriétés 

"vraies presque partout" : 

Théorème 3. 7. Soit P une propriété paramétrée par les points d'une partie fermée 

AC Rn, telle que l'ensemble des points de A pour lesquels P est vraie soit un fermé. Une 

condition nécessaire et suffisante pour que P soit presque partout vraie sur une partie M de A 

est que P soit partout vraie sur l'adhérence essentielle de M. 

À Condition suffisante. Si P est vraie sur ;$S(M), alors elle est vraie sur Mn ess(M) 

dont le complémentaire dans M est de mesure nulle (proposition 3. 2), donc P est presque 

partout vraie sur M. 

Condition nécessaire. Soit N l'ensemble de mesure nulle des points de M en 

lesquels P n'est pas vraie. La propriété P est vraie sur (M-N) n ess(M- N), donc aussi 

sur l'adhérence de cette partie, c'est-à-dire sur ess( M-N) (proposition 3. 3), puisque 

l'ensemble des points de A pour lesquels P est vraie est un fermé. Il en résulte que P est 

vraie sur ;$S( M) (proposition 3. 4). 

Corollaire 3. 8. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction réelle f, 

définie et continue sur A, soit presque partout nulle (res p. positive) sur une partie M est que 

cette application soit nulle (res p. positive) en tous points de l'adhérence essentielle de M. 

4 . Cônes de directions admissibles des parties Ge 

Notations 4.1. L'espace RP est muni de la nonne 

Il xli = sup lxi 1 
l:stsp 

et de la relation d'ordre définie par xC!: y si et seulement si xi C!: Yi pour tout i E { 1,2, ... ,p}. 

Étant donné un réel À on notera À l'élément de RP dont toutes les composantes sont 

égales à À. 

Étant donné un entier i, 1 sis p, un réel e > 0 et un élément h de wtoo ( 1, p), on notera 

li e (h) la partie 
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li,e( h) l'adhérence essentielle de he (h) et Ji (h) l'intersection des parties lu( h). Les parties 

ji E ( h) et ji ( h) SOnt fermées; elleS ne dépendent que de la claSSe de e danS L'y, ( f, p). 

Remarque 4.2. Si 8 est continue, Ji (h) est l'ensemble 

Dans le cas général, Ji(h) joue le rôle de cet ensemble mais ne peut pas en être déduit 

directement ainsi que le montre l'exemple suivant : 

Exemple 4.3. On prend 1 = [ 0;1], p = 1, fJ la fonction définie par 

8(t)=-t si te]0;1(, 0(0)=-1, 8(1)=0 

et h la fonction identiquement nulle. On a 

'r:/ee)O;l(, l;,e(h)= )O;e)U{l} 

donc ]Le (h) = [ 0; E] et 11( h) = { o} alors que { t E Il h(t) = B(t)} = { 1} 

Proposition 4.4. Soit h un élément de G8 . Les propriétés suivantes sont équivalentes 

(i) h appartient à l'intérieur de Ga 

(ii) Il existe E > 0 tel que, quel que soit i, la partie Ii e (h) est de mesure nulle 

(iii) Quel que soit l'indice i, la partie Ji(h) est vide. 

À (i) =>(ii) Si h est intérieur à Ga, il existeE> 0 tel que la boule fermée B(h;e) soit 

contenue dans Ge. En particulier, h - Ë appartient à Ge, c'est-à-dire 

\:1~-'te/, 'r:/ie{1,2, .. ,p}, ~(t)-e~e;(t). 

donc Ii,e (h) est de mesure nulle. 

(ii) => (iii) Si Ii,e (h) est de mesure nulle, alors li,e ( h) est vide (proposition 3. 4), donc 

Ji (h) est a fortiori vide. 

(iii)=> (i) Si iJh) est vide, {lu(h)t>O étant une famille décroissante de compacts, il 

existe Ei > 0 tel que Ji e (h) soit vide, donc que Ii e (h) soit de mesure nulle (proposition 
'l ' 1 

3 .4). En prenant E = inf { Ei Ils i -s. p}, on a 

donc, quel que soit k eB(h;e) 
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VIi-tE/, k(t)2!:h(t)-Ë2!:8(t). 

La boule B(h; E) est donc contenue dans Ge et h est intérieur à Ge. 

Corollaire 4.5. L'intérieur de Ge pour la topologie de W1·oo(I,p) est non vide et 

coïncide avec l'intérieur de Ge pour la topologie induite par celle de Loo ( 1, p) . 

Â La fonction (} étant essentiellement bornée, il existe une constante M telle que 

M 2!: O(t) + 1 pour presque tout t. Il résulte de (ii) que la fonction constante égale à M est un 

point intérieur de Ge. 

Dansladémonstrationde(iii)=> (i), on n'utilise pas toute l'hypothèse kEB(h;s) mais 

seulement que llk- hll oc sE :on a en fait démontré que h est intérieur à Ge pour la topologie 

induite par celle de tx:. (/, p) . 

Théorème 4.6. Soit h un élément de Ge et H un élément de W1
'x (I,p). Les 

propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) H est une direction admissible de Ge au point h . 

(ii) Il existe a > 0 et {3 > 0 tels que 

V Il rEl, H(t) 2!: a (e(t)- h(t))+ p. 
(iii) Quelque soit l'indice i, lafonction ~est strictement positive sur l;(h) . 

..t. (i) => (ii) Si H EAh( Ge), il existe À > 0 tel que h + ÀH soit intérieur à Ge, donc 

(proposition 4.4) il existeE> 0 tel que, quel que soit i, la partie I;,E(h +ill) est de mesure 

nulle. On a donc 

VIi-tE/, h(t)+ÀH(t)2!:0(t)+Ë 

1 , d" 1 {3 E c est-a- !fe, en posant a =À et =À, 

v Il t E 1, H( t) 2: a ( e( t) - h( t)) + p . 

(ii) => (iii). Pour tout i on a 
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Comme ~ est continue, le corollaire 3. 8 entraîne que l'inégalité est encore vraie en tous points 

de li,e(h) = m( li,e (h)) :on a donc 

d'où 

'V tEl;(h) = n li,e (h)' Hi(t) è?! sug(-a E + ,6) = ,6 
e>O E> 

La condition (iii) est donc vérifiée puisque f3 > O. 

(iii) :::. (ii). Les fonctions numériques H; étant continues et les parties l;(h) étant 

compactes, on définit un réel f3 > 0 en posant 

2{3 = inf( inf H;(t))\ 0 

j fEf1(h) 

Comme H; est continue, Qi= {t elj Hi(t) > ,6} est ouvert. Cet ouvert contient l;(h) et, les 

l;,e(h) formant une suite décroissante de compacts, il existeE> 0 tel que 

et donc (proposition 3.8) 

• puisque h E Ge' on a ei( t)- ~ ( t) s 0 pour presque tout t' donc 

quel que soit a > 0. 

pourvu que a è?! (I!HIIoo +/3 )/e. La condition du (ii) est donc vérifiée en prenant 

a =(11Hlb+,6)/e. 

(ii) => (i). Si H vérifie 

'V 1-' t E 1, H ( t) è?! a ( 8 ( t) - h( t)) + ii 
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alors, pour tout K de la boule B( H ;{3) on a 

V~ t E 1, K( t) ~ H( t) -ji ~ a ( 6( t) - h( t)) 

d'où, pour tout réel À E Jo; ~ [, 

V~ t E 1, h( t) + À K ( t) ~ h( t) + À a ( 8( t) - h( t)) = 8( t} + ( 1- À a X h( t) - 6( t)) è!: 8( t) 

ce qui exprime que h + ÀK appartient à Ge pour tout K eB(H;f3) et tout À E ]o;! [ et donc 

que H est une direction admissible au point h. 

Corollaire 4. 7. Le cône de directions admissibles en un point de Ge est convexe, non 

vide et ouvert pour la topologie induite par celle de L'$) ( 1, p) . 

Â. Ge est une partie convexe, d'intérieur non vide (corollaire 4.5), donc les cônes de 

directions admissibles sont convexes et non vides. 

Dans la démonstration de (ii)=> (i), on n'utilise pas toute l'hypothèse K E Ë(H;f3) mais 

seulement que Il K- Hll cos f3 :on a en fait démontré que H est une direction admissible de 

Ge pour la topologie induite par celle de L'\l,p). Il en résulte que le cône de directions 

admissibles est ouvert pour la topologie induite par celle de L'r. ( 1, p) . 

Corollaire 4.8. H est adhérent au cône des directions admissibles de G6 au point h 

si et seulement si, quel que soit i, la fonction ~ est positive ou nulle sur Ji(h) . 

.Â. La condition (iii) du théorème assure que si H est limite d'une suite d'éléments de AhGe 

alors, pour tout i, ~ est positive ou nulle sur Ji(h). Réciproquement, si, pour tout i, ~· est 

positive ou nulle sur Ji(h), alors, quel que soit y> 0, H +y vérifie la condition (iii) du 

théorème, donc appartient à AhGe , et tend vers H quand y tend vers 0, donc H est adhérent 
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Résurné 

L'exp li ci tati on des con di ti ons nécessaires pour un problème cl' optimisation 
explicitement donné se heurte à deux difficultés majeures pour lesquelles des 
éléments de solution sont proposés : 

1. Les conditions d'optimalité s'expriment à l'aide de multiplicateurs qui sont 
clet> formes linéaires continues ; sauf dans le cas hilbertien, leur description reste 
toute théorique. Des versions nouvelles des théorèmes de Krein ct de Dubovitskii
Milyutin, adaptées aux couples d'espaces de Banach en dualité, nou permettent 
(chapitre I) de proposer un modèle de problème d'optimisation pour lequel les 
multiplicateurs appartiennent à des sous-espaces simples des espaces duaux. Nous 
montrons (chapitre II) que ce modèle couvre en particulier une large classe de 
problèmes de contrôles optimal définis sur des espaces de Sobolev de fonctions ~t 
dérivée mesurable bornée, établissant ainsi que, pour ces problèmes, les multipli
cateurs sont des scalaires et des fonctions à variation bornée. 

2. Certains multiplicateurs devant appartenir au cône dual d'un cône de directions 
admissibles, leur explicitation suppose une description explicite de ces cônes. Nous 
donnons une telle description pour les parties suivantes : 

a) dans un espace des classes de fonctions mesurables bornées, définies sur un 
segment, le sous-ensemble des classes de fonctions prenant leurs valeurs clans une 
partie fermée, sous une hypothèse assez large de régularité pour cette partie. 

b) dans un espace de Sobolev de fonctions continues à dérivée mesurable 
bornée, définies sur un segment, le sous-ensemble des fonctions presque partout 
minorées par une fonction mesurable bornée donnée. 

ri/Lots clés : Optimisation - cônes admissibles - multiplicateurs 


