THESE DE DOCTORAT
UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES DE LILLE
.présentée par
‘Hassan SMAOUI
Pour obtenir le grade de

DOCTEUR EN MATHEMATIQUES

Modélisation numérique tridimensionnelle de
I'hydrodynamisme et des transports sédimentaires en Manche
Orientale et dans le Sud de la Mer du Nord

(Rapport provisoire)




SOMMAIRE

INTRODUCTION GENERALE

Chapitre I

) EQUATIONS DE BASE

1.1) Conservation de la masse

.2) Conservation de la quantité du mouvement

1.3) Equation d'état
1.4) Equations de transport

I EQUATION DE L'ECOULEMENT MOYEN DANS LE TEMPS

~III) TURBULENCE ET FERMETURE DU SYSTEME
IV) MODELISATION DE LA TURBULENCE

IV.1) Turbulence verticale
IV.2) Turbulence horizontale

V) APPROXIMATIONS

V.1) Approximation de Boussinesq

V.2) Approximation B-plan
V.3) Approximation hydrostatique

VI) TRANSFORMATION DES EQUATIONS

VIL.1) Equations intégrées sur la largeur
V1.2) Transformation en coordonnée "Sigma"

VII) CONDITIONS AUX LIMITES ET INITIALES

VIL.1) Conditions aux limites
VII.1.1) Frontieére ouverte
VII.1.2) Frontiere supérieure
VII.1.3) Frontiére latérale fermée
VII.1.4) Frontiere latérale ouverte

NN =

21

21
22
22

24

25
26

31

32
32
35
37
37



VII.2) Conditions initiales
VIII) PRINCIPE DE RESOLUTION DES ONDES DE GRAVITE

VIIL.1) Mode externe
VIIL.2) Mode interne

Réferences Bibliographiques du Chapitre I

Chapitre 11

I) INTRODUCTION
I1) DISCRETISATION DES EQUATIONS

I1.1) Discrétisation spatiale
[1.2) Discrétisation temporelle

III) METHODE DISCRETISATION DES EQUATIONS

I1I.1) La méthode de développement en série de Taylor
I11.2) La méthode du volume de contrdle (volume fini)
I11.3) Convergence, Consistance et Stabilité

VI) METHODE NUMERIQUES POUR LES EQUATIONS DE SAINT-

VENANT
VI.1) Analyse de quelques schémas existants
V) DISCRETISATION DES EQUATIONS DU MODELE

V.1) Equation du mode externe

V.2) Equation du mode interne

V.3) Equation de concentration
VD FILTRAGE NUMERIQUE

VI.1) Valeurs négatives
V1.2) Instabilité de la colonne d'eau

Réferences Bibliographiques du Chapitre II

40

40

41
42

46

47

47
48

48
48

49
49

51
52
62
63
72
78
81

81
83



Chapitre I11

I) INTRODUCTION 84
IT) CAS SCHEMATIQUES 84
II.1) Onde sinusoidale entrant dans un bassin 84
I1.2)Résultats 85
IID APPLICATION DU MODELE A LA MANCHE ORIENTALE 87
I11.1) Caractéristiques de la zone d'application 88
I11.2) Conditions aux limites et initiales 88
I11.3) Simulation des ondes M2 et M4 89
I11.4) Validation du modele 2D horizontal 93
I11.5) Présentation de champs de courant moyen 95
I11.6) Intensité et caractéristiques générales du courant de marée 96
I11.7) Présentation de résultats du modele 3D 97

IV) APPLICATION DU MODELE 3_D A LA MANCHE ORIENTALE ET

AU SUD DE LA MER DU NORD 100
IV.1) Simulation de la structure hydrologique (fleuve cotier) 101
IV.2) Transport sédimentaire 104

Réferences Bibliographiques du Chapitre III

Chapitre IV

I) INTRODUCTION 115

II) DISCRETISATION VOLUME FINI D'UNE EQUATION MODELE 115

I1.1) Equation modele continue ' 115
I1.2 Discrétisation par Volumes finis 116
IIT) NOTION DE FLUX NUMERIQUE 118
I11.1) Principe de calcul de flux numérique H 119

I11.2) Classe de schémas linéaires a cinq points décentrés amont 119

IV) LES SCHEMAS VTD (Variation Totale Diminuante) 128



IV.1) Anti-diffusion d'un schéma du premier ordre 129

V) SCHEMA DE VAN LEER(1) 135
V.1) Description générale de la méthode 135
V.2) Interprétation des pentes 138
VI) TESTS NUMERIQUES 139

VII) INTERPRETATION DES RESULTATS DES TESTS NUMERIQUES 144

VIL.1) Schéma 1-D d'ordre (1,2) 144
VII1.2) Schéma 1-D d'ordre (2,2) 146
VIL.3) Schéma 2-D 148
VIIL.4) Cas schématique 2-D 152
VIII) CONCLUSIONS . 153

Réferences Bibliographiques du Chapitre IV

CONCLUSIONS GENERALES 156
FIGURES

ANNEXES



INTRODUCTION

Le domaine cotier qui comprend la frange littorale, le plateau continental et
les mers régionales est une zone extrémement riche. En effet, avec seulement 8% de
la surface des océans, elle produit 20 a 30% de la totalité de la biomasse végétale
marine (Chardy, 1992). En outre, elle rectle d'importantes ressources minérales
aisément extractibles. Malheureusement, de par sa position & l'interface entre le
continent et l'océan, elle est en prise directe avec les perturbations liées au
développements de l'activité humaine, et notamment les pollutions chimiques
(métaux lourds, pesticides, sels nutritifs, etc.) et biologiques. La recherche dans le
domaine de Il'environnement cdtier a pour objet de mieux connaitre le
fonctionnement de I'écosystéme pour en assurer une meilleure gestion et une
protection contre les perturbations qu'il subit.

La zone cétiere de la Manche Orientale et du Sud de la Mer du Nord,
constitue a ce titre un environnement exceptionnel dans lequel l'intensité du régime
hydrodynamique induit par le marée et la présence d'apports fluviatiles ont des
conséquences capitales sur la dynamique et le fonctionnement du systéme.

Le développement d'une modélisation pluridisciplinaire intégrant divers
compartiments du systéme passe en priorité par la mise au point d'une modélisation
efficace des mouvements moyens et turbulents affectant la masse d'eau. La prise en
compte des processus hydro-sédimentaires constitue une étape prfmordiale dans la
-progression vers une modélisation globale de I'écosysteme.

L'évolution spatio-temporelle des processus hydrodynamiques et hydro-
sédimentaires régis par une série de lois de conservation conduisant a des équations
aux dérivées partielles. La complexité du probléme ainsi posé nécessite des
simplifications qui dans bon nombre de cas ne permettent cependant pas d'éviter le
recours a des méthodes de résolution numérique.

Notre travail qui-consiste a8 mettre au point un modele numérique
tridimensionnel aux différences finies de la Manche Orientale et du Sud de la Mer



du Nord entre dans ce carde méthodologique. Les développements entrepris
s'inscrivent dans la continuité des travaux de Hess (1985,1986) entrepris au sein de la
NOAA (National Oceanic and Atmospheric Administration) et concrétisés par le
code MECCA (Model for Estuarine and Coastal Circulation Assessment).

D'un point de vue "fondamental”, nos travaux ont pour l'essentiel consister a:

- améliorer le schéma de fermeture de la turbulence en introduisant une équation de
transport de I'énergie cinétique turbulente couplée a une expression de la longueur
de mélange en fonction de I'énergie cinétique locale;

- intégrer le transport des particules sédimentaires en résolvant un jeu d'équations
d'advection-dispersion relatives a des particules de tailles diverses et en
introduisant une paramétrisation des processus hydro-sédimentaires a l'interface
eau-sédiment;

- améliorer le filtrage des parasites numériques a l'aide d'un schéma conservant la
masse et la forme.

D'un point de vue appliqué, nous nous sommes attachés a:

- intégrer la bathymétrie du domaine;

- interpoler les distributions granulométriques du substrat sédimentaire a l'aide
d'une technique originale faisant appel a I'ACP (Analyse des Composantes
Principales) et le krigeage;

- "forcer le modele" au niveau de frontiéres ouvertes, soit par I'onde de marée, soit
par les débits fluviatiles.

Le présent travail s'organise en quatre chapitre:

Le premier chapitre présente les équations générales de la mécanique des
fluides, puis les approximations, les transformations et les hypotheses utilisées pour
aboutir aux équations décrivant les écoulements cotiers (équations de l'eau peu
profonde "Shallow-Water équations”). Une partie du chapitre est consacrée aux
problémes de la fermeture turbulente et aux différents modeles leurs apportant "une
solution”. La fin du chapitre est réservée a la présentation de divers types de
conditions aux limites envisageables dans nos applications.

Le deuxiéme chapitre examine quelques méthodes de discrétisations spatio-
temporelles des équations de l'eau peu profonde, puis l'étude comparative entre



divers schémas numériques adaptés a ce type d'équations. Le chapitre se termine par
une présentation détaillée de la discrétisation des équations du modele et de leurs
conditions aux limites pour aboutir a l'algorithme de résolution numérique mis en
oeuvre dans cette étude.

Le troisiéme chapitre est consacré a la présentation des résultats et leurs
validations, soit par les mesures disponibles, soit par comparaison avec les résultats
d'autres modeles. La derniere partie de ce chapitre porte sur les applications du
modele a deux aspects essentiels en Manche Orientale (Panache des cours d'eau de la
cote Picarde et transport sédimentaire), ainsi que l'influence de la nouvelle
paramétrisation de la turbulence introduite dans le modele.

Le quatriéme chapitre justifié par le probléme de la diffusion numérique
inhérent au schéma Upwind utilisé dans le modele actuel est consacré a l'étude
détaillée d'une classe de schémas numériques (Limiteur de pente) d'ordre supérieur
réduisant la diffusion numérique introduite par les schémas du premier ordre. Afin
de déterminer les limites des différents schémas "limiteur de pente" une série de
tests numériques dans différentes configurations pratiques est réalisée. Les résultats
acquis offre une perspective globale de traitement des équations de transport

(température, salinité, concentration en sédiments en suspension, etc).

Pour conclure, il convient de signaler que les recherches exposées dans le
présent mémoire ont été effectuées dans le cadre de plusieurs programmes
d'océanographie cotiére élaborés au niveau:

- Région Nord-Pas de Calais (DYSCOP: DYnamique du Systéme COtier du Pas-de-
Calais),

- National (PNOC: Programme National d'Océanographie Cotiére),

- Européen (MAST: MArine Sciences and Technologies, projet Fluxmanche et
PROMISE: PRe-Operational Modeling In the Seas of Europe).



CHAPITRE 1



) EQUATIONS DE BASE

La description dans un repére orthonormé direct (o,1,j,k) de I'évolution
spatio-temporelle d'un fluide en mouvement est donnée par les équations de Navier-
Stockes traduisant les lois de conservation de la masse et de la quantité de
mouvement dans le champ de la pesanteur.

1.1) Conservation de la masse (Equation de continuité)

Le principe fondamental que constitue la loi de conservation de la masse
exprime le fait que la masse d'un élément fluide que I'on suit dans son mouvement
demeure constante quand le temps varie. Ceci s'écrit de la maniére suivante:

dp _op

—=—x+V. = 1
PR (pw)=0 (D

ou:

p(x,t) :densité du fluide

u(x,t) : vecteur vitesse du fluide u=(u,, u,, u;)=(u, v, w)
t : le temps

X : vecteur position de la particule fluide

Pour un fluide incompressible telle que I'eau, les variations de la densité sont faibles.
L'écuation de la continuité se réduit a:

V.u=0 2

1.2) Conservation de la quantité de mouvement

1l s'agit du second principe de Newton qui exprime que le taux de variation
de la quantité du mouvement d'une particule au cours du temps, est égal a la somme
des forces qui s'exercent sur cette particule. Ce principe est donné par le relation:

P
—a—t(pu) +2pQAu+V.(puu) = pF + V.11 3)
ou:
G Q : vecteur rotation \
Iy : tenseur de contraintes dus 2 la viscosité moléculaire
F . :vecteur force externe par unité de volume



Pour un fluide Newtonien tel que leau et en
d'incompressibilité, le tenseur de contrainte s'écrit:

[, =-pd; +uVu
ou:
p : champ de pression
U : viscosité moléculaire

v=U/p : viscosité cinématique

En substituant la relation (3) dans I'équation (4) on aura:

9

at(pu) +2pQAu+V.(puuw)=pF-Vp+V(uVu)

1.3) Equation d'état

vertu de I'hypothése

(4)

5)

Pour l'eau de mer, le champ de densité est généralement fonction de la

température, salinité, pression et éventuellement de la concentration de matiere en

suspension.

Dans cette étude, on se limitera a une expression de I'équation d'état de la forme:

p=p,[1+E,(5,T)]

ou:

p,  :densité de référence (eau douce)
S(x,t) :concentration saline du fluide
T(x,t) : température du fluide

F, :une fonction deSetde T

1.4) Equations de transport

(6)

Le systeme des équations ci-dessus (1-6) ne pourra donc étre résolue que si on

lui adjoint I'équation de conservation du sel et de la température, servant au calcul

.+ de la densité par la relation (6) .

1.4.1) Conservation du sel dissous



Le bilan d'une substance dissoute tel que le sel dans une particule fluide en
mouvement, s'exprime par la loi de conservation du sel qui s'écrit:

Z—f+V(uS)—V(ySVS)=O %

ou:
Y. : diffusivité moléculaire du sel dissous

1.4.2) Bilan énergétique

L'application du premier principe de la thermodynamique & un fluide en
mouvement conduit a (Candel 1990) :

pT%IE-=V(kVT)+¢+q; (8)

ou:

E(T,p) : l'entropie

k : est la conductivité thermique du fluide
0 : terme de dissipation par les forces visqueuses
W : les sources internes de chaleur

D'autre part, le taux de variation de 'entropie est tel que :

dE dT
T—=C,—+THgu 8.a
ar ~Cr g TP 62
ou:
C,  :lacapacité calorifique de I'eau (exprimée en J/kg.°C)
B : le coefficient de dilatation thermique de I'eau (exprimé en °C™)
u;  :lacomposante verticale du vecteur vitesse u

Dans le cas d'un fluide newtonien, la fonction de dissipation ¢ prend la forme (en
utilisant la notation tensorielle) suivante:

_ 'an aui)aui
Mo Tox, Jox,

¢ (8.b)

L'équation (8) s'écrit alors:



oT
—+VuT)=V|——VT +— -—T
o DN e YT ok ok Jax, The, C,

P P

k ] v[auuauﬂauu L (8.0

On fait alors les hypotheses suivantes:

i) La production de chaleur par frottement visqueux est faible (v~10"° et C,~4180
J/kg.°C)

ii) Le terme contenant le produit Bus est également faible dans notre cas (u; faible).
iii) On suppose que p=p, =constante

Avec ces hypothéses, il s'ensuit que le bilan énergétique s'écrit:

%%+ V(uT)-V(y;VT)=R 8.d)

ou:
It : diffusivité thermique de I'eau (<k/p Cp)
R(x,t) :source interne de chaleur (=y/p,C,)

1.4.3) Conservation de la concentration en sédiment

La charge en sédiments (C,) transportée en suspension s'exprime par une
équation de type convection-diffusion, mais comportant un terme de décantation
sous l'effet de la vitesse de chute (wc,). Cette équation est donc donnée par:

aC

a—t“+ V. [(u-uc,)C,]-V(y,VC, ) =R 9)
ou:
n : néme classe de sédiment
uc, (x,t) : vecteur vitesse de chute uc,(0,0,wc,)
R (x,b) : terme source relative a la n®me classe de sédiment
Yen : coefficient de diffusivité de la n®me classe

Une formulation vectorielle du systéme d'équations a résoudre est:

V.u=0 (10)
du 1

§+29Au+V.(uu)=F--EVp+V(VVu)> (1)
p=p,[1+F,(5,T)] (12)




0S

%Tr V(uS)- V(YsVS)=0 (13) S1
T

TS V(uT)-V(y,VT)=R (14)

¢

(;" + V.[(u —uc,)C,]-V(Y,VC,)=R, n=1l,..nbclasse (15

II) EQUATION DE L'ECOULEMENT MOYEN DANS LE TEMPS

Le systeme (S1) ci-dessus décrit le mouvement instantané d'un écoulement
turbulent pour un fluide incompressible et visqueux.
Avec les moyens de calcul actuels, on peut résoudre directement le systéme
d'équations (S1) pour les mouvements a petite échelle dans certains cas simples.
Cependant, ce type de simulations nécessite un énorme volume de stockage et temps
de calcul, ce qui n'est pas envisageable pour des applications pratiques, telle que la
modélisation océanique. En effet, les nombres de Reynolds atteints par la circulation
en mer ou en estuaire sont extrémement élevés, ce qui caractérise des écoulements
fondamentalement turbulents. Pour contourner le probléme, on s'intéresse en
premier lieu aux valeurs exprimant l'écoulement moyen en temps. Pour cela
Boussinesq (1877) décompose chaque variable instantanée en une valeur moyenne et
une valeur fluctuante c'est a dire:

Pour une variable @ quelconque, on écrira:

1 [T+t 1 T+t

-0 4 . 0=— ¢ =— ‘'de=0
P=0+0 avec: P== t;Pdt et  ¥=x tO(P (16)

La durée (T) sur laquelle on effectue la moyenne de ¢ doit étre suffisamment longue
par rapport a I'échelle de temps du mouvement turbulent.

En introduisant la décomposition (16) dans les équations du systéme (S1),
puis en les moyennant sur la durée T, on obtient les équations de Navier-Stockes
présentées par Reynolds (1895) qui décrivent le mouvement de I'écoulement moyen
(équations 17 et 18). La nature quadratique du terme convectif dans I'équation de la
quantité de mouvement du systéme (S1), fait apparaitre des corrélations croisées des
< vitesses, appelées contraintes de Reynolds ou contraintes turbulentes ou flux
turbulent. |



Par une simple soustraction des équations (17) et (18) aux équations (10) et (11), on
aboutit aux équations de Navier-Stockes pour les grandeurs turbulentes connues
sous le nom d'équations de Reynolds (équations 20).

Si 'on projette I'équation du mouvement du systéme (S1) sur chacun des axes du
repere (0,1,7,k), on aura alors sous forme tensorielle le systéme suivant:

ou,

L=0 17
= (17)
yg. ouu) 19p 8’Cu

i OoT 18
Y ax. +Epldu, = pax ax, (18)
p=p,[14F,5,1)] (19)

[ o 1
ou; 4d aP 0 vaui _‘@_u;u< (20) S2
at - ox, P = Tpox; ax,._ 3x; ’ ’
?L (20.a)
ax;
3 3 ,__ 3 030 —
L —— (@O =—(Y—-uD)+R 21
8t+8xj(ul¢' axj(Yaxj e ()
Avec: 0 : fonction scalaire (S, T)
Y : diffusion moléculaire (Ys, Yy)
au
T ax - uju] 1j=1,2,3 (22)

aC 1 8[ Ty —=

at" +V.[(u—ucn)Cn]=Eg(f\_“{n axr.‘ —uan +Re n=1,..nbclasse . (23)

’ )

Dans ce qui suit, et par commodité d'écriture, on supprime les barres sur les
grandeurs moyennes, en remplagant (T; =U;)

.+ III) TURBULENCE ET FERMETURE DU SYSTEME

L'évolution spatio-temporelle des contraintes de Reynolds s'obtiennent a
partir de I'équation (20) du systéme (S2) de la fagon suivante (Donaldson 1973):

6



1) On multiplie I'équation dynamique pour les valeurs fluctuantes (équation 20) par
u',.

2) Une équation équivalente est obtenue en permettant les indices (i et k).

3) Les équations issues des deux étapes précédentes sont ajoutées membre a
membre.

4) On effectue la moyenne (au sens statistique) de 1'équation qui en résulte, pour

obtenir:

) Ao o) g U, —— 3, 1[ T ,au;]
FY ax, —‘p[P u18i3+puk6k3! ujuj ax, +uju ,axj +p p oy P ax,
1 5 3 ’
- l‘ (24)
ouf dul 9 | ———r i) 1 ~
—ZVan x; —ale_uiujuk —V-——a—xj—- p[p O+ puLs, ]} 2Q; [Eupu L - 28,5 ]
— y 6
ol

Les termes de gauche de I'équation (24) représentent le transport par convection
dans le mouvement moyen de la corrélation croisée ujuf -

Les termes de droite s'interprétent comme suit:

(1) :terme production-destruction de (y/u} ) par les forces d'Archimede. Ce terme
traduit I'effet d'une stratification de den51te sur le transport turbulent.

(2)  :terme de production par le mouvement moyen.

(3)  :terme exprimant la tendance au retour a l'isotropie due a une redistribution

de I'énergie cinétique entre les divers composants du tenseur par les
fluctuations de pression. (Rotta 1951, Lewellen 1977).

(4)  :terme de dissipation de I'énergie cinétique turbulente par viscosité
moléculaire.
(5 :terme de diffusion de (y7u} ) du respectivement a la convection moyenne liée

au mouvement d'agitatlon, a la viscosité moléculaire et a l'action des
fluctuations de pression.

(6)  :terme exprimant l'effet de l'accélération de Coriolis sur les contraintes de
Reynolds.

Les équations (17) et (18) du systdme (S2) telles qu'elles sont exposées ci-

" dessus ne peuvent &tre convenablement résolues directement. En effet, l’opérateur
moyen temporel fait apparaitre des inconnues supplémentaires (ufu], Wj¢’) dans les

équations (18 et 22) sans ajouter d'équations supplémentaires pour fermer le

1



systeme. Pour résoudre ce probléme, Boussinesq a introduit en 1877, le concept de
viscosité turbulente: il stipule que les contraintes de Reynolds sont proportionnelles
aux gradients des vitesses moyennes comme dans le cas des contraintes visqueuses
pour un écoulement laminaire. Cette constante de proportionnalité est appelée
viscosité turbulente (v)), c'est a dire:.

ou, dU; | 2
—ulu =V —+—L - =K, ij=1,2,3 (25)
) t[ axj ax; ] 3
1—
avec: K= -Z-u’iu; i=1,.2,3 (26)

ou K est I'énergie cinétique turbulente.

Moyennant le concept de la viscosité turbulente, I'équation dynamique (18) du
systeme (S2) devient alors:

AU,
i[(vt +v>(§9—‘—+—-l>] (27)
ax; | ax;  ox; |

au; AUU) 19 ( 2 ]
+ —

=— +—pK |+
at  ax, pa\PT3PT

D'une maniére analogue avec le concept de la viscosité turbulente, on définit la
diffusivité turbulente pour une fonction scalaire (S, T ou C,):

—=_, 90
=Yg (28)

Et1'équation (21) du systeme (S2) devient alors:

90
ot

—(U 0)= ((ﬂ{t +Y)—@-}+R (29)

x|

Dans les zones de turbulence, la viscosité et la diffusivité turbulente sont beaucoup

plus grandes que les termes laminaires correspondants (v et y) qui sont souvent

négligés. Dans le cadre de cette étude et du point de vue numérique, ces termes
seront conservés pour éviter un terme diffusif nul.

Désormais, on note par (v, et V) les coefficients de viscosité et de diffusivité
turbulente englobant la viscosité et la diffusivité moléculaire.

&



IV) MODELISATION DE LA TURBULENCE

La diffusion de la quantité du mouvement et du scalaire ¢ par la turbulence
possede des caractéristiques différentes selon les différentes directions de
'écoulement. On est souvent amené a distinguer les coefficients de mélange
turbulent horizontal des coefficients de viscosité turbulente verticale (Blumberg &
Mellor 1987), Sheng 1982, Delhez et Martin 1994).

IV.1) Turbulence verticale

Si en écoulement laminaire, on peut accorder a I'échafaudage des couches fluides, un
certain caractére ordonné, aucune régularité, ni périodicité n'apparaissent dans un
mouvement turbulent. Un brassage trés complexe des couches de fluides remplace
alors la stabilité observée dans les écoulements laminaires. Ce brassage est aisément
mis en évidence dans l'expérience de Reynolds (D'Allonnes 1994). Ainsi le désordre
apparait au sein du fluide rendant tres difficile I'étude de ce type d'écoulements.

Le physicien soviétique Landau expliquait que les mouvements irréguliers de la
turbulence hydrodynamique sont la superposition d'un certain nombre d'oscillations
périodiques. D'autre part, Takens et Ruelle (1971) proposait une autre explication,
basée sur la théorie mathématique des systémes dynamiques faisant intervenir les
notions des attracteurs étranges et du chaos mettant en défaut l'explication avancée
par Landau. Ces divergences dans la définition et I'explication de la turbulence
montre que ce phénomeéne n'obéit & aucune théorie précise. Cependant, ce désordre
n'est pas parfait, de sorte qu'une analyse statistique des phénomenes liés a la
turbulence permet de dégager certains caracteres.

L'approche statistique consiste a se préoccuper exclusivement de propriétés de
I'écoulement moyen, lorsqu'on permet aux inconnus turbulents de fluctuer autour de
leur valeur moyenne, on rencontre dés lors et d'emblée, une insurmontable difficulté
qui tient & la non linéarité des équations du systeme (S2). En fait, dans ces équations,
on dénombre plus d'inconnues que d'équations, et ce en raison de l'agitation
turbulente. Il convient alors, pour disposer d'un systéme résoluble, d'émettre des
hypothéses sur la liaison de ces nouvelles inconnues aux grandeurs moyennes, ou de
construire des équations supplémentaires. C'est le probleme de la fermeture
turbulente.

. Dans la théorie de la turbulence, on s'efforce de chercher des lois qui permettent
d'exprimer les tensions de Reynolds, par exemple, en fonction des caractéristiques
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du mouvement moyen. On distingue alors deux approches principales de fermeture
turbulente, l'une est au premier ordre, l'autre au second ordre.

IV.1.1) Modélisation au premier ordre

Une illustration élémentaire et simpliste de la fermeture dite du premier ordre,
encore fréquemment utilisée par de nombreux océanographes, s'appuie sur le
concept de Boussinesq qui relie les flux turbulents aux variations spatiales de
I'écoulement moyen par lintermédiaire d'un simple coefficient de viscosité
turbulente. Dans ce type de paramétrisation, le probléme de la modélisation se
raméne a la détermination d'un couple d'échelles caractéristiques de vitesse et de
longueur.

Il est a noter que contrairement a la viscosité moléculaire ot les échelles sont
empruntées au mouvement d'agitation des molécules, la viscosité turbulente doit
étre caractérisée par des échelles représentatives du mouvement turbulent lui-méme.
Par conséquent, le probléme de la fermeture des équations persiste. Ceci nous ameéne
a considérer des modeles de la turbulence qui s'appuient sur des équations
supplémentaires.

a) Modele a zéro équation: longueur de mélange

Prandtl (1925) introduit avec succés la notion de la longueur de mélange, qui
par analogie avec le libre parcours moyen utilisé en théorie cinétique des gaz, fait
apparaitre une certaine longueur £ pendant laquelle les caractéristiques de la
turbulence sont conservées.

Dans le cas d'un écoulement moyen bidimensionnel dans le plan (x, z), la fluctuation
de la vitesse est prise proportionnellement au gradient des vitesses moyennes
suivant la relation (Schlichting 1968, Tennekes et Lumley 1972):

u=f m(z)-a—[{ (30)
0z

Prandtl admet que la quantité

w’| est de méme ordre que |u’| et qu'il y a une
corrélation entre u' et w'. Pour lier le signe de la tension turbulente avec celui du
gradient de vitesse, il écrit:

ou a_q
0z| 0z

31)

—-uTw—’:,fzm(Ul
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La viscosité turbulente est définit alors par:

0
V=2, (z)l Y (32)

Par analogie avec le concept de la viscosité turbulente, la diffusivité turbulerite est
définit par:

99

oz

WO =7, (33)

On définit également le nombre de Prandtl par la relation:

Les mesures expérimentales (Rodi 1980) montrent que ce nombre varie peu au sein
d'un méme écoulement homogene et que ses variations d'un écoulement a l'autre,
sont faibles. On notera cependant que les effets gravitaires au sein d'un fluide
stratifié modifient notablement cette valeur, comme on le verra dans le paragraphe
suivant.

Rodi (1984) généralise I'expression de la viscosité turbulente pour un écoulement

tridimensionnel par la formulation suivante:

1

au; U, Jau, P
\Y; =/2 1 ] i .=1’2 ; i 5

La longueur du mélange /| dépend du type de l'écoulement considéré. Elle peut
étre spécifiée d'une maniére empirique ou semi-empirique de fagon a représenter les
gros tourbillons associés a l'écoulement turbulent Rodi (1980). En outre,
contrairement au modele a viscosité constante, le modéle de longueur de mélange
donne de bons résultats dans le cas d'écoulements de type "couches limites” ot on
peut admettre un équilibre local entre production d'énergie cinétique et son taux de
dissipation comme le précise Mellor et Yamada (1974).

Des formules empiriques ont été proposées par différents auteurs pour £ . Chacune

dépend de la nature de l'écoulement. A titre d'exemple, on cite, la formulation
relative aux écoulements a surface libre largement utilisée dans les écoulements a
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faibles profondeurs. Elle est basée sur I'hypotheése que la taille des tourbillons est
limitée par la présence du fond et de la surface, elle est donnée par Johns (1991) :

K(z+d+znb)(n—z+205) (36)
f (2=
(n+d+zOb +205)
ou:
d : hauteur d'eau.
n : I'élévation de la surface libre.
zy,  :rugosité du fond.
z,,  :rugosité de la surface.
K : constante de Von Karman 0.41

Lorsqu'on tend vers le fond (z - —d) ou la surface (z - n), la relation (36) tend vers
le formalisme des écoulements de type "couche limite" pour lequel on admet que
l'échelle de longueur ¢ est proportionnelle a l'étendue transversale de
I'écoulement, c'est a dire:

z-1 { . =x(M—2z+zy) (37.a)
z—>-d ¢ =K(z+d+zy,) (37.b)

Lewellen (1975), note qu'une "petite" variation de densité est suffisante pour
modifier d'une fagon sensible le caractére turbulent de 1'écoulement en présence de
l'accélération gravitationnelle. La correction des parameétres turbulents en milieu
stratifié est donc prise en compte par des relations empiriques via le nombre de
Richardson (Ri) définit par:

-1
. 83 _69_)2 (92)2
Ri= pazl:( 0z * 0z (38)

Ainsi se sont développés des paramétrisations empiriques pour la correction de la
longueur de mélange. Les expressions les plus couramment utilisées sont celles de
Munk et Anderson (1948) qui proposent deux relations différentes, une pour la
viscosité turbulente et l'autre pour la diffusivité turbulente soient:

/

m,v —

2 ,(1+10Ri)™° (39)

g =2,(1+333R)™° (40)
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¢, :Lalongueur de mélange dans le cas d'une stratification neutre (Ri=0).
¢ n. :Lalongueur de mélange relative a la viscosité turbulente.
¢ .4 :Longueur de mélange relative a la diffusivité turbulente.

De méme, on définit le nombre de Prandtl pour un fluide stratifié par:

1+3.33Ri)™"°

=G
8 60
(

ou Gy, est le nombre de Prandtl dans le cas d'une stratification neutre.

Comme toutes paramétrisations empiriques, les modeles a zéro équation présentent
trois inconvénients majeurs qui sont:

1) manque d'universalité: les lois d'échelle de longueur sont trop empiriques et
supposent une connaissance au préalable de I'écoulement a calculer.

2) l'impossibilité de calcul de I'énergie cinétique turbulente qui constitue un
parameétre important dans l'estimation de lintensité des fluctuations de la
turbulence.

3) l'application aux écoulements stratifiés est I'une des limitations principales
(Sauvaget 1987).

Pour combler ces lacunes, se sont développés des modéles plus performants dans
lesquels I'échelle de la longueur £ | est fonction d'un ou plusieurs paramétres de la

turbulence.
b) Modéle a une équation

Le modele de la turbulence a une équation a été introduit par Prandtl (1945).
Il permet le calcul de I'énergie cinétique turbulente K suivant une équation de
transport directement déduite des équations (24) par contraction des indices (i=k),
c'est a dire:

K MUK g __3U, o 3| K 1—s
Rt . e vy YTt BV e B -y VNN
ot ax ppul i3 = Hl ox; 9% ox; ale_ Hi 9x; pulp Y .(42)
——— T« — s~ ~— " ~
C G P € D
ou: ’



C : Transport de I'énergie cinétique turbulente par convection.

G :Production-destruction de I'énergie cinétique turbulente par les forces
d'Archiméde.

P : Production de 1'énergie cinétique turbulente par cisaillement.

€ : Dissipation de I'énergie cinétique turbulente par viscosité.

D : Transport de I'énergie cinétique turbulente par diffusion.

L'équation (42) ne peut étre utilisée directement pour la modélisation de la
turbulence. En effet, comme pour les équations du mouvement, cette équation
contient de nouvelles corrélations inconnues (puj, Kuj, pu}) et le probléeme de la

fermeture se pose a nouveau.

Pour pallier ce probleme, on utilise le concept de Boussinesq associé aux équations
de transport d'une quantité scalaire, on pose alors:

Vi 9K

44
Gk aX’ ( )

—_— ] —

ou G, Oy sont les analogues du nombre de Prandtl relatifs respectivement a la
densité et a I'énergie cinétique turbulente.
Le terme de la dissipation € est généralement paramétrisé par:

KI.S
€=Cu7; (45)

ou C, est une constante empirique et 1 est une longueur de turbulence comparable a

la longueur de mélange définit précédemment.
Avec les relations (43, 44, 45) I'équation de l'énergie cinétique turbulente (42)

devient:
oK oUK ' U Jau, 15
T ax axllok ax ] ax ax ax o ax, * A,
La viscosité turbulente est donnée en fonction de K et de ¢ _, par la relation:
vy =C,K"l - (47)
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L'échelle de longueur ¢ sera prescrite de fagon empirique ou semi-empirique
comme dans les modeles a zéro équation. Les constantes C,, G, ,0, sont déterminées
de maniére expérimentale a partir des configurations d'écoulements particuliers
Rodi (1984). La simplicité et le faible cofit d'utilisation de ce modele dit a une
équation (une équation supplémentaire) le rendent populaire pour les simulations des
phénomeénes complexes (Bradshaw et al. 1981, Johnson et King, 1984 et Sauvaget,
1987).

c) Modéle a deux équations

La principale faiblesse des modeles a une équation réside toujours dans la
difficulté de trouver une loi algébrique correcte pour l'échelle de longueur £ . Ce
probléme peut étre contourné en déterminant £ par le biais d'une deuxiéme
équation de transport.

Kolmogorov, (1942) peut étre considéré comme le pére de la modélisation de la
turbulence. I1 a été le premier a schématiser les phénoménes qui régissent un
écoulement turbulent par la résolution de deux équations de transport ol les
variables dépendantes seraient l'énergie cinétique turbulente (K) et sa fréquence

(VK/?¢ ) (Rodi, 1984).

En général, les modéles a deux équations utilisent une équation de transport pour
I'énergie cinétique turbulente (K) et une autre pour une variable définie par
(Z=KP/9)). Le choix des valeurs (p, q) aboutit & différentes variantes passées en
revue par Launder et al. (1984) et dont nous donnons quelques exemples de base au
(tableau 1) (Rodi, 1984).

Auteur Année Variables dépendantes
Kolmogorov 1942 K, (JK/f)
Prandtl 1945 K , / empirique
Rotta 1951 K, K¥%)
Harlow 1967 K, (K?/b)
Kovasznay 1969 K, (JK.2)
Spalding 1969 | K, (K¢

Tableau 1 : Exemple des premiers modeles de la turbulence
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Le modéle populaire, vraisemblablement le plus utilisé en écoulements
industriels, reste de loin le modéle standard (K-€), initialement proposé par Harlow
et Nakayama, (1968). Il a été repris par Jones et Launder, (1972), Launder et al (1972)
puis Launder et Spalding, (1974). Ce modele fait appel a des équations de
conservations relatives a I'énergie cinétique turbulente (K) et son taux de dissipation
(€) définit par 'expression (45).

L'équation de l'évolution spatio-temporelle du taux de dissipation (€) peut étre
obtenue par des simples transformations des équations des corrélations doubles
(expression 23). Cette équation est présentée par Rodi, (1984) comme suit:

82
— =—— P+C,.G)-C,.— 48
at+ . aﬁkoéaxj leK( +0 3 ) 2 K | (48)

e AUE 3 (v, 2e }_C €
j

avec:
AU, U '
P=v, 9, + 'jaU‘ (49)
ax; axijaxj
v,
c=-BY P (50)
pO, 0z

ol O, C,¢, Cype, Cye sont des constantes empiriques.

La paramétrisation de la viscosité turbulente par le modele (K-€) s'exprime alors par:

K2
v, =Cu—é— (51)

Le modele (K-g) a fourni dans la plupart des cas des résultats satisfaisants. Il est

toutefois signalé de ne pas perdre de vue les faiblesses que peuvent présenter ce type
de modele (Ha Minh-Hieu, 1987):

1) Sur le plan fondamental, utiliser le concept de viscosité turbulente (équation 25)
revient a attribuer aux contraintes turbulentes (grandeurs ayant une origine
convective non linéaire) un caractére diffusif de type gradient donc de nature
linéaire. Par conséquent, il faut s'attendre a ce que les effets de la turbulence
stabilisent les mécanismes instationnaires issus de la non linéarité des équations
des corrélations doubles (équations de Reynolds).
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2) Dans certains type d'écoulements les termes sources (production-destruction) de
I'énergie cinétique turbulente d'une part et du taux de dissipation turbulente
d'autre part sont quasi-proportionnels entre eux. De ce fait, une simulation
numérique avec une viscosité constante (donc faux régime laminaire) conduit
généralement & des résultats analogues a ceux donnés par le concept de viscosité
turbulente représentée par (K*/€), mais a des cotts de calcul bien moins élevés.

IV.1.2) Modélisation au second ordre

Pour les écoulements industriels, on constate un réel progrés de la part de la
modaélisation au second ordre (Hanjalic et Launder, 1972) qui constitue le deuxiéme
type de fermeture turbulente.

En soulignant qu'il existe des circonstances particulieres ou le frottement turbulent
ne s'annule pas avec les gradients de vitesse moyenne, Hanjalic et Launder, (1972)
ont remplacé l'expression (25) par une équation de transport pour les corrélations
(Wu7 ) (équation 24) considérées comme une quantité transportable. Cette démarche a

été ensuite étendue a 'ensemble des contraintes turbulentes.

On rappelle I'équation des contraintes de Reynolds (Donaldson, 1973):

&(uu k)

- —— 90U, ——2aU; | 1| 3uf 93&]
at — p[pu8g+puk5k3] [uxuya Tu ’ax +p paxk+p 9X; J(50)

ou; ou, 0 — 8(u’uk) 1 N
~ ox; —ax— —a-;(: UitttV 3, p[puﬁ)k+puk6 ]} 2, [S,Pupu, ngipupui]

Plusieurs auteurs (Rotta, 1951, Hanjalic et Launder, 1972, Launder et Spalding
1972, Lewellen 1977, Rodi 1980, Mellor et Yamada 1982) ont proposé diverses

’ ’

formulations pour modéliser les termes supplémentaires (W, V%__é;—) apparus
]

dans I'équation (50) lors de la dérivation des équations de Reynolds (Hinze 1959). La

différence entre ces formulations est observée au niveau des coefficients empiriques

introduits dans les modgles auxiliaires ((K-¢) ou (K-€)) pour fermer le systéme. Ces

coefficients sont déterminés par l'analyse des données pour une catégorie plus ou

moins étendue d'écoulements.

A titre d'exemple, nous exposons c1-dessous la modélisation proposée par Lewellen
(1977):
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1) Le terme de corrélation triple exprime un processus par lequel les tensions de
Reynolds sont conservativement transmises d'une région a l'autre. La
représentation la plus simple de ce terme est donnée par:

’, 4

——— Jduju au .
ujuju V=~ . p[ U8y + P uid 11] veKA——% (51)

ol A représente la macro-échelle de la turbulence et v, une constante empirique
(v.=0.3)

2) Le terme de la dissipation représente l'effet de la destruction visqueuse sur les
tensions de Reynolds. Il est modélisé sous la forme:

duj duj
0x; 0x;

b, K
=38 (52)

ol b est constante empirique égale a 0.125.

3) Le terme de corrélation pression-vitesse redistribue I'énergie turbulente produite
par I'écoulement moyen:

11 ,0uj = duj 5)
p(p o +p’ <. ] A k uf — Oy 3 (53)

1

Les relations (51, 52, 53) substituées dans l'équation (50) donnent donc:

W 0 (= B = ;30U ——3U; | JK K
o —=k +ax (U k)=“‘plp uidis + P Uiy ] - [ uj ax ——“+uju 3. jl"'T(u Uk 3)
(54)

2 kY o[ owg)
=308k~ v axijIZA 3, - 28, QUL U] - 26,0 W]

L'apparition dans I'équation (54) de I'énergie cinétique turbulente (K) et de la macro-
échelle de la longueur de la turbulence (A), nécessite I'introduction de deux autres
équations de transport relatives a ces deux quantités pour fermer le systeme

.= (Lewellen 1977 et Sheng 1982,1984). En effet, I'équation pour l'énergie cinétique
3

turbulente s'obtient par contraction d'indice dans I'équation (54), il vient donc:

(8



K 2 -, g—— 3 K |  K'?
—+ —(UK)= 00—t - 50 + v = VKA — |- b—— 55
8t+8x( )= ax, pp“”"caxj[‘/_ axJ A 3)

et 'équation pour la macro-échelle (A) est donnée par:

3A A —— U, 3 A | sy [AVKA)[ sy
2.2 (uaA W, R v JRASS | 52 ) S
3t o, (Uja)=s K”‘“Jaxfsz‘/_wcaxj[r axj}’\/i[ ax, | K

ou S;, S, S; S; sont des nouvelles constantes expérimentales qui valent
respectivement, 0.35, 0.6b, -0.375 et -0.8.

Pour fermer le systéme des équations (54, 55, 56), il faut donc ajouter deux équations
de transport, une pour les corrélations densité-vitesse (p’uj) et l'autre pour les
corrélations densité-densité (5’? ). Au total, ce systéme comportera douze équations
aux dérivées partielles. Il est par conséquent lourd et coliteux a résoudre. C'est cet
handicap qui a motivé le développement des modéles simplifiés pour la fermeture
de la turbulence. Lewellen (1977) a utilisé la notion de l'équilibre local de la
turbulence en supposant qu'a I'état d'équilibre, la production de turbulence est
équivalente a la dissipation visqueuse. Cela revient donc a négliger les termes
d'évolution temporelle et de diffusion dans 1'équation de transport des corrélations
doubles (équation 54). Cette hypotheése est justifiée lorsque I'échelle de temps
caractéristique du mouvement turbulent (A/VK) est petite devant I'échelle de temps
de I'écoulement moyen et que les quantités turbulentes varient peu sur I'échelle de la
longueur A. Sous ces hypotheéses, la turbulence est donc modélisée par une équation
de I'énergie cinétique turbulente et une équation de la macro-échelle de longueur de
la turbulence.

Il est a noter que le point fort de cette formulation réside dans le fait que l'influence
de la stratification n'est plus fonction de la loi de proportionnalité entre la diffusivité
et la viscosité turbulente, ainsi on obtient Villaret (1987):

F[H(L—L ] (57)

=0.25
| Z(H-—)Gﬁl[l Gl
SO Y L 58)
3( 1 1
24————
bs G

Avec
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2
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Ap)K oz

ou A et s sont des constantes qui valent respectivement 0.75 et 2.8.

(59)

Bien que la modélisation au second ordre soit développée depuis plus d'une
quinzaine d'années, elle n'a pas été souvent appliquée pour les écoulements
complexes, 1a ou elle a sa raison d'étre. Car paradoxalement, la complexité de la
résolution numérique fait que cette classe de modélisation n'est appliquée qu'aux
écoulements simples, pour lesquels les modeles a concept de viscosité turbulente est
souvent suffisant. De plus, ce type de modélisation a l'avantage de renforcer les
termes linéaires dans les équations de transport a résoudre.

IV.2) Turbulence horizontale

Malgré la contribution turbulente, les effets de la diffusion dans le plan

horizontale reste faible devant la convection horizontale pour les types
d'écoulements qui nous intéressent. Ce constat a conduit certains auteurs a les
négliger (Vasiliev et al. 1973). De ce fait et désormais comme nous l'avons mentionné
ci-dessus, pour I'ensemble les équations a résoudre, nous distinguons les coefficients
de mélange horizontal (A,, D,) et les coefficients de mélange verticaux (A,=v,
D,=vp).
Il semble impossible de donner une définition précise a ces coefficients puisqu'ils
traduisent des caractéristiques physiques propres a chaque secteur géographique.
Certains modeles (Salomon 1980, Sauvaget 1987) utilisent les résultats des travaux
d'Elder (1959), qui en étendant la théorie de Taylor établie pour un écoulement dans
un tube aux écoulements uniformes permanents exprime A, par:

- Suivant la direction de l'écoulement;
A, =5.93Hu, (60.a)
- Suivant la direction normale a I'écoulement:
Ahy =0.23Hu, (60.b)
ol H est la hauteur d'eau totale et u= la vitesse de frottement sur le fond dont la
signification est fournie au paragraphe(VIL1.1).
Les relations (60.a) et (60.b) ne fournissent qu'un ordre de grandeur des coefficients

de mélange horizontal. Ceux-ci étant fonction d'un grand nombre de facteurs tels
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que la morphologie du fond, les caractéristiques des courants, des sédiments, de la
stratification, l'action du vent, etc. Leurs valeurs numériques ne peuvent-étre
généralisées simplement sans avoir recours a la mesure. En annexe (1.1), nous
donnons un exemple de calcul des coefficients de diffusion horizontale a partir des
mesures in situ (Murthy 1976).

Dans le cadre de cette étude, nous suivrons la paramétrisation de Smagorinsky
(1963) utilisée par Tag et al. (1979), Hess (1985) et Blumberg et Mellor (1987) qui
s'exprime par la relation suivante:

-2 —\2 - =2
Ju av du oJv
=C,axAy| 24| &= | +] 2= LA .

D, =A, (61.b)
ou:
C,n :Constante empirique.
Ax,Ay : Pas du maillage suivant x et y.
u,v :Composantes horizontales du vecteur vitesse u intégrée sur la hauteur d'eau.

Comme nous l'avons précisé précédemment, les coefficients de mélange
horizontal dépendent fortement du secteur géographique étudié. Cependant, il est
important de noter que cette propriété s'avére trés utile sur le plan numérique car les
variations de ces coefficients permettent le calibrage des modeéles numériques. Nous
soulignons aussi que le caractére diffusif de ces coefficients profite au lissage des
solutions numériques éventuellement rendues instables par une convection
dominante.

V) APPROXIMATIONS

La résolution du systéme d'équations (S1) nécessite l'introduction de certaines
approximations supplémentaires, généralement utilisées dans la dynamique des
écoulements océaniques et cdtiers. Ces approximations sont:

V.1) Approximation de Boussinesq (1903)

Pour un fluide stratifié, la densité est supposée constante, exceptée dans le
terme gravitaire. Le détail de cette approximation est présenté par Phillips (1966).
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Elle suppose que les variations spatio-temporelles de la densité p(x,t) par rapport a
la densité de référence de I'eau p,, restent faibles en tout point et a tout instant.

V.2) Approximation 8-plan

Les modeles numériques des écoulements géophysiques, sont généralement
utilisés pour I'étude des zones limitées de I'océan. Pour prendre en compte la
sphéricité de la terre, Rossby (1939) introduit 'approximation B-plan qui consiste a
approcher la composante verticale du vecteur rotation Q (annexe 1.2) par une
fonction linéaire en y, donnée par la relation:

f=f,+By (62)

N £, = 2JQfsin(d) (63)
vee B =2l cos@)/R

R étant la courbure de la terre.
Dans Leblond et al. (1978), on trouve un développement complet des hypotheses
permettant I'obtention de cette approximation.

V.3) Approximation hydrostatique

Si l'on considere que les mouvements horizontaux sont prépondérants,
comparés aux mouvements verticaux, les variations de pression sur la colonne d'eau
ne dépendent alors que du champ de densité. Pour justifier cette approximation, on
procéde par une analyse dimensionnelle qui permet d'étudier l'importance relative
de chaque terme de la troisieme équation de la quantité du mouvement.

Considérons un écoulement de profondeur (D) caractérisant I'échelle du mouvement
verticale, de méme on suppose que l'échelle du mouvement horizontal est
caractérisée par un longueur (L).

Pour la théorie des écoulements régis par des équations de type "Shallow Water"
utilisées dans cette étude, les grandeurs (D) et (L) vérifient la relation suivante:

5:%«1 (64)

Supposant que (U) est une grandeur caractérisant I'échelle de vitesses horizontales,
de I'équation de la continuité (10), on en déduit:
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W= 0(3U)

ot (W) est une grandeur caractérisant I'échelle de vitesse verticale.
Si l'on écrit l'équation de la quantité du mouvement relative a la troisiéme
composante du vecteur vitesse u(u, v, w), on obtient alors:

ow Jduw Ivw oww 1dp 0 awj 0 ow P ( ow
L) PSS (N4 I (WA PR Nl
* ¥ &+ ( +8y( " 8y)+82 v oz

ow 65
at Tax oy ez poz Blax\ "k ) - ©9

Si (T) est une échelle de temps caractérisant le mouvement horizontal, alors on peut
écrire formellement:

L=UT , A,=UL , A,=WD

, D . .
De la relation (64) on a: L=—8-, moyennant les relations ci-dessus, on a:
dw W WU U _[8U? 52 U?
d T L "O(SU)L‘ L ]‘D( D (65.a)
duw UwW [&U?
Foab _Q[ S ) (65.a)
vw UW [§U?
E =T _O{ 5 ] (65.b)
dww  WW  O(8U).0(8U) U (65.0)
3z D D "l D '
a( ow) 1({ULW d*U?
- A —— = - .
ax( h ax) L( L j O{ D ] (65.d)
a( Iw 1(ULW) 522
— A, — = = .
Ay hay] LU L O[ D (€52
(. ow) 1({WDW §*U?
— A, — |=— = .
S e 6

Si I'on accepte une erreur au moins de l'ordre de O(8?), une sommation membre a
membre des relations (65.a-65.f) montre que seulement le gradient vertical de
. pression est en équilibre avec la force d'Archimede et on peut écrire:

d
~a§=—pg +0(8?) (66)
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La relation (66) constitue I'approximation hydrostatique.

Avec les approximations citées ci-dessus, le systtme (83) des équations
tridimensionnelles & résoudre s'écrit:

du duu dvu aJwu 1 dp 8( au) 0 du dv 8( au)
— Sy =g 2A, — | A =+ || A, —
o Ty e T o e B R A oy ey Tax T e v oz ) 68

/ 1 0 d 0
a—V+aw+aw+awv+fu=——1-a—p—g+—a— 2Ah-a—V +i Ap _u+a_v +-—(AV—X) (69)
ot dx dy oz Py 9y dy dy ) ox dy ox || oz dz

op
il (70)
0z Pg
95 S WS Iws a( as) a(_ 35 a( as]

- D D, = 7  (S3)
% ax 9y 9z ax\ Mox By[ *‘ayJ az\ " az 70«
dT ouT avT owT a( GT) 3 oT a( aT)

D D D, R 72

3t ox 9y T oz ax\ P ax ay[ h 8y] az\ " 3z (72)

D 3 ad w-=w(C, Cn
Cn + UCn + aan + {( ) ] =i(Dh acn )-{-i(Dh acn ]+i{Dv aCn )"'ch (73)

ot ax Jy 0z ox ox / dy dy | oz 0z
K K K wK D (Dh E)K] 2, K, 2 [DV-B—K-}AV[[B—UJZ +(a_vﬂ
gt dx dy 9z  ox ox ay ay az 0z 0z 0z
1.5 (74)
+£D‘,@—C s
Po iz * 4
M
Kz(l-ij&, J. zJKdz
(f:———ﬁ——z— Avec: {,=a '2 o constante (75)
.f./n+l<z(l—°§) JKdz
-h

VI) TRANSFORMATION DES EQUATIONS
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VI.1) Equations intégrées sur la largeur

Le domaine d'étude peut contenir des rivieres et des estuaires, qui se
caractérisent par une dynamique particuliere. Ces deux types de milieu naturel sont
sieges d'intenses interactions entre des phénoménes physiques, chimiques,
biologiques et sédimentologiques, il est donc souhaitable de traiter ces zones d'une
maniére particuliére afin de bien représenter ces phénomenes.

Dans les rivieres, les gradients horizontaux de toute variable caractérisant
I'écoulement sont faibles face aux gradients verticaux. Il est donc naturel, tant que les
variables transversales conservent un caractére secondaire de décrire les
phénomenes par la valeur des variables moyénnées sur la dimension horizontale (x
ou y) (Sauvaget 1987, Salomon 1980).

La procédure de I'intégration sur la largeur (figure 2) est faite de la méme maniére
que celles de Blumberg (1975, 1978), Wang et Kravitz (1980). Elle consiste a supposer
que la largeur de I'écoulement notée B, et B, ne dépend ni de la profondeur (z) ni du
temps(t). L'intégration détaillée des équations est donnée en annexe (1.3).

y y
O > O >
Bx By
x\V/ xX\N/

Figure 2 : Largeurs de riviere B, et B,

De point de vue pratique, un parametre f. a été introduit pour permettre

l'adaptation automatique de I'ensemble des équations du modéle au secteur d'étude

(bidimensionnel vertical pour les rivieres ou tridimensionnel pour les océans). Avec

Iintroduction des paramétres B,, B, et B le systéme (S3) donne le nouveau systéme
»;_d'équations (S4):

1 9 1 0 ow '
5 aX(Bxu)+-B—y-5;(Byv)+—a—z—=0 (76)
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ou 1 9 0 0 l1dp 1 8( au)
= i—2(B, ~B.)— = (uw)—fy =——E 4 —{2A, B —
ot B, 8x( xuu)+(l BC)ay(uV)+az(UW) fr= Py 0Ox +Bx ox nBx ox
d Jou advi| o dgu) 1 @7
1-B.)=— A —|A,——
H BC)ay[ [8y axﬂ az( Vaz] B, PeCusuld
av d 1 9 d ldp 1 9 av
—+(1-B.)=(vu) +=—=(B, vv]+=— fu=——ot 4 —=2A,B, —
8t+( B)BX(VU)+B ay( vv)+az(vw)+ o 8y+B ax( hByayJ
0 du 9 d d 1 78)
u v v
1- A A, = —
+( Bc)ax{ h(ay*‘a\(]} az( VaZ] By BCCWSVIVI
0
oz
S 1 a[ as] 19 35 i[ as}
4 ——{B uS— —_— | —— -B.D.— -D,—|=0 80
Bt+Bx ™ B,uS-B,Dy, ™ +By ay{Bva B, hay}’az wS V3, (80)
T T
L Yy 1 [ L )
ot B, oxL axd By oyl 7 YN0y oz 0z
p=py[1+F,(5,T)] (82 (S4)
ad 1
.C“ +—1—i[Bqu -B.D,—& 9Cn ]+——a—[B vC, —B,Dy, %Cn
Jdt B, ox ax v 9y dy
5 5 ’ n=1,..nbclasse (83)
Ca
+-£{(w—wcn)cn -D, —(:)—Z—}= R
K 1 a[ aK} 19 BK} a[ aK]
—+—— B,uK-B,D —— B, vK-B,Dy— [+ —| wK-D,—
3t B oxl " Mo B oyl T Ty [Tal M T
(84)

[(3u¥ (av¥] g _ 3 _ K
=AV[L32_T [8ZTJ+PQDV_3; T ¢

2 1-— 0 anJKdz
H =h
{= . Avec: ly=a— (85)
0, + a{ -0 JKdz
-h

" ouC représente le coefficient de frottement latéral

ws

VI.Z)Trangformatibn en coordonnée "Sigma"
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Dans des secteurs a fortes variations topographiques, il est souvent noté que le
systtme des coordonnées cartésien (O,x,y,z), ne peut pas donner une bonne
représentation des processus physiques que I'on souhaite modéliser. Pour éviter cette
difficulté, généralement, on introduit un nouveau systéme de coordonnées connu
sous le nom "systéme de coordonnées Sigma", largement utilisé en modélisation
océanique et météorologique (Phillips 1957, Freeman et al. 1972, Owen 1980, James
1986, Nihoul et al. 1986, Blumberg et Mellor 1987 et Ruddick et al. 1993). La
représentation de la topographie est donc facilité par la transformation du systeme
cartésien (O,x, vy, z, t) en un nouveau systtme (O,x;, ys, ©. t)) dans lequel la
coordonnée verticale est la coordonnée G. Cette transformation est donnée par:

Xs=X Y=Y tg=t (86.a)
_z-M z-M
o=+ o H (86.b)
ou:
n : est I'élévation de la surface libre dépendant de (x, y, t)
d : est la profondeur d'eau (bathymétrie)
H :la hauteur totale d'eau (figure 3)

Figure 3 : [llustration du systeéme de coordonnés (O,x,y,z)
I Dans le plan physique, la colonne d'eau est comprise entre le fond (z=-d) et la

surface (z=n), avec l'utilisation de la relation (86.b), elle sera comprise entre 6=-1 et
=0 (figure 4)
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Z=n :O

> (xy) > (xs,3)

\
NN

\-
N~
~——

fond z=-d o=-1
Figure 4 : Transformation verticale en coordonnée G

Remarque:
Sin<<d on a o=z/d indépendamment du temps, cette simplification peut étre source
d’erreur si l'on tente d’appliquer le modele a une zone peu profonde lors du passage
d’une tempéte qui risque de provoquer un découvrement de certaines mailles du
domaine.

La transformation en coordonnée sigma introduit des termes supplémentaires
dans les gradients spatio-temporels du systéeme d'équation (S4). Ces termes
s'obtiennent par les formules de passage du systeme de coordonnées (O, x, y, z) au
nouveau systéme (O, x,, yg, O, tg) qui s'exprime pour une fonction quelconque @ par:

— = (87.a)

90_d0 1[0
ox

= P G e
ax, HLax  axJao (87.b)
39_d0 1l oH|se
dy dy. Hlay oy loc
(87.0)
9 _d9 1 am 3@
—:-—-_-—-‘1 —_L
at ot H[+G]Bt 30
87.d)

En coordonnée sigma I'équation de l'approximation hydrostatique (79) devient:
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P __peH (88)

Si I'on intégre analytiquement cette équation sur la verticale entre les bornes o et 0 et
on suppose que la pression a la surface (6=0) est égale a la pression atmosphérique
p,ona:

0
p=p,+tgH]pdo (89)
)

Aprés application des formules de changement de systéme de coordonnées a
I'expression (87), les gradients horizontaux de pression se déduisent de la maniere

suivante:

() i3, e o,
\ Hlox  “ax Jac T ax

af fo 11 [an BH} dp
= r— H _ o et 2
7 axL dedG‘ HLax +08x ng)+ X
af o ] an aH] ap (90)
=o— H i —_— e —_—3
gan “ch 0;+p‘ ax +08x * ax

Si I'on substitue p=p,+(p,-p) dans I'expression (90) on a:

dp __on 9P,
o, 3 =55 +G +0 ™ (91.a)
avec
G, =O‘u{i[HRp‘ po)d0]+[§3+0-a§- P=Po )} O1b)
oxL % ox  dx

la quantité (G,) permet l'introduction des effets de la stratification dans I'équation de
mouvement. De la méme maniére, on calcule le gradient de pression horizontal
suivant la direction (oy) et le terme G, correspondant :

; d 0 d

dy oy dy
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0 p d oH
Gy = a(){g)j[HJ;(P‘ Po )d6]+[£ +G—a;}9‘ Po )} ©2.b)

En situation de forte pente bathymétrique, Blumberg et Mellor (1985) montrent par
un exemple simple le fonctionnement incorrect des modeles quand les termes
introduits par la transformation "¢" sont négligés. Cette erreur d'approximation
affecte plus particulierement les termes de flux horizontaux, et ce propos, ils ont
proposés une formulation adaptée a cette situation. Dans ce travail, nous suivrons ce
formalisme pour parametrer les termes de la diffusion horizontale dans le systéme
des coordonnées (O,x,, y,, O, tJ), il est donné par les relations suivantes:

af  au) af, [au av]
F,.= A A 93.
Yoax, 24 ox -‘-E)ys " 3y, +8x5_ ©3.2)
d av 0 [3u  av |
F, = 2A A + (93.b)
I ARRED I W P
d 0 d 0
F,= (Dh @ (Ah ¢ (93.0)
ax,\ "ax, ) ay,\ " ay,
ou:
[0) : est une fonction scalaire (S, T, K, C,).
F, : Terme diffusif pour 'équation de mouvement relatif a (u).
F, : Terme diffusif pour I'équation de mouvement relatif a (v).
F, : Terme diffusif pour I'équation de mouvement relatif a (¢).

Pour ne pas alourdir I'écriture des équations, nous supprimons l'indice (s) annotant
le nouveau systéme de coordonnées. ‘

L'introduction des coordonnées sigma modifie I'ensemble des équations du systeme
(§3) pour donner un nouveau systéme noté (S5) qui s'écrit par :

an 1 9 1 4 oW
hiad SRR -2 v _ 4
) aX(HBXu)+By ax(HByv)+ =0 (94)
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gHu 1 0

on 1 _dp,
o +§:5;(HBXUU)+(1*B )-a-—(Huv)+——(uw) fHv=-gH— ™ B’;H—&‘—HGX+
(95)
P du d ou av 19 u H
— 1 2HAB, = [+(1-B.) ] AyH —+ = ||+ —=—— A, = |-B.—
Bx aX(Z Al\ Xax]'f'( BC)ay{:A ay‘f‘axJJ Hao( vaG] Bc Bx Cwsu'UI
aHV 1 a a 311 1 apa
- B )— —_ =— —_—H== —HG
P +By ay(HByvv)+(l B)a (Huv)+ (vw)+fHu gHay ooy +
(96)
1 a( v J du av)l 19 E)v) H
1-— H ——A,— -B.=—C,,
B, oyl by E)yJ ( B)ax{‘é‘ [ay axH+H8G\ 30/ P3, ws 1
) an (an aHJ an . oH
e w(lagdN_ (o0, oH 97
F=w (+(3')at “ax+0ax % Gay (97)

dHS 1 3 S 1 9 aS z;[ D, as}
—_— — -D,— |+ —] #5-———=1=0 98
% B o [B H(US Dy =~ ]}rBy ay[ByH{vs Dy, 8yﬂ+8 -6 (98)

ﬂ+—1——a{BXH(uT—Dh iT-ﬂJr—l—i B, H vT—DhiT— +—%[VVT—DV -al]=HR(99)
at  BooxL "\ ox B, oyl 7 dy ) H oo

p=p,[1+F,(5,T)] (100) (S5)

oH 1 1
S, 2125 4 uc, -0, a2 25 v, -0, 20
ot B, oxlL ox J B ayl_ dy

D
+-a%[(€‘v—wcn\)Cn Haac } HR,

n=1,..nbclasse (101)

aHK 19 L ) G[ D, BK}
K-D,— K-
ot [ H(u hax ax ‘ H(VK “Phyy ﬂ H 30

"

A f(a J J 1<15 102
=il Vil 8p P gl
“HIG T (acﬂJ’an”ao CH
{Ho+ n)(l -0- ﬂ)/?
- H :] Avec l,= J Ho+n)/Kdo -(103)
,€0+»<(Hc+n)(1-c—§)' J_«lﬁ?do

VII) CONDITIONS AUX LIMITES ET INITIALES
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VII1.1) Conditions aux limites

Le systéme (S5) ne peut étre résolu sans adjonction des conditions aux limites
au bord du domaine d'étude. Pour les modéles de la circulation océanique, quatre
types de frontiéres doivent étre spécifiées: la frontidre inférieure (fond), supérieure
(surface), latérale ouverte (limite de forgage) et latérale fermée (la céte).

VI1.1.1) Erontiére inférieure (fond océanique , 6=-1)

a)Vitesse

En ce qui concerne les vitesses, deux conditions différentes peuvent étre
imposées:

i) Les trois composantes de la vitesse sont spécifiées nulles:
ac=-1 u=v=w=0 (104)

Ce type de condition donne des résultats satisfaisants, a condition de
disposer d'une résolution spatiale verticale suffisamment fine pour
représenter correctement la couche limite du fond, et notamment le
profil vertical logarithmique de la vitesse. Une telle discrétisation a
aussi l'inconvénient d'introduire un nombre important de points du
maillage, par conséquent une augmentation de temps de calcul.

ii) La deuxiéme condition peut étre considérée comme une alternative au
probleme du maillage posé par la condition (i), elle consiste a évaluer la
tension de Reynolds par la contrainte de cisaillement au fond (Blumberg et
Mellor 1987, Sheng 1978 et Hess 1986). Cette condition s'exprime par:

ﬂ.@}i_ﬂzz_ . ﬂé‘i_h

ao=-1 ; =
Hdo pg H oo p,

; w=0 (105)

ou, Ty, , Ty, sont les contraintes de cisaillement au fond suivant les directions

(x)et (y). Ces contraintes s'expriment généralement par des relations
quadratiques du vecteur vitesse, c'est a dire:

32



To= pOCDublub, ; Ty = pOCDVb'Vbl (106)

ou, (uy , v,) composantes de la vitesse horizontale calculée au premier niveau
du maillage situé a une hauteur z, au dessus du fond et C coefficient de
frottement au fond, dont I'expression découle du profil vertical logarithmique
de la vitesse, c'est a dire:

2
1
Cp =[;Log(§—§ﬂ (107)

ou, z, est la longueur de la rugosité du fond, en absence de cette information,
Weatherly et Martin (1978) suggérent la valeur de (1 cm) pour z, D'autres
auteurs (Hess 1986 et Davies 1993) utilisent une valeur constante de C, qui
vaut 0.0025. Une étude détaillée sur l'influence de ce coefficient sur
I'hydrodynamisme se trouve dans Johns et Oguz (1987). De point de vue
pratique, ce parametre nous permettra le calibrage du modele.

b) Température, Salinité

Le flux de la température et de la salinité a la limite inférieure (fond) sont
supposés nuls (paroi imperméable), ce qui conduit a:

ac=-1 zr-=O; §=0 (108)
oC ac

c) Concentration en sédiment

Pour la concentration en sédiment, I'imposition des conditions aux limites au
fond est sans doute I'élément le plus important pour le calcul de la remise en
suspension des sédiments, nous reviendrons sur ces conditions dans le chapitre (3).
On utilise généralement des conditions de flux ou de concentrations imposé, c'est a
dire:

D
ac=-1 ——I_-Ilacn +ws C, =Flux ou C=C (109)

3G n~ imp
d) Energie Cinétique Turbulente

Deux conditions aux limites peuvent étre utilisées:
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i) Dans la zone logarithmique, la production de la turbulence (P) a pour ordre
de grandeur (Sauvaget 1987):

ud
P= A( )Z =~ KZUy —F (110)
tcz)2 Kz

D'autre part, dans cette zone, on peut considérer que la dissipation de
I'energie cinétique turbulente (€) est équilibrée par la production (P) (équilibre

local) ce qui revient a écrire:
€=P=— (111)

L'utilisation de la relation (51) permet d'obtenir une valeur estimée de
I'énergie cinétique turbulente dans la zone logarithmique. Par conséquent,
cette valeur nous servira comme condition imposée a la limite inférieure pour
(K). On écrit alors:

2

Usx
aoc-=-1 K= 112
= (112)

ol, uy est la vitesse du frottement au fond qui peut étre calculée a partir de la

contrainte de cisaillement au fond T, par:

_ [l
-

Po (113)

if) L'imperméabilité du fond permet aussi d'imposer le flux de l'énergie
cinétique turbulente nul au fond, c'est a dire:

ac=-1 AV§£=0 (114)
aC

Pour nos simulations, nous utilisons la relation (112) comme condition a la limite

% inférieure. Cette condition est souvent employée en écoulement cotier (Blumberg et
Mellor, 1987; Delhez and Martin, 1994; Sauvaget 1987 et Rodi, 1984).
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VII1.1.2) Erontiére supérieure (surface libre , ¢ =0)
a) Vitesse

Les variations verticales de la vitesse induites par le soufflement d'un vent a la
surface de la mer, sont paramétrisées en fonction de la contrainte de cisaillement T

due au vent, qui s'exprime par la relation suivante:

Ayou Ty Ayov Ty

éG:O —_—— ; =
H do py

Hao p (113

Différents auteurs (Dean et Dalymple, 1984; Leendertse and Gritton, 1971) ont
proposé des relations empiriques pour la contrainte T, faisant intervenir la vitesse du
vent et la densité de l'air. Pour I'évaluation de T,, nous utilisons la loi quadratique

donnée par:

T= paircv"VlO"VIO (116)
ou p,;, est la densité de l'air, V,; est la vitesse du vent a 10 m au dessus de la surface
de la mer et C, est le coefficient d'entrainement de la surface dépendant du vent (Wu

1975,1984) propose la relation:

C, =(0.8+0065v,,[)107 (117)

b) Température, Salinité

Le flux de salinité a l'interface air-mer est le plus souvent considéré comme
nul, par contre le flux de la température dépend des données atmosphériques telles
que la température de I'air, I'humidité et d'autres variables généralement non nulles.
Hess (1986) utilise les conditions de flux a travers la surface données par la relation:

D,sT Q 35
- —_— .= . = 1
4G =0 p”HaG Cp ’ o0 0 (118)

ot C, est capacité calorifique de I'eau (exprimée en J/Kg. °C) et Q est le flux de
" chaleur total composé du flux radiatif et du flux de chaleur dans l'atmosphere
(Parkison and Washington, 1979). Nous donnons la composition du terme Q dans
I'annexe (1.4).

o
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¢) Concentration en sédiment

La condition exprimant I'absence d'échange de masse a l'interface air-mer sera
imposée comme suit:

D, aC,
40 =0 e ws, Cy =0 (119)

d) Energie Cinétique Turbulente

En absence de contrainte due au vent, une condition de symétrie peut étre
appliquée a la surface, c'est a dire:

oK
ac=0 —=0 (120)
a0

En présence du vent, si on néglige 1'agitation de la surface libre (vagues), on
peut considérer que la masse d'air se comporte comme une paroi rugueuse mobile,
exergant sur la masse d'eau la contrainte (T,). Dans ces conditions, certains auteurs
(Rodi, 1984; Blumberg et Mellor, 1987; Sauvaget, 1987) ont fait I'analogie avec la
dynamique du fond et utilisent I'hypothése de I'équilibre local a la surface pour
imposer:

"Cs"
K 121
ac=0 I (121)

Cependant Delhez et Martin (1994) notent qu'en présence du vent, les vagues
peuvent étre considérées comme source d'injection de la turbulence a la surface de la
colonne d'eau. Par ailleurs, ils précisent que I'analogie faite avec la dynamique du
fond pour I'obtention de la relation (121) n'est pas valable dans ces conditions.
Puisque la diffusivité turbulente verticale de I'énergie cinétique n'est pas nulle au
voisinage de la surface, I'état de la turbulence a l'interface air-mer dépend non
seulement du vent mais aussi de la turbulence a l'intérieure de la couche limite de
surface, dans ce cas la condition (121) sera remplacée par la condition de flux
suivante (Delhez et Martin 1994):

D, oK

aC = pairCE“V10"3 | (122)

ou Cg est une constante empirique qui vaut 0.63 1076
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Celik, Hossain et Rodi (1982) fournissent une modélisation plus précise des
conditions aux limites portant sur (K) a la surface lorsque I'écoulement est généré par
le vent.

Dans le cadre de ce travail , on étudie uniquement les processus sous l'effet de la
marée, ainsi la relation (120) sera utilisée comme condition a la surface de la colonne
d'eau.

V11.1.3) Erontiere latérale fermée

La frontiére latérale fermée sur la cOte est considérée comme une paroi
imperméable. De ce fait, on peut utiliser une condition de flux nul pour les
différentes variables scalaires (S, T, C,, K) et une condition de vitesse normale nulle
pour la variable vitesse.

Si ¢ désigne I'une des variables scalaires citées ci-dessus, ces conditions s'expriment

par:
grad(9).n=0 ; u.n=0 (123)

ou n le vecteur normal a la cote dirigé vers I'extérieur du domaine et grad désigne le
vecteur gradient d'une fonction scalaire.

VI1.1.4) Erontiére latérale ouverte

a) frontiére en riviére
a.1) Vitesse
Au niveau des riviéres en horizontal, on impose la direction et le débit de

I'écoulement a partir duquel on déduit les vitesses moyennées sur la profondeur de
la riviére par les relations suivantes:

Uy =—2 ; v, =2 (124)

u:

o]

Q.  :Ledébitde I'écoulement (série temporelle)
B,, :Lalargeur dela maille (suivant ox ou oy)
AL  :Taille de la maille (Ax=Ay=AL)
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La structure verticale des vitesses est déduite d'un profil logarithmique calculé a
partir de la vitesse moyenne.

a.2) Température, Salinité

On choisit la source de la riviére suffisamment loin de l'estuaire afin d'utiliser
des conditions de salinité nulle, la température sera imposée au fond et a la surface
de la riviére, puis on procede par interpolation linéaire pour compléter le profil
vertical.

a.3) Concentration en sédiment

Pour le profil vertical de la concentration en sédiment, on résout un modele
unidimensionnel vertical (ce qui revient & négliger les gradients horizontaux dans
I'équation (101)), en imposant au fond, soit une condition de concentration, soit une
condition de flux.

a.4) Energie Cinétique Turbulente

Comme pour l'équation de concentration en sédiment, on procéde par
résolution numérique d'un modele unidimensionnel sur la vertical déduit de
I'équation (102).

b) frontiére au large (océan)
b.1) Vitesse

Les conditions a la frontiere ouverte sont normalement obtenues a partir des
mesures expérimentales ou des résultats de modeles couvrant une région plus vaste
avec une discrétisation spatiale plus grossiere. Dans les régions coétieres, a la
frontiere ouverte, la variable la plus simple & mesurer est I'élévation de la surface
libre, pour nos applications et pour décrire les valeurs aux limites ouvertes, nous
utilisons les valeurs de cette variable extraites en quelques points du modele de
Salomon (1992) sous forme de série temporelle discrate (ti,np(ti)). Nous reviendrons
sur | 'introduction des conditions aux limites dans le chapitre 3.

La nature de la grille de calcul utilisée (grille décalée) nous permet de déduire de la
hauteur d'eau M les valeurs de la vitesse (U,V) aux frontieres, en résolvant
simultanément 1'équation de continuité et 'équation du mouvement appliquée a la
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premiére maille de calcul. Le traitement numérique des conditions aux limites est
détaillé dans le chapitre 2.

b.2) Température, Salinité

En situation de flot, c'est & dire quand le courant est dirigé vers l'intérieur du
domaine, la salinité et la température ne sont pas calculées par leurs équations de
conservation (98) et (99), mais elles doivent étre calculées par interpolation en
fonction des valeurs observées en nature ou fournies par l'utilisateur sous forme
d'une série temporelle. Cette procédure a été adoptée pour nos simulations.

Dans le cas contraire, quand le courant est dirigé vers I'extérieur (condition de jusant),
la salinité et la température aux limites ouvertes sont calculées a partir de leurs
équations de conservation dans lesquelles on néglige les termes de diffusion, ce qui
revient a résoudre:

aT, aT, . aS, S,

=- 2oy Z0 12
at " 3n ‘ ot " 3n (125)

ol

Ty Sy :température et salinité aux limites ouvertes (a calculer)
: vecteur normal a la frontiére ouverte

n © vecteur vitesse normal a la frontiere ouverte dirigé vers l'extérieur du
domaine

D'autres traitements aux limites frontieres de ces deux variables ont été proposés par
plusieurs auteurs, on cite par exemple Harleman et al., (1974); De borne de
Grandpre, (1979) et Perrels et Karelse, (1981). ’

b.3) Concentration en sédiment

En quelques points sur la frontiere ouverte, on résout I'équation
unidimensionnelle verticale de la conservation de la masse de sédiment avec une
condition au fond (concentration imposée ou flux imposé), puis on proceéde par
interpolation pour déterminer les valeurs aux autres points de la frontiére.

b.4) Energie Cinétique Turbulente
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Pour déterminer les valeurs de l'énergie cinétique turbulente a la limite
ouverte, on suit le méme procédé utilisé pour la détermination de la concentration en
sédiment.

VI11.2) Conditions initiales

Pour les variables (u, v, w, 1, C)), le modéle part du repos, par contre pour les
fonctions scalaires (T, S), le modeéle part d'un état initial déduit par interpolation
spatiale a partir des données aux limites prescrites par l'utilisateur. Afin d'éviter des
éventuelles divisions par zéro pendant la résolution de l'équation de I'énergie
cinétique turbuente (K), cette variable estinitialisée a la valeur 10®m2.s2,

VIII) PRINCIPE DE RESOLUTION DES ONDES DE GRAVITE

Parmi les différentes approches de la modélisation tridimensionnelle, il existe
les modeles multicouches (Leendertse et Liu, 1975, 1978) qui superposent plusieurs
modeles tridimensionnels intégrés sur l'épaisseur de chacune des couches. La
difficulté principale de ce type d'approches réside dans la paramétrisation des
interactions entre deux couches successives, ainsi qu'a 'application de ces modéles a
des zones littorales ou le marnage est de méme ordre de grandeur que la
profondeur.

Une autre démarche consiste a découpler le calcul de la structure verticale de celui
de courant moyen évalué a l'aide d'un modele tridimensionnel horizontal. Cette
technique a été employée de deux fagons différentes:

i) on résout un modele vertical unidimensionnel pour établir des formulations
appropriées qui seront ensuite utilisées pour la seconde étape qui consiste a
résoudre le modele bidimensionnel intégré sur la verticale (Forristall, 1974;
Heaps, 1971, 1980; Davies et Owen, 1979).

ii) les prédictions du modele bidimensionnel horizontal fournissent les valeurs
locales de forgage et les conditions aux limites du modele unidimensionnel
vertical (Nihoul, 1977).

Il est a noter que dans les deux cas la résolution du modele unidimensionnel ignore

les termes de la convection horizontale et les termes du cisaillement au fond et 2 la
surface. Ces simplifications présentent un point faible de ces approches puisque ces
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phénomeénes influencent de maniére considérable les écoulements dans les zones a
marée.

Une autre technique de résolution des ondes de gravités largement utilisée en
écoulement géophysique (Madela et Piascek, 1977; Sheng et al., 1978; Blumberg et
Mellor, 1980) consiste & décompter les équations tridimensionnelles en un ensemble
d'équations décrivant I'évolution des processus moyennés sur la hauteur d'eau (mode
externe ou mode barotrope) et un autre ensemble d'équations traduisant la
contribution de la structure verticale (mode interne ou mode barocline) & I'écoulement
tridimensionnel.

La description de la technique de couplage des deux modes est donnée dans
Blumberg et Mellor (1987), son principe se résume en deux étapes:

1) on calcule les variables moyennes a l'aide d'un modele bidimensionnel intégré sur
la verticale qui seront transmises au mod@le tridimensionnel décrivant la structure
verticale.

2) a son tour le modele barocline fournit les forces de pression et les contraintes de
cisaillement au fond.

Signalons que l'avantage de séparation en deux modes est la réduction de temps de
calcul puisque le mode interne décrit des processus dynamiques a évolution lente,
donc sera calculé moins fréquemment que le mode externe qui, lui décrit des
processus rapides.

VIII.1) Mode externe

Le mode externe est constitué par le modéle bidimensionnel intégré sur la
hauteur d'eau. On cherchera donc a reproduire des phénomeénes moyens sur la
hauteur d'eau, ce qui se fera avec autant de réalisme que la zone littorale concernée
sera mieux mélangeée.

On définit u et v par:

_ 0 . _ 0
u(x,y,t)= ju(x,y,c,t)dc ’ vix,y,t)= Jv(x,y,O',t)dO' (126)
-1

-1
A cette étape du calcul, nous résolvons les équations donnant les composantes de la
vitesse moyenne (u, v) et la hauteur d'eau 1.
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Moyennant les conditions aux limites (105, 115) et la régle de Liebnitz l'intégration
sur la verticale des équations (94, 95, 96) donne le systéeme des équations du mode
externe noté (ME)

an 1 0 1 0
—+——(HB ——|HB,v|=0 127
3% "B o u)+By8x( ) (127)
AHu 1 9 d — — on 1 __dp,
—+—=—(HB 0, 1-B.)—(HO —-fHv=- H-——-—H-—-—HG
at +B ax( uu) ( Bc)ay( uVuv) v g ax p() ax +
- - (128)
1 ou 0 ou adv H —
—_— A ‘1_ —] — ] — - — —_—
Bx a IZH B’( a ] ( BC)ay{AhH(ay-Fax J}-'-TSX TbX BC Bx eSuCWSuIE‘
dHvV 0 1 9 on op
+(1-B.)—(H8,, uv)+——{HB,0,, vv|+ fHu=-gH— -—H—-2-HG +
ot ox B, ay( ) ay Py 9y
1 af v d i av H (129
v \4
———2HAB— 1- AH— T = Tpy =B —6,,Cins
a}’\ h ay ]'*'( B )ax[ (ay-"ax )}4' sy by Bc By sV ;l;]
Avec:
0 . [0
Ci=)Gdo ; cy=J G,do (130)
-1 -1
U uu . 0 uv . " yv (131)
w = =—dC ’ euv = ——s[e) ’ evv = =—doC
-1uu -1uv -1VV

0,-]'

-1V|V

=
Q

'd (132)

VII1.2) Mode interne

Sionpose: ulx,y, 0t =ulx,y,t)+ilx,y,oct (133.a)
v(x,y,0,6)=v(x,y,0)+¥(x,y,0,t) (133.b)
Avec: ; ; : 1
vec i(x,yo,t)do=0 7 j%(x,y,o,t)do=o (133.0)
-1 -1
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Les équations du mode interne décrivant la dynamique de la structure verticale
s'obtiennent par une simple soustraction des équations du mode externe (127, 128,
129) aux équations du modele tridimensionnel (94, 95, 96) .

A cette étape, nous calculons les trois composantes de la vitesse (G,v,w), la
température (T), la salinité (S), les variables turbulentes (K, /) et la concentration en
sédiment C,..

Les équations ainsi obtenues forment le systtme du mode interne, noté (systéme MI).

i 9 1 0 1 o
B—X(HB\ )+E;a_X(HB V)+-§—-a&—=0 (134)
i g 10 T 2 —y, Aam]
— 2 TH4B (qu— )= - —fH¥ =

E” +BALBX aX[HB,\(uu euuuu)]+(l Bc)ay[H(uv euvuv)]-i— o } v

- 13 ot 2 20,3, 13, _9_)
HG, -HG, +Bxa (ZHA B, <3 ) (1—Bc)ay AhH(ay+aX}+HaG\ Y35 (135)
T T = g HC -0, T
AHY 3 — 1 0 —1 (V) .
= +Ba{(1‘Bc)g[H(UV‘euvUV)]*"é?'é;{HBy(VV‘ewVV)]‘*‘ o }+fHu—

1 4 oV d ou ovi 14 av

HG, -HG, +—B; = (ZHA B, ax) (1-Bc)a—y[AhH[§+ axﬂ Hac(AVao] (136)
Ty +Tyy ~ D HC, [l 0, 7]

y

Dans sa version originale, le modele de Hess (1985), résout la turbulence par le
concept de la viscosité turbulente en utilisant une loi parabolique pour la longueur
de mélange. Cette paramétrisation s'aveére insuffisante pour notre zone d'application
ou la turbulence joue un réle essentiel pour la plupart des phénomenes a simuler
(hydrodynamique, transport sédimentaire, panache d'eau douce, etc.). Nous avons donc
remplacé cette paramétrisation par le résolution numérique du modgle (K, /) dont
les équations sont données par les relations (102-103).
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Pour la simulation du transport sédimentaire multiclasse, nous avons introduit un
module de résolution de l'équation de la conservation de la concentration en
sédiment donnée par la relation (101).

Finalement, les nouvelles équations du modele tridimensionnel de la circulation
cOtiere utilisé dans cette étude sont données par le systéme suivant, noté (EQ_M3D):

- Le systéme ME (127, 128, 129)

- Le systéeme MI (134, 135, 136)

- L'équation de la vitesse verticale (97)

- L'équation de conservation de la chaleur (99)

- L'équation de la conservation de la masse de sel (98)

- I'équation d'état (100)

- L'équation de la conservation de la masse de sédiment (101)
- L'équation de I'énergie cinétique turbulente (102)

- L'équation de la longueur de mélange (103)

Nous soulignons que les équations de la conservation de la chaleur , du sel, de la
masse de sédiment et de I'énergie cinétique ne sont pas moyennées sur la hauteur
d'eau puisque ces variables ont la méme évolution temporelle que la structure
verticale (u, v, w), il est donc plus économique de les calculer en méme temps que le
mode interne.

Nous donnons ici le déroulement des calculs adopté dans ce travail.
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CHAPITRE 2



I) INTRODUCTION

Dans le chapitre précédent, les équations aux dérivées partielles modélisant
les écoulements océaniques ont été présentées. Ces équations forment un systéme
non linéaire a plusieurs inconnues qui n'admet une solution analytique que dans des
cas trés simple sans intérét pratique. La solution doit donc é&tre trouvée
numériquement en utilisant des algorithmes adéquats a la modélisation océanique.

Diverses méthodes numériques adaptées a la résolution de ce systéme ont été
publiées depuis une vingtaine d'années environ, qui relevaient initialement toutes
des différences finies. Durant ces derniéres années, d'autres techniques dites aux
éléments finis initialement développées pour les problémes de la mécanique des
solides font leurs apparition dans le domaine de la modélisation a surface libre
(Kinnmark et al. 1984, Lynch et al. 1988, Gray 1989). Ces méthodes ont I'avantage de
proposer des solutions assez satisfaisantes pour les problemes a maillage variable
d'une part et une bonne approximation de la frontiere du domaine d'étude d'autre
part.

La méthode des éléments finis se base sur des principes variationnels. Elle est
trés bien adaptée a la résolution des problémes de la mécanique des matériaux
(principe variationnel vrai et conditions aux limites facile & imposer). La complexité des
équations hydrodynamiques rend toutefois difficiles I'application aux écoulements
des fluides visqueux, ol les effets non linéaires sont importants. Du point de vue
temps de calcul méme implicite la méthode des éléments finis est plus coliteuse que
la méthode des différences finies (Grotkip 1973 et Thacker 1978). Pour ces raisons et
en se fondant sur les commentaires de Heaps (1969) et Leendertse (1967), le choix de
Hess (1986) (modele utilisé dans ce présent travail) s'est porté sur une méthode en
directions alternées introduite par Peaceman et Rachford (1955). Le schéma
numérique correspondant a été abondamment décrit par Leendertse (1967,1970),
Sobey (1970).

Dans ce chapitre, nous présentons d'une maniére bréve les aspects
fondamentaux de la méthode des différences finies. On commencera par la
discrétisation spatio-temporelle des équations aux dérivées partielles, ensuite nous
analysons la stabilité numérique, puis nous comparons quelques méthodes de
résolution des équations de Saint Venant linéarisées, et enfin nous donnons la
discrétisation des équations du modele, suivie par leurs algorithmes de résolution
numérique. ’
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IT) DISCRETISATION DES EQUATIONS
I1.1) Discrétisation spatiale

La discrétisation des équations est la premiere étape dans la résolution
numérique des équations aux dérivées partielles. Elle consiste & remplacer ces
équations par des équations aux différences discretes.

Le maillage le plus utilisé pour la résolution des problémes océanographiques est de
type décalé, proposé par Hansen (1966), Batten et Han (1981) (figure 1).
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Figure 1: grille spatiale horizontale

Dans cette grille de calcul, les deux composantes de la vitesse moyenne (u,v) et
I'élévation de la surface libre m sont calculées en des points différents. Cette
procédure simplifie considérablement le probléme des conditions aux limites et
permet une meilleure approximation des gradients de n qui interviennent dans les
équations de mouvement et les gradients de (u,v) qui interviennent dans 1'équation
de la continuité. Cependant, la connaissance de (n, u,v) en un méme point nécessite
le passage par une procédure d'interpolation.

Le pas spatial (Ax) peut étre variable pour une grande résolution, mais cela
introduit une grande complexité dans la mise en oeuvre de la méthode numérique
choisie. Pour éviter ce probleme, il est préférable d'effectuer dans un premier
temps, un calcul avec une grille & maille grossieére, puis dans un deuxiéme temps,
superposer a cette grille, une grille plus fine pour laquelle les conditions aux limites
seront les valeurs déterminées avec la grille grossiére (Benqué et al. 1981).
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I1.2) Discrétisation temporelle

Le choix de la grille temporelle dépend du shéma numérique utilisé pour
résoudre le probléme. Suivant la discrétisation temporelle choisie, on obtiendra des
méthodes explicites, semi-implicites ou implicites. Dans les problémes
d'hydrodynamiques, ce sont les schémas semi-implicites qui s'aveérent les plus
performants pour assurer une stabilité numérique acceptable (Leendertse 1979,
Abbott 1981).

IIT) METHODES DE DISCRETISATION

Pour la discrétisation spatiale des équations, les deux techniques les plus
utilisées sont basées sur:

i) le développement en série de Taylor des dérivées partielles
ii) le bilan macroscopique pour un volume de contrdle.

I11.1) La méth Svel ment en

Pour une fonction (@) quelconque, si I'on suppose le pas spatial constant (Ax), le
développement en série de Taylor donne:

(29 _Penim® | a0 D
X J; Ax
99} _Pum®eni L goa 2)
ax Jj Ax
99 _ PPy L op2
ax ij— 2Ax +O(AX ) 3
82(;)\ 0is1,j—29; j+ P15 2
= - - - 4
. Jij . +0(Ax?) 4

Les relations (1), (2) et (3) représentent respectivement des différences en avant
"Upstream", des différences en arriére "Downstream"” et des différences centrées. La
relation (4) représente par définition une différence centrée.

On remarque que les différences non centrées introduisent une erreur de troncature
du premier ordre tandis que le calcul a partir des différences centrées introduit une
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erreur de second ordre, il est donc préférable d'utiliser les différences centrées dés
que possible pour minimiser les erreurs de troncature.

I11.2) La méthode du volume de contrdle (volume fini)

Cette méthode est présentée dans la littérature de plusieurs fagons différentes,
l'idée est cependant toujours la méme: garantir la conservation des grandeurs
macroscopiques. Certains auteurs dont Roache (1972a, 1977) présentent la méthode
en termes de loi de conservation: le taux d'augmentation de (@) a l'intérieur de
volume de controle est égal au flux a travers les faces auquel, on ajoute la production
et on retranche la dissipation a I'intérieur du volume. D'autres auteurs dont Patankar
(1981) présentent plutdt la méthode comme l'intégration des équations sur le volume
de contréle & partir d'un profil de (¢) imposé a l'intérieur du volume. Généralement
des profils linéaires ou a échelons sont choisis. L'équation aux différences finies
obtenue de cette facon traduit de maniere naturelle la loi de conservation de la
quantité (@) pour le volume de contréle. Par conséquent la méthode des volumes
finis garantit la conservation de la quantité transportée de point de vue
macroscopique et non en tant que limite quand (Ax) et (At) s'approchent de zéro (la
consistance). Ainsi la méthode des volumes de contrdle permet de donner une
interprétation simple aux différentes discrétisations de la dérivée partielle premiere;
les approximations (1) et (3) peuvent y étre obtenues facilement: les différences
centrées (3) sont obtenues quand on admet des profils linéaires entre les points de la
grille, tandis que les différences non centrées (1) sont obtenues dans le cas des profils
a échelons.

I11.3) Convergence, Consistance et Stabilité

Les méthodes numériques choisies pour la résolution des équations aux
dérivées partielles d'un modéle doivent vérifier certaines conditions telles que la
convergence, la consistance et la stabilité.

II1.3.1) Convergence

Un schéma d'approximation est dit convergent si la solution numérique tend
vers la solution du probleme continu lorsque les pas spatial et temporel, tendent vers
zéro, ou en d'autre terme un schéma est convergent si les erreurs dues 2 la
discrétisation spatio-temporelle diminuent avec le pas spatial et temporel tout en
restant bornées. ‘
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Dans la pratique, la vérification de cette propriété n'est pas immédiate. Par
conséquent elle doit étre effectuée par des méthodes indirectes faisant intervenir
deux propriétés fondamentales du schéma: a savoir la consistance et la stabilité, d'ot
le théoreme de Lax (Théoreéme d'équivalence).

Théoréme:
Si les équations aux dérivées partielles sont approchées par un schéma
consistant, alors ce schéma est convergent si et seulement sij, il est stable.

La démonstration de ce théoréme se trouve dans Dautray et Lions (1988).

II1.3.2) Consistance

Un schéma aux différences finies est consistant avec les équations aux
dérivées partielles de départ si.
Lorsque les pas de déscritisation (spatial Ax et temporel At) tendent vers zéro, le
schéma définissant le probléme discret se transforme en équations définissant le

probléme continu. Cette propriété est facile a vérifier en passant par les
développements en série de Taylor.

I11.3.3) Stabilité

L'écriture des équations aux dérivées partielles en différences finies permet de
résoudre numériquement les équations du modele, mais bien entendu la solution
obtenue n'est qu'une approximation numérique et elle n'est satisfaisante que dans la
mesure ou elle tend vers la solution exacte lorsque le pas de I'intégration s'approche
de zéro. Cette condition de convergence est fondamentale et elle entraine la
condition de stabilité qui impose & la solution d'étre bornée quand la condition
initiale I'est aussi pour tout (At )assez petit et (nAt) fini.

Pour un schéma numérique, l'établissement de la condition de stabilité est un
probléme délicat et notamment pour les schémas non linéaires. Plusieurs méthodes
de I'étude de la stabilité ont été proposées (Richtmyer et Morton 1967, Roache 1972b),
mais sans généralisation possible. La méthode la plus utilisée est celle de Von
Neuman décrite en 1950 par O'Brien, Hyman et Kaplan:

En annexe (2.1), nous donnons quelques elements du calcul pratique des conditions
de la stabilité des schémas linéaires en utilisant la méthode de Von Neuman.
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Pour résoudre le probleme de la stabilité numérique, plusieurs auteurs (Van
Leer 1974, Roe 1981, Osher et al. 1984 et Sweby 1984) ont suivi une autre approche
qui consiste a prendre en compte ce probléme au moment méme de la construction
du schéma, en lui imposant de vérifier certaines propriétés telles que la
conservativité, la positivité ou la propriété VTD (Variation Totale Décroissante, voir
chapitre 4). Par exemple selon Patankar (1981) un schéma numérique doit vérifier :

- conservation de le quantité transportée.

- si la quantité a transporter augmente en un point, par convection et diffusion, elle
ne doit pas diminuer aux points voisins.

- la diffusion doit rester linéaire.

VI) METHODES NUMERIQUES POUR LES EQUATIONS DE SAINT-
VENANT

Plusieurs méthodes numériques ont été proposées pour la résolution des
équations de Saint-Venant dans leurs formes primitives. Ces méthodes différent au
niveau de la discrétisation du terme temporel (premier ou deuxiéme ordre) et celle du
terme convectif en temps (explicite, semi-implicite, ou totalement implicite) et en espace
(différence amont, avale, ou centrée).

Les méthodes explicites ont été les premieres utilisées sur le plan informatique grace
a la simplicité de leurs algorithmes de la mise en oeuvre, cependant pour assurer la
stabilité des calculs ces méthodes sont limitées par un pas de temps imposé par la
condition de Courant-Fredirics-Lievy (CFL). Pour un systéme d'équation de Saint-
Venant linéarisé cette condition s'exprime par:

Ax

At< T (13)

max

ou H,,, est la profondeur maximale de la zone d'étude.

Plusieurs modeéles numériques a schéma explicite ont été proposés pour la
simulation des zones cétiéres, on cite par exemple Hanssen (1966), Reid et al (1968),
Heaps (1969), Leendertse et al (1973), Ronday (1976), Henry (1982). Il est a noter que
dans les zones a "grande" profondeur, & pas spatial donné, le pas de temps imposé
par la CFL devient "petit" (le temps de simulation devient long).
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La contrainte sur le pas de temps pour assurer la stabilité a conduit au
développement des schémas inconditionnellement stables qui rendent plus
économique la modélisation des régions a grande profondeur tout en augmentant le
résolution spatiale. Les méthodes les plus utilisées font appel & des techniques de
"splitting” qui découpent les équations de maniére a obtenir des algorithmes de
résolution simple & mettre en oeuvre, on cite 2 titre d'exemple les techniques ADI
(Alternating  Direction Implicit) qui rameéne la résolution des équations
bidimensionnelles en deux résolutions monodimensionelles (suivant x, puis suivant
y), qui ne demande qune inversion d'une matrice tri-diagonale suivant chaque
direction.

Différents modeles ont été publiés, on cite par exemple: Leendertse (1969,
1970), Abbott (196%), Gustafsson (1971), Gerritsen (1982), Stelling (1983). Ces modeles
sont de type semi-implicite c'est a dire la discrétisation du terme convectif se fait a
I'instant n.At qui précéde l'instant de calcul courant (i.e. (n+1DAt). Il est possible de
discrétiser les équations d'une maniére totalement implicite en linéarisant le terme
convectif et sans passer par les techniques ADI. Cette procédure nécessite I'inversion
de matrices pentadiagonales (pour les cas bidimensionnels) qui exige l'utilisation des
méthodes itératives ou directes qui consomment beaucoup de temps de calcul. De
telles méthodes ont été utilisées par Benqué et al. (1982), Blakhaus (1983).

VI.1) Analyse de quelques schémas existants

V1.1.1) Equations linéarisées

Dans ce paragraphe, on décrira les caractéristiques principales de quelques
schémas explicites et notamment celles de Heaps (1968), Reid et al (1969) et
implicites en considérant celles de Leendertse (1967), Abbott (1967). Pour comparer
ces schémas, nous nous plagons dans le cas de propagation d'une onde dont on
connait la solution analytique pour les équations de Saint-Venant linéarisées.

Figure 2: Propagation d'onde plane
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Pour cette comparaison, nous utilisons le parametre "facteur de propagation" appelé
aussi facteur d'amplification introduit par Leendertse (1970) pour caractériser la
déformation de I'onde "réelle” en amplitude et en phase.

Les équations linéarisées de la propagation d'une onde longue plane s'écrivent:

U,

at  Box

vV oh

ALy )| 14
Jafgay (14)
-@+hn a—U+—ax =0

dat ox dy

olt U, V sont les composantes de la vitesse horizontale moyennée sur la verticale, h,
est la profondeur du bassin et h est I'élévation de la surface libre (figure. 2).

a) Solution analytique (onde réelle)

Supposons que la solution du systéme des équations (14) admet un
développement en série de Fourier, on a alors:

U=y Tel ) (15)
ou:
U :vecteur (U,V,h) solution analytique.
e * * « \T . .
U, :vecteur (Um ,Vm,hm> amplitude de I'harmonique m
Bn :fréquence de I'harmonique m
O, :nombre d'onde relatif & l]a meMe harmonique
S : abscisse dans la direction de propagation

Si I'on suppose que la direction de la propagation fait un angle (y,, avec l'axe
ox, les composantes du nombre d'onde s'obtiennent par projection sur les deux axes
formant le systéme de coordonnées (0,x,y), on a alors:

Oy =0, cos(y,,) (16.a)
Gy, =0, sin(y,,) ‘ (16.b)
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Comme on I'a mentionné dans I'annexe (2.1), les composantes de la série de Fourier
n'interagissent pas entre elles et pour simplifier I'écriture, nous ne considérons par la
suite qu'une seule harmonique. Soit alors:

—D—=G:ei(m+xc‘+ycz) (17)

Si l'on substitue la relation (17) dans le systéme d'équations (14), on aura le systéme
suivant:

i3 0 iogh, YU ) (0
0 B io,gh, | V |=|0 (18)
is, isc, B Jh | {o

Ce systéme admet la solution nulle (sans intérét), nous cherchons d'autres solutions
en annulant le déterminant, c'est a dire :

A=(if) +iBo’gh, =0 avec: o=ycl+0 et  i=1 (19)

L'équation ci-dessus admet trois solutions:

E’x =0
B, =04/gh, (20)
By =-0gh,

Substitués dans I'équation (17), les solutions (B,) définissent completement la solution
analytique du systeme (14).

b) Schémas numériques

Dans ce paragraphe, nous écrivons les équations aux différences finies pour

les quatre schémas cités ci-dessus. Pour cela, nous notons par E‘}=(U§,VF‘ hg) la

ij 7

solution numérique a la position spatiale de coordonnées (iAx, jAy) et a I'instant (nAt).

b.1) Schéma de Heaps (1968)

Le schéma de Heaps a la particularité de calculer les composantes de la vitesse
(U,V) au méme point du maillage (figure. 3.a), ce schéma est de type explicite et il est
donné par:
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U3+l - U:} + g h?+1,j+l - h?—l,j-&-l + h?+1,j—1 B h?—l,j—l =0 (H.l)
At 4As

n+l n n n n n
Vu‘ - vij +g hi+1,j+1 - hi+l,j—1 + hi—l,j+1 - hi—l,j-l =0 (HZ)
At 4As

n+l n n n n n n n n n
hii - hn‘ + h{ i+1j+1 Ui—l,j+1 + Ui+1,j—1 - Ui—l,j-—l + vi+1,i+1 - \/i+l,j—l + vi—l,j+1 - Vi-l,i—l }: 0 (H3)

At 4 As 4As
h h v \Y A
4 ’ e e M
uv h u h u h
—%- y X X f_
h )i h v v f_-L'LV

R R e e LR

As
Figure 3.a): Grille de calcul utilisée Figure3.b): Grille de calcul utilisée par
par Heaps Reid et al, Leendertse et Abbott

Pour que le module de toutes les valeurs propres de la matrice d'amplification du
schéma de Heaps soient inférieures a I'unité il faut que:

Py

gh, %[sin2 (0,4s).cos’ (0,A8) + sin® (5,As). cos’ (clAs)] <4 (H.4)
7

L'expression (H.4) se réduit a la condition de stabilité du schéma de Heaps qui s'écrit

par:

gho—%«l (21)

b.2) Schéma de Reid et Bodine (1969)

Reid et Bodine ont utilisé la maillage de la figure (3.b) pour exprimer d'une
maniere explicite leur schéma numérique donné par:
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uttl_gt hR, -k,
ij ij i+1,j i-1,j
+ =0 RB.1
At & 2As ( )
v -v?  hM, -hM
ij j +g L8 e )t SO (RB.2)
At 2As

IQ”-hg+h Ul

i+1,j

At 2As 2As

Uy . Vi = Vi -0 (RB.3)

De la méme maniére Reid et Bodine ont donné la condition de stabilité de leur

schéma par la relation suivante:

A

b.3) Schéma de Leendertse (1967)

Leendertse utilise le maillage de la figure (3.b) pour établir les équations aux
différences finies définissant son schéma implicite de type "Leap-frog", dont la

résolution se fait en deux étapes:

Etape1:

§j= i

a2 BT 2as

U:-U%  hi,.—h_,,
pp—rtd g (L1.1)

\TANRYA N _hM
UL s~ W (L1.2)
At/2 2As

he—h" U,y =Up_y; VR, =-V2
ij ij +h0 +1,j i-1,j + i,j+1 i,j-1 =0 (L13)
At/2 2As 2As
Etape 2:
n+l * * *
Uij -Uij N hi+l,j - hi—l,j -0 (L2.1)

A2 8 2as
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VEtavy R -
j +g 2L L) (L2.2)
At/2 2As

n+l * * * n+l n+l1
hy™ ~h; Uiir,j—Uia, . Vi1 = Vi -0 (L2.3)
At/2 0 24s 2As '

Leendertse a montré que le module de toutes les valeurs propres de la matrice
d'amplification est inférieur a 1'unité sans aucune condition sur At et As, de ce fait
son schéma est inconditionnellement stable.

b.4) Schéma d'Abbott (1967)

Comme Leendertse, Abbott utilise la grille de la figure (3.b) pour calculer la
solution numérique par un schéma implicite qui differe de celui de Leendertse (1967)
par la discrétisation temporelle des gradients spatiaux de U et de h. Ce schéma est

donné en deux étapes par:

0 (A1.1)
At 2As
h —hh gl ur, . -U, VR -V"
ij ij +h0 5 i+1,j i-1,j +05 i+1,j i-1,] + ,j+l i1 -0 (AlZ)
At/2 2As 24s 2As
Etape 2:
vl _yn Rl _pntl h* . —h"._
1 a2 L, . i (A2.1)
At 2As 2As
h2*! ~ k., [GFNLINE 1.0 RN NP § (TN P/ SO 7/
ij ij +h0 05 i+1,j i-1,j +05 i+1,j i-1,j + i+l i,j=1 =0 (AZZ)
At/2 2As 2As 2As

Toutes les valeurs propres de la matrice d'amplification ont un module inférieur a
'unité (annexe 2.2) sans aucune condition sur As et At, par conséquent le schéma
d'Abbott est inconditionnellement stable.
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¢) Solution numéri n Iculée) et facteur de propagation

Pour les quatres schémas décrits ci-dessus, nous supposons que la solution
numérique admet un développement en série de Fourier discret dont nous donnons
la forme d'une seule harmonique, c'est a dire:

— i(pnat+ jass + kASGZ)

U- = Uce (23)

ol Ec=(UC,VC,hC)Tdésigne les variables calculées numériquement, ' est nombre
complexe homogene a une fréquence telle que: sa partie réelle représente la
fréquence de l'onde calculée et sa partie imaginaire mesure indirectement la
déformation de I'amplitude de I'onde.

Dans tout ce qui suit, on pose:

Comme dans le cas de la solution analytique et pour I'ensemble des schémas, nous
cherchons le parametre ' qui détermine la solution numérique. Nous donnons la
procédure du calcul seulement pour le schéma de Heaps, pour les autres schémas le
calcul se fait de maniére analogue.

Si l'on substitue la relation (23) dans les équations aux différences finies du schéma
de Heaps (H.1 - H.3) et si l'on pose:
A, =sin{(o, +0,)As) et A, =sin((c, - 5,)As) (25)

L'écriture matricielle du schéma donne:

Sil'on annule le déterminant de ce systéme, on aura:

6 =1
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¢—‘l 0 lngs(A1+A2) UC O
At
—(A, - A V. 0
0 o1 Bas A=) = (26)
ih, At ih,At
'2A_S(A1+Az) (AS (AI +A2) 61 h.

(27.a)



hy(Af + A3 h, (A7 +A]
<1>3=1+ﬁ‘/———————g (Ai+A3) et g=1-SL BT (A +43) (27.b,0)
As 2 As 2

ou encore:

Bi=0 (28.a)

f | at? , At?
B; = ArctgL E-A?gho(A% + A%) J— 1Log(\/] +—2E2~gh0(Af + Ag)J (28.b)

At At?
B, = —Arctg[\[ e gh,(A2+A2) J- iLog[\/ 1+ 7ghy (A%+A2) ] (28.0)

Pour mesurer la déformation de l'onde introduite par le schéma numérique,
Leendertse (1967) a introduit le "facteur de propagation” définit par le rapport entre
"I'onde calculée” (solution des équations aux différences finies) et "I'onde réelle" (solution
analytique). Ce facteur s'écrit donc:

i(ﬂ’At + cs)

Ainsi le module de (T) mesure I'erreur d'amplitude de l'onde propagée et son
argument mesure l'erreur de phase.
Si I'on désigne par (L) 1a longueur de I'onde réelle et (P) sa période, c'est a dire

L:ﬁ et P=§

o B

Au bout d'une période temporelle (t=P), le facteur de propagation devient:

Tzem(%_l) (30)

Si I'on note par (p) le nombre de pas de temps nécessaire pour que l'onde réelle
parcourt sa longueur d'onde (L), c'est & dire:

p:———-:—-

At BAt

alors, le module et I'argument du facteur de propagation (T) s'écrivent:
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Tl= #e_m(w) p 6D

Arg(T)=p.Re(p’At)+ 2km, keZ (32)
Pour le schéma de Heaps, les expressions (31) et (32) deviennent alors:

[ Thtae| = {1 + B (02 A%)Tﬁ (33)

Arg(THeaps)zp‘Arctg[\/%t;gho(Af + A§)J+2kn keZ (34)

De la méme maniére on en déduit le module et 'argument du facteur de
propagation des autres schémas (annexe 2.3).

d) Comparaison des schémas

La comparaison de ces quatres schémas se fera par le biais de l'analyse du
facteur de propagation. En effet, le module et I'argument de ce parametre mesurent
la déformation en amplitude et en phase de I'onde "calculée™.

On remarquera que le facteur de propagation fournit par le schéma de Leendertse
est identique a celui fournit par le schéma d'Abbott (annexe 2.4). Dés lors la
comparaison se fera entre le schéma de Reid et Bodine, de Leendertse et de Heaps.

Pour étudier la sensibilité du facteur de propagation (T) au nombre de courant (Cr)
et a la direction de propagation (), nous présentons une série d'essai pour les
valeurs suivantes:

Cr=0.1 ; Cr=1.0 ; Cr=5.0
¥=0.0° ; ¥=22.5° ; Y=45.0°

Les figures (4, 5 et 6) nous permettent de faire quelques commentaires sur le
comportement de chacun des schémas:

Nous soulignons le bon comportement du schéma de Reid et Bodine lorsque le

critere de stabilité est respecté et notamment pour les nombres de courant avoisinant
I'unité (figure 5). Dans ces conditions le schéma de Reid et Bodine devient plus
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avantageux que le schéma de Leendertse implicite. Par contre quand le nombre de
courant est supérieur a 4, la déformation en amplitude de l'onde "calculée" est
catastrophique pour I'ensemble des valeurs de ¥y (figure 6). D'une maniére positive,
ces figures permettent de vérifier le résultat théorique annoncé sur la stabilité des
schémas explicite (équation 23).

En ce qui concerne le schémas de Heaps, nous signalons que méme a faible nombre
de courant (Cr=0.1), la déformation de I'amplitude de I'onde "calculée" est toujours
présente (figure 4). Cette déformation s'accentue lorsque 7y s'approche de zéro (figure
4a.1, 4b.1, 4c.1). Il est a noter que, pour le schéma de Heaps l'augmentation de y
entraine un gain de précision pour la phase de I'onde "calculée".

Les caractéristiques de l'onde calculée (module et argument du facteur de propagation)
fournies par le schéma de Leendertse et le schéma d'Abbott sont satisfaisantes et
présentent le "meilleur” compromis (précision/stabilité) (figure 4, 5, 6). Sur le plan
pratique, ces schémas laissent le choix du pas de temps adéquat aux processus
étudiés. Cette propriété rend ce type de schémas trés populaire en modélisation
cOtiere.

La liste des schémas semi-implicites qui ont été proposés dans la littérature
n'est pas exhaustive, nous citons par exemple Gustafsson (1971), Duwe et Hewer
(1982), Stelling (1983). Cependant les schémas analysés ci-dessus sont représentatifs
des différents types de schémas applicables a des situations pratiques.

V1.1.2) Eguations avec termes convectifs

Par son caractére non linéaire, le terme de convection est le terme qui pose le
plus de probléeme dans la modélisation des écoulements de fluide. Différentes
méthodes ont été proposées dans la littérature relative a 'importance donnée a:

- la conservation de la forme a advecter
- la conservation de la quantité transportée (conservation de la masse)
- la précision de la méthode (ordre de l'erreur de troncature)

De point de vu physique, le transport d'une quantité (¢) par advection se fait
dans le sens de la vitesse. Un schéma numérique doit respecter cette caractéristique
considérée comme fondamentale par de nombreux auteurs (Spalding, 1972, Raithby,
1976 et Patankar 1981). De point de vu numérique, cette propriété ne peut étre
vérifier que par des différences non centrées. Sa vérification est a l'origine des
schémas amont connus sous les noms "upstream" ou "upwind".
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La propriété de la conservation de la masse est essentielle dans le cas des
équations scalaires d'advection-diffusion et notamment pour les équations sans
termes sources ou puits. Cette propriété peut étre vérifiée numériquement par des
différences centrées ou non.

La minimisation de l'erreur de troncature, c'est a dire le passage a un ordre de
précision élevé est toujours désirable. Cependant une erreur de troncature minimale
n'implique pas nécessairement une erreur minimale dans le résultat final, tout
dépend de l'arithmétique de la machine utilisée.

Pour illustrer les problémes de stabilité et de propagation, nous analyserons
en annexe (2.4) les différentes méthodes de discrétisation spatiale (amont, avale et
centrée) d'une équation monodimensionelle purement convectif et ceci pour des
schémas explicites et implicites.

V) DISCRETISATION DES EQUATIONS DUMODELE

Dans ce paragraphe, nous présentons la discrétisation des équations du
modele établies dans le chapitre (1) (systtme EQ_M3D), cest & dire un schéma
upstream pour le terme d'advection et le schéma d'Abbott pour le terme de
propagation. En effet l'étude faite dans le paragraphe (VI.1.1.c) de ce chapitre
concernant le facteur de propagation, montre que pour certaines valeurs de direction
de propagation (y) et de nombre de courant (Cr), le schéma d'abbott n'introduit pas
de déformation en amplitude, par contre en phase, il introduit une distorsion
inférieur a 15° pour les nombres de points par longueur d'onde (N) supérieur a 10
(figures 5 et 6).

Nous détaillons ici la discrétisation spatio-temporelle uniquement pour le
premier demi pas de temps (calcul de n(n+1/2) et u(n+1)); le second demi pas de
temps (calcul de (n +1) et v(n +1)) s'obtient de la méme maniére.

Pour simplifier I'écriture des équations discrétisées, nous adoptons les notations
suivantes pour exprimer les gradients spatiaux et temporels.

1) Pour une fonction (@) quelconque on pose:
o=01) <, = Px
¢ =@t+At/2) (35)
Q" =@lt+At)
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2) Siu est la vitesse dans le direction x, le schéma upstream s'écrit indépendamment
du signe de u par:

0, =21:{(1—Cu)(([);+1 —%)“”CU)((P; “PH)} e

avec Cu= U signe(u)

Jul

3) on utilise la grille décalée pour la discrétisation de I'ensemble des équations. Cette
grille est schématisée par:

Y n-1 n n+l
N\
0O \L >
X m-1 U
n,m-1
N
/\
m h
vV 3 ® nm[CaV
n-1,m n,m
N
/\
U
n,m
m+1

Figure 11: Grille de calcul utilisée par Hess (1986)

V.1) Equation du mode externe (mode barotrope)

Pour la discrétisation des équations du mode externe (systeme ME du chapitre
1), nous reprenons seulement l'équation du mouvement relative a la composante u
du vecteur vitesse u et I'équation de continuité, c'est a dire:

E)Hu d — - on 1 _.0dp .
=5 (HB, -B.)—=(H ~fHy=-gHI -~ HZ _HG +

- _ 37)
1 9 u 0 ou dv -
———2HAB +(1-B. )= A H —+— - ec
am 1 9 - 1 4 -
g1, — % (H = 38
" + B aX(HBXu)+ B, ax( Byv) 0 (38)

63



Pour simplifier I'écriture des équations (37-38), on pose:
U=Hu ; V=Hv
— — U ..
©=B0O,u ; ®=HO, uv ; ‘Cbx=¢(§+ub)
0=Cops + Comay i +vi ;  X=1,-aHp,,~HG, -0, ; F,=¢/H+BB,C,.|ul/B,

Avec ces notations les équations (37-38) deviennent alors:

oU 1 3(BU) 3@ an 1 9 o(U/H)
B = o e e HO e X+ fV-F U+—— B

ot +BA{BX ax +8y} BT i b"U-'-Bxax 2HAB, ox

_ (39)
0 du dv

1-8.)2 A H &2+ 28
o B‘)BY{ " (8y+8XH

m . 9 d

AL C(BU)+—(B,V)=

S o B+ (B,V) =0 (40)

La discrétisation des équations (39-40) par le schéma d'Abbott suivant la direction ox
donne alors:

1)Equation de continuité

2 Anm (W, =Ton )+ ——{BX_ U7 —BX_. U’ +BX U _-BX . U .}
At n,m n,m ZAL n,m ™ n,m n,m-1>~n,m-1 n,m™ n,m n,m-1~n,m-1 (41)
1
+2—A—L—{BYn,mvn,m - BYn—l,mvn—l,m} =0
ou encore ;,,m—l[—BXn,m—ICI] + M nAnm + U;’Im[BXn’mCI] =Dim (41.a)
Avec:
Dn,m = An,mnn,m - CI[BXn,mUn,m - BXn,m—lUn,m-l + 2(BYn,mVn,m - BYn—l,mvn—l,m )] (4lb)

Ci=At/4AL

Dans la suite, nous développons une relation récurrente liant U"_ et n', ,, par une
relation de la forme :

U:\,,m—l = FAm—l - FBm—ln:\,m (42)
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En substituant la relation (42) dans l'expression (41.a), nous obtenons:

D, +CiFA__BX, ., u” CiBX,,

Mom = [A,n+CIFB_BX, . ] ™ [Aym+CIFB_BX, .| =CAn—UinGB,  (43)

avec:
GAp =Dy +CiFAL 1BX, 11 /[Anm +C1FBy 1BXy ] (43.2)

GB,, = C1BX,y m /[Anm + C1FB y 1BX ] (43b)

La relation (42) permet de résoudre l'équation de continuité lorsque U"[ ., est
connue. Ceci est possible en résolvant 1'équation de la quantité du mouvement
relative a U (équation 39).

2) Equation de la quantité du mouvement (pour
Par simplification, on pose:

UE=u ; VE=v ; HA,=AH ; H, =B m+dnm

Cu= Un’m/

Un,m‘ ’ AHCn,m =0'25[AHn,m+1 + AI_In,m + AHm—l,m + AHn+1,m+1]

Avec ces notations, 1'équation (39) discrétisée s'écrit alors:

—[—J—‘ﬂi;[—jirl + Convxy = Forc + Diffx + Diffy (44)
Avec:
- Ba ” ” ” ”
Convxy = m[(l - Cu)(®n,m+lUn,m+l - Gn,mUn,m ) + (1 + Cu)(G)n,mUn,m - Gn,m—lUn,m—l )]
+_[3l[@n m ®n—l m] (443)
AL ’ ’

Forc = ;g—'(Hn,mH + Hn,m )(n;\,mﬂ - n:l,m ) + Xn,m + i’[vn,m + Vn,m+1 + Vn—l,m + Vn—l,m+l] + Fbxn,mU:\’,m

2AL
3 — 1 U::,m+1 _ U;x,m
Diffx = i {AHn,mﬂ (BX,.. o0 +BX, g )[[Hm+2 +H, o] [Homo + Hom ]}
Ulr:,m U:\,,m—l
A (an'm B )[[Hn,mﬂ + Hn,m] - [Hn,m-—l + Hn,m]jl} @D



- UE, , +VE

Diffy = (- — B )[Ach {UE - -VE, .}

n+l,m n,m+l

—AHCn—l,m {UEn,m - UEn—Lm + VEn—l,m+1 - VEn—l,m }] (44.0)

Aprés réarrangement des termes, I'équation (44) devient:

—B Bp
” m — povs - ” A
Un met (Hn m n m-—1 ) Gnlm—lQm } ¥ nnlm[ HH ] U“ " { (Hn m + n,m+1) ¥ 1 * thxn,m *
P40, ,(Qu = Q) [+ M [HHL UL  0,,.0
(Hypm +Hygp) 0777 70000 " Bt # Hyr)
=U,_ _ +AtX, , + AHUYY +fAtVc - AUV (45)

Les nouveaux parametres Q,, Qp, B, Bp, HH,,, AHUYY, Vc et AUV sont définis en
annexe(2.5).
D'une maniere plus simplifiée 1'équation (44) peut s'écrire comme:

U/I

n,m-l|

F1+0, o[-HH, ]+ Ul oF2+ 0, o [HH, |+ U7

n,m+l

F3=F4 (46)

B
Fl= - —G)n m- Qm
(Hn,m + Hn m+lj m

B B
F2= P m
1+ AthXn'm * (ﬁn,mﬂ + Hn,m+2) * (ﬁn,m + Hn,m+1> * @ (Q QP)

-B
Fi= P -0, .Q
(H + Hn,m+2) G

n,m

FA=U__ +AtX, n + AHUYY + fAtVc ~ AUV

Les expression (41.a) et (46) permettent d'écrire le systeme linéaire a résoudre
a chaque pas de temps (annexe 2.6). Ce systéme met en évidence une structure
matricielle de type tri-diagonale par bloc ou pentadiagonale par point qu'on résout
généralement par des méthodes itératives. Pour éviter ce genre de méthodes qui
coltent chére en temps de calcul pour nos applications, souvent on a recours a des
méthodes dites "double balayage" qui reposent sur la méthode de Gauss et qui
consistent a établir des relations récurrentes entre les inconnues qui seront ensuite
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calculées par remontée. En effet si on substitue la relation (42) dans I'expression (46)
on aura:

Wom|~FBmo F1-HH, |+ U7 F2+n, ., ,HH_ + U7, F3=F4—FA__FI (47)

n.m+l

D'autre part si nous utilisons la relation (43), on aura alors:

U;,,m [_GBm (_FBm—lF1 - HHm ) + F2] + T]:1,m+1[_H—Irn + U::,m+1F3 = (48)
F4-FA,_ F1+GA,_[FB, F1+HH_]
L'expression (41) appliquée a la maille (n, m+1) donne:
BX A
;\,,m+1 = Dm+1 + U;,m e - n;,mﬂ S (49)
BX, .Ct BX, ms1 BX, mC1

Sil'on introduit la relation (49) dans l'expression (48), on obtient alors:

UII

n,m

BX A
GB_ (FB__F1+HH_)+F2+F3—22 |+n, .| HH ——22 _F3|=
’ B)(n,m+1(:I (50)

n,m+l

Dm+1 F3

F4-FA
C1

F1+GA_[FB,_ F1+HH,_]-

m-1
n,m+1

Ceci permettra d'écrire la relation récurrente identique a l'expression (42), mais
exprimée pour la maille (n, m+1), c'est a dire:

U;\’,m =F Am - Fan;,mH (51)
Avec:
F4—-FA__Fl+GA_[FB,_Fl+HH,]- *By(Dm;lc”
FA_ = mmsl -1 (51.)
DD
A
FB_ = nmst -1 (51.b)
DD
BX, .
DD=GCB,_(FB,__Ft+HH_)+F2+F3—= (51.0)
rn,m+l
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Ainsi, aprés introduction des conditions aux limites, la solution (n;,m,U;',m) est

obtenue sur toute les mailles dans la direction (ox).

V.1.1) Introdiuction des conditions aux limites

a) Limite supérieure

La disposition du maillage et les relations de récurrence liant ' et U"
permettent d'imposer les conditions aux limites soit sur la variable hauteur d'eau 1,
soit sur la variable vitesse U". Si I'on désigne par (mp) la premiere maille de calcul, la
condition au limite doit donc étre spécifiée a la maille (mp-1) notée aussi (mpm)

O n
mpm
X

mp

(figure 12.a)

Figure 12.a: maille limite supérieure suivant la direction (ox)

a.1) condition au limite donnée surn'

Dans ce cas, la hauteur d'eau est donnée a chaque instant a la maille (mpm),
c'est a dire:

n 'n,mpm =n0(t)

A cette maille, on néglige dans l'équation de la quantité du mouvement (44) les
termes d'advections, la viscosité horizontale et I'accélération de Coriolis. On obtient
donc:

;\’,mpm - Un,mpm = AtXn,mpm - HHmpm (n:\,mpm = Mo ) — AtFbx UL (52)

n,mpm ~ n,mpm

Apres réarrangement des termes de la relation (52), on aboutit a:

u” - Un,mpm + AtXr\,mpm + HHmpmﬂO _ I_H_Impm T]’ (53)
fompm 1+ AtFbx 1+ AtFBXp, mpm nomp

n,mpm
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Par identification avec la relation récurrente (42), on déduit FA ., et FB ., par:

mpm

FA = Un,mpm + AtXMnpm + HI—Impmn0 (53.2)
mem 1+ AtFbX, om '
HH, ..
FB o = I—-__L_ (53.b)
+ Atl:'bxn,mpm

a.2) condition au limite donnée pour U"

Dans ce cas, on suppose que le débit U" est spécifié a tout instant a la
maille (mpm), c'est a dire:

U mpm=Uo(t) (54)
d'otr:

FA ppmy=Uo (54.2)

FB =0 (54.b)

b) Limite inférieure

Si 'on désigne par (md) la derniére maille de calcul, la condition au
limite doit donc étre spécifier a la maille (md+1) (notée aussi mdp) (figure 12.b)

O\l/ n
X

md

mdp

Figure 12.b: maille limite inférieure suivant la direction ox

b.1) condition au limite donnée surn'

Dans ce cas,ona: M’y mgp="o(t)
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A la maille voisine (md), on néglige dans I'équation de la quantité du mouvement
(44) les effets de l'advection, de la viscosité horizontale et de l'accélération de
Coriolis. On obtient donc:

;,,md - Un,md = AtXn,md - HHmd (nO - n;,md) - AtF'bxnmd U:l,,md (55)

A la maille (md), la relation récurrente (43) devient alors:
Mhmd = GAng = Uy mdGBrnd (56)

La combinaison des relations (55) et (56) donne:

U + AtX +HH_,GA
U/I —_ n,md n,md md md _ HHmd T]6 (57)
1+ HH _ GB,4 + AtFbx

amd T+ HH,_ GCB,_, + AtFbx

n,md n,md

Par identification avec la relation récurrente (51), on déduit FA_, et FB_ 4 par:

Un,md + AtXn,md + HHdeAmd

(57.a)
1+ HH_ 4GB, 4 + AtFbx, . q

FAmd =

HH (57.b)

FB, =
™71+ HH, 4GBy + AtFbx, 4

b.2) condition au limite donnée pour U"

De la méme facon si le débit U, est imposé a la maille (md), la relation

récurrente (51) se réduit a:
U ma=Uop (58)
a partir de laquelle on en déduit:
FA,=U, (58.a)
FB4=0 (58.b)

A ce stade, nous disposons de toutes les expressions mathématiques nécessaires au
calcul de la solution numérique dont nous illustrons l'algorithme de résolution.
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V.1.2) Algorithme de résolution du mode externe

On désigne par (mp) et (md) respectivement la premiere et la derniére maille
de calcul (figure 12.c)

@] n
mpm
X
mp
m
md
mdp

Figure 12.c: balayage suivant la direction ox a y fixe -

Pour une direction y fixe, on suppose que toutes les mailles comprises entre (mp) et
(md) sont dans l'eau, l'algorithme de résolution par la méthode double balayage se
résume dans les étapes suivantes:

Pour n fixe ( la colonne n)
1) A la maille (mpm), on calcule les termes FAmPm et FBmpm
Si la limite est fermée

FA_  ,=FB

Sinon
On utilise: (53.a) et (53.b) pour une condition sur n
ou (54.a) et (54.b) pour une condition sur U

Fin si

2) boucle sur m=mp a md-1
calcul de GA et GB, par les relations (43.a) et (43.b)
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calcul de FA | et FB_ par les relations (51.a) et (51.b)
Fin de boucle

3) A la maille(md), on calcule GA,, et GB,, comme dans I'étape (2), mais on

vérifie I'état de la limite (fermée ou ouverte), c'est a dire:
Si la limite est fermée

FA_4=FB_4=0
Sinon

On utilise: (57.a) et (57.b) pour une condition sur n

ou (58.a) et (58.b) pour une condition sur U

Fin si

4) Etape de remontée
boucle sur m=md a mp
calcule de U", , par la relation (51)
calcule de M, ,, par la relation (43)
Fin de boucle

5) A la maille mpm, le débit est calculé par:
U? nom = FA o — FB

’
n,mpm mpm mpmnn,mp

Fin de calcul pour la colonne (n)

A lissue de cette étape, on dispose en tout point (nm) du maillage des
variables ', ., et U" , la deuxiéme étape (balayage suivant oy) permettra de calculer
N, m et V', en utilisant la méme discrétisation spatio-temporelle pour I'équation de
la quantité du mouvement relative a la composante V (chapitre 1, équation 129) et
I'équation de continuité.

V.2) Equation du mode interne (mode barocline)

Comme pour les équations du mode externe, nous donnons uniquement la
discrétisation de l'équation de mouvement relative a la composante G dont nous
rappelons l'expression:
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af;tu B {——-a—[HB (uu—euuﬁﬁ)]+(1_BC)%[H(UV_GWE)]+a(uw)}_ﬂ_h}:
19 ad s av) 1 9( &
HG. ~HG +B—x-a—x(2HA B~ ) (1- Bc)—[ §+a_xﬂ+ﬁ_£[ a—) (59)

T+ Ty~ EEHC, [l -6, 1]

X

Nous avons vu au chapitre (1) que le principe de la séparation des modes a
permis d'établir les équations du mode interne qui représentent la contribution de la
structure verticale a I'écoulement total. De point de vue numérique, nous utilisons ce
principe pour réécrire I'équation (59) sous une nouvelle forme telle que:

oHI o a(aw)_ii(Av@%ﬁchmﬁ[mu}:
ot oc Hdo do B

X

(60)

En dérivant le terme temporel et en divisant toute I'équation par H, on aura alors:

o0 oH 1 0 !
+ i— B2 uw)——;-—[A —)+F u=RY (61)

ot H o H do H"do\ " do
ol: RS' terme englobant tous les termes restant de I'équation (59) et E, =g—ccws|ﬁ +E'.

X

L'écoulement vertical se caractérise par un processus diffusif dominant 'advection
verticale. Ce constat permet donc de discrétiser les gradients spatiaux de 1'équation
(61) d'une maniere totalement implicite.

Avant d'établir les équations aux différences finies, nous donnons la position sur la
verticale des variables a calculer (figure 13).

u
(0] w k,n,m y\
/ k,n!m;/ /
I A \%
/ 4,1\ - r k,n,m
X Av

kn,m

l ’

/ » e -/V
Vi k+1,n,m
7A)

Figure 13: Position des variables sur la verticale

e



Pour ne pas alourdir la notation, nous supprimons le tilde sur W(w=w) et le
chapeau sur (i =u).

La discrétisation spatio-temporelle de I'équation (61) donne:

’
Ynm Ui nm + u;<,n,m tU on dH
AT Hy o +Hym ot

n,m+

L
- 4A‘G (Wk—l,n,m + Witnm+ + Wi,nm + Wi,n,m+l )(ul,(—l,n,m + uk,n,m)

—(wk,n,m +Wnma T Wislnm + wk+1,n,m+l)(ui<,n,m + uk+1,n,m)} (62)

1
- N 2 {(Avk—l,n,m + Avk—l,n,m+1 )(u;(—l,n,m - u;,n,m)
246" [Hy p + Hy ]

’

’ ’ ’ —
_( AVk,n,m + Avk,n,m+l )(uk,n,m ~ Uer,n,m )} + I::suk,n,m - RSk,n,m

Pour simplifier l'écriture de l'équation (62), nous introduisons des nouvelles
variables (G, Gp, D, Dp, DH, H,.n) dont 'expression est donnée en annexe (2.7)
Apres réarrangement des inconnues, 1'équation (62) peut s'écrire sous la forme:

Flup_, , o +F2u o +F3up,, . =F4 (63)
Avec:

F1=G_-D,, ' (63.2)

F2=1+DH+AT.Fg+G,-G,+D,,,+D, (63.b)

F3=-Gp—Dp (63.c)

F4=Rsvk’n,m+(1-DH)Uk’nlm (63d)

A maille horizontale (n,m) fixe, 'équation (62) représente un systeme linéaire
de structure matricielle tri-diagonale, dont la résolution se fait aisément par la
méthode "double balayage", en établissant des relation de récurrences de la forme:

ui(,n,m = FAk + FBku'kH,n,m (64.a)

ou encore

u’k—l,n,m =FA k-1T FBk—lu'k,n,m (64b)

La relation (64.b) substituée dans I'équation (63) donne:

F1(FA,_, +FB,_u', . )+ F2u} , _ +F3ul, .. =F4 (65)
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Oou encore:

-Fi1.FA -F
W =t L R  Winm (66)
F2+F1.FB,, F2+FLFB,,
Par identification avec la relation (64.a) on obtient:
F2+F1L.FB,
FB, =0 (66.b)
F2+F1.FB,_,

La donnée des conditions aux limites au fond et a la surface permettent de calculer
d'une maniere récurrente les vecteurs FA et FB et par conséquent le calcul de u'y, .

V.2.1) Introduction des conditions aux limites

surface (0=0 )™ T — 1

fond (02—1 )_l___ kmax

Figure 14: maillage vertical

a) condition a la surface (k=1, c=0)

La condition a la surface s'exprime en fonction de la contrainte de cisaillement
due au vent. Cette condition est donnée par (chapitrel, équation 115):
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Une discrétisation de la condition (67) en différence finie au premier ordre donne:

’ ’ AcH , AcH
U —us = T, ouencore uj=
p()AV pOAV

To U5 (68)

Ainsi on obtient:

FA] Tsx (68.3)

= poAV
FB,=1 (68.b)

b) condition au fond (k=kmax, c=-1)

Au fond, il est possible d'introduire deux types de conditions: soit une
condition de non glissement (vitesse totale nulle), soit une condition de glissement qui
s'exprime en fonction de la contrainte de cisaillement au fond T,.

i) condition de non glissement

Cette condition suppose que la vitesse totale au fond est nulle, c'est a dire:

U=U+Ujnm=0 ou encore  Wj.. nm=-U (69)
ii) condition de glissement
Cette condition relie le gradient vertical de la composante u du vecteur vitesse u a la

composante suivant ox de la contrainte de cisaillement au fond T, par la relation

suivante (chapitre 1, équation 105):

é Cz'l pO - - = Tbx (70)
G

De l'expression (chapitre.1, équation 106), la contrainte T,, peut s'écrire sous la forme:
Tb)(= ¢(G +u’kmax, n,m) (70&)

La discrétisation au premier ordre de la condition (70) donne:
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, , Ao H —
U nax-Lom — Ykmax.nm = poA q)(u +u, max,n,m) (71)
si l'on pose
Ac.H
o= oAy ?

on aura alors:
uf(mmc—l,n,m = (pu + (1 + (p)ul,(max,n,m (72)

D'autre part la relation de récurrence (64.b) appliquée a 1a maille (kmax) donne:

u& max~Ln,m — I::A‘k max-1 T FBk max—lu'k max,n,m (73)
Une combinaison des relations (72) et (73) permet de trouver:
i =z 20U (74)
I+¢- 1:Bk max-1

En conclusion, les expressions (68.a), (68.b) et (69) ou (74) suffisent pour le
calcul de la solution numérique. En effet les deux premiéres permettent de calculer
les vecteurs FA et FB sur toute la colonne d'eau & partir des relations (66.a et 66.b) et
l'une des deux derniéres permet de calculer u' par remontée.

V.2.2) Algorithme de résolution du mode interne

Pour la maille (n,m) fixe

1) A la surface, on calcule les termes
FA, et FB, par les relations (68.a) et (68.b)

2) boucle sur k=2 a kmax-1
calcule de FA, et FB, par les relations (66.a) et (66.b)

Fin de boucle

3) Au fond on applique la condition au limite (69) ou (74) pour calculer G,,,,
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4) Etape de remontée
boucle sur k=kmax-12a1
calcul de 4, ,, ., par la relation (64.a)
Fin de boucle

5) Tester si l'intégrale sur la verticale de G est nulle (chapitre 1, équation 133.c)
Sinon correction par:

k max

Oy O =1 avec 1= Y 0.5(8 0, + ﬁkm/m)-—-J.ﬁ(z)dz
k=2 z

Fin de calcul de G

Remarque:

11 est possible d'avoir une discrétisation précise au second ordre du gradient vertical de la
composante u intervenant dans les conditions aux limites a la surface etfou fond, en
utilisant I'approximation suivante:

o 3l —4ity +1il

= AG
Jc 2A0 Ol )

Avec cette approximation les expressions (68.a), (68.b) et (74) prendront une autre
forme dont le détail est donné en annexe (2.8).

Le calcul de la composante v du vecteur vitesse du mode interne est effectué
par le méme algorithme de résolution de la composante @i exposé ci-dessus. Par
contre la composante verticale w est calculée par une simple discrétisation en
différences finies de I'équation de continuité du mode interne (chapitre 1, équation
134), moyennant la condition au fond:

=0

Wk max,n,m
V.3) Equation de concentration (Températur linité, Sédiment
Avant de donner la discrétisation de 1'équation d'une concentration (C), nous

rappelons que la structure verticale est réactualisée avec un pas de temps (AT)
multiple du pas de temps du mode externe (AT=nAt, n>1) (figure 15).
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mode interne mode interne mode interne

mode externe
Figure 15: Pas de temps du mode externe et interne

L'éguation de concentration sera calculée en méme temps que le mode interne, alors
que les vitesses moyennes horizontales (T, v) qui interviennent dans cette équations
sont calculées tous les pas de temps (At) du mode externe.

La validité des approximations par différences finies des équations aux dérivées
partielles suppose que la solution a approcher varie linéairement sur l'intervalle
élémentaire d'approximation, c'est a dire: le pas de discrétisation doit étre choisi de
telle sorte que cette hypothese soit vérifiée. Avec le pas de temps du mode interne
(AT), I'équation de concentration peut poser probleme quant a l'approximation de
I'advection horizontale. En effet pendant la période (AT=nAt), les vitesses
horizontales du mode externe ont le temps de varier et peut-étre pas linéairement et
notamment pour (n) assez "grand".

Pour une meilleure consistance avec le principe des séparations des modes, nous
utilisons les composantes (U, V,, de la vitesse du mode externe moyennée sur
I'intervalle [T, T+AT], ces composantes, a leur tour, doivent vérifier I'équation de la
continuité du mode externe.

Pour cela, on pose :
- AT=nAt
- Pour une fonction (@) quelconque, on note:

@ =0(t)
O~ '=(t+At)

Une discrétisation hybride en temps de I'équation (40) de continuité du mode
externe donne pour tout 1<j<n:

k+j _

. Kjo1 p Bx Uk+j + Uk+j—1 adIB (V k+j + Vk+j——l)
=0 o5 B )]+ 5, ] =0 (75)
At ox dy

13



Une sommation membre a membre de I'équation (75) donne:

ok {Bx E(U"*" +UMH )} {Byi(vk” LYk )}

=1 =1
=0 o5 -0 76
At ox * 3y (76)

En divisant I'équation (76) par (n), on aura:

n" —n* (B U,) a(B.vvo)

nAt " 8xr+ dy =0 77
Avec:
Up= 51; FZ( Uk + U (77.a)
V(,———z (VET 4yt (77.b)
-
Remarque:

Les composantes U, et V, peuvent étre obtenues par une simple intégration numérique
(méthode de trapéze) sur l'intervalle [T, T+DT] des composantes U et V de l'équation
(40).

L'équation du transport advectif-diffusif d'un scalaire ¢ (S, T, K, C,)) est donnée dans
le chapitre (1) par I'équation (99) dont nous rappelons l'expression:

i’_@ii[ ( a¢ﬂ_i o [ _
8t+Bx8 B.H uo-D, = |1+ ayBqu) Dhay oL e

En regroupant les gradients horizontaux dans le second membre, I'équation (78)
devient:

a¢} HR (78)
oc

AHa—q’ A——¢ (Wq’) 1 a(D —83) F+AHR (79)
ot o0 Hac 0o
Avec:
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a[ aﬂ (B [U+GHW) aq):l 3B, [V + ¥HIo)
- - (79.a)

F=—|B HD, — —| B ,HD, —
axL ¥ T ax ox +8y[ YU 9y dy

Comme dans l'équation de la composante i, le second membre de I'équation (79)
sera discrétisé a l'instant nAT et le terme de gauche a l'instant (n+1)AT, les nouvelles
composantes U, et V, interviendront dans la discrétisation du terme F annexe (2.9).

Pour un pas (AT), la discrétisation spatio-temporelle de 'équation (79) pour une
maille (n, m) donnée, s'exprime par:

An‘mHn’m(cp;'n'm —¢k:n1m)+ATAn,m mtq),k,n,m
ATA,
4AG, [(q);_l'n’m +¢L’n'm)(wk_1'“'m +wk'“1m))_(¢;<+l,nrm +¢;<,n,m )(wk+1,n,m + Wk,n,m))} (80)
ATA
__—‘H ;:;2 [DVk_l,n,m (q);—l,n,m '—(b;(,n,m)"DVk,n,m (q);(,n,m _¢;+1,n,m )} =(F+ An,mHn,mR)AT

Aprés réarrangement l'équation (80) devient alors:

Ot (GCy ~DC ) +0, o [HH +85 +GC,, ~GC, +DC,, +DC, |
(81)
i nm(~CC, ~DC, )= (F+ HH.RIAT+ HH.6, , ,

ou les parametres GC,_,, DC_, HH, SS, GCP, DCp sont donnés en annexe (2.10).
L'équation (81) représente un systeéme linéaire de structure matricielle tri-diagonale

dont la résolution se fait d'une maniére analogue a celle du systéme linéaire résultant
de la discrétisation de I'équation de @ (équation 61).

VI) FILTRAGE NUMERIQUE

VI1.1) Valeurs négatives

Au cours de la résolution numérique d'une équation de concentration par
certaines méthodes de discrétisation, il est possible de voir apparaitre des valeurs
négatives qui n'ont parfois aucune réalité physique (salinité, sédiment) et qui sont a
I'origine d'instabilités numériques. Pour éviter ce probleme, plusieurs procédures de
filtrage ont été proposées (Forester 1977, Chapman 1981), dont celle de Hess (1989)
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qui initialise & zéro les valeurs négatives dés leur apparition dans les calculs. Cette
solution viole la propriété fondamentale (conservation de la masse) de I'équation de
type convection-dispersion. Pour pallier a cette difficulté, nous avons introduit un
module de filtrage (Bartnicki 1983) dont l'algorithme (annexe 2.11) permettant la
suppression des éventuelles valeurs négatives tout en conservant la masse et si

possible la forme et le maximum (figure 16).
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Figure 16: Filtrage des valeurs négatives (Bartnicki 1983).
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V1.1) Instabilité de la colonne d'eau

Numériquement, on peut avoir un gradient de densité négative qui n'a aucun
sens physique (profil de densité instable). Pour une représentation plus réaliste de ce
phénomene, Hess (1989) propose de rendre le profil de température et de salinité
uniforme sur la verticale. Pour cela on calcule la quantité (8S) que 'on ajoute a la
salinité au niveau (k+1), puis que I'on retranche a la salinité au niveau (k). La méme
procédure est accomplie pour la température.

Les quantités (3S) et (3T) sont calculées par:

- }‘ksk - xk+1sk+1

% A +A
k k+1 . A 0.5 si k=1 ou k=kmax
ou =
k710 sinon
5T = }‘ka - 7"k+lTk+l
A + A
k=1 T 1
k 3 S , T
k k

k+1 —— S T

k=kmax 1

Figure 17: Stabilité de la colonne d'eau

Ainsi on aura:

S, S, +385 T, T, =0T
et
Sk+1 « Sk+l -85 Tk+1 « Tk+1 +8T
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CHAPITRE 3



I) INTRODUCTION

D'une maniére générale 1'étape suivant la conception et la réalisation d'un
code numérique est I'étape de validation du modele. Elle s'effectue par comparaison,
soit avec des configurations d'écoulements simples dont on connait la solution
analytique, soit avec des mesures disponibles. Cette opération permet en fait de
vérifier le bon déroulement des calculs et de rendre compte des difficultés
rencontrées dans l'application du modele a des cas réels.

La comparaison avec des solutions analytiques a l'avantage de pouvoir estimer les
erreurs d'approximation numérique et d'examiner les effets parasites introduits par
la méthode utilisée. L'analyse des origines de ces erreurs permet ensuite d'améliorer
les performances numériques et physiques du modele.

A ce sujet Hess, (1985) a effectué une large série de tests et de comparaisons avec des
solutions analytiques relatives a la plupart des phénomenes rencontrés en nature,
nous citons par exemple:

1) propagation d'ondes sinusoidales

2) écoulement induit par le vent

3) écoulement induit par gradient de densité

4) équilibre convection - frottement

5) diffusion horizontale 1-D d'une concentration (substance dissoute)
6) convection-diffusion dans le plan (x,z) d'une concentration.

Avant d'appliquer le modele a la Manche Orientale, nous avons ajouté a ces
tests, le cas de la propagation d'une onde sinusoidale soumise a l'accélération de
Coriolis dans un bassin a fond plat, ouvert & 'Ouest et fermé a I'Est. Ce cas test
constitue en quelque sorte la schématisation du cas réel de la Manche dont
I'extrémité orientale sera traité avec ces caractéristiques hydrodynamiques,
hydrologiques et sédimentologiques comme application du modele développé dans
ce travail.

II) CAS SCHEMATIQUES

I1.1) Onde sinusoidale entrant dans un bassin.

Ce cas test étudie la propagation d'une onde sinusoidale de période (T) dans
un bassin rectangulaire a forid plat de profondeur h=10 m, long de 300 km et large
de 100 km, ouvert 4 I'Ouest et fermé a I'Est (Figure 1).
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La grille de calcul comprend 30x10 mailles carrées de pas régulier Ax=Ay=10 km.

Les frontieres fermées qui bordent le bassin sont placées au sud en (m=1) et au nord
en (m=10), le bord Est limite le bassin en (n=30) et le domaine est ouvert a (n=1)
(Figure 1).

A l'instant initial Toutes les vitesses. A la limite Ouest, les élévations de la surface
libre varient périodiquement au cours du temps suivant l'expression:

T
n= Aexp(-—fy/c)cos((x)t+;_-) qui décrit l'onde de Kelvin. Cette derniére tient compte de

la force de Coriolis par le terme a décroissance exponentielle qui traduit la variation
de l'amplitude de l'onde dans un plan perpendiculaire a la direction de la
propagation.

Les équations de ce cas schématique sont:

ju_ fv =—g§n—cd|ulu
ot 7 ox
av an
57 fu= —gé;—cdlvlv
Y
N\
m=10
m=1 X
n=1 n=30
Figure 1: Domaine de propagation de I'onde
I1.2) Résultats:

Sur la Figure (2), on observe I'évolution dans le bassin d'un systéme d'onde
résultant de la superposition d'une onde incidente et d'une réfléchie. L'onde
incidente introduite comme condition au limite (n=1) se réfléchit sur le bord Est
(n=30) et engendre une onde réfléchie d'amplitude plus faible. En effet, celle-ci est
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amortie par frottement sur le fond. Par conséquent, leur superposition ne forme pas
un systeme d'onde stationnaire pure, mais elle se rapproche par un syst¢me dominé
par une onde progressive se propageant dans le sens de l'onde incidente plus
importante. Cette onde résultante se caractérise par des zones de flot et de jusant
séparées par des lignes de convergences et de divergences des courants horizontaux
(Figure 2).

Point amphidromiqu

C'est la conséquence de la propagation de deux ondes en sens inverse dans un

canal de grandes dimensions soumis a la force de Coriolis. Ce phénomene donne
lieu & une figure d'onde appelée amphidromie de Kelvin.
Dans le bassin, on observe une rotation du front de I'onde résultante autour d'un
point situé & une distance comprise entre 10.5 et 11Ax soit 110 km du bord Est du
bassin. Ce phénomene se traduit a travers les lignes d'isophases, tracées sur la figure
(3.b) par une convergence au niveau de cette zone qui correspond aussi & un lieu
d'amplitude minimale.

Si I'on considére que l'onde résultante dans le bassin est la superposition de
deux ondes 1M, et N, monodimensionnelles se propageant en sens inverse, le point
amphidromique est un point d'amplitude nulle c'est-a-dire:

Si

X

=Acos -2-7£(t —=) et =Aco E(H-———
hEReI T M= A T TR
n=n,+Mn,

Les noeuds d'amplitude nulle sont placés aux abscisses x tel que: =0 quelque soit

27
c'est-a-dire : cos(‘—k—x-} 0 soit x=(2k + 1)-} keZ

ol A est la longueur d'onde est égale a T,fgh.

Si I'on prend k=0, la distance x=A/4 entre le point amphidromique et I'extrémité Est
du bassin est & peu pras bien respectée dans notre application puisque sa valeur se
situe entre 105 et 110 km (Figure 3.b), alors Que la longueur d'onde de la marée semi-
diurne vaut ici A=447 km, séit donc x =112 km.
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Ces résultats peuvent étre mis en parallele (d'une maniére schématique) avec les

observations faites en Manche. En effet, la marée en Atlantique Nord crée une onde
dérivée en Manche qui se propage vers 1'Est. Celle-ci se superpose 2 deux ondes
d'amplitude plus faible, I'une issue de la mer du Nord et l'autre réfléchie par la cote
du Boulonnais et qui se propage vers 1'Ouest.
En regardant l'atlas des composantes harmoniques de la marée dans la Manche
(Chabert D'Hieres et Le Provost, 1978 ), on retrouve bien pour l'onde M2 semi-
diurne, la méme allure des lignes d'égales phases qui se redressent au niveau de la
zone d'amplitude minimum entre Portland et Southampton (Figure 3.a)

IIT) APPLICATION DU MODELE A LA MANCHE ORIENTALE

La Manche orientale a été choisie pour appliquer le modele dans une région
littorale a topographie réelle. D'une part par ces caractéristiques qui font un exemple
intéressant pour explorer les possibilités du calcul tridimensionnel qui apportera de
nouveaux éléments aux études déja effectuées sur ce site, d'autre part, le choix de
cette zone correspond aux zones d'intéréts du programme régional DYSCOP.

Depuis plusieurs décennies, le littoral du Nord Pas-de-Calais est soumis a
d'intenses perturbations liées au développement des activités humaine pas
nécessairement compatibles et par conséquent engendrent une succession de
probléemes dont la résolution nécessite une bonne compréhension des processus
physiques, sédimentologiques, chimiques et biologiques qui interagissent entre eux.
De nombreuses disciplines sont donc concernées, notamment la physique et la
modélisation numérique qui permettent de mieux connaitre la circulation marine et a
partir de laquelle un certain nombre de phénomeénes pourront étre appréhendés de
fagon plus précise.

Dans le cadre du programme DYSCOP, un certain nombre d'études
pluridisciplinaires ont été entreprises et en ce qui concerne la physique, deux
moyens d'investigation ont été engagés, d'une part les mesures en nature par
mouillage d'une station benthique instrumentée (Chapalain, 1996a, 1996b) pour
connaitre la courantologie, I'hydrologie et la matiere en suspension, d'autre part la
modélisation numérique tridimensionnelle qui permettra I'étude des mouvements de
la masse d'eau engendrés par la topographie réelle et d'autres phénomenes qui en
découlent (gradients de salinité, transport sédimentaire, qualité des eaux, etc). |
L'application a la Manche-Orientale du modele tridimensionnel présenté dans ce
mémoire fait donc partie de ce programme.
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I11.1) Caractéristiques de la zone d'application

Le domaine modélisé orienté N-S/E-W s'étend de Dieppe(1°11'E) a I'Ouest
jusqu'au Ostende (51°12'N) a I'Est. Cette zone présente une morphologie trés variée.
Au niveau de la Flandre maritime, elle se caractérise par de larges estants et des
bancs de sables, tandis qu'au niveau du Boulonnais, elle présente une cote a falaise.
Ajoutons qu'au niveau du Marquenterre, on rencontre des estuaires (la Canche,
I'Authie et la Somme) (Figure 4.a). L'ensemble de la zone d'étude est caractérisé par
des profondeurs inférieures a 60 m (Figure 4.b). L'hydrodynamisme est dominé par
de forts courants de marée qui atteignent (3.4 a 4 noeuds dans le détroit du Pas-de-
Calais). D'une maniére générale, il s'avere que les irrégularités morphologiques du
fond (bancs de sable) et des cotes affectent profondément les courants et les houles.

Le domaine physique de dimension (151x134 Km) est discretisé selon une
grille de calcul tridimensionnelle dont I'axe vertical ascendant a son origine locale au
niveau du fond. Les axes (ox et oy) sont orientés Nord-Sud et Ouest-Est
respectivement (Figure 5). Dans le plan horizontal le domaine est discrétisé selon
une grille réguliére de pas Ax=Ay=2.3 km, et sur la verticale par une grille a 10
niveaux équidistants. La topographie résulte d'une interpolation d'un fichier
bathymétrique de la Manche élaboré par Salomon et al., (1991) (Figure 6).

I11.2) Conditions aux limites et initiales
II1.2.1) Conditions initiales

Pour toutes les simulations qui seront effectuées, le repos a été choisi comme
condition initiale pour toutes les variables. Le temps de mise en régime du modéle
correspond a deux cycles de marée.

I11.2.2) Conditions aux limites

la discrétisation des équations du mode externe (Chapitre 2, Paragraphe V.1,
nécessite la connaissance aux limites ouvertes soit de la dénivellation de la surface
libre, soit les composantes de la vitesses moyenne (4, V). Dans le cas présent, nous
avons choisi d'imposer les hauteur d'eau étant donné qu'elles sont mieux connues
que les vitesses.
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Dans le cadre des programmes de recherche FLUXMANCHE et PNOC, nous
disposons des champs de courant moyen (G,V) et de dénivellation de la surface
libre, étendus a toute la Manche calculés par le modele bidimensionnel de Salomon
et al., (1991) forcé par 'onde M2. Le pas de sortie de cette information est de 24
minutes. De ces résultats, nous avons extrait en une série de 10 points (A, B,C, D, E, F,
G, H, I, J) répartis sur les deux frontieres ouvertes (Figure 5), la hauteur d'eau sous
forme de série temporelle (t_n,) couvrant une période de marée (12.4h). A partir de
cette série nous avons reconstitué le signal a chaque point en utilisant la
décomposition en série de Fourier qui donne I'acces a tout instant a la valeur de la
hauteur d'eau ponctuelle. On procéde ensuite & une interpolation linéaire pour
estimer en chaque maille le long des frontieres ouvertes.

IT1.3) Simulation des ondes M2 et M4

Dans la présente étude, nous nous focalisons sur l'onde principale lunaire M2,
retenue comme unique forgage a I'Ouest de la Manche par Salomon et al., (1991),
ainsi que I'harmonique supérieure générée par les non linéarités (M4).

En préalable a la présentation des résultats, nous commentons brievement les
conclusions issues de tests de sensibilité réalisés sur deux parametres susceptibles
d'intervenir dans la calage du modele, a savoir le coefficient de frottement introduit
dans la paramétrisation de la contrainte de cisaillement au fond 7T, (Chapitre 1,
Expression 106) et la viscosité horizontale. L'influence directe de ce coefficient sur
I'hydrodynamique a été étudiée d'une manilre détaillée dans Johns et Oguz, (1987)
et Pingree, (1983).

Dans la suite, les résultats du modele seront donnés en quelques points du
maillage considérés comme représentatifs des secteurs constituants la zone d'étude
(Figure 7). Ainsi les points:

- K et DK: la Flandre maritime

- B, C et D: le détroit du Pas-de-Calais
- E, F, M et H :le Boulonnais

-1, J et O:la Marquenterre

I11.3.1) Coefficient de frottement

Le coefficient de frottement Cj intervient dans la formulation de la contrainte
de cisaillement au fond 7T, selon la relation (Chapitre 1, Expression 106):
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Tp= PoCDIUbIUb

Nous avons testé des valeurs constantes en temps et en espace comprises entre 1.5 et
3.0 107 . Ce coefficient est souvent pris sous la forme C=g/C, ou C est le coefficient
de Chézy. Pour un canal unidimensionnel, C, dépend essentiellement de la
longueur de rugosité du fond. On peut citer des ordres de grandeurs rencontrées
dans le littoral (Chabert d'Hieres et al., 1980):

-Cp~2.210" pour des fonds sableux peu profonds (~ 10 m).
- Cp~3.210° pour des fonds sableux présentant de nombreuses rides.
-Cp~1.8 10 pour des fonds de 80 m.

Karjuira, (1964) note que la valeur du coefficient Cp, dans le cas de courant de
marée a toujours été estimée entre 1.5 et 3.0 10°2. En fait, ce coefficient est fonction de:

- L'amplitude de la vitesse horizontale prés du fond.
- La profondeur d'eau.
- La rugosité z, du fond.

L'évaluation de z, nécessite la connaissance de la distribution de la couverture
sédimentaire du domaine d'étude conformément a divers formules empiriques. En
absence de cette information, Blumberg et Mellor, (1987) suggeérent de prendre
z,=1cm.

L'analyse des différents essais mentionnées ci-dessus, nous a conduit & un
certain nombre de conclusions que nous allons commenter ci-apres:

a) L'onde M2

En ce qui concerne les vitesses des courants, la figure (8) confirme un résultat
classique, a savoir un amortissement et un retard de phase des courants pour
'ensembles des points concomitants & une augmentation du frottement. Les
variations les plus fortes sont observées aux points C, D et L1 situés dans le détroit
du Pas-de-Calais et caractérisés par des trés fortes vitesses. Cet effet est exacerbé par
la forme quadratique de la loi de frottement qui conduit 2 un amortissement plus
sensible aux variations du coefficient de frottement dans ces endroits.



En ce qui concerne la dénivellation de la surface libre, nous restreignons la
présentation de 'étude de sensibilités au coefficient de frottement a ceux obtenus
pour les valeurs extrémes de Cp, (0.0015 et 0.003).

L'onde résultante dans la Manche Orientale est la superposition de deux ondes
progressives dérivées de I'océan atlantique (SHOM, 1968). La premigre se propage a
travers la Manche et empreinte le détroit du Pas-de-Calais. La seconde, moins
importante, contourne la pointe de I'Ecosse et se dirige vers le sud de la Mer du
Nord. A ces ondes dérivées s'ajoutent donc dans la partie orientale des ondes
réfléchies sur le littoral frangais. On constate que l'augmentation du coefficient de
frottement entraine une modification du rapport entre l'amplitude de I'onde
incidente et celle de 'onde réfléchie sur la céte picarde. Il en résulte un déplacement
(diminution) des lignes d'égale amplitude dans la direction Nord-Sud (Figure 9.a).
Au vu des figures (9.a, 9.b), l'influence du coefficient de frottement n'apparait pas
aux frontieres du domaine, ceci est uniquement d au fait que I'on impose pour tous
les essais les mémes conditions aux limites.

Au niveau des lignes d'égales phases, il est a noter que I'augmentation du coefficient
de frottement se traduit par un retard de phase (Figure 9.b) imputable au caractere
résistif de la force de frottement.

Signalons que l'insensibilité de I'hydrodynamisme aux variations du frottement au
Sud de la Mer du Nord est probablement due a la proximité de ce secteur aux limites
nord du domaine d'étude.

b) L'onde M4

Sur la Figure (10.a), on distingue deux secteurs ol l'effet du coefficient de

frottement est totalement opposé. Le premier se situe au voisinage de la limite ouest
du domaine. Dans cette zone, l'augmentation du coefficient de frottement entraine
une diminution de I'amplitude de I'onde M4 (isoligne 0.255 m). Le second secteur,
proche des zones de la réflexion des ondes, correspond au littoral frangais et au le
littoral nord Franco-Belge. A ces endroits, contrairement & 'onde M2, l'augmentation
du coefficient de frottement introduit une augmentation de I'amplitude de I'onde M4
imputable a la forme quadratique du terme de frottement. Ces résultats rejoignent
ceux résultats du cas schématique de la Manche étudié par Orbi, (1986).
En ce qui concerne les lignes d'égales phases, 'augmentation du coefficient de
frottement conduit une variation de la phase de I'onde M4 plus importante que celle
‘de la phase de M2 (Figure 10.b). De méme, le caractire résistif d'une force de
frottement est observé.
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IIT 3.2) Coefficient de viscosité horizontale

Comme nous l'avons précisé dans le premier chapitre, le coefficient de
viscosité horizontale est I'un des parametres les plus difficile & évaluer. Plusieurs
études menées sur le terrain et en laboratoire ont montré que ce coefficient dépend
fortement de la nature de I'écoulement et donc de la zone d'étude. A titre d'exemple,
on cite par exemple pour le lac d'Erie A =100 m2?/s (Sheng, 1983), pour l'océan
Atlantique A,=10 m?/s (Blumberg et Mellor, 1987). Cette disparité fait que ce
paramatre ne représente plus la viscosité turbulente réelle, mais bien un coefficient
de lissage numérique rendu nécessaire pour la reproduction des phénomenes
physiques par modélisation numérique. En pratique, ce coefficient servira donc de
parametre d'étalonnage des modeles.

Pour les deux ondes de marée M2 et M4, il est difficile de distinguer sur la
figure (11) les variations introduites par les modifications du coefficient de la
viscosité horizontale A,. Pour montrer linfluence de ce coefficient sur
I'hydrodynamisme, nous commentons les résultats ponctuels du modele pour trois
valeurs de A, (A,=100 m2/s, A;=500 m2/s et A, =f(x,y,t) donnée par le relation (61.a) du
Chapitre 1) aux points C, D, L.

Au point C (Figure 11), les variations du coefficient de viscosité ont eu un effet
qualitativement semblable aux variations du coefficient de frottement pour I'onde
M2 (l'augmentation de A, entraine une diminution de I'amplitude de vitesse). Cependant,
cet effet n'est pas de méme grandeur. Remarquons que pour les autres points, une
augmentation du coefficient A, provoque généralement pendant le montant (marée
montante) une faible augmentation d'amplitude et un léger retard de la phase de la
vitesse, sauf au point (I) ol aucune modification n'est observée. Ce point a la
particularité d'étre situé dans une zone de faible hydrodynamfsme. En effet, le
coefficient A, représente l'état de mélange induit par la turbulence horizontale et de
maniere analogue a la définition du coefficient A,, il peut &tre lié 2 une échelle de
longueur et un gradient de vitesse horizontale moyenne (u,v) (Smagorinsky, 1963).
Ceci explique que l'importance des variations introduites par les modifications du
coefficient A,, dépend fortement de l'intensité de I'hydrodynamisme de la zone
étudiée.

Dans la suite, toutes les simulations utiliseront le coefficient de frottement Cp,
et le coefficient A, donnés respectivement par les relations (107 et 62.a) du chapitre 1.
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I11.4) Validation du modéle 2D horizontale 2DH

Pour la validation du modele bidimensionnel intégré sur la verticale (mode externe),
nous examinons les lignes d'égales phases et d'égales amplitudes des ondes M2 et
M4. Nos résultats seront comparés a ceux d'autres modeles numériques appliqués au
méme secteur (Salomon et Breton, 1991; Ronday, 1976). Ensuite, elles seront
comparés a des mesures effectuées dans une série de ports effectuées par le SHOM
(Service Hydrographique et Océanographique de la Marine).

Comme mentionné précédemment, nous avons utilisé les résultats du modele
de Salomon (Figure 6) pour forcer notre modele, il semble donc judicieux d'effectuer
en premier lieu une comparaison de nos résultats avec ceux de ce dernier.
Cependant dans Salomon et Breton, (1991), on trouve uniquement les résultats
relatifs a I'onde de marée M2. Pour tester la propagation de 'onde M4 générée 2 la
fois par les variations de la topographie et les termes non linéaires, nous avons
effectué un second essai en s'appuyant sur les résultats du modele de Ronday, (1976)
concernant les ondes M2 et M4 dans toute la Manche. Pour cet essai, 'imposition des
conditions aux limites se fait donc par extraction en quelques points des frontieres
ouvertes (Figure 5) des amplitudes et des phases des ondes M2 et M4 calculées par le
modéle.

Nous présentons sur les cartes de la Figure (12, 13 et 14), les réseaux
d'amplitude et de phases a partir des trois modeles. Malgré leur ressemblance, nous
ferons quelques commentaires critiques.

II1.4.1) Comparaison gvec le modéle de Salomon

En ce qui concerne la phase de M2, le modele reproduit parfaitement les
lignes d'égales phases calculées par le modele Salomon (Figure 12.a). Les lignes
d'égales amplitudes sont reproduites d'une maniére concordante dans le détroit du
Pas-de-Calais et au nord du Cap Gris-Nez. Par contre, dans la Manche orientale, un
léger décalage est observé (Figure 12.b) probablement di a l'erreur commise lors de
la localisation des frontidres ouvertes et I'extraction des valeurs de la surface libre
servant aux conditions aux limites & notre modele. Rappelons aussi qu'une
interpolation linéaire a été utilisée pour compléter les valeurs de dénivellations de la
surface libre () aux frontiéres, ceci peut-étre une source d'erreur supplémentaire.
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111.4.2) comparaison avec le modéle de Ronday
a) 'onde M2

Comme dans la comparaison avec le modéle de Salomon, nous remarquons
que globalement le modeéle concorde d'une maniére satisfaisante avec celui de
Ronday (Figure 13.a). Néanmoins nous signalons le décalage de la ligne d'égale
amplitude 3 m, ceci est probablement da, d'une part a la différence de la résolution
des maillages des deux modeles (Axg,.,, =10 km , AX;4,.=2.333 km) et d'autre part
aux forts gradients topographiques dus a la présence des bancs de sable dans ce
secteur (bancs de la bassure de Baas et de la Battur). Enfin, remarquons la bonne
concordance des deux réseaux des lignes d'égales phases dans toute la zone d'étude
(Figure 13.b).

b) l'onde M4

Le second essai nous a permis aussi de tester les capacités du modele a

propager 'harmonique M4 introduite par les termes non linéaire et essentiellement
par les termes de convection.
Les figures (14.a et 14.b) montrent un parfait accord des lignes d'égales amplitudes
des deux modeles. Cependant, nous signalons un décalage des isovaleurs au niveau
du Boulonnais qui peut-étre dG a la fois A la présence des forts gradients
topographiques et a la précision de la méthode de discrétisation spatiale des termes
de convection responsable en grande partie de la génération de I'onde quart diurne
M4.

I11.4.3) Comparaison avec les mesures dans les ports

Les caractéristiques mesurées et calculées de 'onde M2 dans les ports bordant
les limites du domaine sont présentées dans le tableau (1) avec les valeurs natures.
Nous observons une bonne concordance entre le modele et les mesures. Remarquons
tout de meéme que pour les amplitudes les écarts les plus importants sont atteints au
port de Calais (Tableau 1), cette zone est caractérisée par un fort hydrodynamisme et
la présence de bancs de sable qui peut rendre I'écoulement plus complexe et.donc
plus difficile a simuler.
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SHOM Présent Modéle | Modele Ronday
Ostende  (Amplitude) 1.80 m 1.77 m 1.57 m
(Phase) 5° 7° 6°
Dunkerque (Amplitude) 2.06 m 212m 2.03m
(Phase) 352° 353° 348°
Calais (Amplitude) 2.46 m 236 m 2.50 m
(Phase) 345° 344° ---
Boulogne  (Amplitude) 293 m 2.88 m 3.03m
(Phase) 331° 328° e
Dieppe (Amplitude) 3.08 m 3.02m 3.18 m
(Phase) 311° 304° 307°
Douvres (Amplitude) 223 m 215m 215m
(Phase) 330° 334° 336°

Tableau 1: Amplitude et Phase de I'onde M2 dans les ports

Finalement, il est a noter que la solution fournie par le modéle doit étre
meilleure au large que prés des. cotes, a cause d'une part de la relativement faible
résolution spatiale (Ax=Ay=2.333 km) et d'autre part a cause du maillage décalé qui
conduit a calculer les dénivellations de la surface libre a 1,16 km de la frontiére du
domaine. .

Ajoutons que les résultats du modele est en accord raisonnable avec ceux du modéle
physique (Chabert D'Hieres et Le Provost, 1977) de la Manche réalisé sur la plaque
Coriolis de IMG (Institut du Mécanique de Grenoble).

I11.5) Présentation de champs de courant moyen

La connaissance précise des courants moyens dans la Manche 2 partir des
mesures est une opération assez délicate du fait des difficultés de mesures liées a
l'appareillage (bruit électronique, plage de fonctionnement, interférence, etc.). Ainsi,
Bertherat, (1981) a montré qu'une bonne précision sur les courants de M2 était
obtenue par analyse harmonique, seulement si I'enregistrement analysé a une durée
de 21 jours au minimum. Cependant, nous tenons a présenter les champs de
courants obtenus par notre modele en les comparant qualitativement avec ceux
mesurés par SHOM. . :

La br2ve comparaison présentée ici ne prétend pas confronter en détail les résultats
des mesures publiées par SHOM et ceux de notre modele puisqu'ils ne concernent
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pas les mémes coefficients de marée, de plus les vecteurs de courant visualisés sur
nos cartes représentent les courants moyens intégrés sur la hauteur d'eau, alors que
ceux fournis par SHOM sont mesurés a certaines profondeur.

Les résultats du modele sont confrontés a ceux des mesures a la figure (15) a

différents instants au cours d'un cycle de marée moyenne (coefficient 70). Un bon
accord est observé entre les mesures et les résultats du modele, de sorte que la
circulation générale dans la Manche orientale est bien reproduite par le modele.
Quelques différences dans la direction de courant sont toutefois observées pendant
PM-03 et PM+03 (PM: Pleine Mer & Boulogne/mer) au niveau de la frontiére nord au
voisinage des cotes anglaises. Ceci est probablement di d'une part a la qualité de
l'interpolation utilisée pour compléter les conditions aux limites sur cette frontiére, et
d'autre part a la proximité du détroit du Pas-de-Calais qui se caractérise par un
hydrodynamisme particulierement intense.
De maniére synoptique, les retards dans l'établissement des courants sont mis en
évidence par les lignes de séparation ou de rencontre (Figure 15) qui matérialisent
les points du bassin pour lesquelles la vitesse du courant s'annule. sont correctement
reproduit

I11.6) Intensité et caractéristiques générales du courant de marée

D'une manidre générale, I'intensité des courants augmente d'Ouest en Est du
détroit de Pas-de-Calais (3.6 noeuds au point D), en raison du rétrécissement de la
Manche au niveau du Cap Gris-Nez. Les caractéristiques des courants peuvent
toutefois varier localement en fonction de la morphologie littorale (présence de bancs,
caps, aménagements cdtiers, etc.) (Pingree et Maddock 1977)

Au large de la Flandre et sur les bancs de sable, les courants aux points DK et
K giratoires cycloniques présentent une grande variabilité spatiale (Figure 16.a et
17.a). A proximité de ces bancs, les vitesses maximales enregistrées SHOM (1968)
peuvent atteindre 2,4 noeuds en vive eau moyenne. Prés de la cote, les courants sont
sensiblement alternatifs (Figure 17.b) et suivent la direction des chenaux entre les
bancs. Ainsi que dans cette zone, les vitesses de courant varient d'un point a l'autre
(Figures 16.a et 17.a) en fonction de la configuration des fonds. Les vitesses les plus
importantes (2 noeuds) sont observées dans le secteur de Dunkerque (Figure 17.a)
caractérisé par l'étroitesse des chenaux et la présence de nombreux bancs de sable
(Figure 4.a).
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Dans le secteur du Boulonnais (Points E, F, M), les courants sont moins intenses
avec une vitesse maximale qui varie de 0,5 noeud a 1,6 noeuds pour un coefficient de
marée de 70 (Figures 18.a et 19.a). Au large de Boulogne sur Mer, les courants sont
paralleles a la cote, orientés avec un axe principal d'ellipse de courant orienté Nord-
Sud (Figure 18.b). Plus au large et loin des ouvrages portuaires de Boulogne sur
Mer, le flot porte au Nord-Est et le jusant au Sud-Ouest (Figure 19.b).

Au large du Marquenterre (Points I, J, O), les courants de marée oscillent plutot
suivant un axe orienté Nord-Est (Figure 20.b). En revanche, au centre de la zone et
tout particulierement au large de la baie de Somme, ils deviennent essentiellement
giratoires (Figure 20.d). En ce qui concerne l'intensité des courants, loin de la céte,
les composantes des vitesses subissent un amortissement d'amplitude probablement
da a le réflexion de l'onde de marée sur les cdtes (Figures 20.a, 20.c et 20.e).
Signalons aussi que dans cette zone, les courants de marée sont nettement plus
faibles que ceux de la zone du Boulonnais. Devant I'embouchure de la Somme, les
courants sont quasiment rotatoire et présentent une dissymétrie qui se traduit par
I'écartement de l'ellipse dans le sens Nord-Ouest/Sud-Est (Figure 20.f). Cette
dissymétrie est probablement due au débit de la Somme qui vient influencer la
composante Ouest-Est (composante u) du courant.

Finalement, nous présentons a la Figure (21.c) le champ de courant maximum
dans la zone d'étude, ces résultats sont comparables a ceux publiés dans la littérature
par Le Provost et al., (1985) (Figure 21.b) , Salomon et Breton, (1991) (Figure 21.a).
Ces vitesses extrémes de la marée peuvent étre mise en étroite relation avec la
composition sédimentaire des fonds (Larsonneur et al., 1982); la limite entre les
sables et sables fins se situent autour de 0,4 m/s, la limite inférieure des sables
graveleux a 0,6 m/s, les graviers au dela de 0,8 m/s et les fonds rocheux a partir de
0,9 m/s environ.

II1.7) Présentation des résultats du modéle 3D.

Dans ce paragraphe, nous présentons un ensemble de résultats obtenus par le
modele 3D pour montrer sa capacité de reproduire des les résultats classiques tels
que, la spirale d'Ekman et le profil logarithmique des vitesses horizontales.

a) Spirale d'Ekman i i lev 'inerti

Dans ce cas de figure, les équations résolues par le modele se réduisent a:
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Pour reproduire ce phénoméne contr6lé par l'accélération de Coriolis, nous
reprenons le cas schématique traité par Thouvenin et Salomon, (1984) qui
considérent une portion de mer carrée 270 km de cdtés, de fond plat h=180 m,
ouverte des quatre cOtés sur laquelle souffle un vent de sud. Cette zone est
discrétisée selon un maillage horizontal carré de 10 km de pas et 20 niveaux
réguliers sur la verticale

La condition initiale est le repos. Les conditions aux limites latérales sont définies
par la dénivellation de la surface libre (1) admise constants en temps et en espace.
Par conséquent, la poussée par le vent ne se répercutera au niveau des limites Ces
conditions schématiques font de cette application un cas purement théorique.

Partant du repos, le vent ne se Iéve pas brusquement, mais croit linéairement jusqu'a
sa valeur maximale 32 m/s atteinte a l'instant 24 heures et pour tout le reste de la
simulation (120 heures). Le coefficient de viscosité verticale A, est pris égal a 0.08
- m?/s pour pouvoir comparer nos résultats avec la théorie d'Ekman (voir Lacombe
1965).

Les résultats obtenus montrent une combinaison entre la spirale d'Ekman et
les courants d'inertie. En effet, le vent entraine la couche de surface et son influence
se transmet en profondeur par viscosité verticale. La structure verticale des courants
se rapproche de la célébre spirale d'Ekman (1905), obtenue en régime permanent
(Lacombe, 1965)

Les résultats du calcul au centre du bassin sont présentés a la figure (23). A
partir de t=50h, la forme de la spirale est parfaitement établie, tout en oscillant dans
le temps sous l'effet du courant d'inertie constant avec la profondeur. En effet, en
premiére approximation, la solution des équations (E,, E,) peut-étre considérée
comme la superposition du courant d'inertie et du courant d'Ekman, c'est & dire:

[u(z,t) = lVJ sin(ft)+V, exp(—az)cos(% -az) S,

v(z,t)= |Vi|cos( f)+V, exp(—az)sin(—:- -az) S,

L}



v, : vitesse a la surface

a : coefficient de la spirale tel que: a’ = 2(”2?(@ = 21:v
0 : L'angle dont tourne la spirale 9=§—az

|V.l| : Le module de la vitesse d'inertie.

Une simple analyse des solutions S, et S, montre que toutes les couches
oscillent a la méme période T=2n/f (ici T=17.45 h), mais a des amplitudes différentes

Co ) T . .
qui diminuent avec la profondeur. Quant au déphase 6=Z—az, il varie avec la

profondeur z et il est d'autant plus important que le coefficient a est "grand” ou A,

est "petite”.

Les figures (24.b et 24.c) décrivant 1'évolution des courants a trois niveaux
différents (Surface, mi-fond et fond) montre que le modele est capable de reproduire les
résultats théoriques ci-dessus. La valeur de la période d'inertie calculée par le
modele est de T, qae=17.7h, soit la valeur théorique calculée ci-dessus.

Remargue:

Le coefficient "a" peut étre calculé a chaque niveau z, par les relations suivantes
(Lacombe, 1965):

Uk —‘Uf
t3(8, )= p a, =

Ow:

u, v, :Les composantes de la vitesse au niveau z=z,

u, v, : Les composantes de la vitesse au fond.
Des différences entre les coefficients "a, " et "a” peuvent étre observées, elles permettent en
fait de mesurer de combien le coefficient A, a été sur ou sous-estimé.

En conclusion, le modele reproduit d'une maniére satisfaisante le caractére
tridimensionnel de I'écoulement induit par un vent. Enfin une étude détaillée de ce
cas schématique peut-étre consulté dans Kundu, (1980); Lacombe, (1965) et Forristall,
(1974).
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b) Structure logarithmique des vitesses verticales

Dans cette partie, nous reprenons le cas réel de la Manche orientale pour
exposer brieévement quelques résultats classiques reflétant I'aspect tridimensionnel
d'une circulation marine dans des régions cétieres & marée. Pour donner ces
résultats, nous avons donc choisi quelques points du domaine (Figure 7) considérés
comme représentatifs de chaque secteur (Flandre (Point K), Détroit du Pas-de-Calais
(Point PC3), Boulonnais (Point E) et Marquenterre (Point O)).

Les figures (25) donnent les profils verticaux du module et des composantes
(u,v) de la vitesse toutes les deux heures pendant un cycle de marée. On remarque
que le modéle capable de reproduire la structure verticale logarithmique du courant.
On retrouve également de déphasage du courant sur la verticale qui peut parfois
donner lieu a une inversion de la vitesse au moment de la renverse (Figure 25.c,
25.d). Ce déphasage est observé sur les ellipses de courant qui se trouvent
légerement décalées (Figures 25.c et 25.d).

Théoriquement, si l'on suppose que le profil vertical de la vitesse est
logarithmique, par une simple intégration on montre que la vitesse moyenne (T, V)
est atteinte au niveau z, =H/e (e=2.718), le tableau (2) montre que la modéle fourni
des valeurs satisfaisantes de z. sachant que les différences observées sont dues 2 la
résolution du maillage vertical restreinte a 10 niveaux qui ne permet pas de localiser
avec précision la cote de la vitesse moyenne.

H, z,=H-z Zm.modale

Point K H=-26.65m
z,=-16.84 m z_=-16.63 m

Point PC3 H=-40.68 m
Z,,=-25.72 m z,=-25.28 m

Point E H=-31.33m
Z,=-19.80 m z_=-20.09 m

Point O H=-28.74 m
Z,=-18.16 m z_=-18.09 m

Tableau 2: cite de la vitesse moyenne (T, V)

Noo



IV) APPLICATIONS DU MODELE 3-D A LA MANCHE
'ORIENTALE ET LE SUD DE LA MER DU NORD

IV.1) Simulation de la structure hydrologique liée aux panaches de
cours d'eau Picards et Boulonnais (du fleuve cotier)

IV.1.1) Présentation du fleuve cotier

Des études hydrologiques et hydrobiologiques réalisées en Manche Orientale

(Brylinski et al., 1991; Dupont et al., 1991a,b) montrent une individualisation
hydrologique et biologique permanente (Viollier et al., 1978; Brylinski et al., 1984)
d'une masse d'eau cétiere permanente le long des cdtes Boulonnais du Pas-de-Calais
sans cesse entretenue par les apports fluviatiles qui s'étendent de la baie de Seine au
Pas-de-Calais. Cette masse d'eau s'avere riche en éléments de toute sorte: polluants
(Skiker et al., 1988), matieres en suspension (Dupont et al., 1991a,b) et phytoplancton
(Brunet, 1994).
La séparation avec les eaux du large constitue une zone frontale (Figure 26.a)
(Brylinski et Laguadeuc, 1990). Par ailleurs, des modéles mathématiques de
circulation des masses d'eaux en Manche (Salomon et Breton, 1992; Garreau, 1993) et
des études a partir des traceurs conservatifs (Guegueniat et al., 1993) mettent en
évidence l'existence de plusieurs veines d'eau en Manche orientale se dirigeant
toutes vers la Mer du Nord avec une vitesse plus lente a la cdte qu'au large.

La masse d'eau cétiére frangaise appelée "fleuve cotier” (Brylinski et al., 1990)
est une bande de 3 a 5 milles de large, caractérisée par une déssalure relative entre
32% et 33% , séparée des eaux du large par une zone de transition formant un front
cotier (Figure 26.a). Les eaux du fleuve cotier dérivent lentement vers le Nord
suivant la résiduelle de marée (Salomon et Breton, 1991) et des vents dominants de
secteur Sud-Ouest. Elles peuvent étre influencées sous certaines conditions par les
eaux de la Seine, notamment par fort débit de ce fleuve et par vent favorable d'Ouest
et de Sud-Ouest (Brylinski et al., 1993).

Dans la suite, nous allons donc tenté de reproduire ce phénoméne par le
modele tridimensionnel. En ce qui concerne les débits fluviatiles mensuels moyens,
nous disposons des données recueillies par I'IFREMER (1989) (Tableau 3). Pour nos
simulations, nous utilisons celles fournies par I'agence de I'eau (derniére colonne du
tableau 3), Prygiel, 1993 (cqmmunication personnelle).
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1983 1984 1985 Prygiel (1993)
Aa (59-18,1) (5,0 - 17.,6) (5,8-12,7) 6,95
Liane (1,0-10,1) (0,9-12,2) 1,1-11,7) 5,80
Canche (146-257) | (133-223) | (125-22,2) 14,10
Authie 14,1* 10,4* (8,7-15,3) 8,55
Somme (350-558) | (31,3-46,1) (32,4 - 44,9) 40,5

() :Débits moyens mensuels minimum et maximum.

(*) :Valeurs estimés, mesures manquantes.

Tableau 3 : Débits (m?/s) des principaux cours d'eau bordant la zone d'étude

Le premier essai consiste a utiliser le schéma de la fermeture turbulente
simplifiée utilisant le modele & zéro équation basé sur le concept de la viscosité
turbulente. Ce schéma est mis en oeuvre dans la version originale du modele
proposée par Hess, (1985,1986).

IV.1.2) Résultats du modele a zéro équation

Pour étudier les caractéristiques des eaux cotieres frangaises, nous avons
choisi de présenter les résultats du modeéle en deux points du domaine, le premier
(FC1) dans la zone du fleuve cétier, le second (FC2) plus au large est en dehors de la
zone dessalée (Figure 26.b).

L'examen des figures (27 et 28.a) montre la limite de ce type de
paramétrisation de la turbulence dans des zones aussi complexes que celle étudiée
caractérisée par de faibles profondeurs et de forts courants de marée et par
conséquent d'intense mélange sur la verticale. De ce fait I'hypothese de I'équilibre
entre la production et la dissipation de I'ECT (Energie Cinétique Turbulente)
concernant essentiellement la couche limite de fond et sur laquelle est basé le modele
a zéro équation, ne peut-étre appliquée correctement. En effet, la figure (28.b.1),
montre que I'ECT calculée par ce type de modele décroit rapidement vers zéro du
fond vers la surface et elle n'agit que dans la couche de fond. En d'autre terme
puisque les termes de la convection et de diffusion ont été négligés dans ce type de
modgele, le mélange ne peut s'effectuer sur toute la colonne d'eau. Ceci explique la
présence d'une stratification permanente dans la couche de surface (Figures 28.c.2 et
29), alors que les observations in situ ne montrent qu'une stratification occasionnelle,
par faible coefficient de marée (Brylinski et al., 1990).

AL



Deux hypothéses peuvent expliquer les différences observées entre les
mesures et les résultats des calculs par le modele dans sa version originale (Hess,
1985,1986) (Figures 27 et 28.a). Il s'agit d'une part de la diffusion numérique
introduite par le schéma Upwind, d'autre part de la sous-estimation physique de
l'intensité la turbulente. Dans un premier temps, nous nous focaliserons sur la
seconde hypothése d'ordre physique en modifiant la paramétrisation de la viscosité
et de la diffusivité. Pour se faire nous examinons les résultats produits par
I'introduction du module de calcul résolvant 1'équation de transport de 'ECT (K)
(Chapitre 1, Equation 74) et calculant la longueur de mélange / par une relation
empirique (Chapitre 1, Expression 75).

IV.1.3) Résultats du modéle K-/

La figure (30.a.1) représente les profils verticaux de I'ECT pendant un cycle de
marée au point FC1. A la différence du modele précedent a zéro équation, on
remarque que I'ECT ne reste plus confinée dans la couche de fond (Figure 28.b.1),
mais qu'elle diffuse dans toute la colonne d'eau favorisant le mélange vertical
(Figure 30.b.1). En ce qui concerne la structure haline, il s'avere conformément aux
observations (Brylinski et al., 1988; Dupont et al., 1991b), que l'évolution au cours
d'un cycle de marée aux points FC1 et FC2 et selon la coupe verticale (y~112 km)
(Figure 30.b.2 et 30.c) ne révele aucune stratification importante dans la zone cotiere.

Les profils cote-large de salinité de surface (Figure 31) montrent que les
salinités les plus élevées (supérieures a 34.5 %), se rencontrent au large et
correspondent aux eaux Atlantique non affectées par les apports fluviatiles cotiers.
Ce résultat corrobore les observations effectuées par Brylinski et al., (1990), Dupont
et al, (1991b) et également les résultats d'une modélisation numérique
bidimensionnelle a I'échelle de la Manche réalisé par Salomon et Breton, (1991). Le
gradient de salinité normale a la céte diminue au moment du jusant en raison
probablement de l'intrusion des eaux plus salées provenant du secteur nord du Cap
Gris-Nez (Figure 31, PM+06, PM-04 et PM-02).

Le panache d'eau douce provenant de l'ensemble des rivieres, se trouve
déplacer vers le nord et plaqué a la c6te pendant le flot (Figure 32, PM, PM+02),
tandis qu'il subit un transport vers le sud-ouest accompagné d'un étalement en
direction du large au cours du jusant (Figure 32, PM+06, PM-04).

La succession de profils verticaux de la salinité au point FC1 (Figure 30.b) pendant le
cycle de marée, révele clairement le réle du mélange. Ce résultat est conforme a la
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dynamique de cette structure hydrologique, déja décrite par Brylinski et al., (1988) et
Dupont et al., (1991b).

L'évolution de la distribution horizontale de la salinité de surface dans la
Manche Orientale (Figure 32) montre que la position des isohalines 33 et 34% varie
peu pendant un cycle de marée moyenne, excepté a proximité de la principale zone
estuarienne constituée par la Somme. Au niveau de cette dernieére, I'extension des
eaux cdtieres dessalées pendant le jusant (Figures 32, PM+06, PM-04, PM-02) est
soulignée par le déplacement vers le sud-ouest des eaux de salinité inférieure (<
31.5% ) alimentées par la vidange de cet estuaire.

En conclusion, lintroduction du modele de turbulence (K-£/) a permis
d'améliorer d'une maniere satisfaisante la simulation du fleuve cotier. Il s'avére
toutefois que le modele surestime la largeur de la bande des eaux cétiéres que
Brylinski et al., (1991) évalue entre 3 et 5 milles. Cette différence est sans doute
imputable au schéma numérique utilisé pour résoudre I'équation de la salinité
(Schéma Upwind) qui se caractérise par une diffusion numérique importante. Une
amélioration visant a résoudre ce probléme consiste a adopter un schéma
d'approximation de type "limiteur de pente" dont une série de variantes sera étudiée
au Chapitre 4.

IV.2) Transport sédimentaire

La présence de quantité de sédiments en suspension dans les zones cOtiéres
pose des problémes délicats pour I'aménagement et le maintien des chenaux de
navigation. A ces problémes s'ajoutent aussi la qualité des eaux. En effet, les
sédiments piegent de nombreux éléments tels que les métaux d'origine industrielle.
Il peut y avoir transport voire accumulation de ces polluants susceptibles d'étre
remis en suspension sous l'effet de I'hydrodynamisme.

La compréhension et le contréle des interactions a l'interface eau-sédiment se
révele extrémement complexes en raison de la présence de plusieurs processus de
natures et d'échelles spatio-temporelles trés diverses.

L'objet de la présente partie est de simuler le transport sédimentaire tridimensionnel
dans le secteur de la Manche Orientale. La répartition des sédiments marins de ce
secteur est relativement bien connue (Figure 33.a) (Clabaut, 1988; Dewez, 1988;
Larsonneur et al., 1982; Augris et al., 1990). Elle est fortement influencée par les

40y



courant de marée. Pour les simulations qui suivent, seuls les courants de marée sont
donc pris en compte en terme de processus moteur

La modélisation de la dynamique sédimentaire suppose lintégration
préalable d'informations locales relatives a la nature des sédiments. Cette étape
consiste a calculer différents parametres de position di16 (diameétre maximum
qu'admettent 16% des particules en présence), d35, d50, dé5, d84, d90 a partir de la
distribution granulométrique observée (Figure 33.b). Pour étendre ces distributions
granulométriques collectées en une série de points dans le carde du programme
"Recherche Coopérative sur Programme Benthos de la Manche" (Figure 33.b), nous
avons réalisé en collaboration avec A. Leprétre et P. Carpentier un module de
traitement de données basé sur les techniques de reconstitution et de krigeage
(Annexe 3.1).

Les processus hydro-sédimentaire sont régis par l'action de frottement exercé
par les courants sur le fond. Il est communément admis que le transport
sédimentaire s'effectuent selon deux modes: charriage sur le fond et suspension dans
la masse d'eau (Sleath, 1984 et Dyer, 1986).

IV.2.1) Transport par charriage

Au début de l'entrainement des particules la contrainte de cisaillement au
fond devient suffisante pour vaincre les forces de frottement et de cohésion sur le
fond, il se produit alors un mouvement des particules principalement dans le sens
du courant. Ce résultat est généralement exprimé par l'intermédiaire de parametre
de Schield (1936) (Figure 34.a):

Tp

_ T g o Tea )
(b, —p)gd

- .
(p, —p)ad

ou p, est la densité du sédiment (2650 Kg/m3), (T, ) est le seuil critique de mise en

mouvement des sédiments, d est le diametre de la particule. Le parametre de Shield
u:(.d

N

ou

est souvent exprimé en fonction du nombre de Reynolds de la particule Rey, =

v est la viscosité moléculaire du fluide et u. est la vitesse du frottement. Pour
déterminer le seuil critique de mise en mouvement, Miller et al., (1979) ont effectué
des mesures en laboratoire dans des conditions d'un écoulement unidirectionnel. Ces
mesures ont permis d'étendre et de modifier les limites de la courbe de Shield, (1936)
et notamment pour les classes fines du sédiment (Figure 34.b). Yalin, (1972) a

(5



proposé une courbe (Figure 34.c) exprimant (8,) en fonction d'un nouveau
=_Rex (p-pgd’ . .
parametre (E= o = " ) lié a I'écoulement et a la taille des sédiments et non
cr
en fonction du nombre de Reylnolds de la particule Res. Cette paramétrisation a
I'avantage d'une part, d'exprimer (Z) en fonction des variables parfaitement connues

(py P, v, d) et d'autre part de calculer (6_) directement sans passer par des processus

itératifs.

Pour estimer la quantité de sédiment transportée par charriage, plusieurs
formulations empirique basées sur I'expérimentations en laboratoire ont été
proposées, nous citons par exemple les plus souvent utilisées (Akers and White,
1973; Engelund and Hansen, 1967 et Van Rijn, 1984a). Notons que dans Chapalain et
al.,, (1992, 1993) on trouvera une synthése d'autres formulations utilisées pour
estimer le transport par charriage.

IV.2.2) Transport par suspension

Lorsque les forces hydrodynamiques sont suffisantes, elles soulevent les
sédiments hors du fond et les entrainent au sein de I'écoulement turbulent. Les
fluctuations turbulentes dans l'eau transmettent de I'énergie aux particules
empéchant ainsi leur mouvement vers le fond tant que ces fluctuations restent
supérieure a la vitesse du chute wc; donnée par la formule de Stokes pour une
particule sphérique:

(ps-p)g .
=t . < 2.1
wC; T pour d;<100Um VAY)
\4 (ps—p)g ? .I
wep =10 14001 === ¥ d?| -1| pour 100u<d;<1000um 2.2)

Pour ce mode de transport il s'agit de résoudre numériquement I'équation
tridimensionnelle d'advection-diffusion (Chapitre 1, Equation 73) appliquée a la jeme
classe de sédiment dont on rappelle l'expression:

Pour chaque classe (i) de sédiment on a:

o, ae, avc, w-wala] af ac) af_ ac,) af_ ac
atl Ao ay'+ a: =a—x(Dh—ax—‘-)+-— D, — +-—( ".aj}'R"'i 3)
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Sur un site, la granulométrie en présence et souvent étendue, certains auteurs
(Van Rijn, 1984b, 1986; Celik et al., 1984, 1986) utilisent en effet une classe
représentative déterminée par d35 ou d50. Si nous optons pour cette solution, il nous
faudra prendre des précautions quant au choix de la classe représentative, puisque
sur un site, d35 et d50 peuvent varier d'un point 2 un autre comme le cas de la
Manche orientale. Pour éviter ce probléme, nous proposons un modele
tridimensionnel multiclasses permettant de simuler les mouvements des petites,
moyennes et grosses particules. Dans notre cas (sédiment non cohésifs), on suppose les
concentrations suffisamment faibles pour que les interactions particulaires soient
négligées. Dans ces conditions les équations de transport des différentes classes sont
totalement découplées.

La résolution des équations (3) suppose la connaissance des conditions aux
limites et notamment celles a la surface et au fond.

a) Condition a la surface

La condition de surface exprime qu'il n'y a pas de flux de sédiment a travers
la surface libre (ni apport, ni perte de sédiment a travers la surface). On a alors:

oC.
a Z=n DV 'a—zl'+ WCIC‘ =O i= 1, ..... ,nbclasse (4)

b) Condition au fond

Au fond, on peut imposer, soit une condition de type Dirichlet (concentration
imposée), soit une condition de type Neuman (flux de concentration imposé).
En ce qui concerne la premiére condition, on peut exprimer la concentration C, 2 un
niveau z, prés du fond (concentration de référence) (Figure 34.d) a partir de la charge
transportée par charriage en supposant que le régime est en équilibre (Yalin, 1977;
Yang- - 1983). ' '

concentration
ofile )

saltation loyer
reference level

reference concentration

Figure 34.d : Schématisation de la concentration de référence (Van Rijn 1984b)
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Sur ce principe, Van Rijn (1986b) propose I'expression suivante:

c L0035 ds T
T ps(za—zf)Dg.‘3

(5)

/3 ,
Ot (p.-p) Tp=Ther

Tb,c:r

D.  :paramétre relatif aux particules.
T : exces du cisaillement normalisé.
ds;, :diametre médiane des particules du lit.

T, :contrainte de cisaillement sur les particules.
o : constante empirique.
z, : Niveau de référence prés du fond

Il est a noter que dans ce présent travail, le fond est supposé plat, a savoir dépourvu
de microtopographie et par conséquent, on considere:

Tp=Ty
D'autres auteurs proposent des lois empiriques issues de mesures en laboratoire ou
in situ (Einstein, 1950; Smith, 1977; Smith et McLean, 1977; Itakura et al., 1980 et

Dyer, 1986). Citons celle de Smith et McLean, (1977) que nous emploierons dans la
présente étude:

T
Yo[‘f—b—— 1]
b.cr
C,=C, ' (6)

aAz=z

ol , est une constante empirique égale a 3.10° en riviere et 4.45 10° en mer qui peut
constituer un parameétre de calage du modele.

Le deuxiéme type de condition (flux imposé) exprime les échanges entre le fond
et I'écoulement qui résultent du flux descendant de dépét sous l'action de la gravité
et du flux ascendant d'érosion contrdlé par les processus turbulents. L'expression
traduisant ces échanges s'écrit par:
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aC,
3 z=-h DVa—'+ WC iCi =D —Ei i=1,.....,nbclasse (7)
2 .

ou D, est le flux du dépét et E; est le flux d'érosion.

1) Dépdt

Compte tenu de la taille des particules étudiées (d>75 pm) (Lavelle et al.,
1984), le flux de dépot est simplement exprimé par (Celik et Rodi, 1988):

D- = Wc,ica,i (8)

1

Dans le cas des sédiments cohésifs, des variantes telle que celle proposée par Krone,
(1963) a été envisagée, c'est a dire:

T, .
Di = wc,iCa,{l - L ] pour Tb < Tcd,i (9)
Tcd,i

To

Le facteur de pondération P=(1— }exprime la probabilité qu'il y ait dépot sur le

od i
fond d'une particule sujette 2 des phénomenes de floculation extrémement sensible &
la turbulence.

Plusieurs expressions ont été proposées pour évaluer T y;, dont celle de White et al,,
(1975) valable pour des faibles nombres de Reynolds de particules:

Ti{:i =0.06 g( Ps; P}]/z d i1/2 | (10)

Il est & noter que pour les sédiments cohésifs T4; est relié a la concentration pour
tenir compte des phénomenes de floculation.

2) Erosion

La paramétrisation de flux d'érosion est particulierement difficile. Elle
bénéficie a l'heure actuelle de nombreuses recherches fondamentales basées sur
I'observation et les mesures fines des prdcessus d'échanges au voisinage du fond
(Young, 1977; Wilkinson etal., 1989, Amos et al., 1992; Helen et al., 1996). Dans le cas
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des sédiments non-cohesifs comme ceux présents dans la zone d'étude, nous
utiliserons la loi d'érosion empirique proposée par Beach et al., (1992), c'est a dire:

0.5 =T, Y
ou:
v : constante empirique égalea 1.5 103
C,  :concentration volumétrique vaut 0.65
T, : exces de cisaillement normalisé pour la ieme particule
uy  :vitesse de frottement

Dans la perspective de la modélisation du transport sédimentaire cohésifs, d'autres
lois ont d'ores et déja été introduite dan le code. En particulier celle de Partheniades
(1965) qui s'exprime par:

T, ,
E = e _1 pour T, >Tg; (12)
tce,i

ou M est une constante dépendant de la concentration et de la nature du substrat

constituant le lit, elle pourra étre déterminer a partir des mesures in situ. En ce qui

concerne T, ;, Celik et Rodi, (1991) proposent une relation empirique établi & partir

ce,i’

d'une série de mesure de la forme:

’[’ 015 Re,(.. Si Re,(._ 50.6
1 1

ce,i _
(P -pad; {0.25 si Rey, >0.6 (13)

IV.2.3) Résultats du modele hydrosédimentaire

a) Transport en charriage

L'application du modele tridimensionnel au transport sédimentaire par
charriage consiste & combiner des équations empiriques de transport de sédiments
aux résultats hydrodynamiques du modele. Dans ce présent travail, nous utilisons la
formule la plus récente proposée par Van Rijn, (1986b) c'est a dire:

qy=E-A ' - (14)
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ot E est la "pick up function" donnée par:

E =0.00033p, (p—p_-ﬂ gd, D331/ pour T>0 (15)

et A est la longueur de saltation estimée par Van Rijn (1985) par:

A =3d,,D3eT%? (16)

Les résultats du modeéle sont donnés pour un transport intégré sur un cycle de
marée (Figure 35). IIs sont comparables aux schémas connus des transports par
charriage (Grochowski et al., 1993, Beck, 1991; Chapalain et al., 1993). La marée est le
principal facteur responsable du transport par charriage, avec un transit dominé par
le jusant au centre du détroit du Pas-de-Calais (de la mer du Nord vers la Manche) et un
transit domine par le flot le long des c6tes. La figure (36) montre également la bonne
corrélation entre les vitesses maximales et les zones de transport Ccitées
précédemment ( paragraphe IIL6).

b) Transport en suspension

les résultats du transport en suspension sont présentés en quelques points du
domaine proches de ceux qui ont été choisis par le programme FLUXMANCHE pour
I'étude du flux de la MES (Matiére En Suspension) a travers le détroit du Pas-de-
Calais (Figure 37).

L'application du modele hydro-sédimentaire est réalisée en se plagant dans les
conditions d'une marée moyenne (coefficient 70) et en utilisant la couverture
sédimentaire réelle de la zone (Sanvincente, 1995). Bien que le modéle permette le
calcul de plus de classes, particulidrement nous considérons ici les résultats relatifs a
deux classes de sédiments (d,=75um et d,=150pum).

Pour les deux diamétres, les vitesses de chutes wc, et wc, sont estimées
conformément a la formule de Gibbs et al., (1971) valable dans la gamme de 63 ym a
1em:

“3V+y9V2 +gd (s — 1)(0.003869 +0.02480d )

1
0.011607 +0.07440d; (17

wG;

ou, s=%‘, wg, est exprimée en cm/s, le diametre d; en cm et la viscosité moléculaire

-

Vencm?/s.
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Les conditions au fond sont celles de flux donné par Beach et al. (1992) (Expression
11, avec ¥,=1.5 10™). Le modele permet aussi de choisir la condition de flux proposée
par Van Rijn, (1986b) (Expression 5).

Avant d'examiner de maniére synoptique la concentration de sédiment prés
de la surface, nous présentons & la figure(38), l'évolution temporelle du flux
ascendant (Expression 11) aux points (FX1, FX4, FX5) et aux figures (39.a et 39.b),
I'évolution temporelle correspondantes de la concentration des deux classes de
sédiments en suspension & deux niveaux différents dans la colonne d'eau.

L'évolution du flux suit parfaitement celle de I'excés de cisaillement (Ty-T, )
responsable de la mise en suspension (Figure 38). Les figures (39) et (40) relatives &
I'évolution de la concentration suggerent trois remarques:

- décroissance rapide de la concentration sur la verticale évidente sur la figure (40,
FX2 et FX3) qui représente les profils verticaux a différentes heures marée.

- concentration C tres faible, voire nulle au moment de la renverse de marée qui
coincide avec I'annulation de T, (Figure 39).

- le retard de phase entre les deux pics aux deux niveaux lié au processus de
diffusion du flux des particules issues fond (Figure 39.a, FX4), et croissant avec la
distance a la source (fond).

Pour le calage et la validation du modeéle hydro-sédimentaire, nous ne
disposons pas & I'heure actuelle de mesures ponctuelles a I'échelle d'un cycle de
marée pour pouvoir mener une comparaison avec les résultats de modele. Il existe
cependant des données globales relatives aux eaux centrales et cotiéres de la Manche
Orientale (Mc cave, 1973; Eisma et Kalf, 1979 et Van Alphen, 1990). En outre dans le
cadre du programme de recherche FLUXMANCHE (Shimwell et al., 1993) des mesures
mensuelles de la MES ont été effectuées en six stations réparties sur la radiale (Cap
Gris-Nez - Folkestone) (Figure 37.a). L'ensemble de ces observations permet de
montrer que les résultats du modele sont raisonnables (Tableaux 4 et 5).

Eaux centrales Eaux cotieres
FLUXMANCHE 2-3mg/l 10-35mg/1
Mc Cave (1973) 0.3mg/] 12 mg/1
Eisma et Kalf (1979) 0.9-5mg/l 1.3-11 mg/l
Van Alphen (199Q) 3.4 mg/l 10.6 mg/1
Présent Modele 1.3 - 5mg/l 17 - 44 mg/l
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FLUXMANCHE Présent Modéle
Point FX1 8.0-35mg/1 2.5-44 mg/1
Point FX4 25-4mg/l 0.4 - 3.8 mg/1
Point FX6 1.5-8 mg/1 1.3-17 mg/l

Tableau 5 : Gamme des valeurs mesurées et calculées au cours d'un cycle de marée

La différence remarquée pour les points FX1 et FX6 peut étre imputée a la
localisation approximative de ces points sur la grille de calcul et a la proximité des
frontieres ouvertes ou fermées d'autre part. Nous soulignons le bon accord des
calculs avec le point FX4 qui se trouve loin de l'influence des valeurs aux limites du
modele.

L'ensemble des figures (41) représentant les champs de la MES prés de la
surface, révele la complexité de la répartition spatiale de la turbidité de part et
d'autre du Cap Gris-Nez. Ces figures montrent également qu'un transport
particulaire en suspension est omniprésent a 'Est de la Baie de Wissant. Ceci est en
parfait accord avec les résultats du modele simplifié de Van Rijn (Chapalain et al.,
1992) appliqué au site des deux caps. Il est a noter également que, plus au large et a
certaines heures marée (Figure 41, PM, PM+04, PM+05, PM+06), des turbidités plus
faibles soulignent la présence de haut fonds tels que la Bassure de Baas et la Battur.

Au large du Cap Gris-Nez (Figure 42.c) une radiale a travers la zone cotiere
montre une répartition de la turbidité de surface tout a fait comparable a celle
mesurée par Brylinski et al., (1984) (Figure 42.b), pour des conditions de marée
semblables (Coefficient 66).

Sur les cOtes anglaises et tout particuliérement au nord de Folkestone, nous
enregistrons pendant le flot de fortes turbidité (Figure 41), qui résultent
probablement de la présence dans cette zone des sédiments fins faciles a mettre en
suspension. La répartition de cette turbidité est également mise en évidence par une
image satellite SPOT du 23 mars 1995 (Figures 43.a, 43.b) acquise dans des
conditions de marée similaire et traitée par Kergomard (communication personelle).

Une deuxieéme simulation (Annexe 3.2) a été effectuée en utilisant une

condition de concentration imposée au fond (expression 6). Les résultats mettent en
évidence des répartitions spatiales des sédiments en suspension en surface trés
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similaires, mais a des quantités moins moindres que celles obtenues en utilisant la
condition de flux. Ces différences s'expliquent par l'incertitude entachant les lois et
en particulier les constantes empiriques ¥, et y; présentes dans chacune d'elles.

En conclusion, la diversité des résultats de la MES dans la Manche Orientale
ne permet de tirer aucune conclusion définitive concernant le transport sédimentaire
par suspension. Une réponse devrait étre apportées par des mesures ponctuelles a
l'aide des stations instrumentées (Chapalain, 1996a, 1996b). En effet, celles-ci
devraient permettent fournir aux modeles numériques les conditions au fond
(Concentration, Flux de la MES ) et des profils verticaux de la concentration de
sédiment en suspension nécessaire pour valider la modélisation.
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CHAPITRE 4



D INTRODUCTION

Ce chapitre a pour fondement un ensemble d'essais numériques simples, les
uns unidimensionnels, les autres bidimensionnels, qui ont permis de montrer les
difficultés que peuvent rencontrer les numériciens dans la résolution d'une loi de
conservation scalaire, difficultés que l'on rencontrera également dans les probléemes
plus généraux et notamment dans les étapes de transport des systémes d'équations
régissant le mouvement d'un fluide quelconque (équation de Biirger, équations de
Navier-Stockes) et dans les systémes de lois de conservation.

En premier lieu, on abordera les notions des formes conservatives et quasi-
linéaires d'une loi de conservation scalaire. On insistera plus sur la premiére de ses
formes en montrant les intéréts qu'elle présente et en dégageant la classe des
méthodes qu'elle engendre (notions de volumes finis, de schéma conservatif et de flux

numérique).

On sait que la principale difficulté rencontrée dans la résolution de ce type de
probleme réside dans le choix de I'ordre d'approximation du schéma ou plutét dans
la suppression des défauts attachés aux diverses options de ce choix: un schéma du
premier ordre d'approximation "diffuse” la solution, un schéma du second ordre crée
des oscillations parasites. On définira une classe de schémas qui soit & variation
totale diminuante, en I'occurrence qui préservent la monotonie tout en conservant, si
possible, un ordre d'approximation élevé. En suite, on consacrera une partie a la
discrétisation des méthodes existantes (Upwind, différence centrée, Lax Wendroff), ce
qui permettra de mieux cerner le contexte dans lequel doivent s'insérer les méthodes
envisagées afin d'améliorer la précision des schémas (flux limité appelé aussi limiteur
de pentes).

II) DISCRETISATION VOLUME FINI D'UNE EQUATION MODELE
I1.1) Equation modéle continue

Dans cette partie, nous considérons le probléme engendré par une loi de
conservation d'une grandeur scalaire dans un espace unidimensionnel, ce probléme
est modélisé par 1'équation suivante:

dc  9f(c)
—+
at  dx

=0 ’ (1
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ol f est une fonction linéaire ou non de la solution ¢, vérifiant certaines hypotheses
de régularité, f est appelé "flux de la variable c".

Cette loi est présentée ici sous forme conservative (c'est a dire représentable par
une divergence). on peut aussi l'écrire sous une forme équivalente au niveau continu
pour des solutions réguliéres.

ac ac
—+f 1.2
™ +f(c)— = =0 (1.2)

Cette forme est dite quasi-linéaire (c'est a2 dire non linéaire, mais linéaire par rapport aux
dérivées d'ordre le plus élevé).

Ces deux formulations englobent une variété de problémes dans le cadre des
solutions réguliéres, on cite par exemple:

i) Equation de convection linéaire

QC_J, u§£= 0 Avec: f'(c)=u=cste
ot ox

ii) Equation de convection non linéaire (équation de Biirger)

£+ u(c)i—o Avec: u(c)=f(c)=c
ot ax

iii) Les ondes de continuité
ac . dulc)]
ot x

ot u(c) est donnée par l'équation de quantité du mouvement.

Remarque:
En construisant la forme quasi-linéaire de |'équation suivante:
a—C+ (c)—+ca—u—a—c+[u(c) cd—]ic--o
ot dx dx ot ox

, . . L, . * du .
On s'apergoit que les perturbations sont advectées a la vitesse u = u(c)+cz qui peut

étre différente de la vitesse u et parfois méme de signe opposé.

I1.2) Discrétisation par Volumes finis

Reprenons 1'équation modele accompagnée cette fois-ci d'une condition
initiale
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dc  of(c)
ot  dx (1.3)
c(x,00=c"(x)

Avec: xe IR , te]0,T[ et fe C'(IR)

La discrétisation retenue pour ce probleme est une discrétisation en volumes
finis, qui assure la conservativité par construction. Pour cela, on approche alors la
variable ¢ par une fonction constante par morceau définie comme suit:

Pour tout (x,t)€ [(i-1/2)Ax,(i + 1/2)Ax| x[(n = 1/2)At,(n + 1/2)at] < IRx]0,T[ ne IN,ie Z
o(x,t) =c(iAx, nAt) = ¢! )

ol Ax et At sont respectivement les pas du maillage spatial et temporel.
Pour alléger I'écriture, nous notons par la suite x] =(i-1/2)Ax et x{ =(i+1/2)Ax.

La condition initiale est projetée dans l'espace des fonctions constantes par
morceaux de la fagon suivante:

1,
co(iAx)=c?=-—-J. ®(x)dx pour ie Z 3)
Ax Xy

n+3/2

Ol
“

n-1/2

i-1/2 i+1/2 i+3/2
Figure 1: Volume de contrdle

Si l'on intégre les termes de la premitre équation du systeme (1.3) sur le
volume de contréle V (figure 1), on aura alors:

¥



(n+P At
ic_ n+l _.n jaf(C) . ‘r S I P =
Ja dxdt=(cM—cM)ax et )5 drdt= J{Hcxr b~ et ¢t

naAt

Définir un schéma numérique conservatif revient a approcher respectivement les

(n+L At (n+R AL
intégrales _r{f[c(xf,t]}dt et _r{ c(x t}dt par les quantités H,+1/2 et Hl—l/z

- nAt nat

Le schéma s'écrit alors:

At'[ in+l/2_ ?—1/2] @)

Remarques sur les volumes finis

i) L'approche "volumes finis" peut étre considérée comme une notion physique
puisqu ‘elle consiste a écrire des bilans sur chaque maille.

i1) C'est 'approche "volumes finis” qui permet de relier la définition d'un schéma
numérique conservatif & la définition du flux numérique H.

tii) Un schéma conservatif n’est pas forcement issu d ‘une forme conservative:
exemple: Prenons l'équation de Biirger sous forme quasi-linéaire

ac ac
—4Cc—= 5
at ox 0 %)

Une discrétisation envisageable pour cette forme non conservative est:

At , : , .
c}’”:c}'———c,_yz[c" c}'_z]. Or ce schéma sera conservatif lorsqu’on choisira
Ax

o interpolation ci_y, = c +c,_1 /2

II) NOTION DE FLUX NUMERIQUE

On appelle schéma explicite a (2p+1) points, un schéma qui s'écrit sous la
forme suivante:

n+l .
= G(c{‘_P,...,c{‘ ,...,c{‘ﬂ,) * (6)

o1 G est une fonction continue de IR?”*! dans IR
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On dit que le schéma est écrit sous forme conservative: si et seulement s'il existe une
fonction H continue de IR dans IR telle que:

n n n n n n n n n n n n
C(Ci—P seoe ’Ci ""’Ci+p) = Cl - [H(Ci—p-i'] e ’Ci—l ,C'H_-l sone ,CH_P ) - H(C!_p goee ’Ci—] 'Ci+1 goee ’ci"'P—] )] (6-3)

H s'appelle la fonction flux numérique du schéma

I11.1) Principe de calcul de flux numérique H

L'approche la plus générale pour déterminer le flux numérique H a l'interface
des mailles de calcul est de le considérer comme une fonction des valeurs de la
variable ¢ en un certain nombre de mailles et & un certain nombre d'instants de
calcul, c'est a dire, 12 ol la variable est supposée étre déterminée a un instant donné
du passé ou de l'avenir (schéma implicite).

Pour un schéma explicite a (2p+1) points d'espace, on note:

n n n n n
Hi+1/2 = H(Ci—pﬂ reeesCin1/Ciy ""'ci+p) (6.b)

Cette approche consiste donc a interpoler les valeurs moyennes de la variable c sur la
facette (i+1/2) et ensuite de calculer exactement le flux associé.

Dans cette étude, nous utilisons une approche plus restrictive qui peut s'expliciter en
deux étapes:

i) Calcul du flux f(c;) sur les mailles & partir des valeurs moyennes ¢, de la variable c.
ii) Détermination de Hj, , par interpolation des f(c)) sur la facette (i+1/2) des f(c).

L'intérét de cette restriction provient du fait que dans la pratique, l'expression
du flux fait intervenir des grandeurs que 1'on connait uniquement par leurs valeurs
moyennes sur les mailles. Il semble donc plus judicieux dans ce cas d'utiliser cette
information pour calculer les flux sur chaque maille et de les interpoler ensuite a
I'interface. Bien entendu le flux numérique doit respecter les contraintes suivantes:

i) Le flux doit étre consistant, c'est & dire H(c,cc,....,c, c)=f(c)
ii) Le flux doit étre relativement simple a calculer

[11.2) Classe de schémas linéaires 3 cing points décentrés vers I'amont
Dans cette partie, on étudie la classe de schémas définie comme suit:
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of; ., +Bf + ¥, si Aiyqpp 20

@)

H...=
i+1/2 .
af +Bf . + ¥ sinon

at
A

A .
Ol Ajyyyp = F(Ci0yp2) , appelé nombre de courant, Ax pris constant et o3,y € IR.

Pour cette classe de schémas, I'écriture du flux sur les facettes (figure 2) résulte donc
d'une interpolation sur trois points décentrés vers I'amont:

f'(c)

—
——4- (- - i {0 4

i-1 i i+1/2 i+1

f'(o)

4.—
0 ‘

i i+1/2 i+1 i+2

Figure 2: Calcul du flux numérique

Le flux numérique ainsi définit est linéaire, donc continu. La propriété de la
consistance impose la condition: o+B+y=1
Soit alors:

i+2 = ®

af, +Bf,, +(1-a-P)f,, sinon

Nous donnons quelques exemples des schémas classiques appartenant a cette classe.

Type du schéma
0 1 Schéma Upwind ou Donor cell (cellule donneuse)
premier ordre en temps.
1/4 1 Schéma Fromm [Van Leer(1)]
premier ordre en temps
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3/8 3/4 |Schéma Quick [Leonard]

0 3/2 | Schéma Second Upwind
premier ordre en temps
1/2 1/2  |Schéma centré [schéma de Lax-Wendroff]

remier ordre en temps

Tableau 1: Les schémas classiques & partir des schémas linéaires a cinq points

II1.2.1) Précision des schémas d cing points

Dans cette partie, nous étudions I'ordre d'approximation (I'ordre de troncature)
en espace d'un schéma quelconque appartenant a cette classe. Pour cela on pose:.

Hi,ip-Hinp  of

= 9
X Ax axi ( )
Pour un nombre de courant Ay, 20, 0on a:
Hi+1/2 "Hi_]/z =04 +(B—a)fi +(l —Q-ZB)f'_] -(1—a—B)fi_2 (10)
Calculons le développement en série de Taylor:
) (k[ f) (kax (3 )
fo =f +(kAx) — + Froerrenns (11
e = f (K avxl+ T E TR XY )
1 1
Une combinaison des relations (9) et (11) donne alors:
Ax 3%f Ax* 3f Ax® 3 .
Ty =———40+2B-3|+——=|7-6a~ ——|16a+ 143 - 15]+O(Ax 12
X2 axz[ o+2p 3]+ 6 odx [ o~ 66] + 24 ax4[ +14P +O ) (12)

Avec les valeurs de o et B données dans le tableau (1), on vérifie que le schéma
Upwind (ou Donor cell) est d'ordre 1 en espace et que le schéma de Lax-Wendroff, le
schéma second upwind et le schéma Quick sont d'ordre deux en espace. D'autre part
dans cette classe, il n'existe donc qu'un seul schéma d'ordre trois en espace définie
par (a=1/3 et =5/6).

I11.2.2) Stabilité des schémas a cing points

Dans le cas de la résolution d'une équation de convection linéaire a vitesse
constante u, il est possible d'effectuer une analyse de stabilité par la méthode de
Fourier.
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Si cette équation s'écrit par:

—+u—=0 (13)
Le schéma de discrétisation a cinq points pour u >0 s'exprime par:

M= —vloel +B-o ! +(1-a-2B) cl, —(1-0—P)cf,] (14)

At
Avec Vv=u—
AX

Pour une condition initiale de la forme:

¢! =& exp(ikx,) Avec: i2=-1

Le schéma numérique de la classe étudiée s'écrit alors:

cf =¢" exp(ikx;,) (15)

o1 " est donnée de fagon récurrente par:

& =[1-v(B-0)-voe™ -v(1-a-2B)e ™ +v(1-a~BleZM]e" (16)
ou encore:
M =glvme” Avec: 1=kAx (16.2)

g(v,1) est appelée coefficient d'amplification du schéma. Son module lg(v,n)i mesure
l'amortissement de l'amplitude d'un signal et son argument 6 mesure l'erreur de
phase.

- Si lg(v,n)| <1 ,le schéma amorti la solution: il est dissipatif.
-Si |gtv,m)
-Si |g(v,m|>1 , le schéma amplifie la solution: il est instable.
-Si Arg(g(vn)+Mnv#0 ,le schéma est dispersif.

=1 , le schéma conserve la valeur de la solution.

- Dans le cas du schéma upwind (=0, B=1), les erreurs d'amplitude et de phase sont
respectivement données par: '

,
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v(v=1)

E, =|gtvn)|-1= > 2 +0mh) (17.a)
E, =e+m5v(v—1)6(2v—1)n3 +0M°) (17.b)

- Dans le cas d'un schéma de la classe étudiée du second ordre en espace (40+2B-3=0)

E, s%nz +0m") (18.a)
E, sv[l’;-m-ﬂvf +0(m’) (18.b)

Sur des cas tests numériques, Lepeintre (1983) a constaté:
i) L'avance en phase du schéma second upwind
ii) Les conditions de stabilité tres restrictives sur le nombre de courant pour le
schéma du second ordre en espace tels que Quick et second upwind.

A titre d'exemple, ci-contre l'allure de l'erreur de phase E, et d'amplitude E,
calculées pour les trois schémas Upwind, Second Upwind et Quick pour v=0.1

Erreur de phase Erreur d’amplitude

- Upwiac
—@— Second Upwind
—=— Quick
T T
0 1 2
R,

Ea

Upwild .
—&— Sacond Ugpwind
—=--Quick

A |l

-
1 2 3
n

En fait, tous les schémas de la classe étudiée sont stables au sens de la norme L?, c'est

a dire:

(velce ). 3M20,vee R tels que: le ac aet ,nAt)ﬂL, slddme™  vnat<T (19)
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D'autre part, méme dans le cadre linéaire (et a fortiori non linéaire), il n'existe pas de
schémas appartenant a la classe étudiée qui conduit réellement & une bonne
représentation de la solution exacte. En effet:

i) Les schémas du premier ordre d'approximation spatiale (type upwind) sont trés
dissipatifs (I'amplitude du coefficient d'amplification est inférieur a l'unité), ceci
conduit & des solutions numériques trés étalées. Cependant un schéma comme
upwind a le mérite de vérifier le principe du maximum suivant:

VieZ, Vne IN

sup sup

Si ¢, <c’<c Alors cScl<c

ii) Les schémas du deuxiéme ordre d'approximation ne sont pas stables pour la
norme L™ et ils ne vérifient donc pas le principe du maximum. Les solutions
numériques obtenues avec ce type de schéma présentent des oscillations

dépassant les extrémas de la condition initiale lorsque celle-ci contient des
fréquences correspondantes a des nombres d'onde k tels que Ig(v,kAx){ > 1.

On voulait donc construire des schémas qui donnent des solutions approchées
vérifiant le principe de maximum et qui soit de plus d'ordre deux en approximation
spatiale presque partout, c'est a dire dans les intervalles ot la solution est réguliére.
Ceci fera 1'objet des paragraphes suivants.

I111.2.3) Analyse graphique du principe du maximum

Pour donner une illustration de ce principe, considérons l'équation de
transport advectif d'une concentration c a vitesse constante positive u.

a9 (20)

Dans ce cas f(c)=uc est le flux de la loi de conservation équivalente. Un schéma
conservatif pour résoudre cette équation s'écrit par:

‘ uAt
¢ =¢ —E[C?Hﬂ—c;‘-lﬂ] @1

Supposons que la solution ait la forme suivante a l'instant t,,.
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i-2 -1 i i+l
Figure 3 : allure de la solution a I'instant t,

Premiére Etape:

Elle consiste a évaluer le flux numérique aux points (i+1/2) et (i-1/2). Dans ce
cas bien précis, cela signifie qu'il faille donner une valeur a c,,, et a ¢i_y.
Dans le cas d'un schéma explicite linéaire & cinq points décentré vers 'amont, cg,,

peut s'exprimer par:

n n ] n

Chym —Cr
w2 75 S =G +p =i (22)
Ax/2 Ax Ax

Graphiquement, ceci revient & déterminer cf,,, & partir d'une droite issue de c; et
dont la pente est calculée comme une moyenne pondérée des pentes (c?, —c")/Ax et
(c} —cM,)/Ax (figure 4).

—

E-—-———v zone de second ordre

Second ordre centré

upwind second
upwind

' >

i-2 i-1 i i+1/2 i+l

-
>
I+ Fromm
2 3
et

Bigure 4: Détermination de c, .,

Deuxiéme Etape:
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Cette étape consiste a considérer 1'équation (21) comme I'équation d'une droite
détermimatrice.
Soit la droite A, passant par c,;, et ci\,,. 4; a pour pente (cf,,, —ci_;; )/Ax qui est
également la pente de la droite A,.
On construit donc la droite A, comme étant la parallele a la droite A, et passant par
n+l

¢'. Pour attribuer une valeur a ¢;*, il suffit donc de considérer celle-ci comme
ordonnée du point d'abscisse (iAx-uAt) situé sur la droite A, (figure. 3)

2 .1 i1/2 i iel/2 il

Figure 5: Limitation type CFL pour le schéma upwind (premier ordre en espace)

La figure (5) résume l'application de la deuxiéme étape de la construction au
schéma upwind du premier ordre en espace. Dans ce cas, la droite déterminatrice A,
est la droite passant par les points d'ordonnées c;; et ¢f'. La seule limitation est alors
la condition sur le nombre de courant (CFL, uAt<Ax) qui impose de ne pas aller
chercher une valeur ¢[*' au decd du point d'indice (i-1). Ainsi pour le schéma -
upwind le principe du maximum (pas d'augmentation de I'extremum, ici situé au point
d'indice (i-1)) sera vérifié puisque ce principe est intrinséque a la condition CFL sur le
nombre du courant.

La figure (6) schématise I'application de la deuxiéme étape de la construction
au schéma de second ordre en espace (Schéma centré). Pour ne pas augmenter la
valeur de I'extremum, il ne faut pas que la quantité uAt dépasse une certaine fraction
du pas d'espace Ax notée uAx(u<1) (figure 6). Ceci est donc équivalent a une

limitation de type CFL donnée par: V= u-i—; SM<1.
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J ' ; o Limibahon de ‘:\Aee CFL
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i-2 A an i e1/2 il

Vv

Figure 6: Limitation type CFL pour le schéma centré (second ordre en espace)

En considérant ces exemples extrémes de limitation de type CFL, nous
montrons que pour résoudre le probléme & nombre de courant v supérieur 2 I, il
faudra alors choisir un schéma qui autorise une condition CFL moins sévere (4 la
limite de schéma upwind). '

Enfin, cette interprétation graphique laisse penser que le nombre de courant
limite pour l'utilisation du schéma de second ordre (ou plutét la fraction limite du pas
d'espace uAx) dépendra d'un coefficient mesurant le rapport des pentes utilisées a

n+l

l'instant t, pour évaluer ™, par exemple le rapport r donné par:

n n
Chy —C; v
r=—il L (23.a)
€ —Cia

Ce coefficient est utilisé dans les classes de schémas dites "limiteur de pente” (ou
limiteur de flux).

D'une maniere analogue pour une loi de conservation non linéaire, il est possible
d'utiliser une construction géométrique basée sur le flux numérique écrit a I'instant t;
et au point x;. Dans ce cas le rapport considéré s'écrit sous la forme:

fi, — £

I O

~ ¢n n
fi"'i-l

(23.b)
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IV) LES SCHEMAS VTD (Variation Totale Diminuante)

Dans de nombreux domaines de calcul numérique, les variables décrivant
I'évolution du systéme considéré sont tenues de rester dans leur domaine de
définition. Ainsi par exemple la variable salinité dans un écoulement océanique doit
rester positive et de méme pour une concentration en sédiment. D'autre part quand
la résolution est faite a partir des modéles numériques, il ne faut retenir que les
solutions physiques, puisque certains schémas peuvent introduire des oscillations
(extremums locaux) d'origine purement numérique.

De point de vue mathématique, il serait intéressant d'avoir un schéma numérique
qui posséde une des propriétés suivantes:

i) La préservation de la monotonie (i.e. limage par ce schéma de toute solution
monotone est monotone), en d'autre terme aucune création d'extremums locaux n'est

possible.
ii) La monotonie du schéma (i.e. par exemple, si le schéma numérique s'exprime par :
! = G(CiLpy1 s+ Cisq) @vec G une fonction monotone de ses arguments. Alors le schéma

est dit monotone).

n+l
G

n
G

|

Une autre notion relativement récente introduite par Harten (1981) se situe

iii) La stabilité en norme L~ (EM >0,Vn20 Alors on a: sup. <Msup

iv) La vérification du principe du maximum.

entre les divers concepts de monotonie. C'est la notion de schéma a variation totale
diminuante connu par l'abréviation anglo-saxonne par TVD (Total Variation
Diminishing).

Un schéma sous forme conservative sera dit TVD s'il vérifiera:

i+1 W(Cn)

Vne IN,Vie Z TV(c“”)=§_‘,lc“+1 —c?”‘SZk{LI -c}|=
i i

Remargues:

Un schéma TV D préserve la monotonie. (Cette propriété assure |'absence d’oscillations
des approximations issues d 'un schéma TVD).
Un schéma monotone est TVD
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A partir de la classe des schémas linéaires a cing points étudiée
précédemment, on construira des schémas TVD d'ordre élevé (22). Cette
construction se décompose en trois étapes:

i) Ecriture réduite de I'anti-diffusion.

ii) Mise sous forme incrémentale du schéma.

iii) Ecriture des conditions suffisantes pour que le schéma soit TVD en utilisant un
théoréme énoncé par Harten.

La premiére étape de construction consiste & écrire le flux numérique Hy,y,

sous la forme suivante :
n n n
Hivi2 =8ivy2 +aiyp2 (24)
ou:

gi“ﬂ/z est le flux numérique d'un schéma du premier ordre d'approximation

spatiale. En pratiqué on utilise le flux du schéma upwind défini par:

At £, —f"
. £ si Mg =—a—20 ,
Bi+v2 = AX Cjyq =€y (25)

n‘ .
fi;1  sinon

aj.y2 est appelé flux d'anti-diffusion. C'est sur lui que l'on doit jouer pour

contrer la diffusion numérique attachée au flux g, afin d'atteindre un ordre

d'approximation supérieur en restant toutefois TVD.

Différents schémas ont été proposés qui reposent sur cette décomposition
(flux du premier ordre plus un terme de correction), on cite par exemple:
Schéma de Flux-Corrected-Transport (FCT) (Boris and Book 1973, Zalesak 1979).
Schéma de Flux limité (ou limiteur de pente) (Van Leer 1974, Roe et al., (1992), Osher
et al., 1984).

1V.1.1) Ecriture réduite de l'anti-diffusion

Une des décompositions possible du flux numérique Hi,y2 en une forme

similaire a l'expression (24) est:
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1+1/2 Bi. i+1/2

l+1/2 g1+1/2 ~c° c1+1 C?) (26)
1+1 i
On a alors:
Hiz =8y
aly =— e () (26.2)
Civ1—G

Il est donc intéressant de réécrire le flux d'anti-diffusion en fonction des parameétres
reliant le rapport des pentes 1}, (appelé aussi nombre réduit) et sa fonction ¢ appelée

le flux réduit. Ces parametres sont définis par:

[ fn fin
ﬁn— si }‘1 +1/2 2
i i~1
T2 = o (26.b)
:-l n si xi‘+1/2 <0
1:1+2 fH—l

Hin+]/2 _g?+l/2 _ HH-]/Z fn
fr_gn T fh g

e LS ) 250

Hivy2 = 8is12 _ Hivya - fin

si Ay 20

:oan
n n i {0 s1 7\’1-1-1/2 <0
i+2 7 Y+l i+2 7 i+l

Par une simple manipulation de calcul, on peut écrire:

n

1+1/2

o1 19)
O e AR 26.4)

Ax
12
agl Y riix/z

Le plan (r,9) est appelé plan réduit, dans ce plan les schémas linéaires a cinq points
étudiés précédemment peuvent se représenter par les droites:

o(r)=ar+b a,belR
En effet:

Pour Af,,,; 20, le flux numérique d'un schéma linéaire a cinq points s'écrit:
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Hilyz =ofiyy +BE +(1-a-B)E,

Dans ce cas on a aussi:

oty _elf =)ol

fin - fin—l fin - fin—l

Finalement, on obtient:

En utilisant les valeurs des coefficients o et § données dans le tableau (1), les
schémas classiques linéaires a cinq points peuvent étre représenter dans le plan
réduit par la figure (7).

!
(pf‘

2e ordre centré (@ =r/2 )

Quick (@ =3r/8 +1/8)
3e ordre (¢ =r/3 +1/6)

Fromm ( ¢ =r/4 +1/4)

1/2

second upwind ( ¢ =1/2)
upwind (¢ =0)

\

Figure 7: Représentation des schémas linéaires a 5 points dans le plan réduit

Remarque:

Le faisceau de droites issues du point A(1,1/2) représente les schémas linéaires & cing
points du deuxiéme ordre en approximation spatiale.

IV.1.2) Mise sous forme incrémentale

A partir de la forme réduite de I'anti-diffusion, il est possible d'exprimer des
conditions sur ¢ qui permettent la construction d'un schéma TVD. En premier lieu on
doit réécrire le schéma sous une forme incrémentale, c'est A dire:
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o =cf -CL 1/2( C?-l)*'D;lx/z(Cal ‘C?) (27)

Remarqgue:

L’écriture sous forme incrémentale est toujours possible, cependant le couple
(C" 42 ,Dw,,,) n'est pas unique.

A partir de la forme réduite de I'anti-diffusion, on aboutit & I'une des décompositions
incrémentales envisageables soit par exemple:

‘P( ri‘ll/z )

Citiz =X <P(ri‘l1/2)“T—"+l

Ti-1/2 lorsque Aj_y/, 20 et l?+1/2 20
D1+l/2 =0
Cilyp=0 ]
n n
‘0( 1+l/2) lorsque )"i+1/2 <QOet )\'i"l/z <0
?H/" = }\n+1/2 T+—F— ‘P(rin-l/z)

r1+1/2

Théoréme de Harten, (1933)
Une condition suffisante pour qu'un schéma mis sous forme
incrémentale soit TVD est que:

1220 Diy220 et Ciy,+Diy,<1 Vi
/ y /

Remarques:
Les deux premieéres conditions traduisent une condition de CFL
La troisiéme condition mesure la diffusion numérique du schéma: Q7,,,, =Clly, + Diiypr

En effet:
L'écriture incrémentale du schéma donne:

il = = (1 ~Clap - D?n/z)( =i )+ ClLypalcf C?-1)+D?+3/2(c?+2—c?“)

On a alors:

n+l n+1

n n n n n n n n n
IC1+1 Y I (1 ~Clhyz- Di+l/2)lci+1—ci|+Ci-l/2|Ci _ci-1I+Di+3/2'ci+2"ci+1|
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Si I'on désigne par Nx le nombre total de noeuds constituant le maillage, les
hypothéses du théoréme et une sommation sur I'indice i permettent d'écrire:

Nx~1 Nx=1

n+t _ n+1
z Cit l< Z(l C1+1/2 l+1/2 |C1+1 I+ ZCI—I/ZIC Ci- 1l+ ZDA+3/2lC1+2 C1+l|

i=0 i=0

Apres deux changements d'indice pour les deux derniers termes (annexe 4.1), on
aboutit a:

Nx-1 Nx=~1 Nx-1 Nx=1
{ .n+1 n+l n n n n n n n n n n
Z}C:‘?I l-<- Z (1—Ci+l/2 —Di+1/2)|ci+l =G "*' zcm/zlcm -G l*‘ zDin/lem =G ](Rl)
j= i=0 i=0 i=0
Nx=1
Le terme de droite dans l'inégalité est donc égal a Z'c?ﬂ —c{‘l
i=0
Nx-1 Nx~1
D'ou 2 nel_ M| < EJCx+1 ~c?| ce qui montre que le schéma est TVD g
i=0 i=0

Remargue:

Si en plus des deux premiéres conditions du théoréme on a:
!c'“'l lc" _ [i.e. suplc;'“
~ i

Cette propriété assure la L™ stabilité d'un schéma TVD.

<

Cily2+Diy2 <1 (R2). Alors

< sup{c}'
i

|

En effet, aprés un simple développement, le schéma sous forme incrémentale peut
s'exprimer par:

n+1

¢ (1 C1-1/2 = D?+1/2) + C?—l/zc?-l + D?+1/2C1n+1

Les deux premilres conditions du théoréme ci-dessus et la condition (R2)
impliquent:

Jer 1| <leml(1-CRyyn =Dl )+ CRyaleta |+ DRayaletial

En majorant Vi lc{‘l par [c" _, il vientalors

<"

,.(1 -Cily - D?+1/£) +C /zuc“ lL +DfY, 72 “c“ L = "c“"°° et par suite “c"+l ‘L < “c“ ‘L
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L'interpretation d'un schéma TVD se résume alors par:

dans les zones régulieres de la solution, c'est a dire lorsque le nombre réduit (r) reste
relativement proche de 'unité, il est possible d'utiliser un schéma d'ordre élevé
(Quick, Lax Wendroff) sans risque de création des oscillations parasites (perte de la
propriété TVD). D'autre part, lorsqu'on est au voisinage d'un extremum de la solution,
le nombre réduit devient alors négatif, dans ce cas de figure il est souhaitable
d'utiliser un schéma du premier ordre (upwind par exemple) afin d'éviter l'apparition
des instabilités numériques a ce voisinage.

De nombreux schémas, issus soit de la littérature sur les problémes hyperboliques,
soit de celle sur les problémes de transport, mais tous résultent d'une approche
commune de type " limiteur de pente". peuvent donc s'écrire aisément dans la
formulation réduite. On cite quelques exemples donnés par Sweby (1984)..

Schéma Forme réduite

1) Schéma de Roe (minmod) ¢(r)=max[0, min(1,r)]
TVD siv<1/3

2) Schéma de Roe corrigé (superbee) @(r)=max[0, min(1,2r), min(2,r)]
TVD siv<1/3

3) Schéma de Van Leer(1) o(r)=(r+|r)/(1 +|x)
TVD siv<1/3

4) Schéma de Van Leer(2) @(r)=max[0, min((1 +1)/2,2,2r)]

appelé aussi schéma MC (Monotone Centred)

5) Schéma de Chakravarthy-Oscher ¢@(r)=max[0, min(9,0r)] 0<o<1
TVD si v1/(¢+1)

6) Schéma de Sweby ¢(r)=max[0, min(1,¢r), min(p,r)] 0<o<1
TVD si v 1/(¢p+1)

Tableau 2 : Fonction du flux réduit pour divers schémas “limiteur de pente"

Pour une synthése plus compléte de ces schémas, on pourra consulter Sweby
(1984), Morton and Sweby (1987), Davies (1984), Leveque (1990) et plus récemment
Schultz-Rinne (1993) pour une discussion concernant les méthodes limiteurs de
pente et leurs cas d'extension. |

P
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Pour donner une idée sur les méthodes de type "limiteur de pente", nous
avons choisi d'étudier le schéma de Van Leer dans sa version de base qui est plus
simple a interpréter géométriquement.

V) SCHEMA DE Van Leer(1)

V.1) Description générale de la méthode

La méthode a été initialement développée pour les problemes de la
dynamique des gaz. Elle repose sur les mémes principes que la méthode de
Godunov a l'exception du choix de I'espace d'approximation des fonctions. En fait
pour le schéma de Van Leer(1), on utilise des fonctions affines discontinues par
maille et non plus des fonctions constantes par maille.

N

T
T

W

X X X
i-1 i-1/2 i i+1/2 i+l

Sur l'intervalle [Xi—l/z , Xm/z]r onpose c"(x)=cf +(x-x,)P
Ou P estla pente de la droite passant par le point d'ordonnée (xi 7).

L'obtention d'un schéma limiteur de pente se fait généralement en trois étapes:
Etape 1

On résout I'équation de la loi de conservation considérée par un schéma
classique du premier ou second ordre(upwind, Lax-Wendroff, Leap-frog,etc.).

Soit a résoudre par exemple 1'équation:
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oc df(c)
—+ =0
at  dx (28)

o(x,0)=c"(x)
et soit c(x,t,) la solution & I'instant t,=nAt.

Etape 2:
On projette la solution de I'étape (1) sur un espace de fonctions discontinues
et affines par morceau.

Etape 3:
On corrige les pentes obtenues sur chaque maille de maniére a empécher
toutes oscillations parasites (cette étape permet l'obtention de c™*! tout en

assurant la monotonie du schéma).

Pour une illustration plus claire des ces étapes, nous résolvons I'équation de
transport monodimensionnel par le schéma de Van Leer(1)

Soit & résoudre:

[oc  a(uc)

Ry =0 x e [0,1]

c(x,0)=0 (29)
c0,t)=a , c(1,t)=b avec a,be IR *

Pour cette résolution on considere le maillage spatiale suivant:

A x

Y
4

:
4
:

Si l'on intégre I'équation (29) en temps et en espace, on aura:

ac jja(uc)
“‘atdtdx+ E dtdx=0

At Ax At Ax

Pour une maille de centre P, les deux intégrales sont approchées par:
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J‘J-%dt dx EAX[C“+1 —c“]

At Ax

J‘Ja(;:) dt dx = At{(uc)? - (ud)? ]

At Ax

L'idée du schéma de Van Leer(1) est la méme que celle du schéma upwind
traditionnel. Pour ce dernier, on approche c; par une valeur prise en amont de ¢ si
u, est positive ou par une valeur prise en aval si u,; est négative. La différence avec

le schéma de Van Leer(1) se situe au niveau du choix de ces valeurs (en amont ou en
aval). Van Leer prend pour valeur en amont, la valeur notée c]- et pour valeur en

aval, la valeur notée c_., alors que dans le schéma upwind on prend généralement

cp pour valeur amont et ¢cg pour valeur aval.
C'est précisément pour approcher les valeurs c_- et cJ. que I'on fait intervenir les

pentes et leurs limiteurs. L'introduction de I'espace des fonctions affines par morceau
comme espace de projection des solutions permet d'évaluer ces valeurs par les
relations suivantes:

n _.n n n _.,.n _ n
Cor =Cg —(Xg =% )P C o+ =Cp —(Xp=x)Pp
n n n n n n

Il reste maintenant a calculer les pentes Py, Py ,Pg a l'aide de la derniére étape de la

méthode de Van Leer(1): l'estimation et la limitation des flux.

En premiere estimation les pentes Py,P;,Pg sont approchées par les différences
~centrées non limitées, par exemple pour Py on a:

Cg —Cy
2Ax
Et finalement la limitation se fait conformément a la procédure suivante:

Po =

pr - sign(ﬁ,?).Min{Iﬂ?l; i‘cg —c‘,},,l; g—;lcg —cgl} si sign(c? —cp) =sign(ch -y ) =sign(BF)

0 si non

Les pentes Py, P; s'obtiennent de la méme maniere.
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Remarqgues:

Le coefficient v a été introduit pour favoriser des termes plutdt que d'autres dans le
calcul du minimum.

On constatera (Tests numeériques), que certaines de ces valeurs évitent d’obtenir des
oscillations parasites (overshoot, undershoot).

La valeur de vy la plus fréquemment utilisée est 2 ou 1.(par raison de la stabilité de la

méthode).

Si I'on n'accomplit pas la procédure de la limitation des pentes , le schéma est du
deuxiéme ordre en espace, mais la propriété TVD ne sera pas assurée. Des tests
numériques montrent effectivement le développement des oscillations aux
voisinages des chocs (discontinuités).

V.2) Interprétation de Py

Si B ; (e —ch) ; (ch-ch) sont de méme signe, P! est une approximation du
. dc . . .
gradient 5% point x; et a l'instant t =nAt. Si non, cj est un extremum local de ¢" et
X

on choisit P =0, de maniere & ne pas accentuer ce caractere extrémal origine des

instabilités. De ce fait on empéche l'apparition d'oscillations parasites.
Géométriquement la valeur P; correspond a la valeur la plus faible des trois pentes
situées autour du point x, comme le montre la figure (8), c'est a dire:

P? =Min{tgo, tgB,tgb}

N

A4

L
X
i1 P . i+l

Figure 8: Interprétation géométrique de la pente P"*!
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En annexe (4.2), nous donnons quelques éléments concernant la consistance,
stabilité et la convergence de la méthode de Van Leer(1) ci-dessus présentée.

L'extension de la méthode de Van Leer(1) a plusieurs dimensions ne pose
aucun probléme particulier (Pfertzel, 1987; Dulac, 1989). Cependant, si I'on désire
obtenir une précision d'ordre deux en temps et en espace en utilisant la fonction du
flux donnée par la méthode de Lax-Wendroff, nous nous verrons confronter a des
termes supplémentaires faisant intervenir des termes croisés (dérivées partielles
mixtes). En effet, supposons qu'on veut résoudre l'équation de transport
bidimensionnel suivante:

d d
E+ b v E oo u,v constants 30)
ot  dx 9y

La méthode de Lax-Wendroff, consiste & développer en série de Taylor le terme c['*',
c'est a dire:

2( .2
ac At 9%
c“” =c;+A —Jﬁ + I +0(At?)
iLj L

ot 2 (at?

i

Pour obtenir une méthode de second ordre et de deux niveaux en temps, il faut
2

a°¢c
éliminer le terme 32 Or si I'on dérive par rapport au temps I'équation (30), on aura:

e, % P a2
2 2 Ay I
%t 9%x My 3y

(30.a)

D'otr I'apparition du terme croisé qui ne facilite pas la généralisation de ce type de
méthode en plusieurs dimensions (Leveque 1996).

VI) TESTS NUMERIQUES

Pour tester les performances des schémas retenues dans cette étude (schémas
upwind, Lax- Wendroff et les quatres premiers schémas du tableau 2) et afin de nous
rendre compte des difficultés rencontrées lors de leur application, nous avons
effectué une série d'essais numériques sur I'équation de transport purement convectif
mono et bidimensionnelle'd vitesse constante ou variable. Les résultats obtenus
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seront comparés soit a des solutions analytiques, soit & des résultats existants dans la
littérature.

Afin d'avoir un ordre de grandeur numérique des propriétés des solutions
approchées concernant I'équation de transport, des mesures permettant d'évaluer des
caractéristiques telles que: la précision, I'amortissement et la positivité ont été

effectuées:
- Pour la précision, on donne: "ce,(m,e —Chum |L et "cemCte —cmmn"1
- Pour la positivité, on donne: Crin = min(c{‘”)
i
- Pour I'amortissement, on donne: |l - rmml
Avec:
J‘cemddQ
Tpass = ou Q est le domaine de calcul
CrumdQ
Q

En ce qui concerne le calcul de flux numérique, nous utilisons:

i) La méthode de Van Leer telle qu'elle est exposée au paragraphe (V). Clest a dire:
on considere le flux numérique donné par le schéma upwind (premier ordre en
espace) que I'on corrige avec un terme faisant intervenir les pentes de la solution a
la maille considérée. Cette méthode sera comparée avec le schéma upwind et le
schéma de Lax-Wendroff pour différents nombres de courant.

ii) La forme du flux numérique proposée par Leveque (1996) dont nous donnons le
résumé:

Pour un écoulement incompressible, la loi de conservation (1) discrétisée sous
sa forme conservative s'exprime par:

1

At . .
™ =c? —E[F(c“ ;i+1)-F(c" ;1)]

Ot F(cv;i) est une approximation du flux moyen basé sur la donnée c;'.
Avec ces notations et dans le cas ou f(c)=uc, la méthode upwind (premier ordre en
espace) a pour flux numérique la fonction F*P donnée par:
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uc;_; siu>0

F“P(C;i)={

uc; siu<0

De méme le flux numérique de la méthode de Lax-Wondroff (second ordre en espace)
s'exprime par la fonction F" donnée par:

ﬁ'uz(ci "Ci—l) :

1
FW () ==ulc_, +c;)-
( 1) 2 ( i-1 l) ZAX

Remarque:

Le flux numérique du schéma de Lax- Wendroff peut s’écrire comme le flux numérique
du schéma upwind plus un terme correctif, c’est a dire:

o 1 At
F*"(i)=F "’(C;l)+5|u|(1~;|ul}ci -Ci-z)

Pour aboutir a une fonction de flux limitée, Leveque a introduit le limiteur ¢
tel que:

F(c;i) = F"P(c;i) + lh-ll(l —ﬁlulkci - Ci—1)¢(ri) (3D)
2 Ax

Ot ¢ est I'une des quatres premieres fonctions réduites données dans le tableau 1.

Remarques:

Si $=0, I'expression (30) se réduit exactement au flux numérique upwind F**.
Si =1, I'expression (30) se réduit exactement au flux numérique de Lax-Wendroff E*".

Essai 1:
L'équation de la convection pure monodimensionnelle:

—+u—-= xe [0,1]
X

c(x,0)=c,(x)
a) la fonction ¢, est de forme rectangulaire.
b) la fonction ¢; est de forme triangulaire.
¢) la fonction ¢, est de forme gaussiénne.

Cette équation admet une solution exacte donnée par: c(x,t)=cy(x-ut).
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Essai 2:
Cet essai résout la convection pure bidimensionnelle d'un spot carré de
concentration: dans un champ de vitesse oblique et constant:

—+u—+v—=0 x,y€ [0,1]

c(x,y,0)=cy(x,y)
Avec un champ de vitesse oblique et constant donné par:

u(x,y,t):v(x,y,t)=0.5

et une condition initiale de la forme:
1 si 0<x<025 et 0<y<0.25
Colx,y)= 0

si non

La solution exacte de cette équation est donnée par: c(x,y,t)=c,(x-ut, y-vt).

Essai 3:
Connu sous le nom de "Molenkamp test", cet essai résout 1'équation en deux
dimensions de la convection pure dans un champ de vitesses en rotation:

adc  dc  dc
at+uax+vay—0 x,ye[O,l]
c(x,y 0)=cy(x,y)

Avec un champ de vitesse variable donné par:

u(x,y)=-0y
v(X,y)=wx
w=2%

et une condition initiale donnée par la distribution gaussienne de la forme:

1
(0=, P=001" |, r= [X+ET+y2

La solution exacte de cette équation est donnée par (Vreugdenhil, 1993):

clx,y,t) = 0.01% , = J(x +%cos(mt)J2 +(y +-;-sin((ut)J2
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Essai 4:

Avant d'insérer le schéma limiteur de pente dans le modele de la circulation
océanique pour le traitement des termes convectifs des équations scalaires
telles que la salinité, la température, I'énergie cinétique et la concentration en
sédiment et pour montrer 'effet de la diffusion numérique introduite par le
schéma upwind actuellement utilisé pour la résolution de ces variables, nous
avons tester ce nouveau schéma dans le cas d'un bassin semi-fermé de
profondeur constante h, et forcé par une onde de marée (figure 9), en
considérant I'équation d'onde bidimensionnelle auquelle on lui adjoint une
équation de contaminant (salinité par exemple). Ainsi le modeéle simplifié

s'écrit:

m [(ou av ERLr" 35 3
—4th—+— =0 —+u—+V—
ot ax oy _a_‘£+ an ot odx ady

at By

Au repos ona n=u=v=0

A
N= sin@® t)

S=S 0 B

B L i el el e i i e i e s
P

N

I

YRR

U A e et e s i gl iz

Y i e e iz e L e L e iz it e e e 23

N

Y

e e A A A e e e i i i

Figure 9: Domaines de la propagation de I'onde de marée
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10

Figure 10: Coupe A <y <B de la Condition initiale de la salinité

VII) INTERPRETATION DES RESULTATS DES TESTS NUMERIQUES
VI1.1) Schéma 1-D d'ordre(1,2)

a) Condition Initiale (Distribution Rectangulaire)

a.l mbr ran =0.2

Au vue du tableau (11.1) et figure (11.1), on soulignera tout d'abord Ia parfaite
=1.0).
Pour v=1, le schéma de Van Leer(1) préserve bien le maximum, on notera tout de

conservativité de 'ensemble des schémas (r
méme l'apparition des valeurs négatives relativement faibles au voisinage des
discontinuités (fig. 11.1), on peut considérer que la faible valeur du nombre de
courant (Cr=0.2) permet au schéma de Van Leer(1) de posséder la propriété TVD. Par
contre pour y=2, ces valeurs négatives s'accentuent aux points de discontinuité, de
plus le maximum n'est plus préservé (tableau 11.2). Cependant, on observera une
diffusion numérique moins importante que dans le cas y=1 (fig.11.2).

On sait que, le schéma upwind ne fait jamais apparaitre des oscillations parasites
tant que le critere de stabilité est respecté (ie. Cr<1). Vue la discrétisation de
I'équation par ce schéma, le caractere diffusif sera toujours présent (fig. 11.1 et 11.2).

Pour le schéma de Lax-Wendroff, si I'on examine la discrétisation du flux, on
remarquera que ce schéma se décompose d'une approximation centrée de la dérivée

partielle premiere plus un‘terme de correction diffusif qui dépend du nombre de
courant Cr.
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Pour un nombre de courant inférieur a l'unité, la diffusion est dominée par la
convection et on retrouve les instabilités numériques introduites par un schéma
centré et notamment dans ce cas de figure (présence de discontinuités) (fig. 11.1 et
11.2).

Dans Collela (1993), on trouve une étude détaillée sur les principaux paramétres
responsables de I'apparition des oscillations autour d'un point de discontinuité.

a.2) nombre de courant (Cr=0.75)

La conservativité des schémas et plus ou moins vérifiée (tableau 11.3). La
solution donnée par le schéma de Van Leer(1) dans le cas y=1 présente des
oscillations parasites autour des points de discontinuité (fig. 11.3). Cette constatation
ne fait que vérifier le résultat théorique puisque pour cette valeur de nombre de
courant, on est au dessus de la condition CFL (Cr < 0.66) garantissant la propriété
TVD du schéma. Dans le cas ot y=2 la condition CFL qui assure la stabilité du
schéma devient Cr < 0.5 par conséquent et avec le nombre de courant considéré on
s'éloigne d'avantage de la condition CFL, ceci ne peut qu'amplifier les oscillations
aux points critiques (fig. 11.4).

En ce qui concerne le schéma de Lax-Wendroff, on observera une diminution du
maximum de la solution et une augmentation de la valeur minimale (négative). En
effet avec le nombre de courant considéré, I'aspect dominant de la convection a été
réduit par 'augmentation du terme diffusif correcteur (fig. 11.4 et tableau 11.4).

Pour le schéma upwind, on observera un étalement plus important de la solution
numérique et un écartement du maximum de la solution analytique. En fait, ceci est
dd a la décroissance exponentielle introduite par la diffusion numérique.

ndition Initiale (Distribution Triangulaire

Dans ce cas test, on observera dans les deux cas (Cr=0.2 et Cr=0.75) une nette
amélioration de la réponse du schéma de Lax-Wendroff concernant les oscillations
numériques au voisinage des points ol la solution est non dérivable, ceci est sans
doute est dt a la présence d'un gradient moins "brutal" que dans la cas précédent.
On soulignera aussi la différence de phase introduite par le schéma dans la solution
numérique (décalage des maximums).

Pour le schéma de Van Leerl(l), on remarque dans le cas Cr=0.2:
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i) Une parfaite conservativité du schéma.

ii) Pour =1, le schéma a tendance d'étre TVD, mais plus diffusif que dans le cas
¥=2 (fig. 11.5 et 11.6).

iii) Pour y=1, 'amortissement de la solution numérique est plus important que
dans le cas y=2.

iv) Pour les deux valeurs de v, le schéma de Van Leer(1) a tendance a étre

"overcompressif” (i.e. le maximum de la solution est réalisé pour un ensemble de points

x; et non en un point unique) (fig. 11.5 et 11.6).

Pour un nombre de courant Cr=0.75, on notera la non conservativité (tableaux 11.7 et
11.8) de l'ensemble des trois schémas et la génération des oscillations numériques
par le schéma de Van Leer(1) le long du support de la solution. Ces oscillations
s'amplifient pour y=2 (fig.11.7 et 11.8).

ndition Initi Distribution ienn

Dans ce cas de figure, on rappelle que la distribution initiale est une fonction
assez réguliére (C™), on observera pour le nombre de courant Cr=0.2:

i) La parfaite conservativité des trois schémas (tableaux 11.9 et 11.10).

ii) Comme dans le cas de la distribution triangulaire et pour les deux valeurs de v, le
schéma de Van Leer(1) est "overcompressif", on verra plus loin que cette tendance
est due principalement 2 la discrétisation au premier ordre en temps. On
constatera aussi que la propriété TVD du schéma de Van Leer(1) a été conservée
(fig. 11.9 et 11.10).

iii) Le schéma de Lax-Wendroff ne présente aucune oscillation, ceci est
probablement d a la parfaite régularité de la condition initiale sur l'intervalle
[0, 1]. Cette condition est nécessaire pour la validité du développement en série
de Taylor sur lequel est basé le schéma. Par contre les oscillations parasites sont
toujours présentes, mais par "faibles" valeurs (tableau 11.9).

Pour le nombre de courant Cr=0.75, on obtient les mémes résultats numériques que

dans le cas ou la condition initiale est une distribution triangulaire (fig. 11.11 et
11.12) et (tableaux 11.11 et 11.12).

VI11.2) Schéma 1-D d'ordre(2.2)
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Dans cette partie le flux numérique a été calculé a partir d'un schéma de
second ordre en espace et en temps (schéma de Lax-Wendroff) rendu TVD par
I'introduction d'un limiteur de pente.

Les schémas utilisés pour ces tests sont les suivants:
Deux schémas classiques:

1) Upwind

2) Lax-Wendroff

et quatre schémas basés sur le flux numérique donné par la méthode de Lax-
Wendroff et limité par (Leveque 1996):

3) Limiteur Minmod (Roe 1)

4) Limiteur Superbee (Roe 2)

5) Limiteur Van Leer(2)

6) Limiteur Centrée Monotone (C.M.)

Les deux premiers schémas ont été présentés dans la premiere série de tests
(paragraphe VIIL.1), nous préférons les présenter a nouveau dans ce paragraphe pour
montrer les améliorations apportées par l'introduction des limiteurs de pente en ce
qui concerne:

i) la réduction de la diffusion numérique.
ii) la suppression des oscillations parasites.

En ce qui concerne les schémas upwind et Lax-Wendroff et pour le nombre de
courant Cr=0.2, on retrouve les mémes résultats décrits dans le paragraphe précédent
(VIL1).

Dans tous les cas de figure aucune génération des extremums locaux n'est observée
pour l'ensemble des distributions initiales (rectangulaire, triangulaire et gaussiénne). Au
vu des tableaux 11.13, 11.15 et 11.17 et a l'exception de la condition initiale
rectangulaire, on signalera la parfaite conservativité des quatres schémas limiteur de
pente et particuliérement le bon comportement des limiteurs Superbee et C.M. pour
I'ensemble des ces cas tests. Il est & noter aussi que ces schémas diminuent
considérablement la diffusion numérique introduite par la discrétisation spatiale
(fig. 11.13.b, 11.13.c; fig. 11.15.b, 11.15.c et fig. 11.17.b, 11.17.¢).

Excepté le cas de la distribution rectangulaire, aucun schéma n'a produit le
maximum de la solution analytique (introduction de l'amortissement) (tableaux 11.15,
11:17).
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Pour le nombre de courant Cr=0.75, les schémas limiteurs de pente perdent la
propriété de conservativité, par contre ils conservent le caractére TVD (suppression
des extremums locaux) (fig. 11.14.a, 11.14.b ; fig. 11.16.a, 11.16.b et fig. 11.18.a,
11.18.b).

Comme dans le cas Cr=0.2 et mis a part la distribution rectangulaire, aucun des
schémas ne conservent le maximum (tableaux 11.16 et 11.18).

VIL3) Schéma 2-D

Comme dans le cas monodimensionnel, nous commentons les réponses des
schémas numériques utilisés pour simuler la convection oblique d'un spot carré de
concentration (essai 2) et la convection d'une distribution gaussiénne en rotation
(essai 3, Test de Molenkamp).

a) Condition Initiale (Distribution Carré

Afin de rendre compte des difficultés liées a la construction d'un schéma
multidimensionnel a partir d'un schéma de base monodimensionnel, nous
présentons pour différents nombres de courant, les résultats numériques d'une
équation bidimensionelle (essai 2) discrétisée en mode découplé (mode splitting) pour
I'ensemble des schémas étudiés sauf pour le schéma Upwind qui par sa construction
se discrétise totalement en bidimensionnel.

a.1) nombre de courant (Crx=Cry=0.50)

Au vue du tableau (12-A), on signalera tout d'abord une relative
mass=1.0) et la vérification du principe du
maximum par les schémas Superbee, C.M. et Van Leer(2). On notera également

conservativité de I'ensemble des schémas (r

I'absence de toutes oscillations parasites (i.e. préservation de la propriété TVD), excepté
pour les schémas Upwind et Lax-Wendroff (fig. 12-1.a et 12-1.b). Pour les autres
schémas "limiteur de pente”, on observera une diffusion numérique moins
importante que celle introduite par le schéma Upwind et notamment pour le
limiteur "Superbee" (fig. 12-1.d) qui donne aussi les meilleurs résultats de
convergence en L! et L2 (tableau 12-A).

Nous signalons que l'apparition des "faibles” valeurs négatives pour le schéma

Upwind est dd aux nombres des courants (Crx et (Cry) qui sont exactement 2 la
limite de la condition CFL (Crx+Cry<1)
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a.2) nombre rant (Crx=Cry=

Le tableau (12-B) montre une accentuation des instabilités numériques de la
part du schéma Upwind (fig. 12-2.a), ceci est sans doute dd au violation de la
condition CFL puisque dans ce cas de figure, on a Crx+Cry > 1. Cependant, nous
remarquons un gain de précision (tableau 12-B)et une réduction de la diffusion
numérique (fig. 12-2.c, 12-2.d, 12-2.e et 12-2.f) de la part des autres schémas. En effet,
la discrétisation de l'équation de l'essai (2) par le schéma Upwind impose la

= Aty),

condition de stabilité (Crx+Cry<1), c'est a dire dans notre cas (At<

Ax
"~ ful+
alors que pour le mode splitting avec lequel ont été discrétisées les schémas "limiteur

de pente" impose la condition CFL monodimensionnel suivant chaque direction
(Crx<1 et Cry<1) ce qui se traduit dans notre cas par:

AX Ax
AtL— et At —
[ul vl
ou encore At<M (Ax Ax) At > At
ncore: <Max(—,—)=
ful " vl L
a.3) nombr urant (Crx=Cry=

Dans ce cas de figure, le maximum des solutions numériques fournies par
'ensemble des schémas excepté, le schéma Upwind, atteint parfaitement le
maximum de la solution analytique (tableau 12-C). On notera que la propriété TVD
est respectée par tous les schémas sauf le schéma Upwind (fig. 12-3.a). Les schémas
“limiteur de pente" introduisent une diffusion numérique moins importante que
dans les cas précédents d'une part (fig. 12-3.c, 12-3.d, 12-3.e et 12-3.f) et ils ont le
méme comportement vis 2 vis la convergence en L!, L2 et L™ d'autre part.

Finalement, on signalera que pour ces nombres de courant le schéma de Lax-
Wendroff fournie la solution exacte (fig. 12-3.b).

a.4) nombre de courant (Crx=Cry=1.05)

Les résultats de ce cas de figure ne sont pas inattendus (tableau 12-D)
puisque, pour I'ensemble des schémas, ces nombres de courant violent la condition
CFL assurant la stabilité et par conséquent la propriété TVD (théoréme de Harten).

Le tableau (12-D) et la figure (12-4.a) montrent que le schéma de Lax-Wendroff
amplifie d'avantage le maximum et augmente les valeurs négatives parasites. Les
figures (12-4.b, 12-4.c, 12-4.d et 12-4.e) montrent que les schémas "limiteur de pente"
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ont un comportement semblable pour des nombres de courant violant la condition
CFL.

b) Condition Initiale (Distribution Gaussiénne)

Dans ce cas test, nous résolvons I'équation de transport en deux dimensions a
vitesse variable (essai 3) par une discrétisation totalement bidimensionnelle. Les
fonctions de flux correspondants aux termes croisés seront approchés par la méthode
de Lax-Wendroff.

Pour cet essai, nous commentons les résultats obtenus pour trois nombres de courant
(Crx=Cry=0.314, Crx=Cry=0.628 et, Crx=Cry=0.691)

b.1) nombre de courant (Crx=Cry=0.314)

Pour I'ensemble des schémas, on notera, ni apparition de valeurs négatives, ni
génération des extremums locaux (tableau 13-A), le nombre de courant
Crx=Crv=0.314 permet donc aux schémas de préserver la monotonie, par conséquent
la propriété TVD.

Le schéma Upwind fait apparaitre un dédoublement d'isolignes au voisinage de la
limite gauche du domaine (fig. 13-1.al1). Ce phénomene est sans doute da a la forte
diffusion numérique introduite par ce type de schéma qui se traduit par un
étalement de la courbe en espace (fig. 13-1.a2).

Dans la catégorie des schémas "limiteur de pente”, on notera la faiblesse de la
conservation du maximum de la part du limiteur Minmod (tableau 13-A, fig. 13-
1.c2). On retrouve également le caractere "overcompressif'(aplatissement du
maximum) du limiteur Superbee (fig. 13-1.d2) déja mentionné dans les tests
unidimensionnels. On signalera les meilleurs performances du schéma de Lax-
Wendroff et notamment en convergence L™ (tableau 13-A). Ce constat n'est pas
inattendu, puisqu'il s'agit ici d'une condition initiale de classe C* (i.e. distribution

gaussiénne).
Dans la classe des schémas "limiteur de pente”, le limiteur Superbee fournit les

meilleurs résultats concernant la conservation du maximum et de la masse (tableau
13-A, fig. 13-1.d2) ainsi que la convergence en L! et L2
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Finalement, nous signalons que pour ce nombre de courant, les limiteurs Van Leer(2)
et C.M. sont similaires du piont de vue de la conservation de la masse et de la
convergence en L!, L2 et L™ (tableau 13-A).

b.2) nombre de courant (Crx=Cry=0.628)

Pour ce nombre de courant, on notera l'apparition des valeurs négatives
(tableau 13-B) observées pour le limiteur Minmod dans les zones de fortes vitesses
(fig. 13.a) qui se traduisent par des instabilités numériques (fig. 13-2.c1). En fait, pour
ce schéma le nombre de courant Crx=Cry=0.628 implique la violation de la condition
CFL, donc la perte de la propriété TVD.

En ce qui concerne, la conservation de la masse, on constatera le comportement
semblable de tous les schémas (tableau 13-B), sauf le schéma Upwind qui garde
toujours les caractéres diffusif et amortisseur de la solution numérique (fig. 13-2.al et
13-2.a2). Le limiteur Superbee est toujours "overcompressif " (fig. 13-2.d2).
Cependant, ce limiteur est toujours supérieur aux autres "limiteur de pente" vis a vis
de la conservation de la masse , du maximum et de la convergence en L!, L? et L™
(tableau 13-B).

Enfin, nous signalons le bon comportement du schéma de Lax-Wendroff
(tableau 13-B, fig. 13-2.b1 et fig. 13-2.b2) en comparaison avec la solution analytique
(fig. 13.b et fig. 13.0).

b.3) nombre de courant (Crx=Cry=0.691)

Dans ce cas de figure, les schémas "limiteur de pente" et Upwind deviennent
‘instables (tableau 13-C). Cependant cette instabilité n'affecte vpas le spot de
concentration C. En effet, ce spot parcourt un quart de cercle dans une zone de faible
vitesse (fig. 13.a) dont le nombre de courant calculé a partir des vitesses locales reste
bien inférieur a la limite provoquant la perte de la propriété TVD. Par contre, le
nombre de courant calculé a partir de la vitesse maximale (réalisée au point de
coordonnée x=y=1) devient supérieur a cette limite. Ceci explique l'apparition des
instabilités dans la partie supérieure a droite du domaine du calcul (fig. 13-3.al, fig.
13-3.c1, fig. 13-3.d1, fig. 13-3.el, et fig. 13-3.f1)

Finalement, nous signalons que dans la catégorie des schémas "limiteur de
pente”, le limiteur Superbe présente globalement les meilleurs performances.
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Cependant dans le cas d'une discrétisation bidimensionnel avec une condition
initiale de classe C™ (i.e. distribution gaussienne), le schéma de Lax-Wendroff nous
semble 1égérement supérieur méme pour des nombres de courant plus important (a
la limite de la condition CFL). Cette supériorité est d'autant plus confirmée lorsque le
facteur temps de calcul est pris en compte. Ainsi le schéma de Lax-Wendroff devient
plus avantageux que les autres schémas "limiteur de pente” présentés dans cette
étude.

VI11.4) Cas schématique 2-D

Dans la perspective de mettre en oeuvre I'une des schémas "limiteur de pente"
dans le modele tridimensionnel, nous avons réalisé un cas schématique calculant les
champs de vitesse a partir des équations de Saint-Venant linéarisées aux quelles on
adjoint une équation de transport scalaire (Salinité) purement convective (essai 4). Ce
cas test sera appliqué a deux domaines de géométrie différentes (fig. 9.1 et fig. 9.2).
A la frontiere ouverte, nous imposons une onde sinusoidale et condition initiale de
salinité donnée par la figure (10), c'est a dire:

56 S {10 si A<j<B et i=1
(1), 0 =5(i, ) = 35 si non

Nous rappelons que pour ce cas schématique, 1'équation de transport a été
discrétisée en bidimensionnel, c'est & dire, on aura des termes supplémentaires a
discrétiser (termes des dérivées partielles croisés) pour les schémas d'ordre deux en
espace et en temps (les schémas "limiteur de pente"” et le schéma de Lax-Wendroff).

Pour ne pas alourdir la présentation, nous commentons les résultats de la simulation
uniquement pour I'heure de la pleine mer a la frontiére ouverte.

a.1) Géométrie 1

Cette géométrie génére a l'ouverture du domaine une vitesse de "forte"
intensité et également une composante verticale (v) au voisinage de la frontiére
ouverte (fig. 14.b).

Au vu du tableau (14), nous signalons le bon comportement de I'ensemble des
schémas vis a vis la préservation de la monotonie, excepté le schéma de Lax-
Wendroff. Plus clair sur les figures (fig. 14-a2 et fig. 14-c2), le schéma Upwind et le
limiteur Minmod introduisent une diffusion plus importante que celle introduite par
les autres limiteurs (fig. 14-d2, fig. 14-e2 et fig. 14-f2). Quant au schéma de Lax-
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Wendroff, la figure (14-b2) montre que ce schéma introduit une diffusion numérique
plus faible que celle des limiteurs Minmod, Van Leer(2) et C.M. (fig. 14-c2, fig. 14-e2
et fig. 14-f2) et comparable a celle du limiteur Superbee (fig. 14-b2 et fig. 14-d2).
Cependant le tableau (14) montre également que ce schéma ne respecte pas le
principe du maximum et notamment dans les zones a "forte" vitesse (fig. 14-b1). En
effet la dynamique du front cOtier peut-étre considérée comme un probléme aux
conditions initiales discontinues (fig. 10), or nous avons vu aux paragraphes (VIL.2 et
VIL3) que dans ce cas, le schéma de Lax-Wendroff se comporte comme un schéma
dépourvu de la propriété TVD.

Concernant la conservation de la masse, le limiteur Supebee et le schéma de Lax-
Wendroff présentent les meilleurs performances a ce sujet (tableau 14).

a.2) Géométrie 2

Dans ce cas de figure (vitesses uniformes a l'ouverture du domaine), le schémas
"limiteurs de pente" et le schéma Upwind préservent la monotonie (tableau 15).
Contrairement au cas précedent, la diffusion numérique introduite par le limiteur
Minmod est moins importante que celle introduite par le schéma Upwind (fig. 15-a2
et fig. 15-c2). Le schéma de Lax-Wendroff conserve le maximum, cependant, on
observe la perte de la propriété TVD qui se traduit par la création d'un minimum
locale (tableau 15 et fig. 15-b2).

Finalement, nous observons une réduction de la diffusion numérique de la part de
tous les schémas "limiteur de pente" et plus particulierement, le limiteur Superbee
s'avére plus performant que les autres limiteurs (fig. 15-d2).

VIII) CONCLUSIONS

Les premiers tests ont consisté en une résolution numérique de la convection
pure monodimensionnelle pour différentes conditions initiales (distribution
rectangulaire, triangulaire et gaussiénne). Cette résolution a été accomplie par les
schémas classiques Upwind, Lax-Wendroff et un schéma limiteur de pente du
premier ordre en temps et quasi-second ordre en espace (schéma de Van Leer(1)). Ceci
a permis de conclure:

- Le schéma Upwind est toujours “fortement” diffusif, mais conserve la propriété
TVD tant que la condition CFL est respectée.
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- Le schéma de Lax-Wendroff fournit des solutions précises au second ordre quand
les conditions initiales sont suffisamment régulieres (distribution gaussiénne), par
contre quand celles-ci sont discontinues (distribution rectangulaire) ou de dérivée non
continue (distribution triangulaire), le schéma fournit des solutions catastrophiques en
ce qui concerne la propriété TVD. Ceci est di au concept méme de ce schéma qui est
basé sur le développement en série de Taylor qui suppose pour sa validité des
fonctions assez régulieres.

- Pour des "faibles" nombres de courant et quand la condition initiale est une
distribution discontinue, le schéma de Van Leer(1) permet de réduire la diffusion
numeérique, par contre pour des nombres de courant supérieur a 0.5, le schéma perd
sa principale caractéristique qui a motivée sa construction (la propriété TVD). La
difficulté de ce schéma réside dans le choix de couple des paramétres (y,A) donnant
la "meilleur” solution acceptable.

- Pour des nombres de courant inférieur a 0.5 et quand la condition initiale est une
distribution gaussiénne ou triangulaire, le schéma de Van Leer(1) devient
"overcompressif’, ce phénomene a été introduit par la discrétisation temporelle du
premier ordre. Ce probléme a été donc résolu par I'utilisation d'un schéma de second
ordre en temps (Lax-Wendroff) pour le calcul du flux numérique et un limiteur de
pente (Minmod, Superbee, Van Leer et C.M.) pour le terme de Il'anti-diffusion.
L'ensemble des nouveaux schémas construits a partir des "limiteur de pente" donne

de trés bons résultats tout en conservant la propriété TVD, méme pour des nombres
~ de courant bien supérieur a ceux imposés par la méthode de Van Leer(1).

En ce qui concerne les tests bidimensionnels, l'utilisation de la méthode de
Lax-Wendroff pour le calcul du flux numérique introduit des termes aux dérivées
- partielles mixtes, de ce fait les résultats obtenus en monodimensiohnel ne peuvent-
étre étendus en bidimensionnel sans tenir compte de ces termes.

Les tests numériques de l'essai (3) ont montré que la discrétisation en bidimensionnel
rend complexe la mise en oeuvre des méthodes (discrétisation des dérivées partielles
mixtes) d'une part, et impose une condition de CFL assurant la stabilité plus
restrictive qu'en monodimentionnel d'autre part et par conséquent coliteuse en
temps de calcul. Une alternative a ce probléme a été présentée a travers des tests
numériques de l'essai (2) qui utilise une discrétisation en mode splitting. Ce mode de
discrétisation est simple a mettre en oeuvre tout en conservant les mémes conditions
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CFL établies en monodimensionnel. En annexe (4.3), nous donnons quelques
opérateurs splitting fréquemment utilisés.

Nous concluons en signalant que les méthodes "limiteur de pente" ne
convergent pas uniformément (ne convergent pas en L”) d'une part et d'autre part
elles sont plus coGiteuse en temps de calcul comparées aux méthodes classiques
(Upwind, Lax-Wendroff). Pour ce dernier inconvénient, un traitement implicite en
temps peut-étre concluant. Nous soulignons également que le limiteur Superbee
s'avére plus efficace que les autres schémas pour réduire la diffusion numérique tout
en conservant les propriétés fondamentales que doit posséder un schéma numérique.
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CONCLUSIONS

Au cours de cette étude, nous avons élaboré un modele numérique tri-
dimensionnel de l'hydrodynamisme et des transports sédimentaires associés en
Manche Orientale et dans le Sud de la Mer du Nord. Ce modele permet a partir de la
bathymétrie, des caractéristiques granulométriques du substratum, des conditions de
marée au large et des débits fluviatiles de connaitre 1'évolution spatio-temporelle de -
la hauteur d'eau (1), des courants (u,v,w), des variables hydrologiques (température
(T), salinité (S)) et des concentrations des particules sédimentaires en suspension.

Le modeéle numérique s'inscrit dans la continuité du modele MECCA
développé par Hess (1985,1986) au sein de la NOAA. Le jeu d'équations de base a
été modifié par l'introduction d'une équation de transport pour l'énergie cinétique
turbulente accompagnée d'une expression semi-empirique pour la longueur de
mélange et l'adjonction d'une série d'équations d'advection-diffusion des particules
solides en suspension dans la masse d'eau.

La résolution du systéme des équations aux dérivées partielles s'appuie sur un
schéma aux différences finies de type (ADI) utilisant la technique de séparation des
modes externe et interne pour résoudre les équations hydrodynamiques. Les
équations du transport scalaire (S, T, C,, K) sont quant a elles résolues par un schéma
aux différences finies implicite sur la verticale et explicite pour les gradients
horizontaux. Les conditions au voisinage du fond pour les équations d'advection-
dispersion des particules sédimentaires en suspension intégre des lois empiriques
exprimant soit une concentration de référence, soit un flux.

En terme d'hydrodynamique, le modele s'avére capable de prédire I'évolution
spatio-temporelle de la marée et de reproduire les grands traits de la structure
frontale d'origine haline caractérisant la Manche Orientale et communément appelée
"fleuve cotier". Les simulations relatives a la dynamique des particules sédimentaires
en suspension produisent des résultats cohérents avec les données disponibles dans
le secteur. La résolution des équations scalaires (S, T, C,, K) a toutefois révélé
l'influence néfaste de la diffusion numérique importante attachée 2 l'approximation



du terme convectif par un schéma du premier ordre (Schéma Upwind). Afin
"d'éliminer” ce phénomene indésirable affectant la diffusion physique, une série de
schémas localement d'ordre deux de type "limiteur de pente" ou "flux limiter" a été
étudiée de maniere détaillée (chapitre 4). Des cas tests de conditions initiales
extrémes (discontinues, non dérivables) ont été réalisées pour connaitre les limites
(propriété TVD) de ces schémas souvent liées a la condition de CFL. Un cas test
simulant de maniere schématique la structure haline du "fleuve cotier" a montré les
améliorations a attendre de ce nouveau type de schéma. Il convient cependant
d'ajouter que ces modifications induisent un surcofit de mise en oeuvre informatique
auquel on pourra remédier par un traitement de type splitting.

A T'avenir, les améliorations précédentes devraient étre intégrées au modele
tri-dimensionnel de la Manche Orientale et du Sud de la Mer du Nord, de méme que
des maillages (horizontal et vertical) variables basés sur des transformations
géométriques adéquates plus a méme de résoudre la variabilité spatiale liée aux
gradients bathymétriques et aux couches limites latérales et verticales de fond et de
surface.



ANNEXES DU CHAPITRE 1



ANNEXE 1.1

En utilisant des traceurs dans le lac d'antario, Murthy, (1976) calcule les variances
correspondant a la distribution de la concentration observée pour les lier 4 des coefficients

de mélange horizontaux. Ces variances sont définies par:

- Suivant la direction Ox:

1
i =—rs o) 2c<x y.bdxdy )

- Suivant la direction Oy:

Sy (D=0 )J f y*Clx,y,0dxdy @

otr:
M(t) = J J.C(x y, t)dxdy

C: est la concentration de traceur observée.

On rappelle que pour linterprétation des données et des résultats de tragage, il est
nécessaire de faire appel a des caractéristiques de la diffusion tels que le temps de la
diffusion, la variance du nuage de la substance diffusée et I'échelle de longueur de la
diffusion (Stommel, 1949; Okubo, 1971).

En tragant la courbe log-log de la variance S? en fonction de la variable temps, Murthy

établie la relation empirique suivante:

SP=atm 3)
ou:
S : Variance suivant ox ou oy
a : Constante de proportionnalité
t : Temps de la diffusion

m : un entier deduit de la courbe expirementale



A partir de la relation (3), on définit donc la diffusivité par:

1dS?
-4 (4)
R dt
D'ou:
A, =221 oo gn )
2
Avec
c =._m_.a1/m et n =3(._nl_:_1_2.
m

Rappelons que ces résultats sont obtenus pour un lac dont la circulation est généralement
générée par le vent, pour les mers a marée Stommel (1949) et Okubo (1971) ont trouvé des
coefficients de mélanges plus importants que ceux de Murthy, ces différences des résultats

ont été attribuées a la présence des gradients horizontaux de vitesse.



ANNEXE 1.2

Nous donnons les transformations permettant d'obtenir les coordonnées du vecteur 2QAu

qui apparait dans I'équation du mouvement (Chapitre 1)

z N

En coordonné cartésien on a: Q2=(0,0,Q2). D' autre part on: 2=(0,Qcos(¢),Qsin(¢))
2QAu= 2Q(0,cos(¢),sin(¢)) Au,v,w)

= ZQ(—V sin(¢) + w cos(9) ) usin(¢) y -u cos(d)))
=(-f,v +fwfuy) -fu)

Avec:
f,=2Qsin(¢p) et £,=2Qcos(¢)

D'ot, les coefficient utilisés dans l'approximation B-plan.



ANNEXES DU CHAPITRE 2



ANNEXE 2.1

Pour donner une idée de la détermination de la condition de stabilité, nous
supposons que l'opérateur L, de discrétisation fournit un schéma de (k) niveau en temps et

(p) points en espace, L, s'écrit:

P P

L,(U) =) aPui =0 M)
k.p

Si I'on suppose que la solution du probléme continu est périodique en espace de longueur

d'onde (L), alors le développement en série de Fourier donne:
u(x, t)=y a,(t)e’ (2)

oil i est le complexe imaginaire pur (i* = 1), a_(t) est I'amplitude de I'harmonique (m) et o,

est la pulsation de I'harmonique (m) définit par :

G, =2 2.2)
L

On peut écrire un développement analogue pour la solution numérique, mais avec un
nombre limité d'harmonique soit par exemple (N+2) qui désigne aussi le nombre de points

du maillage de l'intervalle [0, L], on aura alors:

N+l o
U™ = Z AWeiaom (3)
m=0 .
ot A'™ est I'amplitude de I'harmonique (m) & I'instant (nAt)
Dans le cas des schémas linéaires, les différentes harmoniques de la série de Fourier

n'interagissent pas entre elles, par conséquent elles peuvent étre analysées séparément.
Sil'on note par <U§“)) I'harmonique (m) & I'instant (nAt) et au point (jAx), on a alors:
m

(U(n)) =A(nr:)eijjom ot (U(n+k))m ___A(nr‘1+k)e(j+p)AxiGm @)

- p+p

On désigne par G, le coefficient d'amplification de I'harmonique (m) entre les instants

discrets consécutifs, on a ainsi:

AR =G AR et AN=GrAY ®)



En écrivant que chaque harmonique vérifie I'équation (1), il vient:

2 a;k) A;r:+k)e(j+p)Axicm -0 (5.a)
k.p

Ou encore:
AMeidion Z ag‘)G; ePMISH _ o (5.b)

k.p

soit:
z a(Pk)Gl;epricm =0 (5.C)
k.p

L'expression (5.c) représente I'équation d'amplification relative a 'harmonique (m). Si une
solution G, de cette équation admet un module supérieur a I'unité, les erreurs sur cet
harmonique vont s'amplifier et le calcul devient instable. La condition de stabilité consiste a

qu'aucun de ces coefficients ne soit supérieur a l'unité en module c'est a dire:

max|G,|<1 (6)

Remarque:

Il est a remarquer que l'écriture de I'équation qui donne le coefficient d'amplification est
towjours immédiate. Il suffit de remplacer dans le schéma discrétisé (1) UTHY par G5 eP™om ot

ceci quels que soient les signes de k et p.

Dans l'annexe (2.2), nous allons voir que dans le cas d'un systeme d'équations, G,
serait une matrice (la matrice d'amplification). Dans ce cas la condition de stabilité serait donc

portée sur les valeurs propres de cette matrice.

gl <1 Vg )

q: désigne la g®™¢ valeur propre de la matrice G,
Dans le cas ot les équations aux différences finies ne sont pas simple a étudier, les valeurs

propres de la matrice d'amplification peuvent étre approcher numériquement.

La méthode de Von Neuman a l'avantage de fournir des informations sur
I'amortissement et le déphasage de la solution numérique. En effet, le module de G, donne
I'amortissement et le rapport entre la vitesse de phase numérique et la vitesse de phase

théorique est lié & I'argument y de G, par la relation (Noyé 1981, Abbott 1993):



Uy v
=N ¥y 8
u Axc Cr ®)

ou Uy et la vitesse de phase numérique, U est la vitesse de phase théorique et Cr est le

nombre de courant.



ANNEXE 2.2

Sous la forme matricielle, le schéma résolvant le systeme d'équations linéairisées de Saint-

Venant s'ecrit par la relation suivante:
Un+1 - GUI‘I
Avec U=(u,v,h)T

Pour le schéma d'Abbott, la matrice d'amplification G=( gii) s est donnée par:
i,j=1.,3

h, At
l—%—i—sz—sinz(clAs)

g11 = ghOAtz

1+
As2

sin’ (0,4s)

AP .
A2 sin(c; As).sin(c,As)

hyAt®
1+ g440352 sin® (G, s)

2

sin(c,As)

813 = 2
h,At
l+g4252 sin® (o, As)

h At
-2 g4z -—sin(c,As). sin(c,As)
S .

g21= 2 2
hyAt hyAt
1+g42 —sin?(c,As) 1+g4252 sin>(c,As)
S




gh At?
4As

[ oh,At?
0 . 2 ghyAt
sin“(c,As) 1+
2 1 )[ AAS2

11 ghyat?
in?(c,As) |+] 1- 82
sin“ (o, s)J+L e

£2 = 2 2
ghoAt .2 ghoAt .2
1+ sin“(c;4s) || 1+ sin“ (o, A
{ s SO )}[ sas? S (@A)
2
-1 A sin(czAs)
s
gn= 2
ghoAt” . . BhoAt }
1+2>———sin“(c As) sin®(c,As)
{ 4As* (© | 4As° 2
2gAt?
—i §As sin(c; As)
Ba= gh At? gh At?
.2
{ 42 —sin’(c,As) || 1+ 4252 sin (GZAS)J
2gAt?
—i ZgA sin(c, As)
Exn= 2 '
gh) gh At .2
{ 4('3 5—sin (clAs)J{l+ 1A sin”(c,As)

gh”At2

[
V— 4As®

, 1
sin“(o, As)J—

h,At? h,At>
o > sinz(ﬁzAs{l+g 0 5
S 4As

833 =

hoAt?
{“_g 0
4As

L'etude des valeurs propres A, de la matrice G montre que pour toutes valeurs de As et At,

on a:

I ES!

Ceci traduit que le schéma d'Abbott satisfait la condition de Von Neuman nécessaire a la

stabilité quelles que soient les valeurs de As et At, d'ou le caractére implicite du schéma

mentionné précédemment.

. gh
smz(olAs)‘|[l+ 4252 sin (GZAS)J

sin® (czAs):I

) 1
sin“ (o, As)J



ANNEXE 2.3

1) Schéma de Reid et Bodine

At At
on pose: p, =+/gh, Z;sin(ol As) ; P> =+/8h, A—Ssin(czAs)

bg =p: +p; -2

on a alors:
¢, =1 ’ ¢y5= 5
* 1er cas
si b2 —4 >0 on aura alors:
’ bR bR :
B =0 ; B5 1. At=—i Log—Ti > -1

.
7

Arg(T, )=-2n

Remarque:

La condition by -4 > 0 est equivalente i :

2

At , g s s
Pripi>4 e gho—A?{sinz(clAs)+sin2 (ozAs)]> 4 instabilité du schéma

* 2¢8me cag

si by —4 <0 on aura alors:

b 2
B; =0 ; B’2‘3.At=iArcsin[ 1—(*7_&) ]



facteur de propagation

)

h ﬁ<5As
V8, As

ITl=1 ; Arg(T)=2m

2) Schéma Leendertse et schéma d'Abbott

2 2.2 2 AA. =1
On pose AL=£-1—+plpz +£2- et bL=-————( - )
4 16 4 A +1
On aura alors:
-b, +b, -4
6, =1 ’ 03= 5

On montre que l'expression bi — 4 est toujours négative et on a:

b 2
=0 ; B, ,.At=#Arcsin| |1 —| —=
1 2,3 2

facteur de propagation

ITl=1 ; Arg(T)=2m




ANNEXE 2.4

Pour illustrer les problemes de stabilité et de propagation, nous analyserons les
méthodes de discrétisation centrée et amont pour une équation monodimensionnelle
purement convective et ceci pour les schémas explicites et implicites.

Pour chaque méthode de discrétisation le facteur d'amplification sera calculé et seront
représentées des figures de I'amortissement et le déphasage en fonction du nombre de

points (N) de calcul par longueur d'onde et du nombre de courant.

En supposant le domaine infini et une vitesse u constante, I'équation de convection pure

s'écrit:

9,19 _p M
ot ox

I) Différence centrée

I.1) Schéma explicite

Le schéma explicite centrée en espace s'obtient en utilisant la relation (3) du chapitre
(2) et en discrétisant les dérivées partielles spatiales en arriere dans le temps, la

discrétisation de I'équation (1) s'écrit alors:

n+l n N a0
q)] q)] +u ¢j+l q)]—l — 0 (Za)
At Ax

ou encore:
n+ a o Cryog n

ou Cr désigne le nombre de courant (Cr=uAt/Ax)

Une analyse de la consistance par développement de Taylor montre que I'erreur de

troncature est donnée par la relation suivante:

2
2 d

+0O(A, AX?) (3)

2
X



Module de G

Cette erreur (premier ordre dans le temps et deuxidme en espace) introduit une diffusion

numérique négative:

D (3.a)

num

! u?At

Pour la stabilité, nous utilisons la méthode de Von Neuman et en l'occurrence la relation

(5.a) de l'annexe (2.1) donnant l'expression du facteur d'amplification, on trouve alors:

G=1-1.Cr.sin(cAx) 3.b)

[I est bien évident que le module de G est supérieur a I'unité pour toutes valeurs de Cr et

par conséquent la méthode est inconditionnellement instable (figure. 1.a et 1.b).

0
@ Cr=0.5
S R Cr=1.0 ]
---cr=2.0 .
L —+— Cr=4.0
4 -
7 -10
it
h \ - ."'
1 ) .
o
54 L = _20 A /
! o : ’
\ b , \/\
/
§ 1S
L P ’ /\
241, L 1
-30
Vo 1w A Cr=0.5
NN 2N R RS Cr=1.0
N N 1 ~--cr=2.0
"-\. T~ - ‘\:\'\“Nf*hv._ﬁ \‘/\ 4= Cr=4.0
l ............ —-0—4: s | n
T T T -40 — —
0 20 40 60 80 0 20 40 §0 8¢
L/dx L/dx
Figure 1: Schéma centré explicite
Remarque:

Cette méthode peut étre rendue stable, en ajoutant un terme de diffusion tel que la diffusion

totale soit non négative

1.2) Schéma implicite

Ce schéma s'obtient en discrétisant a l'instant courant de calcul (n+1) le gradient

spatial et il s'écrit donc:

n+1 ¢n+l + ¢n+1 ) (4)

+1
(q);:-l



Module de G

[=)

Pour ce schéma, I'erreur de troncature est du méme ordre en temps et en espace que le

schéma explicite, mais la diffusion numérique introduite par ce schéma est strictement

positive:

(4.a)

De la méme maniére le coefficient d'amplification s'obtient a partir de le relation (5.a) de

I'annexe (2.1) et on trouve:

_ 1-1i.Cr.sin(cAx)

" 1+Cr’.sin" (cAx)

(4.b)

Le module de G est inférieur ou égal a I'unité, le schéma est donc inconditionnellement

stable (figure. 2.a et 2.b). Malgré cette propriété de stabilité le nombre de courant doit rester

inférieur a l'unité pour ne pas amortir la solution (figure. 2.a ). En effet, la relation (4)

conduit a I'inversion d'une matrice tri-diagonale qui exige que cette matrice soit a diagonale

dominante.

II) Différence amont (upwind-upstream)

’ /
64 )/
' '
' 7
1T vy 4
174 /'
’
.4
/ Cr=0.5
A bt Cr=1.0
1 ‘! ~==Cr=2.0
i -+ Cr=4.0
.2 —~ , ———— T r
0 20 40 60 80
L/dx

Arg(G)

-20
4 Ud
K4
~-30 — v/
4 Cr=0.5
"""" Cr=1.0
7 . === Cr=2.0
\V4 —+ ¢cr=4.0
"40 T | T T
0 20 40 60
L/dx

Figure 2: Schéma centré implicite

Dans ce type de discrétisation, la dérivée spatiale est évaluée en arriere si la vitesse

est positive et en avant dans le cas contraire. Dans ce qui suit, nous supposons et sans

perdre de généralité que la vitesse u est positive.

80



Module de G

I1.1) Schéma explicite

Dans ce cas I'équation aux différences finies est donnée par la relation suivante:

M+ (Cr=-1)07 - Cr.o7, =0 (5)

]

L'analyse de la consistance montre que ce type de schéma est du premier ordre en temps et

en espace, et que la diffusion numérique ainsi introduite est de 'ordre de:

D .= L uAx(1-Cr) (5.a)

num T A

La méthode de Von Neuman fournit le facteur d'amplification suivant:

G=1-Cr{1-cos(cAx)]-1i.Cr.sin(cAx) (5.b)

Les figures 3.a et 3.b montrent que ce schéma est stable si la condition CFL est respectée

(Cette condition vérifie aussi la positivité des coefficients).

6 '
1 @ 50 ]
11 Cr=0.5
sdv e Cr=1.0 40 4
l ---cr=2.0
‘ —+ ‘cr=4.0 309
a4 ! 20 -
! 1
1 10 4 ¢
4 ) 1
3 ' S 04
P Y - :
LA < 104
2 - v\ {4
\, .
I 20 o i\
S . \\N‘“ b
14 .ﬁ——' ~~~~ ~30
o —40 -
0 T T = 1°
l j l =30 T T T
0 20 40 60 80 0 20 40 50 8
L/dx L/dx
Figure 3: Schéma Upwind explicite
Remarque:

Si Cr est égal a 'unité, on obtient exactement la solution analytique.

I1.2) Schéma implicite

Pour un calcul implicite le schéma se présente par:



Module de G

m_ g7 +Cr(07 - %) =0 ©)
L'analyse de l'erreur de troncature montre que le schéma est du premier ordre en temps et

en espace et que la diffusion numérique introduite par cette classe de schéma est évaluée

par:

D =%qu(1 +Cr) (6.2)
Elle est toujours positive, mais plus importante que dans la cas explicite.
Le facteur d'amplification est donné par I'expression suivant:
1+ Cr{1-cos(cAx)|—1.Cr.sin(cAx
[ ( )] (o) (6.b)

1+ Cr[l - cos(ch)] + Cr’.sin*(cAx)

Le module de G est toujours inférieur ou égal a l'unité, par conséquent le schéma est
inconditionnellement stable. Les figures (4.a et 4.b) illustrent les caractéristiques de

propagation relatives & ce schéma.

Figure 4: Schéma Upwind implicite

’"

Il existe un autre type de schéma appelé " type hybride" qui consiste a pondérer une

discrétisation spatiale du terme advectif a I'instant t_ et une autre & I'instant t_,;. Cette classe

de schémas est connue sous le nom de "8-schéma" qui s'écrit dans le cas d'une discrétisation

amont par:

or* — o7+ Cr{0(or — o77) +(1-0)(o7 — o, )} =0 ; 0<0<1 %)

1l
0.75 -
L " 4 ~
0.50 - 6 J 1‘._ . // /./
= -15 4 {*~ ’ e
2 ’ -
| < ) ’ Vd
1 e
~-20 = “\,’ /’,
0.25 \ 7
- 1 /
....... cig.(s) ‘\ s Cr=0.5
l ---czr=2.0 B o
5. 00 ~hicre4.0 ﬂ — 4 Cr=4.0
. — . ‘ — 50
e ey
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
L/ex L/dx



L'évaluation du facteur d'amplification par la relation (5.a) de I'annexe (2.1) montre que la
condition de stabilité s'obtient par une condition sur ©:
Il est & noter que les schémas de type hybride appliqués a la discrétisation amont sont de

second ordre en espace.

II1) Analyse comparative

Les figures (1-4), montrent le comportement des parameétres de propagation pour
différentes discrétisations spatio-temporelle. Pour des grandes valeurs de (N) et a
I'exception des différences centrées explicite (toujours instables), toutes les méthodes étudiées
possédent de bonnes caractéristiques de propagation. Ce constat n'est que la vérification du
résultat théorique (Théoreme de Lax). En d'autres termes les méthodes étant convergentes et
stables, la solution des équations aux différences finies doit donc tendre vers la solution des

équations aux dérivées partielles continues, quand (Ax) et (At) tendent vers zéro.

Le schéma amont explicite posséde "les meilleures" caractéristiques de propagation
et notamment pour un nombre de courant égal a I'unité ot I'on aboutit a la solution exacte.
De point de vue physique, ceci est cohérent avec le transport advectif. En effet, & un moment
donné, un point de maillage n'est influencé que par ce que lui a été transporté de 'amont
(c'est le principe méme des calculs de flux par un schéma amont), contrairement aux schémas de
différences centrées qui font intervenir un point de maillage en aval o1 I'information est
inconnue, par conséquent ce type de schéma viole la propriété "transportive" et ne peut

fournir la solution exacte que lorsque (Ax) s'approche de zéro.

Les deux méthodes de discrétisation du terme advectif décrites ci-dessus ne sont pas
les seuls possibles. Pour diminuer la diffusion numérique et par conséquent l'erreur de
troncature, plusieurs méthodes ont été proposées introduisant les notions d'anti-diffusion
(Boris et Books, 1973, Zalesak 1979, Smolarkiewicz, 1984,1986) ou de limiteur de pente (Van
Leer 1974, Roe 1981, Osher et al. 1984, Sweby 1984 et Bott 1992).



ANNEXE 2.5

C,=gAt/(2.AL)
C,=At/AL
C,=At/AL?
C.=At/(2.AL)

HH,_=C,(H,__+H

nm nm+1

)

Ve=025(V,  +V, a0+ VointV,

nm+ n—l,m+1)

AUV= Bac'} [(-Bn,m —C_Bn—l,m]
Q,=C;(1+Cu)/BX .

Q,=C(1-Cu)/BX,,,

AHUYY=(1-B.)C,[AHC, . (UE,,, , ~UE, ., , + VE VE, )

n+l,m n+l,m n,m+l

- AHCn-I,m(UEn,m -UE n-lm T VEn—l,m+l ~VE n-1,m )]

B, =C,(1+BX, n. /BX, . JAH

p

n,m+1 n,m+1

Bo = Cy(14+BX, ot /BX, . JAH

n,m



ANNEXE 2.6

Nous rappelons les équations (41.a) et (46) établies dans le chapitre (2) et & partir des
quelles, nous calculons & chaque instant les inconnues (' et U") quand le balayage est

effectué suivant la direction (0x).

ot ~BXo 1]+ M A

n,m-1

+ U:"’m[BXn,mCIJ =D,

n,m

UII

n,m-1

FL+ M, n[~HHp |+ U7 F2+ 1, o [HH, ]+ U, F3=F4

Pour le systeme linéaire a résoudre, ces équations mettent en évidence une structure

matricielle tridiagonale par bloc ou pentadiagonale par point. donnée par:

]

TIrt,m—l

ur

n,m-1

M | |_|(Dnm
| le'l,m F4

T1!\,m+1

U"

n,m+1

Ot:  A;=-BX,,,Cl et  A,=BX,,Cl




ANNEXE 2.7

C,=AT/(8.A0)

C,=AT/(2.A6?)

Gp = BaCI [Wk,n,m + Wk,n,m+1 + Wk+1,n,m + Wk+1,n,m+l ]/H“:m
2
Dm =C2 [Avk—l,n,m +Avk—l,n,m+1 ]/ﬁn m

D =C2 [Avk,n,m +Avk,n,m+1] ﬁz

P n,m

AT
DH=—2L_
ZHn,m at




ANNEXE 2.8

I'approximation au second ordre de la condition (75) donne:

4 1 2AcH 4
u, —guz +—3‘u3 = Au T =1" ouencore u, =3 —-é-ug, +T7 (1

au niveau k=2 I'expression (71) devient:
Fu, +Eu, +EKu, =F, 2
Si on substitue la relation (1) dans I'expression (2) on aura:

4 1
F][Euz =3 U, +T’]+ Eu, +Fu,; =F,

_[E-RT] [-F+F/3
2= [F, +4F, /3] ¥ [E, +4F, /3]

Dans ce cas, les relations analogues a (74.a et 74.b) et définissant la forme récurrente (72.a)

ou encore: U, 3

s'écrivent alors:
FA, =T” et FB, = 4/3
et le numérateur de FB, est augmenté par le terme F, /3, c'est a dire:

[—F3 + Fl /3]
B, =l
[F, +4F, /3]

1l est a noter que, avec une approximation en second ordre, la vitesse d la surface doit étre calculer par

la relation (1) ci-dessus.



ANNEXE 2.9

Nous rappelons le terme F englobant les flux horizontaux intervenant dans

I'équation de concentration (87):

_i[ 9(2} 3(B_[U +GHlo) i{ a_q)} 3B, [V+9Hlo)
F_Bx B.HD, axd ax +8y B,HD, dy | dy

Nous donnons ici uniquement la discrétisation du flux suivant ox, le flux suivant oy

s'obtient d'une manieére anologue.
On pose: HD,=DH, ; C,=AT/(2.AL%)

TERME DIFFUSIF

o/ o
A a-x‘\BxHDh %):IzCR(DHn,m +DHn,m+1 )an,m (¢k,n,m+l —q)k,n,m)
_CB (DHn,m + DHn,m—-l )BXn,m—l (¢k,n,m —q)k,n,m—l )
TERME CONVECTIF

Pour le terme convectif, on utilse 'approximation suivante:

U+GH=~(U,) +<GH>

n,

Avec:

A

(uk-—l,n,m +2uk,n,m +uk+1,n,m )(Hn,m +Hn,m+1)
8

<UaH>=

Sionpose: C,=AT/(2.AL) et C,=AT/(16.AL), on aura alors:

d .
ATg[Bx(U+uH)¢]=

[C4an,m (UO)n,m +CSBXn,m(ﬁk—1,n,m _2ﬁk,n,m + ﬁk+1,n,m )(Hn,m + Hn,m+l ):kcpk,n,m +¢k,n,m+l)

{C4an,m~l (UO )n,m—l + CSBXn,m—l (ﬁ k-1,n,m-1 " 21"lk,n m-1 + l"ik/rl,n,m—l)(l_ln,m + Hn,m-l)ikq) k.n,m +¢k,n,m—])



En regroupant les coefficients des termes ¢, .\..; O o i Gy ON @ura alors:

3 3071 (B, [U+aHIb)
AT - B\(HDh—— - =FXMP¢knm+] +FXMC¢knm+FXMM¢knm—l
oxL Ix ax Y w w
Avec:

FXMM = CgBXn,m——l (DHn,m + DHn,m—l)

+I:C4an,m—l (UO )n,m—l + CSBXn,m—l (ﬁk-—l,n,m—l - 21le,n,m—l + 1"ik«t»l,n,m—l )(Hn,m + Hn,m—l ):I

FXI\/iP:C}BXn,m(DHn,m +DHn,m+1)

+[C4an,m(Uo)n,m +CBX, (Gt nm = 20k + Ot o (Hop + Hn,mﬂ)}

FXMC=-C;BX, .(DH, . +DH, ..., ) ~C3BX, ., (DH, . + DH, 0y )
+[C4an,m(U0)n,m + C‘SBXn,m(ﬁk—l,n,m - 21"ik,n,m + 1:lk+1,r\,m)(H n.m + I_In,m+1 ):l
_[C-lBXn,m—l (UO )n,m—l + CSBXn,m—l (ﬁk—l,n,m—l - 2ﬁk,n,m—1 + 1Alk—H,n,m—l )(Hn,m + Hn,m—l )j]

D'une maniere analogue, en regroupant les coefficients des termes ¢, .., = ¢, - 0, ;. on

aura alors:

=FYNP¢, .,1m + FYNCo, . . + FYNMo, |

-1,m

3 {ByHD 9_(2:|_ a(By (V+ f/H]q))

AT| <
dy " 9y dy

Avec:

FYNM=C,BY,_, ..(DH,_, . +DH, ..)

+ _C4BYn—1,m (VO )n—l,m + CSBYn,m (Qk—l,n—-l,m - 2i}k,n—l,m + 0k+1,n—1 ,m )(Hn,m + Hr\—l,m )]
FYNP=C.BY, ..(DH, , +DH,,, .)

+:C4BYn,m(VO) m +C5BYn,m(Gk—l,n,m _Zok,n,m + ek+l,n,m)(Hn+l,m + Hn,m)]

n,



FYNC=-C,BY, . (DH,,, . +DH, . )-C,BY,_, . (DH, . +DH, ..,

n+l,m

+[C4BYn,m(VO)n’m +C5BYn,m({,k—l,n,m _2{,k,n,m + {’k+1,n,m)(Hn,m + Hn,m+1 )]

_[:C4BYn—l,m(v0 )n—l,m +C5BYn-—1,m(ek—l,n—l,m —Zek,n—l,m + {}kﬂ,n—l,m)(Hn,m + Hn—l,m)]

Finalement le flux horizontal s'exprime

AT.F=0, o FXMP+0, . FXMM+¢, . . (FXMC+FYNQ) +0, ., .FYNP+¢, ., . FYNM



ANNEXE 2.10

C,=AT/(4.A0)
C,=AT/Ac?
HH = An,mH n,m

ss=aTA, ,

ot

GCm =C1An,m [Wk—l,n,m + Wk,n,m]

GCp =C1An,m [Wkﬂ,n,m + Wk,n,m]

ka n,m
DCm =C2An m ’
Hn,m
ka—l n,m
DC,=CA,
Hn,m
AT
DH=—1 21




ANNEXE 2.11

On désigne par (N) le nombre de maille constituant le domaine d'etude et par ¢ la
concentration au point x;:

N,: désigne le nombre de points x, ot la concentration est positive

N,: désigne le nombre de points x; oi1 la concentration est nulle

N.: désigne le nombre de points x; ot la concentration est négative

Onaalors:  N=N,;+N,+N,

N N

Soit M, = Zci et M, = ch
= =

cj>0 c:<0

]

L'algorithme de filtrage des éventuelles valeurs négatives pouvant apparaitre lors de la

résolution numérique d'une équation de concentration (S,T,Cn) est donné par:

[y

. Calcul de la masse M,
Si M, est égale a zéro Alors faire l'étape 5
Sinon faire I'étape 2

2. Calcul du nombre N, (nombre de concentration positive)
3. Vérifier le signe des concentrations ¢; pour j=1,..N
Si c; est nulle Alors, faire I'étape 4
M
Sic;est strictement positive Alors, faire: ¢j:=¢; - _I:Ii
1
Si G est strictement négative Alors, faire: ¢ 5= 0

e

. Faire I'étape 1
. STOP

wn
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ANNEXE 3.1

La procédure du krigeage se fait sue les données de la distribution granulomértique
représentant les pourcentages de la quantité des sédiments dans chaque classe.

Données brutes en (n) points
observés dans la zone d'étude

SED(n,p)
n: nombre des points (Individus)
p: nombre des classes (Variables)

v

Racine carrée et Centrage du tableau des données

SED(n,p) «—— SQRTI[SED(n,p)]
SED_R(n,p)=[SED(n,p)-MOY(p)}/n
MOY(p): Vecteur moyenne en ligne

COV(p,p)=SED_R%(p,n)*SED_R(n,p)

T

Calcul des éléments propres de la matrice COV

A(p): Valeurs propres
VP(p,p): Matrice vecteurs propres

!

Calcul des coordonnées des individus dans la base
des vecteurs propres

SED_C(n,p)=SED(n,p)*VP(p,p)

Krigeage des (k) premiers axes sur un maillage de
(nt=nx*ny) points avec k<p

SED_KR(nt k)

’

Reconstitution du tableau initiale et Décentrage
de la matrice reconstituée

SED_RC(nt,p)=SED_KR(nt,k)*V(k,p)
SED_RC(nt,p)e——— SED_RC(nt,p)+MOY(p)

'

- Filtrage des éventuelles valeurs négatives
- élévation au carrée de la matrice SED_RC
- Remise a 100%




Dans notre application, I'entier (k) désigne le nombre d'axes (vecteurs propres) contenant
95% de l'information. Cette procédure peut ainsi étre considérée comme un filtrage des
observations (filtrage des bruits).



¥ tkm)

Y (km)

{Fa)

Ky

P.M. 3 Boulogne

i | ; ! i i
Q 23 SQ 75 100 125

X (km)

100+

75 -~

25—

PM. +02

{ | 1 | 13
9 2s S0 75 100 128

X (km)

150

100~
75—
56—~

25—

ANNEXE 3.2

Y (buw)

Y (km)

Y (kav)

150

125 —

100 —

S0~

X (xkm)

150~

-/

100 —~

75—~

SO~y

P.M. - 04

i
9 25 50 75 100 125

X (iew

150~

125

100 —

50—

25—

Q 25 50 75 100 125



Les figures précédentes représentent la concentration en sédiments prés de la surface
pour une condition au limite de type Dirichlet (concentration imposée).
L'échelle de représentation est propre a chaque figure, le tableau suivant précise la
concentration minimale (Cmin), la concentration Maximale (Cmax) et le pas des iso-contours

(dc) pour chacune d'entre elle.

Cmin (mg/l) | Cmax (mg/]) dc (mg/D)
PM & Boulogne 0.00 0.52 0.0075
PM + 02h 0.00 0.40 0.0200
PM + 04h 0.00 0.12 0.0050
PM + 06h 0.00 1.60 0.0750
PM - 04h - 0.00 220 0.1000
PM - 02h 0.00 0.35 0.0500
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ANNEXE 4.1

On reprend ici I'expression apparue dans la démonstration du théoréme de Harten:

Nx-1 Nx-1 Nx-1

Z:Cn:.l ‘-nﬂ 2(1 Cn-l/" 1*1/2 'C1+l '+ chn 1/2!C Ci- l|+ EDH-?/" Cis2 — 1+1|
i=0 i=0) i=0
Sil'on pose: | = i-1 et c ;=¢,, la deuxiéme somme dans le terme de droite devient:
Nx-1 Nx-2 Nx=2
EC;‘-l/Z'CF ‘Cin-1'= ZC;I/Z!C;-I - l zcﬁ-l/z Ci1 — l
i=0 -1
et avec les hypothéses du théoréme de Harten (C7,,, 20) on aura donc
ZCM/ZI Ce1 —C; ! ZCH/’ 1€ { 0

j=U

De méme si l'on pose j = i+1 et Cyy,=Cny 12 troisiéme somme dans le terme de droite

devient:
Nx=1 Nx-~1
D! |c ch l- D s = ) D}l =ct
i+3/2{%i+2 T Sivl FY2[tp1 T Y21 i
i=0 bl

et avec les hypoth&ses du théoréme (D7, 2 0) on aura donc
Nx=1 Nx=1

ZD;H/”ICM'Cl ZDMRIC:H CJ‘ @

Les relations (1 et 2) permettent d'écrire la relation (R1) qui figure dans la démonstration du
théoréme de Harten.



ANNEXE 4.2

A) Consistance du schéma de Van Leer (1)

Pour rappeler la notion de la consistance d'un schéma d'approximation, nous notons
pp

d'une fagon symbolique le probléme & résoudre par:

{

JL(u)=g sur Q
! M

{Blw=h sur I'=9Q
ou, L et B sont des opérateurs des dérivées partielles, u est la variable inconnue du
probleéme, £ est le domaine de I'intégration et I sa frontiére.

Le probleme mis sous forme discrétisé sera noté par:

{LA(u)=g sur Q, (2)

By(u)=h sur T,

ol
A et le pas de la discrétisation.
L, et B, sont les opérateurs discrets.

Q, et T', sont respectivement le domaine et sa frontiére discrets.

On appelle erreur de troncature (ou erreur de discrétisation), I'expression définit par:
Ry(w)=L,(uw)-L(w " 3

L'approximation de L par L, est dite consistante, si I'erreur de troncature R, tend vers zéro
lorsque tous les pas de discrétisation tendent eux-mémes vers zéro (A — 0).

Pour étudier la consistance de la méthode de Van Leer(1), nous considérons

I'équation de transport scalaire dans un champ de vitesse U, constante et positive donnée
par:

dac ac _

Lio)=—+U 0
(c) at+ 0

Ax @
c(x,0)=c’(x)



Les pas de discrétisation spatiale et temporel sont noté respectivement (h) et (At).

Si I'on utilise les pentes non limitées suivantes:

n n n n
Pr = Cit1=Ci . Pt = Ci —Ci2
i = ’ i-1=
2h 2h

On obtient:

S 1 1
Ly (@) === e —cly)-Z(d - ) S

+ T"[cf’ -+
Si l'on effectue un développement en série de Taylor de la solution (c) au voisinage des
points (i-Uh, ih et (i+1)h, ainsi par rapport au temps a l'instant t; et si 'on suppose de plus
que (c) est de classe C® on a alors:

ac h? 9% b’
cha = +h= (ih, nAt) + 532 —(ih, nAt) +— - )

ac h? 3% . h® 3%
ct,=¢ --ha (ih,nAt)+ ?&?(lh,né&t)-?gﬁ(sz)

ac 3¢ ] 4h3 3¢
C—Z =C —2ha (lh nAt) + 2h2'ax—2(1h,nAt)——3-—a—x3—(83)
M =c] +Ata—(1h nAt) + At (8 )

ot 2 at?

dc
De ces expressions on déduit une approximation des dérivées partielles —a—(ih,nAt) et
v X

0
a—:(ih, nAt) donnée par:

10, 1. 1,0 o0 1% 1% 13 13, |
_"(lh nAt) _1 i Cl-l +4(CH,1°C:‘_1)"Z(CX "Cl_z)-l+h2|. 6 a :\ (E‘w) 24 ax3 (El)+ a 3 \82)+3 a ‘{ \83)J
ac Mot atdkc
ih, nAt Pt S il
at( )= At 2 at? ( )

Si nous remplagons ces approximations dans l'expression (4), on aura donc:



At 3%c 1% 13% 1 3% 1%
Rh,A,(c)zLh,,_“(c)—L(c)s??(m)—Uohz[ g-a—(eq EYEW ‘(El)+24a ‘(82)4-38 1(:33)
D'ou:

Al 7 la%
IRy o] sTlog) +5;Uh S ] ©)

Ce qui montre qu'un schéma du Van Leer(1) est du premier ordre en temps et d'ordre deux
en espace, sauf peut étre aux points de discontinuités de la solution (c). Le schéma est donc

quasi d'ordre deux en espace.

Dans I'expression (6), si (h) et (At) tendent vers zéro, on a Ry 4 — 0. Par conséquent, le

schéma de Van Leer(1) est consistant.
B) Stabilité
. At e
sil'on pose: A=U, o Le schéma s'écrit alors:

h h
o =¢f -A[c;‘ +P —-ci, =P, —] vi @
2 2

Si de plus les pentes P" et P2, sont limitées on peut écrire:

n n
3o, €[0]]  telque: P! =q; 1(&_11_‘:1_—_1_)
n_.n
3oy, €[0,1] telque PP =a, _Y(Ci hci-l)
On a alors:

A A A A
n+l (1 l——ya+27ai_} (AA' PR A zwl—l}x—l

Sil'on pose:

n+1

A A
n=k+Eyai—Eyai_1 ona: =(1-m)c} +ncl,

La solution c{*' peut &tre considérée comme le barycentre de ¢} et cf',, si:
n20 et 1-1n20. ‘



I est bien évident que N20 . Si l'on suppose de plus que 1-120 on a alors:

n

vin [ (1-ne =], aon vno e <len].

Par conséquent le schéma est stable sous la contrainte  1- A[l +%(ozi -0, )]2 0 qui n'est

1

autre que la condition CFL: A< Y
1 "'E(O‘i ~ o)

On constate que la stabilité dépend de o et o, ; que I'on ne connait pas & priori, par
conséquent on se contente de donner une condition suffisante de stabilité (oy=1,0, ;=0 ou
0;=0, o, ;=1). Ainsi on obtient:

2
2+

A< avec y=1ouy=2

C) Convergence

Les schémas utilisés dans cette étude sont des schémas linéaires, la convergence

s'obtient donc aisément, en appliquant le théoréme d'équivalence de Lax (voir chapitre 2).

Remarque:
Si U, est négative, le schéma définie par la relation (7)devient alors:
h h
SR R
A A A A
et (1 +A- o i F Y }xn ‘(7\ Vi + YR }m
- At
Si I'on prend par exemple y=1 et on pose x:-{u0|—, on a alors:

1 U,|At
‘"{1 2a1+1+2a) | 0h| [I—E(au—l )}>0

1 1 U,|At
1+){1-3a,+1+5a,-) I- %“2( ,I—a,-)}

On constate que la condition de stabilité est la méme que dans le cas U, > 0

1



ANNEXE 4.3

En deux dimensions, I'équation d'une loi de conservation s'écrit par:

ac  df(c) V ag(c)
—+ +
E ot dx ay

1) Méthodes de type "Splitting".

De méme que les méthodes précédemment décrites, les techniques de "splitting”
congiste a combler les défauts de la discrétisation temporelle du schéma d'Euler explicite par
une discrétisation spatiale du terme O(At) de Il'équation équivalente. Elles ont donc

également pour origine le schéma de Lax-Wendroff, mais cette fois ci, il s'agit de n'utiliser
comme opérateurs de discrétisation que les opérateurs LY et L, c'est & dire:

w w
L‘“( )= hm/z.i - hi—l/2.i
X Ci.i - Ax
Lw Lw
[& € )= ki,i+l/2 - kl,i-l/Z
yLpeT

Ay

Ou h*" (resp. k") est un flux numérique associé a f (resp. g) de type Lax-Wendroff.
L'indice supérieur (At) signale la dépendance de I'opérateur vis-a-vis du pas de temps.

~Strang propose les schémas suivants:

) cpy=(1- AtLﬁ‘)( I- AtL‘;‘)c;‘,j

)

1( at At At A
iii) c;jj=E[(I-?L‘,‘:/z11-71_‘;’/2}(1-?L‘;‘/ZII-—ZEL?:/Z]](;j,

Les deux derniers schémas ont I'avantage d'étre du second ordre en temps et en
. sips At At
espace contraxrement au splitting le plus naturel (I —- AtLY )(I— AtLY )

At At
et )outf s



Le schéma (iii) possede la qualité d'tre symétrique par rapport aux deux dimensions
d'espace.

Au point de vu stabilité, ces trois schémas sont stable sous les conditions CFL
unidimensionnelles Cahouet et al (1988).

2) Méthodes de type Runge Kutta

Ce type de schéma permet d'atteindre le second ordre en temps par une
discrétisation temporelle plus fine d'une part et d'autre part il permet d'appliquer
directement la discrétisation spatiale unidimensionnelle aux problemes multidimensionnels
puisque dans ce cas il n'y a pas interaction, lors de la discrétisation, entre les deux

opérateurs (spatial et temporel).

Soit en deux dimensions:

C:j =c;- At[Lx(CRJ)‘* Ly(c?li)]

gL e, JL ) )]

\ , . of 98
Ou L, et L, sont les opérateurs spatiaux discrets de ™ et ™
X oy

Ces méthodes ont pour avantages:

1) Généralisation possible a des équations plus complexe contenant des termes sources, de
diffusion, etc., discrétisés au second ordre en espace.

2) On dispose des résultats de stabilité L™ en multidimensionnel, ainsi que de résultats de
stabilité TVD en unidimensionnel. Villa (1986).

3) Elles sont applicables quelle que soit la dimension de I'espace.

4) Ces schémas sont purement temporels et ne compliquent pas la discrétisation spatiale.

Ce type de schémas est toutefois deux fois plus cher en temps de calcul que le schéma
d'Euler explicite, ceci quelque soit 1a dimension de I'espace.
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Figure 4: Sensibilité du coefficient de propagation T

a) Cr=0.1 y=45°
b) Cr=0.1 y=22.5°
o) Cr=0.1 y=0°
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Module de T

Figure 5: Sensibilité du coefficient de propagation T

a) Cr=1.0 y=45°
b) Cr=1.0 y=225°
Q) Cr=1.0 y=0°

6 0
Heaps ]
e [ Reid & Bodine
§ = — 'Lendertse ’ -90 o
4
&
37 3 -180
v
i <
2
4 -270 - Teaps
14 b TTme———) e e Reid & Bodine
4 — — ‘Lendertse
4] T T ‘360 T
1e+00 le+01 le+02 le+03 le+00 le+01 le+02
L/ds o L/d‘s
0 0
k Heaps )
------- Reid & Bodine
5 — — ‘Lendertse -90
&
0 - o ~180
- 5
<
] 4
Heaps
5 4 =270 4 prmeneet Reid & Bodine
— = 'Lendertse
d 1
0 r ~ -360 T
1e+00 le+01 le+02 1e+03 le+00 le+01 le+02
L/ds L/ds
6 - 0 -
Heaps . 7
54 N e Reid & Bodine
= = ‘Lendert
| endertse -390 -
4 -
d
B
37 5 -180 -
S
4 <<
, 4
k -270 —
14 Heaps
I R Reid & Bodine
< — = 'Lendertse
0 - T T -360 T
le+00 le+01 - le+02 le+03 le+00 le+01 le+02
L/ds ) L/ds



Module de T

Module de T

Module de T

60
50 ﬁ Heaps
FE I AR Reid & Boding
b A — — 'Lendertse
40 -
30 P
20 - '
4
10 H
0
le+00 le+01 le+02 le+03
L/ds
60
50 - Heaps
A I Reid & Bodine
1 — — -Lendertse
40 ~
30 H
20 ;
] ;
10
0 — 7
le+00 le+01 le+02 le+03
L/ds
60
. Heaps
S Reid & Bodine
d . -~ = -Lendertse
40
30
20 A :
10
0 i B e
1e+00 le+01 le+02

L/ds

Figure 6: Sensibilité du coefficient de pfopagation T

Arg(T)

Arg('I‘)

Arg(f)

20

4
O -
-90 —
-180 J
-270 = ’ H Heaps
/ R Reid & Bodine
4 y h — — 'Lendertse
”~ .
‘360 T T
le+00 le+01 le+02 le+03
L/ds -
90
4
0 -
J
-90 H
-180 H
2 / : Heaps
=270 4 / HEEE bbhd Reid & Bodine
/ : — — -Lendertse
p J :
s 1
-360 T : T
le+00 le+01 le+02 le+03
L/ds
90
0 -J : ...........
-90
4
-180 —
; Heaps
=270 — HEE RAhbbbds Reid & Bodine
; — — ‘Lendertse
E -, :
-360 — T
le+00 le+01 le+02 1e+03
L/ds

a) Cr=5.0 y=45°
b) Cr=5.0 y=225°
¢) Cr=50 y=0°



FIGURES DU CHAPITRE 3



100

O = = = =+ + . o+ T T Emeesmeeeese o T
oot = - = s = ¢+ " =t ememesemeTeesS ST
Py P P S R i ol it ainainaiaiai - - .
e s o ~an o e Y L L L I T S - W m A = W = e = -
o Gttt a === s = © ¢ T T e Semsmsmesees—- -
6°—~GFCrCrcrercr°~m~>~.‘.‘ B e o I R o g
e O Cr Cr OO O . = . . s e e S A T 4
40 OO OO e . . s - ¢ - T s sememeeees o - -
et O D= = =~ = =+ e mesee————- -
o S S L o DO O~ o = e = = ¢ ¢t = == - A - - - -
20 o m = - « e e—————— - -
Lo O DO OOt e = = = = ¢ W TS A e == S
0 S B T T T 1
Q S50 100 150 200 250
col
-z 0.88
t=22 h
100
- e s e PP B S > - W e = e o« . - * 4 e e e e = . . e . . - - -
L S R = -
B0 AN ¢ ¢+ > PO T GG ™ e - = = = = e o= = e = = e e o+ . . o+ e
R T o e - i~ = T T T T
R P e LT DO E - " ® e = = e & e s o+t s e e = e
60 —
XN o OO DO e T m ® ™ w e ® = e * ¢ s+ s e e = =
Rt S OO T O IO OO D e - T - - - - e s o - e e - = .
40—Y t 4 @ DO CI OO rO O~ " B - e = - e T s - o+ o+ = e = =
N s e D O D O O O O O O L D e e e s » ® w = = s ¢ - = e o= = -
20—“ Vs OO D D D O O e Lh O B > s w ® e it e w o= w -
N1 e O D D D D D O O O O OO e =0 B - = e e+ s = - - -
v e e e O O DD D O O D O D O O e O O e - = e s+ e = w = -
PR
0 n T T l 1
Q S0 100 150 200 250
col
== 0.62 .
t=25 h
100
et = = = 2+ s s e m e wwe s ew ... - - =
s asGrGm e B ™ = % 4 - -+ 2 e e e wm e eme .. - === =
80 G AT s Gt Qe s W W T m = t 4 . e w W .. = e . e e e @ e e -
ol o S A i I T e B B B I i i i i e T i
SESES RS et AR I R e e e R i
GOﬂmmﬂs%‘\\\\ D R . R IR A R I
e N R I S
40 IS T De T B e & = = 1 e . W GG PP --" .-
I I ET I I T B B = = 2 L e A e e = . W = =
zodWQ'*“*“‘ [ T L e
A A Ao sD e e B W e e = s s e > > - > - .- - -
p—<<—<)—<:—<—<—<—o—c-..-.-- 4@t e W W B A - - . - .
0 Sttt
1 }i I T i T
0 S0 100 150 200 250
col
- = 0.99
t=30 h
100
s = = =+t * m e o mw Amn— —~————— — —- --— -
PO 00 i " = 3 ¢ ¢ ¢ e m m e W v wm m m o Wm W W m W e W= e e e e wm A W
- [ s G R T I A i e DI I P e
rcram:~n- W WM I s s e e e We We e W W We Wn e W G We Be W B dm A G A W e W
so_re.\e:m\\\‘ L i I A T SR P
POSTANA ™ML ™M " % 3 ¢ ¢ e m e W e W e W W e W G W Wm G W W G e W W = = -
PESYASAT™A ™ M W 3 1 s e m o e G e W W W O W e m e e e Gr B e W= e e e -
QO =ENAANMANM ™ % M S v f e m e e e T G e e e Wm B Un B G W B e e W B e e e
Lﬁstsfgﬁsﬁm's TR W S e o W Wn e W W e W W e Bm P W Bm m W Gm G e e Ge W W
20_‘&\5‘1}“\\‘ S e m e e W O W W W W B B e B B B T B A= = A= W e
PESCS O G 0r ™ “ =+ ¢+ = o W We B Ve W B We P e G B G G G P Po G B Ge G v W=
L Ortnats ~ = ® ¢ ¢ @ e e G Bt D O P G D Do G e e G Wm e Bm B Bm B e W=
0 ~bemean
l§ 1 ]

Q 50 100

=z 0.92

150

col

.

200

250

Figure 2 : Propagation de l'onde dans le bassin en 10 heures .




J-Iw Y W r

i T sourHampion

|
SOUTHAMPTO

cO]
DEVONPO

, .

ioyivrn R a

"E

DOUVRES.)

courbes colées en cenlimbires
(@gs] voteurs nalure de M

MAREE ©0ANS LA 'MANCHE

ONDE M,

LIGNES D EGALES AMPLITUDES

riE

owe;)
~ SN

— =
courbes cotées en degrés
1D valews nalure de My

MAREE DaNS LA MANCHE

ONDE M,

LIGNES D'EGALES PHASES(g) J

Lignes disomamages (m)

/

p 40
80 —
60 —
40—
20 —

. i
\ \/ o.ué 0.40
1.40
Tl
080 020 080
1,20
160 1.20 1.60/
/"m\ / /‘.!0
N /
0 T T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300
Km
v
Lignes disophases (deg)
100
/
80 — \”m/ \\Asm }8.00
00—
60
10— 4500 30 00 5.0
6000 15.00 \
20— \ / eo.oo\
0 T T T T T T T T 7T T T T 71
0 20 40 60 B0 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

Figurc 3.b : Amplitude et phase de 'onde de Kelvin



9.7
Py I -
{ 2
o { g
"‘..?."'\'-"N..4".___‘."!.-‘:‘ (‘:" N ‘:‘: . 4" -g
JeoN s
4 3 & &
‘. ---:‘::'/" l" /
£
&
=
4 1. Battur
g 2. Bassure de Baas
= 3. Vergoyer
4. Bassurelle
5. Le Colbart
6. Vame
50° N 1 7. Dyck
8. Out Ruytingen
9. Sandettié
Figure 4.a : Localisation des bancs de sable dans la Manche Orientale
et le sud de la mer du Nord
150
125—
100+
o~~~
E .
¥ 75—
>
50—,
25—
0= T T T T
0 27 54 81 108 135
X(km)

Figure 4.b : Topographie de la zone d'étude (Manche Orientale)



F Q 3 J
A ue |
A}
i 4
T,
=%
: 4
Y
) 3 0\ N

E 7

uuullnnlunnlIllllllllllllllllllllllnllllllllllllIT

1

Figure 5 : Maillage de la zone d'étude et localisation des points conditions aux limites

Noed

8

T

Latitude

-»
[":]
gy J

L]

P S

.3
@

8*__J0° 1t 10" 6° 4@ 00 3 o * 19 R
w"oﬂo«lﬁ\jQ X
- N h/'qéuduun Howich 4 J
ff . =
CGIO;'}-Z/\ J Matarg o>
gy L fnanses g a0 Maldon at?:
"1 \Cardilf i 21
ardi 3/ % anﬂol Q% F
> -
C Minehead s : Dduvres //. H
- Soutyamorton "\@ . i
} A eheven Caldis Dunkerq
Carndbesk Bridport J J/ iq -1
A g\ﬂ\_}— N Baulogne 1
;::duaw Plyer v-u-“‘-:' b
' f
W < Somime }.
_—— 1
S" Fécamgp {
.C." * ﬂ u.L:_ﬁH‘v" Rouen |
L Hanitewr I
(o Port ¢ ]
: S~ : Granville Q&\umg
Jf‘d- { Pampol Y. <2, Avranches :
ortam B S{-Maio ]
‘M St-8rieuc L
l{l'ﬂ.'\.l H
\_/" Tancarneas
. Lorient
Vannes
St-Nazaire
= B
3° 20° 7 0" [ 4° Jor [

U
-3 Longituds 2° Quest

i Langnude ¥ gse

Figure 6 : Zone d'étude du modéle de Salomon (1991) '




| ,'Pci s P
4
Aso e Iy o ) Tl
- SR n N
- 1
yLe ; = I
-4 o
J
\ D
1
1
Fe7mm F—s M
=~ i }
=
e
InY
T —
—
=
'l J
50
Q= B
NG\
l’
A — L
7
o L T T T
54 8L As8 135
Km

Figure 7 : Localisation des points de sortie des résultats



e

IS

-

-

w
o

~
w

-3
-3

-~
w

Polint C

Point Y

tm/s)
-

0.50

vitesse (m/3)

{m/9)

Vicesse

45 SC 55 60 65 70 15
Temps (h}

Point D

Point H

1.25 4

1.00 -4

0.75

0.50

Vitesse (m/s)

Y

~

“w
1

-3
©
°

Cd+0.0015
d«0.0020
‘Cd=0.0025

S S0 S5 60 65 70
Temps (h)

Vitesse

{m/s}

Vicesse

(m/s)

Vitesse

Temps (h}

Point J

Temps (h}

Point L1

Figure 8 : Influence du cocfTicient de frottement Cd




AMPLITUDE M2 PHASE M2

Figurc 9 : a) Influence du coefficient de frottement sur I'amplitude de M2
b) Influence du coefficient de frottement sur la phase de M2

-~
P

~ -

AMPLITUDE M4 PHASE M4

Figure 10: a) Influence du coefficient de frottement sur l'amplitude de M4
b) Influence du coefficient de frottement sur la phase de M4



Point I

Point C
1.50 1.50
1334 1.25 -
J
* 1.00 % 1.00 ]
L] 8
$ 0.754 & 0.75
e n
S 3
£ 0.50 3 0.50
1
0.25 0.25
0.00 — + v T v T v T v 0.00 . r r . . . . .
45 50 S 60 70 75 .- s0 S5 P P 70 s
Temps (h) Temps th)
Point D Polnt J
1.50
1.25 4
E 5 1.00 -
8 8
v . U.YSJ
”
3 H 1
4 0.50
;.: 3 _J
0.25 -4
1
0.00 ¥ T T T v Y v T v
[} so 55 60 13 70 75
Terps (h) Temps (h)
“
!
Point H
1.50
Point L1
1.50
1.25
* 1.00] 1.25
L -
» 1,00
¢ 0.75 8
- L}
3 ® .75 -]
4 0.50 -] a0
> o
1 g
0.35 - g 0.50
0.00 - T T — v 0.25 -
5.0 52.5 §0.0 67.5 75.0 1 \
Temps (h) 9.00 M T T T ~ - - . .
= An100 «0/3 5 50 53 60 (1] 70 15
e+ AReS00 ol /3 Temps  (h)
atix,y b mp:

Figpure 11: Influence du coefficicnt de viscosité horizontale Ah



gure 12.a : Modele de Salomon (1991)

Figure 12.b : Présent Modéle Km
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Cmin Cmax Rmass El Einfinie Cmin Crax Rmass El Einfinie
Exncte Q.000000E 400 0. 100000 1 - Exacte 0 D0DDOOE 100 0. 100000401 - - -
Upwind 0.000000E100 | 0.9999376100 | 0.0000108101 0.540237E-01 0 547587E100 Upwind 0.000000E+00 0.999937E400 | 0.10MHOE+O1 0.540237E-01 0.547587E+00
Centré - 0.243983E400 0.124463E4 014 01043242401 0.474379€-01 0 5563N2E400 Centré ~0.2939R83E400 0.124463E401 0.104324E401 0.474379E-01 0.556592E400
Van Leer(l) |- 0.117730E-04 0. 1000014 01 0. 100010E 401 0.260412E-01 0.669200E4 00 Van Leer(l) | ~ 0.579540E-02 0.100380E+01 0.100010E+0} 0.168317E-01 0.763367E+00
Ta_bleau 11.1 Tableau 11.2
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Ciwin Cinax Rmass El Einfinie Cmin Cmax Rimnss [ A Einfinie
Fxacte Q.ON0000E100 | 0.100000K 10} : - - Exacte 0.000000E400 | 0100000151 01 . - -
Upwind QU00000EI00 109997326000 | 0104000E01 | 05063 1E-01_ | 0.509254E400 Upwind 0.0000006400 | 09997525100 | 0.104000E+OL | 0.580651E-01 | 0.509254E+00
Centré =0.174215E400 | 0.117422E+01 0.104324E+01 0.449023E-01 0.63769654 00 Centré 01742156400 | 0.117422E401 0.104324E401 0.449023E-01 0.637696E+00
Van Leer(1) | -0864211E+00 | 0.186421E+01 0. 1040001401 0.615233E-01 0.102248E+01 Van Leer(1) | -0.600037E+401 0.700037E+01 0.104000E+01 0.838797E+00 | 0.660182E+01
Tableau 11.3 Tableau 11.4
Courant=0.75 ; ts=70 ; gamma=1.0 7.5 Courant=0.75 ; ts=70 ; gamma=2.0
2.0 ) .
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Cmin

Cimax

Rmass

El

Finfinie

Fxacte 0.000000E4+ 00 010000085401 - - -
Upwind 0.000000E4 00 0.7839381:4 00 0.100000E+01 0.175231E-01 0.177945E400
Centré -~ 0.335806E-01 0.927856E+00 0.9997Y8E+00 0.730189E-02 0.637696E-01

Van Leer(1)

-~ .135289E-05

0.902100E+00

0.100000E+01

0.855224E-02

0.633846E-01

Tableau 11.5

Courant=0.2 ; ts=70 ; gamma=1.0

Figure 11.5

Cmin Cmiax Rimass Et Einfinie
Fxacte 0.000000E+00 0.100000E+01 - - -
Upwind 0.000000E+00 0.783938E4 00 0. 100000E401 0.175231E-0! 0.177946E400
Centré = 0.335806E-01 0.927856E+00 0.999798E+00 0.730189E-02 0.637696E-01
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Cmin Cmax Rmass El Einfinic Cmin Cmax Rmass El Einfinie
F.xacte 0.000000E4 00 01000001401 - - - Fxacte 0.000000E+00 0.100000F+01 - - -
Upwind 0.000000E4 00 0.7677861:100 0.996803E100 0.202904E-01 0.232214E400 Upwilld 0.000000E+00 0.767786F100 0.996805E+00 0.202904E-01 0.232214E400
Centré ~0.328777E-01 0.911405E400 0.996803E100 0.834940E-02 0.959834E-01 Centré - (0.328777E-01 0.911403E400 1.99680SE+00 0.834940E-02 0.959834E-01
Van Leer(1) = (0.643516E+00 0.174030E+01 0.996805E400 0.847224E-01 0.900302E+00 Van Leer( 1) = 0.104063E4+02 0.921015E40! (1.996R04E 400 0.1493137E+01 0.106863E+02
Tableau 11.7 Tableau 11.8
Courant=0.75 ; ts=70 ; gamma=1.0 19.0 Courant=0.75 ; ts=70 ; gamma=2.0
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Cmin Cmax Rimass k1l Einfinic
Fxacte 0.000000F+ 00 01000001401 - - -
Upwind 0.141184E-10 0.90385JE+00 0.999997E+400 01734 79E-01 0.961464E-01
Centré —0.782592E-08 0.999311E+00 0. 100000E+01 0.168967E-02 0.869417E-02
Van Leer(1) 0.736491E-13 0.977430E+00 0.100000E+01 0.536846E-02 0.464637E-01

Tableau 11.9

Courant=0.2 ;

ts=70 ; gamma=1.0

-0.25

Figure 11.9

Cmin Cmax Rmass El Einfinie
Exacte 0.000000E+400 0. TO0000E+01 - - -
Upwind 0.141184E-10 09038541400 0.999997F1 00 0.173479E-01 0.961464E-01
Centré - 0.782592E-08 0.999311E+400 0.100000E4 01 0.168967E-02 0.869417E-02
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Exacte
........ Centre

- ==-Upwind
—O— van Leer

Tableau 11.10
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Cmin Cmax Rmass El Einfinie Cmin Cmax Rmass El Einfinie
Exacte 0.000000E+00 0.100000E401 - - - Exacte 0.000000E+00 0. 100000E+01 _ - .
Upwind 0.275933E-29 0.888518E+00 0.993080E+00 0.187524E-01 0.109719E4 00 Upwind 0.275953E-29 0 8885 18E400 0 993080E+00 0.187524E-01 0.109719E+00
Centré - 0.100603E-06 0.996422E+400 0.999484E+00 0.278505E-02 0.208787E-01 Centré — 0.100603E-06 0.996422E+00 0.999484E+00 0.278505E-02 0.208787E-01
Van Leer(1) [ - 0.202483E-01 0.128228E+01 0.100647E+01 0.566775E-01 0.518848L400 Van Leer(1) |- 0.265643E+01 0.463516E+01 0.100675E+01 0.445661E+00 | 0.363740E+01
Tableau 11.11 Tableau 11.12
Courant=0.75 ; ts=70 ; gamma=2.0
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Cmin Cmax Rmass Ei Einfinie
Exacte 0.000000F +0) O 100000+ 01 - - -
Upwind 0.000000F, +00 0. 999937C+00 0. 100010E+01 0.340237E-01 0.347587E+00
Lan-weadra@f | _0243983E+00 | 0.124463E+01 | 0.104324E+01 0.474379E-01 0.556592E+00
Minmod 0.000000E+00 0. 100001 E+Q1 0.104000E+01 0.314148E-01 0.626922E+00
Sum:rbee 0.000000E+00 0100001 E+0 0. 104000E+01 0.194004E-01 0.712898E+00
Van Leer (2) 0.000000E+00 0.100001E+01 0.104000E4+01 0.255676E-01 0.655392E+00
MC 0.000000E+00 0100001 E+01 0.104000E+01 0.230519E-01 0.659761E+00
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Superbce 0.000000E+00 0. 100001E+01 0. 104000E+01 0.172269E-01 0.520493E+00
Van Leer (2) 0.000000E+00 0.100001E+01 0.104000E+01 0.248647E-01 0.519662E+00
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Cmin Cmax Rmass El Einfinie
Exacte 0.000000E+00 0.100000E +01 - - -
Upwind 0.000000E+00 0.783938E+00 0.100000E+0 | 0.1753231E-01 0.1 77946E+00
Lan- Wendro F F - 0.335806E-01 0.927856E+00 0.999798E+00 0.730189E-02 0.637696E-01
Minmod - 0.196159E-14 0.879063E+00 0. 100000E+01 0.694793E-02 0.832814E-01
Superbee - 0.196159E-14 0.919270E+00 0.100000E+01 0.313250E-02 0.427931E-0!
Van Leer (2) ~ 0.196159E-14 0.900838E+00 0.100000E+01 0.420345E-02 0.617489E-01
MC -0.196159€-14 0.910480E+00 0. 100000E+01 0.327310E-02 0.518615E-01
Tableau 11.15
s Courant=0.2 ; ts=70 125 Courant=0.2 ; ts=70 Las Courant=0.2 ; ts=70
1 1
1.00 1.00 4
0.75 o 0.75
1
v £.50 < 0.50
025 1 0.25 -
1
0.00 0.00 4 i
!
.25 ———— ——— -0.25 — r — -0.25 — . |
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0"75 T
X x .
———— Exacte Exacte x
........ LH“'\NMd\"H— . - Minmod Exacte
- - —--{pwing - - =--Superbee | L eeeeeee Van Leer({}
- = =-MC
] Figure 1
Figu gure 11.15.b .
gure 11.15.a N Figure 11.15.¢
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\—A%WW\QT’&ZL‘ - 0.328777E-01 0.911405E+00 0.996803E+00 0.834940E-02 0.959834E-01
Minmod 0.000000E+00 0.871983E+00 0.996805E+00 0.776979E-02 0.128015E+00
Superbee 0.000000E+00 0.915382E+00 0.996805E+00 0.321999E-02 0.846174E-01
Van Leer (2) 0.000000E+00 0.895452E+00 0.996805E+00 0.473508E-02 0.104547E+00
MC 0.000000E+00 0.905693€+00 0.996803E+00 0.352087E-02 0.943065E-01
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Cmin

Cmax Rmass

Einfinie

Exacte

0 BODOOOE 100

0 1O0000E+0] -

Upwind

0. [ LIR4E-T0

0 YOIRSJE+O0 0.999997E+00

0. 173479E-01

0.961464E-01

Lax-Wendm P

= ().782592E-08

0.999311E+00 0.100000E+01

0.168967E-02

0.8694 1 7E-02

Minmod

0.875363E-11

(.963STRE+00 . 100000E+01

(0.274209€-02

0.344235E-01

Superbee

0.639127E-1 1

0.989706E+00 0. 100000E+01

0.208680E-02

0.197929E-01

Van Leer (2)

0.703391E-11

).979367E+00 0.100000E+01

0.121551E-02

0.206332E-01

MC 0.644733E-11 0. 9835063E+00 0.100000E+01 0.834271E-03 0.149373E-01
Tableau 11.17
S Courant=0.2 ; ts=70 1.25 Courant=0.2 ; ts=70 125 Courant=0.2 ; tg=70
1.00 1.00 o
1
0.75 T 0.75 o
v 0.50 ~ U 0.50
0.25 0.25
0.00 0.00
'S T — T T + -0.25 T T T - -0.25 - . v - :
g.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.7s 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
x x x
E >
........ e fr . Drecte S
- - - Upwingd - = = -Superbee Mgn Leer(t)
i 11.17.a i .
Figure Figure11.17.b Figure 11.17.¢
Cmin Cmax Rimass El Einfinie
Exacte 0.000000F+00 0. 10000014 0} - - -
Upwind 0.275953E-29 - 0 BERSIRE+00 0.992080E+00 0.187524E-01 0.109719E+00
Lax-wendrof£ | _ o 100603506 0.996422E+00 0.999484E+00 0.278505E-02 0.208787E-01
Minmod 0.000000E+00 0.96 16 19E+00 0.99949{ E+00 0.304178E-02 0.370433E-01
Supcrbee 0.000000E+00 0 YRKRTTTE+0D 01001 14E+01 0.230326E-02 0.188627E-01
Van Leer (2) 0.000000E+060 0.977339E+400 0.100018E+01 0.137543E-02 0.214037E-01
MC 0.000000E+00 () 983634E+00 0.100030E+01 0.990069E-03 0.173750E-01
Tableau 11.18
Courant=0.75 ; ts=70 Courant=0.75 ; ts=70 Courant=0.75 ; ts=70
1.25 1.25
. 1.00 - 1.00 A
] ] 1
. 0.75 0.75 -
1 J ]
4 © 0.50 U 0.50 4 !
1
. 0.25 o 0.25 A
0.00 .00
— T T T T 925 L ™ T -0.25 T T T —
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
x x x
Exacte — Exacte
........ &‘:fé:,.dm Minmod smesetec Van l.eer(l
- - - upwind ~ = = -MC
Figure 11.18.a Figure 11.18.b Figure 11.18.c
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Cmin

Cmax

Rmass

El

E2

Einfinie

FExacte 0.000000E+00 0.100000E+01 - - - -
Upwind - 0.267517E-08 0.997432E+00 0.999613E+00 0.308067E-01 0.101672E+00 0. lOO()W
Lax-Wendroff | = 0.216439E+00 0.145473E+01 0.999904E+00 0.227620E-01 0.8003566E-01 0.80940 1 E+0Q
Minmod 0.000000E+00 0.999975E+00 0.100904E+01 0.184695E-01 0.737676E-01 0.754197E+00
Superbee 0.000000E+00 0.100000E+01 0.998175E+00 0.993030E-02 0.573683E-01 0.765039E+0g
Van Leer (2) 0.000000E+00 0.999997E+00 0.1003 14E+01 0.145511E-01 0.669353E-01 0.764208E+00
MC 0.000000E+00 0.100000E+01 0.100348E+01 0.130598E-01 0.649319E-01 0.763133E+00
- Tableaw 1 A2-A
Cmin Cmax Rmass El E2 Einfinie
Exacte 0.000000E+00 0.100000E+01 - - - -
Upwind — 0.431923E+03 0.483077E+03 .100346E+01 0.531098E+01 0.326336E+02 0.484077E+03
Lax-Wendrolf | - 0.204760E+00 0.143963E+01 0.999884E+00 0.211873E-01 0.746328E-01 0.681060E+00
Minmod 0.000000E+00 0.999988E+00 0.100799E+01 0.177623E-01 0.718721E-01 0.682186E+00
Superbee 0.000000E+00 0.999999E+00 0.998239E+00 0.996173E-02 0.583348E-01 0.666472E+00
Van Leer (2) 0.000000E+00 0.999998E+00 0.100466E+01 0.141424E-01 0.657836E-01 0.681328E+00
MC 0.000000E+00 0.999998E+00 0.100332E+01 0.128013E-01 0.643471E-0! 0.681287E+00
Tableaw : 42-8
Cmin Cimax Rmass El E2 Einfinie
Exacte 0.000000E+00 0. 100000E+( | - - - -
Upwind - (.300438E+15 0.288211E+15 | =0.970968E403 0.250158E+13 0.160308E+14 0.300438E+15
Lax-Wendroff | 0.000000E+00 0.100000E+01 0.99961SE+00 0.260000E-02 0.509902E-01 0.100000E+01
Minmod 0.000000E+00 0.100000E+01 0.9996 1 SE+00 0.637300E-02 0.549494E-01 0.875000E+00
Superbee 0.000000E+00 0.100000E+01 0.9996 1 SE+00 0.637500E-02 00.549494E-01 0.875000E+00
Van Leer (2) 0.000000E+00 0.100000E+01 0.9996 15E+00 0.637500E-02 0.549494E-01 0.875000E+00
MC 0.000000E+00 0.100000E+01 0.9996 15E+00 0.637500E-02 0.549494E-01 “0.875000E+00
Tableaw ; 19-C
Cmin Cmax Rmass El E2 Einfinie
Exacte 0.000000E+00 0.100000E+01 - - - -
Upwind —0.292134E+13 0.291481E+13 |— 0.66094E+04 0.233840E+13 0.134715E+14 0.292134E+13
Lax-WendrofT | ~0.174079E+04 0.176266E+04 0.999576E+00 0.204793E+02 0.128842E+03 0.176 166E+04
Minmod ~0.143040E+02 0.250319E+02 0.998572E-+00 0.916533E-01 0.636390E+00 0.2403 19E+02
Superbee —0.143040E+02 0.230319E+02 0.9994 16E+00 0.957615E-01 0.647219E+00 0.240319E+02
Van Leer (2) |- 0.143040E+02 0.250319E+02 0.998894E+00 0.941787E-01 0.643042E+00 0.240319E+02
MC =0.143040E+02 0.250319E+02 0.999080E+00 0.956938E-01 0.646753TE+00 0.240319E+02

Tabllear: 42 -D
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Cmin

Cmax

Rmass El E2 Einfinie
Exacte 0.124932E-07 ().999233E+00 - - - -
Upwind 0.124932E-07 ) .883305E400 0.966119E+00 0.106933E-01 0.24870E-01 0.12034 LE+00
Lax-Wendroff 0.124932E-07 0.993837E+00 0.995323E+00 0.101812E-02 0.202391E-02 0.843078E-02
Minmeod 0.124932E-07 0.963321E+00 0.994368E+00 0.137587E-02 0.319072E-02 0.342605E-01
Superbee 0.124932E-07 0.990808E+00 0.995085E+00 0.109327E-02 0.211250E-02 0.1461539E-01
Van Leer (2) 0.124932E-07 0.980005E+00 0.994794E+00 0.114100E-02 0.228492E-02 0.197922E-01
MC 0.124932E-07 0.985295E+00 0.994806E+00 0.113144E-02 0.219348E-02 0.143223E-01
!
Tok leaw: £32-A
Cmin Cmax Rmass (A E2 Einfinie
Exacte 0.129616E-07 0.999303E+00 - - - -
Upwind 0.129616E-07 0.897593E+00 0.973326E+00 0.960838E-02 0.213283E-01 0.103721E+00
Lax-Wendroff 0.12966E-07 0.996099E+00 0.991863E+00 0.162749E-02 0.322218E-02 0.127797E-01
Minmod - 0.136572E-02 0.968327E+00 0.991282E+00 0.185785E-02 0.387685E-02 0.314936E-01
Superbee 0.129616E-07 0.990921E+00 0.991731E+00 0.165731E-02 0.320039E-02 0.149010E-01
Van Leer (2) 0.129616E-07 0.981[58E+00 0.991500E+00 0.168000E-02 0.332201E-02 0.183663E-01
mMC 0.129616E-07 0.986036E+00 0.991512E+00 0.166851E-02 0.327305E-02 0.135950E-01
Takleau s 43-8
Cmin Cmax Rmass El E2 Einfinie
Exacte 0.124013E-07 0.999225E+00 - - - -
Upwind - 0.801502E-01 0.9000167E+00 0.974647E+00 0.954826E-02 0.209515E-01 0.102937E+00
Lax-Wendroff | 0.124013E-07 0.993852E+00 0.991175E+00 0.175215E-02 0.347127E-02 0.137349E-01
Minmed - 0.324066E+02 0.322387E+02 0.990545E+00 0.113989E+00 0.126936E+01 0.324066E+02
Superbee - 0.466591E-04 0.991074E+00 0.991045E+00 0.177694E-02 0.344369E-02 0.157220E-01
Van Leer (2) |- 0.124312E-01 0.981422E+00 0.9908 { 8E+00 0.184668E-02 0.359043E-02 0.181419E-0t
MC — 0.130559E-02 0.986248E+00 0.990834E+00 0.179095E-02 0.351141E-02 0.1343920E-01

Tableaw: 13-¢
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Smin Smax Rmass
Upwind 10.00 35.00 0.9476
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Superbee 10.00 35.00 0.9966
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Smin Smax Rmass
Upwind 10.00 35.00 0.9370
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Minmod 10.00 35.00 0.9673
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Van Leer (2) 10.00 35.00 0.9726
M.C. ’ 10.00 35.00 0.9746
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