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INTRODUCTION 

Cette thèse a pour sujet la quantification géométrique. Aussi, elle se scinde en deux par

ties indépendantes. Dans une première partie (chapitre 1), nous étudions un problème ren

contré en préquantification géométrique. Soit G un groupe de Lie de symétries d'une variété 

symplectique M admettant une application moment. Ce groupe de symétries détermine 

une algèbre de Lie g extension centrale de g par lR. L'algèbre de Lie g s'intègre en un groupe 

de Lie G extension centrale de G par 'II'1 . En général, la préquantification géométrique de 

M donne une représentation unitaire de G, et non pas de G (voir [T-W]). Nous nous 

sommes intéressés à l'étude de ces extensions centrales dans le cas où G est un groupe 

de Lie-Poisson, et g est sa bigèbre de Lie. Nous en donnons la classification complète, 

ensuite nous réalisons la correspondance entre les extensions centrales de G et celles de g 

en termes de notre classification. Les résultats principaux de cette partie ont été publiés 

dans «Journal of Geometry and Physics)) ([Ben]). 

La deuxième partie de ce travail consiste à établir un lien explicite entre deux procédures 

de construction de représentations unitaires irréductibles d'un groupe de Lie G: la méthode 

des orbites et la quantification géométrique. Soit fl.o un élément fixé de g*, l'espace vectoriel 

dual de l'algèbre de Lie g de G. On suppose qu'il existe une polarisation ~ C ge au point 

J..Lo, et on note D un sous groupe de Lie de G contenant le stabilisateur G JLo de J..lo et dont 

l'algèbre de Lie est () = ~ n g. Sous l'hypothèse du relèvement de la forme i11o sur () en un 

caractère unitaire x de D, on associe à 0 une représentation unitaire (irréductible) Holg x 
de G appelée la représentation induite holomorphe, qui est une sous représentation de la 

représentation Indg x induite par le caractère x de D à G (voir [Ber]). Cette procédure est 

appelée la méthode des orbites. Elle a été introduite par Kirillov dans le cadre des groupes 

de Lie nilpotents, et a été développée pour d'autres classes de groupes par plusieurs auteurs: 

Auslander, Bernat, Dufio, Kostant, Pukanszky, Vergne ... Dans ce même cadre, M. Dufio 

([Du]) a introduit une modification de la représentation Holg x de G. Elle consiste à 

remplacer le caractère 6.;~{/: D --7 C*, 6.v,c(d) = ldetAd9c;IJ(d)l, qui intervient dans 

la construction de l'espace de la représentation Holg x, par une racine carrée Tl (lorsqu'elle 

existe) de (clet Ad
9
c /IJ )- 1 . 

D'autre part, l'orbite coadjointe 0 de fl.o est une variété symplectique sur laquelle le groupe 

G agit, et cette action admet une application moment équivariante. Sous certaines con

ditions, on peut appliquer la procédure de la quantification géométrique, introduite d'une 

manière indépendante par Souriau et Kostant, à 0 pour obtenir une représentation unitaire 

de g. Si cette représentation s'intègre à G, alors cette procédure permet aussi d'associer à 

0 une représentation unitaire de G. Nous nous sommes donc posés les questions suivantes: 

1 
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Si on se place dans le cadre des hypothèses de la méthode des orbi tes, les con

ditions d'existence de la quantification géométrique de 0 sont-elles remplies? Si 

cette quantification existe, la représentation de g obtenue s'intègre t-elle en une 

représentation de G ?, et quelle représentation de G obtient-on? 

Nous commençons par fixer le cadre de notre travail en faisant des préliminaires sur la 

méthode des orbites dans le chapitre IL Nous donnons ensuite des réponses complètes à 

ces questions en étudiant la quantification géométrique de 0 (chapitre III). Nous résumons 

les résultats de ce chapitre comme suit. L'existence du caractère x sur GP.o est équivalente 

à l'existence d'un fibré préquantique au dessus de 0 sur lequel l'action coadjointe de G 

sur 0 se relève en une action qui préserve sa connexion. La donnée d'une polarisation f) 

au point {lo est équivalente à la donnée d'une polarisation F. au sens de la quantification 

géométrique, sur 0 qui est G-invariante. Ainsi, les données de x sur G P.o et de f) permettent 

de quantifier 0 par t-F-densités. Nous montrerons que cette quantification donne une 

représentation unitaire de G dans un espace de Hilbert. La donnée supplémentaire de 7J sur 

G J.Lo garantit la quantification de 0 par t-F-formes, et cette quantification donne aussi une 

représentation unitaire de G. Nous concluons que les conditions sur x et 7J pour quantifier 

0 sont plus faibles que celles nécessaires à l'application de la méthode des orbites. Si les 

caractères x et 7J existent sur D, alors la représentation de G obtenue par la quantification 

géométrique de 0 par ~-F-densités est la représentation iucluite holomorphe Holg x, et 

sa modification s'obtient en quantifiant 0 par ~-F-formes. Pour alléger ce chapitre, nous 

avons regroupé certaines démonstrations techniques ainsi que quelques définitions qui s'y 

rapportent dans l'appendice I. 

Remarque. Dans la méthode des orbites, L. Pukanszky a introduit une condition sur fJ 

portant son nom pour garantir l'irréductibilité de la représentation Holg X dans le cas des 

groupes résolubles. Si x existe sur G1to, alors la condition de Pukanszky sur fJ est aussi 

suffisante (non nécessaire) pour étendre le caractère \' à D (voir [Ber]). Donc, si f) vérifie 

la condition de Pukanszky alors la méthode des orbites est équivalente à la quantification 

géométrique de O. 

Dans ([DET]), les auteurs ont construit, à l'aide de {lo et de f), un sous fibré symplectique 

F d'un cotangent modifié T*(G/D). Une modification du cotangent T*(G/D) consiste à 

le munir de la 2-forme canonique modifiée par la relevée d'une 2-forme fermée sur G / D. Le 

groupe de Lie G agit sur F, et cette action symplectique admet une application moment 

.] : F -----. g* équivariante. Dans ce même travail, les auteurs ont montré que fJ satisfait la 

condition de Pukanszky si et seulemeut si l'application moment J est un symplectomor

phisme entre F et l'orbite coadjointe 0 de llO· Ce résultat nous a conduit à nous poser les 



questions suivantes: 

Si la condition de Pukanszky n'est pas satisfaite par f), peut-on quantiner ce sous 

Bbré symplectique F? Si la réponse est positive, cette quantincation donne-t-elle 

une représentation de G ?, et éventuellement comparer la représentation obtenue 

avec celle donnée par la méthode des orbites. 

3 

Le chapitre IV est consacré à la quantification géométrique de F dans le cas où f) ne satisfait 

pas la condition de Pukanszky. L'existence du caractère x sur D entraîne l'existence d'un 

fibré préquantique L au dessus de F sur lequel l'action de G surF se relève en une action 

qui préserve sa connexion. A l'aide de f), nous construisons une polarisation F sur F, 

G-invariante. Nous établissons que la quantification géométrique de F par ~-F-densités 

donne une représentation unitaire de g qui s'intègre en la représentation induite holomorphe 

Holg x de G. La donnée supplémentaire de 17 sur D nous a permis de quantifier F par ~

F-formes au lieu des t-F-densités. Cette quantification donne la représentation modifiée 

de Holg x de G. L'appendice II contient quelques démonstrations techniques de certains 

résultats énoncés dans ce chapitre. 

Remarque. Nous sommes persuadés que l'existence d'un caractère unitaire x sur D tel 

que de x = ipo lo est aussi nécessaire pour l'existence d'un fibré préquantique L au dessus 

de F, sur lequel l'action de G se relève en une action qui préserve la connexion sur L. Nos 

résultats établissent donc l'équivalence entre la méthode des orbites et la quantification 

géométrique de F. 



' PREMIERE PARTIE 
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CHAPITRE I. EXTENSIONS CENTRALES DES 

BIGÈBRES DE LIE ET DES GROUPES DE LIE-POISSON. 

Soit G un groupe de Lie de symétries d'une variété symplectique (lvi, w) admettant 

une application moment J. La préquantification géométrique de ( M, w) est la donnée 

d'un fibré principal P au dessus de M, de groupe structural 'JI' 1 , muni d'une 1-forme de 

connexion a de courbure w. La préquantification de M donne une représentation unitaire 

d'une algèbre de Lie g extension centrale de 9 par JR, déterminé par le groupe de symétries 

G. Cette extension s'intègre en un groupe de Lie G extension centrale de G par 'll'1 . En 

général, la préquantification géométrique donne une représentation de G, et non pas de G. 

D'une manière équivalente, il n'y a pas de garantie que G soit un groupe de symétries de 

( P, a). C'est le groupe ê qui est toujours un groupe de symétries de ( P, a). Pour plus de 

détails sur ces résultats, on pourra consulter [T-W]. Nous nous proposons ici d'étudier ces 

extensions dans le cas m\ le groupe de symétries G de l\1 est un groupe de Lie-Poisson, et 

9 est sa bigèbre de Lie. Nous en donnons la classification explicite et la correspondance 

entre ces extensions. 

1. Extensions centrales des bigèbres de Lie. 

Une bigèbre de Lie ([A], [A-KS], [Dr]) est une algèbre de Lie (9, [ , ]9 ) dont l'espace 

vectoriel dual g* est également une algèbre de Lie (9*, [, ]9• ), et ces deux crochets vérifient 

la compatibilité de Drinfeld suivante: 

([Ç,1]] 9•, [x, y] 9 ) 

= -([coadx Ç, 1J]g•, y)- ([Ç, coadx 17] 9., y)+ ([coady Ç, 17] 9., x)+ ([Ç, coady 17] 9., x) ; 

où coadx Ç désigne l'action coadjointe de xE 9 sur Ç E 9*. 

Soient 91 et 92 deux bigèbres de Lie. Une application linéaire u : 9 1 ---+ 92 est dite un 

morphisme de bigèbres de Lie si u : (9 1 , [ , ] 91 ) ---+ (92 , [ , ] 92 ) est un morphisme d'algèbres 

de Lie, et sa transposée u*: (92,[, ]9;)---+ (9t,[, ]9r) est aussi un morphisme d'algèbres 

de Lie. Un isomorphisme de bigèbres de Lie est un morphisme bijectif. 

Dans tout ce qui suit, 9 désigne une bigèbre de Lie réelle de dimension finie. 

1.1. Définition. Une bigèbre de Lie g est dite une extension centrale de 9 par IR s'il 
' 11" 

existe une suite exacte 0 ---+ IR ---> g ---> 9 ---+ 0, où i , 7r sont des morphismes de bigèbres de 

Lie (JR étant muni de sa structure unique de bigèbre de Lie : la structure nulle) et i(IR) est 

contenu dans le centre de l'algèbre de Lie g. Deux extensions centrales g1 et g2 de 9 par lR 

sont dites équivalentes s'il existe un isomorphisme de bigèbres de Lie p : g1 ---+ g2 rendant 
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commutatif le diagramme suivant: 

....... 

91 

y ~ 
0 -t IR lp 9 -t 0 

~ ~ 
....... 
92 

On note Extbig(9, IR) l'ensemble des classes d'équivalence d'extensions centrales de g par IR. 

L'objet de cette section est de décrire explicitement l'ensemble Extbig(g, IR). Dans [L-R), 

Lecomte et Roger ont donné une autre description des extensions (non nécessairement 

centrales) de bigèbres de Lie en termes de foncteurs dérivés. 

1.2. Construction. Soit g une bigèbre de Lie extension centrale de 9 par R Par le 

choix d'une section s : 9 -t g, on identifie les espaces vectoriels g et 9 x IR. Le défaut de 

morphisme d'algèbres de Lie des détermine un 2-cocycle 1 de l'algèbre de Lie 9 à valeurs 

dans R 1(x, y)= [s(x), s(y)]- s([x, y]), tel que le crochet sur g = g x IR soit donné par: 

( 1.3) [(x, a), (y, b)] =([x, y], 1(x, y)) (x, y E g;a,b E IR) 

Comme i et 1r sont des morphismes de bigèbres de Lie, le crochet sur g* (l'algèbre de Lie 

duale de g) identifiée avec g* x IR est nécessairement de la forme suivante: 

(1.4) [(a,a),(f),b)] = ([a,f)] + af(f))- bf(a),O) (a,!) E g*; a,b E IR) 

où f est un endomorphisme de g*. L'identité de Jacobi de ce crochet entraîne que f est 

une dérivation de l'algèbre de Lie 9*. La compatibilité de Drinfeld des crochets de g et g* 

implique que la transposée de f, f*: 9 -tg (N.B: (g*)* ~ g car g est de dimension finie), 

vérifie la propriété suivante: 

( 1.5) V x, y E g, J*( [x, y]) - [!*(x), y] - [.r, j*(y )] = coad::y(y) (x) - coad::y{x)(Y) 

où :Y: 9 -tg* est définie par: (::Y(x),y) = 1(x,y) et coad:y(x)(Y) désigne l'action coadjointe 

de ::Y(x) E g* sur y E g ~ (g*)*. Si la propriété (1.5) qui mesure le défaut de dérivation 

de f* est satisfaite, alors on dira que 1 et f sont Drinfeld-compatibles. Ainsi, à toute 

extension centrale de g par IR, on associe un 2-cocycle r de l'algèbre de Lie g à valeurs 

dans IR et une dérivation f de l'algèbre de Lie 9* Drinfeld-compatibles. Réciproquement, 

la donnée d'un 2-cocycle 1 de g dans IR et d'une dérivation f de 9* Drinfeld-compatibles 

détermine une extension centrale g x IR de g par IR définie par les formules (1.3) et (1.4). 
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Un changement de la section choisie s en une autre section s', s' (x) = s( x) + </;(x) où 

</; E g*, transforme (1,/) en (1+8</;,f +ad.p). Ici, 8</; désigne le cobord de la 1-cochaîne </;de 

l'algèbre de Lie g à valeurs dans IR et ad représente l'action adjointe de l'algèbre de Lie g* sur 

elle-même. On vérifie que l'application: (g x IR, s) ---? (g x IR, s'), (x, a) t--+ (x, a+</;( x)) entre 

les trivialisations de g définies par s et s' respectivement est une équivalence d'extensions 

centrales. Un isomorphisme p définissant une équivalence de deux extensions centrales ih 
et g2 de g par IR trivialisées par (g x IR, -y1 , JI) et (g x IR, -y2 , h) respectivement, est toujours 

de la forme précédente. On en déduit que g1 et g2 sont équivalentes si et seulement si il 

existe </; E g* tel que -y2 = -y1 + 8</; et h = j 1 + ad.p. 

Si on note Z 2 (g, IR) l'espace vectoriel des 2-cocycles de l'algèbre de Lie g à valeurs dans 

IR et Der(g*) l'espace vectoriel des dérivations de l'algèbre de Lie g* alors, on a le résultat 

suivant. 

1.6. Théorème. Il y 'a une correspondance biunivoque entre Extbig(g, IR) et le quotient 

de{(!,!) E Z 2 (g,IR) x Der(g*) 1 -y,j Drinfeld-compatibles} par {(8</;,ad.p) 1 </; E g*}. 

1. 7. Remarque. La compatibilité de Drinfeld des crochets de g et g* est équivalente à 

la condition que pour tout rp E g*, 8rp et adci> sont Drinfeld-compatibles. 

Si on désigne par Extat9 (g, IR) l'ensemble des classes d'équivalence d'algèbres de Lie 

extensions centrales de g (pour sa structure sous-jacente d'algèbre de Lie) par IR, alors on 

a une projection naturelle 7rbig : Extbig(g, IR) ---? Extatg(g, IR). La Drinfeld-compatibilité 

de 8</; et ad.p implique que si 8</; = 0 alors ad; est une dérivation de g; le résultat suivant 

en découle immédiatement. 

1.8. Proposition. Le noyau de ïrbig : Extbig(g, IR) ---? Exiat9 (g, IR) est isomorphe au 

quotient de {fE Der(g*) 1 j* E Der(g)} par {adci>; </; E g* 181 = 0}. 

1.9. Remarque. Si g est semi-simple en tant qu'algèbre de Lie , alors le noyau de 7rbig 

est donné par {fE Der(g*) 1 f* E Der(g)}; cela découle du fait que le premier groupe de 

cohomologie { </; E g* 1 8</; = 0} d'une algèbre de Lie semi-simple est nul. 

On va illustrer sur les exemples suivants que 1rbig n'est ni injective 111 surjective en 

général. 

Exemple 1.10. On rappelle que toute extension centrale d'une algèbre de Lie semi

simple est triviale grâce au lemme de Whitehead. Comme cas spécial, on considère 

g = sl(2, lR) munie de sa structure standard de bigèbre de Lie exprimée dans la base 

canonique ( H, X+, X_) de g et sa base duale ( H*, x.:_, X.f. ). Un calcul direct montre que le 

noyau de 1rbig, ou encore Extbig(sl(2, IR); IR), est donné par l'ensemble des endomorphismes 
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de g* qui s'écrivent dans la base (H*, X.f., X:.) sous la forme suivante: (~ ~ ~ ) avec 
0 0 -a 

a E IR. Toutes ces extensions se projettent sur l'extension triviale d'algèbre de Lie . 

Exemple 1.11. On munit g = JR2 d'une structure de bigèbre de Lie de la manière suivante: 

on prend la structure abélienne d'algèbre de Lie sur g et on définit le crochet sur g* = JR2 

par: [e1,e2] = e2 où (e1,e2) est la base canonique de JR2. L'extension d'Heisenberg JR3 

de JR2 par lR définie par la 2-forme symplectique 1 de JR2 qui est un 2-cocycle (g étant 

abélienne) n'a pas de préimage par 1r. En effet, la Drinfeld-compatibilité (1.5), qui se 

réduit dans ce cas à l'équation coad:y(y)(x)- coad:y(x)(Y) = 0, ne peut pas être satisfaite. 

Donc il n'existe aucune structure de bigèbre de Lie sur JR3 qui en fait une extension centrale 

de JR2 (muni de la structure de bigèbre ci-dessus) par lR et dont la structure sous-jacente 

d'algèbre de Lie soit celle définie par/· 

2. Extensions centrales des groupes de Lie-Poisson. 

Un groupe de Lie-Poisson ([A], [KS], [Lu-We], [STS]) est un groupe de Lie G mum 

d'une structure de variété de Poisson, telle que la multiplication m : G x G -+ G soit 

un morphisme de Poisson. On désigne par P le bivecteur de Poisson sur G et on définit 

l: G--+ f\ 2 g par: l(g) = f\ 2 (T9 Rg-t)P(g). Ici, g est la bigèbre de Lie tangente à G en 

son élément neutre e, Rg-t désigne la translation à droite par g- 1 sur G et T9 Rg-t est son 

application linéaire tangente au point g. La multiplication m est un morphisme de Poisson 

si et seulement si l est un 1-cocycle pour l'action adjointe de G sur 1\2 g. 

Un morphisme de groupes de Lie-Poisson est un morphisme de groupes de Lie, qui est 

aussi un morphisme de variétés de Poisson. Un isomorphisme de groupes de Lie-Poisson 

est un morphisme bijectif. 

Dorénavant, G désigne un groupe de Lie-Poisson et A un groupe de Lie-Poisson abélien 

pour sa structure de groupe, de dimension 1, et donc sa. structure unique de variété de 

Poisson est la structure nulle. Tous les groupes qui interviendront par la suite sont supposés 

connexes. 

2.1. Définition. Un groupe de Lie-Poisson ê est dit une extension centrale de G par 
t ~ rr 

A s'il existe une suite exacte 0 --+ A ---+ G ---+ G -+ 1, où i, 1r sont des morphismes de 
~ 

groupes de Lie-Poisson et i(A) est contenu dans le centre du groupe G. Deux extensions 

centrales G1, G2 de G par A. sont dites équivalentes s'il existe un isomorphisme de groupes 
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de Lie-Poisson ry : G1 ---+ G2 rendant commutatif le diagramme suivant: 

êl 
y ~ 

0 ---t A lTJ G ---t 1 

~ ~ 
ê2 

On note ExtL.P( G, A) l'ensemble des classes d'équivalence d'extensions centrales de G 

par A. Le but ici est de décrire d'une manière analogue aux bigèbres de Lie l'ensemble 

ExtL.P(G, A); voir [T-W] pour le problème équivalent d'extensions centrales des groupes 

de Lie. 

2.2. Construction. Soit G une extension centrale de G par A. On note P son bivecteur 

de Poisson, et Île 1-eocycle associé. Comme G est en particulier un fibré principal au 

dessus de G avec groupe structural A. alors, il existe une section s : G ---+ ê lisse dans un 
~ 

voisinage de e. Par le choix de cette section s, on identifie G avec G x A (en tant que 

groupes abstraits) muni de la multiplication: 

(2.3) (g, a)· (h, b) = (gh, a+ b- rP(g, h)) 

où rP(g,h) = s(gh)s(h)- 1s(g)- 1 mesure le défaut de morphisme de groupes de s. Cette 

identification est lisse dans un voisinage de l'élément neutre ê de G. On démontre que rP 

est un 2-cocycle du groupe abstrait G à valeurs dans A, qui est évidemment différentiable 

dans un voisinage de 1 'élément ( e, e) de G x G. On notera z; ( G, A) 1 'ensemble de tels 

cocycles. Dans cette trivialisation de ê pars, l'action adjointe de ê sur sa bigèbre de Lie 

g = g x R détermine une application lvi : G ---+ g*; g 1--7 M9 définie par: 

......... 
Ad(g,a)(x, u) = (Ad9 (:z:), u + lvf9 (x)) (g,a) E G x A,(x,u) E g x lR 

On vérifie que si g est dans un voisinage de c où <P est lisse, alors J\1 9 = Te ( rP(g) ), où 

~(g): G---+ A est définie par: (;(g))(h) = <P(g- 1.hg)- <:p(hg,g- 1 ). Comme i et rr sont des 

morphismes de Lie-Poisson, alors il existe nécessairement une application F : G---+ g telle 

que Î soit de la forme suivante: V(g, a) E ê, 'v'( a, b), (;3, c) E g* = g* x JR, on a: 

(2.4) (Î(g, a), (a, b) 0 (;3, c)) = (l(g), a 0 ;3) + (F(g), bj3- ca) 

L'application F est lisse dans un voisinage de e; cela découle du fait que l'identification 

( 2.3) est lisse dans un voisinage de ê et que l et Î sont lisses partout. La propriété de 
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!-cocycle de Î entraîne la relation suivante qu'on appellera Lie-Poisson compatibilité de F 

et</>: Va E g*, 'Vg,h EGon a: 

(2.5) (F(gh),a)- (F(g),a)- (Ad9 F(h),a) = (I\ 2 (Ad9 )l(h),M9 ®a) 

On remarque que la Lie-Poisson compatibilité de F et </>contrôle le défaut de !-cocycle de 

F pour l'action adjointe de G sur g . Comme ê est connexe alors, la nullité du crochet 

de Schouten du bivecteur de Poisson P sur ê avec lui même, notée [[P, P]] = 0, est 

équivalente à l'identité de Jacobi du crochet de Lie défini sur g* = g* x R On vérifie 

que celui-ci est donné par ((a,b),(,B,c)] = ((a,,B] + b(TeF)*(,B)- c(TeF)*(a),O), donc 

[[P, PJ] = 0 est équivalente à (TeF)* est une dérivation de g* (voir 1.4). On parvient 

ainsi à associer à toute extension centrale ê de G par A un élément </> de z; ( G, A) et une 

application F : G --+ g, lisse dans un voisinage de e, telle que (TeF)* E Der(g*) et de 

plus </>et F sont Lie-Poisson compatibles. Réciproquement, la donnée d'un couple ( </>, F) 

vérifiant les conditions précédentes détermine une extension centrale G x A de G par A 

de la manière suivante. On munit G x A de la loi de groupe définie par </> (expression 

2.3). La condition de différentiabilité de </> dans un voisinage de e suffit pour l'existence 

d'une topologie (qui n'est pas, en général, la topologie directe) rendant G x A un groupe 

de Lie et la projection 1r : G x A --+ G un morphisme de groupes de Lie. Avec l'injection 

i: A--+ G x A;a f-t (e,a + </>(e,e)), G x A devient une extension centrale du groupe 

de Lie G par A ([T-W]). C'est pour cette raison qu'on avait choisi, dans la condition 

nécessaire, une section s de ê lisse dans un voisinage de e afin que le 2-cocycle de groupe 

corespondant </> soit lisse dans ce voisinage et par sui te G x A devienne un groupe de Lie 

pour la multiplication définie par </>. Sur ce groupe de Lie, on définit Î par la relation (2.4) 

et on vérifie que la Lie-Poisson compatibilité de </> et F assure la propriété de !-cocycle 
~ 

pour l. En plus, (2.4) montre aussi que l est lisse dans un voisinage de l'élément neutre 

ê = ( e, </>( e, e)) de G x A, car l et F sont lisses dans un voisinage de e et dans un voisinage 

de ê la topologie de G x A est la topologie produit. Ainsi, grâce à sa propriété de 1-cocycle, 

Î est lisse partout. On a aussi: [[P, P]] = 0 puisque (TeF)* E Der(g*). 

Un changement de la section choisie s en une autre section s', également lisse dans un 

voisinage de e, détermine une !-cochaîne (une application) x de G dans A lisse dans un 

voisinage de e telle que s'(g) = x(g)s(g);g E G. On note C~(G,A) l'ensemble de telles 

cochaînes. Ce changement de section modifie (</>,F) en(</>+ 5x,F + rx) où 5x désigne 

le cobord de la !-cochaîne x du groupe abstrait G à valeurs dans A et r x : G --+ g, est 

définie par: (rx(g),a) = l(g)((Tex)®a);g E G,a E g*. On vérifie que l'application: 

(G x A,s)--+ (G x A.,s'),(g,a) f-t (g,a + x(g)) est une équivalence d'extensions centrales 

entre les trivialisations de ê définies pars et s'respectivement. Un isomorphisme 77 de deux 
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extensions centrales équivalentes ê1 et ê2 de G par A, trivialisées par ( G x A, 1>1, FI) et 

( G x A, 4>2, F 2) respectivement, est nécessairement de la forme précédente pour un certain 

xE Ci(G,A). Donc ê 1 et G2 sont équivalentes si et seulement s'il existe XE Ci(G,A) 

tel que 4>2 = 4>1 + 8x et F2 =FI + r x· 

Si on note C~(G,g) l'ensemble des applications de G dans glisses dans un voisinage 

de e alors on a le théorème suivant. 

2.6. Théorème. ExtL.P(G, A) est en bijection avec l'ensemble quotient de 

{(q),F) E z;(G,A)xC~(G,g) 1 (TeF)* E Der(g*) et (q),F) Lie-Poisson compatibles} par 

{(8x,rx) 1 xE c;(G,A)}. 

2. 7. Remarque. La condition de 1-cocycle de l : G--. 1\2 g pour l'action adjointe de G 

sur A2g est équivalente à la Lie-Poisson compatibilité de 8x et r x pour tout xE c;(G, A). 

On vérifie qu'on a: (Tefx)* = ad,p, où ·1/J = (Tex) E g* et ad désigne l'action adjointe de 

l'algèbre g* sur elle-même. 

Si on note ExtL(G, A) l'ensemble des classes d'équivalences des groupes de Lie exten

sions centrales de G par A ( G, A étant bien sûr des groupes de Lie) alors on a une projection 

naturelle 7rL.P: ExtL.P(G,A)--. ExtL(G,A). La Lie-Poisson compatibilité du cocycle nul 

(<P = 0) et de FE C~(G,g) est équivalente à la condition que Fest un 1-cocycle de G 

dans g pour l'action adjointe Ad de G sur g. On note A~(G, g) l'ensemble des 1-cocycles 

de G dans A pour l'action adjointe qui sont lisses dans un voisinage de e. Le noyau de 

1rL.P est isomorphe à {FE A~(G,g) 1 (TeF)* E Der(g*)}/{fxiX E c:(G,A) l8x = 0}. 

En remarquant que {X E Ci(G,A) 1 bx = 0} = Home(G,A), où Home(G,A) désigne 

l'ensemble des morphismes de groupes de G dans A différentiables dans un voisinage de e, 

alors on a la proposition suivante. 

2.8. Proposition. Le noyau de 7rL.P : ExtL.P(G, A) --> ExtL(G, A) est isomorphe à 

{FE A~(G,g) 1 (TeF)* E Der(g*)}/{f x 1 XE Home(G,A)}. 

2.9. Remarque. Si F E A~(G,g) alors TeF : g --> g est un 1-cocycle pour l'action 

adjointe ad de g sur elle-même, c'est à dire que TeF est une dérivation de g. On en déduit 

que si Fest un élément du noyau de 7rL.P alors (TeF)* est un élément du noyau de 1rbig· 

Exemple 2.10. On considère G = SL(2,JR) muni de la structure de Lie-Poisson définie 

par la solution de l'équation de Yang-Baxter suivante: A= ~X+ 1\ X_, où (H,X+,X-) 

désigne la base canonique de g = sl(2, lR). On considère l'application F : SL(2, JR) -+ 

sl(2,JR), A ~-t %(H- AHA- 1 ), a ER On vérifie que FE A[(SL(2,lR),sl(2,lR)), où 

I désigne la matrice identité. La matrice de (TIF)* relativement à la base duale de 



11 

(H,X+,X-) est donnée par: (~ ~ ~ ) . On retrouve les dérivations de g* dont la 
0 0 -a 

transposée est une dérivation de g (voir l'exemple 1.10). Il est clair que F n'est pas un 

morphisme de groupes, donc F est un élément non trivial du noyau de 1r L.P pour tout a 

non nul. On en déduit que 7rL.P n'est pas injective. 

Exemple 2.11. On remarque tout d'abord que si G est abélien alors, en écrivant que 

F(gh) = F(hg) pour tout g, h E G, la Lie-Poisson compatibilité entraîne la condition 

nécessaire suivante: (l(g),Mh 0 a)= (l(h),M9 0 a), a E g*. On munit le groupe additif 

G = JR2 de la structure de Lie-Poisson définie par: P( et) = 0 et P( e2) = e1 1\ e2, où ( e 1 , e2) 

désigne la base canonique de JR2 . On vérifie que la 2-forme symplectique </; de JR2 est un 

2-cocycle du groupe JR2 à valeurs dans A = lR et qui est évidemment lisse partout. Dans 

ce cas, pour tout (:r,y) E JR2 on a: .~1(x,y): JR2 
-t lR,(x',y') ~---+ :ry'- yx', et donc en 

particulier, Me 1 = e2, où ( e~, e2) est la base duale de ( e1, e2 ). L'extension centrale lR3 du 

groupe de Lie JR2 par lR associée à</;, n'a pas de préimage par 7rL.P· En effet, la condition 

nécessaire ci-dessus n'est pas satisfaite pour g = el' h = ez et a =er. Donc, ici 1rL.P n'est 

pas surjective. 

3. La correspondance ExtL.P(G,A) -t Extbig(g,JR). 

On rappelle que si u : ê 1 -t G2 est un morphisme de Lie-Poisson alors Te 1 u : g1 -t g2 
i .-. rr 

est un morphisme de bigèbres de Lie ([A]). Il en découle que, si 0 -t A -+ G -+ G -t 1 
Toi T~rr 

est une extension centrale de G par A, alors 0 -t lR ------+ g ~ g -t 0 est une exten-

sion centrale de g par JR. Ainsi, on a une correspondance ExtL.P( G, A) -t Extbig(g, lR) 

qui à chaque élément G de ExtL.P fait correspondre sa bigèbre de Lie g. Le but ici 

est de réaliser cette correspondance à travers les descriptions données par les théorèmes 

(2.6) et (1.6). Tout d'abord, si</; E Z?(G,A), on peut définir l'élément 1 de Z 2 (g,JR) par: 

d d 
1( x, Y) = dt ds 1 t=O ,s=O ( </;( e.r pt:J.:. expsy) - 9( expsy, ex pt x)) Vx, y E g 

En dérivant successivement à t = 0 et s = 0 la relation (2.5) écrite pour g = exp(tx) eth= 

exp( sy ), on obtient: (TeF)[x, y]- [(TeF)( x), y]- [x, (TeF)(y )] = coad:y(y)( x)- coad:y(x)(Y ). 

On en déduit que 1 et (TeF)* sont Drinfeld-compatibles. Soit ( </;', F') un autre représentant 

de la classe de (</;,F) notée ((</;,F)), définie dans le théorème (2.6). On vérifie que, si 

<P' = 9 + 8x et F' = F + r x• xE c;(G, A) , alors 1' = 1 + 8'1/; et (TeF')* = (TeF)* + adttr, 

où '1/; =TeX· Donc (!',(TeF')*) appartient à. la. classe de (!,(TeF)*), notée ((r,(TeF)*)), 

dans l'espace classifiant de Extbig(g, JR) (voir théorème 1.6 ). 
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3.1. Proposition. La correspondance ExtL.P(G, A)-+ Extbig(g, R) est donnée explicite

ment par: ((c/>,F)) f---7 ((I,(TeF)*)). 

On a une injection naturelle iL : ExtL( G, A) -+ ExtL.P( G, A), qui consiste à munir 

chaque groupe dans l'extension 0 -+ A -+ G -+ G -+ 1 de la structure de Poisson nulle. 

De la même façon, il existe une injection naturelle correspondante iA : Extatg(g, IR) -+ 

Extbig(g, IR). Comme la correspondance ExtL( G, A) ---+ Extat9 (g, JR) n'est ni injective ni 

surjective en général, alors il en est de même pour ExtL.P(G,A) ---+ Extbig(g,R). Cela 

découle de la commmutativité des diagrammes suivants: 

ExtL(G, A) Extat9 (g, R) ExtL(G, A) Extat9 (g, R) 

1 ÏL liA ~ 1rLP 1 1rbig 

ExtL.P(G, A) Extbig(g, R) ExtL.P(G, A) Extbi9 (g, R) 



~ 

DEUXIEME PARTIE 
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CHAPITRE II. PRÉLIMINAIRES SUR LA MÉTHODE DES ORBITES. 

La méthode des orbites a été introduite par A. A. Kirillov dans le cadre suivant ([Ber]): 

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie g. 

Soit po un élément de g* et 0 son orbite coadjointe. On montre qu'il existe toujours des 

sous algèbres f) de g telles que po([f), f)]) = 0, et de codimension ~ dim 0; de telles sous 

algèbres sont appelées polarisations au point p 0 • Soit f) Cg une polarisation au point po, 

notons D = exp(fJ) le sous groupe de Lie de G correspondant. Ce sous groupe D admet un 

caractère unitaire x de forme infinitésimale ip0 if1• On construit une représentation unitaire 

irréductible Indg x de G par induction à partir de X· Soit p un autre élément de g* pour 

lequel on construit D' et x' comme ci-dessus, à partir d'une polarisation f)' au point p E g*. 

On montre que la représentation Indg x de G est indépendante de f) à équivalence près, 

et que: 

IndZ \ et IndZ, y' sont équivalentes <====:> p E O. 

Ce qui prouve que la représentation Inclg \ de G ne dépend que de l'orbite coadjointe 0 de 

p0 , d'où l'appellation «Méthode des orbites». De plus, on obtient dans ce cas une bijection 

entre le dual unitaire G de G et l'ensemble des orbites coadjointes. 

Mais la situation envisagée par Kirillov était idéale: pour généraliser sa procédure à 

d'autres classes de groupes, on se heurte à des problèmes d'existence de polarisations 

réelles, de relèvement de ip 0 111 en un caractère x unitaire de D et d'irréductibilité de 

Indg X· 

• Pour un groupe de Lie exponentiel, la procédure de Kirillov s'applique encore, 

mais cette fois Indg x n'est plus irréductible. Pukanszky a montré que Indg X est 

irréductible si et seulement si f) satisfait une condition qui porte son nom. 

• Pour un groupe de Lie résoluble, il n'existe pas toujours de polarisation réelle. La 

notion de polarisation réelle est alors remplacée par celle de polarisation complexe 

et le sous groupe D correspondra à la partie réelle () de la polarisation. Choisissons 

une polarisation complexe au point llo et supposons que ipo 1~ se relève en un 

caractère unitaire \ de D. La. représentation IndZ \ n'est pas toujours irréductible. 

Harish-Chandra et Gelfa.nd-Graev ont introduit la notion de représentation induite 

holomorphe HolZ x qui est une sous représentation de Indg X· Sous certaines 

conditions sur f) (en particulier, la condition de Pukansky), Auslander et Kostant 

ont montré que HolZ x est irréductible. 

• Pour des groupes de Lie plus généraux que les résolubles, il n'existe pas toujours 

de polarisation complexe. 

Dans le cadre de notre travail, on considère un groupe de Lie G quelconque, puis l'on 
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suppose l'existence d'une polarisation complexe [J au point p 0 et le relèvement de ipolll en 

un caractère unitaire x de D. Par suite, on considère la représentation induite holomorphe 

Holg x de G: c'est ce que l'on entendra ici par méthode des orbites. Notre but est d'établir 

un lien entre la méthode des orbites et la quantification géométrique de l'orbite coadjointe 

0 de po, et d'un certain sous fibré symplectique F déterminé par p0 et [J, d'un cotangent 

modifié de G / D. On traitera aussi une modification de Holg x introduite dans [Du]. On 

commence avant tout par fixer les notations qui seront utilisées dans les chapitres suivants 

et par donner quelques rappels. 

1. Notations et rappels. 

Soit G un groupe de Lie réel d'algèbre de Lie g """'TeG, on note xe le champ invariant à 

gauche défini par X E g: Xf.le =X. Le groupe G opère dans g par l'action adjointe Ad et 

dans son espace vectoriel dual g* par l'action coadjointe Coad. Les actions infinitésimales 

correspondantes sont notées par ad et coad. On note ge = g EB ig l'espace vectoriel 

complexifié de g et - : ge -t ge la conjugaison complexe dans ge. On étend l'action 

adjointe de G par linéarité à ge et le crochet de Lie sur g à ge par bilinéarité. 

Soit po un élément de g*. On note G Jlo = {g E G 1 Coad(g )po = po} le stabilisateur 

de po dans G, et gl'o = {XE g 1 coad(X)p:o = 0} son algèbre de Lie. L'élément p:o E g* 

définit une forme bilinéaire alternée B sur g par: 

B(X, Y) = po((X, Y]) , X, Y E g. 

Soit W un sous espace vectoriel de g, on note lV.L l'orthogonal de lV dans g pour la 

2-forme B: vV.L = {X E g 1 VY E W : B(X, Y) = 0}. Comme g.L = gl'o alors B définit, 

par passage au quotient, une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur gfgJL 0 , qu'on note 

encore B. L'espace gfgtto muni de cette 2-forme B est un espace vectoriel symplectique. 

Un sous espace vectoriel W de g est dit isotrope maximal si et seulement si W .L = W, ou 

encore vV c W.L et dim vV = t(dimg + dimg~-' 0 ). 

1.1. Définition. Une polarisation au point p:o E g* est une sous algèbre de Lie (complexe) 

lJ de ge contenant g~0 et satisfaisant les conditions suivantes: 

(i) [J est invariante sous l'action adjointe de G JLo. 

(ii) lJ .L = (J. 

(iii) (J + ï) est une sous algèbre de ge. 

A chaque polarisation (J, on associe deux sous algèbres de Lie réelles() C e de g définies 

par: ee = (J + ï) et De = (J n 1). On dit que 1J est réelle si (J = Ë), dans l'autre extrême: 

(J n fJ = g~0 , (J est dite purement complexe. 
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On note D 0 C E 0 les sous groupes de Lie connexes de G d'algèbres de Lie () et e 

respectivement. Comme fJ est invariante sous 1 'action adjointe de G J.Lo, alors il en est de 

même pour() ete. On en déduit que D = GJ.Lo ·DoCE= GJ.Lo · E0 , sont des sous groupes 

de G. Notons e0 = {f.l E g* 1 Vx E e: p,(x) = 0} l'annulateur de e dans g*. Rappelons les 

propriétés suivantes: 

1.2. Lemme ((Ber]). 

(i) D..L=e. 

(ii) Do et D sont des sous groupes fermés de G d'algèbre de Lie il. 

(iii) e0 et p,0 + e0 sont invariants sous l'action coadjointe Coada de D. 

1.3. Définition. ([Ber], [DET]) On dit qu'une polarisation ~ C ge au point p,0 satisfait 

la condition de Pukansky si elle vérifie l'une des conditions équivalentes suivantes: 

(i) f.lo + e° C 0. 

(ii) D · tto = f.lo + e0
• 

(iii) D · tto est fermé dans g*. 

On note 6.a: G ~ JR, 6.a(g) = ldetAd0(g)I-I, la fonction module sur G. Pour tout 

élément d de D, on pose: 6.o,c(d) = ~~i~~. Précisons tout d'abord la notation suivante 

qui sera souvent utilisée dans ce texte. 

1.4. Notation. Soient VI c v2 des sous espaces vectoriels de g stables sous l'action 

adjointe Ad0 d'un sous groupe de Lie H de G. On note Adv2 ;v1 (h), hE H, l'application 

linéaire induite par Ad 0(h) sur l'espace quotient ViJV2 • On adopte la même notation pour 

des sous espaces VI c v2 de ge stables sous l'action de Adgc de H. Cette condition de 

stabilité de V1 et V2 sera toujours sous-entendue dans la suite lorsqu'on écrit Advt~v2 • 

Soit dun élément de D, la matrice Ad0 (d) s'écrit: Ad0 (d) = ( Ad~(d) Adg;o(d)). 

D'où, 6.D,c( d) = 1 clet Ad0; 0( d)l. 

1.5. Lemme. Pour tout élément d de D, on a: 

(i) clet Ade;o( d) = 1. 

(ii) 1 clet Ad~; 0c ( d) 1 = 1. 

(iii) l::iD,G( d) = 1 clet Ad0c ;~( d) 1· 

Pre·uve. La 2-forme B sur g induit une 2-forme symplectique sur ejil. Pour tout élément d 

de D, Adc;o(d) est un symplectomorphisme de ejil, et donc (detAdc;o(d))2 = 1. D'autre 

part, ee /De= IJ/ile EB fJ/De, et on vérifie que la matrice Adcc; 0c(d) s'écrit sous la forme: 
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(
Adf);oc(d) 0 ) , , ( )12 0 Adec /ile ( d) = O Adfi;oc ( d) . D ou, clet Ade;i:l( d) = 1 clet Adf);oc d . n en 

conclut que, clet Ade;o(d) = 1, et par conséquent on a: 1 clet Ad1J; 0c(d)l = 1. L'affirmation 

(iii) se déduit de (ii) grâce à l'identification (ge ;-oe)/(~/De) ~ge j~. 1 

1.6. Remarques. 

• La propriété (i) entraîne 6D,E = 1. 

• Comme conséquence de la propriété (i), on a: 6D,G( d) = 1 Ad0;e( d)l, pour tout 

élément d de D. 

1.7. Lemme. Pour tout élément g0 de Gp.0 , on a: detAdfJ/gc (g0 ) = (detAd0c;f)(go))- 1
, 

1'0 

et par conséquent: 6D,a(go) = 1 clet AdfJ/g~0 (go)l- 1
. 

Preuve. La matrice Ad 0c; 0c (go), go E G 1L
0

, s'écrit sous la forme: 
1"0 

En écrivant que Ad0c; 0~0 (g0 ) préserve la 2-forme symplectique B de ge jg~0 , on obtient: 

t(Adf)/g~0 (go)) · Ad0c;f)(go) =In, où In est la matrice identité d'ordre n = dim~jg~0 = 
dimgej~. D'où, detAdfJ/n:?o(g0 ) = (detAd0c;rJ(g0 ))-

1
. Par passage au modules, on 

obtient: ldetAdh/o~0 (go)l = ldetAd0c;fJ(g0 )l- 1 = ~D~a(g0 ) (d'après le lemme précédent). 

D'où le résultat. 1 

1.8. Remarque. Si X est un élément de 9p.o, alors on a: trace adfJ/gc X = -trace ad0c /IJ X. 
1'0 

2. Représentations induites. 

Supposons qu'il existe un caractère unitaire x de D tel que dex = ipolo· On con

sidère l'espace des fonctions lisses r.p : G --+ C qui vérifient la condition suivante de quasi

invariance par D: 

(2.1) r.p(gd) = x(d)- 16D,a(d)ir.p(g), gE G,d E D. 

Afin de construire un espace de Hilbert à partir de l'espace de ces fonctions, on pense aux 

fonctions r.p qui sont de carré somma ble par rapport à une mesure de Haar (à gauche) dpa 

sur G. Ces fonctions sont «constantes)) (à un facteur près) sur les orbites de D pour l'action 

à droite sur G. Le problème qui se pose est que si D n'est pas compact, alors l'intégrale 

fa I'PI2 dpa diverge. Pour cela, on va intégrer ces fonctions sur l'espace GjD des orbites 

de D , d'où la nécessité d'une mesure sur GjD. Une autre difficulté qui se présente est 

que même si <p et '1/J vérifient la propriété ci-dessus, <p'l/J n'est pas une fonction sur G / D. 
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On se fixe une base (Xi)t: 1 de D, et on note a = i(Xf, · · · , Xk)dJ.La la forme différentielle 

sur G obtenue par contraction de dJ.La avec les champs (Xf)f=1 invariants à gauche sur 

G. La forme différentielle r.p1/;a se projette presque (i. e: au signe près) sur GjD: en fait, 

pour tout élément d de D, on a: Rda= (detAdg/ll(d))-
1 

·a, et Rd(<p?jJ) = 6.v,a(d)~.p1/;, 
Rd étant l'action à droite de d sur G. Si on met le module autour de a, alors cp7/Jial se 

projette sur GjD. De manière plus précise. 

On définit une mesure ~.p1/JdJ.La,D sur GjD, i.e: fonction sur les repères R de G/D telle 

que: ~.p1/JdJ.La,v(R·A) = jdetAj·~.p1/JdJ.La,v(R), A E GL(k',JR), k' = dimGJD, comme suit. 

Soient R un repère en un point mE GjD, etRun repère de G au point gE p-1(m), tel 
....... 

que: p*R = R, p : G -+ G / D étant la projection canonique. On pose: 

(r.p1/JdJ.La,v)(R) = (~.p1/;)(g)la9 (R)I. 
En vertu de la définition de a, r.p·l/Jd!-ta,v(R) ne dépend pas du choix deR tel que: p*R = R, 

et vérifie la propriété cl 'une mesure. Pour tout élément d de D, on a: 

Donc, (cp1/;)dJ.La,D est indépendante du choix de g E ;r-1 (m). En conclusion, r.p1/Jdf.lc,D 

est une mesure sur G / D bien définie. En intégrant cette mesure sur la variété G / D, on 

obtient un produit hermitien (cp, 1/;) =fa; D r.p1/; df.lc,D sur l'espace des fonctions satisfaisant 

la condition (2.1) et qui sont bien sûr de carré sommable: fa 1 D lrrl 2 dJ.La,D < oo. Ensuite, 

on complète cet espace préhilbertien par rapport à son produit hermitien, pour obtenir un 

espace de Hilbert 1-i. Cette complétion sera toujours sous-entendue par la suite. 

2.2. Notation. Soit x un caractère de D. On note Cf(G) l'espace des fonctions lisses 

r.p : G --+ C, telles que: pour tout élément g de G et tout élément d E D, on a: r.p(gd) = 

x(d)- 1r.p(g). En adoptant cette notation, c= _112 (G) désigne l'espace des fonctions cp 
x·~v G 

vérifiant la la propriété (2.1 ). ' 

Avec cette notation, l'espace de Hilbert 1-{ s'écrit: 

(2.3) h={r.pEC 00 -I/2(G)I r lcpl 2
dJ.LcD<oo}. 

x·f).o,G Je; D , 

On obtient une représentation unitaire U de G dans 1-{ en faisant agir G sur 1t par 

translations à gauche: 

(2.4) (U(g)r.p)(g') = r.p(g- 1g') ,cp E 1t ,g,g' E G. 

2.5. Définition. La représenta.tion unitaire (1-i, U) de G clans 1-{ est appelée la représentation 

induite par .\ de D à G. On la uote: Iudg \ = ( 1-i, U ). 
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3. Représentations induites holomorphes et modification de Duflo. 

Harish-Chandra et Gelfand-Graev ont constaté la stabilité par U du sous espace 1-ihol 

de 1-{ suivant: 

où zecp est la dérivée de cp suivant le champ invariant à gauche ze sur G. 

3.1. Définition. La sous représentation (1-lhol, U) de Indg X est appelée la représentation 

induite holomorphe par x de D à G. Elle est notée: Holg x = (1-lhol, U). 

3.2. Remarques. 

• Si Z E il, alors la condition zecp = (-i(.uo,Z)+~ tracead9c;ec(Z))·cp est la version 

infinitésimale de la propriété cp E c= -l/2 ( G); on utilise le fait que 6.D,G( d) = 
x.·Llv,G 

jdetAd9;e(d)j, dE D (voir remarque 1.6). 

• Si on induit le caractère x de D à E alors l'espace de la représentation Hol~ x 
s'identifie à l'ensemble des sections holomorphes de carré intégrable d'un certain 

fibré holomorphe sur E / D (voir [Ber]). D'où la terminologie de représentation 

induite holomorphe. 

Dans ([Du]), Duflo a introduit une modification dans l'espace 1-lhol qu'on peut décrire 

de la manière suivante. 

On suppose qu'il existe un caractère 17 : D -? C* tel que: 17( d) 2 = (clet Ad
9
c jf)( d))- 1

• 

Puisque !J.v,c(d) = 1 clet Ad9c; 11 (d)l (lemme 1.5), alors 117(d)l = !J.D,c(d)-~. L'hypothèse 

d'existence du caractère 17 revient donc à enlever le module autour de «clet Ad9c;fJ» dans 

l'expression de 6.v,G· La modification de Dufl.o de l'espace 1-lhol de la représentation 
l 

Holg X consiste à remplacer 6.;:c par une racine carrée 17 de (clet Ad 9c;f))- 1 • On modifie 

l'espace c= _112 (G) par l'espace C';'I(G) des fonctions lisses cp: G-? C, telles que: 
x.·Llv.a ' 

(3.3) cp(gd) = x(d)- 1 
• 11 (d)- 1cp(g) ,gE G, dE D. 

Soient cp et '1/J deux fonctions vérifiant la propriété ci-dessus. Soient g un élément de G et 

dun élément de D. Alors, on a: 

--. -'l -- . --
cp(gd) · '1/J(gd) = jq(d)l - · cp(g) · '1/J(g) = 6.D,c(d) · c.p(g) · '1/J(g). 

Grâce à cette propriété, on applique la même procédure que pour les représentations in

duites, pour construire la mesure cp'I/JdfJ.G,D sur G j D. L'espace de Hilbert 1-{~ol modifié de 
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Hhol est donné par: 

1 00 1 2 Hhol = { 'P E Cx. 11 ( G) 1 l'Pl d/1-G,D < oo , et 
G/D 

VZ E (J: ze<p = (-i(Jl-o,Z) +! traceadgc;~(Z))'P} 

La représentation U de G dans 1{~ 01 étant donnée par la même expression que dans (2.4 ). 

3.4. Remarque. Si Z E (),alors la condition ze<p = ( -i(Jl-o, Z) + ~ traceadgc;~(Z))'P est 

la version infinitésimale de la propriété 'P E C';
17

( G). 

Pour plus de détails et pour les raisons de cette modification, on pourra consulter ([Du], 

[G]). 
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CHAPITRE III. QUANTIFICATION 

GÉOMÉTRIQUE D'UNE ORBITE COADJOINTE. 

On désigne par 0 l'orbite coadjointe d'un élément J.Lo fixé dans g*; les notations étant 

celles du chapitre précédent. L'objectif de ce chapitre est d'apporter des réponses complètes 

aux questions suivantes que nous nous sommes posés dans 1 'introduction de cette thèse: 

Les hypothèses de la méthode des orbites garantissent-elles la quantification 

géométrique de 0? Si cette quantification est possible, la représentation de g 

obtenue s'intègre t-elle en une représentation de G? Eventuellement, comparer 

cette représentation à celle donnée par la méthode des orbites. 

Après avoir rappelé la structure symplectique de 0, nous traitons le problème de sa 

préquantification. Nous montrerons que le relèvement de la forme iJ.Lo sur gJLo en un 

caractère unitaire x de G1to est équivalent à l'existence d'un fibré préquantique Lau dessus 

de 0 sur lequel l'action coadjointe de G sur 0 se relève en une action qui préserve la 

connection donnée sur L. Supposons l'existence d'un tel caractère x sur GJLo· Nous 

montrerons que la préquantification de 0 donne une représentation unitaire de G. L'étape 

suivante de la quantification géométrique est l'introduction d'une polarisation F sur 0 

pour réduire l'espace de Hilbert donné par la préquantification. Nous établissons que la 

donnée d'une polarisation f) C ge au point J.Lo est équivalente à la donnée d'une polarisation 

F, au sens de la quantification géométrique, G-invariante sur O. Supposons l'existence 

d'une polarisation f) au point J.Lo, et notons F la polarisation «géométrique» sur 0 associée. 

Nous appliquons la procédure de la quantification géométrique à 0, et en déduisons un 

espace de Hilbert 1iQ défini à partir des sections du fibré quantique Q = L®B au dessus de 

0; B étant un fibré en ligne complexe associé au fibré des repères RF de F. Les sections 

de B sont les 1-F-densités sur 0, et cette quantification est dite par 1-F-densités. Grâce 

à la G-invariance de F, l'application moment de 0 est quantifiable; ce qui donne une 

représentation unitaire de g dans 1iQ, qui s'intègre à G dans notre cas. Nous concluons 

que nous n'avons pas besoin de relever la forme i;toh> à D pour quantifier 0 par 1-F
densités, et que le relèvement de ip0 jg

1
,

0 
en un caractère unitaire x de G1to suffit pour le 

faire. Nous montrerons que si x se prolonge à D, alors la représentation de G obtenue par 

la quantification géométrique de 0 par 1-F-densités est exactement celle donnée par la 

méthode des orbites, à savoir la représentation induite holomorphe Holg x. 
Nous aborderons ensuite la quantification géométrique de 0 par 1-F-formes, qui consiste 

à modifier le fibré B par un fibré B (qui n'existe pas toujours) dont les sections sont les 

1-F-formes. Nous montrerons que l'existence du caractère 7], introduit par Dufio, sur GJLo 

suffit pour l'existence de B dans le cas de O. En quantifiant 0 par t-F-formes, nous 
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obtenons une représentation unitaire de g, qui s'intègre à G, dans un espace de Hilbert 'HQ 

défini à partir des sections du fibré quantique par ~ -F-formes Q = L 0 B. Si les caractères 

x et 7] de Gp.o s'étendent à D, alors cette représentation de G est la même que celle donnée 

par la méthode des orbites modifiée par M. Dufio. 

1. Rappel de la structure symplectique de O. 

On note 1r : G --+ 0, g 1--+ Coad(g)po, la projection canonique de G sur O. Cette 

projection 1r donne, par passage au quotient G 1 G P.o, un difféomorphisme entre G 1 G p.o et 

0 : GjGP.o --+ 0, (g] ~--+ Coad(g)p0 , où (g] = gGP.o désigne la classe à droite de gE G, 

modulo Gp.o· 
Le groupe G agit à gauche sur 0 par l'action coadjointe. Si X E g, on note Xo le 

champ fondamental sur 0 de gènératcur infinitésimal X: 

Xolp. = c~lt=oCoad(exp-tX)p = -coad(X)p, IlE O. 

L'application X ~--+ X 0 est un morphisme d'algèbres de Lie de g dans l'espace X( 0) des 

champs de vecteurs sur O. L'espace tangent à 0 est engendré par ces champs fondamen

taux Xo, X E g. 

On considère la dérivée extérieure d1t& de la 1-forme invariante à gauche P& sur G définie 

par l'élément po de g* (~ Te*G): 

Grâce à la stabilité de po sous 1 'action coadjointe de G p.o, la 1-forme Il& (et donc dp&) est 

invariante sous l'action à droite de G1to sur G. Par le même argument, la 1-forme i(Xe)dp& 

sur G est nulle partout pour tout élément X de g1to . Il en résulte qu'il existe une et une 

seule 2-forme différentielle w sur 0 ~ G / G lLo, telle que 1r*w = dp&: 

(w(Xo, Ya) )([g]) = -(Coa.ù(g)po, [X, Y]) , gE G , X, Y E g. 

Cette 2-forme west fermée et non dégénérée. Donc, west une 2-forme symplectique sur 0: 

c'est la 2-forme de Kirillov-Kostant-Souriau sur 0, et (O,w) est une variété symplectique. 

On appelle champ hamiltonien f,J associé à une fonction f E C 00
( 0) le champ de vecteurs 

sur 0 donné par: i( f,J )w + df = O. La variété symplectique 0 est en particulier une variété 

de Poisson, son crochet de Poisson { , } étant donné par: 
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L'action coadjointe de G sur 0 préserve la. 2-forme w, et admet une application moment 

J : 0 -tg*, f.l ~ p, Coad-équivariante. Ou, de manière équivalente, on définit J par: 

J : g ---t C00
( 0) 

X~----+ Jx: f.l ~ (J(p),X) = (p,X). 

Le fait que J est une application moment sur 0 s'exprime par la propriété suivante: 

VX E g, i(Xo)w + dJx = 0, ou encore: Xo = f.Jx· L'équivariance de J: 0 -tg* entraîne 

que J: g -t c=(O) est un morphisme d'algèbres de Lie. 

2. Préquantification de O. 

2.1. Définition. Un fibré préquantique au dessus d'une variété symplectique (M,w) est 

un fibré en ligne complexe L muni d'une connexion \7 de courbure iw, et d'un produit 

hermitien compatible avec \7. Si uu t.cl fibré existe, on dit que i\1 est préquantifiable. 

2.2. Remarque. On définit aussi un fibré préquantique au dessus de lvi comme étant un 

fibré principal P sur lvi de groupe structural 1I'1 , muni d'une 1-forme de connexion a de 

courbure w. En fait, dans la définition ci-dessus L est le fibré en ligne complexe associé à 

P par la représentation identité de 1I'1 dans C, muni de la connexion \7 associée à a. 

C'est un fait classique ([Weil]) que (.M,w) est préquantifiable si et seulement si w 

détermine une classe de cohomologie [w] entière. Un fibré préquantique (lorsqu'il existe) 

n'est pas unique, les différents choix possibles sont donnés par le 1er groupe de cohomologie 

HI ( M, 'JI'I ). 

Notre but ici est de préqua.utifier la variété symplectique M = O. En vertu de la 

définition de la 2-forme canonique w de 0 "' GjG1t 0 , on a une condition (algébrique) 

suffisante pour la préquantification de O. 

2.3. Théorème ([Ko]). Si la forme linéaire ip0 sur 9~to se relève en un caractère unitaire 

X de G lLo, alors 0 est préquantifiable. 

Pour son utilité par la suite, rappelons brièvement la démonstration de ce théorème. 
7r 

Preuve. On considère le fibré en ligne complexe L sur 0 associé au fibré principal G-+ 0, 

de groupe structural GIL
0

, par le caractère x : GILo -t 1I'1 C Aut (C). Plus précisément: 

L = (G x C)fG~to(= G xa,.
0 

C), où l'action à droite de GILo sur G xC est donnée par: 

(g, z).go = (ggo, x(go)-l z), gE G 'go E GILO et z E C. Soit L* = (G x C*)jGILO le C*-fibré 

principal au dessus de 0 dont L est le fibré en ligne complexe associé par la représentation 

identité de C* dans C. L'action à droite de C* sur L* étant donnée par: [g,z]·w = [g,zw], 

[g, z] EL*, et w E C*. On définit une 1-forme de connexion sur L* comme suit. 
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La 1-forme complexe <i = J.L& + dzjiz, où z est une coordonnée sur C*, est une 1-forrne 

de connexion sur le fibré trivial G x C* au dessus de G, de courbure dp&. Comme J.l& 

est invariante sous l'action à droite de G1,
0

, et dzjiz est invariante par multiplication par 

C*, alors <i est invariante sous l'action à. droite de G Jto sur G x C*. Si Xc xc• désigne le 

champ fondamental de générateur X E 9~to pour l'action à droite de GJto sur G xC*, alors 

la contraction de <i avec Xcxc• est nulle. Il s'ensuit que <i se projette en une 1-forme de 

con~exion a sur L* = ( G x C*)jGJto au dessus de G jG Jto ::: V, de courbure w. Soit V' 

la connexion sur L associée à la 1-formc de connexion a sur L *. On vérifie qu'elle est de 

courbure iw. Le produit hermitien sur L compatible avec V' provient ensuite du fait que 

x est uni taire. 1 

2.4. Remarque. La reciproque de ce théorème n'est pas vraie en général, vOici un 

exemple. Soit G = S0(3,1R), g = 8o(3,1R) ~ JR3
. Soit flo = (À,O,O) E g* ~ lR3

, avec À> O. 

Dans ce cas, G1, 0 = 1'1 et V est la sphère 5 2 de rayon À. Il est bien connu que V est 

préquantifiable si et seulement si À E ~N*. Par contre, ÏJ.lo se relève en un caractère de 

G Jto = 1'1 si et seulement si À E N*. Ainsi, si À = ~ avec n impair, alors ÏJ.lo ne se relève 

pas en un caractère de G Jto = 1'1 pourtant V est préquantifiable. 

2.5. Proposition. La forme linôairc ij.lo sur g1, 0 se relève en un caractère unitaire X de 
T 

GJto si et seulement si il existe llll film~ préquantique L ---t 0, sur lequel l'action coadjointe 

de G sur 0 se relève en une action qui préserve sa connexion. 

Preuve. Condition nécessaire: supposons que la forme ÏJ.lo sur 9~to se relève en un caractère 

unitaire x de G Jto. Dans la preuve du théorème (2.3), on a construit un fibré préquantique 

Lau dessus de O. L'action <I> de G ::;urL = ( G x C)jG Jto donnée par: <I>(g )([h, z]) = [gh, z], 

g, h E G, z E C, est un relèvcwc·ut. de l'action de G sur O. Grâce à l'invariance de J.l& 

(par définition) sous l'action de· G , la 1-forme de connexion a sur L * est invariante sous 

l'action de G sur L*. 
T 

Condition suffisante: Soit L ---t 0 un fibré préquantique au dessus de 0, sur lequel 

l'action de G sur V se relève en une action <I> de fibré vectoriel, préservant sa connexion. 

En particulier, on a: r(<I>(g)p) = Coa.d(g)r(p), gE G, et pEL. Soit p un élément fixé de 

L* (donc, <I>(g)p EL*, Vg E G), tel que: r(p) = J.lo· Ainsi, on a: 

Vg E G1, 0 : r(<I>(g)p) = j.lo = r(p), 

ce qui entraîne l'existence d'une application x : G JLO -+ C*' g 1---t x(g) donnée par: 

<l>(g)p = p · X(g), gE G~to· 
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Comme <1> est une action de G sur L, alors x est un caractère de G P.o. Vérifions que 

de x = i11o. Dans une carte locale U x C* de L*, p = (llo, z0 ), z0 E C*, et l'action de C* 

sur p est donnée par: (Jl.o, zo) · w = (llo, z0 w ), w E C*. Soit X E 9p.o, on a: 

(dex)(X)zo:z = ~it=oP·x(exptX)= ~it=o<I>(exptX)p=XLip, 
où XL est le champ fondamental sur L* associé à X E 9p.o· La 1-forme de connexion 

a s'écrit: a = () + dzfiz, où ()est un potentiel de w sur U, i.e: d() = w. En écrivant 

que la dérivée de Lie CxL a de a suivant le champ de vecteurs XL est nulle (puisque 

G préserve a), on obtient que le champ fondamental XL s'écrit sur U sous la forme: 

XL = Xo + (Jx- B(Xo))iz8f8z. Comme X E 9p.o alors Xo = 0 et par conséquent: 

XLi(p.o,zo) = Jx(J.Lo)izo8f8z = i(p.o,X)zo8/8z. D'où (dex)(X) = i(J.Lo,X). Le caractère 

x est unitaire sur la composante couucxc de G1to (car dex = ÏJ.lo). En posant X= x/lxi, 
alors X est bien un caractère unitaire de G P.o, tel que de X = ÏJ.lo· D'où le résultat. 1 

2.6. Remarque. Dans le cadre de la méthode des orbites, on suppose que la forme ÏJ.lo 

sur() se relève en un caractère unitaire x de D. Pour préquantifier 0, on n'a besoin que 

du relèvement de ÏJ.Lo à G P.o, et non pas à D tout entier. 

Dans tout ce qui suit, on suppose que la forme i11o sur 9p.o se relève en un caractère uni

taire x, et on se fixe le fibré préquantique ( L, \7) au dessus de 0, construit dans le théorème 

(2.3). Notons r(L) l'espace des sections lisses deL au dessus de O. Par construction de 
7r 

L (= G Xc~' 0 C) comme étant le fibré en ligne complexe associé au fibré principal G-+ 0 

par le caractère x, on a une bijection : 

donnée par: s([g]) = [g,r..p(g)], sE f(L), <p E C~(G). Il est à noter que toutes les fonctions 

qu'on considère dans ce texte sont supposées à valeurs dans C. Dans un contexte local sur 

un ouvert U de 0, cette identification s'écrit: fu(L) ~ C~(1r- 1 (U)), elle est donnée par: 

s(m) = [u,r..p(u)], mEU, u E 1r-1 (m). Ici, ru(L) désigne l'espace des sections (locales) de 

L au dessus de U de O. 

On cherche à définir un espace de Hilbert à partir de r( L), pour cela fixons la notation 

suivante. Si si et s2 sont deux éléments de f( L ), alors on note (SI, s2) la fonction sur 0 

définie par: 

où ( , ) désigne le produit hermitien dans les fibres de L. Si r..p et 'ljJ sont des fonctions sur 

G qui représentent s 1 et s2 (respectivement) dans 1 'identification r( L) ~ C;' ( G), alors 
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la fonction (s 1 ,s2 ) sur 0 n'est rien d'autre que <p · 'lj;. Il est à noter que <p'lj; est bien 

une fonction sur 0, cela découle du fait que x est unitaire. En intégrant cette fonction 
( l)n(n+l)/2 

( s 1, s2) sur 0 par rapport à la mesure de Liouville éw = - n! w n de 0, on obtient 

un produit hermitien: (s1, s2) = J0 ( s1, s2)t:w sur l'espace de Hilbert des sections s de L 

qui sont de carré sommable: j0 ( s, s )éw < oo. L'espace de Hilbert HL construit par la 

préquantification géométrique de 0 est donc, 

muni du produit hermitien: (cp, lj;) = J0 c.p'lj; éw , <p, 7/J E HL. 

A chaque fonction f E C00(0), la préquantification géométrique associe un opérateur 

Q(f) sur HL défini par: 

Si on note [, ]le commutateur des opérateurs sur HL, alors cette correspondance f ~ Q(f) 

est construite de telle façon que: 

Q({!I,h}) = i[Q(JI),Q(h)J, J1,h E c=co). 

Ici, on s'intéresse à la représentation de g dans HL donnée par la préquantification de 0: 

c'est la correspondance X~----+ iQ(Jx). Afin de décrire les opérateurs Q(Jx), XE g, on 

aura besoin d'expliciter la connexion \7 sur les champs fondamentaux Xo = f.Jx, en termes 

de l'identification f(L) ~ C~(G). La réponse est donnée par la proposition suivante: 

2.7. Proposition. Si cp E C~(G) correspond à s E r(L) , alors la section \7 x 0 s deL 

correspond à l'élément xr·<p + iJ-t&(X'.)<p cie C'~(G), où X'. désigne le champ invariant à 

droite sur G défini par X E g: Xrl 9 = :t lt=o( exp( -tX)g ). Il est à noter que X rie = -X, 

et que [Xr, yr] =[X, Yt. 
Démonstration. Puisque L est le fibré en ligne complexe associé au fibré principal L* 

(= G Xc~>o C*) sur 0 par la représentation identité: C* ~ Aut(C), alors on a une 

bijection: 

f(L)'"" {cP E C'00 (L*) 1 cP([g,z].w) = w- 1cP([g,z]), [g,z] EL*, w E C*}, 

donnée par: s([g]) = [g, c;?([g, 1])], g E G ([g] E 0 et [g, 1] E L*). Il est bien connu ([T]) 

que \7 x 0 s est représentée par la fonction X 0 c;?, où X 0 est le champ de vecteurs sur L*, 

horizontal pour la 1-forme de connexion a, et qui se projette sur Xo. La correspondance 

entre <P et la fonction <p E C~( G) représentant la même section s de L est donnée par: 
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cP'([g, z]) = z- 1tp(g). Cherchons la fonction ·1/J E C;'(G) correspondante à XocP". Comme 

le diagramme suivant: 
(G x C*,a) 

rrl 

~ 

est commutatif, et Xo = 1r*Xr, alors Xo = 1r*(Xr), où xr est le champ de vecteurs 

sur G x C*, horizontal pour a, et qui s'envoie sur xr par la projection naturelle de 

G xC* sur G. Rappelons que: a= P.&+ dzjiz =Ji.&+ dB- idrjr, où z = rei8
• Donc: 

Xr = xr- P.&(Xr)âjâB, et X";= 1r* (Xr- P.&(Xr)âjôB). D'où 

(XocP')([g, z]) = ( (Xr- p.~(Xr) !)ïr*cP")(g, z) 

( 
-1 ,.- r e ( ""r / ô( z -1 ) ( ) = z . ·"- g tp) - P.o A ) g • ô(} . tp g 

= z- 1 
• (p.-~·tp) + ip.~(Xr)/ 9 tp(g)) 

ou encore, \7 Xo s est représentée par la fonction Xr tp + i Ji.& ( Xr )tp. 1 

Par conséquent, on a: 

2.8. Proposition. La représentation T de g dans 1-{L obtenue par la préquantification 

géométrique de 0 est donnée par: T(X)tp = Xrc.p, XE g, cp E 1-iL. 

Pre·u·ue. Soit X E g. Comme Çls = Xo, on en déduit en utilisant la proposition précédente 

que sis~ tp E 1-lL, alors Q(Jx).s ~ -iXrc.p + P.&(Xr)'P + 7r*(Jx)tp. On vérifie facilement 

que p.&(Xr) + 1r*( Jx) = O. Par suite, on a: T(X)c.p = iQ( Jx )tp = Xrtp. D'où le résultat.l 

On constate que: (U(g)tp)(g') = c.p(g- 1g'), tp E 1-iL, g,g' E G, est une représentation 

unitaire de G dans 1-fL. La représentation T de g dans 1-lL, obtenue par la préquantification 

géométrique de 0 n'est rien d'autre que la représentation infinitésimale correspondante à 

U. On a donc: 

2.9. Corollaire. La préquantification géométrique de 0 donne la représentation U de G 

clans 1-iL 

2.10. Remarque. Comme G agit sur L, alors G agit sur r(L):::: C~(G), et cette action 

se traduit parU. 

Nous allons maintenant faire intervenir une polarisation géométrique sur 0 afin de 

réduire l'espace de Hilbert 1-lL; c'est l'objet du paragraphe suivant. 
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3. Polarisation géométrique F sur O. 

On a vu dans les préliminaires la notion de polarisation au point p 0 , qu'on conviendra 

d'appeler ici «polarisation algébrique)). La notion de polarisation est utilisée aussi en quan

tification géométrique. Afin de la distinguer, on l'appellera «polarisation géométrique)). 

Commençons par en rappeler la définition. 

3.1. Définition. Une distribution complexe F sur une variété symplectique M (= F 

est un sous fibré de (T M)e) est appelée une polarisation géométrique si elle satisfait les 

conditions suivantes: 

(i) Fest involutive 

(ii) Fest lagrangienne (:= isotrope maximale) pour la 2-forme w sur M 

(iii) dime(F nF) est constante, et 

(iv) F +Fest involutive. 

Etant donné une polarisation géométrique F sur M, on définit deux distributions réelles 

E et V sur 1W: [e = F + F et ve = F nF. SiM est l'orbite coadjointe 0, le lien entre 

les polarisations algébriques au point J-lo et les polarisations géométriques sur 0 est donné 

par. 

3.2. Proposition. L'application qui fait correspondre à chaque polarisation algébrique 

fJ au point p 0 la polarisation géométrique F, G-inva.riante, sur 0 définie par: FJ.l.o = 1r *f), 

est une correspondance biunivoque. 

Preuve. Soit f) une polarisation algébrique au point po. On pose FJ.l.o = 7r * f), et FJ.l. = 
Coad(g)FJ.l.o si J-l = Coad(g)po E 0, gE G. Grâce à l'invariance de f) sous l'action adjointe 

de GJ.l.o' on vérifie que si J-l = Coad(g)p0 = Coad(g')p0 , alors Coad(g)FJ.l.o = Coad(l)FJ.l.o' 

et donc FJ.l. est bien définie. On conclut que Fest une distribution G-invariante sur O. Le 

fait que (J et (J + 1) soient des sous algèbres de ge, entraîne que F et F + F sont involutives. 

Comme F est G-invariante, et donc F, alors dîme( F n F) est constante. Finalement, 

f) 1.. = f) entraîne que F est lagrangienne. 

Inversement, étant donné une polarisation géométrique F, G-invariante sur 0, on con

sidère le sous espace vectoriel f) de ge défini par: f) = 1r;1 (FJ.l.
0

). Comme F et F + F sont 

involutives, alors f) et f) + ij sont des sous algèbres de ge. Le fait que F soit lagrangienne 

entraîne que f)..L = f). L'invariance de f) sous l'action adjointe de GJ.l.o provient du fait que 

F soit bien définie. 1 

Dorénavant, on se fixe une polarisation algébrique f) au point po et on ne distingue 

plus entre f) et F selon l'identification faite dans la proposition ci-dessus. La polarisation 
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F a été introduite pour réduire l'espace de Hilbert 'HL donné par la préquantification 

géométrique de 0. Cela consiste à considérer les sections s de L qui sont \7 -constantes le 

long de F, et alors en particulier ( s, s) est une fonction constante le long des feuilles de TJ. 

Si les feuilles de V ne sont pas compactes, alors J0 (s,s)êw diverge, et donc s rj. HL. On 

pense alors à intégrer ( s, s) sur 0 jV, mais pour cela il nous faut une mesure naturelle sur 

OfV (qu'à priori l'on n'a pas). Pour résoudre ce problème, la quantification géométrique 

procède comme suit. On introduit un fibré Ben ligne complexe sur 0, associé au fibré des 

repères de F. Ce fibré B contient toutes les informations qui permettent de construire une 

mesure sur OfV. Mais pour qu'une section de B passe au quotient OfTJ, il faut qu'elle 

soit «constante)) sur les feuilles de TJ. D'où la nécessité d'une connexion sur B pour définir 

cette notion de sections constantes. Ensuite, on munit le fibré quantique Q = L 0 B 

de la connexion somme des connexions sur L et B. Etant donné deux sections 'l/;1 et 'l/;2 

de Q constantes le long de :F, on construit une 1-densité ( = mesure) ( 'l/; 1 , 'l/;2 ) sur 0 fTJ. 

L'intégration de cette mesure sur 0/V donne un produit hermitien sur l'espace 'Hq des 

sections de Q, constantes le long de :F, et qui sont de carré sommable: c'est l'espace 

de Hilbert construit par la quantification géométrique. Cette quantification est dite par 

4-F-densités en référence au fibré B clout le:> sections sont appelées les 4-F-densités. 

Le but original de la quantification géométrique est d'associer à une classe de fonctions 

fE C00(0) aussi large que pos:;ible, des opôra.tcurs Q(J) sur Hq, vérifiant en particulier: 

Q({!I,h}) = ·i[Q(/J),Q(h)J ,!I,h E c=(o). 

Pour des fonctions f préservant F, i.e: [ÇJ, F] C F, on sait associer de tels opérateurs. 

Ces fonctions sont dites quantifiables. L'expression de Q(J) sur une section 'lj; de Q de la 

forme 'lj; = s 0 v est la suivante: 

(3.3) 

où .C désigne la dérivée de Lie sur les sections de B. Elle n'est définie que pour les champs 

de vecteurs sur 0 qui préservent F. Si :F est G-invariante (ce qui est le cas ici), alors 

les fonctions J x, X E g, sont quantifiables. La correspondance X ~---+ i Q( J x) est une 

représentation de g dans Hq: c'est la représentation de g donnée par la quantification 

géométrique. Notre but ici est d'expliciter cette représentation afin de mettre un lien avec 

la méthode des orbites. Pour cda., ou suit la. procédure de la quantification géométrique 

esquissée ci-dessus (pour plus de détails, on pourra consulter [T], [W]). 

Dans ce paragraphe, nous allons déterminer l'espace des sections de L qui sont \7-

constantes le long de F. Ensuite, nous étudions le fibré RF des repères de F. 
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3.4. Proposition. L'ensemble des sections de L constantes le long de :F est en bijection 

avec les fonctions 'P E C~( G), telles que: VZ E f) : zt'P = -i(flo, Z)cp. 

Preuve. La démonstration sera donnée dans l'appendice I. 

3.5. Remarques. 

• L'identification ci-dessus est valable aussi dans un contexte local: sisE ru(L) est 

représentée par une fonction 'P E C~('n·- 1 (U)), alors s est constante le long de :F 

si et seulement 'P vérifie la propriété infinitésimale ci-dessus. 

• Pour un Z E f) fixé, la condition zt'P = -i(flo, Z)cp n'exprime pas en général que 

la section s de L représentée par la fonction <.p est V' -constante dans une direction 

de F. L'identification est plutôt dans le sens suivant: (VÇ E F : \7 es = 0) {:::=::} 

(VZ E f) : zt'P = -i(flo, Z)~.p. 

Soit 7' = dim giL 0 , r + k = dim tl, 1· + n = dîme f), et donc dim 0 = 2n. Dans tout 

ce qui suit, on se fixe une base ( SJ' ••. 'Sr, zl' ... 'Zn) de f), telle que ( SJ' .•• 'Sr) soit une 

base réelle de g~o' et ( SJ' ••. 's,., zl' ... 'Z!.:) une base réelle de De. Par le choix de la base 

(ZJ, ... ,Zn) de fJ/9~0 (abus de langage), on identifie le gToupe des automorphismes de 

f:l/g~0 avec GL(n, C). On a alors le résultat suivant. 

3.6. Proposition. Le fibré R:F des repères de :F au dessus de 0 se réalise comme étant 
1r 

le GL(n, C)-fibré principal associé au fibré principal G ~ 0, de groupe structural GIL 0 , 

par le morphisme Ad1J/Dc : G1Lo --> GL(n, C). 
1'0 

Preuve. Soit gE G, alors on a: ir*sfj 9 = 0, 1 ~ i ~ r, et (ir*Zfj 9 )i= 1 est une base de F1r(g)· 

On considère l'application 7r définie par: 

7r: G x GL(n, C) _, R:F 

(g, A) 1---7 (R1, ... , Rn): repère de Fau point 1r(g), 

où Rj = (ir *Zfj 9 )Aij (convention de sommation). L'application 7r est évidemment sur

jective, puisque (ir*Zfj 9 )i=J est une base de :F1r(g)· Examinons à présent le «noyau)) de 

7r. Supposons que le repère (R 1 , ••• ,R11 ) associé à (g,A) est le même que celui associé à 

(ggo, B), g E G, go E GILo, et A, B E GL(n, C). En écrivant que ir*ZJI 990 =ir *(Ad90 Zj )lj 9 , 

1 ~ j ~ n, et en utilisant le fait que (ir *.s] J9 )i=l = 0, on obtient: 

R1 = (7r*Zfi 990 )Bij = (7r*Zki 9 )(Ad~; 9c (go))kiBij 
1'0 

= (ir*ZkJ 9 )(AdrJ; 9c (go)· B)kj· 
1'0 

On en conclut que (g,A) et (gg0 ,B) représentent un même repère (R1 , ••. ,Rn) au point 

ir(g), si et seulement si B = Adh/oc (g;;- 1
) ·A. D'où le résultat: R:F ~ G x GL(n, C)fGILo' 

~l () 

où GtLo agit à droite sur G x GL(n, C) par: (g, A)· g0 = (gg 0 , Ad!)/ ge (g01
) ·A). 1 

1'0 
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4. Les ~-F-densités sur O. 

4.1. Définition. Soit B le fibré en ligne complexe asssocié à RF par le morphisme 

A ~---+ 1 clet Al 112 , de GL(n, C) dans IR+ C Aut(C). Une section de B au dessus de 0 est 

appelée une ~-F-densité sur O. 

Comme d'habitude pour les fibrés associés, une ~-F-densité s'identifie avec une fonction 

v: RF-+ C vérifiant v(R.A) = ldet Al- 112 v(R), RE RF, A E GL(n, C). 

D'après la réalisation de RF dans la proposition (3.6), alors B est aussi le fibré en 
71' 

ligne associé au fibré principal G -+ 0, de groupe structural G P.o, par le caractère .6. : 
GP.o-+ IR+ C Aut(C), donné par: .6.(g0 ) = ldetAd~; 9c (g0 W1 2

• Alors, une ~-F-densité 
1'0 

v: RF-+ C s'identifie avec une fonction lisse cp: G-+ C, telle que: c.p(gg0 ) = .6.(go)- 1c.p(g), 

gE G, go E G1L0 ; l'identification est donnée par: c.p(g) = v(1r(g), (7r*Zfl 9 )~d, gE G. Ainsi, 

on a la proposition suivante. 

4.2. Proposition. L'espace f(B) des ~-F-densités est en bijection avec l'ensemble 

C~( G) = {cp E C=( G) 1 c.p(ggo) = .6.(g0 )- 1 c.p(g ), g E G, go E G p.o}. Localement sur 

un ouvert U de 0, cette identification s'écrit ru(B) ~ C~(1r- 1 (U)). 

4.3. Remarque . .6. est la restriction du caractère .6."'iJ~// : D-+ C* à Gp. 0 , voir lemme 

II.l.7. 

L'étape suivante de la quantification géométrique est de construire une connexion sur 

B afin de définir la notion de sections constantes le long de F. Contrairement au fibré 

préquantique où la connexion a été partout définie, on a une connexion partielle \7 sur B 

définie uniquement pour les champs de vecteurs dans F + F = [C. On a préféré donner 

son expression dans l'appendice I puisqu'elle est liée directement à la démonstration assez 

technique du résultat suivant. 

4.4. Théorème. L'espace des ~-F-densités 'V-constantes le long Fest en bijection avec 

les fonctions 'P E C~(G) telles que: vz E f): zec.p = (~ traceadgCjtC Z)c.p. 

4.5. Remarques. 

• Cette identification est valable aussi dans un contexte local. 

• L'identification (globale et locale) est faite dans le même sens que la remarque 

(3.5 ). 

Sur l'espace des ~-F-densités on a une notion de dérivée de Lie, mais qui est partielle: 

elle n'est définie que pour les champs de vecteurs Ç sur 0 qui préservent F. 
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4.6. Définition. Soient Ç un champ de vecteurs sur 0 qui préserve F, de flot Pt, et v 

une ~-F-densité sur O. La dérivée de Lie de v suivant le champ Ç est définie par: 

4.7. Remarque. On montre que Cev est de nouveau une ~-F-densité sur 0 (voir [T]). 

La représentation de g construite par la quantification géométrique de 0 consiste en 

la quantification des fonctions .J x, X E g, sur O. Comme les champs hamiltoniens as

sociés à ces fonctions sont les champs fondamentaux Xo, alors d'après l'expression (3.3) 

des opérateurs Q( Jx ), nous aurons besoin d'expliciter cette dérivée de Lie suivant ces 

champs en termes de l'identification f(B) ~ C6(G). Il faut souligner que les champs 

fondamentaux Xo préservent F puisque la polarisation Fest G-invariante. 

4.8. Proposition. Si v E f(B) est rcpn:scntée par une fonction r.p E C6(G), alors .Cx0 v 

est représentée par la fonction X"r.p E C_r( G). 

Pre·uve. Le flot de Xo sur 0 est p1 = Coad(exp( -tX)). En écrivant que: Pt o 7r 

7r o t'exp( -tX), t'exp( -tX) étant la translation à gauche par exp( -tX) sur G, on obtient: 

( .Cxo v) ( 7r(g ), ( 7r *Ztlg )i'= 1) = c~ lt=OI/( 7r( exp( -tX)g ), ( 7r * Ztlexp( -tX )g )i=l) 

= c~ lt=or.p(exp( -tX)g) = (X"r.p)(g). 

D'où le résultat. 

5. Quantification par t-F-densités. 

1 

5.1. Définition. Le fibré en ligne complexe Q = L ® B, produit tensoriel de Let B au 

dessus de 0, est appelé fibré quantique sm O. 

Par définition de L et B, le fibre~ <'Il ligne complexe Q est associé au fibré principal 
11" 

G-+ 0, de groupe structural G110 , pa.r le caractère x ·.6.: Gfl.o ---tC*, produit des 

caractères x et .6.. Il en découle immédiatement: 

5.2. Proposition. L'espace f( Q) des sections de Q au dessus de 0 est en bijection avec 

l'ensemble C';Ll(G) = {r.p E c=(G) j r.p(gg0 ) = x(go)- 1.6.(go)- 1r.p(g),g E G,go E Gf1. 0 }. 

Localement, on a fu( Q) "" C;.:'Ll ( 7r- 1 ( U) ), U étant un ouvert de O. 

On définit une connexion «somme» sm Q des connexions sur L et B. Plus précisément, 

si '1/J est une section de Q de la. forme t/' = :; 11, s E f( L ), v E f( B ), alors pour tout champ 

de vecteurs Ç dans E0 , on a: V â' = (V f.'~) () l'+ s ®(V ev). 
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5.3. Remarque. La notion de connexion est locale, et comme l'écriture 7/J = s 0 v est 

toujours possible localement (et non pas globalement), alors \7 est définie sur toutes les 

sections de Q. 

On peut montrer (voir [T]) que toute section 'ljJ de Q, constante le long de F, s'écrit 

localement sur un ouvert U de 0 sous la forme 7/J = s 0 v, où s E fu( L) et v E fu( B) sont 

constantes le long de F, pour les connexions respectives sur L et B. Comme conséquence 

des propositions (3.4) et ( 4.4), nous obtenons le résultat suivant. 

5.4. Théorème. L'espace des sections de Q, \7 -constantes le long de F, est en bijection 

avec le sous espace des fonctions r.p E C';ll ( G), telles que: 

L'étape suivante de la quantification géométrique est la construction d'une mesure sur 

Oj'D, à partir des sections de Q constantes le long de F. Tout d'abord, examinons l'espace 

0 /D des feuilles du feuilletage réel V sur O. Le feuilletage V est, par construction, la 

projection par 1r du feuilletage V sur G, G-invariant à gauche définie par De = D. L'espace 

des feuilles de V sur G n'est rien d'autre que GfDo (Do étant la composante neutre de 

D), il s'ensuit que l'espace des feuilles de V sur 0 est (GjD0 )/Gp.o ~ GjD, qui est une 

variété lisse. Etant donné deux sections 1/JI et 7/J2 de Q, constantes le long de F, on sait 

construire une 1-densité (7/J 1 ,7/J2 ) sur OjV ~ GjD (voir [T], [W]) dont l'expression sera 

donnée dans l'appendice I, accompagnée de la démonstration du résultat suivant. 

5.5. Lemme. On note o: la forme différentielle sur G obtenue par contraction de 1r*ew = 

( -l)nc~+lJ/
2 

(df..l& )n avec les champs invm-iants à gauche Zf, · · · , Zk~ sur G. Soient 'Pl et 
n. 

'P2 les fonctions (du théorème précédent) sur G qui représentent 1/•1 et 1/J2 respectivement. 

Alors, la 1-densité (7/J 1 ,'1jJ2 ) sur GjD est, à un facteur positif près, la mesure obtenue par 

la projection de r.p 1 'P2lo: 1 (défini sur G) sur G / D. 

5.6. Remarque. La projection de r.p 1r.p 2jo:j sur GjD est une mesure grâce aux propriétés 

de 'Pl et 'P2, et la définition de o:. En fait, la quasi-invariance de 'Pl et 'P2 par Gp.o entraîne 

que cp 1r.p 2jo:j est invariante sous l'action à droite de G1to sur G. Leur quasi-invariance 

infinitésimale par () entraîne 1 'invariance infinitésimale par D de la forme différentielle r.p 1 r.p2a 

sur G, et clone son invariance par D 0 . En conclusion, ~'P2lo:! se projette en une une mesure 

sur GjD. 

Notons que cette forme différentielle o: sur G, de degré 2n- k = dimGjD, peut être 

obtenue comme suit. La forme df..lc = (s!)e 1\ · · · 1\ (s;)t 1\ 1r*ew est une mesure de Haar à 

gauche sur G; la non nullité de cette forme résulte elu fait que i(Xe)df..l& = 0 si et seulement 
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si X E fl~to. La contraction de dpa avec les champs de vecteurs sf, · · · , s;, Zf, · · · , Zk est 

exactement la forme a. Cette réalisation de a montre que la mesure sur G 1 D construite 

par la quantification géométrique s'obtient par la même procédure que celle de la méthode 

des orbites (voir chapitre II) mais avec des conditions plus faibles sur <pi et <pz pour pouvoir 

projeter <p 1 <pz lai sur G 1 D. En fait, la quasi-invariance de <f'I et de <pz par G Po, et leur 

quasi-invaraince infinitésimale par () suffisent pour construire la mesure <f'I <pzdtta,D sur 

G / D, alors que clans la méthode des orbites on utilise la quasi-invariance de <pi et de <pz 

par D pour construire cette même mesure. 

L'espace de Hilbert 'HQ construit par la quantification géométrique 

1-iQ = {1f E f(Q) 1 (VÇ E :F: \1(1/J = 0) et { (1/;,1/;) < oo}. 
la;v 

est donné par: 

5.7. Proposition. 'HQ est l'ensemble des fonctions <p E C~,c.(G), telles que: 

(i) V'Z E ~: ze'P = (-i(po,Z) + 4 tracead9c;ec Z)cp 

(ii) fafD l<t?lzdpa,D < oo, 

muni du produit hermitien (cp 1, <pz) = JG/ D <p1 <pzdtta,v, <f'I, <pz E HQ· 

Explicitons la représentatiou de g dans 1-iQ donnée par la quantification géométrique, 

T: X H iQ(Jx ). Bien sûr, les fonctions f = lx, X E g, sont quantifiables ici, puisque la 

polarisation :F est G-invariantc, et on a: 

5.8. Proposition. La représentation T de g dans HQ, obtenue par la quantification 

géométrique de 0 par 4-:F-densités, est donnée par: T(X)<p = Xr<p, XE g, et <p E HQ· 

Pre·uve. Soit ·1/; une section de Q de la forme 1/; = s 0 v, où s E f(L) , et v E r(B). Si 

<pi et cp 2 sont des fonctions sur G qui représentent s et v respectivement, alors la fonction 

<p = <f'I ·<pz représente la sec ti ou t/• de q. D'après les propositions ( 4.8) , (2. 7) et l'expression 

de la représentation quantique Q dom1éc par ( 3.3), la section Q( J x )1/J de Q est représentée 

par la fonction ( -iXrcpt) ·cp2 - icp 1 · (Xr<p:!) = -iXr('PI·'P2 ) = -iXr<p. Le résultat découle 

ensuite du fait que T(X) = iQ(lx) 1 

On constate que (U(g)cp)(g') = cp(g-Ig') est une représentation unitaire de G dans 

1-iQ . La représentation infinitésimale correspondante n'est rien d'autre que T. Donc, la 

représentation de g dans 1-iQ donnée par la quantification géométrique s'intègre en une 

représentation de G dans 1-iQ (ce qui u'<~st. pas toujours garanti). 

5.9. Corollaire. La qua.ntiEca.tion géométrique de 0 part -:F -densités donne la représentation 

unitaire U de G dans 1-iQ. 
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5.10. Remarque. L'existence du caractère x sur Gp.o entraîne le relèvement de l'action 

de G sur 0 à L, et grâce à la G-invariance de F, l'action de G se relève aussi sur B, et 

donc sur Q. Dans l'identification f(Q) ~ c;:~(G), l'action de G sur f(Q) se traduit par 

U. Donc, il n'est pas surprenant que l'intégrale de T soit donnée parU. 

6. Discussion et conclusion. 

L'existence d'un caractère unitaire x de G p.o tel que de x = ipo 1 9 ~' 0 est équivalente à 

l'existence d'un fibré préquantique Lau dessus de 0, sur lequel l'action coadjointe de G sur 

0 se relève en une action sur L qui préserve sa connexion. La donnée d'un tel caractère X 

nous a permis de préquantifier l'orbite coadjointe 0 de po. Cette préquantification associe 

à 0 une représentation unitaire U de G dans l'espace de Hilbert 'HL = {<p E C;'(G) 1 

fo I'PI 2
Ew < oo }, donnée par: (U(g)<p )(g') = <p(g- 1g'). 

On cherche à réduire l'espace de Hilbert 'HL, pour cela il nous faut une polarisation 

géométrique sur O. La donnée d'nue polarisation algébrique f) C ge au point po est 

équivalente à la donnée d'une polarisation géométrique F sur 0, G-invariante. La quan

tification géométrique de 0 par 1-F-densités donne une représentation unitaire U, donnée 

par l'expression ci-dessus, de G dans l'espace de Hilbert 'Hq suivant: 

1-lq est l'ensemble des fonctions 'P E c;:~(G), telles que: 

(6.1) VZ E f) : ze'P = ( -i(p0 , Z) + 1 t.race ad9c ;re Z)<p 

(6.2) fa;v I'PI 2 dJ1a,D < oo 

Ainsi, l'existence d'un caractère x de G1to tel que de x = ip0 lul'o, et la donnée d'une 

polarisation f) au point p0 sont suffisantes pour quantifier 0 par t-F-densités, et cette 

quantification associe à 0 une rcpré·scutatiou unitaire U de G dans l'espace de Hilbert 'Hq 

ci-dessus. Si X ne se prolonge pas à D, la méthode des orbites ne s'applique pas, par contre 

la quantification géométrique de 0 est possible, et donne une représentation unitaire de 

G. Autrement dit, les conditions pour quantifier 0 sont plus faibles à celles de la méthode 

des orbites. 

Plaçons nous maintenant dans le cas où x se prolonge en un caractère unitaire de 

D , qu'on note encore x, tel que dcx = ip0 l0 , et considérons la représentation induite 

holomorphe Holg x de G dans 'Hhot, construite par la méthode des orbites (voir chapitre 

II). Notre but ici est de comparer cette représentation et la représentation (1-lq, U) de G 

donnée par la quantification géométrique de 0. Pour cela, il suffit de comparer 'Hhol et 

1-lq, puisque l'action de G sur ces espaces est la même. 

En intégrant sur D 0 la propriété (G.l) de r.p écrite pour les éléments Z dans D, on obtient: 

<p(gd) = x(d)- 1 6ri'~(d)<p(g), gE G, dE D0 . Cette propriété est aussi vérifiée sur GP.o car 
' 
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cp E C';t:.(G), et~ est la restriction du caractère~;~//: D- C* à Gp. 0 (voir remarque 

4.3). Comme D = Gp.o · D 0 , alors cette propriété de cp est valable sur D. Autrement 

dit, cp E C00 
_ 112 (G); cette écriture sous-entend que x est défini sur D, et cp E C~t;,.(G) 

x·t:.n a 
sous-entend qu,'on prend la restriction de x à G P.o. Les conditions cp E C~t:. ( G) et cp 

satsfait (6.1) sont équivalentes aux conditions cp E c= _112 (G) et cp satisfait (6.1). La 
x·t:.D G 

mesure cp 1 cp2dJ-LG,D construite à. partir de deux éléments cp,1 et <p2 de 'H.Q est exactement 

'Pl 'P2dJ-La D construite par la méthode des orbites; ici 'Pl et 'P2 sont clans c= -1/2 ( G). 
1 x·t:.D,G 

D'où, 'HQ = Hhol· 

6.3. Conclusion. Si x se prolonge à D, alors la représentation (HQ, U) de G associée à 

0 par la quantification géométrique est exactement la représentation induite holomorphe 

Holg x construite par la méthode des orbites. 

La modification de M. Duflo dans l'<'spacf' de~ la représentation Holg x induite holomor

phe trouve son explication, en qmmtifiea.tion géométrique, par le passage des ~-F-densités 

aux ~-F-formes: c'est l'objectif des paragraphes suivants. 

7. Les !-F formes sur O. 
Soit M une variété symplectiquc muni d'une polarisation F. La description «quantique)) 

de lvi par le biais de la quantification géométrique par !-F-clensités diffère clans certains cas 

de la réalité physique. Par exemple ([Tj), clans le cas de l'oscillateur harmonique (IR.2 , dp /\ 

dq) muni de la polarisation holomorph<~ C( <~;, + i :q ), les niveaux d'énergie (i.e: les valeurs 

propres de l'opérateur Q(H) associ<~ a.u hamiltonien H = ~n(p2 + q2 )sont: nn, n E N, et 

donc diffèrent d'un facteur ~ des niveaux d'énergie donnés par la mécanique quantique. 

Dans ce cas, cette erreur peut être corrigée par la suppression des modules (et clone il faut 

choisir une racine carrée) clans la. défiuit.ion des ~-F-clensités: v(R ·A)= 1 clet Al- 112 v(R). 

Les objets obtenus sont appelés les 1-foruws. La quantification géométrique par ~-formes 

est la modification des 1-densit.és par les 1-formes. Cette opération n'est pas toujours 

possible: elle est liée à l'exist.<·ucc d'nu certain fibré des métarepères MF qui est un 

revêtement à deux feuillets (choix de racine carrée) du fibré des repères RF. On remplace 

le fibré B construit dans la quantification par ~-densités par un fibré en ligne complexe 

B associé à. MF, et les t-F-formes ne sont autres que les sections de ce fibré. Le fibré 

quantique devient Q = L 0 B. La quantification géométrique part-formes suit les mêmes 

étapes que celle par t-densités. On construit une connexion (partielle) sur B, et par 

suite on considère la connexion somme sur Q. Etant donné deux sections '1/;1 et 'l/;2 de Q, 
constantes le long de F, on construit une 1-densité ( V)1 , '1/;2 ) sur 0 j'D. On obtient ainsi 

un espace de Hilbert HQ = {V• E r(Q) 1 (VÇ E F: 'Vç'l/J = 0), et fo;D('l/;,'1/J) < oo}. 
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L'expression de Q(!) associé ;\ une fouctiou lisse f sur 0 qui préserve :Fest la même que 

celle donnée par la quantificatiou par 1-dcnsités, sauf que Q(J) agit dans ce cas sur r(Q) 

au lieu de r(Q). En particulier, ou a aussi une dérivée de Lie sur les ~-formes définie 

suivant les champs sur 0 qui préservent :F. 

Nous montrerons que l'existence d'un cmactère TJ : G J.Lo --+ C*, tel que: ry 2 =clet Ad~;9c , 
1'0 

est suffisante pour construire un fibré des métarepères MF de Fau dessus de 0; F étant 

toujours la polarisation sur 0 construite à partir de (J. Nous pouvons ainsi quantifier 0 

par ~-F-formes. Nous montrerons que la représentation de g dans 1tq obtenue s'intègre 

en une représentation unitaire de G. 

Afin d'introduire les ~-F-formes sur 0, on aura besoin des étapes suivantes. 

7.1. Définition. On appelle groupe métalinéaire, qu'on note M L(n, C), le sous groupe 

de GL(n,C) xC* suivant: !11L(n,C) = {(A.,z) E GL(n,C) xC* 1 z2 = detA.}. 

On notep et À les projections uat.urdles de lv!L(n,C) sur GL(n,C) etC*. 

7.2. Définition. Un fibré JvtF de m<''tarcp(~res de Fest un lv!L(n, C)-fibré principal sur 

0, avec une projection p: ;vtF --+ RF <pti est simultanément un morphisme de fibrés et 

un revêtement à 2-feuillets, et telle que le diagramme suivant soit commutatif: 

;vtF x !11 L(n, C) MF 

RF x GL(n, C) RF 

Les flèches horizontales étant les actions il. droite de .1\11 L(n, C) sur MF, et de GL(n, C) 

sur RF. 

Ce fibré MF n'existe pas toujonrs, et ou n'a pas obligatoirement unicité d'existence. 

Pour plus de détails sur l'existene<' d. les choix possibles de MF (lorsqu'il existe), on 

pourra consulter [SW]. Dans le cadre ck notre étude, la restriction à GJ.Lo du caractère TJ 

qui a permis à Dufl.o pour modifier la. méthode des orbites est suffisante pour construire 

un fibré des métarepères de F au dessus de O. 

7 .3. Proposition. Supposons (jll 'il existe rm caractère TJ : G 110 --+ C*, tel que: ry 2 = 
7r 

detAd~;9c. Alors le ML(n, C)-fibré principal )vtF associé au fibré principal G----+ 0, de 
1'0 

groupe structural G J.Lo, par le 11101phisme: 

1]: G,to -7/v!L(n,C) 

!Jo~ (Adh/o:?
0
(go),r7(go)) 
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est un fibré de métarepères au dessus de O. 

11' 

Preuve. Rappelons que le fibré~ des repères 'RF est associé au fibré principal G --+ 0 

par le morphisme Acl 11 ; 9
;:

0 
de G110 dans GL(n, C). L'existence elu caractère rJ permet 

clone d'avoir le morphisme Tf (ci-dessus) de G 110 clans lvi L( n, C ), et de considérer l'espace 

quotient MF= (G x J\1L(n,C))/G1, 0 pour l'action à droite de G110 sur G x ML(n,C): 

(g, A)· go= (ggo, Tj(g01
) • Â). Par construction, MF est bien un M L(n, C)-fibré principal 

au dessus de O. La projection p de MF sur RF est donnée par: p([g, A]) = [g, A] E 

( G xGL( n, C)) jG110 ~RF, où A= p(A). On vérifie que MF satisfait toutes les propriétés 

d'un fibré métalinéaire. D'oille résultat. 1 

7.4. Remarques. 

• En vertu de la réalisation (G x GL(n,C))/G1, 0 de RF (voir preuve de la propo

sition 3.6), on identifie llll métarepère [g,A] E MF avec ((1r*Z[I 9 Aij)j= 1 ,z) au - -point 1r(g), où A= p(A.), ct::= -\(A). 

• Le caractère rJ est la restriction à G110 du caractère, noté aussi fJ, de D tel que: 

TJ 2 = (clet Acl9c /h)- 1 (voir lc~mrne II.1.7). Ce caractère sur D a été introduit par 

Duflo pour modifier la n~pd~seut.a.tiou Hol~ x dans le cadre de la méthode des 

orbites. 

Dans tout ce qui suit, on suppos<' l'existeuee de ce caractère Tf (sur G 110 ), et on se fixe 

le fibré MF construit dans la proposition précédente. 

7.5. Définition. On note B le fibré en ligne complexe associé au fibré principal MF 

par le morphisme «racine carrée» ,\: J..1 L(n, C) ---+ C* C Aut(C). Une ~-F-forme est une 

section du fibré B au dessus de O. D'apri~s les propriétés des fibré associés, une ~-F-forme 
s'identifie avec une fonction lisse îl : MF ---+ C, telle que: v(R. A) = ,\(A)-1 . v(R), - -
RE A1F et A E lv!L(n, C). 

- 11' 
Par construction de lv1F, le film', B est associé au fibré principal G --+ 0, de groupe 

structural GJLOl par le caractère,, : a,,() ---7 C* c Aut(C). Etant donné une ~-F-forme 

v: MF---+ C, on définit une fonction 'P: G---+ C par: ~.p(g) = v(n(g),(1r*Zfj 9 )~ 1 ,1). On 

vérifie que, <p(ggo) = TJ(9o)- 1 ~.p(g), gE G et g0 E G110 • Inversement, par la donnée d'une 

fonction <.p vérifiant la précédente propriété, on construit une ~-F-forme v qui prend la 

valeur <p(g) sur le métarepère ( ( 1r *ZfiiJ )i~ 1, 1) au point 1r(g ). Cette ~-F-forme est bien 

définie grâce à la propriété vérifiée par tp. Ou a donc établit. 

7.6. Proposition. Il y a une correspondance biunivoque entre f(B) et l'espace des 

fonctions c;:o(G) = {tp E C'00 (G) 1 tp(gg0 ) = 7J(g0
1 )<p(g),g E G,go E G110 }. 
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On définit une connexion partielle V' sur f(B) uniquement pour les champs de vecteurs 

dans F, contrairement aux t-F-densités où la connexion V a été définie pour tous les 

champs dans F + F = E0 . Ponr cda., on introduit la notion de métarepère localement 

hamiltonien. 

7. 7. Définition. Un métarcpère localement hamiltonien est une section de MF au 
- -

dessus d'un ouvert U de 0, R : U -+ MF, telle que: po R est un repère localement 

hamiltonien, i.e: il existe des dmmps hamiltoniens TJI, · · · , TJn définis sur U tels que: 

p(R(m)) = (TJIIm' · · · ,TJI!m), Vm EU. 

De telles sections existent; cela dôcoulc du fait que F est une polarisation et M:F est 

un revêtement à 2-feuillets de RF. 

7.8. Définition. Soient Ç E F et îi E f(B). Soient Ra E M:Fm 0 , mo E 0, et R un 

métarepère localement hamiltouieu t.d que: R( n1.0 ) = R0 . On définit V~ v par: 

On montre que V €v ne dépend pas de la section R choisie et qu'elle est bien une 

connexion qui laisse l'espace f(B) invariant, pour les champs dans F ([T]). 

Cherchons à présent les sections de· B, V-constantes le long de F. On a. 

7 .9. Théorème. L'ensemble des 1-F- formes V' -constantes le long de F est en bijection 

avec l'ensemble des fonctions cr;( G) telles CJIIC: 

f 1 
VZ E 1): Z <..p = (2 tracead9c;r1 Z)c.p. 

Preuve. La démonstration est similaire à cdle pour les t-F-densités. On donnera les 

éléments de cette démonstration dans l'appendice I. 1 

7.10. Remarques. 

• Pour Z E IJ fixé, la conditiou zr <..p = ( 1 trace ad9c ;~ Z)<..p n'exprime pas le fait que 

v~ <..p est constante claus uuc direction de F. Mais plutôt, l'ensemble des condi

tions 

(VÇ E F : V €v = 0) est équivalent à. l'ensemble des conditions (VZ E IJ : zt<p = 

( t trace ad9c ; 11 Z)<..p ). 

• L'identification ci-dessns est aussi valable localement. 
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Comme pour les t-F-densités, on définit une dérivée de Lie sur r(B) pour les champs 

de vecteurs Ç sur 0 qui préservent F. Soient v E r(B), Pt le flot de Ç, et if E MFm, 

m E 0. On relève 1 'action Pt* ( t assez petit) sur le repère p(if) de F en une action Pt* sur 

if, par extension de >..(if) dans un voisinage de m. La dérivée de Lie de v suivant Ç, est 

définie par: 

(,C~v)(m, (ij)) = ~ lt=ov(pt(m), Pt*(if)). 

On montre qu'on obtient ainsi une nouvelle ~-F-forme, et que ,C a les mêmes propriétés 

qu'une dérivée de Lie, sauf qu'elle n'est pas partout définie ([T]). Pour expliciter la 

représentation de g donnée par la quantification géométrique par t-F-formes, on aura 

besoin de la dérivée de Lie des t-F-formes suivant les champs fondamentaux Xo, X E g. 

On a. 

7.11. Proposition. Soit v~'? E C,r::'(G) rwe ~-F forme sur 0, alors Cx0 v est la ~-F 

forme sur 0 représentée par la fonction X,.<.p E c;o(G). 

Preuve. Rappelons que l'action du flot Pt = Coa.d( exp tX) de Xo sur le repère ( r.*Zfj9)f=1, 

au point r.(g ), est donnée par: Pt*( r. *zn, )i~ 1 = ( r. * Zf lexp( -tX)g )f=I· Donc, Pt* s'étend na

turellement sur ((r.*Zfj 9 )i=r• 1) par: Pt*((;r*Zfj 9 )i~ 1 , 1) = ((r.*Zflexp(-tX)g)i=t• 1). D'où: 

(Cov)( r.(g), (r.*Zfl 9 )i=t, 1) = ~~ lt=ov(;r(exp( -tX)g), (r.*Zflexp(-tX)g)i= 1 , 1) 

d 
= -lt=o<.p(exp(-tX)g) 

dt 
= (X,.y)(y). 

8. Quantification par t-F-formes. 

1 

8.1. Définition. Le fibré en ligne complexe Q = L 0 B, produit tensoriel de L et B au 

dessus de 0, est appelé un fibr{~ quantique par t-F-formes au dessus de O. 

Par construction de L et B, q sc~ rhtlisc comme étant le fibré en ligne complexe associé 
7r 

au fibré principal G --7 0, de group<' structural G1to, par le caractère x · ry, produit de X 

et ry. Il en découle immédiatement.. 

- -
8.2. Proposition. L'espacer( Q) des sections de Q au dessus de 0 est en correspondance 

biunivoque avec l'ensemble des fonctions 

C';77 (G) = {<.p E c=(G) 1 <.p(Y.r.to) = X(9o)- 1ry(go)- 1<.p(g),g E G,go E GJLa}· 

On définit une connexion smurrH' \7 sur Q, pour les champs de vecteurs dans F, par la 

même expression que la connexion sur q (voir 3.3), et on obtient. 
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8.3. Théorème. L'espace des sections de Q, V -constantes le long de F, est en bijection 

avec l'ensemble des fonctions <p E C';,,( G), telles que: 

Preuve. Ce résultat est une conséqu<~nce de la description des sections de L et de B qui 

sont constantes le long de Y. 1 

Etant donné deux sections '1/• 1 et 4•2 de Q, V-constantes le long de F, on construit une 

1-densité ( 'lfi, 'I/J2 ) sur 0 j'D ~ G / D, par la même expression que pour les ~-Y-densités. 

Soient 'Pl et <p2 les fonctions (elu thc~orc'~mc ci-dessus) sur G qui représentent 1/J1 et 1/J2 

respectivement. D'une manière similair<' nu ens des ~-Y-densités, la 1-densité ('1/JI, 1/J2) sur 

G / D est, à un facteur positif pr(·s, la lll<'Stlrc' <ply2dttc,D (voir lemme 5.5). L'espace de 

Hilbert 1-{Q 

HQ = {'1/J E f(Q) 1 ('if. E Y: \lçl/J = 0) et f ('1/J,'l/J) < oo}, 
lc;o 

construit par la quantification gc~ométriquc de 0 par ~-Y-formes, est donné par. 

8.4. Proposition. L'espace de Hilbert HQ est l'ensemble des fonctions <p E c;:
77

( G) 

telles que: 

(i) 'iZE f): zer.p = ( -i(tto, Z) + 1 traecad9c; 11 Z)r.p. 

(ii) fe; o i'PI 2 dttc,o < oo. 

A chaque fonction f E c= ( 0) qui prc?servc Y, on associe un opérateur Q(J) sur HQ 

défini de la même façon que ponr les 1-Y-d<'nsités: 

Examinons la représentation T : X ~--+ i Q( .lx ) de g dans 1-{Q, donnée par la quantification 

géométrique de 0 par ~-Y-formes. On a. 

8.5. Proposition. La représentation T de g dans Hq est donnée par: T(X)r.p = Xr<p. 

Preuve. La démonstration est identique à celle pour les ~-Y-densités (voir preuve de la 

proposition 2.8). 

On constate que (U(g)r.p)(g') = r.p(y- 1y') est. une représentation unitaire de G dans Hq· 
La représentation infinitésimale corrcspowlautc~ n'est rien d'autre que T. 
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8.6. Corollaire. La représentation de g donnée par la quantification géométrique s'intègre 

en la représentatim1 U de G dn11s 'H(J. 

8.7. Remarque. Grâce aux cnracU·rcs x et 17, l'action de G sur 0 se relève sur Q, et donc - -G agit sur r(Q). Cette action de G sur r(Q) "' c;:
11
(G) se traduit parU. L'existence 

des caractères x et TJ garantit l'int.<:grat.ion de la représentation infinitésimale T en une 

représentation de G. 

9. Conclusion. 

La modification du caractère .6 : G 110 --+ IR+, go r-;. .6(go) = 1 clet Ad 11 ; 9c (go) 1112 par 
1'0 

le caractère TJ: GJ.I.o--+ C* tel que: 17·1. = det.Ad~;9~0 = (detAd9c;~)- 1 , nous a permis de 

quantifier 0 par ~-F-formes a.u lieu des 1-F-densités. L'espace de Hilbert 1tQ construit 

par cette quantification est 1 'enscmhl<~ des fonctions c.p E c;:
71

( G) telles que: 

(i) VZ E ~ : zec.p = ( -i(po, Z) + 1 trace ad 9c ;r1 Z)c.p. 

(ii) fe; D i'Pi 2 dttc,D < oo. 

Cette quantification associe ~\. 0 une rq>r{:seuta.tion unitaire U de G dans 1tQ donnée par 

(U(g)c.p)(g') = c.p(g-tg'). 

Si X ou TJ ne se prolonge pas;\ D, alors la mdhode des orbites modifiée ne s'applique pas. 

Donc, les conditions pour quantifier 0 par i-F-formes sont plus faibles que les hypothèses 

de la méthode des orbites. 

Plaçons nous maintenant dans le cas où. x et TJ s'étendent à D, et comparons la 

représentation (1tQ, U) à celle construite par la méthode des orbites modifiée. En intégrant 

sur Do la condition (i) écrite pour les c'Mments Z de l> et en utilisant que D = G P.o • Do, 

on obtient la quasi-invariance de c.p par D: 

c.p(gd) = y(d)- 1q(d)- 1c.p(g),g E G,d E D. 

9.1. Conclusion. Si x et 17 sc prolongent à D, alors la représentation (1tQ, U) de G 

associée à 0 par la quantification g<;ométrique par ~-F-formes est la même que celle 

construite par la méthode des orbites wodifiôe. 
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CHAPITRE IV. QUANTIFICATION GÉOMÉTRIQUE 

D'UN SOUS FIBRÉ SYMPLECTIQUE DE T*(G/D). 

On se fixe un élément po de g*, et 011 sc place dans le cadre de la méthode des orbites, 

à savoir la donnée d'une polarisatio11 1) C ge au point po et l'existence d'un caractère 

unitaire x de D tel que dex = i1t.0 jo. U11e moJification du cotangent T*(GjD) signifie que 

sa 2-forme canonique dBa;D est modifiée par dBa;D +pr*/3, où prest la projection canon

ique de T*(GjD) sur GjD et f3 est une 2-forme fermée sur GjD. Dans ([DET]), les 

auteurs ont construit un sous fibré symplcctique F, à l'aide de j.lo et de f), d'un cotangent 

modifié T*(G/D). Le groupe de Lie G agit surF, et cette action symplectique admet 

une application moment J : F --t g* <~quivaria.nte. Dans ce même travail, les auteurs ont 

montré que l'application mouu·ut. J e•st 1111 symplcctomorphisme entre F et 0 si et seule

ment si f) vérifie la condition de· Puka11sr.ky. Ils ont montré aussi que si f) est réelle, non 

nécessairement satisfaisant la. co11dit.ion de Pnkanszky, la quantification géométrique du 

cotangent modifié T*(GjD) (= F da11s ce ca.s) donne la représentation Indg x de G. Dans 

l'autre cas extrême où 1) est pm·e'llH'IÜ complexe, la condition de Pukansky est toujours 

satisfaite, et le lien entre la quautificatio11 géométrique de F ~ 0 et la méthode des orbites 

a été établi dans le chapitre pn'·n'~<knt.. Ce qui motive les questions suivantes pour une 

polarisation 1) intermédiaire eut.n~ cc·s dc·ux cas extrêmes: 

Si f) ne vérifie pas la conclitiou de Pukanszky, ce sous fibré symplectique F est-il 

quantifiable? Cette quantification (si elle existe) donne t-elle une représentation 

de G au lieu de g? Eventuellement, comparer cet te représentation à celle con

struite par la méthode des orhitcs. 

Nous donnons des répons('s compli·t.<>s ;\ ces questions dont les grandes lignes sont les 

suivantes. L'existence du caract.l·n· \ de· D 11ons permet de construire un fibré préquantique 

L surF, sur lequel l'action de G sm F S<' n·l(·ve en une action qui préserve la connexion sur 

L. A partir de f), on définit une polarisat.ion F surF qui est G-invariante. En quantifiant 

F par ~-F-densités, on obtient l'<'span· <k Hilbert 'H.hol de la représentation Holg x de G. 

Grâce à la G-invariance de F, nous pouvons quantifier l'application moment J de F, et 

cette quantification donne une n·pn~s<'11t.a.tion n11itaire de g dans 'H.hol· Cette représentation 

s'intègre en la représentation Hol~~ \ <l<- G. La. modification de la représentation Holg x 
par Dufl.o s'obtient en quantifiant F par 1-F-fonnes au lieu des ~-F-densités. 

On garde les notations de la <pm.11tificat.iou p/'ométrique utilisées dans le chapitre précédent, 

et on suit les mêmes étapes de cctt<~ procédure. 
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1. Définition et structure symplectique de F. 

On note dBa la 2-forme symplcctique canonique de T*G. On identifie T*G avec G x g* 

où l'on interprète les éléments de g* comme les 1-formes invariantes à gauche sur G. Dans 

cette identification, Ba et dBa sont données par ([A-M]): 

(Bc)( 9 , 1,)(X_~,p) = (11.,X) ,gE G,X E g,f-l,p E g*. 

(dBa)(g,Jt)((x;,p),(l'~e,O")) = p(Y)- Œ(X)- p([X,Y]) ,gE G,X,Y E g,f-l,p,Œ E g*. 

Le sous groupe D de G agit à droit.c sur G x (p.o+ e0 ) par: 

(g,fl.) · d =(gd, Coada(d-1 ),u). 

Cette action est bien définie gnîn· il. l'iuvariaucc• de po + e0 sous l'action coadjointe Coada 

de D (voir lemme II.l.2). Pour all<'·p;<'r ks uot.at.ions, l'écriture g ·p désignera par la suite 

l'élément Coadc(g),u de g*, g E G ct 11 E g*. Pour tout élément X de D, on note Xcx(~to+co) 

le champ fondamental sur G x (Po+ e0
) de générateur infinitésimal X: 

Soit 8 la restriction de Be au sons espace G x (po + e0 ) de T*G =:::: G x g*. 

1.1. Lemme. 

(i) e (et donc dB) est invaricmtc .'iOI!S l'action de D sur G x (.uo + e0
). 

(ii) La distribution noyau de d(} est donnf5c par {Xcx(~to+co) 1 XE D}. 

Preuve. Soient (g,,u) E G x (/to + e0
), dE D, XE g, et p E e0

. On a: 

()(gd,d-'ï'l(Rd*Xej 9 ,d- 1 
• p) = B(r,tL,d-'·~t)((Ad(d- 1 )X)el 9d,d- 1 

• p) 

= (d- 1 
• f-l,Ad(d- 1 )X) = (,u,X) 

= f)(g,Jt)(Xejg, p). 

Donc, () est invariante sous l'action df' D, ce qui entraîne aussi l'invariance de d() par D. 

Soient X E g, et p E e0 fixés. Supposons qu'en tout point (g, ,u) de G x (,uo + e0 ), et 

que pour tout élément Y E g, ct Œ E e0
, on a.: (d())( 9 ,1,)((x;,p),(Y

9
e,O")) =O. Ou encore, 

p(Y) - Œ(X) - .u([X, Y]) = O. Eu pr<'na.ut Y = 0 et O" quelconque dans e0
, on constate 

que X doit être nécessairement dans e. Si O" = 0 et Y est arbitraire dans g, on doit avoir 

p(Y) = ,u([X, Y])= -(X· ,u)(Y), ct donc p =-X· ,u. Comme p E e0 et IlE ,uo + e0
, alors 
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pour tout Y E e on a J.lo([X, Y]) = Jt([X, Y]) = p(Y) = O. Comme el. = ll pour J.lo (voir 

lemme II.1.2), alors X E ll. D'où la propric~t<'~ (ii). 1 

L'espace quotient F = (G x {Jt0 + e0 ))/D pour l'action ci-dessus de D sur G x (J.to + e0
) 

est une variété lisse (voir [D ET]). Ou note rr : G x (J.to + e0
) -+ F la projection canonique de 

G x (J.to + e0 ) sur F. Comme conséquence du lemme précédent, la forme dB sur G x (J.lo + e0
) 

se projette en une 2-forme symplcctique w surF: 

wtr(g,Jl)(rr*(x;,p),rr*(Y9c,a)) = p(Y)- a(Y)- J.t([X, Y]) 

(g,Jt) E G x (J.lo + e0
), X, Y E 9, p,a E e0

. 

L'action de G sur T* G ~ G x g * douuée par g · (g 1
, J.l) = (g g', J.l) se restreint évidemment 

sur G x (J.to + e0 ), et induit une a.etiou surF: g · rr(g 1,J.l) = 7r(gg1,J.l). On désigne par XF 

le champ fondamental sur F de g/uc'·ratcm X E g pour cet te action à gauche de G sur F: 

Notons que XF est 1r*(Xr,O) qu'on notera tout simplement 1r*Xr par la suite. L'action de 

G surF préserve la 2-forme symplecti<!lW w ct. admet une application moment J : F-+ 9*, 

rr(g, J.l) t-t g · p, qui est Coacl-c'·qnivariauU·. Vn comme application J : 9 -+ C00 (F), ce 

J s'écrit: X t----t Jx: rr(g,p) t-t (.l(rr(_q,Jl.)),X) = (g·J.l,X). L'application J devient 

maintenant un morphisme d'alp;(·brcs de Lie, où C00(F) est muni de sa structure d'algèbre 

de Lie (algèbre de Poisson) induite par la structure symplectique de F. 

2. Préquantification de F. 

2.1. Proposition. Si la forme ip0 Sllr D sc relève en un caractère unitaire x de D, alors 

il existe un fibré préquantiquc L atz desstzs de F, sur lequel l'action de G surF se relève 

en une action qui préserve sa comwxion. 

Preu·ue. Soit L le fibré en ligne complex<' an dessus de F associé au fibré principal G x 
11" 

(J.lo +e0
) ~ F, de groupe strud.nral D, par le caractère x: D-+ 'll'1 C Aut(C). Autrement 

dit: L = ( G x (J.to + e0
) xC) j D, où l'action h droite de D sur G x (J.to + e0

) xC est donnée 

par: 

(g,p,z) · d = (gd,d- 1 ·jt,x(d)- 1 z), gE G,d E D,ft E J.lo + e0 ,z E C. 

La classe d'équivalence d'un é·l<'-uwnt (rf,fJ,.:-) de G x (po+ e0
) xC, modulo cette action 

de D, sera notée [g,p,z] par la suit<'. Ou dé·signe par L* le fibré principal surF dont 

L est le fibré en ligne comple-xe associe'~ par la représentation identité de C* dans C: 

L* = (G x (po+ e0 ) x C*)/D, l'action de D sur G x (po+ e0
) xC* étant la restriction 
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de celle de D sur G x (po + e0
) x C. La. 1-forme complexe a = () + dz /iz, z étant une 

coordonnée sur C*, est une 1-forme de connexion sur le fibré trivial G x (po + e0
) x C* 

au dessus de G x (po + e0
), et qui est évidemment de courbure d(). L'invariance de () sous 

l'action de D, et de dz jiz par multiplication de z par un élément de C* (en particulier, par 

x( d)- 1 , dE D) entraîne l'invmia.nce de à sous l'action de D. On vérifie que la contraction 

de a avec les champs fondamentaux Xnx(Jto+cO) xc•' x E il, est nulle grâce au fait que 

( dex)(X) = i(p0 , X). En vertu de ces deux propriétés de a, on en conclut que a se projette 

en une 1-forme de connection n sm k film'~ principal L* au dessus de F. Le fait que a est 

de courbure la 2-forme w sur F d<~coulc de la commutativité du diagramme suivant: 

( G x (po + e0 
), dB) 

lrr 
((G x (po+ e0

) x C*)/D,n) (F,w). 

Ensuite, la connexion V' sur L associ<~<' ù.la. 1-forme de connexion a sur L* est de courbure 

iw. La structure hermitienne sm L compatible avec V' provient de l'unitarité du caractère 

x sur D. Ce qui achève la premihr assertion de cette proposition. 

L'action de G sur G x (po+ e0
) xC clouuéc par g · (g', p, z) = (gg', p, z) commute avec celle 

de D sur G x (po+ e0
) xC. L'npplica.tion <I>: G xL.....-+ L, <I>(g)([g',p,z]) = [gg',p,z], est 

bien une action de G sur L qui est, par coustruction, un relèvement de l'action de G sur 

F. Grâce à l'invariance de() sous l'action de G sur G x (po+ e0 ), on obtient l'invariance 

de la 1-forme de connexion a Slll" G x (/to + e0
) x C* sous l'action de G, ce qui entraîne 

1 'invariance de a sur L * pour 1 'action induite de G sur L *. D'ou le résultat. 1 

Tout le long de ce chapitre, ou sc• fixe• cc fibré préquantique ( L, V') au dessus de F 

construit à partir du caractère x sm D. Par construction de L, l'espace des sections r( L) 

s'identifie avec l'ensemble 

C';(G x (po+ e0
)) = {'P E C'X>(G x (Jto + e0

)) 1 'P((g,p) · d) = x(d)- 1 ~P(g,p) 

(g,p,) E G x (p,0 + e0
), dE D}. 

Rappelons que cette identifica.t.iou est. douiH~C par: s(rr(g,p,)) = [g,p,,y(g,p)], sE r(L). 

L'espace de Hilbert HL constmit par ln préquantification géométrique, HL= {sE r(L) 1 

J F( s, s )e:w < oo L se réalise ici par: 

muni du produit hermitien ('f?, 1/>) = J1,. zpt/'Sw, t.p, ~' E HL. Il est à noter que zp'lj; est bien 

une fonction surF grâce à l'uuita.rit.C:~ de X· 
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Ensuite, la préquantification gôom<~trique de F associe à chaque fonction j E C 00
( F) 

un opérateur Q(J) sur HL donné pa.r: 

Q(J).o; = -i\1~1 8 + fs , sE HL· 

En spécifiant cette correspondance aux fonctions particulières f = 1 x sur F, X E g, on 

obtient une représentation T de g dans HL donnée par: T(X) = iQ(lx). Comme 1 est 

une application moment sur F, alors f..Jx = X F, et cette représentation T s'écrit: 

T(X)." =\lxv"'+ i.Jxs, XE g, sE HL· 

Dans l'identification f(L)""' C';'(G x (tto + e0 
)), la connexion V sur les champs fondamen

taux X F est décrite comme suit. 

2.2. Proposition. Si s est une section de L représentée par une fonction <p E C';( G x 

(po+ e0 )), alors la section Vx~"s deL est représentée par la fonction Xr<p + iB(Xr)<p E 

C';( G x (llo+ e0 ) ). Bien entend11, l'écriture xr désigne le champ ( xr, 0) sur G x (llo+ e0 
). 

Pre·uve. On a vu dans le premier paragraphe que le champ fondamental X F sur F est 

1r *Xr. La démonstration de cet.t.e proposition utilise les mêmes techniques que celle pour 

une orbite coadjointe (voir preuve cl<· la proposition III.2.7), où l'on avait Xo = 1r*Xr avec 

1r: G --t O. 1 

2.3. Corollaire. La représentatio11 T de g dans HL est donnée par: T( X)<p = xr <p , 

xE g '<p E HL. 

Preuve. Soit s une section cl<' L rcprôsent(~c par une fonction <p E C~(G x (po+ e0
)). 

Grâce à la proposition préc<?clcHt.c, la section T( X )s de L est représentée par la fonction 

Xr<p + iB(Xr)'P + i1r*( lx )<p. Soit. {.r;, l') 1111 <'~!<'~ment de G x (po + e0
). On a: 

B(g,JL)(X;, 0) = fJ(y,,,)( -( Acl(g- 1 )X )el 9 , 0) = -(p, Ad(g- 1 )X) 

= -(g .,,.,X)= -Jx(7r(g,p)). 

Autrement dit, B(Xr) + 1r*( lx) = 0, ct le résultat en découle immédiatement. 1 

On a vu dans la proposition 2.1 que l'action de G surF se relève en une action sur L, et 

donc G agit sur f(L). Cette action se traduit. dans l'identification f(L) ~ C~(Gx(llo+e0 )) 

par: 

(2.4) (U(g)<p)(g',f.l) = <p(y- 1!/,,,.), .r;,r/ E G, <p E C';(G x (llo+ e0
)). 

Comme w (et donc éw) est invariant.<~ à gauche sous l'action de G, alors U(g) est un 

opérateur isométrique de HL· Il s'ensuit que U est une représentation unitaire de G dans 

HL. La représentation infinitésimale a::-;sociée n'est rien d'autre que la représentation T 

de g dans HL construite par la. prôquantificat.ion géométrique de F. On a donc établi le 

résultat suivant. 
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2.5. Proposition. La représentatio11 T de g dans 'HL, obtenue par la préquantification 

géométrique de F, s'intègre e11 la rcpn~sc11tation U de G donnée par l'expression 2.4. 

Les éléments de l'espace de Hilbert 11. 1, sont des fonctions sur G x (po+ e0 ) et non pas 

sur G comme dans le cas des représeutatious induites. Ce résultat n'est pas suprenant car 

on n'a pas encore fait intervenir la polarisation 1) (fixée) au point J.lO· A partir de~' on va 

construire une polarisation géomét.riqn<' :F sur F , et ce pour réduire l'espace de Hilbert 

'HL. Tel est l'objet du paragraphe suivant. 

3. Polarisation géométrique :F et son fibré des repères sur F. 

Soit (g, p) un élément de G x (po + e0 ). On pose: 

f(g,p.) = (€9)J) x (c0 )e C (1( 9,1t)G x (J.lo + e0 ))e ~ (T9G)0 x (e0 )e. 

C'est une distribution sur G x (po+ c0
) qui est invariante sous l'action à gauche de G sur 

G x (J.lo + e0
) donnée par: g · (g', p) = (gg', 11.). Cette distribution f possède les propriétés 

suivantes. 

3.1. Proposition. 
-(i) :F et :F + :F sont involutives. 

(ii) dimc(:Fn:F) est consta11tc. 

(iii) :F est isotrope pour la 2-forwc d8 sur G x (po + c0 ). 

(iv) dimc f- dim D = ~ dim F. 

Preuve. La propriété (i) découle dn fait que 1) et IJ+~ sont des sous algèbres de ge. Comme 

j est G-invariante (et donc f aussi), alors J: n J: est G-invariante, ce qui entraîne que 

dimc(Fnf) est constante, d'où l'a . ...,scrtiou (ii). Soient (g,J.l) E G x (po+ ee), X, Y E ~' 
et p, Œ E ( e0 ) 0 . 

(dB)(g,p.)((X:,p),(Y
9
e,Œ)) = p(Y)- a( X)- p([X, Y]) 

=_,,([X, Y]) car p,Œ E (e0 )e et X, Y E ~ c c0 

= -Jio( [X, Y]) car p E (po + e0
) et [X, Y] E ~ C e0 

= 0 d'aprè~s l'isotropie de ~ pour J.lo 

D'où l'isotropie de j pour d8. En é·criva.ut que dim e = 2 dime ~ - dim il, on obtient 

d'une part dimc f = dime 1) + dim c0 = dim g- dime ~ + dim il. D'autre part, on obtient 

dim F = dim g + dim c0 
- dim il = 2( dim g - <lime 1) ). D'où l'assertion (iv). 1 

Une telle distribution fest appdé~<' nue pré~polarisation géométrique ([Wo]), cette ter

minologie est justifiée par le fait suivant. 
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3.2. Corollaire. La prépolarisatin11 f sur G x (po + e0
) se projette par 7l" en une polari

sation :F sur F. 

Preuve. On pose: Frr(g,p.) = 7l" *:F( 9 ,1,) , (g, p) E G x (f.lo + e0
). On vérifie que: 

7r*(X:d,p) = 7r*((Ad(d)X)~,d · p), XE (J, dE D, p E e0
. 

Grâce à l'invariance de f) sous l'actiou acljoiutc Ade de D (car il C (J), et l'invariance de e0 

sous l'action coadjointe Coadc: d<· D (Leumw 11.1.2), alors :Fest bien définie. Le corollaire 

est ensuite une conséquence iuun<~diat.c de la proposition précédente. En particulier, les 

propriétés (iii) et (iv) impliquent que Fest lagrangienne pour la 2-forme w surF. 1 

3.3. Remarque. Comme l'action de G surF est induite par celle de G sur G x (f.lo +e0 ), 

et Fest G-invariante sur G x (po+ e0
), alors :Fest G-invariante pour cette action induite 

de G surF. 

On s'intéresse maintenant a.u film'- des r<'pcrcs de F au dessus de F. Pour cela, on 

se fixe une base ( s 1' ... 'Sr, xl' ... ' Xk, zl' ... 'ZJl, ~' ... 'Zp, YI' ... ' Yk) de g0
' telle que: 

(s 1 , •.• ,sr) soit une base réelle de g~>' (.'> 1 , ••• ,8r.X1 , ..• ,Xk) une base réelle de "0°, et 

(sJ, ... ,sr,X1 , ••• ,Xk,zi, ... ,z") uue base de f). Les li sont choisis réels. On notera 

en particulier Y;* E e° C g* le vecteur dual de li dans cette base de g 0 . Les éléments 

Yt, . .. , Yt forment une base de e0
. Pom t.ont élément (g, p) de G x (f..lo + e0 

), la famille 

(7r*(Zfj 9 ,0),7r*(O, }j*)) est mw base cl<~ F'Tr(.q,tt)· En fait, pour tout élément X de il, 

1r*(Xej 9 , -X· f..l) = 0, et doue 1r*(Xel_q,O) = 1r*(O, X· Ji) est une combinaison linéaire 

des 1r*(O, lj*) car X· p E e0
• 

Afin de décrire explicitenwut. k fibre'· RF des repères de F au dessus de F, faisons 

les préliminaires suivants. Soit. d E D (ct doue Ad( d)Zi E f), 1 :::; i :::; p ). En écrivant 

7r*((Ad(d)Zi)~, 0), i fixé, dans la base canonique de F'Tr(g,JL)' on obtient une matrice lvf(d) 

donnée par: 

On note Coadeo ( d) la matrice de la rcst.rict.iou de Coadc( d) à e0
, on rappelle que D laisse 

stable e0 sous l'action coa.djoiut.c de G. Ou vc'~rifie sans peine que 

(3.4) M(dd') = Adh/l>c(d) · l\f(rl') + 1i1(d) · Coa.dco(d') ,d,d' E D. 

Identifions le groupe des a.utomorphisuws de lJ/9~0 écrits dans sa base canonique X 1 , ... , Xk, 

Z1, . .. ,Zp (modulog~0 ) avec GL(n,C), n = k+p. On considère l'application l. suivante: 

~: D ~ CL(n,C) 

d f----7 ( Adh/llc ( d) 
() 

M(d) ) 
Coaclco ( d) · 
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En utilisant la propriété (3.4) de lv!, et comme Ad~;l)c, Coadeo sont des morphismes de 

D, on constate que .0. est en fait m1 Inorphisme de D dans GL(n, C), et on a: 

3.5. Proposition. Le fibré R:F est le GL(n., C) fibré principal associé au fibré principal 

G x (J.lo + e0 ) --+ F, de groupe :-;tructura.l D, par le morphisme 3.. 

Preuve. On a une projection naturelle de G x (J.lo + e0 ) x GL(n, C) sur R:F donnée par: 

7r: G x (f.lo + e0
) x GL( n, C) ---t R:F 

(g, J.l, A) t----t ( R 1 , • • • , Rn) : repère de :F au point 1r(g, J.l) 

où Rj = 7r*(Zfi 9 ,0)Aij + 1r*(O, Yq*)Aqj (convention de sommation). Comme la famille 

(7r*(Zfl 9 , 0), 1r*(O, Yj*)) est une base rle :F1r(.q,,,), alors l'application 7r est surjective. Sup

posons que le repère (R1 , ... ,R11 ) an point 7r(9,J.l) (= 1r(gd,d-1 • J.l), dE D) est aussi 

associé à (gd,d- 1 
• J.l,Â), où Â E GL(n,C). On a d'une part: 

1r*(Ziel 9 d,O) = (T(ytL,d-1. 1,)7r)(Zflyrt,O) 

D'autre part, on a: 

= (1(y, 1,)1f)((Ad(d)Z;)el9 , 0) 

= (Ad,1;ilc(d))a; · 7r .. (Z,~j 9 ,0) + (M(d)) 6i · 1r*(O,Yb*) 

1r*(O, Y/)= (T(yd,tL-1. 1,l1f)(O, 1:j*) 

= (T(y,,tl 1r) (0, d · 1:j*) 

= (Coadro(d)) .7r*(O, }~*) 
-y} 1 

En intégrant ces calculs dans 1'/·galit.é 1r(g, ft., A) = 1r(gd, d- 1 • J.l, .4), on obtient: 

Jv!(d) ) . Â- 3..(d). Â 
Coadro ( d) -

Ou encore, Â = .6.( d) -l ·A. Ou en coud nt que RF~ ( G x (J.lo + e0
) x G L( n, C)) / D, où 

l'action à droite de D sur G x (tto + e0
) x GL(n, C) est donnée par: 

(g,f.l,A) · d = (yd,rC 1 
• p,3..(d)- 1

• A). 

Ce qui achève la démonstratiou. 1 

4. Quantification par t-F-densités. 

On note toujours B le fibré en ligue complexe au dessus de F associé à 1?..:F par le 

morphisme A~ 1 clet Aj 112 de GL(n, C) dallS R+ C Aut(C). 
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4.1. Proposition. B est le fibré en ligne complexe associé au fibré principal 

G x (f-lo + e0
) _: F, de groupe structural D, par le morphisme 6.;~2 : D---+ lR't. 

Preuve. En vertu de la réalisation de 'R.:F (voir la proposition 3.5 ), le fibré en ligne complexe 

B est associé au fibré principal G x (po+ e0 ) _: F par le morphisme d t--t 1 det 3.(d)l 1
/

2 de 

D dans lR't C Aut(C). La proposition découle ensuite du lemme suivant. 1 

4.2. Lemme. Pour tout élément d de D, on a 1 clet 3.(d)l = !:l[}a(d). 
' 

Preuve. On a det3.(d) = detAdh;oc(d) · dctCoadeo(d), dE D. En écrivant la matrice 

Ad
0
c ( d- 1 ) dans la base canoni<pte de ge, et en utilisant le fait que Ad

0
c ( d- 1

) laisse stable 

les sous espaces ()e, (J et ~ de ge, on cousta.te que la matrice de Coadeo ( d) relativement 

à la base (Yt, · · · , Yk*) de ( e0 )e est exact<·mcut la transposée de la matrice Ad 0c ;ec ( d- 1
) 

écrite dans la base (Y1 , · · ·, Yk) (modulo e0 ) de~ ge je0 . On en conclut que det Coadeo(d) = 
detAd

0
c;ec(d-1

) = detAd
0
c;llc(d- 1 ) (voir lemme II.1.5 pour cette dernière égalité). 

Donc, det3.(d) = (detAd0c;llc(d))-
1 

• rktAdh/llc(d) = (detAd0c;l)(d))-
1

. Par passage 

aux modules, ldet3.(d)l = 6.ïJ~r;(d), d'01\ le lemme. 1 

D'après la réalisation de B <laus la. proposition précédente, l'espace f(B) des ~-:F

densités surF est en bijectiou (IV('(' l'c'llS('Jllbl(' c=_l/2(G x (/-lo + e0
)) des fonctions lisses 

6-D G 

r.p : G x (f-lo + e0
) ---+ C, telles qw~: . 

Cette identification entre une ~-:F-deusitl~ 11: 'RF---+ C (vérifiant v(R·A) = 1 clet Al-! v(R), 

RE 'R.:F, A E GL(n, C)) et UllC fonction r.p E c=_l/2(G x (f-lo + e0
)) est donnée par: 

6-D,G 

L'étape suivante maintenant est. d<' dc'·crin· ks ~-:F-densités sur F constantes le long de 

:F, pour la connexion \7 sur B construite~ par la quantification géométrique, en termes de 

cette identification de f(B) avec C':x;._ 112 (G x (po+ e0 )). 
6./J,(; 

4.3. Théorème. L'espace des 1- -:F- dcnsitc~s \7 -constantes le long de :F est en bijection 

avec l'ensemble des fonctions r.p E c=-1/AG) qui vérifient la propriété suivante: 
6./J,U 

Preuve. Les détails de la démonstration seront donnés en Appendice II. L'idée de cette 

démonstration est la suivante. Soit u est. nue ~-:F-densité sur F représentée par une 
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cp E c=_ 112 ( G x (J.Lo + e0 ) ). Nous montrerons que la condition «li est constante le long de 
Llv a 

F» s'exp~ime par les deux conditions suivantes sur cp: 

(i) VZ E ~ : zec.p = ~trace a.dgc ;cc (Z) ·<p. 

(ii) cp est constante le long e0
. 

Grâce à la propriété (ii), on identifie <p avec une fonction sur G qu'on note encore cp. Cette 

fonction cp sur G est bien évidemment un élément de c=_ 112 ( G), et satisfait la propriété 
tlD G 

(i). ' 1 

Pour quantifier l'application moment .! sm F, on aura besoin d'exprimer la dérivée de 

Lie des ~-F-densités surF (qui n'est définie que pour les champs qui préservent F) suivant 

les champs fondamentaux X F, X E g, de 1 'action de G sur F. 

4.4. Proposition. Soit li une i-F-densité sur F représentée par une fonction <p E 

C';_ 112 (G x (J.Lo + e0
)). A.lors ix, .. 1/ est ln 1-F-densité représentée par la fonction xr'P E 

D,G 

c=_112(G x (J.Lo + e0)). 
LlD,G 

Preuve. Le flot de XF surF est <I> 1 = (I>(cxp( -tX)), où <I> est l'action à gauche de G sur 

F: <P(g )( 1r(g1
, f..l)) = 1r(gg1

, f..l)· Donc, 

( .c x F li) ( 1r(g, f..l ), 1r * C zf 1!1, o )~= 1 , 1r * ( o, 1'j* )j= 1) 

= :t it=oll( <Pt( 1r(g, ft)), <I>t* 1r*( Zfl 9, O)f=1 , <I>t*1r *(0, }j*)f=l) 

= ~ it=o li ( 1r( exp( -tX )g, p ), 7r *( Zflexp(- tX)g, O)f=l, 7r * (0, Y/ )j=l) 

d \") ) \,. = dt<p(exp(-t. y,p = (. <p)(g,p). 

D'où le résultat. 1 

Le fibré en ligne complexe q = L o B est le fibré quantique au dessus de F. On 

avait construit les fibrés L et B comme étant les fibrés en ligne complexe associés au fibré 

principal G x (po+ e0 ) _: F, de groupe structural D, par les caractères x et b."i:/{:}, 
' 

respectivement. Il s'ensuit que Q est le fihr{· en ligne complexe associé au fibré principal 

G x (po + e0
) _: F par le caractère x·!::, -;;:P. Comme d'habitude pour les fibrés associés, 

l'espace f(Q) s'identifie avec l'ensemble C'XJ _, 12 (G x (po+ e0
)) des fonctions lisses 'P 

\ ·Do/l,G 

G x (J.Lo + e0
) --; C, vérifiant la propric'·t/ sui vante: 

Pour déterminer les sections de Q constantes le long de F pour la connexion V somme des 

connexions sur L et B, il nous reste ~~. ehercher les sections de L constantes le long de F. 

Les sections de B constantes le long de F out été décrites dans le théorème 4.3. 
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4.5. Proposition. L'espace des sections de L constantes le long de :F est donné par 

l'ensemble des fonctions cp E C,~(G), telles que'VZ E (J,Zec.p = -i(p0 ,Z)c.p. 

Preuve. L'idée de la démonstration est la suivante. Nous montrerons en Appendice II 

qu'une section s de L représentée pa.r une fonction cp E C';( G x (po + e0
)) est constante 

le long de F si et seulement si cp vérifie les propriétés suivantes: 

(i) 'VZ E {J, zec.p = -i(po, Z)c.p. 

(ii) cp est constante le long de e0
• 

Ainsi, cp s'identifie avec une fonction sur G notée encore cp qui est un élément de C';( G) 

satisfaisant la con di ti on (ii). 1 

Comme conséquence de la dc~scription des sections de Let B qui sont constantes le long 

de :F, on obtient. 

4.6. Théorème. L'espace des section.-; de q constantes le long de :F s'identifie avec 

l'ensemble des fonctions cp E C 00 
_ 112 (G) vt:rifiant: 

:x·t:.v,c; 

Afin de décrire 1 'espace de Hilbert 'Hq construit par la quantification géométrique à 

partir des sections de Q consta.ut.cs le long de :F, examinons dans un premier temps l'espace 

des feuilles F /V du feuilletage V partie n~elk de :F. Le feuilltage V est la projection par 1r 

du feuilletage 'Î) sur G x (J-to + e0
) défini par: i)(g,p.) = C9 * D x e0

. Une feuille de V passant 

par un point (g,p) E G x (po+ e0
) est. D0 x (po+ e0 ), ce qui entraîne que l'espace des 

feuilles de i5 sur G x (po + e0
) s'identifie avec G / D 0 . Il en découle que F jV "' G / D. 

Donc, 'Hq = { ~ E f( Q) 1 (VÇ E F, \l (1/J = 0) et fe; v(~'~) < oo }; son produit hermitien 

étant donné par: (1/Jt,1/-'2) = }~;;oCt/J 1 ,'t/J2). On cherche à écrire ce produit hermitien dans 

l'identification des sections t/'i (i=l, 2) de (J avec des fonctions 'PiE c= _112 (G) vérifiant 
x·t:.D,G 

la propriété du théorème 4.6. Comme pom le cas de 0 (voir appendice I), on montre que 

la 1-densité (~ 1 , ~2 ) sur GjD est, à un fact.enr positif près, la projection de c.p 1 c.p 2 jal, où a 
( J )"( u+l )/2 

est la contraction de la 2n-fornw 1r* êw = - n! ( dB)n sur G x (po+ e0 ) avec les champs 

de vecteurs Yt, · · · , Yt. On fait. remarquer que a peut être considérée comme une forme 

différentielle sur G puisqu'elle est. obtenue par contraction avec les champs Yt, · · · , Yk*. On 

a vu que d() est invariante sous l'action de G sur G x (po +e0
) donnée par: g·(g', p) = (gg', p ). 

Il s'ensuit que la (2n- k)-fornw 0: sur G est. invariante à gauche sous l'action de G. Cette 

forme est non nulle du fait que les feuilles de la distribution caractéristique de dB sur 

G x (po + e0
) sont les orbi tes <le· D0 , ct. les champs de vecteurs Yt, · · · , Yk* ne sont pas 
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tangents à ces orbites. On pose dtJ.G = (8;)e 1\ · · · 1\ (s;)e 1\ .. · (X;)e 1\ · · · (Xk)e 1\ (dB)n. 

Ce dflc est une mesure de Haar à gauche sur G dont la contraction avec les champs de 

vecteurs sf, · · · , s~, Xf, · · · , Xz est la (2n - k )-forme ii. On en conclut que la mesure sur 

G / D donnée par la quantification géométrique est la même que celle construite par la 

méthode des orbites à partir de deux fonctions <p1, <p2 E c= _112 (G), à savoir <f'1<f'2d/lG,D 
x·Llv,c 

(voir chapitre II). On a donc établi le résultat. suivant. 

4.7. Proposition. L'espace de Hilbert Hq obtenue par la quantification géométrique de 

F par ~-F-densités est le sous espace des fonctions <p E c= _112 (G), telles que: 
x·Llv,c 

(i) VZ E (J: ze<p = (-i(p0 ,Z) + ~ tra.ceacl0c;cc Z)r.p. 

(ii) fe; v l<f'l 2d,uc,v < oo. 

Le produit hermitien sur 'Hq dnnt do1111<; par ( <p 1, tp2) = J G 1 v 'Pl <p2 dtJ.c, D. 

4.8. Remarque. 'Hq est l'espace 'H1/() 1 d" la rC'présentation induite holomorphe Hol~ X· 

Après avoir déterminé l'espace de Hilbert Hq donné par la quantification géométrique de 

F, on examine maintenant la représentation T de g dans 'HQ donnée par: T( X) = i Q( J x), 

où Q(f) désigne toujours 1 'opérateur sur 'Hq associé à une fonction f E c= ( F) préservant 

F. Son expression a été donnée dans (III.3.3). 

4.9. Proposition. La représentation T de g dans 1-{Q obtenue par la quantification 

géométrique de F par ~-F-dcnsit<~s est doi111<~c par: T(X)<p = Xr<p, XE g, <p E 7-{Q· 

Pre·uve. Sur un ouvert U de F, tm ac~mcnt 1/• de 'HQ s'écrit comme 1/J = s 0 v, où s et v 

sont des sections deL et B, respedivc~nwnt, a.u dessus de U. Soient <p 1 E C~(7r- 1 (U)) et 

<p2 E C 00
_ 112 (7r- 1 (U)) des fondions représentants et v respectivement, et donc s 0 v est 

.6.D,G 

représentéeparlafonction<p 1 ·<p'l E c= _112 (7r- 1(U)). Envertudespropositions2.2et4.4, 
x·Llo,G 

la section Q( J x)( s0v) = ( -ï'\1 x 0 s+ fs )011-is®.Cx.0 v de Q au dessus de U est représentée 

par la fonction Ç? = ( -i(Xr<p 1 +iB(Xr)c.p 1 )+rr*(.lx )c.pt)·<p2+c.p 1 ·Xr<p2 sur 7r- 1 (U). Comme 

rr*(Jx) + B(Xr) = 0 (voir pre11vc de la proposition 2.2), alors Ç? = -iXr(<p 1 • <p2), et donc 

T(X)(s 0 v) est représentée par la fonction X~'(c.p 1 • <p2). D'où le résultat. 1 

On constate que la représentation T de g dans 'HQ = Hhal obtenue est la représentation 

infinitésimale associée à la reprc'scnta.tion Holi~ x = ('Hhal, U) de G donnée par la méthode 

des orbites: 

(U(g)<p)(g') = <p(g- 1g') ,g,g' E G, r.p E Hhal· 

On a clone montré le résultat s11ivaut. 
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4.10. Corollaire. La quantification géométrique de F par ~-:F-densités et la méthode 

des orbites donnent la même représentation Holg x de G. 

4.11. Remarque. L'existence du caractère x de D nous a permis de relever l'action 

de G sur F en une action sur L, et comme :F est G-invariante alors G agit aussi sur B 

et par suite G agit sur Q = L 0 B. La représentation U de G dans 'HQ donnée par la 

quantification géométrique n'est rien d'autre que l'action de G sur r( Q). 

L'étape suivante est d'étudier l'effet. de la modification des ~-:F-densités par les ~-:F

formes (si elles existent) sur ce résultat. C'est. l'objet du paragraphe suivant. 

5. Quantification par ~-:F-formes. 

Commençons tout d'abord par donner une condition suffisante d'existence d'un fibré 

des métarepères M :F au dessus de F. On cU~signe toujours par 6 : D ---+ G L( n, C) le 
7r 

morphisme par lequel est associe'· le fibré RF nu fibré principal à gauche G x (J.lo + e0
) -+ F 

(voir proposition 3.5 ). 

5.1. Proposition. Supposo11s CJll 'il existe un caractère T] : D ---+ C* tel que TJ( d) 2 = 

(clet Ad9c ;r1( d))- 1 pour tout d E D. Alors, le lvi L(n, C)-fibré principal lvt:F associé au 
7r 

fibré principal G x (J.lo + e0
) -+ F pm· le morphisme: 

1j: D --7 lvi L(n, C) 

d f------7 ( 6( d)' TJ( d)) 

est un Ebré des métarepères de :F a1z dcsslls de F. 

Preuve. Dans la preuve du lemme 4.2, on a. vu que det.3.(d) = (detAd9c;h(d))-1
, dE D. 

Donc, le morphisme Tf est bien défini. Pa.r construction, le fibré principal /v1.:F considéré 

satisfait toutes les propriétés d'un film'· des métarepères de :Fau dessus de F. 1 

Le fibré en ligne B associé a.n fibré principal M:F par le morphisme À : ML( n, C) ---+ C*, 

(A,z) ~--+ z (bien sûr z2 = detA), est. douw'· par: 

5.2. Corollaire. B est le filn·é en lig11(' complexe associé au fibré principal à gauche 
7r 

G x (J.lo + e0
) -+ F par le cru·actèrc 17. 

Preuve. C'est une conséquence de la définition de B et de la proposition ci-dessus. 1 

5.3. Remarque. Comme (clet. Acl9c;h(g0 ))-
1 = detAd 11 ; 9 c(go), g0 E GP.o• alors T] est un 

~'o 

prolongement du caractère (qu'on avait. uot.é aussi 17) qui a été utilisé pour la quantification 

par ~-formes de l'orbite coadjointc 0 de Jt 0 • 
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Par construction de B, l'espace r(B) des 4-F-formes sur F s'identifie avec l'ensemble 

C': ( G x (po + e0 )) des fonctions lisses c.p : G x (po + e0
) ~ C, telles que: 

c.p((g,p) · d) = 1J(d)- 1c.p(g,p), (g,p) E G x (po+ e0
), dE D. 

5.4. Propositon. L'espace des 4-F-formes surF, \7-constantes le long de F, s'identifie 

avec le sous espace des c.p E C;:c'(G) vérifiant VZ E IJ, zec.p = (4 tracead9c;~ Z) ·cp. 

Preuve. La démonstration est similaire à celle pour les 4-F-densités sur F (on remplace 

le caractète !::J. [/ {/ par 1J). 1 
' 

Le fibré en ligne complexe Q = L 0 B est. le fibré quantique par ~-F-formes au dessus 

de F. D'après les réalisations d<' Let B, Q est le fibré en ligne complexe associé au fibré 
rr -

principal G x (J-Lo + e0
) ~ F par le caractère· y· 11 : D ~ C*. Il s'ensuit que l'espace f( Q) 

des sections de Q est en biject.iou avec l'cuscmble C~11 (G x (po+ e0 )) des fonctions lisses 

c.p: G x (po+ e0
) ~ C telles qw~: 

r.p((g,p) · d) =(x· q)(d)- 1c.p(g,Jt), (g,p) E G x (po+ e0
), dE D. 

Dans cette identification, les sections de Q qui sont constantes le long de F pour la con

nexion \7 sur Q, sont données par la proposition suivante. 

5.5. Proposition. L'espace des sections de Q, \7-constantes le long de F, est en bijection 

avec l'ensemble des fonctions c.p E C~,1 (G) telles que: 

VZ E IJ, zr cp = ( -i(Jt.o, Z) + ~ trace ad9c /~ Z)c.p. 

Preuve. C 'est une conséquence de la description des sections deL et B constantes le long 

~F 1 

Examinons maintenant le produit hermitien sur 1 'espace de Hilbert Hq construit par 

la quantification géométrique <'11 termes de la description ci-dessus des sections de Q con

stantes le long de F. Soient 'lj;1 , t/•2 deux sections de Q constantes le long de F représentées 

respectivement par des fonctions c.p 1 , cp2 E C';.IJ(G). Par une analyse similaire au cas des 

4-F-densités, on obtient l'égalité (à un facteur positif près) de la 1-densité (,Pl, 'lj;2) sur 

GjD, et la mesure cp 1 cp2 dpc,JJ constrnitc par la méthode des orbites. Le produit hermi

tien sur 'Hq est donc donné pa.r: (cp 1,cp2 ) = j
010

c.p 1c.p 2dpc,D· On a donc établi le résultat 

suivant. 
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5.6. Théorème. L'espace de Hilbert 'H(J construit par la quantification géométrique de 

F par ~-F-formes est l'ensemble des fonctions <p E c;
17

( G), telles que: 

(i) VZ E f): zt<p = (-i(po,Z) + 1 traccacl0c;~ Z)<p. 

(ii) fa;D <pi<p2df.la,D < oo. 

La dernière étape de la quaut.ificat.iou p;émuét.rique de F est de donner la représentation 

T: X t-+ iQ(Jx) de g dans 1-{Q. 

5.7. Proposition. La représentation T de g dans 1-{Q est donnée par: T(X)<p = Xr<p, 

XE g et <p E 1-tQ. 

Preuve. La démonstration est similaire à celle des ~-F-densités (voir preuve de la propo

sition 4.9). 

La représentation T de g dans 'He} = 'H~,, 1 s'intègre en la représentation modifiée de 

Holg X par Duflo (voir chapitr<' II). Ou a doue montré le résultat suivant. 

5.8. Corollaire. La quantification ,!!,·émw:ti·ÙJ!le de F par ~-F-formes donne la représentation 

de G modifiée de Holg x par Dufio. 

6. Conclusion. 

Nous avons montré que l'existence des ca.ract.è~res x et 17 sur G J.Lo sont suffisantes pour la 

quantification géométrique de O. Si ces caractè~res se prolongent à D sans que la condition 

de Pukanszky sur f) soit satisfaite, la qu;mt.ifica.tion géométrique de 0 et de F donne 

la même représentation de G, ;\ savoir Hal~~ y en les quantifiant par demi-densités et sa 

modifiée par Duflo si on les quantifie par demi-formes. Si ces deux variétés symplectiques 0 

et F, à priori différentes, qui sont de môme dimension donnent la même représentation de 

G, l'étude d'un lien topologique <'nt.rc 0 ct F serait utile. Nous pensons que cela permettra 

de mieux comprendre la condition de Pnka.uszky. 

Nous sommes persuadés que l'existence d'un caractère unitaire x sur D tel que deX = 
if-lolo est aussi nécessaire pour l'cxist.eun' d'tm fibré préquantique L au dessus de F, 

sur lequel l'action de G se rclè'vc en mw action qui préserve la connexion sur L. Nos 

résultats permettent d'établir l'<~quiva.lew·<' cut.rc la méthode des orbites et la quantifica

tion géométrique de F lorsque f) ne vérifie pas la condition de Pukanszky. 
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CHAPITRE V. APPENDICE I 

Cet appendice regroupe des démonstrations «longues)) de quelques résultats cités dans 

le chapitre III. Il contient aussi certaines ddiuitions qu'on a préféré donner ici puisqu'elles 

sont directement liées aux dérnoustratious. Lc~s notations sont celles du chapitre III. 

1. Connexion partielle sur les !-F-densités. 

1.1. Définition. Soit (M,w) une variété syrnplectique muni d'une polarisation géométrique 

F. On définit une connexion \7 sur les ~-F-densités v sur M suivant les champs de vecteurs 

Ç (sur lv!) à valeurs dans Ec = F + :F comme suit. Soient x0 E lvi, U un voisinage de 

xo, et (1Ji)i= 1 des champs de vecteurs qui engendrent F sur U tels que (1Ji)f= 1 soient des 

champs hamiltoniens (réels) qni eugcudn·Iü De= :FnF. La valeur de Vçv sur le repère 

(1Jdxo)~ 1 au point Xo est douw'·c par: 

(\1 çv)( Xo, ( 1Jdxo )i~l) = jt:..._.,k( (1/dJ:o )i~k+ 1' ( 1Jdxo )i=k+I) ~-~ · 

-Ç lxo ( 1/( :1:' ( T/i l,:)i'~ d · it:w,k ( ( 1Jdx )~k+I' ( 1Ji ix )i=k+I) ~~) 

1 
(-l)~(n-k)("-k+ll Il-l. 

OÙ t:w,k = (n-k)! w' 

1.2. Remarques. 

• Cette connexion est d<~finie uniquement pour les champs de sur M à valeurs dans 

Ec. 

• Le facteur de correction lt:w,k 1 ~ est indispensable pour que \1 çv soit une !-F

densité bien définie. 

Notre but ici est d'expliciter cette comH·xion \1 dans le cas où lv! 

polarisation géométrique F fix<~<' daus le· chapitre III. 

0 mum de la 

On a vu qu'en chaque point y de G, (rr*Zfl.g)f=t est une base de F-rr(g) sur O. Mais les 

champs invariants à gauche sur G ne sc· projct.tent pas sur 0: il faut qu'ils soient invariants 

sous l'action à droite de Gtto. Afin d'expliciter la connexion \1 dans notre situation, on 

commence tout d'abord par construire des champs de vecteurs sur U qui engendrent F 

(sur U). Pour cela, on se fixe uue section lisse~ a : U ---t G de G au dessus de U, et on note 

8: rr- 1(U) ---t G110 l'application donn<~<' par: y= (a o rr(g)) · 8(g). 

Etant donné un élément X d<' g, ou ddiuit m1 champ de vecteurs 4~ sur rr- 1(U) par: 
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- -On vérifie que X 990 = R 90 *X9 , g0 E G1, 0 ; cela découle du fait que 8(ggo) = 8(g)go pour 

g0 E G,.,.
0

• Par conséquent, le champ de vecteurs X sur 1r-
1(U) se projette en un champ 

-.. 
X sur U: 

.\.\.(g) = 1r*.Yg , gE 7r-
1 (U). 

Notons que si X est un élément de g1, 0 
alors le champ X sur U est nul. On fait remarquer 

aussi que w1l'(g)(X11l'(g)• Yl'll'(g)) = -Jto([X, Y]), g E 7l'-
1(U), X, Y E g. On étend par 

linéarité la définition des champs ... ~ a.ux élc~mcnts X E ge. Dorénavant, cette opération 

sera toujours sous-entendue. Comme F'll'(g) = {7r*Xllg 1 x E ~},et Xu(x) = x;(x) (car 

8(0'(x)) = e), pour tout x E U, alors Fx = {.Xx 1 X E fJ}. Rappelons que dans le 

chapitre III, on a fixé une base ( s 1, ... , sr, Z 1 , ... , Zn) de ~ telle que ( s1, ... , Sr) soit une 

base réelle de g ~o , et ( s 1 , •.. , s ,. , Z 1 , ... , Z, ) t me base réelle de () e. Ce choix nous donne 

une base (:î;)i=I de F sur U. Lc•s champs (:î;)f=I forment une base de 'De sur U, et 

((:î;)~I,(Z:)~k+I) est une bas<' de Ee sur U. 

Pour son utilité par la suite, donnons 1 'c~xprcssion du crochet de deux champs de vecteurs 

X et Y sur U, X, Y E ge. Pom cda, calculons tout d'abord le crochet de X et Y sur 

1r-
1 (U). Pour tout élément g de~ 1r- 1(U), on définit une application D 9 : g--+ gJLo par: 

D 9 (X) = dl lt=ob(y )c'i(y exp tX) - 1 
, X E g. 

( .t 

Par un calcul direct, on obtient.: 

- - ------- l [X, Y)j9 =[X, Y]j 9 + (Ado(g)-1 [D 9 (Ado(g)-l X), Y]) 19 

- (Ado(.qJ-t[D9 (Ado(g)-l Y),X])ej 9 • 

Donc, le crochet [X, Y] est donné par: 

- - ------ -[X, Y]x =[X, YL, + ([Da(l:)X, Y] )x- ([Da(xJY,X] )x , xE U. 

On voit bien que F et F + F sont involutives grâce au fait que ~ et ~ + fJ sont des algèbres 

de Lie. Comme w(X, Y) = -l'·o([X, Y]), X, Y E ge, alors fJ.L = ~ entraîne que Fest 

lagrangienne pour w. 

Dans la définition de 'V, les k-prcmiers champs de vecteurs de la base locale de F doivent 

être hamiltoniens. Ce qui n'est pas le~ cas pour les champs ('Z;)f=1 sur U. Comme 'De 

est un feuilletage réel sur 0, alors il existe des champs de vecteurs hamiltoniens (7Ji)f=1 
qui engendrent 'De sur U, tels qu<': 7JiiJ:o = Z:lro• 1:::; i:::; k. En écrivant ces champs de 

vecteurs 1]i dans la base locale- (i;)~= 1 de 'D0 , on obtient une matrice A(x) E GL(k,R), 
----x E U, donnée par: 1]j lx = Aij( :r )Zi IJ:, avec A( :ro) = id. D'où: 
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où Â(x) = ( A~x) In~k), 111 -k étant ln matrice identité d'ordre n- k. Comme v est 

une ~-F-densité, alors on a: 

v(x, (1Jdx)7=1, (i;lx)j=k+l) = 1 clet Â(x)l-~ v(x, (z;lx)i=l) 

= jclctA(x)j-~v(x,(z;lx)i=I)· 

La fonction le:w,k 1 i sur U qui apparaît dans l'expression de \7 est constante ici puisque 

w(X, Y) = -p0 ([X, Y]) est une constante sur U pour tout X, Y E ge. Il en découle que si 

W (W E ec) est un élément de la bw.;c de Ec sur U, alors on a: 

---.... .-..... k --... 
('Vwv)(xo, (Zdxo)i=l) = Wlxov(:r, ('IJilJ:);~,, (Zjlx)}=k+l) 

= -~ t.race(Ttt. 0 A(:r)) ·v(xo,(z;lxo)~I) + Wlxov(x,(z;lx)i=d· 

1.3. Lemme. Il existe des vecteurs Y1, • • • , Yk, de ge tels que: 

(i) (s 1 , ... ,s,.,Z1 , ... ,Zn,Zk+l•"' ,Z,,Y1 , ... ,Yk) soit une base de ge. 

(ii) po([Zi, Yj]) = Ôij (symlwlc de Kro11ccker), 1 ~ i,j ::::; k. 

Cette base étant choisie, on a: tra.cea.d0c;rc vV = 2::7=1 po([Zi, [vV, Yi]]), vVE ec. 

Preuve. Soient TI,·· · , Tk des vecteurs de~ ge, tels que: ( s 1, · · · , sr, Z1, · · · , Zn, Z k+l, 

· · · , Zn, T1 , · · · , Tk) soit une ba . ..,c de g0 . Ou considère le sous espace vectoriel V de ge /g~0 
engendré par les vecteurs Zt' ... 'zk, TI, ... 'Tk (modulo g~o)· En utilisant le fait que ec 

et De sont orthogonaux pour fto, on vc;rifi<· que V est un sous espace symplectique de 

ge jg~0 • Comme les vecteurs (Zi)f= 1 sout isotropes pour p 0 , alors ils engendrent un sous 

espace lagrangien de V. Par ecnrsc'!qucrlt., il existe des vecteurs Y1 , • · • , Yk de V tels que 

(Zt, · · ·, Zk, YI,···, Yk) soit une base cl<' V, d fto([Zi, Yj] = Ôij, 1 ~ i,j::::; k. 

Les vecteurs yl' . .. 'yk (modulo cc) forment. nue base de ge 1 e0 . En écrivant adgc feC vV 
(W E ec) dans cette base, et eu utilis;mt. la. dualité pour p 0 entre les vecteurs Zi et Yj, on 

obtient: trace adgc feC vV = L~= 1 po([Zi, [H', Yi]]). 1 

1.4. Lemme. trace WlxoA(.r) =trace aclgc ;re (lV+ Du(xo) vV). 

Preuve. Comme le champ T}j, 1 ~ j ~ /.;, est localement hamiltonien , alors on a en 

particulier: d(i(TJJ)w)(W, ~) = 0 sm U. Soit. :rE U, on a: 

Or, Wx( T}j lx, f;lx) = wx(Aij(.r )i:lx, ~IJ:) = -Aij(X )po([Zi, Yq]) = -Aqj(X ), et de même 

wx(TJJlx, Wlx) = 0 car ()cet ec sont orthogonaux pour po. D'autre part, en écrivant que: 
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- - ___...,.--___ - -[X, Y]x =[X, YJx + ([Du(x)X, Y] )x- ([Du(J:)Y,XJ )x, on obtient: 

wx(rliix, [W, f;Jix) 

= -Aii(x) · (f.lo([Zi, [TV, r~]]) + tto([Zi, [Du(x) W, Yq]])- f.lo([Zi, [Du(x)Yq, W]])) 

= -Aii(x) · (f.lo([Zi, [W, Yq]]) + f.lo([Zï, [D,.(x) W, Yq]])) 

où l'on a utilisé l'orthogonalité de D0 et e0 pour J.lo, au dernier passage dans ces égalités. 

Donc, d(i(r]j)w)(Wix, Y;ix) = 0 entraîne que WixAqj = Aqj(x)·J.lo([Zi, [W +Du(x) W, Yq]]). 

En utilisant le fait que A(x0 ) =id et le lemme précédent, on obtient: 

1.: 

trace WlxoA(x) = LWI;:0 Aqq(:r) 
q=l 

1.: 

= L Aq 11 (xo) · po([Zq, [W + Du(xo) W, Yq]J) 
q=l 

= traccad 0e ;re (vV + D,.(xo) TV) 

1 

On a donc montré le résultat suivant. 

1.5. Proposition. Pour tout TV dans e0 , la valeur de Y'wv sur le repère ("Z;ixo)i= 1 de 

:F au point x0 est donnée par: 

(V fi? V)( Xo, ("Z;ixo )i=d 

= -t trace ad0e ;re ( H. + D 17 ( 1: 0 ) TV) · l/( Xo, (:Î:Jxo )i=d + Wlxo v( X· (i;ix )i=l ). 

2. Démonstration du théorème III.4.4. 

Soit v une ~-:F-densité sur O. Le but du théorème (III.4.4) est d'exprimer la condition 

((!/ est V-constante le long de :F» en termes de l'identification de v avec une fonction 

cp E C~(G) donnée par: c.p(g) = v(7r(g),(7r*Zfl 9 )i=1 ), gE G. Localement sur U, cette 

identification s'écrit: c.p(o-(x)) = l/(.r,(Z:ix)i~ 1 ), :rE U. Soit Z E 1). D'après la proposition 

ci-dessus, on a: 
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~ e 1 
2.1. Lemme. VZ E g: Zlxo'P(a(x)) = Z lu(xo)'P + 2 tracead9c;ec(D.,.(xo)Z) · <p(a(xo)). 

~ 

Preuve. Par définition de Z, on a.: 

~ d 
Zlxo'P(a(:r)) = dtlt=o'P((ao7r)(a(xo)exp(tZ))). 

Or, (a o 1r) (a( x0 ) exp(tZ)) = (a( x0 ) exp(tZ)) ·Ô (a( x0 ) exp( tZ)) -
1

. Puisque ô (a( xo) exp(tZ)) 

est un élément de GJ.L 0 , et <p E C~(G), alors on a: 

'P((ao7r)(a(x0 )exp(tZ))) = 6.(ô(a(x0 )exp(tZ))) · <p(a(x0 )exp(tZ)) 

( ) 

-1/2 
= 6.D,G ô(a(xo)exp(tZ)) · <p(a(xo)exp(tZ)). 

Cette dernière égalité résulte du fait que 6. est la restriction de 6.D,G à G J.Lo (voir re

marque III.4.3). En utilisant le fait que la différentielle de 6.D,G en l'identité e de G est 

«tracead9c;ec», et f1 lt=oô(a(:r 0 )exp(tZ)) = -D.,.(xo)Z (N.B: ô(a(x)) = e, xE U), on 

obtient: 

1 

Par linéarité, on a la mênw <~xprcssiou pour Z dans g0 , et donc en particulier pour 

Z E (). En définitive, on a: 

On en conclut que 'Vzvlu = 0 si ct seulcm<'ut. si (Zf<p -1(tracead9c;ec Z) · 'P)iu(U) =O. 

Cette équivalence dépend du choix clc Œ ù partir de laquelle on a construit une base de F 

sur U. La condition «v est coust.a.nte le loug de F» s'exprime par: pour tout ouvert U de 

0, et pour tout élément Ç de la base de F sttr U on a 'V~v =O. Cette condition est bien 

évidemment indépendante de tout choix de section de G au dessus de U. On en conclut: 

En écrivant l'équivalence ci-dessus pour uu recouvrement de 0 par des ouverts Ui, i E I, 

on obtient le résultat. 1 

3. Démonstration du théorème III.3.4. 

Soit s une section deL représ<'nt{'c par mw fonction <p E C~( G). On cherche à exprimer 

la condition ((S est constante le long de F» par une propriété équivalente satisfaite par <p. 
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Dans la proposition III.2. 7, nous avons montré que la section \7 x 0 s de L correspond 

à la fonction xr 'P + ip&( X r )'P E C~( G), X E g. Le problème ici est que les champs 

fondamentaux Xv ne sont pas dans :F, m<~me si X E f). Pour cela, on va chercher la 

fonction '1/J E C~(7r- 1 (U)) correspondante it (V.zs)lu E ru(L), où Z (Z E f)) est un 

élément de la base de :F sur U. Dien eut.cudu, le choix d'une section est fixé, et les champs 

Z sur U sont définis comme dans le cas des ~-F-densités. La démarche pour déterminer 

'1/J est identique à celle de la démonstration de la proposition III.2.7, où l'on a cherché la 

fonction correspondante à Vxo<"· En gardant les mêmes notations, on vérifie que le relevé 

horizontal de Z = 7r*Z sur r- 1(U) CL* (r: L* ~ 0), pour la 1-forme de connexion a sur 

L*, est ir*(Z- J-l6(Z)t8 ). Il s'cusuit que la fonction '1/J est donnée par '1/J = Z'P + iJ-l&(Z)'P 

(se reporter à la preuve de la. proposition III.2.7). 

3.1. Lemme. 
t -(i) J-lo(Z) =< J-lo, Z >. 

(ii) 'Vg E 7l'-
1 (U): Zg'Ç = x(b'(g))- 1

• z~(rr(g))'P• 

Preuve. Soit gE 7l'- 1(U). On a: 

e -
p 0 (Z)j 11 =< !'·o,A<l..,(yJ-1 Z > 

=< b(g) · f'o, Z >=<po, Z > . 

La dernière égalité découle du fait qu<' b(g) E G 1to· L'assertion (ii) s'obtient par un calcul 

direct où on utilise le fait que 'P E C'~(G), d 9 = (0'(7r(g))) · 8(g). 1 

On fait remarquer aussi que 'P(g) = 'P(a(rr(g))) · 8(g))= x(8(g))- 1'P(0'(7r(g))). Donc, 

(V .zs) lu = 0 si et seulement si ( zt'P + i < fto, Z > 'P )lu( V) =O. En utilisant des arguments 

analogues à ceux dans la démonstration du t.h(~orème III.4.4 (pour ce passage), on obtient 

l'équivalence suivante: 

«s est constante le long de F» {:=::::::}('riZ E IJ: ze'P = -i(J-lo, Z)'P)· 

Ce qui achève la démonstration. 1 

4. Démonstration du lemme III.5.5. 

4.1. Définition. Soient deux s<·ctions de Q de la forme Si0Vi (i=1, 2) qui sont constantes 

le long de :F. Soit P : 0 ~ 0 jD la project.iou canonique de 0 sur 0 jV. On définit une 

1-densité (s 1 0 v 1 ,s2 0 vz) sur OjD par la procédure suivante. 

Soient mE 0 et (6, ... , ~n, '71, ... , TJn) une base de (TmO)c telle que: (~1, ... , ~k) soit une 

base de vc = :Fm n :Fm, et ( ç J , ••• , ç 11) Ull<' hase de :Fm. La valeur de ( s 1 0 VI ' Sz 0 1/2) sur 
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le repère P*( Çk+I, ... , Çn, 17 1 , ••• , 'ln)) E (Te(w) (') j'D)c au point P( m) de 0 /'D est donnée 

par: 

( St 0 VI ,s2 0 1/2 )( P( m ), P*( Çk+ 1, •.. , Çn, 111, ... , l]n)) = ( St, s2)( m) · VI ( m, Çl,. · · , Çn)· 

· v2(m, 6, ·, Çn) · lsw,k(Çk+l, · · ·, Çn, Çk+l, · · ·, Çn)l~ · lsw(6, · · ·, Çn, 7]1, • • ·, 1Jn)l. 

4.2. Remarque. Bien que l'écriture 'ljJ = .-; 0 v d'une section de Q n'est pas toujours 

possible, cette 1-densité est ddinie pour toutes les sections de Q, constantes le long de 

F, puisque la notion d'une 1-dcusité est locale, et la décomposition 1/J = s 0 v est valable 

localement. 

--- -- c 
On note toujours (sJ, ... ,.s,.,Z1 , ••• ,Zn,Zk+l,···,Zn,YI,···,Yk) la base fixée de g , 

et gE G tel que rr(g) =m. Alors, ((rr*Zfj 9 )i~ 1 ,(rr*Z/j 9 )f= 1 ,rr*Y/j 9 )f= 1 )) est une base 

de (T1r(g)O)c telle que: (rr*Zh,lf= 1 est une base de 'D1r(g)• et (rr*Zfj 9 )f=1 est une base de 

F1r(g)· En notant p =Po rr: G -------t Gj D, on a: 

( St0Vt, -"2 0 1/2) (p(g ), (p*Zf' 1!1 )i~k+ 1, (p* z/ lg )i=k+I, (p* Y'/jg )f=I) 

= (8t,82)(rr(g)) ·vl(rr(.rJ),(rr*Zf'lt,)i~ 1 ) ·1J:l(rr(g),(rr*Zfj9 )i=d· 

· lsw,k ( ( rr *Zfjg )i=I, ( rr *z/ jy )i'=k+ 1) 1 ~ · ja ( ( Zfjg )~k+I, z/ jg )~k+I, (Y/jg )f=I) 1 

( l) n( u+ 1 )/2 f. 
où a est la contraction de rr* êw = - n! ( dJ.t~ )n avec les champs de vecteurs ( Zi )f=I 

sur G. La fonction lsw,kl~ sur 0 est constaut.c c parce que 

Si 'Pi désigne l'élément de C~( G) qui correspond à. la section -"i dans l'identification f( L) ~ 

C';(G), et 1/Ji est l'élément de C~(G) COIT<'spondant à la section 1/i E f(B) ~ C~(G), 

i=1, 2, alors on a: 

( 81, 82 )( rr(g)) · 1/1 ( rr(g ), ( 7r *zn, )i~l) · 112 ( rr(g ), ( 7r *zf 19 )i=d = ~ · <p2(g) · 't/J1 (g) · 1/J2(g) 

= ('PI . 1/'I)(g) . ( 'P2 . 't/J2 )(g ). 

La fonction <p ='PI· 1p 1 E C~(G) (rcsp t/• = c.p 2 · 11-'2) représente la section 8 1 0 v1 (resp 

82 0v2 ) de Q dans l'identification f((J) ~ C~~(G). Ainsi, on a: 

( 8t0Vt' 82 0 1/2) (p( fi), (p* Zfl.,, )i~k+l' (p* z / lg )i=k+I' (p* t'/ lg )f=I) 

= c · c.p(g) ·1/J(!f l · !ct( ( z[I.IJ li~k+ 1, z/ lg )i=k+l, (Y/ lg )f=t) 1· 
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Donc, la 1-densité (s 1 @v1 , s2 @v2 ) sur 0 jV ~ G / D est, à facteur positif près, la projection 

par p de cp~ lai (définie sur G) sur G / D. Le résultat de la quantification géométrique 

concernant le fait que cp~ lai soit. bien une 1-dcusité (=mesure) sur G / D, peut être retrouvé 

directement à partir des propri(·tés de cp et. 4• comme suit. 

En écrivant que c.p et ~ sont des éléments de C;.'~(G), on obtient l'invariance de c.p~lal 

sous l'action à droite de G!Lo sur G. Gràce h la quasi-invariance infinitésimale de cp et ~ 

écrite pour les éléments D, on v~rifie que Czt ( cp~a) = 0, VZ E D. Donc, cp~ lai définit, par 

projection par p, une mesure sur G j D que nous notons cp~dJi.a,v. 1 

5. Démonstration du théorème III.7.9. 

Soient (s 1 , ... ,sr,Z1 , ... ,Zn) la base fixée de f), et Y1, ... ,Yn des vecteurs de ge tels 

que (st, ... ,sr,Z!, ... ,Zn,Yl, ... ,Yn) soit nue hase de ge et po([Zi,}j]) = Dij· De tels 

Yi existent puisque l'espace vectoriel gjg~0 est symplectique et ~~g~0 est lagrangien dans 

gjg~0 • Cette base de ge sera fixée dans tout ce qui suit. Afin de démontrer le théorème 

III. 7.9, on procédera par les étapes suivantes comme pour le cas des t-F-densités. 

On se fixe une section a: U ~ G de G au dessus d'un ouvert U de 0, et on considère 

la base (Z1 , ••• ,Zn) de F sur U, construite à partir de 0' comme auparavant. Par le 

choix de cette base, on identifi<· uu rcph·e fl(:r) de F au point x E U avec une matrice 

A(x) E GL(n,C) donnée par: Rjlx = Z7I"Aij{:r), 1:::; j:::; n. Dans cette identification, 

un métarepère R(x) E lviL(n.,C) qui se projette sur R(x) s'écrit sous la forme R(x) = 
(R(x),>.(A)). Soit îi une !-F-forme sur 0, ct x0 EU. Calculons la valeur au point x0 de 

la connexion \7 sur îi suivant mt champ Z de la base de F sur U. Pour cela, il suffit de la 

déterminer sur le métarepère (canonique) ((Z7Ixo)f= 1 , 1) de Fau point Xo. Par définition 

de \7, on a: 

('Vzîi)(:ro,(Z:ixo)i~l,l) = Zlxoîi(x,R(x)), 

où R : U ~ MF est un métarcp!Tc localement hamiltonien, tel que: R( Xo) = ((Z:Ixo )f= 1 , 1). 

Par définition, le métarepère R( :1' ), :r E U, sc projette sur un repère localement hamiltonien 

R(x) tel que R(xo) = (hlxo)i~ 1 • En écrivant le repère R(x) dans la base (hlx)f=1 , on 

obtient une matrice A( x) E GL(n, C) telle que: R(x) = ('Z;Ix)f=1 ·A( x), avec A(xo) =id. 

Le métarepère R(x) s'écrit doue: R(:r) = ((Z7ix)i~ 1 • A(x),>.(A(x)). Comme îi est une 

t-F-forme sur 0, alors on a: 

D'où: 



5.1. Lemme. Pour tout élément Z del), 011 a: 

(i) tracead9c;~ Z = L:~~;l flo([Zi, [Z, Y;]]). 

(ii) trace ZlxoA( x)= trace a.d9c /IJ( Z + Du(xo)Z). 
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Preuve. Pour l'affirmation (i ), on écrit ad 9c /IJ Z dans la base (Y1 , • • • , Yn) (modulo ~) 

de g0 /fJ, et on utilise l'isotropie de lJ pour p.0 , et la dualité entre les Zi et les }j. La 
~ -.. 

démonstration de (ii) est similaire à celle du lemme 1.4: on écrit que: d(i(Bj)w)(Zp, Yq) 

est identiquement nulle sur U et. on utilise la. propriété (i ). 1 

Grâce à la propriété (ii) de ce lemme, on a: 

(\7 .zîl) ( Xo, (Z:Ixo )?:1' 1) = -~ trace ad ge /1)( z + Du(xo) Z) . v( Xo, (Z:Ixo )i=l' 1) + 
+ Zl.r.ov(x, (:î;!x)i=I• 1). 

Soit r..p E c;o(G) une fonction qui rcprc~seutc î/: r..p(g) = v(7r(g),(7r*Zfj 9 )f=1 ,1), gE G. 

Localement sur U, on a: y(a(:r)) = v(:r,(hiJ:o)i~ 1 , 1), xE U. Dans cette identification, 

on a 

Un calcul similaire à celui dans la preuve du lemme 2.1 donne 

D'où, 

On a donc montré l'équivalence suivante: 

Par les memes arguments utilisés clans la démonstration du théorème III.4.4 (pour ce 

passage), on obtient l'équivalence entre la. condition «v est constante le long de :Fll et la 

condition suivante sur r..p: 

D'où le résultat. 1 
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VI. APPENDICE II 

Dans cet appendice, nous donnons des démonstrations techniques de certains résultats 

cités dans le chapitre IV. Aussi, nous conservons les notations de ce chapitre. 

On note toujours (sJ, ... ,s,.,X1 , ••• ,Xk,Z1 , ••• ,zP,Z1 , ••• ,zP,Yl,···,Yk) la base de 

ge qui a été fixée dans le chapitre IV, telle que ( s 1 , ... , Sr) soit une base réelle de 

9~0 , (sJ, ... ,sr,Xl,···,Xk) une base réelle de De, (sJ, ... ,sr,Xl,···,Xk,zl,···,Zp), 
k+p = n, est une base de f); les vecteurs Yj étant choisis réels. Bien évidemment, la famille 

(s1,··· ,sr,X1,··· ,Xk,Z1,··· ,ZP,Z1,··· ,Z11 )estunebasedeee,etlesélémentsYt,··· ,Yt 
de la base duale de celle de ge forment une base de e0 . 

Dans le chapitre IV, nous avons construit une polarisation F sur F telle que pour tout 

élément (g, J1.) de G x (Jl.o + e0 
), la famille ( 1r * ( Zf I.IJ )i~ 1 , 1r *(Y/ )7= 1 ) est une base de F1r(g,p.). 

Nous commençons par expliciter une base locale de :F sur un ouvert U de F. 

1. Une base locale de F. 
7r 

Soit a: U--+ G x (Jl.o + e0
) mw section lisse elu fibré G x (Jl.o + e0 )----+ Fau dessus de U. 

Cette section a détermine une application 8: 1r- 1(U)--+ D par (g,Jl.) = a(7r(g,Jl.)) ·b(g,Jl.); 

il s'agit ici de 1 'action de D sm G x (po + c0 
). En particulier, 8( a( x)) = e pour tout 

élément x de U. Soient X un èl<'·ment dt' g ct f. un élément de c0
• On définit deux champs 

de vecteurs sur 1r-
1 

( U) C G x ( l'·o + c0
) par: 

Ici, d · f. désigne 1 'action Coadc( d)Ç". Par définition de 8, on a b(gd, d-1 · J1.) = 8(g, J1. )d, 

(g,Jl.) E 1r-
1 (U) et dE D. Il en découle que 5f(gd,d-l·p.) = Rd*X(g,p.), et ~gd,d-l.p.) = 

d- 1 
· {(g,p.)· Donc, les champs d<· vecteurs .Y et {sur 1r- 1(U) se projettent en des champs 

de vecteurs i et [ sur U: 

...... -
X7r(g,JL) = 7r*X(!J.td, ct f.1r(y, 1,) = 1r*f.(g,p.) ,(g,Jl.) E 1r- 1(U). 

On fait remarquer que si X est. un él<~mcnt. cle il, alors ..Y = O. Notons dans tout ce qui 

suit pr1 (resp. pr2) la projection de G x (p.0 + c0 ) sur G (resp. Jl.o +e0
). Pour tout élément 

x de U, on a }fu(x) = xelprt(t7(x)), ct {17(:1') = Ç; ce qui entraîne Ix = 7r*Xflprt(u(x)), 

et fx = 1r*Ç. On en conclut que la famille ((Z:ix)f= 1 ,(}]1x)j=1 ) est une base de :Fx. 

Ou encore, les champs de vecteurs f;, ... , Z";,, i7, ... , Y;; est une b~e de!:_ sur U. Les 

champs 17, ... , Y;; sur U fornwnt mw base de 'De, et i;, ... , f;, Z 1 , ... ZP, 17, ... , Y;; 
est une base de Ee sur U. Pour leur intni'·t. dans la suite, calculons les différents crochets 

entre ces champs de vecteurs sm U. 
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• Expression de [X, Y], X, Y E g. Calculons tout d'abord [X, Y] sur 1r-
1 (U). Soit 

(g, f-L) E 1r-
1 (U). On vérifie que .Y(Ad6(9 ,,,)-t) = Ad6(g, 11)-l o ad(D(g, 11)X), où l'application 

D(g, 11 ) : g -t () est donnée par: 

Par suite, on a: 

En utilisant le fait que b( a( x)) = e, x E U, on obtient: 

• Expression de [[,1]], Ç,TJ E c0
• Soit (g,ft) E 7r-

1 (U). On vérifie que 

où 1 'application D(* ) : c0 
-t D est donnée par D(* )Ç = ft lt=ob(g, f-L )b (g, f-L +tb(g, f-L) .ç) -I. g,l' g,,, 

Le crochet de Ç et TJ, en tant <pH~ champs constants sur e0, est nul. Ce qui donne: 

- -[Ç, 77] l(g, 11 ) = ~( Coa.d6(g, 11)- 1 )1J -1]( Coa.d6(g, 11 )-l )Ç 
- -

= ((D(9 ,,,)Ç) · r7) i(g,Jt)- ((D(9,11 )7J) · Ç) l(g,JI)· 

Donc, pour tout élément x de U, on a: 

• Expression de [X,€], X E g, et 17 E c0 • Soit (g,f-L) E 1r-
1 (U). On établit que 

X ( Coado(g ,JL)-1) = Coad6 (g,1t)- 1 o coa.d( D( 9 •1,>X ), et [( Ad6(g,JI) -1) = Ad6(9 ,,,) -1 o ad( D(
9

,
11

) TJ ). 

On obtient: 

Ce qui implique: 
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2. L'expression explicite de V sur B. 

La définition de la connexion V a été donnée dans l'appendice I (définition V.l.l). Il 

s'agit ici d'expliciter V sur B dans la direction d'un champ W de la base de E0 sur U de 

F. Soient v une !-F-densité sur F, et x 0 un élément fixé de U. La valeur de V wv sur le 

repère ((:î;lxo)f= 1 ),(~1xo)j= 1 ) de Fx 0 est donnée par: 

(Vwv)(xo,(:î;lxo)f=t),(lJixo)j=t) = Wlxov(x,(Zjlx)~=l),(Bjlx)j=l), 

où (Bj)j= 1 sont des champs localement hamiltoniens sur U qui engendrent V 0 = Fn F 
~ --...:::::::::. .:::::::::. 1 

tels que Bilxo = Y/lxo, Vl ~ j ~k. Le facteur le:w,k(Z1, ... ,Zp,Z1, ... Zp)l4 (fonction 

sur U) qui apparaît dans l'expression de V est une constante car pour tout X, Y E e0 , la 

fonction w(X, Y) est constante sur U. En effet, pour tout x dans U, on a: 

la dernière égalité résulte du fait que vr2(a(.T)) E po+ e0 et [X, Y] E e0 . En écrivant 

le repère (Bjlx)j=l de V~ claus sa base canonique (lJix)j= 1, on obtient une matrice 

A(x) E GL(k,R) telle que (BjiJ·)j=t = (ÎJir)j=l · A(x), et A(xo) =id. Comme v est une 

!-F-densité alors on a: 

--- 1.: 1 --- --- k v (x , ( Z i 1 x ) ~ = 1 ) , ( Bi l1· ) i = 1 ) = 1 cl ct A ( :z:) 1- 2 v (x, ( Z i 1 x )~ = 1 ) , (Yi* 1 x ) i = 1 ) • 

Cela entraîne: 

(V-wv)(xo, (:î;lxo)f=l ), (lJixo)J=l) 

= -! trace(Wix 0 A(x)) ·v(:z:o,(Z}IJ:)j=I•(ytlx)7=1) + Wlxov(x,(i;lx)f=l,(lJix)j=I)· 

Calculons «trace Wlx 0 A(x)» pom W (TV E IJ (fJ e0 ) un élément de la base de F sur U. 

2.1. Lemme. VZ E IJ: trace.Îj,.
0

A(:z:) = tracead0c;cc(Z + Du(xo)Z). 

Preuve. Comme le repère (Bi)f= 1 est. localement hamiltonien sur U, alors on a en partic

ulier: d( i( Bi )w )( Z, "Y;) = 0 sur U, j et q étant fixés. Donc, pour tout élément x de U, on 

a: 

Zlx(w(Bj,f;))- f;IJ:(w(Bj,Z)) -wlx(Bj,[Z,Y;]) =O. 

Or, (w(Bj,"Y;))(x) = Aij(x)wiAl?lx,~lx) = Aij(x) · Yi*(Yq) = Aij(x) · 8iq· De même, 

(w(Bj,Z))(x) = Aij(x) · Jli*(Z) =O. D'autre part, 

- --.... ----..... - -
wlx(Bilx,[Z,Yq]lx) =wiJ:(BiiJ:,[Z,Y~1 ]IJ· + ([Du(x)Z,Yq] )x- [Du(x)Yq,Z]x )x 

= Aij( :r) · Yi* ([Z, }~1 ] + [Du(x) Z, Yq] - [Du(x) Yq, Z]) 

= Aij(:r) ·Yi* ([Z + Du(x)Z, Yql)· 



69 

Cette dernière égalité découle du fait que [Du(x)Yq,Z] E f) (car Du(x)Yq E D), et Yi* E e0
. 

En conclusion, on a Zlx(Aqj(x)) = Aqj(x) · Yq*([Z + Da(x)Z, Yq]). Comme A(xo) =id, 

alors trace Zlx 0 A( x) = L~=l Yq*([Z + Du(x)Z, Yq]) = - L~=l < (Du(x)Z) · Yq*, Yq >. Or, 

< (Du(x)Z) · Yq*, Yq > est le q-ième terme de la diagonale de la matrice coadco(Da(x)Z) 

relativement à la base (Yq*);= 1 de e0
• Cette matrice étant la transposée de la matrice 

-ad9c;cc(Du(x)Z) relativement. à la base (Yq)f=I de g0 je0 , on en conclut: 

traceZI 1: 0 A(x) = tracead9c;ec(Z + Du(xo)Z). 

D'où le lemme. 1 

2.2. Lemme. VÇ E e0
: trace[lxoA(x) = tracead9c;cc(D;(xo)Ç). 

Preuve. Comme le repère Bilx = Aij(x)f'?, 1 ~ j ~ k, est localement hamiltonien sur U, 

alors on a en particulier: d( i( B j )w )( Ç, 'V;) = 0 sur U, j et q fixés. Soit x E U, on a: 

fix (w(Bj, ~ )) -~lx (w(Bj, Z)) - wlx (Bj, [f, ~]) = 0 

Ou encore, 

flx(Aij(x)w(f'?, t:))- r:Ix(Aij(;r)w((*, ())- Aij(x)wlx(f'?lx, [f, f;]lx) =O. 

En écrivant que [f,X]x = ([D;<dÇ,Xf):r- ((Du(x)X) · çf)x d'une part, et d'autre part 

w(f'?, Y;)= Yi*(Yq) = 8iq, et w(f'?, 17) = 0, pour tout 17 E e0 (N.B: (Da(x)Yq) · Ç E e0
), on 

...... 
obtient: f.lx(Aqj(x)) = Aqj(x) · l~*([D;(x)Ç, 1~1 ]). Comme A(x0 ) =id, alors on a: 

k 

trace([j 1, 0 A(:r)) = L }'~*([D;(x)Ç, Yq]) 
q=l 

= trace ad9c ;cc (D;(x)O· 

Pour cette dernière égalité, ou pourra. se r<'portcr à la preuve du lemme précédent. D'où 

le résultat. 1 

On a donc établi le résultat. suivant. 

2.3. Proposition. Soient Z E f) et Ç E e0
, on a: 

(9 zv)(xo, CZ:Ixo)~=' ), d]IJ·o )~=') 
= -~ trace ad oc ;re ( z + D u(J·o) Z) . v( Xo' (ZJ lx )j=l, cf? lx )~=1) + 

+ ZlxoL'(x, (Z:IJ:)f=l ), (lJIJ:)j=I) 

(9çv)(xo, CZ:Ixo)f=l, (f.?ll:o)j=,) 
= ~ tracead9c;rc(D;(J:o)O ·ll(xo,(ZJix)~=l),(f?lx)f=I)+ 

+ flxo v(:z:' cZ: lx )f=l ), (lJ 11: )j=l) 
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3. Démonstration du théorème IV.4.3. 

Soit cp E c=_ 112 (G x (J.Lo + e0 )) une fonction qui représente v dans l'identification 
t::.D,G 

f(B) ~ c=_ 112 (G x (J.Lo + e0 )). Localement. ~ur U, cette identification s'écrit: 
f::.D,G 

On cherche à exprimer la condition ((1/ est constante le long de :F» en termes de la fonction 

r.p. On se fixe Z dans (J et Ç E e0
• Grâce à la. proposition 2.3, on a: 

(~ zv)(xo, (i;lxo)f=I ), (J11xo)J=I) 
1 . -= -2 tracead0c;cc (Z + D(17(xo))Z) · r.p(17(xo)) + Zlx 0 t.p(a(x)). 

(~fv)(xo, (z;lxo)f=I ), (J11xo)Î=I) 

= -t tracead0c;cc(D;(J:o)O · cp(a(xo)) + flxo'P(a(x)). 

3.1. Lemme. VZ E g: Zlx 0 r.p(a(:z:)) = ttracead9c;cc(D.,.(xo)Z)·cp(17(xo))+Zelprt(u(xo))'P· 

Preuve. Comme Zlxo = 7r*Zelrrdu(xo)), alors on a: 

Zlx 0 t.p(a(:r)) = ~ lt=o(<p oa)( 7r(prt(a(:to))exp(tZ),pr·z(17(xo))) )· 

Or, 

17 ( 1r (pr1 ( 17( xo)) exp( tZ), pr·z( a( x0 )))) 

= 8(prl(a(xo))exp(tZ),pr2 (17(:r 0 ))) -

1 

· (pr 1(17(x 0 ))exp(tZ),pr·z(17(xo))). 

( <p o a) ( 1r(pr 1 ( 17( x o)) exp( t Z), JYr2 ( 17( .r o)))) 
l 

= ~D,G ( 8 (pr·1 ( 17( Xo)) exp( tZ),pr2 ( 17( x0 )))) 
2 

· r.p (pr· 1 (a( xo)) exp( tZ), prz( 17( Xo))). 

Ce qui entraîne: 

Zlx 0 t.p(a(x)) 
d l 

= dt lt=O~D.c( 8(pr! ( 17(Xo)) cxp(tZ ),pr2( a(;r 0 )))) 
2 

· cp(pr1 ( a(xo )) exp( tZ),prz( 17( xo))) 

= t tracead0c;cc(D.,.(xo)Z) · cp(a(;ro)) + zejp,.du(xo)J'P· 

D'où le lemme. 1 
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~ 1 * 3.2. Lemme. Çlxo'P(<7(x)) = 2 tracead9c;cc(Du(xo)Ç)cp(a(xo)) + Çlpr2 (u(xo))'P· 

Preuve. En reprenant les calculs précédents pour ~lxo = ft lt=o(pri(<7(xo)),pr2(<7(xo))+tÇ), 

à la place de Zlxo = ftlt=o(Pr1(Œ(xo))exp(tZ),pr2(<7(xo))), on obtient: 
~ 

Çlxo'P(O"(x)) 

= ! lt=oD.v,a ( 8 (pr1 ( <1( Xo) ), pr2(Œ( Xo)) + tÇ)) ~ · cp(pr1 ( <1( Xo) ), pr2( a( xo)) + tÇ) 

=! tracead9c;rc(D;(xo)Ç) · cp(Œ(xo)) + Çlpr2 (u(x0 ))'P· 

D'où le résultat. 

Comme conséquence de ces lemmes, on obtient: 

--- -----; k 1 e (V'zv)(xo,(Zdxo)f= 1 ),(Yj 12:o)j=I) = -2 tracead9c;rc(Z) · cp(<7(xo)) + Z lprt(u(xo))'P· 

(\7 ~-v)( Xo, (i;lxo )f=l ), (i] l2:o )]=1) = Çjl'''2(u(xol)'P· 

Donc, la combinaison des conditions (\7 _zz/) = 0 et (\lfv) = 0 sur U est équivalente à: 

zelpr 1(u(xo)l'P = 4 t.racead9c;cc(Z) · cp(Œ(xo)), et Çlpr2 (u(xo)) =O. 

1 

Ou encore, (Zecp- t tra.cead0c;cc(Z) · cp)la(U) = 0, et (Çcp)lu(U) =O. Rappelons que les 

champs Z et [sur U ont été construits à partir de la section O" : U ~ G x (J.Lo + e0 
). La 

condition «v est constante le loug ù.e F» est équivalente à \7 x v = 0 sur chaque ouvert U 

de :F, pour tout élément X de la base de F sur U. Cette condition ne dépend pas du 

choix de section au dessus de U. On en cow:lut que «v est constante le long de F» si et 

seulement si sur chaque ouvert U de Fou a: 

(i) VZ E f), (zecp-! traccad 9c;cc(Z) · cp)l7!'-l(U) =O. 

(ii) VÇ E e0 ,(Çcp)j7!'-t(Ul =O. 

Par le choix d'une partition de 1 'unité, on obtient ces deux propriétés de cp sur G x (J.Lo + e0
) 

tout entier. La propriété (ii) exprime que cp ne dépend pas du second argument J.l dans 

G x (,uo + e0 
). On identifie cp avec une fonction sur G qu'on note encore cp. Cette fonction cp 

sur G est bien un élément de c:_ 112 (G) qui satisfait la propriété (i) sur G. Ce qui achève 
D,G 

la démonstration du théorème. 1 

4. Démonstration du théorème IV .4.5 

Soit s une section de L repn~sentéc par uue fonction cp E C';( G x (,uo + e0 )). Dans la 

proposition IV.2.2, on a vu que la section \7 x~-' s (X E g) deL est représentée par la fonction 

xrcp + iB(Xr)cp. Le champ fondamental XF surF étant 7r*xr. D'une manière similaire, 

on obtient une version locale de cette proposition pour les champs locaux W = 1r* W sur 

U, où W est un élément de ge ([> e0 . 
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4.1. Proposition. La section 'lws E fu(L) est représentée par la fonction 

vV'P + iB(W)'P E C~('n·- 1 (U)). 

Pour W =ZEf), on obtient.: ('lzs)lu = 0 si et seulement si (Z<p+iB(Z)'P)Itr-l(V) =O. 

4.2. Lemme. 

(i) B(Z) = (Jio, Z). 

(ii) V(g,Ji) E 1r-
1(U): ZI( 9 ,,,)'P = x(8(g,p))- 1Zelu(tr(g))'P· 

Preuve. Par définition deBet Z, on a B(Z)I(g,JL) = (Ji,Ad(b(g,Ji))Z) = (8(g,Ji) · Ji,Z). 

Comme b(g,Ji)- 1 
· J-l E /iO + e0 (car Coadc(d) laisse invariant Jio + e0

) et Z E ~'alors on 

a: (8(g, 11)- 1 ·Ji, Z) = (Jio, Z). D'où l'assertion (i). La propriété (ii) s'obtient en utilisant 

le fait que 'P E C~(G x (Jlo + e0
)), et la. relation (g,Ji) = (a(7r(9,Ji))) · 8(g,Ji). 1 

Comme conséquence de ce lemme, on obtient l'équivalence suivante: 

Pour W = f, E e0
, on a: 

4.3. Lemme. 

(i) B(f) =O. 

(ii) V(g,Ji) E 7r-
1(U): fi( 9 ,1,J'P = x(h(g,p))- 1 f.lu(tr(g)'P· 

Preuve. La première assertion est immédiate à partir de la définition de B et de [. On 

obtient la propriété (ii) par uu calcul direct en utilisant 'P E C~(G x (Jlo + e0
)), et 

(g,Ji) = (a(7r(g,Ji))) · 8(g,Ji). 1 

Donc, (f,'P)Itr-l(U) = 0 si et st!ulement si (f,<p)lu(U) =O. Par les mêmes arguments que 

la démonstration du théorème IV.4.3 (pour ce passage), on en conclut que la condition 

«s est constante le long de F» si et seulement si 'P E C~( G x (Jlo + e0
)) vérifie les deux 

propriétés suivantes: 

(i) VZ E ~, ze'P = -i(!-to, Z)<p. 

(ii) VÇ E e0
, f,<p =O. 

Grâce à la propriété (ii) de <p, on identifie 'P avec une fonction sur G qu'on note encore 'P· 

Cette fonction 'P sur G est bien un élément de C~(G) qui vérifie la propriété (i). D'où le 

résultat. 1 
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