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INTRODUCTION

Cette these a pour sujet la quantification géométrique. Aussi, elle se scinde en deux par-
ties indépendantes. Dans une premiére partie (chapitre I), nous étudions un probléme ren-
contré en préquantification géométrique. Soit G un groupe de Lie de symétries d’une variété
symplectique M admettant une application moment. Ce groupe de symétries détermine
une algébre de Lie g extension centrale de g par R. L’algébre de Lie g s’intégre en un groupe
de Lie G extension centrale de G par T!. En général, la préquantification géométrique de
M donne une représentation unitaire de G, et non pas de G (voir [T-W]). Nous nous
sommes intéressés a I'étude de ces extensions centrales dans le cas ou G est un groupe
de Lie-Poisson, et g est sa bigébre de Lie. Nous en donnons la classification compléte,
ensuite nous réalisons la correspondance entre les extensions centrales de G et celles de g
en termes de notre classification. Les résultats principaux de cette partie ont été publiés

dans (Journal of Geometry and Physicsy ([Ben]).

La deuxiéme partie de ce travail consiste & établir un lien explicite entre deux procédures
de construction de représentations unitaires irréductibles d'un groupe de Lie G: la méthode
des orbites et la quantification géométrique. Soit po un élément fixé de g*, I’espace vectoriel
dual de l'algébre de Lie g de G. On suppose qu'il existe une polarisation h C g€ au point
o, €t on note D un sous groupe de Lie de G contenant le stabilisateur G, de po et dont
I'algebre de Lie est @ = h N g. Sous ’hypothése du relévement de la forme g sur 0 en un
caractére unitaire y de D, on associe & O une représentation unitaire (irréductible) Hol x
de G appelée la représentation induite holomorphe, qui est une sous représentation de la
représentation Ind$ x induite par le caractére y de D & G (voir [Ber]). Cette procédure est
appelée la méthode des orbites. Elle a été introduite par Kirillov dans le cadre des groupes
de Lie nilpotents, et a été développée pour d’autres classes de groupes par plusieurs auteurs:
Auslander, Bernat, Duflo, Kostant, Pukanszky, Vergne ... Dans ce méme cadre, M. Duflo
([Du]) a introduit une modification de la représentation Holg x de G. Elle consiste a
remplacer le caractere AB?C/;Q : D — C*, Ap g(d) = |det Ad e /4(d)], qui intervient dans
la construction de 'espace de la représentation Holg X, par une racine carrée 7 (lorsqu’elle
existe) de (det Adgc/y)7".

D’autre part, I'orbite coadjointe O de g est une variété symplectique sur laquelle le groupe
G agit, et cette action admet une application moment équivariante. Sous certaines con-
ditions, on peut appliquer la procédure de la quantification géométrique, introduite d’une
maniere indépendante par Souriau et Kostant, & O pour obtenir une représentation unitaire
de g. Si cette représentation s’intégre & G, alors cette procédure permet aussi d’associer &

O une représentation unitaire de G. Nous nous sommes donc posés les questions suivantes:



Si on se place dans le cadre des hypothéses de la méthode des orbites, les con-
ditions d’existence de la quantification géométrique de O sont-elles remplies? Si
cette quantification existe, la représentation de g obtenue s’intégre t-elle en une

représentation de G 7, et quelle représentation de G obtient-on?

Nous commencons par fixer le cadre de notre travail en faisant des préliminaires sur la
méthode des orbites dans le chapitre II. Nous donnons ensuite des réponses complétes a
ces questions en étudiant la quantification géométrique de O (chapitre III). Nous résumons
les résultats de ce chapitre comme suit. L’existence du caractere x sur G, est équivalente
a l'existence d'un fibré préquantique au dessus de O sur lequel 1’action coadjointe de G
sur O se reléve en une action qui préserve sa connexion. La donnée d’une polarisation §
au point ug est équivalente a la donnée d’une polarisation F, au sens de la quantification
géométrique, sur O qui est G-invariante. Ainsi, les données de x sur G, et de ) permettent
de quantifier O par %-.7-' -densités. Nous montrerons que cette quantification donne une
représentation unitaire de G dans un espace de Hilbert. La donnée supplémentaire de n sur
G, garantit la quantification de O par -%-f -formes, et cette quantification donne aussi une
représentation unitaire de G. Nous concluons que les conditions sur x et n pour quantifier
O sont plus faibles que celles nécessaires a ’application de la méthode des orbites. Si les
caractéres y et n existent sur D, alors la représentation de G obtenue par la quantification
géométrique de O par %-f -densités est la représentation induite holomorphe Holg X, €t
sa modification s’obtient en quantifiant O par —;—-f—forrnes. Pour alléger ce chapitre, nous
avons regroupé certaines démonstrations techniques ainsi que quelques définitions qui s’y

rapportent dans 'appendice I.

Remarque. Dans la méthode des orbites, L. Pukanszky a introduit une condition sur f
portant son nom pour garantir 'irréductibilité de la représentation Hol$ x dans le cas des
groupes résolubles. Si x existe sur G, alors la condition de Pukanszky sur §) est aussi
suffisante (non nécessaire) pour étendre le caractere y a D (voir [Ber]). Donc, si § vérifie
la condition de Pukanszky alors la méthode des orbites est équivalente a la quantification

géométrique de O.

Dans ([DET)), les auteurs ont construit, a I'aide de g et de ), un sous fibré symplectique
F d’un cotangent modifié T*(G/D). Une modification du cotangent T*(G /D) consiste a
le munir de la 2-forme canonique modifiée par la relevée d’une 2-forme fermée sur G/D. Le
groupe de Lie G agit sur F', et cette action symplectique admet une application moment
J : F — g* équivariante. Dans ce méme travail, les auteurs ont montré que lj satisfait la
condition de Pukanszky si et seulement si I'application mowment J est un symplectomor-

phisme entre F et 'orbite coadjointe O de up. Ce résultat nous a conduit a nous poser les



questions suivantes:

Si la condition de Pukanszky n’est pas satisfaite par fj, peut-on quantifier ce sous
fibré symplectique F'? Si la réponse est positive, cette quantification donne-t-elle
une représentation de G?, et éventuellement comparer la représentation obtenue

avec celle donnée par la méthode des orbites.

Le chapitre IV est consacré a la quantification géométrique de F' dans le cas ou §) ne satisfait
pas la condition de Pukanszky. L’existence du caractére x sur D entraine P’existence d’un
fibré préquantique L au dessus de F' sur lequel ’action de G sur F se reléve en une action
qui préserve sa connexion. A l'aide de b, nous construisons une polarisation F sur F,
G-invariante. Nous établissons que la quantification géométrique de F' par %-f—densités
donne une représentation unitaire de g qui s’intégre en la représentation induite holomorphe
Holg x de G. La donnée supplémentaire de n sur D nous a permis de quantifier F' par %—-
F-formes au lieu des —;—-f -densités. Cette quantification donne la représentation modifiée
de Holg x de G. L’appendice II contient quelques démonstrations techniques de certains

résultats énoncés dans ce chapitre.

Remarque. Nous sommes persuadés que l'existence d’un caractére unitaire x sur D tel
que dex = tuolo est aussi nécessaire pour l'existence d’'un fibré préquantique L au dessus
de F'| sur lequel I'action de G se reléve en une action qui préserve la connexion sur L. Nos
résultats établissent donc 'équivalence entre la méthode des orbites et la quantification

géométrique de F.



PREMIERE PARTIE



CHAPITRE 1. EXTENSIONS CENTRALES DES
BIGEBRES DE LIE ET DES GROUPES DE LIE-POISSON.

Soit G un groupe de Lie de symétries d’'une variété symplectique (M,w) admettant
une application moment J. La préquantification géométrique de (M,w) est la donnée
d’un fibré principal P au dessus de M, de groupe structural T!, muni d’une 1-forme de
connexion a de courbure w. La préquantification de M donne une représentation unitaire
d’une algébre de Lie g extension centrale de g par R, déterminé par le groupe de symétries
G. Cette extension s’intégre en un groupe de Lie G extension centrale de G par T!'. En
général, la préquantification géométrique donne une représentation de G , et non pas de G.
D’une maniére équivalente, il n'y a pas de garantie que G soit un groupe de symétries de
(P, ). C’est le groupe G qui est toujours un groupe de symétries de (P, «). Pour plus de
détails sur ces résultats, on pourra consulter [T-W]. Nous nous proposons ici d’étudier ces
extensions dans le cas ou le groupe de symétries G de M est un groupe de Lie-Poisson, et
g est sa bigebre de Lie. Nous en donnons la classification explicite et la correspondance

entre ces extensions.

1. Extensions centrales des bigébres de Lie.

Une bigebre de Lie ([A], [A-KS], [Dr]) est une algebre de Lie (g,[, |;) dont l'espace
vectoriel dual g* est également une algebre de Lie (g*, [, ]4+), et ces deux crochets vérifient

la compatibilité de Drinfeld suivante:

([5’77]9‘ ’ [.’L‘, y]9>
= —([coad; &, n]g, y) — ([¢, coadz nlge, ) + ([coady &, 7lg-, 2) + ([€, coady nlg-, ) ;

ou coad, ¢ désigne 'action coadjointe de = € g sur £ € g*.

Soient g; et go deux bigebres de Lie. Une application linéaire u : g; — g est dite un
morphisme de bigebres de Lie si u : (g1, , ]5,) — (82, [, lg,) est un morphisme d’algébres
de Lie, et sa transposée u* : (g3,[ , Jg3) — (@1, Jg;) est aussi un morphisme d’algebres
de Lie. Un isomorphisme de bigébres de Lie est un morphisme bijectif.

Dans tout ce qui suit, g désigne une bigebre de Lie réelle de dimension finie.

1.1. Définition. Une bigebre de Lie g est dite une extension centrale de g par R s'il
existe une suite exacte 0 — R — g 5 g — 0, out , m sont des morphismes de bigebres de
Lie (R étant muni de sa structure unique de bigébre de Lie : la structure nulle) et ¢(R) est
contenu dans le centre de I’algébre de Lie g. Deux extensions centrales g; et g2 de g par R

sont dites équivalentes s’il existe un isomorphisme de bigebres de Lie p: g, — g» rendant



commutatif le diagramme suivant:

o~

. g1
e N
0 - R lp\g—ﬁo
g2

On note Extsig(g,R) 'ensemble des classes d’équivalence d’extensions centrales de g par R.
L’objet de cette section est de décrire explicitement ’ensemble Eztyi (g, R). Dans [L-R],
Lecomte et Roger ont donné une autre description des extensions (non nécessairement

centrales) de bigebres de Lie en termes de foncteurs dérivés.

1.2. Construction. Soit g une bigebre de Lie extension centrale de g par R. Par le
choix d’une section s : g — @, on identifie les espaces vectoriels g et g x R. Le défaut de
morphisme d’algébres de Lie de s détermine un 2-cocycle v de ’algebre de Lie g a valeurs

dans R: y(z,y) = [s(z), s(y)] — s([z,y]), tel que le crochet sur g = g x R soit donné par:

(1.3) [(z,a),(y,0)] = ([z,y],v(z,y)) (z,y€g;abeR)

Comme ¢ et 7 sont des morphismes de bigebres de Lie, le crochet sur g* (l’algébre de Lie

duale de @) identifiée avec g* x R est nécessairement de la forme suivante:

(1.4) [(@,a),(8,0)] = ([a, B8] + af(B) = bf(a),0)  («,f € g"0,b€ER)

ou f est un endomorphisme de g*. L’identité de Jacobi de ce crochet entraine que f est
une dérivation de I’algébre de Lie g*. La compatibilité de Drinfeld des crochets de g et g*
implique que la transposée de f, f*: g — g (N.B: (g*)* = g car g est de dimension finie),

vérifie la propriété suivante:

(1.5)  Va,yeg, f*([z,y]) = [f*(2),y] = [2, " (y)] = coads(y)(z) — coads(4)(y)

olt ¥ : g — g* est définie par: (3(z),y) = v(z,y) et coadz(,)(y) désigne 'action coadjointe
de ¥(z) € g* sur y € g = (g*)*. Si la propriété (1.5) qui mesure le défaut de dérivation
de f* est satisfaite, alors on dira que v et f sont Drinfeld-compatibles. Ainsi, a toute
extension centrale de g par R, on associe un 2-cocycle v de l'algebre de Lie g a valeurs
dans R et une dérivation f de l'algébre de Lie g* Drinfeld-compatibles. Réciproquement,
la donnée d’un 2-cocycle v de g dans R et d’une dérivation f de g* Drinfeld-compatibles

détermine une extension centrale g x R de g par R définie par les formules (1.3) et (1.4).



Un changement de la section choisie s en une autre section s', s'(z) = s(z) + ¢(z) ol
¢ € g*, transforme (v, f) en (y+6¢, f+ady). Ici, §¢ désigne le cobord de la 1-cochaine ¢ de
lalgébre de Lie g a valeurs dans R et ad représente ’action adjointe de I’algébre de Lie g* sur
elle-méme. On vérifie que 'application: (g xR,s) — (g xR, s'),(z,a) — (z,a+¢(z)) entre
les trivialisations de g définies par s et s’ respectivement est une équivalence d’extensions
centrales. Un isomorphisme p définissant une équivalence de deux extensions centrales g,
et g2 de g par R trivialisées par (g x R, y1, f1) et (g X R, v2, f2) respectivement, est toujours
de la forme précédente. On en déduit que @, et g, sont équivalentes si et seulement si il
existe ¢ € g* tel que v, =y, +8d et fo = f; + ads.

Si on note Z%(g,R) l’espace vectoriel des 2-cocycles de ’algébre de Lie g & valeurs dans
R et Der(g*) I’espace vectoriel des dérivations de I’algebre de Lie g* alors, on a le résultat

sulvant.

1.6. Théoréme. Il y’a une correspondance biunivoque entre Exty; (g, R) et le quotient

de {(v,f) € 2%(g,R) x Der(g*) | 7, f Drinfeld-compatibles} par {(§¢,ads) | ¢ € g*}.

1.7. Remarque. La compatibilité de Drinfeld des crochets de g et g* est équivalente a

la condition que pour tout ¢ € g*, 8¢ et ad, sont Drinfeld-compatibles.

Si on désigne par Ezt,4(g,R) 'ensemble des classes d’équivalence d’algebres de Lie
extensions centrales de g (pour sa structure sous-jacente d’algebre de Lie) par R, alors on
a une projection naturelle ;g : Extyig(g,R) — Extag(g,R). La Drinfeld-compatibilité
de 6¢ et ady implique que si ¢ = 0 alors ad; est une dérivation de g; le résultat suivant

en découle immédiatement.

1.8. Proposition. Le noyau de myi; : Extyig(g,R) — Eztay(g,R) est isomorphe au
quotient de {f € Der(g*) | f* € Der(g)} par {adg; ¢ € g* | 66 = 0}.

1.9. Remarque. Si g est semi-simple en tant qu’algebre de Lie , alors le noyau de w4
est donné par {f € Der(g*) | f* € Der(g)}; cela découle du fait que le premier groupe de
cohomologie {¢ € g* | é¢ = 0} d’une algébre de Lie semi-simple est nul.

On va illustrer sur les exemples suivants que m;;, n’est ni injective ni surjective en

général.

Exemple 1.10. On rappelle que toute extension centrale d’une algébre de Lie semi-
simple est triviale grace au lemme de Whitehead. Comme cas spécial, on considére
g = sl(2,R) munie de sa structure standard de bigebre de Lie exprimée dans la base
canonique (H, X4, X_) de g et sa base duale (H*, X*, X). Un calcul direct montre que le

noyau de mp;,, ou encore Exty;4(sl(2,R); R), est donné par I’ensemble des endomorphismes



~1

0 0 O
de g* qui s’écrivent dans la base (H*, X}, X*) sous la forme suivante: | 0 a 0 | avec
0 0 —a

a € R. Toutes ces extensions se projettent sur l’extension triviale d’algebre de Lie .

Exemple 1.11. On munit g = R? d’une structure de bigébre de Lie de la maniére suivante:
on prend la structure abélienne d’algebre de Lie sur g et on définit le crochet sur g* = R?
par: [e],e2] = ez ol (er,e2) est la base canonique de R?. L’extension d’Heisenberg R*
de R? par R définie par la 2-forme symplectique v de R? qui est un 2-cocycle (g étant
abélienne) n’a pas de préimage par 7. En effet, la Drinfeld-compatibilité (1.5), qui se
réduit dans ce cas a I'équation coadz(,)(z) — coadz(;)(y) = 0, ne peut pas étre satisfaite.
Donc il n’existe aucune structure de bigébre de Lie sur R? qui en fait une extension centrale
de R? (muni de la structure de bigébre ci-dessus) par R et dont la structure sous-jacente

d’algebre de Lie soit celle définie par +.

2. Extensions centrales des groupes de Lie-Poisson.

Un groupe de Lie-Poisson ([A], [KS], [Lu-We], [STS]) est un groupe de Lie G muni
d’une structure de variété de Poisson, telle que la multiplication m : G x G — G soit
un morphisme de Poisson. On désigne par P le bivecteur de Poisson sur G et on définit
[:G— /\29 par: l(g) = /\Z(TgRg_x)P(g). Ici, g est la bigébre de Lie tangente a G en
son élément neutre e, R,-1 désigne la translation a droite par g~ sur G et TyR -1 est son
application linéaire tangente au point ¢. La multiplication m est un morphisme de Poisson

si et seulement si [ est un 1-cocycle pour l'action adjointe de G sur /\2 ga.

Un morphisme de groupes de Lie-Poisson est un morphisme de groupes de Lie, qui est
aussi un morphisme de variétés de Poisson. Un isomorphisme de groupes de Lie-Poisson
est un morphisme bijectif.

Dorénavant, G désigne un groupe de Lie-Poisson et A un groupe de Lie-Poisson abélien
pour sa structure de groupe, de dimension 1, et donc sa structure unique de variété de
Poisson est la structure nulle. Tous les groupes qui interviendront par la suite sont supposés

connexes.

2.1. Définition. Un groupe de Lie-Poisson G est dit une extension centrale de G par
7 o~ ™

A s’ existe une suite exacte 0 - A — G — G — 1, ou 7, m sont des morphismes de

groupes de Lie-Poisson et i(A) est contenu dans le centre du groupe G. Deux extensions

centrales G;, G2 de G par A sont dites équivalentes s'il existe un isomorphisme de groupes
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de Lie-Poisson 7 : G, — G, rendant commutatif le diagramme suivant:

-~

. Gl
4 N
0 - A ln\G——>1
pY A
G>

On note Frtr p(G, A) Pensemble des classes d’équivalence d’extensions centrales de G
par A. Le but ici est de décrire d’'une maniére analogue aux bigebres de Lie I’ensemble
Eztp p(G, A); voir [T-W] pour le probléeme équivalent d’extensions centrales des groupes
de Lie.

2.2. Construction. Soit G une extension centrale de G par A. On note P son bivecteur
de Poisson, et Tle 1-cocycle associe. Conune G est en particulier un fibré principal au
dessus de G avec groupe structural A4 alors, il existe une section s : G — G lisse dans un
voisinage de e. Par le choix de cette section s, on identifie G avec G x A (en tant que

groupes abstraits) muni de la multiplication:

(2.3) (g9,a) (h,b) = (gh,a +b—¢(g,h))

ot ¢(g,h) = s(gh)s(h)™'s(g)™"' mesure le défaut de morphisme de groupes de s. Cette
identification est lisse dans un voisinage de I’élément neutre € de G. On démontre que ¢
est un 2-cocycle du groupe abstrait G a valeurs dans A, qui est évidemment différentiable
dans un voisinage de ’élément (e,e) de G x G. On notera Z2(G,A) ’ensemble de tels
cocycles. Dans cette trivialisation de G par s, ’action adjointe de G sur sa bigebre de Lie

o = g x R détermine une application M : G — g*; ¢ — M, définie par:

Ad, oz, u) = (Ady(2),u + My()) ; (g9,0)€G x A, (z,u) €g xR

~

On vérifie que si ¢ est dans un voisinage de € ou ¢ est lisse, alors My, = Te(¢(g)), ou
#(g): G — A est définie par: (¢(g))(h) = ¢(¢™ . hg) — ¢(hg,¢g™'). Comme ¢ et = sont des
morphismes de Lie-Poisson, alors il existe nécessairement une application F : G — g telle

que 1 soit de la forme suivante: Y(g,a) € @, Y(a, b),(B,c) €g* =g* xR, on a:

~

(2.4) (i(g,a),(a,0) @ (B,¢)) = (l(g), @ @ B) + (F(9), b8 — ca)

L’application F' est lisse dans un voisinage de e; cela découle du fait que l'identification

(2.3) est lisse dans un voisinage de € et que [ et 1 sont lisses partout. La propriété de
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1-cocycle de T entraine la relation suivante qu’on appellera Lie-Poisson compatibilité de F'
et ¢: Va € g*, Vg,h € G on a:

(2.5) (F(gh),a) — (F(g),a) ~ (Ady F(h),a) = (N (Ady)I(h), M, ® a)

On remarque que la Lie-Poisson compatibilité de F et ¢ controle le défaut de 1-cocycle de
F pour l’action adjointe de G sur g . Comme G est connexe alors, la nullité du crochet
de Schouten du bivecteur de Poisson P sur G avec lui méme, notée [[ﬁ, ﬁ]] = 0, est
équivalente & l'identité de Jacobi du crochet de Lie défini sur g* = g* x R. On vérifie
que celui-ci est donné par [(«,bd),(B,c)] = ([a,B8] + (T F)*(8) — (T F)*(a),0), donc
[[ﬁ,ﬁ]] = 0 est équivalente a (T.F)* est une dérivation de g* (voir 1.4). On parvient
ainsi & associer & toute extension centrale G de G par A un élément ¢ de Z2(G, A) et une
application F' : G — g, lisse dans un voisinage de e, telle que (T, F)* € Der(g*) et de
plus ¢ et F sont Lie-Poisson compatibles. Réciproquement, la donnée d’'un couple (¢, F')
vérifiant les conditions précédentes détermine une extension centrale G x A de G par A
de la maniere suivante. On munit G x A de la loi de groupe définie par ¢ (expression
2.3). La condition de différentiabilité de ¢ dans un voisinage de e suffit pour I'existence
d’une topologie (qui n’est pas, en général, la topologie directe) rendant G x 4 un groupe
de Lie et la projection 7 : G x A — G un morphisme de groupes de Lie. Avec I'injection
t: A — GxAjar— (e;a+ ¢(eye)), G x A devient une extension centrale du groupe
de Lie G par A ([T-W]). C’est pour cette raison qu'on avait choisi, dans la condition
nécessaire, une section s de G lisse dans un voisinage de e afin que le 2-cocycle de groupe
corespondant ¢ soit lisse dans ce voisinage et par suite G x A devienne un groupe de Lie
pour la multiplication définie par ¢. Sur ce groupe de Lie, on définit Tpar la relation (2.4)
et on vérifie que la Lie-Poisson compatibilité de ¢ et F assure la propriété de 1l-cocycle
pour 1. En plus, (2.4) montre aussi que T est lisse dans un voisinage de 1’élément neutre
€= (e, ¢(e,e)) de G x A, car | et F sont lisses dans un voisinage de e et dans un voisinage
de € la topologie de G x A est la topologie produit. Ainsi, grace a sa propriété de 1-cocycle,
T est lisse partout. On a aussi: [[ﬁ,ﬁ]] = 0 puisque (T F')* € Der(g*).

Un changement de la section choisie s en une autre section ', également lisse dans un
voisinage de e, détermine une l-cochaine (une application) x de G dans A lisse dans un
voisinage de e telle que s'(g) = x(g9)s(g);9 € G. On note C}(G, A) I'ensemble de telles
cochaines. Ce changement de section modifie (¢, F) en (¢ + éx,F + T'y) ot dx désigne
le cobord de la 1-cochaine x du groupe abstrait G a valeurs dans A et I'y : G — g, est
définie par: (') (9),a) = [(¢)((Tex) @ a);9 € G,a € g*. On vérifie que l'application:
(G x A,s) = (G x A,s"),(9,a) — (g,a + x(g)) est une équivalence d’extensions centrales

entre les trivialisations de G définies par s et s’ respectivement. Un isomorphisme n de deux
P I n
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extensions centrales équivalentes Gy et Gy de G par A, trivialisées par (G x A, ¢;,F1) et
(G x A, ¢, Fy) respectivement, est nécessairement de la forme précédente pour un certain
x € CY{G, A). Donc G, et G, sont équivalentes si et seulement s'il existe x € C1(G, A)
tel que ¢o = ¢y +bx et Fo = Fy +T'y.

Si on note CX°(G, g) 'ensemble des applications de G dans g lisses dans un voisinage

de e alors on a le théoréme suivant,.

2.6. Théoreme. Ezt; p(G,A) est en bijection avec l’ensemble quotient de
{(¢,F) € Z2(G,A)x C>(G,q) | (T.F)* € Der(g*) et (¢, F) Lie-Poisson compatibles} par
{(6x,Tx) | x € Ce(G,A)}.

2.7. Remarque. La condition de 1-cocycle de [ : G — /\2 g pour 'action adjointe de G
sur A%g est équivalente & la Lie-Poisson compatibilité de 6x et I'y pour tout x € Ci(G, A).
On vérifie qu'on a: (T.I'yx)* = ady, ou ¢ = (T.x) € g* et ad désigne 'action adjointe de

lalgébre g* sur elle-méme.

Si on note Eztr (G, A) 'ensemble des classes d’équivalences des groupes de Lie exten-
sions centrales de G par 4 (G, A étant bien siir des groupes de Lie) alors on a une projection
naturelle 7 p : Ext p(G,A) — Ezt (G, A). La Lie-Poisson compatibilité du cocycle nul
(¢ =0) et de F € C(G,g) est équivalente & la condition que F est un 1l-cocycle de G
dans g pour l'action adjointe Ad de G sur g. On note A°(G,g) P'ensemble des 1-cocycles
de G dans A pour I'action adjointe qui sont lisses dans un voisinage de e. Le noyau de
7r.p est isomorphe & {F € AX(G,g) | (TF)* € Der(g*)}/{Ty;x € Co(G,A) | 6x = 0}.
En remarquant que {x € C!(G,A) | éx = 0} = Hom.(G, A), ot Hom.(G, A) désigne
I'ensemble des morphismes de groupes de G dans A différentiables dans un voisinage de e,

alors on a la proposition suivante.

2.8. Proposition. Le noyau de w1 p : Ezty p(G,A) — Ezt (G, A) est isomorphe a
{F e AX(G,9) | (T.F)* € Der(g*)}/{T | x € Hom.(G, A)}.

2.9. Remarque. Si F € A®(G,q) alors TeF : g — g est un l-cocycle pour laction
adjointe ad de g sur elle-méme, c’est & dire que T, F est une dérivation de g. On en déduit

que si F' est un élément du noyau de 7y _p alors (T, F')* est un élément du noyau de my,.

Exemple 2.10. On considére G = SL(2,R) muni de la structure de Lie-Poisson définie
par la solution de 'équation de Yang-Baxter suivante: A = -;—X+ ANX_,ou (H, X4, X_)
désigne la base canonique de g = sl{(2,R). On considére ’application F' : SL(2,R) —
sl(2,R), A — §(H — AHA™'), a € R. On vérifie que F € AP(SL(2,R),sl(2,R)), ou

I désigne la matrice identité. La matrice de (T7F)* relativement & la base duale de
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0 0 O
(H,X4,X_) est donnée par: [ 0 a 0 |. On retrouve les dérivations de g* dont la
0 0 —a

transposée est une dérivation de g (voir 'exemple 1.10). Il est clair que F' n’est pas un
morphisme de groupes, donc F' est un élément non trivial du noyau de 7 p pour tout a

non nul. On en déduit que 7y p n’est pas injective.

Exemple 2.11. On remarque tout d’abord que si G est abélien alors, en écrivant que
F(gh) = F(hg) pour tout g,h € G, la Lie-Poisson compatibilité entraine la condition
nécessaire suivante: (I(g), My ® a) = (I(h), My @ a),a € g*. On munit le groupe additif
G = R? de la structure de Lie-Poisson définie par: P(e1) =0et Pey) = e; Aeg,ou(eg,ep)
désigne la base canonique de R2. On vérifie que la 2-forme symplectique ¢ de R? est un
2-cocycle du groupe R? & valeurs dans A = R et qui est évidemment lisse partout. Dans
ce cas, pour tout (z,y) € R? on a: M, , : R? = R,(a’,y') — zy’ — yz', et donc en
particulier, M., = e}, ol (e}, e}) est la base duale de (e, es). L'extension centrale R* du
groupe de Lie R? par R associée & ¢, n’a pas de préimage par 7 p. En effet, la condition
nécessaire ci-dessus n’est pas satisfaite pour ¢ = e;,h = e; et a = e]. Donc, ici 71 p n’est

pas surjective.

3. La correspondance Ext; p(G,A) — Eztyy(g,R).

On rappelle que si u : G — G est un morphisme de Lie-Poisson alors T, u : g; — @2
est un morphisme de bigebres de Lie ([A]). Il en découle que, si 0 — A Leleon
est une extension centrale de G par 4, alors 0 — R i a —Ti g — 0 est une exten-
sion centrale de g par R. Ainsi, on a une correspondance Ext; p(G,A) — Euxtyig(g,R)
qui a chaque élément G de Exty p fait correspondre sa bigébre de Lie g. Le but ici
est de réaliser cette correspondance a travers les descriptions données par les théorémes
(2.6) et (1.6). Tout d’abord, si ¢ € Z2(G, A), on peut définir I’élément v de Z%(g,R) par:

d d
yz,y) = FTp lt=0,s=0 (¢(exptz, expsy) — ¢(expsy, exptz)) Vz,y€g
En dérivant successivement a t = 0 et s = 0 la relation (2.5) écrite pour ¢ = ezp(tz) et h =
ezp(sy), on obtient: (T.F)[z,y] — [(TeF)(z),y] — [z, (T F)(y)] = coadz(y)(z) — coadz(z)(y).
On en déduit que v et (T F')* sont Drinfeld-compatibles. Soit (¢', F') un autre représentant
de la classe de (¢, F') notée ((¢, F')), définie dans le théoreme (2.6). On vérifie que, si
¢'=¢+b6xet F'=F + T, x € CYG, A),alors v = v+ ¢ et (T.F')* = (T.F)* +ady,
ou ¥ = Tex. Donc (y',(TeF')*) appartient a la classe de (v,(TeF)*), notée ((7,(TF)*)),

dans espace classifiant de Exty;,(g,R) (voir théoréme 1.6).
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3.1. Proposition. La correspondance Ext; p(G, A) — Extpi (g, R) est donnée explicite-
ment par: ((¢, 7)) = ((7, (Te£)%)).

On a une injection naturelle 1y, : Ext (G,A4) — Ezt; p(G,A), qui consiste & munir
chaque groupe dans l'extension 0 — 4 — G — G — 1 de la structure de Poisson nulle.
De la méme facon, il existe une injection naturelle correspondante ¢4 : Eztqy(g,R) —
Extyig(g,R). Comme la correspondance Extr (G, A) — Eztayy(g,R) n’est ni injective ni
surjective en général, alors il en est de méme pour Exty p(G,A) — Eztpiz(g,R). Cela

découle de la commmutativité des diagrammes suivants:

Ezt;(G,A) —— Ezxtauy(g,R) Ext (G,A) —— Extay(g,R)

ln lu TnL.p ng

EItL,P(G,A) E.’L‘tb,‘g(g,R) EJ?tL.p(G,:/{) —_— ECEtb,‘g(g,R)




DEUXIEME PARTIE
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CHAPITRE II. PRELIMINAIRES SUR LA METHODE DES ORBITES.

La méthode des orbites a été introduite par A. A. Kirillov dans le cadre suivant ([Ber}):
Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe d’algébre de Lie g.
Soit po un élément de g* et O son orbite coadjointe. On montre qu’il existe toujours des
sous algebres ) de g telles que puo([h,H]) = 0, et de codimension %dim O; de telles sous
algebres sont appelées polarisations au point pg. Soit ) C g une polarisation au point g,
notons D = exp(l)) le sous groupe de Lie de G correspondant. Ce sous groupe D admet un
caractere unitaire x de forme infinitésimale tu0]y. On construit une représentation unitaire
irréductible Ind€ x de G par induction & partir de x. Soit x un autre élément de g* pour
lequel on construit D’ et x' comme ci-dessus, & partir d’une polarisation )’ au point x4 € g*.
On montre que la représentation Indg x de G est indépendante de h a équivalence pres,
et que:

Indg y\ et Indg, \' sont équivalentes <= pu € O.

Ce qui prouve que la représentation Indg \ de G ne dépend que de 'orbite coadjointe O de
to, d’ou 'appellation «Méthode des orbitesy. De plus, on obtient dans ce cas une bijection
entre le dual unitaire G de G et Pensemble des orbites coadjointes.

Mais la situation envisagée par Kirillov était idéale: pour généraliser sa procédure a
d’autres classes de groupes, on se heurte a des probléemes d’existence de polarisations
réelles, de relevement de iugly en un caractére x unitaire de D et d’irréductibilité de
Indg X-

e Pour un groupe de Lie exponentiel, la procédure de Kirillov s’applique encore,
mais cette fois Indg x n’est plus irréductible. Pukanszky a montré que Indg X est
irréductible si et seulement si f) satisfait une condition qui porte son nom.

o Pour un groupe de Lie résoluble, il n’existe pas toujours de polarisation réelle. La
notion de polarisation réelle est alors remplacée par celle de polarisation complexe
et le sous groupe D correspondra & la partie réelle 9 de la polarisation. Choisissons
une polarisation complexe au point o et supposons que tugl|, se reléve en un
caractére unitaire y de D. La représentation Indg x n'est pas toujours irréductible.
Harish-Chandra et Gelfand-Graev ont introduit la notion de représentation induite
holomorphe Hol% x qui est une sous représentation de Indg X.- Sous certaines
conditions sur f) ( en particulier, la condition de Pukansky), Auslander et Kostant
ont montré que Holg x est irréductible.

e Pour des groupes de Lie plus généraux que les résolubles, il n’existe pas toujours

de polarisation complexe.

Dans le cadre de notre travail, on considére un groupe de Lie G quelconque, puis ’'on
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suppose l'existence d’une polarisation complexe fj au point yg et le relevement de 2y, en
un caractére unitaire x de D. Par suite, on considére la représentation induite holomorphe
Holg x de G: c’est ce que 'on entendra ici par méthode des orbites. Notre but est d’établir
un lien entre la méthode des orbites et la quantification géométrique de ’orbite coadjointe
O de py, et d'un certain sous fibré symplectique F' déterminé par pug et f, d’un cotangent
modifié de G/D. On traitera aussi une modification de Hol$ x introduite dans [Du]. On
commence avant tout par fixer les notations qui seront utilisées dans les chapitres suivants

et par donner quelques rappels.

1. Notations et rappels.

Soit G un groupe de Lie réel d’algébre de Lie g & T,G, on note X ¢ le champ invariant &
gauche défini par X € g: X¢|. = X. Le groupe G opére dans g par 'action adjointe Ad et
dans son espace vectoriel dual g* par ’action coadjointe Coad. Les actions infinitésimales
correspondantes sont notées par ad et coad. On note g€ = g @ ig 'espace vectoriel
complexifié de g et = : g€ — g la conjugaison complexe dans g€. On étend I’action
adjointe de G par linéarité & g€ et le crochet de Lie sur g & g€ par bilinéarité.

Soit wo un élément de g*. On note G,, = {g € G | Coad(g)pre = po} le stabilisateur
de po dans G, et g,, = {X € g | coad(X )uo = 0} son algebre de Lie. L’élément uo € g*

définit une forme bilinéaire alternée B sur g par:
B(X,Y)=pw(X,Y]), X, Y eg.

Soit W un sous espace vectoriel de g, on note W+ l'orthogonal de W dans g pour la
2-forme B: Wt ={X € g |VY € W: B(X,Y) = 0}. Comme g+ = g,, alors B définit,
par passage au quotient, une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur g/g,,, qu'on note
encore B. L’espace g/g,, muni de cette 2-forme B est un espace vectoriel symplectique.
Un sous espace vectoriel W de g est dit isotrope maximal si et seulement si W+ = W, ou
encore W C W+ et dimW = %(dimg +dimg,,).

1.1. Définition. Une polarisation au point ug € g* est une sous algebre de Lie (complexe)
b de g€ contenant gffo et satisfaisant les conditions suivantes:
() b est invariante sous I’action adjointe de G ;.
(i) b+ =b.
(ili) b+ b est une sous algebre de g©.
A chaque polarisation f, on associe deux sous algébres de Lie réelles d C ¢ de g définies

par: ¢© =h +het 9¢ = hNH. On dit que § est réelle si h = §, dans l'autre extréme:

hnh = gffo, h est dite purement complexe.
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On note Dy C E les sous groupes de Lie connexes de G d’algebres de Lie D et e
respectivement. Comme § est invariante sous l'action adjointe de G, alors il en est de
méme pour D et e. On en déduit que D =G, - Do C E = G, - Ey, sont des sous groupes
de G. Notons ¢® = {u € g* | Va € ¢: p(z) = 0} annulateur de e dans g*. Rappelons les

propriétés suivantes:

1.2. Lemme ([Ber]).
(i) ot =e.
(ii) Do et D sont des sous groupes fermés de G d’algébre de Lie D.

(iii) e° et uo + ¢° sont invariants sous I'action coadjointe Coadg de D.

1.3. Définition. ([Ber], [DET]) On dit qu’une polarisation h C g€ au point g satisfait

la condition de Pukansky si elle vérifie I'une des conditions équivalentes suivantes:

(1) po+e CO.
(11) D'/,to:ﬂo-f-eo.
(iii) D - po est fermé dans g*.

On note Ag : G — R, Ag(g) = |det Adg(g)rl, la fonction module sur G. Pour tout
Ap(d)
Ac(d)’

qui sera souvent utilisée dans ce texte.

Précisons tout d’abord la notation suivante

élément d de D, on pose: Ap g(d) =

1.4. Notation. Soient V; C V5, des sous espaces vectoriels de g stables sous ’action
adjointe Adg d’un sous groupe de Lie H de G. On note Ady,,v,(h), h € H, l'application
linéaire induite par Adg(h) sur I’espace quotient V;/V5. On adopte la méme notation pour
des sous espaces Vi C V, de g€ stables sous I’action de Adgc de H. Cette condition de

stabilité de ¥} et V; sera toujours sous-entendue dans la suite lorsqu’on écrit Ady, /v,.

Soit d un élément de D, la matrice Ady(d) s’écrit: Ady(d) = (Adg(d) Ad;o(d)>'
D’oli, Ap,g(d) = | det Adya(d)].

1.5. Lemme. Pour tout élément d de D, on a:
(1) det Ad.jp(d) = 1.
(i) |det Ady/pc(d)| = 1.
(iii) Ap,g(d) = |det Adge 4(d)).

Preuve. La 2-forme B sur g induit une 2-forme symplectique sur e/d. Pour tout élément d
de D, Ad./»(d) est un symplectomorphisme de ¢/?, et donc (det Adc/a(d))2 = 1. D’autre
part, ¢© /o€ = /o€ 696/00, et on vérifie que la matrice Ad.c/pc(d) s’écrit sous la forme:
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Adype(d 0 -
AdCC/oc(d) = b/g () Adﬁ/ac(d)>. D’ou, det Adt/a(d) = |det Adh/oc(d)|2. On en
conclut que, det Ad,/p(d) = 1, et par conséquent on a: |det Ady pc(d)| = 1. L’affirmation
(iii) se déduit de (ii) grace & Pidentification (g€/0C)/(h/2C) = g©/b. |
1.6. Remarques.

o La propriété (i) entraine Ap g = 1.

e Comme conséquence de la propriété (i), on a: Ap g(d) = |Ady/.(d)|, pour tout
élément d de D.

1.7. Lemme. Pour tout élément gy de G, on a: det Adb/sfo(go) = (det AdgC/f](gO))_l,
et par conséquent: Ap g(go) = | det Adh/nfo (90)] 7.

Preuve. La matrice AdgC/gfo(go), g0 € G, 8’écrit sous la forme:

_ Adl)/gffo (90) *
Adaerag, (90) = ( 0 Adgey(90) /-

En écrivant que Adgc /95, (go) préserve la 2-forme symplectique B de g€/ gffo, on obtient:

t(Adhlg,?o (90)) - Adge4(g0) = In, ot I, est la matrice identité d’ordre n = dim f)/gg’o =
dimg®/h. D’ou, det Ady/gc (90) = (det Adyc/y(g0))”!. Par passage au modules , on
obtient: | det Ad"/ﬂfo (90)] = [det Adye /4(g0)| ™! = AB?G(QO) (d’apres le lemme précédent).

D’ou le résultat. i

1.8. Remarque. Si X est un élément de g, . alors on a: trace adh/g‘c‘: X = —tracead c/y X.
0

2. Représentations induites.

Supposons qu’il existe un caractére unitaire xy de D tel que dex = iuolo. On con-
sidere l'espace des fonctions lisses p : G — C qui vérifient la condition suivante de quasi-

invariance par D:

(2.1) e(9d) = x(d) ' Ap.c(d)ip(g) , g € G,d € D.

Afin de construire un espace de Hilbert & partir de ’espace de ces fonctions, on pense aux
fonctions ¢ qui sont de carré sommable par rapport & une mesure de Haar (a gauche) dug
sur G. Ces fonctions sont «constantesy (& un facteur pres) sur les orbites de D pour 'action
a droite sur G. Le probléme qui se pose est que si D n’est pas compact, alors l'intégrale
Je lo|?duc diverge. Pour cela, on va intégrer ces fonctions sur 'espace G/D des orbites
de D , d’ou la nécessité d’une mesure sur G/D. Une autre difficulté qui se présente est

que méme si ¢ et 1 vérifient la propriété ci-dessus, @y n’est pas une fonction sur G/D.
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On se fixe une base (X;)%_, de ?, et on note a = i(X¢{, - , X})duc la forme différentielle
sur G obtenue par contraction de dug avec les champs (Xf)¥_, invariants & gauche sur
G. La forme différentielle Py se projette presque (i. e: au signe pres) sur G/D: en fait,
pour tout élément d de D, on a: Rja = (det Adg/a(d))—1 - a, et R} (@) = Ap,c(dygy,
R, étant l'action & droite de d sur G. Si on met le module autour de «, alors py|a| se
projette sur G/D. De maniére plus précise.

On définit une mesure Pydug p sur G/D, i.e: fonction sur les reperes R de G/D telle
que: pYdug,p(R-A) = |det A|-B¥due p(R), A € GL(K',R), ¥' = dim G /D, comme suit.
Soient R un repere en un point m € G/D, et R un repére de G au point g € p~1(m), tel
que: p*ﬁ = R, p: G — G/D étant la projection canonique. On pose:

(Bduc,p)(R) = @)(9lag(R)].
En vertu de la définition de a, P¥dug p(R) ne dépend pas du choix de R tel que: p*ﬁ =R,

et vérifie la propriété d’une mesure. Pour tout élément d de D, on a:

@9)(9d) - laga(Ra.R)| = (@)(9) - lorg (R,
Donc, (gy)duc p est indépendante du choix de g € 7#71(m). En conclusion, g¥ducg,p
est une mesure sur G/D bien définie. En intégrant cette mesure sur la variété G/D, on
obtient un produit hermitien {(p, %) = fG/D ®¥ dug p sur 'espace des fonctions satisfaisant
la condition (2.1) et qui sont bien sir de carré sommable: fG/D lo|” due.p < oo. Ensuite,
on complete cet espace préhilbertien par rapport a son produit hermitien, pour obtenir un

espace de Hilbert H. Cette complétion sera toujours sous-entendue par la suite.

2.2. Notation. Soit ¥ un caractére de D. On note CZ(G) Pespace des fonctions lisses

@ : G — C, telles que: pour tout élément g de G et tout élément d € D, on a: ¢(gd) =

x{(d)"'v(g). En adoptant cette notation, C“A_I/,(G) désigne l'espace des fonctions ¢
X-

D.G
vérifiant la la propriété (2.1).

Avec cette notation, ’espace de Hilbert H s’écrit:
(2.3) H=lpeC= @] | lolduc,o <o)
X'=p.a G/D

On obtient une représentation unitaire U de G dans H en faisant agir G sur M par

translations a gauche:

(24) (U9)e)g') = ¢l97'") ;o €H 19,9 € G

2.5. Définition. La représentation unitaire (H,U) de G dans H est appelée la représentation
induite par y de D a G. On la note: Iudg y = (H,U).
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3. Représentations induites holomorphes et modification de Duflo.

Harish-Chandra et Gelfand-Graev ont constaté la stabilité par U du sous espace Hpos

de H suivant:
Huo = {p € H|VZ € b: Z% = (~i(1o, Z) + 3 tracead e, c(2)) - ¢},

ott Z¢yp est la dérivée de ¢ suivant le champ invariant & gauche Z¢ sur G.

3.1. Définition. La sous représentation (Hpo,U) de Indg X est appelée la représentation
induite holomorphe par x de D a G. Elle est notée: Holg X = (Hrot, U).

3.2. Remarques.
e Si Z €0, alors la condition Z¢p = (~i{uo, Z)+ 5 traceadyc /.c(Z))-  est la version
infinitésimale de la propriété ¢ € C?AI_JIC/;(G); on utilise le fait que Ap g(d) =
| det Adg/.(d)|, d € D (voir remarque 1.6).
e Si on induit le caractére x de D a E alors l'espace de la représentation Holg X
s’identifie & ’ensemble des sections holomorphes de carré intégrable d’un certain
fibré holomorphe sur E/D (voir [Ber]). D’ou la terminologie de représentation

induite holomorphe.

Dans ([Du]), Duflo a introduit une modification dans 'espace Hpos qu’on peut décrire
de la maniere suivante.
On suppose qu'il existe un caractére n : D — C* tel que: n(d)? = (det Adyc4(d))™".
Puisque Ap g(d) = | det Adyc/y(d)| (lemme 1.5), alors |p(d)| = AD,G(d)_'zl'. L’hypothése
d’existence du caracteére 7 revient donc a enlever le module autour de «det Adyc/y» dans
Pexpression de Ap . La modification de Duflo de I'espace Hj, de la représentation
Hol€ x consiste & remplacer A[—)%G par une racine carrée 7 de (det Adgc/y)”". On modifie
I’espace C;DAB‘(/;?(G) par 'espace C;‘?,](G) des fonctions lisses ¢ : G — C, telles que:

(3.3) ¢(gd) = x(d)™ n(d) T p(g) ,9€ G, de D.

Soient ¢ et 1 deux fonctions vérifiant la propriété ci-dessus. Soient ¢ un élément de G et

d un élément de D. Alors, on a:

o(9d) - ¥(gd) = |n(d)| ™ - o(g) - ¥(g) = Ap,a(d) - ©(g) - ¥(g).

Grace a cette propriété, on applique la méme procédure que pour les représentations in-

duites, pour construire la mesure pydug p sur G/D. L’espace de Hilbert Hj}, , modifié de
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Hpor est donné par:

Hio = {0 € CT(C) | | IoPducp <o0, et
G/D

VZ € b:Z% = (—i(uo, Z) + 4 tracead e /5(2))p}

La représentation U de G dans Hj}, étant donnée par la méme expression que dans (2.4).
hol

3.4. Remarque. Si Z € 9, alors la condition Z¢p = (—i{uo, Z) + 3 trace adge/y(Z))p est

la version infinitésimale de la propriété ¢ € C7, (G).

Pour plus de détails et pour les raisons de cette modification, on pourra consulter ([Du],

[G).



20

CHAPITRE III. QUANTIFICATION
GEOMETRIQUE D’UNE ORBITE COADJOINTE.

On désigne par O lorbite coadjointe d'un élément po fixé dans g*; les notations étant
celles du chapitre précédent. L’objectif de ce chapitre est d’apporter des réponses complétes

aux questions suivantes que nous nous sommes posés dans 'introduction de cette these:

Les hypothéses de la méthode des orbites garantissent-elles la quantification
géométrique de O7 Si cette quantification est possible, la représentation de g
obtenue s’intégre t-elle en une représentation de G? Eventuellement, comparer

cette représentation a celle donnée par la méthode des orbites.

Apres avoir rappelé la structure symplectique de O, nous traitons le probléeme de sa
préquantification. Nous montrerons que le relevement de la forme iy sur g,, en un

caracteére unitaire y de G, est équivalent a l’existence d’un fibré préquantique L au dessus

134]
de O sur lequel l'action coadjointe de G sur O se reléve en une action qui préserve la
connection donnée sur L. Supposons ['existence d'un tel caractere x sur G,,. Nous
montrerons que la préquantification de O donne une représentation unitaire de G. L’étape
suivante de la quantification géométrique est 'introduction d’une polarisation F sur O
pour réduire ’espace de Hilbert donné par la préquantification. Nous établissons que la
donnée d’une polarisation fj C g€ au point pg est équivalente & la donnée d’une polarisation
F, au sens de la quantification géométrique, G-invariante sur O. Supposons l'existence
d’une polarisation f) au point ug, et notons F la polarisation ¢géométriquey sur O associée.
Nous appliquons la procédure de la quantification géométrique a O, et en déduisons un
espace de Hilbert Hg défini a partir des sections du fibré quantique @ = L® B au dessus de
O; B étant un fibré en ligne complexe associé au fibré des repeéres RF de F. Les sections
de B sont les %—f—densités sur O, et cette quantification est dite par %-]"—densités. Grace
a la G-invariance de F, l'application moment de O est quantifiable; ce qui donne une
représentation unitaire de g dans H¢, qui s’intégre & G dans notre cas. Nous concluons
que nous n’avons pas besoin de relever la forme tpugly 8 D pour quantifier O par %-.7'_—
densités, et que le reléevement de ifiolg,, en un caractére unitaire x de G, suffit pour le
faire. Nous montrerons que si x se prolonge a D, alors la représentation de G obtenue par
la quantification géométrique de O par %-f—densités est exactement celle donnée par la
méthode des orbites, & savoir la représentation induite holomorphe Holg X.

Nous aborderons ensuite la quantification géométrique de O par %-F -formes, qui consiste
a modifier le fibré B par un fibré B (qui n'existe pas toujours) dont les sections sont les
%-f—formes. Nous montrerons que ’existence du caractére n, introduit par Duflo, sur G,

suffit pour l'existence de B dans le cas de ©. En quantifiant O par %-]—"-formes, nous



21

obtenons une représentation unitaire de g, qui s’intégre a GG, dans un espace de Hilbert ’HQ
défini a partir des sections du fibré quantique par %-f -formes é = L® B. Si les caractéres
x et p de G, s’étendent & D, alors cette représentation de G est la méme que celle donnée

par la méthode des orbites modifiée par M. Duflo.

1. Rappel de la structure symplectique de O.

On note 7 : G — O, g — Coad(g)uo, la projection canonique de G sur O. Cette
projection 7 donne, par passage au quotient G/G,,,, un difféomorphisme entre G /G, et
O: G/G,, — O, [g] — Coad(g)uo, ou [g] = 9G,, désigne la classe & droite de g € G,
modulo G, .

Le groupe G agit a gauche sur O par 'action coadjointe. Si X € g, on note Xp le

champ fondamental sur O de générateur infinitésimal X:
. d . .
Xol, = El':“ Coad(exp —tX)p = —coad(X)p , p€ O.
a

L’application X — X est un morphisme d’'algébres de Lie de g dans 'espace X(O) des
champs de vecteurs sur O. L’espace tangent a O est engendré par ces champs fondamen-
taux Xop, X € g.

On considére la dérivée extérieure duf de la 1-forme invariante & gauche ué sur G définie

par I'élément po de g* (X T)G):
(dug) (X Y8 = (o, [X,Y]), X,Y €g.

Grace 4 la stabilité de po sous l'action coadjointe de G, la 1-forme uf (et donc duf) est
invariante sous l'action & droite de G, sur G. Par le méme argument, la 1-forme i(X¢)dpu
sur G est nulle partout pour tout élément X de g,, . Il en résulte qu'il existe une et une

seule 2-forme différentielle w sur O & G/G,,,, telle que *w = duf:
(w(Xo0,Y0))([9]) = —(Coad(g)po, [X,Y]), g€ G, X,Y €.

Cette 2-forme w est fermée et non dégénérée. Donc, w est une 2-forme symplectique sur O:
c’est la 2-forme de Kirillov-Kostant-Souriau sur O, et (O,w) est une variété symplectique.
On appelle champ hamiltonien £ associé a une fonction f € C*°(O) le champ de vecteurs
sur O donné par: ¢({f)w+df = 0. La variété symplectique O est en particulier une variété

de Poisson, son crochet de Poisson { , } étant donné par:

{flaf?} zw(é.fxaﬁfz) ) flaf? € COO(O)
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L’action coadjointe de G sur O préserve la 2-forme w, et admet une application moment

J: O — g*, uw— pu, Coad-équivariante. Ou, de maniére équivalente, on définit J par:
J:g— C*(0)
X r— Jx i po (J(u), X) = (1, X).

Le fait que J est une application moment sur O s’exprime par la propriété suivante:
VX € g,i{(Xo)w+dJx =0, ou encore: Xp = £;,. L’équivariance de J : O — g* entraine
que J : g — C°°(0O) est un morphisme d’algebres de Lie.

2. Préquantification de O.

2.1. Définition. Un fibré préquantique au dessus d’une variété symplectique (M, w) est
un fibré en ligne complexe L muni d’une connexion V de courbure iw, et d'un produit

hermitien compatible avec V. Si un tcl fibré existe, on dit que M est préquantifiable.

2.2. Remarque. On définit aussi un fibré préquantique au dessus de M comme étant un
fibré principal P sur M de groupe structural T!, muni d’une 1-forme de connexion a de
courbure w. En fait, dans la définition ci-dessus L est le fibré en ligne complexe associé a

P par la représentation identité de T! dans C, muni de la connexion V associée a a.

C’est un fait classique ([Weil]) que (M,w) est préquantifiable si et seulement si w
détermine une classe de cohomologie [w] entiére. Un fibré préquantique (lorsqu’il existe)
n’est pas unique, les différents choix possibles sont donnés par le ler groupe de cohomologie
HY(M,T").

Notre but ici est de préquantifier la variété symplectique M = O. En vertu de la
définition de la 2-forme canonique w de O = G/G,,,, on a une condition (algébrique)

suffisante pour la préquantification de O.

2.3. Théoréme ([Ko]). Sila forme linéaire ipg sur g,, se reléve en un caractére unitaire

x de G,,, alors O est préquantifiable.
Pour son utilité par la suite, rappelons brievement la démonstration de ce théoreme.

Preuve. On considére le fibré en ligne complexe L sur O associé au fibré principal G 5 0,
de groupe structural G, par le caractére x : G,, — T' C Aut (C). Plus précisément:
L = (G x C)/Gyo(= G xg,, C), ot I'action a droite de G, sur G x C est donnée par:
(9,2).90 = (990, x(90)"'2),9 € G, g0 € Gy et z € C. Soit L* = (G xC*)/G,, le C*-fibré
principal au dessus de O dont L est le fibré en ligne complexe associé par la représentation
identité de C* dans C. L’action a droite de C* sur L* étant donnée par: [g,z]-w = [g, zw],

[g,2] € L*, et w € C*. On définit unc 1-forme de connexion sur L* comme suit.
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La 1-forme complexe & = pf + dz/iz, ot z est une coordonnée sur C*, est une 1-forme
de connexion sur le fibré trivial G x C* au dessus de G, de courbure duf. Comme puf
est invariante sous 'action a droite de G, et dz/iz est invariante par multiplication par
C*, alors & est invariante sous 'action a droite de G, sur G x C*. Si Xgxc- désigne le
champ fondamental de générateur X € g,, pour I'action a droite de G, sur G x C*, alors
la contraction de a avec Xgxc- est nulle. Il s’ensuit que & se projette en une 1-forme de
connexion a sur L* = (G x C*)/G,, au dessus de G/G,, = O, de courbure w. Soit V
la connexion sur L associée & la 1-forme de connexion « sur L*. On vérifie qu’elle est de
courbure iw. Le produit hermitien sur L compatible avec V provient ensuite du fait que

X est unitaire. | |

2.4. Remarque. La réciproque de ce théoréme n’est pas vraie en général, voici un
exemple. Soit G = SO(3,R), g = s0(3,R) = R3. Soit o = (A,0,0) € g* = R3, avec A > 0.
Dans ce cas, G,, = T' et O est la sphére S? de rayon A. Il est bien connu que O est
préquantifiable si et seulement si A € éN*. Par contre, zug se releve en un caractére de
G, = T! si et seulement si A € N*. Ainsi, si A = 2 avec n impair, alors iug ne se reléve
pas en un caractére de G, = T' pourtant O est préquantifiable.

2.5. Proposition. La forme linéaire iy, sur g,, se reléve en un caractére unitaire x de
T
G, si et seulement si il existe un fibré préquantique L — O, sur lequel ’action coadjointe

de G sur O se reléve en une action qui préserve sa connexion.

Preuve. Condition nécessaire: supposons que la forme ¢uq sur g,, se releve en un caractere
unitaire x de G,,. Dans la preuve du théoreme (2.3), on a construit un fibré préquantique
L au dessus de O. L’action ® de G sur L = (G x C)/G,, donnée par: ®(g)([h,2]) = [gh, 2],
g,h € G, z € C, est un relevement de Paction de G sur @. Gréce a l'invariance de uf
(par définition) sous 'action de G, la 1-forme de connexion « sur L* est invariante sous
Paction de G sur L*.

Condition suffisante: Soit I — © un fibré préquantique au dessus de O, sur lequel
I’action de G sur O se reléve en une action ® de fibré vectoriel, préservant sa connexion.
En particulier, on a: 7(®(g)p) = Coad(g)r(p), ¢ € G, et p € L. Soit p un élément fixé de
L* (donc, ®(g)p € L*, Vg € G), tel que: 7(p) = po. Ainsi, on a:

Vg € Gy : 7(2(9)P) = o = 7(p),
ce qui entraine I'existence d’unc application y : G,, — C*, g — x(g) donnée par:

Q(g)p=p-x(9), 9 € Gp-
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Comme & est une action de G sur L, alors x est un caractére de G,,. Vérifions que
dex = tpg. Dans une carte locale U x C* de L*, p = (po, 20), 20 € C*, et l'action de C*

sur p est donnée par: (uo, 20) - w = (po, zow), w € C*. Soit X € g,,, on a:

(dex)(X)Zo—a—z = g;h:op - x(exptX) = %Imoq’(exth)p =Xilp,
ou X est le champ fondamental sur L* associé & X € g,,. La 1-forme de connexion
a s’écrit: a = 6 + dz/iz, ot @ est un potentiel de w sur U, i.e: df = w. En écrivant
que la dérivée de Lie Lx, @ de « suivant le champ de vecteurs Xy est nulle (puisque
G préserve a), on obtient que le champ fondamental X s’écrit sur U sous la forme:
XL = Xo+ (Jx —0(X0))i2z0/0z. Comme X € g,, alors Xpo = 0 et par conséquent:
XLl(no,z0) = Ix(10)1200/0z = i(py,X)200/0z. D’ou (dex)(X) = ¢(po, X). Le caractere
x est unitaire sur la composante connexe de G, (car dex = 1po) . En posant ¥ = x/|x|,

alors X est bien un caractére unitaire de G, tel que dex = tug. D’olt le résultat. |

2.6. Remarque. Dans le cadre de la méthode des orbites, on suppose que la forme zuq
sur 0 se reléve en un caractére unitaire y de D. Pour préquantifier , on n’a besoin que

du relevement de iy & G, et non pas a D tout entier.

Dans tout ce qui suit, on suppose que la forme iyg sur g,, se releve en un caractére uni-
taire x, et on se fixe le fibré préquantique (L, V) au dessus de O, construit dans le théoréme
(2.3). Notons I'(L) I’espace des sections lisses de L au dessus de O. Par construction de
L(=G XG,, C) comme étant le fibré en ligne complexe associé au fibré principal G Lo

par le caractére y, on a une bijection :
T(L) = CP(G) = {p € C®(G) | v(gg0) = x(95 " )(9),9 € G, g0 € Gpp}

donnée par: s([g]) = [g,¢(g)], s € (L), ¢ € C(G). Il est & noter que toutes les fonctions
qu’on considére dans ce texte sont supposées a valeurs dans C. Dans un contexte local sur
un ouvert U de O, cette identification s'écrit: Dy(L) = C(x~1(U)), elle est donnée par:
s(m) = [u,p(u)], m € U, u € =1 (m). Ici, Py(L) désigne I’espace des sections (locales) de
L au dessus de U de O.

On cherche a définir un espace de Hilbert & partir de I'(L), pour cela fixons la notation
suivante. Si s; et sy sont deux éléments de I'(L), alors on note (s, s2) la fonction sur O
définie par:

(31')52)([91) = <31({g])332([9])> » 9 € G ’

ou ( , ) désigne le produit hermitien dans les fibres de L. Si ¢ et ¥ sont des fonctions sur

G qui représentent s; et sy (respectivement) dans l'identification I'(L) = C3(G), alors



25

la fonction (s1,s2) sur O n’est rien d’autre que @ - 3. Il est a noter que P est bien
une fonction sur O, cela découle du fait que x est unitaire. En intégrant cette fonction
(s1,2) sur O par rapport a la mesure de Liouville ¢, = TR de O, on obtient
un produit hermitien: (si,sg) = fo (81,82)ew sur l'espace de Hilbert des sections s de L

qui sont de carré sommable: fo(s,s)sw < oo. L’espace de Hilbert Hy construit par la

n!

préquantification géométrique de O est donc,
~ 2
Hi= o e CR(O) [ lofew <o)

muni du produit hermitien: (¢,%) = [, e , ¢, ¥ € Hy.
A chaque fonction f € C*°(0), la préquantification géométrique associe un opérateur
Q(f) sur Hy, défini par:
Q(f)s = —iVEj.s + fs, seHL.

Sionnote [, | le commutateur des opérateurs sur Hy,, alors cette correspondance f — Q(f)

est construite de telle facon que:

Q{f1, f2}) = d{Q(f1), Q(f)] , fr, f2 € CF(O).

Ici, on s’intéresse a la représentation de g dans H; donnée par la préquantification de O:
c’est la correspondance X +— 1Q(Jx). Afin de décrire les opérateurs Q(Jx), X € g, on
aura besoin d’expliciter la connexion V sur les champs fondamentaux Xo = £, en termes

de I'identification I'(L) = C'3°(G). La réponse est donnée par la proposition suivante:

2.7. Proposition. Si ¢ € C¥(G) correspond a s € I'(L), alors la section Vx,s de L
correspond & I’élément X" + ipuf(X")p de CY(G) , ou X7 désigne le champ invariant a
droite sur G défini par X € g: X"|, = <& |i=o(exp(—tX)g). Il est & noter que X7|, = - X,
et que [X",Y"] = [X,Y]".

Démonstration. Puisque L est le fibré en ligne complexe associé au fibré principal L*
(= G xg,, C*) sur O par la représentation identité: C* — Aut(C), alors on a une

bijection:
I(L)={peC=(L") | o([g, z].w) = w—la([g’z]) , lg,2] €L, we C*},

donnée par: s([g]) = g, #([g, 1], g € G ([g] € O et [5,1] € L*). 1l est bien connu ([T})
que Vx,s est représentée par la fonction EG, ou % est le champ de vecteurs sur L*,
horizontal pour la 1-forme de connexion «, et qui se projette sur Xp. La correspondance

entre ¢ et la fonction p € C°(G) représentant la méme section s de L est donnée par:
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&([9,2]) = z71p(g). Cherchons la fonction ¢ € C°(G) correspondante a 3(;{5 Comme

le diagramme suivant:
(G X C*va) - (G> diug)

(G x C*/G#o’a) - (va)
est commutatif, et Xpo = 7, X", alors 5&;5 = %*()F), ol X7 est le champ de vecteurs
sur G x C*, horizontal pour &, et qui s’envoie sur X" par la projection naturelle de
G x C* sur G. Rappelons que: & = uf + dz/iz = pé +df — idr/r, ot z = re’. Donc:
X7 = X" — pb(X7)8/80, et Xo = (X" — u§(X7)0/86). Dol

(Rod)lo,2) = (X7 - s(X")2)7"5)(0,2)

. . ozt
(= Xpp) ~ (0], - 2 ()

= () + i (XT)ew(9))

ou encore, Vx,s est représentée par la fonction X7 + iu§(X " )e. |
Par conséquent, on a:

2.8. Proposition. La représentation T de g dans H obtenue par la préquantification

géométrique de O est donnée par: T(X)p=X"p, X €9, ¢ € Hy.

Preuve. Soit X € g. Comme £;, = X, on en déduit en utilisant la proposition précédente
que si s X ¢ € Hy, alors Q(Jx)s X ~iX o+ u(X")e + 7*(Jx ). On vérifie facilement
que pé(X7™) + 7n*(Jx) = 0. Par suite, on a: T(X)p =iQ(Jx)p = X"p. D’ott le résultat ll

On constate que: (U(g)¢)(¢') = w(97¢"), ¢ € Hi, 9,9' € G, est une représentation
unitaire de G dans H. La représentation T de g dans H, obtenue par la préquantification

géométrique de O n’est rien d’autre que la représentation infinitésimale correspondante a

U. On a donc:

2.9. Corollaire. La préquantification géométrique de O donne la représentation U de G
dans Hy,

2.10. Remarque. Comme G agit sur L, alors G agit sur I'(L) = C°(G), et cette action
se traduit par U.

Nous allons maintenant faire intervenir une polarisation géométrique sur O afin de

réduire ’espace de Hilbert H; c’est 'objet du paragraphe suivant.
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3. Polarisation géométrique F sur O.

On a vu dans les préliminaires la notion de polarisation au point yg, qu’on conviendra
d’appeler ici ¢polarisation algébriquen. La notion de polarisation est utilisée aussi en quan-
tification géométrique. Afin de la distinguer, on 'appellera «polarisation géométriquey.

Commencons par en rappeler la définition.

3.1. Définition. Une distribution complexe F sur une variété symplectique M (= F
est un sous fibré de (TM)C) est appelée une polarisation géométrique si elle satisfait les
conditions suivantes:

(i) F est involutive

(ii) F est lagrangienne (= isotrope maximale) pour la 2-forme w sur M

(iii) dimg(F N F) est constante, et

(iv) F + F est involutive.

Etant donné une polarisation géométrique F sur M, on définit deux distributions réelles
EetDsur M: EC = F + Fet D€ = FNF. Si M est 'orbite coadjointe O, le lien entre
les polarisations algébriques au point pg et les polarisations géométriques sur O est donné

par.

3.2. Proposition. L’application qui fait correspondre a chaque polarisation algébrique
f) au point pq la polarisation géométrique F, G-invariante, sur O définie par: F,, = m.h,

est une correspondance biunivoque.

Preuve. Soit f) une polarisation algébrique au point pg. On pose F,, = m.h, et F, =
Coad(g)Fy, si p = Coad(g)uo € O, g € G. Grace a 'invariance de § sous ’action adjointe
de G, on vérifie que si u = Coad(g)uo = Coad(g')uo, alors Coad(g)F,, = Coad(g')F,,,
et donc F, est bien définie. On conclut que F est une distribution G-invariante sur O. Le
fait que ) et )+ b solent des sous algebres de aC, entraine que F et F + F sont involutives.
Comme F est G-invariante, et donc F, alors dimg(F N F) est constante. Finalement,
h = h entraine que F est lagrangienne.

Inversement, étant donné une polarisation géométrique F, G-invariante sur O, on con-
sidére le sous espace vectoriel fj de g€ défini par: h = 77}(F,,). Comme F et F + F sont
involutives, alors f et § + § sont des sous algébres de g€. Le fait que F soit lagrangienne
entraine que h' = §. L’invariance de §) sous 'action adjointe de G uo Drovient du fait que

F soit bien définie. [ |

Dorénavant, on se fixe une polarisation algébrique § au point pg et on ne distingue

plus entre f) et F selon I'identification faite dans la proposition ci-dessus. La polarisation
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F a été introduite pour réduire ’espace de Hilbert H; donné par la préquantification
géométrique de O. Cela consiste a considérer les sections s de L qui sont V-constantes le
long de F, et alors en particulier (s, s) est une fonction constante le long des feuilles de D.
Si les feuilles de D ne sont pas compactes, alors [, (s,s)e. diverge, et donc s ¢ Hr. On
pense alors & intégrer (s, s) sur O/D, mais pour cela il nous faut une mesure naturelle sur
O/D (qu’a priori ’on n’a pas). Pour résoudre ce probléme, la quantification géométrique
procede comme suit. On introduit un fibré B en ligne complexe sur O, associé au fibré des
reperes de F. Ce fibré B contient toutes les informations qui permettent de construire une
mesure sur O/D. Mais pour qu'une section de B passe au quotient O/D, il faut qu’elle
soit (constantey sur les feuilles de D. D’ou la nécessité d’une connexion sur B pour définir
cette notion de sections constantes. Ensuite, on munit le fibré quantique Q = L ® B
de la connexion somme des connexions sur L et B. Etant donné deux sections ¥; et 1,
de @ constantes le long de F, on construit une 1-densité (= mesure) (¢1,%2) sur O/D.
L’intégration de cette mesure sur O/D donne un produit hermitien sur ’espace Hg des
sections de (), constantes le long de F, et qui sont de carré sommable: c’est ’espace
de Hilbert construit par la quantification géométrique. Cette quantification est dite par
%-f—densités en référence au fibré B dont les sections sont appelées les %-f—densités.

Le but original de la quantification géométrique est d’associer & une classe de fonctions

f € C®(0) aussi large que possible, des opérateurs Q(f) sur Hg, vérifiant en particulier:

Q({f1, f2}) = 1[Q(/1), Q(f2)] , f1, f2 € C*(0).

Pour des fonctions f préservant F, i.e: [£5, F] C F, on sait associer de tels opérateurs.
Ces fonctions sont dites quantifiables. L’expression de Q(f) sur une section ¥ de @ de la

forme 1 = s @ v est la suivante:
(3.3) QU Ns®v)=(—tVgs+ fs)Qv—1s@ Lg, v,

ou L désigne la dérivée de Lie sur les sections de B. Elle n’est définie que pour les champs
de vecteurs sur O qui préservent F. Si F est G-invariante (ce qui est le cas ici), alors
les fonctions Jx, X € g, sont quantifiables. La correspondance X +— 1Q(Jx) est une
représentation de g dans Hg: c'est la représentation de g donnée par la quantification
géométrique. Notre but ici est d’expliciter cette représentation afin de mettre un lien avec
la méthode des orbites. Pour ccla, on suit la procédure de la quantification géométrique
esquissée ci-dessus (pour plus de détails, on pourra consulter [T], [W]).

Dans ce paragraphe, nous allons déterminer l'espace des sections de L qui sont V-

constantes le long de F. Ensuite, nous étudions le fibré RF des repéres de F.
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3.4. Proposition. L’ensemble des sections de L constantes le long de F est en bijection

avec les fonctions ¢ € C(G), telles que: VZ € b : Zt = —i{uo, Z)ep.
Preuve. La démonstration sera donnée dans 'appendice I.

3.5. Remarques.

e L’identification ci-dessus est valable aussi dans un contexte local: si s € I'y(L) est
représentée par une fonction ¢ € C°(7~!(U)), alors s est constante le long de F
si et seulement ¢ vérifie la propriété infinitésimale ci-dessus.

e Pour un Z € ) fixé, la condition Z%p = —i(ug, Z)p n’exprime pas en général que
la section s de L représentée par la fonction ¢ est V-constante dans une direction
de F. L’identification est plutét dans le sens suivant: (V{ € F : Vs = 0) <=
(YZ €b: 2% = ~i(uo, Z)p.

Soit r = dimg,,, 7 + k£ = dim?, » + n = dimch, et donc dimO = 2n. Dans tout

ce qui suit, on se fixe une base (s;,...,5.,21,...,2Z,) de b, telle que (s1,...,s,) soit une
base réelle de ggo, et (81,...,8r,2Z1,...,2Z) une base réelle de €. Par le choix de la base
(Z1,...,2y) de f)/gffo (abus de langage), on identifie le groupe des automorphismes de

f)/gffo avec GL(n,C). On a alors le résultat suivant.

3.6. Proposition. Le fibré RF des repéres de F au dessus de O se réalise comme étant
le GL(n, C)-fibré principal associé au fibré principal G 5 O, de groupe structural G,
par le morphisme Ad"/ﬂfo : Gy — GL(n,C).
Preuve. Soit g € G, alorson a: m,st|, =0,1 <i<r et (7. Zf|,)", est une base de Fr(y).
On considere application 7 définie par:
T:GxGL(n,C) > RF
(9,A) — (Ri,...,Ry) : repére de F au point 7(g) ,
ot R; = (m,Zf|,;)A;i; (convention de sommation). L’application 7 est évidemment sur-
jective, puisque (7, Z{|;)", est une base de Fr(g)- Examinons a présent le (noyauy de
7. Supposons que le repére (Ry,...,R,) associé & (g, A) est le méme que celui associé a
(990,B),9 € G, g0 € Gy, et A, B € GL(n,C). En écrivant que W*Zﬂggo = m.(Adg, Z;)Y,,
1 <3 < n,et en utilisant le fait que (W*.sflg "_, =0, on obtient:
Rj = (7Z{l0)Bij = (7. Z{|;)(Ady e (90))kiBij
= (W*Zﬁly)(Adh/g,‘fo (g0) - B)j-
On en conclut que (g, A) et (9go, B) représentent un méme repére (R, ..., R,) au point
7(g), si et seulement si B = Adyge (95 ") A. D’on le résultat: RF & G x GL(n,C)/G,,,
ou G,, agit a droite sur G x GL(n(: C) par: (¢,4) - 90 = (990, Adf)/sfo (951) - A). i
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4. Les %-f—densités sur O.

4.1. Définition. Soit B le fibré en ligne complexe asssocié a RJF par le morphisme
A s |det A|'/?, de GL(n,C) dans R% C Aut(C). Une section de B au dessus de O est

appelée une %—f—densité sur O.

Comme d’habitude pour les fibrés associés, une %-.7: -densité s’identifie avec une fonction
v: RF — C vérifiant v(R.A) = |det A|""/? »(R), R € RF, A € GL(n,C).

D’apres la réalisation de RF dans la proposition (3.6), alors B est aussi le fibré en
ligne associé au fibré principal G 5 O, de groupe structural G,,, par le caractére A :
Guo — RL C Aut(C), donné par: A(go) = |det Ady e (90)]*/2. Alors, une 1-F-densité
v: RF — C s’identifie avec une fonction lisse o : G — C, telle que: ©(gg0) = A(go)  (9),
g € G, g0 € G,,; l'identification est donnée par: ¢(g) = v(7(g), (7«Zf)5)"1), g € G. Ainsi,

on a la proposition suivante.

4.2. Proposition. L'espace I'(B) des %-f—densités est en bijection avec l’ensemble
CT(G) = {p € C®(G) | v(990) = A(go)"p(g),9 € G,90 € G,,}. Localement sur
un ouvert U de O, cette identification s’écrit I'y;(B) = CX(n~1(U)).

. . -1/2 \ :
4.3. Remarque. A est la restriction du caracteére ADC/; :D — C* a G, voir lemme

I1.1.7.

L’étape suivante de la quantification géométrique est de construire une connexion sur
B afin de définir la notion de sections constantes le long de 7. Contrairement au fibré
préquantique ou la connexion a été partout définie, on a une connexion partielle V sur B
définie uniquement pour les champs de vecteurs dans F + F = £C. On a préféré donner
son expression dans l'appendice I puisqu’elle est liée directement a la démonstration assez

technique du résultat suivant.

4.4. Théoréme. L'espace des 4-F-densités V-constantes le long F est en bijection avec

les fonctions ¢ € C(G) telles que: VZ € §y : Z% = (3 tracead e jec Z)p.

4.5. Remarques.

o Cette identification est valable aussi dans un contexte local.
o L’identification (globale et locale) est faite dans le méme sens que la remarque

(3.5).

Sur l'espace des %—]—"—densités on a une notion de dérivée de Lie, mais qui est partielle:

elle n’est définie que pour les champs de vecteurs £ sur O qui préservent F.
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4.6. Définition. Soient £ un champ de vecteurs sur O qui préserve F, de flot p;, et v

une %-f—densité sur . La dérivée de Lie de v suivant le champ £ est définie par:
d
(Lev)(m,(n)) = Elt=ﬂ”(ﬂz(m)»l)t*(ﬂ)) , me O, (n) € RFm.

4.7. Remarque. On montre que L¢v est de nouveau une %-F-densité sur O (voir [T)]).

La représentation de g construite par la quantification géométrique de O consiste en
la quantification des fonctions Jx, X € g, sur O. Comme les champs hamiltoniens as-
sociés & ces fonctions sont les champs fondamentaux X¢, alors d’apres I’expression (3.3)
des opérateurs Q(Jx), nous aurons besoin d’expliciter cette dérivée de Lie suivant ces
champs en termes de l'identification I'(B) = C(G). II faut souligner que les champs

fondamentaux X préservent F puisque la polarisation F est G-invariante.

4.8. Proposition. Siv € I'(DB) est reprisentée par une fonction ¢ € CX(G), alors Lx, v

est représentée par la fonction X"p € C(G).

Preuve. Le flot de Xo sur O est p; = Coad(exp(—tX)). En écrivant que: p,om =

T 0 Lexp(—tX), Lexp(~tx) étant la translation & gauche par exp(—¢X) sur G, on obtient:

n d - n
([:xoll)(ﬁ(g), (N*Zi(‘g)izl) = Jt-|1=01/(7r(exp('—t-x )g)v (N*Ziflexp(-t.’(')g)i=l)

d - T
= = li=op(exp(—tX)g) = (X7 0)(g).
D’ou le résultat. N

5. Quantification par 1-F-densités.

5.1. Définition. Le fibré en ligne complexe Q = L ® B, produit tensoriel de L et B au

dessus de O, est appelé fibré quantique sur O.

Par définition de L et B, le fibr¢ cn ligne complexe @ est associé au fibré principal
T
G — O, de groupe structural G, par le caractére x - A : G,, — C*, produit des

caracteres x et A. Il en découle immédiatement:

5.2. Proposition. L’espace I'(Q) des sections de @ au dessus de O est en bijection avec

Pensemble C2A(G) = {p € C=(G) | v(990) = x(90) ™ A(g0) " (9),9 € G,g0 € Gpp}-
Localement, on a T'y(Q) = CZ5 (7~ (U)), U étant un ouvert de O.

On définit une connexion ¢sommey sur @ des connexions sur L et B. Plus précisément,
si 1 est une section de @ de la forme ¢ = s¢hwv, s € I'(L), v € I'(B), alors pour tout champ
de vecteurs £ dans £€, on a: Ve = (Ves) v+ s @ (Vev).
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5.3. Remarque. La notion de connexion est locale, et comme 'écriture 1 = s @ v est
toujours possible localement (et non pas globalement), alors V est définie sur toutes les

sections de Q.

On peut montrer (voir [T]) que toute section 1 de @, constante le long de F, s’écrit
localement sur un ouvert U de O sous la forme ¢ = s®v, ou s € I'y(L) et v € T'y(B) sont
constantes le long de F, pour les connexions respectives sur L et B. Comme conséquence

des propositions (3.4) et (4.4), nous obtenons le résultat suivant.

5.4. Théoréme. L’espace des sections de @), V-constantes le long de F, est en bijection

avec le sous espace des fonctions ¢ € C75(G), telles que:
VZ ehy: Z% = (=i, Z) + 3 trace ad e /e Z)ep.

L’étape suivante de la quantification géométrique est la construction d’une mesure sur
O/D, a partir des sections de ) constantes le long de . Tout d’abord, examinons l’espace
O/D des feuilles du feuilletage réel D sur O. Le feuilletage D est, par construction, la
projection par 7 du feuilletage D sur G, G-invariant a gauche définie par '56 = 0. L’espace
des feuilles de D sur G n’est rien d’autre que G/Dy (Dy étant la composante neutre de
D), il s’ensuit que ’espace des feuilles de D sur O est (G/Dy)/G,, = G/D, qui est une
variété lisse. Etant donné deux sections 1; et 1, de @, constantes le long de F, on sait
construire une 1-densité (y1,%2) sur O/D = G/D (voir [T], [W]) dont ’expression sera
donnée dans 'appendice I, accompagnée de la démonstration du résultat suivant.

5.5. Lemme. On note a la forme différentielle sur G obtenue par contraction de m*¢,, =

(_1)n(n+l)/2

= (dué)™ avec les champs invariants a gauche Zf{,--- ,Z% sur G. Soient @1 et

w2 les fonctions (du théoréme précédent) sur G qui représentent i, et 1o respectivement.
Alors, la 1-densité (v1,%,) sur G/D est, a un facteur positif pres, la mesure obtenue par

la projection de gyp2|a| (défini sur G) sur G/D.

5.6. Remarque. La projection de @1pz|a| sur G/D est une mesure grace aux propriétés
de 1 et o9, et la définition de «. En fait, la quasi-invariance de ¢; et 2 par G, entraine
que Prp2]al est invariante sous l'action a droite de G,, sur G. Leur quasi-invariance
infinitésimale par 0 entraine I'invariance infinitésimale par D de la forme différentielle gy a
sur G, et donc son invariance par Dy. En conclusion, @7p2]a] se projette en une une mesure

sur G/D.

Notons que cette forme différentielle @ sur G, de degré 2n — k = dim G/ D, peut étre
obtenue comme suit. La forme dug = (s})¢ A -+ A (s¥)! A m*¢c,, est une mesure de Haar &

gauche sur G; la non nullité de cette forme résulte du fait que (X *¢)du§ = 0 si et seulement
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si X € g,,. La contraction de dug avec les champs de vecteurs st 88,28 ZE est
exactement la forme a. Cette réalisation de a@ montre que la mesure sur G/D construite
par la quantification géométrique s’obtient par la méme procédure que celle de la méthode
des orbites (voir chapitre II) mais avec des conditions plus faibles sur ¢; et 2 pour pouvoir
projeter @rp2|al sur G/D. En fait, la quasi-invariance de ¢; et de o2 par G, et leur
quasi-invaraince infinitésimale par ? suffisent pour construire la mesure Prpedug p sur
G/ D, alors que dans la méthode des orbites on utilise la quasi-invariance de ¢; et de @2
par D pour construire cette méme mesure.
L’espace de Hilbert Hg construit par la quantification géométrique
Ho= €N (e F: Ve =0er [ (py) <o)

est donné par:

5.7. Proposition. Hq est I'ensemble des fonctions ¢ € C;?A(G), telles que:
() VZ ebhy:Z% = (=i, 2) + 3 traceadgc /. Z)p
(i) fG/D lpl*dug,p < oo,

muni du produit hermitien (p;, 7)) = fG/D S1v2duc,p, 1,92 € Ho.

Explicitons la représentation de g dans Hg donnée par la quantification géométrique,
T:X —1Q(Jx). Bien str, les fonctions f = Jx, X € g, sont quantifiables ici, puisque la

polarisation F est G-invariante, et on a:

5.8. Proposition. La représentation T de g dans Hg, obtenue par la quantification

géométrique de O par %-f—dezlsités, est donnée par: T(X)p = X"p, X € g, et ¢ € Hyg.

Preuve. Soit 1 une section de @ de la forme v = s® v, ou s € I'(L) , et v € I'(B). Si
1 et @, sont des fonctions sur G qui représentent s et v respectivement, alors la fonction
@ = 1@y représente la section ' de (). D’apres les propositions (4.8) , (2.7) et I'expression
de la représentation quantique Q dounée par (3.3), la section Q(Jx )y de Q est représentée
par la fonction (=t X" ) @2 — 10 - (X "0a) = =1 X" (p1.902) = —t X p. Le résultat découle
ensuite du fait que T(X) = :Q(Jy) |

On constate que (U(g)p)(9') = w(g~'¢’) est une représentation unitaire de G dans
Heo . La représentation infinitésimale correspondante n’est rien d’autre que 7. Donc, la
représentation de g dans Hg donnée par la quantification géométrique s’intégre en une

représentation de G dans Hg (ce qui n’est pas toujours garanti).

5.9. Corollaire. La quantification géométrique de O par %—f—densités donne la représentation
unitaire U de G dans Hg.
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5.10. Remarque. L'existence du caractére x sur G, entraine le relevement de ’action
de G sur O a L, et grace a la G-invariance de F, l'action de G se releve aussi sur B, et
donc sur Q. Dans lidentification I'(Q) = C°4 (G), l'action de G sur I'(Q) se traduit par

U. Donc, il n’est pas surprenant que I'intégrale de T soit donnée par U.

6. Discussion et conclusion.

L’existence d’un caractere unitaire x de G, tel que dex = iuglg,, est équivalente a
Pexistence d’un fibré préquantique L au dessus de O, sur lequel I’action coadjointe de G sur
O se releve en une action sur L qui préserve sa connexion. La donnée d’un tel caractére x
nous a permis de préquantifier 'orbite coadjointe O de pg. Cette préquantification associe
a O une représentation unitaire U de G dans 'espace de Hilbert H; = {p € C(G) |
Jo lel*ew < o0}, donnée par: (U(g)e)(g') = ¢(g~1g').

On cherche a réduire ’espace de Hilbert Hy, pour cela il nous faut une polarisation
géométrique sur O. La donnée d’unc polarisation algébrique ) C g€ au point pg est
équivalente a la donnée d’une polarisation géométrique F sur O, G-invariante. La quan-
tification géométrique de O par %-}" -densités donne une représentation unitaire U, donnée
par l'expression ci-dessus, de G dans I'espace de Hilbert Hg suivant:

Hgq est 'ensemble des fonctions ¢ € CA(G), telles que:

(6.1) VZ € h: 2% = (—i(uy, Z) + 3 tracead e jec Z)p

(6.2) fG/D l‘r"?dl"G,D < o
Alnsi, lexistence d'un caractére x de Gy, tel que dex = tuolg,,, et la donnée d’une
polarisation ) au point po sont suffisantes pour quantifier O par %-f—densités, et cette
quantification associe & O une représentation unitaire U de G dans 'espace de Hilbert Hg
ci-dessus. Si x ne se prolonge pas a D, la méthode des orbites ne s’applique pas, par contre
la quantification géométrique de O est possible, et donne une représentation unitaire de
G. Autrement dit, les conditions pour quantifier O sont plus faibles a celles de la méthode
des orbites.

Plagons nous maintenant dans le cas ot x se prolonge en un caractére unitaire de
D , qu'on note encore y, tel que d.x = iuy}y, et considérons la représentation induite
holomorphe HolJ y de G dans Hj,, construite par la méthode des orbites (voir chapitre
IT). Notre but ici est de comparer cctte représentation et la représentation (Hg,U) de G
donnée par la quantification géométrique de O. Pour cela, il suffit de comparer Hjo; et
Hgq, puisque ’'action de G sur ces espaces est la méme.

En intégrant sur Dy la propriété (6.1) de ¢ écrite pour les éléments Z dans 0, on obtient:

o(gd) = X(d)"lAg?G(d)ap(g), g € G, d € Dy. Cette propriété est aussi vérifiée sur G, car
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¢ € CA(G), et A est la restriction du caractére AB?C/? : D — C* a G,, (voir remarque
4.3). Comme D = G, - Dy, alors cette propriété de ¢ est valable sur D. Autrement
dit, ¢ € C;?AB"Q(G); cette écriture sous-entend que x est défini sur D, et ¢ € C;?A(G)
sous-entend qu’on prend la restriction de x & G,,. Les conditions ¢ € CA(G) et ¢
satsfait (6.1) sont équivalentes aux conditions ¢ € C:)A[,}éz(G) et ¢ satisfait (6.1). La
mesure P1p2dug,p construite a partir de deux éléments ¢, et p, de Hg est exactement
Prp2dpc,p construite par la méthode des orbites; ici ¢; et 2 sont dans C;?A,‘,"éz(a)'
D’Ol\l, HQ = Hhol-

6.3. Conclusion. Si x se prolonge a D, alors la représentation (Hg,U) de G associée a
O par la quantification géométrique est exactement la représentation induite holomorphe

Holg x construite par la méthode des orbites.

La modification de M. Duflo dans l'espace de la représentation Holg x induite holomor-
phe trouve son explication, en quantification géomeétrique, par le passage des %-.7-' -densités

aux %-f—formes: c’est 'objectif des paragraphes suivants.

7. Les %-.7-' formes sur O.

Soit M une variété symplectique muni d'une polarisation F. La description «quantiquey
de M par le biais de la quantification géométrique par %-.77 -densités differe dans certains cas
de la réalité physique. Par exemple ([T}), dans le cas de l'oscillateur harmonique (R?,dp A
dg) muni de la polarisation holomorphe C((;—L + ia%), les niveaux d’énergie (i.e: les valeurs
propres de l'opérateur Q(H) associé au hamiltonien H = %h(p2 + ¢%)sont: nh, n € N, et
donc différent d’'un facteur -;— des niveaux d’énergie donnés par la mécanique quantique.
Dans ce cas, cette erreur peut étre corrigée par la suppression des modules (et donc il faut
choisir une racine carrée) dans la définition des 1-F-densités: v(R-A) = |det Al7Y?u(R).
Les objets obtenus sont appelés les %-formes. La quantification géométrique par %—formes
est la modification des %—densités par les %—formes. Cette opération n’est pas toujours
possible: elle est liée a l'existence d'un certain fibré des métareperes MF qui est un
revétement a deux feuillets (choix de racine carrée) du fibré des reperes RF. On remplace
le fibré B construit dans la quantification par 3-densités par un fibré en ligne complexe
B associé & MF , et les %-f—formes ne sont autres que les sections de ce fibré. Le fibré
quantique devient @ =L®B. La quantification géométrique par %-formes suit les mémes
étapes que celle par %-densités. On construit une connexion (partielle) sur E, et par
suite on considere la connexion somme sur é Etant donné deux sections v; et ¥y de é,
constantes le long de F, on construit une 1-densité (¥;,v%9) sur O/D. On obtient ainsi

~

un espace de Hilbert 'Hé = {y € T(Q) | (V€ € F : Vep = 0), et fo/D(l/’,l/}) < oo}
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L’expression de Q(f) associé a une fonction lisse f sur O qui préserve F est la méme que
celle donnée par la quantification par %-dcnsités, sauf que Q(f) agit dans ce cas sur I‘(@)
au lieu de I'(Q). En particulicr, on a aussi une dérivée de Lie sur les 3-formes définie
suivant les champs sur O qui préservent F.

Nous montrerons que l’existence d’un caractére n : G,, — C*, tel que: n? = det Adb/g,‘foa
est suffisante pour construire un fibré des métarepéres MF de F au dessus de O; F étant
toujours la polarisation sur O construite a partir de §). Nous pouvons ainsi quantifier O
par 3-F-formes. Nous montrerons que la représentation de g dans Hz obtenue s’intégre
en une représentation unitaire de G.

Afin d’introduire les %—.7-" -formes sur O, on aura besoin des étapes suivantes.

7.1. Définition. On appelle groupe métalindaire, qu’on note M L(n, C), le sous groupe
de GL(n,C) x C* suivant: ML(n,C) = {(4,z) € GL(n,C) x C* | 2? = det A}.

On note p et A les projections naturelles de M L(n, C) sur GL(n,C) et C*.
7.2. Définition. Un fibré MF de métareperes de F est un M L(n, C)-fibré principal sur

O, avec une projection p : MF — RF qui est simultanément un morphisme de fibrés et

un revétement a 2-feuillets, et telle que le diagramme suivant soit commutatif:

MF x ML(n,C) —— MF

ﬁxl'l ﬁl

RF x GL(n,C) —— RF

Les fleches horizontales étant les actions & droite de M L(n, C) sur MF, et de GL(n,C)
sur RF.

Ce fibré MF n’existe pas toujours, ct on n’a pas obligatoirement unicité d’existence.
Pour plus de détails sur l'existence et les choix possibles de MF (lorsqu'il existe), on
pourra consulter [SW]. Dans le cadre de notre étude, la restriction & G, du caractére 7
qui a permis & Duflo pour modifier la méthode des orbites est suffisante pour construire

un fibré des métarepéres de F au dessus de O.
7.3. Proposition. Supposons qu'il existe un caractére n @ G,, — C*, tel que: n*® =
det Ady,,c . Alors le M L(n, C)-fibré principal MF associé au fibré principal G 4 O, de
h/97,
groupe structural G ,,, par le morphisme:
n:Gu — ML(n,C)

go — (Adh/gfo (90), n( g0 )>
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est un fibré de métarepéres au dessus de O.

Preuyve. Rappelons que le fibré¢ des repéres RF est associé au fibré principal G 5o
par le morphisme Ady /65, de G,, dans GL(n,C). L’existence du caractéere 5 permet
donc d’avoir le morphisme 7 (ci-dessus) de G, dans M L(n, C), et de considérer l'espace
quotient MF = (G x ML(n,C))/G,, pour 'action & droite de G, sur G x ML(n,C):
(9, .Z) -go = (990,7(g95") - Z) Par construction, MF est bien un M L(n, C)-fibré principal
au dessus de O. La projection p de MF sur RF est donnée par: p(|g, E]) = [g,4] €
(GXGL(n,C))/G,, ¥ RF, ot A = p(A). On vérifie que M F satisfait toutes les propriétés

d’un fibré métalinéaire. D’ou le résultat. | |

7.4. Remarques.

e En vertu de la réalisation (G x GL(n,C))/G,, de RF (voir preuve de la propo-
sition 3.6), on identific un métarepeére [g,g] € MF avec ((7r,,Zf|gA,-j);-‘=1,z) au
point m(g), ou A = p(ﬁ), et == (.Z)

o Le caractere n est la restriction & G, du caractére, noté aussi n, de D tel que:
n? = (det Adge/y)~" (voir lemme I1.1.7). Ce caractére sur D a été introduit par
Duflo pour modifier la représentation Holf x dans le cadre de la méthode des

orbites.

Dans tout ce qui suit, on supposc I'existence de ce caractére n (sur G, ), et on se fixe

le fibré MF construit dans la proposition précédente.

7.5. Définition. On note B le fibré en ligne complexe associé au fibré principal MF
par le morphisme (racine carréey A : M L(n,C) - C* C Aut(C). Une 3-F-forme est une
section du fibré B au dessus de O. D’apres les propriétés des fibré associés, une %-}' -forme
s'identifie avec une fonction lissc ¥ : MF — C, telle que: F(R- A) = A(A)™! - J(R),
Re MFet A€ ML(n,C).

Par construction de MF, le¢ fibré B est associé au fibré principal G N O, de groupe
structural G ,, par le caractere i : G,, —» C* C Aut(C). Etant donné une 3-F-forme
v:MF — C, on définit une fonction ¢ : G — C par: ¢(g) = v((g),(7«Z{|4)7=1,1). On
vérifie que, ©(gg0) = 7(g0) " (9), gy € G et go € G,,. Inversement, par la donnée d’une
fonction ¢ vérifiant la précédente propriété, on construit une $-F-forme U qui prend la
valeur ¢(g) sur le métarepére ((m.Z{|,)7,,1) au point m(g). Cette 3-F-forme est bien
définie grace a la propriété vérifiée par . On a donc établit.

~

7.6. Proposition. Il y a unc correspondance biunivoque entre I'(B) et l’espace des
fonctions C2°(G) = {p € C=(G) | p(g90) = n(gs  )(9),9 € G, g0 € Gy, }-
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On définit une connexion particlle V sur I'( B) uniquement pour les champs de vecteurs
dans F, contrairement aux %—.7-' -densités ou la connexion V a été définie pour tous les
champs dans F + F = £°. Pour ccla, on introduit la notion de métarepére localement

hamiltonien.

7.7. Définition. Un métarepere localement hamiltonien est une section de MF au
dessus d’'un ouvert U de O, R:U — MF , telle que: po R est un repére localement

hamiltonien, i.e: il existe des chawmnps hamiltoniens 7y, ,7, définis sur U tels que:
5(R(m)) = (771|m, e ,7711,,.) 3 Vm € U.

De telles sections existent; ccla découle du fait que F est une polarisation et MF est

un revetement a 2-feuillets de RF.

7.8. Définition. Soient £ € F et v € P(E’). Soient ﬁ; € MFu,, mg € O, et R un

métarepere localement hamiltonien tel que: R(my) = R,. On définit Vv par:

(Vei)(mo, o) = €, 5(m, R(m)).

On montre que V¢U ne dépend pas de la section R choisie et qu’elle est bien une
connexion qui laisse 'espace I'(B) invariant, pour les champs dans F ([T]).

Cherchons & présent les sections de B, V-constantes le long de F. On a.

7.9. Théoréme. L'ensemble des §-F- formes V-constantes le long de F est en bijection

avec 'ensemble des fonctions C'°(G) telles que:

1
VZeh:2' = (5 traceadye /y Z)e.

Preuve. La démonstration est similaire & celle pour les -F-densités. On donnera les

éléments de cette démonstration dans 'appendice L. |

7.10. Remarques.
e Pour Z € |y fixé, la condition Z%p = (% trace adge sy Z ) n’exprime pas le fait que
v = ¢ est constante dans une direction de F. Mais plutdt, ’ensemble des condi-
tions
(V€ € F: Vev = 0) est équivalent A Pensemble des conditions (VZ € § : Z%p =
(3 trace adge /y Z)p).

o L’identification ci-dessus est aussi valable localement.
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Comme pour les %-f—densités, on définit une dérivée de Lie sur F(E) pour les champs
de vecteurs £ sur O qui préservent F. Soilent v € I'(B), p; le flot de £, et 7. € MFp,,
m € O. On reléve Paction p;, (t assez petit) sur le repére p(77) de F en une action py, sur
7, par extension de A(7) dans un voisinage de m. La dérivée de Lie de v suivant ¢, est
définie par:

(LD, (7)) = <2 le=oF(pulm), 572 (7).
On montre qu’on obtient ainsi une nouvelle 5'-.7: -forme, et que £ a les mémes propriétés
qu’'une dérivée de Lie, sauf qu'elle n’est pas partout définie ([T]). Pour expliciter la
représentation de g donnée par la quantification géométrique par —%-f-formes, on aura
besoin de la dérivée de Lie des %—]—" -formes suivant les champs fondamentaux Xo, X € g.

On a.

7.11. Proposition. Soit v = p € C7°(G) une 1-F forme sur O, alors Lx,V est la %—.7'_
forme sur O représentée par la fouction X"p € C2°(G).

n

Preuve. Rappelons que I'action du flot p, = Coad(exptX ) de X sur le repére (7, Zf|,)% 1,
au point 7m(g), est donnée par: p, (7. Zf]_,,)};l = (7. Zf|exp(—t,‘<)g)?=1- Donc, p;, s’étend na-

turellement sur ((m.Z¢|,)%,, 1) par pr((mZE )y, 1) = ((W*Zﬂexp(—tX)g)?=1, 1). D’ou:
- n d - . n
(‘COU) (ﬂ'(g), (W*Zillg =1 1) = ;E'l=0'/(7r(exp(_t}‘ )g)» (W*Zz'elexp(—t)\')g)i=1’ 1)

I .
= :(l—tltzoap(exP(—tX )9)
= (X")(9).

8. Quantification par %-]—'-formes.

8.1. Définition. Le fibré en ligne complexc (5 =L® E, produit tensoriel de L et B au

dessus de O, est appelé un fibré quantique par %-.7-' -formes au dessus de O.

Par construction de L et B, () s¢ réalise comme étant le fibré en ligne complexe associé
w
au fibré principal G — O, de groupe structural G,,,, par le caractére x - 7, produit de x

et n. Il en découle immédiatement.

8.2. Proposition. L’espace F(@) des sections de @ au dessus de O est en correspondance
biunivoque avec ’ensemble des fonctions
C3(G) = {0 € C=(G) [ ¢(990) = X(90) "' 1(90) ' ¢(9),9 € G, g0 € G }-

On définit une connexion somme V sur (Q, pour les champs de vecteurs dans F, par la

meéme expression que la connexion sur (@ (voir 3.3), et on obtient.
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8.3. Théoréme. Llespace des scctions de Q, V-constantes le long de F, est en bijection

avec l'ensemble des fonctions ¢ € C, (G), telles que:

VZeh:Zl = (=0, Z) + % trace adge g Z)ap.

Preuve. Ce résultat est une conséquence de la description des sections de L et de B qui

sont constantes le long de F. |

Etant donné deux sections ¥, et 1, de @, V-constantes le long de F, on construit une
1-densité (11,%2) sur O/D = G/D, par la méme expression que pour les 1-F-densités.
Soient ¢, et 2 les fonctions (du théoréme ci-dessus) sur G qui représentent 1; et
respectivement. D’une maniere similaire au cas des -;—-.’F—densités, la 1-densité (¥, ¥2) sur
G/D est, a un facteur positif pres, la mesure roadug p (voir lemme 5.5). L'espace de
Hilbert 'HQ-

Hz={p €D(Q)| (V€€ F: Veip = 0) et / (1h, %) < 00}
G/D

construit par la quantification géométrique de O par %-f -formes, est donné par.

8.4. Proposition. L'espace de Hilbert Hg est I'ensemble des fonctions ¢ € C37(G)

telles que:
(i) VZebh:Z'% = (—i(u. 2) + 3 traceadge /y Z) .
(ii) fG/D lel*dpc,p < 0.

A chaque fonction f € C*(O) qui préserve F, on associe un opérateur Q(f) sur Hs
défini de la méme fagon que pour les %-.’F -densités:
Qs @)= (—1Vg st f5)r—is@Legv, s@VEHg.
Examinons la représentation 7' : X + iQ(.Jx ) de g dans 'HQ, donnée par la quantification
géométrique de O par %—.7-' -formes. On a.
8.5. Proposition. La représentation T' de g dans Hé est donnée par: T(X)p = XTp.

Preuve. La démonstration est identique & celle pour les %-}'—densités (voir preuve de la

proposition 2.8).

On constate que (U(g)p)(9') = ¢(g™'¢') cst une représentation unitaire de G dans Hg.

La représentation infinitésimale correspondante n’est rien d’autre que 7.
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8.6. Corollaire. La représentation deg donnée par la quantification géométrique s’intégre

en la représentation U de G dans 'Hg.

8.7. Remarque. Grice aux caractéres y et g, 'action de G sur O se releve sur @, et donc
G agit sur 1"(@) Cette action de G sur I‘(@) = O95,(G) se traduit par U. L'existence
des caracteres x et n garantit 'intégration de la représentation infinitésimale T en une

représentation de G.

9. Conclusion.

La modification du caracterc A : G, = R}, go — A(go) = |det Ad"/ﬂfo (90)|'/? par
le caractere n : G,y — C* tel que: 7* = det Adh/g,‘fo = (det Adgc/y)~!, nous a permis de
quantifier O par {-F-formes au lieu des §-F-densités. L’espace de Hilbert Hg construit
par cette quantification est I’enscible des fonctions ¢ € CF2,(G) telles que:

(i) YZ ebh:Z% = (=i(po, Z) + § traccadye /y Z) .

(i1) fG/D lpl*duc,p < oo.
Cette quantification associe a (O unc représentation unitaire U de G dans HQ donnée par
(U(9)e)9') = w(97'g').

Si x ou 5 ne se prolonge pas a4 D, alors la méthode des orbites modifiée ne s’applique pas.
Donc, les conditions pour quantifier O par %~f—formes sont plus faibles que les hypotheses
de la méthode des orbites.

Plagons nous maintenant dans le cas ot xy et n s’étendent & D, et comparons la
représentation ('HQ, U) a celle construite par la méthode des orbites modifiée. En intégrant
sur Dy la condition (i) écrite pour les éléments Z de D et en utilisant que D = G, * Do,

on obtient la quasi-invariance de @ par D:

@(gd) = \(d)"'n(d)" o(g),9 € G,d € D.

9.1. Conclusion. Si x et 5 sc prolongent a D, alors la représentation ('Hé,U) de G
associée a O par la quantification géomdtrique par -%-f—formes est la méme que celle

construite par la méthode des orbites modifide.
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CHAPITRE IV. QUANTIFICATION GEOMETRIQUE
D’UN SOUS FIBRE SYMPLECTIQUE DE T*(G/D).

On se fixe un élément pp de g*, et on se place dans le cadre de la méthode des orbites,
& savoir la donnée d’une polarisation I C g€ au point uo et I’existence d'un caractére
unitaire x de D tel que dex = #j10]p. Une modification du cotangent T*(G /D) signifie que
sa 2-forme canonique dfg,p est modifiéc par dfg,p + pr* B, ot pr est la projection canon-
ique de T*(G/D) sur G/D et 8 est unc 2-forme fermée sur G/D. Dans ([DET]), les
auteurs ont construit un sous fibré symplectique F', a 'aide de uo et de fj, d'un cotangent
modifié T*(G/D). Le groupe de Lic G agit sur F, et cette action symplectique admet
une application moment J : F' — g* ¢quivariante. Dans ce méme travail, les auteurs ont
montré que 'application moment J est un symplectomorphisme entre F' et O si et seule-
ment si ) vérifie la condition e Pukanszky. Ils ont montré aussi que si §) est réelle, non
nécessairement satisfaisant la condition de Pukanszky, la quantification géométrique du
cotangent modifié T*(G/D) (= F dans ce cas) donne la représentation Ind$ y de G. Dans
I'autre cas extréme ou f) est purcment complexe, la condition de Pukansky est toujours
satisfaite, et le lien entre la quantification géométrique de F' = O et la méthode des orbites
a été établi dans le chapitre précédent. Ce qui motive les questions suivantes pour une

polarisation fy intermédiaire entre ces deux cas extrémes:

S1 by ne vérifie pas la condition de Pukanszky, ce sous fibré symplectique F' est-il
quantifiable? Cette quantification (si clle existe) donne t-elle une représentation
de G au lieu de g7 Eventuellement, comparer cette représentation a celle con-

struite par la méthode des orbites.

Nous donnons des réponses completes a ces questions dont les grandes lignes sont les
suivantes. L’existence du caractere v de D nous permet de construire un fibré préquantique
L sur F, sur lequel 'action de GG sur F se reléve en une action qui préserve la connexion sur
L. A partir de f, on définit unc polarisation F sur F' qui est G-invariante. En quantifiant
F par 3-F-densités, on obtient l'espace de Hilbert Hpo de la représentation Holf x de G.
Grace a la G-invariance de F, nous pouvons quantifier application moment J de F, et
cette quantification donne une représentation unitaire de g dans Hy,;. Cette représentation
s’intégre en la représentation Hol}) \ de G. La modification de la représentation Holg %

par Duflo s’obtient en quantifiant F' par %-f—formes au lieu des %-f—densités.

On garde les notations de la uantification géométrique utilisées dans le chapitre précédent,

et on suit les mémes étapes de cette procédure.
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1. Définition et structure symplectique de F.

On note dfg la 2-forme symplectique canonique de T*G. On identifie T*G avec G x g*
ou 'on interprete les éléments de g* comme les 1-formes invariantes a gauche sur G. Dans
cette identification, g et dfg sont données par ([A-M]):

(GG)(g,;L)(X;v/)) = (/L"¥> ,g € G,X ea,up € g*'

(496) (g, (XL 0), (Y} 0)) = p(Y) — o(X) — u([X,Y]) ,g € G,X,Y €g,p,p,0 € g*.

Le sous groupe D de G agit & droite sur G x (po + ¢°) par:
(g,1t) - d = (gd, Coadg(d™ ).

Cette action est bien définie griace a 'invariance de pq + ¢° sous 'action coadjointe Coadg
de D (voir lemme I1.1.2). Pour alléger les notations, 'écriture g - u désignera par la suite
I'élément Coadg(g)u de g*, g € G ety € g*. Pour tout élément X de d, on note Xy (uo+¢0)

le champ fondamental sur G X (yy + ¢") de générateur infinitésimal X:

d .
XGX(;Lo+c°)I(g,;r.) = ;l_tltz()(.(/a/"') : exp(t}‘) = (Xllga -X- :u)

Soit 8 la restriction de g au sous espace G x (po +¢°) de T*G = G x g*.

1.1. Lemme.

(1) @ (et donc df) est invariante sous 'action de D sur G x (po + ¢°).
(ii) La distribution noyau de df st dounce par {Xgx(uo4¢0) | X € 0}

Preuve. Soient (g,p) € G x (pig+¢"),de D, X €g,et p€e. Ona:

9(9d,d-x.“)(Rd*X€|y,d"' p) = H(g,l,d-1.“)((Ad(d’1)X)e]9d,d”l - p)
= (07" p Ad(d)X) = (u, X)

= H(y,lt)(Xelg»P,)-

Donc, 6 est invariante sous 'action de D, ce qui entraine aussi l'invariance de df par D.
Soient X € g, et p € ¢® fixés. Supposons qu'en tout point (g,u) de G x (uo + ¢°%), et
que pour tout élément ¥ € g, ¢t o € ¢, on a: (d@)(g,“)((X;,p),(Yge,a)) = 0. Ou encore,
p(Y)—o(X) - p([X,Y]) = 0. En prenant ¥ = 0 et o quelconque dans ¢°, on constate
que X doit étre nécessairement dans ¢. Si o0 = 0 et Y est arbitraire dans g, on doit avoir
p(Y)=p([X,Y]) = —(X - u)(Y), et done p=—X - . Comme p € ¢® et u € pg + ¢°, alors
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pour tout Y € e on a uo([X,Y]) = ([X,Y]) = p(Y) = 0. Comme el = d pour po (voir
lemme II.1.2), alors X € 9. D’on la propric¢té (ii). i

L’espace quotient F = (G x (yi9 +¢"))/D pour l'action ci-dessus de D sur G x (po + ¢°)
est une variété lisse (voir [DET]). Ou note 7 : G x (10 +¢°) — F la projection canonique de
G X (po+¢°) sur F. Comme conséquence du lemme précédent, la forme d6 sur G X (po +¢°)

se projette en une 2-forme symplectique w sur F:

Wag) (Tu(XJ, 0), m(¥y, 7)) = p(¥) = o(Y) = u([X, Y])
(9,0) € G x (po + ), X,)Yeg, poc€ e?.

L’action de G sur T*G = G x g* dounée par g - (¢', 1) = (9¢', 1) se restreint évidemment
sur G X (go + ¢°), et induit une action sur F: g - 7(g¢', ) = 7(gg', ). On désigne par Xr

le champ fondamental sur F' de génératenr X € g pour cette action a gauche de G sur F:

d . d
XFITr(g,;;) = EIt:() (‘.Xl)(—f.\ ) 7!'({/,#) = EIt:OW(eXP(—tX)g,IU)-

Notons que Xp est m,(X",0) qu'on notera tout simplement 7, X" par la suite. L’action de
G sur F préserve la 2-forme symplectique w et admet une application moment J : F' — g*,
(g, p) — g - p, qu est Coad-équivariante. Vu comme application J : g — C®(F), ce
J sécrit: X +— Jx : w(g,p) — (J(m(g,p10)),X) = (g - pn,X). L’application J devient
maintenant un morphisme d’algcbres de Lie, ott C%°(F') est muni de sa structure d’algebre

de Lie (algébre de Poisson) induite par la structure symplectique de F'.

2. Préquantification de F.

2.1. Proposition. Si la forme ipy sur 0 se reléve en un caractere unitaire xy de D, alors
il existe un fibré préquantique L au dessus de F, sur lequel l'action de G sur F' se reléve

en une action qui préserve sa cONNCXION.

Preuve. Soit L le fibré en ligne complexe au dessus de F associé au fibré principal G x
(uo+¢°) 5 F, de groupe structural D, par le caractére x : D — T? C Aut(C). Autrement
dit: L = (G x (po +¢%) x C)/D, ot 'action & droite de D sur G x (uo + ¢°) x C est donnée
par:

(g,p,2)-d=(gd,d™" - ji,x(d)"'z), g€ G,d€ D, € po +¢°,2€ C.

La classe d’équivalence d’un ¢lément (g, e, 7) de G x (o + ¢%) x C, modulo cette action
de D, sera notée [g,p,z] par la suite. On désigne par L* le fibré principal sur F' dont
L est le fibré en ligne complexe associé par la représentation identité de C* dans C:
L* = (G x (po + ¢°) x C*)/D, Paction de D sur G x (uo + ¢°) x C* étant la restriction



45

de celle de D sur G x (puo + ¢’) x C. La 1l-formne complexe & = 8 + dz/iz, z étant une
coordonnée sur C*, est une 1-forme de connexion sur le fibré trivial G x (uo + ¢°) x C*
au dessus de G x (po + ¢°), et qui cst ¢videmmment de courbure df. L'invariance de 6 sous
l'action de D, et de dz/iz par multiplication de z par un élément de C* (en particulier, par
x(d)™!, d € D) entraine 'invariance de & sous l'action de D. On vérifie que la contraction
de a avec les champs fondamentanx X¢;y(uo+e0)xce, X € 0, est nulle grace au fait que
(dex)(X) = t(po, X). En vertu de ces deux propriétés de @, on en conclut que a se projette
en une 1-forme de connection « sur le fibré principal L* au dessus de F. Le fait que a est

de courbure la 2-forme w sur F' découle de la commutativité du diagramme suivant:

(G x (o +¢°) x C*,a) ——— (G x (no +¢°),df)

(G x (po +¢°) x C*)/D, ) —— (F,w).

Ensuite, la connexion V sur L associé¢e a la 1-forme de connexion « sur L* est de courbure
w. La structure hermitienne sur L compatiblc avec V provient de 'unitarité du caractére
x sur D. Ce qui achéve la premicre assertion de cette proposition.

L’action de G sur G X (pg +¢") x C dounée par g-(g', 1, 2) = (99', i, z) commute avec celle
de D sur G x (pg +¢°) x C. L’application @ : G x L — L, ®(g)([¢", 1, 2]) = [99", &, 2], est
bien une action de G sur L qui est, par construction, un reléevement de 'action de G sur
F. Grace a linvariance de 8 sous 'action de G sur G x (uo + ¢°), on obtient l'invariance
de la 1-forme de connexion a sur G x (yo +¢”) x C* sous 'action de G, ce qui entraine

I'invariance de a sur L* pour 'action induite de G sur L*. D’ou le résultat. |

Tout le long de ce chapitre, on se fixe ce fibré préquantique (L, V) au dessus de F
construit a partir du caractere \ sur D. Par construction de L, Pespace des sections I'(L)

s’identifie avec ’ensemble

CP(G x (po +¢°) = {p € C™(G x (1o +¢")) | @((g, 1) - d) = x(d) "9, )
(9,1) € G x (po +¢°), de D}.

Rappelons que cette identification est donude par: s(w(g,p)) = [g9,u,0(9, )], s € T(L).
L’espace de Hilbert # construit par la préquantification géométrique, Hy = {s € I'(L) |

J#(5,8)cn, < 00}, se réalise ici par:
Hi = {p € CR(G x (wo+ ) | [ lofe < oo},
F

muni du produit hermitien (p,4") = [, Bsu, ©, ¥ € Hp. 1l est a noter que Py est bien

une fonction sur F' grace a 'unitarité de .
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Ensuite, la préquantification géométrique de F' associe a chaque fonction f € C®(F)
un opérateur Q(f) sur Hy donné par:
Q(f)s =—iVe, s+ fs, s€ Hp.
En spécifiant cette correspondance aux fonctions particuliéres f = Jx sur F', X € g, on

obtient une représentation T dc g dans H,, donnée par: T(X) = 1Q(Jx). Comme J est

une application moment sur F', alors £;, = Xp, et cette représentation T s’écrit:
T(_X).\‘ =Vy.s+iJys, X €g, s¢€ Hr.

Dans l'identification I'(L) = C'(G x (0 +¢")), la connexion V sur les champs fondamen-

taux X p est décrite comme suit.

2.2. Proposition. Si s est une section de L représentée par une fonction ¢ € C7°(G X
(o + ¢€°)), alors la section Vx,s de L est représentée par la fonction X" + i0(X ) €
C(G x (po +¢°)). Bien entendu, I'écriture X" désigne le champ (X",0) sur G x (po +¢°).

Preuve. On a vu dans le premicr paragraphe que le champ fondamental X g sur F est
7« X". La démonstration de cctte proposition utilise les mémes techniques que celle pour
une orbite coadjointe (voir preuve de la proposition II1.2.7), ou 'on avait Xp = 7, X" avec

m:G — O. [ |

2.3. Corollaire. La représentation T dc g dans Hy est donnée par: T(X)p = X" ,
X€e€g,peHL.

Prewve. Soit s une section de L représentée par une fonction ¢ € CP(G X (po + e?)).
Grace a la proposition précédente, la section T(X )s de L est représentée par la fonction
X" +10(X")p + 1m*(Jx ). Soit (g, ) un élément de G x (o + ¢°). On a:
-r - Y4 -
09,0 (X5, 0) = by (—(Ad(g7")X)y,0) = —(u, Ad(g71)X)

= —(g- 1, X) = =Jx(n(g, 1))-
Autrement dit, (X ") + 7*(Jx ) = 0, ct le résultat en découle immédiatement. |

On a vu dans la proposition 2.1 que 'action de G sur F' se reléve en une action sur L, et
donc G agit sur I'(L). Cette action se traduit dans I'identification I'(L) = C$°(G x (o +¢°))

par:

(24) (Ulg)e) g, ) =ly™ 9" 1) . 9,9' € G, 0 € CL(G x (o +¢°)).

Comme w (et donc €,) est invariante a gauche sous l'action de G, alors U(g) est un
opérateur isométrique de Hy,. Il s’ensuit que U est une représentation unitaire de G dans
Hy. La représentation infinitésimale associée n’est rien d’autre que la représentation T'
de g dans H, construite par la préquantification géométrique de F. On a donc établi le

résultat suivant.



47

2.5. Proposition. La représentation T de g dans Hp,, obtenue par la préquantification

géométrique de F', s’intégre en la représentation U de G donnée par I’expression 2.4.

Les éléments de l'espace de Hilbert Hy, sont des fonctions sur G x (ug + ¢°) et non pas
sur G comme dans le cas des représentations induites. Ce résultat n’est pas suprenant car
on n’a pas encore fait intervenir la polarisation fj (fixée) au point po. A partir de b, on va
construire une polarisation géométrique F sur F' | et ce pour réduire ’espace de Hilbert

H . Tel est I'objet du paragraple suivant.

3. Polarisation géométrique F et son fibré des repéres sur F.
Soit (g, ) un élément de G X (pg + ¢”). On pose:
s \ c s
Flow = (lg,h) x (1) C (Tig,G x (o +¢°))~ = (T,6)7 x (¢)°.

C’est une distribution sur G x (g + ¢”) qui cst invariante sous ’action & gauche de G sur
G x (uo +¢°) donnée par: g-(¢', ;1) = (gg', ). Cette distribution F posséde les propriétés

suivantes.

3.1. Proposition.
(i) F et f—i—? sont involutives.
(i1) dimc(.%ﬂ?) est constante.
(1i1) F est isotrope pour la 2-forme d8 sur G x (uo + ¢°).
(iv) dimg F —dim D = L dim F.

1
2
Preuve. La propriété (i) découle du fait que fj et h+1§ sont des sous algébres de g©. Comme
F est G-invariante (et donc F aussi), alors FNF est G-invariante, ce qui entraine que
dime(F N .%) est constante, d'ott 'assertion (ii). Soient (g, 1) € G x (o +¢©), X,Y € b,

et p,o € (e2)C.

(d6) g, (X5, p), (Yy,0)) = p(Y) = o(X) = u([X,Y])
= —n([X,Y]) car p,0 € (eO)C et X,Y €hCe€
= —po([X.Y]) car p € (o +¢") et [X,Y]€hCe®
=0 ’apres isotropie de § pour pg
D’ol1 'isotropie de F pour df. En ¢erivant que dime = 2dimgh — dimd, on obtient

d’une part dimg F = dime §j + dim ¢’ = dimg — dimg § + dim 2. D’autre part, on obtient
dim F' = dimg + dime® — dimd = 2(dim g — dimg fj). D’oli I'assertion (iv). i

Une telle distribution F est appelée une prépolarisation géométrique ([Wol), cette ter-

minologie est justifiée par le fait suivant.
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3.2. Corollaire. La prépolarisation F sur G x (10 + ¢°) se projette par = en une polari-

sation JF sur F.
Preuve. On pose: Fr(,y ) = mf'(g_ﬂ) , (9,18) € G x (g + €°). On vérifie que:
7r""(‘X—;dap) = ﬂ*((Ad(d)X);,(l ' /)) ’ X € b ) d € D y P € eo‘

Grace a l'invariance de fj sous I’action adjointe Adg de D (car d C §), et I'invariance de ¢°
sous I'action coadjointe Coad¢; de D (Lemumne I1.1.2), alors F est bien définie. Le corollaire
est ensuite une conséquence inunddiate de la proposition précédente. En particulier, les

propriétés (iii) et (iv) impliquent que F est lagrangienne pour la 2-forme w sur F'. |

3.3. Remarque. Comme l’action de G sur F est induite par celle de G sur G x (g +¢°),
et F est G-invariante sur G X (110 +¢%), alors F est G-invariante pour cette action induite
de G sur F.

On s’intéresse maintenant au fibré des reperes de F au dessus de F. Pour cela, on
se fixe une base (sy,...,s-, X{,..., X, Zp,. .., Z,,,_Z—l, e ,_Z;, Y1,...,Y:) de g©, telle que:
(81,...,587) soit une base réellec de gfﬂ, (s1y..-y 80X, .., X¢) une base réelle de €, et
(s1,--+y8r, X1y, X8y Z1,...,Z,) une base de . Les Y; sont choisis réels. On notera
en particulier ¥;* € ¢® C g* le vecteur dual de Y; dans cette base de g©. Les éléments
Y, ..., Y forment une base de ¢”. Pour tout élément (g, u) de G x (po + ¢°), la famille
(m(Zflg,O),ﬂ*(O, YJ*)) est une base de Fr, .- En fait, pour tout élément X de 0,
To( Xy, =X - 1) = 0, et done 7, (X¢,,0) = m,(0,X - u) est une combinaison linéaire
des m(0,Y]) car X - pu € el

Afin de décrire explicitement le fibré RF des reperes de F au dessus de F, faisons
les préliminaires suivants. Soit d € D (et done Ad(d)Z; € ), 1 <7 < p). En écrivant
w*((Ad(d)Z,')g, 0), ¢ fixé, dans la basce canonique de Fr(, ,), on obtient une matrice M(d)

donnée par:

. ((Ad(d)Z:)¢,0) = (Ady/ac(d)),; - 7(2L]4,0) + (M(d)),, - (0, ;).

@
On note Coad,o(d) la matrice de la restriction de Coadg(d) a ¢°, on rappelle que D laisse

stable ¢® sous I'action coadjointe de G. Ou vérifie sans peine que

(3.4) Mdd') = Ady/pe(d) - M(d')y + M(d) - Coadco(d') ,d,d' € D.

Identifions le groupe des automorphisues de f)/g,cfo écrits dans sa base canonique X;, ..., Xk,

Zy,...,2Zp (modulo gffo) avec GL(n,C), n = k 4+ p. On considere 'application A suivante:
A:D—s GL(n,C)

J s Ady /e (d) M(d)
' 0 Coadeo(d) /-
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En utilisant la propriété (3.4) de M, et comme Ady,,c, Coadee sont des morphismes de
D, on constate que A est en fait un morphisme de D dans GL(n,C), et on a:

3.5. Proposition. Le fibré RF est le GL(n,C) fibré principal associé au fibré principal
G X (o +¢°) — F, de groupe structural D, par le morphisme A

Preuve. On a une projection naturelle de G x (uo + ¢%) x GL(n, C) sur RF donnée par:

7:G x (po +¢°) x GL(n,C) — RF
(g,p,A) — (R4, -+ ,Ry): repére de F au point 7(g, )
ot Rj = m.(Z¢|,,0)A:; + m(0, Y)A4; (convention de sommation). Comme la famille
(w*(Zflg,O),w*(O,Y}*)) est une base de Fr(, ., alors 'application 7 est surjective. Sup-
posons que le repére (Ry,--- ,R,) au point n(g,u) (= n(gd,d™ - u), d € D) est aussi
associé & (gd,d™* - u, A), ot A € GL(n,C). On a d’une part:
'/T*(Zie!gdao) = (T(yll,(l_l'[L)ﬂ.)(Z‘igly(l’ 0)
= (Tt ™) (Ad(d) Z3)"),,0)
= (Ady e (d)),, Tl Z{15,0) + (M(d)),, - (0, 1)

D’autre part, on a:
T (0,Y7) = (Tigaa-1.97)(0,Y5)

= (T(a./t)")(ovd ’ Yj*)
= (C()a.dco('d))7j7r*(0, Y7)

En intégrant ces calculs dans I'¢galité 7(g, i, A) = 7(gd,d™! - p, Z), on obtient:

_ [ Adyec(d) M(d) ~ = ~
A“( 0 cmmmn'A“Awa

Ou encore, A= g(d)“1 -A. On en conclut que RF = (G x (po + ¢°) x GL(n,C))/D, ol
'action & droite de D sur G X (jip +¢") x GL(n,C) est donnée par:

(g, p, A) -d = (gd,d™" ~,u,5(d)_l - A).
Ce qui achéve la démonstration. |

4. Quantification par %-f—densités.

On note toujours B le fibré en ligne complexe au dessus de F associé & RF par le
morphisme 4 — |det A|'/? de GL(n,C) dans RY C Aut(C).
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4.1. Proposition. B est le fibré en ligne complexe associé au fibré principal

G x (po +¢°) 5 F| de groupe structural D, par le morphisme Al—)fg :D — R},

Preuve. En vertu de la réalisation de RF (voir la proposition 3.5), le fibré en ligne complexe
B est associé au fibré principal G x (o + ¢") LF par le morphisme d — | det E(d)]l/2 de

D dans R} C Aut(C). La proposition découle ensuite du lemme suivant. |
4.2. Lemme. Pour tout élément d de D, on a | det Z(d)l = AEG(d).
Preuve. On a det Z(d) = det Ady/yc(d) - det Coad.o(d), d € D. En écrivant la matrice

Adgc(d™!) dans la base canonicque de g€, et en utilisant le fait que Adc(d™") laisse stable
les sous espaces 0C, ) et h de g€, on constate que la matrice de Coad.o(d) relativement
ala base (Y7, ,Y7) de (¢°)€ est exactement la transposée de la matrice Adye/.c(d™)
écrite dans la base (Y7, -+ ,Y%) (modulo ¢©) de g©/e€. On en conclut que det Coado(d) =
det Adjcjec(d™!) = det Adge/pe(d™) (voir lemme IL1.5 pour cette derniére égalité).
Donc, det A(d) = (det Adgepc(d)) ™" - det Ady jpe(d) = (det Adye,y(d)) ™ . Par passage
aux modules, |det ﬁ(d)l = A;)f(;(d), d’ott le lemme. |

D’aprés la réalisation de B dans la proposition précédente, I’espace I'(B) des 3-F-

densités sur F est en bijection avee 'ensemble CZ°_‘/._,(G x (o + ¢%)) des fonctions lisses
D.G

0 : G X (o +¢°) = C, telles que:

o((g, 1) d) = AL (d)olg, 1) (9o 1) € G x (o +¢°) , d € D.

Cette identification entre une 1-F-densité v : RF — C (vérifiant v(R-A) = | det A|"2u(R),
ReRF, A€ GL(n,C)) et unc fonction ¢ € CZ°_1,,(G X (po + ¢°)) est donnée par:
D,G

p(g, 1) = v(7(g, 1), me((Z],)015 0), 10, (Y] )521)) 5 (9, 4) € G X (po +¢°).

L’étape suivante maintenant est de décerire les %-f—densités sur F' constantes le long de
F, pour la connexion V sur B construite par la quantification géométrique, en termes de

cette identification de I'(B) avee CT, /5 (G x (o + e%)).
D.G

4.3. Théoréme. L’espace des §-F- densitds V-constantes le long de F est en bijection

avec l’ensemble des fonctions ¢ € CZ°_,/2(G) qui vérifient la propriété suivante:
DG

VZelh:Z'e = % trace adge e (Z) -+ .
Preuve. Les détails de la démoustration scrout donnés en Appendice II. L’idée de cette

démonstration est la suivante. Soit v est une %-f—densité sur F' représentée par une
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p€C _l,z(G X (o + €°)). Nous montrerons que la condition «v est constante le long de
Fn s exprlme par les deux conditions suivantes sur :

() VZebh:Z% = 5 traccadge /e (Z) - .

(i) ¢ est constante le long ¢°.

Gréce a la propriété (ii), on identifie ¢ avec une fonction sur G qu’on note encore ¢. Cette

fonction ¢ sur G est bien évidemment un élément de C° e /2(C’) et satisfait la propriété
D

(1). |

Pour quantifier I’application moment J sur F, on aura besoin d’exprimer la dérivée de
Lie des %-.7-" -densités sur F' (qui n’est définic que pour les champs qui préservent F) suivant

les champs fondamentaux Xp, X € g, de 'action de G sur F.

4.4. Proposition. Soit v une %-}'-(Icnsité sur F' représentée par une fonction ¢ €

C°°_1/2(G X (o +¢°)). Alors Ly, v est la %-f—densité représentée par la fonction X p €
(G x (po +¢%)).
Preuve. Le flot de Xp sur F est &, = $(exp(—t.X)), ou @ est 'action a gauche de G sur
F: ®(g)(m(g', 1)) = 7(gg’, pt). Donc,

(Lxrr)(m(g, 1), me(Z{]5, 0)icy, (0, Y7 )51)

d *
:ﬁlt:oV(‘bt(W(.{la/’ <I>,*7r*(Z Ig,o)z—p@t*ﬂ'*(oayj f:l)

—1/2
Bp6

d . .
= Etlt----oV("T(Cxp(—"t‘X ).(/, /-I')s “*(Zie'exp(—t)\’)gv O)li’zlv 7!'*(0, }/J )-I;:l)

d i o
= plexp(=1.X)g, p) = (XT0)(g, p).
D’ou le résultat. |

Le fibré en ligne complexe () = L 9 B est le fibré quantique au dessus de F. On
avait construit les fibrés L et B comme étant les fibrés en ligne complexe associés au fibré
principal G x (uo + ¢°) 5 F, de groupe structural D, par les caracteres x et ADIC/;Z,
respectlvement Il s’ensuit que @ est le ﬁln( en ligne complexe associé au fibré principal
G % (po + ¢%) LF par le caractére y - A,) ( . Comme d’habitude pour les fibrés associés,

Pespace I'(Q)) s’identifie avec 'ensemble C"’A_W(G x (po + ¢%)) des fonctions lisses ¢ :
vt

D.G
G X (o + ¢°) — C, vérifiant la propri¢té suivante:

o((g, 1) d) = x(d) ™' AL (delg. ) L (9.4) € G X (no +¢°),d € D.
Pour déterminer les sections de @) constantes le long de F pour la connexion V somme des
connexions sur L et B, il nous reste a chercher les sections de L constantes le long de F.

Les sections de B constantes le long de¢ F ont été décrites dans le théoréme 4.3.
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4.5. Proposition. L’espace des sections de L constantes le long de F est donné par
Pensemble des fonctions p € CF(G), telles que VZ € b, Zt = —i(uo, Z2)p.

Preuve. L’idée de la démonstration est la suivante. Nous montrerons en Appendice 1I
qu'une section s de L représentée par unc fonction ¢ € C3°(G x (po + ¢°)) est constante
le long de F si et seulement si ¢ vérific les propriétés suivantes:

(i1) ¢ est constante le long de ¢".
Ainsi, ¢ s’identifie avec une fonction sur G notée encore ¢ qui est un élément de C7°(G)

satisfaisant la condition (ii). [ ]

Comme conséquence de la description des sections de L et B qui sont constantes le long
de F, on obtient.

4.6. Théoréme. L'espace des scctious de ) constantes le long de F s’identifie avec

P’ensemble des fonctions ¢ € C°°A_,,2(G) vérifiant:
X'Sna

. 1
VZ €0,Z% = (~i(ju, Z) + 3 trace adge /e Z) - .

Afin de décrire I'espace de Hilbert H¢g construit par la quantification géométrique a
partir des sections de @ constantes le long de F, examinons dans un premier temps l'espace
des feuilles F'/D du feuilletage D partic réelle de F. Le feuilltage D est la projection par 7
du feuilletage D sur G x (po + ¢*) défini par: ‘15(9,“) = 0,0 x ¢°. Une feuille de D passant
par un point (g,u) € G X (o + ¢°) est Dy x (po + ¢°), ce qui entraine que 'espace des
feuilles de D sur G x (uo + €°) s’identific avec G/Dy. 1l en découle que F/D = G/D.
Donc, Ho = {¢ € T(Q) | (V€ € F,Veyp = 0) ct fG/D(rp,z/J) < o0o}; son produit hermitien
étant donné par: (¢;,92) = f(;//)("/’l,"/"-’)~ On cherche & écrire ce produit hermitien dans
Pidentification des sections t; (i=1, 2) de () avec des fonctions ¢; € C:?AB,léz(G) vérifiant
la propriété du théoreme 4.6. Comumne pour le cas de O (voir appendice I), on montre que
la 1-densité (11, 12) sur G/D est, a un facteur positif pres, la projection de prp2|al, ou &

(_l)u(u-{-l)/?

est la contraction de la 2n-forme n*¢, (d6)™ sur G x (po +¢°) avec les champs

!
de vecteurs Y7*,--- ,¥}*. On fait remarquer q,ue a peut étre considérée comme une forme
différentielle sur G puisqu’elle est obtenue par contraction avec les champs Y7*,--- | Y*. On
a vu que df est invariante sous l'action de G sur G'x(uo+¢°) donnée par: g-(¢', 1) = (99', p)-
Il s’ensuit que la (2n — k)-forme a sur G est invariante a gauche sous l'action de G. Cette
forme est non nulle du fait que les feuilles de la distribution caractéristique de df sur

G X (po + ¢%) sont les orbites de Dy, et les champs de vecteurs Y{*,- -+ | ¥}* ne sont pas
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tangents & ces orbites. On pose dug = (sT)EA - A(SD)EA - (XDEA (X)) A (dO)™
Ce dug est une mesure de Haar & gauche sur G dont la contraction avec les champs de
vecteurs s§,--- &, X¥ ... X{ est la (2n — k)-forme @. On en conclut que la mesure sur
G/D donnée par la quantification géométrique est la méme que celle construite par la

méthode des orbites a partir de deux fonctions ¢, 2 € C _,/Q(G) a savoir @1p2duG,p

(voir chapitre II). On a donc ¢tabli le résultat suivant.

4.7. Proposition. L’espace dc Hilbert H¢ obtenue par la quantification géométrique de

F par 3-F-densités est le sous cspace des fouctions ¢ € C _1,2(G) telles que:

() YVZ eh:Z% = (=i{po, 2) + 4 3 traceadyc jec Z)p
(i) fq,plelfduc,p < oo.
Le produit hermitien sur Hg ¢tant donné par (py, p2) = fG/D Pre2duc,p-

4.8. Remarque. Hg est I'espace Hjop de la représentation induite holomorphe Holf X.

Apres avoir déterminé 'espace de Hilbert H¢y donné par la quantification géométrique de
F', on examine maintenant la représentation T de g dans Hg donnée par: T(X) =:Q(Jx),
ou Q(f) désigne toujours 'opérateur sur He associé a une fonction f € C°°(F') préservant

F. Son expression a été donnée dans (II1.3.3).

4.9. Proposition. La représentation T de g dans Hg obtenue par la quantification

géométrique de F par §-F-densités est dounce par: T(X)p = X", X € g, » € Hg.

Preuve. Sur un ouvert U de F', un ¢lément ) de Hg s'écrit comme % = s @ v, ou s et v
sont des sections de L et B, respectivement, au dessus de U. Soient ¢, € C?(W_I(U)) et
w2 € C _1/2( 7~1(U)) des fonctions représentant s et v respectivement, et donc s ® v est
representee par la fonction ¢,y € C':’Al_),é,(ﬂ“ '(U)). En vertu des propositions 2.2 et 4.4,
la section Q(Jx)(s®@v) = (—IV x84+ fs)Dr—is@QL x,v de ) au dessus de U est représentée
par la fonction @ = (—i(X ", +i0(X "o )+7*(Jx )1 ) w2 +e1- X "2 sur 771 (U). Comme
™ (Jx )+ 8(X7) = 0 (voir preuve de la proposition 2.2), alors = —2 X" () - 2), et donc
T(X)(s @v) est représentée par la fonction X"(¢y - p2). D’ou le résultat. |

On constate que la représentation T' de g dans Hg = Hpor obtenue est la représentation
infinitésimale associée & la représentation Hol$) x = (Hpot,U) de G donnée par la méthode

des orbites:

U(9)p)d)=ele7"d") 9.9 €G, ¢ € Hho.

On a donc montré le résultat suivant
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4.10. Corollaire. La quantification géométrique de F par 3-F-densités et la méthode

des orbites donnent la méme représentation Holg x de G.

4.11. Remarque. L’existencc du caractére xy de D nous a permis de relever 'action
de G sur F en une action sur L, et comme F est G-invariante alors G agit aussi sur B
et par suite G agit sur Q = L ® B. La représentation U de G dans Hg donnée par la

quantification géométrique n’est rien d’autre que l'action de G sur I'(Q).

L’étape suivante est d’étudier 'effet de la modification des %—f—densités par les %-f-

formes (si elles existent) sur ce résultat. C’est I'objet du paragraphe suivant.

5. Quantification par 3-F-formes.

Commencons tout d’abord par donner une condition suffisante d’existence d’un fibré
des métarepéres MF au dessus de F. On désigne toujours par A:D — GL(n,C) le
morphisme par lequel est associ le fibré RF au fibré principal & gauche G x (o +¢°) SF
(voir proposition 3.5).

5.1. Proposition. Supposons qu’il existe un caractére n : D — C* tel que n(d)? =
(det Adgc4(d))~! pour tout d € D. Alors, le ML(n,C)-fibré principal MF associé au
fibré principal G x (po + ¢°) L F par le morphisme:

n:D — ML(n,C)
d+— (A(d),n(d))
est un fibré des métarepéres de F au dessus de F.

Preuve. Dans la preuve du lemme 4.2, on a vu que det Z&(d) = (det Adgc/p(d))™", d € D.
Donc, le morphisme 7 est bien défini. Par construction, le fibré principal MF considéré

satisfait toutes les propriétés d’un fibr¢ des métareperes de F au dessus de F. |

Le fibré en ligne B associé au fibré principal MF par le morphisme A : M L(n,C) — C*,
(A,z) — z (bien sir 22 = det A), est douné par:
5.2. Corollaire. B est le fibré en ligue complexe associé au fibré principal & gauche
T
G x (uo +¢°) — F par le caractére 1.
Preuve. C’est une conséquence de la définition de Bet dela proposition ci-dessus. |
5.3. Remarque. Comme (det Adgcy(g0))”" = det Adn/ﬂ,.g: (90), 90 € Gy, alors 7 est un

prolongement du caractére (qu’on avait noté aussi ) qui a été utilisé pour la quantification

par %—formes de l'orbite coadjointe O de ju.
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Par construction de B, I'espace P(E ) des 1-F-formes sur F' s’identifie avec I’ensemble

Co°(G x (po +¢°)) des fonctions lisses ¢ : G x (g + ¢°) — C, telles que:

o((g, 1) - d) =n(d) " "o(g, 1) , (9,1) € G x (o +¢°), de D.

5.4. Propositon. L’espace des %-f—foz'mes sur F, V-constantes le long de F, s’identifie

avec le sous espace des ¢ € CP°(G) vérifiant VZ € by, Z%p = (3 trace adge/p Z) - .

Preuve. La démonstration est similaire a celle pour les %-}"—densités sur F' (on remplace

le caractete ABTC/;Z par 7). i

Le fibré en ligne complexe (:) = L ® B est le fibré quantique par %-.7: -formes au dessus
de F. D’apres les réalisations de L ct E, (} est le fibré en ligne complexe associé au fibré
principal G x (o + ¢°) LF par le caractere \ -7 @ D — C*. Il s’ensuit que 'espace I‘(é)
des sections de @ est en bijection avee Pensemble CI(G X (po + ¢®)) des fonctions lisses

0: G x (po +¢%) — C telles que:

e((g,1) - d) = (x - m)(d) "' @(g, ), (9,1) € G x (1o +¢°), d€ D.

-~

Dans cette identification, les sections de () qui sont constantes le long de F pour la con-

nexion V sur @, sont données par la proposition suivante.

5.5. Proposition. L'espace des sections de (}, V-constantes le long de F, est en bijection

avec I’ensemble des fonctions p € C (G telles que:

VZ e, 2% = (=i{p, 2) + 1 trace adge /y Z ).

Preuve. C ’est une conséquence de la description des sections de L et B constantes le long

de F. |

Examinons maintenant le produit hermitien sur ’espace de Hilbert H(g construit par
la quantification géométrique cn termes de la description ci-dessus des sections de @ con-
stantes le long de F. Soient 1, 10, deux sections de @ constantes le long de F représentées
respectivemnent par des fonctions 1, w2 € Ct°,(G). Par une analyse similaire au cas des
%-f—densités, on obtient I'égalité (& un facteur positif pres) de la 1-densité (,12) sur
G/D, et la mesure grpadug p construite par la méthode des orbites. Le produit hermi-
tien sur H est donc donné par: (p1,2) = fG/DWLpzd,uG,D- On a donc établi le résultat

suivant.
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5.6. Théoréme. L’espace dc Hilbert ’HQ construit par la quantification géométrique de

F' par 1-F-formes est I’ensemble des fonctions ¢ € C(G), telles que:
(1) VZ € b: Z% = (—i{uo, Z) + 3 traceadge y Z)ep.
(11) fG/DﬁgogdpG,D < oo.

La derniére étape de la quantification géomdétrique de F' est de donner la représentation

T:X—1:1Q(Jx) de g dans Hg-

5.7. Proposition. La représcntation T dc g dans Hg est donnée par: T(X ) = X7,
Xecgetpe 'HQ

Preuve. La démonstration est similaire a celle des %-f-densités (voir preuve de la propo-

sition 4.9).

La représentation T de g dans Hy = H),,, s’'intégre en la représentation modifiée de

Hol§ y par Duflo (voir chapitre II). On a done montré le résultat suivant.

5.8. Corollaire. La quantification géométrique de F par %—-f-formes donne la représentation

de G modifiée de Hol$, x par Duflo.

6. Conclusion.

Nous avons montré que I'existence des caractéres x et  sur G, sont suffisantes pour la
quantification géométrique de O. Si ces caractores se prolongent & D sans que la condition
de Pukanszky sur b soit satisfaite, la quantification géométrique de O et de F' donne
la méme représentation de G, a savoir Hol% x en les quantifiant par demi-densités et sa
modifiée par Duflo si on les quantific par demi-formes. Si ces deux variétés symplectiques O
et F', a priori différentes, qui sout de méme dimension donnent la méme représentation de
G, Iétude d’un lien topologique cntre O ct F scrait utile. Nous pensons que cela permettra
de mieux comprendre la condition de Pukanszky.

Nous sommes persuadés que 'existence d’un caractére unitaire y sur D tel que d.xy =
tpolo est aussi nécessaire pour lexistence d’un fibré préquantique L au dessus de F,
sur lequel 'action de G se rel¢ve en une action qui préserve la connexion sur L. Nos
résultats permettent d’établir I'équivalence entre la méthode des orbites et la quantifica-

tion géométrique de F lorsque ) ne vérific pas la condition de Pukanszky.



57

CHAPITRE V. APPENDICE I

Cet appendice regroupe des démonstrations glonguesy de quelques résultats cités dans
le chapitre III. Il contient aussi certaines définitions qu’on a préféré donner ici puisqu’elles

sont directement liées aux démonstrations. Les notations sont celles du chapitre II1.

1. Connexion partielle sur les %-f—densités.

1.1. Définition. Soit (M,w) une variété symplectique muni d’une polarisation géométrique
F. On définit une connexion V sur les %-}' -densités v sur M suivant les champs de vecteurs
£ (sur M) a valeurs dans £€ = F + F comme suit. Soient zo € M, U un voisinage de
To, et (7:)%, des champs de vecteurs qui engendrent F sur U tels que (1;)5_; soient des
champs hamiltoniens (réels) qui engendrent D€ = FNF. La valeur de Vv sur le repére

(nilzo )=y au point zg est donudce par:

-1
q.

(Ver)(@o, (Nilzo)izt) = [w i ((ileo )iz a1 Tilzo ) imgn)|
n n — n 1
'flro (V(il’, (Tlilwr ,)i:l) : |5w.k((77i|z)i=k+1, (nilz)i=k+1)|")

(_l)%(n—k)(u—k-f-l)

. . — _I\
ou gy = Cr L LR

1.2. Remarques.

o Cette connexion est définie uniquement pour les champs de sur M a valeurs dans
EC
. 1 . . .
e Le facteur de correction |e, |7 cst indispensable pour que Vgv soit une %’f'

densité bien définie.

Notre but ici est d'expliciter cette connexion V dans le cas ot M = O muni de la
polarisation géométrique F fix¢e dans le chapitre II1.

On a vu qu’en chaque point ¢ de G, (7, Zf|,)", est une base de Fr(g) sur O. Mais les
champs invariants & gauche sur G ne se projettent pas sur O: il faut qu’ils soient invariants
sous laction a droite de G,,. Afin d’expliciter la connexion V dans notre situation, on
commence tout d’abord par construirc des champs de vecteurs sur U qui engendrent F
(sur U). Pour cela, on se fixe une section lisse o : U — G de G au dessus de U, et on note
§: 7Y (U) - G,, lapplication donnée par: ¢ = (com(g)) - 6(9).

Etant donné un élément X ¢ g, on définit un champ de vecteurs X sur =~ YU) par:

X, = (Adsiy-1 X), , g € 7~ 1 ).
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On vérifie que "i:ggo = RQO*Xy, go € G,,; cela découle du fait que 6(ggo) = 8(g)go pour
go € G,,. Par conséquent, le champ de vecteurs X sur 7~1(U) se projette en un champ
X sur U:
_"\\',,(g) = m.i':g , g € m ).

Notons que si X est un élément de g,, alors le champ X sur U est nul. On fait remarquer
aussi que w,,(g)()?l,,(g),f’],,(g)) = —uo([X,Y]), ¢ € »71(U), X,Y € g. On étend par
linéarité la définition des champs X aux éléments X € g€. Dorénavant, cette opération
sera toujours sous-entendue. Comme Fr(,) = {m. X, | X € b}, et )?,(z) = Xﬁ'(:) (car
8(o(z)) = e), pour tout z € U, alors F, = {X; | X € h}. Rappelons que dans le
chapitre III, on a fixé une basc (sy,...,$,2Z1,...,2Zn) de b telle que (s1,..., ) soit une
base réelle de g et (sy,...,82y,...,2,) une base réelle de 9©. Ce choix nous donne
une base (Z ) de F sur U. Les champs (Z)f=1 forment une base de D€ sur U, et
((Z ),_1,(Z,)1=k+1) est une base de €€ sur U.

Pour son utilité par la suite, donnons 'expression du crochet de deux champs de vecteurs
X etV sur U, X,Y € g€. Pour ccla, caleculons tout d’abord le crochet de X et Y sur

7~1(U). Pour tout élément g de 7~ (U7), on définit une application D, : g — g, par:
d . .
Dy(X) = —li=ub(g)d{g xptX)™", X € g.

Par un calcul direct, on obtient:

————

~ o~ gt ¢

(X, Y]], = [X, Y]], + (Adsg)-1 [Dg(Adsg)-1 X), Y1) |y
. .

~ (Adsg)-1[Dy(Adsgy-1 Y), X]) -

Donc, le crochet [)’(\', 17] est donné par:

(X 9] = (X Y], + (Do) X.YT e = (Do ¥, X] )z, 2 €U
On voit bien que F et F + F sont involutives grace au fait que § et b + b sont des algebres
de Lie. Comme w(f,?) = —uo([X,Y]), X,Y € g©, alors h* = b entraine que F est
lagrangienne pour w.

Dans la définition de V, les k-premiers champs de vecteurs de la base locale de F doivent
étre hamiltoniens. Ce qui n’est pas le cas pour les champs (Z)f._.l sur U. Comme D
est un feuilletage réel sur O, alors il existe des champs de vecteurs hamiltoniens (1;)5;
qui engendrent D€ sur U, tels que: 7)., = ZILO, 1 <: < k. En écrivant ces champs de
vecteurs 7; dans la base locale (‘?)"' . de D€ on obtient une matrice A(z) € GL(k,R),
r € U, donnée par: n;|, = Aij(x) Z |y avee A(xg) = id. D’ou:

(mile)e iy (Zile)imigr) = (Zilo)i=y) - A()
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ou ;1\(:5) = (Agl) I 0 ) , I, étant la matrice identité d’ordre n — k. Comme v est
n—k

une %-f—densité, alors on a:

v(z, (1ile)is (Z5]0) 1miqn ) = | det A(2)| " F v (2, (Zi]:)2,
= | det A(2)| ¥ (2, (Zi]:)Ey )

La fonction lsw,klé sur U qui apparait dans ’expression de V est constante ici puisque
w()?, ?) = —uo([X, Y]) est unc constante sur U pour tout X,Y € g€. Il en découle que si

w (W € ¢©) est un élément de la base de £C sur U, alors on a:

(V) (@o, Zilzo)iy) = Wlao (2, (il )ity (Z512) Tmir)
= —Ltrace(W ], A(x)) - (20, (Ziloo)ot) + Wz (2, (Zils)imy)-

1.3. Lemme. Il existe des vecteurs Yy, --- Yy, de g€ tels que:
(1) (s1, 8 21y Zuy Zigrs + 2y Y1, -+, Y3) soit une base de aC.
(i1) wo([Z:,Y]]) = 6, (symbole de Kronccker) , 1 <t,7 < k.

Cette base étant choisie, on a: traceadgc/cc W = Zle po([Z:, W, Yi]]), W € ¢C.

C

Preuve. Soient Ty,--- T des vecteurs de g%, tels quer (sy, -+ ,87, 21, ,Zn, Lkt1,

oo 2 Ty, T}) soit une basce de g€. On considére le sous espace vectoriel V de g€/ gfo
engendré par les vecteurs Zy,--- , Zy, Ty, - , Ty (modulo g,?o). En utilisant le fait que ¢©
et 9€ sont orthogonaux pour iy, on vérific que V est un sous espace symplectique de
gc/gffo. Comme les vecteurs (Z;)%_, sont isotropes pour pg, alors ils engendrent un sous
espace lagrangien de V. Par couséquent, il existe des vecteurs Yy, -+ Yy de V tels que
(Z1,y-++ , Zk, Y1, -+, Y&) soit une base de V, ot po([Z:, Y] = 65, 1 < 1,7 < k.

Les vecteurs Y;,- -+ , Y% (modulo ¢©) forment une base de g©/¢€. En écrivant adgcjec W
(W € ¢©) dans cette base, et cn utilisant la dualité pour pg entre les vecteurs Z; et Y}, on

obtient: traceadc/ec W = Yt wo([Z:, [W, Yi]))- _
1.4. Lemme. trace WIIOA(.’E) = traceadje /e (W + D,(IO)W').

Preuve. Comme le champ nj, 1 < j < k, est localement hamiltonien , alors on a en
particulier: d(i(nj)w)(w,i/;) =0sur U. Soit x € U, on a:

d(i(n; )0)(W, Y)(2) = W, (w(1j,¥5)) = Yole (w(ng, W)) —we (1512, (W, Yll2).

Or, wz(7jlz, Yalz) = we(Aij(2)Zile, Yyls) = —Aij(x)uo([Zi,Y,]) = —Agj(z), et de méme

wz(njlz, Wlz) = 0 car 0€ et ¢© sont orthogonaux pour pg. D’autre part, en écrivant que:
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e —

(X,9). =[X,Y], + (Do) X, ¥] )z = ([Do(s)Y, X] )z, on obtient:

z

wz(”]lzs[waﬁ”z)
= —A;(z)- (uo([Zi, (W, Yq”) + wo([Z;, [Da(x)Wv Yq”) - ro([Z;, [DG(I)Y‘I’ W”))
= —4ij() - (10([Zi, W, Y,])) + po([Zi, [Do(z) W, Yol])

oit 'on a utilisé I’orthogonalité de d€ et ¢© pour ug, au dernier passage dans ces égalités.
Donc, d(i(nj)w)(WII,l//;h) = 0 entraine que W, 4,; = Agj(z) po([Z:i, [W + Do) W, Y, ]))-
En utilisant le fait que A(z¢) = id et le lemme précédent, on obtient:

k

traceron(:r) = WIJ,OAW(:E)
1

q=

k
= Z Aq(/(l'()) : /‘(’([Zfl’ [W + DG(IO)W, Yf]”)

q=1

= traccadge e (W + Dyiz) W)

On a donc montré le résultat suivant.

1.5. Proposition. Pour tout W dans ¢©, la valeur de Vv sur le repére (/Z\;Ixo)?=l de

F au point z est donnée par:

(V'V[\/V)(‘T‘)s (Zi,ro)?=l)
=~ traceadge jec (W + Dyu) W) - (20, (Zil o )iny) + Wleov(2. (Zile)izy)-

2. Démonstration du théoréme I11.4.4.

Soit v une 3-F-densité sur O. Le but du théoréme (II1.4.4) est d’exprimer la condition
«v est V-constante le long de F» en termes de I'identification de v avec une fonction
¢ € C(G) donnée par: ¢(g) = u(w(g),(n*Zflg)?zl), g € G. Localement sur U, cette
identification s’écrit: o(o(x)) = l/(JT,(/Z\,'IL-)?____l ), v € U. Soit Z € ). D’apres la proposition

ci-dessus, on a:

(VZV)(Q"O’ (Zilzo)i=1) = '_% trace Z"dgc/cc(Z + Da(zo)Z) “p(o(z0)) + 2'-"305‘9(0(1:))'
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2.1. Lemme. VZ €g: leocp(a(m)) = Z'15(x0)¢ + 3 traceadye/ec(Doz) Z) - ¢(0(20)).

Preuve. Par définition de Z , on a:
PN d
Z (o)) = = li=op((o o) (o (z0) exp(tZ))).

Or, (o om)(o(xo)exp(tZ)) = (o(wo)exp(tZ))-6(co(zo) exp(tZ)) ~!. Puisque §(o(z0) exp(tZ))

est un élément de G, et ¢ € C°(G), alors on a:
@((oom)(o(ze)exp(tZ))) = A(8(o(zo) exp(tZ))) - ¢(o(zo) exp(t2))

-1/2
=Apg (6(a(x0)exp(tZ))) - o(o(zo) exp(tZ)).

Cette derniére égalité résulte du fait que A est la restriction de Ap g a G,, (voir re-
marque [11.4.3). En utilisant le fait que la différentielle de Ap ¢ en l'identité e de G est
«traceadgeecn , et & |i=08(0(20)exp(tZ)) = —Dy(z4)Z (N. B: 6(o(z)) =€, 2 € U), on
obtient:

Elzoap(a(x)) = Zel,,(l,o)cp + % trace adge jec (Do) Z) - ¢(0(20))-

Par linéarité, on a la méme expression pour Z dans g€, et donc en particulier pour

Z € . En définitive, on a:
— " 1
(vfy)($07 (Zillo )i::l )= Zﬂla(l:o)p D) trace a’dgc/ec(Z) : (P(U(:EO))

On en conclut que Vzr|y = 0 si ct seulement si (Z% — §(traceadge e Z) - 0)|ov) = 0.
Cette équivalence dépend du choix de ¢ 2 partir de laquelle on a construit une base de F
sur U. La condition v est constante le long de Fy s’exprime par: pour tout ouvert U de
O, et pour tout élément ¢ de la base de F sur U on a Vev = 0. Cette condition est bien

évidemment indépendante de tout choix de scction de G au dessus de U. On en conclut:
«v|y est constante le long de Fy < VZ € ly: (Z%p — 1 tracead e /ec(Z) - @)|x-1(vy = 0.

En écrivant 'équivalence ci-dessus pour un recouvrement de O par des ouverts U;, ¢ € I,
on obtient le résultat. |
3. Démonstration du théoreme II1.3.4.

Soit s une section de L représentée par une fonction ¢ € C°(G). On cherche & exprimer

la condition ¢s est constante le long de Fy par une propriété équivalente satisfaite par .
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Dans la proposition II1.2.7, nous avons montré que la section Vx_,s de L correspond
a la fonction X" + 1u§(X")p € C¥(G), X € g. Le probléme ici est que les champs
fondamentaux X ne sont pas dans F, mcme st X € h. Pour cela, on va chercher la
fonction ¥ € CP(v~(U)) correspondante a (Vys)ly € T'y(L), ou Z (Z € b) est un
élément de la base de F sur U. Bien entendu, le choix d’une section est fixé, et les champs
Z sur U sont définis comme dans le cas des %-f—densités. La démarche pour déterminer
Y est identique a celle de la démonstration de la proposition II1.2.7, ot 'on a cherché la
fonction correspondante & V x,s. En gardant les mémes notations , on vérifie que le relevé
horizontal de Z = 7,7 sur =Y U)c L* (r: L* — O), pour la 1-forme de connexion « sur
L*, est %*(2 — pg(z)%). I1 s’ensuit que la fonction 3 est donnée par ¥ = ng + z',ug(g)cp

(se reporter a la preuve de la proposition I11.2.7).

3.1. Lemme.

() pb(Z) =< o, 2 >.

~

(i1) Vg e n7Y(U) : Zyp = x(8(g9))"" - Z(’;(W(g))cp.
Preuve. Soit g € #~}(U). On a:

v 4>

=< (3((/) '/l.(,,Z >=< IUO,Z > .

/‘g(Z)l!/ =< fhu, A‘lf"(y)‘

La derniere égalité découle du fait que 6(¢g) € G,,,. L’assertion (ii) s’obtient par un calcul
direct ou on utilise le fait que ¢ € CF(G), ct g = (a(n(g))) - 6(9)- i

On fait remarquer aussi que (g) = ¢(a(7(g))) - 8(9))= x(8(g9)) *¢(o(r(g))). Donc,
(Vzs)lu =0si et seulement si (Z'p+1i < j19, Z > ¢)|ovy = 0. En utilisant des arguments

analogues a ceux dans la démonstration du théoreme II1.4.4 (pour ce passage), on obtient

I’équivalence suivante:
«s est constante le long de Fy <= (VZ € §: Z% = —1(po, Z)p).
Ce qui achéve la démonstration. |

4. Démonstration du lemme II1.5.5.

4.1. Définition. Soient deux scctions de () de la forme s; @v; (i=1, 2) qui sont constantes
le long de F. Soit P : O — /D la projection canonique de O sur O/D. On définit une
1-densité (s; @ vq,$2 © 12) sur O/D par la procédure suivante.

Soient m € O et (&1,...,&n, M1, - - -, ) une base de (T7,0)C telle que: (&1, ..., &) soit une
base de D€ = F,, N F,, et (&1, ..., &) une base de Fp,. La valeur de (s; ® v1,$2 @ v2) sur
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le repere Py(Ektry-- &y tty-- s i) € (Tpny@/D)C au point P(m) de O/D est donnée

par:

(51 @ V1,82 @ v2)(P(m), Palbiats -1 &ns iy -y Mn)) = (81,82)(m) - v1(m, €y, .-, €n)-
* V2(ma§11"fn) : lew,k(€k+la .. a{nyfk_-i-l,' LR ag_n.)‘% : lew(gl') .. ',gn,nly' .. ’Tln)l-

4.2. Remarque. Bien que I’écriture ¢ = s ® v d’une section de @) n’est pas toujours
possible, cette 1-densité est définie pour toutes les sections de @), constantes le long de
F, puisque la notion d'une 1-densité est locale, et la décomposition ¥ = s @ v est valable

localement.

On note toujours (s1,...,s,,21,... Z,,,m,...,-Z_n,Yl,...,Yk) la base fixée de g€
et g € G tel que n(g) = m. Alors, (7. 2f|,) 1,(7r*7,~£|g)f_1,7r*Ye| )5_1)) est une base
de (Tr(y)O)C telle que: (7, Zf|,)k, est une base de Dy,y, et (7. Zf|,)%, est une base de
Fx(g)- Ennotant p=Por:G — G/D, on a:

(SI®V1752®V2)(1)( p*Z |f/ i=k+1> 1)* l )1_k+17(p*y I )l— )
= (s1,52)(7(9)) - T1 (7 () (7o 2T oy ) - v (9), (7a 2Ll Vit )
1 n ¢ \n
: Ic’:‘w,k((ﬂ'*Z l )z I’(ﬂ-*Z IJ = L+l)'2 ’ la((Zielg)i=k+l’Zi Ig)i=k+l’()/'iely)f=l)l

( l)u(n-}-l)/z

ou « est la contraction de 7*¢,, = (duf)™ avec les champs de vecteurs (Z¢)E_,

n!

. 1 )
sur G. La fonction [e,, k|2 sur O est constante ¢ parce que

Vg € GVX,Y € gwny(m X ], mY,) = —po([X, ¥]).

Si p; désigne I’élément de C3°( () qui correspond & la section s; dans I'identification I'(L) &
CP(G), et 9, est I'élément de CP(G) correspondant & la section v; € I'(B) & CR(G),

i=1, 2, alors on a:

(s1,52)(7(9)) - 1(w(9), (ma BE], )iy ) - w2(7(9), (maZf1g) 1) = 01(9) - p2(9) - $1(9) - ¥2(9)
= (1 ¥1)(9) (92 - ¥2)(9)

La fonction ¢ = 1 - ¢1 € CTA(G) (resp i = @y - ¥y représente la section s; @ vy (resp
s @ v2) de @ dans l'identification T'(Q) = CA(G). Alnsi, on a:

($1®V1,82®1/2)(])((/ 1)*Z l'/ i= A+l’(p* t lg)z k+17(p*Y I )z— )
= C-go(g)-d) (9) I“( Z Iq l-k+1»Zi !g)i=k+la(Yi£|g)i=l)l'
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Donc, la 1-densité (s; Qvy, s2 ®v2) sur O/D = G/ D est, afacteur positif pres, la projection
par p de py|a| (définie sur G) sur G/D. Le résultat de la quantification géométrique
concernant le fait que gy|a| soit bien une 1-densité (= mesure) sur G/ D, peut étre retrouvé
directement & partir des propriétés de ¢ ct 4 comme suit.

En écrivant que ¢ et 3 sont des éléments de ;?A(G), on obtient l'invariance de Z¥|a|
sous l'action a droite de G, sur G. Grace a la quasi-invariance infinitésimale de ¢ et 1
écrite pour les éléments 0, on vérifie que Lz (pya) =0, VZ € 0. Donc, gy |a| définit, par
projection par p, une mesure sur G/D que nous notons gy dpg,p. |

5. Démonstration du théoréme II1.7.9.

Soient (s1,...,87,21,...,2Zy) la base fix¢c de ), et Y3,...,Y, des vecteurs de g€ tels
que (1,87, 21,-+-,Zn, Y1,...,Y,) soit unc base de g€ et uo([Z:,Y;]) = &i;. De tels
Y; existent puisque ’espace vectoriel g/ gffo cst symplectique et f /9;?0 est lagrangien dans
g/g,?o. Cette base de g€ sera fixée dans tout ce qui suit. Afin de démontrer le théoréme
II1.7.9, on procédera par les étapes suivantes comme pour le cas des %-f—densités.

On se fixe une section ¢ : U — G de G au dessus d'un ouvert U de O, et on considere
la base (21,...,2,,) de F sur U, construitc & partir de ¢ comme auparavant. Par le
choix de cette base, on identific un re p(‘x( R(x) de F au point z € U avec une matrice
A(z) € GL(n,C) donnée par: R;|, = = Z |- 4ij(x), 1 £ 7 < n. Dans cette identification,
un métarepére ﬁ(x) € ML(n,C) qui sc projette sur R(z) s’écrit sous la forme R(:z:) =
(R(z), A(A)). Soit U une 3-F-forme sur O, ct zg € U. Calculons la valeur au point zq de
la connexion V sur ¥ suivant un champ Z de la base de F sur U. Pour cela, il suffit de la
déterminer sur le métarepere (canonique) ( Z lzo)izq,1) de F au point zo. Par définition
de V, on a:

(VZ;)(’(’» Z 20 )izt ) ero v(z, R(z))
oW R:U — MF est un métarepere localement hamiltonien, tel que: E(xo) = ((Z 20 )1, 1)
Par définition, le métarepere ﬁ(:r) x € U, sc projette sur un repére localement hamiltonien
R(z) tel que R(zg) = (/Z\lxo):’_l En écrivant le repére R(:I:) dans la base (Z lz)%, on
obtient une matrice A(z) € GL(n, C) telle que: R(z) = (Zilz)z’—_-l - A(x), avec A(zo) = 1d.
Le métarepere R(m) s’écrit donc: R(: ) = (( (Z: )%, - A(z),\(A(z)). Comme U est une

5-.7: -forme sur O, alors on a:
P2, R(e)) = MA@) ™ 52, (Zile) s 1)
D’ou:

(vfg)(xo’(zlro)?zlal) = _% tra(je(zll‘oA(J:))';(mo’(/Z\‘ill'o);;la1)+2|10 ( (Zl )z-—l’ )
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5.1. Lemme. Pour tout élément Z dely, on a:

(i) traceadgey Z = 312 po((Z:, (2, Yi))).
(ii) trace Z|;,A(z) = traceadye 4(Z + Do(z0)Z)-

Preuve. Pour l'affirmation (i), on écrit ad c/y Z dans la base (¥7,---,Y%) (modulo )
de g€/, et on utilise I'isotropie de ) pour g, et la dualité entre les Z; et les ¥;. La
démonstration de (ii) est similaire a celle du lemme 1.4: on écrit que: d(i(Bj)w)(gp, ?q)

est identiquement nulle sur U ct on utilise la propriété (i). | |

Grace a la propriété (i1) de ce lemme, on a:

(Vz'ﬁ)(:co,(Z,-lzo)?zl,l) = —% tl‘zﬂt(:(:z-LdUC/h(Z + Da(xo)Z) . ;(xo’(Zilro)zT';l’ 1)+
+ leo;(m’ (Zilz)?=17 1)

n

Soit ¢ € C7°(G) une fonction qui représente v o(g) = v(m(g), (mZE]y)1,1), 9 € G.
Localement sur U, on a: ¢(o(x)) = v(a,(Ziley)izy, 1), ¢ € U. Dans cette identification,

on a
(V59)(20, (Zileo )i, 1) = =4 (traceadye (2 + Doan)2)) - 9(0(20)) + Zlaoi(o(2)).
Un calcul similaire a celui dans la preuve du lemme 2.1 donne
Z200(0(2)) = Z%|o(z0)p + % (tracead ey (Do(z0) Z)) -

D’ou
(VZ;)(J:Ov (ZiIIo):'l=l% 1) = Zﬂ,f’(lﬁ)‘? - %(traceadgc/h(z)) ) 99(0(‘7:0))'

On a donc montré ’équivalence suivante:
(V30)|lu =0 <> (2% — 3 traceadye 4(2) - @)|oqw) = 0.

Par les mémes arguments utilisés dans la démonstration du théoreme III.4.4 (pour ce
passage), on obtient ’équivalence entre la condition «v est constante le long de F» et la

condition suivante sur ¢:
VZelh:Z' = :'ztr'dceadgcm(Z) Q.

D’ou le résultat. [ |
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VI. APPENDICE II

Dans cet appendice, nous dounons des démonstrations techniques de certains résultats
cités dans le chapitre IV. Aussi, nous conservons les notations de ce chapitre.

On note toujours (s1,...,sr, X1,..., X%, Z1,-- -, ZP,Z, . ,Z,Yl, ..., Y%) la base de
g€ qui a été fixée dans le chapitre IV, tclle que (s1,...,8;) soit une base réelle de
9;?0’ (s1y-++,8r, X1,...,Xx) unc base réelle de 9°, (s1,...,8r,X1,.., Xk, Z1,...,2Zp),
k+p = n, est une base de fj; les vecteurs Y étant choisis réels. Bien évidemment, la famille
(st y8ry X1,y , Xk, 21, -+ ,Z,,,Z,--- ,7,:) est une base de ¢C, et les éléments Y7*,- - | Y}
de la base duale de celle de g€ forment une base de ¢°.

Dans le chapitre IV, nous avons construit une polarisation F sur F' telle que pour tout
élément (g, u) de G x (uo +¢°), la famille (7, (Z],)2,, 'r*(YJ-*)f-‘:__l) est une base de Fr(y ,.)-

Nous commencons par expliciter une base locale de F sur un ouvert U de F.

1. Une base locale de F.

Soit o : U — G x (po + ¢%) une section lisse du fibré G x (pg + ¢°) =, F au dessus de U.
Cette section ¢ détermine une application ¢ : #~1(U) — D par (g, u) = o(7(g, 1)) - 6(g, 1);
il s’agit ici de l'action de D sur G x (g + ¢”). En particulier, §(o(z)) = e pour tout
élément 2 de U. Soient X un élément de g et € un élément de ¢, On définit deux champs

de vecteurs sur 7~ (U) C G x (j1g + €") par:

Xigw = (Ads(g -1 X)b et &, = 8(g, 1)1 € ,(g9,1) € 7~ 1(V).

, d- € désigne l'action Coadq(d)¢. Par définition de §, on a 6(gd d-! ,u) = (g, p)d,
(g ,U) € n7HU) et d € D. 1l en découle que X(gdd L) = Rd*.X(g ) €t f(gdd 1) =
d-! E(g u)- Donc, les champs de vecteurs X et € sur 7 L(U) se projettent en des champs

de vecteurs X et { sur U:

5 = ° = -1
‘Xﬂ(yyu) = ”*‘)\(y'lt) , et Eﬂ(.{/‘u) = Tul(gu) (9 1) €T (U).

On fait remarquer que si X est un élément de 9, alors X = 0. Notons dans tout ce qui
suit pry (resp. pry) la projection de G x (yg +¢°) sur G (resp. uo +¢°). Pour tout élément
z de U, on a )A(:U(I) = X'f|1,rl(,,(x)), ct E,,m = £; ce qui entralne X, = W*Xelprl(,(z)),
et & = m.£. On en conclut que la famille ((Zl )i 1,(Y*I ) 1) est une base de F.
,,,}]*,.‘ Yk* est une base de F sur U. Les
champs v ., Yk* sur U forment une base de D€, et Z, cee Z,,_Zt\l,. . ._Z/_;, ?’1\*, e }//E‘

est une base de £€ sur U. Pour leur interét daus la suite, calculons les différents crochets

Ou encore, les champs de vectcurs Zl e Z

entre ces champs de vecteurs sur U.
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e Expression de [)?,}7], X,Y € g. Calculons tout d’abord [5(:,)7] sur 7~ 1(U). Soit
(9,1) € #7Y(U). On vérifie que .X~"(Ad5(g‘“)_1) = Adg(,, -1 © ad(D(,, )X ), ol 'application

D, ) : @ — 0 est donnée par:

DX = %h:oa(g,,ﬁ)a(g&(g,n)exp tX8(g, )" )
Par suite, on a:
[Xv?”(y,u) = [‘/X;’\/Y”(y,u) + (Ad6(g,u)“‘[D(y.u)X’ Y])ely - (Ad6(g,u)"[D(a,u)Y, X])ely‘
En utilisant le fait que 6(o(z)) = e, z € U, on obtient:
(X, 7] = (XY, + (Do) X.¥T), = Doy V2 XT ).,
¢ Expression de [E,ﬁ], £,n € e Soit (g,p1) € =1 (U). On vérifie que
§(Coads(y,-1) = Coad(5(g, 1)) o coad(Dfy €) |

19 “ . * ’ * -1
ot application D, , : ¢® — D est donnée par Di, hE= £ 1=06(g,1)8(g, n+t8(g, p)-€)

Le crochet de £ et 7, en tant que champs constants sur ¢, est nul. Ce qui donne:

[6 ~”(g ) ECOddé(g W 1)1/ - 1;(Coad5(g w)- 1)6
( (J ;:.)'5) ) 77) ,(y./t) - ((D(g,u)n) ’ E) l(y,#)'

Donc, pour tout élément z de U, on a:

—~

€,z = (D30y6) - 1) 1o = (D3ym) - &) o

¢ Expression de [)?,E], X eg, et nee. Soit (g,u) € m~1(U). On établit que
X(Coadé(g’“)-l) = Coad,s(g‘“)_n ° COH.d(D (g.p0)- et f(Ad5 (g, #)-1) = Adg(g'#)-l Oad(ng,#)T]).
On obtient:

~

[‘}?aﬁ]l(y,u) = ((D(,r/,;t)X) ) €)~|(g,u) - (ad(D?g,p)'f)X)’vl(g,u)'

Ce qui implique:
[X,8: = (Do X) €] | = (D38 XT 1:.
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2. L’expression explicite de V sur B.

La définition de la connexion V a été donnée dans l’appéndice I (définition V.1.1). 1l
s'agit ici d’expliciter V sur B dans la direction d’un champ W de la base de £€ sur U de
F. Soient v une —-f densité sur F', et xo un élément fixé de U. La valeur de Vv sur le

repére ((Z l20)i=1)s (Y*|$o)]— ) de F, est donnée par:
(V'VT/V)(:EO»(ZI',IO)S;I)’(},j*lro)j":]) = WlxoV(a:’(Zjlr)?zl)’(BjII)j?:l) )

ou (B j)f=1 sont des champs localement hamiltoniens sur U qui engendrent D€ = F NF

tels que Bj|;, = Yz, V1 <5 < k. Le facteur lsw'k(z,...,Z,Z—l,...Z_p)li (fonction

sur U) qui apparait dans 'expression de V est une constante car pour tout X,Y € ¢C, la

fonction w()?, f’) est constante sur U. En effet, pour tout z dans U, on a:
we( Xz, Ye) = —pra(o(a)([X, Y]) = —po([X, Y]) ;

la derniére égalité résulte du fait que pro(o(z)) € po +¢° et [X,Y] € ¢©. En écrivant
le repere (B, ) , de D€ ddlh sa base canonique (Y*[ )5—1, on obtient une matrice
A(z) € GL(Kk,R) telle que (Bj|.) (ﬁ|, )i=1 " A(z), et A(zo) =1d. Comme v est une

5—.7:—densxte alors on a: ’
v(z,(Z51:) 3o s (Bilo)iy) = |det A()[ "3 u(z, (Z3]=)5), (Vi 12)in)-
Cela entraine:
(Vo) (@0, (Zilzo oy ), (F l20) i)
= 1 trace(Wz, A(2)) - v (20, (Z5 ] Viar, (FFle)iet) + Wleov (2, (Zile oy, (V7 1)y

Calculons «trace /W[lo A(z)y pour W (W € b e”) un élément de la base de F sur U.

Jl_

2.1. Lemme. VZ € lj : trace 211,0.4(;1:) = traceadye /e (Z + DU(IO)Z).
Preuve. Comme le repére (B;)*_, est localement hamiltonien sur U, alors on a en partic-
ulier: d(i(Bj)w)(Z,i’\q) =0sur U, j et ¢ étant fixés. Donc, pour tout élément = de U, on
a:
le‘(w(Bj’ YQ)) - Y(llf (w(BJ" Z)) - wlf(Bj’ [Z’ Y:I]) = 0.

(w(B], q ) z) = Aij(z)wl.( ‘*Irqulx) = Aij(z) - Y1 (Yy) = Aij(z) - big. De méme,

( (BJ,Z))( ) = Ai(z)-Y*(Z) = 0. D’autre part,
Wla(Bjlas (2, Yylle) = wle(Bile, [Z, Yol + ([Don 2, Vel ), = [Do0)¥en 212 ),
4ij(x) - Yi*([Z’ Y )+ Do) 2, Y] - [Dﬂ(r)Yq’Z])

= A,']‘(:z:) . Yi*([Z + D,,(I)Z, Yq]).



69

Cette derniére égalité découle du fait que [Dy(;)Y;, Z] € b (car Dy()Y, € 0), et ¥;* € €.
En conclusion, on a 7|, (qu(x)) = Ag(2) - Y ([Z + D,(I)Z 7). Comme A(zo) = 1d,
alors traceZIIoA(:c) = Zq:l Y2 + D,(z)Z,Y]) Eq=1 < (Dg()2) - Y}, Yy >. Or,
< (Do(2)Z) - Y], Yy > est le g-itme terme de la diagonale de la matrice coadeo(Dy(z)2)
relativement a la base (Yq*‘)(';=l de ¢%. Cette matrice étant la transposée de la matrice
—adge/c(Ds(z)Z) relativement a la base (Y,,),-k=1 de g© /¢, on en conclut:
trace 2[,,(,A(x) = trace adyc /e (Z 4+ Do(20)Z)-
D’ou le lemme. i
2.2. Lemme. V£ € ¢° :tracearOA(:p) = traceadgc/cc(D;(zo)f).
Preuve. Comme le repere Bj|, = Aij(x)}/’i\*, 1 <j <k, est localement hamiltonien sur U,
alors on a en particulier: d(i(B;)w)(€, ?) =0 sur U, j et ¢ fixés. Soit z € U, on a:
flt(w(Bj»)q ) — L/' (w an))_w|z(Bj,[E,Yq])=0

Ou encore,

flz(Aij(x)w(Yi*,Yq)) - )ql (A T Jw Yi*af)) - Aij(l')w,z(yi*lm [, Yq”z‘) =0
En écrivant que [E )?] = ([Da(,)'f X] ), — (Do) X) - E)A) d’une part, et d’autre part
w(Y* Y) =Y (Y,) = big, et w(} *,1) =0, pour tout n € ¢® (N.B: (Dy()Y,) € € %), on
obtient: fll( 0i(7)) = Agj(z) - Y (D, (I)f,lq] Comme A(zy) = id, alors on a:

trace( £|,04( Z} “([D o(2)6s Y,))

q=1
—_— D g * °
= tld‘(’ed‘dgc/tc('Da(z)é)'
Pour cette derniére égalité, on pourra se reporter & la preuve du lemme précédent. D’ou
le résultat. |

On a donc établi le résultat suivant.
2.3. Proposition. Soient Z € j et £ € ¢°, on a:
(V20) (0, (Zilzo iy ) (¥ L2y i)
= —L traceadge e (Z + Do) 2) - (20, (Z5]2)my, (VP [2)oer )+
+ 2Ixolf(x (Zilo)l- ?J\'*th)le)
(Ver) (2o, (Zilzo )iy Y*lln,-l)
= 3 traceadye e (D}(,,)6) - (20, (Zj1)}=1), (F1a)izn) +
+ Elaov (2, (Zil2) (Y*l)' )



70

3. Démonstration du théoréme IV.4.3.
Soit ¢ € CZ"_U,(G X (po + ¢°)) une fonction qui représente v dans l'identification
D.G

I(B) = CZ°BIC/;2(G X (o + €%)). Localement sur U, cette identification s’écrit:
9’(0'(.'1,‘)) = I/(ﬂf,(Zilz)f:l,(y}*lz)?_—_l) , TE U.

On cherche & exprimer la condition «v est constante le long de F» en termes de la fonction

@. On se fixe Z dans §j et £ € ¢’. Grace & la proposition 2.3, on a:

(V30) (20, (Zilzo)iet)s (V20 )iz )

= —4 traceadgesee (2 + D(0(20))Z) - @(o(20)) + Zlzop(a(2))-
(VEV)(‘TO»(Z,zo)?:x )’(;\'J‘*Ixo)]&:x)

= —3 traceadyc /e (D3(,)€) - 2(0(20)) + Elzo2(0(2)).

3.1. Lemme. VZ € g : 2],099(0(1:)) =  trace adEC/ec(DU(xo)Z)-(p(a(:ro))-i-Zelprl(,(Io)yp.

Preuve. Comme 2[;0 = W*Zelp,.l(g(xo)), alors on a:
= d
Zlagplola)) = al,:u(cp°a)(w(zm(am))exp(tZ),prz(a(ro))))-
Or,
J(7r (prl(a(:l:g))exp(tZ),p7'2(a(:1:0))))
-1
= 5(pr1(a($o))exp(tZ),prg(a(':l:O))) . (prl(or(mo)) exp(tZ),p7‘2(a(x0))).

Comme ¢ € C1)2(G x (mo + ¢")), on a:
D.G

(¢ 00‘)(7r(p7'1(a(1'0)) exp(tZ),p'rz(or(.vo))))

=Apg (5(p7‘1(a(m0)) CXI)(tZ),p'I'g(G(JJo))))

1
2

¢ (pr1(o(z0)) exp(tZ), pra(o(=0))).
Ce qui entraine:

Zlzsp(0(2))

d
= Zli=080,6(8(pri(a(20)) exp(t2), pry(a(20))))

= % trace adge jec(Dy(re)Z) - p(a(20)) + Zel,u-,(a(xo))%@-

-

“p(pri(a(zo)) exp(t2), pra(o(2o)))

D’ou le lemme. |
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3.2. Lemme. £[;,0(0(2)) = 4 traceadye e (D}, 6)0(0(20)) + Elpra(o(ze))®-

Preuve. En reprenant les calculs précédents pour leo = % [t=0(pri(o(zo)), pra(o(zo))+EtE),
3 la place de Z|z, = L —o(pri(o(xzo)) exp(tZ), pra(a(zo))), on obtient:
{lzop(a(2))

= o, (5(pri(o(z0)),pralo(z0) + 16)F - (pra(o(an)), pra(o(ao)) + )

= 3 traceadge jec(Dj (10)€) - 9(9(20)) + Elpra(a(zo)) ¥-
D’ou le résultat. |
Comme conséquence de ces lemmes, on obtient:
(V30) (20, (Zilz)im)s (¥ |20)i=1) = —3 traceadye e (2) - 9(0(20)) + ZJpry (o za) -
(VgV)(xo,(leo 2 (V7 [20)521) = Elratotzan@-

Donc, la combinaison des conditions (V) = 0 et (Vzv) = 0 sur U est équivalente a:

1 .
Ze'P"l(ﬂ(to))Sp =35 trace adgc/cc(z) : 99(0(1’0)) , et E'PW(U(%)) =0.

Ou encore, (Zecp - %tra.ce adgcc(Z) - ¢)|avy = 0, et (§p)lovy = 0. Rappelons que les
champs 7 et Esur U ont été construits a partir de la section o : U — G x (uo +¢°). La
condition «v est constante le long de F» est équivalente & V xv = 0 sur chaque ouvert U
de F, pour tout élément X dc la base de F sur U. Cette condition ne dépend pas du
choix de section au dessus de U/. On en couclut que v est constante le long de F» si et
seulement si sur chaque ouvert U de F on a:

(i) VZ € b, (Zlcp - -,12- traccadyc jec(Z) - @)|a-1v) = 0.

(i) V€ € e, (€p)|r-1(vy = 0.
Par le choix d’une partition de I'unité, on obtient ces deux propriétés de o sur G x (o +¢%)
tout entier. La propriété (ii) exprime que ¢ ne dépend pas du second argument u dans
G x (uo+¢°). On identifie ¢ avee une fonction sur G qu’on note encore . Cette fonction ¢
sur G est bien un élément de CZO; lé2(G) qui satisfait la propriété (i) sur G. Ce qui achéve

la démonstration du théoréme. |

4. Démonstration du théoréme IV .4.5

Soit s une section de L représentée par une fonction ¢ € C2(G x (po + ¢°)). Dans la
proposition IV.2.2) on a vu que la section Vx5 (X € g) de L est représentée par la fonction
XTo +10(X")p. Le champ fondamental X sur F étant 7,X". D’une maniére similaire,
on obtient une version locale de cette proposition pour les champs locaux W = m, W sur

U, ot W est un élément de g€ () ¢°.
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4.1.  Proposition. La section Vs € Ty(L) est représentée par la fonction
W +i0(W)p € C2(r~1(U)).

Pour W = Z € ), on obtient: (Vzs)|u = 0 si et seulement si (Zcp+i9(2)go)|,r-1(u) =0.

4.2. Lemine.

() 0(2) = (no,2).
(i) Y(g,1) € 7Y U): Zl(g 00 = x(6(g, 1)) 71 Z°o(n(g)) -

Preuve. Par définition de 8 et Z, on a 6(Z)|(,.,) = (1, Ad(8(g,1))2) = (8(g, 1) - 1, Z).
Comme 6(g, 1)~ - pu € po + €° (car Coadg(d) laisse invariant uy + ¢°) et Z € b, alors on
ar (6(g, )" p,Z) = (o, Z). D’ott P'assertion (i). La propriété (ii) s’obtient en utilisant
le fait que ¢ € C°(G x (po + ¢")), et la relation (g, p) = (o(7(g,p))) - 6(g, 1)- n

Comme conséquence de ce leinme, on obtient 1’équivalence suivante:
(Zo +8(2)p) -1y = 0 <= (Z%0 +i(po, Z)) o) = 0.

Pour W = £ € ¢, on a:

4.3. Lemme.

o~

() 68 =o0. i
(ll) V(gnu) € W_I(U) : €|(g,lt)‘P = /\(b(gnu))—lgla(n'(g)(lp

Preuve. La premiere assertion cst immédiate a partir de la définition de 8 et de E On

obtient la propriété (ii) par un calcul dircct en utilisant ¢ € C(G x (po + e?)), et
(9,1) = (a(m(g,1))) - (g, 1)- u

Donc, (th)ln-—l([_/) = 0 si et seulement si (£p)|y(y) = 0. Par les mémes arguments que
la démonstration du théoreme IV.4.3 (pour ce passage), on en conclut que la condition
«s est constante le long de F» si et seulement si p € CP(G x (uo + ¢°)) vérifie les deux
propriétés suivantes:

(i) VZ € b, 2% = —i(puo, Z)p.

(i1) Y€ €% €p = 0.
Grace a la propriété (i) de ¢, on identifie ¢ avec une fonction sur G qu’on note encore ¢.
Cette fonction @ sur G est bien un élément de C°(G) qui vérifie la propriété (i). D'ou le

résultat. |
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