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Chapitre 1

Introduction générale

Ce travail consiste en ’étude des extrémes de suites strictement stationnaires de va-
riables aléatoires réelles (v.a.r.) 1-dépendantes. Notre point de départ est un résultat de
Haiman (1987), cité ci-apres, qui fournit un encadrement de la probabilité pour que le
maximum partiel d’une suite strictement stationnaire de v.a.r. 1-dépendantes reste en
dessous d’un seuil. Nous rappellons les deux définitions suivantes

Définition 1.1 On dit que la suite {X,}.>1 est strictement stationnaire ssi pour tout
n, h, 11,...,1, entiers, les distributions des vecteurs (X;,,..., X; ) et (Xy4n,...,Xi 1)
sont les mémes.

Définition 1.2 Soit m > 1, un entier. On dit que {X,},>1 est une suite de v.a.r.
m-dépendantes ssi pour tout n, I, 1; < ... < 1, < j; < ... < Ji, entiers, les vecteurs
(Xiyy---,Xi,) et (X;,,...,X;,) sont indépendants des que j; — i, > m.

Le résultat de départ est alors le

Théoréme 1.1 (Haiman, 1987)

Soit {Xn}n>1, une suite strictement stationnaire de v.a.r. 1-dépendantes d valeurs dans
(a,b). Il existe a < ug < b et une fonction p(u), 0 < p(u) < 1 définie pour u vérifiant

up < P(X1 > u) < b et telle que

4 .o n <
max P{maX(AI, ’X ) —_ u} — 1 S I{P{X] > U,X2 > u}’
n>1 p(u)

ou K est une constante positive, et

p(u) =1— P{X; € u,X; > u} +O((P(X; > u))?),
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la fonction O(z), vérifiant

|0(z)| < Cz, C>O0.

Remarquons que I’étude exclusive du cas 1-dépendant n’est pas une véritable restriction

puisque, si on considére une suite { X, }n>1 de v.a.r. m-dépendantes, alors, la suite {¥, } 51

définie par -
Y. = maX(X(k—l)mH, cees Xkm)

est 1-dépendante. En appliquant le théoreme 1.1 a cette suite, on obtient alors un résultat
semblable dans le cas m-dépendant qui est le

Théoréme 1.2 (Haiman, 1987)

Soit {Xn}n>1, une suite strictement stationnaire de v.a.r. m-dépendantes ¢ valeurs dans
(a,b). Il existe a < ug < b et une fonction p(u), 0 < p(u) < 1 définie pour u vérifiant

ug < mP(X; > u) < b et telle que

P X X PPN zx,n <
max {ma)\( 1 ’ ) — U} -1 S K m2 sup P{Xl > U,X,’ > U},
n21 p(u) l<igm

ou K est une constante positive, et
1
p(u) =1— P{max(Xy,..., Xmno1) Su, X, >u} + EO((mP(Xl > u))?),

la fonction O(z), vérifiant
|O(z)] < Cz, C >0, constante indépendante de m.

La these comporte trois parties, chacune possédant une introduction ; la troisiéme
partie est indépendante des deux premieres.

Au chapitre 2, nous reprenons la démonstration du théoréme 1.1, afin d’en donner une
version améliorée, ceci en calculant les constantes qui interviennent, a savoir ug, K et C.
Nous obtenons alors le

Théoréme 1.3 Soit {X,}n>1, une suite strictement stationnaire de v.a.r. I-dépendantes,
de fonction de répartition (f.d.r.) F(z) = P(X; < z), continue.
On pose a = min{u; F(u) > 0} et w = max{u; F(u) < 1}.
Il eziste uy < w vérifiant P(X; > ug) = 0,083 et une fonction p(u), 0 < p(u) <1 définie
pour ug < u < w telle que

max P{max()x:l,n.(.u.), Xo) Su} 14+ P{X; > u, X, > u}| <345 P*(X; > u),




ot p(u) vérifie

Au chapitre 3, nous utilisons cette version améliorée pour donner un résultat du méme
type pour des processus (temps continu) strictement stationnaires 1-dépendants a trajec-
toires continues. Nous rappelons la définition

Définition 1.3 Un processus {Y;, s > 0} est dit m-dépendant ssi pour tout ¢t > 0, les
tribus o(Y,,0 < s <t) et o(Y,,s >t + m) sont indépendantes.

Remarquons que par un changement d’origine dans le temps, on peut ramener un proces-
sus m-dépendant & un processus 1-dépendant.
Puis, nous appliquons ce résultat au processus

Yo= W(t+1)-W(), ¢20,
ot {W(t)}i>0, W(0) = 0 est le processus de Wiener.
Ainsi, nous utilisons le théoreme 1.3 pour donner une estimation fine de la probabilité

P{max Y, < u},

0<s<t

quand u tend vers ’infini.

Dans Haiman (1987), le théoréme 1.2 est également a l’origine de la démonstration d’un
principe d’invariance pour des suites strictement stationnaires de v.a.r. m-dépendantes,
qui vérifient ’hypothése H suivante, que nous appellerons hypotheése d’indépendance lo-
cale

H : il existe >0 tel que pour tout 1 <:<m,

. P{X;>u,v< X; <w}
lim sup su

p - =
Z—b Zézﬁg:b (P{A] > U})BP{U < ‘Xl < w}

< 400.

Le principe d’invariance est alors le suivant

Théoréme 1.4 Sous H, on peut construire, sur le méme espace de probabilité que la suite
{Xo}nz1, une suite {Xn}n»1 de v.a.r. indépendantes identiquement distribuées (i.i.d.)
de méme loi marginale que {X,}n>1 et telle que presque sirement (p.s.), il existe deux
variables aléatoires entiéres N et @), telles que p.s., pour n > N,

T, = Tn_Q et 6, = én_Q,
0t {(Tn,00)}n est la suite des records de {X,}n>1-



Nous rappelons que la suite {(T,, 0,)}n>1 des records d’une suite de v.a.r. {X,},>1 est
définie par

Définition 1.4
T] = mf{k Z l,Xk > 00}, 01 = XT])

et, pourn > 1
Tn+1 = mf{k Z Tn;Xk > 0,,}, 9n+1 = XTn+17

ot Oy < max{z; P{X; <z} <1}, est donné.

Au chapitre 4, nous rappelons quelques résultats utiles sur les records et temps de
records dans le cas de v.a.r. 1.i.d.. Puis, nous étudions des exemples de suites strictement
stationnaires de v.a.r. 1-dépendantes qui vérifient ’hypothése H, et d’autres suites qui
ne la vérifient pas. Enfin, dans ce dernier cas, sous des hypothéses plus faibles, nous
établissons un principe d’invariance en utilisant des techniques semblables a celles qui
contribuent a la démonstration du théoreme 1.4.



Chapitre 2

Etude des extrémes d’une suite
strictement stationnaire de v.a.r.
1-dépendantes.



2.1 Introduction.

Soit {X,}r>1, une suite strictement stationnaire de v.a.r. 1-dépendantes. Comme nous
Pavons précisé en introduction générale, notre point de départ est le résultat suivant

Théoréme 2.1 (Haiman, 1987)

Soit {X,}n>1, une suite strictement stationnaire de v.a.r. 1-dépendantes ¢ valeurs dans
(a,b). Il eziste a < up < b et une fonction p(u), 0 < p(u) < 1 définie pour u vérifiant

up < P(X; > u) < b et telle que

(1,00, X)) <
max | XX Xa) Su} ) ppey s w X, > ul,
31 pr(u)

ou K est une constante positive, et
p(u) =1 — P{X; <u, Xy > u} + O((P(X1 > u))?),

la fonction O(z), vérifiant
O(z)]<C=z C>0.

Dans ce chapitre, nous donnons une version améliorée de ce théoreme, en reprenant la
démonstration initiale, et en insistant sur ’aspect numérique, afin de donner une valeur
aux constantes citées dans ce théoréme, & savoir ug, K et C.

Nous obtenons alors le résultat suivant

Théoréme 2.2 Soit {X,}n>1, une suite strictement stationnaire de v.a.r. I-dépendantes,
de fonction de répartition F(z) = P(X, < z), continue.
On pose a = min{u; F(u) > 0} et w = max{u; F(u) < 1}.
Il eziste ug < w vérifiant P(X; > ug) = 0,083 et une fonction p(u), 0 < p(u) <1 définie
pour uy < u < w telle que

P{max(Xi,...,X,) <u}

max — 14 P{X; > u,X, > u}| <345 P}(X; > u), (2.1)
n21 pr(u)

ou pu(u) vérifie

lu(w) — (1 — P(X; > u) + P{X; > u, Xo > u})| < 35,25P%(X; > u). (2.2)



2.2 Démonstration du théoreme 2.2.

La démonstration de ce théoreme se fait en reprenant pas a pas celle du théoreme 1,
dans Haiman (1987), pour donner un majorant des constantes apparaissant dans cette
démonstration.

On pose pour tout o < z < w, et pour tout entier n > 0,

gu(z) = P{max(Xy,...,Xn) <z}, n>1, gz)=1

(2.3)
pn(x) = P{min(Xla---,Xn) > CE}, n Z la po(l') = 17
et oo
Co(2) =14 Y _(=1)*pra(2)2
k=1

On remarque que :

1) Pour tout n > 0 et tout =z > 0,
pa(z) < (Vpa(2))" (24)
2) La série C,(z) est définie pour tout z complexe tel que |z| < (\/p1(z))~*.
Nous démontrons tout d’abord le

Lemme 2.1 Pour tout = tel que p,(z) €]0;0,083], la série C.(z) admet, a Uintérieur du
disque |z| <14 \/p1(z), un seul zéro réel A(z), d’ordre 1, vérifiant :

IM(z) — (1 + pa(z) = pa(2))] < 25, 2026p](z). (2.5)
Preuve : Comme nous ’avons déja précisé, ce résultat a été démontré dans (Haiman,
1987) ; il manquait toutefois la valeur de la constante K = 25,2026. Nous rappellerons
donc brievement les résultats déja établis dans (Haiman, 1987).

La démonstration du lemme 2.1 se fait en plusieurs étapes.
(Remarque : pour simplifier les écritures, nous écrirons p; au lieu de p;(z), z > 0.)

a) Il faut d’abord que le disque |z| = 14 ,/p; soit dans le disque de convergence de
la série C;, soit : 1 4+ /p1 < (v/p1(2))"%, ce qui donne aprés calculs : p; €]0; 3%5[
b) Soit z tel que |z| < (v/p1(z))"?, alors, d’aprés Haiman(1987),
|2 (3 — 22| /1)
(1= lz/pr)?

2]zl + (2.6)

Calz) +1| <




¢) Montrons maintenant que C, admet un zéro réel sur le segment [1;1 + /p;].
Pour u € [0; 1],

+00
Cal(u) = (1 —u) + (pru’ — po®) + ) _(proru® — pru*?)

k=4

et, comme p; < pi_;, pour tout u € [0;1], Cy(u) > 0.
En particulier, C(1) > 0.
Par ailleurs,

400 +o0
Ce(u)=1-u +P1U2 - El’zk uH Zp2k+1 y?ht?
k=1 k=1
Comme pax > paks1,
400
Co(u) €1 —u+pu® 4 (u—1) ZszH u?
k=1

En remplacant u par 1 + /p; et en utilisant (2.4), on arrive &

VB /o
Cll + V) S s {04 VAP (VA 2 - 1)

En étudiant le terme entre accolades, nous obtenons, pour p; €]0; 0, 1548],

C.(1++/p)<0.

Donc, pour p; €]0;0,1548], Cz(1) > 0 et Co(14/p1) < 0; d’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe A € [1;1+ ,/p1] tel que Cz(A) = 0. Par ailleurs, si u € [1;1+ ,/p1),
en appliquant (2.6), on obtient

1+ )3 = 2Pl + vP1))
(1 = vpi(1 + /p1))?

Le terme de droite de cette inégalité est une fonction de p; ; I’étude du signe de cette
fonction, pour p; € [0;0,1548], nous permet de conclure que, pour p; € [0;0,083] et

u € [1;1+ /p1],

Cou) S -1+ p(1+vp)l2+ J.

C'(u) < 0. (2.7)

10



En conclusion, pour p; €]0;0,083], C, admet une seule racine réelle A(z), d’ordre 1,dans
le disque |z| <1+ ,/p1; plus précisément, A €]1;1 + /1.

d) Démontrons (2.5).
D’apres le théoreme des accroissements finis, 3u €]1;1 + /p1] tel que

Ce(A) — Co(1) = (A = 1)CL(u).

D’ou,
—p2)Ch(u) + C.(1
A=(1+p1—p2) = 2 p2)_c,(:u)) ( ).
Or,
+00
Co(1) = ) (=1)*pr-1,
k=2
et N
CL(u) = =14 Y _(=1)*kpp_yu*’
k=2
Ainsi,
A= (1+p1—p2) = A(u)(B(u))™? (2.8)
avec
+0o +o0
A(U) = Z(—l)kpk—-l + (P] - pz) Z(—l)kkpk_luknl,
k=4 k=2
+00
B(u) = 1- Z(—l)kkpk-luk"l,
k=2

et, u €]1;1 4 ,/p1[. Nous allons donner une majoration de A(u) et de 1 — B(u).
Comme pak+1 2 P2k+2,

400 +o0 + o0 + 00
0< Z(‘l)kpk—l = Zp%-{-l - ZP2k+2 < szkﬂ,
k=4 k=1 k=1 k=1

et,

400 +o0 +oo
ZP2k+1 =p3+ Zp2k+1 <pl+ Z(\/Pl)2k+1-
k=1 k=2 k=2

11



Finalement,

0< Y (Drpey <21 + 2]

- k=4 1- 2
Par ailleurs,
+oo
E( ) kpi—1u*™! = 2pju — 3ppu’ + 5y,
k=2
avec
+00
Sy=Y (=1)*kpegut,
k=4

Alors, en utilisant (2.4), et le fait que u €]1;1 + \/p1],

4= 3yF(l + i)
1531 < p (14 VB e

12p1u — 3pau?| < pi(1 4+ v/P1)(5 + 3/p1).
En combinant (2.9)-(2.11), on obtient :

D R (e CRE N/

1
4= 3L+ )
+ VRO VR o e

De plus,

Pour B(u), remarquons tout d’abord que, d’apres (2.7), B(u) > 0. Par ailleurs,

+00 +o00

1-Bu) = > (2k+2)pasrv®™ ' = (2k + 3)popypu’+?
k=0 k=0
+ oo
< Z2pju+ 2(210 + 2)P2k+1u2k+1-
k=1

En appliquant (2.4), on arrive a

|- B < (1+ Pl + Pl = vPD)(1 + 1) (2 = (1 + vP1)?)]
1 - p(1+ /PP '

En combinant (2.8), (2.12) et (2.13) et, sachant que p; € [0;0,083], nous obtenons

ce qui donne (2.5).

12
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Lemme 2.2 (Haiman,1987) Soit D, (z) = (Cy(2))7}, et soient {dn(z)}n>0, les coeffi-
cients de la série associée ¢ D(z).
Alors, pour tout a < = < w,

do(z) =1 et, V n2>0, ¢.(z)=dns1(2). (2.14)
Preuve :
a) Posons :
Qp = Pa
ap = P{X1<2,X;<z,..., Xk <2, X513 >2,..., X, >z}, 1<k<n.

Par la 1-dépendance et la stationnarité, on a
Ok = Qk—1Pn—k — Qk-1, €t, Qn = ¢n.

De cette relation, on déduit :

n

an =Y (=1)"*q1Pui + (=1)"a0.
k=1
Soit .
g = _(=1)"*gi1Paci + (~1)"pn. (2.15)
k=1

b) Les coefficients d,(z) sont définis par :

(Z(—l)”pn_lz")(z dn(z)zn) =1, (avec p_, = 1),

n>0 n>0

De cette relation, on déduit
do(.’t) =1
et, Vn > 1,

> (=1)*prord; = 0. (2.16)

k+j=n

En utilisant (2.15) et (2.16), il est facile de montrer par récurrence le résultat cherché. m
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Démonstration du théoréme 2.2 :
a) On pose
@)=
I - )\(SC) )
ou A est défini par le lemme 2.1. Alors
,  K+1
P19,917 — K (0, 083)?

= (L —p1+p2)| < , ou K = 252026,

ce qui donne (2.2).

b) De plus, d’aprés le lemme 2.1, pour tout z tel que p; €]0;0,083], il existe
une fonction R.(z) # 0, définie pour tout z réel, tel que |z| <1+ 1/p1(z), et

vérifiant : V|z| < 1+ +/p1(x),

1
D.(z) = B _:\_(EZ_)) . (2.17)

Alors, d’aprés Haiman (1987), si 'on pose :

n>0
1
S;-(Z) = — =anzn,
R.(z) i
nous avons ro = 1 et, pour tout n > 1,
1 - k k
Tn = j\;[l + Z(—l) pk-l/\ ]’ (218)
k=1
puis
s1=—"N
89 = 7‘% — T9 (2.19)
$3 = —T3 + 21713 — 13,
et,Vn > 1,
lsal < pfg(1+9)"™" (2-20)
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ou M1 = Apy)
_ 2= Apy)
9= Ny (2.21)

c) En utilisant le lemme 2.2, on obtient :

n 1 -
LI (5-D+ > s (2.22)
# k=0

- En combinant (2.18), (2.19) et (2.22), nous avons :

B =y =14+ 21=p),

I

puis (2.5) conduit a

T

in 1 + pa| < 26,2026p3.

- De la méme fagon, pour n = 2, (2.18), (2.19) et (2.22) donnent :

1
puis avec (2.5)
B _ 1+ pa| < 58,965p7. (2.23)
I
- Généralisons : pour n > 3
Gn q2 .
-—;—1 = —2— 1+ZAPSP+1. (224)
I8 12 =3

D’apres (2.20),

- (14 g)°
YN [spial < piT < 985,988p2.
s I P+1| pll—A\/p—](l"}'g) pl

D’apres (2.5) et, compte tenu du fait que p, €]0;0,083],
[\ < 1,083 + K(0,083)%, ou K = 25,2026.

On pose donc
v =1,083 + K(0,083)>.

15



Alors

2
9 = 120,083+2
v
14g < 14 ——21
t9 s YT 083

Par ailleurs,

1—Ay/pr — A2/pi(1 + \/P1) + 2X%p1 /D1
1 - Xp, ’

1-Av/pi(1+9) =
ce qui donne

1= Ay/Pi(1 +g) > 1 —7+/0,083 — 4%1/0,083(1 + /0,083) + 0,16673+/0, 083.

En combinant ces majorations, pour n > 3,

I 14 po| < 345p2.
En conclusion, pour tout n > 1,
Gn 2
- = 1+ pa| < 345p;.
U
Nous obtenons donc (2.1). n

Dans le chapitre suivant, nous allons appliquer le théoréme 2.2 4 des processus stric-
tement stationnaires 1-dépendants, puis aux accroissements du processus de Wiener.
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Chapitre 3

Application a des processus
strictement stationnaires

1-dépendants.

17



3.1 Introduction.

Dans cette partie, nous allons établir un résultat similaire a celui du théoréeme 2.2
démontré au chapitre 2 dans le cas continu.
En effet, si {Y,},>0 est un processus strictement stationnaire 1-dépendant a trajectoires
continues, alors, la suite {X,}.»>1 définie par
= >
Xa n_rgsa}sﬂYs, n 21,
est une suite strictement stationnaire de v.a.r. 1-dépendantes; nous pouvons donc lui

appliquer le théoreme 2.2 pour obtenir le théoréme 3.1 qui suit.
Par analogie avec les notations (2.3), on pose, pour des réels u et ¢ > 0,

P,(t) = P{maxV; <u}

Qu(t) = 1-—Py(t), (3.1)
et
M(u) = 2P,(1) — Py(2), (3.2)

qui correspond au terme 1 — P{X; > u, X2 > u} dans (2.1). Nous avons alors le

Théoréme 3.1 Il eziste une fonction M(u) définie pour u > ug, ot ug vérifie
Quo(1) = 0,083, telle que
(i) pour tout n > 3, on a

Py(n) = (M(w))"TI(u)(1 + O14(Qu(1))), u > uo, (3.3)

avec

|01,n(2)| <377 |

(i) Soit vo vérifiant Q2 (1,5) < 107%. Alors, pour toutn > 2 et 0 < 6 < 1,
on a, pour u > v,

Pu(n +8) = (M(u))"II(u)(1 + 0(Q%(1,5)), (3:4)

avec

|O(z)| < 1136 |z] .

De plus, nous avons

[M(u) ~ (1= Pu(1) + Pu(2))] < 35,25Q4(1). (3-5)

18



Remarque 3.1 Avec ce théoreme, il est facile de vérifier que , pour tout h > 2 fixé,
Qu(h) = (h = 1)Qu(2) — (h —2)Qu(1) + O(QX(1,5)), u = +oo.
Puis, en deuxiéme lieu, nous allons appliquer le théoréme 3.1 au processus
Yi=W(E+1)-W(t), t>0, (3.6)

ot {W(t)}i>0, W(0) = 0 est le processus de Wiener. On peut alors vérifier que {Y:}:>0
est un processus strictement stationnaire centré gaussien de fonction de covariance

1-|r] si|7]<1

"(T)z{ 0 ! si Hz1 (37)

et, qu’il est 1-dépendant.

En posant
1 2
g(z) = s (3.8)
o) = [ g@)ds, (5.9
et

U(u) =1 - d(u), (3.10)

nous obtenons alors le

Théoréme 3.2 Les résultats du théoréme 3.1 restent vrais pour le processus {Y;}i>0,
avec de plus ug > 2,4, et

IM(u) — (1 —ug(u))] < 65u’¢*(u), (3.11)
TI(w) - (1 —2‘1’( N < 0,66u’g*(u), (3.12)
Qi(1) < 1,82u%g*(u), (3.13)
et, pour u > vo = 3,7, on a
Qa(1,5) < Q4(2) < 4,61u°g*(u). (3.14)
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Remarque 3.2 Le résultat du théoréme 3.2 conduit a une approximation plus fine que
le

Lemme 3.1 (Révész, 1982)
Quelque soit € > 0, il existe up(e) > 0 et Ty = To(e) > 0 tels que, si u > ug et T > Ty,
alors

exp {—25 T ue'%z‘} < P{sup sup (W(t+s)—W()) <u}
Vaw 0<t<T 0<s<1

< P{OiltlgT(W(t +1) - W(t)) < u}

exp {_(1 —e)\/%ue-%’-}.

Remarque 3.3 Dans [26], Eastwood et Steinebach remarquent qu’une expression expli-
cite de la distribution exacte de

IA

sup (W(t+1) — W(t))
0<t<T
est inconnue, et ils présentent des tables de valeurs pour P,(1) par les méthodes de Monte-
Carlo. En fait, nous allons voir qu’il est possible de donner une expression explicite de
P,(1) et P,(2) grace aux formules de Shepp. Par contre, avec les théorémes 3.1 et 3.2,
pour T > 2 fixé, on peut déterminer K(T') et w(T') > v, tels que, pour u > w(T), on ait

IPLT) = (1 — ug())"(1 - 20 (w))] < K(T)u’g*(w). (3.15)

Ainsi, pour tout ¢ > 0 fixé, on peut déterminer w'(e) tel que, pour u > w’, le premier
terme dans (3.15) soit inférieur a €, ce qui pourrait nous donner une estimation de P,(T)
sans avoir recours aux simulations.

Remarque 3.4 Soit {Y;}:>0, un processus gaussien strictement stationnaire (d’espérance
nulle et de variance égale & 1) ayant une fonction de covariance qui vérifie, pour un « et
une constante C' > 0,

r(r) =1-Clr|*+o(|r|*), quand 7—0. (3.16)

Alors, d’aprés Leadbetter, Lindgren et Rootzén (voir [14], p.232), si A > 0 est tel que
pour € > 0,

sup r(t) < 1,
e<t<h
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alors

. Qu(h) — 1/a
Sm u?og(u)/u ~ hCT He (3.17)

ou H, est une constante qui ne dépend que de a.
Le processus Y; = W(t + 1) — W(t) vérifie (3.16) avec C = a =1, et, d’apreés (3.15),
H, = 1. Par ailleurs, d’apres (3.17),

Qu(h) = hug(u) + o(ug(u)), u — +oo, (3.18)

tandis que (3.15) combiné avec

0< ——%—2(1 - %) <Y(u) < %, u>1, (3.19)
conduit &
Qu(h) = hug(u) + 2_9_(1_1_1_)_ + O(u?*¢*(v)), u — +o0, (3.20)

ce qui est plus précis que (3.18). De plus, avec (3.20), on peut voir que la vitesse de
convergence dans (3.18) peut étre assez lente. En effet, si u, est tel que u,g(un) =, on

a
h 1 1

Q.. (h) = - + nlogn + O(;ﬁ) quand n — +o0. (3.21)

Remarque 3.5 Pour tout 7, soit {ua(7T)}ayne(r) Vérifiant ung(u,) = L, up, > 2,4.

Alors, les théoremes 3.1 et 3.2 nous permettent de déterminer une constante universelle

K > 0 telle que
2

r

IPu"(n) - e"'l S I(;, n 2 Nno. (322)
De plus, comme Y; = W(t + 1) — W(t) est un cas particulier de processus gaussien
strictement stationnaire non différentiable, on sait que (voir [14], p.233)

Mr — -z

lim P{—L"T <zl =e, (3.23)

T—+o00 bT
avec

Mr =g

et

ar = (2 lOg T)l/za
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= (2log T)/* +

1 N 1 logs T\ 1
2logT)/2 ' (2logT)i2\~ 2 ' 8 /x)

Ainsi, les théoremes 3.1 et 3.2 peuvent étre utilisés pour évaluer la vitesse de convergence
dans (3.23) pour ce processus particulier.

Remarque 3.6 Le théoreme 3.1 implique que

lir-l{l n~1log P,(n) = M(u), u > u,.

Ceci répond en particulier a la question de Shepp (1971), p.951 & propos de I’existence de
la limite ci-dessus pour le processus Y; = W(t + 1) — W (¢).

D’autres articles classiques qui traitent de l’estimation de P,(T") pour Y; = W (t+1)-W(t)
sont Shepp (1966), Jamison (1970) et Ortega et Wschebor (1984).

3.2 Démonstation du théoreme 3.1.

Soit

X,= max Y,, n>1. (3.24)
n-1<s<n

Alors, {X,}n>1 est une suite strictement stationnaire de v.a.r. 1-dépendantes. Et, (3.3) et
(3.5) sont une conséquence immédiate de (2.1), p. 8, en prenant M(u) = p(u) et
O(u) =1 - P{X; > u, X3 > u}.
Soient p, ¢ € NN tels que 0 < p/q < 1/2 et posons h = p/q.
On peut alors remarquer que pour tout h, la suite

X® = max{Y,;(n —=1)(1+ h) < s<n(l+A)}, n>1 (3:25)

est 1-dépendante (X,(IO) = X, ). Ainsi, en appliquant le théoréme 2.2 et en appelant u,(u) et
Op(u) =1- P{th) > u,Xz(h) > u}, les éléments correspondants de (2.1), nous obtenons,
pour tout entier r > 1,

Pu(rq(1 + )) = p(u)(1 + 02(Q%) = " ITI(u)(1 + 05(Q%)), (3-26)

ou les fonctions Oy, i=1,2, dépendent respectivement de rq et rq(1 + g), Q = Qu.(1,5) et
|0:(z)| £ 377|z|, i=1,2. (Remarquons que, puisque Q,(1,5) > Q.(1 + k), si v est tel que
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Qv (1,5) < 0,083, alors pp(u) est définie pour u > v.)
Considérons maintenant Py(rg(1 + 2))/Pu(q(1 + 2)); de (3.26), nous déduisons

“Elr—l)Q(l +05(Q%) = ﬂ(r—l)q(1+§)(1 + 04(Q?)), (3.27)
puis
=040, o

ou Os ne dépend que de r et
|0s(z)] < K |z|, K constante universelle.

Puisque le terme de droite dans (3.28) est borné, nous aurons nécessairement

pn = pith, (3.29)
Ainsi, avec (3.26), nous déduisons
1+ 05(@%)
II = l(u)————% .
n(u) (u)1 0,07 (3.30)

Pour étre cohérent, il faut que 1 + O1(Q?) > 0. Or, 1 + 0:(Q?) > 1 - 377Q%(1,5), donc,
il suffit que Q%(1,5) < 1/377, ce qui conduit & une nouvelle restriction pour Q,(1,5), &
Savoir :

si vg est tel que Q,,(1,5) < 5,15.1072, alors, pour tout u > v, @Q%(1,5) < 1/377.
D’autre part, comme {Y,} est un processus a trajectoires continues, pour démontrer (3.4),
il suffit de le montrer pour tout rationnel 4.

Soit donc 8, un rationnel, 0 < # < 1, et posons h = 8/n, n > 2. Nous avons alors

Py(n+0) = Pu(n(l + 1)) = piTla(u)(1+ On(Q%))

14+ 02(Q?
= I 1+ 04(@)
avec 345
|0n(2)] < 75555 1=l < 377 Izl

Enfin, pour arriver au résultat final, il faut écrire le terme de droite dans expression
de P,(n + 0) sous une forme plus simplifiée. Une majoration brutale conduirait a des
constantes de I’ordre du million, ce qui est peu intéressant. Ceci explique pourquoi nous
avons ajouté une nouvelle contrainte pour @Q,,(1,5) afin d’avoir des constantes cohérentes
et pour obtenir enfin (3.4). =
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3.3 Démonstration du théoréme 3.2.

Pour démontrer le théoreme 3.2, nous allons tout d’abord montrer quelques résultats
préliminaires. On considére donc le processus {Y} définit par

Y,=W(s+1) - W(s),

ot {W(t),t > 0}, W(0) = 0 est le processus de Wiener.
Pour £ < u et T > 0 (u étant un réel fixé), on pose

P,(T|z) = P{o?sagXTY" <ulYp =z}, (3.31)
et u
P,(T) = P{orélsaé“y" <u}= /_oo P,(T|z)g(z) dz , (3.32)
ou
1 22

g(z) = \/2—7?6“2—. (3.33)

Nous utilisons tout d’abord les résultats de Shepp qui suivent, pour donner des expressions

explicites de P,(1) et P,(2).

Théoréme 3.3 (Shepp, 1966)
Pour tout 0 < T <1,

u—2z(1-T) 1,2 .2 r—u(l-T)
P(Tz) =@ | ——rt| —e 2= | T ———— 2| | 3.34
(Tle) T2 1) JTe-T) (3.34)
ou
! /t d 3.35
O(t) = — . .
== [ s (3.35)
Théoréme 3.4 (Shepp, 1971)
Pour tout entiern > 1,
1
P,(n|z) = —-—/ .- / det g(yi — yj+1 + u) dya...dyn4a, (3.36)
9(z) Jp

avec
D={U_$<y2<"'<yn+1}a OS'C,]STL, y0=0a hh=u—1r,
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et
gyo—m+u) ... g(Yo— Yny1 +u)
det g(yi —yjp1 +u) = : :
9Yn—v1+u) ... G(Yn — Yny1 + 1)

Remarque 3.7 Comme le fait remarquer Shepp dans [24], p.951, pour T grand, I’expres-
sion (3.36) est peu maniable et, apparemment , ne convient pas pour des manipulations
numériques ou des estimations asymptotiques. Ce méme article contient une formule ex-
plicite pour P,(T), semblable a (3.36), lorsque T =n+ 6, n > 1,0 < 6 < 1. Slepian
(1961) fut le premier & trouver une formule explicite pour P,(T), 0 < T < 1, de la forme

_ U—z ox _l(m(l——T)—u)z
le)—T,/sz(Q—T) p{ 2 T(2-T) }

3.3.1 Expressions de P,(1) et P,(2).

4
dT

Pu(

Proposition 3.1 Nous avons
P,(1)=1—gu—2¥ + gu¥ — g* + U2, (3.37)

ou

U ="Y(u)= /+°° g(v)dv=1— ®(u). (3.38)

Preuve : En combinant (3.32) et (3.34) pour T'=n = 1, on obtient

u

P,(1) = ®*(u) — g(u)/ ®(z)dz ,

—0C

puis, en faisant une intégration par parties

d(u) = /;u O(z)dz = ud(u) + g(u) , (3.39)
P,(1) = ®*(u) ~ ug(u)®(u) — ¢*(u) ,
ce qui, combiné avec (3.38) donne (3.37). ]
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Remarque 3.8 En utilisant les tables des fonctions g et ® et (3.37), on déduit que pour
u > 2,4, alors Q,(1) <0,083.

Proposition 3.2 Nous avons

2,2
P,(2)=1-2gu—-2¥ + g2u - \/T;g% + 4gu¥ — ¢> + A(u) + B(u) + C(u), (3.40)

ot
+ o0

Alu) = —U(uv?2) +/ U?(v)g(2u — v) dv + 20,

— 00

1
B(u) = 5(g°u—¢"u*¥) ~ ¢’V + 2(g*¥ — gu¥?)

+o00
—-/ V2 (v)g(2u — v)dv — U3,

et

C(u) = uzgz{l/ * ety - Y W(i‘-»}-

U J_oo 2u?

Preuve : En appliquant (3.32) et (3.36) a T = n = 2, on obtient

Py(2) = / [/ /detg(y; — Yj+1 + u) dy2 dys] dz, (3.41)
-0 VD
avec
DZ{U—-’E<Z/2<y3}, OSZ’]S27 y0=0a hr=u—2x.
En développant le déterminant dans (3.41), on a

P(2) = /_u g(-’/ﬁ)[/u+°o 9(2u—z —yy) /mg(u +y2 — y3) dys dyo] dz

oo - y2

u +00 +o0
— g(U)/ [ g(u —y2) / g(u+ y2 — y3) dys dyz] dz
—-00 Ju—-z y

2

w1 / :wg(u — )y dys] da

_ /_w[/::o 9(z +12)9(2u — z — y,) /+°° 9(u —y3) dys dy,] dz

Y2
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+ / [/+°° (u—y2)g (I+y2)/+oo (2u — & — y3) dys dy,) dz

Y2

+o0 +o0
— / / / 9(2u — z — y3) dys dy,] dz.

En faisant des changements de variables dans ces intégrales, cette derniére expression
devient

P,(2) = ®(u)P,(1) -1+ J + K, (3.42)
u +o0
I = /:oo / o(u? + z?) @(u——z)dz} dz
J = / (u—2) p{(u+2)* + (z — 2)*} dz] dz (3.43)
_;’° +oo
ko= [ o2 et — pltu = 2+ ot 2PN o
et

1
p(v) = 7€

Exprimons chaque terme séparément.
- Expression de I.

11 est facile de voir que

I = o(u?) /_oo e”%[[; (v) dv] da

En combinant avec (3.39),

u2 2

ue~ 7 + e
Var 27

2 2

+
V2r 27

Soit
I =gu+ g* —2gu¥ — ¢g*¥ + gul? (3.44)
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— Expression de J.

J = /—“ ®%(v)g(2u — v) dv

= / g(2u —v)dv — 2/ U(v)g(2u —v)dv + / U?(v)g(2u — v) dv. (3.45)
Par un changement de variable,
/ 9(2u — v) dv = Y(u). (3.46)

En faisant une intégration par parties,
/ U(v)g(2u — v)dv = ¥*(u) + / U(2u — v)g(v)dv — / U(2u — v)g(v) dv.
—00 - R -0

On remarque que

/}R U(2u — v)g(v)dv = P(Z, + Z, > 2u),
oll Z; et Z, sont des v.a.r. i.i.d. N'(0,1). Ainsi
/]R\I/(Zu — v)g(v) dv = T(uV2).
Par ailleurs, en effectuant un changement de variables,
| ve-agerio= [ geu-puw i,
qui est égale a 'intégrale précédente, d’ou

2 /u U(v)g(2u — v) dv = ¥2(u) + ¥(uV2). (3.47)

o0

En combinant avec (3.45)-(3.47),
+ 0o

J=\Il——\I!(u\/§)+/

-0

+o0
V2 (v)g(2u — v)dv — ¥? — / U?(v)g(2u — v) dv.  (3.48)
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- Expression de K.
i 1 o +oo o u
K = —e™ (1—e™)] O(z — 2) dz]dz
27 0 -0

s

1) En faisant un changement de variable, puis en utilisant (3.39),

too 1 ) 1
/o B(u—z)ds = (1+u)B(w) + Jug(w)

ul
1 9y, ue~z 1 9
= - i .
2(1-%—u )+ Wr 2( + u?)¥(u)
+o0 2 a . +o0
2) Posons K, = / e O(u—2z)dz et U(u) = ¥(v)dv
Alors, ° ) Au
B(w) = —ul(u) +g(u) = B(u) -
ainsi

+o0 2 +oo 2 A
K, = / (u—2z)e"" dz +/ e " U(u—z)dz
0 0

1 [T
= uﬁ——+/ e " V(u—z)dz.
2 ~27

En utilisant (3.51) et en faisant une intégration par parties, on arrive a

\/7F 1 1 \/3- _u? u /u {2
—uY Ly e TP —) — (v-y) d
Ki=u 5 2+2 (u) + 5 e <I>(\/§) u _ooe ¥ (y) dy,
puis en combinant (3.49), (3.50) et (3.52),
W' VT, 2, gu_ gV,
K= goutot - g

En combinant (3.42)-(3.44), (3.48) et (3.53), on obtient (3.40).

29
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27 0 2 o '
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3.3.2 Démonstration du théoréme 3.2.

En préliminaire, nous allons donner un encadrement des termes A, B et C qui appa-
raissent dans la proposition 3.2. On rappelle que

+00
Alu) = —¥(uV2) + / U2 (v)g(2u — v) dv + 292,
B(u) = ;(g u— g*u?¥) — g* ¥ + 2>V — gul?)
+00
—/ V2(v)g(2u — v) dv — T3,

et

cw)=u%ﬂ1[fe“ﬂﬂmw@—vézgu—wq%»}

u 00

+o0
/ U2(v)g(2u — v)dv = P{Zy + Zs > 2u; Zy + Z3 > 2u},

ou Zy, Zy et Z3 sont des v.a.r. indépendantes, de loi normale centrée réduite. Ainsi,

0< /+°° U (v)g(2u — v) dv < U (uv/2).

o0

Par ailleurs, nous avons
+ o0
0< / U2(v)g(2u — v) dv < U(u)T(uv/2),

et

1/5_7?\1, < _:o e—(u—y)2\1;(y) dy < \/;\Il(%)

Ainsi, en combinant avec (3.19), nous arrivons a

2
29 (1—-1;)2-£2< A <20t<ol (3.54)
u u u
JF 3.1 3,1
_9 vt _< <_.__.._ ———t =
PR | P P R N N N SN
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et

—u2/3 3
3[\/—+i_ﬁ_i_\/§e 2]305&_
2 2u 2u? 2l 2 2u
Démonstration de (3.13).
D’apres (3.37),
2 g 2
e =1-Am=guf{1+Z_us s 2L,
qui, combiné avec (3.19), conduit a
2 g 1
QI <u {0+ 2+ Fe- ),
ce qui donne (3.13).
Démonstration de (3.11).
En combinant (3.37) et (3.40), on obtient
ula?
1-P(1)+ P(2)- (1 —ug) = 29 —ggzu—i—Bgu\Il—\Iﬂ%-A-{-B—*-C.
On combine avec (3.54)-(3.56), (3.5) et (3.13), ainsi
Vo 3
| M(u) - (1—ug|<ug{352503 —E-E-E
bt L St o - 24
ut  ul Cus T ud
ol C? est la constante qui apparait dans (3.13). Ainsi, nous obtenons (3.11).
Démonstration de (3.12).
En combinant (3.2), (3.37) et (3.40),
O(u) — (1 -2¥) = —i}):uzg2 + guf —2ug¥ —g*+29 - A-B-C,
puis, avec (3.19)
1 J7 . 3 1
- < S AL B Sy 22
nw- -2 < {G- Y+ D+ Lo+ S+ L-Ta Dl

(3.56)



ce qui donne (3.12).
Démonstration de (3.14).

Tout d’abord, remarquons que

2,2
Pu(2)21—29u—2\11+92u \/_g2u+4gu\ll ¢+ A+B+C,

avec

A = —U(uV/2) + 202

B = %(ug3 — g%uPT) + ¢20 — 2gul? — VW (uV2) —
C' = —\gjugzxp ?92 -“2/3(1 — \Il(u/\/g)) (3.57)

En utilisant les tables des fonctions g et ¥, on a, pour u > 3,7, @,(2) < 107°.
De fagon évidente, |1 — P,(1,5)] < |1 — P,(2)|. Pour v > 3,7,

1 1 Vo 3 7 2 4 2
1= Pu(2)] Sug{z(u;) Fug(—1+ 2—~;2-+;3-+-+-_u_8>
2 3 13 ~u?
w2 2u 2u? 2u3 2 u
d’ou (3.14). -
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Chapitre 4

Principe d’invariance pour certaines
suites strictement stationnaires de

v.a.r. 1-dépendantes.
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4.1 Introduction.

Une méthode classique pour I’étude des extrémes d’une suite de v.a.r. {X,}.>1 est
la recherche de suites {an}n>1 et {bn}n>1 avec b, > 0, et d’une fonction de répartition
(f.d.r.) H(z), non dégénérée telles que

lim P{Mﬁb—i < :1:} = H(z),

n—+-+0co

ou M, = max(Xji,...,X,). Dans le cas ot {X,}.>1 est une suite de v.a.r. 1.i.d., on sait
qu’il existe trois types de telles lois H(z), appelées lois limites extrémes. Les livres de
Galambos (1987) ou de Leadbetter, Lindgren et Rootzén (1988), contiennent les dévelop-
pements récents de cette théorie, avec ses extensions aux suites strictement stationnaires.

Dans notre travail, nous nous sommes intéressés a I’étude des extrémes de suites stricte-
ment stationnaires de v.a.r. 1-dépendantes, en abordant le probléme de maniere différente.
Tout d’abord, rappelons la définition suivante :

Définition 4.1 Soit {X,},>; une suite de v.a.r. On définit la suite des records classiques

de {Xn}nzh {(Tnven)}nZI par

T'=1, 6 =X,
Tn+1 = lﬂf{k > Tn;Xk > an}v 0n+1 = XTn+1’ n 21 (41)

On remarque que si M, = max(Xy,...,X,), alors la dynamique de {M,},>; est déter-
minée par celle des records de {X,}n>1, car T, est le n®Mme eptier k tel que My > M;_,,
k>1. '

D’une fagon plus générale, on peut définir la suite des records de la suite { X, },>, par

Définition 4.2

Ty, = inf{k > 1; Xy > 6}, 0; = X,
Ty = inf{k > Tu; X > 0,}, Onp1 = X1,,, (n 1) (4.2)

ol y < max{z; F(z) < 1} est donné (seuil fixé).

Le résultat qui suit nous montre que le choix initial du seuil n’influe pas sur le comporte-
ment asymptotique des records :
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Proposition 4.1 (Haiman (1987))

Soient {(Tn,02)}n>1 €t {(Tn,02)}n>1 définies respectivement par (4.1) et (4.2).
Alors, p.s., il eziste des entiers ng(fo,w) et g(6o,w) tels que, pour tout n > nyg,
Tn="Tn, et0,=0,_,, ot w=sup{z;F(z) < 1}.

Dans un premier temps, nous allons rappeler quelques résultats utiles dans notre tra-
vail, qui concernent, d’une part les records de suites de v.a.r. i.i.d., d’autre part les re-
cords de suites strictement stationnaires de v.a.r. 1-dépendantes, vérifiant une certaine
hypothese, dite d’indépendance locale, pour donner enfin une généralisation, lorsque cette
derniere hypotheése n’est pas satisfaite.

4.2 Quelques propriétés des records dans le cas i.i.d.

Dans ce paragraphe, considérons une suite {X,},>1, de v.ar. iid., de f.d.r.
F(z) = P{X; < z}, et soit {(Tn,0,)}n>1, la suite des records de {X,},>1, définie par
(4.1).
Les résultats suivants sont classiques et ne donnent que quelques propriétés essentielles
des records {(T,,0.)}n>1 dans le cas ii.d., propriétés dont nous aurons besoin dans la
suite. Une synthese de ces propriétés est faite dans Nevzorov (1987).

Proposition 4.2 Si F est continue, la loi de {T,}n>1 ne dépend pas de celle de X;.

Remarque 4.1 Ce résultat justifie le fait que, le plus souvent, on se contente d’étudier les
records de suites de v.a.r. ayant une loi marginale uniformément distribuée sur I'intervalle

[0;1].

Proposition 4.3 La suite {T,},>1 est une chaine de Markov telle que, pour tout
k> 1>n—1,n2>2, entiers,

[
P{Tn = len—l = l} = k(—k:ﬁ

On déduit alors que, pour tout 1 < ks < k3 < ... < ky,
P{Th=kyy....,To =k} = ((ky = 1)...(kn — 1)k,)7",

alnsi

P{T, =k} = L Qo E(T3) = +oo.

(k—1)°
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De méme

P{Th,=k}= > [(ka=1)...(kacy —1)(k = 1)k]7,

1<ko<. . Ckn1<k

et
E (T,) = +oo.

Remarque 4.2 Il en est de méme pour A, =T, — T, ;.

Proposition 4.4 {(T,0,)}n>1 est une chaine de Markov telle que,
pourn>1,1<t; <...<t,,s2>1, entiers, et pour des réels u; < ... < Up41, on ait :

P{Tn-}-l - Tn = S;0n+1 < un+1|01 = Ul;Tg = t2,02 = Uy; ... ,Tn = tn,ﬁn = Un}
P{Tn+1 - Tn = S;9n+1 < un+ll0n = un}
= (P{X] S un})s_lp{un < Xl S Un+1}. (43)

Proposition 4.5 Si N(n) représente le nombre d’instants de records dans {1,...,n}
alors

E(N(n)) ~logn, n — +oo.

Proposition 4.6 Si {X,}.>: suit une loi exponentielle £(1), alors, en posant :

Yi= 6,
Y,= en - 011—1; n 2 2;

la suite {Yn}n21 est une suite de v.a.r. i.i.d. qui suivent également une loi exponentielle

£(1).

Il nous a semblé intéressant de détailler les démonstrations des propositions suivantes 4.7
et 4.8 (Haiman, 1987(a), p.454).

Proposition 4.7 (i) Pour tout 0 < ae < 1,
P{1-F(8,)>e°" 1.5} =0. (4.4)

(i1) Pour tout B > 1,
P{l1 - F(6,) <eP" i} =0. (4.5)
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Preuve : Soit {Y,}.>1, la suite définie par : ¥, = ln(rﬁl(—)—(:j).
Alors, la suite {Y,},>1 est une suite de v.a.r. i.i.d. £(1). D’apres la proposition 4.6, si

{62} n>1 est la suite des records de {Y,}n>1, €t si {Z,}.>1 est définie par la relation :

Zl - 01
Zp= 0V —0°_ ,n>2,

alors, {Z,}n>1 est une suite de v.a.r. i.i.d. £(1).
D’apreés la loi forte des grands nombres,

n—+o0 1

1 n
lim — Z Zy =1 p.s.,
k=1
ainsi,

Y

lim 2 =1 p.s.
n—+oo 1N

Par ailleurs, il est facile de montrer que, pour tout n > 1,

1
0Y = In(—————
d’ou 1 )
Ceci signifie que, p.s.,
Ve > 0,3Ng: Vi > No, |~ In(——) — 1| < c.
- n 1-F(6,)

Soit alors 0 < a < l,alors de >0:a=1—c¢.
Ainsi, p.s., ANy : Vn > Ng,1 — F(6,) > e7*", ce qui donne (4.4).
De méme, si # > 1,3¢ > 0: =1+ ¢, et, on obtient de la méme fagon (4.5). n

Proposition 4.8 Pour tout v > 1, ona:

P{Tpsr — T >

Ing ) i.s.} =0, (4.6)

1— F(6,)
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ot Iny(z) = In(Iln z),
et, pour tout 0 < A < 1,

1 .
P{Tn.H -T, < W 2.8.} = 0, (47)
ou [z] désigne la partie entiére de x.
Preuve : Pour 7 > 1, et u €]0; 1], on pose : ¥(u) = I—Z;lng(l—iu-),

et, Ap = {Toyr — Tn > ¥(F(6,))}.

Soit « €]0;1[; d’apres la proposition 4.7, nous avons
P{A, is}=0 & P{B, i.s.)=0,

oll B, = {A, N (1~ F(6,) < e},

Alors,
P(Bn) = / P{Bann = k;on — S} dP(Tnyen)(k’S)
k>n {s/F(s)>1—e~2n}
_ / (PN dPeg, o (kss)
kon Y {s/F(s)21-e72n}
- / (F(s))PEN dpy (s).
{s/F(s)>1~e—2"}
Ainsi,
P(Bn) S (1 - e‘“")(d}(]_e—an)_l).
Or, |
U(w(u)_l) ~ (ln(l — u))—‘r (u R 1) ,

d’ol, le terme de droite dans I'inégalité précédente est équivalent & (an)™7,

quand n — +oco0.

Comme 7 > 1,3 ;1; converge ; on peut donc appliquer le lemme de Borel-Cantelli. D’ou
P{B, i.s.} =0, ce qui démontre (4.6). Pour démontrer (4.7), on utilise le méme raison-
nement, en considérant les événements

1
An = {Tn+l - Tn < mﬁ}a

38



et
B,=A.N{1-F(0,)<e™™}, ou 0<a<l.

Alors
P{A, is}=0 & P{B, i.s.}=0.

On pose, pour 0 < u < 1, ¢(u) = (1_—1151

Alors, P(B,) < 1 — (1 — e~)%(1=¢™"") ce dernier terme étant équivalent & e—°n(1~4)
quand n — +oo.
On peut a nouveau appliquer le lemme de Borel-Cantelli. ]

4.3 Records de suites stationnaires de v.a.r. 1-dépen-
dantes vérifiant une hypothese ”d’indépendance
locale”.

Dans cette partie, considérons une suite strictement stationnaire {X,},>; de v.a.r.
1-dépendantes, de f.d.r. marginale F(z) = P{X,; < z}, vérifiant I’hypothese suivante :

. P{X1>U|X2=’U}}
H,: 33>0 tel que limsu su < oo ,
1 3 a P {P (PX, > u)?

u—w

avec w = sup{z; F(z) < 1}.
Nous avons alors le

Théoréme 4.1 (Haiman, 1987) Sous l’hypothése Hy, on peut construire sur le méme
espace de probabilité que la suite {X,}n>1, une suite {Xn}ns1 de v.a.r. ii.d. de méme loi
marginale que {X,}n>1 et telle qu’il existe deur v.a. d valeurs entiéres N et Q, telles que
p.s. pourn > N, on a

Tn = Tn_Q et 9,, = én_Q,

ot {(Tn,én)}n21 représente la suite des records de la suite {Xn}nZI-
Par suite, st M, = max(X,,...,X,) et M, = max(Xl,...,Xn), alors p.s. AN’ tel que,
pour n > N',

M, = M,.
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Remarque 4.3 A la base, dans Haiman (1987), le théoréme 4.1 avait été démontré sous
I’hypothese plus faible
H : il existe >0 tel que,

lim su su PiXi>uv< Xy S w) < +o0
z_)wp z<v<g<w (P{X] > u})ﬁP{v < Xl S w} .

z<ulw

Mais on voit aisément que 'on peut se ramener a ’hypothese H;.
Par ailleurs, si on affaiblit H; en prenant comme autre hypothese

1 . P{Xl > UIX2 = v}
H; : tel 1
1 38 >0 tel que IT_pr {uibvlgw (ZTog(P(X; > u))2F < oo ,

les résultats du théoréme 4.1 restent vrais.

Remarque 4.4 Comme il ’est montré dans (Haiman, 1987), le résultat du théoreme 4.1
reste vrai pour des suites strictement stationnaires de v.a.r. m-dépendantes sous I’hy-
pothese plus générale :

H : il existe un 3 > 0 tel que, pour tout 1 < 7 < m,

. { P{X;>u,v< X;<w} }
lim sup p < +o00.

2w z<tslgw<w (P{X] > u})ﬁP{v < X] S w}

z<uw

Comme dans le cas 1-dépendant, on doit pouvoir également se ramener a ’hypothese
H, : il existe 5 > 0 tel que pour tout 1 <7 < m

{ P{X, > u|X; = v}

lim sup

u—w

sup

<
ulv<w (P{Xl < u})ﬁ } +oo,

Nous ne rappelons pas la démonstration de ce théoréme car nous en suivrons les grandes
lignes dans la démonstration du théoreme 4.2 ci-apres. Cependant, nous noterons qu’elle
est basée, en partie, sur le théoreme 1.1 (dans le cas 1-dépendant) ou sur le théoreme 1.2
(dans le cas plus général m-dépendant) que nous avons rappelés en introduction générale.
Cette méthode de construction de la suite {Xn}nzo a également été adaptée par Hai-
man (1987, b) pour les processus gaussiens strictement stationnaires, I’hypothéese H étant
remplacée par ’hypothése selon laquelle la fonction de covariance I'(n) (I'(0) = 1) vérifie :

Y M) < 1/2,

n>1

40



et, pour un certain € > 0,
limsup |I'(n)| n*t*

n—+0o

< 0.

Puis, dans le cas multivarié dans Haiman (1992) ol la suite strictement stationnaire de
vecteurs aléatoires m-dépendants {X, = (X,Sl),. ..,X,(Ld)), n > 1}, d > 1, vérifie cette
fois I’hypothese Hyq suivante :

il existe 3 > 0 tel que, pour tout 2 < k < metl < ¢,j < d, et, pour k = 1
1<i<j<d,

?

pix® < x®
lim sup su g >ue e <w)

p (1 at
b | syt (~In(P(X{) > u)))-0++A Pl < X < w}

< 400,

ott b = sup{z; P(X¥ < u) < 1},
ou encore pour une chaine de Markov (voir Haiman, Kiki et Puri, 1994) {X,},>1, stric-
tement stationnaire qui admet une densité de transition f(z,y) par rapport 3 la mesure
de Lebesgue vérifiant :

il existe un entier s > 1, deux constantes 0 < n < 1 et M > 1, et une densité de

probabilité par rapport a la mesure de Lebesgue g(y) tels que

n9(y) < f*(z,y) S Myg(y), =,y € R,

ou f¥(z,y) est défini par
o) = [ £ e ) ds, k21

4.3.1 Exemples de suites vérifiant H; .

Nous allons ici donner des exemples de suites qui vérifient H;. Un des modéles les
plus courants de suites strictement stationnaires de v.a.r. 1-dépendantes est une suite
{Xn}n>1, de la forme X, = f(&n,€n41), n 2 1, o0t {€,} 551 est une suite de v.ar. 1.1.d. &
valeurs dans un ensemble (E,€), et f: E? » IR est mesurable. Mais, il existe d’autres
exemples de suites strictement stationnaires 1-dépendantes, d’'un modele différent que ce
dernier ; par exemple, les travaux de Matus (voir [L6]) montrent qu’il existe une suite de
Markov, strictement stationnaire de v.a.r. 1-dépendante qui n’admet pas la représenta-
tion précédente a savoir X, = f(€s,&n41). Ceci montre que le cas 1-dépendant est plus
complexe qu’il n’y parait.
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Nous exhibons maintenant quatre exemples de suites ayant ce modéle et qui vérifient H;.

Exemple 1.
Soit {Y,}n>1, une suite de v.a.r. i.i.d., de loi marginale normale N'(0,1). a et ¢ étant des
réels tels que o + £2 = 1, on pose

Xn=aYn+€}/n+1, n 21

Alors, si Cov(X,, Xn41) = af = p < 0, la suite {X,}n>1 vérifie Hy. Pour le montrer,

posons
1 22

( )=\/_—'_Ta
et

P{Xi>u}=T(u) = / oog(:z:) dz.

Alors, nous savons que

U(u) ~ %u)., u — +o00. (4.8)
Soient u < v < oo. La densité conditionnelle de X; sachant X, = v est donnée par
v f(Xl»Xz)(x’v)
£, (@) xS

\/—\/—“"{ I(T:’p“))"}

Ainsi, s1 p < 0,

1 z?
o) S e > {37 )
cette derniére quantité étant la densité d’une v.a.r. Z qui suit une loi normale N (0,1—p?).
D’ou oo
P{X; >ulX; =v} = fx,(z)dz < P{Z > u},

u

et

P{Z >u} = W(Tp;).
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Finalement, pour 8 > 0,

P{X1>U|X2:v} U y 5
P> uy < W=/ (W)

et d’apres (4.8),
L B P texpd Lyt 1 _
W B ~ ey { il - A1)
Ainsi, pour tout 3 > 0 tel que § < 1/(1 — p?), on a

im P{Xl > UIXQ = 'U}
wtoo (PG >

ainsi H, est satisfaite.
Exemples 2, 3 et 4.

Soit {U,}n>1 une suite de v.a.r. i.i.d. de loi marginale uniformément distribuée sur [0;1].

Exemple 2 : X, =U, + U,4;.
La loi de X,, est donnée par

0 stz <0
) ) 22 si0<zr<l
P{X; <z} = —22/2+422 -1 sil<z <2
1 siz > 2.

Comme nous voulons vérifier 'hypothese Hy, dans la suite il suffit de ne considérer que
des réels u et v tels que 1 < u < v <2, alors pour de tels réels, on a
1

P{X, < u, X, <v} = (u—1)+u(v—-u)—%(v—1)2+§(u—1)2

+ uo(2 = v) —-%(u +o)l - (v—1)7] + %{1 ~ (v =1).

Ainsi
P{X;>ulXo=v}  £P{Xi>u,X;<v)
(P(X1>u))? O (P(Xy > u))PLP{X, <v}
32+v)—u

[2+ 2u? — 2u]®
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On pose u =2 —¢c et v=2-—mn, ¢ > 7, alors en remplagant dans ’expression précédente,
on obtient .
€— 30
(2[3)'—;2—52_—)

qui, pour 3 = % donne une quantitié finie quand ¢ et 5 tendent vers 0, ainsi H; est vérifiée.

Exemple 3 : X, =U, x Up4:1.
La loi de X,, est donnée par

0 stz <0
P{X;<z}=¢ z(l-Ilnz) si0<z<1
1 siz > 1.

Pouruetvtelsque0 <u<v<1l,0ona
P{X; <u,X; <v} =u+ulln(v) - In(u)] + v — uwv.

Ainsi
P{X; >u|X; =v} —In(v) +u—2

(P(X; >u))? (1 —u+uln(u))?(=In(v))’
Onposeu=1-—-cetv=1-n, e >, alors en remplagant dans ’expression précédente,

on obtien
pent (1= m)n( = )+ (1~ &)
e+ (1 —celn(l —e)))f(1 —n)ln(1—n) ’

qui est équivalent a
o\E = 3N
2
(2952

et qui, pour # = 1, donne une quantitié finie quand ¢ et 7 tendent vers 0, ainsi H; est
vérifiée.

Exemple 4 : X, = inf(Uy,, Upny1).
La loi de X, est donnée par

0 siz <0
P{X,<z}=( 22—z 5si0<z<1
1 siz > 1.
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Pouruet vtelsque 0 <u<v<1,ona
P{X; <u,X; Lv}=u(l ~u)+uv(2 —v).

Ainsi

P{X1>u|X; =v} l—v—u+uv 1
(P(X:>w)f  (1-2u+ud)f(l—v) g2-1°
en posant u=1—cetv=1-—75,¢ 2> n,et, cette expression vaut 1 quand € = %, ainsi

H, est vérifiée.

4.3.2 Exemples de suites ne vérifiant ni H;, ni Hj.

Nous donnons ici des exemples de suites pour lesquelles le théoréme 4.1 ne s’applique
pas. D’apres la remarque 4.3, il nous faut donc montrer que non seulement ces suites ne
vérifient pas H;, mais aussi qu’elles ne vérifient pas Hj.

Exemple 5.

Soit {Ur}n>1 une suite de v.a.r. i.i.d. de loi marginale U[0; 1], et soit X, = max(Un, Un41).
Alors, la loi de X, est donnée par

0 siz<0
P{X;<z}={ z* si0<z<1 (4.9)
1 siz>1
Pour des réels u et v tels que 0 Su<v<1l,0na
P{X; <u, X, <v} =uv. (4.10)
Ainsi
P{Xi>ulX;=v} 20— 1+2(e —n) — €l

(P(X:>w)f — (1-u?)P(2v)  2°(2-€)P(1—1n)
en posant u=1—¢cetv=1-1n,€ >, et, cette expression tend vers +00 quand ¢ et 5
tendent vers 0, pour tout 8 > 0. Ainsi H; n’est pas vérifiée, et H} non plus.

Exemple 6.

Soit {Un}n>1 une suite de v.a.r. i.i.d. de loi marginale U/{0; 1], et soit
X, = max(U,,U?,,). Alors, la loi de X, est donnée par

0 siz<0
P{X,<z}={ 2z si0<z<1 (4.11)
1 siz>1
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Pour des réels u et v tels que 0 < u<v<1,0na
P{X; < u,X; < v} = uy/vmin(y/u,v). (4.12)
Ainsi
P{X;>ulX;=v}  3v—uyu > 3u — u\/u
(P(Xy>w)? (1 —uy/u)f(3v) = 3(1 —uy/u)f ’

qui tend vers +0o quand u et v tendent vers 1, pour tout 8 > 0. Ainsi H; n’est pas
vérifiée, et H} non plus.

Exemple 7.

Soit {Z,}x>0 une suite de v.a.r. i.i.d., de loi exponentielle £(1) et {J,}n>1, une suite de
v.a.r. i.i.d., de loi de Bernoulli B(1,p), indépendante de {Z, }»>0.

On pose
. | Z, siJ, =0
A"_{ Zpn1 sidy=1

On peut facilement voir que la suite {X,}.>1 est stationnaire et 1-dépendante. De plus,
pour tout x > 0,

PX,<z)=F(z)=1-¢€"7, (4.13)

et, pour z;,z, > 0, 0n a

P(X1 <21, X3 < 23) = (1 = ) F(21)F(22) + q¥(z1, 72) , (4.14)
avec ¢ = p(1 — p) et P(z1,z,) = 1 — e~ nf(=1:22),
Ainsi P(X X ) a e~

) (; > u, Xy > u . qge Tt + (1 —qe

1 . = =

u—{I-Poo P(X1 > u) uhToo e~u 7

et, comme I’hypothése H} implique que
1

P{X; > u, Xy > u} —0

lm

u—+00 P{X1 > u}

on déduit que ’hypothése H n’est pas satisfaite.
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Par ailleurs, il est facile de voir que :

- Les records {6y} de la suite {X,,},>1 ont méme comportement que les records d’une
suite de v.a.r. i.i.d. £(1) & savoir, d’aprés la proposition 4.6, que la suite {6,, —0,_,}, est
une suite de v.a.r. i.i.d. £(1).

- Si {Tn}np1 représente la suite des temps de records de {X,}n>1, alors pour tout
k€N, P{Top1 — Tp = k i.5.} = 0.

- Pour n assez grand, le nombre de records dans I’échantillon Xj,..., X, est approxi-
mativement le méme que le nombre de records dans (1 — ¢)n v.a.r. i.i.d. £(1).

Exemple 8.

De méme que précédemment, considérons {Z,},>o une suite de v.a.r. i.i.d., de loi expo-

nentielle £(1), {Jn}n>1, une suite de v.a.r. i.i.d., de loi de Bernoulli B(1,p), et {V,}n>:
une suite de v.a.r. i.i.d. de loi uniforme U[0;1]. On suppose de plus que les trois suites
{Zn}ns0, {Jn}nz1 €t {Va}nn1 sont mutuellement indépendantes.

On pose :
X = Zn siJ, =0
"l Zasr 4V, sidy=1
Alors, {X,},>1 est une suite stationnaire de v.a.r. 1-dépendantes, et
P(X] > .’I),Xz > 13)

. . _p(1-p)
] = lim ——~—
a5 P(X, > z) r-too 1 4 ple —2)

> 0, (4.15)

donc H’ n’est pas satisfaite.
1 P

Démonstration de (4.15).
- Faisons quelques calculs préliminaires :

Si Z ~E&(1) et V~U[0;1], Z et V étant indépendantes, alors, pour tout = € IR,

Fzuv(z) = P(Z+V £2) = lpooi(z)linf(l,z) — e7(™ 1) —1)]
= ¥(z). (4.16)

Alors,si0 <y < z,

P(Z<2,Z2+V <y)=P(Z+V <y)=14(y),
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et,sild<z<y,
P(ZS:):,Z-{-VSy):/ P(Z+V <y|Z =z)e*dz .
0

Nous obtenons alors
P(y) si y<z
e*(l-y+z)—-(1-y) si O0<z<y<l1
P(Z<a,Z+V<y)=t(z,y) =4 1—-elVte*(1l-y+z) si 0<y—1<u,
<y
- st O<z<y-1.
(4.17)

Remarque 4.5 En fait, pour les hypothéses H; et H), nous avons surtout besoin de
P(Z<2,Z+V <y)(z,y)=1-e'"te(1-y+2)si 0<y—1<z, z<y.

— Nous avons alors, pour z > 0 :

l1—e

P(X,<z) = PX1 L2, i =0)+P(X;<z,J1=1)
= (1-p)F(z) + py(c). (4.18)

(Nous rappelons que F(z) =1—¢e7%, z > 0.)
De la méme fagon, la distribution du couple (Xj, X,) est donnée par

P(X; <z, Xo<m)= Y teney), (4.19)
{eie;)e{0,1}2
ou les termes
t(eie;) = P(X1 S 21, X2 S ao|1 = &, o = €5) x P(Jy = €i, J; = ¢5)

sont donnés par le tableau suivant :

€i | & t(ei,€5)

0|0 {(1—p)?2F(z1)F(z2)

0 | 1| p(1—plba(s,22) (4.20)

110 |p(1—p)(z)F(z2)

111 pP(z1)(z,)
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En combinant (4.16)-(4.20), nous déduisons, pour z > 1,
P(X; > z)=¢e%(1 + p(e — 2)),
et, comme

P(X;>z,X,>z) = 1-2P(X;<z2)+ P(X; <Lz,X; <1)
= p(1 —p)e™® + e (1 +p(e - 2))* - p(1 - p)(e — 1)],(4.21)

on déduit (4.15). n

Nous avons de plus le résultat suivant :

Proposition 4.9 Soit {T,}n>1, la suite des records de { X, }n>1. Alors

P{Tpp —To=1 is} =1

utilisant la proposition 4.7 que

Preuve : On note {(TZ,0?)},, la suite des records de {Z,}.. Alors, on peut montrer, en

P{T?,, ~T:=1 is}=0.
On définit
A, = {JT: =0, JT,f+1 = 1,JT:+1 =0, JT;+1+1 = 1,02_'_1 - 0:1 > 1},

et, nous montrons tout d’abord que P(A4, t.s.)=1.
D’apres ce qui précede, si &£ = {T?,, — T =1 i.s.}, alors

P{A, is}=1 & P{ENA, ts}=1L1
Sur E, on peut définir la v.a. entiere presque sirement finie
ng = max{n;T: , — T7 =1}.

Egalement sur E, on définit la suite {K,},>; de vecteurs aléatoires & valeur dans {0,1}*
par

Iﬁn = (JTr:o+2n—2; JT;0+211—2+1; JTV:0+271—]; JT:O+2n—1+1)’
et, on pose

Cn= {(Kn = (0’ 1,0, 1)) N (01210+2n—1 - 9:10+2n—2 > 1)}
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Alors, on peut montrer que les événements C,, sont indépendants, et
P(C.) = 2p*(1 — p)%.
Ainsi, en appliquant le lemme de Borel Cantelli,
P(C, is)=1.

De la, on déduit que P{A, i.s.} =1.Or,sur A={A, i.s.}, Xz =07, est un record
pour la suite {X,},>1 : en effet, pour k < T,

- soit X = Z; < 0:_*_1 = Xr:

nt1’

—soit Xp=Zp1 + Vi <0 +1<0;,,.
Donc, XT':+1 est un record pour {X,}n>1; de plus on a

7 — —
Xtz 1 =21z +Vrz 1> Zr: = X1z

n+l’

donc on a bien deux records consécutifs. =

Remarque 4.6 On peut remarquer le caractére particulier de cette suite, puisque ce
dernier résultat traduit une apparition de records successifs infiniment souvent.

Par contre, lorsque ’hypothése H est satisfaite, le résultat de la proposition 4.9 n’est pas
vérifié.

De plus, pour les autres exemples de suites qui ne vérifient pas H, il est également faux.

Exemple 9.

On prend une suite {X,},>1 du méme type que dans ’exemple 7, mais en choisissant la
suite {Vy}ny1 1.d. telle que V4 <0, p.s.

Suite & I’étude de tous ces exemples, nous avons tenté d’établir un résultat général du
méme type que le théoréme 4.1, pour des suites strictement stationnaires de v.a.r. qui ne
vérifient pas ’hypothése Hj, ce qui est le contenu de la partie suivante.
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4.4 Suites stationnaires de v.a.r. 1-dépendantes sous
?dépendance locale”.

Comme nous ’avons déja précisé, nous allons, dans cette partie, établir un résul-
tat semblable au théoréme 4.1. Pour cela, considérons une suite strictement stationnaire
{Xa}n>1 de v.a.r. 1-dépendantes, de f.d.r. F(z) = P{X; < z}.

On pose w = sup{z; F(z) < 1}. Soit alors ’hypothese H; :

(i) I existe ug < w tel que la fonction u — P{X; < u, X, > u} soit décroissante pour
u > Ug.

(i1) Pour tout u < v, u — w,

P{X; > u,max(X,, X3) € (v,v +dv)} =
O(P{X; < u, X3 > u, max(X2, X3) € (v,v + dv)}).

4.4.1 Remarques.

Une remarque sur ’hypothése (i).

Ici, nous allons donner deux contre-exemples a 'hypothése H;(i). Le premier nous a été
communiqué par le Professeur Jean Bretagnolle, et le second, par le Professeur Valery
Nevzorov, et nous leurs en sommes reconnaissants.

1. Premier contre-exemple.

On construit la suite {X,}n>1 de la fagon suivante : on décompose l'intervalle ]0; 1], muni
de la mesure de Lebesgue, en intervalles Ji, =]s;; Sy} de longueur 2751, avec :

1
ok+1"

S0 =0, Sg41 =S5k et Sp =1~
Puis, on partage chaque intervalle J; en deux moitiés I =]si; ux] et I =]ux; Sk] (ur est

donc le milieu de Ji).
Soit f, la fonction définie par : pour ¢t dans ]0;1], il existe J(t) =]s; S]; alors,

| u sitel
f(t)‘{ S sitel
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On pose également b = 1y, 1, et & = 1, ;. Alors, b+b’=1 et E(b) = E(V) = 1/2.
Soit {Un}n>1, une suite de v.a.r. i.i.d. uniformément distribuées sur ]0; 1]. On définit alors

la suite {X,}n>1 par
X'n. = bI(Un—l)f(Un—l) + b(Un—l)Una

ce qui signifie que, si U,_; est dans un intervalle I’ =y, S] alors, X,, = S, s’il est dans un
intervalle I alors X,, = U,.

La suite {X,}.>1 est bien strictement stationnaire et 1-dépendante. Il reste & montrer
que la fonction F(z) = ¢ — P{X, < z,X,4+1 > z} n’est pas monotone. Pour simplifier
les écritures, le calcul de F(z) revient & celui de P{X <z <Y} avec

{X =V(U)f(U) + bU)V
Y =H(V)F(V)+ V)W,

ot U, V et W sont trois v.a.r. i.i.d. de loi uniforme sur ]0; 1].
Soit z €]0;1] et l'intervalle }s; S] correspondant. Alors

{X <z} ={¥(U)=1,U<s}U{d(U)=1;V <z} =AUB,

et
{Y>z}={y(V)=1V>pulu{d(V)=1; W>z}=CUD.

On a
- P(B)==z/2 et P(D)=(1-1z)/2.

- P(A) = P{V¥'(U) =1, U < s}, qui est la probabilité de la réunion des I} "jusqu’a”
s, donc P(A) = s/2.

— De méme, P(C) est la probabilité de la réunion des I}, a partir de u, donc

P(C)=(1-s)/2.
Par suite et par indépendance des v.ar. U, V et W, on a
P(ANC) = s(1 -s)/4.
P(AND)=s(1-z)/4
P(BNC)=P{HU)=1}P{p<V <z} =(z—p)"/2
P(BND)=1ZP{V < z,b(V) =1} = 352[{ +inf(p — 5,2 — 3)].
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Ainsi, sur J =]s; S),
4F(z) =s(1 —3s)+2(z — p)t +2(1 — z)[s +inf(p — s,z — )],

et, on montre que la dérivée de I est négative sur la premiére moitié de I'intervalle J et
positive sur la seconde moitié. Ainsi, en rendant f continue, on peut rendre la fonction F
absolument continue et non monotone.

2. Deuxiéme contre-exemple.

Dans le second exemple, on montre que 'inégalité
P{X; <u,X;>u} < P{X; < v, Xy >v}, u<u, (4.22)

peut étre vérifiée par certaines suites u, < v, ou u, croit vers l'infini, lorsque la suite
{Xn}np1 est strictement stationnaire et 1-dépendante.
On remarque tout d’abord que

P{X1SU,X2>U}=P{X1S'U,,X2>'U}+P{X1 SU,U<X2_<_’U}

et
P{X; <v,Xp>v}=P{X1 <y, X >v}+ P{u< X; <v,X; > v},

ainsi (4.22) est équivalente &
P{X; Suu< X; <v} < P{u<X; <v,Xp > v}, (4.23)
et, en posant u = u, = 2n et v=v, =2n +1, on arrive a
P{Xi<2n,2n< X, <2n+1} < P{2n< X; <2n+1,X; > 2n + 1}. (4.24)

Nous construisons alors (X;, X2) de la fagon suivante : solent Y, V et Z des v.a.r. de
support IR ; on pose alors

x 1Y si[V]=2+1,1cZ
1TV V41 si[V]=2

et

v [V sg=2+1lez
2Tl Z2+1 si[Z) =21
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Alors
P{X] S2n,2n<X2§2n+1}=0,

et
P{2n < X; <2n+1,X; >2n+1} > P{[Y]=2n,[V] =2n+1,[Z] = 2n},

avec, pour tout n,
P{[Y]=2n,[V]=2n+1,[Z] = 2n} = P{[Y] =2n}P{[V] = 2n + 1} P{[Z] = 2n} > 0,
ainsi (4.24) est satisfaite.

Dans ce qui suit, nous allons montrer que les exemples 5 a 8 cités précédemment vérifient
Phypothése H,.
Exemple 5 (voir p.45).

Pour 0 < u <1, en utilisant (4.9) et (4.10), on obtient
P{X; <u,X; > u} =u*(1 —u),

qui est décroissante sur [£;1]. Donc up = 2 et (i) est vérifié.
Par ailleurs, pour des réels z;, z; et 23 tels que 0 < z; <z, <z3<1,0na

P{Xl S Zl,Xg S $2,X3 S $3} = 233132233. (425)

Pour vérifier (ii), il suffit de montrer que pour uo <u <v <1,

d—‘i—P{Xl > u, max(X;, Xz) <v} = O(Ed;P{Xl < u, X7 > u,max(X,, X3) < v}).
Or, d’aprés (4.10),
4 p{Xy > u,max(Xy, Xa) < v} = -(° — uv) = 307 — 2,
dv dv
et, d’apres (4.25),
d d, ,,

%P{Xl < u, X > u,max(X,, X3) <v} = d—(u v? — u?v) = 2u?v — .
v

Or,pour%SuSl,ona .
0< v —u 92,
T 2utv—ud T 8
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donc (i) est vérifié. Par suite, H, est satisfaite.

Exemple 6 (voir p.45).
Pour 0 < u <1, en utilisant (4.11) et (4.12), on obtient

P{X; <u,X; >u} =uvu(l —u),

qui est décroissante sur [2;1]. Donc ug = 2 et (i) est vérifié.
Par ailleurs, pour des réels z;, z2 et z3 telsque 0 < z1 <z, <z3<1,0na

P{Xl S :El,Xg S $2,X3 S 1‘3} = xl\/fc_;;min(\/:c_l,zg)min(z:;, \/.’Bg’. (426)
Soitu<v<1.
a) Siv < \/u, alors d’apres (4.12) et (4.26),
d d ?
-&;P{Xl > u,max(X;, X3) <v} = E—;( v — uv/v) = —v v — —-u\/_
et,
d
———P{Xl < u, Xy > u,max(X,, X3) <v} = (uvz\/_ uv/v) = —uv v — ~u2\/_
Ainsi, le rapport de ces deux quantités est égal & 1/u qui est majoré par 5/3 pour u > ug.

b) Siv > ./u, on a cette fois

—P{X1 > u,max(X;, Xz) < v} = _(Uz v — uuv) = v— ;ﬁv

et

iP{X1<u X2>umax(X2,X3)<v}—— (u\/—( 2 U—U\/_))_U\/—( —v—

—=)
2,/v”"
Le rapport de ces deux quantités est inférieur ou égal a

5-+u
u(3 — /u)’

39



qui est une fonction décroissante de u, donc majorée pour u > uy.
Donc, dans tous les cas, (ii) est vérifié. Par suite, H est satisfaite.

Exemple 7 (voir p.46).
Pour 0 < u < 1, en utilisant (4.13) et (4.14), on obtient

P{X;<u,X;>u}=Fu)e*(1-¢)=(1—-g)(e™ —e ),

qui est décroissante sur [In(2); 4 o0]. Donc up = In(2) et (i) est vérifié.
Par ailleurs, pour des réels 1, z2 et T3 tels que 0 <z, <z, <13 <1,0na

P{X) <21,X; 29, X3 S 23} = (1 -29)F(z1)F(z2)F(3)
+ ¢[F(z1)F(z3) + F(z2)F(z1)]. (4.27)

Pour ug < u < v <1 d’aprés (4.14),

P, > wmax(X0, X)) Sv) = (1F(e) = Pl - a)F(v) +)
= LI 267

et, d’apres (4.27),

2 P(X0 S 0, X > uymax(Xe, Xo) S0} = o {F()(F(v) ~ F)){(1 - 26)F(v) +q]}
= Fu)e[(1 - ) + (1 - 2g)(e™ — 267)].

Et, le rapport de ces deux quantités reste majoré lorsque u tend vers 4-oco, donc (ii) est
vérifié. Par suite, H, est satisfaite.

Exemple 8 (voir p.47).
Pour 0 € u £ 1, en combinant (4.16)-(4.20), on obtient

P{Xy Su, Xy > u} =e*[1+p(e—3) +p’] + e ™[p(1 - p)(e — 1) — (1 + ple — 2))*],

qui est décroissante pour u assez grand donc (i) est vérifié.
Par ailleurs, la distribution jointe de (X;, X2, X3) est donnée par

P(X; <21,X2 £23,X5< 23) = Z t(ei, €5,€k), (4.28)
(sire56x)€{0,1)2
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ol les valeurs

t(ei€jrer) = P(X1 <24, X <29, X3 S 23|y =64, )2 = €5, J5 = &)
xP(J1 = €i,Jy = €5,J3 = €k)

sont données par le tableau suivant :

€| €| ek t(ei, €5,€x)

0|0 0| (1=pPF(z1)F(z2)F(z)
0101} p(l—p)*F(z1)s(z2,23)
0110 | p(l—p)s(z1,22)F(2s)
01 f1 | p*(l—p)a(ms,z2)ip(xa)
110 |0 |p(1—p)*b(z1)F(z2)F(zs)
11011 ] p(1 — p)(z1)iba(z2, 23)
1]1]0 |91~ p)(z1)ih(z2) F(z3)
1/1]1 PP (1) (22)9(z3)

(4.29)

Alors, pour up < u < v, d’une part, en combinant (4.16)-(4.20), on peut calculer

d

%P{Xl > u,max(Xy, X;) < v}

et, d’autre part, en combinant (4.28) et (4.29), on peut calculer

d

%P{Xl < u, X3 > u,max(X,, X3) < v},

et vérifier ainsi (ii). D’olt H; est satisfaite.
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4.4.2 Définitions et Théoréme.

Soit {X,}r>1, une suite strictement stationnaire de v.a.r. 1-dépendantes, qui vérifie
H..

Définition 4.3 On pose, pour up < u < v,

P{X; < u,X; > u,max(Xs, X3) < v}

Fuv) = P{X, <u,X; > u) ’

et
N __P{X1Su,X2>u}—P{X1§v,X2>v}

FU(U) - P{Xl < U,Xz > U}

Alors, pour uo < u < v,

P{X;>u,u< X; <v,X3 >0}

0 < F,(v) — Fy(v) = P{X; <u,X; > u}

Remarque 4.7 On peut remarquer que la fonction F,, est toujours une fonction de répar-
tition, tandis que F, ne l’est que si I’hypothése Hy(7) est vérifide.

Soit u > up fixé. On pose, pour = > u,

Alors
- Gu(u) = u et Gy(w) =w.

- G, est une fonction croissante et, pour tout £ > u, on a G,(z) > «.

Définition 4.4 Soit {X,}.>1, une suite de v.a.r. et G = {Gy;u > up}. On définit la suite
{(T9,609)}n>1 des records de {Xn}np1 relatifs @ G par
Tlg = lnf{k > 1 X > uO}a 0;] = Guo(max(XTlg’XTf+l)),
Tﬂg_'_1 = inf{k > TS, X > 03}, 93+1 = Gaﬁ(maX(XTf+1XTg+l+1))’ n>1. (4.30)

n

Remarque 4.8 Lorsque la fonction G, coincide avec la fonction identité, la suite des
records relatifs & G coincide avec la suite des records de la suite {X,},>1, définie par
(4.2).
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Définition 4.5 Soit {X,}.>1, une suite strictement stationnaire de v.a.r. 1-dépendantes.
On définit la suite {(T};,0;)}n>1 des 2-blocs records de {X,.}n>1 par

Tl" = 1, 0;=maX(X1,X2),

Th., = inf{k>T X, >0}, 605, = max(Xry , X7s, 41), n 21 (4.31)

Remarque 4.9 La suite {79}, est une sous suite de la suite des 2-blocs records de
{Xn}nZI'

Théoréme 4.2 Sous Hj, on peut construire sur un méme espace de probabilité que
{Xn}n>1, une suite {X,}n>1 de v.a.r. i.i.d. telle que pour u > uo,

P{X; <u} =F@)=1-P{X; <u,X; > u},
et telle qu’il eziste deuz v.a. @ valeurs entiéres N et Q telles que p.s., pour n > N,

Tg = An_Q et 93 = On_Q,

n

ou {(Tn,én)}n21 est la suite des records classiques de {Xn}nZI-

Remarque 4.10 Comme la suite {T9}, est une sous suite de {T*2}n>1, nous pensons
qu’asymptotiquement, la suite {75}, est la méme que la suite {T™*,}.>1. De ce fait, le
théoréme 4.2 serait vrai pour les 2-blocs records.

4.4.3 Démonstration du Théoréeme 4.2.

La démonstration de ce théoréme est semblable & celle du théoréme 4.1 cité
dans la partie 4.3, ce pour quoi nous n’en avions pas donné la démonstration.

Pour démontrer le théoréme, nous faisons en fait la construction d’une suite
{(T., én)}nZl vérifiant la propriété de Markov citée p.36, a savoir, pour des entiers
n>11<t<ts<...<ty,s>1etdesréels u; <... < upyy,0na

-

P{Tn.}.l - Tn = S;érH-l < un+llél = ul;Tg = tg,éz = Ug2; ,Tn = tn,0n = ’U,n}
P{Tn+1 - Tn = s;én+l < un+llén = un}
= (P{X1 < u,}) "P{u, < X1 € tnp1}, (4.32)

et telle que, p.s., il existe des v.a. entiéres N et @ telles que, pour n > N,

a

{ TP = Tu-q

A

0 = 6, o
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On peut alors aisément construire une suite de v.a.r. i.i.d. {Xn}nZI de f.d.r. F et telle que
{(Tn, 0,.)}n>1 représente la suite des records de {Xn}nZI'

- De fagon similaire a la proposition 4.1, nous pouvons également affirmer que le choix
des seuils initiaux n’influe pas sur le comportement asymptotique des suites {(T27,6)},>1

n''n
et {(T,0;)}n>1, & savoir

n’’'n

Proposition 4.10 Soit {(Tf,éf)}nZl et {(T, é;)}nZI définies respectivement par (4.30)
et (4.81), mais avec des seuils différents. Alors p.s., il existe des entiers n’, ¢/, n* et q*,
tels que pour n > n/,

T  =T7 et 69_, =067,
et, pour n > n*, R

Ty =1, et 0, .. =0, .
La démonstration du théoreme se fait en plusieurs étapes. Un des résultats clé est le

théoreme 1.1 que nous avons cité en introduction générale, et, que nous rappelons ici :

Théoreme 4.3 (Haiman, 1987)

Soit {Xn}n>1, une suite strictement stationnaire de v.a.r. I-dépendantes d valeurs dans
(a,b). I existe a < ug < b et une fonction p(u), 0 < u(u) < 1 définie pour u vérifiant

up < mP(X; > u) < b et telle que

P{max(X,,...,X,) <u}

max () - 1| £ K P{X; > u, X3 > u}, (4.33)
ot K est une constante positive, et
p(u) =1— P{X; <u,X, > u} +O((P(X;: > u))?), (4.34)
la fonction O(z), vérifiant
|0(z)] £ C z.
Pour 7 > 1, fixé, on pose
T 1

Y(u) = 2( —), U <u<w, (4.35)

—In
1— F(u) 1-F(u)
et,pour k 2 1, uo < u < v < v+ dv < w, soit ’événement

A = Ar(u,dv) = {X; < u,..., Xk < u, X1 > v, Gu(max(Xes1, Xis2)) € (v;v + dv]}.
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Nous allons d’abord démontrer le

Lemme 4.1 [l eziste u; < w tel que 4 < [¢p(uy)] et une constante ¢ > 0 tels que :

P(Ay) . 1
max - - - — 1| £¢(1 = F(u)) Ing(————). (4.36
gl [FGFO +do) — FO) TR 4
Preuve :

— Remarquons tout d’abord que
F(o+dv) = F(v) = (1= Fu)[Fi(v+dv) - Fy(v)]
(1 = F(u))[F(GL (v + dv)) — Fu (G (v))]
= P{Xi <y, X3 > u,Gy(max(X3, X3)) € (v;v + dv]}
=: P{F}. (4.37)

i

— Par la stationnarité et la 1-dépendance, on a, pour k > 4 :

P{A} = P{X; S u,..., X2 Su}P{F}
- P{X;<u,....Xp_ o <u,Xp_; >u, (4.38)
Xy < uy X1 > u, Gy (max(Xis1, Xiy2)) € (v;v + dv]}.
Toujours par la stationnarité et la 1-dépendance, le second terme dans (4.38) est égal &
O[P{X1 L uy..., Xs_3 <u}P{X; >u}P{E}]. (4.39)
avec
P{&} = P{X; > u, G,(max(X1, X2)) € (v;v + dv]}.
D’apres ’hypothese Hz (i), on a
P(X; > u) =01 = F(u)), u>u,
et
P{€} = O[P{F}).
Par suite, en utilisant le théoréme 4.3, pour tout n > 1, et u > wy,
P{max(Xa,...,Xn) < u} = [FW)]*[1 + 0:((1 — F(w))*[1 + 0,(1 — F(w))], (4.40)
avec
|0:(z)] < K;l|z|, K; constantes universelles 7 = 1,2.

En combinant (4.37)-(4.40), et compte tenu du fait que (1 4+ z)* = 1 + kz + O(kz),
quand z tend vers 0, on obtient (4.36). n
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Nous aurons également besoin du

Lemme 4.2 (Haiman (1992)) Soit Y une v.a.r. ¢ valeurs dans un ensemble mesurable
(Y, F). Soit p € F et soit P, une mesure de probabilité sur (Y, F) telle que

0< P(c,o) < 1. On suppose que sur cp, la probabilité de distribution deY, notée Py, admet
une dérivée de Radom- Nzkodym par rapport & P et telle que :

max -(zi(y) ~ 1[ (1-Pp)'<qg<l. (4.41)

yEy

Soit Q, une v.a. de Bernoulli indépendante de Y et telle que P(Q =0) = gq.
Alors, il existe deur v.a.r. Y' et Y, a valeurs respectivement dans Y et ¢, mutuellement
indépendantes et indépendantes de Y et Q, et telles que, si l’on pose :

. Y siQ=letY ey
Y={Y siQ=1etYe€p
Y stQ=0

alors la probabilité de distribution de ¥ est P.
(¢ est le complémentaire de ¢.)

Construisons la suite {(Tn,O )}n>1 de fagon récursive.

- Soit 6y = u; défini dans le lemnme 4.1, et, on définit (T1,01) indépendamment de
{Xn}a>1. Puis, on suppose que, pour 1 < p < n, (Tp,() ) ont été construits, et que les

événements de la forme {(Tl =s1,0, € .Al),...,(T = sn,G €A} (ol <s1<...< s,
sont des entiers, et A;,7 = 1,n, sont des Boréliens de R) sont o{Xi,...,X,.+1} X o’
mesurables, ol ¢/ est une o-tribu indépendante de o{X,,n > 1}.

- Nous allons maintenant appliquer le lemme 4.2 en faisant les identifications suivantes :
— Soit Y =Y,,,r > uy, une v.a. a valeurs dans Y = N x (r,w), et définie conditionnel-

lement sachant que T}, = 5,0, = r par
Yor =(t,7),t 21,7 >r ssi

Xs+4 <7, Xs+4+t—1 <r, X.9+4+t >, Gu(ma'x(Xs+4+t’ Xs+5+t)) =7
et

Y,, =(0,7'),r' > r, ssi X;p4 >7,Gy(max(Xypq,Xep5)) =7 (4.42)
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— Soit P, la distribution de probabilité sur ), définie sachant que (Tn =s,0, = r) par
P(t,dv) = (F(r))}[F(v+ dv) — F(v)],t > 0,7 < v < v+ dv. (4.43)

— Soit ¢ = ¢, = {(t,r') € ¥;4 <t < [%(r)]}.

Nous avons alors
P(@) = 1= (F(r))* + (F(r))WOHL > (fo(r)) W0+,

et,

P(r) )L (1 T, (row
(B ~ (a5 (=),

ainsi, en utilisant (4.36), la 1-dépendance et la stationnarité, on peut montrer que (4.41)
est satisfaite avec

= o(0n) = e(1 = PO In(—=))"

pour des constantes ¢ > 0 et 7/ > 7.
— On pose @Qny1 = @ ol Q est la v.a. du lemme 4.2 (i.e. P(Qn41 =0) = q(H ).
Soit L,41, une v.a. de Bernoulli telle que

P(Lpy1 =1) = (F(8,)) (4.44)

On suppose de plus que Qn+1 et L,y sont mutuellement indépendantes et ne dépendent

de {X,} et (T3,0,),...,(Ty,0,) que par 4,.

- Soit ¥ = (le Yg), un vecteur aléatoire & valeurs dans {1,2,3} x (,,w) tel que, pour
1<t<3etv>40,,

P{Yi =t;¥; <o} = F*7}(6,) [ F(v) - F(6.)]
X (P(Lny1 =0))7L (4.45)

- Nous définissons maintenant (7,,41,0,41) comme suit :
Si L4y =0, alors,

Tn+l = Tn + Y/], én+1 - Y/2 (446)
Si Lp4y = 1, alors, ) ) o )
Tn+1 = Tn +4+ le, on-{-l = Y'Z, (447)
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ou (Yl, Yz) = Y est le vecteur aléatoire défini par le lemme 4.2 en faisant les identifications

appropriées.

- On peut aisément vérifier que {(11,8),...,(Tus1,0n41)} vérifie (4.32) et la condition

de mesurabilité citée plus tot en remplagant n par n + 1.

- La derniére étape de la démonstration consiste en montrer que p.s., il existe N et Q,

v.a. entiéres telles que, p.s., pour n > N, on ait :
Tng = Tn_Q et 05 = én—Q-
Remarquons que par (4.46) et (4.47), si

Ln+1 =1
max(Xz L q,..., X7 13) < On

Qn+1 =1
Y €y,

on appellera A, 'intersection de tous ces événements), alors
p
Topr = inf{k > To; Xz > 6}
Ony1 = Gén(max(XTn+1 ’ XTn+1+l))’

ce qui donne les mémes relations de récurrence que dans (4.30) qui définissent

{(Trf’og)}nzb

Ainsi, pour montrer (4.49), il suffit de montrer que
P{A: is.} =0.
Remarquons tout d’abord que pour 0 < e < 1,
P{1-F(b,) >e°" i.s} =0.
Démonstration de (4.50) :

Nous allons traiter chaque événement de A, séparément.
1. P(Lpy1 =0 i.8.) =0.
Soit 0 < a < 1. Alors, d’apres (4.51),

P(Lyy1=045)=06 P{(Lpy1=0)N(1—-F(@,) <e°") is5}=0.
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Posons .
B, = (Lny1 =0)N (1= F(0,) <e ™),

alors,
P(B,) = / A (1= (B(r)) dP;. ().
{r/1-F(r)<e—on}

D’ou,
P(B,) <1—(1-e")° < cste e™°",

qui est le terme général d’une série convergente ; on peut donc appliquer le lemme de
Borel-Cantelli. Ainsi,
P(B, is.) =0,

et, par suite
P(L,4y =0 15.)=0. (4.52)

2. P(Qn+1 = 0 i.S.) = 0.

Nous rappelons que P(Q,41 =0) = q(8,,), avec

~ 1

g(z) = ¢(1 - F(w))(lﬂ(l_—ﬁ,(x)))fi = q(F(z)).

Soit0<a<let o
Co=(Qny1=0)N(1 - F(0,) <e™*").

De méme que précédemment, il suffit de montrer que P(C, i.s.) = 0. Nous avons
PCI= [ alBw)dR, 0.
{r/1-F(r)<e~a"}

La fonction ¢; est décroissante sur [1—e~"'; 1[; or, pourn > Np, l—e™™ < 1—e™°" < F(r),
d’ou, pour n > Ny,
P(C,) < cste e”(an)",

qui est le terme général d’une série convergente. Ainsi, toujours avec le lemme de Borel-

Cantelli,
P(C, i.s.)=0,

puis

P(Qn41 =0 i.5.)=0. (4.53)
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3. P{Y ¢ (pén i.s.} = 0.
Soit0<a<let

A

D,=(Y ¢ ‘Pé,,) Nl - F(én) <e ™).
Alors

P(D,) = Z/ P{Y ¢ cpéann} =s,0,=r} dPz, 4.(s:7)-

>n {r/1-F(r)Secn}

P{Ygt,oén]j’n:s,énzr} = 1-P{Y €y; T, = 5,0, =1}

= 1—/ dPy—/ dP+/ dp — /i&dP

dP
< P(cp,)+/ 1— —X|dP.
@r
Or, nous avons vu que, sur ¢,,
dPy -
l1— — rYP(@,).
1- 2 < i Pie)

On en déduit
P(D,) < / ‘ P(@)(1 + q(r)) dP; (7).
{r/1-F(r)<e—an}

Or
P(3,) =1~ (E(r)* + (F(r))POH,

et, si 1 — F(r) < e, alors

- (17"(7'))4 < cste e ™.

De plus ) )
() ~ (= In(1 = F())™" quand 7 — o,

-—Qan

Donc, pour n assez grand, si 1 — F(r) < e
P(@,) < cste (e7°" + (an)™").
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9n+1

bn

—an

Par ailleurs, pour n assez grand, si 1 — F(r) < e °",
q(r) < cste e™*"(an)".
Ainsi, pour n assez grand,
P(D,) < cste (e™*"(an) + (an)™")(1 + e **(an)™),

qui est le terme général d’une série convergente. On en déduit donc que

P{Y dyp; is}=0. (4.54)

4. P{max(Xys, o1y Xg,43) > 0n 3.5} =0.

Posons

En = {max(XTnH, “e ’XT,.+3) > én}
Fo = Qa1 =1)N(Lua=1)N(Y €p; )N (1 = F(b,) <e™°m).
Alors, d’apres (4.51), (4.52)-(4.54), pour montrer que P{&, i.s.} =0, il est équivalent de

montrer que P{&,.; NF, i.s.} =0.
Décrivons ce dernier événement :

'maX(XTn+l+2,XTn+l+3)>9n+l

T
'
1
i
’
'
t
'
+
)
1
'
|
o

]
1
!
]
]
'
1

Tn Tn+3 Tn+7 Tn+1=Tn+4+Yl Tn+1+3

On voit donc que

P{E1 N Fo} = P{Famax(Xs, 10 X5, 43) > Onia}-

67



De plus, sur £,4, N F,,

bns1 > Xz, > bn.
D’ou
P{€.aNF} < P{Fanmax(Xy,, 19, Xz, 13) > 0n)
()]
<> / Y P{A;.}dP; .(r,s)
s>n VTEL =4
ou

A= {r/1-F(r)<em},
et A,, représente I’événement
{Xera <7y ooy Xogagror S, Xopa >,
max(Xotapir2 Xopati+3) > 1 Qnr1 =1, Loy = 1|0, =1, T, = s}.

Or Qn41 et Ly sont mutuellement indépendantes et ne dépendent de {X,},,
(11,6,),...,(Ts,0,) que par 8,, d’ot

[¥(r)]
PlewinF) < Y [ Y P(BLIP(Qui = U= =)
s re =4

XP{Lny1 =10, =7,T, = s}dP;_ 7 ,(r,s)
ou B,, représente I’événement

{Xs+4 <7y, Xogpag-1 70, Xopap >,
max (X,ya4112, Xorasig3) > 7l0p =1, T, = s}.

En tenant compte de la stationnarité et en sommant sur s :

(¥(r)]
Pl nfn}s/ S P <y X <1 X > T,

€A =4

max(X1+3,X,+4) > ‘I‘!én = T‘} dPén(T).

Par la 1-dépendance et la stationnarité,
[¥()
Pl € [ 3 PUGSh XS X > )

€4 =4

x P{max(X1, Xz) > r} dP; (r).
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Pour I € {4,...,[y(r)]},
P{X;<r.... X, <, Xy > 1} < 1= F(r),

et
P{max(X1, X,) > r} < 2P{X; > r} = O(1 — F(r)).
Ainsi
PlEmnF) <este [ (1= BP0 - 3)dPy (),
puis
~ 1
P{&+1 NF,} < cste /ea(l — F(r)) lng(m)dPén(r).

La fonction sous le signe intégrale est décroissante sur un intervalle (ry,w), d’oli, pour n

assez grand,
P{& 1 NF,} L cste e " In(an),

qui est le terme général d’une série convergente. On peut donc a nouveau appliquer le
lemme de Borel-Cantelli. Ainsi

P{max(Xz .y Xg 43) > b, i.5.} =0. (4.55)

Enfin, en combinant (4.52)-(4.55), on obtient (4.50). n
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