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Et pour qu’il y ait évolution, I’ensemble des hommes devra prendre conscience du
fait que, si la consommation a pu constituer jusqu’ici le phénomene caractéristique
de I’homo faber, la survie alimentaire de I’homme de demain étant assurée de fagon
stable par une thermodynamique économique fortement aidée par les machines, il
restera alors la plus belle étape de ’évolution a parcourir, celle ou I’homme n’agira
plus pour consommer mais pour connaitre.

Notre devoir d’homme est simple au fond, il consiste a oublier notre force pour
utiliser notre imagination.

«Biologie et structure»
Henri Laborit
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Chapitre 1

Introduction

Lancés il y a a peine dix ans, les programmes de séquencage de génomes complets pro-
gressent a grand pas. Pour la premiere fois, le séquengage de génomes complets d’organismes
modeles tels que Escherichia coli ou Bacillus subtilis est en passe d’étre achevé (E. coli et B.
subtilis sont deux bactéries dont le génome est de 1’ordre de 107 paires de bases). La quan-
tité de paires de bases d’ADN séquencées qui s’amoncele dans les bases de données, croit au
rythme du doublement tous les 2 ans. Cependant, le séquencage n’est pas une fin en soi, seule
I’analyse des séquences apporte de véritables connaissances biologiques. Si la localisation des
geénes et la détermination de leur fonction sont les deux questions majeures pour les biolo-
gistes, bien d’autres rentrent dans le champ de I’analyse de séquences : existe-t-il une structure
commune aux séquences des geénes ou a celles des chromosomes? Comment ’expression des
geénes sous forme de protéines est-elle régulée et ou sont les signaux correspondants dans la
séquence? Quelles sont I'utilité et la forme des séquences non codantes qui séparent les génes?
etc. Toute une communauté de recherche s’est créée pour réunir biologistes et informaticiens
autour de problemes et d’objectifs communs, en particulier la conception de méthodes
d’analyse de séquences.

La théorie de la complexité de Kolmogorov mesure la quantité d’informations contenues
dans un objet par la longueur de sa plus courte description. Par définition, la complexité de
Kolmogorov d’un objet est la longueur du plus petit programme capable de le générer sur un
calculateur universel. La plus courte représentation d’un objet contient toutes les informations
nécessaires a sa construction, c’est a dire les informations essentielles et seulement elles. Par
conséquent, une représentation plus longue que sa complexité de Kolmogorov contient des
redondances. La théorie de la complexité de Kolmogorov prouve que cette complexité n’est
pas calculable en général, mais seulement approximable,

Les algorithmes de compression effectifs recherchent les redondances d’un objet pour les
éliminer et ainsi diminuer la taille de sa représentation. Ses redondances conferent a un objet
de la régularité, régularité qui se traduit en une propriété. Un algorithme de compression
exploite un type de régularités, une propriété particuliere, pour trouver une description plus
courte de I'objet. Plus on compresse sa description, plus la propriété est pertinente
pour l’objet en question. Par exemple, dans un texte en francais la lettre «<e» est la plus
courante. Cela donne aux textes la propriété d’avoir une distribution des symboles qui n’est
pas une répartition au hasard, i.e. qui s’éloigne de I’équi-répartition. L’algorithme de Huffman
exploite ce type de propriétés en associant un code court aux symboles courants et un code
long aux symboles rares. Par cet algorithme, un texte est d’autant plus compressé que sa

7



8 1 Introduction

distribution des symboles s’éloigne de I’équi-répartition. On peut dire que compression est
synonyme de compréhension, puisqu’elle équivaut a détecter les propriétés d’un objet. En
outre, un algorithme de compression mesure sa performance par un taux de compression, cela
quantifie la propriété sur laquelle 1’algorithme est basé (dans ’exemple, la propriété est: de
combien la distribution des symboles differe de ’équi-répartition, mais bien d’autres propriétés
sont exploitables) et permet de comparer des objets entre eux selon cette propriété.

De cette situation est née 1'idée d’utiliser les techniques de compression pour aider a
I’analyse des séquences génomiques. De la est parti notre travail qui s’est attaché aux trois
themes suivants :

e la recherche et I'exploitation de régularités réparties sur une longue séquence avec comme
critere la compression ;

e la localisation de répétitions en tandem d’un petit motif pour la détection de zones de
faible complexité, que les biologistes appellent le DOS-DNA ;

e |'élaboration d’une nouvelle approche construite sur la complexité de Kolmogorov et
qui a pour but de définir une notion effective et générale de représentation optimale.

Les deux premiers themes sont tres liés a la problématique biologique alors que le troisieme
concerne la théorie de I'information et les aspects conceptuels de la compression.

Partie 1.

L’application de la compression a I’analyse de séquences génétiques requiert des méthodes
capables de comprimer ces séquences. Une séquence est un texte sur ’alphabet des nucléotides
{A.C,G,T}, on peut donc lui appliquer les méthodes classiques de compression de texte. Mal-
gré les évidences biologiques de présence de régularités telles que les répétitions dans 'ADN,
ces compresseurs ne parviennent pas a les comprimer et donnent des taux étonnamment bas
(au maximum de quelques pour-cents). Partant de cette constatation, nous nous sommes
fixé pour objectif, de concevoir pour les séquences génétiques, le compresseur le plus évolué
possible qui n’encode que les répétitions. Cet objectif se justifie triplement :

e Sil'on sait qu’il existe des répétitions dans I’ADN, on ne sait pas dans quelle proportion,
ni avec quelle répartition. Les méthodes biologiques expérimentales n’autorisent pas
I'acces a des informations précises sur ces questions. Il est donc utile de créer un outil
pour localiser des répétitions significatives dans une séquence.

e En outre, I'utilisation de cet outil permettra de savoir quel niveau de compression on
peut généralement atteindre, uniquement grace a des répétitions. Un intérét de la mé-
thode est qu’elle quantifie objectivement par le taux de compression, la présence de
répétitions (plus généralement la présence de la régularité recherchée).

e Beaucoup de recherches génétiques se servent de ressemblances entre séquences pour
émettre des hypotheses sur leur fonction ou sur leur conformation spatiale. Or, I'appli-
cation de compresseurs a un ensemble de séquences permet des comparaisons globales
et par la, des classifications de séquences.
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Un compresseur qui encode des répétitions, substitue des portions répétées du texte par
un code binaire. Il exécute deux fonctions:

la factorisation : la détection et le choix des portions «intéressantes» a coder,
I’encodage : la traduction en code binaire des portions choisies par la factorisation.

Une compression efficace passe par un outil puissant de détection des répétitions: nous
montrons que 'arbre des suffixes est une structure de données performante et adaptée au
probleme (chapitre 1.2). Un nceud interne de ’arbre des suffixes mémorise un facteur répété,
nous les avons nommés: facteurs maximaux. En outre, ’arbre des suffixes est de construction
linéaire par rapport a la taille du texte et permet de localiser facilement toutes les occurrences
d’un facteur. Nous utilisons ’arbre des suffixes pour obtenir une liste de facteurs intéressants
du point de vue de la compression (chapitre 1.3). Aprés avoir passé en revue les méthodes
existantes de compression utilisables pour les textes d’ADN (chapitre 1.4), nous présentons
notre algorithme «Cfact» (chapitre 1.5). Cfact utilise la liste des facteurs maximaux obtenue
de I’arbre des suffixes, dans sa procédure de factorisation qui choisit les facteurs selon les deux
principes suivants:

e les facteurs sont examinés par ordre d’intérét pour la compression, i.e. par ordre de
longueur décroissante, et non dans ’ordre d’apparition dans le texte comme dans Bio-
compress, Lempel-Ziv 77 et 78 (cf. chapitre 1.4 et [GT93a, ZL77, ZL78));

e on s’assure que le gain potentiel d’une occurrence d’un facteur est positif : le nombre de
bits potentiellement gagnés, si 'on substitue 'occurrence par un code binaire, doit étre
supérieur a 0. Aucune autre méthode ne fait cette vérification de maniere aussi précise.

Nous démontrons un théoreéme qui établit une garantie de compression pour Cfact. Si
une séquence contient au moins une «longue» répétition alors Cfact parvient a la compresser,
et inversement, si Cfact obtient un taux de compression nul, cela prouve qu’il n’existe pas
une seule répétition suffisamment «longue». La condition suffisante de compressibilité permet
de calculer précisément le critere de longueur. Enfin, nous comparons les résultats de douze
compresseurs sur des séquences d’ADN d’espéces différentes (chapitre 1.6). On constate la
difficulté de comprimer des séquences génétiques et P'inaptitude particuliere des méthodes
classiques a dictionnaire, i.e. les méthodes Lempel-Ziv 77, 78 et leurs dérivés. Ces tests révelent
aussi les aptitudes de Cfact a bien comprimer des séquences qui contiennent des répétitions.
Nous concluons par quelques suggestions d’emploi des compresseurs pour ’annotation et la
classification de séquences (le probleme est abordé dans [Mil93]). Le schéma de compression de
Cfact, s’adapte parfaitement a d’autres types de régularités algébriques, tels que les symétries
dans les mots: ceci nous permet de traiter le cas des palindromes génétiques (chapitre 1.5).

Partie II.

La seconde partie de notre travail est consacré a un autre algorithme de compression basé
sur la présence de répétitions «en tandem», i.e. cdte a cote, d’un motif. L’objectif biologique
est d’identifier et de caractériser des segments considérés par les généticiens comme étant de
faible complexité, ainsi que d’en étudier la répartition dans les chromosomes. L’intérét pour
ces zones est motivé par leur role dans certaines maladies génétiques humaines et par leur
influence sur la conformation spatiale et la structure de ’ADN chromosomique.
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Les répétitions approximatives en tandem d’un motif sont classées parmi ce type de segments
de faible complexité. Une répétition est approximative si certaines de ses bases ont été mo-
difiées. Deux exemples de séquences sont données dans la figure 1.1, pour les motifs GA et
ACG ; dans la premiere un «C» a été inséré dans la répétition, dans la seconde une base fut
supprimée, une autre mutée en «G» et un «T» inséré. Pour des motifs de longueur 1, 2 et 3,
nous avons congu et implanté respectivement 3 algorithmes capables d’identifier les répéti-
tions en tandem approximatives de ces motifs. Nous les avons appliqués a des chromosomes de
levure. Les résultats qui font ’objet d’une analyse approfondie avec une équipe de biologistes
du Centre de Génétique Moléculaire, ont permis d’établir des conclusions biologiques inté-
ressantes qui sont résumées ci-dessous. Cette partie met donc en pratique ’analyse de textes
grace a la compression, dont nous pensons qu’elle s’insere parmi ’ensemble des méthodes
utilisées pour la biologie «in silico» (cf. [HD94, MJ93a}).

GAGAGACGAGAGAGA

ACGAGACGGCGACGACGTACG

Fic. 1.1 - FEzemple de répétitions en tandem approzimatives pour les motifs GA et ACG.

Nous détaillons la biologie des répétitions en tandem approximatives ou RTA, notamment
les hypothétiques processus moléculaires capables de les engendrer (chapitre 11.2). Ceci nous
permet de préciser les interrogations biologiques auxquelles la méthode et les expériences
tentent d’amener une réponse. Nous établissons la nécessité de concevoir une méthode propre
au probleme, encore du domaine de la recherche, de la détection de RTA (chapitre IL3).
En effet, les algorithmes existants répondent partiellement au probleme ([LS93, Sch94]) ou
I’abordent avec d’autres criteres de sélection de type statistique ((BW94]). Apres une défini-
tion formelle des objets recherchés, la méthode est détaillée en commencant par le codage des
répétitions et de leurs erreurs. Vient ensuite ’étude compléte de 1'algorithme de localisation
des zones, on y montre particulierement une spécificité de la méthodologie «compression»:
comment elle prend en compte le critere du gain de compression pour sélectionner les RTA si-
gnificatives sans obliger I'utilisateur a fixer un seuil arbitraire de significativité (chapitre 11.3).

Puisque ce travail est autant une application concréte qu’une recherche pour la concep-
tion d’algorithmes, une grande attention est portée aux résultats (chapitre 11.4). Nous expli-
quons précisément la procédure de test employée et donnons les résultats bruts: répartition
et quantité de segments identifiés, motifs utilisés, etc, en prenant soin de souligner la capacité
explicative et 'objectivité de la méthode. Sur les résultats et du point de vue méthodologique,
notre approche est comparée a une analyse statistique de x? faite sur ces mémes chromosomes.
Pour finir, nous discutons les conclusions élaborées a partir des observations biologiques que
sont les résultats bruts. Trois conclusions semblent pertinentes aux biologistes moléculaires.

e De nombreux segments des séquences de chromosomes contiennent des RTA dont les
motifs sont de 2 ou 1 lettres. Donc, "apparition ou la présence de zones RTA n’est pas
limitée aux triplets, comme dans les maladies humaines liées & ’expansion des RTA de
motifs de trois nucléotides.
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e Un mécanisme hypothétique de génération des RTA, dii au blocage de la réplication
de ’ADN, impose une contrainte sur le motif qui est amplifié: celui-ci doit pouvoir
s’auto-apparier chimiquement avec lui-méme. Or parmi les motifs identifiés dans les
chromosomes de levure, la grande majorité ne satisfont pas cette contrainte, invalidant
I’hypothése de I’emploi et méme de P’existence de ce mécanisme chez la levure.

e Le phénomene le plus étonnant est que la présence de segments constitués de RTA
semble uniforme sur les 4 chromosomes testés (plus de 2.3 millions de paires de bases).
La disponibilité récente de séquences complétes de chromosomes a mis jusqu’a présent
hors de portée expérimentale, ce type de caractéristiques globales de la structure du
chromosome. L’uniformité de la présence de RTA apporte une des premiéres pierres a
la caractérisation de I’objet biologique qu’est le chromosome.

Partie III.

Notre dernier travail s’intéresse a un aspect plus théorique de la compression : 'optimalité
en taille de la représentation d’un objet. Cette question est naturelle: compresser un objet
c’est trouver une représentation plus courte de cet objet. Cette représentation est-elle la
meilleure possible? Est-ce bien celle qui permet la transmission la plus courte ou le stockage
en mémoire le moins gourmand? D’un autre point de vue, la nouvelle représentation est elle-
méme un objet, on peut donc essayer de la comprimer et méme itérer le processus au-dela.
Quand doit-on arréter 'itération?

Par exemple, considérons un émetteur qui doit transmettre des messages de la forme:

Te-I notés 2™
——

m fols

ol z est un texte et m un entier, tous deux quelconques. Il existe une infinité de messages
de cette forme. Supposons que 'on ne sache rien sur la distribution des messages que la
source fournit & I’émetteur. Sans informations statistiques sur la répartition des textes, celui-
ci ne peut utiliser une méthode de compression statistique pour réduire le coit moyen de
transmission d’un message. Pourtant, tous les messages ont une structure spéciale et semblent
compressibles a cause de cela. Nous appelons une «hypothése de structure» le fait que tous les
messages adoptent une forme particuliere. Si I’émetteur envoie pour chaque message le couple
(z, m), il réalise une compression. Or, la théorie de la complexité de Kolmogorov nous apprend
que parmi tous les couples (z, m) possibles, la plupart des items z et m sont incompressibles.
L’émetteur réalise donc une compression optimale, puisque pour un couple quelconque, il
ne peut pas transmettre moins d’informations que d’envoyer le couple lui-méme, sinon z et
m seraient compressibles en général. Notre travail propose une définition de représentation
optimale en moyenne, qui permet de prouver que I’émetteur transmet en moyenne, la meilleure
représentation pour les textes d’une forme donnée, c’est a dire de la forme ™ pour ’exemple.
Cette définition est relative & une hypothese de structure sur les textes a transmettre.

Notre approche propose donc une notion de représentation optimale en moyenne basée
sur une hypothése de structure, tout comme la théorie de 'information de Shannon ([SW49}),
qui permet de calculer la taille d’une représentation optimale en moyenne, non plus d’apres
la forme des messages, mais étant donnée une distribution de probabilités des messages.
Conceptuellement, la théorie de 'information de Shannon utilise la répartition des symboles
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dans le texte, i.e. a une vision statistique du message, alors que notre approche en exploite
des propriétés liées a ’ordre des symboles, une vision algorithmique du texte.

Nous avons vu qu’a la question de 'optimalité d’une représentation, la théorie algorith-
mique de I'information amene une réponse quasi-générale, puisque la complexité de Kolmo-
gorov d’un objet est la longueur du plus petit programme capable de le générer. Ce plus petit
programme est donc sa plus petite représentation. Malheureusement, cette représentation
n’est pas calculable et donc cette théorie ne permet pas de savoir quand une représentation
est la plus courte possible pour un objet quelconque.

Cependant, les objets que nous manipulons sur nos ordinateurs ne sont pas n’importe
quels objets. Nous avons en général une idée de la forme qu’ils ont, et cette idée permet de
caractériser leur structure. Par exemple, les programmes Pascal ont une structure contrainte
par la syntaxe du langage. Les chansons constituent un tout autre exemple. Elles alternent
souvent couplets et refrains, exploiter cette caractéristique structurale doit permettre d’ob-
tenir en moyenne pour toutes les chansons une représentation comprimée, si on «factorise»
le refrain. Cette partie du travail tente de formaliser cette intuition. Elle améne des réponses
aux deux questions suivantes :

e Peut-on définir une notion d’optimalité en moyenne pour une représentation d’un objet
qui tienne compte de caractéristiques structurales?

e Peut-on définir un concept d’optimalité en moyenne pour qu’il soit effectif, qu’il puisse
aider a la conception d’un codage pour un compresseur et rende compte de nos intuitions
légitimes?

Aprés avoir explicité plus longuement ces motivations, nous examinons comparativement
d’autres approches pour la définition d’une optimalité ([GS91, LV93, SW49], chapitre 111.2).
Nous introduisons la notion de forme qui permet de donner une représentation pour des objets
et d’exprimer qu’ils vérifient une hypothese de structure. Une forme propose un codage ou
représentation pour des objets, ainsi que le décompresseur associé (une forme est toujours
décodable). Par exemple, pour les messages fournis a I’émetteur, la forme préconisée est la
fonction ;

f: {0,1}*xN — {0,1}"

(z,m) —  z™

La représentation d’une forme est appropriée, si la longueur moyenne de toutes les représen-
tations de taille n est égale, a un terme en o(n) pres, a la quantité d’informations moyenne de
tous les objets correspondants: on dit alors que la forme correspondante est K-optimale (la
quantité d’information est mesurée avec la complexité de Kolmogorov notée K). Dans notre
exemple, f est K-optimale si et seulement si:

Moy K(f(t) = n-+oln)

lt|l=n

Par la suite, nous présentons plusieurs versions équivalentes de cette définition d’optima-
lité, montrant par la qu’elle est:

e naturelle et robuste puisque des changements dans la définition ne modifient pas la
théorie;

e en accord avec deux théories algorithmiques de D’information, qui sont similaires et
néanmoins toutes les deux importantes: 'une contraint les programmes a étre auto-
délimités et ’autre non.
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Nous soulignons ensuite que notre théorie est plus générale que ’approche de [GS91], puis-
qu’elle n’exige pas qu’un seul code soit associé a chaque mot, i.e. que les formes soient in-
jectives. En conséquence, une fonction qui compresse optimalement un langage d’apres la
définition de [GS91], correspond dans notre théorie & une forme nécessairement optimale.

Nous montrons que notre définition est utilisable en pratique et prouvons 'optimalité ou
la non-optimalité pour des formes simples et naturelles (chapitre I11.3). Nous abordons la
question du gaspillage des codes pour les formes qui ne sont pas injectives. En effet, associer
univoquement un code a un mot a encoder, est la fagon la plus économique de concevoir un
codage. Cependant, certains codages réalistes admettent plusieurs codes pour un méme mot
et gaspillent ainsi un certain nombre de codes. Nous examinons comment le gaspillage des
codes influe sur 'optimalité d’une forme. Enfin, nous inspectons les possibilités de composition
des formes (chapitre 111.4). Nous prouvons plusieurs théorémes qui permettent de décider de
Poptimalité ou de la non-optimalité d’une forme complexe selon 'optimalité des formes plus
simples qui la composent.
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Chapitre 2

Généralités biologiques a ’usage de
I’informaticien.

Les étres vivants transmettent & leur descendance des caractéristiques dites héréditaires. Il
existe un support moléculaire sur lequel ces informations sont inscrites: les chaines d’ADN
(Acide DésoxyriboNucléique). L’unité fondamentale de transmission héréditaire est le géne;
Pensemble des genes forme le génome.

Les étres vivants se constituant par duplication de cellules, la totalité des informations
héréditaires est conservée dans chaque cellule, sous la forme de chromosomes. Chez les eu-
caryotes, classe d’espéces a laquelle appartient ’homme, les chromosomes sont renfermés a
I'intérieur du noyau. L’absence de noyau chez les procaryotes, classe d’especes contenant les
bactéries par exemple, implique que les chromosomes ne sont pas séparés des autres consti-
tuants de la cellule. Dans tous les cas, les chromosomes sont constitués de chaines d’ADN
enroulées, puis sur-enroulées pour étre stockées dans un volume limité. Ces chaines d’ADN
ont les propriétés d’étre:

e constituées d’une suite de nucléotides (groupement d’un acide, d’un phosphate et
d’une base), dans laquelle seule la base varie suivant quatre possibilités {Adénine,
Cytosine, Guanine, Thymine}, ou les bases des couples (Adénine, Thymine) et (Guanine,
Cytosine) peuvent s’apparier chimiquement parce qu’elles sont complémentaires selon
les appariements de Watson-Crick;

e orientées selon un sens de lecture dit de «5' vers 3'»;

o elles-mémes appariées a une séquence inverse et complémentaire ou les bases d’une
chaine sont liées aux bases de Pautre chaine, cela constitue une molécule double-brin
d’ADN faite par ’empilement de paires de bases!: la double hélice d’ADN.

Chaque gene est associé a une portion d’une chaine d’ADN. La fonction d’un géne
est de «coder» pour une protéine: c’est ainsi que le génome influence effectivement la
construction de l'individu. En d’autres termes, les molécules dont le role est central dans le
fonctionnement des étres vivants, les protéines, ont leur plan décrit dans un gene. Ce lien est
matérialisé par le processus d’expression génique, pendant lequel on construit la protéine
d’apres la séquence du gene. Il comporte trois étapes:

La transcription: La séquence du gene est copiée en une molécule simple-brin d’ARN

1. Dans la suite du document, 'unité de longueur des séquences, «paire de bases», est abrégée en pb
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(Acide RiboNucléique) quasi-identique, si ce n’est qu’elle est écrite sur Palphabet:
{Adénine, Cytosine, Guanine, Uracyle}.

La maturation : Cette molécule subit diverses transformations dans sa séquence. Par exemple
chez les eucaryotes, certains segments, les introns, sont excisés, et les portions restantes,
les exons, sont concaténées pour produire ’ARN dit messager parce qu'il traverse la
membrane nucléaire pour sortir du noyau.

La traduction: L’ARN final est lu par un ribosome qui construit la séquence d’acides
aminés qui forme la protéine. A partir d’un signal dans la séquence du geéne, le
ribosome associe chaque groupe de trois nucléotides appelé codon, a un acide aminé.
Le code de traduction employé universellement constitue le code génétique. Ce code
est redondant puisqu’il y a 64 codons possibles et seulement 20 acides aminés.

Le génome est un texte dynamique: il est en perpétuelle évolution. L’hérédité semble
contenir une part d’aléatoire. De nombreux mécanismes y participent, parmi les principaux:

e l'altération des séquences d’ADN par des mutations ponctuelles : substitution, sup-
pression ou insertion d’'une base.

e ['échange de longues portions similaires principalement entre les chromosomes par re-
combinaison homologue ou «crossing-over» durant la duplication cellulaire.

e la reproduction sexuée pour les eucaryotes, ol chaque parent donne un stock de chro-
mosomes pour constituer le génome dit diploide de 1'ceuf fécondé.

Cette possibilité d’évolution se répercute en polymorphisme intraspécifique: les génomes
de deux individus d’une méme espece different, en polymorphisme intercellulaire : les génomes
de deux cellules d’'un méme organisme, qui proviennent pourtant du méme gamete original,
different eux aussi. La répercution la plus notable reste 1’évolution des différentes especes,
dont on ne connait que partiellement les parentés.
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Chapitre 1

Introduction

Les séquences d’ADN et d’ARN sont des textes sur un alphabet de 4 lettres. La croissance
exponentielle du nombre de séquences dans les bases de données et Papparition récente de
séquences de chromosomes complets créent un énorme travail d’analyse nécessaire a leur
compréhension. L’ADN contient de nombreuses répétitions dont la fonction biologique est
inconnue. Leur répartition n’est pas clairement établie et I'importance de leur proportion dans
les séquences est imprécisément évaluée. En plus des méthodes d’alignement qui permettent
d’identifier des similarités locales entre des séquences données, il existe un besoin pour des
méthodes de comparaison globale des séquences. Il existe un besoin spécifique pour des outils
de classification sur des critéres tels que le contenu en répétitions ([HD94]). Des méthodes
statistiques [KBS1 93] proposent d’évaluer des séquences selon de tels criteres. Nous proposons
une méthode de type algorithmique basée sur schéma de compression adapté au critere du
contenu en répétitions.

Notre travail est consacré a I’étude de la compression des séquences d’ADN. L’examen des
résultats des méthodes usuelles et répandues de compression de texte, montre que celles-ci
s’averent inopérantes parce qu’inadaptées (voir chapitre 6). Notre recherche est centrée sur la
conception d’algorithmes de compression innovateurs et adaptés aux textes génétiques, pour
améliorer les performances de compression. Celles-ci priment sur la robustesse du codage et
le temps de calcul, la compression «en ligne» n’est pas requise dans les applications visées.
Nos méthodes prennent en compte les caractéristiques des régularités des textes d’ADN, telles
que la taille non bornée des répétitions et palindromes ou I’éloignement des occurrences d’une
répétition. Notre effort se caractérise par 'utilisation d’une structure de données appropriée
pour diverses recherches dans le texte, ainsi que par la gestion du dictionnaire pilotée par
le gain de compression. Il s’appuie aussi sur la conception de codages auto-délimités qui
évitent les limitations usuellement imposées aux dictionnaires et visent a tirer la meilleure
compression des régularités étudiées. La qualité originale de notre schéma de compression est
de pouvoir garantir la compression de la séquence si elle contient des régularités.

Une compression efficace passe par une structure de données performante pour la loca-
lisation de régularités dans le texte. Nous avons utilisé ’arbre des suffixes qui fait 'objet
d’une présentation dans le chapitre 2. Ce chapitre aborde en premier lieu une structure de
données plus simple, dont un apergu facilite la compréhension de ’arbre des suffixes. Le cha-
pitre suivant présente les algorithmes de localisation employés pour les répétitions directes
et les palindromes génétiques. Il s’agit d’utilisations avantageuses de ’arbre des suffixes. Les
généralités sur la compression de texte étant abordées dans la section 1.1, nous pouvons pré-
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senter dans le chapitre 4, les méthodes classiques ainsi qu’une méthode dédiée aux séquences
génétiques ([GT95]).

Notre apport dans le domaine de la compression de textes est détaillé dans le chapitre 5.
Les deux méthodes de compression, une pour les répétitions directes nommée Cfact, 'autre
pour les palindromes nommée Cpal, sont a classer dans les compresseurs a dictionnaire ou sub-
stitutionnels. Elles sont basées sur un schéma trés similaire. Nous montrons qu’elles incluent
une détection sophistiquée des régularités (répétitions ou palindromes) et une construction du
dictionnaire adaptée au «langage» de ’ADN. Cette approche permet de prouver une garantie
de compression utile pour 'application a la classification de séquences. Les résultats compara-
tifs résumés au chapitre 6 montrent la performance et ’application pratique du compresseur
pour les répétitions directes.

1.1 Vision générale de la compression de textes.

1.1.1 Objectifs de la compression.

La compression est utile dans deux cadres tres différents:

Pour le stockage et la transmission: la compression a pour objet de diminuer les coits
de la gestion de données par I’outil informatique, soit en réduisant ’occupation mémoire
de fichiers stockés, soit en raccourcissant leur temps de transmission sur un réseau.

Pour Panalyse de textes: elle révele des régularités dans la description d’un objet et per-
met de savoir si sa description est proche de la description optimale théorique de lon-
gueur égale a sa complexité de Kolmogorov (cf. [LV93]). Cette description optimale est
le plus court programme capable de I’engendrer. Ainsi, si le codage des régularités di-
minue la taille du texte, la représentation se rapproche de la représentation optimale.
Comme la théorie établit que seule la découverte de véritables régularités permet cela,
une compression effective entraine une meilleure compréhension de la structure du texte,
parce qu’elle identifie des régularités significatives de ce texte.

Dans ce travail, nous utilisons la compression pour ’analyse de séquences génétiques. Ce
genre d’analyse vise a comparer des textes entre eux. Un méme algorithme peut engendrer
une grande compression pour un texte et une petite pour un autre texte, simplement parce
que la quantité de régularités identifiables par 'algorithme choisi est plus grande dans le
premier texte que dans le second. Le tauz de compression de chacun permet de comparer
numériquement cette différence de quantité de régularités, si et seulement si ’algorithme
compresse sans perte d’informations. Ceci signifie, qu’a partir de la version compressée du
texte, ’algorithme de décompression reconstitue la version exacte du texte original. Tous
les algorithmes présentés sont sans perte d’informations. Dans le domaine de la compression
d’image (utilisée pour la réduction de transmission des images animées, par exemple) la
compression avec perte d’informations est courante parce que la version approximée obtenue
par décompression est suffisante pour la visualisation désirée.

1.1.2 Utilisation pour ’analyse de séquences génétiques.

Ce travail a été motivé par la volonté de créer des algorithmes pour compresser des sé-
quences génétiques et plus particulierement des séquences d’ADN sur un alphabet a quatre
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lettres: {A, C, G, T}. En effet, les méthodes traditionnelles, de type statistique (codage de
Huffman) comme de type algorithmique (codage a dictionnaire tel que Lempel-Ziv) ne par-
viennent pas a compresser ce type de textes (voir le chapitre 6). Plusieurs références font état
de tests donnant des taux de compression faibles, de I’ordre de un pour cent de réduction de
la taille : [GT93a, Riv94]. Notre objectif est donc de concevoir des algorithmes nouveaux qui
codent des régularités, soient inhabituelles, soient envisagées de maniére novatrice, dans le
but d’atteindre un taux de compression meilleur que les méthodes habituelles. Dans ce cadre
de recherche, nous considérons les objectifs usuels de performance en temps ou en espace de
calcul, de résistance aux erreurs de transmission comme secondaires.

L’existence de nombreuses occurrences de répétitions et de palindromes génétiques dans
les séquences d’ADN constitue un fait biologique. Certaines de ces occurrences peuvent at-
teindre des tailles de I’ordre de plusieurs milliers de paires de bases (kpb). Cependant, ces
loci! de faible complexité ne sont pas nécessairement présents dans les séquences disponibles
a 'heure actuelle, puisque celles-ci ont été séquencées pour leur contenu génique et non pour
leur simplicité, utilité médicale oblige. Une autre caractéristique peut atténuer la possibilité de
comprimer : les mutations dans les séquences qui rendent ce genre de régularités approxima-
tives, donc plus difficiles a décrire ou & encoder. Il faut néanmoins concevoir les compresseurs
pour des régularités exactes avant de les vouer & des régularités approximatives. Pour ob-
tenir une amélioration sensible, il faut privilégier ces régularités qui représentent des gains
potentiels tres intéressants. D’ol notre démarche vers les compresseurs algorithmiques ou a
dictionnaire,

1.1.3 Compression «algorithmique» et langage d’instructions.

Nous présentons ici des compresseurs dits algorithmiques, ou algorithmique doit étre com-
pris comme non statistique. Ces algorithmes détectent des propriétés locales de la structure
du texte, et liées a 'ordre du texte, telles que:

- la répétition directe d’un facteur du texte, ou directe signifie dans le sens de lecture,
— l'apparition d’un facteur qui est le palindrome génétique d’un autre facteur,

- la répétition en puissance d’un facteur, appelé aussi répétition en tandem, i.e. de la
forme u* ol k est un entier et » un facteur du texte.

Les segments de structure plus réguliere que le reste de la séquence, sont remplacés par un
codage binaire. Réguliere signifie que I’on peut encoder avantageusement, i.e. telle que le code
de remplacement soit plus court que la description originale et engendre une compression.
Le codage en binaire du segment représente une suite d’instructions qui permet de recons-
tituer la séquence originale. Par exemple, dans le cas oli une portion est la répétition d’une
autre portion de la séquence, 'instruction est: copier la portion débutant a la position
10450 et de longueur 211. Cette instruction de copie prend deux arguments: la position
de début de la portion a copier et sa longueur. Bien siir, on peut écrire cette instruction de
différentes manieres. Une autre fagon est : copier la portion allant de la position 10450 &
10660. Ces différents formats ont le méme sens et contiennent sensiblement la méme quantité
d’informations (on choisit le premier format qui est légerement plus économique). -

1. Locus désigne un segment contigu dans une séquence.



22 1 Introduction

Le langage des instructions est fixé lors de la conception de 1’algorithme de compression et
dépend des régularités envisagées par 'algorithme. Comme pour un langage de program-
mation, moins le langage contient d’instructions, i.e. moins il traite de régularités
différentes, plus le code binaire des instructions est court. Les bons algorithmes sont
le résultat d’un compromis: le langage doit comprendre suffisamment d’instructions, mais ne
pas en contenir trop.

1.2 Définitions et notations préliminaires pour ’algorithmique
des mots.

1.2.1 Définitions: alphabet, mot, facteur, préfixe, suffixe.

Nous appelons un alphabet fini A, un ensemble fini de lettres (aussi appelées caractéres
ou symboles). Un mot ou un texte sur A désigne une suite de lettres de A. Soit ¢ un texte,
la longueur de t, notée |t|, est le nombre de lettres qui le composent. Le mot vide sur A est
noté . Un mot peut étre vu comme un tableau de caractéeres indicés de 1 & |t|, ainsi la lettre
d’indice k de t est notée t[k] . On appelle facteur de t, un mot composé d’une sous-suite
contigué de lettres de t. Un facteur f de ¢ est entierement défini par un couple (i,j) ol ¢ est
sa position de début dans t et j sa position de fin, il est noté t[i..j]et |f| = 7 —i+ 1. Un
préfive de t est un facteur de t qui débute & ’indice 1. Soit i < |t|, on note t' le préfixe de ¢
de longueur i, i.e. le facteur t[1..7]. Un suffize de t est un facteur de ¢ qui se termine a 'indice
|t]. Soit j < [t|, on note t; le suffixe de t qui débute & l'indice j et est de longueur |t| — 7 4 1,
i.e. le facteur t[7..|t|]. En outre, on note par Fact(t) ’ensemble des facteurs d’un texte ¢.
Remarque : La notation t' est employé dans cette partie pour désigner un préfixe de ¢ et
non une puissance de t.

Exemple 1 Soit A = {a,b,c} V'alphabet et t = abacbbcac un texte sur A. Alors, t[4] = «,
cbbe est un facteur de ¢ et est noté ¢[4..7], tandis que cba n’en est pas un; abacb est le préfixe
de t de longueur 5 (noté t3) et cbbcac est le suffixe de t qui débute & la position 4 (noté t4).

Notons que tout facteur d’un texte est le préfixe d’un seul suffixe de ce texte et aussi le suffixe
d’un seul de ses préfixes.

1.2.2 Une symétrie particuliére: les palindromes génétiques.

Les lettres des séquences d’ADN et d’ARN, qui représentent des nucléotides, ont la pro-
priété de pouvoir s’apparier chimiquement. Ces appariements canoniques découverts par
Watson-Crick sont vus algébriquement comme une mise en relation des bases. Les couples
possibles sont donnés par la relation de complémentarité.

Définition 1 La relation symétrique de complémentarité chimique entre les lettres, notée
Comp est définie par: Comp(A) =T et Comp(C) =G.

Ces appariements chimiques forment la structure de la double hélice d’ADN, mais per-
mettent aussi & une séquence non liée a une molécule complémentaire, de se replier pour
apparier des facteurs complémentaires. Comme les molécules nucléotidiques sont orientées,
deux mots qui autorisent cela, doivent étre complémentaires et renversés, d’ou la notion de
palindrome génétique.
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Définition 2 Soient u,u deux textes sur A. (u, %) forment un palindrome génétique ssi:

{ ju = 7]
V1<k<l|u ulk] = Comp(a[lu|l-k+1])

La taille du palindrome est celle de u.

Exemple 2 Une séquence contenant un palindrome génétique:

ttcgtacccGTAACTGCGAacatggTCGCAGTTACcattg
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Chapitre 2

L’arbre des suffixes.

Dans ce chapitre, nous considérons un texte ¢ de longueur n sur I'alphabet A , un mot
p sur A de longueur m. Etant donné un texte ¢, chercher les occurrences d’un mot p dans t
colite de l'ordre de O(n) opérations élémentaires (cf. [BM77, CR94, KMP77]). Si 'on désire
localiser les occurrences de k différents mots dans t (par exemple pour exécuter plusieurs
recherches lors de la consultation d’un texte), la répétition de ’algorithme de recherche d’un
mot devient tres coiteuse, en O(k.n). En outre, certaines recherches refont des comparaisons
déja effectuées par d’autres qui seraient inutiles si leurs résultats avaient été mémorisés. La
construction d’un arbre des suffizes apporte une solution a ce probleme. D’autres structures
de données, le graphe des sous-mots et Uautomate des suffizes, dont la construction est aussi
un pré-traitement du texte ¢, sont aussi de bonnes représentations de tous les facteurs de t
(terme employé dans [CR94]), i.e.:

1. ils sont de taille linéaire par rapport a n
2. leur construction est en temps linéaire par rapport a n
3. ils permettent la recherche d’un mot p en temps linéaire par rapport a |p|.

De telles structures de données facilitent ’acces a n’importe quel facteur du texte, comme
Pindex d’un livre pour les mots qu’il contient. Ainsi la recherche de k& mots différents de taille
inférieure a |p| ne coiite au total que O(k.|p|) au lieu de O(k.n).

Dans ce chapitre, nous présentons la structure de données de I’arbre des suffixes pour la
compréhension des utilisations que nous en faisons dans les algorithmes de compression. Nous
détaillons d’abord la structure plus simple nommeée trie (pas de traduction en frangais) qui
est une étape intermédiaire vers ’arbre des suffixes. Il s’agit d’une structure de données plus
simple et plus explicite, mais aussi moins économique.

2.1 La structure de données trie.

Dans un premier temps, nous présentons intuitivement la structure de donnée du trie d’un
texte et en donnons un exemple. Dans un deuxieme temps, nous écrivons formellement les pro-
priétés de cette structure de maniere a pouvoir s’y référer plus tard. Ces propriétés découlent
naturellement de la structure du trie. La sous-section 2.1.2 est simplement une reformulation
des propriétés présentées en sous-section 2.1.1. Cette organisation de la présentation est aussi
employée pour ’arbre des suffixes dans la section 2.2.
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La premiere sous-section présente aussi des conditions imposées a la construction du trie,
mais qui s’appliquent aussi a ’arbre des suffixes. Nous énongons ensuite les propriétés de
représentation des facteurs du texte, apres avoir introduit les définitions permettant de ma-
nipuler une structure d’arbre.

2.1.1 Exemple, définitions et conditions structurales.

La figure 2.1 montre le trie pour le texte t = ababbbac sur ’alphabet {a,b, c} noté A. On
prend la précaution de placer comme dernier caractére de ¢, un marqueur de fin pour éviter
que deux suffixes soient préfixe 'un de I'autre.

racine

Fic. 2.1 - Ezemple de trie pour le texte t = ababbbac. Les neuds numérotés sont utilisés dans
le texte.

Le trie d’un texte t, noté trie(t), est un arbre dans lequel une branche est associée a
chaque suffixe du texte. Les arcs orientés dans le sens pere-fils sont étiquetés par une seule
lettre. Un suffixe du texte est donc représenté par la suite des étiquettes le long de sa branche
de la racine vers la feuille. Par économie, on impose qu’un nceud ait au plus un arc sortant
par symbole de I’alphabet. Ainsi, toutes les branches passant par un nceud interne et ayant
méme étiquette apres ce nceud, sont groupées sur le méme arc sortant. Comme tout facteur
est le préfixe d’un suffixe, tout chemin de la racine a un nceud représente de maniere univoque
un facteur de t. Le facteur est formé de la concaténation des étiquettes prises en descendant
le chemin. On désigne par N ’ensemble des nceuds de trie(t). Par exemple, le chemin de la
racine au noeud 1 est étiquetté par le facteur abb. On confond le nceud avec le facteur qu’il
représente. Voici un exemple explicite. Le trie de la figure 2.1 contient 8 feuilles, i.e. autant
que de suffixes dans t. Tous les nceuds sur le chemin de la racine a la feuille 6 sont associés a
un préfixe de bbac: : '

fact(racine) =¢ fact(3) =b fact(4) = bb
fact(5) = bba fact(6) = bbac
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Nous donnons les définitions qui permettent d’écrire ces propriétés de maniere formelle.

Définition 3 Soit e un arc reliant deux nceuds du trie, on note label(e) ’étiquette de cet arc.
Rappelons que dans trie(t), quel que soit e, |label(e)| = 1. Par extension, I’étiquette d’un che-
min o formé de la suite d’arcs e; - - - €, noté label(a) est le mot formé de label(e;) - - - label(e;).
Soit g, h deux nceuds. S’il existe un chemin entre g et h, il est unique car la structure de don-
nées que nous étudions est un arbre, on note ce chemin par chemin(g, h). Pour tout nceud g,
on définit fact(g) le facteur univoquement associé a g par fact(g) = label(chemin(racine, g)).
On note fils(g) ’ensemble des fils de g. Si h € fils(g) alors on note arc(g, h) I’arc qui les
relie. En outre, pere(h) = g.

Définition 4 Le degré d’un nceud est le nombre de fils de ce nceud, il est noté degre(g) si
g € N. 1l est nul si le nceud est une feuille. On appelle neud interne un nceud de degré
supérieur ou égal a 1.

2.1.2 Propriétés de représentation des facteurs.

L’interét du trie est que tout facteur y est associé a un nceud, car chaque chemin de
la racine vers une feuille représente un suffixe de t. Nous ne pouvons démontrer ces deux
propriétés sans détailler I’algorithme de construction du trie, ce qui n’est pas le but de ce
chapitre. Nous les écrivons formellement ci-aprés et les admettons car elles sont utilisées pour
le reste de la présentation. Dans celle-ci, nous énongons des propriétés qui précisent la relation
entre un nceud et son fils et montrent que les répétitions de ¢ sont représentés par des nceuds
internes.

Propriété 1 Il existe une relation bijective entre ’ensemble des feuilles de ’arbre, i.e. {f €
N :degre(f) = 0}, et ’ensemble des suffixes du texte, i.e. {t;,1 < j < |¢|}. Par conséquent,
si f une feuille du trie, alors il existe un unique j tel que j < [t]| : fact(f) =¢;.

Propriété 2 Il existe une relation bijective entre N et Fact(t).

Ces deux propriétés sont vraies grice a la précaution de concaténer en fin de texte un
caractere unique dans le texte. Dans notre exemple, il s’agit du caractere c. Cela implique
qu’aucun suffixe n’est le préfixe d’un autre suffixe. Ceci est exprimé par la condition 1.

Condition 1 t vérifie V1 < [t] : t[|t|] # t[2).
Propriété 3 Si ¢ vérifie la condition 1 alors: V i < j < [t] 1 ¢; # (t;)

Preuve Soient ¢ < j < |t|. Raisonnons par ’absurde et supposons que ¢; = (t;)7. Si t; = (t;)?
alors :

tilltl -+ 1] = () -7+1)
&t -j+1+0G -] = tt-i+1+(G-1)]
< t[it]] = tlt] — 7 +1]
ce qui contredit la condition 1 car:i< jo |t| #£ |t| -j+1 O

Un nceud du trie peut avoir jusqu’a |A| fils car tous les arcs sortant sont étiquettés par
des lettres différentes. Ceci est la deuxieme condition imposée au trie du texte ¢.

Condition 2 Soient g un nceud interne de degré supérieur ou égal & 2, e;, e5 deux arcs le
reliant & deux fils différents, alors label(e;) # label(es).



28 2 L’arbre des suffixes.

Considérons un nceud interne g et son fils h sur un chemin de la racine & une feuille, chemin
qui représente un suffixe de t. Si la longueur de fact(g) est i, alors fact(g) est le préfixe de
longueur ¢ de ce suffixe et fact(h) en est le préfixe de longueur ¢ + 1.

Propriété 4 Soient g un nceud interne, h un de ses fils et ¢ I’entier tel que |fact(h)| =i+ 1.
Ona:Vj<|t|: fact(h) = (t;)'*! alors fact(g) = (t;)*.

Preuve Soient g un nceud interne, h un de ses fils et i I’entier tel que | fact(h)| = ¢+ 1. Soient
j lentier tel que fact(h) = (t;)'*! et f; la feuille associée au suffixe t;. Comme g est le pere
de h, il appartient au chemin de la racine a f; qui passe par h. Or d’apres la définition de
fact, nous avons:

fact(h) = (t;)"*!
label(chemin(racine, h))
= label(chemin(racine, g)).label(arc(g, h))
= fact(g).label(arc(g, h))

donc comme |label(arc(g,h))| =1 on a fact(g) = (t;)*. O

Un neeud interne est de degré supérieur ou égal a 2, ssi son facteur apparait au moins
deux fois dans t, suivi a chaque fois d’une lettre différente. En d’autres termes, s’il est le
préfixe de deux suffixes différents, et que la lettre qui le suit est différente dans chacun de
ces suffixes. Ou encore, s’il est le préfixe commun maximal de deux suffixes différents. Dans
notre exemple, le nceud 2 correspond au plus long préfixe commun aux suffixes t; et t,, i.e.
au facteur ab.

Propriété 5 Soient g € N : degre(g) > 2 et i € N : |fact(g)| = i. Alors il existe j < k < |t
tels que: fact(g) = (t;)' = (t)" et ;[ + 1] # te[i + 1).

Preuve Soient ¢ € N : degre(g) > 2 et i € N : |fact(g)| = t. g a donc au moins deux
fils différents; soient hy, hy ces deux fils. D’apres la propriété 4, comme h; est fils de g, on
en déduit que 3 j < |t| : fact(g) = (tj)i et tel que fact(hy) = (tj)i+1. En tenant le méme
raisonnement avec hy et g, on obtient 3 k < |t|: fact(g) = (tx)" et tel que fact(hy) = (tx)'T".
Comme hy # hy et qu’ils sont fils d’'un méme pére, on sait que j # k. D’apres la propriété 4,
on a fact(g) = (t;)* = (tx)'. En outre, d’aprés la propriété 2 et hy # hy, on a:

fact(hy) # fact(h2) = t;[i + 1] # tg[i + 1]

O

Un trie contient dans le pire des cas un nombre quadratique de nceuds par rapport a la

taille de ¢t. Son nombre de nceuds est en O(n?) car il y a autant de nceuds que de facteurs

dans t. Il n’est donc pas une bonne représentation de Fact(t). Cependant il permet, grace
aux étiquettes des arcs, de savoir si un mot p appartient a ¢t en O(|p|) comparaisons.

2.2 L’arbre des suffixes.

L’arbre des suffixes est simplement une version comprimée du trie. Par conséquent, I’arbre
des suffixes contient les mémes informations que le trie et tous les calculs possibles avec le
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trie, le sont aussi avec I'arbre des suffixes. Le fait de comprimer le trie implique que certaines
de ses informations soient codées de maniére plus astucieuse, ce qui peut compliquer certaines
taches mais aussi en simplifier d’autres (par exemple la recherche d’un facteur dans le texte
en est facilitée).

Nous présentons tout d’abord une vision intuitive de I’arbre des suffixes. Ensuite, nous
examinons comment ’arbre des suffixes contient toute 'information sur les facteurs du texte,
qu’ils soient répétés ou uniques. Nous définissons le concept central de facteur mazimal. Enfin,
nous précisons la complexité de ’arbre des suffixes.

2.2.1 L’arbre des suffixes: une version comprimée du trie.

La différence entre les nceuds de degré 1 et les autres nceuds du trie explique pourquoi
Parbre des suffixes est un trie comprimé. Un nceud de degré 1 a toujours dans sa descendance
un nceud de degré différent de 1 (simplement parce qu’il est sur un chemin de la racine a
une feuille). On peut donc toujours définir, pour un nceud de degré 1, le plus proche nceud
de sa descendance de degré différent de 1, ce noeud est usuellement appelé: neud important
(cf. [CRY4]).

Dans la figure 2.1, il existe une suite de trois nceuds de degré 1 entre le nceud 2 de degré
2 et la feuille 7 de degré 0. La feuille 7 est le nceud important de tous ces nceuds de degré 1.
Le facteur d’un nceud de degré 1 apparait toujours comme préfixe du facteur de son neceud
important. Les informations sur un facteur d’un nceud de degré 1, telles que la présence dans
le texte ou ses positions d’occurrence, sont déductibles des informations sur le facteur de
son neceud important. En conséquence, un nceud de degré 1 n’apporte pas d’informations par
lui-méme. Ainsi dans exemple, si on connait toutes ces informations sur la feuille 7, on peut
calculer simplement ces informations pour chacun des noeuds de degré 1 entre les nceuds 2 et

L d

(.

(6,3) (4.5)

F1G. 2.2 - Ezemple d’arbre des suffizes pour le texte t = ababbbac. Le couple (i, j) d’un neud
h donne une position d’occurrence de fact(g), puis sa longueur. Le premier entier du couple
(,7) pour le neeud 2, peut étre 3 ou 1. Les numéros des neeuds de la figure 2.2 sont rappelés.
Les lettres sur les arcs sont les étiquettes, i.e. la premiére lettre du label. La fleche en trait
discontinu montre un unique exemple de lien suffize du neeud (9,2) qui pointe vers le neud
(4,1) (voir en fin de section).

Pour comprimer un trie, il suffit donc de ne laisser que les nceuds importants, i.e. de
supprimer les nceuds de degré 1, et d’étiquetter les arcs, non plus par des lettres, mais par
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des facteurs du texte. Nous emploierons:
label : pour désigner 1’étiquette d’un arc de ’arbre des suffixes,
étiquette : pour désigner la premieére lettre du label d’un arc de ’arbre des suffixes.

Dans Darbre des suffixes, le chemin entre les nceuds 2 et 7 n’apparait plus tel quel. Il
«s’effondre» et se réduit au seul arc allant du nceud 2 au nceud 7, mais il est étiquetté par
le facteur bbac (confere la figure 2.2). Du point de vue de la structure mémoire réelle, il est
nécessaire de changer la maniére de stocker un facteur. Chaque nceud de ’arbre des suffixes
représente un facteur par un couple (¢,j) ou ¢ est l'indice d’une occurrence du facteur et j
sa longueur. Les labels des arcs ne sont pas mémorisés mais on peut les trouver grace a un
couple (7,7) et au texte lui-méme ; le label d’un arc d’un pére & un fils est le mot f tel que
fact(fils) = fact(pere).f. Le facteur de la feuille 7 dans ’arbre des suffixes est celui qui
débute a la position 3 et de longueur 6, donné par le couple (3, 6) qui est mémorisé dans cette
feuille.

Notation 1 Soit ¢ un texte sur un alphabet A, on note ST'(¢) ’arbre des suffixes associé a
t. On note N l'ensemble des nceuds de ST'(t).

ST(t) doit vérifier la condition suivante:
Condition 3 Pour tout nceud g de N, on a:
— soit degre(g) = 0 et g est une feuille,

— soit degre(g) > 2 et g est un nceud interne.

2.2.2 Un facteur maximal représente une répétition.

Toutes les notations, définitions et propriétés définies pour trie(t) restent valables pour
ST(t), sauf les propriétés 2 et 4 qui doivent étre modifiées pour s’adapter au fait qu’un arc
est étiquetté par un facteur et non plus par une lettre. Dans ’arbre des suffixes, les nceuds
de degré 1 du trie sont devenus des neuds implicites (cette définition provient de [CR94].

Définition 5 Soient g € N et p € A*. (g, p) est un neud implicite s'il existe h un fils de ¢
tel que p soit un préfixe du label de P'arc qui les relie. Autrement dit si:

JdheN: he fils(g),
die N : ¢ #|label(arc(g,h))|
p = (label(arc(g, h))*

Si p = ¢ alors (g, p) est un nceud réel.

La suppression des nceuds de degré 1 implique que certains facteurs du texte n’ont plus
de nceuds associés dans ST (t). Seuls les suffixes et les facteurs qui sont les plus longs préfixes
communs & deux suflixes, sont associés a un nceud réel. Nous appelons le deuxieme type de
facteurs des facteurs mazimauz. Nous choisissons le qualificatif de maximal, parce que deux
suffixes le partagent comme plus long préfirve commun.

Définition 6 Soit f € Fact(t). f est un facteur mazimal de t si3 g € N : degre(g) > 1 et
fact(g) = f.
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Voici le pendant de la propriété 4 pour ’arbre des suffixes.

Propriété 6 Soient g un nceud interne, h un de ses fils, ¢ Pentier tel que |fact(g)| =i et k
I’entier tel que k = |label(arc(g,h))|.On a:V j < |t| 1 fact(h) = (t;)"** on a fact(g) = (t;)".

Preuve La preuve est identique a celle de la propriété 4 sauf que |label(arc(g,h))| = k et
non plus 1. O
La propriété 7 montre qu’un facteur maximal est bien le plus long préfixe commun a deux
suffixes.

Propriété 7 . Soit f € Fact(t) un facteur maximal de ¢. Alors il existe j < k < || tels que:
f= W= )V et {1 F1 + 1] # tell f] + 1).

Preuve Puisque f est un facteur maximal, il est associé a un nceud du ST'(¢) de degré

supérieur a4 1. On obtient la conclusion avec le méme raisonnement que dans la propriété

correspondante pour le trie, i.e. la propriété 5. D
On en déduit la propriété suivante.

Propriété 8 Il existe une bijection entre {h € N : degre(h) > 0} et 'ensemble des facteurs
maximaux de t.

Preuve Par construction de Parbre des suffixes, deux nceuds internes différents représentent
des facteurs différents a cause de la condition 2. O

Un facteur, qui n’est ni un suffixe, ni maximal, a un locus étendu: le plus petit facteur
maximal du texte qui a ce facteur pour préfixe (définition de [Cre76]). Nous n’introduisons
pas cette définition, mais plutdt la propriété suivante qui prouve I’existence de cette relation.

Propriété 9 Soit f un facteur qui n’est ni un suffixe, ni maximal, alors il existe un unique
nceud g € N tel que: '

— f soit un préfixe propre de fact(g)
- fact(pere(g)) soit un préfixe propre de f.
On appelle le neeud g, le neud étendu de f.

Preuve Soit f un facteur qui n’est ni un suffixe, ni maximal. On sait qu’il existe i € N tel
que f = (ti)lfl. Gréce a la propriété 1, on sait qu’il existe une seule feuille f; € N telle que
fact(f;) = t;. Appelons c le chemin de la racine a f;. Tout facteur a pour préfixe le mot vide
qui est un facteur maximal, on peut donc définir pour tout facteur différent de ¢, le plus grand
facteur maximal qui soit préfixe propre de ce facteur. Soit f; le plus long facteur maximal
préfixe propre de f et g; le noeud tel que fact(g1) = fi. fi est aussi un préfixe de ¢; et donc
g1 appartient donc & c¢. g; a un fils sur ¢ puisque degre(g;) > 1 et il est unique puisque ST(¢)
est un arbre. Notons g le seul fils de g; sur ¢. Alors nous avons:

- fest un préfixe de fact(g) puisque ce dernier est aussi un préfixe de t; et que | fact(g)| >

1fl

- de plus f en est un préfixe propre, sinon il serait lui-méme un facteur maximal,

~ fact(pere(g)) = fact(g1) est un préfixe propre de f par définition de ¢;.
O
Remarque: f est aussi associé de maniére unique au nceud implicite (g;,w) ol w est tel que

f = fact(g1).w.
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2.2.3 Complexité de ’arbre des suffixes.

Quelques différences entre le trie et ’arbre des suffixes sont dues a la représentation des
facteurs par un pointeur:

— L’arbre des suffixes seul ne permet plus de connaitre la suite des lettres d’un facteur,
car les labels des arcs ne sont pas mémorisés; pour cela il faut garder le texte lui-méme
en mémoire.

— Par contre, I’arbre des suffixes contient grace a cette notation, toutes les positions d’ap-
parition de chaque facteur. Pour un nceud g et son facteur fact(g), ses positions sont
tous les entiers ¢ des couples (¢, j) de chaque feuille du sous-arbre de racine g. Pour le
facteur ab stocké dans le nceud 2, il apparait en position 1 et 3, premier nombre des
couples (1,8) et (3,6) mémorisés dans les feuilles 7 et 8.

La conséquence la plus importante de ces modifications est la complexité de la structure de
données qui devient linéaire alors qu’elle est quadratique pour trie(t).

Propriété 10 Soient ¢ un texte sur l’alphabet A et n sa longueur. La taille mémoire de ST'(¢)

est en O(n).

Preuve L’arbre des suffixes contient exactement n feuilles, et donc au plus 2n nceuds, puisque
tous les nceuds internes sont de degré supérieur ou égal a 2. o

1l existe trois principaux algorithmes de construction de ’arbre des suffixes: deux mé-
thodes en temps linéaire par rapport a n [Wei73], [Cre76] et une derniere plus récente, dite
«on-line» [Ukk92]. Leur présentation et leur comparaison se trouvent dans [CR94]. Nous avons
utilisé I'algorithme de McCreight, parce qu’il est plus simple que celui de Weiner et aussi plus
économique en espace. En outre, a tout instant lors de ['utilisation de I’arbre des suffixes, on
peut constituer la liste des positions de tous les facteurs en temps en O(n)).

La construction de [Cre76] définit et utilise des liens suffixe entre les nceuds de ’arbre. Ces
liens facilitent la procédure de recherche des nceuds étendus. On note SL(g) le nceud pointé
par le lien suffixe de ¢ € N. Soient g,h € N.

SL(g)=h < fact(h) = fact(g), (2.1)

En d’autres termes, le nceud désigné par SL(g) représente le suffixe de fact(g) de longueur
|fact(g)| — 1, si h existe. Sinon SL(g) pointe sur la racine.



Chapitre 3

Utilisations de I’arbre des suffixes.

Nous utilisons maintenant I’arbre des suffixes pour comprimer un texte. La localisation
des occurrences d’un facteur du texte ou la détermination de la présence d’un mot comme
facteur du texte, illustrent les principales utilités de P’arbre des suffixes. Un autre exemple:
les répétitions du texte sont extraites de ’arbre des suffixes pour permettre la factorisation du
texte. Nous collectons ces informations sous la forme d’une liste des facteurs maximaux, avec
pour chacun la liste de ses positions. L’arbre des suffixes permet aussi de localiser d’autres
régularités que les répétitions, telles que des couples de facteurs symétriques. Nous verrons
comment identifier les palindromes génétiques d’une séquence en temps linéaire par rapport
a la taille de la séquence.

Nous détaillons dans ce chapitre, ces diverses utilisations ainsi que leur complexité, pour
simplifier les présentations ultérieures des algorithmes de compression. Dans ’ordre nous
présentons la structure de données employée, la localisation d’un mot et d’un facteur dans
le texte (algorithmes qui correspondent aux fonctions FastFind et SlowFind dans [CR94)}), la
construction de la liste des positions pour tous les facteurs et la recherche des palindromes.

3.1 Implantation de ’arbre des suffixes.

Nous avons dit que chaque nceud de P’arbre des suffixes représente de maniére univoque
un facteur maximal du texte. Dans l'algorithme de construction de McCreight, le facteur
représenté par le chemin de la racine a «son» nceud interne est appelé locus. Dans ’arbre des
suffixes, chaque nceud est mémorisé dans la structure donnée en table 3.1.

Nom Type Sémantique

DebutLocus entier position de début du facteur maximal associé
LongueurLocus entier longueur de ce facteur

LienFils pointeur  arc reliant un nceud a son premier fils
LienFrere pointeur  arc reliant un nceud a son frere droit
EtiquetteFils caractere lettre qui étiquette ’arc vers le fils
EtiquetteFrere caractere lettre qui étiquette I’arc vers le frére
LienSuffixe pointeur  lien de construction de 'arbre

TaB. 3.1- Structure d’un neud NST (Neeud du Suffiz Tree).

33
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DebutLocus et LongueurLocus forment le couple d’entiers (7, j) qui pointe vers une occur-
rence du facteur associé au nceud. Les liens LienFils et LienFrere matérialisent les arcs de
P’arbre. La mémorisation de I’arbre ne correspond pas exactement au schéma 2.2 car chaque
nceud ne contient pas un pointeur vers tous ses fils, mais elle ressemble & celle de la figure 3.1.
La condition 2 oblige les labels des fils & débuter par une lettre différente. Ainsi, pour guider
une recherche dans I’arbre, on mémorise les étiquettes. Le champ FEtiquetteFils contient 1’éti-
quette de I’arc vers le premier fils du nceud, et EtiquetteFrere celle de I’arc vers son frére droit.
Le lien LienSuffize est affecté et mémorisé pour la construction de P’arbre. Sa signification est
donnée en fin du chapitre 2 et son utilité est explicitée dans [CR94, Cre76]. Pour mémoriser

(0,0)

Fils Frére
I nul

(1,1) (8,1) (4,1)

Fils Freére Fils Frere Fils Frére
| ——ﬁ nul —r I nul

(3,2) (7,2)
Fils Frere Fils Frére
l et 11111 nul

Fig. 3.1 - Organisation de la structure du haut de Uarbre des suffizes de la figure 2.2. Les
neeuds sont représentés par des boites ou l'on trouve les coordonnées du facteur et les liens
PremierFils et FrereDroit. Les liens désignent d’autres neeuds par des fleches ou bien valent
le pointeur «nul>. Les fleches en trait discontinu indiquent que l'arbre se poursuit mais n’est
pas entierement dessiné ict.

la liste des positions d’occurrence d’un facteur, nous ajoutons le champ ListePos qui est une
liste chainée d’entiers.

3.2 Localisation d’un mot dans le texte.

Nous avons dit que ’arbre des suffixes fut congu pour faciliter la recherche d’un mot dans
un texte. Pendant toute la consultation d’un texte, I'utilisateur d’un éditeur effectue plusieurs
recherches de mots différents. Supposons qu’il en fasse 10. S’il emploie une procédure de
recherche telle que celle de Knuth, Morris et Pratt ou celle de Boyer-Moore, il lui en colite
10 fois O(n) opérations élémentaires, ot n est la taille du texte. En utilisant une «bonne»
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représentation du texte, telle que ’arbre des suffixes, le nombre d’opérations pour chaque
recherche est en O(m), ou m est la taille du mot a rechercher. On distingue deux sortes de
recherche :

— d’une part ChercherMot, la procédure qui cherche si un mot p apparait comme facteur
du texte t; sa réponse est soit le nceud associé au mot, s’il existe, soit le pointeur nul,

— d’autre part ChercherFacteur, qui recherche le nceud étendu d’un facteur p dans ST'(t) ;
la recherche est plus facile car on sait que ce noeud existe.

Les deux procédures se ressemblent dans leur forme générale. Il s’agit de la recherche d’un
nceud par une descente dans I'arbre, guidée grace aux étiquettes. Elles different par le fait que
I’argument p de ChercherFacteur est forcément un facteur de ¢, donc il existe soit un nceud
étendu soit un nceud réel qui lui est associé. Tandis que ChercherMot a pour parametre un
mot sur A* et ne peut trouver qu’au mieux un nceud étendu pour le plus long préfixe de p
qui appartient a Fact(t). Nous ne détaillons que ChercherMot et une de ses variantes parce
que nous les utilisons, pour ChercherFacteur se reporter a [CR94]. Pour les deux algorithmes,
nous supposons que le texte est en mémoire dans une variable globale nommée t, la racine de
ST(t) est dans Racine.

3.2.1 Algorithme ChercherMot.

Nous présentons P’algorithme de ChercherMot. 1l prend en parametre 1/ une chaine de carac-
_ téres p a rechercher, 2/ dans le texte ¢, grace a I’arbre des suffixes dont la racine est Racine.
Il renvoie un pointeur sur un NST qui est le nceud étendu de p si celui-ci appartient a Fact(t)
et le pointeur nul sinon.
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( CHERCHERMOT (CHAR *P, CHAR *T, NST *RACINE)
Var
pointeur sur NST nceudcourant, pere;
entier IndiceMot = 0, fin, fin2;
Début
nceudcourant = Racine;
TantQue (IndiceMot < |p|) Faire
pere = noceudcourant;
Si (nceudcourant—EtiquetteFils == p[IndiceMot]) Alors
nceudcourant = nceudcourant— PremierFils;
Sinon
nceudcourant = noeudcourant— PremierFils:
TantQue ((nceudcourant!= NULL) &&
(nceudcourant—EtiquetteFrere != p[IndiceMot])) Faire
noeudcourant = nceudcourant— FrereDroit;
FinTantQue
Si (nceudcourant == NULL) Alors
renvoyer NULL;
Sinon
nceudcourant = nceudcourant— FrereDroit;
FinSi
FinSi
fin = nceudcourant—DebutLocus 4+ nceudcourant—LongueurLocus;
fin2 = IndiceMot +
min(nceudcourant—LongueurLocus-pere—LongueurLocus+1,|p| — IndiceMot);
Si (t[nceudcourant—DebutLocus 4+ pere—LongueurLocus + 1..fin] ==
p[IndiceMot..fin2]) Alors
Si (IndiceMot == |p|) Alors
renvoyer nceudcourant;
Sinon
renvoyer NULL;
FinSi
FinSi
FinTantQue
Fin CHERCHERMOT.
\ J

ALGO. 1 - Algorithme de recherche d’un mot dans l'arbre des suffizes.

Détail de P’algorithme ChercherMot.

Que p soit un facteur de ¢ ou non, on peut définir le plus grand facteur maximal qui soit
préfixe de p, notons ¢ le neeud de ce facteur maximal. La variable nceudcourant parcourt le
seul chemin possible de Varbre pour aboutir & g. A chaque étape, le prochain nceud a atteindre
est choisi parce qu’il est le seul tel que son étiquette égale la lettre courante de p. A chaque
fois que neeudcourant prend une nouvelle valeur, ¢’ par exemple, on vérifie que fact(g') est
préfixe de p. En fait, on ne connait pas fact(g) mais on le détermine au fur et & mesure de
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la descente. Apres plusieurs parcours de la boucle principale, nceudcourant vaut g. Appelons
a la lettre telle que plfactl9)l+1 = fact(g).a si |p| > |fact(g)|. En outre s'il existe, notons h
le seul fils de g tel que label(arc(g,h))[1] = a, i.e. tel que son étiquette soit a. Trois cas se
présentent:

e p est un facteur maximal, alors fact(g) = p, on retourne g comme résultat.

e p € Fact(t) mais n’est pas un facteur maximal: la comparaison lettre a lettre de p et
de fact(h) montre que p est un préfixe de fact(h). En outre fact(pere(h)) = fact(g)
est un préfixe propre de p. Alors d’apres la propriété 9, h est le nceud étendu de p et on
renvoie h.

e p ¢ Fact(t). On sait que:

- p n’est pas un préfixe de fact(h),

- [fact(h)| 2 |pl;
- mais que fact(pere(h)) = fact(g) est un préfixe propre de p.

Donc h est le nceud étendu du plus long préfixe de p qui est un facteur de ¢ et on
retourne le pointeur nul car la descente est «bloquée».

3.2.2 Variante de ChercherMot: ChercherPrefice.

ChercherMot peut étre modifié pour déterminer le plus long préfixe du mot p qui appar-

tient & Fact(t). Nous définissons donc:
ChercherPrefize(char *p, char *t, NST *Racine, int LgPrefize)

la procédure qui renvoie le locus étendu du plus long préfixe de p qui appartient a Fact(t).
Elle renvoie aussi en sortie la longueur de ce préfixe dans LgPrefize. La recherche démarre
du nceud pointé par Racine. Une autre amélioration consiste a passer en parametre un nceud
interne différent de Racine lorsque I'on sait déja que le locus de ce neeud est un préfixe de p;
ainsi la recherche débute a l'intérieur de ST() et est plus rapide. Il convient alors de mettre
en entrée dans le parametre LgPrefize la longueur du préfixe déja déterminé.

Les complexités en temps de ces deux procédures sont identiques car elles effectuent le
méme calcul dans le cas ou p est un facteur de ¢, qui est le cas le plus coiiteux.

Propriété 11 Les algorithmes ChercherMot et ChercherPrefize sont en O(m) ou m repré-
sente la taille du mot p a localiser.

Preuve Soit m la taille du mot p recherché. L’opération de base est la comparaison de
symboles. ChercherMot compare au pire chaque symbole de p & un symbole du texte, dans
le cas ou p € Fact(t). De plus, pour chaque branchement, ChercherPrefize et ChercherMot
effectuent au plus |A| comparaisons de I’étiquette d’un arc par rapport au méme symbole de
p. Le nombre d’opérations de branchement est de I’ordre de m (par exemple avec un texte de
la forme a™ et un mot tel que a™). Si l'on considere A fixé et de taille connue, la complexité
en temps est en O(m). 0
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3.3 Construction de la liste des positions des occurrences d’un
facteur.

Une maniére de comprimer un texte consiste a remplacer chaque occurrence d’un facteur
qui réapparait plusieurs fois par un pointeur sur sa premiére occurrence. Appelons cette
opération une substitution. L’arbre des suffixes permet d’obtenir facilement la liste de toutes
les positions d’un facteur. Ainsi on peut substituer toutes ses occurrences en une étape.
Ce travail étant répété pour une multitude de facteurs, nous présentons un algorithme qui
construit la liste des positions pour tous les facteurs maximaux, i.e. ceux associés aux nceuds
internes de I'arbre des suffixes. Lorsque ’on connait la liste des positions d’un facteur maximal,
on en déduit aisément la liste de positions de n’importe quel facteur dont le nceud étendu est
le nceud du facteur maximal.

L’algorithme est basé sur la propriété suivante: pour tout facteur maximal f représenté
par un neeud g, il y a égalité entre ’ensemble des positions d’apparition de f et I’ensemble des
DebutLocus des feuilles du sous-arbre de g. Nous introduisons tout d’abord deux définitions qui
formalisent respectivement, I’ensemble des positions d’apparition d’un facteur et 'ensemble
des feuilles du sous-arbre d’un neeud. Elles permettent de formaliser et de prouver la propriété
ci-dessus. Le schéma de I'algorithme est expliqué ensuite.

Définition 7 Soient f € Fact(t) et j sa longueur. On définit ’ensemble des positions d’ap-
parition de f dans ¢, noté Pos(f), 'ensemble suivant {i € [1,]t|—j+1]: t[i..j+i—1] = f}.

Définition 8 Soit ¢ € N.On définit ’ensemble des feuilles du sous-arbre de g, noté Feuilles(g),
I’ensemble suivant {h € N : degre(h) = 0,3 chemin(g, h)}.

Nous prouvons d’abord le lemme qui indique que le facteur de tout nceud appartenant a
un chemin de ST(t), est préfixe du facteur de ses descendants.

Lemme 1 Soit (eq,...,e;) un chemin de ST(t) orienté dans le sens pere-fils, alors:
V1<j<k<di3l: fact(e;) = (fact(er))

Preuve D’aprés la propriété 6, on sait que pour tout 1 < j < i, fact(e;) est préfixe de
fact{ej+1). Or la propriété de préfixe est transitive, on obtient que quels que soient 1 < j <
k <1, fact(e;) est préfixe de fact(ey). a

Propriété 12 Soient f un facteur maximal de t, g € N tel que fact(g) = f, alors on a:
Pos(f) = {DebutLocus(h) : h € Feuilles(g)} (3.1)

Preuve Soient f un facteur maximal det et g € N tel que fact(g) = f. Nous devons montrer
I’inclusion dans les deux sens.

Preuve de Pos(f) C {DebutLocus(h): h € Feuilles(g)}.

Soit 7 tel que t[i..i+ j — 1] = f. Grace a la propriété 1, on sait qu’il existe une feuille,
notons la h;, telle que fact(h;) = t;. Appelons ¢ = chemin(racine, h;) le chemin qui la relie
a la racine. 1l nous suffit de montrer que g est dans ¢, car dans ce cas f est un préfixe de ¢;
d’apres le lemme 1 et ¢ € {DebutLocus(h) : h € Feutlles(g)}.
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Raisonnons par ’absurde et supposons que g ne soit pas dans ¢. D’apres la propriété 8
il n’existe qu’un nceud g possible. Comme f est un préfixe de ¢;, il a un nceud étendu dans
¢ d’aprés la propriété 9. Notons ¢, le plus proche ancétre commun de ce nceud et de g et
g2, g3 les deux fils respectifs de g; respectivement sur c et sur le chemin de g; & g. Comme
f = fact(g) = fact(g1)|f| cela implique que label(arc(gy, g2)) et label(arc(g1, g3)) commencent
par la méme lettre, ce qui contredit la condition 2 et I’hypothése que g ¢ c.

Preuve de {DebutLocus(h) : h € Feuilles(g)} C Pos(f).
Soient h; € Feuilles(g) et t; = fact(h;), par définition il existe un chemin de g a h;.
D’aprés le lemme 1, fact(g) i.e. f est un préfixe t;, donc i € Pos(f). O
Un corollaire de cette propriété est que la liste des positions d’un nceud interne est ’'union
des listes des positions de ses fils.

Corollaire 1 Soit g € N tel que degre(g) > 1, notons hyq,...,k; ses fils; alors Pos(g) =
U/_, Pos(h;).

Preuve Soit g € N tel que degre(g) > 1, notons hy,...,h; ses fils. Nous devons prouver
Pinclusion dans les deux sens.
Preuve de Pos(g) C Ul_; Pos(h;).

Soit k € Pos(g). Par définition de Pos(g), il existe f € N une feuille telle que DebutLocus(f) =
k. Comme une feuille d’un arbre ne peut appartenir a deux sous-arbres distincts, il existe
i € [1, 4] tel que k € Pos(h;). Donc k € Ul_, Pos(h;).
Preuve de Pos(g) D Ul_, Pos(h;). ‘

Soit k € Ul_,Pos(h;). Par définition de Pos, on sait que NJ_;Pos(h;) = @ puisque les
h; appartiennent & des sous-arbres différents. Donc il existe ¢ € [1, j] tel que k € Pos(h;).
Dans ce cas, on sait que k est le DebutLocus d’une feuille du sous-arbre de h;. Or cette feuille
appartient aussi au sous-arbre de g, donc k € Pos(g). O

L’algorithme qui permet de construire la liste des positions d’un facteur maximal du
noeud g, est constitué d’un parcours en profondeur d’abord du sous-arbre dont la racine est
g. Pendant ce parcours, on collecte dans une liste les valeurs du champ DebutLocus de toutes
les feuilles rencontrées. Nous décrivons ’algorithme qui permet de constituer les listes de
positions de tous les facteurs maximaux i.e de tous les nceuds internes. Nous 'appelons
TousFacteurs. Cet algorithme est aussi un parcours en profondeur d’abord, mais a partir de
la racine et il traite les nceuds de deux manieres différentes:

— si le nceud est une feuille: il met la valeur de DebutLocus dans la liste courante des
positions,

— si le nceud est interne : la procédure est appelée récursivement pour construire la liste de
chacun de ses fils (grace au corollaire 1), lorsque tous les appels sont finis, il fait ’'union
des listes des fils dans le champ Liste Pos du nceud courant.

En outre, cet algorithme retourne comme résultat la liste des facteurs maximaux. Cette
liste des facteurs, appelée ListeFacteurs, est ordonnée selon la longueur décroissante des fac-
teurs maximaux, parce que nos algorithmes de compression substituent préférentiellement les
plus grands facteurs.

ListeFacteurs est en fait une liste chainée de nceuds de ’arbre des suffixes avec le champ
ListePos & jour. Comme elle est a la base d’un algorithme de compression, nous en détaillons
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la complexité. Il ne peut y avoir qu’au plus n — 1 nceuds dans cette liste, puisqu’il s’agit de
la liste des nceuds internes de ST'(t), qu’ils sont tous de degré supérieur ou égal a 2 et que
P’arbre contient exactement n feuilles.

Propriété 13 Le nombre d’éléments de ListeFacteurs est en O(n).

Preuve Son nombre d’éléments est borné par le nombre de nceuds de ST(t), qui est en O(n)
(confere la propriété 10). a

Pour un facteur maximal donné, i.e. pour un élément de Liste Facteurs, sa liste des positions
est aussi en O(n).

Propriété 14 Le nombre d’éléments de la liste des positions d’un facteur de t est en O(n).

Preuve Le nombre de positions d’un facteur est au plus linéaire, puisque ce facteur ne peut
apparaitre qu’au plus n fois. Pour le a dans le texte a”, le nombre de positions est exactement
de n. O

3.4 Localisation des palindromes.

Pour comprimer, on peut substituer les répétitions des facteurs maximaux par un pointeur
qui désigne la premiere occurrence du facteur dans le texte. Si le code du pointeur est moins
grand que Voccurrence du facteur, on comprime effectivement le texte. On peut appliquer la
méme méthode avec n’importe quel couple de facteurs (u,v) de t, 3 condition que 1/u et v
ne se chevauchent pas et que 2/ v se déduise de u. Les couples (u,v) non chevauchants, qui
forment un palindrome génétique de t, remplissent ces conditions.

Dans ce but, nous esquissons un algorithme qui permet de déterminer les plus grands palin-
dromes génétiques d’un texte ¢, i.e. ceux qui représentent la meilleure compression potentielle,
grace a ’arbre des suffixes. ChercherPalindromel permet d’obtenir pour toute position i dans
le texte, le plus long palindrome débutant en ¢, i.e. le couple de facteurs (u, %) tel que:

- u et U ne se chevauchent pas

- u = tfi..i+ |u|]

f

|u| soit maximale
- (u, ) forme un palindrome génétique.

Cet algorithme constitue une liste ordonnée selon la taille de u, de tous les couples trouvés.
Il consiste & rechercher pour une position i, le plus long préfixe de (¢); dans ST (t) grace a la
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procédure ChercherPrefirze. Le pseudo-code est donné ci-dessous.

e A

CHERCHERPALINDROME1

Var
NST:n
entier: i, LgPal
Début
11
TantQue (7 < [t|) Faire
LgPal « 0

n « CherherPrefixe(;,t, Racine, LgPal)
Si (LgPal > TAILLE_MIN_PAL) Alors
Inserer (|t| — ¢ — LgPal + 2,n — DebutLocus, LgPal) dans la liste

FinSi
1141

FinTantQue

renvoyer la liste des palindromes

Fin CHERCHERPALINDROME].

\_ Y,

ALGO. 2 - Algorithme de recherche des palindromes dans un texte t (premiére
version).

Pour toutes les positions i, on recherche un palindrome dont la taille est limitée par n en
O(n) opérations, grace a ChercherPrefize. La complexité temporelle de ChercherPalindromel
est donc en O(n?). Par ailleurs, si 'on trouve un palindrome de longueur & 4 la position i, on
trouve au moins un palindrome de longueur £ — 1 en ¢ 4+ 1, un palindrome de longueur k& — 2
en 1+ 2, etc. ChercherPalindromel a deux désavantages pour une utilisation en compression :

— il insére dans la liste des palindromes strictement inclus les uns dans les autres, et donc
inutilisables parce qu’ils se chevauchent,

— il fait des comparaisons inutiles, dont le résultat est déja connu.

Nous évitons ces recherches en utilisant le lien suffixe du nceud n. A I’étape ¢, la recherche
de ChercherPrefize démarre de (n — Suf fizLink) a lieu de Racine, avec LgPal ayant pour
valeur : la longueur du palindrome de I’étape ¢ — 1 moins 1. En outre, nous n’insérons le
palindrome maximal a la position i que s’il n’est pas strictement inclus dans celui trouvé 3 la
position ¢ — 1. Ceci forme 'algorithme de ChercherPalindrome2. ‘

Notation 2 On note ListePalindromes: la liste des palindromes qui est résultat de I’exé-
cution de ChercherPalindrome?2.

Propriété 15 La complexité temporelle de ChercherPalindrome2 est en O(n). Il en va de
méme pour la complexité en espace. '

Preuve Grace a ['utilisation du lien suffixe du nceud de ’étape ¢ — 1, dans ’appel de Cherher-
Prefixe a I’étape i, un caractére de ¢ n’est jamais comparé qu’une fois avec un caractere de t.
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' N\
CHERCHERPALINDROME?2

Var
NST: n, depart
entier : i, LgPal, LgPrec
Début
LgPal « 1
ie1
depart < Racine
TantQue (i < |t|) Faire
LgPrec «+ LgPal-1
LgPal «+ LgPrec
n « ChercherPrefixe(t;,t, depart, LgPal)
depart «+ n — Suf fizLink
Si (LgPal > TAILLE_MIN_PAL) et (LgPal > LgPrec) Alors
Inserer (|t| — ¢ — LgPal + 2,n — DebutLocus, LgPal) dans la liste
FinSi
1141
FinTantQue
renvoyer la liste des palindromes

Fin CHERCHERPALINDROME?2.
. J

ALGo. 3 - Algorithme de recherche des palindromes dans un texte t (deuxiéme
version).

Comparativement a ChercherPalindromel, cela rend la complexité temporelle linéaire. En es-
pace, 'algorithme utilise simultanément les chaines de caracteres ¢, et ST(t), ce qui ne coiite
que O(n) emplacements mémoire d’apres la propriété 10. Les éléments de Liste Palindromes
sont de taille bornée et on en compte au plus n dans la liste, soit un par position dans ¢t. Donc
la taille mémoire de ListePalindromes est en O(n). O



Chapitre 4

Autres méthodes de compression de
texte.

Le premier objectif de ce chapitre est d’apporter une compréhension globale des méthodes
de compression statistiques et substitutionnelles, classiques dans le domaine de la compression
de textes. Le second but est d’expliquer la méthode développée dans [GT95] qui est dédiée
aux séquences nucléiques. Elles appartiennent au monde des méthodes de compression sans
perte d’informations, parce qu’elles s’appliquent aux textes. Nous séparons la présentation
des méthodes généralistes en deux sections distinctes parce qu’elles sont fondamentalement
différentes. Elles s’opposent dans leur «vision» du texte a comprimer, dans la compréhension
ou dans le modele qu’elles se font du texte. La derniere section est consacrée a ’algorithme
de [GT95]: Biocompress. ‘

Nous employons le concept de schéma de compression pour désigner une méthode (ou
algorithme) de compression et de décompression. Quelles que soient les méthodes abordées
ici, leur complexité est linéaire par rapport a la taille du texte comprimé.

4.1 Compresseurs statistiques.

Le qualificatif de «statistique» provient du fait que la compression n’utilise que des infor-
mations de type statistique pour comprimer un texte. Le modele de processus de génération
d’une séquence de caracteéres est un processus aléatoire qui tire chacun des symboles au sort
dans ’alphabet, en respectant des probabilités d’apparition données. Garder ceci en téte est
nécessaire pour identifier les limites de ces méthodes.

Pour coder une suite de nombre réels, par exemple une suite d’échantillons d’un morceau
de musique, nous pouvons coder chaque valeur en pensant qu’elle différe peu de la précédente
et en ne donnant que leur différence. Il s’agit la d’une prédiction d’une valeur & venir et
d’un codage de la différence entre la prédiction et la valeur réelle. Une idée similaire regle
le fonctionnement d’une méthode statistique, mais d’un point de vue global. Ce genre de
méthode se fait un modele du texte grice a des informations statistiques. Le code du texte
sera d’autant plus court que le modele est adéquat vis a vis du texte, et inversement. Cette
vision de la compression est logique, puisque si le décompresseur sait prédire parfaitement
les prochains symboles, il suffit de lui donner le début et il devine le reste: dans ce cas
idéal la compression est énorme. Dans la réalité, la prédiction est erronée mais les méthodes
statistiques parient que, coder les symboles en fonction des prévisions est moins cofiteux que

43
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de transmettre les symboles originaux. La tache de prédire au mieux le prochain caractere est
nommée modélisation et celle de coder au mieux les différences est appelée codage. D'ot, la
notion importante de modele du texte ou du processus de création du texte. Par exemple, un
modele simple est donné par les probabilités d’apparition des lettres dans le texte. Meilleur
est le modele, plus élevée sera la compression obtenue.

Nous présentons ici les schémas de codage statistique les plus connus: le codage de Huffman
et le codage arithmétique. Ces méthodes de codage sont paramétrées par le modele, le code
qu’elles produisent dépend de ce modele, mais pas la méthode pour le construire. Les taches de
modélisation et de codage sont parfaitement séparables. Suivant la sophistication du modele
en parametre, le code produit pour un texte sera plus ou moins court. Nous décrivons les
deux méthodes de codage, puis nous abordons les divers modeles employés.

4.1.1 Le codage de Huffman.

En 1952, Huffman imagina une méthode pour construire des codes de redondance minimale
([Huf52)). A partir d’une distribution de probabilités des symboles d’un alphabet
(le modele), cette méthode associe a chaque symbole, un code binaire, dont la longueur est
la plus proche possible de ’entropie du symbole (voir ci-dessous).

Notions de la théorie de ’'information de Shannon.

Nous précisons, tout d’abord quelques notions de la premiere théorie de I'information,
formulée en 1948 par Shannon ([Sha48, SW49]). L’entropie du symbole i de probabilité p;,
notée F;, est donnée par:

E, = —log(p;) (4.1)

si le log est en base 2, son unité est le bit. Cette entropie mesure le nombre de bits moyen
nécessaire pour coder le symbole 7 (bien siir, la moyenne dépend de la distribution des pro-
babilités). La notion d’entropie est étendue pour s’appliquer a la distribution de probabilités.
Alors elle calcule le nombre de bits moyen nécessaire pour exprimer le résultat d'un choix
entre tous les symboles de I'alphabet. Notée F, elle est définie par:

E=- ZPi log(p:) (4.2)

Comme cette distribution des probabilités modélise le processus de choix, cette entropie est
aussi appelée entropie de la source.

L’entropie d’un texte, qui donne le nombre moyen de bits par symbole, utilise la méme
formule que I’équation 4.2, mais avec les probabilités d’apparition des caracteéres observées
dans le texte. Ces probabilités observées «approximent» la distribution de probabilité d’une
source imaginaire qui a généré le texte. Dans 'article «A Mathematical Theory of Commu-
nication», Shannon démontre que la taille moyenne du codage de chaque symbole peut au
mieux atteindre I’entropie de la source. Ce théoreme est connu sous le nom «Noiseless source
coding theorem» ou théoréme pour le codage d’une source sans bruit.

Algorithme du codage de Huffman.

L’algorithme de Huffman construit un arbre binaire dont les arcs sont étiquetés par {0, 1}
et dont chaque feuille est associée a un symbole. L’idée principale sous-jacente au codage
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de Huffman et a celui de Shannon-Fano (une méthode similaire mais moins bonne que le
lecteur peut trouver dans [BCW90, Nel91]) est la suivante. Puisque nous sommes doté d’une
distribution de probabilités des symboles, nous savons quels sont les symboles courants et
ceux moins courants. Pour associer a chacun d’eux un code binaire de longueur entiéere qui
minimise la longueur du code moyen, il suffit d’associer un code court aux symboles probables
et un code long aux symboles rares. L’algorithme est écrit ci-dessous.

'z I
HUFFMAN

Début
lister les symboles et leurs probabilités
trouver les deux symboles de plus basses probabilités
créer une feuille pour chaque symbole
créer un nceud interne reliant ces deux feuilles
étiqueter l’arc de gauche par 0 et celui de droite par 1
remplacer dans la liste, les deux symboles par le nceud interne
associer au nouveau nceud la somme des probabilités des symboles supprimés
appeler récursivement jusqu’a ce qu’il n’y ait plus qu'un symbole
Fin.
- J

ALGoO. 4 - Algorithme de construction de Uarbre d’Huffman, selon les probabilités
des symboles de Ualphabet.

| Symbole | Probabilité | Entropie | Code | [Code] en bits | Approximation |
A : 1 0 1 0
C % 2 10 2 0
G L 3 110 3 0
T 3 3 111 3 0
A 0.96 0.059 0 1 T 0.41
C 0.02 5.64 10 p + 3.64
G 0.01 6.64 110 3 + 3.64
T 0.01 6.64 111 3 + 3.64

TaB. 4.1 - Comparaison des codes de Huffman et de ’entropie, pour deuz distributions de
probabilités différentes. Entropie de la premiére distribution: 1.75 bits, de deuziéme: 0.30
bits ! Cependant les codes attribués auz lettres sont identiques.

Une fois ’arbre construit, chaque symbole peut étre traduit en binaire. La transformation
en binaire de tous les symboles produit le codage d’un texte complet. Le codage des symboles
par cette méthode ne prend en compte que le classement des symboles par ordre des proba-
bilités et pas les probabilités elles-mémes. Ainsi, pour deux distributions éloignées, le codage
peut étre identique ; voir les deux exemples sur un alphabet a quatre lettres de la figure 4.1.
Pour chaque caractere, la taille du code approxime ’entropie a ’entier le plus proche et en
restant le plus économique possible; donc la taille du code moyen par Huffman vaut ’entropie
seulement si les probabilités sont des puissances de % Pour les codages de Huffman de la
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Fi1G. 4.1 - Ezemple d’arbres de Huffman pour des distributions de probabilités différentes.

figure 4.1, le tableau 4.1 donne pour chaque symbole: son entropie, la taille de son code et
I’approximation de celui-ci par rapport a 'entropie. Comme un texte est codé par la suite
des codes de ses symboles, on accumule les approximations & chaque symbole. La longueur
du code du texte peut alors étre bien plus long que ne le dicte son entropie. On peut ap-
procher 'entropie en groupant les lettres par 2, 3, etc, pour former de nouveaux «symboles»,
cependant I'arbre des codes a transmettre devient vite prohibitif (avec un modele statique).

4.1.2 Le codage arithmétique.

Comparativement a la méthode de Huffman, ce codage évite ’écueil de ’approximation
entiere de l'entropie pour le code d’un symbole. I! ne code pas les symboles, mais le texte
entier. Chaque texte est codé par un intervalle de [0, 1], dont la taille vaut la probabilité
du message. Le code est d’autant plus long que la probabilité est faible, i.e. que la taille
du sous-intervalle de [0, 1] est petite, et inversement. Son avantage sur Huffman est donc
d’ajuster la taille de son code sur l'entropie du message et non grace a celle des symboles.
Ainsi le code d’un texte atteint exactement la longueur dictée par son entropie:
le codage arithmétique est donc optimal d’aprés le «Noiseless source coding theorem».
Son deuxieme avantage est de calculer ce code incrémentalement. Enfin, il convient bien a
I’utilisation d’un modele adaptatif.

Pour une distribution de probabilités sur les symboles, on calcule les probabilités cu-
mulées des symboles dans un ordre quelconque mais fixe. On stocke ces valeurs dans un
tableau ProbaCum indicé par les symboles (la probabilité cumulée d’un caractere i est dans
ProbaCumli] et celle du caractére précédent dans ProbaCum[i — 1]). De cette maniére, on
découpe V'intervalle [0, 1] en associant un sous-intervalle [ProbaCum[i — 1], ProbaCum|i]] &
chaque symbole, et la taille de ce sous-intervalle vaut sa probabilité (voir ’exemple dans la
table 4.2). »

A chaque préfixe du texte, ’algorithme va associer un sous-intervalle de [0, 1], qui ne dé-
pend que de celui du préfixe précédent et du caractere courant. Le codage du texte est effectué
par la boucle qui construit incrémentalement ’intervalle de chaque préfixe, en lisant les sym-
boles de gauche a droite. Initialement, I'intervalle vaut [0, 1], & chaque symbole nouveau on
transforme l'intervalle courant de la maniére suivante. On lui applique proportionnellement le
méme découpage en sous-intervalles que celui initialement appliqué a [0, 1]. Le sous-intervalle
correspondant au caractére courant devient le nouvel intervalle courant. Cette transforma-
tion est contenue dans la boucle principale de 'algorithme 4.1.2, elle est aussi illustrée dans
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TaB. 4.2 -

ProbaCumfz].

” Symbole [ Indice ¢ ] Probabilité l ProbaCumli] ] Intervalle “

- 0 0 0

A 1 0.2 02| [0,0.2]
C 2 0.4 0.6 | [0.2,0.6]
G 3 0.15 0.75 | [0.6; 0.75]
T 4 0.25 1| [0.75, 1]

47

Tableau des probabilités cumulées pour le codage arithmétique. On donne
pour chaque caractére, son indice dans le tableau et sa probabilité cumulée dans Dentrée

(

-

CODAGE ARITHMETIQUE
Var

caractere: car \\caractére courant
entier : haut, bas \\borne haute et basse de l’intervalle courant

Début

bas + 0
haut « 1
TantQue (non fin de texte) Faire
lire(car)
largeur « haut - bas
haut « bas + largeur * ProbaCum|car]
bas « bas + largeur * ProbaCum][car-1]
envoyer en sortie les bits de poids fort commun a haut et bas
FinTantQue »

Fin CODAGE ARITHMETIQUE.

J

ALGo. 5 - Algorithme d’encodage arithmétique selon les probabilités des symboles

de Ualphabet.

la figure 4.2.

Au fur et a mesure que I'intervalle se rétrécit, la limite supérieure (variable haut dans
l’algorithme 4.1.2) se rapproche de la limite inférieure (variable bas). Les bits de poids fort de
ces deux variables deviennent identiques et donc inutiles & mémoriser puisque définitivement
fixés jusqu’a la fin du codage du texte (en effet, I'intervalle ne peut que rétrécir). Les bits de
poids fort sont imprimés en sortie des qu’ils sont communs a haut et a bas durant le codage.
On imprime ainsi jusque et y compris le premier bit qui les différencie. Un caractere de fin
de texte est codé en plus de ceux du texte, pour que le compresseur puisse déterminer la fin
du code. La figure 4.2 montre pour la distribution des probabilités donnée dans la table 4.2,
la construction de l'intervalle et le codage pour le texte CG A.
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0 C 0.2 G 0.44 A 0.44
_ S———r e _
7/ /
0.2 | __, 0.28] j o.aasa} _ _ _
/ \
/ \
/ \
0.6 0.44 0.4652
- ——\ ) - \\ -
0.75] \ o.482| _ 0.4715| |
\ \ \
\ N \
L v __L N L \___L

1 0.6 0.482 0.4484

Fi1G. 4.2 - Ezemple de transformation de l'intervalle par la procédure de codage arithmétique
pour le texte CGA. Le segment vertical représente l'intervalle courant a chaque étape. Les
traits discontinus montrent la «dilatation» du sous-intervalle choisi pour la lettre courante :
intervalle [0.2,0.6] pour la lettre C. Il est ensuite redécomposé en sous-intervalles pour coder
la lettre suivante, etc. La distribution des probabilités est celle de la table 4.2.

4.1.3 Les modeéles.

Rappelons-le, un schéma de compression statistique comprend un modéele et un encodeur.
L’intérét pour la compression est que le modele prédise au mieux le texte, ce qui est la tache
la plus difficile puisque nous avons vu qu’il existe une méthode de codage optimale pour un
modele donné: le codage arithmétique. On distingue deux catégories de modeles:

- Soit le compresseur et le décompresseur se mettent d’accord sur un modele précis, ils
utilisent alors un modele statique. Par exemple, pour un schéma de compression dédié
a la compression de textes frangais, on peut inclure dans le compresseur et le décom-
presseur, une distribution fixée des probabilités caractéristiques de la langue francaise.
Dans ce cas, les informations du modeéle ne sont pas extraites du texte.

~ Le deuxiéme cas oblige compresseur et décompresseur & modifier de la méme maniére
une distribution des probabilités en fonction du texte déja lu. Ils doivent initialiser
pareillement le modeéle et utiliser une procédure commune d’altération du modele, alors
la décompression est garantie. Le modeéle est dit adaptatif.

Le modele le plus efficace est celui qui engendre la meilleure prédiction. Si l'on veut un
modele parfait de ce point de vue, il suffit de le calculer en une premieére passe sur le texte,
avant d’en effectuer le codage. Il s’agit alors d’un modéle ad hoc. L’inconvénient est que
le décompresseur ne connait pas ce modéle et il faut donc le lui transmettre dans le fichier
compressé. Or la proportion du modele dans le fichier compressé, augmente avec sa complexité,
qui va de pair avec sa capacité prédictive. L’autre alternative offerte par un modele statique,
est celle du modele fixe indépendant du texte en entrée qui risque donc de mal le prédire et
de mal le compresser. Parce qu’ils ne souffrent pas de ces inconvénients, les modele adaptatifs
forment le meilleur compromis.

Les modeles que nous utilisons sont, soit le modele statique ad hoc a cause de la taille
réduite de 1'alphabet des séquences génétiques. soit des modeles adaptatifs & contexte fini.
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Dans ces derniers, la probabilité dépend d’un nombre fini de lettres précédant le caractere
courant. L’ordre du modele indique la taille du contexte pris en compte dans le calcul des
probabilités d’apparition de chaque symbole. Nous utilisons ces modeles, dits markoviens,
d’ordre 0 jusqu’a 3. Dans un modele & contexte fini d’ordre 2 pour un texte en francais,
la probabilité d’un caractere, e par exemple, est calculé selon le couple de symboles qui le
précede, elle sera différente si ce couple est qu ou s.

4.2 Compresseurs a dictionnaire ou substitutionnels.

Les compresseurs & dictionnaire n’utilisent pas des propriétés statistiques du texte, mais
codent des régularités telles que des répétitions. Certains facteurs (segments contigus du
texte) qui sont réguliers forment le dictionnaire, alors une occurrence dans le texte d’un
de ces facteurs est remplacée par un pointeur vers I’élément du dictionnaire. Ce pointeur
constitue le code binaire qui remplace le facteur, d’ou le qualificatif de substitutionnel. Les
schémas de compression different par leur dictionnaire et/ou par le codage de leur pointeur.
Deux méthodes maintenant célebres, des mémes auteurs sont devenues les paradigmes de
cette classe de compression : elles sont appelées méthodes de Lempel-Ziv. La premiere date de
1977 ([ZL77)) et la seconde de 'année 1978 ([ZL78]). Elles font ’objet des deux sous-sections
suivantes et sont aussi notées LZ77 et LZ78.

Nous notons A un alphabet, f un texte sur A, n sa taille, p un pointeur substitué a une
répétition et D un dictionnaire.

4.2.1 Méthode de Lempel-Ziv 77 ou compression a fenétre glissante.

[ZL77] parcourt le texte de gauche a droite et recherche le plus grand facteur qui débute
a la position courante et qui apparait dans les N précédents caracteres. Ces N précédents
symboles ont déja été encodés et constituent la fenétre glissante qui sert de dictionnaire a
la méthode. La taille de la répétition recherchée est limitée & T, qui est un parameétre de
la méthode tout comme N. Les T caracteres a droite de la position courante constituent
le tampon ou «lookahead buffer». Le pointeur envoyé en sortie prend la forme d’un triplet
d’items qui sont: la position de début dans la fenétre, la longueur de la répétition, le caractere
qui suit Poccurrence du facteur dans le tampon.

Ainsi, le pointeur ne peut référencer qu’un facteur de taille limitée, qui est répété dans
un dictionnaire local de taille fixée. Cela limite drastiquement les répétitions encodables pour
la compression, mais permet de coder le pointeur sur un nombre fixe de bits. La taille de
n’importe quel pointeur est:

16| = [log(N)] + [log(T)] + [log(|A])] | (4.3)

de plus, le dictionnaire est:
D={ma: me€Fact(tli—N+1.1]), |m|<T, ac A} (4.4)

Outre la limitation de la fenétre, le principal désavantage de ce schéma est sa complexité.
Elle est linéaire, mais chaque pas exige que la fenétre soit parcourue pour trouver la plus

longue répétition. Si la taille de la fenétre n’était pas bornée et fixe, la complexité serait en

O(n?).
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La suppression du caractere dans le pointeur est une amélioration de [Bel86] dans la mé-
thode notée LZSS, nous employons cette version dans nos tests. La limitation de la taille de la
fenétre fit levée par [RPE81], mais n’apporte pas d’améliorations sensibles d’apres [BCW90).
L’utilisation de pointeurs de taille variable selon la taille de la répétition codée ([Bel87]),
n’atteint pas le niveau de compression de la méthode LZ78.

4.2.2 Méthode de Lempel-Ziv 78.

LZ78 est un schéma qui évite élégamment la limitation de la taille de la fenétre. Un poin-
teur peut y référencer n’importe quelle partie du texte déja codé. L’autre principal avantage
est que la recherche de la plus grande répétition pour la position courante est effectuée ra-
pidement. Ceci grice au fait que le dictionnaire est mémorisé dans une structure de données
adéquate et de taille fixe. Le dictionnaire est adaptatif: & chaque position, le décompresseur et
le compresseur modifient le dictionnaire de la méme maniere. Ainsi, la taille du pointeur peut
varier suivant la position courante, tant qu’elle permet de référencer n’importe quel élément
dans le dictionnaire courant. Comme le dictionnaire augmente de taille, le pointeur aussi.
Le dictionnaire est un index des mots déja rencontrés, & chaque mot est associé un numéro
d’ordre dans D.

L’algorithme de compression est le suivant. A chaque position, on recherche le plus grand
facteur qui y débute et appartient & D. On le substitue par un pointeur & deux items: 'index
du facteur dans le dictionnaire et le symbole qui le suit & la position courante. On a donc:

Ipl = log(| DI)] + [log(lA])] (4.5)

et si 7 dénote la position courante, le dictionnaire est:
D ={m.a:m € Fact(t),a € A} (4.6)

En outre, pour chaque position on rajoute une entrée dans D, constituée par le mot que 'on
vient de substituer i.e. m.a. Initialement, D est vide. Le dictionnaire peut étre implanté dans
une structure de trie, voir le chapitre 2.

Le seul parameétre de 'algorithme est la taille maximale d’un index dans le dictionnaire,
qui limite le nombre de mots mémorisés. On dira ainsi: un compresseur LZ78-12 bits ou LZ78-
15 bits selon la taille d’index employée. De nombreuses versions tentent d’améliorer LZ78.
[Wel84] exclut le caractére dans le pointeur en initialisant D avec une entrée par lettre de A
(nous utilisons la méthode de Welch, notée LZW, dans nos tests). Les autres versions connues
se distinguent le plus souvent par le probleme crucial de la gestion du dictionnaire. Elle se
résume en deux questions:

1. Que faire lorsque D est plein?
En effet, le nombre d’entrées dans D étant limité a cause de la taille maximale d’un
index, D peut étre plein. LZ78 comme LZW se contentent de réinitialiser D. D’autre
heuristiques ont été testées. La version de [TMD*85], célebre parce qu’elle constitue
I'utilitaire «compress» d’UNIX, réinitialise D lorsque le taux de compression courant
faiblit. [Tis87] supprime les entrées les moins souvent utilisées, méthode dite du «Least
Recently Used (LRU) replacement» en anglais,

2. Quels mots y insérer?
Le probleme est crucial puisqu’il influe sur la taille de D et donc sur celle de 'index
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qui s’adapte a cette derniére. Qutre LZ78, une autre heuristique qui se rapproche de
nos méthodes est celle de [MW84], ou les entrées du dictionnaire sont formées par la
concaténation des deux derniers mots codés. Ainsi, les facteurs dans D sont plus grands
en taille, ce qui permet une amélioration du taux de compression. Cependant, jamais
ces méthodes ne cherchent & savoir si un mot qu’elles insérent est répété a droite dans le
texte, et correspond effectivement a un index qui sera employé dans le codage. Ceci est
fait par notre compresseur qui n’insére que des mots qui seront encodés (voir chapitre 5).

4.3 Une méthode dédiée aux séquences génétiques: Biocom-
press.

Nous détaillons un schéma de compression dédié aux séquences nucléiques qui se nomme
Biocompress ([GT93a, GT93b, GT95]). Par ailleurs, nous signalons une recherche faite a Ar-
gonne qui promeut ’applicabilité de la compression pour I'identification de séquences simples
d’ADN (voir [Mil93, MJ93a, MJ93b]). Cette recherche utilise un compresseur classique de
type LZ78 (elle n’est donc pas détaillée ici).

Biocompress.

Développé a Rocquencourt, Biocompress résulte de la premiére tentative dans notre com-
munauté de compression de séquences biologiques. Biocompress est basé sur le parcours sé-
quentiel de gauche & droite ou 5’ — 3’ de la séquence. Il détecte et exploite deux types de
régularités déja citées: répétitions exactes et palindromes génétiques. Son principe est simi-
laire & celui de LZ77, mais sans limitation sur la taille de la fenétre. Un facteur répété est
remplacé par un pointeur de la forme (longueur, position) ou les items entiers sont donc
auto-délimités. A I'instar de [RPE81], le codage contient donc alternativement, des suites de
pointeurs et des suites de symboles encodés sur 2 bits (les symboles sont les 4 bases). Pour le
détail des codages utilisés, voir [GT93a].

A chaque position dans la séquence, Biocompress :

— recherche le plus long palindrome et le plus long facteur dans la partie de la séquence
déja examinée (i.e. dans une fenétre allant du premier caractére au caractere courant),
apparaissant aussi a la position courante

- 81 I'un des deux est suffisamment long, il est remplacé dans le texte par un code indiquant
sa longueur et sa position de premiere apparition. Notons ce code (I, p).

La condition “suffisamment long” signifie: le code (I,p) que I'on désire substituer & une
apparition du facteur, est-il plus court que le facteur lui-méme? Si c’est le cas, on choisit le
code de remplacement et la position suivante examinée est la premiere a la suite du facteur
recodé. Sinon, le caractére courant est encodé sur deux bits et le caractére suivant devient
position courante.

La condition qui prévaut a la décision de substituer ou non un facteur par un pointeur
ne prend pas en compte le fait que celui-ci peut étre précédé par une suite de caracteres.
Rappelons qu’il y a alternance de suites de caracteres et de pointeurs dans le codage. L’action
de substituer la répétition oblige & auto-délimiter cette suite et ce coiit n’est pas intégré dans
la condition. En conséquence, cela ne permet pas d’étre siir que la substitution du facteur
apporte un gain et donc que la séquence ne sera pas globalement étendue par ’encodage.
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Pour la recherche de répétitions, Biocompress utilise un automate des facteurs ([BBE*85,
CR94]) de taille bornée. On peut obtenir les positions d’apparition de tous les facteurs de
taille inférieure a h (ol h est fixé arbitrairement). Cela permet de trouver a quelles positions
le facteur de longueur h qui débute a la position courante, apparait dans le texte déja codé.
Le reste de la détection du plus long facteur est effectuée grace a des comparaisons lettre &
lettre, pour chaque position du préfixe de longueur h. Le méme systéme est employé pour la
recherche des palindromes.

Biocompress 2.

Il s’agit d’'une deuxieme version de Biocompress, ou les suites de bases sont encodées grace
a un codage arithmétique avec un modele a contexte fini d’ordre 2 (cf. sous-section 4.1.3),
plutét qu’en associant 2 bits a chaque base. Comme nous pourrons le voir dans le chapitre 6, les
codages arithmétiques obtiennent presque toujours un certain gain sur une séquence (inférieur
a 5% de réduction). Les résultats de Biocompress sont donc améliorés.



Chapitre 5

Algorithme de compression par
codage de répétitions.

Nous avons indiqué en introduction de cette partie combien I’analyse des répétitions dans
I’ADN est importante du point de vue biologique. Nous précisons qu’a ’heure actuelle, peu
de méthodes permettent des comparaisons globales de séquences sur des critéres tels que la
répétitivité. Nous présentons une méthode répondant a ce besoin, basée sur un algorithme de
compression.

Cet algorithme est dédié a la régularité structurale la plus simple et la plus naturelle:
la répétition directe de facteurs dans un texte. Par opposition aux palindromes génétiques,
nous la qualifions de directe pour signifier qu’un facteur est répété dans le sens de lecture
du texte (comme B; et B; dans l'exemple de la prochaine section). Cette régularité est
naturelle parce qu’elle apparait dans de nombreux langages, de ce fait elle est a la base
des algorithmes de compression classiques par codage a dictionnaire (pour un apergu des
différentes méthodes voir le chapitre 4 ou les ouvrages de référence [BCW90, Nel91]). L’idée
primordiale est qu’une nouvelle occurrence d’un facteur est remplacée par un pointeur vers une
occurrence précédente. Simplement grace a ce procédé, il est concevable de construire autant
d’algorithmes que de manieres de choisir quels facteurs seront substitués, i.e. appartiendront
au dictionnaire. Une occurrence d’un facteur, i.e. une portion du texte qui peut étre remplacée
est aussi appelée zone. De méme, coder une occurrence est synonyme de la substituer, i.e. la
remplacer par un code binaire.

Comme nous le voyons dans les résultats présentés dans le chapitre 6, les algorithmes de
compression a dictionnaire classiques donnent des taux de compression négatifs. Notre travail
vise a produire un algorithme qui améliore ces taux uniquement en codant des répétitions
directes. Le compresseur présenté ici est nommé Cfact. Cfact présente deux particularités:
il sépare 'exécution de la factorisation et du codage, et se caractérise par une garantie
de compression. Nous détaillons sa maniére d’opérer par un exemple de décomposition du
texte, puis nous en présentons le codage. Les particularités de la factorisation sont décrites
pour ensuite discuter les choix de conception et les apports. La derniére section concerne
I’algorithme similaire qui est dédié aux palindromes génétiques.

5.1 Exemple de compression.

Considérons ’exemple de la séquence s suivante:

53



54 5 Algorithme de compression par codage de répétitions.

tttcaacgtctgtgtacgtgactgaaattcgeegeccaacgtctgtgecgeaattcgecaaacaacgtetgtatettatgt
gtacgattg

L’utilisation de ’arbre des suffixes de s et le calcul de ListeFacteurs permettent de savoir quels
sont les grands facteurs répétés dans s (cf. section 3.3). Les facteurs sont nommés A, B, C et
leurs occurrences sont indicées a partir de 1. Notons que Cy chevauche Aj.

Al B1 A2
tttCAACGTCTGT GT ACG tgactgaAATTCGCegecCAACGTCTGTgecge

C
AATTCGCaaalC AACGTCTGTatcttaTGTGT ACGattg
B2 Ag C2

Les occurrences des facteurs répétés sont classées en deux groupes:
A1, By, Cy :les occurrences les plus a gauche dans s sont les occurrences de référence,

Aq, By, A3, Cy : sont choisies pour étre substituées par des «pointeurs» qui renvoient sur les
occurrences de référence du facteur correspondant.

Le choix des facteurs qui sont substitués, décompose s ainsi:

Az B,

tttcaacgtctgtgtacgtgactgaaattcgccgccCAACGTCTGTgccchATTCGC
2aal AACGTCTGTatcttal GTGT ACGattg

Ag Cl

On remarque que les portions qui seront substituées durant le codage:
— représentent des facteurs qui apparaissent au moins une fois a gauche,
— ne se chevauchent pas entre elles,
- sont séparées par d’autres segments de la séquence qui eux, ne seront pas substitués.

Pour les désigner aisément, notons ces segments sy, S;, 83, S4, S5 dans ’ordre ou ils apparaissent
dans la séquence. Alors on note ainsi la décomposition de s:

S = 81.AQ.SQ.BQ.Sg.A3.S4.C2.85

Le codage des substitutions est décrit dans la figure 5.1. Les fleches en trait plein désignent
le codage de chaque substitution. Celles en trait discontinu montrent la construction du
dictionnaire. Celui-ci nécessite d’étre mémorisé dans une table seulement au décodage, car
lors du codage de toutes les occurrences d’un facteur, I'index vient juste d’étre déterminé. A
chaque substitution de la deuxiéme occurrence, on associe les informations sur le facteur a
un index dans le dictionnaire, pour encoder les occurrences suivantes. Le dictionnaire est une
structure en mémoire construite par le décompresseur, mais n’est pas inclus dans le fichier
compressé.
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S: A2 s> B2 S: A3 8, C: 8s

0;|S:1]s(pos a1, |Aal);

| o |82 |7 (pos Bi,|B|);

Y

) I
{ | 1; |83 | sindex_a;
index | facteur I ¥
index_A | pos_A1 |A] ] 0; |S:|;(pos_Ci,|cl|);
1 |
indes facteur |
index_A pos_A: |A] t
index | facteur
B
index_B pos B: |B| index A | pos_a: |[A]
index_B | pos_B! |B|
index C | pos_C1 |C]|
FiG. 5.1 - Codage des occurrences substituées pour s. Les traits horizontaur montrent la

décomposition de s.

Les portions de séquence non substituées, sont encodées simplement en donnant la suite
des codes binaires de chacune de leur base sur 2 bits. Nous notons ce codage Base_Binaire. De
plus, la suite des codes de substitution est précédée par son nombre d’éléments pour permettre
son décodage (plus exactement la séparation des items lors de sa lecture). Le code complet
est écrit dans la table 5.1. Les items sont séparés par des «;» qui indiquent la possibilité de
les identifier et les pointeurs de substitution sont entre parentheses; différentes lignes sont
utilisées pour la lisibilité (tous ces symboles supplémentaires ne font pas partie du codage
réel) :

5.2 Codage du compresseur.

Nous exposons 'organisation globale du codage qui donne la structure du texte comprimé,
puis le codage de chaque zone répétée. Nous indiquons pour cela les méthodes utilisées pour
coder des entiers en binaire. '

5.2.1 Organisation du codage.

Le codage se divise en deux parties distinctes. On trouve en premier la liste des zones
de structure réguliere précédée de son nombre d’éléments. Pour un compresseur une zone
est réguliere s'il peut I’encoder avantageusement (cf. le chapitre 1); pour Cfact, ce sont néces-
sairement les facteurs répétés maximaux (cf. définition au chapitre 2).
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Code pour TValeur du code
nombre de zones codées | 4;

Type de zone Position relative Pointeur
zone A, 0; [s1]; (posa,,|Al);
zone By 0; [sal; (posg,, |Bl);
zone Az 13 [s3l; (index 4);
zone Cy 0; |54 (posc,, |C|);
séquence restante Baseginaire(sy.s;.53.54.55)

TaB. 5.1 - Code complet pour la séquence s.

Cette liste contient la description codée des occurrences des facteurs choisis, i.e. ceux
effectivement mis dans le dictionnaire. Les occurrences sont indicées de gauche a droite. La
premiere apparition du facteur est appelée occurrence de référence, celle-ci est laissée intacte
dans la séquence, de maniere a ce qu’une occurrence plus a droite puisse étre remplacée par un
pointeur sur 'occurrence de référence. Toutes les autres occurrences du facteur, hormis celle
de référence, sont examinées et éventuellement choisies pour étre substituées. Parmi celles-ci
on distingue deux types d’occurrence (pour un facteur qui a au moins 3 occurrences) :

La «deuxiéme- occurrence : la premiere apparition du facteur qui est codée par une ré-
férence directe vers I'occurrence de référence. Lors du codage de cette occurrence, le
facteur est inséré dans le dictionnaire.

Les «ni-éme» occurrences : toutes les occurrences a la droite de la deuxieme qui sont aussi
codées, mais par une référence indirecte. Elles sont remplacées par I'index du facteur
dans le dictionnaire.

Apres la liste des zones, la deuxiéme partie du codage est la séquence restante. Toutes
les zones de la séquence qui ne sont pas codées, sont concaténées au fur et a mesure du
codage et forment la séquence restante. Celle-ci contient les portions non régulieres de la
séquence et toutes les occurrences de référence des facteurs codés. Ainsi lors du décodage,
avec un pointeur, on peut retrouver la séquence des lettres d’un facteur du dictionnaire dans
la séquence restante.

5.2.2 Codage des entiers.

Dans le codage de Cfact, nous traduisons certaines zones régulieres d’un texte en un code
binaire. Celui-ci est une suite d’items séparés qui permettent de reconstituer la zone lors de
la décompression. Cette sous-section aborde la maniere de coder ces items. Principalement,
pour Cfact les items sont des nombres entiers. Pour interpréter correctement le code du texte
comprimé, le décompresseur doit pouvoir isoler chaque item en lisant le code de gauche a
droite. Cette contrainte empéche d’utiliser le codage binaire pour les entiers et oblige a auto-
délimiter les codes utilisés.

Notation binaire des entiers.

Si I'on donne a un décompresseur une séquence sur {0,1} qui contient la concaténation
d’une liste d’entiers codés sous cette forme, il est incapable d’y retrouver chaque entier. Par
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exemple, la séquence suivante 10110 peut étre interprétée en autres comme:
- 1,0,1, 1, 0 qui correspond a la liste: 1,0,1,1,0

— 10, 1, 10 qui correspond a la liste: 2,1, 2

10, 110 qui correspond a la liste: 2,6

10110 qui correspond a la liste a un seul entier: 22

On ne peut donc pas utiliser le code binaire sans savoir par un autre moyen, avant de
procéder a la lecture, quel est la longueur du code d’un item. Le reméde tient dans I'emploi
de codes auto-délimités. Un code est auto-délimité si lorsqu’on connait le début du code dans
la séquence binaire a décomposer, on est capable d’en trouver la fin (évidement le code est
écrit de maniere contigué). L’usage d’un code auto-délimité coiite plus cher que l'utilisation
d’un code binaire, au sens propre du terme, puisqu’un code auto-délimité est plus long que le
code binaire. On troque une propriété du code indispensable contre un surcoit en longueur.

Plusieurs techniques permettent d’auto-délimiter un code. On note n ’entier a coder.

1. Utiliser des codes de taille fixée a ’avance, mais cela limite ensemble des entiers en-
codables (nous voulons éviter ce genre de limitation pour Cfact, elle est présente dans
LZ77).

2. Employer un code en deux parties, ot 'item est précédé d’un sous-item qui indique la
longueur de son écriture binaire et le code binaire est utilisé pour I’entier lui-méme. On
reporte le probleme sur le sous-item qui doit aussi étre auto-délimité. Cependant, ’écri-
ture de la longueur d’un entier est plus courte (en O(log(log(n))) au lieu de O(log(n)))
et le prix a payer pour I'auto-délimiter est moins cher que I"auto-délimitation directe.

3. On peut itérer la technique précédente et employer récursivement cette auto-délimitation
indirecte : il suffit de faire précéder la longueur de ’entier par sa propre longueur. Tous
les niveaux d’itération sont théoriquement intéressants et I’on sait qu’asymptotiquement
la longueur du code ainsi construit, se rapproche de log(n) (i.e. de I’écriture binaire).

4. Utiliser des codes qui sont algébriquement construits pour étre auto-délimités. Dans
cette catégorie se place le code de Fibonacci qui fut étudié dans [AF85].

Les auto-délimitations indirectes, ou un code est précédé de sa longueur, avec différents
niveaux d’itération, sont présentées et comparées dans I’annexe intitulée «Variable-length
Representations of the Integers» de [BCW90].

Code de Fibonacci pour les entiers.

Le code de Fibonacci utilise les nombres de la suite de Fibonacci comme base pour 1’écri-
ture des entiers. Le terme de la suite implique que jamais deux symboles binaires 1 ne se
suivent dans I’écriture de n’importe quel entier. En outre, quelle que soit la base, I’écriture
d’un entier débute par un «1». Pour obtenir un code auto-délimité, il suffit de renverser I’écri-
ture dans la base de Fibonacci et d’y concaténer un «1» supplémentaire. La table 5.2 montre
les codages de quelques entiers.

Notation 3 L’écriture du code Fibonacci d'un item entier est notée Fibo(item).
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Entier Ecriture Fibonacci Code de Fibonacci |
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TaB. 5.2 - Ezemple de codage des entiers selon la méthode de Fibonacci. La deuziéme colonne
donne lécriture de gauche a droite dans la base de Fibonacci. Chaque symbole est mis sous
le nombre de Fibonacci correspondant.

Ce codage est présenté dans l’article [LH87]. On y trouve la précision qu’il est asympto-
tiquement optimal dans le sens de la définition 1.13 page 71 dans [LV93]. L’important est de
choisir la méthode de codage qui est appropriée a la distribution de probabilités des entiers
a coder. Un probléme survient lorsque 'on désire encoder ’entier «0» par la méthode de
Fibonacci. La solution cofiteuse mais simple est de décaler les codes, en codant I'item plus 1.

5.2.3 Description compléte du code d’une zone.

Le code de chaque zone contient :

1. un bit de différenciation pour distinguer les deux types d’occurrence, «deuxieme» ou
«énieme»,

2. une position relative dans la séquence par rapport a la fin de la zone précédente,
3. le pointeur de référence qui permet de retrouver la séquence du facteur.

On note P la position relative d’une zone, OR la position d’apparition de l'occurrence de
référence, I I'index du facteur dans le dictionnaire, L la longueur du facteur. TailleMin est
la taille minimale requise pour qu’un facteur puisse engendrer un gain de compression. Le
codage complet d’une occurrence est détaillé dans la table 5.3.

Type Bit Position relative Pointeur de référence
Code 2éme 0 Fibo(P + 1) Fibo(OR + 1).Fibo(L)
énieme 1 Fibo(P +1) Fibo(I)
2éme 0 |Fibo(P+1)| ||Fibo(OR+ 1)| 4 |Fibo(L)|
Longueur du code e o 1 [Fibo(P+1)] [Fibo(T)]

TaB. 5.3 - Détail du codage d’une occurrence d’un facteur répété.



5 Algorithme de compression par codage de répétitions. 59

Codage d’une 2éme occurrence.

Dans le cas d’une deuxiéme occurrence, le pointeur est direct. Il contient deux items:

- la position dans la séquence de "occurrence de référence, celle-ci est déja codée du point
de vue du compresseur et donc déja décodée du point de vue du décompresseur;

— la longueur du facteur répété dont on substitue les occurrences.

Codage d’une éniéme occurrence.

Le codage est similaire & celui d’'une deuxiéme occurrence, sauf que le couple d’entiers du
pointeur de référence est remplacé par l'index du facteur dans le dictionnaire adaptatif. Cet
index est codé par Fibonacci.

5.3 Factorisation.

Une originalité de Cfact réside dans la séparation des deux tédches accomplies par un
compresseur a dictionnaire : la factorisation et ’encodage du texte. La factorisation consiste a
déterminer quels facteurs du texte vont étre remplacés par un pointeur, tandis que I’encodage
constitue la version compressée du texte en substituant un code binaire aux zones choisies par
la factorisation. L’exécution séquentielle plutét que simultanée de ces deux taches, permet
d’utiliser de meilleurs criteres de sélection des facteurs et évite des limitations dues a la
simultanéité. Une conséquence est le théoréme qui garantit la compression d’une séquence
contenant une répétition longue. Nous détaillons ces apports dans la section 5.4.

La factorisation sélectionne les occurrences de facteurs répétés pour qu’elles soient codées.
Les principaux critéres de sélection sont:

— le fait d’étre un facteur maximal, i.e. d’appartenir a ListeFacteurs,
- I'examen dans I'ordre des tailles décroissantes,
— D’évaluation du gain potentiel engendré par le codage d’une occurrence.

La procédure de factorisation constitue la Liste des Zones Codées ou LZC qui sera son
résultat final. Elle sera passée en paramétre 3 la procédure d’encodage. A chaque occurrence
sélectionnée, elle crée un élément dans la LZC.

Nous détaillons consécutivement la sélection des facteurs, la structure de la LZC, puis la
maniere dont le gain d’une occurrence est évalué.

5.3.1 Schéma de la factorisation.

La factorisation est un examen de tous les facteurs maximaux du texte. Afin de les obtenir,
elle construit ’arbre des suffixes du texte t, et appelle la procédure TousFacteurs, définie a la
section 3.3, qui lui renvoie ListeFacteurs: la liste chainée des facteurs maximaux. Cette liste
est ordonnée selon la taille décroissante des facteurs. L’algorithme consiste en un parcours de
ListeFacteurs. Pour chaque facteur, on parcourt simultanément 1/ la liste des positions de
ses occurrences pour envisager leur substitution et 2/ la LZC. L’élément courant de LZC est
toujours le plus proche segment dans la séquence, déja sélectionné, par rapport a ’occurrence
courante. L’apparition la plus & gauche du facteur devient I'occurrence de référence. Ensuite,
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pour toutes les autres occurrences, on regarde si elles ne chevauchent pas une zone déja codée
grace a un parcours simultané de la liste des zones codées ; sinon on passe a la suivante. Dans
ce cas, on évalue le gain propre que 'on obtiendrait par le codage de 'occurrence, s’il est
positif, on prend la décision de la substituer. Cette zone est alors insérée dans la LZC selon
sa position dans le texte. Si le gain est négatif ou nul, on passe a la zone suivante.

Notons que la factorisation est gloutonne, puisqu’elle élabore sa solution par étape, sans
jamais remettre en cause le choix d’un facteur inclus dans la LZC.

5.3.2 Structure de données de la liste des zones codées.

Nous montrons la structure de la LZC parce qu’elle aide & comprendre comment la descrip-
tion d’un segment a encoder est mémorisée pour la phase d’encodage. La structure, nommée
Zone, d’une cellule de la liste chainée est détaillée dans la table 5.4.

Nom Type Sémantique

Deb entier début de la Zone dans le texte

Fin entier fin de la Zone dans le texte

OccPos entier position absolue de la premiere occurrence du facteur
Index entier index du facteur dans le dictionnaire

suiv ptr. Zone cellule suivante de la liste

TaB. 5.4 - Détail de la structure d’une cellule de la Liste des Zones Codées.

Les deux premiers champs donnent la longueur de 'occurrence et sa position, cela permet
de calculer pendant le codage, la position relative par rapport & la zone précédente. Selon
le type de la zone, OccPos pour les «deuxiémes» occurences ou Indezr pour les «éniemes»,
permettent d’encoder le pointeur. suiv pointe vers ’élément suivant de la LZC. En outre, &
chaque pas la LZC est utilisée pour:

— examiner les chevauchements de 'occurrence courante avec les zones déja codées, che-
vauchements qui rendraient inutile sa substitution,

— évaluer le gain du codage de I'occurrence.

Cette liste est ordonnée par ordre d’apparition dans le texte et son examen cofite au pire
O(n) pas.

Evaluation du gain du codage d’une occurrence.

Il s’agit de la deuxieme caractéristique originale de Cfact. On mesure le gain local engendré
par le codage d’une occurrence. Il est toujours sous-évalué. Ainsi avant de sélectionner
un segment pour qu’il soit encodé dans la deuxieme phase on sait s’il permet d’augmenter le
gain global de la séquence.

Le calcul du gain compare la taille du segment avec la longueur de son code binaire de
remplacement. La longueur est donné par la longueur du facteur. Pour le code de rempla-
cement, le calcul somme la longueur des items selon le type de la zone. Ces longueurs sont
résumées dans la table 5.3. Le seul élément approximé dans cette évaluation préalable du gain
du codage d’une occurrence est la position relative de la zone, puisque la LZC n’est pas dans
son état final. Cette position est surévaluée car d’autres zones seront peut-étre intercalées
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dans la liste entre la zone précédente et la zone dont on évalue le gain. Cet approximation
sous-estime le gain.

Remarque : pour les premiers facteurs examinés le gain est fortement sous-estimé puisque la
LZC n’est pas encore pleine, mais leur taille entraine a elle-seule leur élection. Par contre,
I’évaluation des derniers facteurs est meilleure, car la LZC est proche de son état final. Ce
sont donc pour les plus petits facteurs, dont 1’éléction est plus difficile, que nous avons la
meilleure évaluation.

5.4 Complexité, garantie de compression et apports.

Cet algorithme de compression se différencie nettement des algorithmes a codage par
dictionnaire adaptatif et de Biocompress, soit griace a ses critéres de factorisation, soit par
son codage. Bien qu’elle entraine une complexité en O(n?), la factorisation donne & Cfact
une propriété qui n’existe a notre connaissance, chez aucun autre algorithme a dictionnaire :
la garantie de compresser la séquence. En effet, nous prouvons un théoréme qui garantit la
compression pour une séquence incluant au moins une répétition «longue», ou la condition de
longueur est calculable.

Pour réaliser notre objectif d’améliorer les taux de compression en n’envisageant que les
répétitions directes comme régularités, deux possibilités s’offrent a nous:

1. Optimiser le codage: mais celui-ci est tres contraint car les informations qu’il contient
doivent y étre, et le codage d’items tels que les entiers sont déja bien étudiés.

2. Effectuer une meilleure factorisation: ce qui a notre avis, est le champ de réflexion le
plus ouvert aux améliorations, puisque les textes usuels n’exigent pas des factorisations
complexes pour étre comprimés.

5.4.1 Complexité de Palgorithme.

Propriété 16 Les complexités en temps et en espace de Cfact sont en O(n?).

Preuve On note n la taille du texte a compresser. Le codage s’effectuant par un parcours de
la LZC et en une passe sur le texte, sa complexité est linéaire par rapport a n. La complexité
de Cfact provient de la procédure de factorisation et plus particulierement de la boucle qui
balaye ListeFacteurs. En effet, I’arbre des suffixes et ListeFacteurs sont construits séparément
en O(n?), d’aprés les propriétés 10 et 14. La boucle principale examine ListeFacteurs et pour
chaque facteur parcourt en méme temps:

- la liste des positions de taille inférieure a n,
~ la LZC, elle aussi de taille inférieure a n.
D’apres la propriété 13 qui prouve qu’il y a au plus n facteurs maximaux, on obtient une

complexité temporelle en O(n?). La plus grande structure en mémoire est ListeFacteurs dont
la taille mémoire est en O(n?). O
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5.4.2 Garantie de compression.

Nous prouvons un théoreme qui garantit la compression pour une séquence incluant au
moins une répétition «longue». Ceci représente un avantage pour l’utilisation de Cfact comme
outil de classification. A notre connaissance, aucun autre schéma de compression a diction-
naire, i.e. les plus utilisés pour les compression de textes, n’offre cette garantie.

Théoréme 1 Si le plus long facteur répété, noté f, dans le texte t est de longueur [ et
apparait au moins deux fois aux positions i, j telles que ¢ + [ < 7, alors la condition suivante
est suffisante pour que le gain de compression sur ¢ soit positif :

2l — |Fibo(l)|] > 3|Fibo(n)|+ 1 (5.1)

Preuve L’équation 5.1 est une sur-évaluation de la longueur minimale de la plus longue
répétition, tel que son gain local soit positif. Cette formule peut étre rendue plus précise si
'on remplace les longueurs de codes de Fibonacci, a propos desquels nous savons que, pour
un item 7:

log(iv/5 — 1) o log(1 + iv/5)
log(L£/5) S el S log (15505)

L’équation 5.1 contraint la répétition a étre suffisament longue pour engendrer un gain plus
grand que I"écriture du nombre de zones encodées (ce nombre est 4 dans notre exemple, voir
la table 5.1).

f est nécessairement un facteur maximal et donc mémorisé dans le premier élément de
ListeFacteurs. Au début de la factorisation, la LZC est vide, donc 'occurrence de f en j ne
chevauche aucune zone déja sélectionnée. Lorsque son gain potentiel est sous-évalué, 1'équa-
tion 5.1 force le résultat a étre positif. Alors on crée un élément correspondant dans la LZC,
et quelles que soient les zones sélectionnées ensuite, leur gain est positif. Comme le gain global
sur ¢t est la somme des gains locaux positifs, il est lui-méme positif. O

5.4.3 Optimisation du codage.

L’amélioration du codage par rapport aux méthodes usuelles est triple:

1. Seules les zones régulieres sont véritablement encodées (du moins, celles qui
sont vues telles par Cfact). L’algorithme n’est pas capable de déceler des régularités
dans les autres zones, de son point de vue elles sont «aléatoires». Il n’est donc pas
judicieux d’essayer de leur attribuer un code binaire qui transforme leur représentation.
En effet, de maniere absolue la complexité de Kolmogorov nous dit que leur plus courte
représentation est leur séquence elle-méme. Biocompress integre cette idée mais pas les
compresseurs de Lempel-Ziv (versions 77 ou 78). En effet, dans les méthodes de Lempel-
Ziv, toute partie du texte est codée comme une répétition, i.e. une zone réguliere. Or,
avec un alphabet fini, il y a toujours des répétitions courtes, méme dans une séquence
aléatoire (pourvu qu’elle soit assez longue).

2. Absence de restriction sur la taille et la position des facteurs référencés: un
pointeur peut référencer n'importe quel facteur situé a gauche dans le texte, cela im-
plique que les entiers «position» et «longueur» de 'occurrence soient codés de maniere
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auto-délimitée. Ceci se justifie par le fait que la structure des répétitions est différente
dans les textes génétiques par rapport a ceux en langages naturels. En effet, les ré-
pétitions exactes d’ADN sont parfois de milliers de bases et ont des occurrences tres
distantes. Biocompress utilise aussi I’autodélimitation. LZ78 évite la limitation en la
reportant sur la taille du dictionnaire qui est limitée.

3. Le codage admet des pointeurs a référence directe (de type (position, longueur))
et indirecte (index dans un dictionnaire) pour économiser des codages auto-délimités
de la localisation de l'occurrence de référence. LZ78 n’utilise que des références in-
directes. Dans Biocompress, le pointeur d’une «énieéme» occurrence est toujours de la
forme (position, longueur). Or, & une position ultérieure, on a déja donné la longueur et
la position de 'occurrence référencée, items qui sont arbitrairement longs. Au contraire,
nous utilisons pour seul item, un index dans un dictionnaire qui permet de retrouver
ces informations. Notons que cela coiite un bit de différenciation par zone.

5.4.4 Optimisation de la factorisation.

Usuellement les factorisations employées sont gloutonnes (greedy) ou semi-gloutonnes.
C’est le cas des méthodes de Lempel-Ziv et de Biocompress. Cependant, le critere de sélection
des mots pour la décomposition du texte est la longueur de la décomposition (en nombre
de mots) ou la taille des mots. Pour ce critere la factorisation semi-gloutonne donne une
décomposition optimale (voir [CR94]). Mais la taille des mots n’est pas le gain. La
factorisation de Cfact est au sens propre gloutonne, mais tient compte de deux criteres:
la taille et le gain potentiel. Le résultat est une garantie de compression. Notons que les
seuls algorithmes naturels pour effectuer une factorisation optimale, suivant le critere du gain
global, sont exponentiels.

Dans Cfact, la factorisation est séparée de ’encodage et utilise ListeFacteurs. Il existe
plusieurs avantages a cette maniere de faire:

1. Un facteur maximal est obligatoirement répété dans le texte, et donc tous les
facteurs examinés offrent des possibilités de substitution. LZ78 inclut dans son diction-
naire des facteurs dont l'index ne sera jamais utilisé dans le fichier compressé. Pour
I’éviter il faudrait qu’il cherche a déterminer en avance si le facteur est répété ou non.

2. La décomposition ne subit pas la contrainte de devoir étre faite de gauche
a droite. Cette contrainte provient de la simultanéité de la factorisation et du co-
dage, dans les algorithmes usuels. Biocompress, LZ77 et LZ78 la subissent pleinement.
Cette conception est avantageuse pour la complexité, mais empéche clairement un choix
optimal. Empiriquement, les essais rencontrent peu de cas ou cette limitation influe net-
tement sur le taux de compression.

3. Etant donné que la fonction du gain d’une zone croit linéairement avec sa taille, nous
puisons les facteurs dans ListeFacteurs qui est classée par ordre de taille dé-
croissante. On donne ainsi priorité au choix des facteurs dont le gain potentiel est le
plus grand. Il est optimal pour une étape donnée, puisque les facteurs plus longs ont
déja été soit codés, soit examinés. Bien sir, globalement le chevauchement des zones
peut empécher d’atteindre 'optimum global.
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5.5 Algorithme de compression par codage de palindromes.

Une autre régularité importante dans les séquences d’acides nucléiques est due aux palin-
dromes génétiques (pour un exemple voir la figure 1.1). La complémentarité des bases dans
les ADN ou les ARN permet a des segments distants de la méme séquence, de s’apparier,
lorsqu’elles sont au voisinnage 'une de 'autre dans ’espace. Les deux segments doivent étre
renversés dans la séquence et complémentaires. Dol le nom de palindrome génétique. Du
point de vue du texte, un palindrome génétique est un couple de facteurs (f, g) ou g (respec-
tivement f) s’obtient a partir de f (respectivement g), non plus par une duplication comme
pour les facteurs maximaux, mais par une symétrie. En fait, g équivaut a f écrit a I'envers
ol chaque base est changée en sa base complémentaire. Ce type de régularité convient donc
parfaitement a un schéma de compression substitutionnel.

Nous avons montré dans la section 3.4, qu’une utilisation de 1’arbre des suffixes d’un texte
permet d’obtenir le plus grand palindrome commencant & chaque position dans la séquence.
Grace a Chercher Palindrome2, cette recherche est résolue en temps linéaire par rapport a
la séquence. Cet algorithme produit la liste des palindromes classés par ordre de longueur
décroissante: Liste Palindromes. Nous avons donc construit un schéma de compression simi-
laire & Cfact, ou les régularités utilisées sont les palindromes génétiques de Liste Palindromes
plutdt que les facteurs de Liste Facteurs. Ce schéma de compression se nomme Cpal.

Gréce a Liste Palindromes notamment, Cpal est quasiment identique a Cfact, sauf pour
quelques points que nous allons préciser ici.

5.5.1 Constitution de ListePalindromes.

Une différence majeure entre les palindromes génétiques et les facteurs répétés est a Iori-
gine des différences entre Cpal et Cfact. Un facteur peut étre répété n fois le long de la
séquence, tandis qu’un palindrome est constitué par un couple de facteurs. Ainsi, un élément
de ListePalindromes ne contient pas une liste de positions d’occurrences, de taille variable,
mals seulement deux indices, un pour chaque facteur du couple.

Comme la liste des facteurs maximaux, Liste Palindromes est ordonnée par taille décrois-
sante des palindromes, mais sa complexité est linéaire a cause du nombre borné de positions
a mémoriser. Le pré-traitement du texte qui permet d’obtenir Liste Palindromes l'est aussi.

5.5.2 Codage simplifié.

Lorsqu’on trouve un palindrome génétique dans la séquence, seul un facteur du couple
peut étre substitué par un pointeur référencant l’autre. Donc, seuls des pointeurs a référence
directe sont utiles dans le codage de Cpal. La notion de type des zones de Cfact, qui distinguait
la «deuxiéme» et les «éniémes» apparitions d’un facteur, n’ont plus de sens dans Cpal. Ceci
simplifie le codage sur trois points:

1. les pointeurs sont des références directes,
2. il n’y a plus besoin de bit de différenciation car il n'y a qu’un seul type de zones codées,

3. la mise en place d'un dictionnaire spécifique au codage des «éniemes» apparitions d’un
facteur devient inutile.
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5.5.3 Combinaison de plusieurs régularités: palindromes et répétitions.

La détection et le codage des palindromes étant au point, une poursuite du travail consiste
a combiner les schémas de Cpal et de Cfact, pour créer un compresseur plus «intelligent» ca-
pable d’identifier deux types de régularités. Ce nouveau schéma, nous ’appelons Cfactpal se
calquerait sur Cfact, mais lors de la factorisation consulterait simultanément Liste Palindromes
et ListeFacteurs pour y choisir la zone la plus avantageuse a priori (i.e. la plus longue). La
décision de son éventuelle substitution prendrait aussi en compte une évaluation de son gain
potentiel. Le codage serait a peine modifié, puisqu’il suffirait de distinguer 3 types de zones:
les deux de Cfact et une de Cpal. Leur encodage resterait le méme mais serait précédé de
deux bits de différenciation.

Les résultats de Cfactpal et de Biocompress seraient directement comparables (voir la sec-
tion 4.3). En outre, si la séquence restante est ensuite encodée par une méthode arithmétique
adéquate, le schéma pourra étre comparé & Biocompress-2 (voir la discussion du chapitre 6).
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Chapitre 6

Comparatif des compresseurs.

Ce dernier chapitre est consacré a la validation de l'algorithme Cfact, tout autant qu’a
I’étude du comportement de divers compresseurs sur des séquences génétiques. D’une part,
nous voulons valider empiriquement les apports de Cfact. D’autre part, nous désirons com-
parer Cfact a d’autres compresseurs et connaitre le comportement de ces derniers face &
des données biologiques. Les expériences de comparaison de compresseurs réalisées sur des
séquences d’ADN ont 4 objectifs:

1. Connaitre le comportement des schémas de compression classiques sur des séquences
génétiques, grace a nos propres tests. Il n’y a pas en effet, de publications reprenant
autant de résultats commentés.

2. Identifier les possibilités de compression dues au biais d’utilisation des mono-, di-, tri-
et quadrinucléotides dans PADN.

3. Comparer le comportement de deux versions de Cfact vis & vis des schémas classiques ;
principalement pour savoir si la mise en ceuvre d’un algorithme de complexité en O(n?)
est intéressante pour la compression de séquences génétiques?

4. Valider empiriquement le théoréme de garantie de compression de Cfact.

Nous présentons les différents schémas de compression utilisés, puis le matériel biologique
conjointement aux tableaux récapitulatifs. Une derniere section se consacre aux commentaires
de ces résultats.

6.1 Compresseurs mis en compétition.

Cette courte section indique la nature de tous les schémas de compression (ou compres-
seurs) utilisés dans nos tests. Elle est a lire en connaissance des principales méthodes du
domaine. Le chapitre 4 et des ouvrages de référence tels que [BCW90, Hel91, Nel91, Sto88]
en présentent les idées.

Nous employons trois types de compresseurs: les classiques & dictionnaire fonctionnant
selon les deux méthodes de Lempel-Ziv (5 compresseurs), les classiques statistiques (4 com-
presseurs) et deux versions de Cfact. Nous donnons une définition pour chaque, ainsi que
le nom abrégé qui apparait dans les tableaux. Les implémentations des méthodes classiques
sont issues de [Nel91], moyennant parfois quelques modifications. Nous avons contacté les
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auteurs de [GT93b] pour comparer avec leur algorithme Biocompress, mais celui-ci n’est pas
disponible actuellement.

Les compresseurs classiques a dictionnaire.

lzss : schéma basé sur la méthode LZ77 ou le pointeur ne contient pas d’item de type carac-
tere, il provient de [Bel86]. Le pointeur a une taille fixe et on vérifie que le mot & coder
est plus long que le pointeur.

lzwl : comme tous les autres noms commengant par «lzw», il s’agit de la méthode LZ78
modifiée par Welch dans [Wel84]. Elles varient principalement par la taille maximale de
I'index en bits. Cet index référence une entrée dans le dictionnaire. Cette taille limite
donc le nombre de mots de ce dernier. Pour lzwl, elle vaut 12 bits.

lzw2 : méthode LZW avec la taille maximale de I'index a 15 bits. L’alphabet compris par
lzwl et lzw2 est le code ASCII.

lzw3 : identique a lzw2, mais elle connait ’alphabet des séquences génétiques limité a 4
lettres.

lzw4 : identique & lzw3 mais avec la taille maximale de 'index & 20 bits.

Les compresseurs classiques statistiques.

Toutes ces méthodes acceptent des textes sur ’alphabet du code ASCIL.

huff : codage de Huffman utilisé avec un modele statique ad hoc. L’arbre des codes est donc
intégré au fichier compressé.

arithQ : méthode de codage arithmétique utilisée avec un modele adaptatif a contexte fini,
aussi appelé markovien (cf. la sous-section 4.1.3 dans le chapitre 4). Toutes les méthodes
suivantes ne différent que par I’ordre du modele, i.e. la taille du contexte pris en compte
dans les statistiques sur le texte. La probabilité d’un symbole dépend des k symboles
précédents, ou k est 'ordre du modeéle. Ici le modele est d’ordre 0, il calcule la probabilité
d’apparition des symboles seuls.

arithl, arith2, arith3 : idem avec respectivement des modeéles d’ordre 1, 2 ou 3.

Deux versions de Cfact.

cf2 :implante Cfact tel que décrit dans le chapitre 5,

cfa : differe de Cfact par I'utilisation exclusive de pointeurs directs pour substituer aux
répétitions, i.e. de la forme (position, longueur). La structure mémoire de dictionnaire
et les différents types de zones codées disparaissent, a l'instar du compresseur pour les
palindromes génétiques (voir section 5.5).
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6.2 Matériel biologique et récapitulatif des résultats.

Nous décrivons le matériel biologique employé: la provenance et la nature des séquences,
avant de montrer quelques tableaux de résultats. L’ensemble des tableaux de résultats sont
disponibles par FTP anonyme a ftp.lifl.fr:/pub/BIC/biologie/Cfact. Chaque tableau concerne
les expériences sur les séquences d’une seule espeéce.

6.2.1 Matériel biologique.

Les expériences portent sur des séquences d’ADN de différents organismes : Escherichia coli
(bactérie a gram—), Bacillus subtilis (bactérie a gram+-), Saccharomyces cerevisiae (levure),
Arabidopsis thaliana (plante), Caenorabditis elegans (vers), Drosophila melanogaster (mouche
du vinaigre), Gallus domesticus (poule), Rattus norvegicus (rat), Mus musculus (souris),
Xenopus laevis (crapaud), Homo sapiens (vous et moi). Une expérience est appliquée aux
séquences de génomes mitochondriaux. Ces espeéces ont été choisies, soit pour leur qualité
de «génome modele» (E. coli, B. subtilis, S. cerevisiae, A. thaliana, H. sapiens), soit parce
qu’elles sont largement étudiées et qu’une quantité importante d’ADN est disponible dans les
banques.

Les criteres de sélection des séquences sont:

— le fait d’étre une séquence d’ADN propre et de ne pas provenir du séquengage de c-DNA,

- la «représentativité> que nous avons associé a la longueur. Certains schémas de com-
pression sont asymptotiquement optimaux, ils se comportent d’autant mieux que les
séquences sont longues. D’autre part, plus une séquence est longue, plus elle s’appa-
rente au véritable objet biologique qu’est le chromosome.

Leur taille va de 5000 pb a 250000 pb. Nous avons expérimenté sur un total de 5,362, 207
pb, divisé en 244 séquences de longueur moyenne égale a 21,976 pb. L’utilisation ’ACNUC
sur le serveur génome de 'école Polytechnique a Villejuif, a permis leur extraction de Gen-
bank ([GMM*84]). A noter que certaines trés grandes séquences d’E. coli sont préalablement
découpées en fenétres consécutives de 50000 pb a cause de la complexité de 1’algorithme.

6.2.2 Récapitulatifs des résultats.

Nous avons réalisé la compression des séquences extraites pour toutes les espeéces citées
plus haut. Un tableau est associé & chaque espece. Nous montrons uniquement ceux d’E.
coli, de S. cerevisiae, d’A. thaliana et de ’homme, dans les tables 6.1, 6.2, 6.3. Nous donnons
d’abord une description du contenu d’un tableau et une explication sur le taux de compression.

Organisation des résultats.

Ils prennent la structure d’un tableau ayant en colonne 1 et 2, le nom et la taille des
séquences, puis dans les 12 colonnes suivantes, le taux de compression réalisé par le schéma
dont le nom est en début de colonne. Une ligne y est associée a une séquence. Les trois derniéres
colonnes donnent respectivement : le taux maximal de la ligne, le nom du compresseur qui
’a réalisé, le nom de celui qui détient la moins bonne performance. Les trois derniéres lignes
récapitulent les taux maximal, moyen et minimal de la colonne.
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Taux de compression.

Il est donné en pourcentage de réduction de la taille de la séquence. Un taux de 20%
signifie que la taille de la version comprimée vaut 80% de la taille originale. En outre, le taux
s’affranchit de la traduction triviale de chaque base en un code de 2 bits. Dans le calcul du
taux, la taille en bits de la séquence comprimée est comparée a la taille en bits de la séquence
originale : les unités sont bien identiques. Pour obtenir la taille en bits de cette derniere, il
faut la traduire en remplacant chaque base par un code sur 2 bits. La taille de la séquence
ainsi traduite vaut :

— la taille originale en base multipliée par 2
— la taille en bits du fichier divisée par 4.

Exemple
Ainsi, si une séquence contient 80 pb et que la version comprimée mesure 160 bits, le taux de
compression vaut :

(80 % 2 — 160)
5 b — _— =
e 802 0

En outre, le taux peut étre négatif si une méthode augmente la taille de la séquence en
essayant de la comprimer (le terme comprimer est a double tranchant, nous I'utilisons dans
le sens de tenter de comprimer).

6.3 Discussion: compression de séquences génétiques par des
schémas substitutionnels et statistiques.

Les résultats sont commentés de deux points de vue, celui de la technique de compression :
les schémas en compétition sont-ils adaptés pour comprimer des séquences génétiques? Enfin,
celui plus biologique, des possibilités d’analyses de séquences grace a la compression.

6.3.1 Aptitude des différents schémas pour la compression de séquences.

Le constat le plus étonnant est la quasi-incompressiblité des séquences géné-
tiques pour les méthodes considérées. En effet, les taux de compression affichés sont
faibles, en moyenne inférieurs a 1%, et ne ressemblent pas a ceux des utilisations courantes de
la compression qui sont eux tres forts. 50% de compression pour un texte en langage naturel
n’a rien de surprenant. Puisque la compression est synonyme de compréhension, cela permet
de savoir combien la structure de ces séquences nous est encore inconnue! Mais regardons
plus en détail.

Les schémas Lempel-Ziv.

e Les taux moyens réalisés par ces compresseurs sont tres fortement négatifs, méme les
taux maximaux sont tous négatifs sauf pour une seule séquence (YSCMTCG pour la
levure). On voit par la combien ces compresseurs se révelent inaptes 4 com-
primer des séquences génétiques. Ceci est d’autant plus surprenant que LZT78 est
le paradigme des compresseurs les plus utilisés pour les autres types de textes.
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ari3 ] Max MaxC MinCﬂ

” Séquence Taille ] cf2 cf4 I lzssl lzw1l lzw2  lzw3 lzw4 J huff | ari0 aril ari2

ec2.1 50000 |{ 0.00 0.00 {-40.24 | -13.10 -13.54 -11.42 -11.42|-12.06 | 0.05 0.96 1.58 1.26 | 1.58 ari2 lzss
ec2.2 50000 | 0.17 0.16 | -40.61 | -12.99 -13.68 -11.30 -11.30 | -11.46 | 0.12 1.06 1.86 1.35 1.86 ari2 lzss
ec2.3 50000 | 0.04 0.03 | -40.96 | -13.14 -13.97 -11.46 -11.46 | -12.06 | -0.06 0.74 1.58 1.25| 1.58 ari2 lzss
ec2.4 43964 | 0.00 0.00 | -41.51 | -13.43 -14.83 -11.52 -11.52 | -12.16 | 0.15 0.96 1.54 0.92| 1.54 ari2 lzss
ec621 40288 | 0.93 0.93 | -40.63 | -13.42 -15.32 -11.65 -11.65]|-11.89 | 0.15 1.03 1.66 1.14} 1.66 ari2 lzss
ec635.1 50000 | 0.01 0.00 { -39.66 | -13.08 -13.90 -11.39 -11.39|-11.94| 0.61 1.27 1.92 1.51| 1.92 ari2 lzss
ec635.2 50000 | 0.08 0.06 | -41.74 | -13.79 -14.18 -12.10 -12.10 | -12.17 | 0.02 0.68 1.18 0.79| 1.18 ari2 lzss
ec635.3 50000 | 0.16 0.16 | -41.23 | -13.31 -13.95 -11.62 -11.62|-12.26 | 0.04 0.81 1.50 1.13| 1.50 ari2 lzss
ec635.4 50000 | 0.80 0.79 | -40.57 | -13.58 -14.26 -11.90 -11.90 | -12.06 | 0.11 0.80 1.34 0.86 | 1.34 ari2 lzss
ec635.5 50000 | 0.00 0.00|-41.34 | -13.64 -14.71 -11.94 -11.94 | -11.87| 0.43 1.16 136 0.77} 1.36 ari2 lzss
ec635.6 27980 | 0.00 0.00 | -42.54 | -15.58 -18.46 -13.18 -13.18 [ -12.09 [ -0.19 0.84 1.16 0.34 | 1.16 ari2 lzss
Max 50000 | 0.93 0.93 | -39.66 | -12.99 -13.54 -11.30 -11.30 | -11.46 | 0.61 1.27 1.92 1.51 | 1.92

Moy 46566 | 0.20 0.19 | -41.00 | -13.55 -14.62 -11.77 -11.77 | -12.00 | 0.13 0.94 1.52 1.03 | 1.52

Min 27980 { 0.00 0.00 | -42.54 | -15.58 -18.46 -13.18 -13.18 | -12.26 | -0.19 0.68 1.16 0.34 | 1.16

TaB. 6.1 - Comparatif des compresseurs pour les séquences d’Escherichia coli (procaryote).
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” Séquence Taille { cf2  cf4 [ 1zss ] lzwl lzw?2 lzw3  lzw4 l huffTariO aril ari2  arid ] Max MaxC Min(j
SCDCHR11 36272 { 0.56 0.54 | -41.20 | -13.56 -15.56 -11.59 -11.59 | -9.54 | 2.01 227 206 1.03| 227 aril lzss
SCPEKGA 384771 0.00 0.00 | -41.81 | -13.56 -15.36 -11.69 -11.69 ¢ -9.75| 179 211 1.96 0.86| 2.11 aril lzss
SCRACII 69748 | 0.63 0.61 | -39.73 | -11.87 -11.57 -10.66 -10.66 | -9.v3 | 1.93 2.28 224 1.74} 2.28 aril lzss
YSCCHRIRAA 51950 [ 0.39 0.36 | -40.14 | -12.99 -13.32 -11.37 -11.37| -9.48{ 194 209 191 1.17} 2.09 aril lzss
YSCCHROMI 41987 1 0.73 0.73 | -41.17 | -12.64 -14.37 -10.94 -1094 | -9.42 | 2.22 2,52 2.29 1.32 ) 2.52 aril lzss
YSCH8179 44113 | 0.62 0.61 | -41.02 | -13.32 -14.58 -11.40 -11.40| -9.85 1.62 1.87 170 0.75| 1.87 aril lzss
YSCH9177 52664 | 2.02 1.99 | -39.92 | -12.74 -13.08 -11.13 -11.13} -9.66 | 2.07 2.26 2.11 1.38] 2.26 aril Izss
YSCH9986 41663 | 0.00 0.00 | -42.20 | -13.22 -14.81 -11.50 -11.50 | -9.78 | 1.81 2.06 1.92 090 ]| 2.06 aril lzss
YSCMTCG 78520 | 4.56 4.54 | -9.34 8.83 8.67 9.90 9.90 7.55 | 15.74 19.91 20.57 21.00 | 21.00 arid lzss
YSCSYGP2 36772 { 0.02 0.02 | -42.25 | -14.25 -16.04 -12.29 -12.29 | -10.18 ; 1.47 1.70 1.42  0.46 | 1.70 aril lzss
Max 78520 | 4.56 4.54 | -9.34 8.83 8.67 9.90 9.90 7.55 | 15.74 19.91 20.57 21.00 | 21.00
Moy 0.95 094 |-37.88|-10.93 -12.00 -9.27 -927 | -7.98{ 326 391 382 3.06| 2.36
Min 36272 | 0.00 0.00 | -42.25 | -14.25 -16.04 -12.29 -12.29 [ -10.18 | 1.47 1.70 142 046 | 1.70

[rSéquence Taille [ cf2  cfs l lzss | lzwl lzw2  lzw3 lzwd l huff] ari0  aril ari2  arid { Max MaxC MinC “

HSG6PDGEN 52173 | 3.59 3.33 | -32.42 | -10.04 -11.43 -8.42 -8.42|-11.89| 0.67 3.00 3.14 3.00 | 3.59 cf2 lzss
HSMHCAPG 66109 | 0.49 0.43 | -38.12 | -11.43 -11.60 -10.16 -10.16 | -10.82 | 1.53 3.31 3.32 2.62 | 3.32 ari2 lzss

HSTCRBV 77743 | 211 2.06 | -35.03 | -10.01  -9.58 -8.92 -8.92|-10.08 | 1.66 3.65 3.82 3.35| 3.82 ari2 lzss
HUMFMRI1S 61613 | 0.35 0.33 | -37.58 | -10.94 -10.47 -9.57 -9.57 | -9.20 | 2.63 4.10 3.91 3.21] 410  aril lzss
HUMHBB 73323 | 2.89 2.84 | -37.53 | -10.08 -9.91 -8.93 -893| -9.73|220 4.12 4.08 3.44 | 4.12 aril  lzss

HUMHDABCD 58864 | 3.26 2.98 | -33.68 | -10.40 -11.49 -8.97 -8.97|-11.49 ( 1.07 277 2.87 2.66 | 3.26 cf2 lzss
HUMHPRTB 56737 2.32 2.10 | -34.14 | -10.17 -10.48 -8.68 -8.68 | -10.03 | 1.76 3.32 3.57 3.23 | 3.57 ari2 lzss
HUMMMDBC 68505 | 3.91 3.65|-31.70 | -9.23 -9.35 -8.00 -8.00|-11.75|0.49 2.49 3.02 3.12| 3.91 cf2 lzss
HUMVITDBP 55136 | 0.54 0.49 | -37.32 | -10.32 -10.65 -8.79 -8.79 | -8.79]2.68 4.59 4.52 3.80 | 4.59 aril lzss

Max 77743 1 3.91 3.65|-31.70 )} -9.23 -935 -8.00 -8.00} -8.79|2.68 4.59 4.52 3.80 | 4.59
Moy 63355 | 2.16 2.02 | -35.28 | -10.29 -10.55 -8.94 -8.94 |-10.42| 1.63 3.48 3.58 3.16 | 3.81
Min 52173 1 0.35 0.33 | -38.12 | -11.43 -11.60 -10.16 -10.16 | -11.89 | 0.49 2.49 287 2.62| 3.26

TaB. 6.2 - Comparatif des compresseurs pour les séquences 1/ de Saccharomyces cerevisiae et 2/ de [’Homme (eucaryotes).
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Max

” Séquence Taille I cf2 cf4 l lzss | lzwl lzw2 lzw3 lzw4 ] huff | ari0  aril ari2  arid l MaxC MinC ”
ATACCSYNG 5613 | 0.23 0.22 | -51.65 | -22.86 -43.67 -14.52 -1452 | -946 | 3.01 294 137 -355| 3.01 ari( lzss
ATAHAY 6110 | 0.04 0.03 | -63.58 | -23.21 -43.31 -15.55 -15.55|-10.51 | 0.82 180 0.16 -455| 1.80 aril lzss
ATATPGP1 6300 [ 0.00 0.00 | -53.65 | -23.81 -43.75 -16.44 -16.44|-10.22 | 1.08 127 -0.13 -4.89 | 1.27 aril lzss
ATATSGS 9647 | 10.75 10.48 | -31.19 | -17.96 -32.35 -11.83 -11.83 | -9.13 | 3.02 3.10 244 -0.55; 10.75 cf2  lzw2
ATCSCH42 6801 | 0.00 0.00 | -51.27 | -21.92 -40.98 -15.04 -15.04 | -9.87 | 143 1.90 0.72 -3.57| 1.90 aril lzss
ATCYSKIN 6436 | 0.00 0.00 | -51.58 | -22.87 -4245 -15.60 -15.60 | -10.25 | 1.55 2.11 081 -4.10] 2.11 aril lzss
ATEF1A23 6022 | 20.77 20.54 | -32.31 | -22.62 -42.81 -14.85 -14.85|-10.79 | 0.83 1.30 0.30 -3.42 | 20.77 cf2  lzw2
ATGLYRP 5500 | 3.38 3.25 | -46.55 | -21.67 -42.62 -13.16 -13.16 | -8.29 | 262 160 131 -1.09| 3.38 cf2 lzss
ATGRPG 9619 | 3.74 3.63 | -38.73 | -18.64 -33.07 -12.49 -1249| -9.16 | 232 199 161 -0.76| 3.74 cf2 lzss
ATHACOACAR 9581 | 0.00 0.00{-50.76 | -21.11 -35.60 -14.94 -14.94-10.01 | 0.68 1.35 043 -3.29; 1.35 aril lzss
ATHANSYNAA 5908 | 0.00 0.00 | -54.71|-23.97 -44.41 -16.05 -16.05| -9.61 | 142 149 -0.14 -535| 149 -aril lzss
ATHANSYNAB 6661 | 0.00 0.00| -52.47 | -22.32 -41.60 -15.30 -15.30|-10.01 | 1.70 176 0.20 -443| 1.76 aril lzss
ATHATP 5646 | 0.00 0.00 | -54.73 | -23.98 -44.88 -15.69 -15.69 | -9.74 | 188 2.23 074 -436| 2.23 aril lzss
ATHATPASEP 6807 | 0.00 0.00] -51.61 1 -22.11 -41.21 -1529 -1529) -9.89 | 187 239 0.87 -3.26} 2.39 aril lzss
ATHCTRI1B 6312 | 0.19 0.18 | -55.26 | -23.45 -43.28 -16.03 -16.03| -9.57 | 1656 1.656 0.13 -4.75| 1.65 ari0 lzss
ATHGLAB 7710 { 0.16  0.10 | -50.40 | -20.88 -38.94 -14.81 -14.81]-10.30 | 1.58 1.12 0.08 -3.45| 1.58 ari0 lzss
ATHLEAFY 7308 | 0.06 0.04 | -50.30 | -21.561 -40.01 -15.11 -15.11} -8.87 | 241 197 0.66 -3.67 | 241 ari0 lzss
ATHPHTOCHB 6509 | 0.00 0.00 | -54.86 | -23.83 -43.43 -16.64 -16.64| -994 )| 1.06 100 -084 -570| 1.06 ari0 lzss
ATHPHYTOA 7277 | 0.00 0.00} -52.92 | -22.08 -40.66 -15.71 -15.71 | -9.72 | 139 188 0.40 -4.11 1.88 aril lzss
ATHPOLYUBQ 5265 | 1.96 1.76 | -53.76 | -26.89 -48.81 -18.06 -18.06 | -11.06 | -0.10 0.13 -1.69 -7.10| 1.96 cf2 Izss
ATHRD29AB 8048 | 0.61 0.57 | -43.69 | -19.88 -37.13 -13.72 -13.72 | -9.10| 1.84 249 139 -2.14| 249 aril lzss
ATHREPEATS 5311 | 8.16 7.80 | -37.60 | -22.84 -44.30 -14.10 -14.10{ -7.78 | 3.37 299 1.56 -2.88 | 8.16 cf2  lzw2
ATHRPB3A 5031 0.03 0.02}-53.93]-25.14 -47.33 -15.84 -1584 | -9.56 | 2.37 221 0.14 -5.27 | 237 ari0 lzss
ATLTA12 5262 | 7.41 7.29 | -54.69 | -24.562 -46.18 -15.70 -15.70 | -9.08 | 1.10 232 0.72 -4.29| 7.4l cf2 lzss
ATMET11 11883 | 0.00 0.00 | -48.48 | -21.18 -32.86 -16.20 -16.20| -9.40 | 1.20 0.90 -0.28 -3.41 1.20 ari0 lzss
ATPGIC 5137 { 0.06 0.05| -55.81 | -24.12 -46.00 -15.09 -15.09 | -9.87 | 2.04 243 0.64 -5.12| 2.43 aril lzss
ATRBCSB 9647 | 10.75 1048 | -31.19 | -17.96 -32.35 -11.83 -11.83 | -9.13 | 3.02 3.10 244 -0.55)| 10.75 cf2  lzw2
ATRDNAF 10014 | 9.30 9.07 | -38.73 | -20.91 -34.77 -15.00 -15.00 j-11.88 | 0.06 0.82 -0.46 -3.46| 9.30 cf2 1zss
ATRDNAI 5287 | 26.60 26.22 | -26.88 | -20.82 -42.08 -11.97 -11.97|-11.59 | -0.17 1.19 0.28 -2.14 | 26.60 cf2  lzw2
ATRNAPIIG 9064 | 0.08 0.06 | -47.13 | -20.26 -35.57 -13.72 -13.72| -9.75| 1.94 229 132 -238 ) 2.29 aril lzss
ATRPBI 8050 | 0.09 0.07 | -49.52 | -21.39 -38.63 -15.08 -15.08 | -10.71 | 0.72 1.02 -0.22 -4.00} 1.02 aril lzss
ATRPII 9235 | 0.15 0.14 | -47.70 | -20.97 -36.00 -14.56 -14.56 | -10.49 | 1.03 1.29 0.16 -3.17 | 1.29 aril lzss
ATRPS14 5036 | 0.00 0.00 | -69.57 | -27.48 -49.88 -18.27 -18.27|-1096| 0.16 0.24 -1.67 -7.23 | 0.24 aril lzss
ATSUS] 5007 | 0.01 0.00 | -54.98 | -23.99 -46.12 -14.64 -14.64 | -10.25 | 1.74 270 0.86 -4.57| 270 aril lzss
ATTAIL3 5258 | 7.55 7.49| -53.52 | -24.46 -46.06 -15.56 -15.56%{ -9.01} 1.10 232 0.80 -4.22| 7.58 cf2 lzss
ATU01843 5255 | 0.01 0.00 | -54.44 | -23.84 -45.46 -15.01 -15.01| -9.61 | 2.42 257 0.67 -4.74| 2.57 aril lzss
CHATTPROG 9045 | 6.15 597 | -42.05 | -17.94 -33.29 -11.49 -1149| -9.05| 3.86 3.59 244 -0.61| 6.15 cf2 lzss
Max 11883 | 26.60 26.22 | -26.88 | -17.94 -32.35 ~-1149 -11.49| -7.78 | 3.86 3.59 244 -0.55 | 26.60
Moy 6988 | 3.19  3.12 | -48.44 | -22.31 -41.13 -14.89 -1489| -9.83 | 1.62 188 0.5 -3.68| 4.4l
Min 5007 | 0.00 0.00 | -59.57 | -27.48 -49.88 -18.27 -18.27}-11.88|-0.17 0.13 -1.69 -7.23 | 0.24

TAB. 6.3 - Comparatif des compresseurs pour les séquences d’Arabidopsis thaliana (eucaryote et plante).
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e Lzss, la seule méthode de type LZ77, est toujours la moins performante, & trois
exception prés (voir les colonnes MinC). Les méthodes basées sur LZ78 compriment
mieux, cela souligne importance d’éviter la limitation de la fenétre imposée dans LZ77.

e Lzw2 comprime presque toujours moins bien que lzwl. Cela établit I'influence négative
d’une taille d’index trop grande. Les séquences longues contiennent tout le vocabu-
laire possible pour les petites tailles de mots. Ainsi lzw2 génere un dictionnaire plus
grand que lzwl, ce qui I’oblige a encoder les répétitions avec des index de plus grande
taille. Contrairement aux textes usuels, les séquences ne semblent pas contenir assez de
répétitions courtes pour que les taux soient positifs.

e Remarquons aussi que lzw3 et lzw4 donnent les mémes performances : un index pouvant
atteindre une taille supérieure & 15 bits ne sert siirement & rien. Ces deux compresseurs
se comportent relativement mieux que lzwl et 2, a cause de la connaissance de ’alphabet
réel des séquences.

Les schémas statistiques.

e Le résultat le plus intéressant est le bon comportement moyen des encodeurs arithmé-
tiques. Il existe toujours des régularités statistiques qu'un des trois modeles (d’ordre
0, 1 ou 2) décele. Rappelons que le codage arithmétique est optimal pour exploiter
une régularité statistique. Il repére bien les vraies régularités statistiques que 'on sa-
vait exister dans les séquences nucléotidiques: disproportion du contenu en G + C
([Ber89, BMGB&9]), biais dans 1'utilisation des dinucléotides et des codons.

e Les récapitulatifs confirment comparativement la «non-optimalité» de la méthode de
Huffman. Celle-ci ne tire aucun avantage d’un modele statique ad hoc. Elle est la mé-
thode la moins performante parmi les schémas statistiques.

e Contrairement a ce qui est affirmé dans [GT93b}, I’encodeur qui obtient le plus constam-
ment le meilleur taux est ici arithl, et non pas arith2. Cette suprématie n’est pas
permanente. Il semble donc opportun, pour optimiser le taux de compression, de sur-
compresser les séquences restantes produites par Cfact ou Cpal, grace a un encodeur
arithmeétique.

Aptitudes de Cfact.

Les résultats de cf2 et cf4 se ressemblant fort, nous utilisons Cfact pour parler des résultats
des deux compresseurs. Cfact est capable de compresser fortement les séquences régulieres,
i.e. qui contiennent des répétitions significativement longues. Les taux maximaux obtenus
avec Cfact sont plus élevés qu’avec n’importe quel autre schéma. La grande différence entre
ses performances moyennes et maximales démontre la faible proportion de telles répétitions
dans ’ensemble de ’ADN testé. Rappelons que les séquences incluent des répétitions courtes,
mais elles ne sont pas significatives (elles peuvent exister dans une séquence aléatoire) et
ne permettent pas de compresser: d’ailleurs les taux résultants des schémas Lempel-Ziv qui
encodent des répétitions courtes sont négatifs! Cfact est donc le seul de notre ensemble
a identifier et encoder avantageusement les longues répétitions. Il représente un
algorithme comparativement <optimal- pour ces régularités, i.e. pour le codage
de répétitions.
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Cfact ne donne jamais un taux négatif. Ils sont les seuls compresseurs a ne jamais
provoquer une expansion de la séquence en tentant de la comprimer. Ceci est dii conjointement
a I’évaluation préalable du gain utilisée durant la factorisation et a ’examen des facteurs par
ordre de longueur décroissante.

Remarquons que la méthode employée pour cela est incrémentale. En effet, un compresseur
peut toujours effectuer la compression puis vérifier que la séquence encodée est moins longue
que la séquence originale. Dans le cas contraire, il remet la séquence originale dans le fichier
«compressé», en signalant cet état de fait par un bit spécifique en début de fichier. 1l faut donc
que ceci soit prévu dans le codage. En plus, cela conduit & une absence de compression, alors
que d’autres choix de factorisation auraient peut étre comprimé réellement la séquence. Pour
le savoir, il faudrait refaire toute la compression, codage y compris! Les choix de Cfact sont
moins risqués et plus faciles a remettre en cause, parce que pris localement pour chaque zone
encodable. Nous qualifions la méthode de choix des zones encodées, d’incrémentale,
parce que Cfact examine la validité de chaque choix individuel plutét que de
décider d’une combinaison de choix et de tester globalement le gain in fine.

6.3.2 Tests de compression et analyse de séquences.

Nous ne pouvons considérer les expériences relatées ci-dessus comme des expé-
rimentations biologiques. Les criteres de sélection des séquences n’ont pas été déterminés
en fonction d’une expérience biologique précise a mener, i.e. une hypothése a tester sur des
données appropriées du point de vue génétique. Les remarques de cette sous-section envisagent
donc simplement 'intérét de la compression pour 1’analyse de séquences. Elles soulignent le
pouvoir discriminant d’un test comparatif de compression. De tels tests sont capables de
générer une classification des séquences interprétable en termes de présence de régularités
significatives du point de vue de la quantité d’informations.

Identification de régularités dans des séquences particuliéres.

Gréace a la garantie de compression, on sait que si Cfact ne parvient pas a comprimer une
séquence, cela est dii & une absence de répétitions exactes significatives. Les récapitulatifs
montrent que certaines séquences sont particulierement bien compressées par Cfact ou cer-
tains encodeurs arithmétiques. Elles recelent donc une quantité anormalement élevée de sous-
séquences régulieres (pour Cfact) ou un fort biais statistique (pour les arithn). Par exemple,
YSCMTCGG est la seule séquence ol arith3 obtient le maximum. De méme, ATEF1A23 est
compressible de 20% par Cfact. On peut imaginer alors un test comparant la compression
de divers schémas sur toutes les séquences introduites dans une banque. Cela aiderait a 'an-
notation des séquences et permettrait d’identifier des régularités significatives: répétitions
d’une part, biais statistiques d’autre part. Reste a choisir les schémas selon des considérations
biologiques portant sur les régularités intéressantes.

Caractérisation de la compressibilité des séquences d’une espeéce.

On remarque en comparant les récapitulatifs que le comportement global des compres-
seurs varie. Par exemple, chez A. thaliana, le compresseur arith3 ne donne jamais que des
taux négatifs. Ce n’est pas du tout le cas chez E. coli ou dans les génomes mitochondriaux.
De méme, avec Cfact le taux moyen reste inférieur a 1% pour E. coli, B. subtilis, S. cere-
visiae et pour les mitochondries, tandis qu’il est supérieur chez toutes les autres especes et
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dépasse méme 2% pour 'homme, X. laevis et A. thaliana. On voit par la, qu’en testant sur
des séquences de chromosomes complets, on peut identifier des caractéristiques globales de
I’ADN d’une espece. Elles peuvent servir en tant que comparaison entre espéces mais aussi
en donnant le gain moyen escompté pour la compression d’une séquence de cette espece. Une
base de données regroupant des informations globales sur PADN des espéces serait peut-étre
pertinente du point de vue biologique et phylogénétique.



Deuxieme partie

Analyse des séquences répétées en
tandem.
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Chapitre 1

Introduction.

La présence de séquences répétées dans ’ADN est une caractéristique commune aux gé-
nomes de toutes les especes. Un locus (segment d’une séquence génétique) peut étre répété:

e soit par duplication directe dans ’ADN,

e soit de maniere renversée et complémentaire selon les appariements de Watson-Crick (A
se lie avec T et C se lie avec G), il s’agit alors d’un palindrome génétique,

e soit encore dupliqué plusieurs fois cote a cote: cela forme une répétition en tandem.

Ces trois cas sont illustrés dans la figure 1.1. Des segments incluant de telles répétitions
possedent des éléments de symétries dans leur séquence et sont aussi dénommés: segments
de DOS-DNA (Defined Ordered Sequence-DNA voir [WS93]).

Ces séquences répétées ont été intensivement étudiées par les biologistes, en attestent
Jla découverte des familles de répétitions dispersées dans les génomes des invertébrés et des
mammiferes (famille des séquences Alu chez I’lHomo sapiens cf. [KR88, HHL*89]) ou les études
sur le role des palindromes génétiques dans la conformation spatiale des ARN (le repliement
en structure secondaire cf. [LMMH89, MDBB93]). Pour autant, la plupart de ces séquences
ne sont associées a ce jour, a aucune fonction biologique et sont souvent considérées comme
inutiles.

1. Répétition directe :
acggtaAGGTCTTAggatc AGGTCTTAccgeta

2. Palindrome génétique:

ttegtacccGTAACTGCGAacatggTCGCAGTTACeattg

3. Répétitions en tandem:

cgcctagGTAGTAGTAGTAGTAtctaccag

F16. 1.1 - Ezemples de répétitions dans les séquences d’ADN (en majuscules).

79



R0 1 Introduction.

Depuis 1991, des découvertes génétiques ont généré un formidable intérét chez les biolo-
gistes pour I'étude des séquences répétées. En effet, plusieurs recherches ont établi un lien
entre 4, puis 7 maladies génétiques et la présence de répétitions en tandem de trinucléotides
(pour les maladies voir [WS93], cet article présente complétement le probleme génétique).
Dés lors, un important courant de recherche se concentre sur la localisation et I’analyse de
répétitions en tandem, et de DOS-DNA en général.

Les méthodes expérimentales basées sur la reconnaissance par hybridation d’oligonucléo-
tides particuliers ((BKMD93, HBM*94]) permettent Iidentification de répétitions en tandem
d’un seul motif par manipulation. Elles sont donc inappropriées pour une étude plus générale
de ce genre de locus. D’un c6té, des méthodes statistiques ((GSP191, HHZ*94, KBS*93]) ont
étudié généralement la répartition des répétitions en tandem. D’autre part, [GT93a, MJ93a,
RDDD94, Riv94] abordent I'’emploi d’outils de compression pour I'identification et la compa-
raison de DOS-DNA de maniere générale.

En utilisant le cadre de la compression de texte, nous apportons une approche computa-
tionnelle et opérationnelle a la problématique biologique de I'analyse de répétitions en tandem
de mono-, di- et trinucléotides. Ces répétitions en tandem de courts motifs peuvent inclure
des mutations ponctuelles (substitutions, insertions et délétions) et se placent ainsi hors de
portée d'un algorithme qui ne traite que les répétitions parfaites.

Notre approche apporte la possibilité de localiser précisément de telles séquences
et de donner une mesure objective de leur importance quantitative. Cette mesure
est le gain ou le taux de compression et sert pour comparer les différents loci identifiés. Par
ailleurs, le codage utilisé pour transcrire ces séquences en binaire permet leur description
détaillée incluant : leur longueur, leur position, le motif répété et la liste des mutations. Ceci
représente un atout vis a vis des méthodes statistiques.

Ces outils dédiés a une problématique précise ont permis la réalisation d’expérimenta-
tions portant sur les quatre premiers chromosomes séquencés de levure. Leurs résultats sont
présentés dans le chapitre 4.



Chapitre 2

La problématique biologique des
répétions en tandem.

Ce chapitre propose un survol biologique du concept de répétitions en tandem dans les
séquences d’ADN, puis s’attache a détailler la problématique précise de notre étude. Celle-ci
porte sur le phénomeéne d’expansion des répétitions de triplets en tandem. Sont explicitées
alors, les raisons de cette étude sous la forme d’interrogations biologiques et pour chacune,
I’apport de notre méthode. Nous présentons aussi les différents mécanismes hypothétiques
pour ce phénomene d’expansion.

2.1 Panorama des répétitions en tandem (RT).

La présence de répétitions en tandem est une évidence dans tous les génomes étudiés a ce
jour. Elles peuvent représenter une grande proportion de I’ADN (environ 5% chez I’homme,
i.e. plus que de geénes, et jusqu’a plus de 20% chez Bovis domesticus (le beeuf)), ce qui pousse
a s’interroger sur leur raison d’étre, leur répartition et une éventuelle fonction. Le seul fait
qu’elles ne soient liées & aucun phénotype précis, invite & penser qu’elles ne sont associées
a4 aucune fonction. Nous donnons quelques informations éclairantes sur les deux grandes
classes de répétitions: les genes dupliqués en tandem et ’ADN satellite. Dans la plupart
de ces répétitions, la duplication du motif est imparfaite dans la séquence, car elle a
été altérée par mutations ponctuelles,

2.1.1 Les génes dupliqués en tandem.

Cette sous-section montre que la «duplication» est un mécanisme d’évolution du génome.
En effet, lorsque 'organisme a besoin d’une protéine, ce mécanisme permet au génome de
créer le gene d’une protéine par duplication, puis modification d’un gene similaire existant,
plutoét que de le créer ex-nihilo. Par exemple, chez la souris et chez 'homme, les génes de
Palpha-feetoprotéine et de ’albumine sont suffisamment semblables pour que ’on sache qu’ils
proviennent de la duplication d’un gene ancestral. Chacune des copies a ensuite évolué séparé-
ment, par mutations ponctuelles notamment. A un niveau plus interne, chacune des protéines
est composée de 3 sous-chaines d’acides aminés, et la similarité de ces polypeptides prouve
qu’ils furent eux aussi engendrés par duplication (voir figure 9.20 page 661 dans [SB92}).
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2.1.2 I1’ADN satellite.

Ainsi appelé parce qu’il apparait lors de centrifugations, I’ADN satellite est une classe
de répétitions plus large. Elle contient toutes les RT pour des motifs tres divers de 2 pb a
plusieurs centaines, dont la principale propriété est leur dispersion tout au long de ’ADN, y
compris dans les séquences codantes pour des genes. Dans les fonctionnalités évoquées pour
ces RT, on distingue :

- La capacité a induire des conformations spatiales inhabituelles de PADN : I'empilement
cyclique des molécules nucléotidiques déforme la double hélice d’ADN et lui impose des
structures alternatives (nommeées ADN-Z, triplex, ...). Cette caractéristique est com-
mune a d’autres formes de DOS-DNA.

— Un mécanisme d’introduction de polymorphisme intraspécifique: la localisation dans
le génome d’ADN satellite correspond souvent a des séquences qui varient (polymor-
phisme) selon les individus d’une méme espece (intraspécifique).

Deux sous-classes de RT ont été identifiées: les mini- et les micro-satellites. Les derniers
sont des répétitions de motifs trés courts inférieurs a 5 pb, et leur nombre de répétitions
varie de quelques unités a quelques centaines. Notre approche leur est dédiée et les résultats
du chapitre 4 en montrent des exemplaires. L’amplification anormale des RT de triplets, est
retenue comme la cause principale des maladies génétiques évoquées en introduction (nous
appelons cela phénomene d’expansion de triplets).

Les mini-satellites sont des RT de motifs plus grands, supérieurs a 5 pb (par opposition),
dont le nombre peut atteindre plusieurs milliers. Les principaux représentants sont les ADN
satellites présents dans les centromeres et télomeres des chromosomes, dont les pourcentages
trés importants sont évoqués dans le résumé au début du panorama. Un motif particulier
par exemple AAGAGAG chez la mouche du vinaigre est répété 16000 fois au centromere du
chromosome 3. Un autre exemple est le satellite-ar humain (170 pb) répliqué par paquet de
12 sur 2,1 kpb, auquel on ne connait pas de fonction.

2.2 Modéles de mécanismes d’amplification des répétitions en
tandem (de triplets).

Les processus biologiques qui entrainent ’amplification des répétitions en tandem de tri-
plets et les maladies qui en découlent ne sont pas connus. Nous présentons deux modeles
hypothétiques de mécanismes avancés par les biologistes. L’article de référence a consulter
pour plus de détails est celui de Wells et Sinden : [WS93]. Ces deux modeéles sont respective-
ment basés sur: le processus de recombinaison homologue inégale ou «crossing-over» inégal et
sur le dysfonctionnement de la réplication de ’ADN.

2.2.1 Amplification par crossing-over inégal.

Les mécanismes de recombinaison permettent le réarrangement des segments d’ADN dans
les chromosomes et créent ainsi de nouvelles associations de genes sur ces chromosomes. La
recombinaison homologue ou générale, aussi appelée «crossing-over» constitue le processus le
plus connu et le plus courant de remaniement de 'information génétique.
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a) alignement des 2 molécules homologues double brin
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Fic. 2.1 - Les étapes de la recombinaison homologue entre double brins d’ADN.
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Comme illustré sur la figure 2.1, ce processus consiste en 1’échange de deux segments
d’ADN presque identiques (i.e. homologues), contenant deux versions d’un méme gene (ap-
pelé alleles) entre deux doubles chaines d’ADN. Généralement ces deux molécules sont deux
chromatides sceurs d’un méme chromosome et le phénomene se déroule a la méiose. Le schéma
représente 9 étapes de la recombinaison homologue entre deux double-brins d’ADN : les re-
combinants. La séquence des nucléotides est dessinée par un trait épais horizontal, tandis que
les traits verticaux indiquent les appariements des bases complémentaires dans les 2 molé-
cules. Les portions des brins échangés entre les recombinants ont des styles de traits différents.
Au départ (étape c), le trait fin est sur la molécule du haut et a la fin (étape i), il est sur celle
du bas. '

La premiére étape (a) aligne les segments ressemblants d’ADN dans ces molécules (les met
en face 'un de 'autre), puis dans les deux molécules, une chaine se brise au point de cassure
(étape b). Chacune des chaines libres va s’apparier avec le brin complémentaire de la molécule
d’en face (étape c). Ensuite la «fourche», point de croisement des brins échangés, se déplace
le long des deux molécules jusqu’au point de recombinaison (étape d-e-f), ou I’échange se
termine, délimitant ainsi les segments échangés. Ceux-ci sont coupés a cette extrémité (étape
g), ce qui résulte en la formation de deux nouvelles molécules indépendantes (étape h-i).
Notons que dans ce processus de crossing-over «<normal» les deux segments échangés sont de
longueur identiques.

alignement maximal des RT
ccaTGCTGCTGCTGCTGCTGC... TGCTGCTGCTGC Ctgtt
gtgTGCTGCTGCTGCTGCTGC... TGCTGCTGCTGCacc

alignement partiel des RT
ccatgetgetgcTGCTGCTGC. . . TGCTGCTGCTG Crgtt
gtgTGCTGCTGCTGCTGCTGC... TGCtgetgetgeacc

Fi1G. 2.2 - Plusieurs possibilités d’alignement de deuz répétitions en tandem lors d’une re-
combinaison homologue (segments alignés en majuscule). Sur l'alignement du haut, les débuts
des deux RT sont en face U'un de l'autre.

La condition déterminante de ce phénomene est la mise en correspondance ou alignement
de deux segments quasiment identiques, mais pas forcément alléliques. Un alignement de
RT met face a face deux segments capables de réaliser cette condition. Mais, de nombreuses
mises en correspondance de ces segments sont possibles, comme I'indique la figure 2.2; parmi
lesquelles certaines sont «décalées»: le début d’un segment de RT n’est pas mis en face du
début de l'autre segment. Lors d’un processus similaire a celui du crossing-over normal, ceci
entraine un échange de segments de longueurs inégales entre les deux molécules: d’ol le nom
de crossing-over inégal. La figure 2.3 qui montre I’état initial et ’état final de ce crossing-over,
met en évidence qu’une des molécules augmente le nombre de motifs dans sa répétition alors
que la répétion en tandem de ’autre molécule a diminué en taille.

Deux remarques sur ce mécanisme de crossing-over inégal. Tout d’abord, les schémas des
ouvrages de référence en biologie considerent que le point de cassure ou celui de recombinai-
son du phénomeéne ne se produit pas au milieu d’un motif, produisant ainsi des molécules
contenant des répétitions régulieres du motif (notamment p. 440-442 du chapitre 21 partie 6



2 La problématique biologique des répétions en tandem. 85

a) alignement partiel des 2 molécules homologues
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b) échange de segments dont les RT (trait gras)
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FiG. 2.3 - Les étapes initiale et finale d’un crossing over inégal entre répétitions en tandem
alignées partiellement (comme le deuzieme alignement de la figure 2.2).

de [Lew92] et p. 114-116 du chapitre 2 partie 1 de [SB92]). L’explication de cette hypothese
supplémentaire sur le processus n’est pas abordée.

Par ailleurs, I’hypothése de I'utilisation de ce mécanisme est renforcée par le fait que les
répétitions en tandem sont particulierement sujettes a la recombinaison, fait dont il existe des
évidences expérimentales.

2.2.2 Amplification par dysfonctionnement de la réplication.

Lorsqu’une cellule (dite mere) se divise en deux cellules filles, le stock complet de chro-
mosomes est dupliqué et chacune des cellules filles en regoit un exemplaire: ce phénomene
s’appelle la réplication de I’ADN. 11 est réalisé par un complexe protéique, dont I’élément
principal est I’ADN polymérase: une molécule capable de générer une chaine d’ADN.

La dupliquation porte sur un des deux brins d’une double hélice d’ADN, celui-ci est déso-
lidarisé du brin complémentaire et mis sous forme linéaire. Ceci permet & I’ADN polymérase
de s’intercaler dans la double hélice et de commencer la recopie du brin modele, en appariant
pour chaque base un nucléotide complémentaire et en se déplagant vers I’extrémité 3’. Sur la
figure 2.4, le point de séparation des deux brins coté 3’ forme la fourche de réplication. Ce
point se déplace vers la droite poussé au fur et a mesure de la progression de la polymérase.
La copie ainsi fabriquée est identique au brin complémentaire du brin pris comme modéle.

Tous les mécanismes d’amplification par réplication, présentent I'idée que le déplacement
de la polymérase est entravé, provoquant ainsi:

- soit le glissement en arriere sur le brin modele de la polymérase, ceci conduit a la
nouvelle duplication d’un brin déja répliqué, et donc i 'augmentation du nombre de
répétitions;
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a) brins appariés
5! 3
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b) ouverture d’une breéche par 1’ADN polymérase
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. : ADN polymérase

c) début de copie du brin lu par la polymérase, progression vers 3’

[ | [ | [ ]

Ll . prin néosynthétisé apparié avec le brin modeéle

d) déplacement vers 3’ et progression de la syntheése

 /

FiG. 2.4 - Réplication d’'un brin dans une molécule d’ADN double brin.

— soit le saut en avant au dessus d’une partie non encore dupliquée dont le brin généré
est ainsi privé, d’ot une diminution du nombre de répétitions.

Deux hypotheses sont avancées pour ce dysfonctionnement. Dans le premier cas, une molé-
cule vient s’attacher a I’ADN a la droite de la fourche, provoquant le blocage de la polymérase
qui itere la duplication du méme segment (voir figure 2.5). Le brin généré se replie au fur et
a mesure, en une structure d’épingle a cheveux grace a un «auto-palindrome» approximatif.
Ceci impose des contraintes sur le motif de la répétition en tandem qui doit pouvoir s’apparier
avec lui-méme au moins partiellement. Par exemple le triplet CC'G peut s’auto-apparier sur
au moins deux bases sur trois. Cette remarque technique, indique I'importance de la question
du choix préférentiel d’'un motif pour ces amplifications (voir la section 2.3).

La deuxieme hypothese suggere que la polymérase changerait de brin modele en sautant
sur 'autre brin de la double hélice (en anglais phénomene de «strand-switching»). Ceci résulte
en la duplication de la répétition en tandem complémentaire (qui peut-étre identique dans
sa séquence, par exemple AT complémentaire de TA et (AT)" ~ (T A)™). Le phénomene est
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illustré dans le schéma 2.6.

Une remarque générale sur les mécanismes: tous sauf la réplication itérative, ne permettent
que de générer au maximum un doublement de la répétition en tandem. QOr, la différence de
taille des RT entre un individu atteint de la maladie et un individu sain peut varier d’un
facteur 3 ou 4 & un facteur 10. Une telle évolution nécessite, selon ces modéles, soit plusieurs
crossing-over inégaux, soit une répétition du phénomene de strand-switching. La réplication
itérative permet seule I’avenement de tres longues répétitions en tandem qui deviendraient
ainsi pathogenes.

2.3 Interrogations sur I’expansion des répétitions en tandem
de triplets.

La découverte a 'origine de l'intérét pour le DOS-DNA, établit que certaines maladies
génétiques proviennent du dysfonctionnement d’une protéine dont le géene inclut des RT de
triplets. Ce dysfonctionnement est fortement corrélé a I’expansion dans ce geéne, chez les indi-
vidus malades, de la séquence de ces zones de RT, par augmentation du nombre de répétitions.
Ceci est donc bien I’expression d’un polymorphisme intraspécifique humain. Ce nombre de
répétitions augmente drastiquement avec la gravité de la maladie. Suite a cette présentation,
nous listons les principales interrogations biologiques qui ont guidé cette étude et indiquons
comment notre approche est adaptée pour y répondre.

1. L’expansion de RT en tant que mécanisme évolutif ne concerne-t-il que les triplets?
En effet, aucune restriction n’exige que ce phénomene de mutagénése ne s’applique
qu’aux trinucléotides. Pour cela, nous avons construit trois algorithmes différents dédiés
respectivement aux RT de mono-, di- et trinucléotides. Si 'on découvre par exemple,
dans un chromosome la présence de RT de di- et de trinucléotides, ceux-ci ne portent
pas forcément un méme message : il doivent donc étre étudiés séparément.

2. Certains motifs particuliers sont-ils préférentiellement soumis a ce mécanisme?
Comme précisé dans la suite, notre méthode est indépendante du motif & rechercher
(contrairement & certaines méthodes biologiques [BKMD93, HBM*94]). Elle peut loca-
lement trouver les RT de n’importe quel motif et donc extraire la liste des motifs répétés
tout au long de la séquence.

3. Quelles caractéristiques peut-on attribuer aux mécanismes moléculaires responsables de
ces expansions? Sont-ils conformes avec les modeles hypothétiques actuels?
La compression fournit de nombreuses données soit sur I’ensemble des zones RT repérées
(intervalle des gains), soit sur le détail de chacune (longueur, nombre de mutations, etc),
qui donnent des indications sur ces mécanismes.

4. Quelle influence ces RT ont-elles sur P'organisation chromosomique?
Ceci est une des questions les plus importantes car elle influencera une réponse a la
question de la fonction de ces RT. Elle permet de savoir si ’apparition de ces RT est
corrélée avec d’autres types de messages tels que les genes, les promoteurs, etc. Pour
cela, les expérimentations sont effectuées sur 4 séquences complétes de chromosomes de
levure.
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a) début de la synthése du brin contenant (GGC)n et blocage de la
polymérase par fixation d’une molécule a droite de la fourche

(GGC)n

{(CCG)n

b) réplication itére le motif courant sur le brin modele (GGC)
formation d‘une structure en épingle & cheveux dans le brin

néosynthétisé
C om G
N\ c <
// C G am C
¢
G

épingle a
cheveux

c) poursuite de la synthése et agrandissement de 1'épingle & cheveux

\NE

&

F1G. 2.5 - Réplication itérative d’un brin contenant une répétition en tandem. La réplica-
tion est commencée quand une autre molécule vient bloguer la progression de la polymérase en
se fizant a droite de la fourche sur UADN double brin. La polymérase continue a synthétiser
le méme motif lu sur le brin modeéle.
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a) début de la réplication du brin contenant

(CTG)n

LIl

-

(CTG)n

(GAC)n

b) saut sur le brin opposé et réplication de
(CTG)n

| I I
(GAC)n

(GAC)n

—-——

(GAC)n

c)
sur le brin opposé ;

formation de 1l'épingle & cheveux et nouveau saut
nouvelle réplication de (CTG)n

(CTG)n

N\ [
[ (GAC)n
(GAC)nE (CTG)n

Fig. 2.6 - Réplication avec saut sur l’autre brin. La polymérase commence a synthétiser la
répétition en tandem (CTG)", puis saute sur Uautre brin, synthétise la répétition complémen-
taire (GAC)". Ces deuz segments du brin néosynthétisé s’apparient en une épingle d cheveuz,
«obligeant» la polymérase a resauter sur le brin modéle original. Elle synthétise @ nouveau la
méme répétition en tandem (CTG)". Le phénoméne peut étre itéré.
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Chapitre 3

Localisation des séquences répétées
en tandem approximatives.

Nous présentons ici une méthode de compression de texte basée sur la localisation et le
codage de répétitions en tandem. L’algorithme détecte des zones régulieres composées de la
concaténation d’un méme facteur. Le motif (I'unité répétée) de ces répétitions est de petite
- taille. En outre, Palgorithme autorise la détection de répétitions approximatives car comme il
est indiqué au début de la section 2.1, le génome subit en permanence des altérations parmi
lesquelles des mutations ponctuelles. Les répétitions en tandem dans les séquences biologiques
n’échappent pas a ce phénomene et sont donc souvent imparfaites. La capacité a détecter et
encoder des zones qui incluent des erreurs ponctuelles est un impératif & une application
biologique de notre méthode.

Dans la figure 3.1, nous montrons deux séquences génétiques: la premiere contient une
répétition en tandem «exacte» du motif GAC, la seconde contient une répétition en tandem
erronée ou approximative du motif TC A. Les erreurs ponctuelles autorisées comprennent la
délétion d’un caractere au sein de la répétition, le «changement» d’un caractere par un autre,
aussi appelé substitution, et 'insertion d’un caractere. Dans la deuxieéme séquence, un A a
été supprimé, un C fut substitué en G et un GG est inséré avant le dernier TC A.

L’algorithme commence donc par localiser des zones similaires a une répétition en tandem
exacte d’un motif, selon une notion de similarité dont nous donnons une définition précise. En-
suite, il traduit ces zones dans un langage de description, et cette description est incluse dans
la forme compressée de la séquence. Nous présentons ce codage qui est une maniere efficace
de décrire une répétition en tandem approximative. Le chapitre suivant précise le probleme
de localisation des répétitions en tandem et l’algorithme heuristique mis en ceuvre. Nous ter-
minons par la complexité de I’algorithme. D’autres approches, portant sur des problémes trés
similaires sont présentées en premier lieu.

...GACGACGACGACGACGACGAC...

... TCATCTCATCGTCAGTCA...

F1G. 3.1 - Erzemples de répétitions en tandem ezactes (RTE) et approzimatives (RTA).

91
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3.1 Autres approches du probleme.

Le probleme de la compression de texte par le codage de répétitions en tandem approxima-
tives n’a jamais été abordé a notre connaissance. Cependant divers travaux dans le domaine
de la recherche de motifs ou «pattern matching», donnent une approche au probleme de
la détection de répétitions en tandem approximatives. Nous allons voir comment la notion
d’approximation y est intégrée avant des les passer en revue.

3.1.1 Notion d’approximation dans les répétitions.

Les algorithmes présentés ci-dessous basent leur notion d’approximation dans une répé-
tition de la méme maniere que les algorithmes de comparaison de séquence définissent la
similarité entre deux loci: par le cout d’édition en nombre d’opérations élémentaires pour
passer d’une chaine a une autre. Rappelons que la possibilité de trouver des répétitions ayant
des caracteres erronés est primordiale pour les applications biologiques.

La notion d’opérations d’édition élémentaires pour «passer» d’une chaine a une autre est
connue de tous grace au jeu qui consiste a obtenir NUIT en partant de LUNFE et en changeant
une lettre a chaque étape. Dans le cas de comparaison de chaines, les opérations autorisées
incluent la suppression et I'insertion de caracteres en plus de 'opération de substitution.

A chaque opération portant sur un couple de lettres spécifiées est attribué un coit propre:
par exemple une substitution de «A» en «C» peut cotiter 2 alors que le changement de «T»
en «G» ne colite que 1, comme celui de «C» en «-» qui dénote la délétion de «C». L’ensemble
des coiits est donné sous la forme d’une matrice carrée indicée par les lettres de 'alphabet et
le symbole «-». La notion de ressemblance entre deux chaines s’arréte au dessous d’un seuil
fixé arbitrairement, qui représentre le colit maximal d’édition pour passer d’une chaine a une
autre.

La compression évite a I'utilisateur le probleme du seuil de ressemblance, ce qui n’est pas
un mince avantage. En fait, il utilise une matrice fixée qui calcule un cotlit se rapprochant
d’une distance de Levenshtein [Lev66]. Toutes les opérations d’édition envisagées forment un
sous-ensemble de la matrice complete et aucune n’est favorisée: elle ont toutes le méme coiit.
Une mutation est vue comme une «erreur» dans une répétition parfaite, erreur qu’il faut
encoder. La différence de taille entre la version codée de la séquence et la version originale est
le gain de compression. Nous disons que «le seuil de ressemblance est atteint», si ce gain est
positif.

3.1.2 Recherche des mots carrés approximatifs.

Le probleme abordé dans [LS93, Sch94] consiste a identifier tous les couples de facteurs
juxtaposés entre lesquels la distance d’édition est en dessous d’un seuil k& pour une matrice
de cotts fixée. Dans les deux cas, ces répétitions de deux unités similaires d’'un méme facteur,
sont appelées répétition en tandem, alors que le sens que nous donnons a ce terme est la
répétition approximative de n fois un méme facteur. Par clarté, nous nommons les répétitions
recherchées ici, des mots carrés approzimatifs.

Méthode de Landau et Schmidt (93).

Le premier article résoud le probléme avec un schéma d’algorithme similaire a celui de [ML84]
dédié aux mots carrés sans approximation. Nous esquissons brievement les idées de cet algo-
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rithme.

Schéma de 'algorithme de Main et Lorentz pour les mots carrés exacts en O(nlog(n)).
[ML84] traite le probléeme récursivement car les mots carrés sont des régularités locales. Dans

le texte t[1..n], un carré est:
1. soit strictement inclus dans ¢[1..2] ou symétriquement dans t[%..n],
2. soit il chevauche les deux moitiés du texte.

Le deuxieme cas ajoute une contrainte qui permet de ne rechercher que les carrés de la forme
u.v tels que u = v et que u inclut le caractere t[] (le cas ol v inclut ¢[7] est similaire). Pour le
premier cas, les deux moitiés de ¢ sont traitées chacune par un appel récursif de ’algorithme.

Appelons t[Z] le point de cassure de u. La procédure consiste & vérifier pour tous les points
de cassure possibles dans v, i.e. pour tous les indices j (3 < j < n), si les conditions suivantes
sont réalisées. La vérification est incrémentale, car on fait varier la longueur du suffixe de u
qui débute apres le point de cassure, notée [. On regarde:

- si le suffixe de u débutant en % + 1 de longueur / correspond exactement a celui de v
débutant en j + 1 de longueur [, i.e. si t[3 + 1.5+ =t[j+ 1.5+ 1]

- et si le préfixe de u se terminant en 2 de longueur j — % — [ correspond au préfixe de v
se terminant en j de méme longueur, i.e. si t[n+1 - j.5] = t[3 +1 - 1..j]

Si les deux conditions sont vérifiées, alors u.v est un carré ol :

v = tn+l-j5. 3] t5+ 1.5+
vo= iR+ I-1.g] .+ 1+

Apport de [LS593] pour les carrés approzimatifs.
[LS93] traite le probléme ol u et v ne sont pas identiques mais similaires, pour les notions de
similarité suivantes :

1. le cas ot Hamming(u,v) < k en O(nklog(%)) en temps
2. le cas o Levenshtein(u,v) < k en O(nklog(k)log(n)) en temps

Pour trouver les préfixes et suffixes possibles pour un j donné, 'algorithme utilise une
matrice D d’alignement de ¢ contre lui-méme, aussi appelée matrice de programmation dy-
namique ([SK83, Wat89] en donnent une définition). Les auteurs remarquent qu’il suffit de
calculer le meilleur chemin entre 2 points de la diagonale représentant I’alignement de u contre
v, i.e. celle qui passe en D[j, 2]. Pour la distance de Hamming il suffit de calculer les coiits
sur la diagonale car seules les opérations de substitutions sont permises. Pour la distance de
Levenshtein, aussi appelée distance d’édition [Lev66], il est nécessaire de calculer plusieurs
chemins pour un couple de points sur la diagonale.
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Méthode de J.P. Schmidt (94).

Nous employons le terme poids avec le sens du coiit d’édition entre deux facteurs u et v.
[Sch94] sélectionne les carrés approximatifs pour ne donner que ceux qui sont localement
optimaux. u.v est localement optimal ssi:
qq. soit v’ un préfixe de v «’.v est un carré approximatif et poids(u’,v) > poids(u, v)
qq. soit v' un suffixe de v u.v’ est un carré approximatif et poids(u,v’) > poids(u,v)

Le probleme est modélisé par une recherche de plus courts chemins, noté PCCs (i.e. de
poids minimum), dans un graphe G pondéré et orienté qui prend la forme d’une grille: le
graphe-grille. Ce graphe simule et peut étre vu comme la matrice de programmation dyna-
mique de t contre lui-méme. Dans ce graphe, un carré de centre ¢ (le centre de u.v est I'indice
du dernier car de u) est représenté par un plus court chemin entre un nceud de la colonne ¢
et un nceud de la ligne ¢. Pour calculer le minimum des chemins entre des couples de nceuds
(7,¢) et (c,j) pour ¢ et j variant, [Sch94] utilise les matrices Dist, (r variant de 1 & n) ou
Dist,[i, j] = cout(C PP[(1,0), (r,1)]), définies dans [AALM90, AP8S].

La aussi, le schéma algorithmique reprend celui de [ML&4]: limitation du probléme aux
carrés qui chevauchent les deux moitiés du texte et appels récursifs pour ces moitiés. Dans le
graphe-grille, on recherche pour les carrés de centre ¢, ceux dont le chemin associé croise la
colonne % & la ligne k. Le chemin complet est construit en associant deux sous-chemins, un
d’un nceud de la colonne ¢ vers Gk, 5], un second de G[k, 5] vers un nceud de la ligne c. La

complexité de la méthode est en O(n?log(n)) en temps et en O(n?) en espace.

3.1.3 Recherche de répétitions en tandem approximatives.

Le programme de [BW94] recherche les répétitions en tandem approximatives des motifs
d’une longueur donnée le long d’une séquence. Il recoit en parametre:

— la longueur des motifs: m,

la taille du facteur conservé dans le motif: ¢,

— la matrice des colts d’édition,
— un seuil de similarité d’une RTA trouvée avec la RTE du motif choisi.

E’tape 1.
L’algorithme effectue une passe sur la séquence en examinant les répétitions de ¢ lettres qui
apparaissent avec un décalage de m caractéres (voir figure 3.2). Alors le mot u est considéré
comme le motif d’une RTA, on entame deés lors I’étape 2.

u

C

C
1 ti+m
Fi1g. 3.2 - Identification d’une répétition d’un bloc de c¢ lettres, en ¢ et 1 + m. Le motif u
choisi est alors le mot de longueur m commencant en 1.

Etape 2.
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Dans celle-ci, les limites de la zone RTA sont déterminées en alignant successivement les

segments a droite et a gauche de la répétition, en observant le fléchissement du score de si-

milarité. La procédure d’alignement est le «wraparound dynamic programming» ou wdp qui

permet d’aligner un segment contre u...u (le wdp provient de [FLSS92]). Ensuite, un ali-
p fois

gnement complet de la zone par wdp est calculé et si son score dépasse le seuil, I’étape 3 de

I’algorithme est déclenchée.

Etape 3.

On détermine un motif consensus dans lequel chaque base est majoritaire & sa position, pour
recalculer un alignement qui peut améliorer le score de la RTA. On imprime en sortie, la zone
et son alignement.

Par ailleurs, ’article propose une méthode statistique pour fixer le seuil de similarité,
mais le calcul n’est pas inclus dans le programme. D’apres les auteurs, «la méthode utilise
une meilleure notion de similarité que dans [LS93]», mais elle est identique & celle de [Sch94],
et «se veut moins restrictive que les méthodes de compression»,

"3.1.4 Conclusion

Le probleme précis de la localisation des répétitions en tandem n’est abordée que dans [BW94].
L’implantation qui résulte de cette approche souffre de I'importance des parameétres, ce qui
n’est pas le cas de notre approche via la compression. Par ailleurs, si une méthode de com-
pression trouve moins de RTA qu’une autre méthode ce n’est pas dii & notre volonté de la
régler pour qu’elle soit plus ou moins lache. Ses résultats sont totalement contraints par la
possibilité de coder.telle ou telle zone, i.e. par le fait qu'une zone est ou n’est pas réguliere.

Les méthodes apportées par Landau et Schmidt ne recherchent que les carrés approximatifs
et non les répétitions en tandem telles que nous les définissons. De plus, la complexité néces-
saire pour obtenir tous les carrés approximatifs par Palgorithme de [Sch94] est O(n?log(n))
alors que notre algorithme heuristique de localisation des RTA est linéaire par rapport a la
taille du texte.

3.2 Définition d’une répétition en tandem approximative ou
RTA.

Cette section est consacrée a la définition formelle d’une zone de répétition en tandem
dite approximative. Une telle zone notée RTA est un facteur d’un texte qui est similaire & une
répétition en tandem exacte d’un motif, notée RTE. Nous définissons tout d’abord la notion
de RTE puis celle de similitude a une RTE. Nous considérons des textes sur I'alphabet A.

Notation 4 Soient u un mot sur A et p un entier non nul. Le mot u...u, formé de la
———
p fois
concaténation p fois de u est noté uP. La notation u? représente plus un préfixe de u comme
dans la partie 1.

Définition 9 Soient u et ¢t deux textes sur A. t est une répétition en tandem exacte ou u-RTE
8si '

IJp>1:t=uP
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Nous définissons une zone RTE mazimale dans un texte ¢.

Définition 10 Soient u,t deux textes sur A et w un facteur de t. w est une répétition en
tandem exacte maximale ou RTE maximale de u ssi:

—~ w est une RTE de motif u

- il n’existe pas v, un facteur de ¢, tel que v soit une RTE de motif u et w soit un facteur
de v,

Une répétition en tandem approximative d’un facteur u est un texte qui «ressemble» a une
répétition en tandem exacte de u. Qu’un texte soit une RTA de u signifie intuitivement qu'’il
peut étre lu comme une suite de mots, notés (v;)1<;<p, tous similaires & u. La définition
de similarité a un motif d’une RTE tient compte du fait que ’algorithme recherche des
répétitions en tandem de petits motifs. L’utilisation principale concerne les motifs de longueur
3. Ainsi chaque v; doit fortement ressembler au motif, sans quoi n’importe quel texte sur A*
peut étre considéré comme une u-RTA. Chaque v; doit donc inclure peu d’erreurs, en termes
biologiques, il doit étre faiblement muté. Nous définissons donc la similarité d’'un mot a un
motif, par son appartenance a un ensemble de mots obtenus en appliquant des opérations
d’édition sur le motif.

Si u est un motif (i.e. un texte sur A), nous définissons les ensembles suivants de mots
similaires a u:

— del(u): ensemble de tous les mots obtenus en appliquant une délétion au motif u,
— sub(u): ensemble de tous les mots obtenus en appliquant une substitution a u,

— ins(u): 'ensemble des mots formés par u ou un mot de del(u) ou de sub(u), suivi d’une
insertion.

Pour les quatre définitions suivantes, nous considérons un motif u qui est un mot de A*.

Définition 11

del(u) ={ le A~ l=lul=1, 3 7€ [1,|u]]:
Vie[l,j—-1], [{]=u[{]
Vicliu—1) fi]=ufi+1] )

Définition 12 ‘
sub(u) ={ leA" [l|=]u|,3jell,lu],

1[5] # ulj],
Vidtj Ii)=ull }
Définition 13
ins(u) = {v=la: € {u}Usub(u)Udel(u); a € A}

On définit I'ensemble des mots similaires & un motif «, il est noté Sim(u).

Définition 14
Sim(u) = {u}Usub{u)Udel(u)Uins(u)
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Exemple 3 Pour le motif GT A, si on pose

L ={ GTA,
ATA,CTA,TTA,
GAA,GCA,GGA,
GTC,GTG,GTT,
GT,GA,TA }

ona: Sim(GTA)=LU (L.a)oua€ {4,C,G,T}.

Formellement, le texte t est une RTA de motif u, s’il peut étre factorisé avec des mots de
Sim(u). Nous notons T'ailleMazSim la taille maximale des mots de Sim(u).

Définition 15 Soient wu,t deux textes sur A.t est une répétition en tandem approximative
ou u-RTA ssi:
3p>03301,---,0p65im(u): t:’vlv2...vp

3.3 Codage des zones de répétitions en tandem.

Nous entendons par codage un langage de description avec lequel le compresseur produit
le fichier en sortie, il traduit dans ce langage le texte passé en parametre. La description
comprimée du texte permet de distinguer les zones réguliéeres (qui ressemblent a une répétition
en tandem d’un motif donné) des zones non régulieres. Seules les zones réguliéres sont codées
dans une description avantageuse et différente de leur séquence. Ainsi, les zones non régulieres
sont décrites par la suite de leurs nucléotides, alors que les zones de répétitions en tandem sont
excisées et remplacées par un code binaire permettant leur reconstruction. Dans le fichier en
sortie, on distingue la séquence «restante» : constituée par ’ensemble des séquences des zones
non régulieres du texte, et la partie « codée» qui contient les codes de remplacement des zones
régulieres.

Pour une séquence en entrée, le compresseur renvoie une séquence codée. L’algorithme
de décompression sait a partir de la version encodée reconstruire l'originale. Pour cela, la
version codée doit décrire complétement la séquence telle qu’elle a été décomposée par le
compresseur. Chacune de ces informations est codée indépendamment et la limite de la partie
de code qui lui correspond, doit étre détectable et détectée par le décompresseur. Apres avoir
précisé 'importance du codage, nous expliquons finement ce code binaire qui remplace les
zones régulieres et soulignons certaines propriétés qui influent sur 1’algorithme de recherche.

3.3.1 Objectifs et contraintes pris en compte dans la conception du codage.
Nous récapitulons les idées qui guident la conception du codage:

1. Le codage doit décrire complétement le texte original pour que la compression soit sans
perte d’informations.

2. Une zone réguliere du texte est une zone dont on peut donner une description plus
courte, i.e. qui se comprime. Comme Cfact ’algorithme dévéloppé en partie I, notre
algorithme ne tente pas de compresser des zones qui lui semblent non régulieres. Ces
zones non régulieres sont incorporées dans le fichier compressé, sous la forme de leur
suite de nucléotides, ol chaque base est codée sur 2 bits.
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3. La longueur de la description d’une zone réguliere doit refléter sa similarité avec une
répétition en tandem parfaite du motif considéré. Plus une zone réguliére contient
de mutations par rapport a la répétition en tandem parfaite, plus son codage
binaire doit étre long. Nous verrons dans le détail du codage, que la description des
mutations est une partie de longueur variable du code.

4. Le codage doit étre «juste». Le langage de description qui code une zone RTA ne doit
pas favoriser telle zone particuliere par rapport a telle autre. Par exemple, le motif d'une
zone, qu’il soit CGT ou ATT ne doit pas influer sur la longueur du code.

3.3.2 Signification du codage.

Le codage indique la maniere dont 'algorithme «interprete» une zone réguliere. Du point
de vue de la sémantique, comme du point de vue pratique, le langage de description donne,
pour une zone réguliere, une description de la construction de cette zone. En effet, du point de
vue pratique, I'algorithme de décompression doit reconstruire la séquence originale de la zone
a partir de cette description. Tandis que du point de vue de la sémantique, ce langage révele un
modele sous-jacent d’évolution des séquences génétiques. En effet, une zone réguliere détectée
est remplacée par un code ayant la signification suivante: cette zone «s’est construite- en
dupliquant n fois le motif u, puis en appliquant les mutations ponctuelles listées ci-apres.

On rejoint ici le point de vue de la complexité de Kolmogorov, ou les zones sont les objets
pour lesquels on recherche une description minimale. Une zone réguliere est remplacée par un
«programme» qui permet de la reconstruire; si ce programme est plus court que sa séquence
originale alors cette zone est compressible et donc effectivement réguliere.

3.3.3 Description du codage des zones réguliéres.

Nous détaillons ici le codage des zones régulieres qui, avec |’ensemble des séquences conca-
ténées des zones non-régulieres, forment la version compressée du texte.
A propos de la mise en ceuvre de l'algorithme, présentée dans le chapitre 4, nous verrons
que le texte a compresser est traité sous forme de fenétres de 500 nucléotides, sur lesquelles
on applique I'algorithme (la valeur de 500 nucléotides a peu d’influence sur notre algorithme
et est expliquée dans la sous-section 4.1.2). Ainsi 'algorithme présuppose que les zones de
répétitions en tandem approximatives qu’il peut détecter dans une fenétre, sont toutes basées
sur le méme motif. Nous illustrons le codage pour les motifs de longueur 3 ou trinucléotides.

Le codage se comprend comme une suite d’éléments dont nous donnons la sémantique sans
présenter le code binaire correspondant. Le codage spécifie d’abord le motif des répétitions
et le nombre de zones régulieres. Ensuite, vient pour chaque zone réguliere, une description
complete de la zone. On y trouve les items suivants:

1. Pour la description globale a la fenétre:

- le motif u, dont la longueur est spécifique a la version de I'algorihtme utilisée,

— le nombre de zones régulieres (zones RTA de motif u qui ont permis la compression),
2. Pour chacune des zones RTA :

- la position relative du premier nucléotide de la zone,
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- p le nombre de répétitions du motif pour lequel on a trouvé une similitude entre
la zone courante et le facteur u?

— le nombre de mutations trouvées par la factorisation,

- la liste de ces mutations qui comprend un item pour chaque mutation
3. Pour chacune des mutations de la zone:

- le mot de la factorisation sur laquelle porte l’erreur, il est désigné par le numéro
relatif du mot par rapport a erreur précédente,
- le type de D’erreur, un code de taille fixe indique I'une des erreurs possibles.

La figure 3.3 illustre pour un cas de séquence compressée, les zones RTA du motif TCG
identifiées dans la séquence, et la figure 3.4 montre le codage qui les remplace.

... tgcet TCGTCCTCGTCCTCGTCATCATCGTCGTCGTCGTCGTCG
TCGTCGTCGTCGTCGTCGTCGTCATCGTCGTCATCGTCATCAT
CATCGTTgttgttttegttcttatcttetgtatettcttct TCGTCGTCGtct ...

FiG. 3.3 - Ezemple de zones RTA (en majuscule) dans une séquence.

3, TCG; 1,
longueur du motif, le motif, nombre de zones moins 1
112; 29; 9,
zone 1: pos. relative dans la fenétre, nb. d’occurrences du motif, nb. d’erreurs
(’2,]9);(2’]2);(2,]]);(2,]]),'(]4,]]),’(3,11),’(2,]1),'(1,11);(1,11),'
sa liste d’erreurs: (numéro du motif de Ierreur 1, type de ’erreur 1); etc.
36; 3; 0;
zone 2: pos. relative (235 -112 - 29 * 3), nb. d’occurrences du motif, nb. d’erreurs
(sans liste d’erreurs)

F1G. 3.4 - Détail du codage des zones de la figure 3.3 (codes sous forme lisible en italique,
ezplications du code en caractéres gras ou normauz).

3.3.4 Calcul du gain résultant du codage d’une zone.

Nous entendons par gain, la différence en nombre d’éléments binaires entre la représenta-
tion codée d’une zone et sa représentation originale. La version originale est considérée sous
forme d’une séquence de lettres prises parmi 4, qui coitent donc 2 bits chacune. On remplace
la version originale par une version codée, si celle-ci est plus courte, le gain est positif, sinon
il est négatif.
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Les items concernant la fenétre, comme ceux qui décrivent une zone précise hormis la liste
d’erreurs, représentent un nombre fixe de bits. Par contre, comme voulu lors de la conception
du codage, la liste des mutations d’une zone contient un nombre variable d’items indiquant
chacun une erreur. Ainsi le code d’une zone est d’autant plus long que sa liste des erreurs
I’est aussi.

Le gain d’une zone z, noté GainZone(z), est une fonction linéaire de sa longueur en nombre
de paires de bases (pb) notée n et de son nombre de mutations noté m. Pour I’algorithme
dédié aux motifs trinucléotidiques, la fonction est :

GainZone(z) =2n —Tm — 22

7 est la longueur en bits du code d’une mutation, que nous appelons aussi coiit d’une mutation ;
2 est le nombre de bits nécessaires pour coder une base parmi 4. 22 est le colit fixe nécessaire
au codage d’une zone.

Soient € la longueur du codage d’une erreur (e dépend de la longueur de motif considérée
et vaut 7 pour les triplets) et C' le cott fixe du codage d’une zone (il vaut 22 pour les triplets).
On peut définir pour chaque mot appartenant a la factorisation d’une zone, un cott selon le
nombre d’erreurs apportés par ce mot.

Définition 16 Pour tout v € Sim(u), nous définissons le coit imputé au gain d’une zone
par le mot v:

- Cout(v)=0siv=u

- Cout(v) = e.d(u,v) si v # u, ou d(u,v) représente le nombre de mutations élémentaires
requises pour transformer u en v.

Pour les motifs de longueur 3 par exemple, Cout(v) = 7 si v € del(u) U sub(u) et Cout(v) =
Cout(l.a) = Cout(l) + 7 si v € ins(u).

Définition 17 Soit z une zone RTA de motif u factorisée par la suite de mots v;.---.v,, ou
tout v; € Sim(u). On définit le gain de z par:

P
GainZone(z) = Y _ (2|vi| — Cout(v;)) — C

1=1

3.4 Localisation des RTA.

Le but de ’algorithme présenté est la localisation dans un texte, de zones RTA
compressibles pour un motif donné. L’objectif n’est pas de repérer tous les facteurs du
texte qui sont des RTA, mais seulement ceux qui ressemblent significativement a une zone
RTE du motif. La significativité de la ressemblance est mesurée par le gain de compression
obtenu lors du codage du facteur. Si ce gain associé au facteur est positif, la ressemblance est
considérée comme significative et la zone est incluse dans le codage. Dans le cas contraire, la
zone n’est pas réellement ressemblante a une zone RTE, elle n’apparait pas dans le résultat.

Une version codée du texte est produite en remplagant les facteurs détectés par un code
binaire (voir section 3.3). Il est donc inutile que les facteurs soient chevauchants. En effet,
pour compresser une séquence, on remplace un facteur dont la séquence est réguliere par une
description codée plus courte que sa séquence elle-méme. Des facteurs chevauchants conduisent
a coder plusieurs fois une méme portion du texte: ce qui est inutile et réduit le gain de
compression,
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3.4.1 Présentation de ’algorithme de recherche.

Dans tout le reste de la présentation de ’algorithme : u et ¢ sont des textes sur A. L’algo-
rithme recherche dans ¢ des facteurs (nous employons aussi le terme «zones») RTA de motif
u. Donc nous ne préciserons plus que toutes les zones RTE ou RTA sont donc de motif u.
Nous introduisons la notation suivante pour nommer le résuitat de I’algorithme de recherhe
de zones RTA permettant la compression d’un texte.

Notation 5 Soient 1 < 7 < j < |t| les positions d’un facteur de t. On note Rech_RTA (¢, u)
le résultat de notre algorithme. ¢[7, j] € Rech_.RTA(¢, u) si:

— t[7, j] est une RTA de motif u,
- GainZone(t[i, 5]) > 0.
— il n’existe pas un facteur t[k,!] inclus dans t[i, 7] tel que: [k, ] soit une RTA de motif
u et GainZone(tlk,l]) > GainZone(t[i, j]).
3.4.2 Contrainte de gain pour une zone.

L’algorithme utilise cette contrainte de significativité pour limiter les facteurs & examiner.
En effet, la suite de mots associée a un facteur détecté comme significatif, doit obligatoirement
débuter et se terminer par un motif exact. Ceci est dit au colit de codage d’une erreur pour
les petits motifs. Pour le motif GT A, 'exemple de la figure 3.5 illustre cette propriété qui
découle du codage utilisé.

2y

..acccGTGGTAGTAGTAGTAgttac. ..

22

GainZone(z1) = 12%2—-0%x7-22=2

GainZone(z2) =15%x2—-1x7-22=1

F1G. 3.5 - GainZone(z1) est supérieur a GainZone(zz) car z; débute par un motif exact.
Propriété 17 Soient t un texte sur A*, u un mot sur A* tel que |u| < 3. Soient 1 < 7,5 < |¢]
un couple de positions dans t. Si ¢[¢, j] € Rech_RTA(¢, u) alors:

it lul-1] = tj-lu+1] = u
Preuve Comme t[i, j] € Rech_RTA(t, u), on sait que ([, j] est une u-RTA, et donc que:
Ip>0,3v,...,0 €A™ tli,jl=v1- 0

et que:
VO<i<p: v €Sim(u)
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Supposons que vy # wu. Etant donné le coiit d’une erreur par rapport au gain amené par un
motif exact, nous savons que la factorisation de [, 5] doit contenir au moins une fois %, nous
pouvons supposer dans un premier temps que v, = u. Dans ce cas GainZone(t[i + |v1|, j]) =
GainZone(t[i, j]) — Cout(vy), donc t[i +|v1 |, j] est un meilleur facteur pour la compression de
t. Le fait que celui-ci soit inclus dans ¢[i, j] contredit I’hyposthese que ¢[7, j] € Rech.RTA(t, u).
Donc vy = u.

Si v # u, on note k le plus petit indice tel que vy = u. On peut alors appliquer le méme
raisonnement en remarquant que le facteur qui débute avec vy est de meilleur gain que t[¢, j]
et est inclus dans celui-ci. ,

La preuve est similaire pour prouver que v, = u. 0

En conséquence, seul un facteur de t compris entre deux occurrences de u dans t est
susceptible d’appartenir & Rech_RTA (¢, u). Plus généralement et toujours a cause du gain qui
en résulte, un facteur qui appartient a Rech_.RTA(¢, u) est nécessairement compris entre 2
zones RTE maximales. Pour la suite de la présentation, nous englobons dans le terme RTE
maximales, tous les facteurs de la forme u? avec p > 1.

3.4.3 Explication de Rech_RTA(¢,u).

Nous détaillons le schéma de ’algorithme.

Cas ou t ne contient que 2 zones RTE mazimales de motif u.

Considérons un texte t ne contenant que deux zones RTE maximales, notées respectivement
ri,r2. Notons w le facteur qui les sépare (voir la figure 3.6). Si I'on arrive a factoriser w
avec des mots de Sim(u), il suffit de vérifier que GainZone(ry.w.ry) > GainZone(ry) +
GainZone(ry) et que GainZone(ry.w.ry) > 0 pour prouver que le facteur ry.w.rp appartient
a Rech_RTA(t,u). D’autre part, aucun facteur de r;.w.ry est une zone RTA de gain supé-
rieur a GainZone(ry.w.ry), puisque seuls ry et ry sont envisageables et que 'on a vérifié que
GainZone(ry.w.ry) > GainZone(r,) + GainZone(ry). Pour simplifier la lecture, nous dirons
alors que ri.w.ry est le résultat de la «jonction» de ry et ry.

I8 w r2

F16. 3.6 - Jonction de deux zones RTE, ry et rq, par factorisation de w en vy,...v, (r1,72
sont représentés par des traits continus et w par des pointillés).

Cas général.

Supposons maintenant que t contiennent n zones RTE maximales, notées ry,ry,...,r, dans
l'ordre de leur apparition de gauche a droite dans ¢. Soit w un facteur de Rech_RTA(¢, u).
Par la propriété 17, nous savons que w commence et se termine par une zone RTE maximale,
notons r; et r; avec i < j (si 1 = j, le cas est simple puisque la zone RTA est réduite a
une zone RTE maximale) les zones RTE maximales de ses extrémités. En outre, on sait que
w est maximal, donc il n’existe pas dans Rech_.RTA(¢, u), un facteur commencant en r;_;
(respectivement se terminant au dela de r;) et incluant w. On peut donc affirmer que r; est
une RTE maximale qui ne peut étre jointe par la gauche.
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Donc pour construire ce facteur w, il suffit d’exécuter ’algorithme suivant, qui effectue
une extension maximale de r; par jonction a droite (voir illustration par la figure 3.7):

a T
EXTENSION_MAX

Début
W r;
suivante « i+1
TantQue (Jonction de w et rsyiyqnte possible
et GainZone(w. Wsyivante—1-Tsuivante) > GainZone(w) + GainZone(r syiyvante)) Faire

W < W.Wsyjpante—1-Tsuivante
suivante <« suivante + 1

FinTantQue
Fin EXTENSION_MAX.
- J
étape
. T Ti+1 Ti+1 n
2y ~ ~— —~— ——
zi  factorisation de w;
) 7y Tit1 Ti42 rn
12 ~ ~~— N ——
z factorisation de wiyy
. r Ty Tj+1 rn
(FED! e —~— —~ ——
zi w,non factorisable
. ri Ty Ti+1 rn
(z + 1) ‘1o ~~— —~— —— P
I+
= zi+1  factorisation de w4,

F1G. 3.7 - Eztension marimale de z; (i.e. le w dans Extension_Maz) par jonction a droite
avec riyq (€tape iy), puis ripo (€tape i), jusqu’a r; (€tape i;). Ensuite la factorisation de w;
est impossible ce qui bloque l'extension de r;. L’étape (i + 1);42 débute lextension de z4,
(appel de Extension_Mar avec w = z;41).

Ainsi pour calculer Rech_.RTA(t, ), il suffit de procéder au méme calcul pour toutes les
zones RTE maximales susceptibles d’étre un début de facteur de Rech_.RTA(¢, u), et ce dans
I'ordre d’apparition dans le texte.
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3.4.4 Procédure de Jonction.

Nous spécifions ici clairement la procédure de jonction de facteurs. On note ry, ..., 7, les
différentes zones RTE maximales du texte ¢, dans leur ordre d’apparition. Soit dans le texte
t, un facteur w.w;.ri4+; ou w est une zone RTA (qui se termine par r;), w; est le facteur
qui sépare r; de r;y;. On définit Jonction(Res, w,r;+1) la procédure qui renvoie vraj si la
jonction entre w et r;4; est possible ou renvoie faux dans le cas contraire. Cette possibilité est
déterminée en cherchant une factorisation de w; avec des mots de Sim(u). Si la factorisation
est possible, la nouvelle zone RTA qui représente le facteur w.w;.r;4+1, est mémorisée dans la
variable résultat Res. :

Le programme que nous utilisons définit un type de variable «ZoneRTA», capable de
stocker la description compléte d’une zone RTA : ses positions dans le texte, sa factorisation,
son gain. Ici w et Res sont de ce type, de méme dans le programme présenté ci-apres, tout
«facteur» ou toute «zone» en cours d’extension, et susceptible d’appartenir a Rech_ RTA(t, u)
est aussi de ce type.

3.4.5 Factorisation optimale et heuristique.

Pour que I'algorithme que nous avons détaillé construise effectivement Rech_RTA(t, u),
il faut que la factorisation soit optimale vis a vis du gain de la zone. L’algorithme mis en
ceuvre utilise une procédure heuristique de factorisation, au lieu d’une procédure optimale
de factorisation. Ceci est la seule heuristique que nous employons. Notons w; le facteur de
séparation, a factoriser. La factorisation s’opere comme suit :

— Si jw;| £ TailleMaxzSim alors l'algorithme recherche une factorisation optimale en
temps constant,

— Sinon, il emploie un algorithme glouton de factorisation qui ne remet jamais en cause
un mot de Sim(u) déja inclus dans la factorisation. Cet algorithme est donc linéaire par
rapport & |w;|. 1l favorise les mots de Sim(u) les moins coliteux et ceux qui n’apportent
pas de décalage dans la répétition (i.e. il défavorise les insertions ou les délétions au
profit des substitutions). Cependant, on peut faire un mauvais choix de mot qui bloque
la factorisation, mais ceci est rare.

Dans tous les cas, la complexité de la factorisation de w; est linéaire par rapport a |w;|, donc
la complexité de Jonction appliquée a deux zones séparées par w;, 1’est aussi.
3.4.6 Présentation de ’algorithme Rech_RTA(¢,u) en pseudo-code.

L’algorithme Rech_RTA (¢, u) emploie une procédure de recherche des RTE maximales qui
se déroule en une passe sur t. Elle n’est pas détaillée ici. Le tableau Supprimee sert & noter
quelles zones sont insérées dans une zone plus & gauche lors de ’extension.

3.4.7 Complexité de 'algorithme Rech_RTA (t, u).

Propriété 18 Rech RTA(t, u) est de complexité linéaire par rapport a la taille de ¢.

Preuve Supposons qu’il y ait n zones RTE maximales dans ¢, notées ry,...,r, et notons
Wy, ..., Wy 'ensemble des facteurs qui séparent deux zones RTE maximales successives.
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Premierement, la procédure Recherche RT E_maz effectue un parcours du texte ¢ pour
associer une zone RTE maximale, a chaque bloc de répétitions contigués de u. La taille du
motif étant fixée, Recherche_RT E_max est linéaire. Il en est de méme pour linitialisation du
tableau Supprimee.

La complexité de Rech-RTA(t, u) provient de celle de la boucle d’extension maximale par
jonction a droite (i.e. le «tant que» le plus externe). La procédure complexe est le calcul
d’une jonction entre deux zones toujours successives, qui est linéaire par rapport a la taille du
facteur qui sépare ces deux zones (voir sous-section 3.4.5). Le processus d’extension maximale
par jonction a droite d’une zone d’indice 7 est illustré par la figure 3.7. Pour une zone d’indice
i donnée, la jonction entre Zones[i] et Zones[suiv] n’est calculée qu’une fois, puisque :

— si elle est possible, Zones[i] est agrandie de maniére a inclure Zones[suiv] qui est sup-
primée du tableau des zones, et 'indice suiv est incrémenté de un;

- sinon I’extension par jonction a droite de Zones[t] s’arréte.

Lors de 'arrét de l'extension par jonction de Zones[i], ¢ prend la valeur de suiv et donc
Zones[suiv] devient la prochaine zone pour laquelle on effectue une extension par jonction &
droite. Ainsi, on va procéder a des calculs de jonction, uniquement & droite de Zones[suiv] qui
n’ont jamais été testés avant. Donc Rech_RTA(t, u) calcule dans le pire des cas, une jonction
entre chaque paire de zones successives, nous avons alors :

NbZones—1

=1 Complexite(Jonction(Zones[i], Zones[i + 1]))
Zf\/;blZones—l lwi|

¢l

Complexite(Rech RTA(t, u))

AN VAN VAN
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r A
REcH_RTA (t,u)
Var
entiers: i, suiv, NbZones;

booléens : JonctionPossible, Supprimee][];
ZoneRTA : Zones[];

Début
\\Initialisation du tableau de Zones:
\\chaque élément représente une zone RTE mazimale
\\dans lordre d’apparition ; renvoie le NbZones initiales
NbZones « Recherche_RT E_max(Zones[],t,u);

\\Initialisation de Supprimee

Pour i allant de 1 & NbZones Faire
Supprimee[i] + faux;

FinPour

\\ Parcours du tableau de Zones

i 1

TantQue (i < NbZones-1) Faire
suiv + i+1;
JonctionPossible + vral;

\\eztension mazimale par jonction a droite de Zones[i]
TantQue ((suiv < NbZones) et JonctionPossible) Faire
JonctionPossible « Jonction(Res, Zones[i], Zones[suiv]);
Si (JonctionPossible et
GainZone(Res) > (GainZone(Zones[i]) + GainZone(Zones[suiv]))) Alors

\\on mémorise la jonction et on passe a la zone suiv
Zones[i] « Res;
Supprimee[suiv] « vrai;
suiv & suiv+1;
Sinon
i < suiv;
JonctionPossible « faux;
FinSi
FinTantQue
FinTantQue
renvoyer la liste des Zones non supprimées de gain > 0;

Fin RECH_RTA (t,u).
\- J

ALGO. 6 - Algorithme Rech_.RTA(t,u) : recherche des RTA pour le motif u dans
le texte t.



Chapitre 4

Identification de zones RTA dans
les chromosomes de la levure.

L’expérimentation a permis d’obtenir des données biologiques intéressantes sur les répéti-
tions en tandem, dont I'analyse approfondie est ’objet d’une collaboration avec une équipe de
statisticiens-biologistes du CGM (Centre de Génétique Moléculaire de Gif-sur-Yvette). Ces
données sont le centre de ce chapitre. Son contenu précise clairement le protocole expérimen-
tal et le matériel biologique employés, puis présente un apergu des différents résultats. Nous
situons notre travail par rapport & une étude statistique menée au CGM et & des tests sur des
séquences pseudo-aléatoires. Une discussion biologique fruit de notre collaboration conclut
cette étude.

Ce chapitre montre ’aboutissement d’une recherche informatique sur de réelles
applications biologiques. Cette présentation des résultats montre combien un effort expé-
rimental apporte des informations pertinentes pour I’analyse de séquences d’ADN. On y voit
aussi que la compression est une approche analytique performante qui s’integre au sein de la
biologie computationnelle plus classique, car elle amene un regard informationnel neuf sur la
notion de significativité.

4.1 Matériel biologique et protocole expérimental.

4.1.1 Matériel biologique.

Le matériel biologique présente les séquences sur lesquelles portent les expériences. Nos
algorithmes de recherche de répétitions en tandem approximatives ont été appliqués aux
séquences de quatre chromosomes complets de levure de boulanger, i.e. Saccharomyces cere-
visiae [FAA194, OdAACT92, Ja94, DAAa94]. Il s’agit des chromosomes II (807188 pb), I1I
(315357 pb), VIII (562638 pb) et XI (666448 pb) qui constituent un total de 2,351,631 pb,
soit environ 17.42% de I’ADN de la levure. Ce choix se justifie par les réponses apportées aux
deux questions suivantes,

Pourquoi 'organisme de la levure?

Plusieurs raisons importantes ont déterminé ce choix. Tout d’abord, la levure est un
organisme modeéle pour la génétique. En effet, certains «petits» génomes sont I’objet d’un
programme de séquengage complet, pour permettre de mieux mener la tache herculéenne

107



108 4 Identification de zones RTA dans les chromosomes de la levure.

du séquengage et de I'analyse du génome humain. Par ailleurs, la taille et la complexité
moindres de ces petits génomes ont autorisé des analyses tres poussées d’ou proviennent une
part importante des connaissances génétiques actuelles (voir [Dan93]). Ceci implique que la
génétique de ces organismes est mieux connue, donc apport d’informations sur la répartition
du DOS-DNA dans leurs chromosomes est plus pertinent. En outre, la levure est I’organisme
eucaryote dont le séquencage est le plus avancé et le seul pour lequel ont dispose de la séquence
de quatre chromosomes.

Le fait que le chromosome soit entier est important, c’est une entité biologique réelle, alors
qu’une longue séquence, méme contenant plusieurs genes, n’en est pas une: pour la cellule, elle
est intégrée a un chromosome. En outre, le chromosome a une organisation propre: des extré-
mités appelées télomeres, une partie centrale ou centromere et des séquences intermédiaires

(voir schéma 4.1).
3 R
N
LRI,

telomere

//

}

télomére
centromére

FiG. 4.1 - Organisation du chromosome : schéma d’un chromosome coloré et arrété en mé-
taphase. Sont visibles les bandes de colorations différentes, ainsi que le centromére et les
extrémités ou télomeres.

Pourquoi expérimenter sur la levure alors que le phénoméne d’expansion de tri-
plets a été découvert chez ’homme?

L’objectif plus général de notre étude est la répartition du DOS-DNA et son importance
sur I'organisation du chromosome. Rien dans les mécanismes avancés jusque ici, ne laisse
penser que ce phénomene est confiné a la génétique humaine. En plus, la présence universelle
de répétitions en tandem, fait de la levure un bon sujet pour I’étude de leur répartition.
Rappelons qu’en outre, nous ne disposons d’aucune séquence de chromosome humain. Par
ailleurs, S. cerevisiae est un organisme eucaryote comme ’homme.

4.1.2 Protocole expérimental.

Nous détaillons ici la procédure d’expérimentation appliquée aux séquences des chromo-
somes de la levure.

Détail du protocole.

Avant de subir le test, la séquence chromosomique est découpée en fenétres consécutives
de 500 nucléotides. Ce chiffre se justifie par le fait que les répétitions en tandem sont des
structures locales et par la volonté de comparer nos résultats a une étude statistique menée
par M-O. Delorme, A. Hénaut et E. Ollivier, qui utilise cette taille de fenétre sur les mémes
chromosomes (voir [ODH95]).

Pendant une expérience, I’algorithme choisi est appliqué a chaque fenétre. Le chromosome
subit trois expériences indépendantes: une par taille de motif (longueur 1, 2 ou 3). En effet,
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Palgorithme Rech_RTA (¢, u) est donné pour une longueur de motif fixée, nous avons donc
implanté trois programmes, un par longueur de motif. En outre, pour ne pas étudier les
fenétres d’un chromosome dans une seule «phase», nous avons doublé chaque expérience avec
le début de la premiere fenétre du chromosome, positionné au nucléotide 250.

Pour une fenétre et une longueur de motif fixés, le motif le plus courant est choisi aprés un
comptage a toutes les positions, puis on applique Rech_RTA (¢, u), ol ¢ est la séquence de la
fenétre et u le motif déterminé. Pour les longueurs de motif 2 et 3, les motifs constitués par un
«<run»! de mononucléotides, tels que AAA sont exclus. Le compresseur dédié aux répétitions
de mononcléotides s’en occupe.

Lors de l'utilisation des algorithmes deux types de sorties sont disponibles en option.
Une sortie «rudimentaire» sous forme de tableaux, ol les informations sur les zones trouvées
apparaissent codées par des entiers ; une sortie «lisible» reprenant toutes ces informations et
visualisant la séquence dans laquelle les zones RTA et leurs erreurs sont mises en évidence.
La figure 4.5 en donne un exemple.

Le gain d’une fenétre contenant Z zones RTA est définit par la formule ci-dessous qui
dépend du gain de chaque zone. Cette formule compare simplement la taille originale de la
fenétre avec sa taille compressée en bits. Celle-ci comprend le coit du codage de chaque
zone, la séquence restante (notée Seq_Restante) ol chaque base est codée sur 2 bits et un
colt global de déclaration du format de la fenétre (noté Cout_Declaration). La formule est:

Y4
Gain = 1000+ ZGainZone(zi) — 2 x |Seq-Restante| — Cout_Declaration

=1

4.2 Quantité, répartition et nature des zones identifiées.

Cette section présente les résultats bruts des expérimentations, puis les compare a ceux
d’une expérimentation statistique.

4.2.1 Nature et importance des zones RTA.

Nous examinons les résultats globaux des expériences, vus au niveau des chromosomes
complets sans entrer dans le détail d’une zone. Nous donnons une vision quantitative du
nombre de fenétres compressées, ainsi que leur répartition le long du chromosome. Nous
montrons un exemple de tableau synoptique des zones trouvées dans un chromosome avec les
zones codantes chevauchées, puis une liste des motifs utilisés. Nous terminons par les résultats
d’autres expériences, dont les tests des algorithmes sur des séquences de procaryotes et sur
des chaines de Markov.

Nous appelons ezpérience le test d’un algorithme pour une longueur de motif sur un
chromosome. Le phénoméne étudié est la présence de répétitions en tandem de courts motifs.
Du point de vue informationnel, le terme de signal est pris dans le sens physique. Un signal
devient une information si 'entité qui le recoit est capable de le décoder ou de le comprendre
pour éventuellement le prendre en compte.

1. «run» est le terme biologique consacré pour un répétition en tandem d’un oligonucléotide court, souvent
un mononucléotide.
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Tableaux comparatifs du nombre de fenétres dans les chromosomes.

Le tableau 4.1 récapitule le nombre de fenétres examinées au total, le nombre de fenétres
compressées et le ratio des deux valeurs précédentes. Le tableau 4.2 est divisé en trois groupes
de colonnes, une par expérience. Chaque ligne détaille les résultats pour un des chromosomes.
La colonne «Comp» donne le nombre de fenétres comprimées, «% comp» calcule le ratio de
ce nombre par rapport au nombre total de fenétres compressées toutes longueurs de motif
confondues, tandis «% total> montre celui par rapport au total des fenétres examinées. Le

tableau 4.3 a la méme structure et montre les gains moyens et maximaux par chromosome et
par expérience.

_ Récapitulatif
Chromosome | Total Compressées Ratio
2 1614 140 8.67
3 630 62 9.84
8 1124 109 9.69
11 1332 120 9.00

TAB. 4.1 - Récapitulatif du nombre de fenétres sur Uensemble des chromosomes.

Chr. Motifs de longueur 1 Motifs de longueur 2 Motifs de longueur 3
Comp. % comp % total | Comp. % comp % total | Comp. % comp % total
2 107 76.4 6.29 11 7.8 0.68 22 15.6 1.36
3 42 67.7 6.66 11 16.6 1.74 9 14.5 1.42
8 76 69.7 6.76 16 14.6 1.42 17 15.6 1.51
11 84 70.0 6.30 14 11.6 1.05 22 18.3 1.65

TaB. 4.2 - Nombre de fenétres compressées dans les quatre chromosomes.

Récapitulatif Motifs de Ig 1 | Motifs de lg 2 | Motifs de lg 3
Chr. | Moy. Max. | Moy. Max. | Moy. Max. | Moy. Max.
2 11,5 121 7 37 15 50 32 121
3 14 298 9 65 37 298 9 30

12.2 144 8 46 26 144 18 65
11 14 292 7 46 19 89 38 292

TaB. 4.3 - Gain moyen et mazimal par chromaosome.

Tout d’abord ces tableaux contrastent fortement avec ceux résumant les expériences sur
les chaines de Markov (cf. la fin de cette sous-section). Ni la quantité de fenétres, ni les
gains de compression sont comparables. En outre, ces tableauz démontrent une remarquable
uniformité de la présence de répétitions en tandem indépendamment du chromosome étudié.
Le phénomene touche globalement entre 8.5 et 10% des fenétres, quel que soit le chromosome.
De méme, le phénomene est plus fort pour les motifs de longueur 1 que pour les autres
longueurs : autour de 70% des fenétres compressées. Les répétitions d’autres motifs sont moins
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courantes mais provoquent des gains plus forts que pour les motifs de longueur 1: sauf dans
un cas, le gain moyen pour les longueurs de motif 2 et 3, est le double de celui pour les
motifs de longueur 1. En outre, la fenétre de gain maximal a toujours été comprimée par les
algorithmes pour les motifs de longueur 2 ou 3.

La présence de répétitions en tandem est une caractéristique globale de ’ADN de levure.
Le processus de création de ces répétitions ignore I’entité chromosome. En termes informa-
tionnels, la création de DOS-DNA n’est pas concernée par ce signal : le processus de création
s’applique de la méme maniére quel que soit le chromosome.

Une autre remarque est la disparité du phénomene selon la longueur du motif. En effet, la
présence de répétitions en tandem de motif de longueur 1 est courante mais engendre de faibles
gains. Les signaux sont quantitativement nombreux mais faibles en moyenne. Par contre, les
RTA des motifs plus grands sont plus rares mais permettent de gagner plus de bits. Pour ces
deux longueurs, les signaux sont donc plus rares et plus forts.

Répartition des fenétres compressées dans les chromosomes.

Pour chaque chromosome et pour chaque longueur de motif étudiés, nous réalisons les
graphiques représentant toutes les fenétres compressées d’un chromosome. Une fenétre y est
représentée par un trait vertical dont la hauteur égale son gain. Ce trait est placé a ’abcisse qui
vaut la position de début de la fenétre. Nous montrons ici les 3 graphiques pour le chromosome
11 de la levure, voir figures 4.2, 4.3 et 4.4. La répartition a la méme allure générale pour les
autres chromosomes. L’échelle du gain en ordonnée n’est pas conservée entre les tableaux.

0 Gain de compression par fenetre
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FI1G. 4.2 - Répartition des fenéires compressées le long du chromosome 11 par lalgorithme
pour les mononucléotides.
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FiG. 4.3 - Répartition des fenétres compressées le long du chromosome 11 par l’algorithme
pour les dinucléotides.
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Fic. 4.4 - Répartition des fenétres compressées le long du chromosome 11 par l'algorithme
pour les trinucléotides.



4 Identification de zones RTA dans les chromosomes de la levure. 113

Tout d’abord les graphiques montrent ’abondance quantitative de RTA de motif de lon-
gueur 1. Pour cette longueur, les fenétres sont dispersées le long du chromosome, ne laissant
pas de grands segments sans aucune répétition: I’écart maximal entre deux fenétres consécu-
tives ne dépasse pas 40000 pb et la moyenne se situe au dessous de 10000 pb. Pour les autres
longueurs de motifs, la répartition des fenétres ne montre aucune structure apparente.

Interaction avec les phases codantes.

Pour chaque chromosome et pour chaque longueur de motif, nous produisons un tableau
récapitulatif des zones trouvées, car biologiquement une fois la fenétre détectée, seules les
zones RTA sont pertinentes. Ces tableaux permettent de localiser la zone dans le chromosome
et d’en connaitre toutes les caractéristiques, notamment un éventuel chevauchement avec les
phases codantes ou «Open Reading Frames» (ORF). Nous montrons simplement le tableau
correspondant au chromosome 2 pour les motifs de longueur 3 dans le tableau 4.4.

Contenu du tableau.

Parmi les colonnes du tableau, 3 sont consacrées a la fenétre: position dans le chromosome,
gain global et valeur du test du x? (voir la sous-section 4.2.2). 4 autres décrivent une des zones
de la fenétre : position de début, longueur en pb, gain de la zone, pourcentage de motifs erronés
(i.e. nombre de motifs contenant au moins une erreur sur le nombre de mots trouvés lors de la
factorisation de la zone). Les 4 colonnes suivantes indiquent une éventuelle intersection de la
zone avec une ORF, elles précisent : le brin qui contient ’ORF Watson ou Crick, le nom de
I’ORF, la longueur de 'intersection (colonne N, le signe est négatif si la zone commence avant
I’ORF sur le brin, positif sinon), la colonne ¢ indique le fait que la début de la répétition soit
en phase avec le début de ’ORF:

- 1 signifie le respect de la phase,
- 0 le non-respect,
— et —1, que la question n’a pas de sens (longueurs de motifs 1 et 2).

La derniere colonne donne le motif de la fenétre, son complémentaire est donné si la zone
chevauche une ORF sur le brin Crick, de méme dans ce cas, la position de la colonne 4 est la
position du dernier nucléotide de la zone (i.e. la position du début de la zone complémentaire).

Ce tableau, outre qu’il constitue un récapitulatif complet, est intéressant parce qu’il met
en évidence le chevauchement des zones RTA et des ORFs ou phases codantes. En fait, il
renseigne sur l’interaction de deux phénomeénes: la présence de répétitions en tandem qui
sont des séquences d’ADN plutét simples et les séquences codantes qui sont trés contraintes.
Dans ce tableau, nous voyons que 31 zones sur 35 chevauchent une phase codante! Clest a
dire plus de 90% des zones, alors qu’environ 70% de PADN de levure est codant. On peut
donc dire que malgré de nombreuses contraintes imposées par la sélection sur les séquences
codantes, celles-ci peuvent contenir des RTA de triplets.

Motifs utilisés dans les répétitions en tandem.

Cette sous-section montre le récapitulatif des motifs utilisés dans les fenétres, chromosome
par chromosome. Plusieurs faits sont observables sur la sélection des motifs répétés en tandem :

— Les mononucléotides A et T sont les seuls & étre répétés, le biais de composition de
ADN de levure (64.2% de A + T') semble étre une explication suffisante, puisqu’on
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Fenétre Zone Interaction ORF Motif

Pos. Gain Y? | Début Lg Gain % ME | Brin Protéine n ¢
42500 8 45 42509 41 19 42 W - 0 -1 TTC
62000 97 10| 6238 69 108 4 C YBLO84c -69 0| TAA
66000 84 17| 66101 12 6 0 W  YBLO81w -12 0| CAA
66000 84 17| 66383 63 89 9 W  YBLO81w -63 0| CAA
67000 1 7| 67021 48 12 56 W - 0 -1 ATT
113500 3 30 | 113593 21 2 42 W YBL0533w -21 O TTC
113500 3 30| 113613 21 2 42 C YBL052c -21 1| GAA
113500 3 30 | 113999 15 12 0 C YBL052¢ -15 O GAA
127000 13 53 | 127217 18 3 33 W  YBLO46w -18 1 GAT
127000 13 53 | 127268 24 15 25 W  YBL046w  -24 1 GAT
127000 13 53| 127307 27 6 44 W  YBLO46w -27 1 GAT
160000 70 15 | 160366 69 81 21 W  YBL029w -69 1 AAT
199500 48 26 | 199746 54 59 22 W YBLOllw -54 1 GAA
206500 2 43 | 206757 18 10 16 C YBL007¢ -18 1 CAA
206500 2 43 | 206943 18 3 33 C YBL007¢ -18 1| CAA
264000 1 21| 264389 15 12 0 W YBRO16w -15 1| CAG
266500 28 43 | 266563 30 33 10 C YBRO17¢ -30 O ATG
266500 28 43 | 266674 12 6 0 C YBRO17¢ -12 0 ATG
345000 1 36 | 345352 15 12 0 W - 0 -1 TGT
449500 4 53 | 449667 21 9 28 W YBRI108w -21 1 CAA
449500 4 53 | 449763 27 6 44 W YBRI108w -27 1 CAA
458000 121 136 | 458106 93 132 12 C YBR112¢ -93 1 CAA
459500 29 49 | 459690 42 28 35 W YBR113w -42 1| GTT
459500 29 49 | 459731 42 28 35 C YBR112c -42 0 AAC
459500 29 49 | 459802 30 12 40 W YBR113w -30 0| GTT
499000 20 25 | 499209 54 31 44 W  YBRI135w -54 1 CAA
535000 52 42 | 535459 51 11 58 C YBR150c -51 0 TGA
535000 52 42 | 535498 36 52 0 C YBR150c -36 0| TGA
535500 33 12 | 535605 36 10 50 C YBRI150c -36 1 AAT
535500 33 12 | 535641 27 34 0 C YBRI150c -27 1 AAT
642500 5 26 | 642734 21 16 14 W YBR212w  -21 1 CAA
754500 5 20 | 754690 21 16 14 W YBR278w -21 0 AGA
773500 23 26 | 773853 27 34 0 W YBR289w -27 1| CAA
774000 75 191 | 774342 135 86 51 W YBR289w -135 1 CAA

TaB. 4.4 - Tableau descriptif de toutes les zones RTA pour le chromosome 2 et les motifs de

longueur 3.
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Motifs Nombre de fenétres
Chr.2 Chr.3 Chr.8 Chr. 11 | Total
A T 143 62 100 122 427
C G 0 1 0 0 1
AT TA 2 1 0 1 4
CT AG 0 0 1 0 1
AT TA 8 9 12 11 40
AC GT 1 1 3 2 7
TTC GAA 5 2 1 3 11
TTA TAA 1 0 3 0 4
TTG CAA 11 2 4 11 28
TCT AGA 1 2 5 4 12
TCC GAA 0 0 0 1 1
TCA TGA 2 2 0 2 6
TAT ATA 0 0 1 5 6
TGT ACA 1 0 3 0 4
CTT AAG 0 0 0 1 1
CTC GAG 0 0 0 1 1
CTG CAG 1 2 2 0 5
CAT ATG 2 0 1 1 4
CGT ACG 0 0 0 1 1
ATT AAT 4 1 1 0 6
ATC GAT 3 1 1 0 5
AAC GTT 3 0 0 3 6
AGC GCT 0 0 0 1 1

TaB. 4.5 - Récapitulatif des motifs utilisés. Un motif et son complémentaire sont associés,
pour chaque couple la ligne indigue le nombre de fenétres ayant ce motif pour chaque chro-
mosome.
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observe la méme sélection de motifs pour les chaines de Markov. Les deux motifs se
partagent équitablement les fenétres.

— La sursélection de AT est aussi flagrante: 40 fenétres sur 52, soit 77%. Cependant le
motif complémentaire n’apparait pas aussi souvent. Bien qu’il s’agisse de répétitions en
tandem, cette remarque n’est pas anodine, puisque le test choisit le motif le plus courant
a toutes les positions.

— Pour les trinucléotides, 17 couples sont utilisés sur 30 (30 parce que les triplets AAA,
CCC, GGG et TTT ne sont pas recherchés).

Autres résultats.

Ezpérimentations avec des fenétres décalées.
Les chromosomes ont subit les méme expériences avec les fenétres décalées de 250 pb par
rapport au début de la séquence. Ce changement dans les expérimentations ne perturbe pas
les résultats: ni dans la quantité de fenétres observées, ni dans leur répartition le long du
chromosome, ni dans les gains moyens observés. En effet, la plupart des zones sont retrouvées
dans une fenétre décalée, avec un gain sensiblement égal, parfois legerement plus fort ou plus
faible. Les résultats ne sont pas détaillés.

Expérimentations sur des chaines de Markov.

Pour valider la significativité de nos résultats sur les séquences réelles, nous avons effectué les
mémes expériences sur des chaines de Markov générées en tenant compte des caractéristiques
de chaque chromosome grice a un modele d’ordre 1. Pour chaque chromosome, nous construi-
sons une chaine de Markov 10 fois plus longue, a partir de la matrice des transitions d’un
nucléotide vers un autre. Cette matrice provient directement du décompte des dinucléotides
a toutes les positions dans la séquence. Les résultats sont sans comparaison avec ceux des
expériences commentées plus haut:

aucune répétition en tandem de di- ou trinucléotides n’a été détecté,

!

seul 'algorithme dédié au motif de longueur 1 détecte des zones RTA dans environ
0.35% des fenétres, contre plus de 6% dans les vrais chromosomes,

- le gain moyen est de 2 bits et le gain maximal est de 9 bits, sauf dans le chromosome
11 ou il atteint 12 bits,

— seul les motifs A et T sont sujets a répétitions.

FEzpérimentations sur des séquences de procaryotes.
En outre, le méme protocole fut appliqué a de longs contigs provenant de deux organismes
procarvotes modeles : Escherichia coli et Bacillus subtilis. Les résultats obtenus sont compa-
rables a ceux des chaines de Markov pour E. coli. Pour le bacille, le nombre de fenétres est
plus fort ainsi que le gain maximal, sans pour autant atteindre les résultats de la levure. Le
détail est dans le tableau 4.6.
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Organisme Nombre de fenétres Gain Motifs
Total Comprimées Ratio | Moyen Maximal

B. subtilis 660 10 1.51% 1.5 11{AouT

E. coli 1025 2 0.19% 2 2{AouT

TAB. 4.6 - Récapitulatif des résultats chez E. coli et B. subtilis.

4.2.2 Comparaison méthodologique entre compression et méthode du x2.

Le DOS-DNA de PADN de levure fut aussi étudié au Centre de Génétique Moléculaire
(C.G.M.) de Gif-sur-Yvette, par M-O. Delorme, A. Hénaut et E. Ollivier. La méthode mise
en place est un test de x? appliqué aux fenétres consécutives de 500 pb. Un de nos objectifs
fut de confronter nos résultats a ceux de cette méthode statistique.

Il existe un biais biologique connu de l'utilisation des dinucléotides dans les séquences.
Leur fréquence ne correspond pas au produit des fréquences des nucléotides qui les composent.
L’idée développée au CGM est d’analyser I’évolution locale de ce biais sur des fenétres de 500
pb, dans le but de les classifier et d’identifier des disparités locales du biais. Dans ce cadre, un
biais fort signifie une constitution de la fenétre basée sur quelques dinucléotides et donc plutdt
simple, tandis qu’un biais faible donne une répartition d’allure aléatoire des dinucléotides, qui
est plus complexe a appréhender. Il s’agit comme pour une méthode basée sur la compression,
de tester des hypotheses sur un processus de création du DOS-DNA.

Le test utilisé est un calcul de x? que nous allons présenter, puis nous comparons les
résultats et les méthodes. L article de référence pour la méthode du x? est [ODH95].

Présentation du test de y?.

Le test du x? évalue le biais compositionnel en dinucléotides de la séquence de 500 pb
sur laquelle il est appliqué. Toutes les fenétres consécutives de cette taille subissent ce test.
1l calcule pour chaque dinucléotide son biais d’apparition, par la différence entre la fréquence
observée et la fréquence attendue s’il n’y avait pas de biais. N; dénote le nombre d’occurrences
observées du nucléotide 7, et N;; la fréquence observée du dinucléotide ¢j, i.e. le nombre
d’occurrences de ¢j a toutes les positions, divisé par 499. De plus, on note N la taille de la
séquence et on a:

T
N=) N, (4.1)
1=A

Sans biais compositionnel, ij apparaitrait avec la méme probabilité que I’événement: 7 est
suivi de j dans la séquence. La fréquence attendue de zj s’il n’y avait pas de biais, notée n, ;,

est le produit du nombre d’apparitions de ¢ par celui de 7, sur le nombre total de nucléotides:

Ni*Nj
N

nilj =

(4.2)

Le critére numérique du x? pour la fenétre, est la somme pour tous les dinucléotides de
la différence entre fréquences observée et attendue, au carré, normalisée par la fréquence
attendue:

T T (N — )2
gy y B W
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Lorsque le calcul est effectué, il faut déterminer & partir de quelle valeur du critére le biais de la
fenétre est significatif. Dans I’expérience menée au CGM, une fenétre dont le x? dépasse le seuil
de 45 est considérée comme exceptionnelle pour son biais compositionnel en dinucléotides.

Principauz résultats de la méthode du 2.
Les fenétres exceptionnelles dont le x? est supérieur & 45 sont appelées DOS-DNA et consti-
tuent 2% des fenétres des quatre chromosomes de levure. Suite & 'observation minutieuse de
- ces fenétres, on reléve trois faits marquants:

1. La plupart de ces fenétres contiennent de nombreuses répétitions de courts motifs tels
que GT, TA et CAT déja observés chez S. cerevisiae, mais aussi du motif CAG. Par
contre le tandem (CGG)™ n’apparait pas.

2. Les fenétres exceptionnelles sont espacées de maniere plutét reguliere par une distance
de 35+ 7 kpb ou un de ses multiples.

3. Le phénomeéne de présence de fenétres i fort y? est uniforme sur les 4 chro-
mosomes.

\? contre compression.

Quantitativement les résultats des deux méthodes different fortement: 2% des fenétres
sont repérées par le y? et presque 10% par la compression. Clairement, les deux méthodes
ne voient pas le méme phénomene. Certaines fenétres sont visibles avec la compression mais
indétectables par le x?: par exemple celle débutant en 66000 dans le chromosome 2 contient
deux zones RTA du motif C' AA pour un gain de 84 bits, mais le x% vaut 17.92 (voir figure 4.5).
A I'opposé, certains segments révélés par le y?, ont un biais d & une répétition en tandem d’un
long motif invisible pour nos algorithmes; par exemple le segment du chromosome 11 entre
les bases 647000-647500 (voir figure 4 exemple b dans [ODH95]). Pourtant cette conclusion
doit étre tempérée. En effet, d’une part de nombreuses fenétres sont doublement identifiées
par le x? et la compression. D’autre part, deux tiers des fenétres a fort x? contiennent des
répétitions alternées de deux motifs élémentaires. En outre, ’examen détaillé de fenétres a
trés fort x? révele la présence de RTA de motifs dont la longueur varie de 3 & plus de 100 pb.
Bien que I’approche du ¥? ne soit pas directement liée au concept de répétition en tandem,
elle en détectent de nombreuses car les RTA peuvent engendrer un biais compositionnel des
dinucléotides.

Par ailleurs, le phénoméne mesuré et identifié par le x? est lui aussi uniforme quel que
soit le chromosome testé et invisible sur des séquences pseudo-aléatoires (voir la figure 1

dans [ODH95]).

Différences méthodologiques.
Une certaine souplesse caractérise la méthode du x?, par un calcul général elle peut dlstmguer
des fenétres trés variées (parce que le biais peut étre di a des RTA ou étre dispersé sur plusieurs
dinucléotides). L’avantage de la compression réside dans son objectivité et dans sa capacité a
expliquer le phénoméne. Si le test du x* dépend fortement d’un seuil fixé arbitrairement, le
seul arbitraire des méthodes de compression est situé dans le choix du codage des zones RTA.
Il n’est pas totalement arbitraire pour les raisons suivantes:

~ Le codage est contraint: il doit décrire une zone RTA ; les informations qu’il inclut
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Fichier: ¢2.66000 Algo: 3 Motif: CAA NbOccur: 44 Gain: 84

0 1 2 3 4 Zone
01234567890123456789012345678901234567890123456789

0 AGTAATTCOTTGCAGTCTCACAKTGOGCCCTCOCACCAGTCGAACTACCA
50 CCCCCATTACAATCACATGAAATACAACAACACTGGTAGCTATTACTATT
100  ACAACAACAACAATAACAGCAGTGTAAACCCACATAACCAAGCTGGTCTA
150  CAATCCATTAACAGATCTATTCCATCGGCCCCGTACGGGGCTTACAACCA
200  GAACAGAGCTAATGACGTACCATATATGAATACCCAAAAGAAACACCACA
250  GATTTAGCGCTAACAATAATTTGAACCAGCAAAAATACAAGCAATATCCC

300  CAGTATACGTCCAATCCAATGGTTACTGCACATCTGAAGCAAACGTACCC

350 TCAACTGTACTACAATAGCAACGTCAATGCTCACAACAACAACAACAACA

................. 5
400 GCAACAACAACAACAACAACAACAACAACAGCAACAACAACAACAATCTT
.............................................. 9
450 TACAACCAGACGCAGTTCTCCACGAGGTACTTCAACTCGAACTCCTCTCC
Zone 1 : 101-113 : 4 repet, 0 erreurs, Gain : 6
Zone 2 : 383-446 : 21 repet, 2 erreurs, Gain : 89
Position Type d’Erreur Lettre Num Erreur
6 SUBS_3 G 15
16 SUBS_3 G 15

Fic. 4.5 - Compression du segment [66000-66500] du chromosome 2 pour les motifs de
longueur 3.
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doivent permettre une compression sans perte d’informations. Les items tels que la
position d’une zone et sa liste d’erreurs sont obligatoires et naturels.

— L’arbitraire est placé au niveau de I’hypothése faite sur le mécanisme de construction
des RTA. Tout code compressé d’un objet se comprend comme une suite d’instructions
pour la construction de cet objet (puisqu’on peut décompresser). Fixer le codage revient
a limiter les instructions utiles pour le mécanisme que I’on présuppose. Plus la compres-
sion est grande, meilleure est ’hypothese et meilleure est I’explication. On voit par la,
combien la capacité a expliquer le phénomene décelé est intrinséque a la compression.

Pratiquement ’explication de la compressibilité d’une fenétre, est la traduction en language
lisible du code de chaque zone RTA détectée. La figure 4.5 en est un exemple.

Conclusion.
Les deux approches x? et compression sont complémentaires : si 'intersection de leurs résul-
tats est loin d’étre nulle, elle n’est pas non plus totale. Elles constatent globalement deux
phénomenes ressemblants par leur uniformité. L’examen conjoint et la confrontation de leurs
résultats pointent sur des voies a suivre pour affiner la détection du DOS-DNA: il parait
maintenant opportun d’étendre les algorithmes de compression aux RTA de motifs plus longs
ou aux RTA a plusieurs motifs imbriqués.

4.3 Discussion des résultats biologiques.

Nous récapitulons ici les conclusions biologiques de ’analyse des résultats directement ob-
tenus des expérimentations. Cette discussion est surtout le fruit de M-O. Delorme, A. Hénaut
et E. Ollivier du CGM, avec qui nous entretenons une collaboration. La section précédente
montre les résultats des expériences d’identification de zones RTA dans les chromosomes de
levure. Ce travail a pour objectif d’améliorer la compréhension biologique de la présence de
RTA dans les séquences et de la structure de ’objet chromosome. Notre discussion se polarise
sur deux questions majeures qui surgissent a la lecture de ces résultats:

1. Comment fonctionnent les mécanismes moléculaires capables d’engendrer ou d’ampli-
fier une zone RTA? Plus précisément: quelle taille de motifs sont concernées, certains
motifs sont-ils préférentiellement choisis, les données confortent-elles les hypotheéses de
mécanismes avancés jusque 1a? Ces questions correspondent aux interrogations 1, 2 et
3 de la section 2.3.

2. La présence de RTA est-elle uniforme dans les chromosomes de levure ou varie-t-elle
avec le contenu du chromosome? En termes plus profonds, est-elle liée a la sémantique
génique du chromosome ou a sa structure propre?

Nous développons les éléments de réponse qui proviennent de I'analyse.

4.3.1 Mécanismes de génération des zones RTA.

Les cas des maladies génétiques humaines qui ont initié 'intérét pour le DOS-DNA et
les zones RTA en particulier, sont uniquement liées a I'amplification de triplets dans ou a
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proximité des genes. Nos résultats décrivent un phénomene bien plus large, dont les principales
caractéristiques sont :

1. de ne pas étre limité a4 ’homme, mais d’apparaitre aussi chez un des organismes eu-
caryotes les plus simples et les plus éloignés de 'homme en termes de parenté dans
Pévolution des espéces;

2. de s’appliquer, non seulement aux triplets, mais aussi & de nombreuses longueurs de
motifs: les mono-, di- et trinucléotides dans nos expériences et des motifs plus longs vus
avec les zones détectées par le test de x?;

3. de plutdt sélectionner les motifs amplifiés sans pour autant retrouver uniquement ceux
impliqués dans les maladies génétiques humaines.

Nous développons plus finement cette derniere propriété et une conséquence sur une
contrainte du mécanisme de génération par blocage de la réplication. Premierement la sursé-
lection des motifs A et T pour les mononucléotides est retrouvée dans les expériences sur les
chaines de Markov. Ceci laisse penser que la disproportion d’utilisation des bases en faveur
de A, T est a l'origine de ce biais.

[HHZ*94] étudie les RTA de trinucléotides chez I’homme. Les motifs sont groupés par
famille de 6, comprenant les 3 décalés d’un trinucléotide et leurs complémentaires. Dans nos
expériences, la famille de TGG n’apparait dans aucune fenétre, et celle de CAG est présente
dans 6 fenétres au total, alors qu’elles sont statistiquement sursélectionnées dans [HHZ94).
Il s’agit d’une différence notable de la présence de RTA chez ’'Homo sapiens et chez Saccha-
romyces cerevisiae. :

Invalidation de la contrainte d’auto-appariement du motif dans le mécanisme de
génération des RTA par blocage de la réplication.

Ce mécanisme est présenté dans la sous-section 2.2.2, on voit sur le schéma 2.5 que le brin
néosynthétisé doit adopter une structure en épingle a cheveux. Or ce brin contient la répétition
en tandem d’un seul motif de longueur 3, dans ’exemple il s’agit de CCG. Cela contraint a
n’amplifier que des motifs capables de s’auto-apparier avec eux-mémes au moins deux bases
sur trois (plus que deux est impossible pour les triplets). La mise en correspondance de CCG
en face de lui-méme ou en face de CG(C, dans la RTA, ne modifie en rien la contrainte. Nous
présentons ci-dessous le tableau des familles de motifs identifiées dans les zones RTA des
chromosomes. La notion de famille est expliquée au paragraphe précédent. Les familles des
motifs dégénérés AAA et CCC sont exclues puisque non recherchées par nos algorithmes. Une
ligne donne: un motif de la famille, le nombre de zones RTA dans lesquelles la famille a été
identifiée, le pourcentage par rapport au nombre total de zones, le pourcentage d’apparition
a toutes les positions du chromosome. Enfin, la derniére colonne indique le classement de la
famille par un calcul de x? qui teste I’hypothése que les motifs des zones ne sont pas choisis,
mais respecte la probabilité de leur apparition dans la séquence du chromosome.

On voit dans ce tableau que les familles de AAG et de ACC sont trés fortement sur-
représentées (classement 14 et 44) et totalisent & elles-seules plus de 50% des zones RTA.
Or les motifs de ces familles ne peuvent pas s’auto-apparier deux bases sur trois. De méme
les familles ACC et AGG sont sous-représentées. Il semble donc que le mécanisme de génese
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Famille | Nb Zones | % Zones | % chrom. | Classement
2
AAT 16 15 17 | 9-
AAG 24 23 15 | 4+
AAC 38 37 13 | 1+
ATG 15 15 13 | 8+
AGT 0 0 10 | 2-
AGC 6 6 8| 7-
ACG 1 1 6 | 6-
ACC 0 0 8 | 3-
AGG 2 2 8 | 5-
CGC 0 0 2 | 10-

TaB. 4.7 - Représentation des familles de triplets dans les zones RTA et dans les chromo-
somes.

des RTA soit indifférent a la contrainte d’auto-appariement. L’hypothese de I'emploi du mé-
canisme par blocage de la réplication et celle de son existence sont contredites, au moins chez
la levure.

4.3.2 Caractérisation de la structure d’un chromosome.

Aujourd’hui, on ne sait pas caractériser un chromosome, ni définir un modele de la struc-
ture d'un chromosome. Les chromosomes se distinguent entre eux principalement par leur
contenu en genes. Une propriété uniforme sur plusieurs chromosomes et qui ne dépend pas du
contenu génique, représente une caractéristique de 'objet chromosome. Elle fait partie d une
structure imposée a chaque chromosome.

La disponibilité récente des séquences a prohibé les expériences qui visent a caractériser
les chromosomes. Par exemple, le pourcentage de bases appartenant a un gene était évalué
globalement sans regarder précisément la séquence des chromosomes, il était ainsi évalué a
70% environ. Aujourd’hui, la détection de zones RTA et le calcul du pourcentage de séquence
codant pour un gene, exhibent apparement de telles propriétés uniformes sur les 4 chromo-
somes envisagés. Une conclusion plus définitive passe par un examen fin des résultats pour
savoir si la présence de zones RTA est réellement indépendante de la présence de genes.
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complexité de Kolmogorov.






Chapitre 1

Introduction

La théorie de la complexité de Kolmogorov considére que parmi toutes les représentations
d’un objet (représentations que I’'on appelle programmes), la longueur de la plus courte d’entre
elles, mesure la complexité informationnelle de cet objet.

Nous considérons qu’un objet peut toujours étre représenté sous la forme d’un texte!. Sur
les différentes représentations d’un objet, la théorie de la complexité de Kolmogorov, nous
apprend deux choses. Premiérement, pour un texte quelconque y de {0,1}*, la complexité de
Kolmogorov de y, notée K (y), nous donne la taille minimale des représentations de ce texte.
Mais cette fonction K qui a y associe K (y), n’est pas calculable, donc elle ne nous permet pas
effectivement de savoir de combien de bits une représentation que I'on utilise dépasse cette
taille minimale K (y). Deuxiémement, une faible proportion de textes sont compressibles, i.e.
ont une représentation plus courte qu’eux mémes.

Cependant dans la pratique, les objets que nous stockons sous une forme codée dans les
mémoires d’ordinateurs sont souvent compressibles. On peut méme les regrouper en classes:
textes en langage naturel, programmes, images, fichiers comptables, etc, pour lesquelles des
méthodes adaptées obtiennent de bons taux de compression en tirant profit des régularités
ou de la structure commune aux objets de la classe (cf. [BCW90, Sto88]).

Un concepteur de codage travaille entre ces deux cas extrémes. En construisant un codage
pour une classe d’objets, il est dans l'incapacité de prouver que son codage est optimal,
sinon en le justifiant par des arguments de bon sens. Il ne peut répondre a la question: la
représentation utilisée est-elle optimale? D’autre part, il essaye de coder des objets qui lui
semblent compressibles, parce qu’il s’agit d’une classe particuliere d’objets ayant une structure
commune. Comment savoir si dans les codes employés, ne se cachent pas des redondances
exploitables par un algorithme de compression. Apporter les moyens formels pour répondre
a ces questions est un des objectifs de ce travail.

Examinons le concept de complexité de Kolmogorov. Elle est une limite de la taille des
représentations possibles d’un objet. Cependant, la notion de représentation optimale n’a pas
de sens général, car la complexité de Kolmogorov dépend de la machine de Turing universelle
fixée, avec laquelle elle est calculée. Pour tout objet, on peut définir une machine de Turing
universelle qui associe a cet objet le programme minimal de longueur nulle, alors qu’une
autre machine de Turing universelle lui associe un programme minimal de longueur 100 par
exemple.

1. Par conséquent, nous employons indifféremment ces deux termes. Chaine et chaine de caractéres sont
aussi des synonymes de texte.

125
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Lorsque 'on change de machine de Turing universelle de référence, la mesure de la com-
plexité de Kolmogorov ne varie au plus que d’une constante: la complexité de Kolmogorov
est robuste mais pas unique. Pour un objet particulier et une machine de Turing universelle
U fixée, elle ne peut servir de limite générale de représentation, mais elle indique une borne
de compression relativement a U. Elle ne permet donc pas de répondre a la question
de 'optimalité d’une représentation pour un texte fixé pris isolément. En outre, la
non-calculabilité de la complexité de Kolmogorov empéche d’utiliser cette borne. Il est facile
de majorer la complexité de Kolmogorov d’une suite, mais tres difficile, voire impossible de
la calculer exactement, sauf pour un nombre fini de suites de caracteéres. Cependant, il existe
un lien naturel entre la complexité de Kolmogorov et la compression, lien théorique mais non
utilisable en pratique.

Puisqu’on ne peut généralement pas savoir quel est la plus petite représentation pour un
texte donné, il est intéressant de définir une notion d’optimalité pour une famille de textes, qui
soit moins contraignante et utilisable effectivement : c’est 'objet de ce travail. Il est basé sur
I'idée suivante. La structure d’un texte nous dicte souvent une représentation intuitivement
optimale. Prenons en exemple un texte constitué par un nombre entier de concaténations d’un
facteur.

Exemple sur {a, b} : (abaab)® = abaababaababaab
Une représentation intuitivement appropriée pour ce mot d’une structure spéciale, est donnée
par le facteur suivi de son nombre de répétitions:

abaab; 3
En effet, il est naturel de penser que pour les mots de la forme 2™, il n’existe pas en géné-
ral, de forme plus courte que d’indiquer le facteur constitutif et le nombre de fois ou il est
répété. Cette représentation est valable pour tout mot adoptant cette forme avec un facteur
quelconque et un nombre de répétitions quelconque. Dans une famille de textes présentant
cette structure, nous savons que la plupart des facteurs constitutifs sont sans particularités
(quelconques), puisque ce sont des textes de {0,1}* et que la théorie de la complexité de
Kolmogorov affirme qu’ils sont en général incompressibles. Il en va de méme pour la donnée:
nombre de répétitions du facteur qui est codable par un texte sur {0,1}. Donc la plupart
de ces textes sont optimalement représentés sous la forme (z, m) i.e. facteur et nombre de
répétitions. Ceci permet d’affirmer que cette forme de représentation est optimale en moyenne
pour une famille de textes de cette structure. Nous proposons une formalisation de cette idée
intuitive.

Ce formalisme permet de montrer I'optimalité en moyenne d’une représentation, comme
dans le cas précédent, mais aussi la non-optimalité en moyenne. Par exemple, pour la famille
des mots de la forme;

(yy)™
ol ¥ est le symétrique de y (sur ’alphabet {a, b}, a est le symétrique de b et inversement);
la représentation préconisée pour le premier exemple n’est plus optimale. L’optimalité est
perdue puisque par hypothése, tous les textes de cette famille ont un facteur constitutif formé
d'un sous-mot et de son symétrique, un facteur qui est donc régulier et pas incompressible
comme la moyenne des textes. On pourra utiliser la représentation:

y;m aulieu de yy;m
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Comparaison avec les autres approches.

Plusieurs essais pour cerner le concept de représentation optimale ont déja été tentés. Les
notions proposées sont toujours des notions d’optimalité relative & une hypothése?.

a)

Théorie probabiliste de 'information [CT91, Huf52, Sha48].

On suppose que les lettres des messages respectent une loi de probabilité fixée (par
exemple, probabilité de «0»: % et probabilité de «1» %) Il est prouvé qu’on ne peut
compresser mieux que d’un taux lié & ’entropie de la mesure de probabilité. Cette
approche est évidemment tres restrictive car aucune régularité autre que statistique n’est
exploitée. En compression de textes, les algorithmes les plus utilisés aujourd’hui ne se
satisfont pas de ’exploitation des régularités statistiques (voir [BCW90, CR94, Sto88]).

Théorie algorithmique de I'information [Cal94, CT91, Del94, LV93, Wat92].

Mis a part le choix de la machine de Turing universelle, ['approche est parfaitement
générale. Comme précisé plus haut, elle est irréaliste a cause de la non-calculabilité de

K.
Approche de Goldberg et Sipser [GS91].

On suppose que les mots & compresser appartiennent a un langage particulier. Une
notion d’optimalité (voir la section 2.6) s’impose alors, mais elle est de peu d’intérét car
les algorithmes de compression par rangement et numérotation sont optimaux mais tres
contraignants et de grande complexité ([GS91] montre que Ialgorithme est de complexité
#P en temps).

Approche de représentation optimale en moyenne,

Notre approche ne se réduit a aucune des trois précédentes et propose de compresser
relativement a une hypotheése structurale sur les mots. L’idée avancée est que ’ori-
gine d’un texte permet souvent de savoir qu’il a une certaine structure algébrique bien
précise. Un texte de chanson par exemple, est souvent constitué d’une suite de couplet-
refrain répété n fois. m est a priori indéterminé, éventuellement égal a 1 et donc tout
texte peut étre un texte de chanson: une hypothése structurale n’est donc pas équiva-
lente a une hypothese d’appartenance a un langage. Notre théorie ne se ramene donc
pas a celle de Goldberg et Sipser, elle généralise d’une certaine fagon leur approche. La
notion de forme que nous introduisons permet d’exprimer de telles hypotheses struc-
turales et conduit naturellement a une définition de représentation optimale que nous
détaillons ci-apres. Cette approche qui se fonde sur la complexité de Kolmogorov n’en a
pas les inconvénients concernant la non-calculabilité : peut-étre peut-on la voir comme
la version praticable de la théorie algorithmique de 'information?

2. L’objet sur lequel porte I’hypothése est mis en gras pour chaque approche.
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Chapitre 2

Définitions et résultats de bases.

Nous présentons tout d’abord, quelques notations, puis la définition de forme. Ensuite,
le concept central d’optimalité est minutieusement introduit avant d’aboutir a la définition.
Nous exhibons plusieurs versions équivalentes de notre définition d’optimalité originale, qui lui
conferent une certaine robustesse. Enfin un théoréme central, prouve que la contrainte d’utili-
sation exclusive de programmes auto-délimités n’affecte pas notre théorie de la représentation
optimale. Elle est ainsi rendue compatible avec deux versions importantes de la théorie de la
complexité algorithmique de l'information : I’'une exigeant des programmes auto-délimités et
I’autre non. Puis nous introduisons deux lemmes qui donnent des conditions suffisantes pour
I'optimalité et la non-optimalité et permettent de simplifier des preuves ultérieures. Enfin, la
derniere section établit que I’injectivité d’une forme entraine son optimalité. Nous comparons
alors les définitions de fonction de compression optimale de [GS91] avec notre définition de
forme optimale.

2.1 Notations préliminaires et notion de forme.
Cette section introduit le concept de forme, qui formalise une représentation possible pour
des objets. A cette notion s’applique la propriété d’optimalité définie par la suite.

Notation 6 L’alphabet de référence est {0,1} et nous notons {0,1}" ’ensemble de toutes
les chaines finies sur {0,1}. Soit E un sous-ensemble de {0,1}*, E<™ (respectivement E<7,
E™) correspond a l'ensemble de tous les textes de E de taille inférieure a n (resp. inférieure
ou égale a n, resp. égale a n).

Notation 7 Soient:

- E un ensemble de cardinal fini

— f une fonction de £ dans R (I’ensemble des nombres réels)

on note:
t
Moy f(t) — ZtGEf( )
tcE Card(E)
Notation 8 Nous utilisons les symboles d’ordre de grandeur o et O avec les significations
suivantes. Soient f et g des fonctions réelles. La notation f(z) = o(z) signifie que:

lim fle)

=00

=0
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et f(z) = O(g(z)) veut dire qu'il existe deux constantes positives ¢, z¢ telles que:
Vo > zo 1 |f(z)] < clg(e)]

Définition 18 Soit Types = {N,{0,1}*}. Une forme f est une application de T sur {0,1}"
telle que:
F:T = {01}
t = f(t)

ou T est un produit d’éléments de Types. Si on pose T = A; X --- X Aj ou pour tout ¢, A;
est un élément de Types on a: '

fiA X XA — {0,1}"
by ootk = f(t, e t)

Une forme définit une représentation possible d’un texte par un k-uplet d’objets res-
pectivement de type Aj,...A. Elle indique la fonction qui & partir de ce k-uplet d’objets
retrouve le texte original, i.e. la suite des caractéres qui le composent, que nous appelons sa
représentation naturelle.

Exemple: la forme suivante

Fr {01} x N — {0,1}

(z,m) — ™

donne un codage possible pour les mots de {0, 1}* qui sont fait de la répétition d’un facteur
un nombre entier de fois. Cette représentation contient deux objets: le facteur (un texte sur
{0,1}*) et le nombre fois ol il est répété (un entier).

En d’autres termes, une forme donne un codage possible pour un ensemble de textes et

le décodeur approprié. T donne le type de chaque objet de la représentation: t; de type
Ay, -+, t; de type A;,--- t; de type Aj. Contrairement a [GS91], il peut y avoir plusieurs
codages possibles pour un méme texte.
Remarque : pour 'instant, nous n’exigeons pas que le décodeur soit une fonction calculable.
Lorsque f est calculable, on dit que la forme est calculable. Il existe une procédure uniforme
pour concevoir un algorithme de compression «brute-force», mais en pratique pour les cas
étudiés ci-apres, nous pouvons toujours trouver un algorithme de compression polynomial.

Notation 8 Si y est un objet et U une machine de Turing universelle de référence, nous no-
tons Ky (y) la complexité de Kolmogorov de y, i.e. la taille du plus petit programme capable
d’engendrer y sur U. Etant donnée la robustesse de la complexité de Kolmogorov, nous sup-
posons une machine de Turing universelle fixée et nous notons simplement K (y) la complexité
de Kolmogorov de y. Nous utilisons aussi la complexité de Kolmogorov a programmes auto-
délimités de y et la notons H (y). La complexité de Kolmogorov dite auto-délimitée prend en
compte dans la complexité de y l'auto-délimitation des programmes capables d’engendrer y.
On sait que les mesures de complexité par H et K ne different que d’un terme additif en
O(log(]y])). Pour plus de détail, nous renvoyons le lecteur a [LV93].

Un programme auto-délimité signifie que la lecture de ce programime indique ou il se
termine. La différence provient de la maniére dont sont écrits les programmes sur le ruban de
la machine de Turing universelle : avec ’alphabet {0, 1, blanc} ol le blanc sert de délimiteur
sur une machine a programmes non-auto-délimités, ou bien avec Ialphabet {0,1} sur une
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machine a programmes auto-délimités. Sur les premieres, le ruban débute par le programme
qui est suivi par des blancs, on sait donc ot il se termine. Tandis que sur les deuxiémes, le
programme code sa propre longueur de facon a ce qu’on trouve sa fin sur un ruban qui ne
contient que des caractéres 0 et 1.

Par ailleurs, nous utilisons une forme de la complexité a plusieurs variables que nous
notons: K (zy,---, z,,). Elle correspond a la longueur du plus petit programme capable d'im-
primer zp, puis zo, ..., jusqu'a z,, et un code de séparation permettant de les distinguer les
uns des autres. Remarquons que ce plus petit programme est forcément plus long que le plus
petit programme qui engendre simplement la concaténation de tous les z;,i.e. K(zy.---.2pn,).

Fait 1 En outre, nous savons d’apres [LV90, LV93] que:

K(zy,--yzm) < K(z1)+ -+ K(zm)+0 (log (Z K(:vﬂ))
=1
Nous utilisons la formule suivante plusieurs fois dans notre travail.
Fait 2

n
Vn,EN:Zi*Qi:(n—l)*Q”H—}-Q
1=0

Preuve Soit n € N.

n .
Zi*?
=0

I
(3
~.
*
™~
|
oy

- (5]
L -z r=2

_ -<—(n+1) xz™x (1—2)+ (1 —x"*’l))]
L (1-_$)2 =2

_ 2P —(n+D*xa"+nxa"t +1

- L (1—1’)2 r=2
= 2" (ny1)x27t 42

= (n—l)*2”+1+2

2.2 Définition de 'optimalité d’une forme.

La définition centrale de ce travail concerne I'optimalité d’une forme, optimalité du point
de vue de la taille de la représentation en nombre de bits. Notons y un texte sur {0,1}".
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2.2.1 Justification et définition.

Intuitivement, une représentation est une liste d’informations (t;,...,t;) qui permet de
retrouver y. Elle sous-entend la notion d’algorithme de reconstruction de y a partir de cette
liste d’informations. Remarquons qu’il existe plusieurs représentations possibles pour un texte
y, et qu’elles peuvent étre plus ou moins longues que sa représentation naturelle. Pour le
mot abaababaab et la forme précédemment vue en exemple, (abaababaab,1) indique que le
mot abaababaab est constitué d’une fois le facteur abaababaad, tandis que (abaab, 2) indique
qu’il se décompose en deux fois le mot abaab. Les deux représentations sont possibles avec
cette forme, mais (abaababaab, 1) est plus longue que la représentation naturelle, tandis que
(abaab, 2) est plus courte.

Parmi toutes les listes d’informations qui représentent y, certaines contiennent juste les
informations nécessaires & la construction de y, tandis que d’autres incluent des informations
superflues puisqu’elles sont plus longues que les premieres. Par définition de la complexité de
Kolmogorov, les meilleures représentations de y, du point de vue de la quantité d’information,
sont celles de longueur K (y).

La fonction qui & y associe K (y) n’est pas récursive, donc d’un point de vue pratique,
on ne peut que tres rarement savoir si un texte donné y est compressé au maximum. Prise
directement, la complexité de Kolmogorov ne permet pas de parler de représentation optimale
et ne rend donc pas compte de notre intuition qu’il existe des représentations optimales. Une
autre raison rend impossible I'utilisation directe de la complexité de Kolmogorov pour parler
de représentation optimale d'un texte y. Elle est qu’une machine universelle de référence
bien choisie, peut associer a un texte donné y long, un plus petit programme tres court (et
donc permettre une représentation tres courte de ce texte particulier). Ceci nous conduit a
n’envisager le concept de représentation optimale que pour une famille de textes. Notre idée
est qu’en associant une hypothese structurelle aux textes que nous cherchons a représenter et
en ne visant qu’une optimalité en moyenne, il devient possible d’utiliser de maniere effective la
notion d’optimalité d’une représentation. On peut alors exprimer ’intuition que par exemple,
les textes de la forme z™ sont représentés au mieux en moyenne par les données x, m.

Si f est une forme, la représentation de f(t) par t est optimale, si elle contient la méme
quantité d'information que f(t), i.e. si:

ltl = K(f(1)

En exigeant que cette optimalité soit vraie en moyenne pour t € E (ou E est un ensemble
quelconque), nous obtenons que cette représentation est optimale en moyenne pour E ssi:

Moy |t| = Moy K(f(t))
teE teE

Lorsque E est fini, la non-calculabilité de K interdit de prouver une telle égalité. Nous ne
nous intéressons donc qu’aux cas ou F est infini. Lorsque E est infini, la version asymptotique
la plus naturelle de cette égalité est (d’autres versions sont envisagées ci-apres) :

Moy, K(f(t))
M0y|t]=n |t|

1

puisque la moyenne de taille de ¢ sur ’ensemble {¢ : [t| = n} est égale & n, ceci est équivalent
a:

Moy K(f(t)) = mn+o(n)

jtl=n
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D’ou notre définition :
Définition 19 Une forme f: T — {0,1}" est K-optimale ssi:

Moy K(f(t)) = n+ o(n) (2.1)

[t}=n

i.e.si:
Moy K(£()) -
lim =0
n—00 n
De méme, f est H-optimale ssi:
Moy H(f(t)) =n+ o(n) (2.2)

[t]::n

2.2.2 Une deuxiéme version naturelle de ’optimalité.

La définition d’optimalité conserve le méme sens si la moyenne est faite sur 'ensemble {t :
|t| < n}i.esur un «anneau» de représentations plutét que sur un «disque» de représentations.
Les deux versions de la définition semblent aussi naturelles 'une que ’autre. Nous montrons
ici qu’elles coincident.

Propriété 19 f est K-optimale est équivalent &:

Moy K (J (1) =+ o(n) (2.3)

Preuve Nous devons démontrer que la définition implique 1’équation 2.3, puis que cette
équation implique I'équation 2.1. '

Démonstration de =.
Nous supposons que:

Moy K (f(t)) = n+ o(n)

tl=n

et nous montrons que:

Moy K((1)) = n+ o0

Soit @ > 0. Posons:

[n = Moyjy=r K (f(t))]
n

g(n) =
On sait que lim, 4 g(n) = 0. Par hypothese il existe ng > 0 tel que:

Vn>n0|n—Moy,t.n=nK<f<t>)| <8
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Quel que soit n > ng nous avons:

Moyyen K(f(1) Lo [27 Moyem K (())]
n B n(2nt+l — 1)
m=0 [2" (m + g(m))]
n(27+1 — 1)
_ IR+ gm)] | e 27 (m + g(m)]
n(2nt!l — 1) n(2ntl — 1)
Soit ny > ng tel que:
no—1 2M(m+4g(m &
Vn > n Zm:z([th{-(l_l‘)g( ))] < 3
On a:
i 27lg(m)]  _ _lg(m)[2 lg(n- D" L lg(no)2"
o= n(2741 - 1) n(27H — 1) n(2n 1 = 1) n(27H — 1)
” a + la + + 1 «a
6 26 2n=no0 G
s 2
3
eL:
B M2 (n— 1)2F = (mg — 1)2ne!
71(2”“ = 1) - n’(2n+1 _ 1)
_ 1 o (mo -1t
o l- s n(2n+l — 1)
= 1-b(n)

ou lim,_ . b(n) = 0. Donc il existe ny > 0 tel que:

a
Vn > ng: |b(n)] < 3
Soit n > max(ng, ny,n3y), nous avons alors:

Moy <, K(f(t))
n

—

Moy K (f(2) = 7
n

+

Qw| e
w|a
w| e

De ceci découle 1’équation 2.3.

Démonstration de <.
Nous supposons que :

Moy K(f(t)) = n+o(n)
t|<n
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et nous montrons que:

Moy K (f(t)) = n+o(n)

|t|='n

Quel que soit n > ng nous avons:

S [27 Moyjyem K (£(2))]

{‘t{gg K(f(t)) = ST ]
2" Moysj=n K (f(t)) "o [2’“ Moy )= K(f (t))]
- 2t — 1 t 2r il — 1
2" Moy)y=r, K(f(2)) N (2" — 1) Moyjyjcn—y K(f(?))
ontl _ ] ot _ 1
et donc que:
i (2" = 1) Moypj<n—1 K(f(1)) 2" Moyy=, K (£(1))
Moy K(£(t)) - T = oy
finalement :
Moy E(f(1)) = Tt [Moy KUw) - Z= oy K(f(t))]
lt|=n 2" Ltign 2 =1 jyjen
= @+ an)) [n+gln) = (5 + bn))n = L+ gn - 1)]
= n+o(n)
ou lim, o a(n) =0 et lim,— 8(n) = 0. ' O

2.3 Incompressibilité des textes sans hypothese de forme.

Le résultat suivant exprime en termes d’optimalité, un résultat de base de la théorie de la
complexité de Kolmogorov. Lorsqu’on ne connait rien d’un texte, qu’aucune hypotheése n’est
fournie sur sa structure, sa plus courte représentation en moyenne est le texte lui-méme. En
d’autres termes, la plupart des textes sont incompressibles. Cette section est dédiée a plusieurs
versions de ce résultat, qui permettent une troisieme définition de I’optimalité. Nous montrons
cette optimalité pour K (et de la méme maniere pour H) sur un anneau et un disque de
représentations, avec la complexité K a une variable et a plusieurs variables.

2.3.1 Incompressibilité pour la complexité A" a une variable.

Propriété 20
Moy K(t)=n+ 0O(1)
[tI<n

Preuve Nous savons qu’ilvexiste ¢ > 0 tel que:

Ve {0,1}: K(t) < Jt|+ec
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ou ¢ est une constante qui ne dépend que de la machine de Turing universelle choisie comme
référence, est un résultat fondamental de la théorie de la complexité de Kolmogorov. On le
démontre en considérant M la machine de Turing qui imprime son argument. Une machine de
Turing universelle peut simuler M en ayant comme programme le numéro de M auto-délimité
suivi de son argument t : 0"(M)1¢. Ce programme est de taille : n(M) + |t| et ne dépasse t que
d’une constante, puisque la numérotation des machines de Turing est fixée. En moyennant
la complexité de Kolmogorov des chaines de ’ensemble E = {t : |t| < n}, nous sommes siirs
que:

Moy K(t) <n+c v (2.4)

[t|<n
Soit n un entier. Fixons nous une machine de Turing universelle U et notons E I'ensemble des
chaines de longueur inférieure ou égale a n. La machine de Turing de référence étant fixée,
pour tout texte ¢ de E, K (t) est fixé. Nous devons minorer:

Z|t|_<_n K (t)
Card(E)
Au mieux, parmi tous ces programmes minimaux, un est de longueur zéro, deux sont de
longueur un, et ainsi de suite jusqu’a n, oll les 2™ programmes minimaux sont au mieux tous

de longueur n, i.e. au mieux, ce sont toutes les chaines sur {0,1} de longueur n. Ce qui se
traduit par I'inégalité suivante:

< K) 2 Yigix 2
d’apres le fait 2 on obtient:

2pti<n K (8 S (n—1) %271 42
Card(E) ~ VA
= n—-1427"

Ainsi, grace a cette derniere inégalité et a 'inégalité 2.4, nous avons:

Moy K (t) = n+ O(1)
jtl<n

Propriété 21
Moy K(t) =n+0O(1)

|t|=n

Preuve Méme preuve que la propriété précédente.

2.3.2 Incompressibilité pour la complexité A" a plusieurs variables.

Nous généralisons cette propriété a la forme de K a plusieurs variables.

Propriété 22
Moy K(zy1, -+ 2m) = n+ O(log(n))
|21+ +lem|<n
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Preuve Nous allons démontrer qu’il existe ¢ > 0 tel que:
Moy  K(o1,+,2m) = n| < clog(n)
lZ1]+:+lem|<n

en prouvant les deux inégalités suivantes:
- il existe ¢; > 0 tel que:

Moy K(zy,-y2m) < n+cilog(n) (2.5)
lz1]+++zm|<n

- il existe ¢3 > 0 tel que:

Moy K(z1, --,2m) + c2log(n) > n (2.6)
21|+ +lzm[<n

Preuve de l'inégalité 2.5.
Nous savons, suite a la remarque faite apres la définition de K(zq,---,z,), que:

1{(171, ©e "wm) < I(((If]) +-o I{(zm) + O(lOg(Z I{(xig))

et donc qu’il existe ¢ > 0 tel que:

K(zy, - ,2m) < ZK(zi) + clog (Z K(mﬂ)

Si|zy|+ -+ |zm| < n, d’apres la propriété 20 on a:

Moy  (D_K(zi))=n+0(1)
ler |4 tlem|<n T

donc en calculant la moyenne, on peut trouver un ¢; > 0 tel que:

Moy K(z1, - zm) < n+ clog(n)
lz1 |+ +lem|<n

Preuve de l'inégalité 2.6.
Comme précisé dans la définition: K(zy, -, 2,) est supérieur a >, K(z;) et grace a la
propriété 20, nous savons que:

Moy (Z K(z;)) =n+0(1)
[z1l+FHem|<n 5

Nous en déduisons qu’il existe co > 0 tel que:

Moy K(zy, -, 2m) + colog(n) > n
|21+ |zm|<n

Propriété 23

Moy K(zy,- +,2m) =n+ O(log(n))
1|+ +lem|=n

Preuve Méme preuve que pour la propriété précédente.
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2.3.3 Une formulation équivalente de ’optimalité.

Nous savons donc que la moyenne des tailles des représentations sur I’ensemble des repré-
sentations {t : |t| = n} est égale la moyenne de leur complexité de Kolmogorov sur ce méme
ensemble, nous formulons deux versions équivalentes de K-optimalité. Les mémes équivalences
sont valables avec la version auto-délimitée de la complexité, H.

Théoréme 2 f est K-optimale ssi:

Moy K(f(t)) = Moy K (t) + o(n)

[t|=n [t|=n

ou ssi:
Moy K (f(t)) = Moy K (t) + o(n)
[t|<n [t|<n
Preuve A partir des propriétés 20 et 22. O

2.4 Compatibilité avec la théorie de la complexité a programmes
auto-délimités.

La théorie de la complexité algorithmique de l'information avec K est naturelle, alors
que la théorie avec H est plus complexe mais aussi plus harmonieuse. Cette derniere permet
de définir la mesure de probabilité de Levin (cf. [LV93]). Les deux théories coexistent et
évoluent en parallele car elles ont toutes les deux leur importance et leur utilité. Pour que
notre théorie de la représentation optimale puisse s’accorder avec ces deux cadres de pensée,
nous prouvons que les définitions de K-optimalité et H-optimalité sont équivalentes. Pour
- cela, nous introduisons un lemme.

Lemme 2

Moy H(t) = Moy K (t)+ O(log(n))

|t|=n [t|=n

Preuve Nous savons que:
Vt: H(t) > K(t)+c¢

et que:
H(t) = K(t)+O(log(|t]))
Soient n un entier. Nous savons qu'il existe un réel ¢ tel que pour tout ¢ de taille n:

H(t) < K(t)+ clog(|t])
= Moyy=n H(t) < Moy =, K(t) + c Moy -, log(t])
= Moy=, K(t) + clog(n)
Moy =, K () + O(log(n))

= Moy, -, H(t)

Théoréme 3 Soit f une forme, f est K-optimale ssi elle est H-optimale.
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Preuve Nous savons que:

Moy H(t) = Moy K(t) + O(log(n))

lt|=n ft|=n
et donc a fortiori:

Moy H(t) = Moy K(t)+ o(n)

lt]=n lt|=n
Donc si:
Moy K (S (1) = n-+oln)
on a:
ﬁ/{fy H(f(t)) = n+o(n)
et réciproquement. 0

Remarque : Sachant que les deux définitions sont équivalentes, nous dirons d’une suite
K-optimale ou H-optimale, qu’elle est optimale en moyenne ou plus simplement optimale.

2.5 Deux lemmes utiles.

Nous donnons maintenant deux lemmes qui simplifient les preuves d’optimalité et de non-
optimalité. Le premier stipule que la moyenne des complexités des f(t) est inférieure ou égale
a n plus un terme en O(log(n)), si f est calculable. En effet, si la forme est calculable, on
peut trouver un programme qui quel que soit ¢ calcule f(t) a partir de ¢t. Donc la complexité
de f(t) est inférieure ou égale a celle de ¢ plus un terme en O(log(|t|)), 'inégalité qui se vérifie
aussi sur la moyenne.

Lemme 3 Soit f : T —> {0,1}* une forme calculable, alors les deux inéquations suivantes
sont vrales:

Moy K(f(t)) < n+O(log(n))

|tj=n

Moy H(f(t)) < n+ O(log(n))

|t}=n

" Preuve Soit U une machine universelle. Si f est calculable, nous savons grace a la these de
Church qu’il existe un programme uniforme, capable de simuler sur U la machine qui calcule f
en lui fournissant la donnée ¢. Ce programme inclut au mieux, un des plus petits programmes
auto-délimités de ¢, qui lui permet de produire ¢. Le reste du programme est de taille constante
et cette constante varie selon la machine universelle choisie U (en effet, le programme écrit
en langage C n’aura pas la méme taille qu’écrit en langage Pascal).
Nous avons donc:
H(f(t)) < H({t)+c
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donc pour tout n € N, grace au lemme 2:

Moy H(f(£)) < n+ O(log(n))

jt|l=n

Comme pour tout ¢, la complexité non-auto-délimitée K(t) ne differe de la complexité
auto-délimitée H (¢) que d’un terme en log(|t|), on a aussi:

Moy K(f(t)) < n+ O(log(n))
lt|l=n
Si T est un produit d’ensemble de Types, alors le programme ne fournit pas ¢t seul, mais ¢,
puis t9, jusqu’a tx, et doit donc les auto-délimiter. Cela coite au plus un terme en O(log(n)).
0
Le deuxieme lemme donne une condition suffisante pour qu’une forme soit non-optimale.

Lemme 4 Si

alors f est non-optimale.

Preuve D’apres le théoréeme d’invariance, on sait qu’il existe ¢ > 0 tel quel que soit ¢:

K(f@)) < |f@)[+c

donc:

Moy K(f(t) < Moy|f(t)]+c

[t{=n lt|=n

dont on déduit que:

n - Moy K (f(1))

[t|l=n

> |n - Moy|f(t)|

lt|l=n

Avec I'hypotheése on en déduit que:

n — Moy K (f(t))

ltl=n

£ o(n)

On utilise la propriété suivante: si f > g > 0 et g(n) # o(n) alors f # o(n). 0

2.6 Injectivité et optimalité.

Le résultat principal de cette section démontre qu’une forme injective est obligatoirement
optimale en moyenne. Informellement, 'injectivité se traduit par ’association d’un code et
d’un seul a chaque mot du langage. On ne peut faire moins qu’associer un code a chaque mot,
si I'on désire compresser potentiellement n’importe quel mot de ce langage. Si l’on associe plus
d’un code & un mot du langage, on gaspille la ressource des codes disponibles. La forme qui
au couple (z,m) composé d’un texte z et d’un entier m, associe le mot z™ se comporte ainsi,
pourtant elle est optimale en moyenne (cf. la propriété 28). Un codage peut donc se permettre
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un certain gaspillage des codes, tout en restant une bonne représentation en moyenne vis a
vis d’une certaine hypothése de structurale. La propriété liant 'injectivité a I'optimalité en
moyenne, met en valeur cette marge de manceuvre dans la conception d’un codage.

Apres la preuve de ce résultat, nous rappelons les définitions de fonction de compression
et d’optimalité de compression données dans [GS91]. Nous étudions aussi optimalité de la
compression par rangement et numérotation, dit «ranking» en anglais.

Théoréme 4 Soit f une forme. Si f est injective et calculable alors f est optimale en
moyenne.

Ici, nous examinons le cas d’une forme f : T — {0,1}* ot T est un type simple (i.e. pas
de la forme Ty x - -+ x T}), pour des raisons de clarté. Le théoréme reste valide dans le cas
général.

Preuve Soit f une forme calculable et injective. Montrons que :
Moy K (f(t)) = n+ O(1)

|tl=n

Pour cela, nous prouvons les deux inégalités suivantes, i.e. il existe ¢ > 0 et ¢/ > 0 tels que:

Moy K(f(t)) <n+c (2.7)
Moy K(7(0) + ¢ 2 2.8)
t|l=n

Preuve de 'inégalité 2.7.
De la calculabilité de f et du lemme 3 découle 'inégalité 2.7.

Preuve de 'inégalité 2.8.
Soit n un entier. Comme f est injective, nous avons:

Card {f(t) : |t| =n} = Card {t : |t| = n} =2"

La machine de Turing universelle de référence étant fixée, les plus petits programmes au sens
de Kolmogorov des 2™ f(t) sont au mieux les 2" plus courtes chaines de {0,1}". Donc:

n—1
o K(fm) 2>
It|=n i=0
d’oti :
i Lpt=n K(F (1))
Moy K(f(t)) = HT
[ti=n
s Zigg i
2 o
_ (n—2)2"42
=
= n—-2+4+27"
On peut donc trouver ¢’ pour que 'inégalité 2.8 soit vérifiée. : O

Définition 20 D’apres [GS91], une fonction de compression d’un langage L, est une bijection
sur L, qui a un mot z de longueur n, associe un code f(z) de taille inférieure a n, excepté
pour un nombre fini de mots.
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Définition 21 De plus, on dit que f compresse L de maniére optimale ssi pour tout x
appartenant & L de longueur n:

o)l < [log (Z cardw))]

=0

Trois différences séparent une forme d’une fonction de compression. Tout d’abord, une
fonction de compression dépend d’un langage. A chaque mot de ce langage, elle associe un
code. Tandis qu’une forme est une fonction de décompression, a partir d’un code elle recons-
truit le mot encodé a l'origine; elle n’est pas relative a un langage, mais elle est basée sur
une hypothése de structure. En outre, une fonction de compression est bijective alors qu’une
forme n’est que surjective,

La compression par rangement et numérotation ou ranking est une méthode de compres-
sion utilisable quel que soit le langage a compresser. Soit L un langage. En effet, r; (pour
ranking sur L) est une fonction de compression qui a un mot z quelconque, associe le nombre
de mots qui dans L sont:

- soit de taille inférieure & |z|
— soit de taille égale et de rang inférieur ou égal selon l'ordre lexicographique.
Ranking s’adapte a tous les langages et est optimal au sens de [GS91].

Fait 3 Quel que soit le langage L, rj, compresse L de maniere optimale.

Quel que soit le langage sur lequel il est appliqué, ranking est bijectif sur ce langage, mais
il est dépendant de celui-ci. Sur {0,1}", r n’est plus injectif. Donc sa fonction inverse ne
~ peut étre une forme puisqu’elle n’est pas surjective sur {0,1}".

Fait 4 Sionrestreint 'ensemble de départ a L, er est injective et donc optimale en moyenne.

Preuve Résulte du théoréme 4. a



Chapitre 3

Exemples de formes optimales et
non optimales.

Dans ce chapitre, nous démontrons ’applicabilité de la théorie de la représentation op-
timale en montrant Poptimalité ou la non-optimalité pour certaines formes de bases. Les
hypotheéses de structure qu’elles introduisent forment un ensemble d’opérations naturelles sur
des textes ou sur des k-uplets d’objets. Ces opérations sont : la concaténation, la sélection, les
opérations logiques, la mise & la puissance et la suppression de digits. La derniere opération
fait 'objet d’une attention particuliere parce qu’elle traduit le gaspillage des codes possibles
dans un codage.

3.1 Formes «concaténation», «<sélection», «<opérations logiques».

Tout d’abord, nous examinons une forme qui pour coder un texte z, garde un couple
quelconque de sous-mots (z,y) tels que la concaténation de z et de y donne z.

Propriété 24 Soit
fi: {0,1}" x {0,1}* — {0,1}"
(z,y) — a2y

f1 est une forme optimale.

Preuve Nous démontrons que:

Moy K(zy)=n+ O(log(n))

lz|+]yl=n

Pour cela, nous prouvons les deux inégalités suivantes, i.e. il existe ¢ > 0 et ¢/ > 0 tels que:

Moy K(zy) < n+ clog(n) (3.1)
lzl+]yl=n

Moy K (zy)+ c'log(n) > n (3.2)
lz|+|yl=n

qui avec le lemme 2 permettent de conclure.
Preuve de 'inégalité 3.1.

143
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De la calculabilité de f; et du lemme 3 découle I'inégalité 2.7.

Preuve de inégalité 3.2.
Le fait 1 dit que:

K(z,y) < K(zy)+ O(log(K(z) + K(y)))
or la propriété 23 nous dit que:

Moy K(z,y) = n+ O(log(n))
|z|+|y|=n

donc nous savons qu’il existe ¢/ > 0 et ng > 0 tels que VYn > ng:

Moy K(zy)+c'log(n) > n

[zl ly|=n
a
Vient la forme qui a (z, y) associe z et est non optimale.
Propriété 25 Soit
far {0,1}" x {0,1}* — {0,1}"
(z,y) — T

f2 n’'est pas une forme optimale.
Preuve Il faut montrer que:

Moy K(fafe.y)) #n+ oln) (3.3)

x|+ |y|=n

On partitionne ’ensemble {(z,y) : ||+ |y| = n} en n + 1 sous-ensembles E,, ; (7 variant de 0
a n) de 2" couples chacun. En effet, si E,,; = {(z,y) : ly| = ¢,|2| = n = i}, Card(E, ;) = 2.
Nous avons:

Ly
Moy |z| = ;—01
|+ |y|=n n+

n(n+ 1)

2(n+1)

2
4 n+to(n)

De ce résultat et du lemme 4 découle 'inéquation 3.3. 0

Nous examinons maintenant une forme qui permet de stocker toute 'information néces-
saire a la construction de textes qui résultent d’un xor entre deux autres textes. Par exemple :

01010101 4 101110 = 11101101

le texte 11101101 peut étre stock.é sous la forme du couple (010101,10111010). Si r est un
texte et (s,t) un couple de textes tels que r = s@t. cette forme code r par le couple (¢, s). Elle
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conserve plus d’informations qu’il n’est vraiment nécessaire de garder. Nous allons montrer
qu’elle n’est pas optimale.

Propriété 26 Soit
fz: {0,1}" x{0,1}* — {0,1}"

(z,9) — Oy
f3 n’est pas une forme optimale.
Preuve Il nous faut montrer que:
Moy K(fs(e,y) # n+oln) | (3.4)
z|+lyl=n

Pour cela nous allons d’abord calculer Moy, |;y=n K(z @ y), en partitionnant I’ensemble
E, ={(z,y) € ({0,1}")? : |z| + |y| = n} en n + 1 sous-ensembles E, ; = {(z,y) € ({0,1}")?:
|z| = 1, |y| = n— 1} (i variant de 0 a n) de 2" éléments chacun. Remarquons tout d’abord que
le résultat du xor entre deux textes a la méme longueur que le plus grand des deux textes:

V(z,y) € ({0,1}")? |z & y| = max(|z|, |y|)

Les roles de x et y étant symétriques, on peut calculer la moyenne en ne s’intéressant qu’a
une moitié des n + 1 ensembles E,, ;. Nous traitons ici le cas n impair, le cas n pair se traite
de la méme maniere. On a:

o [C’ard(En‘i) MoyEm. |z & y]]

Moy lz&y| = —
el +lyl=n i=o Card(Ey ;)
Y=o 2" Moyg, |z @yl
B (n+1)2n
2 Z:;/g Moyg, . |z @yl
o n—+1
_ 225G ]
n+1
2 n 1 n n
= —— — 1 — == _
el (O R L 16 L
_ 3(n+2)n
T 4(n41)
_ 3(n+2)
41+ 4
donc:
3n 3
Moy |2yl < —+ =
lel+lyi=n 4 2
# n+o(n)
De ce résultat et du lemme 4 découle 'inéquation 3.4. : 0

Remarquons que la propriété et la preuve restent valides si la forme réalise un «et» ou un
«ou~ logiques entre z et y.
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3.2 Formes «puissance d’un mot».

Nous examinons I'optimalité des formes qui mettent un mot a la puissance (crée le carré,
le cube, ..., d’un mot), pour une puissance fixée et pour une puissance variable. Soit un entier
k, la forme qui stocke le motif  pour tout texte de la forme z*, est injective et donc optimale.

Propriété 27 Soient k un entier et

far: {0,117 — {0,1}
T — T

fai est une forme optimale.

Preuve La forme est injective, donc d’apres le théoreme 4, elle est optimale en moyenne, 0O

Nous considérons tous les textes construits par répétition d’un motif, tels que nous les
avons cités en exemple dans I'introduction. Pour ces textes 14, la forme suivante est optimale.
L’utilisation de cette forme de représentation trouve des applications en compression de sé-
quences génétiques [RDDD95, RDDDY4], qui contiennent «répétitions en tandem», i.e. des
segments de faible complexité [Yoc92].

Propriété 28 Soit
fo: {017 x N — {0,1}
(z,m) — z™

f5 est une forme optimale.

Preuve Nous démontrons que:

Moy K(z™)=n+ O(log(n))

[m]+|z|=n
Pour cela, nous prouvons les deux inégalités suivantes, i.e. il existe ¢ > 0 et ¢’ > 0 tels que:

Moy K(z™) < n+ clog(n) (3.5)

jm|+lel=n

Moy K(2™)+ ' log(n) > n (3.6)
Im|+|z|=n
qui avec le lemme 2 permettent de conclure.
Preuve de l'inégalité 3.5.
De la calculabilité de f; et du lemme 3 découle l'inégalité 2.7.

Preuve de I'inégalité 3.6.
Soient n et ¢ € N tels que ¢ < n. On peut partitionner I’ensemble des couples (z,m) tels que
|z| + |m| = n,|z| # 0,|m| # 0 en n — 1 sous-ensembles de 2" couples chacun. En effet, si
Eni={(z,m):|m|=1i,|z|=n—i}, Card(E,;) = 2". On peut donc former par f5, 2" textes
différents deux a deux, a partir des 2" couples (z,m) de E,,,. Par le méme raisonnement que
celui employé dans la propriété 20, nous affirmons qu’au mieux, les plus petits programmes
des ces 2" textes ont les longueurs des 2" plus courtes chaines de {0,1}", i.e. la totalité des
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chaines de longueur inférieure ou égale & n — 1 plus une de longueur n. Nous en déduisons
I’inégalité suivante :

n+ Y8 52
Moy K(z™) > ——I———
Im|=i,|z|=n—1 Card(En,i)
_ (n=22"+24n
= o
n+42
= -2
n + on

Par associativité de la moyenne, nous en déduisons:

Moy K(z™)>n-2

|m|+]z|=n
Donc il existe ng > 0 et ¢/ > 0 tels que:
Vn>ng: Moy K(z™)+c'log(n) > n
Im|+|zi=n

a

3.3 Formes «suppression de bits» selon un sous-ensemble de
N.

Les formes envisagées ici suppriment des digits au texte en entrée. Nous définissons une
forme générique fg 4 qui dépend d’un parametre: I’ensemble A. Nous montrons ensuite 1’op-
timalité ou la non-optimalité en moyenne de fs 4 pour quelques cas particuliers de A. Pour
décoder un texte 2 de {0,1}", la forme lui supprime les digits dont les rangs ne sont pas
des entiers de ASIZl, Selon la densité de A, f6.4 est ou n’est pas optimale en moyenne. Nous
examinons divers cas selon les propriétés de 'ensemble A et commentons le phénomeéne de
gaspillage des codes associé a ce type de formes.

Définition 22 Soient A un sous-ensemble de N,
fea: {01}y —  {0,1}7
(T)o<icn—1 > (T);eagn

oll (z);c4<n est la sous-suite des lettres dont le rang appartient & AS",

Remarque: fg 4 est calculable ssi A est récursif.

3.3.1 Divers cas de densité du sous-ensemble.

Premier exemple : soit la forme qui a un texte, (i.e. une suite finie de lettres) associe le
sous-mot formé par les lettres de rang pairs (i.e. la sous-suite de rang pairs). Elle n’utilise
pas une partie fixée du code, précisément la moitié du code, pour décoder le texte original.
Cette forme n’est pas optimale en moyenne. Si on nomme P Pensemble des entiers pairs, cette
forme est fg p.
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Propriété 29 Soient P ’ensemble des entiers pairs et la forme:

fep: {0,1}" — {0,1}"
(T)ocicn—1 — (2w

fe,p n’est pas une forme optimale.

Preuve 1l nous faut montrer que:

Moy K (fop(z)) # n + ofn) | (3.7)

|z|=n

Soient n un entier et z un texte tel que [¢| = n. On peut supposer sans perte de généralités
que n est pair. Remarquons alors que | fg p(z)| vaut la moitié de la taille de 2. Nous avons:

; n
Moy|fop(z)l = 3
jz|=n

D’apres le lemme 4, cette condition est suffisante pour obtenir 1'inéquation 3.7. 0

Nous allons examiner tous d’abord le cas A fréquent.

Définition 23 Soit A un sous-ensemble de N. A est fréquent ssi:

Card (AS™)
n

Ya > 0,3n,,Yn > n, : >1l—a

Théoréme 5 Soit A un sous-ensemble de N fréquent, alors fs 4 est une forme optimale.

Preuve Nous démontrons que:

Moy K (fe.a(z)) = n+ o(n)

jz|=n
Par définition, si A est fréquent on a:

<n
C’ardT(ZA ) S1-4q

Ya > 0,3n,,Vn > n, :

Soit a > 0, par hypothese il existe un rang n, tel que:

— pour tout n > n,: Card(AS”) >n(l - %)

-2 <«
Nla —

wis

Soit n > n,. Pour calculer I'image d’un texte de taille n, fg 4 supprime les bits dont
les rangs ne sont pas dans AS™. Les rangs de ces bits sont fixés et donc indépendants du
texte dont on calcule 'image. L'image de {z, |z| = n} est donc I’ensemble des textes de taille
Card(AS™). Cet ensemble image contient 9Card(AS") ¢léments. Par le méme raisonnement que
celui employé dans la propriété 20, nous affirmons qu’au mieux, les plus petits programmes
des textes de fs 4({x,|z| = n}) ont au moins les longueurs des 2Card(4%") plus courtes chaines
de {0,1}", i.e. la totalité des chaines de longueur inférieure ou égale & Card(A<") —1 plus une
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de longueur Card(AS™). Notons m la valeur n — Card(AS™). Nous en déduisons l'inégalité
suivante :

n—m-—1
Z K(y) > n—m+ Z 4§27
v€fo,a({z)|z1=n}) 7=0
= n-m+(n-m—-2)2"""+2
> (n—m-—2)2"""

En outre, puisque l’on supprime n — Card(AS<") bits & un code pour obtenir son image, il
existe pour chaque image gn—Card(AS") = om antécédents (qui ne different entre eux que par
les positions dont le rang est dans le complémentaire de AS™ et inférieur & n). Or la moyenne
des complexités de fs 4(z) pour tous les z de taille n, tient compte de ces duplications de
code!. Dans ce calcul de moyenne la complexité de chaque texte image est comptée 2™ fois.
Donc nous avons:

9m ZyEfe,A({x,lzl:n}) I((y)
271
Qm(n —_m - Q)Qn—m
n
= n—m — 2

Moy K (fe,a(z)) =

jel=n

Or d’apres ’hypothése, nous savons que Card(AS") > n(1-4%), or comme Card(AS") = n—m

o

on a:
Card(AS") > n(l- %)
= n—m > n(l-%)
= n—m > n-%
= m < o
donc:
n— Moy, K(foa(2)|  n — Moy, K (fo.u(2))
n o n
< n—n+m-+2
n
< m+ 2
n
L e
2 2
< a

Ensuite vient le cas non-fréquent, i.e. le contraire de fréquent.

Théoréme 6 Soit A un sous-ensemble de N non fréquent, alors fg 4 n’est pas une forme
optimale.

1. Nous parlons de duplication de codes pour indiquer que plusieurs codes peuvent coder le méme texte, i.e.
qu’une image d’une forme peut avoir plusieurs antécédents.
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Preuve A n’est pas fréquent veut dire que:

rd (AS™
Ja €]0,1[, Vny, > 0,3n > n, : % <a

et donc si z est tel que [z] =n on a |fg 4(2)| < an. D’odt Moy|,|=, |fs,a(z)| < an. Gréce au
lemme 4, on obtient la non-optimalité de fg 4. O
Nous introduisons d’autres catégories d’ensembles, nous examinons le comportement de

fe.4-
Notation 10 Soit A un sous-ensemble de N. On note (P,) la suite de terme:

Card(AS™)
n

YneN : P, =
(Py,) prend ses valeurs dans l'intervalle réel [0, 1].

Pour toute la suite de la sous-section nous notons A un sous-ensemble de IN. Nous donnons
tout d’abord une équivalence de la notion de fréquent en termes de liminf P, .

Propriété 30 A est fréquent ssi liminf P, = 1.

Preuve En effet, si A est fréquent alors la limite de (P,) existe et est égale a 1. Donc
liminf P, = 1. D’autre part, si lim inf P, = 1 alors la limite sup de (P, ) aussi et par conséquent
lim P, = 1 car lim P, est comprise entre sa limite sup et sa limite inf. O

On déduit la propriété suivante.

Propriété 31 A est non fréquent ssi liminf P, < 1.

Définition 24 Soit A un sous-ensemble de N. A est éparpillé (en anglais sparse) i.e. le
complémentaire d'un ensemble fréquent ssi:

<n
Ya > 0,3n,,Vn > n, @d:lL)— <a

i.e. ssilimsup P, =0
Propriété 32 Si A est éparpillé, alors A est non fréquent.
Preuve Par définition, si A est éparpillé on a:

limsup P, =0 = liminfP, =0

et donc A est non fréquent. O
Par conséquent, si A est éparpillé, fg 4 n’est pas optimale en moyenne.

Définition 25 Soit A un sous-ensemble de N. A n’est pas éparpillé ssi:

<n
da > 0, Vng, 3In > 0, ¢ _C_’Y‘% > g

i.e. ssilimsup P, > 0
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On ne peut rien conclure sur fg 4, car si A n’est pas éparpillé, il peut étre fréquent ou non
fréquent. Un autre cas a considérer est celui des ensembles dits de densité non nulle.

Définition 26 Soit A un sous-ensemble de N. A est de densité non nulle (il ne s’agit pas du
sens topologique de cette qualité) ssi:

Card(AS"
Ja > 0,3n,,Yn > n, : ——L——)- >a
n
l.e. ssiliminf P, > 0
Comme pour le cas non éparpillé, on ne peut rien conclure sur fg 4. On examine le cas des
ensembles qui ne sont pas de densité non nulle,

Définition 27 Soit A un sous-ensemble de N. A n’est pas de densité non nulle ssi:

Card (AS™) <

n

Va > 0,Yng,In > ny :
i.e.ssiliminf P, =0
Propriété 33 Si A n’est pas de densité non nulle, alors A est non fréquent.
Preuve Par définition, si A n’est pas de densité non nulle on a:
liminf P, =0 = liminfP, <1

et donc A est non fréquent. O
Par conséquent, si A n’est pas de densité non nulle, fs 4 n’est pas optimale en moyenne.

On peut ensuite regarder les ensembles dont le complémentaire est ou n’est pas de densité
non nulle.

Définition 28 Soit A un sous-ensemble de N. A a un complémentaire de densité non nulle
ssi

Card(AS™)
n

Ja > 0,3n,,Vn > ng : <a

ie.ssilimsup P, < 1
Propriété 34 Si A a un complémentaire de densité non nulle, alors A est non fréquent.
Preuve Par définition, si A a un complémentaire de densité non nulle, on a:

limsupP, <1 = liminfP, <1

et donc A est non fréquent. )
Par conséquent, si A a un complémentaire de densité non nulle, fs 4 n’est pas optimale
en moyenne,

Définition 29 Soit A un sous-ensemble de N. A n’a pas un complémentaire de densité non
nulle ssi:

d(AS”
Ya > 0,Yng,3In > ny : M >a
n
ie. ssilimsup P, =1

Comme pour le cas non éparpillé, on ne peut rien conclure sur fg 4.
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3.3.2 Commentaire sur la duplication de codes.

A propos de I'injectivité, nous avons souligné qu’une forme peut associer plusieurs codes
pour représenter un seul mot. Nous appelons cela duplication ou gaspillage des codes. Par
définition une forme est injective si elle associe un seul code a chaque mot. Nous avons vu
que si une forme injective est calculable alors elle est optimale. Cependant certaines formes
ont des codes dupliqués et sont optimales.

Une forme peut associer plusieurs codes a un mot si lors du décodage elle ne tient pas
compte d’une partie des informations pour reconstruire le texte original. Le cas le plus simple
d’une telle situation est lorsqu’on supprime certains bits du code pour produire un texte plus
court que le code: la forme fg 4 fait cela. Jusqu’a quel point une forme peut accepter de
dupliquer certains codes tout en restant optimale? Peut-on décider de 'optimalité ou de la
non-optimalité d’une forme en connaissant simplement combien de codes sont dupliqués et
combien de fois?

Pour cela. I’étude des formes fg 4 donne des éléments de réponse, car ces formes sont des
exemples typiques de duplication des codes. En effet, lors du décodage fg 4 supprime les bits
dont les rangs sont fixés par I’ensemble parametre A (ce sont les rangs qui n’appartiennent
pas a A). La forme générique fg 4 est la plus simple procédure qui ne fait «rien d’autre que
gaspiller des codes» ; son comportement est intrinsequement lié au phénomene de gaspillage
des codes. Chaque bit enlevé indique que le décodage ne tient pas compte d’un caractére qui
peut prendre deux valeurs 0 ou 1. Cette élimination implique que 2 antécédents qui ne different
qu’a cette position auront la méme image. Cela entraine deux conséquences intéressantes:

— la suppression systématique par fs 4 de m bits sur un code de taille n, donne a chaque
image 2™ antécédents;

— la duplication des codes est répartie uniformément entre toutes les images de I’ensemble
fe.a{z : |z| = n}). Cette uniformité est essentielle pour démontrer le théoreme 5.
Si le gaspillage des codes est inéquitablement réparti, sans loi apparente, on ne peut
qu’approximer tres largement la complexité moyenne de l’ensemble suscité, ce qui en
général empéche de conclure a optimalité.

Remarque : Que la forme f5 4 supprime des digits ou les remplace par des digits constants
(toujours a 1 par exemple), ne changerait pas la complexité moyenne des textes décodés.

Ainsi ’étude de ces formes permet en premier lieu, de voir a quel point le gaspillage de
codes influe sur 'optimalité. La principale indication est donnée par le théoreme 5: fg 4 reste
optimale méme si 2™ codes de taille n peuvent engendrer la méme image (chaque texte a 2™
codes possibles) a la condition que 7 converge vers 0 lorsque n tend vers I'infini (pour un cas
ou la duplication des codes est équitablement répartie entre tous les textes). Avec d’autres
fonctions pour m, fg 4 n’est plus optimale. C’est le cas de la forme fs p par exemple (cf. la
propriété 29).

Par ailleurs, la forme f;, montre un cas ou le nombre de codes pour un texte est linéaire
par rapport a la taille du code: si on associe (z,y) 2 z.y et que |z| + |y| = n, on peut trouver
n + 1 couples (z,y) qui donnent la méme image (un couple par position de z.y). f est aussi
optimale (voir la propriété 24). Bien d’autres cas se révelent plus difficiles a statuer car la
duplication n’est pas également répartie, on peut donc pas en tenir compte dans le calcul de
la moyenne (par exemple, il n’en est pas tenu compte dans la preuve d’optimalité de f5).



Chapitre 4

Composition et optimalité.

Dans ce chapitre, nous examinons les possibilités de composer les formes. Bien que notre
premier résultat prouve que la composition ne conserve pas l'optimalité, deux autres théoremes
permettent d’utiliser la composition pour prouver, dans certaines conditions, 'optimalité
d’une forme en la décomposant en formes plus simples. La propriété 36 exhibe un exemple
d’utilisation de la décomposition.

4.1 Résultats de composition de formes.
Théoréme 7 L’optimalité n’est pas conservée par la composition.

Preuve Voici un contre-exemple. Soit NC ’ensemble des entiers non carrés et non nuls. NC
est fréquent. On considere la forme fs ny¢ prouvée optimale en moyenne dans le théoreme 5.
Soit
g: {0,1}7 — {0,1)"
x e w
ol w; =0sii ¢ NC et wy = z; sinon. g est injective et donc optimale en moyenne.

Notons j la forme composée fg nyc © g. Pour tout n et pour tout 2 tels que |z| = n nous
avons:

&) = fencog(z)
= fonc(0210022000230 - - -0xy)
— 0n2—n+1
Un programme qui écrit j(z) se déroule de la maniere suivante: il calcule |z| et récupere le
résultat dans une variable [, puis boucle 2 — [ 4 1 fois en écrivant 0. Ce programme est de la
longueur de K(|z|) majorée d’une constante qui formalise la description ci-dessus. Or a une
constante pres, K (|z]) < log(]z]) et donc K(j(z)) < log(]z|) + ¢. Nous avons alors:

Moy K(j(z)) < log(n)+c

lzl=n

# n+on)

153
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Théoréme 8 La composition de formes injectives et calculables conserve P'optimalité en
moyenne,

Preuve La composition préserve la calculabilité et I'injectivité. O

Théoréme 9 Soient deux formes calculables f et g avec f injective. Alors les deux proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. g est K-optimale en moyenne,

2. fog est K-optimale en moyenne.

Preuve Notons h la forme composée f o g. Nous devons montrer I'implication dans les deux
sens,

Démonstration de =
Nous supposons que g est K-optimale et nous démontrons que:

Moy K(h(z)) = n+o(n)

|lz]=n

Soit n un entier. Comme f est injective elle associe un texte différent a chaque texte de
{g9(z); |z| = n}. Donc la moyenne des complexités des textes des ensembles {g(z); |z| = n}

et {f(g(z)); |z] = n} sont équivalentes a une constante pres, grace a la calculabilité de f.
Donc:
'Mﬁy K(f(g(z))) - iMon K(g(z))} = o(n) (4.1)

De plus on sait que g est optimale donc:

Moy K(g(z)) — n| = o(n) (4.2)

|lz|=n

De 4.1 et 4.2 et grace a 'inégalité triangulaire, on obtient:

Moy K (f(g(z))) —n| = ofn)

|zl=n

Démonstration de <,
On suppose que f o g est K-optimale et nous montrons que g 1’est aussi, i.e. que:

Moy K(g(z)) = n+o(n)

|z|=n
Par hypothese, nous savons que:

Moy K (h(z)) = n + o(n) ‘ (4.3)

le|=n

Soit n un entier. Comme f est injective elle associe un texte différent a chaque texte de
{g(z): |z| = n}. Donc la moyenne des complexités des textes des ensembles {g(z); |z| = n}
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et {f(g(z)); |z| = n} sont équivalentes a une constante pres, grice a la calculabilité de f.
Donc:
IMloy K(f(g(2))) - lMlOy K{g(2))| = o(n) (4.4)
De 4.3 et 4.4, grace a |’inégalité triangulaire, on obtient:
Moy K(g(z)) — n| = o(n)
jzl=n
0

4.2 Exemples de décomposition.

Nous montrons des exemples de formes dont Poptimalité se rameéne a 'optimalité d’une
autre forme par composition. Supposons que nous ayons un texte y infini sur ’alphabet {0, 1}.
Si Pon considere que les bits de y sont numérotés a partir de 0, alors y représente un sous-
ensemble de N que nous notons Y, selon le code: 7 € Y ssi y; = 1. Nous définissons les formes
qui réalisent une opération logique entre y et le texte qu’elles ont en argument.

Définition 30 Soient y un texte de {0,1}°°, U un symbole représentant une opération logique
parmi V, A, &. Soit fy,,, une forme telle que:

fo: {0,1) — {0,1}°
x — 20y

Dans 'opération logique U, z et y sont cadrés a gauche, i.e. 20y = (2)1<ic|z| OU Vi 2 =
JZinz’.

Nous examinons les trois cas des opérations logiques &,V et A.
Propriété 35 Quel que soit y un texte de {0,1}*, fg, est une forme optimale.
Preuve Cette forme est injective, donc optimale, O

Propriété 36 Soit y un texte de {0,1}*, fy , (respectivement fa ,) est une forme optimale
ssi fe,y est optimale.

Preuve Soit z un texte de {0,1}". A toutes les positions ¢ < |z| ol y; est & 1 (resp. a 0),
z;Vy; (resp. z; Ay;) vaut 1 (resp. 0). Donc, calculer f, ,(z) (resp. fa,(z)) revient & remplacer
tous les bits de z dont le rang appartient & Y par des 1 (resp. par des 0). Or un changement
peut toujours se faire par une suppression puis une insertion.

Soit frns,,y (resp. fins,,y), la forme qui a un texte z insére des bits a 1 (resp. & 0) aux
rangs de Y, en décalant vers la droite les bits de . Cette forme est injective (elle est similaire
a la forme g utilisée dans la preuve de le théoreme 7, qui est frn 5, n¢). D’apres le calcul
explicité ci-dessus, il est évident que: fu y = frns, v © foy (resp. que fay = frnsov o foy)-
Donc, d’apres le théoréme 9, f, , (respectivement f, ) est une forme optimale ssi fsy est
optimale, i.e. ssi Y est un ensemble fréquent. O
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