
' 

\ -
o# 

THE SE 

présentée à 

L'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES DE LILLE 

pour obtenir 

LE TITRE DE DOCTEUR DE L'UNIVERSITE 

SPECIALITE: MATHEMATIQUES 

prése11tée par 

FREDERIC HA N 

Codimension du schéma des 

multisauteuses d'un 4- ou 5-instanton 

SoutemtP lc 1~ jan vi<·r 1 CJ(j() 

JURY 
Président. : L.GRlTSON, Professetu , l lniversit.é de Lille] 

Rapporteurs: J.LE POTIER, Professeur. Université de Paris? 
G.TRAUTMANN , Professeur, Université de haiserslautern 

Membre: J.D 'A LMEIDA, Professeur. ulli VPrsité dP Lill P 1 



t 

1 . 

Remerciements 

Je tiens à exprimer mes remerciements à tous les membres du jury, pour lf'ur 
lecture attentive et leurs remarques, et tout particulièreweut à lllOJJ directeur 
de thèse Laurent Gruson. pour toutf' sa disponibilit~ Pt pour tout<' l"aidt· quïl 
m'a apportéP. 



t' 
Codimension du schéma des 

multisauteuses d'un 4- ou 5-instanton 

FREDERIC HAN 

Table des matières 

1 Propriétés de S lorsque c2 ::::; 5 
1.1 Relation entre trisécantes à S et plans sauteurs . 
1.2 Quelques résultats préliminaires . . . . . . . . . 
1.3 Etude de S au voisinage d'une droite 3 ou 4-sauteuse 

3 
:3 
8 

11 

2 Absence de n-sauteuses sur S pour n23 14 
:2.1 Droites c2-sa.uteuses 11 
2.2 Trisa.uteuses . . . . . . . 14 

3 Etude des trisécantes à S 20 
3.1 Famille à :2 paramètres de triséca.ntes. applications . :W 
3.2 Etude du cas où S est une surface régli>f' . . . . :2:.? 
3.3 Etude du cas où S ne possède pas de tris~cantes 2:3 

4 Applications aux espaces de modules 28 

5 Appendice: Quelques propriétés du schéma des multisauteuses 
d'un instanton 33 
5.1 ( 'lass<' rf>siduellc .. 
.5.2 Une théta-caractéristique sur la courlw des bisauteuses d'un tl-

instanton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3.S 

Introduction 

On appelle n-insta.nton un fibré algébrique E au des~us de IP3 ( q. de rang 
2 et de classes de C'heru c 1 = O. c2 = n, qui est stable (i.e. h0 E = 0) et tel 
que l'on ait de plus h1 E( -2) = O. La condition de stabilité est nécessaire pour 
définir l'espace des modu!Ps I, de ces fibrés. et la condition '"instanton" est f'Il fait 
assez naturellt> puisque d'une part h 1 E( -2) Jllod :2 t>sl lill invariaut topologique 
(invariant d'Atiyah-Rees). et quP d'autre part ellP ittlj><N' aux sPctions proprPs 
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de E(k) (pour k2:2) de s'annuler sur une courbe C telle que h00c = 1. (On a en 
effet selon [Ba-Hu] lemme 4, h1(E(l)) = 0 pour l::; -2). 

On sait grâ.ce à une description de son espace ta.ugciJt que toutes les coJll­

posantes irréductibles de ln sont de dimension;:::: 8n- :J. En fait pour n::; 4, ln 
est irréductible (Cf [H], [E-S], [Ba2]) et lisse (Cf [LeP]). De plus In est rationnelle 
pour n::; 3 alors qu'on ne connait que l'unirationnalité pour n=4 (Cf [T2]), et que 
pour n2: 5 l'irréductibilité de ln ne semble pas être connue. 

On s'intéresse ici à la construction faite dans [E-S] pour n=3. On dit d'une 
droite L de IP3 qu'elle est multisauteuse si E restreint à Lest isomorphe à: 0 L( k) H;_~ 
OL( -k) où k > 1. Leur méthode consiste alors à construire un morphisme de 
In sur l'espace des modules des () caractéristiques associées à des réseaux de 
quadriques de IP,_ 1 (qui est irréductible), et ensuite dt> montrer que la fibre 
générique est aussi irréductible. Ce morphisme s'explicite cu ètudia11t les droil<'s 
sauteuses passant par un point donné de IP3 , mais le point de d~part de cet t (' 
construction est de prouver qu ïl existe uu point de lP3 par lequel 1w passent 
pas de droites multisauteuses, ce qui revient à montrer que la codimension des 
multisauteuses de E dans la grassmannienne G des droites de IP3 est 3 pour tous 
les instantons. Le problème est que cette codimension n'est connue pour c2 > :3 
que pour l'instanton générique de la composante irréductible de ln couteuaut les 
fibrés de t'Hooft. ([B-H]) 

Le but de ce travail est de trouver cette codimension pour u=-1 t>t 5(:3.:3.3). 
On va procéder pour celà. par ra.bsurde. Ell effet Oll ('Spt'l'(' L[LI<' cd ('.\("t'S de 
droites multisauteusf's va sP répercut.er daus lt> comportenwnt de F vis à vis de 
ses restrictions aux plans, car 1<' prohl(·nw d"uue majoratiou de la dinwusiou d<tus 
IP~ de l'ensemble des plans non stables à d'abord été étudié par Bart li (Cf [Bal]) 

en 1977, puis récemment étendu par Coanda (Cf [Co]). Ces résultats uous serout 
essentiels puisque non seulement ce sont eux qui permet.tront systèma.tiquenwnt 
de conclure, mais aussi parce que de uombreuses preuves provieuueut de celles 
apportées par Coanda .. 

Remarque Lt schr'ma M dts droitt.s multisautt usts dt 1:' 1z"a pa.-; dt compo.-;arzfts 
dt dimt:HsioH J. 

Sinon, lep-plan générique contiendrait tilH' courlw dt' lllultisau1<•us<'s. t't serai1 
donc non stable. (Pour c2 ::; 5, il n·y a qu'un nombrP ti11i de rnultisautcuses d<uJs 
un même plan stable. Cf 1.1.4). Selon [Bal] et [Co], E serait alors un fibré dP 
corrélation nulle. 

On procède maintenant par l'absurde. On se donne donc un instanton E 
tel que u=4 ou 5 <'1 que le schéma de ses droites tuultisautt'uses cout.it>llllt' Ull 
sous-schéma dt> dinwnsion 2. Si '::5 Pst le plus grand sous faisceau de OAt de 
dimension::; Lon uote S le sous scb~Jila doiJ!Iè par la SIIite Pxact.e: 
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C'est le trop grand nombre de droites de IP5 trisécantes au schéma des mul­
tisauteuses M qui apportera la contradiction attendue . 

L'objet du §1 est de faire le lien entre les trisécantes à Set les plans sauteurs de 
E (i.e: plans semi-stables non stables). Il s'agit plus particulièrement de montrer 
que ce lien subsiste pour tout sous-schéma de S de dimension nulle et de longuem 
3 qui est dans une droite incluse dans G. Il faut pour cela réduire u à 4 ou 5 .. 
et s'assurer que ces trisécantes ne passent pas par des droitPs sauteuses cl"ordr<' 
supérieur strictement à 2. 

On montre donc au §2 que E ne peut pas avoir de droites 5-sauteuses (modulo 
l'existence deS) (2.1.1) puis, queSne peut pas contenir de droitf~s 4-sauteuses 
(2.2.5). On y montrera enfin qu'elle ne peut pas contenir une courbe de droites 
exactement trisauteuses (2.2.1), ce qui constitue la difficulté essentielle du résultat 
voulu pour c2 = 5. 

Le §3 consistera cu l"étude des tri sécantes à S et des pmbli>JJlt's apport t'·s 
par les éventuelles singularités de S et les droites trisauteuses isoléPs sur S pour 
aboutir au cas où s llt' possède pas du tout de trist'·cautt'. <..jllt' rou n'·soudra grd.((' 
à l'appendice 5.1, eu rnontrant l'existence d'une courbe rèsiduellP. 

Au §4 on montrera comment Ja constructiou dP [E-S] JWrnwt dC' retroll\'<'1' 
l'irréductibilité et la lissité de 14 gràce au :3.:3.:3 

Le §5 est un appendice où l'on ne se limite plus à n=·1 ou .). On cakulP au 
§5.1 la classe résiduelle d'une surface irréductible de bisauteuses localenwnt in­
tersection complète, et au §.5.2 on étudie la courbe des bisauteuses d'u11 instanton 
sous les hypothèses attendues par la structure déterminantielle de CP sc!Jéllla. 

Notations 

On note pet q les projections de la variété d'incidence (points/droites) vPrs JP1 

et G. On pose T = p"Op3 ( 1) et iJ = q*Oc( 1 ). On a.ppelle o et 3 plaus. ]ps '2-pL-lns 
de G qui sont constitués respectivement des droites passant par un point de IP 1 • Pt 

des droites incluses dans un plan de IP3 . On notera enfin IP(F) = Pruj(.'·)ymF''). 

1 Propriétés de S lorsque c2 < 5 

1.1 Relation entre trisécantes à S et plalis sauteurs 

On s'intéresse ici aux droites d de lP;; qui rencontrPnt M en lougtwur supt'-riPnrP 
ou égale à 3. Ces droites sont alors iucluses daus C. <'1 011 idC'ntitie d au pillc<'all 
plan de droites de IP3 associé. On Ilûtf' h le d-plau conteuaiJt d. et H le plan de 
IP3 associé. R2 q. étant nuL on a un isomorphisme entre la rPstriction de R 1 q.p· E 
à h, et R1q.p* EH, où EH désigne la restriction de E à H. ainsi qu'entre R 1q.p* EH 
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restreint à une droite de h v et le faisceau obtenu par la même construction en 
éclatant le point de H associé.( On notera donc encore p et q les projectious sur 
H et IP 1 dans ce cas). 

Proposition 1.1.1 Pour c2 ~ 5, un plan H associé à u1u droite d de IP5 coupant 
Men longueur supàiew'e à 3 tf qui 1u conlitnf qut dts droitr .... au p/u.<; bisauff usf. 

n'est pas un plan .-;table 

On suppose que H est stable, et on éclate ce plan au point IJ. centre du 
pinceau représentant d. On a la résolution de la variété d'incidence F: 

qui tensorisée par p* EH donne en lui appliquant le foncteur q. : 

La. longueur iucluite par le schéma df's nJUltisautf'US<'s dans d est douuée par 
cJ(R1q.p• EH), qui <'st supérieur à:~ par bypoth<·s('. Ou rc!llarqw-· que q,.p· },'H 
est un fibré de rang h 1 EH- h1 EH(-1) = 2 au dessus de IP 1 . 11 se scinde 
donc en 0p1 (-a) EB 0p1 ( -b) où a. et b sout strictement positifs tels que a + b = 
h1EH (-1)- ci(R1q.p*EH). Comme h1EH (-1) vaut c2 , on obtient déjà une 
contradiction pour c2 = 4. 

Pour c2 = 5, on a forcément a = b = 1, c'est à. dire que h0 [q_p· EH (a)] qui 
vaut h0 ('2sn 0 EH(l)) est égal à 2. Ces 2 sections s1 et s 2 dt' EH(l) sont doue 
liées sur la. conique Zs

1
fls

2 
qui doit f.tre siuguli(~rc eu D puisqll(' c<· point est daJJs 

le premier idéal de Fitt.iug de l'application 'lOH ---t },'u( 1 ). Lorsqu(' Z., 1 fls.! est 
constitué de :2 droites distinctes d1 et d2 • 011 a la suite exacte sui\·allk car les :2 
sections sont nulles en /): 

Le calcul des caractéristiques d'Euler-Poincaré donne a+ b = -:3. c'est à dire 
que l'un des deux est plus petit que -2, et donc que l'une des 2 droites est au moins 
trisauteuse, ce qui est impossible puisque d n'en contie11t pas por hq)(Jth(·se. 

Il en est. de mfonw lorsque z.,j!IS2 est lill<' droit<· dl double. 011 (l alors la suite 
exa.ct.e: 

où .C est un faisceau de rang 1 sur la structure doublf' de d1 dans H qui u 'est pas 
localement libre en M. On a. la suite exacte de liaison: 



On a encore a +b = -:3, ce qui implique que l'on ait soit h0 0d 1 ( b) < h10d 1 (a). 
soit h10d

1
(b) =/:- 0, c'est à dire que dans les 2 cas R1q.p*.C(dl) n'est pas nul. et 

donc que d 1 est une trisauteuse. 

Il est clair que ce résultat n'est plus valable dans un plan sauteur, par exemple 
la section de EH dans un tel plan pourrait contenir UlJ point iso!~ sur d et un 
schéma de longueur :3 sur une courbe lisse transverse à la droite d. Cependant 
cette situation n'arrive qu'un nombre fini de fois. 

Lemme 1.1.2 Un ;3- plan associé à un plan sauteUJ· ne conti mt qu'un nombrf 
fini de droites de IP5 trisécantes au schéma des multisauteuses tn dts dr·oites 
bisauteusts 

On rappelle que si l'on a une suite exacte: 

alors la résolution de la variété d'incidence 1 C H' x H donne un isomorphis!lle 
entre R1q.p* EH et R1q.p*}z(k) pour k = 1 ou 2. c'est à dire entre les bisauteuses 
de H et les k+2-sécantes à Z. 

Si H est un plan sauteur, on uote }z l'idéal du lieu d'annulation L: de la 
section de EH. Il suffit de montrer que pour tout N disjoint de Z tel que:'\' 1w 

contienne pas de droites au moins trisauteuses. alors N" n'est pas trisécante au 
support de R 1 q.p· E. Comme la restrictiou de ce faisceau à h est isouwrplw à 
R1 q.p*~z, on va étudier les bisécantes à Z dans N". On i·clate H au point l'\. et 
on a la suite exacte: 

où q.p*~z est isomorphe à 0p1 (-a) où a est stricteme11t positif. f't doit ftrc Pgal à 
c2 -c1 ( R1 4.P·~z ). C'est à dire que pour c2 :::; 5, si :'\'est une trishantt-' au sch~111a 
des multisautf'uses. on a a :::; 2. Si a vaut 1, Z serait inclus dans une droite qui 
serait alors une cz-sauteuse.Si a = 2, alors Z serait sur uue conique singulière en 
N car h0 ('ZJ'fr/ 0 :}z(k)) = h 0 [q.p*:}z(l.~a)]. Si cette conique n'était pas une dmite 
double, l'une au moins des 2 droites serait trisécaute à Z. car Z est disjoint d<' \. 
On note alors t le support réduit de cette droite double. et on rappelle quet est 
une droite exactement bisécante à Z (i.e bisauteust> dt> E·). Le schéma Z posst'dt> 
alors forcément une composante de longueur2 :3 qui n'pst pas dans la droite t 

doublée. En effet, si Z possède 2 composantes connPxes. t>lles doivent f>t re sur des 
courbes lisses transvPrses à tet l'intf'rsf'ctiou de ces conlposant<'s a\·c·c la droit<' t 

doublée est de longueur au plus 4. Lorsque Z est connext:'. soit il contient 2 fois le 
diviseur exceptionnel. par exemple (.ry, y3 + .1~ 3 + .r 2

) où ta pour équation y= O. 
soit il est sur une courbe lisse tangente à t. par exemple ( .r''. y - :.r 2

). On regarde 
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le premier cas dans l'éclaté du plan en ce point. Mais l'image réciproque de Z 

est alors constituée de 2 fois le diviseur exceptionnel et d'un point qui ne peut 
pas être sur le transformé strict de t car elle doit être bisécante à Z, ce schéma 
n'est donc pas dans l'image réciproque de la droite clou bk. Dans le second <·as. 
la droite t doublée coupe la courbe lisse contenant Zen longueur 4. elle Ilt' peut 
donc pas contenir Z. 

L'étude globale des bisauteuses dans un plan n'est malheureusement pas si 

simple, cependant, les résultats précédents nous donnent quelques informations: 

Remarque 1.1.3 Dans un f3- plan stable h J pour c2 ::::; 5, soit le schéma des 
multisauteuses est conne.re, soit toutes ses composantes comuxes sont locaifmcnt 
sur des courbes lisses 

On remarque d'abord que H ne poss{>de qu'un nombrt> fini dt> Illtdtisauteuses. 

En effet, pour c2 ::::;!) EH(l) a U!H' section qui s'annul<' <'!J UJl sclJ<''Jlld '/dt· 

longueur inférieure ou égale à 6. S'il existait uue iufinitt'• de trisPcantes à Z. alors 
dans l'éclaté de H en ce point p* E( T - J.r) aurait une section (où ;r = T - <7 est 

la classe du diviseur exceptionnel) ce qui est impossible puisque ce fibré a un c2 

négatif. 
On conclut alors en remarquant que si le support de R1 q.p· EH possf•de un 

point épaissi dans toutes les directions, comme il ne poss(~df' pas de trisécantes 
selon le 1.1 .1, il doit f.tre connexe. 

On peut en fait doun<'r. par exemplP claus un plan stable II. l<·s priucipaux 
exemples de calcul dt' la multiplicit(· d'une hisaut<•ttse dans 1111 pinceau plan en 

éclatant H au centre du pinceau. Lorsqut• cc poiut est dans 1<' lieu <l'annulatiou Z 

d'une section de EH(1) on se ramène à u11 problènw de bist'•cautes ou 1-sf.caut.es 
selon le nombre de fois que p*Z contient le diviseur exceptionnel. 

On note 
2
$

2 
un schéma du type ( x 2 , y2 ), où les flèches désignent des schémas 

de longueur k sur une courbe lisse tangente à. la direction indiquée 

z Nv Av sv ('V 

Il ,. 
A 1 1 j :!. J 1 a • 
1 1 ! 

A B (_' A=B (' 

b ~ L ~ ou b'=e;-+- 2 2 2 2 
2 2 2 2 2 2 

B c 
A 1 1 1 2 1 1 c • 1 2 3 

c c 

d 
A B • ou d' 

A=B 1 1 j 1 j • • • • 
1 1 3ou4 2 3ou4 
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Proposition 1.1.4 Un plan H contenant une infindr dt droites bi::;aulcusf., ~~~ 

sauteur. Dans ce cas, R1q.p* E induit dans le {3-plan associé à H un schéma qui 
contient une droite réduite munie d'éventuels points immergés. 
Pour c2 = 5, un tel pinceau contient alors une droite tri.sa·uteuse. 
Pour c2 = 4 la droite réduite est munie de 4 points imme1'!]és. 

Selon la remarque 1.1.3, H ne peut pas être stable. La section de EH doit 
donc contenir 2 fois le diviseur exceptionnel, et le résiduel est vide pour c2 = 4 
et de longueur 1 pour c2 = 5. La droite contenant le point qur l'on hlate et If' 
résiduel est alors une trisauteuse. 

On peut obtenir une étude plus détaillée du schéma induit dans ce ,13-plan pa.r 
R1q.p* E. 

Par exemplf', pour c2 = 4 la section s de EH s'annule en Z, d'idéal J qui est 
l'intersection complète de 2 coniques singulières en un mênw point. On rf'monte 
alors la résolution de :.S sur la variété d'incidence points/droites de IP 2 notéf' 1. 
puis on projette cette suite exacte courte sur IP~ pour obtenir la suite f'Xacte: 

qui donne par dualit~ relative: 

Comme 1 =lP( nlP2 ( 2 t) où: 0 -t nlP2 ( 2) -t :301P2 ( 1) -+ OIP2 ( 2) -+ 0, on a.: 
q.01(kr) = Symk(DJPv (2) ), et on s'est ramené à l'étude du lieu de dégénérescence 

2 

d'une application: 20JP:; ---t Sym2 (l2JP2(2)). Ce lieu contient une droitf' r~duite 
car par un point P général dans le plan sauteur il 1w passe pas Uf' coniqtw sin­
gulière en P couteuant les zéros de la section sauteuse·" (i.<·: h 1(q.p"..SL',) =O. C<' 

qui est aussi vala.blf• pour c2 = .5). ('o1mne le r~sid1wl n ln i>oJJII<' codiJJWJJ:-;ioJJ. 
sa classe se calcule par la méthode de l'appendice 5.1 qui est ici silllplifi~c par le 
fait que l'excès soit un di videur df' Cart if'r. Cf' lieu f'st dolic donn~ pnr: 

où h est la classe d'un hyperplan de IP~. Il semble alors clair que C<' lieu r0siduel 
soit constitué des 2 droites d et d' constituant les 2 coniques doubles contenant 
Zs. En effet le support. de R1q*p* E n'a pas de trisécantes claus ce IP~. et il a pour 
seules bisécantes les droites de IP~ qui passent par d ou cr. ('ar q*p-~ÎL, = o}J\ (-a) 
où a 2 3 sauf si P E dU d' où a = 2. C'est à dire que lïdéal des bisautcusPs dans 
IP~ est du type (:z/.y.r 2 (.r -1) 2

). 
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1.2 Quelques résultats prélin1inaires 

Dans la section précédente, on a étudié le lieu entre tnsecantes à S et plans 
sauteurs. On remarque alors que certaines singularités de S, (notamment lorsque 
S n'est pas localement intersection complète), font apparaître naturellement des 
fibrés qui ont une droite dans IP~ de plans sauteurs. On constate alors que de 
tels fibrés existent, par exemple lorsqu 'un instanton possède une c2-sau teuse ils 
sont tous de ce type (Cf [S]). 

Il est clair qu'une bonne connaissance de ces fibrés apporterait de grandes 
simplifications dans la suite, mais l'exemple suivant montre que ces fibrés ne sont 
pas encore tous connus. 

Exemple 1.2.1 Il existe des 4-instantons tels que tout plan passant par une 
bisauteuse donnée soit sauteur. 

On peut construire un tel fibré eu se donnaut une courbe ellipt iqu<' (' <'t '2 
faisceaux inversiblf's de degré 2. [et L'sur C. tels que (C' · {'J>>-I =Oc f't que 
4 soit le plus petit eutier ayant cette propriété. 

On note alors . .:..·~(' la surface régléf' Froj([ .;, L') et y; la surface quartique 
image de S claus 1P:3=IP( Hu L +Hu L'). Ou considère alors le diviseur 

D = 7r* Cv04 0 0 s ( 4). Le système linéaire / D / est de dimension: 
h0 (L_v 04 0 Sym4 (L 8? [')) - 1 qui vaut 1 grâ.ce à la relatiou entre L et ['. On 
considère alors le fibré E définit par la suite exacte: 

Où <b est le morphisnw de S clans IP:3• et où la dimension de /D /1nont r<' que 
E est un instanton. 

On note .~ et :-.' les uniques sections de ii. c· · Os( 1) et d<' ii.[.'' • Os( 1 ). Le 
système linéaire 1 D 1 est alors constitué des courbes d'équations ,\.~• + 1-1-"'4 . dout 
l'élément générique est une courbe elliptique lisse de degré 8 section de E('2). De 
plus lorsque À ou 1-1 est nul, on obtient un élément de 1 D J qui munit la clroitf' 
double deS associée à .sou s'd'une structure multiple. Tous les plans passant par 
ces droites (notées d et d') sont alors sauteurs, et comme toutes lf's gruc''ratrices 
deS sont quadrisécantes à ces sections de E('2). ces droites sont bisautc'US<'s. La 
section saute use dans uu plan contella.IJ t d ou d' est. al or:-; d 11 t y p<' ( t/ .. 1'( .r - 1 ) ) 

où y = 0 est l'~quat ion de d ou d'. Les droitPs d et d' sont alors c'xact.t->JllC'lll 
bisauteuses. et n~s sections induisPnt dans le diviseur exc(•ptionncl de l'èclatc; df' 
IP3 en d ou d' UJW courbe de biclPgré (:2. '2). 

On remarque que l'on peut montrer que lorsque 'j-Z 0 E(k) a une section et 
que o est au moins sauteuse, alors cette section est ensemblistement égale à o. 
En effet, dans l'éclaté de IP3 en o. la restriction de la section de p*E(ka) au 
diviseur exceptionnel est une section de 0p1 xP

1 
(k. a) ''f 0p

1 
xP

1 
(k, -a). où o est 
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a-sauteuse. Comme a est strictement positif, cette section est en fait une section 
de 0 p 1 xP1 ( k, a), elle ne possède donc pas de points isolés ni immergés. La section 
de p* E(ka) ne possède donc pas de composantes irréductihiPs qui rencontrent le 
diviseur exceptionnel, mais comme la section de 8'~ ® E(k) doit être connexe dans 
IP3 , elle est ensemblistement égale à 6. 

La difficulté à classer de tels fibrés vient alors du fait que la sectio11 de p* E( ka) 
puisse être multiple et ne pas être incluse dans IP diviseur exceptionnf'l, Cf' qui Pst 
le cas dans l'exemple précédent car un diviseur de bidegré (k. a) dans If' diviseur 
exceptionnel a pour classe dans l'anneau de Chow de IP3 : k:r 2 + (a - k )ra. alors 
que la section de p* E (ka) a pour classe c2 r 2 . 

Corollaire 1.2.2 Pour toute valeur de c2 , s'il existe unt droite 6. au mo ms 
sauteuse pour un instanton E. telle que S'Z (;) E( k) ait wn section. alors k di1•ise 
c2, cette section est in·éductibh, et 6 est cractement k-sautcust. 

Il ne s'agit donc pas ici d'étudiPr toutf's ces famillf's. JJiais 011 aura cept-·ndaiit 
besoin du lemme suivant: 

Lemme 1. 2.3 Pour c2 = 4. 8 ïl e.rist f une droit f d. rw plus bisa ut f 11-"f. fr /Ir q u f 
tous les plans contenant d soient sauteurs. alors ·:.J:f2 c: E(2) po.<;s( df Ullf .o.;u·tion 

On éclate 1P3 le long de la droite q. et 011 notf' p' et q'les projections de IP3 

sur IP3 et IP 1 . On note T = p'*Op3 (l), a= q'*Op3 (1) et .r =IP 1 xq le diviseur 
exceptionnel. La classe de .r est T - a. On a alors la suite exacte: 

qui tensorisée par p'* E( T) donne f'll appliqual!t le follet em q: la suik <':\acte 
suivante puisque h0 E( 1) = 0 selon le 1.2.0: 

0-+q:p'*E(r)-+H 1 f~'·.,Op,(-1) --+ H 1 E(1) Op, -tR1q:p'*E(r)-+0 

'\tl\'/' 
/''\t 

0 0 

Le faisceau R 1 q:p'* E( T) est en fait localement libre de rang l au dessus de IP 1 

car tous les plans contenant q sont sauteurs et c2 = 4. D'autre part. la résolution 
de x dans IP3 donne la suite exacte: 

0 --t p'* E( a) --t p'· E( ï) --t p'· E,.( ï) --t 0 
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CommPp1~},',(T):::: ()g',xq(O,-a+ 1) i OJP,xq(O.a + 1) et\'<'< a :S: :2.011 obtÎ<'IIt 
la surjection: R 1 q~p'"'E(a)---+ R1 q~p'"'E(r)---+ 0 qui montre que: H 1 q~p'"'E'(T):::: 
0p1 ( b) avec b 2: 1 car H 1 E (9 0 p 1 se surjecte sur R 1 q~p'" E. Comme h 1 

( 1\.) est nul. 
on en déduit que h1 

( q~p'"' E( T)) ~ 2 et, comnw il est localement libre de rang :3, 
que h0 (q:p'* E(r+<:T)) =1 O. On a donc une section de r:}d®E(2) dont la restriction 
à un plan quelconque contenant d doit être proportionelle à la section sauteuse 
car ses zéros ne sont pas sur une droite, puisque d n'est pas c2-sauteuse. Dans 
tout plan contenant d, la section de ~d 120 E(2) contient alors une coniquP qui nP 
peut être que 2 fois d, ce qui donne bien une section de .}~; 2 · E('2.). 

Exemple 1.2.4 JI crisff des .fibds E ttls qut h 1 1--'( -:2) !llod '2. = 1. c2 = 4 ayant 
une congruuu·r dt bi.,atdt a.ws 

Il suffi.t de considérer :2 droites gauches toutes ]ps '2 muniPs d'UJw structurP 
quadruple par l'intersection complète de 2 quadriques singulières le long de ces 
droites. On obtient alors 2 quartiques elliptiques disjointes dont la réunion est 
une section de E(2), où E est un fibré de deuxième classe de Chern 4 et tel que 
h 1 E( -2) mod 2 = 1 selon [C]. Il est alors clair que toute droite qui reucout!'e les :2 
droites de départ est une quadrisécante à cPt t.e section. On a deme une co11gruence 
( 1 J) de bisauteuses. 

Lemme 1.2.5 f.Jour toul c2 le,, fibd::; dr t Hoojl ( ir tri.~ qut h0 },'(l) =f: 0) out 

leuT multisauteuses en codimcn8ion :3. 

NB: En déformant au voisinage d'un tel fibré, Brun et Hirschowitz (Cf [B-H]) 
ont montré un résultat plus fort sur un ouvert de In. On remarque cependant 
que ces fibrés, dont 1 'élément général tordu par 1 possèdf' unf' sf'ct io11 const it uf.e 
de n+l droites disjointes (Cf [H]), ont toujours une droite trisaut<'US<' (i.e lill<' 

quadrisécante à la section). Ils rw sont donc pas daJIS le doill<lÎII<' d'<~pplicat ÎOII 

dP leur résultat. 

Soit s UIH.' st•ctioJJ de L( 1 ). d Zs soJJ sdJ<,'Ill<t d'et!IJJLJ!ett Îu11. L<'s droit<'s k+:2-
sauteuses ont mêu1e schéma que les k+:3-sécantes à Zs pour 1.: El!\. Le r~sultat 
est alors évident si les droites constituant Zs sont réduitt>s. Dans lt> cas contraire. 
une famille à 2 paramètres de trisécantes peut provcuir de 2 types de situatious: 

a) Il existe une droite cl telle que Zs restreint à d ait une congruence de 
bisécantes qui recoupent une autre droite d' de Z8 • Cette congruence est alors 
ensemblistement incluse dans les bisécantes à cl et d', et çlonc pour tout plan H 
contenant d'. les droitf's passant par dnH sont des bi shan tes à Zs ciJ cc point. 
La droite cl serait alors munif' d'une structure quadruple qui serait double dctlls 
les plans contenant d. ce qui est impossible puisque ces plaJJs scraÎ<'Jit instahl<'s. 

b) lJ existe Ull<' droite cJ telle que Z., restreint à J (nol/' Z.d) ait UIW f<llliÎiit• 
à 2 paramètres de trisécantes qui ne peuvent pas être claus un même plan sellli­
stable. Tout plan contenant cl est sauteur (puisque la restriction de s à ce plan 
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est divisible par l'équation de d), et doit contenir un pinceau de bisauteuses de 
sommet sur d, ce qui implique que d est une droite au moins bisauteuse. On entn-· 
alors en contradiction avec le 1.2.2 cars est une section de Jd (:) E( 1 ). 

1.3 Etude de S au voisinage d'une droite 3 ou 4-sauteuse 

Lemme 1.3.1 Les dmites au moins trisauteuses d'un 4 ou 5-in.'>fanton sont d( 
dimension :::; 1. 

En effet, si E possède une congruence de trisauteuses de bidegré (a, /3), a et f3 
sont inférieurs à 2 car pour c2 :::; 5 un plan contenant 2 droites trisauteuses ne peut 
pas être stable. Les congruences (l,O),(O.l),(lJ) contenant des droites. il suffit 
alors de remarquer qu'un sous-schéma ponctuel de IP 2 loca.lenwnt intersPcl ion 
complète ne peut pas avoir un pinceau de trisécautPs s'il t'si de d<'gri· infc'•riC'ur à 
8. 

On rappelle que l'étude des schéma de droites k+l-sautt>uses pour c2 donné 
dans un plan sauteur est la même que cellt> des droites k-sauteuses daus uu plau 
stable pour c2 -1. Ou remarque de plus que, pour k=O ou l, H 1 q~p~}.'(k + l) 

induit une structure réduite sur une droite k+3-sa.uteuse dans un plan stable pour 
c2 :::; 5. On déduit donc du 3.3.1: 

Lemme 1.3.2 R 1q,.p"E(l) induit dans tout p-pla11.nt co!lfflwnt pas dt qu.adri . .,auftuMs 
un schéma de longueur:::; c2 - 3 
R 1q,.p" E(2) induit dans tout :i-plan m c01denant pas dt 5-sautcusc .... llll ,.;;c/u'ma 

réduit 

Proposition 1.3.3 Pour c2 = 4. foute droite t . ."1 ou 4-saufr11-"f dr S. u;f inf'lu..,r 
dans wu cou rb( de droite-; au moins lri.-;ault ust.-; dt S. JI r 11 tsf dr llltlln pou1· 
Cz = 5 si t tst quadrisauteuse. et aussi lorsque t n'tsf qut trisauteust si l'on 
suppose en plus qut S,·ed ne possède pas de points où son tspaet tangent dt Zariski 
est de dimension 4. 

On commence par le cas où t est une trisauteuse, et on note Snd la sur­
face réduite ensemblistement égale à. S. et H l'amwa u local d<' C <'Il lill<' droit<' 
trisauteuse t de S. Selon [G-PJ, on a les résolutions locales suivantes: 

On note Ui les restrictions des ui à Sred, M1 la restriction de R1q,.p* E 1o à S,."J, 
M l'idéal maximal de S,·ed en t, et on pose CS= (u0 , u1 • ü 2 , U:3 , u4 ). 
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Selon [G-P](proposition2.2), on a un isomorphismeentrt-' lt-'s Os,<d ,(t)-modult-'s: 
Sym4 M 1 et 8'. Donc l'éclaté de Sred en ::S est isomorphe à celui de Sred en M1 (qui 
est un Os,(trmodule de rang 1). On va montrer, par l'absurde, que les les u; sont 
liés. On suppose donc les "fi; linéairements indépendants (sur C) dans 8'/S'M. 
Ceci implique que S' =fM car M/ M 2 est au plus de dimension 4. On peut donc 
supposer que 2 d'entre eux sont dans M 2

• On note k la. dimension de T 1SreJ, 

on va alors montrer que k- 1 des u; ne peuvent pas être dans M - M 2
. Ou 

note J1 l'idéal engendré par les u; qui ne sont pas dans M 1
• On remarque que 

(S' n M 2 )/(S'M) est indu dans M 2/(::SM) qui est un quotient de .,-\,·f2j(J2 /vt) 
qui vaut x2C[x] où x E M - M 2 si k- 1 des u; ne sont pas dans /Vf2. C'est à 
dire que si k- 1 des 'ii; ne sont pas dans M 2 , les 2 éléments de S' n M 2 seraient 
liés modulo S'M, ce qui contredirait l'hypothèse. Il existe donc au plus k- 2 df's 
Ui qui ne sont pas dans M 2

• Il existe donc toujours un 2-plan inclus dans T 1S,," 
donné par ces k - 2 éléments de M. Le schéma induit par ::5 dans ct-' plan est 
alors épaissi dans tou tes les directions de ce plan. Il ex i st cr ait alors des droites 
de ce plan coupant ce schéma en longueur au moins 2 et incluses dans G, ce qui 
contredirait que pour c2 = 4 une trisa.uteuse est réduite dans un 3-plan. 

Si di mT 1 Snd ::; :3 et que 1 'un des u; n ·est pas dans A-1 2 , alors • \11 2 / ( .h/vt.) vaut 
(x2 ,xy,y2 )C[::r,y] où .Tet y sont dans .'\11. -/v1 2 . Si l des autres u 1 JW sont pas dans 
M 3

, alors let> 4- l autre!:> sont liés dans ."'1 3 /(~Mn .M 3
) car c'est un quotient 

de M 3 j(J3 M n-"'1 3
) vaut si l = 1 (..ry,y2 )1L'[y] ou bien (.r 2 .y2 )f. si l = 2 (.1·y)f' 

ou bien (y)C[y], et (0) si 1 = :3. On en déduit que 4 des u; sont dans ."'1° ce qui 
donnerait un plan inclus dans T 1Srtd tel que le schéllla induit par ;J dans ce plaJJ 
serait triple dans toutes les directions. Il existerait alors une droite incluse dans 
G contenant une trisauteuse triple, ce qui est impossible pour c2 = .). Lt-'s TI; sont 
alors tous dans M 2 et il existerait des }3-plans où tout pinceau de sommet sur t 

serait bisécant en t au schéma des trisauteuses. ce qui t-'St impossible pour c2 = !'i. 
(On rappelle le lien entre l'étude des bisauteuses dans un plan stable et celle d<'s 
trisauteuses d'un plan sauteur). 

Les Ui sont donc liés, et M 1 est engendré par 2 éléments ( e0 , f 1 ) (indépendants 
si t est une tri sauteuse isolée sur S) qui sont solutions d 'uue équation dt-' degr~ 4 
modulo Mf5

. En f'ffet, on a l'egalité modulo 'J" 2TI; = (-1 )'(~- 1 J'1 car 1<" prudttit 
'iio "fil u2 u3 U4 "fiu 

eo f] "fit 

eo f] u2 est nul modulo '-2 ,.s cl\1;'c'. 
eo tt UJ 

t:u Ct U4 

On en déduit que Proj( fJJ 111'fi / .M Mf;) qui est 1 ïmagf' réciproque de .,'\11 dans 
1 

le diviseur exceptionllel n'est pas une courbe. ~ n"est donc pas l'idéal d'un point 
isolé de Sred. 

Il en est de mênw lorsque test urw quadrisauteuse. Au voisinage d(' tou a: 
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On peut alors faire exactement le même raisonnement en rernarquant que 
R 1q,.p" E(2) induit dans tout ;3-plan un schéma réduit pour c2 = 4 ou .s. ce 
qui montre que les u; sont liés. On note 8' le premier idéal de Fitt.ing de 

( 
~~ ~: ~: ~: ~: ) , qui est aussi 1 ïdéal des trisa.uteuses sm S. Ou a alors 
u2 u3 u4 Us us 

l'isomorphisme entre S'ym4 M 1 et. J où M 1 = R1q.p* A'(t) · · Os,.,J' 
On note t 0 • t 1 les géuérateurs (que l'on a du choisir pour trou ver ces matrices) 

de R1q,.p*E(I)(t) o..,r<d' On rappelle (cf [G-P]) que Ct'UX de MI sont t'Il fait 
e6, eoe1,eÎ. 

En remarquaut que modulo J'2u; = ( -1 )'tg-it~ car le produit est nul modulo 
8'2 , on obtient bien la deuxième relation entre les générateurs de .rv1 1 (~H: si 
R1q,.p" E(l)(t) 0 Os,·ed a pour support un point isolé, e0 et ( 1 sont indép<>ndant.s). 
Mais ces relatÎOilS montrent que le diviseur exceptio11nel de réclaté de Srt:d eu j 

ne peut pas être une courbe. 



2 Absence de n-sauteuses sur S pour n>3 

2.1 Droites c2-sauteuses 

Remarque 2.1.1 Pour c2 :::; 5, siE possède unt droitt d ..,autcu.-;f d'ordn c2. 

alors ses multisauteuses sont en codimtnsion 3. 

En effet, il découle directement de la propriété instantou que ce fibré n'a que 
des plans semi-stables. On remarque que tout plan H semistable contenant une 
c2-sauteuse ne contient pas d'autre droites multisauteuses, car le lieu d'annulation 
Z de la section de EH( 1) ou de EH est inclus dans d puisque d le coupe en longueur 
d0 Z, et que les multisauteuses de H sont au moins bi sécantes à Z. Mais 1 'ensf'mble 
des droites de IP3 rencontrant d est une hypersurface de G. qui couperait donc 
S le long d'une courbe. En prenant sur cette courbe UJJ point distinct dt• d. OJJ 
construirait un plan instable. 

On supposf' donc dans toute la suite que E Jlf' possc'de pas de droitf's sauteuses 
d'ordre c2. 

Proposition 2.1.2 Pow' c2 =5 S contient au plus un nombre fini dt quadn:sauit uses. 

On suppose donc ici qu'il existe unf' droitE' quadrisautE'USf' q qui appartif'nne 
à S. L'ensemblf' des droites de IP3 qui reucontrent q est Ull<' hyp!'rsurface de C. 
il existe donc une courbe passant par q et tracée surS de droites Jllultisauteuses 
qui rencontrent q. IYautre part. pour c2 =.S un plan contenant q et un<' droit<' 
bisauteuse nf' peut pas f.t re st.ablc. CoJllllJ<' tout plan contt•Jlant q cont Ït'JJI un 
nombre fini de bisaut.t>uses (Cf 1.1.4). la famillf' à 1 paran1f>tre de hisauteusf's qui 
coupent q ne peut pas avoir une composante planf'. ce qui mont re que tout plaJJ 
contenant q est sauteur. Comme ces plans décrivent un schéma de dinlf'nsion 
2 de IP3, on déduirait de [Co] que E serait soit un fibré de t'Hooft spécial ce 

qui contredirait le 1.2.5, soit un élément de la "big family" de Barth-Hulek (Cf 
[Ba-Hu]), ce qui contredirait la propriété instantoiJ. 

2.2 Trisauteuses 

D'après le 1.:3.3. il IH' reste que le cas oi1 S coiJticiJt LJJW courlw d<' t risaJJI<'tJ-;<·. 
On suppose d'abord que cette courbe ne coJJticut pas de droites qJJ<-~drisaJJI<'tJs<'s. 

Proposition 2.2.1 Un 4 ou 5-instan.ton tel quf h0 E( 1 ). = 0 1u possèdt pa8 df 
courbe de droites exactement trisauteuses. 

NB(Pour c2 = 4 on n'utilisera pas ici l'existence deS). 

Soit r une courbe irrPductible de droites trisauteuses. On note ~ la surface 
réglée obtenue par cette courbe. et i": ~ ~ sa normalisai iou. 
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Pour c2 = 4, deux droites trisauteuses ne peuvent pas être sécantes selon 1.:3.:2. 
Selon [Co], cette courbe est donc un système de génératrices d'une quadrique Q 
de IP3 , ou les tangentes à une cubique gauche, mais dans les 2 cas f: ~IP1 x IPJ. 
On applique alors la méthode utilisée dans [Co]. Le fibré E n'ayant pas dt' 

quadrisauteuses, on a la suite exacte: 

qui donne: c2 (rr*EE) = d.c2 = 2a3 (où d = 2 ou 4), ce qui est impossible. (où a 

est le degré de A dans Num(E) ). 

Pour c2 = .5, on montre de la même façon que 1 'ou a encore une telle suite 

exacte, avec f: =lPr(F"), où Fest uu fibré dP rang:!. possédant urw sPction (on 

note .C son conoyau) et tel que h°F(l) = 0 lorsque lest un faisceau iuversibJe 

de degré négatif. La surjection de F sur .c domw une Sf'ction_Co dP r dans l:. 
On note e = - deg( F). La forme d'intersection dans /\.uml: est donnéf' par 

( ~ ~e) dans la base (f,Co). (où fest la classe cl'uue fibre). On a donc la 

relation:.5d = 6a + !)(. qui montre <Jllf' d est divisible par :3. ( 'on111W il lW pr·ut 

pas y avoir plus de :2 trisa.ut.euses daus un mêrne plan. la surfac<' régl<:t, dualt· ~v 

est sans points triples, ce qui se traduit selon [h] par: 
[(d- '2)(d- 3) - 6g](d- 4) = 0 (*) puisque f: et f:v ont même degré et 

genre. Donc lorsque d=3, on peut procéder comme dans [Co] car ou a: g=O.et 

f: =IP(Op1 ffi 0p1 (1)), ce qui implique e=L et a=l. Ou a alors 

rr*Or;(1) ""' ~(2,1) et, h 2 (n*EE(-2)) = h0 (0p1(-a+4+2g-2-e) Sym~3F) 
Num "-

ce qui entraîne h 2 EE( -2) ;::: 1 grâ.ce à la suite exacte: 

où (_'' est df' dinwnsion ~ 1. La résolution df' ~ dans IP l t ensoris<.'<' par E douiH' 

alors: h 3 E'(-5);::: 1, ce qui entraiue h0 E(I);::: ]. ce qui <'St co11trairc aux l'hy­
pothèses. On en déduit que d est Jivisible par 3 et d;::: G. 

Lemme 2.2.2 Une génératrice générait de E ne rEncontrt pas de points df mul­
tiplicité supàieurc ou égale à 3 

Dans le cas contraire, ou pourrait trouver uu poiut p de ~ par lequel il passe 

au moins 3 génératrices de ~ distinctes. Lorsqu'cm <'·ela tt' U> 1 <'Il p. c<'s :~ droites 

donnent :3 points tri pies de la peut iquc des droitf's saut'<'liS<'S dans 1<' di,·is<'tlr 

exceptionnel. La fonnule du genre lllOlltre que cet Ir• pentiqu<' rloit f>t rr' n~duct ible. 
et les que 3 poiut.s doivent être alignés. ce qui contredit le fait qu"un pla.JI lW puissf' 

pas contenir plus de 2 droites trisauteuses. 

Lemme 2.2.3 La génémtrict générique de E ne rencontrE que des composantes 
réduites du lieu double de :E 
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Supposons que ce lieu possède une composant<· non réduite qui rencoutre toute 
génératrice de :E. Alors un point de cette composante correspond à un point du 
lieu double p où les 2 plans tangents à :E sont confondus. Ce plan est donc celui 
qui contient les 2 génératrices passant par p. D'autre part, le nombre de points 
pinces de :E n'est pas nul car 2d+4(g-1) ne s'annule pas pour d divisible par 3 et 
d solution de (*). Soit p' un point pince de :E, alors il existe une génératrice d de 
:E, passant par p', telle que le plan tangent à :E soit constant le long de d.(On le 
note H ). Il est alors clair que le vecteur tangent à l' en d est dans h (le 1-plan 
associé à H). On a doue long(!' n h{d}) 2 l. Il suHü maintenant d'utiliser qtw d 
coupe le lieu double en un point non réduit p, et donc que H=Tp~ coutieut une 
autre génératrice, ce qui donne long(r n h) 2 3, ce qui est impossible. 

On peut donc supposer que la génératrice générique rencontre le lieu double 
en des points réduits de celui ci. 

Lemme 2.2.4 Um génératrice générique dt :E tH rwconl rt au 1/Joill:> 4 a al rts 

distinctes 

Il faut pour cclà IllO!ltrer qu'un<' g<'IH'I<~tri<<' g<'IH'Iï<Jll<' d<· ~ cuup<' 1<· li<'ll 
double eu au llloius 1 points distiiJcls. il Il<' r<·st<· duiic plt!s s<'IOII le 2.2.:~ qtw 1<' 
cas où la génératrice générique df' ~ est tangente à Ull<' courlw inclus<-' da.us le 
lieu double de~. c'est à dire le cas où ~est une surface dév<->loppable. Le cas du 
cône étant évident, on note(' l'arête de rebrousst>ment df' 1:. 

Pour un point général p de C, le plan Hp osculateur à C en p doit être égal 
au plan tangent à E en un point quelconque de la génératrice dp qui est tangente 
à. C en p. De plus, la tangente à r en dp est constituée du pinceau des droites de 
Hp qui contiennent p. elle est donc incluse dans le 3-plan associé à HP. 

On constate alors qtw pour tout point p' de (' différent de p. ks plans HP 
et Hp' doivent i>tn-· différents car R 1 (t~P· f'(T) induit da11S tout )-pla!! lill sciH.'lll<l 
de longueur inférieure ou égale à 2. ( 'eci se traduit par k fait que la surfacl' 
duale Ev est une développable d'arête de rebroussenwnt ( '" lisse. On projette 
cv sur 1P2 par un point n'appartenant pas à ~'. Le degré de r est alors égal à 
celui de la courbe duale de cette projection, qui t>st selon les formules de Plücker: 
d = 2( deg cv - 1) + 2g, puisque cette projection ne possf.de pas dt> cusp. On e11 
déduit que le cas d = 6, g = 2 est impossible, c'est à. dire que si ~est cl~veloppable, 
on a d ~ 9. Pour t général dans r, le contact entre T 1 G et r ne peut pas être 
d'ordre supérieure ou égal à 6. sinon 1<" plan osculateur à r en t serait indu 
dans G et il existerait un J-pla11 coupant l' eu longueur ~u nwius :L ( ~Olllllll' ce 
contact est toujours pair (Cf [Co] lemme6). T 1C/ n ]'- {t} Pst co11stitué dP d-1 
points distinctt> cart n'est pas eu générale bitangeute à ('puisque rest réduite. 
Lorsque E est développable, une de ses g~n~ratrices génériques en rencontre alors 
au moins 5 autres distinctes. 

Il ne reste plus gu 'à constater que dans le cas où ~ u'est pas développable, 
pour tout t dans un ouvert dense der, l'intersection de TIG avec r- {t}. est dP 
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longueur d 0 f- 2, et elle est constituée selon le 2.2.:3 de points distincts. Il existe 
donc au moins 4 plans sauteurs distincts contenant la droite associée à t. (Un 
plan contenant 2 droites trisauteuses distinctes est sauteur, et il ne peut pas y 

avoir 3 trisauteuses claus uu même plan). 

E ne possédant pas une famille à 2 paramètres de plans sauteurs, on suppose 
qu'il n'existe qu'un nombre fini de plans sauteurs contenant t, pour t général dans 
r. On éclate IP3 le long de la droite t, et on note p' et q' les projections sur IP:3 

et IP1 • On a alors la suite exacte: 

0 -'t q~p'* E ( T) -'t H 1 E 0 0 PI ( -1 ) --t H 1 E ( 1 ) 0 0 PI -'t R 1 q~p'* E ( T ) -'t 0 
\.tl\/' 
/'\.t 

u u 

On a: h1 E=~. h 1 F( J )=Ï. et H 1 q:p'~ f.'(ï) n'Pst pas localenl<'nt libre <'1 il est de 
rang un car dans un plan stable contenant une droite trisauteuse, les 6 points nuls 
d'une section de E( 1) restreint à ce plan sont toujours sur une uuique conique. 
(la droite n'est pas .5 sauteuse). Le faisceau q:p'*E(T) est donc localement libre 
de rang 2. De plus, h0 (q~p'*E(T)) = 0, h1 (Ji.") = 0, h1(q:p'*E(T)) = h0 (h"), et 
h0

( R1 q~p'* E( T)) = 7 - h 1 
( q~p'* E( T)) 

Si h 1 (q~p'*E(T)) vaut 0 ou 1 alors q:p'*E(ï) = Oo:-'!(-1) ·2 OJPI(-1 ou - :2). 
Donc [q~p'*E(T)j(l) aurait une section, f't donc J 1 ··: L'('2) aussi. C't>ci n'étant 
possible pour t générique que si h0 E(2) 2: 2, les sections de E(2) seraient alors 
sur une quartique. cont.enant toutf's les trisauteuses puisqu.f•lles lui sont dt-·s :>­
sécantes, ce qui contredit d 0 ~ 2: 6. 

On a donc h0 (R1q:p'*E(ï)) ::; .5. D'autre part. R2q:JrF(ï) est nul selon 
Grauert, ce qui donne par changement de base: 

VyEIP 1 , R1 q~p'*E(T){y} ~ H 1Ey(1) où Y est le plan associée à y. On a donc 
la suite exacte: 

0 --t ::r~ f' --t R1 q:p'* E( ï) ---+ R1 q:p'* R( ï )"v ---+ () 
k ÎcJIS 

où k2:4 est le nombre de plans sauteurs passant pa.r t. ( 'on1111t-' H1 q:p'* F( 1 )'' ~ 
OIPI (l) où 12:0. on Pn déduit que 1=0. k=1. On a clone d" J' = (i cc qni i111pose 
avec la formule du lieu triple de~": g=:2. Ou oblieut aussi h0(H 1 q:p'~l~'(J)) =ti. 
et q:p'*E(l):: Opi(-:2) +- Opi(-2), ce qui donne: h0 (:Sf c> E(:3)) 2::2. 

On notes et s'deux sections de r::s; 0 E( 3 ). Ces sections sont liées sur une sur­
face de degré 6 qui contient les 4 plans sauteurs Hi contenant t car les restrictions 
de s et s' à l'un des Hi contiennent t 2 et EH; ( 1) ne peut pas avoir une section 
indépendante de la section sauteuse sinon cette section serait sur une droite qui 
serait alors 5-sauteus<-'. On note alors Q la quadrique iuclust• dans ZsAs'· On 
remarque que dans Lill plan gén~ral contf'uaJJt L lf'S sections .~ et .~' induisent :2 
sections de EH( 1) (Pli ]Ps divisant par t2

) qui sont doue li<''<'s sur Ull<' conique 
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qui n'est autre quf' q n H. (NB: cette coniquf' doit contenir t puisqu.f'llf' lui f'St 
4-sécante). 

On suppose maintenant que rest incluse dans S. La courbe T 1G n S est alors 
constituée de droites multisauteuses qui rencontrent t, et c'est une section hy­
perplane de S. On va identifier cette courbe en la coupant par un plan général 
contenant t. Il faut d'abord remarquer qu 'aucmw composantes irréductible d(' 
TtG n S n'est incluse dans un plan contenant t. Si c'était le cas. ce plan serait 
forcément sauteur selon le 1.1.4, il s'agirait donc de l'un des Hi, car on a montré 
qu'il n'existait pas plus de 4 plans sauteurs contenant t, et comme les Hi con­
tiennent 2 droites tri sauteuses, il ne peuvent posséder qu'un nombre fini de 
droites multisauteuses selon le 1.1.4. D'autre part, on constate que dans un 
plan H général contenant t, les seules multisautf'uses possiblf's sont au 111oins 
trisécantes à toute section de EH(1). il s'agit donc de t ct de la droite dH telle 
quet u dH = Q n H. La droite dH étant toujours incluse dans la quadriquf' Q. on 
en déduit que T 1G n S est un systènw de génératrices de Q. Pt donc qut> d" S'= :2. 
Elle ne pourrait alors pas contenir une coube de degré G et de gemv :2 puisqu<' 
h00r(l) = 5. 

On peut maintPnant montrer comnwnt étend rf' cPcJ lorsque l' contient des 
qua.drisauteuses. 

Proposition 2.2.5 La.·:iillfan S w co11ti(Jti pa . ., dt quudri_.,uutrw·;r . ., 

En effet, si S contenait une quadrisauteuse q, selon le 1.:3.:3 il t>xisterait UIH' 

COurbe f que J'on peut supposer irréductible de droites au lllOillS trisaUf('USt'S 
passant par q. On note ~ la surface réglée associée à 1'. 

On remarque que ;x:(E(2)) = O. c'est à. dire que puisque E possède u1w 
quadrisauteuse, h 1 E(2) =J. 0 et donc E(2) possède une section s nulle sur uue 
courbe Zs de degré 9. De plus les droites trisauteuses sont 5-sécautes à Zs· 

Selon l'étude précédente. on se limite au cas où dor S 6. puisqtw dans les 
autres cas toutes les génératrices de r seraient df's droites de plaus sautetns. Ou 
remarque d'abord que r ne peut pas ètre llllt' conique. Il <'St alors c'·toJJIJ<tllt d(' 
constater que ce cas est délicat à cause de l'exemple sui vaut: 

Exemple 2.2.6 Unt courbe lisse df bidegrt' ( 1,5} dans um swfau quadriqut Q, 
réunie avec une cubique gauche non incluse dans Q et coupant la M.rttquf fil :l 
points est une section de E(2} où E est un 5-in.stanton po.'<sldant tmf cour/)( dr 
degré 2 de trisauffuses contenant 4 quadrisauteusrs. 

En effet. cette courbe est connexf'. localement intersectiou complète et de fais­
ceau canonique trivial. De plus tout uu système de génératrices de cette quadrique 
est 5-sécante à cette courbe, et les 4 points dïntersectiou de la quadrique avec 
la cubique qui ne sont pas déjà sur la courbe de bidegré ( 1,.5) donnent des 
quadrisauteuses. 
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Pour éliminer ce phénomène, il faut donc abolument utiliser l'existence de S. 
La restriction de E à. cette quadrique donne la suite exacte: 

qui donne 10=6a+n, où n est le nombre de quadrisauteuses surf. On aurait a=O 
ou 1, et l'on aurait h0 EQ(2) 2: 12 ce qui vaut aussi h2EQ(-4). La suite exacte: 

obtenue par la résolution de Q tordue par E( -4) montre que h0 E(2) 2: 4. 
On rappelle que modulo l'existence deS, tous les plans cont.euant UJJe qua.drisauteuse 

q sont sauteurs. 0 u peut extraire de ces 4 sections '2 sections ( ·' 1 . . , 2 ) 1 iées sur 2 
plans distincts H1 et H 2 contenant q. Eu effet, dans uu plan coiJteuant q. la sec-
tion sauteuse est sur une unique conique, c'est à dire que :3 des 4 section de E(2) 
ont une restriction à ce plan multiple de la section sauteuse. On peut extrain· de 
ces 3 sections les 2 sections voulues eu choisissant un autre pla.u. 

La quartique Zs 1 l\s2 contient aussi Q puisque tout.es ses génératrices lui sont 
au moins 5-sécantes. il s'agit donc de C2 U H 1 U H2 . On peut alors cousidérer une 
autre quadrisauteuse de Q car n2: 4. Comme elle est 6-sécantr> à Zs 1 elle doit 
rencontrer une composante de Zs 1 incluse dans H 1 U H2 car elle est claus le même 
système linéaire que des t.risauteuses qui ellt>s ne sont que 5-sécantes à Zs 1 • Cette 
2'èm• qua.drisalltPuse doit donc coupPr q ce qui r>st impossible. 

Pour les autres degrés de l', la situation est plus simple. Eu effet. aucu1w 
génératrice de 2: ne peut rencontrer q. C'r>st à dirr> qur>. si ~ a un lieu douhiP. 
il coupe q en un point pince (i.e: q est une t01·sale). On trouve une droite L 
incluse dans G coupant f en longueur au moins 2 en q. Le support du faiscr>au 
R1q.p* E( T )L contient donc le point représentant q doubl~. ( ~e faisceau JW JWUt 

donc pas être ~gal à sa n-'striction au point q. f't comnw cette rest ri ct ion r>st 
déjà de longueur 2. c'est que long(R1q.p*E(T)L) 2::3 ce LJUi est impossible au 
voisinage d'u1w quadrisa.ut.euse. Il s'agit eu effet pour c2 =!) du lllt>me problème 
que celui de la. longueur de R1 q.p* é' dans till piuceau inclus dans un plan stable 
au voisinage d'une trisa.uteuse pour c2 = 4, car le plan contenant q est sauteur. 
(1.1.1) 

On en déduit alors immédiatement: 

Corollaire 2.2. 7 Pour Cz = .!), la SUI:{act s,.td tsf d( dt gd dil'isiblt paT r 
En effet. toute courlw intf.gre de degr~ d constituée de droites exactement 

bisauteuses donue alors une surface réglée telle que 5d = 4a+4t avec les notations 
précédentes. et on vient de montrer qu'il existait une section hyperpla.ne de S,,rJ 
sans 3,4, ou 5- sauteuses 
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3 Etude des trisécantes à S 

On appellera trisécante de type i, une droite de IP 5 qui coupe la surface en i com­
posantes connexes distinctes(ou plus pour i=3). On remarque qu'une trisécante 
à S de type 3 est encore une trisécante à Sred de type 3, et qu'une trisécante à 
Sred reste toujours une trisécante à S. 

3.1 Famille à 2 paramètres de trisécantes, applications 

Remarque 3.1.1 Si S'n,d possède une trisùantr: dt typt ::3 ou .'1 die w fJ08.'iidf 
une famille à 2 paramètres. IL en est de même lorsqu 'elh posûdt u1u trisùantr 
quelconque si rllf (.-;/ df p/u.<; locahmtn.l Cohw-:Hamula.y. 

On rappelle pour cela le point de vue de [LeBal]: On note Hilb;IP 5 ,et Hilb:~S,.<d 
les schémas de Hilbert des triplets de IP 5 et Sred qui sont localement sur des 
courbes lisses de II\. et AJ3IP 5 le sous schéma de Hilb~IP5 constitué des trip!Pts 
qui sont sur une droite réduite de IP 5 . 

Comme Hilb;IPs et AJ3IP 5 sont de dimension 15 et 11. et que Hilb~IP;, est 
irréductible et lisse. il suffit de montrer qu'un Plénwnt alignP de Hilh:1S pst dans 
une composante irrèductibk de diJJWltsiott sup<;ri<'lll'<' o11 /·gale ;1 (ide HilhlS. pom 
que toutes les composantes irréductibles de Hilb:1SnAI:liP", soient de dinwnsion 
supérieure ou égale à 2. 

a) On étudie d'abord le cas où S,.,d est localement Cohen-Macaulay. Pour 
cela on rappelle qu'un élément aligné p de Hilb3Sred est inclus dans l'intersection 
complète d'un /3-plan avec S. On note p' l'intersection complète du ;3-plan avec S. 
Le sous-schéma p' étant donné par 2 générateurs dans S,·cd· son faisceau normal 
N11',Sred est localement libre. et on a: h1(N11',Sred) = 0 ce qui montrf' que p' f'st un 
point lisse de HiJbt'redSred· Comme h0

( N11 ,,s,"J est éga.l à la somnw rles longuf'll!'S 
des composantes conuexes de 1/ multipliées par le rang df' .\·Ji.',S,d c11 ces points 
qui vaut. 2, on a h0

( A>.s"d) = '23,.fd· qui est la dinwnsion de J'pspacc t a11gf'lll dt-> 
Zariski à Hilb,i,~<~S,.td c11 p'.(('f [GJ 3SJ. Ou t'li d<',duit duuc 4ue 1t' est da11s liU<' 
composante irréductible H de Hilbi3redSnd de dinwnsion '211nd· Il reste alors à 
étudier le cas !3r"d = 4 selon le 3.3.1. Le .8-plan général coupe Snd en Pred points 
distincts puisqu'elle est réduite et localement de Cohen-Macaulay. Le triplet 

aligné de J.l 1 est donc dans Hilb~Sred' 
On en déduit donc que fi est toujours dans une composante irrédnctiblf' dt· 

dimension~ 6. f't doue que S,·~d possÈ'df' toujours uue faJ;JJÎJie à 2 param(•tres de 
triplets alignés. 

b) On suppose ma.iut.enant que S est quelcouque llJCIÎs que S,.,rJ J.)Ossèdf' u1w 

trisécante de type 2 ou :3. Si d est une trisécante de type :l if' résultat est évideut 
puisque Sred est réduite. On suppose donc que d est uue t.risécante de type '2. 
Il suffit alors de démontrer qu'une composante connexe de dnSred non réduite 

20 



contient un élément de Hilb2Sred qui est dans unP composante irréductible de 
dimension 4. On va en fait montrer que si on considère une droite cl de IP5 qui 
contient un schéma de longueur 2 réduit à un point p de Sred, elle en contient un 

qui est dans Hilb~Sred" 
On remarque immédiatement que d est incluse dans T PS 1 'espace tangent à S 

en p. Le résultat est donc évident lorsque S est lisse en p. De plus, commeS est 
incluse dans G on a: T pS',·ed cT PC= C4

. On note D le point de IP(T PS,·ed) associé 
à cl, et C la courbe IP( Cv S'red) (qui est naturellement incluse dans IP( T pSr·e4 où 

CpS'red est le cône tangent à Sred en p ). On éclate II\ en p, et on note Sred le 
transformé propre de Sred· La surface Sred étant réduite, on veut montrer qu'il 

existe une famille à 2 paramètres de bisécantes à C en des schémas de Hilb~Sr,d· 
Ceci est évident lorsque (' est réduite, alors que si elle ne l'est pas, c'est qu(' 

pour tout point p0 de C, l'espace tangent à S'red en p0 est inclus dans le diviseur 
exceptionnel ou alors que C est incluse dans le lieu singulier de S,·ed· On note 

APo le schéma constitué des élémeuts de Hilb~Sred qui ont un support t~gal à 
Po· Il est clair que Avo est de dimension supérieure ou égale à 1. et qu ïl est de 
dimension 1 si et seuleJueut si s,.,d est lisse l'Il Pu· DallS Cl' CdS. si dt• plus(' u'csl 
pas réduite, les éléments de Avo sont tous inclus dans le diviseur excPptionnel 
E. On constate donc que. si C n'Pst pas r~duitP. dim APu nF~ 1. CommP les 
éléments de APo nf_' sont dans Hill}(', car(' n'est autre que la trace de Smi 
sur E, on obtient encore une famillt> à 2 paramètres de bisécantes à C' t>n des 

éléments de Hilb~Sred lorsque l'on déplace p0 le long de C. On remarquera pour 
ce qui suit que dim Apo nE :::; 2 puisque ses éléments sont clans IP(T pS'r·ed )CIP3 ), 

et que dim Ap0 :::; 3 car ses éléments dont dans T Po G. 
Comme D appartient aussi à IP(TpS,.cd ), il t>xiste une telle bisécante qui con-

tient D. On note 11 ]'(>]~ment de Hilb~S,"' qui est sur cd tt· droite dt• IP(T1,S',,, ). et 

H le plan de T P-"'nd associé à cet.LP droik. On notP .4 11 les éléments de Hilb~ S,.,rf 
qui ont même COlllj.>Osaute cOimexes que fl· (ie: .4 11 f'st n~duit à f1 si fi u'est pas 

connexe ou à .4Po si f1 a pour seulP composante conrwxe pu). C'ornnlf' Hilb~S,d 
est de dimension pure 4 et que dim .411 nE :::; 2, il existe au moins une famille 
irréductible B de dimension 2 d'éléments de Hilb~Sred qui coupe Al-' n E en un 
nombre fini de points, dont f-l, et qui rencontre Al-' en dimension inférieure ou égale 
à 1. (On note fio,{3 les éléments de B - Al-'). On a. alors des points p 0 ,f], P~.P de 
Sred tels que le plan (p,]J.-..f3,p:1.1'3 ) ait un nombre fini de valf'urs d'adh~rences (dont 
H) lorsque le support d<-' 1-' tt>ud vers p da11s ~nrl· ('omnw lt•s droites (Jl/1 .. >) et 
(pp~,;J) tendent Vf'rs lill nom br<' fini d<' g<,'ll<~ralrices de ( ·, .. ..:..,·,({, ( c<'llcs n·pn'·s<'Jit<''<'S 
par le support df' l'). l<>s poi11ls p.,., et //, .; varient e11 fait sur dt•s courbes clf' 
Sred· On les note donc cl~sormais Po et p;3 , ct l'et l'' les arcs qu ïls parcourent sur 
Sred· En choisissant uue projection der et f'' sur H d'image 2 courbes cliffért>ntes 
rH et r~, on remarque alors que toute droite de H contenant p est adhérente 
aux projections sur H des cordes entre r et f'' lorsque les 2 points sur r et I'' 
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tendent vers p. Comme il existe une famille à 1 paramètre de telles droitf's et 
qu'il n'existe qu'un nombre fini de plans adhérents (dont H), on saura toujours 
extraire d'une suite de cordes entre rH et rH qui converge vers d, une suite de 
cordes entre r et r' qui converge aussi vers d. 

On peut alors conclure en considérant la correspondance d'incidence entre 
Hilb~SrednA13IP 5 et le sous-schéma T de G(l,IP 5 ) constitué des droites trisécantes, 
ou incluses dans Sred· Eu effet. il existe uu voisiuagc dans T d'uue droite trisE:caute 
d où chaque élénwnt correspond à un nombre fini df' points cle Hilb/S,.,dnAI:~IP,,. 
La surface Sred possède alors au moins une famille à 2 paramètres dt' trisécantes. 

On rappelle qu'une droite trisauteuse donne au plus uue famille à 1 paramètre 
de trisécantes à S de type 2 puisque dans un plan contenant une trisauteuse il 
n'existe qu'un nombre fini de points sur cette droite et une autre multisauteuse. 
L'élément général d'une famille à 2 paramètres de trisécantes à S coupe donc cette 
surface en des droites exactement bisa.uteuses. Selon le 1.1. 1 on peut a.ssociPr à 
une telle trisécaut.e à S un plan sautPur. De plus. un plan sauteur 1w posst•de 
qu'un nombre fini d'antécédents par c<·tt<' construction. On obti<'nt do!JC ainsi 
une famille à 2 paraJu(jtres df' plans sauteurs de E. Do11c siS avait ti!W t ris<'·calll<'. 
on pourrait conclurP f'!l utilisant [Co]. 

Corollaire 3.1.2 Pour C2 = 4 ou 5, la :iUrfact s,·ed nt possèdt pa:i dt ll't:itca/ll(:i 
de type 2 ou 3. Elle ne possède pas non plus de trisécantes de type 1 en dts 
points où elle est de Cohen-Macaulay et qui représentent des droitts f.rartement 
bisauteuses. 

3.2 Etude du cas où S est une surface réglée 

On traite d'abord lf' cas c2 = .5. Toute gé11ératrice dE·vaJJI col!l<'llir u1w droitt· 
trisauteuse selon le 1.1 .4. la surfaceS t>st. alors un cône dt> sommet lillE' trisauteusf' 
t selon le 2.2.1. Elle est donc incluse dans lt> IPc~ obtenu par projectivisation de 
TtG. Comme un plan contenant t ne contient qu "un seul pinceau de bi sauteuses. 
la congruence Sred est alors de bidegré ( 1, ;3). La majoration de ;'i et lt> "2. 2. ï 
montrent que Sred est de degré 4, et donc que ;3 = 3. Ce cône donne dans le 
IP3 à l'infini une courbe réduite de degré 4 incluse dans une quadrique lisse qui 
doit être de bidegré ( 1 ,3) pour cette quadrique. Cette courbe possède alors une 
infinité de trisécantes qui donnent dt>s 2-plaHs contenant :3 génératricf's du cone. 
ce qui donnerait des t.risécantes à. S,·cd de type :~. 

On suppose donc maintenant que c1 = 4 et que S est une surface réglét> et 
que f3 :S 2 (Cf 3.3.1). Le centre des pinceaux des droites i11cluses dans S décrit 
une courbe C de IP3 qui doit être de degré 1 ou 2 ( on munit C' de sa structure 
réduite). En effet, un plan H général de IP 3 coupe C en des points distincts qui 
contiennent tous une droite de la. congruence, et comme ;3 est majoré par 2, si 
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C est de degré supériem ou égal à :J c'est que les droite~ d<' ICi nmgru<'nn· sont 

bisécantes à C. Dans ce cas C doit forcérnent contenir une droite telle que tout 
plan contenant cette droite d contiemw une infinité (k bisautt>uses. On f'st alors 
dans la situation du 1.1.4, et selon le 1.2.3 <;}~2 E(2) a une section munissant d 
d'une structure au moins quadruple. De plus le centre des pinceaux inclus dans 
les plans contenant d décrit les autres composantes de C, mais elles doivent être 

aussi munies par cette section de <;}~2 E(2) d'une structure quadruple provenant 
de la section sauteuse. Comme cette section est de degré 8 on retrouve encore 
doC~ 2. 

Lorsque d"C=l, c'est que S est un cône, et tout pla11 H contenant (' con­
tiendra une infinitf. de hisauteuses. Il s'dgira donc selcm 1<· J.J .. J d'un pinc<'dll de 
bisauteuses dans H. d01Jl le ceJllrP d(·nit une colll'lw (··.Selon le 1.:2.:~ :.3( 2 F(:2) 
aura une section de degré .S qui munit(' et (" de structures au moins qua.clruples. 
On a alors forcément d''C' = o = 1 et on déduit de la connexité de la section de 
E(2) (car h 1 E( -2) = 0) que C=C'. Mais on montre alors grâ.ce au 1.2.:3 quP dans 
l'éclaté de IP3 en C, le fibré p* E(2Œ) aurait une section qui s'annule en une courbe 
tracée sur le diviseur exceptionnel de classe 4T 2 dont la restriction à tout plan 
contenant C n'est autre que la section sauteuse de C<" plan. La restriction df' la 
section de p* E(2Œ) au divisem exceptionnel est UJW courbe de bidegré (1. :2) sf'!on 
le 1.2.2, mais cette courbe 11 'est pas réduite car la section sauteuse de chaque 
plan COJJtenant ('est coJJIWX<'. On <'Il <k·duit que la st·ction de p· f:'('l,a) Jlltlllit 
une courbe (de classe T

2 dans l'aHncau de Chow de IP:.d d'uu structure quadrupl<· 
épaissie 2 fois dans toutes IPs directions. ('ptte structure qua.drupiP f.tant londe­

ment intersection complète, il ne peut en fait s'agir que d'un cas dégénéré de 
l'exemple 1.2.4, c'est à dire que ( n'est pas un instanton. 

Lorsque d°C=2, le plan contenant la conique C contiendra une infinité de 
bisa.uteuses qui formeront selon le 1.1.4 un pinceau df' cPntrc O. C'omnw les points 
de S sont des sécantes à C, il ne passera alors par uu point p géu<~ral Jaus le plau 
de C' qu'une seule droite de la cougnwJJn·. Ou aura doue n = 1. ( \mulle les 

cougruences (1.1) 011 tk·jil toutes <'·t<'· <'·liJJlill<;'t'S (Cf [H]). il n·ste la nmgnwiHt' 
( 1,2) constituée des droites qui coupent ('et llllf' droite d passant par (' uue seule 

fois. Cette droite d donnerait alors une droite de plans sauteurs. et 011 aurait. 
selon le 1.2.3 une section de E(2) qui munirait cl et (' de structures au moins 
quadruples, ce qui est impossible puisqu'elle est de degré 8. 

3.3 Etude du cas où S ne possède pas de trisécantes 

On note ( o:,J) le bidegré de S. où o: { resp d} est le nombre de droites appartena.nt 
à la cougrueuce qui passeut par UIJ point g(~uéral de IP:1 (o-plan).{n"sp Jans uu 
plan général de IPJ. (.1-plan) }. 
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Le1nme 3.3.1 Si 1111 in-;/auton E a sc.-; lllllltisault a.'iu• f 11 dimu1.:-;ion illj/rican 

ou égale à 2 et quf par zm poil ti P gC:nlml dt IP3 , h0 r:J%•'r 4 :~ E( c2 - 4)) tsf nul, 

alors on a o :::; 2c2 - 6. 
De même, si dans un plan H général h0 (':S~k C F11 (1.:)) tsl ual pour P gi.uàal 

dans H et 0 :::; k :::; c2 - 4, alors f] :::; 2c2 - 6. 

NB Les hypothèses précédentes sont toujours vérifiées pour c2 = 4 ou .5 car 
dans un plan stable on a toujours h0 EH ( 1) ::; 2. 

On commence par la majoration de o, en choisissant un o-plan p coupant S 
en longueur o. La construction standard associée à l'éclaté de IP3 au point P 
donne la suite exacte au dessus du diviseur exceptionnel p: 

Le faisceau q*p"' E est alors une seconde syzygie locale, sou lieu siugulier est 
donc de codimension au moins 3, c'est donc un fibré de rang 2 qw ... l'ou 11ote F. On 
a h 1 E( -1) = c2 et h 1 E = 2c2 - 2. Le nombre o est alors donué par \ ( H 1 q.,p· t') 
qui vaut c2 - 2 + \(F). 

Comme E Pst stable. F n"<l pas de st->ct.ions. Pt con1nw Fest localenwnt libre 
de première classe de t'hern -c2 , \ ( F) vaut -h 1 F +hu F( c2 - :)). La restrictiou 
de cette suite à u11 IP 1 de p rw couteuaut pas de lllllltisauteuses douue ~·ncore 
une injection de Fp1 dans czO J->1 '1 c20 p 1 ( -1 ). Le fibré }p1 se décompose alors 
en 0p1 (-a) EB 0p1(-b) où a+ b = c2 car la droite évite les rnultisauteuses. On 
peut majorer h° Fp1 ( c2 - 3) par c2 - 4 sauf lorsquf' a = 0 ou 1 (ce qui pourrait 
arriver si E avait par exemple une infinité de plans sauteurs). et. dans ces cas 
h°Fp1 (c2 -3) = c2 -2-a. Mais on remarqueque:;i a= 0 ou 1. alors h1 F ~ :2.-a 
car pour tout c2 ~ :2, huE( 1) est majoré par 2, ce qui permet de supposer que 
P n'est pas dans IP lit->u cl"anmdation cl"urw tellf' sPctiou. et clone yu<' Hu Flf'

1 
( 1) 

s'injecte dans H 1 F. 
Comme h°F(c2 - 4) est nul par hypothèse on a toujours huF(c2 - :n :; 

h° F p 1 ( c2-3), et donc \ ( F) est toujours majoré par c2 -4, ce qui donne o :5 :2c2 -6. 

Pour la majoration de ;J, on rappelle que le plau général est stable, et 011 eu 
choisi un, nommé H, coupant les multisauteuses en un schéma de longueur J. On 
introduit cette fois la variété d'incidPnce l C H" x H Pt la projection sm H' de 
la résolution df' 1 tensorisé!" par p"' EH donne la suit<' exact<': 

Cette fois h 1 /:'H(-I) = c2 et h 1t;u = c1.- :2 .. ce yui donw· \(H1q.,p·HH) = 
Cz- 2 + x(F) et \ (F) = -h1 F + h° F(c2- :3) où Fest ici le faisceau q.p· t'H yui 
est encore localement libre de rang 2 et tel que c1 F = -c2 . On choisit un point 
P de H qui n'est ni sur une multisauteuse. ni sur une section de EH ( 1), ce qui 

est toujours possible car on a pour tout c2 , dans un plan stahiP: h0 8H( 1) :::; :2.. 
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Comme la droite p de H" associée à. P ne contient pas de multisauteuses. on a 
l'injection: 0 ---t Fp

1
----+ c20F

1
(-1) et Fp1 = 0p1 (-a)40p1(-b) où a+b = c2. 

Comme P n'est pas sur une section de EH(l), a et b valent au moins 2. et 
on a h°Fp

1
(c2 - 3)::; c2 - 4. Comme h°Fp1 (k) est nul par hypothèse pour 

0 :S k::; c2 - 4, tous les h°F(k) seront égaux et donc nuls car H est stable. 

Proposition 3.3.2 La surface Sred est localement de Cohen-Macaulay 

On remarque d'abord que l'ensemble des points de Sred où l'espace tangent 
est de dimension 4 est fini. En effet, pour c2 = 4 un tel point p donne une droite 
de plans sauteurs puisque toutes les droites incluses dans UJJ ;3-plaJJ conteuant p 

sont au moins bisécantes à S en p. 
Pour c2 = .5. les trisauteuses sont en nombre fini. on pt·ut donc supposer que 

p est une bisauteuse. Comme TPS,·ed recoupe S,.,d en une courbe, et qu'il ne 1wut 
pas y avoir de tri sécantes de t.ype 2 ou :3. alors Snd devrait contenir unt> droit<' 
passant par p, et s'il existait une famille à 1 paramf>tres de tels points p elit> serait 
réglée, ou alors p varierait le long d'une droite. Mais dans ce dernier cas elle ne 
serait pas réduite dans le .8-plan la contenant (il serait dans l'intPrscct ion de tous 
les TpS pour p décrivant cette droite), ce qui contredirait le 1.1.4. 

D'autre part. si cet ensemble est non vide alors Snd n'est pas incluse dans IP 4 

sinon elle aurait des t risf.caut.<·s Je typt• :2 ou serait un cô1w j)Uisque Ct' IP 4 sf'rait 
le projectifié de TpSrul· et on pourrait conclure avec le :3.1.2 et le :3.2. 

En un point où TpSrf'd est de dimension infhieure ou égale à :3. S,.,,J est 
localement intersection complète. On suppose doue qu'il existe des points où 
dimT pSred = 4, ce qui implique que Sred n'est pas incluse Ùans IP 4 • Conmw la sf'c­
tion hyperplane générale de S,·ed est localement intersection complf.tf'. et qu'elle 
ne possède pas de droites trisécantes il suffit d·adapter la formule de [LeBa2]. 
On remarque en effet que cette courbe r possède éventuellement des points où 
dim Tpf = 2. Lorsque l'on projette cette courbe sur IP 2 • Jïmagf' lW possèdera pas 
de points immergés aux projetés de ces siugularités. Le nombre de points immerg~ 
est alors (d-l1(d-

2
) -h-g où h est le nombrf' de points doubles de l'. et g so11 g<'nre 

géométrique. L'absence de trisécantes donne donc: (d-4)((d-2)(d-3)-67r) = 0 
où 1r est le genre arithmétique der. Cette formule implique pour d =!= 4. qu<' d- 1 
n'est pas divisible par :3, ce qui permet de lllOllLrer que f f'st Joca.Jenwllt illterscc­
tion complète et de genre maximal dans IP 4 . En effet. si on notf' ( le res tf' ck la 
d• · · d d ] ·3 [d-l] 1 (d-2)(d-3) ,2_:lr+·) :lm(m-1) + ( 

lVJSJOn e - par . , et 111 = 3 , a ors 
6 

= .. 
6 

- + 
2 

Ill< < 

étant toujours non uul ). Le cône au dessus de f' sera alors de ( ~ohen-Macaulay. 
et donc celui au dessus de S aussi. Pour d=4. la liste de [s-or montre que S est 
forcément localemt'nt intersection con1plète puisqu'elle n'est pas incluse dans IP 4 . 

On peut remarquer que même en bas degré une congruence peut être sans 
trisécantes et non localement intersection complète. Par exemple. IP2 éclaté en 



7 points plongé par 4L - 2E1 - E 2 - ••• - Eï donne une congruence ( 3,3) dmJt 
l'idéal a pour résolution (Cf [A-S]): 

0 ---7 20c( -3) -+ 30c( -2) -+ S'-+ 0 

C'est à dire que toute trisécante serait incluse dans les 4 quadriques et donc 
dans la surface. et que si les 3 quadriques sont tangentes à G alors le cône taugent 
à la congruence est le cône de IP 4 au dessus cr une cubique gauc!Jc. 

Proposition 3.3.3 Pour c2=4 o-u 5 lt schéma dts multisa-uteuses dt E est unt 
courbe. 

Pour c2 = 4, on vient donc en fait de montrer que Sred ne possède pas de 
trisécantes selon le 3.1.2 puisqu'elle est de Cohen-Macaulay et sans trisauteuses 
selon les 1.3.3 & 2.2.1. 

Donc s'il existe un point p tel que dimTpSr·rd = 4. la projection de sommet 
p sur le lP 4 à lÏitfiiii a pour irnag<' tl!](' surfan· s·. l'l cunl rack l('s d druitl'S 
constituant TI-'S,,dnS,.,d. (On rapjwli<' qu<' S,·cd Iw peul pas t•lr<' incluse dans 
TpSr·ed car ce n'est pas un cône Cf :L!). l; n 2 pla 11 gén{·ral de IP 4 se rcmonl c 
par cette projection en un lP:l contenant p et coupant TpSr·ed en un 2 plan dans 
lequel Sred induit un schéma épaissi dans toutes les directions, il doit donc f.tre 
de longueur;:::: 3, c'est à dire que d"S'S 1, et que Sred serait incluse dans IP3 ce 

qui contredit dimT pSred = 4 
La surface S,.ed est donc localement intersection compl(-'te. CoiiliiH' les cougru­

ences (a, 1) sont réglées et éliminées de façon ensemblistf' au :3.2. on suppose que 
(3 = 2, et que S est réduit<'. Elle poss( ... de alors selon le !'i.l.l une courbe rf-sidu<'llc. 
On trouve alors UIH' famili<' ;l 2 p<-lraitti·t res d<' .:1-plaits r<'Il\Oitl rani cette courbe 
résiduelle dont l'f.lf.rnent 12/·nc;riquc coupe S proprt'llWill ( puisqu ïl doit èt !'f' sta­
ble). Il doit donc contenir :3 bisauteuses (comptées avec multiplicités). C<-' qui est 
impossible pour c2 = 4. Ceci est encore valable lorsquf' cette courbe résiduelle C 
est tracée sur S. En effet la suite exacte: 

0 --t [ -+ OM -+ Os -+ 0 

où L est de support C donne par restriction à un R-plan général h qui r<-'ncont re 
C: 

Comme h coupe ...... (-']] dilllensioll llldle. Oll a T or.l( Os. oh) = O. ce qui donne 

encore longOMnh 2: 3. 

Pour c2 = .5 et d=8, la section hyperplane df' Snd est en fait canonique. et 
ne peut pas être trigonale (i.e: avoir un g~) puisqu'elle n'a pas de trisécantes. 



Il s'agit alors selon Riemann-Roch de l'intersection complète de :3 quadriques. 
La congruence Sred est donc un cas dégénéré de la I<-3 de h umm er qui est de 
bidegré ( 4,4). La surface S est donc réduite selon le 3.3.1 et intersection complète. 
Il existe alors une courbe de bisauteuses résiduelle selon le ,5.1.1. On trouve alors 
une famille à 2 paramètres de ,8-plans rencontrant cette courbe dont l'élément 
générique doit donc contenir 5 bisauteuses (comptées avec multiplicités), Cf' qui 
est impossible. 

Les surfaces de degré 4 possibles sont selon [S-D] soit réglées. soit la Veronesc. 
soit des surfaces de Del-Pezzo incluses dans IP4 . Mais si S,·ed est incluse dans 
IP 4 , il n'existe pas de points où l'espace tangent est de dimension 4. On conclut 
dans tous les cas avec le 3.2 que tous les espaces tangents de Zariski à Sred sont 
de dimension au )Jius :3, ce qui implique que S,.uJ ne possède pas de trisautPUSf's 
selon le 1.3.:3 et doue pa.s d<" droites nou plus selon le 1.1.:1. ce qui f.carte toute 
cette famille de Dei-Pezzo de bidegré (2,2). 

On élimine facilf'ment la Veronesp de bidegré (:3,1) car elle rencontre certains 
,8-plans en des coniques lisses, il ne reste donc plus qu<" cel If' const it uc;e par ]Ps 
bisécantes à une cubique lisse de IP:l· Cette surface nt' coJJt enant pas de droiks 
trisauteuses selon le 1.:3.3 ne doit contenir que des courlws de degn'· diYisihl(' par 
4 (Cf 2.2.7), ce qui contredit la prÉ'sence dt· coniquf's lisst·s sur S. 

·)'"' _, 



4 Applications aux espaces de modules 

On rappelle ici la contruction faite dans [E-S] pour montrer de quelles façons les 
résultats précédents peuvent être utiles pour !"étude de I,. On en déduira en 
particulier l'irréductibilité de 14 (Cf [Ba.2]). 

On éclate IP3 en un point N qui est inclus dans une famille à 1 paramètre de 
droites exactement 1-sauteuse pour un instanton E. On note UN le sous schéma 
de In qui correspond aux instantons qui n'ont pas de multisauteuses passant par 
Net qui ont une droite contenant N qui n'est pas sauteuse. On a. montré au 3.3.3 
que les UN formaient un recouvrement de In pour n=4 ou 5. On note IP( \l") le 
IP 2 exceptionnel et H un C-espa.ce vectoriel de dimension Il (qui jouf'Ië1 le rôle 
de H 2 t'(-:3)). l'n éiPilWllt d<' l'.'\ est alors caract(·risé (au JlJarquage prè·s de 
H 2 E(-:3)) par les données suivantes: 

{ 

1) 111E\·-. S2 H" 
2) une surjection 20P(\''J-+ 0(2)-+ 0 de noyau F 
3) et une surjection q* F" -+ q*()( cr + T) -+ 0 

NB: l'élément m n'est en fait que la. restriction à l'a-plan associé à N de 
2 

l'élément de/\ H 0 (Chd1)) .:: S'2 H" de rang 211+2 de Tjurin. (C'f [T2] ou [LeP]). 
On note P le grotqw (,'/JI 1 ±frf· JI agit sur H de fa.(,'OJJ IJabituelle. et aussi sur 

les données précédPntes grâce ;1 la suite e:-;acte: 

de plus 2 éléments de UN sont isomorphes si et seulemeut. si ils sont daus la mênw 
orbite pour cette action. On se réfèrera à [So] pour l'existence et les propriétés 
de l'espace des modules de ces théta. caractéristiques. On note 8 le quotient 
( \/0 S 2 H" )ss 1 Pet 8 0 l'ouvert dense de 8 constitué des classes d'isomorphie des 
0-caractéristiques qui ont un support lisse .. où !"on rappelle que la sPrnistahilitP 
( resp la stabilité) est définie par le fai 1 4 ue pour tout sous-es pace Vf'ctoriel llO Il Il ul 
L totalernent isotrope pom If' n'·seau <jl1adrc-1t iq1w, 011 ait: di Ill/. +din1 /. J. :S: di111 JI 
(resp < dim H ). L'espace e f'St irrc~ductible. de dinwnsion n(ntl). f't norrnal à 
singularités rationnelles (Cf [So] théorf>nw 0 .. 5 ). Comme on a imposé à tout 
élément de ll1v de possf.der une droite non sauteuse passant par N. la théta 
caractéristique obtenue est toujours semi-stable, et c'est le morphisme de l 1

N 

dans e que l'on va étudier. 
On remarque d'abord que la 2° donnée se globalise en une fibration triviale 

G" -+ \/Cl S'2 H" -+ 0 où (;"est l'ouvert de la grassmanienne G' = G ( 2, H0 ( 0(2))) 
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P(AH0(B(2))) 
u 

G" ---------- c" 

j j 

co11stitué des paires de sections qui engen­
drent 0(2). Il est alors remarquable que 
cette fibration passe au quotient par P. 
En effet, si P n'agit pas sur le fibré triv­
ial H 0 (0(2)), en revanche il agit sur le fibré 
2 
A H 0

( 0(2)) et de plus les équations de G' 
(i.e: u 1\ u' = 0) sont globalement invari­

antes par cette actiou. D'autre part uu changement de base de H ne perturbe 
pas la condition que :2 sections de 0(:2) aient des zéros disjoints. On note /t' le 

2 
sous fibré tautologique de Oc, 0 H0

( B(2) ), et on remarque que A },· passe aussi 
au quotient. (On notera dans la suite avec une barre les objets quotientés par P) 

La 3° donnée n'existe que sous une certaine condition identifiée dans [E-S] 
2 

§ 4.2 comme le lieu d'annulation d'un cobord c5: Oc, ---t H 1(0c(l)) /\ /t'v 

provenant de la suite exacte: 

qui restreinte à (' x (,'" donne: 
2 

0 ---t Oc(l) t8l Oc, ---t F(0(:2) t8l Oc;,) ---t Oc[J A J,· ---t O. (Où C est le 
support de ()) 

On note Zs le lieu d'annulation de o. alors. selon [E-S]. ll:v est un fihré projectif 
au dessus deZs de fibre IP4 . 

--v 
2 

On remarque (Cf [E-S] § 4.2) qu'au dessus de G0 • lP fibré .\ [,· Pngendre 
PicG;~o et donc quP !"image d(' ll/V contient G0 . elle est donc irri•ductible et 

normale de dimension n(rtl). On note l'\ les élénwnts de l'.\· qui ont une théta­
caractéristique stable. 011 rappelle alors que selon [So], IÏ!llage de (1~. est lisse. De 
plus, on peut montrer quP pour c2 = 4. les l':\' recomTPrll L1 lorsque !\ décrit IP3 . 

On va pour celà cerner lPs théta non stabl('s que l'ou peut obtenir da11s lïmag<' 
d'un UN. On prend donc un espace L C H totalement isotrope pour m. On 
remarque que l'existence d'une quadrique non dégénérée dans le réseau impose que 
dim L :::; 2. De plus, dans le cas où L est de dimension 1, la condition de stabilité 
provient directement de la condition a2 de [Ba3], qui a déjà été vérifiée dans [E-S] 
( § 1.10). Il reste alors à identifier k cas où m possf'dc u 11 espace tot a knwnt isot ropc 
de dimension 1. Si c"est le cas, on pt'UI écrire toutes les quadriques du réseau 

sous la forme :L;~; ); ( .~, Tjr ) où .-1, et H; sout des matrices2 x :2. Mais da.us 

ce cas, le déterminant de cette matrice vaut (det(I::~f);.4,)) 2 • ce qui ll!Ontre 
que la quartique des droites saut.c·usc·s passaut par N est une conique double. 
Ceci montre de plus que si cette conique est singulière, alors cette droite est une 
multisauteuse. On va donc montrer maintenant qu'il n'existe pa.s d'instanton tel 
que ceci arrive pour tout N de IP3 . En effet. s'il en existait un, alors l'hypersurface 



de ses droites sauteuses serait constituée d'une quadrique double. Cette quadrique 
donne alors un complexe quadratique de droites tel que les droites communes à 2 
pinceaux, de même centre, de droites du complexe, soient des droites bisauteuses. 
Comme dans le cas où la quadrique est lisse et transverse à G ces droites forment 
déjà une congruence (il s'agit de la K-3 associée au complexe quadratique. Cf 
[G-H] chapitre 6), on trouve dans tous les cas une famille à 2 paramètre de 
multisauteuses, ce qui est exclu. 

Il reste alors à étudier la fibre de ce morphisme de UN -7 8, pour montrer 
que pour c2 = 4 c'est une section hyperplane de la fibre G~, où e est dans 1 ïmagp 
de UN, donné par un élément m de~·:: S'2 H'·. 

On travaille maintenant avec les fibres eu m car elles sont identiques à celles 
au dessus de e. On peut donner pour c2 = 4 une interprétation géométrique de 
cette condition. 

Lemme 4.0.4 Si h0 E( 1) = 0, alors pour c2 = 4 par tout point P il passe 'U7U: 

infinité de plans H tels que EH ( 1) ait une section nulle en P. 

On considère la correspondance d'incidence point plans 1 ciP~ x IP1 . et on 
noteZ le lieu de dégénérescence de l'évaluation: q'*q~y/* E(T) ~ p'* E(T) où p' et 

q' sont les projections sur IP3 et IP~. et où T et t7 sont les images réciproques de 
0p3 (1) et Op; (l ). On remarque que q'*q:p'* E(r) est de rang 2. car le pla.u généra.! 

3 

est stable et pour c2 2: 4 la section de EH ( 1) ne peut pas f>tre sur :2 coniques. 
Donc Z est toujours de dimension 4 pour c2 = 4. 

Il s'agit de savoir si la classe de Z a une intersection non nulle avec r 3 dans 
l'anneau de Chow de 1, ce qui revient à montrer que cJ( q~p'* E( T)) est non nul. 
La résolution de 1 tensorisée par p'* E( T) donne la suite exacte sui vante puisque 
h0 E(1) = 0: 

On remarquf' que pour un plan stable H. h 1 EH ( 1) = ('2- (i + h0 r.'fl ( 1 ). ( 'oJlllll<' 
h0 EH( 1) ::; 2 pour c2 2: 4, le faisceau R1 q~p'* E( -4T) est nul pour c2 = 4. f't doJJc 
c 1 (q~p'*E(r)) = 6. 

Le lieu singulier de q:p'* E(r) étaut de codimension au rnoins :3. puisque c'est 
une seconde syzygie locale, on en déduit la classe de Z par un calcul de première 

classe de Chern pour c2 = 4. Ce qui donne[Z] = '2r + 6.t7. Ou a donc toujours 
Z.r3 =f0. 

Il faut maiuteua.ut iuterpréter commeut la jJrésenœ J'uu tel plan irnpose des 
conditions aux 2 sections s 1 est s 2 de 8('2) provenant de E dans la construction 
de [E-S]. 

Lemme 4.0.5 Pour c2 = 4. le cobord dm n'fsf pas idmdiqunnmt nul sur G',;,. 



On considère un plan stable H tel que EH( 1) ait une section nulle en N que 
l'on note a'. Soit p la droite du IP 2 exceptionnel provenant des droites de H 
contenant N. La restriction de la section a' à p donne un espace H~ de dimension 
3 dans H 0 

( 20 p2 ( 1)) grâce à la sui te exacte: 

Comme a~, est en f<1it une section de ( q.p· E)p( 1) qui 11·est autre que r;J( 1) où: 

les section de H~ donnent en fait des sections de B(3) nulles sur p. On suppose que 
H 0 (20p2 (1)) ,qui vaut aussi H 2 0 \l où l/ = H 0 0p2 (1)), s'injecte dans H 0 (B(3)) 
ce qui est toujours le cas dès que h0 E( 1) = O. On en déduit qu'il existe une section 
de H 2 0 \/qui s'annule sur p. Cette section s'écrit alors a.p où a est Lill<' sectioii 
de B(2) qui n'est pas dans H2 car a~ don1w une section de 20 0'

2 
( 1) qui IW provient 

pas d'une section de 20o'2 . Cornnw a.p est lill<' s<'ction de O(:n qui t•st aussi Jans 
Hz ~ ·, on a si p n'est pas c2 - J -sécante à une section de H2 : a.p = s 1.p1 + <"2·7'2 

où (s1,s2) est une basf' de H2 et où p.q.q' Jlf' sont pas concourantes. 
Pour c2 = 4, il existe une infini té de telles droites p, on peut donc su pp oser 

que p n'est pas en général trisécante à une section de H2 • car les sections de B(2) 
qui ont des trisécantes forment une hypersurface de lP( H 0B(2)) qui ne peut donc 
contenir toutes les droites provenant d'un instanton. 

Le réseau de quadriques donne le diagramme suivant: 

0 

t 
() .\ \. -- () 

l t 
o-H V- H 0B(2) r.: \""-- 0 

l l 
0- H () \1-- Hv ("~ 5'2\l-- H 0B(3)- 0 

l l l 
0 () () 

On choisit ici une des bas<'s du t.vpt• (.~ 1 .. , 2 ) d<' lf2 d IIJW bas<' (Jl 1.p2 .p) dl' 
V. On remonte (.-;1 .. ~ 2 ) f'Jl :2 è]c-'.nwuts h 1 = :Z::::/= 1 h) · p, et h2

:;::: :Z::::/= 1 hf. p, (où 
P3 = p). L'égalité a.p = c~J·Pl + Sz.p2 dans H 0 B(:3) se traduit dans H 0{}(2) (· ~·eu: 

2 
s1®P1 +s2®P2 -a()p E Hvrg. 1\ \l. On remonte cette condition dans Hv 0 \l (.)V, 
ce qui impose qu'il existe des éléments ki = 'L::j~{ kjp1 de Hv (:) \l, qui sont aussi 
dans l'image de H, tels que: h.~ + kf = 0, h.~ + ki = 0, hî + h.~ + k~ + k; = O. Il 
existe donc des antécédents de s 1 et .s 2 tels que hl = h~ = h1 + hî =O. 



Il s'agit maintenant de majorer le nombre paramètres (projectifs) des paires 
{s1,s2 } que l'on peut obtenir à partir de tels hi. Il faut d'abord choisir p1 et 
p2 , il restera alors au plus 7 paramètres pour le choix de h 1 et 3 pour celui de 
h 2

. On remarque qu'il existe une infinité de choix de Pi qui donne le même Si. 

En effet, il s'agit de choisir un relèvement de s; dans Hv 0 V qui ait p; pour 
conoyau. Les matrices ( 4,3) ayant un conoyau non trivial sont en codimension 2 
dans IP(Hv@ V). Elles coupent donc le lP(H) antécédent des; en dimension 1. 

La paire { s h s 2 } est donc donnée par au pl us 12 paramètres. Pour trou ver 
la dimension de ker Jm n G~1 , il ne reste plus qu'à rappeler qu ïl existe pour un 
4-instanton donné une infinité de telles droites p, c'est à dire que l'on obtient 
une infinité de fois la droite JP(H2 ) par cette construction. On obtient alors 

dim(ker Jm n G'/n) = 11, et l'on remarque en reprenant le compte des para.mf>tres 
que si l'on fixe s 1, il existe au plus une famille à .5 paramètres de droites passant 
par s 1 qui sont dans ker 0111 • 

On remarque alors que Zs,,,m est singulier en s 1\ .~'si et seulement si l'('spoce 
tangent à G'/n en ce point est inclus claus !"hyperplan associé à J0 . Mais <"OlllliJe 

2 
Tc~,uo = {u E;\ H0(11('2)) 1 u 1\ Hu= 0}. ou <'11 df.duit quP .Ls,,. 111 est singulier t'Il 
s 1\ s' si et seulement si .~ et 8

1 sont dans le noyau .Ym de rapplicatiou linéaire 
antisymétrique H 0 (B(2)) --+ H 0 (0(2))v associée à J"'. Mais clin· que.~ f'St dans 
le noyau de 0111 c'est dire que pour touts" E H 0 (B(2)), la droite 81\ .'i

11 provient 

d'un instanton E. ce qui est impossible (si h° F( 1) = 0) selon Ct' qui précède. 
Comme les fibré de t'Hooft sont de dimension inférieure à toutes les composantes 
irréductibles de In et qu'ils y donnent des points lisses, on retrouve ainsi en 
faisant varier N les résultats de Barth et Le Potier ( [Ba2]&[LeP]), c'est à dire que 
14 est irréductible et lisse de dimension 4+dim8 + dim Zs".o = 29. puisque les { ·.\ 
forment. un recouvrement de 14 . 
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5 Appendice: Quelques propriétés du schéma 
des multisauteuses d'un instanton 

5.1 Classe résiduelle 

Soit E un n-instanton possédant une famille à 2 para.mètr~s de droites multi­
sauteuses: S. On suppose ici que S est irréductible et que le schéma résiduel 
de S dans M n'ait pas de courbe tracée sur S. On suppose de plus que Sred est 
localement intersection complète. 

IP( Hl Ev ® 0-) Pour définir et calculer la classe C dans 1 'anneau de 

l 
G Chow de G (gradué par la dimension), on se place dans 

. 7r ~/. réc_Jaté ~e (; .]<'.]~mg o<: -~~d· .On 1101~ .'>',"' .]<.' dl\îs<'llr 
·-· J - o.:<eptlOilf'l Et x li-l <lassf' d< .\,rJ da11s A:f,. 011 a. 
Srled- G

1

.· .4~;G' = ( Aks·,., ., EB .4~.J~')/ o ( Aks·,."J) 
g f ~ù 'Vy E _Ak~·red, o(y) =_,(cJ(g"l'i/ON(-1) ng·y,-1.y). N 

etant Je f1bre normal df' .\.,tf. 
On posf': (=cJ(j"00(Snd) = CJ(O..v(-1)). 

La structure multiplicative de A.G est donnée par les lois: 

j.à.j.;;' = j.( (à;;') où 1 E A.G et à.;;' E .·L.S',.,rf. On a alors: 
{ 

f*1..f"1' = .f"yy' 

f*1.j.à = j.( (g*i*Î ).à) 
x 2 = j.( = (g* c 1 .'\'. - i. [."·,., d]). car ( = -cJ(_l( .\j Os ( -1 ) ) + g· c1 .\' et Of' mf>nlf': 
x 3 = j.(2 = ((c1 .V) 2

- e:2(.V). -i.(cJ(.\)). avf'c 

A.S,·ed = A.S,·ed[(]/( e - cJ( X)(+ c:2( S) ). 

On a la suite exacte: H 1 E( -1) G Qv ~ H 1 E GOa --t R1q.p* E --t 0 où Q 
est le quotient tautologique de H 0 (0p3 (l))" 0 Oa. Selon [G-P] M est le lieu où le 
rang de a est inférieur à 2n-2. On note U le sous-fibré universel de IP(H 1 Ev Or;) 

et 7r la projection SUl' D. Le lieu de dégénérescence de f*a étant celui de ra v. 

on peut décrire f*[M] en font.ion du schéma d'annulation Zs d'Uiw sf'ction s de 
uv 0 7r*(H 1 E" \·,· Oê) proveua11t d<' la suit<· <·xacte: 

En effet, f* 1\1 = 7r.(Zs)· De plus s s'annule sur le diviseur 1r·.è; f>t domw donc 
une section régulière s'de uv 1r*(H 1 E" C~! 0 0 )( -m.x) où .S'= 1n,S'rcd dam A.G. 
On calcule donc cett(' classe con1rrw dans [Fu] Ex 14.1.4: 

2n 
Zs' = 2:::(-J)'czn-;(f!" c~.!7r*.f*F)(rr*nu:r. où F= H 1 E(-l)voQ. 

i=O 

Selon Josefiak- La.scoux- Praga.cz, [Fu] Ex 14 .2.2. on i-l: 
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( ([ TV c· *f*F))- . (F Hl Ev ··,, 0 )) - ·(L') 7r* C2n-i 1 
• · 7r - C2n-i-(2n-2)+1 - (::;· G - C3-1 l' 

Le polynome de Chern de F étant: 

où t est la classe de la sectio11 hyperplane de G et où u est représenté par les 
droites d'un plan. (On rapelle que l'anneau de Chow de G est engendré part et 

u, et que l'on a les relations: t3 = 2tu, u 2 = t 2u. On a de plus c2Q = t2 
- u et 

[S) = a(t2 - u) +,Bu) 
On obtient: 

2n . 3 . 

7r*(Zs') = 2: CJ_,(F)(-nu)' = 2: C:J-i(F)(-w.r)'. 
i=O i=O 

_ ( 3[ 1\T (. 71')2] 2(. 1\[, '*) . '*[(n+J) 2 · l ·)(n+J)f · 2/. r·· J - m c2n- (,,,, +m ( 1:1.11.1 1 -111.1 
2 

t -1111 ·- :l .u-nm .1 •. '->,.,J + 
1n:Ji.c1 /V) 

Exemple 5.1.1 Si S est uw congruence lisse df. bide gr/ (a. ;3), a/or.- h /ir u 

résiduel a pou1' classe: 
( 02+t32-(n2-7n+l3)i3-(n2 -5rl~l3)u+(21r-2)(2n-12)-l2\(0,o)p, [2("~1) -(n _ 3)(a+ô')+27r-2]tu) 

où 7r est le genre de la section hyperplane de S, et p la classe d'un point dt S. 

On note c;n les classes de Chern du fibré cotangent de S. Pt p la classe d'un 
point dans .40 .S'. 

Lorsque C est une section hyperpla.Iw g<,'IH~riqut· Je S, lv fibn'· uunual Je C est 
Ne= NJC 4 Oc(l). Comme c 1 /Vc = cJ(O(JJc + cd"'-'c) = 4(n +11)+ 27r- 2. on 
a: t.c1N = [3(a + d) + 27r- 2].p 

D'autre part, c1 N 2
- c2 N = [5(o + (3) + 8(1r- 1) + c2rl].p. Ce qui domw le 

résultat en utilisant Hirzebruch-Riemann-Roch puis la relation suivante vérifiée 
par toute congruence lisse (Cf [A-S]): 

Ou rappt")]c alors la lisk df-'s congnH'Jiet·s lisses de degr<'· illf<'·ricur ou <'·gal à 9. 

(Cf [A-S]). où 7r. q. py sont respectivenwnts le genrC' d'une section hyperplau<'. 
l'irrégularité. et le genre géométrique de la congruence. et où l'on nlarquf• (l'IIIlf' 
étoile celles qui vérifient la relation du 3.3.3: (d- 4)[(d- '2)(d- 3)- 61r] = 0 
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{a,/3} 7r q Pg Description {a,/3} 71' q pg Description 
{0,1} 0 0 0 IP2 {3,4} 6 0 2 sfibratio~iptiqueiP 1 

{1, 1}' 0 0 0 IP1xiP1 {2,6} 3 1 0 
{1, 2}' 0 0 0 Del Pezzo IP2 ( ... ) {3,5} 4 0 0 Del Pezzo (IP2( ... )) 

{1,3} 0 0 0 Veron eze {4,4} 3 0 0 Del Pezzo (IP2( ... )) 
~urtace reglee {2, 2}' 0 0 0 normale rationnelle {4,4} 4 0 0 Del Pezzo (IP2( ... )) 

{2, 2}' 1 0 0 Del Pezzo IP2 ( ... ) { 4, 4} * 5 0 1 K-3 mtersectwn 
complète(2,2,2) 

{2,3}' 1 0 0 Del Pezzo IP 2 ( ... ) {4,4} 9 0 5 1 ype general 
lintersection com_j)Jèt~l ,2.4} 

{2,3} 2 0 0 Del Pezzo IP2 ( ... ) {3,6} 5 0 0 Del Pezzo ( IPz( ... ) ) 
{3,3} 1 1 0 IP 1 x IP 1 {4,5} 5 0 0 Del Pezzo ( Wz( ... ) ) 
{3,3} 1 0 0 Del Pezzo IP2 ( ... ) {4,5} 6 0 1 
{3,3}' 2 0 0 Del Pezzo IP2 ( ... ) {4,5} 12 0 8 type général 
{3,3} h.-:~ mtersectwn 4 0 1 curnplète(l ,2,3) {:3, 6} 4 1 0 hbre en cotuque au dessus 

d'une cubi_g_ue_Qjane lisse 
{3,4} 3 0 0 DPI Pezzo IP2 ( ... ) 

5.2 Une théta-caractéristique sur la courbe des bisauteuses 
d'un n-instanton 

On suppose ici que E est un fibré instanton de deuxième classe de Chern n. le but 
de cette partie est d'étudier le schéma des droites bisauteuses de E lorsqu ïl vérifie 
les hypothèses attendues par la structure déterminalltielle de la strat ificatiou d<'s 
droites k-sauteuses. 

On sait par <'XC'lllpk sC'Ion [B-H] qu<' l'élf>nl<'llt g/'tt<"·ral d<' la cotnposallt<' 
irréductible contenant les fibn~s de t'Hooft vérifie ces hypothèses. 

Proposition 5. 2.1 Si 1111 n-insianton w po8stdt pa8 dt droit u-; saut tust s d ·ardn 
SUpérieur OU éga/ Ù .J tf qat /c fieu de 8(8 droitES bisaaft U::;LS LSf UW WUI'bt f 
dans G, alors on a: 

(R1q*p* E) 0)
4 = Or(n);wr = (H'q*p· }.l~' 2 (n- 4): (wrr'; 2 = Or(:3n- 8) 

Où Wr est un faisceau dualisant sur r. 

Ce résultat 11 'est t'Il fait. qu<' !"analogue d<' la propusit iun ! .. )dt' [E-S]. On uutc 
A' et Q les fibré tautologiques sur C 1.<'1 que l'ou ait la suit.e exacte: 

La. variété d'incidence points/droites de IP3 est donc· F=IPG(Q"), et ou a la 
suite exacte suivante où q est encore la projection de F sur G. 

Il s'agit ici de faire une coustructiou de Beilinson rel ali\'(' (au df'ssus de C ). 
On a la résolution dt• la diago11ale ~ dt• F x F: 

(i 
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qui tensorisée par p* E( T) 0 OF donne la suite spectrale suivante qui se termine 
G 

en E~,g, et qui aboutit à p* E( T) en degré 0 et à 0 ailleurs. 

q 

p 

Comme E ne possède pas de droites trisauteuses. H1 q.p· },'( T) est nuL et on en 
déduit la suite exacte: 0 ------7 M ------7 p* E( T) ------7 q"'( R 1 q.p* E) C2! OF( a- T) ------7 0 

On note h et K la restriction de q et q*(R1 q.p*E) OF(a- T) à q-1(f). 
Comme R1q,.p* E est localement libre au dessus de r, ou en déduit que h,.l\. = 
R1q.p*E 0 h,.OF(a- T) qui est nul. On a donc h,.M,q-1(1') = h.(p"'E(T)Iq-1(1'))· 

2 
D'autre part, comme]\' est localement libre au dessus de r et que A E = 0, ou 
a 111/q-l(r) = /\."(:27) et donc h.(p"'l:'(T)I,1-I(f')) = (R 1q.p· !:')". h.Ch(:h- a). 

c'est à dire que h.(p"'E(r)
1
q-l(r)) .·. H1q.p·J:' = Oc;(-1) .S'.yntl211· ('oJJilll<' 

h.(p* E( T )lq-1 (f')) est localement libre df' rang 4 au dessus de L 011 obt ieut la 
relation: (R 1q.p*E')':J4 

· det(h.(p"'E(r)l 4-tu·J)) = 0!(2). Mais en fait q.(p"'l:,'(r)) 
est localement libre au dessus de G par changement de base, ce qui montre que 
det(h,.(p*E(T)Iq-l(r))) = Or(2- n) car cJ(q.(p"'E(T))) = 2- n selou Riemaun­
Roch sur F. On en déduit donc: 

D'autre part. on a la rPsolution suivante de 0 F daus (,'x IP l: 

qui tensorisée par p"' E donne grâ.ce à la. suite spectrale de Beiliusou la suite exacte: 

On considère maiuteua.nt les complexes d'Eagon-Nort.hcott (1:.,'1 ) associés à q;. 

On note comme dans [G-P] M; les modules résolus par les E;, et puisque l' est 
une courbe, on a: Mo = Or. M1 = R1 q.p"' E, 111; = Sym;M 1 , et de plus: 

wf=l\12 ·wc; ··det(H 1(E)•<Or;):··(H 1(},'(-l)) Qvr 

Commewc; = 0r;(-4),etquedet.(H 1(l:}<J0c;)( (H 1(E(-l))(·)Q'T = O,;(n) 
on obtient: 
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Remarque 5.2.2 e = (R1q,.p*l:') (;Jwf(2- n) est W1f thita ('Qrarf(risqu.t dt r. 
Sin= 2n', a/or.~ e = (R 1q.p*E)(n' -1) tl/(:;{ Ulll (1U88i. 

Proposition 5.2.3 Si le schéma r des droites rnultisauttuses d'un n-instanton 
est une courbe dans G' dt droites exactement bisauteuses, alor·s on a: 

R 1q,.p*E(-r)w ~ (R1q,.p*E) 0 Qw(-a) 
Si de plus r est une courbe lisse, alors le fibré nor·mal à r dans G est: 

Nr,a = Sym2Q 0 wr(3- n) 

Cette proposition f'st aussi unf' conséquf'ncf' d'unf' contruction de Reilinson 
relative, mais où l'on tord cette fois la résolutiou de la diagonale par p" f_' [gj Of.'. 

(; 

ce qui dou1w la suit.<' spt·ct rait· : 

q 

p 

qui aboutit à p* }:' ::: .\' ·; /,·. où l'o11 JI Ott· .\ le JIU\ au dt· d. et j,· lt• COIJO\ au de 
d'. On a alors les suites exactes: 

0 --+ q*( q,.p* 1:'( -T)) \•1 Op( a - T) --+ q*( q.p* F) --+ p* 1:' --+ .'\' -7 0 
\.cr.? 
/"\.c 

0 0 

0--+ N(r- a)--+ q*(R1q,.p* E( -r))--+ q*(R1q,p* E)(r- a)--+ 0 

On restreint la seconde suite à q- 1 f' pour pouvoir appliquer la formu]f' <ie pro­
jectiuu à (( ( R14.p· 1~· (- T) )jq-lj ct à 4" ( lf 1 4·1'· F )(T-a )jq-IJ utr ils su ut luca.lt'JJH'lll 

libres. On a alors la suite exacte: 

D'autre part, on déduit de la. première suite restreinte à q- 1fque R1q.f,·w(r) 
est nul, et donc que R1q,.N

1
q-1r(r) ~ R 1q,.p*Er(r) = 0 car E n'a pas de droites 

trisauteuses. 
On obtient alors une surjection de R1 q,.p* E( -T )jr vers R1 q,.p* E 0 Q( -1) qui 

est uu isomorphisme car Cf'S 2 faiscf'atJ x sont localf'n w1 11 1 i bres <ie rang 2 au dessus 
der. 

;Ji 



D'autre part. rest donné par le 2° idéal de Fitting de l'application suivante: 

où <Pest symétrique par rapport à la dualité de Serre. On suppose de plus qtw r 
est lisse et on note Cr le faisceau R1 q.p* E( -1) restreint à r. 

Il ne reste plus qu'à rappeller les résultats de Tjurin (Cf [Tl]) qui décrivPnt 
le fibré normal: 

2 
On a vu qu'un instanton donnait une application de A \/ dans Sym 2Hv que 

l'on suppose injective. (Où IP3 =IP(\I) etH = H 2 E(-3)). On regarde donc 
2 

cet hyperéseau de quadriqtws JP(.\ \") ciP(S'yn1 2 fl'') et on nolt' D 2 la surface 
représentant les quadriques du réseau de raug:S 11-2. (On a fait ici les h.\·potbi·ses 
de régularité du lieu de dégénérescence. c'est à. dire qu<-' (;coupe traJJs\·crsalenwiJt 
la stratification de IP(Syrn~ 2 H") par le rang). On obtient de la suite exacte: 

0 -t H : Oc;( -1) -t H' Ou .:!.t L -t 0 

une surjection s·.IJIII2H" .·: Or "~r s·.lJ111'2Lf' -t 0 de IJO.YaU 11'. La fibrt• IP( ],·,,) dt• 
JP(J<) au dessus d'un élément q der n'est autre que les quadriques de JP(H) qui 
contiennent le lieu singulier de q. Ceci n'est autre (Cf [Tl] ou [T:3]32 leuiiiWl.l) 
que l'espace tangent projectif e11 q au lieu des quadriques de rang::; n- 2. L'hy-

2 
po thèse de régularité du réseau ( IP( A V) est aussi transverse en q à Cf" li<"u) 

2 2 
impose donc à A V n Kq d'être de di meu sion :3. L'injection dt> ( :\ \.) . · 0 1 da.ns 
Sym 2H* 0 Or donne alors aussi une surjection: 

'2 
0---+ ],., ---t (A V):~ Or~ S'ym2L1 ~ 0 

où JP(/\·~ ), q E l'est l'espace tangent projectif à D2 en q. On a alors le diagramme 
commutatif de [Tl] restreint à r: 

0 () u 

1 1 1 
() - T D2 (- 1 ) If' - T TJ:, ( -1 ) II' - N D2 .Pc, ( -1 ) if' - () 

1 1 1 
2 

0 -l .\ \~ o,- SynrC, -o 

0 - Or ( -1) Or( -1 ) 0 

1 1 
0 0 
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où la première flèche verticale est la suite exacte d'Euler relative au dessus dt• 
2 r, et la seconde celle de IP(A V). Comme r = D2 n G, on a Nr.c( -1) ~ 

ND2 ,F5 (-1)1r, et on a donc Nr,c ~ 8ym 2(R 1q,.p*E(-T)w) Or(l), ce qui donne 
avec les résultats précédents: 
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