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Introduction

On appelle n-instanton un fibré algébrique E au dessus de IP3(C). de rang

2 et de classes de Chern ¢; = 0, c; = n, qui est stable (i.e. AYE = 0) et tel
que ’on ait de plus h' F(—=2) = 0. La condition de stabilité est nécessaire pour
définir 'espace des modules I, de ces fibrés. et la condition “instanton™ est en fait

assez naturelle puisque d'une part h'E(—=2) mod 2 est un invariant topologique
(invariant d’Ativah-Rees). et que d'autre part elle impose aux sections propres



de E(k) (pour k>2) de s’annuler sur une courbe C telle que A°O¢ =1. (On a en
effet selon [Ba-Hu] lemme 4, h'(E({)) = 0 pour [ < =2).

On sait grace a une description de son espace tangent que toutes les con-
posantes irréductibles de I, sont de dimension> 8n — 3. En fait pour n< 4, 1,
est irréductible (Cf [H], [E-S], [Ba2]) et lisse (Cf [LeP]). De plus I, est rationnelle
pour n< 3 alors qu'on ne connait que I'unirationnalité pour n=4 (Cf [T2]), et que
pour n> 5 lirréductibilité de I, ne semble pas étre connue.

On s’intéresse ici a la construction faite dans [E-S] pour n=3. On dit d'une
droite L de IP; qu’elle est multisauteuse si E restreint a L est isomorphe a: Oy (k)&
OpL(—k) ou k > 1. Leur méthode consiste alors a construire un morphisme de
I, sur l’espace des modules des € caractéristiques associées a des réseaux de
quadriques de IP,_; (qui est irréductible), et ensuite de montrer que la fibre
générique est aussi irréductible. Ce morphisme s’explicite en étudiant les droites
sauteuses passant par un point donné de Pz, mais le point de départ de cette
construction est de prouver qu’'il existe un point de Py par lequel ne passent
pas de droites multisauteuses, ce qui revient a montrer que la codimension des
multisauteuses de E dans la grassmannienne G des droites de IP3 est 3 pour tous
les instantons. Le probleme est que cette codimension n’est connue pour ¢, > 3
que pour l'instanton générique de la composante irréductible de 1,, contenant les
fibrés de t'Hooft. ([B-H])

Le but de ce travail est de trouver cette codimension pour n=1 et 5(3.3.3).
On va procéder pour cela par I'absurde. En effet on espere que cet exces de
droites multisauteuses va se répercuter dans le comportement de F vis a vis de
ses restrictions aux plans, car le probleme d une majoration de la dimension dans
IP} de I'ensemble des plans non stables a d'abord été étudié par Barth (Cf [Bal])
en 1977, puis récemment étendu par Coanda (Cf [Co]). Ces résultats nous seront
essentiels puisque non seulement ce sont eux qui permetiront systématiquenient
de conclure, mais aussi parce que de nombreuses preuves proviennent de celles
apportées par Coanda.

Remarque Le¢ schima M des droites multisauteuses de F'n'a pas de composantes
de dimension 3.

Sinon. le J-plan générique contiendrait une courbe de multisauteuses, et serait
donc non stable. (Pour c; <5, il n'y a qu'un nombre fini de multisauteuses dans
un méme plan stable. Cf 1.1.4). Selon [Bal] et [Col, E serait alors un fibré de
corrélation nulle. :

On procede maintenant par I'absurde. On se donne donc un instanton E
tel que n=4 ou 5 et que le schéma de ses droites multisauteuses contienne un
sous-schéma de dimension 2. Si 3 est le plus grand sous faisceau de Oy de
dimension< 1, on note S le sous schéma donné par la snite exacte:
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0—3— 0y —0s—0

C’est le trop grand nombre de droites de IPs trisécantes au schéma des mul-
tisauteuses M qui apportera la contradiction attendue .

L’objet du §1 est de faire le lien entre les trisécantes a S et les plans sauteurs de
E (i.e: plans semi-stables non stables). Il s’agit plus particuliérement de montrer
que ce lien subsiste pour tout sous-schéma de S de dimension nulle et de longueur
3 qui est dans une droite incluse dans G. Il faut pour cela réduire 1 a 1 ou 5.
et s’assurer que ces trisécantes ne passent pas par des droites sauteuses dordre
supérieur strictement a 2.

On montre donc au §2 que E ne peut pas avoir de droites 5-sauteuses (modulo
Iexistence de S) (2.1.1) puis, que S ne peut pas contenir de droites 4-sauteuses
(2.2.5). On y montrera enfin qu’elle ne peut pas contenir une courbe de droites
exactement trisauteuses (2.2.1), ce qui constitue la difficulté essentielle du résultat
voulu pour ¢, = 5.

Le §3 counsistera en 'étude des trisécantes a S et des problemes apportés
par les éventuelles singularités de S et les droites trisauteuses isolées sur S pour
aboutir au cas ou S ne possede pas du tout de trisécante. que 'on résoudra grace
a I'appendice 5.1, en montrant I'existence d'une courbe résiduelle.

Au §4 on montrera comment la construction de [E-S] permet de retrouver
Pirréductibilité et la lissité de Iy grace au 3.3.3

Le §5 est un appendice ou 'on ne se limite plus a n=4 ou 5. On calcule au
§5.1 la classe résiduelle d'une surface irréductible de bisauteuses localement in-
tersection complete, et au §5.2 on étudie la courbe des bisauteuses d 'un instanton
sous les hypotheses attendues par la structure déterminantielle de ce schéma.

Notations

On note p et q les projections de la variété d’incidence (points/droites) vers IP3
et G. On pose 7 = p"Op, (1) et 0 = ¢*Og(1). On appelle a et 3 plans. les 2-plans
de G qui sont constitués respectivement des droites passant par un point de IP5. et
des droites incluses dans un plan de IP5. On notera enfin IP(F') = Proj(Symt").

1 Propriétés de S lorsque c;< 5

1.1 Relation entre trisécantes & S et plans sauteurs

On s’intéresse ici aux droites d de IP5 qui rencontrent M en longueur supérieure
ou égale a 3. Ces droites sont alors incluses dans (i, et on identifie d an pincean
plan de droites de IP3 associé. On note /i le 3-plan contenant d. et H le plan de
IP; associé. R2q. étant nul. on a un isomorphisme entre la restriction de R q.p*F
ah,et Rlq.p"Ep, ol Ey désigne la restriction de E & H, ainsi qu'entre R'q.p"Ep



restreint a une droite de h¥ et le faisceau obtenu par la méme construction en
éclatant le point de H associé.(On notera donc encore p et q les projections sur
H et IP; dans ce cas).

Proposition 1.1.1 Pourc; < 5, un plan H associ€ a une droite d de IPs coupant
M en longueur supérieure a 3 et qui ne contient que des drodtes au plus bisautcuse.
n'est pas un plan stable

On suppose que H est stable, et on éclate ce plan au point D, centre du
pinceau représentant d. On a la résolution de la variété d'incidence F:

0— Oth(—T — 0’) — Oth — Oﬁ — 0
qui tensorisée par p*Ey donne en lui appliquant le foncteur g, :
0= qpEn = HER(=1)® Op, (=1 )—H ' Ey = Op, = Blq_p =0

La longueur induite par le schéma des multisauteuses dans d est donnée par
ei(R'qup™Er), qui est supérieur a 3 par hypothese. On remarque que g p™Ey
est un fibré de rang h'Ey — h'Ey(—~1) = 2 au dessus de IP;. Il se scinde
donc en Op,(—a) @ Op, (—b) ou a et b sout strictement positifs tels que a + b =
R Ey (~1) ~ ¢;(R'q.p"Eg). Comme h'Ey (—1) vaut c;, on obtient déja une
contradiction pour ¢; = 4.

Pour ¢; = 5, on a forcément @ = b = 1. c’est & dire que h%[q.p*En(co)] qui
vaut h%(Sp @ En(1)) est égal & 2. Ces 2 sections s, et sy de Ey(1) sont donce
liées sur la conique Z, Ay, qui doit étre singuliere en [ puisque ce point est dans
le premier idéal de Fitting de I"application 20y — £y (1). Lorsque Z, Ay, st
constitué de 2 droites distinctes d; et dy. on a la suite exacte suivante car les 2
sections sont nulles en [):

0 — 205 %) Er(1) — Oy (a) @ Oy (b) — 0

Le calcul des caractéristiques d’Euler-Poincaré donne a 4+ b = —3. c’est a dire
que 'un des deux est plus petit que -2, et donc que 'une des 2 droites est au moins
trisauteuse, ce qui est impossible puisque d n’en contient pas par hypothese.

II'en est de méme lorsque Z, 55, est une droite d; double. On a alors la suite
exacte:

0 — 205 % Ep(l) — £ — 0

ou £ est un faisceau de rang 1 sur la structure double de d; dans H qui n’est pas
localement libre en M. On a la suite exacte de liaison:

0— Oy la) — L —> Oy (b) — 0



On a encore a+b = —3, ce qui implique que 'on ait soit A°Oy, (b) < h' Oy, (a).
soit h'Oy,(b) # 0, c’est & dire que dans les 2 cas R'q.p*L(4,) n’est pas nul. et
donc que d; est une trisauteuse.

Il est clair que ce résultat n’est plus valable dans un plan sauteur, par exemple
la section de Ey dans un tel plan pourrait contenir un point isolé sur d et un
schéma de longueur 3 sur une courbe lisse transverse a la droite d. Cependant
cette situation n’arrive qu'un nombre fini de fois.

Lemme 1.1.2 Un 3—plan associ€ a un plan sauteur ne contient qu’un nombre
fini de droites de IPs trisécantes au schéma des multisauteuses en des droites
bisauteuses

On rappelle que si I'on a une suite exacte:
0— Oy — EH(A) — 3/(211) — 0

alors la résolution de la variété d’incidence I C HY x H donne un isomorphisme
entre R'q.p"Ey et R'q.p™32(k) pour k = 1 ou 2. c'est a dire entre les bisauteuses
de H et les k+2-sécantes a Z.

Si H est un plan sauteur, on note 3z l'idéal du lieu d'annulation Z de la
section de Ey. Il suffit de montrer que pour tout N disjoint de Z tel que NV ne
contienne pas de droites au moins trisauteuses, alors NY n'est pas trisécante au
support de Rl¢.pE. Comme la restriction de ce faisceau a h est isomorphe a
R'q.p"3 7, on va étudier les bisécantes a Z dans N¥. On éclate H au point N. et
on a la suite exacte:

0—2¢p 3z >H'I2(-1) 02 0p(—1)—H' '3, Op, 2 Rqp 37, >0
ou q,p*Sz est isomorphe a Op, (—a) ou a est strictement positif, et doit étre égal a
ca—cr(RYq.p"Sz). (est a dire que pour ¢; < 5,51 N¥ est une trisécante au schéma
des multisauteuses, on a a < 2. Si a vaut 1, Z serait inclus dans une droite qui
serait alors une co-sauteuse.Si a = 2, alors 7 serait sur une conique singuliere en
N car 93§ © 32(k)) = hP[q.p"Sz(ko)]. Si cette conique n'était pas une droite
double, I'une au moins des 2 droites serait trisécante a Z, car 7Z est disjoint de N.
On note alors t le support réduit de cette droite double. et on rappelle que t est
une droite exactement bisécante a Z (i.e bisauteuse de E). Le schéma Z possede
alors forcément une composante de longueur> 3 qui n'est pas dans la droite t
doublée. En effet, si Z possede 2 composantes connexes. elles doivent étre sur des
courbes lisses transverses a t et P'intersection de ces composantes avee la droite
doublée est de longueur au plus 4. Lorsque Z est connexe, soit il contient 2 fois le
diviseur exceptionnel. par exemple (2y.y% + 2* 4+ %) ou t a pour équation y = 0,
soit il est sur une courbe lisse tangente a t, par exemple (u°. y — 2%). On regarde



le premier cas dans 1’éclaté du plan en ce point. Mais 'image réciproque de Z
est alors constituée de 2 fois le diviseur exceptionnel et d’un point qui ne peut
pas étre sur le transformé strict de t car elle doit étre bisécante a Z, ce schéma
n’est donc pas dans I'image réciproque de la droite double. Dans le second cas.
la droite t doublée coupe la courbe lisse contenant Z en longueur 4. elle ne peut
donc pas contenir Z.

L’étude globale des bisauteuses dans un plan n’est malheureusement pas si
simple, cependant, les résultats précédents nous donnent quelques informations:

Remarque 1.1.3 Dans un S—plan stable h, pour c; < 5, soit le schéma des
multisauteuses est connexe, soit toutes ses composantes connexes sont localement
sur des courbes lisses

On remarque d'abord que H ne possede qu'un nombre fini de multisauteuses.
En effet, pour ¢; < 5 Egy(l) a une section qui sannule en un schéma 7 de
longueur inférieure ou égale a 6. S’il existait une infinité de trisécantes a Z. alors
dans 'éclaté de H en ce point p™E(7 — 32) aurait une section (ou & = 7 — 0 est
la classe du diviseur exceptionnel) ce qui est impossible puisque ce fibré a un ¢,
négatif.

On conclut alors en remarquant que si le support de R'q.p*Ey possede un
point épaissi dans toutes les directions, comme il ne possede pas de trisécantes
selon le 1.1.1, il doit étre connexe.

On peut en fait donner. par exemple dans un plan stable H. les principaux
exemples de calcul de la multiplicité d'une bisauteuse dans nn pinceau plan en
éclatant H au centre du pinceau. Lorsque ce point est dans le lieu d"annulation Z
d’une section de Ey(1) on se ramene a un probleme de bisécantes ou 1-sécantes
selon le nombre de fois que p*Z contient le diviseur exceptionnel.

On note (® un schéma du type (a?,y?), ot les fleches désignent des schémas
de longueur k sur une courbe lisse tangente a la direction indiquée

Z NY I AV} BY | CY
B3 o
-,.:-o—i—L']‘ o | 2 | I
A B C A=B C
— Y e I
b=t 2 |2 |2 ]2
B C
444 1 ) 1 ]
1 2 3
C
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Proposition 1.1.4 Un plan H contenant une infinité de droiles bisaulcuses st
sauteur. Dans ce cas, R'q.p™ E induit dans le f-plan associé @ H un schéma qui
contient une droite réduite munie d €éventuels points immergeés.

Pour co = 5, un tel pinceau contient alors une droite trisauteuse.

Pour ¢; = 4 la droite réduite est munie de 4 points immerges.

Selon la remarque 1.1.3, H ne peut pas étre stable. La section de Ep doit
donc contenir 2 fois le diviseur exceptionnel, et le résiduel est vide pour ¢; = 4
et de longueur 1 pour ¢, = 5. La droite contenant le point que 'on éclate et le
résiduel est alors une trisauteuse.

On peut obtenir une étude plus détaillée du schéma induit dans ce 3-plan par
Rlq.p*E.

Par exemple, pour ¢; = 4 la section s de Ey s'annule en Z, d’idéal '3 qui est
Pintersection complete de 2 coniques singulieres en un ménie point. On remonte
alors la résolution de 3 sur la variété d’incidence points/droites de IP; notée /.
puis on projette cette suite exacte courte sur P pour obtenir la suite exacte:

R'¢.O(—47) — 2R'¢.O/(=27) — R'g.p"3 — 0
qui donne par dualité relative:
¢-O1(21 + 0)" — 20/(~0) — R'q.p™3 — 0

Comme [ =P(py(2)") ou: 0 — Qpy(2) — 30py(1) = Ory(2) = 0, on a:

q-O1(kt) = Sym(Qpy(2)), et on s’est ramené a I'étude du lieu de dégénérescence
d’une application: 20py — Syma(Qhpy(2)). Ce lieu contient une droite réduite
car par un point P général dans le plan sauteur il ne passe pas de conique sin-
guliere en P contenant les zéros de la section sauteuse ~ (i.c: L' (g.p™32.) = 0. ce
qui est aussi valable pour ¢3 = 5). Comme le résiduel a la houne codimension.
sa classe se calcule par la méthode de I'appendice 5.1 qui est ici simplifiée par le
fait que I'exces soit un divideur de Cartier. Ce lieu est donce donné par:

c2(Syma(Qhpy(2))) — h.er(Syma(Qpy(2))) + h* = 4h?

ou h est la classe d’un hyperplan de IP}. Il semble alors clair que ce lieu résiduel
soit constitué des 2 droites d et d’ constituant les 2 coniques doubles contenant
Zs. En effet le support de R'q.p*E n’a pas de trisécantes dans ce IPY. et il a pour
seules bisécantes les droites de IPY qui passent par doud’. car ¢.p*32, = Op«(—a)
ou a > 3 sauf si P € dUd ot a = 2. C'est a dire que I'idéal des bisautcuses daus
P} est du type (y*. ya?(a — 1)%).
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1.2 Quelques résultats préliminaires

Dans la section précédente, on a étudié le lien entre trisécantes a S et plans
sauteurs. On remarque alors que certaines singularités de S, (notamment lorsque
S n’est pas localement intersection compléte), font apparaitre naturellement des
fibrés qui ont une droite dans IP§ de plans sauteurs. On constate alors que de
tels fibrés existent, par exemple lorsqu’un instanton possede une cp-sauteuse ils
sont tous de ce type (Cf [S]).

Il est clair qu’une bonne connaissance de ces fibrés apporterait de grandes
simplifications dans la suite, mais I’exemple suivant montre que ces fibrés ne sont
pas encore tous connus.

Exemple 1.2.1 1l existe des 4-instantons tels que tout plan passant par unc
bisauteuse donnée soit sauteur.

On peut construire un tel fibré en se donnant une courbe elliptique (' et 2
faisceaux inversibles de degré 2. £ et £’ sur (', tels que (LY L") = O et que
4 soit le plus petit entier ayant cette proprieté.

On note alors S 5 (" la surface réglée Proj(L L) et S la surface quartique
image de S dans IP;=IP(H L + H°L'). On considere alors le diviseur

D = 7£9* © Os(4). Le systeme linéaire | D | est de dimension:

RO(L¥®* @ Symy(L & L)) — 1 qui vaut 1 grace a la relation entre £ et £. On
considere alors le fibré E définit par la suite exacte:

0 — E(=2) — 20p, — o.(7" L7 2 Os(4)) — 0

Ou ¢ est le morphisme de S dans IP3. et ou la dimension de | D | montre que
E est un mstanton.

On note s et & les uniques sections de =LY 2 Og(1) et de 7L = Os(1). Le
systeme linéaire | D | est alors constitué des courbes d’équations As? + us™. dont
I’élément générique est une courbe elliptique lisse de degré 8 section de E(2). De
plus lorsque A ou g est nul, on obtient un élément de | D | qui munit la droite
double de S associée a s ou s’ d’une structure multiple. Tous les plans passant par
ces droites (notées d et d') sont alors sauteurs, et comme toutes les génératrices
de S sont quadrisécantes a ces sections de E(2). ces droites sont hisauteuses. La
section sauteuse dans un plan contenant d ou d’ est alors du (vpe (¢ (e — 1))

ou y = 0 est I'équation de d ou d'. lLes droites d et d’ sont alors exactement
bisauteuses, et ces sections induisent dans le diviseur exceptionnel de 1'éclaté de
IP5 en d ou d' une courbe de bhidegré (2.2). :

On remarque que 'on peut montrer que lorsque 3§ ¢ E(k) a une section et
que ¢ est au moins sauteuse, alors cette section est ensemblistement égale a d.
En effet, dans I'éclaté de IP3 en 4, la restriction de la section de p*FE(ko) au
diviseur exceptionnel est une section de Op, xp, (k.a) & Op, xp, (k, —a). ou ¢ est
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a-sauteuse. Comme « est strictement positif, cette section est en fait une section
de Op,xp, (k, a), elle ne posséde donc pas de points isolés ni immergés. La section
de p*E(ko) ne possede donc pas de composantes irréductib]es qui rencontrent le
diviseur exceptionnel, mais comme la section de 3¥ @ E(k) doit étre connexe dans
IP3, elle est ensemblistement égale a 4.

La difficulté a classer de tels fibrés vient alors du fait que la section de p* E'(ko)
puisse étre multiple et ne pas étre incluse dans le diviseur exceptionnel, ce qui est
le cas dans I'exemple précédent car un diviseur de bidegré (k.a) dans le diviseur
exceptionnel a pour classe dans I'anneau de Chow de IP5: k72 + (a — k)7o. alors
que la section de p* E (ko) a pour classe ¢,72.

Corollaire 1.2.2 Pour toute valeur de cz, s'tl existe une droite §, au moins
sauteuse pour un instanton E. telle que % @) E(k) ait une section, alors k divise
cy, celte section est trréductible, et & est uaciement k-saulcuse.

Il ne s’agit donc pas ici d’étudier toutes ces familles. mais on aura cependant
besoin du lemme suivant:

Lemme 1.2.3 Pour ¢; = 4. 5'il existe une droite d. au plus bisauteusc. {cllc que
tous les plans contenant d soient sauteurs. alors I9% 2 E(2) posséde une section

On éclate IP; le long de la droite q. et on note p* et " les projections de 1P,
sur IP5 et IP;. On note 7 = p~Op,(1), 0 = ¢"Op,(1) et 2 =IP; xq le diviseur
exceptionnel. La classe de x est 7 — . On a alors la suite exacte:

0 -—-)Op_qxp](—T—O') — Opqxp, — C)F‘T — 0

qui tensorisée par p™ E(7) donne en appliquant le foncteur ¢/ la suite exacte
suivante puisque A’ £ (1) = 0 selon le ].2.5:

0=gp E(r) = H'E“Op(=1)  —  H'E(1)5Op = R¢.pE(T) =0
\1\’/‘
VRN
0 0

Le faisceau R'q.p™™E(7) est en fait localement libre de rang 1 au dessus de P,

car tous les plans contenant q sont sauteurs et ¢ = 4. D’autre part. la résolution
de z dans IP3 donne la suite exacte:

0= p"E(0) = pmE(r) = " E(1) = 0



Comme p™ £ (7) =~ Op, xg(0.—a+ 1) 7 Op, x,(0.a + 1) avec a < 2. on obtient
la surjection: R'q.p”E(c) — R'q.p™E(r) — 0 qui montre que: R'¢.p"E(7) ~
Op, (b) avec b > 1 car H'E@Op, se surjecte sur R'g.p™E. Comme h'(A’) est nul.
on en déduit que h!(¢g.p”"E(7)) < 2 et, comme il est localement libre de rang 3,
que h°(g.p"E(7+0)) # 0. On a donc une section de Sq® E(2) dont la restriction
a un plan quelconque contenant d doit étre proportionelle a la section sauteuse
car ses zéros ne sont pas sur une droite, puisque d n’est pas cp-sauteuse. Dans
tout plan contenant d, la section de Sy & E(2) contient alors une conique qui ne

peut étre que 2 fois d, ce qui donne bien une section de 35 -~ F(2).

Exemple 1.2.4 /| cxiste des fibrés E tels que h'E(=2)mod2 = 1. ¢, = 4 ayant

une congruence de bisauleuses

Il suffit de considérer 2 droites gauches toutes les 2 munies d’une structure
quadruple par I'intersection complete de 2 quadriques singulieres le long de ces
droites. On obtient alors 2 quartiques elliptiques disjointes dont la réunion est
une section de E(2), ou E est un fibré de deuxieme classe de Chern 4 et tel que
h'E(—2)mod 2 = 1 selon [C]. I est alors clair que toute droite qui rencontre les 2
droites de départ est une quadrisécante a cette section. On a donc une congruence
(I.1) de bisauteuses.

Lemme 1.2.5 Pour toul ¢, les fibrés de { Hooft ( ic tels que hPE(1) # 0) ont
leur multisauteuses en codimension 3.

NB: En déformant au voisinage d'un tel fibré, Brun et Hirschowitz (Cf [B-H])
ont montré un résultat plus fort sur un ouvert de I,. On remarque cependant
que ces fibrés, dont 1’élément général tordu par 1 possede une section constituée
de n+1 droites disjointes (Cf [H]), ont toujours une droite trisauteuse (i.c une
quadrisécante a la section). lls ne sont donc pas dans le domaine d-application
de leur résultat.

Soit s une section de E(1). et Zg sou schéma dannulation. Les droites k+2-
sauteuses ont méme schéma que les k+3-sécantes a Z, pour k& €IN. Le résultat
est alors évident si les droites constituant Z, sont réduites. Dans le cas contraire.
une famille a 2 parametres de trisécantes peut provenir de 2 types de situations:

a) Il existe une droite d telle que Z, restreint a d ait une congruence de
bisécantes qui recoupent une autre droite d’ de Z;. Cette congruence est alors
ensemblistement incluse dans les bisécantes a d et d’, et donc pour tout plan H
contenant d'. les droites passant par dNH sont des bisécantes a Z, cn ce point.
La droite d serait alors munie d’une structure quadruple qui serait double dans
les plans contenant d. ce qui est impossible puisque ces plans seraient instables.

b) Il existe une droite d telle que Z; restreint a d (not¢ Z,4) ait une famille
a 2 parametres de trisécantes qui ne peuvent pas étre dans un méme plan semi-
stable. Tout plan contenant d est sauteur (puisque la restriction de s a ce plan
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est divisible par I’équation de d), et doit contenir un pinceau de bisauteuses de
sommet sur d, ce qui implique que d est une droite au moins bisauteuse. On entre
alors en contradiction avec le 1.2.2 car s est une section de 3, @ E(1).

1.3 Etude de S au voisinage d’une droite 3 ou 4-sauteuse

Lemme 1.3.1 Les droites au moins trisauteuses d’un 4 ou S-instanton sont dc
dimension < 1.

En effet, si E possede une congruence de trisauteuses de bidegré (a, 3), a et
sont inférieurs a 2 car pour ¢; < 5 un plan contenant 2 droites trisauteuses ne peut
pas étre stable. Les congruences (1,0),(0.1),(1,1) contenant des droites, il suffit
alors de remarquer qu'un sous-schéma ponctuel de IP, localement intersection
compléte ne peut pas avoir un pinceau de trisécantes s'il est de degré inféricur a
8.

On rappelle que I'étude des schéma de droites k+1-sauteuses pour ¢y donné
dans un plan sauteur est la méme que celle des droites k-sauteuses dans un plan
stable pour ¢ — 1. On remarque de plus que, pour k=0 ou 1, R'q.p"E(k + 1)
induit une structure réduite sur une droite k+3-sauteuse dans un plan stable pour
¢ < 5. On déduit donc du 3.3.1:

Lemme 1.3.2 R'q.p™E(1) induit dans toul 3-plan ne contenant pas de quadrisauteuscs
un schéma de longueur< c; — 3

R'q.p*E(2) induit dans tout 3-plan ne contenant pas de 5-sauleuses un schéma
réduit

Proposition 1.3.3 Pour c, = 4. toute droite t. 3 ou J-sautcuse de S. est incluse
dans unc courbe do droites au moins trisauleuses de S. 1l cn est de méme pour
2 = 5 st t est quadrisauteuse, et aussi lorsque t n'est que trisauleuse si [on
suppose en plus que S,.q4 ne posseéde pas de points ot son espace tangent de Zariski
est de dimension 4.

On commence par le cas ou t est une trisauteuse, et on note S,y la sur-
face réduite ensemblistement égale a S, et R ['anneau local de G en une droite
trisauteuse t de S. Selon [G-P], on a les résolutions locales suivantes:

Ug Uy Uy U3z
4 Uy Uy Uz Uy 2
R > R° — qu,P*E(” — O et

(‘U,o U1 Uz Uz Uy

R® —R — R'q.p"E(1l)y) — 0

On note ; les restrictions des u; & S,eq, M; la restriction de R'g.p*E(;) a Syed-
M l'idéal maximal de S,.4 en t, et on pose J = (U, Uy, Uz, U3, Uy ).

Il



Selon {G-P](proposition2.2), on a un isomorphismeentre les Og _ (;)-modules:
SymyM; et &. Donc 'éclaté de S,.q en S est isomorphe a celui de S,.4 en M, (qui
est un Og,y-module de rang 1). On va montrer, par I’absurde, que les les %; sont
liés. On suppose donc les u; linéairements indépendants (sur C) dans 3/ M.
Ceci implique que & # M car M /M? est au plus de dimension 4. On peut donc
supposer que 2 d’entre eux sont dans M?. On note k la dimension de T,S,.q,
on va alors montrer que k — 1 des %; ne peuvent pas étre dans M — M?. On
note J; I'idéal engendré par les @; qui ne sont pas dans M'. On remarque que
(SN M?)/(SM) est inclu dans M?/(IM) qui est un quotient de M?/(J M)
qui vaut z2C[z] ou z € M — M? si k — 1 des T; ne sont pas dans M2 (est a
dire que si k — 1 des %; ne sont pas dans M?, les 2 éléments de & N M? seraient
liés modulo SM, ce qui contredirait ’hypothese. 1l existe donc au plus k& — 2 des
U; qui ne sont pas dans M2, Il existe donc toujours un 2-plan inclus dans T,S,.,
donné par ces £ — 2 éléments de M. Le schéma induit par 3 dans ce plan est
alors épaissi dans toutes les directions de ce plan. Il existerait alors des droites
de ce plan coupant ce schéma en longueur au moins 2 et incluses dans G. ce qui
contredirait que pour ¢z = 4 une trisauteuse est réduite dans un 3-plan.

S dimT,S,.y < 3 et que I'un des W, n'est pas dans M2, alors M?/(J, M) vaut
(2%, zy,y*)Clz, y] ol 2 et y sont dans M — M?2. Sil des autres U, ne sont pas dans
M?3, alors les 4 — [ autres sont liés dans M3/(SM N M?) car c'est un quotient
de M3/(JsM N M3) vaut si | = 1 (xy, y?)Cly] ou bien (2. y*)C.sil = 2 (2y)C
ou bien (y)Cly], et (0) si [ = 3. On en déduit que 4 des T, sont dans M* ce qui
donnerait un plan inclus dans T,S,.4 tel que le schéma induit par 3 dans ce plan
serait triple dans toutes les directions. Il existerait alors une droite incluse dans
G contenant une trisauteuse triple, ce qui est impossible pour c; = 5. Les @, sont
alors tous dans M? et il existerait des 3-plans ol tout pinceau de sommet sur
seralt bisécant en t au schéma des trisauteuses. ce qui est impossible pour ¢, = 5.
(On rappelle le lien entre I'étude des bisauteuses dans un plan stable et celle des
trisauteuses d'un plan sauteur).

Les @; sont donc liés, et M; est engendré par 2 éléments (eq, €;) (indépendants
si t est une trisauteuse isolée sur S) qui sont solutions d'une équation de degré 4
modulo M%°. En effet, on a egalité modulo 3%, = (—=1)'¢7" ¢} car le produit

Yo U U; Us Ta Ty

€0 € T,
€0 € Uy | est nul modulo 3% CM;”.

€y €) T.Z;;

€p € ﬂ4

On en déduit que Proj(s M® J MMP') qui est I'image réciproque de M dans

(3
le diviseur exceptionnel n’est pas une courbe. 3 n’est donc pas I'idéal d’un point
isolé de S, 4.

Il en est de méme lorsque t est une quadrisauteuse. Au voisinage de t on a:
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Up U Uy U3 Uy4
Uy U2 U3z Ug Us

Uy U3 U U (7
R® t 2= yR3 — R'q.p"Ey) — 0 et

( Ug Uy U U3 Ug Us
Uy U U3 Ug Uz Ug
RG

"R — R'q.p E(1)yy — 0

R7<U0 U Uy U3 Ug Us US)

R— R'¢.p E(2)yy — 0

On peut alors faire exactement le meéeme raisonnement en remarquant que
R'q.p*E(2) induit dans tout B-plan un schéma réduit pour ¢; = 4 ou 5. ce
qui montre que les T; sont liés. On note J le premier idéal de Fitting de

Up Ur Uz Uz Ug

Uy Uz U3z Us Us , qui est aussi I'idéal des trisauteuses sur S. On a alors

Uy Uz Us Us Ug
I'isomorphisme entre Symy4M; et 3 ou My = Rlg.p k0 Os, .

On note €. ¢ les générateurs (que ['on a du choisir pour trouver ces matrices)
de R'q.pE(1)y = Os, .. On rappelle (¢f [G-P]) que ceux de M, sont en fait
€2, €€ €3,

En remarquant que modulo 3% = (=1)'e§ "¢} car le produit est nul modulo
32, on obtient bien la deuxieme relation entre les générateurs de M; (NB: si
R'q.p*E(1)() @ Os,., a pour support un point isolé, eg et ¢; sont indépendants).
Mais ces relations montrent que le diviseur exceptionnel de I'éclaté de S,y en 3
ne peut pas étre une courbe.
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2 Absence de n-sauteuses sur S pour n>3

2.1 Droites co—sauteuses

Remarque 2.1.1 Pour ¢; < 5, st E posséde une droite d sauteusc dordre c,.
alors ses multisauteuses sont en codimension 3.

En effet, il découle directement de la propriété instanton que ce fibré n'a que
des plans semi-stables. On remarque que tout plan H semistable contenant une
co-sauteuse ne contient pas d’autre droites multisauteuses, car le lieu d’annulation
Z de lasection de Ey(1) ou de Ey est inclus dans d puisque d le coupe en longueur
d°Z, et que les multisauteuses de H sont au moins bisécantes a Z. Mais ’ensemble
des droites de IP; rencontrant d est une hypersurface de G, qui couperait donc
S le long d’une courbe. En prenant sur cette courbe un point distinct de d. on
construiralt un plan instable.

On suppose donc dans toute la suite que E ne possede pas de droites sauteuses
d’ordre cs.

Proposition 2.1.2 Pour ¢;=5 S contient au plus un nombre fini de quadrisauteuses.

On suppose donc ici qu’il existe une droite quadrisauteuse q qui appartienne
a S. L'ensemble des droites de IP3 qui rencontrent q est une hypersurface de G.
il existe donc une courbe passant par g et tracée sur S de droites multisauteuses
qui rencontrent . Dautre part, pour ¢3=5 un plan contenant g et une droite
bisauteuse ne peut pas étre stable. Comme tout plan contenant ¢ contient un
nombre fini de bisauteuses (Cf 1.1.4). la famille a | parametre de bisauteuses qui
coupent q ne peut pas avoir une composante plane, ce qui montre que tout plan
contenant q est sauteur. Comme ces plans décrivent un schéma de dimension
2 de IP}, on déduirait de [Co] que E serait soit un fibré de t'Hooft spécial ce
qui contredirait le 1.2.5, soit un élément de la "big family” de Barth-Hulek (Cf
[Ba-Hu]), ce qui contredirait la propriété instanton.

2.2 Trisauteuses

D’apres le 1.3.3. il ne reste que le cas ol S contient une courbe de trisauteuse.
On suppose dabord que cette courbe ne contient pas de droites quadrisauteuses.
Proposition 2.2.1 Un 4 ou 5-instanton tel que h°E(1) = 0 ne posséde pas de
courbe de droites exactement trisauteuses. '

NB(Pour ¢c; = 4 on n'utilisera pas ici l'existence de S).

Soit ' une courbe irréductible de droites trisauteuses. On note ¥ la surface

, ’ b Fid S . .
réglée obtenue par cette courbe, et ¥ — ¥ sa normalisation.



Pour ¢; = 4, deux droites trisauteuses ne peuvent pas étre sécantes selon 1.3.2.
Selon [Co], cette courbe est donc un systeme de génératrices d’une quadrique
de IP3, ou les tangentes a une cubique gauche, mais dans les 2 cas ¥ ~IP; xIP;.
On applique alors la méthode utilisée dans [Co]. Le fibré E n’ayant pas de
quadrisauteuses, on a la suite exacte:

0— Ox(—-A,3) — m"Ey — Og(4.-3) — 0

qui donne: co(m*Ey) = d.c; = 2a3 (ou d = 2 ou 4), ce qui est impossible. (ou a
est le degré de A dans Num(X)).

Pour ¢; = 5, on montre de la méme fagon que l'on a encore une telle suite
exacte, avec ¥ =IPx(F"), ou F est un fibré de rang 2 possédant une section (on
note £ son conoyau) et tel que RYF(l) = 0 lorsque [ est un faisceau inversible

de degré négatif. La surjection de F sur £ donne une section (4 de I dans .
On note € = —deg(F'). La forme d’intersection dans NumX est donnée par

1 —e
relation:5d = 6a + 9¢. qui montre que d est divisible par 3. Comme il ne peut
pas y avoir plus de 2 trisauteuses dans un méme plan. la surface réglée duale LY
est sans points triples, ce qui se traduit selon [K] par:

[(d = 2)(d — 3) — 6g](d —4) = 0 (*) puisque S et £¥ ont méme degré et
genre. Donc lorsque d=3, on peut procéder comme dans [Co] car on a: g=0.et
S =IP(Op, & Op,(1)), ce qui implique e=1, et a=1. On a alors
mOs(1) > Ox(2,1) et. R (mEx(—=2)) = h%(Op (—a+4+2g—2~ €)@ SymsF)

ce qui entraine h?Ex(—2) > 1 grace a la suite exacte:

( 0 1 ) dans la base (f,('). (ou f est la classe d'une fibre). On a donc la

0 —= Ex(—2) — mumbx(=2) — Fu(=2)  wer — 0

ou (" est de dimension <I1. La résolution de ¥ dans [Py tensorisée par E donne
alors: R3E(=5) > 1. ce qui entraine A°E(1) > 1. ce qui est contraire aux 'hy-
potheses. On en déduit que d est divisible par 3 et d> 6.

Lemme 2.2.2 Une génératrice générale de ¥ ne rencontre pas de points de mul-
tiplicit€ supérieure ou €gale a 3

Dans le cas contraire, on pourrait trouver un point p de ¥ par lequel il passe
au moins 3 génératrices de ¥ distinctes. Lorsqu'on éclate 175 en p. ces 3 droites
donnent 3 points triples de la pentique des droites sautcuses dans le diviseur
exceptionnel. La formule du geure montre que cette pentique doit étre réductible.
et les que 3 points doivent étre alignés. ce qui contredit le fait qu'un plan ne puisse
pas contenir plus de 2 droites trisauteuses.

Lemme 2.2.3 La génératrice génériqgue de ¥ ne rencontre que des composantes
réduites du lieu double de ¥



Supposons que ce lieu possede une composante non réduite qui rencontre toute
génératrice de L. Alors un point de cette composante correspond a un point du
lieu double p ot les 2 plans tangents & ¥ sont confondus. Ce plan est donc celui
qui contient les 2 génératrices passant par p. D’autre part, le nombre de points
pinces de ¥ n’est pas nul car 2d+4(g-1) ne s’annule pas pour d divisible par 3 et
d solution de (*). Soit p’ un point pince de X, alors il existe une génératrice d de
¥, passant par p’, telle que le plan tangent a ¥ soit constant le long de d.(On le
note H). Il est alors clair que le vecteur tangent a I' en d est dans h (le :3-plan
associé a H). On a donc long(" N hyyy) > 2. 1 suffit maintenant d utiliser que d
coupe le lieu double en un point non réduit p, et donc que H=T,X contient une
autre génératrice, ce qui donne long(I' N k) > 3, ce qui est impossible.

On peut donc supposer que la génératrice générique rencontre le lieu double
en des points réduits de celui ci.

Lemme 2.2.4 Une génératrice générigue de X en rencontre au moins 4 aulres
distinctes

Il faut pour cela montrer qu'une géndratrice géndrique de ¥ coupe le licu
double en au moins 1 points distincts, il ne reste done plas selon le 2.2.3 gue le
cas ou la génératrice générique de ¥ est tangente a une courbe incluse dans le
lieu double de ¥, c’est a dire le cas ou ¥ est une surface développable. Le cas du
cone étant évident, on note (' I'aréte de rebroussement de X.

Pour un point général p de C, le plan H, osculateur a C' en p doit étre égal
au plan tangent a ¥ en un point quelconque de la génératrice d,, qui est tangente
a C en p. De plus, la tangente a [' en d, est constituée du pinceau des droites de
H, qui contiennent p, elle est donc incluse dans le J-plan associé a H,.

On constate alors que pour tout point p* de (' différent de p. les plans H,
et H, doivent étre différents car R'g.p”E(7) induit dans tout 3-plan un schéma
de longueur inférieure ou égale a 2. Ceci se traduit par le fait que la surface
duale ¥V est une développable d’aréte de rebroussement ('Y lisse. On projette
CY sur IP; par un point n'appartenant pas a £V. Le degré de I' est alors égal a
celui de la courbe duale de cette projection, qui est selon les formules de Pliicker:
d = 2(deg CV — 1) + 2g, puisque cette projection ne possede pas de cusp. On en
déduit que le cas d = 6,9 = 2 est impossible, c’est a dire que si T est développable,
on ad > 9. Pourt général dans I'. le contact entre T,G et I' ne peut pas étre
d’ordre supérieure ou égal a 6. sinon le plan osculateur & I' en t serait inclu
dans G et il existerait un J-plan coupant I' en longueur au moins 3. Comme ce
contact est toujours pair (('{ [Co] lemme6). T, N 1" — {i} est constitué de d-1
points distincts car t n'est pas en générale bitangente a (' puisque 1 est réduite.
Lorsque ¥ est développable, une de ses génératrices génériques en rencontre alors
au moins  autres distinctes.

Il ne reste plus qu’a constater que dans le cas ol ¥ n'est pas développable,
pour tout t dans un ouvert dense de I', I'intersection de T,G avec I' — {{}. est de
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longueur d°T" — 2, et elle est constituée selon le 2.2.3 de points distincts. Il existe
donc au moins 4 plans sauteurs distincts contenant la droite associée a {. (Un
plan contenant 2 droites trisauteuses distinctes est sauteur, et il ne peut pas y
avoir 3 trisauteuses dans un méme plan).

E ne possédant pas une famille a 2 parametres de plans sauteurs, on suppose
qu’il n’existe qu’'un nombre fini de plans sauteurs contenant t, pour t général dans
I'. On éclate IP3 le long de la droite t, et on note p’ et ¢’ les projections sur IP3
et IP,. On a alors la suite exacte:

0 ¢ p*E(r) »H'EQ@Op(-1) — HE(1)©Op —R'¢pE(t) =0
N
N
0 V]

On a: A'E=8. h'E(1)=T. et R'¢'p" F(7) n'est pas localement libre et il est de
rang un car dans un plan stable contenant une droite trisauteuse, les 6 points nuls
d’une section de E(1) restreint a ce plan sont toujours sur une unique conique.
(la droite n’est pas 5 sauteuse). Le faisceau ¢/ p™*F(7) est donc localement libre
de rang 2. De plus, h°(¢.p™E(7)) = 0, k' (K) = 0, hl(¢.p"E(7)) = R°(RK), et
RO(R\p™ E(r)) = T — b (glp™ E(7))

Si h'(g.p™ E(7)) vaut 0 ou 1 alors ¢_p™E(1) = Op,(=1) + Op, (=1 ou —2).
Donc [¢.p™ E(7)](1) aurait une section, et donc J, > E(2) aussi. Ceci n'étant
possible pour t générique que si h°E(2) > 2, les sections de E(2) seraient alors
sur une quartique. contenant toutes les trisauteuses puisqu elles lui sont des -
sécantes, ce qui contredit d°Y > 6.

On a donc A°(R'¢.p™E(7)) < 5. Dautre part. R*¢.p"E(7) est nul selon
Grauert, ce qui donne par changement de base:

Yy €IPy, R'qp™E(7)(y) ~ H'Ey(1) ol Y est le plan associée a y. On a donc
la suite exacte:

0 —, & (" — R p"FE(T) — RY¢p"F(T)" — 0
k foes

ou k>4 est le nombre de plans sauteurs passant par t. Conme R'¢ p™ FE(1)*Y ~
Op, (1) ou 120. on en déduit que I=0. k=1. On a donc d“I" = 6 cc qui impose
avec la formule du licu triple de ¥¥: g=2. On obtient aussi R°(R'¢_p E(1)) = 5.
et g.p"E(1) ~ Op (=2) % Op (=2), ce qui donne: A°(3? & E(3)) > 2.

On note s et s’ deux sections de 32@ E(3). Ces sections sont liées sur une sui-
face de degré 6 qui contient les 4 plans sauteurs H, contenant t car les restrictions
de s et s’ a I'un des H; contiennent t? et Ey. (1) ne peut pas avoir une section
indépendante de la section sauteuse sinon cette section serait sur une droite qui
serait alors 5-sauteuse. On note alors @ la quadrique incluse dans Zsag. On

!

remarque que dans un plan général contenant t. les sections s et s" induisent 2

sections de Eg(l) (en les divisant par #2) qui sont donc lides sur une conique
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qui n'est autre que Q N H. (NB: cette conique doit contenir { puisquelle lui est
4-sécante).

On suppose maintenant que [' est incluse dans S. La courbe T,G'N S est alors
constituée de droites multisauteuses qui rencontrent {, et ¢’est une section hy-
perplane de S. On va identifier cette courbe en la coupant par un plan général
contenant t. Il faut d’abord remarquer qu’aucune composantes irréductible de
T:G N S n’est incluse dans un plan contenant t. Si c’était le cas, ce plan serait
forcément sauteur selon le 1.1.4, il s’agirait donc de I'un des H;, car on a montré
qu’il n’existait pas plus de 4 plans sauteurs contenant t, et comme les H, con-
tiennent 2 droites trisauteuses, il ne peuvent posséder qu'un nombre fini de
droites multisauteuses selon le 1.1.4. D’autre part, on constate que dans un
plan H général contenant t, les seules multisauteuses possibles sont au moins
trisécantes a toute section de Epy(1). 1l s'agit done de 1 et de la droite dy telle
que tUdy = QN H. La droite dy étant toujours incluse dans la quadrique (). on
en déduit que T,G'N .S est un systeme de génératrices de Q). et donc que d°5 = 2.
Elle ne pourrait alors pas contenir une coube de degré G et de genre 2 puisque

hOO(1) = 5.

On peut maintenant montrer comment étendre ceci lorsque ' contient des
quadrisauteuses.

Proposition 2.2.5 La surface S nc conlicul pas de quadrisaule uses

En effet, si S contenait une quadrisauteuse ¢, selon le 1.3.3 il existerait une
courbe ' que 'on peut supposer irréductible de droites au moins trisauteuses
passant par q. On note ¥ la surface réglée associée a I'.

On remarque que x(E(2)) = 0, c’est a dire que puisque E possede une
quadrisauteuse, h'E(2) # 0 et donc E(2) posséde une section s nulle sur une
courbe Z, de degré 9. De plus les droites trisauteuses sont 5-sécantes a Z;.

Selon I'étude précédente. on se limite au cas ou d°I' < 6. puisque dans les
autres cas toutes les génératrices de I' seraient des droites de plans sauteurs. On
remarque d’abord que I' ne peut pas étre une conique. 11 est alors donnant de
constater que ce cas est délicat a cause de I'exemple suivant:

Exemple 2.2.6 Une courbe lisse de bidegré (1,5) dans une surface quadrigue Q.
réunte avec une cubique gauche non incluse dans @ et coupant la sextique en 2
points est une section de E(2) ou E est un 5-instanton possédant une courbe de
degré 2 de trisauteuses contenant § quadrisauteuses. '

En effet, cette courbe est connexe. localement intersection complete et de fais-
ceau canonique trivial. De plus toutl un systeme de génératrices de cette quadrique
est 5-sécante a cette courbe, et les 4 points d'intersection de la quadrique avec
la cubique qui ne sont pas déja sur la courbe de bidegré (1.,5) donnent des
quadrisauteuses.



Pour éliminer ce phénomeéne, il faut donc abolument utiliser ’existence de S.
La restriction de E a cette quadrique donne la suite exacte:

0 — Og(-a,3) — Eg — Ogla,-3) — " — 0

qui donne 10=6a+n, ou n est le nombre de quadrisauteuses sur I'. On aurait a=0
ou 1, et ’on aurait h°Eg(2) > 12 ce qui vaut aussi h?Eg(—4). La suite exacte:

H?E(-4) — H?Eg(—4) — H®E(—6)

obtenue par la résolution de @ tordue par E(—4) montre que h°E(2) > 4.

On rappelle que modulo 'existence de S, tous les plans contenant une quadrisauteuse
q sont sauteurs. Ou peut extraire de ces 4 sections 2 sections (sy.s2) lides sur 2
plans distincts H, et H, contenant q. En effet, dans un plan contenant g. la sec-
tion sauteuse est sur une unique conique, c’est a dire que 3 des 4 section de F(2)
ont une restriction a ce plan multiple de la section sauteuse. On peut extraire de
ces 3 sections les 2 sections voulues en choisissant un autre plan.

La quartique Z;, 5, contient aussi ) puisque toutes ses génératrices lui sont
au moins H-sécantes, il s’agit donc de QU H, U H,. On peut alors considérer une
autre quadrisauteuse de ) car n> 4. Comme elle est G-sécante a Zs, elle doit
rencontrer une composante de Z,, incluse dans H; U H, car elle est dans le méme
systeme linéaire que des trisauteuses qui elles ne sont que H-sécantes a Z,,. Cette
2'*me quadrisauteuse doit donc couper q ce qui est impossible.

Pour les autres degrés de I', la situation est plus simple. En effet. aucune
génératrice de ¥ ne peut rencontrer q. C’est a dire que, si ¥ a un lieu double.
il coupe q en un point pince (i.e: ¢ est une torsale). On trouve une droite L
incluse dans G coupant I' en longueur au moins 2 en q. Le support du {aisceau
R'q.p™ E(7)L contient donc le point représentant q doublé. (e faisceau ne peut
donc pas étre égal a sa restriction au point g. et comme cette restriction est
déja de longueur 2. ¢’est que long{R'q.p™E(7)1) > 3 ce qui est impossible au
voisinage d’'une quadrisauteuse. Il s’agit en eflet pour ¢, = 5 du méme probleme
que celui de la longueur de R'q.p™E dans un pinceau inclus dans un plan stable
au voisinage d'une trisauteuse pour ¢, = 4, car le plan contenant ¢ est sauteur.

(1.1.1)
On en déduit alors immédiatement:
Corollaire 2.2.7 Pour ¢; = 5. la surface S,.q4 st de degre divisible par 4.

En effet, toute courbe integre de degré d constituée de droites exactement
bisauteuses donne alors une surface réglée telle que 5d = 4a+4e¢ avec les notations
précédentes, et on vient de montrer qu'il existait une section hyperplane de S,
sans 3,4, ou 5- sauteusecs
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3 Etude des trisécantes a S

On appellera trisécante de type i, une droite de IP5 qui coupe la surface en i com-
posantes connexes distinctes(ou plus pour i=3). On remarque qu’une trisécante
a S de type 3 est encore une trisécante a S,eq de type 3, et qu'une trisécante a
S,eq reste toujours une trisécante a S.

3.1 Famille & 2 parameétres de trisécantes, applications

Remarque 3.1.1 57 5,4 posséde une trisécante de type 2 ou 3 elle en posséde
une famille a 2 parameétres. Il en est de méme lorsqu’elle posséde une trisécante
quelconque st elle st de plus localement Cohen-Macaulay.

On rappelle pour cela le point de vue de [LeBal]: On note Hilb?IPs,et Hilb?S, 4
les schémas de Hilbert des triplets de IPs et S,.; qui sont localement sur des
courbes lisses de IP5. et AI*IPy le sous schéma de Hilbf’IP5 constitué des triplets
qui sont sur une droite réduite de IPs.

Comme Hilb?IP5 et AI*IP5 sont de dimension 15 et 11. et que Hilb?IP5 est
irréductible et lisse. il suffit de montrer qu'un élément aligné de Hilb?*S est dauns
une composante irréductible de dimension supérieure ou égale a 6 de Hilh?*S. pour
que toutes les composantes irréductibles de Hilb*SNAI*IP5 soient de dimension
supérieure ou égale a 2.

a) On étudie d’abord le cas ou S,.4 est localement Cohen-Macaulay. Pour
cela on rappelle qu'un élément aligné u de Hilb3S,.; est inclus dans I'intersection
complete d’un S-plan avec S. On note u' 'intersection complete du J-plan avec S.
Le sous-schéma p' étant donné par 2 générateurs dans S,.4. son faisceau normal
Nyis,., est localement libre. et on a: h'(N, s,.,) = 0 ce qui montre que y’ est un
point lisse de Hilb?¢S, ;. Comme h%(N, 5. ,) est égal & la somme des longueurs
des composantes connexes de p' multipliées par le rang de N, 5 . en ces points
qui vaut 2, on a h°(N s ) = 23.q. qui est la dimension de Pespace tangent de
Zariski & Hilb? =4S,y en p/.(Cf [G] §5). On en déduit done que y' est dans une
composante irréductible H de Hilb?S, ., de dimension 2/3,.4. Il reste alors a
étudier le cas 3,.4 = 4 selon le 3.3.1. Le F-plan général coupe S,.q en Gr.q points
distincts puisqu’elle est réduite et localement de Cohen-Macaulay. Le triplet
aligné de y' est donc dans Hilb%S _ .

On en déduit donc que u est toujours dans une composante irréductible de
dimension> 6. et donc que S,.4 possede toujours une famille a 2 parametres de
triplets alignés.

b) On suppose maintenant que S est quelconque mais que S,,4 possede une
trisécante de type 2 ou 3. Si d est une trisécante de type 3 le résultat est évident
puisque S,.q est réduite. On suppose donc que d est une trisécante de type 2.
Il suffit alors de démontrer qu'une composante connexe de dNS,.; non réduite
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contient un élément de Hilb2S,.y qui est dans une composante irréductible de
dimension 4. On va en fait montrer que si on considére une droite d de IP5 qui
contient un schéma de longueur 2 réduit a un point p de S,.q, elle en contient un
qui est dans Hilb%S .

On remarque immédiatement que d est incluse dans T,S I'espace tangent a S
en p. Le résultat est donc évident lorsque S est lisse en p. De plus, comme S est
incluse dans G on a: T}, S,e¢ CT,G = C*. On note D le point de IP(T,S,cq) associé
a d, et C la courbe IP(C},5,cq) (qui est naturellement incluse dans IP(T,S,.4), ou
CpSreq €st le cone tangent a S,.q en p). On éclate IP5 en p, et on note S,.q le
transformé propre de S,.;. La surface S,.; étant réduite, on veut montrer qu'il
existe une famille & 2 parameétres de bisécantes a C en des schémas de Hilbigrfd.

Ceci est évident lorsque C est réduite, alors que si elle ne P'est pas, c’est que
pour tout point pg de C, 'espace tangent a S,.q en po est inclus dans le diviseur
exceptionnel ou alors que C est incluse dans le lieu singulier de g,.ed. On note
A, le schéma constitué des éléments de Hilbigmd qui ont un support égal a
po. Il est clair que A,, est de dimension supérieure ou égale & 1. et qu'il est de
dimension 1 si et seulement si g,.cd est lisse en py. Dans ce cas, st de plus ¢ nfest
pas réduite, les éléments de A, sont tous inclus dans le diviseur exceptionnel
E. On constate donc que. si (" n’est pas réduite. dim .4, N F > 1. Comme les
éléments de A, N E sont dans Hilb?('. car (' nest autre que la trace de S,
sur E, on obtient encore une famille a 2 parametres de bisécantes a (' en des
éléments de Hi]bigred lorsque I’on déplace py le long de C. On remarquera pour
ce qui suit que dim A,; N E' < 2 puisque ses éléments sont dans IP(T,.5,e4)CIP3),
et que dim A,, < 3 car ses éléments dont dans T,,G.

Comme D appartient aussi a P(T,5,.4). il existe une telle bisécante qui con-

tient D. On note u I'élément de Hilb;Sm, qui est sur cette droite de IP('T,5,.4). et
H le plan de T,5,,; associé a cette droite. On note A, les éléments de }']'1]1)';9.,.”,
qui ont méme composante conuexes que u. (ie: A, est réduit a g si g n'est pas
connexe ou a A, si g a pour seule composante connexe py). Comme Hi]b‘;S,td
est de dimension pure 4 et que dimA, N E < 2, il existe au moins une famille
irréductible B de dimension 2 d’éléments de Hi]biSrfd qui coupe A, N E en un
nombre fini de points, dont x, et qui rencontre A, en dimension inférieure ou égale
a 1. (On note p, g les éléments de B — A,). On a alors des points p, 3, p, 4 de
Srea tels que le plan (p, pa.g, pl, 5) ait un nombre fini de valeurs d’adhérences (dont
H) lorsque le support de u tend vers p dans S,..p. Comme les droites (pp, 4) et
(ppl, 3) tendent vers un nombre fini de génératrices de (7,5, 4 (celles représentées
par le support de pu). les points p, 5 et pl, , varient en fait sur des courbes de
Sreq- On les note donc désormais p, et p'y, et 1" et 1V les arcs qu'ils parcourent sur
1 Py q P
Srea- En choisissant une projection de I' et I sur H d’image 2 courbes différentes
Py et Iy, on remarque alors que toute droite de H contenant p est adhérente
aux projections sur H des cordes entre I' et I lorsque les 2 points sur I' et 1



tendent vers p. Comme il existe une famille a 1 parametre de telles droites et
qu’il n’existe qu’'un nombre fini de plans adhérents (dont H), on saura toujours
extraire d’une suite de cordes entre I'y et I'; qui converge vers d, une suite de
cordes entre I' et IV qui converge aussi vers d.

On peut alors conclure en considérant la correspondance d’incidence entre
Hilb3S,.4NAPIP;s et le sous-schéma T de G(1,IP5) constitué des droites trisécantes.
ou incluses dans S,.4. Eu effet. il existe un voisinage dans T d'une droite trisécante
d ol chaque élément correspond a un nombre fini de points de Hilb?S, 4NAPIP;.
La surface S,.; possede alors au moins une famille a 2 parametres de trisécantes.

On rappelle qu’une droite trisauteuse donne au plus une famille a 1 parametre
de trisécantes a S de type 2 puisque dans un plan contenant une trisauteuse il
n’existe qu’un nombre fini de points sur cette droite et une autre multisauteuse.
L’élément général d’une famille a 2 parametres de trisécantes a S coupe donc cette
surface en des droites exactement bisauteuses. Selon le 1.1.1 on peut associer a
une telle trisécante a S un plan sauteur. De plus, un plan sauteur ne possede
qu’'un nombre fini d'antécédents par cette construction. On obtient done ainsi
une famille a 2 parametres de plans sauteurs de F. Done si S avait une trisécante.
on pourrait conclure en utilisant [Co).

Corollaire 3.1.2 Pour ¢; = 4 ou 5, la surface S,eq ne posséde pas de lris€cantes
de type 2 ou 3. Elle ne posséde pas non plus de trisécantes de type 1 en des
points ou elle est de Cohen-Macaulay et qui représentent des droites exactement
bisauteuses.

3.2 Etude du cas ou S est une surface réglée

On traite d’abord le cas ¢; = 5. Toute génératrice devant contenir une droite
trisauteuse selon le 1.1.4. la surface S est alors un cone de sommet une trisauteuse
t selon le 2.2.1. Elle est donc incluse dans le IP; obtenu par projectivisation de
T:G. Comme un plan contenant t ne contient qu'un seul pinceau de bisauteuses.
la congruence S,.q est alors de bidegré (1,/3). La majoration de /3 et le 2.2.7
montrent que S,y est de degré 4, et donc que J = 3. Ce cone donne dans le
IP; a l'infini une courbe réduite de degré 4 incluse dans une quadrique lisse qui
doit étre de bidegré (1,3) pour cette quadrique. Cette courbe possede alors une
infinité de trisécantes qui donnent des 2-plans contenant 3 génératrices du cone.
ce qui donnerait des trisécantes a S,.q de type 3.

On suppose donc maintenant que ¢y = 4 et que S est une surface réglée et
que B < 2 (Cf 3.3.1). Le centre des pinceaux des droites incluses dans S décrit
une courbe C de IP3 qui doit étre de degré 1 ou 2 ( on munit (" de sa structure
réduite). En effet, un plan H général de IP3 coupe C en des points distincts qui
contiennent tous une droite de la congruence, et comme 3 est majoré par 2, si
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C est de degré supérieur ou égal a 3 c’est que les droites de la congruence sont
bisécantes a C. Dans ce cas (' doit forcément contenir une droite telle que tout
plan contenant cette droite d contienne une infinité de bisauteuses. On est alors
dans la situation du 1.1.4, et selon le 1.2.3 S$?E(2) a une section munissant d
d’une structure au moins quadruple. De plus le centre des pinceaux inclus dans
les plans contenant d décrit les autres composantes de C, mais elles doivent étre
aussi munies par cette section de 3Y*E(2) d’une structure quadruple provenant
de la section sauteuse. Comme cette section est de degré 8 on retrouve encore

d°C < 2.

Lorsque d“C=1, c’est que S est un cone, et tout plan H contenant (' con-
tiendra une infinité de bisauteuses. Il s'agira donc selon le 1.1.1 d'un pinceau de
bisauteuses dans H. dont le centre décrit une courbe (7. Selon le 1.2.3 332 - E(2)
aura une section de degré 8 qui munit (' et (*" de structures au moins quadruples.
On a alors forcément d°C” = a = 1 et on déduit de la connexité de la section de
E(2) (car h' E(=2) = 0) que C=C". Mais on montre alors grace au 1.2.3 que dans
I’éclaté de IP3 en C, le fibré p* F(20) aurait une section qui s’annule en une courbe
tracée sur le diviseur exceptionnel de classe 472 dont la restriction a tout plan
contenant C n'est autre que la section sauteuse de ce plan. La restriction de la
section de p*F(20) au diviseur exceptionnel est une courbe de bidegré (2. 2) selon
le 1.2.2, mais cette courbe n'est pas réduite car la section sauteuse de chaque
plan contenant (' est connexe. On en déduit que la section de p™ E(20) munit
une courbe (de classe 72 dans 'anneau de (Chow de ﬁTJ) d un structure quadruple
épaissie 2 fois dans toutes les directions. C'ette structure quadruple étant locale-
ment intersection complete, il ne peut en fait s’agir que d’un cas dégénéré de
I’exemple 1.2.4, c’est & dire que ¢ n’est pas un instanton.

Lorsque d°C=2, le plan contenant la conique C contiendra une infinité de
bisauteuses qui formeront selon le 1.1.4 un pinceau de centre O. Conmine les points
de S sont des sécantes a (', il ne passera alors par un point p général dans le plan
de C' qu'une scule droite de la congruence. On aura donc a = 1. Comme les
congruences (1.1) on déja toutes ¢té¢ ¢limindes (Cf[R]). il reste la congruence
(1,2) constituée des droites qui coupent (" et une droite d passant par (" une seule
fois. Cette droite d donnerait alors une droite de plans sauteurs. et on aurait
selon le 1.2.3 une section de E(2) qui munirait d et (' de structures au moins
quadruples, ce qui est impossible puisqu’elle est de degré 3.

3.3 Etude du cas o1 S ne posséde pas de trisécantes

On note (a,3) le bidegré de S, ou o {resp 3} est le nombre de droites appartenant
a la congruence qui passent par un point général de I’y (a-plan).{resp daus un
plan général de IP3. (.3-plan) }.



Lemme 3.3.1 5S¢ un instanton F a scs multisauteuses cn dimension inféricure
ou égale d 2 et que par un point P ginéral de IPy, h°(I%727* = E(ca — 4)) est nul,
alors on a o < 2¢y — 6.

De méme, si dans un plan H général hO(IS* = Ey(k)) csl nul pour P géndral
dans H et 0 < k <cy—4, alors 3 < 2¢cy — 6.

NB Les hypotheéses précédentes sont toujours vérifiées pour ¢; = 4 ou 5 car
dans un plan stable on a toujours h°Ep (1) < 2.

On commence par la majoration de a, en choisissant un a-plan p coupant S
en longueur a. La construction standard associée a I’éclaté de IP5 au point P
donne la suite exacte au dessus du diviseur exceptionnel p:

0 — qpE — H'E(-1)2 (0,4 0,(-1)) — H'F O, — Rlg.p"E — 0

Le faisceau ¢.p™E est alors une seconde syzygie locale, son lieu singulier est
donc de codimension au moins 3, ¢’est donc un fibré de rang 2 que 'on note F. On
a h'E(—1) = ¢c3 et h'E = 2¢; — 2. Le nombre « est alors donné par \(R'q.p™E)
qui vaut ¢, — 2+ \(F)).

Comme E est stable. F' n’a pas de sections. et comme F est localement libre
de premiere classe de Chern —cy, \(F') vaut —h'F + hYF (¢, — 3). La restriction
de cette suite a un [Py de p ne contenant pas de multisauteuses doune encore
une injection de Fp, dans ¢;0p 4 20p,(—1). Le fibré Fp, se déconipose alors
en Op,(—a) @ Op,(—b) ou a + b = ¢; car la droite évite les multisauteuses. On
peut majorer h°Fp, (c; — 3) par ¢; — 4 sauf lorsque @ = 0 ou 1 (cc qui pourrait
arriver si E avait par exemple une infinité de plans sauteurs). et dans ces cas
h°Fp (c;—3) = ¢c;—2—a. Mais on remarque que si a = Q ou 1. alors A'F > 2—a
car pour tout ¢; > 2, hYE(1) est majoré par 2, ce qui permet de supposer que
P n’est pas dans le lieu d’annulation d’une telle section. et donc que HYFp, (1)
s'injecte dans H'F.

Comme h°F(c; — 4) est nul par hypothése on a toujours h’F(cy — 3) <
hOFp, (ca—3), et donc Y (F') est toujours majoré par c;—4, ce qui donne o < 2¢,—6.

Pour la majoration de g, on rappelle que le plan général est stable, et on en
choisi un, nommé H, coupant les multisauteuses en un schéma de longueur 4. On
introduit cette fois la variété d’incidence I C HY x H et la projection sur H" de
la résolution de [/ tensorisée par p*E'y donne la suite exacte:

0— q,,p'EH - HIEH(—I)’T?)OH\-(—]) e H]EH - (9}{\ — qu,p‘[f}; — 0

Cette fois h'Ey(=1) = ¢, et h'Ey = ¢, — 2, ce qui donne \(R'q.p Ey) =
c2—2+x(F)et x(F)=—h'F 4+ h"F(cy — 3) ou F est ici le faisceau g.p™Ey qui
est encore localement libre de rang 2 et tel que ¢;F = —c¢,. On choisit un point
P de H qui n'est ni sur une multisauteuse, ni sur une section de Ey(1), ce qui
est toujours possible car on a pour tout ¢y, dans un plan stable: h°Fy(1) < 2.
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Comme la droite p de HY associée a P ne contient pas de multisauteuses. on a
Pinjection: 0 — Fp, — ¢;Op,(=1) et Fp, = Op,(—a)THOp(—b) ot a+b = cs.
Comme P n’est pas sur une section de Eg(l), a et b valent au moins 2, et
on a h°Fp(c; — 3) < ¢ — 4. Comme h°Fp,(k) est nul par hypothese pour
0 < k < cy—4, tous les hPF (k) seront égaux et donc nuls car H est stable.

Proposition 3.3.2 La surface S,¢q est localement de Cohen-Macaulay

On remarque d’abord que l’ensemble des points de S,., ou 'espace tangent
est de dimension 4 est fini. En effet, pour c; = 4 un tel point p donne une droite
de plans sauteurs puisque toutes les droites incluses dans un J-plan contenant p
sont au moins bisécantes a S en p.

Pour ¢, = 5. les trisauteuses sont en nombre fini. on peut donc supposer que
p est une bisauteuse. Comme T,S,.q4 recoupe S,.4 en une courbe, et qu’il ne peut
pas y avoir de trisécantes de type 2 ou 3, alors S,y devrait contenir une droite
passant par p, et s'il existait une famille & 1 parametres de tels points p elle serait
réglée, ou alors p varierait le long d’une droite. Mais dans ce dernier cas elle ne
serait pas réduite dans le 3-plan la contenant (il serait dans I'intersection de tous
les T,,S pour p décrivant cette droite), ce qui contredirait le 1.1.4.

D’autre part, si cet ensemble est non vide alors S,.4 n’'est pas incluse dans [P,
sinon elle aurait des trisécantes de type 2 ou serait un cone puisque ce [Py serait
le projectifié de T,S,.,. et on pourrait conclure avec le 3.1.2 et le 3.2.

En un point ou T,S,.s est de dimension inférieure ou égale a 3. 5, est
localement intersection complete. On suppose donc qu’il existe des points ou
dimT,S,.q = 4. ce qui implique que S, n’est pas incluse dans IP;. Comme la sec-
tion hyperplane générale de S,.4 est localement intersection complete. et qu'elle
ne possede pas de droites trisécantes il suffit d’adapter la formule de [LeBa2].
On remarque en effet que cette courbe I' possede éventuellement des points ou
dim7,I' = 2. Lorsque I'on projette cette courbe sur IP;, I'image ne possedera pas
de points immergés aux projetés de ces singularités. Le nombre de points immergé
est alors &‘_1)21‘1:_2_) —h—gou h est le nombre de points doubles de I'. et ¢ son genre
géométrique. L’absence de trisécantes donne donc: (d—4)((d—-2)(d—3)—67) =0
ou 7 est le genre arithmétique de I'. Cette formule implique pour d # 4. que d — 1
n’est pas divisible par 3, ce qui permet de montrer que [ est localement intersec-
tion complete et de genre maximal dans IP;. En effet, si on note ¢ le reste de la
division de d — 1 par 3, et m = [d%’] alors ('1"2)6(‘1"3) = 'Q_T;i'+2 + 3'"’(";_” + e (¢
étant toujours non nul). Le cone au dessus de I' sera alors de Cohen-Macaulay.
et donc celui au dessus de S aussi. Pour d=4. la liste de [S-D] montre que S est
forcément localement intersection complete puisqu'elle n’est pas incluse dans IPy.

On peut remarquer que meéme en bas degré une congruence peut étre sans
trisécantes et non localement intersection complete. Par exemple, IP, éclaté en

25



7 points plongé par 4L — 2F, — E; — ... — E; donne une congruence (3,3) dout
'idéal a pour résolution (Cf [A-S]):

0 — 20¢(-3) — 30¢(-2) — 3 — 0

C’est a dire que toute trisécante serait incluse dans les 4 quadriques et donc
dans la surface, et que si les 3 quadriques sout tangentes a GG alors le cone tangent
a la congruence est le cone de Py au dessus dune cubigque gauche.

Proposition 3.3.3 Pour ;=4 ou 5 le schéma des multisauleuses de E est une
courbe.

Pour ¢, = 4, on vient donc en fait de montrer que S,¢q ne possede pas de
trisécantes selon le 3.1.2 puisqu’elle est de Cohen-Macaulay et sans trisauteuses
selon les 1.3.3 & 2.2.1.

Donc s’il existe un point p tel que dim'1,5,.s = 4. la projection de sommet
p sur le [Py a I'infini a pour image une surface S7. et contracte les d droites
constituant T,S,.,NS,.s. (Ou rappelle que S,y ue peut pas étre incluse dans
T,Srea car ce n'est pas un cone (1 3.2). Un 2 plan général de Py se remonte
par cette projection en un IP3 contenant p et coupant T,5,.q en un 2 plan dans
lequel S,y induit un schéma épaissi dans toutes les directions, il doit donc étre
de longueur> 3, c’est a dire que d°S’< 1, et que S,y serait incluse dans IP3 ce
qui contredit dimT,S,.q =4

La surface S,.4 est donc localement intersection complete. Conmme les congru-
ences (a, 1) sont réglées et éliminées de fagon ensembliste au 3.2. on suppose que
B = 2, et que S est réduite. Elle possede alors selon le 5.1.1 une courbe résiduelle.
On trouve alors une famille a 2 parametres de J-plans rencontrant cette courbe
résiduelle dont I'élément générique coupe S proprement (puisqu'il doit étre sta-
ble). Il doit donc contenir 3 bisauteuses (comptées avec multiplicités). ce qui est
impossible pour c; = 4. Ceci est encore valable lorsque cette courbe résiduelle '
est tracée sur S. En effet la suite exacte:

0 —=L-—0y — 0s—0

ou L est de support (" donne par restriction a un 3-plan général h qui rencontre

"
7'()!'1((95. C)/;) - L 0/, —> C)g\.lm, e C?\‘m/; — 0

Comme h coupe S en dimension nulle. on a T or'(Qs. Op) = 0. ce qui donne
encore longOprap > 3.

Pour c; = 5 et d=8, la section hyperplane de S,.; est en fait canonique. et
ne peut pas étre trigonale (i.e: avoir un g3) puisqu'elle n’a pas de trisécantes.
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Il s’agit alors selon Riemann-Roch de I'intersection complete de 3 quadriques.
La congruence S,.; est donc un cas dégénéré de la K-3 de Kummer qui est de
bidegré (4,4). La surface S est donc réduite selon le 3.3.1 et intersection compleéte.
Il existe alors une courbe de bisauteuses résiduelle selon le 5.1.1. On trouve alors
une famille a 2 parametres de 3-plans rencontrant cette courbe dont 1’élément
générique doit donc contenir 5 bisauteuses (comptées avec multiplicités), ce qui
est impossible.

Les surfaces de degré 4 possibles sont selon [S-D] soit réglées. soit la Veronese.
soit des surfaces de Del-Pezzo incluses dans IP4. Mais si S,y est incluse dans
IP,, il n’existe pas de points ou I’espace tangent est de dimension 4. On conclut
dans tous les cas avec le 3.2 que tous les espaces tangents de Zariski a S,.4 sont
de dimension au plus 3. ce qui implique que S,..; ne possede pas de trisauteuses
selon le 1.3.3 et donc pas de droites non plus selon le 1.1.4, ce qui écarte toute
cette famille de Del-Pezzo de bidegré (2.2).

On élimine facilement la Veronese de bidegré (3.1) car elle rencontre certains
B-plans en des coniques lisses. il ne reste donc plus que celle constituée par les
bisécantes a une cubique lisse de IP3. Cette surface ne contenant pas de droites
trisauteuses selon le 1.3.3 ne doit contenir que des courbes de degré divisible par
4 (Cf 2.2.7), ce qui contredit la présence de coniques lisses sur S.

o
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4 Applications aux espaces de modules

On rappelle ici la contruction faite dans [E-S] pour montrer de quelles fagons les
résultats précédents peuvent étre utiles pour I'étude de I,. On en déduira en
particulier I'irréductibilité de 1, (Cf [Ba2]).

On éclate IP3 en un point N qui est inclus dans une famille a 1 parametre de
droites exactement 1-sauteuse pour un instanton E. On note Uy le sous schéma
de I, qui correspond aux instantons qui n’ont pas de multisauteuses passant par
N et qui ont une droite contenant N qui n’est pas sauteuse. On a montré au 3.3.3
que les Uy formaient un recouvrement de 1, pour n=4 ou 5. On note IP(V'") le
IP, exceptionnel et H un C-espace vectoriel de dimension n (qui jouera le role
de H2E(-3)). Un élément de Un est alors caractérisé (au marquage pres de
H?*E(—3)) par les données suivantes:

1) m eV S, HY
2) une surjection 20pv) — 8(2) = 0 de noyau F
3) et une surjection ¢*F¥ — ¢*0(c +7) —> 0

NB: I’élément m n’est en fait que la restriction a 'a-plan associé a N de
214 2 - Y : l4a . il Bl
’élément de A H°(Op, (1)) = Sy HY de rang 2u+2 de Tjurin. (Cf [T2] ou [LeP]).
On note P le groupe “H /1,0 11 agit sur H de facon habituelle. et aussi sur
les données précédentes grace a la suite exacte:

0 — H . Oppvy = HY o Opray(l) — 0(2) — 0

de plus 2 éléments de Uy sont isomorphes si et seulement si ils sont dans la méme
orbite pour cette action. On se réferera a [So] pour I'existence et les propriétés
de I'espace des modules de ces théta caractéristiques. On note © le guotient
(V& S,HY)*® /P et ©g 'ouvert dense de © constitué des classes d’isomorphie des
f-caractéristiques qui ont un support lisse, ot I'on rappelle que la semistabilité
(resp la stabilité) est définie par le fait que pour tout sous-espace vectoriel non nul
L totalement isotrope pour le réscau quadratique, on ait: dim L+dim LY < dim H
(resp < dim H). L'espace O est irréductible. de dimension ﬂ%’} et normal a
singularités rationnelles (Cf [So] théoreme 0.5). Comme on a imposé a tout
élément de Uy de posseder une droite non sauteuse passant par N, la théta
caractéristique obtenue est toujours semi-stable, et c’est le morphisme de Uy
dans © que I'on va étudier. ,

On remarque d’abord que la 2° donnée se globalise en une fibration triviale
G" = V@S, HY — 0ot (" est 'ouvert de la grassmanienne ¢/ = G(‘Z, HO(G(‘Z)))



, s——\ constitué des paires de sections qui engen-
P(AH°(9(2))) P<AH0(9(2))> drent 6(2). Il est alors remarquable que
U v cette fibration passe au quotient par P.

G" G En effet, si P n’agit pas sur le fibré triv-

l l ial H°(6(2)), en revanche il agit sur le fibré

V & SHY o /i H®(6(2)) et de plus les équations de G’

(i.e: u A u' = 0) sont globalement invari-
antes par cette action. D’autre part un changement de base de H ne perturbe
pas la condition que 2 sections de 6(2) aient des zéros disjoints. On note A le
sous fibré tautologique de Og @ H(6(2)), et on remarque que X R passe aussi
au quotient. (On notera dans la suite avec une barre les objets quotientés par P)
La 3° donnée n’existe que sous une certaine condition identifiée dans [E-S]

2
§ 4.2 comme le lieu d’annulation d’un cobord § : Ogn — HY(Oc(1))c2 A RY
provenant de la suite exacte:

0 —_ f1 —_ C)’J(y\') @ 1\’ i 9(2) g C)(J'N - 0

qui restreinte a (" x (' donne:
0 — Oc(1) B Ogn — F(U(2) B Ogn) — OB A A —s 0. (04 C est le
support de )

On note Z; le lieu d’annulation de é. alors. selon [E-S]. Uy est un fibré projectif
au dessus de Z; de fibre IPy.

.
On remarque (Cf [E-S] § 4.2) qu’au dessus de Op. le fibré 2\ R engendre
Pic@iz_)o et donc que I'image de Uy contient ©y. elle est done irréductible et
normale de dimension ﬂ—%‘—) On note U4 les éléments de Ux qui ont une théta-
caractéristique stable. On rappelle alors que selon [So], I'image de U4, est lisse. De
plus, on peut montrer que pour ¢; = 4. les U4 recouvrent ly lorsque N décrit [Pj.
On va pour cela cerner les théta non stables que 'on peut obtenir dans 'image
d’un Uy. On prend donc un espace L C H totalement isotrope pour m. On
remarque que |'existence d’une quadrique non dégénérée dans le réseau impose que
dim L < 2. De plus, dans le cas ou L est de dimension 1, la condition de stabilité
provient directement de la condition a2 de [Ba3], qui a déja été vérifiée dans [E-S]
(§1.10). Hreste alors a identifier le cas ot m possede un espace totalement isotrope
de dimension 2. Si c’est le cas, on peut écrire toutes les quadriques du réseau
i =3 [ 0 TA;

sous la forme }!27 Y, ( A B |
ce cas, le déterminant de cette matrice vaut (det(3'Z5 ¥;4,))%, ce qui montre
que la quartique des droites sauteuses passant par N est une conique double.
Ceci montre de plus que si cette conique est singuliére, alors cette droite est une
multisauteuse. On va donc montrer maintenant qu'il n'existe pas d’instanton tel
que ceci arrive pour tout N de IP3. En effet. s’il en existait un, alors I’hypersurface

) ol 4, et ; sont des matrices 2 x 2. Mais dans
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de ses droites sauteuses serait constituée d’une quadrique double. Cette quadrique
donne alors un complexe quadratique de droites tel que les droites communes a 2
pinceaux, de méme centre, de droites du complexe, soient des droites bisauteuses.
Comme dans le cas ol la quadrique est lisse et transverse a G ces droites forment
déja une congruence (il s’agit de la K-3 associée au complexe quadratique. Cf
[G-H] chapitre 6), on trouve dans tous les cas une famille a 2 parametre de
multisauteuses, ce qui est exclu.

Il reste alors a étudier la fibre de ce morphisine de Uy — ©, pour montrer
que pour ¢; = 4 c’est une section hyperplane de la fibre —C?Z, ou § est dans I'image
de Uy, donné par un élément m de V' 72 S, H".

On travaille maintenant avec les fibres en m car elles sont identiques a celles
au dessus de §. On peut donner pour ¢; = 4 une interprétation géomeétrique de
cette condition.

Lemme 4.0.4 Si h°E(1) = 0, alors pour ¢; = 4 par tout point P il passe une
infinité de plans H tels que Ey(1) ait une section nulle en P.

On considere la correspondance d’incidence point plans I CIPYxIP;. et on
note Z le lieu de dégénérescence de 'évaluation: ¢™q¢.p" E(7) — p™*E(7) ou p’ et
q’ sont les projections sur IP3 et IP}. et ou 7 et o sont les images réciproques de
Op,(1) et Op(1). On remarque que ¢ ¢.p™ £(7) est de rang 2. car le plan général
est stable et pour ¢; > 4 la section de Ey(1) ne peut pas étre sur 2 coniques.
Donc Z est toujours de dimension 4 pour ¢ = 4.

Il s’agit de savoir si la classe de Z a une intersection non nulle avec 7% dans
I’anneau de Chow de I, ce qui revient a montrer que ¢;(¢.p"™*E(7)) est non nul.

La résolution de [ tensorisée par p™E(7) donne la suite exacte suivante puisque

R°E(1) = 0:
0 — q¢pE(t)— H'E Op(—1) — H'E(1) & O0p — Rlgp™E(r) — 0

On remarque que pour un plan stable H. A'Ey (1) = ¢, =G+ hYEy(1). Comme
h°Eg(1) < 2 pour ¢y > 4, le faisceau R'q.p'~E(—~41) est nul pour ¢; = 4. et donc
al(g.p"E(r)) = 6.

Le lieu singulier de ¢/p™ F(7) étant de codimension au moins 3, puisque ¢est
une seconde syzygie locale, on en déduit la classe de Z par un calcul de premiéere
classe de Chern pour ¢; = 4. Ce qui donne[Z] = 27 + 6o. On a donc toujours
Z.73#0.

Il faut mainteunant interpréter comment la présence d'un tel plan impose des
conditions aux 2 sections s; est s, de §(2) provenant de I dans la construction

de [E-S).

N

Lemme 4.0.5 Pour ¢; =4, le cobord §,, n'est pas idendiquement nul sur 7.
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On considere un plan stable H tel que Eg(1) ait une section nulle en N que
I’on note ¢’. Soit p la droite du IP, exceptionnel provenant des droites de H
contenant N. La restriction de la section ¢’ & p donne un espace Hj de dimension
3 dans H°(20p, (1)) grace a la suite exacte:

0 — 20p, -5 20p,(1) — 20,(1) — 0

Comme oy, est en fait une section de (g.p™E),(1) qui n'est autre que (1) o

0 — F(1) — 205, (1) “2% 9(3) — 0

les section de Hj donnent en fait des sections de 8(3) nulles sur p. On suppose que
H°(20p,(1)) ,qui vaut aussi H, ® V ot V = H°Op,(1)), s’injecte dans H°(4(3))
ce qui est toujours le cas dés que A°E(1) = 0. On en déduit qu’il existe une section
de Hy @ V' qui s’annule sur p. Cette section s’écrit alors a.p ou o est une section
de 8(2) qui n’est pas dans H, car o;, donne une section de 20 p, (1) qui ne provient
pas d'une section de 2Qp,. Comme o.p est une section de 0(3) qui est aussi dans
H, 3V, onasi pnest pas ¢p — J-sécante a une section de Hy: o.p = s1.py + S2.9
ou (81, 82) est une base de Hy et ou p,q.¢ ne sont pas concourantes.

Pour ¢; = 4, il existe une infinité de telles droites p, on peut donc supposer
que p n’est pas en général trisécante a une section de H,. car les sections de 6(2)
qui ont des trisécantes forment une hypersurface de IP(H°6(2)) qui ne peut donc
contenir toutes les droites provenant d’un instanton.

Le réseau de quadriques donne le diagramme suivant:

0 0

2

0 —— Hv AV ——H" A} —0

0—— HoV—H" & Vol — H92)V —0

0 0 0

On choisit ici une des bases du tvpe (s).5,) de Hy ot une base (py. po.p) de
V. On remonte (s;.5y) en 2 éléments h' = 7 bl - p et b2 =70 k¢ p, (ou

=1
p3 = p). L'égalité o.p = s,.p; + s2.p; dans H%0(3) se traduit dans H%0(2) -V en:
2
$19p1+8520p2—0o@Gp € H'® A V. On remonte cette condition dans HY &V @V,
ce qui impose qu’il existe des éléments k' = Z;: k;pj de HY & V, qui sont aussi
dans ’image de H, tels que: h} + k} =0, A2+ k2 =0, h2+ R+ ki +k? =01
existe donc des antécédents de s et s; tels que Al = k% = R} + A3 = 0.
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Il s’agit maintenant de majorer le nombre parametres (projectifs) des paires
{s1,52} que P'on peut obtenir & partir de tels A*. Il faut d’abord choisir p; et
P2, il restera alors au plus 7 parametres pour le choix de h! et 3 pour celui de
h?. On remarque qu’il existe une infinité de choix de p; qui donne le méme s;.
En effet, il s’agit de choisir un relevement de s; dans HY @ V qui ait p; pour
conoyau. Les matrices (4,3) ayant un conoyau non trivial sont en codimension 2
dans IP(HY ® V). Elles coupent donc le [IP(H) antécédent de s; en dimension 1.

La paire {s;,s2} est donc donnée par au plus 12 parametres. Pour trouver
la dimension de kerd,, N G” . il ne reste plus qu’a rappeler qu'il existe pour un
4-instanton donné une infinité de telles droites p, c'est a dire que 'on obtient
une infinité de fois la droite IP(H;) par cette construction. On obtient alors
dim(ker é,, N G} ) = 11, et I'on remarque en reprenant le compte des parametres
que si I’on fixe sy, il existe au plus une famille a 5 parametres de droites passant
par s; qui sont dans kerd,,.

On remarque alors que Zs,, . est singulier en s A s’ si et seulement si I'espace
tangent a G, en ce point est inclus dans I'hyperplan associé a 8. Mais comme

Tapuw = {u Ei HO(6(2)) | u A ug = 0}. on en déduit que Zs
s As' si et seulement si s et s’ sont dans le noyau N, de 'application linéaire
antisymétrique H(6(2)) — H°(6(2))" associée a 6,,. Mais dire que s est dans
le noyau de d,, c’est dire que pour tout s” € HY(6(2)), la droite s A s” provient
d’un instanton E. ce qui est impossible (si hA°E(1) = 0) sclon ce qui précede.
Comme les fibré de t’Hooft sont de dimension inférieure a toutes les composantes
irréductibles de I, et qu'ils y donnent des points lisses, on retrouve ainsi en
faisant varier N les résultats de Barth et LePotier ([Ba2]&[LeP]), c’est & dire que
I est irréductible et lisse de dimension 4+dim® + dim Zs, 5 = 29. puisque les U’y
forment un recouvrement de 1.

. est singulier en
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5 Appendice: Quelques propriétés du schéma
des multisauteuses d’un instanton

5.1 Classe résiduelle

Soit E un n-instanton possédant une famille a 2 parametres de droites multi-
sauteuses: S. On suppose ici que S est irréductible et que le schéma résiduel
de S dans M n’ait pas de courbe tracée sur S. On suppose de plus que S,.q4 est
localement intersection complete.

P(HIEV ® 05) Pour définir et calculer la classe C dans ’anneau de

Chow de G (gradué par la dimension), on se place dans
m G Téclaté de G le long de Q'W{ On note S,,; le diviseur
—~ J L exceptionel et x la (]dsse de S, dans A4G. On a:
Sred — G A, (1—(4A ,,,'@ “h(’ /(1 (ArSeeq)
g f ou Vy € ArSred, aly) = (¢ ‘N/ON ~1) ﬂg‘y,—?:,y). N
étant le fibré normal de Q,Cd
Sred'T’G On pose : (=c¢;(;7O5( rtd)—(l(Ow(—l))

La structure multiplicative de A.G est donnée par les lois:
oy =1 N —
J0.J.0" = ju(Ca0’) ouy € AGet oo € A5 Ona alors:
fr.3-6 = 5-((g"").5)
2 = .0 = (g7 N =L[Srd]). car (= =1 (¢"N/On(=1))+g 1 N et de méme:
2= 5. = (N )'2 — o V). =1.(1{NV)). avec

ASrea = ALSoea IC = e (N)C + o N)).

On a la suite exacte: H'E(=1) & Q¥ = H'E G Oz — R'q.p"E — 0ol Q
est le quotient tdutologique de H°(Op,(1))" @ Og. Selon [G-P] M est le lieu ou le
rang de o est inférieur a 2n-2. On note U le sous-fibré universel de IP(H' E¥ % 05)
et m la projection sur G. Le lieu de dégénérescence de f~o étant celui de o
on peut décrire f*[M] en fontion du schéma d’annulation Z, d’une section s de
UY ¢ m*(H'EY ) Oz) provenant de la suite exacte:

0— U —s 7 (H'EY © O5) "5 n(H'E(=1) & Q)"

En effet, f*M = r.(Z,). De plus s s"annule sur le diviseur 7°S et donne donc
une section réguliere s’ de UY ¢y m*(H'EY ¢ Ox)(—max) ol S = mS,¢q dans A.G.
On calcule done cette classe comme dans [Fu] Ex 14.1.4:

2n

Zg =S (=1 o i(U¥ ™ f*F)(mma).ou F=HE-1)&
1=0
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Tu(Con-i(UY @ 1" f*F)) = Conic@u-nyp1 (F = H'EY © O3)) = cs_i(F)
Le polynome de Chern de F' étant:
cy(F)y=1+4 (nl)Y + [("';”)12 —nulY?+[2 ("f;l)tu])"3

ou t est la classe de la section hyperplane de G et ou u est représenté par les
droites d’un plan. (On rapelle que ’anneau de Chow de G est engendré par t et
u, et que 'on a les relations: 3 = 2tu, u? = t?u. On a de plus c2Q = 1 — u et
[S] = a(t? — u) + Bu)
On obtientzzn .
T (Zg) = ;O s (F)(—=ma) = I;) ca—i(F)(=ma).
= (7713[c2,7\-’~((‘,.’\f')2]+m2((',;\".n.i"l)—m.i*[(";])12—1111].2("?:1)Iu—12.77721.1'.[.§',.¢d]+

m3i.eyN)

Exemple 5.1.1 57 S est unc congruence lisse de bidegre (a.3), alors le licu
résiduel a pour classe:

2482 —(n?=Tn413)3-(n?~5n+13)u+ (2r=2)(2n—12}~ 120 (Os)— [ (n . N g .

= (n )o-{ T Jut( I ttat ~)p, [2( il) —(n -3)(a’+d)+27r—2]tu)

ou 7 est le genre de la section hyperplane de S, et P la classe d’un point de S.

On note ¢;€) les classes de Chern du fibré cotangent de S. et p la classe d'un
point dans Ag.S.

Lorsque (' est une section hyperplane générique de S, le fibré normal de C est
Ne = Nie & Oc(1). Comme ;N = ¢ (Q e + ei{we) = 4o+ 3) +2m — 2 on
a: t.aN =[3(a+3)+2r - 2]p

D’autre part, c; N? — co N = [5(a + 3) + 8(7 — 1) + 20].5. C'e qui donne le
résultat en utilisant Hirzebruch-Riemann-Roch puis la relation suivante vérifiée
par toute congruence lisse (C{ [A-S]):

o+ 72 =3a+ 3)+427 = 2) + 2(c; Q) = 122 (O5)
On rappelle alors la liste des congruences lisses de degré inférieur ou égal a 9.
(Cf [A-S]). ou 7. q. p, sont respectivements le genre d'une section hyperplane.

I'irrégularité. et le genre géométrique de la congruence. et ou 'on marque d une

étoile celles qui vérifient la relation du 3.3.3: (d — 4)[(d —2)(d = 3) — 67 =0
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{a,B}| 7 | q | py | Description {a,B8} | ™ | q | py | Description

{0, 1} olo 0 lp2 {374} 6 0 9 Sﬁl::ratiol]_ﬂ;ipLique]P1

{1,1}10 (0| 0 | IP,xIP, ’ 26 [3]1]0

{1,2}1 0 | 0| O | Del Pezzo IPy(...) 3,5} | 4 | 0] 0 | Del Pezzo (IP4(...))

{1,8/7010 0 | Veroneze (4,4} | 3 10| 0 | Del Pezzo (IP5(...))

{2)2}* 0j0/0 nz:r::leer:ftf;nnelle {474} 4 10! 0 | Del Pezzo (]P2())

{2, 2} 110 0 Del Pezzo lpg() {4’ 4}* 5 0 1 };\(;r?ux)r]metfg(s;’czt’lg)n

{2,3}" 1{0] 0 Del Pezzo IPQ() {4 4} 9 0 5 '(I“)’Pe genf:ral ete(1.2.4)
’ Iintersection compiete(l,2.:

{2,3} 210 0 Del Pezzo IPQ() {3,6} 5 0 0 Del Pezzo (IPZ())

{33} | 11110 | IP,xIP, (4.5} | 5] 0] 0 | Del Pezzo (Pa(...))

{3,3} 1 1] 0]| 0 | Del Pezzo IP,(...) @50 1601

{3’:‘? s g 0 | Del Pezzo Wal..) |[{45} |12 0| 8 | tvpe géneral

(3,3} 141011 | complceliceg) (3.6) | 4 [ 1] 0 |t comaue s dooe

{3,4} | 3| 0| 0 | Del Pezzo IPy(...)

5.2 Une théta-caractéristique sur la courbe des bisauteuses
d’un n-instanton

On suppose ici que E est un fibré instanton de deuxieme classe de Chern n. le but
de cette partie est d’étudier le schéma des droites bisauteuses de E lorsqu’il vérifie
les hypotheses attendues par la structure déterminantielle de la stratification des
droites k-sauteuses.

On sait par exemple selon [B-H] que Pélément général de la composante
irréductible contenant les fibrés de t’Hooft vérifie ces hvpotheses.

Proposition 5.2.1 Si un n-instanion ne possede pas de droites sauteuses d ordre
supé€rieur ou €gal a 3 ¢l que lc lieu de ses droites bisautcuses st une courbe T
dans G, alors on a:

(R'qp E)** = Op(n)iwf = (R'qup ) (n ~ 4): (wi)*? = Op(3n — 8)

Ot wi est un faisceau dualisant sur I'.

Ce résultat n'est en fait que 'analogue de la proposition 1.5 de [1-S]. On note
R et @ les fibré tautologiques sur G tel que I'on ait la suite exacte:

0 — A — HYOp(1)) 106 — Q — 0

La variété d’incidence points/droites de IP3 est donc' F=Pg(Q"), et on a la
suite exacte suivante ou g est encore la projection de F sur G.

0 — Op(-7) — ¢Q" — (wre(7))" — 0
I s’agit ici de faire unc construction de Beilinson relative (au dessus de G).

On a la résolution de la diagonale A de ' x F:
(l‘



0 — Op(-71) lg wpya(T) — O“F,F —» Oa — 0

qui tensorisée par p*E(7) % Or donne la suite spectrale suivante qui se termine

en E}Y, et qui aboutit a p*E(7) en degré 0 et a 0 ailleurs.

q
g (R'q.p"E) ® Op(0 — 1) ¢ (R'qpE(7))
ggpE . Opla—1) qyg pLI;‘(j:l P

d
Comme E ne possede pas de droites trisauteuses. R'q.p™ £'(7) est nul, et on en
déduit la suite exacte: 0 — M — p*E(1) — q"(qu*p*E) & Oplc—T1) — 0
On note h et K la restriction de q et ¢*(R'q.p*E) @ Op(c — 7) a ¢~ (I').
Comme R'q.p™E est localement libre au dessus de ', on en déduit que h.h =
R'q.p"E @ h.Op(o — 7) qui est nul. On a donc h. M-y = h.(p" F( T)g-1(0))-

D’autre part comme A" est localement libre au dessus de I' et que ,\ E =10, on
a My-yry = K¥(27) et donc ho(p E(7),-yry) = (R'g.p™E)Y - h.Op(37 — o).
c’est a dire que A (p E(T)-1r)) & Rlgp k= Og(=1) - SynQp. Comme
hu(p™ E(T)jp-1(r)) est localement libre de rang 4 au dessus de I'. on obtient la
relation: (R'q.p™E)"* Zidet(h(p™E(7)),-1ry)) = Or(2). Mais en fait g.(p™ E(7))
est localement libre au dessus de G par changement de base, ce qui montre que
det(h.(p*E(T)g-1())) = Or(2 — n) car ¢1(g.(p*E(7))) = 2 — n selon Riemann-
Roch sur F. On en déduit donc:

(R'q.p™E)®* = Or(n)
D’autre part. on a la résolution suivante de Qp dans (i xIPy:
0 — Ouxp(—0=271) — Q¥ - Op(—7) — O;up. — O —
qui tensorisée par p*E donne grace a la suite spectrale de Beilinson la suite exacte:
HYE(=1) & Q" -2 HY(E) & Og — R'q.p"E — 0

On cousidere maintenant les complexes d'Eagon-Northcott (E;) associes a .
On note comme dans [G-P] M; les modules résolus par les E;, et puisque I" est
une courbe, on a: My = Op, My = R'q.p"E. M; = Sym;M,. et de plus:

wp =M, cdet(HY(E) Oy o (HYE(=1)) 02 QY)Y

Commewg = Og(—4), et que det(H'(E)iOg) o (HYE(=1))0Q%)" = Ox(n)

on obtient:
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w? = (R'q.p"E)¥*(n — 4) et donc (w)®? = Or(3n — 8)

Remarque 5.2.2 § = (R'q.p"E) ) wp(2 — n) est une théta caractérisque de 1.
Sin =2, alors 0 = (R'q.pE)(n' = 2) en ¢sl une aussi.

Proposition 5.2.3 Si le schéma ' des droites multisauteuses d'un n-instanton

est une courbe dans G de droites exaclement bisauteuses, alors on a:
R'q.p"E(—7)r ~ (R'q.p"E) ® Qir(—0)

Si de plus T’ est une courbe lisse, alors le fibré normal a I' dans G est:

Nr g = SymqQ ® wr(3 — n)
Cette proposition est aussi une conséquence dune contruction de Beilinson
relative, mais ou 'on tord cette fois la résolution de la diagonale par p™ £ B Oy
(5

ce qui donne la suite spectrale :

¢ (R'q.p"E(-7)) © Op(o — ) d g (R'¢.p"F)

g @ E(=1)) ¢ Oploc = 1) 5 g qdp P
G

qui aboutit a p*F ~ N -1 AL ou T'on note N le novau de d. et A" le conovau de
d’. On a alors les suites exactes:

0 — ¢ (q.pE(=7)) 2 OFl0c ~7) — ¢ (¢.p"FE) —  pE—N=0
"
7N
0 0
0 — N(t—0)— ¢ (R'qpE(-7)) — ¢"(R'q.p"E)(7r—0) — 0
On restreint la seconde suite a ¢ 'I" pour pouvoir appliquer la formule de pro-

jectiona ¢ (R gup I(=7)) -1 cta g (R]'gp ) (T—0)
libres. On a alors la suite exacte:

=11 car ils sont localement

qu,,p"E(—T')lr — Rlgp £ & ¢.Op(t — 0) — qu.;\]q—np('r -~ o)

D’autre part, on déduit de la premiére suite restreinté a ¢~ 'I'que R'¢. A (7)
est nul, et donc que R'q.Nj;-ir(7) >~ R'q.p"Er(7) = 0 car E n’a pas de droites
trisauteuses.

On obtient alors une surjection de R'q.p™E(—7)r vers R'q.p"E @ Q(-1) qui
est un isomorphisme car ces 2 faisceaux sont localement libres de rang 2 au dessus

de I'.
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D’autre part. I' est donné par le 2° idéal de Fitting de I'application suivante:
H*(E(-3) @ Og(—1) == H'(E(~1)) ® Og — R'q.p"E(-1) — 0

ou ¢ est symétrique par rapport a la dualité de Serre. On suppose de plus que I’
est lisse et on note Lr le faisceau R'q.p*E(—1) restreint a I

Il ne reste plus qu'a rappeller les résultats de Tjurin (Cf [T1]) qui décrivent
le fibré normal: ,

On a vu qu’un instanton donnait une application de A V dans SymyH" que
l’on suppose injective. (Ou IP3=IP(V) et H = H?FE(-3)). On regarde donc
cet hyperéseau de quadriques IP(i V) CIP(SymyHY) et on note Dy la surface
représentant les quadriques du réseau de rang< n—2. (On a fait ici les hypotlieses
de régularité du lieu de dégénérescence. ¢’est a dire que (i coupe transversalement
la stratification de IP(SymqoH"Y) par le rang). On obtient de la suite exacte:

00— H O(J(—l)——)Hv{;xO(;#L’,—?U

une surjection SymyH"Y - Or e Symy Ly — 0 de noyau A'. La fibre IP(A) de
IP(K) au dessus d'un élément g de I" n’est autre que les quadriques de IP(H) qui
contiennent le lieu singulier de ¢. Ceci n’est autre (Cf [T1] ou [T3]§2 lemme‘].])
que l'espace tangent projectif en ¢ au lleu des quadriques de rang< n — 2. L'hy-

potheése de regulaute du réseau (H)(/\ V") est aussi transverse en g a ce lieu)

impose donc a /\ V N K, d’étre de dimension 3. L'injection de (/\ V) Oy dans
SymoH* @ Or donne alors aussi une surjection:

0— A" — (i V) O — SymaLy — 0

ou IP(A7), g € I est I'espace tangent projectifa Dy en ¢g. On a alors le diagramme
commutatif de [T1] restreint a I':
0 0 0

0— TD)(-l)lf‘ —_— TPK,(_] )ll* - NDz-Ps(_] )]I‘ —0

0 N AV OF T Syni Ly U

00— Or(-1)




ou la premiere fleche verticale est la suite exacte d’Euler relative au dessus de
2

', et la seconde celle de IP(A V). Comme I' = D, NG, on a Nrg(—1) =~

Np, p,(—1)r, et on a donc Ny g > Symy(R'q.p™E(—=7)r) @ Or(1), ce qui donne

avec les résultats précédents:

Np g~ Sym,Q & wp (3 — n)
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