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Introduction Générale 



Introduction générale 

0 Pendant longtemps l'étude du transport électronique dans les semi-conducteurs a été 

de type classique, faisant appel par exemple à l'équation de transport de Boltzmann. Mais 

l'évolution de la technologie des semi-conducteurs permet une miniaturisation extrême des 

composants qui soulève des questions nouvelles concernant les outils théoriques convenables à 

ces échelles submicroniques voire ultrasubmicroniques (< 1000 A). 

Ainsi aux températures de travail ordinaires la longueur d'onde de de Broglie [Iafrate, 

1988] des électrons traités dans l'approximation de la masse effective, est comparable aux 

dimensions de la zone active du composant. Les électrons manifestent alors un comportement 

ondulatoire. De plus la durée de transit dans cette zone est comprise entre 10-IS et 10-12 

secondes pour des électrons dont la vitesse typique est de l'ordre de 107 cm/s. Ces données 

sont inférieures aux temps de relaxation du moment ou de l'énergie de l'électron, ce qui pose 

problème. 

Un problème supplémentaire tient au fait que les porteurs constituent un système 

ouvert loin de l'équilibre. 

Parallèlement à la nécessité de traiter ces difficultés et le comportement ondulatoire des 

porteurs dans des composants submicroniques de conception classique, se pose aujourd'hui le 

problème de traiter des composants de conception quantique. 
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Pour cette génération " à venir" dont le prototype est actuellement la diode à effet 

tunnel résonnant, les effets quantiques sont essentiels au fonctionnement et ne constituent pas 

des effets "parasites". 

Dans ces conditions on voit mieux l'importance de développer une équation de transport 

quantique [Iafrate, 1985; Shah, 1988] constituant le support théorique d'une étude de la 

physique des composants pour leur optimisation sur le plan pratique . 

0 L'objectif de ce travail est de mettre en place au niveau du laboratoire un outil de 

simulation pour composants quantiques. Nous limitons volontairement les moyens de calcul 

numérique affectés à cette tâche, au risque de limiter du même coup les possibilités prédictives 

des modèles ainsi traités. Ce choix délibéré correspond à la volonté de privilégier la facilité de 

mise en oeuvre de l'outil, sa souplesse d'utilisation, sa rapidité de réponse, lui fixant en quelque 

sorte une tâche de première ébauche de la solution. Cet objectif modeste est déjà difficile à 

atteindre même pour des hétérostructures à semi-conducteurs simples comme celles étudiées 

dans ce travail. En effet la modélisation d'un composant quantique relié à des contacts de 

polarisation, ne peut pas reposer en général sur le simple calcul d'une probabilité de 

transmission qui stipule la cohérence de phase de l'onde électronique. Dans la réalité, il y a lieu 

de considérer l'existence d'une zone d'accès qui fait tampon entre deux régions traitées de 

manières distinctes : 

cr Une région du composant, à caractère quantique où la cohérence de phase 

est préservée. 

cr Une région à caractère classique (région des contacts) où la cohérence de 

phase est détruite. Cette région assimilée à un réservoir à l'équilibre est décrite par une fonction 

de distribution énergétique caractérisée à une température donnée, par un potentiel chimique. 

La zone d'accès joue donc un rôle essentiel pour mettre en relation ces deux régions de façon 

réaliste ( sinon satisfaisante ), c'est à dire sans discontinuité de la densité de courant. 
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Pour traiter le problème nous utilisons deux approches quantiques bien différenciées 

mettant en jeu des fonctions de Green adaptées à la description des systèmes hors d'équilibre. 

Nous nous limitons toujours au cas du régime statique. 

1:1 Les définitions, les propriétés de ces fonctions de Green font l'objet du chapitre 1. En 

reprenant le formalisme de Keldysh -Kadanoff-Baym (KKB), on établit un système d'équations 

intégro-différentielles. Sa résolution donne les fonctions de Green GR et G< . 

A partir de G< on accède aux grandeurs physiques d'intérêt : densité de charges, densité 

d'états quantiques et intensité de courant. 

Nous utilisons alors le formalisme de Keldysh en traitant à part et de manière non perturbative 

le potentiel extérieur appliqué tandis que les diffusions interviennent par le biais de fonctions 

"self-energy". Le fait de considérer qu'elles sont nulles entraîne bien sûr une simplification 

considérable. 

1:1 Cette simplification débouche sur l'équation de transport pour la fonction de Wigner 

qui n'est autre qu'une fonction dérivée de la fonction G<. La résolution de l'équation de 

transport de Wigner pour une diode à effet tunnel résonnant fait l'objet du chapitre TI. TI faut 

noter que la suppression du mécanisme de diffusion en particulier dans la zone d'accès rend le 

rôle de celle-ci plutôt inefficace. TI se limite à éloigner l'interface avec le contact de polarisation 

et la zone d'accès est alors le siège d'interférences quantiques. 

Dans ces conditions il n'est pas surprenant que certains auteurs [Frensley,1988; 

Kluksdahl, 1989] aient alors réintroduit un mécanisme dissipatif dans l'équation de Wigner, de 

manière purement phénoménologique et de ce fait peu satisfaisante. 

Dans ce chapitre II nous montrons que le formalisme de Wigner utilisé dans des conditions très 

simplificatrices qui intègrent cependant les difficultés essentielles d'un modèle plus réaliste, ne 

prévoit pas de façon satisfaisante les grandes tendances du comportement expérimental des 

diodes à effet tunnel résonnant, en particulier celles à barrières "épaisses". 
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Notre étude consiste alors à mettre en évidence les difficultés du calcul numérique liées à ce 

modèle. Nous indiquons enfin la manière de remédier à ce problème en utilisant plus 

judicieusement la puissance de calcul disponible. 

CJ Dans le chapitre rn, nous reprenons le traitement des structures typiques étudiées 

dans le chapitre TI, à partir du formalisme de Keldysh en introduisant des fonctions "self

energy" strictement locales pour prendre en compte les interactions et introduire de façon 

naturelle un temps de perte de cohérence de phase. Nous suivons en cela le travail original de 

S-Datta & al. Ce procédé couplé à la mise en oeuvre d'une fonction de distribution énergétique 

locale ftr;E), permet de calculer les grandeurs physiques intéressantes et en particulier le 

courant. 

Sur le plan technique, le calcul numérique peut être allégé à différent niveaux dans les 

conditions suivantes : 

r:r au niveau du bouclage sur les énergies. Ce bouclage étant levé dans le cas 

d'une hypothèse d'équilibre local, moins forte que celle de régime linéaire et qui introduit le 

concept de potentiel chimique local. Il y a alors découplage énergétique. 

c::r au niveau du traitement de la constante de temps de perte de cohérence de 

phase 'tcp(r;E), qui peut être introduite comme un paramètre local indépendant de l'énergie, fixé 

à priori et non calculé de manière "self-consistent". Par ailleurs le calcul de la fonction de 

Green GR joue un rôle essentiel. Le fait qu'une fois discrétisée, l'équation pilote pour GR 

traitée dans l'approximation de la masse effective, s'écrive comme une matrice formellement 

semblable à celle qu'on peut obtenir dans l'approximation des liaisons fortes, nous permet 

d'exploiter les techniques de résolution déjà mises au point dans ce domaine. Ainsi nous 

détaillons comment traiter analytiquement et sans troncature l'influence des réservoirs "infinis" 

et limiter de ce fait le maillage pour le calcul numérique à la zone comprise entre ces deux 

réservoirs. L'intérêt de cette méthode, mise en oeuvre ici pour des modèles quasi 1-D persiste 
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Pour les modèles quasi 1-D qui nous occupent il est possible d'exploiter l'invariance 

translationnelle dans le plan transverse (direction orthogonale à celle du transport) pour 

décrire le transport électronique dans le composant à partir d'une fonction de Green à caractère 

1-D, plus simple à calculer. 

Dans ce contexte, la présentation des résultats est alors organisée sur la base d'une analyse en 

régime linéaire et en régime d'équilibre local. Nous examinons l'effet de la température en 

particulier en utilisant comme indicateur la valeur du rapport des densités de courants Jpic et 

Ivallée · 

Nous concluons enfin en examinant quels aspects positifs peuvent être retenus pour constituer 

une base à la poursuite de ce travail. 
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Chapitre/ 

Formalisme de Keldysh-Kadanoff-Baym 

1-1 Introduction 

Les approches classiques basées sur le concept de fonction de distribution définie dans 

l'espace des phases du système ne sont pas transposables à l'étude du transport quantique par suite de 

la non-commutativité des opérateurs de moment et de position imposée par le principe d'incertitude 

d'Heisenberg. 

L'une des solutions à cette difficulté consiste à utiliser la fonction de Wigner ( voir chapitre II), qui 

n'est est autre qu'une fonction de Green particulière. Le formalisme des fonctions de Green paraît en 

effet le plus apte à décrire des systèmes électroniques hors d'équilibre et à traiter les interactions par 

l'introduction d'une fonction "self-energy". Ces fonctions ont été développées par Kadanoff et Baym 

(1962) et par Keldysh (1964) et leurs formalismes sont équivalents. (Langreth, 1976; Jauho, 1991) 

La technique de Keldysh a pu être utilisée efficacement dans différents domaines tels que les 

supraconducteurs (Schmid, 1981), les quasi particules (Aronov & Gurevich, 1974 ; Aronov & al 

1981), les électrons dans un métal (Fleurov & Kozlov, 1978), les effets d'interaction dans les métaux 

légèrement désordonnés ( Altshuler & Aronov, 1978a,1979a,1979b), le gaz de Fermi (Lifshitz & 

Pitaevskii, 1981), des problèmes de physique de surface (Blandin & al, 1976), l'effet d'inélasticité sur 

le courant tunnel entre les métaux normaux (Caroli & al, 1971), les conducteurs quasi-ID 

(Artemenko & Volkov, 1981a,1981b), des collisions électron-électron dans des plasmas faiblement 

ionisé (Altshuler & Aronov, 1978b), des collisions nucléaires ( Danielewicz, 1984) etc. (Rammer & 

Smith, 1986) 

Nous nous proposons donc de l'appliquer au transport perpendiculaire dans les hétérostructures à 

effet tunnel résonnant. Nous allons présenter les principaux éléments du Formalisme de Keldysh 

permettant d'établir une équation cinétique pour les porteurs. 
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1-2- Approche Classique du phénomène de transport par l'équation de 
Boltzmann 

- L'équation de Boltzmann constitue la limite classique vers laquelle doit tendre une 

équation de transport quantique. De ce point de vue, elle garde donc un intérêt dans le contexte 

quantique qui nous occupe ici. Le rappel de certaines conditions de validité de l'équation de 

Boltzmann permet de préciser les frontières de la limite classique. 

Si f{r,p,t)dr est la probabilité de trouver un électron ayant le quasimoment p=1ik dans un volume dr 

centré en r à l'instant t , on a f{r,p,t) comme solution pour l'équation cinétique suivante encore 

appelée équation de transport de Boltzmann : 

(I-2-1} 

et F= q E est la force subie par les électrons soumis au champ électrique appliqué E au point r à 

l'instant t 

Of 
( àt )con = L { f(r,p',t}[1-f(r,p,t)]w(p',p)- f(r,p,t)[l-f{r,p',t)]w(p,p') } (I-2-2} 

où w(p,p') est le taux de transition de l'état pet p' et il dépend du détail du mécanisme de diffusion 

[Jones,- 1973], par exemple la diffusion électron-phonons ou électron-impuretés , etc. 

La simplicité apparente des expressions précédentes ne doit pas faire oublier l'existence de certains 

problèmes: 

1) Dans les situations où la variation spatiale du champ électrique appliqué aux porteurs est 

significative sur une distance de l'ordre de grandeur de la longueur d'onde de de Broglie, l'équation 

de Boltzmann cesse de décrire correctement le transport. 

2) La représentation employée traite les électrons en les considérant essentiellement comme 

des quasiparticules libres, qui ne sont qu'occasionnellement diffusées par les phonons, impuretés, 

imperfections, etc, mais qui autrement ne sont pas affectées entre les collisions. Pourtant les 

électrons interagissant avec les potentiels additionnels dus à leur voisinage voient leur fonction E(p) 

altérée et par là leur vitesse modifiée. 
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3) L'hypothèse selon laquelle les diffusions sont locales et instantanées s'avère criticable 

puisque les potentiels de diffusion sont en réalité étendus dans l'espace et les collisions non 

instantanées. Pendant les processus de diffusion un électron voit alors son énergie changer car il est 

accéléré par la force F. De ce fait la supposition selon laquelle les effets de champ et les effets de 

collision peuvent être traités indépendamment n'est pas entièrement exacte. Une telle supposition 

perd sa validité dès que le changement d'énergie due à l'action du champ sur la durée de collision 'tc 

( c'est à dire : Fv-rc) est de l'ordre de grandeur de l'énergie moyenne des électrons E . 

4) Le taux de transition est généralement calculé en supposant que les diffusions sont 

incohérentes et non multiples ce qui peut cesser d'être le cas où il y a plus d'une diffusion sur une 

longueur d'onde de de Broglie. 

5) L'interaction électron-électron pour les systèmes denses peut être significative. 

Autrement dit la théorie de transport de Boltzmann est basée sur la validité de l'approximation 

adiabatique et la théorie de la perturbation. Elle considère les électrons comme des particules libres 

qui étant dans des états presque stationnaires possèdent un moment k bien défini. Les effets de la 

non-stationnarité étant alors supposés être produits par l'altération de la périodicité du cristal parfait 

par les imperfections, impuretés et phonons. Les collisions, en particulier avec les phonons, sont 

supposées d'être indépendantes et ayant lieu simultanément dans l'espace et le temps, donc 

engendrant de faibles et rares diffusions le long des états { k } . Tout champ électrique appliqué est 

traité comme étant faible et à variations spatialles lentes et son effet est uniquement d'accélérer les 

porteurs au travers les états de moment sans changement d'énergie ou interférant avec les processus 

de diffusion. Or dans les dispositifs nanométriques, le champ électrique et le taux de diffusion 

peuvent tous les deux atteindre de très grandes valeurs (Shichijo & Hess,1981). Dans ces régimes, 

spécialement lorsqu'on cherche à étudier des processus tels qu'ionisation d'impact et l'injection de 

porteurs dans les isolants, nous ne pouvons plus espérer que chaque collision individuelle ait lieu 

avant que les autres processus prennent place et donc il y a une interférence avec eux. Par 

conséquent les limites de l'applicabilité de la théorie de Boltzmann sont ainsi dépassées et il faudrait 

que le phénomène de transport dans les dispositifs nanométriques soit considéré d'un point de vu 

complètement quantique , puisque le fait de négliger la relation d'incertitude peut engendrer des 

résultats erronés. ( Barker, 1980 ) 

Deux autres effets quantiques importants apparaissant comme conséquences de la relation 

d'incertitude position-moment et la durée de vie finie sont l'élargissement collisionel et l'effet du 

champ intracollisonel qui devraient être pris en compte lors d'un traitement complet du transport 

quantique. (Barker; 1973 ; Capasso, 1981 ; Reich & al, 1983) 

Un élargissement collisionel reflétant la durée de vie finie des porteurs interagissant avec les 

impuretés, phonons, etc entraîne la violation de l'hypothèse du modèle de la masse effective selon 
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laquelle il n'y a qu'une relation unique entre l'énergie du porteur : EK = 1z ro et son vecteur d'onde K 

(EK = 1z2K2 1 2m ). hro et K doivent désormais être considères comme des variables indépendantes et 

la relation entre elles sera décrite par la fonction de densité spectrale A(K,ro). ( Mahan, 1981 ; 

Kadanoff & Baym, 1962) 

L'effet du champ intracollisionel provient du fait que durant une collision, le porteur est accéléré par 

le champ et que cette durée ne peut plus être considérée comme instantanée. (Barker, 1973; 

Thomber, 1971 & 1978). Cet effet qui peut même avoir lieu dans un régime semi-classique 

s'accentue et devient significatif dans les dispositifs submicroniques caractérisés par une durée de 

collision moyenne et des temps de libre parcours moyen qui ne sont pas négligeables en comparaison 

au temps de transit au travers du dispositif (Zwanzig, 1961; Hajdu & Keiter, 1967). Ceci peut 

produire une augmentation de l'énergie de seuil des phonons lors d'une émission ou d'une 

absorption (Barker, 1980 ). 

Ces considérations et les limitations énumérées impliquent donc la nécessité d'une formulation 

quantique du transport permettant d'éviter les obstacles de la théorie de Boltzmann. 

1-3 -Introduction mathématique des (onctions de Green 

-Dans le cadre du formalisme de la seconde quantification [annexe 1], et dans le 

mode de description de Heisenberg , on définit l'opérateur complexe de champ de particules 

(Mahan-1981 ), et son conjugué hermitique agissant au point " r " et à l'instant " t " par les relations 

suivantes: 

'P ( r, t) = Ls a.s (t) <ps (r) {I-3-1a) 

'P+( r, t) = Ls a.+ s (t) <p*s (r) (I-3-1b) 

où a.s (t) et a.+ s (t) sont respectivement les opérateurs d'annihilation et de création d'une particule 

dans l'état propre (s) à l'instant " t " qui vérifient les relations de commutation suivantes (Mahan-

1981): 

(I-3-2a) 

(I-3-2b) 

[ a.s {t), a+ s' (t)] = a.s (t) a.+ s' (t) ± a+ s' {t) a.s (t) = Bs•s {I-3-2c) 
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où les signes négatifs ( - ) dans ces relations, se réfèrent aux bosons , et les signes positifs ( + ) aux 

fermions. 

D'autre part q>s (r) désigne la fonction d'onde du système dans l'état propre (s) au point" r" et 

q>*s (r) est son complexe conjugué . On peut montrer que les opérateurs de champ 'I' et 'I'+ 

vérifient les relations suivantes : 

['P (r,t), 'P (r,t)]=O (I-3-3a) 

(I-3-3b) 

[ 'P ( r, t) , 'P+( r', t') ] = 'P ( r, t) 'l'+( r' , t') ± 'P+ ( r' , t') 'I' ( r, t) = ô ( r- r') 

(I-3-3c) 

On définit la fonction de Green à une particule ou propagateur causal par la moyenne 

thermodynamique du produit des opérateurs de champ : 

(1-3-4) 

ou en notation abrégée, en prenant x1 = (r1 , t1) et x2 = (r2, t2) 

(1-3-5) 

Test l'opérateur chronologique de Wick ( Kadanoff-Baym, 1962 ; Mahan, 1981) qui a pour effet 

de ranger les opérateurs 'I' et 'I'+ dans un ordre tel que la variable temps croisse de droite à gauche 

( autrement dit la propagation s'effectue toujours du passé vers l'avenir ). En outre dans le cas d'un 

gaz de fermions ( cas des électrons ), l'opération s'accompagne d'un changement de signe chaque fois 

que l'on permute les deux opérateurs par rapport à l'ordre de référence indiqué dans les crochets . 

Ainsi : 

(avec ( +) : bosons ; ( - ) : fermions ) 
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On remarque que si les opérateurs commutent , alors leur ordre chronologique n'a pas d'importance 

et T n'est appliqué qu'aux opérateurs qui à des instants différents ne commutent pas ( Mahan, 1981) 

La fonction de Green à une particule a une signification physique directe. Elle décrit la propagation 

de la perturbation ( ou de la modification élémentaire ) imposée au système de particules en 

équilibre, par l'addition ou l'extraction d'une particule, d'où son appellation de " propagateur ". En 

d'autre termes, G est l'amplitude de probabilité pour qu'en ayant ajouté à l'état de base ( = état 

fondamental), une particule en (r2 , t2) , on la retrouve en (r1 , t1) sans autre modification de l'état 

de base . [N ozières, 1963] 

Par exemple lorsque t1 > t2 , 'P+(x2) agit en premier produisant une perturbation au point x2 = 
(r2 , t2) où on introduit une particule dans le système. Cette perturbation se propage jusqu'à t 1 , 

instant auquel une nouvelle particule est extraite du système au point "r1 " ramenant ainsi le système 

à l'équilibre. Par contre lorsque t1 < t2 , 'P (x1) agit en premier et la perturbation produite par 

l'extraction d'une particule au système au point (r1 , t1) se propage jusqu'à "t2 " , instant auquel une 

nouvelle particule ajoutée au système au point " r2 " en établissant l'équilibre, met fin à la 

perturbation. 

Par ailleurs, en complément de définition de la fonction de Green à une particule on peut définir les 

fonctions de co"élation suivantes [ Kadanoff-Baym, 1962] : 

(1-3-6) 

(1-3-7) 

(avec : (+) :bosons; (-) :fermions) 

En effet , pour t 1 , t2 réels on peut écrire : 

G(x·x)= 1 ' 2 
{ 

G> (x · x ) 
1 , 2 < 

G ( x1 ; x 2 ) 

On remarque qu'en absence de champs externes, dans le cas d'un système homogène présentant une 

invariance translationnelle dans l'espace et le temps, a> et G< , ne sont en fait fonctions que de 

la différence des coordonnées spatiales (rrr2) et temporelles (t1-t2) [ Abrikosov, 1964; Meijer; 

Kadanoff-Baym, 1962; Kittel, 1983]: 
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(1-3-8) 

Et on note alors, si : r = r1 - r2 ; t = t1 - t2 

(1-3-9) 

1-3-1- Transformées de Fourier 

- On introduit les transformées de Fourier de G(r,t) suivantes [Kittel, 1967; Mills, 

1969,pll0] : 

'+ par rapport à la variable d'espace : 

G ( k , t ) = J:: d3r e -ikr G( r , t ) (1-3-10) 

et son inverse : 

1 J+oo 3 "kr G(r,t)= d ke 1 G(k,t) 
(21t)3 -oo (1-3-11) 

'+ par rapport à la variable de temps : 

G(k,8)= J:: dtei8tl1iG(k,t) (1-3-12) 

et son inverse : 

1 J+oo · t/1i G ( k , t ) = -( -) de e-18 G( k , 8 ) 
21t1i -00 

(1-3-13) 

1-3-2- Propriétés de G<(r,t) et G>(r,t) 

-L'opérateur densité de particules peut s'écrire sous la forme :[Abrikosov, 1964] 

n (r, t) = 'P+(r,t) 'P(r,t) (1-3-14) 
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Or l'extraction puis l'addition immédiate d'une particule au point (r,t) mesure la densité de particules 

en ce point, l'opérateur nombre total de particules est donc: 

J
+oo 

N ( t) = -oo dr 'P+(r,t).'P(r,t) (I-3-15) 

Mais la transformée de l'opérateur de champ 'P(r,t) s'écrit : 

J+oo J+oo "kr · t/li 'l' (k,E) = -oo dr -oo dt e-I +tE 'i'(r,t) (1-3-16) 

'l' (k,E) est un opéateur qui annihile une particule ayant le vecteur d'onde k et l'énergie E. G<(k,E) 

par définition peut être identifié à la densité moyenne de particules du système ayant le vecteur 

d'onde k et l'énergie E : 

G<(k,E) = < n (k,E) > 

En effet d'après (1-3-14) on a: 

< n (r, t) > = < 'P+(r,t) 'P(r,t) >=±iii G< (rt ; rt) 

. 
J

+oo dro d 3k 
= ± IIi - G<(k E) 

-00 2rrli (21t)3 ' 
(I-3-17) 

D'autre part on peut montrer que [Kadanoff-Baym, 1962], cY(k,E) représente la densité d'états 

disponibles pour l'addition d'une particule ayant le moment k et l'énergie E. En effet cY(k,E) est 

proportionnel à une probabilité de transition moyenne pour les processus au cours desquels 

l'addition d'une particule de vecteur d'onde k, augmente l'énergie du système de E. Cette probabilité 

de transition mesure la densité d'états disponibles pour l'addition d'une telle particule. 

Par ailleurs la densité de courant peut être reliée à G< par la relation suivante : [Jauho & al1984] 

1 
J(r, t) = -.-. (Vr- Vr, ) < 'i'+ (r, t) 'i'(r' , t) > = 

2tm 

=(±li) lim((Vr -Vr') G<(rt,r't)) 
2m* r'-H 

(1-3-18) 
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1-4 -Processus hors d'équilibre : Formalisme de Keldysh 

-La méthode la plus courante pour calculer la fonction de Green G(t1 , t2) du système 

consiste à mettre en oeuvre une technique de traitement perturbatif basée sur la séparation dans 

l'Hamiltonien total H d'un terme d'interaction Hint selon la relation suivante 

H (t) =Ho+ Hint(t) ( I-4-1 ) 

où Ho est l'Hamiltonien du système non perturbé représentant les particules libres, et Hint (t) est 

l'Hamiltonien de perturbation traduisant l'effet d'interactions . 

La méthode consiste alors à écrire G sous la forme d'un développement en fonction de Hint qui peut 

s'écrire de manière diagrammatique. Les conditions de mise en oeuvre sont compliquées si 

l'application du terme d'interaction ne peut être considérée comme adiabatique ( Théorème de Gell 

Mann - Low). C'est le cas si cette application entraîne un effet d'irréversibilité pour le système ou 

lorsqu'il passe en état de déséquilibre et ne peut plus rester décrit par la fonction d'onde propre de 

Ho. représentant l'état fondamental non perturbé. Dans ces conditions la méthode diagrammatique 

peut malgré tout être préservée en utilisant le formalisme de Keldysh basé sur le concept d'opérateur 

chronologique sur un contour. 

1-4-1- Contour Chronologique pour les fonctions de Green 

Q La dynamique d'un système hors d'équilibre est dépendante de la direction du 

temps donc dans ce paragraphe afin d'alléger les écritures nous utilisons une notation abrégée 

pour l'argument (x, t) des jonctions en écrivant uniquement la variable temporelle " t " . De plus les 

présentations sont limitées au cas des fermions. 

A température nulle, la fonction de Green à temps réel peut s'écrire :[Blandin, 1976] 

(I-4-2) 

où les opérateurs fermions 'P(t1) et 'P+(t2 ) sont écrits dans la représentation d'Heisenberg et w(O) 

représente l'état propre fondamental de l'Hamiltonien total du système H. 

On note qu'initialement, l'état fondamental de H n'est pas connu. Par contre l'Hamiltonien Ho est 

généralement choisi de telle manière qu'on puisse connaître ses valeurs propres et ses états propres. 

Son état propre fondamental est noté q>0 . 
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Nous devons donc déterminer la fonction d•onde inconnue '1'(0) à partir de la fonction d•onde connue 

<1>0 car à température nulle la seule fonction d•onde d1intérêt spécial est la fonction d•onde de l'état 

fondamental . De ce fait nous exprimons dans la représentation d•interaction la fonction de Green 

précédemment définie dans la représentation d'Heisenberg. Tous les opérateurs ont donc la même 

forme que les opérateurs d'Heisenberg pour le système non perturbé ( = sans interaction) 

correspondant , tandis que la fonction d•onde vérifie l'équation de Schrodinger avec un Hamiltonien 

Hint (t) . La possibilité d1utiliser les opérateurs 11 libres 11 constitue le grand avantage de cette 

représentation . [ Abrikosov , 1964] 

Dans la représentation d'interaction (opérateurs tildés) la dépendance temporelle de l'opérateur 

'Î'(t1 ) est gouvernée par Ho: [Mahan, 1981; Blandin, 1976] 

(I-4-3) 

et celle de la fonction d•onde est donnée par : 

(I-4-4) 

D•autre part dans cette représentation, l'état \ii(t2) évolue selon :[Martin & Rothen, 1990] 

(I-4-5) 

où l'opérateur d'évolution U(t1,t2) qui gouverne l'évolution temporelle des états peut s•écrire: 

(I-4-6) 

Utilisant le théorème de Gell-Mann et Low (1951)[Martin & Rothen, 1990] qui relie les deux états 

fondamentaux w(O) et <1>0 au zéro absolu , on peut obtenir l'expression de G(t1,t2) dans la 

représentation d'interaction définie par :[Blandin, 1976; Abrikosov, 1964; Caroli, 1971] 

(1-4-7) 

où S est l'opérateur de diffusion ,dont les éléments de matrice donnent les amplitudes de probabilité 

des divers processus de diffusion mise enjeu [Martin & Rothen; 1990] 

S = Lim Lim U(tp t 2 ) 
tl~+ 00 tl~- 00 

(I-4-8) 

ou encore [Kittel TQS p439; Chou, p3] 
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S = S ( + oo , - oo ) = U( + oo , - oo ) (1-4-9) 

s -1 = s+=s (- oo, + oo) = u( - oo, + oo) (1-4-10) 

On suppose que l'interaction est " déclenchée " de façon adiabatique à partir de t2= - oo et cesse 

d'être appliquée à t1= + oo . Ainsi pour t2=- oo, <po= 1 0 > = I\Îi (- oo) > [Mahan, 1981] 

n est clair que l'état fondamental d'un système ,c'est à dire l'état dans lequel l'énergie est minimum, 

est nécessairement non dégénéré. Selon les principes généraux de la mécanique quantique [Landau & 

Lifshitz, Quant. Meca.1958], un système dans un état stationnaire non dégénéré ne peut pas faire de 

transition vers un autre état sous l'action d'une perturbation infiniment lente. On peut alors conclure 

qu'en absence d'effets irréversibles , le théorème adiabatique implique que S 1 0 > ne diffère de 1 0 > 

que par un facteur de phase e1a. :[ Abrikosov,1964; Kittel, 1983; Mahan, 1981] 

S 1 0 > = e1a. 1 0 > (1-4-lla) 

(1-411b) 

où le réel a. représente le facteur de phase due aux fluctuations du vide [Chou, 1985] . On constate 

qu'il est alors possible de se débarrasser du facteur s+ dans (1-4-7) et d'écrire la fonction de Green à 

une particule sous la forme : 

i < 01 T['Ï'(t1 )'Î'+(t 2 ) S(+ oo,- oo)] 1 0> 
G(tl,t2) =- ( 1i) -----=------:-----...,....------=-----

< 0 1 S( + oo , - oo) 1 0 > 
(1-4-12) 

On remarque que cette expression est une généralisation de la fonction de Green à une particule 

(Kadanoff-Baym, 1962; Mahan, 1981) écrite dans la représentation d'interaction pour des systèmes 

évoluant dans l'intervalle de temps [ t 1 , t2 ] en présence d'un potentiel scalaire extérieur . Dans la 

représentation d'interaction , toutes les dépendances vis à vis de ce potentiel sont explicitées dans le 

facteur S , et les opérateurs de champs sont les mêmes qu'en absence du potentiel extérieur . En 

outre lorsque Hint (t) = 0 la matrice S est égale à l'unité ( S =1 ) et donc G(t1,t2) = Go(t1,t2) 

qui est la fonction de Green du système non perturbé ou propagateur libre . 

L'usage du théorème de Wick permet en général d'évaluer le énième terme du développement de 

G(t1,t2) en série de perturbation. li donne en effet un procédé systématique de réduction de ce terme 

à des produits contenant un seul \If et un seul "'+ (Kittel, 1983) . Abrikosov & al exposent en 

détail ce problème du développement d'une fonction en série de perturbations . 
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Lorsque l'évolution du système est irréversible les équations (I-4-11) et (I-4-12) ne sont plus valables 

car le système ne reste pas dans l'état fondamental après l'application de la perturbation à t1 = + oo . 

Toutefois l'équation (I-4-7) en tant que moyenne sur les états de base reste encore correcte 

(Blandin, 1975), et il est possible de généraliser la technique des diagrammes. La procédure a été 

proposé par Keldysh. Cet auteur a suggéré que le chemin d'intégration temporelle intervenu dans le 

calcul de la matrice S devienne une boucle sur le temps qui permette de ramener le système dans son 

état initial non perturbé (=sans interaction) < 0 1 à t1 =- oo. Le chemin d'intégration présenté dans 

la Fig (I-1) va donc de - co à +oo et repart ensuite de nouveau vers - co . On definit alors une 

matrice Sc généralisée le long de la boucle ou du contour fermé: [Chou, 1985] 

1 i -Sc= T exp [ -- Hint('t) d-r ] 
n. c 

(I-4-13) 

(I-4-14) 

où Tc est un opérateur d'ordonnancement temporel opérant sur le contour chronologique C 

composé d'une branche positive notée " + " allant de - co à + oo et d'une branche négative notée 

" - " allant de+ oo à - oo. Par ailleurs tout instant indice" - " de la branche négative est postérieur à 

un instant quelconque indicé " +" de la branche positive. 

-oo 

-co 

Branche Positive 
x ... 

--~---•~---X*-~ __ ) + oo 

Branche Négative 

FIG I-1. Représentation du contour" C" 

Dans l'expression précédente : 

Sc = S (- oo , + oo) S ( + oo,- co ) (I-4-15) 
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où tous les termes de temps provenant de S (- oo , + oo) se trouvent sur la branche positive et ceux 

provenant de S ( + oo,- oo ) sur la branche négative ou la branche décroissante . 

Il devient alors possible de calculer (I-4-14) à l'aide des techniques diagrammatiques usuelles , 

sachant que les temps de la branche négative sont postérieurs aux temps situés sur la branche 

positive, nous aurons alors quatre fonctions de Green connues sous le nom des fonctions de Green 

du contour chronologique [Chou, 1985; Rammer & Smith, 1986] 

-oo 

-oo ----~-------·-~~~----*~----~ + ~ 
-oo 

-oo 
____ t ________ ·-~~r-----~~~---~ + ~ 

-oo 

-oo 
----~-------·-~~~----*-~----~ + ~ 

-00 

-oo 

où en explicitant nous avons pour les fermions : 

(I-4-16) 

(I-4-17) 
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(1-4-18) 

(1-4-19) 

où T est l'opérateur chronologique arrangeant les temps de - oo à + oo et T est l'opérateur 

anti-chronologique arrangeant les temps de + oo à - oo . 

En utilisant les définitions ci-dessus on peut alors établir les relations suivantes entre ces fonctions 

[Mahan, 1992] : 

(1-4-20) 

(1-4-21) 

où S(t) est la fonction de saut vérifiant la relation : [Chou, 1985] 

(1-4-22) 

On peut alors en déduire une relation qui lie ces quatre fonctions :[ Landau & Lifchitz T10, 1979; 

Blandin, 1976] 

(1-4-23) 

Ou encore les relations de conjugaison antihermitiques suivantes :[Landau & Lifchitz Tlû, 1979] 

(1-4-24) 
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G<(t1, t2) = -(G>(t2, t1) )* 
G> (tl> t2) -( G< (t2 , t1) )* 

(I-4-25a) 

(I-4-25b) 

On peut définir alors une fonction de Green matricielle de la forme :[Craig, 1968; Chou, 1985; 

Caroli, 1971b, Rammer, 1986; Mills 1969] 

(I-4-26) 

où les élements Gij sont choisis de telle sorte que les points ( + ) correspond aux indices 1 et les 

points ( - ) aux indices 2 de la matrice . 

Parmi les quatre fonctions définies ci-dessus , il n'y a que deux qui sont indépendantes à savoir G< et 

cY et elles peuvent même être reliées par l'expression suivante : [Keldysh, 1961; Landau & Lifchitz 

TIO, 1979] 

(I-4-27) 

La transformation canonique de la matrice G introduit une nouvelle matrice G dont les éléments sont 

trois nouvelles fonctions de Green : avancée GA, retardée GR et fonction de corrélation F: 

(I-4-28) 

Les fonctions G<, cY, GC et Gë , par définition ,étant reliées par la relation {I-4-23) on peut alors 

établir les relations suivantes :[Chou, 1985; Caroli, 1971b] 

(I-4-29) 

(I-4-30) 

(I-4-31) 
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ou encore en utilisant les paires de relations (I-4-30 et I-4-20) et (I-4-29 et I-4-21) respectivement 

on peut écrire : [Rammer, 1986] 

(I-4-32) 

(I-4-33) 

donc nous obtenons trois fonctions et puisque GA et GR sont conjuguées hermitiques :[Mahan, 

1981] 

(I-4-34) 

il ne reste alors que deux fonctions indépendantes . 

Il faut remarquer que la fonction de Green d'un système hors d'équilibre est définie de façon analogue 

dans le cas d'équilibre . La différence tient à ce que la valeur moyenne (désignée par le symbole 

< 1 . . . . . . . . 1 > ) est maintenant calculée sur un état quantique quelconque du système et non 

obligatoirement sur l'état fondamental comme dans le cas de l'état d'équilibre . Dans un système 

hétérogène hors d'équilibre , la fonction de Green à une particule dépend des deux paires de variables 

x1= ( q , t1) et x2 = ( r2, t2) séparément et non seulement de leur différence ( x1 - x2) comme 

dans le cas de l'équilibre [Landau & lifchitz TlO, 1979]. 

1-4-2- Equation de Dyson et Fonction "self-energy" 

-Si l'on appelle Go ( t1 , t2) la fonction de Green non perturbée (dans notre cas= en 

absence d'interaction mais en présence du champ extérieur ) , en introduisant l'équation de Dyson on 

peut relier cette fonction à la fonction de Green perturbée ( = hors d'équilibre en présence 

d'interactions), G (tl , t2) : 

(I-4-35) 

Ces fonctions étant définies sur le contour C , possèdent chacune quatre expressions différentes 

symbolisées par les notations : < , > , c , c . On peut alors en utilisant les notations matricielles 
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donner une expression condensée de l'équation intégrale de Dyson où le produit de deux fonctions 

implique une intégration sur les variables t3 et t4 : 

G=Go+GoiG (I-4-36) 

où L (tt , t2) représente la fonction "self-energy" traduisant les différents types d'interaction dans le 

système . Etant définie sur le contour C , la grandeur L possède donc quatre composantes 

différentes comme G(t1,t2) et on peut l'écrire sous forme matricielle suivante : 

(I-4-37) 

Les différents élements de cette matrice sont liés par : 

(I-4-38) 

(I-4-39) 

En utilisant l'équation de Dyson (I-4-35) et la condition (I-4-23) on peut démontrer la relation 

suivante qui lie les quatre fonctions "self-energy" L< , 1:> , 1;c , 1:ë et qui satisfait les deux 

relations ci-dessus : [Landau T10, 1979] 

(I-4-40) 

ou encore après une transformation canonique sur .E réduisant le nombre de fonctions 

indépendantes celle-ci devient : [Caroli, 1971a, Landau & Lifchitz T 10, 1979] 

(I-4-41) 
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En utilisant la relation (I-4-40) qui lie les quatre fonctions "self-energy" on peut aussi établir les 

relations suivantes : 

(I-4-42) 

(I-4-43) 

(I-4-44) 

En outre en utilisant des paires de relations (I-4-38 et 1-4-42) et (1-4-39 et 1-4-43) respectivement 

on peut montrer que : 

(1-4-45) 

(1-4-46) 

avec la relation de conjugaison hennitique donnée par : 

(1-4-47) 

En comparant les relations (1-4-29) à (1-4-32) et (1-4-42) à (1-4-44) correspondant respectivement 

aux élements des matrices G et L , on constate que l'emplacement des fonctions avancées et 

retardées ainsi que F et n est interchangé. Ceci vient du fait que les quantités 'L < , > contrairement 

aux fonctions I:C et Lë possèdent un facteur ( -1) . 

La nouvelle représentation de l'équation de Dyson lors de cette transformation canonique nous 

permet d'en définir les différentes composantes [Blandin, 1976] : 

(1-4-48) 

donc : 

(1-4-49) 

(1-4-50) 

(1-4-51) 
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Par conséquent nous obtenons trois équations mais le nombre d'équations indépendantes est en 

réalité égal à deux puisque les fonctions GA et GR sont conjuguées hermitiques et l'équation pour 

l'une peut être obtenue à partir de l'autre . La signification physique de GR et F est bien 

différente . En effet d'une manière générale GA et GR caractérisent les propriétés dynamiques des 

particules du système considéré tandis que F caractérise leur distribution statistique . Lors de la 

prise en compte des interactions , les fonctions GA et GR , dépendent indirectement de la 

distribution des particules , mais le fait que G< , > (ti , t2) et F(t1 , t2) pris aux instants 

coïncidents t1 = t2 déterminent la distribution des particules , découle directement de leurs 

définitions . On peut donc dire que les fonctions F et G< , > représentent essentiellement la 

fonction de distribution pour les particules , écrites sous différentes formes . [Keldysh, 1961] 

Pour compléter notre exposé des diverses relations entre les différentes fonctions de Green il est 

intéressant d'établir certaines relations intégrales en utilisant les notations de Langreth [1972;1976], 

dans lesquelles le produit de fonctions représente des intégrales multiples sur des variables 

intermédiaires en r et t . 

En remplaçant les diverses matrices correspondantes dans la relation (1-4-36) on peut écrire: 

Ge= G8 + Gg [:Le Ge - I<G>] - G~ [I> Ge - Ië G>] (1-4-52) 

G< = G~ + G8 [IeG< - I<Gë] - G~ [L>G< - IëGë] (1-4-53) 

G> = G~ + G~ [:Le Ge - I<G>] - G~ [I> Ge - IëG>] (1-4-54) 

Gë = G~ + G~ [IeG< - I<Gë] - G~ [I>G< - :LëGë] (1-4-55) 

En utilisant la propriété de commutation entre opérateurs dans la relation (1-4-48): 

(1-4-56) 

et en tenant compte du fait que 

(l+GI)G0 

On obtient alors : 

Go = ( 1 + G I )-1 G (1-4-57) 
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On peut alors modifier l'écriture des expressions (I-4-52 à 55). A l'aide des relations (1-4-29 à 31), 

(1-4-42 à 44) et (1-4-49 à 51) on a alors : 

(1-4-58) 

(I-4-59) 

(1-4-60) 

(I-4-61) 

Dans le cas d'un système homogène en régime stationnaire les arguments des fonctions de Green et 

des self-energies dans ces équations dépendent seulement de la différence (x1-x2) et leur transformée 

de Fourier dépend seulement de (k,ro) . Ces équations après la transformée de Fourier ne sont que 

des quantités algébriques qui peuvent facilement être résolues . Différents auteurs ont déjà étudié ce 

type de système et le lecteur peut se référer aux travaux de G.D.Mahan (1987) pour de plus amples 

informations . 

1-5 -Obtention de l'équation de transport quantique 

Dans le paragraphe 2 , nous avons vu que G< ( ou a> ) permet de calculer les quantités 

macroscopiques mesurables qui nous intéressent telles que la densité de courant J(r) , la densité de 

charges n(r). Par conséquent il nous faut d'abord calculer a> ou G< afin d'accéder aux 

informations recherchées . Or ces deux fonctions étant liées par la relation (I-4-25 a,b ) , nous 

n'avons alors besoin que de calculer l'une d'entre elles et d'en déduire la deuxième. Nous allons donc 

dans la suite présenter une équation cinétique de transport permettant de calculer G< qui est une 

fonction de corrélation contenant les informations concernant la densité de courant et la densité de 

particules . 

Nous avons vu que pour un système en équilibre ou hors d'équilibre, l'équation de Dyson s'écrit sous 

forme matricielle suivante : 

où x= ( r , t) 
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Considérons une structure arbitraire dans laquelle la propagation des électrons est décrite par un 

Hamiltonien monoélectronique de la forme : 

Ho(x) -1(- n2 () * v + e.u x 
2m 

(1-5-1) 

où rn* est la masse effective. Le potentiel scalaire u(x) contient le potentiel de Hartree obtenu à 

partir d'une solution " self-consistent " de l'équation de Poisson . TI inclut la courbure des bandes due 

aux effets de charges d'espace et le potentiel extérieur , la discontinuité des bandes due aux 

hétérojonctions ainsi que toutes les sources de diffusion élastique telles les impuretés, les défauts et 

les effets de frontières . 

En utilisant la propriété suivante : [Mahan, 1987] 

(iii ~ - Ho(x)) G(x) = ù\x)I = ù\r)ù(t)I 
àt 

(I-5-2) 

où I est la matrice unité; faisons agir l'opérateur [ih ;
1 

- H 0 (x1)] sur les deux membres de 

l'équation de Dyson : 

(I-5-3) 

Les deux composantes nécessaires de la matrice G pour le développement de l'équation de transport 

sont G< et GR . En utilisant les paires de relations (I-4-25 et I-4-38) pour G< et (I-4-27 et I-4-41) 

pour GR les équations respectives s'écrivent alors : 

[ ih ;, - H, (x,)] G< (x, ,x,) ~ ,("ctx, [L' (x, ,x, )G< (x3 ,x2 ) - L< (x, x, )G' (x, ,x,) ] 

(I-5-4) 

(I-5-5) 
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L'équation (I-5-4) est une équation cinétique intégro-différentielle générale de transport quantique 

pour le propagateur G< .Sa résolution ne peut se faire que de façon "self-consistent" puisque G< 

intervient aussi au second membre. Or ceci complique extrêmement la résolution de cette équation 

qui dépend de la forme des fonctions "self-energy". 

En effet en utilisant les relations (I-4-29) et (I-4-34)), on peut faire apparaître uniquement GR dans 

le noyau de l'intégrale (1-5-4). 

Le calcul préalable de GR à partir de (1-5-5) permet donc le calcul de G< par résolution de (1-5-4). 

Jusqu'ici nous n'avons fait aucune approximation et les expressions ci-dessus et en particulier (I-5-4) 

et (I-5-5) sont exactes. Mais pour pouvoir traiter les termes de diffusion nous serons alors obligés de 

faire des approximations sur les fonctions "selj-energy", pour faciliter la tâche de résolution. 

A partir du formalisme général de Keldysh , nous développons dans ce travail deux modèles ou deux 

méthodes qui ont été présentées dans la littérature sous des formes diverses. 

Partant de l'équation générale (1-5-4) , étant donné la complexité du traitement des termes de son 

second membre , pour la première méthode en supposant le transport balistique nous allons omettre 

les termes "self-energy" traduisant les effets de diffusion et d'interaction au second membre . Puis en 

utilisant la relation qui lie G< à la fonction de distribution de Wigner par une transformation de 

Weyl , on établira l'équation de transport pour la fonction de Wigner f (R, k) . La résolution de 

cette équation nous permettra par la suite d'obtenir J(r) et n(r) à partir de f (R, k) . Cette méthode 

est plutôt connue sous le nom de formalisme de Wigner et l'étude des interactions dans ce 

formalisme est faite de façon phénoménologique par l'introduction d'un terme approprié . 

Dans la deuxième méthode qu'on appellera le modèle de fonctions "self-energy" locales nous allons 

développer les termes sous intégrale du 2nd membre de (1-5-4). En supposant une forme explicite 

pour les fonctions "self-energy" et tenant compte de la relation qui lie la fonction de corrélation G< 

à GA on établira une équation pour GR qui tenant compte des interactions nous permettra de 

calculer directement les quantités physiquement mesurables. L'avantage de cette méthode par rapport 

à la première réside dans le fait que l'on travaille avec des variables position-energie au lieu des 

variables position-moment afin d'éviter les contraintes du principe d'incertitude d'Heisenberg . 

1-6- Conclusion 

Dans ce chapitre après avoir rappelé les limitations de l'approche classique du 

phénomène de transport par l'équation de Boltzmann nous avons exposé le traitement de ce 

phénomène par les fonctions de Green . 
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Nous avons défini les fonctions de Green à l'équilibre , leurs transformées, et leurs propriétés 

concernant les quantités physiques mesurables .Par la suite nous avons présenté le Formalisme de 

Keldysh pour le traitement des processus hors d'équilibre et défini les différentes fonctions de Green 

du contour chronologique et les relations qui les lient. Et enfin nous avons établi l'expression d'une 

équation cinétique de transport pour la fonction de Green G< . 

Etant donné les difficultés rencontrées lors de la résolution de cette équation intégro-différentielle , 

pour la suite de ce travail nous exposerons deux modèles différents pour traiter les systèmes 

hétérogènes et hors d'équilibre en nous limitant au cas du régime statique . 

Dans le chapitre 2 concernant la première méthode que nous appellerons le Formalisme de Wigner, 

en supposant le transport balistique ,nous allons omettre tous les termes de diffusion et donc par-là le 

second membre de l'équation cinétique de transport pour G< . En utilisant la relation qui lie la 

fonction de corrélation G< à la fonction de distribution de Wigner nous établissons une équation de 

transport pour celle-ci dont la résolution nous permettra de calculer les densités de charge et de 

courant. 

Le troisième chapitre est ensuite consacré à l'exposition de la deuxième méthode appelée le modèle 

des fonctions "self-energy" locales du traitement hors d'équilibre . En faisant quelques 

approximations sur la forme des fonctions "self-energy" nous allons alors calculer les termes du 

second membre et en profitant de la relation qui lie G< et GR , résoudre l'équation pour GR et en 

déduire directement les quantités physiques recherchées n(r) et J(r). 
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Formalisme de Wigner 



Chapitre// 

Formalisme de Wigner 

11-1- Introduction 

- Dans le précédent chapitre nous avons introduit une équation cinétique 

intégro-différentielle générale de transport quantique pour G<. Dans ce chapitre en supposant 

le transport balistique nous allons omettre les termes de diffusion ou d'interaction au second 

membre de cette équation. 

Dans le but d'établir une équation de transport pour la fonction de distribution de Wigner , 

dans une première étape nous présentons une équation balistique pour la fonction de Green 

G< puis en montrant la relation entre la fonction de distribution de Wigner f (R,k, T), et cette 

fonction on va établir l'équation de transport pour f (R.,k, T) et la possibilité d'en déduire les 

différentes quantités physiques mesurables telles J(r), n(r). Ces équations étant 

tridimensionnelles et fonctions du temps , donc à priori difficiles à traiter dans cet état , nous 

allons alors pour la suite du travail nous consacrer à l'étude d'un modèle unidimensionnel en 

régime statique. 

En appliquant ce modèle au transport perpendiculaire , nous présentons en bref la description 

et le fonctionnement des hétérostructures et la raison du choix d'une application à une diode à 

effet tunnel résonnant constituée d'un système à double barrière de potentiel. Puis nous 

discutons des conditions aux limites et du traitement des contacts. Ensuite nous exposons une 

méthode pour la discrétisation du problème et l'obtention des équations discrétisées. 

En étudiant ce système en régime statique nous verrons l'influence des différents paramètres 

sur le rapport des courants pic et vallée tels que la largeur des barrières et la température. 

Enfin , nous concluons sur les limitations de ce formalisme et sur ses apports ou ses avantages 

par rapport à l'étude des systèmes quantiques par l'équation de Schrôdinger et le calcul des 
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fonctions d'ondes. Nous expliquons ensuite les raisons qui nous amènent à rechercher une 

méthode plus fiable pour l'étude des systèmes quantiques et à utiliser le modèle de fonctions 

self-énergies locales dans le chapitre suivant. 

11-2 - Equation de transport pour la fonction de distribution de 
Wigner 

11-2-1- Recherche de l'équation pour G< 

- En négligeant les effets d'interaction traduits par les termes self

énergies L au 2nd membre de l'équation générale de transport [I-5-4] nous avons: 

(ll-2-1) 

d'une manière semblable pour la variable x2 =(r2,t2) on a: 

(ll-2-2) 

La soustraction de ces deux relations nous permet d'écrire : 

Dans le cas général d'une masse effective variable on peut expliciter les Hamiltoniens par [P. 

Enders, 1987; Schrëdinger, 1926] : 

(ll-2-3) 
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(II-2-4) 

où u(q,t1) et u(r2,t2) représentent les effets du potentiel extérieur appliqué et du potentiel 

cristallin ABc. 

donc: 

(II-2-5) 

soit en utilisant la transformée de Weyl ( ou Wigner-Weyl) [Moyel, 1949; Levinson, 1970; 

Balescu, 1975] 

aJ.nSl : 

{

rr ~R+ ~ 
r2 = R- -

2 

a aaR aar 
Vl=-=--+-

èrl oR ar1 ar ar1 
1 0 0 1 

= 2 OR+ èr = 2 VR + Vr 

0 a aT 1 a 
-=--=--

soit : 

{ t1 ~T+ ~ 
t2 =T- -

2 

a aaR aar 
V2=-=--+---

èr2 aR ar2 ar ar2 

a 

1 a a 1 
=----=-VR-V 2oR èr 2 r 

a OT 1 a 
-=-' -=--
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d'où par substitution et en posant 

(II-2-6) 

1 ( 1 1 J 
m+(R,r) = m(R+ ~) + m(R- ~) 

(II-2-7) 

on obtient alors : 

Par ailleurs on peut écrire : 

[
a 1 a 1] 

= Or
1 

m(r
1

) + Or
2 

m(r
2

) 

d'où : 

(II-2-9) 

De la même manière on peut démontrer que : 
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(II-2-10) 

ce qui nous permet d'écrire; en divisant les deux membre par i1i : 

[ (!) + :i { ~(! m-(~,r) )! + :(m-(~,r)):, +(!m' (~,r))! + 
+(m'(~J!! +(m-(~J!, }-
-e[ u(R + ~; T + ~)- u(R-; ;T- ~) ])G<(R,r;t, T) ~ 0 

En utilisant les propriétés de transformée de Fourier d'une dérivée et d'un produit de deux 

fonctions, la transformée de Fourier des deux membres de cette équation par rapport à la 

variable " r " nous donne l'équation de transport pour la fonction G<(R,k, t, T) : 

0~ G< (R, k; t, T) = 1i J :~· M 1 (R,k- k') 0~ G< (R,k'; t, T) 

-1iJ dk' k'M (R k-k')G<(R k'·t T) 
41t 2 ' ' ' ' 

+1ij dk' M (R k-k')[~-4k' 2 ]G<(R k .. t T) 
161t 3 ' OR.2 ' ' ' 

-1iJ dk' k' M (R k- k')~G< (R k .. t T) 
41t 4 

' OR ' ' ' 

_ _!_ J dk' V(R,k-k'; t,T)G<(R,k';t,T) 1i 21t 

où les noyaux sont définis par les relations suivantes : 

M 1(R,k-k')=2f' dr~( _ 
1 

)sin[(k-k')r] 
o oR rn (R,r) 

M 2 (R,k-k') = 21"' dr~( 1 
)co.,f(k-k')r] 

o oR m+(R,r) "\. 

M 3(R,k-k')=2 r dr ( _ 
1 

)sin((k-k')r] 
0 rn (R,r) 

M 4 (R,k-k')=21"' dr( + 
1 

)sin[(k-k')r] 
0 rn (R,r) 

(II-2-11) 

(ll-2-12a) 

(II-2-12b) 

(II-2-12c) 

(II-2-12d) 
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V(R,k- k') = 2 r dr H R +; ;T+ ~)- u( R-f ;T- ~) ]sin[(k- k')r] (II-2-12e) 

Il s'agit d'une équation de transport balistique dépendante du temps, avec la prise en compte 

de la variation de la masse effective. Ces résultats correspondent bien à ceux établis par 

Tsuchiya [Tsuchiya, 1991]. 

11-2-2- Relation entre G<et la fonction de distribution de Wigner 

Dans une description classique ou semi-classique du transport on suppose que 

la position et la vitesse ( ou le moment ) d'une particule peuvent être définies simultanément et 

l'équation de Boltzmann est exprimée en termes de la fonction de distribution f{r,v,t). Par suite 

du principe d'incertitude cette fonction n'a pas d'équivalent quantique directe et il est nécessaire 

de prendre une certaine moyenne ( coarse grain averaging) afin d'enlever les effets dues au 

principe d'incertitude d'Heisenberg. La technique permettant ceci avait d'abord été suggérée 

par Wigner et la fonction de distribution résultante est appelée la fonction de distribution de 

Wigner f{k,ro; r,t) [Wigner,1932; Mahan, 1987]. 

Par ailleurs G< étant proportionnelle à une densité de particules , elle a donc le caractère d'une 

fonction de distribution . On peut alors obtenir la fonction de distribution de Wigner à partir de 

G<. La transformée de Fourier de G< (R,r;t, T) par rapport aux variables relatives r et t nous 

donne: 

(II-2-13) 

Cette fonction peut être considérée comme la densité de particules ayant le vecteur d'onde k et 

l'énergie E au point R, T. La fonction de distribution de Wigner f{R,k, T) peut être définie par 

la relation suivante : 

f(R,k, T) = J ~ [i G< (R,k;E, T)] 
21t 

(II-2-14) 
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A partir de (II-2-11 ), l'équation de transport pour la fonction de distribution de Wigner dans le 

cas d'une masse effective variable s'écrit alors : 

_i_f(R,k~T) = 1i f dk' M 1 (R,k- k')__q_f(R,k'~T) or sn OR 

-li f !~ k' M 2 (R,k- k')f(R,k'~ T) 

+nf dk' M (R k-k')[~-4k' 2 ]f(R k'·T) 
16n 3 

' OR 2 
' ' 

-nf dk' k'M (R k-k')~f(R k'·T) 
4n 4 

' aR ' ' 

_ _!f dk' V(R,k-k';t,T)f(R,k';T) 
1i 21t 

(II-2-15) 

Dans le cas où l'on néglige la variation de la masse effective : m(q) = m(r2) = rn* ; les termes 

M1(R,k-k'), M2(R,k-k'), et M3(R,k-k'), s'annulent et M4(R,k-k') devient égal à 

(4n/m*).o(k-k'), où o(k-k') est la fonction delta de Dirac, et rn* la masse effective . L'équation 

ci-dessus dans ce cas se réduit alors à l'équation conventionnelle de transport suivante : 

{n~ + ~ k ~ R }f(R,k~T) +.!. J+«>dk' V(R,k- k' ;T)f(R,k' ;T)=O or rn* 1i -«> 21t 
(II-2-16) 

La fonction de Wigner, f(R,k, T) est une fonction réelle et de façon similaire à la fonction de 

distribution classique , elle permet de calculer les quantités macroscopiques densité de 

particules et densité de courant. En effet en intégrant membre à membre (II-2-15), par rapport 

à k on obtient l'équation de conservation du nombre de particules, ce qui permet de définir : 

a) La densité de particules: 

f dk 
n(R,T)= -f(R,k~T) 

21t 
(II-2-17) 
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b) La densité de courant 

J(R, T) = ef dk ~f(R,k~ T) 
21t m(R) 

c) Le nombre de particules de caractéristiques (k, T) 

N(k, T) = I dR f(R,k~T) 

11-2-3- Remarques 

(II-2-18) 

(II-2-19) 

~Nous remarquons au passage que la fonction de Wigner peut être reliée à la matrice 

de densité. L'équation de transport correspondante est obtenue à partir de transformée de Weyl 

de l'équation de mouvement de Von Neumann pour la matrice de densité. On aboutit à 

l'équation de Liouville quantique [Frensley ,1987]. Mais contrairement à la matrice de densité, 

la fonction de distribution de Wigner ne peut pas être considérée comme l'analogue quantique 

de la fonction de distribution classique puisqu'elle n'est généralement pas définie positive. 

Autrement dit elle peut prendre des valeurs négatives dans l'espace des phases là où il y a des 

interférences quantiques . 

Bien que la fonction de distribution de Wigner (FDW) soit réelle, elle n'est pas une densité de 

probabilité mais plutôt une quasi probabilité. 

~ D'autre part on peut remarquer que la différence entre G< et la FDW réside dans le 

fait que la FDW est définie comme fonction de deux positions et un temps tandis que la 

fonction de Green G< est fonction de deux positions et deux temps , c'est à dire 

G< (qt1 , r2t2) ou G< (r,t ~ R, T) en coordonnées du centre de masse. 

De plus puisque G< est une fonction de corrélation , la fonction de Wigner incorpore donc 

automatiquement toutes les corrélations spatiales . 

~ Le changement de coordonnées que nous avons introduit par la transformation de 

Weyl consiste à changer les coordonnées indépendantes (q ,r2 ), en coordonnées diagonale R 

et antidiagonale r . Ce type de changement est aussi, par certains auteurs appelé changement en 

coordonnées de masse et R représente les coordonnées de centre de masse et r les 

coordonnées relatives. Cette terminologie créant une fausse impression de traiter un problème 

à deux corps , nous avons alors retenu l'usage du terme " transformé de Weyl " . 

Il faut noter de plus que la fonction ftR;k) peut être paradoxalement non nulle dans une région 

où les fonctions d'ondes et la densité de probabilité sont nulles. Ceci est inévitable lorsque les 
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électrons résident dans une région concave, comme illustré sur la figure ci-dessous [Kriman & 

al, 1991] 

'l' =0 
(R + r/2) 

0 

lllustration de la nature non locale de la fonction de Wigner. Pour un électron confiné dans une 

région convexe (région hachurée), il y a des points hors du domaine d'occupation pour lesquels 

la fonction de Wigner paraît être non nulle. Ces points correspondent aux coordonnées du 

centre de masse de l'électron 

~A titre indicatif il peut être utile d'exprimer la fonction de Wigner en fonction de a> : 

f(R,k;T) = 1 + J~ [iG> (R,k;E, T)] 
21t 

(1-2-20) 

11-3- Application au transport perpendiculaire dans une diode à 
effet tunnel résonnant 

11-3-1- Description et principe de fonctionnement de la structure 

- Les hétérostructures faisant l'objet d'étude de ces deux dernières décennies en 

physique du solide sont constituées de deux matériaux semi-conducteurs dont les mailles 

cristallines se raccordent presque parfaitement mais dont les propriétés électroniques sont 

différentes. L'exemple typique en est la paire Arséniure de Gallium et d'Aluminium (GaAs, 

Ga 1-x Alx As ). Le système Ga 1-x Alx As présente un bon accord de maille avec le GaAs 

puisque la variation relative des paramètres de maille ( é!Ga,., A!. As - élGaAs ) est au plus de 
liGaAs 

l'ordre de 0.1% [Mathieu,1987;p552]. 
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b) 

Bandes d'énergies et formation de l'hétérojonction AIGaAs/GaAs. L'AIGaAs est à 

gauche et le GaAs à droite. EF désigne le niveau de Fermi, Ec le bas de la bande de 

conduction, Ev le haut de la bande de valence, E
9 

la largeur de la bande interdite et cl» 

est l'énergie nécessaire pour arracher un électron du niveau de Fermi (ionisation). a) 

les deux matériaux sont séparés l'un de l'autre. b) les niveaux de Fermi s'alignent et 

les bandes se courbent quand les matériaux sont en contact. D'après le modèle 

d'Anderson. 
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De manière quantitative les variations des bandes interdites pour Ga 1-x Alx As sont données 

par [Adachi, 1985] : 

Eg r = 1.424 + 1.247 x 

Eg r = 1.424 + 1.247 x+ 1.147(x- 0.45)2 

(eV) 

(eV) 

pour 

pour 

0 ~ x ~ 0.45 

0.45 ~ x ~ 1 

La largeur de la bande interdite du matériau Ga 1-x Al x As est une fonction croissante de la 

quantité x d'aluminium. Pour une proportion d'Aluminium pas trop élevée ( x :s: 0.4) , les 

mailles cristallines de ces deux matériaux peuvent être considérés comme identiques 

[Monemar,1976]. De plus les techniques modernes de fabrication des dispositifs comme 

l'épitaxie par jet moléculaire ( :MBE : Molécular Bearn Epitaxy) permettent de contrôler la 

fabrication de ces cristaux à la couche atomique près et de réaliser des interfaces planes quasi

parfaites . 

Les propriétés électroniques de ces deux matériaux différent donc essentiellement par la 

largeur de la bande interdite qui est plus élevée dans le Gal-x Alx As (dit matériau à grand 

''gap') que dans le GaAs (dit matériau à petit ''gap'). Par conséquent , au niveau de la 

jonction ou de l'interface entre matériaux , il apparaît des discontinuités sur les bandes de 

valence et de conduction entraînant des courbures des bandes d'énergie. Il se forme alors un 

puits de potentiel au niveau de la bande de conduction (figure 1 ) . 

Si l'on s'intéresse à la discontinuité des bandes, il semble maintenant bien établi que pour 

x< 0.4 la discontinuité de bande de conduction entre les matériaux GaAs et Gal-x Alx As 

correspond à 60% de la discontinuité de bande interdite [Monemar, 1976]. 

Dans le cas d'un dopage du matériau à grand gap (Gal-x Alx As), les charges mobiles de ce 

semiconducteur , c'est à dire les électrons , sont transférés dans le puits de potentiel du côté du 

matériau à faible bande interdite. Ils s'accumulent sur une très faible épaisseur le long de 

l'interface. Le maximum de la fonction d'ondes électroniques se situe à moins de 100 A de 

l'interface de la jonction (figure 2) . 

Dans le travail qui suit, nous ne considérons que la bande de conduction pour laquelle la 

valeur de la discontinuité de potentiel d'interface dépend linéairement de la proportion x 

d'Aluminium dans le Gal-x Alx As. 

Ces hétérostructures permettent de réaliser dans les dispositifs électroniques des sauts abrupts 

de l'énergie potentielle. En alternant des couches de chaque matériau , Ga 1-x Alx As et GaAs , 

on peut donc créer à volonté des puits ou des barrières de potentiel , dont la largeur est de 

quelque dizaines d'Angstrôms. A cette échelle les électrons se comportent comme des 

particules quantiques c'est à dire comme des ondes et on parle alors du comportement 

ondulatoire des électrons. Toutes les études faites dans ce domaine ces dernières années ont 
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figure 2 : Diagramme d'énergie de l'hétérojondion AIGaAs/GaAs. 



~CU~~~PI~T~HE~l~l---------------------------------------------------41 

visé à mettre à profit les effets quantiques pour fabriquer des dispositifs plus performants ou 

possédant des propriétés nouvelles. 

Les modèles proposés par les physiciens pour l'étude de ces hétérojonctions reposent sur un 

découplage entre le comportement des électrons dans la direction perpendiculaire aux plans 

des différentes couches où interviennent les effets quantiques et le mouvement parallèle à 

l'interface qui peut être décrit par la mécanique classique. 

Dans le cadre de cette thèse nous nous sommes essentiellement intéressés aux aspects du 

transport dans une diode à effet tunnel résonnant où le mouvement des électrons est 

perpendiculaire aux hétérojonctions. L'effet tunnel intervenant directement dans le mouvement 

des électrons, on a besoin donc d'un modèle quantique pour le traitement du phénomène de 

transport dans ces dispositifs. Les caractéristiques de conduction I=f(V) de ce composant 

présentent une allure fortement non linéaire et très particulière mise à profit pour la réalisation 

de certains circuits électroniques. 

Les premières études sur l'effet tunnel résonant dans les hétérostructures semiconductrices ont 

été menées dès le début des années 70 et la première hétérostructure de type (GaAIAs 1 GaAs) 

a été effectivement proposé par R. Tsu et L.Esaki, qui ont démontré théoriquement qu'il était 

possible d'obtenir, en profitant des effets de résonance , une résistance différentielle négative 

(RDN) dans les caractéristiques de conduction des structures à multipuits quantiques. Mais ce 

n'est que quelques années plus tard, à partir de 1983, et grâce aux progrès technologiques, 

l'epitaxie par jet moléculaire principalement que la réalisation de composants présentant une 

RDN importante à température ambiante est devenue possible. La détection d'un signal à 2.5 

THz par une diode à effet tunnel résonant, effectuée par Sollner en 1983 a donné un regain 

d'intérêt au sujet, tant au plan théorique qu'expérimental. En effet d'une part du fait de la 

combinaison des temps de passage dans les barrières et du piégeage dans le puits, l'inertie de 

l'effet tunnel résonant devrait se situer, à l'échelle du dixième de picoseconde traduisant ainsi 

un effet physique dont le temps de réponse est théoriquement un ordre de grandeur en dessous 

de celui des phénomènes physiques plus conventionnels (de transit, d'avalanche .... ). Et d'autre 

part il devrait être possible d'obtenir, en raison de la sélectivité du phénomène, un rapport très 

important entre courant maximum ( Jpic) et courant minimum (Jvallée).[Saint-Pol1990] 

Parallèlement et grâce aux études de matériaux [Sakaki,1985; Huang,1987; Sugiyama,1988, 

Broekaert, 1988], de nombreuses propositions de composants nouveaux intégrant des 

structures à double barrière sont parues dans la littérature. Elle concernent aussi bien les 

dipôles avec pour objectifs principaux la génération, la multiplication, la détection d'ondes 

hyperfréquences aux fréquences millimétriques et submillimétriques que les tripôles dont les 

applications visent plus particulièrement la logique rapide [Shibatomi,1987, Sollner,1991]. 
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Ainsi la diode à double barrière de potentiel s'impose comme le premier élément d'une famille 

de composants pour lesquels les phénomènes quantiques interviennent directement en tant que 

principe de fonctionnement et non plus comme élément perturbateur ou l'imitatif des 

performances . 

Pour plus de précision on peut se réferer à l'article de synthèse de Lippens & al (1989), 

concenant les effets à tunnel résonnant dans les structures à double barrière. 

De façon classique la diode à effet tunnel résonnant est composée d'une zone active non dopée 

où sont alternées des couches de Ga 1-x Alx As et de GaAs , constituant l'ensemble double 

barrière-puits de potentiel et de deux zones d'accès en GaAs fortement dopées permettant la 

réalisation des contacts ohmiques. Ainsi un électron se déplaçant sous l'effet d'une polarisation 

extérieure doit traverser les zones classiquement interdites ( barrières de potentiel ). Les 

électrons se déplacent alors perpendiculairement au plan des couches et évoluent donc dans un 

potentiel de double barrière représenté sur la figure 3 . 

GaAs Ga.AJAs GaAs GoAl~ GaAs 

• 1 N+ 1 • 
-

.AEc 

EF---------------
BC 

BV u u 
Fig. 3.- Structure schématisée d'une diode à effet tunnel résonant où EF est le niveau de Fermi 
des semiconducteurs dégénères par le dopage et constituant les accès . NID indique les régions 

Non Intentionnellement Dopées 

Les barrières ont une largeur de quelques dizaines d'angstrôms . Elle sont donc suffisamment 

minces pour que les électrons puissent les traverser par effet tunnel ( Messiah, T2, 1965; 

Landau,1974; Bohm,1951). Le puits de potentiel séparant les barrières a approximativement la 



~CH~~~PI~T.~XE~l~l-----------------------------------------------------43 

même largeur et il existe dans cette zone des états quasi-liés dont le niveau d'énergie dépend 

essentiellement de la largeur du puits . 

Le principe de fonctionnement peut se comprendre à l'aide de la figure 4 .En absence de 

polarisation, à cause du confinement des porteurs dans le puits de potentiel leur énergie est 

quantifiée. Les barrières de potentiel étant minces il en résulte que la probabilité de passage par 

effet tunnel à travers ces barrières n'est pas négligeable. Du fait de l'alignement du niveau de 

Fermi de la couche émettrice d'accès avec le premier niveau discret du puits sous l'influence 

d'une polarisation extérieure des porteurs commencent à franchir la double barrière par effet 

tunnel, ce qui se traduit par une augmentation de plus en plus importante du courant qui 

théoriquement atteint son maximum lors de l'alignement du bas de la bande de conduction avec 

le niveau résonant du puits( effet de résonance correspondant au courant maximum ou courant 

pic ). A plus forte tension les niveaux d'énergie se désadaptent entraînant une chute brutale des 

valeurs de courant (correspondant au courant minimum ou courant vallée ). Ainsi des pics 

successifs peuvent être observés à chaque niveau d'énergie discret du puits quantique. Mais si 

l'augmentation continuelle de la polarisation entraîne la transparence de la deuxième barrière 

par l'abaissement de sa hauteur en dessous du bas de la bande de conduction le courant 

recommence à augmenter traduisant la caractéristique de conduction d'une diode classique. 

J 

Vc 
Fig. 4.- Principe de fonctionnement d'une diode double barrière à effet tunnel résonant 

Dans ces figures le niveau de Fermi se trouve dans la bande de conduction à cause de la 

dégénérescence des semiconducteurs des couches d'accès fortement dopées. 
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C'est donc grâce au phénomène de résonance que la caractéristique courant- tension d'une 

diode à effet tunnel résonnant présente une allure fortement non linéaire traduisant l'existence 

d'une résistance différentielle (dV/dl) négative. 

Ici les effets quantiques régissent entièrement le transport des électrons à travers la double

barrière . Il ne peut donc être décrit que par un modèle quantique : Cela a suscité chez les 

physiciens un regain d'intérêt pour l'équation de Wigner qui décrit un tel modèle 

(Frensley,1987; Ravaioli & al,1985; Kriman & al, 1987; Kluksdahl & al, 1988) 

11-3-2- Equation de Transport 

Hypothèses 

- Dans l'ensemble du travail , sauf mention contraire , nous allons admettre les 

hypothèses simplificatrices suivantes : 

w Nous considérons une structure à double barrière constituée de couches 

semiconductrices dont les dimensions transverses sont infinies. Cela revient à négliger les 

effets de bords. En outre les transitions entre les différents matériaux seront modélisées par des 

interfaces abruptes. 

w Seul le transport des électrons est pris en compte, dans la mesure où les trous sont 

minoritaires dans la plupart des applications. Ainsi la modélisation de la seule bande de 

conduction sera nécessaire. Le profil de cette bande est fixé par la somme d'un potentiel 

électrique appliqué et du potentiel cristallin discontinu, fixé par la géométrie de la structure. 

w Le formalisme de la masse effective est applicable y compris pour des 

hétérostructures de quelques couches atomiques d'épaisseur. La masse effective des électrons 

rn* sera prise identique à celle définie dans le matériau à 3 dimensions et partout égale à celle 

du matériau GaAs . 

Enfin nous considérons que cette masse ne dépend pas de l'énergie. 

w Le transport dans les directions parallèle et perpendiculaire aux couches sera 

considéré comme totalement indépendant. De cette manière, l'Hamiltonien du système peut 

être scindé en deux opérateurs , dont seul le terme décrivant la fonction de Wigner suivant la 

direction de croissance sera exploité. 
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Par ailleurs nous négligeons la variation de la largeur de la bande interdite en fonction de la 

température ainsi que celle de la position du niveau de Fermi dans les zones d'accès. 

Compte tenu de ces hypothèses , dans le cas d'un traitement unidimensionnel du problème en 

régime statique l'équation de transport (II-2-16) s'écrit alors : 

{ .!!_kVR}f(R,k) + .!.J+oodk' V(R,k-k')f(R,k')=O 
rn* li -oo 21t 

(II-3-1) 

Le potentiel V(R, k-k') introduit les interférences quantiques prises en compte dans le 

formalisme de la fonction de distribution de Wigner. En faisant K = k-k' , on obtient: 

V(R, K) ~2fcksin(Kr){e[u(R+;) -u(R-;) ]} 

Dans ces conditions on a par ailleurs: 

a) La densité de particules 

n(R) = J dk f(R, k) 
21t 

b) La densité de courant 

J(R) = J dk ~ f(R,k) 
2n rn* 

(II-3-2) 

(II-3-3) 

(II-3-4) 

Avant de procéder à la discretisation de ces équations nous allons préciser les conditions aux 

limites traduisant les interactions entre le système étudié et les réservoirs auxquels il est 

connecté. 

11-3-3- Conditions aux limites 

- Le composant que nous cherchons à modéliser est un système ouvert muni de 

contacts ohmiques permettant de le relier à un système de polarisation. De ce fait la description 

précise et réaliste des conditions aux limites pour traiter le problème du transport dans le 

composant est une question difficile. La méthode simple que nous utilisons ici consiste à traiter 

un modèle de composant dont la zone centrale ou zone active siège des effets quantiques est 

pincée entre deux zones d'accès dont la fonction est de reculer la position des deux interfaces 
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avec les contacts traités eux de manière classique. Le système de contacts est alors modélisé 

par deux réservoirs en équilibre décrits chacun par leur potentiel chimique et leur température. 

Ils possèdent pour le composant avec lequel ils sont en contact, la propriété d'un corps noir. Ils 

absorbent donc sans réflexion tout électron entrant. A l'inverse tout électron sortant possède 

des caractéristiques fixées par la fonction de distribution d'équilibre du réservoir. 

La fonction de Wigner faisant intervenir le vecteur d'onde k d'un électron se prête bien à 

priori à un traitement basé sur la distinction du sens de traversée par cet électron de l'interface 

composant-électrode. 

En prenant l'interface entre le système et le réservoir de gauche comme point R=O et l'interface 

entre le système et le réservoir de droite comme point R=L , on peut alors écrire les conditions 

aux limites pour ce système comme suit : 

f(O,k)=fg(k) Sl k> 0 (II-3-5) 

f( L, k) = f d (k) si k < 0 (II-3-6) 

avec: 

fg,d (k) = (rn *~d kBT ) Ln {1 +exp[- -
1
- ('ft

2 
k

2 
- Ep )] } (II-3-7) 

7t1i kBT 2 rn *g,d g,d 

où " d " et " g " désignent respectivement les réservoirs de droite et de gauche et " L " 

indique la longueur du système et rn* g,d et (Ep ) g,d indiquent respectivement la masse 

effective et le niveau de Fermi de chacun des réservoirs supposés tous deux à la température T. 

Ces conditions aux limites sont nécessaires à la stabilité des solutions de l'équation de transport 

dans la mesure où elles permettent la dissipation énergétique. Nous pouvons donc passer à la 

résolution du problème proprement dite. 
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11-3-4- Discrétisation du problème 

11-3-4-1- Obtention de l'équation de transport discrétisée 

- Notre problème comme la plupart des problèmes concernant les composants 

quantiques n'est pas soluble analytiquement. On doit donc avoir recours à une résolution 

numérique. Ce qui implique une discrétisation des variables et des équations mise en jeu. Dans 

notre cas il s'agit donc de discrétiser les variables: R, r, k, et les équations (IT-3-1) et (ll-3-2). 

L'équation de transport pour la fonction de Wigner est donc évaluée sur une grille 

bidimensionnelle (R,k) comme indiqué sur la figure 5. La fonction de Wigner f(R,k), est 

calculée aux noeuds de cette grille, internes au système c'est à dire compris dans l'espace de 

simulation délimité par l'interface avec le réservoir de gauche en R=O et le réservoir de droite 

enR=L. 

••'* ___.@ ___. ® ___. ®----+ 
1 1 

k 1 1 • _..$___. $___.$ ___.._____. 
1 1 
1 1 

·~$___. ®---.®---.®~ L ..••••••..••• t ••••..•.•••••.••••.••••••••••.•• t ..••.•...•..... 

R 

Réservoir 
gauche 

Noeuds de la grille 

bidimensionnelle 

+i-® ..._ ® ..._ * ..._ f# ~· 
1 

..!--® + ®+® +®~· 
1 1 
1 @ ..._ ;$ ..._@~ • ...,_., ..._ 
1 1 
1 

Système 
1 __. ... • •• 

0 L 

Noeuds fixants les conditions aux limites 

Noeuds pour le calcul def(R.K) 

Fig. 5.- Schéma de discrétisation de l'équation de Wigner 

Réservoir 
droit 

Les variables R, r et les variables de calcul (R+r/2) et (R-r/2) de l'équation (IT-3-2) doivent 

être définies sur un même réseau spatial. Dans ces conditions on définit au départ un pas AR 

pour R et on prend un pas & = 2 AR pour la variable r. 
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Le pas ~ est choisi suffisamment petit pour permettre une description précise des barrières 

de potentiel et une définition suffisante de la dérivée Of(R,k)/8R . Dans le cas d'une 

hétérojonction, le potentiel varie sur une distance de l'ordre de grandeur de quelques couches 

atomiques et il semble raisonnable de prendre ~ correspondant à une distance interatomique 

soit ~ = 0.565 nm pour GaAs par exemple. 

Ainsi: 

R E { 0 ' ~' 2 ~' 3 ~; .......... , L } 

et le nombre de points du réseau selon R vaut : 

L 
NR=-+1 

~R 
(II-3-8) 

La grandeur V(R,k) définie dans (II-3-2) met enjeu la transformée de Fourier de VR(r) avec: 

VR(r) = u(R + ;) - u(R - ;) (II-3-9) 

Dans cette opération, r et k sont des grandeurs conjuguées et leur discrétisation demande 

quelques précautions [E. Oran Brigham, 1974]. En effet le calcul de la transformée de Fourier 

discrète (TFD) de VR(r) pour R fixé implique de: 

~ Discrétiser r 

~Tronquer le support d'intégration en r théoriquement infini-pour le limiter à une 

longueur Lr 
~ Discrétiser k 

Les trois opérations doivent être liées de façon précise pour faire un calcul correct de V(R,k). 

En effet la discrétisation dans l'espace r introduit dans l'espace k une périodisation de la 

grandeur calculée V(R,k) avec risque de chevauchement important des contributions de 

périodes adjacentes (voir fig 6). 
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----~M---L-~----~~r 
0 Ar 

V(R,k) 

1 
Ak 

période 21t = L,;. 
flr 

Fig.6. -Schéma de principe de périodisation d'une fonction dans l'espace k par sa discrétisation 

dans l'espace r 

Pour limiter ce risque il convient de prendre .1r suffisamment petit. 

Par ailleurs la troncature en r conduit à définir un domaine Lr. Ce fenêtrage en r se traduit 

par une perturbation sur V(R,k) d'autant plus marquée que Lr est petit. 

Le fenêtrage en r est également en relation directe avec une discrétisation dans l'espace k et 

conduit à définir un pas .1k = (21t)!Lr . 

Ainsi le choix de Llr et Lr fixe le nombre de points Nr de l'échantillonnage de VR(r) et fixe 

corrélativement Llk et Nk = Nr dans l'espace k. 

Il faut noter également que la périodisation de VR(r) implique que l'on ait : 

(ll-3- 10) 

Cette condition n'est pas remplie à priori lorsqu'on polarise le système en appliquant une 

tension différente aux réservoirs en contact avec le système. On peut néanmoins dans ce cas, 

respecter la condition (II-3-10) en appliquant de manière purement technique dans le calcul de 

la TFD une "rampe de Nicolson"[1973]. Le procédé consiste à ajouter à VR(r) une rampe de 

potentiel linéaire dans le but de compenser le décalage entre les valeurs VR(O) et VR(Lr) qui 

résulte de l'application d'une différence de potentiel V extérieur. 
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0 
r 

Rampe de Nlcolson 

Fig.7.- Application d'une rampe de Nicolson 

On peut montrer qu'un tel procédé permet la périodisation de VR(r) sans apporter de 

perturbation au calcul de VR(r) pour l'ensemble des valeurs de k (sauf k=O), correspondant à 

l'échantillonnage défini selon les règles indiquées ci-dessus et pour ces valeurs là uniquement. 

On note enfin que pour le calcul de TFD, on peut choisir L et Lr de façon indépendante, les 

contraintes pour chacune de ces quantités étant sans relation. On peut noter que le choix des 

domaines de variation pour les variables R et r : 0 ::;; R::::;; L et 0 ::::;; r ::::;; Lr d'après (II-3-2) 

implique la prise en compte de corrélations système-système, système-réservoir et réservoir

réservoir [Frensley, 1987], comme on peut le constater en retournant aux variables r1 et r2 

(voir plus haut transformée de Weyl). 

En définitive compte tenu des remarques qui précédent la discrétisation de l'équation de 

transport de Wigner pour un problème à masse effective constante conduit aux relations 

suivantes :(voir annexe II pour le cas d'une masse effective variable) 

V(R,k- k') =~~sin [(k- k')rJ{ e.[u( R + ~)- u( R- ~)]} (II-3-11) 

1 1i {f(R+.!\R k)-f(R k) · 
-Ï:V(R,k-k')f(R,k')=- * k ' ' ~ 
1i k' rn .!\R f(R, k)- f(R- AR, k), 

k<O} 
. k>O 

(II-3-12) 
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Dans ces relations l'échantillonnage en k s'effectue avec un pas : 

&= (ll-3-13) 

sur une période Lk correspondant à la première zone de Brillouin. On a donc : 

1t 1t 
--- S:k< 

2LlR 2LlR 
(ll-3-14) 

On peut noter que la relation (II-3-12) ne fait pas intervenir la valeur k = O. Pour tenir compte 

de ce fait on prend : 

1t {2m -N -1} k=-- k 

2AR Nk 
(11-3-15) 

avec Nk pair et rn e { 1, 2, 3, 4; ................ , Nk } . 

On enjambe ainsi la valeur k = 0, tout en ayant un échantillonnage de valeurs k symétriques 

sur la première zone de Brillouin. 

L'écriture de (II-3-12) est celle d'un système linéaire d'équations pour les valeurs ftR,k). Elle 

peut prendre une forme matricielle : 

AX = B (11-3-16) 

où X représente une matrice colonne de dimension NR .Nk contenant les valeurs ftR,k) de la 

fonction de distribution de Wigner . La matrice B , de même taille , contient les éléments 

relatifs aux conditions aux limites f(L+AR) pour k<O et ft-AR) pour k>O. La matrice carrée A 

est une matrice tridiagonale avec des blocs de dimensions ( NR .Nk )2 : 
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0 

0 [ T ]NR-l,NR-2 [ T +V ]NR-l,NR-1 [ T ]NR-1,NR 

[ T ]NR,NR-1 [ T +V ]NR,NR 

chacun des blocs [T] ou [T+V] de A, est une matrice de dimension (NkN0 et les éléments V 

sont relatifs aux termes de potentiel V(K,R). 

La matrice A à inverser est très creuse. A titre d'exemple, pour NR = 81 et Nk = 60 ,un calcul 

simple montre que 296.400 des 23.619.600 éléments de A sont non nuls, soit à peine 1.25% 

des termes. 

Il convient donc d'utiliser des algorithmes adaptés à ce type de matrice pour économiser 

l'espace mémoire. 

11-3-4-2- Expressions des densités de porteurs et de courant 

- La détermination de f (R,k) permet de calculer les densités de porteurs. 

La densité de porteurs est donnée par : 

Ak 
n(R) = L-f(R,k) 

k 21t 
(II-3-17) 

La relation de continuité discrétisée s'écrit : 

j(R+.!.AR)- j(R- .!.AR) 
8n(R) __ _! 2 2 

0t e AR 
(II-3-18) 

la densité de courant est calculée par : 
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J(R+ _!AR) = e.Ak [ L hk* f(R + AR,k) + L hk. f(R, k) ] (II-3-19) 
2 2n k<Om k>O rn 

J(R- _!AR) = e.Ak [ L hk* f(R,k) + L 1ik* f(R - AR, k) ] (II-3-20) 
2 27t k<Om k>O rn 

L'équation de continuité en régime statique implique que la densité de courant est indépendante 

de la position. 

11-3-5- Résultats Numériques 

-Nous allons présenter les résultats numériques concernant les caractéristiques 

statiques d'une diode à double barrière de potentiel dont le fonctionnement a été décrit au 

paragraphe (11-3-1) . Les calculs ont été effectués sans introduire de potentiel "self-consistent" 

en prenant L = Lr . 

Nous commençons par traiter une structure dont les épaisseurs respectives des couches 

constituant la zone active sont 28/45/28 Angstrôms dont la fonction de Wigner est la mieux 

représentée par le modèle discret décrit ci-dessus . 

Nous comparons nos résultats d'une part avec certains résultats théoriques déjà publiés dans la 

littérature et en particulier avec ceux obtenus par résolution de l'équation de Schrôdinger. 

Dans une étape suivante nous traitons une structure 50150/50 Angstrôms afin de faire une 

comparaison relativement réaliste avec les résultats expérimentaux. Puis nous discutons de 

l'influence des paramètres du modèle sur les résultats numériques en particulier le choix du 

nombre de points de discrétisation Nk et Nr pour les deux variables conjuguées " k " et " r ". 

Cette discussion est complétée par le calcul et l'interprétation des caractéristiques d'une 

structure de dimension 100/50/100 Angstrôms. A partir de cette discussion nous présentons les 

difficultés liées en partie aux épaississements des barrières de potentiel et plus généralement les 

difficultés inhérentes au traitement de Wigner qui résultent essentiellement de la discrétisation 

du problème. 

1-3-5-1- Structure 28/45/28 A 

- TI s'agit d'une diode symétrique pour laquelle nous avons adopté les paramètres 

suivants: 
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r:r Une longueur totale de 451 A repartie entre deux zones d'accès dopées de 175 A et 

une zone active non dopée constituée de deux barrières en GaAs d'épaisseur 28 A possédant 

une hauteur de 270 meV et d'un puits de potentiel en Gao.7 Alo.3 As de 45 A d'épaisseur. 

r:r Un niveau de Fermi égal à EF=85 meV correspondant à un dopage de l'ordre de 

2.1018 cm-3. 

r:r Une masse effective de 0.067 mo correspondant au bas de la bande de conduction 

de GaAs pour l'ensemble de la structure. 

r:r Un pas spatial de 6R = 5.65 A choisi de façon à correspondre sensiblement au 

paramètre de maille cristallin dans le système de matériaux ( Ga,Al)As . Ainsi étant donné la 

longueur totale choisie , nous avons un nombre de points de discrétisation dans l'espace direct 

égal à NR =81. 

r:r La largeur des niveaux d'énergie résonants et donc celle des pics de transmission 

étant fonction de la largeur des barrières de potentiel , le choix du nombre de points de 

discrétisation dans l'espace des k ( ou l'espace des moments P=nk ) est fait de manière à 

couvrir le mieux possible ces niveaux élargis et donc à décrire convenablement la zone du pic 

de transmission correspondant. Nous avons adopté pour cela Nk=60 et un nombre de points 

Nr=40 dans l'espace réciproque. 

r:r De plus nous supposons qu'en absence de potentiel self-consistant, la chute de 

potentiel appliqué le long de la zone active ( Barrière-puits de potentiel ) est linéaire . 

Nous avons résolu l'équation de transport discrétisée pour la fonction de distribution de 

Wigner par la méthode d'élimination Gaussienne qui requiert un stockage de mémoire 

proportionnel à NRNk 3 . 

L'utilisation d'une routine mathématique relative aux matrices creuses et tridiagonales blocs , 

ne tenant compte que des termes non nuls de la matrice , nous a permis de calculer chacun des 

points de la caractéristique J=f(Vapp) en un temps réel moyen de 30 secondes à l'aide d'un

calculateur HP 715/50. 

Les figures 8 a.b représentent les caractéristiques de conduction J=f(Vapp) de la diode à 

T=300K (fjg_g.) et à T=77K (fjgj]_). Dans les deux cas de figure on constate l'existence d'une 

Résistance Différentielle Négative(= RDN) caractérisée par un courant maximum (dit courant 

pic ) et un courant minimum ( dit courant V allée ) . 

Le rapport du courant pic sur courant vallée caractérisant l'importance de la RDN est égal à 2 

à 300K et 2.84 à 77K. Ces valeurs sont en accord avec les résultats théoriques déjà publiés 

dans la littérature ( Frensley, 1987; Kluksdahl ,1989). 

Les variations de la densité de porteurs au centre du puits de potentiel, reportées sur ces 

mêmes figures, indiquent le taux d'occupation de l'état résonant et montrent que le maximum 
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de densité électronique dans le puits a lieu à un potentiel diffèrent du potentiel correspondant 

au courant maximum . 

Les évolutions de la fonction de Wigner f(R,k) et les profils de distribution de porteurs 

correspondants témoignent de la variation des effets d'interférence quantiques en fonction de la 

polarisation .(figures 9 & JO) 

De fortes amplitudes de la fonction de Wigner dans les zones d'accès ; comme on peut le voir 

d'après les profils de porteurs ; sont révélatrices de la forte densité de porteurs dans ces zones 

due au dopage. 

Des oscillations légères de f(R,k) à l'équilibre (figs 9a. 1 Oa), traduisent de faibles effets 

d'interférences quantiques dans le puits de potentiel. Mais par contre sous l'effet d'une 

polarisation extérieure les oscillations prennent de plus en plus d'importance et atteignent leur 

maximum au potentiel pic où on constate alors un grand pic négatif en amont de la première 

barrière (fig 9b.l0b). 

Par ailleurs une augmentation de la densité de porteurs piégées dans le puits et leur tendance 

au déplacement au travers la deuxième barrière vers le collecteur peuvent être décelée . Ceci 

traduit la dissymétrisation de la double barrière sous l'effet de la polarisation (Ricco & 

Azbel, 1984). 

L'augmentation de la polarisation aux valeurs supérieures au Vpic entraîne la désadaptation 

progressive du niveau d'énergie résonant du puits de potentiel par rapport au niveau d'énergie 

des électrons provenant de l'émetteur produisant ainsi la diminution de l'effet tunnel au travers 

la première barrière et par conséquent la diminution du courant qui atteint son minimum au 

potentiel vallée. Ceci se traduit par une forte diminution des effets d'interférences quantiques 

dans le puits et donc des oscillations de la fonction de Wigner (fig 9c.10c). On se trouve alors 

dans une situation de quasi stabilité semblable à celle de l'état d'équilibre et le profil de f(R,k), 

en contraste avec le cas précèdent, ressemble plutôt au cas de figure de l'équilibre . 

La représentation simultanée des variations de la densité de porteurs sur les figures 11 a. b nous 

permet de mieux voir ces évolutions en fonction de la polarisation à 77K et 300K . 

Comparaison avec Schrodinger 

~ Afin de comparer ces résultats avec ceux obtenus par la résolution de l'équation de 

Schrôdinger statique nous avons utilisé un logiciel déjà mis au point à l'IEMN par l'équipe de 

Didier Lippens. Les .figures 12a. b représentent les variations J=f(Vapp) obtenues par les deux 

méthodes. 
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On constate que pour les mêmes paramètres de calculs (ABc, Ep, rn*, ... ), la densité de courant 

pic calculée par l'équation de Schrôdinger est légèrement supérièure à celle calculée par la 

méthode de Wigner . Mais par contre la densité de courant vallée est bien plus faible . Les 

tensions correspondant aux courants pic et vallée sont pourtant sensiblement les mêmes . 

Le contraste en courant calculé par l'approche de Schrëdinger est égal3.89 à 300K et de 6.9 à 

77K , contre les valeurs respectives de 2 et 2.84 calculées par l'approche de Wigner. 

Ces résultats nous indiquent que la valeur du rapport courant pic sur courant vallée calculée 

par l'approche de Wigner à 300K semble être plus proche des valeurs expérimentales typiques 

comprises entre 1.5 à 1.8 pour des systèmes de matériaux semblables. Mais par contre à 77K 

l'approche de Wigner sous-estime les valeurs expérimentales mesurées qui sont comprises entre 

6 et 8 (Sollner, 1983; Reed, 1986; Shewchuk, 1985; Thomas, 1989; Vanbesien, 1991a&b; 

Chevoir, 1992) ). 

En effet examinant le profil de la fonction f{R,k) de Wigner à 77K (fjglQ), on constate des 

oscillations insignifiantes dès l'équilibre dans les zones d'accès qui laissent à penser que celle-ci 

ne sont pas correctement calculées à cette température. De plus le calcul du profil de densité 

de porteurs indique que vraisemblablement il y a même une sous-estimation de la valeur de 

cette densité par rapport au niveau de Fermi imposée (EF=85 meV) qui correspond à un 

dopage des zones d'accès de l'ordre de 2x1o18tcm3 

TI faut par ailleurs souligner que ces modèles sont trop simplifiés et que les effets d'interaction 

-qui tendent à réduire le rapport courant pic sur courant vallée ainsi que la chute ohmique dans 

les contacts ont été négligés dans ces calculs. D est clair que la prise en compte de tels 

phénomènes s'avère nécessaire pour une comparaison plus précise avec l'expérience. 

11-3-5-2- Structure 50/50/50 A 

Pour pouvoir comparer nos résultats de calcul avec des mesures, il est 

nécessaire de travailler sur des composants moins "transparents" c'est à dire possédant des 

barrières de potentiel plus épaisses. Une structure typique est la structure 50150/50 Â. Nous 

avons donc calculé sa caractéristique J=f(Vapp) et les résultats sont donnés sur les fig. 13.a et 

13.b. 

D'après les figures 13a, b nous constatons de très faibles effets de résistance différentielle 

négative aussi bien à la température ambiante qu'à 77K . Alors qu'à la température ambiante le 

contraste en courant calculé est de 1.14, à 77K on obtient une valeur égale à 1.44. Ces valeurs 

sont en très net décalage par rapport aux valeurs expérimentales respectivement voisines de 1.8 

et 7, et nos calculs par l'approche de Wigner semblent sous-estimer sérieusement celles-ci. Et 

ceci malgré une légère amélioration apportée au niveau des valeurs numériques des densités de 
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courant pic et vallée et leur rapport en prenant un point de discrétisation sur l'interface des 

barrières afin de mieux les définir . Ce problème est d'autant plus important que la prise en 

compte des interactions sur phonons , impuretés, etc ne fait que diminuer ce rapport et en 

particulier aux basses températures. 

L'observation de l'évolution de la fonction f(R,k) de Wigner et les profils de densité de porteurs 

correspondantes en fonction de la polarisation nous permettent de mieux comprendre la raison 

de ces anomalies. Il est simple de constater qu'en contraste avec la structure 28/45/28 A (fjg_2 

& JO), les évolutions des fonctions f(R,k) calculées au potentiel pic (fig 14b & 15b) ne 

reflètent pratiquement pas d'existence d'importants effets d'interférence quantique qui devraient 

normalement avoir leur maximum à cette polarisation par rapport aux cas d'équilibre (fig 1 4a 

& 15a) et du potentiel vallée (fig14c.& 15c). 

Par ailleurs les profils (fig 1 Q) de densité de porteurs calculées indiquent de très faible 

variations dans le puits aussi bien à la température ambiante qu'à T=77K où on constate une 

fois de plus une sous-estimation des valeurs de densités électroniques calculées au niveau des 

accès par rapport au dopage initial de ces zones . 

Comparaison avec Schrodinger 

Des calculs semblables par la résolution de l'équation de Schrôdinger statique nous donnent un 

contraste en courant égal à 3.32 à la température ambiante et une valeur de 29.7 à 77K. 

Contrairement à l'approche précédente par Wigner on constate une surestimation de ces 

quantités ; surtout à basse température; vis-à-vis des relevés expérimentaux. 

Par ailleurs les caractéristiques J(V) obtenues à partir d'une étude avec la fonction de Wigner 

ou avec l'équation de Schrôdinger sont qualitativement très différentes (fig17). Ce n'est pas le 

cas avec la structure 28/45/28 A (fig. 12). Les potentiels correspondant aux courants maximum 

et minimum ne sont plus les mêmes. De plus aussi bien à la température ambiante que à 77K, 

les densités de courant pic et vallée calculées par l'approche de Wigner sont plus importantes. 

Il semble donc bien qu'avec des barrières plus épaisses se pose de façon plus aigue la question 

de l'alignement du niveau énergétique des électrons incidents et celui du niveau résonant dans 

le puits. Certains auteurs (Frensley,1990; Mains&al,1988; Wu, 1994; Buot & Jensen, 

1989a&b, 1990a&b) ont mis en cause l'effet de la transformée de Weyl ou ont étudié l'effet du 

calcul par approximation des différences finies de la fonction de Wigner f{R,k). 

Afin d'étudier de manière plus précise cette question, nous examinons l'influence du nombre de 

points Nk dans l'espace k. 

11-3-5-3- Influence du nombre de points dans l'espace des K 
- Etant donné que la taille de la matrice A à traiter (relation II-3-16); dépend 

directement du choix du nombre de points de discrétisation en k, on a toujours tendance à 
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prendre un petit nombre de points Nk pour limiter l'importance des calculs à effectuer. Cet 

argument n'est pas le seul à prendre en compte comme l'indique le calcul des caractéristiques 

J(V) des deux structures 28/45/28 A et 50150/50 A citées ci-dessus fait pour différentes valeurs 

de Nk en prenant Nr=40. 

Les résultats obtenus sont rassemblés sur les fig. 18 à 21. On constate d'une manière générale 

que pour Nk < 50 les résultats de calculs sont très fluctuants. Ils deviennent plus cohérents 

pour Nk > 50 sans qu'il soit possible pourtant de dégager pour chaque structure à une 

température donnée, un comportement asymptotique en fonction de Nk. 

En effet; on peut constater l'existence d'une instabilité remarquable au ruveau de ces 

caractéristiques pour des valeurs de Nk <50, caractérisée par la présence même des densités 

de courant négatives (figures 18 & 19 ). 

Ce n'est qu'à partir de Nk=50 qu'on peut alors constater une tendance vers la stabilité des 

résultats et la présence de l'effet de la résistance différentielle négative caractérisée par des 

densités de courant maximum et minimum. 

Alors que pour la structure 28/45/28 A on relève ; à Nk=60; les plus grandes valeurs de 

densités de courant maximum et minimum et le meilleur contraste en courant (fig 18 a & b ), 

pour la structure 50150/50 A on note un résultat un peu mitigé autour de Nk=50 et Nk=60. 

Bien que les plus fortes valeurs de densité de courant soient obtenus pour Nk=60 le contraste 

en courant s'avère meilleur pour Nk=50 où on relève la valeur de 6.54 contre 1.44 à 77K et 

une valeur de 2.23 contre 1.14 à 300K.( fig.19a & b) 

Or l'examen des profils des porteurs (figure 20 ), calculés pour Nk=50 nous fait douter de la 

crédibilité des resultats numériques obtenus pour Nk=50. L'existence de l'instabilité de valeurs 

de densité de porteurs au niveau des accès d'une part et sa faible valeur calculée au potentiel 

pic par rapport au cas d'équilibre en sont des preuves incontournables. 

Par ailleurs en ce qui concerne la structure 28/45/28 A pour Nk=30 on peut aussi relever un 

meilleur contraste en courant égal à 3.13 contre 2.84 obtenu à 77K mais de la même manière 

que précédemment on peut légitiment douter de la crédibilité de ce résultat par l'examen des 

profils de ftR,k) et de la densité des porteurs (figure 21 ), qui comportent des oscillations sans 

aucune signification physique, aussi bien à l'équilibre que hors d'équilibre. 

Il faut souligner que pourtant le calcul de la densité de courant dans tous les cas de figures est 

fait tout en vérifiant la relation de continuité en régime statique qui implique l'obtention d'une 

densité de courant indépendante de la position. 

Ces constatations d'une part et les relevés expérimentaux d'autre part nous permettent de dire 

que pour la structure 28/45/28 A bien qu'à basse température nous ayons une sous-estimation 
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du contraste en courant le choix de la valeur Nk=60 , vue les profils de f(R,k) et de la densité 

électronique associée, est un choix approprié. Mais par contre pour la structure 50/50/50 A les 

résultats numériques pour Nk=60 étant en net décalage avec l'expérience on peut d'ors et déjà 

affirmer que ce paramètre doit être adapté plus convenablement à cette structure. 

Il faut donc constater à ce stade que le choix d'un nombre de points Nk plus important ne suffit 

pas à obtenir un résultat optimal. Le fait que la largeur des niveaux résonnant du puits de 

potentiel soit fonction de l'épaisseur des barrières des potentiel entre en ligne de compte. Ce 

fait est illustré sur les figures 22 et 23. 

k 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

....._. .. .. 
LBl LBl LB2 LB2 

fig. 22 : Schéma simplifié de distribution des points de discrétisation en k par rapport au niveau 

résonant du puits de potentiel et de la Variation de la largeur de ce niveau en fonction de la 

largeur des barrières où LB2 ~ 2 LB 1 

Le phénomène tunnel résonant est d'autant plus sélectif que les barrières sont plus épaisses 

(Lippens & all989). Une mesure à mi hauteur de la largeur du pic de transmission permet de 

connaître la largeur du niveau d'énergie résonant correspondant qui caractérise cette 

sélectivité. 

Donc plus les barrières sont épaisses plus cette largeur est petite et plus la résonance devient 

sélective et le pic difficile à détecter. Par conséquent lors d'une discrétisation en k ( c'est à dire 

en énergie) il devient nécessaire d'adapter le nombre de points Nk ou le pas ~ afin de définir 

correctement le pic de transmission _ 

Or pour la structure 50/50/50 A, le pas de discrétisation en k et le nombre de points Nk ne 

permettent pas d'avoir un 11balayage .. convenable du niveau résonant du puits (figure 2Q). 

Il semble donc qu'avec ces paramètres les présents calculs exposent un état qui 11enjambe11 la 

situation optimale correspondant au maximum du pic de transmission , d'où le faible écart entre 

les densités de courant maximum Jp et minimum Jv. 

La vérification de ce fait est facile si l'on prend le cas des barrières encore plus larges. 
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TI suffit de doubler l'épaisseur des barrières pour y parvenir .En conservant la longueur totale 

du système précèdent et la largeur du puits nous avons doublé l'épaisseur des barrières formant 

une structure de dimension 100/50/100 A. Les autres paramètres de calculs étant inchangés. 

Comme nous l'avions prévu les allures des caractéristiques J(V) ne présentent plus aucune 

manifestation de résistance différentielle négative (figure 21) ni à la température ambiante ni à 

77K.. La densité de courant augmente de façon quasi-linéaire en fonction de la polarisation et la 

densité de charge dans le puits reste quasiment insensible à la variation de la polarisation 

(figure 25). 

On peut estimer une fois de plus qu'à cause de l'insuffisance du nombre de points de 

discrétisation et le pas en k le pic de transmission ;devenu encore bien plus sélectif (fig 23); 

n'a pas pu être " détecté " et que les densité de courant calculées correspondent plutôt aux 

états loin de résonance. 

Afin de mettre en évidence ce phénomène , nous avons tracé les coefficients de transmission en 

fonction de l'énergie à l'équilibre pour les trois structures énumérées ci-dessus. (figures 26 ). 

Dans le but d'utiliser les valeurs énergétiques correspondant aux différentes valeurs de k, nous 

utilisons la relation de dispersion E = (h2k2/2m*). 

Pour deux valeurs typiques Nk=60 et Nk=120, nous avons reporté les valeurs d'énergies 

correspondantes sur les courbes de transmission. 

La répartition des valeurs énergétiques ou encore des valeurs de k au niveau des pics de 

transmission est très significative et dans les trois cas de figure elle est révélatrice du choix 

effectué et de son caractère plus ou moins judicieux. 

Alors que pour la structure 28/45/28 A, on positionne un point très proche du maximum du pic 

avec Nk=60 , pour les deux autres structures ce choix entraîne un echantillonnage du pic plus 

médiocre de ce point de vue car le point en question se trouve moins bien situé et de ce fait les 

valeurs de coefficient de transmission correspondant sont bien plus faibles. Ceci explique les 

écarts énergétiques pour le rapport Jpic/Jvallée: contraste bon dans le cas de la structure 

28/45/28 A, faible dans le cas de la structure 50/50150 A, et pratiquement nul dans le dernier 

cas 100/50/100 A. 

Par ailleurs le doublage du nombre de points en k, Nk=120, et la distribution correspondante 

des points énergétiques correspondants sur les courbes de transmission sont à la fois révélatrice 

de plusieurs faits remarquables. Bien que pour les deux structures 50150/50 A et 100/50/100A 

, cette augmentation du nombre de points permette de situer un point plus proche des pic 

correspondants dans le cas de structure 28/45/28 A le point équivalent correspondant se trouve 

plus loin du pic par rapport au cas précèdent de Nk=60. 

Ceci traduit d'une part le fait que l'augmentation du nombre de point en k permet de mieux 

définir le pic mais d'autre part on constate qu'un simple doublage du nombre de point en k ne 



~c~~~P.~1T,~XE~L~1 ____________________________________________________ 77 

C? 
E 

co ..-

C? 
E 

co 
0 ..
~ 

:x 
~ 

1.5 Ir 

1.0 

(a) 

(b) 

Densité électronique ( 1018 cm -3) 
2.5 

2 0.15 

1.5~---+L-----~~~----~r---~-0 
1 

0.5 
-0.1~ 

0 t.............J..~ ......... ...;::;;========c::t:i:.I ......... ......L..~ -0.3 
0 

2.5 

2 

10 20 30 40 
Position ( nm ) 

Densité électronique ( 1018 cm -3 ) 

1. 5 E--~...L..--__l'--.J._ ___ J....-f---t -0 

-0.1 
0.5 

10 20 
Position ( nm ) 

Figure 25 : Profils de la fonction de distribution de Wigner et de la densité électronique associée 
calculés à T=300K, (a) et T=77 (b) pour une structure 100/50/100 A à l'équilibre 



CHAPITRE II 78 

0 50 100 150 200 250 300 

0 

-2 

= -4 
0 ·;; 
o:n -6 ·s 
rn 

(a) c 
11:1 -8 a.. 

Structure 28/45/28 A E--.s -10 • Nk=60 

-12 0 Nk=120 

-14 

Energie (meV) 

0 50 100 150 200 250 300 

0 

-2 

-4 

- -6 
§ ,;; 

-8 v. 
.Ë 

·10 (b) ~ 
"= .... 

·12 Structure 50150/50 Â c 
c; 

-14 
Nk=60 • 

·16 
0 Nk=120 

·18 

-20 

Energie (meV) 

0 50 100 150 200 250 300 

0 

·5 

- ·10 
c 

ëii 
v. 
c:: ·15 

(c) ;;; 
c:: 

"' ·20 .... c Structure 1 00/5011 OOÂ 
:; 

·25 • Nk=60 

-30 C: Nk= 120 

-35 

Energie (meV) 

Figure 26. -Effet du choix du nombre de points de discrétisation Nk sur le recouvrement du pic de 
transmission à Vapp=O 



~CU~~~PI~T~RE~l~l-----------------------------------------------------79 

permet pas de rendre compte des effets due à un doublage de l'épaisseur des barrières et qu'il 

faut par conséquent penser à prendre beaucoup plus de points et probablement développer une 

lois exponentielle dans ce sens afin de pouvoir espérer d'avoir des résultats numériques 

acceptables. L'autre fait marquant de ce type d'augmentation du nombre de points, révélé dans 

le cas des barrières minces 28/45/28 A, est que sans adaptation du pas de discrétisation ilk au 

type de structure étudiée on risque toujours de mal définir le pic de transmission et donc de 

contourner le phénomène de résonance. 

Ces constatations confirment les prédictions précédentes selon lesquelles il faut adapter à la 

fois le nombre de points Nk et le pas ilk de discrétisation en fonction des structures étudiées et 

en occurrence en fonction de l'épaisseur de leurs barrières. 

Or comme nous l'avions souligné en début de ce paragraphe, l'augmentation du nombre de 

points en k engendre un sérieux problème lié à la grandeur de la matrice dont les dimensions 

sont fonctions directes de Nk. On est par conséquent très vite confronté à un problème 

matériel lié à la limitation en capacité de mémoire du calculateur et à fortiori cela nous éloigne 

de notre objectif initial qui consistait à trouver un outil de calculs numériques gérable par un 

calculateur de bureau. On peut par exemple citer le fait que l'emploi d'une station de travail de 

type HP 715/50 comme celle utilisée pour effectuer la plupart des calculs énumérés ci-dessus 

reste inadéquat pour des valeurs de Nk > 80 et que nous avons été obligé de nous diriger vers 

le centre interuniversitaire du traitement informatique (CITI) de l'université de Lille 1 afin 

d'effectuer les calculs envisagés. 

D'autre part le pas de discrétisation ilk (= n!Nk.M), étant inversement proportionnel au 

nombre de points Nk, nous n'avons pu jusqu'ici utiliser qu'un pas de discrétisation régulier et 

constant. Or comme nous l'avions remarqué plus haut il faut adapter ce pas selon le type de 

structure tout en variant le nombre de points Nk afin de pouvoir avoir un grand espoir de se 

positionner près du maximum du pic de transmission. Pour cela la seule solution serait de 

définir un pas très serré dans la région où le pic a lieu et de prendre un pas plus grand de part 

et d'autre de celui-ci. Autrement dit il faudrait penser à utiliser un pas de discrétisation variable. 

En d'autres termes d'une polarisation à l'autre il faudrait changer ce pas de manière à suivre le 

déplacement du niveau d'énergie résonant dans le puits de potentiel ou le déplacement du pic 

de transmission correspondant. 

La mise en oeuvre de cette méthode n'est pas simple, si l'on considère le fait qu'actuellement 

nous ne traitons qu'un modèle unidimensionnel et qu'un outil numérique acceptable doit être 

évolutif vers un traitement à 2D ou 3D ; ceci peut difficilement être envisagé du fait des 

remarques faites ci-dessus. 
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11-4- Conclusion 

- Dans ce chapitre nous avons présenté le formalisme de la fonction de Wigner; 

en tant que cas particulier du formalisme de Keldysh; et nous l'avons appliqué à l'étude du 

transport électronique dans une diode à effet tunnel résonant fonctionnant en régime statique. 

Après avoir établit l'équation de transport dans le cas général d'une masse effective variable, 

nous avons traité la question de la résolution numérique de cette équation en précisant les 

conditions aux limites. 

Les résultats sont donnés pour un modèle de diode unidimensionnel avec une masse effective 

constante et une carte de potentiel non "self-consistent", fixée, à priori, de manière raisonnable. 

Par ailleurs les contacts qui permettent de polariser la diode sont assimilés à des réservoirs de 

particules à l'équilibre caractérisés chacun par une température et une fonction de distribution 

énergétique classique déterminée par un potentiel chimique. 

Ces simplifications sont probablement une des causes des désaccords entre nos résultats et les 

résultats expérimentaux rapportés dans la littérature, en particulier ceux à température variable. 

Alors que les calculs faits à partir de la fonction de Wigner conduisent à sous estimer le 

rapport Ipic/Ivallée aux basses températures, des calculs faits dans des conditions analogues 

avec la méthode de Schrôdinger conduisent à une forte sur estimation de ce rapport. 

Une analyse plus poussée de nos résultats montre, qu'au delà d'une critique des simplifications 

du modèle, il convient de modifier la conduite des calculs, en particulier dans le cas des 

systèmes à barrières épaisses pour effectuer un échantillonnage en "k" adapté aux courbes de 

transmission présentant des pics de résonance de faible largeur énergétique. 

En séparant ainsi ce qui relève strictement du traitement numérique, nous pensons avoir 

contribué à préciser les conditions d'un usage optimal de la fonction de Wigner. Ces conditions 

sont les suivantes : 

r:r Calcul préalable séparé de la transformée de Fourier V(R,k), par FFT (=transformée 

de Fourier rapide), sur un domaine en r suffisant pour éviter tout recouvrement parasite par 

effet de périodisation. 

r:r Usage d'une rampe de Nicolson dans le cas d'une polarisation appliquée au système. 

r:r Choix d'un pas variable en k adapté à la courbe de transmission du problème pour 

la résolution de l'équation de Wigner. 
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En dépit des améliorations attendues par la mise en oeuvre de cette stratégie, l'équation de 

transport de Wigner ne paraît pas assez souple pour inclure des modifications aptes à rendre le 

modèle plus prédictif. C'est là, pour nous, que réside en définitive son principal défaut. 

De ce point de vue le formalisme des fonctions de Green est à priori plus prometteur. Ainsi, 

faute de résultats suffisamment probants même en utilisant une masse effective variable et un 

potentiel self-consistent, nous avons choisi de nous limiter à la présentation des cas les plus 

simples, et de ne pas étendre l'étude avec le formalisme de Wigner en alourdissant le calcul par 

d'autres complications. Nous suivons en cela notre objectif de départ consistant à travailler 

avec des moyens de calcul standard aptes à des simulations "légères" de composants. 

Finalement il faut admettre que, bien que le formalisme de Wigner dans une approche 

purement cohérente, ne permette pas de rendre compte de l'ensemble des données 

expérimentales relatives à des structures à effet tunnel résonant, elle offre la possibilité de 

considérer la structure dans son ensemble (c'est à dire les zones d'accès + la zone active). Ce 

n'est pas le cas pour des traitements directs de l'équation de Schrôdinger qui imposent des 

simulations séparées avec la difficulté du raccordement des solutions. 

Par ailleurs la prise en compte des effets d'interactions par ces deux approches ne peut se faire 

que par l'introduction d'un facteur phénoménologique. 
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Chapitre III 

Modèle des (onctions "sel(-energv" locales 

111-1- Introduction 

- L'introduction des fonctions "self-energy" locales dans les équations (1-5-4) 

et (1-5-5) pour le calcul couplé de GR et a< correspond au modèle de Datta & al (S.Datta, 1990) qui 

fait suite aux travaux de Caroli & al ( 1971 a & b). Ce modèle permet de prendre en compte d'une 

manière générale, la diffusion des électrons et de définir en relation avec elle, un temps de perte de 

cohérence de phase 'tep (r;E) qui est local et dépend de l'énergie. 

Dans ce chapitre, nous utilisons le modèle de Datta pour reprendre l'étude des contacts et 

traiter l'ensemble composant-contacts. 

Après avoir présenté les principaux éléments du formalisme, nous détaillons le calcul des expressions 

liées aux grandeurs physiques essentielles : densité d'états, densité de porteurs, courant. Nous 

montrons alors comment traiter de façon analytique l'influence des contacts considérés comme des 

réservoirs de taille infinie. 

Nous présentons ensuite les résultats des calculs numériques en soulignant le fait qu'ils sont 

relatifs à un régime d'équilibre local et que 't<p est traité comme un paramètre. Les simulations de 

composants faites dans ces conditions et en particulier celles de quelques modèles de diode à effet 

tunnel résonant sont confrontées aux résultats expérimentaux de la littérature. 
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111-2- Description de l'outil mathématique 

111-2-1- Fonctions "self-energy" locales 

-Le modèle de Datta repose sur la considération d'un hamiltonien 

monoélectronique total se décomposant en trois termes définis comme suit : 

- lfo(r) Hamiltonien élctronique écrit dans l'approximation de la masse effective rn* : 

H0 (r) 
2 

_1i_ V2 + e. u(r) 
2m * 

(ID-2-1) 

Le terme de potentiel scalaire u(r) permet d'introduire la discontinuité des bandes due aux 

hétérojonctions , les courbures de bandes dues aux effets des charges d'espace (cas d'un potentiel 

"self-consistent" de l'équation de Poisson),ainsi que le potentiel appliqué extérieur 

- HR ; Hamiltonien d'un bain de diffuseurs à l'équilibre indicés par rn : 

+ 1 
= L 1iro rn (a am + - ) 

rn 2 (III-2-2) 
rn 

où a+ rn et am sont respectivement les opérateurs de création et d'annihilation pour l'oscillateur m . 

- Hint ; l'Hamiltonien d'interaction électron-diffuseurs : 

Hint = L U 8 3 (r- rm) (a~ + am ) 
rn 

(ID-2-3) 

où le facteur U traduit l'intensité de l'interaction supposée strictement locale. L'auteur du modèle 

généralise l'écriture de Hint (r) en passant à un continuum spectral et en introduisant une fonction 

UJo(r ; 1iro) à la place de U. 

Dans ces conditions, on a la relation de passage suivante : 

L => J d3r J d3 (1iro) J 0 (r; 1iro) (ID-2-4) 
m 
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En traitant Hint (r) au premier ordre dans l'approximation de Hartree-Fock ( Fetter-Walecka,1978) 

on aboutit alors (voir annexe III-A) à l'expression des fonctions "self-energy" : 

li dE' 1 
- 83 (r-r') ra)---- ----1 
2rc -oo E-E' + ie -r<~>(r;E) 

soit: 

Im{:ER(r,r'; E)} = -li 83 (r-r') 
2-r<~> (r;E) 

Re{:ER(r,r'; E)} = crR(r;E) 83 (r-r') 

li dE' 
O'R(r·E) = - p f ------

' 2rc (E -E') -r<~> (r;E') 

où P représente la partie principale de l'intégrale. 

avec: 

avec: 

1 
= 

2
f:.rc f dE' F(r; E'-E) p(r;E') 

'tn (r;E) n 

1 21C f = h dE' F(r; E-E' ) n(r;E') 
'tP (r;E) 

2 {~(e) 
F(r;e) = U Jo(r; lei) ~(lei) + 1 

e>O 

e<O 

où ~( e ) est la fonction de distribution énergétique du type Bose-Einstein. 

(ID-2-5) 

(III-2-6) 

(ID-2-7) 

(ID-2-8) 

(ID-2-9) 

(ID-2-10) 

(ID-2-11) 

(ID-2-12) 

(ID-2-13) 

n(r;E) est la densité électronique et p(r;E) la densité de trous dans la bande de conduction. Les 

relations (III-2-11) et (III-2-12) introduisent respectivement les durées de vie des électrons et des 
trous au point r dans l'état d'énergie E. Par ailleurs (ill-2-8) fait intervenir le temps 'tcp(r;E) de perte 

de cohérence de phase défini à partir de la relation suivante : 
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1 1 
+ 

1 
(lll-2-14) = 

tcp(r;E) tp(r; E) 

Physiquement la quantité t<P(r;E) représente le temps de perte de cohérence de phase ou le temps de 

relaxation de phase. C'est ce qui va représenter les interactions électron-phonons dans le modèle. 
Il est intéressant de remarquer que la durée de relaxation de phase t<P(r;E) n'est pas simplement égale 

à la durée de vie de l'électron tn(r;E) mais plutôt une combinaison parallèle des durées de vie de 

l'électron et du trou de la bande de conduction considérée. Pour en trouver une interprétation 

physique on peut se référer à l'ouvrage de Baym-Kadanoff (chap 4.4). Selon ces auteurs il y a une 

perte de cohérence de phase de la fonction de Green à une seule particule dès que l'électron 

additionnel perturbe l'évolution libre du bain d'oscillateurs et cela peut se produire de deux façons: 1) 

l'électron est diffusé de son état ( = out-scattering ) après une interaction avec le bain d'oscillateurs, 

ou, 2) l'électron est " empêché " ou freiné dans sa diffusion(= in-scattering) ; qui devrait avoir lieu 

par une interaction avec le bain d'oscillateurs; à cause du principe d'exclusion de Pauli qui postule un 

seul électron par état énergétique. Dans le premier cas le processus se déroule à un taux égal à (nhn) 

tandis que le second s'effectue avec un taux (nhp ) traduisant enfin un bilan total du taux de rupture 
de phase égal à (n/tq>). 

111-2-2- Equation de transport pour GR 

-En substituant la fonction Ge par la relation (I-4-29) et la fonction Le par 

la relation (I-4-43) l'équation de transport (I-5-4) pour G< s'écrit après un changement de variable 

sous forme sivante: 

[iii ~ -Ho(x)] G<(x,x') ~ J:oo d3x3 [:!:R(X,XJ)G<(xJ,x') + :E<(x,x3)GR*(x3,x')] 

où x= (r, t) 

(Ill-2-15) 

où nous avons utilisé le fait que les deux fonctions Gr et aa sont conjuguées hermitiques. (voir 

relation (I-4-34)). 

La transformée de Fourier de l'équation (ID-2-15) par rapport à (t1-t2) nous permet d'écrire: 

[E - H 0 (r)] G<(r,r' ; E) - J d 3r3 LR(r,r3 ; E)G<(r3 ,r' ; E) = 

=Jd3r L<(r r · E) GR*(r' r · E) 3 >3> >3> 

(ID-2-16) 
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Il faut noter qu'en régime stationnaire les fonctions self énergies comme les fonctions de Green 

dépendent uniquement de la différence comme ( t - t3 ). Donc les intégrales représentent le produit 

de convolution dans le domaine temps dont la transformée de Fourier est un produit simple dans le 

domaine énergie.(Voir annexe ill-B) 

Le choix du type d'interaction comme expliqué ci-dessus nous a permis de trouver des expressions 

explicites pour ~< et :ER. La substitution de ces fonctions par leurs expressions respectives dans 

l'équation (III-2-16) nous donne l'équation de transport simplifiée suivante pour le propagateur G<: 

E - H 0 ( r) - cr R ( r; E) + G < ( r, r'; E) = iii ' ' 
[ 

iii ] GR* (r' r· E) 
2-r(j) (r; E) -rP (r; E) 

(ill-2-17) 

A ce stade il suffit uniquement de connaître GR* afin de résoudre cette équation et ainsi accéder à 

la quantité recherchée G< . Mais pour cela il nous suffit de calculer la fonction GR à partir d'une 

équation appropriée. Une telle équation a déjà était établie dans le premier chapitre. Nous reprenons 

ci-dessous la relation ( I-5-5) : 

(ill-2-18) 

La transformée de Fourier de cette équation nous donne :(voir annexe ill-B) 

(ill-2-19) 

En substituant la fonction ~R par son expression (relation ill-2-7) nous obtenons alors l'équation de 

transport recherchée pour GR : 

[ E- H0 (r)- cr•(r; E) + 2,•~~; E)] a•(r,r'; E) ~ 63 (r-r') (ill-2-20) 

En utilisant cette équation nous pouvons écrire la solution de l'équation (ill-2-17) comme (voir 

annexe ill-C) : 

G
< ( , ) .li J d3 GR (r, r3 ; E) GR* (r', r3 ; E) 

r,r ; E = 1 r3 
-rP(r3 ;E) 

(ill-2-21) 
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111-2-3- Etablissement de l'expression du Courant 

a) Relation de continuité et découplage des énergies 

- Comme nous l'avons vu dans le premier chapitre la densité de courant 

s'obtient à partir des élements non diagonaux de la fonction de corrélation G< (voir annexe Ill-E-a) : 

J(r ;E) = - eh Lim(V - V')G<(r , r' ;E) 
47tlll * r-H' 

(III-2-22) 

Or la fonction G< étant calculable à partir de la fonction de Green retardé GR , il sera alors plus 

judicieux d'exprimer la densité de courant directement en fonction de celle-ci. Pour cela il suffit de 

substituer à G< son expression (ill-2-21). Ainsi dans le cadre du modèle d'interaction choisi, on peut 

exprimer la densité de courant par la relation suivante : 

J(r;E) 
ieh2 d3r' 

41tm* J 'tP(r' ;E) x (ill-2-23) 

x {[vGR(r, r' ;E)] GR•(r, r' ;E) - GR(r, r' ;E)[V GR•(r, r '; E)]} 

Ainsi la connaissance de GR nous permet de calculer directement la densité de courant sans avoir 

besoin de passer encore par la fonction de corrélation G< . 

Il est clair qu'en régime stationnaire la densité de courant à l'intérieur du système doit rester 

constante et independante de la position. Sa divergence dans ce cas est nulle. 

La dérivée par rapport à r de la densité de courant (ill-2-23) nous permet d'écrire :( annexe ill-E-b) 

(ill-2-24) 

Or pour une même bande, en l'occurrence la bande de conduction, la densité d'états est donnée par : 

N0 (r;E) = n(r;E) + p(r;E) (ill-2-25) 

mais puisque 

1 < 
n(r; E) = - - G (r, r ;E) 

21t 
(ill-2-26) 
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en remplaçant la fonction G< par son expression (Ill-2-21) on obtient: 

VJ(r; E) = e[n(r;E)+p(r;E) 
'tp(r; E) 

= e[n(r;E)+p(r;E) _ n(r;E)] 
'tp(r; E) 't<p(r; E) 

mais compte tenu de la relation :(voir annexe Ill-A) 

1 1 
+ 

1 
= 

'tp(r;E) 'tn(r;E) 

on peut écrire : 

VJ(r;E) = e [ p(r;E) _ n(r;E)] 
'tp(r;E) 'tn(r;E) 

(Ill-2-27) 

(Ill-2-28) 

(Ill-2-29) 

Le premier terme du second membre traduit le taux de diffusion des électrons entrant ( ou trous 

sortant) dans l'état énergétique E tandis que le deuxième terme représente le taux de diffusion des 

électrons sortant (ou trous entrant) de cet état au même point r : 

Lors du calcul de la densité de courant il est important que la relation de continuité suivante soit 

verifiée. 

lvJ(r) = J dE VJ(r;E) = o 1 (Ill-2-30) 

Hypothèse de l'équilibre local 

Si la distribution énergétique locale des électrons f{r;E) est de type Fermi-Dirac avec un potentiel 

chimique local 11(r) on se trouve alors dans l'hypothèse de l'équilibre local et on peut écrire: 

Il s'en suit que : 

n(r;E) = f(r;E) = __ 1 __ 
N ( E) (E - ej.L(r) ) 

o r; 

p(r;E) 

N 0 (r;E) 

e KsT + } 

= 1 - f(r;E) 

(Ill-2-31) 

(Ill-2-32) 
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Pour être clair, il faut souligner ici que d'une manière générale la densité de charge n(r;E) peut 

toujours se mettre sous forme du produit d'un certain facteur d'occupation ftr;E) et de la densité 

d'états correspondante N0(r;E), mais dans ce cas-là la fonctionf(r;E) n'est pas nécessairement de la 

forme Fermi-Dirac mentionnée ci-dessus et elle peut avoir une forme quelconque et donc définir une 

autre loi de distribution énergétique. Ce n'est que dans le cadre d'une hypothèse de l'équilibre local 

basée sur la définition d'un potentiel chimique local !l(r) , comme nous l'avons fait, qu'on peut 

admettre une forme Fermi-Dirac pour la fonction ftr;E). 

A l'équilibre ; en absence de polarisation exterieure; le potentiel chimique IJ.(r) est constant partout et 

égal à l'énergie du niveau de Fermi Ep. L'hypothèse ci-dessus est donc évidement valide. 

On peut alors déduire de ces relations que : 

n(r;E)p(r;E') 1 p(r;E)n(r;E') = e (E'- E)/KB T {ill-2-33) 

par ailleurs compte tenu de la relation (ill-2-13) on peut écrire: 

F{r; E-E') 1 F(r; E'-E) = e (E'-E)/KBT {lll-2-34) 

et donc: 

n(r;E) F(r; E'-E) p(r;E' ) = p(r;E) F(r; E-E' ) n(r;E' ) {ill-2-35) 

ce qui par intégration par parties sur E' et compte tenu des expressions de {Til-2-11) pour 'tn( r; E) 

et (ill-2-12) pour 'tp(r; E) nous conduit à la relation suivante: 

p(r;E) = n(r;E) 

'CP (r;E) 'tn (r;E) {ill-2-36) 

Ceci traduit le fait que dans ces conditions la fraction d'électrons qui quittent l'état énergétique E est 

exactement compensée par la fraction d'électrons qui atteignent cet état. 

Par conséquent pour chaque énergie Ela divergence de la densité de courant VJ(r; E) représentant 

le flux des porteurs d'un état énergétique à un autre sera nulle. Ainsi on peut dire qu'il y a un 

découplage complet des énergies car VJ(r; E) = 0 quelque soit l'énergie E. Cela implique que les 

calculs dans le domaine énergétique E peuvent être effectués énergie par énergie et donc de façon 

indépendante. Par exemple le calcul de ftr; E) en fonction de l'énergie E peut se faire énergie par 

énergie sans s'occuper de couplage entre ces énergies et cela quelque soit la position r . 
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[J Une relation simple et importante entre 'l"p et 'Z"q~ 

- En ajoutant la quantité (n 1 'tp) aux deux membres de cette relation et en 

utilisant les relations (Ill-2-25) et (ill-2-28) nous obtenons : 

ou encore putsque : 

n(r;E) = N 0 (r;E) 

'tep(r;E) 'tP(r;E) 

n(r; E) = N0(r; E) fl:r; E) 

on peut alors établir une relation simple entre 'tp(r; E) et 't<p(r; E) : 

1 = f(r;E) 
'tP (r;E) 'tep (r;E) 

b) Courant Terminal 

(ITI-2-37) 

(lll-2-38) 

(ill-2-39) 

- En utilisant l'expression intégrale de la densité d'états suivante :(relation AIIT-48, 

annexe m-D) 

1i IGR (r,r';E)I2 
N 0 (r;E)= 

2
1tJ d3r' 

'tep (r';E) 
(ill-2-40) 

et compte tenu de la relation (ill-2-38) on peut écrire la relation (ill-2-24) sous forme suivante: 

VJ(r;E) 
1i IGR(r,r' ·,E)I

2 

= e J d3r' [ f(r'; E) - f(r; E)] 
21t 'tep(r;E)'tep(r' ;E) 

(ill-2-41) 

Etant en régime stationnaire la densité de courant est constante à l'intérieur du système et nulle dans 

les contacts puisque le potentiel chimique y est constant. Ceci implique que la divergence de la 

densité de courant soit uniqument non nulle à l'interface contact-système. 

Par conséquent ce n'est que dans les zones frontalières c'est à dire les interfaces système-contacts que 

le courant peut étre calculé et cela dans l'un ou l'autre des deux contacts et pour les points très 

proches des interfaces en question . 
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Le courant terminal Ii provenant d'un contact i est donc obtenu par le calcul du flux passant au 

travers de la surface Si de celui-ci : 

I(r;E) =-V J(r;E) (III-2-42) 

(III-2-43) 

En utilisant le théorème de la divergence appliqué au volume ni du contact q on définit le courant 

terminal au travers de la surface Si : 

d'où: 

et finalement : 

I. 
1 

Ii (E) = Jn. VJ(r;E) d
3
r = fs. J(r;E) dSi 

1 1 

= J dE Js. J(r;E) dSi 
1 

~ J dE J d 3
r J d3

r' 
0; 

n21GR(r,r'; E)r 

'tep (r; E)-rep (r'; E) 

soit encore sous une forme plus convenable : 

[ f(r; E) - f(r'; E)] 

Ii = ~ J d 3
r J d 3r' J dE T(r,r'; E) [ f(r; E) - f(r'; E)] 

n. 

avec: 

n21GR(r,r'; E)l2 
T( r r' · E) = -'-----___....:.-

' ' 'tep (r;E)-rep (r';E) 

(III-2-44) 

(III-2-45) 

(III-2-46) 

(III-2-47) 

C'est le courant terminal calculé dans le contact " i ". Ce courant est variable en fonction de la 

température par le biais de la fonction de distribution f(r; E) . 

Pour calculer ces fonctions de distribution on peut utiliser une relation "self-consistent" qu'on obtient 

à l'aide de la relation (AIII-44) de l'annexe III-D. ll suffit d'utiliser la relation (III-2-38) et de 

remplacer (11-rp) par son expression (III-2-39). Ainsi on obtient: 
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n2 !GR (r r'" E)l
2 

f(r;E) = J d 3r' ' ' f(r';E) 
21t N 0 (r;E) 'tep (r';E) 

(ill-2-48) 

c) Composantes cohérente et incohérente du courant 

- ll est possible de distinguer les deux composantes du courant terminal en 

fonction du calcul de l'intégrale sur r' . En effet puisque : 

rD? d3r' J d3r' J d3r' J d3
r' = + + 

-0? 
r' ecl r' E système r' e c2 

(ITI-2-49) 

J:- d3r' iN--! d3r' rD? d3r' = + + 
N..,+ 1 N""" 

où c1 et c2 réferent respectivement aux volumes des contacts de gauche ( dit contact 1) et de droite 

(dit contact 2). Alors on peut écrire: 

Ii = : J d3r J d3r' J dE T(r,r'; E) [ f(r; E) - f(r'; E)] 
ni 

= : J dE J d3r J d3r' T(r,r'; E) [ f(r; E) - f(r'; E)] 
re cl r' e cl 

+ : J dE J d3r J d3r' T(r,r'; E) [ f(r; E) - f(r'; E)] 
r E cl r' E système 

+ : J dE J d3r J d 3r' T(r,r'; E) [ f(r; E) - f(r'; E)] 
re cl r' e c2 

(ill-2-50) 

Vu les conditions aux limites postulant un potentiel chimique constant et par là des valeurs de f{r;E) 

fixées dans les contacts, le _premier terme de cette expression s'annule car r et r' se trouvent dans le 

contact 1 (noté cl) et donc f(r;E) = f(r';E). Les deux autres termes vont successivement nous donner 

les composantes incohérente et cohérente du courant: 
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Iincoh Jd3r Jd3r' T(r,r';E)[f(r;E)- f(r';E)] 
re cl r' e système 

(ill-2-51) 

J d3r J d3r' T(r,r'; E) [ f(r; E) - f(r'; E)] 
re cl r' e c2 

d) Régime linéaire 

- A l'équilibre thermodynamique le potentiel chimique est independant de la position 

et donc constant partout . Par conséquent la fonction de distribution ( ou la fonction d'occupation) 

f(r;E) se réduit à la fonction Fermi-Dirac puisque J.L(r) = llo 

f(r;E) = f0 (E) = 
1 

(ill-2-52) 
(E- ej.10 ) 

e KaT + 1 

Comme on peut s'y attendre il est facile de constater que dans cette condition de fonctionnement et 

en absence du champ magnétique f(r;E) = f(r';E) et le courant donné par la relation (ill-2-46/47) est 

nul. C'est la condition de l'équilibre. 

Mais dans le cas d'un régime de fonctionnement proche de l'équilibre on se trouve dans le cadre 

d'une théorie linéaire. Celle-ci suppose que la fonction de distribution f(r;E) est proche de la 

fonction de distribution de l'équilibre fo(E) de telle manière qu'il soit possible de faire un 

développement limité en série de Taylor de f(r;E) autour de ll(r) = J.lo. 

Ainsi en notant le fait que (a 1 ail ) = ( - e a 1 8E ) on peut écrire : 

f(r; E) = fo ( E) + ( - 8fo 1 aE) e (J.L(r) - llo ) (ill-2-53) 

d'où compte tenu d'un developpement semblable pour f(r'; E), l'on obtient l'expression du courant 

correspondante : 

e2 
J d3

r J d3r' T(r,r' ) [f.l(r) - f.l(r' )] r. =-
1 h 

0; 

avec: (III-2-54) 

T(r,r' ) = JdE 
n2jGR (r,r' ;E)j

2 

(- ~) 't<p (r;E)'tcp (r' ;E) 
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De la même manière que pour le cas général du paragraphe précédent on obtient pour les deux 

composantes du courant les expressions suivantes : 

Iincoh = 
e2 
h J d3r J d3r' T(r,r') [ JJ.(r) - JJ.(r')] 

r e cl r' e système 

(III-2-55) 

h 
re cl 

J d3r' T(r,r') [ IJ.(r) - JJ.(r')] 
r' e c2 

Ieoh = 

Pour calculer le potentiel chimique il suffit de substituer le dévéloppement (III-2-53) dans la relation 

(III-2-48) en se limitant aux termes du 1er ordre et d'utiliser l'identité établie par la relation (III-2-

40). Ainsi on obtient: 

JJ.(r) = 

avec: 

T(r,r' ) 

J d3r' T(r,r' ) IJ.(r' ) 

J d 3r' T(r,r' ) 

= J dE _1i_.!,_21G_R_( r_, r'_; E_)l,__2 (- ~ ) 
't<p (r;E)'t<l' (r' ;E) u.c 

e) Cas particulier : T ~ 0 

(III-2-56) 

- Dans le cas limite où la température atteint le zéro absolu le transport s'éffectue par les 

électrons dont l'énergie est proche du niveau de Fermi et l'on peut alors calculer la fonction de Green 

retardée GR uniquement à cette énergie. Dans ces conditions l'équation de transport s'écrit : 

[ 
E - H (r) + i1i ] GR(r r'- E ) = è> 3 (r-r') 

F 0 2 (·E) '' F 't<p r, F 

(III-2-57) 

où Ep est l'énergie du niveau de Fermi et bien sûr : Ep = llo . Ainsi en utilisant la méthode 

d'intégration de Sommerfeld (voir annexe III-F), on peut écrire: 
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T(r,r' ) 
= ( afo) 1iziGR (r,r' ;E)Iz 

J dE - OE 'tep(r;E)'tep(r' ;E) 

1i21GR (r,r' ;EF )12 
(111-2-58) 

'tep (r;EF )'tep (r' ; EF) 

car (-Ofo/8E) ~ô ( E-Ep ). 

111-2-4- Expression de la densité locale de charges 

- Compte tenu de ce qui a été dit on peut établir une expression générale pour la 

densité de charges par le produit de la densité d'états et du facteur d'occupation : 

n(r;E) = N0(r;E) fl:r;E) 

où le facteur d'occupation f(r;E) est calculé par la relation (III-2-48) dans le cas général tandis que 

dans le cas d'un régime linéaire à partir de la relation (III-2-31) et le calcul du potentiel chimique 

local "self-consistent" comme expliqué ci-dessus (relation III-2-56) . 

Et la densité locale d'états est donnée par :(voir annexe 111-D) 

N0 (r; E) = - _!_ :lm GR(r, r; E) 
1t 

En intégrant sur les énergies on peut obtenir la densité locale de charges : 

ln(r) = J dE N 0 (r;E) f(r;E) 1 

(111-2-59) 

(III-2-60) 

il faut souligner que l'évaluation de la fonction de distribution f(r;E) dans le cas d'un régime linéaire 

est basée sur le calcul "self-consistent" du potentiel chimique local (relation ill-2-56). En régime non 

linéaire cette fonction s'obtient directement à partir d'un calcul "self-consistent" (relation ill-2-48). 

111-3- Discrétisation et mise au point de l'outil numérique pour un 
système 1-D 

- Afin de faciliter les calculs numériques nous allons négliger a quantité 

crR(r;E) constituant la partie réelle de la fonction "self-energy" :ER. En effet dans ce qui va suivre ce 

facteur crR(r;E) n'aura pas d'effets qualitatifs importants sur nos développements ou nos résultats 

numériques et c'est pour diminuer le temps de calcul essentiellement au niveau des itérations sur les 
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énergies (voir relation (lll-2-10)) que nous négligeons ce facteur. Pour plus de détails sur ce facteur 

on peut se reporter à l'article de" E. V. Anda & al, J. Phys. Condens. Matter 3,9087(1991) ". 

111-3-1- _Modèle quasi 1-D 

- Nous venons de voir que le calcul de G< peut se résumer au calcul de GR et 

que pour accéder aux quantités physiques qui nous intéressent telles que la densité locale de charges 

n(r) ou le courant il suffisait de calculer la fonction de Green retardée GR (r,r';E). C'est la résolution 

de l'équation de transport (III-2-20) qui va nous permettre de calculer cette fonction. Cette équation 

est écrite pour un milieu infini du modèle à trois dimensions (dénotée 3D ). 

Nous supposons qu'il y a une invariance translationnelle dans le plan transverse (x, y). Ainsi le 

transport a lieu selon la direction longitudinale " z " . 

La simulation d'un composant sous conditions d'une invariance translationnelle dans le plan 

transverse permet de calculer les quantités physiques à une dimension . Pour cela il suffit de faire une 

projection sur les états propres transverses et de moyenner chacune des équations envisagées sur la 

section transverse du composant. Le détail de ces opérations se trouve dans l'annexe ( Alll-G ). On 

montre dans cette annexe que les calculs pour le modèle quasi 1-D peuvent se résumer à une 

évalution des résultats obtenus par le traitement d'un problème strict ID pour lequel il suffit de 

calculer la fonction G~0 (z,z;E) solution de l'équation strict ID de transport suivante: 

[ 
E - H (z) + i1i ] GR (z z'· E) = ô(z-z') 0 2'tcp (z; E) ID ' ' 

(ill-3-1) 

où l'Hamiltonien de la masse effective Ifo(z) est de la forme suivante: 

(lll-3-2) 

Ainsi la version 1-D des différentes équations que nous allons employer pour nos calculs numériques 

sont les suivantes: 

a ) Expressions des Courants quasi 1-D 

- On calcule le courant terminal dans le contact 1 par la relation suivante : 

1
1 

= 21t rn* e Jdz Jdz' JdE JE dE' 1i2 1G~o (z,z';E')I
2 

[ f(z; E) - f(z'; E)] 
h3 't (z· E') 't (z" E') 

cl -co cp ' cp ' 
(III-3-3) 



~CH.~~~P.w1~T.~RE~ll~1--------------------------------------------------~91 

ou encore: 

I1 = ~ J dz J dz' J dE T(z;z'; E)[ f(z; E) - f(z'; E)) 
cl 

(ll-3-4) 

avec: 

* E 1i21GR (z z'· E')l2 
T(z z'·E) = ~ JdE' m ' ' 

' ' 27tli2 
't (z·E') 't (z'-E') 

.co cp ' cp ' 

(III-3-5) 

où la fonction de distribution quasi 1-D est calculée par la relation "self-consistent" suivante: 

Jdz' T(z,z';E) f(z';E) 
f(z;E) = J dz'T(z,z';E) 

Composantes cohérente et incohérente du courant 

Iincoh = ~ J dE J dz J dz' T(z,z'; E) [ f(z; E) - f(z'; E)] 
z e cl z' E système 

Ieoh = ~ J dE J dz J dz' T(z,z'; E) [ f(z; E) - f(z'; E)] 
z e cl z' e c2 

Régime linéaire 

(ill-3-6) 

(m-3-7) 

- De la même manière que ci-dessus on obtient les expressions quasi 1-D 

suivantes pour le courant et ses composantes : 

I1 =: J dz Jdz' T(z,z') [J.L(z) -J.L(z' )] 
cl 

(ill-3-8) 

T(z,z') (ill-3-9) 
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où J.L(z), le potentiel chimique local quasi 1-D est donné par de la relation "self-consistent" suivante : 

J.L(z) 
= J dz' T(z,z')J.L(z') 

J dz' T(z,z') 

ainsi les composantes correspondantes sont : 

Iincoh = 
e2 J dz J dz' T(z,z') [ IJ.(z) - IJ.(z')] 
h z e cl z' e système 

Ieoh = 
e2 
h J dz J dz' T(z,z') [ IJ.(z) - J.L(z')] 

z e cl z' e c2 

Cas particulier : T ~ 0 

(III-3-10) 

(III-3-11) 

-Dans ce cas l'équation de transport quasi 1-D sera évaluée à E=Ep et l'on a: 

(ill-3-12) 

L'intégrale sur les énergies E étant supprimée par le développement de Sommerfeld alors le potentiel 

chimique local quasi 1-D nécessaire pour le calcul du courant par la relation (ill-3-8) sera la 

suivante: 

IJ.(z) = 

Ef !Gfn(z,z';E')I
2 

J dz' IJ.(z') dE' - -
-oo 'tq>(z;E') 'tcp(z'; E') 

E IGR (z,z';E')I2 

f d ' 7 dE' --'-'--l_D _ ____,__ -
z J 't (z· E') 't (z' · E') -oo q> , q> , 

(ill-3-13) 

b) Densité locale d'états quasi 1-D 

• E 

N (z·E) = ~ JdE' Nm(z·E') 
0 , 21Ch2 0 ' 

-00 

(ill-3-14) 
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avec: 

N~0 (z;E') = -_!lm Gf0 (z,z; E') 
7t 

(Ill-3-15) 

On remarque donc que cette densité a la même dimension qu'en 3-D c'est à dire (m-3), et que la 

densité locale d'états pour un système physique 3D peut être évaluée à partir d'un modèle lD strict 

pour lequel on calcule G~0 ( z, z; E) . 

c) Expressions des densités locales de charges quasi 1-D 

- Dans le cas général d'une théorie non linéaire la densité locale de charges se calcule 

par la relation suivante : 

+ <Xl 

n(z) = J dE N 0 (z;E)f(z;E) (ITI-3-16) 
-<Xl 

où la fonction ~z;E) s'obtient de façon "self-consistent" par la relation (III-3-6). 

Régime linéaire 

- Dans le cas de l'équilibre local comme nous l'avions déjà signalé, la fonction 

d'occupation ~z;E) est du type Fermi-Dirac : 

1 
f(z; E) = (E-eJ.L(z))/k T 

e a + 1 

où J.l(z), le potentiel chimique local 1-D doit être calculé de façon "self-consistent" par la relation 

(III-3-10) ou (ID-3-13). 

Or cette forme particulière de f{z;E) nous permet de trouver une expression plus simple pour la 

densité de charges qui sera très avantageuse pour le calcul numérique. En effet par une intégration 

par parties on peut éviter le calcul de l'intégrale surE' imposé par N0(z;E) (voir relation {ill-3-14)) 

et ainsi gagner du temps. Le détail de ce calcul est donné dans l'annexe (AITI-G) et le resultat final 

est le suivant : 
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n(z) = 
rn* KT +"' 
__ .=.,.B_ fdE Ln{1 + e -(E-e~(z))/ksT} N~D(z;E) 

21t1i2 
-«> 

(ill-3-17) 

où la densité d'états strict 1-D est calculée par la relation (ill-3-15).ll s'agit donc d'une densité locale 

de charges quasi 1-D en unité (m-3). 

111-3-2- _Calcul de Gf0 (z.z';E) 

-Dans le cas d'un régime strict 1-D l'équation de transport est donnée par les 

formules (lll-3-1) et (ITI-3-2) 

La résolution numérique de cette équation différentielle nécessite sa discrétisation selon les variables 

d'espacez et z'. La fonction de Green Gf0 (z,z'; E) devient alors une matrice Gf0 (m,n;E) où les 

indices rn , n indiquent les sites du réseau discrétisé. Ainsi l'équation différentielle devient une 

équation matricielle :(voir annexe ill-G-h) 

(Ill-3-18) 

où Ômn est le symbole de Kronecker. 

En principe il suffirait alors d'inverser la matrice [El - Îf] pour obtenir Gf0 (m,n;E) en tous points. 

Mais puisque cette équation est établie pour un milieu homogène 1-D infini cela nécessite un peu 

plus d'attention lors de la discrétisation et de son application à un composant particulier. 

- Considérons un réseau discret de points régulièrement espacés par un pas " a ": 

m,n= -3 -2 -1 0 1 2 3 

• • • • • • • 
----~z 

fig. ITI.3 .1. - Discrétisation d'une chaîne infinie 1-D d'atomes en un réseau de points 

les sites du réseau sont alors situés aux points z = rn a ; z' = n a où rn ,n sont des entiers. 

En utilisant la méthode des différences finies pour approximer l'opérateur dérivée de l'équation 

(ill-3-2) on peut écrire : 
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[ :~ of-n( Z, z'; E) L ... , z'=na => a; { of-n( rn+ 1, n; E) - 2Gj'-n( rn, n; E) + of-n( rn- 1, n; E)} 

d'où (ill-3-18) devient: 

[E + i 1i -leiV(m)]Gfn(m,n;E) 
2-rq>(m;E) 

+ ;?- 2 {Gfn(m+1,n;E)-2Gfo(m,n;E)+Gfo(m-1,n;E)} = 
2m*a 

soit: 

~Gf0(m-1,n; E) + <XmGf0 (m,n; E) + ~Gf0(m+1,n;E) 

où: 

am = E - lei V(m) - 2~ + i 
2-r<p (m;E) 

avec: 

V (rn) = Vapp(m) + Lille (rn) 

Ou encore d'une façon générale : 

1 
= - Bm 11 

a 

1 
- Ôm n 
a 

(111-3-19) 

(ill-3-20) 

(ill-3-21) 

(ill-3-22) 

(ill-3-23) 

[El- â] Gfo(m,n; E) = L [El- fi](m,n) Gf0 (m,n; E) (ill-3-24) 

avec: 

[E- H](m,n) = Clm 

= ~ 

= 0 

d'où la matrice correspondante : 

m,n 

s1 m=n 

si rn et n sont les plus proches voisins 

autrement 
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a._ co B 

B a._J B 

B a.o B 0 
B a.l B 

~ a.2 B 

[Er-ÎI] = 

~ a. N-I B 
~ a.N ~ 

0 ~ a.N+l ~ 

~ a.N+2 ~ 

~ a.+oo 

fig. 111.3.2.- Représentation matricielle d'une chaîne infinie d'atomes en 1-D 

Les éléments diagonaux <lm de cette matrice contiennent l'énergie propre de chaque site tandis que 

les éléments non dwgonaux ~ traduisent l'énergie de couplage d'un site à ses plus proches voisins. 

TI est intéressant de noter la grande similitude ou équivalence formelle qui existe entre l'Hamiltonien 

discrétisée (par différences finies) et l'Hamiltonien en liaisons fortes :[E.N. Economou, 1983] 

où: 

ujk 

et: 

&. = 
J 

= {- ~ 

2~ + !e!Vj 

si j et k sont les plus proches voisins 

autrement 
(ID-3-25) 

Dans le modèle des liaisons fortes la fonction d'onde est exprimée en termes d'orbitales atomiques 

localisées, une sur chaque site. Les orbitales des sites voisins sont connectées par ce qu'on appelle 

une intégrale de recouvrement. Le potentiel local <lm dans notre modèle joue le rôle de l'orbital 

localisée sur le site rn tandis que B joue le rôle de l'intégrale de recouvrement entre orbitales sur les 

sites du voisinage. 
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La correspondance entre ces différentes approches nous intéresse pour deux raisons. Premièrement 

l'approche des différences finies permet par un calcul simple d'obtenir les énergies ( Ej ) des sites ainsi 

que les éléments de la matrice de couplage Ujk . Deuxièmement l'approche des liaisons fortes 

suggère que lorsque le pas de discrétisation diminue, l'électron se trouve alors dans un réseau comme 

celui des liaisons fortes et il va donc être soumis aux effets semblables à un réseau des liaisons fortes. 

Donc au lieu de simuler les électrons libres avec une relation de dispersion parabolique, nous allons 

simuler les électrons fortement liés avec une énergie de dispersion : 

E(k) = 2J3 [1- cos(ka)] (Ill-3-26) 

La différence n'est pas sensible si l'on se limite au bas de la parabole E(k) ce qui est le cas tant que le 

système n'est pas en situation de désequilibre fort. 

3-2-1- Calcul de l'équation matricielle de Dyson 

L'inversion de la matrice tridiagonale de la fig. ID-3-2 pour calculer Gfo est assez 

classique tant qu'elle reste de dimensions finies. 

Gfo = [EI- IÎ]-1 (Ill-3-27) 

Mais ce n'est pas le cas, le composant étant traité comme un système ouvert connecté aux contacts 

qui s'étendent jusqu'à l'infini. Si l'on tronquait simplement la matrice en un point quelconque on aurait 

en fait décrit un système fermé avec des contacts complètement réfléchissants et non un système 

ouvert avec des contacts non réfléchissants ou plutôt absorbants semblables aux corps noirs comme 

on souhaite le décrire. 
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Schématisons notre composant de la manière suivante : 

[EI -li] 

contact 1 systèm.e contact2 

----..-+-+---1..--- • • • • • • • 
i j 

.1 ~ ......... NxN ............ ---+ .1 
CX.o 13 i 

1 
1 
1 

A :1 13 CX.o 1-' 
1 

13 CX.o 1 13 i 
--------------T------------------------~------------------

13 1 ex.! 13 1 
1 1 

: 13 cx.2 13 : 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

13 CX.N-1 13 : 

13 CX.N : 13 
--------------~------------------------~------------------

: 13 : CX.N+I 13 
1 1 

: : 13 CX.N+I 13 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

: : 13 CX.N+I 

fig. 111.3.3.- Matrice tridiagonale correspondant à un système ouvert 1-D. Les contacts 1 et 2 étant 

supposés un milieu homogène et équipotentiel alors les éléments <Xm y sont indépendants de la 

position " rn " et notés respectivement <Xo et a.N+ 1 . 

Les lignes pointillées sur la fig.III-3-3 montrent la possibilité d'une subdivision de la matrice infinie 

en plusieurs blocs. On peut facilement constater une correspondance directe entre chacune des 

régions du composant étudié (à savoir les contacts isolés plus le système isolé), et les blocs de la 

matrice. 

La résolution du système matriciel correspondant à cette matrice infinie va nous permettre d'obtenir 

le propagateur Gf0 correspondant à tous les sites du réseau discrétisé depuis- oo jusqu'à + oo. Ce 

qui signifie qu'on calcule à la fois les Gf0 relatifs à chacun des sites des contacts semi-in.finis et ceux 

du système fini étudié. Mais les seuls propagateurs Gf0 qui nous intéressent sont relatifs aux sites 

situés à l'intérieur du système ainsi que les deux plus proches sites d'interfaces dans les contacts semi

infinis c'est à dire la zone de dimension Mx M partitionnée sur la fig. III-3-4. TI sera donc possible 

dans ces conditions de se restreindre à cette zone dans la matrice correspondante et rendre faisable le 

calcul numérique envisagé. 
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La technique consiste à décomposer le réseau infini de sites couplés en trois regions isolées 

constituées de deux demi-chaînes semi-infinies ( appelés contacts ) entourant une chaîne finie 

centrale (appelé système) de telle manière que les propagateurs G~-ID correspondant à chacune de 

ces régions puissent être calculés de façon exacte. Ceci simplifie considérablement les calculs puisque 

de ce fait l'Hamiltonien total H peut être séparé en deux contributions. Pour la mise en oeuvre de 

cette technique nous profitons de la similitude citée ci-dessus avec le modèle de l'Hamiltonien en 

liaisons fortes. En faisant un usage formel des techniques employées pour celui-ci concernant la 

séparation de l'Hamiltonien total on peut écrire : 

H=lfo+U (ID-3-28) 

où Ho décrit les régions isolées tandis que U correspond au couplage entre les sites du système ainsi 

qu'au couplage entre les régions isolées. 

On peut alors décomposer la matrice [El- ÎI] en écrivant : 

[El- ÎI] = [El- H0 ] - [ Û] (lii-3-29) 

où [El- ÎI 0 ] et [ Û] sont données respectivement fig.III.3.4 et fig.III.3.5 : 

[El - IÎ0 ] 

J.. +- ... .. .... .... . . . MxM .. .............. .... ~ J.. 

J.. +- ....... zone de simulation .. . ....... . ~ J.. 

1 
1 
1 

13 : 
1 

13 ao : 13 1 1 1 ----------,---,-------------------------r-----r--------------
13 1 a 0 ' 1 1 

1 1 1 1 ----------,---,-------------------------r-----r--------------
: al : 
: a2 : 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

: aN-I : 
1 1 
, a.N 1 

__________ J ___ ~-------------------------~-----~--------------

: : iaN+l: 13 
----------~---4-------------------------~-----~--------------

: i i 13 ia.N+l 13 
1 1 1 1 

: : : : 13 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 

fig. lll.3.4.- Partition d'une matrice de dimensions infinies. 

Les éléments ao et aN+ 1 inclus dans la matrice (M x M) correspondent respectivement aux premiers 

sites des contacts de gauche et de droite 
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[û] = 

!~ .............. MxM ................... 4! 
!~ .......... zone de simulation ...... 4! 

0 0 : : 
1 1 

0 o: : 
1 1 

0 0 o: 0 : 
-------r---------------------------------T------· o: 0 --p 

1--p -13 
1 
1 

--p -13 
-13 0 --p 

-13 0 0 
-------~---------------------------------+------· 

: 0 :0 0 
1 1 

: :0 0 0 
: : 0 
1 1 

fig. III.3. 5. - Matrice de couplage. Chacun des éléments J3 connecte un site donné à ses plus proches 

vmsms 

La séparation de l'Hamiltonien total en deux composantes distinctes nous permet d'utiliser la théorie 

de perturbations [Economou, 1983 ], pour la fonction de Green. Il s'agit de calculer à partir de 

G~-lD relatif à l'Hamiltonien Ho la fonction Gf0 correspondant à l'Hamiltonien total H du système 

complet. Ceci nous conduit naturellement à l'équation de Dyson. 

(ID-3-30) 

où toutes les matrices êJ.R et G~ sont définies par : 

(ID-3-31) 

(ID-3-32) 

Or: 

(ID-3-33) 

donc: 
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El- H G = I [ 
A ] AR (ill-3-34) 

d'où le système matriciel de la forme Ax = B 

(ITI-3-35) 

ll nous reste alors à voir la technique de calcul de G~-lD. Nous avons vu que le calcul de G~_10 
pour le système total peut être décomposé en trois calculs séparés relatifs au calcul des fonctions de 

Green retardée du contact 1, du système et du contact 2 considérés comme découplés.Pour cela on 

va procéder de la manière suivante. 

Dans le cas du système isolé (matrice de dimension N x N), les G~_10 correspondent au cas où les 

sites ne sont pas couplés et l'on peut faire le calcul par simple inversion des élements diagonaux <Xm : 

(ill-3-36) 

soit en écriture discrète : 

G~(m,n;E) = 

[ E - 2P - lei V(m) + 
(ill-3-37) 

où les indices rn et n varient entre 1 et N, dimension maximum du système isolé.(voir fig.ill.3.3). Le 

couplage entre ces sites sera établi par l'intérmediaire de l'équation de Dyson. 

Dans le cas des contacts isolés les sites sont tous connectés entre eux et dans ce cas il faut calculer la 

fonction de Green d'une chaîne semi-infinie. Ce calcul est effectué dans le paragraphe suivant. 

3-2-2- Fonction de Green pour un milieu homogène 1-D semi-intini 

- Pour calculer les propagateurs G~-10 correspondant à l'inverse des blocs diagonaux 

relatifs aux deux contacts on utilise les résultats de (A.Akjouj, B. Sylla & L. Dobrzynski; Ann. phys. 

Fr.18(1993) p363) concernant la théorie des systèmes composites. En utilisant l'équation générale de 

la théorie des réponses d'intérface ces auteurs montrent que dans le cadre de l'approximation en 
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liaisons fortes la fonction de Green (=fonction de reponse ) d'un milieu semi-injini s'obtient à 

l'aide de l'une des deux relations suivantes : 

~i t~ - 1 
(III-3-38) 

b) Si l3 , 1'3 ~ 1 

~i tz - 1 
(ill-3-39) 

où gsi est la jonction de réponse de surface " s " du matériau " i ". Les électrons font des sauts de 

site en site par l'intermédiaire de l'intégrale de recouvrement ~i entre sites premiers voisins, pour le 

matériau " i ". Les sites sont séparés par un pas régulier " a " ( = paramètre du réseau) et leurs 

positions sont représentées par les entiers l3 , 1'3. Sur la figure suivante concernant le modèle de 

surface on comprend mieux la signification des différents paramètres employés : 

0 ~~î 0 0 0 0 

~ 
at~ 

0 0 0 
llo 

o~o 0 

b~~· 
0 

0 0 0 0 0 
1,-0 1,=1 1,=2 

t 
surface (0 01) 

Fig. ill.3.6.- Modèle de surface (d'après A.Akjouj, B.Sylla & L. Dobrzynski) 

Pour un matériau homogène nous pouvons omettre les indices " i ". 

Les entités "t" représentent la nature de l'onde. Elles sont données par la relation suivante: 

(ill-3-40) 
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où le signe + ou - est choisi de telle manière que 1 t 1 < 1 et la quantité x est donnée par : 

- 2f3 
(III-3-41) 

E - lei V - 2f3 + i __!!__ 
2't<p 

x= 

Où V indique la valeur du potentiel auquel est soumis le contact et 'tep correspond au temps de perte 

de cohérence de phase dans le contact. L'entité f3 est calculée par la relation (III-3-22). 

La relation (III-3-38) va nous permettre de calculer la fonction G~_10 pour le contact semi-infini de 

gauche en prenant 13 = 1'3 = o, tandis que la relation (ill-3-39) nous donne le resultat corespondant 

au contact semi-infini de droite pour 13 = 1'3 = 1. Donc : 

-Pour le contact semi-infini de gauche : 

- pour le premier site du contact 1 indicé rn = n =0 , on a : 

R 1 t - t3 t 
G0_10 (0, O;E) = - r.t - - ïi" 

.., t2 - 1 .., 
(lll-3-42) 

-Pour le contact semi-infini de droite : 

- pour le premier site du contact 2 indicé rn = n = N+ 1 on a : 

G~_ 10 (N+1,N+1;E) = = t 

f3 
(ill-3-43) 

TI faut souligner que sauf à l'équilibre la valeur de " t " dans le contact de gauche (t =t1) est différente 

de celle du contact de droite ( t = t2 ) puisque l'application d'un potentiel exterieur on crée un 

décalage de potentiel entre ces deux régions. On peut alors écrire : 

1 
R 1 _ ~~ G0_ 10 (0,0;E) = a 0 = ..,_ {ill-3-44) 

{ill-3-45) 

Dans ces conditions pour la zone de dimension Mx M repérée sur la fig. ill-3-4 on obtient les 

matrices de G0R et de U écrites fig.{ill.3.7) et (ill.3.8): 
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[ô~(M,M)] = 

Fig. III.3.7.- Matrice G0R du système complet non couplé. Le premier et le dernier éléments 

correspondent respectivement aux G0R calculés pour des contacts semi-infinis isolés gauche et droite 

tandis que les éléments du milieu correspondent aux G0R du système isolé. 

0 -(3 
-(3 0 -(3 

-(3 -(3 

[û(M,M)] = 

-(3 -(3 
-(3 -(3 

-(3 0 

fig.III.3.8. -Matrice de couplage contenant les éléments de couplage des sites du système isolé ainsi 

que les trois régions séparées. Un élément f3 connecte un site donné à ses plus proches voisins 

On obtient alors les propagateurs GR1_n à partir de la résolution de l'équation matricielle suivante en 

écriture discrète: 

[I(M,M)- Ô~(M,M) Û(M,M)] ÔR(M,M) = Ô~(M,M) (ill-3-46) 

où toutes les matrices sont de dimensions finies Mx M avec : ME [O,N+ 1]. 
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Nous remarquons que la résolution de ce système matriciel correspond à une écriture discrète des 

formules correspondant à :(voir annexe III-G) 

J3 Gfn(m - 1, n; E) + am Gfn(m, n; E) + J3 Gfn(m + 1, n; E) = 8m n (ITI-3-47) 

avec a et J3 en unité Joule et Gfn en (Joule)-1 . Or si l'on divise chaque membre de cette équation 

par le pas de discrétisation" a " on obtient l'équation (III-3-18). Ceci donne alors comme unité de 

Gfn (Joule-mètre)-1 et l'on est en conformité avec le développement initial en continu pour cette 

fonction. 

3-2-3- Extension de la fonction de Green 

- Jusqu'ici nous avons décrit comment calculer la fonction de Green 

Gfn (z,z';E), entre deux sites z et z' à l'intérieur de la zone de simulation de taille MxM. 

Autrement dit les sites d'injection et de détection se trouvent dans cette zone car chaque site 

d'injection correspond à une colonne particulière et chaque site de détection à une rangée , dans la 

matrice GR (m, n;E). Cependant nous avons vu que le calcul des grandeurs physiques (voir relation 

(III-2-55) par exemple) exige la connaissance de la fonction de Green dans les contacts. ll est donc 

nécessaire de pouvoir évaluer la fonction de Green retardée Gfn(z,z';E) pour les sites intérieurs 

d'un contact semi-injini. Le détail des développements correspondants se trouvent dans l'annexe 

(III-G-i), où on montre que la solution obtenue pour la fonction de Green retardée le long des 

interfaces peut être étendue au calcul de G}b des sites intérieurs aux contacts. 

contactl 

.. . n+l n ... 2 
.. . x x x l 

)( x . )( 

système 

o Il ... 
-------------+~ 

contact2 

2 ... n' n'+ l ... 
)( x x 

fig. III.3.9. - Calcul de Gfn(z,z';E) pour les sites intérieurs des contacts 

On obtient pour le contact 1 (voir fig. IIT-3-9) : 

~Gfn(z,z' ; E) = tf (E) Gfn(z, 0 ; E)ll (III-3-48) 

De même pour le contact 2 on a : 

fn(z, z';E) = Gfn(z, N + 1 ; E) tf (E) (ill-3-49) 
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Enfin pour des couples de points situés l'un dans le contact 1, l'autre dans le contact 2 on obtient : 

Gfn(z, z'; E) = tf (E) Gfo(O, N + 1 ; E) tf (E) (ill-3-50) 

Dans ces relations z et z' varient de 1 à oo . Les entités t 1 et t2 sont toujours données par la relation 

(III-3-40) et elles ne différent que s'il y a une différence de potentiel extérieur entre les deux 

contacts. 

III -3-3- Expressions discrétisées des grandeurs physiques 

- Ci-dessus nous avons discuté de la discrétisation et de la méthode de 

résolution de l'équation de transport qui nous permet d'obtenir la fonction de Green retardée 

G~0 ( z, z; E) dans le cas 1-D strict. Nous devons maintenant expliciter les relations donnant le 

courant, la densité d'états et la densité de charges relatifs au composant étudié. Pour cela il nous faut 

discrétiser les équations du paragraphe (ill-3-1). 

La discrétisation en énergie " E " se fait entre deux limites que nous appellerons Emin pour la borne 

inférieure et Emax pour la borne supérieure. 

(ill-3-51) 

Le pas de discrétisation en énergie est pris égal à œ . 

Ainsi la version discrétisée de nos équations se présente de la manière suivante : 

1 ) La (onction de distribution : 

- On calcule cette fonction de façon "self-consistent" à partir de la relation 

(ill-3-6) pour les sites situés à l'intérieur du système c'est à dire pour z e { 1, 2, 3, ... , N}. Pour les 

sites d'interface des contacts ( z = 0 et z = N+ 1 ), les valeurs correspondantes sont fixées par les 

conditions aux limites suivantes : 

f(O;E) = 
1 

(ill-3-52a) 
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f(N + 1;E) = 
1 

(Ill-3-52b) 

où J.l(O) et J.l(N+ 1) sont les potentiels chimiques des contacts (1) et (2) respectivement et T la 

température. 

Or d'après la relation (ill-3-6) on constate que z' varie de -oo à +oo et l'on peut écrire : 

+oo 0 N +oo 
J dz' = J dz' + J dz' + J dz' = J dz' + J dz' + J dz' (ill-3-53) 

-oo z' E cl z' E système z' E c2 -oo 1 N+l 

Compte tenu des relations (IIT-3-48) et (ill-3-49) on peut écrire respectivement: 

o z' n2JGfo(z,O;E')I2 
= ""!J.z' ltl (E' )1 . . 

z'~oo 'tep ( z; E' )'tep ( 0 ; E') 
(ill-3-54) 

= 
!J.z' 1i2JGfo(z, 0; E' )12 

1-ltl(E')i2 'tep(z;E')'tep(O ;E') 

+oo , tlJGfo(z, N + 1; E' )1
2 

= L !J.z' lt2 (E' )lz · · 
z'=N+l 'tep(z;E')'tep(N + 1 ;E') 

= 
!J.z' 1i

2
1Gfo(z, N + 1; E' )1

2 
(ill-3-55) 

1 - lt2(E')i2 'tep(z;E')'tep(N + 1 ;E') 

d'où : 

+oo 
L!J.z' T(z,z';E) f(z';E) 
-oo f(z;E) = +oo 

L !J.z' T( z, z'; E) 

= Tc1 f(O; E) + 'fsn + T'2 f(N + 1; E) 

Tc1 + ~ + Tt2 

-oo 

(lll-3-56) 

avec: 



CHAPITRE III 114 

rn* E ~1 1i21Gfn(z, 0; El)l2 
Tc1 = LAEI 

2rrli2 ltl (El )12 t<J> ( z; E 1 
) t<J> ( 0 ; E 1 

) E'=E ... 1 -

rn* E ~1 n21Gfn(z,N + 1;E')I
2 

T~ = LAE' 
21C1i2 E'=E ... 1 - lt2(E')i2 t<p(z;E')t<p(N + 1 ;E') 

rn* N { E n21Gfn(z,z';E')I
2 

} 
Tsn = L~' f(z';E) LAE 1 

21C1i2 z'=l E'=E... t<p(z;E
1

)t<p(z
1

;E
1

) 

* N { E n2iGJb(z, z'; E' )~ } 
Tsd = ~ I&:l ::LAE' 

2rrli z'=I E'=E ... t<p(z; E 1)t<p(z1
; E 1

) 

(III-3-57) 

où la borne supérieure en énergie est fixée par la valeur de l'énergie " E " considérée. 

2) Compo.mntes du courant en régime non linéaire 

- La composante incohérente du courant (relation III-3-7) se discrétise de la manière 

suivante. 

Iincoh 
N 0 E_ E tl!Gro(z,z';E'l 
"" !:lz' "" .t).z "" M: [ f. (E en ) - f( z' · E)] "" M:' ---'-· ___ ....._L_ 
~ ~ ~ 0 - r-el ' ~ 't (1· E') 't (z'· E') 

z' = 1 z=-oo E = E... E' = E.,;, cp • cp • 

(III-3-58) 

compte tenu de la relation (III-3-48) : 

Iincoh 
{ 

1 12 } N E E 0 tï2 GR (0 z'·E') 
..:_ rn~•2 L &' f~[ fo(E- eJ..I.cl) - f(z'; E)] L~' :L& lt1(E')Iz 1D ' ' 
h 2 7r.Jr z'=l E=E_ E'=E.., z=-oo 'tfP(O;E')'tcp(z';E') 

(III-3-59) 

mrus pmsque : 



~CH.~~~P~1~TRE~l~U~------------------------------------------------~115 

o jGfo(o,z';E')j
2 

~ & lti(E')Iz - - = 
~ t (O· E')t (z'· E') 

z=-oo cp ' cp ' 

& jGfo(O,z';E')j
2 

1-jt1(E')j2 tcp(O; E')tcp(z'; E') 
(lll-3-60) 

donc: 

e rn* N E""" 
= h 

2
7tli2 LAz' L Lili [ fo(E- eJ.lci) - f(z'; E)] 

z' = 1 E = E .... 

(III-3-61) 

Pour la composante cohérente du courant (relation lll-3-7 ), les variables de position z et z' se 

trouvent à la fois dans les contacts de gauche et de droite respectivement. Nous utilisons donc les 

relations correspondant à l'extension des fonctions GR10(z,z';E) des sites d'interface vers l'intérieur 

des contacts. La relation (III-3-50) donne : 

O +oo jGf"n(z,z' ;E')j
2 

0 +oo ~~Rn(O,N + l;E')j
2 

, 
""'ôz ""'ôz' - - = ""'ôz ""ôz' lt1 (E' )iz - - lt2 (E' )iz 
~ ~ 't (z;E')'t (z'·E') ~ k.- 't (z·E')'t (z'·E') 

z=-oo z'=N+l cp cp ' z=-oo z'=N+l cp ' q> ' 

= 

d'où: 

avec bien sûr : 

ilz jGfn(O,N + I;E')j
2 

ilz' 

I-iti(E')i2 'tcp(z;E')'tcp(z';E') l-jt2(E')i2 

n2 jGfo(O, N + 1; E' )1
2 

tcp(O;E') tcp(N + l;E') 

(lll-3-62) 

(lll-3-63) 
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Itotal = Iincoh + Ieoh (ill-3-64) 

Régime linéaire 

- La discrétisation se fait de la même manière qu'en régime non linéaire. 

3) Potentiel chimique local 

-Pour discrétiser la relation (III-3-10) on peut utiliser les résultats de discrétisation de 

la fonction d'occupation f(z;E), en effectuant les sommations sur les énergies E et E'. 

En utilisant la relation (III-3-53) on peut écrire : 

'fsn = 

+oo 

LAz' T(z,z')~(z') 
+oo ~(z) = -oo 

LAz' T(z,z') 
-oo 

= T1 ~(0) + ~n + T2 ~(N + 1) 
Tl+~+T2 

21 R 12 rn* E.... Az' hGio(z,O;E) 

2 _to2 L AB fo(E) 2 ( E) ( ) 
11.u E =Emin 1 - lt1 (E)I 'tep z; 'tep 0; E 

rn* f AB fo(E) L llz' ID , ' ~(z') E N { n2 IGR (z z'- E)l2 } 

27th2 E =Emin z' = 1 'tep(z;E)-rep(z';E) 

(ill-3-65) 

(ill-3-66) 
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4) Composantes du courant en régime linéaire 

En partant des relations (ill-3-11), de la même manière que dans le cas non linéaire en 

utilisant successivement les relations (III-3-53), (ill-3-48), et (ill-3-60) on obtient pour la 

composante incohérente : 

J rn* N ~ { ~ 
Iincoh = h 

2 
L2 L ~· [ llcl - J.L(z')] L Llli fo(E) l ( )l2 

1ttr z' = 1 E = E . 1 - t1 E -
(ill-3-67) 

et pour la composante cohérente en utilisant les relations (ill-3-50) et (ill-3-62) on a : 

(ill-3-68) 

5) Potentiel chimique local à T=O 

-Dans ce cas il suffit d'utiliser les mêmes relations que pour l'obtention de J.l(z) 

ci-dessus. Le résultat final est le même excepté qu'il n'y a pas de sommation sur E et que la 

sommation surE' se fait jusqu'à l'énergie du niveau de Fermi. On obtient finalement : 

+oc 

:L&' f>(z,z')J.l(z') 

+oc J.l(z) = -oc 

:L&' f>(z,z') 
-oc 

'If J.l(O) + ~n + 'If J.l(N + 1) 

If + ~d + 'If 
(ill-3-69) 



~CH~~~P.~1~T.~RE~ll~1------------------------------------~--------------118 

r2I= 

rn* 
21t1i2 

rn* 
27t1i2 

&z' 

N { E 1i
2 1GR (z z'- E')l

2 
} F ID ' ' l:Az' LLlli' J.L(z') 

z' = 1 E' =Emin 't<p(z;E')'t<p(z';E') 

N { EF 1i
21Gf0 (z,z';E')j

2
} 

LAz' L Lili' ----'----'-'--
z' = 1 E' =E .... 't<p(z;E')'t<p(z';E') 

les expressions des composantes de courant sont les mêmes que ci-dessus. 

6) Densité locale d'états 

on a: 
* E 

= ~ :L&'N~n(z;E') 
21t1i E' =E · .... 

avec: 

N10 (z· E') = - _! lm GR (z z· E') 0 ' ID , , 
1t 

où la borne supérieure en énergie est fixée par la valeur de l'énergie" E "considérée. 

7) Densité locale de charges en régime non linéaire 

- Elle s'ecrit : 

E .... 

n(z) = :LAEN0 (z;E) f(z;E) 
E=Emin 

(ill-3-70) 

(III-3-71) 

(ill-3-72) 
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8) Densités locales de charges en régime linéaire 

On a : 

n(z) = rn* KBT Erx AE Ln{ 1 + e -(E·eJ.l(z))/kBT} NbD (z;E) 
2rrJz

2 
Emin 

(ITI-3-73) 

111-3-4- Organigrammes du calcul numérique 

- Afin de résumer les discussions ci-dessus nous allons décrire la procédure du calcul 

numérique étape par étape en suivant les organigrammes correspondants. 

0 D'une manière générale la procédure exacte du calcul numérique nécessite un calcul "self

consistent" du temps de perte de cohérence de phase t<p(z;E) par : (voir relations (ID-2-13) et 

(lll-2-14)) 

1 27tJ = h d(1iro) F(z;1iro)[n(z;E-1iro) + p(z;E+1iro)] 
't"'(z;E) 

n(z;E) = f(z;E)N 0 (z;E) 

p(z;E) = [1- f(z;E)]N 0 (z;E) 

(ID-3-74) 

Or f(z;E) et t<p(z;E) sont liés par les relations (ID-2-48) et (ID-3-74), ce qui implique de faire une 

itération entre ces deux relations jusqu'à obtenir une solution "self-consistent". Dans le cas où la 

fonction spectrale F(z;E) présente un maximum prononcé au voisinage de 1iro = 0, le terme entre 

crochets dans (111-3-74) est approximativement n + p = N0, tcp(z;E) est alors indépendant de f(z;E) . 

En pratique dans les cas plus généraux la dépendance de t<p(z;E) vis à vis de f(z;E) est suffisamment 

faible pour qu'on puisse éviter cette itération [Mc Lennan & al, 1991]. 

On écrit alors 

(Ill-3-75) 

Ce paramètre dépend de la position et l'on peut ainsi lui affecter des valeurs différentes selon sa 

position dans les contacts, dans la zone active ou encore dans les zones d'accès situées de part et 

d'autres des barrières. 
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0 Dans ces conditions la procédure de calcul est la suivante : 

r:r 1 )- Entrer les paramètre de calcul caractérisant la structure: 

Ltotal =longueur totale du système en (Â) 

LB= largeur de la barrière ( LB1, LB2, s'il y en a deux) en (Â) 

LP =largeur du puits de potentiel (s'il y en a) (en Â) 

rn* = masse effective en (Kg) 

EF =l'énergie du niveau de Fermi en (eV) 

ABc = hauteur de la barrière ( ou des barrières) de potentiel en (eV) 

AB = pas de discrétisation en énergie en (eV) 
'tcp(z) =temps de perte de cohérence de phase 

Liz =pas de discrétisation spatiale en (Â) 

f(z;E) = fo[E - e(!lo + Vapp(z))] fonction Fermi-Dirac 

r:r 2) - Calculer les éléments de la matrice complexe G~ correspondant aux fonctions de 

Green non perturbées : 

- pour les sites internes du système 

Ô~(m,n;E) = [ 
8

mn ] 

E - 2~ - 1•1 V(m) + i 2,'P~m) 

- pour les sites des deux contacts. 

G~-Io(O, O;E) = - ~ [Xl ± ~x? - 1 J 

G~-1D (N + 1, N + 1; E) = - ~ [ X2 ± ~ X2 
2 

- 1 J 
avec: 

~ = 
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E - !el V. -213 + i __!!:__ 
J 2't 

ql 

- 213 

où j est l'indice du contact concerné et Vj son potentiel. Le stgne est choisi selon que 

lxj ± ~x/ - 1! < 1 

r:r 3) - Calculer les éléments de la matrice complexe [1 - G~Û] correspondant au premier 

membre de l'équation de Dyson. 

r:r 4) - Calculer la fonction de Green retardée GR10 par la résolution du système matriciel 

complexe correspondant à l'équation de Dyson (III-3-35): 

[ 
E - Ho(z) + ih ] Gfo(z,z'; E) = 

2'tcp (z) 
ô(z- z') 

" 5) - Calculer la densité d'états : 

• E 

= ~ :L&:'N~0 (z;E') 
21th E' =E . 

""" 

" 6) - Calculer la fonction de distribution f(z;E) pour les sites internes du système en 

utilisant les valeurs initiales pour la première itération : f(z;E) = fo[E- e(J.to+Vapp(z) )] : 

f(z;E) = 

N E h21Gf0 (z,z';E')I
2 

LL\z' :L&: f(z'·E) 
z' = 1 E. 'tcp(z) 'tcp(z') ' .... 

A l'intérieur des contacts cette fonction est donnée par des conditions aux limites selon lesquelles 

dans les contacts f(z;E) est de la forme Fermi-Dirac fo(z) avec un potentiel chimique constant. On 
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tiendra compte de la variation de ce potentiel dans les conditions de l'application d'une polarisation 

extérieure. 

r::r 7)- Vérifier la convergence pour le calcul"self-consistent" de f(z;E) 

r::r 8)- Calculer la densité de porteurs: 

E ... 

n(z) = :LLlliN0 (z;E) f(z;E) 
E=E.,;, 

r::r 9)- Calculer le courant total et ses composantes: 

ltotal = Iincoh + Ieoh 

Iincoh = 

1i
21Gfn{O, N + 1; E')l

2 

'tep ( 0) 'tep (N + 1) 

cette procédure correspond au cas général d'un régime non linéaire et elle se répète pour toutes les 

valeurs de E. 

L'organigramme général correspondant est donné sur la figure (ill-3-10). 

I:J -Dans le cas de l'équilibre local le calcul "self-consistent" du potentiel chimique Jl(z) se 

substitue au calcul "self-consistent" de la fonction d'occupation :f(z;E) pour les sites internes du 

système (relations (III-3-65) et {ill-3-66)). Les valeurs initiales nécéssaires à la première itération 



~CH~~~P.~1~T.~XE~l~H--------------------------------------------------------123 

sont fixées en tenant compte du potentiel appliqué avec comme conditions aux limites pour le 

contact i, ~(z) = !li· 
En ce qui concerne le calcul de densité de charges ou du courant on utilise les relations 

correspondantes à ce régime à savoir respectivement relations (ID-3-73), (ID-3-67) et (ID-3-68). 

De la même manière que précédemment la procédure de calcul se répète pour toutes les valeurs de 

l'énergie E. 

L'organigramme général correspondant à cette procédure est donné sur la figure (ill-3-11). 

0- En régime linéaire le calcul du potentiel chimique ~(z) s'effectue da la même manière que 

dans le cas précédent et le calcul des grandeurs physiques est effectué à partir de relations faisant 

intervenir le développement au premeir ordre de la fonction de distribution f(z;E), (voir fig.III-3-12) 

0 -Dans le cas particulier des très basses températures (T ~ 0) du régime linéaire le calcul 

est seulement effectué à l'énergie du niveau de Fermi E = Ep et la procédure ci-dessus est exécutée 

une seule fois à cette énergie. 

Le calcul "self-consistent" du potentiel chimique est donc effectué à partir des relations (III-3-69) et 

(III-3-70). 
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Début 

Calcul de G~D(z,z';E) 

[
E-H,(z) +_ill_] Ga (z z'·E) = ô(z- z') 

2't.(Z) ID , , 

l 

N,(z;E)= ~ jdE' - -:lmGa (z z'·E') ' E { 1 } 
21tll1 ·G 1t ID ' ' 

1 

Valeurs initiales 

où: fo =fonction Fermi Dirac 

1 

Calcul de f (z;E) 

Sites des contacts f (z; E) = f 0 (E - eJ.l; ) 

Sites du système f(z;E) 
= J dz' T(z,z';E) f(z';E) 

J dz' f(z';E) 

T(z,z';E) 

Non,.. 

n(z) 

Solution de 

f(z;E) 

converge - t - elle ? 

= j dzN 0 (z;E) f(z;E) 

.:_ jdzjdz' jdET(z;z';E)[f(z;E) -f(z';E)] 
h cl 

fig.ID.3.10.- Schéma de procédure de résolution de l'équation 1-D de transport en régime 
non linéaire 
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Calcul de G ~0 (z,z';E) 

Valeurs initiales 

J.t(z) = J.l.o + Vapp (z) 

Calcul de ~(z) 

Sites des contacts ~ ( z) = ~; 

Sites du système ~(z) 
J dz' T(z,z') ~(z') 

J dz' ~(z') 

T(z,z') • ·- ( ôf) 
2:1Jl -~dE - f)~ 

E 1J'IG" (z z'·E')I1 

f dE. 10 ' ' 

-r (z-E')-r (z'·E') 
•OCJ cp ' cp ' 

Solution de 

Jl(Z) 

converge - t - elle ? 

f(z;E) = 
e(E - eJl(Z)) + l 

1 

n(z) = jdzN 0 (z;E)f(z;E) 

1 

11 =: JrlzJdz' JdET(z;z';E)[f(z;E) -f(z';E)] 
cl 

Fin 

fig.ill.3.11.- Schéma de procédure de résolution de l'équation 1-D de transport en régime 
d'equilibre local 
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Début 

Calcul de G~n(z,z';E) 

[
E-H

0
(z) +_iii_] GR. (z z'·E) = l>(z- z') 

2-r.(z) ID , , 

1 

N 0(z;E) = ~ JE dE'{-..!_ :mJ G~n(z,z';E')} 
21tli . .. 1t 

1 

Valeurs initiales 

J.L(z) = l-Lo + Vapp (z) 

~------------~1 
Calcul de J.L( z) 

Sites des contacts : J.L ( z) = J.1, 

Sites du système Jdz' T(z,z') J.L(z') 
: J.L(Z) = J dz' J.L(Z') 

T(z, z') .-~ ( é]f) 
= 2:1i 1 )~dE - ô~ 

Solution de 

j.L(Z) 

converge - t - elle ? 

n(z) = •jdE N,(z;E)f(z;E) 

où : f(z;E) = forme Fenni -Dirac 

1 

e2 J 11 = h dz J dz' T(z;z')[ J.t(z) - J.t(z')] 
cl 

fig.ill.3 .12. - Schéma de procédure de résolution de l'équation 1-D de transport en régime de 
réponse linéaire 
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III- 4 - Résultats Numériques 

111-4-1- Régime linéaire (Modèle strict 1-D) 

- Dans les calculs qui vont suivre le temps de perte de cohérence -r rp est considéré 

comme un paramètre d'entrée auquel on peut affecter des valeurs différentes selon sa position 

4-1-1- Diode à simple Barrière de potentiel 

- La structure 1-D simulée consiste en une simple barrière en Ga1_x Aix As 

non intentionnellement dopée (NID) de largeur LB variable, prise en sandwich entre deux couches en 

GaAs très dopées(fig. ID.4.11). 

Sauf mention contraire les paramètres de calcul sont les suivants : 

-rn* =rn* AsGa = 0.067 ffi() 

- Ep =50 meV 

- ABc= 220 me V 

- Laccès = 300 A (longueur fixe de chacune des couches d'accès) 

-Az=5Â 

GaAs GaAIAs GaAs 

• 1 NID 1 • 
AEc 

EF---------------8 c ________ __... 

4 .. 

LB 

Fig. ID.4.1. Structure schématisée d'une diode à effet tunnel 
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a) Etude de l'influence de "ïrp dans la barrière: Cas particulier des basses 
températures : T ~ 0 

- Dans cette partie du travail, nous cherchons essentiellement à mettre en place 

le logiciel en traitant un modèle de la littérature pour lequel la diffusion s'opère seulement dans la 

barrière. 

Le fait de traiter les très basses températures entraîne que dans la procédure de calcul numérique seul 

le niveau E = EF est à considérer. 

Sur la fig. (III-4-2), toutes les courbes sont représentées en échelles Log-Log. Elles représentent les 
variations en fonction de 'tep de la densité d'états au centre de la barrière (fig.b) d'une part, de la 

conductance totale (fig.a) et de ses composantes cohérente (fig.c) et incohérente (fig.d) d'autre part. 

Comme la tension appliquée Vapp est constante, les variations de conductance reflètent les variations 

du courant et de ses composantes cohérente et incohérente. Par ailleurs les conductances étant 

exprimées en unité ( e2Jh) la valeur 1 correspond au cas limite d'une barrière parfaitement 

transparente. 

La fig. III-4-3 présente les variations des mêmes grandeurs en fonction de la largeur LB de la 

barrière. 

Ces résultats correspondent à ceux déjà publiés dans la littérature (Néofotistos & al, 1991). Tis 

permettent en particulier de retrouver pour la composante Ieoh (fig.III.4.2c) des résultats classiques 
de l'effet tunnel obtenus avec un vecteur d'onde k calculé à partir d'une énergie : [œc -EF - iJi/'tcp] 

(Landau, 1967) indiquant en particulier une décroissance exponentielle en fonction de LB. Les 

résultats concernant la composante Iincoh sont interprétés par les auteurs cités ci-dessus en 

distinguant un régime de faible transparence Iincoh >> Ieoh puis en forte transparence. D'autres 

résultats expérimentaux sur des jonctions "tunnel" en GaAs/AlAs/GaAs (Bending, 1985); et en 

a-Si/SiOx (Naito, 1987; Collins, 1984) aux très basses températures et en régime linéaire ont aussi 

révélé des comportements qualitativement semblables à ceux présentés ci-dessus. 

Ces résultats que nous avons obtenus nous permettent de penser que l'outil numérique est 

opérationnel et qu'il est possible de l'utiliser pour des simulations aux températures T *O. 
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Fig. III.4.3. -Variation du courant total et de la densité d'états au centre de la barrière en fonction de 

LB pour différentes valeurs de 'tep 



~CH~~~P,~1~T~RE~ll~l----------------------------------------------------_Jl31 

Densite de Charge = f(position) 
Recherche du domaine d'energie 
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~ •• ; 
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- O•<E <•300 meV 

0 
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.. 
~ 
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n=f(z) 

,'( \ 
,' 1\ \ 
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-- LB=100 A 

0 L-~--------~~--~~--~~----~--~~ 
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Distance ( Angstroms) 

{a) 

(b) 

Fig.III.4.4. - Densité de charges en fonction de la position pour 'tcp=lOO ps partout. Fig.a 
représente l'influence du domaine d'intégration en énergie. et Fig.b. indique l'influence de la 
largeur de la barrière ( T=300K, EF=85 meV, Vapp=O) 
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b) Cas où T;eO 

- Dans ces conditions les différentes quantités sont calculées en tenant compte du domaine 

énergétique accessible aux électrons. 

b-1) Recherche du domaine d'énergie 

- Afin de tenir compte au mieux de l'effet de température d'une part et de l'effet de 

polarisation du composant d'autre part, sur l'énergie des électrons, nous avons étudié la limite du 

domaine énergétique à prendre en compte lors du calcul de Gf0 (z,z';E). 

L'étude est faite sur une structure à simple barrière de largeur LB=SO A et d'une longueur totale de 

400 A. Le paramètre 'tep est fixé partout égal à lOOps et la hauteur de barrière est égal à 220meV. 

Pour un niveau de Fermi de 85 meV, l'étude à 300K de la densité de charges n(z) obtenue avec 

différentes valeurs de la borne supérieure du domaine d'intégration en energie, montre que les fortes 

oscillations parasites observées sur n(z) disparaissent pour une borne;;::: 200 meV (fig.ID.4.4a). 

Cette valeur correspond à peu près à Ep + SkaT. (KaT ~ 25 meV). Nous en déduisons qu'à une 

température T il faut étendre le domaine d'intégration en énergie jusqu'à une valeur : 

D'une manière semblable puisque l'application d'une polarisation extérieure - IVappj, ne fait que 

déplacer le bas de la bande de conduction, le domaine des énergies à une température T peut être 

fixé par les bornes Emin et Emax avec : 

Emin = - IVappj et 

b-2) Etude de la densité d'états et de la densité de charges 

- En considérant les remarques ci-dessus concernant le domaine d'énergie des 

électrons nous avons calculé pour le cas d'équilibre à T=300K, l'évolution de la densité de charges 

n(z) et de la densité d'états N0(z;E) en fonction de la largeur LB et de la hauteur .ABc de la barrière. 

Sur les figures (ID.4.4.b) et (ITI.4.5.c&d) nous avons présenté les évolutions de la densité de charges 

n(z). On peut constater que l'allure qualitative de n(z) est indépendante de la largeur et de la hauteur 

de la barrière tandis que quantitativement on peut observer de légères variations dans la barrière en 

fonction de ces deux paramètres. 
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Fig.lll.4.5. - Influence de ~c à l'équilibre sur la densité d'états au centre de la barrière et la 

densité de charges pour LB= 50 A et LB= 100 A à T=300K. ( EF=85 meV, 'tep= 100 ps 
Ltotal= 650 A) 
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Fig.III.4.6. -Densité d'états aux différents points (fig.a & b) et le nombre d'états en tous points 
(fig.c & d) de la structure à l'équilibre pour LB= 50 A et LB= 100 A à T=300K. 

(EF=85 meV, 'tep= 100 ps; Lille =220 meV, Ltotal= 650 A) 
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Par ailleurs l'évolution de la densité d'états au centre de la barrière en fonction de la hauteur de celle

ci pour deux largeur LB= 50 A et LB= 100 A (figures ill.4.5.a&b) appelle certaines remarques: 

cr D'une part on peut constater que comme dans le cas des courbes de coefficient de 

transmission en fonction de l'énergie, la largeur des pics de densité d'états dépend de l'épaisseur de la 

barrière. Cette largeur diminue lorsque l'épaisseur LB de la barrière augmente. 

cr D'autre part on peut remarquer que les pics de densité d'états évoluent en fonction de la 

hauteur de la barrière ABc. L'amplitude augmente et le pic se déplace vers des énergies plus élevées 

lorsque la hauteur de la barrière augmente. Par ailleurs on peut noter que ces pics sont situés à des 

énergies supérieures ou égales à ABc, ce qui exclue à priori l'existence de densité d'états à l'intérieur 

d'une barrière de potentiel constituant une région interdite pour les électrons. 

Les évolutions de la densité d'états en différents points de la structure de la simple barrière à savoir 

dans les contacts, au milieu des accès et au centre de la barrière sont regroupées sur la figure 

(lll.4.6a&b) pour deux valeurs de LB = 50 A et LB = 100 A. Comme on peut s'y attendre à 

l'équilibre, la structure est parfaitement symétrique et le maximum d'amplitude pour la densité d'états 

se trouve dans les contacts. 

Par ailleurs la courbe du nombre d'états en fonction de la position indique (fig.ill.4.6.c) met bien en 

évidence l'existence de la barrière. 

En créant un déséquilibre entre les deux contacts par l'application d'un potentiel extérieur (figure 

ill.4. 7), le pic de densité d'états correspondant au contact soumis à ce potentiel se déplace vers les 

énergies négatives jusqu'à la valeur- !Vappj. 

b-3) Caractéristiques de conduction I=f(V app) et potentiel chimique local 

- Les caractéristiques de conduction de la simple barrière de largeur LB=50 A à 

T=300K pour deux régimes balistique c'est à dire non diffusif ('tep= 100 ps) et diffusif ('tep= 0.1 ps) 

sont reportés sur la figure lli. 4. 8. 

Dans le cas d'un régime balistique le courant total se confond avec sa composante cohérente 

(fig.ill.4.8a), ce qui cesse d'être vrai lorsqu'on passe en régime diffusif. 

Dans le cas considéré ('tep= 0.1 ps) cependant la contribution incohérente reste faible (fig.ill.4.8b), et 

l'on n'enregistre pas de différence sensible d'un régime à l'autre au niveau du courant total 

(fig.ill.4.8c). 
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En effet le courant est fonction du potentiel chimique local ~(z). Or comme on peut le constater sur 

la figure ID.4.9, celui-ci ne présente pas de variations sensibles en fonction de 't<p et le courant total 

reste pratiquement constant. 

4-1-2- Diode à double Barrière de potentiel 

- n s'agit d'une structure symétrique composée d'une double barrière de largeur 

LB 1 =LB2=28 A et d'un puits de potentiel de largeur LP=45 A. La longueur totale est de 451 A et 

les couches d'accès sont d'une longueur de 175 A. Le schéma correspondant se trouve sur la figure 

IIT.4.10. 

Le niveau de Fermi est de 85 meV, ce qui correspond à un dopage des couches 

d'accès de 2.1018 cm-3 . La hauteur des barrières est fixée à 270 meV.Et Az = 5.65 A., XAl = 30 %. 

GaAs GaAJAs GaAs ~ GaAs 

• 

AEc 

EF---------------
BC 

BV u u 
Fig.ffi.4.10.- Schéma d'une diode à effet tunnel résonant. NID indique les régions Non 

Intentionnellement Dopées 
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a) Densité de charges en fonction du niveau de Fermi 

- Les résultats de calcul du profil de charges à l'équilibre, en fonction de l'énergie du 

niveau de F errni Ep ont été reportés sur la figure III.4 .11. 

On constate qu'à une énergie Ep donnée le profil de charges reste pratiquement insensible aux 

variation de 'tep dans le système. Mais par contre la quantité de charges piégées dans le puits diminue 

en fonction du niveau de Fermi. Ce qui peut être indicatif du fait que pour une hauteur de barrière 

Lllic donnée, une faible énergie de niveau de Fermi traduit une faible énergie moyenne pour les 

électrons et par conséquent un passage plus difficile dans le puits de potentiel. D'où la décroissance 

du pic de charges dans le puits en fonction de Ep. 

b) Densité d'états 
- L'étude qui suit est faite en régime balistique c'est à dire avec 'tep = 100 ps dans 

l'ensemble des différentes zones y compris les contacts. 

Les variations de densité d'états N0(z) = f(z) en différents points de la structure à savoir dans 

les contacts, les accès, les barrières et le puits de potentiel sont représentées sur les figures III.4.12 à 

III.4.15. 

On peut à partir de ces courbes directement constater l'influence d'une polarisation extérieure sur 

l'évolution de la densité d'états : 

cr Dans les contacts: [fig. III.4.12 a&b] 

- Le contact 1 étant toujours à l'équilibre, la densité d'états reste donc insensible aux 

variations du potentiel extérieur. Mais par contre le pic de densité d'états correspondant au deuxième 

contact soumis au Vapp, se déplace à gauche vers les énergies négatives et se situe pratiquement à la 

valeur correspondante au -IVappl. 

r:r Dans les accès: [fig. III.4.13a&b] 

- Les densités d'états aux points situés au centre des accès ont un comportement 

semblable à celui des deux contacts cités ci-dessus. En effet la différence de potentiel s'applique en 

faite à la zone des barrières. Ainsi pour le premier accès il n'y a pas de variation en fonction de Vapp 

mais par contre le pic du deuxième accès tout en conservant son amplitude et sa largeur initiale se 

déplace vers les énergies négatives en fonction de -IVappl. 
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cr Dans les barrières: [fig. 111.4.14 a&b] 

- Les deux barrières étant soumises à la polarisation extérieure on constate alors une 

évolution importante de la densité d'états calculée en leurs centres respectifs, en fonction de Vapp. 

La symétrie du système est rompue sous l'effet de polarisation. On remarque que dans chacune des 

barrières la courbe de densité d'états en fonction de l'énergie présente deux pics. Le premier pic est 

situé aux énergies plus hautes et son existence correspond à celle d'une densité d'états pour des 

énergies supérieures à la hauteur de la barrière. Le déplacement de ce pic est fonction de la valeur 

locale du potentiel et son évolution est similaire à celle qu'on peut obtenir pour une simple barrière 

polarisée. 

Le second pic situé aux énergies plus basses est lié à l'existence de phénomène d'interférence [Kim & 

Arnold, 1988] en relation avec la présence d'une second barrière de potentiel dans le voisinage de 

celle considérée. 

cr Dans le Puits de potentiel: [fig. III.4.15.] 

- La région du puits étant soumise au potentiel appliqué on constate alors une 

variation de densité d'états au centre de celui-ci en fonction de Vapp. Le pic de densité d'états 

diminue en amplitude et se déplace vers les énergies négatives en s'élargissant. 

L'évolution de la densité d'états au centre de la barrière est essentiellement porteuse de deux 

informations très intéressantes : 

1- l'énergie à laquelle se situe le pic est indicatrice du niveau d'énergie résonant dans 

le puits 

2- La largeur énergétique de ce pic à mi-hauteur indicatrice du temps de résidence 

moyen des "électrons" dans l'état d'énergie considéré. [Bruno & Bahder, 1989] 

Ces études préliminaires en régime d'équilibre local, faites sur un modèle strict 1-D, nous permettent 

envisager l'étude d'un modèle quasi 1-D. 
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111-4-2-Régime d'équilibre local (Modèle quasi 1-D) 

Etude d'une diode à double Barrière de potentiel 

- Nous reprenons la structure double barrière détaillée ci-dessus afin de la traiter à 

partir d'un modèle quasi ID plus physique. 

Nous commençons par une étude comparative avec les résultats obtenus par les approches 

cohérentes de Wigner et de Schrodinger (chapitre II). Puis après avoir étudié une structure 

100/50/100 A, nous faisons une étude en fonction de la température et du paramètre 'tep pour une 

structure 50150/50 A. 

4-2-1- Comparaison avec l'approche de Wigner 

Nous avons reporté sur la fig.III.4.16 les caractéristiques de conduction de deux types de structures 

en régime balistique ou cohérent obtenues à 77K et 300K. La comparaison des résultats de 

simulation obtenus par le présent modèle avec ceux du formalisme de Wigner exposés au chapitre II 

montre un écart net entre ceux-ci. Les valeurs typiques relevées sont portées dans les tableaux I et II. 

structure Modèle Température JQ/Jv 

28/45/28 A Wigner 300K 2 
Il Schrodinger Il 3.89 
Il "Self-energy" locales Il 4.24 

('tep =lOOps) 

Il Wigner 77K 2.84 
Il Schrodinger Il 6.9 
Il "Self-energy" locales Il 6.8 

('tep =lOOps) 

Tabeau.I. Comparaison des résultats de différentes simulations pour une structure 28/45/28 A 
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Fig.ill.4.17. - Caractéristique J = f(V) d'une structure 100/50/100 A à 300K (fig.a) et 77K 

(fig.b) pour 'tep= 100 ps (EF=85 meV, Lille =270 meV, Ltotal = 450 A) 
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structure Modèle Température Jp/Jv 

50/50!50 A Wigner 300K 1.14 
Il Schrôdinger Il 3.32 
Il "Self-energy" locales Il 3.7 

('tep =100ps) 
Il Expérience* Il 1.5 - 1.8 

Il Wigner 77K 1.44 
Il Schrôdinger Il 29.7 
Il "Self-energy" locales Il 38 

('tep =100ps) 
Il Expérience* Il 6-8 

Tabeau.II. Comparaison des résultats de différentes simulations pour une structure 50150/50 A 

Comme on peut le constater la simulation avec le présent modèle des fonctions "self-energy" locales 

dans des conditions balistiques ('tep = 100 ps) semblables à celles des modèles de Wigner et de 

Schrôdinger, nous donne des résultats plutôt satisfaisants. En effet contrairement aux résultats du 

modèle de Wigner qui sous estime systématiquement à basse température le rapport Jpic/Jvallée, le 

modèle des fonctions "self-energy" locales conduit à une surestimation de ce rapport comme dans le 

modèle de Schrôdinger. Nous pouvons donc espérer réduire cette surestimation en jouant sur 'tep . 

4-2-2- Structure 1001501100 A 

- La caractéristique de conduction simulée à 300K d'une structure 100/50/100 A 
(fig.ID.4.17) n'indique pas l'existence d'une résistance différentielle négative (dénotée RDN), tandis 

qu'à 77K on relève un rapport Jp/Jv égal à 67.7. Ces résultats sont en accord qualitatif avec les 

relevés expérimentaux sur ce type de structure (Vanbesien & al, 1991). En effet aux températures 

élevées à cause d'une augmentation très rapide du courant vallée, le rapport Jp/Jv diminue 

considérablement et il est difficile d'observer l'effet d'une RDN dans ces conditions. A 77K nous 

obtenons là encore une valeur surestimée de Jpic/Jvallée que celle du relevé expérimental au 

voisinage de 20. Cet écart demande à être réduit là encore en agissant sur 'tep. La démonstration de 

ce point est faite avec une structure 50/50/50 A. 

* Vanbésien 1991a &b; Sollener, 1983; Reed,1986; Shewchuk, 1985; Thomas, 1989 
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Fig.III.4.18. -Effet de la température sur l'évolution de Jpic, Jvallée et leur rapport Jp/Jv pour une 
structure 50150/50 A. Cas 1 : milieu complètement balistique avec 't'cp= 100 ps partout (fig.a&b). 

Cas 2 :zones active balistique avec 't'cp= 100 ps, ailleurs 't'cp= 0.02 ps. 
(EF=85 meV, Lille =270 meV, Ltotal = 450 À) 
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4-2-3- Structure 50/50150 A 

a) Etude en fonction de la température T 

-Nous avons étudié l'influence de la température sur une structure 50150/50 A pour 

deux cas différents. Cas 1 : le milieu est balistique en prenant 'tep = 100 ps partout d'un contact à 

l'autre, Cas 2 : en prenant 'tep= 0.2 ps dans les contacts ainsi que dans les zones d'accès, et 'tep= 100 

ps dans la zone active de la double barrière considérée comme balistique c'est à dire non dissipatif 

Les évolutions des densités de courant pic et vallée et celle de leur rapport sont représentées sur la 

fig.III. 4.18. On peut noter que tandis que la densité de courant vallée présente une croissance 

importante en fonction de la température, la densité de courant pic a plutôt un comportement 

presque stationnaire au départ (diminue très légèrement) puis se met à augmenter à partir de 

250meV (fig.ID.4.18. a&c). Le potentiel correspondant au courant pic reste pratiquement insensible 

aux variations de la température et égal à llOmeV. Le rapport Jp/Jv correspondant par conséquent 

présente une décroissance au fur et à mesure que la température augmente (fig.III.4.18.b&d). En 

effet dans les deux cas étudiés à partir d'une température critique T= 450K (contre la valeur 

expérimentale de 410K, Vanbésien & al 1991a&b) l'effet de la résistance différentielle négative 

disparaît car l'augmentation de Jpic n'est plus assez suffisante pour garder le rapport Jp/Jv 

constant.(fig.ID.4.18.e&f). 

Ces résultats correspondent, qualitativement aux résultats expérimentaux ainsi qu'à ceux obtenus par 

simulation à partir de l'équation de Schrôdinger sur ce type de Structure. (Saint-Pol & al,1990; 

Vanbésien & al, 1991a&b, Chevoir,1992; Ohnishi,1988; Pritchard,l989; Bar-Joseph,1991). 

b) Etude en (onction de Tq> 

Les caractéristiques de conduction J =f(Vapp) à 77K et 300K pour le Cas 2 ci-dessus 

ont été reportées sur la fig.(ID.4.19a&b). On constate qu'avec les valeurs de 'tep choisies, le courant 

total est essentiellement du à sa composante cohérente. 

A 300K nous obtenons un rapport (Jp/Jv) = 2.27 tandis qu'à 77K ce rapport est égal à 11. 76. En 

comparant ces résultats avec des relevés expérimentaux on constate qu'il y a une concordance et que 

l'amélioration est nette par rapport aux résultats obtenus avec le formalisme de Wigner et pour lequel 

le rapport Jp/Jv est pratiquement sous estimé. 

Ces résultats qui conduisent à approcher les valeurs expérimentales de Jp/Jv à 300K et à 77K sont 

obtenus en supposant que la zone de la double barrière est balistique. 
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Fig.III.4.19. Influence de diffusion dans la zone active d'une structure 50/50150 A à 300K et à 77K.. 

Cas 2 :zone active balistique avec 'Tep= 100 ps, ailleurs 'Tep= 0.02 ps (fig. a&b). Cas 3 : zone active 

diffusive avec 'Tep= 1 ps (fig. c&d). Les figures (e & f) comparent les courant I_total. 

(,EF=85 meV, Lille =270 meV, Ltotal = 450 A) 
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Fig.III.4.20. - Influence de 'tep sur la caractéristique J(V) d'une structure 50/50150 Â. 

Cas 1 : milieu complètement balistique avec 'tep = 100 ps partout. Cas 2 : zone active balistique avec 

'tep= 100 ps, ailleurs 'tep= 0.02 ps (fig. a&b). Cas 3 : zone active diffusive avec 'tep= 1 ps (fig. c&d). 

Les figures (e & f) comparent les courant I_total.(EF=85 meV, œc =270 meV, Ltotal = 450 Â) 
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Afin d'étudier l'influence de la diffusion dans cette zone nous y avons fait varier 't<p en gardant ailleurs 

la valeur précédente 't<p =0.2 ps. (Cas 3) 

Nous avons reporté sur fig.(III.4.19c&d) les résultats obtenus à 300K et à 77K avec 't<p =1 ps dans la 

zone des barrières. On constate qu'avec les valeurs de 't<p choisies, le courant total est essentiellement 

du à sa composante incohérente. Par ailleurs on observe que pour 't<p = 1ps on a Jp/Jv =1.86 à 300K 

et Jp/Jv = 7.95 à 77K ce qui correspond sensiblement aux valeurs expérimentales. 

Les caractéristiques de conduction J==f(Vapp) correspondant aux trois cas énumérés ci-dessus sont 

reportées sur la figure ill.4.20 et les résultats obtenus sont rassemblés dans les tableaux III & IV. 

't<p (ps) Température (K ) (Jp/Jv)Exp (Jp/Jv) obtenu 

_(contact 1 accès 1 Zone Active) 

100 1 1001 100 ps 300K 1.5- 1.8 3.7 

0.2 1 0.2 1 100 ps Il 1.5 - 1.8 2.27 

0.2 1 0.2/ 1 ps Il 1.5 - 1.8 1.86 

Tableau. m. Infulence de diffusion sur le rapport des courants à T=300K 

't<p (ps) Température (K ) (Jp/Jv)Exp (Jp/Jv) obtenu 

(contact 1 accès 1 Zone Active) 

1001 1001 100 ps 77K 6-8 38 

0.210.21 100 ps Il 6-8 11.76 

0.210.2/ 1 ps Il 6-8 7.95 

Tableau. IV. Infulence de diffusion sur le rapport des courants à T=77K 

On peut alors conclure qu'en choisissant correctement la valeur de 't<p il est possible de faire des 

prédictions plus satisfaisantes sur le comportement du composant. 

111-5 - Conclusion 

- Dans ce chapitre, nous avons exprimé les grandeurs physiques : courant, densité d'états, 

densité de charges, pour un modèle de structure semiconductrice à hétérojonctions en relation avec 

des contacts de polarisation. Ce système quantique hors d'équilibre a été traité à partir du formalisme 

de Keldysh qui permet de ramener le problème à la résolution couplée de deux équations intégro-
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différentielles où les fonctions "self-energy" permettent de tenir compte des interactions subies par 

les électrons. 

Nous traitons alors de manière exacte l'influence du potentiel appliqué et de manière 

perturbative au I er ordre la diffusion des électrons à partir d'un Hamiltonien d'interaction locale 

proposé par S-Datta. 

L'influence du potentiel cristallin est traitée dans 'l'approximation de la masse effective. Les 

discontinuités et courbures de bandes dues à la charge d'espace interviennent sous la forme d'un 

potentiel de Hartree qui peut être rendu "self consistent" si l'on inclue l'équation de Poisson, ce que 

nous n'avons pas fait dans ce travail. 

Nous avons montré que ce formalisme des fonctions "self-energy" locales permet d'obtenir la 

fonction d'intérêt physique G< à partir de la résolution d'une équation cinétique pour GR qui 

introduit naturellement un temps de perte de cohérence de phase 't<p(r;E) lié aux interactions 

diffusives considérées. 

Nous avons traité le cas du régime statique et montré que le calcul des grandeurs physiques 

fait intervenir une fonction de distribution énergétique locale ftr;E) pour les électrons du système. La 

détermination "self-consistent" de ftr;E) est couplée à celle de 'tcp(r;E). Dans le cas de l'équilibre local 

ftr;E) prend une forme de type Fermi-Dirac qui fait intervenir un potentiel chimique local Jl(r). Par 

ailleurs dans cette situation, nous avons vu qu'il s'opère un découplage des énergies au niveau du 

calcul et qu'il devient assez justifié de considérer 't<p comme un paramètre. Partant de ces 

simplifications, nous avons pu alors revenir à la résolution de l'équation pour GR où 't<p est introduit 

"ab initio", indépendamment du calcul de ftr;E). 

Nous avons alors discrétisé l'équation pour GR pour l'écrire ensuite sous une forme matricielle tout à 

fait semblable à celle que l'on pourrait obtenir dans un problème d'Hamiltonien en liaisons fortes. 

Cette coïncidence formelle nous permet alors d'utiliser des techniques de la littérature. 

Nous déterminons GR en utilisant l'équation de Dyson et plus précisément sa restriction à une 

portion limitée de l'espace physique qui comprend la zone des barrières et les zones d'accès. Les 

contacts considérés comme des réservoirs infinis, sont pris en compte intégralement dans une étape 

de calcul préalable qui est totalement analytique. 

L'extension de GR nécessaire au calcul du courant est également analytique. On réalise ainsi une 

économie appréciable au niveau des calculs numériques. Une économie supplémentaire est faite en 

ramenant le calcul de la fonction GR d'un problème quasi ID à celle d'un problème ID strict. 
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Finalement nous donnons les expressions numériques des différentes grandeurs physiques et le mode 

d'emploi des logiciels sous forme d'organigrammes pour régime général, le régime d'équilibre local et 

le cas particulier du régime linéaire. Partout, l'influence de la température est prise en compte. 

Nous achevons la mise en place du logiciel en particulier par l'ajustement des frontières du 

spectre énergétique optimal à considérer en fonction de la température et de la polarisation 

appliquée, en traitant le cas d'une simple barrière tunnel. Nous indiquons alors que nous retrouvons 

des résultats déjà publiés pour cette structure à propos du courant et des densités d'états. 

Nous appliquons enfin le logiciel à deux structures de diode à effet tunnel résonant pour 

établir leur caractéristique J(V) et faire une première étude sur l'influence de la diffusion. Nous 

montrons que la diffusion en particulier dans les zones d'accès réduit sensiblement le rapport 

Jpic/Jvallée . 

Ainsi les contacts jouent un rôle important pour les performances du composant dans la mesure où 

des contacts diffusifs détériorent la résistance différentielle négative. 

Nous indiquons enfin dans quelles conditions on peut approcher les valeurs Jpic/Jvallée à 

300K et à 77K pour une structure 50/50150 A. 



Conclusion Générale 



Conclusion Générale -Discussion 

0 Le but de ce travail a consisté à mettre en place les éléments de base d'un 

logiciel capable de simuler le comportement de composants quantiques en régime statique. Nous 

faisons état des premiers résultats obtenus. lls sont relatifs au transport perpendiculaire dans des 

hétérostructures à semiconducteurs du type : diode à effet tunnel résonant. L'étude est réalisée à 

partir de deux formalismes permettant de traiter des systèmes de caractère quantique hors d'équilibre: 

le formalisme de la fonction de Wigner et le formalisme de Keldysh pour les fonction de Green. Nous 

montrons au passage, le lien qui existe entre ces deux approches. 

De façon générale, les modèles de composants utilisés dans ce travail sont élémentaires et de 

type quasi lD. lls traitent le composant comme un système ouvert comportant une zone à caractère 

quantique ( zone des barrières) pincée entre deux zones d'accès qui ont un rôle d'interfaçage avec les 

contacts de polarisation. 

Les contacts sont modélisés comme des réservoirs à l'équilibre, caractérisés par leur température et 

leur potentiel chimique. 

L'effet du potentiel extérieur est toujours traité de manière non perturbative. L'effet du 

potentiel cristallin est traité dans l'approximation de la masse effective. Les discontinuités de la bande 

de conduction sont prises en compte par un terme de potentiel. Pour simplifier, la masse effective est 

supposée constante dans toute la structure et la carte de potentiel figurant le bas de la bande de 

conduction est fixée à priori et n'est pas corrigée ensuite de manière 11Self-consistent11
• Rien 

n'empêche avec les formalismes choisis de lever ces restrictions au prix, bien sûr, de calculs 

supplémentaires. Mais au stade du développement où nous sommes, l'accent est mis sur le problème 

des contacts, nécessairement traités comme partie intégrante du composant. 

Dans le cadre du formalisme de Wigner, le problème des contacts est traité sans pouvoir 

introduire de mécanisme de perte de cohérence de phase. De ce point de vue donc, les zones d'accès 

n'ont pas de rôle actif et leur présence ne sert qu'à éloigner la frontière avec les contacts assimilés à 

des réservoirs à l'équilibre. Ceux-ci se comportent comme des corps noirs dans leur échange 

électronique avec les zones d'accès. par ailleurs, la température apparaît uniquement au niveau de la 

distribution énergétique des électrons des réservoirs. 
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D'un point de vue critique, on retient à propos des simulations effectuées, deux difficultés sans doute 

liées: 

r:r La première concerne l'impossibilité de rendre compte des variations 

expérimentales du rapport Ipic/Ivallée en fonction de la température. Avec le modèle utilisé 

l'influence de la température reste faible. 

r:r la seconde est relative à la taille rapidement excessive des matrices à traiter 

numériquement. Nous avons rencontré ce problème en particulier à propos des structures à barrières 

plus épaisses où il importe d'échantillonner correctement le pic de transmission pour obtenir des 

résultats significatifs. 

Nous avons montré que la solution ne réside pas en priorité dans l'accroissement de la taille mémoire 

nécessaire au traitement d'un échantillonnage en " k " plus serré, mais qu'elle consiste plutôt à utiliser 

un pas variable pour cet échantillonnage qui est alors optimisé. 

Nous avons indiqué que le calcul de la transformée de Fourier discrète du potentiel VR(r) 

doit s'effectuer de manière séparée et que rien n'empêche ensuite de sélectionner parmi les valeurs de 

" k " mise en jeu, un sous ensemble restreint pour le calcul de la fonction de Wigner proprement dit. 

La taille de ce sous ensemble est alors conditionnée par les capacités du calculateur. 

Malgré cette économie de moyens, il semble bien que certains obstacles au développement du 

formalisme de Wigner persistent. D'une part, le problème de la taille mémoire ressurgit pour la 

simulation des systèmes 2D ou 3D dont le traitement constitue le prolongement de ce travail. D'autre 

part, l'introduction d'un temps de perte de cohérence de phase ne peut se faire que de façon 

phénoménologique et donc fort peu satisfaisante. 

Pour ces raisons nous avons repris ( chapitre ID ) l'étude du système contacts-composant à 

partir du formalisme de Keldysh en introduisant des diffusions supposées locales selon un modèle 

proposé par S-Datta. Ce modèle permet alors d'introduire en relation directe avec l'hamiltonien 
d'interaction, un temps de perte de cohérence de phase local t<p comme un paramètre et non comme 

une grandeur calculée de façon "self-consistent" en relation avec ftr;E) la fonction de distribution 

énergétique des électrons dans le composant et ses accès. TI y a lieu, bien entendu, dans la suite de ce 

travail de justifier cette démarche simplificatrice et d'en cerner les limites de validité à partir d'un 

calcul numérique plus complet. 

Dans les simulations effectuées 't<p permet donc de contrôler le rôle diffusif des zones d'accès 

mais aussi celui des contacts et au besoin celui du composant. 

Dans le modèle , la température T intervient de façon explicite au niveau de la fonction de 

distribution énergétique des électrons dans les réservoirs mais aussi dans le composant et ses accès, 

du moins en régime d'équilibre local. 
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Les développements théoriques indiquent par ailleurs que 'tep dépend de T dans la mesure où 

il dépend de la distribution énergétique N(E) de type Bose-Einstein pour les diffuseurs supposés à 
l'équilibre. Mais le fait de traiter ici, 'tep comme un paramètre, le rend du même coup simplement 

ajustable en fonction de T. Ces points importants demandent des études numériques 

complémentaires pour être améliorés. 

Quoiqu'il en soit, les simulations effectuées sur des structures tests montrent que l'effet de 'tep 

est très significatif sur la caractéristique I(V) des systèmes composant-contacts. Il est possible 

d'encadrer les valeurs expérimentales de la littérature pour le rapport Ipic/Ivallée à 300K et à 77K. A 

ce stade de l'étude , il paraît quelque peu illusoire de poursuivre plus avant la comparaison simulation 

expérience. 

Les premiers résultats encourageants demandent à être confortés par d'autres études sur des 

modèles plus proches de structures réalisées en pratique. Ainsi par exemple des structures à accès 

non intentionnellement dopés pour lesquels le calcul "self-consistent" du potentiel de Hartree paraît 

important, ou encore des structure 2D. Le traitement de telles structures ne passe pas par une 

révision profonde des éléments essentiels mis en place. Soulignons en effet pour terminer que les 

calculs numériques avec le formalisme choisi, restent raisonnables car une partie importante du 

traitement des équations discétisées peut être effectué de façon analytique à partir de techniques 

propres au domaines de l'approximation des liaisons fortes. En particulier, nous avons montré 

comment traiter le couplage aux réservoirs de taille infinie tout en limitant le calcul numérique à la 

région comprise entre ceux-ci sans faire de troncature pour autant. 

La technique est applicable aux systèmes 2D mais nous avons limité l'exposé au cas des systèmes 

quasi ID. 

Il semble donc qu'un champ expérimental intéressant puisse être exploré à partir du logiciel proposé 

dans ce travail. 



ANNEXES 



ANNEXE/ 

NOTES SUR LA SECONDE QUANTIFICATION 

La méthode de seconde quantification s'impose en théorie relativiste où 

l'on a affaire à des systèmes de particules dont le nombre lui-même est variable .(Landau; 1958) 

En effet dans cette méthode le concept du champ est utilisé pour décrire un système de particules, et 

les particules du système sont considérées être des " quantas " d'un certain champ et l'interaction 

entre elles est réalisée à travers d'autres particules . Les champs de particules sont fonction de trois 

coordonnées spatiales et le temps . Ces coordonnées sont des ' points ' dans l'espace et pas les 

coordonnées des particules . Puisque les particules sont considérées d'être des quantas du champ , la 

méthode de 2nd quantification est particulièrement adaptée pour étudier des systèmes dans lesquels 

les particules se transforment en d'autres particules . Ainsi cette méthode facilite considérablement 

l'étude des systèmes comportant un très grand nombre de particules identiques . (Davydov M. Q) 

Dans l'étude des systèmes constitués d'un très grand nombre de particules identiques afin d'éviter une 

description excessivement détaillée des états de mouvement des N particules du système , on utilise 

souvent une nouvelle représentation des fonctions d'onde et des opérateurs dites " représentation en 

nombre d'occupation " .. 

Prenons par exemple un ensemble de N particules , contenues dans un volume n , muni des 

conditions aux limites périodiques . Pour décrire l'état de tel système , on utilise habituellement la 

fonction d'onde 'P( rhr2, ... ,rN), dépendant des 4N coordonnées (3 coordonnées d'espace et une de 

spin) des particules dans l'espace de configuration . 

Une telle représentation permet de généraliser naturellement les méthodes mises au point pour une 

particule. 

Mais si l'on considère un ensemble complet d'états à une particule , par exemple des ondes planes de 

vecteur d'onde ' k ' ( en ignorant le spin ) ,on peut repérer l'état du système en indiquant le nombre nk 

de particules se trouvant dans la " case " k . Nous sommes ainsi amené à choisir comme vecteurs de 

base de " l'espace des états du système total " , les vecteurs : 
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ln}, ............... ,nk, .......... > (AI-l) 

où chacun des nk peut prendre des valeurs positives entières quelconques (remarquons que le 

nombre total de particules n'est pas précisé ) . Un tel état est simplement un produit (éventuellement 

symetrisé ou antisymetrisé ) d'ondes planes , une pour chaque particule. D'où l'intérêt de cette 

représentation . (Nozieres, 1963 ) 

Afin de décrire des processus physiques d'absorption ou de production de particules dans un état 

donné on définit des opérateurs abstraits qui ont la propriété d'augmenter ou de diminuer le nombre 

de particules dans cet état. Un opérateur de création est une transformation qui change tout état à 

N particules en un état à (N+ 1) particules : 

ck* 1 ....... 'nk> ....... >= .Jnk+l 1 ...... , nk+l, ......... > {Al-2) 

tandis que un opérateur d'annihilation (ou de destruction) est une transformation qui change tout 

état à N particules en un état à (N-1) particules ( Mills pS) : 

Ck 1 ....... , nk, ....... > = rn; 1 ...... , nk -1, ......... > (Al-3) 

L' objectif est d'exprimer toutes les propriétés du système au moyen de ces opérateurs de destruction 

et de création (Nozières, 1963) Par le postulat de la statistique quantique on sait que toute particule 

en physique microscopique est soit un" Boson", soit un "Fermion" . 

Les fermions correspondant à la statistique de Fermi ,obéissent au principe d'exclusion de Pauli 

postulant que deux particules ne peuvent pas occuper le même état quantique. Or ceci est 

caractéristique des particules pour lesquelles uniquement les états antisymétriques interviennent. 

Autrement dit le vecteur d'état de l'ensemble des N particules change quand on permute les 

particules. 

Les bosons étant des particules qui correspondent à la statistique de Bose n'obéissent pas au principe 

de Pauli et par conséquent il peut y avoir une ou plusieurs particules dans le même état quantique. 

Ceci est caractéristique des états symétriques . C'est à dire qu'il n'y a pas de distinction entre 

particules et le vecteur d'état ne change pas quand on permute les particules . 

Le type particulaire, Boson ou Fermion , dépend de la grandeur de son spin en unité de h ( nombre 

de spin). On sait que les particules ayant un nombre entier de spin sont des bosons tandis que celles 

ayant un nombre demi-entier de spins sont des fermions .(Fujita, 1966). Un ensemble de particules 
de type Boson ou Fermion est décrit par un opérateur de champ 'l'{r) ou 'l' cr(r) si les particules 

possèdent des spins, et son conjugué hermétique 'l't{r) ou 'l'ta(r) .( G.Rickayzen, 1991) 

Les bosons vérifient les relations de commutation suivantes : 

[ 'l'(r) , 'l'(r') ] = 'l'(r) 'l'(r') - 'l'(r') 'l'(r) = 0 
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[ \l't(r) , 'Pt(r')] = 'Pt(r)\l't(r') - 'Pt(r') \l't(r) = 0 

[ \}' (r) , 'Pt(r')] = 'P(r) \l't(r') - 'Pt(r') \l'(r) = ô(r-r') 

ou dans le cas des spins non nuls : 

[ \}' cr(r) , \}' cr(r') ] = 0 

[ \l't cr(r) , \l't cr' (r') ] = 0 

[ \}' cr(r) , \l't cr' (r') ] =\}'cr (r) 'Pt cr' (r') - \l't cr' (r') \}'cr (r) = ôcr cr • ô(r-r') 

avec : ô(r-r') = ô(x-x')ô(y-y')ô(z-z') 

Les fermions vérifient les relations d'anticommutation suivantes: 

[ \l'(r) , 'P(r') ] = 'P(r) \l'(r') + \l'(r') \l'(r) = 0 

[ \l't(r) , 'Pt(r')] = 'Pt(r) \l't(r') + \l't(r') \l't(r) = 0 

[ qt (r) , 'Pt(r')] = 'P(r) \l't(r') + 'Pt(r') \l'(r) = ô(r-r') 

ou dans le cas des spins non nuls : 

[ \}' cr(r) , \}' cr(r') ] = 0 

[ \l't cr(r) , \l't cr' (r') ] = 0 

[ qt cr(r) , \l't cr' (r') ] = qt cr(r) \l't cr' (r') + \l't cr' (r')\1' cr(r) =ôcr cr ' ô(r-r') 

{Al-4) 

{Al-5) 

(Al-6) 

{Al-7) 

Dans le cas des particules à spin demi entier, tels les électrons, on peut écrire les composantes 

matricielles de ces deux champs : 

(
\l'j(r)) 

'P(r) = qt.J..(r) 

Ces opérateurs de champ peuvent être développés en termes d'un ensemble complet de fonctions 
d'onde classiques monoparticulaires <l>a.(r). Donc: 

{Al-8) 

où dans le cas des spins, <l>a.(r) est une matrice classique à deux composantes .Des opérateurs c+ a. 

sont des opérateurs de création pour les particules dans l'état monoparticulaire <l>a.(r) tandis que Ca. 

sont des opérateurs d'annihilation pour les mêmes particules . 
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Les relations de commutation pour ces opérateurs s'établissent à partir des relations (A1-1) et 

(A16): 

[ Ca ' ct a 1 
] = Ca ct a' + E ct a' Ca = Oaa' ( a#a' ) (Al-9) 

(A1-10) 

avec : e = signe(-) pour les Bosons et signe (+)pour les Fermions 

Dans ce cas pour les bosons on peut écrire : 

[ 'l' (r) , 'Pt (r') ] = Laa' [ Ca , ct a' ] <i>a(r)<i> t a'(r') 

= La <i>a(r)<i> t a'(r') ~(r-r') (Al-11) 

Pour un système complet d'états de base orthonormée à N-corps on définit l'état vide normalisé par : 

1 0 > et on a: 

Ca 1 0> =0 Va 

Pour les fermions , un état ne peut que contenir zéro ou une particule que nous désignons par : 
1 0 >a et 1 1 >a respectivement , donc : 

cta 11 >a= 0 

Ca 1 O>a = 0 (A1-12) 

donc Ca Ca agissent soit sur 1 1 >a , soit sur 1 0 >a donnent zéro et de façon similaire nous 

avons la combinaison ct a ct a = 0 , car deux particules ne peuvent pas être crées dans le même 

état . On peut définir les quantités physiques suivantes : 

p(r) = 'Pt(r) 'P(r) =Laa' [ct a Ca• ]cpt a'(r) <i>a(r) (densité de particules) (A1-13) 

(Nombre total de particules) (Al-14) 

On peut établir une correspondance biunivoque entre les opérateurs dans la représentation en 

coordonnées et les opérateurs dans la présente représentation. 
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Par exemple en mécanique ondulatoire ou en représentation en coordonnées les opérateurs 

monoélectroniques sont toujours donnés par : 

où f peut dépendre de la position et du moment de ième particule .L'opérateur correspondant dans la 

nouvelle représentation est : 

On peut trouver une liste résumée de ces correspondances entre les deux représentations dans 

l'ouvrage de G.Rickayzen (1991). 

En résumé dans ce formalisme dit méthode de la 2nd quantification , les états symétriques ( ou 

antisymetriques ) ainsi que les quantités observables pour un ensemble de particules identiques 

peuvent être exprimés en terme d'opérateurs de création et d'annihilation . Ce nouveau formalisme 

présente des avantages notables sur le formalisme habituel de Schrôdinger .Le premier avantage est 

que les quantités observables sont définies uniquement en se référant à l'état d'une seule particule . 

On peut maintenant décrire des systèmes à N-corps (excepté pour les degrés internes de liberté) 

dans un espace à trois dimensions contrairement au cas du formalisme de Schrôdinger dans lequel 

l'espace multi-particulaire de dimension 3N ( N étant nombre de particules ) doit être considéré . 

Le deuxième et peut-être le plus grand avantage est qu'il tient compte des propriétés de symétrie des 

particules d'une manière très simple sous forme des règles de commutation ( ou d'anticommutation ) 

.Le 3ème avantage est que les quantités observables dans la 2nd quantification sont définies 

indépendamment du nombre de particules de telle manière que le formalisme peut s'appliquer aux 

systèmes dans lesquels le nombre de particules n'est pas conservé ( Fujita, 1966). 



ANNEXE II 

Discrétisation de l'équation de transport à masse effective variable 

-n s'agit de discrétiser l'équation de transport suivante dans le cas d'un 

traitement unidimensionnel du problème en régime statique : 

nf:~· M 1(R,k-k')! f(R,k') 

- h J ~~ k' M 2 (R,k- k')f(R,k') 

+hf~~~ M,(R,k-k')[:, -4(k')
2 
]f(R,k') 

-h J: k'M4 (R,k-k')! f(R,k') 

-~J ~~ V(R,k-k')f(R,k') = 0 

(All-I) 

En tenant compte des conditions aux limites explicitée dans le paragraphe. (II-3-3) et les 

remarques concernant la transformée de Fourier discrétisée du paragraphe. ( II-3-4), dans le 

cas d'un problème à masse effective variable on obtient donc l'équation discrétisée suivante : 
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li L M 1(R,k- k') x{f(R+~R,k')-f(R,k?: 
k' L\R f (R, k ) - f (R- L\R, k ) , 

-li L k' M2(R,k- k')f(R,k') 
k' 

k'<O} 
k'>O 

+li~ M3 ~::)~ k') ( f(R+L\R,k')-2(1+2L\R2 .k' 2 )f(R,k')+f(R-L\R,k')] 

-liL k' M 4 (R,k-k') x{f(R+~R,k')-f(R,k?: k'<O} 
k' L\R f (R, k ) - f (R- L\R, k ) , k' > 0 

_..!. L V(R,k-k')f(R,k') =0 
li k' 

(ATI-2) 

avec: 

1 1 
rn- (R,r) rn- (R- L\R,r)' 

M 1 (R,k-k')= 
1 L sin[(k-k')r] 1 1 

2NkL\R r 
rn- (R + L\R, r) rn- (R, r) ' 

k'< 0 

k'>O 

(ATI-3) 

1 
M2(R,k-k') = L cos[(k-k')r] 

NkL\R r 

1 1 

rn+ (R, r) rn+ (R- L\R, r) ' 

1 1 

k'<O 

k'>O 

(ATI-4) 

M (R k _ k') = _1_L _sin-=-[(_k -_k_')-=-r] 
3 

' 4Nk r rn-(R,r) 
(ATI-5) 

1 cos[(k- k') r] 
M (R k- k') = -:L ____,,___ _ _:. 

4 
' Nk r rn+(R,r) 

(ATI-6) 
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(AII-7) 

Les quantités physiques correspondantes sont alors obtenus à partir des relations suivante : 

a) La densité de particules 

n(R) = J dk f(R, k) 
21t 

b) La densité de courant 

J(R)= Jdk ~ f(R,k) 
27t m(R) 

(AII-8) 

(AII-9) 



ANNEXE/II 

III-A- Calcul des fonctions "self-energy" 

- Le calcul des fonctions "self-energy" est faite au 1er ordre. Dans ces 

conditions le diagramme correspondant est indiqué sur la figure AIII-1 : 

D 

figure AIII-1 :Diagramme au 1er ordre pour la fonction "self-energy" 

Ainsi pour ce type de processus les fonctions "self-energy" s'écrivent sous forme (G.D. Mahan, 

1987; Langreth, 1972 & 1976) : 

~::>(x1 ,x2 ) = G>(x1 , x2 ) D>(x1 ,x2 ) 

L<(x
1 

,x2 ) = G<(x
1 

, x2 ) D<(x1 ,x2
) 

où x= (r,t) et les fonctions n< et n> sont données par: 

D>(x1 ,x2 ) = (Hmt(r1,t1 ) Hint(r2 ,t2 )) 

D<(x1 ,x2 ) = (Hint(r2 ,t2 ) Hint(rpt1)) 

En utilisant la relation (lll-2-4) pour Hint on obtient: 

(AIII-1) 

(AIII-2) 

n>(xl ,x2) = U2 L 8\rl- rm) 8\r2- rn) ((a~(t!) + am(tl)) (a:(t2) + an(t2))) 
m,n 

(AIII-3) 
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Nous avons supposé que le bain de diffuseurs est en équilibre thermodynamique donc: 

( (a~(tl) an(t2))) = ô3mn N(lirom) eicom(tl-tl) 

( (am(tl) a:(t2))) = ô3mn ( N(lirom) + 1) e-icom(tl-tl) 

( (am(ti) an(t2)) ) = 0 

( (a~(ti) a:(t2))) = 0 

{AIII-4) 

où N( lirom) est la fonction de distribution énergétique du diffuseur. Elle est donnée par la 

relation Bose-Einstein donnée: 

1 
N ( liro) = etzco /K

8 
T 

- 1 

En utilisant les relations (AIII-4) l'équation (AIII-3) s'écrit encore : 

(AIII-5) 

n>(x1 ,x2) = u= o3(r1 -r2) L o3(r1 -rm) [N(Iirom) eÏCllm(t,-tl) + (N(Iirom) + 1) e·ÏCllm(t,-tl) ] 
m 

(AIII-6) 

En remplaçant les sommes sur m par une intégrale (relation ffi-2-5) et en prenant la 

transformée de Fourier par rapport à (t1 -t2) ~ e nous avons: 

de façon similaire on peut montrer que : 

n<(r r. E) = 2rc1i U2 J (r. lei) ô3 (r -r) { N(lel) 
1> 2, o 1' 1 2 N(e) + 1 

, e< 0 

, E >0 

, E >0 

, e< 0 

(AIII-7) 

{AIII-8) 

Pour calculer les fonctions "self-energy" on prend la transformée de Fourier des équations 

(Alll-1): 

(AIII-9) 
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(AIII-10) 

Nous rappelions que la transforméé de Fourier d1un produit est égale au produit de convolution 

des transformées mais étant en régime stationnaire les grandeurs dans la relation (AIII-1) ne 

dependent que de la différence t= t1 - t2 . Donc la transformée de Fourier en t de cette 

relation S1obtient directement comme ci-dessus car chaque terme du produit de convolution est 

une transformée de Fourier coefficientée par (1127t1i) 112. 

L'utilisation des équations (AIII-8) et (AIII-9) nous permet d1écrire : 

(AIII-11) 

(AIII-12) 

où: 

21t J = -1i dE1 F(r; E 1-E) p(r;E1
) 

'tn (r;E) 

1 
(AIII-13) 

1 21t J = h dEl F(r; E-E1 
) n(r;E1

) (AIII-14) 
'tP (r;E) 

avec F(r;a) décrivant le spectre d1oscillateurs engendrant des diffusions à perte de phase: 

2 Il { N(a) , 
F(r;e) = U J0 (r; a) N(iei) + 1 , 

e>O 

e<O 

où J0(r;a) est la densité dl oscillateurs par unité de volume et par unité d1énergie. 

(AIII-15) 

n(r;E) et p(r;E) sont successivement les densité d1électrons et de trous dans la bande de 

conduction et 'tn et 'tp les durées de vie respectives. 

En utilisant les relations (I-4-46) et (I-4-47) on peut calculer les fonctions 11Self-energy11 

retardée et avancée. La transformée de Fourier respective de ces équations par rapport à 

(t1-t2) donne : 

J
+c:o 

_.., 21t E-E1 + ie 
(AIII-16) 
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(AITI-11) 

La substitution de L< par l'équation (Alli-11) et L> (AIII-12) nous donne finalement: 

1i f.+oo dE 1 1 LR r r · E = - ô 3 r -r 
( ~> 2' ) 2 ( 1 2) -"" E- E' + . ( . E) 1t lE 'tep rp 

(AITI-18) 

soit: 

(AIII-19) 

(AIII-20) 

(AITI-21) 

où P représente la partie principale de l'intégrale et : 

1 1 
+ 

1 
(AIII-22) = 

'tn (r; E) 'tp(r;E) 

Physiquement la quantité 'tq>(r;E) correspond au temps de perte de cohérence de phase. 

111-B- Transformée de Fourier 

-Nous allons montrer ici l'établissement de la relation (ill-2-19) à partir de la 

transformée de Fourier de la relation (III-2-18) : 

(AIII-23) 

En régime stationnaire les grandeurs ne dependent que des différences comme 't=t-t' . Si l'on 

considère les termes temporels sous l'intégrale alors la transformée de Fourier du produit par 

rapport à (t1-t2) nous donne: 
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i 

= J d(ti -t2) e- t;E<tl-t2) J dt3 ~R [(ti -t2) - (t3 -t2)] GR(t3- t2) 

(AIII-24) 

or la quantité sous la deuxième intégrale représente un produit de convolution 

(~R ® GR )(t1-t2) et puisque t1 et t2 y sont fixés alors dt3 = d(t3-t2). cette transformée de 

F ourler correspond donc au produit direct des transformées de F ourler : 

(AIII-25) 

et: 

TF [ J d3X3 .... ] =TF [ f d\ dt3 •..• ] = J d\ TF [ J dt3 .... ] 

= J d3r3 ~R(ri>r3 ; E) GR(r3,r2; E) 
(AIII-26) 

d'où le résultat de la transformée donné par la relation (Ill-2-19) : 

(AIII-27) 

111-C- L'équation intégrale pour G< 

-Pour obtenir l'équation (Ill-2-21) nous procèdons de la manière suivante: 

L'équation (Ill-2-19) ci-dessus peut encore s'écrire sous la forme: 

J d3r3 [E - H0 (r1)] GR(r3,r2; E) ô3(r1 -r3) - J d\ [ ~R(r1 ,r3 ; E) GR(r3,r2; E)] 

= J d\ { [E - H0 (r1)] ô3(r1 -r3) - ~R(rpr3 ; E) } GR(r3,r2; E) = ô3(r1 - r2) 

(AIII-28) 

posons: 

(AIII-29) 
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alors 

(AIII-30) 

Définissons a-1 telle que : 

(AIII-31) 

Si l'on fait agir la quantité : J d3r1 a -1(r4 ,r1; E) de part et d'autre de l'équation (AIII-30) nous 

avons : 

Compte tenu de la définition précèdente (AIII-30) nous donne : 

ce qui conduit à écrire : 

par ailleurs nous avons (relation ill-2-16) : 

[E - H 0 (r1)] G<(r1,r2 ; E) - J d\ I:R(rpr3 ; E) G<(r3,r2 ; E) 

= J d\ I:<(rpr3 ; E) GR*(r2 ,r3 ; E) 

qui peut se mettre sous forme suivante : 

De la même manière que pour l'équation (AIII-33) nous obtenons pour (AIII-37) : 

J d\ a-1(r4 ,r1 ; E) J d\ a(r1,r3 ; E) G<(r3 ,r2 ; E) = 

= J d\ a-1(r4 ,r1; E) J d\ I:<(r~>r3 ; E) GA(r3 ,r2 ; E) 

(AIII-32) 

(AIII-33) 

(AIII-34) 

(AIII-35) 

(AIII-36) 

(AIII-37) 
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Compte tenu de la défintion (AIIT-32) nous obtenons: 

(Alll-38) 

ou encore: 

(Alll-39) 

soit par substitution à l'aide de (AIII-34) : 

(AIII-40) 

En faisant le changement de variable r4=r1 nous avons alors: 

(AIIT-41) 

Finalement après la substitution de :LR à partir de (AIII-18) et en remplaçant GA par son 

complexe conjugé GR* on obtient l'équation (III-2-21) recherchée: 

(AIIT-42) 

111-D- Calculs de la densité de porteurs et de la densité d'états 

-Nous savons que la densité d'électrons peut être calculée à partir des éléments 

diagonaux de la fonction de corrélation G< : 

1 < 
n(r;E) = - - G (r,r;E) 

21t 
(Alll-43) 

si l'on substitue la fonction G< par son expression (AIII-42) on peut écrire : 
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1:P (r '; E) 
(AIII-44) 

de la même manière on peut calculer la densité de trous (états vides de la bande de 

conduction) si l'on considère la composante c? de la matrice G (voir chapitre I) au lieu de G<: 

p(r;E) = 1 > ( - G r , r ; E) 
27t 

(AIII-45) 

d'où : 

1i jGR (r,r '; E)j
2 

p(r;E) = 
2

7t J d 3
r' 

'tn (r '; E) 
(AIII-46) 

Or la densité d'états dans la bande de conduction est égale à la somme des densités de trous et 

d'électrons dans cette bande : 

N0(r;E) = n(r;E) + p(r;E) (AIII-47) 

d'où en tenant compte de la relation (AIII-22) par substitution on obtient : 

(AIII-48) 

Si l'on prend la transformée de Fourier par rapport à (t1-t2) de la relation suivante : 

(AIII-49) 

en utilisant les relations (AIII-43) et (AIII-46) on peut montrer que la densité d'états peut aussi 

être directement calculée à partir des éléments diagonaux de GR : 

(Alli-50) 

où pour prendre en compte le spin des élctrons il faudrait multiplier par un facteur 2. 
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Ill-E- Calcul de la densité de courant 

a) Densité de courant 

-Pour une charge " a " en Xa =(ra, ta) de valeur e et de masse rn* , on 

définit au point X=(r, t) la densité de courant par: (Messiah, 1965; Abrikosov, 1964) 

avec: 

p~ = (-in V~) opérateur vectoriel 

â4 ( xa- x) opérateur densité de particules en 1 point 

où v = (1, 2, 3) 

(AIIT-51) 

Pour un ensemble de particules identiques: (Landau MQ (64.2)/p266) 

(AITI-52) 
a 

qui est une la somme d'opérateurs monoélectroniques. 

Or en utilisant le fait que dans la représentation en 2nd quantification l'opérateur : 

(AIIT-53) 
a 

est défini par : 

p(r) = f dr' 'ÎI+ (r') Ô(r- r') w(r') (AIIT-54) 

on peut alors écrire l'expression ci-dessus dans le formalisme de 2nd quantification par: 
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En intégrant par rapport à t' on obtient : 

L'intégration par parties nous permet d'écrire : 

J d 3r' 'ÎI+ (r';t) v~ B3 (r'- r) 'Îf(r'; t) = J d3r' 'ÎI+ (r'; t) v·v [6 3 (r'- r) \V(r'; t)] 

= ['Î!+(r';t) B3 (r'- r) 'Îf(r';t)J -J d 3r' (v~ 'Îf+(r';t))B 3 (r'- r)\Îf(r';t) 

j, 

Terme nul car pour chacune des deux bornes B 3 
( r'- r) = 0 

(Alli-57) 

De plus: 

(Alli-58) 

Ainsi: 

Îv(r;t) = ieli [<vv \Îf+(r;t)) \V(r;t) - \Îf+(r;t) (V v \Îf(r;t))] (AIII-59) 
2m* 

Sachant que pour t < t' : 

(AIII-60) 

et puisque: 

(AIII-61) 

Lorsque le système est dans un état stationnaire les grandeurs sont indépendantes du temps 
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T=( t ~t') et G< (r,t; r',t') ne dépend que de t = (t'-t+). Ainsi: 

G< (r,t; r',t') -!-t'= t + o = G< (r,r'; t) -l..r = r' · t = o+ 
' 

(AIII-62) 

et dans ces conditions Jv (r) est indépendant de t qui se confond avec T lorsque t = 0. D'où 

dans le cas d'un régime stationnaire: 

rcu) = f dx rex) e-iaux 

f(x) = ~ jdu f(u) eiaux 
21t 

ce qui implique : 

J du f(u) = J dx f(x) [J du e-iaux] = 
2
: J dx f(x) ô(x) = f(O) 

2
: 

donc pour G< (r,r';E) : 

i 
--E't 

G<(r,r';E) = J dtG<(r,r';t) e li 

27t1iG<(r,r';t),t.'t=O+ = JdEG<(r,r';E) 

on peut écrire par substitution : 

ou encore en écrivant : 

Jv(r) = J dE Iv (r; E) 

On peut finalement écrire Jv(r;E) ou plus souplement J(r;E) sous la forme : 

e1i 
J(r;E) =- Lim(V - V')G< (r,r';E) 

41tm * r-tr' 

(AIII-63) 

(AIII-64) 

(AIII-65) 

(AIII-66) 

(AIII-67) 

(AIII-68) 

(AIII-69) 
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Ce qui signifie que la densité de courant s'obtient à partir des éléments non diagonaux de G< 
(r,r';E). 

Nous allons trouver une expression différente pour J(r;E) faisant intervenir G< en nous 
servant de la relation suivante (voir Alll-42) : 

(AIII-70} 

soit après la substitution de :E< par la relation (AIII-12} dans G < et son report dans 
l'expression de J(r;E) on peut écrire : 

J(r;E) = 

en prenant la limite r'=r -> V' = V on peut écrire : 

J(r;E} = 
ieli2 d3r 

- 41tm * J 't (r ·
1

E} x 
p !> 

x {[vGR(r,r1;E)] GR*(r,r1;E) - GR(r,r1;E)[V GR*(r,r1;E)]} 

en faisant un changement de variable r1 = r' on a alors: 

C'est la densité de courant de probabilité . 

b) Cacul de la divergence de la densité de courant 

La dérivée par rapport à r de J(r;E) nous donne: 

(AIII-71) 

(AIII-72) 

(AIII-73) 

VJ(r;E) = ieli2 d3r' 

- 4mn* J 'tP(r';E) x (AIII-74) 

x {[v2GR(r,r';E)] GR*(r,r';E) - GR(r,r';E)[V2 GR*(r,r';E)]} 

ou encore: 
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(AIII-75) 

Par ailleurs GR(r,r';E) et GR*(r,r';E) obéissent respectivement aux relations suivantes : 

(AIII-76) 

avec: 

et (AIII-77) 

avec: H 1(r) = e V(r) 

Compte tenu de ces relations on peut écrire : 

(AIII-78) 

(AIII-79) 

En explicitant les termes du 2nd membre de VJ(r;E) ci-dessus on peut écrire: 

Par différence on obtient : 
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n?v2 1iz'\P' 
GR•(r,r';E)(-

2
m*)GR(r,r';E) - GR(r,r';E)(-

2
m*)GR•(r,r';E) = 

~ [ '•~~E)] GR' (r,r';E)G•(r,r';E) + ô'(r-r'~ G"(r,r' ;E) - à"' (r,r';E) J 
(AIII-80) 

d'où compte tenu de : 

GR(r,r';E) = IGR(r,r';E)I e i8(r,r';E) AIII-81) 

GR*(r,r';E) = IGR(r,r';E)I e -i8(r,r';E) (AIII-82) 

on peut écrire : 

(AIII-83) 
mats pmsque : 

GR(r,r;E)- GR*(r,r;E) = 2i :lm GR(r,r;E) (AIII-84) 

par ailleurs la densité d'état est donnée par : 

No (r;E) = - (l11t) :lm GR(r,r;E) (AIII-85) 

En substituant on obtient : 

(AIII-86) 
soit: 

(AIII-87) 

111-F) Le développement de Sommerfeld 

- Il s'agit de calculer l'intégrale suivante : 
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+co Of 
1 = - f dE J(E) CE (AIII-88) 

-co 

où fest la fonction de Fermi-Dirac et J(E) est une fonction continue, dérivable à tous les 

ordres. 

f(E) 
1 

= 
1 + exp[(E- 8p) 1 KBT] 

(AIII-89) 

f(t::) 

I 
.. 

J ----+-------------~~--------_.~ E 

. . 
af(s)/asl 

..... ... kT 

. . 

:V· . . ----+-------------~-----------.~ E 

fig. AIII-2 

Le développement de Sommerfeld est une présentation du résultat sous forme d'une série des 

puissances de T, dans laquelle 8p intervient comme un paramètre. La fonction (Of 1 &) n'a de 

valeur importante que dans un étroit domaine d'énergie de largeur :;z KaT autour de 8 = 8F . 

Ceci suggère de remplacer dans l'intégrale, J(8) par son développement en série de Taylor au 

voisinage de 8p , à savoir : 

J(e) = J(Ep) + ( 8- Ep) r(ep) + [(E- Ep )/ 2! )f'(8p) + .... (AIII-90) 

soit avec un changement de variable u = [ ( 8 - Ep )/ KaT ] : 

(AIII-91) 
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La première intégrale vaut -1. La seconde est nulle car son facteur intégrant est fonction 

impaire de u. La troisième se calcule par la "méthode des résidus" et vaut TC2J3. On obtient 

donc: 

(Aill-92) 

on constate alors qu'en se limitant au terme du premier ordre il est possible d'écrire : 

I = 
+oo Of 
J de J(e) œ (AIII-93) 

-oo 

et c'est ce que nous avons utilisé pour établir la relation (ill-2-58). 

111-G) Détails des calculs numériques 

a) Fonction de Green GR quasi 1-D 

- La simulation d'un composant sous conditions d'une invariance 

translationnelle dans le plan transverse permet de calculer les quantités physiques à une 

dimension (dénotées 1-D). On peut effectuer cette tâche en moyennant chacune des équations 

envisagées sur le plan transverse ou encore sur une section transverse du composant. 

Nous allons montrer que pour un système physique 3-D les différentes quantités physiques qui 

nous intéressent peuvent être évaluées à partir des résultats obtenus par un modèle strict ID 

pour lequel il suffit de calculer G~ ( z, z; E) . Ainsi ces quantités auront les mêmes dimensions 

que dans le modèle 3-D initial et nous permettront d'avoir une bonne estimation des résultats 

3-D. 

Nous allons alors ici accomplir ce travail pour les différentes équations qui nous intéressent en 

détaillant la marche à suivre. 

En considérant un système quelconque décrit par l'Hamiltonien H, nous commençons d'abord 

par l'établissement d'une équation de base exprimant la fonction de Green retardée en fonction 

des valeurs propres Ek et des fonctions propres orthonormées 'Pk ( r) de lfo. 
On suppose que cet Hamiltonien peut être séparé en deux parties : 

in 
H(r;E) = H 0 (r) -

1:<~> (r;E) 

on peut alors écrire l'équation de Schrôdinger indépendante du temps : 

(AIII-94) 
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(AIII-95) 

où Ek est l'énergie propre correspondant à l'état propre 1 k > de l'Hamiltonien Ho . 

Lorsque les fonctions propres 'i'k ( r) forment un système orthonormé on a : 

J dr 'i'k (r) 'i':. (r) = ôkk' 

où ôkk' est le symbole de kronecker. 

Dans ce cas-là la fonction de Green peut s'écrire sous la forme suivante : 

GR (r,r';E) = L ck (r') 'i'k (r) 
k 

où Ck(r') est un coefficient qu'il faut déterminer de façon appropriée. 

Par ailleurs on a : 

[ 
E- H 0 (r) + iii ] GR(r,r'; E) = ô(r-r') 

2-r<P (r; E) 

(AIII-96) 

(AIII-97) 

(AIII-98) 

En substituant l'expression (AIII-97) de la fonction de Green dans de l'équation (AIII-98), 

compte tenu de la relation (AIII-95) on peut écrire: 

L[E -Ek + i li ] Ck (r') 'i'k (r) = ô(r- r') 
k 2-r<P (r;E) 

(AIII-99) 

En multipliant par 'i'; ( r) , puis intégrant par rapport à r à l'aide de la relation d'orthogonalité 

(AIII-96) on obtient : 

(AIII-100) 
E-E + iii 

k 2-r<P(r;E) 

en substituant cette relation dans (AIII-97) on a obtient finalement l'équation recherchée pour 

un régime stationnaire : 
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= L 'Pk (r) 'P; (r) 

k E-E + ih 
k 2-rep (r ~ E) 

(AIIT-101) 

On peut en déduire que quelle que soit la structure étudiée , pour calculer la fonction de Green 

GR il suffit de connaître les fonctions propres 'Pk ( r) de l'Hamiltonien et de sommer sur les 

états k. 

Mais puisque le système est invariant par translation avec des conditions aux limites 

périodiques les fonctions propres transverses de l'Hamiltonien H sont de type d'ondes planes 

(appelées aussi fonctions d'ondes non perturbées). Par conséquent : 

'Pk (x) = _1_ eikxx 
x JL: 

(AIII-102) 
1 i ky Y 

'l'ky (y) = -e 
JÇ 

et comme on a supposé que l'Hamiltonien total du système était séparable donc la fonction 

d'ondes en " r " peut s'écrire sous forme de produits de fonctions d'ondes pour chaque 

coordonnée et l'énergie propre Ek sera la somme des énergies propres : 

(AIIT-103) 

(AIII-104) 

ou encore : 

2m* 

l'invariance translationnelle dans le plan transverse nous permet de supposer que 't<p est 

indépendant des coordonnées transverses. Pour alléger les écriture on écrira 
:'tep (r~ E) = 'tep (z;E) = 't . Ainsi la relation (Alll-101) peut s'écrire sous la forme suivante : 
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(AIII-105) 

en posant : E' = E - Ek - Ek , on peut définir lafonction de Green à une dimension : 
x y 

G~0 (z,z'~ E') = L 
lez 

'l'le (z) '1': (z) 
z z 

iii 
E' -E +-

lez 2't 

(AIII-106) 

ou encore puisque pour un système homogène dans les conditions de l'invariance 

translationnelle les variables ne dépendent que de la différence des coordonnées spatiales en 

posant : X = x - x' et Y = y - y' on peut écrire alors : 

avec: 

(AITI-108) 

Dans la limite où les dimensions transverses Lx et Ly tend vers l'infini on peut remplacer alors 

les sommations par des intégrales et écrire : 

R 1 J i[kx(x-x')+ ky(y-y')] 'l'., (z) '~( (z) 
G (x-x' y-y' z z'· E)=-- dtr dlr e ... · . 

' ' '' LL ~""Y 11i 
x Y E-E~e -E~e -E1e + -

x y • 2't 

(AIII-109) 

i [k x+ k v] 
GR(X,Y,z,z'; E)=-L-

1
-L- Jdkxdky e x y G~o(z,z'; E-Eie. -Eie) 

x y 

(AITI-llO) 

avec G~0 définie toujours par la relation (AITI-1 08). 
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b) Expression du courant quasi 1-D 

- L'expression de la densité de courant par unité de volume est donnée par : 

Ii(r) =: Jd 3r' JclE T(r,r';E) [f(r;E) -f(r';E)] 

avec : (Alli -111) 

1iziGR (r,r'; E)l2 
T( r r'" E) = --'-------'--

, ' 'tep (r;E)tep (r';E) 

en moyennant sur la section transverse on peut écrire : 

(AIII-112) 

Le système étant invariant par translation dans le plan transverse alors on peut supposer que 
temps tep (r;E) et le facteur d'occupation fl:r;E) sont indépendants des coordonnées 

transverses x et y et écrire : 

tep (r;E) = 'tep (z;E) (AIII-113) 

fl:r; E) = fl:z; E) (AIII-114) 

donc il s'en suit: 

Ii (z) = ~ -
1
- J di J dx dy J dx'dy' J dE T(x,y,z;x,y',z'; E) [ f(z; E) - f(z'; E)] 

h LxLy 

= f di f dE [ f(z; E) - f(z'; E)] f dx dy f dx'dy' T(x,y,z;x,y',z'; E) 

(AIII-115) 
ou encore: 

Ii (z) = ~ J dz' J dE [ f(z; E) - f(z'; E)] T(z;z'; E) (AIII-116) 
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Il s'agit de la version 1-D de l'expression {AITI-Ill} avec: 

1 IGR (x,y,z;x' ,y' ,z'; E}l
2 

T{z;z'; E) = L L Jdxdy Jdx' dy' .:__-------=---1 
x Y 'tep (z;E)-rcp (z';E) 

{Alll-117) 

Afin de faciliter les écritures posons 'tcp(r;E) = 't dans la relation (AIII-101). Ainsi on a: 

Mais puisque pour les variable primées on a : 

J dx'J dy' 'I': .. y.z (x',y',z') 'I'k~.y.z (x',y',z') = 

= 'l'* (z')'I'. (z') Jdx' 'l'* (x') 'P. (x')Jdy' 'P* (y') 'l'. (y') 
kz ~ ~ ~ ~ ~ 

{AIII-119) 

= 'I'k* (z')'I'k. (z') ()k k 'ok k' 
z z xx yy 

par conséquent si l'on intègre l'équation (AIIT-118) sur x' et y' , nous pouvons effectuer les 

sommations sur k'x et k'y . On obtient alors : 

(Alll-120) 

de la même manière puisque les fonctions d'ondes sont normalisées , l'intégration sur x et y 

nous donne: 

~(z)'I'*~(z) 'I'*k.(z')'P~ (z') 

L ~(E-~ -&t, -~ +ili/2-r)(E-~ -&t, -&c· -ili/2-r) k,.,ky,k,. k. z 

{Alll-121) 

En posant :E' = E- Ek - Ek , nous définissons: 
x y 

* * 
1 

R 12 'I'k.(z)'P k~(z) 'l' k.(z')'I'k' {z') 
G z z'·E' - • 

ID( , ' - L ~ (E'-Ek + i1i 1 2-r)(E' -Ek' - i1i 1 2-r} 
k. k. z z 

(Alll-122) 

d'où le module au carré de la fonction de Green : 
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!GR(r,r';E)I
2 

= LL ~G~0 (z,z';E-Ek. -Ek,l
2 

k, k, 

(Alll-123) 

Ainsi en multipliant les deux membre par les coefficients: ( 1i
2 

)on obtient 
'tep (z;E) 'tep (z';E) 

finalement : 

T(z,z';E) = 

avec: 

1i 2 ~G~0 (z,z';E')I
2 

'tep (z;E') 'tep (z';E') 

(AIII-124) 

(AIII-125) 

Or lorsque les dimensions transverses augmentent il devient impraticable d'effectuer les 

sommation de l'équation (AIII-124). Pour éviter ce problème, on considère la limite où ces 

dimensions deviennent infinies. Dans cette limite , les sommations peuvent être converties en 

intégrales et l'on obtient : 

* E 
T(z,z';E) = 

2
:n2 J dE' T10 (z,z'; E') 

-00 

(AIII-126) 

d'où par substitution dans la relation (AIII-116) l'expression du courant terrninal1-D s'écrit: 

(AIII-127) 

c) Densité locale d'états quasi 1-D 

- Dans le cas d'un modèle 3-D la densité locale d'états par unité de volume est 

donnée par la relation suivante : 
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N 0 (r; E) = - _!_ lm GR(r, r; E) 
1t 

en utilisant la relation (AIII-101) pour GR, puisque ici r = r' on peut écrire: 

La moyenne sur la section transverse (LxLy) de N0(r;E) nous donne: 

N0 (z;E) = 1 J dx J dyN0 (x,y,z;E) 
LxLy 

(Aill-128) 

(Alll-129) 

(Aill-130) 

en supposant 'tep (r;E) = 'tep (z;E), la substitution de N0(r;E) par la relation (AIII-129) 

permet d'écrire : 

(AIII-131) 

ou encore: 

(AIII-132) 

en utilisant la condition de normalisation des fonctions d'onde (Alll-96) le calcul des intégrales 

est trivial. On peut alors définir la densité locale d'états strict 1-D par la relation suivante: 

m 1 L l 
1
2 1i 1 2'tcp (z;E) N z· E' - - 'P: z 

o ( ' ) - 1t k, k, ( ) (E'- Ek.) 2 + 1i2 1 4't! (z;E) 
(Aill-133) 

où: E' = E- Ek - Ek 
x y 

Il s'agit de la version unidimensionnelle de l'équation (AIII-129). En utilisant cette définition 

l'équation (Aill-132) se réduit à l'équation suivante: 

(Aill-134) 

avec: 
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(AIII-135) 

dans la limite où les dimensions transverses Lx et Ly tendent vers l'infini les sommations 

peuvent être converties en intégrales et l'on obtient : 

• E 

N (z·E) = ~ JdE' N 10 (z·E') o , 2nfl2 o , 
-co 

(AIII-136) 

On remarque donc que la densité locale d'états pour un système physique 3D peut être évaluée 

à partir d'un modèle lD strict pour lequel on calcule G~D ( z, z; E) . Dans ce cas cette densité a 

la même dimension que en 3-D c'est à dire (m-3). 

d) Fonction de distribution quasi 1-D 

-Le calcul "self-consistent" de f(r;E) se fait à partir de la relation suivante : 

rz2 IGR (r' r'; E)l2 
f(r;E) = J d 3r' f(r';E) 

2n N 0 (r;E) 'tep (r';E) 

ou encore en remplaçant la densité d'états par son expression intégrale : 

f(r;E) = 
f(r';E) 

'tep (r;E') 'tep (r';E') = J dr'T(r,r';E) f(r';E) 

J dr' T(r,r';E) 

(AIII-137) 

(AIII-138) 

Dans le cas d'une invariance translationnelle transverse on peut supposer f(r;E) = f(z;E). En 

utilisant les relations (AIII-117,125,126,), pour le noyau T(r,r';E) on obtient: 
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E IG~0 (z,z';E')I
2 

fdz' f(z';E) felE' ___!__--~
-co 'tep (z;E') 'tep (z';E') f(z;E) = ______ ___:_ __ --=--:----

E IG~0 (z,z';E')I
2 

fdz' felE' 
'tep (z;E') 'tep (z';E') -co 

e) Potentiel chimique local quasi 1-D 

(AIII-139) 

- Pour un régime de fonctionnement linéaire nous avons besoin de connaître le 

potentiel chimique local f.l(r). Les relations (ill-2-55) nous donnent : 

J d 3r' T(r,r' ) Jl(r' ) 
Jl(r) = f d 3 r' T(r,r' ) 

avec: 

T(r, r' ) 

posons: 

donc: 

T(r, r' ,E) = 
n2 IGR(r, r' ; E)l

2 

'tep ( r; E)'tcp ( r' ; E) 

T(r,r') = JclE (- :)r(r,r';E) 

(AIII-140) 

(AIII-141) 

(AIII-142) 

En moyennant sur la section transverse on obtient la quantité unidimensionnelle suivante: 

T(z,z') = Lx
1
Ly f dxJ dyJ dx'J dy' T(x,y,z; x',y',z'; E) (AIII-143) 

T(z,z';E) = (AIII-144) 

mais T(z,z';E) a déjà été calculée par les relations (AIII-125) et (AIII-126). D'où la version-

1-D de la relation (AIII-142) : 

+co ( ôf) 
T(z,z') = -~dE - ~ T(z,z';E) (AIII-145) 
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ou encore: 

T(z,z') (AIII-146) 

enfin: 

J.L(z') J dE' IGfo (z, z'; E' )12 
'tcp(z) 't<p(z') -co 

J.L(z) = 

J dE(- àfo) Jdz' 
1 

EJdE' IGR (z,z';E')I
2 

ôE 't (z) 1: (z') lD cp <p -co 

(AIII-147) 

On constate qu'il y alors deux intégrales à effectuer pour obtenir T(z,z') et ceci ne peut 

qu'augmenter le temps de calcul numérique que nous cherchons au contraire à diminuer. Il 

existe pourtant une solution qui consiste à faire analytiquement une intégration par parties et à 

trouver ainsi une équation plus simple. En intégrant par parties on obtient : 

T(z, z') 
+co à 

= [ -fo(E) T(z, z'; E) ]~: + J dE fo(E) ôE T(z, z'; E) (AIII-148) 
-co 

Le premier terme est nul puisque fo( +oo) ~0 et que pour E ~ - oo l'intégrale sur E' est nulle. 

On a donc le résultat suivant : 

* +c:o 

T(z,z') = 
2
:n

2 
J dEf0 (E) Tm(z,z';E) 

-c:o 

Le potentiel chimique 1-D s'écrit alors finalement : 

J.L(z) = 

+"' IGR (z z'·E)I2 
J dz' J.L(z') J dE f0 (E) ID ' ' 

-c:o 'tcp(z;E) 'tcp(z';E) 

(AIII-149) 

= J dz' T(z,z')J.L(z') 

J dz' T(z,z') 

(AIII-150) 



~A~NN.~EXE~~du~C~ha2p=m~e~L~ll~----------------------------------------~196 

Cas particulier où T = 0 

-Dans ce cas la bande des énergies se réduit à l'énergie du niveau de Fermi 

E=EF , et l'on a : 

et ~(r)~ J.l(z) 

Faisant usage du développement de Sommerfeld pour le calcul de la première intégrale sur E 

dans la relation (AIIT-147), on obtient : 

J.Lo JG~ (z,z';E')J
2 

JdE' Jdz' Jl(z') 
'tep (z;E') 'tep (z';E') 

Jl(z) = --co----'----.:...__-~--
J.Lo JGR (z z'-E')j

2 

JdE' Jdz' ID ' ' 
-co 'tep(z;E') 'tep(z';E') 

(AIIT-151) 

f) Densité locale de charges quasi 1-D 

- La densité locale d'états 1-D étant calculée on peut en déduire la 

densité locale de charges 1-D. On suppose qu'à cause de l'invariance translationnelle dans le 

plan transverse la fonction d'occupationf(r;E) est indépendante des coordonnées transverses 

et on peut écrire : 

+co 

n(z) = J dE N 0 (z;E)f(z;E) (AIIT-152) 
-co 

où la densité d'états est donnée par la relation (AIII-136), et la fonction de distribution sera 

calculée de façon "self-consistent" par la relation (AIII-138) ci-dessus. n(z) a les dimensions 

d'un modèle 3-D c'est à dire (m-3). 
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Régime linéaire 

-Dans le cadre d'une théorie linéaire du transport la fonction de distribution ftz;E) 

peut être développée en série de Taylor autour de J.L(z) = llO· Avec l'hypothèse de l'équilibre local 

cette fonction est de la forme Fermi-Dirac et on a: 

f(z; E) = 
1 

(AIII-153) 

où Jl(z), le potentiel chimique local 1-D doit être calculé de façon "self-consistent" par une relation 

que nous allons établir plus loin. 

Cette forme particulière de ftz;E) nous permet de trouver une expression plus simple pour la densité 

de charges qui est très avantageuse pour le calcul numérique. En effet compte tenu de la relation 

(AIII-136) pour N0 on constate qu'il y a deux intégrales à calculer sur le domaine d'énergie E et ceci 

est prejudiciable pour le temps de calcul n(z). Mais à l'aide d'une intégration par partie on peut 

alléger le calcul numérique de la manière suivante. 

posons dans l'expression (AIII-152): 

Â = N0(z;E) 

dv = f(z;E) 

donc ~ dÂ = ( dNofdE) dE 

donc v = Ln [1 + exp( - ( E- J.L(z)) ] (- KBT) 
KBT 

Par ailleurs d'après l'expression de N0(z;E) déjà obtenue : 

d'où: 

(AIII-154) 
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le premier terme apporte une contribution nulle. En effet pour +oo exp( -(E/K8 T)) ~ 0 et Ln(1) = 0 

; pour- oo N0(z;-oo) =0 d'après (Alll-136). 

d'où la relation suivante: 

(AIII-155) 

où la densité d'états strict 1-D est calculée par la relation (AIII-135). 

Il s'agit donc d'une densité locale de charges 1-D qui a les dimensions d'un modèle à 3-D c'est à dire 

(m-3). 

g) Passage de l'écriture continue à l'écriture discrète pour une 
fonction de Dirac 

ô(r- r') = _1_ J+ao eik(r- r') d3k 
(21t )3 -ao 

Par ailleurs on a: (Kittel, 1983; Economou, 1983) : 

où n ( = Lx Ly Lz ), est le volume et d est la dimension étudiée. 

Le ik(r- r') --+ n Jd3k eik<r- r') = n ô(r - r') 
k (21t)d 

(AIII-156) 

(AIII-157) 

(AIII-158) 

en se limitant à la première zone de Brillouin, en supposant Lx= Ly = Lz =(Na), où N est le nombre 

de sites et " a " le pas entre sites, on peut écrire : 

ik(r- r') Le --+ (Na)3 ô(r-r') (AIII-159) 
k 

par ailleurs : 



8(r- r') L eik (m-n)a 

k 
~ 

Nd l)mn 

= _1_8 
(a)d mn 

où Ômn est le symbole de kronecker. 

Finalement dans le cas 1-D qui nous intéresse cette expression se réduit à : 

8(z- z') ~ 
Na 

1 L eik.(m- n)a 

k. 
~ 

N limn 

1 
= - Ômn 

a 

h) Equation matricielle de Dyson 
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(AIII-160) 

(AIII-161) 

- Définissons la matrice de dimensions infinies suivante pour inclure les contacts 

considérés comme infinis : 

GR(D,D) où DE[- 00, + 00] (AIII-162) 

et la matrice de dimensions finies suivante correspondant à la zone de simulation : 

GR(M,M) où ME[O,N+1] (ATII-163) 

On écrit donc de façon générale l'équation matricielle de Dyson sous la forme : 

[ I(D,D) - G~ (D,D) Û(D,D)] GR (D,D) = G~ (D,D) (ATII-164) 

posons: 

"'"R A - ,.. 

G0 (D,D) U(D,D) - A(D,D) (AIII-165) 

La matrice de couplage Û(D,D) compte tenu de sa structure se réduit à son bloc matriciel central 

Û (M, M), car en dehors du domaine MxM les éléments sont nuls. Donc on peut écrire: 

...... R A A 

G 0 (D,D) U(M,M) = A(D,M) (AIII-166) 

où la matrice Â(D, M) est telle que ses éléments sont nuls sauf sur une bande colonne de dimension 

M, autour du centre. Par ailleurs puisque le calcul des propagateurs GR est restreint à la zone de 
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simulation ( voir fig ill-3-5) alors la matrice GR (D,D) se réduit à GR (M,D) et l'équation de 

Dyson (AIII-164) peut donc s'écrire encore: 

GR (D,D) - Â(D,M)GR (M,D) = G~ (D,D) (AIII-167) 

mais on sait calculer la matrice G~ (D,D)en la répartissant sur les trois régions isolées : contactl, 

système et contact2. Alors pour la zone de simulation il nous faut la matrice G~ (M, M) donc 

l'équation (AIII-164) peut encore s'écrire: 

GR(M,M) - Â(M,M)GR(M,M) = G~(M,M) (AIII-168) 

soit en définitif : 

[I(M,M) - G~ (M,M) Û(M,M)] GR (M,M) =ô~ (M,M) (AIII-169) 

ce qui représente la restriction de l'équation (AIII-164) à l'espace (MxM) 

AIII-G- i- Extension de la fonction de Green GR 

-Nous allons démontrer dans ce paragraphe les relations (III-3-48), (III-3-49) 

et (ill-3-50). 

- L'équation générale de la théorie des réponses d'interface s'écrit : [ Akjouj & al, 1993] 

AR AR AR A AR 
G (D,D) = G0 (D,D) + G0 (D,M) T(M,M) G0 (M,D) (AIII-170) 

où les matrices (D,D) sont de tailles infinies. Ceci donne en particulier: 

AR AR AR A AR 
G (M, M) = G0 (M, M) + G0 (M, M) T(M, M) G0 (M, M) (AIII-171) 

En multipliant à gauche et à droite par G(:l(M, M) on obtient pour T(M, M): 

A [AR ]-1 AR [AR ]-1 [AR ]-1 T(M, M) = Go (M, M) G (M, M) G0 (M, M) - G0 (M, M) (AIII-172) 

D'où en remplaçant T(M, M) par son expression, dans la relation (AIII-170) : 
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GR(D.D) = G~(D.D) + G~(D.M) [G~(M.M)r GR(M.M) [G~(M.M)rG~{M.D) 

_ G~(D,M) [G~(M.M)r G~(M.D) 

( AIII-173) 

Cette relation permet de calculer tous les éléments de GR(D, D) à partir de êJ-R{M, M)et G~. 

G~(D,D) = 

M 1 
1 
1 
1 

1 1 
-------r---~------------------~-------

M 

-------r--- ------------------~-------
1 1 
1 1 

c2 ! M ! 

fig. AIII.3 

Pour calculer GR {C1 ,M) on utilise la relation générale (Alll-170). On peut alors écrire : 

{AIII-174) 

soit encore : 

GR (Cl .M) = G~ (Cl .M) + G~ (Cl .M) [ G~ (M.M) r GR (M.M) [ G~ (M.M) r G~ {M,M) 

_ G~(CI.M) [G~(M,M)r G~(M.M) 
{AIII-175) 

ce qui donne : 
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GR ccl ,M) = G~ ccl ,M) [ G~ (M.M) r GR (M,M) 

Or ces matrices sont de la fonne suivante : 

0 

0 
+- ................... MxM ....................... ~ 

0 1 
1 
1 
1 

1 1 

0 

---------~-------------------------------~---------
0.0 

0 0 

---------~---------------------------~~~-~---------1 1 
1 1 

0 ! 0 ! 0 
i 

[<n<M.M)r
1 

fig. AIII.4 

+-.................................. MxM ..................................... ~ 

0 
' ' 

0 
______________ J _____________________________________________ J _____________ _ 

' ; 8o, o 8o,N+l 

' 

0 

' ' 
--------------~-~~=~~-----~------: _______ :-------~----~~~~N:~~--------------

' ' ' ' 
0 ' 0 : 0 

i 
ÔR(M,M) 

fig. AIII.5 

(AIII-176) 
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~ ................................................ MxM ....................................................... ~ 

0 0 0 
' ' 

----------------------~--------------------------------------------------------------------J _____________________ _ 

0 

' 
~ gN+I. 0 • • • • a,.._, gN+I.NH : ----------------------·--------------------------------------------------------------------J----------------------

0 
0 ' 

' 
0 
Î 

[Ü:<M,M)r êt(M,M) 

fig. AIII.6 

et compte tenu des relation (ill-3-38) et (ID-3-39) : 

+- ............. MxM ............... ~ 
1 1 
1 1 

0 
1 1 
1 _, e 0 1 
: <X.o 1 : 0 
: a.~' t~ : 
1 1 

: a.~' t, : 
------------------T-------------------------~-----------------· 

1 1 
1 1 

0 : 0 : 0 
------------------+-------------------------~-----------------· 

1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 0 1 1 1 
1 1 0 0 
1 1 
1 1 
1 1 

fig. AIII.7 

0 
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+--................ MxM .................... ~ 
1 1 
1 1 

0 
1 1 
1 3 3 1 
/ go,o tl go,N+I tl / 0 
1 2 t2 1 
1 gO,O tl gO,N+I 1 1 
1 1 

1 go,o tl ··· ··· go,N+I tl 1 ----------------------,-------------------------------T----------------------· 
1 1 
1 1 

0 : 0 : 0 
-----------------------:-------------------------------+----------------------· 

1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 0 1 1 1 
1 1 0 0 
1 1 
1 1 
1 1 

fig.AIII.8. 

Donc compte tenu des produits matriciels dans l'équation (AIIT-176) on a tous les éléments de 

êJ.R (cl 'M). On peut alors en déduire : 

(AIIT-177) 

où z' E cl. Ceci correspond à l'équation (ill-3-48). On peut procèder de la même manière pour 

obtenir la relation (ill-3-49). 

b)Détermination de êJ.R(C1 ,C2 ) 

-Pour calculer GR(CPC2 ) on utilise aussi la relation générale (AIIT-171). On peut alors 

écrire: 

AR AR AR A AR 
G (CpC 2 ) = G 0 (Ct>C2 ) +G0 (Ct>M) T(M,M) G0 (M,C2 ) (AIIT-178) 

soit encore : 

(AIIT-179) 

Or: 

et (AIIT-180) 
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Donc l'expression (AIII-179) après les multiplications matricielles se réduit à : 

posons : 

B(C1, M)= G~(C 1, M) [ô~(M,M)r 

C(M,C2) = [ G~(M,M) r G~(M, C 2 ) 

l'équation (AITI-181) s'ecrit alors : 

(AIII-181) 

(AIII-182) 

(AIII-183) 

Compte tenu des relations (ID-3-38) et (ID-3-39) la matrice G~ (M, C2) est de la forme : 

0 0 0 

' ' 
-------------------~-------- - ----~-- -- -- - - - - - ------------- - --------

' ' 
1 ~ Ô~(M,C2 ) 

--------_9 __ ------- ~------ - --Q- - ~ ~ ~--~~t~ --~-t~ --- _·:·_---- ~:· --
' ' 

0 0 0 

fig. AIII.9 

d'où en utilisant les figures AIII.5 et Alli. 7 on obtient pour les matrices B( C1, M) et C(M, C2) les 

formes suivantes : 
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0 

1 
1 
1 :o 
1 
1 
1 
1 
1 

1 1 

0 

---------r------~---------------
1 1 
1 1 

____ Q ____ ~ ____ Q_~~~-!~_!l __ ~~-~~ 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

1 0 1 1 1 
1 1 0 0 
1 1 
1 1 
1 1 

0 

B (C 1 ,M) 

.!. 
1 1 
1 1 
1 1 

: t~ 0 : 
1 1 

: ti : 
1 1 

: tl : 

0 

---------r------------,---------
1 1 
1 1 

0 : 0 : ..... . ---------L------------J---------

0 

fig.AIII.IO 

d'OÙ le produit matriciel final donnat la matrice GR ( C1 , C2 ) : 

0 0 : (~&N.lt~) (~&u..l~) 
i (t;&N.l~) (t;~t~) 
: (tl~t2) (tl&u..lt2) 

1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

1 0 1 1 1 
1 1 0 
1 1 
1 1 
1 1 

fig. Alll.ll 

------------------------------~--------------------T---------------------------------------------------
1 

' 
0 0 ' 0 0 

------------------------------~--------------------·---------------------------------------------------

0 

' ' 
' ' 

0 

' ' 

fig. Alll.12 

On peut alors à partir de ce calcul écrire : 

0 

Où z E Cl et z' E C2. Ceci correspond à l'équation (ill-3-50). 

0 

{Alll-184) 
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