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Introduction générale

La modélisation des systemes réels est plus ou moins précise. En effet, elle se fait en
négligeant certaines non linéarités et perturbations, souvent méme, en réduisant le nombre de
variables d’état du systéme. Et c’est a partir de cette représentation approximative de la réalité
physique que 1’on souhaite construire le plus simplement possible une commande robuste et

performante.

Lorsque la partie commandée du processus est faiblement perturbée, les algorithmes
de commande classiques, par exemple a action proportionnelle intégrale dérivée, peuvent
s’avérer suffisants si les exigences sur la précision et la performance du systeme ne sont pas
trop strictes. Néanmoins, dans le cas contraire et particulierement lorsque la partie
commandée est soumise a de fortes non linéarités et a des variations temporelles, il faut
concevoir des algorithmes de commandes assurant la robustesse du comportement du
processus vis-a-vis des incertitudes sur les paramétres et leurs variations. On peut citer dans ce
contexte, les syst¢tmes de commande par mode glissant [Utkin 78] et [Biihler 86] qui sont en

fait un cas particulier des systémes a structure variable [Emelyanov 67] et [Utkin 77].

La caractéristique principale de ces syst¢émes est la commutation de leurs lois de
commandes sur une surface choisie a priori, appelée surface de glissement, afin d’y maintenir,
sous certaines conditions, le point représentatif de 1’évolution du systeme. Le choix de cette
surface dépend de la dynamique et du mode de stabilisation désirés pour le syst¢éme en boucle
fermée. Le systtme est dit alors en régime glissant et se trouve dans I’état du ““systeme
réduit”” et libre de dimension inférieure du nombre d’entrée a la dimension du systéme
original. Par suite, sa dynamique devient insensible aux variations paramétriques, aux erreurs
de modélisation (dans une gamme qui reste large par rapport a celles des algorithmes
classiques), et aux perturbations. La mise en oeuvre d’une telle commande est tres simple. En
effet, elle ne nécessite pas une représentation exacte du processus, ce qui est un avantage
considérable a ne pas négliger. Cependant, I’utilisation de cette approche a été longtemps
limitée par les vibrations résiduelles haute-fréquences qui se manifestent sur les grandeurs

asservies. Diverses extensions méthodologiques ont permis de pallier a cet inconvénient,
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néanmoins elles ont créé d’autres problémes tels que la complexité de la mise en oeuvre,

I’existence d’un compromis entre la robustesse et les performances du systeéme, etc...

Dans ce mémoire, nous avons visé I’élaboration d’une loi de commande par mode

glissant assurant a la fois robustesse, performance et simplicité.

Le premier chapitre, de nature bibliographique, présente le formalisme classique des
régimes glissants dans les cas monovariable et multivariable. Leurs avantages et inconvénients
sont illustrés par quelques exemples de simulation. Enfin, nous rappelons les résultats obtenus

avec certaines extensions méthodologiques.

La synthése d’un nouveau controleur par mode glissant dans le cas des systemes
monovariables fait 1’objet du deuxieme chapitre. Le choix d’une surface de glissement de
méme ordre que celui du systeme initial induit un compensateur dynamique dont I'action sera
superposée a celle de I’entrée choisie pour le systeme non perturbé. La loi de commande ainsi
€tablie permet de résoudre les problémes liés au phénomene de broutement et a la réduction
de I’ordre du systeme en boucle fermée. La robustesse de ce contrOleur dynamique par mode

glissant pour différents types de perturbations est étudiée.

Dans le troisieme chapitre, nous étendons les résultats obtenus pour les systemes
monovariables au cas des syst¢émes multivariables par une technique de découplage. De plus,
une approche d’optimisation des gains et des temps de ralliement & la surface est exposée.
Enfin, on réalisera une étude comparative de robustesse pour trois algorithmes de commande

par mode glissant appliqués a la commande d’un moteur synchrone est présentée.

Enfin, le quatrieme chapitre de ce mémoire concerne les techniques avancées de
commandes en régime glissant par une approche floue dans un premier temps et une approche
multi-modeles dans un second temps. En effet, la synthése d’un gain de glissement flou est
faite dans le but de réduire le phénomene de broutement. Enfin, I’intégration de la commande
dynamique par mode glissant dans 1’approche multi-modeles par une interpolation linéaire

sera présentée.
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Chapitre 1
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régimes glissants






Chapitre 1 : Formalisme classique des régimes glissants.

Introduction

Les processus physiques sont le plus souvent non linéaires, mal définis et ont des
parametres variables. Par exemple, dans le cas des robots les équations dynamiques sont non
linéaires, couplées, et les parametres intervenant dans leur description dépendent de la charge.
D’autre part, un modele mathématique n’est rien d’autre qu’une représentation approximative
de la réalité physique et cependant nous ne disposons que de ce modéle pour construire une
loi de commande. Ainsi en vertu de la physique du syst¢me, qu’il nous faudra prendre en
compte, la commande devra étre robuste [Behtash 90] dans le sens ou elle devra assurer une

faible sensibilité aux incertitudes sur les paramétres, a leurs variations et aux perturbations.

Les systémes de commande a structure variable constituent une solution i ce
probleme (voir par exemple [Utkin 92], [Sira-Ramirez 88] et [Slotine 84]). Ils sont basés sur
I’utilisation d’un terme discontinu dans la commande afin de contraindre le point représentatif
de I’évolution du systeme a vérifier une équation différentielle, choisie a priori, généralement

linéaire, invariante et exponentiellement stable.

La structure de ce chapitre est la suivante. Dans un premier temps, on rappellera
I’historique et les concepts classiques utilisés pour la synthése et 1’analyse des régimes
glissants des systemes monovariables (sections 1.1, 1.2, 1.3, 1.4 et 1.5). On montrera
I’'intérét particulier et la robustesse que présente un bouclage linéarisant a structure variable.
La généralisation du cas monovariable au cas multivariable linéaire en entrées sera exposée
dans la suite. Des exemples de réalisation de commande par mode glissant seront étudiés pour
montrer les avantages et les inconvénients de ce type de commande. Enfin, on présentera les

diverses extensions méthodologiques, leurs motivations et les résultats obtenus.
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Chapitre 1 : Formalisme classique des régimes glissants.

1.1 Des systéemes a structure variable aux régimes glissants

La théorie des systémes a structure variable, initialisée au début du 20°™ sigcle
[Nikol’ski 34], a pris son essors dans les années 60 par Emelyanov [Emelyanov 62] et [Itkis
76]. Pour de tels systemes la structure du contrdleur utilisé peut changer d’une fagon
discontinue entre deux ou plusieurs structures. C’est le cas, par exemple, des circuits de
conversion de puissance, ol le systeme est gouverné par une équation différentielle différente

pour chaque position de I’interrupteur [Hassan 93].

Un modéle serait du type x= f(x,#), ou le champ de vecteurs f prend diverses

valeurs f' selon la région de I’espace d’état ol I’on se trouve.

0 x,

Figure 1.1 : Systémes a structure variable dans une coupe de I’espace d’état.

Les théories de la commande ““bang-bang”” et des systemes a relais constituent un cas
particulier de la théorie des systémes a structure variable. Cette derniére a donné naissance
aux notions de régimes glissants qui se sont par la suite étendus aux systemes discontinus
réalisés artificiellement [Utkin 77] et [Sira-Ramirez 90], c’est-a-dire, des systemes du type
x = f(x,t,u), avec f une fonction non linéaire continue, et pour lesquels on définit un retour
d’état discontinu a l’aide de la variable u. Cette approche a pour but de maintenir I’état
représentatif de 1’évolution du systéme sur une variété § définie au préalable, appelée surface

de glissement.
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Chapitre 1 : Formalisme classique des régimes glissants.

Dans ce contexte et sous certaines conditions, le systéme est dit en régime glissant et
se trouve alors dans 1’état du ““systéme réduit”” de dimension inférieure ou égale a (n—1) et
libre.

La dynamique du systéme, ainsi que sa stabilité sont indépendantes de la fonction f{x,r)
et dépendent uniquement des parametres de I’hypersurface choisie, ce qui explique
’insensibilité de cette loi de commande vis-a-vis des perturbations et des variations

paramétriques.

Ainsi, avant de s’intéresser aux régimes glissants, nous allons rappeler quelques

notions relatives aux systemes discontinus.

1.1.1 Théorie des équations différentielles a second membre discontinu

La théorie de la commande a structure variable est basée sur la théorie des équations

différentielles a second terme discontinu [Nikol’ski 34] et [Filippov 60, 88, 79].
1.1.1.1 Notion de solution

Considérons le systéme d’ordre n représénté dans I’espace d’état par I’équation :
& fx1) (1.1)
a '

T
ou x=[x1,x2,...,x,,] € X, Xc IR", est le vecteur état, + est la variable temps et

T .. .
f= [ fifaneen, fn'] représente un champ de vecteurs définissant les seconds membres qui sont

des fonctions continues par morceaux présentant une discontinuité sur une variété

différentiable S, de dimension (n—1), donnée par :
S(x)=0. (1.2)

La théorie des équations différentielles ordinaires cesse d’étre valide car le systéme
(1.1) ne vérifie plus les conditions classiques d’existence et d’unicité de solutions du théoréme
de Cauchy-Lipschitz a cause de la discontinuité du second membre. De nombreux auteurs
(voir par exemple [Filippov 60, 88, 79], {Utkin 77, 92], [Aizerman 74] et [Bartolini 93]) se
sont intéressés a ce probléme d’existence de solution, x(r) décrivant 1’état du systeme sur la

surface de discontinuité S a I’instant .
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Chapitre 1 : Formalisme classique des régimes glissants.

L’idée de base était de considérer un voisinage ““tubulaire”” contenant S, résultant des
considérations pratiques telles que, phénomeénes d’hystérésis, retard ou gain infini (la
commutation est imparfaite), puis de faire tendre ce voisinage vers la surface § (la

commutation devient parfaite).

On présente dans le paragraphe suivant 1’approche de Filippov dans le cas d’une seule
surface de discontinuité [Filippov 60, 88], sa généralisation a plusieurs surfaces de

discontinuité est décrite dans [Filippov 79].
1.1.1.2 Approche de Filippov

Afin de résoudre ce probleme de solution sur la surface de discontinuité S, il est
nécessaire de chercher une fonction continue du temps qui évolue sur S. Pour cela, il faut
prolonger le champ f'sur la surface S, c’est-a-dire, il faut que f appartienne a I’espace tangent a
S en x. Par suite, les vecteurs vitesses doivent €tre dirigés vers la surface S, en d’autres termes,

la surface S doit €tre attractive au moins dans un voisinage (figure 1.2).

0 X
Figure 1.2 : Schéma de principe du régime glissant selon une coupe de 1’espace d’état.

L’espace d’état X est donc caractérisé par (figure 1.2) :

X' si S(x)>0,
X=5_ (1.3)
X" si S(x)<0,

18



Chapitre 1 : Formalisme classique des régimes glissants.

ce qui nous donne au voisinage de S(x) =0 deux valeurs de f:

; ={f si S(x)>0, L

£~ si S(x)<0.

Nous appellerons f et fy les projections respectives de f* et de f~ sur la

normale 2 la surface S(x) =0, orientée de X~ vers X ".

Les conditions d’existence et d’unicité d’une solution x(z) du systeme (1.1) sont

fournies par le théoreme de Filippov suivant :

Théoreme 1.1 [Filippov 60]

Considérons le systeme décrit par 1’équation (1.1) satisfaisant la condition :

Ll
o,

]

<K, (,j=L..,n), (1.5)

K étant une constante indépendante de ¢ et de x. Cette condition étant vérifiée pour tout x dans
le domaine X = X~ 0w X ™. Soit une fonction § deux fois différentiable, telle que chacune des
fonctions fJ et fy est continue par rapport a x et z, pour x solution de S(x)=0, et le
vecteur h= fy — f; est continiment différentiable. Si en chaque point de la surface
S(x)=0, les inégalités fy <0 et f >0 sont vérifiées, il existe alors dans le domaine X ,

une solution unique x(f) du systeme (1.1) qui dépend des conditions initiales de fagon

continue.

On peut remarquer que les inégalités fi <0 et f; >0 signifient que S est attractive

au moins dans un voisinage.

La solution unique x(f) du syst¢eme (1.1) sur la surface de discontinuité S est donnée

par la définition 1.1.

19




Chapitre 1 : Formalisme classique des régimes glissants.

Définition 1.1 [Filippov 60]

La solution du systéme (1.1), pour x € S, est définie par :

x €S, 6
x=f, € {Conv(F)XmeS}, (10

ou Conv(F)_ est le plus petit espace convexe engendré par f~ et f~ en x, Conv() sa

fermeture, T S I’espace tangent a S en x.

Il vient donc :

xes,
. N _ (1.7)
{x=f0(x,t)=af (x,)+(1-a)f (x,1),

avec 0<a <1 Notons VS le gradient de S(x) et (,) le produit scalaire de deux vecteurs.

D’apres la définition 1.1, il faut que I’on ait & (1.7) tel que :

(VS, f,) =0, (1.8)

Les équations (1.7) et (1.8) permettent d’établir la relation :

(vs.f-)

azZVS,f—_—;T). (1.9

En portant ’expression de o dans (1.7), on obtient pour x€ S :

x={———< vs./7) }f*—{———< vs.1') Jf‘. (1.10)

VS.fT—f*) VS, f - f*

La trajectoire d’état sur la surface S est donc une combinaison convexe et unique des

deux champs située dans I’espace tangent de la variété S.

On représente sur la figure suivante le principe de la construction du champ de

vecteurs moyen f, permettant de déterminer la solution du systeme (1.1) lorsque xe€ S.
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>
—>

0 X,

Figure 1.3 : Schéma de principe de la construction du champ de vecteur moyen f;
dans une coupe de ’espace d’état.

1.1.2 Condition de glissement

Pour exprimer la condition d’existence de solution énoncée par Filippov (voir

paragraphe 1.1.1.2) (fy <0 et f >0) en fonction de la surface S, on peut calculer sa

dérivée S :

S =

ds
E?=<VS’f>’ (1.11)

qui représente le produit scalaire de la normale a la surface S(x) =0, orientée de X~ vers

X" et du vecteur f{x, ). Par suite, si les conditions du théoréme précédent sont vérifiées, on

en déduit :
(fi<0et £y >0) & 85<0. (1.12)

Cette condition (1.12), appelée condition de glissement, représente I’inégalité
fondamentale pour la synthése de la commande par modes glissants. Elle traduit le fait que si

les projections de f* et f sur le vecteur VS, dans un voisinage de la surface S, sont de

signes contraires alors la surface S est attractive.
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1.2 Dynamique glissante

La dynamique glissante est définie par la trajectoire de 1’état sur la surface glissante
S. I existe deux approches différentes selon la nature du systeme traité, c’est-a-dire discontinu
par ““nature”” ou "artificiellement”” [Utkin 77, 92].
Dans le premier cas, on consideére que la commutation est parfaite et on applique 1’approche
de Filippov (voir section 1.1.1.2).

Dans le deuxi¢me cas, c’est I’approche de la commande équivalente qui est la plus utilisée.
1.2.1 Approche de la commande équivalente et régime glissant idéal

La dynamique glissante résulte de 1’action du champ équivalent, donné par la
commande, appelée commande équivalente, qui rend la surface de glissement invariante
[Utkin 92]. Cette condition d’invariance a été reprise en utilisant les concepts de la géométrie

différentielle [Sira-Ramirez 88, 89, 90]. On considére des systémes du type :

x=fx)+g(x)u, (1.13)

T . .
avec g = [g] ,...,gn] un champ de vecteurs définissant les gains de commande et u € IR , une

loi de commande vérifiant :

{u* si S(x)>0,
(1.14)

u st S(x)<0.

Selon cette loi, le systtme présente un régime glissant caractérisé par la dynamique

équivalente

feqg () = f(x) + g(X)u,, (1.15)

dans laquelle, u.q est la commande équivalente qui rend la surface de glissement S invariante

et vérifie, pour x € §, I'inégalité

min(u” (x),u’ (x)) < u,, (x) < max(u” (x),u” (x)). (1.16)

En notant

Uy, =min(u (x),u*(x)), et  u,,, =max(u (x)u’(x)), (1.17)
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on peut interpréter ue, comme étant la valeur moyenne de u(z) lors de la commutation rapide

entre Umax €t Umin, [Utkin 92].

La commande équivalente correspond au régime glissant idéal (ni seuil, ni retard, ni
hystérésis), c’est-a-dire pour lequel le glissement est décrit en utilisant la condition

d’invariance :

S(x)=0 et S(x)=0. (1.18)

11 vient en développant les calculs :

$=(VS.f +gu,)=0, (1.19)
d’oun:
(VS.f)
= 1.20
ueq <VS,g> ’ ( )
avec la condition d’existence ;
(Vs,g)=0. (1.21)

En portant I’expression de u.q dans (1.13), on obtient ’équation du régime glissant idéal

(solution de ((1.13), (1.14)) sur la surface S=0):

%= F )+ 80, =|1-g(7S.2)" - VO . (122)

1.2.2 Influence des champs de vecteurs f(x) et g(x) sur le régime glissant

Notons par T, X Despace tangent & X en x et A (x) un sous espace de T X,

représentant la distribution glissante associée a la surface S, tels que :
(VS,8,(x))=0 ie Ay (x)=Ker(VS), (1.23)

alors la condition d’invariance de la variété glissante S (1.18) conduit a [Sira-Ramirez 88] :

Pf(x) € Ker(VS), (1.24)
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ol P est un opérateur de projection sur T, X, défini par :
-1
P= [1 - g(0)((vS, g(x))) (VS)]. (1.25)

Considérons la distribution @ € Vect{g(x)}, ou Vect{g(x)} est I’espace engendré

par la base g(x), et prenons par exemple, des vecteurs de la forme g(x)u(x).On a donc :

Pg(x)u(x) = [g(x) — g(x)(<VS,g(x)>)_1 (<VS,g(x)>)]u(x) =0. (1.26)

Ainsi, le champ de vecteurs g n’a aucune influence sur la dynamique glissante. En
effet, la nature du mode de glissement idéal est définie par les composantes du champ de

vecteurs f le long de la distribution A (x). En d’autres termes, seule la projection du champ f

sur I’espace tangent a la surface détermine la dynamique de glissement.
1.2.3 Remarques

e Dans le cas des syst¢mes non affines en la commande, la dynamique glissante peut
€tre calculée en utilisant I'approche de la commande équivalente pour le systéme rendu

localement affine.

e Les dynamiques glissantes aux sens de Filippov [Filippov 60] et de Utkin [Utkin 92]
sont équivalentes dans le cas des systemes linéaires en entrée. Dans le cas contraire, elles sont
en général différentes. L’exemple suivant illustre le cas ou I’on a une solution bien définie
selon Filippov, ce qui n’est pas le cas selon Utkin.

Considérons le systéme :

X, =Xy,
1 avec |ul> 1. (1.27)
2 - + )
X ax, +
On définit la surface de glissement
S=ax, +x,=0, (1.28)
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dont la dérivée :

T 2u+1

S 0. (1.29)
On ne peut définir la dynamique glissante selon Utkin puisque la commande
équivalente n’existe pas. Ce qui n’est pas le cas, selon Filippov, puisqu’elle est définie

Y lu > 1.

1.3 Domaine de glissement: Analyse par les fonctions de

Lyapunov

La détermination du domaine de glissement peut se ramener a 1’étude de la stabilité
du systéme en régime glissant [Bezvodinskaya 74], [Utkin 92] et [Perruquetti 97a]. Pour cela,
on suppose que le glissement s’effectue dans un voisinage tubulaire de la surface S
(glissement réel) qu’on fera tendre, dans le cas d’un glissement idéal, vers la variété glissante
S. Les résultats de Lyapunov [Lyapunov 92] concernant la stabilité des systémes non linéaires

peuvent Etre ainsi étendus aux régimes glissants [Utkin 92].

Définition 1.2 [Utkin 92]

Un domaine D de dimension (n—1) inclus dans la variété S(x)=0 est un domaine de
glissement si :

Ve>0,38(e)>0, tel que Vx, € v(D,d), la solution x(¢) = x(¢,u,¢,,x,) ne peut quitter
v(D, &) qu’a travers (D, ¢).

Avec v(D,&) un &-voisinage de D, v(éD,¢) un g-voisinage de la frontiére de D (notée D),

xg et ty les conditions initiales.

Le domaine de glissement est la partie utile de la surface sur laquelle il peut y avoir
naissance d’un régime glissant. Le théoréme suivant d’Utkin, qui est basé sur I’utilisation des
fonctions de Lyapunov, fournit ces conditions dans le cas général, celui des systémes
multivariables [Utkin 92]. Dans ce contexte, on définit la surface § comme étant

I’intersection de plusieurs surfaces élémentaires (voir section 1.6).
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Théoreme 1.2 [Utkin 92]
Pour qu’un domaine D de la variété S(x) =0 soit un domaine de glissement pour le systéme
(1.13) et (1.14), il suffit que pour tout x de ce domaine il existe une fonction V(§.x.r),
continiiment différentiable par rapport a chacun de ses arguments, définie sur un ensemble 2
contenant I’origine et vérifiant les conditions ci-dessous :
1- V(S,x,1) est définie positive par rapporta S :

V(S,x,t)>0si §#0 et V(0,x,1)=0.
2- Sur [|§] = R, pour tout et tout x de la région considérée D :

nﬁfoV(S,x,t)th, SupV(S,x,t) = H, Lin})HR =0, ou hg et Hr sont des constantes
= Isl=r -

positives qui dépendent exclusivement de R.

3 dVv(S,x,t)

i est définie négative pour tout S(x) # 0 (en S elle n’est pas définie).

4- Sur |S| = R en dehors des points de discontinuités la relation :

Sup—=-M,, M,>0  Sup M, >0,
isi-r dt Rela.b)

est vraie pour tout 0<a<b avec S €Q si ISl < &.

Remarque

Dans le cas des systtmes monovariables, les points 2 et 4 du théoréme 1.2 ne sont pas

nécessaires pour définir le domaine de glissement.

1.3.1 Domaine des conditions initiales

D’apres la définition 1.2 de Utkin I’estimation du domaine de glissement D dépend des

conditions initiales (x,,#,). Il est donc intéressant, pour la mise en oeuvre d’une commande

par mode glissant, d’évaluer le domaine des conditions initiales, c’est-a-dire, le domaine

contenant tous les €tats x, a l'instant z; qui permettent d’assurer un régime glissant. On

présente ci-dessous la définition 1.3 de Perruquetti qui caractérise ce domaine.
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Définition 1.3 [Perruquetti 97a]
Un domaine D{D) de dimension n inclus dans I’espace d’état X est le domaine des
conditions initiales du régime glissant si :

i/ Ve>0, D (D,e) estle plus grand voisinage de D tel que la solution x(r) atteint v(D, €) et
ne peut le quitter qu’a travers v(dD,€) si et seulementsi x, € D,(D,¢).

ii/ D.(D)= U D,(D,e).

>0

La définition précédente est illustrée par le schéma suivant :

= = Pasde glissement.

oD = {A,B}

= Glissement.

Figure 1.4 : Domaine de glissement.
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Pour estimer le domaine des conditions initiales , Perruquetti [Perruquetti 97a] a utilisé
deux fonctions de Lyapunov: la premiere V), fonction de S, est créée afin d’assurer

I’attractivité du domaine de glissement. Elle joue le méme role que la fonction V définie dans
le théoreme 1.2. La deuxieme V,, fonction de w=¢(x)= [S, S']T avec (@ un

difféomorphisme, a pour objectif de fournir des conditions d’invariance de la solution.
La combinaison des deux criteres ainsi obtenus permet alors d’obtenir une estimation du

domaine des conditions initiales telle que la solution x(f,u,t,,x,) atteigne le domaine de

glissement D et ne puisse le quitter qu’a travers un voisinage de sa frontiere.

Théoréme 1.3 [Perruquetti 97a]
S’il existe deux fonctions V,(S) et V,(w) vérifiant H, et H, :

Vi:IR— IR,
H)) 8§ — V,(S) avec Vi (S)=0 si§ =0,
et V, est différentiable par rapport a § si S # 0.

V,: R" > R,
w o V,(w),

avec V, est différentiable par rapportaw si S # 0.

H,) Il existe &, >0 et o, >0 tels que :
S,)={we R": V,w<a,},  Sya)N{weR :5=0}#02,
D=S5,(a,) N {we R" : =0},

S, (ax,) ={we R" : V,(S) Sa,}, S, (¢,) contient un voisinage de {we R" :S =0},
Sh(a,a,)= S ()N S, (),

1
weas, (a,a,)~[dDuds, ()] :V(vz,s‘)T.dit <0 et V(V,,5).V(V,,5) >0,

ds
WE S, (04,0,) =D V(V,,8).7= <0,

Alors :
C1) D est un domaine de glissement pour le systéme (1.13) et (1.14).

Cy) S, (,,,) estune estimation par défaut de D;(D), si pour toute condition initiale
x, telle que w, = @(x,) € S,,(0y,@,), lasolution x(tu,ty,xo) atteint D et ne peut le

quitter qu’a travers sa frontiere.
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Le principe de ce théoréme est illustré par le schéma de la figure 1.5.

S,(a,) §()]® e Sp(ey,2)|® e

Figure 1.5 : Domaine de glissement et des conditions initiales.

Remarque

Le théoréme 1.3 reste valable (mais devient plus restrictif) si I’on remplace dans la

deuxiéme hypothése H, les conditions

-

ds
V(V,,$%). py <0,

V(V,,S).V(V,,5) >0,

.. dv,
par la condition & <0.

Cette remarque est illustrée par I’exemple suivant.
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1.3.2 Exemple

Soit le systeme non linéaire suivant [Perruquetti 97a] :

X =—(x, +x,)°x,,
. 5 (1.30)
X, =(u+2x)(x, +x,)".
La transformation
w=Fx=[S §°], (1.31)
avec :
B 1 1
- 2
1 ol (1.32)
mene a :

ds 5
—=(u+3")§"°,

dr - 1.33)
ds* gig* U
dr ’
On choisit la commande u vérifiant :
—ksi S>0
U= ksiS<0" avec k > 0. (1.34)
Soient les fonctions V|, et V, définies par :
1 2
Vi($) =55 , (1.35)
1 .,
Vg(W)=5(S +S5°), (1.36)
on a alors :
ds
— V(V,,8) =85 u+S"),
de 1.37)
dv-) 2 o#® ’ &
—==-5°S5" +58S.
dr
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Le théoréme 1.3 et la remarque qui le suit permettent de conclure que le domaine D
défini par :

St

D={s=0et|s"| <k}, (1.38)

est un domaine de glissement pour le systeme (1.30) et la loi de commande (1.34) et que pour
tout xo tel que w, = Fx, € D,(D)= {w € IR": |S| < k}(domaine non borné), la solution

x(¢) atteint D et ne le quitte éventuellement qu’a travers sa frontiere. Remarquons toutefois
que dans le cas présent x() ne quitte pas D de sa frontiére mais reste sur D puisqu’en "~ régime

glissant” ona:
x, =0,
X, =X ety (1.39)
x
Le régime glissant n’existe donc pas au sens strict mais au sens large.
1.4 Invariance des régimes glissants vis-a-vis des perturbations
Considérons le systéme perturbé suivant :

x = f(x)+g(x)u+ p(x), (1.40)

ou p représente les perturbations paramétriques du champ de vecteurs nominal f{x).

L’invariance du régime glissant vis-a-vis de la perturbation p est donnée par la

définition suivante [Sira-Ramirez 88] :

Définition 1.5 [Sira-Ramirez 88]
Le régime glissant idéal posseéde une propriété d’invariance forte par rapport a la perturbation
p si la dynamique du systtme en mode de glissement idéal est indépendante du signal de

perturbation p.

Une condition suffisante d’invariance est énoncée par le théorcme 1.4 de Sira-
Ramirez. Son extension aux cas des systémes multivariables non linéaires a éié¢ également
faite dans [Sira-Ramirez 88], qui n’est autre que la généralisation de la condition classique
d’invariance vis-a-vis des perturbations externes €établie par DraZenovic [DraZenovic 69],
El-Ghezawi [El-Ghezawi 83] et [Spurgeon 91] dans le cas des syst¢tmes multivariables

linéaires.
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Théoréme 1.4 [Sira-Ramirez 88]
Le régime glissant sur la variété S du systtme perturbé (1.40), satisfait les propriétés
d’invariance vis-a-vis de p, si et seulement si le vecteur perturbation p satisfait la condition

suivante :
pe Vect{ g(x)}, (1.41)

avec Vect I’espace engendré par la base g(x).

1.5 Bouclage linéarisant a structure variable

Le probléeme de la linéarisation par difféomorphisme et bouclage consiste a
transformer, de maniére exacte dans un domaine ouvert donné, un systeme non linéaire en un
systeme linéaire a 1’aide d’un bouclage d’état et d’un changement de variables sur I’état du
systtme [Isidori 89] et [Fossard 93]. Lorsqu’elle existe, cette transformation permet de
stabiliser le systtme en utilisant les méthodes courantes du linéaire (placement de pbles,
synthése quadratique, synthese robuste, etc.) [Brockett 83] et [Charlet 89]. L’emploi de cette
technique pour la régulation est essentiellement justifié par la facilit¢é d’analyse du
comportement des systeémes linéaires et la résolution d’un nombre important de problemes

réels dans ce contexte.

Dans le cas de la synthése robuste, il existe des travaux concernant les bouclages
linéarisants a structure variable. On peut citer par exemple, les travaux de Fernandez
[Fernandez 87] et de Sira-Ramirez [Sira-Ramirez 89]. Par la suite, des chercheurs comme
Harashima [Harashima 85a, 85b] commencérent a s’intéresser a I’aspect pratique de cette

approche.
Dans ce contexte, I’utilisation de la commande a structure variable a pour objectif de

créer un régime glissant afin de stabiliser le syst¢tme représenté sous la forme canonique de

commandabilité (voir annexe 1).
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1.5.1 Linéarisation exacte par retour d’état statique

Soit un systéme monovariable de dimension n décrit par 1’équation d’état :

X, =x,, i=1,..0m-1),
%, = f(x,1)+ g(x,)u, (1.42)
y=x.

Dans I’annexe 1, on rappelle les conditions pour qu'un systtme non linéaire affine en la

commande puisse se mettre sous cette forme, dite forme canonique de commandabilité.
Si I’on considere le retour d’état statique

1
U=
g(x,1)

(v = f(xn) (1.43)

expression dans laquelle v* définit une nouvelle entrée, il vient :

i =x,, i=l..,(n=1),
X =V, (1.44)

y=x.

Le modele linéaire ainsi obtenu correspond au schéma de la figure suivante :

SEY iy PR Y oy i

Figure 1.6 : Principe de la linéarisation par retour d’état statique.

Plusieurs types de bouclages linéarisants sont proposés dans la littérature [Isidori 89).
Dans le paragraphe suivant, on s’intéresse au bouclage linéarisant a structure variable [Fliess

91] et [Messager 92].
Remarque

La linéarisation exacte par retour d’état statique est dite globale dans le cas ou le

systeme (1.44) est valide pour tout x appartenant a I’espace d’état.
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1.5.2 Bouclage a structure variable

Dans le but de rendre ’origine de ’espace d’état asymptotiquement stable (voir
annexe 2) pour le systéme (1.42), la surface de glissement S doit contenir le point final de
stabilisation. En d’autres termes elle doit vérifier S(I’origine)= 0. Cette surface est prise ici
linéaire dans le plan des phases et choisie comme étant la sous-variété de I’évolution désirée

du systéme lors de I’application de la commande discontinue. On prend S de la forme
S=2aixi, a, =1 (1.45)
i=1

Les a, (i=1,...,n) définis dans (1.45) sont choisis de telle maniére que

a, +a,s+..+a,_,s""' +s" soit un polyndme de Hurwitz.

(n—-1)

Le bouclage linéarisant a structure variable peut étre introduit a ’aide de plusieurs

types de loi de raliement a la surface. Par exemple [Elmali 92] :
S=-nS- Msign(S), n>0 et M >0, (1.46)

ou [Utkin 92] et [Asada 86] :

S = -Msign(S), (1.47)
avec :
+1 si §>0,
sign(§)=90 si §$=0, (1.48)
-1 si $<0.

et M est une constante strictement positive appelée gain de glissement.

Nous présentons dans ce paragraphe I’approche la plus classique [Utkin 92] et [Asada

86). Par suite, la surface de glissement S est une solution de 1’équation (1.47).

Ce choix de la surface § permet de satisfaire la condition d’attractivité

§SS<0 si S#0. (1.49)
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En effet :
SS=-M|S|<0, siS=0.

Considérons (1.45), la dérivée de S s’écrit :

S= X, +Za, Xy

P’équation (1.47) permet d’établir la relation :

n-1
X, = -—Zaixm — Msign(S).

i=1

Sil’on considere le systeme (1.44), il en résulte pour la nouvelle entrée I’expression :

n—l

v = —z,a,.x,+l — Msign(S).
i=1!

(1.50)

(1.51)

(1.52)

(1.53)

Ce qui permet, compte tenu de 1’équation (1.43), de définir le bouclage linéarisant a structure

variable :

g(x t)( za. Xis1 MSign(S)—f(x!t))

(1.54)

Cette commande apparait comme la somme d’un signal de basse fréquence uc, et d’un

signal de haute fréquence Au assurant le régime glissant. En effet, on a:

1 n-|
ueq = g(x,t) [_; 1 l+l f(x t)j

— Msign(S) .
g(x,1)

Au=

(1.55)

La convergence de S vers 0 s’effectue en un temps fini #,, que nous appellerons pour

simplifier, temps de glissement :

|5(0)

NS

(1.56)
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Quand le régime glissant est atteint, la dynamique du systéme original (1.42) est

plongée dans I’état d’un systeme réduit et libre représenté dans I’espace d’état par :

)'cl.zxm, i=1,....,(n-1),
n-1

X, ==Y.a.x, (1.57)
i=l

y=4Xx.

Il est important de bien choisir les coefficients a, (i =1,...,n) de la surface de

glissement S puisqu’ils déterminent la dynamique et le mode de stabilisation.

1.5.3 Remarque sur le choix de la surface

La surface de glissement peut étre définie d’une fagon plus générale dans I’espace de

'erreur de la sortie y par rapport a la consigne y, :

n—l

§S=Ya(y?-y")=0, a, =1 (1.58)
i=0
En effet, en remplagant y. par zéro et y par x,,, dans (1.58), on retrouve I’équation (1.45).

1.5.4 Robustesse par rapport aux perturbations

1.5.4.1 Perturbation additive

Considérons le systéme dynamique défini par :

X =x,, i=l..,(n-1),
x, = f(x,0)+glx,Hu+ p(x,t), (1.59)
y=2x.

ou p(x,t) représente les perturbations extérieures, les variations paramétriques et 1’effet de

certaines non linéarités. On se place dans le cas ou I’hypothése :
lpe.n| < p', (1.60)
est satisfaite.
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L’expression de S est donnée par I’équation (1.45), soit :

n
S= Zaixi, a, =1
i=1

On désire assurer la condition d’attractivité (1.49) de la surface S(x) = O. En utilisant

(1.59), le calcul de SS donne
. n-1
SS = S(Zaixiﬂ + )+ gl u+ p(x,t)). (1.61)
i=l1

Alors le bouclage linéarisant a structure variable (1.54) défini par :

T g()lc,t) (_ Z‘aixi*‘ ~ Msign($) - f(x,t)).

assure l’attractivité de la surface S(x)=0 et maintient I’évolution sur celle-ci une fois

atteinte si le gain de glissement M est supérieur a la borne maximum de la perturbation p(x,t) .

Soit, en considérant (1.60) :
M>p', (1.62)
ol p' est une borne connue.

1.5.4.2 Cas d’une perturbation du gain non constante

Premiére approche

Soit le systéme non linéaire suivant :

X, =x,, i=1..,@0-1),
X, = f(x,0) +(g(x,1) + Ag(x,))u+ p(x,1), (1.63)
y=1Xx.

ou Ag(x,t) représente une incertitude sur le gain. p(x,f) et Ag(x,t) sont des fonctions réelles

non linéaires vérifiant :
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lag(x,0)| < 8", (1.64)
|p(x,0)| < p', (1.65)

dans lesquelles &' et p' sont des bornes connues.

Le choix du bouclage défini par (1.54) assure la condition de glissement (1.49) du

systeme (1.63) si le gain de glissement M vérifie [Elmali 92] :

S ’p(x,t) + Ag()c,t)ueq

At 1+ - -
g(x,1)
11 vient en utilisant les hypothéses (1.64) et (1.65) :
p' +6' Ueg
M > —5,— (1.67)
1 —_—
|g(x,0)
avec la condition :
i
— << 1. (1.68)
lg(x. t)|
En fait, il apparait que la condition (1.67) n’est valable que si la commande
Ueq st bornée. (1.69)

On peut remplacer les conditions (1.65) et (1.69) par une seule condition moins

restrictive, pour cela on pose :
C(x,t) = p(x,t) + Ag(x,t)u,,, (1.70)
et I’on suppose que :

x| <¢. (1.71)
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Dans ce contexte, la condition d’attractivité (1.49) est satisfaite par le choix du gain de

glissement

<a<<l (1.72)
g(x,1)

’Ag(x,t)

Deuxiéme approche

Pour satisfaire la condition de glissement SS <0, M peut étre choisi [Elmali 92], tel
que :

M > p(x,t)+Ag(x,t)u (1.73)

Il est clair que la détermination de M nécessite la connaissance de « qui est lui méme
fonction de M. Afin de résoudre ce dilemme de causalité, la valeur courante de u est
remplacée par la valeur la plus récente u(f—17), ou 7 est un temps infinitésimal utilisé pour
réaliser un bouclage. C’est le concept de Youssef-Toumi [Youssef-Toumi 90], pour traiter les
systemes dynamiques a retard. En utilisant les hypothéses établies par (1.64) et (1.65), on peut
écrire :

M(t)>p' +6" u(t-1). (1.74)

Cette technique nécessite un réajustement du gain de glissement M a chaque instant ¢
et par suite, une mise a jour de la connaissance des commandes et de 1’influence de toutes les
perturbations. De plus, elle n’est applicable que pour des syst¢tmes ne présentant pas de

variations brusques.

1.5.5 Exemple

Considérons le systeme du deuxiéme ordre représenté par :

X, =X,,
X, =—x,x, +(1+Ag(x,t)u+ p(x,t), (1.75)
y=x,.

On souhaite pour la sortie y, une réponse a une entrée nulle du type deuxieme ordre de
constante de temps équivalente égale & 1/3 de seconde. Comme ce n’est pas possible ici, on

choisit un comportement du type premier ordre avec la méme constante de temps.
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11 en résulte pour S I’expression (voir paragraphe 1.5.2) :
S=3x,+x,. (1.76)
En utilisant les équations (1.75) et (1.76), la condition de glissement devient :
SS = S(3x, — x,x, + (1+ Ag(x,0))u + p(x,1)) < 0. (1.77)

La résolution de cette inéquation, par rapport a u, fournit des solutions assurant 1’évolution du

systeme en régime glissant. Le bouclage
u=-3x, + x,x, — Msign(§), (1.78)

dans lequel M est choisi suffisamment grand pour contrebalancer les effets des perturbations

Ag(x,t) et p(x,t). Sous ces conditions de convergence, il vient donc pour le systeme réduit

caractérisant la dynamique du systéme en régime glissant :

x, =-3x,, avec x, =-3x,,
(1.79)
y=Xx,.
Les simulations ont été réalisées dans le cas ol :
Ag(x,1) = 05sint, |Ag(x,1)| < 05,
p(x,t) = sint, (1.80)
Cxn|<2,
ou {(x,1) définie par (1.70) et s’écrit dans ce contexte :
§(x,1) = sint + 0.5sinz(=3x, + x,x,) . (1.81)

Par suite, 1’inéquation (1.72) qui satisfait la condition d’attractivité de la surface et de
robustesse de la commande impose un gain de glissement M >2. Les figures suivantes

présentent les résultats de simulation pour un gain de glissement
M =5 (1.82)
Toutes les simulations de ce mémoire ont été faites avec le logicie]l Matlab en utilisant

I’algorithme Runge Kutta d’ordre cinq et un pas d’échantillonnage égal a 1 ms.
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Sorties Variation de S
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a : Evolution des sorties désirée b : Variation de S.
vy ( Yetréelley (-.-.-).
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.
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0.2

x1

03
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4 6 8 10

¢ : Plan de phase x, = f(x,). d : Variation de la commande u.

Figure 1.7 : Evolution du systeme en boucle fermée.

On constate que la sortie réelle y du processus coincide avec la sortie désirée y,
(sortie du systéme non perturbé) apres un certain temps (voir figure 1.7.a).

Ce type de loi de commande permet donc d’atteindre l'objectif souhaité, mais

engendre des oscillations donnant lieu sur certaines grandeurs a un phénomeéne de broutement
(figures 1.7.b et 1.7.d) indésirable en pratique.
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1.6 Systemes multivariables linéaires en entrées

Le principe de la commande par mode glissant peut étre également appliqué a des
systémes multivariables. Dans ce cas, chaque composante du vecteur commande commute
rapidement entre une valeur maximale et une valeur minimale en faisant ainsi apparaitre le
mode de glissement. Dans cette section, on s’intéresse a un cas de systemes largement étudié
dans la littérature, celui des systemes multivariables linéaires en entrées. On peut citer a
titre d’exemple les travaux de Utkin [Utkin 92], de Sira-Ramirez [Sira-Ramirez 88, 90] et de
Decarlo [Decarlo 88], la liste est loin d’étre complete. Ces systemes présentent un intérét
particulier, du fait que de nombreux systemes physiques réels peuvent s’écrire sous cette
forme [Dodds 91] et [Lian 95], les calculs théoriques sont plus explicites et faciles a réaliser et
enfin la dynamique glissante est unique et s’obtient par la méthode de la commande

équivalente.

Considérons un systtme non linéaire & m entrées dont I’espace d’état x est de

dimension n, décrit vectoriellement par :

X = f(x)+G(x)u, (1.83)

ol f élément de IR", représente un champ de vecteurs, généralement non linéaire. G une
matrice de gain de commande de dimension nXxm. fet G ne sont pas connus exactement et

I'on suppose par la suite, qu’ils sont différentiables. u; est la i-éme composante du vecteur

commande u défini sur IR™ et subissant une discontinuité du type :

{u,.+(x) si S,(x) >0,
U, (x) = i=1,....m (1.84)

u (x) si S,(x)<0,
sur une surface S, (x) =0 de dimension (n-1).

Il s’agit de définir une loi de commande u afin d’amener le plus vite possible I’état du
systeme sur la surface S(x)=0, et I’y maintenir jusqu’a atteindre 1’état final. Dans le cas le

plus général, le régime glissant a lieu sur une variété de dimension (n—m), définie par :

S(x) = ﬁSi (x). (1.85)
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En posant :
s={r',...f"} (1.86)

avec :
fl=fxud), =), 2= fu), .. f7=fxu,), (1.87)

on obtient un syst¢me défini par une famille finie de champs de vecteurs 3, de cardinal 2m,

entre lesquels le systéme commute selon la position de I’état.

La généralisation du domaine de glissement du cas scalaire au cas multivariable est

donnée par la définition suivante :

Définition 1.6 [Utkin 92]

Pour qu’un domaine D de !’intersection § =ﬂSi soit un domaine de glissement pour le

i=1
systeme (1.83, 1.84) il faut que :
e Ce domaine ne contienne aucune trajectoire entiére pouvant étre générée par 1’équation

x=f'(x),ou f' estun élément de la famille 3.

e Ve>0, 36 tel que toute trajectoire commengant le mouvement dans un &-voisinage de

dimension n de D, ne peut quitter le e-voisinage de D que dans un voisinage de ““rayon” € de

sa frontiére.

Ainsi, apres application de la loi de commutation définie par les 2m champs de

vecteurs, la variété glissante est attractive.
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1.6.1 Dynamique glissante

Le régime glissant idéal, assuré grice au vecteur commande équivalente u,,, s’effectue

en satisfaisant la condition (1.18). Cette derniére devient en utilisant (1.83) :

S, f(x)+8,G(xu, =0, (1.88)

ol S_ estune matrice mxn, dont les lignes correspondent aux vecteurs gradient de S, (x) :

38, 3s, |
i
s =| : Sl (1.89)
3s,, 3s,
e

On définit alors la commande équivalente :
-1
tyy ==(8,G(0)" 8, £ (), (1.90)

avec la condition que la matrice (SXG) soit inversible.

En remplagant u par u.q (1.90) dans (1.83), il vient pour la dynamique glissante :

i=f(0)-Gx)(S,Gx)" S, f(x). (1.91)

Remarques

e Dans le cas des systtmes linéaires en entées, la dynamique glissante est la méme
selon I’approche de Filippov ou celle de Utkin [Utkin 92], ce qui permet de conclure que

celle-ci n’est rien d’autre que la dynamique annulatrice du systéme relativement a la sortie

y = S(x).

e La dynamique glissante est définie d’une facon intrinséque a la surface S et ne

dépend pas des & (x) et u; (x), (i=1, ..., m).
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1.6.2 Nature du glissement

Dans la littérature, il existe différents types de glissement [Harashima 85b]. Une
premiére approche, consiste a regarder le processus comme résultant de la superposition de m
régimes glissants scalaires. C’est-a-dire, que la loi de commutation (1.84) implique un régime
glissant sur chaque surface §;. En effet ceci est seulement suffisant pour I’existence d’un
régime glissant sur S mais pas nécessaire (figure 1.8.a).

Une deuxiéme approche, consiste a imposer que I’état rejoigne S en traversant les §;, c’est-a-
dire, que la loi de commutation (1.84) implique un mouvement de glissement sur S sans avoir

nécessairement un mouvement de glissement sur chaque S; (figure 1.8.b).

4 ’
X X
-y
\
\
\
!
[
L4
Ny
a : Glissement sur § avec glissement b : Glissement sur S sans avoir glissement
sur chaque ;. sur chaque S;.

Figure 1.8 : Différents cas de glissement.

L’idée de base de la premiere approche est d’exploiter la théorie développée dans le
cas des systémes dont la variété glissante est de codimension un. A titre d’exemple, on peut
citer la commande par hiérarchisation [Utkin 92], dont le principe est de privilégier certaines

surfaces par rapport a d’autres selon un ordre lié a la stratégie de commande.
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1.7 Formalisation classique du régime glissant des systémes

découplés

Une autre fagon d’exploiter la théorie des modes glissants dans le cas monovariable est
de découpler le systéme multivariable en sous-systémes monovariables [Isidori 89], [Borne
93] et [Fossard 93]. On définit, pour chaque sous-systeme, une nouvelle entrée et une variété
glissante de codimension un. La loi de commande ainsi établie [Fernandez 87], [Utkin 92],

[Mitzova 94] et [Huang 94], assure un mouvement de glissement sur chaque surface S;.
1.7.1 Linéarisation par découplage

Dés le début de la commande multivariable, le probleme du découplage n’a pas cessé
d’intéresser quantité de chercheurs. Ce phénomeéne s’explique tant par la simplicité de mise en
oeuvre du systéme global de commande que par sa réponse a des impératifs de sécurité en

isolant des chaines de commande [Fung 95] et [Chen 91].

Définition 1.7 [Isidori 89]

Un systéme multivariable a m entrées et m sorties est découplable s’il se présente comme un
ensemble de m sous-systtmes monovariables indépendants, dans le sens ou les entrées du

sous-systeme i n’affectent pas la sortie y; et réciproquement.

Le systeme (1.83) peut s’ecrire sous la forme (voir annexe 3) :

y =f1(0)+G (xu, (1.92)
ou I’on pose [Borne 93] :
* n I, T
y =[],
* * * T
P AN (1.93)

G =[G;....G.].
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Considérons les équations (1.92) et (1.93), il en résulte pour la représentation du

svstéme sous forme canonique de commandabilité, I’expression :

Xy =X 00 k=1..(r, -1,
Vi=1,..m: xir’ = ﬂ‘(x)+G,»*(x)u,

Yi = Xi-

(1.94)

Si les indices r; sont invariants et la matrice G inversible dans un domaine D, c RR" de

’espace d’état, on peut poser dans De,, le retour d’état statique :
u=G" (v - f"), (1.95)
ou v définit un nouveau vecteur de commande, et il vient pour le modele linéaire :
y =, (1.96)

Le syst¢me ainsi découplé est formé de m sous-systeémes monovariables indépendants,

représentés sous forme canonique de commandabilité :

X,’k =X gt k=1,...,(r,.—1),
Vi=l...m:{%, =v,, (197)

Yi =X,

Remarques

e En plus des conditions de validit¢ déja présentées , si le modele linéarisé par
découplage est de dimension inférieure a celle du systeme initial, il faut vérifier la stabilité de

la partie du processus non observable par ce modele [Isidori 89].

e Dans le cas ol la matrice G* n’est pas inversible, on ne peut pas trouver un bouclage
statique pour le systeme (1.94). Néanmoins, il est possible, dans certains cas, de trouver une
solution mettant en oeuvre un bouclage dynamique [Isidori 89], [Nijmeijer 90] et [Fossard 93]

(voir annexe 3).

47



Chapitre 1 : Formalisme classique des régimes glissants.

1.7.2 Bouclage a structure variable

Si I'on considere le systéme décrit par (1.97), on définit m surfaces découplées S;

S, = Eaikxik =0, a, =] (1.98)
k=1

correspondant pour la surface §; au sous-systeme :

Xy =X k=10, =1,
K =V (1.99)

ir,

et vérifiant :

58S <0 si S %0 (1.100)

{

Les aj (i =L..m, et k=0,.,(r— 1)) définis dans (1.98) sont choisis de telle maniére que

Qo +a,s+.+a,, ) s"" +s" soit un polyndme de Hurwitz.

D’aprés (1.53), on obtient pour v; :

(r,-1)

v,‘ Z—Zaikxi.kﬂ — M sign(S$,), M, >0. (1.101)
k=1

M; est une constante positive choisie supérieure a la borne maximale de la perturbation (voir

paragraphe 1.5.4).

Cette méthode nous permet de déterminer pour le systéme (1.97), le bouclage
linéarisant a structure variable (1.95), ol le nouveau vecteur commande est donné par la

relation :

i (n-1

- zalkxl,kﬂ - MISign(Sl)
k=1

vi= : - (1.102)
(r, -1

- Zamk xm,k+l - MmSign(Sm)

L &=l ]
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Quand le régime glissant est atteint, la dynamique du systéme original (1.94) devient,

celle d’un systéme de dimension (n—m) représenté dans 1’espace d’état par :

Xik =X e k= 1,,(?‘1 -2),

r-1
Vi=l.,m:$ %, ==Y a,%,, (1.103)
k=1
yl = xll
1.7.3 Exemple
Considérons le syst¢me a deux entrées décrit par :
x, =—6x, +08x,x; +u,,
X, ==3x, —02x,x; = 2x; + 2u,, (1.104)
X, = x, —0l1x,,
avec :
Y =x,
{ (1.105)
Yy = X5,

1.7.3.1 Linéarisation par découplage
En dérivant les sorties y, et y, jusqu'a faire apparaitre les composantes de la

commande u, et u,, on obtient :

dy,
P —6x, + 08x,x; +u,,

4 (1.106)
>
- =-31x, -02x,x, = 199x, +2u,.
dr” : )
Si I’on considere le retour d’état statique défini au paragraphe 1.7.1, il vient :
u, =v, +6x, —08x,x,,
1 1 ‘ 1 243 (1.107)
u, = 05(v; +3.1x, +02x,x, +199x, ).
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Suite aux erreurs de modélisation et aux perturbations externes, la description du
processus, donnée par le systtme (1.104) n’est pas exacte. En effet, la représentation du

systeme réel s’écrirait :

x, =—=6x, +08x,x; +u, + p,(x,1),
X, ==3x, —02x,x, = 2x, + 2u, + p,(x,1), (1.108)

Xy, = x, —0lx,,

pour lequel on suppose :

(.0l P,

(1.109)
|p (x| < p?,

avec p' et p* des bornes connues. Le systéme réel découplé est composé donc de deux sous-

systémes monovariables qui s’écrivent en tenant compte de (1.108) :

dy, _ .
—aT] =V +P|(X,f),

Yy =X,

(1.110)

et

dy,

dr
dz)’z
dr?

Y, = X3.

=x, —0.lx,,

A

=v, + p,(x,1), (1.111D)

1.7.3.2 Controleur classique par mode glissant

On désire avoir pour la sortie y, du processus une réponse a une consigne y,, nulle et
un comportement du type premier ordre de constante de temps égale a 1 seconde. Pour la
sortie y,, on souhaite une réponse a un échelon de commande du type deuxi¢éme ordre et de
méme constante de temps équivalente. Ceci n’est pas possible, on choisit donc des
comportements correspondant a des systémes d’ordres inférieurs mais de méme constante de

temps (voir paragraphe 1.7.2). Il en résulte pour S, et S, les expressions :
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{S, =X,
) (1.112)
S, =(x,-T'(t)) + 1,

ou I'(¢) estun échelon unitaire.

Dans I’expression de la surface S,, on ne tient pas compte de la valeur de la constante

de temps désirée pour le sous-systéme (1.110). Ceci est di a la définition classique de la

surface de glissement (1.45).

On obtient donc les nouvelles entrées v, et v, :

{v; = —M,sign($,), M, >p', (1.113)

v, =0.1x, — x, - M,sign(S,), M, > p*.

En remplagant v; et v, par leurs valeurs (1.113) dans (1.107), il en résulte pour le retour

d’état par mode glissant I’expression :

u, = —Msign(S,) + 6x, - 08x,x,, M, >p',
u, = 05(~ M,sign(S,) +21x, +02x x, +209x,), M, > p°. (1.114)
1.7.3.3 Simulations

On a chotsit pour les simulations :

pi(x1)=02x, +04x,x, +sinr,  |p,(x,0)|<15,
(1.115)

Py(x,1)=-0.2x, —02x,x, +05sint, |p,(x,0)|<15.

En tenant compte de (1.114) et (1.115), on réalise le choix suivant des gains de glissements :

M, =2,
{ (1.116)

M, =10,

Toutefois, la loi de commande ((1.114), (1.116)) reste valable pour tout autre choix

des expressions de p,(x,t) et p,(x,t) (1.115), tel que Ip](x,t)| <15 et |p2(x,t)|S15.
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0 2 4 6 8 10
Temps en secondes
e : Variation de la commande u, . f : Variation de la commande u,.
! 2

Figure 1.9 : Evolution du systéme en boucle fermée.

On remarque qu’apres un certain temps, le comportement du systéme bouclé devient
celui du systeme désiré. Cependant, la présence d’oscillations a haute fréquence dans les
organes de commande (voir figures 1.9.e et 1.9.f) altere les performances du systéme et par

suite limite 1’utilisation du régulateur dans la pratique.

En plus, si ’on considere “la surface”™ §, on constate que la convergence de la sortie
réelle y, vers la consigne y, ne satisfait pas le mode de stabilisation souhaité. Ce qui est
normal, vu 'expression de S, (1.112). En effet, la réduction de I’ordre du systéme, a fait
perdre toutes les informations concernant la dynamique désirée pour la sortie y,. Dans ce cas

particulier, la notion de glissement n’est plus correcte puisque celui-ci s’effectue en un point.
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1.8 Extensions méthodologiques dans I’élaboration de la

commande

Malgré les différents avantages de la commande a structure variable, son utilisation
dans certains domaines, a été entravée par les oscillations du régime glissant dues aux
imperfections (hystérésis, retard) des éléments de commutations (voir exemples 1.5.5 et
1.7.3), qui excitent les dynamiques de hautes fréquences non modélisées. Afin d’y remédier,
de nombreux algorithmes a structures variables ont été développés durant la derniere
décennie. On peut citer la commande continue dans une bande de la surface [Slotine 83, 84],
et [Harashima 86], qu’on va développer au paragraphe suivant, la commande avec correction
intégrale en régime permanent ou pendant des phases dynamiques spécifiques [Harashima
86]. En effet, le compensateur dynamique diminue l’erreur en régime permanent, mais
provoque souvent des oscillations supplémentaires sur la réponse en régime transitoire. On
peut citer aussi les travaux de Ambrosino [Ambrosino 84], de Hsu [Hsu 89], de Slotine
[Slotine 86], de Hamerlain [Hamerlain 93] et de Nouri [Nouri 94] concernant la commande

adaptative a modéle de référence. Dans ce contexte, existe la commande sous-optimale [Mira

72] qui introduit des surfaces non linéaires ou linéaires par morceaux.

1.8.1 Commande continue dans une bande de la surface

La solution proposée par Slotine [Slotine 83] consiste a remplacer la loi de commande
discontinue par une loi continue en x a 'intérieur d’une fine bande située au voisinage de la
surface de glissement, la discontinuité étant conservée a I’extérieur de cette bande. La

formulation de Slotine est la suivante :

B (1) ={x|s,x)|< @, & >0}, (1.117)

d’ou:

B(t)={x, §;(x)>0 ou S5 (x)<0}, (1.118)

avec (dans le cas d’un systeme d’ordre deux) :

{s,.'(x) =S, (x) + A€, 5/ (x) = 5,(0)-A¢,, (1.119)

® = Aé.

1
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‘x24

\ X

b

X
\y;:

\ S =0
€,

S7 =0

i

0

Figure 1.10 : Construction de Bi(r) [Asada 86] dans le cas out S =a,x, +x, ;

@, épaisseur de la bande ; ¢, largeur de la bande.

Pour la synthése du correcteur, deux formes sont retenues :
1.8.1.1 Premiere forme utilisée [Slotine 83]

On choisit pour la composante haute fréquence

S
Au, = —M sat| — |. 1.120
RN o

i

i

St alors saf
o |1 alors sa D

i i

Si

S, S,
o) o WTta Mg (1.121)

i

sl
1¢A

S.
>1 alors sat(a') =sign(S;) et u = Uy — M sign(S,). (1.122)

i
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u

N

Figure 1.11 : Loi de commande par bande continue au voisinage de la surface de glissement

selon Slotine.

1.8.1.2 Deuxieme forme utilisée [Harashima 86]

Une autre solution proposée par Harashima pour lisser la commande au voisinage des

surfaces S, = 0, est de remplacer les fonctions sign(S;) par des fonctions continues cont(S;), de

la forme :
S; .
cont(S,) = ., 6>0 i=1..m
5 +8]
Si lel <@, alors u =u, — Mcon(S,),
sinon

ui = uieq - MiSign(S,' )a
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M o

v

Figure 1.12 : Loi de commande par bande continue au voisinage de la surface de glissement

selon Harashima.

Remarque

Afin d’augmenter les performances de la commande, les zones continues de taille 29,
des fonctions sat(S;) et cont(S;) doivent €tre aussi petites que possible. Cependant, dans le cas
de trés grandes perturbations, on doit augmenter le gain M; et par suite augmenter la bande
2@, Ainsi, la mise en place d’une commande continue dans une bande de la surface nécessite

un compromis entre la robustesse et les performances [Kachroo 96].

1.8.2 Exemple

Reprenons I’exemple du paragraphe 1.5.5 en remplacant la fonction sign() dans (1.78)

par la fonction sat(), il en résulte pour la loi de commande I’expression :
S
u=-3x, +x,x, - Msat(g). (1.126)

On se propose de faire varier @ en laissant M constant, ¢’est-a-dire :

M =5
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0 ; . : . 01 : ‘ .

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
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a : Variation de la commande u. b : Evolution des sorties désirée et réelle :

vy () y (---).

Figure 1.13 : Cas o @ =5.107".
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a : Variation de la commande u. b : Evolution des sorties désirée et réelle :

Yo (—) ¥y (-=0)

Figure 1.14 : Cas ot & =5.107".
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4 o1} 1
5 . . . . 02 s . s s
0 2 4 6 8 10 1) 2 4 6 8 10
Temps en secondes Temps en secondes
a : Variation de la commande u. b : Evolution des sorties désirée et réelle :

yo (—) y (---).

Figure 1.15: Cas ot @ =510"".

En augmentant @, on constate que la commande devient plus lisse, mais au détriment

des performances du systéme (voir figures 1.14.b et 1.15.b).

(oY

“/,;) 0, ¢
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons effectué une synthése des principaux résultats sur la

commande a structure variable en régime glissant dans le formalisme classique.

L’intérét majeur de cette approche se situe d’une part dans la simplicité de mise en
oeuvre de la loi de commande, d’autre part dans la synthese des coefficients de la surface de
glissement. On peut facilement prendre en compte aussi bien en terme de stabilité que de
robustesse, les non-lin€arités, les saturations et I’imprécision des parametres identifiés du
processus commandé. C’est un avantage non négligeable qui permet de connaitre les limites

de fonctionnement a ne pas dépasser.

Néanmoins, dans certains cas, les performances du systeme peuvent €tre altérées a
cause d’un phénomene de broutement qui se manifeste dans les grandeurs asservies. En
plus, la réduction de I’ordre du syst¢éme ne permet pas toujours d’atteindre 1’objectif imposé
avec la dynamique désirée. En effet, si I’on considére le cas particulier d’un systéme de degré
relatif égal a un, la surface de glissement correspondante, d’ordre zéro, permet de stabiliser le

systeme sur I’origine mais ne peut définir la maniére de I’atteindre.

Les extensions méthodologiques ont concerné uniquement le phénoméne de
broutement et ont permis sa diminution. Cependant, elles ont donné naissance a d’autre
problemes tels que, la complexité de la mise en oeuvre de la loi de commande, I’existence

d’un compromis entre la robustesse du régulateur et les performances du systéme...

Ainsi, I’objectif de ce mémoire est de construire une loi de commande par mode

glissant assurant a la fois, robustesse, performance et simplicité.
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Chapitre 2 : Commande dynamique par mode glissant : application aux systémes monovariables.

Introduction

Dans la réalité, il est souvent tres difficile de représenter fidelement un processus et de
connaitre toutes les variables mises en jeu. Par conséquent, la loi de commande qui lui sera
associée doit étre robuste afin de pallier a certaines non linéarités ou erreurs d’identification.
La commande par mode glissant permet de répondre a ce probléme, cependant comme le
montre le chapitre 1, cette robustesse se fera au détriment des performances. En effet, la
discontinuité de I’entrée induit des vibrations haute-fréquences indésirables en pratique. De
plus, la surface de glissement définie dans le formalisme classique réduit I’ordre du syst¢me
en boucle fermée, ce qui ne permet pas dans certains cas, d’imposer au systtme un mode de

stabilisation.

Dans le but de remédier a ces inconvénients, on se propose dans ce chapitre de définir,
pour des systeémes non linéaires monovariables, une commande par mode glissant qui soit
robuste, performante et présentant une simplicité de mise en oeuvre. Nous présentons dans un
premier temps, la synthése d’un nouveau contr6leur par mode glissant. Celui-ci est basé sur la
mise en oeuvre d’une surface de glissement de méme ordre que le systeme. La surface ainsi
définie fait intervenir une loi de commande particuliere, appelée commande dynamique par
mode glissant (DMG) : la condition de glissement [Utkin 92} impose une discontinuité sur la
dérivée de la commande permettant ainsi de résoudre les problemes liés au phénoméne de
broutement. En effet, I’intégration lisse la commande discontinue avant son application sur la
dynamique du systéme et donc évite de faire apparaitre ces vibrations résiduelles indésirables
[Fliess 92]. De plus, elle permet de ne pas réduire I’ordre du systeéme en boucle fermée. Nous
étudions dans un second temps, la validité et la robustesse de la méthode proposée pour
différents types de perturbations et domaines de glissement. Enfin, nous présentons une

deuxiéme proposition pour le nouveau contrdleur dynamique par mode glissant.
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2.1 Bouclage linéarisant a structure variable : Introduction de la

nouvelle surface de glissement.

Considérons un systéme dont la représentation d’état sous forme canonique de

commandabilité (annexe 1) est :

X, =X,, i=l..,(n-1),
x, = f(x,t)+g(x,)u, 2.1
y=x,

Dans ce mémoire, on envisage des hypersurfaces lin€aires définies dans I’espace de

I’erreur de la sortie par rapport a la consigne. Soit S(¢) la fonction continue, dérivable sur R, ,

définie comme suit :
S =2a,"-y"), (a,=D, 2.2)
i=0

ou y. désigne la consigne, qui est constante dans le cas d’une régulation et variable dans le cas

d’une poursuite de trajectoire. La stabilité asymptotique est assurée si les coefficients a; sont

choisis de fagon a ce que a, + a,s+...+a,_,s""' +s" soit un polynéme de Hurwitz.
La commande choisie doit satisfaire la condition de glissement [Utkin 92] et [Slotine 83] :

SS<0 si S=0, (2.3)

pour assurer ’existence du mode glissant et la stabilité asymptotique sur 1’origine.

Lemme 2.1 [Hajri 96a]

Soit le systéme (2.1) pour lequel on définit la surface de glissement (2.2). Si la condition de

glissement SS < 0 est satisfaite et s’il existe un temps fini #, pour lequel ona:
§$=0,

alors S(#) ne quitte plus S=0 Vz21,.
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Démonstration

Supposons que S(¢) atteigne S = 0 en un temps fini 7, et que I’on ait maintenant :

S()#0 Vi e {[r t, +6], 5>0}, (2.4)

g

comme S(t) est une fonction continue et dérivable alors 3 0< 4§, <&, pour lequel S(¢) est une

fonction croissante ou décroissante V ¢ € { [tg tg*], t," =t, +0, }

Si S(#) est décroissante (resp. croissante) alors S(¢) est négative et S(r) > S(¢,”), (resp. alors
S(¢) est positive et S(t) <S(¢z,")), or:

. (S-S5 ds(t)
llm( ; }=( dt) : (2.5)

=t t- tg t=t,"

comme S(#) > S(¢,"), (resp. S(¢) < S(¢,”)), alors sign(d—Sdgﬂj = sign(S(z,")),

ce qui est en contradiction avec 1’hypothése SS < 0, d’ou la démonstration du lemme 1.

La fonction de glissement S(f) est choisie de telle maniére qu’elle soit solution de

I’équation différentielle suivante :

ds .
- — Msign(S), (2.6)

avec M une constante strictement positive.

L’équation (2.6) permet de montrer que la convergence de la surface S vers 0

s’effectue en un temps fini 7, :

t, M

Q2.7)

La connaissance de (ch =[y. ey ])¢=o’ x(0) et Destimation de (y™)_,

permettent de connaitre S(0).
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Calculons S (t),1l vient :

S(I) — Za,(}’('H) _ _V:_Hl)), (28)

i=0
d’autre part, S(t) vérifie I’équation (2.6), d’olion a :
n ) n-1 ]
v =Y a ™ - 2ay? — Msign($). 29)
=0 =0

En utilisant (2.1), I’équation (2.9) devient :

d n ] n—1 )
Z F D+ = Y a,y = a,y" - Msign(S). (2.10)
i=0

i=0

La résolution de cette derniére équation, par rapport a u, fournit un bouclage
dynamique remplissant les conditions d’évolution en mode glissant du syst¢éme. Une solution

de ’équation (2.10) donne le bouclage linéarisant suivant [Hajri 95, 96a] :

n n-1 !
Yoay =Y ax, - M][sign(S(m)dr~ f(x,1)
— i=0 i=0 0

g(x,1t)

u (2.11)

Il est bien évident que I’intégration de la fonction discontinue lisse la commande avant
son application sur la dynamique du systéme et donc, évite de faire apparaitre des vibrations

liées aux discontinuités de I’entrée.
2.1.1 Dynamique du systeme en régime glissant
Le régime glissant est atteint lorsque
S(t)=0, avec  S(t)=0. (2.12)
Dans ce cas, la commande u est égale a la commande équivalente

n n=1
Zaiyii) "zaixm -fx)
i=0 i=0

« g(x,1)

u , (2.13)
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et la dynamique glissante du syst¢me est donnée par :

X, =X, i=l..,Hn-1),
x, = f(x, 1)+ g(x,Du,,, (2.14)

y=x,.

En remplagant u.q par son expression (2.13), on obtient un systéme linéaire de dimension n

défini dans I’espace des phases par :

% =X, i=le,(n=1),
n n-—1

%= 2.8y =Y ax,, (2.15)
i=0 i=0

y=x,.

Lorsque le régime glissant est atteint, le systéme est insensible aux éventuelles
variations paramétriques puisque son comportement est régi par la dynamique de la surface.
Le systtme (2.15) est de dimension n, par suite, ’introduction d’une telle fonction de

glissement permet de ne pas réduire 1’ordre du systéme en boucle fermée.

On remarque que la commande u (2.11) peut &tre mise sous la forme classique :

U=u,+Au, (2.16)

avece !

( n ) n-1
zaiyﬁl) _Zaixm -f(x1)
_ =0 i=0
Ha = g(x.1) ’
4 , 2.17)
~ M [sign(S(e))dz
Au = 0
| g(x,1)
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2.1.2 Interprétation

Avec notre choix de la surface de glissement on déduit que la commande ueq
correspond au bouclage linéarisant par retour d’état statique. En effet, d’aprés la section 1.5.1

(chapitre 1), on peut écrire pour le systeéme (2.1) :

d’l
dt,,y =v' = f(x,t)+g(x,thu, (2.18)
ou la nouvelle entrée est donnée par :
n n-1
vi=2ay" - Yay?, (2.19)
i=0 i=0

ce qui permet d’établir avec le choix de § (2.2), ’expression :

S=—v"+y". (2.20)

Par suite, I’expression du bouclage linéarisant qu’on applique au systéme (2.1) peut s’écrire :

v - fn

2(01) (2.21)

1l est bien évident que les équations (2.13) et (2.21) sont les mémes. Par conséquent,
on confirme bien que dans le cas ou le systéme est parfaitement connu et ne subit aucune
perturbation extérieure ou variation paramétrique, un bouclage linéarisant par retour d’état
statique suffit pour imposer le comportement désiré. Dans le cas contraire, une compensation

dynamique lui sera superposée afin de ramener I’état réel du systeme vers celui désiré.

Dans la suite de notre mémoire, on procéde comme suit :

On commence par faire un bouclage linéarisant sur le systtme (2.1), ce qui peut €tre

représenté schématiquement par la figure 2.1. Le systeme (2.1) se met alors sous la forme :

X, =Xy, i=l..,0n-1)
X, =V, (2.22)
y=1x,.

avec v" la nouvelle entrée définie par (2.19).
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1
g(x,1)
T

Sfx.p)

»

Figure 2.1 : Schéma de principe de la commande linéarisante par retour d’état statique.

Si le systéme (2.1) ne présente aucune perturbation, les conditions initiales vérifient

alors :
(y‘"’),=0 =v(0). (2.23)

d’ou §(0)=0 et ¢, =0. Ce qui montre qu’on est immédiatement sur la surface et que le

systéme coincide avec le modéle.

On a considéré dans ce mémoire que I’instant de début de 1'algorithme de commande

correspond a (f,+7), avec 7T un infiniment petit positif. Néanmoins, Pour simplifier

I’€criture on notera cet instant t,. En effet, dans (2.23) I’instant z =0 est en toute rigueur

r=0".

En présence de perturbations, une compensation dynamique Av est superposée a v*
afin de compenser les phénomeénes indésirables. Le principe du correcteur dynamique par

mode glissant (DMG) proposé est réalisé selon le schéma bloc suivant :
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_r
e g(x’t)

i

r 3

fix,0)

Figure 2.2 : Schéma de principe de la commande dynamique par mode glissant.

La commande u s’écrit alors :

v—f(x,1)
u= __g(x,t) (2.24)
ou v est la nouvelle entrée définie par :
v=v" +Av, (2.25)
avec v’ donné par I’équation (2.19) et :
‘
Av =M [sign(S(t))dr . (2.26)
0

En définitive, la loi de commande u appliquée au systéme perturbé est donnée par (2.11), soit :

n n-1 t
Y ay® - a,y" - Msign(S()d7 - f (x.1)
i=0 i=0 0

u= .

g(x,1)

A cause des perturbations et des variations paramétriques qui nous sont inconnues, les
valeurs réelles de y(i) (i =0,...,n) seront estimées, en particulier a I’instant ¢ = 0. Par suite,

la valeur de S(0) est une valeur estimée, elle aussi. La robustesse de la méthode n’est pas

déteriorée, ce que nous prouve le lemme suivant :
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Lemme 2.2

Soient le systeme défini par (2.1), la surface S donnée par (2.2) et u satisfaisant (2.11) :

n n-1 4
Yay” - ax, - M|sign(S(T)dT~ f(x.1)
=0 i=0 0

U= .

g(x,1)

Alors on a glissement et stabilité asymptotique du systeéme sur la consigne y. quelque soit la

valeur de S(0).

Démonstration

Le choix de la commande u (2.11) pour le systéme (2.1) vérifie (2.6), soit :

S

— = —Msign(S).

dr 1gn(S)

Le signe de SS ne dépend pas de $(0), la condition de glissement SS < 0 est donc toujours
satisfaite. Le temps de glissement est donné par (2.7), donc d’aprés le lemme 2.1 on a

glissement et stabilité asymptotique du systéme sur la consigne y. quelque soit la valeur de

S(0).

|
2.1.3 Cas de la régulation
Le mode régulation est obtenu en prenant une consigne y, constante, d’oti on a :
y?'=0, V 1<i<n (2.27)
En régime permanent, on a :
x =y, et x,=0 V 2<i<n (2.28)
Dans ce cas, la dynamique désirée du systéme en boucle fermée est donnée par :
X e T (2.29)

Y. a,+a,st.+a, s +s
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La nouvelle entrée v°, s’obtient donc en annulant toutes les dérivées de la consigne y. dans

1’équation (2.14) :
n-1 ]
v =a,y, - d,a,y", (2.30)
i=0
d’autre part I’expression de S devient :
S=-ayy, +2,a,y". (2.31)
i=0

En utilisant le résultat (2.11), la commande « appliquée au systeme (2.1) en cas de régulation

s’écrit alors :

n—1 !
ayy, - 3.4,y - M [sign(S(r)dr - f (x,1)
=0 0

= : : 2.32
* g(x,1) (2-32)

2.2 Influence des perturbations

D’apres ce qui préceéde la valeur de M n’a pas été quantifiée et donc le compensateur
(2.11) ne peut compenser toutes les perturbations et variations paramétriques agissant sur le
syst¢éme. Une étude d’existence d’un régime glissant et de robustesse pour différents types de
perturbations est donc nécessaire. On choisit des perturbations linéaires dans 1’équation
entrée-sortie du systéme. Ce choix est naturel car un tel systeme (2.1) est, le plus souvent, une
approximation linéaire, par troncature des termes non linéaires. En l'occurrence la
perturbation, représentée dans ce qui suit linéairement, est le plus souvent aussi une
approximation de la perturbation réelle intervenant sur le systtme non linéaire. Elle n’est le
plus souvent, connue que partiellement. De plus, dans une représentation linéaire des
systémes, il est naturel que les perturbations soient décrites par un modele de méme nature

que celui utilisé pour décrire I’évolution de 1’état [Messager 92].
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2.2.1 Perturbation additive

En présence d’une perturbation additive p(x.t), le systéme (2.1) s’écrit :

X, =X, i=l,..,(n-1),
x, = f(x,t)+g(x,u+ p(x,t), (2.33)
y=x,

oll p(x,t) représente les variations éventuelles des paramétres ou une perturbation externe qui

n’est pas connue mais vérifie [Hajri 95] :

d 1
|M <o, (2.34)
de
avec p, une borne connue.
La loi de commande donnée par I’équation (2.24) méne au systéme suivant :
X, =x,,, i=l,..,(n=1),
X, =v +Av+ p(x,t), (2.35)
y=Xx,.
2.2.1.1 Estimation du gain de glissement M
Dans ce cas la dérivée de S s’écrit :
: d N
$(1) = — Msign(S) +—(’%)—)- (2.36)
D’aprés (2.36), la condition de glissement SS < 0 est vérifiée pour un gain :
M>p,. 2.37)
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2.2.1.2 Premiére estimation du temps de glissement

Lemme 2.3

Soient le systeme (2.35) et ’hypothese (2.34) satisfaite, s’il existe Av tel que :

d(A
Ld{‘ﬁ: - Msign(S), avec Av(0)=0et M > p,,

alors S (2.20) converge vers 0 en un temps fini 74 :

S S0
s _, 5ol (2.38)
M +p, M- Py
Démonstration
En intégrant I’équation (2.35), on obtient :
S(1) = S(0)~ M| sign(S()de + [ p(x,dr, (2.39)
0 0
le temps de glissement est défini pour S(¢ ) =0,dol:
S(©0)— M [sign(S(r))dr + | p(x.1)d7 =0, (2.40)
0 0
V1e [0 tg[ le signe de S(7) est constant, on a sign(S(7)) = sign(5(0)) .
Casou S(0)>0
L’équation (2.40) devient :
5(0)- Mt, + [ px,7)d7 =0, 2.41)
0
(2.34) permet d’écrire :
—S(O)—p,tg s—Mtg S—S(O)+p,tg, (2.42)
on en déduit :

M+p1 - K—M—pl'
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Casou S(0) <0

L’équation (2.40) devient :

S©)+ Mt + [ p(x,1)d7 =0, (2.44)
0

(2.34) et (2.44) donnent :

~S(0)~pt, < Mt, <-S(0)+pyt,, (2.45)

on en déduit :

-S5(0) < <—S(0)‘
M +p, - g_M_pl

(2.46)

les inégalités (2.43) et (2.46) conduisent a (2.38).

2.2.1.3 Deuxieme estimation du temps de glissement

Dans le lemme 2.3, la valeur de S(0) est donnée par la connaissance de x(0),

(xCT = [yc,)"c»---,yi")])mo, et I’estimation de (y"'))FO .D’aprés (2.2) et (2.35)on a:

S=-—v"+y", (2.47)

Or le systeme (2.35) permet d’écrire :
("), =V (O + p(x,0), (2.48)

ce qui donne en considérant I’équation (2.47) :
S0) = p(x,0). (2.49)

En intégrant (2.36), S(¢) peut étre donnée par :
S(t) = - M [ sign(S(r))d7 + p(x,1). (2.50)
0

Le temps de glissement ¢, satisfait I’équation suivante :
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— M [sign(S(r)dT + p(x,1,) = 0. (2.51)
0

En supposant que p(x,t) vérifie :

lp(x,0)|< p', (2.52)

ol p' estune borne connue, on aura donc :

I 1
PP
M~ ¢ M

IN

(2.53)

Comme ¢, est positif ou nul, on a :

0

IN

1
p
t, S (2.54)

L’estimation du temps de glissement (2.54) nécessite en plus de ’hypothése (2.34) sur

la dérivée de I’erreur, une autre hypothése sur la perturbation, notamment (2.52).
2.2.1.4 Exemple

Le modele non linéaire du second ordre issu de 1’identification est représenté par :

X =Xy,
X, = X%, — X, + U, (2.55)
y=x.

En fait une description exacte correspondrait au modéle :

x, = xz,
X, =x,%, —x, +u+ p(x,1), (2.56)
y=1x,.

Dans I’hypotheése du modele décrit en (2.55), on réalise le bouclage suivant :
Uu=v +x, - xx,. (2.57)
L’obtention d’un systéme en boucle fermée caractérisé par la fonction de transfert :
Y 2

y.,  (s+1)(s+2)’ (2:58)
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conduit a prendre :

v =2y, —2x,—3x,, (2.59)

d’ou:

u=2I(t)—-x, -3x, —x;x,. (2.60)

avec I'(#) un échelon unitaire. Pour les simulations, on a supposé que la perturbation p(x,t)

est décrite par :

p(x,t) =0.2x,x, —0.3x,. (2.61)

En appliquant la commande u (2.60) au systeme ((2.56), (2.61)) on constate que la

sortie réelle du systéme ne coincide pas avec celle du modeéle choisi (figure 2.3).

Sorties

0.95}
0.9}
ossl s
08t !
1

o7t
0.65¢
0.6} ]
055

05 - -
0 5 10 15
Termps en secondes

y,(—) et y(-.--).

Figure 2.3 : Comparaison des sorties désirée y, et réelle y du processus.

Afin de ramener la sortie y du systéme vers la sortie désirée y,, on se propose de

corriger le systtme dans un premier temps avec la commande classique par mode glissant

(CMG), et dans un deuxieme temps, avec la commande dynamique par mode glissant (DMG).
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Commande classique par mode glissant

Afin d’obtenir la méme dynamique pour le systtme mais en réduisant son ordre, on

choisit la surface de glissement classique S (chapitre 1, section 1.5.3) :

2
Szg(x, ~T(1))+x, =0, (2.62)
d’ou la commande u :
2 ,
=X =3 X, XX = Msign(S), (2.63)

ou M est supérieur a la borne maximale de la perturbation p(x,t).

Par suite et dans I’hypothése ou | p(x,t)| <0.5, on choisit pour les simulations le gain

de glissement :

M=1. (2.64)

Commande dynamique par mode glissant

D’apres (2.2) et (2.11) on a respectivement :

S =1, +3x, +2(x, - y,), (2.65)

u=2y, -x, -3x, - x,x, - M| sign(S(r))dt, (2.66)
0

ol M est supérieur a la borne maximale de la dérivée de la perturbation p(x,t). Dans

d(p(x.1))
dr

I’hypothése ou <05, on choisit pour les simulations (voir figure 2.5) le méme gain

de glissement M, c’est-a-dire, M =1.
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Sorties

0.95} e 1
0.9r ;
0.85¢ !
0.8}
0.75;
0.7t
0.65¢
0.6
0.55f

05 . .
0 5 10 15
Teps en secondes
a : Evolution des sorties désirée et réelle :

o) et y(---)

Erreur en sortie

-0.05¢
0.1
0.15

0 5 10 15
Terrps en secondes

¢ : Variation de I’erreur en sortie.

0 5 10 15
Termps en secondes

b : Evolution des commandes :

ueq(___) et u(-.-.-).

Variation de S
0.05

of
005
01t ]
0.154
02
025

03 1

0 5 10 15
Temps en secondes

d : Variation de S.

Figure 2.4 : Evolution du systéme réel corrigé avec le contrdleur classique par mode glissant.
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Sorties Commande
1 15
0.95¢ 1 14
0.9 ] .3
o.8st ol
0.8}
1.1H
0.75}
1 L
07t
0.9}
0.65
o6} ] 0.8}
0.55} J o7}
05 . . 06 . .
0 5 10 15 0 5 10 15
Temps en secondes Temps en secondes
a:y,(__) et y(---). b : Variation de la commande u.
Erreur en sortie Variation de S
0 . 02
0.05
0.1} 0
0.15¢
02}
02}
025t . 04t ]
03}
0.35¢ 061
04} } 08l
.48}
05 ~ 4 . .
0 5 10 15 0 5 10 15
Terrps en secondes Temps en secondes
¢ : Variation de ’erreur en sortie. d : Variation de S.

Figure 2.5 : Evolution du systéme réel corrigé avec le contréleur dynamique par mode

glissant.

En analysant les courbes, on remarque que les résultats obtenus avec la nouvelle
approche de commande ((2.66), figure 2.5) sont meilleurs que ceux obtenus avec I’approche
classique ((2.63), figure 2.4). En effet, on a une diminution des oscillations au niveau de la
surface de glissement et de la commande, un temps de glissement plus faible, une erreur en
sortie nulle en régime permanent et une sortie du systtme presque confondue avec celle du

modele.
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2.2.2 Perturbation relative du gain constante

Supposons que le systeme (2.1) s’écrive sous la forme :

X =x,, i=1..,n-1),
x, = f(x,t)+(g(x, )+ Ag(x,1))u+ p(x,t1), (2.67)
y =X,

ou Ag(x,r) n'est pas connue et représente I’erreur sur le gain. Dans la plupart des systémes

physiques réels, la variation de Ag(x,t) est lente par rapport aux variations du systéme. De

plus, on considere ici que la perturbation relative du gain est constante et vérifie :

g(x,1)
Ag(x,t)
’ 200 ) <q, <<1, (2.68)
dAg(x1))
& (—g(x,t) J =0. (2.69)

En considérant le bouclage donné par (2.24), le systtme (2.55) s’écrit :

i=1,..,(n-1),
Ag(x,1)
g(x,1)

X, =X

i+1°?

X, =v +Av+ (V' +Av - f(x,1)+ p(x,1), (2.70)

y=x.

2.2.2.1 Estimation du gain M

Si I’on consideére 1’expression de S (2.20) et le systéme (2.70), S s’écrit :

. d

(1) Av) +&(x,1), .71

ot £(x,t) est donné par :

_dfagxn), .
E(x,1) = dt( G (v = Fx0)+ p(x,t)), (2.72)
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considérant (2.69), I’équation (2.71) devient :

. Ag(x,t) d(Av)
= . 2.7
S (1 + (1) j 5 +&(x,1) (2.73)
On suppose que :
lex.n)| <&, (2.74)

olt & est une borne connue. La condition de glissement SS < 0 est vérifiée pour un gain M tel

que [Hajri 95]:
M>—: (2.75)

Remarque

Dans le cas ou on n’a pas une perturbation du gain, c’est a dire Ag(x,#) =0, on obtient

d(p(x,t .
E(x,1) =M,et o, =0. En remplagant donc & par p, et ¢, par zéro dans I’inéquation

dr

(2.75), on retrouve le résultat exprimé par (2.37).

2.2.2.2 Premiére estimation du temps de glissement

Lemme 2.4 [Hajri 96a])

Soient le systtme défini par (2.70) et la surface S donnée par (2.20). Si les hypotheses (2.68)

et (2.74) sont satisfaites et s’il existe Av tel que :

d(Av
%= - Msign(s), avec Av(0)=0 et M >~ éa,

alors S converge vers O en un temps fini z, :

s@  _, 150

Ml+a)+& ~ ¢ M(l-a)- 5, (276)
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Démonstration

En intégrant (2.71), il vient :

Ag(x,1)
g(x,1)

S(t) = 5(0)+(1+ jAv(t)-i- [é@mar,
0
dans laquelle Av satisfait (2.26).

Soit ¢, tel que S(z )=0.Vi1e [O, t, [ , sign(S(#)) est constant, on a donc :

Ag(x, '
S(0)— Mt, 14 28er) sign(5(0)) + [ &(x,7)d7 = 0.
f g(x’tx ) 0

Cas ou S(0) >0

L’équation (2.78) devient :

Ag(xt,)

S(O)—Mtg[l+ 2Gir)

J + f&(x,r)dr =0,
0

considérant les hypothéses (2.68) et (2.74) on aura :
-§t, < —_fé(x,r)dr <&t
0

et -SO) -y Mt, -G, <-Mt, <-S0O0)+o, Mz, + &1,

on en déduit :

N SO
M(1+o,)+& SIS M(l-0,)-¢

Cas ou S(0) <0

Par analogie avec le cas ou S(0)>0,ona:
- S(0) - o, Mt, -&t, < Mt, <-S(0)+a,Mt, +§,tg,
d’ol :
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- S(0) - S(0)
—_— <L [ B,
M+a)+E T M—a)-¢

Les inégalités (2.82) et (2.84) montrent (2.76).

2.2.2.3 Deuxieme estimation du temps de glissement

En considérant que :

S(0) ={(x0),
avec :

3 Ag(x,t)

D) (v' —f(x,t))+ p(x,1).

§(x,1)

L’intégration de (2.71) donne :

g(x,t)

S = -M(l +M) [ sign(S(e))dz +¢(x,).

0

Le temps de glissement #, satisfait ’équation suivante :

Ag(x,1,) )
- M(l + MJI sign(S(1))d7 +{(x,1,) = 0.

g(x,t,)

0

Supposons que {(x,t) vérifie :

Canl<g,

ou {, est une borne connue, en utilisant I’hypothése (2.68) on aura :

_Cl <t < gl .
M1-0)" " M(-0a,)

Comme t; est positif ou nul, on a :

&

< <—
= =M -a
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Remarque
Dans le cas ou on n’a pas de perturbation du gain, c’est-a-dire :
Ag(x,t) =0, (2.92)

d(p(x,1))

q ,etoy =0. Par suite, si I’'on remplace& par p, et o, par zéro
t

on obtient &(x,1) =
dans (2.76), on retrouve le résultat (2.38), et si I’on substitue {, par p' et ¢ par zéro dans

(2.91), on retrouve le résultat exprimé par (2.54).

2.2.3 Perturbation relative du gain non constante

Dans ce cas I'hypothése (2.69) n’est plus valable, on suppose alors que la dérivée de la

perturbation relative du gain est bornée, ceci s’exprime par :

d [Ag(x,t)j

<o, 2.93
dt\ gnn) )= % (2.93)

ou ¢, est une borne connue.

2.2.3.1 Estimation du temps de glissement

d [ Ag(x,1)
D’apres (2.77), le terme ——(——
d 2(n1)

” ) n’intervient pas dans le calcul du temps de

glissement 1, I’estimation donnée par le lemme 2.4, ainsi que le résultat (2.91) restent

valables.
2.2.3.2 Premiére estimation du gain M

Pour satisfaire la condition de glissement SS <0, M peut étre choisi [Elmali 92], tel

d [ Ag(x,1)
E(x,t)+ ( gy (———g 0 DAV
Ag(x,t)
g(x,t)

que :

M >Sup (2.94)
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En utilisant les hypotheses établies par (2.68), (2.74) et (2.93) on peut écrire :

& +a,Av
>

(2.95)
1-¢

Cette technique nécessite une mise a jour de la connaissance de I'influence de toutes
les perturbations et elle n’est applicable que pour des systémes ne présentant pas de variations

brusques.

2.2.3.3 Nouvelle estimation du gain de glissement M

Si I'on considére la surface S définie par (2.20), le systéme (2.70) et le terme

correcteur donné par (2.26), on obtient pour la dérivée de S I’expression suivante :

. Ag(x,t) ) . d{Ag(xn) . 7
S = M[(l+ 2 Ge0) J51gn(S)+[dtL D) ]J_([31gn(5(1))df]+§(x,t), (2.96)

ou est &(x,t) est donné par (2.72) et satisfait la condition (2.74).

Théoréme 2.1 [Hajri 96a]

Soient le systeme défini par (2.70) et la surface S donnée par (2.20). Si les hypothéses (2.68),
(2.74) et (2.93) sont satisfaites et s’il existe Avtel que :

d(Av)
dr

= — Msign(S), avec Av(0)=0 et

&

M> 1—(05, +0(2tg)

, (2.97)

ol 1, est le temps de glissement tel que o, +@,t, <1, alors la condition de glissement S§<0

est toujours vérifiée.

86




Chapitre 2 : Commande dynamique par mode glissant : application aux syst¢mes monovariables.

Démonstration

Soit le gain M choisi :

M =————W§'—, avec v > 1. (2.98)

1—(a,+a2tg)

On considere le cas ou S(0)>0, la méme preuve sera faite dans le cas contraire. Les

€quations (2.96) et (2.98) donnent :

§=|— ¥ ([HAg(x't))sign(SH(i(Ag(x’t)DJsign(S(T))dT]+§(x,t) (2.99)
1—(a,+a2tg) gx,1) dry g(x.1) J )

En utilisant le lemme 2.4, on atteint S=0 en un temps fini ¢, et V¢ € [O, tg[, on a

sign(S(1)) = sign(§(0)) = 1. L’équation (2.99) devient :

- yE Ag(xt) (d ( Ag(x’t)j)
S=|- 1 —_— — 1), 2.100
1_(a| +a3tv)[ T g(x,t) +t(dt g(x,t) +€(x 2 ( )

Vite [0, 7, [, les hypothéses (2.68) et (2.93) permettent d’écrire :

Ag(x,t)  d [ Ag(x,t)
(1+ g(x,t) +tdt( g(x,t) )]
>

1—(a, +a2tg)

(2.101)

D’aprés (2.100) et (2.101), SS s’écrit :

1_(a1 +a2tg) g(x,1)

I é x,l O. 2.102

Supposons maintenant que I’on quitte la surface d’équation § =0. On a alors pour un instant

t tel que:
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t,<t<t,+5,0u6>0, (2.103)
la propriété S(¢) = 0.

Comme S(¢) est fonction continue et dérivable alors 3 0<J, <&, pour lequel S(¢) est une

fonction croissante ou décroissante V ¢t € { [tg tg_ ], t g* =1, + o 1}. Considérons le cas ou

S(¢) est décroissante (la démonstration s'effectue de fagon semblable si S(¢) est croissante), on

a alors sign(S(¢)) =-1.
D’apres (2.99), SS s’écrit

vé [1+Ag(x,t)+ 5 4 (Ag(x,t)
t,)

e e(n1) 1| <0. 2.104
[1_(a'+a2 glon) T dr g(x,t)DJré’:(M)J< (2.104)

La condition de glissement (2.104) est alors satisfaite et en utilisant le lemme 2.1, S(¢) atteint

le domaine défini par S =0 en un temps fini 7 et ne le quitte plus pour chaque instant ¢ tel
que 12f1,.

Ce qui prouve, en tenant compte de (2.102), le théoréme 2.1.

Remarques

e Dans le cas ou on a une perturbation constante du gain (2.69), on a alors «, =0. En

remplagant @, par zéro dans I’inéquation (2.97), on retrouve le résultat (2.75).

e Dans le cas ou on n’a pas une perturbation du gain, en utilisant (2.97) mais en

annulant o, et ¢, et en remplagant & par g, on retrouve le résultat (2.37).

2.2.3.4 Estimation du gain de glissement M en fonction des conditions initiales

En utilisant le lemme 2.4, on peut écrire :

t <t (2.105)

g — "gmax’

Ol tgmax est le temps maximal de glissement défini par :

5(0)|

gmax M(l—al)—fl ’ (2106)
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Comme :
2 > d : (2.107)
1—(ocl +a2tgmax) 1—(0:1 +Olztg)
avec @, + Qyt ., < 1. Alors le choix de M tel que :

5

M> 1—(0:l +a2tgmax)

, (2.108)

satisfait la condition de glissement SS < 0.

Théoréme 2.2 [Hajri 96a]

Soient le systeme défini par (2.70) et la surface S donnée par (2.20), si les hypotheses (2.68),

(2.74) et (2.93) sont satisfaites, alors une solution de SS <0 est :

d(Av) .
T = —Msign(S), avec Av(0)=0 et:

. (SO + 28 (1- &)+ 2 SO +40,&[s0|(1- )

o) : (2.109)
Démonstration
Remplagons fyma, par sa valeur (2.106) dans I'inéquation (2.108), soit :
(1= ) M? +(2£ (e, - 1) - a0, |SO)) M + £ > 0. (2.110)
La résolution de (2.110) par rapport a M donne :
Melo m[U]M, o, 2.111)
avec :
y, o (@028 0-a))- JallsOf +aagls@fi-o)

2(1-0,)
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et

. (150 + 28 (1 - 1)+ ]S (O + 40§ [SO)1 - ) 2113

5

) 2(1-¢, )2

D’apres le lemme 2.4 on vérifie (2.75), c’est-a-dire :

donc M > M, . Ce qui prouve le résultat (2.109).

Remarques

o Il est intéressant de noter que |’estimation de M dépend des conditions initiales. En
effet, plus I’état représentatif de I’évolution du systéme est éloigné de la surface S =0, plus le

gain de glissement M doit étre important.

Ag(x,t)
g(x,1)

e Dans le cas out est une constante, on a ¢, =0 et on retrouve le résultat (2.75)

2.2.3.5 Estimation des perturbations en fonction du gain de glissement et des conditions

initiales

Supposons maintenant que 1’on ait la valeur du gain de glissement M, et que 1’on

désire étudier le domaine de validité de la perturbation & (2.74), afin de satisfaire la condition

de glissement SS < 0. L’inéquation (2.110) peut étre écrite :

élz —2M(1-al)€l +((1—a1)2M2 —a2M|S(O)|) >0. (2.114)

La résolution de (2.114) par rapport a £, donne deux solutions strictement positives. Comme

&< M(l -0, ) (lemme 2.4),0n a:
0<& < M(1-a,)— o, M|S(0)]. (2.115)
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2.2.3.6 Exemple

Considérons la description du systéme suivante :

X, =X,,

i . (2.116)
X, =x; + p(x, 1)+ (2 +sint + Ag(x,1))u,
y=2x,.
ou :
r Ag(x,t
g—(x_)_ < 01,
g(x,1)
JE@JﬂSL& (2.117)
d( Ag(x,t
d(2exD)_ 5
dri{ g(x,1)
Considérant le systeme sans perturbations, la loi de commande u s’écrit :
1 .
v —x). (2.118)

“= 2 fsint)

On souhaite avoir pour le processus une réponse a un échelon unitaire I'(r) de
commande du type deuxiéme ordre de constante de temps équivalente égale 4 2 secondes,

d’ol la nouvelle entrée v* :

v =(y. -y)-27, (2.119)

avec y. €gale a un échelon unitaire I"(z) et x(0) = 0.

Pour les simulations, les perturbations vérifient :

,1) = —0.07x2,
{mx) % (2.120)

Ag(x,t) = -0.1+0.2sin(1.2¢t) — sint.

En appliquant la loi de commande ((2.118), (2.119)) au systéme réel ((2.116), (2.120)),

on remarque que la sortie réelle y du systéme ne coincide pas avec celle désirée y, du modele

(figure 2.6).
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o8} g e e
06/
04}

0.2r

0 . .
0 5 10 15
Temps en secondes
yi(—) et y(---).

Figure 2.6 : Comparaison des sorties désirée y, et réelle y du processus.

En présence de perturbations, la commande u qui doit étre appliquée au systéme s’écrit :

=—0w" = x? . 2.121
“ (2+sint)(v )+ Au ( )

D’apres (2.119), il en résulte pour S I’expression :
S=y+2y+(y-vy.), (2.122)
ou S(0) = —-1. Dans I’hypothése ou
o, =01, a, =17, & =13, (2.123)

I’inéquation (2.109) impose un gain de glissement M >4.3. On a choisi pour les simulations

la valeur :

M=45. (2.124)
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Sorties Variation de S
1.2 g - 0.2
1 0
0.8r 1 02t
06f 1 04}
04y 4 -06f
0.2 1 -0.8¢
0 " " -1 " "
0 5 10 15 0 5 10 15
Temps en secondes Temps en secondes
a:y,(__) et y(---) b : Variation de .
Commande
0.6
04
02t
0 -
02f
04}
-0.6 - . .
0 5 10 15
Temps en secondes

¢ : Evolution de la commande u.

Figure 2.7 : Evolution du systéme réel corrigé avec le contrdleur dynamique par mode

glissant

Les figures 2.7.a, 2.7.b, et 2.7.c montrent respectivement, la comparaison de la sortie

désirée y, avec la sortie réelle y du systéme, la variation de S et la nouvelle loi de commande

par mode glissant. On peut noter dans ce cas la robustesse de la méthode (figure 2.7.a) et

I’atténuation du broutement (figure 2.7.c).
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2.2.4 Domaine réel de glissement

Si on tient compte de toutes les imperfections telles que le retard, I'inertie du
commutateur, les phénomenes d’hystérésis, I’imprécision sur les instruments de mesures, etc,
on s’apercoit que le glissement réel s’effectue dans un domaine D défini par une bande de

largeur * ¢, autour de la surface S déterminée par I’équation S =0.
D={xeXc R.teR,, ec R, :|S()|<e}, (2.125)

S(z) atteint le domaine D en un temps fini ?ee

sOl-¢ < |S(0)]-¢

<t, S————— (2.126)
M(1+o,)+¢& T M(-a)- 51
Pour € tendant vers zéro, le régime glissant est idéal.
En se basant sur le théoréme 2.1, notamment M donné par (2.97), le gain M, s’écrit :
&
M, > (2.127)

1—(a, +a2tg£)

avec o, +Q,t,, <1l

Corollaire 2.1 [Hajri 96a)

Soient le systeme défini par (2.70) et la surface S donnée par (2.20). On suppose que les
hypotheses (2.68), (2.74) et (2.93) sont satisfaites et qu’il existe Av tel que

d(Av)
dr

= —Msign(S), et Av(0) =
Si §(¢) atteint le domaine D défini par (2.125) alors le gain M, qui satisfaisant la condition de

glissement SS < 0 s’écrit :

R} (0, (15O - ) +2& (1- ) + \[a.f (IS©|-¢)" +40, (SO -£)(1-,)
2(1 - )2

(2.128
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Démonstration

On remplace |S (O)! par (|S (O)I - 8) dans la démonstration du théoréme 2.2.

2.2.5 Cas d’un gain de glissement variable

On suppose maintenant que le gain de glissement M n’est plus constant, mais qu’il est

défini par une fonction strictement positive du temps M(#) vérifiant :

du ()

5 =M. (2.129)

2.2.5.1 Estimation du temps de glissement

Lemme 2.5

Soient le systtme défini par (2.70) et la surface S donnée par (2.20). On suppose que les
hypothéses (2.68) et (2.74) sont satisfaites et qu’il existe Av tel que

d(Av)
ds

= - M(t)sign(§), avec Av(0) =0,

et M(r) une fonction strictement positive du gain satisfaisant (2.129). Alors S(z) atteint § =0

en un temps fini ¢, tel que :

o o, (1O~ pt,)) - &1, +S©)+ HO) < p(t,) S SO + (O + &1, -0, (1(0) - ). (2.130)
si $(0)>0.

o (10 - pr,)) - &t +5©0) - (O S —pi(t,) < S(O) - p(0) + &, — (O - r,)), 2.131)

s1 $(0)<0.

95




Chapitre 2 : Commande dynamique par mode glissant : application aux systémes monovariables.

Démonstration

En utilisant I’équation (2.78), on obtient :

Ag(x, "
S0)+ 1+M Av(tg)+J'§(x,T)dT=0, (2.132)
glx,t,) o
avec .
Av(t,) = - M(t)sign(S())dr. (2.133)
0

Comme le signe de S(7) est constant durant [O, Z, [, en utilisant (2.129) I’équation (2.133)

devient :

Av(t,) = (1(0) - u(r,) Jsign(S(0)). (2.134)

D’apres les hypotheses du lemme 2.5, M(r) est une fonction strictement positive, alors p(t)est

une fonction strictement croissante. En utilisant I’hypothése (2.68), on a :

Ag(x,1,)

g(xt) j(“(o) — p(e)) < (1=, YO - pz,)), (2.139)

(1+ 0 ) 0) - () < (1 +
d’ou on peut déduire (2.130) et (2.131) suivant le signe de S(0).

2.2.5.2 Généralisation du temps de glissement

Dans ce cas, on suppose toujours que le gain de glissement M(¢) est une fonction du

temps mais qu’on a un glissement réel dans une bande variable £(¢) autour de la surface

d’équation § = 0. L’estimation du temps de glissement est donnée par le lemme 2.6.

96



Chapitre 2 : Commande dynamique par mode glissant : application aux systémes monovariables.

Lemme 2.6 [Hajri 96a]

Soient le systtme défini par (2.70) et la surface S donnée par (2.2). On suppose que les
hypothéses (2.68) et (2.74) sont satisfaites et qu’il existe Av tel que

d(Av) )
& - —M(t)sign(S), avec Av(0)=0,

et M(r) une fonction strictement positive du gain satisfaisant (2.129). Alors S(¢) atteint le

domaine D (2.125), avec £(t) une fonction positive, en un temps fini t, tel que :
o« (140, (1) - pu(t,)) - &1, + SO <t )< SO) + &1, +(1- 0 Y1) - uat,,)).2.136)
si S(0) >0,

o (1- 0 )1t ) - ()= &t + SO <, )< SO +Er, +(1+0, () - 1©).2.137)

si $(0)<0.

Démonstration

Considérons I’équation (2.78) et le temps 1, telque S(z qe) = E(t,.), d’ob on peut écrire :

Ag(x,t,,) fae
S(0) +[1 +—g(—_)JAv(tg‘ )+ Jé(x,r)dt =&(t,,), (2.138)

rPee

avec Av(z,, ) satisfaisant (2.133), c’est-a-dire :

AV(t,) = - [ M(t)sign(S(t))dr.
0
En utilisant la méme démarche que celle de la démonstration du lemme 2.5, on a :

Ag(x,t,)

2 ) )(u(o) — () < (1- &, {1(0) = pa(z,)) (2.139)
P

(1+e, )(u(O) - ut,, )) < (1 +
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Suivant le signe de S(0), on démontre le lemme 2.6. La connaissance des fonctions p(t) et

e(t) permet d’estimer le temps de glissement ¢, .

Remarques

e Si £(1) =0 et M(¢) est une fonction strictement positive du temps vérifiant (2.129),on

retrouve le résultat du lemme 2.5.

e Si £(z) = £ (une constante) et u(r)= M (une constante), on retrouve le résultat

(2.126).
e Si €(t) =0 et u(t) = M (une constante), on retrouve le résultat du lemme 2.4.

2.2.5.3 Estimation du gain de glissement

Théoréme 2.3 [Hajri 96a])

Soient le systéeme défini par (2.70) et la surface S donnée par (2.20). Si les hypotheéses (2.68),
(2.74) et (2.93) sont satisfaites et s’il existe Av tel que

d(Av)
dr

=—M(1)sign(S), avec Av(0)=0,

et M(¢) une fonction strictement croissante vérifiant (2.129). Alors la condition de glissement

SS < 0 est satisfaite si :

S &+, (u(t,) - u(0)
-0 '

M) (2.140)
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Démonstration

Le signe de S(z) est constant durant [O, tg[, d’ou §S s’écrit :

. Ag(x,1) d(Ag(x.n)) :
SS = S[— [(l +————g(x’t) jM(t)+[dt( 20) Dz’;M(T)d1]31gn(5)+§(x,t)}

_ Ag(x,1) d [ Ag(x,t) 3 .
= [- [(H— P )M(t)+[ dt( 2ul) D(u(tg) #(0))]81gn(5)+é(x,t)}

(2.141)

Soit M(?) satisfaisant (2.140) : / 6‘3\
P/
o, (U, ) — (0
M(t):w(é 'f‘_l(ag) - ))), y>1 (2.142)

On pose :

)J(u(rg)—u(m) =9,(2.143)

1+Ag(x,t) ‘/’(51 +0‘z(,u(tg)"l1(0))) N d [ Ag(x,1)
g(x,t) I-¢, dr{ g(x,1)

(2.104) devient :

58 = S(&(x,1) - ¢ sign(s)). (2.144)

Comme M(z) est une fonction strictement positive, alors p(f)est une fonction strictement

croissante. On a donc ;

1) < ut,). (2.145)
En considérant les hypothéses (2.68) et (2.74) on obtient :

¢>¢&, (2.146)

donc quelque soit le signe de S on a SS < 0 durant [O, t, [

De plus, la méme démarche que celle du théoréme 2.1 montre que S =0 pour tout instant

t21,, d’ott la démonstration du théoréme 2.3.
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2.3 Deuxiéme proposition pour le contréleur dynamique par mode

glissant

2.3.1 Présentation du nouveau controleur

Théoreme 2.4 [Hajri 96b]

Soient le systtme défini par (2.70) et la surface de glissement S donnée par (2.2), si les

hypotheses (2.68), (2.74) et (2.93) sont satisfaites, alors le compensateur dynamique :

d(Av) ) .
” =—(M, + M, (sign(Av))Av)sign(S), (2.147)
avec :
M= o M, > (2.148)
'Tl-gq S

satisfait la condition de glissement SS <0.

Démonstration

D’aprés (2.59) on a :

~ Ag(x,t) ) d(Av) i Ag(x,t)
_[1+ 2 D) ) py +(dt (—g(x,t) DAv+§(x,t). (2.149)
d(Av) .
En remplagant & par sa valeur (2.147) dans (2.149), on obtient :
t - Ag(xrt) . . __d_ Ag(x’t)

S = (1 o )(M, + M, (sign(Av))Av)sign(S) + [ . (———g(x’t) DAV +&(1).  (2.150)

CasouS>0

SS devient :

ol [, B8(xD) : d(Aglxr)
5§ = S[ (1 t ](M, + M2(51gn(Av))Av)+(dt( o) j)Av+§(x,t)], (2.151)
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. Ag(x,1) d( Ag(x,t) .
—<l — -M, . (2.152
SS S[ M,[1+ o) ]+§(x,t)+[(dt( 2(0) D M_mgn(Av)]Av] ( )

En utilisant les hypotheses (2.68), (2.74), (2.93) et (2.148)on a :

_M,(1+Ag(x”))+§(x,z)<o. (2.153)
g(x,1)

Si Av>0Oona:

[(i [éi(x—’qjj— M, ]Av <0. (2.154)
de\ g(x,1) -

Si Av<Oon:

d(Ag(x1)
[[ dr ( g(x,1) D + M, )Av <0. (2.155)

(2.153), (2.154) et (2.155) montrent que la condition de glissement SS < 0 est satisfaite.

CasouS <0

On utilise la méme démonstration que dans le cas ot S >0, d’ou la démonstration du

théoréme 2.4.

Remarques

e Il est intéressant de noter que la deuxiéme proposition (2.147) est moins restrictive

que la premicre (2.97). En effet on n’a plus la condition ¢, + ot . <1 asatisfaire.

* Dans le prolongement de ces résultats, nous avons développé un autre compensateur

dynamique par mode glissant (voir [Perruquetti 97b]).
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2.3.2 Exemple

On considere dans cet exemple [Hajri 96b], le systéme donné par :

X, = X,,
X, =x —01x, +(x) +1+Ag(x,0)u+ p(x,1), (2.156)
y=Xx,
ou I’on suppose :
Ag(x,t d [ Ag(x,t
AN PTYY —[M) <022,
g(x,1) dr\ g(x,1) (2.157)
le(x,0)| <23, lex,0)| < 2.3.

Si I'on considére le systeme (2.156) dans le cas idéal, c’est-a-dire en absence de -

perturbations. D’apres (2.21), on a :

(v* -x; + 0.1x2)

U= v ’ (2.158)
ol la nouvelle entrée v”est donnée par :
Vi=(y -0 +20, - )+, (2.159)
le signal de référence y, et les conditions initiales x(0) sont choisis tels que :
y, =sint, x(0)=0. (2.160)

En appliquant u (2.158) au systéme réel ((2.156), (2.157)), la trajectoire réelle y ne

coincide pas avec celle désirée y,; (figure 2.8).
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0 5 10 15 20
Temps en secondes
yo(—) et y(---).

Figure 2.8 : Comparaison des sorties désirée y, et réelle y du processus.

Afin de rejoindre la trajectoire désirée, on propose d’utiliser dans un premier temps, la
commande par mode glissant classique, et dans un deuxiéme temps la deuxieme approche du

contrdleur dynamique par mode glissant (théoréme 2.4).
2.3.2.1 Commande classique par mode glissant
La surface de glissement classique s’écrit :

S=05(y-y,)+(y-3.)=0, (2.161)

et la commande u est définie par :

05y, +j, -04x, —x; Msign(S)
u= - :

. 2.162
x5 +1 x; +1 (2.162)

En utilisant (2.157), M est choisi (voir la premiére approche de la section 1.5.4.2 du

chapitre 1) :
M=3. (2.163)

Les résultats sont présentés sur la figure 2.9.
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Variationde S
0.2

) 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Temps en secondes Temps en secondes
a:y, () et y(---) b : Variation de S.

Commande

0 5 10 15 20
Temps en secondes
¢ : Variation de la commande u.

Figure 2.9 : Evolution du systeme réel corrigé avec le contrdleur classique par mode glissant.
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2.3.2.2 Deuxieme proposition pour le contréleur DMG
La nouvelle surface de glissement est définie par :
S=(=y)+200-3)+(-3.)=0. (2.164)

D’apres (2.148) et (2.147), on choisit les gains de glissements :

My =5, 2.165
M, =03. (2.165)

A partir de (2.21) et (2.157), la nouvelle commande s’écrit :

Y2y . +¥. —-x —19x, - x Av

u= - )
x +1 x5 +1

(2.166)
d(Av) . .
e —(3+ 0.3(sign(Av))Av)sign(S).

Les résultats de simulation sont présentés sur la figure 2.10.
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Sorties Variation de S
15 T . " 05
0
05
-1t
-15
-15 . . . 2 . . —
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Temps en secondes Tenps en secondes
a:y, () et y(---). b : Variation de S.

Commande

0 5 10 15 20
Ttemps en secondes

¢ : Variation de la commande u.

Figure 2.10 : Evolution du systeme réel corrigé avec le deuxiéme contrleur dynamique par

mode glissant.

Il est intéressant de noter que la commande par mode glissant classique induit
d’importantes oscillations indésirables tandis que 1’amplitude du broutement par la nouvelle
approche est négligeable. En plus, la convergence de la trajectoire réelle du systéme vers celle

désirée est plus rapide avec la nouvelle méthode (figures 2.9.a, 2.10.a et 2.9.¢, 2.10.c).
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2.3.2.3 Remarque

Les simulations faites avec le nouveau compensateur (2.147), mais en réduisant les

gains M, et M, tels que:

M, =15, et M,=0l15,

(2.167)

donnent encore de bons résultats (voir figure 2.11), ce qui montre la robustesse de cette

méthode.

Sorties

1.5

0 5 10 15 20

Temps en secondes

a:y, () et y(---).

Variation de S
05

0
-0.5
-1
1.5}
2 . . .
0 5 10 15 20
Temps en secondes

b : Variation de S.

Figure 2.11 : Evolution du systéme réel corrigé avec le deuxi¢éme contrbleur dynamique par

mode glissant.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une nouvelle vision de la commande en régime
glissant. Cette approche est basée sur la mise en oeuvre d’une surface de glissement de méme
ordre que le systtme. En régime glissant, la discontinuité n’intervient plus sur ’entrée mais
sur sa dérivée. On évite ainsi les phénomenes de broutement liés a des commutations trop
rapides de I’entrée et la réduction de I’ordre du systéme en boucle fermée. La prise en compte
de la dérivée de I’entrée et le fait de s’intéresser non seulement aux perturbations mais aussi a
leurs dérivées, quand cela est possible, permet de s’affranchir des conditions géométriques de
robustesse. Les exemples simulés sur ordinateur montrent que la sortie réelle du processus
n’est plus influencée par la présence de perturbations bornées, lors de la stabilisation sur
I’origine par I’approche proposée. De plus, les phénoménes de broutement intervenant lors de

I"utilisation de la commande par mode glissant classique n’apparaissent plus dans ce contexte.
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Chapitre 3 : Contrdleur dynamique par mode glissant : application aux systémes multivariables.

Introduction

La stabilisation asymptotique des systtmes monovariables avec le correcteur
dynamique par mode glissant (DMG) a fait ses preuves dans les domaines de la robustesse,
de la poursuite de trajectoires et de la simplicité de mise en oeuvre. On peut donc envisager
une généralisation au cas des systémes multivariables par une technique de découplage. En
effet, le régime glissant est considéré comme un ensemble de m régimes glissants
monovariables et par suite la loi de commande est définie par m correcteurs DMG
indépendants. Cependant, cette notion d’indépendance n’est plus valable dans certains cas de

perturbations, ce qui rend I’étude plus complexe que dans le cas monovariable.

Dans ce chapitre, ol I’on considére des systemes multivariables, est défini dans une
premiere étape le correcteur dynamique par mode glissant. La validité et la complexité de la
méthode est étudiée, dans une seconde étape, pour différents types de perturbations. On y
décrit aussi une approche d’optimisation des gains de glissements sous certaines contraintes.
Enfin, une étude comparative de la robustesse pour trois algorithmes de commande par mode
glissant notamment la commande classique par mode glissant, la commande continue dans
une bande de la surface et la commande dynamique par mode glissant est réalisée sur un

exemple de moteur synchrone.
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3.1 Découplage dynamique par mode glissant

Considérons un systeéme multivariable, 2 m entrées et m sorties, représenté dans
I’espace d’état de dimension n par (voir annexe 3) :

Y =f(x,))+G (x,t)u,

3.1)
ou I’on pose :
n T T
y =]
Ld * * T
PRI P o I (3.2)
G =[c;,..G.]
La forme canonique de commandabilité correspondant au systeme (3.1) est donnée par
Xy =X k=1.,(r=1),
Vi=l..,m: %, = f (xt)+G (x,0)u, (3.3)

Yi = Xy

Le systeme (3.3) considéré dans nos travaux est supposé commandable et observable

Par conséquent, on a Zri = n. Toutefois, notre approche reste valable lorsque Zr <n,a
=1

i=|
condition que la partie non observable du processus soit asymptotiquement stable

On définit une variété glissante

s=[s,...s,]' (34)
oules §; (i =1,...,m) sont totalement découplées et décrites par :
S, = Za,,( Ny a, =1 (3.5)
j=0

Les a; (i: l..m, et j=0,...,(r,.—l)) sont choisis de telle maniere que
A +a,st..4a,, s "' +5" soit un polynéme de Hurwitz.
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On désire assurer la condition d’attractivité de chaque surface S, =0, (i=1,...,m) :

S8 <0 si S 20 (3.6)

Le calcul de la dérivée de S, donne :

Y 2( a, (y’(m) yi(cjﬂ))} (3.7)
J

Alors le choix de
S, =-Msign($,), M, >0, (3.8)

assure la condition (3.6).

La convergence de chaque S, vers 0 s’effectue en un temps fini z; :

Ly =Lg—;‘f1—()—)1 3.9
Par identification de (3.7) et (3.8), il vient :
yl"i’” v, —g;a,jyl +Za,/v,( — M sign(S$))
y,“:*” = y = —Z;auy,’” +§0auy,;*‘ M sign(S.) |, (3.10)
v ) o —gam,yi,’“ +Zam,y£{:‘ - M,sign(s,)

ol y; estla dérivée de la i-eme composante du vecteur y*(3.2).
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Une solution de I’intégration du systéme (3.10) par rapport a ¢ est donnée par :

Si les indices r; sont invariants et la matrice G~

Pespace d’état, en tenant compte de (3.1) et de (3.10), on peut dans D, poser :

u=(G (1) y

(5-1)
)+ 2%,()),0 -y’ ) M angn(S (T)dt
v+ Y a, (U 3= M, [ sign(s, (o)dr
0

W= M, jsxgn(s,,,(r))dr

o)+ Zal,(ylc -y ) M ,fsrgn(S (D)7 - f"(x,1)

g Za (Y -y)- M,.jsign(S‘.(T))dT—f,.*(x,t)
0

I-—l !

j=0

'+ Z a, (ym - yY ) Mmjsign(Sm(r))dr— fo(x,)
0

(3.11)

inversible dans un domaine D, < IR" de

(3.12)

Par l'utilisation du contrleur dynamique par mode glissant (3.12), on obtient une

commande performante permettant la stabilisation asymptotique du systéme sur la consigne.

En effet, intégration de la fonction signe dans 1’expression de la nouvelle entrée, lisse la loi

de commande et par suite atténue les vibrations de haute-fréquences.
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3.1.1 Dynamique glissante

Le régime glissant est atteint sur chaque surface S, (i =1,...,m) quand

S =0, avec S =0. (3.13)

! t

D’ot I’on définit la commande équivalente :

(’1‘])
yl(:l) + zau()ﬁ(cj) _yl(l))—f]*(x:t)

j=0

(r-t
o = (G )| ¥+ Xa, () =)= 77|, (3.14)

(r,=1)

v+ Y a, (v - y9) - £ xn

j=0

La dynamique glissante est alors obtenue en remplacant u par Ueq (3.14) dans (3.1), soit :

Yeg =F (1) +G™(x,0)u,. (3.15)

Le systeme bouclé en régime glissant, caractérisé par les m sous-systémes découplés est donc

donné par :

ri‘ik = xi'k+], k = 1,...,('} bl 1)’
(n-1) ' .
Visloom:ak, = yi(cri) + Zaij()’,-(f) - y,-(l)), (3.16)
j=0
Yi = X
\

La dynamique de chaque sous-systtme ne dépend que des coefficients de la surface

correspondante, d’ol I'importance du choix des a; (i =l.met j=0,.,(0 - 1)).
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3.1.2 Interprétation

Si P’on pose :

v o=y (3.17)
on obtient pour la i-¢me composante de v :
(s-1)
vi =3 =3+ a3 -5V). (3.18)
j=0
Ainsi le choix de S, (3.5) permet d’établir :
S =—v +yl, (3.19)

ce qui revient a stabiliser asymptotiquement le systeme (3.1) sur la consigne, en absence

d’incertitudes et de perturbations, par un simple retour d’état statique :

u=(G () (v = f (x0), (3.20)

dont le schéma de principe est donné par la figure suivante :

vl
Vi [Retour d’état
. statiqu
vm

Figure 3.1 : Schéma de principe d’une linéarisation par découplage.
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Le systtme ainsi découplé est formé de m sous-syst¢mes monovariables indépendants,

représentés sous forme canonique de commandabilité :

X =X k=L, (=1,
YVi= l,...,m: Xir’ :v:’ (321)
Y, =X,

En présence d’erreurs et de perturbations, la nouvelle entrée v' ne permet plus
d’atteindre les objectifs souhaités. Ce qui justifie la présence du terme correcteur par mode

glissant
Av, =M, [sign(S,(o)dz, i=1..,m, (3.22)
0

dans I’expression de la commande (3.11). D’ott I’on définit le nouveau vecteur de commande

v (voir figure 3.2) :
v, + Ay,

v=lv +Ay, | (3.23)

v, tAv,

permettant de stabiliser asymptotiquement le systéme sur la consigne. Il en résulte dans ce cas,

le retour d’état :

u=(G (x,)"' (v +Av-f"(x,1)). (3.24)

Ainsi, le syst¢me découplé devient :

Xy =X, k=1o,(r =1,
Visl.,m:yk, =v; +4v, (3.25)
Yi =Xy
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. - Controleur

* = o DMG

perturbé

Figure 3.2 : Schéma de principe du controleur DMG des systémes multivariables découplés.

3.1.3 Cas de la régulation
Dans ce cas, la consigne y;. est constante et I’on a :
v =0 1<j<r,. (3.26)

Chaque entrée v; est déterminée a partir de la dynamique imposée au i-&me sous-systéme en

boucle fermée :

di_ Zio _. 3.27)
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La nouvelle entrée v,.' devient :

(r-1)
vi* =AY — zaijyi(j) ) (3.28)

j=0

on lui associe la surface de glissement

S, =-a,y; +Za,jy,.(’) =0, qa, =1 (3.29)

1
j=0

3.1.4 Cas particulier ot la matrice de découplage est diagonale

Supposons que la matrice G™(x,t) soit diagonale, telle que :

gulxt)y O 0
0 ' - :
G (x,1)= : Loga(xn : ' (3.30)
: E - 0
0 0 g,.(x.0)

La matrice G™(x,t) est inversible, d’aprés sa définition (voir annexe 3), il en résulte donc

pour la i-€me composante du vecteur commande u :

_ 1
g (x,1)

u

i

[v,.' - M, [sign(s, (r»dr—f,.‘(x,t)} (3.31)
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3.2 Robustesse par rapport a une perturbation additive
En présence d’une perturbation additive p(x,t), le systeme (3.1) s’écrit:

Y = () +G (x,Hu+ p(x,1), (3.32)

S T m e : tel S
ou p:[p1 ..... pm] € IR" représente une perturbation additive. Dans ce cas, le syst¢éme

découplé (3.25) devient :

Xy = Xigprr k=L (=1,
Vi=l..,m:{x, =v,+Av, +p,(x,1), (3.33)
Yi =Xy

3.2.1 Estimation des gains de glissement

Les équations (3.19) et (3.33) permettent d’établir I’expression :

. d
$S =8 (Z(Av, + p,,(x,r))). (3.34)

La condition de glissement est alors satisfaite si les gains de glissement M; vérifient :

M. >p., (3.35)

avec p, une borne connue, satisfaisant [Hajri 96e] :

ii(p(x r))‘ <p (3.36)
de MO TR '

3.2.2 Estimation des temps de glissement

Soit le systtme (3.33), pour lequel on définit le contréleur dynamique par mode

glissant (3.22). Alors chaque S, converge vers O en un temps fini z,; (lemme 2.3) :

s, (0) |5.0)
—_— & . < ——

<t < 3.37
Mi+pi # Mi—pi ( )
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3.2.3 Exemple

On considere dans cet exemple [Hajri 96¢], le systéme identifié par :

% =x] +x, +(+x0)u,,

%, = X,x, +20Ln(2 + x7)u, +2u,, (3.38)
Yy =Xy, |

Yy = X,

Toutefois, une description plus exacte du processus (que 1’on ignore mais que I’on a supposé

pour réaliser les simulations) serait donnée par :

%, =09x7 + L1x, + (1+ x7)u, +05sint,

x, = 0.9x,x, +03x,sint + 20Ln(2 + x} u, +2u,, (3.39)
Yi =X,

Y2 = X,.

Considérant (3.38) et (3.39), on en déduit pour la perturbation :

( P, (x,t)) [— 0.1x} +0.1x, + O.SSintj
p(x,1) = = : . (3.40)

py(x,1) - 0.1x,x, + 0.3x,sin?
Une linéarisation par découplage du type :

Yy .
Esz,2+x2+(l+x,2)u, =v,,

341
dy, (341)

3 = %% +20Ln(2+ xu, +2u, = v;,

permet d’établir le retour d’état statique :

~v,'—x12—x2
"= 1+ x}
1 o V=X, =X, . (3.42)
2 1+x? 72
= 20Ln(2 + x%) '
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On souhaite avoir pour la sortie y, du processus une réponse a une rampe unitaire et
un comportement du type premier ordre de constante de temps égale a 1 seconde. Pour la
sortie y,, on désire également un comportement de méme type mais de constante de temps

égale a 1.25 secondes. D’ou I’on définit les nouvelles entrées :

{v; = e =)+ e (3.43)

vy =08(y, = 3,) + Vs,
avec y,, et y,, des consignes égales, dans cet exemple, a des rampes unitaires.
En appliquant la loi de commande ((3.42),(3.43)) respectivement aux systémes (3.38)

et (3.39), on constate que les trajectoires réelles du processus ne coincident pas avec celles

désirées (voir figure 3.3).

Sorties Sorties
10 10
8 8l
6 e 6 P
4 . ’."/' 4 //
2l 7 2
0 R . . . 0 . . . .
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Temps en secondes Temps en secondes
a:y,(___) et y (---). b:y,,(__) ety (---)

Figure 3.3 : Comparaison des sorties désirées y,,, y,, etréelles y,, y, du processus.
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Afin d’atteindre ’objectif souhaité, on considére la loi de commande (3.24), qui

appliquée au processus réel (3.39), donne :

( _vI'+Av‘—x]2—x2
"= 1+ x;
1 . v +Av, —x] - x, (3.44)
v, + Av, =2 Lt 52 - XX,
i
u, =
? 20Ln(2 +x7)

N

Le systéme (3.43) permet de définir les expressions de S, et S, :

{Sl = =Y)+ O =) (3.45)

S2 =08(y2 —y2c)+(y2 -yZC)’

pour lesquelles, on vérifie les conditions de glissement S,S, <0 et S,S, <0, a 'aide du

correcteur dynamique :

Av, = - M, [sign(S,(x))dr, M, > p,,
0

(3.46)
Av, = - M, [sign(S,(x))dr, M, > p,.
0
Ou p, et p, sont deux bornes connues satisfaisant :
d
3 (PED) <0, (3:47)
d 2
3 (D) <p. (3.48)

Il en résulte pour le contrleur dynamique par mode glissant (DMG) I’expression :
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v, — M, ]sign(s, (1))dt -x;] - x,
= : 1+ x} ’
) , (3.49)
v, — M, J.sign(Sz (t))dt - 2u, — x;x,
= R D) '

L’évolution du systéme réel (3.39) avec le choix de la commande (3.49) et les gains de

glissement
M, =3 150
M, =5 (3.59)
est donnée par la figure 3.4.
Sorties Sorties
10 10
8 8|
6 6
4 41
2 2
0 . . . X 0 . . . .
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Temps en secondes Termps en secondes
a:y,(__) et y (---). b:y,,(___) et y, (---).
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Variation de S1 Variation de S2
0.2 . 0.2 -
0 0
-0.2} -0.2
04 04
-06 -06
-0.8 -0.8
-1 . . . . -1 . . . .
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tenps en secondes Tenps en secondes
¢ : Variation de S,. d : Variation de S, .
Commande Commande
1 02
05
ol
-0.5
-1l
15 A . . , .
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Temps en secondes Temps en secondes
e : Variation de la commande ;. f: Variation de la commande u, .

Figure 3.4 : Evolution du systéme réel corrigé avec le contrdleur dynamique par mode

glissant.

Il est important de noter que ’utilisation du contrleur dynamique par mode glissant
permet de réduire (voire supprimer) les commutations haute-fréquences sur la commande sans

pour autant diminuer les performances de poursuite du systéme réel.
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3.3 Robustesse par rapport a une perturbation des gains
Supposons qu’une description plus exacte du systéme (3.1) soit donnée par :
¥ = 1D +[G(x,0) + AG(x,D)|u+ p(x, 1),

ou AG(x,t) € (RR" x IR"™), représente la matrice incertitude sur les gains.

SiI’on considére le bouclage (3.24), le systéme (3.51) devient :
Y =y + Av+(O(x,0))Av +€(x, 1),
dans lequel on a :
O(x,1) = (AG(x,1)G" (x,1) ",
et
e(x,1) = O(x,t)(v' — f (x,0)) + p(x,1).
Dans ce cas, le systéme (3.25) s’écrit :

Xp =X k=1..( -1,

m

Vi=1,..m: J'c,.,l=vi'+Av,.+26y(x,t)Avj+s,(x,t),

s
Yi =X,

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

ou les [6,.] (x,t)]lsism correspondent aux €léments de la matrice ©(x,?), et g,(x,f) est le i-éme

1sjsm

élément de ¢ (x,¢).
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\ Av l Contréleur
| bpMe i
v; Vi u yl
Vi u; S steme Vi
Retour détat| ‘pey’l' tl!i‘r:bé““——»
v, Vom

Figure 3.5 : Schéma de principe du contréleur DMG des systémes multivariables

non découplés.

3.3.1 Cas ou O(x,?) est constante

3.3.1.1 Estimation des gains de glissement

La dérivée de S, (3.19) s’écrit en tenant compte du systeme (3.55) :

. d i
=g g(x)+(1+6)av, + D gAv | (3.56)
o
Sachant que ®(x,?) est constante, il vient :
S, =(1+8,)Av, +D.8,89, +(x,1). (3.57)
j=!

yisl
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Théoréme 3.1 [Hajri 96d]

Soient le systéme (3.55) et la surface de glissement (3.19). Si les hypothéses suivantes :
B,lsa, e o <<l, (3.58)

de, (x,1)
dr

<& (3.59)

i®

ou a,, et & sont des bornes connues (1<i<m et 1< j<m), alors le terme correcteur

donné par (3.22) avec :

m

E, + Z% M,
J=1
M, >—— (3.60)
l_aﬁ

satisfait la condition de glissement (3.6).
Démonstration
Les équations (3.22) et (3.57) donnent :

S, =€,(x,1) - M,(1+8, )sign(S,) - > M 8,sign(S, ). (3.61)

j=l

J#i
Soit le gain M, choisi :

n
E; +Za,.ij
Jj=1

M, =y, lhal , avecy,; >1. (3.62)
1 —Q;
L’équation (3.61) devient :
&+, M,

J=] m
$ =y, —"— (1+9,,.)sign(S,)—ZMjG,].sign(Sj)-i-é,(x,t), (3.63)

I Jj=

J#i
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de plus, d’aprés les hypotheses (3.58) et (3.59), on a:

n H m

Y Mo, ~&, <) MP,sign(S,)+€,(x.) <D M, +&, . (3.64)
j=1 j=1

. . i=
= Vi Sl

Considérons le pire des cas, c’est-a-dire :

n n

-> M B,sign(S,) +€,(x,t) =) Mo, +E,, (3.65)
j=1

. J=1
i J#i

et soit S; >0 (la méme démarche sera faite dans le cas contraire) , I’équation (3.63) devient :

m

g +Z°‘i/‘M_/

4=l m
$, =, — (1+6,)+ D Ma, +&, . (3.66)

i =1

J=i

Comme

(1+6,) >1 1 3.67
l—a et b et Wi > b4 ( . )

on déduit donc que la condition de glissement (3.6) est satisfaite.

3.3.1.2 Premiére estimation des temps de glissement

Lemme 3.1
Soit le systeme (3.55) pour lequel on définit la solution ((3.22), (3.60)) et on satisfait les

hypotheses (3.58) et (3.59). Alors chaque S, (3.19) converge vers 0 en un temps fini 7,,,

(i=1,...,m
S.(0 S.(0
'(,,,) | <t, < | '(,,.)| - (3.68)
(1+aii)Mi+Zaiij+§i (l-aii)Mi‘Zaiij_E.oi
= j=l
J#i J=i
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Démonstration

En intégrant (3.57), il vient :

S,(®)=S5,(0) - M,(1+6,) jsgn(S(r))dr-ZMe I51gn(S (1))t + js (x,1)dt .

Soit t» tel que :

il vient :

S.(0)- M, (1 +9,,) Jsign(S, (t))drt —i Mp, Tsign(Sj (t)dt + irs', (x,7)dt =0.
0 J=1 0 0

t,,

J= =]
Ji

S,(1,)=0,

J#i

V1e [O, tg,.[ , sign(S(t)) est constant, on a donc :

S,(0)— M,(1+8, )r sign(S, (0)) - ZMGU js1gn(s (TNt + je (x,7)dt =

S:(0)>0

L’€quation (3.72) devient :

S,(0) - M (1+8, )1, —ZMeU jg.lgn(s ()t + je (x,7)d =0.

m

_[#I

m

j=l

Les hypotheses (3.58) et (3.59) permettent d’écrire :

m

-ZMQU . _ZMO JSIgn(S (t))drt <ZM0‘U Ly

j=l

u gl

m

[=I

-&t,, <61,

m

[?l

Ie (x Tt Sa,r, +E1,,,
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d’oul’ona:

m n

—S,(0)- > Moyt —E.1, - Ma,t, <—Mt, <=S,0)+Y Mo, +&1, + Ma,,. (376)
j=1 /=1

g & [t/ '}

g =i
Finalement on obtient :

S;(0) S;(0)

—~ Sty < w . (3.77)
(1+OL".)M,+Z(X,]-MJ-+§,» (l—aii)Mi_Zaiij—gi

Jel Yo

Jei i

S,(0)<0

Il vient la mise en équation :

S,0)+ M,(1+86, )¢, — iM_,G” ]'sign(S/ (1))t + js (x,7)dt =0. (3.78)
J=1 0 0

]:i

La méme démarche que précédemment conduit 4 :

—-S.(0 -S5.(0
( ) <ty < ( ) . (3.79)
A+, )M, + Y 0, M, +&, (-o,)M - o, M, ~E,
j=! J=
Jei J=i

Les inégalités (3.77) et (3.79) montrent le lemme 3.1.
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3.3.1.3 Deuxi¢me estimation

La valeur de S,(0) n’est qu’une estimation de la valeur réelle. Elle est donnée par la

)

connaissance de x,(0), (xCT = [y,-c,J'/,c,---,y,-i") ]) , et 'estimation de (y,. ):=0 (voir chapitre 2,

=0

section 2.2.1.3). Il vient :
S5;(0) =€,(x,0),
I'intégration de (3.57) donne :

m

S,® =-M,(1+8, ) [sign(s, (1))t - DM, fsign(s, ot +e, (x.0).

. 0
J=i

Le temps de glissement ¢, satisfait :

J

- M(1+6,) pjsign(s, ¥ - Mo, ?siga(s, (1))t +€,(x.2,)=0.

=1 0
J#i

Supposons que 1’on ait :

g, (x,0)] <,

avec C, une borne connue, alors I’hypothése (3.58) permet d’établir :

—gi <t < Ci
n & m !
M,(1+a,)+ X a, M, M(1-a,)- Yo, M,
= o
or f,, 20, il vient donc :
G
O S tgi n

M(1-0,)-Y 0, M,
i=1

:[3/

Pour I"estimation de 7,

(3.83).
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3.3.1.4 Remarques

e Considérons le cas ou la matrice ®(x,f) est nulle, on retrouve tous les résultats

¢tablis au paragraphe 3.2.

e Si la matrice ®O(x,1) est diagonale, il vient :

(3.85)

O S )
(1+a’ii)Mi +§i o —(l—a’ii)Mi_gi

(3.86)

Les m sous-systémes sont donc totalement découplés et on vérifie bien les résultats du

paragraphe 3.2 du chapitre 2.

* Si la matrice ©(x,?) est triangulaire, les gains de glissement M, (i =1,...,m) seront
déterminés grice a un principe de hiérarchisation. En effet, si I’on considére le cas d’une
matrice triangulaire supérieure, on aura :

(((M, - Mz)—> )—) M

m-1

) M, (3.87)

m

Ce qui implique que la connaissance de M, suffit & déterminer les gains de glissement

M, (i=2,...,m). En considérant (3.60), on obtient :

M, > ,
' l-a,,

A8
>§z +a,, M,
l1-a,,

’

(3.88)
)
gm + mz—a’mj Mj

M, > el
l-a

mm
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3.3.1.5 Optimisation des gains de glissement
Si I’on consideére 1’équation (3.60), il vient pour le i-éme sous-systéme, I’expression :

M(-a,)-D0,M, >E, (3.89)

J=!
J=i

que I’on peut réécrire sous la forme :

m

M1-a,)->a,M, 2y, (3.90)
Ju
avee
y,=§,+0,, o,>0. (3.91)
En posant :
T T
M=[Mu M) v =frra] s et A=[aU]E;SS,Z,, (3.92)

on en déduit le systéme d’inéquations linéaires en M :
(I-A)M 2y (3.93)
Soit le critére suivant a optimiser :

OPT z=Y A M, (3.94)

i=l

avec A; >0 et ou ’optimisation de z peut étre une minimisation de z , sous les contraintes :

I-A)M >y,
{( M2y (3.95)

M 2v, O<v,=0, 1<i<m

Ceci revient a un probléme de programmation linéaire. Plusieurs méthodes de
résolution ont été proposées dans la littérature. On peut citer a titre d’exemple, la méthode du

simplexe, d’élimination de Fourrier, de pénalité, graphique [Alj 86]...
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Exemple

Soit le probléme linéaire PL :

Minimiser z= M, + M,

0.9M, -05M, 22,

PL: L03M, +2M, 21, (3.96)

M, 2107, M, 2107,

La méthode du simplexe donne :

M, =28 et M,=0091. (3.97)

3.3.2 Cas ou O(x,?) est non constante

Soit ’expression de S, donnée par (3.19) :

S, =—v + 1,

!
sa dérivée s’écrit en considérant le systéme (3.55) :

L

S, =(1+6,(x.))%, +6, (6. )W, + 2 6, (x,)AV, + 3 6,(x. DAY, 4,(x,1).  (3.98)
J=t J=1

Ji J#i
3.3.2.1 Premiére estimation des gains de glissement

Celle-ci consiste & déterminer un gain M, en fonction des Av ,(J=1,...,m). Pour ce

faire, on considére que les termes en Av, sont des perturbations (voir chapitre 2, section

2.2.3.2). Il vient pour M, I’expression :

&, +2,0,M; + ZB:J‘AVJ
J=1 J=
J=i J=i

1-a

M >

1

, (3.99)

ii

valable uniquement pour des Av; (j=1,...,m) ne présentant pas des variations brusques

[Youssef-Toumi 90].

135



Chapitre 3 : Contrdleur dynamique par mode glissant : application aux systémes multivariables.

3.3.2.2 Deuxi¢me estimation des gains de glissement

Théoréme 3.1 [Hajri 96d]
Soient le systéme (3.55) et la surface de glissement (3.19). Si I’on vérifie les hypothéses

(3.59) et :

b, (x.1) <o, <1,

‘de!., (x,1) (3.100)

- K

dr

ot o, et B, (1<i<m et 1< ;< m) sontdesbornes connues, alors la solution (3.22) avec :

g+ (o, + Byt )M,
j=1

M. J#i
e 1"(0’:':' +Biitgi)

(3.101)

ou 1-(a; +B;t,) > 0, satisfait la condition de glissement (3.6).

Démonstration

Les équations (3.22) et (3.98) donnent :

m n

$, =—M(1+6,(x.0))sign(S,) - > M,B, (x.0sign(S,) — > MB, (x.1) [sign(S, (x))dt 46, (x.0). (3.102)

= 0
J®

En utilisant le lemme 3.1, on atteint S, =0 en un temps fini 7, et V1 € [O, tgi[, on a

sign(S, (1)) = sign(S, (0)).

On considére le cas ou S,(0) >0 (la méme démarche sera faite dans le cas contraire),

L’équation (3.102) devient alors :

m n

S, ==M,(148,(x,1)+6, (x,0)t) - Y M8, (x, sign(S, )~ Y M8, (x. 1) j sign(S, (t))dt 4€, (x,1). (3.103)

. j=1 0
J=i J#
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Les hypotheses (3.59) et (3.100) permettent d’écrire :

m m m

—ZM B,f < - ZMGU(x t)jmgn(s (1))t <ZM B,

_[:r j=r } J:l (3104)
—ZM o, —&, _—ZMGU(x 1)sign(S,) +¢,(x,1) <ZMoc +E..
j:l /=I j#l

Considérons le cas le plus défavorable, ¢’est-a-dire :

m

n m

—ZMGU(x 1)sign(S,) - ZMe,,(x t)_[sxgn(S ()t 4+, (x,1) = ZM(aU+BUt)+§ ,(3.105)

_/*l

/:1 j==l

il en résulte le choix :

~M/(1+6,(x.1) +6, (x,t)t)+iMj(ay+B,.jt)+§,. (3.106)

J#i

S, =

]

Soit le gain M, satisfaisant (3.101) :

m

él + Z(ai/ + B/thl)M
J=1
J=i

1_(aii+B

i gr

avec y, > 1. (3.107)

L’équation (3.106) devient :

d’ou:

n

&, +Z(a,j+ . g,

Jo (1+e,.,.(x,t)+e',.,.(x,z)t)+ZMj(a,.j +B,0)+E, . (3.108)
1- (an + i g/) j=1
Ji
(1 +0,(x,1) +6,(x, t)t)
1 \vJ 0 ¢ 3.
WI 1—((1" +Bu g/ - [ E[ K’[’ (J 109)
$8,<0  vielo 1] (3.110)
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Supposons maintenant que I’on quitte la surface d’équation S, = 0. On a alors pour un instant

ttel que :

1,St<t, +6,0u6 >0, (3.111)

la propriété :
S(t)=0. (3.112)
Comme S(r) est fonction continue et dérivable alors 3 0<8, <3 pour lequel S(f) est une

fonction croissante ou décroissante V¢ € { [tg,. tg,.+], ty =ty +d,, 8, >0 Considérons

le cas ou S(f) est décroissante (la démonstration s’effectue de fagon semblable si S(f) est

croissante), on a alors :

g, +Z(% +B,1, )M,
J=1

=i

m

(1+6,(x.0)+8 8,(x.0))+ > M (a, +5,B,) +&,, (3.113)

JE

S =
R )

d’ou S,S, <0.

En appliquant le lemme 2.1 (chapitre 2), on en déduit que :

S, =0, Vit . (3.114)

Ce qui prouve, en tenant compte de (3.110), le théoréme 3.2.

3.3.2.3 Remarque

Sila matrice ©(x,t) est diagonale, il en est de méme pour O(x,1), le systeme est donc
parfaitement découplé. En effet, chaque sous-systéme ayant une sortie y, a une entrée v,. On

retrouve donc les résultats du chapitre 2.
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3.3.2.4 Optimisation des gains de glissement

Programmation linéaire

it g

Soient des temps de glissement ¢, fixés, vérifiant 1-(a,; +B,7,,) > 0, on en déduit le

systéme d’inéquations linéaires en M :

(I-B)M =2vy.
avec :
:[Y| ,,,,, Yl"]T et B—_-[(X +B__[ ]<<
,=&,+0,, &, >0, e R
De plus, d’aprés (3.68) on a :
(I-HM<y,
(I+AM=2x,
ou I’on définit :
X =[XI""’XM]T’ K =[K ]""’Km T’
A= a,—- ism o . 1 .
[ J]:;,s,,, " =§i+]S,tl)|’ I /_|S;(0)!_
& I'd

Le programme linéaire (PL) [Alj 86] s’écrit alors :

OPT z= Zx M,

i=l
(I-B)M >v,
PL:({-A)M<y,
(I+AM 2k,
M zv,, O0<v,=0, 1<i<m
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Supposons maintenant que 1’on quitte la surface d’équation S, = 0. On a alors pour un instant

ttel que :

&

ty SIS 1, +8,0068>0, (3.111)

la propriété :

S (1)=0. (3.112)

Comme Si(f) est fonction continue et dérivable alors 3 0 <5, <5, pour lequel S(¢) est une

=1, 40, } Considérons le cas ou

fonction croissante ou décroissante V¢ € { [tg,. tgq.*], ty

Si(t) est décroissante (la démonstration s’effectue de fagon semblable si Si(¢) est croissante), on

a alors :
S +Z(a,-j +Bita )M,
I .
i Wl 1_(a,-,-+ﬂi,-tgi) ( u(x ) 1 u(x )) /Z=l: j(au 11811) 51 ( )
J#i
d’ou 5,8, <0.

En appliquant le lemme 2.1 (chapitre 2), on en déduit que :

S =0, Vext,. 3.114)

! &

Ce qui prouve, en tenant compte de (3.110), le théoreme 3.2.

3.3.2.3 Remarque

Si la matrice ®(x,?) est diagonale, il en est de méme pour ®(x,?), le systéme est donc
parfaitement découplé. En effet, chaque sous-systéme ayant une sortie y, a une entrée v,. On

retrouve donc les résultats du chapitre 2.
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3.3.2.4 Optimisation des gains de glissement

Programmation linéaire

Soient des temps de glissement ¢,; fixés, vérifiant 1- (o, + B

systéme d’inéquations linéaires en M :

(I-BYM =y,

avec .

{v =frieva]

y, =&, +0,, o,>0,

De plus, d’aprés (3.68) ona:

(I-AHM<y,
(I+A)M 2x,
ou I’on définit ;
[ ] X =[Xl ..... X”,]T;
A= Qi Nisism IS(O)I et
1< jsm =& +—
j X, é: + p f

g

Le programme linéaire (PL) [Alj 86] s’écrit alors :

.

OPT z=fx M,
i=1

(I-B)M 2y,
PL:S(I-AYM<y,
(I+A)M 2k,
M 2v, O<v, =0,

\
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Programmation non linéaire

Dans ce contexte, on ne fixe plus les temps de glissement 7, comme au paragraphe
précédent et on se propose d’optimiser une fonction non linéaire des gains et des temps de
glissement f(M,,..., M, t,,,...,1,,). On peut déterminer la foncton f, en choisissant par

exemple, un critere quadratique minimisant les temps de glissement. Ceci revient & un

probléme de programmation non linéaire (PNL) a résoudre [Alj 86] :

[OPT z=f(M,,... M, t,,....1,,),
V 1<i<m,

m

M, _Z(aij + Bijtgi)Mj 2y,
J=1

"

PNL: Mz, - a,t, M, ~E1, <[S,0) (3.120)
J=1
M, + ZI:OL,.jtg, M, +E1, 2|S,(0),
e
1—((1,-,— + Biitgi) Zvi’
(M, 2v,, 0<v, =0
3.3.2.5 Exemple [Hajri 96d]
Soit le systéme décrit par 1’équation d’état :
X, = XX, +(x22 + Du,,
X, = X3 +u, +(sinx, +2)u,, G.121)
J.1L
Y =X
Yy = X;.
Le calcul des dérivées des sorties y, et y, donne :
d
% =x,x, +(x; + Du,,
(3.122)
dy, 2 .
o S tut (sinx, +2)u,,

d’ou la commande linéarisante entrées/sorties :
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*

Vi = X%
he x;+1
, ) (3.123)
v =X Vi X%
" Sinx, +2 (a2 +1)(sinx, +2)’
expression dans laquelle on choisit pour les nouvelles entrées :
vi =2(¥,, — ¥)-
Vo = Ve ™ V2

ou y, et y,. sontdeux consignes égales a un échelon unitaire.

A laide de la loi de commande ((3.123), (3.124)), on souhaite stabiliser
asymptotiquement le processus réel sur les consignes y,, et y,  (voir figure 3.6). Celui-ci, est

en fait donné par :

%, = Llx,x, +(0.9x2 + u, +08sin,

%, = 09x,sinx, +(1+0.2x7 Yu, +(08sinx, +2.1)u,

(3.125)
Yy =Xy,
Yy =X,.
Sorties Sorties
15 1 —
08} ST
. AR / \ s N
/ \ , \ a \
1 y . : / .
;/ \.\‘\ ./'/ 0.6! I,—.‘\' /'- .\\- /.
! -\.\ ‘/'/ ~. ~.-
/ 04
0.5¢
0.2
0 . . 0 B
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Temps en secondes Temps en secondes
a: yld (_) et yl ( e ) b : yzd ( ) et y2 ( - )

Figure 3.6 : Comparaison des sorties désirées y,,, y,, etréelles y,, y, du processus.
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Les systémes (3.121) et (3.125) permettent d’établir :

0.1x;
) 21-1 0
X
- ., h _ _ , 3.126
O =1 02x2 — (sinx, +2)(0.1-0.2sinx,)  (0.1-0.2sinx,) (3.126)
x; +1 sinx, +2
et:
012 (v -
0.1, +08siny -2 01 %)
x; +1
e(xf)= _ . _ o | G127
(v -x,%, )(02x7 —(sinx, +2)(0.1-0.2six,)) (v} -x2)(0.1-0.2sinx, )
09x,sinx, — x5 + - - + ;
07 x, +1 sinx, +2
On suppose, pour la condition initiale x(0) =0, que ’'ona:
6 ’<(o.1 0) 6 |<(2 oj ; ‘<(O.6) 128
®0ilp2 0 PENIS(, o) EEDIS{gq])- (3.128)

D’aprés la figure 3.6, on constate que la sortie réelle du processus ne coincide pas avec
celle désirée. Pour y remédier, on remplace la loi de commande précédemment calculée

((3.123), (3.124)) par le controleur DMG :

v +Av, —x,x,
“E X3 +1
2
. 5 . (3.129)
v, +Av, ~x; v, +Av, —x X,
u,= -

sine, 42 (xF +1)(sinx, +2)

avec:

[ ‘
Av, =-M, _[signSl (t)dr,

J ° (3.130)
Av, = - M, [signS, (x)dr,

L 0
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dont les surfaces de glissement correspondantes sont données par :

S, =-v, +yp, =0,
PET TS (3.131)
S, =-v,+y, =0.
Le choix des temps de glissement :
to =1, =1ms, (3.132)

avec les hypothéses (3.128) permet, a ’aide du théoréme 3.2, d’estimer les gains de

glissement nécessaires. Pour les simulations, on a choisi :

M =M, =1 (3.133)

L’évolution du systéme réel (3.125) est donnée par la figure 3.7.

Sorties sonies
1.2 12

1 1
08 08¢
06} ] 06}
04} 04}
0.2 ] 02

0 . . R . 0 ) ) ) )

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Temps en secondes Temps en secondes
a:yld(_) et yl(-'-'-)' b:yzd(___) etyz(‘.‘.‘).
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Variation de S1 Variation de S2
0.5 0.2
0 0
-0.2}
-05
-0.4!
-1
-0.6}
A5 08l
2 . . X X -1 . . . .
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Temps en secondes Temps en secondes
¢ : Variation de S, . d : Variation de S, .

Commande
12
1
0.8
06
04}
-1.5 . 0.2 . .
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Temps en secondes Temps en secondes
e : Variation de la commande u,. f : Variation de la commande u, .

Figure 3.7 : Evolution du systéme réel corrigé avec le contrdleur dynamique par mode

glissant.

Il est trés intéressant de remarquer les performances de poursuite du systéme réel (voir
figures 3.7.a et 3.7.b), ainsi que la robustesse de la commande illustrée par les figures 3.7.¢ et

3.7.f.
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3.4 Analyse de robustesse : Application au moteur synchrone

Considérons un moteur synchrone représenté par (voir théorie de Park [Séguier 94]) :

dg,

V.=Ri,6 — s X
d g — PP, + ar
i (3.134)
. q
Vq = Rszq + pawd, +_cF’
avec :
¢ =Ly, +9¢,, (3.135)
¢(] = Lqiq’ ‘
et:
. ) dw
C=pl(LL)i,+9,)i, = J—+fw+C, (3.136)

ou les indices d et g caractérisant les composantes de Park.
Notations

V : tension.

i . courant.

¢ flux.

¢r: flux de fuite.

w : vitesse mécanique.

L : inductance.

R;: résistance statorique.

p : nombre de paires de péles.
J : moment d’inertie.

[ : coefficient de frottement hydraulique.
C : couple.

C, : couple a vide, que I’on suppose constant.
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Mise en équations

En posant :

et:

T
xz[x,,xz,x3] . X, =g, X, =1

=, X =o

On peut réécrire le systéme ((3.134), (3.135), (3.136)) dans I’espace d’état :

X, = fi(x)+gu,
X, = f,(x) + g,u,,
X, = f5(x).

Dans lequel on pose [Le Pioufle 90] :

fi(x)=apx, +a,x,x,,
fL(x)= a(')x2 +a,x,xy +a,x,,

0
Fi(x)=bxx, +byx, +byx, ———,

J
et
R, L, !
a, =— s a =p—, =TT
0 L 1 pLd & L
Sa, = R, a pLd a Py g
0= T 2 = TP 3T 2
L, L, L,
p(L, 'Lq) P¢f f
=T ke b=

Aprés identification, le systéme (3.139) s’écrit [Séguier 94] :
x, = =1.5x, + x,x; +0.5u,

X, ==3x, —4x,x; —02x; + u,,

X, =4x,x, +04x, - 02x, - 1.
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On souhaite contrdler le couple moteur de la machine synchrone qui dépend des

courants i, et i, (voir I’équation (3.136)). Pour cela, on se propose d’annuler le courant i, et
par suite contrdler le courant i, qui dépend lui méme de la dynamique de la vitesse @. On
choisit donc comme sorties :

y :i :x’
{ e (3.143)
YV, =@ =X;.

On souhaite avoir un courant i, nul avec un comportement du type premier ordre de

constante de temps égale a une seconde. Pour la vitesse @, on désire atteindre une consigne de

10rd/s avec un comportement du type deuxiéme ordre de méme constante de temps.

Linéarisation par découplage

En dérivant les sorties y, et y, du systéme (3.142), jusqu’a faire apparaitre u, et u,,

on obtient :

d

—5— = f.(x)+05u,,

4 (3.144)
dtJ? =4x, f,(x) +(4x,+04) f,(x) — 0.2 f;(x) + 2x,u, + (4x,+0.4)u,,

d’ou I’on définit le retour d’état :

u =2(v; ~ fi(x)),

. 3.145
A :m(vz—4x2f](x)+0.2];(X)-2x2u1)—f;(x), ( :
10
avec .
{vl‘ ==X,
’ | (3.146)
Vi = 4(10T() - x,) — 4%,

ot I'(¢) représente un échelon unitaire.

La commande u, est définie seulement dans le cas ou 4x,+04 = 0. Ceci est toujours

vrai. car le courant i, (x,) n’atteint pas le courant de désexcitation.
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Pour la commande ((3.145), (3.146)) les évolutions des sorties réelles et désirées du

processus sont présentées dans la figure suivante.

10 0 2 4 6 8

10
Terps en secondes

a:y, (___) et y (---) b:y,, () ety, (---)

Figure 3.8 : Comparaison des sorties désirées y,,, y,, et réelles y,, y, du processus.

D’aprés la figure 3.8, il est clair qu’on ne peut adopter ((3.145), (3.146)) pour
commander notre processus. En réalité, la connaissance de f,(x), f,(x) et f;(x) n’est pas

exacte (elle est issue de I’identification) et le systéme réel ne vérifie pas (3.142). Néanmoins,

on suppose pour les simulations, qu’il se met sous la forme :

x, = -1.5x, + x,x; + 0.5y, + 0.2sin/,
X, = =3x, —4xx, — 02x, +u, +0.2sin¢,

(3.147)
Xy =4x,x, +04x, —02x, - 2.

Afin d’atteindre 1’objectif souhaité, on se propose, de déterminer les nouvelles entrées
au systeme (3.144). Pour cela, trois algorithmes de commands par mode glissant, notamment

la commande classique par mode glissant (CMG), la commande continue dans une bande de

la surface (CBS) et la commande dynamique par mode glissant (DMG).
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3.4.1 Commande classique par mode glissant

Afin de garder la méme dynamique mais en réduisant I’ordre des sous-systémes, on

choisit les surfaces de glissement S, et S, :

Si=x=0 3.148
S, =(x; -10I(t)) +x, =0. (3.148)
De plus, on définit pour le retour d’état (3.145), la nouvelle entrée :
v, =~ Msign(S,),
) ! Y (3.149)
v, =~ f5(x) - M,sign(S,).
L’évolution du processus avec le choix des gains de glissement :
M =2 e M,=8 (3.150)
est illustrée par la figure 3.9.
Sorties Sorties
2 ‘ 12, —
| L
15| \&\
05 s . - " 2 . s s :
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Temps en secondes Temps en secondes
a:y,(___) et .YI(’-'-')- b:yzd () et yz('-‘-')-
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Variation de S1 Variation de S2
05 2 - —
! 0
o | /
/ :
/
05! ] d |
al | &
8
-1.5
-10
2 . . ~ 12 . s -
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Temps en secondes Temps en secondes
¢ : Variation de S,. d : Variation de S,.
Commande
w!
|
0\
-50}
-100
-150|
-200 400 ‘
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Temps en secondes Temps en secondes
f : Variation de la commande u,.

e : Variation de la commande .

Figure 3.9 : Evolution du systeme réel corrigé avec le contrdleur classique par mode glissant.
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3.4.2 Commande continue dans une bande de la surface

Les résultats du paragraphe 3.4.1 restent valables, toutefois on remplace la nouvelle

entrée (3.149) par :

. S,
v, =—M,sat D) s
) f M t(ij v
vy = —f5(x) S8 w )
avec les mémes gains de glissement que précédemment (3.150) et
@ =2510"". (3.152)
Les résultats de simulation sont représentés par la figure 3.10.
Sorties
12
|
10? P
1
o = A 2 ‘ ‘ . .
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tenps en secondes Temps en secondes
a:y, () et y (---). b:y, (__) ety, (---).

151



Chapitre 3 : Contrdleur dynamique par mode glissant : application aux systemes multivariables.

Vanation de S1 Variation de S2
0 ‘ 2 - —— —
02 : ;
P ; 0.
04 i L
. I i
0.6+ ;’ ! -2 /
08 {; 4
-
A2 6
-14f 8
-1.6f
-10
18 J
2 . : . -12 . ‘ , .
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Temps en secondes Temps en secondes
¢ : Variation de S,. d : Variation de S, .
Commande Commande
50, 450 . 1
40 1
0 350
300
50} ]
250
200
100l
150
-150+ 100
! ‘ s
: N ; L/ ‘
-200¢ : Ol/ j
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Temps en secondes

e : Variation de la commande u,.

Temps en secondes

f : Variation de la commande w,.

Figure 3.10 : Evolution du systéme réel corrigé avec la commande continue dans une bande

de la surface.
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systémes multivariables.

3.4.3 Commande dynamique par mode glissant
Soit le retour d’état défini par :
) =2(v; +Av, - fi(x)),
U, = m(v; + Av, —4x, f,(x) + 0.2 £, (x) - 2%,
avece ©

Av, = -M, IsignS, (t)dr,
0

Av, =-M, IsignSz (t)dr,
0

et les expressions :

{Sl =) -V,
S, =), —v;,

ul)_fz(x)s

(3.153)

(3.154)

(3.155)

dans lesquelles v/ et v sont donnés par (3.146) et les gains M, et M, vérifient (3.150).

On présente ci-dessous I’évolution du systeme réel corrigé avec le contrdleur par mode

glissant.

Sorties Sorties
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. . . . 12 . . — ,
10 ‘
15 ] {
il
1 |
H \‘ °
N ,
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‘ ! | f
‘ \ 4 / .
05; / 4
0
0
°'5c|) 2 4 6 8 10 2 2 4 6 8 10
Temps en secondes Temps en secondes
a:y, () et y (---) b:y, (__) ety (---).
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Variation de S1
C5—

08}

-1 1

0 2 ) 6 8 10
Temps en secondes

¢ : Variation de S,.

-160. . j
0 2 4 6 8 10
Temps en secondes

e : Variation de la commande u,.

Variation de S2
5 I

2 4 6 8 10
Temps en secondes

d : Variation de S,.

sl S
0

2 4 6 8 10
Temps en secorndes

f : Variation de la commande u,.

Figure 3.11 : Evolution du systéme réel corrigé avec le contréleur dynamique par mode

glissant.
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3.4.5 Synthése et analyse

L’analyse des résultats, illustrés par les figures 3.9, 3.10 et 3.11, fait apparaitre que le

le controleur DMG donne le meilleur suivi en position, le plus faible temps de glissement, et

la plus lisse loi de commande. De plus, on présente dans le tableau 3.1, les erreurs de

poursuite maximales données par les trois algorithmes.

Max(y; - yiy)
Commandes CMG CBS DMG
Sorties
Y 0.7 0.7 2.910"
¥, 2.7 2.7 0.2

Tableau 3.1 : Comparaison des erreurs maximales de poursuite.

Il est clair que le commande DMG présente les plus faibles erreurs maximales de poursuite.
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3.4.6 Comparaison de robustesse par rapport aux perturbations

On se propose dans ce paragraphe de faire varier les erreurs de modélisations et
d’appliquer les mémes lois de commande afin d’analyser la robustesse de chaque algorithme

vis-a-vis de ces perturbations.

Premier essai

Le systéeme réel n’est plus donné par (3.147) mais s’écrit :

x, =—1.5x, + x,x; + 054, + 0.3siny,
X, = =3x, —4x,x; — 0.2x; + u, + 0.3sinz, (3.156)
Xy =4x,x, +04x, —02x, - 2.

Les résultats de simulations de suivi de trajectoire sont présentés par la figure 3.12 et

le tableau 3.2.

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Temps en secondes Temps en secondes

a : Premiére composante de la sortie. b : Deuxiéme composante de la sortie.

Figure 3.12 : Comparaison des trois algorithmes de commande :

DMG(...) CMG(---) CBS(---) Modele( ).
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Max(y; - yis)
Commandes CMG CBS DMG
Sorties
Y 0.7 0.7 3.5 10"
¥, 33.5 63 0.2

Tableau 3.2 : Comparaison des erreurs maximales de poursuite.

L’analyse de ces résultats montre que le contréleur DMG présente encore le meilleur
suivi de trajectoire. En effet, I’augmentation de la perturbation n’a pas altéré la qualité de

poursuite du systéme, ce qui n’est pas le cas des deux autres algorithmes.

Deuxiéme essai

Considérons la deuxiéme perturbation du systéme (3.147) :
x, =—=14x, +099x,x; + 054, + 0.2sins,

x, =-3.2x, —4.1x,x, - 0.2x; + u, + 0.2sinz, (3.157)
X, =4x,x, +04x, ~02x, - 2.

L’évolution du systéme réel avec la commande ((3.145), (3.146)) ne donne pas de

bons résultats (figure 3.13). L’application des trois algorithmes est illustrée par la figure 3.14.
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y P W
W S s Y
) a
~ .
05 . L . .
0 2 4 6 8 10
Temps en secondes

a:y, (__) et y (=)

Sorties
10~ / _ I
g
/{’I “.
6 / !
4 I
, :
1 A
4 A
v !: . N
o, i
2 oM. My
!!!I' i Y i "/;;
I T -
0 O
AERY EA-
2 o
'/"|.' !
4 L
0 2 4 6 8 10
Temps en secondes
b:y,, () ety (---)

Figure 3.13 : Comparaison des sorties désirées y,,, y,, etréelles y,, y, du processus.

Sorties

1.5¢

\
0.5 \

a : Premiére composante de la sortie.

8 10

Sorties
12

-2

4 6 8
Temps en secondes

b : Deuxi¢éme composante de la sortie.

Figure 3.14 : Comparaison des trois algorithmes de commande :

DMG( .....)

CMG( --.-)
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Chapitre 3 : Controleur dynamique par mode glissant : application aux syst¢mes multivariables.

Max(y; - i)
Commandes CMG CBS DMG
Sorties
Y 0.7 0.7 10°
Y, 4.2 4.1 0.2

Tableau 3.3 : Comparaison des erreurs maximales de poursuite.

Les figures (3.12) et (3.14) montrent la robustesse du contrleur dynamique par mode
glissant vis-a-vis a des variations paramétriques. En effet, celui-ci offre les meilleurs résultats

tant en qualité de suivi de trajectoire qu’en robustesse et en rapidité.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons effectué¢ une extension des résultats obtenus pour les
systémes monovariables au cas des systtmes multivariables. L’idée de base était de
considérer, par une technique de découplage, que le régime glissant global est un ensemble de
m régimes glissants monovariables afin de pouvoir exploiter les résultats du chapitre 2. La
superposition, selon le type de perturbations, d’un ou plusieurs termes correcteurs a chaque
entrée découplante permet de définir la nouvelle loi de commande dynamique par mode
glissant. Il a été montré qu’a partir d’un critére que I’on choisi selon le cahier des charges, on
peut réaliser une optimisation des gains et des temps de glissement. Enfin, une étude
comparative de robustesse pour trois algorithmes de commande par mode glissant (CMG,
CBS et DMG) a montré que la commande dynamique par mode glissant (DMG) présente le
meilleur suivi de trajectoire, le plus faible temps de glissement, la plus lisse loi de commande

et la plus grande insensibilité vis-a-vis des variations paramétriques et perturbations.
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Chapitre 4 : Approches avancées de la commande dynamique par mode glissant.

Introduction

La théorie de la logique floue introduite par Zadeh en 1965 [Zadeh 65] permet de
traiter des variables imprécises dont 1’appartenance a un sous-ensemble donné est une valeur
qui pe'ut varier entre 0 et 1. Un domaine d’application de la logique floue qui devient de plus
en plus important depuis 1974 est celui de la commande de processus [Mamdani 74],
[Jamshidi 93], [Ying 94] et [Dieulot 96]. Les lois de commande classiques sont alors

remplacées par une base de regles de la forme :
SI conditions ALORS opérations, 4.1

ou les différentes conditions et opérations sont définies par des variables linguistiques. Dans
ce cas, la stratégie de commande ne nécessite plus un modéle mathématique particulier mais
plutét I’adaptation des expériences obtenues par un opérateur. On évite ainsi les problémes

d’identifications complexes et mal définies [Zadeh 73] et [Dubois 95a].

La généralisation de la structure du contrdleur flou [Takagi 85], [Johansen 94] et
[Narendra 95} a donné naissance a I’approche multi-modéles. Celle-ci est basée sur la mise
en oeuvre de plusieurs modéles locaux qui constituent en fait une représentation simplifiée du
systéeme. Dans le cas ou la sortie du contréleur multi-modéles est une commande, une fusion
des commandes élémentaires de chaque modéle en fonction de leur validité [Delmotte 95]
fournit la commande globale du systéeme. Ainsi, I’estimation de la commande a chaque instant
ne nécessite plus un modéle global du systéme (qui est en général fortement non linéaire)
[Hajri 96f]. Cependant, dans certains cas, le choix des modéles locaux n’est qu’une déduction
de certains comportements du systéme et ne représente pas fidélement, I’évolution réelle du
processus. D’oll la nécessité d’associer a chaque modeéle une loi de commande robuste afin de

pallier a ces erreurs de modélisation [Delmotte 96] et [Hwang 94].
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Dans la premiere partie de ce chapitre, la synthése d’un gain de glissement flou sera
proposée dans le but de robustifier les performances des systémes a commandes par mode
glissant, notamment la réduction du phénomene de broutement. Le choix de ce gain va
dépendre de la position de I’état du systeme par rapport a la surface de glissement S=0. En
effet, plus I’état est éloigné de la surface S =0 plus le gain de glissement doit étre élevé et
inversement si 1’état est proche de la surface S =0. Enfin, I’intégration de la commande
dynamique par mode glissant (DMG) (développée dans les chapitres 2 et 3) dans I’approche

multi-modéles sera présentée dans la deuxiéme partie de ce chapitre.
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4.1 Commande floue

La structure classique d’un régulateur par logique floue est composée de quatre blocs

distincts comme le montre la figure 4.1 [Dubois 95b] et [Lee 90a, 90b].

Bases de regles et

définitions :
H i
0 0
x :
Intef'face'de 5 Interface de Y,
fuzzification § défuzzification
X° . Y°

Meécanisme
d'inférence

Figure 4.1 : Structure d’une commande floue.

4.1.1 Base de régles et définitions

On regroupe dans ce bloc toutes les définitions utilisées pour I’élaboration de la loi de
commande telles que le choix des opérateurs [Weber 83] (voir par exemple tableau 4.1 et
annexe 4) et une description de la stratégie de commande avec plusieurs régles R, se basant

sur des variables linguistiques liées entre elles par des opérateurs, de la forme :

kréglesR' : SI (xest X') ALORS (pest Y'), (4.2)

ol x est la variable d’entrée et y est la variable de sortie. X' et Y’ sont respectivement des

sous-ensembles flous d’entrée et de sortie.
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Opérateur Choix
Intersection A min
Union v max
Projection floue sup
Implication floue min

Tableau 4.1 : Choix des différents opérateurs de la logique floue.

Le tableau 4.1 présente un exemple de choix des opérateurs de la logique floue qu’on a

adopté dans la suite de ce chapitre.
4.1.2 Interface de fuzzification

Elle permet de définir des fonctions d’appartenance pour les différentes variables.
On réalise ainsi la conversion d’une grandeur physique x° en une variable linguistique, c’est-
a-dire, appartenant a un sous-ensemble flou X° d’un univers de discours U (voir annexe 4),

caractérisée par une fonction continue dans [0 ; 1] , appelée fonction d’appartenance et notée

Heo(x?).

Le choix des sous-ensembles flous dépend de la confiance que ’on accorde aux
variables mesurées. Par exemple, si la mesure x° est précise, la représentation du sous-
ensemble flou X° se fait par un fait précis comme le montre la figure 4.2. L’opérateur de

fuzzification utilisé dans ce cas est la transformation dite du singleton.

4 /'lxo (x)

x
Xo

Figure 4.2 : Fuzzification pour une mesure précise.
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En présence de bruits ou de perturbations, la mesure x° est alors imprécise, et par suite

la représentation du sous-ensemble flou X° se fait par un fait imprécis (voir figure 4.3). Dans
ce cas, on utilise le plus souvent pour les fonctions d’appartenance des formes trapézoidales

ou triangulaires [Weber 83] comme le montre la figure 4.3.

4 Hyo (x) + Hyo (x)

=¥

x
X, Xo

Figure 4.3 : Fuzzification pour une mesure imprécise.

4.1.3 Mécanisme d’inférence

Il permet de lier , a I’aide d’un certain nombre de régles, le sous-ensemble flou X’ de
I’univers de discours U, correspondant a la fuzzification de la variable de mesure x°, a un

sous ensemble flou Y° caractérisant la variable de sortie exprimée, elle aussi, sous forme

linguistique sur I’univers de discours W.

Fait flou : xest X°,

mrégles R': SI (xest X') ALORS (yest Y'), (4.3)

Conclusion : y est Y°.

Si les régles R’ utilisées dans (4.3) sont disjonctives, la relation globale R est définie
par I’opérateur d’union v sur les m régles floues R’ (i = 1,...,m) et caractérisée par sa fonction

d’appartenance y; :

Hp (x,9) = e (X, IV v " (%, %), (4.4)
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expression dans laquelle la fonction d’appartenance du sous-ensemble flou défini par la reégle

R s’écrit (tableau 4.1) :
M (x,y) = min(#_\,, (x), 1. (y)). 4.5)

Le sous-ensemble flou Y° de I’univers de discours  solution du probléme (4.3) est la

projection sur W de I’intersection entre le sous-ensemble flou X° et la relation R (4.4).

En se basant sur le choix des opérateurs du tableau 4.1, il en résulte pour la fonction

d’appartenance y, (y) ’expression :

Hy(¥) = sgp(min(uxo (x), Irgaégg(ﬂ,e, (x,y)))), (4.6)

4.1.3.1 Exemple

Considérons le probléme (4.3) avec une seule regle :

Fait flou : xest X°,

R': SI (xest X') ALORS (yest ¥'), (4.7)

Conclusion : yest Y°.

La solution Y° au probléme (4.7) est donnée en considérant (4.5) et (4.6) dans le cas

d’une seule regle, c’est-a-dire, m=1.1l vient :
Hy(¥) = min(sup(min(u_\,. () Mo (x))),ﬂ,,l (y))- (4.8)

La construction graphique du sous-ensemble flou Y°, pour un exemple de fonctions

d’appartenance des sous-ensembles flous X°, X' et ¥' est présentée sur la figure 4 4.
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(WL

Figure 4.4 : Construction du sous-ensemble flou ¥°.

4.1.4 Interface de défuzzification

Les méthodes d’inférence fournissent une fonction d’appartenance ., (y) pour la
variable de sortie y. Il s’agit donc d’une information floue. Comme 1’organe de commande
nécessite un signal précis, il faut transformer cette information floue en une valeur
déterminée. Cette opération est appelée défuzzification et notée Dr. Parmi les méthodes qui
existent dans la littérature [Lee 90a, 90b], on peut citer la défuzzification barycentrique qui

consiste a déterminer le centre de gravité de la fonction d’appartenance x4, (y):

f yHy (y)dy

Dy (V)= i”T———— (4.9)
Hy

)y

Dans le cas ou les sous-ensembles flous M' relatifs aux gains a choisir dans les régles

floues R’ sont des singletons, la défuzzification barycentrique donne :
k . .
2y m(y')

y=Di(1) =5, (4.10)

ol % est le nombre de sous-ensemble flous Y distincts sur ’univers de discours W.
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4.2 Commande dynamique floue par mode glissant

On se propose dans ce chapitre de réduire le phénomeéne de broutement. Pour ce faire,
on utilise un gain variable, basé sur la théorie de la logique floue [Hajri 96¢]. Le gain de
glissement, qui était constant dans tous les exemples précédents, est remplacé par une fonction
floue dépendant de la position de 1’état du systeme par rapport a la surface de glissement

S=0.

De maniére pratique, on cong¢oit que plus 1’état du systéme est éloigné de la surface
S =0 plus le gain de glissement doit étre élevé et inversement si 1’état est proche de la surface
S =0. On considére donc la distance d a la surface S =0 comme étant une variable de
mesure. Il est nécessaire de la transformer en un ensemble flou (2 caractérisé par une fonction

d’appartenance u,,(d) .

On désire déterminer le gain de glissement flou /7, solution du probléme :

Fait flou : d est 2,
mrégles R : SI (xest 2') ALORS (M est IT"), (4.11)

Conclusion : Mest /7,

dans cette relation, 2 et II' (i=1,..,m) sont des sous-ensembles flous définis
respectivement sur leur univers de discours U et W. L’ensemble flou /7 est caractérisé par sa

fonction d’appartenance u,, (M), expression donnée par les résultats (4.5) et (4.6) :

Hp (M) = Sgp(min(#no (d), gllaégg(ﬂﬁ (d.M )))) (4.12)
avec

e, (d, M) = min( 1, (d), 1, (M) (4.13)
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L’interface de défuzzification donne :
M=D.(I). (4.14)

En utilisant le résultat établi au chapitre 2 (2.24), il vient pour le correcteur

dynamique flou par mode glissant (DFMG) I’expression :

(v* - [D,UDsign(S(e))d 7 - f(x,t)), (4.15)

0

“= g(x,1)

dans laquelle D.(/7) est donné par (4.14) et supérieur & la borne maximale de la

perturbation.
4.3 Exemple

Considérons le syst¢éme modélisé par 1’équation différentielle suivante :

% =x? +(2 +sint)u,
(4.16)
y=x.
Une description exacte du processus réel serait donnée par :
x = x7 +((2 +sint) + Ag(x,t) Ju+ p(x,1),
{ ((2+sinr) + Ag(x.0))u+ p(x.0) 1)
y=x,

ou Ag(x,t) et p(x,t) sont inconnues dans la réalit€. Cependant, pour les résultats de

simulation on a suppos€ :

x,t) = 0.1x? + 02xsin(107),
{p( ) (10r) @18

Ag(x,t) = —0.3(2 + sint).
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On souhaite avoir pour le processus une réponse a un échelon de commande du type
premier ordre de constante de temps €gale a 0.2 secondes. Pour ce faire et dans I’hypothése du

modele défini par (4.16), on choisit la loi de commande :

1
u= -
2 + sint

(v —x?), (4.19)
ol :

v' =5(I(0) - y). (4.20)

La réponse réelle du processus y est comparée a celle désirée y,, pour les mémes

conditions initiales y(0) = 4, sur la figure 4.5.

Figure 4.5 : Comparaison des sorties désirée y, et réelle y du processus.

Sur cette figure, on constate que la sortie réelle y du processus ne coincide pas avec

celle désirée y,. On souhaite y remédier tout en satisfaisant la condition :

I’erreur maximale en sortie est inférieure a 0.2, (4.21)

ou I’erreur en sortie e est définie par :

e=y -y, (4.22)
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Pour ce faire, on considére trois algorithmes de commandes : la commande classique
par mode glissant (CMG), la commande dynamique par mode glissant (DMG) et la
commande dynamique floue par mode glissant (DFMG).

4.3.1 Commande classique par mode glissant

Dans le but d’imposer la méme dynamique au systéme réel (voir I’expression de v’

dans (4.20)) mais en réduisant son ordre, on considére la surface de glissement d’ordre zéro
définie pour t > 0" par:

S=5>-T@)=0, (4.23)

d’ou la loi de commande :

1
u= -
2+ sint

(- x? - Msign(S)). (4.24)

D’apres la premiere approche de la section 1.5.4.2 du chapitre 1, le gain de glissement M doit

satisfaire :
M> 4 , a <<1, (4.25)
|
avec :
Ag(x.1) , )
= <
'( 2+sint tPxN)I<G,
(4.26)
Ag(x,t) <
2 +sint|

Dans cet exemple, I'utilisation d’une surface de glissement d’ordre inférieur a celui du
systéme fait perdre toutes les informations concernant a dynamique désirée. Comme le gain de
glissement est inversement proportionnel au temps de glissement, alors plus le gain M est
important plus le temps nécessaire pour atteindre la consigne est faible, cependant, sans tenir

compte de la valeur souhaitée pour la constante de temps.

Si ’on considére les équations (4.25) et (4.26), pour lesquelles on suppose £, =8 et

a = 0.3, on trouve que le gain de glissement M doit étre supérieur & 11.5.
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Chapitre 4 : Approches avancées de la commande dynamique par mode glissant.

En faisant varier le gain de glissement entre 12 et 50, on constate que la valeur de M
qui donne la plus petite erreur maximale en sortie est de 18 (voir figure 4.6). Néanmoins, cette
erreur en sortie ne satisfait pas la condition (4.21) puisqu’elle est égale a 0.58 comme le

montre la figure 4.6.c.

S(ftm Commandes
-k 10
5
o
5t //'/
10l
15
0% 05 1 15 2 % 05 1 15 2
Temps en secondes Termps en secondes
a : Evolution des sorties : b : Evolution des commandes :
ya () et y(---). Ug () et u(---).
Erreur en sortie
-0'60 0.5 1 15 2
Temps en secondes

¢ : Evolution de I’erreur en sortie.

Figure 4.6 : Evolution du systéme réel corrigé avec le contrdleur classique par mode glissant.
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Chapitre 4 : Approches avancées de la commande dynamique par mode glissant.

En conclusion, le contréleur classique par mode glissant ne permet pas de satisfaire le
cahier des charges imposé pour I’évolution du processus. De plus, la simulation montre qu’un
tel régulateur avec un gain de glissement égal a 18 fait apparaitre de trés importantes

oscillations haute-fréquences au niveau de I’organe de commande (figure 4.6.b).
4.3.2 Commande dynamique par mode glissant

Si I’on consideére les résultats du chapitre 2, notamment la section 2.1.3 et la nouvelle

expression v* donnée par (4.20), il en résulte pour la surface de glissement de méme ordre

que le systéme 1’expression :
S=5(y-T(®)+y=0. (4.27)

De méme, la loi de commande DMG appliquée au processus réel (4.17) ainsi que le

gain de glissement sont donnés respectivement par (voir chapitre 2, théoréme 2.2) :

ST (S(F(t) - ¥)- M [sign(S(r))dz - xzj, (4.28)

et

e
>

50 +25(1-,))+ ya3 SO +4agls@f1-a)
21-a)

(4.29)

Avec :

)

d (Ag(x,t)
dr\ 2 +sint

Ag(x,t)
9 .
2 + sint <a, <<1], (4.30)

d (Ag(x,t)) .

dr \ 2 +sint

(v' - x2)+p(x,t)) &,

—
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Chapitre 4 : Approches avancées de la commande dynamique par mode glissant.

Dans I’hypothese ou ‘S(O)I =15 «a,=03, a, =01 et £, =3 le gain de glissement M

(4.29) doit étre supérieur a 9.8. Dans une premicre étape, on choisit un gain de glissement M

vérifiant :

M=10. (4.31)

0 05 1 15 2
Temps en secondes

Figure 4.7 : Evolution de I’erreur en sortie pour M =10.

La figure 4.7 illustre la variation de I’erreur en sortie. La convergence de la sortie
réelle vers la sortie désirée et par suite, vers la consigne est facilement déduite. Cependant,

’erreur maximale en sortie est supérieure a 0.2. Une valeur satisfaisante correspond a :

M =400. (4.32)
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Chapitre 4 : Approches avancées de la commande dynamique par mode glissant.

—_

0 0.5

1

1.5

05

1

15 2

Temps en secondes

a:y,(___ ) et y(---)

Variation de S

14
12r

O N A O @

~

0 05 1 15
Temps en secondes

¢ : Variation de S.

Temps en secondes

b : Evolution de I’erreur en sortie.

25 . —

0 05 1 15
Temps en secondes

d : Evolution de la commande.

Figure 4.8 : Evolution du systeme réel corrigé avec le contréleur dynamique par mode

glissant.

L’utilisation du contréleur DMG permet d’avoir une erreur maximale en sortie de
0.178 et une convergence plus rapide de la sortie réelle vers la sortie désirée. Toutefois, la
figure 4.8 montre I’existence de faibles oscillations hautes fréquences qui détériorent les
performances de la loi de commande. Pour remédier a ce probléme, on se propose de
remplacer le gain de glissement M, qui était constant dans le paragraphe précédent, par un

gain de glissement flou.
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Chapitre 4 : Approches avancées de la commande dynamique par mode glissant.

4.3.3 Commande dynamique floue par mode glissant

On considére pour la variable *“distance d a la surface de glissement’” quatre sous-
ensembles flous : Petit (P), Moyen Petit (MP), Moyen Grand (MG) et Grand (G). Ils sont
définis sur 'univers de discours de d. Les fonctions d’appartenance associées aux classes
respectives P, MP, MG et G sont respectivement u,, u,, 4, et u,. On suppose aussi,
quatre classes possibles pour la valeur du gain M, définies par les sous-ensembles flous Tres

Petit (TP), Moyen (M), Moyen Grand (MG) et Grand (G), sur I'univers de discours M.

Les figures 4.9.a et 4.9.b présentent les choix retenus apres essais pour ces différents

sous-ensembles flous.

1 1
P MP MG G P M M; G
L BIEPY ¢ o ¢
d : o M
] I { ) S 1 ] | I i
01 05 09 13 1.7 21 10 200 300 400

a : Distance. b : Gain de glissement.

Figure 4.9 : Présentation des sous-ensembles.

On définit alors la base de régles suivante :

Régle N° : SId est ALORS M est
1 Petit Tres Petit : M,
2 Moyen Petit Moyen : M,
3 Moyen Grand Moyen Grand : M,
4 Grand Grand : M,

Tableau 4.2 : Base de régles du gain de glissement flou.
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Chapitre 4 : Approches avancées de la commande dynamique par mode glissant.

Comme les sous-ensembles flous M, relatifs aux gains a choisir dans les régles floues

R sont des singletons M, (figure 4.9b), il en résulte avec la défuzzification barycentrique le

gain de glissement :

> M u,(d)
M(d) =D (1) ==—, (4.33)

Z]:#f(d)

dont I’évolution au cours du temps pour le probléme choisi est donnée par la figure 4.10.

Gain de glissement
400 T
35071 1
00 i
m.
m.
150t
100{
507 \
% 05 1 15 2
Temps en secondes

Figure 4.10 : Variation du gain de glissement flou M(¥).

Ainsi, la loi de commande (4.15) s’écrit :

[s(r(z) - )~ [ M(t)sign(S(z))dz - xzj. (4.34)

U= R
2 +sint
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Chapitre 4 : Approches avancées de la commande dynamique par mode glissant.

Sorties Erreur en sortie
4 ' ' ; 0.18
! 0.1
35 ‘-1 0.1
3 0.12
0.1
250\ 0.08
0.08
2 004
15 0.02
0.
o 05 1 15 2 2 05 1 15 2
Termps en secondes Temps en secondes
a:y, ( ) et y(-.-.-). b : Evolution de I’erreur en sortie.
Variation de S
6 - - -
14
12
10
8
6
4
2
O-
% 05 1 15 2 -20 ‘ -
: : 0 05 1 15 2
Temps en secondes Temps en secondes
¢ : Variation de S. d : Evolution de la commande.

Figure 4.11 : Evolution du systéme réel corrigé avec le contréleur dynamique flou par mode

glissant.

Le contréleur dynamique flou par mode glissant assure une erreur maximale en sortie
de 0.178. De plus il est intéressant de constater que les oscillations résiduelles hautes
fréquences n’existent plus en régime permanent et que la loi de commande est lisse, comme le

montre la figure 4.11.
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Chapitre 4 : Approches avancées de la commande dynamique par mode glissant.

4.4 Commande multi-modéles

Elle consiste a considérer plusieurs modeles simples du systéme, pour lesquels on

définit des commandes particuliéres. La commande globale appliquée au systeme sera donc

une fusion de ces commandes élémentaires [Dubois 95b].

Soit le systéme multivariable donné par (voir annexe 3) :

yo=f1(x)+G(x, Ny, (4.35)

ou I’on pose :

(4.36)

Avec f7(x,t) et G"(x,t) inconnues. On considére que I’on a accés a un certain nombre de
modeles du systéme (4.35).

Le j-¢éme modéle M’ correspondant est décrit par :

My’ = 7))+ G (x,

4.37)
ou f’"(x,t) et G’*(x,t) sont connues.
Si I’on pose :
yt=v"s, (4.38)
la commande élémentaire u’ (&' = [u,’ ..... u,{,]T) du j-éme modéle est donnée par :
w = (G (x,0)" (v - £ (x.0)), (4.39)

avec G’"(x,t) une matrice inversible.

181



Chapitre 4 : Approches avancées de la commande dynamique par mode glissant.

Chaque modéle M’ (j =1,...,k), est caractérisé par le couple (D,, u’), ou D; est le

domaine de validité du j-éme modéle dans lequel, la commande du systéme correspond a u’.
Le passage entre les différents domaines est réalisé par une interpolation linéaire des

différentes commandes.

La figure suivante présente la structure de la commande multi-modéles proposée.

1
Modéle 1 P #)
Mécanisme
(Dy, 1Y)
Modeéle & > de
fusion
R Informations
Syst >
YSIEME T Utiles
Commande

Figure 4.12 : Structure de la commande multi-modéles proposée.
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Chapitre 4 : Approches avancées de la commande dynamique par mode glissant.

Principe de fonctionnement

La commande multi-modéles utilise des régles R’ de la forme :

R/ : SI le systéme est le modéle // ALORS la commandeest #/.  (4.40)

La stratégie de cette loi de commande s’effectue en deux étapes :

1- Calcul des confiances dans les modéles M7, (j=1,...,k).

2- Fusion des commandes élémentaires u/, ((i =1,...,m) et (j =1,...,k)).
4.4.1 Calcul des confiances

Le calcul des confiances dans les modéles M’ est basé sur les distances de I’état

T
représentatif du systéme, x, = [x,,,...,xm ] € R™, (voir annexe 4) aux différents domaines

D;. Les distances d; sont obtenues de la fagon suivante :

d, = minfx, - |, (4.41)

xeD,

ou ” | est une norme scalaire. Les confiances ¢; dans les modéles M’ sont alors données par

I’expression [Dubois 95b] :

¢, = (1-d;)ﬁ[l-e-[§)2} 442)

iz
dans laquelle on a :

.4,
d = - (4.43)

J k
2.4

i=]

Cette définition de la confiance c; assure la condition :

Plus le modéle M est loin de x, plus la confiance c; est faible. (4.44)
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Chapitre 4 : Approches avancées de la commande dynamique par mode glissant.

i [ I]Z
| I 1 e 9 Py (4.45)

est appelé coefficient de renforcement. Il assure des confiances ¢, nulles dans tous les autres
domaines D, (j #1i) si 'état représentatif du systeme se trouve dans le domaine D,. Le

parametre o permet de contrdler la transition entre les différents modeles. En effet plus o est
important plus les transitions sont brusques et plus la confiance dans un modeéle se réduit a son

domaine de validité.
4.4.2 Fusion des commandes élémentaires

On se propose, dans ce paragraphe de déterminer, chaque composante u,

(i =1,...,m) du vecteur commande u. Pour ce faire, il faut fusionner toutes les commandes
élémentaires u’ (j=1,...,k) associées & chaque modéle M’ en fonction de sa validité ¢ e

qu’on appelle aussi confiance (4.42). On considére donc les & x m commandes u/:

(ull €,
Modéle 1 : :
(u,]n 1C] ))
(4.46)
(u]k €,
Modéle £ : :
(t4y,, €, )-

Une interpolation linéaire des différentes commandes u (j=1,...,k) permet de

déterminer I’expression de la i-éme composante u, du vecteur commande u :

k
J
Z CY

u = (4.47)

1
ch

k
Jj=1
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Chapitre 4 : Approches avancées de la commande dynamique par mode glissant.

4.5 Exemple
Considérons le systéme décrit par :
(%, = x,,

X, = X,CO0S8f + U,

X; = x,(2 +sin?),

X, = Uy,
Vi =X,
Y2 = X;-

Le calcul des dérivées secondes des sorties y, et y, conduit a :

2
d yl L
g SN = X5C08t + U,
d’y, . .
ST x,cost + u, (sint + 2).

(4.48)

(4.49)

En réalité, on ne connait pas les systemes (4.48) et (4.49) mais I’on suppose que le systéme est

a coefficients périodiques dans le temps et qu’on a accés a un certain nombre de modéles M’ .

4.5.1 Commande multi-modéles par retour d’état

On envisage pour le systéme (4.48) cinq modéles “instantanés’” sur les domaines de

validit¢ D; (j=1,...5). De plus, on choisi le temps ¢ (modulo 27) comme variable

caractéristique du systéme. La représentation de ’espace des modéles dans lequel sont

calculées les distances d; (j = 1,...,5) est donnée par la figure suivante.

=0 t=m2 Systeme t=n t=3n2 t=2n

I 4 : - I\ 1
T N N

Temps

M M? M3 M M
ds

-

Figure 4.13 : Espace des modéles du systeme (4.48).
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Chapitre 4 : Approches avancées de la commande dynamique par mode glissant.

En tenant compte de I’équation (4.37), il vient pour les cing modéles :

1= 1
y, =X,+U,
M ;{ L p={r=0), (4.50)
1= 1 i
YV, =x,+2u,,

2= =u2,
M T D, ={t=£}, (4.51)
yy =3u, i 2
3= 3
=-x, +u,,
M P po={r=nx}. (4.52)
V= x, +2ud,

4= 4
yl = u] ] 37'[
M D, =3t=—7, 4.53
{y:t _ u;, 4 { 2 } ( )
y=x
ML U Do={r=2n), (4.54)
Y, =x, +2u;,
En posant :
yit=v
Vi=1..5:¢" (4.55)
¥y =v;
ou v, et v, sont les nouvelles entrées définies par :
v =225(y,, —y,)-30y,,
{ 1‘ e =) y.1 (4.56)
v, =200(y,, - y,) —30y,,

avec ici y, et y,. égaux chacun a un échelon unitaire.
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Chapitre 4 : Approches avancées de la commande dynamique par mode glissant.

Il en résulte pour les différentes commandes associées aux modéles M’ (j=1,...,5),

les expressions suivantes :

u' = Covi=x, | (4.57)
u, = 5
ul =v;
y? = . v (4.58)
U, =?
w=v +x,
u = , Va+x, | (4.59)
4 *
u, =v
u' =( . ] (4.60)
U, =V,
U, =v, - x,
u = , vi-x, | 4.61)
u, = >

Les confiances ¢, (i =1,...,5) sont calculées suivant (4.42). En utilisant la méthode de
défuzzification barycentrique (4.47), on a alors :
cuy +cyul +ogu; +c Ul + el

u, = , (4.62)
C +C +C+c, +e

1 2 3 4 5
L +Clly +Cylhy +Culhy +CsUy 4.63)
? c +c,+¢+¢, +c )

Afin d’éviter les a-coup lors de la commutation entre deux commandes on a choisi

pour le coefficient o utilisé dans le coefficient de renforcement dans (4.42) la valeur :

oc=5107. (4.64)
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Chapitre 4 : Approches avancées de la commande dynamique par mode glissant.

Sorties Sorties
12 T 1 — .
G 09t ]
b . , 08t
T e o7t
0.8:
i 06t
0.6t 1 o5t
0.4}
0.4t 0l
0.2' w
0.2t 1
0.1+
0 : : ' ‘ 0 : . : .
¢} 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Temps en secondes Terps en secondes
a:y, () et y (---) b:y,, (__) ety (---)

Figure 4.14 : Comparaison des sorties désirées y,,, y,, et réelles y,, y, du processus.

D’apreés la figure 4.14, on constate que les sorties réelles y, et y, du processus ne
coincide pas avec celles désirées y,, et y,,. En effet le choix de cinq modéles locaux sur
I’espace des modéles donné par la figure 4.13 n’est qu’une déduction de certains
comportements du systéme original et ne refléte pas, dans certains cas, I’évolution réelle du
processus. Il faut donc émettre des réserves sur la validité d’une telle commande en intégrant

dans sa stratégie une loi de commande robuste.
4.5.2 Commande multi-modéles par mode glissant

On se propose dans ce paragraphe de robustifier I’approche multi-modéles par le choix
d’une commande robuste, notamment la commande dynamique par mode glissant, déja
développée dans les chapitres 2 et 3. Pour ce faire, on choisit deux surfaces de glissement de

méme ordre que les sous-systémes découplés (4.55), définies par :

S, =-v,+y, =0,
{1 1 T (4.65)

S,=-v, +y, =0.
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Chapitre 4 : Approches avancées de la commande dynamique par mode glissant.

Les différentes commandes dynamiques par mode glissant sont données par :

u =v; - M, jsign(S,(r))dr—x3
0

u' = | ) (4.66)
v, - M, Isign(Sz(T))dr—x4

1 0

U, =

B 2

t
ul =v; - M, [sign(s,(r))dz
0

w

u = . t . , (467)
v; - M, [sign(S,(r)dz
u; = . 3
u =v - M, _[sign(S,(r))dr+x3
0
u = t , (4.68)
v, - M, J.sign(Sz(z'))dr+ X,
u; = .

2

uf =v; - M, [sign(S,(1)dr
ut = ° , (4.69)
uj =v; - M, [sign(S,(r))dz
0

u =v; - M, Isign(S,(r))dr—x3
0

r , (4.70)
v; - M, [sign(S, ()7 - x,

2 /

[NV

u

ou les gains de glissement M, et M, doivent contrebalancer les erreurs de modélisation (voir

chapitre 3).
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Chapitre 4 : Approches avancées de la commande dynamique par mode glissant.

Dans I’hypothése que le choix des gains

M, =

2,

et

M, =1, 4.71)

satisfait les conditions de glissement, on obtient en simulation sur la figure 4.15, I’évolution

du systéme réel corrigé avec le contréleur dynamique par mode glissant dans une approche

multi-modéles.

Sorties

09r
08t
07t
06+
05
04r
03r
0.2t
0.1

4 6
Temps en secondes

10

ary, () et y (---)

Variation de S,

05

-

0

0.5¢

i

Temps en secondes

¢ : Variation de .

4 6 8

10
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Chapitre 4 : Approches avancées de la commande dynamique par mode glissant.

Corrande Commende
4 1 — — l
35 1 J
3 1 08 i
1
ZSH 0
2
1.5¢ 1 0.4¢
1t
02 ]
05y
or ol |
05t
- : l 02 : : — A
0 2 4 6 0 2 4 6 8 10
Temps en secondes Temps en secondes
e : Variation de la commande v, . f : Variation de la commande u, .

Figure 4.15 : Evolution du systéme réel corrigé avec le contréleur dynamique par mode

glissant.

Les figures 4.15.a et 4.15.b permettent de conclure que ’on atteint 1’objectif souhaité,

c’est-a-dire, faire coincider les sorties réelles y, et y, avec celles désirées y,, et y,,.

L’utilisation du contréleur dynamique par mode glissant a permis donc d’augmenter les

performances de suivi du systéme sans pour autant diminuer la robustesse de la commande.
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Chapitre 4 : Approches avancées de la commande dynamique par mode glissant.

Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié dans une premiere partie, I’efficacité de 1’introduction
d’un gain de glissement flou dans la synthese d’une commande par mode glissant. En effet,
celui-ci permet non seulement d’augmenter les performances de suivi de la commande, mais
aussi de réduire la quantité d’énergie nécessaire pour le bon fonctionnement du processus. De
plus, on a constaté que si la mise en oeuvre d’une telle commande est basée sur 1’analyse
qualitative d’un expert, cette approche permet a l’opérateur de maitriser le systeme de

commande

Dans la deuxiéme partie, on a illustré les avantages de la commande dynamique par
mode glissant dans une approche multi-modeles. On a donc pu, avec I’intégration d’une
commande robuste dans la synthése de la loi de commande multi-modeles, contrebalancer les
erreurs dues aux choix des modeéles locaux, de leur domaine de validité et des confiances dans

ces modeles.

192



Conclusion générale






Conclusion générale

La méthode classique de synthése en mode glissant fait apparaitre un certain nombre
de probleémes. Notre objectif dans ce travail a été donc d’élaborer un nouvel algorithme de
commande par mode glissant assurant 2 la fois, robustesse, performance et simplicité afin de
remédier au phénomeéne de broutement d’une part et a la réduction de I’ordre du systeéme en

boucle fermée d’autre part.

Pour cela, nous avons introduit une nouvelle vision des régimes glissants. Celle-ci est
basée sur une mise en oeuvre simple d’une surface de glissement de méme ordre que le
systeme. On évite ainsi & la fois la réduction de ’ordre du syst€me en boucle fermée et les
effets indésirables des vibrations haute-fréquences. Cette loi de commande particulieére qu’on
a appelé commande dynamique par mode glissant impose une discontinuité sur la dérivée de
la commande et non plus sur la commande elle méme. La validité de ce type de commande
vis-a-vis de différents types de perturbations et domaines de glissements a €té assurée lors de
la stabilisation asymptotique du systtme sur la surface de glissement sous certaines

conditions. Divers résultats de simulation ont permis d’illustrer cette approche.

La généralisation des résultats obtenus dans le cas monovariable au cas multivariable a
été réalisée. Pour ce faire, on a considéré le régime glissant global comme un ensemble de m
régimes glissants monovariables indépendants en se basant sur une technique de découplage.
Néanmoins, cette notion d’indépendance ne reste plus valable pour certains types de
perturbations. La robustesse de la méthode impose un syst¢éme d’inéquations en gains et temps
de glissement. La résolution de ce dernier en satisfaisant un critére d’optimisation sous
certaines contraintes a été présentée. Enfin, une étude comparative de robustesse de trois
algorithmes de commande par mode glissant, notamment la commande classique par mode
glissant, la commande continue dans une bande de la surface et la commande dynamique par
mode glissant, a montré que cette derniere réalise le meilleur suivi de trajectoire, le plus faible

temps de ralliement a la surface de glissement, et la loi de commande la plus douce.
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La derniére partie du travail a concerné les techniques avancées de commandes en
régime glissant par une approche floue dans un premier temps et une approche multi-modeles
dans un second temps. En effet, I’intégration de la logique floue dans la synthé&se du gain de
glissement en fonction de la distance de I'état représentatif de I’évolution du systeéme a la
surface § =0 a permis la réduction du phénomeéne de broutement. Ceci a été illustré par un
exemple de mise en oeuvre. L’intégration du contrdleur DMG dans 1’approche multi-modeles
a permis de pallier aux erreurs dues au choix des modeles locaux, de leur domaine de validité

et des confiances accordées dans les modéles.
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e

Notations PRy |

I’ensemble des réels :

IR, Yensemble des réels positifs ou nuls.
+
IR" I’espace vectoriel de dimension # construit sur le corps des réels.

IR™ I’ensemble des réels non nuls.

t € IR, représente la variable temporelle.
t, € R, estlinstant initial (qui peut étre fixe).
t, € R, estle temps de ralliement a la surface qu’on appelle, pour simplifier,

temps de glissement.

X c IR" est1’espace d’état.

T
x= [x, ,xz,...,x"] € X estle vecteur état.
x(1) est le vecteur état instantané.
x,ou x(0) représente la condition initiale.

x, € IR™ est]’état représentatif du systéme.

dx :
x= O est la dérivée de x par rapport au temps ¢.

2
.. X Py
X= a7 est la dérivée seconde de x par rapport au temps .

x est la i-¢me dérivée de x par rapport au temps .

T . .
f =[ Fiifareens f"] représente un champ de vecteurs définissant les seconds

membres qui sont des fonctions continues par morceaux présentant une

discontinuité sur une variété différentiable S. (.) est égal selon le contexte 2 (x,1)

ou (x).
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g() g:[gl,g2,...,gm]T € IR™ est un champ de vecteurs définissant les gains de

commande. (.) est égal selon le contexte a (x,¢) ou (x).

u u € IR estlacommande d’un systtme monovariable.

T . .
u= [u,,... u ] € IR" estlacommande d’un systéme multivariable.

?m

u,, estla commande équivalente.

y la sortie réelle du processus.

y, estla sortie désirée.
y, est la consigne.
y; est la i-eme composante de y.

y(0) représente la condition initiale.

p(x,t) p(x,1) € IR estla perturbation paramétrique ou extérieure.

p(x,t) € IR™ dans le cas des systémes multivariables.

Ag(x,t)  Ag(x,t) € IR une incertitude sur le gain.

S(x) S = ﬂS ; est la surface de glissement que 1’on note aussi S(z).

i=1

S(0) représente la condition initiale.

s I’opérateur de Laplace.

D le domaine de glissement.
a(.) la frontiére de I’ensemble (.).
(‘.’) la fermeture de I’ensemble (.).
Dey le domaine d’existence.

A est le gradient de S.
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Ker(.) le noyau de (.).

V(V,x) le gradient de V par rapport a la variable x.

\% fonction de Lyapunov.
S, une matrice mX n, dont les lignes correspondent aux vecteurs gradient de S,(x).
() le produit scalaire de deux vecteurs.

v(D,g) un e-voisinage de D.

v une nouvelle entrée.
Av le terme dynamique par mode glissant.
v v=v'+Av.

sign(§) sign(§$)=+1s1 §>0,0 s §=0, -1 si §<O0.

M M € IR, gain de glissement dans le cas monovariable.

M =[M,,...,Mm]T, gain de glissement dans le cas multivariable, o M, est le
gain de glissement relatif a la surface S, (i=1,...,m).

M (1) gain de glissement variable.

' un échelon de commande.
G(.) G € IR" x IR™ matrice de gain de commande. (.) est égal selon le contexte a
(x,t) ou (x).
. . (n) TR LI PPN
y y =[yl‘ yorir Y ] , ol y; estladérivée r-emede y,.

fr f= [fl‘ ..... f,;]T € IR™, (voir annexe 3).
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AG(x,t)

O(x,t)

Al

Dr

Alj

G = [G;,...,G;]T € IR™ x IR", (voir annexe 3).

AG(x,t) e (IR" x IR™) représente la matrice incertitude sur les gains de

commande (voir page 126).

O(x,1) = (AG(x,NG" (x,1)) .
la matrice identité.

la matrice n x n dont les éléments sont les modules des éléments de la matrice A :

|

|Al<B = ”a,, (x,1)

a; (xat)]19£n~
I<j<n

],S,-S,, < [b,j (x,t)]ls,-s,. , Ol A et B sont des matrices nxn et
1<j<n

1<j<n

[b,.j (x,t)]ls;s,. est un €élément de B correspondant a la i-eme ligne et a la j-€me

1<j<n

colonne.

la i-eme regle.

I’opérateur de défuzzification.
le gain de glissement flou.

le j-¢éme modeéle.

la commande du j-€me modele.

u’ est la i-eme composante du vecteur commande correspondant au j-éme

1

modéle.

la confiance accordée au j-¢me modele.

le domaine de validité du j-€me modele.
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Annexe 1

Forme canonique de commandabilité d’un systeme monovariable

La linéarisation par difféomorphisme et bouclage d’un systeme est basée sur la notion

de son degré relatif. Pour cela, on considere la représentation d’état du syst¢éme non linéaire

suivant :
x=f(x)+g(x)u,
{ Fx)+g( ALD)
y = h(x).
Définition [Isidori 89]
Le systéme (A1.1) a un degré relatif » en un point x° si 1’on peut vérifier que :
1- LA,L'f, h(x) =0 dans un voisinage de xX*etVk<r—1,
ii- L L h(x®) #0.
L;désigne la dérivée de Lie dans la direction du champ de vecteurs f telle que :
o(L', h) (LS h)
L ,LSh(x) = a’ g(x), L' h(x)= aj f(x), et L’ h(x)=h(x). (Al2)
: x x

Le degré relatif d’un syst¢tme est égal au nombre de fois que I’on dérive la sortie y
Jjusqu’a faire apparaitre d’une facon explicite la commande u. La représentation du systeme

sous la forme canonique de commandabilité est donc donnée par la proposition suivante :

Proposition [Isidori 89]

Si un systéme a un degré relatif r égal a n en un point x°, la transformation
=0 (x)=L7h(x), (i=1,..n), (Al.3)

permet de mettre le systéme (Al.1) sous la forme canonique de commandabilité :

2, =24, i=lL..,(n-1),
2, = a(z) +b(2u, (Al.4)

Yy=2.
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Remarques

e En plus des conditions de validité déja présentées, si le modéle (Al.4) est de
dimension inférieure a celle du syst¢éme initial r<n, il convient, dans le cas d’une

linéarisation par retour d’état statique, de vérifier que les (n—r) variables internes restent

asymptotiquement stable [Isidori 89].

¢ Une approche de méme nature, sous certaines hypotheéses, permet de traiter le cas ou

les champs de vecteurs f et g dépendent a la fois de x et de ¢ ( f(x,¢) et g(x,1) au lieu de

f(x) et g(x)dans (Al.1)).
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Annexe 2

Considérons I’équation différentielle
x=f(x,1), (A2.1)

pour laquelle le probléeme de Cauchy admet des solutions V¢ € IR et soit x; un point

d’équilibre, alors on a les définitions suivantes :

Stabilité asymptotique

Définition [Perruquetti 94]

x, est stable au sens de Lyapunov si et seulement si :

Ve>0 Vi, e R, 356(&t,)>0, tel que:

A22
V x, e v(x,,0(g)) = “x(t,to,xo)-xs <g Vizt,. ( )
Définition [Perruquetti 94]
x, est attractif si et seulement si :
Ve>0, Ve, e R 36(et)>0, Vx, ev(x,,5(¢)), 3 T(x,,€) >, 0 tel que:
(A2.3)

”x(t,to,xo)-xs <g Vit +T.

Définition [Perruquetti 94]
x, est asymptotiquement stable si et seulement si x, est a la fois stable au sens de Lyapunov

et attractif.
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Annexe 3

Forme canonique de commandabilité d’un systeme multivariable

La classe des systtmes considérée est celle des systémes non linéaires affines, de

dimension n, dont le nombre d’entrées m est égale au nombre de sorties, modélisés par :

{x = f(x)+ G(x)u, (A3D)

y = h(x),

avec h'(x) = [hl(x) hy(x) ... hm(x)].
La méthode consiste a dériver chaque composante y; du vecteur de sortie jusqu’a faire

apparaitre le vecteur de commande u. Il vient en notant [Borne 93] :

(1, (x) =k’ (x),

h (x)=h" (0 f (x),

S am (A3.2)
W (x) = éi"),

10/ (x) =h/" (0G(x),

Vj<r-1 Q' (x)=0c¢et Q"' (x)#0, (A3.3)
d’ou I’on peut établir :
Vi<i<m,
Vjisr-1 y?=h'(x), (A3.4)

Y =k (x) + Q7 (0

Soit en posant :

y =), 5:.,)]7,
o= [, he ] =[£G, £ 0]
G(x) = [0/ (x),... 05 (O] =[G} (x),....GL(0)] -

T

A,

(A3.5)
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on obtient:

y o =f1(0)+G (0 (A3.6)

Le changement de variable [Isidori 89]

v = [yf“),---,yfl"‘)]T,
@ = [ @z 0] (A3.7)
G @=[0r @ Qe @] .-

avec .
! 1 m m T
¥ =[0) (0.0, ()0 ()00 (0] (A3.8)
VI<k<r eeVI<i<mona:
i k (A3.9)
¢ (x)=h(x),
et
z= z,,-..,z,,,]T,

visigm 2 =[z0z,] =[0) @0l )] (A0

permet de mettre le systéme (A3.6) en m sous-systemes représentés sous forme canonique de

commandabilité :

Zy =Zigr k=1..,(n =1,
Vi:l,...,m: ziq =fi‘(z)+G’.‘(z)u’ (A311)

Yi =2;.

Le systtme (A3.11) considéré dans nos travaux est supposé commandable et observable. Par

m
conséquent, on a Zr,. =n.

i=1
Remarque

Une approche de méme nature, sous certaines hypothéses, permet de traiter le cas ou f

et G dépendent a la fois de x et de t. On remplace donc f(x) et G(x) par f(x,1) et G(x,t)

dans (A3.1) et par suite f*(x) et G (x) par f (x,7) et G (x,7) dans (A3.6).
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Linéarisation par découplage

Il existe deux types de bouclages : les bouclages statiques sur I’état et les

compensateurs dynamiques.
¢ Bouclage statique sur I’état

Considérons le systtme (A3.6), si les indices r; sont invariants et la matrice G’
inversible dans un domaine D, < IR" de I'espace d’état, on peut poser dans D, le retour
d’état statique :

u=G (v = f"), (A3.12)
ou v~ définit un nouveau vecteur de commande, et il vient pour le modéle linéaire :
y =, (A3.13)
e Compensateur dynamique

Considérons le cas ol la matrice G* n’est pas inversible, on ne peut trouver donc un
bouclage statique pour le systeme (A3.6). Néanmoins, on peut chercher, dans certains cas, une
solution dynamique [Isidori 89], [Nijmeijer 90] et [Fossard 93]. Pour cela, il faut ajouter a ce

systeme, un systeme dynamique auxiliére tel que :

n=u(x,n) +e(x,mw,
{ HED*+9 ne R*et we R™. (A3.14)

u=oa(x,n) + Blx,mMw,

Définition [Fossard 93]

Le découplage dynamique est possible si on est capable de trouver k, u(x,7m), ¢(x,n),

o(x,m), B(x,n) tels que le systéme

R
i) e )Tl (A3.15)

y = h(x),

avec 1€ R* et we IR™, soit découplable par bouclage statique.
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Annexe 4

e Opérateur d’intersection

Définition

Une fonction A est un opérateur d’intersection si et seulement si :

RS [F I]X[O; 1]-[0; 1]
A est non décroissante pour chaque argument,
A est commutative,
A est associative,

A a1 pour élément neutre.

Les fonctions possédant ces proprités sont appelés des normes triangulaires (T-norme).

e Opérateur d’union

Définition

Une fonction v est un opérateur d’union si et seulement si :

v :[o;1]x[o; 1]-[0; 1]
v est non décroissante pour chaque argument,
Vv est commutative,
Vv est associative,

v a0 pour élément neutre.

Les fonctions possédant ces proprités sont appelés des conormes triangulaires (T-conorme).
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¢ Univers de discours

Définition
L’univers de discours U est tel que tous les éléments considéré appartiennet de fagon certaine
aU.

VxeU,u,(x)=1.

L’univers de discours U représente le domaine d’évolution des variables.

« Etat représentatif du systeme

Définition
On appelle état représentatif du systtme, le vecteur x, € IR™ dont les composantes

permettent de discriminer les différents modéles M.
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