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Notations

: matrice des dérivées des fonctions d'interpolation du déplacement,

[B,®] : matrice des dérivées des fonctions d'interpolation de la pression,

[B,®] : matrice des dérivées des fonctions d'interpolation du potentiel électrique,

[B,®] : matrice des dérivées des mondmes d'interpolation du déplacement,

[cP]

[cE]

[D]

: tenseur de rigidité a excitation électrique constante, condensé ou non,

: tenseur de rigidité a champ électrique constant, condensé ou non,

: capacité basse fréquence du transducteur,

: célérité de I'onde de compression dans le milieu fluide (encore notée vy),
: capacité paralléle du transducteur,

: matrice reliant les contraintes aux déformations élastiques,

[D'] et [D"] : matrices résultantes de 1'assemblage des éléments rayonnants,

[d]
[DF]

les)

lies I vs!

=

: tenseur piézoélectrique condensé ou non,

: tenseur d'élasticité a champ électrique constant condensé ou non,
: vecteur excitation du champ électrique,

: tenseur piézoélectrique condensé ou non,

: vecteur champ électrique,

: module de Young ou d'élasticité,

: vecteur des forces nodales appliquées,

: densité superficielle de force connue,

: fréquence,

: fréquence d'antirésonance,

: fréquence de résonance,

: fonction de Hankel d'indice nul et de premiére espece,

: fonction de Hankel d'indice nul et de seconde espéce,



H'! : fonction de Hankel d'indice un et de premiére espece,

2 . g .
Hf;l) : fonction de Hankel d'indice un et de seconde espece,
{1 : matrice identité,

J.o :fonction de Bessel d'indice nul,

k. : coefficient de couplage électromécanique,

k¢ : nombre de I'onde de compression dans le milieu fluide,

k, : nombre d'onde de I'onde de compression dans le milieu solide,
k, : nombre d'onde de 'onde de cisaillement dans le milieu solide,
kr : nombre d'onde de 1'onde de I'onde de tube,

[K..] : matrice globale de rigidité mécanique,

[K..©] : matrice élémentaire de rigidité mécanique,

Kyl : matrice globale de rigidité mécanique,

[Ky®] - matrice élémentaire de rigidit€ mécanique,

[Kg] : matrice globale di€lectrique,

[Ke®] : matrice élémentaire diélectrique,

[L] : matrice globale de couplage a l'interface fluide-solide,
[L®] : matrice élémentaire de couplage a l'interface fluide-solide,
L : quantité variationnelle,

[M] : matrice masse cohérente globale solide,

[M®] : matrice masse cohérente élémentaire solide,

[M,;] : matrice masse cohérente globale fluide,

[M,®] : matrice masse cohérente élémentaire fluide,

[N®] : matrice des fonctions d'interpolation d'un élément solide,
[N,®] : matrice des fonctions d'interpolation d'un élément fluide,

[N{®] : matrice des fonctions d'interpolation de la contrainte normale d'un élément
d'impédance mécanique-mutuelle,



n : vecteur normal unitaire orienté vers l'extérieur du solide,

N : nombre de pole(s) a l'intérieur d'un contour fermé,
p
N, : nombre de z€ro(s) a l'intérieur d'un contour fermé,
O : origine du repére de l'espace,
p : champ de pression,
P : vecteur global des valeurs nodales de la pression,
P®© : vecteur des valeurs nodales de la pression dans un élément fluide,
P : puissance électrique active,
[+
P : puissance acoustique rayonnée dans I'eau,
cau

P.,. :Ppuissance acoustique transportée par 1'onde de tube,

Q : vecteur global des valeurs des charges électriques,

Q, : charge électrique portée par l'électrode,

LS : coordonnées réduites pour les éléments finis et infinis,

r : distance a l'axe pour le couplage éléments finis-décomposition en k,
R : rayon de la sphere rayonnante,

R, : résistance paralléle du transducteur

[S] : tenseur des déformations,

[sP] : tenseur d'élasticité a excitation €lectrique constante ou non,

S : tenseur des déformations condensé ou vecteur des déformations,

S, . surface frontiére entre un domaine solide et un domaine fluide,

S, : surface du domaine piézoélectrique recouverte d'une €lectrode,

Sy : surface du domaine fluide ou la pression est connue,

St : surface pour laquelle la contrainte est connue en tout point,

S, : surface pour laquelle le déplacement est connu,

S : surface limitant le domaine piézoélectrique sur laquelle il n'y a pas d'életrode,
S : surface frontiére limitant le domaine fluide,

(T] . tenseur des contraintes,



T : tenseur des contraintes condensé,

u : vecteur global des valeurs nodales des déplacements,

U® : vecteur des valeurs nodales des déplacements dans un élément solide,
Uqee : énergie électrique a 1'entrée du transducteur,

Unmeca - €nergie mécanique a la sortie du transducteur,

u : champ de déplacement,

Uy : déplacement imposé dans la direction i,

\Z: : célérité de 'onde de compression dans le milieu fluide (encore notée c;),
\A : célérité de 'onde de compression dans le milieu solide,

v : célérité de 'onde de cisaillement dans le milieu solide,

X, Yy, z : coordonnées globales,

Y... :admittance électrique du transducteur,

[Z(®)] : matrice d'impédance mécanique-mutuelle globale pour un milieu solide,
[Z{®)]: matrice d'impédance mutuelle globale pour un milieu fluide,

[Z,,(®)] : matrice d'impédance mécanique locale pour un milieu solide,

[e5] :tenseur diélectrique a déformation constante,

[eT] :tenseur diélectrique a contrainte constante,

d; : symbole de Kronecker,

€ : critére de tolérance pour la convergence des intégrales,

ES : permittivité diélectrique du vide,

d : potentiel électrique de I'électrode chaude du transducteur piézoélectrique,

A, L :coefficients de Lamé,
% : coefficient de Poisson,
: contour fermé,

T, :frontiere extérieure,

r : couvercle(s) du puits,

s : coefficient de compressibilité adiabatique,



: flux du champ de vitesse acoustique,

o : pulsation,

0 : symbole de dérivation partielle,
A : opérateur différentiel Laplacien,
\% : opérateur différentiel nabla,

| : valeur absolue d'un nombre réel,

| | :module d'un nombre complexe,

(.) :spectre de la quantité (. ) dans l'espace des nombres d'ondes,
j : symbole d'intégration,

2 : symbole de sommation.
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Introduction

Les transducteurs pi€zoélectriques permettent la conversion d'un signal
électrique en un signal acoustique et réciproquement. Leur domaine d'utilisation
recouvre l'acoustique sous-marine [1] (systtmes sonar, d'imageriec ou de
télécommunication, sondeurs), les applications industrielles ultrasonores [2] (soudage,
usinage, nettoyage, génération d'aérosols ...), le contrdle non destructif [3] et I'imagerie
médicale [4] (échographie), 'acoustique et la géophysique pétroliere [5-7]. Dans le cas
d'une source acoustique, une tension électrique imposée au matériau piézoélectrique,
provoque la mise en vibration de l'ensemble de la structure et par conséquent le
rayonnement de l'onde acoustique dans le milieu environnant. La description du
comportement de ce systtme nécessite la prise en compte simultanée de trois
problemes, respectivement électrique, mécanique et acoustique. A partir des
analogies électromécaniques classiques [8], des schémas électriques équivalents
peuvent étre €laborés pour modéliser des transducteurs de géométrie simple. Leur
exploitation permet alors d'accéder aux caractéristiques du transducteur dans une
bande de fréquence réduite. Quand la géométrie du transducteur et/ou celle du milieu
environnant sont/est complexe(s) ou la bande de fréquence large, il devient nécessaire
de mettre en oeuvre un outil de simulation numérique qui produit des informations plus
riches. C'est le cas des codes ATILA [9] et EQI [10] qui exploitent respectivement la

méthode des éléments finis [11-13] et la méthode des équations intégrales [14-15].

En acoustique pétroliere les transducteurs piézoélectriques sont utilisés pour
effectuer des mesures dans les puits de forage [5-6] (évaluation de nappe de pétrole,
imagerie sismique, diagraphie, contrdle non destructif...). Compte tenu du faible niveau
d'énergie transmis dans la formation (terrain) et de la complexité de phénomenes
physiques rencontrés, les concepteurs de systtmes sont amenés a simuler

numériquement les sources afin d'optimiser leur fonctionnement.
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L’objet de cette these est, dans le contexte général décrit précédemment,
d'apporter une contribution a la description, 1'analyse et la modélisation des différents
phénomenes physiques li€s au rayonnement d'une source acoustique dans un puits de
forage. Ce travail a permis d'incorporer des nouveaux outils de calcul dans le code de
calcul ATILA, visant 2 modéliser, par la méthode des éléments finis le rayonnement
d'un transducteur piézoélectrique dans un puits de forage. Le puits de diametre
constant est rempli de fluide, et entouré d'une formation élastique homogene isotrope
s’étendant a l'infini. Le caractére infini du milieu conduit 2 un traitement spécifique des
conditions aux limites. L’ intérieur du puits (le transducteur, le fluide) est modélisé par
€léments finis. Sur la frontiere extérieure des éléments spécifiques sont utilisés
(éléments d'impédance, éléments d'impédance mécanique-mutuelle, éléments

rayonnants).

Ce rapport est divisé en trois parties. Le premier chapitre a pour objet l'analyse
théorique de la modélisation par la méthode des éléments finis de la propagation des
ondes acoustiques dans une formation élastique infinie. Nous développons deux types
d'éléments : un élément infini et un élément d'impédance mécanique. Dans la deuxieme
partie nous présentons une formulation théorique originale pour décrire le
rayonnement d'un transducteur situé dans un puits. Seul lint€rieur du puits
(transducteur, fluide) est modélisé par €léments finis sur une hauteur finie. L'effet du
milieu solide extérieur est décrit par une méthode d'éléments de frontiéres (équation
intégrale discrétisée) calculée a l'aide d'une décomposition en k. Les couvercles du
puits sont modélisés par des éléments rayonnants fluides chargés d'absorber I'onde de
tube [16]. La validation de cette méthode présentée dans la troisiéme partie, a été
effectuée sur trois géométries pour lesquelles les solutions analytiques sont
développées : l'application d'une distribution de contraintes sur le puits vide;
l'application d'une distribution de contraintes sur le puits rempli de fluide; le
rayonnement d'une source ponctuelle située dans le puits. Enfin au chapitre IV, nous
présentons des mesures effectuées pour un tube rempli d'huile monté dans un bassin
rempli d'eau afin de valide expérimentalement le modele. Un projecteur
piézoélectrique annulaire est installé dans le tube. Les résultats numériques sont

comparés aux résultats expérimentaux sur la pression dans l'huile et dans I'eau.
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Chapitre 1

Analyse théorique du probleme du rayonnement d'une
source acoustique dans un puits

Ce chapitre a pour objectif d'analyser le rayonnement d'une source
acoustique placée dans un puits rempli de fluide, et entouré d'une formation
élastique s'étendant a l'infini. Dans une premiere étape nous présentons les
problémes réel et idéal traités. Dans une seconde partie, est décrite la méthode des
éléments finis appliquée a la propagation des ondes élastiques dans un milieu
infini en régime harmonique. Les techniques numériques permettant la
troncature du milieu infini sont présentées : élément infini, élément d'impédance
mécanique, méthodes des équations intégrales. Finalement, une discussion est
menée sur la validité des résultats numériques obtenus avec les éléments infinis et
les éléments d'impédance mécanique par comparaisons aux résultats analytiques

ou publiés.
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I-1 Présentation du probléeme

I-1.1 Position du probléme réel

Essayons de décrire les conditions réelles dans lesquelles seront utilisés les
transducteurs piézoélectriques dans les puits de forage [5-6]. En géophysique, diverses
techniques acoustiques sont utilisées pour effectuer des mesures dans les puits de
forage. La gamme de fréquences varie de 10 Hz pour des applications basses
fréquences et sismiques a 1 MHz pour des applications ultrasonores. Excepté pour les
trés basses fréquences, les sources situées dans le puits de forage sont soumises a un
environnement rude. L’espace et la puissance électrique disponibles sont limités. La
pression et la température sont élevées (supérieures a 1000 bars et 175 °C) et la boue
dans le puits peut avoir des propriétés acoustiques défavorables. De plus, la durée des
mesures est restreinte pour des raisons économiques.

La propagation des ondes acoustiques basses fréquences (en dessous du
kilohertz) entre deux puits peut étre utilisée pour déterminer les propriétés de la roche
par tomographie. Des sources performantes en puissance et en rendement sont
nécessaires pour surmonter l'atténuation sur quelques centaines de métres des ondes
acoustiques dans la formation. Pour obtenir une bonne résolution, une importante
largeur de bande est nécessaire. Dans les bandes fréquentielles moyennes (de 1 kHz a
50 kHz), la propagation le long du puits de forage sur une distance supérieure a environ
un metre est utilisée pour mesurer les vitesses de compression et de cisaillement de la
formation. Les applications ultrasonores incluent le contrdle non destructif du casing
d'acier ou l'imagerie haute résolution de la formation, et le plus grand défi est de
surmonter l'atténuation die a la boue.

I-1.1.1 Environnement du puits de forage

L'environnement du puits impose des restrictions séveres sur les transducteurs
acoustiques. La premiere de ces restrictions concerne les dimensions du transducteur.
En général, dans un puits non tubé, le diametre du puits limite celui de la source a
moins de 100 mm, par contre dans un puits tub€ celui est limit€ & moins de 43 mm.

Le contact avec le fluide contenu dans le puits implique que les transducteurs
acoustiques sont soumis a la pression hydrostatique. La colonne de fluide doit
maintenir la forme du puits, afin d'éviter que celui-ci ne s'effondre. Ceci est obtenu en
utilisant une boue chargée avec de lourdes particules minérales, ce mélange ayant une
masse volumique double de celle de l'eau. Un puits de forage peut atteindre une
profondeur de plusieurs kilometres, dans lequel le dispositif expérimental doit
supporter une pression supérieure a 1000 bars. La température augmente également
avec la profondeur. Elle avoisine généralement 175 °C, et peut occasionnellement
dépasser 200 °C.

Le cable électrique, reliant le dispositif a I'intérieur du puits aux équipements a
la surface, a une section limitée et une longueur de plusieurs kilomeétres. Ceci limite a
moins d'un kilowatt la puissance électrique totale disponible. Cette puissance n'est pas
entierement allouée a la source, mais a 'ensemble du dispositif, comme par exemple
l'acquisition et la transmission des données.
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I-1.1.2 Imagerie sismique

En imagerie sismique seules les basses fréquences (10 Hz a 100 Hz) peuvent
étre utilisées, et le domaine de résolution est alors compris entre 30 et 300 metres. Ce
type de résolution est inadapté lorsque des caractéristiques de faibles dimensions
doivent étre détectées dans le gisement. Certaines de ces caractéristiques peuvent €tre
critiques pour les compagnies pétroliéres, comme par exemple la continuité d'une
couche ou la position d'un front de gaz. Cette situation a récemment conduit a 1'idée de
la sismique de puits & puits : la source et les récepteurs sont placés dans des puits
distincts. L'ordre de grandeur de la distance entre deux puits est de plusieurs centaines
de métres. Les transducteurs sont localisés dans le voisinage immédiat de la zone de la
cible et les ondes n'ont pas a franchir la zone de séparation (figure I-1). Dans cette
configuration, on peut utiliser des fréquences plus élevées, avec le bénéfice d'une
meilleure résolution. La résolution peut atteindre 3 m a 1 kHz. La technique d'imagerie
inclue la technique classique des réflections utilisée en sismique de surface, a condition
de séparer les ondes incidentes et réfléchies.

Les récepteurs sont : de simples hydrophones suspendus dans le fluide, des
géophones a trois axes ou des accélérometres collés sur la paroi du puits. Cette
association permet de recouvrir l'intégralité du champ d'onde, au prix d'une conception
mécanique plus complexe. Pour la source, divers principes physiques ont été€ utilisés
expérimentalement : sources explosives, canons a air, sparkler, sources hydrauliques,
pneumatiques et piézoélectriques [5-7, 17-20]. En fonction de la configuration, ces
sources qui sont généralement de petite taille devant les longueurs d'ondes, peuvent se
comporter comme des monopdles ou des dipbles. Parmi toutes ces sources, les
monopdles piézoélectriques présentent un nombre intéressant de caractéristiques :

- IIs sont bien adaptés pour la génération d'un signal sonore (a environ 1 kHz),
avec une faible intensité pour ne pas endommager le puits,

- Le contrdle de la fréquence se fait facilement par la forme de l'excitation
€lectrique. En utilisant un balayage a modulation de fréquence, il est possible
d'augmenter le niveau d'énergie a une fréquence, tout en conservant une énergie totale

faible,

- Le signal d'une telle source est treés répétitif, et permet ainsi d'améliorer le
rapport signal sur bruit, en mémorisant un grand nombre d'acquisitions si nécessaire,

- Les dispositifs piézoélectriques peuvent avoir des rendements importants, ce
qui est un avantage dans un systeme ol l'énergie totale est limitée,

- Le monopdle librement suspendu dans le fluide, ne nécessite pas le collage
d'un systtme mécanique complexe sur la paroi du puits, et permet ainsi une mise en
mouvement rapide d'un point du puits a un autre.

Cependant, plusieurs problémes se pose lors de la conception de ce type de sources :

- Les dimensions de la source sont assujetties & des contraintes. En effet le
diameétre du puits limite celui de la source. D'autre part, la hauteur caractéristique de la
source doit étre trés petite devant la plus petite des longueurs d'onde du probléme,
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- Le puits rempli de fluide est un guide d'onde et son mode basse fréquence est
appelé onde de tube. Seule une infime partie de 1'énergie est rayonnée dans la formation
(environ 1% a 1 kHz), ce qui rend difficile I'€valuation des nappes de pétrole a 'échelle
métrique,

- La pression hydrostatique, due a la colonne de fluide se trouvant au dessus du
transducteur, limite les performances de celui-ci. Il en est de méme pour la formation
entourant le puits.

On peut également faire de 1'imagerie autour d'un seul puits. Dans ce cas, la
source et les antennes sont situées sur la méme sonde. La géométrie est treés similaire a
celle de la sismique marine, ol un navire soutien la source et les cables de remorque le
long des antennes d'hydrophones. La sonde, mise en mouvement le long du puits, est
excitée tous les 15 cm, (la distance entre deux récepteurs consécutifs). Les récepteurs
sont des hydrophones omnidirectionnels, et l'image reconstituée ne fournit pas
d'information suivant I'azimut. La fréquence optimale, fonction de 1'atténuation de la
formation et du rapport des impédances des milieux fluide et solide, est de quelques
kilohertz. La profondeur des investigations est de quelques dizaines de metres. Les
récepteurs enregistrent les réflections dues a des interfaces non perpendiculaires au
puits.

Wheathered zZone é Wheathered zone %

Figure I-1 : Sismique de puits
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I-1.1.3 Mesure des célérités des ondes dans la formation

Les mesures des célérités des ondes de compression et de cisaillement dites
respectivement onde P et S dans la formation au voisinage du puits ont fait I'objet de
nombreuses études au cours des quinze derniéres années [5-7]. Ces mesures de
célérités des ondes P et S sont appelées diagraphie. Le principe de la diagraphie est
basé sur la réfraction des ondes acoustiques & l'intérieur de la formation : une source
piézoélectrique de rayonnement monopolaire ou dipolaire située au centre du puits
génére des impulsions de pression dans le fluide, qui sont converties en ondes de
compression et de cisaillement dans la formation. Ces ondes se propagent le long de
l'interface solide-fluide (formation-fluide) et sont continGiment reconverties en onde de
pression dans le fluide. Une antenne d'hydrophones détecte le signal. La différence des
temps d'arrivée entre deux récepteurs est indépendante du fluide et donne les célérités
des ondes P et S dans la formation. Lorsque la célérité des ondes S dans la formation
est supérieure 2 celle des ondes de compression dans le fluide, les signaux relatifs aux
ondes P et S sont aisément détectables. Par contre, si la célérité des ondes S est
inférieure 2 celle des ondes de compression dans fluide, le signal de I'onde fluide arrive
le premier sur le récepteur et rend indétectable le signal relatif a l'onde S.

Figure I-2 : Principe de mesure des célérités dans la formation
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I-1.1.4 Exemple de site d'essai

Présentons ici un site d'essai aménagé prés de la mine d'uranium de Lodéve sur
un terrain connu par de nombreux puits forés jusqu'a 500 ou 600 métres donnant une
bonne connaissance de la structure du sous-sol. De plus une interprétation géologique
des diagraphies a été effectuée par des géologues de la mine. Le site est traversé par
une faille d'un rejet de 30 metres et de deux plus petites de 5 et 3 métres de rejet,
constituant un banc d'essai intéressant pour évaluer les résolutions des méthodes entre
puits [6]. On peut constater sur la figure (I-3) : les puits ne sont pas rectilignes et le
milieu (la formation) autour n'est pas homogéne.

l .
Autunien
rouce

e e e | e
\
Y

Autunien
alternant

e -

Autunien
gns

. Congiemerat

Figure I-3 : Site d'essai de la mine de LODEVE (Languedoc Roussillon/France)
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I-1.2 Position du probléme traité

Nous nous proposons de modéliser le rayonnement de transducteurs
piézoélectriques dans un puits de forage rectiligne, de profondeur infinie, de diametre
constant entouré d'une formation élastique homogene isotrope s'étendant a l'infini
(figure I-4.a) a l'aide de la méthode des €léments finis. Le domaine modélisé de taille
finie, est constitué d'un domaine fluide parfait, d'un transducteur piézoélectrique qui est
la source acoustique, et d'une formation élastique entourant le puits. Ces dimensions
sont limitées par des frontiéres sur lesquelles des conditions aux limites non
réfléchissantes doivent étre imposées (figure 1-4.b). Les calculs sont effectués en
régime harmonique (dépendance temporelle en e*®). Notre apport sera donc d'écrire
des conditions aux limites prenant en compte le caractére infini du milieu.

A Axe de symétrie de révolution
N\

Formation
¢élastique

Source acoustique
(transducteur)

_

7

1

: - Fluide idéal
|

|

1

Figure I-4.a : Description du probléme traité

Axe de symétrie de révolution

Transducteur

N \\ Formation
\\ élastique
& Fluide idéal

Conditions aux limites |
non réfléchissantes |

Figure 1-4.b : Description du probleme modélisé
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I-2 Présentation de la méthode des éléments finis

L'évolution actuelle de la technologie amene les scientifiques a réaliser des
projets de plus en plus complexes. Ils ont besoin pour cela de simuler le
comportement de systémes physiques, afin de prévoir 'influence de leurs décisions
au moment de la conception des systemes. Les sciences de l'ingénieur permettent
de décrire le comportement des systémes grice aux équations aux dérivées
partielles. La méthode des éléments finis est 1'une des méthodes les plus utilisées
pour résoudre efficacement ces équations. C'est une méthode trés générale qui
s'applique a la majorité des probleémes rencontrés dans la pratique. Elle consiste a
utiliser une approximation simple des inconnues pour transformer les équations
aux dérivées partielles en équations algébriques. Cette méthode est actuellement
tres répandue dans l'industrie, principalement en mécanique. Les références [11-
12] donnent un apercu général de cette méthode.

Figure I-5 : Domaine d'étude

Dans cette section, nous présentons la méthode des éléments finis appliquée
a l'analyse de transducteurs piézoélectriques rayonnants dans un milieu élastique
composé de domaines fluide et solide. La description du probléme suppose la
résolution d'un probléme électrique, mécanique et acoustique. Le probleme
électrique est couplé au probléme mécanique a l’intérieur du domaine
piézoélectrique Q. Le rayonnement acoustique se fait dans les domaines fluide €
et/ou solide €, (figure I-5). Dans la suite, seuls les effets linéaires sont considérés,
pour les problemes é€lectrique, mécanique et acoustique, ce qui exclut les non-
linéarités de grandes déformations ou comportement. Les phénomenes physiques
étudiés sont supposés avoir une dépendance temporelle en e, ol ® = 2nf désigne
la pulsation et f la fréquence. Les résultats présentés dans cette section sont détailés
dans la theése de J.-N. Decarpigny [13].

11
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I-2.1 Les équations du probléme

Dans le domaine piézoélectrique €2, le couplage entre grandeurs électrique et
mécanique est décrit par les équations constitutives de la piézoélectricité :

E
Tij = CijiaSy; — i Ex @y
S

ou [T] est le tenseur des contraintes, [S] le tenseur des déformations €lastiques, E le
vecteur champ électrique, D le vecteur d'excitation €lectrique, [cE] le tenseur des
rigidités élastiques a champ €lectrique constant, [€5] le tenseur des permittivités
diélectriques a déformation constante et [e] le tenseur des constantes piézoélectriques.
La notation d’Einstein est utilisée et sera conservée dans la suite. Le tenseur des

déformations élastiques est défini par :

ou, du
Syl 1[ K+ IJ (1-2)

= 23% Tox,

uy (k variant de 1 a 3) désignant les composantes du déplacement. Les composantes du
vecteur champ électrique sont définies par la relation suivante :

aP

E =-22
1 Ix;

(-3)

ou P est le potentiel électrique. A ces équations s'ajoute 1'équation fondamentale de la
dynamique :

2 .
—pO U, = =— (1-4)

ou p désigne la masse volumique du solide, ® la pulsation et 1'équation de Poisson qui
s'écrit :

—'=0 (I-5)

lorsqu'il n'y a pas de charges libres en volume dans les matériaux considérés. On
obtient a partir des équations (I-1), (I-4) et (I-5) le systeme d'équations différentielles
suivant :

2 J  E
PO ;= 5=(Cijrg Sy i)
: 1-6)

0 S
X(eiklskl +&;E;) = 0
1

12
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Pour un domaine purement élastique, les équations se déduisent des équations
précédentes en ignorant les termes ou interviennent les grandeurs électriques. Les

x

conditions aux limites associées a ces équations sont mécaniques ou électriques.
Lorsque les dimensions du domaine mécanique sont finies, les conditions mécaniques
peuvent porter sur le déplacement en tout point d'une surface appelée S, (condition de

type Dirichlet) :
u = u -7

ou u;' est un champ de déplacement connu sur S,,. Elles peuvent aussi s'appliquer sur le
champ de contrainte (condition de type Neumann) en tout point d'une surface notée S,
et s'écrire :

T..n. = f. 1-8)

oll n est la normale unitaire sortante de la surface S, et f la densité surfacique de force.
Lorsque le domaine élastique est de taille infinie, il faut faire appel a des méthodes trés
spécifiques qui seront présentées dans le paragraphe I-3. Les conditions électriques
s'appliquent sur des surfaces du domaine £2,. Pour une surface S, limitant Q, et sur
laquelle il n'y a pas d'électrode, compte tenu de la valeur élevée de la permittivité
di€lectrique des matériaux pié€zoélectriques considérés, l'absence de charges
surfaciques conduit a écrire :

D, = 0 1-9)

Pour une surface quelconque S, de €2, recouverte d'une €lectrode, il est possible
d'imposer soit le potentiel de cette électrode :

b = d>p (I-10)

ou @, représente un potentiel €lectrique connu, soit la charge portée par 1'électrode :

—J Dinds, = Q, -11)
Sp
ol Q, est une charge €lectrique connue.
De la méme fagon, le fluide est supposé€ compressible et parfait. On suppose de
plus qu'il est faiblement perturbé autour du repos. Sous ces hypothéses, la propagation

des ondes acoustiques dans le fluide est régie par I'équation de Helmholtz, issue de la
linéarisation de 1'équation de Euler. On a alors a I’intérieur du domaine fluide € :

Ap + k?p =0 (1-12)

13
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ou k¢ est le nombre d'onde de I'onde de compression. Si cf désigne la célérité du son
dans le fluide, p; sa masse volumique, et ), sa compressibilité adiabatique. Le nombre
d'onde est donné par la formule :

k = « (I-13)
C¢

e = 1 (I-14)
Xspf

Pour le fluide seul, on considére des conditions sur le champ de pression de la
forme (condition de type Dirichlet) :

avece .

p=p (1-15)

ou p' est un champ pression connu sur la surface S, et des conditions sur la dérivée
normale du champ de pression du type (condition du type Neumann) :

dp

Pl A (I-16)
n‘axi v

ol la densité de flux y de vitesse est une quantité connue, pour des surfaces notées Sy,
En tout point de l'interface entre le solide et le fluide S;, des conditions de continuité
dynamique (condition de continuité de la contrainte normale) :

et cinématique (condition de continuité du déplacement normal) :
2

sont appliquées. Enfin, sur la surface S_, correspondant a la troncature du domaine
fluide infini, la condition de rayonnement de Sommerfeld impose [21-24] :

li fini
}r{l_) oo(rp) inie

im a0

uniformément dans toutes les directions de 'espace, r étant la distance a tout point fixé.

(1-19)
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1-2.2 Formulation variationnelle et discrétisation

Les équations (I-6) et (I-12) d'une part, (I-7), (I-8), (I-10), (I-11), (I-15), (I-16),
(I-17), et (I-18) d'autre part, sont respectivement les équations de Euler et les
conditions aux limites associées a la quantité stationnaire L définie par la formule
(I-20). Les trois premieres intégrales concernent le solide élastique. Le premier terme
peut étre associé au potentiel de déformation et a I'énergie cinétique, le second terme
aux déplacements imposés et le troisieme terme au travail des forces extérieures. Sil'on
ajoute a ces intégrales les trois intégrales suivantes, on obtient la fonctionnelle
correspondant aux équations et aux conditions aux limites de la piézoélectricité. Les
trois intégrales suivantes s'appliquent quant a elles, au domaine fluide seul. Elles
peuvent étre associées, dans l'ordre, & 1'équation de Helmholtz (I-12) et aux conditions
aux limites (I-15), et (I-16). Enfin le dernier terme décrit le couplage entre le domaine
solide et le domaine fluide. L'annulation de la quantité L au premier ordre implique la
vérification des équations (I-6) a (I-12), et des conditions aux limites.

1 E 22 , E
Q S

S u

jfudST j L3Sy e B, + Big EpAQ,

St 2,
M
2 (®—@,)n;(e. lekl+8,J J)dS + ZCD Qp (1-20)
p=0 S, p=0
1 1 2 2.2 dp

+p_m2'[§@_1;) —kprde J(p p)n-—dS
19 Q,
—L pyds,, pundS
p(n
Sy

Lors de la résolution d'un probléme par la méthode des éléments finis, le
domaine étudié est découpé en sous-domaines appelés éléments, interconnectés par des
points appelés noeuds (figure I-6). Si I'on suppose que @ est I'inconnue du probléme, en
un point quelconque situé a I'intérieur d'un élément e la valeur de ¢ peut étre reliée aux
valeurs nodales @© a 1'aide des fonctions d'interpolation. Nous utiliserons les fonctions
d’interpolation de Lagrange dont la description est donnée dans l'annexe II. En ce point
ona:

0 = [N(e)] 9(‘3) (1-21)

Dans cette derniére formule [N®] représente la matrice ligne des fonctions
d'interpolation. Ces éléments sont isoparamétriques, c'est' a dire qu'il existe une
relation biunivoque entre les coordonnées locales et globales du systeme.

15
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Eléments

Noeuds

Figure I-6 : Discrétisation du domaine d'étude par €léments finis

Le calcul des intégrales se fait dans le repére réduit lié a I'élément de référence,
grice a une transformation des coordonnées réelles en coordonnées réduites
(figure I-7).

3 4
8 +1
3 —
7 61 -1 +1| 7
- -
6 X r
2 -1
5
1 1 5 2
Elément réel Elément de référence

Figure I-7 : Passage de 1'élément réel a I'élément de référence
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I-2.3 Méthode des éléments finis appliquée aux solides

On suppose que le solide élastique, homogene, isotrope, occupe un domaine
de l'espace €. Par la suite, on indiquera les tailles de matrice pour un probléme
bidimensionnel a symétrie de révolution correspondant au probléme posé (figure I-4).
Cependant le développement est complétement généralisable en trois dimensions. Le
vecteur u (vecteur déplacement comportant en tout point les composantes radiale et
axiale) en un point intérieur & un élément e est donné par la formule (I-22) :

u= |yeu® 22)

[N®] est 1a matrice des fonctions d’interpolation des déplacements. C'est une matrice
comportant deux lignes et n colonnes o n est €gal aux nombre de noeuds de I'élément.
Le tenseur condensé des déformations élastiques S (annexe II) s'écrit sous forme
vectorielle :

S = [B<e>]I_J(e) 1-23)

[B®©] est la matrice des dérivées des fonctions d'interpolation. La loi de comportement
du milieu (Loi de Hooke) [25] peut étre mise sous forme matricielle condensée. Elle
s'écrit alors :

- e

ou [D] est un tenseur d'ordre deux obtenu par condensation du tenseur d'ordre quatre
[cE]. T est le tenseur condensé des contraintes (annexe II) mis sous forme vectorielle.
La fonctionnelle ce probleme discrétisée par éléments finis s'écrit :

t
L, = Z% J‘ I—Jt(e)[B(e)] [D] [B(e)}g(e)dgie)
€

Ql®
©’ t(e) t ©) 30
_27 j u I:N(e)] p[N(e)]g da, (1-25)
(o Qge)
Y [ v rasy
(9] S'(I‘e)

Dans cette expression dQ© désigne I’élément d'intégration volumique et dS;©
I’élément d'intégration surfacique de la surface sur laquelle on impose une densité
d’efforts surfaciques f. L'intégrale relative a la surface S,©, surface sur laquelle le
déplacement est imposé, disparait. En effet, le déplacement d'un point d'un élément est
uniquement fonction des déplacements des noeuds de cet élément situés sur la méme
face dans I’élément. p désigne la masse volumique du solide. L'entier e parcourt
I'ensemble des éléments finis solides situés a l'intérieur du domaine £2..
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En définissant la matrice de rigidité élémentaire mécanique [K®, ] par:
t
CRNASIIES
Qs(e)

la matrice masse cohérente élémentaire [M®©] par :

] = | [Tl

et le vecteur des forces des nodales appliquées F® par :

t
S(e)

il est alors possible d'exprimer la fonctionnelle sous la forme :

2

_ 1o t(e) | (o) rq(e) @ t<e>[ (e)] (&) (yte)g(e)

LS-E(ZU K]0 - S0 ] u - u e 129)
€

Le systeme d'équations linéaires a résoudre est obtenu aprés minimisation de la
fonctionnelle par rapport aux inconnues nodales. Il s'écrit :

([Kuu] — o’ [M] )l_) = F (1-30)

ou la matrice [K,,] est 1a matrice de rigidit€ mécanique globale, [M] la matrice masse
cohérente globale. Ces matrices sont symétriques et sont obtenues par assemblage des
matrices élémentaires. U est le vecteur global des valeurs nodales des déplacements, et
F le vecteur global des forces nodales appliquées obtenu par assemblage des vecteurs
forces élémentaires. Pour les problémes faisant intervenir un domaine piézoélectrique,
la fonctionnelle discrétisée s'écrit :

2
N1 @] 0 @ t(e){ (e)] (@) _(qte)(e)
Lp—z(zU k0 - L0 [me]u -y
+z( t(e)[ C)J ®© 4yt [Kﬂ SI__)(C)) +2Q

ol [K(e’] est la matrice élémentaire de rigidité diélectrique, donnée par la formule :

(1-31)
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[Kéﬂ -7 j [pre):lt[es} [Bff):' do,’ 1-32)

(e)
Qp

[B,®] est la matrice des dérivées des fonctions d’interpolation du potentiel électrique.
[Ku®] est la matrice élémentaire de rigidité piézoélectrique, donnée par la formule :

[foe):l = J’ [B(e)]t[e] [Bg,e):l dQ;e) 1-33)

(e)
Qp

@ est le vecteur global des valeurs nodales de potentiel électrique et Q le vecteur
global des valeurs nodales des charges électriques. Le systeme d'équations linéaires du
probleéme piézoélectrique, résultant de 1'assemblage de ces matrices élémentaires s'écrit
alors :

(1-34)

(K] =[] [Kugl| [ _|E
[Kucb]t Ko H [—9}

iy
ot [K,,] est la matrice de rigidité piézoélectrique globale et [K,,] la matrice de rigidité
diélectrique globale. Elles sont toutes deux symétriques, obtenues par assemblage des
matrices élémentaires.

1-2.4 Méthode des €léments finis appliquée aux fluides parfaits

Le domaine fluide est découpé en €léments finis (figure I-6). Dans chacun de
ces éléments, la pression p est reliée aux valeurs nodales de la pression P©® de I’é1ément
a l'aide les fonctions d’interpolation de Lagrange.

p = [n©]e¥ 35)

Ou P® est le vecteur des valeurs nodales de la pression, et [N,©] la matrice ligne des
fonctions d’interpolation de la pression. En tout point du fluide, le flux y du champ de
vitesse est directement li€ a la dérivée normale de la pression. Il s'exprime par la
formule :

y = [Bg”] pl® 1-36)

ot [B,®] désigne la matrice des dérivées normales des fonctions d’interpolation de la
pression. La fonctionnelle £; du probleme fluide discrétisée par €léments finis s’écrit :
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1 t
f= ooy, [ By B el

2p;0
c Qge)
2
k¢ t(e) ©) 36(€)
- 22 j P ING [N(e)}f-’ dQy a-37)
20.0 p p
pf € (e)
Q¢
1 t(e) () t (e)
L mzz [e [Np]wdsw
£
e Ffve)

dQ® est I’élément d'intégration de volume, et dS,® I’élément d'intégration de la
surface sur laquelle on impose le flux y. L'intégrale relative & S, a été omise pour les
mémes raisons que l'intégrale relative a S, dans le solide (voir paragraphe 1-2.3).

En définissant la matrice élémentaire de compressibilité fluide [H®] :
2 t
l:H(e):] = I pecs [B;e)] [B;e)] de’) (1-38)
Q!
la matrice masse cohérente élémentaire du fluide [M,®] :
)] _ @' @l qgo®
]+ [ [T o
Q!

et le vecteur élémentaire des valeurs nodales du flux ¥© :

t
pl©) - J [N;e)} \pdl“f;) (1-40)
(e)
Ty

II est alors possible d'exprimer la fonctionnelle dans le cas du fluide seul sous la forme :

2
1 1 t(e) (&) @ e (e) 2 1)\ (o)
Ly =53 22 ,(‘E ) [H(e)]f.’e -5EP ) [M(f)]l—)e ~peeP ET | a4
PeCe® e

L'application du principe variationnel conduit & minimiser la fonctionnelle par
rapport aux valeurs nodales de la pression. Le systéme d'équations linéaires obtenu est
donné par la formule (I-42) :
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([H] _"’z[MIDE = pfct?\—g (1-42)

ou [H] et [M,] représentent respectivement la matrice de compressibilité globale et la
matrice masse cohérente globale toutes deux symétriques. P est le vecteur global des
valeurs nodales de pression et ¥ le vecteur global des valeurs nodales de flux, obtenu
par assemblage des vecteurs flux élémentaires. Lorsque nous sommes en présence d'un
probleme fluide ouvert, le vecteur ¥ dépend de la condition de rayonnement imposée
sur la frontiere extérieure. La condition idéale est une condition de non-réfiexion
numérique quelle que soit la forme de l'onde qui se propage dans le fluide. Sa
formulation est analysée en détail dans les références [21-22]. Sachant que la surface
extérieure est une sphére modélisée en symétrie de révolution, le champ de pression sur
cette surface admet le développement multipolaire suivant :

F,(0)
8) = (I-43)
p(r.0) = ka 2 (kaR)

ou R est le rayon de la sphére frontiere, F;, une fonction angulaire se déduisant de F,_;

par une relation différentielle. Les éléments de type dipolaire développés dans le code
de calcul ATILA sont congus pour absorber totalement les ondes associées aux deux
premiers termes de ce développement, Dans ce cas le vecteur ¥ s'écrit sous la forme :

1l_;0
R c
£= pfcf( cf)[D:| Ct [D] E 49

Cf

ou [D] et [D'] sont obtenues par assemblage des matrices élémentaires [D©] et
[D'®]de sphere rayonnante. Les matrices élémentaires de sphére rayonnante sont
données par les équations (I-45) et (I-46). La frontiére extérieure étant une sphere,

I'élément d'intégration de surface dI'(®) est exprimé en fonction de .

t
) = (e) ()| sin®do 1-45
[D e:l J )[Np ] [Np :| s -

rs
t
[D.(e)] = J [VQN(C):] [VBN(e):I sin6do (1-46)
L P P

[ VoN,©] est la matrice ligne des dérivées des fonctions d’interpolation de la
pression suivant 6 de 1'élément TX®).
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I-2.5 Couplage fluide-solide

Les problemes étudiés séparément sont linéaires et I'application du théoré¢me de
superposition permet de dire que la fonctionnelle du probléme global est la somme des
fonctionnelles associées au solide et au fluide. La discrétisation en éléments finis
conduit alors au systéme d'équations linéaires suivant :

K, -o'M [k, - E
[Km]t (Ko [o]
eicio’l] [o [ -e']

On peut remarquer dans la relation (I-47) que le systéme linéaire a résoudre n'est pas
symétrique. De plus la matrice globale du premier membre étant creuse, un assemblage
par ligne ciel est utilisé [11-12]. Dans cette derniere relation, [L] désigne la matrice de
couplage fluide-solide obtenue par assemblage des matrices élémentaires de couplage
fluide-solide [L®] définies par la relation suivante :

[L(e)] - I [N(e)] tl;l [Nl()e)} ds, (1-48)

i

—Q (1-47)

(go 21 I (o
1

2
pece ¥

ol n désigne le vecteur normal unitaire orienté du fluide vers le solide.

1-2.6 Introduction des pertes

Dans un solide élastique ou une céramique piézoélectrique, des pertes
mécaniques, piézoélectriques, di€lectriques peuvent exister. Leur prise en compte se
fait en introduisant des constantes élastiques, piézoélectriques et diélectriques
complexes pour décrire les dissipations d'énergie [26]. Pour un matériau €lastique
isotrope, on écrit :

E = E'+jE" (1-49)

E est le module de Young E' sa partie réelle et E" sa partie imaginaire. On définit la
tangente de l'angle de pertes mécanique & par le rapport de E" sur E', soit :

tan(d) = }é—— (1-50)

De méme lorsque le matériau est piézoélectrique les tenseurs [sF], [d] et [€T] sont
complexes.
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I-3 Formulation du rayonnement dans un milieu infini élastique
isotrope

La méthode des éléments finis est un outil de calcul qui permet de modéliser le
rayonnement de transducteur piézoélectrique dans un milieu élastique fini. Lorsque le
milieu élastique devient infini, la modélisation par éléments finis d'un tel milieu impose
naturellement la limitation du domaine de calcul par une surface I',,, qui joue le role
d'une surface extérieure. Si une condition aux limites appropri€e n'est pas prescrite sur
cette surface, cette troncature génére des ondes réfléchies qui théoriquement n'existent
pas dans un milieu infini.

Frontiére

Onde incidente

«
Onde réfléchie

Milieu intérieur Milieu extérieur

Figure 1I-8.a : Fronti¢re totalement réfléchissante

Frontiére

Onde incidente

- Onde transmise

Onde réfléchie
Milieu intérieur Milieu extérieur

Figure 1-8.b : Fronti¢re partiellement transparente

Frontiére

Onde incidente Onde transmise

— | —

Milieu intérieur Milieu extérieur

Figure I-8.c : Frontiere parfaitement transparente

Les figures I-8.a a I-8.c montrent les différents cas auxquels nous pouvons €tre
confrontés. Les conditions aux limites idéales correspondent a la figure-8.c ou la
frontiére est alors parfaitement transparente. Dans ce cas, l'onde incidente est
totalement transmise. Les figures I-8.a et I-8.b correspondent aux cas ou le milieu de
propagation est limité ou illimité€ avec une variation brutale des propri€tés du matériau
a la frontiere. Clest le cas si la frontiére sépare deux solides différents. L'onde incidente
est alors partiellement ou totalement réfléchie.
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Dans un milieu infini élastique isotrope plusieurs types de rayonnements
élémentaires sont possibles. Le premier est le rayonnement d'une source ponctuelle : la
nature du rayonnement est alors sphérique. Le second est celui d'une source infinie
dans une direction (exemple : rayonnement d'une droite dans un milieu infini.). Dans ce
cas, la nature du rayonnement est cylindrique. Le rayonnement d'un transducteur
piézoélectrique dans un puits de forage est une combinaison de ces deux types de
rayonnement, rendant délicat la prise en compte exacte des conditions aux limites.

Pour résoudre numériquement les problemes de rayonnement dans un milieu
infini, deux types de conditions aux limites sont possibles : des conditions aux limites
locales ou intégrales. Les conditions aux limites locales reposent sur une connaissance
a priori des ondes se propageant dans le milieu. C'est le cas des éléments infini et
éléments d'impédance mécanique étudiés dans la suite de ce chapitre. Pour chacun de
ces éléments, on suppose que la nature rayonnement de l'onde est sphérique et/ou
cylindrique. Nous nous limiterons au cas du rayonnement sphérique pour 1'élément
infini, et nous traiterons les deux types de rayonnements pour 1'élément d'impédance
mécanique. Les conditions intégrales, qui sont des conditions exactes ne nécessitent
aucune hypothése sur le type d'onde. Elles reposent généralement sur l'obtention d'une
fonction entre points appelée fonction d'influence. Avant de développer les différents
types d'éléments, nous discuterons les solutions des probléemes physiques liées aux
ondes cylindrique et sphérique.

I-3.1 Solutions élémentaires du rayonnement en milieu élastique infini
I-3.1.1 Analyse en déformations planes : rayonnement cylindrique

Le probléeme physique a résoudre est celui du cylindre infini pulsant et/ou
tournant. On travaille dans le repére cylindrique (r,8), ou r est le rayon polaire et 0
I'angle polaire (figure I-9). u,, désigne la composante radiale du déplacement associée a
I'onde de compression, et u, la composante tangentielle du déplacement, associée a
l'onde de cisaillement horizontale. Dans ce cas, on peut dire que les composantes u, et
u, du déplacement ne sont fonction que de r. Par suite, toutes les dérivées suivant 6 sont
identiquement nulles. Si l'on calcule la dilatation volumique du milieu, qui est la trace
du tenseur des déformations, on constate que celle-ci ne dépend que de la composante
radiale. Par conséquent, si l'on ne propage que l'onde de cisaillement la dilatation
volumique du milieu est nulle. Ce résultat permet d'affirmer que l'onde S peut se
propager indépendamment de 1'onde P, et réciproquement. La loi de comportement du
milieu solide élastique homogene isotrope permet de déterminer les différents termes
du tenseur des contraintes, en coordonnées cylindriques [25] :

T ) xaup Au,
=GR Mg T
Ty = (2u+x)u—"+xa—u" (1-51)
08 r or

du. u
Tre = M(g}s‘*'f)
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ol A et W sont les coefficients de Lamé du solide considéré. Les projections, dans le
repere cylindrique de 1'équation fondamentale de la dynamique, conduisent au systéme
d'équations différentielles ci-dessous :

2
Jdu du
P P 2.2 _
Fa_r +r=P (k= D, = 0 o
) :
Jdu Jdu
12375+r§s+(k§r2—1)us = 0

Nous sommes en présence de deux équations cylindriques de Bessel d'indice un a
arguments et a valeurs complexes [27-28]. Les solutions fondamentales sont des
fonctions de Hankel d'indice un de premiére et seconde espéce respectivement. Comme
seules les ondes divergentes sont autorisées, on ne retiendra que les fonctions de
Hankel de seconde espéce associées aux ondes divergentes comme solution
fondamentale [29]. Par suite,on a :

2
u,(r) = u0pH<(=1) (k,1)
(1-53)

2
u(r) = uOSHf:I) (k.r)

ol U, et ug, sont des constantes complexes déterminées par les conditions aux limites.
H,,@désigne la fonction cylindrique de Hankel d'indice un et de seconde espéce. kp et
k sont les nombres d'onde associés aux ondes P et S respectivement.

>
r : Rayon polaire X
0 : Angle polaire (Ox,0M)

Figure 1I-9 : Repere cylindrique (déformations planes)
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I-3.1.2 Analyse en symétrie axiale : rayonnement sphérique

On considére dans un repere sphérique (r,9,0), ol r désigne le rayon vecteur, ¢
I'angle polaire, et 8 l'angle azimutal (figure I-10). u,, désigne la composante radiale du
déplacement associée a I'onde de compression et ug la composante tangentielle suivant
€, associée a 1'onde de cisaillement. La symétrie de révolution conduit a dire qu'il n'y a
pas de déplacement suivant ¢, et que toutes les dérivées suivant ¢ sont identiquement
nulles.

Faisons I'hypothése d'une propagation purement sphérique des ondes P et S :
toutes les dérivées suivant O sont identiquement nulles (celles suivant ¢ étant annulées
par la symétrie de révolution). La loi de comportement du solide €lastique classique
nous donne les termes non nuls du tenseur des contraintes associé au champ de
déplacement [25] :

du, 2Aiuy )
Trr = (2“, + 7\.)51-' + T‘ + }-cotg(ﬁ)us

Jdu. u
= B s s
Tro = 2(8r r)
(1-54)

u du
2(n+ X)Tp + A

7\1
. A
e +rcotg(9)uS

—
@
=

1

u, Au;  (2p+A
Too = 2(u+7»)?p+T"+£——&r———2cotg(6)uS

Les projections du principe fondamental de la dynamique dans le repére
sphérique conduisent au systéme d'équations différentielles suivant :

2

du Ju
P p 22 —
Izgr— +2r$ + (k1 ——2)up+kcotg(6)us =0
2 (I-55)
Jdu ou u
128—5 + 2ra—S + kzrzuS - ———5——2 =0
g f (sin(6))

La présence de l'angle O dans les relations (I-54) et (I-55) montrent
I'impossibilité de cette hypothése. On remarque dans I'équation (I-55) : il faudrait que
la composante tangentielle du déplacement soit nulle pour que la propagation de 'onde
soit purement sphérique. Cela revient a dire que seule I'onde de compression peut avoir
une propagation purement sphérique. Dans ce cas, 1'équation (I-55) se simplifie et
devient une équation de Bessel sphérique d'indice un, a valeur et argument complexes.
Les solutions fondamentales sont des fonctions de Hankel d'indice un de premiére et
seconde espece [27-28]. Comme au paragraphe I-3.1.1, seules les ondes divergentes
existent. La solution fondamentale retenue est la fonction sphérique de Hankel de
seconde espéce [29].
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La solution exacte en champ lointain de Il'excitation ponctuelle ou
quasi-ponctuelle est proposée par la référence [30]. Dans cette solution les deux ondes
sont découplées.

2
up() = ug HY (k1)

@ (1-56)
u(r) = uOsHSO (ksr)

N () . @, ., .
ol ug, et ugg sont des constantes complexes. Hg," (respectivement Hgy ) désigne la

fonction sphérique de Hankel d'indice un (respectivement zéro) et de seconde espece
[27-28].

Az e
[N
M
€
0
O >
y
¢
H
X
r : Rayon vecteur OM
¢ : Angle polaire (Ox,0H)
0 : Angle azimuthal (Oz,0M)
Figure I-10 : Repére sphérique

27



Analyse théorique

1-3.2 Elément infini
1-3.2.1 Principe et état de I'art

Pour certaines classes d'équations différentielles, il est possible par un
changement de variable, de transformer un domaine extérieur en un domaine intérieur
et de rechercher les solutions dans le domaine intérieur. Ainsi l'extérieur d'un cercle
peut étre réduit en l'intérieur de ce cercle par une transformation conforme. Le principe
de I'élément infini est identique. 11 est basé sur l'idée de transformer un domaine infini
en un domaine fini, pouvant &tre traité comme un nouvel élément fini. Ainsi, un
€lément unidimensionnel a trois noeuds de coordonnées X1, X5, €t X3 oll X3 est rejetée a
I’infini, est transformé dans le domaine -1 < r < 1 de coordonnées locale r, par (figure
I-11):

x(r) = M (r)x; + M,(r)x, (I1-57)

ou les fonctions M, et M, décrivant la géométrie de 1'él€ément infini sont données par la
transformation :

=2r
T 1-58
1+r 1-58)
M) = 1

o — > -@
X1 X2 X3

Figure I-11 : Elément infini unidimensionnel

Ces éléments ont été introduits par R. L. Ungless [31] et P. Bettess [32]. La
principale nouveauté de ces éléments par rapport aux éléments finis réside dans le
choix des fonctions d'interpolation. Pour un tel élément, deux conditions doivent étre
satisfaites : 1) ces fonctions doivent pouvoir décrire les effets physiques comme Ia
divergence géométrique ou le caractere oscillatoire d'une onde propagative. 2) les
intégrales a travers 1’élément doivent converger et €tre calculables numériquement. Il
apparaitra dans la suite que cette derniere condition n'est pas toujours simple a
satisfaire.

Pour I'étude d'un probléme unidimensionnel dans la direction x en statique, dans
lequel l'inconnue du probléme tend vers zéro lorsque la coordonnée x tend vers l'infini,
P. Bettess [32] propose les fonctions d’interpolation données par les équations (I-59) et
(1-60) :
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N.(x) = e(xi—x)/l X, — X 5o
(%) k_llnxk"‘i 059
pouriallantde 1 an-1et:
n-1
N_(x) = I—ZNi(x) (1-60)

i=1

ou n est le nombre de points de I’élément dans la direction x. Les n-1 premiers points
ont des abscisses finies et le n-iéme point se situe a l'infini. On remarquera que les
fonctions d’interpolation vérifient les conditions de continuité du déplacement entre
deux éléments adjacents :

N;(x;) = §;; (1-61)

Dans I'équation (I-59), 1 représente une échelle de longueur qui caractérise la
décroissance, liée a la divergence géométrique du probleéme.

La description du caractére oscillatoire de l'onde propagative se fait en
multipliant ces fonctions d’interpolation par une exponentielle complexe. P. Bettess et
O. C. Zienkiewicz [33] ont proposé pour la résolution de probleémes de diffraction
d'ondes de surface dans les fluides, les fonctions d’interpolation suivantes :

n-1
(x;—-x)/1 jkx X — X
Ni(x) =e € I I X X, (1-62)
k=1k=#i

pour i variant de 1 a n-1. Lorsque i est égal a n la formule (I-60) reste valable. Le terme
k est le nombre d'onde. Le terme e/** traduit le caractere oscillatoire du phénomene.
Cette fois-ci | est fonction de la divergence géométrique et de la dissipation d’énergie,
lorsque le milieu est dissipatif. L'équation (I-62) donne les fonctions d’interpolation de
I'élément infini d'un probléme unidimensionnel d'onde propagative. Elles sont chacune
constituées du produit d'une exponentielle réelle caractérisant la décroissance de
I'onde, d'une exponentielle imaginaire caractérisant la nature propagative de l'onde et
d'une fonction de forme décrivant la géométrie de I'élément. Lors du calcul des
matrices élémentaires apparaissent des intégrales de zéro a l'infini, calculées par la
méthode de Gauss-Coates. Le terme exponentiel 1ié a la décroissance de 1'onde garanti
la convergence numérique de ces intégrales.

On peut de la méme maniere définir des €léments infinis s’étendant a I’infini
dans plusieurs directions de l'espace. P. Bettess [34] a mis au point des éléments infinis
isoparamétriques en statique. La méthode consiste a partir d'un élément fini
isoparamétrique a n noeuds, ayant pour fonctions de forme les M;(r,s) i variant de 1 a n,
d'introduire des fonctions décroissantes f(r,s), nulles lorsque I'on tend vers 1'infini. On
définit f(r,s) comme le produit de deux exponentielles caractérisant l'atténuation de
I'onde dans les deux directions. Les fonctions d’interpolation de !’élément infini sont
alors définies comme :
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(r.-1)/1; (s;-5)/1
Ni(r,s) = ¢ ! Tt %

M;(r, ) (1-63)
Dans cette dernieére formule il n'y a pas de sommation sur l'indice i. Cette modification
permet de prendre en compte les propriétés de champ de l'inconnue au loin, qui ne
pourraient étre satisfaites par les fonctions de formes M;(r,s) de I’élément fini. Pour
satisfaire les conditions de continuité des variables nodales entre deux éléments
contigus, il faut que la relation suivante soit satisfaite pour tout i :

f(r,s;) =1 (1-64)

Le passage a la propagation d'onde se fait en multipliant les fonctions
d’interpolation données dans l'équation (I-63) par des exponentielles complexes
associées aux ondes se propageant dans les directions r et s. On peut donner pour
exemple I'élément infini dans deux directions de l'espace propageant une onde dans
chacune des directions introduit par Chow et al [35]. Dans le cas d'un probléme
élastique, on peut propager jusqu'a trois types d'ondes : I'onde P, I'onde S et I'onde de
Rayleigh dite onde R. Le défaut de ces éléments est de ne pouvoir propager qu'une
seule onde a la fois dans un élément et dans une direction. Les fonctions
d’interpolation de cet élément dans le cas d'un probléme bidimensionnel sont :

(r;-1)/1; (s;=s)/1, jkir jk,s
N(s)=e ' Tt 2t %2 M(x, 5) (1-65)

Pour i variant de 1 a n, ol n désigne le nombre de noeuds de 1’élément. 1; et 1, sont des

échelles de longueur dans les directions r et s s'étendant a 'infini. Elles caractérisent
les décroissances de 1'amplitude des ondes dans chacune de ces directions. k; et k, sont

les nombres dondes dans les mémes directions. M;(r,s) sont des fonctions

d’interpolation de type Lagrange. Il faut noter que r et s sont ici des coordonnées
paramétriques réduites.

Aprés détermination des fonctions d’interpolation, le calcul des matrices
élémentaires nécessite des intégrations de zéro a l'infini. Pour cela, la méthode
d'intégration classique de Gauss-Laguerre est utilisée en statique [34], tandis que celle
de Gauss-Coates est utilisée en dynamique [33, 35].

C. Zhao et al [36] ont proposé un élément infini tridimensionnel pour les
problémes d'ondes élastiques dans les solides. Il a pour atout majeur de pouvoir
propager jusqu'a trois types d'ondes dans la méme direction s'étendant a I'infini. Nous
avons étendu le développement de cet élément au cas bidimensionnel avec symétrie de
révolution. Le paragraphe qui suit présente en détail le développement de cet élément.
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I-3.2.2 Formulation théorique de 1'élément infini

Les éléments infinis que nous utilisons sont tous constitu€s de deux arcs de
cercles concentriques reliés par deux demi-droites dont les prolongements se coupent
au point source de I'excitation (figure I-12). On peut associer a cet élément un élément
de référence (ou réduit), le passage de 1’élément réduit a I’élément réel s'effectuant par
une application bijective y tel que :

y(r;, ;) = (X5 ¥;) (1-66)

ol image du noeud i de I’élément réduit est le noeud i de I’élément réel. Ainsi a tout
point (r,s) appartenant a 1’élément réduit, on peut associer a l'aide de 1'application ¥ un
point unique (X,y) de 1’élément réel défini par :

n n
(e) . (
X(1,8) = D My(r, s)X; Y@ = ) M sy @)
i=1 i=1
Dans ces deux expressions n désigne le nombre de points de I’élément. x{* et y) sont

respectivement les abscisses et ordonnées nodales de 1’élément réel dans le repére
global. Les M; sont les fonctions de formes de I’élément fini quadratique a huit noeuds

[11-12].

On définit la matrice jacobienne de la transformation Y de la maniere suivante :

ax 3y
|:J(r, S;J _ | oror (168)
ax 2y
Js ds
As
+1 r
3 8 4 |
|
6 71
—
0 l+2 r
|
2I
-1 1 3 1

Elément réel

Elément de référence

Source de I'excitation

Figure I-12 : Passage de 1'€lément infini réel a 1'élément de référence
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L'approximation que l'on utilise est une approximation par éléments finis, c'est a dire
que le déplacement en un point de 1’élément est reli€é aux valeurs nodales du
déplacement de 1'élément :

u(x, y) = [N(e)(r, s)]L_I(e) (1-69)

[N©)(r,s)] est la matrice des fonctions d’interpolation du déplacement au point (r,s). On
prend [36] :

Ny s) = p@(-51-9))  Nsrs) = () 3(1-9))

N,(1,8) = p3(r)( % l—s)) Ng(r, s) = p;(r)(1-s°)
I1-70)

Ny(es) = py @5 +9)]  Np(es) = a1 =)

NG = p@(5A+9) N = p@(30+9)

ou les p; sont les fonctions de propagation de I’élément déterminées a l'aide des
propriétés des ondes €lastiques dans un milieu homogeéne isotrope infini soumis a une
excitation ponctuelle ou quasi-ponctuelle. La solution en champ lointain de ce
probleéme est connue [30, 36] :

2)
u(r) = ugHS, (k1)

v(r) = VoH D (k1) 171

2
w(r) = WOHZO)(k r)

u, v et w sont les composantes complexes du déplacement dans le repére sphérique. k,
et k sont les nombres d'ondes des ondes P et S, r la distance 2 la source, g et @

les fonctions sphériques de Hankel de seconde espece d'indice un et zéro
respectivement. Compte tenu de la symétrie de révolution, la composante w du
déplacement est identiquement nulle. Les ondes P et S sont approchées au loin par des
fonctions de Hankel. On montre qu'au loin, l'onde de Rayleigh peut étre remplacée par
une exponentielle complexe :

—(a + jkg)r
Age : (1-72)

g

o désigne le coefficient de décroissance I'onde de Rayleigh [37]. 1l est approché par
I'équation (I-73).
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2\1/2
VR
o= k| l-— (1-73)
Vr
On obtient finalement :
(2) (2) (a+ij)r
p;(r) = E;;H (k r) + E,Hyy (k1) + Eje 1-74)

Afin de satisfaire aux conditions de continuité des variables nodales entre deux
éléments adjacents, on doit écrire les systémes d'équations suivants :

pi(r;) = 8 (1-75)

ce qui nous donne trois systtmes d'équations linéaires, dont les solutions sont les
coefficients Ejj. donnés dans la formule (I-76). Ceci détermine complétement les
fonctions p; :

H (k,r_)H(r,) - H (k,r,)H(r,,)

Ej = =
2 2
H )(k J)H(r)) - ¢ )(k JDH(1,)
Ep = =
2 2
Ej;3 = H( )(k rz)H(f ) — Hgl)(kprm)H(rz)
A
2 2
E _- Hil)(kprz)H(rm)_Hgl)(kprm)H(r2)
21 =
A
2 2
_ H (k1) H(ry) - ey (kryH(r,) (1-76)
2 = n
2 2
E _ Hgl)(kprm)H(rl)—Hgl)(kprl)H(I‘m)
23 =
A
2 2 2
- Hgl)(k )Hgo)(k Ip) - Hgl)(kp r))H o)(k
31 = X
2 2 2
HP (e H (kgr)) - HY (er HG) (k1)
3 = X
Hg)(k r)HG (ko) — HG (k1 H (k)
33 = 3
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avece
2 2 2 2
A =Hg (k,r ) Hg (kT ) H(ry) — HS (ke )H (k1) H(r,y)
2 2 2 2
+ HY (k1) HS (ko DH(ry) - H (k1) HS (k) Hr))
2 2 2 2
+H P kr ) HS (ke H(r) - B (k) HE (kg H(ry)
et:
I'l + r2
rm = >

-7

(1-78)

ou r, et r, sont les rayons intérieur et extérieur des arcs de cercles concentriques de
I'é1ément infini. Dans ces expressions les fonctions sphériques de Hankel d'indice O et
d'indice un, sont associ€es aux ondes S et P respectivement. La fonction H est associée

al'onde de Rayleigh et est donnée par la formule (I-79) :

—(o + jkg)r

H(r) = e

I1-79)

Les figures I-13.a, a I-13.c montrent les fonctions de propagation en fonction de
la variable réduite r pour un élément infini de longueur 1= 15 m a 500 Hz. La formation
dans laquelle se propage les ondes €lastiques a les propri€tés suivantes : v, = 5588 m/s,

v, = 3387 m/s et p = 2500 kg/m>.
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Figure I-13.a : Exemple de fonction de propagation de
I'élément infini p,(r)
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Figure I-13.c : Exemple de fonction de propagation de
I'élément infini ps(r)
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[-3.2.3 Mise sous forme matricielle et intégration numérique

La formulation variationnelle utilisée est celle de Galerkin [11-12]. Les
fonctions d’interpolation des inconnues du probl¢me étant déterminées, les matrices de
masse et de rigidité élémentaires s'expriment par :

[M(e)(m)} = J [N(e) (O)):Itp[N(e)((x))]"J(r,s)"drds (1-80)
Q)

pour la matrice de masse élémentaire,

[K(e)(co)} = j [B(e)(m)]t[cﬁ} [B(e)(m)]”J(r,s)"drds (1-81)
Q(e)

pour la matrice de rigidité €lémentaire. Il est a noter que le domaine d'intégation Q®
est défini par {r 20;-1 < s < 1}. Ces matrices élémentaires sont complexes et fonction
de la pulsation. Elles sont assemblées de maniére classique avec les matrices issues des
éléments finis, ce qui a pour conséquence de ne pas modifier la structure de bande de la
matrice globale. Le syst¢éme d'équations global ne change pas et s'écrit :

([K““(“)ﬂ -0’ [M(CO):I )U =F (1-82)

Les expressions des matrices élémentaires (équations (I-80) et (I-81))
contiennent des intégrales généralisées de zéro a 1’infini, qui ne sont pas aisées a
évaluer numériquement. Nous avons utilisé la méthode d'intégration de Gauss [11-12]
par morceaux en tronquant arbitrairement le domaine d'intégration. Malgré cela
I’évaluation de ces intégrales reste délicate. Les références [33-35] présentent les
méthodes d'intégration utilisées usuellement pour le calcul des matrices élémentaires
lies aux éléments infinis.
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1-3.3 Elément d'impédance mécanique
I-3.3.1 Principe

Pour définir la matrice d'impédance mécanique, nous sommes conduits a
trouver une relation matricielle locale entre les composantes du champ de déplacement
(u, composante radiale et u, composante tangentielle) et les composantes du vecteur
densité d'efforts surfaciques (f, composante radiale et composante tangentielle fg). Il
suffit pour cela de constater qu'il existe, d'aprés (I-53) et (II-56), une relation de
proportionnalité entre les composantes du déplacement et leurs dérivées en champ
lointain :

aup ou,
5P = Zu, ; Zs-7u (1-83)

ou Z,, et Z sont des coefficients complexes définis de la maniére suivante :
Z. = kH® (k 1)/Hk 1) : Z. = kH® (ko)/Hkr) 089
P PP P P ° s Gl s s

Notons que la condition de rayonnement de Sommerfeld, donnée par 1'équation (I-19)
est alors automatiquement satisfaite [21-24]. Les coefficients Z, et Z caractérisent un
rayonnement monopolaire en déformations planes (respectivement en symétrie de
révolution). H, est la fonction cylindrique (respectivement sphérique) de Hankel
d'indice un et seconde espece et Hy la fonction cylindrique (respectivement sphérique)

de Hanke] d'indice un (respectivement z€ro).

Soient M un point de la fronti¢re extérieure I',; du domaine 4 modéliser et n le

vecteur normal unitaire orienté vers l'extérieur en M. On a d'apres les lois de la
mécanique des milieu continus [25] :

£(M) = [T(m)]n (1-85)

ou [T(M)] est le tenseur des contraintes au point M. Le tenseur [T(M)] est obtenu par la
loi de comportement des milieux solides élastiques (donnée par 1'équation (I-51) ou
(I-54)). Si l'on développe I'expression (I-85), en tenant compte de (I-83) et de (I-84), on
peut écrire une relation matricielle entre f vecteur densité de forces surfaciques au point
M et U vecteur déplacement au méme point. On établit ainsi grace a un calcul
relativement simple, la relation matricielle locale suivante :

f= [:Zloc] u (1-86)

ou [Z,,.] désigne la matrice d'impédance mécanique locale. Elle relie en tout point de la
frontiere les déplacements aux forces surfaciques. En déformations planes, on a :
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[ ]

£ ((2u+k)2+)n ( —-)n u

fq 21 +1 1 U
( . +7LZp)ne u(ZS—;)mr

ol n, et ny sont les composantes du vecteur normal dans le repére cylindrique. Si Ty,

est un arc de cercle, le vecteur normal est porté par le rayon polaire (n, = 1; ng=0). La
relation (I-87) se simplifie en :

1-87)

Qu+1)Z, + Ao
| _ r up
= (1-88)

fe 0 IJ'( s_%) U

On voit alors que les deux ondes sont découplées. En symétrie de révolution, cette
relation s'écrit lorsque la surface extérieure I',,, est une surface a r constant (le vecteur
normal est donc porté par le rayon vecteur). On suppose que les deux ondes sont
découplées, ce qui revient a annuler les termes contenant 6 dans les équations (I-54) et
(I-55):

i N
[(2u +MZ,+ z—l} 0
= p 1-89)

I-3.3.2 Discrétisation par éléments finis

Les éléments surfaciques d'impédance mécanique sont simplement attachés aux
éléments finis volumiques sur la fronti¢re extérieure du domaine, afin de présenter une
condition aux limites qui absorbe les ondes propagées. L’élément utilisé est un élément
linéique a trois noeuds, comme lindique la figure (I-14). L'interpolation du
déplacement se fait a l'aide des fonctions de Lagrange. Par conséquent, dans chaque
élément impédance, la valeur du déplacement en un point de I’élément est reliée aux
valeurs nodales des déplacements de cet élément comme suit :

u=[ye]u® 1:90)

Le passage de I’élément réel a 1’élément de référence, le calcul des dérivées ainsi que
celui du jacobien s'effectue de la méme maniere que pour 1'élément fini classique
[11-13].
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3
Elément réel

2 Elément réduit

Figure 1-14 : Géométrie de 1'€lément d'impédance mécanique

La frontiere extéricure du domaine I, est découpée en éléments finis
d'impédance mécanique. On suppose que la fronticre extérieure I'y,, est située dans le
champ lointain. Il est alors facile de montrer que l'intégrale de la formulation
variationnelle (équation (I-20)) relative au travail des forces extérieures :

- | fudS, 1-91)
L;xt‘ ‘

devient apres discrétisation par éléments finis :

S0 [ ] [t [x] [arsy v e
e T

ext

ol e désigne l'indice de sommation sur les éléments de la fronticre extérieure. Il est a
noter que les autres intégrales de la formulation variationnelle restent inchangées. [P]
désigne la matrice de passage du repere local au repére global. L'intégration numérique
se fait par méthode de Gauss, cinq points suffisant a effectuer le calcul des intégrales.
On définit alors la matrice d'impédance mécanique élémentaire par la formule
suivante :

t t
_ (e)
ko] = Bl @] feEas o
€
rext
[K®,,p(®)] est une matrice complexe et fonction de la fréquence, méme en 'absence
de pertes mécaniques. Elle est directement assemblée dans la matrice globale de
rigidité mécanique qui reste symétrique. Cet assemblage se fait de maniere tout a fait
classique. Cela a pour conséquence de ne pas modifier la structure bande de la matrice
de rigidité initiale. Le systeme d'équations a résoudre s'écrit toujours :

([Kuu@) _mz[MDg . w59

La matrice de rigidité [K,,(®)] résulte de 'assemblage des matrices de rigidité
élémentaires issues du calcul par éléments finis et des matrices élémentaires
d'impédance mécanique.
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I-3.4 Equation intégrale

La mise au point d'une méthode d'équation intégrale nécessite la connaissance
de la fonction de Green associée au probleéme étudi€ [14]. La fonction de Green G(r,1r'),
aussi appelée fonction d’influence, symbolise le champ de déplacement créé en tout
point r par une force ponctuelle unitaire située en r'. La fonction de Green d'un milieu
solide élastique homogene infini est donnée par I'équation suivante [38] :

jk R . .
1 2 e _]kSR _]kpR
K 5[]+ |ywe___¢ (1-95)

4mp m2 R R

[G(r, r‘)] =

Dans cette expression, R désigne la distance entre les points r et r', V l'opérateur
différentiel nabla et [I] la matrice identité. Lorsque l'on est en présence d'une
distribution de forces t(r'), le champ de déplacement est obtenu par intégration du
produit de la distribution surfacique de force par la fonction de Green sur S surface ou
sont appliquées les forces :

(o) = [[G(r, rm]T)ds 1-96)

Dans ce cas, on assimile la frontiére a2 un ensemble de sources suivant une certaine
distribution. La fonction de Green est donc une solution quand on a homogénéité
partout sauf en un point.

Pour discrétiser, on découpe 1'intérieur du domaine en sous domaines appelés
éléments, interconnectés par des noeuds. Sur la frontiere extérieure S sont attachés des
éléments spécifiques appelés €léments d'impédances mutuelles. Par la suite
l'interpolation des variables d'espace ainsi que celle des inconnues du probléme se fait
de la méme maniere qu'en éléments finis. La mise sous forme matricielle de I'€quation
(I-96) conduit a une relation matricielle entre le champ de déplacement sur la surface S
et les forces nodales sur S.

[Z((D)] U, = E 1-97)

U, et Fs sont respectivement le vecteur des déplacements nodaux et le vecteur des
forces nodales sur la surface S. [Z(w)] est la matrice d'impédance mutuelle. Elle est
couplée aux éléments finis de la mani€re suivante :

([K““] -o'[M] )‘—’ = E- [z(0)] U, (1-98)

ou U est le vecteur déplacement global et F le vecteur forces nodales global. L'intérét
des méthodes intégrales est 1'absence d'hypothese sur la nature du rayonnement, la
solution obtenue étant exacte a la discrétisation pres. La transcription mathématique de
cette méthode dans le cas du rayonnement d'un transducteur piézoélectrique dans un
puits de forage est complexe et nous ne sommes pas en mesure de trouver l'expression
analytique de la fonction de Green. Le chapitre II a pour objet la construction de la
matrice d'impédance mécanique mutuelle reliant les déplacements nodaux normaux
aux forces nodales normales sur la paroi du puits & I'aide d'une décomposition en k.
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I-4 Tests de validations

La présente section est consacrée a la validation des éléments infinis et
d'impédance mécanique. Pour tous les tests présentés, on suppose que le solide est
élastique, homogene, isotrope sans pertes mécaniques, méme si l'introduction des
pertes ne pose aucune difficulté particuliere. Le matériau choisi est tel que :
Vp = 5588 mv/s, vy = 3387 m/s, et p = 2500 kg/m>. Le critére de discrétisation spatiale du

domaine est tel que, la distance entre deux noeuds de coin d'un élément n’excede pas
A4 [13], ou A, est la longueur d'onde de l'onde de cisaillement, sauf naturellement

pour 'élément infini dans la direction de propagation.

I-4.1 Cylindre infini pulsant ou tournant

On considére un cylindre infini pulsant (respectivement tournant), de rayon
r; = 0,5 m dans un milieu solide infini. On impose sur sa surface libre une contrainte
normale T, (respectivement tangentielle T,) uniforme (figures I-15.a et I-15.b). D'apres
I'€quation (I-53), les solutions analytiques sont données par :

(2)
u(r) = ug Hey' (kpr) 1-99)
pour le cylindre pulsant et par :
_ (2)
u(r) = vy Hoy (kr) (1-100)

pour le cylindre tournant.

gon

Formation
élastique

Figure I-15.a : Cylindre infini pulsant
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"L

Formation
élastique

Figure I-15.b : Cylindre infini tournant

Les deux ondes P (déplacement radial) et S (déplacement tangentiel) existent
indépendamment l'une de l'autre. Les constantes complexes ug,, et ug, sont déterminées
par les conditions aux limites. L'écriture de la condition de continuité de la contrainte
normale pour le cylindre pulsant et de la contrainte tangentielle pour le cylindre
tournant conduit aux équations (I-99) et (I-100) :

-T,
Ugp = o o) (I-101)
2pn+ 7»)kac1 (kprl) + r—1H°1 (kprl)
-T,
Upgs = ) o2 (1-102)
“kchl (ksrl) +I._1Hc1 (ksrl)

Le chargement étant uniforme dans la direction 6, seule la partie de la structure
comprise entre 6 = -5° et 6 = 5° a été modélisée. On découpe en un seul élément dans
la direction circonférentielle, et en vingt-cinq €léments dans la direction radiale r
variant entre 0,5 2 5 m. Le calcul est effectué uniquement avec un élément impédance.
Les figures I-16.a et I-17.a représentent 1'évolution des déplacements radial et
tangentiel normalisés au module du déplacement au point r = ry en fonction du rayon

polaire r. Les figures I-16.b et I-17.b montrent la déformation de la structure modélisée.
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Figure 1I-16.a : Déplacement radial engendré par un cylindre
pulsant (élément d'impédance mécanique)
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Figure I-16.b : Champ de déplacement engendré par un cylindre
pulsant (élément d'impédance mécanique)
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Figure I-17.a : Déplacement tangentiel engendré par un cylindre
tournant (élément d'impédance mécanique)

fréquence = 2 kHz
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Figure I-17.b : Champ de déplacement engendré par un cylindre
tournant (élément d'impédance mécanique)

Les figures I-16.a et I-17.a montrent un excellent accord entre les solutions
numériques et analytiques. La frontiére du domaine de calcul est donc parfaitement
transparente. Ainsi, on peut dire que 1'onde incidente est totalement transmise.
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1-4.2 Sphére pulsante

Considérons une sphere pulsante de rayon r; = 0,5 m dans un solide élastique
isotrope infini. On impose sur sa surface libre une contrainte normale uniforme T,
(figure I-18). La solution analytique est donnée au paragraphe I-3.1.2 :

2
up(r) = ugHY (k1) (1-103)

La constante complexe ug, est déterminée par les conditions aux limites (continuité de
la contrainte normale).

=T
ug, = L (1-104)

B ‘2 2A
@u+ Mk H (k) + EHgikkprl)

Le chargement étant uniforme dans la direction ¢, seule la partie de la structure
comprise entre O = -5° et @ = 5 © a ét€ modélisée. On découpe en un seul élément
suivant © et en 25 éléments dans la direction radiale, r variant de 0,5 2 5 m. Un seul
élément impédance mécanique est utilis€. La figure 1-19.a montre 1'évolution du
déplacement radial normalisé au module du déplacement au point r = r; en fonction du
rayon polaire r. La figure I-19.b présente le champ de déplacement de la structure
modélisée.
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X
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symétrie

Formation
élastique

Figure I-18 : Sphere pulsante
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Figure 1I-19.a : Déplacement radial engendré par une sphére
pulsante (élément d'impédance mécanique)
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Figure I-19.b : Champ de déplacement engendré par une sphere
pulsante (élément d'impédance mécanique)
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Figure 1-20.a : Déplacement radial engendré par

une sphere pulsante (élément infini)

1.0

051

normalisé

Up

05

fréquence = 1,24 kHz

L A 0 )
_“__;_-‘- -g-

G UICECE L S

— Analytique (partie réelle)
- — - Analytique (partie imaginaire)
e Numérique

-1.0

r (m)

Figure I-20.b : Déplacement radial engendré par

une sphere pulsante (élément infini)
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La figure I-19.a montre un excellent accord entre les champs de déplacement
numérique et analytique. Comme pour le cylindre infini, on peut dire que l'onde
incidente est parfaitement transmise. L'introduction des pertes mécaniques n'affecte
pas les performances des résultats (résultats non présentés). Lorsque la sphere pulsante
est modélisée par le couplage éléments finis-€lément infinis les résultats ne sont pas
satisfaisants (figure I-20) et se dégradent pour des fréquences de plus en plus élevées.
De plus, le champ de déplacement obtenu est fonction de la longueur de 1'él€ment
infini.

En conclusion, on constate que 1’élément infini pose deux problémes. Le choix
de la longueur de I'élément est délicat car il n'existe aucune régle pour effectuer un
choix cohérent. L'intégration numérique des matrices de rigidité et de masse est
difficile a effectuer avec précision a cause de la troncature arbitraire du domaine
d'intégration. En ce qui concerne 1’élément d'impédance mécanique, les résultats
obtenus sont en bon accord avec les solutions analytiques lorsque le critére de maillage
est vérifié quelle que soit la fréquence.

1-4.3 Point oscillant

Considérons un solide élastique infini dans lequel on applique une force
ponctuelle (figure I-21). La modélisation est faite en deux dimensions avec symétrie de
révolution, 'axe de symétrie étant choisi parallele a la direction de la force. La figure
1I-22 montre le maillage utilisé pour la modélisation du point oscillant. Les fonctions de
directivité des ondes P, et S sont connues [39] et sont rappelées dans la formule (I-105)
ou R désigne la distance a la source. La figure (I-23) montre un trés bon accord entre
les diagrammes de directivité analytique et numérique.

_ Fcos(0) u = Fsin(0)

5 . 3 (1-105)
41tpva 4npv R

p

4 Axe de symétrie de révolution

Formation élastique

=  Force ponctuelle

Figure I-21 : Point oscillant dans une formation élastique infinie
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Figure I-22 : Maillage utilisé¢ pour modéliser le point oscillant
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Onde P Onde S

0

Figure I-23 : Diagrammes de directivité du point oscillant
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I-4.4 Transducteur piézoélectrique rayonnant dans un puits

Nous avons appliqué le couplage éléments finis-€léments d'impédance
mécanique a 1'étude d'un transducteur piézo€lectrique rayonnant dans un puits rempli
d'huile et entouré d'une formation élastique [40]. Ce probléme a déja €té étudié par S.
Kostek a 1'aide d'une méthode de différences finies [41].

Le transducteur utilisé est un anneau de 12,7 mm de hauteur, 12,7 mm de
diameétre extérieur et de 0,8 mm d'épaisseur. Il est fabriqué en un seule piéce de
céramique de type PZT. Le puits a un rayon de 0,1 m, la formation telle que
v, = 4000 m/s, v, = 2310 m/s et p = 2500 kg/m’. Le fluide contenu dans le puits est une
huile ayant les propriétés suivantes : v; = 1425 m/s et p; = 856,5 kg/m?>. La figure I-24
présente schématiquement le probleme modélisé.

‘ 5507 Noeuds

\ 1868 Eléments
\ NN Eléments rayonnants

Eléments
d'impédance
Formation élastique
modélisée
- Fluide modélisé

N\ \

T T T RRSNSSRSSSS
| Plan de symétrie

Axe de symétrie de révolution

Figure I-24 : Modélisation d'un tranducteur rayonnant dans un puits a l'aide
du couplage éléments finis-éléments d'impédance mécanique

L'intérieur du domaine est modélisé par éléments finis tandis que la frontie¢re
externe est modélisée par des éléments d'impédance mécanique et par des éléments
rayonnants fluide. Le maillage de ce probleéme est constitué de 5507 noeuds, soient
1868 éléments (il n'est pas présenté car il serait trop dense). La nature du rayonnement
dans le solide est supposé sphérique. Cette hypothese est vraisemblablement correcte
pour les points voisins du point B. Elle est par contre satisfaisante pour les points
voisins du point A qui sont soumis a un rayonnement de l'onde de tube. L'élément
d'impédance mécanique présente donc un handicap pour la modélisation de
transducteur acoustique dans un puits de forage.
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La figure I-25 compare l'admittance électrique du transducteur rayonnant dans
le puits calculée par éléments finis avec les résultats obtenus par S. Kostek [41].
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g Eléments finis-éléments d'impédance
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Figure I-25 : Admittance électrique du transducteur dans le puits

I-5 Conclusion

Le développement de 'é1ément infini ainsi que les tests effectu€s permettent de
dire que cet élément présente plusieurs handicaps : le choix de la longueur de 1'élément
dans la direction s'étendant a l'infini n'est pas aisé ; le calcul des intégrales est délicat ;
enfin les résultats obtenus méme lorsque le rayonnement est purement sphérique sont

peu satisfaisants.

L'élément d'impédance mécanique donne d'excellents résultats lorsque le
rayonnement est purement cylindrique ou sphérique, ainsi que dans le cas du point
oscillant. C'est donc une condition aux limites adaptée a un rayonnement monopolaire.
Mais les conditions locales supposent la connaissance a priori du type de rayonnement.
Le rayonnement d'un transducteur dans un puits étant la combinaison de deux types de
rayonnement (rayonnement cylindrique et sphérique), il est par conséquent mal
modélisé a l'aide d'éléments d'impédance mécanique. D'autre part il faut aussi
modéliser la formation, ce qui a a pour conséquence de d'augmenter la taille mémoire
nécessaire au calcul.

Une méthode intégrale est donc souhaitable, car elle ne repose sur aucune
hypothése a priori de la nature du rayonnement. Le chapitre suivant est consacré a la
mise au point d'une méthode intégrale, basée sur une décomposition en k et son

couplage aux éléments finis.
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Chapitre 11

Formulation théorique du
couplage éléments finis-décomposition en k

Le but de ce chapitre est d’obtenir une équation intégrale discrétisée et son
couplage aux ¢€léments finis de maniére a décrire le rayonnement d'un
transducteur piézoélectrique situé damns un puits de forage. Cette méthode
suppose le calcul d'une matrice d'impédance mécanique mutuelle qui relie les
forces nodales normales a la paroi du puits aux déplacements nodaux normaux,
(en tout point de la paroi du puits). Ainsi, pour toute distribution de forces
nodales normales donnée, on peut déterminer le champ de déplacement normal
associé. Dans une premiere partie, nous calculons analytiquement le champ de
déplacement normal associé a une distribution de contrainte normale, en
I'absence de toute contrainte tangentielle, grace a une décomposition en k. Par la
suite, ces résultats sont utilisés pour calculer la réponse impulsionnelle a une
excitation due a une impulsion de force nodale normale unitaire. Dans un
troisieme temps, une mise en forme matricielle est présentée reliant les forces
nodales aux déplacements. Elle conduit & la construction d'une matrice
d'impédance mécanique mutuelle, couplée par la suite aux matrices globales
calculées par éléments finis. Enfin, nous effectuons, I'étude des modes de

propagation dans le puits afin de déterminer la condition de rayonnement sur les

couvercles du puits, et 1'étude du rayonnement dans la formation.
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II-1 Formulation de 1'équation intégrale sur la paroi du puits
I1-1.1 Position du probléme

L'objet de ce chapitre est d'obtenir une expression discrétisée de 1'équation
intégrale sur la paroi du puits. Compte tenu de la géométrie du systéme (puits rectiligne
de diametre constant entouré d'une formation), on se place dans le repére cylindrique
(r,0,z), de vecteurs de base (g, €, €,) et de centre O ou r est le rayon polaire, 0 l'angle
polaire et z la cote (figure II-1). L'axe de révolution du puits est confondu avec I'axe

(Oz) du repere.
z
r
M z Dans le repére (O, e, €.€,)
@) y

e

0 €q
X H OM = OHg, + HMg,

el OM =re, + ze,

Figure II-1 : Repere cylindrique

On exprime, en régime harmonique a la pulsation ®, le vecteur déplacement en tout
point de coordonnées (r,z) sous la forme :

u(r,z) = u(r,z)e, +u,(r, 2)e, I1-1)
La symétrie de révolution permet de dire que la composante ug(r,z) du vecteur
déplacement portée par g, est identiquement nulle, ainsi que toutes les dérivées suivant
0. La formation est supposée €lastique, homogene, isotrope, avec ou sans pertes
mécaniques. Elle occupe le domaine €2 de l'espace. Sous ces hypothéses, I’équation
vectorielle du principe fondamental de la dynamique dans le domaine €2 s’écrit [37] :

—u)21_1 = val_l + (vi - vf)grad(div(g)) (I1-2)

Dans cette derniere relation, A désigne I'opérateur Laplacien. v, et vy désignent les

célérités des ondes P et S dans la formation. De plus, on suppose connue la contrainte
normale appliquée a la paroi du puits T, (r,,z). La résolution directe de 1’équation de la

dynamique avec les conditions aux limites qui lui sont associées est d’une grande
complexité. Toutefois, une décomposition de cette équation dans 1’espace des nombres
d'onde (espace des k) permet de déterminer la solution. La décomposition en k est
fréquemment utilisée en géophysique pétroliere notamment pour le calcul des
problémes de puits rempli de fluide. Le plus souvent, on calcule les champs des
potentiels de vitesse. Puis ces résultats sont utilisés pour déterminer les champs de
pression dans le fluide et de déplacement dans la formation {16, 42-44].
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11 faut noter qu'une décomposition sur les nombres d'ondes perpendiculaires a la
fronticre a été proposée et couplée a des méthodes d'éléments finis [45-46]. Cette
méthode est, dans 1'esprit treés différente de la méthode que nous proposons puisqu'elle
produit une condition aux limites locale (et donc approchée).

II-1.2 Décomposition spectrale

La dépendance temporelle des variables en e*®" est implicite dans la suite et par
conséquent est omise. La décomposition spectrale se fait a k fixé en écrivant toute
inconnue ¢ du probleme de la mani€re suivante :

+ oo
- 1

_ 1 jkz .
q)(r, k) - 211: ¢(I', Z)C dZ (H 3)

Il est toujours possible de décomposer le vecteur déplacement u en la somme de deux
vecteurs orthogonaux u, et u; tels que u, soit un vecteur sans rotationnel et u, un vecteur
sans divergence [37]. Ceci permet de mettre 1’équation fondamentale de la dynamique
dans le domaine ((,k) sous la forme suivante :

2
p+1<:

+k

S

A

=]

1=
i

1o

P
(1I-4)

A

11
» N g

g =0
ou k, et k; désignent les nombres d’onde associ€s aux ondes P et S. Les deux ondes se
propagent suivant ¢, en s’éloignant de I’axe de symétrie. A partir de I'équation (II-4),
on peut montrer que le déplacement associé a l'onde P est colinéaire au vecteur g,
tandis que celui associé a I’onde S est orthogonal a ¢, [37]. Cette derniere composante
du déplacement est donc contenue dans le plan (g, e,). Comme la composante du
déplacement suivant gg est identiquement nulle, I’onde S est colinéaire au vecteur ¢,.
C’est une onde de cisaillement verticale souvent nommée SV. On peut aussi constater
que les deux ondes peuvent se propager indépendamment l'une de l'autre. Les
projections de 1’équation fondamentale de la dynamique suivant les vecteurs de base
conduisent dans I’espace k au systeme d’équations différentielles suivant :

au lal_l 2 2 u

— PPk kDI -2 =0

o2 | Tor P pT 2 .y
(I-5)

Jdu

= St (K -KD)E = 0

T

Ces deux relations doivent étre vérifiées a I'intérieur du domaine £2,. On obtient ainsi
deux équations de Bessel d’indice un pour u, et zéro pour u, & valeurs et arguments

complexes. Les solutions fondamentales sont donc des fonctions cylindriques de
Hankel de premiére et seconde especes. Par suite on a :
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— D, e 2} A
G,(r) = AHY (k) + BoHY (k1)

M, ¢ @1 1-6)
i,(r) = AHL (k) + ByHY (kpr)

avec !

kp = Jko-K* Kk = JK2 -k @-7)

A,, A,, B, et B, sont des constantes complexes déterminées par les conditions aux
limites. Les fonctions de Hankel de premiére espéce sont associées aux ondes
convergentes, celles de seconde espéce sont associées aux ondes divergentes [29]. Or,
le caractere infini du probléme n’autorise dans la formation que les ondes divergentes,
ceci qui nous conduit a prendre les coefficients A, et A; nuls. Par conséquent, on a :

2) ~

— 2) ¢ —
i,(r) = BoH'Z (kqr) i,(r) = ByH. (kpr) (11-8)

Dans la suite on notera u, au lieu de By et u,, au lieu de B,. Remarquons que
lorsque k et k, sont réels, etque k >k, ola=pous,ona:

ko =1j ./|k(21 - k2| (I1-9)

L’ approximation asymptotique de la fonction Hg,z)(f(ar) lorsque |Rar| tend vers
I’infini est donnée par [27-28] :

il k
(&

2) 2 _’(A“r_vg_g) (v, m)
HO (far) = | Yy =
TKor 250 (2Jkqr)

(1I-10)

(4vi-1H)@v? -3, (@v’ - 2m-1)®)

2m
27 m!

(v,m) = dr-in

On sait que les composantes du déplacement Up(r) et U (r) sont nulles a I’infini.

Ceci conduit & prendre ko = —j .Mki - k2| , lorsque k et k, sont réels et que k > k,. On

a alors - < img(ky) <0. Lorsque k et k, sont réels et que k < kg, on prendra
kg = ,/Iki—kzl . Si k et (resp. ou) k, sont (resp. est) complexe(s), on prendra la

racine carrée tel que - <img(ky) <0.

Par ailleurs, k, introduit deux coupures du plan complexe (figure II-2) car ke
n'est pas holomorphe autour des points k = k, et k = -k,. Comme o peut prendre les

valeurs p et s, on a quatre coupures du plan complexe.
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A k"
k=K' +k"
k, Kk
@ *—— \ 4 A 4 ?

=+ou-k))

Figure II-2 : Coupures du plan complexe (k' =+ ou - k, et k'

L'écriture des conditions aux limites, traduisant la continuité de la contrainte sur
la paroi du puits, permet la détermination des constantes complexes Ug,, €t Ug a k
donné. La continuité de la contrainte normale s'écrit :

A (2) Ae(2),0 _
[(2u + MR HP (k1)) + r—Hﬁl)(kpr1 ):|u0p(k)
1 I-12)
. 2 - =
—FRAHD (k1) )Ty, (k) = ~Tp(r;, k)
celle de continuité de la contrainte de cisaillement s'écrit :

— JUKHE (Kpr )T, (k) + pkH'SE (ker g (k) = 0 I-13)

La résolution de ce systtme de deux équations a deux inconnues conduit a la

détermination des constantes uy, et Ug,

e
ke )T, (1 .k
fp, (k) = o Z D Ta(r;, k) 1-14)
) —ikH (k,or ) Ta(r;, k)
g (k) = X (I-15)

A, déterminant du systéme linéaire constitué par les équations (II-12) et (II-13), est

donné par l'expression suivante :
- [(2u+x)k H? (k,r,) + H(z)(kprl)] £ HD (k)
(I1-16)

+ MCHD (ke D)HD (k1))
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ot r; désigne le rayon du puits et A et | les coefficients de Lamé du matériau. T(r,,k) est
le spectre de la contrainte normale sur la paroi du puits. Il est défini par la formule
suivante :

To(r;, k) = j T (1), z)e dz I@-17)

Dans I’espace des nombres d'onde, le champ de déplacement est alors parfaitement
déterminé. Pour tout r plus grand ou égal au rayon du puits 1,, il est donné par :

— ~ 2) ~
(1, k) = Ggp(k)Hyy (kpr)

2) .~ (II-18)
figs(K)H g (K1)

=1
»
—
o
b
~
]

Pour reconstituer le champ de déplacement, il suffit d'effectuer une transformation de
Fourier inverse sur le champ de déplacement calculé dans 1’espace des k. On obtient :

_ 1 - —jkz
uy(r,z) = 5 _ooup(r, ke dk
(I-19)

u(r,z) = %tr a(r, k)e_jkzdk

Dans ces deux intégrales, k parcourt entiérement I'axe réel et prend donc les
valeurs kp, -kp, kg, et -k, qui sont des points singuliers. Ep , et k¢ ne sont pas
holomorphes en ces points et les fonctions de Hankel ne peuvent avoir un argument
nul. Si l'on calcule en ces points les limites des intégrants up(r.k)e? et uy(rk)je?, on
montre aisément que ceux-ci sont finis (voir annexe III). kp, -kp, ks, et -k sont donc de
fausses singularités de ﬁp(r,k)e'jkz et u(r,k)ede. En pratique cela revient a dire que l'on
peut calculer numériquement les intégrales en  faisant décrire 'axe réel a k sans pré-
caution particuliére au voisinage de k,, -k,, k; et -k;. En ces points, des prolongements
par continuité sont calculés.

D'autre part, il faut que A ne s'annule pas lorsque k parcourt l'axe réel.
Supposons qu'il existe une valeur réelle de k pour laquelle A s'annule sans que les
numérateurs des équations (II-14) et (II-15) ne s'annulent. Cette valeur de k serait alors
le nombre d'onde d'un mode de propagation dans la formation le long du puits vide
sans atténuation, ce qui est physiquement impossible.

Nous avons choisi d'utiliser la méthode d'intégration de Gauss par morceaux.
Ces deux intégrales, qui sont des intégrales généralisées, convergent si, lorsque k tend
vers plus ou moins l'infini, la contrainte décroit au moins comme 1/k. La méthode

numérique d'intégration est présentée sur l'intervalle[0; + oo[ (les résultats étant

transposables pour l'intervalle ] —0;0]). Examinons tout d'abord le probléme de la
troncature de l'intégrale. Soient ky = 0, k; = Ak, ..., k;, = n Ak, ou Ak est un réel
strictement positif et n un entier naturel. On définit la suite I, par la formule suivante :
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n
I = f(k)dk (11-20)
0

ou f(k) est égale a ﬁp(r,k)e'jkz ou uy(r,k)e?. Pour € réel strictement positif fixé
'avance, la troncature de I’intégrale se fait lorsque la condition suivante est satisfaite :
I I

D+17 Tl o (11-21)

n+1

ou £ représente l'erreur relative entre I, 1, et I .
p n+1 n

Y z

Examinons a présent le probléme de la discrétisation en k du domaine
d'intégration numérique. Ak est fixé a 2. L'expression e nous oblige a choisir le
nombre de points d'intégration de Gauss sur un intervalle de longueur 2, en fonction de
la valeur absolue de z. Dans cette exponentielle complexe, z est fixé et détermine la
période d'oscillation en k de longueur 27t/z. En prenant 19 points d'intégration de Gauss
par période d'oscillation (plus exactement 19,635 points), on approche la fonction sur
chaque quart de cet intervalle par un polynéme d'ordre 7. Cette méthode présente une
limitation : le nombre de points d'intégration de Gauss sur un intervalle de longueur 2
augmente avec la valeur absolue de z. Lorsque |z|=20, il faut 125 points d'intégration.
Ainsi, il apparait clairement que la valeur absolue de z ne peut croitre indéfiniment.

Comme r est petit devant la valeur maximale de |z|, les conditions d'intégration sont
imposées par la valeur maximale de |z| .

I1-1.3 Discrétisation de 1'équation intégrale

La paroi du puits est découpée en éléments linéiques (a trois noeuds),
interconnectés par des noeuds (figure II-3). Tous ces éléments sont rectilignes et sont
situés sur la droite r = r;. L’objet de ce paragraphe est de déterminer la relation
matricielle qui relie, sur la paroi du puits, les déplacements nodaux normaux u, aux
réactions nodales normales R induites par le champ de déplacement. Cette matrice est
appelée matrice d'impédances mécaniques mutuelles [Z(w)] et la relation réactions-
déplacements s'écrit :

[z(@)| U, = R (W-22)

Son inverse [Y(®)] = [Z(w)]! est la matrice d'admittance. Le terme Y;;
représente le déplacement au noeud j di a la force nodale unitaire au noeud i. Le terme
Z;; est la réaction nodale au noeud j due au déplacement nodal unitaire au noeud i. Les

conditions aux limites sur le bord du puits permettent de ne pas considérer dans le
calcul les termes relatifs a la composante tangentielle, aussi bien en force qu'en
déplacement.
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II-1.3.1 Spectre d'une impulsion de contrainte nodale

Considérons un élément fini linéique a trois noeuds dans le repére global
comme l'indique la figure II-3.

Figure II-3 : Elément d'impédance dans le repére global

T est le vecteur des contraintes nodales normales. Les fonctions d’interpolation
de Lagrange sont utilisées dans le repére global pour le calcul de la contrainte a
I'intérieur d'un élément. Les éléments utilisés ici sont des éléments quadratiques.
L'interpolation de la contrainte a l'intérieur d'un élément e se fait a 'aide de polyndmes
du second degré que I'on met sous la forme suivante :

N(2) = a2’ +bz + ¢ a-23)
ol ivarie de 1 a 3. Les coefficients a;, b; et c; sont déterminés par les relations :
N(z,) = & (I1-24)
Ti *7 ij

ol & est le symbole de Kronecker. La contrainte normale en un point de cdte z
appartenant a cet élément est donnée par :

T(z) = [N%:e)]l"(e) (I1-25)

La résolution des relations (1I-23) et (II-24) permet la détermination des coefficients a;,
b;etc;:

VA Z 22 22 VA 22 VA 22
25— 1Z3 _Z3-1Z, 232y — 2573
a; = — by == L= x (I1-26)
Z VA Z2 22 V4 Z2 V4 Z2
_I3—Z 1723 _ 21Z3—- 12324
a, - by = = ¢ = T2 @-27)
V4 VA 22 22 VA Z2 VA Z2
-2 2- 2 21— 247,
2 = =< by = 2 ¢y = (I1-28)

avee ©

2 2 2 2 2 2
A = 2125+ 292 + 2325 — 212y — ZyZ5 — 137 (I1-29)
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Les fonctions Nfrei)(z) sont donc parfaitement déterminées, a condition que A ne soit

pas nul. La condition de non nullité de A est satisfaite si et seulement si les
coordonnées suivant 1'axe z des trois noeuds de I'élément sont deux a deux distinctes.

Le spectre des fonctions Ngfi)(z) est donné par l'expression suivante :
Nri(k) = JNTi(Z)ijZdZ (I1-30)

11 faut noter que les fonctions Nfrei)(z) sont nulles hors de 1'élément e. Ce qui permet de

limiter I'intégration a l'intervalle [z, ; z,]. Les fonctions d’interpolation de la contrainte
étant des polyndmes du second degré, la primitive de l'intégrant (équation (II-30)) peut
étre déterminée analytiquement :

,

a. b.
F@G -2+ H(2,-2)+¢ si k=0

.3 2 a; b; 8 by Gl ke,
N(Tei)(k) = 3 {_JEZﬁLzP_JE}ZJr(zJE+—§”JE ¢ si k#0 @-31)

k
.8 2 a; b .8 by )| ke
——j—z{+|2—=—]j— 1+[2_]—-+——_]— e
L{ k (kz ka k3 kK> 'k

On remarquera que lorsque le module de k tend vers I'infini, le spectre stei)(k) tend

vers zéro comme 1/k. C'est la condition requise pour que l'on puisse calculer le champ
de déplacement associé. Ainsi le spectre de la contrainte nodale normale unitaire

induite du noeud i de I'élément e est parfaitement connu, T,(k) = NE () lorsque la
contrainte est nulle sur tous les noeuds de la paroi modélisés par des éléments
d'impédance mécanique-mutuelle sauf au noeud i de 1'€1ément (e).

II-1.3.2 Matrice d'impédances mutuelles

Dans un premier temps, nous nous proposons de définir la matrice d'admittance.
Soit e un élément d'impédance mécanique mutuelle et i I'un des trois noeuds de cet
élément sur lequel on impose la contrainte normale induite a l'unité, cette contrainte
étant nulle sur les deux autres noeuds de I'élément. Le spectre de cette contrainte est
donné par la formule (II-31). Nous avons vu dans le paragraphe II-1.2 que 'on pouvait
alors calculer le champ de déplacement sur la paroi du puits. On peut donc déterminer
u,®(r,) défini comme le vecteur des valeurs nodales du déplacement normal sur la
paroi induit par l'application de contrainte nodale normale unitaire au noeud i de
I'élément e. C'est un vecteur de n lignes ol n est le nombre de noeuds de la paroi. On
écrit :
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—ikz,
e
—jkz,
e
© Ll aoa,n | (I1-32
Upi ()] = 21 p\ I . -32)
—jkzn
—e -
et on pose :
[?i(e)(m)il = [ug)(rl)} @-33)

La matrice d'admittance "élémentaire” est alors définie par :

@) = [[?‘f)(m)} [ﬁ?‘;’(m)] [{gg")(m)ﬂ (11:34)

Elle est constituée de n lignes et de trois colonnes. La matrice d'admittance globale est
obtenue par assemblage des matrices d'admittance élémentaires. On écrit :

[¥(w) = ;[?(e)(m)] 11-35)

ou l'indice e parcourt tous les éléments d'impédance mécanique mutuelle. La matrice
[?(m)] relie les contraintes nodales T aux déplacements normaux nodaux U, sur la
paroi du puits. On peut donc €crire :

3T =G, (11-36)

En inversant la matrice d'admittance [Y ()], on obtient la matrice des impédances

mécaniques mutuelles [Z(®)] reliant les déplacements normaux nodaux aux
contraintes nodales :

Z(@)Up = T 137)

Pour pouvoir coupler aux éléments finis, il faut transformer la matrice [Z(®)] pour
obtenir une relation entre les réactions (forces) nodales et le déplacement normale
(composante u,) :

o]t = &
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On sait que le vecteur des réactions nodales élémentaires, quand la contrainte est
connue, est donné par la formule (II-39) [11-13] :

t
R©® = J. [Nflf):l T(z)dr'® (11-39)
T

A partir de I'expression (II-25), on obtient :

() _ ©l T o)) 7@ 4 )
€= [ [l [uelrar o
r(e

Aunoeud 1 (resp. 2, 3) de I'élément e correspond le degré de liberté il (resp. i2, i3) de
la matrice d'impédance. Ceci nous permet d'écrire & partir de 1'€quation (II-37) :

Ty = [Zm Zn,n]l—Jp @-41)
Ty = [Ziz,l ij U, W-42)
T3 = [Zm ZBJI]LJP W-43)

Apres report, dans 1'équation (I1-40), des équations (1I-41) a (II-43), les trois
composantes du vecteur réaction élémentaire s'écrivent :

(e) _ ~ ~ ~ ~
R1 —J {NINI [Zil,l Zil,n:l +N1N2[Ziz’1 Zi2,n]

(e)
r o) 1-44)
+NiN; [_Zi3,1 Zi3,r;| }dl‘ Y,
(e) _ ~ ~ - ~
R2 —j {N2N1 I:Zil,l Z“’n_ +N2N2|:Ziz,1 Zi2,r;|
(e)
T - . ;
~ ~ (e) (I1-45)
+N2N3 _Zi3’1 Zi3,n_ }dr L—]p
(e)_ [~ ~ - -
R3 _J {N3Nl _Zil,l Z“,n_ +N3N2|:Zi2’1 Zi2,n}
(e)
T - A _
- ~ (e) (11-46)
+N3N3 _Zi3,1 Zi3,n_ }dr L]p
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"4

On peut alors définir les trois lignes de la matrice "élémentaire” d'impédance mécani-
que mutuelle (il ne s'agit pas vraiment d'une matrice élémentaire dans la mesure ol elle
fait intervenir un couplage avec des noeuds extérieurs a 1'élément considéré).

[Z(le)((x))] =J {NINI I:Zil,l Zil,r;l +N1N2[Ziz’1 Zi2,r;|

r® (&) (L1-47)
+ N1N3 [Zi3,1 Z13 n] }dr

N

[Z(;)(co)} =J. {NZNl[iil,l Zil,n] +N2N2[Zi2’1

i2,r;‘
T(e)

- (e) (11-48)
+ N2N3 [Zig,,l Zl3 n:l }dr

[de)((l))] =J {N3N1 [Zil,l Zn,n:l +N3N2[Ziz,1 Ziz,,J

r® : ) © (11-49)
+N3N3[Zi3’1 Zi3,r;| dr

d'ou la matrice "élémentaire” d'impédance mécanique mutuelle :

Z(f)«o)

[Z(e) ( w)] - (e) ( m) (11-50)

(e)(co)

Elle est constituée de trois lignes et de n colonnes. La matrice d'impédance mécanique
mutuelle globale est obtenue par assemblage des matrices "élémentaires" :

[Z(co)] = zé:[z(e)(m):l -51)

ou I'entier naturel e parcourt tous les éléments d'impédance mécanique mutuelle. Il faut
noter que la matrice [Z(®)] est pleine, complexe et non symétrique.
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II-2 Conditions aux limites sur les couvercles
II-2.1 Equations du probleme

Considérons un puits de rayon r; rempli de fluide idéal et entouré d'une
formation élastique homogéne isotrope. Ecrivons les équations régissant ce probléme
dans l'espace des k en coordonnées cylindriques. A l'intérieur du puits, la pression est
solution de 1'équation de Helmholtz (équation (II-52)). Cette mise en équation dans
l'espace des k conduit a une équation cylindrique de Bessel d'indice nul (équation
(I1-53)).

- 2_
Ap+kip = 0 (I-52)
3% 19p
P 10D 2 2.

k; désigne le nombre d'onde de I'onde de compression dans le fluide. Les solutions
fondamentales sont des fonctions cylindriques de Hankel d'indice zéro, de premiere et
seconde especes. Dans le fluide, les ondes convergentes et divergentes coexistent. Les
fonctions de Hankel sont définies comme une combinaison des fonctions de Bessel et
de Neumann [27-28] (voir équations (II-5) et (II-6)). Notons que la fonction de
Neumann est encore appelée fonction de Bessel de seconde espéce. Les fonctions de
Neumann ne sont pas définies en r égal zéro ou la pression doit étre définie. Cette
condition conduit 2 choisir les constantes multiplicatives des solutions fondamentales
de sorte que les fonctions de Neumann n'apparaissent pas dans l'expression de la
pression. On écrit alors :

p(r, k) = Jo(ker)p, (I1-54)

ol p, est une constante complexe déterminée par les conditions aux limites et k¢ est
donnée par la formule :

ke = K-k (I1-55)

La détermination du signe de k; se fait de la méme maniére que celle de lEp ou

de k (voir paragraphe II-1.2). Les conditions aux limites du systéme fluide-formation
sont les suivantes a l'interface fluide-solide : continuité de la contrainte normale, de la
contrainte tangentielle et du déplacement normal. On obtient alors le systeme d'équa-
tions suivant :
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[ 2 2 . . . ]
(u+Mk H'gl)(k ) +T H( )(k prp) KM g(ker)  Jotkerp) | A
( . fcf Uop —Tp
Hep (kpry) 0 ‘:in—Jo(kfrl) u_Os = |-Ts| ar-s6)
f Po 0
—_]kH( )(kprl) kgH' (kgr ) 0

ou Tp et T, sont les spectres des composantes du champ de contrainte appliqué sur la
paroi du puits. T, est le spectre de la contrainte normale et T, celui de la contrainte
tangentielle. Comme le fluide est idéal, T, est identiquement nul. Le systéme
acoustique, supposé dans un premier temps non dissipatif, est constitué du puits rempli
d'un fluide idéal entouré d'une formation €lastique. Ce systéme admet comme solution
une série d'ondes appelées "ondes de tube", dont les nombres d'onde ki, sont les
racines du déterminant du systéme d'équations donné par la formule (II-57) :

kel o (kery) . 2y o
—92——‘[(2u+x)k g® (kpr1)+ ﬁl’(kprl)] kHD (ko))
© Py
keJ' (Ker 11-57
P Al o 02 1)y 2 HP (ker ) HP (k1)) =7
O Pg
(2 2
+kH' D) (ker )HD (Rpr )T (Rir,)
Pour r fixé, I'évolution suivant z de la pression s'écrit alors :
—jkt,z —-jkr,2z —jkrnzZ
p(z) = pje s +pye T2 +..+pe Tm (I1-58)

ou les p; (i variant de 1 2 m) sont des constantes complexes. On ne retiendra dans la
suite que le premier mode de tube (celui de vitesse la plus lente), dont le nombre d'onde
sera désormais noté k; au lieu de ky;. ky est donc racine de 1'équation (I-57). La
recherche de la racine d'une telle équation ne peut s'effectuer que numériquement.
Lorsque v,> v, > v, et que le diamétre du puits est petit devant toutes les longueurs
d'onde du probléme, le nombre d'onde de 'onde de tube est généralement approché par
la formule de Lee [16] :

N
kp = (k§+ fps) @-59)

On déduit de I'équation (II-59) que k; est proche de k; lorsque p; est petit devant p et
que v, est grand devant v;.
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I1-2.2 Recherche numérique du pdle k;

Nous sommes amenés & déterminer numériquement le zéro de la fonction
définie par 1'équation (II-57), qui est une fonction complexe a variable complexe. La
méthode de Newton-Raphson se préte bien a ce type de problemes [47]. Pour
rechercher une racine de I'équation g(k) = 0, ol g est une fonction complexe dérivable,

on fixe k, comme valeur initiale, et pour chaque itération on calcule k,,,; par la relation
récurrence suivante :

g(ky)
k =k — 11-60
n+1 n g'(kn) ( )
L'expression approchée de Lee est choisie comme valeur initiale :
o 2.-1/2
k, = (k? + s) T-61)
p
La solution numérique est retenue lorsque la relation (II-62) est satisfaite :
K 7Kl o (11-62)

n+1l

ou € est un réel strictement positif fixé & 1'avance représentant l'erreur relative entre
deux itérations consécutives. En général, on prendra € voisin de 0,005 soit encore 0,5%
d'erreur relative entre k, et k,,,. Cette méthode est utilisable en basse fréquence (c'est 2
dire quand r, est petit devant toutes les longueurs d'onde du probléme), ou l'expression
(II-61) peut étre considérée comme une valeur initiale acceptable.

Pour calculer le pOle a une fréquence f élevée, on effectue une subdivision
réguliere de l'intervalle [0, + o [ en n segments de largeur Af = f/n. Si Af est assez petit,
pour les fréquences f, = Af et f, = 2Af, la formule (II-59) constitue une valeur initiale
acceptable. On peut calculer directement par la méthode de Newton-Raphson k(" et
k@, qui sont les nombres d'onde des ondes de tube associées aux fréquences f; et f,.
Supposons connus kP, ki@,..., k;®, on calcule la valeur initiale k! par extrapolation
linéaire a partir de k%D et k®.

(i-1)  (i+1)
. k +k
k,(;) = _L___z_()___ (I1-63)

Le tableau II-1 présente les résultats obtenus pour une formation élastique telle que
v, = 5588 m/s, v, = 3387 m/s et p = 2500 kg/m’, et un fluide tel que v; = 1425 m/s et

P = 856,5 kg/m?. Dans le cas o, v, > v, > v; la formation est dite rapide. Le tableau
II-2 présente les résultats obtenus pour une formation telle que v, = 3411 m/s,
v, = 1350 m/s et p = 2200 kg/m? et un fluide identique au précédent. Dans le cas ou

Vv, > V¢ > v, la formation est dite lente.
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fréquence ki/Kk;
100 Hz 1,0261
500 Hz 1,0128
1000 Hz 1,0074
5000 Hz 1,0017

Tableau II-1 : Exemple de calcul de nombre d'onde de 1'onde de tube pour une
formation rapide a k /k; = 0,255 et k/k; = 0,421

si, pour une formation rapide (tableau II-1), on écrit l'équation (I1I-61) en
fonction des vitesses des différentes ondes,on a :

Pt (1-64)

Ly
2 2

Vi PV

On en déduit que v, est inférieure a v; soit k, > k¢ > k> k. Compte tenu des choix des
différentes coupures du plan complexe et des propriétés des fonctions de Bessel et de
Hankel, la quantité g(k,)/g'(k,) est réelle [27-28]. On en déduit que k¥ est aussi réel et
I'on constate qu'il est aussi plus grand que k;. Par conséquent, k® est aussi réel et on
itére le raisonnement. On démontre ainsi que k{® est réel quelque soit i. La vitesse de
I'onde de tube est donc réelle et inférieure a celle de I'onde de compression dans le
fluide car kr > k; > k; > k.. Il n'y a pas de rayonnement de l'onde de tube en champ
lointain dans la formation au cours de sa propagation (l'onde rayonnée est une onde
évanescente).

fréquence k'K, k' vk,
100 Hz 1,1102 0,00000
500 Hz 1,0002 -0,00738
1000 Hz 0,9762 -0,13215
5000 Hz 0,95246 -0,74331

Tableau II-2 : Exemple de calcul de nombre d'onde de 1'onde de tube pour une
formation lente a ky/k; = 0,56 et k¢ks = 0,947

Lorsque la formation est dite lente (tableau II-2), c'est a dire v, > v; > v, on
constate que k; est complexe soit ky = k'r +jk"r. Deux cas de figures se présentent
suivant que, la partie réelle de k; est plus grande ou plus petite que k,. Dans le premier
cas, lorsque la partie réelle de k. est comprise entre k; et k,. Le puits rayonne dans la
formation avec une atténuation non négligable de 1'onde de tube durant sa propagation.
Dans le second cas, la partie réelle de kr est plus grande que k;. Le puits ne rayonne pas
dans la formation en champ lointain car k; est réel (I'onde rayonnée est évanescente).
Le phénomene se produit pour des fréquences relativement basses, dans notre cas
<< A,
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II-2.3 Unicité de 1a solution

g(k) étant la fonction définie au paragraphe précédent, on considére un contour Y
fermé sur lequel g(k) est réguli¢re. L'intégrale définie par 1'équation (II-65) donne le
nombre de zéros (noté Nz) moins le nombre de pdles (noté N,) de la fonction g(k)
contenus a l'intérieur du contour 'y [48-49].

g'(k)
2_]TE£ (k)dy = N,-N, (11-65)

Le nombre de pbles de la fonction g(k) a l'intérieur du domaine du plan complexe
délimité par v, est donné l'intégrale (II-66) [49].

1
2in g(k)dy = N, (I1-66)
Y
d'otr :
1 g(k) )d ]
Tin (k) +g(k) dy = (1-67)

N, désigne le nombre de z€ros et N, le nombre de pdles de la fonction g a I'intérieur du
contour ¥. Le calcul de ces intégrales se fait en écrivant k sous la forme z, + re® ot z,
est un point du plan complexe, r un réel strictement positif et 6 I'angle polaire autour de
z, (variant de O a 2m). k décrit donc le cercle de centre z, et de rayon r. La méthode
d'intégration de Gauss est utilisée.

On a vu que lorsque la formation est rapide et que le milieu est non dissipatif, le
nombre d'onde de I'onde de tube ainsi que les nombres d'onde des ondes P, S et de
I'onde de volume dans le fluide se trouvent sur l'axe réel. De plus, on a l'inégalité
k, >k > k¢ > kr. Kk se trouve donc dans un disque dont le diamétre est porté par I'axe
réel, passant par k; + €, ou € est un réel strictement positif aussi petit que possible
(figure 1I-4). Notons 7y le contour de ce disque. On prend un rayon du cercle y égal N
fois la distance IkT - kf| , avec (N égal a 2, 3 ou 4). L'introduction des pertes
mécaniques éloigne trés légerement les nombres d'ondes de l'axe réel. Il ne reste qu'a
évaluer numériquement l'intégrale (II-67) pour vérifier que 'intérieur de Y ne contient
qu'un seul zéro de g(k). Les éventuelles autres racines de g(k) correspondant a modes
de tube plus rapides peuvent étre calculés par la méthode proposée par les références
(48-49].

En basse fréquence un seul mode de tube existe, alors que pour des fréquences
élevées d'autres modes de tube sont obtenus. A 5 kHz par exemple, on constate 1'appa-
rition de deux autres pdles pour le cas présenté au tableau II-1. Ils sont situés dans le
cercle de centre k' = 20,825 k"= 0,0 de rayon 0,075 et le cercle de centre ou k' = 17,3
et k" =-0,2 (k' et k" désignent les coordonnées dans le plan complexe du point d'affixe
k), de rayon 0,4. Notons que k; vaut 22,0837.
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I

k =k +k"

ke

Figure II-4 : Recherche du nombre de zéros, cas d'une formation rapide

Lorsque la formation est lente et que le nombre d'onde de 1'onde de tube est tel
que k, > k; > kr >k, on effectue la méme démarche en prenant pour contour Y ou v,
(figure II-5).

A k"

kg

Figure II-5 : Recherche du nombre de zéros, cas d'une formation lente
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I1-2.4 Elément rayonnant

‘ Axe de symétrie de révolution

Surface T : Formation non maillée

& fluide maillé

Figure II-6 : Rayonnement d'un puits rempli de fluide

', est la surface du couvercle orientée vers l'extérieur du volume fluide comme
l'indique la figure II-6. Elle est située a z constant et r compris entre z€ro et ry. Comme

pour toute surface maillée par éléments finis, elle est découpée en éléments linéiques a
trois noeuds que I'on vient attacher aux éléments fluides de la surface I'... On suppose
que la surface I'_ est située en champ lointain, c'est a dire suffisamment loin de la
source pour que le champ de pression sur I'., correspondent a celui de 1'onde de tube.
Le champ de pression sur I',, est donn€ par :

—ik
p(r,z) = py(r)e . g (11-68)

Si d est la plus grande dimension de la source et L la distance du couvercle a la source,
il faut que les conditions d << L et r; << L soient satisfaites [16]. Dans ce cas, la

condition de rayonnement de Sommerfeld [21-24] sur la surface I, s'écrit pour toute
source dont le centre acoustique est placé enz =0 :

= —j sgn(z) kyp (I1-69)

QJlQJ
NS

ou la fonction sgn(z) qui vaut 1 si z > 0 et -1 si z < 0. Cette relation nous permet de
déterminer le flux de vitesse y sur la surface I' | :
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t
pr?\II = —jpfc?msz J [N;e)] sgn(z) [N;e)] drf)g(e) a1-70)
e
soit
2 .. 2.2
PeCe ¥ = —]PeCs® kT[D(e)}E(e) (I1-71)

ol [D®] est la matrice élémentaire de rayonnement

t
(e)i] = [ (e)jl [ <°)}d1“£f) 11-72
[D J N, sgn(z) N, (I1-72)
re

La matrice globale de rayonnement [D] est obtenue par assemblage des
matrices élémentaires [D®]. Elle est trés creuse puisqu'elle ne fait intervenir que les
valeurs nodales de la pression pour les noeuds de la surface I.. Elle ne dépend pas de
la fréquence. L'é]lément rayonnant construit est comparable a 1'élément rayonnant
d'onde sphérique de type monopolaire (équation 1-45) [21-22], lorsque le rayon de la
sphere est infini. Cet élément est un élément de non réflexion pour le mode de tube de
nombre d'onde ky. Les ondes dont le nombre d'onde sera différent de ky seront partielle-
ment réfléchies.

Si la fréquence de l'excitation est élevée, plusieurs ondes de tube peuvent
coexister. On peut imaginer une matrice de rayonnement prenant en compte deux

ondes de tube, de nombre d'ondes respectifs kq, et kr, en écrivant sur T

—jkplzl . —jk,l2l
op _ j sgn(z) kg€ i +j sgn(z) A kp,e Y2l _
9z Tk kgl P ({-73)
e + Ae
d'ou le vecteur élémentaire de flux de vitesse :
) ~jkplz . ~jkp,l7]
@ _J sgn(z) kr,e o +j sgn(z) A kp,e V2
r - —jk —ik
e 3 '1'1!Z| + Ae ] T2|Z|
1-74)

J[N(e)] Sgn(z)[ (e)} r(e)p(e)

re

On peut ainsi calculer le vecteur flux de vitesse en fonction de la pression, a condition
de connaitre A, rapport des amplitudes des ondes de tube associées aux nombres
d'ondes kr, et k. De plus, il faut étre capable de trouver les deux premiers modes de
tube. Cette formule pourra étre généralisée a un nombre m quelconque de modes de
tube, 4 condition d'étre en mesure de calculer les rapports d'amplitudes, et les m
nombres d'ondes des ondes de tube.
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II-3 Couplage aux éléments finis

La matrice d'impédance mécanique, ainsi que la matrice de rayonnement a
travers les couvercles sont désormais connues. Dans l'intégrale relative au travail des
forces surfaciques d'un élément e de la frontiere Sy (équation I-20), on décompose la
force surfacique f en f,,;, + R, ol f,5, est la force appliquée sur I'r et R la réaction du

milieu. Le vecteur des forces nodales totales s'écrit :

E-R = F-[7(0)|U, @-75)

II-3.1 Analyse harmonique d'un puits vide soumis a une force normale sur
la paroi

! Formation
I non maillée

Paroi maillée

4 Axe de symétrie de révolution
I
I
I
I
I
]
|
|
I

puits vide
——

Figure II-7 : puits vide soumis a un chargement

On considere l'analyse harmonique a la fréquence angulaire ® du puits vide
soumis a une distribution de forces nodales sur la paroi du puits. La matrice
dimpédance mécanique permet de relier directement les forces nodales aux
déplacements nodaux. Le systéme d'équations a résoudre est non symétrique et s'écrit :

[Z(o))]ﬁp =F U-76)
F est le vecteur des forces nodales appliquées, égal a vide a la réaction du milieu. Le

champ de déplacement est complexe quelque soit F car la matrice [Z(®)] est complexe.
La résolution du systéme se fait par méthode de Gauss [11-12].
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I1-3.2 Analyse harmonique d'un puits rempli de fluide et soumis a une force
normale sur la paroi

4 Axe de symétrie de révolution

Formation
non maillée

1
Force
fluide maillé
\

Figure II-8 : Rayonnement d'un puits rempli de fluide

couvercle

Dans cette analyse, le puits contient un fluide parfait. Le chargement est
constitué du vecteur F représentant les forces nodales normales au puits. Toutefois, on
peut aussi imposer un champ de déplacement ou un champ de pression. Les couvercles
du puits sont modélisé€s par des éléments rayonnants. Le systéme d'équations a
résoudre est non symétrique du fait de la présence des éléments interfaces fluide-solide
et des éléments d'impédances mécaniques mutuelles. Il s'écrit :

11-77)

0] n ER;

picio’[l) []- oM - iprclolir[p]| LB] L2

La résolution du systéme est effectuée par la méthode de Gauss. Les champs de
déplacement et de pression sont complexes pour la méme raison que précédemment et
a cause de la présence des éléments rayonnants. On peut a posteriori calculer la
réaction du milieu par l'expression :

0]t = &

R est le vecteur de forces nodales normales qu'il faudrait appliquer sur la paroi du puits
vide pour obtenir le champ de déplacement U,
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II-3.3 Analyse harmonique du rayonnement d'un transducteur
piézoélectrique dans un puits

AAxe de symétrie de révolution

Formation

couvercle non maillée

/77

Transducteur

fluide maillé

1 couvercle

Figure II-9 : Rayonnement d'un transducteur d'un puits

Dans ce type d'analyse, le chargement est constitué d'une distribution nodale de
forces et de charges électriques. Toutefois, on peut aussi imposer un champ de
déplacement, de pression ou de potentiel électrique sur certains noeuds. Les couvercles
du puits sont modélisés par des €léments rayonnants et la paroi du puits a l'aide
d'éléments d'impédances mutuelles. Le systeme d'équations résultant s'écrit :

[k.]+ o] -0 [ 0 e
] kB | o
—prefo’[L] [o] [H _wz[Ml:I_jpr‘f?msz[D:L T

La résolution du systeme est effectuée par la méthode de Gauss.

Si le transducteur posséde une seule électrode chaude de potentiel électrique
imposé @,, l'intensité du courant électrique qui la traverse peut s'écrire :
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I=joQ, (11-80)

L'admittance électrique Y du transducteur est donnée par la relation :

Y = _jw[K¢o¢o+ %Ol_gf@og} (1-81)

t
K%‘DO et -Kucb0 sont les restrictions des matrices piézoélectrique et diélectrique au
degré de liberté €électrique correspondant aux noeuds situés sur 1'électrode.

I1-4 Rayonnement dans la formation

Le calcul du rayonnement dans la formation est un outil indispensable pour
caractériser la source acoustique modélisée. Ce calcul consiste a déterminer le champ
de déplacement dans la formation sur un segment a r constant. Le méme maillage que
celui de l'interface fluide-solide est repris dans la direction z.

I1-4.1 Rayonnement d'un puits vide

Lorsque le puits est vide, le vecteur contraintes nodales global est obtenu par
multiplication de la matrice d'impédance mécanique [Z ()] par le vecteur des valeurs
nodales du déplacement (équation (II-36)). Il suffit donc de trouver deux matrices
d'impédance mécanique [Z p(T, )] et [Z,(r, ®)] reliant les champs de déplacement
radial u, et tangentiel u, dans la formation, sur un segment parall¢le a la paroi situé a
une distance r > r; de 1'axe du puits, au vecteur contraintes nodales normales 2 la paroi
telles que :

i~

[Zp(r, mﬂ U, = (11-82)

et:

[Zs(r, m)] U =T (11-83)

Le calcul de ces deux matrices se fait de la méme maniére que dans la section II-1.3.2.
On a les formules suivantes :
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-jkz,
e
—jkz,
e
@] =L] a@| |d (T1-84)
u, (1)| = 2¢ p\ i
_jkzn
pour la composante radiale du déplacement et :
B
e
e-jkzz
(e) =L a.(r, k) | dk (I1-85)
ug (] =~ 2x s+ .
_ijn
_e -

pour la composante tangentielle du déplacement. Le calcul des matrices d'impédances
est identique a celui de la section II-1.3.2 remplacant r; par r. On pose une fois de plus :

[{{S)(r, m)] = [ul(j)(r)] (I1-86)
et:
[?S)(r, 0))] = [ug?)(r)] (I1-87)

De la méme maniere que dans la section II-1.4.2, on calcule d'abord les matrices
d'impédances élémentaires, en assemblant les vecteurs colonnes [{{(&) (r, ®)]

[?(s";)(r, ®)] . Ensuite l'assemblage des matrices €lémentaires permet d'obtenir les

matrices d'impédances mécaniques globales [Zp(r, )] et [Z(r, ®)]. On peut alors
écrire les relations suivantes :

[Zp(r, m)] U, =T (11-88)
[Zs(r, "))jl U =T (I1-89)

Ainsi pour toute distribution nodale de forces, on peut calculer le champ de
déplacement dans la formation, et le rayonnement de l'onde acoustique.
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I1-4.2 Rayonnement d'un puits rempli de fluide

Lorsque le puits est rempli de fluide, des forces sont appliquées sur la paroi a
I'extérieur du maillage et le principe utilisé pour calculer le rayonnement du puits vide
doit étre modifi€. Soient z, et z, les cotes inférieure et supérieure du domaine de la
paroi du puits modélisé, que l'on suppose éloignées de la source acoustique. On note T,
et T, les valeurs (complexes) de la contrainte en ces deux points respectifs. Sachant
que, loin de la source, le champ de contrainte dans le puits est extrapolé en tenant
compte de I'hypothese de I'onde de tube, on écrit :

jkT(z—zl)
Te 2<z,
T(z) = —ikp(z-z5) 11-90
(z) Tye 2 2>z, ( )
0 z,<2<1z,

Le spectre de cette distribution de pression est donné par I'équation (II-91) lorsque ki
est réel et par 1'équation (II-92) lorsque k; est un nombre complexe ayant une partie
imaginaire non nulle :

_ T, _ T, |
T = e Tt 5k +kq) + -2—2eJk ™5(k — kp)

0 jz(k++k F jz(k = k) (I1-91)
B . . _
~Te JkTZ'Je el )dz—TzeJkTZZJ‘e Tdz
) 0
T(k) T Ty M-92)
= --J +J !

Le calcul du rayonnement dans la formation se fait en deux étapes. Soit
M(ry,zy) le point de la formation pour lequel on calcule le rayonnement (calcul des
deux composantes du champ de déplacement). La contribution de la région de la paroi
du puits modélisé se fait de la méme maniere qu'avec un puits vide (paragraphe II-4.1).
La contribution de la région non modélisée se fait en extrapolant la contrainte normale
sur la paroi. On a fait I'hypothése que le champ de contrainte est celui de I'onde de tube
en champ lointain. Il est donc approché par 1'équation (II-90) et son spectre est donné
par les équations (II-91) et (II-92). Notons que la contrainte normale est égale a la
pression au signe pres. Le calcul du déplacement induit par ce champ de contrainte se
fait a I'aide des équations (II-12) a (II-19) (paragraphe II-1.2).
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Figure II-10 : Rayonnement dans la formation du puits rempli de fluide

I1-5 Méthode éléments finis-décomposition en k appliquée au fluide

L'objet de cette section est d'étendre la méthode du couplage éléments finis-
décomposition en k présentée dans un solide élastique classique au fluide idéal (voir
paragraphes II-1 & II-4). Ceci est effectué en vue de modéliser le rayonnement de
sources acoustiques dans un tube rempli d'huile et entouré d'eau afin de valider
expérimentalement le couplage éléments finis-décomposisition en k (chapitre IV).
Nous présentons une description bréve lorsque le milieu extérieur est fluide.

I1-5.1 Matrice d'impédance mutuelle

Si on impose une distribution de densité surfacique de flux de vitesse y(z) sur la paroi
du puits de rayon r,, la pression engendrée sur la paroi est donnée dans 1'espace des k

par

— ik 2) A
pk) = A—%)):—Hio)(kfrl) (1-93)
keH' [y (K¢r))
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ol Y(k) est le spectre de la densité surfacique de flux de vitesse et k¢ est donnée par
I'équation (II-55). k; est le nombre d'onde de I'onde compression dans le fluide. La
pression en fonction de z est obtenue par transformation de Fourier inverse. L'élément
d'impédance est linéique a trois noeuds (figure II-3). Si on impose une impulsion de
densité de flux de vitesse nodale en un noeud d'un élément, on peut déterminer le
spectre de cette densité de flux de vitesse, puis calculer la pression engendrée dans
l'espace k. Finalement grace a une transformée de Fourier inverse, on obtient la
pression sur la paroi du puits. L'intégration numérique se fait par 1a méthode de Gauss.
L'intégrant de 1'équation (II-93) présente une singularit€ en k = k; et k = -k;. Au
voisinage de ces deux valeurs, l'intégrant de I'€quation (II-93) se comporte comme
In[(k?-k?)2r,]. Toutefois, dans les exemples €tudiés jusqu'a présent, aucune précaution
d'intégration numérique n'a été prise pour traiter ces deux singularités. Comme le
probléme est linéaire, on peut construire une relation matricielle entre le vecteur des
valeurs nodales de la densité du flux de vitesse Y et le vecteur des valeurs nodales de

pression sur la paroi P :

Z(@)|B = ¥ (11-94)

[Z«{®)] est une matrice pleine complexe non symétrique qui joue le role de fonction de
Green du milieu extérieur.

I1-5.2 Rayonnement des couvercles

Lorsque le puits (cylindre) entouré d'un fluide idéal est rempli d'un autre fluide
idéal, les nombres d'onde des modes de propagation du systtme sont donnés par
I'annulation de la quantité A; (équation (II-95)). Cette équation est obtenue en écrivant
les conditions de continuité de la pression et du déplacement normal a la surface de
séparation des deux milieux :

12 1 ™ 2) . Rz A , 2) A
Ap = ——1 cotkirVHG (kory) - 2T oKy H'G (Kot ) 11-95)
® Pg O Py,

Dans cette expression l'indice 1 est associé au fluide interne (2 1'exception de r; qui est
le rayon du puits) et I'indice 2 est associé au fluide externe.

La détermination de la racine de A; correspondant au premier mode de tube k;
se fait graphiquement. Sachant que racine est réelle ou trés proche de l'axe réel lorsque
Vs < Vg, On trace A; en fonction de k ol k parcourt 1'axe réel a une fréquence fixée (figu-
res IV-4.a 2 IV-4.c et IV-5, tableau IV-2).
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II-5.3 Couplage aux éléments finis

Les matrices d'impédance [Z{w)] et de rayonnement [D] (associée a
I'absorption du premier mode de tube) sont couplées aux matrices éléments finis. Le
chargement est constitué d'une distribution nodale de forces F et de charges électriques
Qp. Le systeme d'équations résultant s'écrit :

[, - "] [k (] F

U
] g 0, 10, ns0
P 0

] pio’ 1] [o] [m]+ [Z,()] - " [M]-ipsct0’ky [D]_ -

Dans ce systeme, [K,,] désigne la matrice de rigidité €lastique, [M] (resp. [M,]) la
matrice masse cohérente solide (resp. fluide), [K,q] (resp. [Ky,]) la matrice de rigidité
pi€zoélectrique (resp. diélectrique), [L] matrice de couplage fluide-solide et [H] la
matrice de compressibilité fluide.

II-6 Conclusion

Un modele théorique, & notre connaissance original, a été mis au point. I] est
basé sur le couplage éléments finis-décomposition en k et permet la prise en compte
complete des conditions aux limites sur la paroi du puits. Lorsque celui-ci est vide le
probléme posé par la nature infinie du milieu est intégralement et correctement résolu,
aux erreurs d'approximations numériques pres (erreur relative maximale autorisée pour
le calcul des intégrales généralisées ; discrétisation par €léments finis du domaine
modélisé). Ainsi, pour toute distribution de forces nodales normales (resp. de flux de
vitesse) sur la paroi, on sait parfaitement calculer le déplacement (resp. la pression) sur
celle-ci et son rayonnement dans la formation (resp. dans le fluide) présentant ou non
des pertes.

Lorsque le puits est rempli d'un fluide idéal et entouré d'une formation, nous
avons déterminé la (les) vitesse(s) de(s) I'onde(s) de tube, grice a un algorithme de
Newton-Raphson dans le plan complexe. La détermination de cette vitesse est faite
lorsque v, > v, > v, et v, > v; > v,. I faut noter que la plupart des publications sur ce
sujet [16, 42-44] se contentent d'approcher cette vitesse par la formule de Lee (II-58)
valable uniquement en basse fréquence quand v, > v, > v;. La construction de I'€lément
rayonnant sur le couvercle du domaine de calcul a permis 1'absorption totale de I'onde
de tube. Toutefois, des difficultés peuvent apparaitre pour plusieurs ondes de tube se
propageant simultanément dans le puits. Ainsi, le probléme de la modélisation d'une
source acoustique dans un puits de forage, est bien traité pour les basses fréquences, ou
l'on est en présence d'une seule onde de tube. D'un point de vue purement numérique,
cette méthode présente l'avantage de ne pas nécessiter de maillage de la formation
autour du puits. Seuls les points se trouvant & l'interface fluide-solide sont modélisés
sur une longueur finie.
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Chapitre 111

Validation du couplage éléments finis-
décomposition en k

L'objet de ce chapitre est la validation du modéele éléments finis-
décomposition en k développé dans le chapitre précédent. Pour cela, nous
présentons un ensemble de tests numériques dont les résultats sont
systématiquement comparés a des résultats analytiques ou publiés. Dans la
premiere partie, nous étudions le rayonnement d'un puits vide, soumis a un
chargement normal a la surface de sa paroi. Nous examinons également tous les
problémes liés a la convergence de la solution, et des intégrales calculées. Dans la
seconde partie, nous étudions le rayonnement d'un puits rempli d'un fluide idéal.
Dans un cas la célérité de I'onde de cisaillement dans la formation est supérieure a

celle de I'onde de compression du fluide dans I’autre, elle lui est inférieure.
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II1-1 Puits vide

IT1-1.1 Présentation du probléme traité

Appliquons la méthode du couplage éléments finis-décomposition en k a 1'étude
du rayonnement d'un puits vide soumis a une contrainte normale sur sa paroi. Le rayon
r; du puits vaut 0,5 m. La formation choisie pour effectuer les tests présente les
caractéristiques suivantes : E = 0,69383 10+ N/m? ; v =0.20963 ; p = 2500 kg/m’ ou E
désigne le module de Young, v le coefficient de poisson et p la masse volumique. Ces
valeurs correspondent aux cél€rités suivantes : v, = 5588 m/s ; v, = 3387 m/s. La prise
en compte des pertes mécaniques se fait en écrivant le module de Young et le
coefficient de Poisson sous la forme complexe [9, 26] :

E = E'+jE" Vv = V4jv" (I1I-1)

Dans la suite de cette section on prendra E" = 0,10407 1011 N/m2 et v = 0, ce qui
donne une tangente de l'angle de pertes mécaniques : tan(d) = E'"/E' = 0,15 (on dira
dans la suite par abus de langage que le matériau présente 15% de pertes mécaniques).

Pour une distribution de contrainte normale T(z) donnée sur la paroi du puits
dans la région de l'espace -10 m < z < +10 m, on peut déterminer théoriquement le
spectre T(k) dans I'espace des nombres d'onde Kk, si ce spectre décroit lorsque k tend
vers I’infini comme 1/k?, ol o est un réel supérieur ou égal a un (condition requise pour
la convergence des intégrales généralisées (voir paragraphe II-1.2) pour r supérieur ou
égal a ;). Nous pouvons alors calculer le déplacement en tout point de coordonnées
(r,z). Les composantes u, et u, du champ de déplacement sont données par les formules
suivantes (€quations (III-2) a (III-5)) :

1 - -jkz 1 - -jkz
uy(r, z) = ﬁfwup(r, ke “dk u(r,z) = ﬁfwus(r, k)e” “dk @1-2)

otl les expressions de Gp(r,k) et uy(r,k) sont données par :

A 20 ep(2)r
—kH" D) (ke ) To(k) —ikHE (Ror ) To (k)
A

fgp(k) = (k) = (II1-3)

A

A est donné par :

£ (2) 0 A2, 0 A2
A= [(2u+ Mk HD (kpr,) + r—Hgl)(kPrl)]kSH D ger,)
1
(ITI-4)

2.2, ¢ 2),¢
+ APHS) (ke )HY (k1)
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et:

- — 2) .~ _ _ 2) A~
6,1, k) = G, (RH, (kpr) (1, k) = Gpy(k)Heg (Rgr) (I1L-5)

On utilise la méme technique d'intégration numérique qu'au chapitre II (voir
paragraphe II-1.2). Une fois la condition d'intégrabilité satisfaite, le calcul de ces

intégrales est tres stable.

L'étude du puits a vide se fait en ne maillant que sa paroi (figure III-1). Ce
probleme présente une symétrie de révolution, I'axe de symétrie étant confondu a 1'axe
du puits. Le maillage est constitué d'un segment de droite, sur lequel on repére les
noeuds représentés ici par des points. Il est constitué de 20 éléments linéiques a trois
noeuds de méme longueur, soient 41 noeuds régulie¢rement espacés de 0,5 m et donc 41
degrés de liberté. Il occupe le domaine de l'espace compris entre de z = -10 m et
z = +10 m. Le rayon du puits r; est égal 0,5 m. Le maillage utilisé€ pour le calcul du
rayonnement dans la formation (figure III-2) est identique a celui utilisé pour le calcul
du champ de déplacement sur la paroi puits, décalé de la distance r - r,. r désigne la
distance a 1'axe de symétrie a laquelle on calcule le rayonnement dans la formation.

Formation élastique
non maillée

10N

: # d=0,5m

Intérieur du
puits vide

Axe de symétrie de révolut

b 3 Noeuds solides = 1 Elément

I
I
I
I
|
I
I
I
I
I_ z=-10m / d' impédance mécanique mutuelle

Figure III-1 : Maillage du puits vide
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A— z=10m )
p
Formation élastique ¢
non maillée
4
)
[ ]
=] L 4
S
E d=05m # l
o
\> )
o !
Rayon
r=0,5m

Axe de symétrie de

—z=-10m

Figure III-2 : Maillage utilisé pour le calcul du
rayonnement du puits vide

On effectue des tests pour des fréquences voisines du 1 kHz. Théoriquement, le
critere de discrétisation en AJ/L = 4 utilis€ en éléments finis [9, 13, 21, 26] permet
d'effectuer des tests jusqu'a 650 Hz, ol A, est la longueur d'onde de l'onde de
cisaillement dans la formation et L la plus petite longueur des éléments du domaine
maillé. Ici tous les éléments sont de méme longueur L = 1 m. Pour trois types de char-
gements, nous calculons la composante radiale du champ de déplacement u, sur la
paroi du puits ainsi que les deux composantes (u, et u;) du rayonnement dans la forma-
tion a 2 et 5 metres de distance de 'axe de symétrie de révolution. Notons que pour ces
trois tests, la matrice d'impédance mécanique a une fréquence fixée est identique.

Le calcul se fait en deux étapes : premiérement nous calculons la composante
radiale du champ de déplacement sur la paroi du puits (section II-1) ; puis en
post-traitement les deux composantes (u, et u,) du rayonnement dans la formation sont
calculées (voir paragraphe II-4.1). Les champs de déplacement obtenus par calcul
numérique sont comparés systématiquement aux champs de déplacement analytiques.
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III-1.2 Distribution triangulaire de contrainte normale

On impose une distribution triangulaire de contrainte normale d'amplitude
maximale T, égale & 100 Pa sur une longueur 2] de la paroi du puits (r; = 0,5m,
I =5 m), telle que la coordonnée z soit comprise entre -] et +1 :

Ty .
——1—|z|+T0 si -l<z<l

T(z) = (III-6)

0 si z<-1 ou z>1

La figure III-3 montre la courbe représentative de la distribution triangulaire de
contrainte en fonction z.

A T® Ty = 100 Pa
I=5m
To
| ! >
-1 +l z
Figure III-3 : Distribution triangulaire de contrainte

T(z) est une distribution paire, continue sur toute la droite réelle. Sa dérivée présente
des discontinuités de premiére espéce aux points de coordonnées z=-1,z=+letz=0.
Son spectre est donné par la formule :

_ To/1 -
T(k) = 2—9(1—ﬂ’§ﬂ‘—1)) (ITL-7)
1 2

La décroissance du spectre a l'infini étant en 1/k? le calcul des intégrales
(I1-32), (II-84) et (1I-85) est possible. Les figures I1I-4.a et III-4.b, montrent I'évolution
du champ de déplacement radial normalisé a la valeur maximale du module du
déplacement en fonction de z a 1 et 1,5 kHz pour une formation sans pertes
mécaniques. Les figures III-5.a et III-5.b montrent les mémes résultats (déplacement
radial sur la paroi) lorsque la formation présente une tangente de l'angle de pertes
mécaniques égale a 0,15. Les figures III-6.a a I1I-6.d montrent les deux composantes
du déplacement a 2 et 5 metres de 1'axe de symétrie a2 1 kHz dans une formation sans
pertes mécaniques. Les figure III-7.a & III-7.d montrent les mémes résultats
(rayonnement dans la formation) lorsque la formation présente une tangente de I'angle

de pertes mécaniques égale a 0,15.
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Déplacement radial sur la paroi du puits vide pour une formation sans pertes
mécaniques dii 2 une distribution triangulaire de contrainte normale

1.0

fréquence = 1,0 kHz

up normalisé

z (m)

Figure III-4.a : Distribution triangulaire (formation sans pertes)

101
fréquence = 1,5 kHz
05}
O
R]
s
g 0.0
s e, L
= e N
o *. '
e L} .
05F "\" ‘:'.
\“ .,’
[ Y KX
)
_10 1 1 i i " 1 1 " LN 1 a 1 " 1 _ ]
-0 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10
z (m)
Figure III-4.b : Distribution triangulaire (formation sans pertes)

Solution analytique (partie réelle)
- — - Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique
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Déplacement radial sur la paroi du puits vide pour une formation ayant 15% de
pertes mécaniques dii a une distribution triangulaire de contrainte normale

10
fréquence = 1,0 kHz
05
N
4
E
g 00 < >
o L) S
:D" i‘\‘ '.‘l
= b . .,'
. 'O"
0.5} Moo
_1‘0 i H 1 'l il o 1 L 1 J
-0 -8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

z (m)

Figure III-5.a : Distribution triangulaire (formation avec pertes)

fréquence = 1,5 kHz

AP
.z
=
£
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=] A
o “ »
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05k b 7’
\‘ ','
‘e [
[ ’ll
) )
- 1 .0 1 L ] 1 1 1 1 1 1 J
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
z (m)

Figure III-5.b : Distribution triangulaire (formation avec pertes)

Solution analytique (partie réelle)
- — - Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique
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Composante radiale du rayonnement du puits vide dans la formation sans pertes
mécaniques di a une distribution triangulaire de contrainte normale

10

fréquence = 1,0 kHz

05¢

up normalisé

. s
\.‘ '.',
\.\. . 0
-1.0 - l 1 1 1 hi. A ] | 1 1 1
-100 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
z (m)

Figure I1I-6.a : Rayonnement a r =2 m ( formation sans pertes)

10 - ’-.‘~ ,
&, fréquence = 1,0 kHz

L
R]
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@]
=]
(=%
=
051
-1.0 a1 ) L 1 1 1 L 1 1 |
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

z (m)

Figure ITI-6.b : Rayonnement & r = 5 m (formation sans pertes)

Solution analytique (partie réelle)
- — - Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique
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Composante tangentielle du rayonnement du puits vide dans la formation sans
pertes mécaniques di a une distribution triangulaire de contrainte normale

SN fréquence = 1,0 kHz

ug normalisé

Figure III-6.c : Rayonnement a r = 2 m (formation sans pertes)

fréquence = 1,0 kHz

ug nomalisé

z (m)

Figure I1I-6.d : Rayonnement a r = 5 m (formation sans pertes)

Solution analytique (partie réelle)
- — - Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique
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Composante radiale du rayonnement du puits vide dans la formation avec 15% de
pertes mécaniques dii 4 une distribution triangulaire de contrainte normale

1.0

fréquence = 1,0 kHz

up normalisé

‘\.\ ] R
) YO
-1.0 L [P L 1 i 1 ! 1 J
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
z (m)

Figure I1I-7.a : Rayonnement ar =2 m (formation avec pertes)

1.0
F el ¥
( s ™\ fréquence = 1,0 kHz

Up normalisé

_10 1 ) ISP | l 1 1 B N 1 1 J

.10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

z (m)

Figure III-7.b : Rayonnement ar = 5 m (formation avec pertes)

Solution analytique (partie réelle)
— — - Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique

93



Validations

Composante tangentielle du rayonnement du puits vide dans la formation avec
15% de pertes mécaniques dii a une distribution triangulaire de contrainte

\ fréquence = 1,0 kHz

ug normalisé

Figure III-7.c : Rayonnement a r =2 m (formation avec pertes)

fréquence = 1,0 kHz

u, normalisé

z (m)

Figure I1I-7.d : Rayonnement a r =5 m (formation avec pertes)

Solution analytique (partie réelle)
- — - Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique
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L'ensemble des résultats obtenus (figures III-4.a a III-7.d) montrent un parfait
accord entre les champs de déplacement calculés par le couplage éléments finis-
décomposition en k et les solutions analytiques, quelques soient les valeurs de z (cote)
et de r (distance a l'axe de symétrie). L'introduction d'une tangente de I'angle de pertes
mécaniques de 0,15 dans la formation n'affecte pas les performances de la méthode
(figures III-5.a, III-5.b et I11-7.a a I11-7.d).

Le modele numérique développé exige que l'on fasse une étude de la
convergence. Deux types d'études de convergence sont possibles : la premi€re consiste
a étudier la convergence vers la solution en fonction du parameétre d'intégration
numérique € (voir paragraphe II-1.2), la seconde a I'étudier en fonction de la densité de
maillage. Pour évaluer l'erreur, on définit I'erreur quadratique moyenne, Eq, donnée
par la formule suivante :

2 2
EQM — I%I 2 uoci(analyti2que)_l'lcxi(numerique) (I-8)

i= u0Li(analytique)

ou o prend les valeurs p et s. N est le nombre de points du maillage et l'indice entier i
parcourt les tous noeuds du maillage (noeuds de la partie de la paroi du puits maillée).

Les figures III-8 et III-9 montrent 1'évolution de l'erreur quadratique moyenne
en fonction du parameétre d'intégration € (voir paragraphe II-1.2) pour une formation
sans pertes mécaniques et une formation ayant une tangente de l'angle de pertes
mécanique de 0,15 respectivement. La figure III-10 montre 1'évolution de l'erreur en
fonction de la densité du maillage, représentée par le parametre A/L lorsque € vaut
5 10°. L vaut 1 m et est égal a la longueur d'un élément d'impédance (notons que tous
les éléments du maillage sont identiques, voir figures III-1 et III-2). A, est la longueur
d'onde de l'onde S dans la formation. Enfin la figure III-11 présente 1'évolution de
l'erreur quadratique moyenne en fonction de la tangente de l'angle de pertes (tan(d))
mécaniques lorsque € vaut 5 107.

Les figures III-8 a HI-11 montrent le faible niveau de l'erreur quadratique
moyenne commise lors du calcul du déplacement sur la paroi et du calcul du
rayonnement dans la formation. Le parametre € peut-étre fixé€ a 10-2, pour garantir une
erreur quadratique moyenne inférieure a 0,03 (soit 3%). Malgré l'apparition d'une
décroissance exponentielle dans les quantités & intégrer (équations (II-32), (II-84) et
(II-85)) liée a la présence de pertes mécaniques, on constate (figure III-10) que
l'introduction des pertes mécaniques ne change pas la précision des calculs. Enfin on
remarque que le maillage n'a pas besoin d'étre aussi dense qu'en éléments finis. Les
éléments d'impédance mutuelle sont quasiment insensible a la discrétisation, par suite
un critére de discrétisation en AJ/L = 2 voir A/L = 1,5 (au lieu de AJ/L = 4) s'avére
suffisant.
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b)

c)

Validations

Logo (Eqm)

Logio (Eqm)

) T 0.

Log,, (Eqm)

. T 0.

‘3. vy 5
Logo€

Figure ITI-8 : Evolution de l'erreur en fonction de &
(formation sans pertes mécaniques) :

a) Composante u, sur la paroi du puits,
b) Composantes u,et u;ar=2m,
¢) Composantes u, etu;ar =35 m.

96




a)

b)

Validations

Logo (Eqm)

Logio (Eqm)

Logo(Eqm)

"3 wy 3 7 5 )

Figure I1I-9 : Evolution de l'erreur en fonction de €
(formation avec15% de pertes mécaniques) :

a) Composante u, sur la paroi du puits,
b) Composantes u,etu,ar=2m,
c¢) Composantes u, etu, ar =5 m.
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Logo (Eqm)

Log;o(Equm)

Log,o(Eqm)
&

-8.1 u

ol N

-0 i 7)

P

5
AJL

Figure III-10 : Evolution de l'erreur en fonction de AJ/L
(formation sans pertes mécaniques) :

a) Composante u, sur la paroi du puits,
b) Composantes u,et u; ar=2m,
¢) Composantes u, et u; ar=35m.
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c)

Validations

Logo (Eqm)

Logio (Eqm)

Logo (Eqm)

01 2 3 4 5 6 7 8§ 91
tan(d)

Figure III-11 : Evolution de I'erreur en fonction de tan(d) :

a) Composante u, sur la paroi du puits,
b) Composantes u,etu;ar=2m,
¢) Composantes u, etu;ar=>35 m.
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I11-1.3 Distribution rectangulaire de contrainte normale

On impose une distribution rectangulaire de contrainte normale d'amplitude T,
constante (T, = 100 Pa), sur une longueur 21 de la paroi du puits. La longueur I vaut 5 m
et r; le rayon du puits est égal a 0,5 m. On définit en fonction de z la contrainte normale
sur la paroi :

T, si -l<z<l
T(z) = (111-9)
0 si |z| >1 ‘

La figure III-12 montre la courbe représentative de la distribution rectangulaire. On
observe la parité de la distribution et l'existence de deux discontinuités de premicre
espece aux points de coordonnées z=-1m, et z =+l m.

T, =100 Pa
ATO  osh
T,
—-
-1 +1 Z
Figure I1I-12 : Distribution rectangulaire de contrainte

Le spectre de cette distribution est donné par :

sin(kl)
k

T(k) = 2T, (III-10)

La décroissance du spectre est en 1/k, ce qui rend possible le calcul des
intégrales (II-32), (II-84) et (II-85). Les figures III-13.a et I1I-13.b montrent 'évolution
du déplacement radial sur la paroi du puits. Il est normalisé a la valeur maximale du
module du déplacement, en fonction de z a 1 et 1,5 kHz pour une formation sans pertes
mécaniques. Les figures III-14.a & III-14.d présentent les deux composantes du
déplacement dans la formation a 2 et 5 métres de 'axe de symétrie pour une formation
sans pertes mécaniques a 1 kHz.

L'ensemble des résultats obtenus (figures III-13.a a ITI-14.d) montrent un parfait
accord entre les champs de déplacement calculés par le couplage éléments finis-
décomposition en k et les solutions analytiques, quelques soient les valeurs de z (cbte)
et de r (distance a l'axe de symétrie). L'introduction des pertes mécanique dans la
formation n'affecte pas la qualité des résultats (résultats non présentés).



Validations

Déplacement radial sur la paroi du puits vide pour une formation sans pertes
mécaniques dii a une distribution rectangulaire de contrainte normale

1.0 fréquence = 1,0 kHz

up normalisé

- »
Al D X P

-1.0 P | 1 i L -
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

z (m)

Figure III-13.a : distribution rectangulaire (formation sans pertes)

10
fréquence = 1,5 kHz

up normalisé

L s’
\ P .
% Wi he Rd
LI g0
-1.0 a1 PO SR S SN I 1 . 2 )
-10 -8 -6 -4 2 0 2 4 6 8 10
z (m)

Figure III-13.b : distribution rectangulaire (formation sans pertes)

Solution analytique (partie réelle)
- — - Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique
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Composante radiale du rayonnement du puits vide dans la formation sans pertes
mécaniques dii a une distribution rectangulaire de contrainte normale

fréquence = 1,0 kHz

0.5

up normalisé

~ -0-0-0. -
O-g.g-0-0"0-0g_ g -0

_1'0 1 1 ] Il 1 1 L 1 1 1]
-10 -8 -6 -4 2 0 2 4 6 8 10

z (m)

Figure III-14.a : Rayonnement a r = 2 m (formation sans pertes)

up normalisé

_10 [ - 1 “ [ 1 - 1 1 1 It . 1 i J

z (m)

Figure [1I-14.b : Rayonnement ar =5 m (formation sans pertes)

Solution analytique (partie réelle)
- — - Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique
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Composante tangentielle du rayonnement du puits vide dans la formation sans
pertes mécaniques dii a une distribution rectangulaire de contrainte normale

ug normalisé

_1.0 i " L 1 1 ] 1 L " L 1 1

.10 -8 6 4 2 0 2 4 6 8 10
z (m)

Figure III-14.c : Rayonnement a r = 2 m (formation sans pertes)

10r
fréquence = 1,0 kHz "

0.5

0.0

ug normalisé

_1.0 1 n 1 L 1 n 1 L ] n L " 1 i ]
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Figure III-14.d : Rayonnement a r = 5 m (formation sans pertes)

Solution analytique (partie réelle)
— — - Solution analytique (partie imaginaire)
o Solution numérique
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Lors de l'analyse du rayonnement du puits vide soumis a une distribution de
contraintes normales sur la paroi, le chargement du puits s'effectue sur une bande
largeur de 2] = 10 m située au centre du maillage. La longueur du puits maillée est de
20 m. Il reste donc a chaque extrémité du maillage une longueur 1, = 5 m soumis a
aucune charge (figure III-15). Nous nous proposons d'examiner l'influence de cette
longueur sur la précision du calcul.

T,
1 2] L,
-y -t ——tt !
1=5m
1, variede 0 a5 m
T0= 100 Pa

Figure III-15 : Définition de la géométrie utilisée pour évaluer
lI'influence de la longeur |,

La figure III-16 montre 1'évolution de l'erreur quadratique moyenne (équation
III-8) en fonction de la longueur 1; pour une formation sans pertes mécaniques. Le
champ de déplacement sur la paroi ainsi que son rayonnement dans la formation a deux
et cing metres de 1'axe de symétrie sont calculés a 1 kHz avec € = 5.103 (soit 0,005 %
d'erreur commise pour le calcul des intégrales). Malgré les deux discontinuités de
premiere espece du chargement l'erreur quadratique moyenne commise reste faible
pour tous les déplacements calculés quelque soit la valeur de 1,. On constate en
particulier la trés bonne précision si I'on ne modélise que la partie de la paroi sur
laquelle on impose le chargement, c'est a dire lorsque 1, est nulle.
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Figure ITI-16 : Evolution de l'erreur en fonction de 1,
(formation sans pertes mécaniques) :

a) Composante u,, sur la paroi du puits,
b) Composantes u,et u,ar=2m,
c¢) Composantes u, et u;ar=35 m.
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II1-1.4 Distribution sinus de contrainte normale

On impose une distribution sinus de contrainte normale d'amplitude T,
égale 100 Pa, sur une longueur 21 de la paroi du puits, comprise entre z = -1 et z = +],
(I1=5m,r, =0,5 m). On définit la distribution sinus de la maniére suivante :

Tosin(’-‘z) si -l<z<]
T(z) = 1 (I-11)

0 si |z|>1

La figure III-17 montre la courbe impaire représentative de la distribution sinus. Elle
est continue sur toute la droite réelle. Contrairement aux tests précédents qui
correspondaient 4 un rayonnement de type monopolaire, la distribution sinus engendre
un rayonnement dipolaire. Son spectre est donné par la formule (III-12).

T, = 100 Pa
ATz 1=5m
To
; _= .
_\/ +l Z

Figure ITI-17 : Distribution sinus de la contrainte

sin [(’-‘ - k)l] sin [(’1-'-‘ + k)l]

T(k) = jT, G—k) - (¥+k) (-12)

La décroissance du spectre a l'infini est en 1/k, rendant possible le calcul des
intégrales (équations (II-32), (II-84) et (I1-85)). Les figures I1I-18.a et I1I-18.b montrent
I'évolution du déplacement radial sur la paroi du puits normalis€ a la valeur maximale
du module du déplacement en fonction de z a 1 et 1,5 kHz pour une formation sans
pertes mécaniques. Les figures III-19.a a III-19.d montrent le rayonnement des deux
composantes du déplacement dans la formation a 2 et 5 metres de 1'axe de symétrie
pour une formation sans pertes mécaniques a 1 kHz. Les résultats obtenus soulignent le
parfait accord entre les champs de déplacement calculés par le couplage éléments finis-
décomposition en k et les solutions analytiques, quelque soient les valeurs de z (cote),
de r (distance a l'axe de symétrie). L'introduction des pertes mécaniques dans la
formation n'affecte pas les performances des résultats (résultats non présentés).

—
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Déplacement radial sur la paroi du puits vide pour un formation sans pertes
mécaniques di a une distribution sinus de contrainte normale

1.0 r

fréquence = 1,0 kHz

up normalisé

Z (m)

Figure ITI-18.a : Distribution sinus (formation sans pertes)

1.0
fréquence = 1,5 kHz

u, normalisé

.10 -8 -6 -4 2 0 2 4 6 8 10
z (m)

Figure III-18.b : Distribution sinus (formation sans pertes)

Solution analytique (partie réelle)
_ — - Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique
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Composante radiale du rayonnement du puits vide dans la formation sans pertes
meécaniques di a une distribution sinus de contrainte normale

1.0

1.0 -
o W L
AR fréquence = 1,0 kHz
/ L]
3 }
0.5 s 4
0 '
2 i
E -.
g o0 P
=} H
[=] \
[=9 S
= :
05}t 4 i
‘." "'
_1.0 L 1 1 1 L I. ,., Il 1 I J
-0 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10
z (m)
Figure III-19.a : Rayonnement a r = 2 m (formation sans pertes)

[

fréquence = 1,0 kHz

up normalisé

z (m)

Figure III-19.b : Rayonnement a r = 5 m (formation sans pertes)

Solution analytique (partie réelle)

- — - Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique
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Composante tangentielle du rayonnement du puits vide dans la formation sans
pertes mécaniques dii a une distribution sinus de contrainte normale

u, normalisé

_10 1 1 L 1 il 1 1 1 i ]
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
z (m)

Figure III-19.c : Rayonnement a r = 2 m (formation sans pertes)

10
fréquence = 1,0 kHz

ug normalisé

z (m)

Figure ITI-19.d : Rayonnement a r = 5 m (formation sans pertes)

Solution analytique (partie réelle)
— — _ Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique
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II1-1.5 Puits vide entouré de fluide

Lorsque le milieu extérieur est un fluide idéal, on impose une distribution de
densité surfacique de flux de vitesse Y(z) sur la paroi du puits dans la région de 1'espace
définie par : -1 < z < +] ot la longueur 1 vaut 10 m. Le spectre y(k) pouvant étre
déterminé théoriquement dans l'espace des nombres d'onde k. Comme au paragraphe
II-1.2, on peut montrer que la condition requise pour la convergence des intégrales
généralisées pour r supérieur ou égal a r, est d'avoir un spectre décroissant lorsque k
tend vers I’infini comme 1/k*, ol o est un réel supérieur ou égal a un. Nous pouvons
alors calculer la pression en tout point de coordonnées (r,z) par la formule suivante :

p(r,z) = 21 - ‘E'z()kz HD (ker)e 7 dk (1-13)
Ti—ookeH’ 5 (Kery)

L'intégrant de 1'équation (I1I-13) présente une singularité en k =k; et k = -k;. Au
voisinage de ces deux valeurs, l'intégrant de 1'équation (III-13) se comporte comme
In[(k?-k?)2r]. Toutefois, aucune précaution d'intégration numérique n'est prise pour
traiter ces deux singularités.

Le fluide choisi pour effectuer les tests de validation est l'eau a 14,5 °C. 1l
présente les caractéristiques suivantes : x = 0,470719 10° ms¥kg ; p; = 1000 kg/m? ou
X €t P désignent respectivement la compressibilité adiabatique et la masse volu-
mique du fluide, soit une célérité des ondes de compression : v; = 1458 m/s. La prise en
compte des pertes se fait de la méme maniére que dans le fluide en écrivant le
coefficient de compressibilité sous la forme complexe [9, 26].

On impose, comme au paragraphe III-1.3, une distribution rectangulaire (resp.
triangulaire) de flux de vitesse d'amplitude y, = 100 kg/s?, sur la région de longueur 21,
définie telle que la coordonnée z soit comprise entre -1 meétres et +1 métres. La longueur
I vaut 5 metres, et r; le rayon du puits est égal 2 0,5 m. La figure II-12 (resp. III-3)
montre la courbe représentative de la distribution rectangulaire (resp. triangulaire). Son
spectre est donné par la formule (III-10) (resp. (III-3)). La décroissance du spectre a
l'infini est en 1/k.

Les maillages utilisés pour le calcul de la pression sur la paroi du puits et du
champ de pression rayonné sont identiques a ceux présentés au paragraphe III-1.1
(figure III-1 et ITI-2). Notons que le critére de discrétisation en A¢/4 [9, 13, 21, 26] est
vérifié jusqu'a 365 Hz.

Les figures I1I-21.a et III-21.b (resp. III-23.a et [1I-23.b) montrent 1'évolution de
la pression sur la paroi du puits pour du distribution de densité surfacique de flux
rectangulaire (resp. triangulaire), normalisée a la valeur maximale du module de la
pression, en fonction de z a 1 et 1,5 kHz pour un fluide sans pertes. Les figures III-22.a
et 1I1-22.b (resp. 11I-24.a et 11I-24.b) montrent le rayonnement de la pression dans le
fluide a 2 et 5 metres de l'axe de symétrie a 1 kHz. L'accord entre les résultats
numériques et analytiques est excellent. Les remarques faites a l'issue de I'étude de la
convergence aux paragraphes, III-1.2 et III-1.3 restent valables. On remarquera qu'a
1 kHz avec des éléments de 1 m de longueur (voir paragraphe III-1.1) le parametre de
discrétisation A/L est voisin de 1,45.
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Pression sur la paroi du puits vide entouré d'un fluide sans pertes due a une
distribution rectangulaire de densité surfacique de flux

10

fréquence = 1,0 kHz

Pression normalisée

z (m)

Figure ITI-21.a : Pression sur la paroi du puits (fluide sans pertes)

1.0 F
fréquence = 1,5 kHz

Pression normalisée

z (m)

Figure III-21.b : Pression sur la paroi du puits (fluide sans pertes)

Solution analytique (partie réelle)
— — - Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique
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Pression rayonnée par le puits vide entouré d'un fluide sans pertes due a une
distribution rectangulaire de densité surfacique de flux

1.0
fréquence = 1,0 kHz

3
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=
g
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z (m)

Figure III-22.a : Pression rayonnée ar =2 m (fluide sans pertes)

1.0
fréquence = 1,0 kHz

Pression normalisée

z (m)

Figure III-22.b : Pression rayonnée a r = 5 m (fluide sans pertes)

Solution analytique (partie réelle)
- — - Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique
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Pression sur la paroi du puits vide entouré d'un fluide sans pertes due a une
distribution triangulaire de densité surfacique de flux

1.0

fréquence = 1,0 kHz

Pression normalisée

_10 1 1 | 1 1 L 1 1 ) ]

.10 -8 -6 4 2 0 2 4 6 8 10
z (m)

Figure ITI-23.a : Pression sur la paroi du puits (fluide sans pertes)
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Figure III-23.b : Pression sur la paroi du puits (fluide sans pertes)

Solution analytique (partie réelle)
- — - Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique
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Pression rayonnée par le puits vide entouré d'un fluide sans pertes due a une
distribution triangulaire de densité surfacique de flux

10
fréquence = 1,0 kHz

05

Pression normalisé

_1.0 i SR | L 1 i i 1 2 —

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
z (m)

Figure I1I-24.a : Pression rayonnée ar =2 m (fluide sans pertes)

fréquence = 1,0 kHz

Pression normalisée

_10 " 1 1 " 1 1 U | i 1 1 I} 1

10 -8 6 -4 2 0 2 4 6 8 10

z (m)

Figure III-24.b : Pression rayonnée a r = 5 m (fluide sans pertes)

Solution analytique (partie réelle)
- — = Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique
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HI-1.6 Conclusion

L'ensemble des exemples présentés précédemment concerne le rayonnement
d'un puits vide entouré d'une formation élastique (resp. d'un fluide idéal) et valide donc
la description de la formulation a l'aide du couplage éléments finis-décomposition en k.
Les comparaisons avec un modele analytique sont effectuées pour les déplacements
(resp. la pression) de la paroi et dans la formation. Les distributions de contraintes
imposées correspondent a des rayonnements de type monopolaire ou dipolaire. Dans
tous les cas, l'accord entre les résultats analytiques et numériques est excellent. Enfin,
une étude systématique a été menée pour évaluer l'effet de la précision du calcul des
intégrales, de la longueur de la paroi maillée, de l'introduction des pertes et de la
densité de maillage sur la qualité des résultats obtenus.

I1I-2 Puits rempli d'un fluide parfait

z=10 m! W
[ ~ Eléments rayonnants
| . .
Maillage du fluide
| L a I’inté€rieur du puits
| !
| #]
I Formation élastique
| p non maillée
= t d=0,5m
=y I
=1 It l
\§ l |
"§ : = 0,5 m
= r=25m
fr—= _ -
=4
%| ’
3 : Segment sur lequel on
2 calcule le rayonnement;
< : : —
i
I [ ]
I
I
| ..:> 3 Noeuds solide = 1 Elément
z=-10m, / d' impédance mécanique mutuelle
d=0,125m
Figure III-25 : Maillage du puits rempli de fluide
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L'intérieur du puits est maillé avec des éléments finis fluides. A l'interface
fluide-formation (fluide-solide), on vient superposer les éléments finis interface et les
éléments d'impédance mécanique mutuelle. La formation n'est pas modélisée a
I'exception les points de l'interface fluide-formation. Sur les couvercles sont placés des
éléments rayonnants. L'impédance acoustique de rayonnement est adaptée au premier
mode de tube (voir paragraphe II-3). La figure III-25 présente partiellement le maillage
décrit.

Nous effectuons deux types de tests de validation dans le cas d'un puits rempli
de fluide. Le premier consiste a appliquer directement sur la paroi du puits une
distribution de contrainte normale, comme dans les cas précédents (voir section II-1).
Pour le second type de tests, on place une source ponctuelle dans le puits au point de
coordonnées r =0, z = 0. En ce point, la valeur du flux est imposée. Dans le premier cas
on présente le déplacement sur la paroi du puits, ainsi que le rayonnement dans la
formation (figure III-26.a a III-31.b). Dans le second cas sont présentés, les
isopressions dans le puits (figure ITI-34.a et III-34.b) et la pression moyenne dans le
puits (figures III-35.a et III-35.¢).

I11-2.1 Excitation directe de la paroi du puits

On impose sur la paroi du puits rempli de fluide une distribution triangulaire de
contrainte normale d'amplitude maximale T, égale a 100 Pa (resp. une distribution
rectangulaire d'amplitude T,) sur la région de la paroi du puits de longueur 21 définie de
la mani€re suivante : -1<z<+l,r=r,0ou1=0,5metr, =0,5 m. Les expressions de la
contrainte en fonction de z, et celle de son spectre dans l'espace (k) sont données
dans les formules (III-9) et (III-10) pour la distribution triangulaire (resp. (I-12) et
(III-13) rectangulaire). La résolution du systeme d'équations donné par la formule
(II-52) permet de calculer les deux composantes du champ de déplacement lorsque r
est supérieur ou €gal au rayon du puits 1 :

_ 1 — -jkz _ 1 - -jkz
uy(r, z) = Q_;Cfoo a,(r, k)e dk u(r,z) = Z-tfw i (r,k)e " dk @r-14)
ol les expressions Gp(r,k), et ug(r,k) sont données par :

Aoe e ,(2)
keJ'o(ker, ) kH' D (k1)) (K)

ugp(k) = 2
o . (I-15)
ked'o(ker ) JKH T (Kpry)G,(K)

uOs(k) = 2 A

et A est donné par :

116



Validations

2u+ Mk HD (& 1)) + (kprl)] ko' (ko))

= lAif_J'_OQE_ﬂ_) 2) 2) (II1-16)
o%; +AKHE (ke Y HP (k1))
, 2
+kH P (ker NVHD (Kpr )Ty (Ker))
finalement :
i, (r, k) = Hep (kyr)ug, (k) : i (r,k) = H2(& K
= Op ’ g\t - c0 Sr)uOS( ) (HI'17)

Lorsque le milieu est non dissipatif, A peut avoir une racine réelle ou trés proche
de l'axe réel du plan complexe. Les intégrants 1'équation (III-14) présentent alors des
singularités ou des variations brutales au voisinage de cette racine. Pour remédier a ce
probleme, nous introduisons des pertes mécaniques fictives dans la formation €loignant
ainsi les racines de l'axe réel sans modifier la solution de facon significative : les
intégrales (III-14) peuvent alors étre évaluées a l'aide de la méthode d'intégration
numérique de Gauss sans précaution particuliére.

Dans une premiére étape, la formation modélisée a les propriétés suivantes :
v, = 5588 m/s, v, = 3387 m/s, p = 2500 kg/m?®. Le fluide est une huile telle que :
ve = 1425 m/s, ps= 856,5 kg/m?. La célérité de 1'onde de compression du fluide est
inférieure a celle de 'onde de cisaillement dans la formation, on est dans le cas d'une
formation rapide. Ceci implique d'avoir le z€ro de A sur l'axe réel (paragraphe II-2.2).
Dans le cas d'une distribution triangulaire de contraintes les figures I1I-26.a et I1I-26.b
montrent 1'évolution du déplacement radial sur la paroi du puits normalisé a la valeur
maximale du module du déplacement en fonction de z & 1 et 1,5 kHz pour une
formation ayant une tangente de 1'angle de pertes mécaniques de 0,05 pour la formation
rapide et un fluide sans pertes. Les figures III-27.a et III-27.b présentent les deux
composantes du rayonnement a une distance r = 2,5 m de 1'axe du puits a 1 kHz. Les
mémes résultats sont montrés aux figures I11-28.a, I1I-28.b, I111-29.a et I1I-29.b pour un
chargement rectangulaire. L'ensemble de ces courbes souligne un bon accord entre les
résultats numériques et analytiques. La matrice d'impédance étant correctement
calculée, on en déduit que le rayonnement de I'onde de tube dans le cas d'une formation
rapide est correctement pris en compte.

Dans un second cas, la formation choisie a les caractéristiques suivantes :
v, = 3411 m/s, v, = 1350 m/s et p = 2200 kg/m>. Le fluide est inchangé. La formation
est dite lente si la célérité des ondes de compression dans le fluide est plus élevée que
celle des ondes S dans le solide. On impose le méme chargement triangulaire que
précédemment. Les figures III-30.a et III-30.b montrent I'évolution du déplacement
radial sur la paroi du puits normalisé a la valeur maximale du module du déplacement
en fonction de z a 1 et 1,5 kHz. Ceci est valable pour une formation ayant une tangente
de I'angle de pertes mécaniques de 0,5 et un fluide sans pertes. Les deux composantes
du rayonnement dans la formation a une distance r = 2,5 m de 1'axe du puits a 1 kHz
sont montrées par les figures III-31.a et III-31.b. Les résultats soulignent l'excellent
l'accord entre les résultats numériques et analytiques. Cependant ces résultats peuvent
impliquer une limitation en fréquence de la méthode, liée a l'apparition et la
contribution de la deuxiéme onde de tube.
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Composante radiale du déplacement sur la paroi du puits rempli de fluide entouré
d'une formation rapide di & une distribution triangulaire de contrainte normale

1.0

fréquence = 1,0 kHz
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]
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<
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=
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-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
z (m)

Figure I1I-26.a: Distribution triangulaire (formation avec pertes)

fréquence = 1,5 kHz

u, normalisé

-1.0 P TR | S S N | . "
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

z (m)

Figure III-26.b : Distribution triangulaire (formation avec pertes)

Solution analytique (partie réelle)
- — - Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique
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Rayonnement des deux composantes du déplacement dans la formation rapide dii
a une distribution triangulaire de contrainte normale sur la paroi 4 1,0 kHz

fréquence = 1,0 kHz

0.5

up normalisé

z (m)

Figure III-27.a : Rayonnement ar = 2,5 m (formation avec pertes)

ug normalisé

Figure III-27.b : Rayonnement ar =2,5 m (formation avec pertes

Solution analytique (partie réelle)
— — - Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique
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Composante radiale du déplacement sur la paroi du puits rempli de fluide entouré
d'une formation rapide di a une distribution rectangulaire de contrainte normale

fréquence = 1,0 kHz

u, normalisé

-1.0 L I 1 1 1
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

z (m)

Figure I1I-28.a : Distribution rectangulaire (formation avec pertes)

10
fréquence = 1,5 kHz

u, normalisé

_1.0 L 1 Il i Il 1 1 Il Il

z (m)

Figure III-28.b : Distribution rectangulaire (formation avec pertes)

Solution analytique (partie réelle)
- ~ - Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique
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Rayonnement des deux composantes du déplacement dans la formation rapide dii
a une distribution rectangulaire de contrainte normale sur la paroi a 1,0 kHz

fréquence = 1,0 kHz

up normalisé

z (m)

Figure I1I-29.a : Rayonnement a r = 2,5 m (formation avec pertes)

ug normalisé

Figure I1I-29.b : Rayonnement a r = 2,5 m (formation avec pertes)

Solution analytique (partie réelle)
- — - Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique

121



Validations

Composante radiale du déplacement sur la paroi du puits rempli de fluide entouré
d'une formation lente dii a une distribution triangulaire de contrainte normale

1.0

fréquence = 1, 0 kHz

u, normalisé

_10 1 1 1 1 1 1 L 1 1 Fu— |

.10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Figure III-30.a : Distribution triangulaire (formation avec pertes)
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fréquence = 0,75 kHz
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Figure [II-30.b : Distribution triangulaire (formation avec pertes)

Solution analytique (partie réelle)
- — - Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique
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Rayonnement des deux composantes du déplacement dans la formation lente dii a
une distribution triangulaire de contrainte normale sur la paroi a 1,0 kHz

10
fréquence = 1,0 kHz
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\Q
4
g 00
St
@] *
< S
o L] .
S "l e
- *y
05 F
_1.0 1 1 1 1 1 L 1 1 1 J

0 8 6 -4 2 0 2 4 6 8 10
z (m)

Figure III-31.a : Rayonnement a r = 2,5 m (formation avec pertes)

ug normalisé

Figure III-31.b : Rayonnement a r = 2,5 m (formation avec pertes)

Solution analytique (partie réelle)
- — - Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique
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L'ensemble des résultats obtenus montrent comme dans le cas du puits vide un
trés bon accord entre les solutions analytiques et celles calculées par le couplage
éléments-finis décomposition en k.

Enfin une étude de la convergence de la solution numérique vers la solution
analytique du méme type de celle présentée au paragraphe ITI-1.3 est effectuée a 1 kHz.
La distribution de contrainte choisie est triangulaire d'amplitude maximale T, =100 Pa
sur le domaine de la paroi du puits de rayonr; = 0,5 mtel que : -0,5m<z< 0,5 m.
Lorsque le domaine modélisé contient des noeuds dont la valeur de la coordonnée z est
supérieur a 2,5 m, le calcul de I'erreur quadratique moyenne se fait on n'utilisant que les
noeuds de la paroi tel que : -2,5 m < z < 2,5 m afin d'éviter la prise en compte des
erreurs des troncatures numériques liées a la tres faible valeur du déplacement au dela
de |z| > 2,5 m. La figure III-32 montre I'évolution de l'erreur quadratique moyenne
commise sur la composante radiale du déplacement (u,) sur la paroi du puits en
fonction de la longueur !, lorsque la formation est rapide ou lente. Cette étude confirme
la qualité des résultats numériques et traduit principalement l'influence de la distance a
la source a laquelle on place les couvercles. On notera le faible niveau de l'erreur pour
les formations rapide et lente quelque soit la longueur modélisée.

0.10 . .
I Formation rapide
° - — — - Formation lente
S 008F
[} N
P B
S
= '
o 006
=
=)
R
<
4=
< -
S 004
o
=
=
2
S -
5 002
OOO 1 L 1 ] J
0 2 4 6 8 10

Figure I1I-32 : Evolution de l'erreur en fonction de 1,
(composante u, sur la paroi - formation avec pertes)
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I11-2.2 Source idéale dans un puits

On place dans le puits rempli de fluide une source idéale ponctuelle (figure
HI-33). La formation et le fluide ont les mémes caractéristiques que dans les tests
précédents (formation rapide). Le diametre du puits 1, est toujours égal a 2 0,5 m.

Axe de symétrie

\ !

Formation
solide non maillée

couvercle

couvercle

fluide maillé

Source
ponctuelle

__

Figure I11I-33: Source ponctuelle dans un puits

La solution approchée basse fréquence de ce probleme a été proposée par Lee
[16]. Cette solution donne le champ de pression moyen dans le puits, a condition que le
rayon du puits soit petit devant toutes les longueurs d'onde li€es au probleme. La
pression moyenne est alors donnée par :
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. wpc —jkqlzl
p(z) = —jvo—o—e (-18)
mr)

ou k; = @/cy est le nombre d'onde de 'onde de tube de vitesse ¢ donnée par la formule
(II-59). p; désigne la densité volumique du fluide, v, la vitesse volumique de la source
et ® la pulsation. Ces tests sont réalisés pour un fluide et une formation ne présentant
aucune perte mécanique. Les figures III-34.a et III-34.b montrent les cartes
d'isopressions dans le puits a 150 et 250 Hz. Les figures III-35.a III-35.b et III-35.c
montrent 1'évolution de la pression moyenne normalisée a sa valeur maximale en
fonction de z, a 150, 250 et 500 Hz.

Les résultats montrent un bon accord entre la solution proposée par Lee [16] et
le modele que nous avons développé jusqu'a environ 500 Hz (figure III-35.c). Cette
fréquence semble étre la limite d'utilisation du modele de Lee pour un puits le cas
étudié.

Cartes d'isopressions dans le puits excité par une source idéale

S e e e e e e e e==—=m )
Pas entre deux isopressions = 25 mPa

Figure III-34.a : Carte d'isopressions a 150 Hz

T TrY
= e o e o et

Pas entre deux isopressions = 250 mPa

2 s e e

Figure III-34.b: Carte d'isopressions a 250 Hz
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Source idéale (ponctuelle) dans un puits rempli d'un fluide parfait
(champ de pression moyen a 150 Hz et 250 Hz)

99SI[EULIOU UOISSIJ

z (m)

Figure III-35.a : Source idéale dans un puits a 150 Hz

99SI[RULIOU UOISSAIJ

z (m)

2250 Hz
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Solution analytique (partie réelle)
— — - Solution analytique (partie imaginaire)

e Solution numérique

Figure ITI-35.b: Source idéale dans un puits
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Source idéale (ponctuelle) dans un puits rempli d'un fluide parfait
(champ de pression moyen a 500 Hz)
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Figure III-35.c : Source idéale dans un puits a 500 Hz

Solution analytique (partie réelle)
- — - Solution analytique (partie imaginaire)
e Solution numérique

1I1-2.3 Conclusion

Les tests présentés dans ce deuxiéme paragraphe décrivent un puits rempli de
fluide. La formation est modélisée a l'aide des éléments d'impédances mutuelles. Les
éléments rayonnants placés sur les couvercles imposent 1'impédance acoustique de
I'onde de tube. Les tests effectués concernent le cas d'une distribution de contraintes
appliquées sur la paroi et d'une source ponctuelle située dans le puits. L'ensemble des
résultats obtenus sont en excellent accord avec les solutions analytiques. Cependant, la
méthode utilisée est limitée aux basses fréquences pour lesquelles une seule onde de
tube existe.
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Chapitre IV

Applications

Dans ce dernier chapitre, le couplage éléments finis-décomposition en k est
appliqué a 1'étude du rayonnement d'un anneau de céramique piézoélectrique
dans un tube rempli d'huile et entouré d'eau. Nous présentons en premier lieu la
méthode expérimentale, les conditions dans lesquelles s'effectuent les mesures
ainsi que le banc de mesure. Une étude expérimentale de la transparence
acoustique du tube est entreprise pour évaluer I’influence du tub, qui n'est pas
pris en compte dans le modéle numérique. Par la suite, une modélisation de
I'anneau de céramique a vide permet d'ajuster les constantes de matériau de la
céramique. Pour terminer, nous placons l'anneau de céramique dans le tube
rempli d'huile entouré d'eau et nous comparons les résultats expérimentaux aux

résultats numériques.
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IV-1 Présentation de la méthode expérimentale

Cette section a pour objet de présenter la configuration choisie pour appliquer la
méthode du couplage éléments finis-décomposition en k présentée au chapitre II, au
cas d'un transducteur piézoélectrique rayonnant dans un puits. Dans une premiére par-
tie, nous justifions le choix qui consiste a remplacer la formation par un fluide. Puis
nous présentons bricvement le matériel utilisé, ainsi que le principe de la mesure.

I'V-1.1 Choix du milieu extérieur

La mesure du rayonnement d'un transducteur piézoélectrique rayonnant dans un
puits entouré d'une formation €lastique homogene est tres difficile a réaliser. Il faudrait
pouvoir disposer d'un puits dans une formation homogene et étre en mesure de relever
le champ de déplacement dans la formation a différents endroits. Pour cela, il faut
forer un puits de quelques meétres, dans un terrain homogeéne puis le tuber pour éviter
son effondrement. La mesure du champ de déplacement nécessite la présence de
capteurs dans la formation. L'ensemble de ces contraintes nous a conduit & modifier le
probleme.

Nous avons choisi de remplacer la formation (solide élastique homogene) par de
l'eau. Pour simuler le puits, nous avons introduit dans I'eau un tube contenant une huile
silicone. Le tube est utilis€ comme surface de séparation des deux fluides. Son
comportement n'étant pas modélisé, il est nécessaire qu'il soit transparent
acoustiquement. La méthode utilisée pour modéliser ce probleme est présentée a la
section II-5 et sa validation au paragraphe III-1.5.
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IV-1.2 Description du dispositif et principe de la mesure

La figure IV-1-montre le schéma de principe du banc de mesure utilisé.

Station de travail : Masscomp 5550
Analogique / Digital 12 bytes 1 MHz

B=
Q
=
&
Réseau informatique
LE.M.N - LS.E.N. Générateur de fonctions
 J HP 3314A
Oscilloscope
Lecroy 450 Tourelle
(x.y2) Amplificateur
Canal 1  Canal2 5K 2713
L
Eau (
A cens Hydrophone
Ecags;rtli(clilfesss e > B&KB8103 Transducteur dans
le tube rempli d'huile

Figure IV-1 : Schéma de principe du banc de mesure
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IV-1.2.1 Matériel utilisé et condition de la mesure

Les mesures ont été effectuées dans le bassin d'essais acoustiques de I'Institut
Supérieur d'Electronique du Nord (I.S.E.N.). Le matériel utilis€ est essentiellement
constitué de :

- une station de travail Mascomp 5550, autour de laquelle s'articule tout le banc
de mesure. Elle est munie d'une carte d’acquisition rapide de 1 MHz et d'un logiciel qui
pilote I'ensemble des instruments,

- un générateur de fonction Hewlett-Packard de type 3314A, synchronisé et
commandé par la station de travail, délivrant un train d'impulsions a une fréquence
donnée. L'amplitude et la phase sont réglables a partir de la station de travail,

- un amplificateur de puissance Bruel & Kjaer de type 2713 qui permet
d'alimenter le transducteur acoustique. La puissance fournie par cet amplificateur peut
étre modifiée de facon continue. Son gain varie de 0 a2 60 dB. Il est congu pour
alimenter, a faible bruit, des charges hautement capacitives a des niveaux de tension
élevés,

- un transducteur électroacoustique (figure IV-2.b), constitué par un anneau libre
de céramique piézoélectrique de type PZT5A (Morgan Matroc). Les électrodes sont
disposées sur les cylindres interne et externe correspondant respectivement a
I'¢lectrode chaude excitée a 100 volts et a 1a masse (le céble électrique est en noir sur la
photo). Le transducteur est tenu par deux fines croix en PVC permettant de le centrer
sur l'axe du tube et le maintenir a la verticale. L'ensemble est suspendu a l'aide d'un fil
fin de nylon (cable transparent),

- le bassin d'essais acoustiques de I'.S.E.N. (figure IV-2.a) dont les dimensions
sont les suivantes : 8 m de longueur, 6 m de largeur et 6,5 m de profondeur. Il est rempli
d'eau qui est donc le support de propagation de ondes acoustiques. La température de
l'eau voisine de 14 °C tout au long des essais, correspondant a une célérité du son
Cean = 1458 m/s et une masse volumique p.,, = 1000 kg/m?>.

- un tube en PVC ayant une hauteur de 4 m, un diameétre intérieur de 47,6 mm et
un diameétre extérieur de 50,6 mm (figure IV-2.a et IV-2.b). Il est maintenu a la verticale
par une bague fixée a un double rail métallique. Le tube est rempli d'une huile silicone
de type 47V 10 (Isolants Nord) de célérité du son cyy. ~ 1005 m/s a 14 °C et de masse
volumique pp. = 930 kg/m®. Le tube est plongé dans le bassin d'eau. Une masse
suspendue a son extrémité inférieure permet de le maintenir a la verticale,

- I'nydrophone de réception est un hydrophone Bruel & Kjaer de type 8103 dont
le S, est constant pour toutes les fréquences de mesures a -214 dB (référence 1V/uPa).
Il est placé a une distance variable du tube. Sa position est pilotée a partir de la station
de travail qui commande la tourelle sur laquelle est fixée 1'hydrophone. x, y et z
désignent les coordonnées de l'hydrophone par rapport au centre acoustique de
I'anneau. La coordonnée y est maintenue a zéro tout au long des essais. Pour une valeur
de z varie de -50 cm a 50 cm. La pression est relevée a pas d'intervalle régulier,

- une tourelle quatre axes de chez Micro-contrdle sur laquelle est fixé le capteur
(figure IV-2.a). Elle permet le positionnement précis et automatique du capteur, grace a
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des moteurs pas a pas commandés par la station de travail. Elle autorise trois
translations (X,y,z) et une rotation autour de I'axe (Oz), avec une résolution de 0,05 mm
suivant x, 0,1 mm suivant y et 0,05 mm suivant z.

- un pré-amplificateur Brookdeal Electronics LTD faible bruit de type 450. 11 est
chargé d'amplifier les signaux obtenus sur l'hydrophone de réception. Ce pré-
amplificateur intégre un filtre passe-bande, de bande passante réglable et assure un gain
variable entre 30 et 80 dB,

- un oscilloscope numérique a deux voies Lecroy de type 9410 permettant de
visualiser simultanément les signaux d'émission et de réception.

D'autre part nous avons mesuré l'impédance électrique du transducteur dans 1'air
et dans le tube rempli d'huile entouré d'eau a l'aide d'un analyseur Hewlett-Packard de
type 4194A.

IV-1.2.2 Principe de la mesure

Le projecteur est relié¢ au générateur de fonction HP 3314A via I'amplificateur
B & K 2713. Ce générateur commandé par la station de travail délivre un train
d'impulsions sinusoidales dont le nombre de sinusoides est optimisé en fonction de la
fréquence pour limiter les échos parasites dus aux réflexions sur les parois du bassin.
Le projecteur est alimenté par un signal amplifi€ et génere une onde acoustique dans
l'huile qui 'environne. Cette onde est transmise a I'eau de la cuve via le tube en PVC et
est captée par I'hydrophone B & K 450. L'hydrophone de réception est monté sur une
tourelle commandée par la station de travail. Cette tourelle permet de positionner
précisément 1'hydrophone. Le déplacement de la tourelle perturbe légerement le champ
d'onde au voisinage de I'hydrophone. Pour résoudre ce probléme, un temps de pause de
10 a 15 secondes, pendant lequel aucune mesure n'est effectuée est observé apres
chaque déplacement de tourelle. L'onde se propageant dans 1'eau parvient au capteur.
Les signaux recus sont amplifi€s par le pré-amplificateur B & K 450 et sont transmis au
Masscomp. La détermination précise de l'amplitude et de la phase du signal recu
moyenné sur l'enveloppe de ce signal se fait par transformation de Hilbert [50] (voir
annexe IV). Les signaux émis par le générateur de fonction et regus par le capteur sont
transmis a l'oscilloscope pour étre visualisés.
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Figure IV-2.b : Transducteur électroacoustique avant introduction dans le tube
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IV-2 Transparence acoustique du tube

Nous avons étudié¢ expérimentalement !'influence de la présence du tube ainsi
que celle de la distance a 'axe a laquelle on place le capteur. L'étude de la transparence
acoustique se fait de maniere suivante : on place une source acoustique dans le tube
rempli d'eau et on mesure la pression le long d'un segment paralléle a I'axe (Oz) en
déplacant I'hydrophone. On effectue la méme mesure en 1'absence du tube. Les champs
de pression mesurés sont alors comparés. Le tube est acoustiquement transparent
lorsque les deux champs de pression sont proches. Pour une onde plane, la
transparence acoustique entre deux milieux fluides est assurée lorsque les impédances
acoustiques z = pc sont égales.

Eau Plexiglas PVC
¢ (m/s) 1458 2800 1400
p (kg/m?) 1000 1190 1400
PC/PenuCean 1 2,285 1,344

Tableau I'V-1 : Caractéristiques acoustique des matériaux constituant le tube

Le tube en plexiglas présente I'avantage d'étre optiquement transparent ce qui
facilite le positionnement du transducteur. On peut alors aisément déterminer la
position des différents éléments présents dans le tube. Cette transparence permet aussi
de voir ce qui se passe dans le tube. Nous avons par exemple détecté la présence de
bulles d'air. II n'est par contre pas acoustiquement transparent car son impédance
acoustique est environ deux supérieure a celle de I'eau (tableau IV-1).

Le tube en PVC a une impédance acoustique assez proche de celle de l'eau
(tableau IV-1), mais il est opaque. Pour éviter la présence de bulles d’air dans le tube,
nous avons versé quelques gouttes de détergent puis fait descendre et monter plusieurs
fois un objet cylindrique de diametre tres proche du diametre intérieur du tube.

Les figures IV-3.a a IV-3.i comparent les relevés de pression suivant (Oz) a
différentes fréquences et différentes distances 2 l'axe du tube, pour une méme source
(anneaux de céramiques piézoélectrique de PZ27 de chez Hybrico) rayonnant dans
I'eau en présence ou non du tube de PVC. Le centre acoustique (centre de la source) est
situé en x = 0, y = 0 et z = 0. Pour chaque relevé x = r, ou r varie entre 300 mm et
1000 mm, y = 0 mm et -500 mm < z < 500 mm. Au voisinage de z = 0 et pour x
suffisamment grand, la présence du tube est a peine remarquable. Pour z grand
(z > 250 mm), on observe l'influence du rayonnement du tube. Les figures IV-4.a a
IV-4.c montrent la représentation graphique de A (voir paragraphe II-5.2) en fonction
de k réel positif. A; est donné par l'équation (II-97). Son annulation permet de
déterminer le nombre d'onde ky I'onde de tube, donc la vitesse ¢ = 2ntf/k; de I'onde de
tube associ€e. La racine de A; apparait clairement sur le graphique. Le tableau IV-2
compare les valeurs des vitesses de 1'onde de tube mesurées et calculées. On remarque
le bon accord entre la mesure et le calcul. La figure IV-5 montre 'évolution de la
vitesse de I'onde de tube calculée en fonction de la fréquence. La transparence du tube
et la condition de rayonnement sont donc satisfaites.
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Figure IV-3.a : Etude de la transparence acoustique du tube en PVC
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Figure IV-3.b : Etude de la transparence acoustique du tube en PVC

137




Applications

20.0 -

_ Avec tube

% 150} - — — Sans tube
¥
= 10.0[-
&
Sd

50}
faa)
o b
N’
o 00}
e T T
B T T
o -50r
§~ s r = 1000 mm
E -10.0F fréquence = 20 kHz
(5]
= -150f
=] |
O

_200 1 L i L 1 1 L 1 N ]
= -500 -400 -300 -200 -100 O 100 200 300 400 500

Z (Inm)

Figure IV-3.c : Etude de la transparence acoustique du tube en PVC
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Figure IV-3.d : Etude de la transparence acoustique du tube en PVC
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Figure IV-3.e : Etude de la transparence acoustique du tube en PVC

20.0

15.0

10.0

5.0

Module de la pression (dB réf. uPa/V)

Avec tube
Sans tube

Sor r = 1000 mm

100} fréquence = 30 kHz

-15.0}

20.0 | | M| 1 L I 1 ! 2 J
500 -400 -300 -200 -100 O 100 200 300 400

500
z (mm)

Figure IV-3.f : Etude de la transparence acoustique du tube en PVC
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Figure IV-3.h : Etude de la transparence acoustique du tube en PVC
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Figure I'V-3.i : Transparence acoustique du tube en PVC
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Figure IV-4.c : Recherche graphique de kr

Fréquence (kHz) | crcalculée (m/s) | cr mesurée (m/s) | Erreur relative (%)
10 1386,2 1387 0,058
15 1242,9 1252 0,732
20 1162,0 1174 1,032

Tableau I'V-2 : Comparaison des vitesses de l'onde de tube calculée et mesurée

1500 Ceau = 1458 m/s
E = .....'o.CaT..o
8 oc.o........'..
= Chuite = 1005 m/s
»> 1000
073 123 175 225 275
fréquence (kHz)
Figure IV-5 : Courbe de dispersion théorique de 1'onde de tube

142




Applications

IV-3 Analyse du transducteur

IV-3.1 Présentation du transducteur

Le transducteur utilis€ pour la validation expérimentale est un anneau a
immersion libre (céramique annulaire). Il est présenté a la figure IV-2.b et sa géométrie
est décrite a la figure IV-6. La caractéristique principale de ce type de transducteurs est
sa capacité a supporter de grandes pressions hydrostatiques. Ils sont trés utilisés en
acoustique pétrolicre. Cet anneau est réalis€é d'une seule piéce en céramique
pi€ézoélectrique PZTS5A (Morgan Matroc). Sa polarisation est radiale. Les
caractéristiques de cette céramique fournies par la société Morgan Matroc sont
présentées dans le tableau I'V-3.

Dext
-
:tD' > Céramique PZT5A
int - o Polarisation (radiale)
I S I N I

D, : diameétre extérieur (39,0 mm)
Dy, : diametre intérieur (34,2 mm)
L h : hauteur (25,4 mm)

¢, = 100Volts (électrode chaude)

Figure IV-6 : Géométrie du transducteur utilisé

IV-3.2 Caractérisation et modélisation du transducteur

L'étude d'un transducteur acoustique commence par l'évaluation de ses
caractéristiques a vide. Compte tenu de la faible impédance acoustique apportée par
l'air, on substitue l'air au vide, ce qui facilite considérablement l'analyse expérimentale.

La méthode des €léments finis permet d'analyser le comportement de I'anneau
de céramique a vide. La modélisation par éléments finis de ce probleme utilise la
symétric de révolution par rapport a l'axe de l'anneau. Quarante éléments finis
piézoélectriques bidimensionnels a huit noeuds sont utilisés pour décrire la géométrie
du transducteur (figure IV-7). Dans un premier temps nous utilisons les constantes du
matériau fournies par les tables de la société Morgan Matroc (tableau IV-3) [51].
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ot

Axe de symétrie de révolution

Figure I'V-7 : Maillage de l'anneau piézoélectrique

Le code ATILA permet de calculer en post-traitement l'impédance électrique de
la céramique. Nous avons tracé et comparé les courbes du module de I'impédance
électrique obtenues par le calcul par éléments finis et la mesure directe a l'aide de
l'impédancemetre de type HP 4194A, dans la bande de fréquence 2-45 kHz. Les
résultats sont présentés a la figure IV-8. Ils font clairement apparaitre la nécessité
d'ajuster les constantes du matériau.

10000 - v- -
alcul —
esure -

Module de I'impédance (€2)
g
o

0 50 10 15 20 25 30 35 40 45
fréquence (kHz)

Figure IV-8 : Module de I'impédance électrique du transducteur

Cet ajustement s'effectue a partir de quatre mesures a l'aide de la procédure
suivante :

- la pesée du transducteur donne la masse volumique p,

- 1a fréquence de résonance du mode radial de 'anneau permet de déterminer le
terme s,,E a partir de I'expression [1]:

N S I V.1
T 27;a V-1

f E
PS11
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ol a désigne le rayon moyen de 1'anneau,
- la capacité basse fréquence de l'anneau cgp, mesurée a 1 kHz, donne le terme

€437 a l'aide de l'expression :

_ 2mah T

CBr = 5 &3 av-2

ol h et e désignent respectivement la hauteur et 1'épaisseur de l'anneau,

- la mesure de la fréquence d'antirésonance f, donne acces au coefficient de
couplage kj;; du mode radial et par conséquent a la constante d;.

2
K2, = 1-—f—r = dgl TV-3
a  Sné€s

Les autres termes du tenseur [sF] (resp. [d], {€T]) sont ajustés en appliquant le
méme coefficient correctif que pour s, (resp. €337, ds;). Enfin le tenseur [€°] est obtenu
par la classique relation tensorielle :

[ES] B [8[] - [d] [SET[d]t (IV-4)

Les valeurs des constantes ajustées sont reproduites dans le tablean I'V-3.

Morgan Matroc Aprés ajustage
p (kg/m?) 7750 7072
sE;; (102 m?/N) 16,4 19,4
sk, (1012 m*N) -5,74 -6,79
sE 12 (1012 m%/N) -7,22 -8,54
sE,, (1012 m?*N) 16,4 19,4
sE;; (1072 m*/N) 18,8 22,2
s (1012 m?/N) 47,5 56,6
d;s (102 m/V) 584 536
d;, (102 m/V) -171 157
ds; (102 m/V) 374 343
€%,,/¢, 916 1301
£5,./8 830 1225

Tableau IV-3 : Caractéristiques de la céramique piézoélectrique PZTSA
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Figure IV-9 : Variation du module de I'impédance électrique
du transducteur a vide avec la fréquence

La figure IV-9 compare les modules des impédances électriques calculés par
éléments finis avec les propriétés ajustées et mesurés. L'accord est satisfaisant. Les
constantes ajustées du matériau seront utilisées par la suite.

Deux résonances sont observées sur la courbe d'impédance électrique. Le
premier mode radial est couplé a 7,76% et se situe a 25 kHz (figure IV-10.a). Le
premier mode de flexion est situé a 27,75 kHz (figure IV-10.b) et est coupl€ a 4,12%.
Rappelons que le coefficient de couplage k. est donné par I'équation (IV-5) [1]:

U
2
2= Umeca (IV-5)

elec

Dans cette équation U,.,, U, désignent respectivement les énergies mécanique a la
sortie et électrique a l'entrée du transducteur. Le coefficient de couplage caractérise la
capacité du transducteur a transformer 1'énergie électrique en énergie mécanique. Il
peut également s'obtenir a 1'aide de la relation :

(IV-6)
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fréquence = 25 kHz y
X ¢ I

Axe de symétrie de révolution

Figure IV-10.a : Déformée de I'anneau (1° mode radial)

fréquence = 27,5 kHz y
X l

Axe de symétrie de révolution

Figure IV-10.b : Déformée de I'anneau (1° mode de flexion)

Structure déformée
----- Structure au repos
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Le rayonnement de l'anneau de céramique immergé dans une huile silicone
47V10 est analysé par éléments finis. Aucune mesure n'a été effectuée dans cette
configuration. La figure IV-11 présente le maillage utilisé pour modéliser le probleme
du rayonnement dans un milieu fluide infini. Ce maillage est constitué de 20 €léments
piézoélectriques, 22 éléments interfaces solide-fluide, 276 éléments fluides et de 18
éléments fluides rayonnants. La modélisation tient compte de la symétrie de révolution
et du plan de symétrie. La frontiére extérieure est située a 250 mm du centre
acoustique. Les figures IV-12.a (resp. IV-12.b) montre le module (resp. la phase) de
I'impédance électrique du transducteur rayonnant dans l'huile entre 2 et 45 kHz. Le
transducteur étant un anneau libre immergé, le cylindre intérieur se rempli d'huile et se
comporte comme une cavité fluide. La figures IV-13.a montre la déformée de la
structure associée au mode de cavité. La figure IV-13.b montre la déformée associée au
premier mode radial. Enfin, la figure IV-13.c présente la déformée du premier mode de
flexion.

Eléments fluides

Axe de symétrie de révolution

Eléments
piézoélectriques

Figure IV-11 : Maillage de I'anneau immergé dans 1'huile
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Figure IV-12.b : Impédance électrique du transducteur
rayonnant dans l'huile
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Plan de symétrie

i

Axe de symétrie de révolution

Figure IV-13.a : Déformée de I'anneau a 11,0 kHz (mode de cavité)

...................................................................

Plan de symétrie

i

Axe de symétrie de révolution

Figure IV-13.c : Déformée de 1'anneau a 25,25 kHz (1 mode de flexion

——— Structure déformée
————— Structure au repos

150




Applications

IV-4 Rayonnement du transducteur dans le tube

L'objet de cette section est de modéliser par le couplage éléments finis-
décomposition en k le rayonnement du transducteur piézoélectrique (section IV-3) dans
le tube de PVC rempli d'huile 47V10, entouré d'eau et de comparer les résultats
numériques aux résultats expérimentaux. La figure IV-14 présente le probléme
modélisé. La figure IV-15 montre le maillage utilisé pour modéliser le rayonnement du
transducteur dans le tube. Ce maillage est constitué 4 éléments finis piézoélectriques, 6
éléments d'interface fluide-solide, 148 éléments finis fluides, 44 éléments d'impédances
mutuelles fluides et 6 éléments rayonnants fluides, soient 541 noeuds et 208 éléments.

§
\ - — s Polarisation (radiale)
: === Interface huile-eau
B' " Huile47V10

| S,
m Eau (non maillée)
’::I Anneau de PZT5A

Axe de symétrie de révolution

Figure IV-14 : Géométrie du probléme modélisé

Eléments dimpédance Eléments rayonnants

L

T 1T T .1 b NN N N O N A S U N N S O (N N (D O S M I s A S (O |

N o o e e o e s s e g e e e e e e e e S A
Axe de symétrie de révolution
Anneau de PZT5A

Figure IV-15 : Maillage de I'anneau rayonnant dans le tube

La puissance électrique active P, a I'entrée du transducteur s'écrit :

2
_ 190

= - — IV-7
P 2R av-7)

¢, est la tension imposée sur I'électrode chaude. R, et C, désignent respectivement la
résistance et la capacité parallele du transducteur, elles sont liées a l'admittance
électrique Y, par I'équation (IV-8).
1 .
Y = —+ _]O)Cp @AV-8)

elec
RP
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Cette puissance est dissipée sous forme de puissance transportée par 1'onde de tube P,
(équation IV-10), de puissance rayonnée dans l'eau P,,, (équation IV-9) et de puissance
thermique associée aux pertes des matériaux. Si l'on admet que l'effet des pertes est
négligable, on peut écrire :

Pe = Peau + Ptube Iv-9)
p~2s|1 p’ (IV-10)
tube 2PhyiteCT

p est la pression moyenne sur le couvercle (éléments rayonnants) et S sa section qui
vaut 1,96 10 m?2.

Calcul Mesure
R, kQ) 11 10,8
C,(nF) 14,28 14,1
cr (m/s) 12429 1252
p (Pa) 9403 5011
P.(W) 0,454 0,463
P (W) 0,15 0,0423
Pes (W) 0,304 non mesurée

Tableau I'V-4 : Comparaison entre parametres calculés et mesurés

Le tableau I'V-4 compare les grandeurs calculées et mesurées a 15 kHz. Le bon
accord entre les impédances électriques calculée et mesurée montre que les conditions
de rayonnement sont bien prises en compte. Les puissances acoustiques rayonnées
dans l'eau présentent aussi un bon accord. Par contre, la différence existant entre les
puissances transportées par l'onde de tube est probablement due a la présence du tube
en PVC. De plus, on ne peut pas garantir que la mesure de la pression dans le tube se
fait exactement sur 1'axe.

Les figures IV-16.a et IV-16.b montrent respectivement les parties réelle et
imaginaire de la pression calculée et de la pression mesurée dans le tube. Une
normalisation est effectuée pour corriger l'erreur sur la prédiction de la pression dans le
tube. On écrit :

p _ 9403 _ 1,876 (Iv-11)

p 5011
ol p et p' sont respectivement les modules pression théorique et expérimentale du
champ de pression transporté par l'onde de tube. La pression mesurée est alors
multipliée par ce facteur. On peut remarquer le bon accord entre les deux courbes. Le
léger déphasage peut s'expliquer la présence des deux croix sur le transducteur (figure
IV-2.b), par la présence du tube, par l'enrobage de I'hydrophone et l'imprécision de
positionnement (cable non tendu).
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Comparaison de la pression calculée et mesurée sur I'axe du tube
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Figure I'V-16.a : Pression dans le tube en PVC a 15 kHz
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Figure IV-16.b : Pression dans le tube en PVC a 15 kHz

———— Pression calculée

- — — - Pression mesurée (e points de mesure)
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En acoustique pétroliére, un a deux pour cent de la puissance acoustique
disponible sont rayonnées dans la formation autour du puits de forage. Les données
théoriques du tableau IV-4 montre qu'environ les deux tiers de la puissance €électrique
active du transducteur sont rayonnées dans l'eau. Ce résultat s'explique par la faible
rupture d'impédance entre I'huile et I’eau (CP)ean/(CP)ruie = 1,56. Dans le cas d'un puits
de forage rempli de pétrole et entouré d'une formation le rapport (CP)commation’ (CP)pétrote €S
de I'ordre de 10, ce qui représente une bien plus grande rupture d'impédance.

Les figures IV-17 a IV-26 comparent les résultats mesurés et calculés a
I'extérieur du tube. Le probléme traité présente une symétrie par rapport au plan z = 0.
Seuls les résultats obtenus pour z > o sont présentés.

Les figure IV-17 a IV-19 comparent les modules des pressions mesurée et
calculée a 10, 15 et 20 kHz dans ’eau a 400, 500 et 600 mm de 1'axe du tube pour z
allant de 0 2 500 mm. On constate une grande différence entre la mesure et le calcul a
10 kHz. L'analyse des figures IV-26.a et IV-26.b représentant le module et la phase de
I'impédance du transducteur et celle de la figure IV-27 représentant la puissance
électrique active permettent de repérer une résonance probablement associée au mode
de cavité. Dans le calcul numérique cette fréquence est légérement décalée en
fréquence et nettement plus amortie. Ceci explique la forte différence observée sur la
figure IV-17. A 15 et 20 kHz I'accord entre les mesures et la théorie est correct a 400,
500 et 600 mm de 1'axe du tube.

Les figures IV-20.a 2 25.b montrent les parties réelle et imaginaire de la pression
mesurée et calculée a 'extérieur du tube a 15 et 20 kHz et a 400, 500 et 600 mm de
I'axe du tube. L'accord entre la mesure et le calcul est excellent, sauf au voisinage
immédiat de z = 0.

Enfin, ['écart observé a haute fréquence entre valeurs calculées et mesurées
(figures IV-26 et IV-27) peut avoir plusieurs origines : la densité insuffisante du
maillage utilis€ (précision garantie jusqu'a 20 kHz), l’existence de résonances
supplémentaires dues a la présence du tube en PVC, I'apparition d'une seconde onde de
tube non prise en compte dans le modele.
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b) Module de la pression (Pa) a) Module de la pression (Pa)

¢ ) Module de la pression (Pa)
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Figure III-17 :

Comparaison du module de la pression (calculée et
mesurée rayonnée dans l'eau a 10 kHz :

a) r=400 mm, b) r=500 mm, c)r =600 mm.
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b) Module de la pression (Pa) a) Module de la pression (Pa)

¢ ) Module de la pression (Pa)
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Figure III-18 :

Comparaison du module de la pression (calculée et
mesurée rayonnée dans I'eau a 15 kHz :

a) r=400 mm, b) r=500 mm, c)r= 600 mm.
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Figure I1I-19 : Comparaison du module de la pression (calculée et
mesurée rayonnée dans l'eau 3 20 kHz :

a) r=400 mm, b) r=500 mm, c¢) r= 600 mm.
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Comparaison de la pression (calculée et mesurée) rayonnée dans I’eau a 400 mm
de I'axe du tube et 4 15 kHz

1000
750
= 500
¥
N’
=
g 250
R
2]
o 0
a
= 250
- -
o
2 -500
3
-
o -750
5
& -1000 ' : '
0 200 400 600
z (mm)
Figure IV-20.a : Pression rayonnée hors du tube a 15 kHz
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Figure IV-20.b : Pression rayonnée hors du tube a 15 kHz

Pression calculée
- — — - Pression mesurée (e points de mesure)
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Comparaison de la pression (calculée et mesurée) rayonnée dans I'eau & 500 mm
de I'axe du tube et a 15 kHz
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Figure IV-21.a : Pression rayonnée hors du tube & 15 kHz
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Figure IV-21.b : Pression rayonnée hors du tube a 15 kHz

Pression calculée
- — — - Pression mesurée (¢ points de mesure)
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Comparaison de la pression (calculée et mesurée) rayonnée dans ’eau a 600 mm
de I'axe du tube et a 15 kHz
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Figure IV-22.a : Pression rayonnée hors du tube a 15 kHz
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Figure IV-22.b : Pression rayonnée hors du tube a 15 kHz

Pression calculée
- — — - Pression mesurée (e points de mesure)
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Comparaison de la pression (calculée et mesurée) rayonnée dans Peau a 400 mm

de I'axe du tube et & 20 kHz
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Figure IV-23.a : Pression rayonnée hors du tube a 20 kHz
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Figure IV-23.b : Pression rayonnée hors du tube 4 20 kHz

Pression calculée
- — — - Pression mesurée (o points de mesure)
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Comparaison de la pression (calculée et mesurée) rayonnée dans I'eau a 500 mm
de I'axe du tube et & 20 kHz
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Figure IV-24.a : Pression rayonnée hors du tube a 20 kHz
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Figure IV-24.b : Pression rayonnée hors du tube & 20 kHz

Pression calculée
- — — - Pression mesurée (e points de mesure)
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Comparaison de la pression (calculée et mesurée) rayonnée dans I’eau a 600 mm
de I'axe du tube et a 20 kHz
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Figure IV-25.a : Pression rayonnée hors du tube 2 20 kHz
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Figure IV-25.b : Pression rayonnée hors du tube a 20 kHz

Pression calculée
- — — - Pression mesurée (e points de mesure)
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Impédance électrique du transducteur rayonnant dans le tube
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Figure IV-26.a : Impédance électrique du transducteur
rayonnant dans le tube rempli d'huile
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Figure IV-26.b : Impédance électrique du transducteur
rayonnant dans le tube rempli d'huile
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Figure IV-27 : Puissance électrique active a l'entrée
du transducteur

IV-5 Conclusion

L'étude expérimentale et numérique d'un transducteur piézoélectrique
rayonnant dans un tube rempli d'huile et entouré d'eau, présentée dans cette partie,
constitue une application directe des modeles développés précédemment. Les mesures
effectuées sur I'impédance du transducteur, la pression dans le tube et a I'extérieur du
tube sont en bon accord avec les prédictions numériques. Les modeles développés
peuvent donc a présent E€tre utilis€és pour concevoir et optimiser des sources

piézoélectriques pour l'acoustique pétroliere.
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Conclusion

Le travail effectué dans le cadre de cette thése concerne la modélisation par la
méthode des éléments finis du rayonnement de transducteurs électroacoustiques en
régime harmonique dans des puits de forage. Ce probléme, dont l'intérét est évident en
sismique de puits, ne peut €tre résolu par les outils existants dans le code ATILA. La
principale difficulté associée a ce probléme est la prise en compte du caractére infini du

puits et de la formation élastique dans le modeéle numérique.

Nous avons, dans le premier chapitre de ce mémoire, évalué deux éléments
classiques d'absorption d'ondes élastiques : I'élément infini et 1'élément d'impédance
mécanique. L'élément infini présente des handicaps majeurs (difficultés d'intégration
numérique, résultats médiocres). L'élément d'impédance mécanique donne d'excellents
résultats lorsque l'onde est purement cylindrique ou sphérique. Par contre, en présence
d'un puits, il ne peut absorber la combinaison d'une onde cylindrique et d'une onde
sphérique. Ces résultats nous ont conduit a faire le choix d'une méthode intégrale

(chapitre II) non restrictive sur la nature des ondes qui se propagent dans la formation.

Dans le second chapitre, nous avons développé une méthode numérique basée
sur le couplage éléments finis-décomposition en k, conduisant a la construction d'une
matrice d'impédances mécaniques mutuelles et a son couplage aux éléments finis.
Cette matrice relie les déplacements aux forces sur la paroi du puits vide et équivaut &
une solution intégrale. En post-traitement, nous calculons le rayonnement dans la
formation. En présence d'un puits rempli de fluide, nous avons déterminé grice un
algorithme de Newton-Raphson, la vitesse du premier mode de tube et avons construit

un élément rayonnant fluide d'absorption de cette onde pour une formation rapide ou
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lente. Pour terminer, nous proposons une extension de la méthode au rayonnement

d'une source acoustique dans un puits entouré d'un milieu extérieur fluide.

La validation du modele précédent nous a conduit & développer des modeles
analytiques pour un puits vide ou rempli de fluide chargé par une distribution de force
sur sa paroi. Nous utilisons aussi un modele approché publié par Lee [16] décrivant le
rayonnement d'une source ponctuelle dans un puits entouré d'une formation rapide.
Pour l'ensemble des tests réalisés, un excellent accord est obtenu entre résultats
numériques et analytiques. Ceci valide la prise en compte des conditions aux limites
sur la paroi du puits et sur les couvercles. Finalement dans une derniére partie, I'étude
du rayonnement d'un transducteur pi€ézo€lectrique annulaire dans un tube rempli

d'huile et entouré d'eau est menée sur les plans expérimental et numérique.

A l'issue de ce travail, le rayonnement d'une source acoustique dans un puits de
forage peut &tre modélisé par éléments finis. Cependant, le modele présenté dans ces
travaux peut encore étre enrichi suivant plusieurs aspects. II peut évoluer vers le
rayonnement d'une source acoustique dans un puits tubé en prenant directement en
compte son tubage dans la matrice d'impédance mutuelle. On peut également envisager
la construction d'un élément rayonnant fluide absorbant plusieurs ondes de tube. Une
premiere approche de ce développement est proposé au chapitre II. Une reconstitution
du signal en régime transitoire grace a une transformée de Fourier discréte inverse est
immédiatement possible. Elle permettrait le tracé de sismogrammes habituellement
utilisés pour l'interprétation et I'analyse des phénomenes en sismique. Enfin le modéle
développé peut étre utilisé par les concepteurs de sources pour la géophysique ou
I'acoustique pétroliere de maniere a optimiser la distribution d'énergie rayonnée et en

particulier minimiser I'énergie captée par 'onde de tube.
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Annexe I

Equations constitutives de la piézoélectricité

a) Relations constitutives pour un matériau piézoélectrique

Dans un materiau piézoélectrique, les tenseurs de déformations [S] et des
contraintes [T] et les vecteurs champ électrique E et I'excitation électrique D sont liés
par quatre couples équivalents de relations constitutives. En choisissant [S] et E comme
variables indépendantes, on a :

E
Tj; = ¢ijSi — exijEx
3 (A-1)

S

ot [cF] est le tenseur d’ordre quatre des rigidités €lastique a champ électrique constant,

fe] le tenseur d’ordre trois des constantes pi€zoélectriques et [eS] le tenseur d’ordre
deux des permittivités diélectriques a déformation constante, les indices i, j, k et 1
variant de 1 a 3. Les propriétés remarquables des tenseurs [S] et [T] permettent de

condenser leurs notations sous forme de vecteurs a six composantes. Le systeéme
précédent (A-1) devient alors :

-

E
Tm = Cmnsn - eJmEJ

X (A-2) -
S

1

.

ol les indices m et n varient de 1 a 6 et les indices i et jde 1 a 3. Les éléments cF,, ete,
se déduisent simplement des €éléments cF, et e,;. En choisissant [S] et [D] comme
variables indépendantes, on substitue au systeme précédent le systeme :

D
(A-3)
S
E; = —h;,S, +B;D;
En choisissant [T] et [E] comme variables indépendantes, on obtient :
_E
Sm = Smn Ty + djnE;
(A-4)

T
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b) Cas d’une céramique ferroélectrique

Les céramiques ferroélectriques sont des composés obtenus par frittage
d’oxydes et de sels de plomb, de zirconium et de titane. Apres polarisation, réalisée en
soumettant la céramique a un champ électrique élevé (quelques dizaines de kV/cm),
généralement & une température proche de la température de Curie, apparait un effet
piézoélectrique. La symétrie des tenseurs caractéristiques est celle de la classe 6mm.
En adoptant une présentation générale qui regroupe les trois tenseurs dans une
notation symbolique matricielle unique, on a le tenseur de la figure A-1.

«

e

termes
élastiques

!

termes e f : '\; ’ termes

piézoélectriques diélectriques

Figure A-1 : Tenseur d'une céramique ferroélectrique de classe de symétrie 6 mm

Les petits points indiquent les termes nuls, les lignes joignent les termes égaux et la
croix représente, selon le cas, 2(sy1-8p5) ou (€11-C9;)/2. Comme on le voit, I’axe x5, qui
est I’axe de polarisation, est privilégi€. Le matériau est isotrope dans le plan x;Xx,.
L’ axe de polarisation correspond a la direction du champ électrique polarisant.
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Annexe II

Présentation du code éléments finis ATILA

A) Méthode des éléments finis

A TPintérieur de chaque élément fini, les variables champ de déplacement,
potentiel électrique ou champ de pression sont définies de maniere unique par les
valeurs qu’elles prennent aux nceuds de I’élément. Cette définition est assurée a I’aide
de fonctions d’interpolation. Cette annexe présente les fonctions d’interpolation
utilisées dans les €léments du code ATILA, ainsi que la formulation des différents
tenseurs qui en découle.

a) Fonctions d'interpolation

On considére un élément triangulaire dont les trois sommets sont les trois
nceuds et ®© le vecteur des valeurs nodales du potentiel électrique sur ces trois neeuds.
A partir de ces valeurs et des coordonnées des sommets, il est possible d’exprimer la
valeur de @ par une interpolation linéaire :

3
@ = ¥ Ny (A-5)

i=1

dont les coefficients N;©, appelés fonctions d’interpolation ou de pondération, sont
représentés a la figure A-2. Ces fonctions sont des polynomes en x et y dont les neufs
coefficients constants (3x3) sont définis par les relations :

A-6
N9, y) = 1 si i=j (A0

N9,y = 0 si i#

ou les indices i et j varient de 1 a 3. Pour ce méme élément, si on s’intéresse au champ
de déplacement u dont le vecteur des valeurs nodales U® s'écrit :

u = [N(e)]g(e) (A7)
avec :
VRN L DS N L DNRSN L
N] = NP o 10| N 9o 1o NP0 10 Y

001 001 001
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Figure A-2 : Fonctions d'interpolation dans un triangle a trois Noeuds

Pour un élément quadrilatére dont les quatre coins sont les nceuds, les relations
précédentes restent valables a condition de faire varier les indices i et j de 1 a 4. Les
fonctions d’interpolation restent linéaires sur les cotés de 1’élément mais deviennent
quadratiques a I’intérieur (figure A-3).

Pour un élément quadrilatére dont les quatre coins et les milieux des quatre
cotés sont les huit nceuds, les relations précédentes restent valables en faisant varier les
indices i et j de 1 a 8. Cette fois, les fonctions d’interpolation deviennent quadratiques
sur les coés (figure A-4). Cette procédure est évidemment généralisable a des
interpolations d’ordre plus €levé ou a des éléments tridimensionnels. Tous les détails
peuvent étre trouvés dans les livres de O. C. Zienkiewicz et de G. Dhatt et al [11-12].

nceud

(1)

Figure A-3 : Fonction d'interpolation dans un quadrilatére a 4 noeuds
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Figure A-4 : Fonctions d'interpolation dans un quadrilatére a 8 noeuds

a) Formulation des differents tenseurs

Dans le cas d'un probléeme bidimensionnel avec symétrie de révolution, le
P y
champ électrique s'écrit :

E = —grad(®) (A-9)
ou encore, pour un élément a p nceuds :
E = —[grad(N(le)), - grad(Ngf))]c_I? (A-10)

En posant :

(e) (e)
BG) = |Ni N (A-11)
Jx dy
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@] = [g©
5] = e e

le champ électrique peut s’écrire :

Pour les déformations, on obtient, en utilisant la notation a six composantes :

avece

et:

(e) (e)
2> **r B‘DJ

E = -[gge

N
ox

0

N

oz
N

dy

5] - [} b - ]

(e)

a_Nie 0

dy

. N
oz

aN{® oN(®

az  dy
N
ox

IN®

ox |

(A-12)

(A-13)

(A-14)

(A-15)

(A-16)

Des lors, les relations constitutives de la piézoélectricité s’écrivent dans I’élément sous

la forme :

-

)

[0+ [ |2
¢ [B(e)] u- [s

[g]e”
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ol [cE], [e] et [€°] sont respectivement le tenseur des rigidités élastiques & champ
électrique constant condensé, le tenseur pi€zoélectrique condensé et le tenseur des
permittivités diélectriques a déformations constantes (Annexe I).

B) Présentation des éléments de la bibliothéque du code ATILA

Les éléments du code ATILA sont, en majorité, des éléments isoparamétriques a
interpolation quadratique [9] qui permettent une description simple de surfaces
courbes. Pour ces éléments, il est nécessaire de distinguer le repére global, le repére
local et le repére réduit. Les coordonnées des nceuds du maillage sont exprimées dans
le repére global. Le repére local est un repere intermédiaire attaché a 1’élément
considéré. Le repere réduit est utilisé pour calculer les intégrales relatives aux matrices
et vecteurs €lémentaires (équations (I-26) a (I-28) par exemple) & 1’aide d’une
technique numérique dite de quadrature de Gauss. Le repére local se déduit du repere
global a l’aide d’'une matrice de rotation. La transformation des coordonnées des
nceuds du repére réduit au repére local (figure A-5) est réalisée a 1’aide d’une
transformation ponctuelle utilisant les fonctions d’interpolation.

Les éléments disponibles dans le code peuvent étre & deux ou trois dimensions
et de formes variées. Seuls les éléments utilisés dans ce travail sont répertoriés ci-
apres :

Eléments mécaniques

Ces éléments peuvent décrire le comportement de structures élastiques
isotropes. Ils peuvent étre bidimensionnels (triangle a 6 nceuds ou quadrilatére a
8 nceuds) ou tridimensionnels (tétragdre a 10 noeuds, prisme a 15 nceuds ou hexaédre a
20 nceuds). Les €léments a deux dimensions permettent des analyses en contraintes
planes, déformations planes ou a symétrie axiale.

Eléments piézoélectriques

Ces ¢€léments décrivent des structures constituées d’un matériau
piézoélectrique. Ils peuvent étre bidimensionnels (triangle a 6 nceuds ou quadrilatére a
8 nceuds) ou tridimensionnels (tétra¢dre a 10 noeuds, prisme a 15 nceuds ou hexaédre a
20 nceuds). Les €léments a deux dimensions permettent des analyses en déformations
planes ou a symétrie axiale. Tout type de matériau piézoélectrique, quel que soit son
tenseur représentatif, peut étre décrit.

Eléments fluides

Ces éléments servent a modéliser un fluide homogene. Ils peuvent étre
bidimensionnels (triangle a 6 nceuds ou quadrilatére a 8 noeuds) ou tridimensionnels
(tétraédre a 10 noeuds, prisme a 15 nceuds ou hexaedre a 20 nceuds). Les éléments a
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deux dimensions permettent 1’analyse d’un champ de pression ne dépendant que de
deux coordonnées d’espace ou a symétrie axiale.

Eléments interfaces

Ces éléments imposent conditions de continuité cinématique et dynamique a
l'interface des maillages solide et fluide. Ils peuvent étre bidimensionnels (élément a 6
noeuds) ou tridimensionnels (triangles & 12 noeuds ou quadrilatére a 16 noeuds). Les
élément bidimensionnels permettent des analyses en déformations planes et en
symétrie axiale.

Eléments rayonnants

Ces éléments imposent une condition de rayonnement monopolaire ou dipolaire
sur la surface fluide limitant le maillage. Ils permettent des modélisations
bidimensionnelle (élément a 3 noeuds) ou tridimensionnelle (triangle a2 6 noeuds ou
quadrilatére a 8 noeuds).

Repéres locaux

y
L Z
0 X
o "y
Repéres réduits t
g A
@
» }H —e 4+l
—0—
- +1 ®
_L 4“»1_ +1>
® T +1

Figure A-5 : Transformation des coordonnées
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Annexe III

Prolongement par continuité

Au voisinage de zéro, la fonction cylindrique de Hankel d'indice nul et de
seconde espece peut étre approchée par l'expression suivante [27-28] :

@y = ndjg(*
Hy(x) = —ZEln(ij
celle d'indice un et de seconde espece par :

2 2j
H? (x) = n—i (A-18)

Par suite lorsque k est égal a k;, ou -k,, l'intégrant relatif au calcul du déplacement radial
(équations II- 14 et I1-19) se simplifie et s'écrit alors :

A (2), 0 — -ik
1 kRHP (ke )Ta)e™ 1

2T Ay 1/ (2) ¢ 2.2 T
ZRH g (Rory) + Ak HY (k,r,)
1

(A-19)

Dans cette expression r; désigne le rayon du puit et r la distance a 1'axe du point pour
lequel on calcule le déplacement. L'intégrant relatif au calcul de la composante
tangentielle (équations II-15 et II-19) s'écrit :

@) r e . -ikE
-1 FKHD (ker) Th(k)e
2n A
S|

2),¢ 2.:(2) ¢ (A-20)
keH' o (Ker;) + Ak “Hg (Kqr,)

Lorsque k vaut k, ou -k.. I'intégrant relatif au calcul de la composante radiale du
déplacement est nul et celui relatif au calcul de composante tangentielle s'écrit :

= —jki
—jTa(k)e !
2 Ak (A-21)
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Annexe IV
Mesure de phase

Il est commode d'exprimer le signal recu par l'hydrophone u(t)
comme la partie réelle d'un signal complexe sous la forme suivante :

~  jloty+ o)
€

u(t) =0 (A-22)

Dans cette expression {J désigne l'amplitude du signal u(t) et (t) = Wt + O sa
phase instantanée o est sa phase initiale dans la fenétre d'observation. On peut donc
écrire :

u(t) = Ucos(o,t + o) (A-23)

A ‘Sa transformée de Fourier est donnée par l'equation :

U ja

u) = 7€ [6(f +fy) +8(f—1fy)] (A-24)

O représente la fonction de Dirac, U estle phaseur qui contient l'information
d'amplitude et de phase initiale du signal recu.

Le méme signal déphasé de /2, noté v(t) est donné par 1'équation
suivante : :

v(t) = Usin(wyt + o) (A-25)

Le spectre du signal sinus s'exprime en fonction de celui du signal
cosinus associé sous la forme :

v(t) = Re{TF_l{—js(f)U(f)+je(—f)U(f)}} (A-26)
TF-! est I'opérateur transformée de Fourier inverse et € est donnée par :

1 si £f>0
g(f) = ‘ (A-27)
0 sinon

Cette transformation correspond a une transformée de Hilbert [50].
L'amplitude du signal regu est donnée par 1'équation :

luco)ll = Nu(t) +v(t) (A-28)

tandis que la phase instantanée du signal recu s'obtient simplement en
considérant la relation suivante :

d(t) = atan(l%) = Oyt + O (A-29)
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