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Introduction

La synthese d’images « virtuelles », utilisant des modeleurs 3D qui se servent des tech-
niques de « lancer de rayon » ou encore de « radiosité », occupe le devant de la scene
en matiére de génération d’images par ordinateur — semblant! rendre obsoletes les tra-
vaux issus de la théorie des langages formels (algébriques ou syntaxiques pourrait-on dire)
[Clo67, Sha69]. Le dual de la génération d’image est la reconnaissance de formes ou ’ana-
lyse d’images. Elle nécessite quant a elle le choix d’un formalisme adéquat aussi bien du
point de vue mathématique que du point de vue algorithmique. Dans cette optique, les re-
cherches s’appuient sur diverses théories: langages formels, géométrie discréete ou topologie
[Kir64, KW67, Min71, Myl72, Ros79, Fu82, CM91].

L’objet de ce mémoire est d’étudier a ’aide de la théorie des langages formels deux
formalismes permettant de décrire des ensembles de « figures » ou « images ». Nous traitons
ces deux formalismes dans deux parties disjointes — les approches étant différentes vis-a-vis
des langages formels. Dans le premier cas, nous tentons de décrire des figures, objets a deux
dimensions, a ’aide de mots, objets unidimensionnels — un mot correspond a un parcours
de la figure. C’est ce que nous appelons les langages de mots de figures; nous essayons
d’exhiber des propriétés sur les ensembles de figures a partir de ce que I’on connait sur
les langages de mots qui les décrivent. Le deuxieme formalisme découle de la démarche
inverse: les figures sont des mots a deux dimensions et nous étendons des notions bien
connues dans les mots, comme la reconnaissabilité, au cas a deux dimensions.

Mots de figures

Dans la premiére partie, nous nous proposons de décrire des figures a ’aide de mots.
L’idée est d’assimiler le mot a une série d’ordres donnés a un traceur [Fre61, Fre62, Fed68,
Fre74]. Cette méthode, utilisée a 'origine pour modéliser des courbes discrétes, utilise le
« code de Freeman » qui comporte huit ordres élémentaires (voir Figure 1). Elle fat utilisée
par H.A. Maurer et al. [MRW82, MRW83] dans une version simplifiée utilisant le « code
de Freeman restreint » a quatre lettres (voir Figure 1) — néanmoins on sent bien que cette
restriction n’est pas importante puisque les résultats restent pertinents que 'on utilise
quatre ou huit lettres. Les auteurs de la « théorie des langages de figures » utilisent des
langages sur P’alphabet II = {u,r,d,{} (u pour up, r pour right, d pour down et [ pour

1. Ce n’est qu’apparence car des techniques « simples », comme les fractales, restent incontournables.
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Fi1G. 1 - Le code de Freeman et le code de Freeman restreint.
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FiG. 2 - Figure tracée par le mot ururdlr.

left) pour décrire des figures composées d’'un nombre fini de segments unitaires du plan
cartésien Z*. Ainsi le mot ururdlr décrit la figure illustrée Figure 2 — notons qu’en plus
des segments tracés nous retenons deux informations: le point de départ (désigné par un
cercle blanc) qui correspond au point ou se trouve le crayon avant de commencer la lecture
du mot, et le point d’arrivée (désigné par un cercle noir) qui signale le point ou se trouve
le crayon aprées avoir lu le mot.

L’un des problemes rencontrés dans ce formalisme est qu’il existe une infinité de mots
décrivant une figure donnée. En effet, on ne compte pas le nombre de passages sur les
segments, on ne retient que si le segment est tracé ou pas. Par exemple, tous les mots de la
forme (ud)"ururdlr avec n € N décrivent la figure illustrée précédemment. On aura donc
a s’interroger sur le moyen de savoir si deux mots décrivent la méme figure, ou comment
trouver le plus petit mot qui décrit une figure donnée. Pour décrire un ensemble de figures,
il suffit de considérer un langage de mots de II*. On peut se poser un certain nombre de
problémes d’algorithmique sur ces langages. Par exemple, pour quelles classes de langages
(de la hiérarchie de Chomsky) peut-on décider de I’appartenance? Si 'on considere deux
langages de mots rationnels sur II, peut-on décider s’ils décrivent le méme ensemble de
figures?

La métaphore du traceur que nous avons utilisée nous montre clairement une limitation
concernant les figures que I’on peut décrire. En effet, puisque le tracé se fait sans pouvoir
lever le crayon, on ne peut tracer que des figures « connexes ». Il existe néanmoins des
extensions a cette sémantique, la plus naturelle étant de permettre de bouger le crayon
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sans tracer de segment. Ce sont les langages de figures avec traits invisibles [HW88] qui
utilisent un alphabet II; = {u,r,d,l,u',r',d',l'} ou les lettres primées correspondent 3
des déplacements invisibles. Citons également les langages de figures avec branchements
[Gut91la, RR94] ou l'on considére que le traceur posséde une pile ou stocker la position
courante du crayon afin de venir s’y replacer en dépilant.

Dans une sémantique quelconque, nous disons que deux mots sont équivalents s’ils
décrivent la méme figure. Cette relation d’équivalence est en fait une congruence et ’on
s’est intéressé aux regles de transformation qui permettent de réécrire un mot en un autre
mot sans altérer la figure décrite. Cette base de la congruence est donnée sous la forme d’un
systeme de réécriture dont la cloture réflexive et transitive est la congruence [Gut91b, SS91]
(pour la sémantique « classique » sur II) [Slo93] (pour la sémantique avec traits invisibles).
Certaines des regles de ces systemes de réécriture diminuent la longueur des mots. S’en
inspirer permet d’optimiser la description des figures — i.e. trouver un mot le plus court
possible qui décrit une figure — [BD89, Gut89, SS90, BD93, SS94]. Un résultat remarquable
apparait dans [SS90] ou les auteurs donnent un algorithme polynomial permettant de
trouver un mot minimal? & partir d’'un mot décrivant la figure.

Certaines regles de réécriture qui diminuent la longueur de la description sont natu-
relles. Par exemple, les tracés redondants comme rir ou rudlru peuvent étre remplacés
par 7 ou ru. Dans [SS94], P. Séébold et K. Slowinski montrent la confluence du systeme
de réécriture constitué uniquement des regles supprimant ces redondances. Ceci ameéne
naturellement a considérer des langages de mots afin de construire un langage de la méme
classe qui contient des descriptions plus courtes, par exemple des mots sans redondance
[Hin86, Bra89a, Bra89b, Hin89).

Pour une figure décrite dans une sémantique donnée, la complexité descriptive désigne
le rapport entre la longueur de ses mots minimaux et son nombre de segments. Cette
complexité descriptive a pour but de mesurer la difficulté que 'on a a dessiner la figure
dans la sémantique considérée. Ainsi, avec II, on sait que pour une figure comprenant n
segments on peut toujours trouver un mot d’au plus 2.n lettres qui la décrit — on dit alors
que la complexité descriptive est bornée par 2 [MRWS82]. Pour la sémantique avec traits
invisibles, il n’existe pas de telle borne puisque les segments peuvent étre arbitrairement
éloignés dans les figures non-connexes. Néanmoins, si ’on considére uniquement les figures
connexes, mais en s’autorisant a lever le crayon, on peut diminuer de maniére significative
la longueur du tracé par rapport a la description sans lever de crayon mais on peut toujours

atteindre la borne 2 [PRS93].

Parmi les problémes d’algorithmique liés aux langages de figures, nous avons déja cité le
probléeme de I’appartenance. Il existe un algorithme qui prend en entrée un langage de mots
algébrique et une figure et qui répond si oui ou non le langage contient une description de
la figure. Le probleme de I’appartenance est donc décidable pour les algébriques mais est
un probleme NP-Complet — méme si ’on se restreint aux rationnels. Un autre probleme
naturel, celui de ’équivalence, i.e. savoir si deux langages de mots décrivent le méme

2. Un mot est minimal s’il n’existe de mots strictement plus courts qui décrivent la méme figure.
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polyomino ensemble non
4-connexe

Fic. 3 - Ezemple et contre-exemple de polyomino

ensemble de figures, est connu pour étre indécidable méme pour les langages rationnels. De
meéme le probleme de lintersection, savoir s’il existe une figure décrite dans deux langages
de mots, est indécidable pour les langages rationnels. On pourra trouver plus de précisions
sur ces problemes de décidabilité dans [MRW82, SW85, Hin88, KS87, Hin90, Kim90b,
DH93, Kim96].

Ces résultats d’indécidabilité et ’aspect impraticable des résultats décidables ont poussé
a considérer des classes restreintes de langages de figures ou ces problemes deviennent déci-
dables ou polynomiaux. C’est le cas des langages-rubans ou toutes les figures sont dessinées
entre deux lignes paralleles fixées & I’avance ou encore des langages a trois directions ou
’on s’interdit une des quatres lettres [SW85, Kim90a, Kim90b, KS92, Kim94, Hin].

Pour finir avec les problemes de décidabilité, nous allons parler des propriétés existen-
tielles dans les langages de figures, mais avant nous devons introduire des objets mathé-
matiques que I'on peut décrire a l'aide des mots de figures: les polyominos. Un polyomino
est une partie finie de Z* 4-connexe [Gol66a] (voir Figure 3). Ces objets ont un intérét tout
particulier puisqu’ils sont utilisés en physique statistique pour modéliser des phénomenes
de percolations ou des molécules de protéines. Le pavage de polyominos ou du plan par
des polyominos est également un probleme classique [Gol66b, Gol70, Rob71, Pen78, GS86,

Pour utiliser les polyominos dans des expériences de physique, il faut pouvoir les générer
aléatoirement ce qui est proche de ’énumération — pour tout entier n savoir combien il
existe de polyominos possédant n cellules. Ceci est un des plus importants problemes
non résolus, mais 1’on a des résultats partiels qui concernent des classes particulieres de
polyominos. Les polygones sont des polyominos sans trous que I’on ne sait pas non plus
énumérer. Un polyomino est dit horizontalement convexe (respectivement verticalement
convexe) si chacune de ses lignes (resp. colonnes) est connexe. Un polyomino convexe est
un polyomino qui est a la fois horizontalement et verticalement convexe (voir Figure 4).
L’énumération de ces classes de polyominos a été résolue [ElI82, DV84, BM94].

Les polygones peuvent étre décrits par des mots de figures, appelés mots de contour
de polyominos. Ces mots sont des boucles ou aucun facteur propre n’est une boucle (voir
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polygone

verticalement convexe
convexe

F1G. 4 - Fzemple des différentes classes de polyominos

FiG. 5 - Mot de contour de polyomino (ur)3r2di*dr3(dl)3uldlu?®l

Figure 5).

Soient p une propriété sur les mots de figures et L un langage de mots de figures, on
voudrait savoir s’il existe dans L un mot qui vérifie p. Par exemple, la propriété p peut étre
« est un mot de contour de polyomino » ou « est un mot minimal ». Un récapitulatif des
résultats connus sur ces propriétés existentielles est donné Figure 6 reprenant les résultats

de [Das88, Das89, Bea9l, Das91, BLS92, Rob94, Rob96].

Toutes les sémantiques auxquelles nous avons fait allusion ci-dessus ne permettent de
décrire que des structures filaires. Cette restriction ne permet pas de décrire simplement
que des polyominos sans trous (voir Figure 5). Une solution, proposée par M. Nivat, est
de parcourir le contour du polyomino par une boucle dans le sens anti-trigonométrique et
d’y insérer le parcours des trous dans le sens trigonométrique (voir Figure 7). Une autre
solution consiste a parcourir I’animal du polyomino, c’est-a-dire se déplacer du centre d’une
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Langages de figures sans lever de crayon

[Propriété Rat T Lin J
est un mot de contour de polyomino Indécidable
est un mot de contour de polyomino verticalement convexe Indécidable
mot de contour de polyomino convexe Décidable | Indécidable
décrit un arbre Indécidable
est un mot minimal Indécidable
est un mot optimall Indécidable

Langages de figures avec traits invisibles

rPropriété | Rat | Lin |
décrit une figure connexe Indécidable
décrit une figure non connexe ? Indécidable
décrit une boucle Décidable | Indécidable

! Un mot est optimal s’il ne trace chaque segment qu’une seule fois.

Fi1G. 6 - Résultats sur les propriétés existentielles

Fi1G. 7 - Mot de contour de polyomino avec un trou
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F1G. 8 - Parcours de I’animal d’un polyomino

Fi1G. 9 - Ezemple de figure décrite par les langages de figures « a pizels »

cellule au centre d’un voisin comme dans la Figure 8 [TT94].

Dans la premiere partie du mémoire, nous proposons une sémantique différente déja
évoquée dans [Rob96] qui permet de décrire des figures apparentées a la figure illustrée
Figure 9. Dans le Chapitre 1, nous donnons les définitions de base de cette nouvelle sé-
mantique. Nous utilisons toujours le principe des déplacements élémentaires induits par les
lettres de ’alphabet II = {u,r,d,[} sur la grille cartésienne Z?, mais plutot que de tracer
le segment sous le déplacement, c’est le pixel a droite du déplacement qui est « allumé ».
Hormis "aspect ludique de ce choix, ceci nous a permis de nous interroger sur — et d’exhi-
ber — les raisons pour lesquelles certains résultats s’étendent naturellement des langages
de figures « classiques » aux langages de figures « a pixels » [Pin]. En effet, ’ensemble des
figures a segments et ’ensemble des figures a pixels sont tous deux des monoides inversifs
finiment engendrés et leur représentation par un monoide libre (II* en ’occurence) rentre
dans le cadre des systémes générateurs [Sak81].

Cette propriété algébrique de ’ensemble des figures a segments affleure d’ailleurs déja
dans ’étude qui en a été faite dans [CW83, Péc85, Bir91l, SS94]. Il ne s’agit pas la d’une
remarque anodine puisque certains résultats démontrés pour les langages de figures sont
inhérents aux monoides inversifs. Par exemple le fait que les langages de mots récursivement
énumeérables n’ont pas plus de pouvoir d’expression que les langages de mots contextuels
[MRW82] est une propriété pour toute représentation d’un monoide inversif [Sil]. Ceci nous
permet de mettre a profit les résultats déja connus dans les monoides inversifs [Mun74,
Pet84, MP84, MMS95, Wei|.

Et a 'inverse, des propriétés qui semblaient propres aux langages de figures s’étendent
aux monoides inversifs. Dans le chapitre 2, nous montrons que des systémes de réécriture
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trés proches de celui donné dans [SS91] peuvent étre utilisés pour les monoides inversifs.

Le Chapitre 3 concerne ’étude de la complexité descriptive des figures a pixels. Le
Chapitre 4, quant a lui, considere la décidabilité, ou plutot 'indécidabilité, de propriétés
existentielles dans les langages de figures en reprenant la méthode exposée dans [Rob96]
et 'applique aux langages de figures classiques et, finalement, aux langages de figures a
pixels.

Mots a deux dimensions

Parmi les extensions au cas a deux dimensions des notions rencontrées dans le monoide
libre, telles que la reconnaissabilité, plusieurs consistent a étudier la génération de figures
a partir de grammaires, prolongement des différents types de grammaire que l'on trouve

dans la hiérarchie de Chomsky [MR71, Pfa72, RM72, SSK73].

D’autres approches considérent des machines a nombre fini d’états fonctionnant sur
des mot a deux dimensions, tableaux rectangulaires contenant des symboles — on pour-
rait parler de « couleurs » choisies dans une « pallette », mais pour rester proche de la
terminologie des langages formels nous garderons le vocabulaire « lettre » et « alphabet ».
Par exemple, M. Blum et C. Hewitt considerent les ensembles de figures reconnus par des
automates a quatre directions (« four-way automata » en anglais). Il s’agit d’une variante
des automates finis classiques ou la téte de lecture se déplace dans les quatre directions lors
de la transition [BH67]. K. Inoue et A. Nakamura introduisent dans [IN77b] des automates
mosaique en ligne qui sont un cas particulier d’automates cellulaires non-déterministes a
deux dimensions.

Il est d’ailleurs intéressant de noter que la classe de langages de figures reconnais-
sables par automates mosaique en ligne déterministes est proprement incluse dans celle
des langages reconnaissables par des automates non-déterministes. De la méme maniere
les automates a quatre directions non-déterministes sont strictement plus puissants que
les déterministes. Ces deux types d’automates — & quatre directions ou mosaique en ligne
— ne sont néanmoins pas sans rapport puisque tout langage de figures accepté par un
automate a quatre directions I'est également par un automate mosaique en ligne. Parmi les
propriétés remarquables, il est a signaler que la classe des langages reconnus par automates
a mosalque en ligne n’est pas close par complémentaire et que le vide n’y est pas décidable
[IN77a, IN79, IT90].

D. Giammarresi et A. Restivo donnent dans [GR92b] une définition de reconnaissabilité
directement issue de la théorie des langages formels. Il est bien connu que tout langage
de mots reconnaissable est I'image par un homomorphisme lettre-a-lettre d’un langage de
mots local. Un langage de mots local L sur ¥ est complétement défini par un ensemble
A C (2 U{#})? ou # est une lettre spéciale n’appartenant pas a %, le langage L est
Pensemble des mots w tels que les facteurs de longueur deux de #w# sont tous dans A
— cet ensemble de facteurs doit, en quelque sorte, « recouvrir » le mot. Pour étendre aux
figures cette notion de langage local, les auteurs considérent les sous-figures de taille (2, 2)
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a la place des facteurs de longueur deux. Un langage de figures L sur ¥ est défini par un
ensemble © de pavés (2,2) sur X U {#} ot # ¢ X, le langage L est ’ensemble des figures
f telles que les sous-figures de taille (2,2) de la figure f entourée de # sont toutes dans ©.

Les langages de figures reconnaissables sont alors définis naturellement comme les
images par projection, sorte d’homomorphisme lettre-a-lettre, d’un langage de figures local.
La généralisation au cas a deux dimensions nous amene a définir deux produits de concaté-
nation. La concaténation horizontale de deux figures consiste a mettre cote-a-cote les deux
figures mals uniquement si elles ont méme hauteur afin d’obtenir toujours un rectangle.
De méme pour la concaténation verticale, on place les figures 1’'une en-dessous de autre,
mais seulement si elles ont méme largeur. On peut définir alors I’étoile verticale et ’étoile
horizontale qui correspondent a I’itération de la concaténation verticale ou horizontale. La
classe des langages reconnaissables est ainsi close par union, intersection, concaténation
horizontale ou verticale et étoile horizontale ou verticale.

La classe des langages de figures reconnaissables ainsi obtenue correspond exactement
a la famille des langages de figures reconnaissables par automate mosaique en ligne [IT91,
GRI6b]. Cette classe est également la classe des langages de figures définissables par des
expressions existentielles dans la logique monadique du second-ordre [GRST96].

En fait les figures (comme les arbres ou les mots) sont un cas particulier d’ordres
partiels et peuvent ainsi s’inscrire dans une théorie plus large. On pourra retrouver plus

de précisions sur ceci dans [BMPS92, PST94, BDW95, Cou96, Tho97].

Parmi les études sur les langages de mots a deux dimensions reconnaissables menées
depuis l'introduction de cette nouvelle définition, nous mentionnons une synthése publiée
dans le handbook of formal languages [GR96b] qui reprend, entre autres, les résultats
déja cités ainsi que ceux de [GR92a, GR96a)]. Il est aussi & noter que si les propriétés de
clotire énoncées précédemment sont encourageantes, on ne sait pas définir les langages
de figures reconnaissables & partir d’expressions régulieres qui n’utilisent pas I'intersection
et la projection. Par exemple la plus petite classe de langages de figures qui contient les
langages finis et close par union, concaténation et étoile ne coincide pas avec la classe des
reconnaissables — on ne possede pas a ’heure actuelle d’équivalent au théoreme de Kleene
[GR96b, Mat97].

Toujours dans I’optique des comparaisons entre langages de mots et langages de figures,
T. Wilke s’est intéressé aux langages de figures sans étoile — définissable uniquement a
partir des singletons, des opérations booléennes et des concaténations — et montre dans
[Wil97] que, contrairement & ’égalité dans les mots, les langages de figures sans étoile ont
strictement moins de pouvoir que les expressions logiques dans la logique du premier ordre.

Enfin, citons [Gia93] ou D. Giammarresi étudie les fonctions reconnaissables — une
fonction f est reconnaissable s’il existe un langage de figures reconnaissable ot les figures
de hauteur n sont de taille f(n).

L’auteur a appris récemment que d’une maniere indépendante, K. Lindgren et al. ont
définis dans [LMN97] la méme classe de langages de figures reconnaissables dans le but
d’étudier certains phénomenes dans les systemes dynamiques.
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La deuxieme partie de cet ouvrage est consacrée a 1’étude des langages de mots a deux
dimensions. Dans le Chapitre 1, nous donnons, de maniere formelle, les définitions de base
de cette théorie.

Le Chapitre 2 étudie la possibilité de séparer controle horizontal et contréle vertical. En
effet avec les langages locaux ces controles sont faits simultanément puisque nous utilisons
des pavés (2,2). Ainsi nous définissons les langages hv-locaux ou ces pavés sont remplacés
par des dominos et nous montrons que, par projection, nous obtenons bien la classe des
reconnaissables. Ainsi les langages de figures peuvent étre définis a l'aide de deux langages
de mots, I'un d’eux définissant les mots autorisés horizontalement et ’autre les mots au-
torisés verticalement — on dit que l'on fait le « croisement » des deux langages de mots.
Ainsi les langages hv-locaux sont définis a I'aide de deux langages de mots locaux, ce qui
autorise des manipulations plus aisés dans les preuves. Alors que dans leur définition les
langages reconnaissables utilisent un recouvrement par un ensemble fini de pavés (2,2),
pour les locaux, ou des dominos, pour les hv-locaux, on peut définir des opérations de
pavage qui correspondent plus a une partition d’une figure en composantes appartenant a
un ensemble de figures donné. Le Chapitre 3 s’intéresse a la caractérisation des langages
de figures reconnaissables par des intersections de pavages d’ensembles finis de figures.

Les chapitres 4 et 5 étudient les frontiéres — lignes supérieures — de différentes classes
de langages de figures. 11 est connu que la classe des frontieres des langages d’arbres recon-
naissables est la classe des langages algébriques. Dans le Chapitre 4, nous montrons que
la classe des frontieres des langages de figures reconnaissables est la classes des langages
contextuels. Ceci signifie que le langage-frontiere du « croisement » de deux langages de
mots locaux est un langage contextuel. On étudie dans le Chapitre 5 les frontieres des lan-
gages de figures obtenus par « croisement » de deux langages de mots suivant la hiérarchie
de Chomsky. Les études précédentes, et surtout celles du Chapitre 4, semblent montrer
que les langages de figures reconnaissables sont un modéle de calcul intéressant qui n’est
pas sans rappeler les automates cellulaires.
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Notations

Nous supposons le lecteur familier avec la théorie des langages formels et nous ne
précisons que quelques notations. Si ces précisions lui semblent toutefois incompletes, il
peut se reporter aux ouvrages de J. Berstel [Ber79], de S. Eilenberg [Eil74} ou de S. Ginsburg
[Gin75].

L’ensemble des entiers naturels est noté N, I’ensemble des entiers relatifs Z et ’ensemble
des réels est noté R.

Un semi-groupe est un ensemble S muni d’une opération interne associative. Un mo-
noide est un semi-groupe possédant un élément neutre.

Un alphabet est un ensemble fini, éventuellement infini si précisé, et est désigné par
une lettre grecque majuscule (3, II, U...). Les éléments d’un alphabet sont des lettres et
sont désignés par des lettres minuscules (on notera par exemple a € X...). Une chaine finie
sur un alphabet est un mot et est notée de préférence avec une lettre grecque minuscule
(a, B, w...). L’ensemble ¥* représente le monoide libre engendré par ¥ et on notera ¢ le
mot vide, enfin ©% représente le semi-groupe libre engendré par .

Pour un mot w € ¥* |w| dénote sa longueur alors que |w|, représente le nombre
d’occurences de la lettre a dans w. On désigne par & 'image miroir de w. Pour deux mots
a, 3 € ¥*, on note a < f3 le fait que « est un préfixe de 3, c’est-a-dire qu’il existe o/ € ¥*
tel que B = a.a’. Pour deux mots o, 8 € ¥*, a w (3 représente ’ensemble des mots obtenus

par shuffle: aw B ={{a;.01...anBn | @, Bi €T ...an=a pi...0, =0}

Un monoide M est inversif si, pour tout £ € M, il existe un et un seul élément noté
z7! tel que z.27t.x = z et z71.z.27! = £7! que l'on appelle inverse de z. Pour plus de
renseignements, le lecteur pourra se reporter a ’ouvrage de M. Petrich [Pet84].

Soit M un monoide, un systéme générateur de M est un couple (X,h) ou ¥ est un
alphabet et h un homomorphisme de ¥* dans M tels que h(X*) = M. Pour plus de
précisions, nous invitons le lecteur & se reporter a l'article de J. Sakarovitch [Sak81]. La
congruence associée a un systéme générateur (¥, h) est la congruence o définie par: pour
tout couple de mots w,w’ € &*, w x w' si et seulement si h(w) = h(w’).

Les langages de la hiérarchie de Chomsky sont notés de la maniere suivante: Loc(X*)
désigne la classe des langages locaux; Rat(X*) = Rec(X*) représentent respectivement les
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langages rationnels de ¥* et les langages reconnaissables; Lin(¥*) désigne les langages li-
néaires; Dét(X*) les langages algébriques déterministes; Alg(X*) les langages algébriques;
CS(Z*) (comme « context-sensitive ») les langages contextuels — notons que nous considé-
rons conformément a [Gin75], que les langages contextuels ne contiennent pas le mot vide;
r.é.(X*) les langages récursivement énumérables.
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Chapitre 1

Définitions de base

Nous allons décrire dans ce chapitre les objets graphiques que nous allons manipuler:
dessins et figures. L’originalité de notre approche réside dans le fait qu’elle s’appuie sur des
propriétés algébriques de ’ensemble des figures pointées (figures avec deux points distingués
qui permettent de définir une concaténation) qui est un monoide inversif finiment engendré.
Plus qu’une adaptation des travaux de Maurer et al. [MRW82] nous recentrons ’étude des
langages de figures dans un cadre ou nous disposons d’outils bien connus.

Ce chapitre s’inspire pour une grande part des travaux publiés dans [LRS97].

1.1 Des dessins

Les objets graphiques que nous nous proposons d’étudier sont des ensembles finis de
pixels, un pixel étant un carré unitaire [i,i+1] x [j, j +1] de R? avec (4, j) € Z*. L’ensemble
des pixels est noté P. Il va de soi qu’un pixel peut étre désigné sans ambiguité par son coin
inférieur gauche. On dénote pix(z, j) avec (i,7) € Z* le pixel [i,i + 1] x [5,7 + 1].

Un dessin est défini comme étant un ensemble fini de pixels (voir Figure 1.1). On note
D 'ensemble des dessins.

Un dessin pointé est un dessin muni de deux points de Z? distingués appelés respecti-
vement point de départ et point d’arrivée. Ceci nous servira notamment a concaténer deux
dessins comme nous le verrons plus loin. Un dessin pointé g est un triplet (p,d,a) ou p est
un dessin, d et a sont deux points de Z?, p est appelé la base du dessin pointé et est notée
base(q), d est appelé le point de départ du dessin pointé et est noté dép(q), enfin, a est
appelé point d’arrivée du dessin pointé et est noté arr(q) (voir Figure 1.2). L’ensemble des
dessins pointés est noté D,.

Par abus de langage, on dira qu’un pixel appartient a un dessin pointé alors qu’il
faudrait dire que le pixel appartient a la base du dessin pointé.

Le poids d’un dessin p est noté ||p|| et correspond a son cardinal, c’est-a-dire au nombre
de pixels qu’il contient. Le poids d’un dessin pointé g est le poids de sa base. Soient deux
dessins (éventuellement pointés) p et ¢, on dit que p est plus petit que ¢ si ||p|| < |jgl|-

Les points de départ et d’arrivée nous permettent de concaténer deux dessins pointés.
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La figure ci-dessous illustre le dessin p € D avec:

P= {piX(O, _1)7 piX(O, 0)7 piX(O, 2)» piX(?, 0)}

F1G. 1.1 - Ezemple de dessin

La figure ci-dessous montre le dessin pointé g € D, avec:

Par convention, nous représentons le point de départ par un rond blanc et
le point d’arrivée par un rond noir.

FiG. 1.2 - Ezemple de dessin pointé
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Fic. 1.3 - Ezemple de concaténation définie

La concaténation de deux dessins pointés p et ¢ n’est définie que si arr(p) = dép(q), et
dans ce cas elle correspond a ['union des bases. Un exemple de concaténation définie est
donnée Figure 1.3.

Définition 1.1 Soient p,q € D,, la concaténation de p et q notée p.q n’est définie que
si le point d’arrivée de p correspond au point de départ de q: si arr(p) = dép(q) alors

p.q = (base(p) U base(q), dép(p), arr(q)).

La connexité des dessins est une propriété importante. La définition formelle de la
connexité est ’occasion pour nous d’introduire la notion d’armature et de voisinage qui,
par ailleurs, sont des éléments souvent utiles dans les démonstrations.

L’armature d’un dessin p est 'ensemble des points de la grille constituée par Z* qui
appartiennent a un pixel du dessin. L’armature d’un dessin pointé ¢ est 'armature de sa
base.

Définition 1.2 Soit p € D, 'armature de p est notée Arm(p) et est définie par:

Am(p) = J {G4), (414,65 +1)(+1,5+ 1)}
PIX(i,j)ep

Soit q € D,, armature de g est définie par:

Arm(q) = Arm(base(q))
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non connexe connexe

FiG. 1.4 - Ezemples de connerité

Le voisinage d’un pixel pix(z, j) € P est désigné par Voi(pix(i, 7)) et indique 'ensemble
des 8 pixels qui 'entourent.

Définition 1.3 Le voisinage d’un pizel est défini comme suit :

1—1<k<Li+1 .
j“'lslSj‘f'l (kvl)#(la])}

On peut maintenant définir formellement la notion de connexité.

Voi(pix(, j)) = {pix(k,l) €P

Définition 1.4 On dit qu’un dessin p € D est connexe si et seulement si:

Va£b€p Fe,co,...,cn Ep tels que:
ca=a
cn=2>0
Vi<i<n ci+1€Voi(c,-)

Un dessin est connexe si de tout pixel du dessin on peut atteindre tout autre pixel du
dessin en se déplacant uniquement d’un pixel aux pixels qui tui sont voisins; c’est-a~dire
qui le touchent au moins par un coin (voir Figure 1.4).

On définit aussi la connexité pour les dessins pointés en ajoutant une condition sur la
position des points de départ et d’arrivée.

Définition 1.5 1. Soit p € D, un dessin pointé non vide (||p|| # 0), on dit que p est
conneze si el seulement st:

(a) base(p) est conneze ;

(b) dép(p) € Arm(p);
(c) arr(p) € Arm(p).
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1.2. Des figures

2. Soit g € D, un dessin pointé vide (]|q|| = 0), on dit que q est conneze si et seulement
st dép(q) = arr(q).

L’ensemble des dessins connexes est noté D° tandis que ’ensemble des dessins pointés
connexes est noté D7,

Nous venons de définir des objets graphiques que nous appelons dessins. Mais plus que
I’endroit ou ils sont situés dans le plan, c’est leur forme qui nous intéresse.

1.2 Des figures

On définit une figure comme une classe d’équivalence de dessins modulo une translation.
Plus formellement, nous donnons tout d’abord la définition d’une translation sur les pixels
et sur les points de Z*. Soient a = (z,y) € Z* un point et (i,5) € Z*, le translaté du point
a de (i,3) est 7;;(a) = (z + i,y + j). Soient b = pix(z,y) € P un pixel et (i,7) € Z? le
translaté du pixel b de (¢, ) et 7; ;(b) = pix(z + 1,y + j).

Cette notion de translation s’étend naturellement a un ensemble de points ou de pixels,
ce qui nous permet de définir la relation d’équivalence ~ sur D:

Vp,g€D p~q&3(i,j)€Z njp)=gq

De méme, on définit ~ sur D,:

7;.;(base(p)) = base(q)
Vp.q €D, p g 3(i,j) € Z* tels que | 7,;(dép(p)) = dép(q)
mij(arr(p)) = arr(q)

Une figure est une classe d’équivalence de ~ tandis qu’une figure pointée est une classe
d’équivalence de ~. Nous notons F l’ensemble des figures et F, '’ensemble des figures
pointées. Soient p € D et g € D,, on désigne par [p]. la figure contenant p et [¢]~ la figure
pointée contenant g.

Comme nous le verrons par la suite, il est plus aisé de raisonner sur un représen-
tant d’une figure que sur la figure elle-méme. Aussi lorsqu’il est clair qu’une propriété
est conservée par translation, nous utiliserons cette approche. Par exemple, la connexité
est une propriété qui est conservée par translation, aussi, pour montrer qu’une figure est
connexe, on considéere ’un de ses représentants. De méme, pour illustrer une figure par un
schéma, nous donnons en fait un de ses représentants et nous omettons les axes.

On note F° I'ensemble des figures connexes et F; ’ensemble des figures pointées
connexes.

On peut aisément étendre la notion de concaténation des dessins pointés aux figures
pointées.

Définition 1.6 Soient f,g € F, deuz figures pointées, on définit la concaténation de f et
g notée f.g: -
Vf.9€F, fg=I[pq~ pE f q€g pq définie
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On voit ainsi que, contrairement au cas des dessins, la concaténation de deux figures
pointées est toujours définie. En effet, on peut toujours trouver p et g tels que p.q est définie.
Ceci vient du fait que si I'on se fixe un point a € Z? il existe toujours, pour une figure
pointée f, un représentant p tel que arr(p) = a et un représentant ¢ tel que dép(q) = a.
On vérifie ainsi clairement que la concaténation de deux figures est bien unique.

Proposition 1.7 L’ensemble des figures pointées muni de la concaténation est un mo-
noide.

Preuve. On voit facilement que la concaténation est associative. De plus, elle possede bien
un élément neutre que nous notons f. = [(,a,a)]~ avec a € Z*. Nous appelons f. « la
figure pointée vide » ou plus simplement la « figure vide » lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité
entre figure et figure pointée. D

Soit F' un ensemble de figures pointées, on note F™* le plus petit ensemble contenant F'
et f. et fermé par concaténation.

Dans la suite de cette partie, nous restreignons notre étude aux figures connexes, c’est-
a-dire aux ensembles F* et F.

1.3 Le monoide des figures connexes

Nous nous proposons ici de montrer le résultat ci-dessous et d’en déduire un certain
nombre de propriétés.

Théoréme 1.8 L’ensemble des figures pointées connexes muni de la concaténation est un
monoide inversif finiment engendré.

Afin de montrer ce théoréme, nous avons besoin d’un certain nombre de résultats inter-
meédiaires. Notamment, nous devons montrer que la concaténation est bien une opération
interne de F7.

Proposition 1.9 La concaténation de deuz figures pointées conneres est une figure pointée
connexe. . e B

Preuve. Si f = f, ou g = f., la propriété est évidente.

Si f # f. et g # f., nous raisonnons sur deux représentants p € f et q € g tels que p.q
est défini. On peut passer de tout pixel de p a tout autre pixel de p en n’utilisant que des
points de I’armature de p. De méme pour q. Puisque arr(p) = dép(q) est un point commun
aux deux armatures, p.q est bien connexe. O

On en déduit, avec la Proposition 1.7:

Corollaire 1.10 L’ensemble des figures connezes pointées muni de la concaténation est
un monoide.
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FiG. 1.5 - Figure pointée conneze ne pouvant étre « décomposée »

On remarque que:

Fait 1.11 Tout dessin conneze de poids au moins deuz peut étre décomposé (au sens de
l’union) en deuz dessins connezes disjoints non vides.

A I'opposé, une figure pointée connexe f de poids au moins deux n’est pas toujours la
concaténation de deux figures pointées connexes non vides strictement plus petites. Par
exemple, la figure de la Figure 1.5 ne comporte pas ce type de décomposition. Notons que
cette décomposition existe si I’on peut trouver deux pixels différents I’'un ayant le point de
départ sur son armature et ’autre le point d’arrivée (ceci nous servira notamment dans
la Proposition 3.4). Par contre, on peut toujours trouver trois figures pointées connexes
strictement plus petites dont f est la concaténation. Ceci nous est montré par le lemme
suivant :

Lemme 1.12 Soit f € F, une figure pointée conneze. Si ||f|| > 2, il existe trois figures

pointées connezxes fi, fo et fa toutes de poids strictement inférieur a ||f|| telles que f =

fi-fa-fs.

Preuve. Raisonnons sur un représentant de f:

f= [(P, d, a)]:

Considérons le dessin p. D’apres le Fait 1.11, on peut décomposer p en deux dessins
connexes disjoints ¢, et g2 non vides.

Notons que l'on a ||g1]|| < ||p|| et |ig2]| < ||p]]- De plus, il est clair qu’il existe un point e
qui est a la fois dans ’armature de ¢; et dans I’armature de ¢, car p = q; U ¢; est connexe:

e € Arm(q;) N Arm(qz)

Nous pouvons distinguer 4 cas selon la position de d et a.

1. si d € Arm(q;) et a € Arm(q) : on peut considérer les figures pointées suivantes:

h= [(qlvdv e)]':' fa= [(ql’ae’a)]: fa=fe
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2. sid € Arm(q;) et @ € Arm(q ) : cas similaire au précédent.

3. sid € Arm(q1) et a € Arm(q;): on considere les figures pointées:

fl = [(qhd? 6)]: f2 = [(q27e, 6)]: f3 = [(q17 e,a)]:
4. si d € Arm(q;) et @ € Arm(q) : cas similaire au précédent.

On peut donc toujours trouver f;, f2 et f3 de poids strictement inférieur au poids de f

et avec f = f1.fo. fa. 0

Enfin, avant de montrer que {F°¢,.) est inversif, nous allons avoir besoin de la définition
) q p’ b
d’un inverse pour les figures pointées:

Définition 1.13 Soit f = [(p,d,a)]~ une figure pointée, l'inverse de f, noté f~1, est la
figure f~1 ={(p, a,d)]~.

Preuve. (Théoreme 1.8) Le Corollaire 1.10 nous indique déja que (F;,.) est un monoide.
Il nous reste donc a montrer qu’il est finiment engendré et inversif.

Nous montrons tout d’abord qu’il est finiment engendré. Considérons ’ensemble O qui
contient toutes les figures pointées connexes de poids 1:

O={feF|lfll=1}

I est clair que O est fini: il ne contient en effet que 16 figures suivant la position du
point de départ et du point d’arrivée. Nous montrons que F7 = O*. Pour ceci, il nous
suffit que toute figure pointée f de taille au moins 1 soit dans O* (la figure vide étant par
définition dans O~).

On raisonne par récurrence sur le poids de f. Si f est de poids 1, la propriété est vraie
puisque f € O. Sinon, si ||f|| > 1, on suppose la propriété vraie pour toute figure de poids
strictement inférieur a ||f|| et on la montre vraie pour f. La figure f vérifie les conditions
d’application du Lemme 1.12. Aussi, on peut trouver f,, f et fs dans F; toutes de poids
strictement inférieur & celui de f et telles que f = fi.f2.fs. Or, par hypothese de récurrence,
~onapour: € {I,2,3}, €0 et donc feO*. T T

Enfin, il nous faut montrer que (F;,.) est inversif. Pour ceci, il suffit de montrer que
pour toute figure pointée f = [(p, d, a)]~ 7 =[(p,a,d)]~estla seule figure g = [(q, a,a")}~
satisfaisant :

fof = f (L1)
9f9 = g (1.2)
Ce qui est clair, puisque (1.1) impose que a’ = d et ¢ C p et que (1.2) contraint p C ¢. Il

nous suffit maintenant de constater que 'inverse défini en 1.13 associe a une figure connexe
pointée une figure connexe pointée. Ceci nous assure |’existence et 'unicité de ’inverse. O
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Fi1G. 1.6 - Figures engendrant le monoide (F,,.)

Notons que I’ensemble des figures pointées (F,,.) est aussi un monoide inversif finiment
engendré. 1l est engendré par A = {d,, d-, dq4, d;, p} illustré Figure 1.6.

Nous avons vu dans la preuve précédente que le monoide des figures pointées connexes
était engendré par I’ensemble des figures pointées connexes de poids 1 (noté O dans la
preuve). Cet ensemble comporte 16 éléments, il nous a semblé intéressant de chercher a
savoir §’il n’existe pas un ensemble de figures plus petit qui engendre F.

Corollaire 1.14 Soit U = {3, %, B, B}, on a F, =U".

Les symboles du type &, &,... désignent sans ambiguité des figures de F;. Par exemple,
le symbole & représente la figure [({pix(0,0)},(0,1),(1,1))]~.

Preuve. Pour montrer ce corollaire, il suffit de montrer que toutes les figures pointées
connexes de taille 1 peuvent étre obtenues par concaténation des figures de #f. Nous n’exa-
minons que les cas ou le point de départ est dans le coin supérieur gauche, les autres cas
étant symétriques. Il y a 4 cas possibles:

1. & est bien dans U
2 Ba-wg

3. =W KR

4 B-WEBR

0

Notons que cet ensemble de générateurs de F; est de taille minimale. Il n’existe pas
d’ensemble de taille strictement inférieure & 4 qui engendre F;.
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Comme dans tout monoide, nous pouvons distinguer les parties reconnaissables et les
parties rationnelles de F; [Ber79].

Définition 1.15 Une partie F' de F; est reconnaissable s’il existe un monoide fini M, un
homomorphisme h de F; dans M et une partie N de M tels que F = h™'(N). Nous notons
Rec(F;) l'ensemble des parties reconnaissables de F;.

Définition 1.16 La classe des parties rationnelles de F;, notée Rat(Fy), est la plus petite
classe des parties de FS contenant les parties finies et close par union, concaténation et
par étoile.

On sait déja grace & MacKnight (1964) (voir proposition 2.4 p. 57 de [Ber79]), que
Pon a Rec(F;) € Rat(F;). Néanmoins F; n’est pas « de Kleene » [Sak87, PS90], c’est-
a-dire que Rat(F;) # Rec(F;). Pour s’en convaincre, il suffit de considérer 'ensemble
L = {®&}*. L’ensemble L est évidemment rationnel mais il est facile de montrer qu’il n’est
pas reconnaissable. Nous verrons plus loin comment montrer ceci a ’aide des langages de
mots de figures.

Les parties finies étant, par définition, rationnelles, on montre qu’elles sont également
reconnaissables.

Proposition 1.17 Les parties finies de F; sont rationnelles et reconnaissables.

Preuve. Les reconnaissables étant clos par union, il nous suffit de montrer qu’un ensemble
contenant une unique figure est reconnaissable (I’ensemble vide étant reconnaissable).
Soit L = {f} avec f € F;. Nous montrons que L est reconnaissable en montrant que
le nombre de classes d’équivalence de la congruence & droite induite par L est fini (voir
proposition 12.1 p. 68 de [Eil74]). Notons, pour g € F;, L/g = {m € ¥ | g.m € L}. Deux
figures g et ¢’ de F¢ sont en relation par la congruence si et seulement si L/g = L/g'.
Remarquons que si ||g|| > |||, alors L/g = 0. Le nombre de figures connexes de poids
inférieur ou égal a f étant fini, le nombre de classes d’équivalence est, a fortiori, fini. O

On dit alors que F¢ est « finitely recognizable » [dLV92]. Le fait que ’ensemble des
figures pointées connexes est un monoide finiment engendré nous pousse a nous interroger
sur ses systémes générateurs possibles; c’est-a-dire représenter F; par le biais d’un monoide
libre engendré par un alphabet fini [Sak81]. Nous consacrons la suite de cette partie a ’étude

d’un systeme générateur de ce monoide.

1.4 Des mots de figures

Nous cherchons donc, en étudiant un systeme générateur de (Fy,.), a modéliser les
figures, qui sont de maniere intrinseque des objets a deux dimensions, a ’aide de mots.
Il est en effet souvent malaisé de travailler sur des objets a deux dimensions alors que les
mots sont des objets linéaires que nous savons bien manipuler.
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F1G. 1.7 - Construction de FigP(rur)

Ici, cette approche nous est facilitée par le fait que (F;,.) est un monoide finiment
engendré. Ainsi, nous avons vu dans le Corollaire 1.14 qu’il était engendré par I’ensemble
U composé de 4 figures. Nous nous appuyons donc sur ce résultat pour construire un
systeme générateur du monoide.

Proposition 1.18 Soient l'alphabet I1 = {u,r,d,l} et 'homomorphisme FigP : II* — F
défini par:

I
Bom KW

a

Le couple (I1, FigP) est un systéme générateur

e (F;,.)-

Preuve. Immeédiate d’apres le Corollaire 1.14. !

Par exemple, on peut voir Figure 1.7, la construction pas-a-pas de la figure décrite par
rur, a titre d’exemple le mot uulldull décrit la figure pointée illustrée en 1.8. Le fait que
F; est inversif implique qu’il existe, pour une figure pointée non vide, une infinité de mots
qui lui correspondent. En effet, pour une figure pointée f non vide, si 'on considere les
mots w,w’ € II* tels que FigP(w) = f et FigP(w') = f~1, le mot ww'w décrit également f,
ainsi que les mots (ww')"w avec n € N. Nous notons = la congruence associée a ce systeme
générateur:

Définition 1.19 La congruence associée au systéme générateur (I, FigP), notée =, est
définie par:
Vw,o' € II" w=uw & FigP(w) = FigP(w')
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Fic. 1.8 -

FiG. 1.9 - Figure f

Notons qu’ainsi nous pouvons considérer le monoide F; comme le quotient de II* par
la congruence =. Pour décrire une figure, il est donc intéressant de prendre un mot le plus
court possible, mais trouver ces « mots minimaux » est un probleme difficile comme nous le
verrons Chapitre 3. Nous nous proposons donc d’étudier les classes d’équivalence de cette
congruence =.

Proposition 1.20 Les classes d’équivalence de = sont des langages rationnels de I1*.

Preuve. Formellement, on veut montrer que I’on a, pour tout mot w sur II : [w]z € Rat(II*).
Ceci est clair grace a la Proposition 1.17. En effet, il suffit de constater que [w]= est I'image
par ’homomorphisme inverse FigP~! de I’ensemble fini {FigP(w)}. ]

——Cettepropri¢té-des-classes d’équivalence de = & -pour conséquence directe que pour tout
ensemble de figures pointées F' C F; engendré par un langage algébrique A sur II (c’est-
a-dire que I'on a A € Alg(II*) et F = FigP(A)), le probleme de ’appartenance a F est
décidable. Pour décider si une figure f appartient & F', on est ramené a décider de la vacuité
de ANFigP™'(f). En effet, il est facile de voir que ’on peut construire effectivement, pour
toute figure pointée f € F¢, un automate qui reconnait FigP~'(f).

Par exemple, pour la figure f illustrée Figure 1.9, I’automate reconnaissant les mots de
figures la décrivant est donné Figure 1.10.

Enfin, on peut, a I’aide de ce systéme générateur, caractériser les parties rationnelles et
les parties reconnaissables de F:

Fait 1.21 1. F € Rat(F%) « 3L € Rat(II*) FigP(L) = F;
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FIG. 1.10 - Automate reconnaissant FigP™*(f)
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2. F € Rec(F¢) « FigP™!(F) € Rat(Il*).

On peut maintenant facilement montrer que F; n’est pas un monoide de Kleene (voir
page 12 aprés la Définition 1.16) en montrant que le langage L = {@}" n’est pas recon-
naissable. Si L est reconnaissable, il en est de méme pour FigP~!(L). On utilise le lemme
de I’étoile sur K = FigP~!(L) Nr*dl*ur*. On considére un mot de la forme r"dl™ur* avec
m supérieur au nombre d’états, on a forcément m < n et m = k or, il existe un mot de la
forme r™dl™ ur* avec m’ > m qui appartient a K, toutefois ce mot ne décrit pas une figure
de L, d’ou contradiction: L n’est pas reconnaissable.

Cette méthode de représentation de figures a ’aide d’un monoide libre a déja été ap-
pliquée par H.A. Maurer, G. Rozenberg et E. Welzl dans [MRW82] pour représenter, par
des mots, des figures composées de segments unitaires. On peut en effet interpréter les
mots sur II comme une série de commandes données a un traceur. La lettre u provoque un
déplacement unitaire vers le haut (up), la lettre r un déplacement unitaire vers la droite
(right), la lettre d vers le bas (down) et [ vers la gauche (left). A chaque déplacement, on
allume le pixel se trouvant a droite du déplacement.

Dans I’étude de la représentation proposée par H.A. Maurer et al., P. Séébold et K. Slo-
winski donnent dans [SS91] un systeme de réécriture qui génere tous les mots qui décrivent
la méme figure. En fait, la relation induite par le systéme de réécriture est la congruence
associée au systéme générateur qu’ils utilisent. Nous montrons dans le chapitre suivant que
des systemes de réécriture similaires peuvent étre utilisés pour des systemes générateurs
de monoides inversifs.
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Chapitre 2

Equivalence des descripteurs dans un
monoide inversif

La relation qui relie tous les mots qui décrivent la méme figure est une congruence. Dans
ce chapitre, nous donnons un systéme de réécriture qui engendre cette congruence pour
tout systeme générateur d’'un monoide inversif vérifiant une certaine condition [LRS97].

2.1 Etude de la congruence associée a un systéme gé-
nérateur d’un monoide inversif

Soit M un monoide admettant un systéme générateur (X, ). Nous notons X I’ensemble
« généré » par L: X = h(X). On a alors M = X* — remarquons qu’ici ¥ peut étre infini.
Nous notons A I’élément neutre de la concaténation dans M. Nous notons < la congruence
associée a (X, h). Nous cherchons un systéme de réécriture S qui « engendre » la congruence
<, c’est-a-dire tel que:

Vw,w' €T wxuw & w—;)w’ et w'-?w

Définition 2.1 On dit qu’un élement x de M est un idempotent si et seulement siz.x = x.
On note Ips l'ensemble des idempotents de M.

Dans le cas ou M est inversif, on a les propriétés suivantes :

1.Veely z=z71;
2.VzeeM zaztely;

3. Ve,y € Iy zy=y.x € Ip.
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On supposera dans la suite que M est inversif. Dans le monoide M, nous disposons
d’un inverse. Il est intéressant de pouvoir bénéficier d’un outil similaire dans le monoide
libre qu’on lui associe.

Définition 2.2 Une fonction inverse pour (X, h) est une fonction Inv de ¥ dans T~ telle
que pour toute lettre a € £, on a h(Inv(a)) = h(a)™!. On étend cette fonction sur les mots
afin d’en faire un anti-morphisme de ¥* dans X*, pour tout w € L~ :

1. siw=¢, Inv(w) =¢;

2 siw=uw'a avecw € ™ et a € I, Inv(w) = Inv(a)Inv(w’).
On note aussi Inv(w) = @.

On déduit immédiatement de cette définition les propriétés suivantes:
Fait 2.3 1. Vae Z* h(@) =h(a)™!;

2. Vo, €X* aff =fa.

On considere une fonction inverse et une premiere approche du probléeme nous donne
le systeme de réécriture R défini ci-dessous:

Définition 2.4 Soient M un monoide inversif, (X, h) un systéme générateur de M et Inv
une fonction inverse de (L, h), on définit le systéme de réécriture R :

R=R1UR2

R, ={a++ada|a € T}
avec R, = {a(—)ﬁla,ﬁe Y et h(a)::h(ﬁ)e IM}

e, . * s .
Proposition 2.5 La relation = coincide avec la congruence <.

Preuve. On déduit d’abord de R ’ensemble de regles Rs:

Ry={a+woda|ae X"}

On montre par récurrence sur la longueur de a que ’on peut déduire la regle a & a@a
de R. Sia =¢,0n aa=caaa. Si |a] =1, on utilise les regles de R,. Sinon, on suppose
la propriété vraie pour tout mot de longueur strictement inférieure a celle de a et on la
montre vraie pour a. Ona a =cd'aaveca’ € X* et a € . On a:

1~ "y — -—7 —
a=da & ddda o d'da'ada & o'ata’a’a = ad@o
réc. R Rg
L’application des regles de R; nous permet en effet d’intervertir deux mots représentant
des idempotents. Ici, en 'occurrence, il s’agit de o’a’ et a@ que I'on permute.
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Une fois cet ensemble de regles déduit, nous montrons que pour deux mots w,w’ € T*,
tels que w X W', on a w (}%)w’:

W & Wi > Ww'w
R R,
Les mots w'w et w'w’ représentent tous deux le méme idempotent, on peut donc appli-
quer la regle R, :

Vw e Wy oo
Ry R
Ceci nous assure que si deux mots représentent le méme élément du monoide M alors
on peut les dériver 'un de I'autre par R. De plus, les regles de R nous indiquent qu’a
chaque étape de dérivation, on ne change pas 1’élément décrit. O

Néanmoins, ce résultat n’est pas étonnant puisque nous mettons dans R énormément
de regles, notamment la réécriture de tous les mots représentant le méme idempotent. Nous
allons montrer que sous certaines conditions, nous pouvons affiner ce résultat.

Définition 2.6 Soient M un monoide inversif, (£, h) un systéme générateur de M et Inv
une fonction inverse de (X, h), on définit le systéme de réécriture S :

S=5USUS;

S ={aerada|ac L}
avec Sy = {aa—a | h(a) € I}
Sz ={aoal|h(a) € I}

Lemme 2.7 Du systéme de réécriture S, on peut déduire les ensembles de régles :

Ty = {af & Ba | h(a),h(B) € In}
T, = {a+ota | a € %}
St ={a—aa|h(a) € In}

Preuve. Les régles de T sont dérivées des regles de Ss:

aﬂgj@ﬂ?aéﬂa

On montre que ’on peut déduire les régles de T par récurrence sur la taille de a. Si
a = ¢, a = a@a. Si |a| = 1, on utilise les régles de S;. Sinon, on suppose la propriété vraie
pour tous les mots de taille strictement inférieure a celle de o et on la montre vraie pour
a.Onaa=cdaavecd € E"eta€X:

a=cda & dddaedddate & dada’a’a = ava
réc. P T
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Les regles de S}, sont les regles réciproques de celles de S et sont dérivées de la maniere
sulvante:

a ¢ aba & aaa — ao
T2 53 52

O

La cloture transitive du systeme S ne correspond pas toujours a la congruence <. Par
exemple, s’il existe un diviseur de I’élément neutre autre que A, on a un mot non vide w
équivalent a ¢, or aucune regle de S ne permet de passer du mot vide a un mot non vide.

Notons que méme si I’élement neutre n’a pas de diviseur, S peut ne pas étre complet.
Considérons le sous-monoide inversif généré par ’ensemble de figures A:

On représente les figures de A* grace au systéme générateur (X, h) avec 'alphabet X =
{a,a’,b,b'} et h qui fait correspondre les lettres de X avec les figures de A dans 'ordre
ci-dessus. Les mots bb et aa’bb représentent tous deux la figure f:

Si I'on construit une fonction inverse Inv, on voit que Inv(b) et Inv(d') ne peuvent
contenir que des b et des b'. Toutes les régles de S qui ne contiennent que des b et des b’
d’un c6té de la regle ne contiennent donc que des b et des b’ de ’autre. On ne peut donc
pas dériver aa’bb a partir de bb.

Théoreme 2.8 Soient M un monoide inversif, (£¥,h) un systéme générateur de M, Inv
une fonction inverse de (L, h) et le systéme de réécriture S défini ci-dessus. La relation —;)

coincide avec la congruence X associée a (X, h) si et seulement si:
VaeX*,a€X h(a) =h(aﬁa)¢a<—;+ab?a (P)
Afin d’obtenir ce théoréme, nous montrons les résultats intermédiaires suivants:

Lemme 2.9 Si la condition (P) est respectée, on a alors:

Ya,B € X h(a) = h(BBa) = (?ﬁ_ﬂ.a

Preuve. Nous montrons cette propriété par récurrence sur la taille de 8. Si 8 = ¢, la
propriété est immédiate. Si |3| = 1, elle se déduit directement de (P). Sinon on suppose
que la propriété est vraie pour tous les mots de longueur strictement inférieure a la longueur
de B et on la montre vraie pour 3. Ona 3= af' avec ' € L* et a € L.
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Notons que l'on a h(a@a) = h(a) et h(8'Fa@c) = h(aa). En effet :

h(e) = h(BBa) = h(aB'Be) = h(a).h(8'Be) =
h(a).h(a@).h(a).h(BBa) = h(adaf'Ba) = h(aGa)

et

h(@a) = h(a).h(a) = h(a).h(a
h(B'3).h(aa).h(aa) = h(B

On a donc, d’apres (P):

= h(@a).h(8'3").h(ac) =
)- (o) = :

_éa)
'0')-h(@).h(a).h(a).h

a(—->aaa Haﬁﬂaa—ﬂﬂa

0

Lemme 2.10 Si la condition (P) est respectée, on a alors:

Va,8 € * h(a) = h(Ba) et h(B) € Ips = a(?ﬂa
Preuve. Comme 3 décrit un idempotent, on a:
h(BBa) = h(B).h(B).h(e) = h(B).h(B)~*.h(a) =
h(B).h(B).h(c) = h(B).k(c) = h(Ba) = h(a)
On a donc (d’apres le Lemme 2.9):
a?ﬂﬂagﬂﬂagﬁa
et dans 'autre sens:
ﬂagﬂﬂﬂag—;ﬁﬁ ﬂagﬁﬂa?a

O

Lemme 2.11 Si la condition (P) est respectée, on a:

Va,B8 € £* h(a) = h(aB) et h(B) € Ipg = a(?aﬂ

Preuve. 1l suffit de noter que si k() = h(aB) alors on a k(@) = h(Ba). Ceci nous permet
d’appliquer le Lemme 2.10:

—_— E 3 - —_ vy
<> g ap < o
a g aaa?aﬁaa o o ﬁTz aof £ 8
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Preuve. (Théoréme 2.8) Si la cloture transitive du systéme de réécriture correspond a la
congruence X, il est trivial que a se dérive en ada s’ils décrivent le méme élément. Pour
lautre sens, les régles de S nous assurant qu’a chaque réécriture, 1’élément de M décrit
n’est pas modifié, il nous suffit de montrer que:

Vw,w' € T h(w) = h(W') = w(—;-)w'

Si h(w) = h(w'), alors on a:

h(www') = h(w) = h(w')

h(wc?) € Inp

h(@ww') € In
On a donc, en appliquant les Lemmes 2.10 et 2.11:

wSwow W'
s s
0

La relation induite par le systéme de réécriture S défini en 2.6 coincide donc bien avec

la congruence < si la condition (P) est respectée. La propriété (P) est équivalente a la
suivante :

VaeX*ae X h(a)=h(aga)= 30,y € L* a%ﬂa'y avec h(B) € Iy (P")
En effet, on peut alors dériver a de la maniere suivante:
a Bay <§l) Baaay <7_‘1) aafavy 7 ata

Cette condition signifie que ’on peut faire apparaitre un a dans a au « bon endroit »,
c’est-a-dire apres un idempotent. En particulier, (P’) est vraie si:

Va€ X*,a € ¥ h(a) = h(aaa)=> 33,y T*
ata = fay avec h(B) € Iy
Notons que la réciproque n’est pas vraie: (P') & (C).
Nous allons maintenant appliquer ce résultat sur les systémes de réécriture & notre
systéeme générateur du monoide des figures pointées connexes qui vérifie cette derniere
condition.

(©)

2.2 Equivalence entre mots de figures

Nous pouvons utiliser le systeme de réécriture S pour notre systéme générateur de F;.
Il nous suffit de définir la fonction inverse que 1’on associe a (II, FigP).

Définition 2.12 La fonction inverse Inv que nous utilisons est définie par:
Inv(u) =rdl Inv(r) =dlu Inv(d) =lur Inv(l)=urd
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* Inverse

rdl diu lur urd

FiG. 2.1 - Inversion des lettres de I1

Nous donnons une illustration de 'inverse des lettres de II en Figure 2.1.

Afin de pouvoir utiliser le systeme de réécriture S, nous devons montrer que notre
systeme générateur (II, FigP) avec la fonction Inv définie ci-dessus vérifie la condition (P)
du Théoreme 2.8. Nous pouvons aisément identifier les idempotents de F:

Fait 2.13 Soit f = [(p,d,a)]~ € F;, f € I rc si et seulement si d = a.
P

Lorsque nous parlerons des idempotents de 77, nous utiliserons le terme boucles puisque
ce sont les figures pour lesquelles les points de départ et d’arrivée sont confondus. Nous
notons B(= I <) I'ensemble des boucles.

P

Proposition 2.14 Le monoide F¢, avec le systéme générateur (II, FigP) et la fonction
inverse Inv définie ci-dessus respecte la condition (P).

Preuve. On montre que la condition (C) est vérifiée. Considérons a € II* et a € II avec
f = FigP(a) = FigP(a@a). Raisonnons sur un représentant de p de f tel que dép(p) =
(0,0). Supposons que a = r, les autres cas étant traités de maniere similaire. On est sir
que a # € car ¢ est le seul représentant de f,. On peut donc noter o = a;...a, avec pour
tout 1 <1< n, q; €Il

A chaque lettre de a, on peut associer le pixel de p qu’elle « allume ». Pour ceci nous
définissons les suites (Z;)iejo,n], (Ui)ieo,n] €t (Pi)ieft,n) :

(L‘o=0
Tp_1+1 sigg=r
Vi<i<n zy=1{ Zp-1—1 siag=1

Th_1 sinon

Yo=10
Yr-1+1 siar=u
Vi<i<n ypy={ yp1—1 siar=4d

Yk-1 sinon
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pix(Tk—1, Yk-1) slay = u
pix(Tk-1,Yk—1—1) siap=r
Pix(zg—1 — 1, yx~1 — 1) siar=d

pix(zk-1 — 1, yk-1) siax =1

Vi<i<n pp=

Le couple (zx,yx) représente les coordonnées du point ou I’on se trouve aprés avoir lu
les k premieres lettres de a. Le pixel p; désigne le pixel « allumé » par la k-iéme lettre de
a.

Il est clair que:

base(p) = U .

=1
Comme FigP(rTa) = FigP(a) = p, il existe donc 1 < kg < n tel que p(ko) = pix(0, —1)
(pix(0, —1) étant 'unique pixel de p allumé par r7). Deux possibilités:

1. ag, = r, on voit facilement que I’on peut prendre 8 =a; ...ax,-1;

2. ap, # r,on a alors Inv(ay,) = ag, = érd’ avec 4,4’ € II* et on pose 8 = a@, ... dk+19.
La condition (C) (et donc (P)) est bien vérifiée. ]

On peut donc utiliser le systéeme de réécriture S comme base de la congruence. Néan-
moins, dans le cas particulier du monoide F;, nous allons pouvoir utiliser un systeme
légerement simplifié.

Définition 2.15 Le systéme de réécriture S’ est défini sur les mots de I1* :
S'=S51US,U 8

Si={aeeada|acIl}
avec Sy = {aa— a | FigP(a) € B}
53 ={a—a|FigP(a) € B}

La seule différence avec le systeme de réécriture S, c’est que les regles de I’ensemble S
ne sont pas symétriques. Mais les regles réciproques des regles de S} peuvent se déduire de

S’.

Proposition 2.16 Du systéme de réécriture S’, nous pouvons déduire les ensembles de
regles :

T = {ava|acll*}

T, = {a@a—a]|FigP(a)€ B}
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Preuve. Nous considérons les ensembles de régles un & un:

1. T7: il suffit de montrer que les régles avec a ne comportant qu’une lettre peuvent
étre déduites de S:

Va eIl a(;*-lﬁz_‘

Supposons que a = r, les autres cas se résolvant de maniere symétrique. On a:

= 357 —_— — 2
T = dlu = rdlurdlur = rrrirr or
“1

On voit facilement que I’on peut généraliser cette régle aux mots sur w € II*, en effet
slw=4a;...a,,0na® =a;...0,. Notons quesiw =¢,ona® = ¢.

o

T, : il s’agit des regles réciproques de celles de S5. Soit o € II* tel que FigP(a) € B,
on a:
a

sl
o]

o
T

. - * .
Ceci nous permet d’assurer que la relation <= est bien la congruence =.

Proposition 2.17 La relation g*’) coincide avec la congruence = :

Yw,w' € II* wzw'@wg’i’)w'

Preuve. Immeédiat d’apres le Théoreme 2.8 et les Propositions 2.14 et 2.16. 0O

Notre systéeme de réécriture S’ contient un nombre infini de regles (55 et S3) et il ne
peut exister de systeme de réécriture fini possédant la propriété requise.

Proposition 2.18 Tout systéme de réécriture dont la relation induite est la congruence
= est infini.

Preuve. Par ’absurde. Supposons qu’il existe un systeme de réécriture S” fini qui satisfait
la propriété. Il existe donc n la longueur maximale des parties gauches et droites des regles

de ce systeme.
On considére le mot w = dr™*!'ul™!. Ce mot représente une figure comme celle de la

Figure 2.2. Dans w, le pixel p; est allumé avant le pixel ps.
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FIG. 2.3 - Ensemble des segments unitaires

Soit le mot W' = ur"tldrdldi™* ulur. Les mots w et w’ décrivent bien la méme figure.
Donc on a w gw’. Or dans W', le pixel p; est allumé avant le pixel p;. Il existe donc dans

la dérivation w; et w, tels que wy se dérive en w, en une seule étape:
1 2 q 1 P
* * ’
W—=wW =Wy w

SII SII SII
et tels que dans wy le pixel p; soit allumé avant p,, dans w, le pixel p; soit allumé avant p,.
Il existe donc dans S” une regle a; = a; et on a w; = Bayf’ et wy = Bazd’. Clairement,
p1 et pp sont tracés dans a; et a, sinon 'ordre ne serait pas inversé. Donc a; trace p; et
p2. Or la distance entre p; et p; est strictement supérieure a n, donc la longueur de ¢ est

strictement supérieure a n, d’ou contradiction. O

2.3 Langages de figures classiques

Comme nous ’avons déja cité, le Théoreme 2.8 est aussi une généralisation d’un résultat
montré par P. Séébold et K. Slowinski [SS91]. En effet, dans la sémantique « classique »
des langages de figures proposée par H.A. Maurer et al. dans [MRW82], les mots sur II
décrivent des figures composées de segments.

Les dessins sont alors des ensembles finis de segments unitaires reliant des points voisins
de Z*. Les dessins pointés sont des dessins munis d’un point de départ et d’un point
d’arrivée. La concaténation est définie de maniére identique a celle proposée a la Définition
1.1. Les figures sont également des classes d’équivalence de dessins modulo une translation.
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L’ensemble étudié dans cette sémantique est ’ensemble des figures connexes qui sont
engendreées par ’ensemble des segments unitaires illustré Figure 2.3 :

Q = {Su, Sr,y Sd, sr}

Il s’agit également d’un monoide inversif qui a comme systeme générateur le couple
(11, dpic) avec IT = {u,r,d,l} et dpic(u) = s, dpic(r) = s,, dpic(d) = 34 et dpic(l) = s;.

On montre de maniere similaire a la Proposition 2.14 que la condition (P) est vérifiée par
ce systeme générateur doté de la fonction inverse Inv: Inv(u) = d, Inv(r) = [, Inv(d) = u
et Inv(l) = r. Ceci nous permet d’utiliser le systéme de réécriture S pour la congruence
associée a (II, dpic). Notons qu’ici, nous avons pour tout mot a sur II: @ = « et, ainsi,
’ensemble de regles Sz est {a — @ | h(a) € Ig+}. On retrouve donc exactement le systeme
de réécriture de [SS91]. De méme, R. Gutbrod a proposé dans [Gut89] un systéme de
réécriture ayant les mémes propriétés mais contenant ().

Dans [SS91], P. Séébold et K. Slowinski déduisent du systéme de réécriture un algo-
rithme permettant de trouver un mot le plus court possible décrivant la méme figure que
le mot d’entrée. Nous verrons dans le chapitre suivant pourquoi un tel algorithme n’a pu
étre construit.
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Chapitre 3

Complexité descriptive

Nous disposons donc d’un systéme générateur (II,FigP) pour ’ensemble des figures
connexes. Pour décrire une figure f (différente de la figure vide f.) du monoide inversif F,
nous avons vu qu’il existait un ensemble infini, mais rationnel, de mots du monoide libre
IT~ qui décrivent f (voir Proposition 1.20). Il est donc intéressant de regarder quelle est la
longueur des mots les plus courts qui décrivent f.

Dans la sémantique classique, Maurer et al. [MRW82] définissent la complexité des-
criptive comme étant le rapport entre la taille du plus petit mot et le poids de la figure.
Rappelons que dans cette sémantique a4 segments, pour toute figure composée de n seg-
ments il existe un mot sur II de longueur au plus 2.n qui la décrit. Nous cherchons a avoir
une caractérisation identique des mots minimaux pour les pixels.

3.1 Définitions

Donnons d’abord quelques définitions sur la complexité descriptive et les mots mini-
maux.

Définition 3.1 1. Soit w € II*, on dit que w est minimal si et seulement si:

Vo' € II* FigP(w') = FigP(w) = |w'| > |w]|

2. Soit f une figure pointée, on appelle Min(f), ’ensemble des mots minimauz qui
décrivent f.

Min(f) = {w € I" | FigP(w) = f A w minimal}

3. On définit la longueur minimale de la description d’une figure pointée f :

l-min(f) = |w| w € Min(f)
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FiG. 3.1 - La figure pointée f

Pour mesurer la difficulté a décrire une figure pointée donnée par le systéme générateur
que nous avons choisi, nous définissons la complexité descriptive en reliant la longueur de
ses mots minimaux au poids de la figure.

Définition 3.2 Soit f €
par:

F5, la complezité descriptive de f, notée comp(f), est définie

_ l-min( f)
comp(f) = =7

Par exemple, si ’on considere la figure pointée f illustrée Figure 3.1, ’ensemble Min( f)
est composé de 11 mots qui sont de longueur seize:

1.
2.

10.
11.

urdrirruuldululr
urdrruuldlrululr

urdudrruuldululr

. urrdduruuldululr

urrdlfrudl‘ddiz;lrrﬂ
urrldrruudullulr

urrldrruuldululr

. urrldrruulrilulr

urruddduruvullulr
urruddirruullulr

urrudldrruullulr
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Jeu

Figure Mots

FiG. 3.2 - Figure saisie avec LattriX

On a donc l-min = 16 et, comme || f|| = 12, la complexité descriptive de f est comp(f) =
I =£~1,333.... L’ensemble Min(f) nous est fourni par un programme que nous avons
écrit et qui permet entre autres de trouver les mots minimaux d’une figure pointée. Ce
programme a été baptisé LattriX et il suffit de lui donner la figure pointée (voir Figure
3.2) pour qu’il retourne la liste des mots minimaux et illustre le parcours de chaque mot
(voir Figure 3.3 pour les mots urdrirruuldululr et urrddurvuldululr).

Pour savoir s’il s’agit d’une figure compliquée a dessiner, il faut donc s’interroger sur
le max de la complexité descriptive pour I’ensemble des figures pointées, c’est ’objet de la

section sulvante.

3.2 Complexité des figures pointées

Regardons d’abord un cas particulier de figures pointées que sont les boucles.
Lemme 3.3 Soit f € B une boucle, on a comp(f) < 4.
Preuve. On considére un représentant p = (g,a,a) € D de f tel que f = [p]~. On associe
a q un graphe défini par:

_ ((z,y), (z,y+ 1)), ((z,y + 1), (z + L,y + 1))
g_(xgeq{ (z+Ly+1),(z+Ly),(z+ 1), (z,y)) }

Par exemple, si g est le dessin de la Figure 3.4, le graphe associé est celui de la Figure
3.5. Le graphe g est un graphe eulérien, on va donc pouvoir trouver un chemin qui parcourt
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(]

3 $3

21 urdrruuldisululs
urdudruuldululr
unrdduruuldululr
undirrualdululr

i Représentation  Complexité Mot ] :

&

13

I.Ildl‘llluuldl:llull
urdrruuldirululr

FIG. 3.3 - Mots mimimauz trouvés par LattriX pour une figure pointée
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Fi1G. 3.4 - Ezemple de dessin ¢

NEEEN

e e e e N
—L 4
"+ |+"
T TT™
———+ +———
SR SR B

FIG. 3.5 - Graphe eulérien associé a q

chaque arc une seule fois qui part de a et qui arrive a a. Le graphe comportant exactement

4 fois plus d’arcs que f n’a de pixels, on a bien comp(f) < 4.
O

Notons que pour les boucles composées d’un unique pixel la complexité descriptive est
exactement de 4. Ceci nous permet de borner la complexité descriptive des figures pointées
quelconques.

Proposition 3.4 Soit f une figure pointée, on a: 1 < comp(f) < 5.

Preuve. Pour allumer n pixels, il faudra au moins utiliser n lettres, on a donc bien
comp(f) > 1. '

On montre maintenant que pour toute figure pointée f € Fy, il existe un mot w tel que
FigPw) = f avec |w| < 5]} f]|.

On raisonne par récurrence sur la taille de f.

Si||f|| = 1, on peut décrire f avec au plus 4 lettres selon la position du point de départ
et du point d’arrivée.

Sinon, on suppose que la propriété est vraie jusque || f]| — 1.
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FiG. 3.7 - Figure pointée de taille deur et de complezité cing

Prenons un représentant p € Df de f tel que f = [p]~, deux cas peuvent se présenter:

1. On peut séparer p en deux parties connexes p; et p, telles que p = p;.p, et base(p;) N
base(p,) = @ (voir remarques sur la décomposition Section 1.3 page 9). Par hypothese
de récurrence, on sait qu'il existe w; (resp. wy), un mot sur II décrivant [p;]~ (resp.
[p2]~) tel que |w;| < 5.||p1l| (resp. |wz| < 5.||p2]|)- On pose w = wyw; et on a bien un
mot qui décrit f avec |w| < 5.]|f]|-

2. On ne peut pas séparer p en deux parties. C’est donc qu’il n’existe qu’un pixel a sur
I’armature duquel se trouvent le point de départ et le point d’arrivée. Dans ce cas,
la situation la pire (en complexité) est celle de la Figure 3.6.

Le dessin p' est le dessin base(p) a laquelle on a retiré le pixel de départ a. La boucle
(p',b,b) peut étre décrite par un mot w avec w = 4.||p|| = 4.(]|f|] = 1) (Lemme 3.3).
On peut donc décrire f par w’ = lurwdlu, c’est-a-dire en 3+4{[[f][-1)+3 = 4.[[fl|+2.
Comme ||f|| > 1, on a bien |w'| < 5.|}f]].

O

Cette borne est élevée et est atteinte par la figure de taille 2 illustrée Figure 3.7 —
le seul mot minimal la décrivant est en effet lururdldlu. On peut néanmoins constater en
énumeérant les figures de taille 2, 3, 4... que cette limite n’est plus atteinte. On peut donc se
demander ce que devient la complexité descriptive lorsque la taille augmente. Pour notre
part, nous pensons que la complexité ne peut que tendre vers une borne inférieure ou égale
a quatre, méme si c’est par une convergence supérieure.



3.3. Complexité des figures 37

F1G. 3.8 - Famille de figure dont la complezité descriptive tend vers quatre

Il est facile de trouver une famille de figures pointées dont la complexité tend vers
quatre (en restant supérieure). On prend par exemple les figures de la forme:

fn = FigP(lur(ur)™(dl)"dlu)

qui sont illustrées Figure 3.8. Néanmoins si ’on s’intéresse uniquement a la base des fi-
gures, c’est-a-dire si les points de départ et d’arrivée peuvent étre placés ou 'on désire, la
complexité descriptive des figures de la famille précédente passe en dessous de 2 — alors
que pour la figure pointée de complexité cing (illustrée Figure 3.7) elle devient 1 (sa base
est décrite par ru). On se propose donc d’étudier la complexité descriptive des figures (non
pointées).

3.3 Complexité des figures

Se donner la possibilité de placer les points de départ et d’arrivée ou 'on veut nous
permet bien sir de trouver des mots plus courts car on a une contrainte en moins. Pour
une figure, on définit la complexité descriptive de la méme maniere que pour les figures
pointées :

Définition 3.5 1. Soit w € II*, on note Fig(w) la figure (non pointée) décrite par w :
Fig(w) = base(FigP(w)).

2. Soit w € II*, on dit que w est b-minimal si et seulement si:
Vw' € II*  Fig(w') = Fig(w) = |w'| > ||

3. Soit f € F° une figure, on appelle Min(f), l’ensemble des mots b-minimauz qui
décrivent f.

Min(f) = {w € II" | Fig(w) = f Aw b-minimal}

4. On définit la longueur minimale de la description d’une figure f € F¢:

l-min(f) = |w| w € Min(f)
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5. Soit f € F¢, la complezité descriptive de f, notée comp(f), est définie par:

_ lmin(f)
comp(f) = =7

Si I’on reprend la figure f de la Figure 3.1, on note g = base(f), I’ensemble Min(g)
contient deux mots de longueur treize (rappelons que f ne pouvait étre dessinée en moins
de seize lettres):

Min(g) = {udrruuldulluu, udrruuldululr}

13

La complexité descriptive de g est donc comp(g) = ;3 ~ 1,083... (contre 1,333...

pour f). Ces mots b-minimaux de g nous sont également fournis par LattriX (voir Figure
3.9).
On voit donc facilement que:

Proposition 3.6 Soit w € II*, on a w b-minimal z w minimal.

Preuve.

= Supposons que w ne soit pas minimal. Il existe donc w’ € II* tel que FigP(w) = FigP(w’)
et |w| > |w’|. On a Fig(w) = Fig(w), donc w n’est pas b-minimal, d’ou contradiction.

# 1l suffit de prendre I'exemple de w = ur qui est minimal mais pas b-minimal.

Le Lemme 3.3 nous permet d’énoncer la proposition suivante.
Proposition 3.7 Soit f € F° une figure, on a 1 < comp(f) < 4.
Preuve. Tl suffit de considérer une boucle dont f est la base. D’apres Ta preuve du Lemme
3.3, on sait que 'on peut trouver un mot de longueur 4.||f|| qui « allume » chaque pixel

quatre fois. Pour avoir I'inégalité stricte, il suffit donc de retirer la derniere lettre. 0O

Cette borne ne peut donc pas étre atteinte, mais peut-on s’en rapprocher autant que
I'on veut?

Proposition 3.8 [l existe une famille de figures (f")nEN telle que pour tout 1 > 0 on ait
|| fieall < Ifill on a:

lim (comp(fy)) = 4

n—00
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FiG. 3.9 - Mots mimimauz trouvés par LattriX pour une figure
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FiG. 3.10 - Famille de figures dont la complezité tend vers quatre

Nous donnons cette famille qui est décrite Figure 3.10 et par:

fr = Fig(({d)"* (rdr(ur)** ()" d)"rd(ru)"*)

~ Nous allons montrer qu’il s’agit bien d’une famille de figures dont la complexité tend
vers quatre quand n tend vers I'infini. Mais pour ceci, nous avons besoin de quelques lemmes
techniques.

Définition 3.9 Le diamétre d’un dessin p € D¢ est noté d(p) et est défini par:

6(p) = max{min{|w| | w € II" FigP(w) = [(¢9,p,9)]~ A g C p} | p,q € Arm(p)}

Le diametre mesure la distance la plus grande qu’il faut parcourir entre deux points
de Parmature du dessin tout en restant dans le dessin. La notion de diametre est étendue
naturellement aux figures et aux figures pointées:

Vi=lpl € Fe 8(f) = 8(p)
VieFs 8(f) = b(base(f))

Lemme 3.10 Soit f € F; une ﬁgure pozntee, on a:

l-mm(ba,se( )) < l mm(f) <l- mm(base(f)) +2.6(f)

Preuve. Le fait que l-min(base(f)) < l-min(f) est déduit directement de la Proposition
3.6.

Nous montrons maintenant que l-min(f) < l-min(base(f)) + 2.5(f). Raisonnons par
I’absurde: supposons que l-min(base(f)) + 26(f) < l-min(f). Prenons (p,s,e) un repré-
sentant de f, il existe un mot w € Min(base(f)) tel que FigP(w) = [(p, ', €')]~ et donc si
w’' € Min(f), on a:

lw| +2.6(f) < |w']
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Construisons w” = awf ou « est un chemin dans le dessin p de s a s’ et ott 3 est un
chemin dans le dessin p de ¢’ 4 €. On a:

Wl = |a] + lw| + 18] < 8(f) + lw| + 6(f) = |w| + 2.6(f)
Or on a || > |w| + 2.6(f) d’ou contradiction puisque FigP(w") = f. m

D’un autre point de vue, ceci nous permet également de borner la taille minimale d'un
mot décrivant la base de f en fonction l-min(f) et de §(f):
l-min( f) — 2.6(f) < l-min(base(f)) < l-min(f)

Il est en effet souvent plus facile de calculer §(f) et l-min(f) que I-min(base(f)). Par
exemple, pour les figures pointées, on dispose du lemme suivant :

Lemme 3.11 Soit f = [(p,s,e)]l~ € F; une figure pointée. Si g = [(¢,s,7)]~ €t ¢’ =
[(¢',r,€)]~ sont deuz figures pointées telles que g.¢g' = f, qNqg' =0 et Arm(q) N Arm(q’) =
{r}, alors on a:

Vw,w' € II* w € Min(g) Aw' € Min(¢') = w.w' € Min(f)

Preuve. Soit ¥ € Min(f), on a:

Y= agBraify ... an_15,

avec pour tout 1 <i<n-—1 o8 € II* et ap, B, € II* tels que les ; ne tracent que des
pixels de g et les 3, que des pixels de ¢’. On note:

FigP(ag) = [(ao,s,0))~
FigP(8:) = [(b1,20,y1)]~
FigP(a; = [(a1,41,%1)]~

(b2, 21, y2)]~

FigP(82)

FigP(an_l) = [(an—layn—lazn-l)]z
FigP(8.) = [(bn)Zn-1,€)]~

Clairement, puisque r est le seul « point de passage » entre ¢ et ¢, on a:

o= =T1=y2= ... lYn~1 = Tp-1 =T

Donc f1, ai, Ba,..., an-; sont des mots qui décrivent des boucles. On a vu que le
systéeme de réécriture S’ (voir Définition 2.15 Section 2.2 du chapitre précédent) pouvait
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intervertir deux boucles consécutives (regles 77 Lemme 2.7). On peut donc obtenir la
dérivation suivante:

Y= aOﬂlal,BZ ces an—lﬂn '77) aoalﬁl,@z .- 'an—I/Bn
1

-Ttl* o - - - An-15182 - - - Bn

On pose alors a = 0pay ... an—1 €t B = 18;... 0. 1l est clair que a décrit g et que 3
décrit ¢'. De plus, on voit facilement que a3 € Min(f) car FigP(aB) = f (S’ conserve les
figures) et |aB| = |v].

Mieux, @ € Min(g) car sinon, il existe &’ € Min(g) avec |a@'| < |a| et donc FigP(a'3) = f
avec |&/(| < |v| d’ou v € Min(f), ce qui est en contradiction avec les hypotheses. De méme,
on montre que 8 € Min(g').

Par S’, on peut dériver a et 3 en tout mot minimal de g et ¢’ respectivement, d’ou le
lemme. m]

Pour trouver un mot minimal d’une figure, on peut donc la décomposer en deux parties
qui ne se touchent que par un point et travailler séparément sur ces deux composantes.

Proposition 3.12 Soit (f")neN' la famille de figures (non pointées) définie par:

fn = Fig((ld)"*' (rdr (ur)"* (dl)"* d)"rd(ru)"*!)

lim (comp(f»)) = 4

Preuve. Posons w, = (Id)**(rdr(ur)™*!(dl)"**d)"rd(ru)"*'. Grace au Lemme 3.11, il est
facile de voir que : w, € Min(FigP(w,)). La figure pointée décrite par ws est illustrée Figure
3.11. Pour ceci, il suffit de décomposer la figure pixel par pixel et de faire la concaténation.
On a donc I-min({FigP{w,)) = fw.] = an* +12n + 6

Sans perte de généralités, on peut dire que le diametre est la longueur du chemin qui
relie le point le plus en haut a gauche au point le plus a droite en bas (voir Figures 3.10
et 3.11). On obtient é(f,) = 8n + 10. Enfin, on sait que ||fs|| = n% + 5n + 5. D’apres le
Lemme 3.10 et la Proposition 3.7, on a:

l-min(FigP(w,)) — 26(FigP(w)) < l-min(Fig(w))
4n? + 12n + 6 — 2(8n + 10) < l-min(f,)

2 _ 49—
dn,~dn-U4 < comp(f,) < 4

On a donc bien lim,_,o(comp(f,)) = 4. ]
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F1G. 3.11 - Figure pointée décrite par wz = (ld)*(rdr(ur)*(dl)*d)*rd(ru)*

v v

FIG. 3.12 - Parcours avec un segment trac€ trois fois

3.4 Remarques

On aurait aimer pouvoir utiliser le systéme de réécriture S’ que nous décrivons dans le
Chapitre 2 pour déduire un algorithme efficace pour trouver les mots minimaux d’une figure
al'instar de P. Séébold et K. Slowinski [SS91] dans les figures a segments. Malheureusement,
cet algorithme (dans les segments) utilise une propriété des mots minimaux qui n’a pas
d’équivalent dans les pixels. Les auteurs de cet algorithme utilisent le fait que dans un mot
de figure minimal aucun segment ne peut étre parcouru plus de deux fois. En effet, si un
segment est parcouru trois fois, une manipulation permet de réduire la taille du mot.

Supposons que pour décrire une figure a segments on ait un mot du type u.r.v.r.w.r.z
avec u,v,w,z € II* tels que les trois r tracent le méme segment. C’est-a-dire que l'on est
dans la situation de la Figure 3.12: r.v et r.w décrivent des boucles. On peut donc décrire
la méme figure avec le mot u.v.w.r.z. Comme dans les segments 7, 'inverse de v, a la méme
taille que v, on diminue bien la taille de mot.
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HEERERRERRERRRSEEEREE,

FI1G. 3.13 - Figure ou l'on passe 5 fois sur les pizels centrauz

Or ceci n’est pas le cas dans les pixels. Pire, dans les pixels pour une figure pointée f
dont la description minimale est n, on n’est pas sir de pouvoir trouver un mot de taille
n décrivant f~! (prendre par exemple la figure décrite par ru, le mot minimal décrivant
son inverse est rdldlu) — le fait de tracer le pixel a droite du déplacement induit une
certaine « anti-symétrie ». Dans le cas général d'un monoide inversif M ayant un systeme
générateur (X, h) et une fonction inverse Inv, si un élément x € M peut étre décrit par un
mot de taille n, la seule chose que 'on peut dire, c’est que 1’élément z~! peut étre décrit
avec un mot de taille bornée par k.n ou k est la longueur maximale de Inv(a) pour a € I.
Pour les segments, on est dans le cas idéal ou |Inv(a)| = 1 pour tout a € II.

Aussi, dans F;, on ne peut borner le nombre de « passages » sur un pixel donné dans
de départ et le point d’arrivée de la figure illustrée Figure 3.13 sont toujours tracés cing
fois dans les mots minimaux. Ajouter une boucle ajoute systématiquement un passage.
Les motifs sur les boucles ont été étudiés pour qu’il soit moins coiteux de repasser sur
les pixels centraux et de les tracer dans le sens trigonométrique que de les parcourir dans
’autre sens.
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Chapitre 4

Indécidabilité de propriétés
existentielles dans les langages de
figures rationnels

Avoir la possibilité de décrire un ensemble de figures nous pousse & nous poser un
certain nombre de problemes d’algorithmique. Nous nous intéressons a la description d’un
ensemble de figures par des langages (de mots) classifiés selon la hiérarchie de Chomsky.
Ainsi 'on sait que le probleme de l'appartenance pour les langages de figures classiques
(et donc également dans les langages a pixels) — c’est-a-dire savoir si une figure donnée
est représentée dans un langage de II* — est décidable mais NP-complet pour les langages
rationnels [KS87]. On sait également décider si un langage algébrique décrit un nombre fini
de figures [MRW82].

Dans cette lignée de problemes de décision, nous nous intéressons dans ce chapitre a
des propriétés existentielles. Soit p un prédicat sur les mots de figures, pouvant donc porter
sur la figure que représente le mot. On cherche a savoir si 'on peut décider du probléme:

Soit L un langage de mots de figures, existe-t-il dans L un mot qui vérifie
la propriété p?

Nous donnons ici une méthode pour montrer I’indécidabilité de ce genre de problemes
pour différentes propriétés p telles que « est un mot auto-évitant », « est un mot de
contour de polyomino » pour les langages de figures rationnels ainsi que pour différentes
sémantiques : segments [MRW82], mais aussi segments avec déplacements invisibles [HW88]
et pixels. Cette méthode a été présentée dans un formalisme légerement différent dans
la thése de D. Robilliard [Rob96]. Ici, nous la précisons et nous montrons de nouveaux
résultats sur les langages de figures classiques dans un premier temps et nous montrons
comment on peut I’appliquer aux langages de figures a pixels. Une version reprenant les
résultats de [Rob96] et les résultats présentés ici peut étre trouvée dans [RS96].
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polyomino polygone

verticalement convexe
convexe

FiG. 4.1 - FEzemple des différentes classes de polyominos

4.1 Langages linéaires

La méthode que nous développons dans les Sections 4.2 et suivantes, s’inspire d’une
méthode simple a mettre en ceuvre dans les langages linéaires. Ici, nous illustrons cette
méthode, qui utilise le probleme de correspondante de Post, sur les linéaires pour montrer
qu’il est indécidable de savoir si un langage linéaire sur II contient un mot de contour de
polyomino convexe. Ce résultat est a mettre en rapport avec celui de D. Beauquier, M.
Latteux et K. Slowinski qui montrent que cette question est décidable pour les rationnels
[BLS92}, ainsi qu’avec les résultats d’indécidabilité de J. Dassow sur les linéaires [Das89).

Nous donnons d’abord quelques définitions.

Polyomino

Un polyomino est une partie finie de Z? 4-connexe. Un polyomino sans trous est appelé
polygone. Un polyomino est dit horizontalement convexe (respectivement verticalement
convexe) si chacune de ses lignes (resp. colonnes) est connexe. Un polyomino convexe est
un polyomino qui est a la fois horizontalement et verticalement convexe (voir Figure 4.1).

Les polyominos sont des objets combinatoires couramment utilisés comme modéles en
physique car ils permettent par exemple de représenter des objets oi un liquide peut
circuler. Les problemes classiques pour les polyominos sont I’énumération et la génération
aléatoire qui sont reliés [BM94, BPS94, DV84] et le pavage [BN90, BN91, Gol70].



4.1. Langages linéaires 49

Probléeme de correspondance de Post

La donnée du probléme de correspondance de Post (noté PCP), est un couple (U, V)
avec U = (uy,...,ur) et V = (v,...,v) avec k > l et pour 1 < < k u;,v; € {0,1}*.

Une solution du PCP est une suite d’indices i;,...,1, € {1,...,k} avec n > 1 telle que:
Usy oo Ujyy = Vg 02204,
Une variante du PCP (notée VPCP) consiste a trouver une suite d'indices 1y,...,i, €

{1,...,k} avec n > 1 telle que:

Ugy oo s Ujy, = Uy o2 04,

et

Vi<i<n fuy...u,| > v ...0)

Cette condition impose en fait que les u; soient toujours « en avance » sur les v;. Le
PCP et le VPCP sont bien connus pour étre des problémes indécidables [Pos47, LT90].

Résultat sur les linéaires

Théoréme 4.1 Soit G une grammaire linéaire sur Il. Il est indécidable de savoir si L(G)
contient un mot de contour de polyomino conveze.

Preuve. Nous montrons que si ce probleme était décidable, alors il en serait de méme pour
le PCP. Ainsi, pour chaque instance du PCP, on donne un langage linéaire qui contient
un mot de contour de polyomino convexe si et seulement si le PCP a une solution. Soit
(U,V) une instance du PCP avec U = (uy,...,ux) et V = (vy1,...,vx), nous construisons
une grammaire linéaire G sur I :

S — uAl
G={ A= p(u)Ap(v;) 1€{l,...,k}

A = o(u)rde(v;) 1€ {1,...,k}
ou ¢ est ’homomorphisme de {0,1}* dans II* défini par:
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Remarquons que sh(p(1)) = sh(p(0)) = (2,2) (et que symétriquement sh(p(1l)) =

sh(¢(0)) = (=2, -2)).
Un mot w de L(G), d’apres la définition de la grammaire, correspond a la donnée d’une
suite 13,...,1; € {1,...,k} avec j > 1 déduite de la dérivation, et on a:

w = u.@(u .. i) rdp(vy .. vl

Notons & = u;; ...u;, = ay...a, et f = vy ...v;; = by...by, avec les ap, b, € {0,1}. On

w=u.p(ar)...p(an).rdebnm)...o(b).l

On voit facilement que:

sh(w) = (2n —2m,2n — 2m) (4.1)
Ainsi, si la suite (7y,...,%;) correspondant a w est une solution du PCP,onan =m
(c’est-a-dire |a| = |B]) et, réciproquement, si w est un mot de contour de polyomino

convexe, il décrit une boucle et on a d’apres (4.1):

sh(w) =(0,0) <= (2n—2m,2n -2m) = (0,0) < n=m

Nous ne considérons que ce cas; on peut donc écrire:

sh(u.p(ay)...¢(a;)) = (2,20 4+1)
sh(u.p(ar)...o(an).rd.o(bm)...o(b:)) = (2i+1,21)

D’apres la construction, on voit qu’il ne peut y avoir de cycles (c’est-a-dire d’intersec-
tions) strictement inclus dans w qu’entre ¢(a;) et @(b;) avect € {1,...,n}:

1. Casa; =1,b; =1:il n’y a pas d’intersections:

TTT L7
— -t A

2. Casa; =1,b; =0:il y a intersection:
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4. Cas a; =0,b; = 0: il n’y a pas d’intersections:

T L
=1

L
(2i,2i+1)

Ceci nous permet de conclure: si (71,...,¢;) est une solution du PCP alors w décrit
une boucle et ne possede pas de facteurs propres qui décrivent une boucle. De plus, le fait
que w soit dans (u + r)*(d + [)* nous permet d’affirmer que w est un mot de contour de
polyomino convexe [BLS92]. Réciproquement, si w est un mot de contour de polyomino,
on a |a] = |3 et pour tout 1 < ¢ < |a| a; = b;, ot @ = B. Si lexistence d’un mot de
contour de polyomino convexe était décidable, le PCP le serait aussi, d’ou contradiction.
g

Avant de considérer les langages rationnels, nous donnons un exemple correspondant a
la preuve précédente.

Fxemple. Soit le PCP ((100,11,01), (10,001,001)). On voit que 1,3 est une solution
mais que 2,1 n’en est pas une. La figure dessinée par le mot de G correspondant
a la solution 1,3 est donnée Figure 4.2, il s’agit bien d’un mot de contour de
polyomino conveze ; le mot de G est:

w13 = u. uru. ruzr ru’r . ruzr ur?y .rd. dI*d. ld2l 1d%1 . 1d%.dI%d .1

olur) olus) ¢(u3) o(v1)
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FiG. 4.2 - Figure associ€e a la suite d’indices 1,3

Par contre, la suite d’indices 2,1 donne la figure illustrée Figure 4.3 qui
n’est pas un contour de polyomino. Le mot de G associ€ a 2,1 est:

wo 1 = w.urluuriy. yriurulrru®s rd. (d2LdI2d . dI*d.1d%1.1d%0 1

e(uz) e(u1) e(v1) e(v2)

On remarquera que le langage utilisé dans la preuve est un « stripe language » ou

« langage ruban » [SW85] c’est-a-dire que toutes les figures peuvent étre tracées entre deux

lignes paralleles données. La plupart des problemes indécidables ou impraticables dans le

" cas général des Tangages de figures deviennent décidables ou polyniomiaux dans lestangages

ruban. Or ici, on voit bien que cette restriction ne suffit pas & rendre décidable le probleme

de D’existence d'un polyomino convexe dans les langages ruban linéaires (exception faite
des langages ruban horizontaux ou verticaux).

4.2 Meéthode et exemple dans les rationnels

Passer des linéaires aux rationnels nous prive de la possibilité de générer des palin-
dromes, ce qui semble a priori nécessaire pour le codage du PCP dans un langage. Nous
donnons ici une méthode, pour les rationnels, qui repose sur la variante du PCP notée

VPCP.
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FiGc. 4.3 - Figure associée a la suite d’indices 2,1

Nous illustrons cette méthode sur un exemple et nous ne la donnerons formellement
qu’a la fin de la section. L’exemple que nous traitons est celui des chemins auto-évitants.

Un mot est dit « auto-évitant » s’il ne contient pas de boucles, c’est-a-dire si aucun
de ses facteurs non vides n’est une boucle. Un exemple et un contre-exemple sont donnés
Figure 4.4.

Proposition 4.2 Soit L un langage rationnel sur II. Il est indécidable de savoir si L
contient un mot auto-évitant.

Preuve. Pour obtenir ce résultat, nous montrons que si ce probleme était décidable, alors
on pourrait décider du VPCP. Ainsi, pour chaque instance du VPCP, nous construisons
un langage régulier de IT* qui contient un chemin auto-évitant si et seulement si I'instance
du VPCP a une solution.

Soit (U, V) une instance du VPCP avec les ensembles de mots U = (uy,...,ux) et
V = (vy,...,vk). Notons K le langage rationnel que nous construisons. Un mot w de K est
une tentative de mise en correspondance pour une suite d’indices ¢y, . ..,1, € {1,...,k} avec
n > 1. En donnant la construction de K, nous montrons que la seule possibilité d’obtenir
un chemin auto-évitant est que ¢y,..., %, soit une solution du VPCP. Par construction, il
sera facile de voir qu’a une solution on peut associer un mot auto-évitant de K. Les mots
de K seront de la forme:

w = o p(Wi, ) Atp(viy)p1 - - - ne1-0(Ui ) A Y (0in)-p
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FiG. 4.4 - Ezemple et contre-exemple de mots auto-€vitants

avec ¢ et ¥ deux homomorphismes de {0,1}* dans II*:

(1) = r3dru®rd?

T T T

©(0) = rdrur?utrd*

T T T

e e e R — T —
SN Y N N S B
A R
T T T" ] T F‘ 1
T Q—p— — — = I —
SR I N SR B I
I O N B (N I T U N A
et
g[)(l) = rurdr ¥(0) = raurdvf
T T 1T T T T T T T
VQI__F#*ﬁ i e i -+
- | O .
NS U S S A N R R O N O

et les u;, A; et p des mots de II*.

Les motifs ¢(0), ¢(1), ¢(0) et (1) ont été élaborés de maniére & ce que l'on puisse
placer un motif ¥(0) (respectivement (1)) « en dessous » (décalé de deux unités vers le
bas) d’un motif ©(0) (resp. ¢(1)) sans qu’il y ait intersections et que dans les autres cas
il y ait intersections. Notons que la partie significative, qui « code » I'information 0 ou 1,
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des motifs p(0) et (1) se trouve en dessous de I’axe alors que la partie supérieure sert de
controle comme nous le verrons par la suite, et que pour les motifs ¥(0) et (1) la partie
significative se trouve au-dessus.

Ainsi, si P'on place ¥ (v;,) sous (décalé de deux unité) o(u;, ), on n’obtiendra un mot
sans intersections que si v;, est un préfixe de u;, ou vice-versa. Le role de A\; dans w va
donc étre de venir « placer le crayon » en dessous de o(u;, ). Le mot A; va étre de la forme:

/\1 e (S(Co + Cl)*‘n

ou d, (o, (; et n sont des mots sur II.
Comme il est impossible de revenir placer le crayon au bon endroit sans perturber la
comparaison, on recopie le motif de (u;,) grace a o et (;.

¢ = ldlululdl Co = luldldlul
T T T T T T T T
=1 — =1 T [t s e B +—
— > —] b Fome)
T e
|
§=r3d®Bu n = Puld®r

=11 =
b e
RN RIS REDY
- IR

Si 'on considére I’lhomomorphisme A de {0,1}* dans IT*, qui associe a 0 le mot (o et
a 1 le mot (;, on veut montrer qu’il n’y a pas d’intersections dans po.p(u;, ).A\; que si
A1 = 0.h(ug)m.

Prenons, par exemple, u;, = 100, la figure décrite par ¢(u;, ). est la suivante:

| | l *
| | |
Les motifs (o et {; ont été congus pour ne pas créer de cycles lorsqu’ils sont placés en
dessous d’un 0 et un 1 respectivement. Ainsi, p(u;, ).6.(o ne contient pas de cycles:
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I
|
|
7 .
!
t

| *un1__
i !
alors que ¢(u;,).6.¢; en contient un:

A

Ceci nous assure bien que la « recopie », c’est-a-dire la portion ({o + (1)* du mot A,
correspond bien au motif créé par le ¢. Il faut encore s’assurer qu’elle ne s’arréte pas trop
tot et qu’elle n’est pas trop longue. On peut étre sir qu’elle n’est pas trop courte car sinon
le motif n viendrait créer un cycle avec le motif non recopié:

l
|
|
Y
|
|

[

Pour s’assurer que la recopie n’est pas trop longue, on place avant ¢(u;, ), en posant
to = B un motif qui créera un cycle. Ce motif 3 est:

B8 = diPd3ru®rt

T T

t
_t_
0
1|
.
AT
i

VS S Y
. ]
11T —
T T
e R e e
IS NS R D N N A

Ainsi, si dans A; la recopie est correcte et de bonne longueur, il n’y a pas d’intersections
dans po.p(us, )-Ar :
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A P’opposé, si la recopie est trop longue un cycle est créé avec 3 (exemple ot l'on ajoute
un (3 en trop):

Ceci nous assure bien que A; = 8.h(4;,).n et qu’ainsi, en dessous d’un motif ¢(0), on
a bien un (y et qu’en dessous d’un motif ¢(1), on a bien un (;. Il s’agit maintenant de
placer ¥(v;,) et de montrer qu’il n’y a pas de cycles que si v;, est bien un préfixe de u;,.
L’interaction entre les motifs (o, {; d’une part et les motifs 1(0) et ¢(1) d’autre part est
la méme qu’entre les ¢ et les 1, c’est-a-dire qu’il n’y a pas d’intersections si I’on place un
1(0) (respectivement (1)) sous un (p (resp. (1) et qu’il y en a dans les autres cas. Comme
les (o correspondent a des ¢(0) de u;, et de maniere similaire les (; correspondent a des
©(1) de u;,, st I'on n’a pas d’intersections, il y a bien correspondance entre les lettres de
v;, et les lettres de w;, .

Par exemple, toujours avec u;, = 100, méme si A; recopie correctement u;,, on a forcé-
ment une intersection dans po.(u;, ). A1.9(v;,) si v, =0:

l

P

ol |

el ra e Tl B

Par contre, si v;, =10, il n’y a pas de cycles:

e

Le VPCP nous impose également que « les v; soient toujours en retard par rapport aux
u; », c’est-a-dire que pour une solution iy,...,i,, on ait pour tout 1 < j < n fuy, .. uy | 2
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v, ... vi,|. Clest le role de & (présent dans A;) de créer un cycle si les v; sont trop longs.
Par exemple, si v;, = 1001, on a intersection:

| ' |
i

Notons v;, pour 1 < ¢ < n les mots de II* tels que pour tout 1 < j < n w; ...u; =
v, - .. 0,5, On pose vy = €.

Dans le mot w qui a la forme que ’on s’impose, si I’on n’a pas d’intersections dans le
facteur po.(uq, )-A1-¥(v;,) (avec po = B et Ay € 6.(¢o + (1)*.n), cela signifie que v;, est bien
un préfixe de u;,. Le mot 11 correspond a la partie de u;, qui n’a pas encore été comparée
au mot formé par les v;. Avant d’ajouter ¢(u;,), il faut recopier v;. Cette opération est
faite de la méme maniere que dans A; par p; qui est de la forme:

p1 € B.(vo+ 1)

Le mot (3 est celui qui se trouve dans pg et on pose:

1 = rudrd®rdrur Yo = rdrudu®rd®r

T T T T

— 1
S T N N N
T T O A I B I

11 7 0 |

0o n
ot
L+ 11 I S R N I N

Le facteur (7o + 71)* de py correspond a la recopie de v; afin d’étre comparé avec le
prochain v;. Si 'on considere I’homomorphisme g de {0, 1}* dans II* qui associe a 0 le mot
Yo et a 1 le mot 1, on veut montrer que s’il n’y a pas de cycles, alors, u; = 8.g(¢1). Selon
le méme principe que celui utilisé pour (o et (i, si 'on ne veut pas de cycles, on est obligé
de mettre un 4o en dessous d’un (p et un v; sous un (;. Ainsi dans la suite de ’exemple
avec u;, = 100 et v;, = 10, po.(u;, ). A1.9(vi,).0.y1 comporte un cycle:
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alors que po.(u;; ). A1.%(v;,).6.y1 n’en a pas:
| I Ll L [1—“ l

Ceci nous assure que v est recopié correctement. Si la copie est trop longue, le motif

de o ou 7; entre en collision avec celui de §:

L
i

Pour vérifier que la recopie n’est pas trop courte, on utilise le fait qu’un y; sera suivi
d’un ¢(u;). Si 'on place un ¢(0) ou un (1) alors que tout v; n’a pas été recopié, il y a

intersection :
| L

Le mot u; est donc la recopie exacte de 14 et on a py = B.g(14).
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Ensuite, dans w, on place ¢(u;,) puis un mot Az, qui comme A, appartient a 8.({o+¢1)".9-
De la méme fagon qu’avec Ay, la seule possibilité pour qu’il n’y ait pas de cycles, est que
A2 = 8.h(v1.ui;).n. Puis on place ¥ (v;,) et on montre comme ci-dessus que s’il n’y a pas de
cycles, c’est que v;, est préfixe de v;.u;,. Si dans ’exemple précédent on prend u;, = 0 et
v;, = 0, le mot (sans cycles):

tho-@ (s, ) A1 (viy ) pa (i, ). Ao (viy)

représente la figure :

Et ainsi de suite. En fait, on peut montrer par induction sur n que si on a:

Ho = B
Vi<j<n p; € Blo+n)
Vi<ji<n XA € 6(l+G)n
alors:

po-o(wiy ) A 0(viy ) i1 -+ - fne1-@ (Ui, ) An-¥(v;, ) est auto-évitant
o
Vi<ji<n pu; = B.g(v)
Vi<ji<n /\j = 5.h(Vj:;ui]).n
Y1 S ] S nov S I/j_l.uiJ
Reste a montrer que si w tout entier est auto-évitant, alors v;, est exactement v, _1.u;,.
Pour cela, il sufhit de poser p = 6 avec:

CTT T T
R e =
IR R R N
| | | | ]
RN Y
HEERNRE
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Si la derniere comparaison finit trop t6t, il se formera un cycle avec :

De la maniere dont nous avons construit w, il ne peut étre auto-évitant que si la suite
d’indices 1, . . ., 1, est une solution du VPCP. Pour pouvoir avoir toutes les suites d’indices
possibles, il suffit de considérer le langage K :

+

K = ad W Bloo + 1) o) 6(6o + G (w) b 0

=1 ~
«Ho» «A»

ou « est le mot:

a=d>3

T

[f#ﬁ:tj

S T O B

qui oblige le premier « u » a étre restreint a 8 (c’est-a-dire au po vu plus haut).

Ainsi, si K contient un mot auto-évitant alors le VPCP correspondant a une solution.
Réciproquement, si le VPCP a une solution, on peut lui associer trivialement un mot auto-
évitant dans K. O

Notre méthode consiste donc a associer a toute instance du VPCP un langage de mots
de figures rationnel qui ne contient un mot qui a la propriété souhaitée — étre auto-évitant
dans la proposition précédente — que si le VPCP a une solution.

Définition 4.3 Soit (U, V) une instance du VPCP avec les ensembles U = (u,...,ux) €t
V = (vy,...,vk), on associe a (U, V) le langage Ky sur l'alphabet ¥ :
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hi(a) = di®
CTI0°0
PaEn
Lol L]
hi(yo) = hi(m) =
hi(8) = di5d3ru?rt  rdrudulrd®r rudrd®rdrur
msansea i snenan s aunne
C Ty NN . EEEN O R
= Ah e
r‘j‘frﬂ"r‘l r . r ‘LL[+‘1
= -ttt P =t
S Ry U S S S T S POy N i | S VR Y WS Sl A |

hy(0) = r3dru’rd? hi(1) = rdrurtutrd® hi(8) = r*d®Pu
CTI0TrITT CTI0CrTT

CTIT0]
Oty

LLJJ Ll

[ U S P

hi(n) = PPuld®r® Ry (Co) = luldldiul  hy(C) = ldlululdl

CTT 11

[ —1"‘] FI—:—I-[—TD ’I:T‘T_I—I_T‘F_\
CpooT Lﬁ_fLoq S
N BNy [ o IR S| Li | L4 1
r 1 CC T Cia
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hy(0') = rurdr hi(1) = rurdr®  hy(0) = r*u?rd®
CTTT T

et
FTTOTTTO CTI0TrTT Gy
Wy & B | Qe 1

- - CTT T4
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FiG. 4.5 - Homomorphisme h, (existence d’un mot auto-évitant)
Y= {07 1) Olv 1,7 «, ﬁ? Yo, M1, 57 C07 gla 7, 0}

n +
B’(U,V) =« {L_'j ﬁ(70 + ’71)*’!1,‘6(40 + Cl)*nf(vl)} o

1=1
ot f est 'homomorphisme de {0,1}* dans £* tel que f(0) =0" et f(1) =
Il suffit d’appliquer a K(y,vy un homomorphisme adéquat de £* dans II* pour obtenir le

résultat. Par exemple pour la Proposition 4.2, on a appliqué 'homomorphisme h; illustré
Figure 4.5.
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4.3 Autres résultats

Cette méthode a permis également de démontrer d’autres résultats sur les langages
de figures a segments que ’on peut retrouver dans [Rob96]. La méthode permet aussi de
montrer des résultats qui ne reposent pas uniquement sur des propriétés géométriques.
C’est le cas pour Pexistence d’'un mot optimal ou d’un mot minimal. On dit qu’un mot est
optimal s’il trace une et une seule fois chaque segment de la figure qu’il décrit. Et on dit
qu’un mot est minimal s’il n’existe pas de mot de longueur plus courte qui décrit la méme
figure. Nous citons ces résultats pour références:

Proposition 4.4 (Robilliard 96 [Rob986]) Soit L un langage rationnel sur II. Il est in-
décidable de savoir si L contient :

1. un mot de contour de polyomino (Beauquier 91 [Bea91]) ;
2. un arbre (Dassow, Hinz 98 [DH93]) ;
3. un mot optimal ;

4. un mot minimal.

4.4 Langages de figures avec déplacements invisibles

L’utilisation de "alphabet II pour coder des figures impose que celles-ci soient connexes.
Il est intéressant d’étendre cet alphabet avec des lettres permettant d’effectuer des dépla-
cements sans tracer de segment. Considérons ’alphabet II; = {u,r,d,l,u’,r’,d',l'} ou les
lettres u, r, d et [ ont la méme signification que précédemment et ou les lettres primées
induisent un déplacement invisible [HW88]. Ceci nous permet donc de décrire des figures
connexes ainsi que des figures non-connexes.

Il est donc naturel de se demander si I'on peut décider si toutes les figures d’un langage
sont connexes ou toutes non-connexes. Nous répondons par la négative a ces deux questions
avec les deux propositions suivantes. La preuve de la premiere proposition peut étre trouvée

dans [Rob96]:

Proposition 4.5 (Robilliard 96 [Rob96]) Soit L un langage rationnel sur II;. Il est
indécidable de savoir si L contient un mot représentant une figure conneze.

Proposition 4.6 Soit L un langage rationnel sur II;. Il est indécidable de savoir si L
contient un mot représentant une figure non-conneze.

Preuve. Soit (U, V) une instance du VPCP, on considere le langage L = hy(Kw,v)) ou hy
est ’homomorphisme de £* dans II} décrit Figure 4.6.
Un exemple de mise en correspondance est donné Figure 4.7. a

La méthode semble donc étre suffisamment efficace pour s’étendre a d’autres séman-
tiques. C’est ce que nous allons encore voir avec une sémantique « a pixels ».
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Fi1G. 4.6 - Homomorphisme hy (existence d’'un mot représentant une figure non-connexe)
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Soient U = (100,1) et V = (10,01).

ha(aBu;. d¢oloCan) :

AL L

ha(aBuidloloCin. f(v1) @ ):
« lu »

«A»
1L
Ir TI (I
| LR |

ha(aBu1(oColr f(v1)Bv0-uz 6C1Con) :

«CA»

FiG. 4.7 - Ezxemple de mise en correspondance pour l’existence d’une figure non-connexe
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4.5 Langages de figures de pixels

Nous utilisons donc la sémantique dont les notions de base sont décrites dans le Cha-
pitre 1. En changeant la sémantique de 'alphabet II, nous cherchons a décrire des figures
composées de pixels (carrés unitaires) et non plus de segments. Pour ceci, les lettres de
II induisent toujours des déplacements unitaires mais on ne trace plus le segment sous
le déplacement mais le pixel qui se trouve a droite du mouvement. Cette sémantique est
a méme de décrire des polyominos avec ou sans trous alors que les mots de contour de
polyomino rencontrés plus haut ne permettent que de décrire des polyominos sans trous
(on parle alors de polygone).

Proposition 4.7 Soit L un langage rationnel sur II. Il est indécidable de savoir si L
contient un mot représentant un polyomino.

Preuve. Soit (U, V') une instance du VPCP, on considere le langage L = hs(K(y,v)) ou hs
est ’homomorphisme de ¥* dans II* décrit Figure 4.8.
Un exemple de mise en correspondance est donné Figure 4.9. 0

Ceci n’est somme toute pas surprenant au vu de la Proposition 4.4. Plus étonnant
est le résultat suivant qui montre également I’indécidabilité de I’existence d’un polyomino
convexe dans un rationnel alors que ce probleme est décidable pour les mots de contour de
polyomino convexe [BLS92].

Proposition 4.8 Soit L un langage rationnel sur 1l. Il est indécidable de savoir si L
contient un mot représentant un polyomino conveze.

Preuve. Soit (U, V) une instance du VPCP, on considére le langage L = hg(Kw,v)) ot he
est ’homomorphisme de £* dans IT* décrit Figure 4.10.
Un exemple de mise en correspondance est donné Figure 4.11. ]

Avec des homomorphismes similaires, on peut également montrer I'indécidabilité de
Uexistence d’'un polyomine herizentalement(verticalement) convexe, d’un polygone ou en-
core, comme dans la Proposition 4.4, de I’existence d’un mot minimal dans un langage de
figures de pixels rationnel.

4.6 Remarques

La méthode que nous exposons permet donc de montrer I'indécidabilité de nombreux
problémes de propriétés existentielles dans différentes sémantiques et ceci grace a 'image
du méme langage rationnel K(yy) par différents homomorphismes.

Notons que cette méthode ne peut s’appliquer pour les langages ruban dont nous parlons
a la fin de la Section 4.2 car les langages que nous produisons ne peuvent étre bornés dans
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h5(0t) =&
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F1G. 4.8 - Homomorphisme hs (existence d’un mot représentant un polyomino)
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Soient U = (100,1) et V = (10,01).

hs(aﬁul- d¢oCoCin) :

« XA »

h5(aﬁUICOCOle(Ul),B’70.u2 5(14077} .
h5(a/6u15<‘0§0(177'f(vl) B%o ): A »

-’
«,U«»

hs (@ Bu1GoCoCrf (v1)By0u20(1Con- f(v2)0) :

FiGg. 4.9 - Ezemple de mise en correspondance pour lexistence d’un polyomino
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he(70) = he(v1) =
rudrduld?lr3u rullrd3rulru’r

he(B) = rd?l  dPrulrulrld®r  urld®ru?drlr
CTITCTI] CTI1TCTID

he(0) = he(1) =

rirurtd®rlruldr  rdrul>r2urldrir  he(d) = d?
CTT1 777 Croar T

CTT]
.

he(Co) = he(C1) =
he(n) = rd?l ldlrudl*v?*duld®lu dlu?duld®ldiudul
[T T CII0orTIo

=1
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he(O,) - he(l,) -
rir?ulrdril rirdlriulrdr  he(6) = ¢
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FIG. 4.10 - Homomorphisme hg (existence d’un mot représentant un polyomino convexe)
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Soient U = (100,1) et V = (10,01).

hs(aﬂub ISR

hs(aﬁul)i «A»

he(aBu1oColrf(v1)By0-uz 6¢1C0n) :

he(oBu16¢ooCin. f(v1) @9 ): « A »

«/j,))

he(aBu1ColoCs f(v1)Bv0u28(iCon. f(v2)8):

FiG. 4.11 - Ezemple de mise en correspondance pour l’existence d’un polyomino conveze
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Fic. 4.12 - FEzemple de mot optimal

aucune direction. Il est d’ailleurs intéressant que dans le cas des langages ruban, certains
de ces problemes deviennent décidables, comme par exemple contenir un mot de contour
de polyomino.

Il est également intéressant de noter les différences entre les langages de figures avec
segments et les langages a pixels. On a vu que P’existence d’un (mot de contour de) poly-
omino, ainsi que 'existence d’'un mot minimal étaient indécidables dans les deux séman-
tiques, mais que 'existence d’un (mot de contour de) polyomino convexe était décidable
dans les segments mais indécidable dans les pixels.

Enfin, on sait que I’existence d’'un mot optimal est indécidable dans les segments et
on peut montrer que ce probleme est décidable dans les pixels [Sim]. En fait, I’ensemble
des mots optimaux est beaucoup plus restreint dans les pixels que dans les segments. Par
exemple, il est facile de voir qu’un mot ayant un facteur du type r.a (avec a € II) ne peut
étre optimal que si a € {r,u,l}. En effet, si @ = d, le d allume la méme lettre que le r.
Enfin, les facteurs d’'un mot optimal ayant la forme r.u™.d".r (avec m,n € N) vérifient
obligatoirement m = n. On peut en conclure que les mots optimaux ont nécessairement
la forme d’une double spirale comme montré Figure 4.12. On peut trouver une étude
concernant les mots optimaux décrivant des polygones dans [Rob96]. En considérant un
mot optimal appartenant a un langage rationnel, on peut montrer qu’il existe dans ce
langage rationnel un mot optimal dont la taille est bornée par une fonction dépendant du
nombre d’états de 'automate minimal associé au langage.
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7

Chapitre 1

Mots a deux dimensions

Les ensembles de mots locaux jouent un role considérable dans la théorie des langages
de mots reconnaissables. Par exemple, il est bien connu que tout sous-ensemble de L+t
reconnaissable peut étre obtenu comme ’image d’un ensemble local par un homomorphisme
lettre-a-lettre [Eil74]. Un ensemble local L sur un alphabet A peut étre défini par un sous-
ensemble A de (A U {#})? qui indique les consécutions autorisées de lettres dans un mot
de L: w est dans L si et seulement si tout facteur de longueur deux dans #w# appartient a
A. Ces facteurs peuvent étre vus comme des dominos qui permettent de « scanner » #w#.

Il existe plusieurs extensions dans le cas a deux dimensions de la notion de reconnais-
sabilité bien connue dans le monoide libre. La premiére d’entres elles utilise des machines
a deux dimensions comme dans les travaux de M. Blum et C. Hewitt [BH67] ou K. Inoue
et I. Takanami [IT90]. A. Rosenfeld [Ros79] et G. Siromoney et al. [SSK73] donnent des
extensions qui traitent des grammaires a deux dimensions. Récemment D. Giammarresi et
A. Restivo [GR92] donnent une définition plaisante de reconnaissabilité dans les figures.
Une figure est un mot a deux dimensions sur un alphabet fini. Par extension des langages
de mots locaux, un langage de figures local est défini par un ensemble de pavés autorisés.
Les langages de figures reconnaissables sont alors définis comme la projection d’un langage
de figures local.

Cette classe de langages de figures est intéressante car elle correspond également a la
classe des langages de figures reconnaissables par un cas particulier d’automates cellulaires
appelés « on-line tesselation automata » ou « automate mosaique en ligne » [IN77] et aux
langages de figures définissables par des expressions existentielles en logique monadique
du second-ordre [GRST96]. Une synthese des recherches sur ce sujet se trouve dans le

handbook of formal languages [GR96].

1.1 Notions de base

Soit ¥ un alphabet fini. Une figure sur ¥ est un tableau a deux dimensions rectangulaire
de lettres de ¥. L’ensemble de toutes les figures sur ¥ est noté X**.
Si f est une figure, lig(f) et col(f) dénotent respectivement le nombre de lignes et le
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nombre de colonnes de f. Notons que nous ne considérons que des tableaux non-vides: le
nombre de colonnes et de lignes sont toujours plus grands que zéro. La taille de f, notée
taille(f), est le couple (lig(f), col(f)). Pour tout 1 < ¢ < lig(f) et tout 1 < 5 < col(f),
f(z,7) représente la lettre (de X) qui se trouve sur la :° ligne et 7° colonne (en partant du
coin supérieur gauche). L’ensemble de toutes les figure sur ¥ de taille (m, n) est noté £™".

Si f est une figure sur ¥ de taille (m, n), nous notons f la figure de taille (m + 2, n +2)
sur ¥ U {#} ol # est une lettre spéciale qui n’appartient pas a ¥ et telle que:

1L.VI<i<m+2 p(i,1)=p@G,n+2)=4#
22V1<j<n+2 p(lj)=p(m+2,j)=4#
3.V2<i<m+1,2<j<n+1 p(,5)=p(i—1,j-1)

Par exemple, si nous considérons la figure f de taille (3,4) sur ¥ = {0,1,2}:

# | H#F | HH##F
11012]|0 #11]0]|2|0+#
f=lo]1fo]o f={#To0|1]0]0]|#
0(0j2]1 #10[0[|2]|1|#
#H#|# | FIN#F|#
Si f est une figure sur ¥ de taille m,n, pour r < m et s < n, T, ,(f) est 'ensemble des

sous-figures de f de taille (r, s). Nous définissons:

0<z<m-r0<y<n-—s V1§i§r,1§jgs}

T.s(f) = {q S q(i,5) = flz+ i,y +7)

Un langage de figures sur ¥ est un sous-ensemble de ¥**. Soit L un langage de figures.

Nous définissons T, (L) = User T;.,s(f)-

Définition 1.1 Soit L un langage de figures sur X, L est local s’il existe un ensemble A
de figures de taille (2,2) sur XU {#} tel que L = {p € = | To(p) C A}.

La classe des langages de figures locaur sur un alphabet ¥ est notée Loc(X**).

Ezemple. Nous considérons le langage de figures L sur ¥ = {0,1,2} de toutes les
lignes horizontales d’épaisseur deuz obtenues par concaténation du carré:

10
0

;- (A0 [ATe o] [A]o]1 o 1 0] .
20202 o202 0 2]0]
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Ce langage de figures est local et on peut lui associer [’ensemble de carrés

A
([## ][ # £ #F]#][#]#])
AT (ool [o#
_ #H#I1]{1]0(|0|1[|0]#
A= #HFI200210[10]|2[]0|# $
#12(1210(]0]2(|0[#
#I#N#FF#|H##]#] )

Ezemple. De maniére moins triviale, l’ensemble des figures qui représentent une
partie du triangle de Pascal modulo n est également un langage de figures local.
Prenons par ezemple les triangles de Pascal modulo 2, on travaille donc sur
lalphabet & = {0,1}. Le contréle est clairement local puisque pour une figure
f de taille (k,l) on doit simplement avoir:

Vi<i<k f(i,1)=1
Vi<i<l f(l,i)=0
Vi<i<kl<j<l f(i,j)=(f(i—1,j—1)+ f(i —1,5)) mod 2

Cette ensemble de figures contient des figures du type :

=HIOIOIOIO|IO|IOI=OIO O
O OO =] | il | O O O] O
i OlOIOlOIOC|lOIOIOlOlO

Pk | bt |t | | o | | ok | ok | ot |k | o | et
Olmom oo mio|mlo|mjo
Ol mloolmimlololmm|olo
olo|lololo~o|lmololololo
olololoo~ilolojo|lo|o|o
=== olo|lo|lolo|lojolo
olmol~lolooololoolo|le

o
[y
o

0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
2

On peut lut associer ’ensemble de pavés (2,2) A défini par A = A; U AU
A3 U A4 U As N
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Ay = {i = ,ae{l,#}}

o - IR <)
Ay = {Z i ;aeEbeEU{#}}

As = {;;;a,bez}

Nous savons que tout langage de mots reconnaissable est 'image par un homomor-
phisme lettre-a-lettre d’un langage local. Nous avons donc besoin de définir une projection
dans les figures. Soient ¥ et ¥’ deux alphabets finis et 7 : ¥ — ¥’ une projection. La
projection par 7 d’une figure f € X** est la figure f' € X™** telle que taille( f) = taille(f’)
et que pour tout 1 < ¢ < lig(f) et tout 1 < j < col(f) on ait f'(¢,5) = m(f(¢,75)). Nous
notons p’ = m(p). Par extension, nous notons 7(L), la projection par m du langage L sur
Tetm(L)={p'€ X |Fpe L p =r(p)}

Définition 1.2 Soit L un langage de figures sur ¥, L est reconnaissable s’il existe un
langage de figures local L' sur un alphabet ¥' et une projection m : ¥/ — X tels que
L =nx(L").

La classe des langages de figures reconnaissables sur un alphabet ¥ est noté Rec(X™*).

Ezemple. Si nous regardons le langage de figures K sur ' = {a} de toutes les lignes
d’épaisseur deuz et de longueur paire :

i alaljalalalal|lalalalalala
K = .

alalialalalallalalaialala

Grdace a la projection m : ¥ = {0,1,2} — T telle que 7(0) = =n(1) =
m(2) = a, il est facile de voir que K est un langage de figures reconnaissable car
K = (L), ou L est le langage de figures local donné en exemple précédemment.

Ezemple. L’ensemble C des carrés sur lalphabet ¥ = {a} est également un langage
de figures reconnaissable. On a:
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ajaija

ala
C=Ez], la|la|al
ala

ajaj;a

[SIE =T ST I =
Qlaja|a
Qiala|e
SEE-NE-NES

En effet, C est la projection d’un langage local K C {0,1}** pour lequel
lensemble des pavés 2 X 2 autorisés est:

| [F#| [ #F|FF [E | [FF
FILP1T[O[[O[O0OFIO|#1]|#
#11/|#]0]/0|1[{1]0 0
#I0[|#{0[|0 ' 17(11]0
A=
O[O0 #||O]#|[#]L]|[#]0
O[OflOf#P[1I#[#|#[# #
0o |[0[T|[1]#
#F# | #H#F | #|# )
o) 11 oot
K= ’01’8(1)(1)’0010"'
0/0]0f1
En posant w(0) = 7(1) = a, on a bien C = w(K) qui est donc bien un

langage reconnaissable.

Soit A un ensemble de figures de taille (I, k) sur LU {#}. Le langage de figures L défini
par:

L={feS™|Ti:(f) C A}

est (I, k)-localement testable et est clairement reconnaissable [GR96].

1.2 Propriétés de clotire des reconnaissables

Avec les figures nous avons deux produits de concaténation. Soit f une figure de taille
(n,m) et f' une figure de taille (n’,m’). La concaténation verticale de f et f’, qui est notée
pO Yy, est définie si et seulement si m = m’ et est la figure de taille (n 4+ n’, m) satisfaisant :
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Vi<i<naVli<j<m (f6 f)75)=f(7)
Vi<i<n'Vi<j<m (fof)(n+1,5)=F(5)

De la méme maniére, la concaténation horizontale de f et f', qui est notée p Q@ p/, est
définie si et seulement si n = n' et est la figure de taille (n,m 4+ m') satisfaisant :

Vi<i<nVi<j<m (fOf)0E5)=f(7)
Vi<i<naVi<j<m' (fOf)Gm+j)=f(,7)

Ezemple. Soient f et g les deux figures sur ¥ = {a,b,c}:

alalbla cla
f=lclblc|b|b g=|b
albl|b

Comme lig(f) = lig(g), f © g est définie :

alal|blalcl|a
fOg=|c|blc|b|b|b]c
albibla|cic|a

Par contre f © g n'est pas définie puisque col(f) et col(g) sont différents.

Ces concaténations sont étendues de maniere usuelle aux langages, soient L et K deux
langages de figures:

LoK = {foeg|felLAgeK}
LOK = {fOg|feLAgeK}

D. Giammarresi et A. Restivo ont ainsi montré que la classe des langages de figures
reconnaissables était close par concaténation horizontale et verticale.

Proposition 1.3 (D. Giammarresi et A. Restivo 1992 [GR92]) Soient L et K des

langages de figures reconnaissables sur ¥, on a:

LOK € Rec(T™)
Lo K € Rec(=™)
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Ainsi nous disposons de deux opérations « étoiles », la premiere utilise la concaténation
verticale et est notée ©*, tandis que la seconde utilise la concaténation horizontale et est
notée ®*. Soit L un langage de figures, on a:

et = L Lot = L
L9+l = [ o Lei' Lo+ = [ L%
[e* = UiZI L& LO* — UiZI Le:

Ainsi, le langage A" donné en exemple précédemment peut étre défini par:

*

a

K=

a|a

Les langages de figures reconnaissables sont également clos par étoile horizontale et
verticale

Proposition 1.4 (D. Giammarresi et A. Restivo 1992 [GR92]) Soit L un langage
de figures reconnaissable sur ¥, on a:

L% € Rec(Z™)
L® € Rec(Z*)

En utilisant les mémes arguments que dans les mots, on voit facilement que la classe
des langages de figures reconnaissables contient les langages finis et close par union et
intersection [GR92]. Néanmoins, si ’on note Rat(X**) la plus petite classe contenant les
langages finis et close par union, concaténation et étoile, on n’obtient pas Rec(Z**).

Proposition 1.5 (D. Giammarresi et A. Restivo 1996 [GR96]) La classe des lan-
gages de figures rationnels Rat(X**) est incluse proprement dans la classe de langages de
figures reconnaissables Rec(¥X**).

Plusieurs tentatives pour obtenir la classe de reconnaissables a partir d’expressions régu-
lieres ont été lancées mais n’ont abouties qu’a des inclusions strictes [Mat97]. Néanmoins,
si on s’autorise a utiliser la projection on réussit a obtenir les reconnaissables. Ainsi,
les projections des langages représentés par les expressions régulieres qui contiennent les
concaténations 6, Q, les étoiles &%, O*, 'union et 'intersection, on obtient exactement les
langages de figures reconnaissables [GR96).

Par définition des reconnaissables, on obtient immédiatement la clotiire par projection
et projection inverse.

Proposition 1.6 1. Soient L € Rec(X**) et m une projection de ¥ dans ¥/, on a (L) €
Rec(X™*).

2. Soient L € Rec(X**) et m une projection de ¥’ dans X, on a m~'(L) € Rec(T'**).
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Enfin, on définit une nouvelle opération sur les figures que I'on appelle le produit car-
tésien que 'on note ®.

Définition 1.7 Soient f une figure de ¥** et g une figure de £™**, le produit cartésien de
f et g, noté f ® g, n’est défini que si taille( f) = taille(g) et correspond alors a la figure sur
¥ x ¥/ satisfaisant :

taille(h) = taille(f) = taille(g)
®g = h € (ExX')*™ tell { o o S o .
Jog =h & (oxx)™ telle que \ w1 <i<lig(f) V1< <lig(f)  hGid) = (/(0.). 9(6.))
Le produit cartésien est étendu de maniere canonique aux ensembles de figures et on a
la propriété de clotiire suivante:

Proposition 1.8 Soient deux langages de figures L € Rec(X**) et K € Rec(Y™), on a
L® K € Rec((X x Y)™).

Preuve. Soient A € Loc(X"™*) et B € Loc(Y"™*) les langages locaux associés a L et K
respectivement tels que L = m(A) et K = o(B). On considére les ensembles de pavés A,
et A, autorisés dans A et B respectivement. Il suffit de construire ’ensemble de pavés
autorisés:

v M (@as ) | (Yoo ws) || Ta | Ya A A LT 9
o= (Zaazb) (taatb) Zq | ta € a/\ Zb ty eAb

Cet ensemble O’ contient des couples du type (#, a), c’est pourquoi on lui applique une
intersection et une projection pour obtenir O :

0 =a(0'n (X' x Y U{(# #)}>?

ou « est l'identité pour les lettres de X' x Y” et associe # a (#,#). Enfin, on considere
le langage local M associé a O et la projection p de X' x Y’ dans X x Y définie par
p((z,y)) = (n(z), o(y)). Il est facile de voir que L& K = p(M) qui est donc reconnaissable.
O

Néanmoins, les reconnaissables ne sont pas clos par complémentation :

Proposition 1.9 (D. Giammarresi et A. Restivo 1992 [GR92]) La famille des lan-
gages de figures reconnaissables n’est pas close par complémentation.

Dans la suite du mémoire, nous identifions ¥®* (les figures avec une seule ligne) et le
semi-groupe libre X+.
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1.3 Langage des k-reines

Avant de continuer, et afin de manipuler un peu les outils que nous venons de voir, nous
allons traiter le probleme des k-reines en montrant que ’ensemble des figures qui repré-
sentent des échiquiers de taille k x k ou sont positionnées k reines qui ne se mettent pas en
échec est un langage de figures reconnaissable. On peut retrouver ce langage reconnaissable
dans [LMN97] qui néanmoins ne traite que le cas des 8-reines.

be

Par exemple, avec 1’alphabet & = {|J}
a ce langage que nous notons L:

. i), voici deux figures qui appartiennent

H
|
H
L1

Nous allons un instant oublier les couleurs de 1’échiquier pour nous intéresser unique-
ment a la position des reines. Dans le langage local associé, noté L}, il suffit de marquer les
« cases attaquées » par les reines avec des fléches désignées par X = {1, 7, =, \u, 4, ">
NG A titre d’exemple, les attaques de la reine en haut de ’échiquier 5 x 5 sont notées:

—

d B

— | —
AR
& |
1
1

Comme une case peut étre attaquée par plusieurs reines, on utilise en fait les parties
de X que I'on note Y = 2%. Pour ’échiquier de ’exemple précédent, on a en fait :

#
FIEAE;
%

B |
_

& F R R

Il suffit donc de vérifier que de chaque reine partent bien toutes les fléches, que toute
fleche provient d’une fléche dans la méme direction ou d’une reine et qu’aucune fleche ne
pointe vers une reine. Tout ceci se fait de maniére locale. Notons L; I'image de ce local
par la projection qui associe une case blanche aux lettres de Y et une reine a une reine (on
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note ¥’ = {f# $#}); ce langage contient toutes les figures de £'** ou aucune reine n’est en
échec et est reconnaissable.

Néanmoins, reste a étre sir que 'on a un carré et qu’il y a autant de reines que de
lignes. Pour ceci, on va construire un langage L, qui contient tous les carrés qui ont une
et une seule reine par colonne et par ligne. On va d’abord construire un langage L), sur X'
qui contient toutes les figures ou il y a une reine par ligne. Ce langage est la projection du
langage local sur Z = {@¥, a, b} défini par:

AZ = # ; x,ye{#,a,;'i

x,y € {#,0, 8

@
F|Hk

x,y,z?'te{a,b,;; } .
x:a#yé{a,? } z:a=>t€{a,_:>:

z € {3 Zab}:}y:.b Ze{%,b}it:b

x .
2tz |t {|##]

Les figures de ce local ont la forme suivante:

fle o] o o

Q|| o R

QR|IQ|O O O

SR oy o o

De méme le langage L) qui contient toutes les figures sur ¥’ ot il y a exactement une
reine par colonne est reconnaissable. Le langage L, est I'intersection de LY et Lj et est
donc reconnaissable (on verra dans la Section 2.3 comment on peut définir L, de maniere
plus concise). Ainsi, en faisant I'intersection de L; avec Lg, on obtient le langage L3 qui
contient tous les carrés de taille n € N sur ¥’ qui ont n reines qui ne se mettent pas en
échec?. Il reste simplement a colorier 1’échiquier.

Pour ceci, on va utiliser le produit cartésien de L3z av
les damiers (de taille supérieure a (2,2)) sur & = {Jj}, &

le langage L4 qui contient tous
. On pose:

DO*y O*

1. notons également qu’en obligeant les lettres de Y présentes dans une figure de L} & avoir une fléche
horizontale et une fleche verticale, on obtenait directement L3.
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Le langage L} contient toutes les figures obtenues par concaténation du pavé donné
dans I’expression, il contient donc tous les damiers de taille supérieure & (2,2) mais dont
les dimensions sont paires. Pour avoir Ly, il suffit de prendre:

(=13

Li=L,u|L,uL,0 B e(

On pose Ls = L3 ® Ly qui est donc reconnaissable puisque le produit cartésien de deux
reconnaissables. On considére la projection 7 de ¥’ x £’ sur I :

4 .
2

Il
P

I
&€ 03

On a donc L = 7(Ls) qui est donc bien un langage de figures reconnaissable.
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Chapitre 2

Langages de figures reconnaissables
et recouvremement par des dominos

2.1 Introduction

Avec les pavés 2 x 2 utilisés dans la définition des langages de figures locaux, le controle
horizontal et le controle vertical sont faits en méme temps. Il est donc naturel de se deman-
der si ces deux contréles peuvent étre faits séparément. Ainsi, nous définissons les langages
de figures hv-locaux en remplacant dans la définition des langages de figures locaux les
pavés 2 x 2 par des dominos horizontaux et verticaux et nous prouvons que tout langage
de figures reconnaissable peut étre obtenu par la projection d’un langage de figure hv-local.

On peut retrouver ces travaux dans [LS97] et ils ont été introduits dans le chapitre du

Handbook de D. Giammarresi et A. Restivo [GR96].

2.2 Langages de figures « hv-locaux »

Nous introduisons les langages de figures « hv-locaux » ou les controles horizontaux et
verticaux sont dissociés par 'utilisation de dominos a la place des carrés 2 x 2.

Définition 2.1 Soit L un langage de figures inclus dans ¥**. L est hv-local s’il existe un
ensemble A de dominos horizontauz et verticauzr sur ¥ U {#} tel que L = {q € ¥ |

T12(§) U T21(4) € A}

Ezemple. On considére le langage de figures L sur ¥ = {0,1,2} de toutes les lignes
horizontales d’épaisseur un obtenues par concaténation du domino :

[110]

L= {{1[0}[TT0[I[0}{T[0[I[0]1]0} -}
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L est un langage de figures hv-local, car on peut lui associer I’ensemble de
dominos A :

[# [ #p[#1HL]0f[0]1]0]#]

A= #[#][1][#][0
#717#707#

Proposition 2.2 Soit L C X** un langage de figures. Si L est hv-local, alors L est local.

Preuve. Soit L C X** un langage de figures hv-local. Nous construisons un langage de
figures local K et nous montrons que L = K.
Nous savons qu’il existe un ensemble A de dominos horizontaux et verticaux sur SU{#}

(A C(SU{#D" U (SU{#D)*) tel que L = {f € | Ty 2(f) U Toa(f) € A}

Nous définissons un ensemble de carrés A’:

A'={qe (ZU{#})*? | T12(q) UT2:(q) C A}

Soit K = {f € ¥ | Tua(f) C A'}. Evidemment, K est un langage local et nous
montrons que L = K. 5 ) )

Considérons une figure f de K. Alors Tp2(f) C A’ et Tio(f) C Tiao(Too(f)) C
T12(A’) C A. De maniére similaire, T51(f) € A. Ainsi f € L. D’un autre c6té, soit g
une figure de L et a € T52(g). Alors Ti2(a) C T12(§) C A et Tz 1(a) C T21(§) € A. Donc,
acA'etgeK. ]

Ezemple. Le langage de figures donné dans ’exemple précédent est local avec :

#FIH|#F| | FLHFH
N Flrrlop[ofryol#
S ETTIITo e o T#
#FIH# [ FIH#TIFIFFH#

Nous pouvons noter l'inclusion propre des langages de figures hv-locaux dans les lan-
gages locaux et des langages de figures locaux dans les langages de figures reconnaissables.
Par exemple le langage de figures de hauteur deux avec uniquement des a sur la premiere
ligne et des b sur la seconde est clairement local. L’image de ce langage par la projection
qui associe a et b avec ¢ n’est pas local mais reconnaissable.

Proposition 2.3 Soit L C ¥** un langage de figures. Si L est local, il existe un langage
de figures hv-local L' sur un alphabet ¥' et une projection v : ¥’ — ¥ tels que L = n(L').
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Preuve. Dans un premier temps nous définissons un alphabet étendu de ¥. Nous notons
cet alphabet ext(X) = (X U {#})>°. Nous définissons maintenant une projection # de X**
dans ext(X)™:

f: & — ext(T)”
f — f' € ext(X)™ avec taille(f') = taille(f) et:

V1< < col(f) V1< <lig(f)

f(3,9) fli,5+1) f,7+2)
f0)=fG+1,0) | fE+1,5+1) | fE+1,7+2)
fG+2,) 1 fG+2,5+1) | fi+2,5+2)

Notons que tout pavé 2 x 2 apparaissant dans f, ol f € £**, apparait dans les lettres de
6(f), et a l'inverse, tout pavé apparaissant dans les lettres de 8(f) est dans f, c’est-a-dire:

(2.1)

T2’2(f~') = U szz(a) (22)

e€T1,1(6(f))

Par exemple, si nous considérons la figure f € {0,1}**:

f= (1) (1) alors, nous avons: 6(p) = (Cl Z
avec
# I H## #\H# | #
£10 1 01 |#
## | # ##|#

N

Nous définissons alors la projection 7 de ext(X)™ dans ¥** par 7(a) = a(2,2) pour
a € ext(X). Par (2.1), il est évident que pour tout f € X** nous avons f = 7(6(f)).
Considérons le langage de figures K = §(£**). Nous allons montrer I’assertion suivante.

Assertion 2.4 Le langage de figures K est hv-local.

Afin de montrer cette assertion, nous considérons I’ensemble des dominos A’ défini par:

A'={T(f) | f € KYU{Ti2(f) | f € K}

Il est facile de voir que:

Af:{ i }UVlLJVgquu{}UHIUquH3
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( V1={ 72& |a€2’/\a(1,1)=a(1,2)=a(1,3)=#}
4 %:{# ]aeE’/\a(3,1)=a(3,2)=a(3,3)=#}
%:{%M,bEE'/\VISiSZ’, (a(2,i)=b(1,i)/\a(3,i)=b(2,i))}
et

(Hy = {{#]a]lee T Aa(l,1)=a(2,1) = a(3,1) = #}
Hy={[a]#]lac T na(1,3) = a(2,3) = a(3,3) = #}
Hy={{a]b]la,be &' AVI<i<3 (a(i,2) =b(i,1) Aa(i,3) = b(:,2))}

Maintenant, soit K’ le langage de figures hv-local sur ext(X) défini par A’. Par définition
de A’ et K', lelangage K est inclus dans K'. Afin de prouver I'inclusion inverse, considérons
une figure f' € K’ et la figure f = n(f’). Nous allons montrer que f' = 6(f), c’est-a-dire
que f’ satisfait (2.1). Cette preuve se décompose en trois étapes.

Premierement, comme f = 7(f’), nous obtenons:

Vi,g f(,5)2,2) = fE+ 1,5+ 1) (P1)

Deuxiémement, considérons f'(, 7)(1,2), nous devons distinguer deux cas:

1. si i = 1, le domino suivant appartient & Ty ,(f’) C A':

. # 4 .
] €V

Alors nous avons f'(i,7)(1,2) = # = f(i,5 + 1).

2. si 1> 1, le domino suivant appartient a Tz,l(f’) C A"

f,(2 - 17])
f'(,3)
Nous avons f'(%,7)(1,2) = f'(1—1,7)(2,2) et par (P1), nous avons f'(i—1,7)(2,2) =

fE,7+1).

eV
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De la méme maniere, pour f'(1,7)(3,2), f'(1,7)(2,1) et p'(,7)(2, 3), nous montrons que:

vi,j f(4,5)(1,2) = f(i,5+1)

Vij f(,5)(3:2) = fi+2,5+1) P2)
Vij f0)21) = fi+1,)

Vi,j f(4,5)(2,3) = fi+1,5+2)

Enfin, considérons f'(7,5)(1,1). Deux cas différents peuvent arriver:

1. Si j =1, le domino suivant appartient a Tl,z(f’) C A"

f',5) | € H
et nous avons f'(z,7)(1,1) = # = p(z, 7).

2. Si 7 > 1, le domino suivant appartient a T172(]‘EI) C A"

|fl(i7j_ 1) If,(la])j € HB

et nous avons f'(z,7)(1,1) = f'(3, 7—1)(1, 2) et par (P2), nous avons f'(i, j—1)(1,2) =
(2, 7).

De la méme maniere, nous prouvons que:

Vi, 5 f(5,5)(1,1) f(,75)

V'L,_] f/(l,])(l,?)) - f;(z’]+2) (P3)
Vi,j f,)3,1) = f(i+2,5)

Vi, g f/(l,])(3,3) = f(z+2a.7+2)

Les équations (P1), (P2) et (P3) signifient que f' = 6(f), c’est-a-dire que f’ appartient
a K. Nous avons K = K’ qui est hv-local. Ceci clot la preuve de 1’assertion.

Maintenant, considérons un langage de figures local L sur ¥ avec ’ensemble de pavés
A. Nous allons montrer que L est I'image d’un langage de figures hv-local sur ezt(X) par
la projection 7. Selon (2.2), §(L) est défini sur I’alphabet X :

Ta ={a € ext(X) | Tz 2(a) C A}
et clairement, nous avons:

O(L) ={f € ZX | Taa(f) U T1o(f') € A"}
Ceci conclut la preuve de la Proposition 2.3 puisque L = w(6(L)). 0

Théoréme 2.5 Soit L C X** un langage de figures, L est reconnaissable si et seulement

s1 il existe un langage de figures hv-local L' sur un alphabet ¥’ et une projection m : ¥/ — X
tels que L = mw(L').
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Preuve. Soit L un langage de figures reconnaissable sur ¥. Par définition, nous savons
qu’il existe un langage de figures local M sur un alphabet ¥’ et une projection 7 : ¥’ - £
tels que L = w(L'). Selon la Proposition 2.3, il existe un langage de figures hv-local L” sur
un alphabet " et p : ¥ — ¥’ tels que L' = p(L"). Nous avons donc L = m(p(L")) ou L"
est hv-local.

Maintenant, soit L’ un langage de figures hv-local sur ¥’ et 7 : ¥’ — ¥ une projection.
D’aprés la Proposition 2.2 il en découle que L' est local et donc que le langage de figures
L = m(L') est reconnaissable. O

Avant de conclure, nous traitons I’exemple d’un langage de figures reconnaissable donné

par A. Restivo et al. [GR92, GRST96].

Ezemple. Ce langage est l’ensemble de tous les carrés sur lalphabet & = {a} déja
donné en exemple dans la Section 1.1 page 80. Nous avons :

ailala;a
aiala
ala aljlala|a
r= @ faraTal
aa a;ajaja
alala
alala)a

Nous donnons un langage de figures hv-local K associ€ a L :

01111
01111
. 01 210]1 |1
k= @20’32(1)’2201"'
2127210
Nous voyons que L = w(K) avec m(0) = m(1) = 7(2) = a. De plus K est

hv-local pour ’ensemble de dominos A :

# # # 2 0
| e
#1#], [#]0], [0]1], [1]1], [1]#]

[#12],[2]0], [2]2], [0]#] )

2.3 Remarques

Dans les langages de figures hv-locaux, les controles horizontal et vertical sont séparés.
Il est donc naturel de définir les langages de figures h-locaux et les langages de figures
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v-locaux qui sont définis par les dominos horizontaux autorisés dans le premier cas et
dominos verticaux dans le dernier cas. Il est évident que nous ne pouvons pas obtenir tous
les reconnaissables par projection d’un h-local ou d’un v-local. Ceci est di, entre autres,
au fait que nous ne pouvons borner le nombre de lignes (respectivement colonnes) dans un
langage de figures h-local (resp. v-local).

Il est facile d’associer a chaque langage de figures h-local (respectivement v-local) un
langage de mots local K tel que f € L si et seulement si chaque ligne (resp. colonne) de
p (pris en temps que mot) est dans K. De plus, pour chaque langage de figures hv-local L
avec un ensemble de dominos autorisés A, nous avons A = I', UT', ou 'y est un ensemble
de dominos horizontaux et I, est un ensemble de dominos verticaux. Si nous considérons
le langage de figures h-local associé avec I'y, et le langage de figures K, associé avec I',, il
est clair que L = K} N K,. Donc, un langage de figures reconnaissable est completement
défini par deux langages de mots locaux (un pour K} et un pour K,) et une projection.

Définition 2.6 Soient L et K deux langages de mots sur X, on note F' = L@ K le langage
de figures de ¥ défini par:

F = {f € £** | lignes(f) C L A colonnes(f) C K}

Dans cette définition, lignes(f) désigne 'ensemble des lignes de f prises comme des
mots de X* et colonnes(f) I’ensemble des colonnes prises comme des mots — lues de
haut en bas. Cette opération de « croisement » est étendue naturellement aux familles
de langages. Pour A et B deux familles de langages de mots, A @& B désigne la famille
de langages de figures {L® K | L € A, K € B}. On a par définition des hv-locaux
hv-Loc(X**) = Loc(X*) & Loc(X*). On a donc montré dans ce chapitre que:

Proposition 2.7 Soit L C X**, L est un langage de figures reconnaissable si et seulement
si il existe un alphabet ¥/, deux langages de mots locaux A, B € Loc(X"™) et une projection
m:% = ¥ tels que L=7(A® B).

Notons que pour des raisons de concision on peut représenter un langage de figures
reconnaissable par deux langages de mots reconnaissables et une projection. En effet, on
montre facilement en utilisant le produit cartésien (®) que:

Proposition 2.8 Soient A, B € Rec(X*), il existe un alphabet ¥', deuz langages A', B’ €
Loc(X™) et une projection  : 3 — ¥ tels que A® B=7n(A"@ B').

Corollaire 2.9 Soit L C ¥**, L est un langage de figures reconnaissable si et seulement
st il existe un alphabet X', deux langages de mots reconnaissables A, B € Rec(X"*) et une
projection m : ¥’ — ¥ tels que L = n(A® B).

Par exemple 'ensemble de tous les carrés sur l'alphabet {a} présenté ci-dessus peut étre
représenté par (m, Ry, R,) avec 7(0) = m(1) = a et R, = R, = 0*10*'. 1l est intéressant

1. Ceci est également une maniére facile de définir le langage L de la Section 1.3 pour le probléme des
k-reines.
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d’étudier les familles de langages de figures qui peuvent étre définis en utilisant d’autres
classes de la hiérarchie de Chomsky comme ceci est fait dans la section 11 de [GR96]. Nous
donnons dans le Chapitre 5 une contribution a cette étude.
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Chapitre 3

Pavage et langages de figures
reconnaissables

Il est difficile en parlant de figures de ne pas rencontrer les pavages. Dans ce chapitre
nous définissons des opérations de pavage qui tendent a s’approcher de la notion intuitive
de pavage que ’on peut trouver par exemple dans [GS86]. L’opération de pavage qui cor-
respond a cette notion intuitive est noté ** et on montre que la classe des langages de
figures reconnaissables est close par cette opération.

En quelque sorte, cette opération est ’extension la plus naturelle de I'opération étoile
dans les mots. Comme les langages de mots reconnaissables peuvent étre caractérisés par
I’image homomorphique de l'intersection de 1’étoile de deux langages de mots finis [CFS82,
Tur82, KL83, LL83], on cherche une caractérisation du méme type utilisant le pavage par
deux ensembles finis de figures.

3.1 Opérations de pavage

Pour définir un pavage par un ensemble de figures, on peut utiliser les opérations de
concaténations et d’étoiles que nous avons déja vues. Néanmoins, comme l'illustre ’exemple
suivant, ces définitions ne correspondent pas a I’idée intuitive que 1’on se fait du pavage.

Exemple. On considére un langage de figures L contenant des figures ayant la forme
suivante :

-0 0. H.

Ainst, ni (L®*)®* ni (L®*)®* ne peuvent contenir la figure f ayant la forme:
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[]

L]
L]
L]

En effet, pour que f appartienne d (L®*)®*, il faudrait qu’il eziste dans
L®* des figures fi, foy..., fi telles que f = 1O fo O ... O fi. Or ici la seule

décomposition verticale de f est:

LTI %
f=B CDD

et la premiére figure nappartient pas a L®*.

u::

C’est pourquoi on définit une nouvelle opération étoile notée ©0*.
Définition 3.1 Soit L C X** un langage de figures, on définit :

1. [®® = [,

9, [80H1 — [O0i j [80i o [60i j [00i () [0

3. Lo = U, LO0i

Exemple. Avec le méme ensemble de figures L et la figure f de l'exemple précédent,
on a bien f € L®% car on a:

LT
LT, H € 1902 = H € 903

et

L

[ ] e1°0% = fe o0t C o0

Néanmoins, la figure f' suivante n’appartient pas ¢ L®®* puisqu’elle ne peut
étre obtenue par concaténation de figures de L :

r- o
1]
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Définir un pavage cohérent qui contient des figures comme celle donnée dans ’exemple
consiste a trouver une partition de la figure ou chaque composante est une figure de I’en-
semble de départ.

Définition 3.2 Soit f une figure de ¥**, un sous-domaine de f est un ensemble du type
{z,..., 2} x{y,...,y'} tel que 1 <z <2’ <lig(f) et 1 <y <y’ <col(f). On note D(f)
Densemble des sous-domaines de f.

Soit d ={z,...,2'} x {y,...,y'} € D(f), la sous-figure associée & d, notée sfig(f,d),
est la figure de taille (' —z+ 1,y —y + 1) telle que:

Vi<i<a'—z+1VI<j<y —y+1 sfig(f,d)(i,j) = flz+i—-1y+j+1)

Ezemple. Pour ¥ = {a,b,c}, la figure :

olajajor
2ijoalo
ol |oea
QIo|o|o
oo
Qlofola

et le sous-domaine d = {2,3,4} x {3,4}, on a:

b
sfig(f,d) = a

Définition 3.3 Soit L un langage de figures sur ¥, l’ensemble des pavages par L ou L-
pavages, noté L**, est le langage qui contient les figures f € ¥** vérifiant :

3dy,...,dr € D(f) une partition de {1...lig(f)} x {1...col(f)}
telle que

Vi<i<k sfig(f,d)elL

Cette définition est cohérente avec la notion usuelle de pavage utilisée par exemple pour
recouvrir des polyominos ou le plan [Gol66, Gol70, GS86, BN90, BN91]. O. Matz définit
également d’autres « pavages » obtenus par concaténation dans [Mat97].

Notons que si les figures d’un langage L sont toutes de méme taille, on a (L®*)®* =

(L(])*)e* o LeCD* — L**'
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3.2 Clotire des langages de figures reconnaissables
par pavage

D. Giammarresi et A. Restivo ont montré dans [GR96] que les figures obtenues par
pavage d’un ensemble fini de polyominos constituaient un langage de figures reconnaissable.
Le langage obtenu par pavage d’un langage de figures fini est donc reconnaissable. Nous
étendons ce résultat aux langages de figures reconnaissables.

Proposition 3.4 Soit L € Rec(X**) un langage de figures reconnaissable, L** est recon-
naissable.

Preuve. Le langage de figures reconnaissable L est la projection d’un langage hv-local
K € Loc(X**) par 7 : ¥’ — X. Notons A Pensemble des dominos autorisés dans K.

Nous construisons d’abord un langage reconnaissable P qui contient toutes les partitions
des figures. On utilise ’alphabet X défini par:

x = {7,050}
X = 2"
Cet alphabet X sera dénoté sans ambiguité par:
IR NN
X = D’:7D7U’r—1’u7
D7D7D7U’D

Par exemple, le symbole [T représente ’ensemble {,[ 7}.
Ce que nous appelons « partition » est une figure sur X du type:

aic oo g
oo o|Jin
Qg e
D3G5 g
Cigolo4aa

qui représente la partition d’une figure de taille (5,6):

[]

LT T
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Ce langage P est un langage hv-local car on peut lui associer ’ensemble de dominos
autorisés:

€ (X U{#}H*

tels que

© = (e=#Vilea) < (b=#VIiebd)
(1édaATi€a) < (@(J1¢bATI€D)
(MgarT €a) — (CgbrT€D) |

€ (X U {#))

tels que
(a=#VJ€a) < (b=#V €d)
(U€anli€a) < (D E€bOALIED)
(Jd€aATl€a) <= (COE€bATLED) |

Notons P’ le langage de figures hv-local obtenu par produit cartésien de P et £™*:
P’ = P ® £™*. L’ensemble des dominos autorisés dans P’ est noté O’ et est dérivé de O.
Soit ¢ : (X x Y U{#} = £ U{#} qui associe a (z,a) € X x ¥’ la lettre a et # a #. On
a @ =¢1(0).

Il faut maintenant vérifier que les figures de chaque composante de la partition appar-
tiennent a K. Ceci se fait en deux étapes.

La premiere consiste a vérifier que les lettres se trouvant sur le bord d’une composante
sont autorisées a étre sur le bord d’une figure de K. On utilise un sous-alphabet de X x ¥’
que 'on note Y :

€z = # €A

a
Y ={(z,a) € X x &' ez = [a#] €A
€z = ;; €A

\ [ee = [#la] €A

Soit P” le langage hv-local défini comme l'intersection de P’ et Y**. L’ensemble des
dominos autorisés dans P” est noté ©” =0’ N ({#}UY)™.

La deuxieéme étape consiste a vérifier que les figures a l'intérieur des composantes de la
partition ne contiennent que des figures de K. On construit un langage de figures hv-local
P" sur Y qui vérifie que les dominos supposés étre dans une méme composante sont bien

dans A. On pose ©":
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o {I#J(xv“”’ [@al# 69”}

# (z,a) "
U{ ol [ & e@}

o [@allGh] eo'|g== [a]t] €A}
(z,a) e n
U{ ,5) €0"|5¢ =>€A}

=t

Ce langage hv-local contient toutes les partitions (par construction de P’) ou les lettres
sur les bords des composantes peuvent se situer sur un bord de méme type d’une figure de
K (par construction de P”) et ou les dominos a l'intérieur des composantes sont dans A
(par construction de P").

On définit o : Y x &' — ¥ la projection telle que o((z,a)) = m(a) et on a L** = o(P").
Le langage L** est donc bien reconnaissable. O

3.3 Caractérisation des reconnaissables par pavage

Il est bien connu [CFS82, Tur82, KL83, LL83] que pour tout langage de mots re-
connaissable B € Rec(¥*) il existe deux ensembles de mots finis A et B sur ¥’ et un
homomorphisme ¢ : £ — X* tels que:

R = ¢(A*N BY)
On en déduit que pour tout R € Rec(E*), il existe un homomorphisme ¢ : T — T* et
deux ensembles finis A, B C (X' U {#})* tels que:

R ={¢w) | #w# € A"N B}

Nous essayons ici d’obtenir un résultat similaire dans les figures en utilisant les pavages.

Proposition 3.5 Soit L C ** L est un langage de figures reconnaissable si et seulement

st il existe quatre ensembles (finis) de figures de (X' U {#})**U { notés Ay, A,, Az et
Ay et une projection n: X' — X tels que:

L={r(f)|f€ AT N A7 0 AT N AT}
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Preuve. La classe des reconnaissables contenant les langages finis et étant close par pavage,
intersection et pavage, il est clair que la proposition est vraie dans le sens <=. Maintenant,
pour tout reconnaissable L, on construit les ensembles A;, A, Az et A, ainsi que la
projection 7 qui vérifient la propriété.

Le langage L est 'image par une projection ¢ d’un langage de figures local K sur X
auquel est associé ’ensemble de pavés (2,2) autorisés A.

L’idée de la preuve est identique a celle dans les mots. On considere le langage local
associé au reconnaissable et on construit les ensembles A;, A;, A3z et A4 de maniere a ce
que, pour une figure entourée de #, le pavage par A; commence sur la cellule (1,1), le
pavage par Aj sur (1,2), le pavage par As sur (2,1) et le pavage par A4 sur la cellule (2, 2).
Pour ceci, on va « colorier » les cases avec quatre couleurs distinctes.

On pose:

¥ = {ay,as,as,a4 | a € X}

Les indices correspondent aux « couleurs » que ’on impose aux cases. On désire obtenir
un coloriage du type:

#\# | # I H# |\ #

—1 |72 71| 72| ™1

3} 744} 73| 74|73

1|72} ™1

—3]| 74| 734} 74| 73

#I#|#F | #|#

On note ¥ la projection de (X' U {#}) — X qui associe # a # et a &4 a; € ¥’. On
désigne par X; 'ensemble des lettres de ¥’ qui sont indicées par ¢ (z € {1,2,3,4}).
Seuls les pavages de A; doivent commencer en (1,1):

He [T [ Fe || Fk

e e e[| | F
|
|

_1 alb| ae{#}UX, be{#}UX;
Ar=9T(A) M ] cE{#iUXz de {#UX, u{#]}

Le pavage par A, doit commencer en (1,2):

-1 alb (ZE{#}UXg bE{#}UX4
A = (0TON Al e tox de (mux, (YD

\ # |a€{#}UX4
#1b0] be{#IUX,

Celui de As doit commencer en (2,1):
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a a€{#}UXz bE{#}le
c|d | ce{#}UX, de{#}UX;s }U{})

N
W
I
TN
<
b
D
Y et S
o~

\{ 1 ae {(#}UX, be{#}uxs}

Enfin, le pavage de A4 doit commencer en (2,2):

_ 1 alb|, ae{#}UX, be{#}UX,
A = (d’ (A)n{c d | ce{#}UX; de{#}uX4}U{})
|
\{# ] ae{#}uxz}
#b| be{#}IUX,

Pour une figure f' de ™" dont f’ est dans A7, on a obligatoirement :

e (Fk

b

#* | ae {#}UX; be{#}UX4}

vf/ € Yrmn

fre Ay
Y
V2<1<m+1V2<53<n+1

fe fii—1,5 — DL —1,5)
flih,7)e X = G —1) 76, 7) € A (P1)
2 fE=1,9) | f-1,7+1)

"1 X2 s g 4
f( ,])e = f’(l,,]) f/(l7j+1) €
2 f'(,5 — 1) IHUY))

(g X3 - - ; : Al
f(e,5) € = ffG+L,7-1|f(+1,7) ©

s F'Gg) | FlGa+1)
fneXe = me gy [ Fari 1] ™

On a des propriétés identiques pour Ay, Az et Ay:
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\v/f/ € Yimin

freay
Y
V2<:<m+1V2<j53<n+1

FA-1Li-D [ f-1L5)|_ 4
Fi-1 | Fap |-
i FE-L) | FG-Li+D ]| 4
f(a])€X1 = f’(z,j) f’(i,j+1) € A2
~/i . fl(ivj"'l) f’(Z’J)

Flj)eXs = fG+1,5=1) | f(E+1,7) €A

e fig) | f6,5+1)
f1é,5) € X = Fa+1,7) | fG+1,5+1) €A

f,(laj) € X2 =

(P2)

Vf’ = Elm,n

fre Ay
Y
V2<1<m+1V2<3<n+1

f-1j=D[FG-14)|_ ,
i, 5 —1) f'(1,5) = (P3)
i Fa-1L)[fG-1+D]_,
Ji5)e Xy = f'(i,9) fliz,7+1) € s
oy f'i,5—1) f'(,J) A
FoneXe = mr T Fa+ L]

Fr(; f'(Z,]) f/(ivj‘}'l)
P eXe = Ei iy [FarLitn]c

(

f1(4,5) € Xs =
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\v/flezlm,n
freay
Y
V2<:i<m+4+1V2<53<n+1
s fi=-1,7-1 | f(E-1,))
! X
f (7/7]) e 4 = f’('L7] _ 1) f’(l,])
= fi=L4) | fli=1,541)
! X
) f(l,])e 3 = f’(z,]) f’(i,j+1)
Fresos f’(l,]-l) f/(l,])
f(Z,])€X2 = f'(l+1,]—1) f/(l"}‘l,])
. Flig) | JGj+1)
| SEDEX = L PG+ L+

€ Ay

€ Ay

(P4)

Soit a € ¥’ la premiere lettre supérieure gauche de f': a = f’(?, 2). Cette lettre peut
appartenir a X, X3, X3 ou X4. Néammoins en utilisant les définitions des ensembles A;

et les propriétés (Pi) (¢ € {1,2,3,4}), on montre que le seul cas possible est a € X;.

En effet, si a € X; avec i € {1,2,3,4}, on a d’apres (Pi):

7T#E] .
]S

Q

Ceci est impossible, d’apres les définitions des A;, si ¢ = {2,3,4}.

Avec le méme raisonnement, on montre que si f’ appartient aux A7 avec 1 <1 < 4,

o1 a:

VI<2i4+1<mVI<2j+1<n f(2+1,2+1

VI<2i+1<mV1i<2j<n
Vi<2e<mV1I<2)+1<n
Vi<2i<mV1<2j<n

En utilisant les propriétés (Pi) énoncées précédemment, on montre que:

£(2i+1,2)
£1(26,25 +1
£1(2i,25

M MMM

X3
X2
X3
X4
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VI<2i41<mVI<2+1<

V<2 <mV1i<2j+1<n

V1<2i<mV1<2j+1<n

Vi<2:<mV1<2j;<n

n
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fRAL2+ D) [J(241.25+2) |,
F2i+2.2j+1) | F2i+2.2+2) ]

F2+1,25) | (2 +2,25)
19, . - - €A2
F(2i+2,2) | F1(2i +2,25 + 1) (P)
S22 41) | f(26,27+2) cA
Fit1,2i+0)| FGitL2542) |0
f'(2¢,25) f'(24,25 +1) cA
F(2i+1,25) | Fr(2i + 1,25+ 1) !

Ezemple. Pour la figure f' dont la figure entourée appartient auz pavages respectifs

de Al, Az, A3 et A4 N

ay b2 bl as | C1

f’— az|cslaz|by|cs

- b1 bg Cl | C2 | 1

C3 | Q4 b3 C4 bg

Ces différents pavages sont du type:

74| [#]#] [E]#
# a b2 bl az | ¢ !_#_l
# | as Cq4 |03 by | c3
# | b by | & C2 ] 1
# | cs as | bs cq | b3
#1#| [#1# [#F#
##] [#][#] [£][#
ai | by by | a; c | #
as | C4 as | by c3 | #
lﬂ by | by C1)C2 ca | #
C3 | Q4 bz | c4 by | #
EIEAEAREAEAREAE:

€ AT”

€ Ay
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S

L#I#] A [(#]#] [#]

#la by | by az | &
# | as cy | a3 by | c3 |#J c A
# | b by | C2 101 ?
# | s a4 | bs cs | b r#_]
A#] #FF] [#[#] [#]
EARE3 EAREAEAREAIED
1__?%_] ai b2 bl as () #
as [ C4 as b4 C3 # EA**

[ #] [b]b:] [aa]c] [a]#
C3 | Q4 bs | c4 bs #
EAE2EAREAEAREAED

En d’autres termes, la propriété (P) signifie que toute sous-figure dans T () est dans
un A;. La figure f = ¢(f') € ¥** est donc une figure de K puisque toute sous-figure dans
T, 5(f) est une figure de ¢(4;) C A.

Dans lautre sens, pour toute figure f € K, il est facile de construire une figure f’ € ¢~*
telle que f’ appartienne & Ay AS* AT et AY*. Pour ceci, il suffit de colorier f de maniere
adéquate.

En posant m = ¢ 0 1, on obtient bien le résultat escompté. 0O

En utilisant les langages locaux, on peut donc trouver quatre ensembles finis de carrés
(2,2) pour caractériser les reconnaissables. On peut raffiner ce résultats, passer a deux
ensembles de carrés (2, 2), en utilisant les hv-locaux.

Proposition 3.6 Soit L C X**, L est un langage de figures reconnaissable si et seulement

st il existe deuz ensembles (finis) de figures de (X'U {#})*? U {} Ap et Ay et une
projection m: &' — X tels que:

L={n(f)| f € A7 n A}

Preuve. De la méme maniere que précédemment, on a juste besoin de construire ces
ensembles A, et A, pour tout reconnaissable L. Le langage L est I'image par une projection
¢ d’un langage de figures hv-local K sur X auquel est associé I’ensemble de dominos
autorisés A. On note A’ I'ensemble des pavés (2,2) autorisés dans K (tout hv-local est
local — Proposition 2.2):



3.3. Caractérisation des reconnaissables par pavage 109

A ={pe (XU{#}>* | T2.(p) CAAT2(p) C A}

Nous allons procéder de la méme maniere que dans la preuve précédente, nous colorions
les cases des figures sur X en utilisant ’alphabet ¥’ = {a;, a3, a3,a4 | @ € X} afin d’obtenir
un coloriage du type:

|
I
|
g
Fe || Fe |3k

Fe | Fe [ Fe | e H [ F
|
|
|
I

On note ¥ la projection de (X' U {#}) = X qui associe # a # et a a a¢; € ¥'. On
désigne par X; I’ensemble des lettres de ¥’ qui sont indicées par ¢ (1 € {1, 2, 3,4}).

Le pavage par A; commencera en (1,1):

o

1At a ae{#}UXy be{#IUX;s
Ay =1 (A)n{ cld | ce{#IUX, de{#}UX, }U{}

P albl, ac{#}UX, be{#lUX:
A = (‘” (A)”{c 71 ce{#1ux, de{#}UX4}U{})

\{# a | aE{#}UX4}
#1b| be{#}UX,
\{f | e {#UX, be{#}uxg,}

Pour une figure f' de ¥'™" dont f7 est dans A}*, on a obligatoirement :
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Vf' c s/m.n

fre Ay
Y
V2<:1<m+1V2<j3<n+1

[ FG—15-D[FG-1))
! X — A
f (Z’]) €t = f,(zv.] - 1) fl(lv.]) & (P].)
- fi=1,5) | ffi=1,5+1)
4 X A
) f( 7.]) €A = f’(l,]) f’(l,]+1) €4
2. fle, 5 —1) f'(3,3)
frij)eXs = FE+1,5-D]f+1,5) €
. Ty | TGi+1)
Sy (FES ) IS ES)I A
De méme; si f' appartient a A3*:
\v/flezlm,n
fre s
Y
V2<i<m+1V¥2<j<n+1
- fe-1,5-1) | f(i—-1,7)
1 X - T A
Fenede = TRy | Fag) o P2)

FG-L)[FG-1,7+1)

) 1 PGy o
Flii—1 [ FGh .,
FGHL—D PG+ "
. 7y T Fag+0)
FEaeXs = me L T aT L+

| fri,))eXs =

fl(lvj) € X2 =

En utilisant ces deux propriétés, on montre facilement que si f’ est dans le pavage de
A, et dans le pavage de A; le coloriage des lettres est bien celui que 'on souhaitait. De
plus, on a:
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. ' Fr2i+1,24+1) | f1(204+1,2742)
VI<2i+1<mV1<2j41< - ~ 3.0 A
satlsmvlsig+lisn fr(26+2,254+1) | f/(20+2,25 4+ 2) =4

' _ £1(24,25) fr(21,25 + 1)
VI<2%<mV1<2j< : : 5 A
Sasmvlssigysn fl(204+1,25) | fr(26+1,25+1) € A

Ainsi tous les dominos apparaissant dans f’ sont des dominos de ¥~1(A) — c’est-a-dire
que f’ est une de K.

Enfin, en appliquant le coloriage idoine a une figure f de K, il est clair que cette figure
colorié sera a la fois dans A}" et dans A}".

Il suffit donc de considérer la projection # = ¢ 0t pour avoir la propriété souhaitée. O

En utilisant la définition des langages de figures reconnaissables par le croisement de
langages de mots reconnaissables horizontalement et verticalement, on obtient directement
la proposition suivante.

Proposition 3.7 Soit L C ¥**, L est un langage de figures reconnaissable si et seulement

si il eziste quatre ensembles (finis) de figures de (X' U{#}2U(Z U {#})*! U{} notés
A1, A,, Az et Ay et une projection w : X/ — X tels que:

L=A{r(f)|f €A™ NATNATNAT)

On peut améliorer ce résultat en montrant que ’on peut se limiter a trois ensembles de
dominos ou encore de deux ensembles finis de figures de dimension un — en ’occurence un
ensemble comportant des figures de taille (3, 1) et 'autre des dominos verticaux. Pour ceci,
on utilise des techniques similaires a celles appliquées dans la preuve de la Proposition 2.3
lorsque 'on code des renseignements supplémentaires dans les lettres afin de faire passer
I'information sur les controles qui ne sont pas effectués directement. Ces résultats feront
I'objet d’une publication en préparation [Sim97).
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Chapitre 4

Langages de mots contextuels et
langages de figures reconnaissables

4.1 Introduction

Le lien entre les langages de mots algébriques et le feuillage des langages d’arbres re-
connaissables est un résultat de base dans la théorie des langages formels [MW67]. Dans
ce chapitre nous montrons la connexion entre les langages de mots contextuels et les fron-
tieres, définies en tant que premieres lignes, des langages de figures reconnaissables. Plus
précisément nous prouvons que la famille des frontieres des langages de figures reconnais-
sables est exactement la classe des langages contextuels. Ce résultat renforce l'intérét de
la famille des langages de figures reconnaissables.

Les résultats de ce chapitre ont été soumis a publication et seront publiés dans [LS].
Dans une synthese des recherches sur les ordres partiels W. Thomas a également repris
ces résultats en établissant notamment des comparaisons entre les cas particuliers d’ordres
partiels que sont les arbres d’une part et les figures d’autre part [Tho97].

4.2 Frontieres des langages de figures reconnaissables

Dans cette section, nous montrons notre résultat principal qui établit la correspondance
exacte entre langages contextuels et frontieres des langages de figures reconnaissables.

Définition 4.1 Soit f une figure de X™™. La frontiére de f est la ligne supérieure de f
qui est le mot f(1,1)... f(1,m) et est notée fr(f).

La notion de frontiere est étendue aux langages de figures et aux classes de langages de
figures.

Définition 4.2 Soit L un langage de figures (respectivement une classe de langages de
figures). Nous notons fr(L) le langage (resp. la classe de langages) de * définie par:
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fr(L) = {fx(f) | f e L}

Dans un premier temps, nous montrons que la frontiere d’un langage de figures recon-
naissable est contextuelle.

Proposition 4.3 Pour tout langage de figures reconnaissable A, le langage fr(A) est un
langage contextuel.

Preuve. Nous montrons que pour un langage hv-local K sur un alphabet T, le langage fr( &)
est contextuel. En effet, nous contruisons une grammaire contextuelle pour #fr(K)##.
Clairement ceci suffit a montrer que fr(K) est contextuel. L’idée est de construire une
grammaire contextuelle qui vérifie ligne par ligne, en partant du bas, une figure de K. Soit
A D’ensemble de dominos associé a K. Nous pouvons supposer que les dominos# © # et
# O # appartiennent a A sinon K est vide.

Nous définissons la grammaire G =< X, V, P, S > par:

a

— I’ensemble des symboles terminaux X = {a ex| i € A} U {#}.

~ ’ensemble des variables V = (¥ \ X) U{S, A, L, R} ou S est 'axiome.

— D’ensemble des regles de production P qui est divisé en quatre parties:

P:P1UP2UP3UP4

1. Py =« générer la ligne inférieure »:

S — #aA pour [#]a], ;LLGA acl

b

aA — abA pour , 7 EA abel
aA — al# pour ﬂ €A a€X

2. P, =« retour a la premiere colonne »:

al — La poura€X
#L — #R
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3. P; =« vérifier le pavage horizontal et vertical »:

!

'ex
bRa — bd'R pour , Z €A bg’s‘if{#}
aR# — al# pour [a[#] €T a€X

4. P; =« fin de la dérivation »:

L# — ##

Soit K, K3 et K3 les langages de figures hv-locaux sur ¥ définis par les ensembles de
dominos autorisés A;, A, et Aj respectivement :

a

Ay = Au{ i |a€E}

Ay = Alu{ ; IaEE}

Azu{laez}

On montre facilement que ’on a les propriétés suivantes:

As

VpeK, (pe K <« fr(p)eX™) (4.1)
Vpe Kj,ueZ®» (uofijp)e K, = uepek)) (4.2)
Vu,v € 2% (T cuovoeX™"NK, #0 = uoveEK,) (4.3)

Afin de montrer la proposition, nous prouvons 1’assertion suivante.

Assertion 4.4 Sé)#uL# < u € fr(K)).

Nous pouvons déduire cette assertion des propriétés suivantes:

Yu e X~ (Sé#uL# = ué€ k) (4.4)
Vu € fr(K;) (#Ru# ;*g #vl# <= veué€Kk,) (4.5)

En raison des relations entre les regles de P; et les ensembles de dominos A et Ay, la
propriété (4.4) est clairement vraie. La propriété (4.5) peut étre dérivée de la suivante:
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- + 1R ’ + u=u'v"
Yu € fr(K,) (#Ru#;)s#vRv # < el v ou e K, )

Cette derniere propriété est facilement prouvée par induction sur la longueur de u’ en

utilisant la définition des régles de Ps.
Une dérivation de G qui génére un mot #uL# est une séquence ayant la forme suivante:

S B #pul# S #RuH S HuaL# D #Ruadt T Hu L

Pour montrer 'implication de gauche-a-droite de l’assertion, nous raisonnons par in-
duction sur la longueur de la dérivation en utilisant la propriété (4.4) pour commencer
la récurrence et les propriétés (4.2) et (4.5) pour les étapes suivantes. Pour I'implication
inverse, nous prenons une figure f de K, et nous montrons que #fr(p) L# peut étre dérivé
de ’axiome. De la méme maniere, nous raisonnons par induction sur la hauteur de f. Nous
utilisons la propriété (4.4) pour commencer la récurrence et nous utilisons les propriétés
(4.3) et (4.5) pour les étapes suivantes. Ceci acheve la preuve de I’Assertion 4.4.

Il est maintenant facile de conclure. La seule maniere d’effacer la variable L (la variable
R peut seulement étre remplacée par L) est d’appliquer la regle de Py :

S % fhul - fugt

Selon J’assertion, nous savons que u € K;. Si u contient seulement des symboles termi-
naux, par (4.1) nous savons que u appartient a fr(K). De 'autre coté, si u € fr(K'), puisque
K est inclus dans K, nous pouvons dériver #uL# de S. Ainsi la grammaire G génere le

langage #f{r( K)##. O

La classe des langages-frontiéres des langages de figures reconnaissables fr(Rec(¥X**))
est donc incluse dans CS(X*). Nous montrons maintenant l'inclusion inverse.

Il est bien connu que tout.langage contextuel est reconnu par un automate linéaire
borné. Un automate linéaire borné M est un t-uple M =< Q, %, V,6,q0, F > ou @ est
I’ensemble des états, ¥ l’alphabet d’entrée, V 1'aphabet de calcul (qui contient ¥}, § la
fonction de transition §: Q x V — 29XVx{-101} 4 c Q I’état initial et F I'ensemble des
états finaux. .

Un pas de calcul est donné par la fonction de transition:

ubgav F ugbad' v pouru,veV*a,beV (¢,d,-1) € é(qa)
ugav F uqga.v pour u,v € V*a € V (¢,d,0) € §(q,a)
ugav F udqv pour u,v € V*a €V (¢,d,1) € §(q,q)

Un mot w € ¥* est accepté par M, s’il existe un calcul

gowhk...Fuw'gq
pour un w' € V*et g€ F.
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Proposition 4.5 Soit L un langage contextuel sur ¥. Il existe un langage de figures re-
connaissable K € Rec(¥**) tel que L = fr(K).

Preuve. Soit A =< @,%,V,é, g, F > un automate linéaire borné qui reconnait L. Nous
construisons un langage de figures (2,3)-localement testable K qui simule le comportement
de 'automate. Ce langage est sur ’alphabet £’ qui est défini par:

S =VU(@xV)

Le langage K est défini par ’ensemble A de figures 2 x 3 autorisées:

K ={peX™ | T3(p) C A}
Nous définissons maintenant ’ensemble A = A; U Ay U Az U Ay

1. positionner ’état initial sur la premiere cellule de la premiere ligne:

#| # | # # | #|#
# [ (g0,@) | ¢ [|(q0,0) | b | c

# I\ # | #

alb]le

Ay i a,be L Ace LU {#}

2. simuler les transitions de ’automate:

fe = { ANEAS f:;(q"”"o)65("’1’““"‘6‘/”#}}

u{ a_ |(gb)|c| (¢,b,~1)€d(gb) }
(¢ a)| b Jc|’ AceVU{#}AaeV

u{ a|(gb)| ¢ | (4,,1)€d(g,b) }
([ V9] reVu{#inceV

ay,ay,ay,a3,a € Y U{#}Naz eV

a; | as | as s Y1 %2 >3

Az = a la la 1’ May € Q@ x V = (a1,a3) € (VU {#1})?)
1]*21"3 Na; € V = dl € {a;} U Q x {ai})

Notons que dans un pavé de Aj aucun état ne peut apparaitre en position 1,2 et que
si un état apparait en position 2,2 un état doit apparaitre en 1,1 ou en 1, 3. L’autre
role de Aj est de s’assurer que les lettres sans état ne changent pas d’une ligne a
I"autre.
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3. vérifier que la derniere ligne mene 'automate dans un état final:

a|blc| acVU{#}AbeV
#IH#|#| Ac ey

a e VU{#}INbeV
a (Q7b) # e/\(/ ’

; q,c,1) € 4(q,b)
#| # | # A EFACES

Soit f une figure de taille (n,m) appartenant a K. Par la définition de Ay, il est facile
de voir que fr(f) appartient a ({go} x £.)E*. Par induction sur la hauteur de f, nous
montrons les propriétés suivantes:

Vi<i<n f(i,1)...f(z,m) e V.(Q x V).V* (4.6)
. f(,1)... f(i,m) = u.(q,a).v L
Vi<i<n FGH11)... f(i+1,m) = u'.(, )0 }#uqa.vl};uqa.v (4.7)

Nous utilisons le fait que la seule maniére pour une lettre de Q) x V' d’étre en position
(1,2) dans un pavé 2 x 3 est que ce pavé appartienne a A; ou Ay Donc, si sur une ligne
i nous avons un état, sur la ligne suivante nous avons au moins un état. Si un état est en
position (2,2) dans un pavé 2 x 3, ce pavé est dans A; ou Aj et donc nous avons un état en
position (1,1), (1,2) ou (1,3). Puisque cet état est recouvert en position (1,2) d’un pavé
de Aj, nous avons clairement la propriété (4.6).

Afin d’obtenir la propriété (4.7), nous utilisons le fait que les pavés de A, vérifient que
la transition est correcte.

Si nous notons f(1,1)... f(1,m) = (go,a).u et f(n,1)... f(n,m) = u'.(¢g,a’).v’, ou
gEQR,acX ue ¥ a eVetu, v eV* nous avons:

n—1

Goa.u Z u' ga' v

Selon les pavés autorisés pour la derniere ligne apparaissant dans A4, nous déduisons

que v' = € et que qa'l:1 a"¢" ou ¢" € F. Nous avons alors:

do a.ui ua'q' ¢'€F

Nous considérons une projection m de ¥’ dans ¥ définie par:

a sia€ X
VaeX¥ m(a)={ b avecbeXsiacV\XZ
c sia=(g,c)

Nous notons K’ = n(K), le mot = (fr(f))
L(A).

fr(w(f)) € L(A). Ceci montre que fr(K’) C
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Pour l'inclusion inverse, il est facile de voir que pour un calcul
* 17 n_n
uFu'qatu
90 N q i q

avec ¢ € F, nous pouvons construire une figure de K qui simule ce calcul.

Nous avons donc bien fr(K’) = L(A). o

Des Propositions 4.3 et 4.5, nous déduisons le résultat escompté. Il établit qu'il y a
équivalence entre CS dans les monoides libres fr(Rec) et fr(hv-Loc) dans les figures. Plus
précisément, nous avons :

Théoréme 4.6 Etant donné un langage L C X*, les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. L € CS(2%);
2. L = fr(K) pour un K € Rec(¥**);
3. L = fr(K) pour un K € hv-Loc(¥™*) avec ¥ C ¥'.

Le dernier point est facile a déduire du précédent. Si nous avons un langage de figures
reconnaissable K tel que fr(K) = L, nous savons que K est 'image d’un langage de figures
hv-local K’ C ¥™* par une projection 7. Nous pouvons supposer que ¥’ et ¥ sont disjoints.
Soit A l'ensemble de dominos associé a K’. Nous définissons un ensemble de dominos A’:

A = A\ 7 lae X} U i |la € X

a a

n '
U aeXbel¥ n(b)=a

U{{#]a],[a|b| raTE) |a,bez}

Une figure du langage de figures hv-local de (¥ UY')** défini par A’ est la concaténation
verticale d’un mot u de X* et ne figure f de K’ tels que u = w(fr(f)). Ainsi le dernier
point est clairement vrai.

4.3 Remarques

Il est intéressant de noter qu'un langage de mots contextuel est completement défini
par deux ensembles de dominos (ou deux langages de mots locaux) qui correspondent au
langage hv-local. De plus, on peut déduire facilement le résultat suivant :
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Proposition 4.7 Soit L un langage de mots sur ¥. Le langage L est conteztuel si et
seulement s’il existe &' D X, A € Rec(X”™) et une transduction rationnelle T de ¥ dans
Y* préservant les longueurs tels que L = 7(A) N Z*.

En fait, on montre ceci a partir de deux lemmes sur les langages de figures.

Lemme 4.8 Soit L € hv-Loc(X**) un langage hv-local. Il existe A € Rec(X*), un sous-
alphabet ¥’ C ¥ et une transduction rationnelle 7 de X* dans ¥* préservant les longueurs
tels que:

f(n,1)... f(n,m) € A
¥ .
1

Preuve. Lelangage L étant hv-local, il existe deux langages de mots locaux C, D € Loc(X*)
tels que L = C @ D. On considére ’ensemble A C {X U {#}}? des facteurs de deux lettres
autorisés dans D. Les mots pouvant apparaitre sur la derniere ligne d’une figure de L sont
des mots de C dont les lettres peuvent se situer en derniere position d’un mot de . On
pose:

S = {a€X|aft €A}
A = Cnz~

Soient une figure f € L de taille (n,m) et 1 < 1 < n, au dessus de la jeme ligne
f(,1) ... f(z,m), le mot f(z —1,1)... f(: — 1,m) est un mot de C tel que:
VI<j<m fG+1,7)f]) €A

On définit 7 en utilisant le théoreme de Nivat [Niv68] (voir Théoréeme 4.1 page 66 de
[Ber79]) :

Vw e T 1(w) =9 ' (w)N K)

ou ¢ et ¥ sont deux homomorphismes de ¥* dans £* et K un langage régulier de X"*.
Cet alphabet ¥ est défini par les facteurs autorisés dans D :

Y ={(a,b) €T x X |abe A}

Les homomorphismes ¢ et 1 et le langage K sont alors facilement définis:
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Y(a,b) € " ¢((a,b)
V(a,b) € " ¥((a,b)
K =71(C)

)y=2>
)=a

En appliquant ¢~! & un mot z; ... zk, on génere les mots (y1, z1) . . . (Y, Tk ), ol les mots
y;x; sont autorisés dans D. En faisant 1’intersection avec K, on ne retient que les mots ou
y1-..Yr est dans C. Enfin en appliquant i on ne retient que la premiere composante,
c’est-a-dire le mot y; ... ys.

La transduction 7 permet donc de passer de la ligne f(i,1)... f(i,m) a la ligne f(¢ —
1,1)... f(z — 1,m). Reste a vérifier que 1'on peut placer des # au-dessus de la ligne
f(1,1)... f(1,m). Pour ceci, il suffit de n’autoriser dans ¥’ que des lettres qui peuvent
apparaitre en premiere position d’un mot de D:

Y ={a€X|#acA}
[

La réciproque de ce résultat n’est pas exacte, mais on peut ’adapter aux langages de
figures reconnaissables.

Lemme 4.9 Soient A € Rec(¥*), ¥’ un sous-alphabet de ¥ et 7 une transduction ration-
nelle de X* dans ¥* préservant les longueurs, il existe un langage de figures reconnaissable
L € Rec(¥*) tel que:

Vf e xnm
fel
g
f(n,1)...f(n,m) € A
Vi<i<n fG1)...f>,m)=7(fGE+1,1)... f(i +1,m))
f(L,1)...f(1,m) € T*

Preuve. Dans un premier temps on construit un langage de figures reconnaissable L' €
Rec(X**) qui vérifie:

Vf e xmm
fel

3
f(n,1)... f(n,m)€ A
Vi<i<n f(i,1)...fG,m)=7(fE+1L1)...f(i 4+1,m))
Comme 7 préserve les longueurs, on sait (Théoreme 4.2 page 34 de [AB88] — voir aussi

[Leg80]) qu’il existe deux homomorphismes strictement alphabétiques ¢ et 1 de £"* dans
Y% et un langage rationnel K tels que:
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Yw € T* 7(w) = (¢ H(w) N K)

On peut supposer que ¥ et X" sont disjoints et on définit K’ un langage de figures local
par K' = C & D avec C et D deux langages de mots locaux. Le langage D sera inclus dans
Y%, les figures de K’ seront donc de la forme:

2//**

Z*

Horizontalement, on autorise les mots de A (pour la derniére ligne uniquement) et de
K (pour les autres lignes): C = AU K. Verticalement, il faut tester qu’il s’agit bien de
I’application des homomophismes. Les facteurs autorisés dans D seront donc:

A = {#a|laeXTUul"}
U{abe 7 [a € g7 ($(8))
U{ab € £".5 | a € o™ (b))}
U{a# | a € £}

On définit la projection 7 : T U X" — X telle que m(a) = asia € T et 7(a) = 9(a) si
a € ¥". Le langage L' est reconnaissable puisque L' = n(K').

Pour achever la preuve il suffit de faire I'intersection de L’ avec le langage reconnaissable
L" = (8o X**UL'®"). Le langage de figures L est donc reconnaissable carona L = L'NL".
a

Dans le méme ordre d’idées, on peut caractériser les langages contextuels uniquement a
I’aide de transductions rationnelles conservant les longueurs. Cette caractérisation se dérive
directement de la Proposition 4.7.

Proposition 4.10 Soit L T £ un langage de mols. L est contextuel si et seulement si

il existe deur alphabets X,Y et trois transductions rationnelles préservant les longueurs

f:Y" =3 g:Y*>Y eth: X*—Y* tels que L= fog*oh(X*):

hﬂf

X* Y* E*
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Il est aussi intéressant de noter que la classe des transductions rationnelles de type
fg*h ou f, g et h sont des transductions rationnelles conservant les longueurs est close par
composition et contient les transductions rationnelles conservant les longueurs ainsi que
les itérations de transductions rationnelles conservant les longueurs.

Ce type de « mappings » itérés a déja été étudié, notamment par les physiciens pour
connaitre ’ensemble des états atteignables par un systéme dynamique tel qu’un automate
cellulaire [LMN97, Sei77] , nous reviendrons sur ce point dans le Chapitre 5.

On sait que les contextuels sont clos par complémentaire [Imm88, Sze88], mais les
langages de figures reconnaissables ne le sont pas (voir Proposition 1.9). Néanmoins en
utilisant une version adaptée du Théoréme d’Immerman-Szelepzényi on peut construire,

pour un langage de figures reconnaissable L, un langage de figures reconnaissable K tel
que fr(K) = fr(L).

En utilisant I'indécidabilité de la vacuité dans les langages contextuels, nous obtenons
le corollaire suivant qui est aussi montré dans [GR92, GR96].

Corollaire 4.11 Le probléme de la vacuité pour les langages de figures reconnaissables et
pour les langages de figures hv-locaux est indécidable.

Note: Les auteurs remercient W. Thomas pour les avoir informés que le Théoreme 4.6
apparait déja (dans une terminologie quelque peu différente) dans le mémoire non-publié

[Spe85].
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Chapitre 5

Frontiere des langages de figures

Nous avons vu dans le chapitre précédent que la classe des frontieres des langages
de figures reconnaissables correspondait exactement a la classe des langages contextuels.
Mieux, nous avons vu que la famille des frontieres des langages de figures hv-locaux était
la famille des contextuels. Un langage de figures hv-local K est completement défini par la
donnée de deux langages de mots locaux Ly et L, tels que K = L, @ L, (voir section 2.3).
Il est donc naturel de se demander a quelle classe de langages appartiennent les frontieres
des langages de figures de type A@® B avec A et B dans {Loc, Rec, Lin, Alg, CS,r.é.}. Cette
hiérarchie de Chomsky « croisée » a déja mentionnée dans [GR96].

Comme les figures de taille nulle sont exclues dans les langages de figures, on ne peut
obtenir le mot vide comime frontiere d’une figure. C’est pourquoi, nous ne considérons que
les langages de mots récursivement énumeérables qui ne contiennent pas le mot vide.

Enfin, pour un langage de figures reconnaissable L, la hauteur d’une figure peut étre
vue comme le temps de calcul nécessaire pour savoir si le mot sur la frontiere supérieure
est dans le langage fr(L). Si nous ne limitons pas le temps de calcul, le Théoreme 4.6 nous
dit que fr(K') est contextuel. Néanmoins, on peut s’interroger sur la nature du langage-
frontiere d’un langage de figures qui ne contient que des carrés, c’est-a-dire ou le calcul se
fait en temps-réel. Ceci nous amenera a faire des analogies avec les langages reconnus par
automates cellulaires.

5.1 Langages contextuels

Il est clair que pour tout langage L de type A @ B, si 'on a A ¢ CS(X*) et B quel-
conque, on n’a pas nécessairement fr(L) € CS(X*) (par exemple, si 'on prend B = X, on a
fr(L) = A). Néanmoins, si A est contextuel, comme tout langage contextuel est la frontiére
d’un langage de figures hv-local, on peut construire effectivement un langage de figures L’
correspondant a A’ @ B’ avec A’ local et B’ du méme type que B.

Lemme 5.1 Soit L € CS(X*) ® ¥(X*), avec ¢ € {Loc,Rec, Lin, Alg, CS,r.é.}. Il existe
Y D%, L' € Loc(E™) & (™) tels que fr(L) = fr(L').
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Preuve. Soit L = A® B avec A € CS(X*) et B € ¥(X*). Comme A € CS(E*), il existe
Y D %, K € Loc(X™) & Loc(X"™) = hv-Loc(X™*) tels que fr(K) = A. De plus on peut
supposer que ¥’ = Y UA (avec ENA =0)et que K = H@®V avec H C Z*U A* et
V C L.A* c’est-a-dire que les figures de K sont toutes de la forme:

E*

A**

On pose A’ = H et B' = V*N (B w A*). Les figures de L' = A’ & B’ ont la forme

sulvante:

E*

A**

E*

A**

2*

A**

Chaque ligne d’une figure appartient soit a ¥* soit a A*. Celles qui sont sur X sont des
mots de A car elles sont la frontiere d’une figure de K. Chaque colonne ¢ d’une telle figure

est dans (X.A*)* et on a IIx(c) € B. Ainsi, on a fr(L') = fr(L). ]
Ceci nous permet d’étendre le Théoreme 4.6:

Proposition 5.2 Pour tout ¢ € {Loc,Rec, Lin, Alg, CS} et ¢ € {Loc,Rec}, on a:

fr{p @& ¢) € CS

Si on n’autorise que des reconnaissables verticalement, nous restons donc dans les
contextuels, toutefois, placer un langage linéaire verticalement nous fait passer des langages
contextuels aux langages récursivement énumeérables, c’est ce que nous montrons dans la
section suivante.

5.2 Langages récursivement énumérables

Nous allons d’abord nous assurer qu’en prenant des langages horizontaux et verticaux
dans les récursivement énumérables nous ne sortons pas de cette classe.
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Lemme 5.3 Soit L € r.é.(X*) & ¥(X*), avec ¥ € {Loc, Rec, Lin, Alg, CS,r.é.} il existe
L 2 %, L' € Loc(E™) @ (X"™) et un homomorphisme h : £ — £* tels que fr(L) =
h(fr(L")).

Preuve. Soit L = A@® B avec A € 1.é.(X*) et B € ¢(X*). Comme A est récursivement
énumeérable, il existe un langage contextuel A’ C ¥*.a* (avec a € X, on note ¥’ = LU {a})
tel que A = IIg(A4').

On considere le langage de figures K = A’.a* @ (B U a*). Les figures de K ont la forme
suivante :

z** a**

La sous-figure composée uniquement des lettres de ¥ est une figure de L. De méme,
pour toute figure de L, il existe une figure de K qui la contient de cette maniere. On a
donc fr(L) = Hx(fr(K)).

Maintenant K € CS(X™) @ ¢(X"*), on peut donc appliquer le Lemme 5.1, il existe
un langage de figures L' € Loc(Z"™) @ ¢(X™) tel que fr(L') = fr(K). On a donc bien
fr(L) = Hx(fr(L). i

Lemme 5.4 Soit L € p(X*) @ r.é.(X%), avec ¢ € {Loc,Rec, Lin, Alg, CS,r.é.} il existe
Y2 X L € @) & Loc(X™) et un homomorphisme h : £ — ¥* tels que fr(L) =
h(fr(L)).

Preuve. Soit L = A @ B avec A € p(X*) et B € r.é.(X*). Comme B est récursivement
énumérable, il est la projection sur ¥ d’un langage contextuel C' inclus dans ¥*.a*, avec
ag .

On pose £’ = ¥ U {a} et on construit un langage de figures L” a partir du langage
horizontal A” = AUa* et du langage vertical B” = C.a*. Ainsi, les figures de L” = A"® B”

ont la forme suivante :

2**

* %

11 est facile de voir que les parties supérieures qui contiennent les lettres de ¥ des figures
de L” sont des figures de L et que, réciproquement, pour toute figure f de L, il existe une
figure dans L” qui appartient & f © a**. Alnsi, on a bien fr(L"”) = fr(L).
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Le langage B” étant contextuel, d’apres le Théoreme 4.6 on sait que B” est la frontiere
d’un langage de figures D@ E ou D et E sont des langages de mots locaux sur un alphabet
¥'. De plus on peut s’assurer que E C £'.A* avec AN Y’ = (. En utilisant la méme
argumentation que dans la preuve du Lemme 5.1, et en posant :

AI — E*O(A”LUA*)
B =D

on obtient bien fr(L) = Ig(fr(L')) avec L' = A’ & B'.
En effet les figures de L’ sont de la forme:

Ele* A** Ele* A** 2/9* A**

Le langage B’ est bien local, et si ¢ € {Rec, Lin, Alg, CS, r.é.} le langage A’ appartient
bien & ¢(¥"). Néanmoins, si A est local, A’ ne l'est pas forcément aussi. Toutefois A’
est reconnaissable, donc le langage L' est un langage de figurs reconnaissable. Il suffit de
considérer le langage hv-local dont L’ est 'image. O

On a donc:

Proposition 5.5 Soit L C X* un langage de mots, L est récursivement énumérable. si
et seulement si il existe un alphabet ¥' O ¥, deuz langages A, B € r1.é.(X"™) tels que
L=1r(A®B).

Preuve. 1l est clair que pour L € r.é.(X%), on a L = fr(L & X*). Maintenant pour A, B €
r.6.(X"), en utilisant les Lemmes 5.3 et 5.4 et le Théoreme 4.6, on a bien fr(A ® B) €
r.é.(X"™). O

La Proposition 5.2 nous dit que si I’on se limite aux contextuels horizontalement et aux
reconnaissables verticalement, la frontiere du langage de figures reste dans les contextuels.
Il est donc intéressant de s’interroger sur les parties de la hiérarchie « croisée » de Chomsky
pour lesquelles on obtient les récursivement énumérables.

Proposition 5.6 fr(r.é.(X*) @ Rec(¥*)) = r.é.(X%).
Preuve. Soit L = r.é.(X*) un langage récursivement énumérable, on a L = fr(L & ¥).

Dans l'autre sens, on utilise la Proposition 5.5 pour montrer que, pour A € r.é.(X*) et

B = Rec(X*), fr(A @ B) € 1.6.(S%). O
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Afin de continuer nos investigations nous nous dotons de lemmes techniques.

Lemme 5.7 Soient L € o(X*) @ ¢(X*), avec ¢, € {Loc, Rec,Lin, Alg, CS, 1.} et K €
Rec(X*), alors 3% 2 E, L' € (X)) @ ¢(X™) tels que fr(L') = fr(L N K).

Preuve. Soit L = A@B avec A € p(T*) et B € ¢(X*). Soit K = h(C® D) € Rec(Z**) avec
C, D € Loc(X™) (on suppose XNY = P) et h : X* — X* un homomorphisme lettre-a-lettre.
On note K'=C & D.

On pose L' = h™'(A) @ h™1(B), il est clair que h(L') = L et que (LN K'Y= LN K.

On peut écrire:

L'NnK' =R A)NnC)s (RY(B)N D)

Si ’on pose:

A = (Y ANnC)uxs
B = S.(hY(B)nD)Nn{abT*|acT,be ¥ hb)=a}

On a bien fr(A'@ B’) = fr(R(L'NK")) = fr(LNK) et de plus A’ € o(£™) et B’ € ¢(X")
avec ¥’ = Y U X. O

Ainsi en mettant verticalement des langages linéaires, on peut approcher les langages
récursivement énumérables.

Proposition 5.8 Pour tout langage L C X2.X* récursivement énumérable qui ne contient
que des mots de longueur strictement supérieure a deuz, il existe un alphabet Y O X et

deuz langages K € Loc(Y*),K' € Lin(Y™*) tels que L = fr(K & K').

Preuve. Soit L C X% X* un langage récursivement énumérable, il existe L, L, € Lin((X U

{#1})7) tels que:

L = L.Lj!
avec

X = SUA (EnA=0)
L, € S #.AT

L, © #A7

On pose L) = h(Ly) avec h(#) =$ (3 ¢ X) et h(a) = a pour a € X.

On pose X' = X U{#,8,&}, A =X U{a" |a € A,n € NJU#8&L et A" =
Liu X~ L, U¥ & .A* (avec & € X). Notons que ’on a A € Loc(X"™) et A’ € Lin(X"™).

Une figure de A @ A’ a donc la forme:
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E**

# |5 &|&|&|&|&

U (NN | i nh
Y2 | Y2 Y2 [Y2 | Y2 |Y2|Y2

Yi 1Y% 1Y% 1Y 1Y 1YY

avec zy...2;.#.y1...y; € Ly et $.y;...y; € L.
On considere Pensemble C des carrés dont les lettres sur les transversales sud-ouest
nord-est ne contiennent qu’une seule lettre de 3 :

Ty | T2 | T3 | T4 | T | Te

T2 | X3 | X4 | T5 | T | T7

X3 [Ty |T5 | Te | T7 | T8

Ty |T5|Te |T7| T8 | T9

T5 | Tg | T7 | T8 | Tg | T10

Te | T7 | T | L9 | Ti0 | T11

On considere C' le langage :

C'=Co(#0SU#030&%)0 A™

Il est clair que C’ est reconnaissable, ses figures sont de la forme:

Ty | T2 | T3 | T4 | T | Te

Ty | T3 |24 |T5 | T | T7
T3 {LglIslXgl 7 | Ig
Ty | X5 | Te |T7 | Tg | T9

s | Te |27 | T8 | T9 | T10

ZTg | L7 | Tg | T9 | T10 | T11

#[15|& & & | &

A**

L’intersection de A @ A’ avec C’ donne des figures de la forme:
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Tp { X2 | X3 |24 T5 | Te

Zo (X3 |24 |T5| T | X7

T3 | X4 | T5 | Teg | Ty rg

Ty | X5 [ Te |T7| T8 | Tg

I5 | T | T7 | T8 | T9 | T10

Tg | T7 | T8 | L9 | T10 | T11
#1535 1& & & | &
il iyt |n | %N
Yo Y2 (Y2 iY2| Y2 | Y2
Ys | Ys |Ys | Y3 | Y3 | Ys

La frontiere de ces figures est bien L;.L;*. En appliquant le Lemme 5.7, on sait qu’il
existe Y O X, K € Loc(Y*), K' € Lin(Y™*) tels que fr(K & K') = fr(A® A")nC’') = L.
O

Néanmoins on a bien une inclusion stricte de Lin & Rec dans les récursivement énumé-
rables. Il est en effet bien connu que méme 'appartenance des mots de longueur un est
indécidable pour les récursivement énumérables. Or pour A € Rec(X*) et B € Lin(XZ*),
une lettre a de ¥ est dans fr(A @ B) si et seulementsia € AABNa.(ANX)* # 0 — ce qui
est décidable. On a le méme probleme avec un langage vertical algébrique et un langage
horizontal contextuel. Or, si horizontalement on utilise un récursivement énumérable A et
un langage vertical linéaire B, on ne peut pas construire a.(A N X)* et donc décider si
BnNa.(ANZX) est vide — c’est pourquoi la Proposition 5.5 est valable dans ce cas.

Corollaire 5.9 Pour tout langage récursivement énumérable L € r1.é.(X™) il existe un
alphabet Y D X et deuz langages K € Loc(Y™*), K’ € Lin(Y™) tels que #.L.$ = fr(KDK')
avee #,5 & X.

Nous avons déja utilisé le fait que tout récursivement énumérable était 'image par un
homomorphisme d’un langage contextuel. En utilisant la méme idée que dans la Proposition
5.8 on montre qu’en mettant les contextuels verticalement on obtient les récursivement
énumérables.

Proposition 5.10 Soit L C X* un langage de mots, L est récursivement énumérable si et
seulement si il existe un alphabet ¥’ O ¥, deuz langages A € Loc(X"™) et B € CS(X™) tels
que L = fr(A® B).

Preuve. La Proposition 5.5 montrant déja que la frontiere du croisement d’un local avec un
contextuel est un langage récursivement énumérable, il nous reste a montrer que pour tout
récursivement énumérable L, il existe A € Loc(X™) et B € CS(X™) tels que L = fr(A® B).

Le langage L est la projection sur ¥ d’un langage contextuel L' C ¥*.a* (avec a ¢ X).
On pose ¥ = ¥ U {a, b} et on définit deux langages de mots A’ et B':
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A = T'Uab
B = L'uxzp
Le langage A’ est un langage local et B’ est un langage contextuel. Ainsi en posant
K = A'® B', on obtient toutes les figures de la forme (avec les z; des lettres de ¥):

T
T2
wa E**
Ty
Ty
a
a b**

a

ou la premiere colonne est un mot de L'.
En utilisant le langage de figures reconnaissable C' défini dans la preuve de la Proposition
5.8 qui contient tous les carrés sur ¥ ou les transversales nord-est sud-est ne contiennent

qu’'une lettre:

Ty | X2 | T3 | T4 | T5 | Te

Lo | XT3 | T4 { T5 | Te X7

T3 | Xy | T5 | Te | T7 | T8

Ty | X5 | Te | T7 | T8 Ig

T5 | e | L7 | T8 | T9 | T10

Tg | L7 | T8 | Tg | T10 | T11

On pose C' = CUC 6{a,b}™ et K/ = KN (', on obtient les figures de la forme:

1 (T3 | T3 | Ty | Ts

Lo | X3 | Tq | T | Te
| £3 1 L4 | T5 | Lo | LT |
Tgq | T5 | T | L7 | T8

Ts | Xg | 7| T8 | X9
alb|bjb|b
alb|b|b]|b
alb|b|b]|b

La frontiere de K’ est bien exactement L. Ce langage de figures est I'intersection d’un
langage de figures reconnaissable avec un langage de Loc(X"*) @ CS(X"*), donc d’apres le
Lemme 5.7, il existe bien un alphabet ¥’ D X" D X et deux langages A € Loc(X™) et
B € CS(X) tels que L = fr(A@® B). ]

Un tableau récapitulatif des ces résultats est donné Table 5.1.
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verticalement

@ | Loc | Rec Lin | Alg | CS | r.é.
Loc | CS | CS [rét|r.ét|ré [r.é.
Rec| CS | CS |ré.T | r.éT|r.é. |r.é.
Lin [ CS | CS |rét|r.éT|ré |r.é.
Alg [ CS | CS [r.éT [ r1.é.7 [ 1.é. | r.é.
CS | CS|CS |réf|[r.ét|ré |r.é.

ré. | ré. | r.é. | r.é. | ré. |r.é.|r.é.

horizontalement

T Dans ce cas un langage récursivement énumérable L appartient a cette classe si et seulement

st I’on peut décider ’appartenance des mots de longueur 1 a L.

TAB. 5.1 - Tableau récapitulatif pour la frontiére de la hiérarchie de Chomsky « croisée »

5.3 Remarques sur les automates cellulaires

Les langages de figures semblent étre un bon modele de calcul pour les langages de mots.
Ce n’est pas sans rappeler les automates cellulaires. Ceci n’est pas surprenant puisque les
langages de figures reconnaissables sont exactement les langages de figures reconnus par
automates mosaique en ligne [IN77, IT91, GR92].

Définition 5.11 Un automate mosaique en ligne est défini par un t-uple

A=(%,Q,q,F,9)
avec :
- X, Ualphabet d’entree ;
- @, un ensemble fini d’¢tats;
- qo € Q, Uétat initial ;
- F C Q, 'ensemble d’états finauz;

- 6:Q xQ x (BU{#}) — 29, la fonction de transition.

Un calcul de A sur une figure f de taille (m,n) consiste & associer un état a chaque
position (7,7) (1,7 > 2) de f. Cet état ¢ est donné par la fonction de transition des états g,
et q respectivement déja associés aux positions (i — 1, 7) et (1,7 — 1) et de la lettre a a la
position p(z,7): q¢ € 8(qu, qi, a). Initialement seules les positions (¢,7) avect =1 ou j =1
sont étiquetées par un état qui est 1’état initial. Une figure est acceptée par A s’il existe
un calcul qui termine avec un état final sur la position (m + 2,n + 2).
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Ezemple. L’automate mosaique en ligne A qui reconnait ’ensemble des carrés sur
¥ = {a} peut étre défini par A = (X, Q, o, F,6) avec:

- Q = {q07QI7q2,q3} y

- F={q};

— la fonction de transition § est définie de la maniére suivante pour x €

{a,#}:
(g0, 90,7) = {a}
8(q0,q1,7) = {g2}
(90, 92,7) = {2}
6(qo, g3, ) = 0
(g1, 90,7) = {gs}
§(q,q,z) = 0
o(qr,q2,2) = 0
8(q1,93,7) = {gs}
6(q2,90,2) = 0
8gz.q1,7) = {q2}
8a2, @2, x) = {q2}
8(q2,93,7) = {a1}
6(g3,90,7) = {g3}
8@z, q,2) = 0
o(gs, q2,z) = 0
6(g3,q3,7) = {gs}

Il s’agit ici d’un automate déterministe puisque 8 ne renvoie jamais plus
- d'un €tat. Considérons la figure de taille {4,4) sur 5. Le eeleul commenee sur

la configuration suivante :

#,q0 | # qo | #

#7 4o

Qo | #,q0 | #iq | #
a
#’qO a
a
a

qdo

-

#7q0
#>(I0
#a| # | # | # | #

Au premier pas de calcul la seule position ou l'on peut déterminer U'état est
la position (2,2). Comme 6(qo,qo,a) = {q:1}, on a:

Qleia|(al-
Qie|a(ai-
ISIEST ST ST b

Fe|Fe [ F |
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#,q0 | #,90 | #,00 | #.9 | #,9 | #.9
#.90|aq | a a a #
#.00| a a a a #
#,901 a a a a #
#.q0| a a a a #
#.90| # # | # # | #

Pour les quatres pas de calculs suivants, on peut déterminer les €tats pour
les positions (2,3), puis (2,4), puis (2,5) et (2,6):

#,0 | #.q0 | #,0 | #.90 | #.90 | #, 9
#,.q0 | a,q | a,q2 | a,q2 | a,q2 | #, ¢

#,0!| a a a a #
#,@| a a a a #
#.q0| a a a a #

#q) # | # | # | # | #

On peut procéder ainsi ligne par ligne pour obtenir finalement :

#’qﬂ #sQO #7‘]0 #7‘10 #aqo #aqo
#9000 | 0,¢]|aq]|aqg | #e
#aqO a, g3 a, q1 a, q2 a, g #’qZ
#,90 a,q3 | 0,3 | a,q1 | @, Q2 | #, Q2

#,9|0,93 | g3 | 6,G3 | a,q1 | #, @
#aqo #,Q3 #aq3 #7(13 #7q3 #7q1

Cette figure est acceptée tandis que pour la figure de taille (2,3), la configu-
ration finale est:

#.9 | #:9 | #,0 | #,90 | # %
#.9 | a,q1 | 0,2 | a,q2 | #,q
# @) a9 |aqalaeqe|#e
#.q | #H e #al#Fal#e

qui est donc rejetée puisque la cellule inférieure droite ne contient pas un état

final.

Ceci laisse présager des liens étroits entre les automates cellulaires et les frontieres des
langages de figures reconnaissables. En effet, on peut associer a tout langage de figures
reconnaissables un automate cellulaire non-déterministe qui reconnait le langage fr(L).

Définition 5.12 Un automate cellulaire non-déterministe est un quatruplet

A=(Q,%,,F)
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. cellule 1

em SO
- - 2AHE - BAE

@
temps ¢ : @ e @

166 s Y
temps t + 1 @ g (qg q qd)

Fi1G. 5.1 - Calcul d’un automate cellulaire sur le mot aiay...a,

ou :
— @, un ensemble fini d’états (I’ensemble () contient un état « quiescent » noté X);
- ¥ C Q, Ualphabet d’entrée (I’alphabet ¥ ne contient pas l’état quiescent) ;

~ 6 : Q% — 29, la fonction de transition (pour [’état quiescent, on impose §(A, A\, \) =
A
- F C Q, Uensemble des états finauz.

Le calcul de A sur un mot w = a;...a, € ¥* (a; € X) consiste a créer un alignement
supposé bi-infini de cellules (sur Z). Au temps 0, toutes les cellules sont dans 1’état quiescent
A excepté les cellules 1 & n: la i*™€ cellule ¢(0,7) pour 1 < ¢ < n est dans I’état a;. A
partir de la configuration au temps ¢, on utilise la fonction de transition é pour calculer la
configuration au temps t + 1 (voir exemple Figure 5.1):

VieZ c(t+1,1) € 8(c(t,i—1),c(t,i),c(t,i+ 1))

Le mot w est accepté par I’automate cellulaire A s’il existe un calcul partant de w qui, a
un temps ¢, a un état final sur la cellule ¢(¢, 1). L’ensemble des mots acceptés par A est noté
L(A). La famille des langages de ¥* reconnus par automates cellulaires non-déterministes
est notée ACN(Z*).

La plupart du temps on ne considere que les automates cellulaires déterministes et
completement spécifiés, c’est-a-dire que la fonction de transition renvoie exactement un
état. La famille des langages reconnus par automates cellulaires (déterministes) est notée
AC(X~). Par définition, on a AC(Z*) C ACN(Z*).

On peut s’obliger a limiter la taille de I'espace de calcul a la taille du mot d’entrée — en
imposant par exemple d(gg, A, A) = A et §(X, A, g4) = A. On a alors la classe des automates
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. cellule 1
e
temps ¢
e
temps £ + 1 @ q' € 6(q,92)

Fig. 5.2 - Calcul d’un automate cellulaire unidirectionnel sur le mot a1a, ... a,

cellulaires bornés. La famille des langages de ¥* reconnus par automates cellulaires bor-
nés non-déterministes, respectivement déterministes, est notée ACN,(X*), resp. ACy(X*)
[DMT].

Dans tous ces types d’automates, ’état d’une cellule a un temps ¢t > 0 dépend de I’état
de ses deux voisins (et d’elle-méme) au temps ¢t — 1, un automate cellulaire unidirectionnel
est un automate pour lequel le nouvel état ne dépend que de l'état de la cellule et de
celui de son voisin de droite: Vqg, q;q, 92 € @ on a 6(q,, g, 94) = 6(q, ¢, qa). C’est pourquoi
I’'on considere § comme une fonction de Q? dans 29 (voir Figure 5.2). Notons que les
langages reconnus par un automates cellulaires unidirectionnels sont également reconnus
par automates unidirectionnels bornés: Vg € @, on a d(g, A, A) = 6(A, A, A) = A; de plus,
Pétat de la cellule ¢(¢,1) ne dépendant que des états des cellules c(¢/,7) avec t' < ¢ et
2 > 1, on peut ignorer les cellules en position négative ou nulle. La classe des langages de
¥* reconnus par automates cellulaires unidirectionnels non-déterministes, respectivement
déterministes, est notée ACUN(Z*), resp. ACU(X™).

En s’inspirant des automates mosaique en ligne, on peut établir la proposition suivante:

Proposition 5.13 Soit L € Rec(X**) un langage de figures reconnaissable, il existe un
automate cellulaire unidirectionnel non-déterministe A tel que L(A) = fr(L).

Preuve. Le langage L € Rec(X**) est 'image d’un langage de figures hv-local K €
hv-Loc(X"**) par une projection 7 : £’ — X. On peut supposer que X et ¥’ sont disjoints.
Le principe est indentique a celui utilisé dans la preuve de la Proposition 4.3, pour un
mot w donné en entrée ’automate tente de maniere non-déterministe de construire une
figure de K dont w est ’image de la frontiere.
L’automate cellulaire unidirectionnel non-déterministe A est défini par (Q, X, 4, F') avec:

- Q =Xut'u {#} U ((EI U {#} X {#}) U {qf7 Qerreur};
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- F={q};

~ la fonction de transition correspond a différentes étapes de la simulation:

1. générer un mot dont I'entrée est 'image par 7 et vérifier que ce mot peut étre
sur la premiere ligne :

Vo€ 8ad) =\ @B Pl cang eny)

Dans un automate cellulaire unidirectionnel, la premiere cellule ne peut étre
identifiée en un seul pas de calcul. Pour ceci, chaque état de la premiere ligne
peut se déclarer « premiere cellule » en prenant une valeur dans X' x {#} et au
pas de calcul suivant, une cellule ayant un voisin-droit qui s’est désigné premiere
cellule se place dans un 1’état geqreur ce qui empéche la suite du calcul d’aboutir.

Vg,q' € &' 8(¢,(¢s#)) = {qerrewr}
Vq € Q 5(Qerreur7 q) = 5((1, qerreur) = {qerreur}

2. vérifier les dominos horizontaux et générer la ligne suivante en vérifiant les
connexions verticales :

(¢ #)] ] eat €A
Vo,q €T §((q,#).¢) = g et lg]d] €A
\ {qerreur} Sinon
1" q . 7
Ve, ¢ €Y 8(q,9) = ¢'| g €A s leld] €A
( {_qe'r'réu?'} : - - - siRen
1 q .
Vge ¥ sy = 119 g €87 s lal#] €
\ {qETTeur} sinon

Ainsi une cellule peut décider de se placer dans I'état # qui signifie qu’elle
anticipe la fin de la figure. Il faut donc vérifier que toute la ligne ne contient
que des #. La derniere cellule (dont le voisin droit est A) se place dans 1’état
acceptant gy et le propage a son voisin gauche jusqu’a la premiere cellule s’il n’y
a pas eu d’erreurs:
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= {#}
{(#.#)}
{qerreur}
{as}
{ar}
{ar}

L’automate simule ainsi la génération d’une figure de K a partir du mot w et il est clair

que L(A) = fr(L). O

fl

Vge X' O(q,#)=0(#,9) =9

p g NI Y
Il

La réciproque est également vrale; pour tout automate cellulaire borné non-détermi-
niste A, on peut construire un langage de figures reconnaissable dont la frontiére est £(A).
Pour ceci, on construit un langage de figures qui simule le fonctionnement de ’automate.

Proposition 5.14 Soit A un automate cellulaire borné non-déterministe, il existe un lan-
gage de figures reconnaissable L tel que fr(L) = L(A). De plus pour tout mot dans L(A)
pour tout calcul de l’automate on a une figure f € L telle que fr(f) = w et qui simule ce
calcul.

Preuve. Soit A= (Q, %, 4, F), on construit un langage de figures (2, 3)-localement testable
qui simule les calculs de A.

A:AIUAQUA:g

— Pensemble A, qui vérifie que la premiere ligne est bien un mot de ¥*:

alb|c

A1={:# i hucezu{#}bex}

— I’ensemble A, qui simule les transitions de "automate :

A, = {j: a0 [a,b,c,deQ/\ceé()\,a,b)}
u{; ’ : |a,b,c,d,e,f€Q/\eEcS(a,b,c)}
U{Z 2 i [a,b,c,deQ/\dea(a,b,A)}
U{i ’ i |a,b€Q/\b€5(A,a,A)}
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~ Pensemble Az qui vérifie que la derniere ligne contient bien un état final sur la
premiere cellule:

Ay = {# alb |a€F,beQU#}

alblc
U{# TTE |a,b€Q,c€QU#}

Le langage de figures L localement testable qui correspond a A simule bien tous les
calculs de A qui aboutissent a une acceptation du mot de départ. 0

Ainsi, par le biais des langages de figures, on peut aisément déduire du Théoréeme 4.6
et des Propositions 5.13 et 5.14 le corollaire suivant :

Corollaire 5.15 ACUN(Z*) = ACN,(X*) = fr(Rec(E**)) = CS(Z*).

Alors que dans les automates cellulaires bornés on limite 1’espace de travail, on peut
également limiter le temps de calcul. On donne une fonction f : N* — N* et un calcul
sur un mot de longueur n est réussi si la premiere cellule contient un état final au temps
f(n) [MK93]. Par exemple, pour un automate cellulaire linéaire, on se fixe une fonction
linéaire f de n et un mot w n’est accepté que si au temps f(|w|) la premiere cellule contient
un état d’acceptation. La classe des langages sur ¥ reconnus par un automate cellulaire
linéaire non-déterministe, respectivement déterministe, est noté ACN;(X*), resp. AC;(¥*)
[BC84, Sei77].

Un automate cellulaire temps réel est un automate cellulaire ou la fonction de temps
est f(n) = n. La classe des langages sur ¥ reconnus par un automate cellulaire temps
réel non-déterministe, respectivement déterministe, est noté ACN,.(X*), resp. AC,(¥%)
[Col69, Smi72, CC84, Ter93, Ter94, DMT].

Notons que par « pliage » on peut montrer que les langages reconnus par automates
cellulaires linéaires et temps réel peuvent étre reconnus en espace borné (et toujours en
temps linéaire ou temps réel).

- De mérme, on peut définir les automates cellulaires unidirectionnels linéaires et temps
réel. On note les différentes classes de langages de ¥* reconnus par ces automates ACUN;,
ACU;, ACUN,, et ACU,, [Pec83, Ter95, Ter96].

En utilisant les mémes arguments que dans la preuve de la Proposition 5.14 et les fonc-
tions reconnaissables par langages de figures reconnaissables [Gia93] — dont les fonctions
polynomiales sont un exemple -—, on montre la proposition suivante.

Proposition 5.16 Soit A un automate cellulaire linéaire non-déterministe dont la fonc-
tion de temps est f, il existe un langage de figures reconnaissable K tel que fr(K) = A
et:

Vpe K lig(p) = f(col(p)) +1
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De méme d’apres la Proposition 5.13, on obtient facilement :

Proposition 5.17 Soit L un langage de figures reconnaissable pour lequel il existe une
fonction linéaire f : N* — N*:

Vpe L lig(p) = f(col(p))

il existe un automate cellulaire unidirectionnel linéaire non-déterministe dont la fonction
de temps est f(n) + n.

Ce facteur n est ajouté en raison de la propagation de I’état ¢; de la n®me cellyle vers
la premiere cellule. Néanmoins, si pour tout n € N*, f(n) > n on peut par pliage éviter ce
supplément de calcul.

Proposition 5.18 Soit L un langage de figures reconnaissable pour lequel il existe une
fonction linéaire f : N* — N* telle que pour tout n € N*, f(n) > n:

Vpe L lig(p) = f(col(p))

il existe un automate cellulaire unidirectionnel linéaire non-déterministe dont la fonction
de temps est f(n).

L’idée est de replier le carré inférieur de la figure de la maniere suivante:

alb|blc|a a b a
biclalajc b c a c
alclajeclec (a,a) | (c,¢) | (a,b) | (c,b) | c
blajclalb| — |(bb)]|(a,b)|(c,a)| a |$
alblalalb (a,c) | (b,a)| a $ |8
alclalb|c (a,a)| ¢ $ $ |S
clalclbla c $ $ $ |$

Proposition 5.19 Soit L un langage de figures reconnaissable pour lequel il existe une
fonction f:N* — N* et une constante k € N tel que pour tout n € N*, f(n) > n:

Vpe L lig(p) = f(col(p)) + &
il existe un langage de figures reconnaissable K tel que fr(K) = fr(L) et:

Vp e K lig(p) = f(col(p))

Preuve. 11 s’agit de regrouper les k + 1°™®S derniéres lignes du langage hv-local A €
hv-Loc(X™*) dont L est I'image par une projection 7. On considere l'alphabet £" = 3/ U
Y/%+1 et on définit I’ensemble de dominos autorisés A’ en fonction de A qui est associé &

A:



142 CHAPITRE 5. FRONTIERE DES LANGAGES DE FIGURES

- o)

a€XU{#} VI<i<k+1bhel¥

a

| F ean|vici<k |2 EA))

bl bi+1

I#lal...ak+1‘! Vi<i<k+1 EA)
b b | | Vi<i<k+1la,beY
|a1...ak+1l 1..-0k41 VlSZSk+1 EA)

Vi<i<k+4+1la ed }

Vi<i<k+1l |a|#]| €4)
Vi<i<k+la, €%

C

|a1...ak+1|#| |

5 oo &

{ Vi<i<k+la;€X }
|

|

ay...0q4

U # | (Vlﬁiﬁk b eA))/\ bren | o A

bij1 #

Considérons la projection 7’ qui associe 7(a) a toute lettre a de ¥’ et 7(ay) a une lettre
ai...agq de %t Notons K 'image par 7' du langage hv-local associé a A’. Les figures
de K sont les figures de L tronquées des k dernieres lignes, on a donc bien fr(K) = fr(L).
0

Proposition 5.20 Soit L un langage de figures reconnaissable pour lequel il eziste une
fonction f : N* — N” et une constante k € N telles que pour tout n € N*, f(n) >n:

Vpe L lig(p) = k.f(col(p))
il existe un langage de figures reconnaissable K tel que fr(K) = fr(L) et:

Vpe K lig(p) = f(col(p))

Preuve. Le langage L € Rec(X**) est image d’un langage de figures hv-local A €
hv-Loc(X**) par une projection 7 : £’ — X. Cette fois, nous regroupons les lignes par
paquets de k lignes. Nous travaillons donc sur I’alphabet £/ = ¥'*.

y = { Flera] v <ish caf
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U

[ay. . ap [ b b ] [VI<i<k eA}
a1 ... ax [#] |V1<i< eA}

{
{ K
u{ i I eAA(V1§i<k L EN

U

ay...ak a; Git1

ay...ax i a; b; ak
U Vi<i<k , EALA €A
b1 .. .bk l - a; 41 b,‘+1 bl
aj...ak . a; ag
U Vi<i<k EA|A €A
# | ait1 #

On considere la projection 7’ qui associe 7(a) a toute lettre a de ¥’ et 7(a;) a une lettre
ay...apy de L1 Notons K I'image par 7' du langage hv-local associé & A’. Les figures
de K sont les figures de L dont on n’a retenu qu’une ligne sur k. On a ainsi fr(K) = fr(L).
O

Ces deux propositions permettent de déduire facilement le résultat suivant ou C(X**)
est la classe des langages de figures sur ¥ qui ne contiennent que des carrés.

Proposition 5.21 ACN;(X*) = ACN,(2*) = ACUN(2*) = ACUN,.(X*) = fr(Rec(X*)-
N CE™)).

Ces résultats ainsi que d’autres inclusions bien connues des classes de langages sont
repris Figure 5.3. Dans ce DAG les fleches indiquent une inclusion au sens large, les inclu-
sions strictes étant signalées par un signe « # ». L’alphabet est supposé contenir plus d’une
lettre et la classe QQ(¥X*) représente la classe des langages quasi-temps réel [BG70] qui sont
reconnus en temps linéaire par machine de Turing non-déterministe.

Enfin, notons que les langages reconnus par automates cellulaires peuvent étre carac-
térisés par des transductions rationnelles comme nous 'indique le Lemme 4.8.
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Conclusion

Dans la premiere partie nous avons donné une maniere de représenter le monoide des
figures connexes JF; a I’aide d’un monoide libre. L’ensemble F¢ nous parait étre un exemple
pertinent de monoide inversif — c’est-a-dire que I’on peut s’en inspirer pour déduire des
propriétés des monoides inversifs.

Ainsi dans le Chapitre 2, nous donnons un systéme de réécriture générique qui engendre
la congruence associée a un systeme générateur de tout monoide inversif vérifiant une
propriété donnée. Une limitation, déja signalée, de ce systéme de réécriture est qu’il ne peut
étre appliqué si I’élément neutre du monoide inversif possede des diviseurs. Par exemple,
dans le monoide des figures pointées F,, ’élément neutre f,, la boucle vide, posséde une
infinité de diviseurs (toute figure de taille nulle). Néanmoins, si I'on considere un systeme
de réécriture R ou toutes les régles conservent I’élément décrit, dont la cloture transitive
contient le systéme de réécriture S donné Définition 2.6 (page 21) et qui vérifie la condition
(P) du théoreme 2.8, il est clair que R engendre la congruence. Il n’est d’ailleurs pas
étonnant dans le cas des figures de segments avec traits invisibles que ’on puisse retrouver
le systeme de réécriture de [Slo93].

Par contre, pour étendre la notion de complexité descriptive, étudiée Chapitre 3, aux
systemes générateurs, nous avons besoin de définir le poids des éléments du monoide,
définition qui devrait coincider avec celle utilisée dans les figures. Une idée serait d’utiliser
I’ordre naturel dans les monoides inversifs pour calculer un poids. On peut aussi considérer
les monoides du type A x F ou A est I’ensemble des parties finies d’un ensemble F et F
un groupe de bijections de E dans E. Par exemple si I’on prend E = Z* et F I’ensemble
des translations dans Z?, le monoide A x F est exactement F,. Tous les monoides de ce
type sont inversifs et le poids d’un élément (X, f) € A x F peut, de maniére naturelle,
étre défini comme le cardinal de X. Ces monoides, et surtout leurs sous-monoides finiment
engendrés, semblent trés analogues a F et méritent certainement notre attention.

Dans la seconde partie, nous avons considéré les langages de mots a deux dimensions.
Nous donnons dans le Chapitre 2 une caractérisation des langages de figures reconnaissables
utilisant le recouvrement par des dominos, ce qui permet de les définir par le « croisement »
de deux langages de mots locaux.

L’un des problémes les plus importants dans cette théorie est d’obtenir un équivalent
du théoreme de Kleene, c’est-a-dire de définir les reconnaissables a partir d’expressions
régulieres. Ceci parait difficile et les différentes tentatives ne laissent présager que des
résultats partiels ou tres techniques [Mat97].
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Nous avons vu dans les Chapitres 4 et 5 que les langages de figures peuvent étre consi-
dérés comme modele de calcul sur les mots. Notamment, les langages de figures reconnais-
sables peuvent étre vus comme des calculs d’automates cellulaires. De ce point de vue, il
subsiste des problémes ouverts comme la comparaison des différentes classes d’automates
cellulaires. Par exemple, on ne sait pas a I’heure actuelle si les automates cellulaires déter-
ministes temps réel, linéaires ou bornés reconnaissent la méme classe de langages. Enfin,
on peut également s’interroger sur les inclusions éventuelles entre la classe des langages
reconnus par automates cellulaires non-déterministes temps réel et la famille des langages
reconnus par automates cellulaires déterministes bornés (voir Figure 5.3 page 144).
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