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Introduction générale

La théorie de Maxwell constitue le formalisme de base permettant de décrire I'ensemble
des phénomenes électromagnétiques. Cette théorie est donnée par des équations aux dérivées
partielles reliant les champs magnétique et électrique. Pour des cas simples, ces équations ont
des solutions analytiques donnant une distribution exacte des champs dans le dispositif étudié.
Néanmoins, la majorité des problemes de l'électromagnétisme sont complexes (géométrie
compliquée, non-linéarités, interaction entre plusieurs phénomenes, ...) et leur résolution est
impossible par des méthodes analytiques a moins d’utiliser des hypotheéses simplificatrices. En
conséquence, il est nécessaire de recourir a des méthodes numériques basées sur une
discrétisation des variables et de I'espace géométrique. Ces techniques transforment les
équations aux dérivées partielles en un systeme d’équations algébriques avec des degrés de
liberté finis. Parmi ces méthodes, celle des éléments finis est couramment utilisée car la
discrétisation de l'espace se fait en fonction de la géométrie et la prise en compte des non-
linéarités peut étre envisagée. La solution obtenue fournit alors une approximation des
grandeurs locales que sont les champs magnétique et électrique. Ces grandeurs sont exploitées
par la suite pour déterminer des valeurs globales telles que les flux, les courants, ... Cette
résolution numérique donne une précision suffisante pour envisager des applications de

conception ou d'optimisation des systémes électromagnétiques.

En principe, tous les systémes électromagnétiques doivent étre modélisés en trois
dimensions. Cependant, beaucoup de dispositifs sont congus de telle maniére qu’ils privilégient
une direction pour le courant. On choisit alors une formulation en deux dimensions avec dans
la plupart des cas la composante non nulle du potentiel vecteur magnétique comme inconnue.
Par contre, dans certains problemes, ['utilisation d'un calcul tridimensionnel est nécessaire afin

de tenir compte de la géométrie réelle ou des effets d'extrémité.

Profitant de 1'évolution incessante des performances des calculateurs, des codes de calcul
ont été développés avec des modeles 2D ou 3D [9][17][32][61][92][111]. Ce développement a
pour conséquence d'améliorer la connaissance des phénomenes électromagnétiques et de

fournir aux chercheurs et aux constructeurs de matériels des outils de calcul puissants

[17]1[26][54][62][117].
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Ce travail constitue une contribution dans le domaine de la modélisation 3D et 2D des
systemes électrotechniques sur la base de la méthode des éléments finis. Ainsi, nous présentons
une synthése des formulations magnétodynamiques et magnétostatiques et nous développons
une approche hybride qui utilise un couplage des potentiels vecteur et scalaire. Pour modéliser
une structure contenant un circuit électrique, les équations du champ électromagnétique et
celles du circuit sont résolues simultanément. Cette résolution donne I'état magnétique du
systéme et le courant. Afin de prédire les performances des systémes électrotechniques, les
forces et le couple sont des grandeurs importantes & déterminer. Pour cela, une partie de ce
travail est dédiée au calcul de ces grandeurs dans le contexte de la méthode des éléments finis.
La prise en compte du mouvement peut étre simulée par de plusieurs techniques. Dans ce
travail, nous développons, en 3D, une méthode dite surface de glissement. Le modele ainsi
développé peut étre appliqué, entre autre, pour simuler le fonctionnement des machines

asynchrones a cage et & encoches inclinées.

Ce mémoire est présenté en trois chapitres. Dans chaque chapitre, nous consacrons une

partie aux applications qui servent de validation et de comparaison des méthodes étudiées.

Le chapitre I débute par une présentation des formulations magnétostatiques et
magnétodynamiques sur la base des équations de Maxwell avec les hypotheses classiques de
['électrotechnique. Parmi ces approches, un intérét particulier est accordé a celles utilisant des
potentiels scalaires ou vecteurs. A partir de cette présentation, nous retiendrons les
formulations qui seront utilisées dans la suite du travail. La discrétisation de ces approches est
ensuite effectuée par la méthode des éléments finis avec une utilisation des éléments nodaux et
d'aréte, respectivement, pour les potentiels scalaires et vecteurs. Pour la discrétisation des
potentiels vecteurs, les éléments d'aréte sont mieux adaptés pour décrire la distribution spatiale
des champs électrique et magnétique. En effet, ces éléments imposent uniquement la continuité
de la composante normale du champ. Cette propriété est importante pour représenter des
domaines ayant des sauts de perméabilité ou de conductivité. Dans ce contexte, nous avons
développé une approche hybride utilisant le couplage des potentiels vecteur et scalaire. Ce
couplage est réalisé en assurant les conditions de transmission des composantes du champ et
de l'induction magnétique. Une telle approche peut étre appliquée en magnétostatique et en
magnétodynamique [108].

Les formulations présentées au cours du chapitre I permettent 1'étude d'un systéme
électromagnétique par une résolution des équations du champ. Cette résolution nécessite la
connaissance d'un terme source. Ce modéle devient insuffisant lorsqu’il s’agit d’étudier une
configuration caractérisée par une forte interaction entre les équations magnétiques et

électriques [85].
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Dans le chapitre II, nous nous intéresserons a trois aspects importants de la modélisation
numérique des systémes électrotechniques. Le premier concerne, le couplage des équations du
champ avec celles du circuit électrique connecté a un bobinage filaire. Nous présenterons
'utilisation de cette notion pour les potentiels scalaire et vecteur [85]. Par la suite, nous
I'étendrons a la formulation hybride [108]. En deuxiéme lieu, nous aborderons la détermination
des forces et du couple dans les structures 2D et 3D. Ce calcul concerne uniquement les valeurs
globales avec l'utilisation de deux méthodes : le tenseur de Maxwell et les travaux virtuels
[13][68][109]. La fin de ce chapitre est consacrée a la prise en compte du mouvement. Aprés un
état de l'art des principales méthodes utilisées, nous développerons une technique 3D simple &
mettre en oeuvre [7][15][51][104][111]. Cette méthode, appelée surface de glissement, s'inspire
de la ligne de glissement connue en 2D [118].

Le chapitre III est dédié a la modélisation 2D et 3D de la machine asynchrone a cage.
Cette étude constitue une application directe des développements effectués dans les deux
premiers chapitres. Nous commencerons par présenter un modele 2D pas & pas dans te temps
avec un couplage des circuits électriques au stator et au rotor [101]. Ce modele sera étendu aux
machines a encoches inclinées. Dans ce cas, la partie inclinée est découpée en sections droites
dans lesquelles nous supposons une formulation 2D classique [88].

Afin d'introduire le modéle 3D de la machine, nous commencerons par exposer les principales
difficultés liées a la mise en équation d'une telle structure. Par la suite, nous développerons
notre approche. Dans ce cas, nous utilisons la formulation en potentiel vecteur modifié pour
résoudre les équations du champ électromagnétique. La discrétisation du potentiel vecteur est
donnée par les éléments d'aréte. En ce qui concerne la structure étudiée, nous avons modélisé
une machine réelle légérement modifiée afin d'obtenir un maillage raisonnable au niveau du
nombre d'inconnues.

Les résultats obtenus par les modeéles 2D et 3D sont présentés avec et sans la prise en compte de
l'inclinaison. Pour le cas des encoches droites, les conditions de calcul 3D sont équivalentes a

une formulation 2D afin de valider le modeéle 3D en le comparant au 2D.
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Chapitre . Résolution numérique des équations du champ électromagnétique

1. Introduction

La modélisation d'un systéme électromagnétique consiste a développer une structure
mathématique apte a déterminer son état de fonctionnement. Le but d'une telle modélisation
est d'accéder aux grandeurs locales (champ magnétique, densité de courant, ...) et globales
(courant, flux, énergie, ..) nécessaires a l'analyse ou la conception des dispositifs
électromagnétiques. La structure mathématique capable de nous fournir de tels résultats est
basée sur la résolution des équations de Maxwell. Pour un probleme donné, cette résolution
nous donne les grandeurs locales a partir desquelles on peut déduire des grandeurs globales.
Lorsque les structures étudiées sont complexes, il n'existe pas de solution analytique aux
équations de Maxwell. De ce fait, il est nécessaire de recourir a des méthodes de résolution

numérique.

Dans ce chapitre, nous débuterons par un rappel des équations de base que sont les
équations de Maxwell. A partir de ces équations, nous exposerons les différentes formulations
~mathématiques pour les problémes magnétostatiques et magnétodynamiques. Parmi ces
formulations, nous nous intéresserons a celles qui utilisent des potentiels scalaires ou vecteurs.
Le choix d'une formulation pour traiter un probleme donné dépend de plusieurs critéres tels

que la nature du phénomeéne étudié et la topologie du systéme.

Par la suite, nous présenterons la résolution numérique des équations du champ
électromagnétique par la méthode des éléments finis. Cette méthode permet le passage des
équations aux dérivées partielles a un systeme d'équations algébriques définies dans un espace
discret. Dans ce contexte, nous allons effectuer la discrétisation des formulations retenues et le
développement d'un couplage entre le potentiel scalaire magnétique et le potentiel vecteur

magnétique. Ce couplage est appelé formulation hybride.

Les différentes formulations présentées seront appliquées a deux exemples simples en
magnétostatique. Les résultats obtenus seront comparés avec ceux de la formulation hybride.
Dans le premier exemple, nous visualiserons l'induction magnétique dans un cube de fer
plongé dans un champ uniforme. Pour le deuxiéme exemple, nous nous intéresserons au calcul
de l'énergie magnétique emmagasinée dans un cube conducteur avec une densité de courant

uniforme et constante.
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2. Formulation des problémes électromagnétiques

La modélisation en électromagnétisme est basée sur les équations de Maxwell qui
constituent le modele de départ. En utilisant les hypotheses de I'électrotechnique, on peut
extraire de ces équations le modele magnétodynamique caractérisant I'évolution dans le temps
du champ électromagnétique. L'étude en régime statique constitue alors le modele
magnétostatique. Ces modeles peuvent étre formulés en introduisant des variables autres que
les champs physiques. On parle alors de formulations en terme de potentiels scalaires ou
vecteurs. La notion de potentiel est trés intéressante car elle permet de rendre implicite une des
équations a résoudre. En effet, le champ physique est relié au potentiel par une opération de
dérivation ou d'intégration. Toutefois, I'utilisation des potentiels engendre certaines difficultés
comme le probléme des régions non simplement connexes pour le potentiel scalaire ou la
définition d'une condition de jauge pour le potentiel vecteur. L'exposé des avantages et des
difficultés de chaque formulation nous permet d'établir des critéres pour le choix de telle ou
telle approche pour un probléme donné. Ces critéres sont basés sur la nature du probleme et la

géométrie du domaine.

2.1. Equatiocns de Maxwell

L'ensemble des phénomenes en électromagnétisme est régi par la théorie de Maxwell qui

est donnée par un systeme d'équations aux dérivées partielles sous la forme suivante [16]:

rot h=j+0d (1.1)
rot e=-0b (L.2)
div b=0 (L3)
div d=p (1.4)

avec:
h le champ magnétique (A/m)
b I'induction magnétique (T)
e le champ électrique (V/m)
d l'induction électrique (C/m?)
j la densité de courant de conduction (A/m?)

p la densité volumique de charges (C/m?).

Les équations (1.1) et (L.2) expriment le couplage entre les grandeurs électriques et magnétiques

et les équations (1.3) et (1.4) représentent la conservation des flux.
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L'équation (I.1) implique qu'une variation dans le temps de l'induction électrique crée une
variation du champ magnétique. Le terme 8,d est appelé densité de courant de déplacement.
De la méme maniére, I'équation (1.2), appelée loi de Faraday, implique qu'une variation dans le
temps de l'induction magnétique provoque une variation du champ électrique. A partir des

équations (I.1) et (1.4), on obtient la conservation de la charge électrique:

div j+0p=0 (L.5)
Dans le domaine de I'électrotechnique, la fréquence des phénomeénes étudiés est telle que le
courant de déplacement peut étre négligé devant le courant de conduction. On parle alors de

I'approximation de I'électrotechnique. Dans ces conditions, I'équation (I.1) et la conservation de

la charge (1.5) deviennent:

rot h=j (L6)

div j=0 (1.7)

L'équation (1.6) est connue sous le nom de la loi d'Ampére.

Lois de comportement

Les champs h, b, e et d, définis dans les équations de Maxwell, ne sont pas indépendants.
En effet, ils sont reliés entre eux par les lois de comportement qui expriment les propriétés des

matériaux. Ces lois s'écrivent comme suit:

b=ph (1.8)
d=ce (L.9)
j=ce (1.10)

avec:
u la perméabilité magnétique (H/m)
¢ la permittivité électrique (F/m)

o la conductivité électrique (Q'm?).

Les valeurs y, € et o sont des tenseurs et elles peuvent varier en fonction de la température, de
la saturation, de 1'hystérisis, etc. Néanmoins, dans un grand nombre d'applications, les milieux
considérés peuvent étre supposés isotropes et non-linéaires. Dans notre étude, la permittivité
n'intervient pas et la conductivité sera supposée constante. Pour la perméabilité nous
prendrons, selon le probléme traité, une caractéristique linéaire (n constante) ou non-linéaire
n=p(lH).
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Conditions de transmission

Aux interfaces entre deux milieux de propriétés différentes, les champs subissent des
discontinuités. Cependant, Il est possible d'exprimer des relations de continuité sur les
composantes de ces champs. Par intégration des équations de Maxwell sur un volume

élémentaire qui englobe l'interface, nous pouvons écrire les conditions suivantes:

n x(hZ_hl)lr :js (Ill)

nx(e,—e). =0 (1.12)
n.(b,—b)|.=0 (1.13)
n.(d,—d,)|. =p, (1.14)

avec:
j, la densité surfacique de courant
p, la densité surfacique de charge électrique

n la normale 4 la l'interface I' qui sépare les milieux 1 et 2.

Dans les exemples que nous aurons a traiter, les grandeurs j, et p, n'interviennent pas. Par
conséquent, les conditions (I.11) et (L.12) expriment, respectivement, la continuité de la
composante tangentielle des champs magnétique et électrique et les conditions (1.13) et (1.14)
donnent la continuité de la composante normale de l'induction magnétique et électrique. A
partir de I'équation (1.7), on peut exprimer la continuité de la composante normale de la densité

de courant, soit:

n.(j. = jr )Ir =0 (L15)

2.2. Formulations magnétostatiques

Lorsque les phénomeénes étudiés indépendants du temps, les dérivées temporelles dans
les équations de Maxwell s'annulent et les grandeurs magnétiques et électriques sont
découplés. Dans ce cas, I'étude des problemes magnétiques fait I'objet de la magnétostatique.

En notant la densité de courant source j,, les équations de Maxwell & considérer sont:

rot h=j, (L16)

div b=0 (L17)

On ajoute a ces deux équations la loi de comportement magnétique (L.8).
L'introduction des potentiels peut s'avérer intéressante pour formuler les problémes de la
magnétostatique. Dans ce cas, on peut envisager des approches en potentiels vecteurs ou

scalaires.
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1.2.1. Formulations magnétostatiques en potentiel scalaire

Potentiel scalaire total

Dans les régions dépourvues de sources de courant, I'é¢quation (1.16) s'écrit rot h=0. Dans
ces conditions, le champ magnétique h peut étre défini a partir d'un potentiel scalaire
magnétique Q tel que:

h=-gradQ . (1.18)

En remplagant cette relation dans I'équation (1.17) et en utilisant la loi de comportement (1.8), on

obtient la formulation en potentiel scalaire total [5]:
div(ugrad Q) =0 (L.19)

Lorsque la perméabilité est uniforme dans tout le domaine, la formulation se réduit a I'équation
de Laplace, ie. AQ=0. A linterface entre deux milieux de perméabilités différentes, la
définition d'un potentiel Q continu assure la continuité de la composante tangentielle du
champ magnétique. Quant a la continuité de la composante normale de l'induction, elle est

implicite dans I'équation (1.19).

Potentiel scalaire réduit

En présence de sources de courant dans le domaine étudié, il n'est plus possible de
travailler avec le potentiel scalaire total partout. On décompose alors le champ magnétique en
deux parties: h=h, + h, [4].

Le champ h,, appelé champ source, est créé par les courants tel que rot i, = j,. Son calcul est
effectué a 1'aide de la loi de Biot et Savart en tout point de J'espace sans la prise en compte des
matériaux ferromagnétiques:

y(m) == | Jolp)x7 4, (1.20)

4n "2 |

avec m le point de calcul du champ, p le point de d'intégration appartenant au volume
inducteur 2, et r le vecteur reliant les points p et m.
Le champ h, est di a la présence des matériaux ferromagnétiques vérifiant rot h, =0, ce qui
permet d'introduire le potentiel scalaire magnétique réduit Q_  tel que h, =-gradQ. . En
remplacant 1'expression du champ magnétique dans I'équation (1.17) et en utilisant la relation

(I.8), on obtient la formulation potentiel scalaire réduit:
div (nw(h, —gradQ, )=0 (L.21)
Cette formulation présente l'avantage de la facilité de mise en oeuvre. Cependant, elle engendre

des imprécisions numériques sur le calcul du champ total k dans les régions a forte

perméabilité. Ce qui engendre une erreur importante sur l'induction magnétique [31][46]. Cette
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erreur peut étre réduite par un choix adéquat des fonctions d'approximations du champ h,
[36][73]. Une autre possibilité consiste & coupler explicitement le potentiel scalaire total Q utilisé
dans la région a forte perméabilité avec le potentiel scalaire réduit défini dans la région
inductrice [5][56]. Dans ce cas, on obtient une formulation avec deux potentiels scalaires. Le
couplage est effectué, a l'interface entre les deux régions, en assurant les conditions de
transmission. Pour la continuité de la composante tangentielle du champ magnétique, on peut
écrire:

Q. =90,

= k-l (1.22)

ol vy est un chemin sur l'interface I'.

Les deux formulations que nous venons de présenter (Q et Q) ont 'avantage d'utiliser
des variables scalaires ce qui représente un gain au niveau du nombre d'inconnues. Cependant,
la formulation Q est mise en difficulté lorsqu'il s'agit de modéliser des régions non simplement
connexes. Car le potentiel scalaire devient multiforme [59]. La solution consiste a rendre le
domaine simplement connexe en effectuant des coupures et en imposant des sauts de potentiels
[34][35]. Pour la formulation Q, la difficulté réside dans l'évaluation du champ source h, qui

nécessite un temps de calcul assez élevé.

Potentiel scalaire t-Q

Pour la formulation en potentiel scalaire réduit, le champ source k, a une signification
physique définie par la loi de Biot et Savart. Toutefois, il est possible de définir des champs‘
sources fictifs [27][67][82][84]. Cela constitue la formulation £-Q avec ¢, un champ vectoriel

connu et vérifiant la relation:

rott, =j, (L23)

Le champ source £, est déterminé a partir de la connaissance de la densité de courant j, dans les
régions inductrices. Le potentiel scalaire total Q est utilisé dans tout le domaine et le champ

magnétique s'exprime sous la forme suivante:
h=t,—gradQ (L24)

Lorsque la géométrie des régions inductrices est simple, la distribution du vecteur source f,
peut étre obtenue aisément par une expression analytique. A titre d'exemple, nous considérons
une bobine en forme de tore et de section carrée (Fig. 1.1.). La densité de courant est uniforme
en module et elle est située dans un plan perpendiculaire a 1'axe du tore oz. La distribution du
vecteur t, est déterminée tel que la relation (1.23) soit satisfaite. Le calcul de ce vecteur se fait
dans une partie (simplement connexe) du domaine étudié contrairement au champ h;, qui doit
étre calculé dans tout le domaine.

Pour des domaines ayant des formes complexes, le vecteur source {; ne peut étre calculé
analytiquement et il faut alors envisager une résolution numérique de I'équation (1.23) pour le

déterminer dans tout le domaine.
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Fig. L1. Exemple de distribution de ¢,

En remplacant I'expression du champ magnétique dans (I.17) et en utilisant (1.8), on obtient la

formulation en potentiel scalaire £;-Q avec £, connu:
div (u(t, — grad Q) =0 (1.25)

On note qu'on peut retrouver I'équation (I.21) a partir de (1.25) en remplagant ¢, par h,. En effet,

pour les deux cas, seule la définition du terme source differe.

2.2.2. Formulation magnétostatique en potentiel vecteur

L'équation (I.17) permet d'exprimer l'induction magnétique b a partir d'un potentiel

vecteur magnétique a tel que:
b=rota (1.26)

En utilisant cette relation et la loi de comportement magnétique (1.8), on peut réécrire 1'équation

(1.16) sous la forme:

rot(1 rota)=j, (1.27)
n

Cette équation constitue la formulation magnétostatique en potentiel vecteur [33][59]. D'apres
la relation (1.26), la continuité de la composante tangentielle de a assure la continuité de la
composante normale de I'induction b. La continuité de la composante tangentielle du champ h
est implicite dans I'équation (1.27). Dans cette formulation, les difficultés liées aux régions non
simplement connexes ne se posent pas; mais son caractere vectoriel entraine un nombre

d'inconnues élevé par rapport aux formulations en potentiel scalaire.
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D'apreés I'équation (1.27), le potentiel vecteur a peut étre déterminé au gradient d'une fonction
scalaire quelconque prés. Par conséquent, la solution obtenue n'est pas unique. En effet, il
manque une équation qui permet de fixer la fonction scalaire et garantir I'unicité de la solution.
Une telle équation est appelée condition de jauge. On peut utiliser la jauge de Coulomb
div a=0 qui implique la continuité de la composante normale du potentiel vecteur a [33][41].
Une autre possibilité consiste a choisir la condition a.w =0, avec w un champ vectoriel dont les
lignes ne se referment pas [37]. Cette jauge présente l'avantage de réduire le nombre

d'inconnues du probléme.

2.3. Formulations magnétodynamiques

L'étude des phénoménes magnétiques et électriques en régime dynamique fait 1'objet de

la magnétodynamique. Les équations de Maxwell a considérer sont alors:

rot h=j (1.28)
rot e=-0b (L.29)
div b=0 (1.30)
div j=0 (131)

A ces équations, il faut ajouter les lois de comportement (1.8) et (1.10). Pour le traitement des
problémes magnétodynamiques, on peut travailler directement avec le champ magnétique h ou
le champ électrique e [32][50]. Cependant, le caractere physique de ces variables entraine,
d'apres les conditions de transmission (I.11) a (I.14), une discontinuité de leur composante
normale a l'interface entre deux régions de caractéristiques différentes. Une autre approche
consiste a introduire des potentiels pour exprimer les champs h et e. A partir de I'équation

(1.30), on définit le potentiel vecteur magnétique a tel que:
b=rota (1.32)
En utilisant cette relation dans I'équation (1.29), le champ électrique peut s'écrire:
e=—-0a-grado (1.33)

avec ¢ le potentiel scalaire électrique.
D'autre part, on peut définir un potentiel vecteur électrique ¢ vérifiant la conservation du

courant (1.31) tel que:
j=rott (1.34)

En reportant cette expression dans I'équation (1.28), le champ magnétique s'écrit alors:
h=t-gradQ (1.35)

avec Q) le potentiel scalaire magnétique.

11
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A partir des relations (1.35) et (L33) on peut établir deux formulations. La premiére, appelée
formulation magnétique, utilise le champ magnétique # comme variable principale. La seconde,
appelée formulation électrique, utilise le champ électrique e comme variable principale. On
note que ces formulations en terme de potentiels permettent de travailler avec des grandeurs

continues.

2.3.1. Formulations magnétiques

Formulation en champ magnétique h

Pour les régions conductrices (¢ #0), I'équation a résoudre est obtenue a partir des

relations (1.28) et (1.29) ainsi que les lois comportement (1.8) et (1.10):
1'ot(l rot h)+oph=0 (1.36)
c

Cette formulation admet une solution unique et ne nécessite pas de jauge [30].

Dans les régions non-conductrices (¢ =0), le probleme se réduit a la résolution de I'équation
(1.30) qui peut se faire en utilisant une formulation en potentiel scalaire telle que (I.21) ou (1.25).
Afin de coupler les régions conductrices et non-conductrices, il faut assurer les conditions de
transmission des champs. Au niveau de la discrétisation, le choix des fonctions

d'approximation doit permettre la libération de la composante normale du champ magnétique
[21].

Formulation en potentiels t-Q

La formulation du probléme dans les régions conductrices s'obtient en remplacant les
expressions (1.35) et (1.34) dans I'équation (1.29) et en utilisant les lois de comportement (1.8) et
(1.10) [14][27][30][84]:

rot(—l— rot t)+ 0, (u(t — gradQ2) =0 (1.37)
c

Dans les régions non-conductrices, on peut employer les formulations magnétostatiques en
potentiel scalaire définies par les équations (1.21) ou (I.25). Le potentiel vecteur électrique t est
décomposé en deux parties: un vecteur source £, dt a la densité de courant imposée et connue
et le potentiel vecteur électrique défini dans les régions conductrices.

D'aprés la relation (1.35), la continuité de la composante tangentielle de h est assurée si, a la fois,
le scalaire Q et la composante tangentielle de t sont continus. La continuité de la composante
normale de l'induction b est vérifiée implicitement dans les équations (I1.37) et (L25). A
l'interface entre une région conductrice et non-conductrice, il faut assurer la continuité de la
composante normale de la densité de courant, i.e. j.n =0. D'apres la relation (1.34), cela entraine

l'annulation de la composante tangentielle du potentiel vecteur électrique, i.e. £ xn =0.

12
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Comme pour la formulation en 4, la résolution de 1'équation (1.37) ne donne pas de solution
unique au probléme. Afin d'assurer l'unicité de la solution, il faut imposer une condition de
jauge. Dans ce cas, on peut utiliser la jauge de Coulomb divt =0 ou une jauge du type t.w =0
[14].

2.3.2. Formulations électriques

Formulation en potentiel vecteur magnétique modifié a’

Cette formulation utilise le potentiel vecteur magnétique modifié qui peut étre considéré

comme la primitive par rapport au temps du champ électrique e [10][42]:
a’ =-[e(t)dt (138)

Pour les régions conductrices, 1'équation a résoudre est obtenue en remplacant les expressions
de l'induction (b =rota") et de la densité de courant (j =-cd,a") dans l'équation (1.28) et en

utilisant les lois comportement (1.8) et (1.10), soit:

rot(l rota’)+cda =0 ; (1.39)
p

Dans les régions non-conductrices, le champ électrique n'est pas calculé et une formulation
magnétostatique en terme de potentiel vecteur magnétique peut étre utilisée. Dans ce cas, les
deux régions (conductrice et non-conductrice) sont couplées naturellement. On peut aussi
utiliser le potentiel scalaire en explicitant le couplage des deux régions.

En prenant la divergence de I'équation (1.39), on obtient divca =0, ce qui entraine la continuité
du produit de la conductivité par la composante normale de a*. Il s'agit d'une condition de
jauge implicite dans les régions conductrices [11]. A l'interface entre deux milieux de
conductivités différentes, cette condition entraine la discontinuité de la composante normale de
a’. Par contre, sa composante tangentielle doit étre continue afin d'assurer la continuité de la
composante normale de b. Pour les régions non-conductrices, il faudra imposer une condition

de jauge du type Coulomb ou a.w =0.

Formulation en potentiels a-¢

Cette formulation utilise le potentiel vecteur magnétique a dans tout le domaine et le
potentiel scalaire électrique ¢ dans les régions conductrices. En remplacant les expressions
(1.32) et (1.33) dans I'équation (I.28) et en utilisant les lois de comportement (I.8) et (1.10), on
~ obtient la formulation a-¢ [6][33][39][41]:

rot(l rot a)+c(0a+ grado)=0 (1.40)
u

En imposant la conservation du courant (1.31), on obtient une équation supplémentaire:
div o(da+ grade)=0 (1.41)

On note que cette équation est implicite dans (1.40).

13
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A la séparation entre deux régions, la continuité de la composante tangentielle de a assure la
continuité de la composante normale de b. La continuité de la composante tangentielle de h est
implicite dans 1'équation (1.40). D'apreés la relation (I.33), la continuité du potentiel ¢ et de la
composante tangentielle de a assure la continuité de la composante tangentielle de e. La
continuité de la composante normale de j est implicite dans I'équation (1.41).

Comme pour la formulation magnétostatique en potentiel vecteur, il faut assurer 'unicité de la

solution. Les équations diva =0 et a.w = 0 constituent alors des conditions de jauges possibles.

2.4, Conditions aux limites

Soit le domaine d'étude global 2 délimité par la frontiere I" qu'on scinde en deux parties

I, et I',. Nous considérons les conditions aux limites fréquemment rencontrées:.

hxn|. =0 (142)
bl =0 (1.43)

Ces conditions peuvent se présenter sur des plans de symétrie. La condition (1.43) intervient
lorsqu'aucun flux magnétique ne sort du domaine 2. La condition (1.42) est rencontrée lorsque
le milieu environnant le domaine 2 est supposé de perméabilité infinie.

Sur la frontiére d'un conducteur (c # 0), I'équation (1.28) et la condition (1.42) entrainent j.n =0
sur I';,. D'autre part, I'équation (1.29) et la condition (1.43) impliquent exn =0 sur I',.

Pour les formulations en potentiels, les conditions aux limites considérées se traduisent par des
" conditions de Dirichlet (le potentiel est fixé) ou de Neumman (la dérivée du potentiel par

rapport a la normale a I est fixée) ou par une combinaison des deux (condition de Cauchy).

2.5. Choix des formulations

L'introduction de la notion de potentiel est un moyen pratique pour résoudre les
probléemes magnétostatiques et magnétodynamiques. Chacun des potentiels est défini afin de
rendre implicite dans 1'équation a résoudre une des équations de Maxwell. D'aprés l'inventaire
des formulations présentées, on peut se demander laquelle de ces formulations choisir pour

modéliser un probléme donné.

En modélisation bidimensionnelle, les courants suivent une direction privilégiée, ce qui
implique la réduction du potentiel vecteur a une seule composante. De plus, les équations a
résoudre définissent une jauge implicite. Pour ces raisons, la formulation en potentiel vecteur a

est préférée a celle en potentiel scalaire. Pour ce dernier, le probléeme des régions non

simplement connexes subsiste encore en 2D.
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En modélisation tridimensionnelle, les formulations qui utilisent des potentiels scalaires
sont nettement plus avantageuses du point de vue taille du probleme. Mais la solution devient
multiforme dans les domaines non simplement connexes et il faut alors recourir a un traitement
supplémentaire (coupures, saut de potentiel). Le potentiel vecteur n'entraine pas ce genre de
difficultés. Cependant, le caractére vectoriel de cette formulation engendre un nombre
d'inconnues élevé et nécessite une condition de jauge afin d'assurer l'unicité de la solution.
Pour ces raisons, le choix d'une formulation en 3D dépend de plusieurs criteres tels que la
géométrie (domaine simplement connexe ou non), la nature du probleme (magnétodynamique,
magnétostatique), les ressources informatiques dont on dispose (espace mémoire, nombre

d'opérations par seconde), etc.

Dans notre étude, nous avons retenu les formulations en potentiel vecteur a et celle en
potentiel scalaire t-Q pour modéliser les problemes magnétostatiques. Le calcul du vecteur
source t, est préféré a celui du champ h,, parce qu'il est plus économique. Dans les exemples
que nous aurons a traiter, le vecteur ¢; est donné par des expressions analytiques. Pour I'étude
de la magnétodynamique, nous avons retenu la formulation magnétique en potentiels -Q et les

deux formulations électriques a-¢ et a”.
Les résultats obtenus par ces formulations seront confrontées avec ceux de l'approche

hybride qui sera développé par la suite. La comparaison sera faite sur les grandeurs locales et

globales et sur les performances (temps de calcul et espace mémoire).
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3. Discrétisation spatiale et temporelle

Dans les paragraphes précédents, nous avons présenté une formulation continue des
problémes magnétostatiques et magnétodynamiques sous forme d'équations différentielles aux
dérivées partielles. Ces équations régissent la répartition spatiale des champs vectoriels (h, e, a,
...) ou des fonctions scalaires (¢, €2, ...). En général, la résolution de telles équations ne peut étre
obtenue analytiquement et l'utilisation des méthodes numériques s'avere nécessaire pour avoir
une solution approchée du probléme. Le role des méthodes niimériques est de remplacer la
formulation continue par une formulation discréte. Parmi ces méthodes, on peut envisager la
méthode des différences finies qui remplace la forme différentielle des formulations par des
équations algébriques aux différences finies. Dans ce cas, le domaine d'étude est constitué d'un
réseau de mailles rectangulaires et la valeur de l'inconnue sur chaque noeud du réseau est
exprimée en fonction des noeuds voisins. Cette méthode présente une facilité de mise en
oeuvre, mais elle n'est pas adaptée a des géométries complexes. La méthode des éléments finis
est une autre approche de discrétisation spatiale qui ne présente pas ce genre de difficulté. De
plus, elle permet de traiter les non-linéarités des milieux [2][3][89]. Lorsque les phénomenes
étudiés évoluent dans le temps, les dérivées temporelles peuvent étre discrétisées par une
méthode du type différences finies. Cette double discrétisation (spatiale et temporelle), nous
ramene & des systémes d'équations algébriques dont la résolution donne une solution

approchée du probléme.

3.1. Présentation de la méthode des éléments finis

Afin de discrétiser les formulations magnétostatiques et magnétodynamiques retenues,
les équations a résoudre sont ramenées d'une forme différentielle & une forme intégrale, qui
s'adapte mieux a la discrétisation spatiale par la méthode des éléments finis. Cette derniére
consiste a réaliser un maillage de la structure étudiée et a interpoler les inconnues sur les

éléments de ce maillage.

3.1.1. Formulation variationnelle

Dans les formulations présentées précédemment, il s'agit de résoudre des équations aux
dérivées partielles dans un domaine d'étude 2 avec des conditions aux limites définies sur sa

frontiere I'. Ces formulations peuvent étre réécrites sous la forme compacte suivante:

Lu+£f=0 dans 2 (144a)

Cu+q=0 sur T (L.44b)

ou L est un opérateur différentiel appliqué a la variable inconnue u et C un opérateur associé a

une condition sur I'. f et q sont des fonctions connues.
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Cette présentation du probléme constitue une formulation forte dont la résolution directe est
souvent difficile, vu l'ordre élevé des dérivations et le caractére discontinu des variables
considérées. Une approche intégrale du probleme (1.44) peut étre intéressante pour réaliser la
discrétisation spatiale. Cela donne la formulation variationnelle, ou faible, qui est définie sous

la forme suivante [31]:

[u'(Lu+f)dv=0 (145)

avec u' une fonction scalaire ou vectorielle, appelée fonction test. La solution du probléme (1.45)
est dite faible et elle doit étre vérifiée quelle que soit la fonction u' définie dans l'espace des
fonctions test E (D). Cette solution ne satisfait pas toujours le probleme (1.44). En effet, cela
dépend des propriétés de 'espace E (D). Par contre, une solution de la formulation forte (1.44),
résout également le probléme (1.45). En intégrant par parties 1'équation (1.45) et en appliquant la
formule de Green, on retrouve des éléments du probleme initial (1.44): équation différentielle et
certaines conditions aux limites. L'avantage de la formulation faible, par rapport a la
formulation forte, est la diminution du degré de dérivation des équations et la prise en compte
directe de certaines conditions aux limites. De plus, elle est mieux adaptée a une discrétisation

par la méthode des éléments finis.

3.1.2. Discrétisation spatiale

La discrétisation de la formulation variationnelle par la méthode des éléments finis
consiste a remplacer 'espace fonctionnel continu par un espace discret dont les entités sont
appelées fonctions d'approximation. Le domaine d'étude 2 est donné par un ensemble
d'éléments géométriques de formes simples. Cette procédure de discrétisation de I'espace est
appelée maillage. Un élément fini est alors défini par sa forme géométrique et les fonctions
d'approximation qui lui sont associées.

En géométrie 3D, les éléments du maillage peuvent étre des tétraédres, des hexaédres ou des
prismes [89]. En 2D, il s'agit de triangles ou de quadrilatéres. Les sommets de ces éléments sont
appelés noeuds. Les arétes et les facettes de chaque élément sont alors repérées par un
ensemble ordonné de noeuds. A

Sur chaque élément, les inconnues du probleme sont discrétisées par une combinaison des
fonctions d'approximation spatiales continues. Une telle combinaison peut se faire sur les
noeuds, les arétes, les facettes ou le volume de 1'élément. Le caractere continu de ces fonctions
permet d'interpoler la valeur de l'inconnue en tout point du domaine étudié. Ces fonctions
constituent un espace fonctionnel dans lequel le probleme initial va étre résolu [22][91]{113].
Dans cette étude, nous avons utilisé 1'élément tétraédrique linéaire en 3D et 1'élément
triangulaire du premier ordre en 2D. Les fonctions d'approximation sont considérées sur les
noeuds pour les inconnues scalaires (ou la composante non nulle du potentiel vecteur en 2D) et

sur les arétes pour les inconnues vectorielles.
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Fonctions d'approximation nodales
Sur chaque élément, la variable scalaire "u" est donnée par une combinaison des valeurs
y; aux noeuds tel que:

4
u®=> Au; (L.46)

i=1

A, est la fonction d'approximation nodale; elle est égale a 1 pour le noeud i et vaut 0 aux autres
noeuds. Pour le tétraédre du premier ordre, A, est un polynéme en x,y,z de degré inférieur ou
égal a un.

Les fonctions d'approximation nodales assurent la continuité, a travers les facettes, des
variables utilisées [89]. Ceci est loin d'étre un avantage quand on travaille avec des vecteurs
comme inconnues. Par exemple, dans le cas de la formulation en potentiel vecteur magnétique,
un saut de perméabilité entraine une discontinuité de la composante tangentielle de I'induction
magnétique ce qui est incompatible avec la continuité imposée par les éléments nodaux. Le
méme probléme est posé pour le potentiel vecteur électrique avec un saut de conductivité. Dans
ce cas, c'est la composante tangentielle de la densité de courant qui doit étre discontinue.
Toutefois, cette difficulté peut étre surmontée en ajoutant une inconnue supplémentaire a
chaque noeud situé sur l'interface. On parle alors de libération de la composante normale du
potentiel vecteur [64][96].

En résumsé, les fonctions d'approximation nodales se prétent bien a la discrétisation d'un
scalaire et la discontinuité des champs physiques est engendrée par le gradient. C'est le cas des
formulations utilisant ies potentiels scalaires magnétique Q et électrique ¢. Par contre,
I'utilisation des inconnues vectorielles nécessite un traitement supplémentaire lorsqu'il y a une
discontinuité des composantes des vecteurs considérés. Une autre alternative consiste a

discrétiser les vecteurs par les éléments d'aréte.

Fonctions d'approximation d'aréte

Lorsque l'inconnue est vectorielle, on peut envisager une approximation sur les arétes du
tétraédre. Pour une aréte k du maillage repérée par les noeuds i et j, on utilise la circulation c,,

de la variable vectorielle u tel que:
Cr = Ju.dl (147)

Sur chaque élément, la variable # est donnée les circulations le long des six arétes du tétraddre:
6
U =) W, (1.48)
k=1

ol w, est la fonction d'approximation d'aréte donnée par les fonctions nodales associées aux

noeuds. Pour un tétraédre, la fonction d'approximation d'aréte s'exprime comme suit:

wy =\ gradk,—hgrad), (1.49)
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La fonction w, est linéaire et continue par morceaux. Au passage entre deux éléments, on peut
montrer que les fonctions d'approximation d'aréte assurent la continuité de la composante
tangentielle de la variable vectorielle u et laissent libre sa composante normale [21][37][39][90]
[95]. Cette propriété est trés importante pour discrétiser les champs physiques k et e ou les
potentiels vecteurs a et t. D'autre part, on peut vérifier la continuité de la composante normale
du rotationnel de u. Cela implique une continuité des composantes normales de b et j lorsqu'on

utilise, respectivement, les potentiels vecteurs a et .

Méthode de Galerkin

La discrétisation de la formulation variationnelle, nous rameéne a résoudre un systeme
d'équations dont les degrés de liberté sont liés au nombre de noeuds et d'arétes du maillage.
Pour obtenir un tel systeme, on doit choisir autant de fonctions test que d'inconnues générées
par le maillage. La méthode de Galerkin est associée a la discrétisation spatiale dans le sens ou
elle consiste a utiliser les fonctions d'approximation (nodales ou d'aréte) comme des fonctions
test [89]. Son application a la formulation variationnelle génére un systéme d'équations

algébriques dont la résolution nous donne une solution approchée du probleme initial.

3.2. Discrétisation temporelle

En ce qui concerne les formulations magnétodynamiques, on constate qu'en plus des
dérivations par rapport a I'espace, il y a une dérivation par rapport au temps. La méthode des
éléments finis permet de résoudre numériquement le probléeme dans I'espace. La dérivation par
rapport au temps est obtenue par une méthode du type différences finies. Dans notre étude,
nous avons retenu la méthode d'Euler implicite dont la convergence et la stabilité sont
démontrées [47]. La dérivée temporelle d'une fonction u(t) a l'instant t+At est discrétisée de la
manieére suivante:

du(t)l ~ Weone = Uy

[, <t<t, et u,_=u 1.50
dt oAt At 0 f ty 0 ( )

avec t, l'instant initial, t; I'instant final et u, la valeur initiale de la fonction u(t) qui doit étre
imposée pour démarrer le processus itératif. Le temps t est donné par des instants dans
I'intervalle d'étude [to,tf] qui sont calculés & partir du pas de temps At. Ce dernier peut étre

constant ou variable; il dépend de la fréquence des phénomeénes étudiés.

3.3. Discrétisation des formulations
3.3.1. Etude en magnétostatique

Dans ce cas, nous désirons calculer le champ magnétique dans une structure
tridimensionnelle qui peut étre constituée de matériaux magnétiques éventuellement non
linéaires. Les sources du champ sont des régions inductrices caractérisées par une densité de
courant imposée et connue. Pour obtenir ces résultats, nous allons établir la forme
variationnelle et la discrétisation spatiale pour les formulations retenues (potentiel scalaire £,-Q

et potentiel vecteur a).
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Formulation en potentiel scalaire t-Q

L'équation a résoudre est donnée par (I1.25) ou %, représente la source du champ
magnétique. Ce vecteur est confiné dans une région simplement connexe notée 2,
L'application de la formulation variationnelle, nous donne aprés transformation l'équation

suivante:

L) pgradQ). gradQdu+ J} Qb.nds = '[Do pt,.gradQ'dv  VQ' eE, (D) (I.51)

avec Q' une fonction test scalaire.
La forme discrete du potentiel scalaire magnétique est donnée par les fonctions
d'approximation nodales (I.46) avec u=Q. En remplacant cette forme dans l'équation (1.51) et

en utilisant la méthode de Galerkin, on obtient le systéme d'équations suivant:

Nn
ZJ;,“ grad). . grad}.Q;do+ J'r?\.]b.n ds = J'D pty.gradr,do j=1,Nn (L52)
i=1 0

avec "Nn" le nombre de noeuds du maillage. En annulant l'intégrale de surface dans (1.52), on
assure au sens faible la condition b.n =0. La condition & xn =0 est imposée au sens fort par les
fonctions d'approximation. Les équations algébriques données par (1.52) peuvent étre réécrites

sous la forme matricielle suivante:

[Sa][©2] =[E,] (153)

avec Sg, la matrice de raideur et F, le vecteur source; leurs termes s'écrivent:
‘ Squ; = [ 1 gradi. grad, do i,j=1,Nn (1.54a)
E, = [ nt,gradi do j=1,Nn (1.54b)

Le vecteur [Q] contient les valeurs du potentiel scalaire magnétique aux noeuds du maillage. La
matrice de raideur est symétrique et définie positive, ce qui représente un avantage
considérable. En effet, cela permet d'utiliser des méthodes de résolution performantes (peu

cofiteuses en espace mémoire et en temps de calcul).

Formulation en potentiel vecteur a

Dans ce cas, la solution du probléme est donnée par la résolution de I'équation (1.27). En
appliquant la formulation variationnelle et en effectuant des transformations, on obtient

I'équation suivante:

in—rot d.rot adv+ [ a.(hxn)ds=[ a.j,dv  Va cE, (D) (55)

ou a' représente une fonction test vectorielle.
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Pour la discrétisation du potentiel vecteur 4, on utilise les fonctions d'approximation d'aréte
sous la forme (I148) en posant u=a. En reportant cette forme dans I'équation (I55) et en
appliquant la méthode de Galerkin, on obtient:

Na 1
;LEW‘ w.rot we, do+ [ w,.(hxn)ds = L,ﬂ w.jodv  j=1,Na (L56)

ott "Na" représente le nombre d'arétes du maillage.

A la frontieére I', nous considérons les conditions aux limites hxn =0 ou b.n=0. La premiére
est assurée au sens faible par l'annulation l'intégrale surfacique. La deuxiéme condition est
imposée au sens fort par les fonctions d'approximation.

Les équations données par (1.56) peuvent étre réécrites sous la forme matricielle suivante:

[S.][c.]=[E] (L57)

Les termes de la matrice de raideur S, et du vecteur source F, s'écrivent:

1
Saij= J'D—l;rot w.rot w do i,j=1,Na (I.58a)
E;= 1, w;.jodv j=1,Na (L58b)

Le vecteur [c,] contient les circulations du potentiel vecteur a sur les arétes du maillage.
Comme pour la formulation en potentiel scalaire la matrice de raideur est symétrique et définie
positive. Afin de garantir I'unicité de la solution, on doit imposer une condition de jauge sur le
potentiel vecteur. Pour une discrétisation par les éléments d'aréte, la condition a.w =0 est la
mieux adaptée. Une telle jauge est obtenue en annulant les circulations sur les arétes d'un arbre.

Cette technique permet de réduire les degrés de liberté du systéme.

3.3.2. Etude en magnétodynamique

Le but de cette étude est de calculer la distribution du champ magnétique et les courants
induits dans les structures tridimensionnelles contenant des matériaux magnétiques et
conducteurs. Les inducteurs sont caractérisés par une densité de courant imposée et connue.
Pour obtenir de tels résultats, nous allons utiliser la méthode des éléments finis dans le cadre

des formulations magnétodynamiques retenues (magnétique #-Q et électriques a-¢ et a’).

Formulation magnétique t-Q

Les distributions du champ magnétique et de la densité de courant induit dans le
domaine conducteur (noté 2, et limité par la surface I' ) sont déterminées par la résolution de
l'équation (1.37). L'application de la formulation variationnelle se fait en prenant une fonction
test vectorielle u'=t'-gradQ)'. Aprés transformation, on obtient:

1 ' 1 _ _ 1 » ! =
chrot t.rot t+ p(t'—gradQ').o,(t — gradQ)dv Irc(t gradQ)).(exn)ds=0 (1.59)

Vt'eE, (D) et VQ' eEL(D,)
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Cette équation peut étre exprimée en deux parties relatives aux fonctions de test t' et ), soit:

1
[, =rot t.rot t+nt'.5,(t — gradQ)dv- Irc t'.(exn)ds=0 Vt'eE,(D,) (L60a)

<

—JD, p t.gradQ +pugradQ). gradQdo+ J}g)‘ b.nds=0 vVQ' eEL(D.) (L.60b)

La condition e xn =0 est vérifiée au sens faible en annulant le terme surfacique dans l'équation
(L60a). D'autre part, l'intégrale de surface dans I'équation (1.60b) disparait assurant au sens
faible la conservation de la composante normale de l'induction. Les conditions aux limites sur
la composante tangentielle du champ magnétique et la composante normale de la densité de
courant sont imposées au sens fort par le choix des fonctions d'approximation.

Dans les régions non-conductrices, nous utilisons la formulation magnétostatique t-Q. On
retrouve ainsi le potentiel scalaire Q dans tout le domaine 2, le potentiel vecteur t dans la
région conductrice 2, et le vecteur source £, dans la région inductrice 2,. A l'interface entre les
deux régions (conductrice et non-conductrice), les deux formulations sont couplées
naturellement dans le sens ot la continuité de la composante tangentielle de } est assurée par
un potentiel scalaire Q continu et une composante tangentielle du potentiel vecteur ¢ nulle.
Pour la discrétisation par éléments finis des équations (1.60a) et (1.60b), le potentiel scalaire Q
est donné par les éléments nodaux et le potentiel vecteur ¢ par les éléments d'aréte. En utilisant
les formes discrétes de ces potentiels et en appliquant la méthode Galerkin, on obtient le

systeme d'équations algébriques:

Ja 1 dctl Nn ko .
EL (;— rot w.rot wc,; + pw;. w; E)dv— kzzzlj'p pw;. gradh, T dv=0 j=1,Na (L6la)

Na Nn
kz_lj'q LW, Cyy.. grad . do+ %J'D pgradi,. grad\.Q, do = J'Do uty.gradi,dv j=1,Nn  (L61b)

En effectuant la discrétisation temporelle (la méthode d'Euler implicite (1.50)) des équations

précédentes, on obtient le systéme matriciel suivant:

U SELALE S -
CE-Q SQ Q t+At FQ t+At 0 0 Q t

Les termes des matrices définies dans ce systéme s'écrivent:

Sey= I Lot w.rot wdv i,j=1,Na (L63a)
<G

T,.; = [, hw,w,dv i,j=1,Na (L63b)

Cy qi;=—], nw,.grad),do i=1,Na;j=1Nn (L63c)

Les termes de la matrice S, et du vecteur F, sont donnés, respectivement, par les expressions
(L54a) et (1.54b). Les degrés de liberté du probléme sont le nombre de noeuds du domaine

étudié et le nombre d'arétes dans la région conductrice. La matrice du systeme est symétrique et

22




Chapitre 1. Résolution numérique des équations du champ électromagnétique

définie positive. Afin de garantir l'unicité de la solution, il faut imposer la condition de jauge
t.w =0 dans le domaine conducteur. Comme pour la formulation magnétostatique en potentiel

a, cette condition est réalisée par la technique de l'arbre.

Formulation électrique a-¢

Dans le domaine conducteur, I'équation & résoudre est donnée par (1.40). Avec une
fonction test vectorielle #'=a'+grad¢', 'utilisation de la formulation variationnelle donne:

f lrot d.rot a+o(a' +grado').(0,a+ grado)dv+ fr_ (a'+grado').(hxn)ds=0

“p (L64)

Va eE, (D) et Vo' €E (2,)
Il est possible de réécrire cette équation en deux parties relatives aux fonctions test a' et ¢":

J.vf —:Irot d.rotat+ca'.(0,a+ grade)do+ J.n a.(hxn)ds=0  Va'eE, (D) (165a)

J.q. o d,a.grad¢'+c grado'. grad ¢ du+ Jrc ¢'j.nds=0 Vo'eE (D)  (1.65b)

La prise en compte de la condition limite hxn =0 annule le terme surfacique dans I'équation
(L.65a). D'autre part, si on est présence de la condition j.n=0. Elle peut étre vérifiée au sens
faible en annulant l'intégrale de surface dans (1.65b). Les conditions aux limites sur les
composantes normale de b et tangentielle de e sont assurées au sens fort par le choix des
fonctions d'approximation.

Dans le domaine non-conducteur, nous utilisons le potentiel vecteur a. Son couplage avec la
formulation a-¢ est naturel. En effet, dans les deux cas la composante normale de b est assurée

par la continuité de la composante tangentielle du potentiel vecteur a.

Pour la discrétisation des équations (1.65a) et (1.65b), le potentiel vecteur magnétique a est
exprimé par les éléments d'aréte et le potentiel scalaire électrique ¢ par les éléments nodaux. En
appliquant la méthode de Galerkin, on obtient le systéeme d'équations suivant:

Na d '
> I 1 rot w.rot wc .dv+j Cw..w, E gy +
iz Du ] iai D, i i dt

Nn (L66a)
1<Z‘L’ cw,.grad\ o, dv=| w.j,dv j=1,Na
=1 < (4]
Na dCak Nn
> 0 —r Wi gradidv+Y) [ ograd),.gradi.e,dv=0 j=1,Nn (L.66b)
k=1"° =177
La discrétisation temporelle de ces équations, nous donne le systéme suivant:
S,+T,/at C, . [c, F, T,/at Ofc,
T = +| 7 (1.67)
C““P AtS(P P Jeae 0 t+At C““P 0 ? 1
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Les termes des matrices définies dans ce systéme ont les expressions suivantes:

Soij = |, 0 gradi,. grad., dv i,j=1,Nn (L68a)
T =, ow.wdo i,j=1,Na (L.68b)
Ca_(pi,j = jlpc owi.gmdkjdv 1=1,Na; j=1,Nn (L68c)

Les termes de la matrice S, et du vecteur F, sont donnés, respectivement, par les expressions
(I.58a) et (1.58b). Les degrés de liberté du systéme correspondent au nombre d'arétes du
maillage et au nombre de noeuds dans la région conductrice. La matrice du systeme (1.67) est
symétrique et définie positive. Comme pour la formulation magnétostatique en potentiel

vecteur, nous utilisons la technique de l'arbre pour assurer l'unicité de la solution.

Formulation électrique a’

Dans ce cas, le potentiel vecteur électrique modifié a* est utilisé dans le domaine
conducteur et on résout I'équation (I1.39). La formulation variationnelle est obtenue en utilisant
une fonction test vectorielle #'=a"'; ce qui nous donne:

1 * * * * * *
-[vc Erot a'.rotd +ca”.0a dv+ j'rca .(hxn)ds=0  Va"'eE_(D.) (169
Pour le domaine non-conducteur, nous utilisons la formulation en potentiel vecteur a dont la
forme variationnelle est donnée par l'équation (I.55). A l'interface entre les deux régions
(conductrice et non-conductrice), la continuité de la composante tangentielle de h est obtenue
en annulant les termes de surface dans (1.69) et (1.55).
La discrétisation de I'équation précédente est obtenue en appliquant la méthode de Galerkin et

en utilisant les éléments d'aréte pour exprimer le potentiel vecteur modifié. Cela donne:

Na 1 dC 3
Zl L’Erot wrot we,. do+ [, o w.w, —sido = [,wpjodo  j=1,Na (L70)

La discrétisation temporelle de ces équations donne le systéme matriciel suivant:
[Sa +T./ At][ca']tmt - [Fa ]HAt +[Ta / At][Ca‘ ]t (L.71)

Les termes des matrices S, et T, et du vecteur F, sont donnés, respectivement, par les
expressions (1.58a), (1.68b) et (L.58b). La résolution de ce systeme ne nécessite pas de jauge pour
la région conductrice. Cependant, on doit définir une condition de jauge pour les régions non-
conductrices. Dans la suite de ce chapitre, nous verrons qu'il est possible, sous certaines

conditions, de résoudre le systéme sans imposer de jauge.
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3.3.3. Probléme non-linéaire

Dans les paragraphes précédents, nous avons vu que la discrétisation des formulations
conduit & un systéme dont les termes de la matrice dépendent de la caractéristique du milieu.
La méthode des éléments finis permet d'inclure les éventuelles non-linéarites liées aux milieux.
Dans notre étude, seule la saturation des matériaux magnétiques est considérée par la relation
n=p( Ihl ). Généralement, cette donnée du probléme est fournie par le constructeur sous la
forme d'une série de points de mesure. Pour la modélisation numérique, on doit disposer d'une
expression continue. A cet effet, plusieurs méthodes d'approximation de cette relation ont été
développées [83]. Pour la résolution du systéme non-linéaire, nous avons utilisé la méthode
itérative de Newton-Raphson [47].

A titre d'exemple, son application a la formulation magnétostatique en potentiel vecteur (1.57),

nous donne pour ['itération i+1:

5.+ ][ac ] =[E]-[S.][e.]  avee [ac,]” =[c.]” -[c.] (L72)
Les termes de la matrice S} sont donnés par l'expression suivante:
NL __ 6Sai,k _ @:1_ s s
Sy = o, Cu =] 2 o (b.rot w)(rot w;.b)dv i,j=1,Na (L73)

Le facteur op ™ / a|b}2 est calculé par l'approximation de la courbe de saturation. On note que la

matrice du systeme (1.72) reste symétrique et définie positive.

3.3.4. Résolution du systéme matriciel

Méthodes d'inversion et techniques de stockage

La résolution des équations du champ électromagnétique par la méthode des éléments
finis conduit a des systémes matriciels caractérisés par un grand nombre d'inconnues. Il est
donc nécessaire d'utiliser des techniques d'inversion performantes. Comme nous l'avons vu
précédemment, la matrice du systéme posséde certaines propriétés (creuses, symétriques,
définies positives, ...) qui peuvent étre exploitées afin d'alléger la résolution. Pour un probléme
donné, le choix de la méthode d'inversion et de la technique de stockage dépend de ces
propriétés. Pour l'inversion de la matrice, on peut distinguer les méthodes directes et indirectes
(itératives). Le principe d'une méthode directe (Gauss, Crout, Cholesky, ...) est d'utiliser une
décomposition simplifiée du systéme initial. Son application exige une matrice réguliere (la
matrice inverse existe). La méthode indirecte (gradient conjugué, ...) consiste a améliorer une
solution de départ par des itérations successives. La table (I.1) résume, a travers les propriétés
de la matrice du systéme, les méthodes d'inversion et les techniques de stockage qui peuvent

étre utilisées.
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Méthodes directes Meéthode indirecte
Crout Cholesky gradient conjugué
Stockage ligne de ciel ligne de ciel morse
Propriétés symétrique symétrique symétrique
de la matrice et définie positive

Table L.1. Méthodes d'inversion: stockage et propriétés de la matrice

Le stockage en ligne de ciel consiste a garder les termes des lignes de la matrice a partir du
premier terme non nul; celui en morse ne retient que les termes non nuls de la matrice. De ce

fait, il est le plus performant du point de vue capacité mémoire.

Méthode du gradient conjugué et condition de jauge

Comme nous l'avons vu dans les paragraphes précédents, les formulations qui utilisent
des potentiels vecteurs nécessitent la définition d'une jauge. Dans le cas d'une condition du
type a.w =0 avec une discrétisation par des éléments d'aréte, on utilise la technique de l'arbre
qui permet la réduction des degrés de liberté du systéme a résoudre. Cependant, il est
intéressant d'observer le comportement numérique de la méthode du gradient conjugué sans

imposer de jauge.

Plusieurs travaux de recherche ont été menés avec comme objet l'utilisation de la jauge et
l'influence du choix de l'arbre sur la précision des résultats. Ainsi, il a été constaté qu'un
probléme non jaugée converge lorsque le calcul est effectué en double précision. Cette
convergence est nettement plus rapide par rapport a une résolution du méme probléme avec la
jauge [66]. En fait, la convergence des systémes non jaugés dépend du vecteur source et de sa
discrétisation. L'algorithme converge si le systéme est compatible (matrice et terme source du
méme rang) [116]. Avec un terme source exprimé en j, le systéme n'est pas compatible. On peut
assurer sa compatibilité en dérivant j, d'un vecteur ¢, tel que rott, = j, avec {, discrétisé par
les éléments d'aréte. Une telle approche permet d'améliorer considérablement la convergence
de la méthode du gradient conjugué [107][116]. Par ailleurs, en magnétodynamique, la
formulation a-¢ non jaugée converge plus rapidement qu'une formulation 4” non jaugée. Dans
le premier cas, la structure de la matrice du systétme est mieux adaptée a un pré-
conditionnement du type Cholesky incomplet [112].

En ce qui concerne l'influence d'un arbre arbitraire, il a été constaté qu'un tel choix n'affecte pas

le calcul d'une valeur globale, par contre il influe sur le nombre d'itérations [82].
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3.4. Formulation hybride a-Q

Dans I'¢tude des formulations magnétodynamiques, nous avons constaté que le couplage
entre les régions conductrices et non-conductrices est naturel pour les formulations (a-¢,a),
(a",a), et (t-Q,1,-Q). Cela est dit aux propriétés de continuité des potentiels vecteur ou scalaire
au niveau de l'interface. Pour le potentiel vecteur a, la continuité de sa composante tangentielle
impose fortement la continuité composante normale de b. En revanche, la continuité de la
composante tangentielle de h est assurée au sens faible. Dans le cas du potentiel scalaire Q, sa
continuité impose fortement celle de la composante tangentielle de k; mais la composante
normale de b est vérifiée au sens faible par les formes intégrales.

D'autres possibilités de couplage entre les formulations peuvent étre envisagées. Cela
donne lieu & des formulations dites hybrides [11][24][60][64][94][103][108]. Dans ces approches,
les potentiels scalaire Q et vecteur a sont utilisés simultanément pour la résolution des
équations du champ électromagnétique dans le domaine d'étude 2. De ce fait, certaines parties
du domaine sont modélisées par une formulation électrique et d'autres par une formulation
magnétique. Le couplage entre les deux parties doit étre assuré par les conditions de
transmission a l'interface.

Dans ce contexte, plusieurs travaux ont été menés pour développer des formulations
hybrides en magnétodynamique ou en magnétostatique. Parmi ces travaux, on trouve
l'utilisation du potentiel vecteur modifié a* dans les régions conductrices et du potentiel
scalaire magnétique Q dans les régions non-conductrices [11]. Dans cette étude, le potentiel
vecteur est discrétisé par les éléments nodaux. A l'interface (conducteur/non-conducteur), la
composante normale de la densité de courant induit est annulée au sens faible. Par conséquent,
il n'est plus nécessaire d'imposer la condition a*.n=0. De plus, l'unicité de la solution est
assurée sans condition de jauge pour le potentie] vecteur modifié. La formulation a-¢ dans les
conducteurs et le potentiel Q dans l'air a été aussi développée dans [24].

Dans le cas de la magnétostatique, on trouve la formulation hybride a-Q. Le potentiel
vecteur est discrétisé par les fonctions d'approximation nodales dans les régions
ferromagnétiques et le potentiel scalaire est utilisé dans I'air [64]. Les résultats obtenus par ce
travail donnent une distribution de champ déformée au niveau de l'interface (fer/air).
Cependant, les résultats obtenus au niveau global (calcul du flux) sont comparables a ceux

obtenus par la formulation en potentiel vecteur magnétique a.

Dans notre étude, nous avons développé la formulation hybride a-Q. Elle peut étre
appliquée pour des probléemes magnétostatiques ou magnétodynamiques. Par rapport aux
travaux mentionnés précédemment, notre approche utilise les éléments d'aréte pour exprimer

le potentiel vecteur magnétique [108].
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3.4.1. Couplage

Le couplage entre la formulation en potentiel vecteur magnétique a et celle en potentiel
scalaire magnétique Q est obtenu en assurant les conditions de transmission a l'interface. Le
domaine d'étude 2 est divisé en deux régions notées D, et D, (les indices font référence au
potentiel utilis¢). L'interface qui les sépare est notée I'; (Fig. 1.2). Les sources du champ peuvent
appartenir a D, ou D,. Dans ce dernier cas, nous utilisons la formulation ¢,-Q avec la possibilité
qu'une partie de la frontiére de la région inductrice soit confondue avec I';. Les conditions de

transmission du champ et de I'induction sont données par les relations suivantes:

(ha -_hQ) X na

_=(h, —(t,— gradQ))xn,| =0 (L74a)

T.

i

(b,—b,). ngln =(rot a-b,).n,

=0 (1.74b)
r.

i

Ig

I,
Fig. 1.2. Domaine d'étude

Les normales sortantes notées n, et n, sont de signes opposés. Pour la suite, nous posons
n, =n, =-n,. Le couplage entre les deux formulations est fait par les intégrales surfaciques qui
apparaissent dans la forme variationnelle des équations. Pour le potentiel vecteur a4, nous avons
une intégrale de surface en fonction de h xn dans les équations (1.55), (1.65a) et (L.69). Pour le
potentiel scalaire €, nous avons l'intervention de b.n dans les équations (I.51) et (1.60b). Ces
intégrales sont définies sur l'interface I'; et sur les frontieres I', et I';. Compte tenu des
conditions aux limites considérées, les intégrales relatives aux surfaces externes I', et I'y

s'annulent.

En vérifiant la condition (I.74a) pour la formulation en potentiel vecteur magnétique, le terme

surfacique peut étre réécrit sous la forme:

J.ri a.(h,xn)ds= J'ri a.(t,xn,)ds~ Jri a.(gradQxn)ds (1.75)

Lorsque la frontiére de la région inductrice fait partie de l'interface I'; avec £, xn; # 0, l'intégrale

de surface en t, apparait comme un terme source dans le systéme matriciel.
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Pour la formulation en potentiel scalaire magnétique, I'utilisation de la condition (I.74b), permet

de réécrire l'intégrale de surface comme suit:

J'ri Q'b,.n,ds=— Jri Q'rot an,ds (1.76)
L'utilisation de I'identité vectorielle:

rot(Q'a) = gradQ'xa+Q'rota 177
permet de transformer (1.76) en:

——_fri Q'rotan,ds =— ff)v,- Qa.dl + thiz.(gradQ' xn,)ds (1.78)

ou v, représente le contour fermé de l'interface I';. Si cette derniére est une surface fermée,
I'intégrale de contour dans la relation précédente s'annule parce qu'il n'y a pas de contour
englobant la surface. Il en est de méme, si l'interface passe par des plans de symétrie avec des
conditions du type axn =0 ou Q=0. De telles conditions sont rencontrées dans la plupart des
applications [58]. De ce fait, cette intégrale n'est pas évaluée. Dans d'autres situations, il faut la

prendre en considération.

En comparant les intégrales de surface dans (I.75) et (1.78), nous remarquons qu'elles sont
similaires (au signe pres). Par conséquent, le couplage des deux formulations est obtenu d'une
maniére symétrique. Ce couplage est faible car il est basé sur la formulation variationnelle. En
effet, la continuité des composantes du champ et de l'induction n'est assurée que par une

sommation globale sur l'interface.

3.4.2. Discrétisation

La discrétisation de la formulation hybride passe par I'évaluation des intégrales de
surface données par les expressions (1.75) et (1.78). Le potentiel scalaire dans l'intégrale de
surface (1.75) est donné par les éléments nodaux. En appliquant la méthode de Galerkin avec

des fonctions test définies sur les arétes, nous obtenons la relation suivante:

Nn
Ligo;= -—kgljri w..(gradh, xn,)ds j=1,Na (1.79)

Cette relation peut s'écrire sous la forme d'une matrice C,_, dite de couplage entre les

potentiels a et Q:
Cpaj=—J w,(gradi, xn)ds  j=1Na;k=1,Nn (1.80)

Pour la discrétisation de l'intégrale de surface donnée par la relation (1.78), le potentiel vecteur
est exprimé par les éléments d'aréte et les fonctions test sont définies aux noeuds. Cela nous

donne la matrice transposée de C,_, avec un signe opposé.
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Le calcul de la matrice de couplage est effectué par une intégration numérique des
fonctions en trois dimensions sur les éléments de la surface I'. Pour un maillage en tétraédres,
ces éléments sont des triangles. Les termes de la matrice C,_, sont déterminés par une somme
des intégrales élémentaires sur les tétraédres qui sont en contact avec l'interface. En notant C;_,

la matrice élémentaire, nous pouvons réécrire la relation (1.80) sous la forme:
Coajx ZCE_Q Zj .(grad), xn))ds j=1,Na;k=1,Nn (L.81)

"Ni" et A° représentent, respectivement, le nombre et la surface des triangles.

Afin de faciliter le calcul, I'intégration est ramenée dans le systeme de coordonnées de référence
(voir annexe 1). En intégrant sur un triangle, nous obtenons la matrice élémentaire de couplage

de dimensions (3,3) :

Kl 112
Co=—|1 2 1 avec k=(-1)"sign(det) = . - (1.82)
6l 1 1 o

ns" est un entier donné par le pointeur du noeud du tétraédre en dehors de l'interface I';. En
effet, pour 1'élément triangulaire concerné, la direction de la normale est déterminée par le

a

gradient de la fonction d'approximation liée a ce noeud. On note que la matrice C;_, est

indépendante de la surface de 1'élément. Les détails de son calcul sont présentés dans I'annexe
2.
Apreés cette discrétisation des intégrales de surface, considérons maintenant leurs intervention

dans les systémes matriciels pour les problemes magnétostatiques et magnétodynamiques.

Cas de la magnétostatique

On résout les systémes matriciels (1.53) et (1.57), respectivement, dans les domaines 2, et

D, En introduisant la matrice de couplage, nous obtenons le systéme suivant:

& ST
Coa =SoflQ] [ -F '

Les termes des matrices S,, S, et C,_, sont donnés, respectivement, par les expressions (1.58a),
(I.54a) et (1.80) et ceux des vecteurs E, et F, sont calculés, respectivement, par les expressions
(L.58Db) et (1.54b). o

Lorsque la région inductrice est en contact avec l'interface I';, le vecteur F, doit étre évalué. Ses

termes s'écrivent:

E =—[ w.(t,xn,)ds j=1,Na (1.84)
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Cas de la magnétodynamique

Le couplage entre les formulations magnétodynamiques (magnétique #-Q et électrique a-
¢ ou a’) est obtenu de la méme maniére en assurant la continuité du champ et de l'induction.
Toutefois, si I'interface de couplage est confondue avec la frontiére (ou une partie) de la région
conductrice, il faut s'assurer qu'aucun courant ne sort de cette région. Autrement, ¢t xn =0 pour
la formulation magnétique et j.n =0 pour la formulation électrique. La premiére condition est
assurée au sens faible en annulant la premiére intégrale de surface dans la relation (1.75). La
deuxiéme est implicite lorsqu'on utilise le potentiel vecteur modifié dans la région conductrice.

Pour la formulation a-¢, elle est assurée au sens faible.

En utilisant (1.62) et (1.67), le systéme matriciel obtenu pour un couplage (t-Q et a-¢) est le

suivant:
S,+T,/at C,_, 0 C,o lic, E +F T,/ae 0 0 0 c,
CZ—¢ AS, 0 0 0} _ 0 . Cf_w 0 0 0 10}
0 0 -a5,-T, -C,,lc 0 0 0 -T, -C,,|c
T T
C.a 0 -C,q -S, 1 Q oAt 9 o 0 0 O 0 Q|
(1.85)

On note que la région conductrice peut se trouver dans le domaine 2, ou 2,,. Il en est de méme

pour la région inductrice.

Pour un couplage (£-Q,a"), le systéme matriciel est obtenu en combinant (1.62) et (1.71):

S,+T,/at 0 Coa |, E+F | |T,/at O 0 fc.
0 -AS,-T, -C,,llc,| =| 0 [+] 0 -T, -C,,|c, (1.86)
Cl, -Cl, =S, " F, 0 0 0 | Q

t

Les deux systémes précédents donnent le couplage dans un cas général pour deux formulations
magnétodynamiques. Toutefois, en partant de ces systémes, il est possible de retrouver d'autres
types couplages tels que: la formulation magnétodynamique et magnétostatique. Il suffit alors

de mettre a zéro les potentiels qui n'interviennent pas dans la résolution du probleme.

Les systémes matriciels (1.83), (185) et (1.86) ont une matrice symétrique mais non définie
positive. Pour les résoudre, on utilise la méthode du gradient conjugué avec un pré-
conditionnement du type Crout. Il est aussi possible d'utiliser la méthode de Cholesky adaptée

qui est applicable lorsque les termes qui rendent la matrice non définie positive sont connus
[45].
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4, Applications

Les formulations magnétostatiques présentées dans les paragraphes précédents (potentiel
scalaire € et potentiel vecteur a) sont testées sur deux exemples simples. Les résultats obtenus
sont confrontés avec ceux de la formulation hybride a-Q. Cette comparaison est faite au niveau
des grandeurs locales et globales. Dans le premier exemple, nous observons I'influence d'un
saut de perméabilité sur la distribution de I'induction dans le cas de I'approche hybride. Dans le
deuxieme, nous mettons en évidence l'apport de la formulation hybride pour le calcul d'une
grandeur globale (énergie magnétique). Dans ce cas, les résultats numériques sont comparés

avec une valeur analytique.

4.1. Cube de fer dans un champ magnétique uniforme

Dans cette application, on s'intéresse a la distribution du champ magnétique dans un
cube de fer plongé dans un champ magnétique uniforme et constant. Le but est de visualiser la
distribution de l'induction obtenue par la formulation hybride lorsque l'interface est située sur
une séparation fer/air. Cette distribution est comparée avec celle obtenue par le potentiel
scalaire magnétique Q. Dans ce probléme, la structure du domaine est constituée en majorité
d'air. De ce fait, lorsque la formulation a-Q est appliquée, le potentiel scalaire, plus économique
du point de vue nombre d'inconnues, est employé dans l'air et le potentiel vecteur est utilisé

dens le fer.

4.1.1. Définition du probleme

Le cube de fer est placé dans l'espace constitué de l'air ot régne un champ magnétique
uniforme [64]. En exploitant les symétries, on se rameéne a 1/8 de la structure initiale. La

géométrie et les caractéristiques du probléme sont représentées par la figure (1.3).

a=10 mm

L=50 mm Tbo )]%

1, =1000

1b01 =1T

Fig. 1.3. Structure étudiée
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La caractéristique du fer est supposée linéaire. L'induction magnétique b, est imposée suivant
I'axe oz par des conditions aux limites sur les potentiels utilisés.

Sur les plans de symétrie x=0 et y=0 et les plans x=L et y=L, nous avons la condition b.n=0. Sur
les plans z=0 et z=L, nous avons hxn=0. Afin d'imposer le module du champ, nous utilisons

les conditions sur le potentiel scalaire: Q=0 sur z=0 et Q = |b,|L/p, sur z=L.

4.1.2. Résultats

Le probleme est modélisé par le potentiel scalaire Q et la formulation hybride a-Q. Pour
cette derniére, l'interface est située sur la séparation fer/air et on résout le systéme donné par
(1.83). Pour le potentiel scalaire, on résout le systéme matriciel (1.53) avec un terme source
exprimé en fonction des conditions aux limites sur le plan z=L. Afin d'assurer l'unicité de la
solution, nous avons utilisé la technique de I'arbre dans le domaine modélisé avec le potentiel
vecteur a. Les systémes matriciels ont été résolus par la méthode du gradient conjugué.

La figure (I.4) représente le maillage de la structure; il comporte 8081 éléments, 1693 noeuds et
10128 arétes. A partir des valeurs du potentiel scalaire et des circulations du potentiel vecteur,
nous pouvons déduire I'induction magnétique. Cette derniére est tracée sur les plans x=0, y=0

et z=L pour la formulation Q (Fig. [.5.).

Fig. 15. Distribution de I'induction b en x=0, y=0 et z=L
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En prenant comme référence la distribution de I'induction obtenue par le potentiel scalaire Q
dans le plan x=0 (Fig. L.6a.), nous avons tracé, dans les mémes conditions, la distribution
obtenue par la formulation a-Q (Fig. 16b.). Nous remarquons que cette distribution est
déformée au voisinage de l'interface fer/air et principalement au niveau du segment y=a. Par
ailleurs, un calcul effectué avec un maillage plus fin que celui présenté ici n'a amené aucune
amélioration sur le tracé de l'induction. Ce qui montre que la déformation a l'interface est
indépendante du maillage. Ce phénomene peut étre expliqué par le fait que le couplage entre
les formulations a et Q est assuré, pour cet exemple, par la composante normale de I'induction b
dans le fer et la composante tangentielle du champ h dans 'air. Ces deux quantités sont tres
faibles au voisinage de l'interface a y=a. En effet, I'induction dans le fer est pratiquement
tangentielle et le champ magnétique dans l'air est pratiquement normal. D'autre part, la

formulation hybride n'assure la continuité de ces composantes qu'au sens faible.

z z
B R I R N RS S A B S A A AR I N R R R R
IR A A A A ,;;'4;1:47?;‘. “““““
TS T T T S T T T T U T U N SN0 N S SO : o,
R R T S R A A A A AR AR ',r"””"!""{’ ,,,,,
R A A I A A A N N A T
NS N N S A S R A N A A A A A A . P L
NN r:;'”;;;;","/,,
R R Y R A A A A N A A N e A A
NS N N AR A N AP AV A VAN A A A A ‘;,,,,y,‘,'//’/',/’,il
I TR IR T N N S A S SN A B SR st
[ ! //////////! i“‘lf '/"////////"
RN AN e o A
tartr LY AT ~ose sy
BN S I Ny e e
' ] o A A A A [
sf;”///fz,,///z/rrf: ,2.(4’47'7;1,4"'/’ !
f.“,‘H{,’ T A A A ‘:E“yf';l“vf e -
Ir;ZZLZé‘,///////!i ig‘if‘ll [N B A
ll“igij; P A A A A :Iioﬁ‘ "’ ’/,”,',
’ S i [ ;
J‘fff‘ ,§ IR R 11’“‘ I‘, A
1}1‘13 J‘ LA foorort 1141."1x1 . .
i P ] PSS i S S A‘(%fl 4?\ ’ !
A i I I
° Q a Q y 0 a a Q Y
a. Formulation Q b. Formulation a-(), interface fer/air

Fig. I.6. Distribution de I'induction b en x=0

Ce probléme de déformation de l'induction disparait dés que l'interface est déplacée dans l'air
[64]. Dans ce cas, on a la méme perméabilité de part et d'autre de la séparation entre les
formulations a et Q. La distribution de I'induction qui correspond a ce calcul est donnée par la
figure (1.7). A partir de ce résultat on peut conclure que l'utilisation de la formulation hybride
nécessite la disposition de l'interface dans un milieu de perméabilité constante. Dans de telles

conditions, les distributions du champ ou de I'induction sont correctes.
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Fig. 1.7. Distribution de I'induction b en x=0 (formulation a-Q, interface air/ air)

Dans ce probleme, nous avons constaté que l'emploi de la formulation hybride a-Q avec
l'utilisation des éléments aréte pour discrétiser le potentiel vecteur n'élimine pas les
déformations observées au niveau de la distribution de l'induction a l'interface fer/air. De ce
fait, nous avons abouti aux mémes résultats, au niveau local, que ceux obtenus par ['utilisation
des éléments nodaux [64]. En conclusion, pour obtenir une distribution correcte des grandeurs
locales dans cet exemple, il faut soit utiliser le méme potentiel dans tout le domaine ou placer

l'interface dans l'air pour la formulation hybride.

4.2. Cube conducteur avec une densité de courant uniforme

Dans cet exemple, les formulations magnétostatiques en potentiel vecteur a et en
potentiel scalaire f,-Q ainsi que I'approche hybride a-Q sont testées sur un cube conducteur
avec une densité de courant uniforme et constante. Dans ce cas, nous disposons de la valeur
analytique de I'énergie magnétique emmagasinée dans le cube. Cela permet de comparer la

précision des résultats obtenus par les différentes formulations.

4.2.1. Définition du probléme

La figure (I1.8) représente la structure étudiée. Il s'agit d'un cube conducteur avec une
densité de courant uniforme et constante j, dirigée suivant I'axe ox [37]. Les conditions aux
limites sont telles qu'aucun flux ne sort du cube i.e. b.n =0 sur tous les plans externes. Cela
implique c, =0 pour la formulation en potentiel vecteur a. Dans le cas de la formulation #,-Q, le
vecteur source t, est défini par rott, =j,. En partant de cette relation, la direction de %, est

suivant oz et son module est égal a ||y .
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a=lm

7| =107A/m2 S

Fig. 1.8. Structure étudiée

Dans le cas de la formulation hybride, le cube est divisé en deux parties de dimensions égales
tel que le montre la figure (1.9). On note que la position de l'interface par rapport au vecteur ¢,
donne £, xn; = 0. Par conséquent, le terme source F, défini dans le systéme matriciel (1.83) n'est

pas évalué.

N

Fig. 1.9. Définition des domaines pour la formulation hybride

4.2.2. Reésultats

Le probleme est résolu par trois formulations (potentiel scalaire #,-Q, potentiel vecteur a,
hybride a-Q). Le but est de comparer la valeur de I'énergie obtenue par ces formulations. Pour
la formulation a, nous avons utilisé la technique de I'arbre afin d'assurer l'unicité de la solution.
La résolution est effectuée par la méthode du gradient conjugué. Dans cet exemple, nous avons
mené les calculs pour deux maillages M1 et M2 comportant, respectivement, 456 et 3572

éléments. La figure (1.10) représente le maillage M2.

36




Chapitre I. Résolution numérique des équations du champ électromagnétique

Fig. 1.10. Maillage du domaine étudié

La résolution des systemes matriciels nous donne les potentiel Q et les circulations de a dans le
domaine. En partant des ces valeurs, on peut déduire l'induction. La figure (1.11) représente les
tracés de l'induction b sur le plan x=a/2 pour les formulations a et £-Q. Nous remarquons qu'il
y a des différences entre les deux distributions (Fig. I.11a. et Fig.I. 11b.). Ceci est di, d'une part
a la condition aux limites b.n =0 qui est imposée au sens faible par le potentiel Q et au sens fort
par le potentiel a, et d'autre part aux erreurs numériques engendrées par 1'évaluation de
l'expression t;—gradQ pour la formulation Q [82]. Pour la formulation hybride, nous
retrouvons les mémes différences entre la partie modélisée par le potentiel scalaire Q et celle

modélisée par le potentiel vecteur a (Fig. 1.12.). D'autre part, il n'y a pas de déformations de la

distribution de l'induction au voisinage de l'interface entre les deux régions.
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Fig. 1.11. Distribution de l'induction b en x=a/2
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Fig. 1.12. Distribution de I'induction b en x=a/2; Formulation g-Q

Dans ce probleme, nous disposons de la valeur analytique de I'énergie magnétique
emmagasinée dans le cube (2.208 M]J) [37]. Ce qui représente une référence pour l'évaluation de
la précision des calculs effectués par les trois formulations. Sur la figure (1.12), nous avons
reporté les valeurs de I'énergie en fonction du nombre d'éléments. Nous constatons que cette
grandeur tend par des valeurs inférieures vers la solution analytique pour la formulation a.
Inversement, elle tend par des valeurs supérieures pour la formulation Q. En effet, il a été
démontré qu'il y a une complémentarité des deux méthodes de calcul de I'énergie magnétique
en magnétostatique [93]. Les résultats de I'approche hybride sont situés entre ceux calculés par
les potentiels a et Q. Les valeurs obtenues sont plus proches de la solution analytique. Il faut
dire que cela n'est qu'une simple constatation numérique. Nous ne pouvons donc pas en tirer

des conclusions a caractére général.

Energie (M])
1,82
25 | LIl o s
,Wf"______,,,_,,_____,_Zi:::::::,::,
2+ A---—-m— T a N T T T T
M1 (456 M2(3572)
15 ¢ Solution analytique
1
05
Nombre d'éléments
0 I i ! I L i

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Fig. 1.12. Comparaison de la valeur de I'énergie pour les différentes formulations

La table (I.2) résume les résultats obtenus par le maillage M2 en terme de précision (erreur
relative par rapport a la valeur analytique) et de performances (nombre d'inconnues, taille
mémoire et le temps CPU). Nous constatons que la formulation Q est la plus performante du
point de vue temps de calcul et taille mémoire. Toutefois, en terme de précision, elle est la

moins avantageuse par rapport aux deux autres.
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Energie Erreur Nombre Taille Temps CPU
Formulation || calculée (M]) | relative % | d'inconnues { mémoire (s)
1,-Q 2314 4.80 826 5320 1
a- 2.247 1.76 2412 17474 12
a 2.145 2.85 3207 22178 18

Table I.2. Comparaison des différentes formulations pour le maillage M2

En résumé, nous pouvons dire que les résultats obtenus par la formulation hybride, au niveau
local, confirment ce que nous avons conclu dans I'exemple précédent. En effet, nous obtenons
une distribution correcte de I'induction lorsque l'interface est située dans un milieu de méme

perméabilité.

5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les différentes formulations utilisées pour la
modélisation des systémes électromagnétiques. Un intérét particulier a été accordé a
I'utilisation des potentiels scalaires ou vecteurs. Les avantages et les difficultés inhérentes a
chaque formulation ont été évoqués. Ensuite, nous avons présenté la méthode des éléments
finis qui consiste a discrétiser I'espace fonctionnel et le domaine étudié. Dans ce contexte, nous
avons vu comment traiter un probleme dépendant du temps ou les éventuelles non-linéarités

dans les milieux ferromagnétiques.

Dans le but d'éliminer les difficultés de chaque formulation, nous avons développe une
approche hybride basée sur un couplage faible entre les potentiels vecteur et scalaire. Elle fait
intervenir la continuité des composantes du champ et de I'induction a l'interface qui sépare les
deux formulations. La différence entre cette étude et les travaux effectués dans le méme
contexte se trouve au niveau de la discrétisation. En effet, nous avons couplé des fonctions
d'approximation de nature différentes: éléments d'aréte pour le potentiel vecteur et éléments

nodaux pour le potentiel scalaire.

Finalement, les formulations magnétostatiques étudiées ont été testées sur deux exemples
simples. Malgré sa simplicité, le premier constitue un véritable test de la formulation hybride
pour le calcul des grandeurs locales. A ce niveau, nous avons constaté une déformation de la
distribution de l'induction lorsque l'interface est située entre deux milieux de de perméabilité
différentes (fer/air). Cette déformation disparait dés que l'interface placée dans un milieu
homogeme. Dans le deuxieéme exemple, la comparaison a été faite pour le calcul d'une grandeur
globale (énergie magnétique). Il en ressort que la formulation hybride donne une bonne

précision sur la calcul de cette grandeur.

Dans le chapitre suivant nous allons aborder le couplage entre les équations magnétiques
et les celles du circuit électrique. Dans ce cas, l'approche hybride sera testée et comparée avec

les autres formulations pour une application en magnétodynamique.
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Chapitre 11. Modélisation des systémes électrotechniques

1. Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté la résolution des équations de Maxwell
par la méthode des éléments finis. Dans les applications traitées, les sources du champ sont
connues et imposées directement dans les systémes matriciels. Or, la plupart des dispositifs
électrotechniques sont le siége de plusieurs phénomeénes (magnétiques, électriques,
mécaniques, thermiques, ...) qui interagissent entre eux. Par exemple, I'alimentation en tension
des régions inductrices, engendre un couplage des équations électriques et magnétiques. Par
conséquent, une modélisation fine de ces systémes nécessite le développement de modeéles qui

incluent le plus possible ces phénomenes et leurs couplages.

Dans ce chapitre, nous commencerons par présenter le couplage entre les équations
magnétiques et électriques dans le cadre des formulations en potentiels. La densité de courant
est alors exprimée en fonction du courant et le flux magnétique en fonction du potentiel utilisé.
Pour la formulation hybride, nous développerons les systémes matriciels lorsque la région
inductrice est modélisée par a ou £-Q. Comme exemple d'application, nous effectuerons des
calculs pour un probléme magnétodynamique avec un couplage circuit. Il s'agit d'une bobine

située entre deux plaques conductrices, et alimentée par un échelon de tension.

Par la suite, nous nous intéresserons a la détermination des forces et du couple dans les
systemes électrotechniques. Pour calculer ces grandeurs, nous présenterons deux méthodes: le
tenseur de Maxwell et les travaux virtuels. Dans ce cas, seules les valeurs globales seront
évaluées sans aborder le couplage avec les équations de la mécanique ni le calcul des
déformations. Ces méthodes seront appliquées a deux exemples. Le premier sert de validation

pour les algorithmes de calcul. Le deuxiéme concerne la modélisation d'un électroaimant.

La fin de ce chapitre sera consacrée & un état de I'art des principales méthodes utilisées
pour la prise en compte du mouvement en 2D et en 3D. Pour notre part, nous développerons
une technique simple qui sera utilisée dans la modélisation 3D de la machine asynchrone. Cette

méthode, appelée surface de glissement, est une extension de la ligne de glissement connue en
2D.
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2. Couplage entre les équations magnétiques et
I'équation du circuit électrique

L'analyse des dispositifs électrotechniques est souvent limitée par les sources
d'alimentation (générateur de courant ou de tension) et les éléments du circuit électrique
(résistance, inductance, capacité, diode, ...). En effet, pour connaitre la distribution du champ
magnétique dans le domaine étudié, il est nécessaire d'accéder a la tension ou bien au courant.
Dans cette étude, nous désirons calculer le champ magnétique dans une structure 2D ou 3D et
le courant qui parcourt le bobinage. Pour obtenir de tels résultats, nous devons résoudre les
équations du champ magnétique et du circuit électrique. La figure (IL.1) représente la structure
du systéme a étudier avec une alimentation en tension. Il s'agit d'un domaine 2 pouvant
contenir des matériaux magnétiques ou conducteurs. La région inductrice 2, est un bobinage
filaire couplée a un circuit électrique. Nous faisons I'hypothése que I'épaisseur de peau est trés
grande par rapport a la dimension du fils conducteur. Pour modéliser cette région, nous

considérons une formulation magnétostatique en potentiel vecteur a ou en potentiel scalaire Q.

Fig. IL.1. Configuration étudiée (domaine et circuit)

En ce qui concerne le circuit électrique, on s'est limité a une maille contenant une résistance "r"
et une source de tension "v". Toutefois, il est possible de considérer des circuits constitués

d'autres éléments linéaires ou non. L'équation de cette maille est la suivante:

= '+£19 0.1
v=ri It (IL.T)

® représente le flux magnétique engendré par le bobinage.
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Pour résoudre le probleme du couplage entre les équations du champ et du circuit électrique,
plusieurs méthodes ont été proposées:
- la résolution séparée des deux équations par un calcul des inductances [12],
- la méthode intégro-différentielle qui consiste & exprimer le courant en fonction d'une
intégrale de la tension [42],
- la résolution simultanée [28][42][44][48][77].

Cette derniére méthode est la mieux adaptée pour une discrétisation du type éléments finis. En
effet, par rapport a la deuxiéme méthode, le caractere creux de matrice du systéme est conservé
et I'introduction des éléments non-linéaires dans le circuit électrique ne pose pas de probleme
majeur. En ce qui concerne la résolution séparée, elle doit étre adaptée a chaque cas étudié. De
plus, elle perd sa fiabilité lorsque l'interaction entre les circuits électrique et magnétique est

importante.

Dans cette partie du chapitre, nous commencerons par présenter le couplage entre les
équations du champ magnétique et du circuit dans les structures tridimensionnelles. Ce
couplage utilise la résolution séparée. Pour la formulation hybride a-Q, nous développerons les
systémes matriciels. Dans ce cas, la région inductrice peut étre modélisée par la formulation a
ou #,-Q. Nous allons également rappeler les équations a résoudre en 2D. Par la suite, nous

comparons les résultats obtenus par les différentes formulations pour une application 3D.

2.1. Cas tridimensionnel

2.1.1. Formulation en potentiel vecteur

L'état magnétique du systeme est obtenu par la résolution de I'équation (1.27). La densité
de courant supposée uniforme et connue. Lorsque le bobinage est connecté a un circuit
électrique alimenté en tension, le terme source dépend du courant. II est donc nécessaire de
résoudre 1'équation du circuit (IL.1). Cette résolution peut étre couplée avec les équations du
champ magnétique. Pour réaliser ce couplage, la densité de courant j, est exprimée en fonction

du courant, et le flux magnétique @ en fonction du potentiel vecteur a.

Expression de la densité de courant

Une région inductrice de section "s" et comportant "n," spires peut étre caractérisée par un

vecteur N appelé vecteur densité de spires [85]. La densité de courant j, s'écrit alors:
. . ng
jo=Ni avec N= o M (IL2)

Les vecteurs N et j, sont colinéaires et leur direction est donnée par la normale a la section

droite du bobinage, notée n,..
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Expression du flux magnétique

Pour un conducteur, le flux magnétique est calculé par une intégration de l'induction
magnétique b sur la surface s, qui est engendrée par sa position dans l'espace. Dans le cas de la
formulation en potentiel vecteur a, l'induction est donnée par b=rota. En utilisant cette

relation, le flux s'écrit:

bc =] bds=§ anydl (IL3)

avec ¥, le contour de la surface s_. En introduisant le vecteur densité de spires N, nous pouvons

exprimer le flux total de la bobine sous la forme suivante:

O=kynp, =k, | a.Ndv (1.4)

Le coefficient kg, permet la prise en compte des éventuelles symétries dans la structure étudiée.

A titre d'exemple, pour une machine ayant 2p poles et modélisée sur un pole, on a k, =2p.

Systéme matriciel

Dans la région inductrice, on résout le systéme d'équations algébriques (1.56) avec une
discrétisation du potentiel vecteur magnétique a par les éléments d'aréte. En remplacant

I'expression de la densité courant (II.2) dans ce systéme, nous obtenons les équations suivantes:
Na 1
ZL—rotwj.rotwlcaldv—_Lw]..Nidv=0 j=1,Na (I1.5)
=1 " H °

D'autre part, en reportant la forme discréte du potentiel a dans I'expression du flux magnétique

(I1.4), I'équation du circuit électrique (II.1) s'écrit alors:
d Na
v=ritk,— wc,..Ndv I1.6
o] dt le Lo jraj ( )

Les deux équations précédentes constituent un couplage fort entre le calcul du champ
magnétique et du courant dans le circuit électrique. En effectuant une discrétisation temporelle,

nous obtenons le systéme matriciel suivant:

5. —Cailea 0 0 0 Jc, K At 1
= + -2 .
_Cz_i —k'r [ i At —k'v e —CZ—i ol i t avec K (IL.7)

Les termes de la matrice C__; s'écrivent:

Cpy= L w, Nav j=1,Na (IL8)

La matrice du systeme (I1.7) est symétrique mais non définie positive. Par conséquent, la
solution peut étre obtenue en utilisant le gradient conjugué avec un pré-conditionnement du
type Crout ou la méthode de Cholesky adaptée [45]. Cette résolution nous donne

simultanément les grandeurs locales (état magnétique du domaine ) et la valeur du courant.
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2.1.2. Formulation en pbtentiel scalaire

L'équation a résoudre est donnée par (I.25) avec le potentiel scalaire Q2 comme inconnue.
La région inductrice est caractérisée par le vecteur source ¢, vérifiant rot t, = j,. Lorsque la
géométrie est simple, ce vecteur peut étre déterminé par une expression analytique. Afin
d'introduire le couplage du circuit électrique, le vecteur £, est exprimé en fonction du courant,

et le flux magnétique en fonction du potentiel Q.

Expression du vecteur source t,

A partir de la relation entre la densité de courant et le vecteur source %, il est possible de
définir un vecteur K tel que: rot K=N [85]. Ce dernier est perpendiculaire a N et il permet

d'exprimer le vecteur £, en fonction du courant. Soit:
t,=Ki (IL.9)

Les vecteurs £, et K sont colinéaires. De ce fait, si nous avons une expression analytique pour la

distribution de #,, celle du vecteur K se déduit immédiatement.

Expression du flux magnétique

Dans 1'expression (I1.4), le flux magnétique est donné en fonction du vecteur N et du
potentiel vecteur a. En remplacant N par rot K dans cette relation, nous obtenons ce flux en

fonction du potentiel scalaire Q et du vecteur K:

D=k, [ W(Ki-grad Q).Kdo (IL10)

Systéme matriciel

Pour la formulation £,-Q, on résout le systéme d'équations (1.52). Le potentiel scalaire Q
est une inconnue et le terme source est en fonction de la distribution du vecteur #,. En utilisant

I'expression (I1.9) dans ce systéme, nous obtenons les équations suivantes:
Nn
EL“gTad 7H"grad e dv— Lﬂugmd lj.Kidv——-O j=1,Nn (1L.11)

D'autre part, en reportant la forme discrete du potentiel Q dans la relation (I1.10), I'équation du

circuit électrique (IL.1) s'écrit comme suit:
d Nn
v= ri+k®a(Lup|K|2dv—§ L,H grad A Q. Kdv) (IL12)
]=

Le systéme obtenu par les deux équations précédentes constitue un couplage fort entre le calcul

du champ et la résolution de I'équation du circuit électrique.
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Apres une discrétisation des dérivées temporelles, ce systéme peut étre réécrit sous la forme

s, -C..Te 0 0 o07Q .
= +
~Cq Kkr+x] i, [kv]., [Cas x]1i] (1L13)

La matrice de couplage C_; fait intervenir le vecteur K et elle dépend de la perméabilité du

matricielle:

milieu. Les termes de cette matrice et le scalaire k s'écrivent comme suit:

Coyi= L pgrad A,. Kdv j=1,Nn (IL.14a)

k= [ plKP do (IL14b)

On note que la matrice du systéme (IL.13) est symétrique et définie positive. Nous pouvons
donc utiliser la résolution directe par la méthode de Cholesky ou le gradient conjugué avec un
pré-conditionnement du type Cholesky incomplet. La solution obtenue donne 1'état magnétique

du domaine et la valeur du courant dans le circuit.

2.1.3. Formulation hybride

Pour cette approche, on résout les équations du champ magnétique données par le
systeme matriciel (I1.83). Afin de coupler ces équations avec celle du circuit électrique, nous
considérons deux cas de figure selon la formulation utilisée pour modéliser la région inductrice
D, [108][109].

Pour le premier oii la région est modélisée par le potentiel vecteur a, le systéeme matriciel est

obtenu en combinant les équations (1.83) et (I1.7). Ce qui donne:

S, C,a -C.lc. 0 0 0 0Ojc,
Cl, =S, 0 |Q] =0 + 0 0 0]Q (I1.15)
-CI. 0 -kr|i —k'v -CI. 0 0fi

t+At t+At 1 t

Dans le deuxiéme cas, la région D, fait partie du domaine 2,,. Le couplage est obtenu par

l'utilisation des équations (1.83) et (I1.13). Nous obtenons alors le systéme matriciel suivant:

S, C.a 0 C“] 0 0 0 0fc,
Cly =S Cqo, Q) =0 +0 0 0]Q (IL16)
0 C., -kr-x th+At kv, [0 Coy —x| 1]

Dans les deux systémes matriciels précédents, la matrice est symétrique mais non définie
positive. La résolution peut étre effectuée en choisissant les mémes méthodes que pour la

formulation en potentiel vecteur avec couplage circuit.
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Pour les problémes magnétodynamiques, I'écriture des systémes matriciels est obtenue en
ajoutant l'équation du circuit a celle du champ électromagnétique. Pour les formulations
retenues, il s'agit des équations (1.67) pour a-¢, (1.71) pour a’, (1.62) pour ¢-Q et (1.85) pour a-Q.
Les systémes obtenus sont présentés dans I'annexe 3. On notera que les couplages développés
ne concernent que les régions inductrices qui sont modélisées par une formulation

magnétostatique.

2.2. Cas bidimensionnel

Le calcul du champ électromagnétique bidimensionnel avec une couplage du circuit
électrique tend a devenir d'usage courant pour la modélisation des dispositifs
électrotechniques. A I'heure actuelle, les codes de calculs développés ont atteint le stade des
applications industrielles. Pour cela, nous nous contenterons de faire un rappel des équations

de base et des systémes matriciels a résoudre.

Les problemes 2D sont ceux qui présentent une invariance de la solution suivant une
direction. Ils peuvent étre posés en terme de potentiel vecteur dont la direction est fixée et seul
le module constitue une inconnue. Ce choix assure implicitement une condition de jauge et la
solution obtenue est unique. D'autre part, les difficultés liées a la prise en compte des régions
inductrices restent posées avec une formulation en potentiel scalaire. Pour ces raisons, le
potentiel vecteur a est le plus utilisé pour traiter les probléemes 2D. Dans ce paragraphe, nous
allons considérer uniquement une configuration contenant un domaine d'étude 2 avec un
bobinage filaire couplé & un circuit électrique. Le couplage des conducteurs massifs sera
présenté lorsque nous aborderons la modélisation de la machine asynchrone dans le prochain

chapitre.

Avec une densité de courant source dirigée suivant oz ie. j,=(0,0,j,,), la direction du
potentiel vecteur a sera également suivant cet axe a=(0,0,4,). L'équation a résoudre est la

suivante:
1
div(; grada)=—j,, (I1.17)

Pour sa résolution par la méthode des éléments finis, le potentiel a, est discrétisé au noeuds du

maillage. En appliquant la méthode de Galerkin, nous obtenons les d'équations suivantes:
Nn . 1 n s . .
éL;gmd A.grad ), azkds———S-—Ln A;ids=0  j=1,Nn (I11.18)

A représente la fonction d'approximation du potentiel.
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Pour le couplage avec I'équation du circuit électrique, la densité de courant est exprimée en

fonction du courant et des parameétres du bobinage. La relation (I1.2) s'écrit alors:

n

Jor =g 1 (11.19)

D'autre part, I'expression (I1.4) permet exprimer le flux magnétique en fonction du potentiel a..

Nous pouvons alors écrire I'équation (I1.1) comme suit:

n Nn
v=ri+k, —=— A.a. .ds 11.20
[¢2] S dt;L" j ¥ zj ( )

En faisant intervenir la relation (I1.19) dans I'équation (I1.18) et aprés une discrétisation de la

dérivée temporelle, le systéme matriciel a résoudre est le suivant:

[s. = o] [ 0o 0]a]

a.-i a, |
L_Ci—i —kr LJ ﬂ—kaHMW—C;{_i oli Jt (IL.21)

t+At

Les termes des matrices définies dans ce systéme s'écrivent:

1

Sa;j,l = L;gfﬂd kj.gflld 7»1 ds j: 1,Nn; 1= 1, Nn (sza)
ns .

Comiy == L yds j=1,Nn (I1.22b)

Le systeme (I1.21) a une matrice symétrique mais non définie positive. Cependant, les termes
qui la rendent non définie positive sont connus, nous pouvons donc utiliser la méthode de

Cholesky adaptée.

2.3. Application: bobine entre deux plaques conductrices

Pour illustrer le couplage entre les équations du circuit et celles du champ magnétique,
nous avons traité I'exemple d'une bobine inductrice située entre deux plaques conductrices [25].
Pour ce faire, nous avons considéré deux cas. En premier lieu, la conductivité des plaques est
considérée nulle. Cela nous raméne & un probléme magnétostatique avec le couplage circuit. La
résolution a été effectuée par le potentiel scalaire £-Q, le potentiel vecteur a et la formulation
hybride a-Q. En deuxiéme lieu, nous avons considéré la bobine avec les plaques conductrices.
Le probleme a été résolu par les formulations magnétique, électrique et hybride. Les grandeurs
a calculer sont: le champ magnétique, la densité de courant induit dans les plaques et l'intensité

du courant dans la bobine.
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2.3.1. Définition du probleme

Il s'agit d'une bobine située entre deux plaques conductrices. La bobine est couplée a un
circuit électrique constitué d'une résistance "r" et d'une source de tension continue "v". Les
plaques conductrices ont une forme carrée d'épaisseur "a". La figure (IL2) représente la
géométrie, les dimensions et les caractéristiques du systéme étudié. Pour limiter le domaine

‘étude, la structure est plongée dans un cylindre d'air (rayon 420 mm, hauteur 900 mm) avec

la condition b.n =0 sur sa surface extérieure.

Plaque
=240 mm

a=12.7 mm
-1 -
$=32810"Q m’

Bobine

r1=87 mm

r2=116 mm
h=28 mm
e=3.175 mm

Circuit
v=20V
=124 Q
n =700

Fig. 11.2. Géométrie et caractéristiques du systéme étudié

En exploitant les symétries (suivant les plans x=0, y=0 et z=0), on peut ramener I'étude 2 1/8 du

domaine initial. La figure (I1.3) représente une vue 3D de la partie modélisée.

Fig. IL3. 1/8 de la structure étudiée
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Sur les plans x=0 et y=0, nous avons la condition b.n =0. Sur le plan z=0, la condition hxn =0
est imposée.

En magnétodynamique, on doit assurer la condition j.n=0 sur la frontiere de la plaque. Une
telle condition est vérifiée au sens faible par les formulations a-¢ et a*, et au sens fort par la
formulation t-Q avec txn=0. Sur les plans de symétrie x=0 et y=0, nous avons la condition
exn =0. Elle est imposée au sens fort par les formulations électriques a-¢ et a* en annulant la
circulation de a et le potentiel scalaire ¢. Pour la formulation £-Q, cette condition est assurée au

sens faible.

Les interfaces utilisées pour la formulation hybride sont représente par la figure (IL.4). Dans le
cas sans les plaques conductrices, l'interface sépare deux régions ayant les mémes
caractéristiques (air) (Fig. Il.4a.). Lorsque les plaques sont considérées, elle est située sur la

séparation conducteur/non-conducteur (Fig. I1.4b.).

z"
|
y2)
I i a 2
25 mm]F——pm O .
140 mm a. x b. X

Fig. I1.4. Position des interfaces (a. sans plaques, b. avec plaques)

2.3.2. Reésultats

Dans les deux cas étudiés, nous avons appliqué un échelon de tension avec des conditions
initiales nulles, puis nous avons calculé la réponse en courant. Le phénoméne transitoire est
simulé sur une durée de 80 ms avec un pas de temps At=2 ms. Selon le cas traité, avec ou sans
les plaques conductrices, nous avons adopté deux maillages différents. Ils comportent,
respectivement, 16545 et 6754 éléments. En effet, il n'est pas nécessaire d'avoir un maillage fin
dans la région conductrice pour le cas sans les plaques. La figure (IL.5) représente le maillage du

domaine étudié pour un calcul avec les plaques conductrices.

/> >
N
"‘Bﬁ‘;’%vi:vé‘ Zeu, AW L v 4 ﬁ“‘
K] E‘;élﬂﬁiggﬂé':m:g&v‘4555""7»1&\ V
VA
<\

q
N

Vi

S

Fig. I1.5. Maillage du domaine étudié (bobine et plaque)
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Cas sans les plaques conductrices

Comme nous I'avons cité précédemment, ce cas correspond a la résolution d'un probleme
magnétostatique avec le couplage de I'équation du circuit électrique. Les calculs ont été
effectués par les potentiels a et Q et ]la formulation hybride a-Q.

Pour l'approche hybride, la majeure partie de 1'air est modélisée par le potentiel scalaire Q et la
région inductrice est traitée par le potentiel vecteur a (Fig. I1.4a). Ce choix est justifié par le fait
que la formulation a peut étre utilisée sans difficulté dans les régions inductrices. De plus,
I'extérieur (la mise dans une boite d'air de la bobine) est pris en compte par le potentiel scalaire
qui est plus économique en nombre d'inconnues.

Dans les systemes d’équations a résoudre pour les différentes formulations, il est nécessaire de
définir les distributions des vecteurs N et K. On note qu'elles correspondent, respectivement, a
celles de j, et t,, Le vecteur N est défini dans la bobine avec un module constant
IN|=n_/h(r, - 1;). Le vecteur K est calculé dans la bobine et le cylindre d'air qu'elle engendre.

Son module est linéaire dans la bobine et constant dans le cylindre d'air |[K|=n_ /h.

Pour le potentiel vecteur, l'unicité de la solution est assurée en imposant la jauge a.w =0 par la
technique de l'arbre. Nous verrons par la suite, qu'il est plus intéressant de résoudre le
probléme sans imposer cette jauge. Pour les différentes formulations utilisées, la résolution des

systémes matriciels est effectuée par la méthode du gradient conjugué.

La figure (I1.6) représente la distribution de l'induction b sur les plans x=0 et y=0 pour le
potentiel vecteur. Nous avons aussi tracé la distribution de b sur le plan y=0 pour les
formulations ¢-Q (Fig. IL.7a) et a-Q (Fig. I1.7b). On note que la distribution obtenue par
l'approche hybride ne subit par de discontinuité au niveau de l'interface. En effet, cette derniere

est située dans l'air (milieu de méme perméabilité).

Fig. IL.6. Distribution de I'induction b en x=0 et y=0 (formulation a)
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Fig. I1.7. Distribution de I'induction b en y=0

La figure (I1.8) donne l'évolution du courant en fonction du temps pour les différentes
formulations. On note que le courant obtenu par l'approche hybride est situé entre les résultats

des formulations a et £,-Q.

fm Courant (A)

1.6
14 -
1.2 +
1 +
08 -
06 +
04 -
0.2 +
0 n i
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

régime permanent v/r

Temps (s)

Fig. I1.8. Evolution du courant
(comparaison des différentes formulations)

Dans ce cas, il est possible de déduire la valeur de I'inductance de la bobine L, en utilisant soit
I'énergie magnétique "w'" emmagasinée dans le systéme ou la constante de temps "t" relevée sur
I'évolution du courant. Les résultats obtenus par les deux méthodes sont résumés dans la table
(I1.1). On peut noter que l'inductance calculée par la formulation hybride est située entre les

deux autres approches.

Formulation | L, =2w/i® (mH) L, =r1 (mH)
t,-Q 152.35 155.81
a-Q 147.65 150.63

a 137.65 140.30

Table I1.1. Comparaison des valeurs de I'inductance
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Utilisation de la jauge

Dans le chapitre précédent, nous avons discuté I'influence de I'utilisation de la jauge sur
la rapidité de la convergence du gradient conjugué. Pour illustrer ce fait, nous avons comparé la
convergence de la formulation a avec et sans 'utilisation de la jauge a. w = 0. Dans les deux cas,
nous avons résolu le systéme par la méthode du gradient conjugué avec un pré-
conditionnement du type Crout. Les calculs ont été effectués en double précision. Pour le cas
sans jauge, l'algorithme converge rapidement vers la bonne solution puis il diverge [66]. Le
nombre d'itérations nécessaire a la convergence est nettement plus faible par rapport au cas
jaugé.

La table (II.2) donne les performances des formulations utilisées. Il en ressort que la
formulation en potentiel vecteur non jaugée bien que pénalisante du point de vue taille
mémoire, est nettement plus rapide que le cas jaugé. En ce qui concerne l'approche hybride,

nous avons un bon compromis taille-mémoire et rapidité.

Nombre Taille Temps Nombre
Formulation Jauge d'inconnues | mémoire CPU (s) d'itérations
1,-Q - 1138 8654 1 24
a-Q oul 5862 46091 39 413
a oul 6846 54727 50 545
a non 8074 73246 18 77

Table I1.2. Comparaison des performances des différentes formulations

En résumé, nous pouvons dire que la résolution de ce probléme nous a permis de confirmer les
conclusions du premier chapitre concernant la distribution des grandeurs locales. D'autre part,
nous avons validé les systémes matriciels développés pour la formulation hybride avec le
couplage de I'équation du circuit. Pour le calcul du courant et de l'inductance, nous avons

obtenu des résultats qui se recoupent dans les différents cas considérés.

Cas avec les plaques conductrices

Considérons maintenant la bobine avec les plaques conductrices. Le probleme est alors
magnétodynamique avec un couplage de 1'équation du circuit. Il a été traité en utilisant les
formulations électriques a-¢ et a*, magnétique -Q et hybride. Pour cette derniére, I'interface est
confondue avec la frontiere extérieure de la plaque, ce qui correspond a une séparation
conducteur/ air. Dans ces conditions, la région inductrice et I'air sont modélisés par le potentiel
scalaire Q et les plaques par les formulations a-¢ ou a*. Les approches hybrides ainsi définies
sont notées, respectivement, a-¢-Q et a -Q.

Pour les potentiels vecteurs a et t, il faut assurer l'unicité de la solution en imposant une jauge.
Par la suite, nous allons comparer l'influence de l'utilisation ou non de cette condition sur la
convergence du gradient conjugué. Pour la formulation en a’, nous n'avons pas imposé de

jauge dans les régions non-conductrices.
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Les figures (IL9a), (11.9b), (I1.9c) et (I1.9d) représentent, respectivement, les distributions de
l'induction b pour les formulations a*, £-Q, a-¢-Q et a’-Q. Ces tracés correspondent & t=6 ms.
En comparant les résultats des formulations hybrides et de -Q, on remarque que les tracés sont
pratiquement identiques (la région inductrice étant modélisée par £,-Q). On peut conclure que
la disposition de l'interface sur la séparation conducteur/air n'affecte pas la distribution de

I'induction.

a. Formulation a” b. Formulation -

¢. Formulation a-¢-Q d. Formulation a*-Q

Fig. I1.9. Distribution de l'induction b en y=0

A partir des valeurs des potentiels , nous pouvons aussi déduire la distribution de la densité de
courant induit dans la plaque. La figure (IL.10) représente cette distribution pour les
formulations a-¢, t-Q, a-¢-Q et a’-Q. Pour les approches utilisant le potentiel vecteur
magnétique dans les plaques (Fig. 11.10a, Fig. I1.10c et Fig. I1.10d), les tracés sont similaires. On
note que la conservation de la composante normale de j est vérifiée au sens faible. Pour le calcul
en £-Q), cette condition est imposée au sens fort. Dans le cas des formulations hybrides, on peut
conclure que la disposition de l'interface sur le séparation conducteur/air donne une

répartition correcte de la densité de courant.
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a. Formulation a-¢ (j = —o(0,a + grado)) b. Formulation £-Q (j = rott)

c. Formulation a-9-Q (j = —~c(8a + grado) ) d. Formulation a™-Q (j = -cd,a")

Fig. 11.10. Distribution de la densité de courant induit j dans la plaque

L'évolution du courant est donnée par la figure (IL.11). Elle comparée avec le résultat obtenu
sans les plaques conductrices. On note que l'introduction des ces derniéres accélere la réponse
du systéme (constante de temps plus faible). Du point de vue précision, les écarts relevés entre
les différentes formulations sont tres faibles. De plus, les formulations a-¢ et a" nous ont donné
pratiquement les mémes résultats. Cette constatation est aussi valable pour les approches a-¢-Q
et a"-Q. Cest pourquoi, un seul résultat concernant ces calculs a été reporté sur la figure (11.11).

Les formulations hybrides utilisées a-¢-Q et a"-Q donnent des résultats situés entre a-¢ et t-Q.

18 Courant (A)

16 |
14 |
12

08
0.6

04 }/-

02 1 Temps (s)

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

Fig. I1.11. Evolution du courant
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Pour cet exemple, il est possible de calculer la puissance dissipée par effet Joule p; dans la
plaque conductrice a l'aide de la relation suivante:

1
py= L g'jlz do (I1.23)

©

La densité de courant j est donnée en fonction des potentiels utilisés dans chaque formulation.
La figure (IL.12) montre I'évolution de la puissance p; en fonction du temps. Cette puissance
passe par un maximum puis décroit a zéro en régime permanent. On note que les résultats
obtenus sont trés proches et les formulations hybrides donnent des valeurs situées entre les

deux approches électrique et magnétique.

Puissance Joule (w)
a-P a* 0

3.5

— Temps (s)

0 L ! T

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

Fig. I1.12. L'évolution de la puissance Joule p;

Utilisation de la jauge

De la méme maniére que pour le cas sans les plaques, nous avons effectué des
comparaisons qui illustrent l'influence de l'utilisation de la jauge sur la rapidité de convergence
du gradient conjugué. Dans un premier lieu, nous avons comparé les formulations électriques
avec la jauge a.w =0. Pour le calcul en a-¢ avec jauge, le systéme converge aprés un nombre
d'itérations assez considérable par rapport aux formulations non jaugées a-¢ et a’. Dans ce
dernier cas, le systtme converge vers la bonne solution puis il diverge. L'intérét est que la

convergence est atteinte avec un nombre d'itérations trés faible par rapport au cas jaugé
[66][110].

En ce qui concerne les formulations hybrides étudiées (a*-Q, a-¢-Q), le probléme est jaugé dans
les deux cas. En effet, lorsque le potentiel vecteur modifié a* est défini dans une région
conductrice de méme conductivité, la condition de jauge est implicite. En comparant la

convergence des deux approches, on peut dire que la formulation a™-Q est plus performante.
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La table (I1.3) donne les performances des différents cas étudiés avec ou sans jauge. Il en
ressort que les formulations non jaugées bien que pénalisantes du point de vue taille mémoire,

convergent trés rapidement. Les performances de a’-Q et a-9-Q sont a l'intermédiaire entre
celles des autres formulations.

Nombre Taille Temps Nombre
Formulation Jauge d'inconnues | mémoire CPU (s) d'itérations

-Q oui 5290 58143 8 50

t-Q non 5534 62954 7 43
a--Q oul 6760 90391 43 345
a’-Q - 6760 71211 12 68

a-Q oui 17205 162091 220 892

a-@ non 19989 210355 55 55

a’ non 19255 179287 49 58

Table 11.3. Comparaison des performances des différentes formulations

Cet exemple a été testé sur différentes formulations afin de dégager l'apport de la
formulation hybride dans le cas magnétodynamique. Il en ressort des résultats satisfaisants du
point de vue local et global. En effet, nous avons pu constater que la disposition de l'interface

sur la séparation conducteur/air n'affecte pas la distribution des valeurs locales, contrairement

a une séparation fer/ air.
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3. Calcul des forces magnétiques et du couple

Les efforts magnétiques exercés sur les parties mobiles d'un systéme électromagnétique
constituent des grandeurs importantes pour I'é¢tude de son fonctionnement. C'est le cas du
couple pulsatoire dans les machines tournantes ou des forces qui s'exercent & la surface d'un
matériau magnétique. Sous forme globale, ces grandeurs peuvent servir aussi a un couplage
avec les équations de la mécanique (calcul de la vitesse et de la position) [52][98]. Au niveau
local, les résultats servent a prédire les déformations que peut subir le systeme [68][70][76].
Pour déterminer ces efforts, plusieurs méthodes de calcul peuvent étre employées. Parmi ces
méthodes, on trouve celles qui sont basées sur le calcul de la densité de force (distribution de la
force locale a la surface). La force globale est alors obtenue par une somme des forces locales.
Ces méthodes utilisent des concepts basés sur les sources équivalentes (charges ou courants
magnétiques), la dérivée de l'énergie magnétique ou le tenseur de Mawxell [10][69]{71][97].
Dans un calcul par la méthode des éléments finis, ces techniques utilisent la distribution des

grandeurs locales dans le domaine étudié.

Dans ce travail, nous nous intéresserons au calcul global de la force et du couple par deux
méthodes: le tenseur de Maxwell et les travaux virtuels. Ces calculs sont présentés pour les
structures 2D et 3D avec une discrétisation par la méthode des éléments finis des équations du

champ électromagnétique [109].

Les deux méthodes de calculs sont testées sur deux exemples. Le premier concerne deux
conducteurs paralléles avec des courants dans le méme sens. On calcule alors la force qui
s'exerce sur un conducteur. Cet exemple nous permet de valider les algorithmes de calcul de
force implantés dans les codes de calcul 3D et 2D en comparant les valeurs numériques et la
solution analytique. Dans le deuxiéme exemple, il s'agit de calculer la force portante d'un
électroaimant. Ce dispositif sera modélisé avec une prise en compte du circuit électrique et de la
saturation. Dans ce cas, les calculs seront effectués a l'aide des potentiels a, Q et de la

formulation hybride a-Q.
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3.1. Méthode du tenseur de Maxwell

3.1.1. Principe

Nous désirons calculer les forces et le couple qui s'exercent sur une partie 2' du domaine
étudié 2. Cette région est limitée par une surface I'. Le systéme peut contenir des matériaux
magnétiques (linéaires ou non-linéaires), des conducteurs ou des régions inductrices
caractérisées par une densité de courant uniforme (Fig. I1.13). Ce calcul est effectué par
l'application du tenseur de Maxwell T qui est défini dans le vide (ou milieu équivalent) par

I'expression suivante [1]:
1 .
T, = no(hihy— - 8,4%) i,j=xyz (I1.24)

avec h le champ magnétique donné par ces composantes dans le repére cartésien oxyz
h (h,,h,,h,) et §; le symbole de Kronecker.

Fig. IL.13. Application du tenseur de Maxwell

Le tenseur de Maxwell permet de calculer la force qui s'exerce sur le domaine 2' par une
P q P

intégrale étendue & une surface I'' qui I'entoure:
F= Jﬂ divTdv=§ ug ((h.n)h——;-]h|2n)ds (I1.25)

La surface I'' peut étre quelconque a condition qu'elle soit définie complétement dans le vide
(ou milieu équivalent). Elle doit aussi englober toute la région qui nous intéresse. n représente
la normale sortante & cette surface. A partir de I'expression précédente, on peut aussi déduire la

valeur du couple C:
C=rxF = po((hn)(rxh)- %|h|2(r <)) ds (11.26)
r est le vecteur qui relie I'élément d'intégration ds a I'axe de rotation.

3.1.2. Discrétisation

Pour la modélisation numérique des systémes électrotechniques, on est amené a
approcher les intégrales donnant les valeurs de la force (I1.25) ou du couple (I1.26) par une

somme finie effectuée sur la surface I"'. En conséquence, cette derniére est représentée par un
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assemblage de "Ne" éléments surfaciques en 3D ou linéiques en 2D. De telles entités sont
obtenues par l'intersection du maillage éléments finis avec la surface I'. De ce fait, seule une
partie des éléments du maillage est concernée par le calcul de la force ou du couple. En ce qui
concerne le champ magnétique A, il est remplacé par son approximation numérique sur chaque

élément.

Cas tridimensionnel

On cherche a déterminer les composantes de la force F (F, ,F,,F,) etle couple. Ce dernier
est calculé pour une rotation du domaine ?2' autour de l'axe oz et il n'a alors qu'une seule
composante, notée C,. L'utilisation des éléments tétraédriques du premier ordre suppose une
variation linéaire du potentiel considéré. Le champ magnétique est alors constant dans chaque
élément. Pour un élément de surface I'', les composantes du champ et de la normale sortante
sont, respectivement, k' (kS, hy, hy) et n°T (n3,my,n7). On note que le choix d'une surface
élémentaire plane implique une normale sortante unique. En utilisant les notations précédentes
dans la relation (II.25), nous pouvons alors écrire les composantes de la force F sous la forme

matricielle suivante (voir annexe 4):

Ne
F = Ezﬂ 2T (B M e s=x,y,z (I1.27)
e=1
Pour chaque composante de la force F, la matrice M s'écrit:
g- ny 0 0 —I {—n; 2ny 0 .| !r‘": 0 2"(;1
M; =20, -n7 0 | Mj=| 0 =n, 0 M=l 0 -ni 2n; (11.28)
lant 0 -n] 0 2nf -ng 0o 0

Pour le calcul du couple, le vecteur r est défini par les projections du barycentre de 1'élément

surfacique sur le plan oxy, soit 7 (r¢, 1, ,0). A partir de la relation (I1.26), la composante C, du

couple peut s'écrire:

Ne
. =B Sre T e ey (IL.29)
2 e=]
La matrice M; est donnée par I'expression suivante:
~reny=ryng  2rng 0 -||
M=, My -ry ML =| -2r/ny  ring+ryng 0 (11.30)
—2ryn; 2rin; —reny+rong

Dans le cas des machines tournantes, le calcul du couple est effectué en utilisant une surface

disposée dans l'entrefer. Il s'agit d'un cylindre d'axe oz et de rayon R. En utilisant les
coordonnées polaires dans I'expression précédente, nous obtenons:
—cosB®sin®°  cos?6° 0

M =2R] -sin®0°  cos0°sin6° 0 (IL.31)
0 0 0

0° est1'angle que fait le vecteur r¢ avec I'axe ox.
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En théorie, les valeurs de la force ou du couple ne dépendent pas du choix de la surface
d'intégration I'". Cela n'est pas toujours vérifié en modélisation numérique [13][79]. En effet,
pour avoir une précision suffisante, cette surface doit étre placée de facon a relier les milieux
des arétes des tétraédres (Fig.I1.14.). Ces éléments appartiennent a une couche entourant 1'objet
modélisé. Selon la disposition de ces éléments dans cette couche, on peut distinguer deux types
d'éléments surfaciques: triangles ou quadrilateres. Cela nécessite donc deux algorithmes

différents pour calculer la surface et le barycentre.

['e

« noeuds du maillage

* barycentre de I'®

Fig. I.14. Type d'éléments surfaciques

intersection entre un maillage en tétraédres et la surface d'intégration

Cas bidimensionnel

Le domaine étudié est maillé en triangles du premier ordre et nous désirons déterminer
les composantes F, et F, de la force et le couple C,. Dans la représentation 2D, la surface
d'intégration est une ligne fermée. Le terme ds dans les relations (I1.25) et (I1.26) peut s'écrire
Ldl; avec L la longueur du dispositif suivant oz. Pour chaque élément linéique de longueur I°,
nous disposons de la valeur du champ magnétique et de la normale sortante neT(nz,n;,O).

Dans ces conditions, le calcul de force est ramené a I'expression matricielle suivante:

Ne
. L};—"Zle (BT ME he) s=1xy (IL32)
e=1
. | "y O 1 = anj
avec M: {2”5 —"EJ Mg =[ 0 n;J (IL33)

Pour le calcul du couple, nous utilisons les projections du centre du segment I° comme

composantes du vecteur r°. Nous obtenons alors I'expression suivante:

Ne
C, = L% I (T M B) (IL34)
e=1
[- rn,—rn; 2rng 1
avec M =r'M-r’M; = e e e e e e (IL35)
¢ oETTY oy -2rn, AT/l
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Les éléments linéiques /° sont obtenus par I'intersection du maillage en triangles avec la courbe
d'intégration I'. Il n'existe alors qu'une seule configuration possible: un segment reliant les

centres des arétes coupées par la courbe I'' (Fig. I1.15).

e noeuds du maillage

+ barycentre de l°

couche d'éléments

Fig. I1.15. Surface d'intégration pour le tenseur de Maxwell (cas bidimensionnel)

En conclusion, le calcul de Ia force globale ou du couple par le tenseur de Maxwell présente
plusieurs avantages:
- le calcul du champ magnétique peut se faire, dans un cas linéaire ou non, pour un
probleme magnétostatique ou magnétodynamique.
- le choix de la surface d'intégration est quelconque.

- seule une partie des éléments du maillage est concernée par ce calcul.

Néanmoins, limplantation de cette méthode dans un code de calcul engendre certaines
difficultés, telles que:

- cette méthode ne peut étre généralisée a tous les types de maillages par une procédure
unifiée, d'ol1 la nécessité de l'adapter aux éléments traversés par la surface d'intégration
(triangles, quadrilateres, tétraedres, hexaédres, ...).

- la multiplicité des formes de la surface élémentaire implique une l'utilisation de
plusieurs algorithmes pour le calcul de la surface, du barycentre et du champ
magnétique.

Toutefois, ces difficultés ne sont pas insurmontables. C'est pourquoi, le tenseur de Maxwell est

largement utilisé et il constitue souvent une référence dans le calcul des forces et du couple.

3.2. Méthode des travaux virtuels
3.2.1. Principe

Nous considérons le méme domaine 2' que celui défini précédemment (Fig. I1.13.). Nous
désirons calculer les forces et le couple par la méthode des travaux virtuels. Cette approche est
basée sur le principe de la transformation de 1'énergie magnétique en énergie mécanique. En
effet, on peut montrer que la force totale, suivant une direction "s", est calculée a partir de la
variation de l'énergie magnétique "w" du systéme aprés un déplacement dans cette méme

direction. Ce mouvement est effectué a flux constant, i.e. b constant [10][68].

F.=-0w

b=cte

s=xyz avec w=[ [‘hdbdo (IL36)
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Une expression similaire peut étre établie en utilisant la variation de la co-énergie magnétique

LI LI}

"w'" & courant constant, i.e. i constant:

F=0w s=xyz avec w'=[ ['bdhdo (IL37)

h=cte

En supposant qu'il n'y a pas de variation de h ou de b sur la frontiére I' durant le déplacement,
le calcul de w et w' est effectué uniquement dans le domaine 2'. Vu les considérations sur le
champ et l'induction, le calcul de la force est obtenu en utilisant: la dérivée de l'énergie (I1.36)
pour le potentiel vecteur a et la dérivée de la co-énergie (I1.37) pour le potentiel scalaire Q [10].
Nous pouvons aussi calculer le couple par une dérivation de w ou de w' par rapport a l'angle

de rotation 6. Nous obtenons donc les relations suivantes:

C, =0,w'

(IL38)

h=cte

3.2.2. Discrétisation

Le but est d'obtenir la valeur globale de la force ou du couple a partir d'une solution du
probléme par la méthode des éléments finis. Pour ce faire, il est possible d'utiliser une approche
par différences finies qui consisterait a évaluer I'énergie w (I1.36) ou la co-énergie w' (I1.37) pour
deux positions (s, et s,) de la région 2" La valeur de la force est alors donnée par les

expressions:

W, —W w', —w'
F=-—"+-2 F=——"" (11.39)

s

51— 5 51— 5

Cette approche nécessite donc deux solutions du probléeme. D'autre part, elle introduit des
erreurs d'arrondi sur le calcul de la force [13]. Pour ces raisons, on lui préfére une méthode
basée sur la dérivation locale de I'énergie ou de la co-énergie. Dans ce cas, le calcul de la force
ou du couple est obtenu par une différentiation directe des fonctionnelles d'énergie w ou w' en
utilisant une seule résolution par les éléments finis. Cette méthode donne un algorithme
général et facile a implanter. Son introduction dans un code de calcul est faite par la dérivée de

la matrice jacobienne [10].

Le calcul est effectué par une intégrale volumique en 3D ou surfacique en 2D. Généralement, on
choisit sur une couche d'éléments située dans l'air et englobant le domaine 2'. Le mouvement
de ce dernier implique une déformation des éléments. Les noeuds de la surface sont alors
virtuellement déplacés [10][68][79]. Dans le cas des machines tournantes, une telle couche est

disposée dans l'entrefer.
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Cas tridimensionnel

Dérivée locale de 1'énergie magnétique

L'utilisation du potentiel vecteur a, discrétisé par des éléments d'aréte, implique qu'un
flux qui peut étre gardé constant par les circulations de a. Par conséquent, le calcul des forces
est obtenu par la dérivée de I'énergie. Pour chaque élément, I'induction magnétique est donnée
par la relation b® =rot w* c;. L'énergie magnétique est alors approchée par une somme finie sur

les "Ne" éléments de la couche définie précédemment:

Ne 1 Ne 1
w= 2w = > 2.cTse e avec S = L —rot w*’ .rot w® dv (11.40)
e=1 e=1 Ho

we est I'énergie magnétique pour un élément ayant subit un déplacement virtuel. On note que
la matrice S;, est la matrice de raideur élémentaire calculée dans l'air (voir I'expression (1.58a)).

Comume les valeurs des circulations sont maintenues constantes pendant le déplacement et que
I'énergie magnétique du domaine 2' change, la dérivation s'effectue uniquement sur les termes

de la matrice S;. La force s'écrit alors comme suit:
1 Ne
E = 5 >l oS (IL41)
=1

L'expression de la matrice d, S;, est obtenue plus facilement par le passage de I'élément réel D°

a l'élément de référence D° (voir annexes 1 et 4):

1 o
8.S; = [, —rotw™[(8J")]" ~(8,]")]]rotw* db (11.42)
Mo
J est la matrice jacobienne et J' représente la co-matrice (matrice des cofacteurs) transposée de J.

Dérivée locale de la co-énergie magnétique

Pour le potentiel scalaire €, la force est calculée par la dérivée de la co-énergie. En effet,
on peut avoir un courant constant en fixant les valeurs du potentiel. Ce dernier est discrétisé
par des éléments nodaux. Dans ce cas, le champ magnétique h s'écrit h* =—grad X’ Q° pour
chaque élément. La co-énergie (11.37) est alors donnée par la relation suivante:

Ne 1 Ne
W= w ==20"8 Q"  avec S = L wo grad XT.grad X' dv  (11.43)

e=1 e=1

On note que S, est la matrice élémentaire de raideur définie dans l'air (voir la relation (1.54a)).
Durant le déplacement, les valeurs du potentiel Q sont fixées par contre la co-énergie du

domaine ?' change. De ce fait, la force est calculée par la dérivée de la matrice Sg;:

Ne
F = %ZQET 8,55 Q° (IL.44)
e=1

En utilisant les mémes notations que précédemment, nous obtenons (annexe 4):

0,55 = [, 1ograd [ (8J7)]" —(8,]')]] grad x &b (I145)
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L'expression matricielle entre crochets " (GJT)J'T —(0,]")] " est la méme pour les deux relations
(IL42) et (I145). Cela représente un avantage considérable. En effet, il suffit d'utiliser un seul

algorithme pour développer les calculs pour les deux formulations.

Dérivée de la matrice jacobienne

Le calcul de la force ou du couple, par la méthode des travaux virtuels, est raméné a une
dérivation de la matrice jacobienne ]J. Cette derniére permet de passer de I'élément réel, de
forme quelconque, a un élément de référence de forme unique (annexe 1). L'expression de J est
donnée dans l'annexe 1, nous la rappelons ici afin de calculer sa dérivée. Pour un tétraédre,
dont les noeuds sont repérés par les coordonnées cartésiennes ((x;,y;,z;) i=1,4), nous avons

la relation suivante:

[ 1 2z —I
_ M *2 Y2 Z2
J=grad Xl 5 vy 2| (11.46)

Xy Yy Z4J

ot A désigne les fonctions d'approximation nodales définies dans le systéeme de référence. Ces
fonctions sont linéaires, donc leur gradient est constant. Par conséquent, la dérivation de J est
faite uniquement sur les coordonnées des noeuds de 1'élément. Cela donne:
lf-as X asyl as Zl1
A0, % 0,¥, 0,2z,
0, )=grad k% ’ (I1.47)
| 9,%3 O.Y3 O,z
l.as Xy as Y as Z4 _I

La table (I1.4) résume les valeurs des dérivées pour les différentes composantes de la force

suivant x, y et z. Pour le calcul du couple, on pose s=6.

noeud i déplacé noeud i fixe
s 0, x| 0.y, 10.z. 1 0.x; | 8,y; | 8z
x 1 0 0 0 0 0
y 0 1 0 0 0 0
z 0 0 1 0 0 0
0 A -X; 0 0 0 0

Table I1.4. Les dérivées des coordonnées

Le calcul de la force nécéssite donc la connaissance des éléments de la couche ainsi que les

noeuds virtuellement déplacés (Fig. 11.16.).

e noeuds fixes

& noeuds virtuellement déplacés

couche d'éléments déformés

Fig. I1.16. Eléments déformés et noeuds déplacés pour un maillage en triangles
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Cas bidimensionnel

Pour la formulation 2D, le calcul de la force ou du couple par les travaux se fait par la
dérivée de I'énergie magnétique. La procédure de calcul est similaire & celle présentée en 3D. Le
seul changement se trouve au niveau des dimensions des matrices mises en jeu et des fonctions
d'approximation utilisées. Dans ce cas, la dérivée de la matrice de raideur dans l'air est donnée

par l'expression suivante:

8,5; =1, ;1_ grad x"[(2,J")]" —(8.]')]] grad i ds (I1.48)

Les fonctions A° sont définies pour un triangle du premier ordre et la matrice ] a pour

dimension (2,2).

En résumé, I'utilisation des travaux virtuels profite des avantages du tenseur de Maxwell,
mais elle permet en plus de traiter le probleme par un algorithme unique. Pour cela, il suffit de
dresser une table contenant les noeuds virtuellement déplacés et les éléments appartenant a la
couche. Du point de vue numérique, les deux méthodes présentées peuvent donner des
résultats similaires pour des situations particulieres. En effet, en partant d'une couche fine
d'éléments, il a été montré que les deux méthodes sont équivalentes lorsque 1'épaisseur de cette
couche tend vers zéro [13]. C'est le cas des machines tournantes dont I'entrefer est généralement

petit.

3.3. Applications

3.3.1. Deux conducteurs paralléles

L'intérét de cet exemple est de valider les algorithmes de calcul de force (tenseur de
Maxwell et méthode des travaux virtuels). En effet, pour cet exemple simple, nous disposons
d'une solution analytique [1]. Bien qu'il s'agisse d'un probléme invariant par translation, les
calculs ont été également effectués en 3D. Les résultats obtenus par les calculs numériques ont

été comparés avec la valeur analytique.

Définition du probléme

Il s'agit de deux conducteurs paralléles avec un courant dans le méme sens [76]. Les
données géométriques ainsi que les distributions de la densité de courant j, et du vecteur
source t, sont représentés par la figure (IL17). La structure est mise dans une boite d'air (avec

b.n =0 sur la surface extérieure).
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a=5 mm

b=10 mm

d=15 mm

L=100 mm

i=150 A

Fig. I1.17. Deux conducteurs paralléles (géométrie, distribution de j, et de #,)

Résultats

Le probleme a été résolu en utilisant les formulations a et {-Q en 3D et le potentiel

vecteur a, en 2D. Le calcul de la force globale qui s'exerce un conducteur a été fait par le tenseur

de Maxwell et la méthode des travaux virtuels. Pour le premier cas, nous avons choisi une

surface d'intégration qui englobe le conducteur. Pour la deuxiéme méthode, les noeuds situés a

la surface du conducteur sont virtuellement déplacés. Les éléments déformés se trouvent dans

une couche qui entoure le conducteur. La figure (I1.18a) représente les lignes équipotentielles en

2D. La figure (IL.18b) montre la distribution de I'induction magnétique b pour un calcul 3D en

potentiel vecteur a.

Fig. I1.18a. Lignes équipotentielles 2D

Fig. 11.18b. Distribution de b (formulation a)

Le calcul analytique de la force donne F =0 et F,=2.9 10 (voir annexe 5). La table (IL5) résume

les résultats obtenus pour le calcul de F, par les différentes formulations. € représente l'erreur

relative de la valeur calculée par rapport a la solution analytique.

F.(N) € F,(N) 3

Formulation Tenseur de Maxwell Travaux virtuels
3Da 2.74 102 5.5% 222102 4.3%
3D £,-Q 312102 7.6% 314102 8.3%
2Da 2.78 102 42% 2.78 102 42%

Table I1.5. Comparaison de la force globale obtenue par les différentes formulations
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On note que les deux méthodes de calcul de force donnent des résultats presque similaires. Par
ailleurs, la formulation en potentiel scalaire est la moins intéressante du point de vue précision.
Les résultats obtenus, pour cet exemple test, permettent de valider 1'implantation du calcul de

force dans les codes de calculs du champ en 2D et 3D.

3.3.2. Electroaimant

Dans cet exemple, notre but est de comparer la valeur de la force portante de
I'électroaimant calculée par les différentes formulations (a, £-Q, a-Q et 2D). En premier lieu,
nous avons utilisé une caractéristique linéaire pour le fer. Par la suite, nous avons traité le
probléme avec une prise en compte des non-linéarités magnétiques. Dans les deux cas, nous
avons imposé un courant constant dans la bobine. Le couplage circuit est introduit avec un

échelon de tension.

Définition du probléme

La géométrie et les dimensions du l'électroaimant étudié sont données la figure (I1.19)
[18]. Le circuit magnétique (la partie en U et la plaque) est de méme perméabilité. Les
longueurs suivant oz de la partie en U et de la plaque sont, respectivement, L= 90 mm et L, =50

mm.

La structure a des symeétries par rapport aux plans x=0 et z=0; ce qui rameéne a I'étude du 1/4 du
domaine initial. La systéme est placé dans une boite d'air avec des condition aux limites

b.n =0. Sur les plans de symétrie, nous avons hxn =0 pour x=0 et b.n =0 pour z=0.

bobine
a=30 mm
b=10 mm

circuit magnétique
€ =7 mm

€=10 mm
¢=15mm
h=40 mm
d=40 mm
L=90 mm

entrefer

e=5mm

circuit électrique
r=1Q
v=80V

Fig. I1.19. Géométrie et caractéristiques du systéme étudié

67




Chapitre 1. Modélisation des systémes électrotechniques

Résultats

Les calculs ont été effectués en 3D en utilisant les formulations a, #,-Q et a-Q. Les résultats
obtenus ont été comparés avec le calcul 2D. En ce qui concerne la formulation hybride,

l'interface I'; est un plan situé au milieu de I'entrefer. La bobine est alors modélisée par le

potentiel a (Fig. I1.20a.).

Pour le calcul de la force par le tenseur de Maxwell, la surface d'intégration I'" peut étre choisie

comume le montre la figure (II.ZOb). Cette surface est composée de I''; passant par I'entrefer et de

T, entourant la plaque. Lorsque I'', est étendue aux conditions limites, l'induction est nulle et
2 pilaq q 2

seule l'intégration sur I' est prise en compte pour le calcul de la force. Dans le cas des travaux

virtuels, nous avons considéré une couche d'éléments en contact avec la surface I'';.

Fig. I1.20a. Définition de l'interface I,
pour la formulation hybride

Fig. I1.20b. Surface d'intégration

pour le tenseur de Maxwell

La figure (I1.21) représente le maillage de la structure, noté M3. Il comporte 13193 éléments,

2597 noeuds et 16295 arétes.

2%
oo
22

A

‘ YN AT
XS A
N eEa S e
eSS
;mgg,;;@g%mmﬁz%«»41
i S
NXXIXD

SRR
4R

Fig. I1.21. Maillage des parties magnétiques du domaine
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1. Calcul linéaire

1.a. courant imposé

En utilisant une perméabilité magnétique constante p =2777, nous avons imposé un
courant de 80 A dans la bobine. Pour résoudre les systémes matriciels, nous avons utilisé la
méthode du gradient conjugué. Pour le calcul 2D, nous avons employé la méthode de
Cholesky. A partir des solutions obtenues en 3D, nous avons tracé la distribution de 1'induction

en z=L,;/2 pour les formulations a et a-Q (Fig. 11.22). En 2D, la figure (I1.23) représente les lignes

équipotentielles.

a. Formulation a b. Formulation a-Q

Fig. I1.22. Distribution de l'induction b en z=L;/2

Y

1

%
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,
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=

o \/ x

Fig. I1.23. Lignes équipotentielles 2D
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Sur la figure (I1.24), nous avons reporté la valeur de la force calculée par les travaux virtuels
pour quatre maillages. La formulation hybride a été testée uniquement sur les deux maillages
fins. Les résultats montrent, en premier lieu, la sensibilité de la force calculée au nombre
d'éléments plus particulierement pour la formulation £-Q. En deuxiéme lieu, la force calculée
par I'approche hybride est située entre celle obtenue par les formulations a et t-Q. Les résultats
obtenus pour a et t-Q, nous rappellent la complémentarité des énergies en magnétostatique
évoquée pour I'exemple du cube conducteur (chapitre I). Toutefois, cette notion n'est pas

démontrée pour le calcul des forces en magnétostatique.

Force (N)
. ~ ~
', = L S
400 ‘\‘\"‘—».\tf’tg;r\ v
el g A 4§156’15
; a-Q -
300 | o423
| 77”7‘A_7~77>777717¥.'4,_
! |- g
200 | -7 M2(4147 M3(13193)
! [ ]
E M1(2817)
100 |
! Nombre d'éléments
ol . o N
0 4000 8000 12000 16000

Fig. 11.24. Comparaison de la force calculée
par la méthode des travaux virtuels pour différents maillages

Pour le maillage M3, la table (I1.6) donne les résultats et les caractéristiques de calcul (nombre

d'inconnues, taille mémoire et temps CPU). En 2D, nous avons utilisé le stockage enligne de

ciel.
F(N) Py(N) Nombre Taille Temps
Formulation || Tens. Maxwell | Trav. virtuels | d'inconnues mémoire CPU (s)
3D a 273.7 274.3 12987 107006 230
3D 1,-Q 359.8 360.1 2431 19958 25
3D a-Q 303.9 302.2 9833 82778 108
2Da 277.8 277.9 434 28788 0.8

Table I1.6. Comparaison de la force calculée et des performances (maillage M3)

1.b. tension imposée

Dans ce cas, on considére le couplage entre les équations magnétiques et électriques. Le
circuit électrique est constitué d'une source de tension constante v=80V et d'une résistance

r=1Q. Le calcul a été fait en linéaire avec un pas de temps At =1ms. La figure (I1.25) montre
I'évolution du courant pour les différentes formulations. On note en régime transitoire, une

différence entre les résultats obtenus en 2D et en 3D. Cela est dt a I'hypothése du calcul 2D qui
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n'inclut pas toutes les inductances de fuite. On note aussi que les résultats obtenus par la
formulation hybride sont trés voisins de ceux du potentiel a. Cela peut étre expliqué par le fait

qu'une grande partie du domaine est modélisée par la formulation a.

Courant (A)

Temps (s)

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Fig. I1.25. Comparaison de I'évolution du courant 3D et 2D

Afin d’illustrer I'influence des inductances de fuite sur les résultats 3D et 3D, nous avons
comparé la formulation 4 et le calcul 2D pour un circuit magnétique fermé (la perméabilité de

I'entrefer est égale a celle du circuit magnétique). Ce résultat est représenté par la figure (I1.26).

90

Courant (A)
80 | i

70 D
60 ¢~

50 | AN
40 f /
30 L 4
10 Temps (s)
0 — —

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20 1.40

Fig. I1.26. Comparaison 3D (formulation a) et 2D pour un circuit magnétique fermé

2. Calcul non-linéaire

L'approximation de la caractéristique du fer est donnée par les coefficients de Marrocco
(Fig. 11.27.). Les calculs ont été menés en utilisant le potentiel vecteur magnétique en 3D et en
2D. Pour résoudre les systémes matriciels, nous avons utilisé la méthode itérative de Newton-
Raphson. Comme pour le cas linéaire, nous avons considéré un courant imposé et un echelon

de tension.
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25 (D
[
2 | -
oximation de Marrocco
b=uh
15 | u=uoi(et(c-g) b* )
=
1 e=3.610-*
c=1.55
05 a=3
=104
h(A/m)
O P "
0 5000 10000 15000 20000 25000

Fig. I1.27. Approximation de la courbe b(h) avec les coefficients de Marrocco

2.a. courant

imposé

Pour illustrer ce calcul, nous avons comparé les résultats obtenus en 2D et en 3D pour le

cas linéaire et non-linéaire (Fig. II.28.): On note sur cette figure I'importance de la prise en

compte des non-linéarités magnétiques. En effet, la force obtenue s'écarte largement du calcul

en linéaire et de l'approximation analytique. Dans ce dernier cas, le calcul ne tient pas compte

des non-linéarités.

En utilisant les données du probléme, I'approximation analytique de la force s'écrit:

n,i
F=p,(52)°S

avec S la surface d'une dent de 1'électroaimant en regard de la plaque.

450
400
350

200

300 |
250

150 |
100 |

Force (N)

non-linéaire

sol. analytique

(n.)>10¢ (At?)

0 25 50 75 100 125 150 175

2001

Fig. I1.28. La force calculée en fonction du carré des amperes-tours
(linéaire et non-linéaire; 3D et 2D)

(IL.49)

72



Chapitre 1. Modélisation des systémes électrotechniques

2.b. tension imposée

En imposant un échelon de tension, nous avons comparé l'évolution du courant (en
linéaire et non-linéaire). Les résultats sont donnés par la figure (11.29). Pour des valeurs faibles
du courant, les courbes sont confondues. Ensuite, elles s'écartent du fait de la saturation du

circuit magnétique.

0 Courant (A)

linéaire
non-linéaire

Temps(s)

L . L . e

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Fig. I1.29. Comparaison de I'évolution du courant
(linéaire et non-linéaire; 3D et 2D)

Dans cet exemple, nous avons exploité les algorithmes de calcul des forces en 2D et en 3D,
le couplage avec un circuit électrique et les non-linéarités magnétiques. Les résultats obtenus
valident les algorithmes développés en 2D et en 3D pour le calcul de force. Cela nous a permis
de souligner l'importance de la finesse du maillage sur la précision et l'influence de la

caractéristique du circuit magnétique sur le valeur de la force.
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4, Prise en compte du mouvement

Les convertisseurs électromécaniques sont des dispositifs électrotechniques qui par
définition comportent des parties en mouvement. Il peut s'agir de la rotation pour les machines
électriques tournantes ou de translation pour les électroaimants. La modélisation numérique de
tels systemes nécessite donc le développement de techniques permettant la prise en compte du

mouvement. Ces méthodes peuvent étre classées en deux catégories:

- I'utilisation d'un seul référentiel indépendant de la position de la partie mobile. Le
mouvement est alors simulé par l'introduction vx b dans les équations du champ
électromagnétique; avec v la vitesse de rotation ou de translation. Cette technique ne peut
étre appliquée qu'aux dispositifs ayant une partie mobile homogene (invariante par le

déplacement) [60].

l'utilisation de deux référentiels I'un mobile 1ié & la partie en mouvement 2_ et l'autre a la
partie fixe du 2 (Fig. I1.30.). Dans cette approche, le mouvement est traité dans la région
entrefer D, [9].

Dans cette partie, nous nous intéresserons uniquement aux méthodes développées dans la

deuxieéme catégorie.

Fig. 11.30. Utilisation de deux référentiels

En 2D, les études réalisées ont montré leur efficacité et les résultats obtenus sont satisfaisants.
Cependant, I'extension des méthodes utilisées en 2D aux structures tridimensionnelles ne se
fait pas d'une maniére directe. Pour certaines techniques, la difficulté majeure réside dans le
cotit en temps de calcul et en espace mémoire requis. Ainsi, les travaux menés en 3D ont adopté

des approches simples et peu cofiteuses.

Les méthodes de prise en compte du mouvement dans le systeme a deux repéres peuvent étre
classées comme suit:

- les techniques de remaillage (complet ou partiel),

- les méthodes intégrales,

- le recollement des maillages fixe et mobile.
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Dans cette partie nous exposerons le principe, les avantages et les difficultés de ces techniques.
Par la suite, nous développerons une approche basée sur le recollement des maillages. Elle sera

appliquée au mouvement de la machine asynchrone dans le chapitre suivant.

4.1. Méthodes de remaillage

4.1.1. Remaillage complet

Le principe de cette méthode consiste a remailler complétement la géométrie du domaine
pour chaque déplacement de la partie mobile. Cela impose donc un couplage entre le code de
calcul par les éléments finis et le mailleur automatique. Il est donc nécessaire d'intégrer I'appel
du mailleur dans le code de calcul. Dans la plupart des cas, le remaillage automatique est basé
sur la géométrie et non sur les données du maillage effectué pour la position précédente. De ce
fait, I'homogénéité du maillage n'est pas garantie. Ainsi, on peut se retrouver avec un nombre
d’éléments qui varie en fonction de la position [96]. En utilisant cette techniques, les propriétés
de la matrice du systéme sont inchangées. Par ailleurs, elle est économique lorsque le maillage a

un faible nombre d'éléments.

4.1.2. Remaillage partiel: bande de mouvement

Les maillages des domaines 2, et D, sont maintenus et seule la région entrefer D, est
remaillée aprés chaque déplacement [15][52][79]. Ce dernier m'aftecte pas les termes de la
matrice reliés a la partie mobile vu les propriétés des fonctions d'approximation. Cette
technique, appelée bande de mouvement, est trés utilisée dans les problémes 2D. Le remaillage
peut étre effectué par un mailleur automatique intégré au code de calcul ou en développant un
algorithme de connexion des noeuds des bords I' | et I'y de I'entrefer. Cette technique est
schématisée par la figure (I1.31). On note que le noeud supplémentaire "n" est lié au noeud

existant "n' " par les conditions de périodicité.

b

position initiale rotation d'un angle A8

Fig. IL.31. Prise en compte du mouvement par la bande de mouvement
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L'utilisation de la bande de mouvement permet de garder les propriétés de la matrice éléments
finis (creuse et symétrique). Cependant, elle peut engendrer des imprécisions numériques sur le
calcul des grandeurs comme le couple des machines électriques. Ceci est dd au caractére
discontinu de I'évolution du maillage lors du déplacement. Pour surmonter cette difficulté, on
peut utiliser:
- des éléments quadrilatéraux décomposables en triangles. Ces derniers sont ensuite
retenus dans la résolution du systéme en fonction d'un facteur de qualité [79].

- un double maillage local [52].

Dans notre étude, I'implantation de cette technique dans le code de calcul 2D a été faite sans
restriction sur le nombre de noeuds sur les interfaces I'; et I' . Le remaillage est effectué en
employant un critere d’élimination des triangles les plus aplatis. Ce critere est donné par une
comparaison des diagonales (d; et d,) du quadrilatére créé par les noeuds de part et d'autre de
I'entrefer (Fig. I11.32.).

1 partie fixe 9

€2

entrefer

3
dy<dy partie mobile

Fig. 11.32. Critere utilisé pour le choix des triangles

Si la mise en oeuvre de cette technique en 2D ne pose pas de probléme majeur, son extension au
3D n’est directe. En effet, il faut développer un algorithme de maillage puissant. A notre
connaissance, cette méthode n'a été testée en 3D que pour une géométrie simple. Dans ce cas, le
maillage en hexaédres est issu d'une extrusion du maillage 2D [96]. Son application a des
maillages en tétraédres pose beaucoup de difficultés. De ce fait, la généralisation de cette
approche pour les structures complexes et les différents types d'éléments nécessite une étude

approfondie des techniques de maillage en 3D.

4.2. Méthodes intégrales

Les parties fixe et mobile sont couplées dans l'entrefer par des formules intégrales qui
utilisent les noeuds aux bords I' et I, de I'entrefer. Ce couplage ne nécessite pas le maillage de
entrefer et il peut étre effectué en utilisant:

- la méthode des intégrales de frontieres MIF [9][18],
- une solution analytique du champ magnétique dans I'entrefer obtenue au moyen d'un

macro-élément [7].
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4.2.1. Intégrales de frontiéres

Le principe de cette méthode est de ramener la solution du probleme défini dans un
volume a une solution équivalente sur la surface. Cette derniére entoure le volume et ne doit
pas englober des matériaux non-linéaires. C'est le cas pour I'entrefer de machines électriques.
En associant cette technique 4 la méthode des éléments finis, on parle alors de méthode mixte
(MEF/MIF) [18][23]. Les résultats obtenus par son application au mouvement sont satisfaisants
et ne dépendent pas du déplacement. Malheureusement, la matrice du systéme est pleine au
niveau des degrés de liberté associés au interfaces I, et I',. Son extension aux structures 3D va
donc engendrer des cofits élevés en taille mémoire. De ce fait, cette méthode mixte n'a pas
encore été envisagée pour modéliser le mouvement dans les systémes tridimensionnels a

géométrie complexe tels que les machines électriques.

4.2.2. Macro-élément

En 2D, cette méthode consiste a déterminer une solution analytique de l'équation de
Laplace Aa, =0 dans la partie uniforme de I'entrefer. En utilisant les coordonnées polaires (,0),
il est possible d'intégrer cette équation avec une séparation des variables. Avec un potentiel
périodique, la solution est obtenue par un développement en série de Fourier. Le couplage de
cette solution avec le calcul par les éléments finis est effectué en assurant la continuité du

potentiel a, au noeuds des frontieres I' et I'. Cela se traduit par les relations suivantes:
Nf Nm
2.0, = Zau@)a; @)l = 2O, (1.50)
f i=1 m i=]

Les fonctions o; vérifient a;(6,)=1 et a;(6,)=0 i j. Ces propriétés rappellent les fonctions
d’approximation utilisées dans la méthode des éléments finis. L'entrefer constitue alors une

sorte d'élément fini a plusieurs noeuds, d'oit le nom de macro-élément (Fig. I1.33.) [7].

macro-élément

Fig. I1.33. Prise en compte du mouvement par le macro-élément

L’introduction des relations (IL.50) dans les matrices issues du calcul par les éléments finis
donne une matrice pleine au niveau des degrés de libertés liés a I, et I';. De plus, pour obtenir
une précision suffisante, il faut utiliser un grand nombre d’harmoniques pour la série de

Fourier. Pour ces raisons, le macro-élément engendre des temps de calcul élevé pour un
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maillage fin en 2D. Néanmoins, il donne des résultats précis et n'impose pas de contrainte sur le
choix du déplacement. Théoriquement, il est possible de développer le méme principe en 3D
avec des coordonnées cylindriques. Mais, du point de vue pratique, l'application de cette

technique serait trés lourde a gérer en 3D.

4.3. Méthodes de recollement des maillages

La connexion des maillages fixe et mobile est faite au niveau d'une interface I’ (Fig. I1.34).

Cette surface peut étre confondue avec I' | et I', ou située entre les deux. Dans ce dernier cas,
une partie du volume entrefer est liée a D, et 'autre a 2, Pour réaliser cette connexion
plusieurs méthodes ont été développées:

- les multiplicateurs de Lagrange [51][60][113][115]

- la méthode d'interpolation ou d’extrapolation nodale [111]

- la ligne de glissement en 2D [29] et la surface de glissement en 3D [104][118].
En raison des avantages en temps de calcul et en espace mémoire, ces techniques sont souvent

utilisées en 3D.

Fig. I1.34. Utilisation d'une surface de recollement

4.3.1. Multiplicateurs de Lagrange

Cette méthode permet le recollement des parties fixe et mobile en utilisant des contraintes
additionnelles liées a la continuité du champ ou de l'induction. En d'autres termes, a chaque
déplacement, on ajoute des équations qui assurent les conditions de transmission de houde b a
l'interface .. Cette technique a fait I'objet de plusieurs travaux avec des éléments nodaux
[51][60]. Plus récemment, elle a été développée en 3D pour la formulation en potentiel vecteur
avec des éléments d'aréte [113][115]. '

Pour le potentiel vecteur a, le principe consiste a déterminer le minimum des fonctionnelles
d'énergie dans les domaines 2, et D; et d'une fonctionnelle liée a la continuité de a. Cette
derniére fait intervenir une inconnue supplémentaire A, appelée Lagrangien. Ce minimum est
calculé en annulant la différentielle. En effectuant une séparation des variables, on obtient le

systeme d'équations suivant:

L (u'rota_.rotda_-da_.j,. )dv+ 1[ A\.oa,ds=0
L‘ (n'rot a,.rot da, —day. j,, ) do+ J; Ada,ds=0 (IL.51)
I_ \(a, —a,)ds=0
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Les indices m et f correspondent aux variables utilisées, respectivement, dans les domaines 2
et D;. Le symbole § indique la variation de l'inconnue. On peut montrer que l'utilisation de la
formulation variationnelle conduit aux mémes équations. Il suffit de remplacer les variations
des inconnues par les fonctions tests correspondantes [113]. La discrétisation de (IL51) par la
méthode des éléments finis conduit & un systéme matriciel dont les inconnues sont les
potentiels vecteurs a_, et a; et le Lagrangien A. La matrice obtenue est symétrique avec des
termes nulles sur la diagonale. Pour la résolution, on fait appel aux méthodes itératives.
L'avantage de cette méthode est qu'elle génére un systéme proche de ceux des éléments finis.
Donc, économique en espace mémoire. Cependant, elle est liée a la forfnulation utilisée
(potentiel vecteur, potentiel scalaire) et aux fonctions d'approximation (nodales, aréte). I faut

donc développer des routines de calcul spécifiques a chaque approche.

4.3.2. Méthodes d'interpolation et d'extrapolation nodale

La technique d'interpolation est basée sur la connexion des noeuds du bord mobile (situés
sur I')) aux éléments de la partie fixe. Les maillages fixe et mobile peuvent étre réalisés
séparément. De plus, étant basée sur la connexion, cette méthode est indépendante de la
formulation utilisée: potentiel vecteur ou scalaire [111]. Au niveau de l'interface, chaque noeud
mobile k se trouve en face d'un élément fixe. L'expression de la variable de travail (notée u) au

noeud k est donnée de la maniére suivante:
N

uy = 2Mu, (IL52)

i=1

avec AX les fonctions d'approximation nodales évaluées au noeud k. N est le nombre de noeuds
par élément. L'avantage d'une telle méthode est de garder la structure de la matrice du systéme
sans engendrer d'inconnues supplémentaires. Cependant, elle peut étre mise en défaut lorsqu'il
s'agit de maillage fortement hétérogéne. Par ailleurs, son caractére nodal, n'assure qu'en
moyenne la continuité du potentiel vecteur.

L'extrapolation nodale est introduite pour surmonter ces difficultés en créant une connexion
surfacique par un choix de points supplémentaires a l'interface [96]. Parmi ces points, on peut
choisir les points d'intégration de Gauss. Cela implique, un accroissement des degrés de liberté
et un traitement particulier pour les points ajoutés. Les résultats obtenus par cette technique

sont satisfaisants, mais son application reste limitée aux éléments nodaux.

4.3.3. Ligne de glissement

En utilisant cette technique, le raccord des deux maillages s'effectue suivant une ligne
[29]. Cette méthode est simple a mettre en oeuvre, mais elle exige un maillage régulier au
niveau de l'interface I',. La ligne de glissement doit étre subdivisée en segments ayant la méme

longueur (Fig. 11.35.).
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L

position initiale rotation d'un angle AG

Fig. I1.35. Prise en compte du mouvement par la ligne de glissement

L'inconvénient de cette technique est qu'elle ne permet pas de déplacement indépendant du pas
de maillage A6. En effet, le pas de temps At correspond a un nombre entier de A6. Outre cette
difficulté, elle présente l'avantage de garder les propriétés des matrices éléments finis sans

engendrer d'inconnues supplémentaires.

4.3.4. Surface de glissement

La surface de glissement est tout simplement I'extension au 3D de la ligne de glissement
[104][118]. Dans notre travail, cette technique a été développée et implantée dans le code de
calcul 3D. Dans le prochain chapitre, son application sera présentée pour la simulation du
mouvement dans une machine asynchrone. Pour la mise en oeuvre de cette méthode, il faut
ciue le maillage soit régulier au niveau de l'interface I',. De plus, il faut s'assurer de la
conformité du maillage a chaque déplacement. Un maillage est dit conforme, lorsque l'interface
entre deux éléments quelconque est une facette commune. Cette propriété est garantie avec un
maillage régulier en noeuds et en arétes.

Pour la ligne de glissement, nous avons vu que le mouvement est lié au pas de maillage. Cette
difficulté peut étre surmontée en recalculant les coordonnées de la partie mobile en fonction du
déplacement. Cela implique une légere déformation des éléments dans l'entrefer. La figure
(IL.36) montre l'application de cette technique. A partir du maillage initial, la connexion des

maillages fixe et mobile se fait en comparant le déplacement A6, et le pas de maillage AS.

- Lorsque l'angle de rotation vérifie AB, < AB/2, seules les coordonnées des noeuds du
maillage mobile sont recalculées en fonction du déplacement.
- Lorsque l'angle de rotation vérifie AB/2<A8, <A, les coordonnées des noeuds et la

connectivité sont changées.
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rotation d'un angle AG; < A8 /2 rotation d'un angle AG /2< A8, < A6

changement des coordonnées de 2, ! changement des coordonnées de D |
en fonctjon du déplacement  AQ4 : et de la connectivité

Fig. 11.36. Connexion des noeuds en fonction du déplacement

Lors du déplacement, la connectivité reste inchangée pour les éléments du maillage fixe et ceux
de la partie mobile n'ayant pas de contact avec l'interface I',. Dongc, les éléments qui nous
intéressent se trouvent dans le maillage mobile et ils ont des noeuds ou des arétes liés a la
surface de glissement. Pour chaque déplacement, le changement de connectivité se fait par une
permutation circulaire des degrés de liberté.

Pour la formulation en potentiel vecteur ou scalaire avec des éléments nodaux, ce sont les
inconnues liées aux noeuds qui sont permutées. Pour le potentiel vecteur avec des éléments
d'aréte, nous permutons les circulations sur les arétes. La figure (I1.37) montre la connexion des
maillages fixe et mobile aprés un pas de déplacement. Ce schéma correspond a une vue de

l'interface de rotation suivant les directions axiale et radiale.

‘ maillage régulier de l'interfaceT’ i

A Na; A s Arzs N
n
awo A
osition initiale
nn N P
Qo12 Q13
au 1 Avie
a
N @—on
o o s N 6
2 : 46
maillage :
tllag : |
fixe
becmmean
boeneann déplacement d'un angle A6
. -
o 0

conditions de périodicite

l connexion des maillages fixe et mobile '

Fig. I1.37. Connexion des maillages fixe et mobile par la surface de glissement
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En utilisant les notations de la figure précédente, les tables ci-dessous donnent, a titre
d'exemple, la permutation des noeuds qui se trouvent a z=0 et des arétes situées dans la
premiére couche d'éléments. Le coefficient B est introduit pour tenir compte de la périodicité de

la structure; (B =1 périodique, B =-1 anti-périodique).

permutation des noeuds (formulations utilisant des inconnues aux noeuds):

6=0 ny, n, Ny ny, n, PBn
6=A6 Py, ny n, N, Lo nys
6=2A6 pn, PBn; ny Ny LR Ny,

verticales (sutvant oz)

permutation des arétes (formulations utilisant des inconnues aux arétes):

6=0 Ay A Ay A, Ay Pay
0=A6 Pa,s Ay Ay Au Ay Ay
6=2A6 Pa,, Ba,s a, A, Ay Ay
horizontales (suivant 6)
6=0 A Ay By Ay Ay
6=46 Ba,s ayy, Ay By Ay
6=2A6 Pay,, Pays ay Ay, Ay
obligues
6=0 A1 B A3 Ay Ay
0=A0 Pa,s ay, 4 A G
6=2A6 Pa,, Ba,; a, a,, ag;

La permutation des inconnues engendre des changement de la connectivité. De ce fait, apres
chaque déplacement, nous devons faire appel a la routine de création des tables de stockage de
la matrice du systéeme. Pour le stockage morse, ce calcul est cotiteux en temps de calcul. Il est
donc nécessaire de I'optimiser.
Cette optimisation est faite en utilisant la procédure suivante:

- renuméroter les inconnues liées a l'interface I', a partir de 1

- effectuer les changements dans les tables de stockage uniquement pour ces inconnues, en

considérant seulement les éléments du maillage mobile en contact avec l'interface

On note que la taille de la matrice du systéme ne change pas lors du déplacement; car il n'y a

pas d'inconnues supplémentaires.
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4.4. Récapitulatif

La table (IL.7) donne un récapitulatif des différentes techniques de prise en compte de

mouvement exposées dans cette partie du chapitre.

Méthodes de remaillage

Remaillage complet

Remaillage partiel
(bande de mouvement)

2D 3D

géométrie simple

- Mailleur intégré au code de calcul
- Variation discontinue du maillage

- Bruits numériques

[ Méthodes intégrales

Intégrales

2D

Macro-élément
(solution analytique)

2D

Multiplicateurs
delagrange

2D 3D

- Topologie de la matrice inchangée
- Matrice pleine au niveau de 'entrefer

- Entrefer non maillé

- Difficulté de mise en oeuvre en 3D
- Développer des routines pour chaque
formulation

Méthodes de recollement

des maillages

Méthodes d'interpolation

3D

- Maillage régulier pour l'interpolation
- Des inconnues supplémentaires pour
I'extrapolation

Ligne Surface

2D . 3D

- Maillage régulier dans 'entrefer

- Déplacement lié au pas de maillage

Table I1.7. Récapitulatif des méthodes utilisées en 2D et 3D pour la prise en compte du mouvement
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5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé les méthodes de prise en compte du circuit
électrique dans les dispositifs électrotechniques alimentés en tension. Ceci a été réalisé pour la
formulation en potentiel vecteur a et celle en potentiel scalaire £;-€2. Dans le méme contexte,
nous avons développé les systéemes matriciels a résoudre pour la formulation hybride a-Q.
Pour l'exemple de la bobine entre deux plaques conductrices, nous avons constaté que les
résultats obtenus par la formulation a-(3, au niveau du courant et de la distribution de la
densité de courant dans les plaques, sont assez proches de ceux obtenus par la formulation a.
Cette extension du couplage entre les équations électriques et magnétiques traitées par la

formulation hybride élargit le champ d'application de cette méthode.

En deuxiéme lieu, nous avons développé les algorithmes de calcul des forces et du
couple, en 3D et 2D, en utilisant deux méthodes: le tenseur de Maxwell et les travaux virtuels.
Pour la deuxiéeme méthode nous avons exposé un algorithme unifié pour l'utilisation des
formulations a et Q. Ces algorithmes ont été validés pour un exemple simple dont la solution
analytique est connue. Par la suite, une structure complexe (électroaimant) a été modélisée. En
utilisant la formulation hybride, les distributions du champ magnétique obtenues donnent des

résultats satisfaisants pour le calcul de la force.

A la fin du chapitre, nous avons exposé les différentes méthodes de prise en compte du
mouvement pour la modélisation des systemes électromécaniques par la méthode des éléments
finis. Nous avons basé cet exposé sur la possibilité d'étendre les techniques 2D au 3D. Pour
certaines d'entre elles, nous avons vu qu'une telle extension n'est pas possible a I'heure actuelle.
Jusqu'a présent, les méthodes adoptées sont treés simples a implanter et peu cotiteuses. Dans
cette optique, nous avons réalisé l'extension au 3D de la ligne de glissement utilisée en 2D.
L'application de cette méthode sera présentée dans le chapitre suivant qui a pour objet la

modélisation de la machine asynchrone.
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Chapitre III. Modélisation de la machine asynchrone i cage

1. Introduction

Dans le domaine de la conversion électromécanique, le moteur asynchrone est trés
répandu. Ses principaux avantages sont sa robustesse, son cofit, sa simplicité de réalisation et
l'absence de contact avec le rotor. Ces derniéres années, le développement de I'électronique de
puissance et de la commande numérique ont permis d'envisager des asservissements a vitesse
variable utilisant ce type de moteur. C'est pourquoi, des modeéles numériques en 2D sont de
plus en plus utilisés pour la conception et l'optimisation de ces machines [17][29][52]. Plus
récemment, la montée en puissance des calculateurs a permis le passage aux modeles 3D. Ainsi,

des travaux ont été publiés sur la machine synchrone a aimants permanents [104][114],

autopilotée [80][81] ou encore sur la machine asynchrone a encoches inclinées [115].

Ce chapitre est consacré a la modélisation de la machine asynchrone. Il constitue une
application des développements effectués précédemment. En effet, nous ferons appel aux
éléments de calcul et aux méthodes présentées au cours des deux premiers chapitres. Nous
commencerons par la mise en équation du probleme en 2D avec le couplage circuit au stator et
au rotor. Par la suite, ce modeéle sera étendu aux machines a encoches inclinées. Dans ce cas, la
procédure consiste a découper l'armature inclinée en sections droites dans lesquelles on
suppose une formulation 2D classique. Enfin, nous introduisons la modélisation en 3D de Ila

machine et les difficultés liées a la mise en équation d'une telle structure.

A la fin du chapitre, nous présenterons les résultats de la modélisation d'une machine
asynchrone a cage. Dans un premier temps, nous ferons une étude a encoches droites en 2D et
en 3D. Un tel calcul permettra de valider la technique de prise en compte du mouvement
développée en 3D. Puis, nous nous intéresserons au cas des encoches inclinées avec une

comparaison des calculs 2D et 3D.

2. Présentation des différents modéles

Présentation de la machine asynchrone a cage

La machine asynchrone est constituée de deux armatures en toles encochées et séparées -
par un entrefer:
- l'armature fixe (stator) comporte des enroulements polyphasés a "p" paires de poles. Le
bobinage est composé de conducteurs filaires connectés au circuit d'alimentation.
- 'armature mobile (rotor) porte une cage formée de barres conductrices reliées entre elles

par des anneaux de court circuit.
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En fonctionnement moteur, les enroulements statoriques sont alimentés par un systéme de
tensions équilibrées de pulsation ®, créant ainsi dans I'entrefer un champ tournant a la vitesse
Q,=w/p.SiQ, désigne la vitesse du rotor, les courants induits dans les barres créent, a leur
tour, un champ tournant a la vitesse Q_, —Q_ par rapport au rotor. Le glissement de la machine

"g" est défini comme le rapport de la fréquence des courants rotoriques a celle des courants

statoriques: g=1-Q_/Q, . L'interaction entre les deux champs produit un couple mécanique

qui fait tourner le rotor.

A partir de cette présentation, il ressort que la machine asynchrone a cage constitue un systéme
complexe en raison de sa géométrie et des phénomenes physiques a traiter. En effet, on y
retrouve en plus du mouvement et des non-linéarités magnétiques, des conducteurs filaires au

stator et des conducteurs massifs au rotor (barres et anneaux).

Modéles classiques

La machine asynchrone a été longtemps modélisée par un schéma électrique équivalent
qui dérive de la théorie des champs tournants. Les paramétres de ce schéma (inductances et
résistances) sont obtenus par une décomposition de la machine en différentes parties qui
peuvent étre analysées d'une maniére simplifiée (Fig. IL.1.). Le calcul de ces parameétres fait
appel a une connaissance approximative de la distribution du champ magnétique a partir de
laquelle sont déduites les perméances du circuit magnétique et de l'entrefer. En utilisant la
notation complexe, un tel modele permet d'évaluer les performances de la machine en régime
permanent sinusoidal. Le régime dynamique est formulé par un systéme d'équations
différentielles qui peuvent étre intégrées, par rapport au temps, par une méthode numérique
du type Runge-Kutta ou Euler. Ces modeles donnent généralement des résultats satisfaisants
au niveau de la prédiction du courant et du couple pour une alimentation sinusoidale. Mais ils
ne permettent pas le calcul direct des flux ni des courants rotoriques. Par ailleurs, il est difficile
d'introduire les effets 3D (tétes de bobines, anneaux de court-circuit et inclinaison des encoches)
ou les non-linéarités magnétiques. Dans la littérature, on trouve des méthodes utilisant des
inductances en fonction du courant pour tenir compte de la saturation ou des facteurs

correcteurs pour inclure les effets 3D.

1 L It 12 2

Vs

rz/g

Fig. IIL.1. Schéma équivalent par phase d"une machine asynchrone
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Modeéles basés sur le calcul du champ par la méthode des éléments finis

La complexité des machines utilisées et I'exigence de bonnes performances dynamiques
nécessitent une modélisation plus fine. Comme nous l'avons vu dans les chapitres précédents,
la résolution des équations du champ par la méthode des éléments finis peut étre couplé au
circuit d'alimentation avec la prise en compte du mouvement. Néanmoins, une telle
modélisation est cofiteuse en temps de calcul et il est encore difficile d'envisager son couplage
avec des commandes complexes de la machine. Dans ce contexte, les modeles simplifiés,
comme le schéma équivalent, sont souvent utilisés. C'est pourquoi, plusieurs travaux ont été
développés afin de déterminer les paramétres de ce schéma en utilisant un ou plusieurs calculs
du champ en 2D [72][100][101]. Les résultats obtenus par ces études ont donné plus de

précision sur les performances de la machine par rapport aux modéles classiques.

Lorsque les sources du champ sont supposées sinusoidales, le régime permanent de la
machine est obtenu par l'utilisation de la notation complexe [17][65][100]. Dans ce cas, le
mouvement est introduit en changeant la valeur de la conductivité des barres en fonction du
glissement. Quant a la saturation, elle est prise en compte a 'aide d'une courbe b-h calculée par
la valeur moyenne de la perméabilité sur une période. A partir de 1'état magnétique de la
machine, on peut déduire les paramétres du schéma équivalent pour un point de

fonctionnement donné.

La modélisation plus générale des machines nécessite une discrétisation temporelle
associée a une résolution simultanée des équations magnétiques et électriques
[17]1[531[55][75][79]. Le mouvement est introduit par deux référentiels au stator et au rotor avec
une liaison au niveau de I'entrefer. Cette approche permet une modélisation plus large de la
machine. Les non-linéarités magnétiques ou électriques peuvent étre introduites plus
facilement par rapport au cas complexe. De plus, elle permet de simuler les régimes transitoires
et la prise en compte des équations de la mécanique. Cependant, vu le nombre de pas
nécessaires a la simulation et des itérations en non-linéaire, cette technique engendre des temps
de calcul élevés. Mais avec le développement incessant des calculateurs, ces temps ne cessent
de se réduire. Actuellement, ce modele peut étre envisagé pour des applications de conception
ou d'optimisation a caractere industriel. Les résultats obtenus servent aussi a évaluer les

parametres du schéma équivalent [101].

La modélisation en trois dimensions de la machine asynchrone a commencé par le calcul
des effets 3D tels que les tétes de bobines [72] ou les anneaux de court circuit [102]. Plus
récemment, un modele 3D a été présenté pour une machine a encoches inclinées. Il a été
développé en pas & pas dans le temps avec la formulation électrique a-¢ sans tenir compte de la
saturation, ni des tétes de bobines. Le mouvement a été simulé par les multiplicateurs de

Lagrange [115].
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3. Modele bidimensionnel de la machine asynchrone

Dans ce modele, la structure électromagnétique est décrite par des équations a deux
dimensions en tenant compte de deux types de conducteurs: massifs (barres du rotor) et filaires
(bobinage du stator). Les équations du champ sont écrites dans le cadre de la formulation
magnétodynamique avec la composante 4. du potentiel vecteur magnétique et le potentiel
scalaire électrique ¢. En 2D, ce dernier se réduit a une différence de potentiels aux bornes de
chaque barre. La résolution de ces équations est faite par la méthode des éléments finis avec
une discrétisation temporelle. Comme nous I'avons vu dans le chapitre précédent, il est possible
de réaliser le couplage du circuit d'alimentation avec la structure électromagnétique. Dans ce
chapitre, ce couplage est appliqué au bobinage statorique pour une alimentation en tension de
la machine. Par la suite, il sera étendu aux conducteurs massifs en utilisant la différence de
potentiel aux bornes des barres et I'analyse du circuit de la cage rotorique. La rotation est
simulée au niveau de l'entrefer par la bande de mouvement ou le macro-élément. Les non-
linéarités magnétiques sont considérées par la méthode de Newton-Raphson.

La mise en équation de la machine asynchrone a cage conduit a un systéme matriciel. La
résolution de ce dernier donne I'état magnétique du systéme et le courant dans les phases. On
peut aussi déduire des grandeurs telles que le couple ou les courants rotoriques. A partir de ce
modele, nous avons développé une approche de prise en compte de I'inclinaison. Elle peut étre

présentée comme une généralisation du cas non-incliné.

3.1. Equations du champ électromagnétique

Dans 1'hypothése d'un systéme 2D, on suppose que le courant a une seule composante
suivant oz, ce qui implique un champ magnétique dans le plan oxy. Le potentiel vecteur
magnétique n'a alors qu'une seule composante a,, Dans la région conductrice (barres
rotoriques), nous introduisons le potentiel scalaire électrique ¢. En 2D, nous pouvons montrer
que le gradient de ce potentiel est le méme dans toute la section conductrice modélisée [17][52].
En effet, la projection suivant oz, des vecteurs définis dans la relation (1.33) implique 9, ¢=0 et

9,¢=0.La composante du gradient de ¢ suivant oz s'écrit alors:
Av

k représente un vecteur unitaire suivant oz et L la longueur du conducteur. Av est la différence
de potentiels, soit Av=0; — @, ; ¢, et @, étant les potentiels aux extrémités d'une barre.
En ajoutant la densité de courant induit, supposée suivant oz, dans I'¢quation (I1.17), nous

obtenons l'équation électromagnétique du systéme:

1 A
div (; grada,)-o(0,a,+ TV) =T, (IIL.2)
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La discrétisation de cette équation par la méthode des éléments finis (formulation

variationnelle et méthode de Galerkin), nous conduit au systéme suivant:
Nn . 1 AV . .
gl: Lagmd?uj.gmdki azids+ L Glj(atli a,+ T)ds = ‘Lo Kj ]Ozds j=1,Nn (II1.3)

A désigne les fonctions d'approximation nodales. En supposant la densité de courant j,, et la
différence de potentiels Av connues, les degrés de liberté de ce systtme sont les valeurs du
potentiel aux noeuds du maillage. Ce systéme peut s'écrire sous forme matricielle suivante:

da,

dt

Les termes de la matrice S, sont donnés par I'expression (I1.22a) et ceux des matrices T, , C,

S, a+T, +C, _anAv=E (I11.4)

. —Av

et du vecteur F, sont définis comme suit:

T, ;=[ ok ds i,j=1,Nn (IIL5a)
1 .

s =7 [ oo ds i=1,Nn | (IIL5b)

Fy; = [ % jo.ds i=1,Nn (IIL5¢)

L'expression de la matrice de couplage C, _,, est donnée pour une barre, mais elle peut étre

\4

facilement étendue a un systéme constitué de plusieurs conducteurs massifs.

Conditions aux limites

Pour la résolution du systeme (IIL4), il est nécessaire de connaitre les conditions aux
frontiéres du domaine 2. Dans le cas des machines électriques, la condition du type b.n =0 est
fréquemment rencontrée. Elle se traduit sur le potentiel vecteur par une condition du type

Dirichlet a, =0. Cette derniére est imposée sur le rayon externe du stator et le rayon interne du
rotor (Fig. I11.2.).

Conditions de périodicité

Les conditions périodiques ou anti-périodiques permettent de réduire le domaine étudié.

Pour le potentiel vecteur, elles s'écrivent:

a,|, =pa|, (IIL.6)

B est un coefficient qui prend la valeur 1 ou -1 selon la périodicité du systéme (Fig. IIL2).

A titre d'exemple, pour une machine a 2p péles et comportant N encoches au rotor. La période
du systéme est 2n /p (B=1), si N, est divisible par p. Elle vaut n /p, si N,, est divisible par 2p.
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b.n=0

Te période du systéme
B=1 systeme périodique
=- systéme anti-périodique

Fig. IIL.2. Conditions aux limites et de périodicité
3.2. Bobinage statorique

Dans ce paragraphe, nous présentons la mise en équation pour le montage en étoile des
bobinages statoriques (Fig. II1.3.). La méme procédure peut étre employée pour des circuits
ayant des configurations différentes. Dans 1'exemple choisi, le circuit comporte 2 noeuds et 4
branches (3 pour les phases et une pour le neutre). Il possede donc 3 degrés de liberté (voir
annexe 3). Les branches des phases sont constituées d'une résistance r, et d'une bobine
caractérisée par son flux magnétique. Pour le neutre, nous considérons une résistance ry. On
note qu'il est possible de se ramener a un montage en étoile sans le neutre en imposant r >>r,.

Le circuit est alimenté par un systeme de tensions v, =(v,, vy, V).

relations courants branche/maille
i=1i
i, =1y
=i
iy = 1ty

équations des mailles
H In v, = (1) Hrnd i Hde, /dt
Vp = IndH(rotry)iptrni Hdd, / dt
V, = Inl i H(r A ry)icHd @, / dt

Fig. II1.3. Configuration du circuit statorique étudié

En choisissant I'arbre du circuit comme étant la branche du neutre, nous pouvons définir les
courants de mailles i, =(i,,i,,i.) qui sont reliés a ceux des branches i, =(i,,i,,i_,iy) par

l'expression matricielle suivante:

1br = Chr——ml avec Cbr—m =

(IIL7)

-0 O e
R )
-

Dans cet exemple, les courants de maille correspondent aux courants de phase. Par la suite, i,

sera remplacé par i,.
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Soit jo,=(Joasjob-Joc) la densité de courant dans les sections conductrices modélisées. Elle est

donnée par l'expression suivante:

. nsp .
Jop="7Di, (I1L8)
P

avec ng, le nombre de spires par phase et s, la section d'une phase. La matrice D donne le sens

du courant dans les sections. Pour un montage triphasé avec une modélisation sur un pdle, elle

s'écrit:
g, 0 0
D=!o g, 0 €,,€,,8. = +1,-1 (IIL.9)
0 0 ¢

ATlaide de la relation (II1.8), nous pouvons écrire le terme source F, sous la forme matricielle:
F,= Cu:_ipD i, (II1.10)

Les termes de la matrice C, _; sont donnés par la relation (I1.22b).

Le flux magnétique engendré par les enroulements du stator ©_(®,,D,,®,) peut étre exprimé

en fonction du potentiel vecteur a, (voir la relation (I1.20)) et de la matrice D:

1
O, =k, DTC;{_ir a, avec kg = 5(3— B)pL (L.11)

z

En utilisant cette expression et en assemblant les équations de maille (Fig. I11.3.), nous obtenons

un systéme matriciel caractérisant le circuit électrique:

da
_ : T—~T z
v,=R, i +ky,D Ca:_ir at (II1.12)
I, + Iy Iy 'y
avec R, =| r, r+r, 1y
Iy Iy I, +Iy

3.3. Cage rotorique

Le calcul du courant induit dans les barres peut se faire en supposant qu'elles sont court-
circuitées a I'infini. cela impose donc une différence de potentiel nulle Av=0. La densité de
courant se réduit & j, =0,a,. Dans un tel calcul, les effets des anneaux de court circuit sont
négligés. Dans notre étude, nous considérons le circuit total de la cage (barres et anneaux). Afin
d’établir sa mise en équation en 2D, nous allons examiner I'exemple simple d'une barre couplée

a une résistance r, (Fig. IIL4.).
I,

Fig. II1.4. Barre conductrice couplée a une résistance

91




Chapitre 11I. Modélisation de la machine asynchrone a cage

La loi d'Ohm s'écrit:
Av=r, 1, (IIL.13)

i, représente le courant de barre. Il est calculé par une intégrale sur la surface du domaine

conducteur D_ soit:
. , A
i, =[ jds=-[ o(d,a,+ —Lz)ds (I1.14)

Cette relation peut étre réécrite en introduisant la résistance de barre 1,;

. A 1
1, + L 60, a,ds+ 2V 20 avee —= ID S ds (1I1.15)
e I, I, <L
Le potentiel a, est remplacé par son interpolation aux noeuds du maillage dans le domaine

conducteur 2. En éliminant i, dans les équations (II1.13) et (IIL.15), nous obtenons:

1 1 Nn
(—+—)Av+) [ 68,(Aa,)ds=0 (I11.16)
ra rb i=1 ¢
En divisant cette équation par L, nous pouvons introduire la matrice de couplage C, _,, donnée

par 'expression (IIL.5b). Ainsi, nous pouvons réécrire (II1.16) sous la forme suivante:

11 1 da
—f— . — A CT 2 = .
L(r +rb) v+C, at 0 (I11.17)

a

Circuit de la cage rotorique

En partant des équations établies pour 'exemple précédent, il est possible de considérer la
cage rotorique de la machine [17][52]. Dans ce cas le circuit est formé de "Nb" barres connectées

aux extrémités par des anneaux de court circuit (Fig. IIL5).

Pour k=1,Nb
) relations entre les tensions
2Aux =Avk -Avia
2AUk1=AVIe1-AVK
pour k=1, Avo=BAvns

iy Is

o=y

A =
AVkT

U .
% R R relations entre les courants
T v ibk =iak -lak+1

1b k1= 1ak+1-1a ke2

pour k=Nb, ianw1=Pia1

Fig. IIL5. Circuit de la cage rotorique

Le coefficient B dépend des conditions de périodicité (Fig. IT1.2.).

92




Chapitre I11. Modélisation de la machine asynchrone a cage

Les relations entre les tensions et les courants sont données par la figure précédente. Elles

peuvent étre résumées comme suit:

CTAv =2Au

1
= MAv = (x, I)i —2cCT
i, =Ci, =C(Au/r,) v=(,I)i, avec M=-CC (IIL18)

2
avec C(Nb,Nb) la matrice cyclique de connexion, Av(NDb) le vecteur des tensions aux bornes des
barres, Au(Nb) le vecteur des tensions aux bornes des anneaux et i, (Nb) le vecteur des courants

de barres. I désigne la matrice identité.

A titre d'exemple, pour un systéme constitué de 4 barres, la matrice M(Nb,Nb) est donnée par

I'expression suivante:

2 -1 0 -B

1/-1 2 -1 0
M_E 0 1 2 1 (II1.19)

B0 -1 2

En utilisant la relation (II1.18) et la matrice de couplage C, _,,(Nn,Nb), nous pouvons réécrire

a,~Av

I'équation (I11.17) sous la forme suivante:

11 1 r da,
L(ra M+ - DAV+C) =0 (II1.20)

3.3. Prise en compte de la rotation

La rotation est introduite dans le modéle éléments finis en utilisant la de bande de
mouvement. L'algorithme ainsi développé est comparé au calcul par le macro-élément (voir
chapitre II, § prise en compte du mouvement). Comme la prise en compte du mouvement est
simulée dans la région de I'entrefer, seuls les termes de la matrice de raideur varient en fonction

du déplacement 6,1ie. S, =S, (6).

3.4. Systeme matriciel

Les équations (II1.4), (I11.12) et (II1.20) forment un systéme a "Nn+Nb+3" degrés de liberté.
Sa résolution nous donne les valeurs du potentiel aux noeuds du maillage, les tensions aux
bornes des conducteurs massifs et les courants dans les phases statoriques. Aprés une

discrétisation temporelle de ces équations, nous obtenons:

Sa: (e)+Ta: /At Ca_.,—Av _Ca:—ip D az 0 Ta: /At 0 O az
Cl_a Y 0 Avi = 0 + Ci_,. 0 OfAv| (m21)
-D'C; _, 0 -kR,, | i, —k'v -D'C; ., 0 Ofi
a.-i, " t+At P Jteat =7y Pt
At 11 1
= =—(— —1
avec  k k. et I (ra M+ ., )
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L'angle de rotation 0 est lié¢ au pas de temps At par la vitesse de rotation Q, soit AB=Q At. La
matrice du systéme est symétrique mais non définie positive. Son inversion peut se faire par la

méthode de Cholesky adaptée.

Prise en compte de la saturation

La saturation du circuit magnétique est introduite par une courbe b-h qui peut étre
interpolée pour une fonction continue du type Marrocco ou par la méthode des splines. Au
niveau de la résolution numérique, nous avons utilisé I'algorithme de Newton-Raphson (voir

chapitre I, § probleme non-linéaire).

Calcul du couple

A partir des valeurs du potentiel 4, au niveau de l'entrefer, nous pouvons le couple de la
machine. En se référant aux méthodes développées dans le chapitre II (§ calcul des forces

magnétiques et du couple), nous pouvons ramener l'expression du couple a la forme suivante:
C,=k_f(a,,R,0) avec k. =(3-PB)pL (I11.22)

La fonction f est donnée par les relations (I1.34) et (IL.48), respectivement, pour le tenseur de

Maxwell et les travaux virtuels. R est le rayon de l'interface utilisée.

Calcul des courants de barres

Les courants dans les barres sont calculés directement a partir des tensior:s Av a l'aide de
I'équation (I11.18):
1

ra

i, =—MAv (I11.23)

On note qu'on peut aussi utiliser I'expression (II1.15) pour effectuer ce calcul.

3.4. Inclinaison des encoches

Les harmoniques de denture sont sources de nuisances dans les machines électriques
(bruit magnétique, vieillissement prématuré, ...). L'inclinaison des encoches, suivant la direction
axiale de l'une des armatures (stator ou rotor), est un moyen souvent utilisé par les
constructeurs de machines pour limiter les effets de ces harmoniques. Cette inclinaison est
donnée par un angle a; qui dépend de la conception de la machine. Dans les modeéles
classiques, Elle est traitée par l'introduction du facteur k, calculé en fonction de I'angle o; (voir
annexe 7). Pour un harmonique "n", il s'écrit:

sin (no,; /2)

D (I11.24)

Ce facteur intervient pour modifier la réactance magnétisante de la machine. Il est
généralement inclus dans le schéma électrique équivalent sous la forme d'une impédance

rapportée a la partie inclinée.
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Une étude associant le facteur d'inclinaison et un calcul du champ en 2D a été présentée dans
[8]. Elle propose de diviser le flux dans les enroulements inclinés ou non en deux parties
traitées différemment. Cette séparation du flux implique des résolutions multiples des
équations du champ, et par conséquent des temps de calcul élevés. Dans le méme contexte, une
autre approche a été utilisée pour une machine synchrone en substituant la partie inclinée et

I'entrefer par un élément linéique équivalent [57].

Une modélisation rigoureuse de l'inclinaison des encoches nécessite a priori une formulation
tridimensionnelle vu I'intervention de la direction axiale (Fig. III.6a.). Cependant, il est possible
d'envisager un modéle en deux dimensions. Le principe consiste alors a découper la machine
en "n," sections droites suivant l'axe oz (Fig. IIL.6b.). Dans chaque segment, la résolution du
probléme se fait en 2D. L'assemblage conduit a un systéme d'équations couplées. Cette
technique a été appliquée a 1'induit d'une machine a courant continu [45] et au stator d'une
machine synchrone [49]. Dans ce travail, nous I'avons étendue a la machine asynchrone [87].

D'autres approches qui associent le calcul du champ en 2D et les parametres du schéma
équivalent, ont été développées. Par exemple, I'état magnétique du systeme est utilisé pour
corriger les éléments du circuit. L'inclinaison est alors introduite par une résolution des "n,"

séparément [105].

Dans notre modeéle, la mise en équation de la machine est basée sur la continuité des courants
d'une section a l'autre. Pour les enroulements du stator, la densité de courant j,, est la méme

dans chaque section k:

Jozly, = Jo- k=1n, (I11.25)

En ce qui concerne les conducteurs massifs, la densité de courant j est dirigée suivant le sens de

I'inclinaison. Dans chaque section, nous considérons la projection de j sur l'axe oz:

Il = J. = Jeosoy k=1,n, (111.26)

En utilisant ces relations de continuité, le modéle de la machine inclinée peut étre obtenu en

partant des équations écrites pour le cas des encoches droites.

Ny

Fig. Ill.6a. Représentation d’un rotor incliné Fig. IIL.6b. Découpage du rotor suivant oz
d'un pas d'encoche (a; =o, ) en ny segments droits
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Equations du champ électromagnétique

Pour une position donnée du rotor par rapport au stator, les différentes sections sont
obtenues par une rotation de la partie mobile d'un angle correspondant a l'inclinaison. Chaque
section "k" se trouve décalée par rapport a la section initiale (située & z=0 ,k =1) d'un angle
(k-1)a; /n, . Dans ces conditions, nous pouvons écrire I'équation du champ électromagnétique

(II1.4) pour les différentes sections de la maniére suivante:

A

S, (0+ (k- 1) 2 a,+ T,

Ny

+nyC, _,Aav, -C, ; Di, =0 k=1,n, (11.27)

v a-iy P

Dans ces équations, nous avons remplacé F, par son expression (II1.10). La matrice C

a.—Av

définie par la relation (IIL5b) est multipliée par n,, car elle dépend de la longueur de la section
suivant oz, "L/ng4 ". On note que les termes des matrices T, , C, _,, et C, ; restent inchanggs.
Bobinage statorique

Le flux total d'une phase est égal a la somme des flux engendrés par les différentes

sections. En utilisant I'expression (II1.10, nous obtenons:

= qu)pk = ® ZD Ca —Av zk (IHZS)

ndkl

On note que le coefficient k, est divisé par "n", car il dépend de la longueur suivant oz. Si I'on
q ® P d P gu

reporte cette relation dans I‘équation du circuit électrique (II1.12), cela donne:

i A TR (II1.29)

Cage rotorique

Pour la cage rotorique, il est possible de réaliser le couplage entre I'équation du circuit
formé par la cage inclinée et les équations du champ électromagnétique. Pour cela, on utilise les
différences de potentiel Av, dans chaque segment k. La différence de potentiel totale est alors

égale a la somme des Av,:

Av= D Av 1I1.30
k

k=1

Dans chaque segment, le courant de barre i, est calculé a I'aide de l'expression (II1.14), soit:
Av
o ==L o(8,a,,+1, —*)ds (IIL31)

Ce courant peut étre relié au courant global dans la barre inclinée i:

i, = Lcjz ds = ID(_]'cosoci ds = cosa, i, (IT.32)
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Chapitre IIl. Modélisation de la machine asynchrone a cage

L'équation du circuit global de la cage (II1.18) combinée aux relations (II1.30) et (II1.32), nous

donne le systéme matriciel suivant:

nycosa, 1 & n da,
~d——‘(——le‘,Avj+r—dIAvk)+ndCaT:_Av dtk =0 k=1,n,  (UL33)
F b

ra

On note que la résistance de barre r, est calculée pour la barre inclinée avec une longueur

L/cosa; .

Systéme matriciel

Apres la formulation du probleme, nous aboutissons a un systéme d'équations couplées
qui requiert donc une résolution simultanée. L'assemblage et la discrétisation temporelle des

équations (I11.27), (I1I1.29) et (II1.33), nous donnent la forme matricielle suivante:

Sq+Ty/at Caga.-av) _Cd(a:-ip) a.4 0 Ty/at 0 0 a,y
Cle—av) Y, 0 Av,| = 0 H Claay 0 O0fAv,| (IL34)
T \ . \ T .
&C d(a:-ip) O _k Rm lp t+At _k VP t+At _Cd(u: -ip) 0 O 1? t

avec k'=n, At/k,

Dans ce systeme, les matrices s'écrivent en fonction de celles utilisées pour le modele de la

machine & encoches droites (voir le systeme (II1.21)):

ENC) 0 0
B o Tn. 0 0
0 S, (0+—) - 0 0 T .- 0
Sd = . ) . N4 . Td = . ;': . .
o
0 0 = 5, (0+my -1 0 0 T,
L : Ny |
C,o O 0 C,,D
0 C, 0 i
Cafa-am = N ; : Cafa,-i,) = '
0 0 Con C,. D
Y, Y, - \{1nd n 4Cosa, ’—1~M1' ny D i
Y. Y, Y, ‘ L T, I,
Y= 2 2n avec Yijz a b
: : - : ngcoso, 1 L.
——(— i#]
Yndl Ynd2 Yndnd L I,
Les vecteurs 4,4 et Av, sont définis comme suit:
aZd =[a“ a,, - uznd] AV'CI; =[AV1 AVZ Avnd]
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Chapitre 111. Modélisation de la machine asynchrone a cage

Le systéme (IIL.34) a pour nombre d'inconnues "n,(Nn+Nb)+3". Sa matrice est symétrique mais
non définie positive. De plus, elle garde le caractére creux du modele éléments finis. Comme
pour le cas des encoches droites, ce systéme peut étre résolu en utilisant la méthode de
Cholesky adaptée. On note qu'il est possible de se ramener au systéme sans inclinaison des

encoches (II1.21) en posant ny =1 et o; =0 dans le systeme (I11.34).

Prise en compte de la saturation

La saturation du circuit magnétique varie le long de la direction axiale de la machine. Le
modele proposé permet la prise en compte de cette variation. Un tel effet ne peut étre considéré
par le facteur d'inclinaison. Comme précédemment, nous utilisons la méthode de Newton-

Raphson pour introduire cet aspect.

Calcul du couple

Avec une prise en compte de I'inclinaison des encoches, le couple C,, est égal a la somme
des couples C,, calculés pour chaque section. En employant l'expression (II1.21), nous

obtenons:

n k =@ .
Cqy= ZCzk =— 2 f(a,,R,0+(k-1) PEL) (I11.35)
1 ny

k=1 n, «

Calcul du courant de barre

Les courants dans les barres peuvent étre calculés facilement a l'aide de I'équation du
circuit (I11.18) et de la relation (II1.30):

. cosa, . &
iy =— M. Av, (IIL36)
) k=1
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Chapitre 111. Modélisation de la machine asynchrone & cage

4. Modeéle tridimensionnel de la machine asynchrone

Le développement des codes de calcul 3D et la montée en puissance des calculateurs
laissent envisager une modélisation tridimensionnelle des structures électromagnétiques aussi
complexes que les machines électriques. Une telle modélisation a permis de calculer avec plus
de précision la distribution du champ magnétique dans les extrémités des machines. Dans ce
contexte, des travaux ont été menés avec un couplage du calcul des effets 3D avec une
formulation classique en deux dimensions [72][83]. Plus récemment, des approches 3D ont été
développés pour la totalité de la machine [80][104][111][115].

Dans ce travail, nous proposons un modele de la machine asynchrone a cage permettant
de traiter le couplage avec le circuit connecté au bobinage statorique et la prise en compte du
mouvement [116]. La distribution du champ électromagnétique est calculée a partir d'une
résolution des équations de la magnétodynamique par la méthode des éléments finis. Nous
avons utilisé alors une formulation le potentiel vecteur magnétique modifié a* avec une
discrétisation par les éléments d'aréte. Bien qu'elle soit pénalisante du point de vue du nombre
des inconnues, cette formulation permet un traitement aisé des inducteurs et du couplage avec
les équations du circuit. Par ailleurs, les problémes liés aux régions non simplement connexes
ne se posent pas.

En ce qui concerne le bobinage statorique, notre travail ne tient pas compte des tétes bobines.
Le couplage circuit est réalisé pour une alimentation en tension. Pour la cage rotorique, la
formulation utilisée ne permet pas un couplage circuit similaire a celui présenté en 2D. Dans
ces conditions, nous supposons un court circuit parfait dans le cas des encoches droites. Pour la
machine a rotor incliné, les anneaux de court circuit sont inclus dans le domaine maillé. Le
mouvement est simulé par la surface de glissement.

Le probleme est résolu en supposant une caractéristique linéaire pour le fer. Ce choix est justifié
par des raisons de temps de calcul. Comme nous l'avons exposé dans le chapitre I, la saturation
peut étre traitée avec une approximation de la courbe de premiére aimantation et par

l'utilisation de l'algorithme itératif de Newton-Raphson.

Il est important de noter que les conditions de calcul sont simplifiées pour la modélisation de la
machine & encoches droites. En effet, le systeme étudié peut étre ramené a une formulation 2D.
Notre but est de valider la technique de mouvement par une comparaison des résultats 2D et
3D. Par la suite, le calcul sera effectué dans de véritables conditions 3D, a savoir la machine a

encoches inclinées.
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Chapitre 1. Modélisation de la machine asynchrone a cage

4.1. Difficultés liées a la modélisation 3D

des machines électriques

Les modeles tridimensionnels permettent un calcul plus réaliste de la distribution champ
magnétique. Cependant, l'application de ces approches pour modéliser les machines électriques
tournantes pose certaines difficultés qui peuvent étre résumées en deux points:

- les temps de calcul,

- le maillage.

Les temps de calcul dépendent de plusieurs facteurs qui peuvent étre inhérents au
modele ou a des éléments externes. Ces derniers sont principalement la rapidité du calculateur
et sa capacité mémoire.

Concernant le modele, on retrouve en premier lieu la formulation utilisée pour la mise en
équation du systeme. Si en 2D, le choix de la formulation est quasi unanime pour du potentiel
vecteur a,. En 3D, la recherche de la formulation "idéale" est toujours d'actualité. Dans l'absolu,
une telle approche, si elle existe, doit donner des résultats fiables avec un cotit réduit en temps
de calcul. En deuxiéme lieu, il s'agit des techniques d'inversion des systemes matriciels. Au
cours des chapitres précédents, nous avons souligné l'influence de l'utilisation ou non d'une
condition de jauge sur la rapidité de la convergence de l'algorithme itératif du gradient
conjugué. Il faut noter que cette méthode de résolution permet un stockage morse, donc un

espace mémoire optimal.

La deuxiéme difficulté est la réalisation du maillage d'une structure aussi complexe
qu'une machine électrique. En effet, la description de la géométrie est souvent difficile & mettre
en oeuvre au niveau des tétes de bobines, des anneaux de court circuit ou d'une armature
inclinée. Dans le cas des tétes de bobines, on se retrouve avec des volumes qui peuvent se
croiser ou s'interpénétrer. De plus, l'intégration de cette partie au modeéle nécessite un calcul
supplémentaire afin de déterminer la distribution de la densité de courant dans le bobinage
[72]. Pour les encoches inclinées, les éléments volumiques au niveau de I'entrefer peuvent étre
déformés.

Outre la description de la géométrie, la réalisation du maillage doit prendre en compte la
technique adoptée pour simuler le mouvement et les conditions de périodicité. En ce qui
concerne le mouvement, il faut savoir quel type de maillage on peut utiliser au niveau de
I'entrefer. Pour la méthode développée dans ce travail (la surface de glissement), le maillage
doit étre régulier et conforme par déplacement. Les conditions de périodicité doivent étre

satisfaites avec des correspondances géométriques entre les inconnues.
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Chapitre IIl. Modélisation de la machine asynchrone a cage

4.2. Equations du champ électromagnétique

et formulation utilisée

Avec une modélisation 3D de la machine asynchrone, nous pouvons envisager une des
formulations magnétodynamiques (électriques a, a-¢, magnétique t-Q ou hybride a-Q)
présentées dans chapitre I. Par la suite, nous allons expliciter les avantages et les éventuelles

difficultés de ces approches.

A partir de la présentation des formulations magnétodynamiques, il s'est avéré que
I'approche magnétique £-Q était la plus intéressante du point de vue nombre d'inconnues
lorsque les régions conductrices ne constituent pas la majorité du domaine d'étude. Le potentiel
scalaire Q est défini dans tout le domaine, le potentiel vecteur ¢ dans les régions conductrices et
le vecteur source ¢, calculé analytiquement dans les régions inductrices (Fig IIL.7.). Les
domaines conducteur et inducteur doivent étre simplement connexes. Telle que nous l'avons
présentée, l'utilisation de cette formulation, pour modéliser la machine asynchrone, se heurte
principalement a deux difficultés:

- la complexité des formes géométriques des encoches statoriques rend tres difficile, si ce

n'est impossible, le calcul analytique de la distribution de ¢,

- avec un potentiel vecteur f limité a la cage rotorique, la géométrie du domaine est non

simplement connexe.

Région inductrice

Région conductrice

Traitement des régions non simplement connexes

coupure
ox
Q=0 Q=i /8%

frao  [Jrdi=i,

O<<O

Sans coupure

Fig. I11.7. Configuration du probléme dans le cas de la formulation t-Q
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Chapitre ITI. Modélisation de la machine asynchrone a cage

Pour résoudre ces deux problémes, on peut envisager pour le premier une résolution, par la
méthode des éléments finis, de l'équation rot £, = j, dans tout le domaine. Pour le deuxiéme,
on peut rendre le domaine simplement connexe par une coupure ou par la définition du
potentiel ¢ dans une partie du fer avec une faible conductivité (Fig. IIL.7). Cette derniere
solution bien que simple a mettre en oeuvre, augmente le nombre d'inconnues du systéme.

Dans ces conditions, on perd l'intérét d'utiliser cette approche.

L'approche hybride a-Q développée dans le chapitre I peut étre envisagée. Dans ce cas, le stator
est modélisé par le potentiel a, et le rotor par la formulation #-Q. L'interface entre les deux
domaines est alors située dans un milieu homogeéne qui est I'entrefer (Fig. I11.8).

Cette méthode permet de résoudre le probleme du vecteur £, mais la difficulté liée aux régions
non simplement connexes reste toujours posée au rotor. D'autre part, son utilisation dans ces
conditions n'engendre pas de gain considérable en nombre d'inconnues. En effet, la quasi
majorité de la machine est traitée par une inconnue vectorielle. Il n'y a que le fer du rotor qui est
modélisé par un scalaire. De plus, l'introduction de l'interface au niveau de I'entrefer implique
un maillage en trois couches. En effet, il est nécessaire de définir deux interfaces: une pour la
formulation hybride et une autre pour la prise en compte du mouvement. Cette contrainte
engendre alors un maillage fin dans I'entrefer et donc un accroissement du nombre d'inconnues

par rapport a une formulation qui utilise deux couches et une interface.

Région inductrice

Région conductrice

Interface

Fig. II1.8. Configuration du probléme dans le cas de la formulation hybride

Les difficultés évoquées précédemment ne se posent pas au niveau des formulations électriques

a’, a-¢. Mais l'inconvénient majeur de ces derniéres est le grand nombre d'inconnues pour une

structure telle que la machine asynchrone.
Dans ce travail, nous avons utilisé la formulation en a°. Le potentiel vecteur modifié a’ est

défini dans les régions conductrices et le potentiel vecteur a dans le reste du domaine (Fig.

I11.9.). Dans ce cas, nous avons moins d'inconnues que dans la formulation a-¢.
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Cette approche a été présentée dans le chapitre I. Nous résumons ici, les équations a résoudre:

- dans les barres du rotor o= 0:

1
rot(; rota’)—-coa =0 (I11.37)

a’ le potentiel vecteur magnétique modifié, tel que:
b=rota" et e=-0a

- dans les régions non conductrices (milieux magnétiques, entrefer et bobinage du stator):
1 .
rot (; rota)=j, (111.38)

a le potentiel vecteur magnétique, tel que

b=vrota

Région inductrice

Région conductrice

Fig. IIL.9. Configuration du probléme dans le cas de la formulation 4" -a

La formulation en 4" ne nécessite pas la définition d'une condition de jauge dans les régions
conductrices (voir chapitre I). Par contre, afin d'obtenir une solution unique du probleme, il
faut imposer explicitement une jauge dans les régions non-conductrices. On peut alors définir
une jauge du type a.w =0 qui s'adapte bien a une discrétisation parles éléments d'aréte. Cette
condition est appliquée en annulant les circulations de a4 sur un arbre passant par tous les

noeuds sans former une maille fermée. Cela entraine une réduction du nombre d'inconnues.

Comme nous l'avons vu au cours du chapitre I et dans I'exemple de la bobine entre deux
plaques conductrices, la méthode du gradient conjugué sans jauge converge avec un calcul en
double précision [66]. Cette convergence est plus rapide par rapport au cas jaugé. En
conséquence, la résolution du probléme sans jauge permet un gain considérable en temps de
calcul. Ce raisonnement est valable uniquement si I'espace mémoire du calculateur est suffisant

pour résoudre le probléme.
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Chapitre I1I. Modélisation de la machine asynchrone i cage

La discrétisation des deux équations précédentes nous donne le systéme matriciel suivant:

Sc +T de, =
uCa a dt -

F, (IIL.39)

Les termes des matrices S, et T, sont définies, respectivement, par les relations (1.58a) et (1.68b).
Le vecteur source F, est donné par I'expression (I1.58b). Il dépend de la densité de courant j,
dans les bobinages du stator. ¢, désigne les circulations du potentiel vecteur sur les arétes du

maillage.

Conditions aux limites

Afin de définir complétement le probléme, nous devons imposer les conditions aux
frontieres du domaine. Pour la formulation étudiée, la condition b.n =0 est assurée au sens fort.
Elle se traduit sur le potentiel utilisé par la condition de Dirichlet c, =0. Cette condition se
présente sur les frontieres externes de stator et du rotor (voir Fig. II1.2.) et sur les extrémités de

machine suivant 'axe oz.

Conditions de symétrie

Pour la modélisation de machine asynchrone a encoches droites, il est possible d'exploiter
les conditions de symétrie suivant le plan situé au milieu de la machine et perpendiculaire a
l'axe oz. Ce qui implique une réduction de moitié du domaine d'étude. Dans ce cas, les
conditions de symétrie se traduisent par b.n=0. Pour retrouver les grandeurs globales telles
que le couple ou le flux, il suffit de multiplier les valeurs calculées par 2.
Dans notre étude, le cas des encoches droites a été traité sans tenir compte des extrémités de la
machine (anneaux de court circuit et tétes de bobines). Dans ces conditions, nous pouvons
considérer une bande de longueur Al suivant oz. Pour obtenir les grandeurs globales pour une
longueur L de la machine, il faut donc multiplier les valeurs calculées par L/Al. Cette maniére
de résoudre de probleme, nous a permis de minimiser le nombre d'inconnues.
Pour le cas des encoches inclinées, il n'y a pas de symétrie exploitable suivant l'axe de la
machine. Cela est dtt évidemment a l'inclinaison. il est donc nécessaire de mailler la machine

totalement suivant la direction axiale.

Conditions de périodicité

Comme pour le modéle 2D, ces conditions peuvent étre exploitées en 3D. La seule
différence est qu'il faut assurer la correspondance géométrique des arétes dans la cas de la
formulation retenue. Ces conditions se traduisent par des relations simples entre les inconnues

qui se trouvent sur les surfaces A et B (Fig. IIL7.):

Cal, =By (111.40)
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Chapitre III. Modélisation de la machine asynchrone a cage

Sur la figure (II1.7), tous les noeuds liés aux surfaces A et B sont correctement associés et cela ne
pose aucun probléme lorsqu’il s’agit d'une formulation qui utilise les éléments nodaux. Par
contre, lorsqu'on utilise une discrétisation par les éléments d'aréte, cette configuration du
maillage n'est pas correcte. En effet, les arétes k; et k, ne sont pas associées du point de vue

géomeétrique. Il faut donc corriger le maillage afin d’assurer les conditions de périodicité.

I'aréte k(i j) est reliée a I'aréte k'(i'j')
si ( ri=r1y et r=17 )

et (zi=zy et z7=zy)

Fig. I1.10. Conditions de périodicité avec les éléments d’aréte

4.3. Bobinage statorique

La procédure de couplage entre les équations du champ et celles du circuit électrique a
été la développée dans le chapitre II pour la formulation en potentiel vecteur magnétique. Dans
ce -paragraphe, nous allons l'adapter au cas de la machine asynchrone avec une alimentation -
triphasée. Pour cela, nous allons réaliser I'extension au 3D de l'exemple du montage en étoile
explicité traité en 2D (Fig. I1.3).

Pour chaque phase k, on définit un vecteur densité de spires N, (voir la relation (IL.2)) et un
coefficient g, indiquant le sens du courant (IIL.9). Dans ces conditions, la densité de courant

dans les enroulements du stator peut s'écrire:
Jo =Ny iy k=a,b,c (IIL.41)

Sans la prise en compte des tétes de bobines, la direction du vecteur N est suivant oz. En
introduisant la relation précédente dans I'expression du terme source F, (I11.39), nous obtenons

la forme matricielle:

F,=C,,Di, (I11.42)

Les termes des matrices C,_; et D sont définis, respectivement, par les expressions (II.8) et

P

(II1.9). Ces deux matrices servent aussi & exprimer le flux magnétique:
1
®,=koD'Ci;c, avec ko= 5(3 -B)pk, (ITL.43)

Le coefficient k, est introduit pour tenir compte des symétries par rapport a un plan. A titre
d'exemple, pour une machine ayant un plan de symétrie situé au milieu suivant la direction oz,

nous avons k, =2.
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Chapitre [II. Modélisation de la machine asynchrone a cage

En remplagant la relation (II1.43) dans 1'équation du circuit, nous obtenons:
dc

R 1T 9C
v, =R,i,+k,DC. at (I1L.44)

La matrice résistance R, est la méme que celle définie dans (II.12).

Lorsque les anneaux de court circuit et les extrémités des barres sont maillés, les équations du
champ sont suffisantes pour décrire le probléme. Dans I'étude de la machine a encoches droites,
la formulation utilisée a”-a suppose un court circuit parfait au niveau de la cage. On notera
qu'il est possible de développer un couplage circuit similaire & celui proposé en 2D en utilisant

la formulation électrique a-o.

4.4. Prise en compte du mouvement

La rotation est simulée par la surface de glissement développée au chapitre II (§ prise en
compte du mouvement). Cette méthode nécessite un maillage régulier au niveau d'une
interface définie dans l'entrefer. Cette contrainte doit étre assurée au niveau des arétes afin
d'obtenir un maillage conforme & chaque déplacement. Ce dernier est constant et il doit étre lié
au pas de maillage AB. Dans la résolution du systéme matriciel, la surface de glissement se

manifeste par un changement de la connectivité des éléments de 1'entrefer a I'interface.

4.5. Systeme matriciel

La discrétisation temporelle des équations du champ électromagnétique (II1.39) et du
circuit électrique (I11.44) nous donne le systéme matriciel suivant:
{sa(e) +T, /At _Ca_i“DjI[ca} _ [ 0 ] J{ T, /At O}[ca] roee gD (L5

—DTCE_ip —-k'R, i, oat —k'v, " —DTCKT_ip 01, . Kk, ’

0 représente la position du rotor par rapport au stator. Avec la technique de mouvement
utilisée, cette position varie en fonction du pas de maillage A6. Elle est relié au pas de temps par
la vitesse de rotation, i.e. 8 =0, + nQ_ At; n est un entier et 6, la position initiale.
Les degrés de liberté du systéme sont les circulations du potentiel vecteur le long des arétes du
maillage et les courants dans les phases. La matrice du systéme est symétrique mais non définie
positive.
Vu la taille des systémes mis en jeu, l'utilisation du stockage morse est nécessaire pour
optimiser au maximum I'espace mémoire. Dans notre travail, nous avons utilisé le gradient

conjugué avec un pré-conditionnement du type Crout.
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Chapitre Ill. Modélisation de la machine asynchrone d cage

Calcul du couple

A partir des circulations c, obtenues a chaque pas de temps, nous pouvons évaluer le
couple de la machine. Ce calcul est fait en utilisant les expressions (I1.29) pour le tenseur de
Maxwell et (IL41) pour la méthode des travaux virtuels. Dans les deux cas, nous pouvons

réécrire 'expression du couple sous la forme suivante.
C, =k.f(c,,R,9) avec k. =(3-B)pk, (I11.46)

Dans le cas du tenseur de Maxwell, la surface d'intégration est un cylindre de rayon R. Pour la

méthode des travaux virtuels, nous avons utilisé une des deux couches maillées dans1'entrefer.

Calcul du courant de barre

Pour la formulation en potentiel vecteur modifié, la densité de courant dans la barre

s'écrit j =-cd,a”. Le courant de barre est alors donné par I'expression suivante:

i, =— jr cda’.ny ds (111.47)

I', représente la section droite de la barre et n, la normale a cette section. Si la surface I', est
invariante suivant la direction de la normale, il est possible de ramener l'intégrale surfacique a
une intégrale volumique divisée par la longueur de la barre. En utilisant la forme discréte de

potentiel a” et de la dérivée temporelle dans la relation (II1.47), nous obtenons:

M G Ne e e e €
Lo one = mgv w"(c,. at —C,. t) (I11.48)

La somme est effectuée sur les "Ne" éléments de la barre. w° et v° représentent, respectivement,
les fonctions d'approximation d'aréte et le volume de chaque élément. L, désigne la longueur de

la barre.
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Chapitre 111. Modélisation de la machine asynchrone d cage

5. Application

Nous allons maintenant appliquer les modeéles développés dans ce chapitre a une
machine asynchrone a cage. Aprés une présentation de la structure étudiée, nous aller
expliquer la procédure utilisée pour la réalisation du maillage 3D. Par la suite, les simulations
effectuées seront décrites. Les résultats numériques obtenus en 3D et 2D seront comparés entre
eux. Nous considérons ainsi deux cas, avec et sans inclinaison. Dans le cas des encoches droites,
les conditions de calcul 3D sont simplifiées. L'objectif de ce calcul est de valider la prise en
compte du mouvement en 3D. La deuxieme application concerne les modeles 3D et 2D avec
inclinaison. Afin de limiter les temps de calcul pour le cas tridimensionnel, la caractéristique du

fer est supposée linéaire.

5.1. Présentation de la machine étudiée

La machine que nous avons modélisée est un moteur asynchrone triphasé a cage. La
géométrie et les dimensions ont été déduites d'une machine réelle [100]. En effet, quelques
modifications ont été apportées au niveau de la longueur de la machine, la larguer de I'entrefer
et la forme des encoches. Nous avons utilisé ce moyen afin d'obtenir un maillage qui ne soit
trop lourd a gérer par les calculateurs dont nous disposons au laboratoire. La machine ainsi

obtenue est appelée "machine d'étude".

La figure (IIL.11) représente la section 2D de la machine d’étude et la table (II.1) donne ses

dimensions et ses caractéristiques.

,[ Dimensions Bobinage statorique Cage rotorique
rayon intérieur rotor: R;i=20 mm || nombre d’encoches: Nes=36 nombre d’encoches: Ne=32
rayon extérieur rotor: Rre=54.5 mm|| nombre de spires/phase: ns=66 angle d’inclinaison: o=n/16
rayon intérieur stator: R,=55.5 mm || section d’une phase: sp=188 mm? || conductivité: 6=3.5107 Q ‘Im
rayon extérieur stator:  R.=80mm || tension éfficace: Vpe=220 V|| section d'une barre $p=57.2 mm?
largeur entrefer: e=1 mm fréquence: f=50Hz résistance d'une barre = rv=48.4 pQ
| longueur suivant oz: L=100 mm || résistance d'une phase: r=1Q | résistance d'un anneau  r,=0.018 pQ J
! L
[ Fer Dériodicité Vitesse
linéaire: n=4060 nombre de poles: 2p=4 synchronisme  Ns=1500 tr/mn
| non-linéaire:  courbe b-h systéme anti-périodique f=-1, Tg=n/2}| nominale Nn=1450 tr/ min

Table II1.1. Dimensions et caractéristiques de la machine d’'étude
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Fig. III.11. Section 2D de la machine

5.2. Maillages

Maillage 2D

Dans ce cas, nous avons utilisé le maillage représenté par la figure (II1.12). I1 comporte
1099 éléments triangulaires et 647 noeuds. Le nombre de noeuds sur chaque bord de l'entrefer
est égal 73. La distance entre deux noeuds successifs est la méme, ce qui correspond & un pas de
maillage régulier A® =T, /72. On note que I'entrefer n’est pas maill¢, car il est pris en compte

soit par le macro-élément ou par la bande de mouvement.

o

Fig. I11.12. Maillage 2D du domaine étudié
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Maillages 3D

Pour la réalisation du maillage 3D de la machine, nous distinguons le cas avec des

encoches droites et celui avec des encoches inclinées. Pour le premier, nous avons procédé de la

maniére suivante (Fig. I11.13.):

@ - le maillage d'une encoche statorique et d'une encoche rotorique d'une maniere libre (sur

une épaisseur Az).

@ - le maillage manuel de l'entrefer en deux couches en réalisant le recollement des

maillages précédents au niveau d'une interface ou le maillage est régulier et conforme.

® - duplication du maillage obtenu (les deux encoches et I'entrefer), par rotation dans le

plan oxy, jusqu'a ce que la période spatiale T, du systéme soit atteinte.

@ - duplication du maillage, par translation suivant l'axe oz, jusqu'a ce que la longueur

modélisée Al soit atteinte.

En utilisant cette précédure, nous obtenons le maillage représenté par la figure (Ill.14a). Un

aggrandissement au niveau de la zone entrefer est donné par la figure (II1.15b). Le maillage

comporte 14592 éléments, cela correspond a 19107 inconnues. Nous avons alors utilisé 4

couches d'éléments dans I'entrefer sur une longueur axiale de 10 mm.

maillage maillage
de Y'encoche de I'encoche statorique
rotorique

Q) maillage
de 'entrefer

v

surface
a maillage régulier

~ : (4) -duplication
. "~ par translation
v @) duplication P
par rotation

Fig. I11.13. Procédure utilisée pour la réalisation du maillage 3D
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Fig. II1.14. Maillage 3D du domaine étudié (machine a encoches droites)

Pour la machine a encoches inclinées, la géométrie de l'encoche rotorique est telle que le
maillage ne peut étre généré par une translation suivant l'axe oz. Il est donc nécessaire de
mailler totalement l'encoche suivant cet axe. Par la suite, le maillage est complété en utilisant les
étapes @ et @ décrites dans le cas précédent (Fig.IIL.15. et Fig.ll.16.). Ce maillage comporte

163974 éléments avec un nombre d'inconnues égal a 190127.
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Fig. IT1.15. Maillage 3D du domaine étudié (machine a encoches inclinées)
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Fig. 16. Maillage du rotor a encoches inclinées

b. Maillage de la cage rotorique inclinée
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5.3. Description des simulations effectuées

Les calculs ont été menés en 2D et en 3D pour trois simulations du fonctionnement de la
machine: a rotor bloqué Q =0, & vide Q=1500 tr/mn et en régime nominal Q=1450 tr/mn.
Dans les trois cas, nous avons utilisé des conditions initiales nulles:

a,=0,Av=0,i, =0 2D
at=0 .
c,=0,i,=0 3D

a rotor bloqué

Cette simulaﬁon ne nécessite pas la prise en compte du mouvement (Vt 6=0), ainsi les
matrices relatives au mouvement dans le cas du macro-élément ou de la bande de mouvement
sont calculées pour le premier pas de temps. Le choix de ce dernier est fonction de la fréquence.
A rotor bloqué (g =1), les courants rotoriques évoluent & la méme fréquence que les courants
statoriques. Nous avons choisi un pas de temps At=1/(20 f)=1ms. Cet calcul a été effectué

pour 6 périodes, cela correspond a 120 pas de temps

d vide et d vitesse nominale

La vitesse est fixée dés le départ (1500 tr/mn a vide ou 1450 tr/ mn en régime nominal),
ce qui engendre un transitoire. Le pas de temps est choisi en fonction du pas de déplacement
du rotor AD, tel que At=AB/Q, avec Q la vitesse du rotation. Ce calcul a été effectué sur 6

périodes de la tension appliquée, ce qui donne 864 pas de'temps.

5.4. Reésultats

Les résultats numériques obtenus sont présentés pour deux cas. Dans le premier, nous
comparons les calculs 2D et 3D pour la machine a encoches droites. Le deuxiéme concerne la
machine a encoches inclinées modélisée par les formulation 3D et 2D avec la prise en compte

de l'inclinaison des encoches.

5.4.1 Machine a encoches droites

Calcul 2D

Le modele 2D présenté au début de ce chapitre a été appliqué a la machine d'étude. Les
inconnues du probléme sont le potentiel aux noeuds du maillage, les courants dans les phases
du stator et les différences de potentiel aux bornes des barres. Dans ce cas, cela correspond a
658 degrés de liberté. La solution est obtenue en résolvant, en pas a pas dans le temps, le

systéme matriciel (I11.21) par la méthode de Cholesky adaptée.
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Calcul a rotor bloqué

Pour un calcul en linéaire et avec la tension nominale a 50 Hz, 1a figure (I11.17) représente

I'état magnétique de la machine (les lignes équipotentielles et la distribution de l'induction).

Ces tracés correspondent au dernier point de calcul. On peut constater que la cage constitue un

écran a la pénétration du champ a l'intérieur du rotor.

lignes équipotentielles

tracé de I'induction

Fig. 111.17. Calcul & rotor bloqué

- -La figure (II.18) donne l'évolution des courants de phase et du couple. On note une différence

sur les amplitudes des courants de phase qui est due a la position stationnaire du rotor. La

différence de potentiel et le courant dans une barre sont donnés par la figure (II1.19). Sur ces

figures, nous comparons les cas linéaire et non-linéaire. Ce dernier est introduit par la méthode

des splines.

linéaire
-------- non-linéaire ]

Temps (s
000 002 004 006 008 010

linéaire

Couple (N.m)
________ non-linéaire

ihAAﬂAﬂAﬁ AA

N2

0 0.02 004 006 0.08

T
o ©

courants de phase

couple

Fig. II1.18. Calcul a rotor bloqué
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d.d.p d'une barre (V, linéaire Courant d'une barre (A, linéaire
1e-03 4 ™) non-linéaire- 5000 (A — non-linéaire
F e

VAT e A
=YYV =V VTV

-1e-03 -5000
Temps (s Temps (s)
.06 0.08 0.10 0.00 0.02 004 006 0.08 010

0.0

d.d.p aux bornes d'une barre courant d'une barre
Fig. I11.19. Calcul a rotor bloqué

Calcul a vide

Le calcul est effectué en linéaire et le mouvement est simulé par la bande de mouvement.
La figure (I11.20) montre les équipotentielles et la distribution de l'induction dans le plan 2D de
la machine. Ces tracés correspondent a un angle de rotation § =225°. On constate que les
lignes de champ pénétrent complétement le rotor et qu'aucune ligne ne traverse la cage du

rotor.

lignes équipotentielles tracé de 'induction
Fig. II1.20. Calcul a vide

La figure (111.21) donne I'évolution du courant de phase et le couple de la machine. On peut

alors observer l'effet d'encoche sur ces deux grandeurs.

200 Courant de phase (A) 200 Couple (N.m)
150 + 100
100 + 0 1 1
50 -100
0 i f‘w\t\ PR it W Tt VR DR sttt W B s W 200
LI S = S
-50 | -300
-100 -400
Temps (s) Temps (s
0.00 002 0.04 006 008 0.10 0 0.02 004 006 008 0.1
courant de phase couple

Fig. IL.21. Calcul & vide
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A partir des deux simulations précédentes (a vide et a rotor bloqué), nous pouvons calculer les
parametres du schéma équivalent de la machine d'étude pour 'onde fondamentale [101]. La

procédure de calcul est présentée dans l'annexe 7.

Calcul a vitesse nominale
Pour la simulation & vitesse nominale 1450 tr/mn, la figure (111.22) montre I'évolution du
courant de phase et du couple. Comme pour le cas a vide, on peut observer la aussi l'effet

d'encoche sur ces deux grandeurs.

200 Courant de phase (A) 200 Couple (N.m)
150 L 100
100 0 ..:f’w 1 1 1 I
50 H
0 1 ,—f{'\m"\. ‘1.,,,‘;-’ L ule\"’\ imeq\ 11"”\ L7 -100
S S NN
-200
50 |
-100 -300 |
Temps (s Temps (s
000 002 004 006 008 010 012 000 002 004 006 008 010 012
courant de phase couple

Fig. I11.22. Calcul a vitesse nominale

Dans ce cas, nous avons comparé les résultats obtenus par une prise en compte du mouvement
par le macro-élément et la bande de mouvement. La figure (II1.23) donne I'évolution du
courant de phase et du couple pour la derniére période de calcul. On peut noter que les deux

méthodes donnent des résultats similaires.

20 Courant (A) % Couple (N.m)
—— bande de mouvement 60 L o
20 - /Y YN o - macro-élément 50 AR D aa R AR RN N A s A
10 [ \/\/W\/\/\/V\/\/\/\/\A/\/\/\/\
/\/ 40 - v 7 7
0 N 30
10 L 20 L —— bande de mouvement
20 L ’ ol macro-élément
-30 T, ( 0 L T ()
emps (s emps (s
0.00 0.01 P ) 0.02 0.00 0.01 P 0.02
courant de phase couple

Fig. I11.23. Comparaison de deux techniques de prise en compte du mouvement en 2D
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Calcul 3D

Nous avons basé la validation du modele 3D sur la comparaison des résultats obtenus
avec ceux du calcul 2D. En effet, les conditions utilisées en 3D nous rameénent a un systéme
invariant par translation. L'intérét d'un tel calcul est de valider le modele 3D.

Les inconnues du probléme sont les circulations du potentiel vecteur sur les arétes et les
courants dans les phases statoriques. La résolution a été effectuée, en linéaire, par la méthode
du gradient conjugué. Pour un calcul a vide, la figure (II1.24) donne la distribution de

l'induction dans la machine. Ce tracé correspond a un angle de rotation de 22.5°.

0.5 <t

Fig. I11.24. Calcul 3D a vide: tracé de l'induction

Pour la simulation a rotor bloqué, la figure (II1.25) représente une comparaison des calculs 2D
et 3D (les courants de phase et le couple de la machine). On note une bonne concordance des

résultats obtenus. Un tel calcul permet de valider le couplage circuit et le calcul du couple en
3D.

200 Courant (A) 3D ___ 2D - 25 Couple(N.m) ___3D___2D -
150 + 20

100 + 15

50 10 +

R, Ll
-50 0 d
-MWWWW s VY VYV VY
-150 -10 +
-200 -15

Temps (s) Temps (s)
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
courant de phase couple

Fig. 111.25. Comparaison des calculs 2D-3D a rotor bloqué
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A vitesse nominale, nous avons comparé le courant d'une phase en régime transitoire et

permanent (Fig. II1.26.). Comme précédemment, les résultats obtenus en 2D et 3D sont

équivalents.
200 Courant (A) 3D ___ 3o Courant (A) 3D ___ 2D —
150 20 L
100 | 10
50 H 0 . oAt A /\/
0 1 m W' n'"ML‘t IA “rm\ 1]
R A A W 10
50 - 20 L
-100
Temps(s) -30
000 002 004 006 008 010 012 0.00 0.01 Temps (s)
courant de phase courant: régime permanent

Fig. I11.26. Comparaison des calculs 2D-3D a vitesse nominale

Dans les mémes conditions, la figure (Il11.27) représente l'évolution du couple en régime
transitoire et permanent. Pour ce dernier, on peut noter que la méthode des travaux virtuels,

par rapport au tenseur de Maxwell, donne des résultats plus proches du calcul 2D.

__ 3D ___2D — -0 Couple (N.m)
T TM TV

60

t o L 50
40
30
20 L T.M: Tenseur de Maxwell
10 L T.V: Travaux virtuels

0 ‘ . , Temps(s)
Temps (s)
000 002 004 006 008 010 .12 0.00 0.01 0.02
couple couple: régime permanent

Fig. II1.27. Comparaison des calculs 2D-3D a vitesse nominale

5.4.2. Machine a encoches inclinées

Apres la validation du modele 3D avec le mouvement pour la machine a encoches
droites, nous l'avons appliqué a la machine & encoches inclinées. Les barres du rotor sont
inclinées d'un pas d'encoche Les résultats obtenus en 3D sont comparés avec ceux de la

formulation 2D avec l'inclinaison.

Calcul 2D avec inclinaison des encoches

Pour effectuer ce calcul, nous avons utilisé un nombre de sections égal a 9; ie ny =9
dans le systeme d'équations (II1.34). Ce choix correspond au nombre d'éléments triangulaires
de l'entrefer liés a un pas d'encoche rotorique. En effet, pour chaque décalage de la section

initiale, le déplacement est égal au pas de maillage au niveau de l'entrefer.
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Calcul a rotor bloqué

Dans ce cas, nous avons effectué les calculs avec prise en compte de la saturation. La
figure (II1.28) montre I'évolution du courant de phase, du couple, de la différence de potentiel et
du courant dans une barre. Les résultats sont comparés avec et sans prise en compte de

V'inclinaison.

CQutMLm)__v ———encoches inclinées 400 Couple (N.m) encoches inclinées —

————— encoches droites

180 - - - ~encoches droites

AN AT
VUYL

Temps (s)
000 002 004 006 008 010

300

S

L«

courant de phase

1e-03 ddl? de barre (V) ____ir;‘ccocri;ssmcé’i?;ses_‘ 5000 Courant de barre (A) —encoches inclinées
7 -encogches drpites |
5e-04 2500 | /\ / /\ ‘4
3 '/ : /
0e+00 L ‘\ 1" 0 ‘\‘ . 9 s ‘\
| l’ ‘ ﬁ‘\x
Se-04 Vi -2500 / \ % / ‘\ J \
| j \ \
-le-03 -
€ Temps (s) 5000 Temps s)
000 002 004 006 008 010 0.00 0.02 004 006 008 010
d.d.p aux bornes d'une barre courant d'une barre
Fig. I11.28. Comparaison des calculs a rotor bloqué
Calcul a vide

Pour cette simulation, nous avons comparé les résultats en linéaire avec et sans prise en

compte de l'inclinaison. La figure (II1.29) représente 1'évolution du courant de phase et du

couple.
o509 Courant (A) s00 Couple (N.m)
ncoches droites
200 - 100 encoches inclinées
150 ___—encoches inclinées 0 ) /< . . | .
100 + encoches droites 100 g
50
-200
50 | mw g 300
¢
R -400
100 Temps (s Temps (s)
0.00 002 004 0.06 0.08 0.10 000 002 004 006 008 010 012
courant de phase couple

Fig. I11.29. Comparaison des calculs a vide
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La figure (1I1.30) donne, en régime permanent, une comparaison de la forme d'onde et le spectre
du courant, avec et sans la prise en compte de l'inclinaison. On note alors pour le cas des
encoches droites la présence de I'harmonique 17. L'amplitude de ce dernier est atténuée
lorsqu'on introduit l'inclinaison des encoches. Par ailleurs, il y a une diminution de I'amplitude
du fondamental en fonction du facteur d'inclinaison (voir annexe 7). Pour les calculs

numériques, cette réduction correspond a 0.988. En utilisant l'expression analytique (II1.24), on
obtient un facteur k,; = 0.993.

20 Courant (A) 20 -Amplitude (A)
encoches droites
ncoches inclinées i
10 | 15 &; B sans inclinaison
b Oavec inclinaison
0 ) , \ 10 g
5 @
-10 Q E
-20 Iy Oll‘{ll"l_ll"l_rlllllanlT‘rllll
Temps (s) 1 3 5 7 9 11 13.15 17 19 21 23 25
0.00 0.01 0.02 Rang de ' harmonique
courant de phase: régime permanent spectre

Fig. I11.30. Comparaison des calculs a vide

Calcul a vitesse nominale

La figure (II1.31) donne !évolution du courant de phase en régime transitoire et
permanent. Les calculs sont comparés pour les cas avec et sans la prise en compte de
l'inclinaison. Comme pour le calcul précédent (a vide), on notera l'élimination des effets
d'encoches sur l'onde du courant. Dans les mémes conditions, la figure (II1.32) représente

I'évolution du couple de la machine.

a5g Courant (A) 30 Courant (A) _
ncoches inclinées
200 - 7 20 + ncoches droites
150 + ncoches inclinées 10
1(5)?) - ncoches droites 0 Mot /?/
o LS A AL S s 10 |
R A N
50 L -20
- -30
100 “Temps (s) Temps (s)
000 002 004 006 008 010 012 0.00 0.01 0.02
courant de phase courant: régime permanent

Fig. III.31. Calcul a vitesse nominale: comparaison du courant de phase
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200 Couple (N.m) 60 Couple (N.m)
encoches droites \ TR . A
100 ncoches inclinées 50 WMW
VRN I\I\I\/\\/\}\/ ‘\’\\,,\‘J\
0 Y i ; . : w0 | VY VYV Y
-100 30 |
-200 20 encoches inclinées
300 10 L ~ — — encoches droites
-400 0 1 1 L
Temps (s Temps (s)
000 002 004 006 008 010 012 0.00 0.01 0.02
couple couple: régime permanent

Fig. II1.32. Calcul a vitesse nominale: comparaison du couple

A titre indicatif, nous avons comparé les temps de calcul en fonction du nombre de sections utilisées. La
figure (IIL.33) les performances des deux techniques de prise en compte du mouvement (bande de
mouvement et macro-élément). D’apreés cette figure, nous avons pratiquement un rapport de 4 entre les

deux méthodes. Les temps CPU donnés correspondent au premier pas de simulation.

140 Lemps CPU (s)

—u
120 + . -
100 /,/.
80 Macro-élément - -%
60 P -
.
40 | -
¥ T Bande de mouvement o
0L - e mossemept
0 ..‘——’._—_"A_—-YM‘-:- ( L I | d

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. I11.33. Calcul des temps de calcul: bande de mouvement et maco-élément

Calcul 3D avec inclinaison des encoches

Cette simulation a été effectuée en linéaire. Le nombre d'inconnues générées par le
maillage est tel que les temps de calcul sont élevés. Pour cette raison, les résultats présentés
dans ce paragraphe sont partiels. Ainsi, nous présentons le calcul & rotor bloqué sur deux
périodes du courant. Quant au calcul a vide, il sera donné pour les premiers pas de temps
réalisés. On notera que vu la capacité du calculateur, " Station Digital alpha 266 Ghz avec 192

MB de mémoire vive", nous n'avons pas pu exécuter les deux calculs en méme temps.

Calcul a rotor bloqué

La figure (IIL.34) donne le courant d'une phase. Dans ce cas, nous avons cdmparé les
résultats du calcul 3D incliné avec ceux des calculs 2D incliné et 3D non-incliné. Dans les
mémes conditions, la figure (II1.35) représente 1'évolution du couple. On peut noter sur les deux

courbes une bonne concordance entre les résultats obtenus.
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Courant (A)
— — 3D sans inclinaison
200 - - - - =2D avec inclinaison
150 L 3D avec inclinaison
100 L
50 |
0
50 |
-100 L
-150 |
-200
0.00 0.01 0.02 0.03 Temps(s)
Fig. I1.33. Comparaison a rotor bloqué: courant de phase
Couple (N.m
400 P ( ) ——
-~ — 3D sans inclinaison
- — - =2D avec inclinaison
300 + 3D avec inclinaison
200 L
100 | A\
e \ \‘
o VAN \
R B \ =
100 \ 4 \ \_
/ v
-200 d
0.00 0.01 0.02 0.03 Temps (s)
Fig. I11.34. Comparaison a rotor bloqué: couple
Calcul a vide

Pour ce calcul, nous avons pu réaliser 19 pas de temps. La figure (I11.35) donne le courant

de phase et la figure (II1.36) représente le couple. Pour cette derniére, nous avons comparés

uniquement les calculs avec inclinaison, car l'amplitude du couple dans le cas non-incliné est

trés grande par rapport aux autres résultats.

Ces résultats partiels ne permettent pas de valider complétement le calcul 3D et d’en tirer

des conclusions & caracteére général. En effet, nous n’avons pas accés au régime permanent en

3D.
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50 Courant (A)
45+
40 L — — — 3D sans inclinaison
5 L ----- 2D avec inclinaison
30 | - 3D avec inclinaison
25 -
20 L
15 | e
10 L =

5 L - - 42‘/1\{_ —

P

0 L i I iy | | i 1 ! L i : i 1 L ﬁ L I

5 pas de temps

1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19

Fig. 1I1.35. Comparaison a vide: courant de phase

Couple (N.m)

0 T i ! L i ; ! : | 1 \ ; |

5 L - - - - - 2D avec inclinaison

3D avec inclinaison

8 pas de temps R’ B

1 23 45 6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19

|
i
|
i
H
i
i

Fig. I11.36. Comparaison a vide: couple

Il faut dire que ce modele engendre des temps de calcul assez élevés. A titre indicatif les ternpsy
nécessaires pour une inversion sont de 23h. Néanmoins, l'acquisition de calculateur plus

performant permettra de réduire ces temps.

En conclusion, les résultats présentés en 2D pour la prise en compte du mouvement ont
permis de valider la méthode proposée. En ce qui concerne, sa comparaison avec le modele 3D
incliné, les résultats obtenus sont partiels et ne peuvent donc pas étre interprétés correctement.
En ce qui concerne le modele 3D, son développement s'inscrit dans le cadre des méthodes de
calcul présentées dans cette étude. Toutefois, des améliorations sont nécessaires principalement
au niveau de la réalisation du maillage, la technique de prise en compte du mouvement et la
méthode de résolution des systémes matriciels. Pour cette derniére, l'utilisation d'un terme
source compatible permet une convergence plus rapide pour les formulations en potentiel
vecteur non jaugé. Par ailleurs, les approches en potentiel scalaire constituent une alternative
intéressante pour la modélisation des machines. Ces formulations peuvent étre envisagées en
associant un calcul numérique du vecteur source dans le enroulements a géométrie complexe,
et un traitement robuste des problémes liés aux régions non simplement connexes. Cependant,
comme nous l'avons souligné dans les applications, ces méthodes exigent un maillage fin pour
avoir une précision suffisante sur des grandeurs telles que le couple et les forces. D'autres
développements sont également nécessaires notamment au niveau du couplage circuit par un

calcul numérique du vecteur source, et des non-linéarités magnétiques.
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6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté et développé des modeles numériques 2D et 3D de
la machine asynchrone a cage. Ils sont basés sur la résolution des équations du champ
électromagnétique par la méthode des éléments finis. Dans le cas bidimensionnel, I'utilisation
de la composante non nulle du potentiel vecteur ne pose pas de difficultés pour modéliser les
systémes électrotechniques. La situation en 3D n'en est pas encore a ce stade. En effet, des
développements sont nécessaires pour obtenir des formulations robuste, mais raisonnablement
cotiteuse en espace mémoire et en temps de calcul. Néanmoins, plusieurs modeles 3D ont été

présentés pour les machines électriques.

Aprés un exposé du modele 2D, nous avons élaboré une approche pour la prise compte
de l'inclinaison des encoches. Ce modele permet de simuler le fonctionnement de la machine
asynchrone a cage en incluant le couplage des circuits électriques et magnétiques ainsi que le

mouvement du rotor.

A Theure actuelle, les principales difficultés liées a la modélisation 3D des machines se
posent au niveau des temps de calculs et de la réalisation des maillages. Pour notre part, les
choix que nous avons fait sont en fonction des éléments de calcul développés au cours de ce
travail. Ainsi, le modeéle tridimensionnel a été développé dans le contexte de la formulation en
potentiel vecteur avec une discrétisation par les éléments d'aréte. Le mouvement est considéré

par la surface glissement.

Ces modeles ont été appliqué a la simulation d'un moteur asynchrone avec une
comparaison des résultats numériques. Les calculs ont été effectués a rotor bloqué, a vide et
vitesse nominale. Pour les encoches droites, nous avons validé 1'approche 3D avec la prise en
compte du mouvement et du couplage circuit. Par la suite, nous avons présenté les résultats du
modele 2D avec inclinaison. Dans ce cas, nous avons constaté l'atténuation des harmoniques de
denture pour les ondes du courant et du couple. De plus, la comparaison de ces résultats avec le

calcul 3D sont en bonne concordance.

La taille du probleme 3D avec inclinaison est telle que les temps de calcul engendrés sont
prohibitifs. De ce fait, nous n'avons pu présenter que des résultats partiels pour les simulations
effectuées. Par ailleurs, nous nous sommes limités au calcul en linéaire pour une machine dont

la géomeétrie a été légérement modifiée.
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Conclusion générale

Ce travail constitue une contribution dans le domaine de la modélisation du champ
électromagnétique dans des structures 2D et 3D. Les modeles présentés sont basés sur une
résolution numérique des équations de Maxwell par la méthode des éléments finis. Ce calcul
donne la distribution du champ et les grandeurs globales caractérisant le fonctionnement du
systeme étudié. Les solutions numériques offrent une précision suffisante pour envisager des

applications de conception ou d'optimisation des dispositifs électrotechniques.

L'étude menée a fait I'objet de trois parties.

Dans la premiére, nous avons présenté les formulations des problemes
électromagnétiques et leur résolution par la méthode des éléments finis. Pour cette derniére, les
potentiels scalaires et vecteurs sont, respectivement, associés aux éléments nodaux et d'aréte.
Dans ce contexte, nous avons développé une approche hybride basée sur un couplage entre les
potentiels vecteur et scalaire magnétique. Cette formulation peut apporter des solutions pour
surmonter les difficultés liées aux domaines non simplement connexes ou pour réduire les
degrés de liberté du probleme. Pour l'exemple d'application étudié, nous avons constaté une
déformation de la distribution du champ pour interface fer/air. Au dela, de ce probleme, les

résultats obtenus au niveau global, et pour une séparation conducteur/air sont corrects.

Les courants dans les systemes électrotechniques sont souvent imposés par des sources
de tensions via un réseau électrique. La modélisation de tels dispositifs dans le cadre de la
méthode des éléments finis nécessite donc une prise en compte de l'interaction entre les circuits
magnétique et électrique. Nous avons présenté ce couplage pour une formulation en potentiel
scalaire et vecteur des équations du champ magnétique. Par la suite, nous 1'avons étendu a
l'approche hybride. Nous avons validé notre étude par une comparaison entre les différentes

formulations. Nous avons alors remarqué une bonne concordance des résultats.
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Les forces magnétiques et le couple constituent des grandeurs importantes dans I'analyse
et la prédiction des performances des systémes ayant une partie déformable ou en mouvement.
Pour les déterminer, nous avons présenté deux méthodes: le tenseur de Maxwell et les travaux
virtuels. Ces deux techniques ont été exposées du point de vue du principe et de la procédure
d'implantation dans le code de calcul. La méthode des travaux virtuels offre alors un
algorithme unifié pour les formulations en potentiels scalaire et vecteur. Avec une utilisation
des éléments d'aréte, les conditions d'application de cette méthode sont facilement vérifiées. En
effet, le calcul de la dérivée de 1'énergie magnétique a flux constant se fait en imposant une
circulation constante. Le tenseur de Maxwell est basé sur l'interpolation du champ magnétique
sur les éléments concernés par le calcul des forces ou du couple. Toutefois, lorsque la couche
qui intervient dans I'évaluation de ces grandeurs est mince, les deux méthodes conduisent a
des valeurs équivalentes. Nous avons pu constater cela sur le calcul du couple de la machine,
car l'entrefer a une faible épaisseur. Par contre, la comparaison des résultats obtenus par les
formulations en potentiels scalaire et vecteur, ont montré une sensibilité plus nette du potentiel

scalaire a la finesse du maillage.

Concernant la prise en compte du mouvement, nous avons présenté une synthese des
méthodes existantes en 2D et en 3D. Pour notre part, nous avons développé la surface de
glissement qui est une extension de la ligne de glissement utilisée en 2D. Cette technique est
simple a mettre en oeuvre et permet de garder la taille et les propriétés de la matrice du
systéme inchangées. Cependant, son application impose des contraintes pour la réalisation du
maillage. En effet, la surface de glissement définie dans Il'entrefer doit &étre maillée
régulierement et la conformité du maillage doit étre assurée a chaque déplacement. De plus, le

mouvement est limité par le pas de maillage.

La machine asynchrone a cage est un dispositif électrotechnique qui offre un véritable
test des différentes méthodes développées précédemment. En effet, elle fait intervenir une
formulation magnétodynamique avec un couplage des équations du circuit électrique, la prise

en compte du mouvement et le calcul du couple.

Dans ce contexte, nous avons commencé par la mise en équation de la machine avec une
formulation en deux dimensions. A partir de ces équations, nous avons établi un modele 2D
permettant la prise en compte de l'inclinaison des encoches. Cette approche consiste a résoudre
une succession finie de problémes 2D obtenus par un découpage de la machine dans la
direction axiale. La résolution de ces problémes est faite simultanément avec un couplage des
équations du circuit électrique au stator et au rotor. Un tel modele permet d'inclure la

saturation du circuit magnétique dans le sens longitudinal.
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Le modele 3D de la machine a été développé en utilisant la formulation en potentiel
vecteur modifié @* avec une discrétisation par les éléments d'aréte. Le probleme a été résolu
par la méthode du gradient conjugué sans utiliser de jauge. En effet, par rapport a l'utilisation
de la jauge l'algorithme converge plus rapidement. Cette formulation est pénalisante du point
de vue nombre d'inconnue et donc cofiteuse en temps de calcul et en espace mémoire.
Néanmoins, les problemes liés aux régions non simplement connexes ne se posent pas. Ces
difficultés exigent un traitement spécifique pour une formulation en potentiel scalaire #-Q. De
plus, le calcul analytique du vecteur source t; est rendue impossible par la géométrie de la
région inductrice. Ces mémes problémes interviennent avec une application de la formulation

hybride a-Q.

Au niveau de l'application des modéles présentés, nous avons exposé, en premier lieu,
les résultats de la machine a encoches droites en comparant les calculs 2D et 3D. Ce dernier a
été effectué dans des conditions similaires au 2D. Cela nous a permis de valider la méthode de
prise en compte du mouvement développée en 3D. Ceci étant fait, nous nous sommes
intéressés au cas de la machine a encoches inclinées. En confrontant les résultats avec et sans
inclinaison en 2D, nous avons constaté 1'élimination des harmoniques d'encoches. Ce qui
correspond au but de l'inclinaison. Concernant les résultats 3D de la machine a encoches

inclinées, ils se recoupent avec ceux du modele 2D.
Pour des raisons de temps de calcul, seul le calcul linéaire a été réalisé en 3D.

En perspectives, nous pouvons dire que dans un proche avenir le développement des
calculateurs va permettre de modéliser le probleme en saturé. Dans ce cas, une comparaison
réaliste est alors possible entre le modele 2D proposé pour l'inclinaison et le calcul 3D. Par
ailleurs, des développements en cours, concernant les formulations compatibles, sont
susceptibles de conduire a des approches plus économiques en temps de calcul et la possibilité

de modéliser des enroulements a géométrie complexe.
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Amnnexe 1. Elément réel — Elément de référence

Annexe 1
Elément réel —> Elément de référence

L'élément tétraédrique linéaire est défini par 4 noeuds, 6 arétes et 4 facettes (Fig. A1.1.). Les
fonctions d'approximation sont considérées sur les noeuds (n; , i=1,4) de I'élément pour les inconnues

scalaires et sur les arétes (a, , i=1,6) pour les inconnues vectorielles.

z

yez) W Transformation

" géométrique

(0,2

(%3,Y 425)

(x4/y4 ’24)
4

Fig. A1.1 Elément tétraédrique linéaire et son élément de référence

Pour exprimer plus facilement les fonctions d'approximation, I'élément géométrique (réel) est ramené a
un élément de référence. Cela est réalisé par une fonction de transformation bijective du systéme de
coordonnées réel oxyz en un systeme de référence ofne. L'utilisation de cette transformation permet de

paramétriser 1'élément réel dans le systéme de référence.

Fonctions d'approximation nodales

Avec une paramétrisation de 1'élément réel dans le systeme de coordonnées de référence les
fonctions d'approximation (ii , 1=1,4) sont données par la table (A1.1).

Noeudi | Fonctions d'approximation Xi
1 1-&-n-¢
2 g
3 |
4 €

Table A1.1. Fonctions d'approximation nodales pour un élément de référence

Fonctions d'approximation d'aréte
Pour I'élément de référence, les fonctions d'approximation d'aréte (w, , k=1,6) sont présentées par

la table (A1.2). Une aréte k est repérée par deux noeuds i etj.

Aréte Noeuds Fonctions d'approximation @,
k i | e n :
1 1-2 1n-¢ £ g
2 1-3 n 1-&-¢ n
3 1-4 £ € 1-£n
4 2-3 -1 € 0
5 2-4 -€ 0 €
6 34 0 -€ n

Table Al.2. Fonctions d'approximation d'aréte pour un élément de référence

«
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Transformation des dérivées
Les dérivées directionnelles d'une fonction scalaire u définies dans les systémes de coordonnées

réelles et de référence sont reliées par I'expression matricielle suivante:
-1
gradgneu = Igradxyzu gradxyzu =] gradgngu (All)

La matrice ] est dite matrice jacobienne de I'élément et elle est définie comme suit:

110 0 Xy N %
~ X Z
avec ] = gradifr,y,z]=|-1 0 1 o] Iyz > (A1.2)
100 11™ Y3 3
Xy Ya 24

On peut montrer aussi que le rotationnel d'une fonction vectorielle # dans le repere oxyz est relié a celui
défini dans le repéere ofne par:
=L JTrot A13
rot . u= det]J rot, u (A1.3)

Transformation des intégrales
L'intégrale volumique d'une fonction f(x,y,z) sur I'élément réel E est ramenée & une intégrale sur

I'élément de référence R par la relation suivante:
[ fx.y,2)dxdydz = _[éf(é;,n,s)ldet Jldednde (Al4)

avec det | le déterminant de la matrice J.
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Annexe 2
Calcul de la matrice de couplage pour la formulation hybride a-Q

Le couplage des potentiels scalaire et vecteur a été effectué en introduisant la matrice de couplage
C,-q donnée par I'expression (1.80). Les termes de cette matrice sont obtenus par un assemblage sur les
éléments volumiques qui ont un contact surfacique avec l'interface I';. En utilisant des tétraédres, les
éléments surfaciques qui forment l'interface sont des triangles. A chacun de ces triangles est associée une

matrice élémentaire C;_ . La matrice de couplage s'écrit alors:
Ni Ni
Ca—Q = ZCE—Q = Z I—e (wxyz X grad }‘xyz )‘n ds (A21)
e=] e=1

"Ni" représente le nombre de triangles et I, la surface de chaque triangle.

Calcul de la matrice de couplage élémentaire

Ce calcul est réalisé plus facilement dans le systéme de référence. En effet, quelque soit la position
du triangle dans le systéme de coordonnées oxyz, l'intégrale surfacique est ramenée au plan o&n dans le
systeme de référence ofne (Fig. A2.1.). En utilisant les transformations des dérivées et d'intégrale données

dans I'annexe 1, la matrice élémentaire s'écrit sous la forme:
o= | 0T, xJ " grady,, A)nJrdEdn  avec £=0 (A2.2)

C;_ est de dimensions (3,3), car elle fait intervenir les trois arétes et les trois noeuds du triangle. Le terme
Jr permet la transformation 3D/2D de l'intégrale et il est en fonction de la surface de 1'élément dans le

repeére oxyz.

grad A,
&

systenie réel systeme de référence

Fig. A2.1. Définition de la surface d'intégration dans le systéme de référence

En considérant le triangle défini par les noeuds (n,, n,, ny), on peut montrer que la normale #° a sa
surface est dirigée suivant le gradient de la fonction d'approximation au noeud n; soit grad, A, . Cette
normale est reliée au terme J par l'expression nJ. =(J = grad, A4)ldet ]|. En remplagant cette derniere

dans (A2.2) et en effectuant les calculs, nous obtenons la relation suivante:

- d
Coa=[] éMe(a,m%d&dn (A23)
1-&-n -(1-£€-n) -(§-n)
avec M®(,n) = £ 1-¢ £ (A24)
-(1-m) - n
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Apres intégration de cette relation, nous obtenons

-1 -2
ign(det
CZ_Q=M 1 2 1 (A2.5)
-2 -1 1

L'expression obtenue est indépendante des coordonnées de I'élément et de sa surface, seul le signe du
déterminent de la matrice jacobienne de I'élément volumique (auquel appartient le triangle) intervient. Le
calcul effectué précédemment n'est valable que pour I'élément (n,;, n,, n;). Pour les autre facettes du
tétraédre (n;, n,, ny), (n;, ny, ny) et (ny ny n,), il faut tenir compte des permutations nécessaires pour
retrouver le triangle (n;, n,, n;). Chaque permutation signifie un changement de signe au niveau du det J.
Pour ce faire, nous avons établi une liaison entre le nombre de ces permutations et 1'indice du noeud du
tétraedre qui n'appartient pas a la surface (noté ns). Par exemple, pour la face (n;, n,, n,), nous avons
ns = 4. En introduisant cet indice, la matrice élémentaire pour chaque élément triangulaire est reliée a la
matrice C;_g, tel que: C;_q(ns) = (-1)"C;_5(4). La table (1.4) donne les valeurs de "ns" pour les 4 faces

du tétraedre et les pointeurs d'assemblage (noeuds et arétes) de la matrice élémentaire de couplage.

Face 1 2 3 4
Arétes 124 1,3,5 2,3,6 4,5,6
Noeuds 1,23 1,24 134 2,34

ns 4 3 2 1

Table 1.4. Valeurs des pointeurs d’assemblage et de ns

Lorsque I'élément contient deux ou trois faces en contact avec l'interface la matrice élémentaire est

obtenue par assemblage des matrices de chaque triangle séparément.
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Annexe 3
Compléments couplage circuit

1. Présentation des systémes matriciels dans le cas des formulations

magnétodynamiques en 3D avec couplage circuit

Dans ce cas le domaine étudié comporte une région inductrice couplée a un circuit extérieur et une
région avec des courants induits. Les systemes d'équations a résoudre peuvent étre déduites directement
des formes matricielles développées dans le chapitre I (§ formulations magnétodynamiques) et le chapitre
II (§ couplage avec les équations du circuit extérieur). Dans cet annexe nous allons expliciter les systémes

matriciels pour les formulations électriques (a-¢, a* ), magnétique (£-Q) et hybrides (a-¢-Q, a*-Q).

Formulation électrique a-o
La région inductrice est modélisée par la formulation en potentiel vecteur a et la région conductrice

est prise en compte par la formulation a-¢.

S, +T /At Cpy =Colilic, 0 T,/at 0 0Ojc,
T
c,,_Tq, AS, 0 |o = 0 +Cay 0 0j0 (A3.1)
1 : i T .
-C.l 0 —kr i oKV [mCas 0 01,

Formulation électrique a’
La formulation a est utilisée pour la région inductrice et le potentiel vecteur modifié a* dans la

région conductrice.
[s,, YT, /At ~Cgyy }[cj| _ { 0 } +[Ta /At Ojl{ca‘] 32
- C;f‘i —k'r | i t+At L k'v t+at L Cz‘i 0f i t

Formulation magnétique t-Q
Le potentiel scalaire magnétique Q est utilisé dans tout le domaine étudié; le potentiel vecteur
électrique t est introduit dans la région conductrice et la région inductrice est prise en compte par le

vecteur source ;.

AS, +T, C,q 0 Te, 0 T, Coq O0]c
Ciq Sqg -CosilQ| =|0 +| 0 0 ofQ (A3.3)
0 ~Chy Kr+x]if . (Kv],, |0 -Chs .

Formulation hybride a-¢-Q

Dans ce cas, nous considérons la région inductrice modélisée par la formulation en potentiel
scalaire £;-Q et le domaine conducteur par la formulation 4-¢. Les inconnues du systémes sont alors les
circulations de a et le potentiel scalaire ¢ aux noeuds du domaine conducteur, le potentiel scalaire ) aux

noeuds du domaine non-conducteur et le courant i dans le bobinage.

S, +T /At Cpy Cog 0 C, 0 T,/at 0 O 0 |c,
cl A5 0 0 0 cr, o0 0o o
4o 0 el o] Fae ?1 (A3
Cio 0 -Sq Cqo; [Q 0 0 0 0 0}Q
0 0 C&i -r-xj i . [-KV] . 0 0 C&; —-x]il,
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Formulation hybride a’-Q

Le domaine conducteur est pris en compte par la formulation en potentiel vecteur modifié a” et les
régions non-conductrices sont modélisées par la formulation en potentiel scalaire #;-Q. Les inconnues du
probléme sont alors les circulations du potentiel vecteur modifi¢ a° dans le domaine conducteur, le

potentiel scalaire Q aux noeuds du domaine non-conducteur et le courant i dans le bobinage.

S, +T, /At C, o 0 Je, 0 T,/at 0 0 Tc,.
Ccr, S Coy | @ =l 0 + 0 0 o] (A3.5)
0 Chy -Kr-x| i eae LKV 0 C;r_i -x| 1],

Les termes des matrices utilisées dans cette partie de I'annexe ont été explicité au cours des chapitres I et
II et le coefficient k' est le méme pour les différents systémes. Il est donné en fonction du coefficient de
flux kg et du pas de temps At, tel que: k'= At/k,, . D'autre part, tout les systémes ont une matrice

symétrique; mais elle n'est définie positive que pour la formulation magnétique #-Q (systeme A3.3).

2. Analyse d’un circuit électrique complexe

Dans le chapitre II (§ couplage entre les équations magnétiques et 1'équation du circuit électrique)
nous avons utilisé un circuit de configuration simple (une seule maille). Dans cet annexe, nous allons
considérer un circuit de configuration complexe dont les éléments peuvent étre reliés d'une maniére
quelconque. Dans ce cas, le couplage entre les équations du circuit électrique et ceux du champ
électromagnétique peut étre réalisée par une analyse du circuit par les deux lois de Kirchhoff (la loi des

noeuds et la loi des mailles).

Considérant un circuit électrique (extérieur au domaine éléments finis) constitué de "Nb" branches reliant
"Nn" noeuds. Il possible d'établir la mise en équation d'un tel circuit, en choisissant un arbre qui passe par
tout les noeuds et dont les branches ne se referment pas. Lorsqu'une des branches qui n'appartiennent pas
a l'arbre est fermée, nous obtenons une maille (boucle). En considérant les courants de maille i, comme

inconnues (Nm=Nb-Nn+1), les courants dans les branches i,, sont liés aux courants i, par:

i1, =Chim 1o avec C,,_, (Nb,Nm) (A3.6)

La matrice C,,_,, est appelée matrice de correspondance et ses termes valent "1" si i, et i, sont dans le
méme sens, "-1" s'ils sont de sens contraire et "0" lorsqu'il n'y a pas de liaison entre les deux courants.
D'autre part, nous pouvons écrire la loi de Kirchhoff pour les tensions dans chaque maille k (constituée
d'une résistance r,, une inductance I, et d'une fem v,. En plus de ces éléments, il faut envisager la
possibilité d'avoir une liaison entre le circuit et le domaine éléments finis; cette liaison est caractérisée par
le flux @, ,. Cela nous donne "Nm" équations indépendantes:
di,,; N do,,
dt dt

Zrkimk +1k = Vouk =0 (A37)
k

Avec une résolution par les éléments finis des équations du champ électromagnétique, le flux d'un
enroulement ®,, peut étre exprimé en fonction du potentiel utilisé. Dans le cas de la formulation 3D en

potentiel vecteur a, nous avons la relation matricielle:
@y, =ko CaiCa (A3.8)

Les termes de la matrice CI_; sont donnés par la relation (IL.6), c, représente les circulations de a sur les

arétes du maillage et kg le coefficient du flux.
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La matrice de correspondance peut étre utilisée pour relier les flux ®,, et @, tel que @, =C;_, ®,,.En
assemblant les équations (A3.7) et en remplacant le flux magnétique par son expression (A3.8), nous

obtenons la forme matricielle suivante:

. im T T dCa
lem +Lm E""k(b Cbr—mca—i T = Vm (A39)

Les matrices R, et L, correspondent, respectivement, a I'assemblage des résistances r, et des inductances

r,. v,, est le vecteur contenant les sources de tensions r,,.

Afin de réaliser le couplage entre les équations du circuit et ceux du champ électromagnétique, la densité
de courant est donnée en fonction du courant de branches i,, (voir la relation (I.2)) ou en fonction du
courant de maille en utilisant la relation(A3.6). Les équations obtenues par la discrétisation par les

éléments finis s'écrivent alors:

S,¢3 =ChrmCasily =0 (A3.10)

Les termes de la matrice S, sont données par l'expression. Les deux équations précédentes (A3.9) et
(A3.10) constituent le couplage entre le circuit électrique et le calcul du champ par les éléments finis dans
le cas des conducteurs filaires. Apres la discrétisation de la dérivée temporelle dans (A3.9), nous obtenons

le systeme matriciel:

0 0 0

a 1 -1 Ca
:! Ti- k_ Atv,, - Cl—{r—mcg-i k— Lm l:im :l (A3.11)
t+At [ trAL [ t

S, ~CornCat e
-Ccg  cr. E(AtRm +L,) Lm
L'introduction de la matrice correspondance permet donc d'analyser un circuit électrique complexe et le
couplage avec les équations magnétiques s'obtient avec une procédure similaire que pour un circuit
simple constitué d'une seule maille. II suffit de définir les termes des matrices C,,_,,, R, L,, et le vecteur
v,. On note que les propriétés de la matrice du systéme restent inchangés (pour la formulation en

potentiel vecteur a: symétrique mais non définie positive).
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Annexe 4

Compléments pour le calcul des forces et du couple

1. Tenseur de Maxwell

La discrétisation de la formule de Maxwell (I1.25) pour le calcul des forces est obtenue en
remplagant J'intégrale de surface par une somme finie sur les "Ne" éléments surfaciques. Le champ
magnétique k est donné par son approximation sur les éléments concernés kT = (h¢ hy ) etla normale

eT

sortante pour chaque élément s'exprime par n°" =(n; ny n;). En notant I' la surface de I'élément, nous

obtenons la relation suivante:

2
he

Ne
e € € e 1 €
F=po > I' ((h°.n%)h Ak ) (A4.1)
e=]

A partir de cette expression, nous pouvons déduire les composantes de la force F' =(F, F, F):

F he ne
x Ne x 1 x
E,|= uo;r'e (hsns+hgng+ hing) b —5(h§2+ he2+ 2 ng ) (A4.2)
F, e h n,
Cette relation peut étre réécrite sous la forme:
E, ve |3 =R RE ) ng+ hhen+ hShing
F, |=po 0 T 20y = h5 = hE®)ng + hihen+ hs hisns (A4.3)
F, B R CAEEt ME M UMY M M e

En explicitant cette expression pour chaque composante de la force, il est possible de se ramener 4 une

écriture matricielle. A titre d'exemple, nous donnons les calculs pour exprimer la composante F,:

5

Ne n; 0 0 0 0 0
FEe=po) Mk 0 —nt 0 [po+h|n; 0 (A4.4)
e=1 0 0 -nt ne 0 0
Finalement, nous obtenons la relation qui correspond & (I11.27):
Ne 1 n: 0 0 Ne
Fo=po TR 3ing -nd 0 |h®=py )2 T M, 1° (A4.5)
e=1 e e e=1
n, 0 -—n;

2. Méthode des travaux virtuels

dérivée de l'énergie magnétique (formulation en potentiel vecteur)
La valeur de la force ou du couple s'obtiennent en dérivant, suivant la direction du déplacement s,
I'énergie magnétique a flux constant. La discrétisation est obtenue par une somme sur les éléments

déformés avec 'utilisation des circulations du potentiel vecteur c;:

1 Ne T
F, = —~2—§c§ 8,SS ¢t (A4.6)
Dans le repére de référence, la matrice S; s'écrit (voir annexe 1):
S: = L L(—l—rotsz YR mtzz;L)|det 1| do (A4.7)
“pno det] det]

Avec w les fonctions d'approximation d'aréte dans le repere de référence.
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En dérivant cette matrice par rapport a s, nous obtenons:

. Si (det]) . ) 1
8,55 === —= [ (rot @™ 5,]).0" rot )= d 5+ ot @ D). rot i) 7
1 (A4.8)
+(rot@w" 8,).(7 rot zb)as(deT])da
Cette expression peut s'écrire aussi:
e _ 51gn(det]) ~T I ! 1
0,8y === —= [, (rot & TJ)( dt]l 0.3 +0,JT) T (" rot )
— 5, det] (A4.9)
+(rotw" 8,)).(7 rot @)W[lﬁ

La dérivée du déterminant de ] s'obtient facilement en posant: ) J'/det ], avec ]J' la matrice transposée
des cofacteurs de ]J. Nous pouvons donc écrire (det])I=]'], avec I la matrice identité. En employant ces

relations dans (A4.9), nous obtenons:

8,5 = Sin(det]) N ! s (rot w 1) (J'0,J+0,J T -8,]T-T0,J)(J" rot )dd (A4.10)
o (detT)?

Apres quelques simplifications, nous obtenons I'expression finale (voir la relation (I1.42)) de la dérivée de
la matrice S définie par les fonctions d'approximation d'aréte w dans le repeére réel et de la dérivée de la

matrice jacobienne:

3,88 = @ L (rot w)(3.JTTT 5,1 1) (rot w)dd (A4.11)
0

dérivée de la co-énergie magnétique (formulation en potentiel scalaire)
Dans ce cas, la force ou le couple sont obtenus par une dérivation de la co-énergie magnétique a
courant constant. En utilisant les valeurs du potentiel scalaire au niveau des éléments déformés, nous

obtenons la forme discréte pour la valeur de la force suivant le sens du déplacement s:

l Ne
F, = EZQET 3,55 Q° (A4.12)
e=1

La matrice S, s'exprime en utilisant les fonctions d'approximation nodales A dansle repére de référence

comme suit (voir annexe 1):
S5 = [ no(grad A7 7). grad Mdet 1| (A4.13)

En introduisant la matrice des cofacteurs transposée J', la dérivation par rapport a s de I'expression

précédente donne:

- ~ 1
8,55, = sign(det ), [, (grad AT asJ'T -0 grad i) s

(A4.14)
+(grad AT 1).(8,) grad 7») +(grad AT 7T )-(J' grad x)a (d t])dv
Nous pouvons réécrire cétte relation sous la forme:
~ 1 1 ~
8,85, =sign(det Do [, (grad A7 77 oy~ 017 4017 )0 grad by
8, (det]) (A4.15)
ST T 1 S
+(grad )" 7 ).( gradk) @et))? do

136




Annexe 4. Compléments pour le calcul des forces et du couple

En remplagant la dérivée du déterminant par son expression matricielle, nous obtenons:
8,85, = sign(det Do [, (grad AT 1)1 0,1 +0,17 - 8,1 T-T0,)0 " grad \)do  (Ad.16)

Finalement, l'utilisation des fonctions d'approximation nodales A définies dans le repére réel, nous

ramene a I'expression suivante (voir la relation (I1.45)):
8,5%, =sign(det Do [ (grad AT )( 78,17 -1 5,])( grad )b (A4.17)

Pour les deux cas présentés, le calcul de la force ou du couple dépend de I'évaluation de la méme
expression matricielle entre crochets dans (A4.11) et (A4.17) i.e. J78, J'T-J'3, J). Au cours du chapitre II
(§ calcul des forces magnétiques et du couple), nous avons explicité la dérivation de la matrice jacobienne

9,] . Dans le paragraphe suivant, nous allons donner la procédure de calcul de la dérivée de la matrice J'.

Calcul de la dérivée de la matrice |'
La matrice jacobienne ] est donnée en fonction des coordonnées de 1'élément, dans le repeére

cartésien ((x;,y;,z;),i=14), par la relation suivante:

Xy Y1 4 )
Xo=Xy YomVY1 227 %4

2x2 Yo %
J = gradh =|lX,—Xx; Yi-Y, Z3— 2% (A4.18)
X3 Ys Z3 Y=t Yoy Ze—2
x4 y4 24 4 1 4 1 4 1

En définissant les vecteurs variations Ax, Ay et Az comme suit:

Xy =Xy Y2= Yy 222
Ax={x,—x |, Ay =|ys-y, |, Az=)z;—2z, (A4.19)
Xa— X Ya—Yi 24724

nous pouvons écrire la matrice J et sa dérivée 9,] sous une forme compacte:

J=Ax Ay A aJ=p,ax  o,Ay  B,A7 (A4.19)

En utilisant ces notations, la matrice J'=(det])] ™ et sa dérivée 8,]' s'écrivent:
IAyxAz  AzxAx  AxxAy| . (A4.20)
as]‘=]65AyxAz+AyxasAz 0, AzxAx+Azx0 Ax 65Ax><Ay+Ax><65Ay| (A4.21)

A partir de la relation (A4.21), nous déduire les dérivées suivant les directions s=(x,y,z) :

|O Azx0,Ax BXAxxAy|s=x
0,J={lo, Ayxaz 0 Axxd,Ay|s=y (A4.22)
lAyxazAz 0,AzxAx 0‘s=z

Pour le calcul du couple, on pose s=8; ce qui donne:

BoJ={0gAyxAz  AzxByAx  DgAxxAy+AxxdyAy| (A4.23)

Les valeurs des dérivées 0.Ax, 0,Ay, 0,Az, OyAx et OgAy, définies dans (A4.22) et (A4.23), sont
obtenues en utilisant la table (IL.5).
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Annexe 5

Calcul analytique de la force:
exemple des deux conducteurs paralléles

Calcul de l'induction magnétique pour un conducteur de section rectangulaire
Soit un conducteur de section rectangulaire (longueur 2b, largeur 2a) parcouru par un courant

constant suivant oz, tel que le montre la figure (A5.1). L'induction magnétique peut étre obtenue
analytiquement dans tout I'espace [1].

yh o
| 1
2 b 1
& | \
\\ i‘
. I
h® j\
| .
-a 0 a ;\(
T3 [ r.,.\
| \
€ ! \ o
la \ \\4
3 -b| 4

l
Fig. A5.1. Conducteur de section rectangulaire

Pour le calcul de la force, nous allons nous intéresser uniquement a l'induction sur la frontiére du

conducteur. Dans ce cas, les composantes b, et b, sont données par 'expression:

_ Mo Jo; l:gx(x’ y)j}

i

8.(3,Y) = (y=b)log - + (y+ b)log > + (x— a)(a; - o) + (x+a) (0t — t5)
tel que ? o (A5.2)
gy(xy) = (x- a)l(’gr—1 +(x+ a)logr—3 —(y—b)(o; —a,) - (y+ b)(a; - o)

r, = J@-x) +(b-y)*,
1, = J(a+x)2 +(b-y)?,
1, =\/(a+x)2 +(b+y)2,
1, =+@-1)? +(b+y)?,

o, = n+arctan((b- y)/(a-x))
o, =—arctan((b-y)/(a+x)
o, = +arctan{(b+y)/(a+x)
o, =7 —arctan((b+y)/(a—x)

avec

Calcul de force pour un systéme a deux conducteurs paralléles
Pour deux conducteurs paralléles conduisant le courant dans le méme sens, l'induction magnétique

peut étre obtenue par une superposition des deux inductions créées par chaque conducteur.

y

b

jOz

B!

2

@]Oz

O|® e

a+d|

Fig. A5.2. Systéme a deux conducteurs avec des courants dans le méme sens
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La symétrie du systéme suivant I'axe y =0, nous permet de limiter les calculs a la moitié i.e. 0<y<b.
On note que la composante de la force suivant oy est nulle ( F, =0 ). Pour calculer la force qui agit sur le

conducteur "2" suivant l'axe ox, nous devons expliciter les inductions sur les faces A et B.

b, b, b, Lo jo. [8-(x=2,1)+ g (x=3a+d,y)
b, | “lo, | Tlb, | T2 (x=a,y)+g,(x=3a+d,y) (A5.3)
RN v 4 vy n | 8yx=ay)j+g,x= ‘Y]
b, bl || poJo. |8x(X¥=ay)+ g (x=a+d,y)

=lb, | Tlv, | = 2 (x=-a,y)+g,(x=a+d,y) (A54)
M2 vy, Uyl T [&yX =Tyt = Y]

En appliquant le tenseur de Maxwell, la valeur de la force globale, qui agit sur un conducteur, s'écrit

F, = FXIA +Fx|B avec:

Ely = [ fea(y)dy= Lﬁ(bmz ~b,a%)dy (A5.5)

-1
Elg = [ fes)dy= Lm((bmz ~b,p?)dy (A5.6)

Application numérique
Pour I'exemple traité dans le chapitre II, nous avons les données suivantes:

a=25mm, b=5mm, d=15mm

i
i=150 A—>j,, =——=3A/mm?
]Oz 4ab /

Les calculs des expressions (A5.5) et (A5.6) ont été fait sous Excel (tableur). En effet, la valeur globale de
la force peut étre par une intégration numérique des fonctions f, et f;. avec un pas Ay =005mm. La
répartition des densité de force en fonction de y sont données par le figure (A5.3). La valeur obtenue pour

la force agissant sur un conducteur est F, =029N /m

800 - Ayf. (uN) LN

oo | R T

s00 | 7 1F,

200 57 foafo 7
S K e

200 P 4\\:?3 2 1 0 1 2 5”//4 >

400 - f*B ,,,,,,,,,, /

600 | iF”

800 L

Fig. A5.3. Tracé de F (y)
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Annexe 6
Inclinaison des encoches

1. Facteur d'inclinaison

Dans la littérature, on peut trouver une définition du facteur d'inclinaison comme le rapport entre
les f.e.m induites calculées dans les cas incliné et droit. Afin de déterminer ce facteur, commengons par
calculer la f.e.m induite aux bornes d'un conducteur droit i.e. orienté suivant la direction perpendiculaire
au plan de répartition du champ (Fig.A7.1a).

Soit un champ tournant de p paires de po6les et de pulsation @. Afin de simplifier le probléme, on suppose
une répartition sinusoidale et radiale dans l'entrefer. Ce champ peut s'écrire en un point P (repéré par

I'angle o) de la maniére suivante:
h(ot, t) = h, cos(ot — pa) (A7.1)

avec h, la valeur maximale du champ.
Soit un conducteur rectiligne de longueur L placé au point P (Fig. A7.1). Il coupe alors un flux pendant
une durée dt. En méme temps, le champ a tourné d'un angle odt et la section engendrée est égale a

LRwdt . D'apres la loi de Lenz, une f.e.m apparait aux bornes de ce conducteur et elle s'écrit:

e.(a,t)=—pg h, LR cos (ot - pa) (A7.2)

Pour un conducteur incliné d'un angle ai par rapport au plan de la répartition, on peut appliquer la
formule précédente a une portion élémentaire dl, située a la distance ! du point P, supposé rectiligne et

paralléle a I'axe oz (Fig. A7.1b). La f.e.m. élémentaire peut s'écrire alors sous la forme:

de. = -4 hy,, dIRao cos(ot - pa;) avec o =a+%ai (A7.3)

En intégrant cette relation sur la longueur du conducteur, cela donne:

=L 2 . Oti Oti
e.la,t)= Lo de, = -y hLRo (E sin PT) cos(ot—pa ~ pT) (A7.4)

brin conducteur

o ’T/a (o]

Fig. A7.1a. cas d'un conducteur droit Fig. A7.1b. cas d"un conducteur incliné

En calculant le rapport des f.e.m efficaces E_4 et E_; calculées, respectivement, pour les cas droit (A7.2)
et incliné (A7.4), cela donne:

_ E _ sin{ po;/2)

" Ew  (poi/2)

(A7.5)

D'apres cette expression, le facteur k; est inférieur a 1 et il tend vers 1 lorsque I'angle d'inclinaison tend
vers 0. On note que l'expression de la f.e.m dans le cas incliné (A.7.4) révele un déplacement de la phase a

'origine d'un angle pa; /2.
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L’expression précédente donne le facteur d’inclinaison est pour le fondamental. Dans le cas des
harmoniques liés a la répartition du champ magnétique, ce facteur s’écrit pour un harmonique d’ordre
n/p:

_ sin(na; /2)

R ) (A7.4)

Pour éliminer par exemple un harmonique d’ordre n,/p, il suffit de mettre a4 zéro le facteur

d’inclinaison qui lui associé.
R (SN o .
sm(——z—) =0 ou nyo; =2kn avec kun entier (A7.4)

A partir de cette relation, nous pouvons déduire la valeur de l'angle d'inclinaison qui annulera
I'harmonique d’ordre ny, /p. En choisissant la plus petite valeur non nulle ie. correspondant a k=1,

nous obtenons a; =27n/n,, .

2. Choix de l'inclinaison

X

Les machines présentent des harmoniques d’espace dus a la répartition discontinue des
conducteurs dans I'armature du stator et du rotor. Ces harmoniques sont a I'origine du bruit magnétique
et peuvent provoquer un vieillissement prématuré du matériel. C'est pourquoi, les constructeurs
cherchent & éliminer ces harmoniques ou a les atténuer. Pour ce faire, ils ont recours a deux techniques:
un choix judicieux du nombre d’encoches au stator et au rotor ou une inclinaison des encoches d'une des
armatures. Généralement, c’est la deuxieme solution qui est utilisée.

Supposons, pour simplifier, une répartition sinusoidale du champ dans l'entrefer de la machine. La
perméance du circuit magnétique varie dans l'entrefer & une fréquence qui correspond au pas dentaire. Si
on note N ¢ le nombre d’encoches d'une armature, la variation de la perméance est égale a N, /p fois le
fondamental. En utilisant la relation (A7.2) et en réduisant la modulation de la perméance & I'onde

fondamentale, on peut écrire la f.e.m aux bornes d'un conducteur sous la forme:

e

e(a, t) = e, cosot(l +y cos(—-at — pa)) (A7.5)

y est un coefficient qui dépend de l'ouverture d'encoche.

En développant cette expression, on peut 'écrire:

I\}I)e -Not- poc):l (A7.6)

e(a,t) = em(icoscot + %cos((Ne + Dot - pa)+ %cos((
P

D'aprés cette relation, les harmoniques de denture apparaissent comme une fonction d’amplitude
constante et d’ordre N, /p+1. Pour réduire ces deux harmoniques, une solution consiste & incliner les-
encoches. Pour cela, on annule les facteurs d'inclinaison qui leurs sont associés. Dans ces conditions, nous
obtenons deux valeurs pour I'angle d’inclinaison:

2n 2n
= et aiz =
N.+p

12511

(A7.7)
Comme nous nous pouvons définir qu'une seule valeur , on suppose N, trés grand devant p ce qui

donne o; =2n/N,. Cela correspond a une inclinaison d'un pas d’encoche. Dans ce cas, les deux

harmoniques de denture ne sont pas annulés mais leurs amplitudes sont fortement réduites.
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Exemple d'application

Considérons une armature avec p =2 et comportant 32 encoches. D’apreés la relation (A7.6), une
telle configuration développe deux harmoniques de denture d’ordre 15 et 17. La forme d’onde de la f.e.m
avec et sans ces harmoniques est donnée par la figure (A7.2). Dans ce calcul, nous avons posé e, =1V,
0 =31415rd /s et y=07.

154 Fem(V)

onde fondamentale

1
0.5

_____ onde avec modulation
par la perméance

0

0.02

0.5 Temps(s)

1t

-1.5 +

Fig. A7.1. Formes d’ondes

fondamental et sa modulation par la perméance du circuit magnétique

Avec une inclinaison égale au pas dentaire i.e.a; = 1/16, les facteurs d’inclinaison calculés a partir de la
relation (A7.4) sont égaux a k5 = 0.0662 et k;,, = —0.0494, respectivement, pour les harmoniques 15 et
17. Pour le fondamental, le facteur est égale a k;;; = 0.998. La figure (A7.3a) montre la forme d’onde du

flux apres l'inclinaison et la figure (A7.3b) donne le spectre de cette onde comparé au cas sans inclinaison.
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Annexe 7

Calcul des paramétres du schéma électrique équivalent

Les parametres du schéma équivalent en L de la machine (Fig. A8.1) peuvent étre obtenus a partir

des tests a vide et a rotor bloqué.

r . L,
.  E— L L
—
v, €,
L. /g

Fig. A8.1. Schéma électrique équivalent de la machine

Dans cet annexe, nous présentons une procédure de calcul de ces parameétres dans le cas du
modele pas a pas dans le temps. Dans ce cas, il faut traiter des valeurs instantanées. Par contre, dans la
formulation complexe, on utilise les amplitudes et les phases des courants calculés. Les calculs sont
donnés pour 'onde fondamentale 4 50 Hz pour un schéma ramené au stator.

Le test a vide i.e. g =0 permet de calculer I'inductance magnétisante, en utilisant la relation suivante:
_<Q()>

o ios (A8.1)

m

avec <Qu(t)> la valeur moyenne de la puissance réactive a vide sur une période, iy (t) le courant
absorbé a vide et o la pulsation de la tension appliquée.

A partir du test a rotor bloqué i.e. g =1, on peut calculer la résistance rotorique r, et l'inductance de
fuite rotorique 1,. Le courant magnétisant est déduit en fonction de la source de tension v, et

I'inductance magnétisante calculée par la relation (A8.1):

i (t)= w (A8.2)

m

avec T la période de la tension appliquée. En effectuant le bilan des puissances actives et réactives pour

le calcul & rotor bloqué, on peut écrire:

<Py >=1; <[y () =i (1) > (A83)

<Q ) >=1_0 <iZ ®)>+l,0 <(i,{t) -i, ©)> > (A8.4)
Pour la machine d'étude, les valeurs obtenues sont les suivantes:

1, =0165H, 1,=881mH, 1r,=064Q
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